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Resumen

Consideramos un modelo que consiste en un atomo de dos niveles dentro de una cavidad
Optica con pérdidas y un laser irradiando la cavidad. Nos propusimos hallar una relacién
entre el nimero de emisiones espontaneas en el atomo y el nimero de fotones medidos que
pierde la cavidad; considerando el campo estimulante, el modo de cavidad y el atomo en
resonancia. Usando la teorias de trayectorias cudnticas mantenemos un registro del ntime-
ro de pérdidas en la cavidad y emisiones espontaneas. A través de este registro es posible
obtener distribuciones de probabilidad, las cuales nos dan informacién acerca del niimero
de emisiones espontdaneas dado cierto nimero de pérdidas en la cavidad.

Manteniendo constante el nimero de fotones en la cavidad, y considerando una constante
de acoplamiento menor al ancho de linea atémico y al ancho de linea de cavidad, obte-
nemos distribuciones de probabilidad discretas que nos dicen la probabilidad de obtener
un determinado nimero de emisiones espontaneas dado cierto nimero de emisiones de la
cavidad. Estudiando mas a fondo la relacién entre estas dos variables, vemos que existe una
correlacién positiva entre el nimero de emisiones de la cavidad y el nimero de emisiones
espontaneas, la cual aumenta conforme disminuye el ancho de linea de la cavidad.
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Capitulo 1

Introduccion

El estudio de la luz ha sido un tema central en el estudio de la naturaleza, tanto clasica
como cuanticamente. Una de las ramas de la ciencia encargadas de entender la interaccion
de la luz con la materia es la éptica cuantica. Para ello, justo como en otras ramas de la
fisica a lo largo de la historia, existe una retroalimentacién constante entre experimento
y teoria. A través de avances tedricos es posible crear aparatos que nos proporcionan una
vision mas detallada de la naturaleza, lo cual termina por aumentar nuestra comprension y
nos permite formular teorias mas complejas. Como ejemplo de esto uno podria mencionar
la invencién del laser, aparato que ayudé de manera significativa al avance de la optica
cudntica [1].

Si uno considera fuentes de luz, quiza lo méas conveniente es comenzar con lo que podria
ser el caso mas simple: el fenémeno de emision espontanea. Esta se puede definir como un
proceso en el que un sistema cudntico (cominmente un dtomo) transita de un estado de
energia excitado a un estado de mas baja energia y emite, hacia una direcciéon aleatoria,
una cantidad cuantizada de energia en la forma de un fotéon. Al momento de describir
tedricamente dicho fenémeno uno debe de tomar en cuenta la interaccion del sistema con
el ambiente; de manera mas especifica uno acopla el &tomo con el campo electromagnético
cuantizado [2].

Al considerar la interaccién del sistema con el ambiente, debemos introducir un siste-
ma cudntico abierto, es decir, un sistema en el que puede haber intercambio de energia
con el ambiente. Esto abarca toda una serie de fenémenos que van mas alld de la emision
espontanea, ya que, estrictamente hablando, ningin sistema cuantico que se haya medido
en un laboratorio es un sistema ideal, perfectamente aislado. Generalmente lo que suce-
de al manejar sistemas cuanticos es que la dinamica coherente tipicamente dura escalas
cortas de tiempo (entre los casos més exitosos se encuentra el mantenimiento de la cohe-
rencia en un dispositivo nanoelectrénico por 30 segundos [3]), antes de que la dindmica sea
dominada por el acoplamiento del sistema abierto a su ambiente [2,4,5], lo cual lleva a
que la coherencia decaiga con el tiempo en un proceso que se conoce como decoherencia.
Como resultado, el proceso cuantico relevante se pierde y vemos un comportamiento mas



parecido a lo que se observa clasicamente. Esto lo veremos al tratar varios sistemas de
Optica cuantica, donde estudiaremos su dinamica a partir de la ecuacion maestra, y no nos
limitaremos a fuentes de luz, sino que también hablaremos de la respuesta de un sistema
—un atomo, o una colecciéon de atomos— a dicha fuente.

Dentro de los sistemas que vale la pena mencionar, y que trataremos en diversas oca-
siones en este trabajo, se encuentran las cavidades opticas, las cuales basicamente son un
arreglo de espejos con los cuales es posible confinar ondas estacionarias de luz. Las ca-
vidades Opticas que estudiaremos en este trabajo seran cavidades que cuentan con cierto
coeficiente de pérdida. A diferencia del atomo de dos niveles, en el caso que la cavidad
pierda un fotén, éste no sera emitido en una direccion aleatoria; sino que serd transmitido
a través de uno de los espejos, lo cual facilita su medicién, existiendo diversas técnicas al
respecto [6,7]. Dentro de este trabajo denominaremos como emisiones de la cavidad a las
mediciones cuyo origen sea de la pérdida de fotones que ocurran en la cavidad.

El estudio de los sistemas cuanticos abiertos toma atin mas importancia cuando uno consi-
dera que en los iltimos anos han surgido experimentos que permiten el manejo de sistemas
cuanticos individuales, llegando al grado que es posible controlar atomos, iones, moléculas o
fotones de manera individual [8,9], hecho que en 2012 le vali6 el Premio Nobel de fisica a los
investigadores Serge Haroche y David J. Wineland. Estos experimentos y el estudio tedrico
que los acompana tienen posibles aplicaciones dentro del computo cuantico, en donde existe
un gran numero de protocolos que requieren la generacién de fotones individuales [10-12].
Para esto normalmente se usan atomos de dos niveles, los cuales generan el foton mediante
emisién espontanea. Sin embargo, debido a que no sabemos ni la direccién ni el momento
exacto en que emitird el &tomo, esto puede traer complicaciones. Ante esta dificultad, uno
podria pensar en idear un arreglo fisico en el que un atomo de dos niveles se encuentre
acoplado a otro sistema, de manera que sea posible hallar correlaciones entre el niimero de
emisiones espontaneas y alguna otra cantidad relacionada al sistema acoplado que resulte
mas facil de medir. Para nuestros fines la opcién mas adecuada resulta el sistema de una
cavidad. Esto, principalmente debido a los avances que ha habido en fisica experimental
que permiten lograr dicho acoplamiento de manera exitosa, habiendo varios estudios al
respecto [13-16], ademds de que resulta conveniente, ya que sabemos que los fotones de
la cavidad seran transmitidos a través de los espejos, lo cual facilita su medicién. Esto
serd una de las motivaciones para este trabajo de tesis, donde manejaremos un sistema
que consiste en un atomo de dos niveles acoplado al modo de una cavidad con pérdidas, y
consideraremos un laser irradiando el modo de la cavidad al cual estd acoplado el atomo.
Teniendo este arreglo fisico buscaremos hallar una relaciéon entre el nimero de emisiones
espontaneas —las cuales estan asociadas a decaimientos en el atomo de dos niveles— y el
nimero de emisiones de la cavidad —las cuales estan asociadas a pérdidas en la cavidad—, de
manera que tras haber medido cierto nimero de emisiones de la cavidad, podamos estimar
el nimero de emisiones espontaneas.

Para estudiar tedricamente este problema usaremos la Teoria de Trayectorias Cuanti-
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Figura 1.1: Probabilidad de que un dtomo de dos niveles se encuentre en el estado excitado, con
estado inicial [¢(0)) = |2). Promediando 10,000 de estas trayectorias se obtiene un decaimiento
exponencial.

cas. Dentro de esta teoria se propagan en el tiempo estados puros en lugar de una matriz
de densidad, con el proceso de disipacion incorporado mediante una modificacién al Hamil-
toniano, e intercalando la evolucion coherente con saltos cudnticos —cambios abruptos en
el estado que suceden de manera aleatoria. Haciendo un promedio estocastico apropiado y
usando ciertos saltos cuanticos es posible reconstruir los valores esperados obtenidos me-
diante la ecuacion maestra, de manera eficiente y con errores estadisticos bien controlados.
Ademas de esta utilidad practica, esta técnica nos puede dar una intuicién fisica de una
gran variedad de fenémenos con disipacién. Para darnos una idea de como funciona esta
teoria, y la manera en que nos puede ayudar, podemos ver el caso de emision espontanea.
Teniendo un atomo de dos niveles cuyo estado inicial es el estado excitado, podemos si-
mular su proceso de decaimiento. Graficando la probabilidad de que el 4tomo se encuentre
en el estado excitado, inmediatamente sabemos que en ¢t = 0 esta probabilidad es igual a
1, ya que es su estado inicial. Eventualmente el atomo decaerd —dara un salto cuantico al
estado base—, y una vez que decaiga, el atomo permanecera en el estado base para siempre
dado que no hay nada que lo excite. Promediando muchas de estas trayectorias uno obtie-
ne un decaimiento exponencial, lo cual concuerda con la teoria establecida relacionada al
fenémeno de emisién espontanea [17]. Este ejemplo serd explorado de manera formal més
adelante. Por ahora esto resulta suficiente para tener una idea de lo que es una trayectoria



cuantica, que es algo que podemos observar en la figura 1.1. Estudiar este formalismo —y,
en particular, usarlo para realizar simulaciones de procesos con disipacion— abrira la puerta
para poder estudiar el modelo en el que se centra nuestro trabajo.

El objetivo de esta tesis es hallar la relaciéon que existe entre el nimero de emisiones
espontaneas en un atomo de dos niveles y el niimero de emisiones medidas en una cavi-
dad o6ptica. Para ello habra que tener un entendimiento acerca de los sistemas cuanticos
abiertos, con atencién especial a la ecuacion maestra y su aplicacién a diversos fendmenos
fisicos, que es en lo que se centrard el capitulo 2. En el capitulo 3 introducimos el método
de trayectorias cuanticas y su interpretacién fisica. Esta técnica nos proveera una mane-
ra para tratar con sistemas disipativos numéricamente, ademas de que puede resultar de
gran ayuda para comprender la dindmica de sistemas cuanticos abiertos. En la parte final
del capitulo 3 analizamos diversos ejemplos en los cuales hacemos énfasis en los aspectos
fisicos que nos ayuden a profundizar sobre el fenémeno en cuestion. En el capitulo 4 se
introduce el modelo en el que se centra nuestro problema, ademas de mostrar los resultados
numeéricos obtenidos a partir de realizar diversas simulaciones de trayectorias cuanticas.
Dentro de nuestros resultados obtenemos distribuciones de probabilidad para el nimero de
fotones medidos cuyo origen proviene de emisiones de la cavidad, y que nos dicen la pro-
babilidad de ocurrencia de que exista cierto niimero de emisiones espontaneas. Estudiando
estas distribuciones de probabilidad exploramos la relacién entre el nimero de emisiones
espontaneas y el nimero de fotones medidos en la cavidad estimulada, asi como el error
que existe dentro de nuestras estimaciones. Posteriormente, en el capitulo 5, se estudia
la correlacién entre el nimero de emisiones espontaneas y el nimero de emisiones de la
cavidad, y como varia ésta con respecto el ancho de linea de la cavidad. Finalmente, en el
capitulo 6 se discuten los resultados obtenidos y se dictan algunas conclusiones.



Capitulo 2

Sistemas cuanticos abiertos

El acoplamiento entre sistemas cuanticos y su ambiente es importante dentro de, esen-
cialmente, cualquier sistema donde un comportamiento cuantico sea observado. Resulta
necesario entonces la construccién de un formalismo que describa adecuadamente estos sis-
temas — los sistemas cuanticos abiertos. Para desarrollar tal formalismo y lograr modelar
de manera efectiva dichos sistemas, serd necesario introducir distintos conceptos y realizar
ciertas aproximaciones e idealizaciones, que nos daran la posibilidad de desarrollar lo que
se conoce como la ecuacion maestra; la cual nos ayudara a describir una gran variedad de
fenomenos cuanticos con disipacion de manera bastante acertada.

2.1. Analisis tedrico de los sistemas cuanticos abiertos

Generalmente, al manejar sistemas cuanticos abiertos, se considera un sistema cuantico
pequeno, el cual esta acoplado a un ambiente grande que se puede pensar como un reservo-
rio. Esta relacién es similar a la que se maneja en el ensemble canénico de fisica estadistica,
donde se tiene un sistema y un bano térmico. Por esta razon en gran parte de la literatura,
y en algunas ocasiones durante esta tesis, nos referiremos al ambiente como ’bano’.

En este arreglo, el Hamiltoniano para el sistema completo, incluyendo tanto el sistema
como el ambiente, estd compuesto por tres partes:

HtotaleS+HR+HSR' (2].].)

Aqui Hg es el Hamiltoniano del sistema, que describe la dindmica coherente de los grados
de libertad del sistema, en la ausencia de cualquier tipo de acoplamiento con el reservorio.
Dentro de los sistemas que nosotros usaremos, esta el sistema de atomo dos niveles, que
tipicamente se describe mediante el Hamiltoniano Hg = %thO'Z donde wg es la escala de
frecuencia del sistema, y o, es el operador de Pauli; escrita con notacién de Dirac ésta
se representa como |2) (2| — |1) (1|, donde |1) y |2) representan el estado base y el estado
excitado, respectivamente, de un atomo de dos niveles. Otro sistema comtn es el de un
oscilador arménico, cuyo Hamiltoniano estd dado por Hg = hwga'a, donde a es un operador
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Figura 2.1: Diagrama general de un sistema cudntico abierto: un sistema cudntico interactia
con el ambiente, lo cual lleva a una combinaciéon de dindmicas coherentes y disipativas para el
sistema pequeno. En 6ptica cudntica uno puede describir la dindmica del sistema considerando
una separacion en las escalas de frecuencia y energia, en donde las escalas de frecuencia y energia
del sistema pequeno que estén directamente acopladas al ambiente (wg) y las tasas de relajamiento
para las funciones de corelacién relevantes en el ambiente (wg) son mucho mayores que las escalas
de frecuencia de la dindmica inducida por el acoplamiento (I').

de descenso del oscilador arménico [18]. Para nuestro caso asignaremos el tratamiento de
oscilador arménico para el modo de una cavidad Optica, es decir, una oscilacion de la
onda electromagnética en la cavidad, la cual tiene una frecuencia y forma que no varia
en el tiempo. Los grados de libertad del ambiente y su dinamica estan descritos por el
Hamiltoniano Hpg, mientras que la interaccion entre el sistema y el reservorio esta descrita
por el Hamiltoniano Hgg.

Para nuestros fines resulta conveniente modelar el reservorio como una coleccién de
osciladores arménicos con frecuencia w

Hp =Y hwrlr;, (2.1.2)

J

donde r} y 7; son los operadores de creaciéon y aniquilacién, respectivamente, corres-
pondientes a la frecuencia w;. Estos operadores obedecen las relaciones de conmutacién

7, r;,] = 0; s, donde 9, ; denota una delta de Kronecker.

El Hamiltoniano de interaccién Hgg tipicamente toma la forma [19]

Hsp = Z Wzy +x_)(Kkjr; + /ij-r;f) (2.1.3)

J

~ Y h(kjwer; + Kjr_r)), (2.1.4)

J

donde x4 es un operador que pertenece al sistema S, y la constante x (por el momento
sin especificar) denota la fuerza del acoplamiento. Para relacionarlo con los sistemas de
dos niveles previamente mencionados, tenemos que para un sistema de dos niveles, puede
ser que tengamos r_ = o_ , el operador que cambia hacia espin abajo, y x, = o, |,
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el operador que nos cambia hacia espin arriba. En el caso en el que el sistema sea un
oscilador armoénico, tipicamente tenemos r_ = a. En la segunda linea de esta expresiéon
hemos utilizado la aproximacion de onda rotante, la cual discutiremos a continuacién.

2.1.1. Aproximaciones clave en sistemas cuanticos abiertos

Un punto clave para el entendimiento a nivel microscépico y el control que tenemos
en sistemas cuanticos abiertos, es el hecho de que podemos hacer tres aproximaciones al
momento de describir la interacccion entre el sistema y el reservorio, que resultan dificil de
realizar en otros sistemas [5].

1. La aprozimacion de onda rotante - En la aproximacién de la eq. (2.1.4) del Hamilto-

niano interactuante que escribimos arriba, ignoramos los términos de la forma :B+7“;L-
y x_r;. En general, tales términos surgiran en los acoplamientos, y serdn del mis-
mo orden que los demés términos del Hamiltoniano de interaccién. Sin embargo, si
transformamos estos operadores a un marco rotante con el sistema y las frecuencias
del bano (un cuadro de interaccién donde la dindmica debido a Hg y Hg sea in-
corporada a la dependencia temporal de los operadores), veremos que los términos
del sistema y el reservorio seran explicitamente independientes del tiempo, mientras
que los términos relacionados con la interaccién seran explicitamente dependientes
del tiempo. En algunos de estos términos las frecuencias asociadas al sistema y el
reservorio se sumaran, mientras que para otros términos las frecuencias se restaran,
de modo que tendremos |wr — ws| <€ wr + wg por lo que los términos con frecuen-
cias que se suman estaran oscilando més rapidamente que los términos en los que
las frecuencias se restan. Esto significa que para escalas de tiempo considerables los
términos cuyas frecuencias se estan sumando rapidamente promediaran a 0. Por lo
tanto estos términos podran ser ignorados y sélo nos quedaremos con los términos
cuyas frecuencias se restan.

2. La aproximacion de Born - También consideraremos que las escalas de frecuencia
asociadas con la dindmica inducida por el acoplamiento entre el sistema y el ambiente
son pequenas en comparacion con las escalas de frecuencias dinamicas relevantes al
sistema y al ambiente. Si las escalas de frecuencia wg a las cuales el sistema se acopla
son mucho mayores que las escalas de frecuencia I' correspondientes a las dindmicas
del sistema inducidas por el ambiente, podremos hacer una aproximacién de Born
en teoria de perturbaciéon dependiente del tiempo. Esta aproximacion consistira en
truncar la ecuaciéon dinamica de la matriz de densidad correspondiente a nuestro
sistema S, ignorarando términos superiores a segundo orden en Hgp [18].

3. La aproximacion de Markov - Asumimos que el acoplamiento sistema-ambiente es
independiente de la frecuencia/tiempo sobre cortas escalas de tiempo, y que el am-
biente regresa rapidamente al equilibro de una manera en la que esencialmente no es
afectado por su acoplamiento con el sistema, de modo que el ambiente no cambia en
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el transcurso del tiempo, y la dinamica del sistema no es afectada por su acoplamien-
to con el ambiente en momentos anteriores, i.e., la evolucion del sistema no depende
de su historia.

Cada una de estas aproximaciones estd, normalmente, bien justificada [19]; y, los términos
de las ecuaciones de movimiento que se ignoran resultan ser, por varios 6rdenes de mag-
nitud, menores que aquellos que se retienen. Esto es consecuencia de la existencia de una
escala grande de frecuencia/energia que domina todas las otras escalas del mismo tipo en la
dindmica del sistema descrito por Hg, y en la interaccién sistema—ambiente Hgr. De mane-
ra un poco mas especifica, usualmente tendremos una situacién donde [Hg, 4| ~ thwry,
con frecuencia w del mismo orden que la frecuencia del sistema wg, primeramente dominan
cualquier otro proceso presente en la dinamica del sistema, y segundo, resultan mucho
mayores que las escalas de frecuencia correspondientes a la dindmica inducida por el aco-
plamiento con el reservorio, I'. Es justo la primera de estas dos condiciones la que nos
permite realizar aproximaciones de onda rotante en el Hamiltoniano de interaccién, y a la
vez, nos permite realizar la aproximacién de Markov. La segunda condicién nos permite
realizar la aproximacién de Born.

Con respecto a la aproximacién de Markov, uno puede ver como esto resulta razonable
en términos fisicos. Potencialmente, S puede depender de su historia pasada, debido a que
sus estados anteriores se mantienen registrados como cambios en el estado del reservorio
a través de la interaccion Hgpg; estados anteriores tienen entonces un efecto en la futura
evolucion de S dado que actia con el reservorio. Sin embargo, si el reservorio es un sistema
lo suficientemente grande mantenido en equilibrio térmico, no esperamos que preserve los
cambios menores debido a su interaccion con S por mucho tiempo; al menos no lo suficiente
como para afectar significativamente la evolucién de S. Por lo tanto se convierte en una
cuestiéon de tiempo de correlacion del reservorio contra escala de tiempo para un cambio
significativo en S.

Teniendo una idea bésica del acercamiento que usaremos para tratar nuestro siste-
ma, ademéds de las idealizaciones y aproximaciones que emplearemos, podemos empezar a
trabajar en la derivacion de una ecuaciéon maestra. Al ver aplicadas estas aproximaciones
terminaremos de comprender su validez, y éstas a su vez nos permitiran llegar a la ecuacién
que queremos.

2.2. Ecuacion maestra

Empezando con un Hamiltoniano general (2.1.1), queremos obtener una ecuacién que
nos proporcione una evolucion para la dindmica de nuestro sistema que no sea tnicamente
unitaria, sino que sea una evolucion en la que haya disipacién. Esto debido a que lidiare-
mos con sistemas cuanticos abiertos por lo que es importante saber como incorporar este
efecto en la dindmica de nuestro sistema. Con este fin, es necesario introducir el operador
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de densidad.

El operador de densidad es un operador que nos describe el ensamble estadistico de
un sistema en mecanica cuantica. El ensamble es una idealizacion que consiste en un gran
nimero de copias virtuales del sistema, consideradas todas al mismo tiempo, donde cada
una representa un posible estado en el que el sistema real se encuentra. El operador de
densidad que representa dicho ensamble se expresa de manera general como

p= ij ;) (sl (2.2.1)

donde los coeficientes p; son positivos y sumados igualan a uno, y |¢;) (¢;], es un producto
exterior escrito en notacién de Dirac. Esto representa un estado mixto, es decir, un estado
que consiste en un ensamble estadistico de diferentes sistemas cuanticos, donde p; es la
probabilidad de que el sistema se encuentre en el estado puro [¢;).

Empezando, entonces, con un operador de densidad para nuestro sistema total S @& R
el cual denominamos Yy, a partir del cual queremos hallar una ecuacién que nos dé la
dindmica de nuestro operador de densidad reducido p(t) con las propiedades de R entrando
unicamente como parametros, y el cual inicialmente esta dado por

p(t) = trr[x(t)], (2.2.2)

donde la traza es tomada tinicamente sobre los estados del reservorio [20].

Tomando como referencia el procedimiento realizado por Carmicheal en [2] uno puede
empezar con la ecuaciéon para la evolucion temporal de y, la cual esta dada por la ecuacién
de Liouville-=von Neumann:

X = %[H, x]- (2.2.3)

Proseguimos a transformar (2.2.3) al cuadro de interaccién, separando la dindmica répida
generada por Hg + Hp de la lenta generada por Hggr. Con

X(t) = e(i/ﬁ)(Hs-i-HR)tX(t)e—(i/ﬁ)(Hs-i-HR)t (2.2.4)
de (2.1.1) y (2.2.3) obtenemos
=1 =

donde Hgg(t) es explicitamente dependiente del tiempo:
ﬁSR(t) = W/MHs+HR) pr o=@/ (Hs+HR)t (2.2.6)

Ahora integrando (2.2.5) obtenemos

W =0+ | (), 1), (2.2.7)
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y sustituimos X(¢) en el conmutador (2.2.5):

¥ S3lsn(t): (0 = 3 [ e Tsn(t). [ontt). 5(0)]) (2.2.8)

Esta ecuacién es exacta. La ecuacién (2.2.3) simplemente se ha expresado en una forma
conveniente, con la cual ahora podemos identificar aproximaciones razonables.

Asumiremos que la interaccion se enciende en ¢t = 0 y que no existen correlaciones entre
S y R en este tiempo inicial. Entonces x(0) = x(0) se factoriza como

1(0) = p(0) Ry, (2.2.9)
donde Ry es el operador de densidad inicial del reservorio. Entonces, notando que

trp(X) = e/MHst pe=(/MHst — 5 (2.2.10)

después de trazar sobre el reservorio, (2.2.8) da

t

5o —% [ dvtrad sa(0). (). XD}, (2.2.11)

donde, por simplicidad, hemos eliminado el término (1 /ih)trR{[fI sr(t), x(0)]} asumiendo

que trg[Hsr(t)Ro] = 0, lo cual puede justificarse realizando una transformacion en el Ha-
miltoniano de nuestro sistema anadiendo el término trgr(HsgrRo) en Hg y restandolo en
Hgg, de manera que los operadores acoplados a S tienen valor esperado cero en el estado
Ry sin modificar H completo.

Hemos mencionado anteriormente que X es factorizable a t = 0. A tiempos posteriores
es posible que surjan correlaciones entre S y R debido al acoplamiento entre el sistema y
el reservorio a través de Hggr. Sin embargo, hemos asumido que el acoplamiento es muy
débil y que a todo tiempo x(t) solamente deberia mostrar desviaciones de orden Hgr de un
estado no correlacionado. Ademas, R es un sistema grande cuyo estado se ve virtualmente
inafectado por su acoplamiento con S. Entonces escribimos

X(t) = p(t)Ro + O(Hsr). (2.2.12)

Es ahora cuando haremos uso de la aprozimacion de Born. Ignorando el término O(Hgg)
correspondiente a las correlaciones entre el sistema y el ambiente, veremos que la ecuacion
(2.2.11) ya no contara con términos superiores a segundo orden en Hgpg, v ésta serd escrita
como

5 —% /0 dt'tr{ [Hsn(t), [Hsu(t), 5t Ro]] ) (2.2.13)

La ecuacién (2.2.13) sigue siendo una ecuaciéon complicada, ademds de que sigue sin ser
Markoviana, ya que la futura evolucién de p depende de su historia pasada a través de la
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integracién sobre p(t'). Ahora haremos uso de otra aproximacién importante, la aprozima-
cion de Markov, reemplazando p(t’') por p(t) para obtener nuestra ecuacién maestra en la
aproximacién de Born-Markov:

1 t
_ﬁo

p

at'trp{ [Hsn(t), [Hsn(t'), 5(t) Ro]l}. (2.2.14)

Si bien discutimos brevemente la aproximacion de Markov en la seccion 2.1.1, vale la pena
ser un poco mas precisos. Estudiando el integrando de (2.2.13) haremos la suposicién de
la aproximacién de Markov de una manera mas explicita.

Primeramente hacemos nuestro modelo mas especifico escribiendo

Hgp=hY_ s, (2.2.15)

donde los operadores s; pertenecen al espacio de Hilbert S y los operadores I'; son opera-
dores del espacio de Hilbert R. Entonces

Hgsp(t) =h Z /M HFHR) g ] o= (/M) (Hs+HR)t

(2

_ hz <€(i/h)HstSie—(i/h)Hst> (e(i/h)HRtFie—(i/h)HRt)
=0y ST, (2.2.16)

Por lo tanto, la ecuaciéon maestra en la aproximacion de Born es ahora

p= =3 [ atund BOF. B OO0 R)
== 3 [ ar{Em @) SO OO

+ [FOF (1 )501) = S0P (NS () (2:2.17)

donde hemos usado la propiedad ciclica de la traza (tr(ABC) = tr(CAB) = tr(BCA)) y

escribimos

T (OT;(1)) g = tre[RoT:(t)T;()], (2.2.18a)

(T;(T3(t)) r = tra[Rol;(t")T(t)). (2.2.18b)

Las propiedades del reservorio entran en la ecuacién (2.2.17) a través de las funciones

de correlacién (2.2.18a) y (2.2.18b). Podemos justificar el reemplazo de p(t') por p(t) si

estas funciones de correlaciéon decaen muy rapidamente en la escala en la cual p(t) varia.
En un caso ideal, tomamos

(T, (') g o 6(t —t'). (2.2.19)
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La aproximacion de Markov se basa entonces, tal y como se sugiere, en la existencia de dos
escalas de tiempo ampliamente separadas: una escala de tiempo lenta para las dinamicas
del sistema S, y una rapida que caracteriza el decaimiento de las funciones de correlacion
del reservorio.

Integrando sobre el tiempo, calculando las funciones de correlacién en (2.2.17), donde
dichos calculos dependeran en gran parte del sistema S que se maneje y los operadores s;
correspondientes, uno vuelve al cuadro de Schrodinger, obteniendo algo de la forma

p= = [H, p] + =0/t el (2:2.20)

El segundo término en (2.2.20) consistird en una suma de productos entre el operador de
densidad p y los operadores s;, de manera similar a como se ve en (2.2.17), multiplicados
por el resultado obtenido en los cédlculos de las funciones de correlacién. Desarrollando el
segundo término en (2.2.20), uno llega a lo que se conoce como ecuacidon maestra, en este
caso expresada en su forma de Lindblad
p= —%[H& p)+ % > [2CpC, = ClCrp = pCl,Cil, (2.2.21)
m
donde los términos C,, son conocidos como operadores de colapso u operadores de salto y
son proporcionales a los operadores s; que estan incluidos en el Hamiltoniano de interaccion
2.2.15. Estos operadores estaran dados de acuerdo al sistema que manejemos, pero siempre
seran operadores no-hermitianos, lo cual provocara que la probabilidad en nuestro sistema
no se conserve. Esto sera mas evidente al momento de desarrollar la teoria de trayectorias
cuanticas, y sera al explicar esta teoria cuando profundizaremos sobre su interpretacion
fisica.

2.3. Ecuaciéon maestra para cavidad optica con pérdi-
das

Sabiendo que es posible derivar una ecuacion maestra para distintos tipos de sistemas
abiertos, probaremos ahora un caso simple: el caso de una cavidad éptica con pérdidas.
Definiendo el Hamiltoniano para nuestro sistema tenemos

Hg = hwea'a, (2.3.1a)

Hp =Y hwrir;, (2.3.1b)
J

Hsp = Z h(/{;farj- + kja'r;) = h(al't +a'T). (2.3.1c)
J
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El sistema S es un oscilador armoénico con frecuencia we y operadores de creacién y ani-
quilacién a' v a, respectivamente; mientras que tanto el Hamiltoniano del ambiente, asi
como el de interaccién estan dados como se explica en la seccién 2.1. Haciendo la relacion
con (2.2.17) nombramos ahora nuestros operadores como

s1=a, sy=al, (2.3.2a)
I, =I"= irl, Dy=T= KT, 2.3.2b
' T
J J

Teniendo estos operadores, uno puede, de manera andloga a como se hizo en la seccion
2.2, obtener una ecuacion maestra que describa nuestro sistema, la cual en este caso en
particular estd dada en su forma de Lindblad por

p=—iwcla'a, p| + k(0 + 1)(2apa’ — a'ap — pa'a)
+ wn(2a'pa — aa’p — paal), (2.3.3)

donde n = n(wj, T) es el nimero promedio de numero de fotones en el reservorio para un
oscilador con frecuencia w; en equilibrio térmico a temperatura 7"y estd dado por

e—fw}j/kBT

n(w;, T) (2.3.4)

- 1 _ e_hwj/k’BT.
Dicho término viene de las ecuaciones (2.2.18) donde el operador de densidad del reservorio
Ry se considera en equilibrio térmico a temperatura 7'y estda dado por

Ry = H e_h‘*’jT;Tj/kBT(l _ e*hwj/kBT). (2.3.5)
J

Si uno analiza la funcién (2.3.4) uno puede darse cuenta que para T' = 0, tenemos 7 = 0.
Mientras que si uno aumenta la temperatura, el nimero promedio de fotones también
aumentara afectando la influencia del reservorio en el sistema, lo cual se vera reflejado en
la tasa de pérdidas la cavidad. Esto lo podemos verificar obteniendo los valores esperados
del sistema, los cuales obtenemos trazando el producto del operador por la matriz de
densidad. (n) se obtiene calculando

(n) = —iwetr(ataa’p — alapa’a) + k(7 + Dtr(2a’a®pa’ — a'aa’ap
— a'apa’a) + kntr(2aaa’ pa — a'a*a’p — alapaal)
= 26(n + Dtr [aa®p — (aTa)Qp] + 2kntr(aa’p)
=—2r(n+ 1) (n) +2kn(1 + (n))
=—2k((n) — n), (2.3.6)
con solucion
(n(t)) = (n(0)) e 2" + a1 — e 2. (2.3.7)

En la figura 2.2, graficando (2.3.7), vemos cémo el aumentar el nimero de fotones térmicos
excita la cavidad lo que provoca que el minimo nimero de fotones en nuestra cavidad sea
mayor a cero y la tasa de decaimiento sea menor.
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Figura 2.2: Nimero promedio de fotones para el modo de una cavidad con pérdidas preparado
en el estado de Fock |10).

2.4. Emision espontanea y atomo de dos niveles

Si bien un modo de la cavidad excitado por luz térmica no es precisamente el ejemplo
mas interesante de fuente Optica —en cierta forma no es ni siquiera una fuente, dado que
el campo saliente observado es el mismo campo que excita el modo— éste resulta de gran
importancia, ya que nos provee los fundamentos para analizar otros sistemas fisicos. Uno
puede analizar la ecuacion maestra para un modo de cavidad éptica excitado por luz térmica
y esto nos puede dar una idea de la manera en que se comporta un campo eléctrico en una
cavidad con pérdidas. Pero, ;como saber la manera en que interactia la materia con dicho
campo? En este caso el &tomo amortiguado de dos niveles resulta ideal para establecer una
descripcion elemental. Al hacer tal descripcién, resulta fundamental el estudio del atomo
como fuente de emisién de fotones, con lo cual veremos que un atomo excitado puede ser
una fuente de radiacion a través de emision espontanea y emisién estimulada. La manera
en que abordaremos estos fendémenos fisicos sera a través del desarollo de una ecuacién
maestra que describa nuestro atomo interactuando con el ambiente.
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2.4.1. Ecuacién maestra para un atomo de dos niveles en equil-
brio térmico

Empezaremos manejando un sistema que consiste en un atomo de dos niveles en equi-
librio térmico, el cual esta radiativamente amortiguado por su interaccion con los modos
del campo de radiacion en equilibrio térmico a temperatura T'. Este campo actia como un
reservorio de osciladores arménicos. El reservorio es esencialmente el mismo considerado
en la ecuacion maestra para el modo de cavidad éptica. Sin embargo, la geometria ahora es
diferente; los modos del campo electromagnético impactan el dtomo desde todas las direc-
ciones en un espacio tridimensional, en lugar de entrar en una cavidad éptica propagandose
en una sola dimensién. Empleando el mecanismo general para describir un sistema S in-
teractuando con un reservorio R, nuestro Hamiltoniano estard dado, bajo la aproximacién
de onda rotante, por

Hg = 3hwao. (2.4.1a)
Hp = Z hwkﬁi,,\Tk,,\, (2.4.1b)
KA
Hsp =) AR\ a0 + Rialiads), (2.4.1c¢)

k,\

— _ekra Yk 5 g 2.4.2
/{k)\ 1€ 27:&60‘/61(’)\ 21- ( 4. )

En nuestro dtomo hemos considerado dos estados: el estado base |1) y el estado excitado |2),
con energias correspondientes F; y Ey donde E; < FE,. La sumatoria en el Hamiltoniano
de interaccién se extiende sobre todos los osciladores del reservorio (modos del campo
electromagnético) con vectores de onda k y estados de polarizacién A, y sus frecuencias
correspondientes wy y vectores unitarios de polarizacién éy y; el atomo estd posicionado
enry y V es el volumen de cuantizacion. El término ds; es un elemento de la matriz de
polarizacién que nos acoplara el atomo con el ambiente y que esta definido como

con

d12 =€ <1| q |2> s d21 = (dlg)*, (243)

donde e es la carga electronica y ¢ es el operador de coordenada para el electron ligado.
En nuestro sistema hemos fijado (1| q|1) = (2] q|2) = 0, asumiendo estados cuya simetria
garantiza que no habra momento dipolar permanente. Teniendo esto en mente, y empleando
el formalismo presentado en la seccién 2.2 podemos avanzar directamente a (2.2.17), donde
a partir de (2.2.16) y (2.4.1) hacemos la identificacién:

S =0_, Sg=04, (2.4.4a)

Ty =TT => s rky, Ta=T=) K (2.4.4b)
k,\

k,\
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Teniendo estos elementos, realizando el proceso mostrado en la seccion 2.2, es posible
llegar a la ecuacion maestra para un dtomo de dos niveles en equilibrio térmico [2]:

pz—%%@zd+%W+U@aﬂu—amw—mum)
+ %ﬁ(2a+pa, —0_0.p—po_oy), (2.4.5)

donde v es la constante de amortiguamiento de nuestro sistema, la cual esta dada por

1 4widi
7= 4dmey 3hc3

(2.4.6)

Analizando més a fondo la ecuacién 2.4.5 podemos notar que la manera en que hemos
agrupado los términos nos permite identificar una tasa de transicién de |2) — |1), descrita
por el término proporcional a (v/2)(n + 1) y otra tasa de transicién de |1) — |2), descrita
por el término proporcional a (/2)n. La primera tasa de transicién espontanea contiene un
término independiente de 7, y otro que nos dice la tasa de transicién inducida por fotones
térmicos, proporcional a 7; la segunda tasa de transicién proporcionada por el término 7
nos da la tasa de transiciones de absorcién relacionada con la toma de fotones térmicos del
campo electromagnético en equilibrio.

Al ver entonces como dichos términos estan asociados con el proceso de emisién es-
pontdnea, uno esperaria entonces que alguno de estos términos en la ecuacion maestra
coincidiera con el coeficiente A de Einstein, el cual es el coeficiente que nos da la tasa de
emision espontanea de luz en un atomo. Esto es precisamente lo que ocurre si uno compara
v con el resultado obtenido en la teoria de Wigner—Weisskopf del ancho de linea natu-
ral [21], lo cual nos hace corroborar nuestro procedimiento. Algo mas que podemos hacer,
debido a la simplicidad del caso, es resolver las ecuaciones para la evoluciéon temporal de
los coeficientes de nuestra matriz de densidad, con las cuales deberiamos de obtener un
decaimiento exponencial para el coeficiente relacionado a nuestro estado excitado, en el
caso pea(0) =1, y considerando 7 = 0. Resolviendo

po2 = —igwa (2] (0.p — po.) [2)
+ 21 +1) (2] (20-poy —0s0-p = poio-) [2)
+20(2] (20,p0- —0-0.p—po-0.)2)
= —(n+ 1)p22 + ynpu, (2.4.7a)
de manera similar uno obtiene:

,011 = —ynp11 + ’Y(ﬁ + 1)P22, (2.4.7b)

P21 = — %(277 +1) + iwA] P21, (2.4.7¢)
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Figura 2.3: Evolucién temporal de los coeficientes pas y p11 asociados con las probabilidades de
que nuestro ensemble se encuentre en el estado excitado y en el estado base, respectivamente,
tomando como estado inicial el estado excitado.

pr2 = — [%(2@ 1) — iwal pra. (2.4.7d)

Solucionando las ecuaciones diferenciales acopladas (2.4.7a) y (2.4.7b) para el caso de
n = 0, obtenemos las soluciones

paa(t) = e, (2.4.8a)
pn(t) =1- eifyt, (248b)

donde hemos asumido pa2(t = 0) = 1 y hemos usado la condicién de normalizacién py; +
p2o = 1. Como esperabamos, el resultado que obtenemos es un decaimeinto exponencial en
nuestro estado excitado, tal y como se observa en la figura 2.3.

2.4.2. Ecuacion maestra para un atomo de dos niveles excitado
por un campo clasico

El siguiente caso que abordaremos sera el de un dtomo de dos niveles irradiado por
un rayo laser monocromatico fuerte sintonizado a la transicion atémica. Esto dara pauta
para que podamos explorar el fendmeno conocido como fluorescencia resonante [22], el
cual nos ayudara a comprender algunas de las sutilezas que pueden surgir al momento
de manejar amortiguamiento para dtomos interactuantes y campos. De manera resumida
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uno puede describir el fenémeno de fluorescencia resonante como el proceso bajo el cual,
dado el sistema previamente mencionado, un 4tomo absorbe fotones del rayo léser (el cual,
recordemos, estd sintonizado a la frecuencia de la transicién atémica) provocando que el
atomo pase a un estado excitado para eventualmente, después de cierto tiempo que de-
penderd del tiempo de vida promedio y~!, volver a su estado base emitiendo un fotén a
uno de los muchos modos del campo electromagnético. Este proceso esta mediado por la
interaccién del atomo con el reservorio, dado por la ecuacién (2.4.1¢c) en la cual se basa
nuestro tratamiento de emision espontanea.

El fenémeno de fluorescencia resonante es un tema de estudio que se remonta a mas de
un siglo [23,24]. Si bien por ahora nos limitaremos a obtener una ecuaciéon maestra que nos
describa el sistema planteado, mas adelante, de manera similar que con los casos anterio-
res, volveremos a estudiar este fendmeno, ahora visto desde la perspectiva de trayectorias
cuanticas, lo cual nos permitira obtener una mayor comprension.

Con el fin de describir la ecuaciéon maestra correspondiente, empezaremos definiendo el
Hamiltoniano para nuestro sistema, que en este caso estara compuesto por

Hg = thwo, — dE(e 4oy + e“4'0), (2.4.9a)
Hpr = Z hWkTLATk,)\, (2.4.9b)
Y
Hsr = Z h(“fc,ATch,AU— + “k,Ark,AU+>§ (2.4.9¢)
kA

donde ambas interacciones han sido escritas bajo las aproximaciénes dipolar y de onda
rotante. El campo del ldser en el sitio del atomo es

E(t) = é2Ecos(wat + ¢), (2.4.10)

donde é es un vector de polarizacion unitario, E es la amplitud real, y la fase ¢ estd elegida
da tal modo que d = é - d;2€’® también sea real.

Teniendo nuestro Hamiltoniano definido no es necesario empezar desde cero, ya que
debido a la similitud con los ejemplos anteriores podemos ir directamente a (2.2.17), con
s1, 82,1, v 'y identificados tal y como en (2.4.4). La tnica diferencia con respecto al caso
de emisién espontanea que debemos de considerar al pasar de esta ecuacion a nuestro
resultado final serd que ahora los operadores del sistema 51 y S estan dados por

51 =o_(t) Eexp{(i/h) /0 t dt’HS(t’)] U_exp[— (i/h) /0 t dt’HS(t’)}, (2.4.11a)

G = 0, (t) = exp {(i/h) /O t dt’HS(t')}J+exp{— (i/h) /O t dt’HS(t’)}, (2.4.11b)
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Figura 2.4: Probabilidad de que un dtomo experimentando resonancia fluorescente se encuentre
en el estado superior. (a) Excitaciéon débil, Q/y = 0.7; (b) excitacién fuerte, /vy =3.5.

donde Hg incluye la interaccién con el laser. Por lo que debemos de analizar que efecto
tiene esto en el amortiguamiento del atomo.

Las ecuaciones (2.4.11) son simplemente las soluciones formales a las ecuaciones de
movimiento de Heisenberg para la interaccién atomo-campo descrita por el Hamiltoniano
(2.4.9a). Si uno resuelve las ecuaciones de Heisenberg, uno obtiene

51(t) = o_(t) = e ™4 [o_ + 1(1 — cosQt) (o} — o_) — Li(sinQt)a.], (2.4.12a)

S2(t) = o (t) = 4oy + 1(1 4 cosQt) (o4 — o) + Li(sinQt)o,], (2.4.12b)

donde 0 = 0,(0),0_ =0_(0) y 0, = 0,(0) denotan operadores en el cuadro de Schrodin-
ger, v ) estd dado por

0= 2(%15), (2.4.13)

que se conoce como frecuencia de Rabi y es proporcional a la amplitud del campo estimu-
lante.

Teniendo estos elementos uno puede proseguir sustituyendo las soluciones completas
(2.4.12) en (2.2.17) y realizando las integrales correspondientes, de manera que al final,
ignorando los efectos térmicos (7 = 0) uno obtiene la ecuacidn maestra para fluorescencia
resonante:

b= — ibwaloe, o) — i(Q/2)[e Mo, + o)
+ %(20_p0+ —0,0_p—poio_). (2.4.14)

Para una derivacion detallada de cada una de las ecuaciones maestras presentadas en esta
seccién, uno puede consultar los libros de Carmichael [2,25]. Para nuestros fines es suficiente
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con presentar esta ecuaciéon maestra y, a partir de ella, obtener valores que nos den una
mayor intuicion del fenémeno fisico en cuestion. Esto lo podemos lograr numéricamente
auxilidandonos con la paqueteria QuantumOptics.jl [26]. En este caso en particular es ficil
de ver cémo el aumentar la razén /v aumentara el valor del coeficiente de probabilidad
correspondiente al estado excitado, algo que se aprecia en la figura 2.4, la cual muestra
como a partir de cierto valor la dindmica del sistema cambia, algo que, si bien no es evidente
en un principio, mas adelante, al estudiar este mismo fenémeno desde la perspectiva de
trayectorias cuanticas, veremos que esta estd asociado con la aparicion de oscilaciones de
Rabi.

2.5. Modelo de Jaynes—Cummings con pérdidas

El paso natural podria ser combinar estos dos sistemas y manejar lo que se conoce
como modelo de Jaynes—-Cummings. Con este fin empezaremos con una descripcion basica
este modelo, para después proseguir describiendo este modelo en el caso en el 4tomo y/o el
modo de la cavidad interactian con el ambiente, lo cual provocara pérdidas en el sistema.

2.5.1. Modelo de Jaynes-Cummings

Al momento de modelar nuestro sistema resulta conveniente comenzar con un arreglo
simple y anadir niveles de complejidad hasta llegar al sistema deseado. Para este proposito
el modelo de Jaynes—Cumming resulta ideal. El modelo de Jaynes—Cumming fue introdu-
cido en 1963 [27], con el fin de comparar el fendmeno de emisién espontdnea dentro de
las teorias semi-clasicas y cudnticas de la luz. Este modelo consiste en un atomo de dos
niveles localizado en el antinodo de una onda estacionaria de una cavidad, la cual soporta
un modo casi resonante con el atomo, y donde se ignora el acoplamiento a todos los modos
no-resonantes. En nuestro caso en particular consideraremos una cavidad de longitud L y
cintura de modo gaussiana wy. Uno puede describir este sistema mediante el Hamiltoniano

Hg=H,+ He + Hy, (2.5.1)
donde
Hy = thwao., (2.5.2a)
He = hwed'a, (2.5.2b)
H; = hgES, (2.5.2¢)

con constante de acoplamiento dipolar

P Vo = 2)°L 2.5.3
Vi Ve=rwo2PL (25.3)

9
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Figura 2.5: Tlustracién del médelo
de Jaynes-Cummings. El dtomo en
la cavidad 6ptica se muestra como el
punto en rojo en la parte superior.
Los niveles de energia del &tomo que
se acoplan al modo del campo den-
tro de la cavidad se muestran en el
circulo inferior. La transferencia en-
tre los dos niveles puede provocar, ya

le) sea, una emision de un fotén por el
atomo hacia al modo de la cavidad,

Wy en el caso de que el dtomo decaiga
Ig) al estado base, o bien, que el d4tomo

absorba un fotén del modo de la ca-
vidad al momento de pasar al estado
excitado.

donde Vg es el volumen del modo.

De los casos vistos anteriormente, es claro que, en el Hamiltoniano (2.5.1), el primer
término estda relacionado al atomo, mientras que el segundo esta relacionado al modo de la
cavidad. El tercer término describe el acoplamiento entre el atomo y el modo de la cavidad,
donde tenemos el operador de campo E = (a + a'). La manera en que estd acoplado el
atomo al campo es mediante un operador de polarizacién S = (o0, + o_). Donde la inter-
pretacion de cada uno de los productos es la siguiente:
ao: un fotén es absorbido y ocurrre una transicién en el atomo del estado g — estado e
a'o_: emisién de un fotén y des-excitacién del atomo.

Estos dos procesos conservan la energia y seran los relevantes para los célculos que queremos
realizar. Por otro lado los términos afoy y ac_ no conservan la energia. Su representacién
fisica es:

a'oy: un fotén es emitido y el atomo es excitado. ac_: un fotén es absorbido y el dtomo
pasa al estado base.

Teniendo el Hamiltoniano H; pasando al cuadro de interaccion y desarrollando, uno
obtiene

H] = hg(ao_e™Wetwal 4 gl eilwetwal | qg eilmwetwall 4 glg emilzwetwat) (25 4)

donde tras aplicar la aproximacién de onda rotante, volviendo al cuadro de Schrodinger
y juntando con el Hamiltoniano del atomo y el de la cavidad, finalmente obtenemos el
Hamiltoniano de Jaynes—Cummings:

Hjc = $hwao. + hwca'a + hg(alo_ + aoy). (2.5.5)
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Teniendo este Hamiltoniano, podemos proceder a explorar la dinamica de nuestro sistema.

Separando nuestro Hamiltoniano en dos partes, dadas por Hy = %thO'Z + hweata y
H, = hg(ao, + o_a'). Adem4s considerando los eigenestados de Hy, |e,n)y |g,n + 1)

Hy le,n) = h(%4 + nwe), (2.5.6)

Holg,n+1) =h[ -2 + (n+ lwc], (2.5.7)

Ahora, dado que la interaccién acopla solamente |e,n) a |g,n + 1), para cada n, y ningin
otro estado; entonces, podemos considerar el subespacio €, = {|e,n),|g,n + 1)} y nuestro
Hamiltoniano total puede ser escrito de la forma

H=> H, (2.5.8)

donde H, actua solamente en ¢, y puede ser escrito como

B 1IN[1 0] A 5 29v/n + 1

uno facilmente puede diagonalizar el Hamiltoniano, y obtener los siguientes eigenvalores

1 h
Ey, = hwe (n + 5) + §Rn, (2.5.10)
1 h
con
0 =wy —we (2.5.12)
R, =/ +4g2(n+1). (2.5.13)
Los eigenestados correspondientes son
[1n) = cos(,) |e,n) + sin(0,) |g,n + 1) (2.5.14a)
2n) = —sen(0,) |e,n) + cos(6,) [g,n + 1) (2.5.14b)
con
29/ 1
cos(0,) = gvn , (2.5.15a)
V(Ry, —0)2+4¢*(n+ 1)
sen(6,) = fin — 0 (2.5.15b)

V(Ry — 82+ 4g%(n+ 1)
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Podemos escribir
1n) | | cosB, senb, le,n)
12n) | | —sen#, cosb, lg,n+ 1)
R

(en){ o) } (2.5.16)

lg,n+1)

Donde obtenemos, lo que se conoce como ‘dressed states’ [28] los cuales son los eigenestados
de nuestro sistema atomo-campo y son superposiciones de nuestros estados base desaco-
plados (‘bare states’).

Con el fin de tener una idea mas clara de la dindamica del sistema, podemos ver el caso
de las oscilaciones cudnticas de Rabi.
Escribiendo el estado como

(1)) = eXp< - %) 1(0)) (2.5.17)

expresando el estado en términos de los llamados ’dressed states’, tenemos

o(0) = 3= S exn( = ) i) Gnluo), (25.15)

n=0 j=1

donde £} son los eigenvalores correspondientes de los ’dressed states’.

Ahora, podemos escribir el vector de estado en términos tanto de la base original como
la base de los dressed states, de la siguiente manera:

(1)) =D _[Cenle,n) + Cyrr lg,n +1)] (2.5.19a)

n

(1)) = [Chn [1n) + Con [20)]. (2.5.19Db)

n

Para facilitar nuestros célculos podemos cambiar al marco rotante a frecuencia (n + %)wc,
y escribimos 2.5.18 como

{%28 } - [exp(_oi%t) exp(g%t) } [gﬁg? } (2.5.20)

También haciendo uso de 2.5.16, podemos escribir

[l |- [0 i [r [ G5 ] o
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149 — 5=0.0 (a) 149 — 5=0.0 (b)
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Figura 2.6: Evolucién temporal de los valores esperados para el modelo de Jaynes-Cumming con
un estado inicial [1/(0)) = |g, 1), con constante de acoplamiento g = 1,0. (a) Nimero promedio de
fotones; (b) probabilidad de que el 4tomo se encuentre en el estado excitado.

desarrollando, uno llega a

[ Cen(t) } [cos— — iR, senR”t —2ig\/n+1Rglsen%t]{ Cen(0) }

Con+1(t) 2igv/n + 1R ! RZ"t cos%t — iéRglsen%t Chns1(0)
(2.5.22)
Por lo que si nuestro atomo esta inicialmente en el estado excitado y o = 0, obtenemos
|C.pn(t)|? = cos*gv/n + 1t, (2.5.23a)
|Cynia)® = sin’gv/n + 1t. (2.5.23b)

Esto se conoce como oscilacién cuantica de Rabi [29], lo cual se puede ver en la figura 2.6.
Es importante notar como el niimero promedio de fotones y la probabilidad de que el atomo
se encuentre en el estado excitado se encuentran desfasados por 7/2 lo que nos ilustra un
proceso ciclico de absorcion de fotones y de como una vez absorbidos son re-emitidos por
emisién estimulada.

2.5.2. Ecuacion maestra para el modelo de Jaynes-Cummings
con pérdidas

Tras haber introducido el modelo de Jaynes—Cummings, podemos empezar a considerar
el caso en el que este modelo estd interactuando con el ambiente; para esto consideramos
dos casos: uno en el que haya pérdidas debido a que estamos manejando una cavidad defec-
tuosa en la que algunos de los fotones escapan, y otro caso en el que el atomo esté acoplado
al ambiente, de manera que habra pérdidas debido a las emisiones espontaneas que ocu-
rran. Podemos, entonces, empezar definiendo el Hamiltoniano con el cual describiremos
nuestro sistema. En ambos casos nuestro Hg serd el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings
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Figura 2.7: Modelo de Jaynes—Cumming con emisiones espontaneas en un atomo en un estado
inicial |¥(0)) = |g,1), con constante de acoplamiento g =1.0 y tasa de decaimiento v =0.5. (a)
Valor esperado para nimero promedio de fotones; (b) probabilidad de que el atomo se encuentre
en el estado excitado.

que hemos derivado previamente y que se muestra en la ecuacién (2.5.5). Las diferencias
se encontraran principalmente en el Hamiltoniano de interaccién para reflejar los acopla-
mientos correspondientes, de manera que en el caso de que el ambiente esté acoplado al
modo de la cavidad, nuestro Hgr estard dado por la ecuacién 2.3.1c, mientras que para el
caso del acoplamiento entre el ambiente y el &tomo Hggr va a estar dado por 2.4.1c. Por lo
que si uno desarrolla, se llegara eventualmente a ecuaciones maestras, donde las diferencias
entre cada una se veran reflejada en los operadores de colapso correspondientes. Para el
caso de acoplamiento entre el ambiente y el &tomo, tendremos

. i Y

p=—3Hse,pl+5(20-poy —or0_p = poro-). (2.5.24)
Mientras que la ecuacion maestra correspondiente al caso en el que el ambiente esta aco-
plado al modo de la cavidad sera

) i

p= h[HJC, pl + k(2apa’ — a'ap — pa'a). (2.5.25)

Ambos casos se estan considerando con 7 = 0. Uno puede notar de las figuras 2.7 y 2.8
que las dinamicas son bastante similares, y en ambos casos la disipacion existente en el
sistema es clara. Quiza el cambio mas notario entre los dos sistemas se aprecia en las tasas
de decaimiento, donde los términos de colapso, al ser proporcionales a x en lugar de /2,
provocaran que se presente una tasa de decaimiento mayor en el sistema.

Por ultimo uno podria considerar el caso en donde existen pérdidas tanto por defectos
en la cavidad, como debido a emisiones espontaneas. En tal caso uno debe de incorporar
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Figura 2.8: Evolucién temporal de los valores esperados para modelo de Jaynes-Cumming con
pérdidas en la cavidad en un estado inicial 1/(0)) = |g, 1), con constante de acoplamiento g = 1,0
y tasa de decaimiento k = 0,5. (a) Nimero promedio de fotones; (b) probabilidad de que el dtomo
se encuentre en el estado excitado.

ambos tipos de decaimiento a la ecuacion maestra por lo que uno tendria

i Y
p == jlHse,pl+ 5(20-pos —0r0_p—poio-)
+ k(2apa’ — atap — pa'a), (2.5.26)

donde al haber dos tipos de decaimiento lo que uno esperaria seria simplemente una mayor
tasa de disminuicién en los valores esperados tanto de (n) como (o1o_).

Cada uno de estos ejemplos nos acerca mas al caso central de esta tesis, donde se
consideraran ambos tipos de decaimientos, pero a la vez habra un laser que estimulara
nuestro sistema. Quiza la adicién del laser irradiando podré parecer una implementacion
sencilla, pero al analizar el sistema veremos que esto traerda cambios considerables en la
dindmica de nuestro sistema. También es necesario introducir una herramienta que nos
haga posible registrar los diferentes decaimientos que ocurran en nuestro sistema. Para
esto, la teoria de trayectorias cudnticas resultard ideal.



Capitulo 3

Teoria de trayectorias cuanticas

Tras haber manejado diversos sistemas abiertos, principalmente, usando la ecuacion
maestra, ahora introduciremos otro método para analizar dichos sistemas: la Teoria de Tra-
yectorias Cuanticas. Las técnicas de Trayectorias Cuanticas fueron desarrolladas dentro del
campo de la 6ptica cudntica a principios de los anos 1990’s [2] como un medio para simular
sistemas disipativos numéricamente, y pueden ser aplicadas para cualquier sistema donde
la evolucién de un operador densidad pueda ser descrito mediante una ecuacién maestra.
Estas técnicas involucran reescribir la ecuacion maestra como un promedio estocastico so-
bre trayectorias individuales, las cuales pueden evolucionar en el tiempo numéricamente
como estados puros. Estas técnicas nos permiten evitar propagar en el tiempo una matriz
de densidad completa, y reemplazar esta tarea, la cual puede resultar compleja debido a
que el nimero de elementos de la matriz puede ser muy grande, con un muestreo estocasti-
co. La ventaja clave es que en caso de manejar un espacio de Hilbert de dimensién Ny,
entonces propagar una matriz de densidad significa propagar una matriz de densidad de
tamano N%, mientras que el muestreo estocdstico de estados requiere tinicamente vectores
de estado de dimensién Ny. El precio que uno paga al hacer este tipo de acercamiento
es que uno debe de obtener un gran nimero de muestras para que los errores estadisticos
sean pequenos, y es importante que el nimero de muestras requerida resulte mas pequeno
que el tamano del espacio de Hilbert para que el método resulte eficiente.

Dentro del campo de la dptica cuantica, estas técnicas fueron desarrolladas en paralelo
por grupos de investigacion entre los que destacan los encabezados por K. Mglmer, C.
Gardiner, I.C. Percival, G. Mahler y H.J. Carmichael [2,30-33], y surgieron de estudios de
distintos fenémenos relacionados a los sistemas cuanticos abiertos. Nosotros nos enfocare-
mos en la versién desarrollada por Carmichael [2], que se basé en el estudio de la generacién
de estados no-clasicos de la luz. Justamente el término trayectorias cudnticas fue acunado
por Carmichael, mientras que otros acercamientos son referidos como acercamiento de salto
cudntico [34], o método de funcion de onda de Monte Carlo [35]. Este ultimo término no
debe ser confundido con las llamadas técnicas cudnticas de Monte Carlo — el tratamiento
Monte Carlo realizado aqui es clasico, en el sentido que no existe una suma coherente de
amplitudes involucradas en evaluar valores esperados de las muestras obtenidas.

27
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3.1. Trayectorias clasicas y cuanticas

3.1.1. Trayectorias clasicas

El concepto de trayectorias clasicas es bastante claro en mecanica clasica; puede ser de-
finido como el camino seguido por un punto en el espacio de fase. Para sistemas cerrados,
la trayectoria estd dada por las ecuaciones de Hamilton [36]. Dicha trayectoria es deter-
minista y reversible en el tiempo. Si dos sistemas interactiian, cada sistema tendra una
trayectoria bien definida en su propio espacio de fase. Sin embargo, para un gran nimero
de sistemas interactuantes puede que sea impractico intentar resolver las ecuaciones de
Hamilton. Para estos casos resulta conveniente hacer un tratamiento estadistico y asignar
una distribucién de probabilidad a los observables de nuestro sistema y una ecuacién que
nos dé su evolucion temporal, la cual es la ecuacién de Fokker—Planck, que data en su
uso por Fokker en 1915 [37], y por Planck en 1917 [38] para la descripcién de movimiento
Browniano. En su contexto tradicional uno puede escribirla como una ecuacién diferencial
para una densidad de probabilidad condicional [2]:

OP(x,t[x0,0) N, 1~ &7
T = — ZZ_; a_szz(X) + 52221 MDZ,] (X) P<X7t|X07 0)7 (311)

donde x es un vector de n variables aleatorias z1,...,z, y, 4;(x) y D;;(x) son funcio-
nes generales de estas variables; la matriz D; j(x) es simétrica y positiva definida. Sien-
do una ecuaciéon diferencial parcial, la ecuacion de Fokker-Planck puede ser solucionada
analiticamente inicamente en casos especiales. Debido a esto, uno suele recurrir a métodos
numéricos en los cuales una manera de proceder es mediante un conjunto equivalente de
ecuaciones estocasticas diferenciales que pueden ser simuladas por el método de Monte

Carlo [2].

3.1.2. Trayectorias cuanticas

Al tratar con sistemas interactuantes generalmente no se les puede asignar una funcion
de onda, por lo que uno debe de describir el sistema correspondiente mediante un opera-
dor de densidad p. La matriz de densidad representa un ensamble estadistico del sistema,
de manera similar en la que una distribuciéon de probabilidad representa un ensamble de
puntos en el espacio de fase. Cémo hemos visto anteriormente, al tratar como un reservorio
los otros sistemas con los que interactia nuestra matriz de densidad en un sistema abierto,
es posible desarrollar una ecuacién de evolucién temporal Markoviana, la cual llamamos
ecuacion maestra. Uno puede pensar en esta ecuacion como la forma cuantica andloga a la
ecuaciéon de Fokker—Planck.

Si bien existe una fuerte analogia entre la ecuacién clésica para la evolucién de una fun-
cion de distribucién en el espacio de fases, y la ecuacién maestra, uno podria preguntarse
entonces, ;cudl es el analogo cuantico de las trayectorias individuales que forman el ensam-
ble clésico? Se sabe que es posible escribir ecuaciones de movimiento de Heisenberg, las
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cuales nos proveen ecuaciones estocasticas diferenciales y que se conocen como ecuaciones
cudnticas de Langevin [5]. Pero, jqué hay de las imédgenes que las trayectorias estocésticas
clasicas proveen?; Es posible construir un formalismo que nos provea imdagenes similares,
imagenes de trayectorias estocdsticas cuanticas? Si se quiere lograr el andlogo cuéntico
apropiado que nos provea dichas imagenes, resulta mucho mas conveniente desarrollar una
ecuacién estocastica para el vector de estado del sistema. Logrando esto, entonces pare-
ceria que la ecuacién maestra para la matriz de densidad podria ser considerada meramente
como un ensamble de trayectorias cuanticas representando la evolucién estocéstica de sis-
temas individuales.

Es posible definir tales trayectorias, y existe mucho trabajo relacionado al tema [2,30-
33,39]. Dentro del trabajo de Carmichael se le llama “desenmaranamiento” (unraveling) de
la ecuacién maestra al ensamble de trayectorias cuanticas obtenidas. A diferencia del caso
clasico existe una gran cantidad de desenmaranamientos de la ecuacién maestra. La razon
de esto se debe a que en general no existe una manera tnica de descomponer una matriz
de estado en un ensamble de vectores de estado. Esta es una caracteristica particular de la
mecanica cuantica. Una de las maneras en que determinaremos dichos desenmaranamientos
es a través de registros de medicion obtenidos de nuestro sistema.

3.1.3. Teoria cuantica de la medicion

Hasta ahora nos hemos limitado a la parte fisica de la teoria cuantica, que consiste en
una evolucién que puede ser generada por un Hamiltoniano cuantico. Esto incluye evolu-
cion irreversible, no-unitaria, la cual resulta de un sistema interactuando con un reservorio.
Sin embargo, existe otro lado de la teoria cuantica, la cual tiene que ver con cambios en
el sistema, los cuales fundamentalmente son no-unitarios e incluso no-lineales. Esto tiene
que ver con lo relacionado al proceso de medicion, que es de gran importancia en la teoria
cuantica. Dado el contexto de nuestro tema es importante mencionar que la medicién ofre-
ce un modo de desentrelazar sistemas que en un punto se entrelazaron. Al decir que se
entralazaron nos referimos que si bien inicialmente nuestro sistema total es descrito como
el producto separable de los operadores de densidad, con el paso del tiempo el término de
interaccién del Hamiltoniano, H;,;, provocara que el sistema total ya no pueda ser descrito
como el producto separable entre los operadores de densidad del sistema y el ambiente.
Siendo mas especificos, entonces, si dos sistemas interactian y se entralazan y luego se apli-
ca una medicién en uno de los sistemas, proyectandolo en un estado puro, entonces, debido
al entrelazamiento existente entre los sistemas, el segundo sistema también sera proyectado
a un estado puro. Relacionando esto con el estudio de los sistemas cudnticos abiertos, en
el caso en que se haga una medicién al reservorio después de que ha interactuado con el
sistema, esto provocara que el sistema sea proyectado a un estado puro. Dentro del con-
texto de trayectorias cuanticas, esto nos dice que diferentes ensembles pueden resultar de
diferentes elecciones de mediciones en el reservorio.

Desde este punto de vista, una trayectoria cuantica es la evolucion de un sistema
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condicionado a los resultados de mediciéon hechos en dicho sistema. De modo que
si tenemos un estado inicial definido y, dado cierto arreglo experimental, monitoreamos las
particulas entrantes y salientes, tomando en cuenta los tiempos y locaciones en los cuales
el nimero de particulas cambia, entonces podremos saber como ha evolucionado nuestro
estado cudantico, condicionado a un registro individual de mediciones. En otras palabras,
si tenemos un entendimiento del trasfondo de las mediciones obtenidas, podemos usar este
entendimiento para actualizar nuestro conocimiento del estado después de la medicion.

3.2. Desenmaranando la dinamica de sistemas cuanti-
cos abiertos

Al momento de manejar sistemas acoplados a reservorios sabemos que es posible llegar
a ecuaciones maestras que nos describan la dinamica de dichos sistemas acoplados, tal y
como lo realizamos durante gran parte del capitulo 2. Una gran variedad de ecuaciones
maestras describen la evolucién de sistemas cuanticos disipativos, las cuales a su vez, pue-
den escribirse en la forma de Lindblad(2.2.21). Desarrollando una solucién de la ecuacion
maestra por medio de una expansion que se conoce como series de Dyson, la cual es una se-
rie perturbativa, veremos que es posible desenmaranar nuestro operador de densidad en una
serie de evoluciones suaves interrumpidas por saltos cuanticos. Esto eventualmente nos lo-
grard introducir un mecanismo que nos permitird manejar interacciones sistema-reservorio
usando la ecuacion de Schrodinger en lugar de la ecuacién de Liouville-von Neumann, lo
cual computacionalmente, en un gran nimero de casos, resulta més eficiente. Empezando
con la ecuacion de Lindblad, la cual podemos expresar como

p=Lp, (3.2.1)

donde L es un superoperador, es decir un operador lineal que actiia en el espacio vectorial
de operadores lineales [40], que actia de acuerdo al lado derecho de (2.2.21), y que a su
vez podemos separar como

L=Lo+ ) Ly, (3.2.2)
i
Lop = _ﬁ[H&p] : (3.2.3)
1
Lap = 5[2CpCl = CLCup = pCIC,). (3.2.4)

p es el operador de densidad reducido para el sistema ”pequenio” S (obtenido de trazar los
grados de libertad del reservorio R del operador de densidad del sistema completo S+ R),
y Hg describe la evolucion Hamiltoniana del sistema pequeno S en el cuadro de interaccion.
Los operadores C,, actuan en el espacio de estados del sistema pequeno S y expresan la
interaccién de S con el reservorio R. El nimero de operadores C,, depende de la naturaleza
del problema.
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Una solucién formal de (3.2.1) es

p(t) = exp(Lt)p(0). (3.2.5)

Definamos ahora

Jup = CppCT, (3.2.6)

y también definimos

S=> . (3.2.7)
n
Ahora aplicamos una transformacion expresada como,
p=elTE=S (1), (3.2.8)

la cual nos permitira realizar una expansion de Dyson del operador de densidad. Derivando
(3.2.8) con respecto al tiempo obtenemos

dp

L = (L S eI p(t) 4 e Lt

_ S GlE-5) (1) (3.2.9)

Integrando esta ecuacion e invirtiendo la transformacién obtenemos

t
p(t) = p(o) _I_ / dt/e(ﬁ—s)(t—t/)Se(ﬁ—s)t,ﬁ(t/) . (3210)
0

Reiterando multiples veces obtenemos

E S)(te—t1 Seﬁ Stl}p( ) (3.2.11)

Escribiendo de manera explicita los superoperadores .J,, relacionados con los saltos cuanticos
tenemos,

ZZ / dt,. / . / ity [ E9tn) | (L) tm—tnr) .

m=0 {n;}
X o elemStemh) 1 (LS () (3.2.12)

Cada término en la doble suma se puede considerar como una trayectoria cudntica, donde
el operador de densidad reducida al tiempo t esta dado por la suma de todas las posibles
trayectorias cuanticas. Para cada una de estas trayectorias, (3.2.12) muestra que la evo-
lucién puede ser considerada como una sucesién de emisiones de fotones, que provocaran
cambios abruptos en nuestro sistema a los cuales nos referiremos como saltos cudnticos,
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asociados a los operadores J,, intercalados con una serie de evoluciones, asociadas con los
operadores e“9)t Cada una de estas trayectorias puede involucrar cualquier niimero de
saltos cuanticos, desde m = 0 hasta m = oo, y los tiempos en los que ocurren dichos saltos
puede ser cualquier secuencia ordenada de m tiempos en el intervalo [0, ¢] . La probabilidad
de cada trayectoria esta dada por la traza del término correspondiente en (3.2.12). De mo-
do que a cierto tiempo t, para un estado inicial p(0) y cierta secuencia de saltos cudnticos,
nuestro operador de densidad condicionado a tal secuencia de saltos cuanticos estara dado

por
pe(t)

(t) = —F =, 3.2.13
S (3243
donde p.(t) es el operador de densidad sin normalizar

po(t) = eE==tm) 1L e 2=t g o(L=5)h (), (3.2.13b)

Es importante no perder de vista la imagen fisica de lo que estamos realizando, y tener en
cuenta que cada vez que actia un operador J,, eso representa un foton emitido, cuyo origen
depende de cual de los operadores de J,, sea el que haya causado el colapso. De esta manera
tenemos una infinidad de caminos cuanticos, trayectorias cudnticas, cuya definicién estda
basada en separar los tiempos en los que los fotones se materializan como fotoelectrones
en un detector, de una evolucion cuantica en la cual los fotones, aunque presentes, no se
materializan. La descomposicion es reminiscente a la Integral de Trayectoria de Feynman
[41]; pero basada en una ecuacién maestra en lugar de la Ecuacién de Schrédinger, por lo
que no es precisamente lo mismo. Nos refereriremos a las trayectorias cuanticas p, como
un desenmaranamiento de la dindamica de la fuente, dado que es una descomposicién de
los muchos caminos en que la ecuacién maestra (3.2.1) evoluciona en el tiempo como un
unico paquete.

3.3. Funcidén de onda estocastica

Si bien las ecuaciones (3.2.13) nos definen una trayectoria definida para una serie de
emisiones a distintos tiempos, hace falta un elemento clave dentro de nuestro desarrollo:
la aleatoriedad con la que suceden las emisiones de fotones en nuestro sistema. Por lo
tanto debemos incorporar esta aleatoriedad dentro de nuestra teoria en una manera que
resulte estadisticamente correcta. Es posible describir las secuencias de fotoelectrones por
estadistica clasica [42], por lo que pueden ser descritas dentro del lenguaje de procesos es-
tocasticos clasicos. Por lo tanto podemos identificar los propagadores e(£=%)% como la parte
particularmente cuantica dentro de la evolucién de nuestro operador de densidad, ademas
de la accion de los operadores J,, lo cual sélo afecta indirectamente la determinacion de los
tiempos de emision. Si se quiere ver de una manera mas concreta, si a un tiempo t nuestro
operador de densidad es p(t), entonces la probabilidad para que una emisién ocurra en el
intervalo [t,t 4 0t] estd dada por

pe(t) = tr[Spe(t)]ot. (3.3.1)



33 3. Teoria de trayectorias cuanticas

Después de esto el paso natural es adaptar este formalismo, que se maneja usando una
matriz de densidad, a uno que se adectie al uso de una funciéon de onda. Para esto podemos
notar que en la gran mayoria de los casos, la manera en que estan dados los superoperadores
(L —S) y S nos permite factorizar el operador de densidad condicionado como un estado
puro:

pe(t) = [9e(t)) (de(t)]; (3.32)
igualmente escribimos

pe(t) = [0c(t)) (9c(1)] ; (3.3.3)
esto quedara claro al momento de ver ejemplos méas adelante. Pero una vez que hemos
decidido trabajar sobre una funcién de onda en lugar de un operador de densidad, debemos

de reemplazar el propagador e/“=%)% por uno que funcione para nuestro estado |¢(t)). Dicha
propagacién sin emision de fotones estara dada por

[o(t + 1)) = e o(1)) (3.3.4)
donde H es un Hamiltoniano no—hermitiano, el cual esta dado de la forma
i

H=Hg — EHZ chC, (3.3.5)

Teniendo todos estos elementos podemos resumir nuestro proceso para el cambio de la
funcién de onda |p(t)) — |o(t + dt)) en dos pasos:

(a) Calculamos |¢' (¢ + dt)) obtenido de la evolucién de |¢(t)) con el Hamiltoniano dado
previamente en (3.3.5). Para dt pequeno, obtenemos

6'(c-+60) = (1= ) (o) (3.3

Dado que H no es hermitiano |¢!(¢ + dt)) no estd normalizado. Por lo tanto,

iHt i
(@ (t+01) | 't +a0) = (o) | 1+ 00— LN o) 337)

=1-—90p

5p = 5t% G(t) | H = H | o) =3 0p (3.3.8)

0pm = 0t (p(t) | CL.Cw | ¢(t)) = 0.

Siempre podemos ajustar 6t de tal modo que dp < 1.

(b) El segundo paso corresponde a un experimento de pensamiento (gedanken experi-
ment) de un proceso de medicién. Consideramos la posibilidad de un salto cuantico.
Para decidir si un salto cuantico ha sucedido, definimos un ntimero aleatorio e unifor-
memente distribuido entre cero y uno y lo comparamos con dp. Surgen dos escenarios:
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(1) € > dp Esto corresponde a la gran mayoria de los casos, dado que dp < 1. En

5
este caso, no hay salto cudntico y |¢(t + dt)) = ‘¢\/%)>7

(1) e <dp
Un salto cudntico ocurre a uno de los estados Cy, |¢(t)) de acuerdo a la probabi-
lidad relativa entre los posibles tipos de salto, I1,, 57’—;" (notar que Z I, =1).
De modo que
Cn | ot
WHMﬁz‘ﬂ» (3.3.9)
P

3.4. Equivalencia entre el método de trayectorias cuanti-
cas y la ecuacién maestra

En esta seccién probaremos la equivalencia entre el método de trayectorias cuanti-
cas y la ecuacién maestra. Podemos comenzar a hacer esto definiendo 7 (t) = Av[o(t) =
| o(t) (¢(t) |], donde Av significa el promedio de muchas trayectorias cudnticas a tiempo t,
todas ellas empezando de | ¢(0)).

Mostraremos que @ (t) coincide con p.
Calcularemos & (t + 0t)

St dt) — (1 gl 00) (010 + 1)

¢ 1— 519\/ 1—dp
) (o(t) | CF
) IT,, . 3.4.1
- pz épm 6pm ( )
m V otV ot
Lo cual podemos expresar como
0t 1h

awm:umﬁH—EZﬁ0wwww@\

P+@ mZﬁc}
+0t2Cn | (1)) (9(2) | C

para finalmente llegar a

10t ih
E(t—f-(st):O'<t)+7{0'<Hs+§;CjnO HS__ZCTm }
+&Z%wﬁ

z<5t 1
_ e - T _ _ ]
=g — - [Hg, 0] + 6t Em 2[2CmaCm Cl Cro—oCl Cyl . (3.4.2)
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De manera que promediando sobre un nimero muy grande de trayectorias recobramos la
ecuacion maestra (2.2.21).

Similarmente a los métodos utilizados con la ecuacién maestra, uno esta interesado
en calcular valores promedios de distintos observables. Usando este método, para cada
trayectoria, obtenemos (¢'(t) | A| ¢(t)) para muchas soluciones | ¢'(t)), de manera que
(A), =5 2(¢'(t) [A] (1)) v (A), — (A) cuando n — oo.

La equivalencia entre la ecuacion maestra y el método de trayectorias cuanticas es valida
siempre y cuando 7;0t < 1, donde n;h es un eigenvalor de energia de nuestro sistema.

3.5. Errores estadisticos y convergencia

Es importante tener una idea de la efectividad de nuestro método y del grado de
error existente en nuestros calculos. Usando el método mencionado previamente podemos
realizar N trayectorias. Asumiendo que los niimeros aleatorios usados en la implementacién
nimerica son estadisticamente aleatorios y no estan correlacionados, uno puede considerar
estas trayectorias como estadisticamente independientes, por lo que podemos estimar el
valor esperado correcto (X) de cualquier operador de interés X como

X(0) = 5 3 Xi= 5 Y (@0] X o0 (3.5.1)

El teorema del limite central nos dice que para un numero suficientemente grande N,
la distribucién de probabilidad para X serd aproximada por una distribucién Gaussiana
con promedio (X). El error estadistico en este promedio es la desviacién estandar de la
distribucion, la cual puede ser estimada de la varianza de los valores X; de la siguiente
manera. Consideramos

=

Var[)_(]:<()_(—<X>)2>:<<%' Xl-) —2X <X>+<X>2>

1 Al :2 1 al 2 N -1 2 2
~ 2 2 K = (07 = g 2 () T (07 ()
= (X)) = (X)?) = £ Var[X]. (3.5.2)

En la derivacién de este resultado estandar, hemos usado la independencia de las trayecto-
rias (X, X ) = (X;) (Xjz), vy que (X) = (X), i.e., la varianza escrita en la dltima linea
es la verdadera varianza de la distribucién para X. Como resultado, se puede mostrar [43],
que debemos usar la aproximaciéon

fo\;(*xi — X)2

Var[X]| = N1 ,

(3.5.3)
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si queremos calcular la varianza basados en las trayectorias obtenidas.

De esta manera, siempre podemos calcular el error estadistico 04 en nuestra cantidad
estimada (A), tomando el estimado de la poblacién de desviacién estandar § A de nuestras
N trayectorias, y dividiendo por v N,

0A
o4 = —F—.
VN
El nimero de trayectorias necesarias para una buena convergencia dependerd tanto de los

detalles de la dindmica como de la cantidad que esté siendo calculada. Para variables con
promedio diferente de cero, tipicamente nos gustara tener 74 < 1, lo cual implica que

(A)
VN > 6A/ (A).

(3.5.4)

3.6. Ejemplos ilustrativos

Para terminar de comprender el significado fisico de la teoria de Trayectorias Cuanticas
y las maneras en que puede ser implementada, puede ser util analizar diversos ejemplos,
comparandolos con su solucién exacta y asi darnos una idea de la manera en que funciona
este método. Todas las simulaciones que se muestran en esta seccion fueron desarrolladas en
el lenguaje de programacién Julia, donde se hizo uso del paquete QuantumOptics.j1l [26].

3.6.1. Emision espontanea de atomo de dos niveles

Quiza el ejemplo mas simple que podemos presentar, y que mencionamos brevemente
en la seccion anterior y en la introduccién, es la emision espontanea de un atomo de dos
niveles. En este caso la imagen proporcionada por la teoria de trayectorias cuanticas es
algo que ya ha sido obtenido previamente, y que puede remontarse hasta el articulo de
1917 de Einstein donde presenta los llamados coeficientes de Einstein que dan las tasas de
emisién o absorcién de luz por un atomo [44]. Esto es ttil ya que nos permite una manera
de comparar nuestros resultados obtenidos usando trayectorias cuanticas.

Para empezar a modelar este sistema primeramente consideramos un atomo de dos
niveles donde el nivel més bajo lo representaremos con el ket |1) y el nivel superior con el
estado |2), tal y como es descrito por medio de la ecuacién maestra (2.4.5) (con n = 0).
Al momento de querer aplicar nuestro formalismo de trayectorias cuanticas, necesitamos
identificar nuestros operadores de colapso, asi como la parte hermitiana de nuestro Ha-
miltoniano. Relacionando la ecuacién maestra obtenida para el atomo de dos niveles en
equilibrio térmico (2.4.5) (en este caso para i = 0) con la ecuacién de Lindblad es facil ver
que en este caso el operador de colapso sera

C=\ro_, (3.6.1)
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mientras que la parte hermitiana de nuestro Hamiltoniano que nos da evoluciéon dinamica
relacionada tinicamente al d&tomo de dos niveles estard dada por (2.4.1a). Por lo tanto el
hamiltoniano total que describe la evolucién dinamica de nuestro sistema, basandonos en
(3.3.5), serd

H = Lhwao, — ih%mra_, (3.6.2a)

donde nuestro hamiltoniano no-hermitiano actuara sobre la ecuacion no-unitaria de Schrodin-
ger

d - 1 -
e [0e()) = —H (1)) (3.6.2b)

Esto nos dara la evoluciéon para nuestro estado condicional no-normalizado |7,/;C(t)> Dicha
evolucién serd interrumpida por colapsos dados por (3.6.1)

|e(t)) — C | 2e(t)) . (3.6.3)
La probabilidad de que un colapso ocurra en el intervalo (¢,t + At] estard dada por

(A0 (8(0)] 40 [(t))

(1) e (1)) (3.6.4)

pe(t) =

El fenémeno de emisién espontanea es lo suficientemente simple como para resolver (3.6.2b)
con el Hamiltoniano dado por (3.6.2a). Usando la condicién inicial

|0e(t)) = [£e(0)) = c1(0) [1) + c2(0) [2) (3.6.5)

encontramos que las amplitudes de probabilidad sin normalizar ¢ y ¢(t) obedecen las
ecuaciones

él = %7;&)61, (366&)
Las soluciones son X
61 (t) = Cl(t) = CI(O>6§iwt. (367&)
1.
Go(t) = 02(0)6_(7/2)756_?“. (3.6.7Db)

Las amplitudes normalizadas son entonces

1.
e (t) = (0) e3it, (3.6.82)
V1e1(0)[2 + [e2(0)[2e
0)e—(1/2)t 1.
eo(t) = e2(0)e e 2, (3.6.8b)

VI OP +Tea(0)Pe
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Las ecuaciones (3.6.8) nos proveén la solucién para la funcién de onda condicionada
durante la evolucién coherente que ocurre entre los colapsos:

[e(t)) = ci(t) [1) + ca(t) [2)
e (0)€3 1) + ea(0)e (/2B |9)

= . (3.6.9)
Ve (0)[2 + [ez(0)[2e
La probabilidad de colapso durante (t,t + AT] esta dada por
0 2 ,—t
pe = (vat) 20 (3.6.10)

c1(0)]? + [e2(0) e

para un atomo inicialmente excitado (¢;1(0) = 0) esta probabilidad es independiente del
tiempo. Claramente s6lo existe un colapso en cada trayectoria dado que (3.6.1), (3.6.3) y
(3.6.7) dan (después de normalizar los estados antes y después del colapso)

[¥e(t)) = er(t) [1) + ca(t) [2) — 1) . (3.6.11)

Una vez que el 4tomo alcanza el estado |1) la ecuacién no-unitaria de Schrédinger [solucio-
nes (3.6.8)] simplemente lo mantienen ahi para siempre; por lo que sélo puede haber una
y sélo una emision de un atomo sin una fuente que lo excite.

De la solucion (3.6.9) podemos darnos una idea de a qué nos referimos con funcion de
onda condicionada. La ecuacion (3.6.8) nos da el estado del atomo condicionado al hecho
de que aun no ha emitido un foton; es el estado del &tomo antes de que ocurra el colapso.
Encontramos entonces que si ¢1(0) # 0 este estado se aproxima a |1) para tiempos mucho
mayores que el tiempo de vida y~!. Esto nos dice es que si esperamos un gran niimero
de tiempos de vida sin ver una fotoemision, es muy probable que el a&tomo comenzd en
el estado de baja energia |1), desde el cual no puede emitir. Por lo que con el puro acto
de esperar un fotéon que nunca observamos, hemos obtenido informacion de que el atomo
se encuentra en su estado de baja energia: el acto de no observar un fotéon también nos
proporciona informacion; de modo que el atomo llega al estado de baja energia, ya sea
mediante un colapso y fotoemisién [Eq.(3.6.11)], o por el hecho de que eventualmente nos
convencemos de que estuvo en el estado de baja energia todo el tiempo.

Un atomo que inicia en el estado excitado debe colapsar al estado base. Una posible
trayectoria para la funcién de onda condicionada esta definida por una funcién cy(t), que
comienza con c3(0) = 1, y permanece constante hasta que a cierto tiempo aleatorio, cambia
al valor cy(t) = 0 permaneciendo alli para siempre; similarmente, la funcién ¢, (t) comienza
con ¢1(0) = 0 y cambia al valor ¢;(t) = 1, permaneciendo alli por siempre. Este es el
salto cuantico que esperamos cuando el a&tomo emite su cuanto de energia. El tiempo de
emisién para cada trayectoria cuantica es aleatorio; computacionalmente estd determinado
comparando un nimero aleatorio con la probabilidad de colapso (3.6.10) a cada paso de
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la simulacion estocastica, tal como se describe en la seccion 3.3. Es de esta manera que
obtenemos la figura 1.1 que habiamos presentado en la introduccion, donde vemos que
efectivamente, si el atomo empieza en el estado excitado, eventualmente decae y permanece
en el estado base para siempre, dado que no hay nada que lo excite. Simulando muchas de
estas trayectorias y promediando obtenemos el decaimiento exponencial. Esto corresponde
al decaimiento exponencial obtenido de la probabilidad de emisién (yAt)paa(t), donde
p2a(t) = e, resultado que obtuvimos previamente en la seccién 2.4.1.

3.6.2. Cavidad con pérdidas

De manera similar al caso de emisién espontanea para un atomo de dos niveles pode-
mos simular una cavidad con pérdidas. Al analizar la ecuacién maestra correspondiente
expresada en su forma de Lindblad (2.3.3), es facil ver que el operador de colapso esté
dado por

~

C' =V2ka, (3.6.12)

donde k representa el coeficiente de pérdida. Mientras que la parte hermitiana de nuestro
Hamiltoniano, que corresponde al modo de nuestra cavidad y que modelaremos como un
oscilador arménico, estd dada por (2.3.1a), de manera que nuestro Hamiltoniano es

H = hwea'a — ihka'a. (3.6.13)
Para este sistema la probabilidad de colapso estara dada por

(Fult)] ata |5.(0))

pelt) = @r A== BT

(3.6.14)

Si bien en este caso también es posible una solucién analitica, no nos molestaremos con los
detalles, y en lugar de eso nos enfocaremos en entender el mecanismo con el que funciona
la teoria de trayectorias cuanticas en este problema. Primeramente tenemos que definir un
estado inicial, el cual serd un estado en la base Fock |N), el cual evolucionara cada At
bajo el hamiltoniano (3.6.13) y al terminar cada intervalo At se calculard la probabilidad
de colapso y se compararda con un numero aleatorio y de ser mayor la probabilidad de
colapso entonces se actuard el operador de colapso (3.6.12), de manera que nuestro estado
pasard del estado |n) al estado |n — 1). Evidentemente de iniciar con un estado |N) éste
experimentara N saltos cuanticos, a IV tiempos aleatorios, hasta que el modo de la cavidad
alcance el estado vacio, donde permanecera por siempre, tal y como se observa en la figura
3.1.

En promedio, el tiempo entre colapsos incrementara conforme el nivel de excitacién
decrezca; esto se debe a que la probabilidad de colapso (3.6.14) depende del promedio
condicionado del flujo de fotones 2k (1.(t)| a’a [1p.(t)), el cual decrecera conforme el sistema
descienda en forma de escalera aleatoriamente.
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10 A —— Resultado exacto
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Figura 3.1: Ntimero promedio de fotones para el modo de una cavidad con pérdidas preparado en
el estado de Fock |10). En la gréfica podemos apreciar la efectividad del método de trayectorias
cudnticas y la manera en que se apréoxima al resultado exacto al realizar 10,000 trayectorias.

3.6.3. Modelo de Jaynes—Cummings con emision espontanea

De manera similar a como ocurrio en la seccion 2.5 tras ver el caso de emision espontanea
de dos niveles, y el caso de la cavidad con pérdidas, lo ideal es ahora combinarlos y analizar
lo que se conoce como modelo de Jaynes-Cummings - ahora visto desde la perspectiva de
trayectorias cuanticas. Para esto empezaremos describiendo el Hamiltoniano de nuestro
sistema, donde la parte hermitiana estara dada por el Hamiltoniano de Jaynes-Cummings
(2.5.5) y consideraremos decaimientos en el dtomo de dos niveles, los cuales ocurrirdn
mediante la aplicacién del operador de colapso (3.6.1). De modo que nuestro Hamiltoniano
total estara dado por

H = thwy + hwea'a+ hg(aoy +alo_) — ih%mra,. (3.6.15)

En la figura 3.2 vemos como, tras haber analizado casos un tanto triviales en espacios
discretos, estamos ante un caso que cuenta con mayor complejidad, y nos damos cuenta
de como la teoria de trayectorias cuanticas nos revela detalles que quizéa no resultaban tan
evidentes al momento de solucionar unicamente la ecuacion maestra de nuestro sistema.
En particular podemos observar oscilaciones de Rabi, las cuales si bien anteriormente se
producian ininterrumpidamente al manejar el modelo de Jaynes-Cumming sin pérdidas,
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Figura 3.2: Probabilidad de que un dtomo de dos niveles (interactuando con el ambiente) acoplado
al modo de una cavidad se encuentre en el estado excitado, con estado inicial [1(0)) = |1,b) (b, se
refiere en esta ocasion al estado base, y 1 al niimero de fotones en la cavidad), g = wa = we = 1.

ahora se detienen de manera abrupta al ocurrir una emisién espontanea. Debido a que la
probabilidad de colapso esta dada por (3.6.4), esto normalmente ocurrird cuando haya una
probabilidad significativa de que el &tomo esté en el atomo excitado. Al emitirse el fotén al
ambiente, se interrumpira el proceso de oscilacién de Rabi, ya que el foton no podra ser tras-
pasado al modo de la cavidad, lo cual a su vez, impedira que el &tomo vuelva a ser excitado.

Uno muy facilmente puede hacer una implementacion a nuestro algoritmo de trayecto-
rias cuanticas, de tal manera que se mantenga un registro de los decaimientos ocurridos
en nuestro sistema. Pero debido a que no hay nada que estimule continuamente el atomo,
solo podriamos registrar un decaimiento.

3.6.4. Fluorescencia resonante

Tras haber analizado casos tanto de la cavidad como del atomo de dos niveles, conside-
rando pérdidas, el paso natural - y que nos acercara al modelo central de nuestro trabajo
- es considerar la adicion de un campo estimulante. En particular veremos la adicion de
un campo estimulante para un atomo de dos niveles con emisién espontanea, algo que ya
habiamos visto en 2.4.2, sélo que ahora lo analizaremos desde la perspectiva de trayectorias
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cuanticas y veremos como esto puede aumentar nuestra comprension del problema.

Para empezar a analizar la fluorescencia resonante desde la perspectiva de teoria de tra-
yectorias cuanticas, debemos de comenzar escribiendo el Hamiltoniano no-hermitiano que
describa nuestro fenémeno. Este resulta facil de obtener a partir de la ecuacién maestra
(2.4.14), donde réapidamente podemos identificar que nuestro operador de colapso, al igual
que en el caso de emisién esponténea, estard dado por (3.6.1). Igualmente la parte hermi-
tiana de nuestro Hamiltoniano resulta facil de identificar por lo que nuestro Hamiltoniano
completo sera

H = 1hwao. + (Q/2)[e o, 4+ e“4'0_] — ih%a+0_. (3.6.16)

Si bien hemos aumentado la complejidad al anadir el laser que irradia el dtomo, el
proceso estocéstico sigue siendo un tanto sencillo, ya que la relacién de colapso (3.6.11) se
mantendra. De modo que al final de cada colapso (fotoemision) el &tomo se encontrara en
su estado de baja energia; por lo que la evolucién entre colapsos se resolverd siempre bajo
la misma condicién inicial, con la particularidad de que, a diferencia del caso de emision
espontanea donde el &tomo permanecia en el estado de baja energia, aqui el &tomo volvera
a evolucionar a un estado [.(t)) = c1(t) |1) + c2(t) |2) con co(t) # 0, donde t es ahora el
tiempo desde el colapso previo. De esta forma el atomo continuamente genera una proba-
bilidad distinta de cero de volver a colapsar y emitir otro fotén.

Nuevamente es posible resolver las ecuaciones diferenciales para las amplitudes de pro-
babilidad. Obteniendo soluciones similares a (3.6.7a) y (3.6.7b):

& = 2iwacr +i(Q/2)e e, (3.6.17a)
Go = —(7/2 4 Siwa)es + 1(Q/2)e“4%c,. (3.6.17b)
Para un estado inicial [¢.(0)) = |1) las soluciones a estas ecuaciones dan las amplitudes
sin normalizar )
1.
& (t) = e~ /Dtez™atl cosh(5t) + %sinh(dt} : (3.6.18a)
LY/
() = z‘e—W‘”te—2““At%smh(5t), (3.6.18b)
donde
20 =/(v/2)? — Q2. (3.6.19)
La probabilidad de colapso en el intervalo de tiempo (t,t + At] estd dada entonces por

e2()]”
e () + e(t) >

pe(t) = (YA e (1) = (yAt) (3.6.20)

En nuestras simulaciones de trayectorias cuanticas para el caso de florescencia resonan-
te podemos observar dos casos: primeramente en la figura 3.3 al graficar la probabilidad
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Figura 3.3: Trayectorias cudnticas mostrando la probabilidad condicionada de que un atomo
experimentando resonancia fluorescente se encuentre en el estado superior, con excitacion fuerte,

/vy =3.5.

del estado superior |y(t)]?, vemos como la gréafica que originalmente habfamos tenido solu-
cionando de manera exacta la ecuacién maestra, puede ser vista como el promedio de una
serie de oscilaciones de Rabi interrumpidas por decaimientos espontaneos y - a diferencia
de los casos vistos anteriormente donde el atomo permanecia en el estado base - aqui el
atomo es excitado nuevamente y las oscilaciones de Rabi son reanudadas. Mientras que en
la figura 3.4 vemos que la amplitud de nuestro campo estimulante no es lo suficientemente
fuerte como para formar oscilaciones de Rabi. El hecho de que en un caso haya oscilaciones
y en el otro no, provoca que al momento de promediarse las trayectorias cuanticas, uno
obtenga diferentes valores para la probabilidad de que el &tomo se encuentre en un estado
excitado. En ambos casos la teoria de trayectorias cuanticas nos ofrece otra perspectiva
acerca de nuestro sistema.

Tras haber analizado una serie de sistemas cuanticos abiertos, tanto desde la perspectiva
de la ecuacién maestra como usando teoria de trayectorias cuanticas, ahora podemos decir
que estamos listos para atacar el problema central de esta tesis donde tendremos tanto
pérdidas cémo un campo estimulante, en nuestro modelo de atomo de dos niveles dentro
de la cavidad. Combinar estos elementos aumentara significativamente la complejidad de
nuestro sistema por lo que, si bien los casos vistos en esta seccion resultaran de gran ayuda,
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Figura 3.4: Trayectorias cudnticas mostrando la probabilidad condicionada de que un atomo
experimentando resonancia fluorescente se encuentre en el estado superior, con excitacién débil,

Q/y =0.7.

serd necesario un analisis mas profundo.



Capitulo 4

Estimacion del niimero de emisiones
espontaneas en un atomo de dos
niveles midiendo emision estimulada
en una cavidad 6ptica

Consideramos el caso de una cavidad éptica estimulada y con pérdidas, que contiene un
atomo de dos niveles. Usando electrodindamica cuéntica y el formalismo de sistemas cuanti-
cos abiertos, modelamos el sistema con el objetivo de obtener estimaciones del nimero de
emisiones espontaneas en base a las emisiones medidas de la cavidad.

4.1. Modelo impulsado de Jaynes—Cummings

Tras haber introducido el modelo de Jaynes-Cummings en la seccion 2.5, tanto en
su version convencional como en el caso en que se incluyen pérdidas, simplemente sera
necesario hacer la adicion de un laser. Este sistema puede ser visto como una extension al
modelo presentado en la seccién 2.5.2, al cual le anadiremos el campo estimulante clasico

Eo(r, t) = eo%506_(m2+92)/w%e_i[“’L(t_Z/C)_QSO} + c.c., (4].].)

el cual estd en resonancia con el modo de la cavidad y viaja en la direccién positiva
z—i.e., incidente en el espejo de la izquierda en la figura 4.1. De manera que la ecuacion
maestra correspondiente simplemente serd una generalizacion de la ecuacién (2.5.26) en la
cual haremos la adicién del campo estimulante. En el caso resonante (wp = wa = we),
entonces, la ecuacion maestra conocida como ecuacion maestra para un dtomo en cavidad

45
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< : |

espejo 1 espejo 2

z=-L12 z=0 z=L/2

Figura 4.1: Diagrama esquemético de dtomo en cavidad

con un tmpulso coherente al modo de la cavidad esta dada por:

p=—itwelo., p] —iwcla'a, pl
+glato_ —aoy, p] + Elale ™" — ae™’, p]

+ %(20404 — 0.0 p—poo)
+ k(2apa’ — atap — pa'a), (4.1.2)

donde hemos introducido la amplitud de campo impulsador escalado

o 2
&y = el¢rTeo—éc—9c) ;wo—‘f(c/zL)\/Tleo. (4.1.3)

Ahora, si bien es posible resolver numéricamente la ecuacién (4.1.2), este puede ser un
proceso bastante tardado. Si consideramos 7,,,, como el nimero mas grande de fotones
mantenido en una base truncada de estados de Fock, existen (2n,4z + 1)(Mmas +2) elemen-
tos de matriz en la representacion de p. Doscientos estados de foton nos dan un sistema de
10° ecuaciones acopladas. Por otro lado el tratar este sistema con el método de trayectorias
cuanticas requiere inicamente 400 ecuaciones para los mismos 200 estados de Fock, debido
a que podemos hacer una formulacién basada en la funcién de onda en lugar de la matriz
de densidad. Desde luego existe la desventaja de que se necesita un ntmero grande de
simulaciones para calcular promedios temporales. Sin embargo, el método de trayectorias
cuanticas claramente tiene un potencial computacional que merece ser explorado.

Para comenzar a analizar este sistema desde el punto de vista de trayectorias cuanticas,
es necesario primero identificar nuestro Hamiltoniano no-hermitiano asi como los operado-
res de colapsos correspondientes. Tomando como referencia la ecuacién (2.2.21) podemos
identificar los operadores de colapso correspondientes a la ecuacién(4.1.2), los cuales son

Cy = V2ka, (4.1.4a)
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= \/yo_. (4.1.4b)

De igual manera resulta sencillo identificar la parte hermitiana de nuestro Hamiltoniano,
de modo que al final nuestro Hamiltoniano no-hermitiano es

H =lhweo, + hwea'a + ihg(aoy — alo_) + ih&(ae™c" — ale ™)
- ih%mra, — ihka'a, (4.1.5)
donde para facilitar la notacién, no haremos distincién entre £ y &.

Teniendo este sistema, para cada paso de tiempo At calcularemos dos probabilidades
de colapso

(et

pi(t) = (VAL) | ‘wc(t» (4.1.6a)

(4.1.6b)
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donde las operaciones de colapso correspondientes son
|De(t)) = V2ka|ie(t)) (4.1.7a)
[De(t)) = Ao— [Le(t)) - (4.1.7b)

En la Fig. 4.2 mostramos la evolucién del valor promedio condicionado de ntmero de
fotones. Es importante notar el cambio cualitativo en la naturaleza de las fluctuaciones,
analizando desde la Fig. 4.2 (a) hasta la Fig. 4.2 (c). En la Fig. 4.2 (a) ocurren transiciones
cuanticas individuales asociadas con la emisién de un fotén. Es en este régimen donde
nuestro sistema se comporta de manera no-clasica y podemos notar una separacion tem-
poral entre las emisiones de fotones las cuales estan relacionadas a los decaimientos, saltos
cuanticos, que experimenta el atomo. Esto esta relacionado con lo que se conoce como
"antibunching’ de fotones [45]. En la figura 4.2 (b) se muestra una trayectoria cudntica
donde la dinamica comienza a cambiar y el nimero de fotones comienza a establecerse,
por lo que notamos que las fluctuaciones ahora son mayores y parecen asemejarse mas a
un caso clasico; aunque ocasionalmente aiin ocurren retornos a estados cercanos al vacio
donde emisiones individuales son discernibles. Mientras que para el caso en la figura 4.2
(¢) nuestro valor promedio de nimero de fotones se ha estabilizado y muestra algo similar
a las fluctuaciones que esperariamos para un estado coherente.

4.2. Analisis del sistema mediante ecuaciones de
Maxwell-Bloch

Una manera de obtener una mayor comprensiéon de nuestro sistema, es mediante el
calculo de las ecuaciones de Maxwell-Bloch. Estas ecuaciones nos daran la dinamica de
nuestro sistema a través de las tasas de cambio temporal de los valores esperados de cier-
tas variables. Uno puede obtener dichas ecuaciones a partir de la ecuacién maestra usando
las formulas (O) = tr(Op) y (O) = tr(Op). Las ecuaciones de movimiento relevantes para
los cédlculos que queremos realizar son las relacionadas a las variables (a), (o_) y (0.),
que corresponden al campo de la cavidad, la coherencia atémica, y la inversiéon atémica

respectivamente [46].

Las ecuaciones de Maxwell-Bloch correspondientes a la ecuacion (4.1.2) tienen la forma

2= 1(9/2v+E — Kz, (4.2.1a)
v =gmz— (v/2)v, (4.2.1b)
m = —2g(z"v 4+ v*z) — vy(m + 2), (4.2.1c)

donde con el fin de simplificar hemos definido z = €™ (a), v = 2™ (o_), y m = 2 (c.).
Teniendo estas ecuaciones uno puede proceder a obtener lo que se conoce como soluciones
de estado estable (steady state solutions), que son soluciones para el sistema en el caso en
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el que las variables del sistema no varfan con el tiempo [47]. Uno obtiene estas soluciones
igualando las derivadas a cero y despejando. De (4.2.1a) uno puede obtener la ecuacién

et 4 g (o).,

= 4.2.2
()., ' (1.2
Mientras que de (4.2.1b) y (4.2.1c) uno obtiene
2
PR PO . P (123
7145 {a), [?

El requerimiento de que tanto (4.2.2) y (4.2.3) sean vélidas da como resultado

2 2 2
<§) — {a).. |2(1+2i E > | (4.2.4)
A V8 1+ 2| {a),, |2

Esta ecuacion serd de gran importancia ya que, haciendo la aproximacion v > g, podemos
despejar | (a)|?, lo cual nos permite obtener, de manera aproximada, una expresién para
el valor esperado del nimero de fotones en la cavidad

KOME (E—/H)Q (4.2.5)

1+ 2g%/yk

Teniendo esta ecuacion podemos fijar el nimero de fotones, lo cual serda de gran ayuda al
querer caracterizar los datos obtenidos de nuestras trayectorias cuanticas.

4.3. Obtencién de distribucién de probabilidad de ntime-
ro de emisiones

El acercamiento que usamos para obtener las estimaciones propuestas en este trabajo
es mediante la obtencién de distribuciones de probabilidad que nos relacionen el nimero de
emisiones espontaneas para un numero fijo de emisiones de la cavidad. Para obtener estas
distribuciones empezamos considerando el Hamiltoniano (4.1.5) y aplicaremos el mismo
procedimiento que empledbamos al momento de realizar trayectorias cuanticas, sélo que
esta vez registraremos cada vez que ocurra un salto cuantico, ya sea uno relacionado a
emision espontanea o emisién de la cavidad, sumando +1, y asi manteniendo un registro
del nimero de emisiones espontaneas dado el nimero de emisiones de la cavidad. Dicho
procedimiento puede verse resumido en el dlgoritmo 1.

Este procedimiento se realiza en trayectorias cuanticas definidas para intervalos de tiem-
po lo suficientemente largos para alcanzar a medir el nimero deseado de emisiones de la
cavidad. Sin embargo, hasta este paso sélo hemos considerado una trayectoria cuantica. Si
queremos obtener una distribucién de probabilidad debemos de realizar este procedimiento
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Algorithm 1 Pseudocddigo de registro de pérdidas en la cavidad-emisiones espontaneas

atomo
N: nimero de intervalos temporales

N4: nimero de emisiones espontdneas

N¢: numero de emisiones de la cavidad

Nypee: NUmero maximo de emisiones cavidad

N¢ a: matriz que relaciona nimero de emisiones de la cavidad con el niimero de emisiones
espontaneas

Condiciones iniciales:
NA = O; NC = 0; NCA = zeros(Nmax, 2), k= 0; t= O; |¢(t = 0)> = ’0> ® ‘\L>

fori=1to N do
@1 (¢ + 6t)) = e UM (1))
op1 = 6t (o(t)| C{C |8(1))
dpa = 0t ((t)] C3Ca |6 (1))
dp = 0p1 + dpa
if 0p > € then
if 55% > ¢ then
(¢ + 6t)) = Cil 9(1))
N

Spy
5t
Ny=N4su+1
else
6(t + 6t)) = Ca| ¢(t))

o2
Ne = Neg+1
Nealk +1,1] = Ne
Nealk +1,2] = Ny

k=k+1
if No == N,,.. then
break
end if
end if
else ss00)
t+0t
jo(t + ot)) = 22
t 4+ =0t
end if
end for

return Nggy

un gran numero de veces —en nuestro caso repetimos el procedimiento 100,000 veces—
manteniendo registro del niimero de emisiones espontaneas con respecto al nimero de emi-
siones de la cavidad. Al ser necesario un niimero tan grande de simulaciones fue necesario
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Figura 4.3: Distribucién de probabilidad para diferente ntiimero de pérdidas de la cavidad en el
caso cuando el laser estd acoplado a un modo de la cavidad, repitiendo la simulacién de Monte
Carlo 100,000 veces, con £ =k = v = 1.

hacer uso del cluster del IIMAS, ademas de que para realizar los calculos numéricos de
una manera mas eficiente se trabajo en el cuadro de interaccion; ver el apéndice A. Para
manejar un nimero tan grande de datos, simplemente creamos una matriz en la cual cada
columna corresponde al niimero de emisiones de la cavidad, y el nimero de fila correspon-
deria al nimero de emisiones espontaneas donde sumariamos +1 cada vez que en alguna
de las realizaciones obtuviéramos el nimero de emisiones correspondiente al nimero de
fila. De esta manera obtenemos un registro del niimero de veces que hubo un determinado
nimero de emisiones espontaneas para cada nimero de emisiones de la cavidad. Para ob-
tener la distribucién de probabilidad simplemente basta con normalizar los datos.

Inicialmente al ser un sistema que, como se observa en la figura 4.2, puede variar de
manera significativa de acuerdo a los parametros que se fijen, debemos tener especial cui-
dado al elegir dichos parametros y estar conscientes de la situacién fisica que representan.
Ante esta dificultad optamos inicialmente por fijar nuestros pardmetros igual a 1 y asi
primeramente darnos una idea general de la clase de datos que obtendriamos.

Desde un principio es facil notar en la figura 4.3 cémo conforme el aumento de emisiones
espontaneas en nuestro sistema tendremos una mayor dispersion en nuestros datos. Esto
esta relacionado con el hecho de que para que haya mas emisiones de la cavidad, tiene que
pasar mas tiempo, lo cual provocara que la varianza en las distribuciones de probabilidad
serd cada vez mayor. También uno puede ver cémo, al aumentar el nimero de emisiones
de la cavidad, aumentard el nimero de emisiones esponténeas.
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4.4. Caracterizacion de datos

Tras saber que somos capaces de obtener distribuciones de probabilidad que relacionen
el nimero de emisiones espontaneas con el niimero de emisiones medidas en un modo de
la cavidad, el siguiente paso es caracterizar los datos obtenidos de manera que nos propor-
cionen la mayor informacion posible con respecto a la relacion entre estas dos cantidades.
Esto no es una tarea del todo sencilla en el sentido de que, como vemos en la figura 4.2, la
eleccién de parametros que usemos no simplemente altera la escala de tiempo de nuestra
evolucion dindmica, sino que también puede afectar la forma en que se puede dar esta
evolucion. Por lo tanto es importante tener una nocion fisica de lo que representa cada uno
de estos parametros y como afecta nuestro sistema los valores y proporciones que estos
guarden entre ellos.

En este sentido es importante saber las distinciones que se suelen usar de acuerdo a
las relaciones que existen entre nuestros parametros, en particular con la constante de
acoplamiento dipolar g, la cual afecta de manera mas significativa nuestro sistema. Dentro
de la literatura [2,46] se conoce como ‘acoplamiento débil” a las condiciones en las cuales
la constante de acoplamiento dipolar es mucho mas pequena que al menos una de las tasas
de disipacion, y ‘acoplamiento fuerte’ para referirse a las condiciones en que la constante
de acoplamiento dipolar es mucho mayor que las tasas de disipacion. Otra de las relaciones
que nos puede ayudar a obtener cierta intuicién fisica de nuestro sistema es la razén £/k, la
cual nos da la amplitud de estado coherente dentro de la cavidad cuando el atomo no esta
presente - algo que puede cdlcularse facilmente de las ecuaciones de Maxwell-Bloch. De
tal manera que (£/k)? nos da el nimero de fotones dentro de la cavidad bajo esta misma
condicién. Si bien nosotros siempre contaremos con un atomo dentro de nuestra cavidad,
esta relacion seguira estando asociada con el nimero de fotones en la cavidad, de modo
que entre mayor sea el valor de £/k tendremos un mayor nimero de fotones hasta que este
valor llegue hasta un valor estable que es lo que se espera de un estado coherente, y es
un comportamiento que podemos observar en la figura 4.2. Finalmente, uno puede hablar
acerca de la relacion entre las tasas de decaimiento x y v que es lo que nos definird en gran
medida si en nuestro sistema se manejardan ondas épticas o microondas. Mientras que en
frecuencias Opticas la tasa de emisién espontanea y la tasa de decaimiento de cavidad son
similares (v ~ 2k), en el caso del manejo de microondas la tasa de pérdidas en la cavidad
es mucho mayor que la tasa de decaimiento espontdnea (v < 2k), de tal manera que uno
puede ignorar la emisién espontanea en comparacion con las pérdidas en la cavidad.

Una manera que consideramos apropiada para caracterizar nuestros datos fue mante-
niendo constante el nimero de fotones en nuestra cavidad — algo que podemos lograr
usando la ecuacién (4.2.5). Ademds de eso, mantuvimos fija la constante de acoplamien-
to dipolar, asi como el coeficiente de decaimiento en nuestro atomo. Esto nos deja como
parametro libre el ancho de linea de la cavidad, lo cual facilita la interpretacién fisica, al
ver como varian nuestros resultados para diferentes valores de k.
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Figura 4.4: Distribucién de probabilidad y estimacién de niimero de emisiones espontaneas fi-
jando el valor esperado del ntimero de fotones (n) ~1: g = 0.1, v =1.0, £ = &|[(n)|[1 + 2¢°/7~].
(a) k = 0.1; (b) tomando el valor promedio de nimero de emisiones esponténeas para diferentes
K.

El aumento de la proporcién entre el nimero de emisiones espontaneas y emisiones
medidas en el modo de la cavidad conforme la disminucién de k que se observa en la figura
4.4 (b) es fécil de explicar en el sentido de que al disminuir la tasa de pérdidas en la ca-
vidad — manteniendo constante el parametro de decaimiento en nuestro atomo — habra
un numero menor de emisiones relacionadas a pérdidas en la cavidad, pero no estaremos
afectando el nimero de emisiones espontaneas por lo que obtendremos un mayor niimero
de emisiones espontaneas con respecto al nimero de pérdidas en la cavidad.

En estos casos la teoria de trayectorias cuanticas resulta bastante 1til, ya que nos puede
ofrecer visualizaciones de la situacion fisica que esta ocurriendo.

En la figura 4.5 podemos observar que tenemos un valor condicionado de nimero pro-
medio de fotones estable con valor aproximado a uno, ademas de que es claro que nuestro
sistema se encuentra en una fase similar a la mostrada en la figura 4.5 (¢). Mientras que
al momento de calcular la probabilidad condicionada de que el atomo se encuentre en el
estado superior vemos una disminuciéon en el nimero de decaimeintos para el caso en el
que £ = 1.0.
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Figura 4.5: Valor esperado para ntimero de fotones y probabilidad de que el 4tomo se encuentre
en el estado superior. (a) y (b) Kk =0.1; (¢) y (d) k=1.0 .

4.5. Analisis de errores

Al estar lidiando con distribuciones de probabilidad y valores promedio es evidente que
habra cierta incertidumbre en nuestros resultados. Algo que podemos esperar es que entre
mayormente dispersados se encuentren nuestros datos del valor promedio, mayor sera la
incertidumbre en nuestras estimaciones; una manera de cuantificar esto es a través del
calculo de la varianza y la desviacién estandar. Desde el momento en que obtuvimos la
distribucién de probabilidad vista en la figura 4.3, resulta claro que nuestros datos estaran
mas esparcidos conforme el aumento de emisiones espontaneas. Tomando esto en cuenta,
una manera posible de cuantificar la incertidumbre existente en nuestras estimaciones es
considerando el nimero promedio de emisiones espontaneas y viendo qué tanto aumenta
la varianza con respecto a este nimero.

De la figura 4.5 notamos inmediatamente que nuestra varianza es, salvo un ligero error
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estadistico, igual a nuestro valor promedio. Esto es una caracteristica de las distribuciones
de Poisson, lo cual si bien no es concluyente para decir que las distribucion de probabilidad
que manejamos son de Poisson, si nos da cierta intuicion acerca de la clase de datos que
estamos manejando. Tenemos una distribucién de probabilidad discreta que nos dice la
probabilidad de obtener cierto niimero de eventos — en este caso emisiones espontaneas
— s6lo que en vez de estar dadas para determinado intervalo de tiempo, estan dadas para
el caso en que haya habido cierto nimero de emisiones de la cavidad.

Sabiendo la dispersiéon existente en nuestros datos, podemos entonces ahora hacer una
relacion entre el nimero de emisiones espontaneas y el numero de pérdidas en la cavidad,
tomando en cuenta la desviacién estandar correspondiente, lo cual nos ayuda a visualizar
que tan acertadas son nuestras estimaciones. Graficando, entonces, obtenemos la figura
4.7, donde efectivamente vemos que entre haya mas emisiones de la cavidad, el nimero
promedio de emisiones espontaneas aumentara y con ello también aumentara la desviacién
estandar, lo cual provocard mayor incertidumbre en nuestras estimaciones.
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Capitulo 5

Estudio de correlacion entre
emisiones espontaneas y emisiones de
cavidad

Habiendo realizado un gran nimero de simulaciones, de nuestros resultados es evidente
que el nimero promedio de emisiones espontaneas aumenta conforme el incremento de las
emisiones en la cavidad. Sin embargo, vale la pena explorar méas a fondo y ver realmente
como la correlacion entre estas dos variables varia en base a los pardmetros dados. En
realidad uno podria incluso cuestionar el origen fisico de esta correlacién entre el niimero
de emisiones de la cavidad y el nimero de emisiones espontaneas, y preguntarse si real-
mente el nimero de emisiones en la cavidad afecta directamente en el nimero de emisiones
espontaneas o acaso no simplemente ocurre que ambas variables estan correlacionadas con
el tiempo, por lo que entre méas tiempo pase, habra mas tanto emisiones de la cavidad
como emisiones espontaneas sin que una variable influya la otra. De antemano podemos
esperar que en el caso libre, cuando x es muy grande, no habra correlacion alguna, ya que
es como si no tuvieramos cavidad. Sin embargo, considerando x’s menores, se mantiene la
pregunta acerca de si existe una correlacion y como varia ésta con respecto a k.

5.1. Calculo de correlacion de emisiones para interva-
los de tiempo fijos

Con el fin de poder calcular la correlacién, introduciremos el Coeficiente de Correlacion
de Pearson, que para dos variables X y Y estd definido como [48]

S (@i — 7) (5 — 9)
Ty = fl — (5.1.1)
@(:ﬂ D23 (4, — 7)?

=1

o7
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Figura 5.1: Célculo de correlacién para un intervalo de duracién de 500, fijando (n) ~ 1, v =
1.0, g = 0.1, y con & = k|(n)|[1 + 2¢%/vk].

donde Z y y son el promedio de las muestras de X y Y, respectivamente.

Teniendo una medida de correlacién, ahora queremos obtener los datos necesarios para
obtener informacion acerca de la correlacién entre emisiones de cavidad y emisiones es-
pontaneas. Estos datos los podemos obtener definiendo un intervalo de tiempo bajo el cual
haremos simulaciones de trayectorias, manteniendo registro del nimero de emisiones es-
pontaneas y emisiones de cavidad al final del tiempo definido. Debido a que esencialmente
estamos realizando simulaciones estocasticas, al final de cada tiempo habra ligeras varia-
ciones entre el niumero final de emisiones espontdneas y emisiones de cavidad. Si realmente
existe una correlacion entre estas dos variables deberiamos esperar que el hecho de que
haya mas o menos emisiones de la cavidad, al final de cada intervalo temporal, tenga una
influencia en el nimero de emisiones espontaneas. Haciendo un gran ntimero de simulacio-
nes y probando para diferentes valores de x podremos ver, primeramente si realmente hay
una correlacion, y como varia ésta con respecto a k.

En la grafica 5.1 podemos notar una disminucién de la correlacién con respecto a k.
Esto tiene sentido ya que al ser k muy grande es como si no hubiera cavidad, por lo que no
deberiamos ver correlacién alguna. Surge la pregunta de qué pasara si probamos con k’s
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Figura 5.2: Valor esperado de niimero de fotones en la cavidad fijando (n) ~ 1, v = 1.0, g = 0.1,
y con €& = k|(n)|[1 + 2¢%/vk]. (a) Usando x = 1.0, (b) usando x = 0.01.

cada vez menores: ;la correlacién seguira aumentando hasta llegar a 17 Existen dificultades
numéricas al momento de querer verificar esto, ya que entre mas disminuyamos k se necesita
mas tiempo para establecer el nimero de fotones a 1, ademas de que el acoplamiento, al
estar dado por g/k se vuelve més fuerte, lo cual genera fluctuaciones en el nimero de
fotones, que es algo que podemos observar en la figura 5.2.

Calculando la correlacion, incrementando la duracion de los intervalos temporales, podemos
darnos una idea de qué tanto influye la duracion de dichos intervalos en la correlacion entre
el nimero de emisiones espontaneas y el nimero de emisiones de la cavidad. En la figura
5.3, para el intervalo de k = 0.1 a Kk = 1.0, lo que se alcanza a percibir es que, si bien existen
ligeras variaciones, estas variaciones parecen tener un origen estadistico, en el sentido que
no se esta usando un nimero suficientemente grande de simulaciones. Sin embargo para el
intervalo de k = 0.01 a k = 0.1, donde también existen estas variaciones, podemos notar
que la tendencia de la correlacion de seguir aumentando, conforme disminuye x, se detiene
a partir de cierto valor, y luego la correlacion disminuye. Lo que vale la pena notar, es que
el valor de k para el cual la correlaciéon empieza disminuir varia de acuerdo a la duracién
del intervalo temporal elegido. Para intervalos de tiempo mayores vemos que los valores
de k a partir de los cuales la correlacién empieza a disminuir son menores. Es posible que
esto se relacione con el hecho de que si elegimos k’s el valor promedio de fotones en la
cavidad tardara mas en establecerse por lo que para calcular las correlaciones se requieren
intervalos temporales mayores.
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Capitulo 6

Conclusiones

En este trabajo se ha estimado el nimero de emisiones espontaneas midiendo emision
estimulada en una cavidad éptica, ademas de que se han estudiado las correlaciones exis-
tentes entre estas dos variables. Empezando con modelos simples como lo son un modo
de una cavidad optica y atomico de dos niveles, los cuales usamos como base para cons-
truir modelos mas complejos, explicamos diversos fenémenos relacionados a la emision y
absorcién de fotones. Uno de los modelos en los cuales pusimos énfasis fue el modelo de
Jaynes-Cumming, el cual extendimos hasta llegar al modelo central de este trabajo.

Sabiendo el modelo que manejariamos y tras explorar su dindmica mediante la teoria de
trayectorias cuanticas, desarrollamos un programa —el cual se puede ver como una imple-
mentacién al algoritmo usado en trayectorias cudnticas— con el cual es posible mantener un
registro del nimero de emisiones espontaneas y el nimero de emisiones del modo de la cavi-
dad. Con esto nos fue posible obtener distribuciones de probabilidad que nos relacionan el
nimero de emisiones espontaneas dado cierto nimero de emisiones del modo de la cavidad.

Teniendo un método para relacionar el nimero de emisiones con las emisiones del mo-
do de la cavidad, exploramos la manera en que los parametros de nuestro sistema influyen
en esta relaciéon y en el error de nuestras estimaciones. Esto resulté ser una tarea maés
compleja de lo que esperabamos, principalmente debido a que modificar cualquiera de los
parametros puede alterar de manera significativa la dinamica del sistema, lo cual vuelve
dificil las comparaciones del sistema bajo un conjunto de parametros y otro.

Dentro de nuestros resultados vimos que la razén entre el nimero de emisiones es-
pontaneas y el nimero de emisiones de la cavidad disminuye conforme aumenta x. Esto
tiene sentido ya que el aumentar x habra mas emisiones de la cavidad y, al mantener cons-
tante v, la razon entre emisiones espontaneas y emisiones cavidad serd menor. También
fue posible calcular la varianza en nuestras distribuciones de probabilidad, la cual resulté
ser igual al nimero promedio de emisiones espontaneas, algo caracteristico de las distribu-
ciones de probabilidad de Poisson.
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Por ultimo exploramos la correlacion entre el niimero de emisiones de la cavidad y el
numero de emisiones espontaneas para un tiempo fijo, variando el ancho de linea de la ca-
vidad, k. Encontramos que la correlacion disminuye conforme aumentamos ; fisicamente
esto tiene bastante sentido, ya que si x fuera muy grande seria equivalente a como si no
hubiera cavidad, por lo que no esperariamos que hubiera correlacion entre ambas variables.

Respecto a las posibles aplicaciones de los resultados, uno debe considerar las difi-
cultades que existen al medir el fotén emitido por un atomo de dos niveles al decaer,
principalmente por el hecho de que este fotén puede ser emitido a cualquiera de los modos
del espacio. En este sentido, el hallar una correlacién con otro sistema en el cual resulte
mas facil medir emisiones, como lo es una cavidad, es algo bastante conveniente. También
es claro que el manejo de sistemas cuanticos individuales y el sostenimiento de evoluciones
coherentes por intervalos significativos de tiempo, serd fundamental para el desarrollo de
tecnologias cudnticas, como lo son las computadoras cuénticas [49,50], lo cual motiva a un
mejor entendimiento de los sistemas cuanticos abiertos.
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Apéndice A
Cambio al cuadro de interaccion

Debido a que para nuestros fines sera necesario calcular un gran nimero de trayectorias
cuanticas, puede resultar de gran utilidad hallar una manera de realizar los calculos de
una manera mucho més eficiente. Con este propodsito en mente cambiaremos al cuadro de
interaccién, de modo que dividiremos nuestro Hamiltoniano (4.1.5) en dos partes:

H=H,+ H, (A.0.1)

donde
Hy = %thaz + hwea'a (A.0.2a)
H, =ihg(ac, —a'o_) 4+ ih&(ae™* " — ale™™rt) — ihxa'a — ih%a+0_. (A.0.2b)

De modo que nuestro Hamiltoniano H; en el cuadro de interaccion estara dado por

Hl,[ :Z'hg(aO_Jrei(fchrwA)t . aTaiefi(fwcﬂuA)t) + Z-hg<aefi(wcwa)t o aTe(WC*iWL)t)

— ihra'a — ih%a+a_, (A.0.3)
considerando el sistema en resonancia es decir we = wa = wr, Hi ; queda de la forma
Hy; =ihg(acy —a'o_) +ihE(a — a') — ihka'a — ih%0+a_ (A.0.4)

que es el Hamiltoniano que emplearemos al hacer uso de la ecuacion de Schrodinger en el
cuadro de interaccién dada por

L d
Zh% [r(t)) = Hur|vr(2)) - (A.0.5)
Al momento de cambiar al cuadro de interacciéon hemos logrado librarnos de la depen-

nci mpor r m T nsiderar qu mbiar uadr interaccién
dencia temporal, pero debemos ahora considera e al cambiar al cuadro de interaccid
generamos una dependencia temporal en nuestro estado, esto debido a que

[r(t)) = ™M o (t)) (A.0.6)
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Normalmente esto podria generar un problema en el sentido de que parte de la velocidad
en cuanto a calculos que hemos adquirido librandonos de la parte temporal en nuestro
Hamiltoniano la perderiamos al momento de incorporar la parte temporal en nuestro esta-
do. Esto sin embargo, no sera asi, debido a que para nuestros propositos solo nos interesa
calcular los valores esperados de a'a y o,0_. Debido a que nuestro Hamiltoniano Hj estd
dado por (A.0.2a) al momento de calcular el valor esperado obtendremos

(r(t) afa |yr(1)) = ()| et/ alae ot yp(2))
(W(®)la'aly(t). (A.0.7)
Donde hemos considerado el hecho de que Hy y aa conmutan. Esto sucede de igual manera

para o,o0_, por lo que para nuestros intereses el factor temporal, inducido por cambiar al
cuadro de interaccién en nuestro estado, no hace diferencia.



Apéndice B

Cdédigo de simulacién de trayectoria
cuantica

En esta seccién presentamos el codigo que se usé para realizar la simulacion de trayec-
toria cuantica para el caso de la cavidad con pérdidas y obtener la figura 4.7

using QuantumOptics
using PyPlot

k = 1.0 #tasa de decaimiento
Ncutoff = 10 # maximo numero de fotones

T = [0:0.01:2;]

basis = FockBasis(10)

a = destroy(basis) #operador de aniquilacion
at = create(basis) #operador de creacion

n = number(basis) #operador de numero

H = atxa #Hamiltoniano

J = [sqrt(2xk*a] #operador de colapso

psi_0 = fockstate(basis, 10) #estado inicial
rho_ 0 = psi_0 % dagger(psi_0) #operador de densidad inicial

#resultado exacto
tout , rho_master = timeevolution.master (T, rho 0, H, J)

#trayectorias cuanticas

tout_examplel , psit_examplel = timeevolution.mecwf(T, psi_0, H, J)
tout_example2 , psit_example2 = timeevolution.mewf(T, psi 0, H, J)
tout_example3 , psit_example3d = timeevolution.mecwf(T, psi_0, H, J)
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#Promedio de valor esperado de numero de fotones
function averagemntw (nu)
i = [1:nu]
average = zeros (201)
for i in 1:nu
a, b = timeevolution.mewf(T, psi_0, H, J)
expectval = real (expect(n, b))
average = average + expectval
end
return average/nu
end

av = averagemntw (10000)

plot (k*T, real(expect(n, rho_master)), label = ”Resultado exacto”)
plot (k«T, av, label = ”Promedio 10,000 trayectorias cuanticas”)
plot (k+T, real (expect (n, psit_examplel)),”Cl——" alpha=0.5)

plot (k«T, real (expect (n, psit_example2)),” Cl——" alpha=0.5)

plot (k«T, real (expect (n, psit_example3d)),” Cl——",alpha=0.5)

xlim (0,2)

legend ()

xlabel (L'k t7)

ylabel (L”$\langle n \rangle$”)

tight_layout ()
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