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Resumen

La analogia matemaética entre la teoria de ondas viscoelasticas y electro-
magnéticas no es muy conocida y ha sido poco explorada en la comunidad
geofisica. En este trabajo, se recopilan los fundamentos de la teoria de propa-
gacién de ondas viscoeldsticas y electromagnéticas. Ademas, se plantean for-
mulaciones matematicas y esquemas fisicos para demostrar diversas analogias
entre ambos tipos de onda. La correspondencia matematica completa ocurre
para el caso 2D entre las ecuaciones de onda SH y del modo TM (transver-
sal magnético) cuyo desplazamiento ocurre en la direccién y perpendicular al
plano de propagacién (xz—z). A partir de ello, se elabora un prototipo compu-
tacional que modela la propagacion de estas ondas en un medio isétropo y
con atenuacion (viscoeldstico para el caso de ondas materiales y dieléctrico
disipativo para el caso electromagnético). Por 1ltimo, el c6digo 2D se aplica
en dos ejemplos basados en pardametros geofisicos reales. Como resultado del
modelado directo se obtienen imagenes de las ondas en todo el dominio a lo
largo del tiempo, ademads de sismogramas (caso viscoeldstico) y radargramas
(caso electromagnético), para visualizar el comportamiento de las ondas.



Abstract

The mathematical analogy between the theory of viscoelastic and electromag-
netic waves is not well known and has been little explored in the geophysical
community. In this work the fundamentals of the propagation theory of vis-
coelastic and electromagnetic waves are gathered. In addition, mathematical
formulations and physical schemes are presented to demonstrate some analo-
gies between both wave types. The complete mathematical correspondence
occurs for the 2D case between the SH and TM mode (transverse-magnetic)
wave equations whose displacement occurs in y direction perpendicular to
the plane of propagation (z — z). From this, a computational prototype is
elaborated which models the propagation of these waves in an isotropic and
lossy media (viscoelastic for the case of material waves and dissipative die-
lectric for the electromagnetic case). Finally, the 2D code is applied in two
examples based on real geophysical parameters. As a result of direct mode-
ling, wave images are obtained throughout the domain over time, in addition
to seismograms (viscoelastic case) and radargrams (electromagnetic case) to
visualize the behavior of the waves.
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Capitulo 1

Introduccion

La analogia matematica entre la teoria de ondas viscoelasticas y electro-
magnéticas no es muy conocida y ha sido poco explorada en la comunidad
geofisica. Ademas, no existe un cédigo computacional libre o comercial en el
que se pueda realizar la propagacion entre ambos tipos de onda.

En la presente tesis se expone de forma simple la teoria de propagacion de
ondas en medios ideales (sin pérdidas de energia, isétropos y de fase constan-
te) y en medios reales (con pérdidas de energia, anisétropos y dispersivos)
(Carcione, ), y a partir de ello, se relacionan ecuaciones y esquemas para
obtener distintas analogias.

Comprender esta analogia y exponerla de manera simple con un cédigo 2D,
beneficiaria a la comunidad geofisica, de manera que los esfuerzos compu-
tacionales pueden disminuirse con programas capaces de realizar multiples
tareas.

Esta tesis inicia con los fundamentos de propagacién de ondas viscoeldsticas.
Continua con los fundamentos de propagaciéon de ondas electromagnéticas.
Posteriormente, se realiza la analogia matematica entre ambos campos com-
parando ecuaciones y modelos reolégicos. Finalmente, concluye con los fun-
damentos numéricos empleados en la elaboracion de un cédigo 2D que simula
la propagacién de ondas SH/TM, y se plantea un ejemplo para cada caso.

Algunas analogias matematicas obtenidas son: campo eléctrico/esfuerzo, cam-
po magnético/velocidad de particula, permitividad eléctrica/complianza, re-
sistividad /viscosidad, permeabilidad magnética/densidad, densidad de co-
rriente magnética/fuerza de cuerpo.



La analogia matematica completa se realiza entre las ecuaciones de onda SH y
del modo TM (transversal magnético), las cuales se desarrollan por Carcione
y Cavallini ( ), Fornberg ( ), Carcione y Robinson ( ), Carcione
( ) y Carcione y Poletto ( ).

Asi mismo, se expone la analogia entre algunos parametros viscoelasticos
y electromagnéticos con base en los trabajos de Vozoff ( ), Carcione y
Cavallini ( ), Carcione ( ), Diaz ( ), Stein y Wysession ( )
Villela y Mendoza ( ), Carcione ( ) v Carcione y Poletto ( ), tales
como velocidad de fase, velocidad compleja, constante de rigidez y factor de
calidad.

Ademads, se encuentra una relacién entre las densidades integrales de energia
disipada y almacenada definidas por Christensen ( ), Golden y Graham
( ), Oughstun y Sherman ( ), Carcione ( ) y Carcione ( ),
congruentes con los modelos mecanicos.

La aplicacién del cédigo 2D se ilustra con dos ejemplos, un caso viscoelastico
a partir de datos obtenidos por Alvarado et al. ( ), y un caso electro-
magnético con base en el articulo de Tomecka et al. ( ).

Los valores resultantes del codigo 2D no se pueden comparar con los datos
generados por adquisiciones geofisicas reales, sin embargo, se ilustra adecua-
damente el fenémeno de propagacion, reflexion, refraccion y transmisiéon de
ondas viscoelasticas y electromagnéticas.



Capitulo 2

Propagacion de ondas
viscoelasticas

En este capitulo se revisan conceptos fundamentales como el tensor de esfuer-
zos y deformaciones, la ecuacién de movimiento, las ecuaciones constitutivas
y los potenciales de ondas planas para un medio elastico.

Se define el significado de elasticidad, viscoelasticidad y la ley de Boltzmann.
Ademas, se plantean modelos viscoelasticos como el modelo de Kelvin-Voigt
y el modelo de Maxwell formados por resortes y amortiguadores.

Para la posterior analogia, se deducen las principales ecuaciones diferenciales
para una onda SH: la ecuacién de movimiento y la ecuaciéon del modelo
viscoelastico de Maxwell en 3D para un medio anisétropo.

Asimismo, se definen los pardmetros cinematicos: el vector de onda, de ate-
nuacién, la velocidad de fase, la velocidad compleja, la matriz de rigidez
compleja, la relacion de dispersion y el factor de calidad.

Por ultimo, se obtienen las expresiones integrales de las densidades de energia
disipada y almacenada congruentes con los modelos mecanicos viscoelasticos.



2.1. Ecuaciones de movimiento en un medio
elastico

2.1.1. Esfuerzos

El estado de esfuerzos en cualquier punto de un cuerpo se caracteriza me-
diante nueve componentes, los cuales describen las fuerzas de superficie y
se agrupan en el tensor de esfuerzos como (Malvern, ; Fung, :
Newman, )
011 012 013
g = O21 O22 023 |, (2.1)
031 032 033
siendo (2.1) la notacién matricial.
Siguiendo la notacién de Voigt (Carcione, ), como el tensor es simétrico
Uij = Ujia (22>
donde i, j € {1,2,3}, entonces la ec. (2.1) se puede describir como un vector

de seis componentes independientes

g = (Uh 02,03,04, 05, 06>T - (0-117 022,033,023,013, 0-12)T' (23>

2.1.2. Ecuacion de movimiento

El vector de momento lineal de una particula se define como

p=mu, (2.4)

donde m es la masa que se mueve en la direccién de la velocidad v.

Ademas, si se define al vector fuerza como la derivada de la ec. (2.4) respecto

al tiempo

dp d

po o dm)
dt dt

y se considera a la masa m como constante, se llega a la expresion de la

Segunda ley de Newton

(2.5)

d
F= md—f ~ ma, (2.6)

donde a es la aceleracién y m = pV donde V es el volumen y p es la densidad
del cuerpo (Tippens, ).



En el marco de la mecanica del medio continuo, la fuerza total se define como
la suma de las fuerzas de cuerpo y de superficie, tal que la ec. (2.6) puede
describir la propagacién de ondas elasticas en términos del desplazamiento
u; (Stein & Wysession, )

801-]»

ailfj

0?u;(x,t)
o2’

+ filz,t) =p (2.7)

donde f; son las fuerzas de cuerpo o volumétricas y el vector x = (z1, x9, x3)
representa la posicion de un punto z en la direccién de los ejes cartesianos
T,, 2.

La ec. (2.7) se conoce como la ecuacién de movimiento, la cual se satisface
en todas partes en un sistema continuo y se puede expresar con notacion
indicial (Auld, ) como

Por otro lado, utilizando notacién matricial, la divergencia del tensor de
esfuerzos 0;0;; se denota como V - g, por lo que la ec. (2.8) es

V-o+ [ =piu, (2.9)

donde V = (01,0, 03) es el operador nabla. Ahora, con el fin de utilizar la
notacion de Voigt, se define al operador nabla simétrico con dimensiones 3x6
como (Carcione, )

8 0 0 0 85 O
V=0 8 0 85 0 o], (2.10)
0 0 85 & 9 0

y reemplazando este operador y la ec. (2.3) en la ec. (2.9) se obtiene
V.o+ f=pouv, (2.11)

donde f = (f1, f, f3)T es el vector de fuerzas de cuerpo, y el vector de
velocidad v estd en funcion del desplazamiento como

v = (v1,v9,03)" = Ou = (Oyur, Oyua, yuz)™. (2.12)



2.1.3. Deformaciones

Si una fuerza se aplica a un sélido, puntos dentro de éste se mueven uno con
respecto a otro causando una deformacion. Este movimiento diferencial se
describe mediante el tensor de deformaciones infinitesimales de Cauchy

(Malvern, ; Fung, : Newman, ), que puede escribirse como
ij = 3 = —(Omu; + O0ju;), 2.13
€J 2[8%4_8%] 2( U]—|— Ju) ( )
0

ey = O,
8jui + @uj ) 7é j,

eij

y esta tultima en notacién matricial como

Quy Oui | OQua Qui | Ouz
6I1 (81‘2 + 6x1> 8333 + 8x1
- OQug | Ouy OQug OQug | Ouz
g — oy Oza Oza oxs Oxa : <214>
OQuz | Ouy Qus | Oup Qugz
ox1 Ox3 Oxo ox3 Ox3

Siendo este tensor simétrico
€ij = €44, (215)

se puede reescribir a la ec. (2.14) con la notacién de Voigt

T T
€= (617 €9, €3, €4, €5, 66) - (6117 €99, €33, €23, €13, 612)

T (2.16)
= (€11, €22, €33, 2€03, 2€13, 2€12) " .
Asi mismo, Carcione y Cavallini ( ) utilizan la relaciéon deformacién-
desplazamiento como
e=V".u, (2.17)

donde u = (uy,uz,u3)’, y V es la ec. (2.10). Junto a la ec. (2.12), esta
relacion se reescribe como la relacion entre deformaciones y velocidad de

particulas
Vv =0e. (2.18)



2.1.4. Ecuaciones Constitutivas

La relacién entre esfuerzos y deformaciones para un medio elastico se realiza
mediante la ecuacion constitutiva llamada Ley de Hooke

045 = Cijklekla (219)

donde Cjji; son constantes eldsticas que describen las propiedades del medio.

Simetrias de la constante elastica Cjjy;

Las constantes eldsticas Cjj; forman un tensor con 3* = 81 componentes,
cuyos componentes independientes pueden identificarse por las siguientes si-
metrias (Malvern, ; Fung, : Newman, ):

» Tensores de esfuerzos/deformaciones: Dada la simetria de los ten-
sores de esfuerzos y deformaciones,

Cijkl = Cjikl, Cijkl = Cijlk, (2-20)
el nimero de componentes independientes se reduce de 81 a 36

Ci1 Ci2 €13 Cia C15 Cis
C12 C22 Co3 Co4 Co5 Cog
C13 C23 C33 C34 C35 Csgp . (2'21)
Cl4 Co4 C34 C44 C45 Cyp
Ci5 Co5 C35 C45 Cs5 Csp
Ci6 C26 C36 Ca6 Cs6 Co6

@
I

Con ello, la ec. (2.19) se puede reescribir como

c=C-¢ (2.22)

donde g y e se denotan con la notaciéon de Voigt.

Energia de deformacién: Al aplicar una fuerza sobre un material
elastico, éste se deforma y se acumula energia potencial dentro del
mismo.



En el caso de un resorte, se necesita aplicar un trabajo o fuerza para
comprimirlo a lo largo de una distancia (W = Fdx). Si el resorte estéd
en equilibrio, el trabajo esta dado por

x 1
W = / kxdx = §k$2, (2.23)
0

donde F' = —Fkx es la fuerza de recuperacién del resorte. De manera
similar, la energia de deformacion almacenada en un volumen es

1 N
W = é/aijeijd‘/, (224)

donde los esfuerzos son analogos a las fuerzas aplicadas sobre el resorte
y las deformaciones representan el desplazamiento resultante.

Entonces, sustituyendo la ec. (2.19) en la ec. (2.24)
1 -1 ~
W = é/Cijkleijekldv = §/Cijkl€kl€ijdv, (225)
se observa que la energia de deformacién es simétrica en ij y ki
Cijki = Chaij, (2.26)

por lo que, contemplando la simetria anterior, el niimero de componen-
tes independientes se reduce de 36 a 21.

Por planos de simetria: Las simetrias respecto a planos implican
que algunos coeficientes sean iguales.

Se dice que un medio es is6tropo cuando todo eje y plano es de si-
metria, por lo que el nimero de coeficientes independientes se reduce
a s6lo dos, los cuales son los médulos elasticos A y p.

Por lo que la ley de Hooke, ec. (2.19), se puede escribir como
Oij = )\9&] + 2/16@', (227)

donde A es la constante de Lamé, p es el modulo de rigidez o cizalla,
0 = €11+ €22 +e33 es la dilatacion, y 0,5 es la delta de Kronecker definida
como

0,177

8

5y = {1’ v (2.28)



2.1.5. Potenciales de ondas planas

El campo de desplazamiento vectorial que se propaga en tres dimensiones se
puede expresar como

u(z,t) = Aexpli(wt £ - z)], (2.29)

el cual describe el desplazamiento de una onda armdnica plana, donde w es la
frecuencia angular, ! & es el vector de onda real y A es la amplitud vectorial
(Stein y Wysession, ).

Por otro lado, el teorema de Helmholtz afirma que cualquier campo vec-
torial F' puede descomponerse como

F=-Vé+VxT, (2.30)

donde —V¢ es un campo vectorial irrotacional (gradiente de un potencial es-
calar sin rotacién) y V x X es un campo solenoidal (rotacional de un potencial
vectorial sin divergencia) (Griffiths, ).

Por lo que el desplazamiento vectorial se puede descomponer en términos
de dos potenciales para identificar el tipo de ondas que viajan en un medio
eldstico como (Stein y Wysession, )

u(z,t) = Vo(z,t) + V x X(z,t), (2.31)

donde ¢ es un potencial escalar que correspode a ondas de compresién (ondas
P), y T es un potencial vectorial que corresponde a ondas de corte (ondas

S).
El potencial escalar satisface

1 9¢(z, 1)

V3¢(z,t) = FER R (2.32)

donde & = [(A + 211)/p]""* es la velocidad de la onda P.

'La frecuencia angular se define como w = 27 f, donde f es el ntimero de ciclos de
onda dentro de una unidad de tiempo. Mientras que el periodo se define como el tiempo
que le toma a la onda completar un ciclo y es el inverso de la frecuencia T =1/f =T =
27 Jw.



Mientras que el potencial vectorial satisface

2
V(1) = L ILLE)

Tt = 55— (2.33)

donde 5 = (u/p)'/? es la velocidad de la onda S.

Ademas, las ondas S se pueden desacoplar en ondas SV con desplazamiento
en el plano de propagacién (x — z) y en ondas SH con desplazamiento en la
direccién de y perpendicular a dicho plano (Figura 2.1).

Source Receiver
- —_—

Surface

Wave propagation
direction k

Figura 2.1: Desplazamiento de las ondas P, SV y SH (Stein y Wysession,

).
Para ello el potencial vectorial se divide en dos términos
X(z,2,t) = ¢(x,2,t) + V X x(x, 2, 1), (2.34)
por lo que reemplazando este potencial en la ec. (2.31) se obtiene
u(w,2,t) = Vo(,2,t) + V X (1, 2,t) + V X V x x(7, 2, 1), (2.35)

donde los componentes de los potenciales vectoriales sélo existen en la direc-
cion de y.

Los desplazamientos de las ondas P, SV y SH resultan de las operaciones
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vectoriales de la ec. (2.35) como

(P) Vo(z,2,1) = (%,0,% , (2.36)
(SV) V x¢(z,2,t) = (—g—w,(), g—w) : (2.37)
(SH) V xV x x(z,2,t) = (O,— [%—I—%} ,0) : (2.38)

donde agrupando cada término en la direccion correspondiente se tiene el
valor de cada componente

Jp O
U1<ZL',Z,t) = a_d) - a_wa
Jp O
ug(z, z,t) = a—¢ + 8_w’ (2.39)
0*x 0%y
ug(x, 2,t) = — (@ + ﬁ)

2.1.6. Onda SH

El desplazamiento de una onda SH esta en funcién del plano (x — z), y sélo
existe en la direccién de y, por lo que el vector de deformaciones, ec. (2.16),
para una onda SH se reescribe como

e=1(0,0,0,e23,0,e12)" = (0,0,0, Osus, 0, Orus)" . (2.40)

Ley de Hooke para una onda SH en un medio elastico e is6tropo

Partiendo de las ecuaciones planteadas por Carcione ( ) se define a la ley
de Hooke, ec. (2.27), para una onda SH como

Oij = Q[I,Eij = € (241)

o = pe, (2.42)

donde el término A89;; es nulo debido a que no existe un cambio de volumen
en el cuerpo por donde se propaga una onda SH, sino inicamente un despla-
zamiento cortante que induce deformaciones modeladas con e (ec. (2.40)).

11



Utilizando la ley de Hooke, el vector de esfuerzos, ec. (2.3), para una onda
SH es

g = (0,0,0,0'23,070'12)T. (243)

2.2. Medios elasticos y viscoelasticos

Material elastico

Al aplicar un esfuerzo a un sélido elastico el desplazamiento interno de las
particulas causa una deformacion instantanea, y cuando se deja de aplicar
dicho esfuerzo el material se recupera a su configuracién inicial.

Esta relacion lineal entre el esfuerzo con la deformacion en un material elasti-
co se observa en la Figura 2.2 A) y se describe mediante la ley de Hooke, ec.
(2.22) (Gonzélez, ; Fombuena et al. ).

B
>

0,=Cte

Q
~

Q
iy

oy=Cte

TENSION (o)

0g=0 03=0

t;, TIEMPO (1)

to t

e
N

m
N
»
>
»
>

£,=Cte

m
N

€,=Cte

m
-

M

m m
w o

ALARGAMIENTO (g)

ALARGAMIENTO ()

£5=0 £5=0
t t, t; TIEMPO (1)

>
IS
t t, t, TIEMPO(t)

-
S
+

S

A) B)

Figura 2.2: A) Comportamiento elastico. En cada escalén la deformacién es
instantdnea y proporcional al esfuerzo. B) Comportamiento viscoeldstico. La
relacion entre el esfuerzo y deformacion no es lineal y depende del tiempo.
Imagen modificada de Balart ( ).

Material viscoelastico

Cuando se aplica un esfuerzo a un material viscoelastico, en el interior se pro-
duce una pérdida de energia elastica en calor a lo largo del tiempo (disipacién

12



de energia).

Ademas, si se deja de aplicar el esfuerzo, el material tarda en alcanzar un
estado de equilibrio o una recuperacién completa. Este autoajuste es llamado
relajacién (Figura 2.2 B) (Bland, ; Christensen, ; Gonzalez, ).

En la realidad, la mayoria de los materiales son viscoelasticos, es decir, tienen
un comportamiento eldstico (inmediato e independiente del tiempo) y viscoso
(progresivo y dependiente del tiempo).

Mas adelante se ilustran el modelo de Maxwell y el modelo de Kelvin-Voigt,
compuestos de resortes lineales y amortiguadores, los cuales describen este
comportamiento viscoelastico.

2.2.1. Concepto de memoria y ley de Boltzmann

De acuerdo con Boltzmann ( ) y Carcione ( ) la respuesta de un
material viscoeldstico se caracteriza a través de una funciéon con memoria.

Esta funcién describe al esfuerzo en un tiempo ¢ como dependiente de todas
la deformaciones anteriores, y si este esfuerzo se incrementa, la deformacion
resultante se sumara al historial de deformaciones creado por los esfuerzos
previos.

Este comportamiento se expresa mediante el principio de superposicion de
Boltzmann o la ley de Boltzmann.

Para definir este principio Carcione ( ) introduce al operador convolu-
cién (x) entre fy g como

f*xg= /_OO f(r)g(t — 7)dr, (2.44)

donde f y g son funciones escalares, 7 es la variable tiempo y ¢ es el tiempo
en cuestion.

Después, define a una funcién del tipo Heaviside, la cual es cualquier
funcién f(t) en donde la historia pasada de f se corta hasta el momento
t = 0. Esto es

ft) = f()H(2), (2.45)

13



donde H (t) es la funcién Heaviside o funcién escalén

0s:t<O
H(t) = {1 S0 (2.46)

y donde la funciéon f no tiene restriccion.

Si f y g son del tipo Heaviside, entonces la ec. (2.44) se reescribe como

f*xg= /0 f(m)g(t —7)dr. (2.47)

y si s6lo f es una funcion del tipo Heaviside, se define al operador de
Boltzmann como

fOg=f0)g+ (B f()H()) * g, (2.48)
el cual corresponde a la derivada temporal de la convolucion entre f y g
O (f * g) = [ * (Oeg)- (2.49)

2.2.2. Modelo de Kelvin-Voigt

El modelo de Kelvin-Voigt describe el comportamiento viscoelastico a partir
de un arreglo en paralelo de un resorte lineal y un amortiguador como se

muestra en la Figura 2.3 (Bland, ; Carcione, ).
M
o o
.« - s

LB

m

Figura 2.3: Modelo de Kelvin-Voigt. Arreglo en paralelo entre un resorte y
un amortiguador. Misma deformacién pero diferentes esfuerzos (Carcione,

).
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El resorte lineal produce instantdneamente una deformaciéon proporcional al

esfuerzo
01 = Mge, (2.50)

donde My es la constante elastica del resorte en un sistema “relajado” o en
estado de equilibrio, y donde € es la deformacién total.

En cambio, el amortiguador produce un retraso en la deformacién propor-

cional al esfuerzo
o9 = N0se, (2.51)

donde 7 es la constante viscosa, y 0;¢ es la tasa de deformacién total.

El esfuerzo total estd dado por la suma del esfuerzo eldstico, ec. (2.50), y
viscoso, ec. (2.51),
o = 01+ 09 = Mge + nose. (2.52)

Y si esta expresion se reescribe en 3D en términos de la notaciéon de Voigt se
tiene la ecuacién del modelo de Kelvin-Voigt como

a=C-e+n- e, (2.53)

donde 7 es el tensor simétrico de constantes viscosas con 36 componentes

independientes (Carcione y Poletto, ).

Si se deriva a la ec. (2.53) con respecto al tiempo

0o = C - de +n - e, (2.54)
y se multiplica a la ec. (2.54) por gfl se obtiene

Cl-0o=1-0e+C " n- e, (2.55)

donde [ es la matriz identidad. Si se sustituye la ec. (2.18) en la ec. (2.55),
la relacion para el modelo de Kelvin-Voigt en 3D se reescribe como

C ' owo=V"v+C'n- V"' . (2.56)
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2.2.3. Modelo de Maxwell

El modelo de Maxwell describe el comportamiento viscoelastico mediante un
arreglo en serie de un resorte lineal y un amortiguador como se muestra en
la Figura 2.4 (Bland, ; Carcione y Cavallini, ; Carcione, ).

a ;H]_; n bl

Figura 2.4: Modelo de Mawell. Arreglo en serie entre un resorte y un amor-
tiguador. Mismo esfuerzo pero distintas deformaciones (Carcione, ).

Si se aplica un esfuerzo ¢ al modelo mostrado en la Figura 2.4, se producira
una deformacién €; en el resorte, y una deformacion e, en el amortiguador.

La deformacién causada en el resorte es proporcional al esfuerzo total apli-
cado

0 = .]\4[]617 (257)

donde My es la constante elastica del resorte en un sistema sin relajar
(unrelaxed).

Asimismo, el esfuerzo estard sujeto a la variacion temporal de la deformacion
causada en el amortiguador

o = ndey, con n > 0. (2.58)
Ahora, si asumimos que la deformacion total del sistema es

€= €1+ €, (2.59)
=

despejando Osey de la ec. (2.58)
o
Oiea = —, (2.60)
te2 =

16



derivando con respecto al tiempo las ecs. (2.57) y (2.59)

8150'
Oe; = — 2.61
t€1 MU ) ( )
at(f = @61 + @62, (262)
y sustituyendo las ecs. (2.60) y (2.61) en la ec. (2.62), la relacién esfuerzo-
deformacion en 1D del modelo de Maxwell resulta

0o o
O = — + —. 2.63
t€ M, + 1 ( )
Esta relacion en 3D con la notacién de Voigt se puede escribir como
Oe=C"1. 8tg+ﬂ_1 -0, (2.64)

y utilizando la relacién velocidad-deformacién, ec. (2.18), la ec. (2.64) se
reescribe como

Vi-u=C"-0o+n"-a (2.65)
Finalmente, definiendo a los tensores simétric_os de complianza
S=C, (2.66)
y de fluidez
T=n", (2.67)

la relacién para el modelo de Maxwell en 3D, ec. (2.65), en estos términos
es

vli.y= - O,0. (2.68)

1=

.g+

Ji

2.2.4. Modbdulo complejo y funcién de relajaciéon y de
fluidez

Realizando la transformada de Fourier de la ec. (2.52) se obtiene que
o(w) = M(w)e(w), (2.69)

donde M (w) es el médulo complejo para medios viscoelasticos (Carcione,
) y esta definido como

M(w) = Mg + iwn, (2.70)

donde la parte real representa la energia almacenada en el resorte de un
sistema relajado y la parte imaginaria la energia perdida en el amortiguador.
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Funcién de relajacién

Partiendo de la ec. (2.49) y del principio de causalidad, el cual implica que
el esfuerzo depende de los valores pasados y presentes de la deformacion,
la relacién esfuerzo-deformacion de un medio viscoeldstico se define como
(Carcione, )

o(t) = (t) = Oe(t) = Ob(t) x €(t), (2.71)
donde 9 es la funcién de relajacion definida como
V() = MH(t) + 76(t), 2.72)
donde §(t) es la funcién delta de Dirac (Rojas, )
oo, t=10
i(t) = {0’ 40, (2.73)

Funcion de fluidez

La relacién deformaciéon-esfuerzo de un medio viscoelastico se define como
(Carcione, )

€(t) = x(t) * Qo (t) = Opx(t) x o (1), (2.74)
donde x es la funcién de fluidez definida como
1
X(t) = —[1 = e"YDIH(2), (2.75)
Mg

donde 7 = n/Mpg.

Sustituyendo la ec. (2.74) en la ec. (2.71) y utilizando propiedades de la
convolucién

o =0ppxe= 0 x (Opx x0) = (9 x 9yx) * 0, (2.76)

y recordando la propiedad f(t) = f(t) * §(t), se tiene que

Dut) * D (t) = 8(1). 2.77)
Asimismo, Carcione ( ) define al médulo complejo como
M(w) = F{0 ()}, (2.78)
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y con la transformada de Fourier de la ec. (2.77) se obtiene la siguiente
igualdad
M(w)J(w) =1, (2.79)

donde
J(w) = F{0x (1)}, (2.80)

por lo que J(w) es el reciproco del médulo complejo.

2.3. Ecuaciones diferenciales para una onda
SH

2.3.1. Ecuacion de movimiento

Si se parte de la ecuacién de movimiento, ec. (2.11), donde

0011 + 03013 + 02012 PO — fi
V- g = 620'22 + 830'23 + 810’12 = patv2 — fg s (281)
03033 + 02023 + 01013 pOyvs — f3

y si se considera el desplazamiento de una onda SH en la direcciéon de vy,
entonces los componentes de velocidad vy, vs y las derivadas con respecto a
y son cero, por lo que la ec. (2.81) resulta

01012 + 03093 = pOyva — fa, (2.82)
siendo la ecuacion de movimiento para una onda SH, donde f; es la

fuerza de cuerpo en la direccién de y (Carcione, ).

2.3.2. Ecuaciones del modelo de Maxwell en 3D

La ecuacién del modelo de Maxwell en 3D, ec. (2.68), para una onda SH,
(Carcione y Cavallini, ; Carcione y Robinson, ; Carcione y Poletto,
), se obtiene de la siguiente forma:

= Se sustituye la ec. (2.40) en la ec. (2.18) como
VT v =(0,0,0,05vs,0,01v9)7, (2.83)

donde v = (0,v5,0)T y donde la derivada respecto a y es cero.
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» De manera general, si se considera un medio monoclinico 2, las matrices
de elasticidad y viscosidad y sus inversas se expresan como

ayp arp a3z 0 as
ajp G asz 0 ags
a3 @23
0 0 0 44 0
ais ags aszs 0 ass
0 0 0 Q46 0 Qg6

, (2.84)

IS
Q
w
w
o
Q
w
ot
of coo
=2}

donde a representa la constante correspondiente.

= Entonces, se realiza el producto punto entre el vector de esfuerzos,
ec. (2.43), y el tensor de fluidez simétrico, ec. (2.67), para un medio
monoclinico resultando

-0 =(0,0,0, 744023 + Ta012, 0, Tag023 + Te6012)- (2.85)

I

= Asi mismo, se realiza el producto punto entre la derivada temporal de
la ec. (2.43) y el tensor de complianza simétrico, ec. (2.66), para un
medio monoclinico obteniendo

5010 = (0,0,0,8440;093 + 5460:012, 0, $460:023 + 5660:012).  (2.86)

= Por lo que igualando términos de la ec. (2.83) con las ecs. (2.85) y (2.86)
se obtienen las dos ecuaciones del modelo de Maxwell para una
onda SH

—03Vg = —Ty4093 — Tae012 — 54401023 — 5460012 (2 87)

01y = Tue023 + Tee012 + 81601023 + Se601012

Ademads, por simplicidad se pueden definir a las matrices de constantes eldsti-
cas y viscosas para una onda SH como matrices de 2x2

_ <C44 C46> L on= <7744 7746> : (2.88)
Ci6 Ce6 = Na6 166

I

2Medio monoclinico: medio para el cual cada uno de sus puntos son simétricos respecto
al plano (x-z)(Carcione, ).
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al igual que sus matrices inversas

Cl=g= (%1 ) i (T TG (2.89)
- - S46  S66 = = Ta6  T66
Las componentes de la ec. (2.89) se calculan a través de las matrices inversas
por cofactores

1
' = djC 2.90
= detC 1= (2.90)
donde
detg = C44Cp6 — 042167 (291)
y donde adjC' es la transpuesta de la matriz de cofactores de C'
adjC = ( €06 _046) , (2.92)
- —C46  C44

por lo que sustituyendo las ecs. (2.91) y (2.92) en la ec. (2.90) se obtiene

C66 —C46
-1 _ C44066*04216 044066*036 (2 93)
- —C46 Ca4 : :

C44C66—Clg  C44C66—Cag

@

Realizando el mismo procedimiento para ﬂ_l se obtienen las componentes de
la ec. (2.89) como B

7166 744 Ni6  _ 2
Tag = —— Te6 — —— Ta6 — ——— 1] = N14aM66 — MNag>»
" " g (2.94)
C66 Ca4 C46 2
Sa44 = —, S66 = ——, S46 = ———, C = C44Cg6 — Cyg-
c c [

2.3.3. Representacion de las ecuaciones del modelo de
Maxwell en 3D

Para representar pictéricamente las ecuaciones del modelo de Maxwell en
3D para una onda SH, ec. (2.87), se desarrolla la primera ecuacién a través
del modelo mostrado en la Figura 2.5 (Carcione y Cavallini, ; Carcione,

).

En principio, se asume que 746 = s46 = 0, por lo que la primera ecuacién de
(2.87) se reescribe como

O3V = T4a093 + 5440,093. (2.95)
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Ademas, la tasa de deformacion de 7 estd relacionada al amortiguador me-
diante la siguiente relacion

023 = N1aOp)1, (2.96)

y la deformacion ~, se relaciona linealmente con el esfuerzo aplicado como

023 = C4472- (2.97)

La derivada temporal de la deformacion total del sistema es

Oy = 0 + 72), (2.98)

la cual se puede escribir en términos de la relacién velocidad-deformacion,
ec. (2.18), para una onda SH como

J3v2 = Oym1 + Oy ya (2.99)

Ahora, se despeja 0yy; de la ec. (2.96)

I (2.100)

Ta4

se deriva a la ec. (2.97) con respecto al tiempo y se despeja

0
Oys = 2228 (2.101)
Cq4

y sustituyendo las ecs. (2.100) y (2.101) en la ec. (2.99) se obtiene la ecuacién
que representa la Figura 2.5 como

1 1
831)2 = —O023 -+ —(9t0'23. (2102)
Naa C44
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Figura 2.5: Modelo de Maxwell para una onda SH. El esfuerzo aplicado a
ambos lados es 023, ¥ 71 v 72 son las deformaciones del amortiguador y del
resorte respectivamente. Imagen modificada de Carcione ( ).

2.4. Parametros cinematicos

Los siguientes parametros cineméaticos se definen siguiendo los trabajos de
Carcione y Cavallini ( ), Carcione ( ), Stein y Wysession ( ), Car-
cione ( ) v Carcione y Poletto ( ).

2.4.1. Vector de onda

El vector de onda complejo se define como

oy

=Kk —ix (2.103)

k = kk — iaqQ, (2.104)

donde la parte real k es el vector de onda y la parte imaginaria « es el vector
de atenuacion.

Asimismo, el vector de onda real es

k= (K1, K, K3) = Kk, (2.105)
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cuya magnitud es el nimero de onda real x ® y el vector de onda unitario &

apunta en la direccion de propagacion de la onda
E = (ll, 12, 13), (2106)

donde Iy, l5 y [3 son los cosenos directores.

2.4.2. Atenuacion

En un medio viscoelastico las ondas materiales sufren atenuacién, es decir,
su amplitud decrece conforme se propagan a través del medio.

De la ec. (2.104), el vector de atenuacién corresponde a la parte imaginaria
del vector de onda como

— Im(k) = a = —iag, (2.107)

donde & es el vector de atenuacién unitario y « es la magnitud de atenuacion.

2.4.3. Velocidad compleja

La velocidad compleja escalar se define como

= — = —, 2.108
Y k K — i« ( )
donde wie wor
Re(v.) + Im(v.) = o + o (2.109)

2.4.4. Velocidad de fase
El vector de velocidad de fase real se define como

vy = Vpk, (2.110)
donde v, es la velocidad de fase escalar

w
vy = ~ (2.111)

3 El ntimero de onda real xk = 27/ A, con A como longitud de onda, indica el nimero
de ciclos en una unidad de distancia.
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2.4.5. Matriz de Rigidez Compleja

La transformada de Fourier de la ec. (2.11) en ausencia de fuerzas de cuerpo
es
F{V -0 = pou}, (2.112)

dado que
F{0w} = iwv, (2.113)

la ec. (2.112) puede reescribirse como
V.o —iwpy = 0. (2.114)

Ahora, para obtener la matriz de rigidez compleja se aplica también la trans-
formada de Fourier a la relacién de Maxwell 3D, ec. (2.64),

F{oet =S Floot+1-0

) , (2.115)
WO +T -0

[ I

we =
simplificando la ec. (2.115)

1) - g, (2.116)

e= (§ - iz) ‘o, (2.117)
27 L=
se obtiene la relacién esfuerzo-deformacion como
c=P-e (2.118)

donde P es la matriz de rigidez compleja

. -1
P = <§ - iz) : (2.119)
4 27 L=

Asimismo, la matriz de rigidez compleja para una onda SH se puede escribir

como
P= (P44 p46) . (2.120)
- P16 DPes
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Relacién de dispersion SH

Con el fin de obtener la relacién de dispersion se define el desplazamiento
armoénico de una onda SH viscoeldstica a partir de la ec. (2.29) como

uy = upexpli(wt — k - z)] = upexpli(wt — klyx, — klzzs)], (2.121)

donde ug es un nimero complejo, x = (x1, x3) es el vector de posicién, k es
el vector de onda complejo y k = (I1,13) es un vector unitario.

Por otro lado, si se sustituye la ec. (2.118) en la ec. (2.114) para una onda
SH se tiene
V- (P-e)—iwpvy =0, (2.122)

donde P es la ec. (2.120) y de la ec. (2.40) se reestructura el vector de

deformacién como e = (93ug, Oyus)? .

El producto de la matriz de rigidez, P, con el vector de deformacion, e

PaaO3y + PagOiug
P.e) = , 2.123
(_ Q) (P4683U2 + p668lu2) ( )

y sutituyendo la ec. (2.123) en la ec. (2.122) con V = (03,01) y v9 = iwus,
se tiene la relacién de dispersion para una onda SH

Pe601 Us + 2pa601 03y + PasOs>ug + w? puy = 0, (2.124)
cuyos términos, utilizando la ec. (2.121), son
O uy = —k*Puy, 010suy = —K*lsliuy, 05 uy = —k*2us, (2.125)
por lo que la ec. (2.124) se reescribe como
Pes[— K> ug) + 2pas[—k 13l ug) + paa[—k*3us] + w?puy = 0, (2.126)
y multiplicando la ecuacién por —1/k%u, resulta

w

2
p66l12 + 2p46l1l3 + p44l32 —p (E) =0. (2127)
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Velocidad compleja para una onda SH

Despejando la ec. (2.108) de la ec. (2.127) se obtiene la velocidad compleja
para una onda SH

L7+ 2paslil I3
UC:E:\/pﬁﬁl + 2Dagl1l3 + Paals 7 (2.128)
k p
que para un medio isotrépo puede reescribirse como
p
Ve =4/, 2.129
; (2.129)
donde p es el médulo de rigidez complejo.
2.4.6. Factor de Calidad
El factor de calidad esta dado por
Re(v?)
= <’ 2.130
@ Im(v?) ( )

La atenuacion de ondas sismicas y otros fenémenos fisicos son usualmente
discutidos en términos de Q o Q7 !, este tltimo es directamente proporcional
al amortiguamiento.

Entonces, mientras mayor sea el valor de ), menor serd el decamiento de la
oscilacién en el medio y éste se aproximard mas a un medio eldstico (Stein y
Wysession, ).

2.5. Densidades de energia

De acuerdo a Christensen ( ), Hunter ( ), Golden y Graham ( )
y Carcione ( ) se realiza el siguiente desarrollo para hallar las ecuaciones
de energia almacenada y disipada para campos transitorios.

Primero, de la ec. (2.25) se define la energia de deformacién para un material
viscoelastico por medio de la convolucién entre el cuadrado de la tasa de
deformaciones 0, €;; - Or, € y una funcién Gy

1 t t
W(t) = 5 / / Gijkl(t — Tl,t — 7'2)87—162‘3'(Tl)aTQEkl(Tz)dTldTg, (2131)
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donde Gjjk(t — m1,t — 72) depende de las variaciones temporales de ambas
deformaciones y esta relacionada con el comportamiento del material.

Para los siguientes pasos se reordena la ec. (2.131)

t t
Wi(t) = —/ Or €i5(1) {/ Gijii(t — T1,t — T2)Ory€py(T2)dm2 | dy, (2.132)

—00 —00

que podemos simplificar como

W(t) = %/ f(t,m)dr. (2.133)

Ahora, para calcular el cambio temporal de la densidad de energia mecanica
en el sistema se calcula la derivada temporal de la ec. (2.133), aplicando el
teorema de Leibniz * | obteniendo

dt
a)

1 1 [ d
= §f(t)+§/_oo af(t,’fl)dTl

f(=o0) 0} = g myn

athl{f(t)( 2| _dat

2 (2.134)

Y

regresando a la forma de la ec. (2.132) resulta

1 t
OW = S0 / Gijii(t — 72) Oy €41 (2)dTo

1 t t
+ 5/ / OGijia(t — T1,t — 72)0r €;5(T1)Ory €1 (T2)dTidTo.  (2.135)

Por otro lado, la relacién para un material viscoelastico lineal anisétropo, ec.
(2.71), es

Oij = Vijit * Op€rt, (2.136)
y utilizando la ec. (2.45) se define a las constantes de relajacién como
VYiji(t) = Gijr(t,0)H(t). (2.137)

4 El teorema de Leibniz estd dado por

d *® d b(t) 4
dt Jo ft,m)dm —f(t,b(t))-dtb(t)—f(t,a(t))'a(t)+/a(t) 5/t m)dn.
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Luego, si se sustituye la ec. (2.137) en la ec. (2.136)
0ij = Gijui(t, 0) * Orep, (2.138)

y realizando la convolucion, ec. (2.44), considerando que el tensor relajacién
es de tipo Heaviside, ec. (2.45), se obtiene que

t
/ Gijui(t — 72,0)0n,€0(72)dT2 = 045, (2.139)

Sustituyendo la ec. (2.139) en la ec. (2.135) se tiene la siguiente relacién

1 )
50@-@% == atW + D, (2140)

donde %Ji]@teij indica la energia mecanica como la suma del incremento de

la densidad de energia almacenada 0;WW y la tasa de densidad de energia
disipada como

. 1 t t
D(t) = —5/ / 8tG,~jkl(t — 71, t— Tg)aﬁeij(Tl)aTQEkl(Tg)dTldTQ. (2141)

Por 1ltimo, si se asume que

Pigi(t + 1) = Gija(t, 1), (2.142)

entonces
1 t t .
W(t) = 5/ / %’jkl(?t —T1 — 72)87-161'3'('rl)arzekl(TQ)dTldTQ? (2-143)

describe la densidad de energia almacenada en los resortes y

1

t t
D(t) = —5/ / at¢ijkl(2t — 711 — 7'2)871eij(ﬁ)@mekl(m)dﬁdm, (2144)

describe la densidad de energia disipada en los amortiguadores.
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Capitulo 3

Propagacion de ondas
electromagnéticas

En este capitulo se definen las cuatro ecuaciones de Maxwell, las propiedades
electromagnéticas, las ecuaciones constitutivas, y las ecuaciones de onda para
medios conductores, dieléctricos y dieléctricos disipativos.

Ademas, se desarrollan las ecuaciones para obtener los modos transversales
electromagnéticos T'M y T'E, los cuales representan las distintas polarizacio-
nes del campo eléctrico y magnético.

Para su posterior analogia con la propagacién de ondas viscoelasticas, se
ilustra un circuito RC compuesto por un resistor y un capacitor en paralelo
del cual se puede definir la tangente de pérdida como la relacion entre la
corriente de conduccion y la de desplazamiento.

Asimismo, se definen algunos parametros electromagnéticos como la constan-
te de propagacion, la velocidad y longitud de onda, la impedancia de onda,
la profundidad skin depth, y el factor de calidad.

Por 1ltimo, se obtienen las densidades de energia almacenada y disipada para
campos transitorios.

Cabe destacar el uso del acento circunflejo para diferenciar la notacién entre
las propiedades electromagnéticas (fi, €, 7, p, &) y las propiedades viscoeldsti-
cas (u, €, 0, py a) definidas en el capitulo anterior.
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3.1. Ecuaciones de onda electromagnética

3.1.1. Ecuaciones de Maxwell

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que descri-
ben todos los fenémenos electromagnéticos en cualquier medio.

La contribucién de James Clerk Maxwell fue unificar los campos eléctricos
y magnéticos en un solo campo basandose en resultados experimentales de
cientificos como Coulomb, Gauss, Ampere, Faraday, Volta, etcétera (Balanis,

).
De acuerdo con Born y Wolf ( ), Griffiths ( ), Carcione ( ), Fitz-

patrick ( ), Balanis ( ) vy Carcione ( ) para un vector en tres di-
mensiones, las ecuaciones de Maxwell son:

Ley de Faraday o de Induccién magnética.

Un campo magnético variable en el tiempo genera un campo eléctrico.
i\ | -

Figura 3.1: Imén y espira conductora. La variacion del campo magnético

induce una corriente eléctrica I en sentido contrario a éste. Si el iman se

acerca a la espira, el campo magnético aumenta (flechas azules) y si se aleja,
el campo disminuye (flechas verdes) (Yambal, ).

Cuando un campo magnético varia en el tiempo se origina una fuerza elec-
tromotriz (f.e.m. o voltaje) en el medio, la cual desplaza a las particulas del
mismo generando una corriente eléctrica inducida I (Figura 3.1)

V x E = -0,B, (3.1)

donde E es el campo eléctrico o intensidad eléctrica [V/m] y B es el flujo
magnético o de induccién magnética [T = Wh/m?].
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El signo negativo en la ec. (3.1) se debe al principio de Lenz, el cual implica
que el sentido de la corriente eléctrica inducida se opone a la variacion del
flujo magnético que la produce (Jaramillo y Alvarado, ).

Ley de Ampere

Una corriente eléctrica genera un campo magnético.

[

current-carrying
wire T magnetic field-line

Figura 3.2: Alambre conductor por donde circula una corriente [ y alrededor
del mismo se genera un campo magnético cuya direccion sigue la regla de la
mano derecha (Fitzpatrick, ).

Esta ley implica que al existir un campo eléctrico se genera también un
campo magnético causado por la suma de las corrientes de conduccion J' y
las corrientes de desplazamiento 9,D° (Figura 3.2)

donde H es el campo magnético o intensidad magnética [A/m], D es el des-
plazamiento eléctrico, de flujo eléctrico o de induccién eléctrica [C/m?], y J'
es la densidad de corriente de conduccién [A/m?].

Ley de Gauss (Magnetismo)

Debido a que las lineas de flujo magnético son continuas y forman curvas
cerradas, no es posible tener un punto de donde divergan las lineas magnéticas
(Figura 3.3), por que esta ley denota que:

5La corriente de desplazamiento se utiliza para medir el grado de polarizacién de
un material dieléctrico (Diaz, ).
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No existen los monopolos magnéticos

V-B=0. (3.3)

Figura 3.3: Iman con dipolo magnético. El polo norte [N] es el lugar por
donde las lineas magnéticas salen desde el interior del cuerpo al exterior y el
polo sur [S] es la regién por donde entran (Gémez, ).

Ley de Gauss (Electricidad)

El desplazamiento eléctrico D es resultado de la polarizaciéon de un material
dieléctrico y permite mantener la nocion de que la corriente es continua a
través del mismo, por lo que esta ley denota que (Diaz, ):

:;;E=§E-a{s=i

€o
Figura 3.4: Carga eléctrica encerrada por una superficie esférica gaussiana. Se

muestra la ley de Gauss en su forma integral y en términos de E perpendicular
a la superficie S y paralelo a dS (Fitzpatrick, ).
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El flujo del desplazamiento eléctrico es proporcional a la carga libre encerrada
por cualquier superficie gaussiana (Figura 3.4) (Jaramillo y Alvarado, :

Serway, .1.)

donde g es la densidad de carga volumétrica [C/m?].

En general, las ecuaciones de Maxwell dependen de las coordenadas carte-
sianas (z,y, z) y del tiempo t. Ademads, del operador nabla V = (01, 0, 03).

3.1.2. Propiedades electromagnéticas

Un medio electromagnético se puede describir mediante tres propiedades:
conductividad, permitividad eléctrica y permeabilidad magnética.

En un medio isétropo lineal las propiedades son independientes de la direc-
cién, mientras que en un medio anisétropo éstas varian con la direccién por
lo que se expresan como tensores.

Ademas, si el medio es dispersivo las propiedades varian con el tiempo o
con la frecuencia. Para este caso, las propiedades del medio se expresan como
(Carcione, )

g(z,t) : conductividad [S/m],
ii(z,t) : permeabilidad magnética [H/m], (3.5)

é(z,t) : permitividad eléctrica [F/m].

En un medio con pérdidas, las propiedades tienen una componente real
(en fase) y una componente imaginaria (en cuadratura), por lo que se pueden
escribir como tensores complejos

0ij = Re(6ij) +Im(645),  fuij = Re(piyg) + Im(juiz), €5 = Re(é;) +Im(és;).
(3.6)

Conductividad

La conductividad & es la capacidad de un material para dejar pasar la co-
rriente eléctrica a través de él.
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Esta propiedad produce una “disipacion eléctrica resultado de la conversién

de energia eléctrica a térmica durante las colisiones de cargas”. Este trans-

porte de cargas se define por la Ley de Ohm como (Jaramillo y Alvarado,
: Diaz, )

V = RI [V], (3.7)

donde V es la diferencia de potencial, I es la intensidad de corriente [A] y R
es la resistencia [€].

Para un medio disipativo no dispersivo, la conductividad eléctrica & es el
inverso de la resistividad definida como (Serway, =.{.)

_pd [Qm], (3.8)

p= I

SPI

donde A es el drea transversal [m?] y [ es la longitud del cuerpo [m].
Permitividad eléctrica

La permitividad eléctrica € determina “el grado de polarizaciéon de un ma-
terial ante la aplicacién de un campo eléctrico externo” (Villela y Mendoza,

).

Cuando un cuerpo descargado se somete a un campo eléctrico ocurre una
redistribucién de cargas en el mismo denominadas cargas inducidas.

Si el cuerpo es un conductor las cargas libres inducidas forman una regiéon
equipotencial en el mismo, pero si el material es un dieléctrico las cargas
ligadas inducidas se mueven formando una regién polarizada (Figura 3.5).

Entonces, el vector de polarizacién se relaciona con el campo eléctrico interno
como (Griffiths, )
P = éyx.E [C/m?], (3.9)

donde ¢y = 8.852107'2 [F/m] es la permivitidad eléctrica del vacio y x. es la
susceptibilidad eléctrica °.

6La susceptibilidad eléctrica es una cantidad adimensional que indica cémo se comporta
una sustancia al ser sometida a un campo eléctrico externo (Jaramillo y Alvarado, )-
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Figura 3.5: Dieléctrico entre un capacitor de placas paralelas. El vector P se
relaciona con las cargas inducidas, D con las cargas libres, y E se relaciona
con ambas. Imagen modificada de Jaramillo y Alvarado ( ).

Para determinar la permitividad de cualquier medio se utiliza la siguiente
ecuacion

€ = €6y = €o(1 + Xe) = €0 + €oXe [F/m], (3.10)

donde €, es la permitividad relativa del material (Nathan, ).

Por otro lado, la capacitancia del dispositivo de la Figura 3.5 depende de la

permitividad del dieléctrico utilizado y se calcula como (York, ; Jaramillo
y Alvarado, : Contreras, )
QR €A
C=—==—1F 3.11

donde @ es la carga eléctrica del capacitor [C], A es el drea de las placas [m?],
y d es la distancia entre placas [m].
Permeabilidad magnética

La permeabilidad magnética i es la capacidad de un material de permitir el
paso del campo magnético a través de él (Villela y Mendoza, ).

Si un cuerpo se somete a un campo magnético los atomos en el interior
se orientan formando dipolos magnéticos, que en su conjunto generan un
momento dipolar magnético total (Jaramillo y Alvarado, ).
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La densidad de este momento dipolar se define como la polarizacién magnéti-
ca o magnetizacion (Griffiths, )

m = xuH [A/m], (3.12)
donde Y, es la susceptibilidad magnética.

Para determinar la permeabilidad de cualquier medio se utiliza la siguiente
ecuacion

fr = fiofir = fio(1 + Xm) = fio + fioXom [H/m], (3.13)
donde fig = 4721077 [H/m]| es la permeabilidad del vacio y fi, es la permea-
bilidad magnética relativa (Nathan, ).

Ademas, los materiales se pueden clasificar en diamagnéticos, magnetiza-
cién débil en el sentido opuesto a H; paramagnéticos, alineacién débil y
paralela a H; y ferromagnéticos, magnetizacién fuerte en el sentido de H
(Balanis, ; Serway, 5.1.).

3.1.3. Ecuaciones constitutivas

Para determinar el comportamiento de un medio sometido a un campo elec-
tromagnético se utilizan las ecuaciones constitutivas, las cuales relacionan
los vectores de campo con las propiedades del medio (Born y Wolf, ).

De acuerdo a Carcione ( ), en un medio real (disipativo, anisétropo y
dispersivo), las ondas electromagnéticas sufren una pérdida de energia sujeta
a una variacién temporal en que el sistema se atentia; es decir tienen memoria.

Por lo que las ecuaciones constitutivas se pueden expresar mediante la con-
volucion de Boltzmann, ec. (2.49), entre las propiedades materiales, ec. (3.5),
y las corrientes electromagnéticas de la siguiente manera

D = &(,t) %0k, (3.14)
B = jfw,t)x0H (3.15)
J = G t) <0 E+] (3.16)

donde J es la densidad de corriente de fuente eléctrica o corriente libre.
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Sustituyendo las ecs. constitutivas (3.14) y (3.15) en las ecs. (3.1) y (3.2), y
utilizando propiedades de la convolucién, se obtiene que

VxE=—}x0,H (3.17)

VxH=¢+xE+ex0E+J. (3.18)

Ahora, si el medio es no dispersivo, los tensores materiales, ec. (3.5), se
reemplazan por

fula,t) — p(z)H(t),
o(z,t) = a(z)H(t), (3.19)
(z,t) — e(z)H(?),

donde H(t) es la funcién de Heaviside o funcién escaldn unitario, la cual corta
la dependencia del tiempo (Carcione, ).

Por lo tanto si se sustituye la ec. (3.19) en las ecs. (3.14), (3.15) y (3.16), las
ecuaciones consitutivas se reescriben como

D=¢E (3.20)
B=jH. (3.21)
J=6-E+J. (3.22)

Por lo que si se reemplazan las ecs. (3.20) y (3.22) para un medio anisétropo
en las ecs. (3.1) y (3.2), las ecuaciones transitorias de Maxwell son

Ley de Faraday
VXE=—j-0:H—M, (3.23)

donde M = [ip0;m es la densidad de corriente magnética o fuente magnética
[V/m?] (Balanis, )y

Ley de Ampere
VxH=0¢-E+ée 0L+ J. (3.24)
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3.1.4. Funcion de impermeabilidad dieléctrica

La ec. (3.14) para un medio isétropo se define como

D = é(x,t) x O E, (3.25)
con el campo eléctrico como (Carcione, , )
E = p(t) *0.D, (3.26)

donde [(t) es la funcién de impermeabilidad dieléctrica.

Luego, sustituyendo la ec. (3.26) en la ec. (3.25) y utilizando propiedades de
convolucién

D=¢x0,(B*0,D)=éxd,5x0,D = (9 *d,8) * D, (3.27)
y recordando la propiedad f(t) = f(t) % §(t), se satisface que
Owé(t) * OyB(t) = 4(1). (3.28)

Utilizando el teorema de convolucién a la ec. (3.28) se tiene

é(w)B(w) =1, (3.29)
tal que é(w) es el reciproco de la funcién de impermeabilidad dieléctrica
Bw) = = (3:30)
w) = ) .
é(w)

3.1.5. Medio conductor, dieléctrico y dieléctrico disi-
pativo
Para el siguiente desarrollo se asume un medio isétropo sin acumulacién
de cargas, corrientes libres externas, ni fuentes magnéticas en la region de
interés, es decir, ¢ =0, J =0y M =0 (York, ; Griffiths, ; Balanis,
).
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Medios dieléctricos disipativos

Se dice que un medio es dieléctrico disipativo cuando las corrientes de des-
plazamiento son mucho mayores que las de conduccion, pero estas ultimas
no se desprecian (0,0 >> J',J' #0 ).

Para deducir las ecuaciones para este medio se obtiene el rotacional de las
ecs. (3.23) v (3.24)

VX(VxE)=—i-0/(V x H), (3.31)

VXx(VxH)=6-(VXE)+¢é- 0,(V x E), (3.32)

y utilizando la identidad vectorial 7, se reescribe la ec. (3.31) como

Vx(VxE)=V(V-E)—-V?’E=-V’E.

(3.33)

donde

V(V-E) =

utilizando la ecs. (3.20) y (3.4). Con la misma identidad vectorial se reescribe
la ec. (3.32) como

Vx(Vxﬂ):V(V'ﬁ)—VQﬂ:—VQﬂ. (3.34)
donde
1
V(V-H) = EV(V’E),
p— O’

utilizando las ecs. (3.21) y (3.3).

"El rotacional del rotacional de un campo vectorial F se define como

Vx(VxE)=V(V-F)-VF
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Por otro lado, sustituyendo la ec. (3.24) en la ec. (3.31) se obtiene

3.35
V X (V x E) = —[60,E — 0B, (3:35)
y sustituyendo la ec. (3.23) en la ec. (3.32) se obtiene
VXx(VxH)=06-(—p0H)+ ¢ 0,(—poH),
( H)=06-(-poH)+ ¢ 0(—po H) (3.36)

V x (V x H) = —i60,H — j1€0;,H.

Para obtener las ecuacion de onda para campo eléctrico de este medio se
iguala la ec. (3.33) con la ec. (3.35)

V2E — 160,E — o E = 0, (3.37)

y para obtener la ecuacion de onda para campo magnético se iguala la ec.
(3.34) con la ec. (3.36)

V?H — j60,H — 10 H = 0. (3.38)

Para facilitar la nomenclatura se definen a los campos armonicos de la si-
guiente manera
ﬂ:ﬂeﬂwt Y E:@€+zwt’ (339)

donde Hy y Ej son los vectores de amplitud de onda.

Entonces, sustituyendo la ec. (3.39) en las ecs. (3.37) y (3.38), y realizando
sus respectivas derivadas, se obtienen las ecuaciones de onda en el dominio
de la frecuencia como

V2E + (w?ié — iwji6)E = 0, (3.40)
V2H + (w?ié — iwis)H = 0. (3.41)

Medios conductores

Se dice que un medio es conductor o cuasiestatico cuando las corrientes de
conduccién dominan sobre las de desplazamiento, por lo que estas tltimas se
consideran nulas (J' >> 0,D,0,D = 0).
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Para este medio, la ecs. (3.37) y (3.38) se reescriben como

V?E — i60,E = 0, (3.42)
V2H — (160, H = 0, (3.43)

con € = 0. Y las ecuaciones para campos armonicos son
V?E — iwjgE = 0, (3.44)

V2H —iwpgH = 0, (3.45)

en el dominio de la frecuencia.

Medios dieléctricos

En un medio dieléctrico u ondulatorio las corrientes de desplazamiento son
mucho mayores que las de conduccion, por lo que estas ltimas se desprecian
(O,D >> J',J =0), y se dice que el medio es no disipativo.

Para este medio, las ecs. (3.37) y (3.38) se reescriben como:

V?E — €0, E = 0, (3.46)
V2H — 03 H = 0, (3.47)

con 6 = 0. Y las ecuaciones para campos armonicos son
V2E + w?fieE = 0, (3.48)

VZH + w?fieH = 0, (3.49)

en el dominio de la frecuencia.

3.2. Modos transversales

Para obtener las ecuaciones de los modos transversales electromagnéticos
el siguiente procedimiento se basé en Carcione y Cavallini ( ), Carcione
( ), Balanis ( ), Carcione ( ) y Carcione y Poletto ( ).

Asumiendo la incidencia de una onda plana que se propaga en el plano (x-z),
y que las propiedades materiales son invariantes en la direccién de y, entonces
FE., E5 y Hy estan desacopladas de Fy, Hy vy Hs.
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3.2.1. Transversal Magnético (TM)

En estas ecuaciones, el desplazamiento de H sélo existe en la direccion de y,
que es perpendicular al plano de propagacién (z — z).

Las tres ecuaciones T'M se obtienen a partir de las ecs. (3.23) y (3.24), y
utilizan los componentes de campo electromagnético F, F3 y Hs.

Para obtener la primera ecuacion, se parte de la ley de Faraday, ec. (3.23),
considerando un tensor de permeabilidad magnético isotrépo

fi= il (3.50)
donde I3 es una matriz identidad de 3 x 3.

Ahora, se calcula el lado izquierdo de la ec. (3.23)

V x E = 61 82 83 = 83E1 — 81E3, (351)
Ey E, Ej

y se reescribe el lado derecho de la ec. (3.23) como
—ji-OH — M — —fi0Hy — My, (3.52)

[gualando las ecs. (3.51) y (3.52) se obtiene la ecuacién diferencial TM
como

O Es — 03By = 0, Hy + M. (3.53)

Para obtener las otras dos ecuaciones TM se consideran los tensores simétri-
cos € y & de un medio monoclinico (medio para el cual cada uno de sus puntos
son simétricos respecto al plano z — z) con el eje y perpendicular al plano de

simetria como
€1 0 €3
€29 0 , (3.54)

€13 0 €33

1™
I
(e}

on 0 o013
0 62 0 | . (3.55)

oz 0 033

IS8
I



Ahora, partiendo del lado izquiero de la Ley de Ampere, ec. (3.24), con J = 0

A ~ ~

Ty Z
V x ﬂ = 81 @2 (93 = —83H2.CIA3 + 81H22, (356)
H, H, Hj

el lado derecho de la ec. (3.24) resulta

G-E+éQE = (611E1+0613E3)3 + (613E1 + 633F3)%
+(€110:F1 + 1301 FE3) 3 + (€130: E1 + €330:F3)2. (3.57)

Igualando términos de la ec. (3.56) con la ec. (3.57), se obtienen las siguientes
ecuaciones diferenciales TIM

—0sHy = 011 By + 013E3 + €110, E1 + €130, 3, (3.58)
O1Hy = 013F) + 0335 + €130, B + €330, E3. '

3.2.2. Transversal Eléctrico (TE)

Las ecuaciones del modo transversal eléctrico (TE) surgen de la ecs. (3.23)
y (3.24) utilizando los componentes del campo electromagnético Es, Hy y
Hj. Para obtener estas ecuaciones se realiza el mismo procedimiento que se
siguio para el TM.

En este caso se considera que J # 0, M = 0, y se asume que la permitivi-
dad eléctrica es un escalar (é), que la permeabilidad magnética es un tensor
simétrico y monoclinico (/1) y que el tensor de conductividad es nulo (¢ = 0)

(Carcione, ).

Las ecuaciones TE son
—(01H3 — O3Hy) = €0, Fy + Ja,
O3 Ey = [1110,H; + [1130, H3, (3.59)
—01Ey = 1130, Hy + [1330, Hs.
3.3. Circuito RC en paralelo

Este subtema se desarrolla con base en York ( ), Carcione y Cavallini
( ), Jaramillo y Alvarado ( ) v Carcione ( ).
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Las ecuaciones TM, ecs. (3.58), se pueden representar como un circuito RC
simple (una resistencia y un condensador) en paralelo.

Como ejemplo, se toma la primera ecuacién TM, ec. (3.58), y se asume que
013 = €13 = 0, por lo que

- 83H2 = (3'11E1 + €118tE1. (360)

Por otro lado, la corriente eléctrica en el circuito RC (ver Figura 3.6) se
modela como

1 av
I=L+L==-V+C— 3.61
1+ 12 R + T (3.61)
cuyos términos pueden relacionarse con la ec. (3.60) como
—0sH, I
on 1/R
o) | v | (3.62)
én C

donde la primer correspondencia —03Hy < I se deduce de la Ley de Faraday.

Para la segunda correspondencia, las dimensiones del circuito se consideran
- . 11 1

unitarias, por lo que de la ec. (3.8) se tiene que R = 4 = —.

La diferencia de potencial V' es causada por el transporte de cargas eléctricas

de un punto a otro del conductor, esto genera una corriente eléctrica, y por lo

tanto, un campo eléctrico. Esto explica la tercera correspondencia F; < V.

La cuarta correspondencia se explica con la relaciéon entre la permitividad
eléctrica € con la capacitancia C, ec. (3.11).

En la ec. (3.61) la intensidad de corriente I; es equivalente a la Ley de Ohm,
ec. (3.7), y la intensidad de corriente I5 se obtiene de la derivada temporal
de la definicién de capacitancia, ec. (3.11),

_dQ _ v

I, = —% = (C—. .
2Tt dt (3.63)
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V I
— — =
C /
2

Figura 3.6: Circuito RC. Conexién en paralelo de un capacitor C'y un resistor
R, donde V es el voltaje, I1 y I son las corrientes eléctricas y la corriente
total es I = I + I (Carcione, ).

3.4. Parametros electromagnéticos

3.4.1. Constante de Propagacion

Las ecs. (3.40) y (3.41) se pueden reescribir como (Orellana, ; Diaz, ;
Villela y Mendoza, )
V2E +4*E =0, (3.64)
V2H +4*H =0, (3.65)

denominadas ecuaciones de Helmholtz, donde
42 = w?ié — iwjié, (3.66)

es la constante de propagacién, la cual es una cantidad compleja que puede
ser expresada como

y=a&—1ib, (3.67)
donde & es la constante de fase [rad/m] y § es la constante de atenuacién
[Np/m] y se definen como

N 1/2
&= (% (62 + Ew?)/2 + wé}) , (3.68)
A wi 1/2
B = (7 (6% + Ew?)'/? — we}> : (3.69)
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Fisicamente la atenuacion describe cémo se pierde la energia a medida que
la onda viaja por el medio, y la fase indica la fraccién del periodo transcurrido
desde el instante correspondiente al estado tomado como referencia (Rojas,

).
Ademas, la constante de propagacién depende del medio en donde viaje la
onda y se expresa como (Diaz, ):

Medio conductor

w2 wow\ M2
&:(“—) +z(“—) . (3.70)

Medio dieléctrico

5 =w(pe)"?. (3.71)

Medio dieléctrico disipativo

N\ 1/2
= w () + z% (%) . (3.72)

3.4.2. Velocidad y longitud de onda

La velocidad de una onda electromagnética ® estd dada por (Orellana, )
v="2, (3.73)
y la longitud de una onda se define como (Orellana, ; Stein y Wysession,

; Villela y Mendoza, ).

~ 2 2
A== AT (3.74)
f w Qa
Ambos parametros dependen del medio donde se propague la onda y se ex-
presan como (Diaz, ):

8 “En el espacio libre la velocidad es igual a la velocidad de la luz ¢ = ( L 7z =

foéo)
300,000 [km/s]”.
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Medio conductor

) 9 \ /2 2w\ /2
A:2W<M ) , v:<ff’> . (3.75)
fLlow il

B 92 1 1/2
A=—T" = (—) . (3.76)
f1€

3.4.3. Profundidad skin depth

La profundidad nominal o skin depth es la distacia que recorre la onda
electromagnética para que su amplitud se atentiie hasta el nimero e. En otras
palabras, es la profundidad a la que la amplitud inicial de la onda disminuye
al 37 %, es decir, en e~ ((Vozoff, ; Spies, ; Villela & Mendoza, ).

Esta propiedad se usa para evaluar la atenuacion de la onda y se calcula
como

5=~ (3.77)

La evaluacién de la profundiad nominal depende del medio de propagacion
como se presenta a continuacion.

Medio conductor

5= ( QA)W m, (3.78)
;

1/2
3) k], (3.79)

por lo que a mayor frecuencia menor profundidad de penetracién y mayor
resolucion.
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Medio dieléctrico disipativo

52 (—)/ ), (3.80)

por lo que en este medio la profundidad nominal no depende de la frecuencia
sino sélo de sus propiedades.

Medio dieléctrico

1
b=5 oo (3.81)

por lo que en este medio la profundidad de penetracién tenderia a infinito
debido a que no existe disipacion de energia, sin embargo este caso es solo
idealizado.

3.4.4. Tangente de pérdida y factor de calidad

Las siguientes ecuaciones se basan en los trabajos de York ( ), Keller
( ), Nathan ( ) y Carcione ( : ).

Partiendo de la ec. (3.61) se reescribe I; e I en términos de la frecuencia
angular como

1%
L= (3.82)
I, = iwCYV, (3.83)

donde se observa que la corriente I; esta en fase con el voltaje mientras que I
estd en cuadratura. Ademas, cuando existe un voltaje arménico, la corriente
total I mantiene un angulo de 7/2 — @ con respecto a éste.

Por lo que la tangente de pérdida se define como

Iy Icos(m/2—0)
tanf = T, " Tsen(r/2—0)° (3.84)

La tangente de pérdida relaciona las corrientes de conduccién (1) y las corrientes
de desplazamiento (Is).
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y sustituyendo las ecs. (3.82) y (3.83) en la ec. (3.84) se obtiene la relacion
entre la potencia disipada (energia eléctrica transformada en térmica) en el
resistor y la potencia reactiva (energia almacenada y devuelta) en el capacitor

tanf = (3.85)

wCR’
En términos de la permitividad eléctrica (¢ = C) y de la conductividad
(R=1/0), la ec. (3.85) resulta

o

we

tanf =

(3.86)

La tangente de pérdida es 1util para determinar el tipo de corrientes que
predominan. Asimismo, representa la atenuacion de la onda, y su inverso se
define como el factor de calidad

o

por lo que si este factor es grande, la atenuacion serd menor, y viceversa.

3.5. Densidades de energia

Por analogia a la ec. (2.131) se define la densidad de energfa dieléctrica
almacenada para campos transitorios como (Christensen, ; Oughstun y
Sherman, : Carcione, , )

1 t t
Ed(t) = 5/ / K(t - .t — 1)0,D(n1) - 0,,D(y), dridry,  (3.89)
donde el campo de desplazamiento D es equivalente al de deformacién y K
es una funcion relacionada con el comportamiento del material.

Realizando un procedimiento similar al de la seccién (2.5), utilizando la ec.
(3.26) y la funcién de impermeabilidad dieléctrica como

B(t) = K(t,0)H(t), (3.80)

se obtiene la energia total del sistema como

1 .
5E0.D=0E.+ D, (3.90)
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donde
1 t t
Eg(t) = 5/ / ﬁ(Qt —T1 — 7'2)8712(’7'1) . aTQQ(Tg)dTldTQ,

es la densidad de energia almacenada en el capacitor y

1

t t
De(t) = —5/ / 6t6(2t —T1 — 7'2)87—12(71) . 87—2Q<7'2)d7'1d7'2,

es la densidad de energia disipada en el resistor.
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Capitulo 4

Analogia
viscoelastica-electromagnética

Una vez revisados los conceptos de propagacion de ondas viscoelasticas y
electromagnéticas se realizara una comparacion entre estos. La analogia co-
rrelaciona las variables entre ecuaciones, y demuestra que fenémenos fisicos
distintos pueden solucionarse con la misma formulacién matematica (Carcio-
ne y Cavallini, ; Carcione, ).

En principio, se realiza la analogia entre la ecuacion de movimiento con la
Ley de Faraday, y la relacion entre el modelo de Kelvin-Voigt y el modelo de
Maxwell con la Ley de Ampere.

Por lo general, la analogia no coincide en dimensiones entre vectores y ma-
trices, sin embargo, es posible establecer una analogia completa en 2D entre
las ecuaciones SH y TM, y a su vez entre las ecuaciones TM y TE.

Ademas, se compara el modelo viscoelastico de Maxwell con el circuito RC en
paralelo, y se demuestra la relacion entre la energia disipada del amortiguador
con la del resistor, y la energia almacenada en el capacitor con la del resorte.

Asimismo, se relacionan algunos parametros viscoeldsticos y electromagnéti-
cos como el nimero de onda complejo con la constante de propagacién, las
velocidades de onda, las matrices de rigidez complejas y los factores de cali-

dad.

Por 1ltimo, se establece la analogia entre las densidades de energia disipada
y almacenada.
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4.1. Ecuaciones viscoelasticas y ecuaciones de
Maxwell

De acuerdo con Auld ( ), se establece una analogia entre la ecuacién de
movimiento, ec. (2.11), y la ley de Faraday, ec. (3.23):

Ecuacién de movimiento / Ley de Faraday
Vo=phw—f & VXE=—j-0,H-M, (4.1)

donde la correspondencia es

S

s

<~
=4
(4.2)
~
=4

I~ |=
|§ s ||7i~> e

Asimismo, Auld ( ) relaciona el modelo de Kelvin-Voigt en 3D, ec. (2.56),
con la ley de Ampere, ec. (3.24):
Ecuacién del modelo de Kelvin-Voigt 3D / Ley de Ampere

Q

*1-8tg:VT-y+Q71-Q-VT-atQ & VxH=g¢-E+eé0E+J. (4.3)

Sin embargo, debido a que esta analogia no logra apreciarse de forma explici-
ta, Carcione y Cavallini ( ) y Carcione ( ) proponen una mejor co-
rrespondencia con la ecuacién del modelo de Maxwell en 3D, ec. (2.65):

Ecuacién del modelo de Maxwell 3D / Ley de Ampere
Viiw=n"'0+C " 00 & VxH=¢-E+e¢E+J], (44)

donde la correspondencia es

v & H
1 ~
n =1 < ¢
= e R (4.5)
C'=5 & ¢

y donde J es nula.



Como se observa, la analogia no implica que las ecuaciones materiales y
electromagnéticas representen el mismo problema matematico.

Por ejemplo, “el vector o es un vector de 6 componentes, mientras que £
es un vector de 3 componentes. Ademas, las propiedades elasticas y visco-
sas involucran matrices de 6x6, mientras las electromagnéticas son de 3x3”
(Carcione y Cavallini, ; Carcione, ).

4.2. Ecuaciones SH, TM y TE

Carcione y Cavallini ( ), Carcione y Robinson ( ), Carcione ( )y
Carcione y Poletto ( ) establecen la equivalencia completa en el caso 2D
entre las ecuaciones SH, ecs. (2.82) y (2.87), y las ecuaciones TM, ecs. (3.53)
y (3.58):

Ecuaciones TM / Ecuaciones SH

O1E3 — O3y = 10 Hy + My,

—03Hy = 011y + 0135 + €110,y + €130, 3, (4.6)
O1Hy = 013E + 03383 + €130, By + €330, E3.
=
01019 + 03093 = pOyva — fo,
—030y = —Ty4093 — T46012 — 5440,093 — S460;012, (4.7)

01y = Tu6093 + Tee012 + S1601023 + Se601012.

con la correspondencia

(%) Hy
v= o | & | —E1 |, (48)
012 Es
f2 & —Ms, (4.9)
S = <344 S46) N < u _Agw) =¢, (4.10)
- S46  S66 —€13 €33 =
r= (“4 T46> & ( o1 _f313> =4 (4.11)
= T46  T66 —013 033 -

P, (4.12)

donde en ambos casos las matrices son de 2x2, por lo que las ecuaciones SH
son matematicamente equivalentes a las ecuaciones TM.
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De igual forma, la analogia matemética se extiende a la relacién entre las
ecuaciones TM, ec. (4.6), y las ecuaciones TE, ec. (3.59):

Ecuaciones TM / Ecuaciones TE

O\ E3 — O3Ey = [i0,Hy + Ms,

—03Hy = 011 Fy + 0133 + €110, Eq + €130; E3, (4.13)
O1Hy = 013E) + 033F3 + €130,y + €330, E3.
~
O1H3 — O3Hy = —€0, By — Jy,
O3 Ey = 1110 Hy + 1130, H3, (4.14)

—01FEy = [1130:Hy + [i330: H3.
las cuales son equivalentes por la siguiente correspondencia
E3 <~ Hg, E1 <~ Hl, HQ <~ —EQ, M2 <~ —JQ, (415)

L& € €11 & [, €13 [z Y €33 & [l33, (4.16)

con 6 = 0.

Por lo que se puede realizar la correspondencia entre las ecuaciones TM /SH /TE:

™™ SH TE
H, (% —Fs
Ey —023 H,
Es 012 Hs
| | o | M (4.17)
€13 —S46 H13
€33 S66 f33
f p é
— M, Ja J
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4.3. Modelo de Maxwell y circuito RC en pa-
ralelo

Carcione y Cavallini ( ) y Carcione ( ) comparan el modelo vicoelasti-
co de Maxwell para una onda SH, ec. (2.5), con el circuito eléctrico RC en
paralelo, ec. (3.6), para una onda TM como se muestra la Figura 4.1.

a) ym Caq

A 5
-+ - . o
A
b) R I
b I
e —

C
Figura 4.1: Analogia entre a) el modelo viscoeldstico de Maxwell para una
onda SH y b) el circuito RC en paralelo (Carcione, ).

v

Por lo que la analogia de estos modelos se realiza entre las ecs. (2.102) y
(3.60)

Modelo de Maxwell Viscoelastico / Circuito RC

1 1 R .
Ta4 Cq4
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donde la correspondencia es

V2 Hy
1/7744 011
& 4.19
023 —E, ( )
1/cua €11

Esta analogia logra relacionar los tipos de energia de la siguiente forma

Energia perdida del amortiguador < Energia disipada del resistor,

Energia potencial almacenada del resorte < Energia almacenada del
capacitor.

Cabe mencionar que al comparar el modelo de Kelvin Voigt (Figura 2.3)
con el circuito RC (Figura 3.6), a pesar de que ambos esquemas estén en
paralelo, la relacién entre sus ecuaciones, (2.52) y (3.60), sugiere una analogia
inconsistente con las correspondencias anteriores, por lo que se decide no
presentarla.

4.4. Parametros viscoelasticos y electromagnéti-
COS

4.4.1. Numero de onda y constante de propagacion

El nimero de onda complejo de la ec. (2.103) se puede relacionar con la
constante de propagacién de la ec. (3.67) como

Nuimero de onda complejo / Constante de propagacién

k=r—ia & 4=a—if, (4.20)

(’;) & (g) . (4.21)

donde la correspondencia es
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4.4.2. Velocidades de onda

La velocidad de ambas naturalezas de onda se puede relacionar con la velo-
cidad de fase, ec. (2.111), y la velocidad de propagacion, ec. (3.73):

Velocidad de fase / Velocidad EM

vp = % & v= %. (4.22)

Por lo que también se puede relacionar la longitud de onda como

Longitud de onda. Elastica/EM

-2 2
A= et (4.23)
K a
donde la correspondencia es
(k) & (a). (4.24)

De la ec. (2.33) se obtiene la velocidad de la onda S, la cual, debido a la
analogia completa en 2D, se puede relacionar con la velocidad EM para un
medio dieléctrico (D) y dieléctrico disipativo (DS), ec. (3.76), como

Velocidad S / Velocidad EM en medios (D/DS)
1/2 1/2
~ 1
b= (ﬁ) & v= (—) , (4.25)
p i€

donde la correspondencia es
pt é
( ) o () | (4.26)
P H

4.4.3. Rigidez compleja

La matriz de rigidez compleja, ec. (2.119), se puede escribir en términos
electromagnéticos con las correspondencias de la ec. (4.5) como (Carcione y
Cavallini, ; Carcione, ; Carcione y Poletto, )

Matriz de rigidez compleja. Viscoelastica/EM

(i) o
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Asimismo, para un medio isétropo la analogia es

Constante de rigidez compleja. Viscoelastica/EM

p= [,u’l — iw’lnfl} e p= [€ — iw’l&] - , (4.28)

donde la correspondencia es

—1 ~
W =s €
(77_1 _ T) & (&) : (4.29)
donde p es el médulo de corte.

4.4.4. Velocidad compleja

Si se sustituye la rigidez compleja viscoeldstica de la ec. (4.28) en la ec.
(2.129)

B i _ 1 _1\-1/2
L N VTt 0
Ve = \/ ’ = p1/2 s (430)
se reescribe la velocidad compleja como

ve = [(ut —aw o] (4.31)
Por lo que la analogia viscoeldstica-electromagnética resulta en

Velocidad compleja. Viscoeldstica/EM

1 11y 1-1/2 . I g
ve = [(u " —iw'n7N)p] & b= [(e —iw'o)p] : (4.32)
siendo la correspondencia
pt é
nlle | (4.33)
p [t
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4.4.5. Factor de calidad
Elevando al cuadrado la ec. (4.31)

V= [(ut =iy p] (4.34)

y multiplicando por su conjugado

1 (' +iwtp )

1
2 p—
p (pt —iw™n=t) (7 +iwint)

V., =

o 1 op vty

v, = PR (4.35)
se tiene su parte real e imaginaria como
1 -1
ReD) = s
L ety (4.36)
Im(v;)

:; 2 w22

Por lo que sustituyendo la ec. (4.36) en la ec. (2.130), se obtiene el factor de

calidad como Re(e? .
Q= clog) _ _n— _wn (4.37)

m(v?)  wilnTt o op

Tal que la analogia resulta en

Factor de Calidad. Viscoelastica/ EM

~

w

Q:% e =2 (4.38)

€
o

donde los componentes 1/u y €/6 se denominan tiempos de relajacion, y la

correspondencia es
-1
i
)& . 4.39
(77 1> () 439

Q>
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4.5. Densidades de energia

Densidad de energia almacenada

De las ecs. (2.143) y (3.91)

Resorte / Capacitor
1 t t
W(t) == 5/ / @Z)ijkl(Qt — T — Tg)aTleij(Tl)aTQEkl(Tg)dTldTg (440)
)

E.(t) = % /_ /_ B2t — 11 — 7)0, D(m) - 0o, D(ra)drdrs  (4.41)

Densidad de energia disipada

De las ecs. (2.144) y (3.92):

Amortiguador / Resistor
. 1 t t
D(t) = —5/ / (9t¢ijkl(2t — 711 — 7'2)87—1Eij(T1>a7—2€kl(T2)dT1dTg (442)
T

De(t):—% /_ t /_ " 0,802 — 71— )0 D(r) - O D(ro)dndrs  (4.43)

<¢Z"f‘) & <5 g)) : (4.44)

siendo la funcién de relajacién ;5 andloga a la funcién de impermeabi-
lidad dieléctrica (t), y el vector de deformaciones € andlogo al vector de
desplazamiento D.

donde la correspondencia es
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Capitulo 5

Modelaciéon computacional de
ondas viscoelasticas y
electromagnéticas

En este capitulo se presentan los fundamentos tedricos utilizados en la ela-
boracién de un prototipo computacional que simula la propagacién de ondas
SH y TM en un medio isétropo y con atenuacién.

El codigo 2D se realizé utilizando el software “Matlab R2018b” y con base
en el c6digo hecho en Fortran 77 por Carcione ( )

Para discretizar el medio geolégico se utilizdé una malla escalonada con las va-
riables de campo y propiedades del medio. Ademads, se implementd una fuente
artificial utilizando una ondicula generada con una funcién impulso, y para
evitar reflexiones de la onda se crearon condiciones de fronteras absorbentes.

Para discretizar los operadores espaciales en las formulaciones SH/TM se
utiliz6 el método de diferencias finitas, mientras que la discretizacion en el
tiempo se basé en la aproximacion de Runge-Kutta, ambos de cuarto orden.

Por 1ltimo, el codigo se aplicé para un caso viscoeldstico y uno electro-
magnético, y como resultado se generaron imagenes de las ondas en todo
el dominio a lo largo del tiempo del campo en cuestién, sismogramas (caso
viscoeldstico) y radargramas (caso electromagnético).
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5.1. Ecuaciones SH/TM

Ecuaciones SH

Las ecuaciones diferenciales SH para un medio isétropo pueden ser reescritas
de la ec. (4.7) en términos del esfuerzo y de la velocidad de particula como

(Carcione, )

1
Orvg = —(01012 + 03093 + f2),

s

1
0093 = H<63'02 — 5023>7 (5.1)

1
Oio1y = M(al?)z - 5012>7
donde p1 = ¢4y = cg es el médulo de rigidez o de cizalla, y 744 = 766 = 1/1 €s
la viscosidad cortante. Con ¢4 = 0y 1746 = 0.
Ecuaciones TM

Las ecuaciones diferenciales TM para un medio isotropo pueden ser reescritas
de las ecuaciones TM, ec. (4.6), como

1
O Hy = ﬁ [81E3 + 03(—E1) — My,

1 R
at<_E1) = z [33H2 - U(_El>]7 (5-2>
1 .
atEg = E[alHQ — O’Eg],
donde €17 = €33 = € es la permitividad eléctrica, y 11 = 33 = 7 es la

conductividad. Con é3 =0y 613 = 0.

Las ecs. (5.1) y (5.2) son anélogas por la siguiente correspondencia

vy &  Hs,
o3 & —Ei,
o1 & FEs,
n < 1/6,
poe 1/e
P
fo & —M,.
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5.2. Construccion de la malla numérica

Para elaborar la simulacion de la propagacion de ondas SH y TM en un medio
geologico, se utiliz6 una malla cuadrada.

El largo de la malla se denot6é como nz y el ancho como nz. Los nodos de la
malla son espaciados horizontalmente por una distancia Az y verticalmen-
te por una distancia Ax. Los espaciamientos fueron constantes Az = Az
(Figura 5.1).

Para localizar cualquier nodo en la malla se utiliza el par ordenado de enteros
(i,j), donde 7 indica la linea horizontal de la malla (fila) y j la posicién de
una linea vertical de la malla (columna) (Hernandez, ).

nz

z
o) t

i
i! nx

Ax I
¥

-
Az

Figura 5.1: Malla numérica con el eje z horizontal y el eje x vertical. Az =
Az. Los nodos se localizan con las coordenadas (i,j).

El programa realizado puede generar el nimero de capas deseado segun el
modelo geoldgico, sin embargo, para los ejemplos posteriores sélo se modela
una capa horizontal y un espacio homogéneo.

Para ello, se divide la malla numérica definiendo la profundidad de la primera
capa y se le asignan los valores de propiedades correspondientes a cada medio.
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5.2.1. Mallas regulares y escalonadas

En los métodos numéricos existen dos tipos de mallas cuadradas, las mallas
regulares y escalonadas. En las mallas regulares se calculan los valores de
cada variable en cada nodo (Figura 5.1).

En las mallas escalonadas, como su nombre lo indica, los valores del campo
y las propiedades del medio estan escalonados en la malla, 7.e., no todos se
encuentran en cada nodo de la misma (Figura 5.2) (Virieux, ).

Para el codigo realizado en 2D se utilizan mallas escalonadas, las cuales per-
miten aumentar la precisién de la aproximacién y agilizar el tiempo compu-

S U —

50 100 50 100
i
W w: le E T;‘iy
+——¢ J —
100 | 50 P 100 l 50
S
5]
ox

o

Figura 5.2: Malla escalonada equiespaciada 100x100. Las variables
“w”, “n”, “e” y “s” se guardan en los puntos medios de la malla dz = dy = 50,
y los valores “W7”, “N” “E” y “S” se almacenan en los nodos principales

(Versteeg y Malalasekera, ).

5.3. Implementacién de la fuente

Para crear una fuente sintética se utiliza una funcién impulso que genera una

ondicula en el dominio del tiempo definida por Carcione ( , ) como
Aw?(t —tg)?
F(t) = eap [ - %] cos[(t — t,)], (5.3)

donde ty = 6/5F; es el tiempo de retraso o fase con F, como frecuencia
maxima central, w = 27 F} es la frecuencia angular central y Aw = 0.5% es
el ancho del pulso.
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Los valores de la fuente se guardan en un vector, y conforme el modelo
geologico se actualiza a lo largo del tiempo estos valores se van inyectando
al campo de velocidades generado.

5.4. Condiciones Absorbentes

Al aplicar una fuente en el modelo sintético, la onda se propaga y viaja a
través del medio. Si los bordes de la malla no tienen restricciones aparecen
reflexiones de ondas que dificultan el analisis de sismogramas.

Para evitar estas reflexiones se implementan condiciones absorbentes en las
cuatro fronteras del modelo, de forma que a medida que la onda se propaga e

incide en los bordes ésta se atentia mediante factores de atenuacién (Figura
5.3).

Az
-

|

Figura 5.3: Fronteras absorbentes implementadas en el programa en los cua-
tro bordes de la malla. Ax = Az.

La implementacién de las fronteras absorbentes pretende simular un modelo
geologico a escala real, de manera que al evitar las reflecciones de onda en
las fronteras de la malla numérica, se logra modelar el comportamiento de
una onda que viajaria a través del subsuelo hasta atenuarse.
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5.5. Aproximaciones numéricas

5.5.1. Teorema de Taylor

De acuerdo con Chapra y Canale ( ), el teorema de Taylor establece que
cualquier funcién f(z) suave o infinitamente diferenciable puede aproximarse
por un polinomio de un orden determinado.

Si la funcién f(z) y sus primeras n+1 derivadas son continuas en un intervalo
entre x; y x;11, entonces los valores de la funcién se pueden aproximar como

FO(z;) F ()
3l ho4+....+ o

f(@ivn) = flz)+f(zi)h+ fNQ(T‘D Wt W'+ Ry, (5.4)

donde h = x;11 — x; es el tamano de paso o incremento y R,, es un término
residual definido como

(n+1)
o= T —our, (5.5

donde ¢ es un valor de = que se encuentra en algtiin punto entre x; v ;11 y
donde O(h™™) es el error de truncamiento local '°.

La aproximacién de orden cero (n = 0) es el primer término de la serie

f(@i1) = f(z:) + O(h), (5.6)
el cual se cumple si la funcién es una constante.

La aproximacién de primer orden (n = 1) se obtiene sumando el primer y
segundo término de la serie

f(@iza) = fa) + f'(z:)h + O(h?), (5.7)

donde f’(x) es una pendiente. Esta férmula se conoce como el método de
Euler (Figura 5.4).

19os errores de truncamiento tienen dos partes: el error local O(h"*1) (creado por el
método en un solo paso) y el error propagado (producto de las aproximaciones creadas).
La suma de los dos origina el error global o total O(h™) (Chapra y Canale, ).
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error

Verdadero

/

Figura 5.4: Método de Euler (Chapra & Canale, ).

Si se agrega el tercer término de la serie, resulta la aproximacion de segundo
orden (n = 2)

Flain) 2 1) + Fon+ Tz o), (5.5

donde el término f”(x;) representa una curvatura.

Por consiguiente, se puede determinar el nimero de términos de la serie de
Taylor, ec. (5.4), para obtener la aproximacién del orden deseado.

5.5.2. Método de diferencias finitas

El cédigo en 2D resuelve la discretizacion en el espacio de las ecuaciones SH
y TM a través del método de diferencias finitas de cuarto orden.

Este método consiste en reemplazar las derivadas parciales de una ecuacién
diferencial por expresiones algebraicas o aproximaciones finitas, es decir, dis-
cretiza la funcién a través de un nimero finito de puntos (LeVeque, ).

Aproximacion de la primera derivada

La aproximacién de la primera derivada f’(x;) puede realizarse con el método
de diferencias finitas a partir de la serie de Taylor, ec. (5.4), de distintas
maneras (LeVeque, ; Carrillo y col., ):
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Diferencias finitas hacia adelante

Para una malla regular con n = 1y = > x;, se despeja f’(z;) de la ec. (5.7)

Ccomo
D, flai) = f($i+1)h— f(x:)

donde h es el intervalo de muestreo y D, f(x;) representa la pendiente de la
linea de interpolacién de f(z) entre x; y x;11 (Figura 5.5).

—O(h), (5.9)

Diferencias finitas hacia atras

Para una malla regular conn =1y z < x; '', f'(x;) se obtiene como

f(xi) — f(wiq1)
h

donde D_ f(x;) es la pendiente de interpolacién de f(z) entre x;_1 y z;.

D_f(a;) = +0(h), (5.10)

En ambos casos, el error de truncamiento es proporcional a O(h) y se consi-
deran de primer orden.

\K\Pendiente D, f(x;)

___——— Pendiente D_ f(x;)

Pendiente f'(x;)

Figura 5.5: Diversas aproximaciones de la primera derivada de f(z) intepreta-
das como la pendiente de las lineas secantes. Imagen modificada de LeVeque

(2007).

HTa serie de Taylor se expande hacia atrds como (Chapra y Canale, )
1
Flri) = flo) — fwon+ T2
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Diferencias finitas centradas

Para una malla regular, si n = 2 y considerando el promedio de las dife-
rencias anteriores, se obtiene que

f(l’z‘+1) - f(xi—1>
2h

Dof(25) = + (D4 f(ai) + D () = +O(RY), (511)

2

donde Dy f(x;) es la pendiente de interpolacién de f(z) entre x; 1 y x;11.

Y para una malla escalonada las diferencias finitas centradas son

Play = TTurt) - 10t | o). (5.12)

Para estos casos de segundo orden, el error es proporcional a O(h?) y por
lo tanto, aproximan mejor que las de primer orden.

Asi mismo, es posible obtener aproximaciones de distinto orden para mallas
regulares y escalonadas. La aproximacién de una malla escalonada de cuarto
orden la define Fornberg ( ) como

Lol ) — S ) S f (e ) — L s
oy = 210 s (x“)zgf S YA VYR

donde el error es proporcional a O(h?).

5.5.3. Formulacién velocidad/esfuerzo

Para discretizar espacialmente las ecuaciones SH y TM usando el método de
diferencias finitas se utiliza una malla escalonada por su buena precisién
y estabilidad en los resultados.

En este arreglo las propiedades y valores de campo son definidas en mallas
separadas espaciadas por la mitad de la celda, de manera que las variables
de una se toman para calcular las que se encuentran en otra malla centrada
a la mitad (Virieux, ; Carcione, ).

Usando como ejemplo el caso viscoelastico, cada valor de velocidad de particu-
la y densidad tendra su propia posicion en una malla separada de los esfuerzos
y constantes de rigidez (Figura 5.6).
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o A ® © U2 Puj)
X
i -
O Tuaa+Ly) 3 Ha+dy)
® A @ 2 Tumagrd) Haitd

Figura 5.6: Malla escalonada para el caso viscoelastico. Los valores de veloci-
dad y densidad se definen en las esquinas (puntos negros), y cada componente
de esfuerzo (012: cuadrados; o93: tridngulos) y constante de rigidez, se asignan
a los puntos medios de las celdas. Imagen modificada de (Virieux, ).

La propagacién de ondas SH, con la velocidad vy perpendicular al plano de
propagacion (z, z), puede ser definida con una formulacién velocidad /esfuerzo

partiendo de la siguiente ecuacién (Carcione, )
Ov=H- v+ f, (5.14)
donde
v= (02,023,012)Ta f=(f,0,0)", (5.15)
H-v=A-0w+B-0v—-C-v, (5.16)
00 p‘1 0 pt 0 0 0
A=(0 0 , B=|n C=1{0 u/m 0 |.(517)
w0 0 0 0 p/n

Si realizamos el producto H - v se obtiene

1 1
H-v= (07181012 + p 5003, (D302 — 5023)7 1(O1va — 7—7012))T7 (5.18)

y si se sustituye la ec. (5.18) en la ec. (5.14) se obtiene el siguiente sistema
de ecuaciones SH

OsUs p~ (01012 + D5023) + fo
0093 | = (0309 — %023) . (5.19)
0¢012 M(5’1U2 - %012)
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En términos de los operadores diferenciales la ec. (5.19) se discretiza como
(Carcione, )

1
Opvg = ;(Dfam + Dy 093 + f2),
1
3t023 = /,L(D;_UQ — 50'23), (520)
1

o2 = p(Df vy — 5012)7

donde D~ y D* representan los operadores de las derivadas espaciales para
una malla escalonada de cuarto orden y los signos representan el cambio de
malla. Estos términos se implementaron de acuerdo con la ec. (5.13) como:

Para la velocidad:

Dyo1p =x [012(1’%%) - 012(%_%)] + T2 [012($i+g) —o12(7;_3)

N

} " (5.21)

D3_0'23 =z [023(Zj+%) — 0'23(2]-_%)] + 29 |:0'23(Zj+%) - 0'23(2]-_%)] .

Para los esfuerzos:
Divy =2 [712(17¢+%) - 02(%—%)} + 22 [UQ(Zj—f—%) - Uz(%-_g)] ;
(5.22)
Divs = 21 [va(z513) = v2lz1)| + 22 [0a(z549) — va(zy)]

‘ _ 9 1 _ 9
donde los coeficientes de cuarto orden son 21 = g, 22 = 5~ , T1 = g ¥

To = ﬁ, y donde dx y dz son los espaciamientos de la malla regular.

5.5.4. Meétodos de Runge Kutta

Para la integracion en tiempo se utilizard un método de Runge Kutta (RK) de
cuarto orden. Estos métodos son un conjunto de esquemas iterativos para la
aproximacién de soluciones de ecuaciones diferenciales ordinarias. La forma
generalizada del método es

f(@iv1) = f(x:) + o(wi, 93, ), (5.23)
donde ¢(x;,y;, h) es la funcién incremento, la cual se interpreta como una
pendiente representativa en el intervalo (Chapra y Canale, ). Esta fun-
cion se escribe como

qb = alk‘l + 0,2/{2 + ...+ ankn, (524)
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donde las a son constantes y las k£ son

ki = f(@iyi),

ky = f(xi + p1h, yi + quikih),

ks = f(xi + p2h, yi + quikih + qa2kah), ...,

kn = f(xi + pn1h, i + @u_11k1h + @no12koh + gn_12koh + ... + go_1n—1kn—1h),
donde las p y las ¢ son constantes, y las k son relaciones de recurrencia. Estas

relaciones implican que para calcular ko se requiere de ki, para ks se utiliza
ko, etc.

La estrategia de los métodos de Runge-Kutta es la manipulacién algebraica
para obtener los valores de las constantes a, p y ¢, igualando la ec. (5.23) a
los términos de la serie de Taylor, ec. (5.4).

Debido a que se puede elegir un nimero infinito de soluciones para estas
constantes, existe un numero infinito de métodos RK de distinto orden. El
método RK de primer orden (n = 1) es el método de Euler, ec. (5.7)
(Chapra y Canale, ).

Método de Runge Kutta de segundo orden
Para n = 2 la versién de segundo orden de la ec. (5.23) es
Yir1 = Ui + (a1ky + asks)h, (5.25)
donde
ki = f(ziyi),
ko = f(xi + pih, yi + quikih).

Una solucién comun para la constantes es a; = ay = 1/2 y p1 = ¢11 = 1.
Sustituyendo estos pardmetros en la ec. (5.25) se obtiene

ki + ko
9 )

(5.26)

Yirr =Y+ h ( (5.27)

donde
kv = f(xi yi),
k? - f(l'z + h7 Y; + klh)v

conocido como el método de Heun y donde el error de truncamiento local

es O(h?) y el global es O(h?).

(5.28)
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Método de Runge Kutta de cuarto orden

Para n = 4 la solucién mas utilizada es

1
Yir1 = Yi + 6(1{?1 + 2]{32 + 2]€3 + k4)h, (529)
donde
ky = f(xs,4:),
1 1
ky = f (xz + 5’%%’ + §k1h) ;
(5.30)

1 1
ks = f (xz + §h7 Y + §/€2h) )

ks = f(xi + h,y; + ksh).
Como se muestra en la Figura 5.7, el método RK de cuarto orden utiliza

estimaciones de multiples pendientes para obtener una pendiente promedio
en el intervalo con la ec. (5.29).

y | I
I ky | |
| ZaF ]
I :?“l’ |
I Al I
I C I
i 2 L o |
| L = I
k| ==K ! —r‘
64—_ — —g |
T |
| he—— | k
! i =34
[ | T
I I
= h >
] | 1
X.

Figura 5.7: Representacion grafica de las pendientes estimadas en el método
RK de cuarto orden (Chapra y Canale, ).

Para el codigo 2D se planted la aproximacion de cuarto orden del método de

Runge Kutta para la solucién de la ec. (5.14) como (Carcione, )
dt
Qn—l-l e yn —|— E(Al —|— QAQ —|— 2&3 —|— A4), (531)
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donde

s
I
8
IQ

S
dt
_I_

|
IIE

) + fn-i—l/Q7
N (5.32)

G
(y + = A ) _{_in-i-l/27
(v +dm 5) + /"

||m 5=

El método se utiliza para cada ecuacién del sistema, ec. (5.20), y las ecua-
ciones de recurrencia A’s se calculan utilizando los operadores de diferencias
finitas, ecs. (5.21) y (5.22), e incluyendo la fuente, ec. (5.3).

En este caso la variable independiente es el tiempo y las ecuaciones se evalian
en cada incremento h = dt.

5.6. Aplicaciones

Para aplicar el programa implementado se plantean dos ejemplos simulando
la propagacién de ondas viscoelasticas y electromagnéticas cuando existen
cambios de interfaz en un medio isétropo y con atenuacion.

5.6.1. Caso viscoelastico

Modelacién de la propagaciéon de ondas SH en el subsuelo de la
Avenida Prolongacién Canal de Miramontes, Tlalpan, Ciudad de
México.

Del reporte realizado por Alvarado et al. ( ) se toman los datos obtenidos
en la campana de adquisicion geofisica en las inmediaciones de la Avenida
Prolongaciéon Canal de Miramontes, Tlalpan, Ciudad de México.

Parametros del modelo geoldgico utilizando el cédigo 2D

De los levantamientos geofisicos realizados se obtuvo el modelo de velocidades
de onda S mostrado en la Figura 5.8.
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Figura 5.8: Modelo de velocidades de onda S. La linea receptora mide 115
m, se utilizan 24 gedfonos y la separacién aproximada entre ellos es de 5 m
(Alvarado et al., 2019).

El cédigo realizado simula un modelo geoldgico de una capa horizontal y un
semiespacio homogéneo, por lo que se debe elegir sélo un par de valores de
velocidad de onda S para ser ingresados al programa.

Para este ejemplo se decide ingresar al cédigo los valores de las tltimas capas,
mostradas en la Figura 5.8, con el fin de observar un mayor contraste de
velocidades.

Los parametros del modelo simplificado se muestran en la Tabla 5.1

Tabla 5.1: Datos obtenidos de Alvarado et al. (2019) para las tltimas dos
capas del modelo de velocidades de onda S. El contacto entre capas se en-
cuentra a los 48 m.
Capa | p kg/m3| | wp[Pa] | vs [m/s] | Tipo de Roca
1 2812 2.74e+8 | 311.94 Lutitas
2 3017 1.93e+9 | 799.62 Arenas

El tipo de roca se clasificé conforme a la Tabla 5.2.
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Tabla 5.2: Propiedades de las rocas (Mavko, =.1.).

Material Velocidad S [m/s] | Densidad [g/cm?|

Suelo vegetal 100-300 1.7-24
Arena seca 100-500 1.5-1.7
Arena mojada 400-600 1.9-2.1
Arcilla saturada 200-800 2.0-2.4
Margas 750-1500 2.1-2.6
Lutitas saturadas y arcilla 500-750 2.1-24
Arenas saturadas porosas 800-1800 2.1-2.4
Calizas 2000-3300 2.4-2.7
Sal 2500-3100 2.1-2.3
Anhidrita 2200-3100 2.9-3.0
Dolomita 1900-3600 2.5-2.9
Granito 2500-3300 2.5-2.7
Basalto 2800-3400 2.7-3.1
Gneiss 2700-3200 2.5-2.7
Carbén 1000-1400 1.3-1.8

Agua - 1.0

Hielo 1700-1900 0.9
Petréleo - 0.6-0.9

Factor de calidad

De acuerdo a Cruz-Atienza et al. ( ) el factor de calidad se puede calcular
como
Qs = (0.3)vs para vg < 400 m/s, (5.33)
Qs = (0.1)vy para vs = 400 m/s, (5.34)

donde @s es el factor de calidad de la onda S.

Para este ejemplo el factor de calidad de la primera capa se obtiene con la ec.
(5.33), y para la segunda capa se reemplaza la ec. (5.34) por Qs = (0.2)vs,
ya que se requiere que el factor de la segunda capa sea mayor que el de la
primera (Tabla 5.3).

77



Tabla 5.3: Factor de calidad y velocidades de onda S para cada capa.
Capa | vs [m/s] | Factor de Calidad (Qs)
5 311.94 93.582
6 799.62 159.924

Parametros de la malla y de la fuente

Para obtener el intervalo entre nodos apropiado para la malla numérica se
utilizé la siguiente relaciéon

~ v .
Amin = ——2, 5.35
fma;v ( )

donde A, es la longitud de onda minima 2, vy, es la velocidad minima
de onda S'y f.z es la frecuencia maxima, la cual se toma como 25 Hz por

similitud al ejemplo de Carcione,

Para obtener la longitud de discretizacién Az = Az o el espaciamiento entre
nodos de la malla se calcula

Ax =Nz = S\mm/n, (5.36)

donde n es el nimero de nodos necesarios para discretizar la longitud de onda
minima, cuyo valor depende del orden de aproximacion deseado. El niimero
utilizado es de 9 nodos propuesto por Carcione ( ) para la aproximacion
de cuarto orden utilizada.

Sustituyendo vy, de la primera capa en la ec. (5.35) y el resultado en la ec.

(5.36) se obtiene la discretizacién de la malla requerida (Tabla 5.4).

Tabla 5.4: Parametros de la fuente y de la malla empleada para el modelo de
dos capas.

Vsmin /8] | Fraz [Hz] | Amin [m] | Az = Az [m)]
311.94 25 12.48 1.39

1213 longitud de onda X describe la distancia entre dos puntos correspondientes a un
ciclo de onda (Rojas, ).
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La ondicula fuente generada para este caso se muestra en la Figura 5.9.

Ondicula fuente con F = 25 [Hz]
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Figura 5.9: Ondicula generada en el cédigo 2D para una frecuencia de 25 Hz.
La fuente se inyecta durante los primeros 0.1 s.

Parametros de muestreo
Los pardametros del tiempo de muestreo se muestran en la Tabla 5.5.
Tabla 5.5: Pardmetros del tiempo de muestreo del codigo 2D

Intervalo (dt) [s] | Muestras | Tiempo de muestreo [s]
0.001 250 0.25

Parametros de la linea receptora

Es posible ingresar al cédigo, el nimero de gedfonos y el largo de la linea

receptora deseado, siempre que se encuentren dentro del dominio de las fron-
teras absorbentes.

En este ejemplo se usa una linea receptora de 125.6 m, en similitud con el
largo del tendido de la Figura 5.8. Por otro lado, considerando el tiempo de
muestreo utilizado, se decidié implementar sélo 12 gedfonos para visualizar
la llegada de la onda a cada uno ellos (Tabla 5.6).
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Ademas, para el modelo sintético se propone colocar la fuente y la linea
receptora enterradas en la primera capa.

Tabla 5.6: Parametros de la linea receptora
Malla [m] | Linea receptora [m] | Gedfonos | Intervalo entre gedfonos [m]
168 x 168 126.2 12 9.7

Fronteras Absorbentes

Entre mayor sea el ancho de las fronteras absorbentes, mayor atenuacién
tendran las ondas al hacer contacto con ellas. Por lo que en este ejemplo se
implementaron cuatro bordes absorbentes con un ancho de 20.8 m.

Resultados obtenidos con el cédigo 2D para el modelo de dos capas

Como resultado de la propagacion de ondas SH se determinan las velocidades
de particula y los esfuerzos en el subsuelo debido a la fuente implementada.

El contacto entre medios, la fuente y la linea receptora pueden ser colocados
en cualquier lugar que se requiera.

En el modelo geoldogico simulado los gedfonos se posicionan a 34.7 m, la
fuente a 41.6 m y el contacto entre capas a 48.5 m, todos respecto al eje z.
A continuacién se muestran las imagenes obtenidas para 0.01 y 0.15 s.

Velocidades vy

» En la Figura 5.10 se observa la fuente puntual de 25 Hz ubicada en la
capa de lutitas entre los geéfonos G6 y G7 (zona amarilla).

» En la Figura 5.11 los frentes de onda SH ya hicieron contacto con la
capa de arenas. Esta interaccién genera ondas evanescentes (formadas
en el contacto) que alcanzan los geéfonos G1, G2, G11 y G12.

También se observan los frentes de ondas transmitidos en la segunda
capa (concavas hacia arriba), que al pasar a un medio de mayor ve-
locidad, se observan mé&s anchos y tienen menor atenuacién y mayor
penetraciéon en el medio.
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Figura 5.10: Velocidad de particula en el subsuelo debido a la propagacion
de ondas SH en el tiempo t = 0.01 s.

|_" Velocidad v, ent=0.15[s] /s
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Figura 5.11: Velocidad de particula en el subsuelo debido a la propagacion
de ondas SH en el tiempo t = 0.15 s.
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Por otro lado, existen ondas reflejadas en la capa superior (céncavas
hacia abajo), las cuales son complicadas de discernir de la onda directa,
debido a la duracién del pulso inicial y a la distancia fuente-contacto.

Por tltimo, se observa en la Figura 5.11, que las ondas disminuyen
su amplitud al hacer contacto con los bordes absorbentes, por lo que
estas fronteras cumplen su funcion de atenuar la onda.
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Figura 5.12: Sismograma de velocidad obtenido de la propagacion de onda
SH.

Sismograma

= Como resultado de la propagacion de la onda SH, se obtiene el sismo-
grama mostrado en la Figura 5.12, donde se observa que la fuente se
encuentra entre los geéfonos G6 y GT7.
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Asimismo, se puede observar amplitudes de onda deformadas, por ejem-
plo, en los gedfonos G6 y G7 a partir de los 100 ms, las cuales pueden
ser ondas reflejadas combinadas con los frentes de la onda directa.

= Si se trazan los tiempos de arribo en cada gedfono, se percibe una
tendencia del gedfono G7 al G10, y una inclinaciéon menor del ge6fono
G11 al G12. Calculando la inversa de las pendientes resultantes, se
obtienen los valores aproximados de onda S para la primera y segunda
capa (Figura 5.13).

Los valores de velocidad obtenidos en la Figura 5.13, tienen un error
porcentual de 7.9% para la primera capa, y de 2.9% para la segun-
da capa. El porcentaje de error va a depender de la experiencia del
intérprete al momento de establecer los tiempos de arribo.
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Figura 5.13: Sismograma con los tiempos de arribo y pendientes marcadas.

Se muestra el promedio de las pendientes y las velocidades obtenidas para
cada capa.
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Esfuerzos o;s

Como resultado de la propagacion de las ondas SH se determinan los esfuerzos
019 existentes en el terreno debido a la implementacion de la fuente.

= En la Figura 5.14, se observa que la fuente puntual que se implementd
entre los gedfonos G6 y G7, produce esfuerzos de corte.

Ademas, con la escala de colores: zona amarilla (esfuerzos positivos) y
zona azul (esfuerzos negativos), se puede diferenciar la direccién en la
que ocurre el desplazamiento de cizalla en el medio.
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Figura 5.14: Esfuerzos o2 existentes en el subsuelo debido a la propagacién
de ondas SH en el tiempo t = 0.01 s.

= En la Figura 5.15, la onda SH se ha transmitido a la capa de arena,
por lo que los esfuerzos también actiian sobre esta segunda capa, y se
observa un ensanchamiento de los mismos debido a la discontinuidad
de la roca.

Dado que la segunda capa es de mayor velocidad, se tiene una menor

atenuacion de la onda, mayor penetracién, y por lo tanto, mayor alcance
en la deformacion del subsuelo.
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Por 1ltimo, se observa que los esfuerzos disminuyen en los bordes absor-
bentes, por lo que estas fronteras cumplen adecuadamente su funcién
de atenuar los valores de esfuerzos.
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Figura 5.15: Esfuerzos o5 existentes en el subsuelo debido a la propagacion
de ondas SH en el tiempo t = 0.15 s.

5.6.2. Caso electromagnético

Modelacién de la propagacion de ondas TM en el subsuelo del valle
de Kondratowa en las montanas Tatras, Polonia.

Del articulo relizado por Tomecka et al. (2017) se toman los datos obtenidos
en el Valle de Kondratowa localizado en la parte central de las montanas
Tatra (los Carpatos), Polonia.

Método GPR

Para este ejemplo se tomaron los resultados obtenidos con el método de GPR,
el cual es una técnica geofisica que permite investigar las propiedades elec-
tromagnéticas del subsuelo y considera que el medio es dieléctrico disipativo.
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El principio fisico se asemeja al de sismica de reflexion: se genera una senal,
con una antena transmisora (Tx), que penetra y viaja por el subsuelo, se
refleja en discontinuidades, y las ondas reflejadas son captadas por la antena
receptora (Rx) y registradas en forma de radargramas '°.

H - pol E - pol

Suelo f
=/

H /
\ /
\/

Refle@.t.qt..kz........ eeeenne .. REflEClOT

a) b)

Figura 5.16: Antenas de modo biestatico. a) Modo TM o polarizacién H. b)
Modo TE o polarizaciéon E (Villela y Mendoza, ).

Las antenas se pueden usar de modo monoestatico o biestatico. El primero
usa una sola antena, la cual es transmisora y receptora a la vez. El modo
biestatico utiliza dos antenas separadas (Figura 5.16) (Villela y Mendoza,

).

Para el modo biestatico las antenas se pueden colocar de distinta manera
de acuerdo con la polarizacién lineal de E, por lo que se cuenta con en el
modo TE (£ perpendicular al perfil) y con el modo TM (£ paralelo al perfil)
(Figura 5.16) (Villela y Mendoza, ).

Parametros del modelo geolégico utilizando el cédigo 2D

De los perfiles realizados por Tomecka et al. ( ), se muestra el de la Figura
5.17, donde se observa una distribucién superficial de bloques de roca
(granitos, gneiss, leucogranitos y migmatitas) sobre una capa de sedimentos
postglaciales (grava, arena y arcilla).

13Un radargrama es el registro de tiempo del viaje de las ondas del transmisor al
receptor, y de la intensidad o amplitud de la senal recibida del subsuelo.
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Figura 5.17: Resultado del sondeo GPR (100 MHz) obtenido a lo largo de un
segmento de 150 m (Tomecka et al.,

).

El codigo 2D modela una capa horizontal sobre un semiespacio homogéneo,
por lo que se utilizan los valores mostrados en la Tabla 5.7, asociados con las

capas de la Figura 5.17, sin tomar en cuenta la inclinacién del perfil.

Tabla 5.7: Parametros utilizados en el programa 2D basados en los datos de
Tomecka et al. ( )

Capa | Tipo de Roca | ¢ [mS/m] | 4 [H/m] | €, é [F/m] v [m/ns]
1 Granito 0.55 4 %1077 | 5 | 4.425 %107 | 0.134
2 Arena y Arcilla 2 4r %1077 | 9 | 7.97 %1071 0.1

La permeabilidad magnética se considera igual a la del vacio en ambos casos.
La permeabilidad relativa para distintas rocas de muestran en la Tabla 5.8.

Tabla 5.8:

(Diaz,

).

Minerales | Permeabilidad Magnética relativa
Magnetita )
Pirrotita 2.55
Hematita 1.05
Pirita 1.0015
Rutilo 1.0000035
Calcita 0.999987
Cuarzo 0.999985
Hornblenda 1.00015
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El método GPR no es recomendable para ¢ > 10 mS/m, pues a mayor con-
ductividad, mayor atenuacion y menor profundizacion de la onda. Entonces,
tomando en cuenta el tipo de roca, se elige un valor bajo de conductividad
para ingresar al programa (Tabla 5.9).

Por otro lado, en un medio dieléctrico disipativo, la interaccién de la onda
con un medio muy polarizable implica una pérdida de energia mayor, por lo
que se elige un valor pequeno de ¢, para ingresar al programa (Tabla 5.9).

Tabla 5.9: Propiedades de conductividad y permitividad relativa de las rocas
mas comunes (Diaz, ).

. Conductividad | Permitividad
Material L . .
[mS/m] eléctrica relativa
Aire 0 1
Hielo 0.1-0.01 4-8
Concreto 0.015 6-9
Asfalto 0.0001-0.001 3.8
Cemento 0.01-0.1 16
Suelo arenoso 0.0001-0.001 3-25
Suelo limoso 0.0001-0.01 2.5-19
Suelo arcilloso 0.0001-0.01 2.4-15
Grava cemento 0.01-0.1 13
Conglomerado 0.025 18
Granito 0.01-1.5 5-7
Caliza 0.5-2 4-8
Arena seca 0.01 4-6
Arena saturada 0.08-1 20-30
Arcilla seca 1.3 5
Arcilla saturada 1000 40
Esquisto 1.3-230 5-15
Basalto hiimedo 0.01 8
Limo 1.8-180 10
Sal 0.013-1.32 5
Agua salada 30000 80
Agua dulce 0.5 80
Agua destilada 0.01 80
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Factor de Calidad

Para obtener el factor de calidad de cada capa se sustituyen los pardmetros
correspondientes de la Tabla 5.7 en la ec. (4.38). Para el método GPR. se
debe cumplir que la tangente de pérdida = << 1 (Villela y Mendoza, ).

Tabla 5.10: Factor de calidad para cada capa
Capa | Factor de Calidad (Q) | Tangente de Pérdida (tand)

1 20.55 0.02
2 25.02 0.04

Parametros de la malla y fuente

Para discretizar la malla se realiza el mismo procedimiento que en el ejemplo
viscoeldstico utilizando las ecs. (5.35), (5.36) y (3.76) (Tabla 5.11). La fuente
utilizada es de 100 MHz por similitud al articulo de Tomecka et al. ( ).

Tabla 5.11: Parametros de la fuente y de la malla empleada para el modelo

de dos capas.

Umin [(M/08] | Fruae [MHz] | Apin [m] | Az = Az [m]
0.1 100 1 0.11

Por otro lado, la fuente sintética que se utiliza en la ec. (5.3), se refiere a
una fuente impulsiva, sin embargo, en electromagnética, la fuente utilizada
deberia ser una fuente dipolar.

Entonces, se supone que Carcione ( ) propone una propagacién de ondas
en la zona lejana (§ >> 1, donde 7 es la distancia fuente-receptor), en donde
la onda se comporta como una onda plana transversal.

Por lo tanto, ambos campos electromagnéticos resultantes de la implemen-
tacion de la fuente, forman un frente de onda plano en la zona lejana, inde-
pendientemente del tipo de fuente que genera la onda.

De esta manera, suponiendo que la funciéon de fuente electromagnética es
similar a la ec. (5.3), se puede modelar la funcién de onda como se muestra
en la Figura 5.18.
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Mz.

Parametros del muestreo en el tiempo

Los parametros del tiempo de muestreo total y la profundidad de la onda
alcanzada se muestran en la Tabla 5.12.

Tabla 5.12: Parametros para el tiempo de muestreo en el cédigo 2D

Intervalo(dt) [ns]

Muestras

Tiempo de muestreo [ns]

Profundizacién [m]

0.6

250

150

15

Parametros de la linea receptora

Debido a que el cédigo 2D modela la propagacion de ondas TM, se simula
una adquisicién con antenas biestéticas con polarizacién H (Figura 5.16).

Asi mismo, se propone fijar la distancia Tx-Rx en un arreglo parecido al
punto de tiro comun'*, utilizando un dipolo transmisor y miltiplos dipolos

14En sismica de reflexién cuando se apilan trazas adquiridas de un sélo disparo y varios
receptores, se le llama punto de tiro comin (Harry, ).
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receptores enterrados en la primer capa del modelo. Los parametros de la
malla y la linea receptora se muestran en la Tabla 5.13.

Tabla 5.13: Parametros utilizados para el modelo 2D.

Malla [m] | Linea receptora [m] | Receptores | Intervalo entre receptores |m]

45.2 x 45.2 34.1 10 3.1

Dada la discretizacién de la malla, y la profundizacion de la onda alcanzada
en el tiempo de muestreo, la linea receptora se realiza con una longitud menor
a la mostrada en la Figura 5.17 (Tabla 5.13).

Resultados obtenidos con el cédigo 2D para el modelo de dos capas

Como resultado de la propagacion de las ondas TM se determinan los valo-
res de campo magnético Hy y del campo eléctrico E3 correspondientes a la
interaccién de la fuente con el medio.

El contacto entre medios, la fuente y la linea receptora pueden ser colocados
en cualquier lugar que se requiera.

En el modelo geoldgico simulado los dipolos receptores se posicionan a 15.4
m, la fuente a 17.7 m, el contacto entre capas a 19.9 m y las cuatro fronte-
ras absorbentes tienen un ancho de 5.5 m. A continuacién se muestran las
imagenes obtenidas para 6, 90 y 150 ns.

Campo magnético H,

= En la Figura 5.19 se observa la fuente empleada a 100 MHz ubicada en
la capa de granito entre los receptores R5 y R6.

= En la Figura 5.20 el campo magnético ya hizo contacto con la capa de
arenas y arcilla, por lo que se generan ondas transmitidas en la segunda
capa (céncavas hacia arriba), cuyos frentes de onda, al pasar a un medio
con menor velocidad, presentan menor anchura, mayor atenuacion y
menor penetracion en el medio.

Ademas, se puede observar con claridad los frentes de ondas reflejados
(concavos hacia abajo) que alcanzan los receptores R3 y R8. Por otro
lado, no se aprecian las ondas refractadas, debido a que el segundo
medio tiene una menor velocidad.
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Figura 5.19: Campo magnético resultado de la propagacion de ondas del
modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 6 ns.

m

|_" Campo Magnético H, en t =90 [ns] 4,

Profundidad [m]

w
w

Contacto entre capas 19.9[m]
Fronteras Absorbentes
V¥ Receptores a 15.5[m]

B
o

B
w

5 10 15 20 25 30 35 40 45
Distancia [m]

Figura 5.20: Campo magnético resultado de la propagacién de ondas del
modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 90 ns.
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» En la Figura 5.21 se observa que las ondas disminuyen su amplitud al
hacer contacto con los bordes absorbentes, por lo que estas fronteras
funcionan adecuadamente. Asimismo, se puede observar el alcance de
profundizacion de la onda en la segunda capa, el cual es de 15 m.

%10712

5

7 . 4

/ \ 3
2

1

0

-1
-2
Contacto entre capas 19.9[m] 3

Fronteras Absorbentes

¥ Receptores a 15.5[m] 4
5 10 15 20 25 30 35 40 45 -5

Distancia [m]

|_x Campo Magnético H, en t =150 [ns] 5,
5

Profundidad [m]
& 8 B 8 & 3

B
o

A
(4]

Figura 5.21: Campo magnético resultado de la propagacion de ondas del
modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 150 ns.

Radargrama

= Como resultado de la propagacion de la onda TM, se obtiene el radar-
grama mostrado en la Figura 5.22, donde se observa que la fuente se
encuentra entre los receptores R5 y R6.

Asimismo, se puede observar pequenas amplitudes de onda, por ejem-
plo, en los receptores R5 y R6 a los 60 ns, y en los receptores R4 y
R6 a los 72 ns, las cuales corresponden a las reflexiones de onda en la
primera capa.

= En este caso, sélo se puede obtener la velocidad de la primera capa
a partir del radargrama, pues los primeros arribos corresponden a la
onda directa, ya que no se presentan ondas refractadas (Figura 5.23).
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El valor de velocidad obtenido en la Figura 5.23, tiene un error porcen-
tual del 10 %. El porcentaje de error va a depender de la experiencia
del intérprete al momento de establecer los tiempos de arribo.
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Figura 5.22: Radargrama obtenido de la propagacion de onda TM. Fuente
entre R5 y R6.

Campo eléctrico Fs

Como resultado de la propagacion de las ondas del modo TM en el subsue-
lo, se determinan los valores del campo eléctrico F3 correspondientes a la
interacciéon de la fuente con el medio.

= En la Figura 5.24, se observa que la fuente puntual que se implementé
entre los receptores R5 y R6, produce un campo eléctrico en la direccion
de z.

Ademads, con la escala de colores: zona amarilla (campo positivo) y

94



zona azul (campo negativo), se puede diferenciar la direccién en la que
ocurre la circulacion del campo eléctrico en el medio.

= En la Figura 5.25, la onda TM se ha transmitido a la capa de arena y
arcilla, por lo que el campo eléctrico también actia sobre esta segunda
capa, y se observa una menor anchura en los frentes de onda, debido a
la discontinuidad roca.

Dado que la segunda capa es de menor velocidad, se tiene una mayor
atenuacion de la onda y menor penetracion en el medio.
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Figura 5.23: Radargrama con tiempos de arribo y pendientes marcadas. Se
muestra el promedio de las pendientes y el valor de velocidad de la onda
electromagnética obtenido para la primera capa.
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Figura 5.24: Campo eléctrico F3 resultado de la propagacion de ondas del
modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 6 ns.
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modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 90 ns.
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Figura 5.26: Campo eléctrico Es5 resultado de la propagacion de ondas del
modo TM en el subsuelo en el tiempo t = 150 ns.

= Por tltimo, en la Figura 5.26 se observa que el campo eléctrico dis-
minuye en los bordes absorbentes, por lo que estas fronteras cumplen
adecuadamente su funcién. Ademas, se puede observar el alcance de la
profundizacion de la onda en la segunda capa, el cual es de 15 m.
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se logré reunir, desarrollar, analizar y exponer los conocimien-
tos basicos de propagacion de ondas viscoelasticas, electromagnéticas y los
fundamentos de analisis numérico para el alcance de la comunidad geofisica.

Se demostrd que fendémenos fisicos diferentes pueden resolverse con ecuaciones
similares. Por ejemplo, se relaciona la ecuacion de movimiento con la Ley de
Faraday, y el modelo viscoelastico de Maxwell con la Ley de Ampere.

Al relacionar el modelo de Maxwell con el circuito RC en paralelo, se encontré
la analogia entre la energia perdida del amortiguador con la energia disipada
del resistor, y la energia almacenada del resorte con la del capacitor.

Otras analogias obtenidas fueron: campo magnético/velocidad de particula,
campo eléctrico/esfuerzo, permitividad eléctrica/complianza, fuerza de cuer-
po/densidad de corriente magnética, densidad/permeabilidad magnética y
resistividad /viscosidad.

Asi mismo, se relacionaron algunos parametros cineméaticos: numero de onda
y constante de propagacion, velocidades de onda de fase, velocidades com-
plejas, constantes de rigidez complejas y factores de calidad.

Ademas, se obtuvieron las densidades de energia almacenada y disipada en
su forma integral para campos transitorios, con lo cual, se relacion6 el vector
de deformaciones con el vector de desplazamiento, y la funcién de relajacion
con la funcion de impermeabilidad eléctrica.

Finalmente, a partir de la analogia SH/TM, se elaboré un cédigo 2D, con el
cual se modeld el fenémeno de propagacién, reflexién, refraccién y transmi-
sion de las ondas viscoelasticas y electromagnéticas.
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6.1. Discusion

A partir del codigo 2D se obtuvo un sismograma y un radargrama, con los
cuales se corrobord las velocidades del medio, sin embargo, estos valores
tienen un porcentaje de error debido al marcado de los tiempo de arribo, los
cuales pueden variar dependiendo de la ubicacién de la fuente, receptores y
del contacto.

Anque el caso viscoelastico se basa en datos reales, no se puede comparar
el sismograma obtenido del cédigo 2D con el sismograma real, ya que no
se implementaron condiciones de frontera libre, pues en la malla numérica
realizada los bordes se inicializan en cero y no se actualizan.

De poder establecerse las condiciones de frontera libre, entonces se podrian
comparar unicamente los tiempos de arribo de la onda SH, de manera que el
programa serviria como base de un modelo directo que podria ser utilizado
para ajustar datos en un modelado inverso.

Sin embargo, para el alcance de esta tesis, sélo se simula la propagacion
de una onda SH en un medio viscoeldstico, pero no es posible obtener los
valores reales de velocidad de particula y esfuerzo que se tendrian en algun
levantamiento sismico real.

En el caso electromagnético se utilizan las ecuaciones propuestas por Carcione
( ), para un medio dieléctrico disipativo, en donde la fuente es de tipo
magnética (una bobina). Sin embargo, en un adquisicién real de GPR, se
deberfa utilizar una fuente de tipo eléctrica (un dipolo eléctrico de Hertz).

Entonces, en la zona lejana, los valores de campo resultantes con una fuente
magnética (H, — 0, Hy y E,), seran distintos a los generados con una fuente
eléctrica (E, — 0, Ey y Hy), a pesar de que en ambos casos, las ondas se
comporten como ondas planas.

Por lo que, en la presente tesis, aunque el fenémeno de GPR queda ilustrado,
no se puede asegurar que resolviendo el caso con una fuente magnética, se
pueda modelar la respuesta de un levantamiento GPR.

Estas limitaciones suponen que el cédigo 2D modela tinicamente el fenémeno
de propagacion en un medio homogéneo e isétropo, con caracteristicas vis-
coelasticas y de un dieléctrico disipativo, pero sin reproducir los valores de
campo que se obtendrian en el medio con métodos geofisicos reales.
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Apéndice
Repositorio de Cddigos

Como complemento a la tesis realizada, se pone a disposicién el cédigo y
los ejemplos presentados. Pueden ser descargados en https://github.com/
AlejandraAC/Ondas- Acusticas-Electromagneticas
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