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Capítulo 1

Introducción

Generalmente en los sistemas de control no todos los estados están disponibles para su medición,
por ello, es necesario diseñar observadores o estimadores para poder conocerlos. La tarea básica de
un observador es estimar variables no medidas a partir de las mediciones y el conocimiento del
modelo, esto es posible solo si hay su�ciente información disponible, i.e. si el sistema es observable
(o detectable).

En la actualidad el problema de diseño de observadores para sistemas lineales ha sido amplia-
mente estudiado y existen diferentes métodos de diseño. Sin embargo, con respecto al diseño de
observadores para sistemas no lineales, la tarea se vuelve complicada [6]. El diseño de observadores
para sistemas no lineales ha sido estudiado por medio de la teoría de disipatividad, dicha técnica
ha demostrado ser e�ciente para ciertas clases de sistemas no lineales.

La disipatividad fue desarrollada en los 60's y 70's especialmente por J. C. Willeams [30], [31],
para entender las propiedades de estabilidad de los sistemas interconectados. La teoría de disipa-
tividad ha sido motivada por los trabajos sobre el problema de estabilidad absoluta, el criterio de
Popov, el trabajo de Yakubovich, el lema Kalman-Yakubovichc y la pasividad.

La idea de utilizar conceptos de disipatividad para el diseño de observadores se ha utilizado en
[18], [28], [19], [20], [25],[26], los cuales usan la teoría de disipatividad para contrarrestar los efectos
de las no linealidades en el diseño de observadores lineales. Además, la clase de sistemas que son
disipativos por naturaleza puede ser ampliada para otros sistemas mediante una retroalimentación
del estado o de la salida, como ha se a mostrado en [7] y [24].

El diseño de observadores para sistemas lineales y no lineales se complica si el sistema tiene
entradas desconocidas. Los observadores con entradas desconocidas son una clase especial de esti-
madores que son capaces de reconstruir el estado de un sistema, a pesar de las entradas inciertas. El
diseño de estos observadores puede ser basándose en un diseño disipativo o en un diseño por modos
deslizantes.

En el caso de los sistemas lineales invariantes en el tiempo (LTI) con entradas desconocidas,
la detectabilidad fuerte* (detectabilidad fuerte y grado relativo uno) es una condición necesaria y
su�ciente para asegurar la existencia de un observador [14]. El problema de existencia de un OUI
para el sistema LTI con entradas desconocidas arbitrarias, ha sido analizado bajo un enfoque de
disipatividad [18], donde la existencia de un observador es equivalente a la posibilidad de hacer que
la planta sea disipativa por inyección de salida (ver Figura 1.1).

1
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Figura 1.1: Condiciones de existencia para un UIO.

En sistemas no lineales con entradas desconocidas, las condiciones para la existencia de un UIO
no están muy bien establecidas, como es el caso de los sistemas LTI. Un análisis similar al caso de
los sistemas lineales presentado en [18], resultó en una propiedad disipativa incremental para los
sistemas no lineales MIMO con entradas desconocidas, donde existe la posibilidad de hacer a la
planta disipativa mediante una inyección de la salida, satisfaciendo la condición de grado relativo
uno, la cual es necesaria para la existencia de un observador con entradas desconocidas ([25]). El
enfoque disipativo también es aplicable a sistemas con no linealidades discontinuas o multivaluadas
como se mostró en [22] y [11].

Una interpretación dinámica de los conceptos de observabilidad fuerte y detectabilidad para
sistemas no lineales con perturbaciones inciertas fue hecha en [21], lo que permite tratar el problema
de la existencia del observador para sistemas no lineales.

El grado relativo uno es una condición necesaria para la existencia de un observador basado en
propiedades dispositivas con entradas desconocidas, en sistemas lineales y no lineales. Esto repre-
senta una restricción para la clase de sistemas que se pueden tratar, ya que la presencia de entradas
desconocidas con un grado relativo mayor que uno se da en muchos sistemas, e.g. sistemas mecánicos
y sistemas electromecánicos. Si la entrada desconocida es acotada cuando el grado relativo es mayor
a uno, los observadores disipativos pueden proporcionar la convergencia del error de estimación a
una región cercana al origen.

Para estimar de manera exacta los estados del sistema, cuando el grado relativo de la entrada
desconocida con respecto a la salida es mayor a uno, es necesario derivar. Una opción para el proceso
de diferenciación son los modos deslizantes. Sin embargo, un inconveniente de los observadores por
modos deslizantes y su proceso de diferenciación, es que la mayoría de ellos, necesita que el vector
de estado afectado por la entrada desconocida esté delimitado de manera uniforme, en este caso se
requiere la propiedad BIBS. El diseño de observadores por modos deslizantes se puede clasi�car en
tres principales etapas.

La primera etapa considera sistemas que poseen la propiedad BiBS, como es en el caso del trabajo
de Walcott y Zack [29] para sistemas LTI. El primer diferenciador por modos deslizantes que aparece
en la literatura, es el basado en el Algoritmo Super-Twisting (STA) ([17]). Este diferenciador por
modos deslizantes se de�ne como

ż1 = −1.5L
1
2 |z1 − f(t)|

1
2 sign(z1 − f(t)) + z2 (1.1)

ż2 = −1.1L sign(z1 − f(t))

el cual garantiza una estimación en tiempo �nito, de la derivada del tiempo de f(t) cuando |f̈(t)| ≤ L,
donde z1 converge a f(t) y z2 converge a ḟ(t) en tiempo �nito. El uso del diferenciador de Levant
se encuentra ampliamente reportado i.e. [9], [10], [5].
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La segunda etapa considera la conexión en cascada de un estabilizador con un observador por
modos deslizantes, para superar la restricción de la propiedad BIBS. Para los sistemas LTI con
entradas desconocidas, en el trabajo de [13] se propone la conexión en cascada de dos observadores
(ver Figura 1.2); un observador de Luenberger, el cual lleva al error de estimación a una región cerca
de origen, y un diferenciador por modos deslizantes de orden superior (HOSM), el cual permite una
estimación teóricamente global y en tiempo �nito a los estados del sistema.

Sistema

LTI

Observador

de Luenberger

C(t)

Observador

HOSM

Reconstrucción

del estado

u(t)

w(t)

y(t)

z(t)

e (t)
y

w(ey(t))

$x(t)

w(t) Entrada desconocida
u(t) Entrada conocida
y(t) Salida medida
$x(t) Estado estimado

Figura 1.2: Observador en cascada.

Para el caso de sistemas no lineales, en [2] se propone un observador por modos deslizantes de
orden superior con estabilizadores disipativos escalados (ver Figura 1.3); en dicho trabajo se muestra
y se prueba que la conexión en cascada directa, de un observador disipativo con un diferenciador
HOSM proporciona una estimación teóricamente exacta en tiempo �nito de los estados reales. Dicha
conexión directa presenta algunos inconvenientes debido a que las ganancias del diferenciador HOSM
crecen junto con las ganancias disipativas del observador. Es por tal motivo, que en el mismo trabajo
se propone un Estabilizador Disipativo a Escala (EDE). Este EDE garantiza que las ganancias del
diferenciador HOSM se puedan elegir, de acuerdo con el límite superior de la entrada desconocida.
Además, las ganancias del estabilizador disipativo escalado pueden crecer y no afectar las ganancias
del diferenciador HOSM. En consecuencia, se puede lograr la convergencia exacta en el tiempo �nito
global del observador de diferenciador HOSM disipativo escalado en cascada. La principal desventaja
de los dos métodos mencionados tanto para sistemas lineales como no lineales es que el orden de
los observadores es dos veces el orden del sistema, además del difícil calculo de las ganancias.

La tercera etapa considera el diseño de un observador del mismo orden del sistema, que combina
propiedades disipativas con modos deslizantes, el cual fue propuesto en [3], la idea consiste en
construir un observador que estabilice el error de observación con ayuda de propiedades disipativas,
y que asegure la convergencia del error de estimación de manera exacta y en tiempo �nito mediante
modos deslizantes. En dicho trabajo, la dinámica del error de observación es localmente homogénea.
Por lo tanto, en torno al origen, el observador tiene las mismas propiedades que el diferenciador de
Levant [17]. Sin embargo, éste enfoque fue desarrollado para sistemas mecánicos con grado relativo
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$x(t)
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u(t) Entrada conocida
y(t) Salida medida
$x(t) Estado estimado

v(t)

Figura 1.3: HOSM y observadores disipativos bajo un esquema en cascada.

dos, y en la actualidad no existe una metodología para extender este resultado a sistemas con grado
relativo mayor a dos. Además, el diseño de las ganancias es complejo.

En resumen, los observadores en cascada y escalados, presentan un difícil diseño de ganancias
y los observadores disipativos y los observadores por modos deslizantes requieren condiciones res-
trictivas para su buen desempeño en presencia de entradas desconocidas: la condición BIBS para
los observadores por modos deslizantes y grado relativo uno para los observadores disipativos (ver
Tabla 1.1).

Tabla 1.1: Características de los observadores por modos deslizantes y los basados en disipati-
vidad.

Observador Entrada Grado Propiedad Estimación Tipo
desconocida relativo BIBS de observador

Disipativo Arbitraria uno no requiere asintotica global

SM acotada mayor que uno requiere en tiempo �nito local

1.1. Planteamiento del problema

Se aborda el problema del diseño de observadores con entradas desconocidas para sistemas no
lineales que no poseen la propiedad BIBS. En este sentido, se consideran las siguientes clases de
sistemas no lineales.
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1.1.1. Primera clase de sistemas no lineales

Considere el sistema de segundo orden no lineal con entradas desconocidas

ẋ1 = x2 + ψ(x1, x2),

ẋ2 = u− w(t),

y = x1

(1.2)

donde x1, x2 ∈ R son los estados, y la salida medida, u la entrada conocida, w(t) la entrada
desconocida y ψ es una no linealidad del sistema. Note que la clase de sistemas considera sistemas
inestables.

Para (1.2) considere el siguiente observador de estados,

˙̂x1 = x̂2 + ψ(y, x2 + (x̂2 − x2) + k3φ3)− k1φ1,
˙̂x2 = −k2φ2 + u, (1.3)

donde x̂1, x̂2 son lo estados estimados del sistema, k1, k2, k3 son ganancias de diseño y φ1, φ2, φ3
representa términos de corrección.

El objetivo es diseñar a los términos de corrección, de tal manera que los estados de (1.3)
converjan de forma global, exacta y en tiempo �nito a los estados del sistema (1.2).

1.1.2. Segunda clase de sistemas no lineales

Considere el sistema de segundo orden no lineal con entradas desconocidas

ẋ1 = x2,

ẋ2 = ϕ(x1, x2) + u− w(t),

y = x1

(1.4)

donde x1, x2 ∈ R son los estados, y la salida medida , u la entrada conocida, w(t) la entrada
desconocida y ϕ es una no linealidad del sistema.

Para (1.4) considere el siguiente observador de estados,

˙̂x1 = x̂2 − k1φ1(x̂1 − x1),
˙̂x2 = ϕ(x1, (x̂2 − k3φ3(x̂1 − x1)))− k2φ2(x̂1 − x1) + u,

(1.5)

donde x̂1, x̂2 son lo estados estimados del sistema, k1, k2, k3 son ganancias de diseño y φ1, φ2,
φ3 representa términos de corrección.

El objetivo es diseñar a los términos de corrección de tal manera que los estados de (1.5),
converjan de forma global, exacta y en tiempo �nito a los estados del sistema (1.4).

1.2. Objetivo general

El objetivo es diseñar un observador que combine las propiedades de los observadores basados en
disipatividad y las propiedades de los observadores por modos deslizantes, para sistemas no lineales
de orden dos, que no posean la propiedad BIBS y cuyo grado relativo de la salida con respecto a la
entrada desconocida sea dos (Ver Tabla 1.2).
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Tabla 1.2: Características deseadas del observador con entradas desconocidas.

Observador Entrada Grado Propiedad Estimación Tipo
desconocida relativo BIBS de observador

toprule Disipativo Arbitraria uno no requiere asintotica global

Modos deslizantes Acotada más grande que uno requiere en tiempo �nito local

Propuesto Acotada más grande que uno no requiere en tiempo �nito global

1.3. Contribuciones

En el presente trabajo se consideran dos clases de sistemas no lineales, con entradas desconocidas
las cuales no necesariamente se desvanecen. Los observadores propuestos son globales y conservan las
propiedades que brindan los modos deslizantes. Este trabajo considera además, sistemas no lineales
con grado relativo igual a dos, donde por medio de propiedades disipativas se contrarrestan los
efectos de las no linealidades del sistema, tal como se usa en el observador disipativo para sistemas
no lineales con grado relativo igual a uno [26].

En este trabajo se presentan dos estructuras de observadores:

La primera mantiene las propiedades y características del diferenciador de Levant a pesar de
existir una no linealidad en el primer canal, con la condición de que los términos en el segundo
canal deben estar acotados por una constante. El diseño de la estructura del observador
permite que la prueba de estabilidad de la dinámica del error sea homogénea.

La segunda amplia la clase de sistemas a los que se les puede diseñar un observador global con
entradas desconocidas, ya que en el segundo canal pueden existir no linealidades, las cuales
no necesariamente necesitan ser acotadas por una constante.

1.4. Estructura de la tesis

La organización del documento es la siguiente: En el Capítulo 2 se presentan las de�niciones y
conceptos básicos que serán utilizados durante el trabajo, así como las dos metodologías en las que
se basa el diseño de los observadores propuestos. El Capítulo 3 muestra la primera clase de sistemas
que se consideran, un ejemplo motivacional y el observador propuesto, así como un conjunto de
ganancias, las cuales aseguran la convergencia del observador a los estados del sistema. El Capítulo
4 propone un observador para la segunda clase de sistemas y el conjunto de ganancias que aseguran
la convergencia global a los estados verdaderos del sistema. Finalmente, el Capítulo 5 presenta
algunas conclusiones y ciertas direcciones de trabajo a futuro.



Capítulo 2

Marco teórico

En este capítulo se establecerán algunas de�niciones y conceptos que serán de gran utilidad en
capítulos posteriores. Se describen algunas herramientas matemáticas que ayudaran a analizar y
comprender mejor el problema en estudio.

A lo largo de esté capítulo, se usaran las siguientes notaciones. Para una variable real z ∈ R y
un número real p ∈ R, el símbolo

dzcp = |z|psign(z),

es la potencia p signada de z. De acuerdo a esto,

dzc0 = sign(z),

d

dz
dzcp = p|z|p−1,

d

dz
|z|p = pdzcp−1,

casi en todas partes para z. Note que

dzc2 = |z|2sign(z) 6= z2,

y si p es un número impar, entonces
dzcp = zp,

para cualquier número entero p. Además,

dzcpdzcq = |z|p+q,
dzcpdzc0 = |z|p,
dzc0|z|p = dzcp.

2.1. Disipatividad

La disipatividad ([30], [31], [15]) es un concepto entrada-salida que tiene una interpretación física
(de tipo energético); un sistema disipativo es aquel sistema que almacena o disipa energía, pero no
la genera.

En el caso particular en que el número de entradas y salidas de un sistema es igual y la potencia
suministrada al sistema corresponde al producto inferior de la entrada y la salida, el concepto de
disipatividad se denomina pasividad ([7]).

7
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La pasividad tuvo su inicio en el análisis de interconexiones de sistemas con funciones de trans-
ferencia racionales, que se podían realizar con resistencias, inductancias y capacitancias pasivas, es
decir, que no generan energía, sólo la almacenan o la disipan. Estas funciones de transferencia tienen
la característica de ser positivas reales, es decir, las partes reales de las funciones de transferencia son
positivas para toda frecuencia. En los años sesenta el Lema de Kalman-Yakubovich-Popov (KYP)
relacionó este concepto de pasividad con el análisis de estabilidad de Lyapunov. A partir de este
resultado, la pasividad comenzó a utilizarse como herramienta para estudiar la estabilización de
sistemas lineales y posteriormente fue generalizada para sistemas no lineales.

La aportación más importante de este concepto, es la siguiente: la interconexión en retroalimen-
tación de dos sistemas pasivos es pasiva.

La clase de sistemas disipativos puede ser ampliada, pues existe una clase más grande de sistemas
que sin ser disipativos de origen, pueden hacerse disipativos por diversos medios, como pueden ser
una retroalimentación de estados o de salidas o una inyección de las salidas.

2.1.1. De�niciones

En la presente sección se presenta la formalización de los conceptos de disipatividad y pasividad.
Considere el siguiente sistema

ẋ =f(x) + g(x)u, x0 = x(0),

y =h(x)
(2.1)

donde f : Rn → Rn es un campo vectorial continuo que mapea de un dominio D ⊂ Rn en Rn. Esto
garantiza que para cada condición inicial de x0, existe al menos una solución de (2.1).

De�nición 2.1 [4] Se dice que el origen x = 0 es un punto de equilibrio de (2.1) si f(0) = 0.

4

De�nición 2.2 [4] El origen de (2.1) con u = 0 es

(I) estable en el sentido de Lyapunov, si para cada ε ∈ R+ existe δ ∈ R+ tal que ∀x0 ∈ Bδ, las
soluciones x(t, x0) ∈ Bε, ∀t ≥ 0.

(II) localmente atractivo si existe δ0 tal que ∀x0 ∈ Bδ0, límt→+∞x(t, x0) = 0.

(III) es local y asintóticamente estable (AE), si es estable en el sentido de Lyapunov y localmente
atractivo. El origen es global y asintóticamente estable (GAE), si Bδ0 = Rn.

(IV) es inestable si no satisface la condición (I).

4

El concepto generalizado de la disipatividad para sistemas representados en espacio de estados
se de�ne con base en funciones de energía y en un balance de las mismas. La potencia suministrada
al sistema (2.1) puede calcularse mediante una función que depende de los vectores de entrada y
salida.
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De�nición 2.3 [7] Sea w una función real de�nida en Rm×Rp denominada función de suministro
de potencia. Se asume que para cualquier u(t) y para cualquier x0 ∈ Rn, la salida y(t) = h(x(t.x0, u))
de (2.1)es tal que w(τ) = w(u(τ), y(τ)) satisface∫ t

0
|w(τ)|dτ <∞, ∀t ≥ 0. (2.2)

4

Note que la integral de la potencia suministrada w representa la energía suministrada al sistema.

De�nición 2.4 [30] El sistema (2.1) es disipativo con respecto a la tasa de suministro w si existe
una función V (x) llamada Función de Almacenamiento, tal que para todo (t0, t1) ∈ R+, x0 = x(t0)
y x1 = x(t1) ∈ Rn, y, u ∈ R, se satisface que

V (x(t1)) ≤ V (x(t0)) +

∫ t1

t0

w(u(t), y(t)dt. (2.3)

4

La condición dada en la ecuación (2.3) es conocida como la desigualdad de disipación y establece
que el incremento de energía (función de almacenamiento) durante el intervalo (t0, t1) no es más
grande que la energía entregada al sistema (por medio de la tasa de suministro), es decir, puede
haber pedida de energía. Lo anterior puede entenderse como sigue

V (x(t1))︸ ︷︷ ︸
Energía almacenada �nal

≤ V (x(t0))︸ ︷︷ ︸
Energía almacenada inicial

+

∫ t1

t0

w(u(t), y(t)dt︸ ︷︷ ︸
Energía suministrada

.

Si en (2.3) se establece una igualdad estricta, entonces se dice que el sistema no tiene pérdidas.

2.1.2. Una clase especial de disipatividad

Esta forma de disipatividad en realidad proviene de un planteamiento energético del criterio del
círculo (vea estabilidad absoluta [16]). Este planteamiento tiene a su vez su raíz en el uso de formas
cuadráticas para sistemas lineales.

De la teoría general de disipatividad ([30], [31], [15], [17], [19]) los siguientes resultados son de
relevancia.

Considere el siguiente sistema LTI

ẋ = Ax+Bu, x(0) = x0
y = Cx

(2.4)

donde x ∈ Rn, u ∈ Rq y y ∈ Rm son el vector de estados y los vectores de entrada y de salida,
respectivamente. Considere la tasa de suministro cuadrática

w(y, u) =

[
y
u

]T [
Q S
ST R

] [
y
u

]
(2.5)

donde Q ∈ Rm×m, S ∈ Rm×q, R ∈ Rq×q, y Q, R simétricas.
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De�nición 2.5 El sistema (2.4) se dice que es Estrictamente Disipativo en los Estados (EDE) con
respecto a la tasa de suministro w(y, u), o (Q,S,R) − EDE, si existe una matriz P = P T > 0 , y
ε > 0 tal que [

PA+ATP + εP PB
BTP 0

]
−
[
CTQC CTS
STC R

]
≤ 0. (2.6)

4

De�nición 2.6 Una no linealidad sin memoria variante en el tiempo ψ : [0,∞)× Rq −→ Rm

y = ψ(t, u), (2.7)

continua a tramos en t y localmente Lipschitz en u, tal que, ψ(t, 0) = 0, se dice que es disipativa
con respecto a la tasa de suministro w(y, u) (2.5), o (Q,S,R)-Disipativa ((Q,S,R)-D), si para toda
t > 0 y u ∈ Rq

w(y, u) = w(ψ(t, u), u) > 0. (2.8)

4

Observación 2.1 Note que las condiciones de sector clásico ([16]) para las no linealidades cuadra-
das, i.e. m = q, se pueden representar de la forma anterior.

Si ψ pertenece al sector [k1, k2], es decir, (y − k1u)T (k2u− y) > 0, entonces es (Q,S,R)-D,
con (Q,S,R) =

(
−I, 12 (k1 + k2) ,−1

2

(
kT1 k2, k

T
2 k1

))
.

4

Una generalización del criterio de círculo sobre estabilidad absoluta para sistemas no cuadrados
puede ser fácilmente obtenida, y usada en el lema siguiente.

Lema 2.1 Considere la interconexión en retroalimentación

ẋ = Ax+Bu, x (0) = x0 (2.9)

y = Cx

u = −ψ (t, y) .

Si el sistema lineal (C,A,B) es
(
−RN , STN ,−QN

)
− SSD, entonces el punto de equilibrio x = 0 de

(2.9), es global y exponencialmente estable para toda no linealidad (QN , SN , RN )−D.

4

2.1.3. Problema de Lurie y criterio del circulo

El problema de Lurie, permite analizar la estabilidad de sistemas con incertidumbres o cambios
en sus características, en parte por sus conexiones importantes con la teoría de pasividad y en parte
por su rol en el diseño de observadores no lineales.

El concepto fue introducido en 1944 por los ingenieros rusos A. I. Lurie y V. N. Posnikov
cuando estudiaban la estabilidad de los aeroplanos; ellos dieron los primeros pasos en la obtención
de condiciones su�cientes para la estabilidad absoluta.
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La posibilidad de aplicar el Segundo Método de Lyapunov al problema de la estabilidad absoluta,
fue un procedimiento ideado por Lurie y es considerado como uno de los grandes logros del Método
Directo de Lyapunov.

Como se mostró en la sección anterior, existe una relación entre la tasa de suministro de potencia
w(y, u) y las condiciones de sector clásico, a continuación se replantea el Lema 2.1 en función de
condiciones de sector [16].

Considere el sistema (2.10)-(2.12):

ẋ = Ax+Bu, (2.10)

y = Cx+Du (2.11)

u = −ψ(t, y) (2.12)

como es mostrado en la Figura 2.1, donde x ∈ Rn, u, y ∈ Rp, (A,C) es controlable, (A,C) es
observable, y ψ : [0, ∞) × Rp → Rp es una no linealidad sin memoria, posiblemente variable en el
tiempo, continua en t y localmente Lipschitz en y. Suponga que la conexión en retroalimentación
tiene un modelo de estado bien de�nido, que es el caso cuando

u = −ψ(t, Cx+Du) (2.13)

produce una única solución en el dominio de interés. La matriz de función de transferencia del
sistema lineal

G(s) = C(sI −A)−1B +D (2.14)

es cuadrada y propia. Note que las suposiciones de controlabilidad y observabilidad aseguran que
{A, B, C, D} es una realización mínima de G(s). Si la no linealidad ψ satisface la De�nición 2.7,
el origen x = 0 es un punto de equilibrio del sistema (2.10)-(2.11).

G s( )

y ·(t, )

u y

Figura 2.1: Diagrama en bloques del sistema de Lurie.

De�nición 2.7 [16] Una función sin memoria Ψ : R+×Rp −→ Rp. Se dice que pertenece al sector

[a, b] con α = b− a = αT > 0 si [Ψ(t, y)− ay]T [Ψ(t, y)− by] ≤ 0 ∀t ∈ R+, ∀ y ∈ R.

4

El problema de interés es estudiar la estabilidad del origen, no para una no linealidad dada, sino
para una clase de no linealidades que satisfacen una condición de sector. Si el origen es uniforme-
mente asintóticamente estable para todas las no linealidades en el sector, se dice que el sistema es
absolutamente estable. El problema fue formulado originalmente por Lurie y a veces se denomina
problema de Lurie. Tradicionalmente, la estabilidad absoluta se ha de�nido para el caso cuando el
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origen es globalmente asintóticamente estable. Para mantener esta tradición, usaremos la frase �es-
tabilidad absoluta� cuando la condición del sector se cumpla globalmente y el origen sea globalmente
asintóticamente uniformemente estable.

Para la estabilidad asintótica del origen, utilizando el análisis de Lyapunov, se puede elegir una
función candidata de Lyapunov utilizando las herramientas de pasividad de la sección anterior. En
particular, si el sistema en lazo cerrado se puede representar como una conexión en retroalimentación
de dos sistemas pasivos, entonces la suma de las dos funciones de almacenamiento se puede usar
como una función candidata de Lyapunov para el sistema de lazo cerrado. El uso de transformaciones
de lazo nos permite cubrir varios sectores y funciones candidatas de Lyapunov, lo que lleva al criterio
del circulo, el cual establece el siguiente Teorema.

Teorema 2.1 [16] El sistema (2.10)-(2.12) es absolutamente estable si

Ψ ∈ [a, b] y [I + bG(s)][I + aG(s)]−1 es estrictamente positiva real.

4

La prueba del Teorema 2.1, se muestra en [16].

2.2. Homogeneidad

La homogeneidad es una propiedad de escalamiento de funciones y campos vectoriales que es
consistente con respecto a un operador conocido como dilatación. La homogeneidad clásica surgió
de estudiar polinomios. La generalización de la homogeneidad clásica propuesta por V.I. Zubov en
los años 50's y por H. Hermes en los años 90's dio como nacimiento la noción de homogeneidad
ponderada.

2.2.1. Homogeneidad ponderada

El operador dilatación es una transformación lineal de�nida por

∆r
εx : (x1, · · · , xn)→ (εr1x1, · · · , εrnxn), ∀ε > 0,

donde el vector x = (x1, · · · , xn) ∈ R. Las constantes ri ∈ R+ con i = 1, . . . , n, son los pesos
asociados a las coordenadas xiby se pueden agrupar en el vector de pesos r = (r1, · · · , rn). El mapeo
también puede reescribirse como ∆r

εx = diag(εr1 , · · · , εrn)x, donde ∆r
ε es la matriz de dilatación y

x es el vector de coordenadas.

De�nición 2.8 [4] Se dice que:

(I) Una función V : Rn → R,es r-homogénea de grado m ∈ R con respecto a ∆r
εx, si V (∆r

εx) =
εmV (x), ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0;

(II) Un campo vectorial f(x) = (f1(x), · · · , fn(x)) : Rn → Rn, es r-homogéneo de grado τ ∈ R con
respecto a ∆r

εx, si f(∆r
εx) = ετ∆r

εf(x), ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0;

(III) Un campo vectorial multivaluado F (x) ⊂ Rn, x ∈ R, es r-homogéneo de grado τ ∈ R con
respecto a ∆r

εx, si F (∆r
εx) = ετ∆r

εF (x), ∀x ∈ Rn, ∀ε > 0;

4
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Las funciones y campos vectoriales homogéneos tienen propiedades útiles, como se muestra en
los siguientes resultados.

De�nición 2.9 [4] Un sistema

ẋ = f(x, u) (2.15)

donde u ∈ R es la entrada y x ∈ Rn es el vector de estados, se dice que es un sistema homogéneo
de grado τ con respecto a ∆r

εx y εsu si,

f(∆r
εx, ε

su) = ετ∆r
εf(x, u).

4

Lema 2.2 [1] Sea η : R → R y γ : R → R+ dos funciones homogéneas continuas, con pesos
r = (r1, · · · , rn) y grados m, tal que se cumple lo siguiente:

{x ∈ R \ {0} : γ(x) = 0} ⊆ {x ∈ Rn \ {0} : η(x) < 0}. (2.16)

Entonces, existe un numero real λ∗ tal que, para toda λ ≤ λ∗ para toda x ∈ Rn \ 0, y alguna c > 0,
η(x)− λγ(x) < −c||x||mr, p.

4

El Lema anterior resulta de gran importancia en la prueba de estabilidad en el sentido de Lyapunov,
como se mostrara en capítulos posteriores.

2.2.2. Función de Lyapunov homogénea

Se sabe que un sistema lineal con punto de equilibrio AE posee una FL estricta, la cual tiene
forma cuadrática. En el caso de sistemas homogéneos se admiten FL estrictas y homogéneas que
no necesariamente tienen una estructura cuadrática. El siguiente teorema establece la existencia de
una FL estricta para un sistema homogéneo.

Teorema 2.2 [4] Sea f un campo vectorial continuo en Rn tal que el punto de equilibrio es lo-
calmente AE. Asuma que f es homogénea de grado τ con algún vector de pesos r. Entonces, para
cualquier p ∈ N y cualquier m > p ·máxi{ri}, existe una FL estricta V para ẋ = f(x), la cual es ho-
mogénea de grado m y de clase Cp. Además, la derivada con respecto al tiempo V̇ = 〈λV (x), f(x)〉
es homogénea de grado τ +m.

4

Una consecuencia importante del teorema anterior es que la velocidad de convergencia de un
sistema homogéneo queda caracterizada por el grado de homogeneidad de su campo vectorial. Si el
grado de homogeneidad cambia, también las trayectorias cambian su tipo de convergencia.
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2.3. Generalización homogénea del problema de Lurie

La generalización homogénea del problema de Lurie y el criterio del circulo es presentado en
[23], donde se considera el sistema (2.17)-(2.19):

ẋ = f(x) + g(x)u, (2.17)

y = h(x), (2.18)

u = −Ψ(t, y), (2.19)

como es mostrado en la Fig. 2.2, donde x ∈ Rn representan los estados, u la entrada y y la salida
del sistema.

El campo vectorial del lado derecho de (2.17) es considerado continuo en x y homogéneo de
grado l ∈ R con respecto la dilatación ∆r

ε y ε
su.

y( , )t ·

Sistema

Homogéneo

u y

Figura 2.2: Diagrama en bloques del sistema de Lurie.

De�nición 2.10 Sea Ψ : R+ × R −→ R. Se dice que pertenece al sector.

[a, b]ξ, si Ψ(t, y) satisface

(Ψ(t, y)− aξ(h(y)))(Ψ(t, y)− bξ(y)) ≤ 0 ∀t ∈ R+, ∀ y ∈ R, (2.20)

donde a < b con a y b constantes, y ξ(y) es una función homogénea.

4

Las condiciones su�cientes para la estabilidad absoluta del sistema (2.17)-(2.19) se presentan en
la siguiente preposición.

Proposición 2.1 [23] El lazo cerrado del sistema (2.17)-(2.19) es absolutamente estable si

Ψ(t, y) ∈ [a, b]ξ, con β = b − a, y existe una función de Lyapunov homogénea V (x) de grado
m > max1≤i≤nri, con respecto la dilatación ∆r

ε; L : Rn → Rη, tal que LT (x)L(x) sea una
función de�nida positiva, y M : Rn → Rη para algún valor de η, satisfaciendo

∇V (x)(f(x)− ag(x)ξ(h(x))) = −LT (x)L(x), (2.21)

∇V (x)g(x) = βξ(h(x))MT (x)M(x)− 2LT (x)M(x). (2.22)

4

Note que la diferencia entre esta proposición y la condición para la estabilidad absoluta deriva
del resultado de disipatividad mostrado en [15], es la introducción de la función homogénea o matriz
de funciones M(x).
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2.4. Derivador de primer orden

Los resultados que se muestran a continuación son obtenidos de [8]. Sea f(t) una función medible-
Lebesgue sobre [0,∞). Se asume que f(t) = f0(t) +ν(t), donde f0(t) es una señal base desconocida,
cuya primera derivada es acotada, i.e. |ḟ0| ≤ L para una real y conocida constante L. El término
incierto ν(t) es una señal ruidosa acotada y uniforme. De�niendo las variables ς1 = f0(t), ς2 = ḟ0,
donde ḟ0(t) = d

dtf0(t); la representación en estados de la señal base f0 es

ς̇1 = ς2,

ς̇2 = ḟ0(t).

Para estimar la derivada en el tiempo de la señal base, se considera la siguiente familia de diferen-
ciadores:

ˆ̇x1 = −k1dx̂1 − f(t)c
r2
r1 + x2,

ˆ̇x2 = −k2bx1 − f(t)e
r3
r1 ,

(2.23)

donde

ri = 1− (2− i)d, i = 1, 2, 3, (2.24)

donde d es el grado de homogeneidad. Ya que (2.23) y (2.25) son discontinuos para d = −1, sus
soluciones son estudiadas en el sentido de Filippov [12]. Para d = 0, se recupera un diferenciador
lineal, para d = −1, se obtiene el diferenciador de Levant [17] y para d > −1, se obtiene un
diferenciador continuo.

Considere el caso sin ruido, i.e. ν(t) = 0. De�niendo los errores de diferenciación como e1 ,
x̂1 − f0(t) y e2 , x̂2 − ḟ0(t), la dinámica del error está dada por

ė1 = −k1de1c
r2
r1 + e2, (2.25)

ė2 = −k2de1c
r3
r1 − ḟ0(t).

Realizando la transformación del estado

z1 =
e1
1
, z2 =

e2
k1
, (2.26)

la dinámica (2.25) se convierte en

ż1 = −k̃1(dz1c
r2
r1 − z2), (2.27)

ż2 = −k̃2dz1c
r3
r1 − ḟ0(t)

k1
,

donde k̃1 = k1 y k̃2 = k2
k1
. Dicha transformación de la dinámica del error a variable z es con el

objetivo de facilitar el diseño de las ganancias.
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2.4.1. Función de Lyapunov homogénea para el diferenciador de Levant

En la presente sección se muestra la función de Lyapunov homogénea para el derivador por
modos deslizantes de orden uno propuesta en [8].

Sea el sistema (2.27) con d = −1, lo cual resulta en el diferenciador de Levant (2.28),

ż1 = −k̃1(dz1c
1
2 − z2), (2.28)

ż2 = −k̃2dz1c0 −
ḟ0(t)

k1
.

Para (2.28) considere la siguiente función:

V (z) = β1(
2

3
|z1|

3
2 − z1dz2c+

1

3
|z2|3) + β2

1

3
|z2|3, β1, β2 > 0; (2.29)

donde V (z) cumple con las condiciones de Función candidata de Lyapunov.

Teorema 2.3 [27] Sea la señal f(t) como si indicó arriba. Considere el diferenciador homogéneo
(2.28) y la función V dada por (2.29). Para cualquier βi > 0, i = 1, 2, y p=3, entonces:

Si ν(t) ≡ 0 y |ḟ(t)| ≤ L, entonces para cualquier k2 > L, existe una ganancia k1 adecuada,
tal que V (z) es una Función de Lyapunov estricta para (2.28).

4

Con el objetivo de probar que V̇ es de�nida negativa, se requiere el siguiente resultado.

Lema 2.3 [27] Sea η : Rn → R una función homogénea semicontinua que para cada punto en
el dominio, tiene un único valor en el rango, de grado m > 0 con pesos r = [r1, . . . , rn]T . Sea
Γ : Rn → 2R\{0} un mapa homogéneo multivaluado, semicontinuo por arriba de grados m con pesos
r con valores convexos compactos. Suponga que η(x) ≥ 0 sobre Rn y de�na U = {x ∈ Rn|η(x) = 0}.
Si min (Γ(x)) > 0 para cada x ∈ U \ {0}, entonces existen constantes positivas λ∗, c ∈ R tal que
para toda λ ≥ λ∗ y para toda x ∈ Rn,

λη(x) + min(Γ(x)) ≥ c||x||mr, p. (2.30)

4

Observe que Γ es una función multivaluada, por lo tanto, para cada x ∈ Rn, Γ(x) es un intervalo
real, i.e. Γ(x) ⊂ R. Así, min(Γ(x)) es el mínimo del conjunto Γ(x) para cada x.

Este lema establece una propiedad importante la cual es bien conocida para el caso de las
funciones homogéneas continuas: dadas dos funciones semicontinuas inferiores r-homogéneas, una
de ellas no negativa, su suma puede hacerse positiva de�nida por una gran ponderación de la función
no negativa, si la otra es positiva cuando la no negativa desaparece.



Capítulo 3

Observadores por modos deslizantes basados
en disipatividad y homogeneidad para sistemas
no lineales de segundo orden

3.1. Introducción

En la presente sección se propone un observador con entradas desconocidas, el cual está basado
en un diferenciador con propiedades disipativas. Los términos de corrección de dicho observador
mantiene la homogeneidad del diferenciador de Levant.

El observador propuesto amplía la clase de sistemas a los que se les puede diseñar un obser-
vador por modos deslizantes, es decir, permite sistemas los cuales no se encuentran en cadena de
integradores.

3.2. Ejemplo motivacional

Considere el siguiente sistema,

ẋ1 = x2 + (cos2(x1) + 1)x2, (3.1)

ẋ2 = w(t),

donde x1, x2 ∈ R son los estados, x1 es el estado medible y w ∈ R es una entrada desconocida. No
te que el sistema es de grado relativo dos respecto a w(t).

Además no es posible diseñar un observador por modos deslizantes para el sistema (3.1), que
estime el estado desconocido x2, ya que el diferenciador de Levant requiere una estructura en cadena
de integradores (véase Sec. 2.4).

Observador disipativo.

La no linealidad ψ(x1, x2) = (cos2(x1) + 1)x2 es Lipschitz con respecto a x2 con constante de
Lipschitz Lψ = 2, y satisface una propiedad disipativa, ya que Ψ(x1, x2, v1) := ψ(x1, x2 + v1) −
ψ(x1, x2) es disipativa con respecto a la tasa se suministro[

Ψ
v1

]T [ −1 0
0 L2

ψ

] [
Ψ
v1

]
≥ 0 ∀ v1 ∈ R,

17
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sistemas no lineales de segundo orden

Aplicando el observador disipativo propuesto en [26], se obtiene:

ς̇1 = ς2 + ψ(x1, ς2 + l3(y − ς1)) + l1(y − ς1),
ς̇2 = l2(y − ς1),

(3.2)

donde los parámetros l1 = −0.74, l2 = −5.57, l3 = −0.67 se obtienen como en [26].

La simulación con condiciones iniciales (x1(0), x2(0)) = (0, 0), (ς1(0), ς2(0)) = (−3, 5) y entrada
desconocida como

w(t) = sin(2t) + sin(3t)cos(t)− 1.5cos(t) + 3, (3.3)

muestra que los estados estimados ς1 y ς2 no convergen a los estados verdaderos del sistema (3.1),
pero convergen a un vecindad cercana a ellos. Esto se debe a que el sistema es de grado relativo dos
de la salida medida con respecto a la entrada desconocida.
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Figura 3.1: Estado x1(t) del sistema (3.1), estado ς1(t) del observador (3.2) y error de observa-
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Figura 3.2: Estado x2(t) del sistema (3.1), estado ς2(t) del observador (3.2) y error de observa-
ción.

Es claro del ejemplo motivacional, que un observador con propiedades disipativas no es capaz
de estimar los estados verdaderos del sistema y además que debido a la estructura de (3.1) no es
posible utilizar el diferenciador de Levant para estimar los estados desconocidos del sistema.
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3.3. Planteamiento del problema

Considere el sistema de segundo orden no lineal con entradas desconocidas

ẋ1 = x2 + ψ(x1, x2),

ẋ1 = u− w(t),

y = x1

(3.4)

donde x1, x2 ∈ R son los estados, y la salida medida , u la entrada conocida, w(t) la entrada
desconocida y ψ es una no linealidad del sistema.

Suponga que la clases de sistemas con entradas desconocidas representados por (4.6) satisfacen
las siguientes suposiciones:

H1. Para la no linealidad ψ(x1, x2) existen aξ1 ∈ R− y bξ1 ∈ R+ con bξ1 − aξ1 > 0, tal que la no
linealidad Ψ(x1, x2, v1) := ψ(x1, (x2 + v1)) − ψ(x1, x2) pertenece al sector [aξ1 , bξ1 ]ξ1 o bien,
es {p, s, r}−disipativa con p < 0, i.e.

[
Ψ(x1, x2, v1)

v1

]T [
p s
s r

] [
Ψ(x1, x2, v1)

v1

]
≥ 0 ∀ x1, x2, v1 ∈ R.

H2. Para la entrada desconocida w(t), existen aξ2 ∈ R− y bξ2 ∈ R+ con bξ2 − aξ2 > 0, tal que w(t)
pertenece al sector [aξ2 , bξ2 ]ξ2 donde ξ2 = dz1c0 (Ver Figura 3.3).

bξ2
aξ2

Figura 3.3: Sector ξ2 = dz1c0.

La clase de no linealidades que se consideran son todas aquellas que pertenezcan al sector ξ1
e.g. funciones globalmente Lipschitz con respecto a x2 (e.g. fricción viscosa).

El objetivo principal de este capítulo es diseñar un observador global para el sistema (3.4) que
estime el estado x2, globalmente, de forma exacta y en tiempo �nito, sin asumir la propiedad BIBS
para (3.4).
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3.4. Estructura del observador

Para el sistema (3.4), considere el siguiente observador

˙̂x1 = x̂2 − k1dx̂1 − x1c
1
2 + ψ(x1, (x̂2 − k3φ3(x̂1 − x1))),

˙̂x2 = k2dx̂1 − x1c0 + u,
(3.5)

donde las ganancias de diseño para este sistema son

k1, k2, k3 > 0. (3.6)

El observador es una copia de la planta más términos no lineales de corrección. Note que dichos
términos, permiten que la prueba de estabilidad de la dinámica del error sea homogénea.

3.5. Resultado principal

La dinámica del error entre el sistema (3.4) y (3.5) con e1 = x̂1 − x1, e2 = x̂2 − x2 es,

ė1 = e2 − k1de2c
1
2 + ψ(x1, x2 + v)− ψ(x1, x2),

ė2 = −k2de1c0 − w
(3.7)

donde v = e2 − k3de1c
1
2 . La no linealidad de la dinámica del error de observación es Ψ(x1, x2, v) =

ψ(x1, x2 + v)− ψ(x1, x2). Note que Ψ(x1, x2, 0) = 0 para toda x1 y x2.

De�niendo z1 = e1 y z2 = e2
k1
, la dinámica del error (3.7) en variable z resulta

ż1 = −k̃1(dz1c
1
2 − z2) + ψ(x1, x2 + v̄)− ψ(x1, x2),

ż2 = −k̃2dz1c0 −
1

k1
w

(3.8)

donde v̄ = k1z2 − k3dz1c
1
2 .

El sistema (3.8), puede ser reescrito en la forma de Lurie,

ż = F (z) +Gu

y = h(z)

u = −
[

Ψ(y, x2, v̄)
1
k1
w

] (3.9)

donde,

F (z) =

[
−k̃1(dz1c

1
2 − z2)

−k̃2dz1c0

]
y G =

[
1 0
0 1

]
.

Note que para el análisis de la estabilidad de la dinámica del error, la no linealidad Ψ(x1, x2, v̄)
debe satisfacer la suposición H1, la cual implica que la no linealidad pertenezca la sector ξ1 =
k1z2 − k3dz1c

1
2 , de la misma manera, la entrada desconocida 1

k1
w debe satisfacer la suposición H2,

la cual implica que la entrada desconocida pertenezca al sector ξ2 = dz1c0.
Las condiciones su�cientes para la estabilidad de la dinámica del error (3.9) se presentan en la

siguiente preposición.
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Proposición 3.1 Si Ψ(y, x2, v̄1) satisface la suposición H1 y existe una función de Lyapunov ho-
mogénea de grado m > max1≤i≤nri, con respecto la dilatación ∆r

ε, L : Rn → Rη, tal que LT (z)L(z)
sea una función de�nida positiva, y M : Rn → Rη para algún valor de η, satisfaciendo

∇V (z)(F (z)−Gξ(h(z))a = −LT (z)L(z), (3.10)

∇V (z)g = αξ(h(z))MT (z)M(z)− 2LT (z)M(z), (3.11)

donde

ξ(h(z)) =

[
k1z2 − k3dz1c

1
2 0

0 dz1c0

]
, a =

[ aξ1
k1
aξ2
k1

]
y α =

[
αξ1
k1

αξ2
k1

]
.

entonces, el sistema (3.9) es estable. 4

Demostración: Para probar las condiciones (3.10) y (3.11), considere la siguiente función de Lya-
punov homogénea de grado 3 y pesos homogéneos (r1, r2) = (2, 1):

V (z) =
2

3
|z1|

3
2 − z1z2 +

2

3
|z2|3. (3.12)

La condición (3.11) es satisfecha si

∇V (z)G =
[
dz1c

1
2 − z2, −z1 + 2dz2c2

]
= αξ(z1, z2)M

T (z)M(z)− 2LT (z)M(z).

Esto se puede lograr haciendo

M(z) =



α
− 1

2
ξ1

0

0
α
− 1

2
ξ2

k
− 1

2
1

|z1|
1
2

0
α
− 1

2
ξ2

k
− 1

2
1

|z2|

0 0


, L(z) =



α
1
2
ξ1

(z2 − dz1c
1
2 )

α
1
2
ξ2

k
1
2
1

dz1c
1
2

α
1
2
ξ2

k
1
2
1

(dz1c0|z2| − z2)

L4(z)


.

Por otra parte, la condición (3.10) se satisface si L2
4(z) = −∇V (z)(F (z)−Gξ(h(z))a)−L2

1(z)−
L2
2(z)− L2

3(z) es una función de�nida positiva, esto es

L2
4(z) =k̃1(|z1| − 2dz1c

1
2 z2 + |z2|2)− aξ1(|z1| − 2dz1c

1
2 z2 + |z2|2)

− αξ1(|z1| − 2dz1c
1
2 z2 + |z2|2) + k̃2(2dz1c0dz2c2 − |z1|)

−
aξ2
k1

(2dz1c0dz2c2 − |z1|)−
αξ2
k1

(|z1| − dz1c0dz2c2 +
5

4
|z2|2)

(3.13)

Aplicando el Lema 2.3, es posible demostrar que (3.13) es de�nida positiva. La prueba se basa
en dominar a los términos de signo no de�nido, haciendo la ganancia (k̃1) de la función semide�nida
positiva su�cientemente grande, tal que L2

4(z) sea de�nida positiva. El Lema 2.3, se pude aplicar ya
que cuando la función semide�nida positiva se hace cero, los términos restantes son positivos.

4
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Teorema 3.1 Si las suposiciones H1, H2 se cumplen, entonces existe un conjunto de ganancias

k1 ≥ bξ1 ; k2 > |aξ2 |+
5

4
αξ2 , y k3 = k1, (3.14)

tal que el sistema (3.5) es un observador que converge de manera global, teóricamente exacto y en
tiempo �nito a los estados del sistema (3.4).

4

El Teorema 3.1, es consecuencia de la demostración, de la Proposición 3.1, ya que, eligiendo k1,
k2 y k3 como en el Teorema 3.1, la función L2

4(z) de (3.13), es de�nida positiva, demostrando así
que se cumple la Proposición 3.1.

3.6. Ejemplo

Considere nuevamente el sistema 3.1, donde ψ(x1, x2) = (cos2(x1)+1)x2, la entrada desconocida
es la igual que (3.3). Para este ejemplo, las suposiciones H1 y H2 son satisfechas con aξ1 = −2,
bξ1 = 2 y aξ2 = −6, bξ2 = 6.

Las ganancias para (3.5) empleando (3.14), resultan :

k1 = 3, k2 = 21 y k3 = 3.

Para las simulaciones, las condiciones iniciales son consideradas como (x1(0), x2(0)) = (0, 0), (x̂1(0), x̂2(0)) =
(−3, 5). Los estados estimados x̂1 y x̂2 convergen a los estados verdaderos del sistemas x1 y x2 a
los 0.7s de la simulación, como se muestra en la Fig. 3.4 y 3.5.

0 5 10

Tiempo [s]

0

200

400

x
1
(t
),

x̂
1
(t
)

x1

x̂1

0 5 10

Tiempo [s]

-3

-2

-1

0

1

e
1
=

x̂
1
(t
)
−

x
1
(t
)

e1 = x̂1 − x1

0 0.5

-4

0

4

0 5 10

-1

0

1
×10

-3

Figura 3.4: Estado x1(t) del sistema (3.1), estado x̂1 del observador (3.5) y error de observación.
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Figura 3.5: Estado x2(t) del sistema (3.1), estado x̂2 del observador (3.5) y error de observación.

3.7. Discusión

En la presente sección se consideró una clase de sistemas no lineales, para la cual se propuso
un observador por modos deslizantes con propiedades disipativas, el cual provee convergencia en
tiempo �nito y teóricamente exacta a los estado verdaderos del sistema.

El análisis de las no linealidades por medio de sectores homogéneos, permite la combinación de
los observadores por modos deslizantes y los observadores con propiedades disipativas, ampliando
así la clases de sistemas a los que se les puede diseñar un observador con entradas desconocidas.
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Capítulo 4

Observadores por modos deslizantes basados
en disipatividad y dominación homogénea para
sistemas no lineales de segundo orden

4.1. Introducción

El objetivo de este capítulo es proponer un observador por modos deslizantes que posea pro-
piedades disipativas para una clase de sistemas más grande que el Capítulo 3. La idea es adicionar
términos de diferente grado de homogeneidad en el diferenciador de Levant, los cuales permitan
ampliar la clase de no linealidades con las que se pueda lidiar.

Un observador basado en esta idea fue presentado en [3], en el cual se utiliza el algoritmo del
Super Twisting Generalizado como diferenciador y se combina con propiedades disipativas para el
diseño de observadores con entradas desconocidas. Las principales diferencias con dicho trabajo son:
los términos de corrección y la prueba de estabilidad de la dinámica del error, ya que esta se hace
mediante una función de Lyapunov cuadrática, cuyo uso imposibilita la extensión del resultado a
sistemas de orden mayor a dos.

El resultado obtenido en este capítulo se basa en el uso de una función de Lyapunov homogénea
[8] y en la generalización homogénea del problema de Lurie [23], facilitando el diseño de las ganancias
para el observador propuesto.

Nótese que la clase de sistemas considerados en esta sección puede ser más grande considerando
que por medio de transformaciones de estado o de salida, algunos sistemas pueden ser transformados
a la forma considerada en este capítulo.

4.2. Ejemplo motivacional

Considere el siguiente sistema,

ẋ1 = x2, (4.1)

ẋ2 =
sin2(0.5x1)

2(1 + cos2(x1))
x2 − 9.8

sin(0.2x1)

4(1 + cos2(x1))
+ w(t),

donde x1, x2 ∈ R son los estados, x1 es el estado medible y w ∈ R es una entrada desconocida. Note
que el sistema (4.1) no es BIBS y es de grado relativo dos respecto a w(t).

25



26
Capítulo 4. Observadores por modos deslizantes basados en disipatividad y dominación

homogénea para sistemas no lineales de segundo orden

Observador por modos deslizantes

Aplicando el diferenciador de Levant (2.28), para la variable medida x1 del sistema (4.1), se
obtiene la siguiente expresión

ż1 = −k1dz1c
1
2 + z2, (4.2)

ż2 = −k2dz1c0,

donde k1 = 4 y k2 = 8.
Para la simulación se considera la entrada desconocida como w(t) = sin(2t)+0.5sin(3t)cos(t)−

1.5cos(t) + 1, la cual siempre esta acotada por una constante Lw = 4 además se consideran condi-
ciones iniciales (x1(0), x2(0)) = (−0.5, 6.3) y (z1(0), z2(0)) = (−0, 0).

De la Figura 4.1 y 4.2, se observa que los estados estimados z1 y z2 convergen los estados
verdaderos x1 y x2 en tiempo �nito para t = 1.618s.
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Figura 4.1: Estado x1(t) del sistema (4.1), estado z1(t) del observador (4.2) y error de observa-
ción.
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Figura 4.2: Estado x2(t) del sistema (4.1), estado z2(t) del observador (4.2) y error de observa-
ción.

De las Figuras es fácil notar que el error de observación empieza a divergir para t = 6.9s. Esto
sucede porque la magnitud de la no linealidad a lo largo de las trayectorias junto con w(t), excede
la ganancia de 8 del término discontinuo del diferenciador, ver Figura 4.3.
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Figura 4.3: La función ϕ(x1, x2) + w(t) excede la ganancia 8 del termino discontinuo en el
diferenciador (4.2).

Observador disipativo

La no linealidad ϕ(x1, x2) = sin2(0.5x1)
2(1+cos2(x1))

x2−9.8 sin(0.2x1)
4(1+cos2(x1))

no es globalmente Lipschitz respecto

a x1 (por que
∂ϕ
∂x1

no es uniformemente acotada), pero es Lipschitz con respecto a x2 con constante
de Lipschitz Lψ = 0.4.

La no linealidad ϕ(x1, x2) satisface un propiedad disipativa, ya que Υ(x1, x2, v) := ϕ(x1, x2 +
v)− ϕ(x1, x2) es disipativa con respecto a la tasa se suministro[

Υ
v

]T [ −1 0
0 L2

ϕ

] [
Υ
v

]
≥ 0 ∀ v ∈ R. (4.3)

Aplicando el observador disipativo propuesto en [26], se obtiene:

ς̇1 = ς2 + l1(y − ς1),
ς̇2 = ϕ(x1, ς2 + l3(y − ς1)) + l2(y − ς1),

(4.4)

donde los parámetros l1 = −1.74, l2 = −3.57, l3 = −0.38 se obtienen como en [26].
La simulación con condiciones iniciales (x1(0), x2(0)) = (−0.5, 6.3), (ς1(0), ς2(0)) = (10, 14) y

entrada desconocida como

w(t) = sin(2t) + 0.5sin(3t)cos(t)− 1.5cos(t) + 1, (4.5)

muestra que los estados estimados ς1 y ς2 no convergen a los estados verdaderos del sistema (4.1),
pero convergen a una vecindad cercana a ellos. Esto se debe a que el sistema es de grado relativo
dos de la salida medida con respecto a la entrada desconocida.
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Figura 4.4: Estado x1(t) del sistema (4.1), estado ς1 del observador (4.4) y error de observación.

Es claro del ejemplo motivacional propuesto, la perdida de e�ciencia del observador disipativo
frente a entradas desconocidas y grado relativo mayor a uno, demás de las limitaciones que presenta
el diferenciador de Levant con sistemas que no poseen la propiedad BIBS.

4.3. Planteamiento del problema

Considere el sistema de segundo orden no lineal con entradas desconocidas

ẋ1 = x2,

ẋ1 = ϕ(x1, x2) + u− w(t),

y = x1,

(4.6)

donde x1, x2 ∈ R son los estados, y la salida medida , u la entrada conocida, w(t) la entrada
desconocida y ϕ es una no linealidad del sistema.

Suponga que la clases de sistemas con entradas desconocidas representados por (4.6) satisfacen
las siguientes suposiciones:

H1. La entrada desconocida es acotada, i.e. existe una constante Lw tal que

|w| ≤ Lw.

H2. Para la no linealidad ϕ(x1, x2) existen a ∈ R− y b ∈ R+ con b−a > 0, tal que la no linealidad
ϕ(x1, x2, v) := ϕ(x1, (x2+v))−ϕ(x1, x2) pertenece al sector [a, b] o bien, es {p, s, r}−disipativa
con p < 0, i.e. [

ϕ(x1, x2, v)
v

]T [
p s
s r

] [
ϕ(x1, x2, v)

v

]
≥ 0 ∀ x1, x2, v ∈ R.

La clase de no linealidades que se consideran son todas aquellas que pertenezcan al sector ξ e.g.
funciones globalmente Lipschitz con respecto a x2 (e.g. fricción viscosa).

El objetivo principal de este capítulo es diseñar un observador global para el sistema (4.6) que
estime el estado x2, globalmente, de forma exacta y en tiempo �nito, sin asumir la propiedad BIBS
para (4.6).
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4.4. Estructura del observador

Para el sistema (4.6), considere el siguiente observador

˙̂x1 = x̂2 − k1φ1(x̂1 − x1),
˙̂x2 = ϕ(x1, (x̂2 − k3φ3(x̂1 − x1)))− k2φ2(x̂1 − x1) + u,

(4.7)

donde φ3, φ2 y φ1 son

φ3(x̂1 − x1) := dx̂1 − x1c
1
2 ,

φ2(x̂1 − x1) := dx̂1 − x1c0 + µ2dx̂1 − x1c
1
2 ,

φ1(x̂1 − x1) := dx̂1 − x1c
1
2 + µ1dx̂1 − x1c,

(4.8)

donde las ganancias de diseño para este sistema son

k1, k2, k3, µ1, µ2 > 0. (4.9)

El observador (4.7) es una copia del sistema (4.6), más términos no lineales de corrección de
estimación de la salida. Los términos φ2 y φ1 aparecen aditivamente en el observador, mientra el
término φ3 aparece aditivamente dentro de la no linealidad ϕ. El termino discontinuo d·c0 asegura
la robustez del observador ante entradas desconocidas acotadas y los otros términos no lineales
aseguran la convergencia en tiempo �nito a los estados verdaderos del sistema. Se pude notar que el
diferenciador de Levant, es modi�cado con términos no lineales de diferente grado de homogeneidad,
esto con el �n de aumentar la clase de no linealidades permitidas.

4.5. Resultado principal

La dinámica del error entre el sistema (4.6) y (4.7) con e1 = x̂1 − x1, e2 = x̂2 − x2 es,

ė1 = e2 − k1(de1c
1
2 + µ1de1c),

ė2 = −k2(de1c0 + µ2de1c
1
2 ) + ϕ(x1, (x2 + v))− ϕ(x1, x2) + w,

(4.10)

donde v = e2−k3de1c
1
2 . La no linealidad de la dinámica del error (4.10) es Υ(x1, x2, v) := ϕ(x1, (x2+

v))− ϕ(x1, x2). Note que Υ(x1, x2, 0) = 0 para toda x1 y x2.

De�niendo z1 = e1 y z2 = e2
k1
, la dinámica del error (4.10) en variable z resulta

ż1 = k̃1(dz1c
1
2 − z2)− k̃1µ1dz1c

ż2 = −k̃2(dz1c0 + µ2dz1c
1
2 ) +

1

k1
(ϕ(x1, (x2 + v̄))− ϕ(x1, x2) + w) ,

(4.11)

donde v̄ = k1z2 − k3dz1c
1
2 .

La Ec.(4.11) puede ser reescrita en la forma de Lurie

ż = F (z) +Gu,

y = h(z),

u = − 1

k1
Υ(x1, x2, v̄1)

(4.12)
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donde

F (z) =

[
−k̃1(de1c

1
2 − z2)− k̃1µ1dz1c

−k̃2(dz1c0 + µ2dz1c
1
2 ) + 1

k1
w

]
y G =

[
0
1

]
.

Note que para el análisis de la estabilidad de la dinámica del error, la no linealidad Υ(x1, x2, v̄)
debe satisfacer la suposición H2, la cual implica que la no linealidad pertenezca la sector ξ =
k1z2 − k3dz1c

1
2 .

Las condiciones su�cientes para la estabilidad de la dinámica del error (4.12) se presentan en la
siguiente preposición.

Proposición 4.1 Si Υ(y, x2, v̄2) satisface la suposición H2 y existe una función de Lyapunov ho-
mogénea de grado m > max1≤i≤nri, con respecto la dilatación ∆r

ε; L : Rn → Rη, tal que LT (z)L(z)
sea una función de�nida positiva, y M : Rn → Rη para algún valor de η, satisfaciendo

∇V (z)(F (z)− a

k1
Gξ(h(z)) = −LT (z)L(z), (4.13)

∇V (z)g =
α

k1
ξ(h(z))MT (z)M(z)− 2LT (z)M(z), (4.14)

donde

ξ(h(z)) = k1z2 − k3dz1c
1
2 y α = b− a > 0,

entonces, el sistema (4.12) es estable.

4

Demostración: Para probar las condiciones (4.13) y (4.14), considere la siguiente función can-
didata de Lyapunov homogénea de grado 3 y pesos homogéneos (r1, r2) = (2, 1):

V (z) =
2

3
|z1|

3
2 − z1z2 +

2

3
|z2|3. (4.15)

La condición (4.14) es satisfecha si

∇V (z)g(z) = −z1 + 2dz2c2

=
α

k1
ξ(h(z))MT (z)M(z)− 2LT (z)M(z).

Esto se puede lograr haciendo

M(z) =

 2
1
2α−

1
2 dz1c

1
4

4
1
2α−

1
2 dz2c

1
2

0

 , L(z) =


α

1
2
1
2

1

2
1
2

(dz1c
1
4 z2 + |z1|

3
4 )

α
1
2
1
2(|z2|

3
2 − dz1c

1
2 dz2c

1
2 )

L3(z)

 .
Considerando | w

k1
| ≤ L

k1
dz1c0, k̃1 = k1 y k4 = k1, la condición (4.13) se satisface si L2

3 ≥

−V (z)(F (z)− aGξ(h(z))− L2
1(z)− L2

2(z) es una función de�nida positiva, esto es

L2
3(z) ≥ q1(z) + q2(z), (4.16)
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donde

q1(z) = + k̃1(dz1c
1
2 − z2)2 + 2k̃2dz1c0dz2c2 − k̃2|z1| −

2L

k1
dz1c0dz2c2 +

L

k1
|z1| (4.17)

q2(z) = + k̃1µ1(|z1|
3
2 − dz1cdz2c − dz1c

1
2 dz2c2 + |z2|3)

− α(
1

8
|z1|

3
2 − 2

8
dz1cdz2c −

2

4
dz1c

1
2 dz2c2 −

1

4
|z2|3)

− α(
1

8
|z1|

1
2 |z2|+

1

4
|z1||z2|) + k̃2µ2(2dz1c

1
2 dz2c2 − |z1|

3
2 )

+ ak1(dz1cdz2c − |z1|
3
2 )

(4.18)

Se puede observar que el grado de homogeneidad de (4.17) es igual a dos y que el grado de
homogeneidad de (4.18) es igual a tres. Considerando µ1 = 2|aξ2 | y sabiendo del Lema 2.3, que
una función de signo de�nido multiplicada por una ganancia, puede dominar a términos de signo
inde�nido del mismo grado de homogeneidad, es posible demostrar que q1(z) y q2(z) son de�nidas
positivas.

4

Teorema 4.1 Si las suposiciones H1 y H2 se cumplen, entonces existe un conjunto de ganancias

k2 > L, k1 >
√

2k2, k3 = k1, µ1 = 2|aξ2 | y µ2 > 0, (4.19)

tal que el sistema (4.7) es un observador que converge de manera global, teóricamente exacto y en
tiempo �nito a los estados del sistema (4.6).

4

La prueba del Teorema 4.1 es consecuencia de la Proposición 4.1.

4.6. Ejemplo

Considere nuevamente el sistema 4.1, donde ϕ(x1, x2) = sin2(0.5x1)
2(1+cos2(x1))

x2, la entrada desconocida es

la igual que (4.5), la cual puede ser acotada por Lw = 4, de igual manera, el termino −9.8 sin(0.2x1)
4(1+cos2(x1))

pude ser acotado por una constate Lg = 2.6. Para este ejemplo, las suposiciones H1 y H2 son
satisfechas con a = −0.4, b = 0.4 y L = 6.6.

Las ganancias para (4.7) empleando (4.19), resultan :

k2 = 10, k1 = 8, k3 = 8, µ1 = 0.8 y µ2 = 0.12.

Para las simulaciones, las condiciones iniciales son consideradas como (x1(0), x2(0)) = (−0.5, 6.3),
(x̂1(0), x̂2(0)) = (10, 14). Los estados estimados x̂1 y x̂2 convergen a los estados verdaderos del
sistemas x1 y x2 a los 0.82 [s] de la simulación, como se muestra en la Fig. 4.6 y 4.7.
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Figura 4.6: Estado x1(t) del sistema (4.1), estado x̂1 del observador (4.7) y error de observación.
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Figura 4.7: Estado x2(t) del sistema (4.1), estado x̂2 del observador (4.7) y error de observación.

4.7. Conclusiones

En la presente sección se consideró una clase de sistemas no lineales sin la propiedad BIBS y que
se ven afectados por entradas desconocidas. Para este tipo de sistemas se propuso un observador
por modos deslizantes basado en modos deslizantes más términos adicionales que tiene propiedades
disipativas, el cual provee de convergencia global y en tiempo �nito a los estados verdaderos del
sistema.
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En este trabajo se consideran entradas desconocidas acotadas y se tratan dos problemas que
generalmente surgen cuando se diseñan UIO:

el primer problema se presenta en el diseño de observadores disipativos, cuando el grado
relativo de la entrada desconocida es mayor que uno y debido a ello las trayectorias del
observador solo convergen a una vecindad cercana a los estados verdaderos del sistema;

el segundo problema se presenta en los observadores por modos deslizante, cuando el sistema
no posee la propiedad BIBS.

Para superar estas desventajas se propuso dos observadores por modos deslizante, los cuales pre-
sentan propiedades disipativas, dichos observadores proporcionan convergencia global y en tiempo
�nito de los estados estimados a los estados verdaderos del sistema, aún cuando el sistema no pre-
senta la propiedad BIBS y el grado relativo de la salida con respecto a la entrada desconocida es
mayor que uno.

El presente trabajo tomó la idea de combinar las propiedades disipativas con los modos deslizan-
tes de [3], la diferencia que existe entre los dos trabajos es principalmente la prueba de estabilidad
de la dinámica del error, en este trabajo se propone una prueba basada en propiedades de homo-
geneidad (funciones de Lyapunov homogéneas y generalización homogénea del problema de Lurie)
mientras que en [3], se propone una prueba basada en formas cuadráticas, esta última limita la
extensión del resultado a sistemas de orden mayor a dos, mientras que la metodología propues-
ta podría extenderse a orden arbitrario ya que la función de Lyapunov que se emplea es un caso
particular de las funciones homogéneas para diferenciadores de orden arbitrario.

En el primer observador propuesto se propuso añadir términos de corrección los cuales preservan
las propiedades del diferenciador de Levant y permiten que la prueba de estabilidad de la dinámi-
ca del error sea homogénea, mientras qué para el segundo observador propuesto, los términos de
corrección amplían la clase de sistemas a los que se les puede construir un observador.
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