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Resumen

La siguiente tesis aborda el tema de la validez de premisas fundamentales
del área de la mecánica de fluidos en la escala nanométrica. Las principales
a tratar son la hipótesis del medio continuo y la ley de Stokes de las fuerzas
viscosas. Esto se hace a través de cálculos numéricos de dinámica molecular.
La manera en que se llevaron a cabo las simulaciones consistieron de un fluido
impĺıcito y un fluido expĺıcito.

Para el fluido impĺıcito se utilizó un esquema en el que la evolución de po-
siciones y velocidades, conteńıa la información de la ecuación de Langevin
para part́ıculas Brownianas en un medio viscoso. Para el fluido expĺıcito, el
sistema que se estudió consistió en la simulación de un fluido considerando
expĺıcitamente su estructura atómica y molecular. El fluido considerado fue
el agua y se utilizó el modelo TIP3P para su molécula, las cuales fueron
confinadas por medio de potenciales exponenciales para poder llevar a cabo
las dinámicas a una temperatura y densidad correspondientes a la fase ĺıqui-
da de su diagrama de fases. Las interacciones consideradas entre moléculas
fueron de Coulomb y de Lennard-Jones. Se introdujeron por separado varias
moléculas de fullereno como part́ıculas Brownianas con diferentes estructuras
geométricas, considerando también en estas su estructura atómica expĺıcita-
mente al utilizar diferentes force fields para cada una de ellas.

Las moléculas de fullereno fueron ‘arrastradas’ a través del fluido, ya sea
impĺıcito o expĺıcito, con varias aceleraciones constantes lo suficientemente
grandes para que superaran el golpetéo estocástico que el medio ejerćıa sobre
ellas, y presentaran un movimiento tipo baĺıstico. Se procuró trabajar en la
escala de bajos números de Reynolds, necesario para que las ecuaciones de
Stokes sean válidas. Se demuestra numéricamente que aún en esta escala se
sigue satisfaciendo la ley de Stokes, ya que el movimiento de la molécula
presenta una velocidad terminal en su movimiento con ciertas fluctuaciones.
Esto indica que el medio ejerce una fuerza de arrastre que es proporcional a
la velocidad y que se opone al movimiento de las moléculas en el fluido, la
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cual tiene una dependencia lineal.

El sistema presenta más grados de libertad a los considerados al deducir
la ley de Stokes, ya que esta considera que el objeto esférico no gira y que la
condición de no-resbalamiento se satisface, lo cual no es válido en la escala
nanométrica. Al considerar los datos numéricos para obtener el valor de la
viscosidad del medio tomando en cuenta lo predicho por Stokes, resulta que
está en el orden de magnitud esperado. Al considerar algunas correcciones
que toman en cuenta que la condición de no-resbalamiento no se satisface, el
valor numérico se acerca aun más al valor reportado por los experimentales.
Se pone también a prueba de manera satisfactoria un factor de estructura
dinámico para objetos que no satisfacen la geometŕıa esférica, y que permite
comparar lo predicho por la ley de Stokes.

Se concluye que a un nivel más fundamental, la viscosidad es una mane-
ra en como el medio responde ante la perturbación que genera un campo
externo que actúa sobre los átomos de la part́ıcula Browniana al jalarlos, y
que esta respuesta es absorber la enerǵıa que suministra el campo a través
de transferencia de momento entre la part́ıcula Browniana y las moléculas
del fluido, por medio de las interacciones eléctricas entre las moléculas.
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2.1.1. Hipótesis del continuo . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.2. Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas . . . . . . . . 18

2.1.3. Derivada material . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19

2.1.4. Volumen de control . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 21

2.1.5. Conservación del momento . . . . . . . . . . . . . . . . 22
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Motivación

El estudio de los fluidos ha sido de gran importancia a lo largo del desarrollo
de la civilización y no por poco, una gran cantidad de materia que nos rodea
en nuestro d́ıa con d́ıa puede ser catalogada como un fluido: el agua que be-
bemos y con la que nos bañamos, el aire que respiramos, el combustible que
utilizan los automoviles para moverse y la sangre que circula por nuestras
venas son tan sólo unos ejemplos de la basta cantidad de fluidos que ocupa-
mos a menudo en nuestra vida cotidiana.

Ya los griegos sab́ıan de su gran importancia por lo que se dedicaban también
a su estudio siendo Arqúımides el que estableció los principios fundamenta-
les de la hidrostática y dinámica en su trabajo Sobre los cuerpos flotantes
alrededor del 250 a. C. [1], pero fue Blaise Pascal el que le dió la categoŕıa de
ciencia en sus manuscritos Sobre el tratado de los ĺıquidos en equilibrio (Sur
l’equilibre des liqueurs) [2] publicados posterior a su muerte en 1663, donde
las leyes de los ĺıquidos en equilibrio fueron establecias en una manera simple
para después ser confirmadas experimentalmente en la época.

Por otro lado, la dinámica molecular es una ciencia reciente en compara-
ción siendo los primeros trabajos publicados en la epoca de los finales de los
1950s [3, 4]. El objetivo de su estudio corresponde a entender la naturaleza
en la escala atómica y molecular, utilizando las leyes de la mecánica clásica y
mecánica cuántica para modelar y simular el comportamiento de la materia
a esa escala. Para su estudio un factor sumamente importante es el equipo de
cómputo, el cual es necesario para poder llevar a cabo las soluciones numéri-
cas a las complejas ecuaciones que se obtienen debido a la interacción de
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N-cuerpos. La aplicación de la dinámica molecular es muy extensa siendo los
sistemas biológicos, la f́ısico-qúımica y ciencias de materiales las principales
áreas en usar sus metodoloǵıas. En el área de la biof́ısica es posible estudiar
las proteinas al refinar su estructura además de poder analizar otras macro-
moléculas que están restringidas a estudiarse con la cristalograf́ıa de rayos
X o la espectroscoṕıa de resonancia magnética nuclear. Ya que la dinámica
molecular se utiliza para estudiar las propiedades dinámicas de los fenómenos
naturales a un nivel atomı́stico/molecular, en los cuales no es posible hacer
experimentos en laboratorio para observar ciertas caracteŕısticas de una ma-
nera directa, esta nos permite indagar sobre posibles aplicaciones de aparatos
nanotecnológicos que aun no han sido desarrollados.

Dado que un fluido en una escala más fundamental está compuesto por áto-
mos y/ó moléculas, debe de existir una relación entre ambas áreas volviéndose
de interés el buscar cual es esta conexión, ya sea directa o indirecta, que existe
entre ambas ramas de la f́ısica siendo esa la motivación principal del presente
trabajo.

1.2. Breve historia del estudio de los fluidos

El uso de los fluidos para facilitar la vida cotidiana viene desde las primeras
civilizaciones humanas. Las civilizaciones ancestrales se dedicaron en desa-
rrollar proyectos hidráulicos con el fin de contener inundaciones, para el su-
ministro de agua, para irrigación, drenaje, entre muchas cosas más [5]. Como
se mencionó anteriormente, no fue hasta Blaise Pascal quien puso el estudio
de los fluidos en el papel de ciencia con sus trabajos. Newton hizo contribu-
ciones al estudiar los efectos de la fricción y viscosidad en la disminución de
la velocidad de corrientes de agua lo que ayudó en encontrar varias ramas
de lo conocido como hidromecánica. También fue el primero en estudiar e
investigar el movimiento de las olas en los fluidos. En 1738 Daniel Bernoulli
publicó su trabajo titulado Hydrodynamica seu de viribus et motibus fluido-
rum commentarii en el cual estudió el movimiento de fluidos en tubos que
variaban de tamaño para entender el patrón de velocidades en ellos, traba-
jo en el cual después se unieron Colin Maclaurin y Jhon Bernoulli. Jean le
Rond d’Alembert generalizó los trabajos de Jacob Bernoulli y descubrió un
principio de dinámica de fluidos tan simple y general que redujo las leyes de
movimiento de los cuerpos al del estado de equilibrio. En su trabajo aplicó
este principio al movimiento de fluidos y dió una muestra de su aplicación
final en su trabajo Dinámica en 1743 el cual generalizó y desarrolló de una
manera más general en Traité des fluides publicado en 1744. En 1752 publicó
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otro ingenioso trabajo en su Essai sur la résistance des fluides el cual llevado
a la perfección en sus Opuscules mathématiques y fue adoptado por Leonhard
Euler. Este último resolvió las cuestiones sobre el movimiento de los fluidos
por medio de coeficientes diferenciales parciales, lo cual se aplicó por primera
vez al movimiento del agua por d’Alembert y permitió que ambos represen-
taran la teoŕıa de los fluidos en fórmulas matemáticas que no se sustentaban
en ninguna hipótesis particular. En el siglo 18 llegó una generalización de
las ecuaciones propuestas por Euler para describir el flujo de fluidos en las
cuales se consideraba el efecto de la viscosidad. Estas ecuaciones son muy
famosas y se conocen como las ecuaciones de Navier-Stokes propuestas por
Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes. Estas ecuaciones son de ba-
lance y se sustentan al aplicar el principio de la segunda ley de Newton y la
conservación de la enerǵıa a un fluido en movimiento, seguido de la suposi-
ción de que la tensión en el fluido consta de la suma de un término difuso
viscoso, el cual es proporcional al gradiente de la velocidad, y un término de
presión que describe el flujo viscoso.

1.3. Conceptos preliminares

De una manera relativamente burda se puede definir a un fluido como aquel
estado de la materia que es deformable ante esfuerzos de ‘corte’ o tangencia-
les. Los estados de la materia que adquieren esta definición son los gases, los
ĺıquidos y los plasmas. Un fluido adquiere la forma del recipiente en el cual
está contenido mientras que un sólido no. Cuando a un sólido se le aplica
un esfuerzo cortante este restaura su forma original por medio de una fuerza
tipo resorte por lo que no es deformable, lo cual no sucede con un fluido. Po-
demos separar en dos categoŕıas los fluidos según su tipo de respuesta entre
los esfuerzos cortantes, la tasa de deformación y sus derivadas: si la respues-
ta del fluido es directamente proporcional a la tasa de la tensión ejercida se
conoce como fluido Newtoniano, mientras que si la respuesta no es directa-
mente proporcional a la tasa de la tensión sino a ordenes superiores y/o sus
derivadas se conoce como fluido no-Newtoniano. Como ejemplos de fluidos
Newtonianos se tienen al agua, el aire atmosférico, alcohol, entre otros. Aun-
que la cantidad de fluidos no-Newtonianos es mayor, los cuales a su vez se
dividen en otras subcategoŕıas, en esta tesis solo se abordará el estudio de los
que se catalogan como Newtonianos ya que la teoŕıa más general que existe
está desarrollada para fluidos que cumplen con estas caracteŕısticas siendo
las ecuaciones de Navier-Stokes las utilizadas para su estudio, de las cuales
se explicarán a detalle en secciones posteriores.
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Ya que los fluidos son susceptibles a la deformación es posible cuantificar
esta respuesta por medio de lo que conocemos como viscosidad, la cual es
una medida de la resistencia a la deformación gradual por esfuerzo de corte
o por esfuerzo elástico o de tracción [6]. Igual es posible pensar en la visco-
sidad como una fuerza de fricción que se opone al movimiento en el fluido.
Si pensamos que el fluido está constituido por medio de capas, al mover re-
lativamente las capas unas sobre otras se presentará esta fuerza de fricción
debida a la acción de la viscosidad que presenta el fluido. Esto puede visuali-
zarse de una manera fácil cuando movemos un objeto en un fluido ya que es
necesario ejercer una fuerza determinada que es proporcional a la velocidad
con la que se mueve y siempre se opone al movimiento, o cuando un fluido
se mueve por un tubo las capas más cercanas al centro del tubo se mueven
con una velocidad mayor a las que están más cerca de las paredes de él.

1.4. Trabajos previos con dinámica molecular

En el ámbito de la dinámica molecular se ha trabajado para estudiar las pro-
piedades de los fluidos con diferentes perspectivas las cuales corresponden a
métodos en el equilibrio térmico y fuera de él. Para las técnicas fuera del
equilibrio se calcula la viscosidad de corte de manera directa con las relacio-
nes constitutivas que provee la hidrodinámica, mientras que con las técnicas
en el equilibrio se calculan las propiedades viscosas utilizando las fórmulas de
la teoŕıa de respuesta lineal también conocidas como las relaciones de Green-
Kubo. Los primeros trabajos reportados para estudiar propiedades de trans-
porte utilizando técnicas del equilibrio térmico se remontan a la decada de los
60’s y 70’s obteniendo buenos resultados para el coeficiente de difusión [7,8]
pero no para los de viscosidad [9,10], además de presentar las dificultades de
realizar cálculos en tiempos muy largos de cómputo y con poca concordancia
con los datos experimentales. En su art́ıculo Hoover [11] discute y compara
seis técnicas diferentes fuera del equilibrio para el estudio de la viscosidad de
corte de las cuales tres consisten en simular el flujo de Couette plano y otra
de ellas, el método de reservorio desarrollado por Ashurst y Hoover [12, 13],
consiste en el estudio de flujos a través de poros estrechos. En este método
el fluido se divide entre dos reservorios semi-infinitos; se emplean fuerzas ex-
ternas para mantener una velocidad promedio y la temperatura del sistema
en los valores deseados. Otra técnica concerniente a los métodos fuera del
equilibrio consiste a un flujo de Poiseuille. En esta método se les induce una
fuerza externa a las part́ıculas de fluido con el fin de simular un gradiente
de presión y se les hace fluir a través de un canal con paredes expĺıcitas pa-
ra estudiar la condición de no resbalamiento y las propiedades viscosas del
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fluido [14]. Para los métodos tanto de equilibrio como fuera de él una gran
cantidad de autores imponen condiciones de frontera periódicas [15, 16], lo
cual puede repercutir en los cálculos de las propiedades de transporte ya que
se induce una propagación anómala de los fonones del momento a través de
los ĺımites periódicos. Uno de los algoritmos para métodos fuera del equilibrio
más eficientes para la viscosidad de corte es el algoritmo SLLOD [17,18]. La
viscosidad de corte dependiente de la velocidad de deformación se obtiene a
partir de la ecuación constitutiva:

η(γ̇) = −〈Pxz〉
γ̇

, (1.1)

con γ̇ = ∂ux/∂z, Pxz es la componente xz del tensor de presión dado por:

PV =
N∑
i=1

pipi
mi

+
N∑
i=1

N∑
j>i

rijFij, (1.2)

donde pi es el vector de momento para la molécula i, rij = ri−rj es el vector
que une los centros de las moléculas i y j y Fij es la fuerza entre ellas. Este
método presenta un inconveniente el cual es que no existe un modelo teórico
que sea aceptado de forma general en la dependencia de la tasa de corte
de la velocidad de corte. Al calcular la viscosidad de un fluido Newtoniano
obtenida por métodos fuera del equilibrio depende del modelo utilizado para
el procedimiento de extrapolación.

Para hacer los cálculos de las propiedades de transporte se utilizan diferen-
tes técnicas. Por ejemplo, Balasubramanian y demás en [15] utilizan sumas
de espacio rećıproco para calcular las fuerzas electroestáticas de largo alcan-
ce en la caja de simulación en la cual trabajan. En [16] Maginn y demás
presentan un método de relajación del impulso de momento para calcular
la viscosidad de corte en fluidos Newtonianos el cual implica la resolución
de un perfil con velocidad gaussiana de grano grueso. En [19] Nie y demás
utilizan un método h́ıbrido en el cual simulan regiones con cálculos del conti-
nuo, regiones de traslape con cálculos del continuo y de dinámica molecular,
y regiones donde únicamente se utiliza la dinámica molecular. Igual se ha
demostrado que el valor obtenido en los cálculos del coeficiente de difusión
y la viscosidad está ligada al tamaño del sistema de estudio [15, 20]. Las va-
lores obtenidos para las propiedades de los fluidos dependen de una manera
directa tanto en el método con el que se obtienen los cálculos durante las
dinámicas, como los parámetros y force field que se utilizan para modelar
atomı́sticamente/molecularmente el fluido de interés.
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1.5. Objetivo

El objetivo de esta tesis consiste en conocer la validez de la ley de Stokes
en la escala nanométrica, tomando en cuenta consideraciones atómicas y
moleculares expĺıcitas a través de cálculos numéricos de dinámica molecular.
Además, poner a prueba en esta escala las consideraciones que se toman para
deducir dicha ley tales como la hipótesis del medio continuo, la condición
de no resbalamiento, entre otras. Ampliar la comprensión que se tiene de
la viscosidad con un mayor detalle, y con esto poder interpretar el como
las propiedades a escalas nanométricas se manifiestan colectivamente en la
escala macroscópica, dando lugar a las diferentes propiedades que presentan
los fluidos. De igual manera se desea proponer un nuevo método para medir
la viscosidad, esto con el fin de ampliar el conocimiento de los nanofluidos
a un mayor detalle para sus posteriores aplicaciones en las nanociencias y
nanotecnoloǵıas.
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Caṕıtulo 2

Marco teórico

Buscamos abordar el tema de la ley de Stokes, que concierne a los fluidos,
desde varias perspectivas. Estas dependen de la escala en la que estamos ana-
lizando. Cuando consideramos un sistema macroscópico en el cual el número
de moléculas del fluido es lo suficientemente grande, nos interesamos en las
propiedades de bulto. Es decir, en las propiedades que generan el conjunto de
moléculas constituyentes y no cada una molécula en śı. En esta perspectiva
podemos utilizar la teoŕıa de la mecánica de fluidos para estudiar nuestro
sistema. En este régimen es necesario considerar varias hipótesis para poder
abordar el problema tal como la hipótesis del medio continuo, que asume a
la materia como algo continuo (como una especie de plastilina) e ignora la
naturaleza discreta de la misma. Esta naturaleza discreta se debe al hecho
de que la materia está constituida por átomos y/o moléculas.

Cuando nos vamos a escalas más pequeñas donde las propiedades indepen-
dientes de los átomos/moléculas comienzan a ser relevantes, las considera-
ciones que se toman en la mecánica de fluidos comienzan a ser poco rea-
listas. Se vuelve entonces necesario tomar en cuenta la naturaleza atomı́sti-
ca/molecular de la materia. En esta escala los sistemas son relativamente
pequeños, por lo que el ĺımite termodinámico no se satisface del todo. Las
fluctuaciones alrededor del equilibrio térmico y las consecuencias f́ısicas que
eso conlleva comienzan a ser relevantes. En este régimen, se vuelve útil consi-
derar el marco teórico que se presenta en la f́ısica del movimiento Browniano
y la teoŕıa de respuesta lineal, esto con el fin de poder entender los fenómenos
f́ısicos que en él suceden.

En las teoŕıas mencionadas anteriormente, tanto para régimenes pequeños
o grandes, los sistemas se consideran en el equilibrio térmico y cualquier
proceso que ocurra en ellos sucede cuasiestáticamente. Muchos fenómenos
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f́ısicos, ya sea en sistemas grandes o pequeños, que son de interés no suceden
con estas caracteŕısticas, por lo que comprender la f́ısica detrás de ellos se
vuelve fundamental para entender su naturaleza.

El objetivo de la tesis es estudiar una ley que nace en el área de la mecánica
de fluidos en una escala nanométrica, donde la naturaleza expĺıcita de los
átomos y moléculas es tomada en consideración. Una ligera desviación del
equilibrio térmico se presenta ya que suministramos al sistema enerǵıa por
medio de la perturbación que ejerce un campo externo. Además buscamos
medir y entender con mayor detalle una propiedad de transporte que es la
viscosidad. Por todo lo anterior, se presenta el marco teórico necesario para
entender la f́ısica que se observa en los cálculos numéricos desarrollados en
esta tesis.

2.1. Mecánica de fluidos

La dinámica de un fluido está gobernada por las ecuaciones de Navier-Stokes,
las cuales conforman un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales en
variables caracteŕısticas del fluido y que se obtienen al considerarlo como un
medio continuo. En esta sección se deducen las ecuaciones que modelan la
dinámica de un fluido siguiendo el camino que presenta el autor Currie en su
libro dado en la referencia [21] y presentamos una aplicación que consiste en
calcular la fuerza de arrastre que ejerce un fluido viscoso sobre una part́ıcula
esférica que se mueve en él, lo que se conoce como ley de Stokes.

2.1.1. Hipótesis del continuo

El fluido consiste de materia constituida por part́ıculas individuales que son
los átomos y/o moléculas. Sin embargo, se le considera como un continuo de
materia con el objeto de ignorar la dinámica de las part́ıculas individuales,
pues de otro modo se tendŕıa que trabajar en el campo de dinámica mole-
cular. Suponemos que en cada punto del fluido existe un único valor de la
velocidad, presión, densidad, entre otras cantidades f́ısicas. Si consideramos
un continuo de materia es necesario que obedezca leyes de conservación tales
como de la masa, momento y enerǵıa. El conjunto de ecuaciones que involu-
cran las leyes de conservación se presentan en derivadas parciales, acopladas,
y describen la evolución del fluido.

Consideremos un pequeño volumen de fluido ∆V que consiste de un número
grande de part́ıculas. Sea ∆mi y vi la masa y la velocidad de cada part́ıcula
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contenida dentro del volumen ∆V . La densidad y la velocidad de un punto
en el continuo material están definidas en forma de promedios:

Figura 2.1: Representación esquemática del volumen ∆V y del vector velo-
cidad de una de las part́ıculas de masa ∆m que lo constituye.

ρ ≡ ĺım∆V→ε

(∑
i ∆mi

∆V

)
; u ≡ ĺım∆V→ε

(∑
i vi∆mi∑
i ∆mi

)
, (2.1)

donde ε es un volumen suficientemente pequeño tal que ε1/3 es pequeña com-
parada con la escala significativa más chica en el campo de flujo, pero es
suficientemente grande para que contenga una gran cantidad de part́ıculas.
Otras variables f́ısicas tal como la aceleración pueden ser definidas en una
forma análoga.

Una condición suficiente, aunque no necesaria, para que la aproximación del
continuo sea válida es:

1

n
� ε� L3 (2.2)

donde n es el número de part́ıculas por unidad de volumen y L es la longitud
significativa más pequeña en el campo de flujo, que es usualmente llamada
como longitud de escala macroscópica. Por ejemplo, si el recipiente donde flu-
ye el fluido es de dimensiones (40cm)×(40cm)×(90cm) la escala significativa
más pequeña que puede considerarse es el miĺımetro, aśı ε � (1mm)3. La
longitud de escala microscópica caracteŕıstica es la trayectoria libre media
entre las colisiones de las part́ıculas, aśı, la condición anterior establece que
el concepto de la hipótesis del continuo será válida si cierto volumen ε puede
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(a) Observador montado al barco. Su sistema
de referencia es Lagrangiano.

(b) Observador en reposo a la
orilla del ŕıo. Su sistema de re-
ferencia es Euleriano.

ser encontrado y este sea mucho más grande que el volumen ocupado por
una sola part́ıcula del fluido, pero más pequeña que la longitud caracteŕıstica
macroscópica.

2.1.2. Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas

Existen dos maneras en las que podemos observar el movimiento de un flui-
do. Imaginemos un ŕıo en el cual hay un bote que se mueve junto con la
corriente de él. Un observador en el bote puede describir la f́ısica del flujo
del ŕıo montado en su marco de referencia. A este tipo de marcos de refe-
rencia, los cuales se mueven junto con el fluido, se les conoce como marco de
referencia Lagrangiano. Ahora imaginemos a un observador que se encuen-
tra en resposo en la orilla del ŕıo observando de igual manera el fluir de él;
este observador puede describir la f́ısica del flujo del ŕıo desde su marco de
referencia. A este último tipo de marcos de referencia se les llama marco de
referencia Euleriano. Estos dos puntos de vista con que pueden ser tratados
los fluidos están esquematizados en las Figuras 2.2a y 2.2b. En unas ocasio-
nes es más conveniente utilizar a un marco de referencia con respecto del otro.

En más detalle, en el marco Euleriano las variables independientes son las
coordenadas espaciales x, y, z y el tiempo t. A fin de derivar las ecuacio-
nes básicas de conservación en este marco, se pone atención en el paso de
fluido a través de un volumen de control fijo en el espacio. El fluido dentro
del volumen de control tiene diferentes part́ıculas para diferentes instantes
de tiempo. Si los principios de conservación de la masa, momento y enerǵıa
son aplicados al fluido que pasa a través del volumen de control conside-
rado, las ecuaciones básicas de conservación son obtenidas en coordenadas
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Eulerianas. En el marco Lagrangiano se fija atención en una masa de flui-
do particular cuando va fluyendo suponiéndose que su volumen puede variar
pero su densidad debe permanecer constante. Si “coloreamos” (agregamos
tinta en el fluido, por ejemplo) a esta masa particular para seguir su ca-
mino, en el sistema de referencia Lagrangiano seguiremos el desplazamiento
de esta porción de masa en la cual siempre serán las mismas part́ıculas del
fluido. Cuando los principios de conservación de masa, momento y enerǵıa
son aplicados a este particular elemento de fluido, lo resultante es el conjunto
de ecuaciones de conservación en coordenadas Lagrangianas. En este marco
de referencia las coordenadas espaciales x, y y z no son variables indepen-
dientes. Para este caso las variables independientes resultan el tiempo t y el
punto (x0, y0, z0; t0) por el cual pasó el elemento de fluido previamente, aśı su
posición en un tiempo posterior puede ser calculado si las componentes del
campo de velocidad son conocidas. Esto es, tan pronto se haya especificado
un intervalo de tiempo (t−t0), las componentes del campo de velocidades de-
terminan uńıvocamente el cambio de coordenadas (x−x0), (y−y0) y (z−z0).

Elegir el sistema de referencia es en cierta manera a cuestión de gusto. Co-
mo se mencionó al principio de esta sección, para algunos casos resulta más
conveniente uno que otro; es probablemente más conveniente aplicar las leyes
de conservación a un volumen de control que siempre consiste de las mismas
part́ıculas a otro que está fijo pero con part́ıculas diferentes a cada instante
de tiempo. Para un experimentador es más fácil considerar un volumen de
control fijo en el espacio con cierto forma fija ya que es más accesible en
la práctica que el seguir a una masa de fluido particular. Para propósitos
teóricos es más conveniente seguir una masa de fluido particular en su mo-
vimiento que fijarce en una región fija del espacio en el cual las part́ıculas
no son las mismas a cada instante. Por la razón anterior las coordenadas
Lagrangianas se utilizan para derivar las ecuaciones básicas de conservación,
siendo necesario poder relacionar cantidades que se observan desde un marco
Lagrangiano con uno Euleriano.

2.1.3. Derivada material

Para relacionar propiedades entre ambos observadores se postulan principios
básicos de alguna propiedad que contenga el fluido y se estudia su variación
al desplazarse. Sea α cualquier propiedad del fluido tal como la densidad, la
temperatura, etc. Desde el punto de vista Euleriano, α puede ser considerada
como una función de las variables independientes x, y, z y t. Si fijamos la
atención a un elemento espećıfico del fluido por un pequeño intervalo de
tiempo δt, su posición cambiará una cantidad δx, δy y δz mientras que el
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valor de α cambiará una cantidad δα. En el marco de referencia Euleriano el
cambio de α está dado por:

δα =
∂α

∂t
δt+

∂α

∂x
δx+

∂α

∂y
δy +

∂α

∂z
δz (2.3)

ya que α = α(x, y, z, t). La expresión anterior es la diferencial de una función
en varias variables. El cambio en un tiempo δt de α puede ser calculado
dividiendo ambos lados por δt,

δα

δt
=
∂α

∂t
+
δx

δt

∂α

∂x
+
δy

δt

∂α

∂y
+
δz

δt

∂α

∂z
. (2.4)

Desde un punto de vista f́ısico, el lado izquierdo de (2.4) representa el cambio
total en α que es observado en el marco Lagrangiano durante el intervalo δt.
Si tomamos el ĺımite δt → 0, el lado izquierdo de la Ec. (2.4) representa la
derivada de α en el tiempo en el sistema Lagrangiano la cual es costumbre
denotarse con letras mayúsculas para los diferenciales, Dα/Dt. Cuando con-
sideramos el ĺımite anterior las tasas de cambio dadas por las expresiones
δx/δt, δy/δt y δz/δt resultan las componentes del campo de velocidad del
flujo u, v y w, respect́ıvamente:

Dα

Dt
=
∂α

∂t
+ u

∂α

∂x
+ v

∂α

∂y
+ w

∂α

∂z
. (2.5)

En forma vectorial:
Dα

Dt
=
∂α

∂t
+ (u · ∇)α. (2.6)

Usando la notación de suma de Einstein:

Dα

Dt
=
∂α

∂t
+ uk

∂α

∂xk
. (2.7)

El término Dα/Dt es conocido como la derivada material la cual puede repre-
sentarse simbólicamente de las diferentes maneras expuestas. Esta cantidad
representa el cambio total de α cuando es visto por un observador Lagran-
giano. El lado derecho de las expresiones (2.5), (2.6) y (2.7) representa el
cambio total en α en coordenadas Eulerianas. El término (u ·∇)α expresa el
hecho de que en el campo de flujo las propiedades del fluido vaŕıan espacial-
mente; hay un cambio de α debido al hecho de que cierto elemento de fluido
cambia de posición. El término ∂α/∂t es la derivada temporal Euleriana y
expresa el cambio de la variable α en el tiempo para cualquier punto del es-
pacio. Aśı, la expresión Dα/Dt denota la tasa de cambio Lagrangiana de una
propiedad α para un elemento de fluido en términos de derivadas Eulerianas
∂α/∂t y ∂α/∂xk.
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2.1.4. Volumen de control

Figura 2.2: Volumen de control inmerso en el fluido. El campo de velocidades
u corresponde al del flujo. El fluido que está dentro del VC se pintó de color
diferente por cuestiones de claridad.

Por volumen de control (VC) nos referimos a cierta región espacial delimitada
por una superficie de control (SC) cerrada, real ó virtual, que contiene parte
del fluido y nos fijamos en los cambios que se presentan dentro de él para
poder cuantificarlos, tal como en la Figura 2.2. Este concepto es requerido
para derivar las ecuaciones básicas de conservación y pueden ser catalogados
en diferentes formas. La manera en que abordaremos el concepto aqúı es de
la siguiente manera. El volumen de control que se considera es arbitrario en
forma y cada principio de conservación es aplicado a una integral del volumen
de control. El resultado de aplicar cada principio de conservación será una
ecuación integro-diferencial del tipo:∫

V

LαdV = 0 (2.8)

donde L es un operador diferencial (que no se confunda con la función La-
grangiana) y α es una propiedad del fluido tal como la densidad, presión,
masa, etc. Dado que el volumen es arbitrario, la única manera para que la
Ec. (2.8) se satisfaga es que se cumpla

Lα = 0 (2.9)

que da como resultado la ecuación diferencial para la ley de conservación
invocada.
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2.1.5. Conservación del momento

El principio de conservación de momento se obtiene al aplicar la segunda
ley de Newton a un elemento del fluido. Si consideramos una masa del flui-
do en un marco Lagrangiano la tasa de cambio del momento del elemento
de fluido es igual a la suma de fuerzas externas actuando sobre el elemento
de masa. Las fuerzas que actúan sobre el sistema pueden ser clasificadas en
fuerzas del cuerpo tal como la gravitacional ó electromagnética, y/ó fuerzas
de superficie como las fuerzas de presión ó tensiones viscosas. Sea f un vector
que representa la fuerza resultante de las fuerzas del cuerpo por unidad de
volumen, la fuerza del cuerpo neta de una masa contenida en cierto volumen
V será

∫
V
ρfdV con ρ la densidad del fluido. Sea P el vector de superficie que

representa la fuerza de superficie resultante por unidad de área, la fuerza de
superficie neta actuando sobre la superficie S que encierra al volumen V será∫
S

PdS.

Por la segunda ley de Newton se tiene que la suma de las fuerzas exter-
nas es igual a la tasa de cambio del momento. El momento de una masa
contenida en un volumen V del fluido es

∫
V
ρudV . Si la masa del volumen

arbitrario elegido es observada en un sistema Lagrangiano, la tasa de cambio
del momento de la masa contenida en V es (D/Dt)

∫
V
ρudV . La expresión

matemática resultante al aplicar las leyes f́ısicas de conservación del momento
es:

D

Dt

∫
V

ρudV =

∫
S

PdS +

∫
V

ρfdV. (2.10)

En general hay nueve componentes de tensión en todo punto del fluido, una
normal y otras dos componentes de corte en cada plano coordenado. Estas
nueve componentes se representan en la Figura 2.3. Lo anterior permite que
las componentes de la tensión sean identificadas como un tensor conocido co-
mo tensor de esfuerzos σ de segundo rango por lo que es necesario la notación
de dos sub́ındices. Una componente particular del tensor de esfuerzos puede
ser representada por σij donde el primer sub́ındice indica la componente en
que actúa la tensión en el plano xi = cte. y el segundo sub́ındice indica que
actúa en la dirección xj. En la superficie del volumen de control es observado
que habrá un vector de fuerza en cada punto la cual es representada como
P. El vector de fuerza en la superficie puede ser relacionado con el tensor
de esfuerzos σ como sigue: las tres componentes del tensor de esfuerzos ac-
tuando en el plano x1 = cte. son σ11, σ12 y σ13. Dado que el vector normal
unitario en esta superficie es n̂1, la fuerza resultante actuante en la dirección
x1 es P1 = σ11n1 y de igual manera para las otras direcciones x2 y x3 se tie-
ne P2 = σ12n1 y P3 = σ13n1. Para una superficie orientada arbitrariamente
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Figura 2.3: Representación de las nueve componentes de la tensión sobre el
elemento de fluido.

con componentes unitarias normales n1, n2 y n3, las fuerzas actuantes super-
ficiales son Pj = σijni. La conservación de momento en notación tensorial
es:

D

Dt

∫
V

ρujdV =

∫
S

σijnidS +

∫
V

ρfjdV. (2.11)

Utilizando el teorema de Reynolds1 cambiamos el integrando del lado iz-
quierdo de (2.11) de derivadas Lagrangianas a derivadas Eulerianas. Para
este caso α es la componente j del momento por unidad de volumen ρu. Al
mismo tiempo la integral de superficie en el lado derecho puede ser converti-
da en una integral de volumen usando el teorema de la divergencia o teorema
de Gauss [22]. Reescribimos,∫

V

[
∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xk
(ρujuk)

]
dV =

∫
V

∂σij
∂xi

dV +

∫
V

ρfjdV. (2.12)

Podemos pasar todos los términos de un sólo lado de la ecuación y tener
una integral del estilo

∫
V
{} dV = 0 donde el integrando contiene únicamente

derivadas Eulerianas. Ya que el volumen es arbitrario la única manera para
que se satisfaga la igualdad es que el integrando sea igual a cero, aśı:

∂

∂t
(ρuj) +

∂

∂xk
(ρujuk) =

∂σij
∂xi

+ ρfj. (2.13)

1La deducción de este teorema se anexa al Apéndice A.
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El lado izquierdo de (2.13) se simplifica:

ρ
∂uj
∂t

+ uj
∂ρ

∂t
+ uj

∂

∂xk
(ρuk) + ρuk

∂uj
∂xk

=
∂σij
∂xi

+ ρfj. (2.14)

Haremos algunas consideraciones. El elemento de masa puede variar en forma
y tamaño pero su masa se mantiene constante. Aplicamos el principio de con-
servación de la masa a este elemento de fluido para obtener D/Dt

∫
V
ρdV = 0

y en coordenadas Eulerianas:∫
V

[
∂ρ

∂t
+

∂

∂xk
(ρuk)

]
dV = 0, (2.15)

donde se utilizó de nuevo el teorema de Reynolds. Dado que el volumen es
arbitrario se debe de cumplir:

∂ρ

∂t
+

∂

∂xk
(ρuk) = 0, (2.16)

la cual corresponde a la ecuación de la conservación de la masa. Aplicando
este principio vemos que el segundo y tercer término del lado izquierdo de
(2.14) dan cero. Tomando en cuenta lo anterior reescribimos:

ρ
∂uj
∂t

+ ρuk
∂uj
∂xk

=
∂σij
∂xi

+ ρfj. (2.17)

El lado izquierdo de (2.17) representa la tasa de cambio del momento de la
unidad de volumen de fluido o la fuerza de inercia por unidad de volumen. El
primer término es la aceleración temporal “común” mientras que el segundo
término es la aceleración convectiva asociada a aceleraciones locales debidas
a obstáculos en el canal de flujo. El lado derecho de (2.17) representa las
fuerzas que causan la aceleración del elemento de fluido. El primer término
es debido al gradiente de las tensiones de corte en la superficie mientras que
el segundo es debido a las fuerzas de cuerpo que actúan sobre el elemento de
masa.

2.1.6. Conservación de la enerǵıa

El principio de conservación de la enerǵıa se obtiene al aplicar la primera ley
de la termodinámica a un elemento del fluido. Se considera que los procesos
son cuasiestáticos lo que garantiza el equilibrio termodinámico a todo instan-
te. El cambio en la enerǵıa interna es igual a la suma del trabajo total hecho
por el sistema (o sobre el sistema) más el calor que entra o sale del sistema.
Consideramos un marco Lagrangiano para la masa espećıfica del fluido. La
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enerǵıa total del sistema termodinámico se compone de dos partes: intŕınseca
o enerǵıa interna y enerǵıa cinética. Cuando aplicamos la primera ley de la
termodinámica la enerǵıa se considera como la suma de la enerǵıa interna
por unidad de masa e y la enerǵıa cinética por unidad de masa 1

2
u · u. La

primera ley de la termodinámica aplicada al elemento de fluido establece que
la tasa de cambio de la enerǵıa total es igual a la suma de la tasa de trabajo
que es hecho en el fluido por fuerzas externas y la tasa con que el calor entra
o sale del sistema por medio de conducción.

Consideremos una masa arbitraria del fluido contenida en un volumen V
la cual seguimos en su desplazamiento. La enerǵıa total en el volumen es∫
V

(ρe+ ρ
2
u ·u)dV . El trabajo hecho sobre el elemento de fluido por las fuer-

zas consideradas está dado por el producto escalar del campo de velocidad
del flujo y la fuerza actuante, es decir, está dado por la componente de cada
fuerza que es coolinear con la velocidad. Un tipo de fuerza que actúa sobre
el fluido es debida a la tensión de superficie cuya magnitud por unidad de
área está representada por P. El trabajo total hecho sobre la superficie que
encierra al volumen V es

∫
S

u ·PdS. El otro tipo de fuerzas que actúa sobre el
fluido son las del cuerpo, definidas anteriormente, cuya magnitud por unidad
de masa es f, aśı, el trabajo hecho sobre el fluido debido a estas fuerzas es∫
V

u · (ρf)dV . Para el término de calor consideramos un vector q que denota
la conductividad de calor que fluye al salir o entrar del volumen V . Entonces
la cantidad de calor fluyendo de la masa de fluido por unidad de tiempo por
unidad de área es q · n̂ con n̂ el vector normal unitario a la superficie. La
cantidad total de flujo por unidad de tiempo y área es

∫
S

q · n̂dS. Aśı, la ex-
presión que establece el cambio total de enerǵıa es igual a la tasa de trabajo
hecho más la tasa con que el calor entra o sale del sistema. Anaĺıticamente
esto es:

D

Dt

∫
V

(
ρe+

1

2
u · u

)
dV =

∫
S

u ·PdS +

∫
V

u · (ρf)dV −
∫
S

q · n̂dS. (2.18)

Para el lado izquierdo de (2.18) utilizamos el teorema de Reynolds y obtene-
mos: ∫

V

{
∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρu · u

)
+

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρu · u

)
uk

]}
dV

=

∫
S

u ·PdS +

∫
V

u · (ρf)dV −
∫
S

q · n̂dS. (2.19)

Cambiemos las integrales sobre la superficie en integrales de volumen. Usando
el hecho de que el vector fuerza P está relacionado con el tensor de esfuerzos
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σij por la ecuación Pj = σijn̂i, se tiene:∫
S

u ·PdS =

∫
S

ujσijnidS =

∫
V

∂

∂xi
(ujσij)dV,

donde se utilizó el teorema de Gauss. De la misma manera se tiene para el
término de conductividad de calor:∫

S

q · n̂dS =

∫
S

qjnjdS =

∫
V

∂qj
∂xj

dV.

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.19):∫
V

{
∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρu · u

)
+

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρu · u

)
uk

]}
dV

=

∫
V

∂

∂xi
(ujσij)dV +

∫
V

ujρfjdV −
∫
V

∂qj
∂xj

dV. (2.20)

Es posible pasar todos los términos de un solo lado y tener una integral del
estilo

∫
V
{} dV = 0, con lo que podemos concluir:

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρu · u

)
+

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρu · u

)
uk

]
=

∂

∂xi
(ujσij) + ujρfj −

∂qj
∂xj

.

(2.21)
El primer término del lado izquierdo de (2.21) puede ser expresado como:

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρujuj

)
= ρ

∂e

∂t
+ e

∂ρ

∂t
+ ρ

∂

∂t

(
1

2
ujuj

)
+

1

2
ujuj

∂ρ

∂t
. (2.22)

En una forma análoga para el segundo término:

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρujuj

)
uk

]
= e

∂

∂xk
(ρuk) + ρuk

∂e

∂xk
+

1

2
ujuj

∂

∂xk
(ρuk)

+ρuk
∂

∂xk

(
1

2
ujuj

)
.

El término ∂
∂xk

(ρuk) del lado derecho de la expresión anterior puede ser re-

emplazado por −∂ρ/∂t por la conservación de la masa (2.16):

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ujuj

)
uk

]
= −e∂ρ

∂t
+ ρuk

∂e

∂xk
− 1

2
ujuj

∂ρ

∂t
+ ρuk

∂

∂xk

(
1

2
ujuj

)
.

(2.23)
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Sumamos (2.22) y (2.23):

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρujuj

)
+

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρujuj

)
uk

]
= ρ

∂e

∂t
+ ρuk

∂e

∂xk

+ρ
∂

∂t

(
1

2
ujuj

)
+ ρuk

∂

∂xk

(
1

2
ujuj

)
,

∂

∂t

(
ρe+

1

2
ρujuj

)
+

∂

∂xk

[(
ρe+

1

2
ρujuj

)
uk

]
= ρ

∂e

∂t
+ ρuk

∂e

∂xk

+ρuj
∂uj
∂t

+ ρujuk
∂uj
∂xk

.

Nótese que el primer término del lado derecho de (2.21) es:

∂

∂xi
(ujσij) = uj

∂σij
∂xi

+ σij
∂uj
∂xi

.

Considerando todo lo anterior la ecuación de conservación de la enerǵıa re-
sulta:

ρ
∂e

∂t
+ρuk

∂e

∂xk
+ρuj

∂uj
∂t

+ρujuk
∂uj
∂xk

= uj
∂σij
∂xi

+σij
∂uj
∂xi

+ujρfj−
∂qj
∂xj

. (2.24)

El tercer y cuarto término en el lado izquierdo se anulan por el primer y
tercer término del lado derecho al considerar (2.17) que corresponde a la
conservación del momento. Reescribiendo (2.24) se obtiene la ecuación que
expresa la conservación de enerǵıa térmica:

ρ
∂e

∂t
+ ρuk

∂e

∂xk
= σij

∂uj
∂xi
− ∂qj
∂xj

. (2.25)

Los términos que se fueron eran los correspondientes a la enerǵıa mecánica
del sistema; la multiplicación de cada componente de la fuerza de cuerpo
por la velocidad uj da la tasa de trabajo hecho por las fuerzas mecánicas.
La ecuación (2.25) es el balance de enerǵıa térmica cuando se sustráe el
término de enerǵıa mecánica y usualmente se le conoce como ecuación de
enerǵıa. El lado izquierdo de (2.25) representa la tasa de cambio de enerǵıa
interna; el primer término corresponde al cambio temporal mientras que el
segundo es debido a los cambios convectivos locales causados por el flujo. El
lado derecho representa la causa del cambio de la enerǵıa interna; el primer
término corresponde a la conversión de enerǵıa mecánica en enerǵıa térmica
debido a las tensiones superficiales, parte de esta conversión es reversible y
la otra irreversible. El segundo término representa la tasa con que el calor
sale o entra al sistema por medio de conducción.
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2.1.7. Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas se utilizan para relacionar los nueve elementos
del tensor de esfuerzos σij con el tensor de tasa de deformación ekl por medio
de un conjunto de parámetros. El tensor ekl cuantifica la tasa de rotación y
de corte del elemento de fluido considerado y su deducción expĺıcita se da en
el Apéndice B. Este tiene su forma anaĺıtica de la siguiente manera:

eij ≡
1

2

(
∂u

∂xj
− ∂uj
∂xi

)
+

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
=
∂ui
∂xj

, (2.26)

donde:

Tasa de rotación =
1

2

(
∂u

∂xj
− ∂uj
∂xi

)
, (2.27)

Tasa de corte =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.28)

Todos los parámetros que relacionan el tensor σij con ekl, a excepción de
dos, son evaluados anaĺıticamente mientras que los restantes son determi-
nados emṕıricamente. Ciertas observaciones y postulados sobre el tensor de
esfuerzos son considerados. Estos son:

1. Cuando el fluido está en reposo la tensión y presión superficial hi-
drostática ejercida por el fluido es la presión termodinámica.

2. El tensor de esfuerzos σij está linealmente relacionado con el tensor de
tasa de deformación ekl y depende únicamente de él.

3. Dado que no hay acción de corte en una rotación de cuerpo ŕıgido del
fluido los términos de corte del tensor no actúan en tal movimiento.

4. No existen direcciones preferenciales en el fluido por lo que sus propie-
dades son funciones de punto.

La condición 1 requiere que el tensor de esfuerzos sea de la forma:

σij = −pδij + τij (2.29)

donde τij actúa únicamente en el movimiento del fluido y se conoce como
tensor de tensiones de corte. p corresponde a la presión termodinámica y el
término es negativo debido a la convención usada en la cual las tensiones
normales son positivas cuando son de naturaleza de tracción. Las incógnitas
que restan en la ecuación constitutiva es el término para las tensiones de
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corte τij. La condición 2 postula que el tensor de esfuerzos, y por lo tanto el
tensor de tensiones de corte, está linealmente relacionado al tensor de tasa de
deformación. Esta caracteŕıstica es lo que distingue a los fluidos Newtonianos.

Existen nueve elementos para el tensor τij que pueden ser escritos como
una combinación lineal de los nueve elementos del tensor de tasa de defor-
mación ekl por lo que existen un total de 81 parámetros que son necesarios
para relacionar a τij con ekl, esto quiere decir que es necesario un tensor de
orden cuatro. La expresión general para τij acorde con la condición 2 es:

τij = αijkl
∂uk
∂xl

. (2.30)

Acorde con la condición 3 si el campo de flujo está realizando una simple
rotación de cuerpo ŕıgido no habrá tensiones de corte en el fluido. Para un
cuerpo ŕıgido la parte antisimétrica de ∂uk/∂xl no será cero, por lo tanto, en
orden de satisfacer la condición 3 los coeficientes de esta parte del tensor de
tasa de deformación deberán ser cero. Esto es, la relación constitutiva para
los esfuerzos deberá ser de la forma:

τij =
1

2
αijkl

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
. (2.31)

Los 81 elementos del tensor de cuarto rango αijkl están aún indetermina-
dos. Aplicamos la condición 4 que es conocida como condición de isotroṕıa
la cual garantiza que el resultado obtenido deberá ser independiente de la
orientación del sistema de coordenadas elegido. De relaciones tensoriales es
posible demostrar que el tensor isotrópico de cuarto rango más general es de
la forma:

αijkl = λδijδkl + µ (δikδjl + δilδjk) + γ (δikδjl − δilδjk) (2.32)

donde λ, µ y γ son escalares. Para la obtención de (2.32) es un camino tedioso
donde hay que considerar una serie de rotaciones de coordenadas e infleccio-
nes para después aplicar la condición de invarianza. Con este procedimiento
es posible reducir los 81 parámetros en el tensor general αijkl a sólo tres
cantidades independientes en el caso isotrópico. Para el caso de un tensor de
orden cuatro que relaciona el tensor de esfuerzos de corte con el tensor de
tasa de deformación no únicamente tendrá que ser isotrópico sino también
deberá ser simétrico en vista de satisfacer la condición 3 por lo que γ deberá
ser cero. Con todo lo anterior podemos escribir a τij como:

τij =
1

2
[λδijδkl + µ (δikδjl + δijδjk)]

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
. (2.33)
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Usando el hecho que δkl = 0 si l 6= k se tiene que:

1

2
λδijδkl

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
= λδij

∂uk
∂xk

.

De la misma forma, reemplazando k por i y l por j obtenemos:

1

2
µδikδjl

(
∂uk
∂xl

+
∂ul
∂xk

)
=

1

2
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
.

El tensor de esfuerzos de corte resulta:

τij = λδij
∂uk
∂xk

+ µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.34)

La relación constitutiva para los esfuerzos para un fluido Newtoniano es:

σij = −pδij + λδij
∂uk
∂xk

+ µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (2.35)

Los nueve elementos de σij están ahora expresados en términos de la presión
y el gradiente de velocidades además de dos coeficientes, λ y µ. Los coeficien-
tes λ y µ no pueden ser determinados anaĺıticamente y deben ser buscados
experimentalmente.

La segunda relación constitutiva involucra el flujo de calor dado por el vector
q debido a fenómenos de conducción. La ley de Fourier para la conducción
de calor establece que el flujo de calor por conducción es proporcional al
negativo del gradiente de temperatura [23]:

q = −ξ∇T ; qj = −ξ ∂T
∂xj

. (2.36)

Esta expresión es la ecuación constitutiva para el flujo de calor.

2.1.8. Coeficientes de viscosidad

Los parámetros λ y µ deben ser determinados emṕıricamente por lo que es
necesario establecer una interpretación f́ısica de estos parámetros. Conside-
remos un corte simple de un fluido incompresible que tiene como campo de
velocidad:

u = u(y) ; v = w = 0.

Este tipo de fenómeno puede producirse si el fluido está contenido entre dos
placas paralelas que están separadas por una distancia L, estando fija la placa
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Figura 2.4: Fluido contenido entre placas paralelas en las cuales una está in-
movil y la otra se mueve con velocidad constante u0. Se muestra esquemáti-
camente el gradiente de velocidad dado por ∂u/∂y.

en y = 0 y la placa en y = L moviéndose en la dirección x con velocidad
constante u0 (ver Figura 2.4). Las componentes del tensor de esfuerzos pueden
ser evaluadas: utilizando (2.35) obteniendo:

σ12 = σ21 = µ
du

dy
,

σ11 = σ22 = σ33 = −p,

σ13 = σ31 = σ23 = σ32 = 0.

Las componentes normales de los esfuerzos están definidos por la presión
termodinámica y las componentes fuera de la diagonal diferentes de cero son
proporcionales al gradiente de la velocidad con µ el parámetro de propor-
cionalidad. De la ley de Newton de la viscosidad se sabe que el factor de
proporcionalidad entre las tensiones de corte y el gradiente de la velocidad
en un corte de flujo corresponde a la viscosidad dinámica [24]. Por lo anterior,
el parámetro µ corresponde a la viscosidad dinámica del fluido. La viscosidad
cinética está definida por ν ≡ µ/ρ y es también utilizada en problemas de
mecánica de fluidos.

El parámetro λ es usualmente conocido como el segundo coeficiente de visco-
sidad. Con el fin de conocer su significado f́ısico hagamos el siguiente análisis.
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El promedio de los esfuerzos (o tensiones) normales es la presión mecánica
en el fluido y es igual a un tercio de la traza del tensor de esfuerzos:

− p =
1

3
(σ11 + σ22 + σ33) . (2.37)

La presión mecánica es puramente hidrostática ó hidrostática más una com-
ponente inducida por las tensiones que resultan del movimiento del fluido
que será, en general, diferente de la presión termodinámica p. Con (2.35) la
presión mecánica resulta:

−p =
1

3

[(
−p+ λ

∂uk
∂xk

+ 2µ
∂u

∂x

)
+

(
−p+ λ

∂uk
∂uk

+ 2µ
∂v

∂y

)

+

(
−p+ λ

∂uk
∂xk

+ 2µ
∂w

∂z

)]
,

− p = −p+ λ
∂uk
∂xk

+
2

3
µ
∂uk
∂xk

= −p+

(
λ+

2

3
µ

)
∂uk
∂xk

. (2.38)

La diferencia entre la presión termodinámica y la presión mecánica es pro-
porcional a la divergencia del vector velocidad. El factor de proporcionalidad
está usualmente referido como la viscosidad de bulto y se denota comunmente
con la letra κ.

p− p = κ
∂uk
∂xk

; κ = λ+
2

3
µ. (2.39)

Por cuestiones de interpretación f́ısica de los coeficientes de viscosidad es pre-
ferido discutir sobre µ y κ dejando a λ definida como λ ≡ κ− 2

3
µ. Con el fin

de identificar el significado f́ısico de la viscosidad de bulto algunos resultados
de la teoŕıa cinética de los gases son usados. La presión mecánica es una
medida de la enerǵıa traslacional de las moléculas únicamente mientras que
la presión termodinámica es una medida de la enerǵıa total que incluye mo-
dos vibracionales y rotacionales de enerǵıa además de la enerǵıa traslacional.
Para los ĺıquidos otros tipos de enerǵıa deben de ser incluidos tal como la
atracción intermolecular. Estos diferentes modos de enerǵıa molecular tienen
diferentes tiempos de relajación por lo que en el campo de flujo es posible
tener transferencia de enerǵıa de un modo hacia otro. La viscosidad de bulto
es una medida de esta transferencia de enerǵıa, del modo traslacional hacia
otro tipo de modos, tal como lo expresa (2.39). Si el fluido es un gas mo-
noatómico, el único modo de enerǵıa molecular es el modo traslacional por
lo que la presión mecánica y la presión termodinámica son las mismas, aśı
κ = 0 y λ = −2

3
µ, que se conoce como la relación de Stokes. Esto igual se

cumple para fluidos incompresibles.
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2.1.9. Ecuaciones de Navier-Stokes

La ecuación de conservación de momento (2.17) seguida de las ecuaciones
constitutivas para fluidos newtonianos dan lugar a las ecuaciones de Navier-
Stokes, las cuales se obtienen de la siguiente manera. Teniendo en cuenta la
expresión anaĺıtica para el tensor de esfuerzos, el término ∂σij/∂xi puede ser
evaluado expĺıcitamente:

∂σij
∂xi

=
∂

∂xi

[
−pδij + λδij

∂uk
∂xk

+ µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
,

∂σij
∂xi

= − ∂p

∂xj
+

∂

∂xj

(
λ
∂uk
∂xk

)
+

∂

∂xi

[
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
, (2.40)

donde se consideró i = j. Sustituyendo (2.40) en (2.17):

ρ
∂uj
∂t

+ρuk
∂uj
∂xk

= − ∂p

∂xj
+

∂

∂xj

(
λ
∂uk
∂xk

)
+

∂

∂xi

[
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
+ρfj (2.41)

Las ecuaciones (2.41) son tres ecuaciones escalares para los valores posibles
de j y son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes y es el caso
más general para el modelo planteado. En frecuentes ocasiones el fluido se
asume que es incompresible y el coeficiente de viscosidad dinámica puede ser
considerado constante. Bajo estas condiciones el segundo término del lado
derecho de (2.41) es cero y el término de viscosidad de corte pasa a ser:

∂

∂xi

[
µ

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)]
= µ

[
∂

∂xj

(
∂ui
∂xi

)
+

∂2uj
∂xi∂xi

]
= µ

∂2uj
∂xi∂xi

.

El término de viscosidad de corte es proporcional al laplaciano del vector
velocidad con la constante de proporcionalidad como la viscosidad dinámica.
Con lo anterior podemos escribir:

ρ
∂uj
∂t

+ ρuk
∂uj
∂xk

= − ∂p

∂xj
+ µ

∂2uj
∂xi∂xi

+ ρfj (2.42)

En notación vectorial:

ρ
∂u

∂t
+ ρ (u · ∇) u = −∇p+ µ∇2u + ρf. (2.43)

La expresión anterior es la forma más conocida para las ecuaciones de Navier-
Stokes que gobiernan la evolución de los fluidos deducidas en el siglo XIX
y que a d́ıa de hoy sigue sin conocerse una solución anaĺıtica general, solo
existen soluciones para casos particulares
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2.1.10. Ley de Stokes

La ley de Stokes surge al calcular la fuerza de arrastre sobre una part́ıcula
de geometŕıa esférica que se mueve a través de un fluido. Esta ley emana
de un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes que es el siguiente.
Consideremos primero las ecuaciones de Navier-Stokes sin dimensiones en el
caso que no existen fuerzas externas sobre el fluido o son despreciables:

Re

(
∂u∗

∂t∗
+ (u∗ · ∇∗)u∗

)
= −∇∗p∗ +∇∗2u∗, (2.44)

donde r∗ = r
L

y ∇∗ = L∇ con L una longitud caracteŕıstica del sistema,
u∗ = u

U
con U la velocidad del fluido respecto del objeto que se mueve en él,

t∗ = t
L/U

, p∗ = pL
µU

y Re se conoce como el número de Reynolds. Este número
es de suma importancia en la mecánica de fluidos y está definido por:

Re =
ρUL

µ
(2.45)

donde ρ es la densidad del fluido y µ es la viscosidad dinámica del fluido.
El número de Reynolds cuantifica la tasa de fuerzas inerciales y las fuerzas
viscosas dentro de un fluido que está sujeto a un movimiento interno rela-
tivo causado por diferentes velocidades del fluido. Este número nos permite
catalogar el régimen en el cual estamos trabajando: para números grandes
de Reynolds, Re � 1, las fuerzas inerciales dominan a las viscosas y el flujo
es turbulento, mientras que para bajos números de Reynolds, Re � 1, las
fuerzas viscosas dominan a las inerciales y se presenta una turbulencia des-
preciable conociéndose como flujo laminar.

Stokes consideró un régimen de bajos números Reynolds para deducir la fuer-
za de arrastre para la part́ıcula esférica que no rota, además de considerar
un fluido incompresible. Para deducir la ley de Stokes seguiremos el camino
que presentan los autores Benavides y Kurzweg en las referencias [25,26] res-
pectivamente. Ya que estamos en el régimen de bajos números de Reynolds,
el lado izquierdo de la ec. (2.44) puede despreciarse. Al escribir el resultado
de la consideración anterior y al volver a las variables con dimensiones se
obtiene:

∇∗p∗ = ∇∗2u∗ =⇒ ∇p = µ∇2u. (2.46)

Las ecuaciones anteriores son conocidas como las ecuaciones de Stokes y
son un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones
de Stokes describen las propiedades dinámicas de un fluido en el régimen
de bajos Reynolds. Para deducir la ley de Stokes hacemos lo siguiente: nos
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Figura 2.5: Perfil del corte transversal de la part́ıcula esférica en el fluido y
las lineas de flujo. Imagen de Google.

montamos en el marco de referencia de la part́ıcula esférica y hacemos un
corte transversal al perfil de flujo tal como se muestra en la Figura 2.5, lo
cual es posible por la simestŕıa del problema. El hacer esto nos reduce a un
problema en dos dimensiones y nos permite concebirlo como si la part́ıcula
esférica fuese una obstrucción en un canal de flujo 2-D de forma circular.
Procedemos a calcular la presión y las tensiones que ejerce el fluido sobre
la superficie del contorno circular al fluir e integramos sobre la superficie
esférica para encontrar la fuerza de arrastre debido a las fuerzas viscosas sobre
la part́ıcula. Debido a la geometŕıa del problema consideramos coordenadas
esféricas. Se asume una velocidad nula en la componente azimutal, uφ, por
lo que solo habrá componentes en la dirección radial ur y tangencial uθ para
r > rp con rp el radio de la part́ıcula esférica considerada. En coordenadas
esféricas el gradiente de presión y el laplaciano del vector velocidad están
dados por:

∇p =

(
∂p

∂r
,
1

r

∂p

∂θ

)
, (2.47)

∇2u =

(
∂2u

∂r2
+

2

r

∂u

∂r

)
+

(
1

r2

∂2u

∂θ2
+

cos θ

r2 sin θ

∂u

∂θ

)
. (2.48)

De la hidrodinámica sabemos que podemos expresar el campo de velocida-
des para un flujo 2-dimensional a través de la función de corriente (stream
function) ψ de la siguiente manera:

u = ∇×
−→
ψ , (2.49)
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donde
−→
ψ = (0, 0, ψ) y u = (u, v, 0). En coordenadas esféricas:

ur =
1

r2 sin θ

∂ψ

∂θ
; uθ = − 1

r sin θ

∂ψ

∂r
. (2.50)

Consideramos la vorticidad dada por −→ω = ∇× u lo que nos da:

∇× u =
1

r

(
∂

∂r
(ruθ)−

∂ur
∂θ

)
φ̂. (2.51)

Teniendo en cuenta la siguiente identidad vectorial:

∇× (∇× u) = ∇ (∇ · u)−∇2u. (2.52)

Si asumimos una densidad del fluido constante, dρ
dt

= 0, y considerando la
ecuación de la conservación de la masa (2.16) podemos escribir:

∇ · u = 0. (2.53)

La ec. (2.53) y la definición de vorticidad nos permite escribir las ecuaciones
de Stokes de la siguiente forma:

∇p = −µ∇× (∇× u) = −µ∇×−→ω . (2.54)

Introducimos el operador Q dado por [27]:

Q =
∂2

∂r2
+

sin θ

r2

∂

∂θ

(
1

sin θ

∂

∂θ

)
. (2.55)

Este operador nos permite escribir la vorticidad como:

ωφ = − 1

r sin θ
(Qψ) . (2.56)

Al utilizar las ecuaciones (2.51), (2.54), (2.55) y (2.56) podemos escribir lo
siguiente:

∂p

∂r
=

µ

r2 sin θ

∂ (Qψ)

∂θ
;

∂p

∂θ
= − µ

r sin θ

∂ (Qψ)

∂r
. (2.57)

Al derivar respecto a θ la expresión para ∂p
∂r

y al derivar respecto a r la

expresión ∂p
∂θ

se obtiene:

∂2p

∂θ∂r
=

µ

r2

∂

∂θ

(
1

sin θ

(
∂

∂θ
(Qψ)

))
, (2.58)
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∂2p

∂r∂θ
= − µ

sin θ

∂

∂r

(
∂

∂r
(Qψ)

)
. (2.59)

Restamos ambas cantidades y se obtiene:

µ

sin θ

[
sin θ

r2

∂ (Qψ)

∂θ
+

∂2

∂r2
(Qψ)

]
= 0,

Q2ψ = 0. (2.60)

La ecuación anterior puede ser resuelta por el método de separación de va-
riables si proponemos la siguiente sustitución [27]:

ψ(r, θ) = f(r) sin2 θ. (2.61)

Al hacer esta sustitución nos permite reducir la ecuación (2.60) a una ecua-
ción diferencial ordinaria de 4to orden de tipo Euler para la función f(r):

r4f ′′′′ − 4r2f ′′ + 8rf ′ − 8f = 0. (2.62)

Hacemos la sustitución proponiendo que f(r) = rn lo que nos lleva a una
ecuación polinomial de orden cuatro para n cuyas ráıces se pueden buscar
con ayuda de algún lenguaje intepretado y estas resultan ser n = −1, 1, 2 y
4. La solución general para la ec. (2.62) es:

f(r) =
A

r
+Br + Cr2 +Dr4. (2.63)

Los valores de las constantes A,B,C y D se obtienen al considerar las con-
diciones a la frontera conocidas como de no-resbalamiento, que significa que
ambas componentes de la velocidad se hacen cero en la superficie, ur = 0 y
uθ = 0 en r = rp, y que la componente radial ur tiende a v0 cos θ cuando
r → ∞. Al tomar estas consideraciones la función de corriente para el flujo
de Stokes resulta:

ψ(r, θ) = v0

(
r3
p

4r
− 3rpr

4
+
r2

2

)
sin2 θ. (2.64)

De este último resultado y utilizando la definición para las componentes de la
velocidad y el gradiente radial para la presión dado anteriormente, obtenemos
expĺıcitamente:

ur = v0

(
r3
p

2r3
− 3rp

2r
+ 1

)
cos θ ; uθ = v0

(
r3
p

4r3
+

3rp
4r
− 1

)
sin θ, (2.65)

p = −
(

3rpµv0

2r2

)
cos θ. (2.66)
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La fuerza de arrastre puede ser ahora calculada al integrar el tensor de tensio-
nes (2.35) en su parte tangencial y normal considerando coordenadas esféri-
cas. Estas integrales son sobre la superficie esférica que corresponde a la de
la part́ıcula que se mueve en el fluido. En el cálculo de p esta corresponde
a la tensión normal a la superficie. Llevamos acabo la integral sobre la pre-
sión para obtener la fuerza normal a la superficie en la dirección z debido al
campo de presión, esto es:

Fpresión = −2πr2
p

∫ π

0

p sin θ cos θdθ = 3πrpµv0

∫ π

0

sin θ cos2 θdθ = 2πrpµv0,

(2.67)
donde el factor sin θ apareció por el diferencial de área en coordenadas esféri-
cas y el cos θ por la proyección de la fuerza en la componente z. La fuerza
debido a la viscosidad de las tensiones tangenciales puede ser calculada utili-
zando las componentes del tensor de tensiones de corte (2.34) en coordenadas
esféricas, τrr y τrθ, que están dadas por:

τrr = 2µ
∂ur
∂r

; τrθ = µ

[
r
∂

∂r

(uθ
r

)
+

1

r

(
∂ur
∂θ

)]
. (2.68)

Tal como fue hecho con la presión, la fuerza de corte se obtiene al integrar
sobre la superficie de la part́ıcula esférica de la siguiente manera:

Fcorte =

∫
(τrr cos θ − τrθ cos θ) dA. (2.69)

Los factores cos θ y sin θ se deben a que estamos considerando la proyección
sobre el eje z y el signo menos a que ambas componentes actúan en direcciones
opuestas, tanto en la componente de flujo como en la perpendicular al mismo,
al arrastre debido a la viscosidad. Aśı:

Fcorte = 2πr2
p

∫ π

0

(τrr cos θ − τrθ sin θ) sin θdθ. (2.70)

Al sustituir las expresiones expĺıcitas de (2.68) se obtiene:

Fcorte = −
3πr2

pµv0

2

∫ π

0

(
−rp
r2
p

−
r3
p

r4
p

)
sin3 θdθ = 3πrpµv0

∫ π

0

sin3 θdθ

Fcorte = 4πrpµv0. (2.71)

Finalmente, la fuerza sobre la superficie que corresponde a la fuerza de arras-
tre debido al fluido es la contribución de la fuerza normal debida a la presión,

38



Fpresión, y la fuerza tangencial debido a las tensiones de corte, Fcorte, por lo
tanto:

Fsuperficie = Fpresión + Fcorte = 2πrpµv0 + 4πrpµv0,

Fsuperficie = 6πrpµv0. (2.72)

La expresión (2.72) corresponde a la ley de Stokes derivada por el hace al-
rededor de 150 años [28]. Nótese que dos tercios de la fuerza de arrastre se
debe a las fuerzas viscosas de corte y un tercio a la presión de arrastre.

2.1.11. Modificación a la ley de Stokes

Condición de no-resbalamiento

Como vimos en la sección anterior, algunas consideraciones expĺıcitas son
necesarias para poder deducir la ley de Stokes. Estas son: 1) Considerar que
la part́ıcula no gira por lo que sólo tiene enerǵıa cinética traslacional y 2) La
condición de que las componentes de la velocidad se anulen en la superficie
esférica de la part́ıcula conocida como condición de no-resbalamiento. En el
caso macroscópico estas situaciones se satisfacen lo suficientemente bien co-
mo para preocuparnos por los efectos que pudieran causar el no tomar en
cuenta las consecuencias de que no se satisfagan. Sin embargo al considerar
fenómenos en escala mucho menores al mundo macroscópico, estas condicio-
nes no se satisfacen lo suficiente y pueden generar que lo predicho por la
mecánica de fluidos no concuerde con lo observado. En su art́ıculo Matthews
y Hill [29] hacen un análisis anaĺıtico de flujos alrededor de nanoesferas y
nanocilindros en el régimen de bajos números de Reynolds para fluidos New-
tonianos considerando que la condición de no-resbalamiento no se satisface.
Para esto hacen un reemplazo de una condición ĺımite que trata de cuanti-
ficar el deslizamiento debido al flujo tangencial sobre la superficie. Aplican
las condiciones a la frontera de Navier y utilizan el método de expansiones
asintóticas emparejadas [30], la cual posee un único parámetro para tomar
en cuenta el deslizamiento sobre la superficie del fluido y se conoce como
longitud de deslizamiento l. Este parámetro se supone es del orden de mag-
nitud de la longitud de deslizamiento y expresa la relación entre la velocidad
relativa y la tensión viscosa tangencial.

Se tiene que para un fluido Newtoniano incompresible, la parte viscosa del
tensor de tensiones o la tensión adicional viene dada por S = 2µD donde D
es la tasa de tensor de deformación que está dado por:

D =
1

2

[
∇u + (∇u)T

]
. (2.73)

39



La condición de frontera de Navier en la superficie implica que uθ ∝ Drθ [32]:

Drθ =
1

2

[
∂uθ
∂r
− 1

r

(
uθ −

∂ur
∂θ

)]
. (2.74)

En la superficie de una esfera se cumple que la velocidad normal es ur = 0 y
por lo tanto ∂ur/∂θ = 0 por lo que las condiciones de frontera de Navier en
la superficie están dadas por:

uθ = l

(
∂uθ
∂r
− uθ

r

)
en r = rp, (2.75)

con l la longitud de deslizamiento. Al considerar esta modificación a las
condiciones a la frontera para el caso expuesto en la sección anterior y seguir
un procedimiento complejo, que puede ser consultado en la referencia [29],
se puede demostrar que la fuerza de arrastre que ejerce un fluido sobre una
esfera que se mueve en él es:

Fsuperficie = 6πµrpv0 (1 + 2l∗) (1 + 3l∗)−1

[
1 +

3

8
Re (1 + 2l∗) (1 + 3l∗)−1

]
,

(2.76)
donde l∗ es un parámetro sin dimensiones dado por l∗ = l/rp y Re es el
número de Reynolds.

Ley de Stokes para objetos no esféricos

Otra condición expĺıcita para obtener la ley de Stokes es que la part́ıcula sea
de una geometŕıa esférica. Como vimos anteriormente esto es necesario para
poder manejar y calcular las integrales sobre la superficie de manera anaĺıti-
ca. Sin embargo, la ley de Stokes puede extenderse a un objeto que no tenga
geometŕıa esférica considerando la interacción del fluido con el objeto como
la interacción con dos esferas análogas, una con la misma área proyectada y
otra con la misma área de superficie del objeto. Este enfoque utiliza lo que se
conoce como factor de forma dinámico Q el cual es de naturaleza emṕırica.
El autor Leith en su art́ıculo dado en la referencia [31] analiza varios casos
para el valor Q y los pone a prueba experimentalmente para determinar el
mejor valor emṕırico.

El factor de forma dinámico se define para un objeto con cualquier geo-
metŕıa como una constante de proporción que multiplica a la ley de Stokes,
la cual cambia de acuerdo con la orientación del objeto.

Fsuperficie = 3πµv0dnQ, (2.77)
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donde dn es el diámetro de una esfera cuya área proyectada es la misma
área del objeto proyectada en una dirección normal al movimiento. La teoŕıa
básica que está detrás del factor Q es lo antes mencionado al deducir la ley
de Stokes, dos tercios de la fuerza de arrastre se debe a las fuerzas viscosas
de corte y un tercio a la presión de arrastre. La forma de arrastre debido
a la integración de la presión del fluido sobre la superficie del objeto debe
de estar asociado con el área del objeto proyectado en la dirección normal
a su movimiento. Por lo anterior, la forma de arrastre para un objeto no
esférico se puede expresar a través del arrastre debido a la ley de Stokes de
una esfera con la misma área proyectada que el área del objeto proyectado en
la dirección normal al movimiento. El arrastre debido a la fricción se asocia
con la superficie efectiva total del objeto no esférico. Esto es:

Fsuperficie = 3πµv0 [(1/3)dn + (2/3)ds] = 3πµv0dn [1/3 + (2/3)(ds/dn)]

Fsuperficie = 3πµv0dnQ.

En el trabajo presentado por Leith concluye que la mejor aproximación para
el factor Q es:

Q = 0.357 + 0.684(ds/dn) + 0.00154(relación de longitud)

+ 0.0104(relación de eje), (2.78)

donde ds es el diámetro de la esfera cuya superficie efectiva es igual a la del
objeto y

relación de longitud =
(eje paralelo a la dirección de movimiento)2

área proyectada a la dirección normal de movimiento
,

relación de eje =
mayor

menor
eje en la proyección del área normal a la dirección de mov.

Para obtener la expresión (2.78) se hace una regresión de mı́nimos cuadrados
para ajustar datos experimentales presentados en [31].

2.2. Movimiento Browniano y Respuesta

Lineal

La teoŕıa presentada en la sección anterior considera impĺıcitamente sistemas
relativamente grandes y que están en el equilibrio térmico. La termodinámica
asume que las propiedades térmicas de los sistemas pueden ser reemplazados
por sus promedios pero al coonsiderar sistemas pequeños las fluctuaciones
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comienzan a tomar relevancia. Recordemos que el ĺımite termodinámico se
satisface cuando N →∞, V →∞ y N

V
= ρ = constante. El interés de la tesis

es trabajar con sistemas nanométricos por lo que es necesario considerar los
ĺımites en que las leyes de la termodinámica no se satisfacen del todo. En
esta escala las fluctuaciones alrededor del equilibrio toman importancia por
lo que es necesario establecer el marco teórico de la f́ısica en este régimen.
Esto lo haremos siguiendo el camino que toman los autores Blundell y Reichl
en las referencias [33,34].

En 1932, Onsager demostró que la reversibilidad temporal en la dinámica
Newtoniana impone ciertas relaciones entre los procesos de decaimiento en
un sistema complejo [35]. Las fluctuaciones que se presentan alrededor del
equilibrio decaen en promedio de acuerdo a las mismas leyes macroscópicas
que gobiernan el decaimiento de un sistema fuera del equilibrio al equilibrio.
La teoŕıa de respuesta lineal provee una herramienta para fluctuaciones al-
rededor del equilibrio al aplicar una fuerza externa “débil” sobre el sistema.
El sistema responde al est́ımulo de manera que depende enteramente en el
espectro de las fluctuaciones de equilibrio. La respuesta es medida por la sus-
ceptibilidad. El teorema de fluctuación-disipación relaciona la susceptibilidad
con la función de correlación para fluctuaciones en el equilibrio. Acorde con
este teorema, el espectro de las fluctuaciones de equilibrio determina la tasa
de absorción de enerǵıa de los campos externos.

2.2.1. Movimiento Browniano

La dinámica de una part́ıcula Browniana provee un paradigma para describir
procesos en equilibrio y fuera de él. Nos enfocaremos en una part́ıcula grande
(part́ıcula Browniana) en comparación a los átomos del fluido en el cual está
inmersa. El teorema de equipartición implica que el movimiento traslacional
de una part́ıcula Browniana a una temperatura T fluctúe debido a que la
part́ıcula deberá tener una enerǵıa cinética media dada por 1

2
m〈u2〉 = 3

2
kBT .

Einstein, en su art́ıculo de 1905 sobre el movimiento Browniano [36], notó que
la misma fuerza aleatoria que causa este movimiento peculiar de una part́ıcu-
la también causaŕıa resistencia si la part́ıcula fuese arrastrada a través del
fluido. El movimiento agitado de la part́ıcula Browniana es consecuencia de
los golpes aleatorios que recibe por la densidad de fluctuaciones del fluido en
equilibrio. Esta densidad de fluctuaciones es una consecuencia de la natura-
leza discreta (átomos, moléculas) de la materia. Esto puso en evidencia en la
escala macroscópica de la naturaleza atómica de la materia en la escala mi-
croscópica. La ecuación que describe el movimiento Browniano corresponde
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a la ecuación de Langevin y está dada por:

mu̇i = −γui + Fi(t), (2.79)

donde γ es una constante de frenado debido a la fricción, Fi(t) es la compo-
nente i-ésima de una fuerza aleatoria que en promedio en un periodo sufi-
cientemente largo de tiempo es cero, 〈Fi〉 = 0, además de tener un espectro
de ruido blanco:

〈Fi(t1)Fi(t2)〉 = Aδ(t2 − t1), (2.80)

donde A es una medida de la fuerza. El movimiento de la part́ıcula Brow-
niana es más lento al de los átomos del fluido lo que nos permite separar sus
movimientos. Para t = 0 suponemos como condiciones iniciales, ui(0) = u0 y
xi(0) = x0, lo que lleva a las siguientes soluciones de la ec. (2.79):

ui(t) = u0e
− γ
m
t +

e−
γ
m
t

m

∫ t

0

Fi(s)e
γ
m
sds, (2.81)

xi(t) = x0 +
m

γ
u0

(
1− e−

γ
m
t
)

+
1

γ

∫ t

0

(
1− e−

γ
m

(t−s)
)
Fi(s)ds. (2.82)

Ya que la naturaleza de Fi es estocástica, se tiene que ui(t) y xi(t) también
son estocásticas.

2.2.2. Funciones de correlación

Las funciones de correlación describen como están relacionadas estad́ıstica-
mente dos variables f́ısicas tal como la posición y la velocidad. Es decir,
cuantifican como las variables vaŕıan entre śı en promedio en el tiempo y en
el espacio. La tasa de cambio de la velocidad ui está dada por:

u̇i(t) =
ui(t+ ∆t)− ui(t)

∆t
(2.83)

en el ĺımite que ∆t→ 0. Considerando lo anterior en la ec. (2.79) y multipli-
cando por ui(0) da:

ui(0)ui(t+ ∆t)− ui(0)ui(t)

∆t
= − γ

m
ui(0)ui(t) +

ui(0)Fi(t)

m
. (2.84)

Al promediar la ecuación anterior y considerando que 〈u0Fi(t)〉 = 0 ya que
ui y Fi no están correlacionadas, nos lleva a:

〈ui(0)ui(t+ ∆t)〉 − 〈ui(0)ui(t)〉
∆t

= − γ
m
〈ui(0)ui(t)〉, (2.85)

43



y al tomar el ĺımite en que ∆t→ 0 lleva a:

d

dt
〈ui(0)ui(t)〉 = − γ

m
〈ui(0)ui(t)〉, (2.86)

lo que nos permite demostrar que para la part́ıcula Browniana, la función de
correlación para la velocidad es:

〈ui(0)ui(t)〉 =
〈
ui(0)2

〉
e−

γ
m
t. (2.87)

El resultado anterior nos dice que para tiempos largos la correlación entre las
velocidades es práctimante nula. El valor 〈ui(0)2〉 viene dado por el hecho que
la part́ıcula Browniana está en un baño térmico donde se satisface el teorema
de equipartición, 1

2
m 〈ui(0)2〉 = 1

2
kBT . Para el desplazamiento cuadrático

medio al considerar x0 = 0 (lo cual es fácil hacer al desplazar el origen de
coordenadas) se obtiene de la manera siguiente. Multiplicamos la ec. (2.79)
por x y escribimos ẋi = ui:

mxiẍi = −γxiẋi + xiFi(t). (2.88)

Considerando d
dt

(xiẋi) = xiẍi + ẋ2
i se tiene:

m
d

dt
(xiẋi) = xẋ2

i − γxiẋi + xiFi(t). (2.89)

Promediamos la ec. anterior al consierar que xi y Fi no están correlaciona-
das, es decir, 〈xiFi〉 = 〈xi〉〈Fi〉 = 0. Al utilizar el teorema de equipartición,
1
2
m〈ẋ2

i 〉 = 1
2
kBT , podemos escribir:

m
d

dt
〈xiẋi〉 = kBT − γ〈xiẋi〉, (2.90)

La ecuación anterior tiene como solución:

〈xiẋi〉 = Ce−γt/m +
kBT

m
. (2.91)

Considerando las condiciones iniciales antes dadas se encuentra que C =
−kBT/γ, por lo tanto:

〈xiẋi〉 =
kBT

γ

(
1− e−γt/m

)
. (2.92)

Utilizando la identidad 1
2
d
dt
〈x2

i 〉 = 〈xiẋi〉, se obtiene al resolver la ecuación
diferencial:

〈x2
i 〉 =

2kBT

γ

[
t− m

γ
+
m

γ
e−

γ
m
t

]
. (2.93)

44



A tiempos cortos el desplazamiento cuadrático medio incrementa cuadráti-

camente, 〈x2
i 〉 ≈

kBT

γ
t2, mientras que en tiempos largos el incremento es

lineal, 〈x2
i 〉 →

2kBT

γ
t. Con estos resultados es posible demostrar que el valor

de la fuerza estocástica es A = 2mγu2
0 y por el teorema de equipartición

A = 2γkBT .

2.2.3. Teoŕıa de respuesta lineal

Las fluctuaciones en el equilibrio en un sistema decaen, en promedio, acorde
a las mismas leyes macroscópicas que describen el decaimiento de sistemas
fuera del equilibrio al equilibrio. El teorema de fluctuación-disipación muestra
que es posible analizar las fluctuaciones en el equilibrio al aplicar un campo
externo que acopla a part́ıculas en el medio, pero es demasiado débil para
afectar el medio. Consideramos el desplazamiento de la variable x(t) como
resultado de aplicar una fuerza f . Asumimos que la respuesta es lineal, pero
que puede haber cierto retardo en la manera que el sistema responde. La
forma más general de escribir esto es de la manera siguiente: el promedio del
valor de x al tiempo t es 〈x(t)〉f , donde el sub́ındice f denota que la fuerza
f ha sido aplicada, está dado por:

〈x(t)〉f =

∫ ∞
−∞

K(t− t′)f(t′)dt′, (2.94)

donde K(t− t′) es la función respuesta. Por causalidad, la función respuesta
debe de satisfacer que sea nula antes de que la fuerza sea aplicada, es decir:

K(t− t′) =

{
0 si t ≤ t′

K(t− t′) si t > t′
. (2.95)

Antes de continuar, hagamos la transformada de Fourier de (2.94) que está
dada por:

x∗(ω) =

∫ ∞
−∞

dte−iωtx(t). (2.96)

La ec. (2.94) en (2.96) es la convolusión de las funciones K y f , y por el
teorema de convolución se tiene:

〈x∗(ω)〉f = K∗(ω)f ∗(ω). (2.97)

Nótese que la función respuesta en el espacio de Fourier K∗(ω) puede ser
compleja. La parte real da la parte del desplazamiento que está en fase con
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la fuerza, mientras que la parte imaginaria da un deplazamiento de π
2

fuera
de fase con la fuerza. Esto último corresponde con la disipación debido a
que la fuerza externa hace trabajo sobre el sistema a una tasa que está dada
por la fuerza multiplicada por la velocidad, f(t)ẋ(t), y este trabajo se disipa
como calor. Por lo tanto el sistema responderá al campo y absorberá enerǵıa
de él por medio de calor.

De la ec. (2.94) podemos escribir al promedio de la velocidad como 〈u(t)〉f =
K(t)F0. Considerando la ec. (2.79) con un término extra de una fuerza cons-
tante, F0 = ma, al promediarla en el tiempo bajo la acción de la fuerza
f = F0 se obtiene:

d〈u(t)〉f
dt

+
γ

m
〈u〉f = a. (2.98)

Al considerar la expresión para 〈u(t)〉f se obtiene la ecuación para la función
respuesta:

dK(t)

dt
+
γ

m
K(t) =

1

m
, (2.99)

la cual tiene como solución:

K(t) =
1

γ

(
1− e−

γ
m
t
)
, (2.100)

donde se consideró (2.95). La ec. (2.100) nos dice que el sistema responderá
asintóticamente hasta un valor dado por 1

γ
, que corresponde al momento en

que absorbe enerǵıa por unidad de tiempo de manera constante y este lo
disipará por medio de calor.

Sigamos construyendo la función respuesta de una manera más general. Po-
demos incluir la causalidad al introducir la función escalón de Heaviside θ(t)
y una función y(t) que es igual a K(t) cuando t > 0 y puede ser igual a
cualquier función cuando t < 0. Aśı:

K(t) = y(t)θ(t). (2.101)

Por conveniencia para la siguiente derivación, diremos que y(t) = −K(|t|)
cuando t < 0, lo que hace a y(t) una función impar y y∗(ω) puramente
imaginaria. Por el teorema de convolusión inverso, la transformada de Fourier
de K(t) está dada por:

K∗(ω) =
1

2π

∫ ∞
−∞

dω′θ∗(ω′ − ω)y∗(ω′). (2.102)
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Considerando la función escalón como:

θ(t) =

{
e−εt si t > 0

0 si t < 0
, (2.103)

en el ĺımite en que ε→ 0 la transformada de Fourier está dada por:

θ∗(ω) =

∫ ∞
0

dte−iωte−εt =
1

iω + ε
=

ε

ω2 + ε2
− iω

ω2 + ε2
. (2.104)

Al tomar el ĺımite ε→ 0, tenemos:

θ∗(ω) = πδ(ω)− i

ω
. (2.105)

Sustituyendo lo anterior en la ec. (2.102) da:

K∗(ω) =
1

2
y∗(ω)− i

2π
P
∫ ∞
−∞

y∗(ω′)dω′

ω′ − ω
, (2.106)

donde P denota el número principal de Cauchy. Podemos ahora escribir a
K∗(ω) en términos de su parte real e imaginaria:

K∗(ω) = K∗
′
(ω) + iK∗

′′
(ω), (2.107)

y ya que y∗(ω) es puramente imaginaria, la ec. (2.106) da:

iK∗
′′
(ω) =

1

2
y∗(ω), (2.108)

y por lo tanto:

K∗
′
(ω) = P

∫ ∞
−∞

dω′

π

K∗
′′
(ω′)

ω′ − ω
. (2.109)

La expresión anterior es una de las relaciones de Kramers-Kronig que conec-
tan la parte real e imaginaria de la función respuesta. Al considerar ω = 0
obtenemos:

K∗
′
(0) = P

∫ ∞
−∞

dω′

π

K∗
′′
(ω′)

ω′
. (2.110)

Seguido la función respuesta es llamada susceptibilidad generalizada y cuando
K∗

′
(0) se conoce como susceptibilidad estática. Como se discutió anteriormen-

te, la parte imaginaria de la función respuesta corresponde con la disipación
del sistema. La ec. (2.110) demuestra que la susceptibilidad estática (la res-
puesta a frecuencia cero) está relacionada con la integral de la disipación
total del sistema. Estas últimas expresiones tienen relación con el teorema
de fluctuación-disipación.
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2.3. Estados fuera de equilibrio

En la sección anterior nos centramos en discutir la f́ısica de sistemas relati-
vamente pequeños en los cuales los ĺımites termodinámicos no se satisfacen
del todo. Como es sabido, la termodinámica está desarrollada considerando
el equilibrio térmico y los procesos que suceden en ella se consideran cua-
siestáticos, es decir, son lo suficientemente lentos como para considerar que
en cada instante de tiempo el sistema está en equilibrio térmico. En los sis-
temas pequeños las fluctuaciones alrededor del equilibrio toman importancia
tal como lo vimos en la sección anterior. Cuando jalamos la molécula de fu-
llereno en el agua, el sistema completo se perturba y se sale del equilibrio
térmico ya que el campo ficticio externo que actúa sobre los átomos de la
molécula suministra enerǵıa tranfiriendo esta a las moléculas de agua a través
de transferencia de momento. Por lo anterior, es necesario tomar en cuen-
ta el marco teórico con el que son estudiados este tipo de fenómenos para
poder abordar y considerar sus consecuencias. Para esto nos concentraremos
en el marco que nos da la teoŕıa cinética y seguiremos el camino dado por
Garćıa-Coĺın y demás en la referencia [38].

2.3.1. Fenómenos de transporte

Los fenómenos de transporte forman la base de los procesos f́ısicos dependien-
tes del tiempo en los cuales hay flujo de masa, de momento lineal, momento
angular y enerǵıa. Las ecuaciones que describen estos flujos contienen los
coeficientes indeterminados tales como el de difusión, conductividad térmi-
ca, viscosidad, entre otros. Estas cantidades son necesarias conocerse desde
el punto de vista teórico ya que se presentan en ecuaciones fundamentales
como las de la hidrodinámica como parámetros emṕıricos. Definamos algu-
nas ideas fundamentales para poder entender teóricamente el concepto de la
viscosidad.

Trayectoria libre media

En lo siguiente se considerarán algunas propiedades de un gas que depen-
den del hecho de que las moléculas constituyentes tienen un tamaño finito
y efectúan colisiones unas con otras. Aunque en la tesis trabajamos con un
ĺıquido y no con un gas, esto nos es útil para deducir anaĺıticamente expre-
siones para la viscosidad y entender con mayor detalle la naturaleza f́ısica de
esta misma. La definición de la trayectoria libre media de un gas corresponde
a la distancia que en promedio recorre una molécula entre dos colisiones su-
cesivas y la designamos por la letra griega ξ. Supongamos que en un instante
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dado todas las moléculas se congelan menos una. Las moléculas se consideran
esféricas y elásticas con diametro d. La molécula en movimiento tendrá una
velocidad promedio u y un radio efectivo d lo que se representa esquemáti-
camente en la Figura 2.6. La sección transversal efectiva de impacto de la

Figura 2.6: Cilindro que genera la part́ıcula al avanzar y colisionar. La
part́ıcula tiene velocidad u y colisionará con las part́ıculas que tengan centro
de volumen en σut.

molécula es:

σ = πd2 (2.111)

que es la llamada sección transversal de colisión. Se tiene que al transcurrir
un tiempo t la molécula ha recorrido una distancia ut generando un volumen
ciĺındrico en su trayectoria dado por σut, por lo cual el número de colisiones
en el tiempo t con otras moléculas del gas es σnut, donde n es el número de
moléculas por unidad de volumen.

La frecuencia de las colisiones la denotaremos por la letra Z y está dada
por:

Z =
σnut

t
= σnu. (2.112)

Se define ξ como:

ξ ≡ distancia promedio recorrida en t

número de colisiones en t
=
ut

Zt
=
u

Z
,
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lo que nos da:

ξ =
1

σn
. (2.113)

En un gas ideal la trayectoria libre media es inversamente proporcional a la
densidad n. La frecuencia de colisiones es diferente al tomar en cuenta que
todas las moléculas están en movimiento. Si todas las moléculas se mueven
con una rápidez dada por u, entonces Z = πd2nur donde ur es el promedio de
la velocidad relativa entre ellas. Para calcular ur se designa θ como el ángulo
entre la part́ıcula de estudio y el haz de part́ıculas. Puesto que se asume
que todas las part́ıculas tienen velocidad u, al utilizar la ley de cosenos se
encuentra que ur = u2 + u2 − 2u2 cos θ. Después de un poco de álgebra y
promediando, podemos obtener la expresión final:

ur = 2usin(θ/2). (2.114)

Sea p(θ)dθ la probabilidad de que ocurra θ en un intervalo dθ del espacio
de velocidades. Entonces, si tenemos una esfera de radio u (espacio de ve-
locidades) y mantenemos el radio fijo, el diferencial de superficie es dAu =
v2 sin θdθdφ, por lo que si integramos en el ángulo φ, tenemos 2πu2 sin θdθ.

Podemos con esto definir la probabilidad como la razón de esta superficie
a la superficie total de la esfera y obtener:

p(θ)dθ =
2πu2 sin θdθ

4πu2
=

1

2
sin θdθ. (2.115)

Por lo tanto:

sin(θ/2) =

∫ π

0

sin

(
θ

2

)
p(θ)dθ =

2

3
.

Al sustituir en la ecuación para la velocidad relativa promedio:

ur =
4

3
u, (2.116)

y la frecuencia de colisiones será

Z = πd2 4

3
nu. (2.117)

La trayectoria libre media queda dada por:

ξ =
u

Z
=

1
4
3
πd2n

=
3

4

1

σn
(2.118)
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la cual corresponde a la fórmula de Clausius. Si consideramos una distribu-
ción de Maxwell se puede demostrar que el factor 3

4
se sustituye por 1√

2
.

El número de moléculas que colisiona en un elemento de volumen dV por
unidad de tiempo es:

nZdV = n
u

ξ
dV

Las moléculas que colisionan en dV son emitidas de forma isótropa. La frac-
ción que lo hace en un ángulo sólido dΩ dirigiéndose hacia el elemento de
área dA es:

dΩ

4π
=

r · dA
4πr3

.

Al tomar esto en cuenta e integrar considerando a e−r/ξ, la probabilidad
de que una molécula recorra la distancia r sin colisionar, se obtiene que el
número de moléculas que colisiona con un diferencial de área, dA, por unidad
de tiempo y por unidad de área es:

1

4
nu. (2.119)

2.3.2. Viscosidad

Consideremos un objeto macroscópico que está inmerso en un fluido en re-
poso y que no está sometido a ninguna fuerza externa. Si el objeto está en
equilibrio igual estará en reposo. Si el objeto comienza a moverse a través
del fluido, este ya no estará en reposo. Las interacciones moleculares respon-
sables de que se alcance la situación de equilibrio se manifiestan en la escala
macroscópica como una fuerza de rozamiento neta que actúa sobre el objeto
que se mueve, de modo que la velocidad de este va disminuyendo. Esta fuer-
za es en aproximación proporcional a la velocidad con la que se mueve en el
fluido. El valor de la fuerza depende de la propiedad del fluido que conocida
como viscosidad. En la sección 2.1.8 se dió una explicación más detallada de
lo que es el coeficiente de viscosidad desde el punto de vista de la mecánica de
fluidos. En esta sección nos centraremos en calcular dicho coeficiente desde
el punto de vista de la teoŕıa cinética para deducirlo teóricamente y entender
de una mejor manera su naturaleza f́ısica.

Cálculo del coeficiente de viscosidad para un gas diluido

Para este caso calcularemos el coeficiente de viscosidad a base de conside-
raciones microscópicas. Supongamos que el gas tiene una componente de
velocidad media ux, la cual suponemos pequeña comparada con la velocidad
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térmica media de las moléculas, y que además es función de y, ux = ux(y).
Como se dijo en la sección 2.1.8, este tipo de fenómeno puede producirse si el
fluido está contenido entre dos placas paralelas que están separadas por una
distancia L, estando fija la placa en y = 0 y la placa en y = L moviéndose
en la dirección x con velocidad constante u0 (ver Figura 2.4). Consideremos
ahora cualquier plano y = constante. El origen microscópico de la tensión
σyx que actúa a través de este plano puede entenderse cualitativamente ob-
servando que las moléculas situadas por encima del plano marcado con y en
la Figura 2.7 tienen una componente x de la cantidad de movimiento un poco

Figura 2.7: Fluido contenido entre dos placas las cuales una está en reposo
(y = 0) y la otra se mueve con velocidad constante uo (y = L) en dirección
positiva de las x. En el sistema existe un gradiente de velocidades, ∂ux/∂y,
el cual está representado por las flechas del lado derecho.

mayor que las moléculas que están debajo de este plano. Las moléculas que
atraviesan este plano poseen esta componente x de la cantidad de movimien-
to, por lo que las moléculas de gas que están situadas debajo del plano ganan
cantidad de movimiento en la dirección x a través de las colisiones entre las
moléculas. De manera inversa, las moléculas que están en la parte encima del
plano pierden cantidad de movimiento en la dirección x ya que las moléculas
que proceden de la parte inferior del plano tienen una cantidad menor de
cantidad de movimiento en la dirección x. La segunda ley de Newton enun-
cia que el cambio en la cantidad de movimiento por unidad de tiempo es
igual a la fuerza aplicada. Con esto podemos decir que la fuerza ejercida por
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las moléculas de gas que están por encima de un plano por las moléculas
de gas que están encima de él, es igual a la ganancia neta de cantidad de
movimiento por unidad de tiempo de las moléculas de gas que están encima
del plano procedente de las moléculas de gas que están debajo de él. Aśı,
la tensión σyx está dada por el aumento medio por unidad de tiempo y por
unidad de área del plano de la componente x de la cantidad de movimiento
del gas situado encima del plano, debido al transporte neto de cantididad de
movimiento por las moléculas que cruzan este plano.

Hagamos algunas suposiciones simples pero razonables con el fin de calcu-
lar el coeficiente de viscosidad. Supongamos que todas las moléculas del gas
se mueven con una misma velocidad que corresponde a su velocidad media
u. Si existen n moléculas por unidad de volumen, un tercio de ellas tienen
velocidades predominantemente a lo largo del eje y. La mitad de ellas, que
corresponde a 1

6
n moléculas por unidad de volumen, tienen una velocidad u

en dirección +y y la otra mitad en dirección −y. Consideremos ahora el plano
señalado en y. Habrá entonces 1

6
nu de moléculas que en la unidad de tiempo

cruzarán la unidad de área de este plano desde abajo; análogamente habrá
1
6
nu moléculas que harán lo mismo pero desde arriba. Por la definición de

la trayectoria libre media ξ se cumple que las moléculas que cruzan el plano
desde abajo han sufrido, en promedio, su última colisión a una distancia ξ
por debajo de este plano. Ya que la velocidad media ux = ux(y) depende
de y, las moléculas que ocupan la posición (y − ξ) tienen, en promedio, una
componente x media de la velocidad ux(y− ξ). Cada una de estas moléculas
de masa m transporta a través del plano una componente x media de la
cantidad de movimiento mux(y − ξ). Con esto, la cantidad de movimiento
transportada por unidad de tiempo y por unidad de área a través del plano
en sentido hacia arriba es:

1

6
nu [mux(y − ξ)] . (2.120)

De la misma manera, al considerar las moléculas que proceden de la parte
superior del plano en donde han sufrido su última colisión en la posición
(y + ξ) se obtiene que:

1

6
nu [mux(y + ξ)] . (2.121)

Restando las expresiones (2.120) y (2.121) obtenemos el transporte molecular
neto de la componente x media de la cantidad de movimiento por unidad de
tiempo y por unidad de área desde abajo hacia arriba del plano para las
consideraciones expuestas. La tensión σyx resulta:

σyx =
1

6
nu [mux(y − ξ)]−

1

6
nu [mux(y + ξ)]
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σyx =
1

6
nmu [ux(y − ξ)− ux(y + ξ)] . (2.122)

Suponemos que el recorrido libre medio ξ es pequeño en comparación con
las dimensiones en las que el gradiente de velocidad ∂ux/∂y vaŕıa aprecia-
blemente, por lo que podemos desarrollar en serie de Taylor la velocidad,
ux(y ± ξ) ∼ ux ± ξ ∂ux∂y . Sustituyendo:

σyx =
1

6
nmu

[(
ux − ξ

∂ux
∂y

)
−
(
ux + ξ

∂ux
∂y

)]

σyx =
1

6
nmu

(
−2ξ

∂ux
∂y

)
= −µ∂ux

∂y
, (2.123)

donde:

µ ≡ 1

3
nmuξ. (2.124)

La ec. (2.123) muestra que σyx es proporcional al gradiente de la veloci-
dad ∂ux/∂y como se hab́ıa obtenido en la sección de mecánica de fluidos.
La ec. (2.124) nos proporciona una expresión expĺıcita aproximada para el
coeficiente de viscosidad µ en función de los parámetros microscópicos que
caracterizan a las moléculas del gas.

Recordemos que hicimos algunas simplificaciones para obtener la expresión
anterior por lo que el factor 1

3
puede generar desconfianza. Si consideramos

el valor obtenido en (2.119) para una distribución de Maxwell, ξ = 1√
2πd2n

,

al sustituir en (2.124) da:

µ =
mu

3
√

2πd2
. (2.125)

Para la velocidad media u puede obtenerse un resultado suficientemente rea-
lista a partir del teorema de equipartición de la enerǵıa:

1

2
mu2

x =
1

2
kBT =⇒ u2

x =
kBT

m
.

La velocidad media de una molécula depende únicamente de la temperatura
de la forma T 1/2 pero no del número de moléculas por unidad de volumen
n. A una temperatura dada T , también es independiente de la presión del
gas, p = nkBT . Esto es importante de hacer notar ya que afirma que, en
el caso de la Figura 2.7, la fuerza viscosa ejercida por el gas sobre la placa
móvil superior es la misma si la presión del gas entre las dos placas es, como
ejemplo, igual a 1 mm de mercurio o si se aumenta a 1,000 mm de mercurio.
En primera instancia esto puede parecer extraño ya que con un aumento de

54



moléculas se esperaŕıa que aumentara el transporte de momento entre los
planos. Esta aparente paradoja se resuelve al observar que si se duplica el
número de moléculas de gas, existirá el doble de moléculas disponibles para
transportar cantidad de movimiento desde una placa a otra, pero el reco-
rrido libre medio ξ de cada molécula se reduce también a la mitad, por lo
que puede transportar una cantidad de movimiento determinada durante la
mitad de distancia anterior. Por lo anterior, la transferencia neta de canti-
dad de movimiento por unidad de tiempo permanece invariable. El hecho de
que la viscosidad de un gas a una temperatura dada sea independiente de su
densidad fue deducido primeramente por Maxwell en 1860, demostrándolo
experimentalmente él mismo posteriormente.

Para una densidad arbitrariamente grande del gas esto ya no es válido. Para
deducir el resultado (2.123) se hicieron dos hipótesis importantes:

1. El gas es suficientemente diluido como para despreciar la probabilidad
de que tres o más moléculas se acerquen de manera simultánea, tanto
que puedan interaccionar apreciablemente, por lo que estamos admi-
tiendo impĺıcitamente colisiones de solo dos part́ıculas. Esto se justifica
si la densidad n es lo suficientemente baja tal que:

ξ � d. (2.126)

2. El gas es suficientemente denso para que las moléculas colisionen predo-
minantemente con otras moléculas y no con las paredes del recipiente.
Esto implica que n es lo suficientemente grande tal que:

ξ � L, (2.127)

siendo L la dimensión lineal más pequeña del recipiente.

Si ponemos atención, nos damos cuenta que las hipótesis anteriores son equi-
valentes a las propuestas en (2.2) cuando establecimos la hipótesis del medio
continuo. Si las colisiones moleculares son semejantes a las de esferas ŕıgidas,
la sección eficaz σ es un número independiente de T , por lo que según la ec.
(2.125) la dependencia de µ con la temperatura es:

µ ∝ T 1/2. (2.128)

En general, σ depende de la velocidad media u de las moléculas. Como
u ∝ T 1/2, σ también depende de la temperatura. Experimentalmente µ vaŕıa
con la temperatura más rápidamente que en (2.128), aproximadamente como
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T 0.7. Esto se comprende por el hecho de que existe, además de una fuerza
de interacción repulsiva entre dos moléculas, una débil interacción atractiva
de largo alcance (interacción de Lennard-Jones). Esta interacción aumenta
la probabilidad de colisión entre moléculas, pero se hace menos efectiva a
temperaturas más elevadas donde la velocidad de ellas es mayor y se desv́ıan
más fácilmente.

Nótese que la viscosidad de un gas aumenta cuando se eleva la tempera-
tura lo que es muy diferente a la viscosidad de un ĺıquido. Para un ĺıquido
generalmente la viscosidad disminuye al aumentar la temperatura. La razón
para esta diferencia es que las moléculas en un ĺıquido están muy próximas
entre śı y la trayectoria libre media deja de tener un significado preciso.
Por lo anterior, la transferencia de cantidad de movimiento a través de un
plano en un ĺıquido se produce por las fuerzas directas existentes entre las
moléculas situadas en lados adyacentes del plano, lo mismo que en virtud del
movimiento molecular a través del plano.
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Caṕıtulo 3

Metodoloǵıa

Los experimentos in silico consistieron en cálculos numéricos de dinámica
molecular. Los pasos de las dinámicas con las que se trabajó fueron de 1
fs. Se utilizó un bulto de agua de forma ciĺındrica como recipiente para rea-
lizar los experimentos. El modelo del agua fue el TIP3P con interacciones
intermoleculares expĺıcitas y en ellas se introdujeron moléculas de fullereno
las cuales fueron arrastradas a través del fluido con una fuerza constante de
diferentes magnitudes. El software con el que se trabajó fue escrito su parte
principal en Fortran y las interacciones entre moléculas fueron paralelizadas
con CUDA, herramienta del lenguaje C. A continuación se detallará más a
fondo en cada una de las especificaciones del método.

3.1. Dinámica molecular

3.1.1. Force fields

Las moléculas de agua y de fullereno fueron simuladas a través de los habitua-
les force field que consideran la aproximación armónica para interacciones de
átomos entre d́ımeros, tŕımeros y tetrámeros. El potencial armónico general
que modela las moléculas es el siguiente:

Varmónico =
∑
i

kd
2

(ri − r0)2 +
∑
i

kt
2

(θi − θ0)2 +
∑
i

kte
2

(φi − φ0)2 . (3.1)

El primer término corresponde a las interacciones de d́ımeros con kd la cons-
tante de fuerza y r0 la distancia de relajación, el segundo término es la
interacción entre tŕımeros con kt la constante de fuerza y θ0 el ángulo de
relajación, y el tercer término es la interacción entre tetrámeros con kte la
constante de fuerza y φ0 el ángulo de relajación.
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En el caso de la molécula de agua se consideraron interacciones intermo-
leculares de d́ımeros (enlaces O–H) y tŕımeros (enlaces H–O–H), lo que se
aprecia en la Figura 3.1.

Las moléculas de fullereno que fueron consideradas son el C20, C60 y C70

(ver Figura 3.2). Para la molécula de C20 se utilizaron interacciones intermo-

Figura 3.1: Representación esquemática de la molécula de agua H2O.

leculares de d́ımeros, tŕımeros y tetrámeros. La molécula de C20 es la molécula
más sencilla de las posibles para los fullerenos. Esta molécula cuenta con 12
caras en las cuales todas son pentágonos. Las moléculas de C60 y C70 fueron
simuladas con interacciones de d́ımeros y tŕımeros solamente. Los fullerenos
presentan 12 caras que corresponden a pentágonos y las demás corresponden
a hexágonos. Es necesario considerar que las distancia de relajación, ángulo
de relajación y las constantes de fuerza para los enlaces que forman parte
de la cara de un hexágono son diferentes a las de un pentágono. Para los
fullerenos considerados, a excepción del C20, todas las caras de pentágonos
están aisladas y sus vecinos son hexágonos. Para todas las moléculas de fulle-
reno se utilizaron los ángulos de relajación de tŕımeros correspondientes a su
figura correspondiente, es decir, para las caras que formaban un pentágono
θ

(p)
0 = 108o y para las de hexágonos θ

(h)
0 = 120o.

Para las interacciones no ligadas las cuales consisten en las interacciones
entre las moléculas, se consideraron potenciales de Lennard-Jones (LJ) y de
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Figura 3.2: De izquierda a derecha se muestran esquemáticamente las molécu-
las de C20, C60 y C70.

Coulomb:

VLJ =
N∑
i>j

4εij

[(
σij
rij

)12

−
(
σij
rij

)6
]

; VC =
N∑
i>j

kC
qiqj
rij

. (3.2)

rij = |ri − rj| corresponde a la distancia, εij el pozo del potencial de LJ y
σij la distancia en la que el potencial LJ se hace cero, todo esto entre las
moléculas i y j. qi y qj son las cargas de las moléculas i y j, y kC = 0.529
EhÅ/e2 es la constante de Coulomb.

Parámetros de los Force Field

Los parámetros con los que fueron corridas las dinámicas corresponden a los
que aparecen en los cuadros 3.1 y 3.2. La interacción fullereno-agua se llevo
a cabo con parámetros que se obtuvieron con cálculos de ab initio utilizando
DFT-SAPT (density functional theory-symmetry-adapted) en el trabajo [39].
Los parámetros para los fullerenos, a excepción de la molécula de C20, fueron
tomados de la referencia [40]. Para la molécula del C20 se hicieron cálcu-
los de DFT con el funcional B3LYP para poder parametrizar utilizando el
software NWChem [41]. La manera en que se realizaron los cálculos fue de
la siguiente forma: primeramente se optimizó la geometŕıa de la molécula y
después se desplazaron los átomos necesarios para mover la geometŕıa acorde
al grado de libertad correspondiente (d́ımero, tŕımero o tetrámero), conside-
rando expĺıcitamente toda la molécula, y se calculó la enerǵıa correspondien-
te a cada geometŕıa para después ajustar una curva y con ello obtener los
parámetros de interés. Las gráficas de enerǵıa para obtener los parámetros se
presentan en la sección de resultados. Las interacciones entre moléculas de
agua se llevaron a cabo con los parámetros de la referencia [42].
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H2O C20 C60–p C60–h C70–p C70–h

r0 (Å) 0.957 1.40 1.40 1.46 1.41 1.45
kd (Eh/Å2) 1.914 1.11 1.15 1.08 1.15 1.08
kt (Eh/rad2) 0.239 1.084 1.28 1.28 1.28 1.28
kc (Eh/rad2) - 0.737 - - - -

Cuadro 3.1: Tabla con los parámetros de las distancias de relajación y cons-
tantes de fuerzas para los potenciales dados en (3.1). La indicación –p y –h
refiere a los valores para los enlaces de pentágonos y hexágonos respectiva-
mente.

Parámetros Valores
εH2O 2.423×10−4 Eh
εH−C 4.08×10−5 Eh
εO−C 1.656×10−4 Eh
σH2O 3.151 Å
σH−C 2.640 Å
σO−C 3.372 Å
qH 0.417 e
qO -0.834 e
qC 0.0 e

Cuadro 3.2: Parámetros utilizados para las interacciones entre moléculas de
los potenciales (3.2).

3.1.2. Algoritmos de integración numérica

Las simulaciones fueron realizadas con cálculos clásicos, es decir, la dinámica
de cada uno de ellos se contempló que obedećıan la segunda ley de Newton.
Durante los cálculos numéricos se tomaron en cuenta dos tipos de átomos.
El primer tipo de átomos se simuló su evolución temporal con el método de
integración de Verlet, mientras que el segundo tipo de átomos fue simulado
con el algoritmo de lo que se nombrará como átomos langevianos. Este últi-
mo tipo de átomos se utilizó como termostato para termalizar el sistema y
mantener una temperatura de manera lo suficientemente estable durante los
cálculos numéricos. A continuación se hará una descripción más detallada de
lo que consiste cada uno de los métodos de integración.
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Método de integración Velocity-Verlet

El método de integración de Velocity-Verlet es un integrador numérico que
es ampliamente utilizado en cálculos de dinámica molecular con el cual se
pueden obtener las posiciones y velocidades a partir de la segunda ley de
Newton [43]. El movimiento de una part́ıcula que se mueve bajo la acción de
un campo conservativo está dado por:

mi
d2ri(t)

dt2
= mi

dvi(t)

dt
= Fi(r(t)) = −∇iV (r(t)), (3.3)

donde r(t) = (r1, . . . , rN(t)) son los vectores posición de las N part́ıculas del
sistema, V es el potencial escalar, Fi la fuerza total sobre la part́ıcula i y mi

su masa. En este método las velocidades y posiciones de las part́ıculas son
calculadas de manera simultanea. Para discretizar y resolver numéricamente
con valores iniciales la ec. (3.3) se elige un paso de tiempo ∆t lo suficiente-
mente pequeño, por lo que la secuencia de tiempo es tn = n∆t. El objetivo es
construir la secuencia de posiciones rn y velocidades vn de la trayectoria de la
part́ıcula lo más exacto posible. Para el desarrollo del método consideramos
una part́ıcula que se encuentra en un sistema de coordenadas cartesiano y nos
centraremos en una sola componente, ya que el resultado que obtendremos
es completamente generalizable para cualquier dimensión. Se puede llegar a
pensar que las fluctuaciones en las posiciones podŕıan tener correlación, sin
embargo se ha demostrado [44] que el ruido entre las coordenadas del siste-
ma no está correlacionado, por lo que es posible tratar a cada coordenada de
manera independiente.

Procederemos primero a obtener las ecuaciones de evolución para las ve-
locidades con el método de Velocity-Verlet. Integramos la segunda ley de
Newton en un intervalo de tiempo [tn, tn + ∆t] para la fuerza Fi(x(t)) y para
la velocidad vi(t) en el intervalo [vi(tn), vi(tn + ∆t)]. Esto es:∫ tn+∆t

tn

Fi(x(t))dt = mi

∫ vi(tn+∆t)

vi(tn)

dvi. (3.4)

Para poder resolver la integral del lado izquierdo requiere que se conozca
a x(t), sin embargo no conocemos su valor anaĺıtico. Su valor númerico al
tiempo t = tn + ∆t es posible obtenerse al hacer una expansión en serie
de Taylor lo que nos permite escribir Fi(x(t)) = Fi(t): Sin incluir términos
mayores de segundo orden O (|t− tn|2) se tiene:

Fi(t) = Fi(tn) + Fi(tn)(t− tn) +O
(
|t− tn|2

)
. (3.5)
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Al sustituir la expansión (3.5) en (3.4) y realizar la integral se obtiene1.∫ tn+∆t

tn

[
Fi(tn) + Fi(tn)(t− tn) +O

(
|t− tn|2

)]
dt

=

[
Fi(tn)t+

1

2
Fi(tn)(t− tn)2

]tn+∆t

tn

+O
(
|t− tn|2

)
= Fi(tn)∆t+

1

2
Ḟi(tn)∆t2 +O(∆t3). (3.6)

La derivada de la fuerza respecto al tiempo la aproximamos con el ĺımite:

Ḟi(t) =
Fi(tn + ∆t)− Fi(tn)

∆t
. (3.7)

Sustituyendo (3.7) en (3.6) e integrando el lado derecho de (3.4) se obtiene
la ecuación de evolución para el método Velocity-Verlet de la velocidad:

vi(tn + ∆t) = vi(tn) +
1

2m
[Fi(tn + ∆t) + Fi(tn)] ∆t+O(∆t2). (3.8)

Es de observar que la velocidad no depende de las posiciones sino solo del
campo de fuerzas.

La ecuación de Velocity-Verlet para la posición se obtiene integrando dos
veces la segunda ley de Newton (3.3). La primer integral para los intervalos
t ∈ [tn, tn + ∆t] y ẋi ∈ [ẋi(tn), ẋi(tn + ∆t)]:∫ tn+∆t

tn

Fi(x(t))dt = mi

∫ ẋ(tn+∆t)

ẋ(tn)

dẋ. (3.9)

Al evaluar y reacomodar términos se obtiene:

ẋi(tn+∆t) = ẋi(tn)+
1

mi

Fi(tn)(t−tn)+
1

2mi

Ḟi(tn)(t−tn)2 +O(∆t3), (3.10)

donde de nuevo se utilizó la expansión de Taylor para la fuerza (3.5). La
segunda integral se hace para el mismo intervalo de tiempo y para xi ∈
[xi(tn), xi(tn + ∆t)] como sigue:∫ xi(tn+∆t)

xi(tn)

dxi =

∫ tn+∆t

tn

[
ẋi(tn) +

1

mi

Fi(tn)(t− tn)+

1Ya que estamos integrando, todas las potencias suben un grado por lo que O(|t −
tn|2)→ O(∆t3)

62



+
1

2mi

Ḟi(tn)(t− tn)2 +O(∆t3)

]
dt

xi|xi(tn+∆t)
xi(tn) =

[
ẋi(tn)(tn + ∆t)(t− tn)2 +

1

6mi

Ḟi(tn)(t− tn)3

]tn+∆t

tn

+O(∆t4).

(3.11)
Al evaluar los ĺımites de integración y acomodar términos se obtiene:

xi(tn + ∆t) = xi(tn) + ẋi(tn)∆t+
1

2mi

Fi(tn)∆t2 +
1

6mi

Ḟi(tn)∆t3 +O(∆t4).

(3.12)
Al tomar en cuenta (3.7) se tiene para la posición:

xi(tn + ∆t) = xi(tn) + vi(tn)∆t+
1

2mi

Fi(tn)∆t2 +O(∆t3). (3.13)

Con todo esto obtuvimos una expresión numérica para la velocidad (3.8) al
tiempo t y otra expresión también numérica para la posición (3.13) con el
método de Velocity-Verlet. Se truncaron términos superiores a segundo orden
para la velocidad y de tercer orden para la posición.

El método para el algoritmo suponiendo que conocemos el campo de fuerzas
Fi, la posición xi(tn) y la velocidad vi(tn), es el siguiente:

1. Calculamos la nueva posición xi(tn + ∆t) con (3.13).

2. Evaluamos el campo de fuerzas para la nueva geometŕıa Fi(x(tn+∆t)).

3. Calculamos la nueva velocidad vi(tn + ∆t) con (3.8).

4. Actualizamos el tiempo tn = tn + ∆t.

5. Regresamos al paso 1.

Método de integración con la ecuación de Langevin

Como se mencionó al inicio de esta sección, los átomos que se denominan co-
mo langevianos son los utilizados como termostatos en las dinámicas. Estos
átomos simulan la interacción con un recervorio impĺıcito con el cual pueden
transferir enerǵıa, lo que permite disipar ó tomar calor de él para mantener
una temperatura regular. Este método nos permite simular que el sistema
es impĺıcitamente más grande ya que las part́ıculas que se encuentran en las
‘orillas’ del sistema de simulación están en contacto con las demás part́ıculas
implicitas por medio de este algoritmo de evolución dado en la referencia [45].
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Deduciremos el algoritmo de evolución siguiendo el camino dado por el autor
Álvarez en su tesis [46].

La ecuación que simula la evolución temporal de este tipo de átomos es
una ecuación tipo Langevin dada por:

miẍi(t) + γẋi(t)−Gi(t)− Fi(t) = 0, (3.14)

donde miẍi(t) es la fuerza resultante sobre el átomo i, γẋi(t) como una fuer-
za de fricción, Gi(t) es una fuerza estocástica sobre el átomo i y Fi(t) la
fuerza que mantiene la estructura de la molécula la cual está dada por algún
potencial armónico del estilo (3.1). Para obtener los valores de las fuerzas es-
tocásticas se exige el uso de una función de distribución, sin embargo por el
momento nos centraremos en obtener las ecuaciones del tipo Velocity-Verlet
y después ahondaremos en estos términos.

Para obtener las velocidades se sigue un procedimiento análogo al de Velocity-
Verlet integrando la ecuación (3.14) en el intervalo t ∈ [tn, tn + ∆t]. Para
integrar la ecuación es necesario multiplicarla por un factor de integración
dado por eγt [47] lo que da:

eγtv̇i + eγtγvi = eγtm−1
i (Fi(t) +Gi(t)). (3.15)

La integración se obtiene como sigue:

d

dt
[eγtvi] = m−1

i eγt(Fi(t) +Gi(t)),∫ tn+∆t

tn

d

dt
[eγtvi]dt = m−1

i

∫ tn+∆t

tn

eγt(Fi(t) +Gi(t))dt,

eγtvi(t)|tn+∆t
tn = m−1

i

∫ tn+∆t

tn

eγtFi(t)dt+m−1
i

∫ tn+∆t

tn

eγtGi(t)dt. (3.16)

Evaluamos y dejamos solo el lado izquierdo para v(tn + ∆t) nos da:

eγ(tn+∆t)vi(tn + ∆t)− e−γtnvi(tn) =
1

mi

∫ tn+∆t

tn

eγtFi(t)dt

+
1

mi

∫ tn+∆t

tn

eγtGi(t)dt

vi(tn + ∆t) = e−γ(tn+∆t)

[
vi(tn)e−γtn +

1

mi

∫ tn+∆t

tn

eγtFi(t)dt+
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+
1

mi

∫ tn+∆t

tn

eγtGi(t)dt

]
vi(tn + ∆t) = e−γ∆tvi(tn) +

e−γ∆t

mi

∫ tn+∆t

tn

eγ(t−tn)Fi(t)dt

+
e−γ∆t

mi

∫ tn+∆t

tn

eγ(t−tn)Gi(t)dt. (3.17)

Hacemos la sustitución de la fuerza en serie de Taylor contemplada en (3.5)
y se define la integral del término estocástico como [48]:

Vi =
e−γ∆t

mi

∫ tn+∆t

tn

eγ(t−tn)Gi(t)dt. (3.18)

El término anterior se tratará posteriormente. Al realizar las integrales sobre
el término que contiene a la fuerza Fi(t) se obtiene:

vi(tn+∆t) = e−γ∆tvi(tn)+
e−γ∆t

mi

∫ tn+∆t

tn

eγ(t−tn)
(
Fi(tn) + Ḟi(tn)(t− tn)

)
dt+Vi,

vi(tn + ∆t) = e−γ∆tvi(tn) +
e−γ∆t

mi

Fi(tn)
[
γ−1eγ(t−tn)

]tn+∆t

tn
+

+
e−γ∆t

mi

Ḟi(tn)
[
γ−2

(
γ(t− tn)eγ(t−tn) − eγ(t−tn)

)]tn+∆t

tn
+ Vi. (3.19)

Evaluando las integrales se obtiene:

vi(tn + ∆t) = e−γ∆tvi(tn) +
e−γ∆t

mi

Fi(tn)γ−1
(
eγ∆t − 1

)
+
e−γ∆t

mi

Ḟi(tn)γ−2
[
γ∆teγ∆t − eγ∆t + 1

]
+ Vi.

vi(tn + ∆t) = e−γ∆tvi(tn) + (γm)−1Fi(tn)
[
1− e−γ∆t

]
+

+ (miγ
2)−1Ḟi(tn)

[
γ∆t− (1− e−γ∆t)

]
+ Vi. (3.20)

Al hacer las siguientes sustituciones obtenemos una expresión más clara [49]:

c0 = e−γ∆t, c1 = (γ∆t)−1(1− c0), c2 = (γ∆t)−1(1− c1). (3.21)

Es necesario multiplicar los términos que involucran a la fuerza F (tn) y su
derivada respecto al tiempo Ḟ (tn) por las siguientes expresiones, ∆t/∆t y
(∆t/∆t)2 respectivamente:

vi(tn + ∆t) = e−γ∆tvi(tn) + (miγ)−1Fi(tn)
[
1− e−γ∆t

](∆t

∆t

)
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+(miγ
2)−1Ḟi(tn)

[
γ∆t− (1− e−γ∆t)

](∆t

∆t

)2

+ Vi

vi(tn + ∆t) = c0vi(tn) +
1

mi

c1Fi(tn)∆t+
1

mi

c2Ḟi(tn)∆t2 + Vi. (3.22)

Al considerar la expresión Ḟi(tn) dada por la definición de ĺımite obtenemos la
solución numérica de la velocidad para los átomos usados como termostatos:

vi(tn+∆t) = c0vi(tn)+(c1−c2)
1

mi

Fi(tn)∆t+
1

mi

c2Fi(tn+∆t)∆t+Vi. (3.23)

La expresión anterior es equivalente a la velocidad obtenida con el método
de Velocity-Verlet pero con un átomo que obedece la ecuación de Langevin
(3.14) y la cual se reduce al método de Velocity-Verlet cuando γ = 0.

Para obtener las posiciones es necesario integrar dos veces la ec. (3.14). La
primer integración se realiza sobre el intervalo de tiempo t ∈ [tn, t]. Parti-
mos de la ec. (3.16) evaluando y dejamos solo el lado izquierdo para vi(tn)
obteniendo:

vi(t) = e−γt
[
eγtnvi(tn) +

1

mi

∫ t

tn

eγtFi(t)dt+
1

mi

∫ t

tn

eγtGi(t)dt

]
. (3.24)

Introducimos la exponencial e−γt en las integrales como la multiplicación de
dos exponenciales de la siguiente forma:

e−γt
∫
eγt(. . .)dt→ e−γ(t+tn−tn)

∫
eγt(. . .)dt→ e−γ(t−tn)

∫
eγ(t′−tn)(. . .)dt′,

(3.25)
donde (. . .) denotan los términos que acompañan a la exponencial eγt. La ec.
(3.24) queda entonces como:

vi(t) = e−γ(t−tn)vi(tn) +
e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Fi(t
′)dt′+

+
e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′. (3.26)

Al hacer la sustitución en la expansión en serie de Taylor para la fuerza Fi(t)
en (3.5) e integrar resulta:

vi(t) = e−γ(t−tn)vi(tn) +
e−γ(t−tn)

mi

Fi(tn)γ−1eγ(t′−tn)|ttn
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+
e−γ(t−tn)

mi

Ḟi(tn)γ−2
[
γ(t′ − tn)eγ(t′−tn) − eγ(t′−tn)

]t
tn

+
e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′. (3.27)

Al evaluar las integrales se obtiene:

vi(t) = e−γ(t−tn)vi(tn) +
e−γ(t−tn)

mi

F (tn)γ−1(eγ(t−tn) − 1)

+
e−γ(t−tn)

mi

Ḟi(tn)γ−2
[
γ(t− tn)eγ(t−tn) − eγ(t−tn) + 1

]
+

+
e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′. (3.28)

Reacomodamos términos y obtenemos:

vi(t) = e−γ(t−tn)vi(tn) + (mγ)−1Fi(tn)[1− e−γ(t−tn)]

+ (miγ
2)−1Ḟi(tn)

[
γ(t− tn)− 1 + e−γ(t−tn)

]
+
e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′.

(3.29)
De esta última expresión hacemos la segunda integración en el intervalo t ∈
[tn, tn + ∆t]. La integral que incluye al término de la derivada respecto al
tiempo de la fuerza se omite ya que tiene términos de tercer orden. Por lo
tanto:∫ tn+∆t

tn

vi(t)dt =

∫ tn+∆t

tn

e−γ(t−tn)v(tn)dt+(miγ)−1

∫ tn+∆t

tn

Fi(tn)[1−e−γ(t−tn)]dt

+

∫ tn+∆t

tn

1

mi

e−γ(t−tn)

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′dt. (3.30)

Definimos la integral que contiene al término estocástico de la siguiente ma-
nera [48]:

Xi =

∫ tn+∆t

tn

e−γ(t−tn)

mi

∫ t

tn

eγ(t′−tn)Gi(t
′)dt′dt. (3.31)

Al igual que el término Vi, un tratamiento más detallado se dará más ade-
lante. Al realizar la integral (3.30) se obtiene:

xi(t)|tn+∆t
tn = γ−1vi(tn)e−γ(t−tn)|tn+∆t

tn +(miγ)−1Fi(tn)
[
t− γ−1e−γ(t−tn)

]tn+∆t

tn
+Xi.

(3.32)
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Al evaluar los ĺımites de integración obtenemos:

xi(tn+∆t) = xi(tn)+γ−1vi(tn)(1−e−γ∆t)+(miγ)−1Fi(tn)
[
γ∆t− (1− e−γ∆t)

]
+Xi.

(3.33)
Introducimos de nuevo las constantes c0, c1 y c2 multiplicando por (∆t/∆t) y
(∆t/∆t)2 el segundo y tercer término respectivamente, y al ordenar términos
obtenemos la posición de una manera análoga al método de Velocity-Verlet:

xi(tn + ∆t) = xi(tn) + c1vi(tn)∆t+
c2

mi

Fi(t)∆t
2 +Xi. (3.34)

Términos estocásticos

Los términos Vi y Xi dados por las expresiones (3.18) y (3.31) son de caracter
aleatorio ya que la fuerza Gi(t) es de naturaleza estocástica. A pesar de esto,
los valores deben de ser coherentes con la f́ısica subyacente en la ecuación de
Langevin. La fuerza Gi debe de satisfacer lo siguiente:

〈Gi(t)Gi(t
′)〉 = AK(t− t′), (3.35)

donde A es una constante de proporcionalidad y K(t − t′) es una función
memoria. Dada la naturaleza de la ecuación de Langevin, suponemos que
Gi(t) tiene un espectro de ruido blanco por lo que la función memoria está
dada por K(t − t′) = δ(t − t′), es decir, está dada por la delta de Dirac.
Esto significa que la fuerza Gi deja de estar correlacionada cuando t 6= t′

por lo que las variaciones en el baño térmico no tienen efecto para tiempos
diferentes [34, 50]. También es posible obtener información f́ısica para un
proceso estocástico a través de una función de distribución, por ejemplo al
considerar la ecuación de difusión en 1D:

∂f

∂t
= D

∂2f

∂x2
; f(x, t) =

n√
4πDt

exp

(
− x2

4Dt

)
. (3.36)

Seguiremos el camino dado por una función de distribución que dependa tan-
to de las posiciones como de las velocidades, basada en un proceso Márkov.
La construcción de la función de distribución de probabilidad de las posi-
ciones y velocidades está basado en que por separado estas cumplen con
distribuciones de probabilidad normales por lo que su distribución conjunta
es tambiés una distribución normal o gaussiana. Esta distribución está dada
por [52,53]:

W (Xi, Vi) =
1

2πσxσv

√
1−

(
Cxv
σxσv

)2
exp

−
1

2

[
1−

(
Cxv
σxσv

)2
] [X2

i

σ2
x

− 2Cxv
XiVi
σ2
xσ

2
v

+
V 2
i

σ2
v

] ,

(3.37)
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donde σ2
x y σ2

v son la varianza de la posición y velocidad respectivamente y
Cxv es la covarianza de ambas. Al obtener las varianzas y covarianzas queda
definida la distribución de probabilidad bivariada (3.37).

Para construir la función de distribución de las posiciones y velocidades se
utiliza la propiedad de la autocorrelación de Gi(t) y se integran de manera
directa los términos Xi y Vi. Para obtener las varianzas y covarianzas se sigue
un camino un poco largo y tedioso, y dado que no es el tema principal de
la tesis solo se cita la referencia en la que puede consultarse que es en [45].
Aqúı solo pondremos los resultados principales los cuales son los siguientes.
Para la varianza de Vi se tiene:

〈Vi(t)Vi(t′)〉 = σ2
v =

kBT

mi

(
1− e−2γ∆t

)
. (3.38)

La covarianza Cxv de la velocidad y de la posición es:

〈Xi(t)Vi(t
′)〉 = Cxv =

kBT

γmi

(
1− e−2γ∆t

)2
. (3.39)

La varianza de la posición Xi es:

〈Xi(t)Xi(t
′)〉 = σ2

x =
kBT

miγ2

(
2γ∆t− 3 + 4e−γ∆t − e−2γ∆t

)
. (3.40)

Con estos valores podemos finalmente conocer la expresión de la distribución
de probabilidad (3.37) y con ella obtener las contribuciones de los términos
estocásticos Xi y Vi mediante dos ecuaciones dadas por Paterlini y Fergunson
en [54] resultando lo siguiente:

Xi =
√
σ2
xη1 ; Vi =

√
σ2
v

(
Cxvη1 +

√
1− C2

xv

)
η2. (3.41)

donde η1 y η2 son dos números aleatorios independientes con una distribución
gaussiana con promedio cero y varianza unitaria.

3.2. Modelo de confinamiento

El circuito en el que se llevaron a cabo las dinámicas consistió en un cilin-
dro en el cual se confinaron inicialmente un total de 10,496 moléculas de
agua. Para el confinamiento se utilizaron potenciales exponenciales como se
muestra enseguida. Para la parte radial el potencial de confinamiento es el
siguiente:

VCR =
N∑
i=1

V0e
α(ri−rD), (3.42)
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donde V0 es la intensidad del potencial, α la rapidez de crecimiento del po-
tencial, rD es el radio del cilindro y ri es la distancia radial de la part́ıcula
respecto del eje paralelo del cilindro que en nuestro caso fue el eje x.

Para el confinamiento en los bordes del cilindro el potencial que lo simu-
la es:

VCL =
N∑
i=1

V0 (eαxi + e−αxi)

VN
, (3.43)

donde VN es la normalización del potencial dada por:

VN = eαxL + e−αxL , (3.44)

con xL el ĺımite longitudinal del potencial.

3.3. Implementación de los cálculos

numéricos

3.3.1. Fluido impĺıcito

La primera implementación de los cálculos consistieron en simular de una
manera impĺıcita el fluido. Para esto, solo se simularon en las dinámicas las
moléculas del fullereno y su algoritmo de evolución estuvo dado por las ecs.
(3.23) y (3.34), que corresponden a los átomos langevianos, más el término
de la aceleración constante correspondiente a la fuerza actuando sobre las
moléculas. Esto es:

xi(tn + ∆t) = xi(tn) + c1vi(tn)∆t+
c2

mi

Fi(t)∆t
2 +Xi +

1

2
a∆t2, (3.45)

vi(tn+ ∆t) = c0vi(tn) + (c1− c2)
1

mi

Fi(tn)∆t+
1

mi

c2Fi(tn+ ∆t)∆t+Vi+a∆t.

(3.46)
Primero se termalizó el sistema durante 20 ps a una temperatura de 296 K y
después se jalaron las moléculas durante 10 ps. La toma de datos consistió en
lo siguiente: se variaron las aceleraciones, las moléculas de fullereno y además
el coeficiente γ que aparece en las constantes c0, c1 y c2 en (3.21). Cada
cinco pasos de la dinámica (correspondientes a 5 fs) se guardó la posición y
velocidad del centro de masa del fullereno al igual que su velocidad.
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3.3.2. Fluido expĺıcito

El cilindro en el que se llevaron a cabo las dinámicas se llenó con moléculas
de agua de una forma aleatoria. Las dimensiones del cilindro con el que se
trabajó fueron de un radio de Rc = 28.0 Å y una longitud igual a Lc = 128.0
Å. El número total inicial de moléculas de agua fueron 10,496 por lo que se
cumpĺıa una densidad de 995.95 kg/m3 (ver Figura 3.3)2. Se dejó termalizar el
bulto de agua de la siguiente manera: los átomos que estaban a una distancia
igual o menor a 8.0 Å de la orilla radial del cilindro se consideraron átomos
langevianos (termostatos) con γ = 8.0 ps−1 y los restantes fueron conside-
rados átomos de Verlet tal como se muestra en la Figura 3.5. La dinámica
se corrió por 50 ps para que las moléculas se distribuyeran uniformemente
y se alcanzara una temperatura de equilibrio alrdededor de 296 K. Cuando
lo anterior sucedió, se tomó la última geometŕıa de la dinámica y de ella se
partió para introducir las diferentes moléculas de fullereno.

Para cada uno de los fullerenos se les dejó un espacio suficiente en la parte
central de uno de los extremos del bulto y se procedió de nuevo a termalizar
el bulto de agua con el fullereno adentro por otros 50 ps con la misma es-
trategia. La temperatura de termalización del sistema de agua más fullereno
fue alrededor de los 296 K. Cuando se alcanzó la termalización se procedió a
comenzar los experimentos.

Los experimentos consistieron en ‘jalar’ los átomos de fullereno a lo largo
de la dirección paralela al eje principal del cilindro con una aceleración
constante (ver Figura 3.4), es decir, a cada átomo de la molécula de fullereno
se le asignó una aceleración en su algoritmo de evolución de la posición y
velocidad más aparte de la aceleración debida por las fuerzas del potencial
de interacción de Lennard-Jones (3.2) (recordemos que consideramos los áto-
mos de carbono como neutros por lo que no hubo interacción de Coulomb con
los átomos de la molécula de agua) y el potencial armónico que conformaba
la estrucutura molecular. Los algoritmos de evolución para las posiciones y
velocidades de los átomos de la molécula de fullereno fueron:

xi(tn + ∆t) = xi(tn) + vi(tn)∆t+
1

2mi

Fi(tn)∆t2 +
1

2
a∆t2 +O(∆t3), (3.47)

vi(tn + ∆t) = vi(tn) +
1

2mi

[Fi(tn + ∆t) + Fi(tn)] ∆t+ a∆t+O(∆t2), (3.48)

con a = cte. Esta aceleración es análoga a una aceleración gravitacional, pe-
ro es lo suficientemente grande como para que el golpetéo ‘estocástico’ que

2Las imágenes se tomaron del visualizador VMD [55].
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Figura 3.3: Cilindro con 10,496 moléculas de agua en el cual se llevaron los
experimentos.

genera el medio (moléculas de agua) por medio de la interacción debida al
potencial de Lennard-Jones no impidiera un movimiento tipo baĺıstico.

Para saber si los experimentos eran factibles en los tiempos de cómputo
habituales de la dinámica molecular, se estimó un aproximado en el cual se
alcanzaŕıa la velocidad terminal predicha por la ley de Stokes. La velocidad
de una part́ıcula que se mueve en ĺınea recta por un medio viscoso bajo la
acción de una fuerza constante es [56]:

v(t) =
F

Kµ

(
1− e−(Kµ/m)t

)
, (3.49)
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Figura 3.4: Foto tomada de un experimento. De color amarillo se presenta la
molécula de fullereno, en este caso un C60.

donde F es la fuerza constante que mueve a la part́ıcula, m su masa, µ es
la viscosidad del medio y K es una constante que depende de la estructura
geométrica de la part́ıcula, que para el caso esférico es K = 6πR con R el ra-
dio de ella. El tiempo de relajación se define como τ = m/Kµ y corresponde
al tiempo en que la velocidad es el 63 % de la velocidad terminal. Para una
molécula de fullereno C60, con R ≈ 3.5 Å, el tiempo aproximado de relajación
es de τ ∼ 2× 10−13s = 0.2ps, lo que resulta accesible a los tiempos promedio
en los cálculos de dinámica molecular.

Otro factor a determinar es la aceleración con la cual fueron jalados los
átomos del fullereno. La ley de Stokes se satisface en los números bajos
de Reynolds por lo que se procedió a trabajar en un régimen dado por
0.01 ≤ Re ≤ 0.1. La velocidad terminal de una part́ıcula esférica en un
medio viscoso bajo la acción de una fuerza constante es [56]:

vt =
F

6πRµ
con F = ma. (3.50)
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Figura 3.5: Vista transversal del cilindro con las moléculas de agua marcando
las zonas en las que se consideraron átomos de Verlet y langevianos.

Una velocidad t́ıpica en dinámica molecular está en el orden de 0.001 ≤
v ≤ 0.1 Å/fs. Al imponer en el número de Reynolds, Re = Lvtρ

µ
, los valores:

Re = 0.05, L = 1 Å, ρ = 995.95 kg/m3 y µ = 9.33× 10−4 kg/ms, se obtiene
una velocidad terminal igual a vt = 468.4 m/s. Al sustituir estos valores en
(3.50) y considerando una molécula de fullereno C60 se obtiene una acele-
ración en el orden de a ∼ 1015 m/s2 = 10−5 Å/fs2. Es de notar que esta
aceleración es 15 órdenes de magnitud más grande a una aceleración gravita-
cional en el planeta tierra, lo que puede llevar a exceder el rango de validez
de la respuesta lineal vista en la sección 2.2.4. Por lo anterior, se vuelve muy
importante tener un buen termostato para que disipe lo suficientemente bien
la enerǵıa que inyecta al sistema el campo externo ficticio que actúa sobre los
átomos del fullereno. El que disipe la enerǵıa lo suficientemente bien indica
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que mantenga al sistema durante las dinámicas no muy lejos del equilibrio
térmico y se satisfaga la teoŕıa de respuesta lineal. Una justificación de todo
esto puede ser consultada en la referencia [57].

Por tal motivo, en cada una de las dinámicas se dejó la capa exterior del
cilindro como átomos langevianos (los átomos que estaban a 8 Å o menos de
la orilla radial del cilindro) y los demás como átomos de Verlet. En todas y
toda la dinámica se procuró que las posiciones y velocidades de los átomos
de las moléculas de fullereno fueran evolucionadas con las expresiones (3.47)
y (3.48).

La toma de datos consistió en lo siguiente: se variaron las aceleraciones y
las moléculas de fullereno, cada cinco pasos de la dinámica (correspondientes
a 5 fs) se guardó la posición del centro de masa del fullereno al igual que su
velocidad. Las fuerzas que se oponen al movimiento de la molécula son las
‘viscosas’. Como fuerzas de este tipo se consideraron las fuerzas debidas al
potencial de interacción de Lennard-Jones, por lo que fueron guardadas cada
paso tanto sobre cada átomo del fullereno como la resultante sobre su centro
de masa. La temperatura del sistema se almacenó igualmente en cada paso
de la dinámica para poder monitorearla.

Para los dos casos, fluido impĺıcto y expĺıcito, los datos del centro de masa
para la posición se tomaron de la expresión:

rcm =

∑N
i=1 miri∑N
i=1mi

, (3.51)

para la velocidad del centro de masa con:

vcm =

∑N
i=1 mivi∑N
i=1mi

(3.52)

y para la fuerza de arrastre sobre el centro de masa:

Fcm =
N∑
i=1

F
(LJ)
i (3.53)

con F
(LJ)
i la fuerza debida al potencial de interacción de Lennard-Jones sobre

cada átomo del fullereno.
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Caṕıtulo 4

Resultados

4.1. Parametrización de la molécula C20

La molécula de fullereno C20 se parametrizó con cálculos de DFT. Para dife-
rentes geometŕıas se cálculo su enerǵıa y esta fue graficada para poder ajustar
una curva a los valores. Las variaciones en las geometŕıas de la molécula fue-
ron tales que solo se tomara en cuenta el grado de libertad de interés (d́ımeros,
tŕımeros o tetrámeros). Por ejemplo: para los d́ımeros se seleccionaron dos
átomos vecinos y se fue variando su distancia paralela, para los tŕımeros se
escogieron tres átomos y dos de ellos se abrieron en el plano que formaban
los tres y para los tetrámeros se escogieron cuatro átomos y uno de ellos se
fue desplazando respecto del plano que formaban los otros tres. Lo anterior
se presenta en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3. Las gráficas de enerǵıas se muestran
en las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6.

Figura 4.1: Manera en que fueron movidos los átomos para obtener la gráfica
de enerǵıa correspondiente al grado de libertad de los d́ımeros.
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Figura 4.2: Manera en que fueron movidos los átomos para obtener la gráfica
de enerǵıa correspondiente al grado de libertad de los tŕımeros.

Figura 4.3: Manera en que fueron movidos los átomos para obtener la gráfica
de enerǵıa correspondiente al grado de libertad de los tetrámeros. Para esto
se consideran dos planos, el formado por los átomos A, B y C, y el formado
por los átomos A, B y D. El ángulo diedro o de tetrámeros corresponde al
ángulo que hacen estos dos planos.
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Figura 4.4: Gráfica para la enerǵıa del grado de libertad correspondiente a
los d́ımeros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos de
los cálculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(x) = 0.555(x − 1.40)2 − 761.495 lo que

equivale a r
(C20)
0 = 1.40 Å y k

(C20)
d = 1.111 Eh/Å2.

Figura 4.5: Gráfica para la enerǵıa del grado de libertad correspondiente a
los tŕımeros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos de
los cálculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(x) = 0.542(x − 1.89)2 − 761.494 lo que

equivale a θ
(C20)
0 = 108.29o y k

(C20)
t = 1.084 Eh/rad2.
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Figura 4.6: Gráfica para la enerǵıa del grado de libertad correspondiente a
los tetrámeros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos
de los cálculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(x) = 0.369(x − 0.65)2 − 761.494 lo que

equivale a φ
(C20)
0 = 37.24o y k

(C20)
te = 0.737 Eh/rad2.

4.2. Fluido impĺıcito

Para este caso las dinámicas fueron solo con las moléculas de fullereno y sus
átomos fueron simulados con las ecs. (3.45) y (3.46), por lo que se teńıa un
fluido impĺıcito en las ecuaciones de evolución. Para cada una de las moléculas
se varió el coeficiente de fricción γ que aparece en las ecs. antes referenciadas
con los valores 2, 4 y 6 ps−1 mientras que las aceleraciones con que fueron
jaladas fueron 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8 y 2.0 ×10−5 Å/fs2. Al considerar la ley
de Stokes se tienen las relaciones siguientes: mγ = 6πµR y F = 6πµRvt.
R es el radio de la molécula esférica, la velocidad terminal vt la obtenemos
por medio de los cálculos numéricos y la fuerza F = ma es la fuerza con la
que fueron jaladas las moléculas, por lo que es posible encontrar un valor
“experimental” de viscosidad µ al simular el fluido impĺıcito para el caso de
las moléculas con geometŕıa esférica a través de la relación:

µ =
F

6πRvt
. (4.1)

Para la molécula de C70 al tomar en cuenta el factor de forma dinámico de
las ecs. (2.77) y (2.78) podemos escribir mγ = 3πµdnQ y F = 3πµdnQvt
donde Q = 1.6854 y dn = 3.91 Å para el C70. La viscosidad en este caso está
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dada por:

µ =
F

3πdnQvt
. (4.2)

Se presenta enseguida gráficas de posiciones y velocidades además de tablas
con datos de las velocidades terminales para cada molécula y de las viscosi-
dades obtenidas.

Molécula C20

Figura 4.7: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) de la molécula C20 durante la evolución de la dinámica con la acele-
ración a = 1.6×10−5 Å/fs2 y γ = 4 ps−1. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la
gráfica de la posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.
Para los demás datos las gráficas son cualitativamente similares.
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Velocidad Terminal ec. 3.52 (×10−3Å/fs)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 5.29 ± 0.94 2.66 ± 0.86 1.78 ± 1.15
1.2 6.47 ± 1.03 2.92 ± 1.31 1.73 ± 1.02
1.4 6.93 ± 0.73 3.62 ± 0.98 2.52 ± 1.11
1.6 8.06 ± 1.20 4.09 ± 1.05 3.36 ± 0.96
1.8 8.57 ± 0.81 4.13 ± 0.84 3.07 ± 1.15
2.0 9.77 ± 1.13 5.09 ± 0.82 3.70 ± 0.86

Cuadro 4.1: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviación
estándar para las dinámicas de la molécula C20 para los valores respectivos
de aceleración y de coeficiente de fricción γ.

Viscosidad µ ec. 4.1 (×10−4kg/ms)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 1.90 3.79 5.66
1.2 1.87 4.14 7.00
1.4 2.04 3.90 5.60
1.6 2.00 3.94 4.80
1.8 2.12 4.40 5.91
2.0 2.06 3.96 5.45

Teórica 2.02 4.03 6.05

Cuadro 4.2: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.1)
para las dinámicas de la molécula C20 de radio R = 2.1 Å con los valores
respectivos de aceleración y coeficiente de fricción γ. Las viscosidades teóricas
corresponden a la relación µ = mγ/6πR.
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Molécula C60

Figura 4.8: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) de la molécula C60 durante la evolución de la dinámica con la acele-
ración a = 1.6×10−5 Å/fs2 y γ = 4 ps−1. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la
gráfica de la posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.
Para los demás datos las gráficas son cualitativamente similares.

Velocidad Terminal ec. 3.52 (×10−3Å/fs)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 4.81 ± 0.58 2.58 ± 0.47 1.57 ± 0.54
1.2 6.41 ± 0.60 3.08 ± 0.61 2.01 ± 0.55
1.4 6.97 ± 0.58 3.45 ± 0.47 2.34 ± 0.52
1.6 8.21 ± 0.51 4.12 ± 0.66 2.60 ± 0.70
1.8 8.89 ± 0.54 4.65 ± 0.67 3.01 ± 0.54
2.0 10.05 ± 0.53 4.98 ± 0.57 3.20 ± 0.52

Cuadro 4.3: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviación
estándar para las dinámicas de la molécula C60 para los valores respectivos
de aceleración y coeficiente de fricción γ.
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Viscosidad µ ec. 4.1 (×10−4kg/ms)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 3.72 6.93 11.14
1.2 3.35 6.97 10.68
1.4 3.59 7.26 10.70
1.6 3.49 6.95 11.01
1.8 3.62 6.92 10.69
2.0 3.56 7.18 11.18

Teórica 3.58 7.15 10.73

Cuadro 4.4: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.1)
para las dinámicas de la molécula C60 de radio R = 3.55 Å con los valores
respectivos de aceleración y coeficiente de fricción γ. Las viscosidades teóricas
corresponden a la relación µ = mγ/6πR.

Molécula C70

Figura 4.9: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) de la molécula C70 durante la evolución de la dinámica con la acele-
ración a = 1.6×10−5 Å/fs2 y γ = 4 ps−1. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la
gráfica de la posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.
Para los demás datos las gráficas son cualitativamente similares.

84



Velocidad Terminal ec. 3.52 (×10−3Å/fs)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 4.94 ± 0.63 2.41 ± 0.54 1.63 ± 0.48
1.2 6.16 ± 0.42 2.93 ± 0.49 2.03 ± 0.53
1.4 6.74 ± 0.60 3.44 ± 0.51 2.33 ± 0.52
1.6 7.98 ± 0.46 3.85 ± 0.62 2.83 ± 0.47
1.8 8.06 ± 0.51 4.49 ± 0.45 2.94 ± 0.52
2.0 9.96 ± 0.46 5.15 ± 0.55 3.26 ± 0.44

Cuadro 4.5: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviación
estándar para las dinámicas de la molécula C70 para los valores respectivos
de aceleración y coeficiente de fricción γ.

Viscosidad µ ec. 4.2 (×10−4kg/ms)
aceleración γ = 2 ps−1 γ = 4 ps−1 γ = 6 ps−1

(10−5 Å/fs2)
1.0 4.55 9.32 13.78
1.2 4.38 9.20 13.28
1.4 4.67 9.14 13.50
1.6 4.50 9.34 12.70
1.8 5.02 9.01 13.76
2.0 4.51 8.73 13.78

Teórica 4.50 8.99 13.48

Cuadro 4.6: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.2) para
las dinámicas de la molécula C70 con dn = 3.91 Å y Q = 1.68541, y los valores
respectivos de aceleración y coeficiente de fricción γ. Las viscosidades teóricas
corresponden a la relación µ = mγ/3πdnQ.
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Como resumen de esta sección tenemos lo siguiente. Para este caso las únicas
fuerzas que se involucraron en las simulaciones eran las concernientes a los
potenciales armónicos que manteńıan la estructura de las moléculas, por lo
que expĺıcitamente no exist́ıa una fuerza de arrastre que se opusiera al mo-
vimiento. Al jalar las moléculas con una aceleración constante, uno podŕıa
esperar que la posición con respecto al tiempo del centro de masa en la com-
ponente donde se aplicó la aceleración generara una parábola en su gráfica.
Lo anterior no sucede y puede observarse en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9. La
ecuación que se ajusta corresponde a una recta, lo que corresponde a un mo-
vimiento con una velocidad constante. Los términos estocásticos dados en las
ecs. (3.41) son los que causan que el movimiento se desarrolle gráficamente
como una recta en la componente que está acelerada.

En cada una de las dinámicas se alcanza la velocidad terminal en prome-
dio constante, y al hacer uso de la ley de Stokes la viscosidad que se obtiene
está muy cerca del valor esperado, lo que puede corroborarse en las Tablas
4.2, 4.4 y 4.6.
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4.3. Fluido expĺıcito

El bulto con el que se trabajó consistió en un cilindro con 10,496 moléculas
de agua y dimensiones de un radio de Rc = 28.0 Å y una longitud igual a
Lc = 128.0 Å dando una densidad de 995.95 kg/m3 y temperatura de 296 K.
Los valores de los potenciales de confinamiento dados en (3.42) y (3.43) son
V0 = 2 × 10−3 Eh y α = 8.0 Å−1 . En la Figura 4.10 se presenta la función
de distribución de pares para el bulto de agua con el que se trabajó y la
función de distribución de pares obtenida por medio de simulaciones Monte
Carlo, dinámica molecular del modelo de agua TIP4P/2005 y difracción de
neutrones del trabajo dado por Skinner y demás en la referencia [59] a una
temperatura de 23o C.

Figura 4.10: La gráfica con ĺınea verde corresponde a la función de distribu-
ción de pares O-O del bulto de agua con el que se trabajó en la dinámica.
La ĺınea punteada roja corresponde a simulación Monte Carlo, la ĺınea negra
utilizando el modelo TIP4P/2005 y las ĺıneas azules a difracción de neutro-
nes.
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Enseguida se presentan los datos de la posición, velocidad y fuerza de arras-
tre sobre el centro de masa (CM) para las moléculas de fullereno cuando
fueron arrastradas en el bulto de agua, además de la temperatura del siste-
ma agua+fullereno. También se presentan tablas de viscosidad al tomar en
cuenta la ley de Stokes para las moléculas con geometŕıa esférica. Para la
molécula de C70 se discutirá la viscosidad medida en el último caṕıtulo al
hablar sobre el factor de estructura dinámico.

Cada una de las moléculas fue colocada con su CM en la posición corres-
pondiente a la coordenada 50 Å del eje paralelo a la dirección de arrastre
que corresponde al eje x, y la dirección en que fue jalada fue en el sentido
negativo por lo que la velocidad terminal resultante es negativa y su fuerza
de arrastre positiva. Cada dinámica consistió en jalar las moléculas desde un
extremo del cilindro hasta el otro extremo, por lo que el número total de
pasos fue diferente para cada aceleración y molécula.

Molécula C20

Para la molécula de C20 se varió la aceleración con la que fueron jalados
sus átomos desde 3.0 × 10−5 Å/fs2 hasta 4.0 × 10−5 Å/fs2 con cambios de
1.0× 10−6 Å/fs2. Se muestran las gráficas de las dinámicas correspondientes
a la aceleración a = 3.0 × 10−5 Å/fs2 y a = 4.0 × 10−5 Å/fs2, que corres-
ponden a la mayor y menor aceleración. Las demás dinámicas muestran un
comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas para los
datos de cada una de las dinámicas, valores de viscosidades considerando la
ley de Stokes y su modificación, y una gráfica de la fuerza de arrastre en
función de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad tal como
predice la ley de Stokes.
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Figura 4.11: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 3.0×10−5

Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los cálculos
numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la posición corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.12: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 3.0×10−5 Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los cálculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.13: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 4.0×10−5

Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los cálculos
numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la posición corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.14: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 4.0×10−5 Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los cálculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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aceleración Velocidad Fuerza de Fuerza de
(10−5 Å/fs2) Terminal ec. 3.52 Arrastre ec. 3.53 Jalón F = ma

(×10−3Å/fs) (×10−2Eh/Å) (×10−2Eh/Å)
3.0 7.35 ± 1.59 2.782 ± 1.563 2.745
3.1 8.28 ± 1.52 2.849 ± 1.488 2.836
3.2 8.62 ± 1.93 2.918 ± 1.562 2.928
3.3 8.45 ± 1.58 3.029 ± 1.725 3.019
3.4 9.75 ± 1.45 3.115 ± 1.695 3.111
3.5 9.82 ± 1.63 3.230 ± 1.977 3.202
3.6 10.28 ± 1.55 3.293 ± 1.723 3.294
3.7 10.68 ± 1.39 3.406 ± 1.918 3.385
3.8 11.17 ± 1.84 3.443 ± 1.743 3.477
3.9 11.20 ± 1.75 3.628 ± 1.997 3.568
4.0 11.97 ± 1.58 3.670 ± 2.081 3.660

Cuadro 4.7: Tabla con los resultados para las dinámicas con la molécula de
C20. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La velocidad
terminal y la fuerza de arrastre en función de la aceleración tienen un in-
cremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuación vt(a) =
428.727a−0.005 para la velocidad terminal y F (a) = 914.491a+0.0001 para
la fuerza de arrastre.
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Figura 4.15: Gráfica de la fuerza de arrastre con respecto a la velocidad
terminal. La recta ajustada corresponde a la ec. F (vt) = 2.04371vt+0.01216.
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Podemos escribir que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad
terminal tal que F = K1vt y que esta constante de proporcionalidad es
proporcional al radio de la esfera, K2 = K1R. Para la molécula de C20 se
tiene RC20 = 2.1 Å , por lo tanto:

K1 = 2.04371
Eh fs

Å2
= 0.89089× 10−12 kg

s
(4.3)

K2 = 0.97320
Eh fs

Å3
= 0.42424× 10−2 kg

m s
(4.4)

Consideramos que la molécula de C20 cumple una geometŕıa lo suficiente-
mente esférica tal que se satisface la ley de Stokes (2.72) o su modificación
(2.76) podemos reportar una viscosidad con estas expresiones de la manera
siguiente:

µ =
Fsuperficie

6πRpvt
, (4.5)

o

µ =
Fsuperficie

6πRpvt (1 + 2l∗) (1 + 3l∗)−1

[
1 +

3

8
Re (1 + 2l∗) (1 + 3l∗)−1

] . (4.6)

Recordemos que l∗ = l/Rp con l la longitud de deslizamiento y cuantifica la
relación entre la velocidad relativa y la tensión viscosa tangencial. Imponemos
a esta cantidad como un cuarto del peŕımetro de una circunferencia con el
radio de una molécula de C20, RC20 = 2.1 Å , esto es l = 3.3 Å lo que da
l∗ = 1.57. Considerando todo lo anterior se presenta enseguida la viscosidad
para cada experimento considerando las ecs. (4.5) y (4.6).
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aceleración µ ec. 4.5 µ ec. 4.6
(10−5 Å/fs2) (10−4kg/ms) (10−4kg/ms)

3.0 4.17 5.62
3.1 3.79 5.16
3.2 3.73 5.07
3.3 3.95 5.37
3.4 3.52 4.79
3.5 3.62 4.93
3.6 3.53 4.80
3.7 3.51 4.78
3.8 3.39 4.62
3.9 3.57 4.85
4.0 3.38 4.60

Cuadro 4.8: Viscosidades resultantes al considerar las ecs. (4.5) y (4.6) para
la molécula de C20. La viscosidad del agua a una temperatura de 25o C
corresponde a µ = 8.91× 10−4 kg/ms [58].

Seguimos el camino de las constantes de proporcionalidad K1 y K2 teniendo
en cuenta la ley de Stokes. Proponemos ahora K3 = K2µ donde µ la tomamos
como los promedios de las viscosidades obtenidas, tanto con la ec. 4.5 como
con la ec. 4.6. Para la ec. (4.5):

K3 = 11.6201 (4.7)

Para la ec. (4.6)
K3 = 8.5485 (4.8)

Molécula C60

A continuación se muestran los datos para la molécula de fullereno C60. En
este caso se varió la aceleración con la que fueron jalados sus átomos desde
1.0 × 10−5 Å/fs2 hasta 2.0 × 10−5 Å/fs2 con cambios de 1.0 × 10−6 Å/fs2.
Se muestran las gráficas de las dinámicas correspondientes a la aceleración
a = 1.0× 10−5 Å/fs2 y a = 2.0× 10−5 Å/fs2 que corresponden a la mayor y
menor aceleración. Las demás dinámicas muestran un comportamiento cua-
litativamente igual. Al final se presentan tablas para los datos de cada una
de las dinámicas, valores de viscosidades considerando la ley de Stokes y su
modificación, y una gráfica de la fuerza de arrastre en función de la velocidad
terminal con el fin de mostrar la linealidad tal como predice la ley de Stokes.
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Figura 4.16: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 1.0×10−5

Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los cálculos
numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la posición corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.17: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 1.0×10−5 Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los cálculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.18: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 2.0×10−5

Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los cálculos
numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la posición corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.19: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 2.0×10−5 Å/fs2. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los cálculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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aceleración Velocidad Fuerza de Fuerza de
(10−5 Å/fs2) Terminal ec. 3.52 Arrastre ec. 3.53 Jalón F = ma

(×10−3Å/fs) (×10−2Eh/Å) (×10−2Eh/Å)
1.0 3.19 ± 0.73 2.750 ± 1.478 2.745
1.1 3.09 ± 0.75 3.036 ± 1.406 3.019
1.2 4.87 ± 0.74 3.283 ± 1.622 3.294
1.3 5.58 ± 0.79 3.566 ± 1.525 3.568
1.4 6.49 ± 0.99 3.854 ± 1.668 3.843
1.5 6.61 ± 0.88 4.112 ± 1.832 4.117
1.6 6.83 ± 0.57 4.379 ± 1.676 4.392
1.7 8.30 ± 0.90 4.669 ± 1.772 4.666
1.8 9.00 ± 1.00 4.976 ± 1.936 4.941
1.9 10.19 ± 1.09 5.166 ± 2.178 5.215
2.0 10.83 ± 0.88 5.417 ± 2.257 5.490

Cuadro 4.9: Tabla con los resultados para las dinámicas con la molécula de
C60. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La velocidad
terminal y la fuerza de arrastre en función de la aceleración tienen un in-
cremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuación vt(a) =
770.63636a − 0.005 para la velocidad terminal y F (a) = 2696.818a + 0.001
para la fuerza de arrastre.

Escribimos a la fuerza de arrastre proporcional a la velocidad terminal tal
que F = K1vt y que esta constante de proporcionalidad es proporcional al
radio de la esfera, K2 = K1R. Para la molécula de C60 se tiene RC60 = 3.55
Å , por lo tanto:

K1 = 3.34537
Eh fs

Å2
= 1.45831× 10−12 kg

s
(4.9)

K2 = 0.94235
Eh fs

Å3
= 0.41079× 10−2 kg

m s
(4.10)

Consideremos igualmente que la geometŕıa de la molécula de C60 satisface
lo suficientemente bien a una part́ıcula esférica con radio R = 3.55 Å y de
longitud de deslizamiento igual a un cuarto del peŕımetro, es decir, l = 5.58
Å y por lo tanto l∗ = 1.57. Considerando de nuevo las ecs. (4.5) y (4.6) se
tienen las viscosidades de la Tabla 4.10.

Con K3 = K2µ donde µ la tomamos como los promedios de las viscosidades
obtenidas, tanto con la ec. 4.5 como con la ec. 4.6. Para la ec. (4.5):
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Figura 4.20: Gráfica de la fuerza de arrastre con respecto a la velocidad ter-
minal. La recta ajustada corresponde a la ec. F (vt) = 3.34537vt + 0.0180313.

aceleración µ ec. 4.5 µ ec. 4.6
(10−5 Å/fs2) (10−4kg/ms) (10−4kg/ms)

1.0 5.61 7.63
1.1 6.39 8.70
1.2 4.40 5.98
1.3 4.17 5.68
1.4 3.87 5.27
1.5 4.05 5.52
1.6 4.18 5.68
1.7 3.67 4.99
1.8 3.60 4.90
1.9 3.30 4.49
2.0 3.26 4.44

Cuadro 4.10: Viscosidades resultantes al considerar las ecs. (4.5) y (4.6) para
la molécula de C60. La viscosidad del agua a una temperatura de 25o C
corresponde a µ = 8.91× 10−4 kg/ms [58].

K3 = 9.7176 (4.11)

Para la ec. (4.6)

K3 = 7.1453 (4.12)
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Molécula C70

Para la molécula de C70 los experimentos se realizaron de dos maneras di-
ferentes. Esta molécula no tiene una geometŕıa esférica sino tipo elipsoide,
por lo que la posición inicial para ser jalada fue de dos maneras distintas tal
como se muestra en la Figura 4.21. Cabe señalar que para los casos en que
la posición inicial fue la del lado izquierdo de la Figura 4.21 el perfil de la
molécula tendió a ser el mismo durante la dinámica, mientras que para la po-
sición inicial del lado derecho no. Es de remarcar que para la posición inicial
del lado derecho la molécula siempre tendió a rotar 90o y tener el perfil de
la molécula del lado izquierdo durante la mayor parte de la dinámica, por lo
que el factor dinámico de estructura para ambos casos se considera el mismo,
el cual es Q = 1.6854.

Se muestran los datos primeramente para la posición inicial correspondiente
al lado izquierdo de la Figura 4.21 y después los del lado derecho. Los datos

Figura 4.21: Posiciones iniciales de la molécula del C70 para las dinámicas.
Puede verse que fue rotada un ángulo de 90o alrededor del eje y. Las moléculs
fueron jaladas en una dirección paralela al eje x inidicado por el eje color rojo.

de la molécula C70 con el perfil inicial izquierdo se referirán como C70-I y los
del lado derecho como C70-D. Para C70-I se varió la aceleración con la que
fueron jalados sus átomos desde 1.0× 10−5 Å/fs2 hasta 2.0× 10−5 Å/fs2 con
cambios de 1.0×10−6 Å/fs2. Se muestran las gráficas de las dinámicas corres-
pondientes a la aceleración a = 1.0× 10−5 Å/fs2 y a = 2.0× 10−5 Å/fs2 que
corresponden a la mayor y menor aceleración. Las demás dinámicas mues-
tran un comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas
para los datos de cada una de las dinámicas, gráficas de la fuerza de arrastre
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en función de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad y al
último una tabla con las viscosidades medidas considerando la modificación
a la ley de Stokes para objetos no esféricos.

Figura 4.22: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 1.0×10−5

Å/fs2 para la molécula C70-I. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la
posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.23: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 1.0 × 10−5 Å/fs2 para la molécula C70-I. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.24: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 2.0×10−5

Å/fs2 para la molécula C70-I. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la
posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.25: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 2.0 × 10−5 Å/fs2 para la molécula C70-I. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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aceleración Velocidad Fuerza de Fuerza de
(10−5 Å/fs2) Terminal ec. 3.52 Arrastre ec. 3.53 Jalón F = ma

(×10−3Å/fs) (×10−2Eh/Å) (×10−2Eh/Å)
1.0 3.82 ± 0.75 3.234 ± 1.594 3.202
1.1 4.43 ± 0.90 3.541 ± 1.610 3.523
1.2 5.27 ± 0.70 3.833 ± 1.588 3.843
1.3 5.43 ± 0.69 4.141 ± 1.637 4.163
1.4 6.95 ± 0.66 4.528 ± 1.954 4.483
1.5 7.50 ± 0.81 4.849 ± 2.102 4.803
1.6 8.65 ± 0.80 5.167 ± 2.035 5.124
1.7 8.83 ± 0.87 5.428 ± 2.044 5.444
1.8 9.63 ± 0.80 5.830 ± 2.131 5.764
1.9 10.64 ± 1.74 6.063 ± 2.522 6.084
2.0 11.91 ± 0.97 6.431 ± 2.430 6.405

Cuadro 4.11: Tabla con los resultados para las dinámicas con la molécula
de C70-I. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La ve-
locidad terminal y la fuerza de arrastre en función de la aceleración tie-
nen un incremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuación
vt(a) = 789.86782a−0.004 para la velocidad terminal y F (a) = 3207a+0.0001
para la fuerza de arrastre.
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Figura 4.26: Gráfica de las fuerzas de arrastre promedio con respecto a la
velocidad terminal promedio de la moécula C70-I. En rojo se muestra la recta
ajustada que corresponde a la ecuación F (vt) = 4.0175vt + 0.0179.

Si consideramos que se satisface algo análogo a la ley de Stokes, es decir,
que la fuerza de arrastre es lineal en función de la velocidad que es lo que
se observa gráficamente, podemos establecer una constante de proporciona-
lidad K dado por F = Kvt. Para la molécula de C70 con la posición inicial
considerada se obtiene:

K = 4.0177
Eh fs

Å2
= 1.3666× 10−12kg

s
. (4.13)

Pasemos ahora a mostrar los datos de la molécula con la posición correspon-
diente al lado derecho de la Figura 4.21, C70-D. Se varió la aceleración con la
que fueron jalados sus átomos desde 1.0× 10−5 Å/fs2 hasta 2.0× 10−5 Å/fs2

con cambios de 1.0×10−6 Å/fs2. Se muestran las gráficas de las dinámicas co-
rrespondientes a la aceleración a = 1.0×10−5 Å/fs2 y a = 2.0×10−5 Å/fs2 que
corresponden a la mayor y menor aceleración. Las demás dinámicas muestran
un comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas para
los datos de cada una de las dinámicas y una gráfica de la fuerza de arrastre
en función de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad.
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Figura 4.27: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 1.0×10−5

Å/fs2 para la molécula C70-D. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la
posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.28: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 1.0 × 10−5 Å/fs2 para la molécula C70-D. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.29: Datos de la posición (gráfica izquierda) y de la velocidad (gráfica
derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración a = 2.0×10−5

Å/fs2 para la molécula C70-D. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los cálculos numéricos, la recta color naranja en la gráfica de la
posición corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviación estándar de la velocidad terminal.

Figura 4.30: Datos de la fuerza de arrastre (gráfica izquierda) y de la tempera-
tura (gráfica derecha) durante la evolución de la dinámica con la aceleración
a = 2.0 × 10−5 Å/fs2 para la molécula C70-D. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cálculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviación estándar de la fuerza de arrastre.
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aceleración Velocidad Fuerza de Fuerza de
(10−5 Å/fs2) Terminal ec. 3.52 Arrastre ec. 3.53 Jalón F = ma

(×10−3Å/fs) (×10−2Eh/Å) (×10−2Eh/Å)
1.0 3.78 ± 0.59 3.225 ± 1.593 3.202
1.1 4.35 ± 0.83 3.541 ± 1.421 3.523
1.2 4.95 ± 0.85 3.888 ± 1.637 3.843
1.3 6.09 ± 0.96 4.187 ± 1.720 4.163
1.4 5.94 ± 0.71 4.435 ± 1.665 4.483
1.5 8.15 ± 0.91 4.828 ± 1.895 4.803
1.6 8.91 ± 0.79 5.233 ± 2.054 5.124
1.7 9.52 ± 1.30 5.498 ± 2.499 5.444
1.8 10.89 ± 1.05 5.824 ± 2.249 5.764
1.9 11.32 ± 1.01 6.130 ± 2.418 6.084
2.0 12.27 ± 0.95 6.517 ± 2.609 6.405

Cuadro 4.12: Tabla con los resultados para las dinámicas con la molécula
de C70-D. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La ve-
locidad terminal y la fuerza de arrastre en función de la aceleración tie-
nen un incremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuación
vt(a) = 890.727a−0.006 para la velocidad terminal y F (a) = 3276.73a−0.001
para la fuerza de arrastre.

Figura 4.31: Gráfica de las fuerzas de arrastre promedio con respecto a la
velocidad terminal promedio de la molécula C70-D. En rojo se muestra la
recta ajustada que corresponde a la ecuación F (vt) = 3.63789vt + 0.0200503.
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Para este caso al considerar la relación lineal F = Kvt se tiene:

K = 3.63789
Eh fs

Å2
= 1.58583× 10−12 kg

s
. (4.14)

Las viscosidades correspondientes se presentan en la Tabla 4.13. Conside-
rando los valores de la pendiente en las gráficas de la fuerza respecto a la

aceleración C70-I C70-D
(10−5 Å/fs2) µ (10−4kg/ms) µ (10−4kg/ms)

1.0 5.94 5.99
1.1 5.61 5.71
1.2 5.10 5.51
1.3 5.35 4.82
1.4 4.57 5.24
1.5 4.54 4.16
1.6 4.19 4.12
1.7 4.31 4.05
1.8 4.25 3.75
1.9 4.00 3.80
2.0 3.79 3.73

Cuadro 4.13: Viscosidades resultantes al considerar la ec. µ = F
3πdnQvt

para
la molécula de C70. La viscosidad del agua a una temperatura de 25o C
corresponde a µ = 8.91× 10−4 kg/ms [58].

velocidad terminal presentadas en las Figuras 4.30 y 4.31, el promedio de
las viscosidades para cada una de las dinámicas y el valor de dn tenemos lo
siguiente. Para la molécula del lado izquierdo de la Figura 4.21 (C70-I) el
factor de estructura dinámico dado por los cálculos numéricos es:

QI = 0.7899. (4.15)

Para la molécula del lado derecho (C70-D):

QD = 0.9305. (4.16)

Como conclusión de esta sección tenemos lo siguiente. Las fuerzas del po-
tencial de Lennard-Jones son las responsables del golpetéo estocástico que
el medio ejerce sobre la part́ıcula Browniana. La relación de la fuerza en
función de la velocidad terminal sigue presentando una tendencia lineal tal
como lo predice la ley de Stokes, lo cual puede corroborarse en las Figuras
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4.15, 4.20, 4.26 y 4.31. Las dinámicas con la molécula de C70 muestran que
los movimientos en medios viscosos en donde los objetos no tienen geometŕıa
esférica, tienden a ser de tal manera que el área proyectada en la dirección
de movimiento sea la mayor.

Como se dijo en la sección de teoŕıa de respuesta lineal, la respuesta del
medio en el cual hay una part́ıcula Browniana sujeta a una fuerza externa
constante, ec. 2.100, no es instantánea, sino que después de cierto tiempo el
medio comienza a absorber la enerǵıa que el campo suministra en una tasa
constante. Lo anterior es observado en las dinámicas de esta tesis y en los
fenómenos que se presenta una fuerza de arrastre al jalar objetos con una
fuerza constante en un medio viscoso. El objeto después de cierto tiempo
se mueve con una velocidad en promedio constante, que es sinónimo de una
enerǵıa cinética en promedio constante. La enerǵıa ‘excedente’ que suminis-
tra la fuerza, se transfiere al medio viscoso por medio de transferencia de
momento a sus moléculas constituyentes, esto a través de las interacciones
electrónicas.
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Caṕıtulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos verificado que la ley de Stokes se satisface en la escala
nanométrica. Dicha ley tiene como origen las interacciones entre las nubes
electrónicas de los átomos del fluido.

Fluido impĺıcito

En este caso, se omitió el fluido de manera expĺıcita, pero se contempló
su participación en el movimiento Browniano de una part́ıcula de manera
impĺıcitia. La forma impĺıcita del fluido se tomó en cuenta a través de dos
factores importantes: i) fuerzas estocásticas en la ecuación de Langevin y
ii) una función de distribución compatible con tal ecuación que regulaba a
los términos estocásticos, tomando en cuenta la temperatura y viscosidad
del fluido. Después de varias simulaciones se pudo concluir que, bajo este
esquema, se reproduce la dinámica de una part́ıcula Browniana inmersa en
un fluido caracterizado por el coeficiente de fricción γ y a su vez la ley de
Stokes, todo esto desde un nivel atomı́stico. Por ejemplo, al aplicar una fuerza
constante a la part́ıcula Browniana dentro del fluido, se observó que esta
alcanza la velocidad terminal predicha por la ley de Stokes.

Fluido expĺıcito

Para el segundo caso se consideró un fluido expĺıcito que consistió en agua
modelada con un potencial tipo TIP3P. El papel de la part́ıcula Browniana lo
jugó un fullereno, del cual variamos su tamaño y geometŕıa. Las simulaciones
mostraron un movimiento caracteŕıstico de part́ıcula Browniana, no obstan-
te, bajo la acción de la fuerza constante se observó a la part́ıcula alcanzar
una velocidad (terminal) constante, mostrando cierta oscilación respecto al
valor promedio. Hay que hacer notar que, en este caso, se tiene la existencia
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de fuerzas expĺıcitas de las part́ıculas del fluido actuando sobre los átomos de
la part́ıcula Browniana. Dichas fuerzas se deben a la interacción del potencial
de Lennard-Jones. Estas fuerzas son las responsables de ejercer una fuerza de
arrastre, o de fricción, y que en una escala macroscópica se catalogan como
fuerzas viscosas.

En el movimiento de la part́ıcula en el fluido bajo la acción de una fuer-
za constante se observa: i) una conversión de enerǵıa potencial en enerǵıa
cinética de la part́ıcula, ii) la cual al alcanzar su velocidad terminal, la enerǵıa
potencial se transforma en enerǵıa cinética del fluido, lo cual a su vez se re-
fleja en iii) un pequeño aumento de temperatura del fluido.

Las viscosidades que se obtienen en las simulaciones para el caso de las
moléculas de C20 y C60 son del orden de magnitud esperado al comparar
con las predichas por la ley de Stokes. En particular, observamos que el valor
de la viscosidad se acerca más al valor experimental mientras menor sea la
velocidad terminal. Esto se debe a que el número de Reynolds es menor, por
lo que las ecuaciones de Stokes se satisfacen de una manera más efectiva.
Nótese que al deducirse la ley de Stokes se toman consideraciones expĺıcitas,
hasta cierto grado idealizadas, que no se satisfacen del todo en la escala de las
dinámicas realizadas. Por ejemplo, Stokes supone que la part́ıcula esférica so-
lo tiene movimiento traslacional y no rotacional, ya que si la molécula gira se
involucran más grados de libertad. En nuestras dinámicas, los fullerenos pue-
den girar, por lo que la condición impuesta en la deduccion de la ley de Stokes
no se cumple. Otra condición que no se cumple es la de no-resbalamiento.
Existen esfuerzos realizados por otros autores donde se intentan introducir
correciones a la ley de Stokes. Matthews y Hill, art́ıculo [29], trabajan con
efectos de resbalamiento, resultando en coeficientes de viscosidad mas cer-
canos al experimento, al considerar sus resultados con los datos de nuestras
dinámicas.

Para la molécula C70 no se puede utilizar directamente la ley de Stokes, ya
que no tiene una geometŕıa esférica. No obstante, nuestros resultados demues-
tran que esta molécula también alcanza una velocidad terminal en promedio
constante, y en el caso del fluido expĺıcito, la relación que existe entre la
fuerza de arrastre y la velocidad terminal es lineal, tal como lo predice la
ley de Stokes. El trabajo presentado por el autor Leith en la referencia [31]
generaliza la ley de Stokes para objetos no esféricos de una manera efectiva,
lo cual se confirma con nuestros resultados.

Existen metodos alternativos para determinar la viscosidad de un fluido. El
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autor Hess (referencia [60]) obtiene valores similares a los nuestros utilizando
un modelo SPC para el agua. Los autores Hummer y Yeh (referencia [61])
estudian la viscosidad del modelo TIP3P del agua y obtienen valores cerca-
nos a los nuestros. Los autores Abascal y González (art́ıculo [62]) comparan
varios modelos de agua para obtener viscosidades, y también obtienen valores
muy similares a los nuestros para el caso TIP3P. Ellos concluyen que el mejor
modelo para reproducir las propiedades viscosas del agua es el TIP4P/2005.
En cada uno de los trabajos antes referenciados utilizan métodos diferentes
al nuestro para medir la viscosidad.

El tema principal de la tesis no fue medir la viscosidad del fluido simula-
do, sino mostrar las limitantes de la ley de Stokes a escala nanométrica. Si
bien dicha ley se sigue satisfaciendo en este régimen, debe ser aplicada con
cautela. En resumen, la estructura atómica es muy relevante a escalas na-
nométricas y la hipótesis del medio continuo comienza a no tener validez.
Finalmente, el enfoque propuesto en esta tesis es el primero de su clase.
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Apéndice A

Teorema de transporte de
Reynolds

En este Apéndice se deduce el teorema de transporte de Reynolds siguien-
do el camino de la referencia [63], además de las imágenes que se utilizan
aqúı corresponden a las de la referencia dada. La mecánica de fluidos tiene
como prioridad explicar, desde el punto de vista del continuo, cómo un flui-
do se mueve en el espacio aśı como las fuerzas que lo provocan. Un fluido
puede poseer diferentes propiedades f́ıscas de interés de estudio las cuales
son medibles en un laboratorio permitiéndonos esto probar la teoŕıa. Estas
propiedades que el fluido puede poseer se clasifican en dos tipos: propieda-
des intensivas y propiedades extensivas. De manera sencilla, una propiedad
extensiva es aquella que depende de la cantidad de la sustancia considerada
(volumen, masa, enerǵıa, etc.), mientras que una propiedad intensiva es in-
dependiente de la cantidad de la sustancia (presión, temperatura, densidad,
etc.).

Queremos cuantificar el cambio de la propiedad extensiva B en un siste-
ma que ocupa un cierto volumen el cual puede deformarse al desplazarse
el sistema, apoyándonos en un volumen de control fijo en el espacio con el
fin de poder relacionar cantidades (ecuaciones) locales con cantidades que se
desplazan. Para medir la variación de una propiedad se puede ocupar su tasa
de variación temporal que se logra anaĺıticamente al calcular la derivada de
la propiedad con respecto al tiempo.

Consideremos cierta cantidad de fluido en un volumen de control fijo, y sin
poderse deformar, que transporta alguna propiedad extensiva B. La cantidad
intensiva que le corresponde a B la denotamos con la letra minúscula b, que
es la cantidad de la propiedad extensiva por unidad de masa, b = B

m
. A cierto
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tiempo t el sistema considerado coincide con el volumen de control fijo como
se muestra en la Figura A.1a de color rosado. A un tiempo t + dt el fluido
fluyó saliendo parte del sistema del volumen de control, y de igual manera
entra otra cantidad de fluido que ya no es parte del sistema considerado (color
blanco de la Figura A.1b). Para esto, la velocidad u que consideramos es la
velocidad medida por un observador que está en el volumen de control. Para
el tiempo t la cantidad de la propiedad extensiva Bsis que posee el sistema

(a) Volumen de control consi-
derado. Al tiempo t, el sistema
coincide con el volumen de con-
trol.

(b) Al tiempo t + dt, parte del sistema con-
tinúa aún en el volumen de control mientras
que parte de él salió.

coincide con la cantidad Bvc contenida en el volumen de control, es decir:

Bsis(t) = Bvc(t), (A.1)

ya que el sistema y el volumen de control coinciden. Para el tiempo t + dt,
la cantidad de la propiedad extensiva del sistema estará expresada como la
cantidad de propiedad extensiva en el volumen de control en el tiempo t+ dt
menos la que entró al fluir el fluido, más la cantidad extensiva del sistema
que salió del volumen de control.

La región ocupada en el volumen de control por fluido ajeno al sistema la
denotamos con el número romano I, mientras que la cantidad de fluido que
pertenece al sistema y salió del volumen de control le asignamos el número
II. Lo anterior se expresa anaĺıticamente como:

Bsis(t+ dt) = Bvc(t+ dt)−BI(t+ dt) +BII(t+ dt). (A.2)

Establecemos 4 puntos sobre la superficie del volumen de control que deno-
tamos como A, F, C y D. La región de entrada al volumen de control del
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fluido ajeno al sistema está dada por la región de los puntos AFC, mientras
que la región de salida de fluido son los puntos ADC. La tasa de cambio
de la cantidad extensiva por unidad de tiempo está dada por el valor de la
cantidad extensiva evaluada en t+ dt menos la cantidad extensiva evualada
en t, dividido todo entre el diferencial de tiempo dt. En forma anaĺıtica:

dBsis

dt
=
Bsis(t+ dt)−Bsis(t)

(t+ dt)− t
=
Bsis(t+ dt)−Bsis(t)

dt
. (A.3)

Sustituyendo (A.2) en (A.3) se tiene:

dBsis

dt
=
Bvc(t+ dt)−BI(t+ dt) +BII(t+ dt)−Bsis(t)

dt
. (A.4)

Retomando la consideración de que el sistema coincide con el volumen de
control al tiempo t y por lo tanto Bsis(t) = Bvc(t), sustituimos:

dBsis

dt
=
Bvc(t+ dt)−BI(t+ dt) +BII(t+ dt)−Bvc(t)

dt
. (A.5)

Reagrupamos términos:

dBsis

dt
=
BII(t+ dt)

dt
− BI(t+ dt)

dt
+
Bvc(t+ dt)−Bvc(t)

dt
. (A.6)

Analicemos uno a uno los términos del lado derecho de (A.6) comenzando
con las regiones I (región del volumen de control ajena al sistema) y II (región
fuera del volumen de control que contiene parte del sistema). Para el tiempo
t, el sistema entero está dentro del volumen de control, por lo que no hay
fluido ajeno al sistema dentro o parte del fluido del sistema fuera, por lo que
tenemos BI(t) = BII(t) = 0. La expresión anaĺıtica para el cambio en las
regiones I y II está dada por:

dBI

dt
=
BI(t+ dt)−BI(t)

(t+ dt)− t
=
BI(t+ dt)

dt
= ḂAFC

en , (A.7)

con en interpretándose como el flujo de entrada. Para la región de salida
(sal) II:

dBII

dt
=
BII(t+ dt)−BII(t)

(t+ dt)− t
=
BII(t+ dt)

dt
= ḂADC

sal . (A.8)

Las expresiones ḂAFC
en y ḂADC

sal cuantifican la cantidad de la propiedad ex-
tensiva que entra y sale del volumen de control respectivamente. Podemos
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Figura A.1: Análisis sobre un diferencial de área de la superficie de control.

encontrar expresiones más detalladas para estos resultados si hacemos nues-
tro análisis más minucioso sobre la superficie del volumen de control, tanto
en la región de entrada como de salida del fluido. Comencemos considerando
una pequeña porción de superficie dA sobre la región de salida ADC. El vec-
tor de velocidad u y el vector normal unitario n̂ a la superficie son mostrados
en la Figura A.1. El ángulo entre estos vectores va de 0 ≤ θ ≤ π

2
, además de

considerar un signo negativo (−) cuando el flujo es de entrada (región AFC).
El fluido que atravesó la frontera dA formará un cilindro oblicuo que contiene
una masa dm y volumen dV mientras transcurrió una pequeña cantidad de
tiempo dt. Este cilindro se formará en la dirección del vector de velocidad tal
como se muestra en la Figura A.2, y contendrá una pequeña cantidad de la
propiedad extensiva dB. El largo del cilindro está dado por la magnitud del
vector velocidad multiplicada por el tiempo, dL = udt. La cantidad extensiva
puede expresarse en su forma intensiva con la siguiente relación dB = bdm
y el diferencial de masa puede ser expresado en términos de la densidad del
fluido como dm = ρdV . Con esto, podemos escribir:

dB = bdm = bρdV. (A.9)

El volumen de un cilindro oblicuo está dado por la multiplicación de su área
dA y la altura de él, la cual es la altura medida en dirección normal a la
superficie y denotamos como dLn. Geométricamente, dLn es la proyección de
dL en dirección normal a la superficie y está dada por dLn = dL cos θ. Aśı:

dV = dAdLn = dAdL cos θ = dAudt cos θ. (A.10)

Sustituyendo (A.10) en (A.9) se obtiene:

dB = bρdAudt cos θ. (A.11)
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Figura A.2: Cilindro oblicuo formado por el fluido que atraviesa el diferencial
de superficie dA en un diferencial de tiempo dt.

Dividimos entre un diferencial de tiempo dt para obtener la tasa de flujo de
la propiedad extensiva a través del diferencial de superficie dA:

dB

dt
=
bρdAudt cos θ

dt
= bρdAu cos θ. (A.12)

Notemos que podemos hacer uso de la definición de producto escalar ya que:

u cos θ = (u)(1) cos θ = |u||n̂| cos θ = u · n̂. (A.13)

Sustituimos este resultado en (A.12) para obtener:

dB

dt
= bρ (u · n̂) dA = ḂdA

sal. (A.14)

Ponemos la etiqueta dA para enfatizar que esta es la tasa de salida de la
propiedad extensiva B por el diferencial de área. Podemos encontrar la taza
de salida de la propiedad extensiva por la región ADC integrando sobre toda
el área la tasa de salida de B por el diferencial de área:

ḂADC
sal =

∫
ADC

ḂdA
sal =

∫
ADC

bρ (u · n̂) dA. (A.15)

El flujo de salida de B, es la propiedad intensiva b multiplicada por la den-
sidad, el producto escalar entre el vector velocidad y el vector normal a la
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superficie, por el diferencial de área, y todo esto integrado sobre toda la su-
perficie ADC. Si ahora hacemos el mismo análisis para la región de entrada
del flujo que corresponde a la región AFC, el único cambio que tendrá es el
signo menos. Aśı:

ḂAFC
en =

∫
AFC

−bρ (u · n̂) dA. (A.16)

El signo negativo se debe a que el vector velocidad en esta región es hacia
adentro del volumen de control y el vector normal hacia afuera, por lo que
el ángulo entre estos vectores es mayor a π

2
. Reescribimos los términos de la

ec. (A.6) con lo obtenido por el análisis anterior como:

BII(t+ dt)

dt
− BI(t+ dt)

dt
= ḂADC

sal − ḂAFC
en . (A.17)

Esta expresión representa el flujo neto total de la propiedad extensiva que
salió del volumen de control. Sustituyendo (A.15) y (A.16) obtenemos:

ḂADC
sal − ḂAFC

en =

∫
ADC

bρ (u · n̂) dA−
∫
AFC

−bρ (u · n̂) dA

=

∫
ADC

bρ (u · n̂) dA+

∫
AFC

bρ (u · n̂) dA. (A.18)

Dado que estamos integrando sobre dos regiones que conforman a una sola
es posible combinar las integrales en una:∫

ADC

bρ (u · n̂) dA+

∫
AFC

bρ (u · n̂) dA =

∫
sc

bρ (u · n̂) dA. (A.19)

Ahora tenemos una integral que barre toda la superficie de control denotada
por las ĺıneas rojas de la Figura A.1b. Analicemos el último término de la ec.
(A.6):

Bvc(t+ dt)−Bvc(t)

dt
=
dBvc

dt
. (A.20)

Este término representa la tasa de cambio en el tiempo de la propiedad exten-
siva B dentro del volumen de control, y está dado por el valor de la propiedad
extensiva en el tiempo t + dt menos el valor de la propiedad extensiva en el
tiempo t dividida por el tiempo dt. La propiedad extensiva B en el volumen
de control puede ser obtenida considerando un elemento pequeño del fluido
que está dentro de él. Este pequeño elemento tiene un cierto volumen dV
con una pequeña cantidad de masa dm y una pequeña porción de la pro-
piedad extensiva dB. Asumiremos que los elementos de fluido elegidos son
lo suficientemente pequeños para que la densidad ρ sea constante en dV , sin
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embargo, la densidad puede variar de elemento de fluido a elemento de fluido.
La expresión anaĺıtica para lo anterior es:

Bvc =

∫
vc

dB =

∫
vc

bdm =

∫
vc

bρdV. (A.21)

Ahora tomamos la tasa de cambio en el tiempo de la propiedad extensiva
dentro del volumen de control como:

dBvc

dt
=

d

dt

[∫
vc

bρdV

]
. (A.22)

Juntando todos los términos y sustituyendo en (A.6), obtenemos:

dBsis

dt
=

d

dt

∫
vc

bρdV +

∫
sc

bρ (u · n̂) dA. (A.23)

La ecuación anterior es útil cuando una propiedad extensiva B en un sistema
cambia en el tiempo en términos que pueden ser relacionados con un volumen
de control. La expresión (A.23), dice que la tasa de cambio de B en el tiempo
en un sistema es igual a la tasa de acumulación de la propiedad extensiva en
el volumen de control, más la tasa de flujo neto de salida por la superficie
del volumen de control de la propiedad extensiva. A esto se le conoce como
el teorema de transporte de Reynolds y tradicionalmente se ponen letras D
mayúsculas del lado izquierdo de la siguiente manera:

DBsis

Dt
=

d

dt

∫
vc

bρdV +

∫
sc

bρ (u · n̂) dA, (A.24)

a lo que se le llama derivada material. Es importante remarcar que el vector
velocidad u es la velocidad que mide un observador que está en el volumen
de control fijo. El teorema de transporte de Reynolds es de gran importancia
en la mecánica de fluidos ya que en la práctica los problemas relacionados
con esta área son raramente resueltos aplicando directamente la ec. (A.24).
En vez de eso, el teorema de transporte Reynolds es utilizado para derivar las
leyes de conservación para volumenes de control, y son estas leyes derivadas
las que nos permiten resolver problemas.

Los volúmenes de control en mecánica de fluidos generalmente no vaŕıan
en forma al pasar el tiempo, pero esto no significa que lo obtenido no apli-
que a volumenes de control que pueden variar en forma con el transcurrir
del tiempo. Cuando esto sucede es necesario considerar la variación temporal
en los ĺımites de las integrales, ya que tanto el volumen como su superficie
variarán. Aśı:

DBsis

Dt
=

d

dt

∫
vc(t)

bρdV +

∫
sc(t)

bρ (u · n̂) dA. (A.25)
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Apéndice B

Rotación y tasa de corte

Con el fin de identificar las cantidades tensoriales que representan la rotación
y el corte se considera un elemento de fluido infinitesimal de forma rectangu-
lar y observamos su cambio de forma y orientación cuando fluye. Apoyémonos
en la Figura B.1 que representa la proyección del elemento considerado en el
plano xy a un tiempo t = 0 y tiene por lados δx y δy. El elemento de fluido
es rectangular inicialmente y su centro coincide con el origen de un sistema

Figura B.1: Elemento infinitesimal de fluido al tiempo t = 0 indicado por los
lados ABCD y al tiempo t = δt por los lados A’B’C’D’.

coordenado. Después de cierto tiempo δt el centroide del elemento se habrá

121



movido hacia un nuevo lugar como se muestra. La distancia recorrida es:

∆x =

∫ δt

0

u[x(t), y(t)]dt ; ∆y =

∫ δt

0

v[x(t), y(t)]dt. (B.1)

Dado que ∆x,∆y → 0 para δt→ 0, las componentes de la velocidad pueden
ser expandidas en series de Taylor alrededor del punto (0, 0):

∆x =

∫ δt

0

[
u(0, 0) + x(t)

∂u

∂x
(0, 0) + y(t)

∂u

∂y
(0, 0) + . . .

]
dt. (B.2)

Integrando:

∆x = u(0, 0)δt+

∫ δt

0

[
x(t)

∂u

∂x
(0, 0) + y(t)

∂u

∂y
(0, 0) + . . .

]
dt,

∆x = u(0, 0)δt+ . . . (B.3)

De una manera similar.

∆y = v(0, 0)δt+ . . . (B.4)

Mientras el elemento de fluido se desplaza las esquinas pueden rotar como se
indica en la Figura B.1 al tiempo t = δt. La rotación del lado CD a su nueva
posición C’D’ está dada por el ángulo δφ, donde φ es positivo en sentido
anti-horario. La rotación del lado BC a su nueva posición B’C’ está dado por
δβ, donde β es positivo en sentido horario. Expresiones anaĺıticas para δφ y
δβ en términos de las componentes de la velocidad se obtienen de la manera
siguiente. De la geometŕıa del elemento de fluido al tiempo t = δt se tiene:

δφ = tan−1

(
componente y de D’C’

componente x de D’C’

)
,

δφ = tan−1

{[
v(1

2
δx,−1

2
δy)δt+ . . .

]
−
[
v(−1

2
δx,−1

2
δy)δt+ . . .

]
δx+ . . .

}
, (B.5)

donde v está evaluada primeramente en el punto D cuyas coordenadas son
(1

2
δx,−1

2
δy) y el segundo punto C con coordenadas (−1

2
δx,−1

2
δy). La com-

ponente x del lado D’C’ será únicamente diferente por la cantidad δx, por
lo que el valor expĺıcito no es evaluado. Expandiendo la componente de la
velocidad v en series de Taylor alrededor del punto (0, 0):

δφ = tan−1

{[
v(0, 0) + 1

2
δx(∂v/∂x)(0, 0)− 1

2
δy(∂v/∂y)(0, 0) + . . .

]
δt

δx(1 + . . .)
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−
[
v(0, 0)− 1

2
δx(∂v/∂x)(0, 0)− 1

2
δy(∂v/∂y)(0, 0) + . . .

]
δt

δx(1 + . . .)

}
,

δφ = tan−1

{
[δx(∂v/∂x)(0, 0) + . . .] δt

δx(1 + . . .)

}
= tan−1

{
[(∂v/∂x)(0, 0) + . . .] δt

(1 + . . .)

}
,

δφ = tan−1

{[
∂v

∂x
(0, 0) + . . .

]
δt

}
. (B.6)

El argumento de tan−1 es pequeño por lo que puede ser expandido en serie:

δφ =

[
∂v

∂x
(0, 0) + . . .

]
δt ;

δφ

δt
=
∂v

∂x
(0, 0) + . . . (B.7)

La ecuación (B.7) representa el cambio del ángulo φ por unidad de tiempo.
Cuando δx, δy, δt→ 0 esta expresión resulta:

φ̇ =
∂v

∂x
(0, 0). (B.8)

Por medio de un procedimiento similar se obtiene para el cambio del ángulo
β:

β̇ =
∂u

∂y
(0, 0). (B.9)

Recordemos que φ se mide en sentido anti-horario y β en sentido horario. La
tasa de rotación del elemento de fluido alrededor de su centroide está dada
por:

1

2

(
β̇ − φ̇

)
=

1

2

(
∂u

∂y
− ∂v

∂x

)
. (B.10)

La acción de corte es medida por la tasa en que los lados B’C’ y D’C’ son
aproximados entre ellos, esto es:

1

2

(
β̇ + φ̇

)
=

1

2

(
∂u

∂y
+
∂v

∂x

)
. (B.11)

El análisis presentado es para una proyección del elemento de fluido en el
plano xy y puede generalizarse para un plano xjxi arbitrario siguiendo un
análisis similar. La tasa de corte y rotación en su forma general están dados
por:

Tasa de rotación =
1

2

(
∂u

∂xj
− ∂uj
∂xi

)
, (B.12)

Tasa de corte =
1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
. (B.13)
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Cualquiera de las dos tasas puede ser representada por un tensor de segundo
orden. La tasa de rotación es un tensor antisimétrico y tiene únicamente
tres componentes independientes mientras que el tensor de tasa de corte es
simétrico y tiene seis elementos independientes. Estas dos cantidades son la
parte antisimétrica y simétrica de un tensor que llamaremos tensor de tasa
de deformación eij que se define como:

eij ≡
1

2

(
∂u

∂xj
− ∂uj
∂xi

)
+

1

2

(
∂ui
∂xj

+
∂uj
∂xi

)
=
∂ui
∂xj

. (B.14)

La parte antisimétrica de eij representa la tasa de rotación del elemento de
fluido alrededor de su propio eje mientras que la parte simétrica representa
la tasa de corte del elemento de fluido.
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