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Resumen

La siguiente tesis aborda el tema de la validez de premisas fundamentales
del area de la mecanica de fluidos en la escala nanométrica. Las principales
a tratar son la hipdtesis del medio continuo y la ley de Stokes de las fuerzas
viscosas. Esto se hace a través de calculos numéricos de dindmica molecular.
La manera en que se llevaron a cabo las simulaciones consistieron de un fluido
implicito y un fluido explicito.

Para el fluido implicito se utilizo un esquema en el que la evolucién de po-
siciones y velocidades, contenia la informacion de la ecuacién de Langevin
para particulas Brownianas en un medio viscoso. Para el fluido explicito, el
sistema que se estudio consistié en la simulacion de un fluido considerando
explicitamente su estructura atomica y molecular. El fluido considerado fue
el agua y se utiliz6 el modelo TIP3P para su molécula, las cuales fueron
confinadas por medio de potenciales exponenciales para poder llevar a cabo
las dindmicas a una temperatura y densidad correspondientes a la fase liqui-
da de su diagrama de fases. Las interacciones consideradas entre moléculas
fueron de Coulomb y de Lennard-Jones. Se introdujeron por separado varias
moléculas de fullereno como particulas Brownianas con diferentes estructuras
geométricas, considerando también en estas su estructura atéomica explicita-
mente al utilizar diferentes force fields para cada una de ellas.

Las moléculas de fullereno fueron ‘arrastradas’ a través del fluido, ya sea
implicito o explicito, con varias aceleraciones constantes lo suficientemente
grandes para que superaran el golpetéo estocastico que el medio ejercia sobre
ellas, y presentaran un movimiento tipo balistico. Se procuré trabajar en la
escala de bajos numeros de Reynolds, necesario para que las ecuaciones de
Stokes sean validas. Se demuestra numéricamente que aun en esta escala se
sigue satisfaciendo la ley de Stokes, ya que el movimiento de la molécula
presenta una velocidad terminal en su movimiento con ciertas fluctuaciones.
Esto indica que el medio ejerce una fuerza de arrastre que es proporcional a
la velocidad y que se opone al movimiento de las moléculas en el fluido, la



cual tiene una dependencia lineal.

El sistema presenta més grados de libertad a los considerados al deducir
la ley de Stokes, ya que esta considera que el objeto esférico no gira y que la
condicién de no-resbalamiento se satisface, lo cual no es valido en la escala
nanomeétrica. Al considerar los datos numéricos para obtener el valor de la
viscosidad del medio tomando en cuenta lo predicho por Stokes, resulta que
estd en el orden de magnitud esperado. Al considerar algunas correcciones
que toman en cuenta que la condicion de no-resbalamiento no se satisface, el
valor numérico se acerca aun mas al valor reportado por los experimentales.
Se pone también a prueba de manera satisfactoria un factor de estructura
dindmico para objetos que no satisfacen la geometria esférica, y que permite
comparar lo predicho por la ley de Stokes.

Se concluye que a un nivel mas fundamental, la viscosidad es una mane-
ra en como el medio responde ante la perturbacién que genera un campo
externo que actua sobre los atomos de la particula Browniana al jalarlos, y
que esta respuesta es absorber la energia que suministra el campo a través
de transferencia de momento entre la particula Browniana y las moléculas
del fluido, por medio de las interacciones eléctricas entre las moléculas.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

El estudio de los fluidos ha sido de gran importancia a lo largo del desarrollo
de la civilizacién y no por poco, una gran cantidad de materia que nos rodea
en nuestro dia con dia puede ser catalogada como un fluido: el agua que be-
bemos y con la que nos banamos, el aire que respiramos, el combustible que
utilizan los automoviles para moverse y la sangre que circula por nuestras
venas son tan sélo unos ejemplos de la basta cantidad de fluidos que ocupa-
mos a menudo en nuestra vida cotidiana.

Ya los griegos sabian de su gran importancia por lo que se dedicaban también
a su estudio siendo Arquimides el que establecié los principios fundamenta-
les de la hidrostatica y dindmica en su trabajo Sobre los cuerpos flotantes
alrededor del 250 a. C. [1], pero fue Blaise Pascal el que le di6 la categoria de
ciencia en sus manuscritos Sobre el tratado de los liquidos en equilibrio (Sur
Uequilibre des liqueurs) [2] publicados posterior a su muerte en 1663, donde
las leyes de los liquidos en equilibrio fueron establecias en una manera simple
para después ser confirmadas experimentalmente en la época.

Por otro lado, la dindmica molecular es una ciencia reciente en compara-
cion siendo los primeros trabajos publicados en la epoca de los finales de los
1950s [3,4]. El objetivo de su estudio corresponde a entender la naturaleza
en la escala atomica y molecular, utilizando las leyes de la mecénica clasica y
mecanica cuantica para modelar y simular el comportamiento de la materia
a esa escala. Para su estudio un factor sumamente importante es el equipo de
computo, el cual es necesario para poder llevar a cabo las soluciones numeéri-
cas a las complejas ecuaciones que se obtienen debido a la interacciéon de



N-cuerpos. La aplicacién de la dindmica molecular es muy extensa siendo los
sistemas bioldgicos, la fisico-quimica y ciencias de materiales las principales
areas en usar sus metodologias. En el area de la biofisica es posible estudiar
las proteinas al refinar su estructura ademas de poder analizar otras macro-
moléculas que estan restringidas a estudiarse con la cristalografia de rayos
X o la espectroscopia de resonancia magnética nuclear. Ya que la dindmica
molecular se utiliza para estudiar las propiedades dinamicas de los fenémenos
naturales a un nivel atomistico/molecular, en los cuales no es posible hacer
experimentos en laboratorio para observar ciertas caracteristicas de una ma-
nera directa, esta nos permite indagar sobre posibles aplicaciones de aparatos
nanotecnologicos que aun no han sido desarrollados.

Dado que un fluido en una escala més fundamental esta compuesto por ato-
mos y/6 moléculas, debe de existir una relacién entre ambas areas volviéndose
de interés el buscar cual es esta conexion, ya sea directa o indirecta, que existe
entre ambas ramas de la fisica siendo esa la motivacién principal del presente
trabajo.

1.2. Breve historia del estudio de los fluidos

El uso de los fluidos para facilitar la vida cotidiana viene desde las primeras
civilizaciones humanas. Las civilizaciones ancestrales se dedicaron en desa-
rrollar proyectos hidraulicos con el fin de contener inundaciones, para el su-
ministro de agua, para irrigacién, drenaje, entre muchas cosas mas [5]. Como
se menciond anteriormente, no fue hasta Blaise Pascal quien puso el estudio
de los fluidos en el papel de ciencia con sus trabajos. Newton hizo contribu-
ciones al estudiar los efectos de la friccion y viscosidad en la disminucion de
la velocidad de corrientes de agua lo que ayudd en encontrar varias ramas
de lo conocido como hidromecanica. También fue el primero en estudiar e
investigar el movimiento de las olas en los fluidos. En 1738 Daniel Bernoulli
publicé su trabajo titulado Hydrodynamica seu de viribus et motibus fluido-
rum commentarii en el cual estudié el movimiento de fluidos en tubos que
variaban de tamano para entender el patrén de velocidades en ellos, traba-
jo en el cual después se unieron Colin Maclaurin y Jhon Bernoulli. Jean le
Rond d’Alembert generalizé los trabajos de Jacob Bernoulli y descubrié un
principio de dinamica de fluidos tan simple y general que redujo las leyes de
movimiento de los cuerpos al del estado de equilibrio. En su trabajo aplicé
este principio al movimiento de fluidos y dié una muestra de su aplicacion
final en su trabajo Dindmica en 1743 el cual generalizé y desarrollé de una
manera mas general en Traité des fluides publicado en 1744. En 1752 publico
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otro ingenioso trabajo en su Essai sur la résistance des fluides el cual llevado
a la perfeccion en sus Opuscules mathématiques y fue adoptado por Leonhard
Euler. Este ultimo resolvié las cuestiones sobre el movimiento de los fluidos
por medio de coeficientes diferenciales parciales, lo cual se aplicé por primera
vez al movimiento del agua por d’Alembert y permitié que ambos represen-
taran la teoria de los fluidos en férmulas matematicas que no se sustentaban
en ninguna hipotesis particular. En el siglo 18 llegé una generalizacion de
las ecuaciones propuestas por Euler para describir el flujo de fluidos en las
cuales se consideraba el efecto de la viscosidad. Estas ecuaciones son muy
famosas y se conocen como las ecuaciones de Navier-Stokes propuestas por
Claude-Louis Navier y George Gabriel Stokes. Estas ecuaciones son de ba-
lance y se sustentan al aplicar el principio de la segunda ley de Newton y la
conservacion de la energia a un fluido en movimiento, seguido de la suposi-
cién de que la tensién en el fluido consta de la suma de un término difuso
viscoso, el cual es proporcional al gradiente de la velocidad, y un término de
presion que describe el flujo viscoso.

1.3. Conceptos preliminares

De una manera relativamente burda se puede definir a un fluido como aquel
estado de la materia que es deformable ante esfuerzos de ‘corte’ o tangencia-
les. Los estados de la materia que adquieren esta definicién son los gases, los
liquidos y los plasmas. Un fluido adquiere la forma del recipiente en el cual
esta contenido mientras que un sélido no. Cuando a un sélido se le aplica
un esfuerzo cortante este restaura su forma original por medio de una fuerza
tipo resorte por lo que no es deformable, lo cual no sucede con un fluido. Po-
demos separar en dos categorias los fluidos segtin su tipo de respuesta entre
los esfuerzos cortantes, la tasa de deformacion y sus derivadas: si la respues-
ta del fluido es directamente proporcional a la tasa de la tension ejercida se
conoce como flutdo Newtoniano, mientras que si la respuesta no es directa-
mente proporcional a la tasa de la tensién sino a ordenes superiores y/o sus
derivadas se conoce como fluido no-Newtoniano. Como ejemplos de fluidos
Newtonianos se tienen al agua, el aire atmosférico, alcohol, entre otros. Aun-
que la cantidad de fluidos no-Newtonianos es mayor, los cuales a su vez se
dividen en otras subcategorias, en esta tesis solo se abordara el estudio de los
que se catalogan como Newtonianos ya que la teoria mas general que existe
esta desarrollada para fluidos que cumplen con estas caracteristicas siendo
las ecuaciones de Navier-Stokes las utilizadas para su estudio, de las cuales
se explicaran a detalle en secciones posteriores.
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Ya que los fluidos son susceptibles a la deformacion es posible cuantificar
esta respuesta por medio de lo que conocemos como wviscosidad, la cual es
una medida de la resistencia a la deformacion gradual por esfuerzo de corte
o por esfuerzo eldstico o de traccién [6]. Igual es posible pensar en la visco-
sidad como una fuerza de friccion que se opone al movimiento en el fluido.
Si pensamos que el fluido esta constituido por medio de capas, al mover re-
lativamente las capas unas sobre otras se presentard esta fuerza de friccién
debida a la accion de la viscosidad que presenta el fluido. Esto puede visuali-
zarse de una manera facil cuando movemos un objeto en un fluido ya que es
necesario ejercer una fuerza determinada que es proporcional a la velocidad
con la que se mueve y siempre se opone al movimiento, o cuando un fluido
se mueve por un tubo las capas mas cercanas al centro del tubo se mueven
con una velocidad mayor a las que estan mas cerca de las paredes de él.

1.4. Trabajos previos con dinamica molecular

En el ambito de la dindmica molecular se ha trabajado para estudiar las pro-
piedades de los fluidos con diferentes perspectivas las cuales corresponden a
métodos en el equilibrio térmico y fuera de él. Para las técnicas fuera del
equilibrio se calcula la viscosidad de corte de manera directa con las relacio-
nes constitutivas que provee la hidrodinamica, mientras que con las técnicas
en el equilibrio se calculan las propiedades viscosas utilizando las férmulas de
la teoria de respuesta lineal también conocidas como las relaciones de Green-
Kubo. Los primeros trabajos reportados para estudiar propiedades de trans-
porte utilizando técnicas del equilibrio térmico se remontan a la decada de los
60’s y 70’s obteniendo buenos resultados para el coeficiente de difusién [7, §]
pero no para los de viscosidad [9,10], ademés de presentar las dificultades de
realizar calculos en tiempos muy largos de computo y con poca concordancia
con los datos experimentales. En su articulo Hoover [11] discute y compara
seis técnicas diferentes fuera del equilibrio para el estudio de la viscosidad de
corte de las cuales tres consisten en simular el flujo de Couette plano y otra
de ellas, el método de reservorio desarrollado por Ashurst y Hoover [12,13],
consiste en el estudio de flujos a través de poros estrechos. En este método
el fluido se divide entre dos reservorios semi-infinitos; se emplean fuerzas ex-
ternas para mantener una velocidad promedio y la temperatura del sistema
en los valores deseados. Otra técnica concerniente a los métodos fuera del
equilibrio consiste a un flujo de Poiseuille. En esta método se les induce una
fuerza externa a las particulas de fluido con el fin de simular un gradiente
de presion y se les hace fluir a través de un canal con paredes explicitas pa-
ra estudiar la condicién de no resbalamiento y las propiedades viscosas del
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fluido [14]. Para los métodos tanto de equilibrio como fuera de él una gran
cantidad de autores imponen condiciones de frontera periddicas [15,16], lo
cual puede repercutir en los calculos de las propiedades de transporte ya que
se induce una propagaciéon anémala de los fonones del momento a través de
los limites periédicos. Uno de los algoritmos para métodos fuera del equilibrio
mds eficientes para la viscosidad de corte es el algoritmo SLLOD [17,18]. La
viscosidad de corte dependiente de la velocidad de deformacion se obtiene a
partir de la ecuacién constitutiva:

n(y) =——— (1.1)

con 4 = du,/0z, P,, es la componente zz del tensor de presién dado por:

N N N
PV:Z%%—ZZI‘MFW (1.2)
i=1 !

i=1 j>i

donde p; es el vector de momento para la molécula i, r;; = r; —r; es el vector
que une los centros de las moléculas 7 y j y Fy; es la fuerza entre ellas. Este
método presenta un inconveniente el cual es que no existe un modelo tedrico
que sea aceptado de forma general en la dependencia de la tasa de corte
de la velocidad de corte. Al calcular la viscosidad de un fluido Newtoniano
obtenida por métodos fuera del equilibrio depende del modelo utilizado para
el procedimiento de extrapolacion.

Para hacer los calculos de las propiedades de transporte se utilizan diferen-
tes técnicas. Por ejemplo, Balasubramanian y demds en [15] utilizan sumas
de espacio reciproco para calcular las fuerzas electroestaticas de largo alcan-
ce en la caja de simulacién en la cual trabajan. En [16] Maginn y demaés
presentan un método de relajacion del impulso de momento para calcular
la viscosidad de corte en fluidos Newtonianos el cual implica la resolucion
de un perfil con velocidad gaussiana de grano grueso. En [19] Nie y demads
utilizan un método hibrido en el cual simulan regiones con célculos del conti-
nuo, regiones de traslape con calculos del continuo y de dindmica molecular,
y regiones donde unicamente se utiliza la dindmica molecular. Igual se ha
demostrado que el valor obtenido en los calculos del coeficiente de difusién
y la viscosidad estd ligada al tamano del sistema de estudio [15,20]. Las va-
lores obtenidos para las propiedades de los fluidos dependen de una manera
directa tanto en el método con el que se obtienen los calculos durante las
dindamicas, como los parametros y force field que se utilizan para modelar
atomisticamente /molecularmente el fluido de interés.
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1.5. Objetivo

El objetivo de esta tesis consiste en conocer la validez de la ley de Stokes
en la escala nanométrica, tomando en cuenta consideraciones atémicas y
moleculares explicitas a través de calculos numéricos de dinamica molecular.
Ademas, poner a prueba en esta escala las consideraciones que se toman para
deducir dicha ley tales como la hipétesis del medio continuo, la condicién
de no resbalamiento, entre otras. Ampliar la comprensién que se tiene de
la viscosidad con un mayor detalle, y con esto poder interpretar el como
las propiedades a escalas nanométricas se manifiestan colectivamente en la
escala macroscépica, dando lugar a las diferentes propiedades que presentan
los fluidos. De igual manera se desea proponer un nuevo método para medir
la viscosidad, esto con el fin de ampliar el conocimiento de los nanofluidos
a un mayor detalle para sus posteriores aplicaciones en las nanociencias y
nanotecnologias.
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Capitulo 2

Marco teorico

Buscamos abordar el tema de la ley de Stokes, que concierne a los fluidos,
desde varias perspectivas. Estas dependen de la escala en la que estamos ana-
lizando. Cuando consideramos un sistema macroscopico en el cual el nimero
de moléculas del fluido es lo suficientemente grande, nos interesamos en las
propiedades de bulto. Es decir, en las propiedades que generan el conjunto de
moléculas constituyentes y no cada una molécula en si. En esta perspectiva
podemos utilizar la teoria de la mecanica de fluidos para estudiar nuestro
sistema. En este régimen es necesario considerar varias hipétesis para poder
abordar el problema tal como la hipétesis del medio continuo, que asume a
la materia como algo continuo (como una especie de plastilina) e ignora la
naturaleza discreta de la misma. Esta naturaleza discreta se debe al hecho
de que la materia estd constituida por atomos y/o moléculas.

Cuando nos vamos a escalas més pequenas donde las propiedades indepen-
dientes de los dtomos/moléculas comienzan a ser relevantes, las considera-
ciones que se toman en la mecanica de fluidos comienzan a ser poco rea-
listas. Se vuelve entonces necesario tomar en cuenta la naturaleza atomisti-
ca/molecular de la materia. En esta escala los sistemas son relativamente
pequenos, por lo que el limite termodinamico no se satisface del todo. Las
fluctuaciones alrededor del equilibrio térmico y las consecuencias fisicas que
eso conlleva comienzan a ser relevantes. En este régimen, se vuelve 1til consi-
derar el marco tedrico que se presenta en la fisica del movimiento Browniano
y la teoria de respuesta lineal, esto con el fin de poder entender los fenémenos
fisicos que en él suceden.

En las teorias mencionadas anteriormente, tanto para régimenes pequenos

o grandes, los sistemas se consideran en el equilibrio térmico y cualquier
proceso que ocurra en ellos sucede cuasiestaticamente. Muchos fenémenos
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fisicos, ya sea en sistemas grandes o pequenos, que son de interés no suceden
con estas caracteristicas, por lo que comprender la fisica detras de ellos se
vuelve fundamental para entender su naturaleza.

El objetivo de la tesis es estudiar una ley que nace en el area de la mecanica
de fluidos en una escala nanométrica, donde la naturaleza explicita de los
atomos y moléculas es tomada en consideraciéon. Una ligera desviacion del
equilibrio térmico se presenta ya que suministramos al sistema energia por
medio de la perturbacion que ejerce un campo externo. Ademds buscamos
medir y entender con mayor detalle una propiedad de transporte que es la
viscosidad. Por todo lo anterior, se presenta el marco tedrico necesario para
entender la fisica que se observa en los cdlculos numéricos desarrollados en
esta tesis.

2.1. Mecanica de fluidos

La dindmica de un fluido esta gobernada por las ecuaciones de Navier-Stokes,
las cuales conforman un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales en
variables caracteristicas del fluido y que se obtienen al considerarlo como un
medio continuo. En esta seccién se deducen las ecuaciones que modelan la
dindmica de un fluido siguiendo el camino que presenta el autor Currie en su
libro dado en la referencia [21] y presentamos una aplicacién que consiste en
calcular la fuerza de arrastre que ejerce un fluido viscoso sobre una particula
esférica que se mueve en él, lo que se conoce como ley de Stokes.

2.1.1. Hipoétesis del continuo

El fluido consiste de materia constituida por particulas individuales que son
los dtomos y/o moléculas. Sin embargo, se le considera como un continuo de
materia con el objeto de ignorar la dindmica de las particulas individuales,
pues de otro modo se tendria que trabajar en el campo de dinamica mole-
cular. Suponemos que en cada punto del fluido existe un tnico valor de la
velocidad, presion, densidad, entre otras cantidades fisicas. Si consideramos
un continuo de materia es necesario que obedezca leyes de conservacién tales
como de la masa, momento y energia. El conjunto de ecuaciones que involu-
cran las leyes de conservacion se presentan en derivadas parciales, acopladas,
y describen la evolucion del fluido.

Consideremos un pequeno volumen de fluido AV que consiste de un nimero
grande de particulas. Sea Am; y v; la masa y la velocidad de cada particula
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contenida dentro del volumen AV. La densidad y la velocidad de un punto
en el continuo material estan definidas en forma de promedios:

Figura 2.1: Representacién esquemaética del volumen AV y del vector velo-
cidad de una de las particulas de masa Am que lo constituye.

. , Am; , s Vilm,
p = limay . (ZlA—V> ; u=lmay . (%—Amz> ; (2.1)

donde ¢ es un volumen suficientemente pequetio tal que £'/3 es pequena com-
parada con la escala significativa mas chica en el campo de flujo, pero es
suficientemente grande para que contenga una gran cantidad de particulas.
Otras variables fisicas tal como la aceleracién pueden ser definidas en una
forma andloga.

Una condiciéon suficiente, aunque no necesaria, para que la aproximacion del
continuo sea vélida es:

1
E e K L3 (22)

donde n es el nimero de particulas por unidad de volumen y L es la longitud
significativa méas pequena en el campo de flujo, que es usualmente llamada
como longitud de escala macroscopica. Por ejemplo, si el recipiente donde flu-
ye el fluido es de dimensiones (40cm)x (40cm)x (90cm) la escala significativa
mds pequeiia que puede considerarse es el milimetro, asf ¢ < (Imm)3. La
longitud de escala microscopica caracteristica es la trayectoria libre media
entre las colisiones de las particulas, asi, la condicién anterior establece que
el concepto de la hipdtesis del continuo sera valida si cierto volumen e puede
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MARCO EULERIANO

=3 MARCO LAGRANGIANO

(a) Observador montado al barco. Su sistema (b) Observador en reposo a la
de referencia es Lagrangiano. orilla del rio. Su sistema de re-
ferencia es Euleriano.

ser encontrado y este sea mucho mas grande que el volumen ocupado por
una sola particula del fluido, pero més pequena que la longitud caracteristica
macroscopica.

2.1.2. Coordenadas Eulerianas y Lagrangianas

Existen dos maneras en las que podemos observar el movimiento de un flui-
do. Imaginemos un rio en el cual hay un bote que se mueve junto con la
corriente de él. Un observador en el bote puede describir la fisica del flujo
del rio montado en su marco de referencia. A este tipo de marcos de refe-
rencia, los cuales se mueven junto con el fluido, se les conoce como marco de
referencia Lagrangiano. Ahora imaginemos a un observador que se encuen-
tra en resposo en la orilla del rio observando de igual manera el fluir de él;
este observador puede describir la fisica del flujo del rio desde su marco de
referencia. A este ultimo tipo de marcos de referencia se les llama marco de
referencia Fuleriano. Estos dos puntos de vista con que pueden ser tratados
los fluidos estéan esquematizados en las Figuras 2.2a y 2.2b. En unas ocasio-
nes es mas conveniente utilizar a un marco de referencia con respecto del otro.

En més detalle, en el marco Euleriano las variables independientes son las
coordenadas espaciales x, y, z y el tiempo t. A fin de derivar las ecuacio-
nes basicas de conservacion en este marco, se pone atencién en el paso de
fluido a través de un volumen de control fijo en el espacio. El fluido dentro
del volumen de control tiene diferentes particulas para diferentes instantes
de tiempo. Si los principios de conservacién de la masa, momento y energia
son aplicados al fluido que pasa a través del volumen de control conside-
rado, las ecuaciones basicas de conservacion son obtenidas en coordenadas
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Eulerianas. En el marco Lagrangiano se fija atencion en una masa de flui-
do particular cuando va fluyendo suponiéndose que su volumen puede variar
pero su densidad debe permanecer constante. Si “coloreamos” (agregamos
tinta en el fluido, por ejemplo) a esta masa particular para seguir su ca-
mino, en el sistema de referencia Lagrangiano seguiremos el desplazamiento
de esta porcién de masa en la cual siempre seran las mismas particulas del
fluido. Cuando los principios de conservacion de masa, momento y energia
son aplicados a este particular elemento de fluido, lo resultante es el conjunto
de ecuaciones de conservacion en coordenadas Lagrangianas. En este marco
de referencia las coordenadas espaciales x, y y z no son variables indepen-
dientes. Para este caso las variables independientes resultan el tiempo ¢ y el
punto (g, Yo, z0; to) por el cual pasé el elemento de fluido previamente, asi su
posiciéon en un tiempo posterior puede ser calculado si las componentes del
campo de velocidad son conocidas. Esto es, tan pronto se haya especificado
un intervalo de tiempo (t—ty), las componentes del campo de velocidades de-
terminan univocamente el cambio de coordenadas (x—zy), (Y —vo) v (2 — 20)-

Elegir el sistema de referencia es en cierta manera a cuestion de gusto. Co-
mo se mencioné al principio de esta seccion, para algunos casos resulta mas
conveniente uno que otro; es probablemente mas conveniente aplicar las leyes
de conservacion a un volumen de control que siempre consiste de las mismas
particulas a otro que esta fijo pero con particulas diferentes a cada instante
de tiempo. Para un experimentador es mas facil considerar un volumen de
control fijo en el espacio con cierto forma fija ya que es mas accesible en
la practica que el seguir a una masa de fluido particular. Para propésitos
tedricos es mas conveniente seguir una masa de fluido particular en su mo-
vimiento que fijarce en una regién fija del espacio en el cual las particulas
no son las mismas a cada instante. Por la razoén anterior las coordenadas
Lagrangianas se utilizan para derivar las ecuaciones basicas de conservacion,
siendo necesario poder relacionar cantidades que se observan desde un marco
Lagrangiano con uno Euleriano.

2.1.3. Derivada material

Para relacionar propiedades entre ambos observadores se postulan principios
basicos de alguna propiedad que contenga el fluido y se estudia su variacion
al desplazarse. Sea « cualquier propiedad del fluido tal como la densidad, la
temperatura, etc. Desde el punto de vista Euleriano, o puede ser considerada
como una funcién de las variables independientes x,y,z y t. Si fijamos la
atencién a un elemento especifico del fluido por un pequeno intervalo de
tiempo dt, su posicién cambiard una cantidad dx, dy y dz mientras que el
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valor de o cambiard una cantidad da. En el marco de referencia Euleriano el
cambio de « esta dado por:
Oa Oa Oa Oa

0t + ——o0x + —oy + -0z (2.3)

o= ot ox dy 0z

ya que o = «(z,y, 2,t). La expresién anterior es la diferencial de una funcién
en varias variables. El cambio en un tiempo 0t de a puede ser calculado
dividiendo ambos lados por dt,

da  Oa drda dyda Iz0xa
=ttt o= (2.4)
ot ot~ 6t oxr ot oy Ot 0z

Desde un punto de vista fisico, el lado izquierdo de (2.4) representa el cambio
total en a que es observado en el marco Lagrangiano durante el intervalo dt.
Si tomamos el limite §t — 0, el lado izquierdo de la Ec. (2.4) representa la
derivada de « en el tiempo en el sistema Lagrangiano la cual es costumbre
denotarse con letras mayusculas para los diferenciales, Do/ Dt. Cuando con-
sideramos el limite anterior las tasas de cambio dadas por las expresiones
dx/dt, dy/ot y 0z/0t resultan las componentes del campo de velocidad del
flujo u, v y w, respectivamente:

Do 0a oo oo oo

E—E+u8—x+va—y+w&- (25>

En forma vectorial: D p
o o
- _ 2= . ] 2.
D BT +(u-V)a (2.6)

Usando la notacion de suma de Einstein:

Da Oo oo

Ft = E + Uka—xk (2.7)

El término Da/ Dt es conocido como la derivada material la cual puede repre-
sentarse simbodlicamente de las diferentes maneras expuestas. Esta cantidad
representa el cambio total de o cuando es visto por un observador Lagran-
giano. El lado derecho de las expresiones (2.5), (2.6) y (2.7) representa el
cambio total en « en coordenadas Eulerianas. El término (u- V)« expresa el
hecho de que en el campo de flujo las propiedades del fluido varian espacial-
mente; hay un cambio de o debido al hecho de que cierto elemento de fluido
cambia de posicién. El término Oa/0t es la derivada temporal Euleriana y
expresa el cambio de la variable a en el tiempo para cualquier punto del es-
pacio. Asi, la expresiéon Do/ Dt denota la tasa de cambio Lagrangiana de una

propiedad « para un elemento de fluido en términos de derivadas Eulerianas
da /0t y dafOxy.
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2.1.4. Volumen de control

Volumen de Control

Figura 2.2: Volumen de control inmerso en el fluido. El campo de velocidades
u corresponde al del flujo. El fluido que esta dentro del VC se pinté de color
diferente por cuestiones de claridad.

Por volumen de control (VC) nos referimos a cierta regién espacial delimitada
por una superficie de control (SC) cerrada, real 6 virtual, que contiene parte
del fluido y nos fijamos en los cambios que se presentan dentro de él para
poder cuantificarlos, tal como en la Figura 2.2. Este concepto es requerido
para derivar las ecuaciones basicas de conservacion y pueden ser catalogados
en diferentes formas. La manera en que abordaremos el concepto aqui es de
la siguiente manera. El volumen de control que se considera es arbitrario en
forma y cada principio de conservacion es aplicado a una integral del volumen
de control. El resultado de aplicar cada principio de conservacién sera una
ecuaciéon integro-diferencial del tipo:

/‘/LadV =0 (2.8)

donde £ es un operador diferencial (que no se confunda con la funcién La-
grangiana) y « es una propiedad del fluido tal como la densidad, presién,
masa, etc. Dado que el volumen es arbitrario, la tinica manera para que la
Ec. (2.8) se satisfaga es que se cumpla

La=0 (2.9)

que da como resultado la ecuacién diferencial para la ley de conservacion
invocada.
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2.1.5. Conservacion del momento

El principio de conservaciéon de momento se obtiene al aplicar la segunda
ley de Newton a un elemento del fluido. Si consideramos una masa del flui-
do en un marco Lagrangiano la tasa de cambio del momento del elemento
de fluido es igual a la suma de fuerzas externas actuando sobre el elemento
de masa. Las fuerzas que actian sobre el sistema pueden ser clasificadas en
fuerzas del cuerpo tal como la gravitacional 6 electromagnética, y/6 fuerzas
de superficie como las fuerzas de presion 6 tensiones viscosas. Sea f un vector
que representa la fuerza resultante de las fuerzas del cuerpo por unidad de
volumen, la fuerza del cuerpo neta de una masa contenida en cierto volumen
V' seréd fv ptdV con p la densidad del fluido. Sea P el vector de superficie que
representa la fuerza de superficie resultante por unidad de area, la fuerza de
superficie neta actuando sobre la superficie S que encierra al volumen V' sera

[, PdS.

Por la segunda ley de Newton se tiene que la suma de las fuerzas exter-
nas es igual a la tasa de cambio del momento. El momento de una masa
contenida en un volumen V' del fluido es fv pudV . Si la masa del volumen
arbitrario elegido es observada en un sistema Lagrangiano, la tasa de cambio
del momento de la masa contenida en V' es (D/Dt) [, pudV. La expresién
matematica resultante al aplicar las leyes fisicas de conservacién del momento

es:
D
—/ pudV:/PdS+/ ptdV. (2.10)
Dt Jy s v

En general hay nueve componentes de tension en todo punto del fluido, una
normal y otras dos componentes de corte en cada plano coordenado. Estas
nueve componentes se representan en la Figura 2.3. Lo anterior permite que
las componentes de la tensién sean identificadas como un tensor conocido co-
mo tensor de esfuerzos o de segundo rango por lo que es necesario la notacion
de dos subindices. Una componente particular del tensor de esfuerzos puede
ser representada por o;; donde el primer subindice indica la componente en
que actia la tension en el plano z; = cte. y el segundo subindice indica que
actia en la direccién x;. En la superficie del volumen de control es observado
que habra un vector de fuerza en cada punto la cual es representada como
P. El vector de fuerza en la superficie puede ser relacionado con el tensor
de esfuerzos ¢ como sigue: las tres componentes del tensor de esfuerzos ac-
tuando en el plano x; = cte. son 011,012 y 013. Dado que el vector normal
unitario en esta superficie es ny, la fuerza resultante actuante en la direccion
x1 es P = o11n1 y de igual manera para las otras direcciones xo y x3 se tie-
ne P, = o19n1 v P3 = o13n;. Para una superficie orientada arbitrariamente
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Figura 2.3: Representacién de las nueve componentes de la tensién sobre el
elemento de fluido.

con componentes unitarias normales ni, ny y ng, las fuerzas actuantes super-
ficiales son P; = oy;n;. La conservaciéon de momento en notacién tensorial
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Utilizando el teorema de Reynolds' cambiamos el integrando del lado iz-
quierdo de (2.11) de derivadas Lagrangianas a derivadas Eulerianas. Para
este caso a es la componente j del momento por unidad de volumen pu. Al
mismo tiempo la integral de superficie en el lado derecho puede ser converti-
da en una integral de volumen usando el teorema de la divergencia o teorema
de Gauss [22]. Reescribimos,

0 0 doy;
/V {a(pujwa—m(pujuk)} dv = /V oV + /V pfidV. (2.12)

Podemos pasar todos los términos de un sélo lado de la ecuacién y tener
una integral del estilo [i, {} dV = 0 donde el integrando contiene tinicamente
derivadas Fulerianas. Ya que el volumen es arbitrario la iinica manera para
que se satisfaga la igualdad es que el integrando sea igual a cero, asi:

0 0 00y
g(ﬂ“j) + 8—%(/)%%) = 8;1:-j +pfj- (2.13)

La deduccién de este teorema se anexa al Apéndice A.
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El lado izquierdo de (2.13) se simplifica:

8uj dp 0 Ou, QOU
at tu U at + U’Ja (puk) + puka T 8xz + pf]‘ (214>

Haremos algunas consideraciones. El elemento de masa puede variar en forma
y tamano pero su masa se mantiene constante. Aplicamos el principio de con-
servacion de la masa a este elemento de fluido para obtener D/Dt [, pdV =0
y en coordenadas Eulerianas:

/ {g@’ + ai(puk)] dV =0, (2.15)

donde se utilizé de nuevo el teorema de Reynolds. Dado que el volumen es
arbitrario se debe de cumplir:

dp 0

Ly 7 =0, 2.16
la cual corresponde a la ecuacion de la conservacion de la masa. Aplicando
este principio vemos que el segundo y tercer término del lado izquierdo de
(2.14) dan cero. Tomando en cuenta lo anterior reescribimos:

a_t] +p 9o~ On, +pf; (2.17)
El lado izquierdo de (2.17) representa la tasa de cambio del momento de la
unidad de volumen de fluido o la fuerza de inercia por unidad de volumen. El
primer término es la aceleracién temporal “comun” mientras que el segundo
término es la aceleracion convectiva asociada a aceleraciones locales debidas
a obstdculos en el canal de flujo. El lado derecho de (2.17) representa las
fuerzas que causan la aceleracién del elemento de fluido. El primer término
es debido al gradiente de las tensiones de corte en la superficie mientras que
el segundo es debido a las fuerzas de cuerpo que actiian sobre el elemento de
masa.

2.1.6. Conservacion de la energia

El principio de conservacién de la energia se obtiene al aplicar la primera ley
de la termodinamica a un elemento del fluido. Se considera que los procesos
son cuasiestaticos lo que garantiza el equilibrio termodinamico a todo instan-
te. El cambio en la energia interna es igual a la suma del trabajo total hecho
por el sistema (o sobre el sistema) mas el calor que entra o sale del sistema.
Consideramos un marco Lagrangiano para la masa especifica del fluido. La
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energia total del sistema termodinamico se compone de dos partes: intrinseca
o energia interna y energia cinética. Cuando aplicamos la primera ley de la
termodindmica la energia se considera como la suma de la energia interna
por unidad de masa e y la energia cinética por unidad de masa %u -u. La
primera ley de la termodinamica aplicada al elemento de fluido establece que
la tasa de cambio de la energia total es igual a la suma de la tasa de trabajo
que es hecho en el fluido por fuerzas externas y la tasa con que el calor entra

o sale del sistema por medio de conduccion.

Consideremos una masa arbitraria del fluido contenida en un volumen V'
la cual seguimos en su desplazamiento. La energia total en el volumen es
Ji(pe+ Su-u)dV. El trabajo hecho sobre el elemento de fluido por las fuer-
zas consideradas estd dado por el producto escalar del campo de velocidad
del flujo y la fuerza actuante, es decir, esta dado por la componente de cada
fuerza que es coolinear con la velocidad. Un tipo de fuerza que actia sobre
el fluido es debida a la tensién de superficie cuya magnitud por unidad de
area estd representada por P. El trabajo total hecho sobre la superficie que
encierra al volumen V es [ g u-PdS. El otro tipo de fuerzas que actia sobre el
fluido son las del cuerpo, definidas anteriormente, cuya magnitud por unidad
de masa es f, asi, el trabajo hecho sobre el fluido debido a estas fuerzas es
[, u- (pf)dV. Para el término de calor consideramos un vector q que denota
la conductividad de calor que fluye al salir o entrar del volumen V. Entonces
la cantidad de calor fluyendo de la masa de fluido por unidad de tiempo por
unidad de drea es q -7 con n el vector normal unitario a la superficie. La
cantidad total de flujo por unidad de tiempo y drea es |, s q-ndS. Asi, la ex-
presion que establece el cambio total de energia es igual a la tasa de trabajo
hecho mas la tasa con que el calor entra o sale del sistema. Analiticamente
esto es:

D 1
— (pe+—u-u> dV:/u-PdS+/u-(pf)dV—/q-ﬁdS. (2.18)
Dt Jy 2 s v s

Para el lado izquierdo de (2.18) utilizamos el teorema de Reynolds y obtene-

mos:
/ o + ! + pr. + L dv
ot pe+5pu-u o pe+gpu-u )

—/u-PdS+/u~(pf)dV—/q-ﬁdS. (2.19)
S 1% S

Cambiemos las integrales sobre la superficie en integrales de volumen. Usando
el hecho de que el vector fuerza P estd relacionado con el tensor de esfuerzos
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o;; por la ecuacién P; = o;;n;, se tiene:

/u~PdS:/Uj0ijnidS:/ i(uﬂz’j)d‘/,
g IS v 8x,

donde se utilizé el teorema de Gauss. De la misma manera se tiene para el
término de conductividad de calor:

A 9q;
q-ndS:/q-n»dS:/ 2 qv.
/S g Oz,

Sustituyendo las expresiones anteriores en (2.19):

45 (e goea) 5o | (et 5 av
En pe 2pu u Bz, pe qu u | ug

0 g,
= | ——(ujo;;,)dV pf:dV — | Zav. 2.2
/Vawi (u;o5;)d +/Vujpf]dv /Vaxjd (2.20)

Es posible pasar todos los términos de un solo lado y tener una integral del
estilo [, {}dV =0, con lo que podemos concluir:

0 1 0 1 0 Jq;

5 (pe +5pou u) + prn {(pe +gpu- u) uk} = a—xi(ujaij) +uipf; — PP
(2.21)

El primer término del lado izquierdo de (2.21) puede ser expresado como:

0 1 _ Oe ap 0 (1 1 dp
o (p€+2p“f“f>_pat 6t+p8t< >+ Jutigg  (2:22)

En una forma analoga para el segundo término:

o e+1 U —ei(u)+ua+1uua(u)
By | \PE T 2Pt ) | = g (i) + Pl % gy, PR

n 0 (1
pukaxk 5 Uit ) -

El término a;gk(puk) del lado derecho de la expresién anterior puede ser re-
emplazado por —dp/0t por la conservacion de la masa (2.16):

ry [\PCT 211 ) k| T gy TP T 2 T gy, \ 2 )
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Sumamos (2.22) y (2.23):

2 e+1u-u- +i e+1u~u~ ug| = %%— uﬁ
ot p 2P]J 02 P ZPJJ k —Pat pk@xk

9 (L, 9 (L,
+p8t 2u]u] +puk8xk 2ujuj ,

0 1 0 1 Oe Oe
9t <P6 + §Pujuj> + orn KPG + 5P“j“j> Uk} =Py + Puka—xk
+puj% + puuk%
ot T 0xy
Noétese que el primer término del lado derecho de (2.21) es:
9, 0o;j Ou,

8—%(%%) =gy, T g,

Considerando todo lo anterior la ecuaciéon de conservacion de la energia re-
sulta:
Oe Oe Ou; ou; 0o;j Ou,

_ _ 7 g, .
pat+pukaxk+pu] ot +pu]uk8.ﬁl§k U oz, + 035

aq;
+u;pf;——=. (2.24
axi ]pfj a xj ( )
El tercer y cuarto término en el lado izquierdo se anulan por el primer y
tercer término del lado derecho al considerar (2.17) que corresponde a la
conservacién del momento. Reescribiendo (2.24) se obtiene la ecuacién que
expresa la conservacién de energia térmica:

de Oe Ouj  Jg;

e A 2.25

Los términos que se fueron eran los correspondientes a la energia mecanica
del sistema; la multiplicacién de cada componente de la fuerza de cuerpo
por la velocidad u; da la tasa de trabajo hecho por las fuerzas mecénicas.
La ecuacién (2.25) es el balance de energia térmica cuando se sustrde el
término de energia mecanica y usualmente se le conoce como ecuacion de
energia. El lado izquierdo de (2.25) representa la tasa de cambio de energia
interna; el primer término corresponde al cambio temporal mientras que el
segundo es debido a los cambios convectivos locales causados por el flujo. El
lado derecho representa la causa del cambio de la energia interna; el primer
término corresponde a la conversion de energia mecanica en energia térmica
debido a las tensiones superficiales, parte de esta conversion es reversible y
la otra irreversible. El segundo término representa la tasa con que el calor
sale o entra al sistema por medio de conduccion.
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2.1.7. Ecuaciones constitutivas

Las ecuaciones constitutivas se utilizan para relacionar los nueve elementos
del tensor de esfuerzos o;; con el tensor de tasa de deformacion ey por medio
de un conjunto de parametros. El tensor ey cuantifica la tasa de rotacion y
de corte del elemento de fluido considerado y su deduccién explicita se da en
el Apéndice B. Este tiene su forma analitica de la siguiente manera:

1/ 0u Ou, 1 (0u; Ou, ou;
= om T ) =70 2.26
donde:
1 .
Tasa de rotaciéon = 3 (aa—;i - g—ZZ) , (2.27)
1 (0u; Ou;
T = - L4+ —]. 2.2
asa de corte 5 (axj + 8@-) (2.28)

Todos los pardametros que relacionan el tensor o;; con ey, a excepcion de
dos, son evaluados analiticamente mientras que los restantes son determi-
nados empiricamente. Ciertas observaciones y postulados sobre el tensor de
esfuerzos son considerados. Estos son:

1. Cuando el fluido estd en reposo la tensién y presion superficial hi-
drostatica ejercida por el fluido es la presién termodinamica.

2. El tensor de esfuerzos o;; estd linealmente relacionado con el tensor de
tasa de deformacién ey y depende tinicamente de él.

3. Dado que no hay accién de corte en una rotacién de cuerpo rigido del
fluido los términos de corte del tensor no actdan en tal movimiento.

4. No existen direcciones preferenciales en el fluido por lo que sus propie-
dades son funciones de punto.

La condicién 1 requiere que el tensor de esfuerzos sea de la forma:
Oij = —p5ij + Tij (229)

donde 7;; actiia tnicamente en el movimiento del fluido y se conoce como
tensor de tensiones de corte. p corresponde a la presién termodinamica y el
término es negativo debido a la convencién usada en la cual las tensiones
normales son positivas cuando son de naturaleza de traccion. Las incognitas
que restan en la ecuacién constitutiva es el término para las tensiones de

28



corte 7;;. La condicién 2 postula que el tensor de esfuerzos, y por lo tanto el
tensor de tensiones de corte, esta linealmente relacionado al tensor de tasa de
deformacion. Esta caracteristica es lo que distingue a los fluidos Newtonianos.

Existen nueve elementos para el tensor 7;; que pueden ser escritos como
una combinacién lineal de los nueve elementos del tensor de tasa de defor-
macién ey por lo que existen un total de 81 parametros que son necesarios
para relacionar a 7;; con ey, esto quiere decir que es necesario un tensor de
orden cuatro. La expresion general para 7;; acorde con la condicién 2 es:

Tz‘j = aijklg—::,;. (230)
Acorde con la condicién 3 si el campo de flujo esté realizando una simple
rotacién de cuerpo rigido no habra tensiones de corte en el fluido. Para un
cuerpo rigido la parte antisimétrica de du/dz; no sera cero, por lo tanto, en
orden de satisfacer la condicion 3 los coeficientes de esta parte del tensor de
tasa de deformacién deberan ser cero. Esto es, la relacion constitutiva para
los esfuerzos debera ser de la forma:

. 1 8uk 8ul
Tij = 2a1jkl <al‘l + axk) . (231)

Los 81 elementos del tensor de cuarto rango a;ji estan atun indetermina-
dos. Aplicamos la condiciéon 4 que es conocida como condicion de isotropia
la cual garantiza que el resultado obtenido debera ser independiente de la
orientacion del sistema de coordenadas elegido. De relaciones tensoriales es
posible demostrar que el tensor isotropico de cuarto rango mas general es de
la forma:

Qi = A0ijOt + o (03051 + 6adjk) + v (didj — 6udjk) (2.32)

donde A, 11y 7y son escalares. Para la obtencién de (2.32) es un camino tedioso
donde hay que considerar una serie de rotaciones de coordenadas e infleccio-
nes para después aplicar la condicion de invarianza. Con este procedimiento
es posible reducir los 81 parametros en el tensor general o;ji a sélo tres
cantidades independientes en el caso isotrépico. Para el caso de un tensor de
orden cuatro que relaciona el tensor de esfuerzos de corte con el tensor de
tasa de deformaciéon no unicamente tendra que ser isotrépico sino también
deberd ser simétrico en vista de satisfacer la condicién 3 por lo que v deberéd
ser cero. Con todo lo anterior podemos escribir a 7;; como:

1 ou ou
Tij = 5 [AGijort + 1 (00 + 0i505n)] (—k + l) .

oz, oy (2.33)
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Usando el hecho que d,; = 0 si | # k se tiene que:

1 8uk Gul o 8
5)\5u5kl (8$l + 8_x1c> Adjjo— o1y

De la misma forma, reemplazando k por i y [ por j obtenemos:

8uk Oup\ 1 Ou;  Ou;
“5“”'53’ (a 2 8a:k> =gt (axj + (%i)'

El tensor de esfuerzos de corte resulta:

Ouy, Ou;  Ou;
= A\j; : 7). 2.34
I e <axj * 8@) (2:34)
La relacién constitutiva para los esfuerzos para un fluido Newtoniano es:
0 + A0y . 7). 2.
Eachl Ja <8xj+0xi) (2:35)

Los nueve elementos de o;; estan ahora expresados en términos de la presion
y el gradiente de velocidades ademas de dos coeficientes, A y u. Los coeficien-
tes A y p no pueden ser determinados analiticamente y deben ser buscados
experimentalmente.

La segunda relacion constitutiva involucra el flujo de calor dado por el vector
q debido a fenémenos de conduccién. La ley de Fourier para la conduccién
de calor establece que el flujo de calor por conduccion es proporcional al
negativo del gradiente de temperatura [23]:

oT

= ¢VT : q=—6—.
q VT o g oz,

(2.36)

Esta expresién es la ecuacién constitutiva para el flujo de calor.

2.1.8. Coeficientes de viscosidad

Los parametros A y p deben ser determinados empiricamente por lo que es
necesario establecer una interpretacién fisica de estos parametros. Conside-
remos un corte simple de un fluido incompresible que tiene como campo de
velocidad:

u=uly) ; v=w=0.

Este tipo de fenémeno puede producirse si el fluido esta contenido entre dos
placas paralelas que estan separadas por una distancia L, estando fija la placa
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gradiente
ou/oy

Figura 2.4: Fluido contenido entre placas paralelas en las cuales una esta in-
movil y la otra se mueve con velocidad constante ug. Se muestra esquemati-
camente el gradiente de velocidad dado por du/dy.

en y = 0 y la placa en y = L moviéndose en la direccién = con velocidad
constante ug (ver Figura 2.4). Las componentes del tensor de esfuerzos pueden
ser evaluadas: utilizando (2.35) obteniendo:

du

012 = 021 = M@y

011 = 022 = 033 = —D,
013 = 031 = 093 = 033 = 0.

Las componentes normales de los esfuerzos estan definidos por la presion
termodindmica y las componentes fuera de la diagonal diferentes de cero son
proporcionales al gradiente de la velocidad con p el pardmetro de propor-
cionalidad. De la ley de Newton de la viscosidad se sabe que el factor de
proporcionalidad entre las tensiones de corte y el gradiente de la velocidad
en un corte de flujo corresponde a la viscosidad dindmica [24]. Por lo anterior,
el parametro p corresponde a la viscosidad dindmica del fluido. La wviscosidad
cinética estd definida por v = p/p y es también utilizada en problemas de
mecanica de fluidos.

El parametro A es usualmente conocido como el sequndo coeficiente de visco-
sidad. Con el fin de conocer su significado fisico hagamos el siguiente anélisis.
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El promedio de los esfuerzos (o tensiones) normales es la presién mecanica
en el fluido y es igual a un tercio de la traza del tensor de esfuerzos:

_ 1
—p= 5(0’11—{-0‘22—{-0‘33). (237)
La presién mecanica es puramente hidrostatica ¢ hidrostatica mas una com-
ponente inducida por las tensiones que resultan del movimiento del fluido
que serd, en general, diferente de la presion termodindmica p. Con (2.35) la
presiéon mecéanica resulta:

1 0 0 0 0
_p:§[(_pﬂﬂ+2u “)+(_pﬂﬂ+2ua_z)

8uk ow
_ A—— 20—
e (coeag v )|
—p=-— L el Sp) = 2.

La diferencia entre la presion termodinamica y la presion mecanica es pro-
porcional a la divergencia del vector velocidad. El factor de proporcionalidad
estd usualmente referido como la viscosidad de bulto y se denota comunmente
con la letra k.

p—p:/fg—zz : /{z)\—l—g,u. (2.39)
Por cuestiones de interpretacion fisica de los coeficientes de viscosidad es pre-
ferido discutir sobre p y x dejando a A definida como A =k — % . Con el fin
de identificar el significado fisico de la viscosidad de bulto algunos resultados
de la teoria cinética de los gases son usados. La presién mecénica es una
medida de la energia traslacional de las moléculas inicamente mientras que
la presion termodindmica es una medida de la energia total que incluye mo-
dos vibracionales y rotacionales de energia ademas de la energia traslacional.
Para los liquidos otros tipos de energia deben de ser incluidos tal como la
atraccion intermolecular. Estos diferentes modos de energia molecular tienen
diferentes tiempos de relajacion por lo que en el campo de flujo es posible
tener transferencia de energia de un modo hacia otro. La viscosidad de bulto
es una medida de esta transferencia de energia, del modo traslacional hacia
otro tipo de modos, tal como lo expresa (2.39). Si el fluido es un gas mo-
noatomico, el inico modo de energia molecular es el modo traslacional por
lo que la presiéon mecanica y la presion termodindmica son las mismas, asi
k=0y A= —%,u, que se conoce como la relacion de Stokes. Esto igual se
cumple para fluidos incompresibles.
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2.1.9. Ecuaciones de Navier-Stokes

La ecuacién de conservacion de momento (2.17) seguida de las ecuaciones
constitutivas para fluidos newtonianos dan lugar a las ecuaciones de Navier-
Stokes, las cuales se obtienen de la siguiente manera. Teniendo en cuenta la
expresion analitica para el tensor de esfuerzos, el término do;;/0z; puede ser
evaluado explicitamente:

80‘1-]- . 0 8 8uz (9uj

Ox; O { PO+ N, 7 Oy, (895]- " axz)} ’
0aij @p 0 @uk 0 Gul an

— _ A — 2.4
Ox; Ox; * O ( axk) " Ox; {M (8%‘ " 6%” 7 (240)

donde se consideré ¢ = j. Sustituyendo (2.40) en (2.17):

Ou; duj  dp 0 Quy, 0 Oui  Ou;
- 9 9.41
P o +p“ka T 8xj+3xj (Aaxk>+8xi {M (&cj " 3x1)}+ i (24

Las ecuaciones (2.41) son tres ecuaciones escalares para los valores posibles
de j y son conocidas como las ecuaciones de Navier-Stokes y es el caso
mas general para el modelo planteado. En frecuentes ocasiones el fluido se
asume que es incompresible y el coeficiente de viscosidad dinamica puede ser
considerado constante. Bajo estas condiciones el segundo término del lado
derecho de (2.41) es cero y el término de viscosidad de corte pasa a ser:

0 ou; n Ou, B 0 [0u; n 0? u; | 0? u;j
0x; a Ox;  Ox; —H Ox; \ Oz; 0x;0x; “ax 0x;
El término de viscosidad de corte es proporcional al laplaciano del vector

velocidad con la constante de proporcionalidad como la viscosidad dinamica.
Con lo anterior podemos escribir:

Ou; 8uj 8p 0? uj
= , 2.42
En notacion vectorial:
=y p(u-V)u=-Vp+ uViu+ pf. (2.43)

315

La expresiéon anterior es la forma més conocida para las ecuaciones de Navier-
Stokes que gobiernan la evolucién de los fluidos deducidas en el siglo XIX
y que a dia de hoy sigue sin conocerse una solucién analitica general, solo
existen soluciones para casos particulares

33



2.1.10. Ley de Stokes

La ley de Stokes surge al calcular la fuerza de arrastre sobre una particula
de geometria esférica que se mueve a través de un fluido. Esta ley emana
de un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes que es el siguiente.
Consideremos primero las ecuaciones de Navier-Stokes sin dimensiones en el
caso que no existen fuerzas externas sobre el fluido o son despreciables:

a *
R. (% +(u- V*)u*) = —Vp" + V2, (2.44)

donde r* = 7 y V* = LV con L una longitud caracteristica del sistema,

u* = % con U la velocidad del fluido respecto del objeto que se mueve en él,
t* = L/LU7 p* = ;% y R, se conoce como el niumero de Reynolds. Este nimero

es de suma importancia en la mecénica de fluidos y esté definido por:

~pUL
i

R. (2.45)
donde p es la densidad del fluido y p es la viscosidad dindamica del fluido.
El nimero de Reynolds cuantifica la tasa de fuerzas inerciales y las fuerzas
viscosas dentro de un fluido que esté sujeto a un movimiento interno rela-
tivo causado por diferentes velocidades del fluido. Este niimero nos permite
catalogar el régimen en el cual estamos trabajando: para ntimeros grandes
de Reynolds, R. > 1, las fuerzas inerciales dominan a las viscosas y el flujo
es turbulento, mientras que para bajos numeros de Reynolds, R, < 1, las
fuerzas viscosas dominan a las inerciales y se presenta una turbulencia des-
preciable conociéndose como flujo laminar.

Stokes consider6 un régimen de bajos niimeros Reynolds para deducir la fuer-
za de arrastre para la particula esférica que no rota, ademaés de considerar
un fluido incompresible. Para deducir la ley de Stokes seguiremos el camino
que presentan los autores Benavides y Kurzweg en las referencias [25,26] res-
pectivamente. Ya que estamos en el régimen de bajos nimeros de Reynolds,
el lado izquierdo de la ec. (2.44) puede despreciarse. Al escribir el resultado
de la consideracién anterior y al volver a las variables con dimensiones se
obtiene:

V' = V*u* = Vp = uVu. (2.46)

Las ecuaciones anteriores son conocidas como las ecuaciones de Stokes y
son un caso particular de las ecuaciones de Navier-Stokes. Las ecuaciones
de Stokes describen las propiedades dinamicas de un fluido en el régimen
de bajos Reynolds. Para deducir la ley de Stokes hacemos lo siguiente: nos
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Figura 2.5: Perfil del corte transversal de la particula esférica en el fluido y
las lineas de flujo. Imagen de Google.

montamos en el marco de referencia de la particula esférica y hacemos un
corte transversal al perfil de flujo tal como se muestra en la Figura 2.5, lo
cual es posible por la simestria del problema. El hacer esto nos reduce a un
problema en dos dimensiones y nos permite concebirlo como si la particula
esférica fuese una obstruccion en un canal de flujo 2-D de forma circular.
Procedemos a calcular la presion y las tensiones que ejerce el fluido sobre
la superficie del contorno circular al fluir e integramos sobre la superficie
esférica para encontrar la fuerza de arrastre debido a las fuerzas viscosas sobre
la particula. Debido a la geometria del problema consideramos coordenadas
esféricas. Se asume una velocidad nula en la componente azimutal, ug, por
lo que solo habra componentes en la direccién radial u, y tangencial ug para
r > 1, con 7, el radio de la particula esférica considerada. En coordenadas
esféricas el gradiente de presiéon y el laplaciano del vector velocidad estan
dados por:

_ (Op 10p
Vp = (E’F%) ) (247)
’u  20u 1 0*’u  cosf Ou
2. (0u  20u L1 o0u  cost du
vu_(87"2+T0r)+(r2892+7’25m909)' (2.48)

De la hidrodinamica sabemos que podemos expresar el campo de velocida-
des para un flujo 2-dimensional a través de la funcion de corriente (stream
function) 1 de la siguiente manera:

u="Vx 1, (2.49)
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donde E) =(0,0,7%) y u= (u,v,0). En coordenadas esféricas:

1 oy 1 oy
= - = = 2.
T sineos 0 " T rsind or (2:50)
Consideramos la vorticidad dada por @ = V x u lo que nos da:
1 /0 ou, \ ~
Teniendo en cuenta la siguiente identidad vectorial:
Vx(Vxu)=V(V-u) - Vu. (2.52)

Si asumimos una densidad del fluido constante, %f = 0, y considerando la

ecuacion de la conservacién de la masa (2.16) podemos escribir:
V-u=0. (2.53)

La ec. (2.53) y la definicién de vorticidad nos permite escribir las ecuaciones
de Stokes de la siguiente forma:

Vp=—uV x(Vxu)=—uV x . (2.54)

Introducimos el operador @) dado por [27]:

0?  sinf 0 1 0
©= o " o8 (sin@%) ' (2.55)

Este operador nos permite escribir la vorticidad como:
1
rsin 6

Al utilizar las ecuaciones (2.51), (2.54), (2.55) y (2.56) podemos escribir lo
siguiente:

(Qy). (2.56)

W¢:

b p 9@ QU

hef = 2.57
or r2sinf 90 T00 rsinf Or (257)
Al derivar respecto a 6 la expresion para % y al derivar respecto a r la
expresion % se obtiene:
Pp  p 0 1 0
= —— — 2.58
200r 1200 (sin@ (36’ (Q¢)>> ’ (2.58)
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orof -  sinfor

Restamos ambas cantidades y se obtiene:

! {smea@w

o (). (2.59)

o2
sing | r2 06 * or? (Qw)} =0,

Q%Y = 0. (2.60)
La ecuacion anterior puede ser resuelta por el método de separacién de va-
riables si proponemos la siguiente sustitucién [27]:

¥(r,0) = f(r)sin?6. (2.61)

Al hacer esta sustituciéon nos permite reducir la ecuacion (2.60) a una ecua-
ci6n diferencial ordinaria de 4to orden de tipo Euler para la funcién f(r):

7“4f”// _ 4’/"2f// + 87'f, —8f=0. (2.62)

Hacemos la sustitucién proponiendo que f(r) = r™ lo que nos lleva a una
ecuacion polinomial de orden cuatro para n cuyas raices se pueden buscar
con ayuda de algtiin lenguaje intepretado y estas resultan ser n = —1,1,2 y
4. La solucién general para la ec. (2.62) es:

A
f(r) = —+Br+ Cr? + Dr*. (2.63)

Los valores de las constantes A, B,C' y D se obtienen al considerar las con-
diciones a la frontera conocidas como de no-resbalamiento, que significa que
ambas componentes de la velocidad se hacen cero en la superficie, v, = 0y
upg = 0 en r = rp,, y que la componente radial u, tiende a vy cos 6 cuando
r — oo. Al tomar estas consideraciones la funcién de corriente para el flujo
de Stokes resulta:

3 2

WY(r, 0) = vy (% - 3Zfr + %) sin 6. (2.64)

De este tltimo resultado y utilizando la definicién para las componentes de la
velocidad y el gradiente radial para la presion dado anteriormente, obtenemos
explicitamente:

r33 r3 3
urzvo(—p—%%—l)cose ; u@:vo(ﬁ+%—1)sin0, (2.65)

p=— <37“puvo) cos . (2.66)




La fuerza de arrastre puede ser ahora calculada al integrar el tensor de tensio-
nes (2.35) en su parte tangencial y normal considerando coordenadas esféri-
cas. Estas integrales son sobre la superficie esférica que corresponde a la de
la particula que se mueve en el fluido. En el calculo de p esta corresponde
a la tensién normal a la superficie. Llevamos acabo la integral sobre la pre-
sién para obtener la fuerza normal a la superficie en la direcciéon z debido al
campo de presion, esto es:

Foresion = —27?7“}2, / psind cos 0d0 = 3mr,pvg / sin @ cos® 0dh = 277y v,
0 0

(2.67)
donde el factor sin 6 aparecio por el diferencial de area en coordenadas esféri-
cas y el cosf por la proyeccion de la fuerza en la componente z. La fuerza
debido a la viscosidad de las tensiones tangenciales puede ser calculada utili-
zando las componentes del tensor de tensiones de corte (2.34) en coordenadas
esféricas, 7., y 7.9, que estan dadas por:

' B 0 [ug 1 [/ ou,
or  TeTH [TE () +; < 90 )} ' (2.68)

Tal como fue hecho con la presion, la fuerza de corte se obtiene al integrar
sobre la superficie de la particula esférica de la siguiente manera:

Trr = 2”

Froorte = / (T cosO — 79 cos ) dA. (2.69)

Los factores cos 6 y sin 6 se deben a que estamos considerando la proyeccién
sobre el eje z y el signo menos a que ambas componentes actiian en direcciones
opuestas, tanto en la componente de flujo como en la perpendicular al mismo,
al arrastre debido a la viscosidad. Ast:

Foorte = 2712 / (T cos 0 — T, sin 0) sin 6d6. (2.70)
0

Al sustituir las expresiones explicitas de (2.68) se obtiene:

3rriuvy [T rs i
Feorte = —ﬂ/ (—@ — —p) sin® 0df = 37Trp,uvg/ sin® 0d6
0 0

2 7"]% 7’;}
Feorte = 4mr)p1vy. (2.71)

Finalmente, la fuerza sobre la superficie que corresponde a la fuerza de arras-
tre debido al fluido es la contribucién de la fuerza normal debida a la presion,
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Foresion, ¥ la fuerza tangencial debido a las tensiones de corte, Fiope, por lo
tanto:
Fsuperﬁcie = Fpresién + Fcorte = 2777']0/“}0 + 47Trpﬂ®07

Fsuperﬁcie = 67T7"p/,L’Uo. (272)

La expresién (2.72) corresponde a la ley de Stokes derivada por el hace al-
rededor de 150 anos [28]. Nétese que dos tercios de la fuerza de arrastre se
debe a las fuerzas viscosas de corte y un tercio a la presion de arrastre.

2.1.11. Modificacién a la ley de Stokes
Condicion de no-resbalamiento

Como vimos en la seccién anterior, algunas consideraciones explicitas son
necesarias para poder deducir la ley de Stokes. Estas son: 1) Considerar que
la particula no gira por lo que sélo tiene energia cinética traslacional y 2) La
condicién de que las componentes de la velocidad se anulen en la superficie
esférica de la particula conocida como condicién de no-resbalamiento. En el
caso macroscopico estas situaciones se satisfacen lo suficientemente bien co-
mo para preocuparnos por los efectos que pudieran causar el no tomar en
cuenta las consecuencias de que no se satisfagan. Sin embargo al considerar
fenémenos en escala mucho menores al mundo macroscépico, estas condicio-
nes no se satisfacen lo suficiente y pueden generar que lo predicho por la
mecanica de fluidos no concuerde con lo observado. En su articulo Matthews
y Hill [29] hacen un andlisis analitico de flujos alrededor de nanoesferas y
nanocilindros en el régimen de bajos nimeros de Reynolds para fluidos New-
tonianos considerando que la condicién de no-resbalamiento no se satisface.
Para esto hacen un reemplazo de una condicién limite que trata de cuanti-
ficar el deslizamiento debido al flujo tangencial sobre la superficie. Aplican
las condiciones a la frontera de Navier y utilizan el método de expansiones
asintéticas emparejadas [30], la cual posee un tinico pardmetro para tomar
en cuenta el deslizamiento sobre la superficie del fluido y se conoce como
longitud de deslizamiento . Este parametro se supone es del orden de mag-
nitud de la longitud de deslizamiento y expresa la relacion entre la velocidad
relativa y la tension viscosa tangencial.

Se tiene que para un fluido Newtoniano incompresible, la parte viscosa del

tensor de tensiones o la tensiéon adicional viene dada por S = 2uD donde D
es la tasa de tensor de deformacion que estd dado por:

1
D= 5 Vu+ (Vu)'|. (2.73)
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La condicién de frontera de Navier en la superficie implica que uy < D4 [32]:

10wy 1 ou,

En la superficie de una esfera se cumple que la velocidad normal es u, =0y
por lo tanto du,./00 = 0 por lo que las condiciones de frontera de Navier en
la superficie estan dadas por:

6u9 Ug

ug =1 (W — 7) en r="Tp, (2.75)

con [ la longitud de deslizamiento. Al considerar esta modificacion a las
condiciones a la frontera para el caso expuesto en la seccién anterior y seguir
un procedimiento complejo, que puede ser consultado en la referencia [29],
se puede demostrar que la fuerza de arrastre que ejerce un fluido sobre una
esfera que se mueve en €l es:

_ 3 _
Fiuperficie = 6mpryvo (14 20%) (14317 |1 + gRe L+ 20%) (14 31") 7|,
(2.76)

donde [* es un pardmetro sin dimensiones dado por I* = [/r, v R, es el
nimero de Reynolds.

Ley de Stokes para objetos no esféricos

Otra condicién explicita para obtener la ley de Stokes es que la particula sea
de una geometria esférica. Como vimos anteriormente esto es necesario para
poder manejar y calcular las integrales sobre la superficie de manera analiti-
ca. Sin embargo, la ley de Stokes puede extenderse a un objeto que no tenga
geometria esférica considerando la interacciéon del fluido con el objeto como
la interaccion con dos esferas andlogas, una con la misma area proyectada y
otra con la misma area de superficie del objeto. Este enfoque utiliza lo que se
conoce como factor de forma dindmico () el cual es de naturaleza empirica.
El autor Leith en su articulo dado en la referencia [31] analiza varios casos
para el valor ) y los pone a prueba experimentalmente para determinar el
mejor valor empirico.

El factor de forma dinamico se define para un objeto con cualquier geo-

metria como una constante de proporcién que multiplica a la ley de Stokes,
la cual cambia de acuerdo con la orientacion del objeto.

Fsuperﬁcie = 37‘-/“}0an7 (277>
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donde d,, es el didmetro de una esfera cuya area proyectada es la misma
area del objeto proyectada en una direccién normal al movimiento. La teoria
bésica que estd detras del factor @) es lo antes mencionado al deducir la ley
de Stokes, dos tercios de la fuerza de arrastre se debe a las fuerzas viscosas
de corte y un tercio a la presiéon de arrastre. La forma de arrastre debido
a la integracion de la presion del fluido sobre la superficie del objeto debe
de estar asociado con el area del objeto proyectado en la direccién normal
a su movimiento. Por lo anterior, la forma de arrastre para un objeto no
esférico se puede expresar a través del arrastre debido a la ley de Stokes de
una esfera con la misma area proyectada que el drea del objeto proyectado en
la direccién normal al movimiento. El arrastre debido a la friccién se asocia
con la superficie efectiva total del objeto no esférico. Esto es:

Fsuperﬁcie = 371'/,6?]0 [(1/3)dn + (2/3)ds] = 37T/LU0dn [1/3 + (2/3)<d5/dn)]

Fsuperﬁcie = 377-[“}0an‘

En el trabajo presentado por Leith concluye que la mejor aproximacion para
el factor @) es:

Q = 0.357 + 0.684(ds/d,,) + 0.00154(relacién de longitud)

+ 0.0104(relacion de eje), (2.78)

donde d; es el didmetro de la esfera cuya superficie efectiva es igual a la del
objeto y

eje paralelo a la direcciéon de movimiento)?
relacién de longitud = (cje p )

drea proyectada a la direccién normal de movimiento’

mayor

relacion de eje = eje en la proyeccion del drea normal a la direccion de mov.

menor

Para obtener la expresion (2.78) se hace una regresién de minimos cuadrados
para ajustar datos experimentales presentados en [31].

2.2. Movimiento Browniano y Respuesta
Lineal

La teoria presentada en la seccién anterior considera implicitamente sistemas
relativamente grandes y que estan en el equilibrio térmico. La termodinamica

asume que las propiedades térmicas de los sistemas pueden ser reemplazados
por sus promedios pero al coonsiderar sistemas pequenos las fluctuaciones
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comienzan a tomar relevancia. Recordemos que el limite termodinamico se
satisface cuando N — 0o, V — ooy % = p = constante. El interés de la tesis
es trabajar con sistemas nanométricos por lo que es necesario considerar los
limites en que las leyes de la termodindmica no se satisfacen del todo. En
esta escala las fluctuaciones alrededor del equilibrio toman importancia por
lo que es necesario establecer el marco tedrico de la fisica en este régimen.
Esto lo haremos siguiendo el camino que toman los autores Blundell y Reichl
en las referencias [33,34].

En 1932, Onsager demostré que la reversibilidad temporal en la dinamica
Newtoniana impone ciertas relaciones entre los procesos de decaimiento en
un sistema complejo [35]. Las fluctuaciones que se presentan alrededor del
equilibrio decaen en promedio de acuerdo a las mismas leyes macroscopicas
que gobiernan el decaimiento de un sistema fuera del equilibrio al equilibrio.
La teoria de respuesta lineal provee una herramienta para fluctuaciones al-
rededor del equilibrio al aplicar una fuerza externa “débil” sobre el sistema.
El sistema responde al estimulo de manera que depende enteramente en el
espectro de las fluctuaciones de equilibrio. La respuesta es medida por la sus-
ceptibilidad. El teorema de fluctuacion-disipacién relaciona la susceptibilidad
con la funcién de correlacién para fluctuaciones en el equilibrio. Acorde con
este teorema, el espectro de las fluctuaciones de equilibrio determina la tasa
de absorcién de energia de los campos externos.

2.2.1. Movimiento Browniano

La dinamica de una particula Browniana provee un paradigma para describir
procesos en equilibrio y fuera de él. Nos enfocaremos en una particula grande
(particula Browniana) en comparacion a los dtomos del fluido en el cual esta
inmersa. El teorema de equiparticiéon implica que el movimiento traslacional
de una particula Browniana a una temperatura T fluctie debido a que la
particula deberd tener una energfa cinética media dada por $m(u?) = 2kgT.
Einstein, en su articulo de 1905 sobre el movimiento Browniano [36], noté que
la misma fuerza aleatoria que causa este movimiento peculiar de una particu-
la también causaria resistencia si la particula fuese arrastrada a través del
fluido. El movimiento agitado de la particula Browniana es consecuencia de
los golpes aleatorios que recibe por la densidad de fluctuaciones del fluido en
equilibrio. Esta densidad de fluctuaciones es una consecuencia de la natura-
leza discreta (atomos, moléculas) de la materia. Esto puso en evidencia en la
escala macroscopica de la naturaleza atomica de la materia en la escala mi-
croscopica. La ecuacion que describe el movimiento Browniano corresponde
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a la ecuacién de Langevin y esta dada por:
mi; = —yu; + Fi(t), (2.79)

donde ~y es una constante de frenado debido a la friccién, Fj(t) es la compo-
nente i-ésima de una fuerza aleatoria que en promedio en un periodo sufi-
cientemente largo de tiempo es cero, (F;) = 0, ademds de tener un espectro
de ruido blanco:

(Fi(t1)Fi(t2)) = Ad(t2 — 1), (2.80)

donde A es una medida de la fuerza. El movimiento de la particula Brow-
niana es mas lento al de los atomos del fluido lo que nos permite separar sus
movimientos. Para ¢t = 0 suponemos como condiciones iniciales, u;(0) = ug y
z;(0) = zo, lo que lleva a las siguientes soluciones de la ec. (2.79):

.l t

e~ mt

ui(t) = uge mt + Fy(s)em*ds, (2.81)

m Jo

i 1 t 4
x;i(t) = xo + @uo (1 — e_ﬁt> + —/ (1 - e_ﬁ(t_s)) Fi(s)ds. (2.82)
g 7 Jo

Ya que la naturaleza de F; es estocastica, se tiene que u;(t) y x;(t) también
son estocasticas.

2.2.2. Funciones de correlacion

Las funciones de correlacion describen como estan relacionadas estadistica-
mente dos variables fisicas tal como la posicién y la velocidad. Es decir,
cuantifican como las variables varian entre si en promedio en el tiempo y en
el espacio. La tasa de cambio de la velocidad u; esta dada por:

s(#) = - (2.83)

en el limite que At — 0. Considerando lo anterior en la ec. (2.79) y multipli-
cando por u;(0) da:

WOt A) —wOut) 3o (O
At m m

(2.84)

Al promediar la ecuacién anterior y considerando que (ugF;(t)) = 0 ya que
u; v F; no estan correlacionadas, nos lleva a:

(u(0)us (t + AZ — (wi(0)us(t)) _ % (s (0)us (1)), (2.85)
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y al tomar el limite en que At — 0 lleva a:

d Y
—(i(0)us(0) = = (us(0)us (1)), (2.86)

lo que nos permite demostrar que para la particula Browniana, la funcién de
correlacion para la velocidad es:

(ui(0)u; (1)) = (u;(0)) e~ m". (2.87)

El resultado anterior nos dice que para tiempos largos la correlacion entre las
velocidades es practimante nula. El valor (u;(0)?) viene dado por el hecho que
la particula Browniana esta en un bano térmico donde se satisface el teorema
de equiparticion, im (u;(0)®) = 2kgT. Para el desplazamiento cuadrdtico
medio al considerar zy = 0 (lo cual es facil hacer al desplazar el origen de
coordenadas) se obtiene de la manera siguiente. Multiplicamos la ec. (2.79)

por x y escribimos x; = u;:
mx;i; = —yrd; + 2 Fi(t). (2.88)
Considerando % (:B T;) = x;%; + 7 se tiene:

d
—(
dt
Promediamos la ec. anterior al consierar que x; y F; no estan correlaciona-
das, es decir, (z;F;) = (z;)(F;) = 0. Al utilizar el teorema de equiparticién,

1,752y _ 1 i
sm(z;) = 5kpT, podemos escribir:

m— (@) = wi} — yrid; + 2 F(t). (2.89)

d, | .

La ecuacién anterior tiene como solucién:

m

kgT
(i) = Ce™m 4 252 (2.91)
m
Considerando las condiciones iniciales antes dadas se encuentra que C' =

—kgT /7, por lo tanto:

kgT
(i) = —— (L—e7"™). (2.92)
g
Utilizando la identidad 14 (2?) = (z;i;), se obtiene al resolver la ecuacién
diferencial: 2k -
22y = B {t UL %t} . (2.93)
g gl



A tiempos cortos el desplazamiento cuadratico medio incrementa cuadrati-

2 kBT 2 . . .
camente, (r7) ~ ——t*, mientras que en tiempos largos el incremento es

2kgT

lineal, (z?) — t. Con estos resultados es posible demostrar que el valor

de la fuerza estocdstica es A = 2m~yu2 y por el teorema de equiparticién

2.2.3. Teoria de respuesta lineal

Las fluctuaciones en el equilibrio en un sistema decaen, en promedio, acorde
a las mismas leyes macroscépicas que describen el decaimiento de sistemas
fuera del equilibrio al equilibrio. El teorema de fluctuacion-disipaciéon muestra
que es posible analizar las fluctuaciones en el equilibrio al aplicar un campo
externo que acopla a particulas en el medio, pero es demasiado débil para
afectar el medio. Consideramos el desplazamiento de la variable z(t) como
resultado de aplicar una fuerza f. Asumimos que la respuesta es lineal, pero
que puede haber cierto retardo en la manera que el sistema responde. La
forma mas general de escribir esto es de la manera siguiente: el promedio del
valor de z al tiempo t es (x(t)), donde el subindice f denota que la fuerza
f ha sido aplicada, esta dado por:

(2(8))) = /_ T K= ) f(E)dr, (2.94)

donde K (t —t') es la funcién respuesta. Por causalidad, la funcién respuesta
debe de satisfacer que sea nula antes de que la fuerza sea aplicada, es decir:

0 sit <t
Kit—-t)= - . 2.95
( ) {K(t—t’) sit>t ( )

Antes de continuar, hagamos la transformada de Fourier de (2.94) que esta
dada por:

r*(w) = /_OO dte ™ x(t). (2.96)

[e.9]

La ec. (2.94) en (2.96) es la convolusién de las funciones K y f, y por el
teorema de convolucién se tiene:

(" (W))y = K (W) [ (w). (2.97)

Nétese que la funcién respuesta en el espacio de Fourier K*(w) puede ser
compleja. La parte real da la parte del desplazamiento que esta en fase con
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la fuerza, mientras que la parte imaginaria da un deplazamiento de 7 fuera
de fase con la fuerza. Esto ultimo corresponde con la disipacién debido a
que la fuerza externa hace trabajo sobre el sistema a una tasa que estd dada
por la fuerza multiplicada por la velocidad, f(t)Z(t), y este trabajo se disipa
como calor. Por lo tanto el sistema respondera al campo y absorberd energia
de él por medio de calor.

De la ec. (2.94) podemos escribir al promedio de la velocidad como (u(t))f =
K(t)Fy. Considerando la ec. (2.79) con un término extra de una fuerza cons-
tante, Fy = ma, al promediarla en el tiempo bajo la accién de la fuerza
f = Fy se obtiene:

du(t))y .

— + — = a. 2.98

5 T oluy=a (2.98)

Al considerar la expresién para (u(t)) s se obtiene la ecuacién para la funcién
respuesta:

dK(t) v 1
— 4+ —K(t) = — 2.99
O (2.99)
la cual tiene como solucidn:
1 oy
K(t) =~ (1 e ) , (2.100)
7

donde se considerd (2.95). La ec. (2.100) nos dice que el sistema respondera
asintéticamente hasta un valor dado por %, que corresponde al momento en
que absorbe energia por unidad de tiempo de manera constante y este lo
disipara por medio de calor.

Sigamos construyendo la funcién respuesta de una manera mas general. Po-
demos incluir la causalidad al introducir la funcién escalén de Heaviside 6(t)
y una funcién y(t) que es igual a K(t) cuando ¢ > 0 y puede ser igual a
cualquier funcién cuando ¢t < 0. Asi:

K(t) = y()0(1). (2.101)

Por conveniencia para la siguiente derivacién, diremos que y(t) = —K(|t|)
cuando t < 0, lo que hace a y(¢) una funcién impar y y*(w) puramente
imaginaria. Por el teorema de convolusion inverso, la transformada de Fourier
de K(t) esta dada por:

K*(w) = % /00 dw'6* (W' — w)y* (W). (2.102)

—0o0
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Considerando la funcion escalén como:

e~ sit>0
o(t) = , 2.103
( ) {0 sit<0 ( )

en el limite en que € — 0 la transformada de Fourier estda dada por:

e 4 1 € Tw
0*(w) = dte " “e e = = — . 2.104
() /0 ©c iw+e wr4e? wiie? ( )

Al tomar el limite € — 0, tenemos:
i

0" (w) = mo(w) — —. (2.105)

w

Sustituyendo lo anterior en la ec. (2.102) da:

K@) = Syt (w) — P / Ty (2.106)

/
2 ) W —w

donde P denota el nimero principal de Cauchy. Podemos ahora escribir a
K*(w) en términos de su parte real e imaginaria:

K*(w) = K* (w) + iK* (w), (2.107)

y va que y*(w) es puramente imaginaria, la ec. (2.106) da:

" 1
iK* (w) = §y*(w), (2.108)
y por lo tanto:
dw’ 'K
_p / WK (W) (2.109)
T oW —w

La expresion anterior es una de las relaciones de Kramers-Kronig que conec-
tan la parte real e imaginaria de la funcién respuesta. Al considerar w = 0

obtenemos: o
=P / ol K7 () (2.110)
e T w

Seguido la funcién respuesta es llamada susceptibilidad generalizada y cuando
K*(0) se conoce como susceptibilidad estdtica. Como se discutié anteriormen-
te, la parte imaginaria de la funcién respuesta corresponde con la disipacion
del sistema. La ec. (2.110) demuestra que la susceptibilidad estética (la res-
puesta a frecuencia cero) estd relacionada con la integral de la disipacién
total del sistema. Estas ultimas expresiones tienen relacion con el teorema
de fluctuacién-disipacion.
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2.3. Estados fuera de equilibrio

En la seccion anterior nos centramos en discutir la fisica de sistemas relati-
vamente pequenos en los cuales los limites termodinamicos no se satisfacen
del todo. Como es sabido, la termodindmica esta desarrollada considerando
el equilibrio térmico y los procesos que suceden en ella se consideran cua-
siestaticos, es decir, son lo suficientemente lentos como para considerar que
en cada instante de tiempo el sistema estd en equilibrio térmico. En los sis-
temas pequenos las fluctuaciones alrededor del equilibrio toman importancia
tal como lo vimos en la seccién anterior. Cuando jalamos la molécula de fu-
llereno en el agua, el sistema completo se perturba y se sale del equilibrio
térmico ya que el campo ficticio externo que actia sobre los atomos de la
molécula suministra energia tranfiriendo esta a las moléculas de agua a través
de transferencia de momento. Por lo anterior, es necesario tomar en cuen-
ta el marco tedrico con el que son estudiados este tipo de fenémenos para
poder abordar y considerar sus consecuencias. Para esto nos concentraremos
en el marco que nos da la teoria cinética y seguiremos el camino dado por
Garcfa-Colin y demds en la referencia [38].

2.3.1. Fenémenos de transporte

Los fenémenos de transporte forman la base de los procesos fisicos dependien-
tes del tiempo en los cuales hay flujo de masa, de momento lineal, momento
angular y energia. Las ecuaciones que describen estos flujos contienen los
coeficientes indeterminados tales como el de difusién, conductividad térmi-
ca, viscosidad, entre otros. Estas cantidades son necesarias conocerse desde
el punto de vista tedrico ya que se presentan en ecuaciones fundamentales
como las de la hidrodindamica como parametros empiricos. Definamos algu-
nas ideas fundamentales para poder entender tedricamente el concepto de la
viscosidad.

Trayectoria libre media

En lo siguiente se consideraran algunas propiedades de un gas que depen-
den del hecho de que las moléculas constituyentes tienen un tamano finito
y efectiian colisiones unas con otras. Aunque en la tesis trabajamos con un
liquido y no con un gas, esto nos es ttil para deducir analiticamente expre-
siones para la viscosidad y entender con mayor detalle la naturaleza fisica de
esta misma. La definicién de la trayectoria libre media de un gas corresponde
a la distancia que en promedio recorre una molécula entre dos colisiones su-
cesivas y la designamos por la letra griega £. Supongamos que en un instante
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dado todas las moléculas se congelan menos una. Las moléculas se consideran
esféricas y elasticas con diametro d. La molécula en movimiento tendra una
velocidad promedio u y un radio efectivo d lo que se representa esquemaéti-
camente en la Figura 2.6. La seccién transversal efectiva de impacto de la

Figura 2.6: Cilindro que genera la particula al avanzar y colisionar. La
particula tiene velocidad u y colisionara con las particulas que tengan centro
de volumen en out.

molécula es:
o= nd* (2.111)

que es la llamada seccion transversal de colision. Se tiene que al transcurrir
un tiempo ¢ la molécula ha recorrido una distancia ut generando un volumen
cilindrico en su trayectoria dado por out, por lo cual el nimero de colisiones
en el tiempo ¢ con otras moléculas del gas es onut, donde n es el nimero de
moléculas por unidad de volumen.

La frecuencia de las colisiones la denotaremos por la letra Z y esta dada
por:
onut
t

J =

= onu. (2.112)
Se define ¢ como:
distancia promedio recorrida en t  ut

u

§

numero de colisiones en t Zt 7’
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lo que nos da:
1
= —. 2.113
f=— (2113)

En un gas ideal la trayectoria libre media es inversamente proporcional a la
densidad n. La frecuencia de colisiones es diferente al tomar en cuenta que
todas las moléculas estan en movimiento. Si todas las moléculas se mueven
con una rapidez dada por u, entonces Z = wd*nu, donde 7, es el promedio de
la velocidad relativa entre ellas. Para calcular w, se designa 6 como el angulo
entre la particula de estudio y el haz de particulas. Puesto que se asume
que todas las particulas tienen velocidad u, al utilizar la ley de cosenos se
encuentra que u, = u? + u? — 2u?cosf. Después de un poco de dlgebra y
promediando, podemos obtener la expresion final:

T, = 2usin(6/2). (2.114)

Sea p(6)df la probabilidad de que ocurra € en un intervalo df del espacio
de velocidades. Entonces, si tenemos una esfera de radio u (espacio de ve-
locidades) y mantenemos el radio fijo, el diferencial de superficie es dA, =
v?sin Odfdg, por lo que si integramos en el dngulo ¢, tenemos 2mu? sin Od6.

Podemos con esto definir la probabilidad como la razén de esta superficie
a la superficie total de la esfera y obtener:

2 .
_ dmutsinbdd L gan (2.115)

0)do
p(0) 4ru? 2

Por lo tanto: _ )
sin(0/2) = / sin <—> p(0)do = 2
0 2 3

Al sustituir en la ecuacion para la velocidad relativa promedio:

U, = -1, 2.116
U = 3T ( )
y la frecuencia de colisiones sera
04 _
Z =mnd 3" (2.117)

La trayectoria libre media queda dada por:

1 31
-2 2.118
%ﬂ'dQTL 4on ( )
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la cual corresponde a la férmula de Clausius. Si consideramos una distribu-
cion de Maxwell se puede demostrar que el factor % se sustituye por \/Li
El nimero de moléculas que colisiona en un elemento de volumen dV por
unidad de tiempo es:

nZdV = n%d\/

Las moléculas que colisionan en dV son emitidas de forma isétropa. La frac-
cién que lo hace en un éngulo sélido df) dirigiéndose hacia el elemento de

area dA es:
Q) r-dA
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Al tomar esto en cuenta e integrar considerando a e /¢, la probabilidad
de que una molécula recorra la distancia r sin colisionar, se obtiene que el
nimero de moléculas que colisiona con un diferencial de area, dA, por unidad
de tiempo y por unidad de area es:

~n. (2.119)

2.3.2. Viscosidad

Consideremos un objeto macroscopico que estd inmerso en un fluido en re-
poso y que no estd sometido a ninguna fuerza externa. Si el objeto esta en
equilibrio igual estara en reposo. Si el objeto comienza a moverse a través
del fluido, este ya no estara en reposo. Las interacciones moleculares respon-
sables de que se alcance la situacién de equilibrio se manifiestan en la escala
macroscdpica como una fuerza de rozamiento neta que actiia sobre el objeto
que se mueve, de modo que la velocidad de este va disminuyendo. Esta fuer-
za es en aproximacion proporcional a la velocidad con la que se mueve en el
fluido. El valor de la fuerza depende de la propiedad del fluido que conocida
como wviscostdad. En la seccién 2.1.8 se di6 una explicaciéon mas detallada de
lo que es el coeficiente de viscosidad desde el punto de vista de la mecénica de
fluidos. En esta seccién nos centraremos en calcular dicho coeficiente desde
el punto de vista de la teoria cinética para deducirlo teéricamente y entender
de una mejor manera su naturaleza fisica.

Calculo del coeficiente de viscosidad para un gas diluido

Para este caso calcularemos el coeficiente de viscosidad a base de conside-
raciones microscopicas. Supongamos que el gas tiene una componente de
velocidad media u,, la cual suponemos pequena comparada con la velocidad
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térmica media de las moléculas, y que ademds es funcién de y, u, = u,(y).
Como se dijo en la seccién 2.1.8, este tipo de fendémeno puede producirse si el
fluido estd contenido entre dos placas paralelas que estan separadas por una
distancia L, estando fija la placa en y = 0 y la placa en y = L moviéndose
en la direccién z con velocidad constante g (ver Figura 2.4). Consideremos
ahora cualquier plano y = constante. El origen microscépico de la tensién
oyz que actia a través de este plano puede entenderse cualitativamente ob-
servando que las moléculas situadas por encima del plano marcado con y en
la Figura 2.7 tienen una componente x de la cantidad de movimiento un poco

=L u=u
y’\ —%X 0
_—
e wy+e)
Yy E
L
YET T T T T T T umg T T T —
=
y\;O I u,= 0

Figura 2.7: Fluido contenido entre dos placas las cuales una estd en reposo
(y = 0) y la otra se mueve con velocidad constante u, (y = L) en direccion
positiva de las x. En el sistema existe un gradiente de velocidades, du, /0y,
el cual estd representado por las flechas del lado derecho.

mayor que las moléculas que estdan debajo de este plano. Las moléculas que
atraviesan este plano poseen esta componente x de la cantidad de movimien-
to, por lo que las moléculas de gas que estan situadas debajo del plano ganan
cantidad de movimiento en la direccién x a través de las colisiones entre las
moléculas. De manera inversa, las moléculas que estan en la parte encima del
plano pierden cantidad de movimiento en la direccién x ya que las moléculas
que proceden de la parte inferior del plano tienen una cantidad menor de
cantidad de movimiento en la direccién z. La segunda ley de Newton enun-
cia que el cambio en la cantidad de movimiento por unidad de tiempo es
igual a la fuerza aplicada. Con esto podemos decir que la fuerza ejercida por

52



las moléculas de gas que estan por encima de un plano por las moléculas
de gas que estan encima de él, es igual a la ganancia neta de cantidad de
movimiento por unidad de tiempo de las moléculas de gas que estan encima
del plano procedente de las moléculas de gas que estan debajo de él. Asi,
la tensién oy, esta dada por el aumento medio por unidad de tiempo y por
unidad de area del plano de la componente x de la cantidad de movimiento
del gas situado encima del plano, debido al transporte neto de cantididad de
movimiento por las moléculas que cruzan este plano.

Hagamos algunas suposiciones simples pero razonables con el fin de calcu-
lar el coeficiente de viscosidad. Supongamos que todas las moléculas del gas
se mueven con una misma velocidad que corresponde a su velocidad media
u. Si existen n moléculas por unidad de volumen, un tercio de ellas tienen
velocidades predominantemente a lo largo del eje y. La mitad de ellas, que
corresponde a %n moléculas por unidad de volumen, tienen una velocidad u
en direccion +y y la otra mitad en direccién —y. Consideremos ahora el plano
senalado en y. Habra entonces %nﬂ de moléculas que en la unidad de tiempo
cruzaran la unidad de area de este plano desde abajo; andlogamente habra
%nﬂ moléculas que haran lo mismo pero desde arriba. Por la definicién de
la trayectoria libre media £ se cumple que las moléculas que cruzan el plano
desde abajo han sufrido, en promedio, su ultima colisiéon a una distancia &
por debajo de este plano. Ya que la velocidad media u, = wu,(y) depende
de y, las moléculas que ocupan la posicién (y — &) tienen, en promedio, una
componente x media de la velocidad u,(y — £). Cada una de estas moléculas
de masa m transporta a través del plano una componente x media de la
cantidad de movimiento mu,(y — &). Con esto, la cantidad de movimiento
transportada por unidad de tiempo y por unidad de area a través del plano
en sentido hacia arriba es:

énﬂ g (y — €)]. (2.120)

De la misma manera, al considerar las moléculas que proceden de la parte
superior del plano en donde han sufrido su ultima colisiéon en la posicién
(y + &) se obtiene que:

S e (y + €)]. (2.121)

Restando las expresiones (2.120) y (2.121) obtenemos el transporte molecular
neto de la componente x media de la cantidad de movimiento por unidad de
tiempo y por unidad de area desde abajo hacia arriba del plano para las
consideraciones expuestas. La tensién o, resulta:

1 _ L _
o = i mta(y = €)] = Gt sy + )]
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7ye = o gy — €) — ey + €)]. (2.122)

Suponemos que el recorrido libre medio £ es pequeno en comparacién con
las dimensiones en las que el gradiente de velocidad Ou,/dy varia aprecia-
blemente, por lo que podemos desarrollar en serie de Taylor la velocidad,
Ur(y £&) ~uy, + 5%. Sustituyendo:

1 _ aum auw
e g Kum ~5 5y ) - (ux 5%y )]

Oye = TN (—25 3y ) =—u g (2.123)
donde: .
W= gnmﬂ& (2.124)

La ec. (2.123) muestra que o,, es proporcional al gradiente de la veloci-
dad Ou,/Jy como se habia obtenido en la seccién de mecanica de fluidos.
La ec. (2.124) nos proporciona una expresion explicita aproximada para el
coeficiente de viscosidad p en funcién de los parametros microscépicos que
caracterizan a las moléculas del gas.

Recordemos que hicimos algunas simplificaciones para obtener la expresion
anterior por lo que el factor % puede generar desconfianza. Si consideramos
el valor obtenido en (2.119) para una distribucién de Maxwell, £ = m,
al sustituir en (2.124) da:
mu
K= T
3v2rd

Para la velocidad media u puede obtenerse un resultado suficientemente rea-
lista a partir del teorema de equiparticién de la energia:

(2.125)

1 - 1 — kT
SR = kT = =T

* m

La velocidad media de una molécula depende tnicamente de la temperatura
de la forma T"/2 pero no del nimero de moléculas por unidad de volumen
n. A una temperatura dada 7', también es independiente de la presién del
gas, p = nkgT. Esto es importante de hacer notar ya que afirma que, en
el caso de la Figura 2.7, la fuerza viscosa ejercida por el gas sobre la placa
movil superior es la misma si la presion del gas entre las dos placas es, como
ejemplo, igual a 1 mm de mercurio o si se aumenta a 1,000 mm de mercurio.
En primera instancia esto puede parecer extrano ya que con un aumento de
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moléculas se esperaria que aumentara el transporte de momento entre los
planos. Esta aparente paradoja se resuelve al observar que si se duplica el
nimero de moléculas de gas, existira el doble de moléculas disponibles para
transportar cantidad de movimiento desde una placa a otra, pero el reco-
rrido libre medio ¢ de cada molécula se reduce también a la mitad, por lo
que puede transportar una cantidad de movimiento determinada durante la
mitad de distancia anterior. Por lo anterior, la transferencia neta de canti-
dad de movimiento por unidad de tiempo permanece invariable. El hecho de
que la viscosidad de un gas a una temperatura dada sea independiente de su
densidad fue deducido primeramente por Maxwell en 1860, demostrandolo
experimentalmente él mismo posteriormente.

Para una densidad arbitrariamente grande del gas esto ya no es valido. Para
deducir el resultado (2.123) se hicieron dos hip6tesis importantes:

1. El gas es suficientemente diluido como para despreciar la probabilidad
de que tres o mas moléculas se acerquen de manera simultanea, tanto
que puedan interaccionar apreciablemente, por lo que estamos admi-
tiendo implicitamente colisiones de solo dos particulas. Esto se justifica
si la densidad n es lo suficientemente baja tal que:

E>d. (2.126)

2. El gas es suficientemente denso para que las moléculas colisionen predo-
minantemente con otras moléculas y no con las paredes del recipiente.
Esto implica que n es lo suficientemente grande tal que:

¢ < L, (2.127)

siendo L la dimension lineal mas pequena del recipiente.

Si ponemos atencion, nos damos cuenta que las hipdtesis anteriores son equi-
valentes a las propuestas en (2.2) cuando establecimos la hipdtesis del medio
continuo. Si las colisiones moleculares son semejantes a las de esferas rigidas,
la seccién eficaz o es un nimero independiente de 7', por lo que segun la ec.
(2.125) la dependencia de p con la temperatura es:

poc T2, (2.128)

En general, 0 depende de la velocidad media u de las moléculas. Como
T o< T2, o también depende de la temperatura. Experimentalmente y varfa
con la temperatura més rapidamente que en (2.128), aproximadamente como
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T°7. Esto se comprende por el hecho de que existe, ademds de una fuerza
de interaccién repulsiva entre dos moléculas, una débil interaccion atractiva
de largo alcance (interaccién de Lennard-Jones). Esta interaccién aumenta
la probabilidad de colisién entre moléculas, pero se hace menos efectiva a
temperaturas méas elevadas donde la velocidad de ellas es mayor y se desvian
mas facilmente.

Notese que la viscosidad de un gas aumenta cuando se eleva la tempera-
tura lo que es muy diferente a la viscosidad de un liquido. Para un liquido
generalmente la viscosidad disminuye al aumentar la temperatura. La razéon
para esta diferencia es que las moléculas en un liquido estan muy préoximas
entre si y la trayectoria libre media deja de tener un significado preciso.
Por lo anterior, la transferencia de cantidad de movimiento a través de un
plano en un liquido se produce por las fuerzas directas existentes entre las
moléculas situadas en lados adyacentes del plano, lo mismo que en virtud del
movimiento molecular a través del plano.
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Capitulo 3

Metodologia

Los experimentos in silico consistieron en calculos numéricos de dinamica
molecular. Los pasos de las dindmicas con las que se trabajo fueron de 1
fs. Se utiliz6é un bulto de agua de forma cilindrica como recipiente para rea-
lizar los experimentos. El modelo del agua fue el TIP3P con interacciones
intermoleculares explicitas y en ellas se introdujeron moléculas de fullereno
las cuales fueron arrastradas a través del fluido con una fuerza constante de
diferentes magnitudes. El software con el que se trabajé fue escrito su parte
principal en Fortran y las interacciones entre moléculas fueron paralelizadas
con CUDA, herramienta del lenguaje C. A continuacion se detallarda mas a
fondo en cada una de las especificaciones del método.

3.1. Dinamica molecular

3.1.1. Force fields

Las moléculas de agua y de fullereno fueron simuladas a través de los habitua-
les force field que consideran la aproximacion arménica para interacciones de
atomos entre dimeros, trimeros y tetrameros. El potencial armoénico general
que modela las moléculas es el siguiente:

]{? k't kte
Varménico == Z Ed (7"1‘ - 7"0)2 + ; 5 (91 - 60)2 + Z 7 ((bz - ¢O)2 . (31)

)

El primer término corresponde a las interacciones de dimeros con kg la cons-
tante de fuerza y ry la distancia de relajacion, el segundo término es la
interaccién entre trimeros con k; la constante de fuerza y 6y el angulo de
relajacién, y el tercer término es la interaccién entre tetrameros con k. la
constante de fuerza y ¢q el angulo de relajacion.
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En el caso de la molécula de agua se consideraron interacciones intermo-
leculares de dimeros (enlaces O-H) y trimeros (enlaces H-O-H), lo que se
aprecia en la Figura 3.1.

Las moléculas de fullereno que fueron consideradas son el Cqy, Cgo y Cro
(ver Figura 3.2). Para la molécula de Cy se utilizaron interacciones intermo-

Figura 3.1: Representacion esquematica de la molécula de agua H,O.

leculares de dimeros, trimeros y tetrameros. La molécula de Cyj es la molécula
mas sencilla de las posibles para los fullerenos. Esta molécula cuenta con 12
caras en las cuales todas son pentagonos. Las moléculas de Cgy y Crg fueron
simuladas con interacciones de dimeros y trimeros solamente. Los fullerenos
presentan 12 caras que corresponden a pentagonos y las demés corresponden
a hexdgonos. Es necesario considerar que las distancia de relajacién, angulo
de relajacién y las constantes de fuerza para los enlaces que forman parte
de la cara de un hexagono son diferentes a las de un pentdgono. Para los
fullerenos considerados, a excepcion del Cyp, todas las caras de pentagonos
estan aisladas y sus vecinos son hexagonos. Para todas las moléculas de fulle-
reno se utilizaron los angulos de relajacién de trimeros correspondientes a su
figura correspondiente, es decir, para las caras que formaban un pentdgono
) = 108° y para las de hexagonos 6" = 120°.

Para las interacciones no ligadas las cuales consisten en las interacciones
entre las moléculas, se consideraron potenciales de Lennard-Jones (LJ) y de
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Figura 3.2: De izquierda a derecha se muestran esqueméticamente las molécu-
las de Cgo, C60 y C70.

Coulomb:
no- S () (2)] - w-Let o
I i N Tij Tij ’ ¢ i>7 ¢ Tij . '
rij = |r; — r;| corresponde a la distancia, €;; el pozo del potencial de LJ y

o0;; la distancia en la que el potencial LJ se hace cero, todo esto entre las
moléculas 7 y 7. ¢; y g; son las cargas de las moléculas i y j, y ko = 0.529
EhA/e? es la constante de Coulomb.

Parametros de los Force Field

Los parametros con los que fueron corridas las dindmicas corresponden a los
que aparecen en los cuadros 3.1 y 3.2. La interaccién fullereno-agua se llevo
a cabo con parametros que se obtuvieron con célculos de ab initio utilizando
DFT-SAPT (density functional theory-symmetry-adapted) en el trabajo [39].
Los parametros para los fullerenos, a excepcion de la molécula de Cy, fueron
tomados de la referencia [40]. Para la molécula del Cyy se hicieron calcu-
los de DFT con el funcional B3LYP para poder parametrizar utilizando el
software NWChem [41]. La manera en que se realizaron los célculos fue de
la siguiente forma: primeramente se optimizé la geometria de la molécula y
después se desplazaron los atomos necesarios para mover la geometria acorde
al grado de libertad correspondiente (dimero, trimero o tetrdmero), conside-
rando explicitamente toda la molécula, y se calculo la energia correspondien-
te a cada geometria para después ajustar una curva y con ello obtener los
parametros de interés. Las graficas de energia para obtener los parametros se
presentan en la seccion de resultados. Las interacciones entre moléculas de
agua se llevaron a cabo con los pardmetros de la referencia [42].

29



H,O Gy Ceop Ceoh Crop Croh
ro (A) 0957 140 1.40 146 141 145
ks (Eh/A%) |1914 111 115 108 115 1.08
ki (Eh/rad?) | 0.239 1.084 1.28 1.28 1.28 1.28
k. (Eh/rad?) - 0.737 - - - -

Cuadro 3.1: Tabla con los parametros de las distancias de relajacion y cons-
tantes de fuerzas para los potenciales dados en (3.1). La indicacién —p y ~h
refiere a los valores para los enlaces de pentagonos y hexdgonos respectiva-
mente.

Parametros Valores
€0 2.423%x10~1 Eh
€EH_C 4.08x107° Eh
€o—C 1.656x10~* Eh
OH,0 3.151 A
OH-_C 2.640 A
o_c 3.372 A

qn 0.417 e
qo -0.834 ¢
qc 0.0e

Cuadro 3.2: Pardametros utilizados para las interacciones entre moléculas de
los potenciales (3.2).

3.1.2. Algoritmos de integracién numérica

Las simulaciones fueron realizadas con calculos clasicos, es decir, la dindmica
de cada uno de ellos se contempld que obedecian la segunda ley de Newton.
Durante los calculos numéricos se tomaron en cuenta dos tipos de atomos.
El primer tipo de dtomos se simul6 su evolucién temporal con el método de
integracién de Verlet, mientras que el segundo tipo de dtomos fue simulado
con el algoritmo de lo que se nombrard como atomos langevianos. Este ulti-
mo tipo de atomos se utilizé6 como termostato para termalizar el sistema y
mantener una temperatura de manera lo suficientemente estable durante los
calculos numeéricos. A continuacién se hard una descripcién mas detallada de
lo que consiste cada uno de los métodos de integracion.
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Método de integracion Velocity-Verlet

El método de integracion de Velocity-Verlet es un integrador numérico que
es ampliamente utilizado en calculos de dindmica molecular con el cual se
pueden obtener las posiciones y velocidades a partir de la segunda ley de
Newton [43]. El movimiento de una particula que se mueve bajo la accién de
un campo conservativo esta dado por:

dzri(t) dVZ(t)
Mg T

— F,(x(t)) = ~ViV(x(t), (3.3)

donde r(t) = (ry,...,ryn(t)) son los vectores posicién de las N particulas del
sistema, V' es el potencial escalar, F; la fuerza total sobre la particula ¢ y m;
su masa. En este método las velocidades y posiciones de las particulas son
calculadas de manera simultanea. Para discretizar y resolver numéricamente
con valores iniciales la ec. (3.3) se elige un paso de tiempo At lo suficiente-
mente pequeno, por lo que la secuencia de tiempo es t, = nAt. El objetivo es
construir la secuencia de posiciones r,, y velocidades v,, de la trayectoria de la
particula lo mas exacto posible. Para el desarrollo del método consideramos
una particula que se encuentra en un sistema de coordenadas cartesiano y nos
centraremos en una sola componente, ya que el resultado que obtendremos
es completamente generalizable para cualquier dimension. Se puede llegar a
pensar que las fluctuaciones en las posiciones podrian tener correlacion, sin
embargo se ha demostrado [44] que el ruido entre las coordenadas del siste-
ma no estd correlacionado, por lo que es posible tratar a cada coordenada de
manera independiente.

Procederemos primero a obtener las ecuaciones de evoluciéon para las ve-
locidades con el método de Velocity-Verlet. Integramos la segunda ley de
Newton en un intervalo de tiempo [t,,, t,, + At] para la fuerza F;(x(t)) y para
la velocidad v;(t) en el intervalo [v;(t,), vi(t, + At)]. Esto es:

tn+At vi(tn+At)
tn vi(tn)

Para poder resolver la integral del lado izquierdo requiere que se conozca
a x(t), sin embargo no conocemos su valor analitico. Su valor nimerico al
tiempo t = t, + At es posible obtenerse al hacer una expansion en serie
de Taylor lo que nos permite escribir F;(z(t)) = F;(t): Sin incluir términos
mayores de segundo orden O (|t — t,,|?) se tiene:

Fi(t) = Fi(ta) + Fi(ta)(t — ) + O (Jt = 1,]2). (3.5)
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Al sustituir la expansién (3.5) en (3.4) y realizar la integral se obtiene!.

/tﬁm [Fi(t,) + Fi(ta)(t — tn) + O (|t — ta]?)] dt

1 tn+AL
_ [Fxmt PSR- 0 (- 1)
tn
1.
= F(t,) At + iFi(tn)Aﬁ + O(AP). (3.6)

La derivada de la fuerza respecto al tiempo la aproximamos con el limite:
tn + At) — Fi(t,)
At '

Sustituyendo (3.7) en (3.6) e integrando el lado derecho de (3.4) se obtiene
la ecuacién de evolucion para el método Velocity-Verlet de la velocidad:

Bty = £ (37)

Ut + A = (t) + 5 (Bt + A1) + F(L)] A HO(BR). (39

Es de observar que la velocidad no depende de las posiciones sino solo del
campo de fuerzas.

La ecuacién de Velocity-Verlet para la posicién se obtiene integrando dos
veces la segunda ley de Newton (3.3). La primer integral para los intervalos

tn+At @(tn+AtL)
/ Fi(a(0)dt = m; / di. (3.9)
tn x(t’ﬂ)

Al evaluar y reacomodar términos se obtiene:

Filbn+AL) = i(t) + — Fi(b)(t— )+ —— Fy(t) (L= 10)2+O(AF), (3.10)

donde de nuevo se utilizé la expansion de Taylor para la fuerza (3.5). La
segunda integral se hace para el mismo intervalo de tiempo y para z; €
[zi(tn), zi(t, + At)] como sigue:

.’Ei(tn+At) tn+AL 1
/ d; = / {xz(tn) + —Fi(tn)(t — tn)+
T tn m;

i(tn) i

Ya que estamos integrando, todas las potencias suben un grado por lo que O(|t —
tn|?) = O(A?)
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_I_

Q;E(tn)(t —t)? + O(At?’)} dt

) tn+AL
Fi(t,)(t — tn)?’} + O(AtY).

" (3.11)

: 1
zi(th+AL .
w7y = (@it (b + AD(E = 1) +

i
Al evaluar los limites de integracién y acomodar términos se obtiene:

Ey(t,) At + O(AtY).
(3.12)

1
Fi(t,) At* + :

i m;

1
Al tomar en cuenta (3.7) se tiene para la posicién:

Fi(t,) At + O(AP). (3.13)

1

i

Con todo esto obtuvimos una expresion numeérica para la velocidad (3.8) al

tiempo t y otra expresién también numérica para la posicién (3.13) con el

método de Velocity-Verlet. Se truncaron términos superiores a segundo orden
para la velocidad y de tercer orden para la posicion.

El método para el algoritmo suponiendo que conocemos el campo de fuerzas
F;, la posicién z;(t,,) y la velocidad v;(t,,), es el siguiente:

1. Calculamos la nueva posicién x;(t, + At) con (3.13).

2. Evaluamos el campo de fuerzas para la nueva geometria F;(x(t, + At)).
3. Calculamos la nueva velocidad v;(t,, + At) con (3.8).

4. Actualizamos el tiempo t,, = t,, + At.

5. Regresamos al paso 1.

Método de integracion con la ecuaciéon de Langevin

Como se menciono al inicio de esta seccion, los atomos que se denominan co-
mo langevianos son los utilizados como termostatos en las dindmicas. Estos
atomos simulan la interaccién con un recervorio implicito con el cual pueden
transferir energia, lo que permite disipar ¢ tomar calor de él para mantener
una temperatura regular. Este método nos permite simular que el sistema
es implicitamente més grande ya que las particulas que se encuentran en las
‘orillas’ del sistema de simulacién estan en contacto con las demas particulas
implicitas por medio de este algoritmo de evolucién dado en la referencia [45].
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Deduciremos el algoritmo de evolucion siguiendo el camino dado por el autor
Alvarez en su tesis [46].

La ecuacion que simula la evolucion temporal de este tipo de dtomos es
una ecuacion tipo Langevin dada por:

m;ii(t) + v (t) — Gi(t) — Fi(t) =0, (3.14)

donde m;;(t) es la fuerza resultante sobre el atomo i, vi;(t) como una fuer-
za de friccion, G;(t) es una fuerza estocdstica sobre el dtomo i y Fi(t) la
fuerza que mantiene la estructura de la molécula la cual estd dada por algiin
potencial armonico del estilo (3.1). Para obtener los valores de las fuerzas es-
tocasticas se exige el uso de una funcién de distribucién, sin embargo por el
momento nos centraremos en obtener las ecuaciones del tipo Velocity-Verlet
y después ahondaremos en estos términos.

Para obtener las velocidades se sigue un procedimiento anélogo al de Velocity-
Verlet integrando la ecuacién (3.14) en el intervalo t € [t,,t, + At]. Para
integrar la ecuacion es necesario multiplicarla por un factor de integracion
dado por € [47] lo que da:

M0y 4+ ey, = e'mH(Fi(t) 4+ Gi(t)). (3.15)
La integracion se obtiene como sigue:

d vt — Ll .
gple" vl = mim e (Fi(t) + Gi(t)),

tn+AL tn+AL
/ Sl odt =m; / SUEE) + Gi(t))dt,
tn tn

tn+At tn+At
o ()t = my / ' E(t)dt +m; / e'G(t)dt.  (3.16)
tn tn

Evaluamos y dejamos solo el lado izquierdo para v(t, + At) nos da:

1 tn+AL
67(tn+At),Ui(tn + At) _ e—’}/tnvi(tn) = —/ 6'YtFl(t)dt
mi Jt,
1 tn“l‘At
+—/ 'Gi(t)dt
mi J,

1 tnt+AL
Vi(t, + At) = e /e tAY {vi(tn)e‘”tn + — / eV E(t)dt+
tn



1 tn+AL
+— / eV’*Gi(t)dt]
tn

m;

e—’yAt

i(tn + At) = e 7yt
Vi(tn + At) = e u(t,) + -

tn+At
/ ev(t—tn)Fi(t)dt
tn

e—’yAt tn+At

+ / G () dt. (3.17)
ml tn

Hacemos la sustitucién de la fuerza en serie de Taylor contemplada en (3.5)

y se define la integral del término estocdstico como [48]:

ef'yAt

tn+AL
Vi = / G () dt. (3.18)
tn

my;

El término anterior se tratara posteriormente. Al realizar las integrales sobre
el término que contiene a la fuerza Fj(t) se obtiene:

e—’yAt tn+AL )
viltat AL = e B0 (1) + / ) (Fyfta) + Fita)(t — 1) ) di+Vs,
mi tn
—yAt
vi(t, + At) = e "Aly(t,) + ‘ Fi(t,) [v_leV(t_t")}ZmLAt
—YAt
n e Fl(tn) [7—2 (7({; _ tn)efy(t—tn) . e’y(t—tn))]inJrAt i ‘/Z (319>

)

Evaluando las integrales se obtiene:

vi(t, + At) = e luy(t,) +

—yAt
+

E(tn)7_2 [yAtewAt — At 4 1} + V.

i

Vit + At) = e Auy(t,) + (ym) M Fi(t) [1— e 7] +

+ (m?) T Ey(ta) YAt = (1= e8] + Vi (3.20)
Al hacer las siguientes sustituciones obtenemos una expresién més clara [49]:
co=e " =AY —c), e = (A1 —¢). (3.21)

Es necesario multiplicar los términos que involucran a la fuerza F(t,) y su
derivada respecto al tiempo F'(t,) por las siguientes expresiones, At/At y
(At/At)? respectivamente:

it + At) = e vi(t) + (miy) T Filt) [1 = €] (%i)
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+(miy?) L Ei(t) (YAt — (1 — e7721)] (%ﬁ) +V;

1 1 .
Vi (tn + At) = cov(tn) + —c1 Fy(ty) At + —coFy(t, ) At? + V;. (3.22)
i my
Al considerar la expresion E(tn) dada por la definicién de limite obtenemos la
solucién numérica de la velocidad para los atomos usados como termostatos:

1 1

i my
La expresion anterior es equivalente a la velocidad obtenida con el método
de Velocity-Verlet pero con un atomo que obedece la ecuacién de Langevin
(3.14) y la cual se reduce al método de Velocity-Verlet cuando v = 0.

Para obtener las posiciones es necesario integrar dos veces la ec. (3.14). La
primer integracién se realiza sobre el intervalo de tiempo t € [t,,t]. Parti-
mos de la ec. (3.16) evaluando y dejamos solo el lado izquierdo para v;(t,)
obteniendo:

vilt) = e [evtnvi(tnwi /tt OF(t)dt + — / t e”tGi(t)dt]. (3.24)

my; m; Jy,

Introducimos la exponencial e~ en las integrales como la multiplicacién de
dos exponenciales de la siguiente forma:

e / (.. )dt — e tHtntn) /67t(. )dt — e (Et) /ewltn)(. c)dt
(3.25)

donde (...) denotan los términos que acompanan a la exponencial 7. La ec.
(3.24) queda entonces como:

—y(t=tn) pt
v;(t) = e_V(t_t")vi(tn) + S / et _t”)Fi(t’)dt'—l—
e (t=tn)  ft /
+ T/ eVt 7t")Gi(t/)dt/. (326)
i tn

Al hacer la sustitucion en la expansion en serie de Taylor para la fuerza F;(t)
en (3.5) e integrar resulta:

efv(tft”)

vi(t) = e (t,) + Fi(ta)y e )

n

m;
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@*’Y(t*tn) . l / .
+—Fz<tn)f}/*2 |:’}/<t/ o tn)e’Y(t —tn) efy(t 7tn)i|
m; .
e~ V(t—tn) rt /
m; t

Al evaluar las integrales se obtiene:

6_'7(t_tn)

vi(t) = e—v(t—tn)vi(tn) + —F(tn),y—l(ev(t—tn) —1)

m;

e~ (t=tn)
+—Fi(tn)fyf2 [7(15 — tn)e’Y(t*tn) — (t=tn) + 1] 4
my;
G_V(t_tn) t ,
T / QTG (1)t (3.28)
m; tn

Reacomodamos términos y obtenemos:
vi(t) = e Yty (t,) 4+ (my) TEE () [1 — e )]

e_W(t_tn)

t
+ (M) TV E () [y(t = 1) — 14 e )] 4 / Gyt
tn

(3.29)
De esta ultima expresion hacemos la segunda integracion en el intervalo t €
[tn, tn + At]. La integral que incluye al término de la derivada respecto al
tiempo de la fuerza se omite ya que tiene términos de tercer orden. Por lo
tanto:

tn+AL tnt+At N,
/ Ui(t)dt = / 6_7(t_t")v(tn)dt+(mi’y)_1/ Fi(tn)[l_e—'y(t—tn)]dt
tn tn b

m;

ta+AL | ¢
+ / — (=t / )G () dt dt. (3.30)
tn m; tn
Definimos la integral que contiene al término estocastico de la siguiente ma-
nera [48]:
tnt AL p—y(t—tn) t
Xi = / —_— / V=G (¢ dt dt. (3.31)
tn my; tn

Al igual que el término V;, un tratamiento mas detallado se dara mas ade-
lante. Al realizar la integral (3.30) se obtiene:

j| tn+AL

TS = 9 (b)) A (mgy) R (2 [t -yt
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Al evaluar los limites de integracién obtenemos:

(bt ) = 23 47 () (e A (mi) T E(t) YA — (1 e 4] X,

(3.33)
Introducimos de nuevo las constantes cq, ¢1 y ¢o multiplicando por (At/At) y
(At/At)? el segundo y tercer término respectivamente, y al ordenar términos
obtenemos la posicion de una manera analoga al método de Velocity-Verlet:
Tiltn + At) = zi(tn) + crvi(ta) At + 2 F(H)AE + X, (3.34)

m.

7

Términos estocasticos

Los términos V; y X; dados por las expresiones (3.18) y (3.31) son de caracter
aleatorio ya que la fuerza G;(t) es de naturaleza estocédstica. A pesar de esto,
los valores deben de ser coherentes con la fisica subyacente en la ecuacién de
Langevin. La fuerza G; debe de satisfacer lo siguiente:

(Gi(t)Gi(t)) = AK(t = 1), (3.35)

donde A es una constante de proporcionalidad y K(t — t') es una funcién
memoria. Dada la naturaleza de la ecuacién de Langevin, suponemos que
G;(t) tiene un espectro de ruido blanco por lo que la funcién memoria esté
dada por K(t —t') = 6(t — t’), es decir, estd dada por la delta de Dirac.
Esto significa que la fuerza G; deja de estar correlacionada cuando t # t
por lo que las variaciones en el bano térmico no tienen efecto para tiempos
diferentes [34, 50]. También es posible obtener informacién fisica para un
proceso estocastico a través de una funcién de distribucion, por ejemplo al
considerar la ecuacién de difusién en 1D:

of  Pf . n a?
a =P ¢ Seo=gipee(siy). @

Seguiremos el camino dado por una funcion de distribucion que dependa tan-
to de las posiciones como de las velocidades, basada en un proceso Markov.
La construccién de la funcion de distribucién de probabilidad de las posi-
ciones y velocidades esta basado en que por separado estas cumplen con
distribuciones de probabilidad normales por lo que su distribuciéon conjunta
es tambiés una distribucion normal o gaussiana. Esta distribucion estéd dada
por [52,53]:

1 1 X2 X.V:
W(Xz7 ‘/z) - €xXp § — — — QCva—V;
2 oo \2| | o2 lopdep
2mo o4/ 1 — <%) 21— (ﬁ)
(3.37)
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donde o2 y o2 son la varianza de la posicién y velocidad respectivamente y
C., es la covarianza de ambas. Al obtener las varianzas y covarianzas queda

definida la distribucién de probabilidad bivariada (3.37).

Para construir la funcion de distribucién de las posiciones y velocidades se
utiliza la propiedad de la autocorrelacién de G;(t) y se integran de manera
directa los términos X; y V;. Para obtener las varianzas y covarianzas se sigue
un camino un poco largo y tedioso, y dado que no es el tema principal de
la tesis solo se cita la referencia en la que puede consultarse que es en [45].
Aqui solo pondremos los resultados principales los cuales son los siguientes.
Para la varianza de V; se tiene:

Witvie)) = o = 2L (1 emary, (3.39)

m;

La covarianza C,, de la velocidad y de la posicion es:

kgT
<Xl(t)v;(t/>> =Cpp = vfn (1 - 6_27At)2 . (339)
La varianza de la posicién X; es:
kgT
(X, () Xi(t) = 02 = =2 (27At — 3+ 4778 — 081 (3.40)
miy

Con estos valores podemos finalmente conocer la expresion de la distribucion
de probabilidad (3.37) y con ella obtener las contribuciones de los términos
estocasticos X; y V; mediante dos ecuaciones dadas por Paterlini y Fergunson
en [54] resultando lo siguiente:

Xi=Vaoim ;  Vi=+/o? (vam +V1- C§v> 2 (3.41)

donde 7, y 12 son dos ntimeros aleatorios independientes con una distribucion
gaussiana con promedio cero y varianza unitaria.

3.2. Modelo de confinamiento

El circuito en el que se llevaron a cabo las dindmicas consistié en un cilin-
dro en el cual se confinaron inicialmente un total de 10,496 moléculas de
agua. Para el confinamiento se utilizaron potenciales exponenciales como se
muestra enseguida. Para la parte radial el potencial de confinamiento es el
siguiente:

N
Vop =Y Ve, (3.42)
=1
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donde Vj es la intensidad del potencial, « la rapidez de crecimiento del po-
tencial, rp es el radio del cilindro y r; es la distancia radial de la particula
respecto del eje paralelo del cilindro que en nuestro caso fue el eje z.

Para el confinamiento en los bordes del cilindro el potencial que lo simu-

la es:
N

V’O (eoca:i + e—ocm)
Vor =) | , (3.43)
i=1 VN

donde Vi es la normalizacion del potencial dada por:
Vy = et 4 e 'L, (3.44)

con xy, el limite longitudinal del potencial.

3.3. Implementacién de los calculos
numéricos

3.3.1. Fluido implicito

La primera implementacion de los cédlculos consistieron en simular de una
manera implicita el fluido. Para esto, solo se simularon en las dindmicas las
moléculas del fullereno y su algoritmo de evolucion estuvo dado por las ecs.
(3.23) y (3.34), que corresponden a los dtomos langevianos, mas el término
de la aceleracion constante correspondiente a la fuerza actuando sobre las
moléculas. Esto es:

1
zi(t, + At) = z;(t,) + crvi(tn,) At + C—?ﬂ-(t)Az@ + X, + gaAt2, (3.45)

my

1 1
vi(ty, + At) = coui(t,) + (c1 — co) — Fi(tn) At + —co Fi(t, + At) At + V; + aAt.
my;

Z (3.46)
Primero se termalizé el sistema durante 20 ps a una temperatura de 296 K y
después se jalaron las moléculas durante 10 ps. La toma de datos consistié en
lo siguiente: se variaron las aceleraciones, las moléculas de fullereno y ademas
el coeficiente v que aparece en las constantes cg, ¢; y c2 en (3.21). Cada
cinco pasos de la dindmica (correspondientes a 5 fs) se guardé la posicién y
velocidad del centro de masa del fullereno al igual que su velocidad.
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3.3.2. Fluido explicito

El cilindro en el que se llevaron a cabo las dindmicas se llené con moléculas
de agua de una forma aleatoria. Las dimensiones del cilindro con el que se
trabajé fueron de un radio de R, = 28.0 A y una longitud igual a L, = 128.0
A. El nimero total inicial de moléculas de agua fueron 10,496 por lo que se
cumplia una densidad de 995.95 kg/m? (ver Figura 3.3)2. Se dejo termalizar el
bulto de agua de la siguiente manera: los &tomos que estaban a una distancia
igual o menor a 8.0 A de la orilla radial del cilindro se consideraron &tomos
langevianos (termostatos) con v = 8.0 ps~! y los restantes fueron conside-
rados atomos de Verlet tal como se muestra en la Figura 3.5. La dinamica
se corrié por 50 ps para que las moléculas se distribuyeran uniformemente
y se alcanzara una temperatura de equilibrio alrdededor de 296 K. Cuando
lo anterior sucedid, se tomé la ultima geometria de la dinamica y de ella se
partié para introducir las diferentes moléculas de fullereno.

Para cada uno de los fullerenos se les dejé un espacio suficiente en la parte
central de uno de los extremos del bulto y se procedié de nuevo a termalizar
el bulto de agua con el fullereno adentro por otros 50 ps con la misma es-
trategia. La temperatura de termalizacién del sistema de agua més fullereno
fue alrededor de los 296 K. Cuando se alcanzé la termalizacion se procedio a
comenzar los experimentos.

Los experimentos consistieron en ‘jalar’ los atomos de fullereno a lo largo
de la direccion paralela al eje principal del cilindro con una aceleracién
constante (ver Figura 3.4), es decir, a cada dtomo de la molécula de fullereno
se le asigno una aceleracion en su algoritmo de evolucién de la posiciéon y
velocidad mas aparte de la aceleracién debida por las fuerzas del potencial
de interaccién de Lennard-Jones (3.2) (recordemos que consideramos los éto-
mos de carbono como neutros por lo que no hubo interaccién de Coulomb con
los dtomos de la molécula de agua) y el potencial arménico que conformaba
la estrucutura molecular. Los algoritmos de evolucién para las posiciones y
velocidades de los atomos de la molécula de fullereno fueron:

Ti(ty + AL) = z5(t,) + vi(t,) AL + 21 Fi(t,) At* + %aAt2 + O(At?), (3.47)

)

Viltn + AL) = vi(t,) + 21 [Fy(t + AL) + Fy(t,)] At + aAt + O(A#2), (3.48)

ml
con a = cte. Esta aceleracion es analoga a una aceleracién gravitacional, pe-
ro es lo suficientemente grande como para que el golpetéo ‘estocastico’ que

2Las imdgenes se tomaron del visualizador VMD [55].
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Figura 3.3: Cilindro con 10,496 moléculas de agua en el cual se llevaron los
experimentos.

genera el medio (moléculas de agua) por medio de la interacciéon debida al
potencial de Lennard-Jones no impidiera un movimiento tipo balistico.

Para saber si los experimentos eran factibles en los tiempos de computo
habituales de la dinamica molecular, se estimé un aproximado en el cual se
alcanzaria la velocidad terminal predicha por la ley de Stokes. La velocidad
de una particula que se mueve en linea recta por un medio viscoso bajo la
accién de una fuerza constante es [56]:

olt) = (1 — e~ n/my

3.49
o , (3.49)
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Figura 3.4: Foto tomada de un experimento. De color amarillo se presenta la
molécula de fullereno, en este caso un Cg.

donde F es la fuerza constante que mueve a la particula, m su masa, p es
la viscosidad del medio y K es una constante que depende de la estructura
geométrica de la particula, que para el caso esférico es K = 67 R con R el ra-
dio de ella. El tiempo de relajacién se define como 7 = m/Kpu y corresponde
al tiempo en que la velocidad es el 63 % de la velocidad terminal. Para una
molécula de fullereno Cg, con R &~ 3.5 A, el tiempo aproximado de relajacién
esde 7 ~2x 10715 = 0.2ps, lo que resulta accesible a los tiempos promedio
en los calculos de dinamica molecular.

Otro factor a determinar es la aceleracién con la cual fueron jalados los
atomos del fullereno. La ley de Stokes se satisface en los nimeros bajos
de Reynolds por lo que se procedié a trabajar en un régimen dado por
0.01 < R, < 0.1. La velocidad terminal de una particula esférica en un
medio viscoso bajo la accién de una fuerza constante es [56]:

_F
~ 6mRu

con F = ma. (3.50)

(%
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Figura 3.5: Vista transversal del cilindro con las moléculas de agua marcando
las zonas en las que se consideraron dtomos de Verlet y langevianos.

Una velocidad tipica en dindmica molecular estda en el orden de 0.001 <
v <0.1 A/ fs. Al imponer en el nimero de Reynolds, R, = %, los valores:
R.=0.05,L=1A, p=99595kg/m® y u = 9.33 x 10~ kg/ms, se obtiene
una velocidad terminal igual a v; = 468.4 m/s. Al sustituir estos valores en
(3.50) y considerando una molécula de fullereno Cgp se obtiene una acele-
racién en el orden de a ~ 10" m/s®> = 107> A/fs>. Es de notar que esta
aceleracion es 15 érdenes de magnitud mas grande a una aceleracion gravita-
cional en el planeta tierra, lo que puede llevar a exceder el rango de validez
de la respuesta lineal vista en la seccién 2.2.4. Por lo anterior, se vuelve muy
importante tener un buen termostato para que disipe lo suficientemente bien
la energia que inyecta al sistema el campo externo ficticio que actia sobre los
atomos del fullereno. El que disipe la energia lo suficientemente bien indica
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que mantenga al sistema durante las dindmicas no muy lejos del equilibrio
térmico y se satisfaga la teoria de respuesta lineal. Una justificaciéon de todo
esto puede ser consultada en la referencia [57].

Por tal motivo, en cada una de las dindmicas se dejé la capa exterior del
cilindro como dtomos langevianos (los 4tomos que estaban a 8 A o menos de
la orilla radial del cilindro) y los demds como atomos de Verlet. En todas y
toda la dindmica se procurd que las posiciones y velocidades de los atomos
de las moléculas de fullereno fueran evolucionadas con las expresiones (3.47)
y (3.48).

La toma de datos consistié en lo siguiente: se variaron las aceleraciones y
las moléculas de fullereno, cada cinco pasos de la dindmica (correspondientes
a b fs) se guardé la posicién del centro de masa del fullereno al igual que su
velocidad. Las fuerzas que se oponen al movimiento de la molécula son las
‘viscosas’. Como fuerzas de este tipo se consideraron las fuerzas debidas al
potencial de interaccion de Lennard-Jones, por lo que fueron guardadas cada
paso tanto sobre cada atomo del fullereno como la resultante sobre su centro
de masa. La temperatura del sistema se almacend igualmente en cada paso
de la dindmica para poder monitorearla.

Para los dos casos, fluido implicto y explicito, los datos del centro de masa
para la posicién se tomaron de la expresiéon:

N
_ izt T (3.51)

rcm - N b
Zz’:l m;

para la velocidad del centro de masa con:

N
Vem = Zl:]\} Vi (352)

D i1 M

y para la fuerza de arrastre sobre el centro de masa:
N
Fow=» F* (3.53)
i=1

con Fi(LJ) la fuerza debida al potencial de interaccién de Lennard-Jones sobre
cada atomo del fullereno.
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Capitulo 4

Resultados

4.1. Parametrizacion de la molécula Cy

La molécula de fullereno Cyy se parametrizo con calculos de DFT. Para dife-
rentes geometrias se calculo su energia y esta fue graficada para poder ajustar
una curva a los valores. Las variaciones en las geometrias de la molécula fue-
ron tales que solo se tomara en cuenta el grado de libertad de interés (dimeros,
trimeros o tetrameros). Por ejemplo: para los dimeros se seleccionaron dos
atomos vecinos y se fue variando su distancia paralela, para los trimeros se
escogieron tres atomos y dos de ellos se abrieron en el plano que formaban
los tres y para los tetrameros se escogieron cuatro atomos y uno de ellos se
fue desplazando respecto del plano que formaban los otros tres. Lo anterior
se presenta en las Figuras 4.1, 4.2 y 4.3. Las gréficas de energias se muestran
en las Figuras 4.4, 4.5 y 4.6.

Figura 4.1: Manera en que fueron movidos los atomos para obtener la grafica
de energia correspondiente al grado de libertad de los dimeros.
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Figura 4.2: Manera en que fueron movidos los atomos para obtener la grafica
de energia correspondiente al grado de libertad de los trimeros.

Figura 4.3: Manera en que fueron movidos los &tomos para obtener la grafica
de energia correspondiente al grado de libertad de los tetrameros. Para esto
se consideran dos planos, el formado por los a&tomos A, B y C, y el formado
por los atomos A, B y D. El dngulo diedro o de tetrameros corresponde al
angulo que hacen estos dos planos.
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Energia Dimeros
-761.494 @ Datos DFT

-761.494

-761.495

Energia (Eh

-761.495

-761.495

-761.496

1.36 1.38 1.40 1.42 1.44

Distancia (A)

Figura 4.4: Grafica para la energia del grado de libertad correspondiente a
los dimeros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos de
los céalculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(z) = 0.555(x — 1.40)? — 761.495 lo que

equivale a rC = 1.40 A y £\ = 1.111 Eh/A2.

Energia Trimeros
-761.470 ® Datos DFT

-761.475

-761.480

Eh

-761.485

Energia

-761.490

-761.495

Angulo (rad)

Figura 4.5: Gréfica para la energia del grado de libertad correspondiente a
los trimeros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos de
los céalculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(z) = 0.542(x — 1.89)% — 761.494 lo que
equivale a 67*” = 108.29° y k{“*” = 1.084 Eh/rad?.
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Energia Tetrameros

-761.487

@ Datos DFT

-761.488
-761.489
=
Y -761.490

-761.491

Energia

-761.492

-761.493

-761.494

0.55 0.60 ) 0.65 0.70 0.75
Angulo (rad)
Figura 4.6: Grafica para la energia del grado de libertad correspondiente a
los tetrameros. Los puntos en color azul corresponden a los datos obtenidos
de los célculos de DFT y en rojo se muestra la curva ajustada. En este caso
la curva ajustada corresponde a y(z) = 0.369(x — 0.65)% — 761.494 lo que

equivale a ¢éc20) =37.24° y k\“* = 0.737 Eh/rad>.

4.2. Fluido implicito

Para este caso las dindmicas fueron solo con las moléculas de fullereno y sus
atomos fueron simulados con las ecs. (3.45) y (3.46), por lo que se tenfa un
fluido implicito en las ecuaciones de evolucion. Para cada una de las moléculas
se vario el coeficiente de friccién v que aparece en las ecs. antes referenciadas
con los valores 2, 4 y 6 ps~! mientras que las aceleraciones con que fueron
jaladas fueron 1.0, 1.2, 1.4, 1.6, 1.8 y 2.0 x107% A /fs>. Al considerar la ley
de Stokes se tienen las relaciones siguientes: my = 6ruR y F = 6muRuv;.
R es el radio de la molécula esférica, la velocidad terminal v, la obtenemos
por medio de los calculos numéricos y la fuerza F' = ma es la fuerza con la
que fueron jaladas las moléculas, por lo que es posible encontrar un valor
“experimental” de viscosidad p al simular el fluido implicito para el caso de
las moléculas con geometria esférica a través de la relaciéon:

_F
"~ 6mRuy,

p (4.1)

Para la molécula de Cyy al tomar en cuenta el factor de forma dinamico de
las ecs. (2.77) y (2.78) podemos escribir my = 3rud,Q v F = 3mud,Qu,
donde Q = 1.6854 y d,, = 3.91 A para el Cry. La viscosidad en este caso estd
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dada por:
F

37Tan’Ut '
Se presenta enseguida graficas de posiciones y velocidades ademés de tablas

con datos de las velocidades terminales para cada molécula y de las viscosi-
dades obtenidas.

o= (4.2)

Molécula Csy

Molécula G20 y=4 ps™' a=1.6x10"°Asfs® Molécula G20 y=4 ps™' a=1.6x1075A/fs?

40
0.006]

0.005]

@
IS5

0.004

5
=)
S
@

Posicion (A)
Velocidad (A/fs)

0002} 3

0001} ; F

ol 0.000} .

d 2000 4600 6600 SdOO 10000 0 2000 4000 6000 8000 10000

Tiempo (fs) Tiempo (fs)

Figura 4.7: Datos de la posicién (grafica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) de la molécula Cyy durante la evolucién de la dindmica con la acele-
racién a = 1.6 x 107° A /fs?> y 4 = 4 ps~*. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los calculos numéricos, la recta color naranja en la
grafica de la posicion corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviacion estandar de la velocidad terminal.
Para los demas datos las graficas son cualitativamente similares.
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Velocidad Terminal ec. 3.52 (x1072A /fs)

aceleracién | y=2ps™! | y=4ps! v =6ps?

(1075 A /fs?)
1.0 529 £0.94 | 2.66 £+ 0.86 1.78 £ 1.15
1.2 6.47 £ 1.03] 292 £+ 1.31 1.73 &£ 1.02
1.4 6.93 £ 0.73 | 3.62 £ 0.98 252 £ 1.11
1.6 8.06 £ 1.20 | 4.09 £ 1.05 3.36 = 0.96
1.8 857 £ 0.81 | 4.13 £+ 0.84 3.07 = 1.15
2.0 9.77 £ 1.13 | 5.09 £ 0.82 3.70 = 0.86

Cuadro 4.1: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviacion
estandar para las dindmicas de la molécula Cyy para los valores respectivos
de aceleracién y de coeficiente de friccién 7.

Viscosidad p ec. 4.1 (x10~%kg/ms)
aceleracién | y=2ps ! | y=4ps ! | y=6ps!
(1075 A /fs?)

1.0 1.90 3.79 5.66
1.2 1.87 4.14 7.00
1.4 2.04 3.90 5.60
1.6 2.00 3.94 4.80
1.8 2.12 4.40 5.91
2.0 2.06 3.96 5.45
Tedrica 2.02 4.03 6.05

Cuadro 4.2: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.1)
para las dindmicas de la molécula Cog de radio R = 2.1 A con los valores
respectivos de aceleracion y coeficiente de friccion . Las viscosidades tedricas
corresponden a la relacién p = m~vy/67R.
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Figura 4.8: Datos de la posicién (grafica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) de la molécula Cgy durante la evolucién de la dindmica con la acele-
racién a = 1.6 x 107° A/fs2 y v = 4 psL. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los célculos numéricos, la recta color naranja en la
grafica de la posicion corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviacion estandar de la velocidad terminal.
Para los demas datos las graficas son cualitativamente similares.

Velocidad Terminal ec. 3.52 (x1073A /fs)
aceleraciéon | y=2ps !t | y=4ps! v =6ps?
(1075 A /fs?)

1.0 4.81 &+ 0.58 | 2.58 & 0.47 1.57 £ 0.54
1.2 6.41 £ 0.60 | 3.08 £+ 0.61 2.01 £ 0.55
14 6.97 £ 0.58 | 3.45 £ 047 2.34 £+ 0.52
1.6 8.21 £0.51 | 4.12 £ 0.66 2.60 £ 0.70
1.8 8.89 £ 0.54 | 4.65 £ 0.67 3.01 £ 0.54
2.0 10.05 £ 0.53 | 4.98 & 0.57 3.20 &+ 0.52

Cuadro 4.3: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviacion
estandar para las dindmicas de la molécula Cgy para los valores respectivos
de aceleracién y coeficiente de friccion +.
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Viscosidad p ec. 4.1 (x10~%kg/ms)
aceleracién | y=2ps ' | y=4ps ! | y=6ps!
(1075 A /fs?)

1.0 3.72 6.93 11.14
1.2 3.35 6.97 10.68
1.4 3.99 7.26 10.70
1.6 3.49 6.95 11.01
1.8 3.62 6.92 10.69
2.0 3.56 7.18 11.18
Tedrica 3.58 7.15 10.73

Cuadro 4.4: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.1)
para las dindamicas de la molécula Cgy de radio R = 3.55 A con los valores
respectivos de aceleracion y coeficiente de friccién ~y. Las viscosidades tedricas
corresponden a la relacién p = my/67R.

Molécula Cq

Molécula C70 y=4 ps’1 a=1.6x10"°A/fs? , Molécula C70 y=4 ps" a=1.6x10"°A/fs®

30
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Figura 4.9: Datos de la posicién (grafica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) de la molécula Cry durante la evolucién de la dindmica con la acele-
racién a = 1.6 x 10~° A /s> y v = 4 ps—*. Los puntos color azul corresponden
a los datos obtenidos de los calculos numéricos, la recta color naranja en la
grafica de la posicion corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo co-
rresponde al valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas
en color negro corresponde a la desviacion estandar de la velocidad terminal.
Para los demas datos las graficas son cualitativamente similares.
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Velocidad Terminal ec. 3.52 (x1073A /fs)
aceleracién | y=2ps! | y=4ps~! v =6ps*
(1075 A /fs?)

1.0 494 4+ 0.63 | 2.41 £ 0.54 1.63 + 0.48
1.2 6.16 = 0.42 | 2.93 £ 0.49 2.03 £0.53
1.4 6.74 + 0.60 | 3.44 £+ 0.51 2.33 £ 0.52
1.6 7.98 £ 0.46 | 3.85 = 0.62 2.83 £ 047
1.8 8.06 & 0.51 | 4.49 4+ 0.45 2.94 £ 0.52
2.0 9.96 £ 0.46 | 5.15 £ 0.55 3.26 + 0.44

Cuadro 4.5: Tabla que muestra las velocidades terminales y su desviacion
estandar para las dindmicas de la molécula Cry para los valores respectivos
de aceleracién y coeficiente de friccion .

Viscosidad p ec. 4.2 (x10~%kg/ms)
aceleracién |y =2ps ' | y=4ps ! | y=6ps!
(1075 A /fs?)

1.0 4.55 9.32 13.78
1.2 4.38 9.20 13.28
1.4 4.67 9.14 13.50
1.6 4.50 9.34 12.70
1.8 5.02 9.01 13.76
2.0 4.51 8.73 13.78
Tedrica 4.50 8.99 13.48

Cuadro 4.6: Tabla que muestra las viscosidades considerando la ec. (4.2) para
las dindmicas de la molécula Cro con d,, = 3.91 A y Q = 1.68541, y los valores
respectivos de aceleracion y coeficiente de friccion . Las viscosidades tedricas
corresponden a la relacion p = m~y/3nd,Q.
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Como resumen de esta seccién tenemos lo siguiente. Para este caso las tinicas
fuerzas que se involucraron en las simulaciones eran las concernientes a los
potenciales armonicos que mantenian la estructura de las moléculas, por lo
que explicitamente no existia una fuerza de arrastre que se opusiera al mo-
vimiento. Al jalar las moléculas con una aceleracion constante, uno podria
esperar que la posicién con respecto al tiempo del centro de masa en la com-
ponente donde se aplicé la aceleracion generara una parabola en su grafica.
Lo anterior no sucede y puede observarse en las Figuras 4.7, 4.8 y 4.9. La
ecuacion que se ajusta corresponde a una recta, lo que corresponde a un mo-
vimiento con una velocidad constante. Los términos estocasticos dados en las
ecs. (3.41) son los que causan que el movimiento se desarrolle graficamente
como una recta en la componente que esta acelerada.

En cada una de las dindmicas se alcanza la velocidad terminal en prome-
dio constante, y al hacer uso de la ley de Stokes la viscosidad que se obtiene
esta muy cerca del valor esperado, lo que puede corroborarse en las Tablas
4.2, 4.4y 4.6.

86



4.3. Fluido explicito

El bulto con el que se trabajé consistié en un cilindro con 10,496 moléculas
de agua y dimensiones de un radio de R, = 28.0 A y una longitud igual a
L. = 128.0 A dando una densidad de 995.95 kg/m? y temperatura de 296 K.
Los valores de los potenciales de confinamiento dados en (3.42) y (3.43) son
Vo=2x103Ehy a=80A"".En la Figura 4.10 se presenta la funcién
de distribucién de pares para el bulto de agua con el que se trabajé y la
funcién de distribucién de pares obtenida por medio de simulaciones Monte
Carlo, dindmica molecular del modelo de agua TIP4P /2005 y difraccién de
neutrones del trabajo dado por Skinner y demds en la referencia [59] a una
temperatura de 23° C.

Funcién de Distribucién de Pares

_ | — g
Joo(r) (RMC S,)
2r —— Goo(r) (MD Sy)
i Joolr) (ND Sy,)
5 | N~
2 3 : 5 6

Figura 4.10: La gréafica con linea verde corresponde a la funcién de distribu-
cién de pares O-O del bulto de agua con el que se trabajé en la dindmica.
La linea punteada roja corresponde a simulacién Monte Carlo, la linea negra
utilizando el modelo TIP4P /2005 y las lineas azules a difraccién de neutro-
nes.
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Enseguida se presentan los datos de la posicion, velocidad y fuerza de arras-
tre sobre el centro de masa (CM) para las moléculas de fullereno cuando
fueron arrastradas en el bulto de agua, ademas de la temperatura del siste-
ma agua+fullereno. También se presentan tablas de viscosidad al tomar en
cuenta la ley de Stokes para las moléculas con geometria esférica. Para la
molécula de Cyy se discutira la viscosidad medida en el ultimo capitulo al
hablar sobre el factor de estructura dinamico.

Cada una de las moléculas fue colocada con su CM en la posicién corres-
pondiente a la coordenada 50 A del eje paralelo a la direccién de arrastre
que corresponde al eje x, y la direccién en que fue jalada fue en el sentido
negativo por lo que la velocidad terminal resultante es negativa y su fuerza
de arrastre positiva. Cada dindmica consisti6 en jalar las moléculas desde un
extremo del cilindro hasta el otro extremo, por lo que el nimero total de
pasos fue diferente para cada aceleracion y molécula.

Molécula Cy

Para la molécula de Cyy se varié la aceleracion con la que fueron jalados
sus atomos desde 3.0 x 107> A /fs? hasta 4.0 x 10~ A/fs?> con cambios de
1.0x 1076 A /fs?. Se muestran las graficas de las dinamicas correspondientes
a la aceleracién a = 3.0 x 107° A/fs? y a = 4.0 x 107° A/fs?, que corres-
ponden a la mayor y menor aceleracion. Las demés dindmicas muestran un
comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas para los
datos de cada una de las dinamicas, valores de viscosidades considerando la
ley de Stokes y su modificacién, y una grafica de la fuerza de arrastre en
funcion de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad tal como
predice la ley de Stokes.
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Figura 4.11: Datos de la posicién (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién a = 3.0x 1075
A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los calculos
numéricos, la recta color naranja en la grafica de la posicién corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviacion estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.12: Datos de la fuerza de arrastre (grafica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién
a=30x10"%A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los célculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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a=4.0x10" Asfs?

a = 4.0x107° A/fs?
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Figura 4.13: Datos de la posicién (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleraciéon a = 4.0x 1077
A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los calculos
numéricos, la recta color naranja en la grafica de la posicién corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviacion estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.14: Datos de la fuerza de arrastre (gréfica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién
a=40x10"" A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los calculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviacién estandar de la fuerza de arrastre.
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aceleracion

(107> A /fs?)

Velocidad

Terminal ec. 3.52

(x1073A /fs)

Fuerza de

Arrastre ec. 3.53

(x1072Eh/A)

Fuerza de
Jalén F = ma
(x1072Eh/A)

3.0
3.1
3.2
3.3
3.4
3.5
3.6
3.7
3.8
3.9
4.0

7.35 £ 1.59
8.28 = 1.52
8.62 = 1.93
8.45 £ 1.58
9.75 £ 1.45
9.82 £ 1.63
10.28 £ 1.55
10.68 = 1.39
11.17 £ 1.84
11.20 £ 1.75
11.97 + 1.58

2.782 £ 1.563
2.849 £+ 1.488
2.918 £ 1.562
3.029 + 1.725
3.115 £ 1.695
3.230 £ 1.977
3.293 £ 1.723
3.406 £ 1.918
3.443 £ 1.743
3.628 £ 1.997
3.670 £+ 2.081

2.745
2.836
2.928
3.019
3.111
3.202
3.294
3.385
3.477
3.568
3.660

Cuadro 4.7: Tabla con los resultados para las dinamicas con la molécula de
Cyp. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La velocidad
terminal y la fuerza de arrastre en funcion de la aceleracién tienen un in-

cremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuacién v(a)

428.727a — 0.005 para la velocidad terminal y F'(a) = 914.491a+ 0.0001 para
la fuerza de arrastre.
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Molécula de C20
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Figura 4.15: Grafica de la fuerza de arrastre con respecto a la velocidad
terminal. La recta ajustada corresponde a la ec. F'(v;) = 2.04371v,+0.01216.
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Podemos escribir que la fuerza de arrastre es proporcional a la velocidad
terminal tal que F' = Kjv; y que esta constante de proporcionalidad es
proporcional al radio de la esfera, Ky = K;R. Para la molécula de Cyy se
tiene Rpop = 2.1 A , por lo tanto:

Eh fs 12kg

Ky = 204371557 = 0.80089 x 107 (4.3)
EN f k
Ky = 0.97320——— = 0.42424 x 10722 (4.4)
A3 m s

Consideramos que la molécula de Cyy cumple una geometria lo suficiente-
mente esférica tal que se satisface la ley de Stokes (2.72) o su modificacién
(2.76) podemos reportar una viscosidad con estas expresiones de la manera
siguiente:

Fsuperﬁcie
— Soperice 4.5
= Gr R, (4.5)
O
Fsu erficie
= perf . (4.6)

6mRyv, (1 +20%) (1430 |1+ gRe (14 20%) (1 + 307"

Recordemos que [* = [/R, con [ la longitud de deslizamiento y cuantifica la
relacion entre la velocidad relativa y la tension viscosa tangencial. Imponemos
a esta cantidad como un cuarto del perimetro de una circunferencia con el
radio de una molécula de Cog, Roog = 2.1 A | esto es | = 3.3 A lo que da
[* = 1.57. Considerando todo lo anterior se presenta enseguida la viscosidad
para cada experimento considerando las ecs. (4.5) y (4.6).
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aceleracion wec. 4.5 1 ec. 4.6

(1075 A/fs?) | (10~*kg/ms) | (10~*kg/ms)
3.0 4.17 5.62
3.1 3.79 5.16
3.2 3.73 5.07
3.3 3.95 5.37
3.4 3.52 4.79
3.5 3.62 4.93
3.6 3.53 4.80
3.7 3.51 4.78
3.8 3.39 4.62
3.9 3.57 4.85
4.0 3.38 4.60

Cuadro 4.8: Viscosidades resultantes al considerar las ecs. (4.5) y (4.6) para
la molécula de Cyy. La viscosidad del agua a una temperatura de 25° C
corresponde a p = 8.91 x 107 kg/ms [58].

Seguimos el camino de las constantes de proporcionalidad K; y K teniendo
en cuenta la ley de Stokes. Proponemos ahora K3 = Ky donde i la tomamos
como los promedios de las viscosidades obtenidas, tanto con la ec. 4.5 como
con la ec. 4.6. Para la ec. (4.5):

K3 = 11.6201 (4.7)

Para la ec. (4.6)
Ky = 8.5485 (4.8)

Molécula Cgg

A continuacién se muestran los datos para la molécula de fullereno Cgg. En
este caso se vario la aceleracion con la que fueron jalados sus atomos desde
1.0 x 107° A/fs? hasta 2.0 x 10~ A/fs®> con cambios de 1.0 x 1076 A /fs?.
Se muestran las graficas de las dinamicas correspondientes a la aceleracion
a=10x10"A/fs> y a = 2.0 x 107° A/fs? que corresponden a la mayor y
menor aceleracion. Las demaés dindmicas muestran un comportamiento cua-
litativamente igual. Al final se presentan tablas para los datos de cada una
de las dinamicas, valores de viscosidades considerando la ley de Stokes y su
modificacion, y una gréfica de la fuerza de arrastre en funcién de la velocidad
terminal con el fin de mostrar la linealidad tal como predice la ley de Stokes.
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Figura 4.16: Datos de la posicion (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién a = 1.0x 1075
A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los célculos
numéricos, la recta color naranja en la grafica de la posicién corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviacién estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.17: Datos de la fuerza de arrastre (grafica izquierda) y de la tempera-
tura (gréfica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién
a=10x107°A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los céalculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.18: Datos de la posicién (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleraciéon a = 2.0x 107°
A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos de los calculos
numéricos, la recta color naranja en la grafica de la posiciéon corresponde a
la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al valor promedio de la
velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro corresponde a la
desviacion estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.19: Datos de la fuerza de arrastre (gréfica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién
a=20x10"" A /fs?. Los puntos color azul corresponden a los datos obtenidos
de los calculos numéricos, la linea color rojo corresponde al valor promedio
de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas en color negro corresponde a
las desviacién estandar de la fuerza de arrastre.
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aceleracién Velocidad Fuerza de Fuerza de
(1075 A/fs?) | Terminal ec. 3.52 | Arrastre ec. 3.53 | Jalén I = ma
(x1073A /fs) (x1072Eh/A) (x1072Eh/A)
1.0 3.19 £ 0.73 2.750 £+ 1.478 2.745
1.1 3.09 £ 0.75 3.036 £ 1.406 3.019
1.2 4.87 £ 0.74 3.283 £ 1.622 3.294
1.3 5.58 £ 0.79 3.566 £ 1.525 3.568
1.4 6.49 4+ 0.99 3.854 + 1.668 3.843
1.5 6.61 4+ 0.88 4.112 4+ 1.832 4.117
1.6 6.83 £+ 0.57 4.379 £+ 1.676 4.392
1.7 8.30 £ 0.90 4.669 £ 1.772 4.666
1.8 9.00 £ 1.00 4.976 £+ 1.936 4.941
1.9 10.19 £+ 1.09 5.166 £ 2.178 5.215
2.0 10.83 4 0.88 5.417 + 2.257 5.490

Cuadro 4.9: Tabla con los resultados para las dinamicas con la molécula de
Ceo. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La velocidad
terminal y la fuerza de arrastre en funcion de la aceleracién tienen un in-
cremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuacién vi(a) =
770.63636a — 0.005 para la velocidad terminal y F'(a) = 2696.818a + 0.001
para la fuerza de arrastre.

Escribimos a la fuerza de arrastre proporcional a la velocidad terminal tal
que F' = Kjv; y que esta constante de proporcionalidad es proporcional al
radio de la esfera, Ky = K R. Para la molécula de Cgg se tiene Rggy = 3.55
A | por lo tanto:

Eh f Kk
K, = 3.34537 AZS — 1.45831 x 10*12?g (4.9)
Eh f K
Ky = 0.94235—— = 0.41079 x 10722 (4.10)
A3 m s

Consideremos igualmente que la geometria de la molécula de Cgy satisface
lo suficientemente bien a una particula esférica con radio R = 3.55 A y de
longitud de deslizamiento igual a un cuarto del perimetro, es decir, [ = 5.58
A y por lo tanto I* = 1.57. Considerando de nuevo las ecs. (4.5) y (4.6) se
tienen las viscosidades de la Tabla 4.10.

Con K3 = Ksyu donde p la tomamos como los promedios de las viscosidades
obtenidas, tanto con la ec. 4.5 como con la ec. 4.6. Para la ec. (4.5):
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Molécula de C60

0.055

0.050

0.045

0.040

Fuerza de Arrastre(Eh/A)

0.035

0.030

0.004 0.006 0.008 0.010
Velocidad Terminal (A/fs)

Figura 4.20: Grafica de la fuerza de arrastre con respecto a la velocidad ter-
minal. La recta ajustada corresponde a la ec. F'(v;) = 3.34537v; +0.0180313.

aceleraciéon | p ec. 4.5 i ec. 4.6

(1075 A/fs?) | (10~*kg/ms) | (10~*kg/ms)
1.0 5.61 7.63
1.1 6.39 8.70
1.2 4.40 5.98
1.3 4.17 5.68
1.4 3.87 5.27
1.5 4.05 5.52
1.6 4.18 5.68
1.7 3.67 4.99
1.8 3.60 4.90
1.9 3.30 4.49
2.0 3.26 4.44

Cuadro 4.10: Viscosidades resultantes al considerar las ecs. (4.5) y (4.6) para
la molécula de Cgg. La viscosidad del agua a una temperatura de 25° C
corresponde a p = 8.91 x 1074 kg/ms [58].

K3 = 9.7176 (4.11)

Para la ec. (4.6)
K = 7.1453 (4.12)
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Molécula C

Para la molécula de Cyq los experimentos se realizaron de dos maneras di-
ferentes. Esta molécula no tiene una geometria esférica sino tipo elipsoide,
por lo que la posicién inicial para ser jalada fue de dos maneras distintas tal
como se muestra en la Figura 4.21. Cabe senalar que para los casos en que
la posicién inicial fue la del lado izquierdo de la Figura 4.21 el perfil de la
molécula tendi6 a ser el mismo durante la dindmica, mientras que para la po-
sicién inicial del lado derecho no. Es de remarcar que para la posicién inicial
del lado derecho la molécula siempre tendié a rotar 90° y tener el perfil de
la molécula del lado izquierdo durante la mayor parte de la dindmica, por lo
que el factor dindmico de estructura para ambos casos se considera el mismo,
el cual es () = 1.6854.

Se muestran los datos primeramente para la posicién inicial correspondiente
al lado izquierdo de la Figura 4.21 y después los del lado derecho. Los datos

Figura 4.21: Posiciones iniciales de la molécula del Cy, para las dinamicas.
Puede verse que fue rotada un angulo de 90° alrededor del eje y. Las moléculs
fueron jaladas en una direccion paralela al eje x inidicado por el eje color rojo.

de la molécula Crq con el perfil inicial izquierdo se referirdan como Cry-I y los
del lado derecho como Cro-D. Para Cry-1 se vario la aceleracion con la que
fueron jalados sus dtomos desde 1.0 x 10> A /fs? hasta 2.0 x 10~ A /fs? con
cambios de 1.0 x 1076 A /fs2. Se muestran las graficas de las dindmicas corres-
pondientes a la aceleracién a = 1.0 x 107° A/fs? y a = 2.0 x 107 A /fs? que
corresponden a la mayor y menor aceleracion. Las deméas dindamicas mues-
tran un comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas
para los datos de cada una de las dindmicas, graficas de la fuerza de arrastre
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en funcion de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad y al
ultimo una tabla con las viscosidades medidas considerando la modificacion
a la ley de Stokes para objetos no esféricos.

L .
a=1.0x10"" A/fs : v _a=1.0x10"" A/ts?

0.000
|

»\\ et b ML

N

n
=]

ALY LTI PPN

Posicion (A)
Velocidad (A/fs

-0.006

-0.008
0

5000 10000 15000 20000

0 5000 10000 15000 20000
Tiempo (fs)

Tiempo (fs)

Figura 4.22: Datos de la posicién (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleraciéon a = 1.0x 1077
A /fs? para la molécula Cyo-1. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los calculos numéricos, la recta color naranja en la gréafica de la
posicién corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviacion estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.23: Datos de la fuerza de arrastre (grafica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién
a=10x107" A/ fs? para la molécula Cro-I. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los célculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.24: Datos de la posicion (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién a = 2.0 x 1075
A/ fs? para la molécula Cro-1. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los cdlculos numéricos, la recta color naranja en la gréafica de la
posicion corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviacién estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.25: Datos de la fuerza de arrastre (gréafica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracion
a=20x107° A/fs.2 para la molécula Crp-1. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cédlculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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aceleracion

(107> A/fs?)

Velocidad
Terminal ec. 3.52

(x1073A /fs)

Fuerza de

Arrastre ec. 3.53

(x10~2Eh/A)

Fuerza de
Jalén F = ma
(x10~2Eh/A)

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0

3.82 £0.75
4.43 £ 0.90
5.27 £ 0.70
5.43 £ 0.69
6.95 £+ 0.66
7.50 = 0.81
8.65 = 0.80
8.83 £ 0.87
9.63 £ 0.80
10.64 £ 1.74
11.91 £ 0.97

3.234 £ 1.594
3.541 + 1.610
3.833 £ 1.588
4.141 £+ 1.637
4.528 £ 1.954
4.849 £ 2.102
5.167 £ 2.035
0.428 + 2.044
5.830 £ 2.131
6.063 £ 2.522
6.431 £+ 2.430

3.202
3.523
3.843
4.163
4.483
4.803
5.124
0.444
5.764
6.084
6.405

Cuadro 4.11: Tabla con los resultados para las dinamicas con la molécula
de Cro-I. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La ve-
locidad terminal y la fuerza de arrastre en funcién de la aceleracion tie-
nen un incremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuacion
v(a) = 789.86782a—0.004 para la velocidad terminal y F'(a) = 3207a+0.0001
para la fuerza de arrastre.
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Molécula de C70-I
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Figura 4.26: Gréfica de las fuerzas de arrastre promedio con respecto a la
velocidad terminal promedio de la moécula Cro-I. En rojo se muestra la recta
ajustada que corresponde a la ecuacién F'(vy) = 4.0175v; + 0.0179.

Si consideramos que se satisface algo analogo a la ley de Stokes, es decir,
que la fuerza de arrastre es lineal en funcién de la velocidad que es lo que
se observa graficamente, podemos establecer una constante de proporciona-
lidad K dado por F' = Kwv;. Para la molécula de C7g con la posicion inicial
considerada se obtiene:

Eh f k
% = 1.3666 x 107127 (4.13)

K =4.0177T—
2 S

Pasemos ahora a mostrar los datos de la molécula con la posicion correspon-
diente al lado derecho de la Figura 4.21, C;o-D. Se varié la aceleracion con la
que fueron jalados sus atomos desde 1.0 x 1075 A/fs.2 hasta 2.0 x 107° A/fs2
con cambios de 1.0x 107% A /fs?. Se muestran las gréficas de las dindmicas co-
rrespondientes a la aceleracién a = 1.0x107° A /fs? y a = 2.0x 1075 A /fs? que
corresponden a la mayor y menor aceleracion. Las demas dinamicas muestran
un comportamiento cualitativamente igual. Al final se presentan tablas para
los datos de cada una de las dinamicas y una grafica de la fuerza de arrastre
en funcién de la velocidad terminal con el fin de mostrar la linealidad.
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Figura 4.27: Datos de la posicién (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién a = 1.0x 1075
A /fs? para la molécula C7y-D. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los calculos numéricos, la recta color naranja en la gréafica de la
posicién corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviacion estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.28: Datos de la fuerza de arrastre (grafica izquierda) y de la tempera-
tura (gréafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracion
a=1.0x1075 A/ fs? para la molécula Cr-D. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los célculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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Figura 4.29: Datos de la posicion (gréfica izquierda) y de la velocidad (grafica
derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracién a = 2.0x 1075
A /fs? para la molécula C7p-D. Los puntos color azul corresponden a los datos
obtenidos de los calculos numéricos, la recta color naranja en la grafica de la
posicion corresponde a la recta ajustada, la linea color rojo corresponde al
valor promedio de la velocidad terminal y las lineas punteadas en color negro
corresponde a la desviacién estandar de la velocidad terminal.
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Figura 4.30: Datos de la fuerza de arrastre (grafica izquierda) y de la tempera-
tura (grafica derecha) durante la evolucién de la dindmica con la aceleracion
a=20x10"7° A/ fs? para la molécula Cro-D. Los puntos color azul corres-
ponden a los datos obtenidos de los cédlculos numéricos, la linea color rojo
corresponde al valor promedio de la fuerza de arrastre y las lineas punteadas
en color negro corresponde a las desviacion estandar de la fuerza de arrastre.
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aceleracion

(1075 A /fs?)

Velocidad

Terminal ec. 3.52

(x1073A /fs)

Fuerza de

Arrastre ec. 3.53

(x10~2Eh/A)

Fuerza de
Jalén F = ma
(x10~2Eh/A)

1.0
1.1
1.2
1.3
1.4
1.5
1.6
1.7
1.8
1.9
2.0

3.78 £ 0.59
4.35 £ 0.83
4.95 £ 0.85
6.09 £+ 0.96
5.94 £ 0.71
8.15 £ 0.91
8.91 £ 0.79
9.52 = 1.30
10.89 + 1.05
11.32 £ 1.01
12.27 £ 0.95

3.225 £ 1.593
3.541 + 1.421
3.888 £ 1.637
4.187 £ 1.720
4.435 £ 1.665
4.828 £ 1.895
0.233 £ 2.054
5.498 + 2.499
0.824 + 2.249
6.130 £ 2.418
6.517 £+ 2.609

3.202
3.523
3.843
4.163
4.483
4.803
5.124
0.444
5.764
6.084
6.405

Cuadro 4.12: Tabla con los resultados para las dinamicas con la molécula
de Cqp-D. Las velocidades terminales se dan en valores absolutos. La ve-
locidad terminal y la fuerza de arrastre en funcién de la aceleracion tie-
nen un incremento tal que puede ser ajustado por una recta con ecuacion
vi(a) = 890.727a—0.006 para la velocidad terminal y F'(a) = 3276.73a—0.001
para la fuerza de arrastre.
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Figura 4.31: Gréfica de las fuerzas de arrastre promedio con respecto a la
velocidad terminal promedio de la molécula C;-D. En rojo se muestra la
recta ajustada que corresponde a la ecuacién F'(vy) = 3.63789v; + 0.0200503.
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Para este caso al considerar la relacion lineal F' = Ky se tiene:

Eh f k
S 158583 x 1071228

A2? S

K = 3.63789

(4.14)

Las viscosidades correspondientes se presentan en la Tabla 4.13. Conside-
rando los valores de la pendiente en las gréaficas de la fuerza respecto a la

aceleracién Cro-1 Cro-D

(1075 A/fs?) | p (10~*kg/ms) | p (10~*kg/ms)
1.0 5.94 5.99
1.1 5.61 5.71
1.2 5.10 5.1
1.3 5.35 4.82
1.4 4.57 5.24
1.5 4.54 4.16
1.6 4.19 4.12
1.7 4.31 4.05
1.8 4.25 3.75
1.9 4.00 3.80
2.0 3.79 3.73

Cuadro 4.13: Viscosidades resultantes al considerar la ec. pu = WP:QW para
la molécula de Cyy. La viscosidad del agua a una temperatura de 25° C
corresponde a p = 8.91 x 1074 kg/ms [58].

velocidad terminal presentadas en las Figuras 4.30 y 4.31, el promedio de
las viscosidades para cada una de las dindmicas y el valor de d,, tenemos lo
siguiente. Para la molécula del lado izquierdo de la Figura 4.21 (Cpo-1) el
factor de estructura dinamico dado por los calculos numéricos es:

Q; = 0.7899. (4.15)
Para la molécula del lado derecho (Crp-D):
Qp = 0.9305. (4.16)

Como conclusion de esta seccién tenemos lo siguiente. Las fuerzas del po-
tencial de Lennard-Jones son las responsables del golpetéo estocéastico que
el medio ejerce sobre la particula Browniana. La relacién de la fuerza en
funcién de la velocidad terminal sigue presentando una tendencia lineal tal
como lo predice la ley de Stokes, lo cual puede corroborarse en las Figuras
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4.15, 4.20, 4.26 y 4.31. Las dinamicas con la molécula de Cr;y muestran que
los movimientos en medios viscosos en donde los objetos no tienen geometria
esférica, tienden a ser de tal manera que el area proyectada en la direccion
de movimiento sea la mayor.

Como se dijo en la seccion de teoria de respuesta lineal, la respuesta del
medio en el cual hay una particula Browniana sujeta a una fuerza externa
constante, ec. 2.100, no es instantanea, sino que después de cierto tiempo el
medio comienza a absorber la energia que el campo suministra en una tasa
constante. Lo anterior es observado en las dindmicas de esta tesis y en los
fendmenos que se presenta una fuerza de arrastre al jalar objetos con una
fuerza constante en un medio viscoso. El objeto después de cierto tiempo
se mueve con una velocidad en promedio constante, que es sinénimo de una
energia cinética en promedio constante. La energia ‘excedente’ que suminis-
tra la fuerza, se transfiere al medio viscoso por medio de transferencia de
momento a sus moléculas constituyentes, esto a través de las interacciones
electrénicas.
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Capitulo 5

Conclusiones

En esta tesis hemos verificado que la ley de Stokes se satisface en la escala
nanométrica. Dicha ley tiene como origen las interacciones entre las nubes
electronicas de los atomos del fluido.

Fluido implicito

En este caso, se omitié el fluido de manera explicita, pero se contempld
su participacién en el movimiento Browniano de una particula de manera
implicitia. La forma implicita del fluido se tomé en cuenta a través de dos
factores importantes: i) fuerzas estocasticas en la ecuaciéon de Langevin y
ii) una funcién de distribucién compatible con tal ecuacién que regulaba a
los términos estocasticos, tomando en cuenta la temperatura y viscosidad
del fluido. Después de varias simulaciones se pudo concluir que, bajo este
esquema, se reproduce la dindmica de una particula Browniana inmersa en
un fluido caracterizado por el coeficiente de friccion v y a su vez la ley de
Stokes, todo esto desde un nivel atomistico. Por ejemplo, al aplicar una fuerza
constante a la particula Browniana dentro del fluido, se observé que esta
alcanza la velocidad terminal predicha por la ley de Stokes.

Fluido explicito

Para el segundo caso se consideré un fluido explicito que consistié en agua
modelada con un potencial tipo TIP3P. El papel de la particula Browniana lo
jugd un fullereno, del cual variamos su tamano y geometria. Las simulaciones
mostraron un movimiento caracteristico de particula Browniana, no obstan-
te, bajo la accién de la fuerza constante se observé a la particula alcanzar
una velocidad (terminal) constante, mostrando cierta oscilacién respecto al
valor promedio. Hay que hacer notar que, en este caso, se tiene la existencia
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de fuerzas explicitas de las particulas del fluido actuando sobre los a&tomos de
la particula Browniana. Dichas fuerzas se deben a la interaccién del potencial
de Lennard-Jones. Estas fuerzas son las responsables de ejercer una fuerza de
arrastre, o de friccion, y que en una escala macroscopica se catalogan como
fuerzas viscosas.

En el movimiento de la particula en el fluido bajo la accién de una fuer-
za constante se observa: i) una conversién de energia potencial en energia
cinética de la particula, ii) la cual al alcanzar su velocidad terminal, la energia
potencial se transforma en energia cinética del fluido, lo cual a su vez se re-
fleja en iii) un pequeno aumento de temperatura del fluido.

Las viscosidades que se obtienen en las simulaciones para el caso de las
moléculas de Coy v Cgg son del orden de magnitud esperado al comparar
con las predichas por la ley de Stokes. En particular, observamos que el valor
de la viscosidad se acerca mas al valor experimental mientras menor sea la
velocidad terminal. Esto se debe a que el niimero de Reynolds es menor, por
lo que las ecuaciones de Stokes se satisfacen de una manera mas efectiva.
Notese que al deducirse la ley de Stokes se toman consideraciones explicitas,
hasta cierto grado idealizadas, que no se satisfacen del todo en la escala de las
dinamicas realizadas. Por ejemplo, Stokes supone que la particula esférica so-
lo tiene movimiento traslacional y no rotacional, ya que si la molécula gira se
involucran més grados de libertad. En nuestras dindmicas, los fullerenos pue-
den girar, por lo que la condicién impuesta en la deduccion de la ley de Stokes
no se cumple. Otra condicién que no se cumple es la de no-resbalamiento.
Existen esfuerzos realizados por otros autores donde se intentan introducir
correciones a la ley de Stokes. Matthews y Hill, articulo [29], trabajan con
efectos de resbalamiento, resultando en coeficientes de viscosidad mas cer-
canos al experimento, al considerar sus resultados con los datos de nuestras
dindmicas.

Para la molécula C7y no se puede utilizar directamente la ley de Stokes, ya
que no tiene una geometria esférica. No obstante, nuestros resultados demues-
tran que esta molécula también alcanza una velocidad terminal en promedio
constante, y en el caso del fluido explicito, la relaciéon que existe entre la
fuerza de arrastre y la velocidad terminal es lineal, tal como lo predice la
ley de Stokes. El trabajo presentado por el autor Leith en la referencia [31]
generaliza la ley de Stokes para objetos no esféricos de una manera efectiva,
lo cual se confirma con nuestros resultados.

Existen metodos alternativos para determinar la viscosidad de un fluido. El
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autor Hess (referencia [60]) obtiene valores similares a los nuestros utilizando
un modelo SPC para el agua. Los autores Hummer y Yeh (referencia [61])
estudian la viscosidad del modelo TIP3P del agua y obtienen valores cerca-
nos a los nuestros. Los autores Abascal y Gonzalez (articulo [62]) comparan
varios modelos de agua para obtener viscosidades, y también obtienen valores
muy similares a los nuestros para el caso TIP3P. Ellos concluyen que el mejor
modelo para reproducir las propiedades viscosas del agua es el TIP4P /2005.
En cada uno de los trabajos antes referenciados utilizan métodos diferentes
al nuestro para medir la viscosidad.

El tema principal de la tesis no fue medir la viscosidad del fluido simula-
do, sino mostrar las limitantes de la ley de Stokes a escala nanométrica. Si
bien dicha ley se sigue satisfaciendo en este régimen, debe ser aplicada con
cautela. En resumen, la estructura atomica es muy relevante a escalas na-
nométricas y la hipotesis del medio continuo comienza a no tener validez.
Finalmente, el enfoque propuesto en esta tesis es el primero de su clase.
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Apéndice A

Teorema de transporte de
Reynolds

En este Apéndice se deduce el teorema de transporte de Reynolds siguien-
do el camino de la referencia [63], ademéds de las imdgenes que se utilizan
aqui corresponden a las de la referencia dada. La mecanica de fluidos tiene
como prioridad explicar, desde el punto de vista del continuo, cémo un flui-
do se mueve en el espacio asi como las fuerzas que lo provocan. Un fluido
puede poseer diferentes propiedades fiscas de interés de estudio las cuales
son medibles en un laboratorio permitiéndonos esto probar la teoria. Estas
propiedades que el fluido puede poseer se clasifican en dos tipos: propieda-
des intensivas y propiedades extensivas. De manera sencilla, una propiedad
extensiva es aquella que depende de la cantidad de la sustancia considerada
(volumen, masa, energia, etc.), mientras que una propiedad intensiva es in-
dependiente de la cantidad de la sustancia (presién, temperatura, densidad,
etc.).

Queremos cuantificar el cambio de la propiedad extensiva B en un siste-
ma que ocupa un cierto volumen el cual puede deformarse al desplazarse
el sistema, apoyandonos en un volumen de control fijo en el espacio con el
fin de poder relacionar cantidades (ecuaciones) locales con cantidades que se
desplazan. Para medir la variacién de una propiedad se puede ocupar su tasa
de variacién temporal que se logra analiticamente al calcular la derivada de
la propiedad con respecto al tiempo.

Consideremos cierta cantidad de fluido en un volumen de control fijo, y sin
poderse deformar, que transporta alguna propiedad extensiva B. La cantidad
intensiva que le corresponde a B la denotamos con la letra minuscula b, que
es la cantidad de la propiedad extensiva por unidad de masa, b = %. A cierto
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tiempo t el sistema considerado coincide con el volumen de control fijo como
se muestra en la Figura A.la de color rosado. A un tiempo ¢ + dt el fluido
fluyé saliendo parte del sistema del volumen de control, y de igual manera
entra otra cantidad de fluido que ya no es parte del sistema considerado (color
blanco de la Figura A.1b). Para esto, la velocidad u que consideramos es la
velocidad medida por un observador que esta en el volumen de control. Para
el tiempo t la cantidad de la propiedad extensiva Bi;, que posee el sistema

- -

e

________

CS

(a) Volumen de control consi- (b) Al tiempo t + dt, parte del sistema con-
derado. Al tiempo t, el sistema tintia ain en el volumen de control mientras
coincide con el volumen de con- que parte de él salio.

trol.

coincide con la cantidad B,. contenida en el volumen de control, es decir:
Bsis(t) - Bvc(t)v (A]')

ya que el sistema y el volumen de control coinciden. Para el tiempo t + dt,
la cantidad de la propiedad extensiva del sistema estara expresada como la
cantidad de propiedad extensiva en el volumen de control en el tiempo ¢ + dt
menos la que entré al fluir el fluido, més la cantidad extensiva del sistema
que salié del volumen de control.

La regién ocupada en el volumen de control por fluido ajeno al sistema la
denotamos con el nimero romano I, mientras que la cantidad de fluido que
pertenece al sistema y salié del volumen de control le asignamos el niimero
II. Lo anterior se expresa analiticamente como:

Bis(t + dt) = Byo(t + dt) — By(t + dt) + Byr(t + dt). (A.2)

Establecemos 4 puntos sobre la superficie del volumen de control que deno-
tamos como A, F, C y D. La regién de entrada al volumen de control del
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fluido ajeno al sistema esta dada por la region de los puntos AFC, mientras
que la region de salida de fluido son los puntos ADC. La tasa de cambio
de la cantidad extensiva por unidad de tiempo estd dada por el valor de la
cantidad extensiva evaluada en ¢ 4+ dt menos la cantidad extensiva evualada
en t, dividido todo entre el diferencial de tiempo dt. En forma analitica:

stis o Bsis(t + dt) - Bszs(t) o Bsis(t + dt) - Bsw(t)

dt (t+dt)—t B dt (A.3)
Sustituyendo (A.2) en (A.3) se tiene:
dBgis By(t+dt) — By(t + dt) + Brr(t + dt) — Bys(t) (A4)

dt dt

Retomando la consideracién de que el sistema coincide con el volumen de
control al tiempo ¢ y por lo tanto Bg;s(t) = B,.(t), sustituimos:

dBgis  Buye(t +dt) — By(t + dt) + By(t + dt) — By(t)

= ) A.
dt dt (4.5)
Reagrupamos términos:
dBsis  Brr(t+dt Bi(t+dt By(t +dt) — By.(t
_ H( ) . I( ) + ( ) ( ) ) (AG)

dt dt dt dt

Analicemos uno a uno los términos del lado derecho de (A.6) comenzando
con las regiones I (regién del volumen de control ajena al sistema) y II (regién
fuera del volumen de control que contiene parte del sistema). Para el tiempo
t, el sistema entero estd dentro del volumen de control, por lo que no hay
fluido ajeno al sistema dentro o parte del fluido del sistema fuera, por lo que
tenemos By(t) = By(t) = 0. La expresién analitica para el cambio en las
regiones I y II esta dada por:

dB;  Bi(t+dt) — Bi(t)  Bj(t+dt)

= — BAFC A7
dt (t+dt) —t dt en (A7)

con en interpretandose como el flujo de entrada. Para la region de salida
(sal) 1I:

dByr _ By(t + dt) — By(t) _ By (t + dt) _ panc
dt (t+dt)—t dt sal -

(A.8)

Las expresiones BAFC y BADC cyantifican la cantidad de la propiedad ex-

tensiva que entra y sale del volumen de control respectivamente. Podemos
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Figura A.1: Analisis sobre un diferencial de area de la superficie de control.

encontrar expresiones mas detalladas para estos resultados si hacemos nues-
tro analisis mas minucioso sobre la superficie del volumen de control, tanto
en la region de entrada como de salida del fluido. Comencemos considerando
una pequena porcion de superficie dA sobre la region de salida ADC. El vec-
tor de velocidad u y el vector normal unitario n a la superficie son mostrados
en la Figura A.1. El angulo entre estos vectores va de 0 < 6 < %, ademas de
considerar un signo negativo (—) cuando el flujo es de entrada (regién AFC).
El fluido que atraveso la frontera dA formara un cilindro oblicuo que contiene
una masa dm y volumen dV mientras transcurrié6 una pequena cantidad de
tiempo dt. Este cilindro se formara en la direccion del vector de velocidad tal
como se muestra en la Figura A.2, y contendra una pequena cantidad de la
propiedad extensiva dB. El largo del cilindro estd dado por la magnitud del
vector velocidad multiplicada por el tiempo, dL. = udt. La cantidad extensiva
puede expresarse en su forma intensiva con la siguiente relacién dB = bdm
y el diferencial de masa puede ser expresado en términos de la densidad del
fluido como dm = pdV'. Con esto, podemos escribir:

dB = bdm = bpdV. (A.9)
El volumen de un cilindro oblicuo esta dado por la multiplicacién de su area
dA y la altura de él, la cual es la altura medida en direcciéon normal a la
superficie y denotamos como dL,,. Geométricamente, dL,, es la proyeccién de
dL en direccién normal a la superficie y estd dada por dL,, = dL cosf. Ast:
dV = dAdL, = dAdL cos = dAudt cos . (A.10)
Sustituyendo (A.10) en (A.9) se obtiene:

dB = bpdAudt cos 6. (A.11)
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Figura A.2: Cilindro oblicuo formado por el fluido que atraviesa el diferencial
de superficie dA en un diferencial de tiempo dt.

Dividimos entre un diferencial de tiempo dt para obtener la tasa de flujo de
la propiedad extensiva a través del diferencial de superficie dA:

dB _ bpd Audt cos 6
dt dt

Notemos que podemos hacer uso de la definicion de producto escalar ya que:

= bpdAu cos . (A.12)

ucosf = (u)(1) cos = |u||n|cosf =u-n. (A.13)
Sustituimos este resultado en (A.12) para obtener:

dB N .
— =bp(u-n)dA = B4,
dt

Ponemos la etiqueta dA para enfatizar que esta es la tasa de salida de la
propiedad extensiva B por el diferencial de drea. Podemos encontrar la taza
de salida de la propiedad extensiva por la regiéon ADC integrando sobre toda

el area la tasa de salida de B por el diferencial de area:

(A.14)

BADC _ /A - /A (@A (A.15)

El flujo de salida de B, es la propiedad intensiva b multiplicada por la den-
sidad, el producto escalar entre el vector velocidad y el vector normal a la
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superficie, por el diferencial de area, y todo esto integrado sobre toda la su-
perficie ADC. Si ahora hacemos el mismo analisis para la region de entrada
del flujo que corresponde a la region AFC, el tinico cambio que tendra es el
signo menos. Asi:

BAFC — / —bp (u-n)dA. (A.16)
AFC

El signo negativo se debe a que el vector velocidad en esta regién es hacia
adentro del volumen de control y el vector normal hacia afuera, por lo que
el angulo entre estos vectores es mayor a 7. Reescribimos los términos de la
ec. (A.6) con lo obtenido por el anédlisis anterior como:

BH(;:' dt) B[(td:- dt) BADC _ pAFC (A.17)

Esta expresion representa el flujo neto total de la propiedad extensiva que
salié del volumen de control. Sustituyendo (A.15) y (A.16) obtenemos:

BQ?C—B;FCZ/ bp(u-ﬁ)dA—/ —bp(u-7)dA
ADC AFC

:/ bp(u-ﬁ)dA+/ bp (u- ) dA. (A.18)
ADC

AFC

Dado que estamos integrando sobre dos regiones que conforman a una sola
es posible combinar las integrales en una:

/ bp(u.ﬁ)dA+/ bp(u.ﬁ)dA:/bp(u.ﬁ)dA. (A.19)
ADC AFC sc

Ahora tenemos una integral que barre toda la superficie de control denotada
por las lineas rojas de la Figura A.1b. Analicemos el ultimo término de la ec.
(A.6):

Bye(t +dt) — Bye(t)  dBye.

= . A2
dt dt (4.20)

Este término representa la tasa de cambio en el tiempo de la propiedad exten-
siva B dentro del volumen de control, y esta dado por el valor de la propiedad
extensiva en el tiempo ¢ + dt menos el valor de la propiedad extensiva en el
tiempo ¢ dividida por el tiempo dt. La propiedad extensiva B en el volumen
de control puede ser obtenida considerando un elemento pequeno del fluido
que esta dentro de él. Este pequeno elemento tiene un cierto volumen dV'
con una pequena cantidad de masa dm y una pequena porcién de la pro-
piedad extensiva dB. Asumiremos que los elementos de fluido elegidos son
lo suficientemente pequenos para que la densidad p sea constante en dV/, sin
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embargo, la densidad puede variar de elemento de fluido a elemento de fluido.
La expresiéon analitica para lo anterior es:

Bvc:/ dB:/ bdm:/ bpdV. (A.21)

Ahora tomamos la tasa de cambio en el tiempo de la propiedad extensiva
dentro del volumen de control como:

dB d
~ = — bpdV | . A.22
it dt { /v P } (4.22)
Juntando todos los términos y sustituyendo en (A.6), obtenemos:
dB; d
== -m) dA. A2
o i) bpdV + /SC bp(u-n)d (A.23)

La ecuaciéon anterior es 1til cuando una propiedad extensiva B en un sistema
cambia en el tiempo en términos que pueden ser relacionados con un volumen
de control. La expresion (A.23), dice que la tasa de cambio de B en el tiempo
en un sistema es igual a la tasa de acumulacion de la propiedad extensiva en
el volumen de control, mas la tasa de flujo neto de salida por la superficie
del volumen de control de la propiedad extensiva. A esto se le conoce como
el teorema de transporte de Reynolds y tradicionalmente se ponen letras D
maytsculas del lado izquierdo de la siguiente manera:

DBsis o d ~
Dt ). bpdV + /Sc bp (u-n)dA, (A.24)

a lo que se le llama derivada material. Es importante remarcar que el vector
velocidad u es la velocidad que mide un observador que esta en el volumen
de control fijo. El teorema de transporte de Reynolds es de gran importancia
en la mecanica de fluidos ya que en la practica los problemas relacionados
con esta drea son raramente resueltos aplicando directamente la ec. (A.24).
En vez de eso, el teorema de transporte Reynolds es utilizado para derivar las
leyes de conservacion para volumenes de control, y son estas leyes derivadas
las que nos permiten resolver problemas.

Los volumenes de control en mecanica de fluidos generalmente no varian
en forma al pasar el tiempo, pero esto no significa que lo obtenido no apli-
que a volumenes de control que pueden variar en forma con el transcurrir
del tiempo. Cuando esto sucede es necesario considerar la variacién temporal
en los limites de las integrales, ya que tanto el volumen como su superficie
variaran. Asi:

DB, d

= — bpdV+/ bp (u-n)dA. A.25
Dt dt ve(t) sc(t) ( ) ( )
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Apéndice B
Rotacion y tasa de corte

Con el fin de identificar las cantidades tensoriales que representan la rotacion
y el corte se considera un elemento de fluido infinitesimal de forma rectangu-
lar y observamos su cambio de forma y orientacion cuando fluye. Apoyémonos
en la Figura B.1 que representa la proyeccién del elemento considerado en el
plano xy a un tiempo t = 0 y tiene por lados dz y dy. El elemento de fluido
es rectangular inicialmente y su centro coincide con el origen de un sistema

Y
AN
B A
6y >, v
C Olx D
< Ax >

Figura B.1: Elemento infinitesimal de fluido al tiempo ¢ = 0 indicado por los
lados ABCD vy al tiempo t = dt por los lados A’B’C’D’.

coordenado. Después de cierto tiempo 6t el centroide del elemento se habra
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movido hacia un nuevo lugar como se muestra. La distancia recorrida es:

Ax:/o ule(t), y(Oldt Ay:/o olx(), gt (B.)

Dado que Az, Ay — 0 para 0t — 0, las componentes de la velocidad pueden
ser expandidas en series de Taylor alrededor del punto (0,0):

Ar = /0& {u(o,o) + m(t)%(0,0) + y(t)g—z(o,o) +.. ] dt. (B.2)
Integrando:
Az = u(0,0)0t + /0 i {x(t)%(O, 0) + y(t)g—Z(O, 0)+ .. ] i,
Az =u(0,0)0t + ... (B.3)
De una manera similar.
Ay = v(0,0)8t + . .. (B.4)

Mientras el elemento de fluido se desplaza las esquinas pueden rotar como se
indica en la Figura B.1 al tiempo ¢ = dt. La rotacion del lado CD a su nueva
posicion C’D’ estd dada por el angulo d¢, donde ¢ es positivo en sentido
anti-horario. La rotacion del lado BC a su nueva posicion B’C’ esta dado por
03, donde [ es positivo en sentido horario. Expresiones analiticas para d¢ y
0 en términos de las componentes de la velocidad se obtienen de la manera
siguiente. De la geometria del elemento de fluido al tiempo t = dt se tiene:

56 = tan™! (componente y de D’C’)

componente z de D’C’

56 = tan~" { [v(26z, —3oy)ot + ...] — [v(—1dz, —Loy)ot + .. ] }  B3)
or + ...

donde v esta evaluada primeramente en el punto D cuyas coordenadas son
(%5:5, —%dy) y el segundo punto C con coordenadas (—3dz, —%5y). La com-
ponente z del lado D’C’ serd unicamente diferente por la cantidad dx, por
lo que el valor explicito no es evaluado. Expandiendo la componente de la

velocidad v en series de Taylor alrededor del punto (0, 0):

56 — tan-1  [2(0.0) + 502(90/02)(0,0) — 53y(0/0y)(0,0) +. .| 6t
N ox(14...)
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B [0(0,0) — $02(dv/02)(0,0) — £6y(dv/dy)(0,0) + ...] ot
dr(l1+...) ’

56 = tan-! { [02(0v/02)(0,0) + .. ] 5t} R { [(Ov/0x)(0,0) + .. ] 5t} 7
dx(l+...) (1+...)
§¢ = tan™! %(O 0) + ot (B.6)
= 520 . ) )
El argumento de tan™! es pequefio por lo que puede ser expandido en serie:
_|ov 0 Ov
0p = {%(0,0)4—..} ot E—%(O,O)—i—... (B.7)

La ecuacién (B.7) representa el cambio del dngulo ¢ por unidad de tiempo.
Cuando dz, dy, 6t — 0 esta expresién resulta:

. Ov
= —(0,0). B.8
6= 52(0,0) (B3)
Por medio de un procedimiento similar se obtiene para el cambio del angulo
B 5
: u
= —(0,0). B.9
§=50.0) (B.9)

Recordemos que ¢ se mide en sentido anti-horario y 8 en sentido horario. La
tasa de rotacion del elemento de fluido alrededor de su centroide estd dada

por:
1 /. . 1 /0u Ov
26-9=3(5-5) e

La accién de corte es medida por la tasa en que los lados B’C’ y D’C’ son
aproximados entre ellos, esto es:

1. 1 (0u Ov

— =—|=—4+=—1. B.11

2 <B+¢> 2 (8y+6x) ( )
El analisis presentado es para una proyeccion del elemento de fluido en el

plano zy y puede generalizarse para un plano x;z; arbitrario siguiendo un
andlisis similar. La tasa de corte y rotacion en su forma general estan dados

por:
1[0 Ou,

Tasa de rotacion = 3 (_&Z — 8ZZ) , (B.12)
1 (Ou;  Ouy

Tasa de corte = 3 (8_52 + (;;Z) . (B.13)
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Cualquiera de las dos tasas puede ser representada por un tensor de segundo
orden. La tasa de rotacién es un tensor antisimétrico y tiene unicamente
tres componentes independientes mientras que el tensor de tasa de corte es
simétrico y tiene seis elementos independientes. Estas dos cantidades son la
parte antisimétrica y simétrica de un tensor que llamaremos tensor de tasa
de deformacion e;; que se define como:

1 /0u Ou, 1 (Ou; Ouy ou;
‘=9 <8mj Oxi) * 2 (axj * 8@) Oz, ( )
La parte antisimétrica de e;; representa la tasa de rotacion del elemento de

fluido alrededor de su propio eje mientras que la parte simétrica representa
la tasa de corte del elemento de fluido.
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