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Capitulo 1

Introduccion

Este trabajo se presenta como tesis de licenciatura y tiene como finalidad
desarrollar los resultados escritos en el articulo “Homogeneity degree of some
symmetric products” del Dr. Rodrigo Hernandez Gutiérrez y la Dra. Verénica
Martinez de la Vega. El objetivo es determinar el grado de homogeneidad de
los productos simétricos de variedades compactas, conexas y sin frontera y
también el grado de homogeneidad de los productos simétricos del intervalo.

El trabajo va dirigido a personas familiarizadas con topologia y algebra a
nivel universitario. Nos enfocaremos a probar todo lo referente a los produc-
tos simétricos y al grado de homogeneidad, otros resultados conocidos sobre
continuos, graficas y otros hiperespacios no se probaran en este trabajo pues
no son el tema central de estudio.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo se enunciaran definiciones y resultados conocidos. Las
letras m y n representan enteros mayores o iguales a 1 a menos que se espe-
cifique lo contrario. Llamaremos 7x a la topologia de X.

Un continuo es un espacio métrico, conexo, compacto y no vacio; de forma
similar se puede definir un continuo de Hausdorff como un espacio Hausdorff,
conexo, compacto y no vacio. Un continuo degenerado es un espacio consis-
tente en un tnico punto.

Ejemplos de continuos son el intervalo cerrado [0, 1] (Figura 2.1); el triodo

simple, el cual es homeomorfo a la letra T' (Figura 2.2) y las esferas unitarias
de dimensién n definidas como S™ = {(z1, ..., xp41) € R"™ />0 ja2 = 1}
(Figura 2.3).

Definicién 2.0.1 (Arco). Un arco es cualquier espacio homeomorfo al in-
tervalo cerrado [0,1].

Si A esun arco y a: [0,1] — A es un homeomorfismo, entonces «(0) y
a(1) son llamados puntos extremos del arco A.

Cuando decimos que A es un arco de p a g nos referimos a que A es un
arco con puntos extremos p Yy q.

Dos continuos que resultan importantes en este trabajo se definen a con-
tinuacién:

Definicién 2.0.2 (n celda). Una n celda es cualquier espacio homeomorfo

9
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Figura 2.1: El intervalo Figura 2.2: Triodo simple

—1

Figura 2.3: ST C R? es la circunferencia unitaria de dimensién 1

al producto [[}_,[0,1]. En la Figura 2.4 vemos un ejemplo de 2 celda.

Un resultado til es:

Lema 2.0.3. El producto de n m celdas es una nm celda [5, Capitulo IV
Teorema 2.4, pag. 102].

Definicién 2.0.4 (n-sombrilla). Considerando el arco A = {(0,...,0,t) €
R0 <t <1} que va en linea recta del origen al punto (0,...,0,1) y lan
celda N = [—1,1]™ x {0} C R""'. Diremos que X es una n-sombrilla si X
es homeomorfo a N U A, con la topologia de subconjunto de R™ 1,

El triodo simple es una 1-sombrilla; ademas, en la Figura 2.5 ilustramos
una 2-sombrilla.

Definicién 2.0.5. Sea X es un espacio topolégico, decimos que X es arco
conexo st Vr,y € X ewxiste un arco en X que va de x a y.
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Figura 2.4: 2 celda Figura 2.5: 2-sombrilla

Lema 2.0.6. Todo subconjunto abierto y conexo de un continuo localmente
conexo es arco conexo [11, Teorema 8.26, pag. 132].

Una caracteristica 1til de los continuos es que cualquier abierto no vacio
tiene una infinidad de puntos.

Lema 2.0.7. Sea X un continuo no degenerado y U un subconjunto abierto
no vacio de X. Entonces U tiene una cantidad infinita de puntos.

Demostracion. Procedemos por contradiccién. Supongamos que U tiene una
cantidad finita de puntos, digamos U = {ay, ..., ay }.

Por ser X espacio de Hausdorff tenemos que todos los conjuntos finitos
son cerrados [5, Capitulo VII 1.4, pag. 139], entonces U es cerrado.

Al ser U cerrado, abierto y no vacio y ser X conexo tenemos que U = X
[5, Capitulo V 1.3, pag. 108]. Entonces X tiene solo una cantidad finita de
puntos.

Por hipétesis X es no degenerado, por lo que X = {ay,...,a,} con n > 2.
Los conjuntos K = {a,} y H = {as, ...,a,} son ajenos, no vacios y su uniéon
es X; ademads, al ser conjuntos finitos ambos son cerrados y por lo tanto
ambos son abiertos. Tenemos que K y H son una separacion de X, lo que
contradice que X sea conexo. O

Dado un continuo X podemos considerar espacios topolégicos donde los
elementos son subconjuntos del espacio original X, por ejemplo:
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» 2X = {A C X : A es compacto y no vacio}

» C(X)={A€2%: A es conexo}

» B (X)={Ae2¥:]|Al <n}

Estos nuevos espacios reciben el nombre de hiperespacios de X. Al espacio

F,.(X) se le llama n-ésimo producto simétrico de X, en estos hiperespacios
enfocaremos nuestro analisis.

Definicién 2.0.8 (Métrica de Hausdorff). Sea X un continuo con métrica
d, definimos la métrica de Hausdorff en 2% como:

H(A, B) = maz{sup{d(a,B) : a € A}, sup{d(b, A) : b € B}}
donde d(a, B) = min{d(a,b) : b € B}.

Dicha definicién es en efecto una métrica para 2% [10, Observacién 0.4,
pag. 3]. Los espacios F,,(X) se consideraran con la topologia inducida como
subespacios de 2.

Alternativamente a la definicion de la métrica de Hausdorff es posible
definir esta misma topologia haciendo uso unicamente de los abiertos en X,
lo cual resulta sumamente 1til como herramienta para algunas de nuestras
demostraciones.

Definicién 2.0.9 (Conjunto Vietdrico y topologia de Vietoris). Si Uy, ..., U,
son subconjuntos de X, entonces definimos:

(U1, ..Uy ={ACX:Vie{l,..n}AnU #0 y AC| U}
=1

A (Uy,...,U,) lo llamaremos el conjunto Vietérico definido por Uy, ..., U,.

Con dichos conjuntos podemos definir también:

p={(U,..,.U,) :neNyU,.. U, €1x}

Dicho conjunto es la base de una topologia en el espacio 2%, a la que
llamaremos topologia de Vietoris [3, Teorema 1.2, pdg. 3.
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Si X es un continuo, entonces la topologia de Vietoris y la inducida por la
métrica de Hausdorff coinciden [3, Teorema 3.1, pdg. 16]. Consideramos la to-
pologia de Vietoris para los espacios F,(X) como la topologia que adquieren
como subespacios de 2¥.

Lema 2.0.10. Sean X un continuo, A = {ay, ..., an} un subconjunto finito
de X y U un abierto de 2% tal que A € U. Sean Uy, ..., U, abiertos de X
ajenos dos a dos tales que a; € U;. Entonces existen Vi, ..., V,, abiertos no
vacios ajenos dos a dos de X tales que:

1. Vie{l,...m}, a; € V; CU,.
2. (Vi,., Vi) CU
Demostracion. Construiremos un conjunto que cumpla. Sea (Wi, ..., W) un

bésico de la topologia de Vietoris tal que A € (Wy,..., W) CU.

Para cada ¢ € {1,...,m}, definimos:

Vi=Uuin| () W

{j:a;€W;}

Cada V; es abierto por ser la interseccién finita de abiertos. Por cons-
truccién V; C U; para cada i € {1,...,m}; como los conjuntos Uy, ..., U, son
ajenos dos a dos concluimos que Vi, ..., V,, son ajenos dos a dos.

Observemos que para cada i € {1,...,m} se tiene que a; € ﬂ{j:aiewj} W
por lo que a; € V; para cada i € {1,...,m}.

Ahora mostraremos que (Vi ..., V) € (W, ..., Wy).

Sea B € (V4,..., Vi), sabemos que B C J",V; y que, Vi € {1,...,m},
BNV; #10.

Veamos que B C Ule W;. Supongamos que no es cierto, sea x € B tal
que = ¢ JI_, W;. Para cada i € {1,...,m} ocurre que z ¢ ﬂ{j:aiewj} W; por
lo que = ¢ V; para cada i € {1,...,m}, asi que z & -, V;.

Como supusimos que z € By sabemos que B C |J", Vi, tenemos que
z € |J", Vi lo cual es una contradiccién. Por lo tanto B C Ule Wi.
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Veamos que Vi € {1,...,k}, BNW, # 0.

Sea r € {1,....,k}. Como A € (Wy,...,Wy), existe i € {1,...,m} tal que
a; € W, Sabemos que BNV; # () asf que en particular BN ((;.,,cw,) Wj) # 0
y tenemos que BNW, # (. Esto demuestra que, Vi € {1,...,k}, BNW; # .

Por todo lo anterior (Vi, ..., V;,) C (W1, ..., Wg).

Como (Wy,...,Wi) C U tenemos que (V1,...,V,,,) C U, lo que concluye
nuestra prueba. []

Considerando X un continuo, n € N y F,(X) su n-ésimo producto
simétrico, escribiremos:

Uy, o, Updn = (Ui, oo, Up) 0 Fp(X)

Para referirnos a un conjunto Vietdrico en el espacio F),(X).

Definiciéon 2.0.11. Sean X un espacio topologico y A C X. Entonces
[A]"={B C A:|B| =n}.

Lema 2.0.12. Sean X un continuo y n € N. Entonces:

1 [X]" = Fo(X) \ Fpea(X).
2. Fo(X) = [X]'U...U[X]"

3. Los conjuntos [ X|',....[ X]™ son ajenos dos a dos.

Demostracion. Observemos que si A € [ X]*, entonces por definicién A C X
v |A] = k y tenemos que A € 2%. De esto obtenemos que [ X]* = {4 € 2X :
Al = k}.

Si A€ [X]*N[X]¥, entonces |A| = k y |A| = k; por tanto k = k'. Lo
que nos dice que si k # k', entonces [ X]* y [ X]* son conjuntos ajenos; esto
demuestra la tercer afirmacion.

Por definicién F,(X) = {A € 2% : |A] < n}. Observemos que F,(X) =
{Ae2¥ A <n}={Ae2X Al =1}U..U{Ae€2X A =n} =
[X]'U...U[X]" lo cual demuestra la segunda afirmacién.
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Obtenemos de lo anterior que F,(X)\ F,_1(X) = ([X]'U...U[X]"'U
[(X]\([X]'U...u[X]" 1) =[X]"; lo cual muestra la primer afirmacion.

]

El siguiente lema nos permite encontrar una base local en F,,(X) a partir
de una base local en X:

Lema 2.0.13. Sean X continuo, x € X y « una base local de x. Entonces

B={{U),:U € a} es base local de {x} en la topologia de F,(X).

Demostracion. Sea d la métrica en X y H su correspondiente métrica de
Hausdorff. Para fines de esta demostracién si 6 > 0, entonces denotaremos
Bx(0,z) ={y € X : d(z,y) < b}y Bp, (0, {z}) = {4 € Fo(X) : H{z}, A) <
9}

Sea U un conjunto abierto en F,(X) tal que {z} € U, entonces existe
§ > 0 tal que Bp,(6,{z}) C U. Consideremos Bx($,z) que es un abierto

en X que contiene a x, como « es base local de z, existe U € « tal que
r €U C Bx(3,2).

Vamos a demostrar que (U),, C U. Tomemos A € (U),, por definicién
sabemos que A C U C BX(%,Q:) y A € F,(X); vamos a demostrar que
A € Bp,(0,{x}), es decir H({z}, A) < 0.

Por definiciéon de métrica de Hausdorff tenemos que

H({x}, A) = max{sup{d(z, A) : © € {x}}, sup{d(y,{z}) :y € A}} =
max{d(x,A), sup{d(y,x) : y € A}}.

Consideremos y € A, tenemos que y € Bx(g, x) y sabemos que d(x,y) < %
por lo que podemos concluir que d(z, A) = min{d(z,y) : y € A} < g <dy
también sup{d(y,z) : y € A} < £ < §y podemos concluir que H({z}, 4) < ¢
como buscamos. Por lo anterior tenemos que A € B, (0, {z}) C U por lo que
A € U y demostramos que (U), CU.

Finalmente concluimos que = {(U), : U € a} es una base local de {z}
en la topologia de F,,(X). O

Finalmente veamos la existencia de un homeomorfismo entre Fi(X) y X
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Lema 2.0.14. Sea X un espacio Hausdorff y definimos f : X — F(X)
como f(x) ={z}, Vo € X. Entonces:

a) [ es un homeomorfismo.

b) Si AC X, entonces f [4: A — [A]! es un homeomorfismo.

Demostracion. a) Mostraremos que f es un homeomorfismo.
f es inyectiva. Tenemos que si x # y, entonces f(z) = {z} # {y} = f(y).

f es suprayectiva. Tomemos B € Fj(X). Por el Lema 2.0.12 F;(X) =
[X]|'={BC X :|B|=1}={{z}: 2 € X}, entonces B = {x} para algiin
xr € X, asi que f(z) = {x} = By con esto mostramos que f es suprayectiva.

f es continua. Tomemos un abierto en Fy(X), digamos (Uy, ..., Uy);. Va-
mos a mostrar que f'[(Uy,...,Uy)1] es un conjunto abierto en X.

{y} € (Ui,...,Uk)1 es equivalente a Vj € {1,...k}, y € U; lo que es
equivalente a decir y € ﬂ;?:l U;. Entonces tenemos que f~![(Uy,...,Ux)1] =
{re X {z} e (U,...Ux)1} = ﬂ?zl U; el cual es un conjunto abierto en X
por ser la interseccion de los abiertos Uy, ..., Uy. Por lo tanto la funcién f es
continua.

f es abierta. Tomemos U € 7x, buscamos ver que f[U] es abierto.
Veamos que de hecho f[U] = (U);.

Por definicién f[U] ={{z} :2 € U} y (U1 ={A e Fi(X): AnU #
DyACU}={Ae R(X): ACU}={{z} e Fi(X): {2} CU} = {{z}:
x € U} por lo que f[U] = (U);.

Como (U); es un abierto en F;(X) concluimos que f es abierta.

b) Sea A C X y queremos ver que f [4: A — [A]! es homeomorfismo.

Como f es homeomorfismo y f [4 es su restriccion sabemos que esta
ultima es un homeomorfismo en su imagen. Lo tnico que resta es mostrar

que [A]' = f[A4].
Tenemos por definicién [A]' = {B C A: |B| =1} = {{z} : 2 € A} =
flA]. Porlo que f [4: A — [A]! es homeomorfismo. O



17

Para algunos hiperespacios se conocen modelos que nos permiten enten-
derlos de una forma visual. A continuacién se describen los modelos para los
primeros productos simétricos del intervalo.

Lema 2.0.15. Paran € {1,2,3}, F,,([0,1]) es homeomorfo a [0,1]™ [6, 8.
Teorema 6, pag. 880].

En la Figura 2.6 se ilustra el modelo de F5([0,1]).

A
I
I
I
I
I

{a,1y {1}

{0} a

Figura 2.6: Modelo en R? de F5([0,1])

Definicién 2.0.16 (Funcién inducida). Sean X y Y dos continuos y f :
X — Y wuna funcion continua entre ellos, definimos la funcién inducida
F 2% — 2Y (respectivamente F : F,,(X) — F,(Y)) como:

F(A) = f[A] cuando A € 2 (respectivamente F,(X))

Nos seran de utilidad los siguientes lemas:

Lema 2.0.17. Sean X un compacto, Y un espacio de Hausdorffy f: X —Y
una funcion continua. Entonces:
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1. f es una funcion cerrada.

2. Si f es una funcion biyectiva, entonces f es un homeomorfismo.

[5, Capitulo XI Teorema 2.1, pag. 226]

En particular si X y'Y son continuos y f es una funcion continua, en-
tonces f es un homeomorfismo.

Lema 2.0.18 (Lema de pegado). Sean X yY espacios topoldgicos, Ay, ..., A,
subconjuntos cerrados de X tales que |J_, Ai = X y para cada i € {1,...,n}
sea f; © Ay = Y wuna funcion continua de forma que, Vi,j € {1,...,n},
Ji Taina;= fj [aina, . Entonces existe una tnica funcion continua f : X —Y
tal que, Yi € {1,....n}, f [a,= fi [5, Capitulo III Teorema 9.4, pdg. 83].

Lema 2.0.19. Sean X y Y continuos, f : X — Y un homeomorfismo y
F 2% — 2V (respectivamente F : F,,(X) — F,(Y)) la funcién inducida.
Entonces F' es un homeomorfismo [11, Teorema 4.7, pdg. 56].

Definicién 2.0.20. Dado un espacio topolégico X, definimos:

H(X)={h: X — X : h es un homeomorfismo},

es decir, H(X) es el conjunto de homeomorfismos del espacio X en si
MiSMO.

Definiremos una relacion en los elementos de X de la siguiente forma:
Dados z,y € X decimos que = ~ y si y solo si 3h € H(X) tal que h(z) = y.

Lema 2.0.21. La relacion ~ es de equivalencia.

Demostracion. Mostremos que la relacion es reflexiva, transitiva y simétrica.

Reflexiva. Buscamos ver que si € X, entonces x ~ z. Sea = € X,
consideramos Id : X — X la funcién identidad en X sabemos que Id € H(X)
y Id(xz) = z con lo que obtenemos que = ~ x.

Transitiva. Sean z,y,z € X tales que x ~ y v y ~ z; por definicién
tenemos que existen homeomorfismos hy, hy : X — X tales que hy(z) =y y
ho(y) = z, sabemos que haohy € H(X) y haohy(z) = ha(hi(x)) = he(y) = =
por lo que x ~ z.
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Simétrica. Sean z,y € X tales que x ~ y, sabemos por definicién que
existe h € H(X) tal que h(x) = y; tenemos que h™' € H(X) y se cumple
que h~1(y) = x lo que nos dice que y ~ .

De lo anterior concluimos que la relacién es de equivalencia. ]

Al ser una relacién de equivalencia sabemos que las clases de equivalencia
parten el espacio X.

Definicién 2.0.22 (Orbitas). Si z € X, entonces definimos la 6rbita de x
como la clase de equivalencia de x bajo la relacion ~, es decir:

orb(z) = {y € X : 3h € H(X) tal que h(z) =y}

Definicién 2.0.23 (Grado de homogeneidad). Definimos hd(X) el grado de
homogeneidad de X como el nimero de orbitas en X, es decir:

hd(X) = [{orb(x) : x € X }|
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Capitulo 3

Resultados previos

En este capitulo trataremos resultados que utilizaremos en las demos-
traciones de los capitulos 4 y 5; los resultados estan agrupados en cuatro
secciones:

En la primera seccién obtenemos condiciones suficientes para que ciertas
funciones en los hiperespacios sean continuas e inyectivas; ademas, el Le-
ma 3.1.4 nos da un homeomorfismo fundamental para demostraciones mas
adelante.

En la segunda seccién damos dos resultados sobre arboles que son la base
para mostrar mas adelante la conexidad en el Lema 3.4.1.

En la tercer seccion damos una forma candnica de partir el conjunto

[X]% O (UL, oory Unin.

En la cuarta seccién describimos las componentes de [ X]" N (U, ..., Upn)n
dentro de F,(X) cuando X es un continuo localmente conexo.

3.1. La union de funciones

Al trabajar en los hiperespacios tendremos funciones cuyos valores son
subconjuntos de nuestro continuo, por lo cual resultara natural querer de-
finir una nueva funcién uniendo cada uno de los valores que tomaban esas
funciones. Mas atin buscamos que al definir esta nueva funcién podamos co-

21
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nocer bajo que condiciones resulta continua o bien inyectiva.

Teorema 3.1.1. Sea Y un espacio compacto y Hausdorff. Para cada © €
{1,...,n}, sea X; un espacio Hausdorff y fi : X; — 2¥ wuna funcién con-
tinua tal que Img(f;) = B; C 2Y. Definamos F : I, X; — 2Y como
F((z1,...,x,)) = Ui, fi(x;). Entonces:

a) F es una funcion continua.

b) Si, Vi € {1,...,n}, f; es inyectiva y |J By, ..., B, son ajenos dos a
dos, entonces la funcion F' es inyectiva.

Demostracion. En primer lugar veamos que F' esta bien definida. Como,
Vi € {1,...,n}, fi(z;) € 2¥ y la unién finita de cerrados es un cerrado tenemos

que F((x1,...,2,)) = Ui, filz;) € 2¥.
a) F' es una funcién continua.

Sea (1, ...,x,) € I, X; y seald = (Uy, ..., Ug) un abierto bésico en 2" tal
que F((z1,...,x,)) € (Ur, ..., Ug). Por definicién F((x1, ..., z,)) = Ui fi(z:),
asi que U, fi(z:) € (Uy,....,Ux), de donde U}, fi(z;) € UL, U v, Vj €
{1’ i) k}7 U?:l fZ(ZEZ) n Uj 7é 0.

Para demostrar la continuidad construiremos un abierto alrededor de
(21, ..., z,) tal que su imagen bajo F' esté contenida en (U, ..., U).

Para l € {1,...,n}, definimos J; = {j € {1, ...k} : fi(ay) NU; # 0}.

Seal € {1, ...,n}, veamos que J; # ). Sabemos que |J;_, fi(z;) C U?:l U,
de donde en particular f(z;) C U?:l U; y como fi(x;) # 0, pues fi(z;) € 2,
entonces 35 € {1,...,k} tal que fi(a;) NU; # 0; por definicién j € J; y con
esto demostramos que J; # (.

A partir de aqui utilizaremos la notacién (Uj,, ..., Uj,) e, para referirnos
al conjunto Vietrérico definido por los Uj,,...,U;, donde los indices j, son
exactamente los elementos de J;.

Tenemos que f;(x;) C U§:1 U; ysij ¢ Ji, entonces fi(z;)NU; =0, por lo
que fi(z1) € Ujej, Uj; ademas, Vi € Jy, fi(z) NU; # () con lo que podemos
garantizar que f;(x;) € (Uj,, ..., U;.)j e
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Por ser f; una funcién continua existe V; € X; abierto tal que x; € V; y
filVil € (Uj,, ..., Uj,)j.es,- Consideremos el conjunto 17, V; C II7_, X;, dicho
conjunto es una vecindad abierta de (z1, ..., z,).

Ahora vamos a mostrar que F[II",V;] C (Uy,...,Uy), para esto tomemos
un elemento cualquiera en F[II ,V;]; por definicién dicho elemento es de
la forma (J;, fi(y;) donde (y1,...,y,) € I, Vi. Veremos que [J;_, fi(v;) €
(Ui, ..., Uy). Necesitamos probar: Vj € {1,...k}, U, fily)) NU; # 0y

n k
Uiz, filyi) € Uj:l Uj.
Primero mostremos que Vj € {1, ..., k}, U, fi(y;) N U; # 0.

Seaj € {1,...,k}. Como J_, fi(x;)NU; # 0 obtenemos que f,(z.,)NU; #
() para algin m € {1,...,n}; ademds, j € J,, por definicién. Como y,, €
Vi ¥ por construccion f,[ V] € (Uj,, ..., Uj,)j e, en particular fp,(ym) €
Uiy, s Uj)jred,- Como j € Jy, tenemos que fo,(ym) NU; # 0y por lo tanto
Ui, fi(y;) N U; # 0 con lo que concluimos.

Ahora veamos que U}, fi(y;) C U?:1 Uj.

Elijamos i € {1,...,n}, bastard mostrar que f;(y;) C U;?:l U;; consi-
deremos J; y recordemos que por la construcciéon tenemos que y; € V; y
LilVi] € (Uj,, ..., Uj)jeus, ast tenemos que fi(y;) € (U, ..., Uj,)j.es; POT 1o
cual fi(yi) € U;e;, Uj C U?:l U, que es lo que buscamos.

Por lo anterior concluimos que J;_, fi(y;) € (Ui, ..., Uy). Como (y1, ..., yn)
es un elemento arbitrario en I, V; tenemos que F[II',V;] C (Uy,...,Uy)
como queriamos.

Asi hemos mostrado que II7_,V; es un abierto que contiene a (xy, ..., 2,)
tal que F[II',V;] € (Uy,...,Uy) por lo que la funcién F' es continua en
(1, ..., ). Como (x1,...,x,) es un punto arbitrario concluimos que F es
continua.

b) supongamos que, Vi € {1,....n}, f; es inyectiva y | By, ...,|J B, son
ajenos dos a dos, mostraremos que F' es inyectiva.

Tomemos (1, ..., Zp), (Y1, ..., Yn) € 11, X; dos elementos distintos, vere-
mos que F<x17 7xn) % F(y17 7yn)

Como (z1, ..., xn) # (Y1, -, Yn), Im € {1,...,n} tal que z,,, # y,,. Como f,,
es inyectiva tenemos que fy, () # fm(yYm) asi que sin pérdida de generalidad
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podemos suponer que fo(Tm) € fon(Ym)-

Mostraremos ahora que fu(2m) N Uiz, fi(yi) = 0. Por hipdtesis para
cada i € {1,...,n}, Img(f;) = B; por lo que f;(x;) C |J B;, asi en particular
fm(xm) € UBp. Como By, ...,|J B, son ajenos dos a dos tenemos que
S (@m) O Uiz, U Bi = 0y en particular fi,(2,) U, fi(yi) = 0. Ademis,
fn(@m) € frnlym) por lo cual fin(zm) € Uiy filyi) v por tal Ui, fi(z:) €
Ui, fi(y;) con lo que hemos mostrado que F'((x1,....,2zn)) # F((y1, ..., Yn))
por tanto F' es inyectiva. ]

De forma mas particular el siguiente lema nos garantiza la continuidad
en caso de considerar la union de varias funciones continuas que tienen como
dominio a un mismo espacio X.

Lema 3.1.2. Sean Y un espacio compacto y Hausdorff y X un espacio de
Hausdorff. Para cada i € {1,...,n} sea f; : X — 2Y una funcién continua tal
que Img(f;) = B; C 2¥. Definamos F : X — 2¥ como F(z) = U, fi(x),
Vo € X. Entonces:

a) F es una funcion continua.

b) SiVie{l,..,n}, fi es inyectiva y |J By, ...,\J By son ajenos dos a dos,
entonces la funcion F es inyectiva.

Demostracion. a) F es continua.

Por el Teorema 3.1.1 la funcién G : X™ — 2" definida como G ((xy, ..., z,)) =
U?:l fi(z;) es una funcién continua.

Definamos H : X — X" como H(z) = (z,z,...,z), Vx € X. H es un
homeomorfismo de X a la diagonal del espacio X™.

Tenemos que GoH : X — 2¥ es una funcién continua por ser composiciéon
de dos funciones continuas y que Go H(z) = G(H(z)) = G((z,z,...,x)) =
Ui, fi(z), por lo que F = G o H. Por tal F es continua.

b) supongamos que, Vi € {1,....n}, f; es inyectiva y |J By, ...,|J B, son
ajenos dos a dos. Mostraremos que F' es inyectiva.

Sea G : X™ — 2¥ como en el inciso a), por el Teorema 3.1.1 sabemos
que G es inyectiva y como la funcion H es inyectiva podemos concluir que
F = G o H es inyectiva. [
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A lo largo de nuestras pruebas nos encontraremos con un caso aun mas
particular de unién de funciones que enunciamos en el siguiente lema:

Lema 3.1.3. Sean Y un espacio compacto y Hausdorff y X un espacio de
Hausdorff y sea f : X — 2¥ una funcion continua. Definamos fo : X — 2Y
como fo(x) = f(x) UC, Vo € X. Entonces:

a) fo es una funcion continua.

b) Si [ es inyectiva y \JImg(f) N C = 0, entonces la funcion fc es
mnyectiva.

Demostracion. a) fo es continua.

Definamos g : X — 2 como g(z) = C, Vx € X. Como g es una funcién
constante tenemos que ¢ es continua. Por el Lema 3.1.2 la funciéon F': X —
2Y" definida como F(x) = f(x) U g(z) es también continua. Como F y fc
coinciden en dominio y regla de correspondencia tenemos que F' = fq, por
lo que fo es continua.

b) supongamos f es inyectiva y |JImg(f) N C = () veremos que fc es
inyectiva.

Sean z,y € X dos elementos distintos. Como f es inyectiva sabemos que
f(z) # f(y) como subconjuntos de Y asi que sin pérdida de generalidad
podemos suponer f(z) € f(y). Por hipétesis tenemos que |J Img(f)NC =0
en particular f(z)NC = 0 asi que f(z) € CU f(y) y por lo tanto f(z)UC ¢
fy)uC. Por tal f(z)UC # f(y) UC y concluimos que fo es una funcién
inyectiva. O]

Finalmente el siguiente resultado nos dice que el conjunto (M, ..., M),
es homeomorfo al producto II" ; M; cuando los conjuntos M, My, ..., M,, son
ajenos dos a dos; en su momento esto nos ayudara a encontrar de forma
candnica n celdas en algunos hiperespacios.

Lema 3.1.4. Sean X compacto y Hausdorff y My, ..., M,, subconjuntos aje-
nos dos a dos de X. Definimos la funcion h : 11" M; — (M, ..., M,),, como
R((y1s ooy Yn)) = {y1s s Unt, V(W1 ooy yn) € 11, M;. Entonces h es un homeo-
morfismo.
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Demostracion. Para cada i € {1,...,n}, consideremos la funcién f; : M; —
[ M;]! definida como f;(y) = {y}, Yy € M;. Por el Lema 2.0.14, sabemos que
fi es un homeomorfismo entre M; y [ M;] 1.

Observemos que dado i € {1,...,n}, tenemos que [M;]' = {B C M, :
|B] = 1} = {{z} : * € M;}, entonces por definicién [ M;]' = {z : {z} €
[M;] '} = M.

Como Mjy, ..., M,, son ajenos dos a dos por el Teorema 3.1.1 tenemos que

la funcién h : 117 M; — 2% definida como h((z1,...,z,)) = U {=:} =
{1, ...,x,} es continua e inyectiva.

Vamos a mostrar la siguiente afirmacion:

[Afl] Para cada ¢ € {1,...,n} sea V; C M,;. Entonces se cumple que
h[Hyzl‘/Z] = <‘/17 7Vn>n

Primero veamos que h[II!,V;] C (Vi,..., Vi)n.

Si (y1,...,yn) € I, V;, entonces, para cada i € {1,...,n}, y; € V; por lo
cual {y1,...,yn} € U, Vi y también para cada i € {1,....,n}, {y1,...,yn} N

Vi = {y;} por lo cual hA((y1,...,yn)) = {y1, - yn} € (Vi,...,Vi)n lo cual
demuestra que A[II!,V;] C (Vi,..., Vi)n.

Ahora mostremos que (V4, ..., V,,), C h[1I7_,V;].

Antes que nada observemos que los conjuntos Vi, ..., V,, son ajenos dos a
dos pues My, ..., M, son ajenos dos a dos.

Consideramos B € (Vi, ..., V,,),, en particular B € F,(X) digamos B =
{y1,...,yr} donde 1 < r < n; la definicién nos indica que, Vi € {1,...,n},
Jy; € BNV, como los conjuntos Vi, ..., V, son ajenos dos a dos si ¢ # j,
entonces y; # y; por lo cual B es un conjunto con exactamente n elementos.
Escribimos B = {yi,...,y,} v sin pérdida de generalidad, Vi € {1,...,n},
y; € V;. Ahora bien como (yi,...,y,) € I, V; por definicién tenemos que
R((y1y ooy Yn)) = {y1, .., Yn}. En conclusion (Vi, ..., V,,), C h[I1,V;].

Hasta aqui concluimos la prueba de [Af1].
Vamos a mostrar ahora que h es suprayectiva.

Por [Afl] tenemos que h[TT!, M;] = (M, ..., M), lo que justamente nos
garantiza que h es suprayectiva.
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Veamos que h es una funcion abierta.

Tomemos un abierto en el dominio, al ser II?" ; M; un producto finito
sabemos que una base para su topologia son los conjuntos de la forma II7_,V;
donde, Vi € {1,....,n}, V; es abierto en M;, asi que justamente podemos
suponer que el abierto que tomamos es de esta forma.

Por la [Af1] tenemos que A[II7,V;] = (Vi,...,V,,), v este es un conjunto
abierto pues todos los Vi, ..., V,, son abiertos. Por lo tanto A es una funcién
abierta.

En conclusién h es un homeomorfismo entre I | M; v (M, ..., My),. O

3.2. Un resultado para arboles

Los resultados de esta seccién seran utilizados para mostrar la conexidad
en el Lema 3.4.1.

Recordemos que si A es un arco y « : [0,1] — A es un homeomorfismo,
entonces a(0) y a(1) son los puntos extremos de A.

Definicién 3.2.1 (Grafica). Una gréfica es un continuo que se puede escribir
como la union de una cantidad finita de arcos tales que cualesquiera dos
de ellos son ajenos o se intersecan solamente en uno o en sus dos puntos
extremos.

Definicién 3.2.2 (Arbol). Un arbol es una grdfica en la cual no existe una
curva cerrada simple.

Para fines de nuestro trabajo consideraremos a un punto como un arbol
degenerado.

En las Figuras 3.1 y 3.2 se pueden ver ejemplos de una grafica y un arbol
respectivamente.

Las graficas son continuos localmente conexos [11, Proposicién 9.4, pag.
142] por lo que por el Lema 2.0.6 son arco conexos.

Definicién 3.2.3 (Puntos extremos en gréficas). En una grdafica X un punto
p es extremo si para cualquier arco que tenga a p, p es un extremo de dicho
arco.
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Al conjunto de todos los puntos extremos de X lo llamaremos E(X).

Es un hecho conocido que cualquier arbol tiene al menos un punto extre-
mo.

Figura 3.1: Una grafica con sus puntos extremos circulados

Figura 3.2: Un arbol con sus puntos extremos circulados

El siguiente lema nos da un resultado que se utiliza durante las pruebas
de este capitulo:
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Lema 3.2.4. Sean X un espacio de Hausdorff arco conexo, C un subconjunto
compacto no vacio de X y e un punto fuera de C. Entonces existe un arco
a:]0,1] = X tal que a(0) = e, a(l) € C yVt € [0,1), a(t) & C.

Demostracion. Elijamos un elemento ¢ € C, por ser X arco conexo sea o :
[0,1] — X un arco tal que o/(0) = ey o/(1) =c.

Como o/ es un homeomorfismo entre [0, 1] y suimagen y C' es un conjunto
cerrado el conjunto {t € [0,1] : &/(t) € C} alcanza su minimo. Consideremos
to =mun{t € [0,1] : /() € C}

Observemos que como &'(0) = e ¢ C, entonces 0 < t; y por nuestra
construccion si t € [0,tg), entonces o/(t) & C.

Vamos a definir o : [0,1] — X como «(t) = o/(to - t), observemos que «
es solo una parametrizacién del subarco de o/ que va desde e hasta o/(tg); se
cumple que a(0) = ey a(l) = /(tp) € C. Finalmente si ¢ € [0, 1), entonces
to - t < to, por la observacién del parrafo anterior o/(ty - t) € C'y como por
definicién «(t) = o/(to - t) tenemos a(t) ¢ C' como buscdbamos. O

Un hecho importante es que si tomamos una cantidad finita de puntos
dentro de un espacio topolégico que sea arco conexo, entonces siempre po-
demos encontrar un arbol que los contenga y cumpla que todos sus puntos
extremos sean de los puntos que tomamos en principio; dicho resultado se
muestra a continuacion:

Lema 3.2.5. Sean X un espacio Hausdorff, U un subconjunto arco conexo
de X, n €N conn > 2 yux,..,x, puntos distintos en U. Entonces existe
un drbol A que cumple que xq,...,x, € A y E(A) C{z1,...,z,}.

Demostracion. Realizaremos la prueba por induccién sobre n el nimero de
puntos en U.

Para nuestra base de induccion supongamos que x1, x5 € U son dos puntos
distintos; como U es arco conexo podemos tomar v un arco tal que a(0) = x;
y a(l) = zg, a es un arbol y sus puntos extremos son z; y Zs.

Supongamos ahora que nuestro resultado es cierto para k € N.

Tomemos 1, ..., Tx+1 puntos distintos en U y consideremos por nuestra
hipétesis inductiva A" el drbol que cumple zy, ...,z € A"y que E(A") C



30 CAPITULO 3. RESULTADOS PREVIOS

{z1,...,x}. En caso de que xj,1 pertenezca también a A’ tendriamos que
dicho arbol cumpliria con lo buscado para los £ + 1 puntos, por lo cual
supondremos que xp1 & A'.

Como el conjunto U es arco conexo y A’ es compacto, usando el Lema 3.2.4
podemos encontrar un arco « : [0,1] — U tal que a(0) = xp41, a(l) € A’y
Vt € [0,1), a(t) € A”. Vamos a pensar en el arco I'mg(a) unido al drbol A’,
dichos conjuntos solo se intersecan en el punto a(1), por lo que si definimos
A = Img(a) U A’, entonces A es un arbol; ademds, como 11 € Img(a) y
x1,...,xp € A’ tenemos que xy, ..., xp11 € A.

Veamos que E(A) C E(A") U{z41}

Primero veamos que si p € A’ \ E(A), entonces p ¢ E(A). Sea p €
A"\ E(A’), sabemos existe un arco § en A’ tal que p € 8 pero p no es uno de
sus puntos extremos, dicho arco  también es un arco en A asi que p ¢ E(A).

Sea p € F(A) y supongamos p ¢ E(A’), por lo anterior p ¢ A’ y conclui-
mos que p € a[[0,1)]; si p # a1 = «(0), entonces Img(a) es un arco de A
en el que p no es uno de sus puntos extremos y por eso p € E(A).

Concluimos que F(A) C E(A") U {xk41}.

Finalmente como E(A") C {z1, ...,z } tenemos que E(A) C {z1, ..., Tg41},
lo que concluye nuestra induccion. O

El siguiente resultado nos dice que dentro de un arbol es posible mover-
nos continuamente desde un conjunto de n elementos hasta cualquier otro
conjunto con n elementos siempre eligiendo conjuntos con esa misma canti-
dad de elementos. La importancia de este resultado esta en que al aplicarlo
junto con el lema anterior nos va a permitir mostrar que ciertos conjuntos
son conexos por trayectorias dentro de [ X]™.

Lema 3.2.6. Sean A un drbol, n € Z" y B y C' dos subconjuntos de A con
ezactamente n puntos cada uno de forma que E(A) C BUC. Entonces existe
una funcion F : [0,n] — [A]™ continua tal que:



3.2. UN RESULTADO PARA ARBOLES 31

Demostracion. Realizaremos nuestra prueba por induccién.

Para la base de induccién tomamos n = 1. Tenemos que B = {b} y

O = {Cl}.

Si by = ¢y, entonces podemos pensar en la funcién constante F' : [0,1] —
[A]! definida como F(t) = {b;} y dicha funcién cumple lo que buscamos.

Si by y ¢1, entonces son dos puntos distintos por ser A arco conexo pode-
mos tomar « : [0,1] — A un arco de b; a ¢p; definamos F': [0,1] — Fi(A)
como F(t) = {a(t)}, Vt € [0,1], la funcién inducida por «, dicha funcién
cumple lo que buscamos.

Ahora supongamos que el enunciado es cierto para k € N, bajo este
supuesto mostraremos la existencia de la funcién para el caso k + 1. Sean
B ={by,...;bk11} y C = {ec1,...,ck1} dos conjuntos con k + 1 elementos en
un arbol A de forma que E(A) C B U C, buscamos construir la funciéon que
cumpla las condiciones del lema.

Tomemos un punto extremo de A, de nuestra hipdtesis sabemos que este
punto estda en B U C' y sin pérdida de generalidad cx41 es el punto extremo.
A partir de aqui podemos distinguir dos casos: cxy1 € B 0 ¢x11 € B; ambos
casos en realidad se pueden atacar de la misma manera aunque se mencionan
para tenerlos en perspectiva durante la prueba.

Vamos a definir b € B y « una trayectoria de b a ¢;y1 de la siguiente
forma:

Si cpy1 € B, entonces b= ¢y o : [0,1] — A es la constante ¢ 1.

Si ckr1 € B, entonces por el Lema 3.2.4 podemos encontrar un arco
a:[0,1] — A tal que a(0) = ¢x41, a(l) € By ¥Vt € [0,1), at) ¢ B,
definiremos en este caso b = «/(1).

Al ser b un punto en B podemos reindexar dicho conjunto para que b =
bry1, asi que de aqui en adelante nos referiremos a este punto como by .

Como {by,...,bg} y {c1, ..., cx } son conjuntos con exactamente k elementos,
por el Lema 3.2.5, existe un arbol A’ dentro de A que contenga a todos
los puntos en {by,...,b;} U {c1,...,ck} v que cumpla E(A") C {by,...,bx} U

{c1, ..., cr}

Usando la hipétesis de induccion para k tenemos que existe una funcion
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F':[0,k] — [A]* continua que cumple:

1. F'(0) = {by, ..., by}
2. F'(k)=Ac1,...,c1}

Afirmacién: ¢ 1 € A'.

Supongamos por el contrario que cx1 € A’, sabemos que cxy1 & {b1, ..., b,
1, ..., porlo que ¢y & E(A’); como 1 € A"\ E(A’) podemos encontrar
un arco  en A’ tal que ¢x41 no sea extremo de 3, como el arco § también es
un arco en A concluimos que ¢ € FE(A) lo cual es una contradiccién; por
lo tanto ¢y & A'.

Para construir la funcién buscada que cumpla en el caso k+ 1 comenzare-
mos en el conjunto B, dejando fijos a todos los elementos en {by, ..., by} uti-
lizando « llevaremos continuamente el punto b;.; hasta el punto cg41, luego
dejaremos fijo el punto ¢, y aplicaremos la funcién F’ : [0, k] — [ A']* para
llevar continuamente los puntos {by, ..., b;} hasta los puntos en {c, ..., ¢, }. Se
mostrarda que a lo largo de esta trayectoria los valores de la funcién siempre
son un conjunto con k + 1 puntos distintos.

Definamos la funcién F : [0,k + 1] — [ A]*™ como:

{Oé(l — t)} U {bl, ,bk} si 0 S t S 1,
{chi ) UF'(t—1) si1<t<k+1.

F(t) =

La funcién F' estd bien definida pues F(1) = {a(0)} U {by,....,bs} =
{ckrr} U{br, .. be} = {cra} U F'(0).

Veamos que, Vt € [0,k + 1], |F(t)] =k + 1.

Sit € [0,1], entonces F(t) = {a(l —t)} U {by,...,bx} y sabemos por

construccién que vVt € [0,1], {a(1 =)} N {by, ...} = {a(l =)} N (B \
{br11}) = 0 por lo que Vt € [0,1], |F(t)| =k + 1.

Site[l,k+1], entonces F(t) = {cr1} UF'(t—1), como F'(t—1) C A,
|F'(t—1)| =k y A'N{cksr1} = 0 tenemos que Vt € [1,k+ 1], |F(t)| = k+ 1.

Al evaluar tenemos F'(0) = {a(1) }U{b1, ..., bx } = {bg1}U{b1, ..., 0} = B
y F(]{ + 1) = {Ck+1} U F’(k) = {Ck+1} U {Cl, ...,Ck} =C.
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Resta mostrar la continuidad de F'.
Primero veamos que cada parte definida es una funcién continua.

Sabemos que « : [0,1] — A es continua por lo que o : [0,1] — Fi(A)
definida como o/(t) = {a(1 — t)} también es una funcién continua; por otro
lado por el Lema 3.1.3 la funcién o : [0,1] — Fpy1(A) definida como
" (t) = o/ (t) U{by,..., by} también es continua. Observemos que esta ultima
funcién es justamente la definicién de nuestra funcién F en el intervalo [0, 1].

Por otro lado tenemos que F': [0, k] — Fi(A’) es una funcién continua,
nuevamente por el Lema 3.1.3 tenemos que la funcién H : [0, k] — Fi1(A)
definida como H(t) = {cp41} U F'(t) es también continua; justamente esta
funcion H es, salvo un cambio en el intervalo de su dominio, la definiciéon de
la segunda parte de la funcién F.

Tenemos que cada parte de la definicion de F' es continua y como coinciden
en el cerrado {1} del dominio por el Lema del pegado 2.0.18 tenemos que la
funcién F' es continua, como se buscaba demostrar.

Hasta aqui queda demostrada la existencia de la funcién para k£ + 1, con
lo que se demuestra el paso inductivo y queda demostrado el enunciado para
cualquier n € N. [

Corolario 3.2.7. Sean A un drbol, n € Z" y B y C dos subconjuntos de A
con exactamente n puntos cada uno de forma que E(A) C BUC, entonces
existe una funcion F :[0,1] — [A]™ continua tal que:

1. F(0)=B
2. F(1) =C

3.3. Una particién de [ X]" N (Uy,...,Up)n

En esta secciéon nuestro objetivo es encontrar condiciones bajo las cuales
un subconjunto de [ X]" N (U, ..., Uy,)y resulta disconexo.

Antes que nada recordemos que F,,_1(X) es un compacto dentro de F,,(X)
por lo que resulta ser un conjunto cerrado y por lo tanto [ X]" = F,(X) \
F,—1(X) es un abierto en F,(X). Todo esto lo observamos para notar que si
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Uy, .., Uy, son subconjuntos abiertos de X, entonces [ X]" N (Uy, ..., Up)p €S
un subconjunto abierto de F,(X).

Vamos a dar una particiéon de dicho conjunto en conjuntos abiertos no
vacios.

Definicién 3.3.1. (Composiciones) Dados m,n € Z* con m < n una com-
posicién de n enm es una funcion f : {1,...,m} — Z* tal que 3 7", f(j) = n,
definimos:

F'={f:f es una composicion de n en m}

Sea X un espacio, Uy, ...,U,, subconjuntos no vacios ajenos dos a dos y
feFr, definimos:
U = {C € Fu(X) :¥j € {L.com} [ON Ty = £(5)}

Un conjunto C' € Uy tiene exactamente f(j) elementos en el conjunto U;
para cada j € {1,...,m}; a continuacién mostraremos que un conjunto en Uy
tiene exactamente n elementos, por lo que la interpretacion es que justamente
dichos n elementos quedaron posicionados en los conjuntos U; de acuerdo a

I3

Teorema 3.3.2. Sean X un continuo de Hausdorff, m,n € Z* conm <n y
Uy, ..., U,, subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos a dos de X . Entonces
se cumplen:

(I) Ufe]—‘,qnuf = [X]nm<U177Um>n
b) Sif,ge Fl'y f#g, entonces U NU, = (.

c) VfeF", U esun subconjunto abierto y no vacio en F,(X).

Demostracion. a). Veamos que Jczm Uy = [ X]" N (U1, ..., Up) -

C). Sea C' € Ujczrn Uy, es decir existe f € F" tal que C' € Uy; por
definicién tenemos que, Vj € {1,...,m}, |CNU;| = f(j) y como los conjuntos
Uy, ...,U,, son ajenos dos a dos tenemos

cnlJul=YIenu)| =3 Ir6) =n

Jj=1
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de donde |C] > n, como C € F,(X) tenemos |C| < n por lo que C' €
RO

Mostraremos ahora que C' € (Ui, ..., Up)n. Como [C NI Uj| = ny
C € [ X]" podemos concluir que C' C |J2, U

Vi e {l,...,m}, |CNU;| = f(j) donde f(j) > 1, por lo que, Vj €
{1,...,m}, |CNU;| > 1. Por tal C € (Uy,...,Up)p.

Por todo lo anterior Uz Uy C [X]" N (Ut .o, U

D). Sea C € [X]|" N (Uy,...,Upn)n, entonces C' es un conjunto con n
elementos; definimos f : {1,...,m} — Z* como f(j) = |C N U;| para cada
j €{1,...,m}. Veamos que f € F.

Sabemos que C' C U;n:1 U; y por ser los conjuntos Uy, ..., Uy, ajenos dos a
dos y €€ [X]" se cumple > 72, | ()] = 2275, [(C N U = [C UL, Ujl =
|C| = n; ademas, C' € (Uy,...,Upn), ast que f(j) = |C NU;| > 1. Por tal
ferFnr

Mostramos que C' € Uy, por lo que C' € Uz Uy

Hasta aqui hemos demostrado que [ X]" N (U1, ..., Un)n = U e rm Us-

b). Supongamos f,g € F*'y f # g, por lo cual f(j) # ¢(j) para algin
j €{1,..m}. Si C € Uy, entonces por definiciéon |C' N U;| = f(j) # g(j) por
lo que C' ¢ U,; de manera andloga si D € U, entonces D & Uy. Por lo tanto
UrNU, = 0.

c). Sea f € F™, veamos que Uy # 0.

Tenemos que los conjuntos Uy, ..., U,, son subconjuntos abiertos no vacios
de X por lo que por el Lema 2.0.7 cada uno tiene una cantidad infinita de
elementos. Para j € {1,..m} sean a;,...,a;,,, € U; elementos distintos y
sea A={aj,:j€{l,..m}yi<f(j)} Tenemos que A € U por definicién,
por lo que Uy # 0.

Veamos que Uy es abierto en F,,(X). Sea C' € Uy, vamos a encontrar una
vecindad abierta alrededor de C' que esté contenida en U.

Supongamos que C' = {cy,...,¢,} vy, para cada j € {1,...,m}, CNU; =
{¢jys -, ij(j>}' Para cada ¢; € C' N U; podemos encontrar un abierto W; tal
que ¢; € W; C Uj; ademas, como X es de Hausdorff podemos suponer que
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Wi, ..., Wj, . son ajenos dos a dos.

£G)
De lo anterior existe una familia de abiertos {W1, ..., W, } que satisfacen
que, Vi € {1,....,n}, ¢; € W,.

Veamos que los conjuntos Wi, ...,W,, son ajenos dos a dos. Si k # sy
Wi, Wy C Uj;, entonces por construccion W, y Wy son ajenos. Si Wy, C Uj, y
W, C Uj, con j, # js, entonces como Uj, y Uj, son ajenos tenemos que W
y W son ajenos.

Consideremos el Vietérico W = (Wi, ..., W,,),, que es un abierto en F,,(X),
veremos que W es una vecindad abierta de C contenida en Uy;. Primero
notemos que C' € (Wy, ..., W), pues Vi € {1,...,n}, ¢; € W,.

Ahora mostraremos que (W1, ...,W,,),, € U;. Consideremos un conjunto
D e (Wy, ..., W,,),,, tenemos por definicién que, Vi € {1,....,n}, DNW; # 0y
D C |Ji_, W;; como todos los conjuntos W; son ajenos dos a dos y son n en
total podemos concluir que |D| > n, como D € F,(X), tenemos que |D| =n
y por lo tanto Vi € {1,...,n}, |[DNW;| = 1.

Por construccién sabemos que para cada j € {1,...,m}, Wj,, ..., Wi ©
U; y'Vk’ € {Ji, - Jro b Wk NU; # 0. Tenemos |DNU;| =|DN Uig Wi | =
Zi(:mD NW,| = Zigl = f(j); por lo tanto V5 € {1,...m} se cumple
IDNU;| = f(5) y asi D € Uy.

Por lo anterior tenemos que C' € (W, ..., W,,),, C Uy. Concluimos que Uy
es abierto como buscabamos probar. O

Corolario 3.3.3. Sean X un continuo de Hausdorff, m,n € Z* con m < n
y Uy, ..., U, subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos a dos de X.

1. Si 1 <m < n, entonces la familia {Uy : f € F"'} es una particion de
[ X]" N (Ur, ..., Un)n en al menos dos conjuntos.

2. Stm =1 o0m =n, entonces la familia {U; : f € F"} tiene un unico
elemento.

Demostracion. Por el Lema 3.3.2, la familia {U; : f € F"} se compone de
conjuntos abiertos no vacios ajenos dos a dos tales que su unién es el conjunto
[ X]" N (U, ..., Un)n; por lo que parten dicho conjunto.
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Si 1l < m < n, entonces en la familia {Uy : f € F'} existen al menos
dos conjuntos distintos, a saber el conjunto Uy donde f(1) = n —m + 1,
f(2) =1, .., f(m) =1y el conjunto U, donde g(1) =1, g(2) =n—m+1,
.., g(m) =1 lo que demuestra el primer inciso.

Sim = 1, entonces tenemos solamente un subconjunto en X, a saber Uy
y la dnica composicién que existe es f : {1} — Z* definida como f(1) =n
por lo que Uy = {C € F,(X) : |[CNU| =n} = [X]"N(Up), es el tnico
elemento de la particién.

Si m = n, entonces tenemos n subconjuntos Uy, ...,U, en X y la tnica
composicién que existe es f : {1,...,n} — Z* definida como f(j) = 1 para
todo j € {1,...,n};asildy = {C € F,(X) :Vj € {1,...,n} |CNU;| =1} =
[ X]" N (U, ...,Uy,)n es el Gnico conjunto en la particién. O

Finalmente el siguiente corolario nos ayuda a mostrar que ciertos conjun-
tos son disconexos.

Lema 3.3.4. Sean X un continuo de Hausdorff, m,n € Z* tales que m < n,
Ui, ..., Uy, subconjuntos abiertos, no vacios y ajenos dos a dos de X yV C
(U, ..., Un)n tal que Intp,xy(V) N[ X]™ # 0:

n

a) Si f € F", entonces Uy NV # 0.

b) Si 1 <m <n, entonces [ X]" NV es disconezo.

Demostracion. a). Sea f € F.™, buscamos ver que Uy NV # ().

Consideremos A = {a1,...,an} € Intp,x)(V) N[X]™, observemos que
como V C (Uy, ..., Uy), tenemos que A € (Uy,...,Upy), v por ser los conjun-
tos Uy, ...,U,, ajenos dos a dos cada uno de estos conjuntos contiene exac-
tamente un elemento de A. Sin pérdida de generalidad supongamos que,
Vie{l,..,m}, a; € Uj.

Por el Lema 2.0.10 sean Vi, ..., V,, subconjuntos abiertos no vacios ajenos
dos a dos de X tales que, Vi € {1,...m}, a; € V; CU; vy (Vi,....; Vio)n C
IntFn(X)(V)‘

Por el Lema 2.0.7 para cada i € {1,...,m} el conjunto V; es infinito; si
f(i) > 1, entonces tomemos a,, a;,, oy igy € Vi \ {a;} elementos distintos
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entre si y consideremos al conjunto
/
A" ={ar,a1,, 14, oy Q14 A2, A2y, 0oy Ay - s Gy Qg <oy Gy

Para cada i € {1,...m}, |A'NV;| = f(i). Como V; C U; obtenemos
que A" € Uy; ademas, A" € (Vi,..., V), por lo que A" € Intp,(x)(V). En
conclusion A" € Uy NV, por lo que Uy NV # (.

b). Supongamos 1 < m < n.

Por el Corolario 3.3.3 sabemos que {U; : f € F'} es una particiéon
de [X]" N (Uy,...,Uy), en al menos dos conjuntos abiertos no vacios. Sean
Un, Uy € {Uy : [ € F'} distintos, definamos el conjunto £ = ez ) Us-

Afirmamos que Uy, y £ son una separacion en el conjunto V N [ X]".

Primero notemos que U}, y £ son no vacios y por el Lema 3.3.2 U, y L
son conjuntos abiertos y ajenos.

Tenemos por el Lema 3.3.2 que UpUL = ez Uy = [ X] "N (U1, oo, U -
Por hipétesis V C (Uy, ..., Up)n por lo que [X]" NV C [ X]" N (Uy,...,Un)n
y por lo tanto [ X]|" NV C U, U L.

Por el inciso a) de este lema sabemos que U, NV # () y por el Lema 3.3.2
sabemos que U), C [X]"; tenemos por lo tanto que U, N ([ X]" NV) # 0.
Analogamente U,N([ X]"NV) # 0y como U, C L tenemos LN([ X|"NV) # 0.

Con esto tenemos que Uy y £ son una separaciéon en el conjunto V N

[ X]m. 0

3.4. Componentes en [ X|"N(Uy,...,Up)y

Para entender la notacién y definiciones utilizadas en esta seccion es re-
comendable haber leido el inicio de la Seccion 3.3. Ademas, utilizaremos los
resultados de la Seccion 3.2.

Hasta aqui sabemos por el Corolario 3.3.3 que los conjuntos en {Us :
f € F} forman una particién del conjunto [ X]|™ N (Uy,...,U,), en sub-
conjuntos abiertos, ajenos y no vacios de F,(X). Ahora mostraremos que si
los conjuntos Uy, ..., Uy, son arcoconexos, entonces los conjuntos Uy son las
componentes de [ X|™" N (U, ..., Up ).
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Pensando en dos elementos A y B en Uy lo que buscamos es definir una
trayectoria que nos lleve de A en B moviéndonos solamente por conjuntos
en Uy, lo que equivaldrd a movernos continuamente de A a B sin variar la
cantidad de elementos que intersecan a cada conjunto Uj.

Lema 3.4.1. Sean X un espacio de Hausdorff, m,n € Z* con m < n,
Ui, ...,Up, subconjuntos arco conezos, ajenos dos a dos y no vacios en X y
f € F)'. Entonces el conjunto Uy es conexo por trayectorias.

Demostracién. Sean B,C € Uy. Para cada j € {1,...,m}, sabemos por defi-
nicién que |[BNU;| = f(j) = |CNU;|. Aplicando lo mostrado en el Lema 3.2.5
podemos encontrar un arbol A; dentro de U; que cumpla que los elementos
en (BNU;)U(CNU;) esténen A; y E(A;) C(BNU;)U(CNU;).

Aplicando el Corolario 3.2.7 a dicho arbol y dichos puntos podemos en-
contrar una funcién G, : [0,1] — [4,]9) continua que cumpla:

1. G;(0)=BnU;
Definamos 7" : [0, 1] — Uy como:

T(t) = 0 G, (t)vt € [0, 1]

J=1

Primero mostremos que Vt € [0, 1], T(¢t) € Us. Sea t € [0, 1], por defini-
cién T'(t) = Uj~, G;(t), asi bastard mostrar que si k € {1,...,m}, entonces
(U2, Gj(t)) NUg| = f(k). Por construccién, al ser los conjuntos Uy, ..., Uy,
ajenos dos a dos (UjL, G;(t)) N Uy = Gi(t) y ast |Gk(t)| = f(k).

Por el resultado del Lema 3.1.2 al ser cada una de las funciones G; con-
tinuas tenemos que 7' es una funcién continua también.

Evaluando tenemos que 7'(0) = /L, G;(0) = UL, BNU; = BN
(Uj~, U;j) = B esto tiltimo pues B C |Ji“, U; ya que B € Us. De forma
analoga 7'(1) = UL, G;(1) =UjL, CnU; =Cn (UL, Uy) = C.

Concluimos que la funcién 7" es una trayectoria de B a C' en el conjunto
Uy. Habiendo elegido arbitrariamente a B y C' hemos mostrado que Uy es de
hecho conexo por trayectorias. O
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Finalmente el siguiente lema se enuncia con la idea de poder caracterizar
las componentes conexas de [ X]"™ N (Uy, ..., Up)n.

Lema 3.4.2. Sea X un continuo localmente conexo, m,n € Z+* conm < n y
Uy, ..., U,, subconjuntos abiertos no vacios, conexos y ajenos dos a dos en X.
Entonces las componentes conexas de [ X]|™ N (Uy, ..., Un)n son los conjuntos
Uy donde € F".

Demostracion. Veamos que VC C [ X]™" N (Uy, ..., Uy), conexo If € FI* tal
que C' C Uy.

Sea C C [X]" N {(Uy,...,Upy), conexo y supongamos que Af € F™ tal
que C' C Uy. Por el Lema 3.3.2 J;czm Uy = [ X]" N (U, ..., Un), podemos
encontrar h,g € F," con h # g tales que CNUy, # 0y CNU, # ). Definimos
el conjunto £ = e zm ) Ur-

Afirmamos que U}, y £ son una separacion en el conjunto C.

Por el Lema 3.3.2 U, y L son conjuntos abiertos y ajenos. Tenemos tam-
bién que Uy U L = Uscrm Uy = [X]" N (U, ..., Un)n asi que C C U, UL
y como C'NU, # () tenemos que C'N L # . Por lo que Uy, y £ son una
separacién de C.

Hasta aqui hemos visto que cualquier subconjunto conexo de [X]" N
(Ui, ..., Un)n se queda contenido en Uy para algin f € F*.

Para cada j € {1,...,n} al ser X un continuo localmente conexo y U; un
abierto conexo en X, por el Lema 2.0.6 tenemos que U; es arco conexo. Por
el Lema 3.4.1, Vf € F", Uy es conexo por trayectorias.

Podemos concluir que los conjuntos Uy con f € F)* son las componentes
conexas de [ X]|" N (Uy, ..., Up)n. O

Corolario 3.4.3. Sean X un continuo localmente conexo, n € N y U un
subconjunto abierto conexo no vacio de X. Entonces | X|™"N(U),, es conezo.

Demostracion. Por el Lema 3.4.2 tenemos que las componentes de [ X]|™ N
(U),, son los conjuntos {U; : f € Fr}, por el segundo inciso del Lema 3.3.3
sabemos que en este caso solamente existe una componente por lo que [ X]"N
(U),, resulta conexo. O



Capitulo 4

Grado de homogeneidad en m
variedades

El objetivo de este capitulo es encontrar el grado de homogeneidad del
producto simétrico F,(X) cuando X es una m variedad compacta, conexa
y sin frontera. Primero daremos una definiciéon de variedad y enunciaremos
algunas propiedades que se cumplen en general, después trabajaremos cuatro
secciones: la primera nos da lemas generales sobre homogeneidad en varie-
dades y sus productos simétricos, la segunda corresponde al caso m > 2y
n > 3, la tercera corresponde al caso m =1y n > 4, la cuarta al caso m > 3
yn = 2y en la quinta seccion se hace una sintesis de los resultados obtenidos.

Se utilizaran todos los resultados del capitulo 3 durante las pruebas de
este capitulo.

Una variedad topoldgica es un espacio que localmente se comporta similar
al espacio R™ para algin m € N fijo.

Definiremos wvariedad sin frontera y variedad con frontera por separado.
Primero necesitamos definir el espacio R = {(z1,...,z,,) € R™ : 21 > 0}
con la topologia de subconjunto de R™ (Ver Figura 4.3). Este espacio nos
esta permitiendo tener un ‘borde’ en una de las dimensiones.

Definicién 4.0.1 (m variedad sin frontera). Un espacio topoldgico M es una
m variedad sin frontera si:

1. Es Hausdorff y sequndo numerable.

41
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2. Para todo p € M existen U una vecindad abierta de p en M, V un
abierto en R™ y h : U — V un homeomorfismo entre los abiertos. Es
decir que todos sus puntos tienen una vecindad abierta homeomorfa a
un subconjunto abierto de R™.

Ejemplos de una m variedad sin frontera son el intervalo abierto (0, 1),
R™, S, S? (Figura 4.1) y la superficie del toro.

Figura 4.1: S? C R3 (Superficie de la esfera) es variedad sin frontera

Definicién 4.0.2 (m variedad con frontera). Un espacio topoldgico M es
una m variedad con frontera si:

1. Es Hausdorff y sequndo numerable.

2. Para todo p € M existen U una vecindad abierta de p en M, V un
abierto en R y h : U — V' un homeomorfismo entre los abiertos.
Adicionalmente existe un punto p € M tal que el homeomorfismo h :
U — V cumple que h(p) = (0,z2, ..., Tpm).

Ejemplos de una m variedad con frontera son las m celdas (Figura 4.2),
el intervalo [0, 1] y el mismo espacio R (Figura 4.3).

Las variedades compactas y conexas son continuos por lo que a menos que
se indique lo contrario al decir variedad nos estaremos refiriendo justamente
a una variedad compacta y conexa con o sin frontera.
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Figura 4.2: La 3 celda es variedad con frontera

Figura 4.3: Rt es variedad con frontera

Definicién 4.0.3 (Punto regular y punto frontera). Sea M una variedad con
o sin frontera, un punto p € M es reqular si existe U una vecindad abierta
de p en M y existe V un abierto en R™ tales que U y V' son homeomorfos,
es decir si p tiene una vecindad homeomorfa al espacio R™. Un punto p € M
es llamado punto frontera si no es reqular.

El siguiente lema nos serd ttil para encontrar vecindades adecuadas a lo
largo de nuestras pruebas:
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Lema 4.0.4. Sea X una m variedad (con o sin frontera), entonces el con-
gunto {Int(M) : M es una m celda} es una base del espacio y cada uno de
sus elementos es conezo.

Demostracion. Sea X una m variedad y = {Int(M) : M es una m celda}.
Para mostrar que  es una base tomemos z € X y W un abierto con z € W.

Si X es una m variedad sin frontera tenemos que existen U abierto con
x € U, V abierto en R™ y h : U — V homeomorfismo tal que h(z) =
{1, ...,z }. Notemos que W N U es un abierto con x € (W NU) C U asi
que h[W N U] es un abierto de R™ con h(z) € h[W NU]J; sea § > 0 tal que
" [z — 6,2, + 0] Ch[WNU] y definamos M = h™ 117, [z; — §,x; + ] ],
tenemos que Int(M) C M C W. Como h(z) € I (z; — 0, x; + ) y este es
el interior de II/”,[x; — 6, x; + 6] tenemos que x € Int(M).

Al poder encontrar para cada x € X y W abierto una m celda M tal que
x € mt(M) C M C W hemos mostrado que /3 es una base de X.

También veamos que al ser h homeomorfismo podemos mandar continua-
mente el conjunto II",(x; — §,z; + J) en Int(M) por lo que en particular
Int(M) es conexo.

Si X es una m variedad con frontera y x es un punto regular, entonces
podemos hacer exactamente lo mismo que en el parrafo anterior, en caso de
que z sea un punto frontera podemos hacer un procedimiento similar.

Existen U abierto con x € U, V abierto en R y h : U — V' un homeo-
morfismo tal que h(x) = {0, xq,...,2,,}. Notemos que W N U es un abier-
tocon x € (WNU) C U asi que h[W N U] es un abierto de R} con
h(z) € h|[WNU];sea d > 0 tal que [0, 6] x 1" ,[x; — 0, 2; + ] C h[WNU]
y definamos M = h~'[[0,8] x I, [x; — 0, z; + d]], tenemos que Int(M) C
M C W. Como h(z) € [0,6) x I, (x; — §,xz; + &) y este es el interior de
[0,6] x II7%5[2; — 6, 2; + 0] en R tenemos que x € Int(M).

Con esto hemos mostrado que en este caso § también es una base de X.

Finalmente veamos que como h es homeomorfismo podemos mandar con-
tinuamente el conjunto [0,0) x I, (z; — 6, 2; + §) en Int(M) por lo que
también Int(M) es conexo. O
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4.1. Primeros resultados sobre orbitas

Un resultado conocido respecto la homogeneidad de las variedades sin
frontera es el siguiente, el cual no se probard en este trabajo pues por si
mismo un resultado fuerte.

Lema 4.1.1. Sea X una variedad sin frontera k € N. Entonces para cada
A,B € [ X]* existe h € H(X) tal que h|A] = B.

Con esto estamos ya en posibilidad de decir algo sobre el grado de homo-
geneidad del producto simétrico de una m variedad sin frontera.

Lema 4.1.2. Sea X una variedad sin frontera y conexa. Entonces tenemos
que el numero de drbitas de F,,(X) es a lo mds n, es decir, hd(F,(X)) < n.

Demostracion. Veamos que si k < ny A € [X]*, entonces la érbita de A
contiene a [ X|*. Si B € [ X]*, entonces por el Lema 4.1.1 podemos encontrar
h € H(X) tal que h[ A] = B; consideremos la funcién inducida H : F,(X) —
F,,(X) definida como H(C) = h[C]. Por el lemma 2.0.19 tenemos que H es
un homeomorfismo del espacio F,,(X) en él mismo y H(A) = B. Podemos

concluir que B estd en la orbita de A. Al ser valido esto para cada elemento
en [ X]* tenemos [ X]* C orb(A).

Por el Lema 2.0.12 sabemos que F,(X) = [X]' U ... U[X]" donde los
conjuntos [ X, ..., [ X]™ son ajenos dos a dos; por lo anterior existe a lo mds
una 6rbita distinta por cada conjunto [ X]* asi que pueden haber a lo mds n
érbitas distintas y por tanto hd(F,(X)) < n. O

Los siguientes resultados nos ayudaran a encontrar la cota inferior que
nos falta para el nimero de dérbitas en F,(X).

Definicién 4.1.3. Sea X wuna m variedad con o sin frontera y F,(X) su
n-ésimo producto. Definimos:

D,(X)={Ae F,(X):
A tiene una vecindad en F,(X) que es una nm celda}
En(X)={Ae F,(X)\ D,(X):
A tiene una base local B tal que VU € B, U N D,(X) es conexo}
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D, (X) y &.,(X) al estar definidos en términos topoldgicos permanecen
invariantes bajo homeomorfismos de F,(X). A continuacién mostraremos
que si X es una m variedad con o sin frontera, entonces cualquier conjunto
de exactamente n elementos tiene una vecindad en F,(X) que es una nm
celda, es decir siempre ocurre [ X|™ C D, (X); es importante notar que esta
afirmacion se demuestra sin restriccién en m o en n.

Lema 4.1.4. Sea X una m wvariedad con o sin frontera y n,m € N con
m,n > 1. Entonces [ X]" C D,(X).

Demostracion. Sea A = {z1,...,x,} € [ X]", para mostrar que pertenece al
conjunto D,,(X) construiremos una vecindad de A en F,(X) y mostraremos
que es homeomorfa a una nm celda.

Como X es una m variedad por el Lema 4.0.4 para cada i € {1,...,n}
podemos tomar M; C X una vecindad de z; que sea una m celda. Por ser
X métrico podemos pedir que los conjuntos My, ..., M,, sean ajenos dos a
dos. El conjunto (Mj, ..., M,,),, es una vecindad de A pues por construccion,
Vi e {1,...,n}, M; es una vecindad de x;.

Por el Lema 3.1.4 el conjunto (Mj, ..., M), es homeomorfo a II? | M;; a
su vez, el espacio producto I} ; M; es homeomorfo a una nm celda por el
Lema 2.0.3. Esto nos muestra que (M, ..., M), es homeomorfa a una nm
celda y por definiciéon A € D, (X), asi [ X]|™ C D, (X). O

Ahora veremos que si tenemos una m variedad que cumple [ X]" =
D, (X), entonces vamos a poder demostrar que &,(X) = Fi(X) con lo que
estarfamos logrando que F;(X) sea un conjunto invariante bajo homeomor-
fismos.

Lema 4.1.5. Sea X wuna m variedad con o sin frontera tal que [ X]" =
D, (X), n,meN conm >1yn >3, entonces £,(X) = F1(X).

Demostracion. Mostraremos &,(X) = Fi(X) por doble contencién.

D) Si{z} € Fi(X), entonces consideremos el conjunto:

B{x} = {{Int(M)), : M es una m celda y M es una vecindad de x}
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Basta mostrar que B{x} es una base local de {z} en Fi(X) que cumple,
VU e B{x}, UN D,(X) es conexo.

Primero observemos que al ser X una m variedad por el Lema 4.0.4 el
conjunto {Int(M) : M es una m celda y M es una vecindad de z} es una
base local de x en X. Por el Lema 2.0.13 sabemos que B{x} = {{Int(M)) :
M es una m celda y M es una vecindad de =} es una base de {z} en F,(X).

Tomemos M una vecindad de x que sea una m celda. Probemos ahora
que (Int(M)), N D, (X) es conexo.

Por hipétesis D, (X) = [ X]™ asi que (Int(M)), N D, (X) = (Int(M)), N
[X]™. Por el Lema 4.0.4 sabemos que Int(M) es conexo, asi que por el
Corolario 3.4.3 podemos concluir que (Int(M)), N[X]|™ es conexo también.

De lo anterior tenemos que {x} € &,(X) por lo que podemos afirmar que
Fi(X) C &(X).

C) Por definicién tenemos que &,(X) C F,,(X) bastara que probemos que
En(X)N(FL(X)\F1(X)) = 0. Supongamos que A € E,(X)N(F,(X)\ F1 (X)),
por definicién de &,(X) sabemos A ¢ D,,(X) y como por hipétesis D, (X) =
[ X]"™ tenemos que A ¢ [ X]". Entonces A = {ay,...,a,} con 1 <r < n.

Sean Uq, ..., U, abiertos ajenos dos a dos y no vacios tales que, Vi €
{1,...,7}, a; € U;, tenemos que A € (Ui, ...,U,),; si § es una base local en A,
entonces existe un elemento U € 5 con A € U C (Uy, ..., U,),, por el inciso
b) del Lema 3.3.4 sabemos que U N[ X]™ es disconexo. Como D,,(X) = [ X]"
tenemos que U N D,,(X) es disconexo. Hasta aqui tenemos que para cual-
quier base f podemos encontrar un elemento U € [ tal que U N D, (X) es
disconexo, lo cual es una contradiccién al supuesto de que A € &,(X). Por

tal A € Fl(X)

Entonces tenemos que &,(X) C Fi(X) y finalmente podemos concluir
que E,(X) = Fi1(X). O

4.2. Elcasom>2yn>3

El objetivo de esta seccién es demostrar que los n-productos simétricos
de las m variedades sin frontera tienen grado de homogeneidad n cuando
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m>2yn>3.

Por el Lema 4.1.2 sabemos que los n-productos simétricos de las m varie-
dades sin frontera tienen grado de homogeneidad menor o igual que n, por
lo que bastara mostrar la otra desigualdad.

La estrategia es garantizar que si X es una m variedad sin frontera y
h € H(F,(X)), entonces dado un k € {1, ...,n} el conjunto [ X]* permanece
invariante bajo el homeomorfismo h.

Utilizaremos los siguientes resultados en nuestras pruebas:

Lema 4.2.1. Todo subespacio de un espacio de dimension menor o igual que
n tiene dimension menor o igual que n [12, Teorema III.1, pag. 26].

Lema 4.2.2. [0,1]™ no puede ser desconectado por un subconjunto de di-
mension menor o igual a n — 2 [12, Corolario 2 del Teorema IV 4, pdyg.

48].

Por el Lema 4.1.4 sabemos que [ X]"™ C D, (X), ahora nos gustaria mos-
trar que también ocurre D, (X) C [ X]".

Lema 4.2.3. Sean X una m variedad con o sin frontera, n,m € N conm > 2
yn > 3. Entonces D,,(X) C [ X]".

Demostracion. Sea A = {ay,...,a,} € Dp(X). Supongamos r < n — 1, a
partir de esta suposicién llegaremos a una contradiccion.

Sea. M una vecindad de A en F,(X) que sea una nm celda; podemos
encontrar m celdas ajenas My, ..., M,_1 y M/ tales que, Vi € {1,...,r — 1},
M; sea vecindad de a;, M/ sea vecindad de a, y (My,..., M,_1, M), C M,
vamos ahora a tomar elementos distintos a, 1, ..., a,—1 € M\ {a,} y también
tomemos m celdas ajenas M,,..., M,y C M/ tales que, Vi € {r,...n —
1}, M; sea vecindad de a;. Si consideramos A" = {ay,...,a,_1}, entonces
(M, ..., M, 1), es una vecindad de A’ pues, Vi € {1,...,n—1}, M; es vecindad
de a; y por construccién (M, ..., M, 1), € M donde M, ..., M, 1 son m
celdas ajenas dos a dos.

Al ser M una nm celda en torno a A’ podemos encontrar otra nm celda
R que cumpla A’ € intp,(x)(R) € R C (Int(M), ..., Int(My—1))n.
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Pensemos en el conjunto S = RN (My,..., M,_1),—1, notando que el
segundo conjunto intersecado se encuentra en F,,_;(X).

Veamos que S tiene una dimensién menor o igual a nm — 2.

Sabemos por el Lema 3.1.4 que (M, ..., M;,_1),—1 es homeomorfo a H?:_f M;
que es una (n — 1)m celda, asi que aplicando el Lema 4.2.1 tenemos que
(My,...; My_1)p—1 N R tiene dimensién menor o igual a (n — 1)m, pues es
subespacio de una (n — 1)m celda; como por hipétesis m > 2 tenemos que
(n — 1)m < nm — 2. En conclusién tenemos que el conjunto S tiene una
dimensién menor o igual a nm — 2.

Veamos ahora que R\ S es un conjunto disconexo.

Notemos que R\S = R\ (RN{(My, ... My,_1)n_1) = (RON(My, .., My, 1))\
(RO {(My,.... My, _1)pn—1) = RN [ X]|™ pues R C (M, ..., M,_1),, por construc-
cién. Tenemos que A’ € intp,(x)(R) C R C (Int(My), ..., Int(M,_1)), asi que
por el Lema 3.3.4 RN [X]™ es disconexo, por lo que que R\ S es disconexo.

Hasta aqui tenemos que R es un conjunto conexo de dimensién nm por ser
una nm celda, que S es un subconjunto de R con dimensién a lo mas nm — 2
y que R\ S resulta disconexo; estos hechos nos llevan a la contradicciéon pues
el Lema 4.2.2 nos dice que una k celda no puede ser desconectada por un
subconjunto que sea de dimensién menor o igual a k — 2.

La contradiccién viene de suponer que A € D,,(X) y A tiene menos de n
elementos por lo que D, (X) C [ X]|™. O

Notemos que en el Lema 4.2.3 utiliza fuertemente que m > 2 y n > 3; el
hecho de que m > 2 se utilizé para garantizar (n — 1)m < nm — 2 con lo que
obtenemos que S tiene una dimensién menor o igual a nm — 2 y la suposicion
de n > 3 se usa para mostrar que R \ S es disconexo; estos dos hechos son
necesarios para llegar a nuestra contradiccion.

Lema 4.2.4. Sean X una m variedad con o sin frontera y n,m € N con
m > 2 yn > 3. Tenemos que [ X|™ = D,(X).

Demostracion. Por el Lema 4.1.4 tenemos que [ X]™ C D,,(X) y por el Lema
4.2.3 D,(X) C[X]|™ asi que [X]" = D,(X). O

Habiendo mostrado el lema anterior, podemos aplicar el Lema 4.1.5 y



50 CAPITULO 4. GRADO DE HOMOGENEIDAD EN M VARIEDADES

concluir que Fi(X) es invariante bajo homeomorfismos; més atin podemos
concluir el siguiente resultado.

Lema 4.2.5. Sean X una m variedad con o sin frontera, n,m € N con
m>2,n>3yheH(F,(X)), entonces para cualquier k con 1 < k <n
tenemos que h[[ X]k] = [ X]*.

Demostracion. Sea X una m variedad con o sin frontera, m > 2, n > 3
y h € H(F,(X)). Primero haremos con un argumento inductivo para los
conjuntos [ X|", [X]|™, ..., [ X]? de la siguiente manera:

Por el Lema 4.2.4 tenemos que [ X|" = D, (X), por estar definido D,,(X)
en funcién de propiedades topoldgicas sabemos que dicho conjunto es in-
variante bajo homeomorfismos por lo cual h[D,(X)] = D,(X), es decir
R[[X]"] = [X]™ Més atn, veamos también que h[F, 1(X)] = F,_1(X),
sabemos por el Lema 2.0.12 que F,(X) = [X]' U .. U[X]" donde los
uniendos son ajenos dos a dos, usando que h[[X]"] = [X]™ podemos afir-
mar A[[X]'U..U[X]"] = [X]'U...U[X]"! o dicho de otra manera
hl F,_1(X)] = F,-1(X) como buscdbamos.

Por lo anterior tenemos que la restriccion de h en F,,_1(X) es un ho-
meomorfismo y podemos repetir el argumento en el conjunto [ X]"" !, asf
obtenemos sucesivamente

hIIXT"] = [X]" y hlFa(X)] = Fo-
A[X]"] =[X]"0 y h[F (X)) = F,-

[\ —
—
~—  —

h[[XT]7] = [X]? y W EX)] = B(X).

el ultimo paso que podemos hacer asi es en F3(X) pues necesitamos que
k > 3 para aplicar el Lema 4.2.4.

Por otro lado, el Lema 4.1.5 nos dice que &,(X) = Fi(X) y al ser &,(X)
también un conjunto definido en término de propiedades topolégicas tenemos
que h[&,(X)] = &,(X) por lo cual h| F1(X)] = F1(X) odicho de otra manera
h[[X]'] =[X]*. Haciendo uso de todo lo anterior y el Lema 2.0.12 también
obtenemos que h[[ X]?] = h[ F5(X) \ Fi(X)] = Fy(X) \ Fi(X) =[X]2

En resumen tenemos que para cualquier k con 1 < k < n, h[[X]*] =
[ X]* como buscébamos probar. O
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Finalmente podemos concluir cudl es el nimero de érbitas en el caso en
quem >2yn>3.

Teorema 4.2.6. Sean X una m variedad sin frontera y n,m € N con m > 2
yn >3, entonces hd(F,(X)) = n. Ademds, dichas orbitas son los conjuntos
[X]* con 1 <k <n.

Demostracion. Por el Lema 4.2.5 si h € H(F,(X)), entonces h[[X]*] =
[X]* para 1 < k < n, esto nos dice que en F,(X) existen al menos n
distintas 6rbitas a saber una por cada uno de los conjuntos [ X]*.

Por otro lado del Lema 4.1.2 tenemos que hd(F,(X)) < n por lo que
podemos concluir hd(F, (X)) = n.

Como h[[X]*] = [X]* para 1 < k < n, dichos conjuntos deben de ser
exactamente las n drbitas en el espacio F,(X). O

4.3. Dos resultados previos

En esta seccion mostramos dos resultados que se utilizaran en las pruebas
de la seccion inmediata siguiente.

La Definicion 2.0.4 nos dice que es una n-sombrilla. A continuacién vere-
mos que una n-sombrilla no puede encajarse en el espacio R", este resultado
depende del teorema de invarianza de dominio que enunciamos a continua-
cion:

Teorema 4.3.1 (De invarianza de dominio). Sea A CR" y h un homeomor-
fismo de A en h|A] C R™. Siz € Int(A), entonces h(x) € Int(h[A]) [12,
Teorema VI 9, pdg. 96].

Lema 4.3.2. Sea X una n-sombrilla, entonces X no puede encajarse en R™.

Demostracion. Vamos a considerar dos casos:

n = 1). Buscamos ver que una l-sombrilla no se puede encajar en R.
Observemos que por definiciéon una 1-sombrilla es un triodo simple.

Procederemos por contradiccién. Supongamos que T es un triodo simple
con vértice py f: T — R es un encaje.
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La imagen f[7] es un subcontinuo no degenerado de R y asf un intervalo.
Sin pérdida de generalidad podemos suponer f[T] = [0, 1]. Sabemos que
T\ {p} tiene exactamente 3 componentes por lo que f[T] \ {f(p)} también
tiene 3 componentes; sin embargo esto es imposible pues si al intervalo le
sustraemos un solo punto, entonces podemos desconectarlo en a lo mas dos
componentes.

Obtenemos de dicha contradiccion que si n = 1, entonces una n-sombrilla
no puede encajarse en R.

n > 2). Consideremos o = {(0,...,0,¢) : 0 < ¢t < 1} C R N =
[—1,1]™ x {0} € R**! y llamemos 0 = (0, ..., 0,0) € R™*! que es justamente
la interseccion de N con «. Sea Y = N U« y supongamos que f : Y — R”
es un encaje, a partir de esto llegaremos a una contradiccion.

Sea U = (—1,1)" x {0} C N, sabemos que este conjunto es homeomorfo
a B=(—=1,1)" C R"” bajo la funcién g : B — U dada por g((z1,...,2,)) =
(1, ...,Tn,0), y que B es abierto en R™. Como f[U] C R"™ tenemos que
fog:B — fl[U] es un homeomorfismo entre By f[U].

Por el Teorema de invarianza de dominio 4.3.1 tenemos que como el punto

(0,...,0) € Int(B), entonces f o g((0,...,0)) = f(0) € Int(f[U]).

Tenemos que f(0) € Int(f[U]) C Int(f[Y]) por lo que podemos tomar
e > 0 tal que B.(f(0)) € f[Y]. Observemos que B.(f(0)) es homeomorfo
al espacio R™ asi que por el Lema 4.2.2 tenemos que B.(f(0)) \ {f(0)} es
conexo.

Observemos que Y\ {0} es disconexo, por lo que f[Y] \ {f(0)} es disco-
nexo.

Veamos que f[Y] es disconexo, lo que nos llevara a una contradiccién.

Tomemos dos conjuntos K, H que separan a f[Y] \ {f(0)}, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que B.(f(0)) \ {f(0)} € K pues es un
conjunto conexo. Definamos K’ = KU{f(0)} y H' = H\{f(0)}. Probaremos
que K', H' son una separacién de f[Y]. Por la definicién es claro que f[Y] C
K’ U H' asi que nos basta ver que dichos conjuntos son separados.

Primero observemos que como H' = H\ {f(0)} y B-(f(0))\ {f(0)} C K,

entonces H'NB.(f(0)) = {); por lo que f(0) € H'. De donde podemos concluir
que K'NH = (KU{f(O)})NH =KnH ={.
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_ Veamos también que K’ N H' = K U {fO}NnH = (KU{f(OHNH =
KN H' = (. Con esto podemos concluir que K’, H son una separacién de
fIY] y por lo tanto f[Y] es disconexo

Como f[Y] es una n-sombrilla Y lo anterior es una contradiccion.

La contradiccién vino de suponer que existia un encaje por lo que pode-

mos afirmar que si n > 2, entonces una n-sombrilla no puede encajarse en
R™. O]

A continuacién escribiremos un lema que nos asegura la existencia de un
homeomorfismo entre el espacio [0,1]? y el producto simétrico de un arco
en las condiciones que necesitamos. Dicho resultado se utilizara en el Lema
4.4.3.

Lema 4.3.3. Sea I un intervalo cerrado y p € Int(l), entonces existe f :
[0,1]2 — Fy(I) homeomorfismo tal que f[[0,1] x {0}] = Fi(I) y f((3,0)) =
{p}.

Demostracion. Sea I un intervalo cerrado y p un punto en su interior. Pode-
mos considerar h : [0,1] — I un homeomorfismo que cumpla h(3) = p.

Usando el Lema 2.0.19 construyamos H : F5([0,1]) — Fy(I) definido
H(A) = h[A] el cual es un homeomorfismo.

Consideremos ahora A = {(a,0) : 0 < a <1, a <b <1} C R? la funcién
F : A — F5([0,1]) definida como f((a,b)) = {a,b} es un homeomorfismo
entre dichos espacios [6, 8. Teorema 6, pag. 880].

A continuacién escribiremos un homeomorfismo que manda [0,1]? en la
region triangular A de forma que el punto (3,0) se evalta en el punto (1, 1.

22
Sea g :[0,1]% — A definida como (Ver Figura 4.4):

(x,z+y) si 0<
Yy

glz,y) = ¢ (B ) s
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A
|
|

(0,1) (1,1)
1

Figura 4.4: Tlustraciéon de g

Observemos que cada parte de esta funcion es una transformacién lineal
seguida de una traslacién por lo que en particular resulta continua, las in-
tersecciones de las regiones donde se define la funcion son dos lineas rectas
cerradas por lo que por el Lema de pegado 2.0.18 tenemos que la funcién
es continua. Por la misma observacién cada parte definida de la funcion es
biyectiva y como las regiones se mapean a regiones triangulares ajenas salvo
su borde la funcién completa es biyectiva.

Finalmente por el Lema 2.0.17 por ser g una funcién continua y biyectiva
entre continuos ¢ es un homeomorfismo.

Con las funciones que tenemos estamos en posicion de definir la funcion
que estamos buscando, definamos f : [0,1]2 — Fy(I) como f = HoFog, la
cual es un homeomorfismo pues cada una de las funciones que compusimos
es un homeomorfismo.

Sea (t,0) € [0,1] x {0}, si t < i, entonces g((¢,0)) = (t,t+0) ysit> 1,
entonces ¢((t,0)) = (t —0,t); por 10 anterior si (¢,0) € [0,1] x {0}, entonces

f((t,0)) = H(F(9((t,0)))) = H(F((t, ))) H({t}) = h{1)] = {r} donde

r € I por lo que justamente f((¢,0)) € F1(I).

En particular f((3,0)) = H(F(g((5,0)))) = H(F((3,3)) = H{3})
h[{5}] = {p} como buscdbamos.

LIl
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4.4. Elcasom=1yn >4

De forma similar a lo realizado en la seccion anterior buscamos concluir
que en el caso de las variedades de dimensién 1 el producto simétrico F,(X)
tiene exactamente n orbitas cuando n > 4. El camino que seguiremos sera
similar pues vamos a probar que un homeomorfismo en F,,(X) actia siempre
de forma que los conjuntos [ X]* son invariantes.

Las 1 variedades estan bien categorizadas:

Lema 4.4.1. Cualquier 1 variedad compacta y conexa es un arco o una curva
cerrada simple [4, 17, pdg. 140].

Dado que por definiciéon un arco es una variedad con frontera, podemos
concluir el siguiente resultado:

Lema 4.4.2. Cualquier 1 variedad sin frontera compacta y conexa es una
curva cerrada simple.

Del Lema 4.1.4 tenemos que si X es una 1 variedad y n € N, entonces se
cumple que [ X]™ C D, (X). Para concluir la igualdad probaremos el Lema
4.4.3 de esta seccién utilizando el mismo mecanismo que se empled en |2,
Secciones 3, 4 y 5, pags. 1578-1582] para mostrar un resultado similar para
las graficas finitas.

Lema 4.4.3. Sean X una 1 variedad con o sin frontera, n € N con n > 4
y A€ F,_1(X), entonces ninguna vecindad de A en F,(X) puede encajarse
en R™. En particular F,_1(X) N D,(X) = 0.

Demostracion. Sea U una vecindad de A en F,(X), vamos a mostrar que
dentro de U siempre podemos encontrar una n-sombrilla y asi por el Lema
4.3.2 podemos concluir que & no se puede encajar en R”

Escribamos A = {ay,...,a,} donde r < n — 1; podemos encontrar con-
juntos abiertos, ajenos dos a dos y conexos Uy, ...,U, que cumplan que,
Vie{l,..,r},a; € Uy (Uy,...,U.),, CU. Por ser X una I variedad compac-
ta y conexa sabemos por el Lema 4.4.1 que es un arco o una curva cerrada
simple asi que en cualquiera de los casos tenemos que cada U; es homeomorfo
a (0,1)o0af0,1).
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Para cada i € {1,...,r} elijamos un intervalo cerrado .J; contenido en U,
para cada ¢ € {1,...,r — 1} elijamos un punto p; € int(J;) y en el intervalo
J, elijamos primero intervalos cerrados ajenos dos a dos I, ..., I,,_1 y luego
puntos p; € int(I;). Vamos a renombrar los intervalos J; como I; cuando
ie{l,...,r—1}

Entonces tenemos intervalos Iy, ..., I;,_1 todos homeomorfos a [0, 1], aje-
nos dos a dos, tales que Vi € {1,....r =1}, I; C U; y Vi € {r,....n — 1},
I; CU, y que cumplen Vi € {1,....,n — 1}, p; € Int(l;).

De la construccién podemos concluir que {p1,...,pn_1} € (I1, ..., In_1)n C

Uu.

Por el resultado de 4.3.3 para cada i € {1,...n — 1} sea f; : [0,1]? —
F5(I;) homeomorfismo tal que f;[[0,1] x {0}] = Fi(L;) v fi((5,0)) = {p:}.
Definamos también para cadai € {1,...,n—1}, o; : [0,1] — Fi(/;) de forma
que «;(t) = f;(t,0) y observemos que cada «; es un homeomorfismo entre el
espacio [0,1] v Fi(X;) v que ai(3) = {pi}.

Vamos a definir ahora una funciéon que nos permitira encontrar una n
celda dentro de U. Sea o : [0,1]""! x [—1,1] — U definida como:

fl(tlytn) U 062(252) u..u Oénfl(tnfl) si 0 S tn S 1,
(,O(th...,tn) =
Oél(tl) U fg(tg, —tn) U..uJ an—l(tn—l) si —1 S tn S 0.

Primero notemos que para 0 < ¢, < 1 nuestra funcién manda el elemento
(t1,...,t,) en un conjunto con uno o dos elementos en /; y exactamente un ele-
mento en I, I3, ..., I, 1 y en caso de que —1 < ¢, < 0 lo manda a un conjunto
con uno o dos elementos en I, y exactamente un elemento en Iy, I3, ..., [,, 1.
Por ser los conjuntos Iy, ..., [,,_1 ajenos dos a dos la valuacion de cualquier
elemento de nuestro dominio es un conjunto con n — 1 o n elementos y de
hecho p((t1,....tn)) € (I1,..c; In_1)n CU.

En el caso de que t,, = 0 la funcién toma como valor fi(t1,0) U as(tz) U
.U Oén_l(tn_l) = Oél(t1> U Oég(tg) U..uU an—l(tn—l) Por un lado y Oél(tl) U
fg(tQ, O) U...u an—l(tn—l) = 041(t1> U Oég(tg) U...u Oén_1<tn_1) por el O)CI”O7 por
lo que la funcién esta bien definida.

Por el Teorema 3.1.1 inciso a) tenemos que cada una de las partes de
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nuestra funcién es continua, como dichas partes coinciden en el conjunto
cerrado [0,1] "1 x {0} por el Lema de pegado 2.0.18 la funcién ¢ es continua.

Observemos quesii € {1,...,n—1}, entonces | J F5(I;) = U([ ;] 'U[ L] ?) =
I;.
Como cada funcién f; es un homeomorfismo en particular todas son fun-

ciones inyectivas; ademas, los conjuntos I, ..., I,_1 son ajenos dos a dos asi
que por el Teorema 3.1.1 inciso b) tenemos que ¢ es una funcién inyectiva.

Podemos afirmar que ¢ es una funcién continua y biyectiva en su imagen
por lo que por el Lema 2.0.17 ¢ es un encaje; su imagen es una n celda en
U C F,(X), lamemos C = Img(p) a esta n celda.

Podemos pensar en la funcién « : [0,1] — F,(X) definida como:

O[(t) - f3(%7t) U {plap2ap47 "'7pn—1}

Dicha funcién define un arco en el espacio F,(X).

Si consideramos o : {1} x [0,1] — F,(X) definida como o/(3,t) =
fg(%, t)U{p1, P2, P4, -, Pn_1}, entonces por el Lema 3.1.3 aplicado a f3 r{l}x[o,l]
y el conjunto {p1,ps2, P4, ..., Pn_1} sabemos que o’ es una funcién contiQnua e
inyectiva. Para ajustar el dominio al conjunto [0, 1] podemos componer con
el homeomorfismo g : [0,1] — {3} x [0,1] definido como g(t) = (3, ¢). Tene-
mos que a = o’ o gy por lo tanto « es una funcién continua e inyectiva desde
el continuo [0, 1] al espacio F,,(X) que es Hausdorff; por el Lema 2.0.17 « es
un homeomorfismo en su imagen.

En conclusién podemos afirmar que a define un arco en el espacio F,(X)
y més aun que si A = Img(«), entonces A C U.

Veamos que C N A = {{p1,....,Pn_1}}

Tenemos que
OC(O) = f3<%7 0) U {p17p27p47 "'7pn—1} =
{p3} U {p17p27p4a '-'>pnfl} = {pl; '-'7pn71}

ahora bien si ¢t > 0, entonces
Oé@) = f3(%7t) U {p17p27p47 "'7pn71} g [13] 2 U {p1,p2,p47 '-'7pn71}
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pues por construccién f3[[0,1] x {0}] = Fi(I3), es decir «(t) tiene exacta-
mente 2 elementos en I3.

Observando ahora que cualquier elemento en C tiene solo un elemento en
I5 tenemos que CNA = {{p1, ..., pn—1}}.

Hasta aqui encontramos dentro de ¢ una n celda C unida a un arco A solo
por uno de sus puntos extremos que en este caso sabemos es {p1,pa, ..., Pn_1}
el cual es un punto interior de la n celda. Por el Lema 4.3.2 éste espacio no

puede encajarse en R™ por lo que el conjunto U no puede ser encajado en
R™.
Recordemos que por la Definicién 4.1.3 si m = 1, entonces:
D,(X)={A€e F,(X):

A tiene una vecindad en F,,(X) que es una n celda}

Observemos que si A € F,_1(X), entonces en particular ninguna vecindad
de A en F,(X) es una n celda, pues si dicha vecindad existiera, entonces

esta misma se podria encajar en el espacio R™. Por la definicién de D,,(X)
tenemos que A & D,,(X), es decir F,,_1(X) N D,(X) = 0. O

Utilizando el lema anterior y el resultado en el Lema 4.1.4 podemos con-
cluir que:

Lema 4.4.4. Sean X una 1 variedad con o sin frontera yn € N conn > 4.
Entonces D, (X) = [ X]|™.

Demostracion. Por el Lema 4.4.3 tenemos que F,,_1(X) N D, (X) = 0; como
F,—1(X) y [X]™ son por definicién conjuntos ajenos tales que F,_1(X) U
[X]" = F.(X)y D,(X) C F,(X) podemos concluir que D,(X) C [ X]".

Por el Lema 4.1.4 tenemos que [X]" C D,(X), por lo que D,(X) =
[ X]™ O

Siguiendo con la linea de nuestra demostracién necesitamos que para cual-
quier homeomorfismo en F,,(X) el subespacio F;(X) permanezca invariante.
Dicho resultado es consecuencia del Lema 4.1.5 y el lema anterior.

Lema 4.4.5. Sean X una 1 variedad con o sin frontera, n € N conn >4 y
h € H(F,.(X)). Entonces h| F1(X)] = F1(X).
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Demostracion. Por el Lema 4.4.4 tenemos que D,,(X) = [ X]™. Por otro lado
por hipotesis X es una 1 variedad y n > 4, del Lema 4.1.5 podemos concluir
que &,(X) = F1(X). Recordamos la Definicién 4.1.3

En(X)={Ae€ F,(X)\ Dy(X) :
A tiene una base local § tal que VU € S U N D,,(X) es conexo}

Como el conjunto &,(X) esta definido en términos de propiedades topoldgi-
cas es invariante bajo homeomorfismos, asi que h[Fi(X)] = h[&.(X)] =
En(X) = F1(X) como buscamos. O

Para terminar necesitaremos un resultado que nos garantice que los ho-
meomorfismos en el espacio Fj,(X) mantienen los espacios [ X]? y [ X]? in-
variantes. El siguiente lema nos da justamente ese resultado:

Lema 4.4.6. Sean X un continuo localmente conexo y h € H(Fy(X)) tal
que h[[ X]*] = [X]*. Entonces h[[X]? N[X]® = 0.

Demostracién. Supongamos que h[[X]%] N [X]? # 0, es decir sea A =
{a1,a5} € [X]? tal que h(A) = {b1,be,b3} € [X]?, a partir de esto lle-
garemos a una contradiccién.

Al ser X localmente conexo podemos encontrar conjuntos Vi, Vo y Vi
abiertos conexos ajenos dos a dos tales que, Vi € {1,2,3}, b; € V;, pensando
en que h(A) € (Vi, Vs, V3), podemos encontrar un abierto U’ en torno a A tal
que hlU'] C (V1, V2, V3)4. Al ser A = {ay, a2} encontremos abiertos conexos
ajenos Uy, Us tales que a1 € Uy, ag € Uy y (U, Us)y CU'.

Definamos de aqui en adelante U = (Uy, Us)4, veamos que las siguientes
relaciones son verdaderas:

WX NU] = [X]*Nh[U] Ch[U] C (Vi,Va, Va)
Por hipétesis h[[ X]1] = [X]* por lo que h[[X]*NU] = h[[X]?] N
h[U] = [ X]*Nh[U] . También por construccion h[U] C h[U'] C (Vi, Vo, V3)4.

Ahora veamos como son las componentes de los conjuntos [ X]|*NU y
[ X]*N h[U] y la relacién que existe entre ellas.

Para ¢ € {1,2,3} definamos los conjuntos:
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U ={C e [X]"N(U,TUs)y: |COT| =1i,|CNUs| =4~}

Por el Lema 3.4.2 sabemos que dichos conjuntos son las componentes de
[ X]4N (U, Up)y = [ X]4NU.

Definamos también para i € {1, 2, 3}:

Vi={Ce[X]"N (W, Vo, Va)s: ANV =2}

Observemos que V; tiene a los conjuntos de 4 elementos que intersecan a
V; en 2 elementos y tiene 1 elemento en cada uno de los otros dos conjuntos
Vi. Por el Lema 3.4.2 sabemos que estas son las componentes de [ X]* N

<‘/17 ‘/27 VE’>>4
Tomemos un conjunto £ = {e1, e, e3} tal que ey, es € Uy y e3 € Us.

Como E € U \ [ X]* tenemos que h(E) € h[U] \ [ X]* C (Vi, Vo, V3)y; al
ser los conjuntos V;, V4 y Vi ajenos dos a dos tenemos que |h(E)| > 3 pero
dado que h(FE) & [ X]* concluimos que |h(E)| = 3.

Dado que h[U] es abierto, h[U] C (Vi, Vs, V3)s y h(E) es un conjunto de 3
elementos en h[U] por el inciso a) del Lema 3.3.4 sabemos que, Vi € {1, 2, 3},
Vi N h[U] # 0.

Entonces Vi N h[U], Vo N A[U] v V5 N h[U] son las componentes de
[ X]*NA[U].

Como el homeomorfismo i cumple h[[ X]*NU| = [ X]*Nh[U] cada una
de las tres componentes de [ X]4 N tiene como imagen alguna de las tres
componentes de [ X]* N A[U].

Pensemos en la componente U, sin pérdida de generalidad podemos su-
poner que h[U;] =V; NhA[U].

Veremos que este hecho nos llevan a una contradiccién puesto que las
componentes tienen propiedades topoldgicas distintas. Probemos las siguien-
tes afirmaciones:

Afl Existe un abierto F en torno a E en Fy(X) tal que F Ny =0
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Af2 Para todo abierto G en torno a h(FE) en Fy(X) se tiene GN(ViNh[U]) #
0

Mostremos primero [Afl].

Sean Wy, Wy, W3 subconjuntos abiertos ajenos dos a dos de forma que,
Vi e {1,2,3}, e, € Wi, Wi, Wy C Uy y W3 C U,, observemos primero que
(W1, Wy, W3), es un abierto en torno a E en Fy(X).

Afirmamos que también (W7, Wo, W3)y NU; = (); recordemos que por
definicién Uy = {C € [X]* N (U, Us)s : |CNU| = 1,|C NUs| = 3}. Sea
C € (Wy, Wy, W3)y, entonces por ser Wi, Wy y W3 ajenos dos a dos tenemos
que existen ¢; € CN W1y o € C N Wy donde ¢; # ¢y asi que por nuestra
construccién c¢q,co € Uy por lo que por definicion C' ¢ U;. Por lo tanto
F = (W1, W,, W3), es un abierto en torno a F en Fy(X) tal que F NU; = 0.

Ahora mostraremos [Af2].

Sea G un abierto en torno a A(E) en Fy(X), como h[U] es abierto tenemos
que G N h[U] es abierto. Tenemos que h(FE) es un conjunto con 3 elementos
en el interior de G N A[U| y GNA[U] C (V1, Va, V3)4 asi que por el inciso a)
del Lema 3.3.4 sabemos que G N h[U| interseca a cualquier componente de
[ X]* N (Vi Va, V3)y, en particular tenemos que (Vy NA[U]) N (G NA[U]) =
gn(ViNhlU]) #0.

Ahora veamos que las afirmaciones [Afl] y [Af2] nos llevan a una contra-
diccion.

Por [Afl] sabemos que existe F un abierto en torno a E en Fy(X) tal que
FNU; =0, aplicando el homemorfismo h tenemos que h[ F] es un abierto en
torno a h(E) en Fy(X) que cumple h[ F NU;| = (), ahora bien sabemos que
h[FNU| = h[F|] Nh[U;] = h[F] N (Vi Nh[U]) por lo que concluimos que
h[ F] es un abierto en torno a h(E) en Fy(X) tal que h[ F] N(ViNh[U]) =0
lo cual es una contradiccién a la afirmacién [Af2].

Dicha contradiccién viene de suponer h[[ X]?] N[ X]? # 0 por lo que esta
afirmacion es falsa, lo que concluye nuestra demostracion. ]

Finalmente con los resultados anteriores podemos concluir:

Lema 4.4.7. Sean X wuna 1 variedad con o sin frontera, n € N con n > 4
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Y n
BX]H = [ X%,

Demostracion. Primero comenzaremos con un argumento inductivo para los
conjuntos [ X]™, [ X]™7, ..., [ X]* de la siguiente manera:

Por el Lema 4.4.4 sabemos que [ X]™ = D,(X), observemos que el con-
junto D, (X) por estar definido en funcién de propiedades topolégicas es
invariante bajo homeomorfismos por lo cual h[D,(X)] = D,(X), es decir
hIIXT"] = [X]™

Veamos también que h[ F,,_1(X)] = F,—1(X), sabemos por el Lema 2.0.12
que F,(X) = [X]'U...U[X]" donde los uniendos son ajenos dos a dos,

usando que A[[X]"] = [X]™ podemos afirmar h[[X]' U .. U[X]"}] =
[X]'U...U[X]™! o dicho de otra manera h[F,_1(X)] = F,_1(X) como
buscabamos.

Por lo anterior tenemos que la restriccién de h en F,_1(X) es un ho-
meomorfismo y podemos repetir el argumento en el conjunto [ X]" !, asf
obtenemos sucesivamente

hIIX]"] = [X]" y hlFa(X)] = Fo-
R[X]"] =[X]"0 y h[F (X)) = F,-

[\ —
—
S~—"

R[[XTY] = [X]* y  WE(X)] = F5(X).

el ultimo paso que podemos hacer asi es en Fy(X) pues necesitamos que
k > 4 para aplicar el Lema 4.4.4 que nos asegura [ X|* = Dy (X).

Como en particular sabemos [ X]™ = D,,(X) por el Lema 4.4.5 aplicado al
homeomorfismo h tenemos que h| F;(X)] = F1(X), que dicho de otra forma
nos garantiza h[[X]|'] = [X]!; dado que h[F3(X)] = F3(X) y F3(X) =
[X]'U[X]?U[X]3, de estos dos hechos concluimos que h[[ X]? U[X]3] =
[X]2U[X]°

También sabemos que h| Fy(X)] = Fy(X) y que h[[X]*] = [X]*. Po-
demos pensar en la restriccion de h en el espacio Fy(X), el cual es un ho-
meomorfismo en dicho espacio; como X es una 1 variedad (Sin frontera,
compacta y conexa) y las variedades son espacios localmente conexos pues
cada punto existe tiene una base de vecindades en la que cada abierto de
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la base es homeomorfo a R™, en particular podemos afirmar que X es un
continuo localmente conexo; aplicando el Lema 4.4.6 podemos concluir que

R[[X]?] N[X]3=0.
Como h[[X]?U[X]?] =[X]?2U[X]? por ser ajenos los conjuntos [ X]?
y [ X]? concluimos que h[[ X]?] =[X]?y h[[X]?] =[X]3.

En resumen hemos mostrado que si 1 < k < n, entonces h[[X]*] =
[ X", O

Con este resultado podemos dar la conclusién de la presente seccion:

Teorema 4.4.8. Sean X una 1 variedad sin frontera (y por lo tanto es una
curva cerrada simple) yn € N conn > 4, entonces hd(F,,(X)) = n. Ademds,
dichas drbitas son los conjuntos [ X]* con 1 < k <mn.

Demostracion. Por el Lema 4.4.2 X es una curva cerrada simple.

Por el Lema 4.4.7 si h € H(F,(X)), entonces h[[X]*] = [X]* para
1 <k < n, porlo que en F,(X) existen al menos n distintas érbitas a saber

una por cada uno de los conjuntos [ X]*.

Por el Lema 4.1.2 tenemos que hd(F,(X)) < n por lo que podemos con-
cluir hd(F, (X)) = n.

Como h[[X]*] = [X]* para 1 < k < n, dichos conjuntos son las n
érbitas en el espacio F,(X). O

4.5. Elcasom >3y n=2

En esta seccién veremos que en el caso de las variedades de dimension
m > 3 el producto simétrico F»(X) tiene exactamente 2 érbitas.

Sabemos del Lema 4.1.2 que hay a lo mas 2 drbitas por lo que solo ne-
cesitamos mostrar que el espacio no es homogéneo; para esto veremos que el
hiperespacio Fj(X) permanece invariante bajo homeomorfismos en F5(X).

A continuacion vamos a enunciar un resultado que es la base de nuestra
prueba.
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Teorema 4.5.1. Sean X una m wvariedad con o sin frontera y m € N con
m > 3, entonces Fy(X) no es homeomorfo a ningiin subconjunto de R*™ [9,
Teorema 3, pag. 169].

Utilizaremos este resultado para mostrar el siguiente lema.

Lema 4.5.2. Sean X una m variedad con o sin frontera, m € N con m > 3
y h € H(Fy(X)). Entonces h[[ X]'] = [X]! y h[[X]?] = [ X]%

Demostracion. Recordemos la Definicién 4.1.3
Dy(X) = {A € F5(X) : A tiene una vecindad en Fy(X)

que es una 2m celda}
Por el Lema 4.1.4 tenemos que [ X]? C Dy(X).

Ahora mostraremos que Dy(X) C [ X] 2. Sabemos por el Lema 2.0.12 que
Fy(X) = [X]?U[X]! donde los dos uniendos son ajenos, bastard demostrar
que Dy(X)N[X]! = 0.

Sea {p} € [X]!y sea M una vecindad de {p} en F»(X), vamos a mostrar
que dicha vecindad nunca se puede encajar en una 2m celda. Primero encon-
tremos una m celda M de X que cumpla ser vecindad de p y (M) C M.

Observemos que (M), = Fy(M) por lo que Fy(M) C M; ahora bien
viendo a M como una m variedad y aplicando el Teorema 4.5.1 sabemos que
Fy(M) no es homeomorfo a ningiin subconjunto de R*™ por lo que podemos
concluir que la vecindad M no se puede encajar en una 2m celda.

Al haber mostrado esto para una vecindad M arbitraria tenemos que el
elemento {p} no pertenece a Dy(X) por lo que Dy(X) N[ X]! = 0.

2

Con esto podemos concluir que Dy(X) C [ X]?, asi hemos mostrado que

Dy(X) = [X]*.

Al estar definido el conjunto Ds(X) en términos topolégicos tenemos
que es invariante bajo homeomorfismos, es decir si h € H(Fz(X)), entonces
h(Dy(X)) = Dy(X) y en consecuencia h([ X]?) = [ X]?; nuevamente como
Fy(X) = [ X]? U [X]! podemos concluir que también h([X]') = [ X]' que
es lo que buscamos. O

Lema 4.5.3. Sean X una m wvariedad sin frontera y m € N con m > 3.
Entonces hd(Fy(X)) = 2.
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Demostracion. Por el Lema 4.1.2, tenemos que hd(F2(X)) < 2y por el Lema
4.5.2 tenemos que si h € H(F2(X)), entonces h[ F1(X)] = F1(X), lo que nos
dice que existen al menos dos érbitas, la de los elementos en [ X]! y la de los
elementos en [ X] 2, por lo que hd(F»(X)) > 2.

En conclusion estas dos cotas nos dicen que hd(F(X)) = 2. O

4.6. Otros casos
En esta seccion enunciamos resultados que se conocen para el resto de los
casos.

Lema 4.6.1 (m =2y n=2). Sea X una 2 variedad sin frontera, entonces
Fy(X) es una 4 variedad sin frontera [9, Corolario del teorema 1, pdg. 168].

Lema 4.6.2 (m = 1y n = 2). El espacio F»(S") es homeomorfo a una banda
de Mobius [1, pag. 11].

Lema 4.6.3 (m =1y n = 3). El espacio F3(S') es homeomorfo a la esfera
S3 CR* [7, Teorema tinico].

4.7. Sumario

En esta seccion resumimos los resultados que se conocen sobre el grado
de homogeneidad de productos simétricos de variedades sin frontera, donde
recordamos que dichas variedades las pensamos compactas y conexas.

Teorema 4.7.1. Sean X una m variedad sin frontera y m,n € N conm > 2,
se cumple lo siguiente:

1. Sim #2 yn # 2, entonces hd(F,(X)) =n
2. 8im=2yn =2, entonces hd(F5(X)) =1
Demostracion. Si n = 1 y m > 2, entonces buscamos hd(Fi(X)), como

F1(X) es homeomorfo a X y por el Lema 4.1.1 hd(X) = 1, podemos concluir
que hd(F(X)) = hd(X) = 1.
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Sin = 2y justamente m = 2, entonces buscamos hd(F5(X)) donde X es
una 2 variedad sin frontera. Por el Lema 4.6.1 F5(X) es una 4 variedad sin
frontera por lo que podemos concluir hd(F»(X)) = 1 en este caso.

Sin =2y m > 3, entonces por el Lema 4.5.3 hd(F»(X)) = 2.
Sin > 3ym > 2, entonces por el Teorema 4.2.6 tenemos que hd(F, (X)) =
n. [

Si X es una 1 variedad sin frontera, entonces por el Lema 4.4.2 X = S,
a continuacion resumimos los resultados de homogeneidad en el producto
simétrico que conocemos sobre este espacio:

Teorema 4.7.2. Sean X es una 1 variedad sin frontera (y por lo tanto es
una curva cerrada simple) y n € N se cumple lo siguiente:

1. Sin # 3, entonces hd(F,(X)) =n
2. Sin =3, entonces hd(F3(X)) =1

Demostracién. Si n = 1, entonces buscamos hd(F;(S')), como F;(S!) es
homeomorfo a S' y por el Lema 4.1.1 hd(S') = 1 podemos concluir que
hd(F,(SY)) = hd(S) = 1.

Si n = 2, entonces buscamos hd(F,(S')); por el Lema 4.6.2 el espacio
F5(S") es homeomorfo a una banda de Mobius por lo que hd(Fy(S?)) = 2.

Si n = 3, entonces buscamos hd(F5(S')); por el Lema 4.6.3 el espacio
F3(S') es homeomorfo a la esfera S® por lo que hd(F3(S')) = 1.

Sin > 4, entonces por el Teorema 4.4.8 tenemos que hd(F,(S')) =n. O

La siguiente tabla indica cual es el grado de homogeneidad de F,(X)
cuando X es una m variedad compacta, conexa y sin frontera:

De acuerdo a esta tabla hd(F,, (X)) = n para todos los casos salvo n = 3,
m = 1 (que corresponde a F3(S')) y n =2, m = 2 (Que corresponde a Fy(X)
donde X es una superficie).
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4.7. SUMARIO
n z
1 2 3 4 0 mas
m
n n 1 n
1
Lema 411 Lema4.6.2 Lema4.63 eorema
4.4.8
n 1 n n
2 T
eorema Teorema
Lema 4.1.1 Lema 4.6.1 126 196
n n n n
3 0 mas Teorema Teorema
Lema 4.1.1 Lema 4.5.3 1926 196
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Capitulo 5

Grado de homogeneidad en el
intervalo

El objetivo de este capitulo es encontrar el grado de homogeneidad para
F,([0,1]) el n-ésimo producto simétrico del intervalo unitario. De forma mas
particular vamos a demostrar que si n > 4, entonces el grado de homogenei-
dad de F,(]0,1]) es 2n.

5.1. Una cota para el grado de homogeneidad

En esta seccién utilizaremos resultados del capitulo anterior para acotar
el nimero de drbitas que pueden existir en F,([0,1]) cuando n > 4.

Definicién 5.1.1. Sean k,n € N con 1 < k <n, definimos:
DB, = {Ac[[0,1]]*: A tiene una vecindad M en [[0,1]]* que es una

k celda y A es un punto frontera de M considerandola como variedad}

DI, = {A € [[0,1]]% : A tiene una vecindad M en [[0,1]]* que es una

k celda y A es un punto reqular de M considerdndola como variedad}

De acuerdo a la Definicion 4.0.3 de punto regular y frontera, A es punto
regular de M si y solo si existe una vecindad abierta de A en Fy([0,1])
homeomorfa a (0,1)* contenida en M.

69
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Lema 5.1.2. Sean k,n € N con 1 < k <n. Entonces:

b) {A€[[0,1]]% AN{0,1} # 0} = DB,.
¢c) {A€[[0,1]]% AN{0,1} =} = DI,.

Demostracion. Comenzaremos la prueba mostrando las siguientes afirmacio-
nes:

Afl {A€[[0,1]]% AN{0,1} #0} C DB,
Af2 {Ae€[]0,1]]*% An{0,1} =0} C DI,

Para mostrar Afl y Af2 tomemos A € [[0,1]]%, tal que A = {ay, ..., ax}
donde a; < ... < ay.

Sea § = %min{aj —aj_1:j €A{2,..,k}} y definamos U; = [a; — §,a; +
5] N [0,1]; observemos que los conjuntos Uy, ..., Uy son subintervalos no de-
generados ajenos dos a dos de [0, 1].

Consideremos ahora (Uy, ..., Ug),, €l cual es vecindad de A en F,,([0,1]);
por el Lema 3.1.4 sabemos que dicho conjunto es homeomorfo a II¥_,U; que
es una k celda.

Si AN{0,1} # 0, entonces Uy = [0,0] o bien Uy = [1 —4,1] y tenemos
que A es un punto frontera de (U, ..., U), por lo que A € DB.

Si An{0,1} = 0, entonces para cada i € {1,...,k}, a; € Int(U;) el cudl es
un intervalo; por lo tanto A es un punto regular de (U, ...,Uy), vy A € DB.

a), primero veamos que [[0,1]]* = DBy, U DI,

Por definicion DBy, U DI, C [[0,1]]*. Sea A € [[0,1]]*, tenemos que
ANn{0,1} # 0 o bien AN {0,1} = O asi que por Afl y Af2 tenemos que
A e DB, U DI,

Veamos ahora DBy, N DI, = ().

Tomemos A € DI}, y sea M una vecindad de A en [[0,1]]* que es una k
celda y A es un punto regular de M considerandola como variedad, entonces
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existe A/ un abierto homeomorfo a (0,1)* tal que A € A/ C M. Si pensamos
M como un subconjunto de R", entonces A estd en el interior de M; sea
M’ una vecindad arbitraria de A en [[0,1]]* que sea una k celda, tenemos
que M y M’ son homeomorfos por lo que por el teorema de invarianza de
dominio 4.3.1 A estd en el interior de M’ pensandola como un subconjunto
de R™ y por lo tanto A es un punto regular de M’ considerandola como
variedad.

Como para cualquier M’ mostramos que A es un punto regular tenemos
que A ¢ DBy, por lo que DBy, N DI, = 0.

b). Por Afl hace falta demostrar DBy, C {A € [[0,1]]% An{0,1} # 0}.

Si A € DBy, entonces A € [[0,1]]*, supongamos por el contrario que AN
{0,1} = @ por Af2 A € DI}, pero como el inciso a) nos asegura DByN DI, = ()
tenemos una contradiccién; por lo tanto A N {0, 1} # () como buscdbamos.

c). Por Af2 hace falta demostrar DI}, C {A € [[0,1]]% An{0,1} = 0}.

Si A € DIy, entonces A € []0, 1”"7, supongamos por el contrario que
ANA{0,1} # 0 por Afl A € DBy, pero por el inciso a) DB, N DI}, = ()
y tenemos una contradiccién; entonces A N {0,1} = ) como buscdbamos
probar. [

Lema 5.1.3. Sean k,n € N conn > 4,1 <k <nyh e H(F,([0,1])).
Entonces h| DBy] = DBy, y h| DI| = DIj.

Demostracion. Por el Lema 4.4.7 sabemos que h[[[0,1]]%] = [[0,1]]*.

Usando el inciso a) del Lema 5.1.2 tenemos que h|DBy] U h[DI}] =
h| DBy U DI;] = h[[[0,1]]*] =[[0,1]]* = DB U DI.

Vamos a mostrar ahora que h[DBy] N DIy, =0y h[DI;] N DBy = 0.
Primero veamos h[ DI;] N DBy, = 0.

Sea A € DI}, y sea M una vecindad de A en [[0,1]]* que es una k celda
y A es un punto regular de M; sea A/ un abierto homeomorfo a (0,1)* tal

que Ae N C M.

Como M es una k celda pensemos a M con la topologia de subconjunto
de R™, esto con el fin de aplicar el teorema de invarianza de dominio. Tenemos

que A € Intgn(M).
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Por el Lema 4.4.7, h[[[0,1]]%] = [[0,1]]* y por lo tanto h[M] es una
vecindad de h(A) en [[0,1]]* que es una k celda.

Aplicando el teorema de invarianza de dominio 4.3.1 obtenemos que h(A) €
Intga(h[ M]). Tenemos de esto que h(A) es un punto regular de h[ M] y por

Por el inciso a) del Lema 5.1.2 tenemos que DB, N DI, = () as{ que
h(A) ¢ DBy. Por lo tanto h[ DI},] N DBy, = 0.

Ahora veamos h[ DBy] N DI}, = ().

Considerando el homeomorfismo h~! sabemos que h™'[ DI] N DBy = ()
y aplicando h tenemos h| DBy] N DI, = () que es lo que buscamos.

Hemos mostrado que h[ DBy] N DI, =0 y h[DI;] N DBy = 0.

Como h|DBy] Uh[DI| = DBy, U DI} tenemos que h| DBy] = DBy y
h| DI;] = DI} como buscamos. O

Lema 5.1.4. Sean € N con n > 4, entonces hd(F,([0,1])) > 2n.

Demostracion. Por el Lema 2.0.12 y el Lema 5.1.2 sabemos que
(DB, UDIL)U (DB UDI,)U...U (DB, UDI,)

donde estos ultimos 2n conjuntos son ajenos dos a dos.

El Lema 5.1.3 nos asegura que para cualquier h € H(F,([0,1])) y para
cualquier ¥ € Ncon 1 < k <n, h| DBy] = DBy y h|DIy] = DIy y por lo
tanto existe al menos una érbita distinta por cada uno de los conjuntos D By,
y DI; habiendo 2n de dichos conjuntos podemos concluir hd(F,([0,1])) >
2n. [l

5.2. Homeomorfismos en F,([0,1])

En esta seccion veremos que cada uno de los conjuntos DBy y DI con
1 < k < n son en realidad una érbita en F,([0,1]). Desarrollaremos esto
mediante dos lemas que utilizan estrategias distintas en su demostracién.
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Lema 5.2.1. Sean k,n € N con1 < k < n, A,B € [[0,1]]* tales que
|[AN{0,1} = |BN{0,1}|. Entonces:

a) Existe h € H([0,1]) tal que h| A] = B.

b) Existe H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B.

Demostracion. a). Consideraremos los casos:
Caso 1) |[AN{0,1}| =0=|BN{0,1}|.

Notemos que A, B € DI. En este caso podemos escribir A = {ay, ..., ax }
vy B ={b,...,bp}donde 0 < a7 < ... <ap <1y0<b <..<b <1,
definimos la funcién h: [0,1] — [0,1]:

(b
1 .
—x si 0<x<ay,
a1
X a; ;11 — .
h(x) = bit1+ by si a; <x < aq,
Qi1 — Q4 Qi1 — Q4
T — ag 1—2x .
by, siap <z <1.
\ 1— Qe 1-— Qg

Dicha funcién es la que manda de forma lineal el intervalo [0,a;] en
[0,D1], cada intervalo [a;,a;11] en [b;, biy1] v el intervalo [ag, 1] en [by, 1]
por lo que sabemos que en cada intervalo h es continua y biyectiva. Por el
Lema de pegado 2.0.18 h es continua y por su definicion biyectiva; aplicando
el Lema 2.0.17 h es un homeomorfismo. Ademas, Vi € {1,...,k}, h(a;) = b;
por lo que h[A] = B.

Caso 2) [AN{0,1}] =1 =|BN{0,1}].

Supongamos que A N {0,1} = {0} = BN {0,1} y escribamos A =
{ay,...;ar} y B = {by,....;b;} donde 0 = a; < ... < ap < 1y 0 =05 <
... < by < 1; definimos la funcién h : [0,1] — [0, 1] como sigue:

Ajy1 — T .
. bi si a; <z < ajq,
h(x) _ Qi41 — Q4 Aij41 — Q4

by, sioap, <z <lI.
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Dicha funcién manda de forma lineal el intervalo [0, as] en [0,by], cada
intervalo [a;,a;41] en [b;,b;11] y el intervalo [ag, 1] en [ax, 1] por lo que
sabemos que h es un homeomorfismo. Ademds, tenemos que Vi € {1, ..., k},
h(a;) = b; por lo que h[ A] = B.

Consideremos el homeomorfismo g : [0,1] — [0, 1] definido como g(x) =
1 — x; dicho homeomorfismo invierte los puntos en [0, 1] por lo que en par-
ticular g(0) =1y g(1) = 0.

Supongamos que AN{0,1} = {1} = BN{0, 1}, tenemos que g[ A], g[ B] €
[[0,1]]% son tales que g[A] N {0,1} = {0} = g[B] N {0,1} por lo que
podemos construir el homeomorfismo A’ como antes tal que h'[ g[ A]| = ¢[ B].
Observemos que g~ [ 1/[g[ A]]] = B por lo que g 'oh’og € H([0,1]) cumple
que g~ oW og[A] = B.

Supongamos que A N {0,1} = {0} y BN {0,1} = {1}, tenemos que
A, g[B] €[[0,1]]* son tales que AN{0,1} = {0} = g[ B] N{0,1} por lo que
podemos construir el homeomorfismo A’ como antes tal que h'[ A] = ¢[ B].
Observemos que g~ [ W[ A]] = B por lo que g ' o b’ € H([0,1]) cumple que
g loh'[A] = B.

Caso 3) |[AN{0,1}| =2 = |B N {0,1}]

Consideremos A = {ay,...,ar} y B = {by,...,bx} donde 0 = a; < ... <
ap =1y 0=0b; < .. <by=1y definamos la funcién h” : [0,1] — [0,1]:

T —a Qi1 — T .

'(x) =< ————bip1 + ———b; si a; <2 <aiq.
Ai+1 — Q4 Ait1 — Q4

Esta funcién manda de forma lineal cada intervalo [a;, a;11] en [b;, bi11]

por lo que sabemos resulta ser un homeomorfismo. Ademas, tenemos que

Vie{1,....k}, h(a;) = b; por lo que h[A] = B.

Al haber considerado todos los casos podemos concluir que el inciso a) es
cierto.

b) Ahora buscamos H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B.

Por el inciso a) consideremos h € H([0,1]) tal que h[ A] = B. Aplicando
el Lema 2.0.19 podemos definir la funcién inducida H € H(F,([0,1])) tal
que H(A) = B, que es el homeomorfismo que buscamos. O
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Hasta aqui ya podemos concluir que cada conjunto DI es invariante
bajo homeomorfismos en F,([0,1]) pero atin nos falta un detalle para ver
esto mismo con los conjuntos D By; el resultado que falta lo mostraremos en
el siguiente lema:

Lema 5.2.2. Sean k,n € N conn >2,2<k<mn, y A Be€[[0,1]]* tales
que |AN{0,1} =1y |BN{0,1}| = 2, entonces ezxiste H € H(F,([0,1])) tal
que h(B) = A.

Demostracion. Vamos a construir primero h € H(F,([0,1])) tal que |h(B)N
{0,1}] = 1.

PASO 1) Construyamos la funcién:

Consideremos m : F,,([0,1]) — [0,1] y M : F,,([0,1]) — [0, 1] definidas
como m(D) = min{d : d € D} y M(D) = max{d : d € D} las cuales son
continuas y suprayectivas.

Figura 5.1: Ilustracion de o

Consideremos el conjunto 7' = {(a,b) € R* : 0 < a < b < 1}y a
su subconjunto A = {(a,b) € T : a = b}. Definamos ahora la funcién
¢ : Fo.([0,1]) — T como ¢(D) = (m(D), M(D)), VD € F,([0,1]), antes
que nada como 0 < m(D) < M(D) < 1si D € F,([0,1]), entonces la
funcién esta bien definida. Dicha funcion es continua pues cada una de sus
coordenadas lo es y suprayectiva pues n > 2.
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Vamos a considerar los puntos (0,1) y (0,%) que son distintos y ambos
se encuentran en la frontera de T. Consideremos un homeomorfismo o =
(o1,09) € H(T) tal que o((0,1)) = (0,3) y que o [a= Ida (ver Figura 5.1);
aqui 07 y 09 estan representando las funciones coordenadas que describen a
o, observemos que siempre ocurre o1((a,b)) < oo((a,b)).

Dados dos intervalos no degenerados J, K C [0,1] podemos pensar en
Y(J,K) : J — K la funcién lineal estrictamente creciente que transforma el
intervalo J en el intervalo K (ver Figura 5.2) dada por:

VLK) = g5 s MUK + ()
1 1
7 1 7 1
11
T
J v(l,J) .
L{ | L{ |
|_OJ |_OJ

Figura 5.2: Ilustracién de ¥(.J, K)

Teniendo en cuenta lo anterior vamos a definir h : F,,([0,1]) — F,([0,1])
(ver Figura 5.3) de la siguiente forma:

U([m(D), M(D)],[o1(¢(D)), 02(¢(D))])[ D] si D ¢ Fi([0,1]),

h(D) =
) D si D e Fy([0,1]).
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[Afl] Sea D € F,([0,1]) \ Fi([0,1]), entonces m(h(D)) = o1(o(D)),
M(h(D)) = o2(6(D)) y m(h(D)) < M(h(D)).

Tenemos que m(D) < M(D) por lo que (m(D),M(D)) = ¢(D) & A
y o(¢(D)) € A, entonces sabemos que o1(p(D)) < o9(¢(D)). Recordemos
que Y([m(D), M(D)],[o1(¢(D)),09((D))]) es la funciéon que transforma
linealmente el intervalo [m(D), M (D)] en el intervalo [o1(¢(D)), o2(¢(D))]
por lo que el valor m(D) va justamente a o1(¢(D)) y M (D) justamente a
o9(¢(D)) y més atn o1(¢(D)) es el minimo de evaluar dicha funcién en D,
es decir m(h(D)) = o1(¢(D)), andlogamente podemos concluir M (h(D)) =

a2(p(D)).

Tenemos que m(h(D)) = o1(¢(D)) < o3(p(D)) = M(h(D)), con lo que
concluimos la prueba de [Af1].

1 1
| T
1 | oa(s(D))
. *  w(m(D),M(D).
[o1(6(D)), o2(0(D))]) $ h(D)
(D)4 o1 (6(D))
L] 0

Figura 5.3: Tlustracién de h en caso que D ¢ Fy([0,1])

PASO 2) Veamos que h es un homeomorfismo.

1) h es continua.

Sea ¢ : (C'([0, 11)\[[0,1]]") % (C([0, 1])\[[0,1]]1) % [0,1] — R definida

COImMo:
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YLK ) = —

Como las funciones m y M son continuas y la expresiéon M (J) — m(J)
nunca se anula en el dominio tenemos que la funcién v’ es continua. Ob-
servemos que si J y K son intervalos no degenerados de [0,1] y ¢t € [0, 1],
entonces Y(J, K)(t) = ¢/'(J, K,t); con lo cudl sabemos que la funcién h es
continua en todo el conjunto abierto F,([0,1])\ Fi([0,1]).

Veamos que la funcion h es continua por sucesiones, consideremos una su-
cesién convergente {D,,} — D en F,([0, 1] ) buscamos probar que {h(D,)} —
h(D). Si {D,} C Fi([0,1]), entonces D € Fi([0,1]) y al ser h la identidad
en F1([0,1]) es claro que {h(D,)} — h(D);si {D,} C F,([0,1])\ F1([0,1])
y D € F,([0,1]) \ Fi(]0,1]), entonces por el parrafo anterior se cumple la
continuidad.

Nos hace falta considerar el caso en que {D,,} C F,([0,1])\ Fi([0,1]) y
D € Fi(]0,1]); tomemos una sucesién de este tipo, digamos {D,,} — {p}.

Tenemos que
limp—soom(Dy,) = p = limy, 0o M (D))

por lo que
limp—0o®(Dy) = (p,p)
aplicando o tenemos
limy, 000 (d(Dy)) = (p,p)

y en particular
limy—0001(9(Dn)) = p ¥ limy0002(¢(Dy)) = p.

Por la [Afl] m(h(D,)) = 01(¢(Dy)) vy M(h(D,,)) = o2(¢(Dy,)) por lo que
limp—oom(h(Dy,)) = p y lim, oM (h(D,)) = p de donde podemos concluir
que {h(Dn)} = {p} y como {p} = h({p}) tenemos {h(Dyn)} = h({p}) como

buscamos y con esto concluimos que h es continua.
2) h es inyectiva.
Sean D, E € F,([0,1]) tales que h(D) = h(E).

Si D ¢ Fi([0,1]). Por [Afl] sabemos que m(h(D)) < M(h(D)), por
lo que h(D) ¢ Fi([0,1]) y por lo tanto h(E) ¢ Fi(]0,1]); si suponemos
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E € Fi([0,1]), entonces por definicién h(E) € Fi([0,1]) lo cual serfa una
contradiccién, por lo que E ¢ Fy([0,1]).

Tenemos por [Afl] que 01(¢(D)) = m(h(D)) = m(h(E)) = o1(o(E)) y
72(¢(D)) = m(h(D)) = m(h(E)) = o2(¢(E)) por lo que

son la misma funcion.

Entonces

}Z/?por ser inyectiva ([ m(D), M(D)], [o1(¢(D)), 02(¢p(D))] ) tenemos que D =

Ahora pensemos el caso D € Fi([0,1]); si suponemos que E ¢ F;([0,1]),
entonces por [Afl] sabemos que m(h(E)) < M(h(E)) por lo que h(D) =
h(E) ¢ Fi([0,1]), como por definicién h(D) € Fi(]0,1]) llegamos a una
contradiccién, lo que nos dice que E € Fi([0,1]). Por tal tenemos que D =
h(D) = h(F) = E, como buscamos.

Hasta aqui podemos afirmar que h es inyectiva.

3) h es suprayectiva.

Sea E € F,(]0,1]), si E € Fi([0,1]), entonces sabemos que E = h(E) y
asi hemos terminado.

Supongamos E ¢ Fy([0,1]), definamos (a,b) = o~ ((m(E), M(E))); co-

mo m(E) < M(E) tenemos que a < b asi que podemos pensar en la funcién
U([a, 0], [m(E), M(E)]) : [a,b] — [m(E), M(E)]

que es suprayectiva, observemos que E C [m(E), M(E)| por lo que pode-
mos definir D = ¢([a,b],[m(E), M(E)]) ' (F) € F,([0,1]); finalmente por
definicién tenemos que h(D) = E como buscamos.
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Al ser h una funcion biyectiva y continua entre continuos por el Lema
2.0.17 h es un homeomorfismo.

PASO 3) Evaluemos h en el conjunto B; que recordemos cumple |B N
{0,1}] = 2.

Observemos que m(B) = 0, M(B) = 1, o1(¢(B)) = 01((0,1)) = 0y
o2(¢(B)) = 02((0,1)) = 3.

Por la [Afl] m(h(B)) = 01(¢(B)) = 0y M(h(B)) = 02(¢(B)) =
donde |h(B)N{0,1}| = 1.

de

Finalmente mostremos el resultado de este lema:

Como |h(A)N{0,1}| = 1 por hipétesis, por el Lema 5.2.1 inciso b) sabemos
que existe un homeomorfismo H € H(F,([0,1])) tal que H(h(B)) = A. Si
consideramos H o h € H(F,([0,1])), entonces se cumple H o h(B) = A por
lo que dicho homeomorfismo concluye lo que buscamos demostrar. O

5.3. Grado de homogeneidad de F,,([0,1])

Lema 5.3.1. Sea k,n € N conn >4 y1 <k <n, entonces:

a) DBy es una orbita de F,([0,1]).

b) DIy es una orbita de F,([0,1]).

Demostracion. Por el Lema 5.1.4 sabemos que si h € H(F,([0,1])), entonces
h|DBy] = DBy y h|DI}] = DIy, es decir tanto D By, como DI son conjuntos
invariantes bajo homeomorfismos.

Para mostrar el inciso b) consideremos A, B € DI}, tenemos por el inciso
c) del Lema 5.1.2 que AN{0,1} =0 = BN{0,1} asi que por el inciso b) del
Lema 5.2.1 podemos encontrar H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B, con
lo que sabemos que A y B son conjuntos en la misma érbita; mas aun, lo
anterior nos demuestra que todo el conjunto DI, estd en una misma Orbita.
Como DI}, es invariante bajo homeomorfismos podemos concluir que DI}, es
una oOrbita.
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Para el inciso a) consideremos A, B € DB, tenemos por el inciso b)
del Lema 5.1.2 que AN {0,1} # 0 # BN {0,1}. En el caso en que |AN
{0,1}| = |BN{0,1}| =1 por el inciso b) del Lema 5.2.1 podemos encontrar
H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B; en el caso en que |AN{0,1}] =
|BN{0, 1}| = 2 nuevamente por el inciso b) del Lema 5.2.1 podemos encontrar
H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B; finalmente en el caso en que |[A N
{0,1}| =1y |BN{0, 1}| = 2 o simétricamente |AN{0,1}| =2y |[BN{0,1}| =
1 por el Lema 5.2.2 podemos encontrar H € H(F,([0,1])) tal que H(A) = B.
Con esto sabemos que los conjuntos en D By, pertenecen a una misma orbita.

Como DB es invariante bajo homeomorfismos podemos concluir que
DB, es también una orbita. H

El siguiente lema es el resultado final del trabajo realizado hasta ahora
en este capitulo:

Teorema 5.3.2. Sean € N, se cumple:

1. Sin <3, entonces hd(F,(]0,1])) = 2.
2. Sin >4, entonces hd(F,([0,1])) = 2n.

Demostracion. Sin = 1, entonces por el Lema 2.0.15 sabemos que Fi([0,1])
es homeomorfo al espacio [0, 1]. Este espacio tiene exactamente dos dérbitas,
a saber (0,1) y {0,1}, por lo cual podemos afirmar hd(F;([0,1])) = 2.

Si n = 2, entonces por el Lema 2.0.15 sabemos que F5([0,1]) es homeo-

morfo al espacio [0, 1]%; ademas, sabemos que este espacio tiene exactamente
dos drbitas por lo cual hd(F»([0,1])) = 2.

Si n = 3, entonces por el Lema 2.0.15 sabemos que F5([0,1]) es homeo-
morfo al espacio [0, 1] 3. Este espacio tiene dos érbitas por lo cual hd(F5([0,1])) =
2.

Si n > 4, entonces por el Lema 5.3.1 tenemos que cada uno de los
n conjuntos DB y cada uno de los n conjuntos DI, es una érbita en
F,([0,1]); ademas, por el inciso a) del Lema 5.1.2 estos son 2n conjuntos
distintos, ajenos dos a dos y que unen a F,([0,1]) por lo que podemos afir-
mar hd(F,([0,1])) = 2n. O
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