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su gúıa y por la estructura.
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que la justicia está en respetar la libertad y mantener el compromiso, y que el disfrute de
la comida, la empat́ıa y la gratitud, son universales. Gracias, Paly, por la alegŕıa y por el
amor en los ánimos que me has dado y en tu apoyo.
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Al Dr. Iván Santamaŕıa por dedicar tiempo a escuchar las –no pocas– propuestas dife-
rentes que hice antes de concretar este proyecto. Gracias por la confianza y por mantener
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A las personas que me apoyaron sin conocerme personalmente: a Alexander Wild por
permitir el uso de sus fotograf́ıas; a Artem Novozhilov por compartirme los datos de la
Hudson Bay Company; a Chantal Oberson Ausioni por su presentación sobre campos
vectoriales en 3D; a todas las personas que comparten su trabajo en StackExchange,
Overleaf y Wolfram Demonstrations, cuyas respuestas fueron de gran utilidad en la edición
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Resumen

Algunas especies de hormigas del género Pseudomyrmex mantienen interacciones con
árboles del género Vachellia en las que ambas especies se ven beneficiadas, ya que los
árboles proveen alimento y un lugar donde anidar a las hormigas, mientras que estas
protegen a las hojas del árbol de organismos foĺıfagos.

La interacción en la que dos especies resultan mutuamente beneficiadas se denomina
mutualismo. La asociación Vachellia-Pseudomyrmex se clasifica dentro de este tipo de
interacciones como un mutualismo planta-hormiga de protección.

Este tipo de mutualismo resulta interesante porque involucra al menos dos pobla-
ciones (hormigas y depredadores foĺıfagos) que se alimentan de un mismo organismo (la
planta). La planta no recibe el beneficio directamente de las hormigas sino a través de
una disminución en la depredación de sus hojas, debida a que las hormigas ahuyentan a
los depredadores foĺıfagos.

El comportamiento de protección de las hormigas es negativo para los depredadores,
lo cual tiene la misma forma que una interacción competitiva, por lo que en este tipo de
sistema la competencia es fundamental para que haya un resultado mutualista.

Se puede pensar que si la protección de las hojas se vuelve muy intensa, los depreda-
dores foĺıfagos seŕıan desplazados. Sin embargo, estos organismos suelen coexistir.

Las condiciones necesarias para que las especies de este sistema coexistan o sean
desplazadas se pueden estudiar mediante el análisis de sistemas de ecuaciones basados en
el modelo presa-depredador Lotka-Volterra.

Los modelos mutualistas de dos especies, basados en dicho modelo, han dado resul-
tados poco congruentes, en los que se predice que las poblaciones crecen infinitamente o
que tienden a un equilibrio estable únicamente cuando las interacciones mutualistas son
((débiles)). Sin embargo, en el caso de los mutualismos de protección en el que intervienen
tres especies esto es diferente.

En el presente trabajo se modelaron sistemas mutualistas planta-hormiga de pro-
tección mediante sistemas de ecuaciones basados en el modelo presa-depredador Lotka-
Volterra y se encontraron soluciones de equilibrio estables para una, dos o tres de las
poblaciones interactuantes, siendo de gran importancia los mecanismos de limitación pro-
pia o de inhibición entre poblaciones para que la interacción sea benéfica para las especies
mutualistas o para permitir la coexistencia estable de las tres especies interactuantes.

ix
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ÍNDICE GENERAL

3.4. Mutualismo y competencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 94
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Caṕıtulo 1

La interacción planta-hormiga

Se estima que las hormigas representan entre el 10 % y el 15 % de toda la biomasa
animal en varios hábitats [8]. Todas las especies de hormigas son eusociales, es decir que
sus poblaciones cumplen con las siguientes tres caracteŕısticas: dos o más generaciones
viven en una misma población, las adultas cuidan de las jóvenes –entre otros ejemplos de
división de trabajo como la limpieza, el forrajeo, la alimentación o la protección– y las
adultas son divididas en castas reproductivas y no reproductivas. También, como otros
organismos sociales –o incluso no sociales–, poseen una gran capacidad para comunicarse
qúımicamente por medio de las secreciones de sus glándulas [61]. Además, una gran diver-
sidad de hormigas se asocian con otros organismos, a los cuales se les llama mirmecófilos,
como artrópodos –escarabajos, mariposas y áfidos, por mencionar algunos–, hongos –que
las hormigas cultivan dentro de sus colonias y de los cuales se alimentan– y plantas [61].

Las hormigas que habitan en el suelo impactan sobre las caracteŕısticas f́ısicas y qúımi-
cas de este, aumentando su permeabilidad, aireación, materia orgánica y favoreciendo el
ciclado de nutrientes, entre otros procesos [34].

La capacidad de respuesta de las hormigas ante cambios abióticos relacionados a la
pérdida de hábitat o su fragmentación, la diversidad de interacciones que mantienen con
otras especies y los roles funcionales que desempeñan en el ecosistema, las convierten en
organismos que pueden ser bioindicadores de dinámicas ecosistémicas y de impactos por
actividades antropogénicas. Por ello, es de gran interés el estudio de los cambios en su
diversidad y de las interacciones que sostienen [25].

El presente estudio está enfocado en la modelación matemática de interacciones
planta-hormiga en las que las plantas proveen recursos a poblaciones de hormigas y estas
ahuyentan a los depredadores de la planta.

1.1. Interacciones planta-hormiga de protección

Las hormigas que interactúan con plantas presentan distintas formas de hacerlo, sien-
do las siguientes las más representativas: cortando las hojas; recolectando y dispersando
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1. LA INTERACCIÓN PLANTA-HORMIGA

sus semillas (interacción llamada mirmecocoria); alimentándose del néctar de las flores;
alimentándose del néctar producido en sitios diferentes a las flores; alimentándose de los
productos nutritivos que la planta genera, habitándola y protegiéndola de herv́ıboros y
patógenos; o alimentándose de ĺıquidos que producen artrópodos que consumen la sa-
via o el tejido de la planta, y ahuyentándo a los depredadores de ambos organismos, o
favoreciendo la protección y la alimentación de los artrópodos [109].

En las interacciones planta-hormiga de protección, los recursos que proveen las plan-
tas pueden ser uno o varios de los siguientes: néctar secretado de nectarios que no se
encuentran en las flores de la planta, sino en las hojas y que por ello son llamados nec-
tarios extraflorales (EFN por sus siglas en inglés); cuerpos nutritivos; y sitios donde las
hormigas anidan, llamados domacios [109]. Si la planta presenta estas tres caracteŕısticas
es considerada una planta mirmecófita. Si únicamente provee de néctar a las hormigas
es considerada mirmecófila.

Los beneficios que las plantas pueden obtener a través de su interacción con las hor-
migas pueden ser uno o varios de los siguientes: la defensa ante la depredación de hojas
llevada a cabo por mamı́feros o insectos [109]; la poda de organismos vegetales que com-
piten por luz con la planta mirmecófila; y posiblemente tengan otros que han sido poco
estudiados como la obtención de nutrientes derivados de la excreta o la actividad de las
hormigas [7], o la defensa contra microorganismos patógenos [39, 40].

1.1.1. Interacción Vachellia-Pseudomyrmex

Uno de los ejemplos más citados de interacciones planta-hormiga es la que llevan
a cabo árboles del género Vachellia (Fabaceae) –anteriormente clasificados dentro del
género Acacia [116]– y las hormigas del género Pseudomyrmex (Pseudomyrmecinae) que
los habitan.

Los árboles poseen est́ıpulas en forma de espinas huecas, llamadas domacios, donde
las hormigas anidan y se guarecen (ver figura 1.1); y en sus hojas (bipinadas, paripinadas,
de floliolos compuestos) producen cuerpos nutritivos, llamados cuerpos de Belt (ver figura
1.2a y 1.2b), los cuales crecen en el ápice de los foliolulos y están compuestos de protéına
(8-14 % de masa seca), ĺıpidos (1-9 % de masa seca) y carbohidratos (3-11 % de masa seca)
[50, 107, 108], los cuales sirven de alimento a las larvas de las hormigas [61]; además, las
hojas poseen nectarios extraflorarles, localizados en los peciolos (ver figura 1.2d), cuyo
néctar (compuesto de agua, azúcares y aminoácidos) es parte de la alimentación de las
hormigas.

Las hormigas obreras patrullan el árbol las 24 horas del d́ıa, buscando alimento y
protegiendo a la colonia. Sin embargo, la protección se extiende a todo el árbol pues las
hormigas ahuyentan con su mordedura y picadura [68] a insectos y herb́ıvoros vertebra-
dos, que se alimentan del néctar y de las hojas del árbol (ver figura 1.2e). También se ha
observado que las hormigas protegen al árbol de hongos patógenos y de la competencia
con otras plantas mediante un comportamiento de poda (ver figura 1.2c). Este comporta-
miento puede impedir que los árboles pequeños sean sofocados por herbáceas trepadoras
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1.1 Interacciones planta-hormiga de protección

[66, 68]. Las colonias de Pseudomyrmex pueden contener más de 30 000 hormigas [69], y
una sola colonia puede habitar varios árboles, desplazándose de uno a otro por el suelo.

Varias especies de hormigas pueden habitar en un mismo árbol si no se repelen entre
śı [66]. La agresividad con la que defienden vaŕıa entre cada especie y algunas pueden

Figura 1.1: (a) y (b) Pseudomyrmex peperi patrullando las ramas y las espinas de Vachellia
spp. Se puede observar que las hojas están compuestas por foliolos y estos a su vez se
componen por foliolulos. (c) Est́ıpulas unidas al tallo en forma de espinas de Vachellia
sp. (d) Larvas y pupas de Pseudomyrmex spinicola dentro de las espinas de Vachellia sp.
(e) Pseudomyrmex spinicola reconociéndose a la entrada del domacio. (f) Pseudomyrmex
spinicola vigilando la entrada al nido. Créditos de las fotograf́ıas a Alexander Wild (www.
alexanderwild.com).
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1. LA INTERACCIÓN PLANTA-HORMIGA

Figura 1.2: (a) Pseudomyrmex peperi reina en la espina de Vachellia sp. (b) Pseudomyr-
mex spinicola cortando cuerpos de Belt de Vachellia sp. (c) Pseudomyrmex peperi cortando
herbáceas trepadoras que compiten con Vachellia sp. (d) Psuedomyrmex peperi alimentándo-
se de néctar de un nectario extrafloral. (e) Pseudomyrmex peperi mordiendo y picando la
piel del fotógrafo. (f) Pseudomyrmex ferrugineus. Créditos de las fotograf́ıas (a)-(e) a Ale-
xander Wild (www.alexanderwild.com). Foto (f) tomada de www.antweb.org/: espécimen
CASENT0005785.

habitar el árbol sin defenderlo [106, 132]. El néctar que producen los árboles mirmecófitos
Vachellia les permite seleccionar a las hormigas con las que interactúan, debido a que
posee gran actividad de la enzima invertasa (que cataliza la hidrólisis de la sacarosa, dando
como resultado fructosa y glucosa) y a que las hormigas Pseudomyrmex spp. no presentan
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1.1 Interacciones planta-hormiga de protección

actividad de dicha enzima, por lo que prefieren el néctar extrafloral sobre alimentos con
sacarosa, que son más atractivos para especies de hormigas generalistas [50].

1.1.1.1. Obligatoriedad de la interacción

La mayor parte de interacciones planta-hormiga de protección parecen no ser obli-
gatorias para que ambas sobrevivan y son pocos los casos en las se requiere que ambas
interaccionen para lograr la supervivencia, o incrementar la capacidad para desarrollarse,
de las poblaciones de cada especie [9]. Sin embargo, para varias de las hormigas Pseu-
domyrmex y para los árboles que habitan, esta relación es obligatoria, como mostró Janzen
(1967) para el caso de Pseudomyrmex ferrugineus (Smith) –ver figura 1.2f– y Vachellia
cornigera (L.) Seigler & Ebinger [68]. En su investigación, le aplicó insecticida y cortó
los domacios ocupados por las hormigas a un grupo de árboles, dejando a otro intacto
y registrando la supervivencia y el crecimiento de ambos grupos. Janzen mostró que la
interacción era necesaria para ambas especies, al ser los productos del árbol la princi-
pal fuente de alimento de las hormigas –99 % de acuerdo con Janzen [66]– y debido a
que los árboles detuvieron su crecimiento y sobrevivieron menos a la competencia y a la
depredación [68].

Los diseños experimentales para estudiar si la protección de las hormigas trae bene-
ficios a las plantas mirmecófilas, suelen llevarse a cabo removiendo las hormigas e im-
pidiéndoles el acceso a un grupo de árboles (mediante una resina aplicada en la base y
podando las plantas circundantes) y un grupo al cual las hormigas tienen acceso. El be-
neficio que obtiene la planta se estima comparando los niveles de herbivoŕıa (la cantidad
de hojas que fue comida por los depredadores del árbol) o contabilizando el número de
frutos o semillas producidas por cada grupo de árboles, buscando estimar su adecuación1

reproductiva [109].

1.1.1.2. Coevolución y rasgos de importancia para la interacción

Se ha estimado que el origen de las interacciones planta-hormiga fue en el Mesozóico,
cuando las hormigas empezaron a forrajear árboles para obtener fuentes de alimento
durante el Cretácico temprano, y eventualmente empezaron a anidar en ellos durante el
Cretácico tard́ıo [93], sin embargo, los EFN y los domacios se originaron en el Cenozóico:
se ha encontrado evidencia fósil de EFN que data del Eoceno [99] y se ha estimado que
los domacios se desarrollaron en el Mioceno [23]. Además, se ha estimado que la relación
entre especies neotropicales de Vachellia se originó a finales del Mioceno, diversificándose
durante el Plioceno y el Pleistoceno [38, 133].

Algunas caracteŕısticas de las que se infiere que las especies evolucionaron en respuesta
a su interacción son las siguientes [50, 109]:

1. Los árboles asociados con hormigas del género Pseudomyrmex no poseen defensas
qúımicas significativas y dependen en gran medida de la actividad de las hormigas.

1La adecuación es una medida de la ((contribución genética de un individuo a la siguiente generación))
[47] que suele estar basada en la tasa de crecimiento de una población o en el éxito reproductivo o en el
tamaño poblacional, entre otros criterios [11].
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2. La mayoŕıa de las hormigas Pseudomyrmex son orgnismos arbóreos que muerden y
pican, sin embargo, únicamente las hormigas que necesitan de los árboles lo defien-
den agresivamente e introducen tanto la vaina como el aguijón al picar.

3. La mayoŕıa de los árboles del género Vachellia tienen espinas y nectarios peciolares,
pero solo los árboles Vachellia spp. mirmecófitos poseen espinas huecas (domacios)
y cuerpos nutritivos.

En las tablas 1.1 y 1.2 se presentan con más detalle las caracteŕısticas principales de
Vachellia y Pseudomyrmex, respectivamente, relacionadas con su coevolución.

1.2. Interacciones planta-hormiga de protección co-

mo modelos

Los sistemas de interacción planta-hormiga de protección tienen gran potencial pa-
ra investigaciones ecológicas y evolutivas [51], son utilizados actualmente en aplicaciones
agroecológicas [100] y además pueden ser de interés desde el punto de vista de la mo-
delación matemática. Estos tres ámbitos se retroalimentan por lo que son presentados
brevemente a continuación.

1.2.1. Modelo biológico

Las interacciones planta-hormiga de protección, en las cuales ambas especies salen
beneficiadas, sirven de modelos biológicos para investigaciones ecológicas y evolutivas [51]
ya que aún falta darle respuesta a diferentes preguntas o desarrollar temas de interés
como: ¿cuáles son las fuerzas, conflictos y presiones que les dieron origen y que gobiernan
su dinámica?; ¿qué intercambio de información se requiere para mantener la interacción
y cuánto control tiene una especie sobre la otra?; ¿qué hace posible que las especies de
hormigas pueden coexistir en un mismo árbol?; cuestiones sobre el comportamiento de
las hormigas como sus hábitos de patrullaje; y dilucidar si existe una edad óptima de la
planta para empezar a asignar recursos a la defensa indirecta.

El modelo biológico de las interacciones planta-hormiga también puede ser de utilidad
para investigar relaciones costo-beneficio, o de consumo y uso de recursos, de interacciones
interespećıficas donde los organismos pueden salir beneficiados, no afectados o perjudica-
dos por la interacción [51, 60]. Para lograr dicho propósito es de interés saber: a qué tasas
la planta obtiene beneficios –como la inhibición de depredadores– y qué tan grandes son
los costos del consumo del alimento que produce –néctar o cuerpos nutritivos– por parte
de las hormigas; y qué nivel de depredación debe haber por parte de los herb́ıvoros; para
que la interacción sea benéfica tanto para las hormigas como para las plantas.
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Tabla 1.1: Rasgos de las plantas Vachellia spp. relacionados con la coevolución de la
asociación mirmecófila.

A.
Caracteŕısticas generales de plantas
Vachellia spp.

B.
Caracteŕısticas especializadas de
plantas Vachellia spp.
(mirmecófitas)

1.
Arbusto leñoso o forma de vida
arbórea.

1.
Leñoso pero con una tasa de
crecimiento muy alta.

2. Se reproduce de retoños. 2.
Producción rápida de retoños todo
el año.

3. Mortalidad moderada de brotes. 3.
Muy alta mortalidad de brotes y
retoños desocupados.

4. Plantas de zonas áridas. 4. Plantas de zonas húmedas.

5.
Ampliamente distribuidas
ecológicamente.

5.
Muy ampliamente distribuidas
ecológicamente.

6.
Pierde las hojas durante la
temporada de secas.

6. ∗ Producción de hojas todo el año.

7.
Intolerantes a la sombra, algunas
veces cubiertas por hierbas
trepadoras.

7.
Intolerantes a la sombra, libres de
hierbas trepadoras.

8.
Est́ıpulas a menudo persistentes
(espinas).

8.
∗ Est́ıpulas más persistentes,
leñosas con médula suave.

9. Follaje de sabor amargo. 9. Follaje de sabor suave.

10.

Cada especie tiene un grupo de
insectos fitófagos relativamente
espećıficos que son capaces de
alimentarse en presencia de las
caracteŕısticas f́ısicas y qúımicas de
Vachellia.

10.

Cada especie tiene pocos insectos
fitófagos espećıficos capaces de
alimentarse en la presencia de las
hormigas.

11. Nectarios foliares. 11. ∗ Nectarios foliares muy grandes.

12.
Hojas compuestas, sin
modificaciones.

12.
∗ Foliolulos con puntas modificadas
en cuerpos de Belt.

13.
Flores polinizadas por insectos,
cruzamiento.

13. El mismo que A 13.

14.
Semillas dispersadas por agua,
gravedad y roedores.

14. Semillas dispersadas por aves.

15.
Peŕıodos largos de maduración de
semillas.

15. El mismo que A 15.

16.
No depende de otra especie para
sobrevivir.

16.
Depende de otra especie para
sobrevivir.

Fuente: modificado de [66, 109].
∗Rasgos considerados esenciales para la interacción.
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Tabla 1.2: Rasgos de las hormigas Pseudomyrmex spp. relacionados con la coevolución de
la asociación mirmecófila.

A.
Caracteŕısticas generales de las
hormigas Pseudomyrmex spp.

B.
Caracteŕısticas especializadas de
importancia para la interacción
planta-hormiga obligada

1.
Corredoras rápidas y ágiles, no
agresivas.

1.
Corredoras muy rápidas y ágiles,
agresivas.

2. Buena visión 2. Buena visión

3. Forrajeras independientes. 3. Misma que A 3.

4.
Picadura suave, no inserta la vaina
de su aguijón con púas.

4.
Picadura suave, suele insertar la
vaina de su aguijón con púas.

5.
Lamen la superficie de Vachellia
formando una bolita bucal.

5. El mismo que A 5.

6.
Las presas que obtienen las
regresan enteras.

6. El mismo que A 6.

7. Ignoran a la vegetación viva. 7.
Trozan la vegetación viva que se
encuentra en contacto con
Vachellia.

8.
Las obreras no tienen castas
morfológicas.

8. El mismo que A 8.

9.
Colonia arbórea y de gran
movilidad.

9. El mismo que A 9.

10.
Las larvas son resistentes a muerte
por inanición.

10. El mismo que A 10.

11. Una reina por colonia. 11.
A veces más de una reina por
colonia.

12. Pequeñas colonias. 12. Grandes colonias.

13. Actividad diurna fuera del nido. 13. 24 h de actividad fuera del nido.

14.
Pocas obreras por unidad de
superficie de la planta.

14.
Muchas obreras activas en
unidades de superficie pequeñas de
la planta.

15.
Fuentes de comida discontinuas y
nidos nuevos en sitios
impredecibles.

15.
Fuente continua de alimento y
nidos en sitios predecibles.

16.
Las reinas fundadoras buscan
comida lejos.

16.
Las reinas fundadoras buscan
alimento en distancias cortas.

17. No dependen de otra especie. 17.
Dependen de otro grupo de
especies.

Fuente: modificado de [66, 109].
Nota: rasgos de las hormigas obreras salvo en los casos especificados.
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1.2.2. Aplicaciones agroecológicas

Debido a que las hormigas ahuyentan a los herb́ıvoros durante el patrullaje que reali-
zan en las plantas, se han encontrado evidencias de que las interacciones planta-hormiga o
artrópodo-hormiga pueden tener aplicaciones agroecológicas como agentes controladores
de plagas [22]. Algunas de las caracteŕısticas más importantes que las vuelven potencial-
mente útiles para este fin son las siguientes [109]:

1. Son diversas y abundantes en la mayoŕıa de los ambientes tropicales y en algunos
ecosistemas templados. Además, la mayoŕıa puede ser considerada como depreda-
dores en la red trófica.

2. Responden a cambios en la densidad de sus presas.

3. Son abundantes incluso si sus presas escasean porque pueden presentar depreda-
ción intraespećıfica (canibalismo) de las larvas, producir huevos tróficos [90] o usar
exudados de plantas e insectos como fuentes estables de enerǵıa.

4. Pueden almacenar comida por lo que pueden continuar capturando presas, incluso
si no se necesitan inmediatamente.

5. Además de matar algunas plagas, pueden ahuyentar a otras incluyendo a las que
podŕıan ser muy dif́ıciles de capturar.

6. Se puede manejar a las poblaciones de hormigas para mejorar su abundancia, dis-
tribución y contacto con sus presas.

Se ha reportado que poblaciones de hormigas (en especial de los géneros Solenop-
sis, Wasmannia, Oecophylla y Pheidole), sin intervención humana para conservarlas o
manipularlas, han generado beneficios a algunos sistemas agŕıcolas [22]. Además se ha
estudiado como defensa en sistemas agroforestales como el de la producción de caoba afri-
cana (Khaya senegalensis) con colonias de hormigas tejedoras (Oecophylla smaragdina),
complementando la plantación con un par de especies del género Acacia [100].

También se ha estudiado el beneficio que las hormigas pueden traer a plantaciones de
café para ahuyentar al insecto broca del café (Hypothenemus hampei): mediante la inter-
acción hemı́ptero-hormiga (Coccus viridis-Azteca instabilis), concluyendo que la presencia
de las hormigas ahuyentó a los insectos pero se requeŕıa otro tipo de estudio para eva-
luar la relación costo-beneficio entre el daño que los hemı́pteros representan al árbol –al
alimentarse de su savia– y el beneficio de no perder las semillas de café [101]; y mediante
la protección de las hormigas Azteca sericeasur, las cuales mantuvieron su eficiencia de
biocontrol ante el incremento en la densidad de insectos broca del café [91].

Ninguno de los casos antes mencionados involucran plantas con EFN, sin embargo,
recientemente se ha llamado la atención al potencial que tienen algunas plantas de este
tipo (mirmecófilas pero no mirmecófitas, al no poseer domacios o cuerpos nutritivos en el
ápice de las hojas) de dar beneficios a sistemas de huertas [74].
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1.2.3. Modelo matemático de interacción mutualista

Otra forma de estudiar las interacciones entre especies distintas es la modelación
matemática. La interacción Vachellia-Pseudomyrmex se clasifica como mutualismo –una
interacción entre dos especies distintas que es benéfica para ambas especies [15]–, la cual
ha sido menos estudiada desde el punto de vista matemático, en comparación con otras
interacciones como la depredación.

Los modelos matemáticos de dinámica de poblaciones son una herramienta que podŕıa
ayudar a predecir e identificar fenómenos a nivel poblacional o de comunidad, especial-
mente al analizar redes tróficas, lo cual es de utilidad para la comprensión de flujos de
materia y enerǵıa en los ecosistemas y que pueden motivar investigaciones en campo. Al-
gunos trabajos han logrado conjuntar la experimentación con la modelación matemática
de interacciones hongo-hormiga [75] y planta-hormiga de protección [137].

1.2.3.1. Ventajas de la interacción Vachellia-Pseudomyrmex

La interacción Vachellia-Pseudomyrmex presenta algunas caracteŕısticas que facilitan
la modelación de la población de hormigas debido a que: el alimento que consumen está
provisto casi en su totalidad por la planta, lo cual simplifica el sistema; el sistema facilita
el enfoque continuo ya que sus poblaciones son numerosas y dos o más generaciones se
traslapan; y a que su contacto f́ısico es prolongado, lo cual ayuda a delimitar el sistema.

A pesar de que la modelación matemática de la población de Vachellia resulta com-
plicada, y por tanto se requieren hacer simplificaciones, la interacción mutualista de pro-
tección es interesante por su estructura y ha sido poco modelada en comparación con
interacciones de nutrición y de transporte, como la mirmecocoria [52] o la polinización
[20, 33, 110, 112, 118].

Ya que, en la interacción planta-hormiga de protección, uno de los organismos protege
sus recursos de herb́ıvoros depredadores, podŕıan haber al menos dos resultados:

Podŕıa suceder que la defensa fuese suficiente como para desplazar a los herb́ıvoros
poco a poco del sistema, lo cual es relevante para las aplicaciones agroecológicas;

O, si las hormigas protegen a las hojas sin desplazar a los herb́ıvoros, el árbol podŕıa
crecer, lo que permitiŕıa sostener a una mayor población de herb́ıvoros depredadores
y, si se considera que el árbol tiene un ĺımite de crecimiento, las poblaciones podŕıan
estabilizarse permitiendo la coexistencia de las tres especies. Este resultado seŕıa
relevante puesto que el mutualismo podŕıa favorecer la supervivencia de dos especies
que se alimentan de un mismo recurso.

Ambos escenarios son de interés para la canceptualización de las interacciones entre
poblaciones, tema que se desarrollará con mayor detalle en el siguiente caṕıtulo.
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Caṕıtulo 2

Modelos presa-depredador con interacciones

consumidor-recurso

Antes de plantear el modelo para interacciones planta-hormiga de protección, es nece-
sario realizar una revisión de la teoŕıa de interacciones entre poblaciones. Esto con el fin de
representar adecuadamente los cambios de las poblaciones interactuantes como sistemas
de ecuaciones diferenciales acopladas. Es importante aclarar que se considerará la escala
de población como la unidad básica de interés y que se harán consideraciones a nivel de
individuo con tal de generalizar aspectos de la población a la que este pertenece.

2.1. Interacciones poblacionales

El concepto de población puede definirse como el conjunto de individios contem-
poráneos de la misma especie que habitan en un espacio [96]. La delimitación del tamaño
de la población depende de las caracteŕısticas de cada sistema y a menudo lo debe deter-
minar el observador [10]. Distintas poblaciones, de diferentes especies, que interactúan en
un mismo espacio forman una comunidad.

Las interacciones que suceden entre organismos de la misma especie se llaman intra-
espećıficas. Las que suceden entre poblaciones de distintas especies se les llama interes-
pećıficas y son de gran relevancia porque ayudan a describir los flujos de materia entre
poblaciones.

El estudio de las interacciones tróficas se ubica entre las escalas de población y comu-
nidad, y son de gran importancia porque determinan la abundancia y distribución de las
especies en un espacio [10].

Las interacciones fundamentales se encuentran en la escala de poblaciones –por ejem-
plo las que existen entre organismos que obtienen un beneficio a costa de otra especie– y
determinan la estructura de las redes tróficas de las comunidades [3]. Por ello, las interac-
ciones interespećıficas tienen una gran influencia en los patrones con los que las especies
se adaptan y vaŕıan, aśı como en la organización y estabilidad de las comunidades [109].
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2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

2.1.1. Interacciones interespećıficas

Las interacciones interespećıficas se refieren a aquellas que suceden entre poblaciones
de especies diferentes. La interacción se produce cuando la acción de una especie, o algu-
na de sus propiedades, cambia las caracteŕısticas de la población de otra especie, como
pueden ser: el tamaño de la población, las tasas de crecimiento, natalidad o mortalidad,
la distribución espacial, o la distribución de la adecuación relativa de los organismos,
entre otras. Los valores de alguna propiedad individual que se distribuyen en los demás
organismos se convierten en propiedades de la población [1].

Generalmente se utilizan dos métodos para clasificar o definir las interacciones: por
su mecanismo, enfocándose en las acciones o propiedades de una población que afectan
de cierta manera a otra; o por su efecto, concentrando la atención en el efecto neto
producido por la interacción entre poblaciones [1]. Además, las interacciones se pueden
clasificar como indirectas si las poblaciones dependen de –o son moduladas por– una
tercera especie para interactuar o directas si no la requieren [139].

Comúnmente, las interacciones se clasifican con los signos ((+)), ((0)) y ((−)), represen-
tando el efecto inmediato del mecanismo, o el efecto neto de la interacción, sobre cada
población. Los efectos que se consideran con mayor frecuencia son los que modifican el
tamaño de la población o su densidad poblacional, la tasa de crecimiento o la adecuación
individual. Se clasifican con un signo ((+)) las interacciones que benefician a la población
a través de la caracteŕıstica estudiada, con un ((0)) cuando no la afectan y con un ((−))
cuando la merman o inhiben.

A pesar de que las clasificaciones suelen hacerse con base en los efectos, los nombres
de las clasificaciones son más afines a los mecanismos de interacción. Esto puede deberse a
que los mecanismos son más fáciles de observar que los efectos y, por lo tanto, han tenido
una prioridad histórica y mayor compatibilidad con el uso común de los términos [1]. Una
de las clasificaciones más famosas –basada en efectos– es la propuesta por Odum y Barret
[96] (ver tabla 2.1).

2.1.2. La competencia

Los organismos pueden requerir de los mismos recursos o tener necesidades similares
para sobrevivir, crecer y reproducirse. Sin embargo, debido a las limitaciones espaciales, de
producción de recursos o de acceso a estos requerimientos, no todos los organismos logran
satisfacer dichas necesidades, lo cual reduce su supervivencia, crecimiento o reproducción
[10]. A este fenómeno se le llama competencia y se suele clasificar dependiendo de si
ocurre entre organismos de una misma población o poblaciones de especies distintas, o
de acuerdo con su mecanismo de interacción [10].

2.1.2.1. Clasificación por especies

A la competencia entre organismos de la misma especie se le llama competencia intra-
espećıfica y cuando son poblaciones de distintas especies las que compiten se le conoce
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Tabla 2.1: Clasificación de interacciones entre las poblaciones de dos especies.

Tipo de interacción Especie 1 Especie 2
Naturaleza general de la
interacción

Neutralismo 0 0 Ninguna población afecta a la otra.

Competencia del tipo
de interferencia directa

− − Inhibición directa de cada especie
por la otra.

Competencia del tipo
de uso de recursos

− − Inhibición indirecta cuando los
recursos comunes escasean.

Amensalismo − 0
Inhibición de la población 1,
población 2 no se afecta.

Comensalismo + 0
La población 1, el comensal, se
beneficia mientras que la población
2, el hospedero, no se afecta.

Parasitismo + −

La población 1, el parásito,
únicamente consume partes de la
población 2, el hospedero, y le son
perjudiciales pero no suelen ser
letales a corto plazo.

Depredación
(incluyendo herbivoŕıa)

+ −

La población 1, el depredador, se
alimenta de la población 2, la
presa, ya sea que únicamente
consuma una porción o que lo
consuma completamente.

Mutualismo + +
La interacción es favorable para
ambas especies.

Nota: ((0)) indica que no hay interacción significativa; ((+)) indica crecimiento, superviven-
cia o algún atributo de la población que experimenta beneficios (término positivo que se
suma a la ecuación de crecimiento); ((−)) indica inhibición del crecimiento de población o
de algún otro atributo (término negativo que se suma a la ecuación de crecimiento).
Fuente: modificado de [96] con información de [1, 10, 15].
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como competencia interespećıfica.

La competencia intraespećıfica es de suma importancia pues tiende a igualar las tasas
de natalidad y mortalidad de una población. Cuando esto sucede –y si la población no
es alterada por otra, por una disminusión en la tasa de producción de recursos o por el
cambio en un factor ambiental que influencie el funcionamiento de los organismos (un
factor abiótico)–, la población se mantiene en una densidad estable, llamada capacidad
de carga.

2.1.2.2. Clasificación por mecanismo de competencia

Los mecanismos de competencia se suelen clasificar en mecanismos directos e in-
directos, dependiendo del tipo de acciones que realizan los organismos o poblaciones
interactuantes.

Los mecanismos directos, en los cuales los organismos o las poblaciones compiten por
un mismo recurso, como alimento o territorio, y en el caso intraespećıfico también puede
ser por el acceso a la reproducción, suelen denominarse competencia por interferencia.

El mecanismo indirecto más común es la explotación que sucede cuando los orga-
nismos o las poblaciones compiten agotando un recurso limitado compartido –agua, luz,
nutientes–, ya sea consumiéndolo por adelantado o al mismo tiempo.

Otro ejemplo de competencia interespećıfica indirecta es la competencia aparente en
la cual dos poblaciones de especies comparten un mismo depredador, por lo que una
disminución en la densidad de una de las presas debida a la depredación, aumenta la
densidad del depredador, lo cual afecta a la otra población presa [10].

2.1.3. El mutualismo

El mutualismo puede ser definido como la interacción interespećıfica mutuamen-
te benéfica. Esta interacción, anteriormente considerada inusual, ocurre en cada hábitat
terrestre o acuático, es más común de lo que se pensaba, y está relacionada con la repro-
ducción y supervivencia de las especies, además de tener un rol importante en el ciclado
de nutrientes [15]. Es común que los términos mutualismo y simbiosis suelan usarse de
manera indistinta, sin embargo es importante diferenciarlos.

2.1.3.1. Diferenciando el mutualismo

La definición de mutualismo considerada en este trabajo se diferencia de los términos
simbiosis, cooperación o protocooperación y facilitación de acuerdo con la distinción hecha
por Bronstein (2015) [15].

El témino mutualismo fue introducido por el biólogo Pierre van Beneden en 1873 en
el sentido de ((ayuda mutua)) entre especies, mientras que la simbiosis fue definida por
Anton de Bary seis años después para referirse a ((organismos diferentes viviendo juntos))
[13, 15]. Para que la interacción sea una simbiosis debe haber una intimidad f́ısica –
contacto externo o vivir dentro del organismo– entre las especies asociadas, durante la
mayor parte o la totalidad de su vida.
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Las interacciones planta–hormiga pueden clasificarse como simbiosis y se ha aconse-
jado clasificarlas en primera instancia de esta forma –más que como mutualismos– si no
se conoce el resultado neto que la interacción tiene sobre la densidad poblacional, la tasa
de crecimiento o la adecuación de las especies [27], ya que –como Anton de Bary definió
expĺıcitamente [15]– la simbiosis es independiente del resultado de la interacción, es decir,
puede variar entre parasitismo, comensalismo y mutualismo.

La facilitación es un efecto positivo en una especie u otra, sin importar si el efecto es
rećıproco; usualmente es el resultado de una modificación en el ambiente al interactuar
una especie con otra, lo que promueve el crecimiento, la supervivencia o la reproducción
de la segunda especie [19]. Una facilitación mutua se considera un tipo de mutualismo.

La cooperación o la protocooperación es un término no tan espećıfico que se usa mayor-
mente para describir beneficios mutuos intraespećıficos, aunque también se puede utilizar
para beneficios interespećıficos si esto se define claramente.

2.1.3.2. Clasificaciones del mutualismo

El mutualismo se puede clasificar principalmente de tres formas distintas no exclu-
yentes: de acuerdo con el tipo de beneficio obtenido, al grado de cierta caracteŕıstica o a
que se otorga el beneficio por medio de una especie intermediaria [15].

Los beneficios mediante los cuales se clasifica al mutualismo pueden ser de transpor-
te, protección o nutrición (ver tabla 2.2).

Las caracteŕısticas de la interacción que se han considerado para clasificar los mu-
tualismos son: el grado de dependencia que los organismos tienen entre śı, el grado de
especificidad que tienen las especies (si se relacionan únicamente con un organismo o con
varios), el grado de integración f́ısica y a la historia evolutiva compartida. En la tabla 2.3
se presenta una descripción más amplia de esta clasificación.

Aśı mismo, las interacciones mutualistas se puede clasificar dependiendo de qué tan
directo es el beneficio que las especies obtienen. Si el beneficio se obtiene directamente de
la otra especie mutualista se le llama un mutualismo directo y si el beneficio se obtiene
gracias a una especie intermediaria se le llama un mutualismo indirecto. Es importante
notar que el contacto entre las especies mutualistas puede ser directo, pero la clasificación
se refiere a qué tan directo es el beneficio [139].

2.1.4. La depredación y el parasitismo

Desde el punto de vista del mecanismo, la depredación puede definirse como la
interacción en la que un organismo se alimenta de otro, ya sea que únicamente consuma
una porción o que lo consuma completamente [1].

Desde el punto de vista del efecto, la depredación es positiva para el depredador y
negativa para la presa, sin embargo, las formas en las que los organismos depredan pueden
producir cambios en las caracteŕısticas del efecto producido. Por ejemplo, el efecto que se
produce al consumir organismos enteros rápidamente puede ser diferente al que se produce
si se depreda únicamente una porción del mismo a tasas menores. Por ello es conveniente
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Tabla 2.2: Clasificación de mutualismos conforme al tipo de beneficio obtenido.

Beneficio Descripción Ejemplo

Transporte
Una especie transporta a su
compañero o a sus gametos.

Transporte de polen entre flores de
distintos individuos. Transporte de
áfidos por parte de hormigas, a zonas
de los árboles más ricas en savia.

Protección
Se provee defensa contra el
ambiente biótico o abiótico.

Agresión de las hormigas contra los
depredadores de plantas.

Nutrición
Se provee de uno o más

nutrientes limitantes a la
especie asociada.

Bacterias Rhizobium fijan nitrógeno
y después lo proveen a las plantas
asociadas con ellas.

Fuente: elaboración propia con información de [15].

Tabla 2.3: Clasificación de mutualismos de acuerdo con el grado sus caracteŕısticas

Caracteŕıstica Grado bajo Grado alto

Dependencia

Facultativo: las especies se
desempeñan mejor cuando
interaccionan pero pueden
desempeñarse bien si no hay
interacción.

Obligado: las especies no pueden
sobrevivir sin su compañero.

Especificidad
Generalizado: las especies se
asocian con múltiples especies.

Especializado: cada especie se
asocia con una sola especie.

Integración
f́ısica

No simbiótico o no persistente:
todos aquellos mutualismos que
no sean simbióticos.

Simbiótico: las dos especies se
encuentran en contacto f́ısico
ı́ntimo –a menudo
fisiológicamente integrado– la
mayor parte de sus ciclo de vida.

Historia
evolutiva
compartida

No coevolucionado: solo una o
ninguna de ambas especies ha
tenido un cambio evolutivo en el
contexto de la interacción.

Coevolucionado: ha habido
cambios evolutivos rećıprocos en
el contexto de la interacción.

Fuente: elaboración propia con información de [15].
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clasificar esta interacción de una manera más funcional. De acuerdo con Begon et al.
(2006) los depredadores se pueden clasificar entre depredadores verdaderos, organismos
que pacen, parásitos y parasitoides.

Depredadores verdaderos : atacan a varias o muchas presas durante su vida; al atacar-
las las matan más o menos de forma inmediata; y suelen consumirlas completamente.

Organismos que pacen (o que pastan): atacan a grandes cantidades de presas du-
rante su vida pero únicamente removiendo algunas partes de esta; aunque el efecto
que tienen sobre los individuos que consumen es perjudicial no suele ser letal a
corto plazo. (Aunque la categoŕıa recibe su nombre por los organismos que real-
mente pastan, es importante notar que se puede clasificar dentro de esta categoŕıa
a los organismos foĺıfagos, fruǵıvoros y nectaŕıvoros. Getz (2011) los clasifica como
organismos cultivadores pero esto se puede prestar a confusiones.)

Parásitos : únicamente consumen partes de la presa y le son perjudiciales pero no
suelen ser letales a corto plazo. La presa es llamada hospedero porque suelen ser
simbiontes, lo cual solo les permite alimentarse de uno o pocos organismos en su
vida, esto los diferencia de los depredadores que pacen.

Parasitoides : están asociados con un hospedero –como los parásitos–, no causan
una muerte inmediata –como los parásitos y los organismos que pacen– pero al final
matan al hospedero –como los depredadores verdaderos.

Aunque la forma de interactuar de los parásitos es una depredación, esta interacción
suele clasificarse como parasitismo. Esta distinción se hace comúnmente y puede ser de
utilidad porque la dinámica de interacción es distinta dependiendo de si el organismo que
depreda es un simbionte.

2.1.4.1. Parasitismo e interacciones planta-hormiga de protección

En la interacción Vachellia-Pseudomyrmex, si se considera el caso hipotético en el
que la planta no fuese depredada por organismos foĺıfagos; no recibiera otros beneficios
de la interacción, como nutrición o protección ante patógenos; y mantener a la colonia
disminuyera su tasa de crecimiento debido a la asignación de recursos a néctar y cuerpos
nutritivos; las hormigas podŕıan considerarse como parásitos.

Por ejemplo, se ha identificado que la interacción simbiótica entre la hormiga Allo-
merus octoarticulatus y la planta mirmecófita Cordia nodosa, es benéfica para ambas
especies en presencia de herb́ıvoros, pero al retirar a los herb́ıvoros del sistema, las plan-
tas crecieron en menor proporción debido a los costos de mantenimiento de las hormigas
[35].

En general, aunque la interacción de las hormigas que viven en los domacios de los
árboles mirmecófitos traiga beneficios de nutrición o protección al árbol, si estos beneficios
no son mayores a los costos de mantener a la colonia y ello disminuye la tasa reproductiva,
de crecimiento o la adecuación de la planta, la interacción se considera parasitismo.

Este fenómeno se ha estudiado y se han identificado especies de hormigas que podŕıan
considerarse parásitas del mutualismo, al obtener recursos de una árbol habitado por
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hormigas mutualistas, pero sin proteger significativamente o en lo absoluto a la planta
[18, 24, 48, 70]. Es importante notar que aunque el mecanismo de protección esté presente,
podŕıa no haber efecto benéfico neto para las plantas [18]. Este tipo de discrepancias entre
el mecanismo y el efecto suelen dificultar la clasificación de las interacciones.

2.1.5. Dificultades en la clasificación de las interacciones

La forma en la que se estudian las interacciones entre poblaciones está fuertemente
influenciada por las categoŕıas de clasificación comúnmente aceptadas y las caracteŕısticas
que se les atribuyen [1]. Estas clasificaciones pueden generar confusión o propiciar que
algunos fenómenos no sean tomados en cuenta.

Además de la dificultad de agrupar dentro de categoŕıas unificadoras a la diversidad
de formas de interacción, Abrams [1] notó problemas que complican la clasificación de las
interacciones y que se desarrollan brevemente a continuación.

2.1.5.1. Discrepancia entre mecanismo y efecto

Uno de los principales problemas es determinar en qué escala temporal deben estimarse
los efectos de la interacción. Un mecanismo observable podŕıa llevar a clasificar el efecto de
interacción en un corto plazo, sin considerar que las consecuencias del mecanismo pueden
tener un efecto de diferente signo en alguna otra variable. Esto significa que el efecto
inmediato de los mecanismos de interacción puede ser de diferente signo al del efecto neto
sobre la tasa de crecimiento, la tasa de reproducción o la adecuación relativa [1].

Se ha identificado que hormigas muy agresivas pueden ser muy buenas defendiendo
las plantas pero también pueden ahuyentar a organismos polinizadores, por lo cual, aun-
que la tasa de crecimiento aumenta, la tasa reproductiva podŕıa disminuir, y aunque el
mecanismo observable puede parecer positivo, el efecto neto podŕıa ser negativo [88, 94,
97]. Sin embargo, también se ha visto que este efecto depende del tipo de polinizador
por lo que el éxito reproductivo de una planta con varios polinizadores podŕıa no verse
afectado por la presencia o agresividad de las hormigas [114].

Por lo tanto, es muy importante que en la clasificación de las interacciones, se haga una
adecuada diferenciación o integración de los mecanismos y de los efectos de la interacción,
cuidando no igualarlos en signo con base en una definición que atienda únicamente a uno
de los dos aspectos.

2.1.5.2. Dependencia de contexto

El resultado de las interacciones a veces puede cambiar de signo dependiendo de
las condiciones ambientales en las que se encuentran los organismos [16], como el caso
de la interacción planta-hormiga de protección entre la hormiga A. octoarticulatus y la
planta mirmecófita C. nodosa en ausencia de depredadores, mencionado anteriormente
[35]; pero también dependiendo de la densidad de los organismos interactuantes, por
ejemplo, Boucher et al. (1982) desarrollaron un modelo gráfico para predecir las densidades
de animales dispersores (y también consumidores) de semillas, a las cuales la interacción
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mutualista de transporte se convierte en depredación [12].

Otra interacción en la que existe dependencia de contexto es en la simbiosis entre
plantas y hongos, llamada micorriza. Algunas de estas asociaciones se utilizan en sistemas
agŕıcolas para mejorar la productividad de las plantas. Sin embargo, aunque las micorrizas
suelen ser benéficas para los hongos, en algunos casos no lo son para las plantas, debido
a factores en el desarrollo, ambientales o genot́ıpicos. Por ello se ha propuesto que los
efectos de esta interacción podŕıan variar continuamente entre parasitismo, comensalismo
y mutualismo [71].

En el ámbito de las interacciones con hormigas, Larsen et al. (2001) investigaron el
mutualismo hemı́ptero-hormiga en un estudio en el que se compararon sistemas planta-
cicadélido-hormiga donde los cicadélidos (hemı́pteros) se alimentan de la savia de las
plantas y producen ambrośıa (o ((gotas de miel))) que se comen las hormigas. Sin la po-
blación de hormigas, los cicadélidos aumentaron su población hasta matar a la planta,
terminando con sus propios recursos. En cambio, en presencia de hormigas, estas regu-
laron el crecimiento de la población de hemı́pteros permitiendo la coexistencia de las
tres especies. Esto significa que aunque las hormigas inhibieron a los cicadélidos, lo cual
podŕıa ser clasificado como un efecto inmediato negativo, estabilizaron sus poblaciones y
los ayudaron a sobrevivir en el contexto de recursos limitados, por lo que el efecto neto
fue positivo [77].

Se ha analizado que, en el caso de la planta Senna mexicana var. chapmanii, el néctar
extrafloral que se produce disminuye cuando se limita la luz que reciben las plantas [72].

En un estudio en hábitats rocosos de pinares en el que se excluyó a las hormigas
de algunas plantas S. chapmanii y se varió la cantidad de luz que le llegaba al sistema,
al comparar contra plantas con hormigas en las mismas condiciones, se encontró que
las hormigas redujeron la herbivoŕıa total en todos los casos. Sin embargo, la tasa de
crecimiento de las plantas no se vio afectada por la luz solar ni por la protección de las
hormigas. En hábitats soleados, las plantas con hormigas produjeron más semillas que
las que no teńıan hormigas en las mismas condiciones; mientras que a la sombra no hubo
diferencias en la producción de semillas entre plantas con hormigas y plantas sin hormigas;
por lo que el efecto de esta interacción es dependiente del contexto en el que se encuentren
los organismos, variando entre comensalismo y mutualismo [73].

En un meta-análisis de publicaciones sobre interacciones planta-hormiga [21], se en-
contró que la dependencia de contexto no es tan común como se pensaba en interacciones
de protección, las cuales suelen tener un efecto positivo en las plantas. Sin embargo, esto
puede deberse a los métodos comúnmente utilizados al estudiar estas interacciones y a
que se requieren más estudios sobre este tema.

Para modelar interacciones mutualistas es recomendable un marco conceptual que
permita la adecuada interpretación de los mecanismos de interacción y de sus efectos
y además, si es posible, que considere los cambios de signo de los efectos debidos a la
dependencia de contexto [58].

19



2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

2.1.6. Interacciones consumidor-recurso

La conceptualización de las interacciones presa-depredador (interacciones en las que
una especie es depredada por otra) como interacciones entre consumidores y recursos, fa-
cilita la representación de los mecanismos por medio de los cuales las especies mutualistas
interactúan.

El término interacciones consumidor-recurso (C-R) fue introducido primeramente pa-
ra estudiar la dinámica entre especies competidoras [85]. Sin embargo, casi todos los
mutualismos involucran la transferencia de enerǵıa y nutrientes entre las especies interac-
tuantes, independientemente de si se trata de un mutualismo de nutrición, de protección
o de transporte [60]. Por ejemplo, el consumo de néctar por parte de organismos polini-
zadores es común; al igual que las hormigas que protegen plantas se alimentan del néctar
extrafloral o de los cuerpos nutritivos de las hojas; y los organismos fruǵıvoros comen la
pulpa de las semillas, facilitando su germinación [32].

Se consideran como recursos a individuos enteros, a porciones de estos o al alimento
producido por ellos que es depredado por otro organismo. Sin embargo, la categoŕıa tam-
bién puede aplicarse a nutrientes, a organismos en descomposición o a factores abióticos
como la luz y el espacio [58, 60]. El consumidor es aquel organismo que incorpora o
aprovecha dichos recursos.

Es importante notar que un organismo puede ser a la vez consumidor y recurso al
interactuar con uno o más organismos de otras poblaciones. Además, ya que la interacción
entre dos poblaciones puede tener efectos positivos y negativos, este planteamiento permite
que el resultado de las interacciones no necesariamente sea positivo o negativo, sino que
el efecto neto pueda ser cero.

Si se consideran tasas de consumo que aumenten o disminuyan en función de la densi-
dad de los recursos de la población, se puede generar un acercamiento a la modelación de
interacciones cuyo efecto dependa del contexto [59]. De esta manera, se pueden estudiar,
mediante modelos presa-depredador, interacciones que bajo ciertas condiciones puedan
cambiar de depredación o mutualismo a ser amensalistas (−, 0) o comensalistas (+, 0).

Todos los mutualismos involucran costos además de beneficios y aunque se han hecho
esfuerzos para medir dichos costos, existen dificultades metodológicas que pueden com-
plicar su estimación [17] como, por ejemplo, el requisito de que las estimaciones de los
costos ecológicos se hagan en campo [47].

En el caso de las interacciones planta-hormiga, se ha estudiado que la asignación de
recursos a la protección indirecta implican un costo para las plantas [28, 35, 104, 124]
y que la interacción de la hormiga implica un costo al perder la actividad de la enzima
invertasa [49], sin embargo, el autor de este trabajo encontró únicamente un caso en el
que se evaluó si las hormigas sufren un costo significativo1 por la acción de ahuyentar a
los depredadores las plantas, en el cual se concluyó que no hubo un costo significativo por
esta acción [35].

1Entendiéndose por costo significativo aquel que tuviese un efecto medible sobre alguna variable po-
blacional de la especie en cuestión, como su tamaño poblacional, tasa reproductiva, mortalidad, etcétera.
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En el contexto de la modelación, el acercamiento consumidor-recurso permite consi-
derar la depredación de recursos y su utilización durante la interacción mutualista, dentro
de modelos presa-depredador [58].

A continuación se presenta la clasificación del mutualismo de acuerdo con la aproxi-
mación consumidor-recurso, la cual complementará la clasificación hecha previamente y
permitirá el planteamiento de modelos presa-depredador para interacciones mutualistas.

2.1.6.1. Mutualismo como interacción consumidor-recurso

Mediante la clasificación de mutualismos por el tipo de beneficio que se obtiene (nu-
trición, transporte o protección), se pueden definir dos categoŕıas más de interacción:
transferencias de masa (nutrición); o la provisión de servicios, ya sean directos (como el
transporte) o indirectos (como la protección u otros fenómenos donde los beneficios se
obtienen a través de una tercera especie).

Utilizando esta distinción, se han identificado tres tipos de mutualismos consumidor-
recurso [60]:

Mutualismos consumidor-recurso bidireccionales: cada especie consume el re-
curso que la otra produce. La interacción es mutualista solo si los beneficios son mayores
que los costos de producir el recurso. En este tipo de mutualismo se encuentra la nutri-
ción por parte de una planta como consecuencia de las actividades que realiza una colonia
de hormigas asociada a ella. Además, en esta categoŕıa se encuentran los ĺıquenes, co-
rales, bacterias fijadoras de nitrógeno, asociaciones áfido-bacteria, termita-protozoario u
hongo-hormiga (ver tabla 2.4 y figura 2.1a) [15, 26, 30, 98].

Mutualismos consumidor-recurso unidireccionales: una especie consume el re-
curso que la otra provee y la especie consumidora ofrece un servicio a la especie proveedora.
La interacción es mutualista si los beneficios del servicio superan a los costos de la pro-
ducción del recurso y si el beneficio por consumir el recurso supera los costos de ofrecer el
servicio. En esta categoŕıa se encuentran las interacciones planta-animal de polinización
y las interacciones planta-hormiga de protección (ver tabla 2.4 y figura 2.1b y 2.1c).

Mutualismos consumidor-recurso indirectos: las especies involucradas obtienen
u ofrecen un servicio a través de una tercera especie involucrada.

El mimetismo mülleriano es un mutualismo indirecto: un caso de esta interacción es
aquel en el que un depredador consume dos especies. Siendo tóxica una de ellas –la especie
modelo–, el depredador no la consume tanto; al mimetizar a la especie modelo, la segunda
especie –la especie copia– es depredada en menor cantidad y mediante esta interacción
indirecta, ambas resultan beneficiadas (ver tabla 2.4 y figura 2.1d) [126].

Otro ejemplo de mutualismo indirecto es el que llevan a cabo los pájaros indicadores
o ((gúıas de miel)) [117]. Estos pájaros utilizan sonidos especiales para guiar a tejones
o humanos hacia colmenas, de forma que estos irrumpan, desalojando a las abejas, y
obtengan la miel, de la cual se alimentan tanto tejones o humanos y los pájaros indicadores
(ver tabla 2.4 y figura 2.1e) [60].
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Tabla 2.4: Ejemplos de mutualismos consumidor-recurso.

Mutualismo Consumidor Recurso Figura 2.1

Mutualismo consumidor-recurso bidireccional

Nutrición
planta (M1), hormiga
(M2)

nitrógeno en restos y excreta,
néctar y cuerpos nutritivos.

(a)

Mutualismos consumidor-recurso unidireccionales

Transporte animal (M2) néctar de la planta (M1) (b)

Protección hormiga (M2)
néctar o cuerpos nutritivos de
la planta (M1)

(c)

Mutualismos consumidor-recurso indirectos

Mimetismo
mülleriano

depredador (P )
especies modelo e imitadora
(M1, M2)

(d)

Gúıas de
miel

pájaro indicador (M1),
tejón (M2)

larvas de abeja y miel (R) (e)

Peces
limpiadores

peces limpiadores (M2)
ectoparásitos (P ) de peces
clientes (M1)

(f)

Fuente: modificado de [59, 60].

Los peces limpiadores son peces que retiran ectoparásitos de otros peces a los que se
denomina peces ((clientes)) [103]. Ya que el beneficio se obtiene a través de una tercera espe-
cie, pues únicamente hay beneficio si los peces limpiadores se alimentan de ectoparásitos,
este mutualismo se considera indirecto (ver tabla 2.4 y figura 2.1f).

El modelo conceptual de las interacciones consumidor recurso se enfoca principalmente
en los mecanismos de interacción, lo cual puede ser una ventaja al transladar el modelo
conceptual a un modelo matemático. Sin embargo también permite considerar efectos
netos por medio de la representación de servicios o inhibiciones.

Por ejemplo, en el sistema Vachellia-Pseudomyrmex, la planta transfiere masa a las
hormigas, por lo que el efecto inmediato de la interacción es negativo para la planta y
positivo para las hormigas. Sin embargo, el beneficio se obtiene por medio de la inhibición
de los depredadores de las hojas, por lo que los efectos resultantes deben ser un efecto
neto positivo para las plantas y un efecto inmediato negativo para los depredadores de
las hojas.

Los efectos inmediatos suelen ser simples de representar porque son acordes al meca-
nismo de interacción. Los efectos netos, en cambio, son más dif́ıciles de representar pues
pueden suceder en escalas temporales distintas al mecanismo o resultar de la interacción
con una tercera especie, en el caso de los mutualismos indirectos.

Una forma en la cual se puede enfrentar esta dificultad, atendiendo a los mecanismos
de interacción, es considerar que los organismos ingieren o consiguen sus recursos (efecto
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2.1 Interacciones poblacionales

Figura 2.1: Representación gráfica de mutualismos consumidor-recurso (a) bidireccionales,
(b, c) unidireccionales e (d-f) indirectos. M1 y M2 son dos poblaciones mutualistas, P es
una especie depredadora y R es un recurso de M1 y M2. Como en las redes tróficas, la
especie que se encuentra arriba está en un nivel trófico superior a la de abajo. Las flechas
continuas indican el flujo de enerǵıa o nutrientes y su dirección. La flecha punteada indica
un servicio de transporte y la dirección indica la especie que se beneficia de este servicio.
Las ĺıneas discontinuas indican un servicio indirecto. La ĺınea discontinua con barra significa
un servicio de protección y la barra está cerca de la población inhibida. Modificado de [59].

positivo) y que además los utilizan y desechan (efecto negativo). De esta manera, el efecto
neto debe resultar de la suma de ambos procesos [59].

Habiendo hecho una revisión de la fenomenoloǵıa de las interacciones planta-hormiga
y de los modelos conceptuales utilizados para clasificar y estudiar las interacciones entre
especies, a continuación se presenta una breve introducción a la modelación matemática
de dinámica de poblaciones, iniciando con el modelo presa-depredador Lotka-Volterra.
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2.2. Modelos presa-depredador basados en el modelo

Lotka-Volterra

Los modelos matemáticos presa-depredador son la base del análisis de dinámica po-
blacional de las interacciones interespećıficas. El primer modelo de interacciones presa-
depredador fue desarrollado simultáneamente por Alfred J. Lotka (1880–1949) y Vito
Volterra (1860–1940), estudiando sistemas biológicos con diferentes enfoques [65].

Lotka propuso que el modelo podŕıa servir para describir interacciones planta-herb́ıvo-
ro (1920) y parasitismos (1925). Sin embargo, lo estudió primeramente en reacciones
qúımicas autocataĺıticas basándose en la Ley de Acción de Masas (1909, 1920). Volte-
rra (1926) lo desarrolló estudiando datos de la variación de peces en el mar Adriático y
propuso extenderlo para relaciones tróficas de tres especies.

El modelo se ha ajustado a datos generados experimentalmente en laboratorio y, en
algunos casos, datos en campo han mostrado comportamientos similares, como el famoso
caso de la variación poblacional inferida de liebres y linces en Canadá [131].

El modelo Lotka-Volterra ha sido modificado de diversas maneras pero sigue siendo la
base de los modelos de dinámicas poblacionales, tanto si se parecen al planteamiento de
Lotka, como si se apegan más al de Volterra. A continuación se hace una breve introducción
a este modelo.

2.2.1. Modelo Lotka-Volterra clásico

El modelo original supone que las poblaciones pueden describirse mediante sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que se hacen las suposiciones de que las
poblaciones no tienen una estructura de edad o tamaño, es decir que son homogéneas, y
que los nacimientos y las muertes se llevan a cabo de forma continua y proporcional a la
densidad de la población respectiva.

Las poblaciones interactuantes (Xi(t), i = 1, 2, ..., n), que en el planteamiento de
Lotka pueden ser organismos o nutrientes, dependen tanto de las otras especies como de
parámetros correspondientes al ((carácter))2 de cada organismo en el tiempo, Qi(t), aśı
como de la variación de factores abióticos del ambiente en el que se encuentran, E(t).

dXi

dt
= Fi(X1, X2, ..., Xn, Qi, E), i = 1, 2, ..., n (2.1)

Por facilidad se supone que tanto Qi como E son constantes, que el ambiente es
homogéneo, y que el sistema está compuesto únicamente por dos especies: una presa (N)
y un depredador (P ).

2Lotka, utiliza ((carácter)) para conjuntar caracteŕısticas fenot́ıpicas de los organismos que pueden
variar en el tiempo desde un punto de vista evolutivo [82].
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Se supone que la presa se encuentra en un espacio con una gran cantidad de recursos de
forma que la densidad de los recursos (R) puede considerarse constante durante el periodo
de interacción. Además, se supone que la presa es el único alimento del depredador. El
crecimiento de ambas especies, por lo tanto, depende de la cantidad de encuentros con su
recurso respectivo.

Considerando el caso en el que la presa, N(t), se encuentra en ausencia del depredador,
P (t), su variación poblacional puede ser descrita por la siguiente ecuación:

dN

dt
= βRN − γN (2.2)

r = (βR− γ) (2.3)

dN

dt
= rN (2.4)

Donde β es la tasa a la cual la población de la presa obtiene masa de sus recursos, γ
es la tasa a la cual pierde masa debido a excreta o a la muerte de sus organismos y r es
la tasa de crecimiento de la población.

Resolviendo la ecuación (2.4), se obtiene

N(t) = N0e
rt (2.5)

Siendo N0 = N(0). Cuando N = 0 la ecuación diferencial (2.5) tiene un punto de
equilibrio, es decir, un punto en el que su población no cambia y por lo tanto:

dN

dt
= 0 (2.6)

En este caso, la población permanecerá en el punto N(t) = 0 en cualquier momento.
Si N(0) > 0, la población crecerá infinitamente cuando t→∞, por lo cual se dice que es
un punto de equilibrio inestable (ver figura 2.2a y apéndice A.1).

A su vez, se supone que los depredadores en ausencia de presas pierden masa a una
tasa µ por las mismas razones que las presas, y por lo tanto su cambio poblacional es:

dP

dt
= −µP (2.7)

Resolviendo la ecuación (2.7), se obtiene la solución:

P (t) = P0e
−µt (2.8)

Donde P0 = P (0). Al igual que en el caso de la presa, la ecuación (2.7) tiene un
punto de equilibrio en P (t) = 0 pero en este caso es asintóticamente estable ya que para

25



2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

Figura 2.2: (a) Población de las presas, N(t), en fnción del tiempo, en ausencia de depre-
dadores (N0 = 50 y r = 0.04) con la representación de su campo vectorial. (b) Población
de los depredadores, P (t), en función dle tiempo, en ausencia de las presas (P (0) = 1400 y
µ = 0.05) con la representación de su campo vectorial.

cualquier población inicial P (0) > 0, la solución se aproxima asintóticamente al valor de
equilibrio P (t) = 0 cuando t→∞ (ver figura 2.2b).

Es importante notar que si N0=P0 y r = µ la única diferencia entre las ecuaciones
(2.5) y (2.8) es el signo del exponente, lo cual determina la estabilidad de sus soluciones.

Cuando tanto presas como depredadores se encuentran presentes, se supone que los
encuentros entre ambas especies disminuirán la densidad poblacional de las presas y au-
mentarán la de los depredadores a una tasa η (η > 0). Por lo que la interacción de
ambas poblaciones, considerando la dinámica tanto en ausencia de presas o depredadores,
aśı como en presencia de ambos, se puede representar mediante el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acompladas:

dN

dt
= rN − ηN P

dP

dt
= −µP + ηN P

(2.9)

Este es el modelo Lotka-Volterra clásico, que es la base de los modelos presa-depredador,
y al cual se le han hecho modificaciones subsecuentes, añadiendo suposiciones o modifi-
cando términos para considerar factores que afectan la interacción de las poblaciones. Por
ejemplo, es común que se considere que γ y µ son tasas de mortalidad, de las presas y los
depredadores, respectivamente, y que la pérdida de masa no asociada a la muerte quede
considerada añadiendo un término de eficiencia de conversión de recursos en presas, ε
(1 > ε > 0), y uno de presas en depredadores, ε (1 > ε > 0), por lo que r = εβR− γ, y el
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sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma:

dN

dt
= rN − ηNP

dP

dt
= −µP + εηNP

(2.10)

Es importante aclarar que los parámetros de interacción podŕıan estar relacionados
a variables ambientales, ya que los organismos se desempeñan de formas distintas de-
pendiendo de factores abióticos [54]. Al considerar constantes las variables ambientales
también se considera que los parámetros del sistema son constantes, o bien, que son el
valor promedio de estos en un lapso caracteŕıstico.

A la cantidad de presas que mueren debido a la acción del depredador se le llama
respuesta funcional a la densidad de presas f(N), y a la tasa de cambio del depredador
en función de su población y la de la presa, se le llama respuesta numérica g(N, P ) [63,
119, 125]. Por lo que el sistema (2.10) se reescribe como:

dN

dt
= rN − f(N)P

dP

dt
= −µP + εf(N)P = g(N P )

(2.11)

Estas respuestas fueron definidas por Holling (1961) basándose en el trabajo de So-
lomon (1949). Debido a su propuesta de estas definiciones y a la obtención de una de las
respuestas funcionales [62] más utilizadas en modelación de poblaciones, a los cuatro tipos
de respuestas funcionales a la densidad de las presas se les llaman funciones de respuesta
de Holling tipo I-IV [20, 125].

Se pueden analizar algunas de las propiedades del sistema (2.9) a partir de los puntos
donde las poblaciones no cambian, también llamados puntos de equilibrio o puntos cŕıticos.
Para simplificar el análisis es conveniente reescalar el sistema de la siguiente manera:

x(τ) =
ηN(t)

µ
, y(τ) =

ηP (t)

r
, τ = rt y α =

µ

r

Por lo que se obtiene:

dx

dτ
= x(1− y) ≡ g1(x, y)

dy

dτ
= αy(x− 1) ≡ g2(x, y)

(2.12)

Los puntos de equilibrio son, por lo tanto,

p0 = (x∗0, y
∗
0) = (0, 0) y p1 = (x∗1, y

∗
1) = (1, 1).
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Si estos puntos de equilibrio son hiperbólicos (ver apéndice A.2), de acuerdo con el teo-
rema Hartman-Grobman (ver apéndice A.2.1), se puede analizar su estabilidad mediante
la aproximación lineal (ver apéndice A.2.2)

dz

dτ
= Jz (2.13)

en cada punto de equilibrio, donde z = (x, y)T y J es la matriz Jacobiana del campo
vectorial que define al sistema (2.12), evaluada en cada punto de equilibrio, es decir

dx
dτ

dy
dτ

 =

∂g1∂x ∂g1
∂y

∂g2
∂x

∂g2
∂y

∣∣∣∣∣
x=x∗k, y=y∗k

(
x
y

)
= J

(
x
y

)
, k = 0, 1.

Si se toma la aproximación lineal en el punto de equilibrio p0, se obtiene el sistemadx
dτ

dy
dτ

 =

(
1 0

0 −α

)(
x
y

)
= J

(
x
y

)
. (2.14)

Los valores propios (también llamados eigenvalores) de la matriz J son las ráıces del
polinomio caracteŕıstico:

P (λ) = det(J− λI) =

∣∣∣∣1− λ 0

0 −α− λ

∣∣∣∣ = 0

En este caso, son λ1 = 1 y λ2 = −α, por lo que este punto de equilibrio es hiperbólico,
ya que Re(λ1, 2) 6= 0, y por lo tanto la aproximación lineal (2.14) tiene la misma estructura
cualitativa que el sistema (2.12). Los vectores propios de J son

ξ1ξ1ξ1 =

(
1

0

)
; ξ2ξ2ξ2 =

(
0

1

)
,

por lo que su solución general es:(
x
y

)
= k1

(
1

0

)
et + k2

(
0

1

)
e−αt

De acuerdo con el criterio Routh-Hurwitz (ver apéndice A.2.3), se concluye que el
punto de equilibrio es inestable ya que, en el polinomio caracteŕıstico

P (λ) = λ2 + a1λ+ a2

= λ2 + (α− 1)λ+ (−α) = 0
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a1 > 0 pero a1a2 < 0 ya que a2 < 0 dado que por definición α > 0. Mediante
la clasificación de puntos de equilibrio de sistemas en dos dimensiones, conforme a los
eigenvalores del polinomio caracteŕıstico (ver apéndice B.1), se concluye que el punto de
equilibrio p0 es un punto silla.

Haciendo la aproximación lineal del sistema (2.12) en el punto de equilibrio p1 se
obtiene: dx

dτ

dy
dτ

 =

(
0 −1

α 0

)(
x
y

)

El polinomio caracteŕıstico asociado a la matriz J es

P (λ) = det(J− λI) =

∣∣∣∣−λ −1

α −λ

∣∣∣∣ = 0

= λ2 + α = 0

y sus valores propios son λ1, 2 = ±i
√
α. Este punto de equilibrio es no hiperbólico,

ya que Re(λ1, 2) = 0, por lo que la dinámica local del sistema no lineal no está dada por
la aproximación lineal, ya que una de las condiciones del Teorema Hartman-Grobman es
que los puntos de equilibrio sean hiperbólicos (ver apéndices A.2.1 y A.2.2).

De acuerdo con la clasificación de puntos de equilibrio de sistemas en dos dimensiones,
conforme a los eigenvalores del polinomio caracteŕıstico (ver apéndice B.1), se sabe que
el punto de equilibrio p1 puede ser un centro o un foco. Sin embargo, después de hacer
el análisis de estabilidad global del punto de equilibrio p1 (ver apéndice A.4) se concluye
que el punto de equilibrio es un centro.

Al aproximar numéricamente el modelo Lotka-Volterra, se puede observar que las
poblaciones oscilan con respecto del tiempo (ver figura 2.3a) y forman una trayectoria casi
eĺıptica en el espacio fase (ver figura 2.3b), alrededor del punto (1, 1), el cual corresponde

al punto
(
µ
η
, r
η

)
en el sistema con dimensiones; si ambas poblaciones iniciaran en ese

punto permaneceŕıan en equilibrio.

El modelo Lotka-Volterra clásico suele asociarse a estimaciones de la variación po-
blacional de linces que se alimentan de las liebres, inferidas mediante datos de ventas de
pieles por la Hudson Bay Company en Canadá de 1845-1935. En la figura 2.4 se presenta
una reproducción de la gráfica elaborada por MacLulich en 1937.

Mediciones posteriores comprobaron que tanto las liebres como linces (y zorros), pre-
sentan ciclos de 10 años aproximadamente [2, 31]. Un análisis posterior concluyó que el
modelo Lotka-Volterra clásico coincide con suficientes puntos de los datos de la Hudson
Bay Company como para considerarlo como una buena aproximación [92].
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Figura 2.3: (a) Solución numérica del modelo Lotka-Volterra y (b) campo vectorial de su
plano fase; El punto p0 es inestable y se representa mediante un punto blanco; las soluciones
oscilan alrededor del punto p1, representado mediante un punto gris.

Figura 2.4: Fluctuaciones en las poblaciones de linces y liebres en Canadá de 1845 a 1935:
(1) curva de las variaciones en el número de liebres (2) curva de variaciones en el número
de linces. Imagen reimpresa y traducida con el permiso de Springer Nature: Springer
BIOPHYSICS [92] (((The dynamics of the lynx–hare system: an application of the Lotka–
Volterra model)), Nedorezov), Copyright © 2016, Pleiades Publishing, Inc. (2016).
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2.2.1.1. Cŕıticas al modelo Lotka-Volterra clásico

Las principales cŕıticas hechas al modelo Lotka-Volterra se deben en su mayoŕıa a las
simplificaciones iniciales planteadas por Lotka y por Volterra [81, 130].

Se critica que las presas crecen sin ĺımite en ausencia del depredador, lo cual se debe
a la suposición de que los recursos son muy grandes y se pueden considerar constantes.

Una de las formas en las que se ha considerado la limitación de las presas es me-
diante la inclusión de términos de competencia intraespećıfica en la respectiva ecuación
de dinámica poblacional, sin embargo, mediante esta modificación, se generan puntos de
equilibrio asintóticamente estables (este resultado se presentará en la siguiente sección),
por lo que las oscilaciones tienden a desaparecer. Este cambio cualitativo en la dinámica
al modificar el parámetro de interacción hace al modelo Lotka-Volterra clásico estructu-
ralmente inestable (ver apéndice A.5), lo cual, a su vez es fuente de cŕıticas.

Otra cŕıtica que se hace es que los depredadores consumen presas permanentemente,
es decir que no se considera que pueden llegar a un estado de saciedad momentáneo en
el que no depreden. En el fondo de esta observación está el hecho de que no se considera
que las especies almacenan recursos.

Al considerar los factores ambientales que pueden afectar el comportamiento de los
organismos como constantes, puede resultar dif́ıcil comparar contra datos experimentales
pues, para algunas especies, procesos como la reproducción podŕıan ocurrir en ritmos
dependientes de factores abióticos. Sin embargo, considerar variaciones temporales puede
hacer al sistema depender expĺıcitamente del tiempo –convirtiéndolo en un sistema no
autónomo– lo cual dificulta su análisis.

2.2.2. Modelo Lotka-Volterra generalizado

El modelo Lotka-Volterra generalizado consiste en el sistema clásico más la modifica-
ción de considerar términos de competencia intraespećıfica.

2.2.2.1. Competencia intraespećıfica

Para considerar el efecto de la competencia intraespećıfica en la dinámica de las po-
blaciones en un ambiente con recursos limitados se ha utilizado la ecuación loǵıstica desa-
rrollada por el matemático belga Pierre-François Verhulst (1804-1849) para estudiar po-
blaciones humanas [6]:

dN

dt
= r

(
K −N
K

)
N (2.15)

Donde r es la tasa de crecimiento de la población N(t), K es su capacidad de carga
y su solución es:

N =
N0K

N0 + (K −N0)e−rt
(2.16)
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En la figura 2.5 se puede observar que si la población inicial N(0) > 0 la solución
se aproxima asintóticamente a la solución de equilibrio N(t) = K cuando t → ∞, por
lo que N(t) = K es llamado un punto de equilibrio asintóticamente estable. El punto de
equilibrio N(t) = 0 es, por el contrario, inestable porque la única forma de garantizar que
se mantenga cerca del cero es si N(0) = 0, ya que cualquier solución que inicie cerca del
cero se alejará de este valor y terminará en N(t) = K cuando t→∞.

Figura 2.5: (a) Soluciones del modelo loǵıstico con diferentes valores de N0 junto con el
campo vectorial de (2.15), esta dinámica se puede representar de la siguiente manera: (b)
comportamiento de (2.15) con respecto de N(t): en el eje de las abscisas se representa la
ĺınea fase en donde las flechas representan la dirección a la cual tenderán las soluciones dada
una población inicial N0; el punto de equilibrio blanco representa un punto inestable y el
negro uno estable.

De esta manera se pueden considerar poblaciones constreñidas por algún tipo de
recurso. Gause (1934) experimentó con poblaciones de microorganismos viviendo aislados
y encontró que la ecuación loǵıstica se ajustaba a los datos experimentales [36]. Además
experimentó con especies que compet́ıan y planteó un modelo para especies que compiten
por un mismo recurso, basándose en el modelo Lotka-Volterra y en una modificación hecha
anteriormente por Volterra (1928) [130].

Cabe mencionar que la capacidad de carga puede no ser constante y depende de la
dinámica del sistema, como en el caso de organismos polinizadores donde un incremento
en la diversidad de organismos polinizados podŕıa llevar a una mayor capacidad de carga
con el tiempo [127]; o de la variabilidad del ambiente [89].

2.2.2.2. Bifurcación transcŕıtica

Hasta el momento se han mostrado ejemplos en los que se pueden analizar los dos
modelos mostrados mediante la caracterización de sus puntos de equilibrio, suponiendo
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ciertos valores constantes de los parámetros involucrados, como las tasas de depredación
o la capacidad de carga; sin embargo, los puntos de equilibrio pueden cambiar en número
o en carácter de estabilidad –cambiando cualitativamente a la solución– al variar los
parámetros de las ecuaciones.

A estos cambios cualitativos en la dinámica se les conoce como bifurcaciones. Al
parámetro que es variado se le suele denominar parámetro de control y a los puntos donde
el cambio cualitativo ocurre se le llaman puntos de bifurcación [120].

Una ecuación, similar a la loǵıstica es de utilidad para ilustrar este concepto:

ẋ(t) = rx(t)− x2(t) (2.17)

Donde ẋ(t) = dx
dt

(t). Suponiendo que ni x, ni r están constreñidos únicamente a valores
positivos, por lo que (r, x(t)) ∈ E = {(r, x(t))| − ∞ < r <∞, −∞ < x(t) <∞, t ≥ 0},
la ecuación (2.17) presenta el siguiente comportamiento cualitativo:

Para valores r < 0, hay un punto de equilibrio inestable en x∗1 = r y uno estable en
x∗2 = 0 (ver figura 2.6a).

Para r = 0, hay un punto de bifurcación en x∗1 = 0 (ver figura 2.6b).

Para valores r > 0, hay un punto de equilibrio inestable en x∗1 = 0 y uno estable en
x∗2 = r (ver figura 2.6c).

Figura 2.6: (a) La ecuación tiene dos puntos de equilibrio, uno inestable para x(t) < 0
(punto blanco) y otro estable para x(t) > 0 (punto negro); (b) cuando r = 0 hay un punto
de bifurcación y al aumentar el valor de r (c) el punto x(t) = 0 se vuelve inestable y se crea
un punto estable en x(t) = r.

A este tipo de bifurcación se le llama transcŕıtica y el comportamiento descrito ante-
riormente se puede representar en el plano rx como se muestra en la figura 2.7.

En el contexto de dinámica de poblaciones, este tipo de análisis es de utilidad en sis-
temas cuyo resultado de interacción depende del contexto –como en los sistemas planta-
hormiga de protección–, es decir, a la variación de las tasas de interacción y los parámetros
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reproductivos y de mortalidad, debida a cambios ambientales, a la respuesta a la densidad
de recursos o de individuos de la misma especie o por otro tipo de efectos. Estos paráme-
tros pueden ser parámetros de control para los cuales existen puntos de bifurcación en
la dinámica de dichos sitemas, llevando a las poblaciones a fomentar su crecimiento, a
controlarlo o a extinguirse (un ejemplo es el modelo de los brotes de larvas de polilla que
depredan a las ṕıceas [120]).

Figura 2.7: El comportamien-
to mostrado en la figura 2.6 re-
presentado en el plano rx: pa-
ra r < 0, x(t) = 0 es estable y
x(t) = r es inestable; para r > 0,
x(t) = 0 es inestable y x(t) = r
es estable; y el punto de bifurca-
ción se presenta cuando r = 0 y
x(t) = 0.

2.2.2.3. Modelo de competencia

El modelo propuesto por Volterra (1928), modificado por Gause (1934), para dos
poblaciones que compiten por el mismo recurso, puede ser escrito de la siguiente forma:

dN1

dt
= r1N1

(
K1 −N1 − αN2

K1

)
dN2

dt
= r2N2

(
K2 −N2 − βN1

K2

) (2.18)

Donde ri son las respectivas tasas de crecimiento de las especies, Ki sus capacidades
de carga, i = 1, 2, α es la tasa a la cual se inhibe N1 a causa de su interacción con N2 y
β es la tasa a la cual se inhibe N2 a causa de su interacción con N1.

Al analizar la estabilidad de este sistema3 se obtienen cuatro casos:

1. Caso en el que N2 tiene ventaja competitiva N1 se extingue. En la figura 2.8a
se grafica el espacio fase del sistema, incluyendo el campo vectorial asociado, las
ceroclinas no triviales4 de las ecuaciones y los puntos de equilibrio (siendo el blanco
inestable y el negro estable).

3Los detalles del análisis pueden consultarse en [14].
4Las ceroclinas son las curvas en el espacio fase para las que se cumple f(x, y) = dx

dt = 0, siendo x y
y dos poblaciones. A las ceroclinas que se encuentran sobre los ejes se les llama triviales, de lo contrario
se les consideran no triviales.
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2. Caso en el que N1 tiene ventaja competitiva N2 se extingue (ver figura 2.8b).

3. Caso biestable: únicamente sobrevive una de las poblaciones o sobreven ambas pero
esto se determina por las poblaciones iniciales. En este trabajo se le llama biestable
a este caso porque existen dos puntos de estabilidad que estan separados por un
punto inestable (ver figuras 2.8c.1 y 2.8c.2).

4. Caso de coexistencia estable: ambas poblaciones sobreviven tendiendo a densidades
poblacionales de equilibrio (ver figura 2.8d).

Que el sistema se comporte como en el caso biestable o como en el de coexistencia
estable se debe a los valores de los parámetros de competencia interespećıfica (α y β) y a los
de competencia intraespećıfica (κ1 = r1

K1
y κ2 = r2

K2
). Las especies coexisten si κ1κ2 > αβ,

lo cual se puede interpretar como una interacción de competencia interespećıfica “débil”.
En cambio, las especies se comportan como en el caso biestable si κ1κ2 < αβ, es decir, si
la competencia interespećıfica es “fuerte”.

Uno de los resultados más importantes de este modelo es que motivó el llamado
principio de exclusión competitiva o principio de Gause.

Este principio, aunque no fue postulado por Gause, sino interpretado del análisis
experimental y matemático que este realizó, y cuyos resultados matemáticos ya hab́ıan
sido obtenidos por Volterra y por Lotka [36], fue enunciado anteriormente (1904) por
Joseph Grinell [45, 79] y de una forma sencilla puede expresarse de estas maneras:

((Bajo condiciones constantes, dos especies que utilizan y que son limitadas por un
recurso limitante común, no pueden coexistir en un sistema limitado.)) [64]

((Dos o más espcies no pueden coexistir viviendo de formas idénticas.)) [87]

((La diferenciación ecológica es la condición necesaria para la coexistencia.)) [45]

Para abordar las diferencias o similitudes ecológicas entre especies es útil la idea
de nicho ecológico. En la conceptualización de Hutchinson [64] puede ser definido como
((las formas en las que las tolerancias y los requerimientos interaccionan para definir las
condiciones y los recursos necesitados por un individuo o especie para desarrollar su forma
de vida)) [10] y puede distingurse entre el nicho fundamental y el nicho realizado.

El nicho fundamental es la combinación de todas las condiciones y recursos que per-
miten a una especie mantener una población viable indefinidamente. El nicho realizado es
el nicho fundamental disminúıdo por la competencia con una o más poblaciones distintas
[10, 64].

Por lo tanto, el principio de exclusión competitiva puede ser enunciado de la
siguiente forma [10]:

((Si dos especies competidoras coexisten en un ambiente estable, lo hacen como
resultado de una diferenciación en su nicho, es decir, una diferenciación en su
nicho realizado. Sin embargo, si no existe tal diferenciación, o si es el hábitat
la impide, entonces una especie competidora eliminará o excluirá a la otra.))
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Figura 2.8: Espacios fase de los cuatro
casos analizados. Los puntos blancos son
puntos inestables y los negros son estables.
La ĺınea continua es la ceroclina de la po-
blación N1 y la discontinua corresponde a
la de N2. (a) Caso en el que N2 tiene ven-
taja competitiva N1 se extingue. (b) Caso
en el que N1 tiene ventaja competitiva N2

se extingue. (c.1) Caso biestable en el que
(c.2)N1 yN2 pueden coexistir únicamente
si sus poblaciones iniciales se encuentran
sobre la separatriz S2. (d) Caso de coexis-
tencia estable.
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En las interacciones planta-hormiga de protección, puede considerarse que tanto las
hormigas como los depredadores foĺıfagos compiten por un mismo recurso: la planta. Sin
embargo, el comportamiento mutualista, y que las hormigas sean simbióticas, podŕıan
generar la suficiente diferenciación en el nicho realizado como para que las hormigas no
desplacen a los foĺıfagos, ya sea debido a la proximidad al árbol, a que las hormigas sufran
poca depredación en este o a que los alimentos que consumen ambas especies, néctar y
hojas, están diferenciados.

Además de la formulación del principio de exclusión competitiva, el modelo de dos
especies competidoras basado en el modelo Lotka-Volterra proveyó la forma para el primer
modelo de mutualismo.

2.2.2.4. Modelo mutualista

Gause (1934) utilizó la forma del modelo de competencia interespećıfica para plantear
un modelo de ayuda mutua entre especies simbióticas [36] y más tarde, el modelo fue
propuesto nuevamente por Vandermeer y Boucher (1978) para poblaciones mutualistas
[128]. Ambos modelos pueden escribirse de la siguiente manera:

dN1

dt
= r1N1 − κ1N

2
1 + αN1N2

dN2

dt
= r2N2 − κ2N

2
2 + βN1N2

(2.19)

Siendo: κi, con i = 1, 2, términos de competencia intraespećıfica de cada especie en el
modelo de Vandermeer y Boucher y κi = ri

Ki
en el modelo de Gause –ver sistema (2.20)–;

α y β las tasas a las cuales las especies obtienen beneficios de su interacción con la otra
población mutualista.

dN1

dt
= r1N1

(
K1 −N1 + αN2

K1

)
dN2

dt
= r2N2

(
K2 −N2 + βN1

K2

) (2.20)

Del análisis de estabilidad del sistema (2.19) se obtienen dos casos:

1. Coexistencia estable: ambas poblaciones sobreviven tendiendo a densidades pobla-
cionales de equilibrio (ver figura 2.9a).

2. Coexistencia inestable: ambas poblaciones sobreviven creciendo infinitamente (ver
figura 2.9b). Este caso ha sido llamado la ((orǵıa de beneficios mutuos)) por Robert
May [57].

Al igual que en el modelo de competencia, estos casos dependen de los parámetros de
competencia intraespećıfica y de los parámetros de interacción interespećıfica. Las especies
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Figura 2.9: Espacios fase de los dos casos analizados. Los puntos blancos son puntos
inestables y los negros son estables. La ĺınea continua es la ceroclina de la población N1 y
la discontinua corresponde a la de N2. (a) Coexistencia estable. (b) Coexistencia inestable.

coexisten en poblaciones estables si κ1κ2 > αβ, una interacción mutualista “débil”, y
crecen infinitamente si κ1κ2 < αβ, una interacción mutualista “fuerte”.

Este modelo ha sido criticado por el caso inestable, ya que dos poblaciones no pueden
crecer indefinidamente si ambas tienen una capacidad de carga establecida.

En el modelo de Vandermeer y Boucher, no se consideran capacidades de carga, y
el crecimiento ilimitado se atribuye a la suposición del modelo Lotka-Volterra de que las
especies crecen en un ambiente en que los recursos son tan abundantes que se pueden
considerar constantes.

En su análisis, tanto Gause (1934) como Vandermeer y Boucher (1978) reconocieron la
necesidad de considerar que los beneficios disminuyen con la densidad de las poblaciones
mutualistas, lo cual puede estabilizarlas.

2.2.2.5. Modelo generalizado

Para n poblaciones, el modelo tipo Lotka-Volterra se escribe como [121]:

dxi
dt

= xi

(
bi +

n∑
j=1

aijxj

)
= gi(x1, x2, . . . , xn), i, j = 1, 2, . . . , n. (2.21)

o bien
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dxi
dt

= xi

(
bi + aiixi +

n∑
j 6=i

pij(xj)

)
, i, j = 1, 2, . . . , n. (2.22)

donde

pij(xj) = aijxj, i, j = 1, 2, . . . , n y j 6= i (2.23)

es la función de interacción entre las poblaciones xi y xj, o bien, el efecto que tiene la
segunda población sobre la primera. Por lo que

∂gi
∂xj

= pij (2.24)

De esta forma, el signo de pij determina el tipo de interacción que existe entre xi y xj.
Para visualizar de mejor manera este concepto se utilizará una modificación de la llamada
((brújula)) de interacciones.

La clasificación de interacciones mediante signos (tabla 2.1) suele representarse gráfica-
mente en la brújula de interacciones de Edward Haskell [15]. En la figura 2.10a se presenta
una versión modificada de esta, en la cual, las interacciones se clasifican de acuerdo con
los signos de las funciones de interacción.

Desde el punto de vista de las interacciones consumidor-recurso el signo de la función
de interacción es

− para representar la pérdida de masa o enerǵıa, o para representar la inhibición
de la especie, por mortalidad o ahuyentamiento;

+ para representar una adquisición de masa o enerǵıa, aśı como para representar el
beneficio resultante de un servicio;

0 en ausencia de un mecanismo de interacción o si el efecto del mecanismo existente
no tiene repercusión en el cambio poblacional de la especie.

Con esta clasificación de signos (figura 2.10b) se puede diferenciar entre mecanismos
y efectos netos de interacción. Estos últimos se obtienen al sumar todos los mecanismos
de interacción relevantes.

2.2.3. Modelos de mutualismo de tres especies

A continuación se presentan algunos modelos de mutualismo de tres especies para
visualisar su estructura5.

Rai et al. (1983) propusieron un modelo de mutualismo[105] para un sistema presa-
depredador en el que la presa es mutualista con otra especie

5El análisis de estabilidad se puede encontrar en las referencias correspondientes o en [29]. No se
incluyen ejemplos de sistemas herb́ıvoro-planta-polinizador, pero este podŕıa ser otro ejemplo de un
sistema mutualista de tres especies.

39



2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

Figura 2.10: (a) Clasificación de la interacción entre dos poblaciones x1 y x2. En los
ejes se representa la función de interacción pij como la derivada parcial de la respuesta
numérica de cada población con respecto a la otra población. Los signos representan los
efectos de los términos de interacción, ver ecuación (2.24). El parasitismo es una depredación
y únicamente se incluye para visibilizar este tipo de interacción. La competencia también
podŕıa ser depredación mutua. Modificado de [15, 96]. (b) Significado de los signos de acuerdo
con la concepción consumidor-recurso.

u̇ = pu(u, x)u

ẋ = αpx(u, x)x− f(u, x)y

ẏ = y [−s+ cf(u, x)]

(2.25)
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siendo α, s y c parámetros constantes. En el sistema se supone una interacción neu-
tralista entre el mutualista u y la especie no mutualista y.

Heithaus et al. (1980) propusieron el siguiente modelo [52] para un sistema con mir-
mecocoria (siendo x1 la densidad de colonias de hormigas y x2 la densidad de semillas) y
un depredador de las semillas x3

ẋ1 = x1 (a1 − a11x1 + a12x2)

ẋ2 = x2 (a2 + a21x1 − a22x2 − a23x3)

ẋ3 = x3 (a3 + a32x2 − a33x3)

(2.26)

Al igual que en el caso anterior se supone una interacción neutralista entre uno de los
mutualistas y la población no mutualista. Además se supone que el beneficio mutualista
proviene que la función de interacción entre ambos mutualistas y siempre es positiva.

En los sistemas planta-hormiga de protección, en cambio, el beneficio para la planta
proviene de la interacción de la hormiga con el depredador. Además, el efecto neto de la
interacción entre las plantas y las hormigas no siempre es benéfico.

Este problema resulta de modelar interacciones mutualistas cuyos beneficios están
asociados a una interacción indirecta. En estos casos la brújula de interacciones podŕıa
no tener validez. Por ello se requiere elegir si se modelan efectos o mecanismos, o en su
defecto, una combinación de ambos.

A diferencia del caso en el que se modelan los efectos netos, si se elige la representación
del mecanismo, el efecto neto provocado puede no tener el mismo signo que los efectos
inmediatos, por lo que el efecto neto de la interacción se debe interpretar de los resultados
del modelo.

2.3. ¿Mutualismo o competencia? ¿Exclusión compe-

titiva o coexistencia?

En las interacciones planta-hormiga de protección, tanto los depredadores foĺıfagos
como las hormigas, se alimentan de un mismo recurso, la planta, por lo que su interacción
podŕıa tender a desplazar a una de las especies, de acuerdo con el principio de exclusión
competitiva. Sin embargo, el nicho de las hormigas puede estar diferenciado del de los
foĺıfagos al ser simbióticas, alimentarse de partes diferentes de la planta y tener un com-
portamiento agresivo. De esta manera, la interacción planta-hormiga podŕıa permitir la
coexistencia entre las tres especies, además de beneficiar a la planta y a las hormigas.

También podŕıan no existir beneficios netos para la planta resultantes de la interacción
con las otras dos poblaciones por lo que el sistema podŕıa ser de competencia entre dos
depredadores del árbol (un depredador verdadero o que pace y uno parásito) en lugar de
una interacción mutualista.
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2.4. Objetivos

Con base en lo expuesto anteriormente, a continuación se presentan el objetivo general
de este trabajo y tres objetivos particulares.

2.4.1. Objetivo general

Analizar la estabilidad asintótica local de sistemas de ecuaciones presa-depredador,
basados en el modelo Lotka-Volterra con interacciones mutualistas consumidor-recurso y
en la interacción planta-hormiga de protección Vachellia-Pseudomyrmex, para estudiar
las dinámicas que permiten la coexistencia y el mutualismo de sus poblaciones.

Las tasas de consumo de recursos por parte de las hormigas, y de depredación de
hojas por parte de los foĺıfagos, aśı como la frecuencia a la cual las hormigas ahuyentan a
los depredadores, podŕıan determinar que dos o tres de las especies interactuantes puedan
coexistir. Ya que en este trabajo no se cuenta con datos experimentales para asignar
valores a estos parámetros, puede resultar de utilidad representar la estabilidad asintótica
local del sistema en un espacio de parámetros de forma que puedan variar en el intervalo
abierto (0, ∞) y donde se puedan visualizar las bifurcaciones del sistema.

2.4.2. Objetivos particulares

1. Plantear un modelo presa-depredador de mutualismo consumidor-recurso unidirec-
cional de protección basado en el modelo Lotka-Volterra con recursos limitados, para
el sistema planta-hormiga-depredadores foĺıfagos.

2. Realizar un análisis de estabilidad asintótica local para determinar si pueden existir
soluciones de equilibrio estables donde coexistan las poblaciones mutualistas o las
tres especies interactuantes.

3. Obtener el espacio de parámetros formado por la tasa de consumo de las hormi-
gas y la tasa de herbivoŕıa de los depredadores foĺıfagos, indicando las regiones de
estabilidad asintótica local de cada solución.

En el siguiente caṕıtulo se realiza el análisis basado en estos tres objetivos particulares.
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Caṕıtulo 3

Estabilidad del modelo mutualista

unidireccional de protección

El modelo se planteó identificando los componentes de importancia para la interac-
ción y haciendo reducciones para generar un planteamiento semejante al del mutualimso
consumidor-recurso unidireccional de protección, representado mediante un diagrama de
interacción. Con base en este diagrama, se plantearon las ecuaciones de un modelo presa-
depredador basado en el modelo Lotka-Volterra y se obtuvieron los criterios de estabilidad
asintótica local1 y el espacio de parámetros para los casos que se juzgaron de interés para
analizar la interacción.

3.1. Reducciones iniciales

Se realizaron las siguientes reducciones del sistema Vachellia–Pseudomyrmex para
poder analizarlo mediante un modelo presa-depredador:

3.1.1. Ambiente

Las variables ambientales en el modelo presa-depredador se suponen constantes, sin
embargo se mencionan para reconocer la aproximación que se está haciendo al plantear
el modelo. En el ambiente se identificaron cuatro factores clave:

3.1.1.1. Factores abióticos constantes

La radiación solar, la temperatura, la disponibilidad de agua y de nutrientes de la
planta se supondrán constantes y en cantidad suficiente para favorecer su crecimiento.

1En este caṕıtulo y en el siguiente, las referencias a la estabilidad deben entenderse como a estabilidad
asintótica local –a menos de que se indique lo contrario–, ya que fue el único tipo de estabilidad que se
analizó.
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3.1.1.2. Dinámica d́ıa-noche

La producción de néctar en los nectarios extraflorales tiene una relación directa con la
radiación solar que el árbol recibe por lo que tiene su máximo alrededor de las 10:00 de la
mañana y disminuye drásticamente el resto del d́ıa [41]. La depredación del árbol aumenta
durante la noche aunque las hormigas continúan patrullando el árbol. Por facilidad, esta
dinámica no se tomará en cuenta [66].

3.1.1.3. Lluvias e incendios

Durante la temporada de lluvias se ha registrado aproximadamente tres veces menos
producción de néctar extrafloral [41]. Las lluvias y los incendios pueden ser un factor que
aumente la mortalidad de las hormigas y que mermen la cantidad de hojas del árbol, por
lo cual pueden ser importantes reguladores de sus poblaciones [67], sin embargo, estos
factores no serán considerados.

3.1.1.4. Competencia con otras plantas

Es importante notar que las observaciones de Janzen [68] indican que en ausencia de
hormigas del género Pseudomyrmex, las plantas V. cornigera no logran desarrollarse o
mueren debido a la competencia con otras plantas, por lo que el mutualismo se clasifica
como obligado. Sin embargo, no se considerarán otras especies de plantas para no complicar
el modelo, por lo que se supondrá que la planta śı puede sobrevivir en ausencia de las
hormigas.

3.1.2. Árbol

El árbol posee una variedad de componentes con diferentes dinámicas que están in-
volucradas con su crecimiento y reproducción. Sin embargo, se hicieron reducciones para
poder abordar el problema:

3.1.2.1. Crecimiento y reproducción

Se supuso que los recursos del árbol son ilimitados pero que este tiene un ĺımite
de crecimiento intŕınseco. Además, ya que la reproducción se lleva a cabo por medio
de organismos polinizadores, lo cual complicaŕıa el modelo, únicamente se considerará
el crecimiento –el aumento de biomasa– de un solo organismo. Esto implica que no se
considerarán efectos sobre la reproducción para evaluar el mutualismo.

3.1.2.2. Las hojas como población

En lugar de considerar una población de árboles, se utilizó la idea de que un árbol
contiene una población de hojas [46]. Ya que las hojas compiten por la luz y están sujetas
a limitaciones espaciales, se consideró que el árbol tiene una capacidad de carga de hojas.
Ya que se asume que no se consideran interacciones reproductivas para el árbol, se puede
considerar que la capacidad de carga es constante y que corresponde a la población máxima
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de hojas que el árbol pueda producir.

Los otros rasgos del árbol con los que interactúan las hormigas para su alimentación o
reproducción están ligados a las hojas morfológicamente: los cuerpos de Belt crecen en los
ápices de los foliolulos; el néctar se produce en nectarios extraflorales en la base de cada
hoja; y los domacios en los que anidan las hormigas son est́ıpulas de la hoja en forma de
espinas.

Se supuso que las espinas están siempre en suficiencia para que las hormigas las
ocupen, por lo que los rasgos que afectan el crecimiento de las hormigas son los que
representan una transferencia de masa. Esta masa resulta de la asignación de nutrientes de
la planta a néctar y cuerpos de Belt, que de otra forma pudieron servir para el crecimiento
o mantenimiento de las hojas. Es decir que se puede pensar que las hormigas depredan a
las hojas al consumir sus recursos internos. Esta aproximación subyace en la clasificación
de esta interacción desde el punto de vista consumidor-recurso (ver figura 3.1).

3.1.3. Depredadores foĺıfagos

Se consideró al gremio de los depredadores foĺıfagos como una población, por lo que
se supuso que en conjunto, los hábitos de consumo, la asignación de recursos a la re-
producción, la mortalidad y la competencia con el gremio mismo, equivaĺıan a los valores
promedio. Aunque no se especifica un mecanismo de competencia intraespećıfica, se hizo la
suposición de que este puede presentarse por explotación, interferencia u otro mecanismo.

3.1.4. Hormigas

Las hormigas se alimentan casi exclusivamente de los recursos producidos por las
hojas, lo cual facilita la modelación del sistema, sin embargo se requiere hacer suposiciones
sobre su reproducción, el costo que la interacción les conlleva y su posición trófica:

3.1.4.1. Reproducción

La hormiga reina es la única que se reproduce en una colonia de hormigas, sin embargo
las obreras se encargan de la alimentación de las larvas. Debido al supuesto de que la
colonia crece debido a la alimentación, se puede considerar que toda la colonia participa
en la reproducción, la cual está regulada por la fecundidad de la hormiga reina.

3.1.4.2. Costo de la interacción

No se encontraron estudios sobre los costos de la interacción planta-hormiga de defensa
para las hormigas en el sistema Vachellia-Pseudomyrmex por lo que se supuso que las
hormigas no sufren un decremento poblacional significativo por el costo de defender el
árbol, con base en las observaciones de Frederickson et al. [35] (sobre otro sistema planta-
hormiga de protección) mencionadas en el caṕıtulo anterior.
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3.1.4.3. Sin depredadores

Las hormigas son mayormente depredadas cuando bajan de los árboles para ir hacia
otro árbol por más recursos. Como en este trabajo únicamente se considera un árbol, se
supuso que las hormigas no tienen depredadores.

3.2. Planteamiento de las ecuaciones.

Con base en estas consideraciones y en el diagrama de mutualismo consumidor-recurso
unidireccional de protección, se planteó el diagrama de interacción que se presenta en la
figura 3.1.

Figura 3.1: (Izquierda) Diagrama de mutualismo consumidor-recurso unidireccional de
protección: M1 y M2 son poblaciones mutualistas; P es el depredador de M1; las flechas
continuas indican transferencia de masa y la ĺınea discontinua con barra representa la in-
hibición de los depredadores por parte de M2. (Derecha) Diagrama de interacción mutua-
lista consumidor-recurso unidireccional de protección propuesto para el sistema analizado.
Créditos de la fotograf́ıa superior izquierda a Alexander Wild (www.alexanderwild.com):
la hormiga es de la especie Pseudomyrmex spinicola.

Para representar el cambio instantáneo con respecto del tiempo en la biomasa con-
tenida en las hojas (F ), en ausencia de depredadores (P ) y hormigas (A), se utilizó la
ecuación loǵıstica. Se supuso que tanto los depredadores como las hormigas mueren en
ausencia de hojas, de igual forma que los depredadores en el modelo Lotka-Volterra, y que
las hormigas inhibien a los depredadores ahuyentándolos del sistema proporcionalmente
a la tasa de encuentro y a la densidad poblacional de ambas poblaciones. Se incluyeron
términos de competencia intraespećıfica para los depredadores y para las hormigas con el
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3.2 Planteamiento de las ecuaciones.

fin de analizar la repercusión de estas interacciones en el sistema.

El sistema de ecuaciones acopladas de este modelo presa-depredador se representó de
la siguiente manera:

dF

dt
= rF

(
1− F

K

)
− αpFP − αaFA

dP

dt
= −mpP + εpαpFP − χpP 2 − δaPA

dA

dt
= −maA+ εaαaFA− χaA2 − φpPA

(3.1)

Donde r es la tasa de crecimiento intŕınseca de las hojas y K es su capacidad de carga;
αi son las tasas a la cuales los depredadores y las hormigas consumen a las hojas; mi son
las tasas a las cuales las poblaciones de depredadores y de hormigas pierden masa; εi son
factores de transformación de recursos consmuidos a nuevos organismos de depredadores
y hormigas; χi es la tasa a la cual la población de depredadores y de hormigas se inhiben a
śı mismas, es decir, son tasas de competencia intraespećıfica; δa es la tasa de inhibición de
los depredadores por parte de las hormigas; y φp es el costo que representa la inhibición de
los depredadores para las hormigas. En los casos anteriores i = p, a. Todos los parámetros
descritos anteriormente no pueden ser negativos, por definición.

Es importante notar que, ya que ambas especies se alimentan de la planta, hay dos
tipos de parámetros que la benefician indirectamente: la limitación propia de cada pobla-
ción que se alimenta de las hojas, y los parámetros de interacción entre los depredadores
foĺıfagos y las hormigas. Ambos tipos de parámetros pueden tener repercusión sobre los
resultados mutualistas, aśı como en la coexistencia de las especies.

El sistema (3.1) fue reescaldo de la siguiente forma, para facilitar su análisis:

f(τ) =
F (t)

K
, p(τ) =

P (t)

εpK
, a(τ) =

A(t)

εaK
, η =

αpεpK

r
, α =

αaεaK

r
, τ = rt,

κp =
χpεpK

r
, κa =

χaεaK

r
, δ =

δaεaK

r
, φ =

φpεpK

r
, µp =

mp

r
y µa =

ma

r

Por lo tanto:

df

dτ
= f (1− f − ηp− αa) (3.2)

dp

dτ
= p (−µp + ηf − κpp− δa) (3.3)

da

dτ
= a (−µa + αf − φp− κaa) (3.4)
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3.3. Casos analizados

El análisis de establididad local asintótica se llevó a cabo mediante el criterio Routh-
Hurwitz (ver apéndice A.2.3), únicamente para soluciones no negativas, analizando el
polinomio caracteŕıstico del sistema 3× 32 (ver apéndice A.2.3.1) y utilizando el software
Wolfram Mathematica 11.2, provisto por la Universidad Nacional Autónoma de México
(UNAM). Las soluciones numéricas se obtuvieron mediante la función NDSolve[], la cual
utiliza diversos métodos de aproximación, como los inclúıdos en el algoritmo LSODA
[138].

La selección de casos se hizo teniendo en cuenta una sucesión imaginada de lo que
podŕıa suceder durante la colonización de un árbol. Sin embargo se decidió no ligar los
resultados de cada caso con el siguiente y resaltar la dinámica de cada caso eligiendo los
valores de los parámetros arbitrariamente.

Se analizaron los siguientes casos:

1. Sistema de una presa y dos depredadores sin competencia intraespećıfica.

2. Sistema mutualista sin competencia intraespećıfica.

3. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica de los depredadores.

4. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica.

5. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica y costos significativos, debidos
a la interacción mutualista (φ > 0).

En el caso (1), los efectos de la competencia intraespećıfica y de la protección de las
hojas son despreciables, lo cual podŕıa ocurrir al inicio de la colonización de un árbol.
Conforme la colonia crece, aumenta su capacidad de defensa, lo cual se representa en el
caso (2). En el caso (3) los depredadores sufren los efectos de la competencia intraespećıfi-
ca, lo cual podŕıa suceder con el crecimiento de su población. Lo mismo sucede con las
hormigas en el caso (4) y finalmente en el caso (5) se supone que el uso de recursos al
recorrer el árbol y proteger a las hojas es tan grande que la protección representa un costo
para las hormigas.

Únicamente en el caso (5) se supondrá que φ > 0, en los demás casos se supondrá
φ = 0 debido a la observación de Frederickson et al. (2012) expuesta anteriormente.

El criterio de mutualismo utilizado se decidió atendiendo tanto al mecanismo de in-
teracción como a su efecto.

En cuanto al mecanismo de interacción, la protección de las hojas por parte de las
hormigas, mediante la acción de ahuyentar a los depredadores foĺıfagos, y la provisión
de recursos de las hojas a las hormigas, se consideraron como los únicos mecanismos
mutualistas del sistema.

El efecto de la interacción se calificó como mutualista utilizando tres criterios, aplica-
dos a las poblaciones de las soluciones de equilibrio Ef p a, donde las especies que sobreviven

2El lector interesado en el fundamento matemático del análisis hecho lo puede consultar en [121].
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se representaron con un ((+)) y las que no sobreviven con un ((0)) en la posición de la le-
tra que corresponde a cada población, siendo f , p y a, la densidad poblacional de hojas,
depredadores y hormigas, respectivamente. Las poblaciones de hojas correspondientes a
los puntos de equilibrio Ef p a se representaron con la notación ff p a, donde los signos que
sustituyen a las letras del sub́ındice corresponden con los del equilibrio al que la población
pertenece.

Las soluciones mutualistas cumplieron las siguientes condiciones:

1. Las hormigas sobreviven, y por tanto a
a0
> 0.

2. La población de equilibrio de las hojas es mayor que su población inicial: f
f0
> 1.

3. La población de equilibrio de las hojas fue mayor cuando sobrevivieron las hormigas
(sin importar si los depredadores sobreviven) que cuando las hormigas se extinguie-
ron, es decir f+ p+ > f+ + 0.

La clasificación de puntos de equilibrio se llevó a cabo de acuerdo con la presentada
en el apéndice B.2.

3.3.1. Sistema de una presa y dos depredadores sin competencia

intraespećıfica

En este caso se hace la suposición de que las hormigas no protegen al árbol (δ = 0 y
φ = 0) y no hay efectos de competencia intraespećıfica en depredadores (κp = 0) ni en
hormigas (κa = 0), por lo que el sistema es:

df

dτ
= f (1− f − ηp− αa)

dp

dτ
= p (−µp + ηf)

da

dτ
= a (−µa + αf)

(3.5)

Se obtuvieron cuatro puntos de equilibrio (Ef p a) no negativos:

E+0+ =

(
µa
α
, 0,

α− µa
α2

)
(3.6)

E++0 =

(
µp
η
,
η − µp
η2

, 0

)
(3.7)

Al igual que en los casos siguientes E+00 = (1, 0, 0) y E000 = (0, 0, 0).

Analizando el punto de equilibrio E+0+ se observa que para que las poblaciones sean
mayores que cero, se debe cumplir que α > µa por lo que este es el criterio de existencia
de este punto de equilibrio.

Haciendo una aproximación lineal
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dz

dτ
= Jz, (3.8)

con z = (f, p, a)T , en una vecindad del punto E+0+, se obtiene la matriz Jacobiana

J =


−µa

α
−µaη

α
−µa

0 −µp + µaη
α

0

1− µa
α

0 0

 (3.9)

y el polinomio caracteŕıstico:

P (λ) = det(J− λI) = 0

= a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3

= λ3 +

(
µa + µpα− µaη

α

)
λ2 +µa

[
α(µp + α)− µa(α + η)

α2

]
λ

+
µa(µa − α)(µaη − µpα)

α2

(3.10)

De acuerdo con el criterio Routh Hurwitz, se debe cumplir:

a1 > 0, a3 > 0 y a1a2 > a3a0 (3.11)

para que el punto de equilibrio sea asintóticamente estable, lo cual sucede cuando

η

µp
<

α

µa
(3.12)

el cual es el criterio de estabilidad del punto de equilibrio E+0+.

Resolviendo la ecuación (3.10) se obtienen los eigenvalores:

λ1 = −µp +
µaη

α

λ2, 3 =
−µa ±

√
µa
√
µa + 4µaα− 4α2

2α

(3.13)

Si se cumple el criterio de estabilidad (3.12), entonces Re(λ1) < 0, sin embargo, si
µaη > µpα, entonces Re(λ1) > 0.

Para que Re(λ2, 3) > 0, se tendŕıa que cumplir que µαα − α2 > 0, sin embargo esto
incumpliŕıa el criterio de existencia, por lo que Re(λ2, 3) < 0.

Finalmente, Im(λ2, 3) = 0 si
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µa ≥
4α2

1 + 4α

o bien, Im(λ2, 3) 6= 0 si

µa <
4α2

1 + 4α
.

Por lo que, de acuerdo con la clasificación de puntos de equilibrio en 3D (ver tabla
B.2), si los puntos E+0+ son inestables, pueden ser puntos silla o focos silla, ambos con dos
dimensiones hacia adentro y una hacia afuera. Si son estables pueden ser nodos estables
o focos estables.

Haciendo un análisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno
de los otros puntos de equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los
criterios que aseguran su existencia y estabilidad asintótica local (ver tabla 3.1).

Tabla 3.1: Criterios de existencia y estabilidad asintótica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.5) de una presa con dos depredadores sin competencia intraespećıfica.

Equilibrio Existencia Estabilidad

E+0+ α > µa
η
µp
< α

µa

E++0 η > µp
η
µp
> α

µa

E+00 Siempre α < µa, η < µp

E000 Siempre Inestable

En la tabla 3.2 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio del sistema (3.5).
(Los criterios de clasificación se pueden consultar en la tabla B.2.)

Tabla 3.2: Clasificación de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.5).

Equilibrio Inestable Estable

E+0+
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E++0
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E+00 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

E000 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) ——
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En este sistema no existe un punto de equilibrio de coexistencia de las tres especies
(E+++), es decir que dadas ciertas poblaciones iniciales y valores de los parámetros del
sistema únicamente sobrevivirán las hojas y una de las otras dos poblaciones o ninguna
de ellas.

Es importante notar que

f+ 0 + = f+ + 0 sobre η =
µpα

µa
.

Sin embargo, esta condición no cumple los criterios de estabilidad de los puntos de
equilibrio en los que sobreviven las poblaciones de depredadores o de hormigas, por lo que
estos no son estables cuando f+ 0 + = f+ + 0 (ver tabla 3.1).

En la figura 3.2 se presentan: (a) el espacio de parámetros del sistema, en el cual se
representan las condiciones de la tabla 3.1 en un espacio formado por los parámetros de
tasas de consumo de las hormigas (α) y de los depredadores (η); (b) la dinámica temporal
de una solución numérica del sistema, evaluando los parámetros correspondientes al punto
rojo en la figura (a); y (c) el espacio fase de la solución seleccionada en (a) y presentada
en (b): cada punto de este espacio se compone por las poblaciones de las tres especies.

En el caso presentado en la figura 3.2, con los valores de α y η indicados en el espacio de
parámetros por el punto rojo, únicamente sobreviven el árbol y los depredadores foĺıfagos,
sin embargo si se eligiera un punto en la región lila (E+0+) únicamente las poblaciones
de hojas y de hormigas sobreviviŕıan llegando a una población de equilibrio estable. En
la región verde (E+00) únicamente sobreviviŕıan las hojas con una población de equilibrio
estable.

Aunque este sistema no puede ser mutualista porque se supuso que no hab́ıa interac-
ción de protección, para que f+ 0 + > f+ + 0 se debe cumplir que:

µa
α
>
µp
η

o bien
η

µp
>

α

µa

El cual es el criterio de estabilidad del punto de equilibrio E++0, por lo que E+0+ es
inestable (ver tabla 3.1) y el criterio no puede satisfacerse. Es decir que las hojas crecen
más si sobreviven únicamente los depredadores comparado con el caso en el que sobreviven
solamente las hormigas.

En la figura 3.3 se muestra la población de equilibrio de las hojas, relativa a su
población inicial, dependiendo de la tasa de consumo de los depredadores (η) y de las
hormigas (α).

Este resultado indica que, para un sistema con una presa y dos depredadores sin
competencia intraespećıfica, el depredador con ventaja en su forma de depredar logrará
sobrevivir con una densidad poblacional que tiende asintóticamente a un valor constante.
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Figura 3.2: Análisis del sistema (3.5) de una presa con dos depredadores sin competencia
intraespećıfica; (a) espacio de parámetros, las regiones de estabilidad están relacionadas con
los puntos de equilibrio de colores correspondientes; los valores de α y η del punto rojo se
utilizaron para obtener (b) la solución numérica del sistema respecto al tiempo y (c) su
espacio fase, donde –en concordancia con la clasificación hecha en la tabla 3.3– se observa
que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solución forma
una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo
las poblaciones en el tiempo final.
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Tabla 3.3: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.2.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• 0 > λ1 > λ1, 2 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

Figura 3.3: Análisis complementario al hecho en la figura 3.2. Se muestran las poblaciones
de equilibrio de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de los puntos de equilibrio
E+0+ y E++0.

3.3.2. Sistema mutualista sin competencia intraespećıfica

En este caso se hace la suposición de que las hormigas protegen el árbol (δ > 0),
no hay efectos de competencia intraespećıfica en depredadores (κp = 0) ni en hormigas
(κa = 0) y no hay costos para las hormigas (φ = 0), por lo que el sistema es:
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df

dτ
= f (1− f − ηp− αa)

dp

dτ
= p (−µp + ηf − δa)

da

dτ
= a (−µa + αf)

(3.14)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (Ef p a) no negativos. Para analizar este siste-
ma se definirá una matriz formada por los coeficientes de los términos de interacción del
sistema. A esta matriz se le llamará matriz de interacción (B). Los puntos de equilibrio
fueron:

E+++ = (f ∗, p∗, a∗) (3.15)

Donde:

f ∗ =
f̃

det(−B)
p∗ =

p̃

det(−B)
a∗ =

ã

det (−B)

f̃ = −δηµa (3.16)

p̃ = δ (µa − α) + α (ηµa − αµp) (3.17)

ã = −η(ηµa − αµp) (3.18)

B =

−1 −η −α
η 0 −δ
α 0 0

 (3.19)

det (−B) = −αδη (3.20)

E+0+ =

(
µa
α
, 0,

α− µa
α2

)
(3.21)

E++0 =

(
µp
η
,
η − µp
η2

, 0

)
(3.22)

Al igual que en el caso anterior E+00 = (1, 0, 0) y E000 = (0, 0, 0). Haciendo un
análisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintótica local (ver tabla 3.4).

En la tabla 3.5 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio del sistema
(3.14). (Los criterios de clasificación se pueden consultar en la tabla B.2.)
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Tabla 3.4: Criterios de existencia y estabilidad asintótica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.14) mutualista sin competencia intraespećıfica.

Equilibrio Existencia Estabilidad

E+++ f ∗ > 0, p∗ > 0, a∗ > 0 Inestable

E+0+ α > µa p̃ < 0

E++0 η > µp ã < 0

E+00 Siempre α < µa, η < µp

E000 Siempre Inestable

Tabla 3.5: Clasificación de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.14).

Equilibrio Inestable Estable

E+++ * ——

E+0+
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E++0
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E+00 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

E000 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) ——

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.2.1. La región biestable y la región mutualista

Las poblaciones de las hojas de los equilibrios E+0+ y E++0 son iguales, es decir,
f+ p+ = f+ + 0, cuando

µa
α

=
µp
η

o bien ηµa − αµp = 0, es decir ã = 0,

por lo que, para que se cumpla el criterio f+ p+ > f+ + 0, debe suceder que:

η >
αµp
µa

es decir ã < 0

Además, los puntos de equilibrio E+0+ únicamente son estables cuando p̃ < 0, por
lo que las soluciones de equilibrio mutualistas ocurren dentro de la región acotada por
ã = 0 y p̃ = 0. Ya que el det (−B) < 0 siempre, las soluciones mutualistas ocurren cuando
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p∗ > 0 y a∗ > 0. Por lo que en la región en la que p̃ < 0 y ã < 0 existen tanto los puntos
de equilibrio E+++, E++0, como E+0+, siendo estables únicamente los dos últimos (ver
tabla 3.4), por esta razón a esta región se le llama biestable y se representa como B en el
espacio de parámetros, en la figura 3.4, donde también se presenta la dinámica temporal
de una solución numérica y su espacio fase.

El análisis para determinar qué subregiones de la región biestable corresponden a E++0

o a E+0+ requiere de un desarrollo más detallado, el cual no se realizará en este trabajo.
Sin embargo, es importante notar que el caso es similar al presentado en las figuras 2.8c.1
y 2.8c.2: dependiendo de las poblaciones iniciales, el sistema puede tender a un punto de
equilibrio E+0+ o E++0.

En la figura 3.4a se elige una combinación de parámetros tal que se se alcanza el
punto de equilibrio estable E+0+ (ver figura 3.4b). Manteniendo fijos esos parámetros
pero eligiendo una población inicial de las hormigas diez veces menor, el sistema tiende
asintóticamente al punto de equilibrio estable E++0.

Únicamente si se eligieran poblaciones iniciales, tales que coincidieran con el punto
de equilibrio inestable E+++ o con la separatriz respectiva, las tres especies coexistirian
con densidades poblacionales constantes.

Ya que en la mayoŕıa de los casos no se hará una distinción de dónde se encuentra la
separatriz, se representará la región mutualista en el espacio de parámetros acotada por
p̃ < 0, ã < 0 y f+ p+

f0
= 1 (M en la figura 3.6a), teniendo en cuenta que únicamente los

puntos de equilibrio E+p+ estables son mutualistas en esta región.

En lo sucesivo, se identificará la región mutualista (M) mediante imágenes de Pseu-
domyrmex spp. y Vachellia spp. presentadas anteriormente en la figura 1.2. (Las foto-
graf́ıas originales de Alexander Wild se pueden consultar en www.alexanderwild.com.)

En la figura 3.5 se muestra la población de hojas, relativa a su población inicial, como
función de η y de α y se ilustra que f+ p+ = f+ + 0 sobre ã = 0.

Comparando los valores de equilibrio de las poblaciones de las hojas dentro de B, en
las figuras 3.4b y 3.5b, se puede observar que f+ 0 + > f+ + 0. Ya que f+ + 0 es constante
para un valor constante de η (ver figura 3.5), en la región de B donde esto sucede y
f+0+

f0
> 1 el efecto de la interacción es mutualista.

En el ejemplo de la figura 3.6 se utilizaron los mismos parámetros que en la figura
3.4, a excepción de los valores de δ y de α, los cuales se aumentan. El valor de este último
parámetro hace que se evalúe una solución de equilibrio E+0+ fuera de la región biestable.
Ya que δ no afecta el valor de f+ + 0, esta solución sirve de comparación con los casos
anteriores para ejemplificar que f+ 0 + > f+ + 0 únicamente en la región biestable.

La región biestable crece al aumentarse el valor de δ (el cual afecta a p̃), por lo que
una protección más intensa del árbol permite una región mutualista M más amplia en el
espacio de parámetros, como se muestra en la figura 3.6. Es decir que una protección más
intensa permite que las hojas crezcan a tasas de depredación mayores, en los casos en que
las hormigas desplazan a los depredadores.
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Figura 3.4: Análisis del sistema (3.14): mutualista sin competencia intraespećıfica; δ = 6.1;
(a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad y poblaciones de equilibrio de hojas

relativas a la población inicial
(
f
f0

)
están relacionadas con el punto de equilibrio de color

correspondiente; la región B es biestable; los valores de α y η del punto rojo se utilizaron
para obtener (b) la solución numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto
de equilibrio E+0+, y (c) su espacio fase, donde –de acuerdo con la clasificación hecha en la
tabla 3.6– se observa que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria
de la solución forma una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo
inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Figura 3.5: Análisis complementario al hecho en la figura 3.4. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+0+ y E++0.
La población de hojas f+ 0 + > f+ + 0 en la región biestable (B). (b) Solución numérica del
sistema (3.14) respecto al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E++0, se utilizaron
los mismos valores que en la figura 3.4, salvo por a(0), la cual fue 10 veces menor en este
caso en comparación al caso presentado en la figura 3.4. (c) Espacio fase de la solución,
donde –de acuerdo con la clasificación hecha en la tabla 3.7– se observa que el punto de
equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solución forma una espiral.
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Figura 3.6: Análisis del sistema (3.14): mutualista sin competencia intraespećıfica; δ =
19.1; (a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están representadas por colores;
la región B es biestable; la región M (con una imagen de la planta y las hormigas en el
fondo) es mutualista; los valores de α y η del punto rojo se utilizaron para obtener (b) la
solución numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E+0+,
y (c) su espacio fase, donde –de acuerdo con la clasificación hecha en la tabla 3.8– se observa
que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solución forma
una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo
las poblaciones en el tiempo final.
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Tabla 3.6: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.4.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco atractor

Tabla 3.7: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.5.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ1 = λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco atractor

Tabla 3.8: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.6.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco atractor

3.3.3. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica de los

depredadores

En este caso se hace la suposición de que las hormigas protegen el árbol (δ > 0), hay
efectos de competencia intraespećıfica únicamente en depredadores (κp > 0 y κa = 0) y
no hay costos para las hormigas (φ = 0), por lo que el sistema es:

df

dτ
= f (1− f − ηp− αa)

dp

dτ
= p (−µp + ηf − κpp− δa)

da

dτ
= a (−µa + αf)

(3.23)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (Ef p a) no negativos:

E+++ = (f ∗, p∗, a∗) (3.24)

Donde:

f ∗ =
f̃

det(−B)
, p∗ =

p̃

det(−B)
, a∗ =

ã

det (−B)
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f̃ = (ακp − δη)µa (3.25)

p̃ = µa (δ + αη)− α (δ + αµp) (3.26)

ã = α(κp + ηµp)− µa
(
η2 + κp

)
(3.27)

B =

−1 −η −α
η −κp −δ
α 0 0

 (3.28)

det (−B) = α (ακp − δη) (3.29)

E+0+ =

(
µa
α
, 0,

α− µa
α2

)
(3.30)

E++0 =

(
κp + ηµp
η2 + κp

,
η − µp
η2 + κp

, 0

)
(3.31)

E+00 = (1, 0, 0) y E000 = (0, 0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un
análisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintótica local (ver tabla 3.9).

Tabla 3.9: Criterios de existencia y estabilidad asintótica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespećıfica.

Equilibrio Existencia Estabilidad

E+++

f ∗ > 0
p∗ > 0
a∗ > 0

a1 = f ∗ + κpp
∗ > 0

a2 = (η2 + κp) f
∗p∗ + α2f ∗a∗ > 0

a3 = f ∗p∗a∗ det (−B) > 0
a1a2 > a3

E+0+ α > µa p̃ < 0

E++0 η > µp ã < 0

E+00 Siempre α < µa, η < µp

E000 Siempre Inestable

En la tabla 3.10 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio del sistema
(3.23). (Los criterios de clasificación se pueden consultar en la tabla B.2.)
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Tabla 3.10: Clasificación de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.23).

Equilibrio Inestable Estable

E+++ * *

E+0+
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E++0
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E+00 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

E000 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) ——

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.3.1. Casos en los que el det (−B) > 0

Para que el det (−B) > 0 el valor de δ debe ser

δ <
ακp
η

En este caso, el punto de equilibrio de tres especies E+++ existe y es asintóticamente
estable (ver figura 3.7).

Las poblaciones de hojas en los equilibrios E+p+ y E++0, son iguales (f+ p+ = f+ + 0)
cuando

µa
α

=
κp + ηµp
η2 + κp

es decir ã = 0

En la figura 3.8 se muestra la población de hojas como función de los valores de η y
α. Nótese que las poblaciones de equilibrio f+ + + y f+ 0 + son iguales.

Para que se cumpla el criterio f+ p+ > f+ + 0:

µa
α
>
κp + ηµp
η2 + κp

Se debe cumplir:

η >
αµp
µa

y κ <
αηµp − η2µa
µa − α

Las cuales son las mismas condiciones para que ã < 0, en cuyo caso a∗ > 0 únicamente
si det (−B) < 0 lo cual no cumple el criterio de estabilidad de E+++, por lo que las
poblaciones de hojas de equilibrio estables son f+ + + < f+ + 0.
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Figura 3.7: Análisis del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespećıfica de los
depredadores; δ = 0.01; (a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están repre-
sentadas por colores; la región blanca corresponde al equilibrio E+++; los valores de α y η
del punto rojo se utilizaron para obtener (b) la solución numérica del sistema respecto al
tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E+++, y (c) su espacio fase, donde –de acuerdo
con la clasificación hecha en la tabla 3.11– se observa que el punto de equilibrio es un foco
estable, por lo que la trayectoria de la solución forma una espiral; el punto verde representa
las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Figura 3.8: Análisis complementario al hecho en la figura 3.7. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+++, E+0+

y E++0.

Tabla 3.11: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.7.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• 0 > λ1, 2, 3 * *

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

Aśı mismo, ya que f+ + + = f+ 0 +, y E+0+ es inestable si ã < 0, f+ 0 + < f+ + 0, por lo
que las poblaciones de hojas de las soluciones estables donde sobreviven los depredadores
son mayores que aquellas donde sobreviven las tres poblaciones o donde sobreviven las
hojas y las hormigas únicamente.

Aunque en este caso no existen soluciones mutualistas, es importante notar que la
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competencia intraespećıfica permite regiones de coexistencia estables de las tres especies.

3.3.3.2. Casos en los que el det (−B) < 0

Al aumentar el valor de δ, de forma que

δ >
ακp
η
,

det (−B) < 0 y la región de coexistencia estable de tres especies desaparece, se genera
una región biestable delimitada por p̃ = 0 y por ã = 0 (ver figura 3.9a).

Para poder caracterizar la estabilidad en dicha región se requiere hacer un análisis
más detallado el cual no se llevó a cabo en el presente trabajo. Dependiendo del punto que
se elija en la región y de las poblaciones iniciales que se elijan, la estabilidad del sistema
será E++0 o E+0+ (nótese que en la figura 3.9 el equilibrio seleccionado dentro de la región
biestable es E++0).

El criterio mutualista f+ 0 + > f+ + 0 se cumple en la región biestable, donde ã < 0,
det (−B) < 0 y p̃ < 0, en cuyo interior se encuentra la región mutualista de la solución
E+0+ (M en la figura 3.9a) en la cual la población de hojas aumenta (f+0+

f0
> 1).

En la figura 3.10 se muestra el tamaño de las hojas como función de η y de α. Nótese
que f+ + 0 = f+ 0 + en ã = 0.

Al aumentar el valor de δ la región mutualista en el espacio de parámetros se vuelve
mayor, como en el caso anterior (ver figura 3.6).

3.3.3.3. La competencia

Como se mencionó anteriormente, aunque la competencia es un tipo de interacción
que suele asociarse a la confrontación de dos especies para consumir un recurso –debido
a que comúnmente se define de acuerdo al tipo de mecanismo observado–, este tipo de
interacción también se refiere a efectos netos o instantáneos negativos provocados por una
población hacia śı misma (si es competencia intraespećıfica) o efectos negativos entre dos
poblaciones distintas (si es competencia interespećıfica).

En este sentido, el comportamiento mutualista de las hormigas podŕıa ser interpreta-
do como un mecanismo de competencia interespećıfica, que al analizar las interacciones
completas resulta ser parte de un sistema mutualista indirecto.

Se hace esta precisión porque comúnmente se analizan sistemas de dos especies donde
las interacciones solo pueden ser de un tipo. En esos sistemas la competencia interespećıfica
y el mutualismo suelen ser excluyentes. Sin embargo en este sistema la competencia es
parte fundamental de la interacción mutualista.

El comportamiento mutualista permite una región de estabilidad más amplia en el
espacio de parámetros para la especie con ventaja competitiva (las hormigas) y para su
recurso (las hojas); aśı como una región mutualista más amplia, lo cual es benéfico tanto
para las hojas como para las hormigas.
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Figura 3.9: Análisis del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespećıfica de los
depredadores; δ = 2.26; (a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están repre-
sentadas por colores; la región B es biestable; la región M (con una imagen de la planta
y las hormigas en el fondo) es mutualista; los valores de α y η del punto rojo se utilizaron
para obtener (b) la solución numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto
de equilibrio E++0, y (c) su espacio fase, donde –de acuerdo con la clasificación hecha en la
tabla 3.12– se observa que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria
de la solución forma una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo
inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Figura 3.10: Análisis complementario al hecho en la figura 3.9. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+0+ y E++0.

Tabla 3.12: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.9.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

En cambio, la competencia intraespećıfica permite la coexistencia estable de las tres
especies, lo cual puede ser interpretado como benéfico para los depredadores foĺıfagos. Sin
embargo, también podŕıa ser benéfico para las hojas, esto se explorará en los siguientes
sistemas.

A continuación, al sistema analizado se incluirá el término de comptencia intraespećıfi-
ca de las hormigas y en el último sistema se supondrá que estas sufren costos significati-
vos en su cambio poblacional por proteger al árbol, lo cual puede ser interpretado como
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un término de competencia interespećıfica sobre las hormigas debido a los depredadores
foĺıfagos.

3.3.4. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica

En este caso se hace la suposición de que las hormigas no sufren costos por proteger
a las hojas (φ = 0).

df

dτ
= f (1− f − ηp− αa)

dp

dτ
= p (−µp + ηf − κpp− δa)

da

dτ
= a (−µa + αf − κaa)

(3.32)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (Ef p a) no negativos:

E+++ = (f ∗, p∗, a∗) (3.33)

Donde:

f ∗ =
f̃

det(−B)
p∗ =

p̃

det(−B)
a∗ =

ã

det(−B)

f̃ = η (κaµp − δµa) + κp (κa + αµa) (3.34)

p̃ = δ (µa − α) + α (ηµa − αµp) + κa (η − µp) (3.35)

ã = α(κp + ηµp)− µa
(
η2 + κp

)
(3.36)

B =

−1 −η −α
η −κp −δ
α 0 −κa

 (3.37)

det (−B) = η (ηκa − αδ) + κp
(
α2 + κa

)
(3.38)

E+0+ =

(
κa + αµa
α2 + κa

, 0,
α− µa
α2 + κa

)
(3.39)

E++0 =

(
κp + ηµp
η2 + κp

,
η − µp
η2 + κp

, 0

)
(3.40)

E+00 = (1, 0, 0) y E000 = (0, 0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un
análisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintótica local (ver tabla 3.13).
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Tabla 3.13: Criterios de existencia y estabilidad asintótica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.32) mutualista con competencia intraespećıfica.

Equilibrio Existencia Estabilidad

E+++

f ∗ > 0
p∗ > 0
a∗ > 0

a1 = f ∗ + κpp
∗ + κaa

∗ > 0
a2 = κaκpp

∗a∗+(κp + η2) f ∗p∗+(κa + α2) f ∗a∗ > 0
a3 = f ∗p∗a∗ det (−B) > 0
a1a2 > a3

E+0+ α > µa p̃ < 0

E++0 η > µp ã < 0

E+00 Siempre α < µa, η < µp

E000 Siempre Inestable

En la tabla 3.14 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio del sistema
(3.32). (Los criterios de clasificación se pueden consultar en la tabla B.2.)

Tabla 3.14: Clasificación de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.32).

Equilibrio Inestable Estable

E+++ * *

E+0+
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E++0
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E+00 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

E000 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) ——

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.4.1. Casos en los que det (−B) > 0

El sistema (3.32) tiene soluciones mutualistas y no mutualistas si el det (−B) > 0.
Esto implica que el valor de δ debe ser:

δ <
η2κa + α2κp + κaκp

αη

Lo cual implica que los puntos de equilibrio E+++ son asintóticamente estables local-
mente (ver tabla 3.13).

70



3.3 Casos analizados

Caso no mutualista

Para las condiciones:

η > µp y α >
δη

κp

Las soluciones son no mutualistas si f+ + 0 > f+ p+, lo cual ocurre si:

κa >
δ (α− µa) + α (αµp − ηµa)

η − µp
y

α (αµp + δ)

αηδ
≥ µa

O si:

α (ηµp + κp)

η2 + κp
> µa >

α (αµp + δ)

αηδ

Este último caso se analiza en la figura 3.11, mediante el espacio de parámetros, la
dinámica temporal de una solución y su espacio fase.

En la figura 3.12 se muestra la población de hojas como función de η y de α. La
población f+ 0 + siempre es menor que f+ + 0 y f+ + + = f+ + 0 en ã = 0, en cuyos valores
ninguna de ambas poblaciones es estable.

Caso mutualista

El criterio f+ + + > f+ + 0 se cumple si η > µp y:

α <
δη

κp
, κa >

δ (α− µa) + α (αµp − ηµa)
η − µp

y
α (αµp + κp)

η2 + κp
> µa

Por lo que las soluciones de eqilibrio E+++ estables son mutualistas si se cumplen
estas condiciones. Este caso se analiza en la figura 3.13. Además, en la figura 3.13 hay
soluciones mutualistas en la región de puntos de equilibrio estables E+0+, esto ocurre para
las condiciones

η > µp y
α (αηµa − αµp) + κa (η − µp)

α− µa
< δ <

η2κa + α2κp + κaκp
αη

,

y además f+ + + > f+ 0 + > f+ + 0, si

µp (α2 + κp)

αµa + κa
< η ≤ αµp

µa
y κp <

η2 (κa + αµa)− µpη (α2 + κa)

α (α− µa)
,

o bien, si:

η >
αµp
µa

y
η (αµp − ηµa)

µa − α
< κp <

η2 (κa + αµa)− µpη (α2 + κa)

α (α− µa)
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Figura 3.11: Análisis del sistema (3.32) mutualista con competencia intraespećıfica; (a)
espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están representadas por colores; la región
blanca corresponde al equilibrio E+++; los valores de α y η del punto rojo se utilizaron para
obtener (b) la solución numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto de
equilibrio E+++, y (c) su espacio fase, donde se observa que el puto de equilibrio es estable –
aunque no se clasificó el punto de equilibrio porque no se calcularon los eigenvalores, ver tabla
3.15, esto se sabe por el criterio de estabilidad. El punto verde representa las poblaciones
en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Figura 3.12: Análisis complementario al hecho en la figura 3.11. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+++,
E+0+ y E++0.

Tabla 3.15: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.11.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• 0 > λ1, 2, 3 * *

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

En este caso (figura 3.13), la región mutualista contiene puntos de equilibrio estables
E+++ y E+0+. Nótese que las poblaciones de hojas de los parámetros elegidos cumplen
con esta desigualdad f+ + + > f+ 0 +.

En la figura 3.14 se muestra la población de hojas como función de η y de α y los
espacios fase de las soluciones elegidas en la figura 3.13.
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Figura 3.13: Análisis del sistema (3.32)
mutualista con competencia intraespećıfica;
(a) espacio de parámetros; las regiones de
estabilidad están representadas por colores;
la región blanca corresponde al equilibrio
E+++; la región M (con una imagen de la
planta y las hormigas de fondo) es mutualis-
ta; los valores de α y η de los puntos indica-
dos se utilizaron para obtener las soluciones
numéricas respecto al tiempo de los puntos
evaluados (b) •M (marrón), (c) • rojo y (d)
• E++0 (anaranjado).
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Figura 3.14: Análisis complementario al hecho en la figura 3.13. (a) Se muestran las po-
blaciones de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio
E+++, E+0+ y E++0. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos
de equilibrio y las figuras (b) • M (marrón), figura 3.13b, (c) • rojo, figura 3.13c, (d) •
E++0 (anaranjado), figura 3.13d.

Este es un resultado importante porque la coexistencia de las tres especies permite
puntos de equilibrio mutualistas en los que las hojas crecen más que si sobrevivieran
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Tabla 3.16: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.13.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

•E+++ (marrón) 0 > λ1, 2, 3 * *

• Rojo 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

•E++0

(anaranjado)
0 > λ1 > λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

únicamente junto con las hormigas.

3.3.4.2. Casos en los que det (−B) < 0

Al aumentar el valor de delta de tal forma que:

δ >
η2κa + α2κp + κaκp

αη

det (−B) < 0, por lo que el criterio de estabilidad de E+++ no se cumple (ver tabla
3.13) y se genera una región biestable. Dentro de esta región ã < 0, p̃ < 0 y se cumple
el criterio f+ 0 + > f+ + 0, por lo que los puntos de equilibrio E+0+ pueden ser mutualistas
dentro de esta región (figura 3.15).

A diferencia de los casos anteriores en los que el det (−B) < 0, f+ + 0 = f+ 0 + no
coincide con ã = 0 y, como en el caso presentado en la figura 3.13, hay una región
mutualista de puntos de equilibrio E+0+ fuera de la región biestable.

Fuera de la región biestable, donde p̃ < 0 y ã > 0, f+ 0 + > f+ + 0 cuando:

η > µp, α >
µa (η2 + κp)

ηµp + κp
y κa >

α2 (ηµp + κp)− αµa (η2 + κp)

η (η − µp)

En este caso, los puntos de equilibrio E+0+ que cumplen con estas condiciones son
mutualistas, situación que se ejemplifica en las figuras 3.15 y 3.16.

Nuevamente, la competencia intraespećıfica en ambas especies tiene efectos sobre la
región mutualista expandiéndola y permitiendo puntos de estabilidad E+0+ mutualistas
en regiones donde ã > 0 y p̃ < 0.

Finalmente se analiza el efecto que podŕıan tener los costos por proteger el árbol sobre
la población de hormigas.
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Figura 3.15: Análisis del sistema (3.32)
mutualista con competencia intraespećıfica;
(a) espacio de parámetros; las regiones de
estabilidad están representadas por colores;
la región B es biestable; la región M (con
una imagen de la planta y las hormigas de
fondo) es mutualista; los valores de α y η
de los puntos indicados se utilizaron para
obtener las soluciones numéricas respecto al
tiempo de los puntos evaluados (b) • rojo,
(c) • M (lila) y (d) • E++0 (anaranjado).
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Figura 3.16: Análisis complementario al hecho en la figura 3.15. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+0+

y E++0. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos de equilibrio
y las figuras (b) • rojo, figura 3.15b (c) • M (lila), figura 3.15c, (d) • E++0 (anaranjado),
figura 3.15d.
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Tabla 3.17: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.15.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E+0+ (lila) 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E++0

(anaranjado)
0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

3.3.5. Sistema mutualista con competencia intraespećıfica y cos-

tos para las hormigas

En este caso se analizará el sistema de ecuaciones propuesto, con todos los parámetros
positivos. Debido a que se supone que los costos por proteger el árbol tienen un efecto
negativo sobre el cambio poblacional de las hormigas y surgen de su interacción con
los insectos, este término resulta muy similar a uno de competencia interespećıfica. Sin
embargo estos costos no pueden ser mayores a la tasa a la cual los depredadores foĺıfagos
son ahuyentados de las hojas, es decir δ ≥ φ.

df

dτ
= f (1− f − ηp− αa)

dp

dτ
= p (−µp + ηf − κpp− δa)

da

dτ
= a (−µa + αf − κaa− φp)

(3.41)

Se obtuvieron puntos de equilibrio (Ef p a) no negativos:

E+++ = (f ∗, p∗, a∗) (3.42)

Donde:

f ∗ =
f̃

det(−B)
p∗ =

p̃

det(−B)
a∗ =

ã

det (−B)

f̃ = κa (κp + ηµp)− δ (ηµa + φ) + α (κpµa − µpφ)

p̃ = δ (µa − α) + α (ηµa − αµp) + κa (η − µp)
ã = α(κp + ηµp)− µa

(
η2 + κp

)
+ φ (µp − η)

(3.43)
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B =

−1 −η −α
η −κp −δ
α −φ −κa

 (3.44)

det (−B) = η (ηκa − αδ) + κp
(
α2 + κa

)
− φ (δ + αη) (3.45)

E+0+ =

(
κa + αµa
α2 + κa

, 0,
α− µa
α2 + κa

)
(3.46)

E++0 =

(
κp + ηµp
η2 + κp

,
η − µp
η2 + κp

, 0

)
(3.47)

E+00 = (1, 0, 0) y E000 = (0, 0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un
análisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad (ver tabla 3.18).

Tabla 3.18: Criterios de existencia y estabilidad asintótica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespećıfica y costos para las hormigas.

Equilibrio Existencia Estabilidad

E+++

f ∗ > 0
p∗ > 0
a∗ > 0

a1 = κpp
∗ + κaa

∗ + f ∗ > 0
a2 = (η2 + κp) f

∗p∗+(κa + α2) f ∗a∗+(κaκp − δφ) p∗a∗ > 0
a3 = f ∗p∗a∗ det (−B) > 0
a1a2 > a3

E+0+ α > µa p̃ < 0

E++0 η > µp ã < 0

E+00 Siempre α < µa, η < µp

E000 Siempre Inestable

En la tabla 3.19 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio del sistema
(3.41). (Los criterios de clasificación se pueden consultar en la tabla B.2.)

3.3.5.1. Casos en los que det (−B) > 0

Para que det (−B) > 0, el valor de δ debe ser:

δ <
η2κa + κp (α2 + κa)− αηϕ

αηϕ

Lo cual implica que los puntos de equilibrio E+++ son estables (ver tabla 3.18).
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Tabla 3.19: Clasificación de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.41).

Equilibrio Inestable Estable

E+++ * *

E+0+
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E++0
Punto silla (2 adentro, 1 afuera)
o foco silla (2 adentro, 1 afuera)

Nodo estable o
foco estable

E+00 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

E000 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) ——

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

Caso no mutualista

La población de hojas de los puntos de equilibrio E++0, f+ + 0, son mayores a la
población de hojas de E+++ y E+0+, f+ p+ (por lo que no hay soluciones mutualistas), si

η > µp, ϕ <
α (ηµp + κp)− µa (η2 + κp)

η − µp
y κa <

α2 (ηµp + κp)− αµa (η2 + κp)

η (η − µp)

y alguno de los siguientes grupos de condiciones:

Condiciones 1 :

κa >
α (αµp + δ)− µa (αη + δ)

η − µp
, δ <

ακp
η

y

α >
µa (η2 + κp)

ηµp + κp
, δ >

α (ηµa − αµp)
α− µa

, para α <
ηµa
µp

,

o bien δ > 0 para α ≥ ηµa
µp

Condiciones 2 :

δ ≤ α (ηµa − αµp)
α− µa

y
µa (η2 + κp)

ηµp + κp
< α <

ηµa
µp

En la figura 3.17 se presenta un ejemplo de este caso en el que se eligieron valores de
los parámetros de forma que:

η = α, µp = µa, κp = κa, δ = ϕ y p(0) = a(0),

para resaltar la coexistencia estable de las tres especies en los puntos de equilibrio
E+++ cuando los depredadores de las hojas y las hormigas tienen los mismos prámetros.
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Figura 3.17: Análisis del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespećıfica y costos
para las hormigas; δ = φ = 0.4; (a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están
representadas por colores; la región blanca corresponde al equilibrio E+++; los valores de α
y η del punto rojo se utilizaron para obtener la (b) la solución numérica del sistema respecto
al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E+++, y (c) su espacio fase, donde se observa
que el puto de equilibrio es estable –aunque no se clasificó el punto de equilibrio porque no
se calcularon los eigenvalores, ver tabla 3.20, esto se sabe por el criterio de estabilidad. El
punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones
en el tiempo final.
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Las dos poblaciones se alimentan del mismo recurso, de la misma forma, se comportan
igual en ausencia de él y logran coexistir en una región de los parámetros.

La región de los puntos de equilibrio E+++ estables en el espacio de parámetros puede
aumentar al incrementar los valores de competencia intraespećıfica de ambas especies.

Tabla 3.20: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.17.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ1, 2, 3 * *

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

Caso mutualista

El criterio mutualista f+ p+ > f+ + 0 se cumple en mediante las siguientes condiciones:

ϕ <
α (ηµp + κp)− µa (η2 + κp)

η − µp
, κa >

α (αµp + δ)− µa (αη + δ)

η − µp
,

δ >
ακp
η

y α >
µa (η2 + κp)

ηµp + κp

Con lo cual existen puntos de equilibrio estables mutualistas E+++ y E+0+.

Este caso se muestra en la figura 3.18 y se muestra la población de hojas dependiente
de los valores de α y de η en la figura 3.19.

Los puntos de equilibrio estables E+0+ mutualistas se encuentran entre f+ + 0 = f+ 0 +

y p̃ = 0. Nótese que la población de hojas del punto (• M) evaluado en esta región en la
figura 3.18 es mayor a aquella que se evalúa en la región de puntos de equilibrio estables
E+++, • rojo ,(comparar figuras 3.18b y 3.18c).

Tabla 3.21: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.18.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ1, 2, 3 * *

• M (lila) 0 > λ1 > λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E++0

(anaranjado)
0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.
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Figura 3.18: Análisis del sistema mutualis-
ta con competencia intraespećıfica y costos
para las hormigas; (a) espacio de paráme-
tros; las regiones de estabilidad están repre-
sentadas por colores; la región blanca co-
rresponde al equilibrio E+++; la región M
es mutualista; los valores de α y η de los
puntos indicados se utilizaron para obtener
las soluciones numéricas respecto al tiempo
de los puntos evaluados (b) • rojo, (c) • M
(lila) y (d) • E++0 (anaranjado).
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Figura 3.19: Análisis complementario al hecho en la figura 3.18. Se muestran las pobla-
ciones de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio
E+++, E+0+ y E++0. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos
de equilibrio y las figuras (b) • rojo, figura 3.18b (c) • M (lila), figura 3.18c, (d) • E++0

(anaranjado), figura 3.18d.

85



3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
PROTECCIÓN

3.3.5.2. Casos en los que det (−B) < 0

Para que det (−B) < 0, el valor de δ debe ser:

δ >
η2κa + κp (α2 + κa)− αηϕ

αηϕ

Caso no mutualista

El sistema no es mutualista en el caso en el que f+ + 0 > f+ 0 +, lo cual ocurre cuando:

η > µp, κp <
η (µaη + ϕ)− µp (αη + ϕ)

α− µa

Además de alguno de los siguiente conjuntos de condiciones:

Condiciones 1 :

η ≤ µp (α2 + κa)

αµa + κa
y ϕ >

η (αµp − ηµa)
η − µp

Condiciones 2 :

η >
µp (α2 + κa)

αµa + κa
, δ >

η (αµa + κa)− µp (α2 + κa)

α− µa
,

ϕ >
κaη

α
y κp >

η2 (αµa + κa)− µpη (α2 + κa)

α (α− µa)

Un ejemplo de este caso se presenta en la figura 3.20. Se eligieron valores de forma
que:

η = α, µp = µa, κp = κa, δ = ϕ y p(0) = a(0)

Nótese en la figura 3.21 que f+ + 0 = f+ 0 + se encuentra dentro de la región biestable y
coincide con el punto de equilibrio inestable E+++. En este ejemplo, los puntos en los que
f+ + 0 = f+ 0 + coinciden con los de la separatriz que lleva al punto de equilibrio inestable
E+++ en el espacio fase.

También en la figura 3.21, se presentan las ceroclinas del sistema (3.41) con los paráme-
tros seleccionados en cada punto evaluado en la figura 3.20. Los puntos de equilibrio •
rojo y • E++0 se alejaŕıan de • E+++ si se siguiera variando el valor de α para cada punto.
Además, ya que • E+++ es inestable en este caso, cualquier punto diferente al punto de
equilibrio E+++ o a una población sobre la separatriz que lleva a él, tenderá al punto de
equilibrio E+0+ o E++0.
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Figura 3.20: Análisis del sistema mutualis-
ta con competencia intraespećıfica y costos
para las hormigas; δ = φ = 0.4; (a) espacio
de parámetros; las regiones de estabilidad
están representadas por colores; la región B
es biestable; los valores de α y η de los pun-
tos indicados se utilizaron para obtener las
soluciones numéricas respecto al tiempo de
los puntos evaluados (b) • rojo, (c) • E+++

(negro) y (d) • E++0 (anaranjado).
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Figura 3.21: Análisis complementario al hecho
en la figura 3.20. Se muestran las poblaciones de
hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de
las soluciones de equilibrio E+0+ y E++0. Tam-
bién se presentan los espacios fase correspondien-
tes a los puntos de equilibrio y las figuras (b)
• rojo, figura 3.20b (c) • E+++ (negro), figura
3.20c, (d) • E++0 (anaranjado), figura 3.20d; aśı
como las ceroclinas de los puntos (e) • rojo, (f)
• E+++ (negro) y (g) • E++0 (anaranjado).

88



3.3 Casos analizados

Tabla 3.22: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.20.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ1 > λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E+++ (negro) * * *

• E++0

(anaranjado)
0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

*significa que los eigenvalores no fueron calculados.

En la tabla 3.22 se presenta la clasificación de los puntos de equilibrio evaluados en
las figuras 3.20 y 3.21 de acuerdo con sus eignevalores.

Caso mutualista 1

Sin embargo, si f+ + 0 = f+ 0 + coincide con ã = 0, se puede generar una región
mutualista en la región biestable si

η > µp, δ >
η (αµa + κa)− µp (α2 + κa)

α− µa
y

κp <
η2 (αµa + κa)− µpη (α2 + κa)

α (α− µa)
o bien ϕ ≤ κaη

α

además de

κp <
η (ηµa + ϕ)− µp (αη + ϕ)

α− µa
o ϕ >

κaη

α

junto con

η <
αµp
µa

o ϕ >
κaη

α
y η ≥ αµp

µa
o η >

µp (α2 + κa)

αµa + κa

y con

η ≥ αµp
µa

o ϕ >
η (αµp − ηµa)

η − µp
o ϕ >

κaη

α

Este caso se presenta en la figura 3.22, en la que, aunque existe una región de puntos
de equilibrio estables E+++ (donde ã > 0 y p̃ > 0), esta no es mutualista.
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Figura 3.22: Análisis del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespećıfica y costos
para las hormigas; (a) espacio de parámetros; las regiones de estabilidad están representadas
por colores; la región blanca corresponde al equilibrio E+++; la región M es mutualista; los
valores de α y η de los puntos indicados se utilizaron para obtener las soluciones numéricas
del sistema respecto al tiempo de los puntos (b) • rojo y (c) • E++0. Además se presentan
los espacios fase respectivos: (d) • rojo y (e) • E++0. En ellos se observa que las soluciones
son focos estables, lo cual está en acuerdo con la clasificación hecha en la tabla 3.23; el punto
verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el
tiempo final.
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Tabla 3.23: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.22.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• Rojo 0 > λ1 > λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E++0

(anaranjado)
0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

Caso mutualista 2

Puede existir una región mutualista dentro la región de puntos de equilibrio estables
E+0+, fuera de la zona biestable, si

η > µp, α >
ϕ (η − µp)
ηµp + κp

, µa <
α (ηµp + κp) + ϕ (µp − η)

η2 + κp
y

κa >
α2 (ηµp + κp)− αµa (η2 + κp)

η (η − µp)

Este caso se muestra en la figura 3.23 y en la figura 3.24 se muestra la población de
hojas dependiente de los valores de η y α.

Si se comparan las figuras 3.23b y 3.23c, o si se observa la figura 3.24, se puede notar
que el punto de equilibrio E+0+ que se encuentra dentro de la región biestable tiene una
población de hojas mayor a la del punto de equilibrio E+0+ fuera de la región biestable.

Esto es relevante ya que una protección más agresiva de las hojas permite efectos
mutualistas con tasas de depredación bajas por parte de las hormigas, con valores más
altos de depredación de los foĺıfagos y con un mayor crecimiento de las hojas, debido a
que el incremento del valor de δ aumenta la región biestable en el espacio de parámetros,
de una forma similar a la presentada en la figura 3.6.

La competencia intraespećıfica de las hormigas permite un incremento de la región
mutualista fuera de la región biestable. Además, los costos de la protección pueden acabar
con la región mutualista cuando hay una región biestable (ver figura 3.20). Estos resultados
resaltan la importancia de la competencia en la dinámica poblacional de este sistema
mutualista indirecto.
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Figura 3.23: Análisis del sistema mutualis-
ta con competencia intraespećıfica y costos
para las hormigas; (a) espacio de paráme-
tros; las regiones de estabilidad están repre-
sentadas por colores; la región M (con una
imagen de la planta y las hormigas de fon-
do) es mutualista; los valores de α y η de los
puntos indicados se utilizaron para obtener
las soluciones numéricas respecto al tiempo
de los puntos evaluados (b) • M (marrón),
(c) • rojo y (d) • E++0 (anaranjado).
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Figura 3.24: Análisis complementario al hecho en la figura 3.23. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su población inicial (f0), de las soluciones de equilibrio E+0+ y
E++0.También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos de equilibrio y
las figuras (b) • M (marrón), figura 3.23b (c) • rojo, figura 3.23c, (d) • E++0 (anaranjado),
figura 3.23d.
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Tabla 3.24: Clasificación del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.23.

Punto evaluado Re(λi) Im(λi) Clasificación

• M (marrón) 0 > λ1 > λ2 = λ3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• Rojo 0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

• E++0

(anaranjado)
0 > λ2 = λ3 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3 Foco estable

3.4. Mutualismo y competencia

El mutualismo y la competencia están súmamente relacionadas en este tipo de interac-
ción. Todos los sistemas que inclúıan el mecanismo de protección mutualista presentaron
regiones de efectos mutualistas y los términos de competencia intraespećıfica tuvieron un
papel importante al permitir la coexistencia de las tres especies.

A continuación se analizan los resultados obtenidos mediante el análisis de cada caso
y de las suposiciones que se hicieron para llegar a ellos.

3.4.1. Parámetros constantes

Los parámetros del sistema deben ser constantes y positivos por definición para cual-
quiera de los sistemas analizados, por lo que se hace la suposición de que tanto las hormigas
como los depredadores permanecen con tasas de interacción constantes en todo momento.

Por esta razón los casos analizados fueron tratados como sistemas diferentes y no co-
mo una secuencia de colonización. Sin embargo, las tasas de interacción podŕıan cambiar
dependiendo de la abundancia de sus recursos, junto con los otros parámetros de inter-
acción. Por ejemplo, el beneficio de protección de la interacción también podŕıa variar
debido al crecimiento del árbol, pues habiendo más hojas, la efectividad de protección de
las hormigas podŕıa disminuir. O bien, la competencia intraespećıfica podŕıa aumentar en
ausencia de recursos, como sucede en las hormigas al depredar a sus larvas cuando los
recursos escasean.

Este tipo de comportamientos podŕıa ser descrito mediante parámetros que variaran
con la abundancia de la especie recurso como las respuestas funcionales propuestas por
Holling [62, 63].

3.4.2. La región mutualista

El tamaño de la región mutualista depende de la población inicial de hojas seleccio-
nada debido al segundo criterio de mutualismo propuesto f

f0
> 1. Esto podŕıa coincidir

con la fenomenoloǵıa del sistema planta-hormiga analizado ya que los árboles suelen ser
colonizados a edades tempranas.
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En el sistema Vachellia–Pseudomyrmex las plantas deben alcanzar ciertas condiciones
antes de ser colonizadas e incluso habiéndose establecido la hormiga reina, la colonia puede
abandonar el árbol si este no produce suficientes recursos. Sin embargo, el abandono se da
mayormente en plantas auxiliares a la planta donde se encuentra la reina [68]. De acuerdo
con las observaciones de Janzen el árbol debe ser colonizado para poder desarrollarse por
lo que las hormigas deben hacerlo a una edad temprana. Esta edad o las condiciones que
la planta requiere lograr para empezar a invertir más recursos en la protección indirecta,
aún es una pregunta abierta [51].

En todos los casos mutualistas analizados, el aumento en la protección (δ) incrementó
la región mutualista de E+0+, esto significa que la agresividad de las hormigas influye en
la supervivencia de la colonia ante la depredación de los foĺıfagos.

Es importante resaltar que el tamaño de la región mutualista en el espacio de paráme-
tros también depende de los parámetros de los depredadores foĺıfagos, como su compe-
tencia intraespećıfica, en especial en los casos biestables, ya que esta región se encuentra
delimitada por p̃ = 0.

La competencia intraespećıfica de ambas especies permitió que existieran soluciones
mutualistas de coexistencia estable de las tres especies (E+++) como se muestra en las
figuras 3.13 y 3.18. Incluso, en esta región de coexistencia de tres especies, pueden haber
situaciones en las cuales las hojas crecen más que si únicamente sobrevivieran junto con
las hormigas (ver figura 3.14).

Es importante recordar que una población de hormigas puede colonizar más de un
árbol, por lo que el crecimiento de su población podŕıa no estar tan restringido como en
los casos analizados en este trabajo.

3.4.3. La equivalencia entre hojas, cuerpos de Belt y néctar

La suposición de que los cuerpos de Belt y el néctar extrafloral es equivalente a
las hojas es problemática para la aplicación del modelo ya que resulta dif́ıcil cuantificar
cuánto de los recursos asignados a la protección indirecta podŕıan haber sido asignados
a nuevas hojas. Como se mencionó en el caṕıtulo anterior, la cuantificación de los costos
ecológicos de la protección indirecta aún son un gran reto metodológico y un área que
debe desarrollarse [47]. Sin embargo, considerar a las hojas como diferentes recursos a los
cuerpos de Belt y al néctar podŕıa generar un modelo más complicado y dif́ıcil de analizar.

3.4.4. Dependencia de contexto

En este modelo, se considera que el efecto neto de la interacción puede variar entre
parasitismo, amensalismo, comensalismo o mutualismo. Esto se debe a que el modelo se
centra en los efectos inmediatos de los mecanismos de interacción y sus efectos netos se
interpretan de los resultados.

Considerar un ambiente variable que afecte a los parámetros de interacción podŕıa
ejemplificar dinámicas donde la clasificación de la interacción cambie en el tiempo.
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La conceptualización hecha en otros modelos podŕıa ser de utilidad en el sistema
ecológico analizado en este trabajo, como la aproximación consumidor-recurso mediante
el modelo Rosenzweig-MacArthur hecha por Holland y DeAngelis [59], o los modelos
que incluyen umbrales en los que la interacción cambia de signo como el propuesto por
Hernandez y Barradas [53] o el modelo para el efecto denominado role reversal, propuesto
por Sánchez-Garduño et al. [113].

3.4.5. El principio de exclusión competitiva

El principio de exclusión competitiva soĺıa identificarse con la proposición [44]:

((No puede haber un mayor número de depredadores que de recursos.))

Es decir, que se soĺıa interpretar que dos poblaciones igualmente competidoras no
pueden alimentarse de una misma presa, como sucede en el caso de una presa y dos
depredadores sin competencia intraespećıfica (ver figura 3.2), en el caso mutualista sin
competencia intraespećıfica (ver figura 3.4) o en los demás casos cuando el valor de defensa
es grande y se genera una región de biestabilidad.

Kostitzin (1939) fue el primero en presentar un contraejemplo mediante un sistema
como el analizado en este trabajo. Haigh y Smith (1972) retomaron el sistema descartándo-
lo como contraejemplo debido a que interpretaron la competencia intraespećıfica de los
depredadores como la lucha por territorio únicamente, la cual, de acuerdo con su inter-
pretación, se debe considerar como un recurso diferente a la presa. Sin embargo, puede
haber competencia intraespećıfica directa ligada a este consumo. Por ejemplo, ya que los
depredadores deben posarse en las hojas para consumirlas, si un foĺıfago está posado sobre
una hoja puede limitar la capacidad de consumo de los demás organismos de la población
de depredadores. En el caso de las hormigas, si la colonia se encuentra en estado famélico,
las hormigas pueden consumir a las larvas de su propia colonia [68, 109].

Se puede argumentar que este tipo de competencia no se puede incluir en un modelo
presa-depredador basado en Lotka-Volterra ya que el comportamiento de depredación
intraespećıfica debeŕıa disminuir con la abundancia de recursos. De cualquier forma, como
se mostró en el caso mutualista con competencia intraespećıfica de los depredadores (ver
figura 3.7), únicamente se requiere competencia intraespećıfica de una de las especies para
que haya una región de coexistencia estable de las tres especies.

Haigh y Smith (1972) utilizan el razonamiento de MacArthur y Levins (1964) con el
que argumentan que en un sistema de dos depredadores, que se alimentan de una presa,
sólo un depredador logra sobrevivir, ya que para que sobrevivan ambos, las tres ceroclinas
deben coincidir y esto resulta ((infińıtamente improbable)) en la naturaleza para puntos
de equilibrio inestables (como en el caso presentado en la figura 3.21) [44, 86].

Además, Haigh y Smith (1972) argumentan que ligeros cambios en los valores de los
parámetros pueden terminar con la coexistencia estable de las tres especies, lo cual les
parece un indicio de la improbabilidad de esta situación. Sin embargo, también mencio-
nan que esto requiere del supuesto de que ((no existen procesos que tiendan a ajustar
los coeficientes que aseguren la coexistencia)). Es importante recalcar, que este argumen-
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to lo desarrollan suponiendo que no hay efectos de competencia intraespećıfica en los
depredadores.

Los casos presentados en los que hay puntos de equilibrio estables E+++ pueden
servir de contraejemplo a este razonamiento. El espacio de parámetros puede facilitar la
visualización de todos los posibles parámetros en los cuales se puede dar la situación de
que dos especies coexistan alimentándose de la misma presa. Además, pueden darse casos
en los que el recurso crezca más en la zona de coexistencia de tres especies que en otras
zonas de coexistencia de dos especies (ver figura 3.13), lo cual podŕıa ser una causa de
que se seleccionen aquellas tasas de depredación.

Haigh y Smith (1972) también reconocen que la diferencia en el nicho podŕıa estar
dada porque dos depredadores se alimentan de partes diferentes una planta o en distin-
tos momentos del d́ıa [44]. Aunque el momento del d́ıa dif́ıcilmente puede incluirse sin
convertir al sistema en no autónomo, se podŕıa diferenciar entre las partes de la planta
representándolas como dos recursos distintos, sin embargo esto representa una cuestión
no resuelta (y con ella Haigh y Smith finalizan su análisis): ¿hasta qué punto se pueden
considerar distintos recursos dos partes de un mismo organismo, más aún si una depende
de la otra?

El sistema analizado no puede considerarse un contraejemplo del principio de exlusión
competitiva, de la forma en la que fue formulado en el caṕıtulo anterior, ya que se requiere
una modelación de nicho, lo cual es un método distinto al abordado en este trabajo.

3.4.6. La competencia en el mutualismo y en la coexistencia

El modelo propuesto, puede ser idéntico en su forma a un modelo de competencia
entre dos especies que se alimentan del mismo recurso, por lo que se puede interpretar el
comportamiento de protección como una caracteŕıstica competitiva. La similitud se debe
a la forma en la que están planteados los modelos presa-depredador basados en el modelo
Lotka-Volterra. Sin embargo, el hecho de que existan regiones donde se satisfacen los
criterios mutualistas planteados es un indicador de que este modelo permite representar
sistemas mutualistas.

En otros modelos cada especie mutualista tiene dos términos de interacción con su
compañero, uno positivo (ingesta) y otro negativo (uso de recursos) que vaŕıan con el
tamaño poblacional de las especies mutualistas [59].

Los términos de competencia intraespećıfica son dif́ıciles de interpretar pues no se
especifica el tipo de competencia o el mecanismo que representan, y comúnmente suelen
incluirse atendiendo a la forma de las ecuaciones Lotka-Volterra pero sin interpretar su
significado (como se realizó en el presente trabajo). Se puede argumentar que sin im-
portar la manera en la que sucede, existe un efecto de inhibición entre los organismos
pertenecientes a una única población, sin embargo esto obliga a enfocarse en el efecto de
la interacción y no en su mecanismo.

El mecanismo de consmuo, tanto de las hormigas como de los depredadores, es bas-
tante claro, sin embargo no es claro lo que representan los términos de competencia in-
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traespećıfica. En general, en los modelos presa-depredador la competencia intraespećıfica
podŕıa ser canibalismo, enfrentamientos directos, que no necesariamente podŕıan resul-
tar en la muerte de uno de los competidores, o reflejo de una estructura social de las
poblaciones que limita el acceso al alimento, al espacio o a la reproducción.

Al analizar el modelo propuesto basado en los modelos tipo Lotka-Volterra, se puede
observar que la competencia intraespećıfica tiene un papel fundamental en la coexistencia
de las tres especies. La interpretación que se le da a estos términos puede determinar la
forma en la que se interpretan los fenómenos naturales [1]. En este caso, no se les dará una
interpretación espećıfica, simplemente se supondrá que representan la limitación propia
del tamaño poblacional de la especie, ya sea de forma directa o indirecta.

El hecho de que las hormigas y los depredadores foĺıfagos coexistan con el árbol en los
sistemas en campo puede ser un indicador de que los mecanismos de limitación propia son
significativos en el cambio poblacional de las especies, aunque esta coexistencia también
podŕıa depender de otras caracteŕısticas de su ambiente.

Los resultados en los que los puntos de equilibrio de coexistencia de las tres especies
fueron mutualistas y la población de hojas creció más que si sólo hubiesen sobrevivido
las hormigas (ver figuras 3.18 y 3.13), es un resultado interesante, pues dicha combina-
ción de parámetros podŕıa fomentar la supervivencia del árbol y la selección de tales
caracteŕısticas.

Si la coexistencia se debe a la competencia intraespećıfica, los sistemas planta-hormiga
de protección seŕıan sistemas modelo para investigar el papel de la competencia en un
sistema mutualista.
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Caṕıtulo 4

Conclusiones

En todos los casos analizados se utilizó el modelo conceptual de las interacciones
consumidor-recurso mutualistas para generar sistemas de ecuaciones presa-depredador
basados en la interacción planta-hormiga de protección entre árboles del género Vachellia
y hormigas del género Pseudomyrmex.

A continuación se presentan la śıntesis de resultados y las conclusiones del análisis de
dichos sistemas de ecuaciones.

4.1. Śıntesis de resultados

Al considerarse que tanto los depredadores foĺıfagos como las hormigas (los consumi-
dores) no tienen efectos de competencia intraespećıfica y que las hormigas no protegen el
árbol, se encontraron soluciones estables en las que únicamente uno de estos dos consumi-
dores sobrevive junto con la planta. En este caso no existieron soluciones de coexistencia
estable de las tres especies.

Cuando se incluyó la protección del árbol sin incluir competencia intraespećıfica en
ninguno de los consumidores y suponiendo que la protección del árbol no representa
costos que disminuyan la población de las hormigas, surgió una región biestable donde
únicamente alcanzan poblaciones estables los depredadores con las hojas o las hormigas
con las hojas, por lo que no hubo coexistencia estable de las tres especies.

Al considerar el término de competencia intraespećıfica de los depredadores o de las
hormigas, se generó una región de coexistencia de las tres especies. Esta región desapareció
al incrementarse los valores de protección del árbol, generando, en cambio, una región
biestable.

Al considerar el término de competencia intraespećıfica de los depredadores y de las
hormigas, se encontraron puntos mutualistas de coexistencia estable de las tres especies. Al
igual que puntos de equilibrio estable mutualistas de las soluciones en las que sobreviven
las hormigas y las hojas fuera de la región biestable.

La región mutualista se encontró dentro de la región biestable en todos los casos
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a excepción de un caso en el que se consideró que la protección representa costos que
disminuyen la población de las hormigas.

4.2. Conclusiones

En el sistema de interacción planteado, con una población limitada de hojas, siempre
existió la coexistencia de un consumidor con su recurso, sin importar si se descartaba uno
o varios de los siguientes aspectos de la interacción: protección mutualista, competencia
intraespećıfica de los depredadores o de las hormigas, o costos asociadas a la protección
de las hojas que afectan a la población de las hormigas.

Existieron soluciones con efectos mutualistas en todos los sistemas donde se incluyó
el mecanismo mutualista de protección.

El aumento en la intensidad de la protección incrementó el tamaño de la región en el
espacio de los parámetros que contiene a los puntos de equilibrio estables donde sobreviven
las hormigas y las hojas.

La competencia intraespećıfica de uno o dos de los consumidores de las hojas permitió
la coexistencia de las tres especies interactuantes.

La inclusión de los términos de competencia intraespećıfica de ambas especies permitió
regiones mutualistas que abarcaron simultáneamente puntos de equilibrio de las tres espe-
cies y de las hojas y las hormigas. Aśı como regiones mutualistas de puntos de equilibrio
estables de las hojas y las hormigas dentro y fuera de la región biestable simultáneamente.

La competencia, ya sea intraespećıfica o interespećıfica en la forma del mecanismo de
protección, tiene una gran relevancia en la dinámica de los mutualismos unidireccionales
de protección y podŕıa ser importante en la coexistencia de las especies interactuantes en
los sistemas planta-hormiga-depredadores foĺıfagos.

4.3. Perspectivas

Los sistemas mutualistas en los que las hormigas están involucrados y en especial
aquellos que son de protección, son interesantes porque las hormigas son eusociales y
presentan comportamientos como el ataque a depredadores sin consumirlos o el cuidado
y cultivo de otras especies de las que se alimentan.

Estos sistemas han sido poco modelados probablemente porque los beneficios de la
interacción son indirectos para la especie recurso y esto conlleva dificultades de repre-
sentación en sistemas de ecuaciones presa-depredador y de análisis para asegurarse que
la interacción sea mutualista. Estas dificultades pueden ser abordas mediante el mode-
lo conceptual de interacciones consumidor-recurso mutualistas, el cual permite adaptar
otros modelos, además del modelo Lotka-Volterra. Otras caracteŕısticas de las interaccio-
nes mutualistas, como la dependencia de contexto del resultado, pudiendo variar entre
parasitismo, comensalismo o mutualismo, puede ser explorado con un planteamiento de
ecuaciones diferente [59].
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Para representar los cambios de signo en el efecto de las interacciones se podŕıan incluir
otro tipo de conceptualizaciones como respuestas funcionales a presas o a depredadores,
o bien, umbrales como los utilizados para modelar el efecto role reversal.

Además se podŕıa incorporar un análisis espacial mediante una analoǵıa a la difusión
en un medio continuo o mediante el enfoque discreto, con un análisis de metapoblaciones
y mapeos acoplados [111].

En este trabajo se procuró estudiar el sistema modelado lo mejor posible para poderlo
representar adecuadamente. Sin embargo, como todo modelo, requiere ser comparado
contra datos experimentales.

La modelación de las interacciones planta-hormiga, hemı́ptero-hormiga y hongo-hormiga
podŕıan enriquecer la comprensión de las interacciones mutualistas en las que las hormigas
protegen o cultivan a sus recursos. Este tipo de sistemas podŕıan ser modelos biológicos
para investigar el papel de la competencia en los sistemas mutualistas indirectos.
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Apéndice A

Estabilidad de puntos de equilibrio

A.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) acopladas como1

dx

dt
= f(x, y)

dy

dt
= g(x, y)

(A.1)

con condiciones iniciales

x(t0) = x0, y(t0) = y0 (A.2)

está compuesto por ecuaciones autónomas si estas no dependen expĺıcitamente del
tiempo. Este sistema se puede escribir de forma vectorial como:

du

dt
= v(u) (A.3)

con u(t0) = u0 y donde u = (x, y)T , v(u) = (f(x, y), g(x, y))T y u0 = (x0, y0)T .

En general, en un sistema de EDO autónomas

dx

dt
= f(x), x ∈ E ⊂ Rn, x(t0) = x0, (A.4)

se le llaman puntos de equilibrio o puntos cŕıticos, a las soluciones x* que satisfacen
f(x*) = 0 y las cuales, si no se encuentran en el origen, se pueden trasladar a él.

1Explicación basada en [4, 14, 121].
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Suponiendo que el sistema A.4 tiene un punto cŕıtico aislado, es decir, que en una
vecindad alrededor de él no existen otros puntos cŕıticos, y que el campo vectorial f(x)
tiene derivadas parciales continuas en el dominio E, un punto de equilibrio x* del sistema
(A.4) es estable si, dado cualquier ε > 0, hay un δ > 0 de tal forma que cada solución
x = x(t) del sistema (A.1) la cual, en t = 0, satisface

‖x(0)− x*‖ < δ (A.5)

existe para todo t positivo y también para todo t ≥ 0 satisface

‖x(t)− x*‖ < ε, (A.6)

donde la notación ‖x‖ designa la magnitud del vector x. Este tipo de estabilidad se
ejemplifica en la figura A.1a.

Si la región en la que el punto de equilibrio x* ∈ E, es todo el espacio fase o su interior,
se dice que el punto de equilibrio es globalmente estable. Un punto de equilibrio que
no es estable se considera inestable.

Un punto de equilibrio x* es asintóticamente estable si, además de ser estable,
existe un δ0 (δ0 > 0) tal que si una solución x = x(t) satisface

‖x(0)− x*‖ < δ0, (A.7)

entonces

ĺım
t→∞

x(t) = x*. (A.8)

Este tipo de estabilidad se ejemplifica en la figura A.1b.

Al conjunto de puntos x(0) que satisfacen que x(t)→ x* cuando t→∞, se le llama
cuenca de atracción.

A una trayectoria que delimita a una cuenca de atracción en el espacio fase se le
conoce como separatriz ya que separa a los puntos x(0) que siguen una trayectoria que
termina en x* de los que no lo hacen.

Cuando x* es estable y la cuenca de atracción de x* es todo el espacio fase2 o al menos
su interior, el punto de equilibrio x* se clasifica como globalmente asintóticamente
estable. De lo contrario se denomina localmente estable en una vecindad del punto de
equilibrio.

2El espacio fase es un espacio geométrico cuyos puntos son todas las soluciones o estados del sistema
de ecuaciones diferenciales.
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Figura A.1: (a) Estabilidad de un punto de equilibrio x*, con posición inicial x(0) = x0,
la trayectoria de la solución cumple ‖x(t)− x*‖ < ε para toda t. (b) Estabilidad asintótica
de x*, la solución x(t), con condición inicial x(0) = x0, tiende a x* cuando t→∞.

A.2. Estabilidad local

Considerando el sistema lineal3:

dx

dt
= Ax (A.9)

con x(0) = x0, donde A es una matriz real constante de n× n. Se puede expresar la
solución de (A.9) como

x(t) = eAtx0

donde

eAt =
∞∑
k=0

(At)k

k!
= I + A

t

1!
+ A2 t

2

2!
+ . . .

siendo I una matriz identidad de n× n.

El sistema (A.9) tiene un punto de equilibrio x* (el cual si no está en el origen se
puede trasladar a él) y su estabilidad se puede determinar mediante los eigenvalores de
A, es decir, mediante las soluciones λ del polinomio caracteŕıstico det (A− λI) = 0.

Si todos los eigenvalores de A tienen partes reales diferentes de cero, Re(λ) 6= 0, el
sistema tiene puntos de equilibrio hiperbólicos. Si Re(λ) = 0 el sistema tiene puntos de

3Explicación basada en [121].
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equilibrio no hiperbólicos [5].

Si el sistema tiene puntos de equilibrio hiperbólicos, la estabilidad asintótica de estos
se puede determinar mediante el siguiente criterio:

Si todos los eigenvalores λ de A tienen partes reales negativas, Re(λ) = 0, entonces
x = 0 es asintóticamente estable. Si por lo menos un eigenvalor tiene parte real positiva,
entonces x = 0 es inestable [4].

A.2.1. Teorema Hartman-Grobman

El teorema Hartman-Grobman es fundamental para el análisis hecho pues muestra
que cerca del punto de equilibrio x* (el cual, está en el origen o ha sido transladado él),
el sistema no lineal autónomo

dx

dt
= f(x) (A.10)

tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal (A.9), siendo A = Df(0)
(la derivada de f en 0). A continuación se presentan teoremas y definiciones de utilidad
previas a la enunciación de dicho teorema4.

Teorema A.2.1. Sea E ⊂ Rn y suponiendo que f ∈ C1(E). Entonces, para cada
punto x0 ∈ E, hay un intervalo máximo J en el cual el problema de valor inicial (A.4)
tiene una solución única, x(t); i. e., si el problema de valor inicial tiene una solución
y(t) en un intervalo I entonces I ⊂ J y y(t) = x(t) para todo t ∈ I. Además, el máximo
intervalo J es abierto; i. e., J = (α, β).

Definición A.2.1. Al intervalo (α, β) del teorema A.2.1 se le llama intervalo máximo
de existencia de la solución x(t) del problema de valor inicial (A.4) o simplemente el
intervalo máximo de existencia del problema de valor inicial (A.4).

Definición A.2.2. Sea E ⊂ Rn y f ∈ C1(E). Para x0 ∈ E, sea φ(t, x0) la solución

del problema de valor inicial (A.4), definido en su máximo intervalo de existencia I(x0).

Entonces para t ∈ I(x0), al conjunto de mapeos φt definido por

φt(x0) = φ(t, x0) (A.11)

se le llama el flujo de la ecuación diferencial (A.10) o el flujo definido por (A.10). También
se le refiere como el flujo del campo vectorial f(x).

4Explicación basada en [102]
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Definición A.2.3. Un espacio métrico es un conjunto S con una función de dis-

tancia global (la métrica g) que, para cualesquiera dos puntos x, y en S, especifica una

distancia entre ellos como un número real no negativo g(x, y) [135]. Un espacio métrico

debe satisfacer:

g(x, y) = 0 si y sólo si x = y,

g(x, y) = g(x, y),

la desigualdad del triángulo g(x, y) + g(x, z) ≥ g(x, z).

Definición A.2.4. Sea X un espacio métrico y sean A y B subconjuntos de X.
Un homeomorfismo de A en B es un mapeo biyectivo de A en B, h : A → B, tal que
h− : B → A es continua. Los conjuntos A y B se llaman homeomórficos o topológicamente
equivalentes si hay un homeomorfismo de A en B.

Definición A.2.5. Dos sistemas de ecuaciones diferenciales autónomas como (A.10)
y (A.9) se consideran topológicamente equivalentes en una vecindad del origen, o que tienen
la misma estructura cualitativa cerca del origen si hay un homeomorfismo H mapeando
un conjunto abierto U conteniendo el origen sobre un conjunto abierto V conteniendo
el origen, que mapea trayectorias de (A.10) en U sobre trayectorias de (A.9) en V y
preserva su orientación en el tiempo en el sentido de que si una trayectoria se dirige de x1

a x2 en U , entonces su imagen se dirige de H(x1) a H(x2) en V . Si el homeomorfismo H
preserva la parametrización del tiempo, entonces los sistemas (A.10) y (A.9) se consideran
topológicamente conjugados en una vecindad del origen.

Teorema A.2.2. (Teorema Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto de Rn

que contiene al origen, sea f ∈ C1(E), y sea φt el flujo del sistema (A.10). Suponiendo

que f(0) = 0 y la matriz A = Df(0) no tiene eigenvalores con parte real igual a cero

(los puntos de equilibrio son hiperbólicos), entonces existe un homeomorfismo H de un

conjunto abierto U que contiene el origen, sobre un conjunto abierto V que contiene el

origen, tal que para cada x0 ∈ U , hay un intervalo abierto I0 ⊂ R que contiene al cero,

tal que para toda x0 ∈ U y t ∈ I0

H ◦ φt(x0) = eAtH(x0) (A.12)

i. e., H mapea trayectorias de (A.10) cerca del origen sobre trayectorias de (A.9) cerca
del origen y preserva la parametrización del tiempo.
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A.2.2. Aproximación lineal

Considerando nuevamente el sistema (A.1)5:

dx

dt
= f(x, y),

dy

dt
= g(x, y)

y siendo (x∗, y∗) un punto de equilibrio, por lo que:

f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0,

se puede hacer una pequeña perturbación en el punto de equilibrio

u = x− x∗, v = y − y∗

para explorar si esta perturbación crece o decae. Para ello se plantean las ecuaciones
diferenciales para u y v:

du

dt
=
dx

dt
= f(x∗ + u, y∗ + v)

Desarrollando f en serie de Taylor en el punto (x∗, y∗)

du

dt
=f(x∗, y∗) + fx(x

∗, y∗)u+ fy(x
∗, y∗)v

+ fxx(x
∗, y∗)

u2

2
+ fxy(x

∗, y∗)uv + fyy(x
∗, y∗)

v2

2
+ . . .

La notación fx(x
∗, y∗) significa:

fx(x
∗, y∗) =

∂f

∂x
(x, y)

∣∣∣∣
x=x∗, y=y∗

.

De forma similar, se puede obtener la ecuación:

dv

dt
=g(x∗, y∗) + gx(x

∗, y∗)u+ gy(x
∗, y∗)v

+ gxx(x
∗, y∗)

u2

2
+ gxy(x

∗, y∗)uv + gyy(x
∗, y∗)

v2

2
+ . . .

Ya que f(x∗, y∗) = 0, g(x∗, y∗) = 0 y suponiendo que el punto de equilibrio es
hiperbólico, se pueden despreciar los términos no lineales, por lo que se obtiene el sistema
(A.1) linealizado en el punto de equilibrio (x∗, y∗)

5Esta explicación está basada en la hecha en [120] y [2].
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dz

dt
= Jz, (A.13)

donde z = (u, v)T y J es la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio:

J =

(
fx(x, y) fy(x, y)

gx(x, y) gx(x, y)

)∣∣∣∣
x=x∗, y=y∗

De forma que, por el teorema Hartman-Grobman, la estructura cualitativa de (A.13)
será equivalente a la de (A.3).

Es importante enfatizar que los términos no lineales únicamente se pueden despreciar
en puntos de equilibrio hiperbólicos. Los casos en los que la traza de J es igual a cero,
Tr(J) = τ = 0 (centros), o el determinante de J es igual a cero, ∆ = det (J) = 0 (puntos
de equilibrio no aislados), o τ 2−4∆ = 0 (estrellas, nodos degenerados), son más sensibles
y su estructura cualitativa puede cambiar debido a términos no lineales pequeños. A estos
casos se les suele llamar de frontera porque al graficarse en el plano τ∆ se encuentran en
la frontera entre regiones de nodos, focos y sillas (ver figura A.2).

∆

τ

τ 2 − 4∆ = 0 τ 2 − 4∆ = 0

silla

nodo estable nodo inestable

foco estable foco inestable

centro

ĺınea de puntos de equilibrio estables ĺınea de puntos de equilibrio inestables

nodo degenerado estable nodo degenerado inestable

estrella inestableestrella estable

movimiento
uniforme

Figura A.2: Clasificación de puntos de equilibrio de acuerdo con τ ≡Tr(J) y ∆ ≡ det (J).
Los puntos de equilibrio encerrados en un recuadro existen sobre las fronteras τ = 0, ∆ = 0
o τ2 − 4∆ = 0. El resto de puntos existen sobre las regiones en donde se encuentran, las
cuales están acotadas por dichas fronteras.
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A.2.3. Criterio Routh-Hurwitz

Se puede determinar si todos los eigenvalores de A del sistema (A.9) tienen partes
reales negativas mediante el criterio Routh-Hurwitz, el cual se presenta a continuación.

Considerando el polinomio caracteŕıstico6:

P (λ) = det (A− λI) = 0

P (λ) = a0λ
n + a1λ

n−1 + . . .+ an−1λ+ an = 0,

donde A es una matriz cuadrada, I es la matriz identidad y los coeficientes ai son
constantes reales, i = 1, . . . , n, que ayudan a definir las n matrices Hurwitz:

H1 = (a1) , H2 =

(
a1 a0

a3 a2

)
, H3 =

a1 a0 0
a3 a2 a1

a5 a4 a3

 y

Hn =


a1 a0 0 0 · · · 0

a3 a2 a1 a0 · · · 0

a5 a4 a3 a2 · · · 0

...
...

...
...

. . .
...

0 0 0 0 · · · an

 ,

donde aj = 0 si j > n. Todas las ráıces del polinomio P (λ) son negativas o tienen
partes reales negativas si y solo si los determinantes de todas las matrices Hurwitz son
positivas:

det Hj > 0, j = 1, 2, . . . , n.

Cuando n = 2, el criterio Routh-Hurwitz se simplifica como:

det H1 = a1 > 0

det H2 = det

(
a1 a0

0 a2

)
= a1a2 > 0

lo cual implica que a1 > 0 y a2 > 0.

Para un sistema donde n = 3 el polinomio caracteŕıstico es

P (λ) = a0λ
3 + a1λ

2 + a2λ+ a3

6Explicación basada en [2] y [136].
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y el criterio Routh Hurwitz es:

det H1 = a1 > 0

det H2 = det

(
a1 a0

a3 a2

)
= a1a2 − a3a0 > 0

det H3 = det

a1 a0 0
a3 a2 a1

0 0 a3

 = a3 (a1a2 − a3a0) > 0

o bien, a1 > 0, a3 > 0 y a1a2 > a3a0.

A.2.3.1. Coeficientes del polinomio caracteŕıstico

El polinomio caracteŕıstico7

P (λ) = det (A− λI) = 0

para una matriz 2× 2 es:

P (λ) = λ2 − (a11 + a22)λ+ (a11a22 − a12a21)

Lo cual se puede reescribir como:

P (λ) = λ2 − Tr(A)λ+ det (A)

donde Tr(A) es la traza de la matriz A y det (A) su determinante. Por lo que los
coeficientes del polinomio caracteŕıstico son

a1 = −Tr(A) y a2 = det (A)

Para una matriz de 3× 3 el polinomio caracteŕıstico se puede reescribir como:

P (λ) = −λ3 + Tr(A)λ2 +
1

2
(aijaji − aiiajj)λ+ det (A) = 0

Por lo que los coeficientes del polinomio caracteŕıstico son

a0 = 1, a1 = −Tr(A), a2 = −1

2
(aijaji − aiiajj) , y a3 = − det (A)

7Consultado en [134].
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o bien

a0 = 1, a1 = Tr(−A), a2 =
1

2
(aiiajj − aijaji) , y a3 = det (−A).

A.3. Estabilidad global

Una forma en la que se puede determinar la estabilidad global del sistema (A.4),
es mediante el llamado segundo método de Lyapunov o método directo de Lyapunov.
A continuación se expondrán algunas ideas sobre dicho método y sobre las llamadas
funciones de Lyapunov, el lector interesado podrá encontrar mayor información en [55,
56, 95].

La ecuación diferencial del sistema (A.4) define un sistema dinámico φ(t, x) en E.
Para x ∈ E, la función φ(·, x) : R → E define una curva de solución o trayectoria de
(A.4) a través del punto x0 en E, la cual se puede pensar como el movimiento sobre la
curva

Γx0 = {x ∈ E|x = φ(t, x0), t ∈ R} (A.14)

definida por (A.4). Si el punto x0 no es relevante, la trayectoria simplemente se denota
como Γ [102].

Siendo Γ(x(t), y(t))8 una trayectoria de (A.1) y considerando una función V (x, y)
continua, con primeras derivadas continuas en una región que contiene a la trayectoria.
Si un punto (x, y) se mueve a lo largo de las trayectorias de acuerdo con las ecuaciones
x = x(t) y y = y(t), entonces V (x, y) = V (x(t), y(t)) = V (t) es una función de t sobre Γ
y su razón de cambio es

V̇ (x, y) =
dV

dt
=
∂V

∂x

dx

dt
+
∂V

∂y

dy

dt
=
∂V

∂x
f(x, y) +

∂V

∂y
g(x, y) (A.15)

En el caso de (A.4), se puede escribir V̇ como

V̇ =
n∑
i=1

∂V

∂xi

dxi
dt
, i = 1, 2, . . . , n. (A.16)

A la función V se le llama función de Lyapunov y es de utilidad para determinar el
tipo de estabilidad de un punto de equilibrio como el que fue definido en (A.4), mediante
los criterios que se presentan a continuación.

Teorema A.3.1. Siendo x* ∈ E un punto de equilibrio del sistema (A.4), ubicado

en el origen, y siendo V : U → R una función continua definida en una vecindad U ∈ E
8Explicación basada en [43, 55, 56, 121, 122].
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de x, diferenciable en U − x*, tal que

(a) V (x*) = 0 y V (x) > 0 si x 6= x*

(b) V̇ ≤ 0 en U − x*

entonces x* es estable. Si en vez de (b) se cumple

(c) V̇ < 0 en U − x*

entonces x* es asintóticamente estable.

Si V̇ ≤ 0 se dice que V es una función de Lyapunov débil. Si V̇ < 0 se dice que V es
una función de Lyapunov estricta.

Para que el punto de equilibrio x* sea globalmente estable, debe ser estable, y además
la función V debe ser radialmente no acotada:

Definición A.3.1. Sea V : E → R. Si V (x)→∞ cuando ‖x‖ → ∞, donde ‖x‖ es
la magnitud de x, se dice que V es radialmente no acotada.

Si, además de los criterios (a) y (b), la función V es radialmente no acotada, enton-
ces x* es globalmente estable. Si además de los criterios (a) y (c), la función V es
radialmente no acotada, entonces x* es globalmente asintóticamente estable.

A.4. Estabilidad global del modelo Lotka-Volterra

Para determinar la estabilidad global del sistema (2.12) en el punto de equilibrio no
hiperbólico p1 = (x∗1, y

∗
1), se llevará a cabo una metodoloǵıa, introducida por Volterra [42],

que consiste en transformar el sistema presa-depredador en uno cuya forma sea parecida a
sistemas f́ısicos en los que la enerǵıa mecánica se conserva, y que, como el modelo Lotka-
Volterra clásico, definen curvas cerradas en el espacio fase9. Estos sistemas se conocen
como sistemas hamiltonianos (ver apéndice A.4.1).

Para transformar el sistema (2.12), es decir,

dx

dτ
= x(1− y),

dy

dτ
= αy(x− 1) (A.17)

en un sistema hamiltoniano, se introducen las variables10

u(τ) ≡ ln
x(τ)

x∗1
y v(τ) ≡ ln

y(τ)

y∗1
(A.18)

9Una curva es cerrada si sus extremos coinciden. Las órbitas del sistema Lotka-Volterra clásico son
cerradas simples, es decir que, además de que sus extremos coinciden, tienen intersecciones tangenciales
consigo mismas (i. e. sus intersecciones no son transversales) [42].

10Explicación basada en [42, 43].
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mediante una función F : R2 → R2, tal que

F(x, y) =

(
ln

x

x∗1
, ln

y

y∗1

)
= (u, v).

Esta función transforma el plano xy como se muestra en la figura A.3 y tiene estas
caracteŕısticas:

1. La función F no está definida sobre los ejes coordenados debido a que tampoco lo
está la función logaritmo natural.

2. F en el punto de equilibrio p1 es F(x∗1, y
∗
1) = (ln 1, ln 1) = (0, 0).

3. F transforma las regiones de puntos en el plano xy de la siguiente forma:

(x, y) ∈ I = {(x, y)|0 < x < x∗, 0 < y < y∗} en el cuadrante F(I) del plano uv, es
decir, en F(x, y) = {(u, v)| −∞ < u < 0, −∞ < v < 0}.

(x, y) ∈ II = {(x, y)|x > x∗, 0 < y < y∗} en el cuadrante F(II) del plano uv, es
decir, en F(x, y) = {(u, v)|0 < u <∞, −∞ < v < 0}.

(x, y) ∈ III = {(x, y)|x > x∗, y > y∗} en el cuadrante F(III) del plano uv, es
decir, en F(x, y) = {(u, v)|0 < u <∞, 0 < v <∞}.

(x, y) ∈ IV = {(x, y)|0 < x < x∗, y > y∗} en el cuadrante F(IV ) del plano uv, es
decir, en F(x, y) = {(u, v)| −∞ < u < 0, 0 < v <∞}.

F

y

x

y∗

x∗

IV III

I II

’

F(I) F(II)

F(III)F(IV )

u

v

Figura A.3: Transformación del primer cuadrante del plano xy al ser mapeado por la
función F al plano uv.

De las definiciones (A.18), se tiene que:
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x(τ) = x∗1e
u(τ) y y(τ) = y∗1e

v(τ) (A.19)

por lo que

dx

dτ
(τ) = x∗1e

u(τ)du

dτ
(τ)

dy

dτ
(τ) = y∗1e

v(τ) dv

dτ
(τ).

(A.20)

Sustituyendo (A.19) y (A.20) en (A.17) se obtiene

du

dτ
(τ) = 1− y∗1ev(τ)

dv

dτ
(τ) = −α + αx∗1e

u(τ).

(A.21)

Si se sustituyen los valores de x∗1 y de y∗1, recordando que p1 = (x∗1, y
∗
1) = (1, 1), se

obtiene el sistema

du

dτ
(τ) = 1− ev(τ)

dv

dτ
(τ) = −α + αeu(τ).

(A.22)

Si se considera a v(τ) como la composición v(τ) = v (u(τ)), al usar la regla de la
cadena se tiene

dv

dτ
(τ) =

dv

du
(u)

du

dτ
(τ), (A.23)

que para du
dτ

(τ) 6= 0 y si se sustituye (A.22) en (A.23), se obtiene

dv

du
=
−α + αeu(τ)

1− ev(τ)
(A.24)

de donde, por separación de variables, integrando indefinidamente, se tiene

αeu(τ) − αu(τ) + ev(τ) − v(τ) = A (A.25)

donde A es una constante de integración. Este resultado, la función

H(u, v) = αeu − αu+ ev − v (A.26)

es la constante de movimiento o primera integral (ver apéndice A.4.2) del sistema
(A.22), por lo que
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dH

dτ
(τ) =

[
αeu(τ) − α

] du
dτ

(τ) +
[
ev(τ) − 1

] dv
τ

(dτ). (A.27)

Sustituyendo (A.22) en (A.27), se obtiene

dH

dτ
(τ) =

[
αeu(τ) − α

] [
1− ev(τ)

]
+
[
ev(τ) − 1

] [
αeu(τ) − α

]
= 0 (A.28)

y se concluye que el sistema (A.22) es hamiltoniano, por lo que se puede escribir como

du

dτ
= 1− ev = −∂H

∂v
dv

dτ
= −α + αeu =

∂H

∂u
.

(A.29)

Si se sustituyen las variables (A.18) en (A.26), se obtiene

H̄(x, y) = αx− α ln
x

x∗1
+ y − ln

y

y∗1
(A.30)

La cual es la primera integral del sistema (A.17). Además, de una forma similar al
caso de (A.26), se puede mostrar que al sustituir (A.17) y los valores de p1 en

dH̄

dτ
(τ) =

[
α− α

x(τ)

]
dx

dτ
(τ) +

[
1− 1

y(τ)

]
dy

dτ
(τ) (A.31)

se tiene que dH̄
dτ

(τ) = 0.

Para obtener una representación análoga a (A.29) en términos de H̄, las partes dere-
chas del sistema (A.17) se multiplican por µ(x, y) = 1

xy
, dando lugar al sistema:

dx

dτ
=

1− y
y

dy

dτ
=
α(x− 1)

x

(A.32)

Ya que µ(x, y) > 0 y tiene primeras derivadas parciales continuas, las trayectorias de
(A.17) son las mismas que las de (A.32), excepto sobre los ejes coordenados donde µ(x, y)
no está definida [42].

Analizando la ecuación (A.30), se puede mostrar que (A.32) es hamiltoniano, ya que

dx

dτ
=

1− y
y

= −∂H
∂y

dy

dτ
=
α(x− 1)

x
=
∂H

∂x
.

(A.33)
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Además, de (A.31) y (A.33) se puede observar que

dH̄

dτ
= −∂H̄

∂x

dx

dτ
+
∂H̄

∂y

dy

dτ
(A.34)

La función

V (x, y) ≡ H̄(x, y)− H̄(x∗1, y
∗
1) = α

[
x− x∗1 − ln

x

x∗1

]
+ y − y∗1 − ln

y

y∗1
(A.35)

también es primera integral del sistema (A.17) y es la función de Lyapunov buscada
para analizar la estabilidad global de este sistema (ver apéndice A.3). La función (A.35),
presentada en la figura A.4b, tiene las siguientes propiedades:

Se anula en p1 = (x∗1, y
∗
1) y solo ah́ı.

V (x, y) > 0 para todo (x, y) 6= (x∗1, y
∗
1), con x > 0, y > 0.

Tiene un mı́nimo aislado en (x∗1, y
∗
1).

Es radialmente no acotada (ver definición A.3.1).

Por lo cual se concluye que el punto de equilibrio p1 es globalmente estable en la
región de interés para el sistema presa-depredador.

Figura A.4: (a) Espacio fase del sistema (A.17), las trayectorias presentadas corresponden
a distintos valores de las condiciones iniciales x0, y0. Estas curvas son cerradas simples y se
recorren en sentido antihorario (ver figura 2.3b); (b) en una vecindad de (x∗1, y

∗
1), la gráfica

de V tiene la forma de una vasija, cuyas curvas de nivel coinciden con las trayectorias del
sistema (A.17) en el espacio fase, presentadas en (a).
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A. ESTABILIDAD DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

A.4.1. Sistema Hamiltoniano

Para sistemas mecánicos en los que la enerǵıa mecánica se conserva, como en el osci-
lador armónico simple, el hamiltoniano H es la suma de la enerǵıa cinética más la enerǵıa
potencial. Si el sistema hamiltoniano es autónomo (no depende expĺıcitamente del tiempo)
entonces su valor es constante por lo que se le llama constante de movimiento [78].

Definición A.4.1. Sea E un subconjunto abierto de R2n y sea H ∈ C2(E) donde

H = H(x, y) con x, y ∈ Rn. A un sistema de la forma

ẋ =
∂H

∂y

ẏ = −∂H
∂x

,

(A.36)

donde
∂H

∂x
=

(
∂H

∂x1

, . . . ,
∂H

∂xn

)T
y

∂H

∂y
=

(
∂H

∂y1

, . . . ,
∂H

∂yn

)T
,

se le llama un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad en E [102].

A.4.2. Primera integral

La primera integral de un sistema autónomo plano como11

ẋ = f(x(t), y(t))

ẏ = g(x(t), y(t))
(A.37)

es una función H : R → R, tal que si x = x(t), y = y(t) es cualquier solución
de (A.37), sucede que H(x(t), y(t)) es constante para todo t. Es decir que para ciertas
condiciones iniciales dadas (x0, y0), el valor de H a lo largo de la solución de (A.37) es el
mismo.

A.5. Estabilidad estructural

Se dice que el sistema (A.10) o el campo vectorial f es estructuralmente estable12 si
ante cambios en el campo vectorial f en (A.10) el comportamiento cualitativo se mantiene
igual para todos los campos vectoriales cercanos. Por lo que si el campo vectorial f es
estructuralmente estable y el campo vectorial g está cerca de f , los campos vectoriales f

11Consultado en [42].
12Basado en [102].
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A.5 Estabilidad estructural

y g son topológicamente equivalentes.

Definición A.5.1. Sea E un subconjunto abierto de Rn. Un campo vectorial f ∈

C1(E) es estructuralmente estable si hay una ε > 0 tal que para todo g ∈ C1(E) con

‖f − g‖1 < ε

f y g son topológicamente equivalentes en E. En otras palabras, hay un homeomorfismo H
de E sobre E que mapea trayectorias de ẋ = f(x) sobre trajectorias de ẋ = g(x) y preserva
su orientación debida al tiempo. Si un campo vectorial f ∈ C1(E) no es estructuralmente
estable, se dice que f es estructuralmente inestable.
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Apéndice B

Clasificación de puntos de equilibrio

B.1. Clasificación de puntos de equilibrio en 2D

En la tabla B.1 se presenta la clasificación de puntos de equilibrio de un sistema lineal
de dos dimensiones y de un sistema de dos dimensiones lineal localmente (haciendo una
aproximación lineal), de acuerdo con los valores propios, o eigenvalores, del polinomio
caracteŕıstico asociado al sistema. Re(λi) y Im(λi) son la parte real e imaginaria del
i-ésimo eigenvalor, respectivamente.

A los nodos estables e inestables también se les llama sumideros o fuentes, respecti-
vamente. A los focos también se les llama espirales.

B.2. Clasificación de puntos de equilibrio en 3D

En la tabla B.2 se presenta la clasificación de puntos de equilibrio de un sistema de
tres dimensiones aproximado linealmente, de acuerdo con sus valores propios, o eigenva-
lores, del polinomio caracteŕıstico asociado al sistema. Re(λi) y Im(λi) son la parte real
e imaginaria del i-ésimo eigenvalor, respectivamente. En los puntos silla la nomenclatura
((adentro)) y ((afuera)) se refiere a la dirección de las dimensiones.

La clasificación de ((estable)) o ((inestable)) a veces se intercambia por los extranjerismos
((atractor)) o ((repulsor)), respectivamente. De forma que a los ((nodos estables)) se les llama
((nodos atractores)), por ejemplo. Aśı mismo, a las sillas en las que se tienen dos direcciones
hacia afuera y una hacia adentro se le llaman ((nodos silla repulsores)) si Im(λ1, 2, 3) = 0 o
((focos silla repulsores)) si Im(λ1) = 0 6= Im(λ2, 3). En el caso de los puntos silla en los que
se tienen dos direcciones hacia adentro y una hacia afuera, se nombra de forma similar,
reemplazando ((repulsor)) por ((atractor)).
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B. CLASIFICACIÓN DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

Tabla B.1: Clasificación de los puntos de equilibrio de un sistema lineal en 2D.

Eigenvalores Sistema lineal
Sistema lineal

localmente
Re(λi) Im(λi) Clasificación Gráfica Clasificación

λ1 > λ2 > 0 λ1, 2 = 0
Nodo

inestable
Nodo inestable

0 > λ1 > λ2 λ1, 2 = 0 Nodo estable Nodo estable

λ1 > 0 > λ2 λ1, 2 = 0 Punto silla Punto silla

λ1 = λ2 > 0 λ1, 2 = 0

Estrella
inestable o

Nodo inestable
o foco inestable

nodo
degenerado
inestable

0 > λ1 = λ2 λ1, 2 = 0

Estrella
estable

Nodo estable o
foco estable

nodo
degenerado

estable

λ1 = λ2 > 0 λ1 = −λ2 6= 0
Foco

inestable
Foco inestable

λ1, 2 = 0 λ1 = −λ2 6= 0 Centro Centro o foco

0 > λ1 = λ2 λ1 = −λ2 6= 0 Foco estable Foco estable

Fuente: elaboración propia con información de [14].
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B.2 Clasificación de puntos de equilibrio en 3D

Tabla B.2: Clasificación de los puntos de equilibrio de un sistema lineal localmente en 3D.

Punto de
equilibrio

Re(λi) Im(λi) Gráfica

Nodo inestable λ1, 2, 3 > 0 λ1, 2, 3 = 0

Nodo estable 0 > λ1, 2, 3 λ1, 2, 3 = 0

Punto silla (2
adentro, 1 afuera)

λ1 > 0 > λ2, 3 λ1, 2, 3 = 0

Punto silla (1
adentro, 2 afuera)

λ2, 3 > 0 > λ1 λ1, 2, 3 = 0

Foco inestable λ1, 2, 3 > 0 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3

Foco estable 0 > λ1, 2, 3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3

Foco silla (2
adentro, 1 afuera)

λ1 > 0 > λ2, 3 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3

Foco silla (1
adentro, 2 afuera)

λ2, 3 > 0 > λ1 λ1 = 0 6= λ2 = −λ3

Fuente: elaboración propia con información de [123] e imágenes modificadas de [115].
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