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Resumen

Algunas especies de hormigas del género Pseudomyrmer mantienen interacciones con
arboles del género Vachellia en las que ambas especies se ven beneficiadas, ya que los
arboles proveen alimento y un lugar donde anidar a las hormigas, mientras que estas
protegen a las hojas del arbol de organismos folifagos.

La interaccion en la que dos especies resultan mutuamente beneficiadas se denomina
mutualismo. La asociacion Vachellia- Pseudomyrmex se clasifica dentro de este tipo de
interacciones como un mutualismo planta-hormiga de proteccion.

Este tipo de mutualismo resulta interesante porque involucra al menos dos pobla-
ciones (hormigas y depredadores folifagos) que se alimentan de un mismo organismo (la
planta). La planta no recibe el beneficio directamente de las hormigas sino a través de
una disminucién en la depredacién de sus hojas, debida a que las hormigas ahuyentan a
los depredadores folifagos.

El comportamiento de protecciéon de las hormigas es negativo para los depredadores,
lo cual tiene la misma forma que una interacciéon competitiva, por lo que en este tipo de
sistema la competencia es fundamental para que haya un resultado mutualista.

Se puede pensar que si la proteccion de las hojas se vuelve muy intensa, los depreda-
dores folifagos serian desplazados. Sin embargo, estos organismos suelen coexistir.

Las condiciones necesarias para que las especies de este sistema coexistan o sean
desplazadas se pueden estudiar mediante el andlisis de sistemas de ecuaciones basados en
el modelo presa-depredador Lotka-Volterra.

Los modelos mutualistas de dos especies, basados en dicho modelo, han dado resul-
tados poco congruentes, en los que se predice que las poblaciones crecen infinitamente o
que tienden a un equilibrio estable tinicamente cuando las interacciones mutualistas son
«débiles». Sin embargo, en el caso de los mutualismos de proteccién en el que intervienen
tres especies esto es diferente.

En el presente trabajo se modelaron sistemas mutualistas planta-hormiga de pro-
teccion mediante sistemas de ecuaciones basados en el modelo presa-depredador Lotka-
Volterra y se encontraron soluciones de equilibrio estables para una, dos o tres de las
poblaciones interactuantes, siendo de gran importancia los mecanismos de limitacion pro-
pia o de inhibicién entre poblaciones para que la interaccion sea benéfica para las especies
mutualistas o para permitir la coexistencia estable de las tres especies interactuantes.
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Capitulo 1

La interaccion planta-hormiga

Se estima que las hormigas representan entre el 10% y el 15% de toda la biomasa
animal en varios habitats [8]. Todas las especies de hormigas son eusociales, es decir que
sus poblaciones cumplen con las siguientes tres caracteristicas: dos o més generaciones
viven en una misma poblacion, las adultas cuidan de las jévenes —entre otros ejemplos de
divisién de trabajo como la limpieza, el forrajeo, la alimentacion o la proteccion— y las
adultas son divididas en castas reproductivas y no reproductivas. También, como otros
organismos sociales —o incluso no sociales—, poseen una gran capacidad para comunicarse
quimicamente por medio de las secreciones de sus glandulas [61]. Ademads, una gran diver-
sidad de hormigas se asocian con otros organismos, a los cuales se les llama mirmecofilos,
como artropodos —escarabajos, mariposas y afidos, por mencionar algunos—, hongos —que
las hormigas cultivan dentro de sus colonias y de los cuales se alimentan— y plantas [61].

Las hormigas que habitan en el suelo impactan sobre las caracteristicas fisicas y quimi-
cas de este, aumentando su permeabilidad, aireacién, materia organica y favoreciendo el
ciclado de nutrientes, entre otros procesos [34].

La capacidad de respuesta de las hormigas ante cambios abidticos relacionados a la
pérdida de habitat o su fragmentacion, la diversidad de interacciones que mantienen con
otras especies y los roles funcionales que desempenan en el ecosistema, las convierten en
organismos que pueden ser bioindicadores de dindmicas ecosistémicas y de impactos por
actividades antropogénicas. Por ello, es de gran interés el estudio de los cambios en su
diversidad y de las interacciones que sostienen [25].

El presente estudio estd enfocado en la modelacion matemaética de interacciones
planta-hormiga en las que las plantas proveen recursos a poblaciones de hormigas y estas
ahuyentan a los depredadores de la planta.

1.1. Interacciones planta-hormiga de protecciéon

Las hormigas que interactian con plantas presentan distintas formas de hacerlo, sien-
do las siguientes las mas representativas: cortando las hojas; recolectando y dispersando
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sus semillas (interaccién llamada mirmecocoria); alimentandose del néctar de las flores;
alimentandose del néctar producido en sitios diferentes a las flores; alimentandose de los
productos nutritivos que la planta genera, habitandola y protegiéndola de herviboros y
patogenos; o alimentandose de liquidos que producen artrépodos que consumen la sa-
via o el tejido de la planta, y ahuyentando a los depredadores de ambos organismos, o
favoreciendo la proteccién y la alimentacién de los artrépodos [109)].

En las interacciones planta-hormiga de proteccion, los recursos que proveen las plan-
tas pueden ser uno o varios de los siguientes: néctar secretado de nectarios que no se
encuentran en las flores de la planta, sino en las hojas y que por ello son llamados nec-
tarios extraflorales (EFN por sus siglas en inglés); cuerpos nutritivos; y sitios donde las
hormigas anidan, llamados domacios [109]. Si la planta presenta estas tres caracteristicas
es considerada una planta mirmecoéfita. Si inicamente provee de néctar a las hormigas
es considerada mirmecoéfila.

Los beneficios que las plantas pueden obtener a través de su interaccién con las hor-
migas pueden ser uno o varios de los siguientes: la defensa ante la depredacién de hojas
llevada a cabo por mamiferos o insectos [109]; la poda de organismos vegetales que com-
piten por luz con la planta mirmecdfila; y posiblemente tengan otros que han sido poco
estudiados como la obtencién de nutrientes derivados de la excreta o la actividad de las
hormigas [7], o la defensa contra microorganismos patégenos [39, 40].

1.1.1. Interacciéon Vachellia- Pseudomyrmex

Uno de los ejemplos més citados de interacciones planta-hormiga es la que llevan
a cabo arboles del género Vachellia (Fabaceae) —anteriormente clasificados dentro del
género Acacia [116]- y las hormigas del género Pseudomyrmez (Pseudomyrmecinae) que
los habitan.

Los arboles poseen estipulas en forma de espinas huecas, llamadas domacios, donde
las hormigas anidan y se guarecen (ver figura 1.1); y en sus hojas (bipinadas, paripinadas,
de floliolos compuestos) producen cuerpos nutritivos, llamados cuerpos de Belt (ver figura
1.2a y 1.2b), los cuales crecen en el apice de los foliolulos y estan compuestos de proteina
(8-14 % de masa seca), lipidos (1-9 % de masa seca) y carbohidratos (3-11 % de masa seca)
[50, 107, 108], los cuales sirven de alimento a las larvas de las hormigas [61]; ademds, las
hojas poseen nectarios extraflorarles, localizados en los peciolos (ver figura 1.2d), cuyo
néctar (compuesto de agua, azicares y aminodcidos) es parte de la alimentacién de las
hormigas.

Las hormigas obreras patrullan el arbol las 24 horas del dia, buscando alimento y
protegiendo a la colonia. Sin embargo, la proteccion se extiende a todo el arbol pues las
hormigas ahuyentan con su mordedura y picadura [68] a insectos y herbivoros vertebra-
dos, que se alimentan del néctar y de las hojas del arbol (ver figura 1.2e). También se ha
observado que las hormigas protegen al arbol de hongos patdgenos y de la competencia
con otras plantas mediante un comportamiento de poda (ver figura 1.2¢). Este comporta-
miento puede impedir que los arboles pequenos sean sofocados por herbaceas trepadoras
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[66, 68]. Las colonias de Pseudomyrmez pueden contener més de 30 000 hormigas [69], y
una sola colonia puede habitar varios arboles, desplazandose de uno a otro por el suelo.

Varias especies de hormigas pueden habitar en un mismo arbol si no se repelen entre
si [66]. La agresividad con la que defienden varia entre cada especie y algunas pueden

Figura 1.1: (a) y (b) Pseudomyrmex peperi patrullando las ramas y las espinas de Vachellia
spp- Se puede observar que las hojas estdn compuestas por foliolos y estos a su vez se
componen por foliolulos. (¢) Estipulas unidas al tallo en forma de espinas de Vachellia
sp. (d) Larvas y pupas de Pseudomyrmez spinicola dentro de las espinas de Vachellia sp.
(e) Pseudomyrmex spinicola reconociéndose a la entrada del domacio. (f) Pseudomyrmez
spinicola vigilando la entrada al nido. Créditos de las fotografias a Alexander Wild (www.
alexanderwild.com).
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Figura 1.2: (a) Pseudomyrmez peperi reina en la espina de Vachellia sp. (b) Pseudomyr-
mez spinicola cortando cuerpos de Belt de Vachellia sp. (c) Pseudomyrmez peperi cortando
herbéceas trepadoras que compiten con Vachellia sp. (d) Psuedomyrmez peperi alimentando-
se de néctar de un nectario extrafloral. (e) Pseudomyrmezx peperi mordiendo y picando la
piel del fotégrafo. (f) Pseudomyrmex ferrugineus. Créditos de las fotografias (a)-(e) a Ale-
xander Wild (www.alexanderwild.com). Foto (f) tomada de www.antweb.org/: espécimen

CASENTO0005785.

habitar el arbol sin defenderlo [106, 132]. El néctar que producen los arboles mirmecéfitos
Vachellia les permite seleccionar a las hormigas con las que interactian, debido a que
posee gran actividad de la enzima invertasa (que cataliza la hidrdlisis de la sacarosa, dando
como resultado fructosa y glucosa) y a que las hormigas Pseudomyrmez spp. no presentan
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actividad de dicha enzima, por lo que prefieren el néctar extrafloral sobre alimentos con
sacarosa, que son mds atractivos para especies de hormigas generalistas [50].

1.1.1.1. Obligatoriedad de la interaccion

La mayor parte de interacciones planta-hormiga de proteccion parecen no ser obli-
gatorias para que ambas sobrevivan y son pocos los casos en las se requiere que ambas
interaccionen para lograr la supervivencia, o incrementar la capacidad para desarrollarse,
de las poblaciones de cada especie [9]. Sin embargo, para varias de las hormigas Pseu-
domyrmez y para los arboles que habitan, esta relacién es obligatoria, como mostré Janzen
(1967) para el caso de Pseudomyrmex ferrugineus (Smith) —ver figura 1.2f- y Vachellia
cornigera (L.) Seigler & Ebinger [68]. En su investigacién, le aplicé insecticida y cortd
los domacios ocupados por las hormigas a un grupo de arboles, dejando a otro intacto
y registrando la supervivencia y el crecimiento de ambos grupos. Janzen mostré que la
interaccién era necesaria para ambas especies, al ser los productos del arbol la princi-
pal fuente de alimento de las hormigas —99 % de acuerdo con Janzen [66]- y debido a
que los arboles detuvieron su crecimiento y sobrevivieron menos a la competencia y a la
depredacién [68].

Los disenos experimentales para estudiar si la proteccién de las hormigas trae bene-
ficios a las plantas mirmecdfilas, suelen llevarse a cabo removiendo las hormigas e im-
pidiéndoles el acceso a un grupo de arboles (mediante una resina aplicada en la base y
podando las plantas circundantes) y un grupo al cual las hormigas tienen acceso. El be-
neficio que obtiene la planta se estima comparando los niveles de herbivoria (la cantidad
de hojas que fue comida por los depredadores del arbol) o contabilizando el nimero de
frutos o semillas producidas por cada grupo de drboles, buscando estimar su adecuacién®
reproductiva [109].

1.1.1.2. Coevoluciéon y rasgos de importancia para la interaccién

Se ha estimado que el origen de las interacciones planta-hormiga fue en el Mesozdico,
cuando las hormigas empezaron a forrajear arboles para obtener fuentes de alimento
durante el Cretécico temprano, y eventualmente empezaron a anidar en ellos durante el
Cretécico tardio [93], sin embargo, los EFN y los domacios se originaron en el Cenozdico:
se ha encontrado evidencia fésil de EFN que data del Eoceno [99] y se ha estimado que
los domacios se desarrollaron en el Mioceno [23]. Ademads, se ha estimado que la relacién
entre especies neotropicales de Vachellia se originé a finales del Mioceno, diversificaindose
durante el Plioceno y el Pleistoceno [38, 133].

Algunas caracteristicas de las que se infiere que las especies evolucionaron en respuesta

a su interaccion son las siguientes [50, 109]:
1. Los arboles asociados con hormigas del género Pseudomyrmez no poseen defensas
quimicas significativas y dependen en gran medida de la actividad de las hormigas.

1La adecuacién es una medida de la «contribucién genética de un individuo a la siguiente generacién»
[47] que suele estar basada en la tasa de crecimiento de una poblacién o en el éxito reproductivo o en el
tamaflo poblacional, entre otros criterios [11].
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2. La mayoria de las hormigas Pseudomyrmex son orgnismos arbéreos que muerden y
pican, sin embargo, inicamente las hormigas que necesitan de los arboles lo defien-
den agresivamente e introducen tanto la vaina como el aguijon al picar.

3. La mayoria de los arboles del género Vachellia tienen espinas y nectarios peciolares,
pero solo los arboles Vachellia spp. mirmecéfitos poseen espinas huecas (domacios)
y cuerpos nutritivos.

En las tablas 1.1 y 1.2 se presentan con mas detalle las caracteristicas principales de
Vachellia y Pseudomyrmezx, respectivamente, relacionadas con su coevolucion.

1.2. Interacciones planta-hormiga de proteccién co-

mo modelos

Los sistemas de interaccién planta-hormiga de proteccion tienen gran potencial pa-
ra investigaciones ecoldgicas y evolutivas [51], son utilizados actualmente en aplicaciones
agroecoldgicas [100] y ademds pueden ser de interés desde el punto de vista de la mo-
delacion matematica. Estos tres ambitos se retroalimentan por lo que son presentados
brevemente a continuacion.

1.2.1. Modelo biolégico

Las interacciones planta-hormiga de proteccion, en las cuales ambas especies salen
beneficiadas, sirven de modelos bioldgicos para investigaciones ecoldgicas y evolutivas [51]
ya que aun falta darle respuesta a diferentes preguntas o desarrollar temas de interés
como: jcuales son las fuerzas, conflictos y presiones que les dieron origen y que gobiernan
su dindmica?; jqué intercambio de informacion se requiere para mantener la interaccion
y cuanto control tiene una especie sobre la otra?; jqué hace posible que las especies de
hormigas pueden coexistir en un mismo arbol?; cuestiones sobre el comportamiento de
las hormigas como sus habitos de patrullaje; y dilucidar si existe una edad éptima de la
planta para empezar a asignar recursos a la defensa indirecta.

El modelo bioldgico de las interacciones planta-hormiga también puede ser de utilidad
para investigar relaciones costo-beneficio, o de consumo y uso de recursos, de interacciones
interespecificas donde los organismos pueden salir beneficiados, no afectados o perjudica-
dos por la interaccién [51, 60]. Para lograr dicho propésito es de interés saber: a qué tasas
la planta obtiene beneficios —como la inhibicién de depredadores—y qué tan grandes son
los costos del consumo del alimento que produce —néctar o cuerpos nutritivos— por parte
de las hormigas; y qué nivel de depredacién debe haber por parte de los herbivoros; para
que la interaccién sea benéfica tanto para las hormigas como para las plantas.
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Tabla 1.1: Rasgos de las plantas Vachellia spp. relacionados con la coevolucién de la
asociacién mirmecoéfila.

Caracteristicas generales de plantas

Caracteristicas especializadas de

A. Vachellia spp. B. plaptas I,/achellm Spp.
(mirmecéfitas)
1 Arbusto lenoso o forma de vida 1 Lenoso pero con una tasa de
©arbdrea. * crecimiento muy alta.
i P s .
9. Se reproduce de retofios. 9 I‘O(NiUCCIOIl rapida de retonos todo
el ano.
3. Mortalidad moderada de brotes. 3. MuyN alta mortalidad de brotes y
retonos desocupados.
4. Plantas de zonas aridas. 4. Plantas de zonas himedas.
5 Ampliamente distribuidas 5 Muy ampliamente distribuidas
" ecoldgicamente. " ecoldgicamente.
Pi las hoj 1 L i -
6. ierde las hojas durante la 6. * Produccién de hojas todo el ano.
temporada de secas.
Intolerantes a la sombra, algunas .
. . Intolerantes a la sombra, libres de
7.  veces cubiertas por hierbas 7. .
hierbas trepadoras.
trepadoras.
3 Estipulas a menudo persistentes 3 * Estipulas mas persistentes,
" (espinas). " leniosas con médula suave.
9. Follaje de sabor amargo. 9. Follaje de sabor suave.
Cada especie tiene un grupo de
insectos fitéfagos relativamente Cada especie tiene pocos insectos
10 especificos que son capaces de 10 fitéfagos especificos capaces de
" alimentarse en presencia de las " alimentarse en la presencia de las
caracteristicas fisicas y quimicas de hormigas.
Vachellia.
11.  Nectarios foliares. 11.  * Nectarios foliares muy grandes.
12 Hojas compuestas, sin 12 * Foliolulos con puntas modificadas
" modificaciones. " en cuerpos de Belt.
13, Flores pollnlzadas por insectos, 13, El mismo que A 13.
cruzamiento.
Semillas dispersadas por agua, . .
14. 14.  Semillas dispersadas por aves.
gravedad y roedores.
15, PerlF)dos largos de maduracién de 15. Bl mismo que A 15.
semillas.
16 No depende de otra especie para 16 Depende de otra especie para

sobrevivir.

sobrevivir.

Fuente: modificado de [66, 109].

*Rasgos considerados esenciales para la interaccion.
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Tabla 1.2: Rasgos de las hormigas Pseudomyrmex spp. relacionados con la coevolucién de
la asociacién mirmecofila.

Caracteristicas generales de las

Caracteristicas especializadas de

A. . B. importancia para la interaccion
hormigas Pseudomyrmezx spp. . .
planta-hormiga obligada
1 Corredoras rapidas y agiles, no 1 Corredoras muy rapidas y agiles,
" agresivas. " agresivas.
2. Buena visién 2. Buena visién
3. Forrajeras independientes. 3. Misma que A 3.
4 Picadura suave, no inserta la vaina 4 Picadura suave, suele insertar la
" de su aguijon con puas. " wvaina de su aguijon con puas.
Lamen la superficie de Vachellia .
. : : 1 A 5.
g formando una bolita bucal. 5. Elmismo que A 5
6. Las presas que obtienen las 6. El mismo que A 6.
regresan enteras.
Trozan la vegetacion viva que se
7. Ignoran a la vegetacion viva. 7. encuentra en contacto con
Vachellia.
] Las obl/rel‘ras no tienen castas 8. El mismo que A 8.
morfologicas.
9. Colqn}a arbérea y de gran 9.  El mismo que A 9.
movilidad.
10. Las .larvz%sis/on resistentes a muerte 10, El mismo que A 10.
por inanicién.
: . A is d i
11.  Una reina por colonia. 11. Vec'es fas e tha reta pot
colonia.
12. Pequenas colonias. 12.  Grandes colonias.
13.  Actividad diurna fuera del nido. 13. 24 h de actividad fuera del nido.
. Muchas obreras activas en
Pocas obreras por unidad de . . -
14. . 14. unidades de superficie pequenas de
superficie de la planta.
la planta.
F.uentes de com1d§ .dlscontmuas Y Fuente continua de alimento y
15.  nidos nuevos en sitios 15. . . .
. . nidos en sitios predecibles.
impredecibles.
16 Las reinas fundadoras buscan 16 Las reinas fundadoras buscan
" comida lejos. "~ alimento en distancias cortas.
. D den de ot d
17.  No dependen de otra especie. 17. CpenCen ¢ Otro grupo de

especies.

Fuente: modificado de [66, 109].
Nota: rasgos de las hormigas obreras salvo en los casos especificados.
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1.2.2. Aplicaciones agroecolégicas

Debido a que las hormigas ahuyentan a los herbivoros durante el patrullaje que reali-
zan en las plantas, se han encontrado evidencias de que las interacciones planta-hormiga o
artropodo-hormiga pueden tener aplicaciones agroecoldgicas como agentes controladores
de plagas [22]. Algunas de las caracteristicas més importantes que las vuelven potencial-
mente ttiles para este fin son las siguientes [109]:

1. Son diversas y abundantes en la mayoria de los ambientes tropicales y en algunos
ecosistemas templados. Ademas, la mayoria puede ser considerada como depreda-
dores en la red trofica.

2. Responden a cambios en la densidad de sus presas.

3. Son abundantes incluso si sus presas escasean porque pueden presentar depreda-
ci6én intraespecifica (canibalismo) de las larvas, producir huevos tréficos [90] o usar
exudados de plantas e insectos como fuentes estables de energia.

4. Pueden almacenar comida por lo que pueden continuar capturando presas, incluso
si no se necesitan inmediatamente.

5. Ademas de matar algunas plagas, pueden ahuyentar a otras incluyendo a las que
podrian ser muy dificiles de capturar.

6. Se puede manejar a las poblaciones de hormigas para mejorar su abundancia, dis-
tribucion y contacto con sus presas.

Se ha reportado que poblaciones de hormigas (en especial de los géneros Solenop-
sis, Wasmannia, Oecophylla y Pheidole), sin intervencién humana para conservarlas o
manipularlas, han generado beneficios a algunos sistemas agricolas [22]. Ademds se ha
estudiado como defensa en sistemas agroforestales como el de la produccién de caoba afri-
cana (Khaya senegalensis) con colonias de hormigas tejedoras (Oecophylla smaragdina),
complementando la plantacién con un par de especies del género Acacia [100].

También se ha estudiado el beneficio que las hormigas pueden traer a plantaciones de
café para ahuyentar al insecto broca del café (Hypothenemus hampei): mediante la inter-
accién hemiptero-hormiga ( Coccus viridis- Azteca instabilis), concluyendo que la presencia
de las hormigas ahuyentd a los insectos pero se requeria otro tipo de estudio para eva-
luar la relacion costo-beneficio entre el dano que los hemipteros representan al arbol —al
alimentarse de su savia— y el beneficio de no perder las semillas de café [101]; y mediante
la proteccion de las hormigas Azteca sericeasur, las cuales mantuvieron su eficiencia de
biocontrol ante el incremento en la densidad de insectos broca del café [91].

Ninguno de los casos antes mencionados involucran plantas con EFN, sin embargo,
recientemente se ha llamado la atencién al potencial que tienen algunas plantas de este
tipo (mirmecoéfilas pero no mirmecéfitas, al no poseer domacios o cuerpos nutritivos en el
apice de las hojas) de dar beneficios a sistemas de huertas [74].
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1.2.3. Modelo matematico de interaccién mutualista

Otra forma de estudiar las interacciones entre especies distintas es la modelacion
matematica. La interaccion Vachellia- Pseudomyrmex se clasifica como mutualismo —una
interaccién entre dos especies distintas que es benéfica para ambas especies [15]-, la cual
ha sido menos estudiada desde el punto de vista matematico, en comparacién con otras
interacciones como la depredacion.

Los modelos matematicos de dindmica de poblaciones son una herramienta que podria
ayudar a predecir e identificar fenémenos a nivel poblacional o de comunidad, especial-
mente al analizar redes tréficas, lo cual es de utilidad para la comprensién de flujos de
materia y energia en los ecosistemas y que pueden motivar investigaciones en campo. Al-
gunos trabajos han logrado conjuntar la experimentacion con la modelacion matemaética
de interacciones hongo-hormiga [75] y planta-hormiga de proteccion [137].

1.2.3.1. Ventajas de la interaccién Vachellia- Pseudomyrmex

La interaccion Vachellia- Pseudomyrmez presenta algunas caracteristicas que facilitan
la modelacion de la poblacién de hormigas debido a que: el alimento que consumen esta
provisto casi en su totalidad por la planta, lo cual simplifica el sistema; el sistema facilita
el enfoque continuo ya que sus poblaciones son numerosas y dos o mas generaciones se
traslapan; y a que su contacto fisico es prolongado, lo cual ayuda a delimitar el sistema.

A pesar de que la modelacién matematica de la poblaciéon de Vachellia resulta com-
plicada, y por tanto se requieren hacer simplificaciones, la interaccién mutualista de pro-
teccion es interesante por su estructura y ha sido poco modelada en comparacién con
interacciones de nutricién y de transporte, como la mirmecocoria [52] o la polinizacién
[20, 33, 110, 112, 118|.

Ya que, en la interaccién planta-hormiga de proteccién, uno de los organismos protege
sus recursos de herbivoros depredadores, podrian haber al menos dos resultados:

» Podria suceder que la defensa fuese suficiente como para desplazar a los herbivoros
poco a poco del sistema, lo cual es relevante para las aplicaciones agroecoldgicas;

= O, si las hormigas protegen a las hojas sin desplazar a los herbivoros, el arbol podria
crecer, lo que permitiria sostener a una mayor poblacién de herbivoros depredadores
y, si se considera que el arbol tiene un limite de crecimiento, las poblaciones podrian
estabilizarse permitiendo la coexistencia de las tres especies. Este resultado seria
relevante puesto que el mutualismo podria favorecer la supervivencia de dos especies
que se alimentan de un mismo recurso.

Ambos escenarios son de interés para la canceptualizacién de las interacciones entre
poblaciones, tema que se desarrollara con mayor detalle en el siguiente capitulo.
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Capitulo 2

Modelos presa-depredador con interacciones

consumidor-recurso

Antes de plantear el modelo para interacciones planta-hormiga de proteccién, es nece-
sario realizar una revision de la teoria de interacciones entre poblaciones. Esto con el fin de
representar adecuadamente los cambios de las poblaciones interactuantes como sistemas
de ecuaciones diferenciales acopladas. Es importante aclarar que se considerara la escala
de poblacion como la unidad bésica de interés y que se hardn consideraciones a nivel de
individuo con tal de generalizar aspectos de la poblacion a la que este pertenece.

2.1. Interacciones poblacionales

El concepto de poblacion puede definirse como el conjunto de individios contem-
poraneos de la misma especie que habitan en un espacio [96]. La delimitacién del tamano
de la poblacion depende de las caracteristicas de cada sistema y a menudo lo debe deter-
minar el observador [10]. Distintas poblaciones, de diferentes especies, que interactiian en
un mismo espacio forman una comunidad.

Las interacciones que suceden entre organismos de la misma especie se llaman intra-
especificas. Las que suceden entre poblaciones de distintas especies se les llama interes-
pecificas y son de gran relevancia porque ayudan a describir los flujos de materia entre
poblaciones.

El estudio de las interacciones tréficas se ubica entre las escalas de poblacién y comu-
nidad, y son de gran importancia porque determinan la abundancia y distribucion de las
especies en un espacio [10].

Las interacciones fundamentales se encuentran en la escala de poblaciones —por ejem-
plo las que existen entre organismos que obtienen un beneficio a costa de otra especie—y
determinan la estructura de las redes tréficas de las comunidades [3]. Por ello, las interac-
ciones interespecificas tienen una gran influencia en los patrones con los que las especies
se adaptan y varfan, asi como en la organizacién y estabilidad de las comunidades [109].

11



2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

2.1.1. Interacciones interespecificas

Las interacciones interespecificas se refieren a aquellas que suceden entre poblaciones
de especies diferentes. La interaccion se produce cuando la accién de una especie, o algu-
na de sus propiedades, cambia las caracteristicas de la poblacién de otra especie, como
pueden ser: el tamano de la poblacién, las tasas de crecimiento, natalidad o mortalidad,
la distribucion espacial, o la distribucién de la adecuacion relativa de los organismos,
entre otras. Los valores de alguna propiedad individual que se distribuyen en los demas
organismos se convierten en propiedades de la poblacién [1].

Generalmente se utilizan dos métodos para clasificar o definir las interacciones: por
su mecanismo, enfocandose en las acciones o propiedades de una poblacion que afectan
de cierta manera a otra; o por su efecto, concentrando la atencién en el efecto neto
producido por la interaccién entre poblaciones [1]. Ademads, las interacciones se pueden
clasificar como indirectas si las poblaciones dependen de —o son moduladas por— una
tercera especie para interactuar o directas si no la requieren [139].

Comunmente, las interacciones se clasifican con los signos «+», «0» y «—», represen-
tando el efecto inmediato del mecanismo, o el efecto neto de la interaccion, sobre cada
poblacién. Los efectos que se consideran con mayor frecuencia son los que modifican el
tamano de la poblacién o su densidad poblacional, la tasa de crecimiento o la adecuacion
individual. Se clasifican con un signo «+» las interacciones que benefician a la poblacion
a través de la caracteristica estudiada, con un «0» cuando no la afectan y con un «—»
cuando la merman o inhiben.

A pesar de que las clasificaciones suelen hacerse con base en los efectos, los nombres
de las clasificaciones son mas afines a los mecanismos de interaccién. Esto puede deberse a
que los mecanismos son mas faciles de observar que los efectos y, por lo tanto, han tenido
una prioridad histérica y mayor compatibilidad con el uso comun de los términos [1]. Una
de las clasificaciones més famosas —basada en efectos— es la propuesta por Odum y Barret
[96] (ver tabla 2.1).

2.1.2. La competencia

Los organismos pueden requerir de los mismos recursos o tener necesidades similares
para sobrevivir, crecer y reproducirse. Sin embargo, debido a las limitaciones espaciales, de
produccién de recursos o de acceso a estos requerimientos, no todos los organismos logran
satisfacer dichas necesidades, lo cual reduce su supervivencia, crecimiento o reproduccion
[10]. A este fendmeno se le llama competencia y se suele clasificar dependiendo de si
ocurre entre organismos de una misma poblacién o poblaciones de especies distintas, o
de acuerdo con su mecanismo de interaccién [10].

2.1.2.1. Clasificacién por especies

A la competencia entre organismos de la misma especie se le llama competencia intra-
especifica y cuando son poblaciones de distintas especies las que compiten se le conoce
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2.1 Interacciones poblacionales

Tabla 2.1: Clasificacién de interacciones entre las poblaciones de dos especies.

Tipo de interaccién

Especie 1  Especie 2

Naturaleza general de la
interaccion

Neutralismo

Competencia del tipo
de interferencia directa

Competencia del tipo
de uso de recursos

Amensalismo

Comensalismo

Parasitismo

Depredacion
(incluyendo herbivoria)

Mutualismo

+

+

Ninguna poblacion afecta a la otra.

Inhibicion directa de cada especie
por la otra.

Inhibicién indirecta cuando los
recursos comunes escasean.

Inhibicion de la poblacién 1,
poblacién 2 no se afecta.

La poblacién 1, el comensal, se
beneficia mientras que la poblacion
2, el hospedero, no se afecta.

La poblacién 1, el parasito,
unicamente consume partes de la
poblacién 2, el hospedero, y le son
perjudiciales pero no suelen ser
letales a corto plazo.

La poblacién 1, el depredador, se
alimenta de la poblacién 2, la
presa, ya sea que Unicamente
consuma una porciéon o que lo
consuma completamente.

La interaccién es favorable para
ambas especies.

Nota: «0» indica que no hay interaccién significativa; «+» indica crecimiento, superviven-
cia o algun atributo de la poblacién que experimenta beneficios (término positivo que se
suma a la ecuacién de crecimiento); «—» indica inhibicién del crecimiento de poblacién o
de algin otro atributo (término negativo que se suma a la ecuacién de crecimiento).
Fuente: modificado de [96] con informacién de [1, 10, 15].
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2. MODELOS PRESA-DEPREDADOR CON INTERACCIONES
CONSUMIDOR-RECURSO

como competencia interespecifica.

La competencia intraespecifica es de suma importancia pues tiende a igualar las tasas
de natalidad y mortalidad de una poblacién. Cuando esto sucede —y si la poblacién no
es alterada por otra, por una disminusién en la tasa de produccion de recursos o por el
cambio en un factor ambiental que influencie el funcionamiento de los organismos (un
factor abidtico)—, la poblacién se mantiene en una densidad estable, llamada capacidad
de carga.

2.1.2.2. Clasificacién por mecanismo de competencia

Los mecanismos de competencia se suelen clasificar en mecanismos directos e in-
directos, dependiendo del tipo de acciones que realizan los organismos o poblaciones
interactuantes.

Los mecanismos directos, en los cuales los organismos o las poblaciones compiten por
un mismo recurso, como alimento o territorio, y en el caso intraespecifico también puede
ser por el acceso a la reproduccién, suelen denominarse competencia por interferencia.

El mecanismo indirecto mas comun es la explotacion que sucede cuando los orga-
nismos o las poblaciones compiten agotando un recurso limitado compartido —agua, luz,
nutientes—, ya sea consumiéndolo por adelantado o al mismo tiempo.

Otro ejemplo de competencia interespecifica indirecta es la competencia aparente en
la cual dos poblaciones de especies comparten un mismo depredador, por lo que una
disminucién en la densidad de una de las presas debida a la depredacion, aumenta la
densidad del depredador, lo cual afecta a la otra poblacién presa [10].

2.1.3. El mutualismo

El mutualismo puede ser definido como la interaccién interespecifica mutuamen-
te benéfica. Esta interaccion, anteriormente considerada inusual, ocurre en cada habitat
terrestre o acuatico, es mas comin de lo que se pensaba, y esta relacionada con la repro-
duccion y supervivencia de las especies, ademas de tener un rol importante en el ciclado
de nutrientes [15]. Es comun que los términos mutualismo y simbiosis suelan usarse de
manera indistinta, sin embargo es importante diferenciarlos.

2.1.3.1. Diferenciando el mutualismo

La definiciéon de mutualismo considerada en este trabajo se diferencia de los términos
simbiosis, cooperacion o protocooperacion 'y facilitacion de acuerdo con la distincién hecha
por Bronstein (2015) [15].

El témino mutualismo fue introducido por el biélogo Pierre van Beneden en 1873 en
el sentido de «ayuda mutua» entre especies, mientras que la simbiosis fue definida por
Anton de Bary seis anos después para referirse a «organismos diferentes viviendo juntos»
[13, 15]. Para que la interaccién sea una simbiosis debe haber una intimidad fisica —
contacto externo o vivir dentro del organismo— entre las especies asociadas, durante la
mayor parte o la totalidad de su vida.
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Las interacciones planta—hormiga pueden clasificarse como simbiosis y se ha aconse-
jado clasificarlas en primera instancia de esta forma —maéas que como mutualismos— si no
se conoce el resultado neto que la interaccién tiene sobre la densidad poblacional, la tasa
de crecimiento o la adecuacién de las especies [27], ya que —como Anton de Bary definié
explicitamente [15]- la simbiosis es independiente del resultado de la interaccién, es decir,
puede variar entre parasitismo, comensalismo y mutualismo.

La facilitacion es un efecto positivo en una especie u otra, sin importar si el efecto es
reciproco; usualmente es el resultado de una modificacién en el ambiente al interactuar
una especie con otra, lo que promueve el crecimiento, la supervivencia o la reproduccion
de la segunda especie [19]. Una facilitacién mutua se considera un tipo de mutualismo.

La cooperacion o la protocooperacion es un término no tan especifico que se usa mayor-
mente para describir beneficios mutuos intraespecificos, aunque también se puede utilizar
para beneficios interespecificos si esto se define claramente.

2.1.3.2. Clasificaciones del mutualismo

El mutualismo se puede clasificar principalmente de tres formas distintas no exclu-
yentes: de acuerdo con el tipo de beneficio obtenido, al grado de cierta caracteristica o a
que se otorga el beneficio por medio de una especie intermediaria [15].

Los beneficios mediante los cuales se clasifica al mutualismo pueden ser de transpor-
te, proteccién o nutricién (ver tabla 2.2).

Las caracteristicas de la interacciéon que se han considerado para clasificar los mu-
tualismos son: el grado de dependencia que los organismos tienen entre si, el grado de
especificidad que tienen las especies (si se relacionan tinicamente con un organismo o con
varios), el grado de integracién fisica y a la historia evolutiva compartida. En la tabla 2.3
se presenta una descripcién mas amplia de esta clasificacién.

Asi mismo, las interacciones mutualistas se puede clasificar dependiendo de qué tan
directo es el beneficio que las especies obtienen. Si el beneficio se obtiene directamente de
la otra especie mutualista se le llama un mutualismo directo y si el beneficio se obtiene
gracias a una especie intermediaria se le llama un mutualismo indirecto. Es importante
notar que el contacto entre las especies mutualistas puede ser directo, pero la clasificacion
se refiere a qué tan directo es el beneficio [139].

2.1.4. La depredacion y el parasitismo

Desde el punto de vista del mecanismo, la depredaciéon puede definirse como la
interacciéon en la que un organismo se alimenta de otro, ya sea que tnicamente consuma
una porcién o que lo consuma completamente [1].

Desde el punto de vista del efecto, la depredacion es positiva para el depredador y
negativa para la presa, sin embargo, las formas en las que los organismos depredan pueden
producir cambios en las caracteristicas del efecto producido. Por ejemplo, el efecto que se
produce al consumir organismos enteros rapidamente puede ser diferente al que se produce
si se depreda unicamente una porcién del mismo a tasas menores. Por ello es conveniente
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Tabla 2.2: Clasificacién de mutualismos conforme al tipo de beneficio obtenido.

Beneficio Descripcion Ejemplo

Transporte de polen entre flores de

T ¢ Una especie transporta a su distintos individuos. Transporte de
ransporte - ) .
P comparnero o a sus gametos. afidos por parte de hormigas, a zonas
de los arboles més ricas en savia.
., Se provee defensa contra el Agresién de las hormigas contra los
Proteccion . - o
ambiente bidtico o abidtico. depredadores de plantas.
Se provee de uno o mas Bacterias Rhizobium fijan nitrégeno
Nutricién nutrientes limitantes a la y después lo proveen a las plantas
especie asociada. asociadas con ellas.

Fuente: elaboracién propia con informacién de [15].

Tabla 2.3: Clasificaciéon de mutualismos de acuerdo con el grado sus caracteristicas

Caracteristica  Grado bajo Grado alto

Facultativo: las especies se

N . d ' ‘
desempenan mejor cuando Obligado: las especies no pueden

Dependencia interaccionan pero pueden C -
- . . sobrevivir sin su companero.
desempenarse bien si no hay
interaccion.
E ficidad Generalizado: las especies se Especializado: cada especie se
specificida . s . . .
P asocian con multiples especies. asocia con una sola especie.
Simbidtico: las dos especies se
., No simbiotico o no persistente: encuentran en contacto fisico
Integracion . .
fisi todos aquellos mutualismos que  intimo —a menudo
isica R 1 .
no sean simbidticos. fisiologicamente integrado— la

mayor parte de sus ciclo de vida.

. . No coevolucionado: solo una o ) .
Historia Coevolucionado: ha habido

. ninguna de ambas especies ha . . .
evolutiva . . . cambios evolutivos reciprocos en
. tenido un cambio evolutivo en el . 9
compartida . ., el contexto de la interaccién.
contexto de la interaccion.

Fuente: elaboracién propia con informacién de [15].
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clasificar esta interaccién de una manera mas funcional. De acuerdo con Begon et al.
(2006) los depredadores se pueden clasificar entre depredadores verdaderos, organismos
que pacen, parasitos y parasitoides.

= Depredadores verdaderos: atacan a varias o muchas presas durante su vida; al atacar-
las las matan mas o menos de forma inmediata; y suelen consumirlas completamente.

» Organismos que pacen (o que pastan): atacan a grandes cantidades de presas du-
rante su vida pero uinicamente removiendo algunas partes de esta; aunque el efecto
que tienen sobre los individuos que consumen es perjudicial no suele ser letal a
corto plazo. (Aunque la categoria recibe su nombre por los organismos que real-
mente pastan, es importante notar que se puede clasificar dentro de esta categoria
a los organismos folifagos, frugivoros y nectarivoros. Getz (2011) los clasifica como
organismos cultivadores pero esto se puede prestar a confusiones.)

» Pardsitos: inicamente consumen partes de la presa y le son perjudiciales pero no
suelen ser letales a corto plazo. La presa es llamada hospedero porque suelen ser
simbiontes, lo cual solo les permite alimentarse de uno o pocos organismos en su
vida, esto los diferencia de los depredadores que pacen.

» Parasitoides: estan asociados con un hospedero —como los parasitos—, no causan
una muerte inmediata —como los parasitos y los organismos que pacen— pero al final
matan al hospedero —como los depredadores verdaderos.

Aunque la forma de interactuar de los pardsitos es una depredacién, esta interaccion
suele clasificarse como parasitismo. Esta distincion se hace comtinmente y puede ser de
utilidad porque la dindmica de interaccion es distinta dependiendo de si el organismo que
depreda es un simbionte.

2.1.4.1. Parasitismo e interacciones planta-hormiga de proteccion

En la interaccién Vachellia-Pseudomyrmex, si se considera el caso hipotético en el
que la planta no fuese depredada por organismos folifagos; no recibiera otros beneficios
de la interaccién, como nutriciéon o proteccion ante patdgenos; y mantener a la colonia
disminuyera su tasa de crecimiento debido a la asignacién de recursos a néctar y cuerpos
nutritivos; las hormigas podrian considerarse como parasitos.

Por ejemplo, se ha identificado que la interaccién simbidtica entre la hormiga Allo-
merus octoarticulatus y la planta mirmecofita Cordia nodosa, es benéfica para ambas
especies en presencia de herbivoros, pero al retirar a los herbivoros del sistema, las plan-
tas crecieron en menor proporcion debido a los costos de mantenimiento de las hormigas
[35].

En general, aunque la interaccion de las hormigas que viven en los domacios de los
arboles mirmecofitos traiga beneficios de nutricién o proteccién al arbol, si estos beneficios
no son mayores a los costos de mantener a la colonia y ello disminuye la tasa reproductiva,
de crecimiento o la adecuaciéon de la planta, la interaccion se considera parasitismo.

Este fenémeno se ha estudiado y se han identificado especies de hormigas que podrian
considerarse parasitas del mutualismo, al obtener recursos de una arbol habitado por
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hormigas mutualistas, pero sin proteger significativamente o en lo absoluto a la planta
[18, 24, 48, 70]. Es importante notar que aunque el mecanismo de proteccion esté presente,
podria no haber efecto benéfico neto para las plantas [18]. Este tipo de discrepancias entre
el mecanismo y el efecto suelen dificultar la clasificacion de las interacciones.

2.1.5. Dificultades en la clasificacion de las interacciones

La forma en la que se estudian las interacciones entre poblaciones esta fuertemente
influenciada por las categorias de clasificacion cominmente aceptadas y las caracteristicas
que se les atribuyen [1]. Estas clasificaciones pueden generar confusién o propiciar que
algunos fendmenos no sean tomados en cuenta.

Ademas de la dificultad de agrupar dentro de categorias unificadoras a la diversidad
de formas de interaccién, Abrams [1] not6 problemas que complican la clasificacién de las
interacciones y que se desarrollan brevemente a continuacién.

2.1.5.1. Discrepancia entre mecanismo y efecto

Uno de los principales problemas es determinar en qué escala temporal deben estimarse
los efectos de la interaccién. Un mecanismo observable podria llevar a clasificar el efecto de
interaccion en un corto plazo, sin considerar que las consecuencias del mecanismo pueden
tener un efecto de diferente signo en alguna otra variable. Esto significa que el efecto
inmediato de los mecanismos de interaccién puede ser de diferente signo al del efecto neto
sobre la tasa de crecimiento, la tasa de reproduccién o la adecuacion relativa [1].

Se ha identificado que hormigas muy agresivas pueden ser muy buenas defendiendo
las plantas pero también pueden ahuyentar a organismos polinizadores, por lo cual, aun-
que la tasa de crecimiento aumenta, la tasa reproductiva podria disminuir, y aunque el
mecanismo observable puede parecer positivo, el efecto neto podria ser negativo [88, 94,
97]. Sin embargo, también se ha visto que este efecto depende del tipo de polinizador
por lo que el éxito reproductivo de una planta con varios polinizadores podria no verse
afectado por la presencia o agresividad de las hormigas [114].

Por lo tanto, es muy importante que en la clasificacion de las interacciones, se haga una
adecuada diferenciacion o integracién de los mecanismos y de los efectos de la interaccion,
cuidando no igualarlos en signo con base en una definicién que atienda tinicamente a uno
de los dos aspectos.

2.1.5.2. Dependencia de contexto

El resultado de las interacciones a veces puede cambiar de signo dependiendo de
las condiciones ambientales en las que se encuentran los organismos [16], como el caso
de la interaccién planta-hormiga de proteccién entre la hormiga A. octoarticulatus y la
planta mirmecéfita C. nodosa en ausencia de depredadores, mencionado anteriormente
[35]; pero también dependiendo de la densidad de los organismos interactuantes, por
ejemplo, Boucher et al. (1982) desarrollaron un modelo gréfico para predecir las densidades
de animales dispersores (y también consumidores) de semillas, a las cuales la interaccién
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mutualista de transporte se convierte en depredacion [12].

Otra interaccion en la que existe dependencia de contexto es en la simbiosis entre
plantas y hongos, llamada micorriza. Algunas de estas asociaciones se utilizan en sistemas
agricolas para mejorar la productividad de las plantas. Sin embargo, aunque las micorrizas
suelen ser benéficas para los hongos, en algunos casos no lo son para las plantas, debido
a factores en el desarrollo, ambientales o genotipicos. Por ello se ha propuesto que los
efectos de esta interaccién podrian variar continuamente entre parasitismo, comensalismo
y mutualismo [71].

En el ambito de las interacciones con hormigas, Larsen et al. (2001) investigaron el
mutualismo hemiptero-hormiga en un estudio en el que se compararon sistemas planta-
cicadélido-hormiga donde los cicadélidos (hemipteros) se alimentan de la savia de las
plantas y producen ambrosia (o «gotas de miel») que se comen las hormigas. Sin la po-
blacién de hormigas, los cicadélidos aumentaron su poblacion hasta matar a la planta,
terminando con sus propios recursos. En cambio, en presencia de hormigas, estas regu-
laron el crecimiento de la poblaciéon de hemipteros permitiendo la coexistencia de las
tres especies. Esto significa que aunque las hormigas inhibieron a los cicadélidos, lo cual
podria ser clasificado como un efecto inmediato negativo, estabilizaron sus poblaciones y
los ayudaron a sobrevivir en el contexto de recursos limitados, por lo que el efecto neto
fue positivo [77].

Se ha analizado que, en el caso de la planta Senna mezicana var. chapmanii, el néctar
extrafloral que se produce disminuye cuando se limita la luz que reciben las plantas [72].

En un estudio en héabitats rocosos de pinares en el que se excluyé a las hormigas
de algunas plantas S. chapmanii y se varié la cantidad de luz que le llegaba al sistema,
al comparar contra plantas con hormigas en las mismas condiciones, se encontrd que
las hormigas redujeron la herbivoria total en todos los casos. Sin embargo, la tasa de
crecimiento de las plantas no se vio afectada por la luz solar ni por la proteccién de las
hormigas. En habitats soleados, las plantas con hormigas produjeron més semillas que
las que no tenian hormigas en las mismas condiciones; mientras que a la sombra no hubo
diferencias en la produccion de semillas entre plantas con hormigas y plantas sin hormigas;
por lo que el efecto de esta interaccién es dependiente del contexto en el que se encuentren
los organismos, variando entre comensalismo y mutualismo [73].

En un meta-andlisis de publicaciones sobre interacciones planta-hormiga [21], se en-
contré que la dependencia de contexto no es tan comin como se pensaba en interacciones
de proteccién, las cuales suelen tener un efecto positivo en las plantas. Sin embargo, esto
puede deberse a los métodos cominmente utilizados al estudiar estas interacciones y a
que se requieren mas estudios sobre este tema.

Para modelar interacciones mutualistas es recomendable un marco conceptual que
permita la adecuada interpretacién de los mecanismos de interaccién y de sus efectos
y ademas, si es posible, que considere los cambios de signo de los efectos debidos a la
dependencia de contexto [58].
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2.1.6. Interacciones consumidor-recurso

La conceptualizacién de las interacciones presa-depredador (interacciones en las que
una especie es depredada por otra) como interacciones entre consumidores y recursos, fa-
cilita la representacion de los mecanismos por medio de los cuales las especies mutualistas
interacttan.

El término interacciones consumidor-recurso (C-R) fue introducido primeramente pa-
ra estudiar la dindmica entre especies competidoras [85]. Sin embargo, casi todos los
mutualismos involucran la transferencia de energia y nutrientes entre las especies interac-
tuantes, independientemente de si se trata de un mutualismo de nutricién, de proteccion
o de transporte [60]. Por ejemplo, el consumo de néctar por parte de organismos polini-
zadores es comun; al igual que las hormigas que protegen plantas se alimentan del néctar
extrafloral o de los cuerpos nutritivos de las hojas; y los organismos frugivoros comen la
pulpa de las semillas, facilitando su germinacién [32].

Se consideran como recursos a individuos enteros, a porciones de estos o al alimento
producido por ellos que es depredado por otro organismo. Sin embargo, la categoria tam-
bién puede aplicarse a nutrientes, a organismos en descomposicion o a factores abidticos
como la luz y el espacio [58, 60]. El consumidor es aquel organismo que incorpora o
aprovecha dichos recursos.

Es importante notar que un organismo puede ser a la vez consumidor y recurso al
interactuar con uno o mas organismos de otras poblaciones. Ademas, ya que la interacciéon
entre dos poblaciones puede tener efectos positivos y negativos, este planteamiento permite
que el resultado de las interacciones no necesariamente sea positivo o negativo, sino que
el efecto neto pueda ser cero.

Si se consideran tasas de consumo que aumenten o disminuyan en funcién de la densi-
dad de los recursos de la poblacion, se puede generar un acercamiento a la modelacién de
interacciones cuyo efecto dependa del contexto [59]. De esta manera, se pueden estudiar,
mediante modelos presa-depredador, interacciones que bajo ciertas condiciones puedan
cambiar de depredacién o mutualismo a ser amensalistas (—, 0) o comensalistas (+, 0).

Todos los mutualismos involucran costos ademas de beneficios y aunque se han hecho
esfuerzos para medir dichos costos, existen dificultades metodologicas que pueden com-
plicar su estimacién [17] como, por ejemplo, el requisito de que las estimaciones de los
costos ecoldgicos se hagan en campo [47].

En el caso de las interacciones planta-hormiga, se ha estudiado que la asignacion de
recursos a la proteccién indirecta implican un costo para las plantas [28, 35, 104, 124]
y que la interaccién de la hormiga implica un costo al perder la actividad de la enzima
invertasa [49], sin embargo, el autor de este trabajo encontré unicamente un caso en el
que se evalué si las hormigas sufren un costo significativo® por la accién de ahuyentar a
los depredadores las plantas, en el cual se concluy6 que no hubo un costo significativo por
esta accién [35].

!Entendiéndose por costo significativo aquel que tuviese un efecto medible sobre alguna variable po-
blacional de la especie en cuestién, como su tamano poblacional, tasa reproductiva, mortalidad, etcétera.
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En el contexto de la modelacion, el acercamiento consumidor-recurso permite consi-
derar la depredacion de recursos y su utilizacion durante la interaccién mutualista, dentro
de modelos presa-depredador [58].

A continuacion se presenta la clasificacién del mutualismo de acuerdo con la aproxi-
macién consumidor-recurso, la cual complementara la clasificacién hecha previamente y
permitira el planteamiento de modelos presa-depredador para interacciones mutualistas.

2.1.6.1. Mutualismo como interaccién consumidor-recurso

Mediante la clasificacién de mutualismos por el tipo de beneficio que se obtiene (nu-
tricién, transporte o proteccién), se pueden definir dos categorias més de interaccion:
transferencias de masa (nutricién); o la provisién de servicios, ya sean directos (como el
transporte) o indirectos (como la proteccién u otros fendmenos donde los beneficios se
obtienen a través de una tercera especie).

Utilizando esta distincion, se han identificado tres tipos de mutualismos consumidor-
recurso [60]:

Mutualismos consumidor-recurso bidireccionales: cada especie consume el re-
curso que la otra produce. La interaccién es mutualista solo si los beneficios son mayores
que los costos de producir el recurso. En este tipo de mutualismo se encuentra la nutri-
cion por parte de una planta como consecuencia de las actividades que realiza una colonia
de hormigas asociada a ella. Ademads, en esta categoria se encuentran los liquenes, co-

rales, bacterias fijadoras de nitrégeno, asociaciones afido-bacteria, termita-protozoario u
hongo-hormiga (ver tabla 2.4 y figura 2.1a) [15, 26, 30, 98].

Mutualismos consumidor-recurso unidireccionales: una especie consume el re-
curso que la otra provee y la especie consumidora ofrece un servicio a la especie proveedora.
La interaccion es mutualista si los beneficios del servicio superan a los costos de la pro-
duccién del recurso y si el beneficio por consumir el recurso supera los costos de ofrecer el
servicio. En esta categoria se encuentran las interacciones planta-animal de polinizacion
y las interacciones planta-hormiga de proteccién (ver tabla 2.4 y figura 2.1b y 2.1c).

Mutualismos consumidor-recurso indirectos: las especies involucradas obtienen
u ofrecen un servicio a través de una tercera especie involucrada.

El mimetismo miilleriano es un mutualismo indirecto: un caso de esta interaccién es
aquel en el que un depredador consume dos especies. Siendo téxica una de ellas —la especie
modelo—, el depredador no la consume tanto; al mimetizar a la especie modelo, la segunda
especie —la especie copia— es depredada en menor cantidad y mediante esta interaccion
indirecta, ambas resultan beneficiadas (ver tabla 2.4 y figura 2.1d) [126].

Otro ejemplo de mutualismo indirecto es el que llevan a cabo los pajaros indicadores
o «guias de miel» [117]. Estos pdjaros utilizan sonidos especiales para guiar a tejones
o humanos hacia colmenas, de forma que estos irrumpan, desalojando a las abejas, y
obtengan la miel, de la cual se alimentan tanto tejones o humanos y los pajaros indicadores
(ver tabla 2.4 y figura 2.1e) [60].
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Tabla 2.4: Ejemplos de mutualismos consumidor-recurso.

Mutualismo  Consumidor Recurso Figura 2.1

Mutualismo consumidor-recurso bidireccional

Nutricion planta (M), hormiga ni/trégeno en restos y .e)f;creta, (a)
(My) neéctar y cuerpos nutritivos.
Mutualismos consumidor-recurso unidireccionales

Transporte animal (M) néctar de la planta (M) (b)

néctar o cuerpos nutritivos de

Proteccién hormiga (M) la planta (M) 2

Mutualismos consumidor-recurso indirectos

Mimetismo especies modelo e imitadora

miilleriano depredador (P) (M, Ms) (d)
Guias de pédjaro indicador (M), : :

el tejon (Ms) larvas de abeja y miel (R) (e)
Peces N ectoparasitos (P) de peces
limpiadores ~ P¢“® limpiadores (M) clientes (M) (®)

Fuente: modificado de [59, 60].

Los peces limpiadores son peces que retiran ectoparasitos de otros peces a los que se
denomina peces «clientes» [103]. Ya que el beneficio se obtiene a través de una tercera espe-
cie, pues unicamente hay beneficio si los peces limpiadores se alimentan de ectoparasitos,
este mutualismo se considera indirecto (ver tabla 2.4 y figura 2.1f).

El modelo conceptual de las interacciones consumidor recurso se enfoca principalmente
en los mecanismos de interaccion, lo cual puede ser una ventaja al transladar el modelo
conceptual a un modelo matematico. Sin embargo también permite considerar efectos
netos por medio de la representacién de servicios o inhibiciones.

Por ejemplo, en el sistema Vachellia- Pseudomyrmex, la planta transfiere masa a las
hormigas, por lo que el efecto inmediato de la interaccion es negativo para la planta y
positivo para las hormigas. Sin embargo, el beneficio se obtiene por medio de la inhibicién
de los depredadores de las hojas, por lo que los efectos resultantes deben ser un efecto
neto positivo para las plantas y un efecto inmediato negativo para los depredadores de
las hojas.

Los efectos inmediatos suelen ser simples de representar porque son acordes al meca-
nismo de interaccién. Los efectos netos, en cambio, son mas dificiles de representar pues
pueden suceder en escalas temporales distintas al mecanismo o resultar de la interaccion
con una tercera especie, en el caso de los mutualismos indirectos.

Una forma en la cual se puede enfrentar esta dificultad, atendiendo a los mecanismos
de interaccion, es considerar que los organismos ingieren o consiguen sus recursos (efecto
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Mutualismos C-R bidireccionales Mutualismos C-R unidireccionales
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Mutualismos C-R indirectos
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Figura 2.1: Representacién grafica de mutualismos consumidor-recurso (a) bidireccionales,
(b, ¢) unidireccionales e (d-f) indirectos. M; y My son dos poblaciones mutualistas, P es
una especie depredadora y R es un recurso de M; y Ms. Como en las redes troficas, la
especie que se encuentra arriba esta en un nivel tréfico superior a la de abajo. Las flechas
continuas indican el flujo de energia o nutrientes y su direccién. La flecha punteada indica
un servicio de transporte y la direccién indica la especie que se beneficia de este servicio.
Las lineas discontinuas indican un servicio indirecto. La linea discontinua con barra significa
un servicio de proteccién y la barra estd cerca de la poblacién inhibida. Modificado de [59].

positivo) y que ademas los utilizan y desechan (efecto negativo). De esta manera, el efecto
neto debe resultar de la suma de ambos procesos [59].

Habiendo hecho una revision de la fenomenologia de las interacciones planta-hormiga
y de los modelos conceptuales utilizados para clasificar y estudiar las interacciones entre
especies, a continuacion se presenta una breve introduccion a la modelaciéon matematica
de dindamica de poblaciones, iniciando con el modelo presa-depredador Lotka-Volterra.
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2.2. Modelos presa-depredador basados en el modelo

Lotka-Volterra

Los modelos matematicos presa-depredador son la base del analisis de dinamica po-
blacional de las interacciones interespecificas. El primer modelo de interacciones presa-
depredador fue desarrollado simulténeamente por Alfred J. Lotka (1880-1949) y Vito
Volterra (1860-1940), estudiando sistemas bioldgicos con diferentes enfoques [65].

Lotka propuso que el modelo podria servir para describir interacciones planta-herbivo-
ro (1920) y parasitismos (1925). Sin embargo, lo estudié primeramente en reacciones
quimicas autocataliticas basdndose en la Ley de Accién de Masas (1909, 1920). Volte-
rra (1926) lo desarrollé estudiando datos de la variacion de peces en el mar Adriatico y
propuso extenderlo para relaciones troficas de tres especies.

El modelo se ha ajustado a datos generados experimentalmente en laboratorio y, en
algunos casos, datos en campo han mostrado comportamientos similares, como el famoso
caso de la variacién poblacional inferida de liebres y linces en Canadé [131].

El modelo Lotka-Volterra ha sido modificado de diversas maneras pero sigue siendo la
base de los modelos de dinamicas poblacionales, tanto si se parecen al planteamiento de
Lotka, como si se apegan mas al de Volterra. A continuacion se hace una breve introduccion
a este modelo.

2.2.1. Modelo Lotka-Volterra clasico

El modelo original supone que las poblaciones pueden describirse mediante sistemas
de ecuaciones diferenciales ordinarias, por lo que se hacen las suposiciones de que las
poblaciones no tienen una estructura de edad o tamano, es decir que son homogéneas, y
que los nacimientos y las muertes se llevan a cabo de forma continua y proporcional a la
densidad de la poblacién respectiva.

Las poblaciones interactuantes (X;(t), 7 = 1, 2,..., n), que en el planteamiento de
Lotka pueden ser organismos o nutrientes, dependen tanto de las otras especies como de
pardmetros correspondientes al «cardcter»? de cada organismo en el tiempo, Q;(t), asi
como de la variacién de factores abidticos del ambiente en el que se encuentran, E(t).

dX;
dt

=F(Xy, Xo,.., X, Qi, E), i=1,2,...n (2.1)

Por facilidad se supone que tanto (); como E son constantes, que el ambiente es
homogéneo, y que el sistema estd compuesto unicamente por dos especies: una presa (V)
y un depredador (P).

2Lotka, utiliza «cardcter» para conjuntar caracteristicas fenotipicas de los organismos que pueden
variar en el tiempo desde un punto de vista evolutivo [82].
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2.2 Modelos presa-depredador basados en el modelo Lotka-Volterra

Se supone que la presa se encuentra en un espacio con una gran cantidad de recursos de
forma que la densidad de los recursos (R) puede considerarse constante durante el periodo
de interaccion. Ademads, se supone que la presa es el tnico alimento del depredador. El
crecimiento de ambas especies, por lo tanto, depende de la cantidad de encuentros con su
recurso respectivo.

Considerando el caso en el que la presa, N(t), se encuentra en ausencia del depredador,
P(t), su variacién poblacional puede ser descrita por la siguiente ecuacion:

dN

—r = BRN =N (2.2)
r=(BR—~) (2.3)
dN

Donde § es la tasa a la cual la poblacion de la presa obtiene masa de sus recursos, 7y
es la tasa a la cual pierde masa debido a excreta o a la muerte de sus organismos y r es
la tasa de crecimiento de la poblacién.

Resolviendo la ecuacion (2.4), se obtiene

N(t) = Nye (2.5)

Siendo Ny = N(0). Cuando N = 0 la ecuacién diferencial (2.5) tiene un punto de
equilibrio, es decir, un punto en el que su poblacion no cambia y por lo tanto:

dN
R 2.6

En este caso, la poblacién permanecera en el punto N(t) = 0 en cualquier momento.
Si N(0) > 0, la poblacién crecerd infinitamente cuando ¢ — oo, por lo cual se dice que es
un punto de equilibrio inestable (ver figura 2.2a y apéndice A.1).

A su vez, se supone que los depredadores en ausencia de presas pierden masa a una
tasa p por las mismas razones que las presas, y por lo tanto su cambio poblacional es:

dP
& P 2.7
o I (2.7)

Resolviendo la ecuacién (2.7), se obtiene la solucién:
P(t) = Pye ™ (2.8)

Donde Py = P(0). Al igual que en el caso de la presa, la ecuacién (2.7) tiene un
punto de equilibrio en P(t) = 0 pero en este caso es asintéticamente estable ya que para
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Figura 2.2: (a) Poblacién de las presas, N(t), en fncién del tiempo, en ausencia de depre-
dadores (Ng = 50 y 7 = 0.04) con la representacién de su campo vectorial. (b) Poblacién
de los depredadores, P(t), en funcién dle tiempo, en ausencia de las presas (P(0) = 1400 y
w1 = 0.05) con la representacion de su campo vectorial.

cualquier poblacién inicial P(0) > 0, la solucién se aproxima asintéticamente al valor de
equilibrio P(t) = 0 cuando t — oo (ver figura 2.2b).

Es importante notar que si Ng=F, y r = p la unica diferencia entre las ecuaciones
(2.5) y (2.8) es el signo del exponente, lo cual determina la estabilidad de sus soluciones.

Cuando tanto presas como depredadores se encuentran presentes, se supone que los
encuentros entre ambas especies disminuiran la densidad poblacional de las presas y au-
mentaran la de los depredadores a una tasa n (n > 0). Por lo que la interaccién de
ambas poblaciones, considerando la dinamica tanto en ausencia de presas o depredadores,
asi como en presencia de ambos, se puede representar mediante el siguiente sistema de
ecuaciones diferenciales ordinarias acompladas:

dN

— =rN—-—nNP

dt (2 9)
ar P+nNP |
a e

Este es el modelo Lotka-Volterra clasico, que es la base de los modelos presa-depredador,
y al cual se le han hecho modificaciones subsecuentes, anadiendo suposiciones o modifi-
cando términos para considerar factores que afectan la interaccién de las poblaciones. Por
ejemplo, es comun que se considere que v y u son tasas de mortalidad, de las presas y los
depredadores, respectivamente, y que la pérdida de masa no asociada a la muerte quede
considerada anadiendo un término de eficiencia de conversion de recursos en presas, €
(1 > &> 0), y uno de presas en depredadores, € (1 > € > 0), por lo que r = R —~, y el
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sistema de ecuaciones queda de la siguiente forma:

dd—];[ —rN —yNP
e (2.10)
—r=—pP+ NP

Es importante aclarar que los parametros de interaccién podrian estar relacionados
a variables ambientales, ya que los organismos se desempenan de formas distintas de-
pendiendo de factores abidticos [54]. Al considerar constantes las variables ambientales
también se considera que los parametros del sistema son constantes, o bien, que son el
valor promedio de estos en un lapso caracteristico.

A la cantidad de presas que mueren debido a la accién del depredador se le llama
respuesta funcional a la densidad de presas f(IV), y a la tasa de cambio del depredador
en funcién de su poblacién y la de la presa, se le llama respuesta numérica g(N, P) [63,
119, 125]. Por lo que el sistema (2.10) se reescribe como:

% =rN — f(N)P
& (2.11)
—r = —HP +ef(N)P = g(N P)

Estas respuestas fueron definidas por Holling (1961) basdndose en el trabajo de So-
lomon (1949). Debido a su propuesta de estas definiciones y a la obtencién de una de las
respuestas funcionales [62] més utilizadas en modelacién de poblaciones, a los cuatro tipos
de respuestas funcionales a la densidad de las presas se les llaman funciones de respuesta
de Holling tipo I-IV [20, 125].

Se pueden analizar algunas de las propiedades del sistema (2.9) a partir de los puntos
donde las poblaciones no cambian, también llamados puntos de equilibrio o puntos criticos.
Para simplificar el andlisis es conveniente reescalar el sistema de la siguiente manera:

x(7) = —UN(t), y(r) = nP(t), T=rt y a= %

L r

Por lo que se obtiene:

—=a(l-y) =gz, y)
. (2.12)
= = ay(zr — 1) = gs(x, y)

Los puntos de equilibrio son, por lo tanto,

Po = ($S> yé) = (0’ 0) Yy = (f{a y;) = (17 1)'
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Si estos puntos de equilibrio son hiperbdlicos (ver apéndice A.2), de acuerdo con el teo-
rema Hartman-Grobman (ver apéndice A.2.1), se puede analizar su estabilidad mediante
la aproximacion lineal (ver apéndice A.2.2)

dz
=] 2.13
dr z ( )

en cada punto de equilibrio, donde z = (z, y)T y J es la matriz Jacobiana del campo
vectorial que define al sistema (2.12), evaluada en cada punto de equilibrio, es decir

dr _ T Y T —J X ’ k‘ _ 0’ 1.
dy Jgz  Oga Yy Yy
dr e Oy ) TV

Si se toma la aproximacion lineal en el punto de equilibrio pg, se obtiene el sistema

; B ((1) _oa) @) =7 (i) ' (2.14)

Los valores propios (también llamados eigenvalores) de la matriz J son las raices del
polinomio caracteristico:

P(A) = det(J — AT) = ’1 A0

=0
0 —oz—)\’

En este caso, son Ay = 1y Ay = —a, por lo que este punto de equilibrio es hiperbdlico,
va que Re(Aq,2) # 0, y por lo tanto la aproximacion lineal (2.14) tiene la misma estructura
cualitativa que el sistema (2.12). Los vectores propios de J son

-(0) o= (0)

por lo que su solucion general es:

() =i (1) 1 ()

De acuerdo con el criterio Routh-Hurwitz (ver apéndice A.2.3), se concluye que el
punto de equilibrio es inestable ya que, en el polinomio caracteristico

P(\) = X+ ay\ + a
=N+ (a—1)A+(—a)=0

28



2.2 Modelos presa-depredador basados en el modelo Lotka-Volterra

a; > 0 pero ajas < 0 ya que as < 0 dado que por definicion o > 0. Mediante
la clasificacién de puntos de equilibrio de sistemas en dos dimensiones, conforme a los
eigenvalores del polinomio caracteristico (ver apéndice B.1), se concluye que el punto de
equilibrio py es un punto silla.

Haciendo la aproximacién lineal del sistema (2.12) en el punto de equilibrio p; se

obtiene:
R
y —
# a 0 Y

El polinomio caracteristico asociado a la matriz J es

-2 -1

PO) =det(@ =) = | * "~

-

=N 4+a=0

y sus valores propios son A\ o = +iy/a. Este punto de equilibrio es no hiperbdlico,
ya que Re(A; 2) = 0, por lo que la dindmica local del sistema no lineal no esta dada por
la aproximacién lineal, ya que una de las condiciones del Teorema Hartman-Grobman es
que los puntos de equilibrio sean hiperbdlicos (ver apéndices A.2.1y A.2.2).

De acuerdo con la clasificacion de puntos de equilibrio de sistemas en dos dimensiones,
conforme a los eigenvalores del polinomio caracteristico (ver apéndice B.1), se sabe que
el punto de equilibrio p; puede ser un centro o un foco. Sin embargo, después de hacer
el anélisis de estabilidad global del punto de equilibrio p; (ver apéndice A.4) se concluye
que el punto de equilibrio es un centro.

Al aproximar numéricamente el modelo Lotka-Volterra, se puede observar que las
poblaciones oscilan con respecto del tiempo (ver figura 2.3a) y forman una trayectoria casi
eliptica en el espacio fase (ver figura 2.3b), alrededor del punto (1, 1), el cual corresponde

al punto (%, %) en el sistema con dimensiones; si ambas poblaciones iniciaran en ese

punto permanecerian en equilibrio.

El modelo Lotka-Volterra clasico suele asociarse a estimaciones de la variacion po-
blacional de linces que se alimentan de las liebres, inferidas mediante datos de ventas de
pieles por la Hudson Bay Company en Canadé de 1845-1935. En la figura 2.4 se presenta
una reproduccién de la grafica elaborada por MacLulich en 1937,

Mediciones posteriores comprobaron que tanto las liebres como linces (y zorros), pre-
sentan ciclos de 10 anos aproximadamente [2, 31]. Un andlisis posterior concluyé que el
modelo Lotka-Volterra cldsico coincide con suficientes puntos de los datos de la Hudson
Bay Company como para considerarlo como una buena aproximacién [92].
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Figura 2.3: (a) Solucién numérica del modelo Lotka-Volterra y (b) campo vectorial de su
plano fase; El punto pg es inestable y se representa mediante un punto blanco; las soluciones
oscilan alrededor del punto pp, representado mediante un punto gris.
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Figura 2.4: Fluctuaciones en las poblaciones de linces y liebres en Canada de 1845 a 1935:
(1) curva de las variaciones en el nimero de liebres (2) curva de variaciones en el nimero
de linces. Imagen reimpresa y traducida con el permiso de Springer Nature: Springer
BIOPHYSICS [92] («The dynamics of the lynx—hare system: an application of the Lotka—
Volterra model», Nedorezov), Copyright (C) 2016, Pleiades Publishing, Inc. (2016).
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2.2.1.1. Criticas al modelo Lotka-Volterra clasico

Las principales criticas hechas al modelo Lotka-Volterra se deben en su mayoria a las
simplificaciones iniciales planteadas por Lotka y por Volterra [81, 130].

Se critica que las presas crecen sin limite en ausencia del depredador, lo cual se debe
a la suposicion de que los recursos son muy grandes y se pueden considerar constantes.

Una de las formas en las que se ha considerado la limitacién de las presas es me-
diante la inclusion de términos de competencia intraespecifica en la respectiva ecuacion
de dindmica poblacional, sin embargo, mediante esta modificacion, se generan puntos de
equilibrio asintéticamente estables (este resultado se presentara en la siguiente seccion),
por lo que las oscilaciones tienden a desaparecer. Este cambio cualitativo en la dinamica
al modificar el parametro de interaccién hace al modelo Lotka-Volterra clésico estructu-
ralmente inestable (ver apéndice A.5), lo cual, a su vez es fuente de criticas.

Otra critica que se hace es que los depredadores consumen presas permanentemente,
es decir que no se considera que pueden llegar a un estado de saciedad momentaneo en
el que no depreden. En el fondo de esta observacion esta el hecho de que no se considera
que las especies almacenan recursos.

Al considerar los factores ambientales que pueden afectar el comportamiento de los
organismos como constantes, puede resultar dificil comparar contra datos experimentales
pues, para algunas especies, procesos como la reproduccién podrian ocurrir en ritmos
dependientes de factores abidticos. Sin embargo, considerar variaciones temporales puede
hacer al sistema depender explicitamente del tiempo —convirtiéndolo en un sistema no
autonomo— lo cual dificulta su analisis.

2.2.2. Modelo Lotka-Volterra generalizado

El modelo Lotka-Volterra generalizado consiste en el sistema clasico mas la modifica-
cién de considerar términos de competencia intraespecifica.

2.2.2.1. Competencia intraespecifica

Para considerar el efecto de la competencia intraespecifica en la dinamica de las po-
blaciones en un ambiente con recursos limitados se ha utilizado la ecuacion logistica desa-
rrollada por el matemético belga Pierre-Frangois Verhulst (1804-1849) para estudiar po-
blaciones humanas [6]:

dN K—-N

Donde 7 es la tasa de crecimiento de la poblacién N(t), K es su capacidad de carga
y su solucion es:

NoK
N =
No + (K — No)e—”

(2.16)
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En la figura 2.5 se puede observar que si la poblacién inicial N(0) > 0 la solucién
se aproxima asintéticamente a la solucién de equilibrio N(t) = K cuando t — oo, por
lo que N(t) = K es llamado un punto de equilibrio asintdticamente estable. El punto de
equilibrio N (¢) = 0 es, por el contrario, inestable porque la tinica forma de garantizar que
se mantenga cerca del cero es si N(0) = 0, ya que cualquier solucién que inicie cerca del
cero se alejard de este valor y terminard en N(t) = K cuando t — oo.
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Figura 2.5: (a) Soluciones del modelo logistico con diferentes valores de Ny junto con el
campo vectorial de (2.15), esta dindmica se puede representar de la siguiente manera: (b)
comportamiento de (2.15) con respecto de N(t): en el eje de las abscisas se representa la
linea fase en donde las flechas representan la direccién a la cual tenderdn las soluciones dada
una poblacién inicial Ny; el punto de equilibrio blanco representa un punto inestable y el
negro uno estable.

De esta manera se pueden considerar poblaciones constrenidas por algin tipo de
recurso. Gause (1934) experimenté con poblaciones de microorganismos viviendo aislados
y encontré que la ecuacion logistica se ajustaba a los datos experimentales [36]. Ademds
experimentd con especies que competian y planted un modelo para especies que compiten
por un mismo recurso, basandose en el modelo Lotka-Volterra y en una modificaciéon hecha
anteriormente por Volterra (1928) [130].

Cabe mencionar que la capacidad de carga puede no ser constante y depende de la
dinamica del sistema, como en el caso de organismos polinizadores donde un incremento
en la diversidad de organismos polinizados podria llevar a una mayor capacidad de carga
con el tiempo [127]; o de la variabilidad del ambiente [89].

2.2.2.2. Bifurcacidén transcritica

Hasta el momento se han mostrado ejemplos en los que se pueden analizar los dos
modelos mostrados mediante la caracterizacion de sus puntos de equilibrio, suponiendo
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ciertos valores constantes de los parametros involucrados, como las tasas de depredacion
o la capacidad de carga; sin embargo, los puntos de equilibrio pueden cambiar en niimero
o en caracter de estabilidad —cambiando cualitativamente a la solucién— al variar los
parametros de las ecuaciones.

A estos cambios cualitativos en la dinamica se les conoce como bifurcaciones. Al
parametro que es variado se le suele denominar pardmetro de control y a los puntos donde
el cambio cualitativo ocurre se le llaman puntos de bifurcacion [120].

Una ecuacion, similar a la logistica es de utilidad para ilustrar este concepto:

o(t) = ra(t) — 2*(t) (2.17)

Donde @(t) = 2£(¢). Suponiendo que ni z, ni r estén constrenidos tinicamente a valores
positivos, por lo que (r, z(t)) € E = {(r, z(t))| — oo <1 < 00, —00 < z(t) < 00, t > 0},
la ecuacion (2.17) presenta el siguiente comportamiento cualitativo:

» Para valores r < 0, hay un punto de equilibrio inestable en 27 = r y uno estable en
xy = 0 (ver figura 2.6a).

» Para r = 0, hay un punto de bifurcacién en z7 = 0 (ver figura 2.6b).

» Para valores r > 0, hay un punto de equilibrio inestable en 7 = 0 y uno estable en
x5 =r (ver figura 2.6¢).

a) r<0 b) r=0 c) r>0
. (a) . ) B . - (©
2 2! 2
dx dx dx
— 0 - > - — - - — - > -
dt dt | dt
-2 -2 -2
44 -2 2 4 44 -2 0 2 4 44 -2 0 2 4
x(t) x(t) x(t)

Figura 2.6: (a) La ecuacién tiene dos puntos de equilibrio, uno inestable para z(t) < 0
(punto blanco) y otro estable para z(t) > 0 (punto negro); (b) cuando r = 0 hay un punto
de bifurcacién y al aumentar el valor de r (c) el punto x(t) = 0 se vuelve inestable y se crea
un punto estable en z(t) = r.

A este tipo de bifurcacién se le llama transcritica y el comportamiento descrito ante-
riormente se puede representar en el plano rx como se muestra en la figura 2.7.

En el contexto de dindamica de poblaciones, este tipo de andlisis es de utilidad en sis-
temas cuyo resultado de interaccion depende del contexto —como en los sistemas planta-
hormiga de protecciéon—, es decir, a la variacién de las tasas de interaccién y los parametros
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reproductivos y de mortalidad, debida a cambios ambientales, a la respuesta a la densidad
de recursos o de individuos de la misma especie o por otro tipo de efectos. Estos parame-
tros pueden ser parametros de control para los cuales existen puntos de bifurcacién en
la dindmica de dichos sitemas, llevando a las poblaciones a fomentar su crecimiento, a
controlarlo o a extinguirse (un ejemplo es el modelo de los brotes de larvas de polilla que
depredan a las piceas [120]).

Figura 2.7: El comportamien-
to mostrado en la figura 2.6 re-
estable presentado en el plano rz: pa-
ra r < 0, z(t) = 0 es estable y
estable x(t) = r es inestable; para r > 0,
B e r z(t) = 0 es inestable y z(t) = r

e -7 inestable es estable; y el punto de bifurca-

- cién se presenta cuando r =0y
-7 inestable z(t) = 0.

2.2.2.3. Modelo de competencia

El modelo propuesto por Volterra (1928), modificado por Gause (1934), para dos
poblaciones que compiten por el mismo recurso, puede ser escrito de la siguiente forma:

N K; — N; — aN.
dl:rlNl(l 1 042)

K
dt ! (2.18)
@—H\f Ky — Ny — BNy
e~ PP K,

Donde 7; son las respectivas tasas de crecimiento de las especies, K; sus capacidades
de carga, i = 1, 2, « es la tasa a la cual se inhibe N; a causa de su interaccion con Ny y
[ es la tasa a la cual se inhibe Ny a causa de su interaccion con Nj.

Al analizar la estabilidad de este sistema® se obtienen cuatro casos:

1. Caso en el que N, tiene ventaja competitiva N; se extingue. En la figura 2.8a
se grafica el espacio fase del sistema, incluyendo el campo vectorial asociado, las
ceroclinas no triviales* de las ecuaciones y los puntos de equilibrio (siendo el blanco
inestable y el negro estable).

3Los detalles del analisis pueden consultarse en [14].

4Las ceroclinas son las curvas en el espacio fase para las que se cumple f(z, y) = ‘Zl—f =0, siendo x y
y dos poblaciones. A las ceroclinas que se encuentran sobre los ejes se les llama triviales, de lo contrario
se les consideran no triviales.
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2.2 Modelos presa-depredador basados en el modelo Lotka-Volterra

2. Caso en el que N; tiene ventaja competitiva Ny se extingue (ver figura 2.8b).

3. Caso biestable: inicamente sobrevive una de las poblaciones o sobreven ambas pero
esto se determina por las poblaciones iniciales. En este trabajo se le llama biestable
a este caso porque existen dos puntos de estabilidad que estan separados por un
punto inestable (ver figuras 2.8¢c.1 y 2.8¢.2).

4. Caso de coexistencia estable: ambas poblaciones sobreviven tendiendo a densidades
poblacionales de equilibrio (ver figura 2.8d).

Que el sistema se comporte como en el caso biestable o como en el de coexistencia
estable se debe a los valores de los parametros de competencia interespecifica (ay 3) y a los
de competencia intraespecifica (k; = [T(—ll V kg = %) Las especies coexisten si K1k > af3,
lo cual se puede interpretar como una interaccion de competencia interespecifica “débil”.
En cambio, las especies se comportan como en el caso biestable si k1ke < a3, es decir, si
la competencia interespecifica es “fuerte”.

Uno de los resultados mas importantes de este modelo es que motivd el llamado
principio de exclusién competitiva o principio de Gause.

Este principio, aunque no fue postulado por Gause, sino interpretado del analisis
experimental y matematico que este realizé, y cuyos resultados matematicos ya habian
sido obtenidos por Volterra y por Lotka [36], fue enunciado anteriormente (1904) por
Joseph Grinell [45, 79] y de una forma sencilla puede expresarse de estas maneras:

= «Bajo condiciones constantes, dos especies que utilizan y que son limitadas por un
recurso limitante comin, no pueden coexistir en un sistema limitado.» [64]

» «Dos 0 més espcies no pueden coexistir viviendo de formas idénticas.» [87]
» «La diferenciacién ecoldgica es la condicién necesaria para la coexistencia.» [45]

Para abordar las diferencias o similitudes ecolégicas entre especies es 1til la idea
de nicho ecoldgico. En la conceptualizacién de Hutchinson [64] puede ser definido como
«las formas en las que las tolerancias y los requerimientos interaccionan para definir las
condiciones y los recursos necesitados por un individuo o especie para desarrollar su forma
de vida» [10] y puede distingurse entre el nicho fundamental y el nicho realizado.

El nicho fundamental es la combinacion de todas las condiciones y recursos que per-
miten a una especie mantener una poblacion viable indefinidamente. El nicho realizado es
el nicho fundamental disminuido por la competencia con una o mas poblaciones distintas
(10, 64].

Por lo tanto, el principio de exclusién competitiva puede ser enunciado de la
siguiente forma [10]:

«Si dos especies competidoras coexisten en un ambiente estable, lo hacen como
resultado de una diferenciacién en su nicho, es decir, una diferenciacién en su
nicho realizado. Sin embargo, si no existe tal diferenciacion, o si es el habitat
la impide, entonces una especie competidora eliminara o excluird a la otra.»
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Figura 2.8: Espacios fase de los cuatro
casos analizados. Los puntos blancos son
puntos inestables y los negros son estables.
La linea continua es la ceroclina de la po-
blaciéon N7 y la discontinua corresponde a
la de Nj. (a) Caso en el que Ny tiene ven-
taja competitiva Ny se extingue. (b) Caso
en el que N; tiene ventaja competitiva Ny
se extingue. (c.1) Caso biestable en el que
(c.2) N1y N3 pueden coexistir inicamente
si sus poblaciones iniciales se encuentran
sobre la separatriz Sy. (d) Caso de coexis-
tencia estable.
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2.2 Modelos presa-depredador basados en el modelo Lotka-Volterra

En las interacciones planta-hormiga de proteccién, puede considerarse que tanto las
hormigas como los depredadores folifagos compiten por un mismo recurso: la planta. Sin
embargo, el comportamiento mutualista, y que las hormigas sean simbidticas, podrian
generar la suficiente diferenciacién en el nicho realizado como para que las hormigas no
desplacen a los folifagos, ya sea debido a la proximidad al arbol, a que las hormigas sufran
poca depredacion en este o a que los alimentos que consumen ambas especies, néctar y
hojas, estan diferenciados.

Ademas de la formulacion del principio de exclusién competitiva, el modelo de dos
especies competidoras basado en el modelo Lotka-Volterra proveyé la forma para el primer
modelo de mutualismo.

2.2.2.4. Modelo mutualista

Gause (1934) utilizo la forma del modelo de competencia interespecifica para plantear
un modelo de ayuda mutua entre especies simbiéticas [36] y mds tarde, el modelo fue
propuesto nuevamente por Vandermeer y Boucher (1978) para poblaciones mutualistas
[128]. Ambos modelos pueden escribirse de la siguiente manera:

dN
d—l = TlNl — H1N12 + OéNlNQ
¢ (2.19)

dN-
d_tZ =rolNy — /€2N22 + BN1 Ny
Siendo: k;, con i = 1, 2, términos de competencia intraespecifica de cada especie en el
modelo de Vandermeer y Boucher y x; = = en el modelo de Gause —ver sistema (2.20);

a 'y 3 las tasas a las cuales las especies obtienen beneficios de su interaccién con la otra
poblacién mutualista.

dN- K- N N-
1:r1N1< 1 1 ta 2)

dt K,

2.20
@—TN Ky — Ny + BN, ( )
d 27 K,

Del andlisis de estabilidad del sistema (2.19) se obtienen dos casos:

1. Coexistencia estable: ambas poblaciones sobreviven tendiendo a densidades pobla-
cionales de equilibrio (ver figura 2.9a).

2. Coexistencia inestable: ambas poblaciones sobreviven creciendo infinitamente (ver
figura 2.9b). Este caso ha sido llamado la «orgfa de beneficios mutuos» por Robert

May [57].
Al igual que en el modelo de competencia, estos casos dependen de los parametros de
competencia intraespecifica y de los parametros de interaccion interespecifica. Las especies
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Figura 2.9: Espacios fase de los dos casos analizados. Los puntos blancos son puntos
inestables y los negros son estables. La linea continua es la ceroclina de la poblacién Ni y
la discontinua corresponde a la de Ns. (a) Coexistencia estable. (b) Coexistencia inestable.

coexisten en poblaciones estables si k1ky > «aff, una interaccion mutualista “débil”, y
crecen infinitamente si k1Ko < af, una interaccién mutualista “fuerte”.

Este modelo ha sido criticado por el caso inestable, ya que dos poblaciones no pueden
crecer indefinidamente si ambas tienen una capacidad de carga establecida.

En el modelo de Vandermeer y Boucher, no se consideran capacidades de carga, y
el crecimiento ilimitado se atribuye a la suposiciéon del modelo Lotka-Volterra de que las
especies crecen en un ambiente en que los recursos son tan abundantes que se pueden
considerar constantes.

En su andlisis, tanto Gause (1934) como Vandermeer y Boucher (1978) reconocieron la
necesidad de considerar que los beneficios disminuyen con la densidad de las poblaciones
mutualistas, lo cual puede estabilizarlas.

2.2.2.5. Modelo generalizado

Para n poblaciones, el modelo tipo Lotka-Volterra se escribe como [121]:

dx; -
CZ =x; | b + jzlaijxj =gi(x1, 29, ..., xy), 1,57=1,2,...,n. (2.21)
o bien
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2.2 Modelos presa-depredador basados en el modelo Lotka-Volterra

dw; - .
dxt = X; bz + a;;r; + Zp”(l']) , 1, )] = 1, 2, oy N (222)
J#i
donde
pij(;) = aijzy, 4, j=1,2,....n y j#Fi (2.23)

es la funcién de interaccion entre las poblaciones x; y x;, o bien, el efecto que tiene la
segunda poblacion sobre la primera. Por lo que

Jyg;
2y 2.24
oz, Dij ( )
De esta forma, el signo de p;; determina el tipo de interaccién que existe entre x; y x;.
Para visualizar de mejor manera este concepto se utilizara una modificacion de la llamada
«brujula» de interacciones.

La clasificacién de interacciones mediante signos (tabla 2.1) suele representarse grafica-
mente en la brijula de interacciones de Edward Haskell [15]. En la figura 2.10a se presenta
una version modificada de esta, en la cual, las interacciones se clasifican de acuerdo con
los signos de las funciones de interaccién.

Desde el punto de vista de las interacciones consumidor-recurso el signo de la funcién
de interaccion es

= — para representar la pérdida de masa o energia, o para representar la inhibicion
de la especie, por mortalidad o ahuyentamiento;
= + para representar una adquisicion de masa o energia, asi como para representar el
beneficio resultante de un servicio;
= ( en ausencia de un mecanismo de interaccion o si el efecto del mecanismo existente
no tiene repercusion en el cambio poblacional de la especie.
Con esta clasificacién de signos (figura 2.10b) se puede diferenciar entre mecanismos
y efectos netos de interaccion. Estos ltimos se obtienen al sumar todos los mecanismos
de interaccién relevantes.

2.2.3. Modelos de mutualismo de tres especies
A continuacion se presentan algunos modelos de mutualismo de tres especies para
visualisar su estructura®.

Rai et al. (1983) propusieron un modelo de mutualismo[105] para un sistema presa-
depredador en el que la presa es mutualista con otra especie

SEl andlisis de estabilidad se puede encontrar en las referencias correspondientes o en [29]. No se
incluyen ejemplos de sistemas herbivoro-planta-polinizador, pero este podria ser otro ejemplo de un
sistema mutualista de tres especies.
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09:

Comensalismo
(0, +)

Amensalismo Neutralismo Comensalismo
(-, 0) (0,0) (+,0)

Amensalismo

(Or _)

— ) 0
Pérdida de masa o energia I Adquisicién de masa o energia -I:
Inhibicion ! Beneficio por un servicio 99
(b) 7%,

Figura 2.10: (a) Clasificacién de la interaccién entre dos poblaciones x; y x2. En los
ejes se representa la funciéon de interaccién p;; como la derivada parcial de la respuesta
numérica de cada poblacién con respecto a la otra poblacion. Los signos representan los
efectos de los términos de interaccién, ver ecuacién (2.24). El parasitismo es una depredacién
y Unicamente se incluye para visibilizar este tipo de interaccién. La competencia también
podria ser depredacién mutua. Modificado de [15, 96]. (b) Significado de los signos de acuerdo
con la concepcién consumidor-recurso.

U = py(u, T)u
T = ap,(u, v)r — f(u, x)y (2.25)
?) =Yy [_3 + Cf(uv 1’)]
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2.3 ;Mutualismo o competencia? ;Exclusiéon competitiva o coexistencia?

siendo «, s y ¢ parametros constantes. En el sistema se supone una interaccién neu-
tralista entre el mutualista u y la especie no mutualista y.

Heithaus et al. (1980) propusieron el siguiente modelo [52] para un sistema con mir-
mecocoria (siendo z; la densidad de colonias de hormigas y x5 la densidad de semillas) y
un depredador de las semillas z3

Ty = 11 (a1 — anwy + a1pTs)
.'L;Q = X9 (CLQ + Q911 — Q92T — CL231'3> (226)

T3 = w3 (a3 + aga%e — assTs)

Al igual que en el caso anterior se supone una interaccion neutralista entre uno de los
mutualistas y la poblaciéon no mutualista. Ademas se supone que el beneficio mutualista
proviene que la funcién de interaccion entre ambos mutualistas y siempre es positiva.

En los sistemas planta-hormiga de proteccién, en cambio, el beneficio para la planta
proviene de la interaccion de la hormiga con el depredador. Ademas, el efecto neto de la
interaccion entre las plantas y las hormigas no siempre es benéfico.

Este problema resulta de modelar interacciones mutualistas cuyos beneficios estan
asociados a una interaccion indirecta. En estos casos la brijula de interacciones podria
no tener validez. Por ello se requiere elegir si se modelan efectos o mecanismos, o en su
defecto, una combinacién de ambos.

A diferencia del caso en el que se modelan los efectos netos, si se elige la representacion
del mecanismo, el efecto neto provocado puede no tener el mismo signo que los efectos
inmediatos, por lo que el efecto neto de la interaccion se debe interpretar de los resultados
del modelo.

2.3. ;Mutualismo o competencia? ;Exclusion compe-

titiva o coexistencia?

En las interacciones planta-hormiga de proteccion, tanto los depredadores folifagos
como las hormigas, se alimentan de un mismo recurso, la planta, por lo que su interaccion
podria tender a desplazar a una de las especies, de acuerdo con el principio de exclusion
competitiva. Sin embargo, el nicho de las hormigas puede estar diferenciado del de los
folifagos al ser simbidticas, alimentarse de partes diferentes de la planta y tener un com-
portamiento agresivo. De esta manera, la interaccién planta-hormiga podria permitir la
coexistencia entre las tres especies, ademéas de beneficiar a la planta y a las hormigas.

También podrian no existir beneficios netos para la planta resultantes de la interaccién
con las otras dos poblaciones por lo que el sistema podria ser de competencia entre dos
depredadores del drbol (un depredador verdadero o que pace y uno parésito) en lugar de
una interaccion mutualista.
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2.4. Objetivos

Con base en lo expuesto anteriormente, a continuacién se presentan el objetivo general
de este trabajo y tres objetivos particulares.

2.4.1. Objetivo general

Analizar la estabilidad asintotica local de sistemas de ecuaciones presa-depredador,
basados en el modelo Lotka-Volterra con interacciones mutualistas consumidor-recurso y
en la interaccion planta-hormiga de proteccion Vachellia- Pseudomyrmez, para estudiar
las dinamicas que permiten la coexistencia y el mutualismo de sus poblaciones.

Las tasas de consumo de recursos por parte de las hormigas, y de depredacion de
hojas por parte de los folifagos, asi como la frecuencia a la cual las hormigas ahuyentan a
los depredadores, podrian determinar que dos o tres de las especies interactuantes puedan
coexistir. Ya que en este trabajo no se cuenta con datos experimentales para asignar
valores a estos parametros, puede resultar de utilidad representar la estabilidad asintética
local del sistema en un espacio de parametros de forma que puedan variar en el intervalo
abierto (0, co) y donde se puedan visualizar las bifurcaciones del sistema.

2.4.2. Objetivos particulares

1. Plantear un modelo presa-depredador de mutualismo consumidor-recurso unidirec-
cional de proteccién basado en el modelo Lotka-Volterra con recursos limitados, para
el sistema planta-hormiga-depredadores folifagos.

2. Realizar un analisis de estabilidad asintotica local para determinar si pueden existir
soluciones de equilibrio estables donde coexistan las poblaciones mutualistas o las
tres especies interactuantes.

3. Obtener el espacio de parametros formado por la tasa de consumo de las hormi-
gas y la tasa de herbivoria de los depredadores folifagos, indicando las regiones de
estabilidad asintdtica local de cada solucion.

En el siguiente capitulo se realiza el analisis basado en estos tres objetivos particulares.
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Capitulo 3

Estabilidad del modelo mutualista

unidireccional de proteccion

El modelo se planteé identificando los componentes de importancia para la interac-
cion y haciendo reducciones para generar un planteamiento semejante al del mutualimso
consumidor-recurso unidireccional de proteccion, representado mediante un diagrama de
interaccién. Con base en este diagrama, se plantearon las ecuaciones de un modelo presa-
depredador basado en el modelo Lotka-Volterra y se obtuvieron los criterios de estabilidad
asintética local! y el espacio de parametros para los casos que se juzgaron de interés para
analizar la interaccion.

3.1. Reducciones iniciales

Se realizaron las siguientes reducciones del sistema Vachellia—Pseudomyrmex para
poder analizarlo mediante un modelo presa-depredador:

3.1.1. Ambiente

Las variables ambientales en el modelo presa-depredador se suponen constantes, sin
embargo se mencionan para reconocer la aproximacion que se estd haciendo al plantear
el modelo. En el ambiente se identificaron cuatro factores clave:

3.1.1.1. Factores abioticos constantes

La radiacién solar, la temperatura, la disponibilidad de agua y de nutrientes de la
planta se supondran constantes y en cantidad suficiente para favorecer su crecimiento.

'En este capitulo y en el siguiente, las referencias a la estabilidad deben entenderse como a estabilidad
asintdtica local —a menos de que se indique lo contrario—, ya que fue el tnico tipo de estabilidad que se
analizd.
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3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
PROTECCION

3.1.1.2. Dinamica dia-noche

La produccién de néctar en los nectarios extraflorales tiene una relacién directa con la
radiacién solar que el arbol recibe por lo que tiene su maximo alrededor de las 10:00 de la
manana y disminuye drasticamente el resto del dia [41]. La depredacién del arbol aumenta
durante la noche aunque las hormigas contintian patrullando el arbol. Por facilidad, esta
dindmica no se tomara en cuenta [66].

3.1.1.3. Lluvias e incendios

Durante la temporada de lluvias se ha registrado aproximadamente tres veces menos
produccién de néctar extrafloral [41]. Las lluvias y los incendios pueden ser un factor que
aumente la mortalidad de las hormigas y que mermen la cantidad de hojas del arbol, por
lo cual pueden ser importantes reguladores de sus poblaciones [67], sin embargo, estos
factores no seran considerados.

3.1.1.4. Competencia con otras plantas

Es importante notar que las observaciones de Janzen [68] indican que en ausencia de
hormigas del género Pseudomyrmez, las plantas V. cornigera no logran desarrollarse o
mueren debido a la competencia con otras plantas, por lo que el mutualismo se clasifica
como obligado. Sin embargo, no se consideraran otras especies de plantas para no complicar
el modelo, por lo que se supondra que la planta si puede sobrevivir en ausencia de las
hormigas.

3.1.2. Arbol

El arbol posee una variedad de componentes con diferentes dindmicas que estan in-
volucradas con su crecimiento y reproduccién. Sin embargo, se hicieron reducciones para
poder abordar el problema:

3.1.2.1. Crecimiento y reproduccién

Se supuso que los recursos del arbol son ilimitados pero que este tiene un limite
de crecimiento intrinseco. Ademads, ya que la reproduccién se lleva a cabo por medio
de organismos polinizadores, lo cual complicaria el modelo, inicamente se considerara
el crecimiento —el aumento de biomasa— de un solo organismo. Esto implica que no se
consideraran efectos sobre la reproduccion para evaluar el mutualismo.

3.1.2.2. Las hojas como poblacién

En lugar de considerar una poblacién de arboles, se utilizé la idea de que un arbol
contiene una poblacién de hojas [46]. Ya que las hojas compiten por la luz y estan sujetas
a limitaciones espaciales, se consideré que el arbol tiene una capacidad de carga de hojas.
Ya que se asume que no se consideran interacciones reproductivas para el arbol, se puede
considerar que la capacidad de carga es constante y que corresponde a la poblacién maxima
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3.1 Reducciones iniciales

de hojas que el arbol pueda producir.

Los otros rasgos del arbol con los que interactiian las hormigas para su alimentaciéon o
reproduccién estan ligados a las hojas morfolégicamente: los cuerpos de Belt crecen en los
apices de los foliolulos; el néctar se produce en nectarios extraflorales en la base de cada
hoja; y los domacios en los que anidan las hormigas son estipulas de la hoja en forma de
espinas.

Se supuso que las espinas estan siempre en suficiencia para que las hormigas las
ocupen, por lo que los rasgos que afectan el crecimiento de las hormigas son los que
representan una transferencia de masa. Esta masa resulta de la asignacién de nutrientes de
la planta a néctar y cuerpos de Belt, que de otra forma pudieron servir para el crecimiento
o mantenimiento de las hojas. Es decir que se puede pensar que las hormigas depredan a
las hojas al consumir sus recursos internos. Esta aproximacion subyace en la clasificacion
de esta interaccién desde el punto de vista consumidor-recurso (ver figura 3.1).

3.1.3. Depredadores folifagos

Se consider6 al gremio de los depredadores folifagos como una poblacién, por lo que
se supuso que en conjunto, los habitos de consumo, la asignacién de recursos a la re-
produccion, la mortalidad y la competencia con el gremio mismo, equivalian a los valores
promedio. Aunque no se especifica un mecanismo de competencia intraespecifica, se hizo la
suposicién de que este puede presentarse por explotacion, interferencia u otro mecanismo.

3.1.4. Hormigas

Las hormigas se alimentan casi exclusivamente de los recursos producidos por las
hojas, lo cual facilita la modelacién del sistema, sin embargo se requiere hacer suposiciones
sobre su reproduccién, el costo que la interaccién les conlleva y su posicion trofica:

3.1.4.1. Reproduccién

La hormiga reina es la inica que se reproduce en una colonia de hormigas, sin embargo
las obreras se encargan de la alimentacién de las larvas. Debido al supuesto de que la
colonia crece debido a la alimentacion, se puede considerar que toda la colonia participa
en la reproduccién, la cual estd regulada por la fecundidad de la hormiga reina.

3.1.4.2. Costo de la interaccion

No se encontraron estudios sobre los costos de la interaccion planta-hormiga de defensa
para las hormigas en el sistema Vachellia- Pseudomyrmex por lo que se supuso que las
hormigas no sufren un decremento poblacional significativo por el costo de defender el
arbol, con base en las observaciones de Frederickson et al. [35] (sobre otro sistema planta-
hormiga de proteccién) mencionadas en el capitulo anterior.
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3.1.4.3. Sin depredadores

Las hormigas son mayormente depredadas cuando bajan de los arboles para ir hacia
otro arbol por mas recursos. Como en este trabajo tinicamente se considera un arbol, se
supuso que las hormigas no tienen depredadores.

3.2. Planteamiento de las ecuaciones.

Con base en estas consideraciones y en el diagrama de mutualismo consumidor-recurso
unidireccional de proteccién, se planted el diagrama de interacciéon que se presenta en la
figura 3.1.

Hormigas (A) Depredadores (P)

Figura 3.1: ([zquierda) Diagrama de mutualismo consumidor-recurso unidireccional de
proteccién: My y Ms son poblaciones mutualistas; P es el depredador de M;; las flechas
continuas indican transferencia de masa y la linea discontinua con barra representa la in-
hibicién de los depredadores por parte de M. (Derecha) Diagrama de interaccién mutua-
lista consumidor-recurso unidireccional de protecciéon propuesto para el sistema analizado.
Créditos de la fotografia superior izquierda a Alexander Wild (www.alexanderwild.com):
la hormiga es de la especie Pseudomyrmez spinicola.

Para representar el cambio instantaneo con respecto del tiempo en la biomasa con-
tenida en las hojas (F'), en ausencia de depredadores (P) y hormigas (A), se utilizé la
ecuacion logistica. Se supuso que tanto los depredadores como las hormigas mueren en
ausencia de hojas, de igual forma que los depredadores en el modelo Lotka-Volterra, y que
las hormigas inhibien a los depredadores ahuyentandolos del sistema proporcionalmente
a la tasa de encuentro y a la densidad poblacional de ambas poblaciones. Se incluyeron
términos de competencia intraespecifica para los depredadores y para las hormigas con el
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3.2 Planteamiento de las ecuaciones.

fin de analizar la repercusién de estas interacciones en el sistema.

El sistema de ecuaciones acopladas de este modelo presa-depredador se representé de
la siguiente manera:

dr =rF (1—%) —ap,F'P —a,FA

dt

dP

E:_mpP+€papFP—XpP2_5aPA (31)
dA

— = ~MaA + g FA - XaA? — ¢, PA

Donde r es la tasa de crecimiento intrinseca de las hojas y K es su capacidad de carga;
a; son las tasas a la cuales los depredadores y las hormigas consumen a las hojas; m; son
las tasas a las cuales las poblaciones de depredadores y de hormigas pierden masa; €; son
factores de transformacién de recursos consmuidos a nuevos organismos de depredadores
y hormigas; x; es la tasa a la cual la poblacion de depredadores y de hormigas se inhiben a
sl mismas, es decir, son tasas de competencia intraespecifica; d, es la tasa de inhibicién de
los depredadores por parte de las hormigas; y ¢, es el costo que representa la inhibicién de
los depredadores para las hormigas. En los casos anteriores ¢ = p, a. Todos los parametros
descritos anteriormente no pueden ser negativos, por definicion.

Es importante notar que, ya que ambas especies se alimentan de la planta, hay dos
tipos de parametros que la benefician indirectamente: la limitaciéon propia de cada pobla-
cion que se alimenta de las hojas, y los parametros de interaccién entre los depredadores
folifagos y las hormigas. Ambos tipos de pardametros pueden tener repercusién sobre los
resultados mutualistas, asi como en la coexistencia de las especies.

El sistema (3.1) fue reescaldo de la siguiente forma, para facilitar su anélisis:

F(t) P(t) A(t) e, K e
= — _— = = — g o t
Xp€p K Xa€a 0a€a X Ope, K m o

P PP ) a — ) 5: 9 ¢: Ll ) ,up_ - y Ha:
r r r r r r

Por lo tanto:

Z_f:f(l—f—np—oza) (3.2)
-
Z_p — p(—pip + 1f — Fpp — 8a) (33)
-
g—a:a(—,uaﬂLaf—cbp—/faa) (3.4)
-
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3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
PROTECCION

3.3. Casos analizados

El analisis de establididad local asintética se llevo a cabo mediante el criterio Routh-
Hurwitz (ver apéndice A.2.3), unicamente para soluciones no negativas, analizando el
polinomio caracteristico del sistema 3 x 3% (ver apéndice A.2.3.1) y utilizando el software
Wolfram Mathematica 11.2, provisto por la Universidad Nacional Auténoma de México
(UNAM). Las soluciones numéricas se obtuvieron mediante la funcién NDSolve[], la cual
utiliza diversos métodos de aproximacién, como los incluidos en el algoritmo LSODA
[138].

La seleccion de casos se hizo teniendo en cuenta una sucesion imaginada de lo que
podria suceder durante la colonizaciéon de un arbol. Sin embargo se decidié no ligar los
resultados de cada caso con el siguiente y resaltar la dindmica de cada caso eligiendo los
valores de los parametros arbitrariamente.

Se analizaron los siguientes casos:

Sistema de una presa y dos depredadores sin competencia intraespecifica.
Sistema mutualista sin competencia intraespecifica.

Sistema mutualista con competencia intraespecifica de los depredadores.
Sistema mutualista con competencia intraespecifica.

Ol W

Sistema mutualista con competencia intraespecifica y costos significativos, debidos
a la interaccién mutualista (¢ > 0).

En el caso (1), los efectos de la competencia intraespecifica y de la proteccién de las
hojas son despreciables, lo cual podria ocurrir al inicio de la colonizaciéon de un arbol.
Conforme la colonia crece, aumenta su capacidad de defensa, lo cual se representa en el
caso (2). En el caso (3) los depredadores sufren los efectos de la competencia intraespecifi-
ca, lo cual podria suceder con el crecimiento de su poblacién. Lo mismo sucede con las
hormigas en el caso (4) y finalmente en el caso (5) se supone que el uso de recursos al
recorrer el arbol y proteger a las hojas es tan grande que la proteccién representa un costo
para las hormigas.

Unicamente en el caso (5) se supondrd que ¢ > 0, en los demds casos se supondra
¢ = 0 debido a la observacién de Frederickson et al. (2012) expuesta anteriormente.

El criterio de mutualismo utilizado se decidié atendiendo tanto al mecanismo de in-
teraccion como a su efecto.

En cuanto al mecanismo de interaccion, la proteccion de las hojas por parte de las
hormigas, mediante la accién de ahuyentar a los depredadores folifagos, y la provision
de recursos de las hojas a las hormigas, se consideraron como los tinicos mecanismos
mutualistas del sistema.

El efecto de la interaccion se califico como mutualista utilizando tres criterios, aplica-
dos a las poblaciones de las soluciones de equilibrio Ey, 4, donde las especies que sobreviven

2El lector interesado en el fundamento mateméatico del anélisis hecho lo puede consultar en [121].
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3.3 Casos analizados

se representaron con un «+» y las que no sobreviven con un «0» en la posicién de la le-
tra que corresponde a cada poblacion, siendo f, p v a, la densidad poblacional de hojas,
depredadores y hormigas, respectivamente. Las poblaciones de hojas correspondientes a
los puntos de equilibrio Fy,, se representaron con la notaciéon f,,, donde los signos que
sustituyen a las letras del subindice corresponden con los del equilibrio al que la poblacion
pertenece.

Las soluciones mutualistas cumplieron las siguientes condiciones:

1. Las hormigas sobreviven, y por tanto % > 0.

2. La poblacion de equilibrio de las hojas es mayor que su poblacién inicial: % > 1.

3. La poblacion de equilibrio de las hojas fue mayor cuando sobrevivieron las hormigas
(sin importar si los depredadores sobreviven) que cuando las hormigas se extinguie-
ron, es decir f4,4+ > fi4o0.

La clasificacién de puntos de equilibrio se llevé a cabo de acuerdo con la presentada
en el apéndice B.2.

3.3.1. Sistema de una presa y dos depredadores sin competencia

intraespecifica

En este caso se hace la suposicién de que las hormigas no protegen al drbol (6 =0y
¢ = 0) y no hay efectos de competencia intraespecifica en depredadores (r, = 0) ni en
hormigas (k, = 0), por lo que el sistema es:

L ra—f—maa
By ) 35
%:a(_ua"_af)

Se obtuvieron cuatro puntos de equilibrio (Ef,,) no negativos:

a Q@ — g
E+0+ = (%7 Oa a ) (36)

a2

E++0 = (&7 1 _2’up7 O> (37)
n n

Al igual que en los casos siguientes F g = (1, 0, 0) y Eogo = (0, 0, 0).
Analizando el punto de equilibrio E,, se observa que para que las poblaciones sean

mayores que cero, se debe cumplir que o > p, por lo que este es el criterio de existencia
de este punto de equilibrio.

Haciendo una aproximacién lineal
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3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
PROTECCION

dz
—=1J 3.8

con z = (f, p, a)T, en una vecindad del punto E,¢., se obtiene la matriz Jacobiana

T T« ~Ha
J == 0 _/sz + % O (3.9)
1]—Ea 0 0

y el polinomio caracteristico:

P(X) = det(J — AI) = 0
= CL())\3 —f- a1/\2 + ag)\ —|— as
— 3 (#a + pp — uan) A2 [@(#p + ) — pra(a + 1) A (3.10)

«Q o2

Ha(ta — @) (Ha) — ppt)
042

+

De acuerdo con el criterio Routh Hurwitz, se debe cumplir:

a1 >0, a3>0 y ajas > asag (3.11)
para que el punto de equilibrio sea asintéticamente estable, lo cual sucede cuando

€2 (3.12)

Hp  Ha
el cual es el criterio de estabilidad del punto de equilibrio £ .

Resolviendo la ecuacién (3.10) se obtienen los eigenvalores:

HaT)
(0

—ta E SHar Mo + e — 402
2a

(3.13)

A2, =

Si se cumple el criterio de estabilidad (3.12), entonces Re(A;) < 0, sin embargo, si
fah) > Hper, entonces Re(Ap) > 0.

Para que Re()\2,3) > 0, se tendrfa que cumplir que p,a — o > 0, sin embargo esto
incumpliria el criterio de existencia, por lo que Re(\2 3) < 0.

Finalmente, Im()9 3) = 0 si
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3.3 Casos analizados

402
Ho =900
o bien, Im(Aq 3) # 0 si
- 402
Ha 1+ 4a’

Por lo que, de acuerdo con la clasificacién de puntos de equilibrio en 3D (ver tabla
B.2), si los puntos E, (4 son inestables, pueden ser puntos silla o focos silla, ambos con dos
dimensiones hacia adentro y una hacia afuera. Si son estables pueden ser nodos estables
o focos estables.

Haciendo un analisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno
de los otros puntos de equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los
criterios que aseguran su existencia y estabilidad asintética local (ver tabla 3.1).

Tabla 3.1: Criterios de existencia y estabilidad asintdtica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.5) de una presa con dos depredadores sin competencia intraespecifica.

Equilibrio Existencia Estabilidad
Eiot a > g e <
Eito n > Hp “ip > u%

E o0 Siempre o< fa, 1< Hp
FEooo Siempre Inestable

En la tabla 3.2 se presenta la clasificacién de los puntos de equilibrio del sistema (3.5).
(Los criterios de clasificacién se pueden consultar en la tabla B.2.)

Tabla 3.2: Clasificacién de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.5).

Equilibrio Inestable Estable
> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o+ o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable
> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable
E. Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable
Eooo Punto silla (2 adentro, 1 afuera) e
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En este sistema no existe un punto de equilibrio de coexistencia de las tres especies
(Ey44), es decir que dadas ciertas poblaciones iniciales y valores de los pardmetros del
sistema unicamente sobreviviran las hojas y una de las otras dos poblaciones o ninguna
de ellas.

Es importante notar que
Hp¥

fro+ = [fr+o0 sobre n= 1y

Sin embargo, esta condicién no cumple los criterios de estabilidad de los puntos de
equilibrio en los que sobreviven las poblaciones de depredadores o de hormigas, por lo que
estos no son estables cuando f, ¢4 = fi 4o (ver tabla 3.1).

En la figura 3.2 se presentan: (a) el espacio de pardmetros del sistema, en el cual se
representan las condiciones de la tabla 3.1 en un espacio formado por los parametros de
tasas de consumo de las hormigas (a) y de los depredadores (n); (b) la dindmica temporal
de una solucién numérica del sistema, evaluando los parametros correspondientes al punto
rojo en la figura (a); y (c) el espacio fase de la solucién seleccionada en (a) y presentada
en (b): cada punto de este espacio se compone por las poblaciones de las tres especies.

En el caso presentado en la figura 3.2, con los valores de a y n indicados en el espacio de
parametros por el punto rojo, inicamente sobreviven el arbol y los depredadores folifagos,
sin embargo si se eligiera un punto en la regién lila (E, ) unicamente las poblaciones
de hojas y de hormigas sobrevivirian llegando a una poblacién de equilibrio estable. En
la regién verde (FE,qo) unicamente sobrevivirian las hojas con una poblacién de equilibrio
estable.

Aunque este sistema no puede ser mutualista porque se supuso que no habia interac-
cién de proteccién, para que fioy > fi o se debe cumplir que:

&>@ o bien 1>g

o Ui Hp  Ha

El cual es el criterio de estabilidad del punto de equilibrio F, ., por lo que E o, es
inestable (ver tabla 3.1) y el criterio no puede satisfacerse. Es decir que las hojas crecen
mas si sobreviven inicamente los depredadores comparado con el caso en el que sobreviven
solamente las hormigas.

En la figura 3.3 se muestra la poblacién de equilibrio de las hojas, relativa a su
poblacién inicial, dependiendo de la tasa de consumo de los depredadores (1) y de las
hormigas ().

Este resultado indica que, para un sistema con una presa y dos depredadores sin
competencia intraespecifica, el depredador con ventaja en su forma de depredar lograra
sobrevivir con una densidad poblacional que tiende asintoticamente a un valor constante.
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(a)
8 T T T T
Ha
6_ 4
5
o
) J1_ga
©
o a4l | Ho  Ha
E L]
3 +0+
c
o L n_.a
o ¢ ppbpa )
2_.. -
Hp
0 L i : o
0 2 4 6 8
Consumo de a (Q)
(b)
o 15 s
@ I
S fo
E 1.0 11.0 P
o Pao
DO_ 0.5 105 i
0, - - 0
0 20 40 60 80
tiempo

Figura 3.2: Anélisis del sistema (3.5) de una presa con dos depredadores sin competencia
intraespecifica; (a) espacio de parametros, las regiones de estabilidad estan relacionadas con
los puntos de equilibrio de colores correspondientes; los valores de a y 1 del punto rojo se
utilizaron para obtener (b) la solucién numérica del sistema respecto al tiempo y (c) su
espacio fase, donde —en concordancia con la clasificacién hecha en la tabla 3.3— se observa
que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solucién forma
una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo
las poblaciones en el tiempo final.
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3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
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Tabla 3.3: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.2.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
° 0> A1 > A2 M =0 =—)3 Foco estable
(a)
8 T T T T T
i 1_ga
Ha )up Ha
6F i / ,
o
S hd (Fp>Pa )
a
Q I
© fo
o 4}
£
a : +0+
2 2.00
S
1.75
2 “—
‘E
+00 Up ¥ 1.50
1.25
© 2 4 6 8
Consumo de a (a) -

Figura 3.3: Anadlisis complementario al hecho en la figura 3.2. Se muestran las poblaciones
de equilibrio de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fp), de los puntos de equilibrio

Eior y Eqqo.

3.3.2. Sistema mutualista sin competencia intraespecifica

En este caso se hace la suposicién de que las hormigas protegen el arbol (§ > 0),
no hay efectos de competencia intraespecifica en depredadores (k, = 0) ni en hormigas
(ke = 0) y no hay costos para las hormigas (¢ = 0), por lo que el sistema es:
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3.3 Casos analizados

df_

E—f(l—f—np—(m)

Z—p = p(—pp+nf —da) (3.14)
.

da

E:a(_ua+af)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (E¢,,) no negativos. Para analizar este siste-
ma se definird una matriz formada por los coeficientes de los términos de interaccion del
sistema. A esta matriz se le llamard matriz de interaccion (B). Los puntos de equilibrio
fueron:

Eivy=(f"p" a") (3.15)

Donde:

det(—B) det(—B) det (—B)
f=—onpa (3.16)
P =10(fa — @) + a(pta — apy) (3.17)
a = —n(NHa — i) (3.18)
-1 —n —«
B=[#y 0 -¢ (3.19)
a 0 0
det (—B) = —adn (3.20)
Ha a — HUq
E+0+ - <E, 07 a2 ) (321)
E++0 = <&7 d _2,up7 0) (322)
n n

Al igual que en el caso anterior E o0 = (1,0,0) y Egpo = (0, 0, 0). Haciendo un
analisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintdtica local (ver tabla 3.4).

En la tabla 3.5 se presenta la clasificacién de los puntos de equilibrio del sistema
(3.14). (Los criterios de clasificaciéon se pueden consultar en la tabla B.2.)
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Tabla 3.4: Criterios de existencia y estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.14) mutualista sin competencia intraespecifica.

Equilibrio Existencia Estabilidad
E,iy >0, p*>0, a" >0 Inestable
Eior a > g p<0
Eito n > pp a<0
E o Siempre o< flg, 1<y
FEoyoo Siempre Inestable

Tabla 3.5: Clasificacién de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.14).

Equilibrio Inestable Estable

Eipy * —

I Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o+ o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
0 o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

E. o0 Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

Eooo Punto silla (2 adentro, 1 afuera) —

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.2.1. La region biestable y la regiéon mutualista

Las poblaciones de las hojas de los equilibrios F.g. v F,.¢ son iguales, es decir,
f+p+ = f4++0, cuando

Hao _ Ep 4 bien Nite — atfty = 0, es decir a =0,

por lo que, para que se cumpla el criterio f,4 > fi 1o, debe suceder que:

Q@
77>ﬂ es decir a <0

tha

Ademas, los puntos de equilibrio F,, tnicamente son estables cuando p < 0, por
lo que las soluciones de equilibrio mutualistas ocurren dentro de la regién acotada por
a=0yp=0.Yaque el det (—B) < 0 siempre, las soluciones mutualistas ocurren cuando
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3.3 Casos analizados

p* >0y a* > 0. Porlo que en la regién en la que p < 0 y a < 0 existen tanto los puntos
de equilibrio F,,, E, .o, como F,q, siendo estables inicamente los dos ultimos (ver
tabla 3.4), por esta razén a esta regién se le llama biestable y se representa como B en el
espacio de parametros, en la figura 3.4, donde también se presenta la dindmica temporal
de una solucién numérica y su espacio fase.

El andlisis para determinar qué subregiones de la regién biestable corresponden a E 1
o a I/, g4 requiere de un desarrollo més detallado, el cual no se realizara en este trabajo.
Sin embargo, es importante notar que el caso es similar al presentado en las figuras 2.8c.1
y 2.8¢.2: dependiendo de las poblaciones iniciales, el sistema puede tender a un punto de
equilibrio Ey oy 0 E4 4.

En la figura 3.4a se elige una combinacion de parametros tal que se se alcanza el
punto de equilibrio estable E,o. (ver figura 3.4b). Manteniendo fijos esos pardmetros
pero eligiendo una poblaciéon inicial de las hormigas diez veces menor, el sistema tiende
asintéticamente al punto de equilibrio estable £ 1.

Unicamente si se eligieran poblaciones iniciales, tales que coincidieran con el punto
de equilibrio inestable £, o con la separatriz respectiva, las tres especies coexistirian
con densidades poblacionales constantes.

Ya que en la mayoria de los casos no se hara una distincion de dénde se encuentra la
separatriz, se representard la region mutualista en el espacio de pardmetros acotada por
p<0,a<0y f+f_§+ = 1 (M en la figura 3.6a), teniendo en cuenta que inicamente los
puntos de equilibrio £, estables son mutualistas en esta region.

En lo sucesivo, se identificard la region mutualista (M) mediante imégenes de Pseu-
domyrmez spp. y Vachellia spp. presentadas anteriormente en la figura 1.2. (Las foto-
grafias originales de Alexander Wild se pueden consultar en www.alexanderwild.com.)

En la figura 3.5 se muestra la poblacién de hojas, relativa a su poblacién inicial, como
funcién de n y de a y se ilustra que f},4+ = f4 40 sobre a = 0.

Comparando los valores de equilibrio de las poblaciones de las hojas dentro de B, en
las figuras 3.4b y 3.5b, se puede observar que fio+ > fii0. Ya que fi ¢ es constante
para un valor constante de n (ver figura 3.5), en la regién de B donde esto sucede y
I+

% > 1 el efecto de la interaccién es mutualista.

En el ejemplo de la figura 3.6 se utilizaron los mismos parametros que en la figura
3.4, a excepcién de los valores de § y de a, los cuales se aumentan. El valor de este ultimo
parametro hace que se evalie una solucion de equilibrio F, ¢, fuera de la regién biestable.
Ya que 0 no afecta el valor de f, (, esta solucion sirve de comparacién con los casos
anteriores para ejemplificar que f, o, > fi o Unicamente en la region biestable.

La regién biestable crece al aumentarse el valor de 0 (el cual afecta a p), por lo que
una proteccion mas intensa del arbol permite una region mutualista M mas amplia en el
espacio de parametros, como se muestra en la figura 3.6. Es decir que una proteccion més
intensa permite que las hojas crezcan a tasas de depredacion mayores, en los casos en que
las hormigas desplazan a los depredadores.
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3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
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(a)
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6 )
<= ' .
o * B | — p = 0
3 . a=0
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S o |.
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c
o
@) °
2F f _ |
—=1 : +0+
f[j '
. - pp
0 i ; ' :
0 2 4 6 8
Consumo de a (Q)
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Figura 3.4: Analisis del sistema (3.14): mutualista sin competencia intraespecifica; § = 6.1;
(a) espacio de parametros; las regiones de estabilidad y poblaciones de equilibrio de hojas
relativas a la poblacién inicial % estan relacionadas con el punto de equilibrio de color
correspondiente; la region B es biestable; los valores de a y 1 del punto rojo se utilizaron
para obtener (b) la solucién numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto
de equilibrio F4 ¢4, y (c) su espacio fase, donde —de acuerdo con la clasificacién hecha en la
tabla 3.6— se observa que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria
de la solucién forma una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo
inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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(a)
8 T T T
— p=0
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Figura 3.5: Andlisis complementario al hecho en la figura 3.4. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su poblacién inicial ( fp), de las soluciones de equilibrio F o+ y E4 0.
La poblacién de hojas fio+ > f+ 40 en la regién biestable (B). (b) Solucién numérica del
sistema (3.14) respecto al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E ¢, se utilizaron
los mismos valores que en la figura 3.4, salvo por a(0), la cual fue 10 veces menor en este
caso en comparacién al caso presentado en la figura 3.4. (c) Espacio fase de la solucién,
donde —de acuerdo con la clasificacién hecha en la tabla 3.7— se observa que el punto de
equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solucién forma una espiral.
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(a)
8 - .
-
Mg )
6+ E++D
= .
= M ‘B — p=0
3| — 4=0
O 4r — -1 -
g f . (;3 < U)
)] a=0
c 1
O AR RY LN FEER :
O .
i:‘l L +0+
- +D E E r
. Hp
O HE | [
0 2 4
Consumo de a ()
(b)
1.5} 15
® f
S 101 10 — 5
k! 1.03'9=fi pﬂ
< 05} "5
D- —
dg
of. ‘ : 0
0 20 40 60 80
tiempo

Figura 3.6: Anadlisis del sistema (3.14): mutualista sin competencia intraespecifica; § =
19.1; (a) espacio de pardametros; las regiones de estabilidad estén representadas por colores;
la regién B es biestable; la regiéon M (con una imagen de la planta y las hormigas en el
fondo) es mutualista; los valores de o y 7 del punto rojo se utilizaron para obtener (b) la
solucién numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E ¢4,
y (c) su espacio fase, donde —de acuerdo con la clasificacién hecha en la tabla 3.8— se observa
que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria de la solucién forma
una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo

las poblaciones en el tiempo final.




3.3 Casos analizados

Tabla 3.6: Clasificacion del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.4.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

e Rojo 0> A= A3 >\ M=0# X =—-X3 Foco atractor

Tabla 3.7: Clasificacion del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.5.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

e Rojo 0> X = A= )3 M=0# X =—-X3 Foco atractor

Tabla 3.8: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.6.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

e Rojo 0> A= A3 >\ M=0#X=—-X3 Foco atractor

3.3.3. Sistema mutualista con competencia intraespecifica de los

depredadores

En este caso se hace la suposicién de que las hormigas protegen el arbol (§ > 0), hay
efectos de competencia intraespecifica inicamente en depredadores (k, > 0y K, = 0) y
no hay costos para las hormigas (¢ = 0), por lo que el sistema es:

—;lf =f(1—f—np—aa)

.

—Zp = p(—pp +0f — Kpp — 0a) (3.23)
.

da

7, = a(—Hataf)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (E¢,,) no negativos:

B =(f"p" a") (3.24)

Donde:
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f = (ary = on)pa (3.25)
P = pa (6 +an) —a(d+ auy) (3.26)
a = a(kp + Nip) — Ha (772 + "fp) (3.27)
-1 —-n -«
B=|7n -k, —¢ (3.28)
a 0 0
det (—B) = o (ak, — In) (3.29)
Ha a — [lq
Eior=—,0, —— 3.30
+0+ ( o s Yy ()[2 > ( )
Fp 0y N — p
E..o= |2 L L 0> 3.31
++0 ( 772 + /fp 7]2 + K/p ( )
Eioo = (1,0,0) y Ego = (0,0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un

andlisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintética local (ver tabla 3.9).

Tabla 3.9: Criterios de existencia y estabilidad asintética local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespecifica.

Equilibrio Existencia Estabilidad
a; = "+ Kp" >0
* >0 !
! a = (1 + 1) 9" + a2 f'a* > 0
Eves P >0 az = f*p*a*det (—B) >0
a* >0 3
ajas > as
Eiot a > g p<0
Eito n >ty a<0
E g Siempre a < g, 1<l
FEyoo Siempre Inestable

En la tabla 3.10 se presenta la clasificacién de los puntos de equilibrio del sistema
(3.23). (Los criterios de clasificacion se pueden consultar en la tabla B.2.)
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Tabla 3.10: Clasificacién de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.23).

Equilibrio Inestable Estable

By * *

r Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o+ o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

1> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
0 o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

EL oo Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

Eooo Punto silla (2 adentro, 1 afuera) —

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.3.1. Casos en los que el det (—B) >0
Para que el det (—B) > 0 el valor de ¢ debe ser

aky
U

0 <

En este caso, el punto de equilibrio de tres especies E, , existe y es asintéticamente
estable (ver figura 3.7).

Las poblaciones de hojas en los equilibrios £, vy E o, son iguales (fy,+ = fi+0)
cuando

a Kp + . -
,u_zpz—n,up es decir a=0
«Q n° =+ Ky

En la figura 3.8 se muestra la poblacién de hojas como funcién de los valores de n y
a. Notese que las poblaciones de equilibrio fi ¥ fio4 son iguales.

Para que se cumpla el criterio fy,4 > fy o

Ha _ Kp+ Ny
- > - -
a n* + kp

Se debe cumplir:

2
o' « a
fp y K< Nty — N7

n >
Ha Mo — &

Las cuales son las mismas condiciones para que a < 0, en cuyo caso a¢* > 0 tinicamente
si det (—B) < 0 lo cual no cumple el criterio de estabilidad de E, .., por lo que las
poblaciones de hojas de equilibrio estables son f, . < fi 0.
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Consumo de p (n)
e S

N

Consumo de a (Q)

(b)
1.5 11.5
w d
0 i 1o/
510 1.0~ A
S v 0.8
o = alag  gg.-
0 Po .ok
505 05 a 04
o - Bl
& 0.2
oL ‘ ‘ ‘ 10 1.0
0 20 40 60 80 e
tiempo fify '

Figura 3.7: Analisis del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespecifica de los
depredadores; 6 = 0.01; (a) espacio de pardmetros; las regiones de estabilidad estén repre-
sentadas por colores; la regiéon blanca corresponde al equilibrio E4 | ; los valores de a y
del punto rojo se utilizaron para obtener (b) la solucién numérica del sistema respecto al
tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio F4 44,y (c) su espacio fase, donde —de acuerdo
con la clasificacién hecha en la tabla 3.11- se observa que el punto de equilibrio es un foco
estable, por lo que la trayectoria de la solucion forma una espiral; el punto verde representa
las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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8 T T T
— p=0
| — a=0
6t
S
o
O]
o
o 4t
=
>3
w
—
o
O

N

0 2 4 6 8
Consumo de a (Q)

Figura 3.8: Analisis complementario al hecho en la figura 3.7. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio E 44, Fio+

Yy Eito.

Tabla 3.11: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.7.

Punto evaluado Re(\;) Im(\) Clasificacién

[ ] 0>)\1,273 ES k

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

Asi mismo, ya que fi 4+ = fio4, ¥ Eyos esinestable sia <0, fio4+ < fi 40, por lo
que las poblaciones de hojas de las soluciones estables donde sobreviven los depredadores
son mayores que aquellas donde sobreviven las tres poblaciones o donde sobreviven las
hojas y las hormigas tinicamente.

Aunque en este caso no existen soluciones mutualistas, es importante notar que la
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competencia intraespecifica permite regiones de coexistencia estables de las tres especies.

3.3.3.2. Casos en los que el det (—B) < 0

Al aumentar el valor de §, de forma que

5>%7
n

det (—B) < 0y la region de coexistencia estable de tres especies desaparece, se genera
una region biestable delimitada por p =0y por @ = 0 (ver figura 3.9a).

Para poder caracterizar la estabilidad en dicha regién se requiere hacer un andlisis
mas detallado el cual no se llevé a cabo en el presente trabajo. Dependiendo del punto que
se elija en la regién y de las poblaciones iniciales que se elijan, la estabilidad del sistema
serd F, 1o 0 F,oy (ndtese que en la figura 3.9 el equilibrio seleccionado dentro de la regién
biestable es E, ).

El criterio mutualista fi o4+ > fi 10 se cumple en la regiéon biestable, donde a < 0,
det (—B) < 0y p < 0, en cuyo interior se encuentra la regién mutualista de la solucién
E.o+ (M en la figura 3.9a) en la cual la poblacién de hojas aumenta (% > 1).

En la figura 3.10 se muestra el tamano de las hojas como funcién de 7 y de a. Nétese
que fi40= fro+ ena=0.

Al aumentar el valor de § la regién mutualista en el espacio de parametros se vuelve
mayor, como en el caso anterior (ver figura 3.6).

3.3.3.3. La competencia

Como se menciond anteriormente, aunque la competencia es un tipo de interaccion
que suele asociarse a la confrontaciéon de dos especies para consumir un recurso —debido
a que comunmente se define de acuerdo al tipo de mecanismo observado—, este tipo de
interaccion también se refiere a efectos netos o instantaneos negativos provocados por una
poblacién hacia si misma (si es competencia intraespecifica) o efectos negativos entre dos
poblaciones distintas (si es competencia interespecifica).

En este sentido, el comportamiento mutualista de las hormigas podria ser interpreta-
do como un mecanismo de competencia interespecifica, que al analizar las interacciones
completas resulta ser parte de un sistema mutualista indirecto.

Se hace esta precisién porque comtinmente se analizan sistemas de dos especies donde
las interacciones solo pueden ser de un tipo. En esos sistemas la competencia interespecifica
y el mutualismo suelen ser excluyentes. Sin embargo en este sistema la competencia es
parte fundamental de la interaccién mutualista.

El comportamiento mutualista permite una regién de estabilidad mas amplia en el
espacio de pardmetros para la especie con ventaja competitiva (las hormigas) y para su
recurso (las hojas); asi como una regién mutualista mas amplia, lo cual es benéfico tanto
para las hojas como para las hormigas.

66



3.3 Casos analizados

(a)
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o — a=0
Q
3
o 4f ] )
= (P < U)
S o |-
) a<0
: Eu
+0+
O
2_ i
.E+DD
Hp
0 s : —
0 2 4 6 8
Consumo de a (a)
(b)
L, 125 11.25
@ 1.00f 100 _ L
o fy
5 075 075 5
2 0.50; 050  Po
O 0.25! 025 — 5
of, : : —D
0 20 40 60 80 Wi
tiempo fify 1402

Figura 3.9: Andlisis del sistema (3.23) mutualista con competencia intraespecifica de los
depredadores; 6 = 2.26; (a) espacio de pardametros; las regiones de estabilidad estén repre-
sentadas por colores; la regién B es biestable; la regién M (con una imagen de la planta
y las hormigas en el fondo) es mutualista; los valores de « y 1 del punto rojo se utilizaron
para obtener (b) la solucién numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto
de equilibrio E ¢, y (c) su espacio fase, donde —de acuerdo con la clasificacién hecha en la
tabla 3.12— se observa que el punto de equilibrio es un foco estable, por lo que la trayectoria
de la solucién forma una espiral; el punto verde representa las poblaciones en el tiempo
inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Ot
]

Consumo de p (1)

0 2 4 R
Consumo de a ()

Figura 3.10: Analisis complementario al hecho en la figura 3.9. Se muestran las poblaciones
de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio E ot y E4 0.

Tabla 3.12: Clasificaciéon del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.9.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

° 0> = Az > )\ AM=0# X =—-)3 Foco estable

En cambio, la competencia intraespecifica permite la coexistencia estable de las tres
especies, lo cual puede ser interpretado como benéfico para los depredadores folifagos. Sin
embargo, también podria ser benéfico para las hojas, esto se explorara en los siguientes
sistemas.

A continuacion, al sistema analizado se incluira el término de comptencia intraespecifi-
ca de las hormigas y en el ultimo sistema se supondra que estas sufren costos significati-
vos en su cambio poblacional por proteger al arbol, lo cual puede ser interpretado como
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un término de competencia interespecifica sobre las hormigas debido a los depredadores
folifagos.

3.3.4. Sistema mutualista con competencia intraespecifica

En este caso se hace la suposicién de que las hormigas no sufren costos por proteger

a las hojas (¢ = 0).

af

g—f(l—f—ﬁp—@a)

Byt o — 60) (3.32)
-

da

e =a(—pa +of — Kea)

Se obtuvieron cinco puntos de equilibrio (E¢,,) no negativos:

By =(f" 1" a") (3.33)
Donde:
det(—B) det(—B) det(—B)
f =1 (Katlp — Ofta) + Kp (Ko + thla) (3.34)
P=0(pa — )+ a(pa — app) + Ko (N — pp) (3.35)
i@ = alky +npp) — o (17 + p) (3.36)
-1 —n -«
B=|n -k, —¢ (3.37)
« 0 —kK,
det (=B) = (nka — ab) + K (& + Ky) (3.38)
Kq T Qg o — g
E = 0 3.39
+0+ (az‘i‘ﬁa, 7042+/’€a) ( )
Fp 01y N — p
E — p p’ p ,0 3.40
o= (e At o) (3.40

Eiopo = (1,0,0) y Egpo = (0,0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un
analisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran
su existencia y estabilidad asintética local (ver tabla 3.13).
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Tabla 3.13: Criterios de existencia y estabilidad asintdtica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.32) mutualista con competencia intraespecifica.

Equilibrio  Existencia Estabilidad

ay = f*+ Kpp" + Kga* >0

>0
I f* - ay = Kakipp*a*+(ky + 0?) f*p*+ (ke + a?) f*a* >0
et 2* ~o = [watdet(-B)>0

ai1ao > as
Eioy a>fp, p<0
Eito n > Hp a<0
E 0 Siempre < g, N < fip
Eyoo Siempre  Inestable

En la tabla 3.14 se presenta la clasificacion de los puntos de equilibrio del sistema
(3.32). (Los criterios de clasificacién se pueden consultar en la tabla B.2.)

Tabla 3.14: Clasificacién de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.32).

Equilibrio Inestable Estable

Eivy * *

5 Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o+ o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
0 o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

E. o Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

Eooo Punto silla (2 adentro, 1 afuera) —

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

3.3.4.1. Casos en los que det (—B) >0
El sistema (3.32) tiene soluciones mutualistas y no mutualistas si el det (—B) > 0.
Esto implica que el valor de ¢ debe ser:
ke + 02Ky + Kakip
arn

0 <

Lo cual implica que los puntos de equilibrio £, ;. son asintéticamente estables local-
mente (ver tabla 3.13).
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Caso no mutualista

Para las condiciones:

on
n=>ppy y a>—
Kp

Las soluciones son no mutualistas si f1 9 > fi,+, lo cual ocurre si:

(o — pa) + a (aupy — Npta) . a(aup+5)2%
N — Hp and

Kg >

O si:

o (npp + Kp) > 1y > a (apy +6)
n? + Ky “ and

Este ultimo caso se analiza en la figura 3.11, mediante el espacio de parametros, la
dindmica temporal de una solucién y su espacio fase.

En la figura 3.12 se muestra la poblaciéon de hojas como funcién de n y de a. La
poblacién f, . siempre es menor que fi 1oy fri+ = fiioen a =0, en cuyos valores
ninguna de ambas poblaciones es estable.

Caso mutualista

El criterio fy 44 > fy4o se cumple si g > p, y:

04<5—77, ﬁa>5(a_ﬂa)+a(aﬂp_77ﬂa) . a (aptp + Kp)

> Ha
Fp = Hp 7+ Kp

Por lo que las soluciones de eqilibrio E,,, estables son mutualistas si se cumplen
estas condiciones. Este caso se analiza en la figura 3.13. Ademads, en la figura 3.13 hay
soluciones mutualistas en la region de puntos de equilibrio estables E. ., esto ocurre para
las condiciones

a(anpe — apty) + Ka (N — f1p) 5 ke + 02Ky + Kakp
O — Uq an

Y

n>pp Yy

y ademads fy 4 > fio4+ > fito, sl

pp (0% + k) <77§% v Ky < Uk (“a"“O‘lua)_,Upn(QQ‘i‘“a)’
Qg + Kq Ha «Q (Oé - :ua}
o bien, si:
s O (p = 1ta) _ oy < n* (Ko + o) — pp7 (0% + Ka)
Ha Ha — & « (Oé - :U’ll)
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Consumo de p (n)
e S

N

Consumo de a (Q)

(b) (c)
1 5 B 1 5 . ': 7-7-"'-—.,?

§ . L 10¢ 7/ A
o 1.0 1.508:{ 1.0 fo 08"; by :
e £ /a 1 .
= 2o @80 g} T
g 0.5\/.. os % ol s
. @ 0.2} " /0.

ol 1o P s

0 20 40 60 80 12T a4 PlPo

tiempo fifo 16~

Figura 3.11: Anélisis del sistema (3.32) mutualista con competencia intraespecifica; (a)
espacio de pardmetros; las regiones de estabilidad estdn representadas por colores; la regién
blanca corresponde al equilibrio E 4 ; los valores de a y i del punto rojo se utilizaron para
obtener (b) la solucién numérica del sistema respecto al tiempo, la cual tiende al punto de
equilibrio E4 14, y (¢) su espacio fase, donde se observa que el puto de equilibrio es estable —
aunque no se clasificé el punto de equilibrio porque no se calcularon los eigenvalores, ver tabla
3.15, esto se sabe por el criterio de estabilidad. El punto verde representa las poblaciones
en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el tiempo final.
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Figura 3.12: Analisis complementario al hecho en la figura 3.11. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio F4 4,

Eiory Eqto.

Tabla 3.15: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.11.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

[ ] 0>)\1,273 ES k

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

En este caso (figura 3.13), la regién mutualista contiene puntos de equilibrio estables
E i,y Eior. Notese que las poblaciones de hojas de los pardmetros elegidos cumplen
con esta desigualdad fi . > fio4.

En la figura 3.14 se muestra la poblaciéon de hojas como funcién de n y de o y los
espacios fase de las soluciones elegidas en la figura 3.13.
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4 ;
3t ; 1
= = .
~ fo — p=0
o P
Ly — a=0
o 2 1 .
o (p <0 )
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) a>0
c
o] .
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—=1
Hn
0
0 3 4
Consumo de a (a)
(b) ewm (c) o
1.25N 1125 15 15
g 1.00 1125=L 11.00 ot g Z ot
S 075 2 A S 1.0 ~ 10 g
So. : S 1.078=
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(d) Figura 3.13: Anadlisis del sistema (3.32)
1.25¢ 1128 mutualista con competencia intraespecifica;
@ 1.004 Lo7at oo (a) espacio de pardmetros; las regiones de
5075 o 075 1 estabilidad estan representadas por colores;
& 0.50! 10,50 i la regién blanca corresponde al equilibrio
§ 025 loos _ 2 Ei.4; laregiéon M (con una imagen de la
ol 0 & planta y las hormigas de fondo) es mutualis-
50 100 150 ta; los valores de a y 17 de los puntos indica-
tiempo dos se utilizaron para obtener las soluciones

numéricas respecto al tiempo de los puntos
evaluados (b) ¢ M (marrén), (c) e rojoy (d)
E. .o (anaranjado).
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(a)
4 . g '
— f):O
M™% i .
_ fU — a:O
3r i:1 I . -
_ S N
S f, = f, a>=0
Q 1]
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S .
[#)] i
C 1]
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Figura 3.14: Analisis complementario al hecho en la figura 3.13. (a) Se muestran las po-
blaciones de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio
E i, Fiory Eiip. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos
de equilibrio y las figuras (b) e M (marrén), figura 3.13b, (c) e rojo, figura 3.13c, (d) »
E. o (anaranjado), figura 3.13d.

Este es un resultado importante porque la coexistencia de las tres especies permite
puntos de equilibrio mutualistas en los que las hojas crecen mas que si sobrevivieran
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Tabla 3.16: Clasificacion del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.13.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
e £, (marrén) 0> A1 23 * *
e Rojo 0> X =N3>\ A =0# X =—)3 Foco estable
* Lo _ _ _
(anaranjado) 0> X > X= A3 AM=0# X =—-)3 Foco estable

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

Unicamente junto con las hormigas.

3.3.4.2. Casos en los que det (—B) < 0

Al aumentar el valor de delta de tal forma que:

2 2
N'Ke + QA Ky + KaFyp
an

o>

det (—B) < 0, por lo que el criterio de estabilidad de E, . no se cumple (ver tabla
3.13) y se genera una regién biestable. Dentro de esta regiéon a < 0, p < 0 y se cumple
el criterio fio4 > fi 10, por lo que los puntos de equilibrio F,(, pueden ser mutualistas
dentro de esta regién (figura 3.15).

A diferencia de los casos anteriores en los que el det (—B) < 0, fyi0 = firo4 DO
coincide con @ = 0 y, como en el caso presentado en la figura 3.13, hay una regiéon
mutualista de puntos de equilibrio £, o, fuera de la regién biestable.

Fuera de la regiéon biestable, donde p < 0y a >0, fio4+ > fi 1o cuando:

2 2 2
a + + - a +
0> o (n° + kp) v RO (Nptp + Kp) — apta (1° + Kp)

Ny =+ Kp n(n— tp)

En este caso, los puntos de equilibrio £y, que cumplen con estas condiciones son
mutualistas, situacion que se ejemplifica en las figuras 3.15 y 3.16.

Nuevamente, la competencia intraespecifica en ambas especies tiene efectos sobre la
region mutualista expandiéndola y permitiendo puntos de estabilidad E, o, mutualistas
en regiones donde a > 0y p < 0.

Finalmente se analiza el efecto que podrian tener los costos por proteger el arbol sobre
la poblacion de hormigas.
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8 ;
Ha
6_
= -
~— — = 0
o P
L — a=0
O 4f .
e ( p<0 )
= ® ~
) a<0
c
O
O
2_
. E+DD
0 L
0 2 4 8
Consumo de a ()
(b) e (c) oM
1.5 . 1.5 1.251 11.25
1459=—
4 ' f @ 1.00; 1136=L 100§
2 1.0 10 —; c : -7
S o S 0.75 075 B
° £ g £
% 0.5 0.5 pao % 0.50¢ 10.50 ,2]
g — & 0.25¢ 1025 — =
O}, : : - 0 Of, - : - 10
20 40 60 80 20 40 60 80
tiempo tiempo
(d) Figura 3.15: Anélisis del sistema (3.32)
125 1.25 mutualista con competencia intraespecifica;
@ 1.00 st 100 (a) espacio de parametros; las regiones de
§075 o 075 estabilidad estan representadas por colores;
& 050 0.50 pﬁﬁ la regién B es biestable; la regiéon M (con
§ 0.25 005 _ & una imagen de la planta y las hormigas de
0 0 % fondo) es mutualista; los valores de v y 7
20 20 60 80 de los puntos indicados se utilizaron para
tiempo obtener las soluciones numéricas respecto al
tiempo de los puntos evaluados (b) e rojo,

(c) e M (lila) y (d)

E, ¢ (anaranjado).
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)]

=

Consumo de p (1)

D

Figura 3.16: Andlisis complementario al hecho en la figura 3.15. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio F g4
vy F419. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos de equilibrio
y las figuras (b) e rojo, figura 3.15b (c¢) e M (lila), figura 3.15¢, (d) » Ey1¢ (anaranjado),
figura 3.15d.
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Tabla 3.17: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.15.
Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
e Rojo 0> A= A3 >\ M=0# X =—-X3 Foco estable
o F o, (lila) 0>X=Ng >\ AM=0# N =—)\3 Foco estable
* Eivo 0>d=X>M M =0#=—)\ Foco estable
(anaranjado)

3.3.5. Sistema mutualista con competencia intraespecifica y cos-

tos para las hormigas

En este caso se analizara el sistema de ecuaciones propuesto, con todos los parametros

positivos. Debido a

que se supone que los costos por proteger el arbol tienen un efecto

negativo sobre el cambio poblacional de las hormigas y surgen de su interaccion con
los insectos, este término resulta muy similar a uno de competencia interespecifica. Sin
embargo estos costos no pueden ser mayores a la tasa a la cual los depredadores folifagos

son ahuyentados de

las hojas, es decir § > ¢.

d

d_f:f(l—f—np—aa)

.

Z_p =p(—p +1f — Kpp — da) 4y
T

z_a:a(_ua+af—f€aa—¢p)

=

Se obtuvieron puntos de equilibrio (E¢,,) no negativos:

Donde:

Er=(f"p" ) (3.42)

f f . P . a

“det(-B) ¥ T det(-B) “ T det(—B)
f = Kq (“p + nﬂp) — 0 (e + ¢) + o (“p:ua - Np¢)
p=20 (:ua - a) +a (nﬂa - O‘Np) + Kq (77 - //Jp) (3-43)
a = oky+nup) = tta (N> + Kp) + & (1 — 1)
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-1 —n -«
B=|1n -k, —0
a —¢ —Kq

det (=B) = (nka — ad) + K, (@ + ko) — ¢ (6 + an)

Kgq + Qg o — g
E = 0
+0+ < 062 + Ka ) 042 + Iia)

Kp + 0ty 1 — p
E — 4 p7 p,0>
o <772+va 7+ fy

(3.44)

(3.45)

(3.46)

(3.47)

E.oo = (1,0,0) y Ego = (0,0, 0), al igual que en el caso anterior. Haciendo un
andlisis de estabilidad local del sistema en una vecindad de cada uno de los puntos de
equilibrio, y mediante el criterio Routh-Hurwitz, se obtuvieron los criterios que aseguran

su existencia y estabilidad (ver tabla 3.18).

Tabla 3.18: Criterios de existencia y estabilidad asintdtica local de los puntos de equilibrio
del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespecifica y costos para las hormigas.

Equilibrio  Existencia Estabilidad

a1 = Kpp* + Kea* + f* >0

>0
5 L2y = (4 ) D+ (o 0?) Fa* + (Rary — 66) p'a” > 0
i z* <0 az = f*p*a*det (—B) >0

aias > as
Eiot Q> g p<0
E++(] n > /lzp a < 0
E o0 Siempre o < g, N < [l
Eyoo Siempre  Inestable

En la tabla 3.19 se presenta la clasificacion de los puntos de equilibrio del sistema

(3.41). (Los criterios de clasificacion se pueden consultar en la tabla B.2.)

3.3.5.1. Casos en los que det (—B) >0
Para que det (—B) > 0, el valor de ¢ debe ser:

5 < 0 Kq + Kp (0% + Kq) — anp
ane

Lo cual implica que los puntos de equilibrio E, ; son estables (ver tabla 3.18).
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Tabla 3.19: Clasificacién de los puntos de equilibrio posibles del sistema (3.41).

Equilibrio Inestable Estable

By * *

B Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
o+ o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

1> Punto silla (2 adentro, 1 afuera) Nodo estable o
0 o foco silla (2 adentro, 1 afuera) foco estable

EL oo Punto silla (1 adentro, 2 afuera) Nodo estable

Eooo Punto silla (2 adentro, 1 afuera) —

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

Caso no mutualista

La poblacién de hojas de los puntos de equilibrio E, g, fi 9, son mayores a la
poblacién de hojas de 11y Eyot, f+p+ (por lo que no hay soluciones mutualistas), si

o (Npy + Kp) — o (N? + Kp) o (N + Kp) — apta (* + k)
n>pp, @< — 2y ke < — s
n— Hp n(n— p)

y alguno de los siguientes grupos de condiciones:

Condiciones 1:

0) — lq )
Ka>a(aup+ ) — ta (an + )’ 5< M
n—Hp n
2 _
o> P tny) o ol —ap) e
Nip + Kp @ — Ha Hp
obien 0 >0 para «a> 1Ha
Hp
Condiciones 2:
5§04(77Ma—@ﬂp) ,U/a(772+/£p)<a<%
O — [l Ny + Kp Hp

En la figura 3.17 se presenta un ejemplo de este caso en el que se eligieron valores de
los parametros de forma que:

=0, fp=lla, Kp=ra O=¢ y p(0)=a(0),

para resaltar la coexistencia estable de las tres especies en los puntos de equilibrio
E. . cuando los depredadores de las hojas y las hormigas tienen los mismos prametros.
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8
Ma

6} |
= .
o — p=0
5 — 3=0
o 4 1 )
& (p::-O]
=3 [ ] -
wn a=0
-
o
&)

2¢ 1
0 : -
0 4 6 8
Consumo de a (Q)
(b)
1.2} 12
@ 1.0¢ no ¢
S 08! ; 0g M
£ 0.6/ l06 B
a 0.4} 104 — 3
0 20 40 60 &0 o
tiempo fify 1.27

Figura 3.17: Anélisis del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespecifica y costos
para las hormigas; § = ¢ = 0.4; (a) espacio de pardmetros; las regiones de estabilidad estéan
representadas por colores; la regiéon blanca corresponde al equilibrio E, 4 ; los valores de «
y 1 del punto rojo se utilizaron para obtener la (b) la solucién numérica del sistema respecto
al tiempo, la cual tiende al punto de equilibrio E; 1,y (c) su espacio fase, donde se observa
que el puto de equilibrio es estable —aunque no se clasific6 el punto de equilibrio porque no
se calcularon los eigenvalores, ver tabla 3.20, esto se sabe por el criterio de estabilidad. El
punto verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones
en el tiempo final.
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Las dos poblaciones se alimentan del mismo recurso, de la misma forma, se comportan
igual en ausencia de él y logran coexistir en una region de los parametros.

La regién de los puntos de equilibrio £, , estables en el espacio de pardmetros puede
aumentar al incrementar los valores de competencia intraespecifica de ambas especies.

Tabla 3.20: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.17.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

e Rojo 0> XA 23 * *

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

Caso mutualista

El criterio mutualista f4 ,+ > fi ¢ se cumple en mediante las siguientes condiciones:

o< a(nﬂp—i_ﬂp)_ﬂa(nQ—i_ﬁp)’ . Oé(aup+5)—ua(an+5)’
0= n— p

Ahp y a>“a(772+“p)
Nip + Kp

o>

Con lo cual existen puntos de equilibrio estables mutualistas E, vy Fig4.

Este caso se muestra en la figura 3.18 y se muestra la poblacién de hojas dependiente
de los valores de o y de 7 en la figura 3.19.

Los puntos de equilibrio estables £, mutualistas se encuentran entre f, o= fio4
y p = 0. Nétese que la poblacién de hojas del punto (e M) evaluado en esta regién en la
figura 3.18 es mayor a aquella que se evaltia en la regién de puntos de equilibrio estables
E, .., e rojo ,(comparar figuras 3.18b y 3.18c¢).

Tabla 3.21: Clasificaciéon del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.18.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
e Rojo 0> XA 23 * *
e M (lila) 0> A >N = )3 M =0#£ X =—)3 Foco estable
e Eiio _ _ _
(anaranjado) 0> A= A3 >\ M=0#X=—-X3 Foco estable

«significa que los eigenvalores no fueron calculados.
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O (a)
Ha
: f
6} f_:1
= 0 .
o p=0
% a=0
o }
e p> 0)
a a>0
o
Q
O
Consumo de a (a)

(b) e (c) oM
2.0 2.0
2.0} 2.0
® 015 L 15
@ 1.5¢f 1642—£ 1.5 i Q 1'663_f[| —_ !
s ' f fo 5 fy
S 10 10 L g 10 0 p
e Po - Po
O 0.5 105 a o 0.5 0.5 a
o ag o T a
o ‘ o ob. , ‘ 0
0 20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
tiempo tiempo
(d) Figura 3.18: Anélisis del sistema mutualis-
2.0 2.0 ta con competencia intraespecifica y costos
8 .5 —7 15 L para las hormigas; (a) espacio de pardme-
15 b fo tros; las regiones de estabilidad estan repre-
& 1.0 1.0 £ sentadas por colores; la regién blanca co-
) Po e .
S 0.5 o5 _ & rresponde al equilibrio E4; la regiéon M
0 0 % es mutualista; los valores de a y 1 de los
0 20 40 80 80 100 puntos indicados se utilizaron para obtener

tiempo

las soluciones numéricas respecto al tiempo
de los puntos evaluados (b) e rojo, (c) ® M
(lila) y (d) » E44o (anaranjado).
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(a)
8 . o ,
=0
=0
6 N 0)
= >0
O
Q
Q@
o 4f
e
3.75
> 3.50
5 3.25
O 3.00
2.75
2 2.50
225
2.00
1.75
1.50
1.25
0
0

— p/po 10/ plpg
B
i 20704 f/f ~0.0

Figura 3.19: Anailisis complementario al hecho en la figura 3.18. Se muestran las pobla-
ciones de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio
E i, Fior vy Eiqp. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos
de equilibrio y las figuras (b) e rojo, figura 3.18b (c) e M (lila), figura 3.18¢, (d) » E44o
(anaranjado), figura 3.18d.
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3.3.5.2. Casos en los que det (—B) < 0
Para que det (—B) < 0, el valor de ¢ debe ser:

5> 0 Kq + Kp (0% + Kq) — anp
ane

Caso no mutualista

El sistema no es mutualista en el caso en el que f. ¢ > fio+, lo cual ocurre cuando:

1 (taf + ©) — pp (an + @)
o — g

N>y, Ky <
Ademas de alguno de los siguiente conjuntos de condiciones:
Condiciones 1:

tp (02 + Kq) oo (aupty — npta)

n < y
Ol + Kq n— HKp

Condiciones 2:

> fp (&2 + Ko 5> 1 (apta + Ka) = pp (&7 + Ka)

K O[:ua_’_lia 7 Q& — Uq 7
Kq 2 (g + Kq) — o’ + Kk,
LY y,@p>77(“ ) — k1 (@ + Ka)
(o — pa)

Un ejemplo de este caso se presenta en la figura 3.20. Se eligieron valores de forma
que:

N=0q, fp=fa, FKp=ra, 0=p v p(0)=a(0)

Nétese en la figura 3.21 que f, ;o = fio+ se encuentra dentro de la regiéon biestable y
coincide con el punto de equilibrio inestable £, | . En este ejemplo, los puntos en los que
f++0= f+o4 coinciden con los de la separatriz que lleva al punto de equilibrio inestable
E, en el espacio fase.

También en la figura 3.21, se presentan las ceroclinas del sistema (3.41) con los pardme-
tros seleccionados en cada punto evaluado en la figura 3.20. Los puntos de equilibrio e
rojoy e F, . se alejarian de ® E/, | | si se siguiera variando el valor de o para cada punto.
Ademas, ya que @ E,,, es inestable en este caso, cualquier punto diferente al punto de
equilibrio £, o a una poblacién sobre la separatriz que lleva a él, tendera al punto de
equilibrio E gy 0 E4 4.
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Consumo de p (n)

()]

(a)

S

N

tiempo

0 -
0 2 < 6 8
Consumo de a ()
(b) o (c) eE..
1.739=1
w15 YT 15 . w 150 " 115 .
Q fo L Q L
S 1.0 10 0 S 10 10 M
g : » 8 . »
5 p = p
Sos 05 & Sos 05 &
a ~ a L ~
0 0 Ot 10
20 40 60 80 100 0 20 40 60 80 100
tiempo tiempo
(d) Figura 3.20: Anélisis del sistema mutualis-
ta con competencia intraespecifica y costos
i : 1
® 1.5 1587=F 1.5 i para las hormigas; 06 = ¢ = 0.4; (a) espacio
510 10 fo de parametros; las regiones de estabilidad
& i estan representadas por colores; la regiéon B
805 0.5 a es biestable; los valores de a y 17 de los pun-
o -5 - o
0 0 tos indicados se utilizaron para obtener las
' 50 40 60 80 100 soluciones numéricas respecto al tiempo de

los puntos evaluados (b) e rojo, (c) @ E4 |
(negro) y (d) » E4 1o (anaranjado).
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Consumo de p (1)

Ha

*E.o0

o T
1l 1]
o O

1.75

1.50

p 1.25

Consumo de a (a)

4 6 8

(f) eE.

Figura 3.21: Anadlisis complementario al hecho
en la figura 3.20. Se muestran las poblaciones de
hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de
las soluciones de equilibrio F4o4 v E440. Tam-
bién se presentan los espacios fase correspondien-
tes a los puntos de equilibrio y las figuras (b)
e rojo, figura 3.20b (c) e Eyy (negro), figura
3.20c, (d) » E4 ¢ (anaranjado), figura 3.20d; asi
como las ceroclinas de los puntos (e) e rojo, (f)

e Fi iy (negro) y (g) » F44o (anaranjado).
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Tabla 3.22: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.20.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
e Rojo 0> A > Xa= A3 M=0# X =—-X3 Foco estable
e F. . (negro) * * *
* B _ _ o
(anaranjado) 0>X=XA3 >\ M=0# X =—-X3 Foco estable

xsignifica que los eigenvalores no fueron calculados.

En la tabla 3.22 se presenta la clasificaciéon de los puntos de equilibrio evaluados en
las figuras 3.20 y 3.21 de acuerdo con sus eignevalores.

Caso mutualista 1

Sin embargo, si fy.o = fios coincide con a = 0, se puede generar una regién
mutualista en la regién biestable si

n (O[:ua + ’ia) — Up ((1/2 + Ha)

n> pp, 0>
& — Hq
2 (g + Kq) — o’ + Kk, Kq
Kp<n(u+ )~ Hpn (@ + o) < el
(o = pa)
ademas de
a+ - an + Ra
Kp<n(nu ) —Hplan+) o el
o — g
junto con
2
a o Ha Qflg + Kq
y con
ns ¢>n(aup—7wa) o >
H’CL n_,UJp «

Este caso se presenta en la figura 3.22, en la que, aunque existe una region de puntos
de equilibrio estables E, . (donde a > 0y p > 0), esta no es mutualista.
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Consumo de p (1)
] [

—-

E.00
% 1
Consumo de a (@)
(b) e (c)
1.25F, 11.25 1.25[ 11.25
« 1.000 1.147=L 11.00 o 1.00 1.137=L 11.00
@ f L i) fr L
S 0.75 075 % 5 0.75! 75 o
S i '© £
8 0.50¢ 10.50 — 8 0.50; 1050 ~ p,
£ o025 025 — & £ 025 loos — &
ag )
1]3 10 ot 0
0 50 100 150 200 250 0 50 100 150 200 250
tiempo tiempo
(e)
1.0¢- ;
alap 0.3-‘2
0'671 ; 10
04 % /
/0.5
0.9 o ; p/py
R \‘H\},
fify 1.270.0

Figura 3.22: Analisis del sistema (3.41) mutualista con competencia intraespecifica y costos
para las hormigas; (a) espacio de pardmetros; las regiones de estabilidad estén representadas
por colores; la regién blanca corresponde al equilibrio F 1 4; la region M es mutualista; los
valores de a y 1 de los puntos indicados se utilizaron para obtener las soluciones numéricas
del sistema respecto al tiempo de los puntos (b) e rojo y (c) ® E41o. Ademas se presentan
los espacios fase respectivos: (d) e rojo y (e) » E4 9. En ellos se observa que las soluciones
son focos estables, lo cual esta en acuerdo con la clasificacion hecha en la tabla 3.23; el punto
verde representa las poblaciones en el tiempo inicial y el punto rojo las poblaciones en el
tiempo final.
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Tabla 3.23: Clasificacién del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.22.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién
e Rojo 0> A > Xa= A3 M=0# X =—-X3 Foco estable

* Eivo _ _ _
(anaranjado) 0> A= A3 > )\ A =0 = —)3 Foco estable

Caso mutualista 2

Puede existir una region mutualista dentro la regiéon de puntos de equilibrio estables
E. o4, fuera de la zona biestable, si

I a>w@—um’ﬁ%<ammdwy+w0%—m
Nty + Kp n° + Ky

y

> o? (nﬂp + "{p) — Qg (772 + "’fp)
n(n— tp)

a

Este caso se muestra en la figura 3.23 y en la figura 3.24 se muestra la poblacion de
hojas dependiente de los valores de n y «a.

Si se comparan las figuras 3.23b y 3.23c, o si se observa la figura 3.24, se puede notar
que el punto de equilibrio F,y, que se encuentra dentro de la region biestable tiene una
poblacion de hojas mayor a la del punto de equilibrio £, fuera de la regiéon biestable.

Esto es relevante ya que una proteccion mas agresiva de las hojas permite efectos
mutualistas con tasas de depredacién bajas por parte de las hormigas, con valores mas
altos de depredacion de los folifagos y con un mayor crecimiento de las hojas, debido a
que el incremento del valor de 9 aumenta la region biestable en el espacio de parametros,
de una forma similar a la presentada en la figura 3.6.

La competencia intraespecifica de las hormigas permite un incremento de la regién
mutualista fuera de la regién biestable. Ademas, los costos de la proteccion pueden acabar
con la regién mutualista cuando hay una regién biestable (ver figura 3.20). Estos resultados
resaltan la importancia de la competencia en la dindmica poblacional de este sistema
mutualista indirecto.
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0
0
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Figura 3.24: Andlisis complementario al hecho en la figura 3.23. Se muestran las poblacio-
nes de hojas (f), relativas a su poblacién inicial (fy), de las soluciones de equilibrio E 4ot y
E, 1 ¢. También se presentan los espacios fase correspondientes a los puntos de equilibrio y
las figuras (b) e M (marrén), figura 3.23b (c) e rojo, figura 3.23c, (d) » E4 4o (anaranjado),
figura 3.23d.
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Tabla 3.24: Clasificacion del punto de equilibrio evaluado en la figura 3.23.

Punto evaluado Re(\;) Im(\;) Clasificacién

e M (marrén) 0>\ >N =3 M =0%# X =—)3 Foco estable
e Rojo 0> A= XN3 >\ A =0%# X =—)3 Foco estable
* Eiio

0>X=XA3 >N\ )\120#)\2

(anaranjado) —A3 Foco estable

3.4. Mutualismo y competencia

El mutualismo y la competencia estan simamente relacionadas en este tipo de interac-
cion. Todos los sistemas que incluian el mecanismo de proteccién mutualista presentaron
regiones de efectos mutualistas y los términos de competencia intraespecifica tuvieron un
papel importante al permitir la coexistencia de las tres especies.

A continuacion se analizan los resultados obtenidos mediante el anélisis de cada caso
y de las suposiciones que se hicieron para llegar a ellos.

3.4.1. Parametros constantes

Los parametros del sistema deben ser constantes y positivos por definiciéon para cual-
quiera de los sistemas analizados, por lo que se hace la suposicién de que tanto las hormigas
como los depredadores permanecen con tasas de interaccién constantes en todo momento.

Por esta razén los casos analizados fueron tratados como sistemas diferentes y no co-
mo una secuencia de colonizacion. Sin embargo, las tasas de interaccion podrian cambiar
dependiendo de la abundancia de sus recursos, junto con los otros pardmetros de inter-
accion. Por ejemplo, el beneficio de proteccién de la interaccién también podria variar
debido al crecimiento del arbol, pues habiendo méas hojas, la efectividad de proteccién de
las hormigas podria disminuir. O bien, la competencia intraespecifica podria aumentar en
ausencia de recursos, como sucede en las hormigas al depredar a sus larvas cuando los
recursos escasean.

Este tipo de comportamientos podria ser descrito mediante parametros que variaran
con la abundancia de la especie recurso como las respuestas funcionales propuestas por
Holling [62, 63].

3.4.2. La regién mutualista

El tamano de la region mutualista depende de la poblacién inicial de hojas seleccio-
nada debido al segundo criterio de mutualismo propuesto io > 1. Esto podria coincidir
con la fenomenologia del sistema planta-hormiga analizado ya que los arboles suelen ser

colonizados a edades tempranas.
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En el sistema Vachellia—Pseudomyrmez las plantas deben alcanzar ciertas condiciones
antes de ser colonizadas e incluso habiéndose establecido la hormiga reina, la colonia puede
abandonar el arbol si este no produce suficientes recursos. Sin embargo, el abandono se da
mayormente en plantas auxiliares a la planta donde se encuentra la reina [68]. De acuerdo
con las observaciones de Janzen el arbol debe ser colonizado para poder desarrollarse por
lo que las hormigas deben hacerlo a una edad temprana. Esta edad o las condiciones que
la planta requiere lograr para empezar a invertir mas recursos en la proteccion indirecta,
aln es una pregunta abierta [51].

En todos los casos mutualistas analizados, el aumento en la proteccién () incrementé
la region mutualista de E o, esto significa que la agresividad de las hormigas influye en
la supervivencia de la colonia ante la depredaciéon de los folifagos.

Es importante resaltar que el tamano de la region mutualista en el espacio de parame-
tros también depende de los pardametros de los depredadores folifagos, como su compe-
tencia intraespecifica, en especial en los casos biestables, ya que esta region se encuentra
delimitada por p = 0.

La competencia intraespecifica de ambas especies permitié que existieran soluciones
mutualistas de coexistencia estable de las tres especies (E, ;) como se muestra en las
figuras 3.13 y 3.18. Incluso, en esta region de coexistencia de tres especies, pueden haber
situaciones en las cuales las hojas crecen mas que si inicamente sobrevivieran junto con
las hormigas (ver figura 3.14).

Es importante recordar que una poblacion de hormigas puede colonizar mas de un
arbol, por lo que el crecimiento de su poblaciéon podria no estar tan restringido como en
los casos analizados en este trabajo.

3.4.3. La equivalencia entre hojas, cuerpos de Belt y néctar

La suposicién de que los cuerpos de Belt y el néctar extrafloral es equivalente a
las hojas es problematica para la aplicacion del modelo ya que resulta dificil cuantificar
cuanto de los recursos asignados a la proteccién indirecta podrian haber sido asignados
a nuevas hojas. Como se mencioné en el capitulo anterior, la cuantificacion de los costos
ecologicos de la proteccién indirecta ain son un gran reto metodoldgico y un drea que
debe desarrollarse [47]. Sin embargo, considerar a las hojas como diferentes recursos a los
cuerpos de Belt y al néctar podria generar un modelo mas complicado y dificil de analizar.

3.4.4. Dependencia de contexto

En este modelo, se considera que el efecto neto de la interaccién puede variar entre
parasitismo, amensalismo, comensalismo o mutualismo. Esto se debe a que el modelo se
centra en los efectos inmediatos de los mecanismos de interaccion y sus efectos netos se
interpretan de los resultados.

Considerar un ambiente variable que afecte a los parametros de interacciéon podria
ejemplificar dindmicas donde la clasificacion de la interaccién cambie en el tiempo.
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La conceptualizacion hecha en otros modelos podria ser de utilidad en el sistema
ecoldgico analizado en este trabajo, como la aproximaciéon consumidor-recurso mediante
el modelo Rosenzweig-MacArthur hecha por Holland y DeAngelis [59], o los modelos
que incluyen umbrales en los que la interacciéon cambia de signo como el propuesto por
Hernandez y Barradas [53] o el modelo para el efecto denominado role reversal, propuesto
por Séanchez-Garduno et al. [113].

3.4.5. El principio de exclusion competitiva

El principio de exclusién competitiva solia identificarse con la proposicién [44]:
«No puede haber un mayor nimero de depredadores que de recursos.»

Es decir, que se solia interpretar que dos poblaciones igualmente competidoras no
pueden alimentarse de una misma presa, como sucede en el caso de una presa y dos
depredadores sin competencia intraespecifica (ver figura 3.2), en el caso mutualista sin
competencia intraespecifica (ver figura 3.4) o en los demads casos cuando el valor de defensa
es grande y se genera una region de biestabilidad.

Kostitzin (1939) fue el primero en presentar un contraejemplo mediante un sistema
como el analizado en este trabajo. Haigh y Smith (1972) retomaron el sistema descarténdo-
lo como contraejemplo debido a que interpretaron la competencia intraespecifica de los
depredadores como la lucha por territorio tinicamente, la cual, de acuerdo con su inter-
pretacién, se debe considerar como un recurso diferente a la presa. Sin embargo, puede
haber competencia intraespecifica directa ligada a este consumo. Por ejemplo, ya que los
depredadores deben posarse en las hojas para consumirlas, si un folifago esta posado sobre
una hoja puede limitar la capacidad de consumo de los demas organismos de la poblacion
de depredadores. En el caso de las hormigas, si la colonia se encuentra en estado famélico,
las hormigas pueden consumir a las larvas de su propia colonia [68, 109].

Se puede argumentar que este tipo de competencia no se puede incluir en un modelo
presa-depredador basado en Lotka-Volterra ya que el comportamiento de depredacion
intraespecifica deberia disminuir con la abundancia de recursos. De cualquier forma, como
se mostrd en el caso mutualista con competencia intraespecifica de los depredadores (ver
figura 3.7), inicamente se requiere competencia intraespecifica de una de las especies para
que haya una region de coexistencia estable de las tres especies.

Haigh y Smith (1972) utilizan el razonamiento de MacArthur y Levins (1964) con el
que argumentan que en un sistema de dos depredadores, que se alimentan de una presa,
solo un depredador logra sobrevivir, ya que para que sobrevivan ambos, las tres ceroclinas
deben coincidir y esto resulta «infinitamente improbable» en la naturaleza para puntos
de equilibrio inestables (como en el caso presentado en la figura 3.21) [44, 86].

Ademads, Haigh y Smith (1972) argumentan que ligeros cambios en los valores de los
parametros pueden terminar con la coexistencia estable de las tres especies, lo cual les
parece un indicio de la improbabilidad de esta situacion. Sin embargo, también mencio-
nan que esto requiere del supuesto de que «no existen procesos que tiendan a ajustar
los coeficientes que aseguren la coexistencia». Es importante recalcar, que este argumen-
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to lo desarrollan suponiendo que no hay efectos de competencia intraespecifica en los
depredadores.

Los casos presentados en los que hay puntos de equilibrio estables E,,, pueden
servir de contraejemplo a este razonamiento. El espacio de pardametros puede facilitar la
visualizacién de todos los posibles pardmetros en los cuales se puede dar la situacién de
que dos especies coexistan alimentandose de la misma presa. Ademas, pueden darse casos
en los que el recurso crezca mas en la zona de coexistencia de tres especies que en otras
zonas de coexistencia de dos especies (ver figura 3.13), lo cual podria ser una causa de
que se seleccionen aquellas tasas de depredacion.

Haigh y Smith (1972) también reconocen que la diferencia en el nicho podria estar
dada porque dos depredadores se alimentan de partes diferentes una planta o en distin-
tos momentos del dia [44]. Aunque el momento del dia dificilmente puede incluirse sin
convertir al sistema en no auténomo, se podria diferenciar entre las partes de la planta
representandolas como dos recursos distintos, sin embargo esto representa una cuestion
no resuelta (y con ella Haigh y Smith finalizan su anédlisis): ;hasta qué punto se pueden
considerar distintos recursos dos partes de un mismo organismo, mas ain si una depende
de la otra?

El sistema analizado no puede considerarse un contraejemplo del principio de exlusién
competitiva, de la forma en la que fue formulado en el capitulo anterior, ya que se requiere
una modelacion de nicho, lo cual es un método distinto al abordado en este trabajo.

3.4.6. La competencia en el mutualismo y en la coexistencia

El modelo propuesto, puede ser idéntico en su forma a un modelo de competencia
entre dos especies que se alimentan del mismo recurso, por lo que se puede interpretar el
comportamiento de proteccién como una caracteristica competitiva. La similitud se debe
a la forma en la que estan planteados los modelos presa-depredador basados en el modelo
Lotka-Volterra. Sin embargo, el hecho de que existan regiones donde se satisfacen los
criterios mutualistas planteados es un indicador de que este modelo permite representar
sistemas mutualistas.

En otros modelos cada especie mutualista tiene dos términos de interaccién con su
comparfiero, uno positivo (ingesta) y otro negativo (uso de recursos) que varian con el
tamanio poblacional de las especies mutualistas [59].

Los términos de competencia intraespecifica son dificiles de interpretar pues no se
especifica el tipo de competencia o el mecanismo que representan, y cominmente suelen
incluirse atendiendo a la forma de las ecuaciones Lotka-Volterra pero sin interpretar su
significado (como se realizé en el presente trabajo). Se puede argumentar que sin im-
portar la manera en la que sucede, existe un efecto de inhibicién entre los organismos
pertenecientes a una tnica poblacién, sin embargo esto obliga a enfocarse en el efecto de
la interaccion y no en su mecanismo.

El mecanismo de consmuo, tanto de las hormigas como de los depredadores, es bas-
tante claro, sin embargo no es claro lo que representan los términos de competencia in-

97



3. ESTABILIDAD DEL MODELO MUTUALISTA UNIDIRECCIONAL DE
PROTECCION

traespecifica. En general, en los modelos presa-depredador la competencia intraespecifica
podria ser canibalismo, enfrentamientos directos, que no necesariamente podrian resul-
tar en la muerte de uno de los competidores, o reflejo de una estructura social de las
poblaciones que limita el acceso al alimento, al espacio o a la reproduccion.

Al analizar el modelo propuesto basado en los modelos tipo Lotka-Volterra, se puede
observar que la competencia intraespecifica tiene un papel fundamental en la coexistencia
de las tres especies. La interpretacion que se le da a estos términos puede determinar la
forma en la que se interpretan los fendmenos naturales [1]. En este caso, no se les dard una
interpretacién especifica, simplemente se supondra que representan la limitacién propia
del tamano poblacional de la especie, ya sea de forma directa o indirecta.

El hecho de que las hormigas y los depredadores folifagos coexistan con el arbol en los
sistemas en campo puede ser un indicador de que los mecanismos de limitacién propia son
significativos en el cambio poblacional de las especies, aunque esta coexistencia también
podria depender de otras caracteristicas de su ambiente.

Los resultados en los que los puntos de equilibrio de coexistencia de las tres especies
fueron mutualistas y la poblacion de hojas crecié mas que si sélo hubiesen sobrevivido
las hormigas (ver figuras 3.18 y 3.13), es un resultado interesante, pues dicha combina-
cién de parametros podria fomentar la supervivencia del arbol y la seleccién de tales
caracteristicas.

Si la coexistencia se debe a la competencia intraespecifica, los sistemas planta-hormiga
de proteccién serian sistemas modelo para investigar el papel de la competencia en un
sistema mutualista.
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Capitulo 4

Conclusiones

En todos los casos analizados se utilizo el modelo conceptual de las interacciones
consumidor-recurso mutualistas para generar sistemas de ecuaciones presa-depredador
basados en la interaccion planta-hormiga de proteccion entre arboles del género Vachellia
y hormigas del género Pseudomyrmexz.

A continuacién se presentan la sintesis de resultados y las conclusiones del anélisis de
dichos sistemas de ecuaciones.

4.1. Sintesis de resultados

Al considerarse que tanto los depredadores folifagos como las hormigas (los consumi-
dores) no tienen efectos de competencia intraespecifica y que las hormigas no protegen el
arbol, se encontraron soluciones estables en las que tinicamente uno de estos dos consumi-
dores sobrevive junto con la planta. En este caso no existieron soluciones de coexistencia
estable de las tres especies.

Cuando se incluyo la proteccion del arbol sin incluir competencia intraespecifica en
ninguno de los consumidores y suponiendo que la protecciéon del arbol no representa
costos que disminuyan la poblaciéon de las hormigas, surgié una regién biestable donde
unicamente alcanzan poblaciones estables los depredadores con las hojas o las hormigas
con las hojas, por lo que no hubo coexistencia estable de las tres especies.

Al considerar el término de competencia intraespecifica de los depredadores o de las
hormigas, se gener6 una regién de coexistencia de las tres especies. Esta region desaparecio
al incrementarse los valores de proteccion del arbol, generando, en cambio, una regién
biestable.

Al considerar el término de competencia intraespecifica de los depredadores y de las
hormigas, se encontraron puntos mutualistas de coexistencia estable de las tres especies. Al
igual que puntos de equilibrio estable mutualistas de las soluciones en las que sobreviven
las hormigas y las hojas fuera de la regién biestable.

La regién mutualista se encontré dentro de la region biestable en todos los casos
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a excepcion de un caso en el que se consideré que la proteccion representa costos que
disminuyen la poblacion de las hormigas.

4.2. Conclusiones

En el sistema de interaccién planteado, con una poblacion limitada de hojas, siempre
existié la coexistencia de un consumidor con su recurso, sin importar si se descartaba uno
o varios de los siguientes aspectos de la interaccion: protecciéon mutualista, competencia
intraespecifica de los depredadores o de las hormigas, o costos asociadas a la protecciéon
de las hojas que afectan a la poblacion de las hormigas.

Existieron soluciones con efectos mutualistas en todos los sistemas donde se incluyé
el mecanismo mutualista de proteccion.

El aumento en la intensidad de la proteccién incremento el tamano de la region en el
espacio de los parametros que contiene a los puntos de equilibrio estables donde sobreviven
las hormigas y las hojas.

La competencia intraespecifica de uno o dos de los consumidores de las hojas permitio
la coexistencia de las tres especies interactuantes.

La inclusién de los términos de competencia intraespecifica de ambas especies permitio
regiones mutualistas que abarcaron simultaneamente puntos de equilibrio de las tres espe-
cies y de las hojas y las hormigas. Asi como regiones mutualistas de puntos de equilibrio
estables de las hojas y las hormigas dentro y fuera de la regién biestable simultaneamente.

La competencia, ya sea intraespecifica o interespecifica en la forma del mecanismo de
proteccion, tiene una gran relevancia en la dindamica de los mutualismos unidireccionales
de proteccién y podria ser importante en la coexistencia de las especies interactuantes en
los sistemas planta-hormiga-depredadores folifagos.

4.3. Perspectivas

Los sistemas mutualistas en los que las hormigas estan involucrados y en especial
aquellos que son de proteccién, son interesantes porque las hormigas son eusociales y
presentan comportamientos como el ataque a depredadores sin consumirlos o el cuidado
y cultivo de otras especies de las que se alimentan.

Estos sistemas han sido poco modelados probablemente porque los beneficios de la
interaccion son indirectos para la especie recurso y esto conlleva dificultades de repre-
sentacion en sistemas de ecuaciones presa-depredador y de andlisis para asegurarse que
la interaccion sea mutualista. Estas dificultades pueden ser abordas mediante el mode-
lo conceptual de interacciones consumidor-recurso mutualistas, el cual permite adaptar
otros modelos, ademas del modelo Lotka-Volterra. Otras caracteristicas de las interaccio-
nes mutualistas, como la dependencia de contexto del resultado, pudiendo variar entre
parasitismo, comensalismo o mutualismo, puede ser explorado con un planteamiento de
ecuaciones diferente [59].
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Para representar los cambios de signo en el efecto de las interacciones se podrian incluir
otro tipo de conceptualizaciones como respuestas funcionales a presas o a depredadores,
o bien, umbrales como los utilizados para modelar el efecto role reversal.

Ademas se podria incorporar un andlisis espacial mediante una analogia a la difusion
en un medio continuo o mediante el enfoque discreto, con un analisis de metapoblaciones
y mapeos acoplados [111].

En este trabajo se procuré estudiar el sistema modelado lo mejor posible para poderlo
representar adecuadamente. Sin embargo, como todo modelo, requiere ser comparado
contra datos experimentales.

La modelacién de las interacciones planta-hormiga, hemiptero-hormiga y hongo-hormiga
podrian enriquecer la comprension de las interacciones mutualistas en las que las hormigas
protegen o cultivan a sus recursos. Este tipo de sistemas podrian ser modelos bioldgicos
para investigar el papel de la competencia en los sistemas mutualistas indirectos.
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Apéndice A

Estabilidad de puntos de equilibrio

A.1. Puntos de equilibrio y estabilidad

Un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (EDO) acopladas como?

dx
E = f($7 y)
(A.1)
Y gt )
dt g ) y
con condiciones iniciales
z(to) = xo, y(to) = o (A.2)

estd compuesto por ecuaciones autéonomas si estas no dependen explicitamente del
tiempo. Este sistema se puede escribir de forma vectorial como:

Ccll—ltl = v(u) (A.3)
con u(ty) = ug y donde u = (z, y)”, v(u) = (f(z, y), g(z, ¥))" vy o = (w0, %)""
En general, en un sistema de EDO auténomas

a;—); =f(x), xe ECR", x(ty) = Xo, (A.4)

se le llaman puntos de equilibrio o puntos criticos, a las soluciones x* que satisfacen
f(x*) = 0 y las cuales, si no se encuentran en el origen, se pueden trasladar a él.

Explicacién basada en [4, 14, 121].
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Suponiendo que el sistema A.4 tiene un punto critico aislado, es decir, que en una
vecindad alrededor de él no existen otros puntos criticos, y que el campo vectorial f(x)
tiene derivadas parciales continuas en el dominio £, un punto de equilibrio x* del sistema
(A.4) es estable si, dado cualquier € > 0, hay un 6 > 0 de tal forma que cada solucién
x = x(t) del sistema (A.1) la cual, en t = 0, satisface

|x(0) —x*|| < o (A.5)

existe para todo t positivo y también para todo t > 0 satisface

|x(t) — x*|| <, (A.6)

donde la notacién ||x|| designa la magnitud del vector x. Este tipo de estabilidad se
ejemplifica en la figura A.la.

Si la region en la que el punto de equilibrio x* € F, es todo el espacio fase o su interior,
se dice que el punto de equilibrio es globalmente estable. Un punto de equilibrio que
no es estable se considera inestable.

Un punto de equilibrio x* es asintéticamente estable si, ademas de ser estable,
existe un dy (dp > 0) tal que si una solucién x = x(t) satisface

[%(0) — x*[| < do, (A7)
entonces
th x(t) = x*. (A.8)

Este tipo de estabilidad se ejemplifica en la figura A.1b.

Al conjunto de puntos x(0) que satisfacen que x(t) — x* cuando t — oo, se le llama
cuenca de atraccion.

A una trayectoria que delimita a una cuenca de atraccion en el espacio fase se le
conoce como separalriz ya que separa a los puntos x(0) que siguen una trayectoria que
termina en x* de los que no lo hacen.

Cuando x* es estable y la cuenca de atraccién de x* es todo el espacio fase? o al menos
su interior, el punto de equilibrio x* se clasifica como globalmente asintéticamente
estable. De lo contrario se denomina localmente estable en una vecindad del punto de
equilibrio.

2FEl espacio fase es un espacio geométrico cuyos puntos son todas las soluciones o estados del sistema
de ecuaciones diferenciales.

104



A .2 Estabilidad local

‘
& (&

> >
> >

Xy Xy

(b)

Figura A.1: (a) Estabilidad de un punto de equilibrio x*, con posicién inicial x(0) = xg,
la trayectoria de la solucién cumple ||x(t) — x*|| < € para toda ¢. (b) Estabilidad asintética
de x*, la solucién x(t), con condicién inicial x(0) = xg, tiende a x* cuando t — oco.

A.2. Estabilidad local

Considerando el sistema lineal®:

dx

con x(0) = xg, donde A es una matriz real constante de n X n. Se puede expresar la
solucién de (A.9) como

x(t) = e'xq

donde

A (ADF t aat

siendo I una matriz identidad de n x n.

El sistema (A.9) tiene un punto de equilibrio x* (el cual si no estd en el origen se
puede trasladar a él) y su estabilidad se puede determinar mediante los eigenvalores de
A, es decir, mediante las soluciones A del polinomio caracteristico det (A — AI) = 0.

Si todos los eigenvalores de A tienen partes reales diferentes de cero, Re(\) # 0, el
sistema tiene puntos de equilibrio hiperbélicos. Si Re(A) = 0 el sistema tiene puntos de

3Explicacién basada en [121].
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equilibrio no hiperbdlicos [5].

Si el sistema tiene puntos de equilibrio hiperbdlicos, la estabilidad asintotica de estos
se puede determinar mediante el siguiente criterio:

Si todos los eigenvalores A de A tienen partes reales negativas, Re(A) = 0, entonces

x = 0 es asintéticamente estable. Si por lo menos un eigenvalor tiene parte real positiva,
entonces = = 0 es inestable [4].

A.2.1. Teorema Hartman-Grobman

El teorema Hartman-Grobman es fundamental para el andlisis hecho pues muestra
que cerca del punto de equilibrio x* (el cual, esté en el origen o ha sido transladado él),
el sistema no lineal auténomo

dx
i f(x) (A.10)

tiene la misma estructura cualitativa que el sistema lineal (A.9), siendo A = Df(0)
(la derivada de f en 0). A continuacién se presentan teoremas y definiciones de utilidad
previas a la enunciacién de dicho teorema?.

Teorema A.2.1. Sea E C R™ y suponiendo que f € C'(E). Entonces, para cada
punto g € E, hay un intervalo mdzimo J en el cual el problema de valor inicial (A.4)
tiene una solucion unica, x(t); i. e., si el problema de valor inicial tiene una solucion
y(t) en un intervalo I entonces I C J y y(t) = x(t) para todo t € I. Ademds, el mdzimo
intervalo J es abierto; i. e., J = (a, ).

Definicién A.2.1. Alintervalo («, 3) del teorema A.2.1 se le llama intervalo mdzimo
de existencia de la solucién x(t) del problema de valor inicial (A.4) o simplemente el
intervalo maximo de existencia del problema de valor inicial (A.4).

Definicién A.2.2. Sea E C R"y f € C'(F). Para xo € E, sea ¢(, Xo) la solucién
del problema de valor inicial (A.4), definido en su méximo intervalo de existencia I(xp).

Entonces para t € I(xg), al conjunto de mapeos ¢; definido por

d1(x0) = ¢(t, Xo) (A.11)

se le llama el flujo de la ecuacion diferencial (A.10) o el flujo definido por (A.10). También
se le refiere como el flujo del campo vectorial £(x).

4Explicacién basada en [102]
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Definicién A.2.3. Un espacio métrico es un conjunto S con una funcién de dis-
tancia global (la métrica g) que, para cualesquiera dos puntos x, y en S, especifica una
distancia entre ellos como un nimero real no negativo g(z, y) [135]. Un espacio métrico

debe satisfacer:
» g(z, y) =0siysdlosiz=y,

= gz, y) = g(x, y),

» la desigualdad del tridngulo g(z, y) + g(x, z) > g(x, 2).

Definicién A.2.4. Sea X un espacio métrico y sean A y B subconjuntos de X.
Un homeomorfismo de A en B es un mapeo biyectivo de A en B, h : A — B, tal que

h~™ : B — A es continua. Los conjuntos A y B se llaman homeomdrficos o topoldgicamente
equivalentes si hay un homeomorfismo de A en B.

Definicién A.2.5. Dos sistemas de ecuaciones diferenciales auténomas como (A.10)
y (A.9) se consideran topoldgicamente equivalentes en una vecindad del origen, o que tienen
la misma estructura cualitativa cerca del origen si hay un homeomorfismo H mapeando
un conjunto abierto U conteniendo el origen sobre un conjunto abierto V' conteniendo
el origen, que mapea trayectorias de (A.10) en U sobre trayectorias de (A.9) en V' y
preserva su orientacion en el tiempo en el sentido de que si una trayectoria se dirige de x;
a Xz en U, entonces su imagen se dirige de H(x1) a H(x2) en V. Si el homeomorfismo H
preserva la parametrizacion del tiempo, entonces los sistemas (A.10) y (A.9) se consideran
topoldgicamente conjugados en una vecindad del origen.

Teorema A.2.2. (Teorema Hartman-Grobman) Sea E un subconjunto abierto de R™
que contiene al origen, sea f € CY(E), y sea ¢y el flujo del sistema (A.10). Suponiendo
que f0) = 0 y la matriz A = Df(0) no tiene eigenvalores con parte real igual a cero
(los puntos de equilibrio son hiperbdlicos), entonces existe un homeomorfismo H de un
conjunto abierto U que contiene el origen, sobre un conjunto abierto V que contiene el
origen, tal que para cada xg € U, hay un intervalo abierto Iy C R que contiene al cero,

tal que para toda xg € U yt € I

H o ¢y(x0) = e* H(xq) (A.12)

i. e., H mapea trayectorias de (A.10) cerca del origen sobre trayectorias de (A.9) cerca
del origen y preserva la parametrizacion del tiempo.
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A.2.2. Aproximacién lineal

Considerando nuevamente el sistema (A.1)°:

dx d

E:f<x7 y)7 d_?:g(‘rv y)

y siendo (z*, y*) un punto de equilibrio, por lo que:

fa*, y") =0,  g(z*, y") =0,
se puede hacer una pequena perturbacion en el punto de equilibrio

u=x—1x", v=y—y"

para explorar si esta perturbacion crece o decae. Para ello se plantean las ecuaciones
diferenciales para u y v:

du dx . .
%—E—f@? +u, y* +0)

Desarrollando f en serie de Taylor en el punto (z*, y*)

du . . . L
%Zf(aj Y )+fa:(x , Y )U+fy(l' , Uy )U
u? 02
+ fxm(x*a y*)? + fxy(l'*, y*)uv + fyy(x*’ y*)E + ...

La notacién f,(z*, y*) significa:

0
£lat ) = D)

r=r*, y=y*

De forma similar, se puede obtener la ecuacion:

dv . . . .
%I (2", y*) + go(2", y )u+gy(x,y Jv
u? 2
+ g:m:(x*> y*)g + gzy<$*, y*)uv + gyy(x*7 y*)? + ...

Ya que f(z*, y*) = 0, g(z*, y*) = 0 y suponiendo que el punto de equilibrio es
hiperbdlico, se pueden despreciar los términos no lineales, por lo que se obtiene el sistema
(A.1) linealizado en el punto de equilibrio (z*, y*)

®Esta explicacién estd basada en la hecha en [120] y [2].
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dz
Z_3
ar

(A.13)

donde z = (u, v)T y J es la matriz Jacobiana evaluada en el punto de equilibrio:

fo(z,y) fy(x, y))

9o(x, y) 9gu(z, ¥)

r=x*, y=y*

De forma que, por el teorema Hartman-Grobman, la estructura cualitativa de (A.13)

serd equivalente a la de (A.3).

Es importante enfatizar que los términos no lineales inicamente se pueden despreciar
en puntos de equilibrio hiperbdlicos. Los casos en los que la traza de J es igual a cero,
Tr(J) = 7 = 0 (centros), o el determinante de J es igual a cero, A = det (J) = 0 (puntos
de equilibrio no aislados), o 72 —4A = 0 (estrellas, nodos degenerados), son m4s sensibles
y su estructura cualitativa puede cambiar debido a términos no lineales pequenos. A estos
casos se les suele llamar de frontera porque al graficarse en el plano 7A se encuentran en
la frontera entre regiones de nodos, focos y sillas (ver figura A.2).

nodo degenerado estable

estrella estable

7

nodo estable

estrella inestable

oco inestable

[®

centro

foco estable

movimiento
uniforme

nodo degenerado inestable

nodo inestable T

linea de puntos de equilibrio estables silla

A

linea de puntos de equilibrio inestables

Figura A.2: Clasificacién de puntos de equilibrio de acuerdo con 7 =Tr(J) y A = det (J).
Los puntos de equilibrio encerrados en un recuadro existen sobre las fronteras 7 =0, A =0
o 72 —4A = 0. El resto de puntos existen sobre las regiones en donde se encuentran, las
cuales estan acotadas por dichas fronteras.
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A.2.3. Criterio Routh-Hurwitz

Se puede determinar si todos los eigenvalores de A del sistema (A.9) tienen partes
reales negativas mediante el criterio Routh-Hurwitz, el cual se presenta a continuacion.

Considerando el polinomio caracteristico®:

P(\) =det (A —XI)=0
P(A\) = ao\" + a A"+ 4 ap_ A +a, =0,

donde A es una matriz cuadrada, I es la matriz identidad y los coeficientes a; son

constantes reales, ¢ = 1,...,n, que ayudan a definir las n matrices Hurwitz:
ay Qo 0
air Qo
le(a1)> H; = , Hz=la3 ax a; y
as Gz
as a4 Qg
a; Qo 0 O --- 0
as a2 a1 Qo 0
_las a4 a3 a 0
H,= | % @4 a3 a2 ,
0O 0 0 0 - ay

donde a; = 0 si j > n. Todas las raices del polinomio P()\) son negativas o tienen
partes reales negativas si y solo si los determinantes de todas las matrices Hurwitz son
positivas:

detH; >0, 7=1,2,...,n

Cuando n = 2, el criterio Routh-Hurwitz se simplifica como:

detHy = a; >0
det Hy = det (al a0> = aqay >0
0 (05}

lo cual implica que a; > 0y ay > 0.

Para un sistema donde n = 3 el polinomio caracteristico es

P()\) = CL0>\3 + al)\z + CLQ)\ + as

SExplicacién basada en [2] y [136].
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y el criterio Routh Hurwitz es:

detHy = a; >0
a; a
det Hy = det ( ! 0) = ai1ay — azag > 0
as Qg
ay Qo 0
detHg =det | as a2 a1 | = a3 (a1as — agag) >0
0 O as

o bien, a; > 0, a3 > 0y ajas > asap.

A.2.3.1. Coeficientes del polinomio caracteristico

El polinomio caracteristico”
PA) =det(A—A)=0
para una matriz 2 X 2 es:
P(A) =X — (a1 + an) + (a11a22 — a12a21)
Lo cual se puede reescribir como:
P(A\) = A2 — Tr(A)X\ + det (A)

donde Tr(A) es la traza de la matriz A y det (A) su determinante. Por lo que los
coeficientes del polinomio caracteristico son

a; =—Tr(A) y ay=det(A)

Para una matriz de 3 x 3 el polinomio caracteristico se puede reescribir como:

1
P(\) = =A% + Tr(A)N? + 5 (aijaji — aiag;) A+ det (A) =0

Por lo que los coeficientes del polinomio caracteristico son

1
ag — 1, a; = —TI'(A>, a9 = —5 (CLZ‘]‘CLJ'Z‘ — aiiajj) s y as = — det (A)

"Consultado en [134].
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o bien

1
ag = 1, a; = TI"(—A), a9 — 5 (aiiajj — aijaﬁ) s Yy as = det (-A)

A.3. Estabilidad global

Una forma en la que se puede determinar la estabilidad global del sistema (A.4),
es mediante el llamado segundo método de Lyapunov o método directo de Lyapunov.
A continuacién se expondran algunas ideas sobre dicho método y sobre las llamadas
funciones de Lyapunov, el lector interesado podra encontrar mayor informacién en [55,
56, 95].

La ecuacién diferencial del sistema (A.4) define un sistema dindmico ¢(¢, x) en E.
Para x € F, la funcién ¢(-, x) : R — E define una curva de solucién o trayectoria de
(A.4) a través del punto x¢ en F, la cual se puede pensar como el movimiento sobre la
curva

I'n, = {x € Elx = ¢(t, x0), t € R} (A.14)

definida por (A.4). Si el punto xg no es relevante, la trayectoria simplemente se denota
como I"[102].

Siendo I'(z(t), y(t))® una trayectoria de (A.1) y considerando una funcién V(z, y)
continua, con primeras derivadas continuas en una regién que contiene a la trayectoria.
Si un punto (z, y) se mueve a lo largo de las trayectorias de acuerdo con las ecuaciones
r=ux(t) y y=y(t), entonces V(z, y) = V(x(t), y(t)) = V(t) es una funcién de t sobre I
y su razén de cambio es

. av oVdr oVdy OV oV
Viz,y) = o d + By dt %f(% y) + @g(x, Y) (A.15)

En el caso de (A.4), se puede escribir V' como

i=1,2,...,n. (A.16)

1=

A la funcién V' se le llama funcion de Lyapunov y es de utilidad para determinar el
tipo de estabilidad de un punto de equilibrio como el que fue definido en (A.4), mediante
los criterios que se presentan a continuacion.

Teorema A.3.1. Siendo ©* € E un punto de equilibrio del sistema (A.4), ubicado

en el origen, y siendo V' : U — R una funcion continua definida en una vecindad U € FE

8Explicacién basada en [43, 55, 56, 121, 122].
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de x, diferenciable en U — x*, tal que
(a) V(z*) =0y V(x) >0 si z# z*
(b) V<0enlU—z*
entonces * es estable. Si en vez de (b) se cumple

() V<0enU—a*

entonces x* es asintoticamente estable.

Si V < 0 se dice que V es una funcién de Lyapunov débil. Si V < 0 se dice que V es
una funciéon de Lyapunov estricta.

Para que el punto de equilibrio x* sea globalmente estable, debe ser estable, y ademés
la funcién V' debe ser radialmente no acotada:

Definicién A.3.1. Sea V : E — R. Si V(x) — oo cuando ||x|| = oo, donde ||x|| es
la magnitud de x, se dice que V' es radialmente no acotada.

Si, ademas de los criterios (a) y (b), la funcién V' es radialmente no acotada, enton-
ces x* es globalmente estable. Si ademds de los criterios (a) y (c), la funcién V es
radialmente no acotada, entonces x* es globalmente asintéticamente estable.

A.4. Estabilidad global del modelo Lotka-Volterra

Para determinar la estabilidad global del sistema (2.12) en el punto de equilibrio no
hiperbdlico p; = (27, y7), se llevard a cabo una metodologia, introducida por Volterra [42],
que consiste en transformar el sistema presa-depredador en uno cuya forma sea parecida a
sistemas fisicos en los que la energia mecanica se conserva, y que, como el modelo Lotka-
Volterra clasico, definen curvas cerradas en el espacio fase?. Estos sistemas se conocen
como sistemas hamiltonianos (ver apéndice A.4.1).

Para transformar el sistema (2.12), es decir,

dx dy
—=all—y), —=aylr—1) (A.17)

en un sistema hamiltoniano, se introducen las variables'®

u(r) =In (1) y vu(r)=In y(r) (A.18)

* *
Ly Y1

9Una curva es cerrada si sus extremos coinciden. Las érbitas del sistema Lotka-Volterra cldsico son
cerradas simples, es decir que, ademas de que sus extremos coinciden, tienen intersecciones tangenciales
consigo mismas (i. e. sus intersecciones no son transversales) [42].

0Explicacién basada en [42, 43].
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mediante una funcién F : R? — R?, tal que

Iz, y) = (

lni*, In

51) = (u, v).

Esta funcién transforma el plano xy como se muestra en la figura A.3 y tiene estas

caracteristicas:

1. La funcién F no esta definida sobre los ejes coordenados debido a que tampoco lo
esta la funcién logaritmo natural.

2. F en el punto de equilibrio p; es F(zf, yi) = (Inl, In1) = (0, 0).

3. T transforma las regiones de puntos en el plano xy de la siguiente forma:

s (z,y) €l ={(z,9)|0 <z <z*0<y <y} en el cuadrante F(I) del plano uv, es
decir, en F(z, y) = {(u, v)| —oc0 < u <0, —c0 < v < 0}.

w (z,y) € Il ={(z, y)|lz > 2*, 0 <y < y*} en el cuadrante F(/I) del plano uv,

decir, en F(z, y) = {(u, v)|0 < u < 00, —c0 < v < 0}.

v (x,y) € 1II = {(x, y)|lzr > 2*, y > y*} en el cuadrante F(III) del plano uv,

decir, en F(z, y) = {(u, v)|0 < u < 00, 0 < v < c0}.

w (z,y) € IV ={(z, y)|0 < x < z*, y > y*} en el cuadrante F(IV') del plano uv,

decir, en F(z, y) = {(u, v)| —co < u < 0,0 < v < 00}

v

171

I7

*

X

Figura A.3: Transformacién del primer cuadrante del plano zy al ser mapeado por la

funcién F al plano uv.

De las definiciones (A.18), se tiene que:

,,,,,,,,,,,,,,,,

€S

es

S}
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z(r) =zie" y y(r) = yie'™
por lo que
dx du
hted — prou(r) 22
dr (7) = zie dr (7)
dy dv
tcd * () 27
dT (T) 1 € dT (7—)

Sustituyendo (A.19) y (A.20) en (A.17) se obtiene

du * V(T
E(T) =1—yje'™

dv

= —a+ axje.

Si se sustituyen los valores de =7 y de yj, recordando que p;
obtiene el sistema

d

%(7) =1

d

—U(T) = —a+ ae"l”
dr

(A.19)

(A.20)

(A.21)

= (33»1(7 yf) = (17 1)7 se

(A.22)

Si se considera a v(7) como la composicién v(7) = v (u(7)), al usar la regla de la

cadena se tiene

dv B dv du

E(T) = @(U)%(T%

que para 2£(7) # 0 y si se sustituye (A.22) en (A.23), se obtiene

dv —a + ae(n)

du 11—

(A.23)

(A.24)

de donde, por separacion de variables, integrando indefinidamente, se tiene

ae"™ — qu(r) + e —u(r) = A

(A.25)

donde A es una constante de integracion. Este resultado, la funcién

H(u,v) =ae" —au+e’ —v

(A.26)

es la constante de movimiento o primera integral (ver apéndice A.4.2) del sistema

(A.22), por lo que
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dH du

() = ur) _ o] 22 o(r) _ 1] 2=
- (1) = [ce o 0 (1) + [e 1] . (dT). (A.27)
Sustituyendo (A.22) en (A.27), se obtiene
%(T) = [ae“(T) —a] [1- e”(T)] + [e”m —1] [ae"m —a] =0 (A.28)

y se concluye que el sistema (A.22) es hamiltoniano, por lo que se puede escribir como

du _ 1—e€"= oH

dar

dv _ —a+ e = OH 29
dr  Ou’

Si se sustituyen las variables (A.18) en (A.26), se obtiene

H(x, y):ax—alnﬁ*—i—y—ln% (A.30)
Ty h

La cual es la primera integral del sistema (A.17). Ademads, de una forma similar al
caso de (A.26), se puede mostrar que al sustituir (A.17) y los valores de p; en

Lo -]

E(T) = E(T) + [1 — L] @(7) (A.31)

y(T) | dr

se tiene que %(7) =0.
Para obtener una representacién analoga a (A.29) en términos de H, las partes dere-

chas del sistema (A.17) se multiplican por u(zx, y) = xiy, dando lugar al sistema:

dr _1-y
dr Yy

A.32
dy _a(z-1) ( )
dr T

Ya que p(z, y) > 0y tiene primeras derivadas parciales continuas, las trayectorias de
(A.17) son las mismas que las de (A.32), excepto sobre los ejes coordenados donde p(z, y)
no estd definida [42].

Analizando la ecuacién (A.30), se puede mostrar que (A.32) es hamiltoniano, ya que

dr  1—y _8_]—[

dr Y N oy

A .33
&y _ae-1)_oi i
dr x - or
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Ademés, de (A.31) y (A.33) se puede observar que

dH  oHde O dy

b - A.34
dr 8$d7+8yd7 (A-34)

La funcion

*
1 1

también es primera integral del sistema (A.17) y es la funcion de Lyapunov buscada
para analizar la estabilidad global de este sistema (ver apéndice A.3). La funcién (A.35),
presentada en la figura A.4b, tiene las siguientes propiedades:

» Se anula en p; = (273, y;) y solo ahi.
» V(z, y) > 0 para todo (z, y) # (27, y7), con z > 0, y > 0.
» Tiene un minimo aislado en (z7, y;).

» Es radialmente no acotada (ver definicién A.3.1).

Por lo cual se concluye que el punto de equilibrio p; es globalmente estable en la
region de interés para el sistema presa-depredador.

(a)

3 1.02

2 \Y \\:
Y 0.5}

1

0

0 1 2 3
X

Figura A.4: (a) Espacio fase del sistema (A.17), las trayectorias presentadas corresponden
a distintos valores de las condiciones iniciales zq, yg. Estas curvas son cerradas simples y se
recorren en sentido antihorario (ver figura 2.3b); (b) en una vecindad de (z7, y7), la gréfica
de V tiene la forma de una vasija, cuyas curvas de nivel coinciden con las trayectorias del
sistema (A.17) en el espacio fase, presentadas en (a).
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A.4.1. Sistema Hamiltoniano

Para sistemas mecanicos en los que la energia mecanica se conserva, como en el osci-
lador arménico simple, el hamiltoniano H es la suma de la energia cinética mas la energia
potencial. Si el sistema hamiltoniano es auténomo (no depende explicitamente del tiempo)
entonces su valor es constante por lo que se le llama constante de movimiento [78].

Definicién A.4.1. Sea E un subconjunto abierto de R?*" y sea H € C?(FE) donde

H =H(x, y) con x, y € R". A un sistema de la forma

. OH
X = -
Yy
% (A.36)
y - aw ’

donde
oH (oH  oH\" OH (oH  0H\'
r \ow o) Y oy \ow oy )

se le llama un sistema Hamiltoniano con n grados de libertad en £ [102].

A.4.2. Primera integral

La primera integral de un sistema auténomo plano como'!

&= [f(x(t), y(t))

§ = g(e(t), y(1)) (A-37)

es una funciéon H : R — R, tal que si z = z(t), y = y(t) es cualquier solucién
de (A.37), sucede que H(z(t), y(t)) es constante para todo t. Es decir que para ciertas
condiciones iniciales dadas (zo, 4o), el valor de H a lo largo de la solucién de (A.37) es el
mismo.

A.5. Estabilidad estructural

Se dice que el sistema (A.10) o el campo vectorial f es estructuralmente estable'? si
ante cambios en el campo vectorial f en (A.10) el comportamiento cualitativo se mantiene
igual para todos los campos vectoriales cercanos. Por lo que si el campo vectorial f es
estructuralmente estable y el campo vectorial g esta cerca de f, los campos vectoriales f

" Consultado en [42].
12Basado en [102].
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y g son topoldgicamente equivalentes.

Definicién A.5.1. Sea E un subconjunto abierto de R™. Un campo vectorial f €

CY(E) es estructuralmente estable si hay una € > 0 tal que para todo g € C'(E) con

If —gll, <e

f y g son topoldogicamente equivalentes en E. En otras palabras, hay un homeomorfismo H
de E sobre E que mapea trayectorias de x = f(x) sobre trajectorias de x = g(x) y preserva
su orientacién debida al tiempo. Si un campo vectorial f € C'(E) no es estructuralmente
estable, se dice que f es estructuralmente inestable.
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Apéndice B

Clasificacion de puntos de equilibrio

B.1. Clasificaciéon de puntos de equilibrio en 2D

En la tabla B.1 se presenta la clasificacion de puntos de equilibrio de un sistema lineal
de dos dimensiones y de un sistema de dos dimensiones lineal localmente (haciendo una
aproximacién lineal), de acuerdo con los valores propios, o eigenvalores, del polinomio
caracteristico asociado al sistema. Re()\;) y Im();) son la parte real e imaginaria del
i-ésimo eigenvalor, respectivamente.

A los nodos estables e inestables también se les llama sumideros o fuentes, respecti-
vamente. A los focos también se les llama espirales.

B.2. Clasificacion de puntos de equilibrio en 3D

En la tabla B.2 se presenta la clasificacion de puntos de equilibrio de un sistema de
tres dimensiones aproximado linealmente, de acuerdo con sus valores propios, o eigenva-
lores, del polinomio caracteristico asociado al sistema. Re();) y Im();) son la parte real
e imaginaria del i-ésimo eigenvalor, respectivamente. En los puntos silla la nomenclatura
«adentro» y «afuera» se refiere a la direccion de las dimensiones.

La clasificacién de «estable» o «inestable» a veces se intercambia por los extranjerismos
«atractor» o «repulsor», respectivamente. De forma que a los «nodos estables» se les llama
«nodos atractores», por ejemplo. Asi mismo, a las sillas en las que se tienen dos direcciones
hacia afuera y una hacia adentro se le llaman «nodos silla repulsores» si Im(A; 23) =00
«focos silla repulsores» si Im(A;) = 0 # Im(XA2 3). En el caso de los puntos silla en los que
se tienen dos direcciones hacia adentro y una hacia afuera, se nombra de forma similar,
reemplazando «repulsor» por «atractors.
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B. CLASIFICACION DE PUNTOS DE EQUILIBRIO

Tabla B.1: Clasificacién de los puntos de equilibrio de un sistema lineal en 2D.

Sistema lineal

Eigenvalores Sistema lineal
localmente
Re(\) Im(\;) Clasificacién Grafica Clasificacién
Nod
A > A >0 A2 =0 ineszagle Nodo inestable

0> A > Ao )\1,2:0

Nodo estable

Nodo estable

AL > 0> )\ )\172:0

Punto silla

Punto silla

AM=X>0 )\172:0

Estrella
inestable o

nodo
degenerado
inestable

Nodo inestable
o foco inestable

0>)\1:)\2 )\1’2:0

Estrella
estable

nodo
degenerado
estable

Nodo estable o
foco estable

)\1:>\2>0 >\1:—)\2§£O

Foco
inestable

Foco inestable

A,2=0 AM=—-X#0

Centro

Centro o foco

0>A=X M=-d#£0

Foco estable

B W T

Foco estable

Fuente: elaboracién propia con informacion de [14].
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B.2 Clasificaciéon de puntos de equilibrio en 3D

Tabla B.2: Clasificacién de los puntos de equilibrio de un sistema lineal localmente en 3D.

Punto de

equilibrio Re(\;) Im(\;) Gréfica
Nodo inestable Ai,2,3 >0 Ai,2,3 =0
Nodo estable 0> XA 23 A,23=0

Punto silla (2

adentro, 1 afuera) AL> 0> A8 Al2,3=0

Punto silla (1
adentro, 2 afuera)

Foco inestable A1,23>0 AM=0# X ==)3 é

)\2,3>0>)\1 )\1727320

Foco estable 0> XA 2o3 AM=0# X ==)3

Foco silla (2 B -
adentro, 1 afuera) At > 0> Az M=0#X=—X; @

Foco silla (1

adentro, 2 afuera) Az3 > 0>\ M =0# XA =—)3

Fuente: elaboracién propia con informacién de [123] e imagenes modificadas de [115].

123






Bibliografia

10.

Abrams, P. A. On classifying interactions between populations. Oecologia 73, 272-281
(1987) [Citado en las pp. 12, 13, 15, 18, 98].

Allen, L. J. S. An Introduction to Mathematical Biology (Pearson Prentice Hall,
2007) [Citado en las pp. 29, 108, 110].

Arditi, R. y Ginzburg, L. R. How Species Interact: Altering the Standard View on
Trophic Ecology (Oxford University Press, 2012) [Citado en la p. 11].

Arnol’d, V. I. y Cooke, R. Ordinary Differential Equations 3.* ed. (Springer, 1992)
[Citado en las pp. 103, 106].

Arrowsmith, D. y Place, C. M. Dynamical systems: differential equations, maps,
and chaotic behaviour (CRC Press, 1992) [Citado en la p. 106].

Bacaér, N. en A Short History of Mathematical Population Dynamics 35-39 (Sprin-
ger London, Londres, 2011) [Citado en la p. 31].

Beattie, A. Myrmecotrophy: Plants fed by ants. Trends in Ecology ¢ FEvolution 4,
172-176 (1989) [Citado en la p. 2].

Beattie, A. J. y Hughes, L. en Plant Animal Interactions: An Evolutionary Approach
(eds. Herrera, C. M. y Pellmyr, O.) 211-235 (Blackwell Science, 2002) [Citado en
la p. 1].

Beattie, A. J. The Evolutionary Ecology of Ant-Plant Mutualisms (Cambridge Uni-
versity Press, 1985) [Citado en la p. 5].

Begon, M., Townsend, C. R. y Harper, J. L. Ecology: From Individuals to Ecosys-
tems 4.2 ed. (Blackwell Publishing, 2006) [Citado en las pp. 11-14, 17, 35].

125



BIBLIOGRAFIA

11.

12.

13.

14.

15.

16.

17.

18.

19.

20.

21.

22.

Benton, T. G. y Grant, A. Evolutionary fitness in ecology: comparing measures of
fitness in stochastic, density-dependent environments. Fvolutionary ecology research
2, 769-789 (2000) [Citado en la p. 5].

Boucher, D. H., James, S. y Keeler, K. H. The Ecology of Mutualism. Annual
Review of Ecology and Systematics 13, 315-347 (1982) [Citado en las pp. 18, 19].
Boucher, D. H. en The biology of mutualism: ecology and evolution (ed. Boucher,
D. H.) 1-28 (Oxford University Press, Nueva York, 1985) [Citado en la p. 14].
Boyce, W. E., DiPrima, R. C. y Meade, D. B. Elementary Differential Equations
and Boundary Value Problems 11.2 ed. (Wiley, 2017) [Citado en las pp. 34, 103,
122).

Bronstein, J. L. en Mutualism (ed. Bronstein, J. L.) 1-5 (Oxford University Press,
Gran Bretana, 2015) [Citado en las pp. 10, 13-16, 21, 39, 40].

Bronstein, J. L. Conditional outcomes in mutualistic interactions. Trends in FEcology
& Evolution 9, 214-217 (1994) [Citado en la p. 18].

Bronstein, J. L. The costs of mutualism. American Zoologist 41, 825-839 (2001)
[Citado en la p. 20].

Bronstein, J. L., Alarcén, R. y Geber, M. The evolution of plant-insect mutualisms.
New Phytologist 172, 412-428 (2006) [Citado en la p. 18].

Callaway, R. M. Positive interactions and interdependence in plant communities
(Springer, 2007) [Citado en la p. 15].

Castellanos, V. y Sanchez-Garduno, F. The existence of a limit cycle in a pollina-
tor—plant—herbivore mathematical model. Nonlinear Analysis: Real World Applica-
tions 48, 212-231 (2019) [Citado en las pp. 10, 27].

Chamberlain, S. A. y Holland, J. N. Quantitative synthesis of context dependency
in ant—plant protection mutualisms. Ecology 90, 2384-2392 (2009) [Citado en la
p. 19].

Choate, B. y Drummond, F. Ants as biological control agents in agricultural crop-

ping systems. Terrestrial Arthropod Reviews 4, 157-180 (2011) [Citado en la p. 9].

126



BIBLIOGRAFIA

23.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

31.

32.

33.

Chomicki, G. y Renner, S. S. Phylogenetics and molecular clocks reveal the repeated
evolution of ant-plants after the late Miocene in Africa and the early Miocene in
Australasia and the Neotropics. New Phytologist 207, 411-424 (2015) [Citado en la
p. 5].

Clement, L. W., Koppen, S. C. W., Brand, W. A. y Heil, M. Strategies of a parasite
of the ant—Acacia mutualism. Behavioral Ecology and Sociobiology 62, 953-962
(2008) [Citado en la p. 18].

Crist, T. O. Biodiversity, species interactions, and functional roles of ants (Hyme-
noptera: Formicidae) in fragmented landscapes: a review. Myrmecological News 12,
3-13 (2009) [Citado en la p. 1].

Currie, C. R. A Community of Ants, Fungi, and Bacteria: A Multilateral Approach
to Studying Symbiosis. Annual Review of Microbiology 55, 357-380 (2001) [Citado
en la p. 21].

Davidson, D. W. The evolutionary ecology of symbiotic ant-plant relationships.
Journal of Hymenoptera research 2, 13-83 (1993) [Citado en la p. 15].

Del-Claro, K. et al. Loss and gains in ant—plant interactions mediated by extrafloral
nectar: fidelity, cheats, and lies. Insectes Sociaur 63, 207-221 (2016) [Citado en la
p. 20].

Del Muro Gonzalez, G. Dindmica de algunos sistemas mutualistas Tesis de licen-
ciatura (Universidad Nacional Auténoma de México, 2004) [Citado en la p. 39].
Douglas, A. E. en Mutualism (ed. Bronstein, J. L.) 20-34 (Oxford University Press,
Gran Bretana, 2015) [Citado en la p. 21].

Elton, C. y Nicholson, M. The Ten-Year Cycle in Numbers of the Lynx in Canada.
Journal of Animal Ecology 11, 215-244 (1942) [Citado en la p. 29].

Fedriani, J. M., Zywiec, M. y Delibes, M. Thieves or mutualists? Pulp feeders
enhance endozoochore local recruitment. Ecology 93, 575-587 (2012) [Citado en la
p. 20].

Fishman, M. A. y Hadany, L. Plant—pollinator population dynamics. Theoretical
Population Biology 78, 270-277 (2010) [Citado en la p. 10].

127



BIBLIOGRAFIA

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

41.

42.

43.

Folgarait, P. J. Ant biodiversity and its relationship to ecosystem functioning: a
review. Biodiversity €& Conservation 7, 1221-1244 (1998) [Citado en la p. 1].
Frederickson, M. E. et al. The Direct and Ecological Costs of an Ant-Plant Sym-
biosis. The American Naturalist 179, 768-778 (2012) [Citado en las pp. 17, 18, 20,
45, 48].

Gause, G. F. Experimental analysis of Vito Volterra’s mathematical theory of the
struggle for existence. Science 79, 16-17 (1934) [Citado en las pp. 32, 34, 35, 37,
38].

Getz, W. M. Biomass transformation webs provide a unified approach to consu-
mer—resource modelling. Ecology Letters 14, 113-124 (2011) [Citado en la p. 17].
Gomez-Acevedo, S., Rico-Arce, L., Delgado-Salinas, A., Magallén, S. y Eguiarte,
L. E. Neotropical mutualism between Acacia and Pseudomyrmex: Phylogeny and
divergence times. Molecular Phylogenetics and Evolution 56, 393-408 (2010) [Cita-
do en la p. 5].

Gonzalez-Teuber, M. y Heil, M. Pseudomyrmex ants and acacia host plants join ef-
forts to protect their mutualism from microbial threats. Plant Signaling € Behavior
5, 890-892 (2010) [Citado en la p. 2].

Gonzalez-Teuber, M., Kaltenpoth, M. y Boland, W. Mutualistic ants as an indirect
defence against leaf pathogens. New Phytologist 202, 640-650 (2014) [Citado en la
p. 2].

Gonzalez-Teuber, M., Silva Bueno, J. C., Heil, M. y Boland, W. Increased Host
Investment in Extrafloral Nectar (EFN) Improves the Efficiency of a Mutualistic
Defensive Service. PLOS ONE 7, 1-9 (2012) [Citado en la p. 44].

Gutiérrez Sanchez, J. L. y Sanchez-Garduno, F. Matemdticas para las ciencias
naturales Textos 11 (Sociedad Matemdatica Mexicana, Ciudad de México, 1998)
[Citado en las pp. 113, 116, 118].

Guzman Velazquez, A. Andlisis y Diseno de Control en Modelos Matemdticos de
Poblacion Tesis de maestria (Universidad Auténoma Metropolitana, Ciudad de

México, 2016) [Citado en las pp. 112, 113].

128



BIBLIOGRAFIA

44.

45.

46.

47.

48.

49.

50.

ol.

52.

93.

o4.

35.

Haigh, J. y Smith, J. M. Can there be more predators than prey? Theoretical
Population Biology 3, 290-299 (1972) [Citado en las pp. 96, 97].

Hardin, G. The Competitive Exclusion Principle. Science 131, 1292-1297 (1960)
[Citado en la p. 35].

Harper, J. L. en Plant canopies: their growth, form and function (ed. Bronstein,
J. L.) 105-128 (Cambridge University Press, 1989) [Citado en la p. 44].

Heil, M. Ecological costs of induced resistance. Current Opinion in Plant Biology
5, 345-350 (2002) [Citado en las pp. 5, 20, 95].

Heil, M. Let the best one stay: screening of ant defenders by Acacia host plants
functions independently of partner choice or host sanctions. Journal of Ecology
101, 684-688 (2013) [Citado en la p. 18].

Heil, M., Barajas-Barron, A., Orona-Tamayo, D., Wielsch, N. y Svatos, A. Partner
manipulation stabilises a horizontally transmitted mutualism. Ecology Letters 17,
185-192 (2014) [Citado en la p. 20].

Heil, M., Baumann, B., Kriiger, R. y Linsenmair, K. E. Main nutrient compounds in
food bodies of Mexican Acacia ant-plants. Chemoecology 14, 45-52 (2004) [Citado
en las pp. 2, 5.

Heil, M. y McKey, D. Protective Ant-Plant Interactions as Model Systems in Eco-
logical and Evolutionary Research. Annual Review of Ecology, Fvolution, and Sys-
tematics 34, 425-553 (2003) [Citado en las pp. 6, 95].

Heithaus, E. R., Culver, D. C. y Beattie, A. J. Models of Some Ant-Plant Mutua-
lisms. The American Naturalist 116, 347-361 (1980) [Citado en las pp. 10, 41].
Hernandez, M.-J. y Barradas, I. Variation in the outcome of population interactions:
bifurcations and catastrophes. Journal of Mathematical Biology 46, 571-594 (2003)
[Citado en la p. 96].

Hill, R. W., Wyse, G. A. y Anderson, M. Animal Physiology, 3rd Ed 3.% ed. (Sinauer
Associates, Inc., 2012) [Citado en la p. 27].

Hirsch, M. W. y Smale, S. Differential Equations, Dynamical Systems, and Linear
Algebra (Academic Press, 1974) [Citado en la p. 112].

129



BIBLIOGRAFIA

96.

57.

28.

99.

60.

61.

62.

63.

64.

65.

66.

67.

Hofbauer, J. y Sigmund, K. The Theory of Evolution and Dynamical Systems:
Mathematical Aspects of Selection (Cambridge University Press, 1988) [Citado en
la p. 112].

Holland, J. N. en Mutualism (ed. Bronstein, J. L.) 1-5 (Oxford University Press,
Gran Bretana, 2015) [Citado en la p. 37].

Holland, J. N. y DeAngelis, D. L. Consumer-resource theory predicts dynamic
transitions between outcomes of interspecific interactions. Ecology Letters 12, 1357-1366
(2009) [Citado en las pp. 19-21].

Holland, J. N. y DeAngelis, D. L. A consumer-resource approach to the density-
dependent population dynamics of mutualism. Fecology 91, 1286-1295 (2010) [Ci-
tado en las pp. 20, 22, 23, 96, 97, 100].

Holland, J. N., Ness, J. H., Boyle, A. y Bronstein, J. L. en Ecology of Predator-
Prey Interactions (eds. Barbosa, P. y Castellanos, 1.) 17-33 (Oxford University
Press, Nueva York, 2005) [Citado en las pp. 6, 20-22].

Holldobler, B. y Wilson, E. O. The Ants (Springer-Verlag, 1990) [Citado en las
pp. 1, 2].

Holling, C. S. Some Characteristics of Simple Types of Predation and Parasitism.
The Canadian Entomologist 91, 385-398 (1959) [Citado en las pp. 27, 94].
Holling, C. S. Principles of Insect Predation. Annual Review of Entomology 6,
163-182 (1961) [Citado en las pp. 27, 94].

Hutchinson, G. E. Concluding Remarks. Cold Spring Harbor Symposia on Quanti-
tative Biology 22, 415-427 (1957) [Citado en la p. 35].

Israel, G. On the Contribution of Volterra and Lotka to the Development of Modern
Biomathematics. History and Philosophy of the Life Sciences 10, 37-49 (1988)
[Citado en la p. 24].

Janzen, D. H. Coevolution of mutualism between ants and acacias in Central Ame-
rica. Evolution 20, 249-275 (1966) [Citado en las pp. 3, 5, 7, 8, 44].

Janzen, D. H. Fire, Vegetation Structure, and the Ant X Acacia Interaction in

Central America. Ecology 48, 26-35 (1967) [Citado en la p. 44].

130



BIBLIOGRAFIA

68.

69.

70.

71.

72.

73.

74.

75.

76.

e

Janzen, D. H. Interaction of the bull’s-horn acacia (Acacia cornigera L.) with an
ant inhabitant (Pseudomyrmex ferruginea F. Smith) in eastern Mexico. University
of Kansas Science Bulletin 47, 315-558 (1967) [Citado en las pp. 2, 3, 5, 44, 95,
96].

Janzen, D. H. Evolution of polygynous obligate acacia-ants in western Mexico. The
Journal of Animal Ecology 42, 727-750 (1973) [Citado en la p. 3].

Janzen, D. H. Pseudomyrmex nigropilosa: A Parasite of a Mutualism. Science 188,
936-937 (1975) [Citado en la p. 18].

Johnson, N. C., Graham, J.-H. y Smith, F. A. Functioning of mycorrhizal associa-
tions along the mutualism—parasitism continuum®. New Phytologist 135, 575-585
(1997) [Citado en la p. 19].

Jones, I. M. y Koptur, S. Quantity over quality: light intensity, but not red/far-
red ratio, affects extrafloral nectar production in Senna mexicana var. chapmanii.
Ecology and Evolution 5, 4108-4114 (2015) [Citado en la p. 19].

Jones, I. M. et al. Changing light conditions in pine rockland habitats affect the
intensity and outcome of ant—plant interactions. Biotropica 49, 83-91 (2017) [Citado
en la p. 19].

Jones, I. M., Koptur, S. y von Wettberg, E. J. The use of extrafloral nectar in
pest management: overcoming context dependence. Journal of Applied Ecology 54,
489-499 (2017) [Citado en la p. 9].

Kang, Y., Clark, R., Makiyama, M. y Fewell, J. Mathematical modeling on obligate
mutualism: Interactions between leaf-cutter ants and their fungus garden. Journal
of Theoretical Biology 289, 116-127 (2011) [Citado en la p. 10].

Kostitzin, V. A. Mathematical Biology (George G. Harrap y Company Ltd., 1939)
[Citado en la p. 96].

Larsen, K. J., Staehle, L. M. y Dotseth, E. J. Tending ants (Hymenoptera: For-
micidae) regulate Dalbulus quinquenotatus (Homoptera: Cicadellidae) population

dynamics. Environmental entomology 30, 757-762 (2001) [Citado en la p. 19].

131



BIBLIOGRAFIA

78.

79.

80.

81.

82.

83.

84.

85.

86.

87.

88.

89.

Lemos, N. A. Analytical mechanics (Cambridge University Press, 2018) [Citado en
la p. 118].

Levin, S. A. Community Equilibria and Stability, and an Extension of the Compe-
titive Exclusion Principle. The American Naturalist 104, 413-423 (1970) [Citado
en la p. 35].

Lotka, A. J. Contribution to the Theory of Periodic Reactions. The Journal of
Physical Chemistry 14, 271-274 (1909) [Citado en la p. 24].

Lotka, A. J. Analytical Note on Certain Rhythmic Relations in Organic Systems.
Proceedings of the National Academy of Sciences 6, 410-415 (1920) [Citado en las
pp. 24, 31].

Lotka, A. J. Evolution and Irreversibility. Science Progress in the Twentieth Cen-
tury (1919-1933) 14, 406-417 (1920) [Citado en la p. 24].

Lotka, A. J. Undamped oscillations derived from the Law of Mass Action. Journal
of the American Chemical Society 42, 1595-1599 (1920) [Citado en la p. 24].
Lotka, A. J. Elements of Physical Biology (Williams & Wilkins Company, 1925)
[Citado en la p. 24].

MacArthur, R. Species packing and competitive equilibrium for many species. Theo-
retical population biology 1, 1-11 (1970) [Citado en la p. 20].

MacArthur, R. y Levins, R. Competition, habitat selection, and character displa-
cement in a patchy environment. Proceedings of the National Academy of Sciences
of the United States of America 51, 1207 (1964) [Citado en la p. 96].

May, R. M. On the theory of niche overlap. Theoretical Population Biology 5,
297-332 (1974) [Citado en la p. 35].

Mayer, V. E., Frederickson, M. E., McKey, D. y Blatrix, R. Current issues in the
evolutionary ecology of ant—plant symbioses. New Phytologist 202, 749-764 (2014)
[Citado en la p. 18].

McLeod, S. R. Is the Concept of Carrying Capacity Useful in Variable Environ-
ments? Oikos 79, 529-542 (1997) [Citado en la p. 32].

132



BIBLIOGRAFIA

90.

91.

92.

93.

94.

95.

96.

97.

98.

99.

100.

Moog, J., Saw, L. G., Hashim, R. y Maschwitz, U. The triple alliance: how a plant-
ant, living in an ant-plant, acquires the third partner, a scale insect. Insectes Sociaux
52, 169-176 (2005) [Citado en la p. 9].

Morris, J. R., Vandermeer, J. y Perfecto, I. A Keystone Ant Species Provides Robust
Biological Control of the Coffee Berry Borer Under Varying Pest Densities. PLOS
ONE 10, 1-15 (2015) [Citado en la p. 9].

Nedorezov, L. V. The dynamics of the lynx—hare system: an application of the
Lotka—Volterra model. Biophysics 61, 149-154 (2016) [Citado en las pp. 29, 30].
Nelsen, M. P., Ree, R. H. y Moreau, C. S. Ant—plant interactions evolved through
increasing interdependence. Proceedings of the National Academy of Sciences 115,
12253-12258 (2018) [Citado en la p. 5].

Ness, J. H. A mutualism’s indirect costs: the most aggressive plant bodyguards also
deter pollinators. Oikos 113, 506-514 (2006) [Citado en la p. 18].

Nikravesh, S. K. Y. Nonlinear Systems Stability Analysis: Lyapunov-Based Ap-
proach (CRC Press, 2013) [Citado en la p. 112].

Odum, E. y Barret, G. Fundamentos de Ecologia 5.2 ed. (Cengage Learning, 2006)
[Citado en las pp. 11-13, 40].

Orona-Tamayo, D. y Heil, M. Stabilizing Mutualisms Threatened by Exploiters:
New Insights from Ant-Plant Research. Biotropica 45, 654-665 (2013) [Citado en
la p. 18].

Paracer, S. y Ahmadjian, V. Symbiosis: An Introduction to Biological Associations
2.2 ed. (Oxford University Press, USA, 2000) [Citado en la p. 21].

Pemberton, R. W. Fossil extrafloral nectaries, evidence for the ant-guard antihervi-
bore defense in an oligocene Populus. American Journal of Botany 79, 1242-1246
(1992) [Citado en la p. 5].

Peng, R., Christian, K. y Reilly, D. Green Ants as Biological Control Agents in
Agroforestry inf. téc. 09/139 (Rural Industries Research y Development Corpora-
tion, Canberra, Australia, 2009) [Citado en las pp. 6, 9].

133



BIBLIOGRAFIA

101.

102.

103.

104.

105.

106.

107.

108.

109.

110.

Perfecto, I. y Vandermeer, J. The effect of an ant-hemipteran mutualism on the cof-
fee berry borer (Hypothenemus hampei) in southern Mexico. Agriculture, Ecosys-
tems & Environment 117, 218-221 (2006) [Citado en la p. 9].

Perko, L. Differential Equations and Dynamical Systems, Third Edition 3.2 ed.
(Springer, 2006) [Citado en las pp. 106, 112, 118].

Poulin, R. y Grutter, A. S. Cleaning Symbioses: Proximate and Adaptive Explana-
tions. BioScience 46, 512-517 (1996) [Citado en la p. 22].

Puentes, A. y Bjorkman, C. Costs and benefits of omnivore-mediated plant pro-
tection: effects of plant-feeding on Salix growth more detrimental than expected.
Oecologia 184, 485-496 (2017) [Citado en la p. 20].

Rai, B., Freedman, H. I. y Addicott, J. F. Analysis of three species models of
mutualism in predator-prey and competitive systems. Mathematical Biosciences
65, 13-50 (1983) [Citado en la p. 39].

Raine, N. E., Gammans, N., Macfadyen, I. J., Scrivner, G. K. y Stone, G. N.
Guards and thieves: antagonistic interactions between two ant species coexisting
on the same ant-plant. Ecological Entomology 29, 345-352 (2004) [Citado en la
p. 4].

Rickson, F. R. Developmental aspects of the shoot apex, leaf, and Beltian Bodies
of Acacia cornigera. American Journal of Botany 56, 195-200 (1969) [Citado en la
p. 2].

Rickson, F. R. The ultrastructure of Acacia cornigera L. Beltian Body tissue. Ame-
rican Journal of Botany 62, 913-922 (1975) [Citado en la p. 2.

Rico-Gray, V. y Oliveira, P. S. The Ecology and Evolution of Ant-Plant Interactions
(University of Chicago Press, 2007) [Citado en las pp. 2, 5, 7-9, 11, 96].
Sanchez-Garduno, F. y Brena-Medina, V. F. Searching for Spatial Patterns in a
Pollinator—Plant—Herbivore Mathematical Model. Bulletin of Mathematical Biology
73, 1118-1153 (2011) [Citado en la p. 10].

134



BIBLIOGRAFIA

111.

112.

113.

114.

115.

116.

117.

118.

119.

120.

121.

Sanchez-Garduno, F., Castellanos, V. y Quilantan, [. Dynamics of a nonlinear mat-
hematical model for three interacting populations. Boletin de la Sociedad Matemdti-
ca Mezicana 20, 147-170 (2014) [Citado en la p. 101].

Sanchez-Garduno, F., Castellanos, V., Quilantan, I. y Velazquez-Loépez, G. d. C.
Matematica en la distribucién espacial de poblaciones. Miscelinea Matemdtica,
75-101 (2009) [Citado en la p. 10].

Sanchez-Garduno, F., Miramontes, P. y Marquez-Lago, T. T. Role reversal in a
predator—prey interaction. Royal Society Open Science 1, 140186 (2014) [Citado en
la p. 96].

Santos, A. T. F. y Leal, L. C. My plant, my rules: bodyguard ants of plants with
extrafloral nectaries affect patterns of pollinator visits but not pollination success.
Biological Journal of the Linnean Society 126, 158-167 (2018) [Citado en la p. 18].
Scheuermann, G. y Tricoche, X. en Visualization Handbook (eds. Hansen, C. D.
y Johnson, C. R.) 341-356 (Butterworth-Heinemann, Burlington, 2005) [Citado en
la p. 123].

Seigler, D. S. y Ebinger, J. E. New combinations in the genus Vachellia (Fabaceae:
Mimosoideae) from the New World. Phytologia 87, 139-178 (2005) [Citado en la
p. 2.

Short, L. y Horne, J. F. M. Toucans, barbets, and honeyguides: Ramphastidae,
Capitonidae and Indicatoridae (Oxford University Press, 2001) [Citado en la p. 21].
Soberon, J. M. y Rio, C. M. D. The dynamics of a plant-pollinator interaction.
Journal of Theoretical Biology 91, 363-378 (1981) [Citado en la p. 10].

Solomon, M. E. The Natural Control of Animal Populations. Journal of Animal
FEcology 18, 1-35 (1949) [Citado en la p. 27].

Strogatz, S. H. Nonlinear dynamics and Chaos: with applications to Physics, Bio-
logy, Chemistry, and Engineering (Addison-Wesley Pub, 1994) [Citado en las pp. 33,
34, 108|.

Takeuchi, Y. Global dynamical properties of Lotka-Volterra systems (World Scien-
tific, 1996) [Citado en las pp. 38, 48, 103, 105, 112].

135



BIBLIOGRAFIA

122.

123.

124.

125.

126.

127.

128.

129.

130.

131.

132.

133.

Terrell, W. J. Stability and Stabilization: An Introduction (Princeton University
Press, 2009) [Citado en la p. 112].

Theisel, H., Rossl, C. y Weinkauf, T. en Shape Analysis and Structuring (eds.
DeFloriani, L. y Spagnuolo, M.) 215-240 (Springer, 2008) [Citado en la p. 123].
Tillberg, C. V. Friend or foe? A behavioral and stable isotopic investigation of an
ant—plant symbiosis. Oecologia 140, 506-515 (2004) [Citado en la p. 20].

Turchin, P. Complez population dynamics: a theoretical/empirical synthesis (Prin-
ceton university press, 2003) [Citado en la p. 27].

Turner, J. R. y Speed, M. P. How weird can mimicry get? Evolutionary FEcology
13, 807-827 (1999) [Citado en la p. 21].

V. J. Tepedino Brosi A. Bradley, T. L. G. Might Flowers of Invasive Plants Increase
Native Bee Carrying Capacity? Intimations From Capitol Reef National Park, Utah.
Natural Areas Journal 28, 44 - 50 -7 (2008) [Citado en la p. 32].

Vandermeer, J. H. y Boucher, D. H. Varieties of mutualistic interaction in popu-
lation models. Journal of Theoretical Biology T4, 549-558 (1978) [Citado en las
pp. 37, 38].

Volterra, V. Fluctuations in the abundance of a species considered mathematically.
Nature, 558-560 (1926) [Citado en la p. 24].

Volterra, V. Variations and fluctuations of the number of individuals in animal
species living together. ICES Journal of Marine Science 3, 3-51 (1928) [Citado en
las pp. 31, 32, 34].

Wangersky, P. J. Lotka-Volterra Population Models. Annual Review of Ecology and
Systematics 9, 189-218 (1978) [Citado en la p. 24].

Ward, P. S. en Ant-Plant Interactions (eds. Huxley, C. R. y Cutler, D. F.) 335-352
(Oxford University Press, Oxford, 1991) [Citado en la p. 4].

Ward, P. S. y Branstetter, M. G. The acacia ants revisited: convergent evolution
and biogeographic context in an iconic ant/plant mutualism. Proceedings of the

Royal Society B: Biological Sciences 284, 20162569 (2017) [Citado en la p. 5.

136



BIBLIOGRAFIA

134.

135.

136.

137.

138.

139.

Weisstein, E. W. Characteristic Polynomial http://mathworld.wolfram. com/
CharacteristicPolynomial.html. From MathWorld-A Wolfram Web Resource.
2019 [Citado en la p. 111].

Weisstein, E. W. Metric Spacel http://mathworld.wolfram.com/MetricSpace.
html. From MathWorld—A Wolfram Web Resource. 2019 [Citado en la p. 107].
Weisstein, E. W. Routh-Hurwitz Theorem http ://mathworld . wolfram. com/
Routh-HurwitzTheorem.html. From MathWorld-A Wolfram Web Resource. 2019
[Citado en la p. 110].

Wilder, S. M., Suarez, A. V. y Eubanks, M. D. The use of simulation modeling
to evaluate the mechanisms responsible for the nutritional benefits of food-for-
protection mutualisms. Ecological Modelling 221, 1505-1511 (2010) [Citado en la
p. 10].

Wolfram. The Design of the NDSolve Framework https://reference.wolfram.
com/language/tutorial/NDSolveDesign.html. From Wolfram Languaje & Do-
cumentation Center. 2019 [Citado en la p. 48].

Wootton, J. T. The nature and consequences of indirect effects in ecological com-
munities. Annual Review of Ecology and Systematics 25, 443-466 (1994) [Citado
en las pp. 12, 15].

137


http://mathworld.wolfram.com/CharacteristicPolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/CharacteristicPolynomial.html
http://mathworld.wolfram.com/MetricSpace.html
http://mathworld.wolfram.com/MetricSpace.html
http://mathworld.wolfram.com/Routh-HurwitzTheorem.html
http://mathworld.wolfram.com/Routh-HurwitzTheorem.html
https://reference.wolfram.com/language/tutorial/NDSolveDesign.html
https://reference.wolfram.com/language/tutorial/NDSolveDesign.html

	Portada
	Resumen
	Índice General
	Capítulo 1. La Interacción Planta-Hormiga
	Capítulo 2. Modelos Presa-Depredador con Interacciones Consumidor-Recurso
	Capítulo 3. Estabilidad del Modelo Mutualista Unidireccional de Protección
	Capítulo 4. Conclusiones
	Apéndices
	Bibliografía

