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Determinacién de estados ligados en la ecuacién de Schrodinger
unidimensional mediante matrices de dispersion
por
Fernanda Hernandez Gonzalez

Resumen

En esta tesis se presenta un método para obtener eigenfunciones y eigenvalores basa-
do en la matriz de dispersion, el cual es muy eficiente ya que, operando con cuadruple
precision, es posible llegar hasta 33 cifras significativas correctas de manera que las limi-
taciones del método son limitaciones computacionales. Existen ademas otros tres factores
Npot, Ny y A, de los cuales depende la precision del método y estdn vinculados al trun-
camiento de series infinitas y al tamafio de paso entre iteraciones. El uso de la técnica
computacional “derivacién automatica” permite obtener series de Taylor exactas de orden
arbitrario, de manera que el error generado por el truncamiento de series sea compensado
por un orden alto del polinomio de Taylor, este equilibrio debe ser tal que no se consuman
excesivamente los recursos de memoria ni tiempo computacional.

La validez del método se corrobora con el potencial del oscilador armonico y el &tomo
de hidrégeno, los cuales tienen soluciones analiticas conocidas. Con la implementacion
del método, se obtuvieron las correspondientes eigenenergias y eigenfunciones, las cuales
coincidieron con lo reportado en la literatura. Posteriormente se aplica el método para
encontrar las soluciones del potencial Lennard-Jones (12,6), encontrando que los valores
de las eigenenergias dependen del parametro € que indica la profundidad del potencial.
Con cuadriple precision fue posible superar el nimero de decimales reportados.

El método aqui presentado es una ttil herramienta para obtener valores de eigene-
nergias y eigenfunciones de potenciales con estados ligados con una alta precision.
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Nomenclatura

Constantes fisicas

h Constante reducida de Planck 1.05457181 x 10734 Js
me  Masa del electrén en reposo 1.10938356 x 1073 K¢
e Carga del electron 1.60217662 x 10~ C
go  Permitividad eléctrica del vacio 8.85418781 x 10712 C?/(Nm?)

Notacién matricial

S Matriz de dispersion

M Matriz de transferencia

I, Matriz antidiagonal de 1’s

Si; Elemento ij del la matriz S"

Notacién vectorial y operadores

H Operador Hamiltoniano

r Vector de posicion

Otros simbolos

A Coeficiente de la onda incidente por el lado izquierdo del potencial
A) Coeficiente de la onda reflejada por lado izquierdo del potencial
B Coeficiente de la onda incidente por el lado derecho del potencial
B() Coeficiente de la onda reflejada por lado derecho del potencial
E,  Eigenenergia

N,  Orden del polinomio de Taylor de la solucién (2-13)

Nyt  Orden del polinomio de Taylor del potencial



Introduccion

Para la descripcion cuantica de sistemas no relativistas es importante obtener la
solucion a la ecuacion de Schrodinger ya que, utilizando su interpretacion probabilistica
es posible encontrar propiedades del sistema en términos de valores esperados, los cuales
pueden ser comparados con resultados experimentales. Dicha ecuacién puede reescribirse
en términos de un problema de eigenvalores, que, una vez impuestas las condiciones de
frontera, pueden restringir la energia a un espectro discreto obteniendo estados ligados.

El principal problema a resolver en esta tesis es obtener las eigenenergias y eigenfun-
ciones de un potencial que tenga estados ligados. Para esto se propone un método basado
en la matriz de dispersiéon, cuyo cédlculo requiere del uso de la técnica computacional de
diferenciacion automaética.

Esta tesis estd dividida en dos partes; la primera constituye el marco teérico donde
se revisan las bases téoricas de la Mecanica Cuantica y se describe el método de dife-
renciacion automatica, considerando los temas mas relevantes para el desarrollo de este
trabajo. Comenzando por el capitulo 1, se presenta la ecuacion de Schrodinger depen-
diente del tiempo, después su estudio se focaliza al caso unidimensional independiente
del tiempo que tenga estados ligados, incluyendo al potencial central donde un problema
tridimensional en coordenadas esféricas puede ser estudiado como una funcién radial uni-
dimensional ya que la solucién angular constituye a los armoénicos esféricos. Se explican
las soluciones analiticas al potencial del oscilador armoénico y al atomo de hidrogeno, las
cuales serviran para validar el método en la segunda parte. Para terminar este capitulo
se revisan someramente otras propuestas para solucionar numéricamente la ecuacion. A
manera de contraste de los estados ligados, se explica un caso particular de estado dis-
persivo cuya aproximacion a regiones pequenas tendra un papel esencial en la solucion
al potencial con estados ligados, ademés se presenta el producto Redheffer el cual da la
matriz de dispersion para un sistema construido a partir de dos subsistemas, esto cons-
tituye el capitulo 2. Para terminar esta parte, en el capitulo 3 se explica el método de
diferenciacion automatica, la cual es una técnica computacional que permite encontrar
de manera exacta el polinomio de Taylor de orden arbitrario para expresiones planteadas
en términos de funciones elementales.

En la segunda parte, el método es descrito y desarrollado, retomando la matriz de
dispersion y utilizando la aproximacion de pequenas regiones para poder calcularla de
manera iterativa para un potencial arbitrario con estados ligados. Primeramente, en el
capitulo 4, se describen los estados ligados de dicho potencial a partir de estados dispersi-



vos, encontrando una condicion en términos de la matriz de dispersiéon que deben cumplir
los estados ligados de manera que las eigenenergias pueden ser identificadas. Después se
explica el procedimiento a seguir para encontrar las eigenfunciones normalizadas. Poste-
riormente, en el capitulo 5 se valida la implementacion del método con los potenciales
del oscilador armonico y el &tomo de hidréogeno cuyas soluciones analiticas son conocidas,
teniendo esta comparacion se verifica el orden del error relativo para las eigenenergias y
las eigenfunciones. Finalmente en el capitulo 6 se obtienen las soluciones al potencial de
Lennard-Jones corroborando con algunos de los valores publicados.



Parte 1

Marco teorico



Capitulo 1

Ecuacion de Schrodinger

En la Mecanica Cuéntica la dinamica no relativista de una particula queda explicada a
través de la funcién de onda W [1, p.1] , la cual satisface la ecuacién de Schrodinger

2
mang(;,t) = 2hmV2\Il(r,t) + V(r,t)¥(r,t) (1-1)
donde i = /—1, h es la constante reducida de Planck, m es la masa de la particula y V
es el potencial, el cual puede ser funcién de la posicion y del tiempo y esta relacionado
con la fuerza a la que estd sometido el sistema de manera que F = —VV. Consideremos
el caso donde V' es sélo funcion de la posicion r. Se propone una solucién de la forma
U(r,t) = 1(r)x(t), al sustituir en (1-1) se obtienen dos ecuaciones que dependen de cada
variable y de una constante de separacion F la cual tiene la interpretacion de energia,
por lo que para la parte espacial se tiene

h2
— V() + V()u(x) = Eu(r), (1-2)
esta es la ecuacion de Schrodinger independiente del tiempo, mientras que para la parte

temporal

dx(t) _ _iE

“da .k x(1) (1-3)

—iBt/h de esta manera, la funcién de onda se puede escribir

se obtiene la solucion x(t) = e
como

Up(r,t) = (r)e B, (1-4)

La funcion Vg puede ser compleja, asi que por si misma no representa alguna pro-
piedad fisica del sistema. Max Born [2] propuso que |¥|? = UU* representa la densidad
de probabilidad de la particula, por lo que ¥ tiene una interpretacion estadistica con
respecto a su posicién. Estas soluciones (1-4) son estacionarias ya que la densidad de
probabilidad [Ug|? = 9 (r)e P/ [* ()P = (r)y*(r) = [¢(r)|> no depende del
tiempo.



Bajo estas consideraciones y para que |¢|* tenga una interpretacién probabilistica es
necesario imponer condiciones, tales como que sea continua, univaluada, finita y cuadrado
integrable [3, p. 55], algunas de estas condiciones restringen al pardmetro E de tal forma
que sbélo para valores especificos existen soluciones que son aceptables. Las soluciones
cumplen la propiedad de linealidad, de forma que, si se tienen dos o mas soluciones,
cualquier combinacién lineal de ellas también es solucion.

La importancia de la solucién a esta ecuacion, W(r, t), es que nos permite calcular [4, p.
107] amplitudes de probabilidad como funcién del espacio y del tiempo para un potencial
dado V' (r) que describe las constricciones fisicas al que estd sometido el sistema. Si bien,
existen soluciones analiticas para casos muy particulares, en general para un potencial
arbitrario no se tiene una expresion matematica y hay que recurrir a métodos numéricos.

1.1. Caso unidimensional

Un caso particular de (1-2) es cuando el sistema es unidimensional (1D), de manera
que se tiene la expresion
B d()
2m  dx?

+V(2)(r) = Ey(x), (1-5)

es una ecuacién diferencial ordinaria lineal de segundo orden, [5, p. 624] la cual se puede
expresar en términos de un operador diferencial H, con la igualdad

Hi = Ev, (1-6)

esta es una ecuacion de eigenvalores donde el eigenvalor E es la energia de la particula.
Ya que v debe cumplir con las condiciones de frontera, es comun que el eigenvalor no
pueda ser arbitrario y se restrinja a un espectro discreto. Las condiciones usuales para
la funcién de onda en mecéanica cuantica son que se anule en infinito o que tenga un
comportamiento periddico [5, p. 630].

El Hamiltoniano H es un caso particular de un conjunto mas general de operadores
llamados hermitianos y tienen un papel esencial en la mecanica cuantica. Sea L un
operador hermitiano cuyas eigenfunciones son ¢,, el valor esperado de dicho operador
estd definido como

(£) = (0ul£]on) = [ 6iLonda. (1-7)

este corresponde a la medicion de la cantidad fisica que represente el operador cuando el
sistema esté en el estado ¢,. A continuacién se enumeran las principales propiedades de
los operadores hermitianos [5, p. 634]:

1. Los eigenvalores correspondientes son nimeros reales. Esto es conveniente debido a
la interpretacién fisica del valor esperado del operador definido en (1-7), ya que si

1 es eigenfuncion del operador L con eigenvalor )\, entonces se sigue que <ﬁ> =\

6



2. Las eigenfunciones forman un conjunto ortogonal.

3. Las eigenfunciones forman un conjunto completo, es decir forman una base para el
espacio vectorial de funciones definidas en ese intervalo.

Estas propiedades son importantes pues con un conjunto completo, se puede escribir
una funcién como una combinacion lineal eigenfunciones, y la ortogonalidad més la nor-
malizacion son propiedades convenientes para obtener los coeficientes de la combinacion
de manera mas directa.

1.2. Potencial central

Un tipo especial de fuerzas son las centrales, que en coordenadas esféricas, sélo de-
penden de la distancia al origen (r) y su direccién es radial (¢) [6, p.61], en general se
expresan de la forma F(r) = f(r)r. De la mecénica clasica para estos sistemas se tiene
que el momento angular definido como L = r X p es una constante de movimiento pues
al derivar esta expresién con respecto al tiempo se obtiene

dL  dr dp
— = — XpH+rX —=vX (mv)+rX r)r) = 0. 1-8
= X P v () e x (f()r) (1-8)
En la mecanica cudntica se rescata este resultado pues el operador de momento angular L
conmuta con el Hamiltoniano, por lo que H y cualquier componente de L tienen una base
de eigenfunciones comunes. Ademés de este operador, se puede definir L? = L? + L2 + L?

que conmuta con cada una de las componentes de L y por tanto comparte una base de
eigenfunciones con H, de manera que sus eigenfunciones en comun satisfacen las siguientes
ecuaciones de eigenvalores

ﬁwnlm - Ewném
[A/quz)ném - hzg(é + 1>¢n€m (1_9>
-f/zqu)ném = hmwném

donde se escogid la componente L, por convencion. Aqui nos hemos adelantado al pro-
poner una forma muy especifica para los eigenvalores de L2 y ZZ, desarrollos exhaustivos
para la determinacion de estos valores puede encontrarse en [1, p.160], [3, p.365], [6, p.59].
Los valores de ¢ y m estan limitados, de tal manera que ¢ =0,1,2,3,... vy —¢ < m < /.
Esto sucede ya que, al hacer la separacién de variables en coordenadas esféricas de la
ecuacion, se requiere introducir estos parametros para que la funcién sea no divergente
y univaluada.
En coordenadas esféricas las eigenfunciones (1-9) pueden escribirse como [1, p.133]

wnﬁm(ra 9) ¢) = Rnﬁ(r)yﬁm(ev ¢) (1_10)

7



donde la parte angular Y;,,(60, ¢) corresponde a los arménicos esféricos. A continuacién se
introduce una nueva funcion tal que u(r) = rR(r), con el objetivo de llevar la ecuacion
radial a una ecuaciéon unidimensional de Schrédinger en términos de u(r)

W2 dPu(r)
2m. dr?

+ Vi(r)u(r) = Eu(r), (1-11)

donde la masa de la particula es m, y definimos al potencial efectivo V;(r) como

R+ 1)

2m,r?

Vi(r) : +V(r). (1-12)
Ya que es necesario que la funcién R,,(r) no diverja en r = 0 se impone sobre u la
condiciéon que u,,(0) = 0 y ademds para que sea cuadrado integrable debe cumplir que
lim, oo une(r) = 0. Debido al cambio de variable, el elemento diferencial radial en coor-
denadas esféricas es r2dr, asi que se tiene la igualdad

1= /Ooo Roo(r)R:,(r)ridr = /Ooo Une(r)wr,(r)dr.

De estos resultados, se concluye que el problema de un sistema con fuerza central
puede ser reducido a una dimensién y su solucién es equivalente a un problema de eigen-
valores en términos de la funcién u(r).

1.3. Estados ligados y no ligados

A continuacién se hara la distincién entre el tipo de potenciales con estados ligados y
no ligados. Considérese una particula en movimiento sujeta a un potencial como el que
se muestra en la Figura 1-1 [7, p. 215], el cual tiene un comportamiento asintético que
tiende al valor constante V; por la izquierda y a V5 por la derecha.

V(x)

X1 X2 X3

Figura 1-1: Potencial unidimensional arbitrario



Primero supongamos que la particula tiene energia E, clasicamente los puntos x; y 2
representan puntos de retorno de manera que la particula no puede encontrarse en x < x;
ni r > x5. En el caso cudntico existe una probabilidad diferente de cero de encontrarla
fuera de este rango, pero la ecuacién de onda debe anularse conforme x — +oo, por
lo que se dice que esta confinada. En este espacio sélo se admiten soluciones donde
los valores de la energia son aquellos que permitan que se cumplan las condiciones de
frontera, por lo que se tiene un espectro discreto [7, p. 216]. Estos son los estados ligados
los cuales son discretos y no degenerados (para el caso unidimensional), es decir que
para cada eigenenergia F), le corresponde una tinica eigenfuncion v,,, ademés esta tendra
un nimero de nodos dependiente de n, es decir n puntos z, tales que ¥,(z,) = 0. El
oscilador arménico y el pozo infinito de potencial son ejemplos de potenciales con estados
ligados.

Si se toman energias mayores a V; pero menores a V5 se tiene un sélo punto de retorno
clasico x3, mientras que la eigenfuncion puede tener una forma oscilatoria para x < x3y
decreciente (como una onda evanescente) para x > x3 por lo que su espectro de energia
sera continuo. Si por su parte la energia es mayor a V5 el espectro serd también continuo y
sus eigenfunciones son doblemente degeneradas pues se conservaran dos soluciones ondu-
latorias que cumplen ser finitas en infinito, estos son los estados no ligados o dispersivos
[7, p. 217]. También es posible tener potenciales que presentan los dos tipos de estados,
como es el caso del &tomo de hidrogeno.

1.4. Soluciones analiticas a estados ligados

La ecuacién de Schrodinger (1-5) puede resolverse analiticamente para algunos po-
tenciales particulares, entre ellos se encuentran:

% Pozo infinito de potencial [3, p. 63], [8, p. 19]
x Morse [9, p. 78]

x Poschl-Teller [9, p. 99]

x Oscilador arménico [1, p. 40]

Atomo de hidrégeno [1, p. 145]

A continuacién se presentan las soluciones analiticas para dos problemas unidimensio-
nales que son de gran relevancia fisica y que tienen estados ligados, estos seran utilizados
para verificar el método desarrollado en esta tesis.

1.4.1. Oscilador armonico

Consideremos una particula de masa m sujeta a una fuerza restitutiva unidimensional
proporcional a su posicién z, F(r) = —kz, que fisicamente representa a un oscilador

9



periddico. El potencial correspondiente a esta fuerza es
Lo 9o
V(z) = Smw e’ (1-13)

donde w = (k/m)'/? es la frecuencia de oscilacién. Sustituyendo este potencial en la
ecuacién de Schrodinger (1-5), e introduciendo las variables adimensionales £ = z/« con

a = /h/mw y e = 2E /hw se obtiene la siguiente ecuacién

2

) + &4 = et (1-14)

la cual tiene puntos singulares en £ = +00. Analizando su comportamiento asintotico, se
propone una solucién de la forma ¥ (&) = e~€/2f(€) [1, p. 52]. Se sustituye esta expresién
en (1-5) y se obtiene una ecuacién para f(§)

df
a

para encontrar su soluciéon se puede proponer una serie y encontrar una relacién de
recurrencia para sus coeficientes (método de Frobenius) [1, p. 51], aunque es suficiente
con notar que (1-15) es la ecuacion de Hermite [5, p.564] que tiene como solucién los
polinomios de Hermite H,(§) si e — 1 = 2n con n = 0,1,2,..., si se hubiese seguido el
método de Frobenius, se llegaria a la misma condicién, pues para que sea convergente la
solucion seria necesario truncarla. Esto implica que las energias quedan en términos de
un nimero entero (para una resolucién més detallada referirse a [1, p. 51] o [3, p.334]).
Regresando a la variable original x, las eigenfunciones normalizadas son

I

= (e—1)f =0, (1-15)

1 _22/2a2
Un() = Wﬂn(l’/@e /e (1-16)
Al sustituir el valor de e se encuentran los valores permitidos para la energia, estos
dependen linealmente del parametro entero n y su expresion exacta es

1
E, =hw (n + 2) (1-17)
conn =0,1,2,3,.... Este potencial s6lo tiene estados ligados.
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(a) Potencial V(x) (b) Yo(z), ¥1(x), 2(x)

Figura 1-2: Oscilador armoénico unidimensional

El minimo del potencial se encuentra en x = 0, y es simétrico con respecto al eje
de las ordenadas. Como se puede observar en la Figura 1-2b el niimero de nodos en la
eigenfuncion es igual al nimero cuantico n, estos nodos seran minimos de la densidad de

probabilidad [, (z)|?.

1.4.2. Atomo de hidrégeno

Considérese el sistema compuesto por un electréon y un protén, interactuando por la
fuerza de Coulomb, cuyo potencial es radial

Vi(r)=- P (1-18)

esto indica que es un problema de fuerza central. Las condiciones de frontera para resolver
la ecuacién de Schrodinger con este potencial es que la funcion se anule conforme r — oo.
Definiendo p = 2¢r donde ¢*> = —2m.E/R* (E < 0) y 8 = e*m./4meoh?q la ecuacion
(1-11) se convierte en

- — - (1-19)
Se propone una solucién de la forma [3, p. 430] u(p) = p™Le=?2Q(p) la cual no diverge
para r = 0 ni 7 = oo, al sustituirla en (1-19) se obtiene una ecuacion diferencial para

Q(p) . ,
pQ +[2(0+1) = plQ + 8- (+1]Q=0 (1-20)

una forma de resolver esta ecuacion es utilizar el método de Frobenius [5, p. 565] pro-
poniendo una solucién como una serie y encontrando una relaciéon de recurrencia de los
coeficientes, para obtener soluciones aceptables serd necesario que las soluciones sean
polinomios.
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Figura 1-3: Atomo de hidrégeno

Por el momento es suficiente con notar que esta es la ecuacion asociada de Laguerre
zy +(p+l-2)y +qy=0 (1-21)

y sus soluciones estdn dadas en términos de los polinomios asociados de Laguerre L que
dependen de dos pardmetros enteros p y ¢q. Para que la ecuacion (1-20) tenga soluciones
polinémicas se debe cumplir que

B—(l+1)=gq, (1-22)
donde ¢ es un entero positivo, lo cual es equivalente a que
6 =n, (1_23)

con n > ¢+ 1 un entero positivo. De la ecuacién asociada de Laguerre (1-21) se tiene que
p = 2¢ + 1. Sustituyendo [ en la igualdad anterior y despejando E en términos de n, se
tienen los eigenvalores para la energia

2
m e? 1 1
E,=—— — = —(13.6eV)— 1-24

2h? (47‘(‘60> n2 (13.6e >n2 ( )

los cuales dependen del niimero cuantico n. Ya que es un problema tridimensional hay de-

generacién en los estados. Para dejar todo en términos de n, definimos ag = 4mweyh? / mee?,
asi que p = 2r/nag y la eigenfuncién radial normalizada queda [1, p. 152]

B 2 \3(n—¢-1)! rjmag [ 27 Cooer [ 2r
RM(r)—J(mO) ot () B () (1-25)
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El nimero cuantico principal n puede darse en términos del niimero de nodos radiales
n, y el momento angular ¢, utilizando (1-22) y (1-23) se tiene que

n=mn,+{+1. (1-26)

de esta expresion se observa que los nodos de las eigenfunciones dependen de los niimeros
cuanticos principal y de momento angular. Con este potencial se obtienen estados ligados
para E < 0y estados de dispersion para £ > 0. El minimo se encuentra en

_ RH(C+1)

Tmin =

, (1-27)

mee?

el cual depende del nimero cudntico de momento angular £.

1.5. Soluciones numéricas a estados ligados

Como se ha mencionado anteriormente en Seccién 1.4, sélo algunos potenciales tienen
una soluciéon analitica que puede ser expresada en términos de funciones matematicas
conocidas. Esto es muy limitante pues para sistemas reales se tienen potenciales mas
complejos y que en muchas ocasiones es fundamental encontrar el espectro de energia
y las eigenfunciones para realizar la descripcién del sistema. Para lograrlo, hay que im-
plementar soluciones numéricas que satisfagan requerimientos de precision tomando en
cuenta las posibles restricciones debido a la precision méaquina.

Una propuesta para encontrar la solucion es sustituir la segunda derivada en la ecua-
cién (1-2) por la aproximacién de diferencias finitas, una manera estandar de escribirla
es [8, p. 86]

(x4 0x) — 29(x) + Y(x — 0x)
de? (0x)? ’

donde 4z es un pequeno desplazamiento con respecto a x. Suponiendo que se conoce el
valor de la eigenfuncién en dos puntos iniciales ¥ (xq) y ¥ (x1), se puede calcular itera-
tivamente 1 (x) separados por dz, los valores de la energia E son considerados cuando
la eigenfuncion encontrada cumple con las condiciones de frontera. Si bien la eleccién
de puntos iniciales para el método puede simplificarse para potenciales simétricos, para
potenciales arbitrarios no es tan sencillo y puede dar poca confianza a los resultados |8,
p. 89] ademas que la eigenfuncién obtenida no estd normalizada. Esta no es la unica for-
ma de aproximar la derivada, existen diferentes esquemas que generan expresiones [10, p.
180] [11] [12], las cuales pueden aproximar a mayores 6rdenes. Discernir entre expresiones
dependera de las condiciones iniciales que se apliquen al problema.

(1-28)

Otra propuesta utilizada para resolver (1-2) es el método Numerov [13] [14, p. 573], el
cual es un método general para ecuaciones de segundo orden donde la primera derivada
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no aparece explicitamente, es decir de la forma

42y

da?

+ f(x) = 0. (1-29)

La ecuacién de Schrodinger es un caso particular donde f(z) = 2m(E — V(z))/h*. Se
discretiza el intervalo dominio de la funcién ¥ en N partes equidistantes de longitud h.
Para obtener la expresion iterativa, [15, p. 97] se suman las expansiones de Taylor de
Y(x — h) y ¥(x + h) alrededor de = hasta orden 4 y se despeja la segunda derivada

() Pl —h) +p(x+h)—2¢() h*d

= - — O(h°). 1-30
dz? 2 2dz o) (1-30)
Para eliminar el tltimo término de la igualdad anterior se aplica el operador 1 + ’f—;(f—;

la expresién (1-29) y se simplifica de manera que se llega a una expresion iterativa [15,
p. 198]

21+ Zh2f(2)(z) — [1+ L f(z — )] (z — h)
1+ 2 f(x+h)

Este método de resolucion es ampliamente recomendado en la literatura, por ejemplo
[16], [17] v [18], por ser de orden 5 y superar el orden del método Runge-Kutta, de esta
forma se puede obtener una mayor precision en los resultados. Ademéas que es un método
adaptable pues puede plantearse en forma matricial [13] y su soluciéon queda en términos
de la diagonalizacion de una matriz en un problema de eigenvalores. Entre las desventajas
de este método se encuentran que es susceptible a la eleccion de los puntos frontera, el
paso h debe ser fijo a través de toda la ejecucion y que la eigenfuncion no se obtiene
normalizada pues existe un factor que depende de las condiciones iniciales ©(xg) y ¥(z1).

Los parametros utilizados para la Figura 1-4a son E, = 0.5hw, N = 2 x 105, h =
1x107° zg = —10, 1 = =10+ h, ¥(x) = 0, ¥(z1) = 1 x 1071%. Para generar la Figura
1-4b se definen F,, = —1, N =1x 105 h = 1x 1075 xg = h, 1 = 2h, ¥ (x9) = 1 x 1071,
() =1x 1072,

P(x+h) ~ (1-31)

70000

60000 |

50000 |

40000 | g 020 -

Yo(X)
Uso(r)

30000 |
20000 4 010 |

10000 |-

(a) Yo(x), oscilador arménico. (b) u10(r), &tomo de hidrégeno.

Figura 1-4: Soluciones no normalizadas obtenidas implementado el método Numerov
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Capitulo 2

Estados no ligados de la ecuacion de
Schrodinger

En este capitulo se presenta el problema de dispersién a través de barreras de poten-
cial, y su soluciéon por medio de las matrices de dispersion.
2.1. Dispersion

Supongamos un potencial como se muestra en la Figura 2-1.

V(x)

AW B®)
— -
AG) B()
— —

111

1 11

Figura 2-1: Potencial dispersor

Las soluciones donde el potencial es constante (regiones [ y I1I) son de particula
cuasi-libre, las cuales representan ondas planas que viajan hacia la izquierda y hacia
la derecha con k = /2m(E — V) /h el nimero de onda. Mientras que en la regién 17
delimitada por 0 y g, la funcién de onda es ¢(z). Por regiones la funciéon de onda en
todo el espacio es

S(e) = AP 4 AN 210
1/}][(1,) — ¢(ZL‘) (2—1b)
1 (z) = B gikl@=20) | B(+) g—ik(@—o) (2-1¢)
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En problemas de dispersién, [19, p. 4] muchas veces es suficiente con saber la forma de
la funcion de onda en la region de potencial constante, de manera que el problema queda
resuelto al determinar los coeficientes A, A2 BH) vy B que estén relacionados
linealmente a través de la matriz de dispersion S, la cual permite dejar a los coeficientes
de ondas salientes (—) en términos de las incidentes (+)

AG) S Sio) (A
(50) = (5 5) (5) =
o alternativamente con la matriz de transferencia M, la cual relaciona los coeficientes del
lado izquierdo A con los del lado derecho B, su expresién para este sistema es

A _(My My, B) 0.3
A0 ) =\ ) \ B ) (2-3)

Es posible dar los elementos de la matriz de dispersién en términos de los elementos
de la matriz de transferencia, cumpliendo la igualdad

My, det(M)
M M
S _ 11 11 ‘ (2_4)
1 M,
Mll Mll

Para el desarrollo de este trabajo se utilizara la matriz de dispersiéon. Los elementos
de S son, generalmente, nimeros complejos por lo que hay 8 niimeros reales a determinar,
pero si se consideran condiciones como conservacion del flujo de corriente y simetria de
inversién temporal [19, p. 5], las componentes de las matrices se vuelven dependientes
entre ellas por lo que la matriz es unitaria (ST = S™') y simétrica (S;; = Sj;), de la forma

rot
- (1) -

Si ademaés se tiene que incide la onda por la izquierda, entonces B™) = 0 y el coefi-

ciente de transmision )

T =] =18l = P (26)
y reflexion
A |2
R= an | = [Sul? = [r[* (2-7)

quedan determinados por el cuadrado de los elementos de matriz, [19, p. 10] donde se
satisface que T'+ R = 1 de tal forma que 7"y R son respectivamente la probabilidad de
transmision y de reflexion de una particula que incide por la izquierda. Asi el problema
queda reducido a encontrar los elementos de S.
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(a) Dos potenciales unidimensionales (b) Potencial compuesto

Figura 2-2: Unién de dos potenciales V; y V5 para generar el potencial compuesto V; o

2.2. Producto estrella Redheffer

La matriz de dispersién contiene toda la informacion del efecto del potencial dispersor
sobre sus alrededores asi que se puede describir el resultado total en términos de los
subsistemas. Consideremos las matrices de dispersiéon de dos potenciales S' y S? como los
que se muestran en la Figura 2-2a, es posible obtener la matriz S del sistema compuesto
(Figura 2-2b) mediante el producto estrella de Redheffer () [20, p. 286], el cual se deriva
de tomar

) (2-8)

Los elementos de la matriz S quedan en términos de los elementos de S! y S2.

S = Si; + Sha(1 — S1155) 7187155
Stz = 5112(1 - 51215212)_1‘5‘%2
Sa1 = 5221(1 - 52125%1)_15211
Saa = S35 + 5% (1 — 535%1) 75257

S=S"x$? = (2-9)

Generalizando esta idea, para un potencial arbitrario es posible obtener la matriz de
dispersion correspondiente a partir de subsistemas conformados por pequenas divisiones
del potencial, si se conocen las matrices St, §?, S?, ..., S de la Figura 2-3, la matriz del
sistema compuesto esta dada por

S=8"*xS**S* % ...xS". (2-10)

En la siguiente seccién se presenta un método muy preciso para calcular la matriz de
dispersion de pequenas regiones de potencial.

17



Sl SZ Sz S"

\ ]
) _ 40 =) _ =) _ 4+ =) _ g+ _
> = > — —_—
— < < < < —
Vo

Figura 2-3: Divisién en n tramos del potencial original mostrado en Figura 2-2b

2.3. DMatriz de dispersiéon para sistemas con regiones
de dispersiéon pequenas

Consideremos un potencial con una regién dispersora de ancho 2A tal que A < 1 con
unidades de distancia y centrada en x;, tal como se muestra en la Figura 2-4. Expandiendo
el potencial en serie de Taylor alrededor de x;, podemos escribir

2m [Ehv Z Ax —2;), (2-11)

aqui suponemos que conocemos los valores de vy. Haciendo esta sustitucion, la ecuacién
de Schrodinger (1-2) queda

a1

Tt Z o(z — ;) = 0. (2-12)

Para encontrar su solucion, se proponen [21] dos soluciones linealmente independientes
i (x) = VR, (), (2-13)

en el caso limite que £ > V| los coeficientes de la expansion del potencial cumplen
que vy > vy vy las soluciones linealmente independientes son ~ e*V"(@=%) por lo que
las funciones ¢4 (x) son un factor de correccién y como se verda mas adelante, permite
modificar la precisién de la solucion.

De esta forma, la funcién de onda para la region [x; — A, z; + AJ es
() = Crpy (z) + C b (), (2-14)
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Figura 2-4: Potencial dispersor de regién angosta

Al sustituir (2-13) en (2-12) se obtiene que 4 debe satisfacer

d? P+
dz?

d o

+ 20 /l0 2+ 3 oz — 2;) s =0, (2-15)
dr 7

para encontrar su solucién se escribe ¢4 como una serie

pr(r) = gnle —z))" (2-16)
n=0

donde ¢ es el n-ésimo coeficiente. Esta expresion se sustituye en (2-15) encontrando
una relacién de recurrencia [21] para los coeficientes de la expansién ¢ para n > 3

21 Vo
oy = ?}{_wi_l —

n(n—1) =

n—3
Un2+ Y wfvn_A_z] (2-17)

considerando que ¢F = 1, pF = pi = 0.

De esta manera, se tiene que la funcién de onda en todo el espacio esta dada por

A§+)6ikz(x—(x]‘—A)) + Ag,_)e—ik‘(gc_(xj_A)) T < Tj— A

Y(x) = Cby () + Ctp_(z) rj— A<z <z +A (2-18)

B](—)eik(:c—(:cj+A)) + Bj(+)€—ik(x—(xj+A)) x> a5+ A,

donde el subindice j etiqueta a los coeficientes del sistema centrado en x; y el nimero de
onda en comun para las partes de potencial constante es k = /2m(E — V) /h.

Para poder obtener la matriz de dispersién, es necesario dar los coeficientes Ag-f) y

BJ(_) en términos de A§-+) y B;JF) y para esto se utilizan las condiciones de continuidad
en los puntos v = z; — Ay z = z; + A [22, p. 27], las cuales implican que se cumplen
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las siguientes igualdades

AT 4 AT = Cip (= A) + Crp (35 — A) (2-19a)
k(A — ATy = O (1 — A) + C 9 (z; — A) (2-19b)
B+ B = Oy (a; + A) + C_p_(z; + A) (2-19¢)
ik(BY) — By = O, (a; + A) + C_yp_(z; + A). (2-19d)

De este sistema se tienen 4 ecuaciones para 6 incognitas A;H, Agf), BJ(-+), Bj(f), C,y

C_, donde podemos tomar A§-+) y BJ(-+) como variables independientes, de tal forma que

“1 0 g(r; = A) Y(z;-A) A]E_; 1 0

ik 0 W (x;—A) Y_(z;=A) || B k]| 0 +) )
0 =1 (g +4) v (5;+4) . o |4+ 1 | B (220)
0 —ik Y. (z;+A) ¥ _(x;+A4) C. 0 —ik

nombrando P a la matriz de 4 x 4 y multiplicando (2-20) por la inversa P~!, se obtiene
que

A;(.—i Pﬁi + ikPl‘Qi Pl—gi - ikPl‘{

- P5,' + ik Py Pyl — ikP;,

% - Pz‘il + z’kngl A7+ pi—il - z'sz‘jl By, (2-21)
+

C_ Py + kPt Pt —ikPy

Para obtener la matriz de dispersion, solo es necesario considerar las primeras dos
filas de manera que
Ph' 4 ikPy' PRl — kP

g — ({1 TR 13— R ) 999

<P211 + kPt Py' — ik Pyt ( )

Con esta expresion podemos ver la dependencia de S con la posicién z;, el valor de

A, los coeficientes vy y el nimero de onda k, los cuales a su vez dependen de la energia

E. Por otro lado, la determinacion de sus elementos no depende de los coeficientes de las
ondas incidentes ni reflejadas, tampoco depende de los coeficientes C', y C_.

Para determinar los coeficientes C'y, se aplican las condiciones de continuidad sobre
la funcion ¢ y su derivada en = = x; — A, resolviendo para el sistema

¢+|z:xj—A ¢—|z:a¢j—A C+ o AJ ) + A (2 23)
/ / ( -
¢+|x:mij ¢—|x:xij C— ’Lk(A A )
Como se ha mencionado, se asume que se conoce la expansion en serie para la expresion
(2-11) lo cual en muchos casos no es inmediato de obtener pues esto implica el calculo

de derivadas de orden arbitrario, en el proximo capitulo se presenta una herramienta
computacional que nos permite realizar este calculo de manera eficiente y precisa.
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Capitulo 3

Expansion en serie de Taylor del
potencial

Como se describié anteriormente, es posible encontrar las soluciones linealmente in-
dependientes a la ecuacién de Schrodinger si se tiene la expansion en serie de Taylor para
la expresién (2-11). El Teorema de Taylor [23, p. 463] nos dice que si una funciéon f(x)
es derivable por lo menos n veces alrededor de x = x, entonces

F(&) = Fw0) + (@) —20) + 5" (o) — 20+~ [ o) (&~ 70)" + R (31

donde R,, es un término residual que nos da la igualdad, pues en principio, el polinomio
solo nos da una aproximacion al valor de la funcién. Si ahora se considera el limite n — oo,
con la respectiva condicién que f sea infinitamente derivable en x, esto nos conduce a
que la funciéon pueda ser representada por una serie infinita

fa) =3 fulzr — xo)* (3-2)
k=0
donde el k-ésimo coeficiente f; estda dado por
1dvf 1
Jr = H%(%) = ﬂf(k)(%)- (3-3)

Para obtener la expresion (2-11) es necesario calcular las derivadas y consecuentemente su
expresion en serie. Esto podria realizarse de manera simbolica escribiendo explicitamente
la funcién derivada, lo cual no es practico pues esto sélo es posible para casos particulares.
Otra alternativa es aproximar el valor de la derivada [24, p. 210] con el método de Euler o
alguna de sus modificaciones, pero para derivadas de mayor orden se propagan errores de
redondeo que a la larga generan calculos inestables. En este capitulo se describe el método
de diferenciaciéon automatica o algoritmica, el cual permite obtener el valor exacto de la
derivada de orden arbitrario, limitado tinicamente por la precisién maquina.
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3.1. Operaciones basicas entre series de Taylor

La técnica de diferenciacién automéatica se basa en calcular series de Taylor para
funciones mas complejas a partir de expansiones ya conocidas, a través de operaciones
entre los coeficientes [25, p. 64], por lo que es necesario introducir dos funciones f(z) y
g(x). En la practica, no es posible trabajar con la serie hasta infinito, por lo que se trunca
hasta orden N obteniendo el polinomio de Taylor. Como es de esperarse, a mayor orden,
mejor serd la aproximacién del polinomio a la funciéon. Supongamos que conocemos el
desarrollo de Taylor de f y g, entonces podemos obtener de manera casi directa el k-ésimo
coeficiente de las operaciones mas basicas, suma y multiplicacién

Wz) = f(z) +g(z) = (f+9)k = fr+gx (3-4a)

hw) = fa)g(e) = (Fa)e = 3 fgue (3-4b)

los cuales dependen de los coeficientes fr v gx conocidos o de los términos anteriores,
por lo que es facil realizar un calculo iterativo a través de un algoritmo, de tal manera
que podemos definir un vector f de longitud N + 1 cuyas entradas correspondan a los
coeficientes de la expansién, f = (fo, f1, f2, .-, ). Para todas las funciones elementales
como lo son las trigonométricas, hiperbélicas, logaritmo y exponencial, existen expresio-
nes generales para los coeficientes de su serie [26], asi que la mayor aportacién de este
método es que podemos conocer ahora la k-ésima derivada de funciones que impliquen
potencias, divisiones o como se vera mas adelante, composiciones entre funciones, ob-
teniendo la expansién de una funcién h(x) del mismo orden que las expansiones de las
funciones originales f(z) y g(z).

De este procedimiento hay que resaltar que el resultado de aplicar técnicas de di-
ferenciacion automatica a una funcién es un programa para evaluar derivadas, no una
férmula [27, p.3], pues las expresiones en (3-4) quedan escritas de manera muy general
en un modulo o subrutina.

A continuacion se presenta el uso de la técnica para obtener las series de algunas
funciones elementales.

3.2. Potencia

Considérese la expresion de multiplicacién de dos polinomios de orden N en la ecua-
cién (3-4b) si f = g, entonces la expresion corresponde al cuadrado de la funcidn, si se
realiza de manera iterativa dentro de un ciclo do, se puede obtener la potencia p de la
funcion, tal como se muestra en el Apéndice A.
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3.3. Inverso multiplicativo

Para calcular la expresion del inverso multiplicativo, considérese el siguiente polinomio
de Taylor

f(x):gfi(x—l’oy:f0+;fi(l‘—%)i:f0+f($) (3-5)

y exigimos que fy # 0, posteriormente encontraremos que esta descomposion de f en
términos de f (primer término de la serie) y f (una serie sin el término constante) es
muy util para rescatar directamente series de Taylor conocidas. A partir de la igualdad
en (3-5) se tiene que cumplir que el producto de f con su inverso es la unidad, es decir
que

=5+ H=1 (36)
lo que implica que
1 1 1 1 f

I h+i fo(1+ L) Zf()%(—l)Z(fO) +O(N +1) (3-7)

donde en la ultima igualdad se utilizé la expresion general de la serie de Taylor para
14—% [26]. Observamos que esta expresién depende sblo de las potencias de f, por lo
que podemos calcular la expresion para el inverso multiplicativo a partir del uso de la
subrutina desarrollada en la seccién anterior. El c6digo que implementa esta accion se

encuentra en el Apéndice A.

3.4. Exponencial

Considérese ahora la funciéon exponencial compuesta con una funcién f(z) que puede
ser expandida en serie. Tal como se hizo con el inverso multiplicativo y por razones
de simplicidad nos restringiremos a calcular el resto de las expresiones como suma de
potencias® siguiendo el método en [28]. Sabemos que la expansién de Taylor para la
exponencial implica el calculo de potencias [26], para implementar la funcién ef® se
procede a separar el primer término de la serie

f(2) fof fo f f2 ’ A
el =elel =¢ 1+i+§+§+...+ﬁ+(’)(1\7+1) (3-8)

a partir de esta expresién, notamos que basta con calcular las potencias de la funcion y
dividirlas entre el indice en cada iteracion lo cual hace que se obtenga directamente el

les posible obtener expresiones para el i-ésimo coeficiente en lugar de usar sumas de potencias. El
calculo detallado para los coeficientes de esta y otras funciones elementales puede ser consultado en el
capitulo 4 de [25, p. 60]
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factorial. El c6digo para implementarla se muestra en el Apéndice A.

El uso de la exponencial podria ser utilizado para obtener la serie de Taylor para el
potencial de Morse [9, p. 75] o el potencial Pdschl-Teller [9, p. 97] los cuales contienen
exponenciales o funciones trigonométricas hiperbdlicas en sus expresiones.

3.5. Funciones trigonométricas

Ahora vamos a calcular el polinomio de Taylor de orden N para la funcién sen(f(z))
y cos(f(z)) partiendo de que conocemos los coeficientes de la expansién de Taylor de f(x)
y los almacenamos en un vector de N + 1 elementos. De las expansiones de Taylor para
las funciones seno y coseno, sabemos que la primera sélo contiene potencias impares y la
segunda solo potencias pares asi que las potencias de la funcién que estamos buscando
irlan de dos en dos, asi que por consistencia con los métodos anteriores partamos de la

igualdad f = fo+ f

senlfo + ) = sen(fo)cos(f) + cos( fo)sen() (3.9
y sustituyamos la expresion para cos(f) y sen(f) [26]
2o e I B B
sen(f(z)) = sen(fo) |1 — gt o +...| +cos(fo) [f— 51 + S + ... (3-10)

De esta forma, se obtiene una expresién con todas las potencias de f cuyo tltimo
término depende si N es par o impar
7 f? f?
sen(f(x)) = sen(fo) + cos(fo)f — sen(fo)a — cos(fo)g +..+ON+1) (3-11)

procediendo analogamente con la funcién coseno, partimos de que

cos(fo + f) = cos(fo)cos(f) — sen(fo)sen(f) (3-12)
sustituimos las expansiones de Taylor y finalmente se obtiene que
- ) £3
cos(1(x)) = cos(fo) — sen(fo)f — cos(fo) 17 + sen(fo) L+ .+ O +1) (313

O bien, podemos utilizar la igualdad de Euler
" = cos(z) + isen(x) (3-14)
y escribir las funciones en términos de la exponencial, para el coseno

el([ _|_ 6711

cos(zr) = 5
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y para el seno 4 4
el _ ot
2
posterioremente se utiliza la subrutina correspondiente a la exponencial, con la modifi-
cacion adecuada en la declaracion de variables para que acepte nimeros complejos.
Estas funciones trigonométricas pueden ser utilizadas para obtener la expansién de

una barrera tipo sinusoide [21].

sen(x) =

3.6. Logaritmo

Para la funcién logaritmo, también es conveniente dejar la evaluacién en términos de
la separacion f(z) = fo + f, obteniendo

- - £
in(f(x)) =in(fo+ f) = n(fo(1+ f/fo)) = In(fo) + ]{; —gte O(N +1) (3-15)
0
donde en la ultima igualdad, como en los casos anteriores se utilizo la expansion de Taylor
del logaritmo [26].

Como veremos en la segunda parte de la tesis, poder representar el potencial en
términos de potencias es de fundamental importancia para el método desarrollado, ya
que nos permitird encontrar la funcién de onda dada como (2-14).
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Parte 11
Método
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Capitulo 4

Solucién de estados ligados mediante
matrices de dispersion

Como se ha mencionado anteriormente, la ecuacion de Schrédinger no tiene solucién
analitica para un potencial arbitrario dado y en muchos casos es importante conocer las
energias permitidas y eigenfunciones, por lo que se han propuesto métodos numéricos
para encontrar las soluciones. Dichos métodos son susceptibles a la precisién utilizada
para realizar los cdlculos, estos generan errores que pueden ser reducidos con un alto costo
computacional. En la Seccion 2.3 se introdujo un método muy eficiente y preciso para
calcular matrices de dispersion de sistemas no-ligados. En este capitulo se presenta un
método para encontrar la solucion a un pozo de potencial arbitrario basado en el calculo
de la matriz de dispersion cuya exactitud queda limitada sélo por la precision maquina.
Primeramente se separa el problema del pozo en dos y a partir de éstos se encuentran
las condiciones para identificar las eigenenergias. Posteriormente se propone un método
para obtener las eigenfunciones, las cuales quedan expresadas por partes en términos
de series de Taylor, lo que permite normalizarlas y encontrar sus valores esperados de
manera directa.

4.1. Estudio de estados ligados por medio de estados
no-ligados
Consideremos un potencial unidimensional como el que se muestra en la Figura 4-1a,

el cual tiene un comportamiento variable para x < xg y constante para x > xy. La funcion
de onda de este potencial puede plantearse de la siguiente manera

(bf(x) X S Zo

¥(x) = (1)

B(—)eik’(ac—zo) + B(+)€—ik’(x—xo) T > T,
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V(%)

V,(x) A®

(a) Potencial izquierdo (b) Potencial derecho

Figura 4-1: Subdivisiones del potencial V' (z) en Vi(x) y Vp(z)

donde k = y/2m(FE — Vj)/h. Por conservaciéon de probabilidad [1, p.405], los coeficientes
B y B difieren por una fase, es decir que

B = sBBH) (4-2)

con SP un ntimero complejo unitario. Tal como estd dado este potencial no tiene estados
ligados, pero si se une a un potencial como el de la Figura 4-1b se obtiene el potencial
en la Figura 4-2 que si tiene estados ligados. Siguiendo una descripcién analoga a la que
se hizo para el potencial izquierdo, el potencial derecho tiene una funciéon de onda

A(+)eik($_$0) _|_ A(—)e—ik($—$o) T < xo’

o) = (43)

¢p(x) T >z

donde los coeficientes para las soluciones de la parte constante difieren por una fase,
cumpliendo la igualdad
A = 844, (4-4)

Debido a que en la parte constante ambos potenciales valen V4, el valor de k es comtn
para los dos subsistemas.

El potencial V(z) (Figura 4-2) tiene estados ligados cuyas energias denotaremos como
E, y sus eigenfunciones como v, (x). Ya que la funcién de onda de los dos potenciales
es continua en x = 1z al igual que su derivada, para el lado izquierdo se cumplen las
igualdades

B + B = ¢(x), (4-5a)
B — ) — ¢IZ‘<ZO) (4-5D)
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L

Xo

Figura 4-2: Potencial compuesto por el potencial izquierdo Vi(z) y el potencial derecho
VD (LZ')

y andlogamente para el lado derecho

A 4 AC) = ¢ (z0), (4-6a)
A 46 — %@'(/:0)' (4-6b)

Si el coeficiente de la onda incidente en Vi (zg) es igual al coeficiente de la onda saliente
de Vp(zo) y el coeficiente de la onda saliente de Vi(z) es igual al incidente en Vp(zy),
es decir que

B® = A (4-7)

usando las igualdades (4-5) y (4-11) se tiene que la funcién ®(x), definida como

or(z) o<

O(x) = (4-8)

op(x) x> x9

y su derivada ®'(x) son continuas en x = gy, entonces ®(z) es una eigenfuncién del
potencial V(x), es decir, ®(x) = atp,(z). Por lo anterior, la igualdad (4-7) tnicamente
ocurre cuando F = E,. Ya que la solucién obtenida con este método puede normalizarse
de manera directa, el factor a queda absorbido al momento de la integracion, por lo que
de aqui en adelante se tomard a = 1.

4.2. Energias de estados ligados

Los estados ligados se caracterizan por tener un comportamiento evanescente confor-
me z — 00, asi que los niimeros complejos S y SP son factores de fase. Estos factores
pueden ser calculados de manera independiente para cada subsistema como funcién de
la energia E. De acuerdo con la igualdad (4-7) y usando las ecuaciones (4-2) y (4-4) se
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obtiene que

AT = 544 = gAB) = gAGBB(H) — gAGB A),

Cancelando A™) en ambos lados, las fases cumplen que
SASPE =1, (4-9)

si E es una eigenenergia. Obsérvese que para una energia arbitraria F, el producto S4S%
es un complejo unitario, por lo que una forma eficiente de encontrar las energias de
estados ligados es determinar cuando cumple que es un ntimero real, es decir

Im(S45%) =0 (4-10)

la cual es una condicién que puede buscarse con métodos para encontrar raices de ecua-
ciones, como requla falsi o de la secante.

Como hemos visto, el valor de estos factores de fase es muy importante para la deter-
minacién de las eigenenergias, de manera que hay que encontrar sus valores numéricos.
Para esto, considérese de nuevo el potencial en la Figura 4-1b, y subdividase para que
quede como en la Figura 4-3. Es posible obtener la matriz de dispersién correspondiente
al intervalo entre xy y x; utilizando el método descrito en la Seccién 2.3. Las ecuaciones
de este sistema son

FO) = gFp®) (4-11a)
AS) = ShAY + shBS) (4-11b)
BY) = sb A 4+ 5B (4-11c)

donde el subindice D en los coeficientes etiqueta al sistema derecho y Sfj’ son los elementos
de la matriz SP.

Ademas de estas, se debe cumplir que B,(;,i) = FF) y por continuidad en z, se tiene
que AF) = ASE). Es posible utilizar la ecuacion (4-4) y, tal como se muestra en el apéndice
B, despejar el factor S“ en términos de los elementos de la matriz S” y el factor S¥

SESESEH

A _ oD
St =S+ T grap

(4-12)

Hasta este punto, S es un valor desconocido, por lo que hay que hacer una suposicién
adicional, el potencial debe tener un comportamiento asintotico de una barrera infinita
o una constante V; modelado por un potencial escalén, ya que el valor de S es conocido
para estos dos casos particulares [1, p. 405], [29]. Tal como se deduce en el apéndice C,
los factores de fase son, respectivamente

Slf‘arrera =—1 (4—13)
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A = Ag) B FO)
— y e e
E
AC) = AE)_) B FO
— — —
Vo
Xo X1 X1

Figura 4-3: Subdivisién de Vp(x) en dos partes

SF _ik‘o+/€

escalén —

4-14
ik‘o — K ( )
con ko = /2m(E — Vo) /hy k = \/2m(Vy — E)/h, con V; la altura inicial del potencial
tipo escalén y V; la altura final.

Es posible hacer un procedimiento anélogo para el potencial V;(x) en la Figura 4-1a
para que quede como la Figura 4-4, planteando las correspondientes ecuaciones, tal como
se muestra en el apéndice B, se obtiene el valor de SP en términos de los elementos de
la matriz S y el factor S¢
S° 81,55
1 - 8¢5

donde para poder dar S¢ es necesario asumir el comportamiento asintético en los extre-
mos del potencial.

SB =5+ (4-15)

cO A§+) BI(‘) =B®

— e
E

cw 4,0 B,<+) =™

- <
l Vo
! A
X1 X1 Xo

Figura 4-4: Subdivisiéon de Vi(z) en dos partes
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ﬁ \ q q F + D2 BDZ
—_— —p

A BY" c® E

: & o R

— -
Vo

X3 X1 X1 X2
(a) Lado izquierdo (b) Lado derecho

Figura 4-5: Aproximaciones para los valores de S¢ y S¥

Esta condicion puede ser limitante, ya que existen muchos potenciales cuyo compor-
tamiento no es como los que se mencionan, para estos casos se plantea una alternativa.
Considérese la Figura 4-5a, ya que un estado ligado tiene un comportamiento evanescen-
te esto significa que el coeﬁc1ente de transmisién para la seccion de poten01al entre z y
$2 es muy pequeno si x2 es un valor muy lejano a x, es decir que Si < 1, por lo que la
aproximacion

By = SjtAY + SiBR ~ S B

implica que

S~ SI2, (4-16)
Anélogamente, para el lado derecho
Agz) = SEQA(DQ ngBm ~ SDQAH

implica que
St~ sb2, (4-17)

A partir de este desarrollo es posible escribir un c6digo que encuentre las eigenenergias,
a continuacion se presentan los pasos a seguir.
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Algoritmo 1 Determinaciéon de eigenenergias F,,

1: Declarar el intervalos [xmin xmax| y [Emin,Emax]
2: Asignar x0 dentro de [xmin,xmax|
3: for Ei=Emin to Emax do
4:  Calcular SP y S lado derecho
5. Calcular S* y S¢, lado izquierdo
6:  Calcular factores de fase S4 (4-12) y SP (4-15)
7. if Im(SASP) cambia de signo then
8 return FE,=Ei

9: end if

10: end for

Los valores Emin y Emax delimitan los valores donde se iteran las energias a encontrar,
xmin y xmax delimitan el intervalo espacial del potencial, donde se calculan iterativamente
las matrices de dispersion del lado derecho e izquierdo usando el método descrito en la
Seccién 2.3. Colocando el factor correspondiente al comportamiento asintético se calculan
los factores Sy S| si su producto cumple la condicién (4-9) o equivalentemente (4-10)
se tiene un estado ligado, si no se contintia con la siguiente energia. Es posible hacer
un refinamiento de los valores F,, encontrados de manera que se aproxime maéas al valor
verdadero de la energia, utilizando métodos para encontrar raices como requla falsi o
secante. Iterando sobre los valores de p = Im(S4SP) a partir de un valor cercano al
cero se pueden hacer iteraciones para encontrar la energia que mejor aproxime a una
eigenenergia, utilizando la férmula [30]

ERH E*p — EFpy_y

4-18
Pr — Pr—1 ( )

donde E* es la energia a la k-ésima iteracién y py es el valor de Im(S4SP) en la k-ésima
iteracion. Este procedimiento puede realizarse hasta que la diferencia de energia entre
dos iteraciones cumpla algin criterio de convergencia.

4.3. Obtencion de la funcion de onda de estados li-
gados

Una vez conocido el valor de la eigenenergia F,, es posible determinar la eigenfuncion
correspondiente v, (z). El proceso para obtener las eigenfunciones se realiza considerando
el potencial en dos partes derecha e izquierda. Considérese primero el lado derecho (Figura
4-6), la cual representa esquemdticamente la j-ésima iteracion (el subindice j etiqueta
el nimero de iteracién). La matriz S es la matriz acumulada hasta el paso j — 1 y por
tanto la suponemos conocida del paso anterior. Para poder aplicar el método descrito en
la Seccién 2.3 se toma un tramo de tamano 2A adecuado a las condiciones del potencial
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y centrado en z;. Por su parte la matriz S cumple la relaciéon
AG) S S (AT
] = , 4-19
(BJ(-_)1> <521 S22 B](f)l ( )

+ : . , .
ya que BJ(-,)1 = AE»:F), este sistema se puede reescribir en términos de AEJF) que son los
valores que nos interesa conocer, obteniendo las igualdades

A(_) = SllA(+) + 51214;-_) (4—20&)
A = 55 A 4 55, A1), (4-20b)

despejando de (4-20a) Agf) se obtiene

A — 5§ A
812 ,

(=)

para encontrar A§.+) es suficiente con sustituir el valor anterior en (4-20b) ya que A™) es
un valor que puede ser dado de manera arbitraria y A = SAAM) . De aqui se procede a
calcular los coeficientes Cy y C_ solucionando (2-23), asi la solucién Cy v, (x)+C_¢p_(x)
esta completa.

Con este método es posible obtener el factor de normalizacién de la eigenfuncién
ya que la solucién propuesta dentro de la zona de dispersién (2-14) es el producto de
exponenciales con polinomios, al igual que su norma al cuadrado. Asi el factor de nor-
malizacion estard dado por la raiz del inverso de la suma de la integral de cada regién.

Ya que /vy cambia de valores conforme se evalta el potencial, no se tiene garantia
alguna de que sea siempre un real o un complejo, por lo que es conveniente definir
a = Re(\/uy) y b = Im(\/uy) para calcular |¢|* = 9¢*, con esta sustitucién se debe
obtener la integral de

[P = |Cy e ot + [C_Pe®E g ot + 2Re(CLCE g " ) (4-22)

con ¢4 = ¢y (x) polinomios de grado N, y dentro del intervalo [z; — A, z; + A].

Hay dos formas de obtener la integral de (4-22): analiticamente, evaluando la integral
de manera iterativa [31] o haciendo la expansion de la exponencial en polinomio, de
forma que toda la expresién sea un polinomio de grado V. Si bien, es de esperarse que la
integracion analitica sea més precisa, en la practica se verifico que el caso de la expansion
de la exponencial fue més conveniente y eficiente.

A continuacién se muestra el algoritmo para encontrar la funcién de onda evaluada,
suponiendo que se conoce el valor de la eigenenergia E,,, la matriz acumulada S hasta el
paso j — 1 y los valores de los coeficientes de onda iniciales A y A) = §4AH) El
valor de A puede ser arbitrario, ya que esto s6lo cambia la escala de la funcién, esto
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Xo Xj— A Xj xXj + A

Figura 4-6: Subdivisién de Vp(x) en tres partes

es corregido al normalizarla.

Algoritmo 2 Célculo de eigenfuncion v, (z) dado E,, en el j-ésimo paso: Lado derecho

Calcular S;

Obtener coeficientes Ag-f) (4-21) y AS-JF) (4-20b)

Calcular los coeficientes C'; y C_, solucionando (2-23)

Evaluar la funcién ¢, (z) = Cy ¢4 (x) + C_tp_(z) (2-14) y guardarla en un archivo
Calcular la integral de [¢,(2)|? (4-22) en el intervalo [x; — Ax; + A], y agregarlo al
valor de la integral acumulada.

6: Realizar el producto Redheffer, S = S+ S,

Es importante que los valores de la integral sean guardados en una variable global,
pues con este proceso solo se obtiene el lado derecho de la integral y para obtener la
integral completa hay que agregar la integral de la parte izquierda.

La Figura 4-7 muestra la j-ésima iteracion de lado izquierdo, el proceso descrito a
continuacién es analogo al proceso en el lado derecho, con el detalle que el producto
Redheffer se realiza antes del cdlculo de los coeficientes, por lo que S’ corresponde al
intervalo [x; — A, xp]. Considérese que S" es la matriz acumulada para el lado izquierdo
hasta el paso j — 1, luego hay que calcular S;» y realizar el producto estrella con S,

. . ’ / ’ .
obteniendo la matriz acumulada S = S; xS, en ese orden. Esta nueva matriz cumple que

AN (S S (A

El sistema de ecuaciones equivalente a este sistema es
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Figura 4-7: Subdivisién de Vi(z) en tres partes

AT = 5,49 1+ 51,B) (4-24a)
B =5, A% 4 5, B, (4-24b)

De aqui es directo obtener A§-+) despejandolo de (4-24b), obteniendo la igualdad

(4-25)

Para Ag_) se sustituye el valor anterior en (4-24a). Los valores B™*) son los coeficientes
de las ondas iniciales ya conocidas del proceso del lado izquierdo, pues cumplen que
AE) — B

A continuacién se muestra el algoritmo para obtener el valor de la funcién de onda
para el lado izquierdo, correspondiente a la j-ésima iteracién.

Algoritmo 3 Calculo de eigenfuncién ¢, (x) dado E,, en el j-ésimo paso: Lado izquierdo

Calcular S;

Realizar el producto Redheffer, ' = S;- xS

Obtener coeficientes A§+) (4-25) y Ag-_) (4-24a)

Calcular los coeficientes C'; y C_, solucionando (2-23)

Evaluar la funcién ¢, (z) = Ciipy(z) + C_tp_(x) (2-14) y guardarla en un archivo
Calcular la integral de |1, (z)|? (4-22) en el intervalo [z; — A,x; + A], y agregarlo al
valor de la integral acumulada.

Si bien, son procesos andlogos, hay diferencias en los valores de los coeficientes y
en el orden del calculo en el producto Redheffer debido a la simetria del problema.
Es importante mencionar que para la estabilidad de este calculo es necesario que A
sea un valor pequeno, esto para que los segmentos en el potencial sean angostos y que
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la expansion del potencial tenga errores mas alla de la precision maquina, y por otro
lado también hay que considerar que las cantidades A — S, A y BE) — 50 B,
numeradores de (4-21) y (4-25), deben estar acotadas por abajo por un valor del orden
de la precisiéon maquina pues podrian tomar un valor cercano a la precision y los calculos
iterativos llevarian errores.

Después de este desarrollo es posible escribir el proceso para encontrar la funcién de
onda completa. Ya que el calculo del lado derecho es independiente del izquierdo hay que
realizar los procesos por separado. A continuacién se muestra el procedimiento para el
calculo completo utilizando los algoritmos 2 y 3.

Algoritmo 4 Calculo de eigenfuncién v, (x)

Inicializar S = 1,, AH) =1y AC) = §4AH)
for j =1 to Np do
Algoritmo 2
end for
Inicializar ' = I,, Bt = A y BE) = AH)
for j =1 to Ny do
Algoritmo 3
end for
Normalizar eigenfuncién con la integral acumulada
Reescribir eigenfuncién normalizada en un archivo de texto

H
@

En esta notacion I, es una matriz antidiagonal, Np es el nimero de veces que se realiza
el algoritmo derecho y N; el niimero de veces que se realiza el algoritmo izquierdo. Estos
dos valores generalmente seran diferentes pues dependen de la posiciéon de zg, el tamano
de A y del intervalo [Zin, Tmaz)-

Ademés de los valores Ernaz, Emins Tmins Tmas ¥ AT que determinan respectivamente
el dominio de bisqueda de eigenenergias, el dominio de la funcién y la condicién inicial
de la onda incidente en xg, es necesario definir el valor de otros tres parametros que
determinaran la precision del método, dos son enteros positivos los cuales determinan
el orden maximo de los polinomios que satisfacen (2-12) y (2-15), respectivamente N,y
y N, y el ultimo es A, un real con unidades de longitud que determina el rango de las
subdivisiones del potencial. Es importante mencionar que durante este desarrollo no se ha
especificado si A toma un valor constante o puede variar como funciéon de x, dependiendo
del comportamiento del potencial podria ser conveniente que A cambie en cada iteracién
para reducir el error sin cambiar los valores de Ny, v N,. La igualdad (2-17) requiere
que N, > 3y ya que los coeficientes de ¢ (x) dependen de los coeficientes de la serie del
potencial vy. Tomando en consideracion este detalle, se utilizara N, = N, + 2 donde el
minimo de N,y es 1, a menos que se especifique algo diferente.

En el siguiente capitulo de esta tesis, se realiza la validacion del método aqui descrito
con potenciales cuyas soluciones son conocidas, de manera que se pueden comparar los
resultados numéricos obtenidos con las soluciones analiticas.
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Capitulo 5

Validacion de casos analiticos
conocidos

5.1. Oscilador armonico unidimensional

En este caso, tal como se vio en la Seccion 1.4.1, el potencial es simétrico. Para
adimensionalizar la ecuacién de Schrodinger, hacemos que A%/2m = 1y hw = 1, asf los
pardmetros en la solucién (1-16) son a = /h/mw = /2 y mw?/2 = 1/4, y las energias
toman la forma E,, = (n+%). En este caso no es posible hacer una aproximacién adecuada
para el comportamiento asintético por lo que se utiliza la aproximacién con la matriz
de dispersién (4-17). Para la aplicacién del método descrito en (II), se toma Vp = —1y
Ty = 0.

5.1.1. Eigenvalores

Para encontrar las eigenenergias se usa Ny = 3, N, =32y A = 107" constante y el
intervalo de energfas [0, 10] espaciadas por un tamafio de paso 1072, esto considerando
que conocemos el comportamiento de la solucién analitica y sabemos que dentro de ese
intervalo se encontraran 10 eigenenergias.

En la Figura 5-1 se muestran la parte real e imaginaria de S4 como funcién de la
energia, ya que como el potencial es simétrico S4 = SP y es suficiente con calcular los
ceros de Im(S4), pues la igualdad (4-9) implica que (S4)? = 1 y por tanto S4 = 1.
Los rombos muestran los valores de energia exactos, los cuales coinciden con los ceros de
la curva Im(S4). A partir de esta grafica, es posible decir que la separaciéon entre dos
valores contiguos de las eigenenergias serd igual dentro del intervalo [0, 10], tal como se
verifica analiticamente en (1-17).

Los valores exactos de las eigenenergias encontradas con el método se registran en la
Tabla 5-1. Comparado con los valores analiticos de la eigenenergia para los correspon-
dientes nimeros cuanticos, se observa que el error ocurre 34 lugares después del punto, es
decir, el error ocurre tinicamente en el iltimo digito ofrecido por la cuadruple precision.
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Figura 5-1: Partes real e imaginaria de S* como funcién de la energia E

Tabla 5-1: Tabla de eigenvalores para el oscilador arménico y error relativo

n E, método Error relativo

0 5.000000000000000000000000000000002E-01 5. 7E-34
1 1.499999999999999999999999999999999E-+00 2.5E-34
2 2.500000000000000000000000000000000E+00 3.0E-34
3 3.500000000000000000000000000000001E4-00 3.3E-34
4 4.500000000000000000000000000000000E4-00 0.0E+00
5 5.500000000000000000000000000000000E+00 0.0E+00
6 6.500000000000000000000000000000000E4-00 0.0E+00
7 7.499999999999999999999999999999997E+00 3.0E-34
8  8.499999999999999999999999999999996 E4-00 3.6E-34
9 9.499999999999999999999999999999995E4-00 4.8E-34
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En la Tabla 5-1 se encuentran el niimero cuantico principal (primera columna), y los
valores correspondientes a las eigenenergias encontrados con el método (segunda colum-
na) y el error relativo (tercera columna), el cual se calculd utilizando la férmula

Err — |En,anah'tico - En,método| (5_1)

| En,analitico |

donde E, snaiitico corresponde a la expresién (1-17). Es de notar que los errores 0.0E + 00
indican que la exactitud supero la precision de la maquina.

Con el objetivo de verificar el efecto del valor de IV, en las eigenenergias, se aplico
el método variando el valor de N, con A = 107!, paran = 0y n = 9 los resultados se
muestran en la Figura 5-2. Se observa que el error relativo disminuye de orden conforme
N,, aumenta hasta llegar a N, = 24 en donde se alcanza la precision maquina. Ademas, el
error relativo para n =0 y n = 9 tienen un comportamiento muy similar y se encuentra
el cambio para el mismo valor de N,,.

T T T T T T T ]
o ® n=0| ]
1E-7:— n n=9 ]
Al
g - (A ]
g 1ETE i ]
S &
[ -
S .
— r -
W qg-27 £ ]
[ |
[]
b pasnn
1E_37 :I 1 1 1 1 1 1
0 5 10 15 20 25 30

Figura 5-2: Error relativo de la eigenenergia paran =0y n =9

5.1.2. Eigenfunciones

Ya que el potencial es par, se espera que las eigenfunciones tengan una paridad de-
finida [1, p.30] asi que el intervalo para el potencial y para las eigenfunciones se toma
simétrico alrededor del cero.

En la Figura 5-3 se muestran las eigenfunciones del estado base 5-3a y del estado
excitado n = 9 5-3b, las cuales fueron obtenidas con los mismos valores de Np., N, y
A que Figura 5-1. El nimero de nodos es igual al nimero cudntico principal, se observa
que el estado base es par y el noveno estado excitado es impar.
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Figura 5-3: Eigenfunciones del oscilador armoénico obtenidas con el método

Con el objetivo de verificar el efecto del valor de N, en la precisién de las eigenfun-
ciones, se dejaron fijos los demas pardmetros y se varié N, tomando valores 12, 17, 22 y
27. En la Figura 5-4 se muestran los resultados. Tal como se espera, el orden del error
disminuye conforme aumenta el valor de N,. De 5-4a a 5-4b se ganan 5 érdenes aproxi-
madamente. Al aumentar 5 el valor de IV, se obtiene 5-4c en la cual se ganan alrededor
de 9 6rdenes, en cambio entre 5-4c¢ y 5-4d se gana sélo un orden ademas que se muestra en
esta ultima fluctuaciones muy marcadas alrededor de x = +7 los cuales apacerecen como
lineas muy gruesas. Los picos internos se deben a los nodos de la eigenfuncion pues el
denominador de (5-1) es igual al valor de la eigenfuncién. Por otro lado, se observa que el
error relativo comienza a divergir en los extremos, debido a que el denominador de (5-1)
tiende a la precisién de la maquina o a un valor constante mientras que el denominador
tiende a cero.
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Figura 5-4: Errores relativos entre 19(z) analitico y la solucién por el método variando
el valor de N,

5.2. Atomo de hidrégeno

El método se aplicd al potencial presentado en la Seccién 1.4.2. Por simplicidad se
usé h?/2m, = 1y €?/4mwey = 2, de manera que ag = 4wegh?/mee* = 1y por lo tanto, las
eigenenergias son E,, = —1/n?. Dada la forma del potencial (Figura 1-3a), para £ # 0, es
posible hacer la aproximaciéon de barrera infinita en la seccién izquierda de manera que
S¢ = —1, mientras que para el lado derecho con r > 0 el comportamiento del potencial
puede ser modelado como una constante V; = 0 por lo que S* toma el valor expresado
en (4-13). El punto z; se se ubica en el minimo del potencial (1-27). En este caso, ya que
las energias van de 0 a -1, se toma Vy = —1.2.
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5.2.1. Eigenvalores

El potencial del lado izquierdo tiene un comportamiento que rapidamente tiende a
infinito mientras que del lado derecho toma valores que van asintéticamente hacia cero,
por lo que es conveniente plantear a A de tamano variable como funcién de z. Para las
energias, sabemos que estan entre -1 y 0, pero no estan igualmente espaciadas, asi que
es conveniente hacer un paso variable para el muestreo de energias pues dado un tamano
de paso y llegado a cierto valor n se podria perder alguna eigenenergia.

La Figura 5-5 muestra el valor real e imaginario del producto S*4S®. Los rombos
representan los valores exactos de las eigenenergias (1-24), se observa que dichos valores
coinciden con los ceros de la curva Im(S4SP). Para generar la figura, se definié Ap =

0.0101z, Ay = 0.0099z y las eigenenergias entre -1 y 0 con un tamano de paso que
depende de la energia anterior paso’*! = 0.01E7. El resto de los pardametros son ¢ = 1,
Npot =50y N, = 52.
——Re(S"sB)
. A ' ——Im(S"s®)
o E,

[ \ A | A MR B
0.01 0.1 1

E/E,

Figura 5-5: Partes imaginaria y real del producto S4S® como funcién de la energia F

Con la curva es posible ver que las eigenenergias no estan igualmente espaciadas ya
que las oscilaciones tienen una mayor frecuencia al acercarse al cero. Los valores de la
energias obtenidas con los ceros de la curva se muestran en la Tabla 5-2. El error relativo
(tercera columna) para estos parametros indica que se tiene una exactitud de hasta 30
decimales después del punto, valor cercano a los 35 decimales ofrecidos por la cuadruple
precision de los calculos.

43



Tabla 5-2: Tabla de eigenvalores para el atomo de hidrégeno y error relativo, ¢ = 1

n E,, método Error relativo

2 -2.499999999999999999999999999998827E-01 4.69E-31
3 -1.111111111111111111111111111110700E-01 3.69E-31
4 -6.249999999999999999999999999998172E-02 2.92E-31
5 -3.999999999999999999999999999999051 E-02 2.37E-31
6 277777207 E-02 2.05E-31
7 -2.040816326530612244897959183673113E-02 1.74E-31
8 -1.5624999999999999999999999999997 74 E-02 1.44E-31
9 -1.234567901234567901234567901234398 E-02 1.37E-31
10 -9.999999999999999999999999999998721E-03 1.27E-31

Con el objetivo de mostrar que utilizando este método, las eigenenergias aparecen de
forma directa al cambiar el valor de ¢ sin modificar el intervalo de energias, se construyo
la Figura 5-6 con los mismos pardmetros que las anteriores. Esta grafica muestra que
conforme cambia el valor de ¢ la curva se abre de manera que llegue al cero correspon-
diente, conservando los ceros consecutivos. Esto demuestra que, para diferentes valores
de /¢, se tiene diferente nimero de eigenenergias pero el valor de estas no depende de /.

6.01 01 I 1
E/E4

Figura 5-6: Im(S4S?) como funcién de la energia F para £ = 1,2,3,4,5
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5.2.2. Eigenfunciones

Para este caso, el potencial no es simétrico, pero es radial por lo que el intervalo de
definiciéon para el potencial y las eigenfunciones es el eje positivo.

Con los mismos parametros utilizados para la Figura 5-5 se gener6 la primera eigen-
funcién correspondiente a ¢ = 1, que de acuerdo con (1-26) n = 2 y no contiene nodos
radiales (Figura 5-7a) y también se obtuvo la eigenfuncién para n = 10 y £ = 1 (Figura

5-7b).

T T T T T T
018 ) 0.15 F
0.14 |
0.12 - 0.10
R 0.10 | ~ 00|
= o008} =
5 )
0.06 - 5 000
0.04 | 0,05
0.02 |
0.00 | 0.10 -
! I ! 1 1 L |
0 5 10 15 20 25 0 200
r r
(a) u21(r) (b) u10,1(r)

Figura 5-7: Estados n = 2 y n = 10, £ = 1 del 4tomo de hidrégeno obtenidas con el
método

Ya que para este tipo de potencial se utiliza una A variable, el efecto de N,, no
serd necesariamente igual que en el oscilador, asi que a continuaciéon se muestran los
errores relativos correspondientes a n = 10, tomando N,, = 5, 10, 15, 20. Se observa
que para N, mayor, la amplitud del error es menor a excepcién del origen que tiene
un error notorio en todas las graficas. Entre las Figuras 5-8a y 5-8b se reduce el error
en aproximadamente 10 6rdenes de magnitud, mientras que de 5-8b y 5-8c sélo 8. Es
notable que entre las Figuras 5-8c y 5-8d no hay cambios considerables en el orden del
error, por lo que no tiene sentido utilizar valores mayores para Np,. Los picos donde
r < 250 se deben a que la eigenfuncién tiene un nodo y por tanto (5-1) se indetermina.
La divergencia en los extremos se debe a que el denominador tiende a un valor constante
y el denominador a cero, ademés esto indica que comienza a haber errores debido a que
B() — S5,B™) es un valor cercano a la precision maquina.
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Figura 5-8: Error relativo para n = 10 del potencial 4&tomo de hidrégeno con ¢ = 1
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Capitulo 6

Potencial Lennard-Jones

El potencial de Lennard-Jones es un potencial que describe una fuerza radial, asi que
para su estudio se aplica lo visto en la seccién 1.2. Una forma estdndar de expresarlo [32,

p. 499] es b )
ol w

donde los parametros € y o representan la profundidad del pozo y el radio en el cual
V(z) = 0 respectivamente, tal como se muestra en la Figura 6-1, o alternativamente de

la forma i .
V(r)=e¢ [(T;”) - 2(7") ] (6-2)

donde aparece explicitamente r,, que es el radio donde el potencial toma su minimo valor
. . . . . 1
—e, se obtiene la equivalencia entre las expresiones haciendo r,, = (2)s0.

Este potencial es utilizado para aproximar las fuerzas de interaccién entre atomos y
moléculas, ya que el segundo término corresponde a una fuerza atractiva del orden de
r~% la cual se asocia a las fuerzas de Van der Waals, asi demostrado por Fritz London
[33], mientras que el primero es un término que actiia como una barrera dominando el
comportamiento cerca del origen, por lo que que es suficiente que sea de orden menor.
Se escoge ' porque esto implica un ahorro computacional ya que es el cuadrado del
segundo.

Debido a que el potencial tiene una singularidad esencial en r = 0, no es posible
aplicar el método de series [5, p. 573], evitando que se encuentren soluciones analiticas
al potencial.

Uno de los principales usos de este potencial es al modelar sistemas donde las particu-
las interactian débilmente. En un estudio propuesto [34], el potencial fue utilizado para
obtener niveles rotacionales y vibracionales de trimeros (molécula constituida por tres
atomos idénticos) con al menos un estado ligado. También es utilizado para interacciones
de corto rango en colisiones de atomos con moléculas diatomicas, tal como se describe
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V(r)

Figura 6-1: Potencial Lennard-Jones

en [35], se obtienen pardmetros del potencial que se utilizan para encontrar expresiones
para la probabilidad de transiciones vibracionales considerando otro término adicional al
potencial Lennard-Jones, el cual depende de la distancia entre el 4&tomo y la molécula, el
angulo de orientaciéon y el eje vibracional de la molécula diatémica.

6.1. Eigenvalores

Para este potencial, se toma h?/2m =1y o = 1, asi el minimo estard en r,, = 2% si
¢ = 0. El valor de ¢ serd un pardmetro del cual dependera el valor de la energia. Para
este potencial se puede colocar el comportamiento asintotico tipo barrera a la izquierda
y el comportamiento tipo escalon hacia la derecha, con V; = 0.

Como se menciond en la Seccién 4.2, es necesario determinar un rango dentro del
cual se encuentran las energias. Esto puede hacerse considerando que las energias no
pueden ser menores al minimo del potencial, asi que es suficiente con definir la busqueda
en el intervalo [—&,0]. Ya que el potencial es radial, el dominio de definiciéon de las
eigenfunciones sera el eje positivo.

A continuacién se muestra la Figura 6-2 en la cual se grafican las eigenenergias para
¢ =0,1,2, 3,4y 5 como funcién de ¢, la cual coincide con [36]. Se utilizé N, = 50,
N, = 52 y A variable. Es de notar en esta figura que no para cualquier valor de € se
encuentran eigenestados, pero si es de esperarse que a mayor profundidad (e mayor)
se encontrarda un mayor numero de ellos. Se observa que las curvas parten de un valor
cercano al cero y después decrecen conforme € aumenta.
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Figura 6-2: Eigenvalores como funcion de la profundidad del pozo ¢ del potencial Lennard-
Jones utilizando la expresién (6-2).

Se hizo una primera prueba para ¢ = 8, £ = 0. Se utiliz6 A variable, lineal en =z,
Ap =1x/999 y Ay = /1001, el tamano de paso entre energias es variable y depende de
la energfa del paso anterior paso’ = |E7|/300, mientras que N, = 30 y Vj = —8.8.
Con ayuda de la Figura 6-2 podemos notar que sélo hay un eigenestado, el cual se observa
en la Figura 6-3. El valor de la eigenenergia obtenida es Ey = —0.16059823.

——Re(S"sB)
—Im(s”s®)
o E,

Figura 6-3: Partes real e imaginaria de S4S” para e =8

Con el objetivo de poder comparar los resultados publicados en [37], se coloca ¢ =
2500/2%, (=0, Nyot =30y Vo = —2.2 x 10%. Los resultados para las eigenenergias se
muestran en la Figura 6-4 y los valores obtenidos en la Tabla 6-1. Estos coinciden con
los valores en el articulo y ademas, por medio del método y la precision utilizada para el
calculo, es posible superar el nimero de decimales.
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Figura 6-4: Partes imaginaria y real del producto S4S® como funcién de la energia F

Tabla 6-1: Tabla eigenvalores para el potencial Lennard-Jonnes ¢ = 2500/ 2%, (=0

n E, /e método

0 -8.841682060189871668923982965157698E-01
1 -6.794048953074704124320017743920581E-01
2 -5.076691694621597692444148252388150E-01
3 -3.665593353516646446010077868143655E-01
4 -2.535320269668648795966675069491883E-01
5 -1.658893598083014331939908186079869E-01
6 -1.007664561668338414947513434893987E-01
7 -5.512059682898569754720596234336787E-02
8 -2.572398567408023084293764018496102E-02
9 -9.163072425675965499395723321095001E-03
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A partir de la Figura 6-4 es posible notar que las eigenenergias no estaran igualmente
espaciadas. A continuacion se muestra una grafica del valor de la eigenenergia en fun-
cién del niimero cuantico principal n, Figura 6-5. Se observa que conforme aumenta n,
las eigenenergias tienden a cero, ademds que cerca de este valor hay mayor ntiimero de
eigenestados.

00 | * -

-0.2 - -

04| 4

-08 |- -

Figura 6-5: Eigenenergias F,, del potencial Lennard-Jones como funciéon de el niimero
cuantico principal n

Como se mencioné anteriormente, los estados ligados se encontraran sélo para ciertos
valores de ¢. Es posible observar este resultado utilizando el método. En la Figura 6-6 se
muestra que para € = 2 no se cumple la condicién (4-9) a pesar de que I'm(S4S®) tiene
una raiz, asi que en todo el dominio no hay eigenvalores.
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Figura 6-6: Partes imaginaria y real de S4S® como funcién de la energfa E.
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6.2. Eigenfunciones

En la Figura 6-7 se muestra el tinico estado ligado para f = 0y € = 8, es la eigenfuncién
normalizada, la cual no muestra ningin nodo radial por lo que corresponde a un estado
base localizado.

0.8 L T T T T T T T T T

0.7 - :
0.6 - :
05+ E
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0.3 .
0.2 - s
0.1 B

0.0 |

Figura 6-7: Eigenfuncién ug(r) para e = 8

Para comparar con las eigenfunciones reportadas en [37], en la Figura 6-8 se muestran
las eigenfunciones correspondientes a n =2, 4, 6 y 7 para { = 0y € = 2500/ 2%, obser-
vandose que la forma coincide, a excepcién que en [37] no estdn normalizadas. Con estas
graficas se tiene que el nimero de nodos es igual al nimero cuantico principal n. Confor-
me el valor de n aumenta, la funcién de onda tiene més picos y valles lo que provoca que
la parte oscilatoria se extienda en el dominio de r, ademas el valor médximo disminuye
con respecto a las eigenfunciones anteriores y su posiciéon se recorre hacia la derecha,
este concuerda con el maximo de |u,;(r)|? asf el maximo de la densidad de probabilidad
también se recorre a la derecha, esto tiene sentido pues r representa la separacion en-
tre moléculas, si el sistema tiene mas energia hay mayor probabilidad de que estén mas
separados.
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Figura 6-8: Eigenfunciones del potencial Lennard-Jones con € = 2500/ 28 yl{=0
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Capitulo 7

Conclusiones

En esta tesis se presentdé un método para calcular estados ligados, obteniendo sus
respectivas eigenenergias y eigenfunciones normalizadas. La resolucion del problema con-
sisti6 en dividir el potencial en dos secciones inicialmente, derecha e izquierda, a partir
de un punto zy. Posteriormente se calcula la matriz de dispersion para cada uno de los
lados de manera iterativa con la aproximacién de regiones pequenas. A partir de las ma-
trices de dispersién derecha e izquierda se obtuvieron los factores de fases S4 y S? los
cuales satisfacen (4-4) y (4-2) respectivamente. El producto de estos factores fue utilizado
para identificar eigenenergias que cumplen Re(S4SP) = 1. Las funciones de onda con
la eigenenergia correcta cumplen las condiciones de frontera, de manera que es posible
obtener las eigenfunciones que quedan expresadas como funciones por partes, donde en
cada parte la funcién es un polinomio.

A continuacion se enlistan las principales conclusiones respecto a la implementacién
del método:

x Es posible trabajar con un tamafio de paso variable para la divisién del potencial,
haciéndolo muy adaptable a las condiciones del potencial.

% Para aplicar el método es necesario expresar el potencial en forma de serie. La
técnica diferenciacion automatica permite obtener los coeficientes de la serie de
manera exacta, a orden arbitrario y utilizando s6lo operaciones bésicas.

x En la practica no es posible utilizar infinito nimero de términos para las series,
asi que éstas se truncan asegurando que la precisiéon de los resultados supere la
precision maquina.

% Las matrices de dispersion de las secciones derecha e izquierda se calculan indepen-
dientemente a partir de subsistemas utilizando el producto Redheffer. A su vez, el
calculo de cada subsistema también es independiente por lo que este calculo puede
ser implementado en paralelo.
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Una forma eficiente de encontrar las eigenenergias es determinando los ceros de la
curva Im(S4SP), implementando refinaciones con métodos de biisqueda de raices
como requla falsi o de la secante.

Expresar la soluciéon como polinomios por partes permite facilmente obtener valores
esperados y la constante de normalizacion ya que la integracion de polinomios
es muy directa y facil de implementar, sin la necesidad de acudir a métodos de
integracion numérica que generan mas errores.

La precision del método depende de los pardmetros Ny, N, y A, en contraste
con otros métodos que dependen solo del tamano de paso h, por lo que es mas
complicado asignar un orden.

La exactitud de la solucién también esta vinculada a la precision maquina utilizada,
ya que como se mostro en la parte de validacion, es posible obtener obtener hasta
34 cifras significativas correctas, lo cual es muy cercano a la cuadruple precision
ofrecida por la maquina.
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Apéndice A

Subrutinas para calculo de series de
Taylor

Aqui se muestran las subrutinas utilizadas para obtener las series de Taylor del po-
tencial (2-12). Se utilizard la sintaxis de FORTRAN pues el codigo fue escrito en este
lenguaje.

Suponemos que contamos con las subrutinas SUMA_T(N,f,g,h) y PROD_T(N,f,g,h)
las cuales realizan la suma y producto de las funciones f y g dadas como un vector de N+1
entradas que contiene los coeficientes de Taylor de las funciones hasta orden N, mientras
que la variable h de salida contiene el resultado de aplicar las operaciones, el cual es un
vector de N+1 entradas. Asi que estas subrutinas implementan las igualdades expresadas
en (3-4).

A.1. Potencia

Para obtener la potencia p de la funcién f, con p un entero se utiliza la expresién
(3-4b) con f=g. El cédigo se muestra a continuacion.

SUBROUTINE POT T(N, f ,p,fp)
integer :: N.,i,p
real , dimension (0:N) :: f fp
fp=f
do i=1,p—1
PROD T(N,fp,f,fp)
end do
END SUBROUTINE POT T

Al ser llamada esta subrutina, se hace un producto del vector de entrada f consigo
mismo y se guarda en el vector de salida fp, después de p — 1 iteraciones se obtiene la
potencia requerida.
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A.2. Inverso multiplicativo

La implementacion para obtener la serie de Taylor del inverso multiplicativo de una
funciéon f se muestra a continuacién

SUBROUTINE INVMUL T(N, f, invf)

integer :: i N
real , dimension(0:N) :: f invf fi f bar, f ac
fi=0

fi(0)=1 !—Primer coeficiente , i=0
f _bar=(—1/f(0))«f
f _bar(0)=0
f ac=f bar
do i=1)N
SUMA T(N, fi ,f ac,fi) !—se actualiza fi
PROD T(N,f ac,f bar,f ac) /—Potencias de [ _bar
end do
invf=(1/£(0))=(fi)
END SUBROUTINE INVMUL T

De acuerdo con (3-7), se muestran las consecutivas potencias de f£_bar la cual tiene los
elementos de f y se mantiene fija durante toda la iteracién, £_ac es la i-ésima potencia de
f_bar y con la actualizacién de £i nos aseguramos que el término ¢ = 0 sea considerado
en la suma final.

A.3. Exponencial

Para el calculo de los coeficientes de una exponencial compuesta con otra funcion
f(z), se utiliza la siguiente subrutina

SUBROUTINE EXP_T(N, f ,w)
integer :: N, i
real , dimension(0:N) :: f w,wi,f bar
wi=0
wi(0)=1
f bar=f
f bar(0)=0
f ac=f bar
do i=1,N
f _ac=f ac/i
SUMA T(N,wi,f ac,wi)
PROD T(N,f ac,f bar,f ac)
end do
we(exp (£(0))# (wi)
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END SUBROUTINE EXP T

donde N es el maximo orden del polinomio, f es el vector de N + 1 entradas con los
coeficientes de la expansion de Taylor de f(z), wi es la variable que se actualiza y se
inicializa con los valores para ¢ = 0, f_ac es la variable que almacena el calculo de la
potencia en la i-ésima iteracion y w es el vector de N + 1 entradas con los coeficientes de
la expansién de e/ @),
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Apéndice B

Factores de fase S y 5B

Para el lado izquierdo, Figura 4-4, se tienen dos subsistemas que originalmente forman
parte del potencial V;(x), Figura 4-1a. Las ecuaciones que describen estos dos sistemas
son

B = §BBH) (B-1a)
) = g% ™) (B-1b)
A7) = s{ AT + sL,B (B-1c)
BY = 5L A 4 5L Bt (B-1d)
Las condiciones de continuidad en x = ¢ y = = xll implican que
CEH = AF (B-2a)
B® = B&). (B-2b)

A partir de estas ecuaciones, hay que encontrar el valor de SP. En (B-1c) se sustituyen
Aﬁ” y B(D+) por C(7) y B respectivamente, lo que est4 de acuerdo con (B-2a) y (B-2b),
de manera que

A7) = 851 c©) 4 51, BH)
se despeja B de (B-1a) y se sustituye junto con (B-1b) en la igualdad anterior, se

obtiene que
; B

&”zﬁﬁ%ﬁﬂﬂwﬁ;:ﬂ“ (B-3)

Realizando el mismo procedimiento de sustitucién para (B-1d), la igualdad correspon-
diente es

B B
B\ = 85s°CH) + i =B, (B-4)

22 SB
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De (B-3) se despeja CH) y se sustituye en (B-4), de manera que

Si,B")
SB(1—895t)

; BE)
22 SB

S35 + S = B,

a continuacion se cancela B(™) en ambos lados de la igualdad y se obtiene la expresion
(4-15)

SS1Sh

B _ oI
S" =S+ T gear

(B-5)

Se procede andlogamente para el potencial derecho, Figura 4-3. En este caso la eti-
queta del subsistema es D. Las ecuaciones correspondientes son

A =544 (B-6a)
FO) = gFpH) (B-6b)
A = shAY 4+ shBLY (B-6¢)
BY) = sb A 4+ shBh. (B-6d)
con las respectivas condiciones de continuidad en z = xg y © = 13
AF) = 4P (B-7a)
B = ), (B-7b)

Para obtener el valor de S4 se sustituyen los valores Ag’) por A y BSF) por F(=) en
(B-6¢), de manera que

AL = 8§D AW 4 gD ),

De (B-6a) se despeja A y se sustituye en la ecuacién anterior junto con (B-6b) obte-
niendo

) AC)
AL = SﬁF + SESFFH) = A6 (B-8)

Realizando las mismas sustituciones en (B-6d), se tiene la igualdad

3 A
By =S5

nox T SDSF R = p), (B-9)

Se despeja F(Y) y se sustituye en (B-8), cancelando términos semejantes y reacomodando
los factores se llega a la expresion (4-12)

SESESEH

A _ oD
St =S+ T grap

(B-10)
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Apéndice C

Factores de fase para la barrera
infinita de potencial y potencial
escalon

Considérese la Figura C-1a, en donde se representa esqueméaticamente el potencial de
barrera infinita. La funcién de onda para este potencial es

AP gikla—zy) 4 A(S)e—ik(z—zs) 4 < T
v(r) = {0 ) ()
donde £ = \/m /h. Por continuidad en x = z; se tiene que
A L A =0 = A = —A(+),
ya que los coeficientes cumplen (4-4), se cumple que
Sharrera = —1. (C-2)

Por otro lado, para el potencial escalon, Figura C-1b, la funcién de onda mas general
asociada es

A(+)eik0(17$f) _|_ A(f)efiko(zfxf) €T S 'If
U(z) = (C-3)

B(f)eikl(xfxf) _|_ B(+)€7ik1(zfxf) xr > ':Ef

donde kg = /2m(E — V) /hy k1 = /2m(FE — V1) /h. Ya que no hay ondas incidentes por

la derecha B = 0, ademés para E — V; < 0 el nimero de onda k; se vuelve complejo,

se tiene que
V2m(Vi — B
]{71 ) ( ! ) ) (C—4)

= =K,

h
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AG)
— V.
B A BC) !
ﬁ ﬁ
A A B
h- h\ h
Vo
VO I
| |
1 X * X
Xf xf
(a) Potencial barrera infinita (b) Potencial escalén

Figura C-1: Potenciales para aproximar comportamiento asintotico de potenciales con
estados ligados muy particulares

de manera que la solucién en z > x ¢ la onda es evanescente y en todo el espacio se escribe

Ccomo
A(—}—)eiko(x—xf) + A(—)e_ikO(x_xf) T S Ty

x) = C-5
¥(z) B)erlz—z) T > Ty (C-5)
Aplicando la condicién de continuidad a la funcién de onda y a su derivada en x = g
A®) 4 40 = O (C-6a)
ikg A — ikgAT) = kB, (C-6b)

sustituyendo la primera en la segunda, se tiene que
iko(A(+) _ A(—)) — —/<;(A(+) + A(—))

y finalmente despejando A™) en términos de A y considerando la igualdad (4-4), se
obtiene que el factor de fase esta dado por

escaléon —

(C-7)

ik?o—l'{
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