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Introduccion

En el estudio de los sistemas dindmicos discretos, dada una funcién f defini-
da en un espacio métrico X, se pretende entender y caracterizar el “comporta-
miento” de dicha funcién respecto al paso del tiempo. Este “pasar del tiempo”se
asocia de manera natural (y de forma discreta) con las iteraciones de la funcién
(es decir f™ con n natural); asi, analizando el comportamiento de la funcién
conforme iteramos f sabremos si dicho sistema involucra un movimiento simple
o complejo. El presente trabajo desarrolla la construcciéon de una herramienta
que identifica la dindmica de la iteracién f2? de forma binaria, el cual es el re-
sultado principal de esta tesis asi como del articulo [Block and Coven, 1986]:

Sea f: 1 —> I continua. Si cada punto en I es recurrente por cadenas bajo
f, entonces o bien f? es turbulenta o f? es la identidad.

Para lograr esto es necesario entender nociones bésicas dentro de los sistemas
dindmicos discretos, y para ello, enunciarémos en el primer capitulo algunos con-
ceptos y resultados basicos dentro del anélisis y la topologia de espacios métricos
(particularmente del intervalo [0, 1]).

Presentaremos en el segundo capitulo conceptos como drbita, periodo de una
funcion y puntos no errantes (por mencionar algunos) para pasar después al
estudio de un concepto un poco mas sofisticado: puntos recurrentes por cade-
nas (bajo f). Esta definicién es imprescindible por su forma de generalizar a los
puntos periddicos y por la forma en que determinan la dindmica de una funcién.
Los puntos recurrentes por cadenas son particularmente interesantes debido a
su doble formulacién: tanto métrica, como topoldgica; naturalmente, en el Teo-
rema 3.1, probaremos la equivalencia de estas definiciones en espacios métricos
a partir del trabajo de [Block and Franke, 1985]. Todo esto queda plasmado en
el tercer capitulo.

Es importante senalar que debido a la carencia de detalle en las demostra-
ciones de los articulos [Block and Coven, 1986] y [Block and Franke, 1985] las
pruebas presentadas en el Capitulo 3 se desarrollaron de forma propia. Es asi
que presentamos un Apéndice A, donde se incluye un pequeno estudio de los
conjuntos atractores, asi como las demostraciones detalladas de las herramientas
necesarias para la prueba del Teorema 3.1.
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Habiendo presentado tales herramientas, pasamos a analizar criterios de
complejidad en este tipo de sistemas como son la entropia topoldgica y la turbu-
lencia. Estudiaremos al primero como una medida numérica y al segundo como
una propiedad en la dindmica. Esto en el cuarto y quinto capitulo respectiva-
mente.

Finalmente, dedicamos el sexto capitulo a la presentacién y demostracion de
los resultados principales: utilizaremos la hipétesis de la recurrencia por cadenas
para obtener propiedades interesantes y distintos teoremas sobre la entropia y
la turbulencia de las funciones, terminando asi este estudio de la complejidad
en sistemas dindmicos discretos.



Capitulo 1

Preliminares

Para la correcta comprension de este trabajo se recomienda tener presente
la formulacién y manejo de los siguientes conceptos y resultados.

Con excepcion de un par de resultados finales, cuyas demostraciones desta-
can por su simpleza e importancia, no se proporcionaran pruebas en este capitulo
ya que los conceptos y las herramientas aqui expuestas forman parte de cursos
bésicos en el estudio de los sistemas dindamicos discretos.

A menos que se especifique algo distinto, X denotard siempre un espacio
métrico arbitrario.

Proposicion 1.1. Sean X un espacio topoldgico cualquieray f: X — X. Las
siguientes afirmaciones son equivalentes:

(1) f es continua.

(11) Para todo conjunto abierto U C X, f~1 (U) es abierto.

)
)
(111) Para todo conjunto cerrado F C X, f~1 (F) es cerrado.
(1v) Para todo conjunto Y C X, f (V) C f (V).
) -1

(v) Para todo conjunto Y C X, f~1(Y) C f

(Y)-

Corolario 1.1. Para todam € N, f™ (U) C f™ (U).

Teorema 1.1. (Valor Intermedio) Sean A un intervaloen Ry f: A — A
una funcién continua en A. Sean a y b puntos de A tales que a < b, y sea M € R.
Si alguna de las siguientes dos condiciones se cumple:

(1) fla) <M < f(b),
(1) f(a) > M > f(b),

entonces existe ¢ € (a,b) tal que f (c) = M.

3



4 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Teorema 1.2. Supéngase que f y g son continuas en [a,b] y que f (a) < g (b),
pero f (b) > ¢ (b). Entonces existe un punto z € [a, b] tal que f (z) = g ().

Definicién 1.1. Decimos que f: X — X es uniformemente continua en X si
para todo numero € > 0, existe § > 0 tal que cualesquiera dos puntos en X que
cumplan d(z,y) < §, cumplen a su vez d (f (z), f (y)) < e.

Definicién 1.2. Sea X un espacio topoldgico cualquiera.

I amamos a « cubierta del espacio, si « es una familia de conjuntos de

Ll bierta del i0, si familia d juntos de X
y si « cubre al espacio, es decir, si dado un punto z € X existe U € « tal
que x € U.

(1) Decimos que « es una cubierta abierta del espacio X si « es cubierta y
ademas si estd compuesta inicamente de conjuntos abiertos de X.

(1) Dada una cubierta o de X, decimos que § es una subcubierta de « si cubre
al espacio X y si todo elemento U € 3 es a su vez elemento de a.

Definiciéon 1.3. Definimos a X como un espacio compacto si para toda cu-
bierta abierta «, existe una subcubierta 5 de « para el espacio X tal que es de
cardinalidad finita.

Proposicion 1.2. Sean X un espacio métrico compacto y f: X — X una
funcién. Entonces f es continua si y sélo si es uniformemente continua.

Aunque existen muchas propiedades de los espacios métricos compactos, en
este trabajo bastan un par de propiedades elementales para avanzar en nuestro
estudio de los sistemas dinamicos. En la siguiente proposicién se enlistan las
propiedades que utilizaremos.

Proposicion 1.3. Sean X un espacio métrico compacto y Y un subconjunto
de X.

(1) Y es cerrado si y sélo si Y es compacto.

() Si f: X — X es continua y Y C X compacto, entonces ™ (Y) es com-
pacto para todo natural n.

(1) Sea Y un subconjunto compacto de X . Toda sucesién {z;},.y de elementos
de Y contiene una subsucesién convergente en Y.

En un contexto distinto lo siguiente es considerado como la condicién de
normalidad para un espacio topoldgico. Sin embargo, para poder enfocarnos en
el contexto de los sistemas dindmicos discretos, inicamente demostraremos esta
condiciéon como una propiedad de los espacios métricos.

Lema 1.1. Para cualesquiera dos conjuntos cerrados ajenos Fi, F5 C X, existen
conjuntos abiertos ajenos Uy, Us C X, tales que Fy C Uy y Fy C Us.



Demostracion. Sean F, Fo C X conjuntos cerrados ajenos. Para cada z € F} C
X \ F3, como X \ Fy es abierto, existe una 4, > 0 tal que B (x,6,) C X \ Fs.
De la misma forma, para cada z € F» C X \ F} existe una £, > 0 tal que
B (z,e,) C X \ F1. Definimos ahora los siguientes dos conjuntos:

v=UBEy) v v=UBEY)

TEF] z€Fy

Veamos entonces que para cualesquiera puntos x € Fy y z € Fy, se cumple
que B (x, %I) NnB (z, %Z) = (). Si suponemos que existe un punto w € B (z, %I) N
B (z,%), entonces d(z,2) < d(z,w) + d(w,z) < méx{dy,c.}. Es decir, se
cumple que z € B (z, %Z) CX\Fioquez€B (x, %) C X\ F». En cualquiera
de los dos casos tenemos una contradiccién. Por lo tanto U NV = (), adem4ds de
que Iy, CUy Fr, CV.

|

Proposicion 1.4. Dado cualquier abierto U C X y cualquier cerrado F' C U,
existe V abierto de X con la propiedad de que

FCVCVCU

Demostracion. Tomemos F' C U C X conjuntos tales que F' es cerrado y U
es abierto. Por el lema anterior, existen Vi y V5 abiertos ajenos del espacio X,
tales que F C Vi y X\ U C V5. Con esto, se cumple que FF CV; C X\ Vo, CU.
Como X \ V3 es cerrado, podemos concluir que

FCViCMCX\WLCU
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Capitulo 2

Sistemas dinamicos

Un sistema dindmico es un organismo cambiante, o propenso al cambio. Es
un conjunto de elementos que describen la evoluciéon de un sistema.

El conocimiento matematico producido por personas de distintas razas, géne-
ros e identidades, alrededor del mundo y a lo largo de la historia, es un sistema
dindmico. El lenguaje, por ejemplo, no estd escrito en piedra, se ha ido modifi-
cando y actualizando por las mismas personas conforme a sus necesidades y al
contexto. Sus elementos cambian, y las relaciones entre ellos también: agregamos
palabras nuevas a nuestro vocabulario y modificamos las reglas gramaticales pa-
ra poder pensar y expresarnos mejor. La cuestion entonces no es si cambia o no
el lenguaje, sino en funcion de qué cambia, jcual es la regla que permite des-
cribir su evolucién? Puede ser que el lenguaje se transforme en funcion de una
expresion parsimoniosa, o quiza en funcion de una crisis de derechos humanos
a nivel global. O tal vez, al tratarse de la forma en que pensamos, expresamos e
interpretamos el mundo, el lenguaje se modifique en funcidn de estas dos cosas
y otras mas. En los sistemas dindmicos es preciso tener en cuenta la compleji-
dad de cada problema, lo que significa que no podemos determinar el cambio de
un sistema de forma parcial y sesgada, ignorando factores que no nos parezcan
agradables.

Es entonces cuando de inmediato podemos darnos cuenta que diferentes
sistemas tienen un nivel distinto de complejidad y dindmica: no es lo mismo
estudiar la influencia militar de Alemania, a nivel mundial, a lo largo del siglo
XX que la influencia militar de Botsuana en el siglo XXI. Tampoco podriamos
igualar la dindmica familiar en una familia europea occidental de clase media,
a una familia latinoamericana patriarcal y machista.

L Qué diferencia un sistema dindmico de otro? Para empezar sus objetos
o sujetos de estudio. Después, el contexto: dénde se encuentras sitiados estos
elementos, el momento histérico, el lugar geografico o el espacio topolégico. En
particular, una caracteristica determinante en un sistema dinamico, que incluso
nos obliga a separar esta rama de las matematicas en dos, es la forma en que
medimos el tiempo.

Se define un sistema dindmico discreto cuando medimos el tiempo de forma

7
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tal que cualesquiera dos puntos en el tiempo t; y to estan “bien separados”,
es decir, el tiempo se mide respecto a un conjunto discreto. En el caso de este
trabajo, el tiempo siempre serd asociado al conjunto de los niimeros naturales
N =1{1,2,3,...,n,...}. Un ejemplo de esto es que, al estudiar empiricamente
fenémenos fisicos o sociales, dadas dos mediciones iniciales en tiempos t; y 3, es
imposible medir lo que sucede en un tiempo ¢, para todo ¢t niimero real entre t;
y to. Esto es, la capacidad fisico-espacial de nuestros instrumentos de medicién
funcionan irremediablemente en tiempos discretos.

Por otro lado, cuando nuestro conjunto respecto al cual asociamos la varia-
ble de tiempo es un subintervalo de los niimeros reales, decimos que el sistema
dindmico con el cual trabajamos es continuo. Aun cuando es dificil asociar en la
practica sistemas dindmicos continuos con mediciones empiricas, la teoria ma-
tematica al rededor de esta clase de sistemas es basta y en constante expansion.

Una vez dicho esto, presentaremos los elementos que definen a este trabajo
como parte del estudio de los sistemas dindmicos discretos. En todo momento
X denotard un espacio métrico arbitrario, I = [0,1] y f una funcién continua a
menos que se especifique algo distinto.

Definicién 2.1. Sean f: X — X una funcién cualquiera y ¢ un elemento de
X. Definimos la orbita de x¢ bajo f como el conjunto:

0(330,f):{xo,f(l’o),fZ(l‘o),fg(xo),---}
={f"(x9) : n e NU{0}}.

Observacion 2.1. Podemos trabajar intuitivamente a la érbita de un punto como
sigue: En el tiempo n = 0 un objeto cualquiera se encuentra en el estado xg;
en el tiempo n = 1 el mismo objeto ahora se encuentra en el estado f (zg).
Recursivamente, para un tiempo n € IN cualquiera, nuestro objeto estara en el
estado f™ (xo).

Asi, la pareja (X, f) es una sencilla descripcién de un concepto mucho maés
complejo: un modelo matematico sobre cémo cambia un sistema respecto al
tiempo. Este cambio es lo que permite trabajar el sistema como dindmico, y el
hecho de considerar el tiempo respecto a cada numero natural en IN es lo que lo
hace discreto.

Ejemplo 2.1. Consideremos la funcién continua f: I — I definida como
f(x) =4z (1 —x).

Sea xg = %. Tomando las primeras tres iteraciones de xg obtenemos:

FE)=:G) =6 G =20 =3 (&) =:(&) =&
Por lo tanto la 6rbita de % bajo f incluye estos tres puntos, i.e.
o(5:f) = {5 63551}

Esta funcién se conoce con el nombre de funcion logistica.



Figura 2.1: Gréfica de la funcién logistica en [0, 1].

Definicién 2.2. Sea f: X — X. Decimos que zg es un punto fijo de f si
f (zo) = zo. Al conjunto de puntos fijos de f lo llamamos Fix (f).

Observacion 2.2.

(1) Vale la pena notar que la érbita bajo f de un punto fijo zq es:
o (2o, f) = {zo}.

(11) Si 2y es un punto fijo entonces para cada n se tiene que f" (xg) = wo.
Asi, la 6rbita o (g, f) es un conjunto con un unico elemento: xg. Es decir,
lim f™ (z¢) = xo.

n—oo

(1) Fix(f) es un conjunto cerrado.

Ejemplo 2.2. Tomando de nuevo la funcién f (x) = 4z (1 — x), notemos que
pasa lo siguiente: = 4z (1 —1z) & ¢ = 4z — 42? & 42? = 3z & 2% = 32,
Ahora, si x = 0 la igualdad se preserva, por lo tanto z; = 0 es un punto fijo

de f. Si por otro lado, 0 < z, entonces = = %. Asi, nuestra funcién f tiene dos

puntos fijos: 1 =0y a2 = %.

Ejemplo 2.3. Definamos la funcidn identidad id: X — X como id (x) = x.

Inmediato de la definicién de la funcién tenemos que Fix (id) = X. Es decir,
todos los puntos de X son fijos bajo id.

Lema 2.1. Sean A un intervaloen Ry f: A — A una funcién continua. Para
todo [a,b] C A se cumple lo siguiente.
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(1) Si f([a,b]) C [a,b], entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

(11) Si[a,b] C f([a,b]), entonces f tiene un punto fijo en [a, b].

Demostracion. Para probar el inciso (I), como f ([a,b]) C [a, b], se sigue enton-
ces que id (a) =a < f(a) y f(b) <b=1id(b). Por lo tanto, por el Teorema Del
Valor Intermedio, existe un punto zy € [a,b] tal que f (xg) = id (x¢) = zo. Es
decir, un punto fijo.

En el inciso (II), si [a,b] C f ([a,b]), entonces existen «, 8 € [a,b] tal que
f(a) =ay f(B) =b. Asi, notemos que: f(a) = a < a =id(a)y id(B) =
B < b= f(8). Entonces, por el Teorema Del Valor Intermedio, existe un punto
xo € [a,b] tal que id (zg) = f (z9) = o, esto es, un punto fijo.

|

Proposicién 2.1. Sean A C R un intervaloy f: A — A una funcién continua.
Sean [a,b] y [e,d] dos intervalos contenidos en A. Si [¢,d] C f ([a,b]), entonces
existe un intervalo [a, 8] C [a, b], tal que f ([o, 8]) = [¢, d].

Demostracion. Teniendo [c,d] C f ([a,b]) podemos encontrar dos puntos &,7n €
[a,b] tal que f () = ¢y f(n) = d. Sin pérdida de la generalidad suponemos
¢ < n y tomamos el punto a = méx{x € [¢,n]: f (z) = ¢}. Por el Teorema
Del Valor Intermedio, [¢,d] C f ([o, n]). Entonces tomamos ahora el punto § =
min{z € [a,n]: f (x) = d}. Asi, por la definicién de los puntos a y 8, obtenemos

f ([, B]) = [e,d].

[ |
Proposicién 2.2. Sean A C Ry f: A — A continua. Sean Jy, Jy, ..., Jp, n+1
intervalos compactos contenidos en A tales que para cada i € {0,1,...,n— 1}
pasa que

Jiv1 C f(Js).

Entonces existe un intervalo compacto K C Jy tal que f™ (K) = J,,, y para
cadai € {1,2,...,n — 1} sucede que

fHK) C ;.

Si ademas Jy C J,,, entonces existe un punto y € Jy tal que f? (y) € J; para
cadaie {1,2,....n—1},y f"(y) = v.

Demostracion. Para demostrar el caso n = 1, la Proposicién 2.1 da la primera
parte y el Lema 2.1 la existencia del punto fijo.

Sea n > 1 y supongamos que la afirmacién se cumple para n — 1, esto
es, siempre que tengamos n intervalos como en las hipdtesis, se cumplird el
resultado.

Ahora sean Jy, Jp, . .., J, intervalos como en las hipétesis. Aplicando nuestra
hipétesis de induccién a la coleccién Jy, Jo, ..., J,, obtendremos la existencia
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de K; C Jj intervalo compacto tal que f"~!'(K;) = J,, y para cada i €
{1,2,...,n— 2} cumple '
I (K1) € Jigas

Asi, por la Proposicién 2.1, existe un intervalo compacto K C Jy tal que
f(K) = Ky, y por lo tanto, para dada i € {1,...,n — 1},

FHUE) =70 (K) = 171 (Ky) €

Ademds, f* (K) = f* 1 (K1) = J,.

Finalmente, como J,, = f™ (K), si Jy C Jy, entonces K C Jy C [ (K) = J,,.
Por lo tanto, del Lema 2.1, existe un punto y € K C f" (K) tal que f™ (y) = y.
Como fi(K) C J;, se sigue que fi(y) € J; para toda i € {1,2,...,n — 1}.

|

Definicién 2.3. Sean f: X — X y 29 € X.

(1) Llamamos a xg un punto periddico de f si existe n € IN tal que f™ (xg) =
Zo-

(11) Al conjunto de todos los puntos periddicos de f lo denotamos por Per (f).
(1) Si xg € Per (f) diremos que o (xq, f) es una drbita periddica.
(tv) Si k = min{n € N: f™ (x0) = zo}, decimos que z( tiene periodo k, y su

6rbita estd dada por o (zg, f) = {xo, f (o), f?(zo),..., fE 1 (xo)} .

Ejemplo 2.4. Sea f: [0,4] — [0, 4] la funcién definida como:

2, siz=1,
3, sixz=2,
xTr) =
/(@) 1, sixz=3,
0, sixz#1,2,3.

Por como definimos nuestra funcién podemos observar que x = 1 es un punto
de periodo 3, pues

f)y=2

Por lo tanto, la 6rbita del punto = = 1 sera el conjunto o (1, f) = {1,2,3}. Mds
aln, por el mismo razonamiento, tanto z = 2 como w = 3 serdn también puntos
de periodo 3 de la funcién, y tendremos la siguiente igualdad de conjuntos:

o(1,f) ={1,2,3} =0(2,f) =0(3,f).
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3T °

24 °

14 °
¢ ¢ —
1 2 3

Figura 2.2: Grafica de la funcién f en el ejemplo 2.4.

Observacion 2.3. Procediendo por induccién no es dificil probar lo siguiente:

(1) Todo punto z en la érbita de un punto x de periodo n, es a su vez de
periodo n.

(1) Cuando un punto z tiene periodo n, entonces f™" (x) = x para todo
m € IN.

() Si consideramos las sucesiones {f™ (z)},cn ¥ {f" (2)},en> con z en la
orbita del punto x, ain cuando estas tienen el mismo rango, como suce-
siones son distintas.

Ejemplo 2.5. Consideremos una funcién f: I — I definida como

2z siz €0, 3]
fl)=93" . L
s—xz, size(z1]

Notemos de inmediato que los tnicos puntos fijos de f son 0 y %, pues si
€ [0, %] entonces f (z) = 2z, y la igualdad 2z = z sélo se cumple cuando
= 0. Por otro lado, si x € [%, 1,y % — x = x, entonces % = 2x y por lo tanto

Veamos qué sucede con un punto x € [%, 1] y con f2 (x). Por la definicién de
nuestra funcién, sucede que f(x) € [%, 1], y por lo tanto, la segunda iteracién
estd dada por

P@=fE-0)-3- (-1 =

En otras palabras, todo punto en [%, 1] es de periodo 2 (a excepcién de %)
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Figura 2.3: Gréfica de la funcién f del ejemplo 2.5.

,%), al aplicar

la funcién repetidamente a un punto x € (O7 %) eventualmente las iteraciones
llegan al intervalo [3,1], y a partir de ahf la érbita oscila sélo entre dos puntos.

Ahora, como f es estrictamente creciente en el intervalo (O

En otras palabras, para todo punto z € (0, %), existe un natural m € IN
tal que f™ (x) € [1,1]. Y por lo tanto f™ (x) € Per(f). Los puntos que cum-
plen esta propiedad son llamados puntos preperiddicos, mas explicitamente, todo
punto z € (0, 1) es un punto preperiédico. Esto se deja enunciado en la siguiente
definicién.

Definiciéon 2.4. Decimos que un punto z es un punto preperiédico, o tiene
dorbita preperiddica, bajo f si existe m € IN de tal forma que f™ (x) € Per (f).

Observacion 2.4. Si una funcién no tiene puntos periddicos, tampoco tiene pun-
tos preperiodicos.

Ejemplo 2.6. Sea f: I — I definida como f () = 22.
Si analizamos la 6rbita del punto xg = %, obtenemos que

o1 )= (3 h o} = {5 ime ).

Y nosotros sabemos que lim x% =0, es decir, lim f" (z¢) = 0.
n—oo n—oo
El ejemplo anterior permite entonces definir un nuevo tipo de puntos: aque-
llos cuya érbita, vista como sucesién, tiende a un determinado elemento cuando

n — o0.
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/3 1/2 1

2

Figura 2.4: Funcién f (x) = 2* en el intervalo [0, 1].

Definicién 2.5. Llamamos a un punto x € X asintdticamente fijo, o de drbita
asintdticamente fija, si existe algin punto y € X bajo la funcién f tal que

lim " (z) =y.

n— oo

Observacion 2.5. De la Definicién 2.5 se sigue que, como f es continua, entonces

y=tim [ (@) = f (lm f (@) = £ ().

n—oo
Es decir, y es un punto fijo.

Ejemplo 2.7. Tomemos de nuevo la funcién del ejemplo 2.1 dada por f (z) =
4z (1 — ).

Consideremos el punto zo = 1 € [0, 1] y observemos que sus iteraciones bajo
f son

HORY (
@) =109 =34=14

De lo anterior podemos concluir dos cosas: primero que el punto § es un
1

punto fijo de la funcién f; y segundo, que el punto 3 tiene érbita asintéticamente
fija, pues para toda n > 2 se tiene que f" (i) = %. Es decir,

Jim (4 =2
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Definicién 2.6. Decimos que un punto = € X es asintdticamente periodico, o
tiene drbita asintdticamente periddica, si existe un punto y € X periédico tal
que

lim d (7 (2), 17 (y)) =0.

j—o0

Observacion 2.6. De la definicién anterior se sigue lo siguiente.

(1) Todo punto asintéticamente fijo, as{ como todo punto preperiédico, es
asintoticamente periddico.

(1) Un punto asintéticamente periédico es tal que su érbita “sigue de cerca” a
la orbita de algin punto y periédico, o mejor dicho, “la sigue acercandose
cada vez méas”.

Proposicion 2.3. Sea x € I tal que este es un punto asintéticamente periédico
de la funcién f: I — I. Entonces x es asintéticamente fijo de f™ para algun
n € IN.

Demostracion. Como x es un punto asintéticamente periddico, sabemos que
existe y € I de periodo n € IN tal que lim |f’ (x) — f? (y)| = 0. Entonces
j—o0

klim |f™* (x) — f™* (y) | = 0. Como y es un punto fijo de la funcién f", entonces
— 00

Jim (77 () = /()| = Jin [ (2) | = 0.

Lo que implica que ka ( f")k (z) = y. Por lo tanto x es un punto asintética-
—00

mente fijo de f.

Consideremos por un segundo la funcién f: R — R definida por f (z) =
2+ 1. No es dificil ver que para todo punto x € R, se cumple que lim f™ (z) =
n—oo

lim x+n = oo, lo que muestra que esta funcién no tiene érbitas periédicas. De
n—oo

esto se sigue inmediatamente que la funcién tampoco tiene 6rbitas preperiédicas,
ni érbitas asintéticamente fijas, y por lo tanto, tampoco drbitas asintéticamente
periddicas.

Pero una caracteristica ain més interesante de esta funcién es que si con-
sideramos cualquier punto p € R y tomamos el intervalo (p — i,p + %) =J,
donde la longitud de J es % y nuestra funcién es una traslacién de magnitud
1, entonces J N f (J) = O (esto se aprecia en la figura 2.5). De la misma forma
para las siguientes iteraciones.

Puesto en otras palabras: para cualquier z € J se cumple que f™(x) ¢ J.

Esto quedara definido formalmente a continuacién.

Definicién 2.7. Sea f: X — X. Decimos que p € X es un punto errante de
f si existe un abierto J C X, con p € J, tal que para todo punto = € J y para
toda n € IN, se tiene que ™ (x) ¢ J.



16 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS

e Y
-

-
<

S

Figura 2.5: En azul estd representada la funcién f(z) = z + 1 y en rojo su
iteracién f? (z) = x + 2.

Observacion 2.7. De la definicién anterior se desprenden las siguientes observa-
ciones:

(1) Negando la definicién de punto errante obtenemos el concepto de punto
no errante. Es decir, un punto p € X es un punto no errante de f si para
todo abierto J C X, con p € J, existen z € J y n € N tal que f™ (z) € J.
Al conjunto de todos los puntos no errantes de f lo denotamos por € (f).

(11) Siz es un punto periédico de f, entonces existe un n € IN tal que f™ (z) =
x. Asi, para cualquier J C X abierto que contenga a z, se tiene también
que f™(z) € J. Esto es, x es un punto no errante de f. Lo anterior se
puede expresar también diciendo que Fix (f) C Per (f) C Q(f).

(mm1) De la Definicién 2.7 se sigue que todo punto en el abierto J es errante, y
asi, para toda n € IN, se cumple que f" (J) N J = . Llamemos entonces
al abierto J de esta definicién abierto errante. Con esto, para cada punto
errante existe un abierto errante, y todo punto de un abierto errante es
un punto errante.

Ejemplo 2.8. Sean € N tal que n > 1. Definamos f: I — I como f (z) = z™.

Sabemos bien que 0 y 1 son puntos fijos de f, entonces {0,1} C Q(f).
Ahora, también tenemos que si 0 < x < 1, entonces f(x) = z" < z, por lo
1 1

tanto 2" < T2 v asf, x < (%)E Llamemos y = (—“‘;n)ﬁ.

2
Si llamamos J = (z,y), entonces f (J) = (z",5"). Pero y™ = Z£" punto

2
medio que cumple z" < % < . Por lo tanto J N f (J) = 0.
Tomemos ahora cualquier nimero k € IN. Como 0 < z < 1, se sigue entonces

- 1 1
que zF < 2 y también que (") < z. Por lo tanto x < z* y 2™ < z%. Y por lo
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tanto x + 2" < 22% . De esta forma

N 1 $‘+$n 1 Z‘—‘rl‘n k
r+ " <2xt & 5 < Tk & < T

2

. nyk :
Por lo tanto si # < y entonces z"F < y™* = (”""x ) , es decir, y"* < z. Lo

cual permite concluir que J N f* (J) = (), y esto para toda k € IN. Por lo tanto,
todo punto = € (0,1) es errante, concluyendo que  (f) = {1,0}.

Proposicion 2.4. Para cualquier funcién f: X — X se tiene que el conjunto
Q(f) es cerrado.

Demostracion. Como todo punto errante pertenece a un abierto errante, obte-
nemos que

X\Q(f) C U J, con J abierto errante de f.
JCX
Reciprocamente, todo punto en un abierto errante es errante, por lo tanto
U JCX\Q(f), conJabierto errante de f.
JCX

Por lo tanto,

X\ Q(f) ={x € X : z es punto errante}
={x € X :xz € J, con J abierto errante de f}
=
JCX
Y como bien sabemos, el complemento de un abierto es cerrado.

Para concluir nuestro pequeno estudio de los puntos periddicos de una fun-
cién, mencionaremos el renombrado y multicitado Teorema de Sharkovskii. Sien-
do la demostracién de este teorema (asi como las herramientas necesarias para
lograrlo) un resultado tan explorado y trabajado, su prueba no serd proporcio-
nada, ya que escapa a los objetivos de este escrito. Sin embargo, nuestro prota-
gonista L. S. Block (junto con algunos colegas) proporciona una demostracién
de este teorema en [Block et al., 1980].

Definiciéon 2.8. Tomando en cuenta el conjunto de los ntimeros naturales,
definimos para IN el orden de Sharkovskii (denotado por I>) como:

3b5>T7T>9D> ---
2.3>2-5>2-7T>2-9> -
22.3>22.5>22.7>22.9> - -
22.3>2%.5>23.7>2%.9>

22282221



18 CAPITULO 2. SISTEMAS DINAMICOS

Teorema 2.1. (Sharkovskii) Sea A C R un intervalo. Sean n y m ntimeros
naturales.

(1) Si una funcién continua f: A — A tiene un punto de periodo n y n > m
en el orden de Sharkovskii, entonces f tiene un punto de periodo m.

(1) Sim > n, entonces existe una funcién continua f: A — A tal que tiene
un punto de periodo n, pero no tiene puntos de periodo m.

(mm1) Existe una funcién continua f: A — A que tiene puntos periédicos de
periodo 2* para todo k¥ € NU {0}, y no tiene puntos periédicos de ningtin
otro periodo.

El siguiente resultado, aunque en este trabajo se muestra como corolario, es
de suma importancia historica y es atribuido a Tien-Yien Li y James A. Yorke.

Corolario 2.1. (Li-Yorke) Sean A un intervalode Ry f: A — A. Si f tiene
un punto de periodo 3, entonces f tiene puntos de todos los periodos.

Demostracion. La demostracion es totalmente directa del Teorema de Sharkovs-
kii, sin embargo enunciamos este resultado como una proposicién individual
porque no deja de ser impresionante.

[ |

Proposicién 2.5. Sean A un intervalo de Ry f: A — A. Si f? tiene puntos
de todos los periodos, entonces f tiene puntos de todo periodo par.

Demostracion. Tomando n € IN, probaremos que f tiene un punto de periodo
2n.

Por hipétesis f2 tiene un punto de periodo n. Es decir, existe un punto z € X
de manera que n es el minimo natural tal que (fz)n (z) = z. Si sucediera el
caso donde 2n es el minimo natural tal que f" (x) = 2 concluimos la prueba,
pero esto podria no suceder.

Si f¥(x) = z, para k < 2n donde k es un natural par, esto serfa una
contradiccién a que x es punto de periodo n para f2.

Por el contrario si sucediera que f*(x) = x para k < 2n, donde k es un
natural impar, por el Teorema de Sharkovskii, tenemos que k£ > m con m
cualquier natural par. Lo cual implica que f tiene un punto de periodo 2n,

concluyendo asi la prueba.
|

Definicién 2.9. Sea xy € X. Decimos que un punto y es un punto limite de la
drbita o (zo, f) si existe una sucesién de niimeros naturales {n;};-, los cuales
cumplen n; < ng < ng < ---, y tales que

lim f™ (z9) = y.

1—+00
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Definiciéon 2.10. Definimos el w -conjunto limite de un punto xy como la
coleccién de todos los puntos limite de o (zg, f). Es decir,

w(zg) ={y € X: y es punto limite de o (xg, f)}.

Observacion 2.8. Bien sabemos que si € X es un punto fijo de la funcién f,
entonces su érbita es o (zg, f) = {xo}. Asi, para cualquier sucesién de naturales
{n;};=, tales que n; < ny < ng < ---, se cumple que

lim f™ (x0) = lim z¢ = zo.
71— 00 1— 00

En otras palabras, inicamente xq es punto limite de o (x, f), y por lo tanto

w(zg) = {z0}-

Proposicién 2.6. Si g € X es un punto periédico de f, entonces w (zg) =

o(anf)'

Demostracion. Supongamos que xg es un punto de periodo n y digamos que la
6rbita de este es o (zg, f) = {xo,21,...,Tn_1}

Sabemos que para todo i-n, con 4 en los naturales, se cumple que f" (zg) =
Fr" (G- (f"(x0)))) = mo; es decir, f™(xg) iterado i-veces. Por lo tanto, si
tomamos la sucesién de naturales {m;};-, definida por m; = i-n obtenemos de
inmediato que

lm f™i (z9) = lim f™ (z0) = lim x¢ = xo.
1— 00 1— 00 1— 00

En otras palabras, zg € w ().

De la misma forma, si definimos para cada ¢ natural k; = i-n+ 1, obtenemos
que fi"*1 (zg) = x1, y por lo tanto

lim " (z9) = lim 21 = ;.
11— 00 11— 00

Por lo tanto, x; también estd en el conjunto w (o). Andlogamente para cada
punto en la érbita. Por lo tanto podemos concluir que o (zg, f) C w (x0), lo cual
arroja una primera contencién.

Tomemos ahora un punto y € w(xg), es decir, un y tal que existe una
sucesion creciente de naturales {n;};-, tal que

lim f™ (x9) = y.
11— 00

Llamemos d = min{d (z;,y) : x; € o(xo, f)} vy supongamos que d > 0.
Por definicién de limite, podemos encontrar un N € IN tal que si n; > N,
ocurrird que d (f™ (z¢),y) < d. Pero nosotros sabemos que {f™ (zo)};~; C
{zo,%1,...,xn_1}, entonces lo anterior es realmente d(z;,y) < d para algin
z; € o(zo, f). Lo cual contradice la definicién de d como minimo. Por lo tanto
d = 0. Esto es, y estd en la érbita de ¢ bajo f.

[ |
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Ejemplo 2.9. Sea T': [0,1] — [0, 1] la funcién Tienda definida como:

T (2) 2z, siz <
€T =
2—2x, siz>

[\J\»—t l\')\»—l

Figura 2.6: Grafica de la funcién Tienda.

(1) Consideremos el punto zg = 2 y notemos que, por un lado, T( ) = %. Y

también T (4) =2-2- 4 = 201016 = £. Por lo tanto, la 6rbita del punto

5
baJo la funcién Tienda es o (zo, T {% 4} Y asi, por el lema anterior,
{5’ 5/

k
(11) Tomemos ahora k € Ny 2z = (3)". Con esto, tenemos que

T (z0) =2 '%=%%1
T (20) = Qk T = 1
T (20) =T (1) =0
T (0) = 0.

Por lo tanto, la érbita de este punto serd o (z9,T") = {2%, 2,%1, ol , }

Es decir, zp es un punto asintoticamente fijo, as{ que si lim f" (z9) = 0,
n—oo

cualquier subsucecién de naturales también cumple que f™ (z9) — 0

Concluyendo que w (z9) = {0}.

Lema 2.2. Para cualquier punto g € X, el conjunto w (o) se queda contenido
en la cerradura de la drbita de zg bajo f. Es decir, w (z9) C o(xo, f). Y mds
aun, para todo m natural, w (xg) C {f* (zo) : k > m} C o (o, f).
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Demostracion. Tomemos y € w (xg). Por definicién del conjunto w-Ilémite pode-
.7 . o0 z T
mos encontrar una sucesion creciente de naturales {n;},- tal que lim f™ (z¢) =
11— 00

y. Como los elementos n; tienden a infinito cuando 7 tiende a infinito, para cada
natural m podemos encontrar un j € IN tal que si ¢ > 7, entonces n; > m.

Asf, tomamos ahora la subsucesién {n;},.;, la cual define a su vez a la
subsucesion { " (zo)},> ;. Por ser esta subsucesién de la original, tenemos que
f™ (xz9) — y cuando ¢ > j y cuando ¢ — oo. Con esto, por definicién,
y € {f* (x9) : K > m}. En otras palabras, w (z¢) C {f* (z¢) : k > m}.

Sélo basta notar que como { f* (z0) : k > m} C {f* () : k € N} = o (=0, f),
entonces {f% (zg) : k > m} C o(xq, f), lo cual concluye la demostracién.

El w-conjunto limite, ya sea de un punto o de un conjunto, puede definirse de
formas distintas. Partiremos de la definicién dada en [Block and Franke, 1985].

Definicién 2.11. Sea Y C X, definimos el conjunto w-conjunto limite de Y de
la siguiente forma:

w¥)= (U rw

nelN \k>n

Observacion 2.9. Como para cada n € IN el conjunto |J, -, f* (Y) es cerrado, y
la interseccion arbitraria de conjuntos cerrados es a su vez un conjunto cerrado,
se sigue que w (Y) es cerrado.

Siguiendo la interpretacién de J. King y H. Méndez en su libro Sistemas
Dindmicos Discretos (pagina 167), “el omega conjunto limite de z es el lugar
a donde se dirige la 6rbita de z” [King-Dévalos and Méndez-Lango, 2014]. En
ese mismo espiritu, la anterior definicién deja ver que el conjunto omega limite,
ahora de un conjunto Y, son los puntos a donde se dirige Y bajo la funcién f.
Asi mismo probaremos més adelante que la definicién del conjunto w-limite de
un punto zq coincide con el conjunto w-limite de {z¢}.

Antes de empezar con las propiedades del conjunto w-limite, consideremos
las siguientes dos definiciones:

Proposicion 2.7. Sean A, ..., A una coleccién finita de subconjuntos de X.
Entonces
k k
w (UA1> = Uw(AZ-).
i=1 i=1

Demostracion. Demostraremos el enunciado mediante doble contencién. Para
k
empezar, tomemos y € w ((J;_; 4i ).

Lo anterior se traduce en que,

ve (U (Ua))-n (U (Urw)

meN \n>m meN \n>m \i=1
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Con una rapida observacion, notamos que

U (Of”(A») =O U £ (4

n>m \i=1 n>m

Entonces, para toda m € N,

k
velJl U )
=1 \n>m
Es decir, existe una sucesién {y;},.n C Ule (Unzm f™(A;)) la cual con-

verge a nuestro punto y. Con esto, a su vez existe una subsucesion {y; },cy €
{yi}ien tal que se queda contenida en el conjunto |J,,~,, f" (4;) para algin

Jje{l,...,k}, y tal que y;, — y. En otras palabras, y € {J,,~,, f" (4;), y esto
para toda m € IN, lo que se traduce en que B

k
yew(4)) CJw(4).
i=1

Para la contencién faltante tomemos y € Ulew (4;), es decir, existe un
je{l,...,k} tal que y € w(A4;). Asi, para todo m € IN,

ye [J 1 (4y).
n>m

Lo cual significa que existe una sucesién {y;},. contenida en el conjunto
Unsm f7 (45), la cual converge al punto y.

Pero como {J,,5,, f" (4;) C Ule (Uan m (Ai)>, podemos concluir que

k k k
veU(Urmm) = U (Urw)-(Ur(Ua)
=1 \n>m n>m \i=1 n>m i=1
Como esto sucede para todo m € IN, obtenemos entonces que por definicién
YyEw (Uf:1 Ai), concluyendo la demostracién.
[ |

La siguiente proposicion ilustra la equivalencia entre la definicion de w-
conjunto limite de un punto z( y la definiciéon de w-conjunto limite del conjunto

{zo}.

Antes de adentrarnos en esto notemos lo siguiente:

Observacion 2.10. Para toda k& € IN y todo punto zg € X, sabemos que

F*(zo}) = {f* (z0)}.
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Proposicién 2.8. Para todo punto xg € X se cumple que

w (o) =w{zo}) = () [ U /* {ao})

nelN \k>n

Demostracion. Notemos de inmediato que para todo n natural, y con ayuda de
la observacion 1.4,

U £ (zo}) = U {f* (@0)}
k>n k>n
:{fk(xo):an}.
Entonces, Uy, f* ({zo}) = {f* (z0) : & > n}.

Del Lema 2.2, sabemos que w (z0) C {f* (z0) : k > n} para todo n € IN, por
lo tanto

w(20),C () {fF (o) sk =n} = (] |J f* ({zo}) = w ({wo}).

nelN neN k>n

Para la contencién de regreso, tomemos y € w ({xo}). Es decir,

ye N U £ Qeoh) = N T @0 k=l

nelN k>n neN

Asi, si tomamos m € IN, tenemos que y € {f* (z0) : K > m}. Con esto, por
definicién de cerradura, existe una sucesién { fhi (330)}2. e la cual cumple que

ki >my f¥ (z9) — y.

CASO 1. El rango de la sucesién {k;},. es finito.

Sea este el conjunto {ki, ka, ..., k;}. Si esto sucede, tenemos que la sucesién
{fk (xo)}iem estd compuesta por los términos f*1 (zg), f*2 (x¢),..., f¥ (z0).

Llamemos d = min {d (f* (z¢),y) : i € {1,2,...,1}} y supongamos d > 0.

Por definiciéon de limite, existe un N € IN tal que si k; > N, ocurre que
d ( fF (z0) ,y) < d. Asi, como lo anterior contradice la definicién de d, sucede
que y € {f* (z0), f* (zo),..., f* (z0)}. Si llamamos a y = f7 (x¢), para
algin j € {1,2,...,1}, este mismo argumento permite garantizar que si k; > N,
y entonces f*i () = y.

Definamos entonces la sucesion {ni}iG]N C N como ny = kj +1, ny = k;j + 2,

.., n; = kj +i. Asi, obtenemos que n; < n;y1, y como f" (z9) = y para
toda i € IN, .li')m f™ (z9) = y. En conclusidn, y es un punto limite del conjunto
K3 o0

o (zo, f), es decir, y € w (xp).
CASO 2. El rango de la sucesién {k;},. es infinito.
Si esto sucede, podemos encontrar una subsucesién {k:ij }j en € {ki}tiens que
cumpla k;, < k;,,, y tal que por ser subsucesién, lim fkij (z0) = y.
j—o0
|
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Capitulo 3

Recurrencia por cadenas

Nuestro tercer capitulo lo dedicamos al estudio de la recurrencia por cadenas,
un concepto, aunque trascendente en los sistemas dinamicos, un tanto opacado
por términos mas glamurosos. Este concepto es fundamental en nuestro estudio
ya que, al estar en un espacio métrico compacto, la condiciéon de que cada punto
sea recurrente por cadenas polariza la dindmica de f?, esto es, ya sea que su
dindmica se comporta de manera trivial, o se comporta de manera compleja
(siendo f la funcién en cuestion).

Antes de ponernos técnicos al trabajar la recurrencia por cadenas, vale la
pena entender que, bajo una funcién f, un punto recurrente por cadenas es
“algo muy cercano” a un punto periédico. Y entenderemos que es “algo muy
cercano” en el sentido en que, en lugar de que cada punto de una érbita dé al
siguiente bajo la funcién f, cada punto estard en una vecindad e del siguiente
bajo la funcién f.

La formulacién original de la recurrencia por cadena es atribuida a C. Conley
donde hace explicita la dependencia a la métrica del espacio [Conley, 1978]. Tam-
bién, este concepto es protagonista en el articulo Maps of the interval with every
point chain recurrent [Block and Coven, 1986] y medianamente analizada en el
texto Dynamics in one dimension [Block and Coppel, 1992]. A continuacién se
recuperan las definiciones fundamentales y algunos resultados importantes.

En todo este capitulo se entenderd que nuestro espacio X es un espacio
métrico compacto y se entenderd a f como una funcién continua de X en si
mismo, a menos que se especifique algo distinto.

Definicién 3.1. Sean f : X — X y z,y € X. Dado € > 0 definimos una -
cadena de x a y como una sucesién finita {x = xq,...,2, =y}, con n > 0, tal
que d(f (z;),zi41) <e,con0<i<n-—1.

Observacion 3.1. De la definicién anterior se desprende lo siguiente.

(1) Si existen e-cadenas de a a by de b a ¢, entonces existe una de a a c.
Es decir, la Definicién 3.1 es transitiva entre puntos. Sencillamente, si

25
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{zo=a,...,2n, =b} y {yo =0b,...,ym = c} son las respectivas e-cadenas,
definimos {zp = a,...,2n = b, 2n11 = Y1,-- -, 2Zntm = ¢}, €l cual cumple
ser e-cadena de a a c. A esta accién la llamamos concatenar.

(1) Dada una e-cadena de x en x, siempre podremos encontrar otra tal que
su longitud supere cualquier natural k.

Esto sucede ya que gracias a la observacion anterior, podemos concatenar
a x con x k-veces para cualquier k natural.

Una forma més clara de entender este concepto es el siguiente: en una e-
cadena la funcién f “empuja’ el punto z; hacia el punto x;11 (i.e., lo acerca en
una distancia menor a ).

Para ver lo anterior con maés claridad, analicemos el siguiente ejemplo, en el
cual se expone un método sencillo para construir una funcién con una e-cadena
de seis elementos.

Ejemplo 3.1. Sea f: [1,6] <— [1,6] la funcién definida como sigue:

2.8, six=1,
0.8, siz=2,
4.2, siz =3,
T@ =958 so=d,
2.2, six =25,
4.8, sixz=6.

Por ultimo, entre cada par de puntos x y  + 1 definimos a f de forma lineal
(con z € {1,...,5}). Esto se puede apreciar en la figura 3.1.

Notemos que la imagen de cada punto x € {1,2,...,6} dista en 0.2 del entero
mas cercano. Asi, tomando € = 0.5, logramos construir una 0.5-cadena del punto
1 al 2 punto con los puntos {xg = 1,21 = 3,20 = 4,25 = 6,24 = 5,5 = 2}, ya
que la distancia del punto f (z;) al punto x; 4 siempre es 0.2, claramente menor
a 0.5.

Definicién 3.2. Decimos que x € X es recurrente por cadenas (bajo f) si
para toda € > 0 existe una e-cadena de x en x. Al conjunto de estos puntos lo
denotamos como R (f).

Ejemplo 3.2. Sea id : I — I la funcién identidad. Veamos que cada punto es
recurrente por cadenas bajo esta funcion.

Demostracion. Sea x € I y tomemos € > 0. Elijamos cualquier punto y €
(z—5,2+5) N [0,1] y definamos el conjunto {zg = z,21 = y,z2 = x}. Sdlo
resta notar, por un lado, que d(id(zg),x1) = d(z,y) < €, y por otro, que
d(id (z1),x2) = d(x,y) < €. Asi, la identidad tiene todos sus puntos recurrentes

por cadenas.
|
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Figura 3.1: Grafica de la funcién f en el ejemplo 3.1.

Ejemplo 3.3. Sea f: I — I definida como
2z, sizel0,3],
f @) = { oSt al

Tomemos © = i y veamos que este punto no es recurrente por cadenas para
1

I 1 : 1 1

Para tener una E-cadena notemos que, si f (Z) = 3, entonces el punto z;

vive en el intervalo (% — %, % + 1—16)

E =

CASO 1. Si tomamos z; € [3,2 + &) entonces, como f(z1) = 1, nece-
sariamente x5 € (1 — 15,1 € [3,1]. Y como f (x2) = 1, sucede también que
z3 € (1— 1—16, 1]. Recursivamente, todo elemento de la cadena x;, con ¢ > 2, vive
en (1-— %6, 1], por lo tanto, es falso que d (f (), i) =d (1, i) < 1—16. Como
d (f (1), i) =d (1, %) tampoco cumple ser menor a

posible obtener una Tlfj—cadena de i en si mismo.

16> concluimos que no es

CASO 2. Tomemos el primer elemento z1 € (3 — &, ). Entonces f (z1) €
14

(%, 1), es decir, debemos tomar ahora el elemento x5 en el intervalo (Ev 1), v a
partir de aqui la situacién es andloga al CASO 1: para cada i > 3, tendremos que
z; € (1— 4, 1] y por lo tanto, f (z;) = 1; es decir, es falso que d (f (1), ) < 15
para i > 3 (y es claro que para ¢ = 1,2 tampoco ocurre). Por lo tanto, no
podemos construir una 1—16—cadena de % en si mismo.
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Pero veamos ahora que esta funcion si tiene puntos recurrentes por cadenas.

Ejemplo 3.4. Sea de nuevo f: I — I definida como

f (@) = {f”““ AL

y S1 x € [5, 1]

Sea xz = 0 (que por cierto es punto fijo de f) y veamos que este es recurrente
por cadenas para cualquier € > 0. Como para todo punto z € (0,¢), el elemento 3
también vive en (0, &), tenemos que el conjunto {zg = 0,21 = £, 25 = 0} cumple
la definicién de e-cadena, ya que se cumplen las siguientes dos desigualdades:

d(f (o), 1) =d(0,5) <e y d(f(z1),22) =d(2,0)<¢

Observacion 3.2. Del ejemplo anterior es facil notar que todo punto fijo es un
punto recurrente por cadenas.

Existen varios tipos de puntos que son recurrentes por cadenas, ademas de los
puntos fijos, el conjunto de los no errantes (que se mencionaron en el segundo
capitulo) también cumplen la recurrencia por cadenas. Esto se expone en el
siguiente lema.

Proposiciéon 3.1. Un punto no errante bajo f es un punto recurrente por
cadenas bajo f. En otras palabras, Q (f) C R(f).

Demostracion. Sea p € Q(f) y seae > 0.
Antes de cualquier otra cosa, como f es continua, existe ; > 0, con § >
d1 > 0, tal que para todo punto w € B (p,d1), sucede que d(f (w), f (p)) < 5.

Como p es no errante, y p € B (p7 %1), existe un punto z € B (p, %1) y un

nimero n € IN de tal forma que ™ (x) € B (p, %1)

Supongamos que n = 1.

Entonces d (f (x),p) < 61/2, y por lo tanto, d (f (p),x) < d(f (p), f(x))+
d(f(z),p)+d(p,z) < 3-¢/3 =e. Es decir, el conjunto {z¢g = p,z; = z,z2 = p}
es una e-cadena de p en si mismo.

Supongamos ahora que n > 2.

Por la continuidad uniforme de f existe un nimero Jo > 0, el cual cumple
0 < &5 < 01/2 < e, tal que para cualquier punto w que d (w, f"~2 (z)) < ds,
sucede que d (f (w), f"~! (x)) < 1. Andlogamente, para cada k € {3,...,n}
tenemos que 0 < &, < d—1 tal que si un punto w cumple d (w, "% (z)) < &,
entonces d (f (w), f*~* =1 (z)) < dp_1.

CASO 1. Supongamos que n es par.

Como z € B (p, %), entonces d (f (z), f (p)) < § < &. Llamemos entonces
xo=pyx1 = f(x)yseaahora z’ cualquier elemento en B (z,6,) C B (x,01/2).
Entonces se sigue que



29

d(f (@), f(z)) <6p—1 yporlotanto d(f*(z'),f*(x)) <2 <e.

Llamemos x5 = f2(2'). Partiendo ahora de que d (f?(2'), f?(z)) < 0p—2,
podemos afirmar que

d (f3 (z'), f3 (x)) < ,_3 < E.

Por lo tanto llamamos z3 = f2 ().

Vale la pena mencionar que para la e-cadena que estamos construyendo,
vamos definiendo z, = f* (x) cuando k es impar, y x;, = f* (2/) cuando k es par.
De esta forma, procediendo recursivamente, podemos definir x,_; = f*~! ()
ya que n es par.

Por la construccion inicial de los niimeros ¢;, tendremos que

A(F (2 ) 7 @) = d (7 @), ) <6<

Simplemente llamamos 2, = p. Y ya sabemos que f" (z) € B (p, ).
Con esto, el conjunto

{J;O:paxl :f($)7x2:fg(x/)vx?»:fg(x)’

e, Tp—2 = f’ﬂ*2 (I/) y Tpn—1 = fnil (I)v‘rn :p}

demuestra nuestro resultado.
CASO 2. Supongamos por otro lado que n es impar.
Sea 2’ € B (x,0,) C B (x,d1/2). Entonces

d(p,2') < d(p,z) +d(z,2")
<(51/2+(51/2<(51

Por lo tanto, d (f (p), f (¢')) < &, y con esto, llamemos xg = py 1 = f (2').
En particular, como 2’ € B (z,d,), obtenemos que d (f (z), f (') < §p—1 < €.
Entonces d (f2 (z), f2(2')) < §—2 < &.

Llamemos x5 = f2?(x). Andlogo al CASO 1, construimos recursivamente
al punto x, = f*(2') cuando k sea impar, y x;, = f¥ () cuando k sea par.
Finalmente definimos la e-cadena como sigue:

{iﬂoipaml :f(l’/),l’g :f2 (I),$3:f3($,),

T = (@) 2y = (1), 2, = p)

la cual cumplira lo deseado.
|

Corolario 3.1. Dada f: X — X, se cumple la siguiente contencién de con-
juntos:

Fix (f) € Per (f) € Q(f) € R(f).
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Demostracion. Se sigue de la Observacion 2.7 del capitulo anterior que Fix (f) C
Per (f) CQ(f). Y por la Proposicién 3.1 tenemos que Q (f) C R(f). Estas dos
contenciones dan el resultado.

[ |

Antes de avanzar en nuestro estudio de puntos recurrentes por cadenas es
necesario mencionar un pequeno resultado de calculo elemental:

Lema 3.1. Si f: X — X no es suprayectiva entonces existen un punto yg € X
y € > 0 tal que para todo punto y € B (yo,€), y ¢ f (X).

Demostracion. Si f no es sobre, entonces existe yo € X tal que yo ¢ f(X).
Supongamos que para todo nimero n € IN existe un punto y, € B (yo, %) N
f(X). Es decir, existe un punto z, € X el cual cumple que f (z,,) =y, y que
d (Yn, y0) < % Entonces y,, — yo. Es decir, f (z,) — yo.

En otras palabras, f (X) es un conjunto compacto que contiene a la sucesién
convergente {f (2n)},cn, PEro que no contiene su punto de acumulacién yo. Es
decir, una contradiccién. Por lo tanto, existe n € IN de tal forma que B (yo, %) N
fF(X)=0.

|

Proposicién 3.2. Si R(f) es denso en X, entonces f es suprayectiva.

Demostracion. Supongamos que f no es sobre. Entonces, por el Lema 3.1, hay
un e >0y un yo € X, tal que B (yo,¢) N f (X) = 0. Como R(f) es denso en X,
podemos encontrar un punto x en B (yo, %) tal que z es recurrente por cadenas,
lo que significa que existe un conjunto {z = xg,...,x, =z}, con n > 0, tal que
d(f(zs),2i41) < 5, con 0 < i <n— 1. En particular d(f (r,—1),2) < §, es
decir, f(zn-1) € B(z,%), lo que significa que f (z,—1) € B (yo,¢), lo cual es
una contradiccién porque f (x,—1) € f(X). Asi, f es suprayectiva.

|

Corolario 3.2. Si cada punto de X es recurrente por cadenas, entonces f es
suprayectiva.

Demostracion. La prueba se sigue de la proposiciéon anterior. ]
Proposicién 3.3. Para todo natural k € IN se cumple que R(f) = R (fk)

Demostracion. Para la primera contencién, tomemos z € R(f) y k € IN con
k > 2. Ahora veamos que existe una e-cadena de z en si mismo bajo f*.

Dada ¢ > 0, como f es funcién uniformemente continua, existen nimeros
O0k—1,0k—2,...,01 > 0, cada uno menor estricto que ¢, los cuales, para cuales-
quiera puntos x,y € X con d(z,y) < %, sucede que d (f (z), f (y)) < 61;1
ie{l,....k—=2} ysid(z,y) < 5’“,;1, entonces d (f (z), f (y)) < §.

Como tomamos a z en R (f), podemos encontrar una 5f—cademau de x en si
mismo. Notemos que si esta cadena tiene una cierta longitud inicial de n + 1

, con
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elementos (es decir, los puntos zyp = = x, son el inicio y el final), siempre
podemos extender la cadena de tal forma que tenga longitud nk + 1:

{To=2,21, ..., Tn = T, Tpg1 = T1yev oy Top =T, Tap =Ty.o, Ty = T}

La e-cadena que necesitamos serd la conformada por los puntos multiplos de
k, es decir, el conjunto {z¢ = x, Tk, Tak, - - . , Tnk = x }. Como requerimos esta ca-
dena bajo la funcién f*, es preciso que se cumpla la desigualdad d (fk (z), xk) <
€. Veamos que esto efectivamente se cumple.

Como esta es una %-cadena bajo f, se cumple la siguiente sucesion de im-
plicaciones:

d(f(:co),lj)<%éd(f2(x0),f(xl)) <%:>

= d (7 (o) 72 (@) < Pt = d (fF (20) S () < £

Esta misma serie de implicaciones se cumple si sustituimos los puntos eva-
luados xg, 1 por cualesquiera x;, x;11 (con ¢ € {0,1,...,kn — 1}). Por ejemplo,
ahora para x1 y x2 tendremos

d(f (21),09) < G = d(f*(x1), f (22)) < = -

=d(f* (@), 72 (@) < Bt = d (FF (21), 5 (a2)) < &

Entonces, si tomamos el ultimo elemento d (fk (xg), fF1 (gcl)) de la pri-
mera coleccién, y el antepenultimo de la segunda, d (fk_l (w1), fE2 (352))7 es
claro que podemos empezar a comparar distancias usando la desigualdad del
triangulo. Por lo tanto, sucede lo siguiente:

d(f* (@), fF7 (1)) +d (f* (1), f57% (w2)) + -+
+d (f* (wp—2), f* (xr1)) +d(f (Tr-1) 1)
ceqp oy By b ke

o1
k

Resumiendo: d (f* (zo),z1) <e.
Por un procedimiento completamente analogo, se cumple también que

d (fk (l‘k-) s .Z‘Qk) <e, d (fk (l'Qk) 7563k) <eg -, d (fk (z(n—l)k:) 7Ink) <E.

Siendo esta la definicién de una e-cadena de longitud n + 1 con inicio y final en
To = & = Tk, bajo f¥. Por lo tanto, R(f) C R(f*).

Ahora tomemos a x en R (fk) y un € > 0.

Sea {x¢g = ,71,...,7, = v} la e-cadena de z en si mismo (bajo f*) que
existe por hipdtesis.
Claramente, para cada iteracién de f? (), con i € {0,...,k — 1}, se cumple

que d (f (2), f* (x)) = 0.
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Llamemos zy = x y continuemos definiendo la e-cadena como sigue:

z1=f(2) = d(f(20),21) =d(f (z),f(x) <e
zo=f2 () = d(f(21),22) =d (f*(z), f*(2)) <e

2p_1 = frF1 () = d(f (zk—2),2p-1) =d (fk71 (z), fEt (x)) <e

Ahora, para continuar definiendo nuestra nueva e-cadena, definimos 2z = 1,
y observemos que precisamente se cumple que d (f (2x-1), 2) = d (fk (z), xl) <
€ ya que = y x; son parte de la e-cadena inicial bajo f*.

Haciendo un proceso totalmente andlogo al anterior, definimos zx4; = f* (21),
para ¢ € {1,...,k—1}. Una vez mads, se cumple que d (f (zk+i),zk+(i+1)) =
d (f“‘l (x1), fiF1 (1‘1)) < €. Hacemos zg), = x5 para obtener d (f (2051 , 22k) =
d(f*(z1),m2) <e.

Es facil notar que entre cada dos puntos de la e-cadena original (bajo
f*), estamos agregando puntos z; de distancia cero, es decir d (f (2;),zi41) =
d(f (z), fT (z)) = 0. De esta forma construimos la e-cadena bajo f.

Definimos entonces zj; = z;, tomando a j € {2,...,n}, y por otro lado,
Zik+i = [*(x), coni € {1,...,k —1}. Por lo tanto si j € {0,...,n — 1} enton-
ces, para i € {0,...,k — 1}, se sigue que

d (f (Zjksi) s Zjkrirny) = d (7 (x5), f7 (25)) <e.

Terminando asf la construccién de una e-cadena (de longitud nk +1) de x en si
mismo bajo f.
[ |

Definicién 3.3. Definimos al conjunto R, (z) C X como sigue:

R, (z) := {y € X : Existe una e-cadena de = a y}.

Observacion 3.3. Notemos que para toda € X y para toda e > 0, f(z) €
R (x), ya que d(f (), f () <e.

Definicién 3.4. Dados z,y € X decimos que x puede ser encadenado a y si
para toda € > 0 se tiene que y € R, ().

Observacion 3.4. Ahora tenemos dos formas distintas de decir lo mismo: x es
recurrente por cadenas, o x puede encadenarse a si mismo.

Definicion 3.5. Decimos que Y C X es positivamente invariante por cadenas
si paracada y € Y y z € X\'Y, y no puede encadenarse a z.

Proposicion 3.4. Sean x € X y ¢ > 0.
(1) Si a € R (z) entonces R, (a) C R. (z).

(11) Rc(z) es un conjunto abierto.
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(11) R (z) es un conjunto positivamente invariante por cadenas.

() f (F-@) € R (a).

Demostracion. Para probar (I) veamos que si y € R, (a), existe e-cadena de
aen y; y si a € R. (), entonces existe e-cadena de x en a. Por lo tanto, por
el inciso (I) de las Observaciones 3.1, existe una e-cadena de = a y, es decir
y € R. (). Asl R (a) C R. (2).

Para probar (II) tomemos y € R, (z). Con esto, existe un conjunto de pun-
tos {xo =z, x1,22,...,2, =y}, con k > 0, tal que d(f (z;),2,41) < € para
cada i =0,...,k — 1. En particular pasa que d (f (zx—1),y) < €, es decir, y €
B (f (xg—-1),€). Sea d > 0 el nimero tal que B (y,0) C B (f (xx—-1),€), entonces
podemos afirmar que cada punto z € B (y, ) cumple que d (f (zx-1),2) < €. Es
decir, el conjunto {zg = x,x1,22,...,2 = 2} es una e-cadena de z en z para
todo z € B (y,d). En otras palabras, B (y,d) C R (x), probando que R, (z) es
un conjunto abierto.

Sean ahora a € R, (z) y b € X\R. (x) y probemos el inciso (I1I). Si su-
ponemos que a puede encadenarse a b entonces para toda § > 0, b € Rs (a),
en particular b € R, (a). Entonces, por el inciso (I) de esta Proposicién, b €
R. (a) C R. (), es decir b € R. () y b € X\R. (), lo cual es imposible. Por
lo tanto a no puede encadenarse a b, es decir R, (x) es positivamente invariante
por cadenas.

Por tltimo, si tomamos y € f (RE (x)), entonces existird o € R (x) tal que

f(xz0) =y.Y como f es continua, para & > 0 existe § > 0, con ¢ < ¢, tal que

f (B (x0,0)) € B(f (z0),€) = B (y¢).

Como ¢ € R. (z) tenemos que R, (z) N B (xo,d) # 0. Si sucede que z €
R, (x) N B (xo, ) entonces por un lado d(zo,z) < 0 y asi d(f (x0), f(2)) =
d(y, f (2)) < e. Ademds por otro lado existe {yo = z,y1,...,yn = 2} e-cadena
de z en z. Por lo tanto {yo = x,y1,...,Yn = 2, f (x0) = y} es e-cadena de z en

y, es decir y € R, (x) y por lo tanto que f (RE (ac)) C R. (z), concluyendo asi

la prueba del inciso (IV).
]

En este punto vale la pena resaltar que hemos estado ocupando la definicién
de recurrencia por cadenas basada en la métrica del espacio en cuestién. Hemos
mencionado ya que esta definicién estd dada en [Conley, 1978], sin embargo
en el texto Dynamics In One Dimension se utiliza una definicién topoldgica
de este concepto [Block and Coppel, 1992]. Ambas definiciones, por su puesto,
resultaran ser equivalentes.

La definicién topoldgica de la recurrencia por cadena es la siguiente:
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Definicién 3.6. Sean X un espacio topolégico arbitrario y f: X — X. De-
notemos a Rr (f) el conjunto de todos los puntos recurrentes por cadenas en X
bajo f. Diremos que un punto x ¢ Rr (f) si existe un abierto U C X tal que
z¢U, f(z)€Uyademés f(U) CU.

Asi, una vez que demostradas las propiedades bésicas de la recurrencia por
cadenas, nuestro objetivo principal serd demostrar el siguiente teorema, que
entre otras cosas, arroja la equivalencia entre ambas definiciones. Sin embar-
go, para tener en nuestras manos la demostracién completa de este resultado
(Teorema 3.1), necesitaremos una caracterizacién importante de los denomina-
dos conjuntos atractores. Este concepto, y algunos resultados que lo involucran,
seran analizados en el Apéndice A de este trabajo. Mientras tanto, enunciaremos
el teorema y daremos la primera parte de su demostracion.

Teorema 3.1. Sean X un espacio métrico compacto y = un punto en él. Los
siguientes enunciados son equivalentes:

(1) = ¢ R(f).

(2) Existe un conjunto abierto U C X tal que z ¢ U, f(z) e Uy f(U) CU.
(3) Existe un conjunto abierto U C X tal que z ¢ U, f(z) e Uy f (U) CU.
(4)

4) Existe un conjunto abierto U C X tal que x ¢ U, f*(x) € U para alguna
kelNyf (U) cU.

(5) Existe un atractor K con z ¢ K y w(z) C K.

Notemos de inmediato que el enunciado (2) es la definicién de que z ¢
Rt (f), tomando en cuenta la topologfa inducida por la métrica del espacio X.

Dividiremos la demostracién de este resultado en dos partes debido a que un
par de implicaciones requieren resultados intermedios un poco mads sofisticados.
Por lo pronto, de manera muy natural tenemos lo siguiente.

Demostracion del Teorema 3.1 (Primera parte). Demostremos que el inciso uno
implica el inciso dos. Si x ¢ R (f) entonces = no es recurrente por cadenas, asi,
por la Definicién 3.4, existe € > 0 tal que z ¢ R, (z). Sea W = R, ().

Como ya demostramos anteriormente, W es abierto, f (W) CWy f(x)e€
W. Ademas # ¢ W. Supongamos primero que z € W. Como f (W) cw,
donde f (W) es cerrado y W es abierto, al ser X métrico podemos encontrar
un abierto U C X tal que

f(W)cUucucw.

Por lo tanto, ¢ U pero f(z) € f (W) C U. Agregando que f (U) -
U, el conjunto U permite concluir la implicacién. En el caso donde z ¢ W,
simplemente tomamos W = U y se concluye la implicacion.

La siguiente implicacién se sigue ya que si x ¢ U, entonces x ¢ U.

Tomando k =1 € IN, concluimos que el inciso tres implica el cuatro.
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Para poder finalizar esta prueba, son indispensables algunos resultados extra.

El primero de ellos garantiza que si podemos encontrar una e-cadena de un
punto x en si mismo, para todo € > 0, entonces podemos encontrar una e-cadena
de x a cualquier iteracién de este, en otras palabras:

Proposicién 3.5. Six € X es un punto recurrente por cadenas, entonces f* ()
puede ser encadenado a x, para todo k£ € IN.

Demostracion. Sea k € IN y supongamos primero que x no es un punto periédico.
En este caso, sea 01 la distancia de z al conjunto { f (z), f2 (z),dots, f*** (z)}
y tomemos ¢ > 0 arbitrario. Para encontrar una e-cadena de x en f* (x) consi-
deremos el hecho de que f, f2,..., f**! son funciones uniformemente continuas,
es decir existe § > 0, donde sin pérdida de la generalidad § < € y también § < 4y,
tal que, si z,y € X y d(y,z) <, entonces

d(fi (), f(2) <min{ki1,k—+l} donde 0 < i < k + 1.

Ahora, como z es un punto recurrente por cadenas, para 6 > 0 existe una o-
cadena de x en si mismo. Es decir, existe una coleccién {z¢g = =, x1,...,2, =z}
donden >0y d(f (x;),2i+1) < d para 0 < i < n—1. Asi, sabemos que podemos
hacer la cardinalidad de la J-cadena mayor a cualquier nimero natural, en
particular mayor a k, es decir, sin pérdida de la generalidad tomamos k+1 < n.
Entonces si 1 < ¢ < k + 1 obtenemos lo siguiente

d(f (zo),2:) < d(f (o), 1~ 1(acl))+d(f"‘1 (@1), f172 (@2)) + -+
+d (% (vim2), [ (zic1)) +d(f (2im1) , 35)
=d(f ), f T (@) + A (FR (S () S (w2)) 4
+d(f(f (’Iz 2)% (xi—1)) +d(f (i-1), @)

(3.1)

Ahora, como d(f (z;),xi41) < 0 debido a nuestra d-cadena, se sigue que

d(fI(f (), f7 (xig1)) < min {k%_l, kéTil} < k+1’ debido a la continuidad uni-

forme de f7 para 1 < j < k+1. Ademss, d (f (z;—1),7;) < § < ;. Concluyendo
asi que ‘
d(fl (’1,’0) 71’1') < (Z — 1) k+1 < 51

Entonces, d (f*(z0),z;) < & < d(f'(z),z). Es decir  # z; con 0 <
1 < k4 1. Esto ya que si * = z;, para algin 0 < ¢ < k + 1, sucede que
d (fZ (x) ,ac) <6 <d (fi (z) ,a:), lo cual es imposible. Por lo tanto, cualquier
0-cadena de x en si mismo debe tener més de k + 2 elementos.

Para terminar probaremos que {fk (T) ) Thot 1y Tht2y -« s Ty = :c} es e-cadena
de f* (x) en z. Y para demostrarlo, simplemente observamos que de la desigual-
dad en (3.1) de esta misma demostracién obtenemos

d(f’“rl (z),xk+1) <(k+1) ~m1’n{%ﬂ,k‘%1} (k+1)- B =&
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Por otro lado, como los puntos xg41,Zk+2, ... , Tn Son parte de nuestra
d-cadena, y como tomamos ¢ < €, se cumple que

d(f(x;),x41) <0 <e, tomandok+1<i<n-—1.

Es decir, {fk (T) ) Thg 1, Tht2y - ooy Ty = x} es una e-cadena de f* (z) en z.
[ |

Lema 3.2. Sea S C X un conjunto positivamente invariante por cadenas. Si
r ¢ Sy fF(z) € S para algiin natural k, entonces = no es recurrente por
cadenas.

Demostracion. Supongamos que por el contrario x es recurrente por cadenas.
Por la Proposicién anterior f* (z) puede encadenarse a x, contradiciendo que el
conjunto S sea positivamente invariante por cadenas, ya que f* (z) € S.

|

Lema 3.3. Si f (W) C W, entonces W es positivamente invariante por cadenas
bajo f.

Demostracion. Para cada w € f (W) existe un &, > 0 tal que B (w,&,) C W.
Como f (W) es compacto, podemos encontrar un conjunto F' C f (W) finito
tal que

Sea gy = min{s“‘;weF}; tomemos z € W, y € X \ W y supongamos que z

puede ser encadenado a y. Entonces existe una eg-cadena de z a y, es decir existe
un conjunto {zp = z,21,...,2, =y}, con n > 0, tal que d(f (2;),zi+1) < €o,
con0<i1<n-—1.

Si 2 € W, entonces f(z) € f (W), entonces existe un wy € F' tal que
f(z) € B(wy,=s2) C W, en otras palabras d(f (z0),wp) < ~2¢. También,
d(f (20),21) < g9 < =52. Por lo tanto

€ €
d(wo, z1) < 5> + 5% = €y

Es decir, 21 € B (wo,&w,) € W. Entonces f (z1) € f (W), y asi, encontramos
un punto w; € F tal que f(z1) € B (wy, =) C W, es decir, d(f (21),w1) <
1. De la misma manera, la go-cadena asegura que d (f (21),22) < g9 < 5L
Por lo tanto

€ €
d(wi,22) < =5+ + =5+ = €y -

Esto es, zo € B (w1,&4,) € W. Asi, inductivamente, para ¢ € {1,2,...,n},
los puntos z; estan en W. En particular z,, = y € W, lo cual es una contradiccion,
vaquey € X\ W C X\ W.

Por lo tanto z no puede ser encadenado a z, concluyendo que W es positi-
vamente invariante por cadenas.
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Es en este punto donde rescatamos la definicién de atractor y el teorema A.1
del apéndice A para poder finalizar nuestro resultado principal.

Definiciéon A.1 Sea f: X — X funcién continua. Decimos que un conjunto
K C X no vacio y cerrado es un atractor de f si existe un abierto U de X, tal
que K C U, y donde

K=w@)= (] U F .

meN [>m

Teorema A.1 Sean f: X — X y K C X. K es un atractor de f siy solo si
existe un abierto U tal que K C U, f (U) CUy K=penf" (U)

Unicamente enunciamos este resultado debido al contenido técnico en su
prueba, que desarticula la lectura de la recurrencia por cadenas de este capitulo.
Sin embargo, su demostracién puede ser consultada, como ya se dijo, en el
apéndice A.

Demostracion del Teorema 3.1 (Segunda parte). Supongamos valido el inciso (4)
y llamemos K = (o /" (U) . Veremos que este conjunto K es el que cumple
las condiciones del inciso 5.

Para ver que K es atractor, tomamos en cuenta dos simples cosas: primero,
por hipétesis, f (U) C U. Y segundo, la siguiente contencién:

K= (@ cr@cu
nelN

Por lo tanto, por el Teorema A.l, y por como definimos al conjunto K,
tenemos que este es un atractor. Ahora, x ¢ K, pues de otra forma z € K C U,
pero esto no puede pasar ya que por hipétesis = ¢ U.

Por tltimo veamos que w () C K. Para esto, sean z € w(z) yn € Ny
notemos que basta ver que z € f (U) Como z € w (), por la Definicién 2.10 del
capitulo 2, existe una sucesién creciente de naturales {n;}; tal que " (z) —
z. Asi, por hipétesis tenemos k € IN tal que f* (z) € U, entonces f'(x) € U
para todo [ > k. Con esto, tenemos un punto ¢ € IN tal que ny > n + k.

Tomamos la sucesién {f™ " (x)}i>q. Ahora, como n; —n > k para i > q,
{frm(@)}s, CUC U, concluyendo que { f™ (@)}isg € " (U). Como [ (U)
es compacto entonces hay una subsucesién de {f" ()}, tal que converge en
fr (U), pero toda subsucecion converge al mismo punto que la sucesién original,

por lo tanto z € f™ (U), concluyendo asi la implicacién.

Cerremos finalmente la cadena de implicaciones y con ello la demostracién.
Por el Teorema A.1, como el conjunto K es un atractor, podemos encontrar un
abierto U C X tal que f (ﬁ) CU KCUycon K =(),cnf" (U); ademas
por hipdtesis tenemos que x ¢ K, con lo cual, existe m € IN tal que x ¢ f™ (U)
Asi, como los conjuntos U y X \ {z} son abiertos, obtenemos que U \ {z} es
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abierto, ademés de que f™ (U) C U \ {x}. Por lo tanto, la métrica del espacio
X permite encontrar W C X abierto tal que

M (U)W W CU\{z}

Notando que = ¢ W, la afirmacién es que W es un conjunto positivamente
invariante por cadenas bajo f™; la cual es cierta gracias al Lema 3.3 anterior.

Ahora, supongamos que para toda natural j, f7 (x) ¢ U, es decir la érbita
de x bajo f estd fuera de U. Entonces, como X \ U es cerrado, sucede que
o(f,z) € X \ U. Asi, por el Lema 2.2 del segundo capitulo, obtenemos que
w(z) Col(x,f) € X \U. Pero por hipétesis w () C K C U, generando una
contradiccién. Por lo tanto existe algtin j € IN tal que f7 (z) € U.

Por lo tanto, para toda i > j + m sucede que f(x) € W. En particular
f™k () € W para algiin entero k. Teniendo las hipétesis del Lema 3.2, con-
cluimos que x no es recurrente por cadenas bajo f™, es decir z ¢ R (f™), pero
por la Proposicién 3.3, R(f) = R(f™), por lo tanto = ¢ R (f), concluyendo la
implicacion.

El siguiente corolario nace del Teorema 3.1 ya que la simpleza de su demos-
tracion recae en el uso topoldgico de la recurrencia por cadenas.

Corolario 3.3. Asi como Fix(f) y Q(f), el conjunto R(f) es cerrado.

Demostracion. Veamos que el conjunto X \ R(f) es abierto: tomemos z € X \
R(f). Entonces, por el Teorema 3.1, existe un conjunto abierto U C X tal que
v ¢ U, f(z)eUy f(U) CU. Asi, existe ¢ > 0 tal que f(z) € B(f(z),e) C U,
por lo tanto, existe 6 > 0 tal que si d(x,y) < d, entonces d (f(x), f(y)) < e.
Tomemos V = B(z,d) N X \ U. Naturalmente z € V; sélo falta ver que
V C X \ R(f). Para esto, si tomamos un punto w € V, por un lado w ¢ U,
y por otro, f(w) € B(f(z),e) € U. Como se cumple f (U) C U, el abierto U
garantiza que w ¢ R(f). [ |



Capitulo 4
Entropia

A partir de este punto, el incentivo de nuestro trabajo sera intentar medir y
clasificar la “complejidad de la dindmica” de una funcién continua en un espacio
métrico compacto X y con esto, saber qué tan “cadtica” es. Aqui nos referiremos
a la “complejidad”, tristemente, sélo a la capacidad de la funcién de “revolver”
puntos del espacio conforme aumentamos sus iteraciones. Es decir, qué tanto se
intersecan los elementos de una y varias cubiertas del espacio bajo las iteraciones
de f.

El termino entropia topolégica se atribuye a los autores Adler, Konheim y
McAndrew, por ocuparlo por primera vez en 1965 [Adler et al., 1965]. Existen
varias formas de medir la “complejidad de la dindmica” de una funcién, pero
en esencia, lo que nos interesa, es asignar un valor a nuestra funcién que nos
permita interpretar si dicha funcién se comporta de manera “cadtica” o de
manera “aburrida”.

Veremos que, intuitivamente y para digerir mejor el concepto, la “comple-
jidad” de la funcién tiene que crecer exponencialmente, para que, al momento
de medirse con el logaritmo, obtengamos ntimeros positivos. Es decir, podamos
interpretar que “la entropia de la funcion es positiva”.

A menos que se especifique algo distinto, a lo largo de este capitulo X deno-
tard un espacio métrico compacto, f: X — X una funcién continua y « una
cubierta abierta para X.

Definicién 4.1. Dada una cubierta abierta « para X, denotamos como N («)
a la minima cardinalidad de todas las subcubiertas finitas de a.

Observacion 4.1. Como X es compacto, toda cubierta abierta tiene una subcu-
bierta finita. Por lo tanto N («) siempre es un nimero natural.

Definicién 4.2. Dada una cubierta abierta « para X, definimos la entropia de
a como H (o) = In(N (o).

Observacion 4.2. De las definiciones previas se sigue lo siguiente.

39
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(1) Notemos que como N (a) > 1 para toda cubierta abierta «, entonces
H («) > 0 siempre.

(1) Dada cualquier cubierta «, si consideramos la cubierta o/ = a U {0},
entonces obtenemos que N () = N (&) ya que el conjunto vacio no cubre
ninguna porcién del espacio en ningtn caso. Asi, H («) = H (o).

Ejemplo 4.1. Tomemos X =[0,1]y a={[0,2):ne N} U {(%, 1]}.

Ya que 1 ¢ [0, %) para toda n € IN, entonces para toda 7 subcubierta finita
de a, (%, 1] pertenece a 7. Sin embargo (%, 1] no cubre al espacio [0, 1]. Por lo
tanto, toda subcubierta de « debe tener al menos dos elementos, i.e. N (a) > 2.
Ahora tomemos {[0, 3), (3, 1]}, subcubierta de o que claramente cubre al [0, 1].
Por lo tanto N () = 2, y asi, H (o) =1n2.

En general, las cubiertas de la forma v = {[0, %L) ,(a,1]}, donde a < % v
n € IN, son tal que H () = In2. Esto ya que toda subcubierta de v debe tener
los mismos dos elementos para cubrir al [0, 1].

Ejemplo 4.2. Sean X = [0,1] y a = {(z — §,z+ 1) N[0,1] : 2 € [0,1]} cu-
bierta abierta.

Notemos que la longitud del [0,1] es 1 y que la longitud de cada intervalo
(x — i, T+ %) es % para cualquier € X. Por lo tanto, como [0,1] es un conjunto
cerrado y todo conjunto de la forma (m — i, T+ %) es abierto, se concluye que
para cubrir a X con elementos de « se necesitan por lo menos 3 elementos. Asi,
N (a) > 3.

Tomemos {(—%, g) n1o,1], (%, %) n1o,1], (%, %) N [o, 1]} Como este conjun-
to es cubierta abierta para X y subcubierta finita de «, podemos concluir que
N (a) =3, y por lo tanto, H (a) = In 3.

Ejemplo 4.3. Generalizando el ejemplo anterior, si tomamos X = [0,1] y a =
{(z - 55,2+ 5%) N[0,1] : x € [0,1]} con N fija en IN, entonces N (o) = N +1
y H(a)=In(N+1).

Definicion 4.3. Dadas a y B cubiertas abiertas para el espacio X, decimos

que B refina a « si para todo U € § existe V € « tal que U C V. En notacién
escribimos a < .

Ejemplo 4.4. Para cualquier € > 0, la familia « = {B (z,¢) : € X } siempre es
cubierta abierta del espacio X. Definiendo 8 = {B (z,5) : € X} tenemos que
o < f3, ya que para todo B (z, §) elemento de /3 se tiene que B (z, £) C B (z,¢),
con B (z,¢) € a. Es decir, § refina a a.

Observacion 4.3. Si 5 es una subcubierta de «, entonces para todo elemento de

Uep,UCU,conU € a. Por lo tanto o < 3, es decir, toda subcubierta de «
es un refinamiento de a.

Definicion 4.4. Para cualesquiera « y 8 cubiertas abiertas de X, definimos la
cubierta cuna como

avB={AnNB:AcayBecfj}.
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Ejemplo 4.5. Sea X = [0,1] y tomemos las siguientes cubiertas abiertas: o =
{103),(5:8)(5:3)53), Gy B={00.5),(:3) (5, 1]}
Por la tanto, la cubierta cuna queda definida como

ave={0.3), (43, (55, (1. (3. (13, G}

Figura 4.1: A la izquierda podemos apreciar la cubierta « y a la derecha la
cubierta .

Figura 4.2: Cubierta a V 3.

Observacion 4.4. De la definicién de cubierta cufia podemos concluir lo siguien-
te.

(1) Como « y 8 son cubiertas de X, se sigue entonces que « V 3 es siempre
una cubierta de X: si x € X, entonces z € A para algin A € o, y x € B
para algin B € f3, por lo tanto x € AN B, i.e. «V ( es cubierta.

(11) La cubierta a VB = {ANB: A€ ay B e} es una cubierta abierta
debido a que la interseccion finita de abiertos es abierta.

(1) Para todo par de cubiertas abiertas « y 3, se cumple que @ < aV 8y
B < aV . Esto ya que para cualesquiera A € ay Be 5, ANBC Ay
ANBCB.

Definiciéon 4.5. Dada cualquier cubierta abierta o y f: X — X funcién
continua, definimos una nueva cubierta de la siguiente manera:

fla={f"A):Aca}.
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Observacion 4.5. De la cubierta definida anteriormente podemos concluir los
siguientes puntos.

(1) Para cada x € X, se tiene que f (z) € X. Como « es cubierta del espacio,
entonces f (z) € A, para algin A € «, i.e. ¥ € f~'(A). Probando que
f~ Yo es cubierta del X.

(1) Como f es continua y todo elemento de « es abierto, se sigue entonces

que los elementos de f~'a son abiertos.

Ejemplo 4.6. Sean X = [0,1] y f: X — X definida como f (z) = 22. Sea

a= {[0, %), (%, %) , (%, 1]} cubierta abierta para X. Con esto tenemos:

O3 =05 7 (68 = (55 A) v I (G ) = G

Por lo tanto f~la = {[O, %), (%, %) ,(%, 1]}
Proposicién 4.1. Sean «, 3, v y § cubiertas para el espacio X, entonces:
() a<f=H(a)<H(B)y H(aVp)=HI(p).

(i) H(aVp) < H(a)+H(B).

() a<p = fla< f18
) [T avB)=ftav T8
) H (f'a) < H(a)y laigualdad se da siempre que f es suprayectiva.
)

(v
(v

(Vi) Sia <y~ <4, entonces aV~y < V0.

Demostracion. Para probar el inciso (I), como « < 3, al tomar {Bl, ce BN(ﬁ)}
subcubierta abierta finita de 3, para cada B; existe un elemento A; € a tal que
B; C A;,coni € {l,...,N(8)}. Por lo tanto {Al,...,AN(ﬂ)} es subcubierta
abierta finita de «. Asi, la minima subcubierta abierta de o no puede tener més
de N (B) elementos, i.e. N () < N (). Concluyendo que H (a)) < H (B).

Ademds, como para cada i € {1,...,N (8)} se cumple B; C A;, entonces
B;NA; = B;. Por lo tanto {Al NBy,... aAN(ﬁ) N BN(,B)} = {Bl, S 7BN(B)} es
subcubierta abierta finita de aV 3, concluyendo que N (« V ) no puede conte-
ner mas de N () elementos, i.e. N (aV ) < N (). Y como ya probamos que
B <aVp= N(B) <N(aVp), concluimos entonces que N (aV ) = N (5),
es decir, H (e VvV 8) = H (B).

Sean {Al,...,AN(a)} subcubierta finita abierta de « y {Bl, .. .,BN(ﬂ)}
subcubierta abierta finita de /3.

Definimos ahora C' = {4;NB; : 1 <i < N (), 1<j <N (B)}, y notamos
que es cubierta del espacio. Asi, C' es subcubierta abierta finita de oV 3, conclu-
yendo que N (aV ) no tiene més de |C| elementos. Es decir, N (aV ) <
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N (a)) - N (B). Aplicando logaritmo de ambos lados obtenemos H (aV ) <
H («) + H (B). Esto concluye el segundo inciso.

Probemos a continuacién la afirmacién en (I11). Si tomamos U € f~!3,
entonces U = f~1 (B) para algin B € 3. Como a < f3, existe A € « tal que
B C A, porlotanto f~1(B) C f1(A) yasi fla< f714.

El inciso (IV) se sigue directamente del hecho de que f~! (AN B) = f~1 (A)N
f~1(B) paratodo A€ ay B € f.

Para el inciso (V), si tomamos {Al, cee AN(a)} subcubierta minima de «,
y cubierta del espacio X, entonces el conjunto {f~*(A1),...,f ' (An()}
también es cubierta para el espacio X. Por lo tanto la minima cantidad de
elementos de f~'a que cubren a X no puede ser mayor a N (), es decir,
N (f'a) < N(a).

Ahora supongamos que f es suprayectiva y sea {f‘1 (By),...,f71 (Bm)}
subcubierta finita de f~'a tal que

X c [ J ' (Bn), donde m < N (a).
n=1

Entonces f (X) C U, Bp. Y como f (X) = X, concluimos que X C J"_, B,
contradiciendo la definicién de N («). Por lo tanto no es posible que N (ffla) <
N (a), es decir, N (f~'a) = N (a).

Para la afirmacién final tomemos V' un elemento de la cubierta 3V §. Esto
quiere decir que existen conjuntos B en 8,y D en §, tal que V = BN D.
Como por hipdtesis a < y v < 4, entonces tenemos que existen conjuntos
Aenay Cen~vytalque BC Ay D CC. Por lo tanto U = AN C es elemento
de Vv y ademas V C U. Con esto probamos que aV~y < V4 .
|

Definicién 4.6. Si f: X — X es una funcién continua y « es una cubierta
abierta del espacio X, entonces para cada n € IN definimos una nueva cubierta
como

fTra={fT"(A):Aca}.

Mas atun, podemos aplicar nuestra operacién cuna y obtener una cubierta
del siguiente estilo:
aVflav...v g =

{Aoﬂf_l(Al)ﬁ”'ﬂf_(n_l)(An_l)IAjEOé,j:O,...,TL—l}.

Lema 4.1. Sean f: X — X, « cubierta abierta de X y n,k € IN. Entonces se
cumplen los siguientes incisos:
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(1) §74fma = f-Gsma,
(11) (fk)_ma = f~mkq,

() fF(av frave v frmTla) = foRa vy frimtRelg

Demostracion. La demostracién del primer inciso es como sigue:
JRma={MU) U e fTma)
={f"U):U=f"m(A), A€ a}
={f (™) :Aeca}
={fFm(A): Aca}
= ff(ker)a.

Para probar (II) notemos que z € (f*)""(A) & (f*)"(z) € A &
fmF (r) € As x e f~™F (A). Y por lo tanto:

() "a={(") " () aea}
= {fﬁkm(A) t A€ a}
= [k,
Finalmente, para el tercer inciso, tenemos al primer conjunto definido como:

fFF (a\/f_la\/-.-\/f_(m—l)a) :{f_k(U):UEa\/f_la\/~--\/f_(m_1)a}.

DedondesiU € aV f~taVv- .-V f~(m=Dq, significa que existen m conjuntos
abiertos de a, Do, D1, ..., Dyy_1,con U = DoN =1 (Dy)N---Nf~ =D (D,,_1)
y tal que

JE) = £ (Don D) N0 Y (D)) W
= 75 (Do) N 7 (D) e fEETD (D)

Y por otro lado, el segundo conjunto esta definido como

fﬁka \/ . \/ fi(erk*l)a —
{f*k (Do) N f~ U8 (DA f=m =D (D )i Dj€a,j=0,...,m— 1} .
Por lo tanto, por (4.1), nuestros conjuntos son iguales. |

Definicién 4.7. Dada f: X — X continua y «a cubierta abierta del espacio
X, definimos el siguiente conjunto:

H} (o) =H <a vVitav-.. \/f*(”*l)a> .
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Ejemplo 4.7. Consideremos al espacio X = [0,1], a = {[0,1), (%, 1]} cubierta
y sea f (x) = ¢ para todo elemento z € X con ¢ € [0, 1].

CASO 1. ¢ ¢ [0,3) N (%,1]. Por lo tanto, existe un elemento A € o tal que
ce A Asi, f7"(A) = X para todo natural n, y f~" (B) = 0, con B el otro
elemento de a y para todo natural n.

Con esto obtenemos que f~ "« = {X, ()} para todo natural n. Entonces, si
tomamos un elemento U en la cubierta oV f~ra VvV --- V f~("»~Da, obtenemos
inmediatamente un Uy € o'y Uy, ...,U,_; elementos en {X, (0} tal que

U=UnUiN---NUp-1.

Y notemos con esto que si alguno de los U; es el conjunto vacio, con i €
{1,...,n — 1}, entonces U = {). Pero si ninguno de los conjuntos Uy, ...,U,_1
es vacio, entonces U = Uy. Asi, obtenemos la siguiente igualdad

aVftav...v g = {[0,4),(3,1],0}.

'3
Entonces, por el inciso(I7) de la Observacién 4.2, sabemos que su minima
subcubierta finita es tal que N ({[O, %) , (%, 1], @}) = N (a) =2, y por lo tanto

HY (o) =H (a Vitav.ov f_("_l)a) =1In2, para todo n natural.

CASO 2. Supongamos que ¢ € [0, %)ﬂ(%, 1]. Esto significa que f~" ([O7 %)) =
X = f ((%,1}), por lo tanto, f~"a = {X}, y esto para todo natural n.
Entonces, cualquier elemento U € aV f~ oV ---V f~ ("D es la interseccién
de un conjunto Uy de o con todo el espacio X, es decir el conjunto Uy mismo.
Por lo tanto, para toda n en los naturales, tenemos que

aV i tav.. v ey =@
=H (a Vitav.v ff(”fl)oc> =H(a)=1n2
=H} (o) =In2.
Proposicién 4.2. {H}‘ (a)} es una sucesion creciente.

nelN

Demostracion. Para cadan € N, aV flaV---V f~ (" Daq tiene un total de n
cubiertas bajo la operacién cufia, y oV f~la V-V f~"=Da v =" tiene un
elemento més, concluyendo que

aVftav. v Uy <cav flav.v fm0T gy
Y por lo tanto H} (a) < H}LH (). |

Con esto en mente, nuestra meta es crear una definiciéon de entropia para
cualquier funcién continua f: X — X. Para ello, necesitamos recordar las

definiciones de limite superior y limite inferior de una sucesion {a, },cn:
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limsup a,, = inf {sup {z, : m > n}:n € N},

n—oo
liminf a,, = sup {inf {z,, : m > n}:n e N}.
n—oo

Con esto, probaremos el siguiente resultado de limites de sucesiones.

Teorema 4.1. Sea {a,},  una sucesién de nimeros reales tal que {a,},
es subaditiva, es decir que para toda n natural

Un+m S an + Q.

Entonces nl;rxgo (an . %) existe y inf {an . %: n e ]N} = nl;rrgo (an .

3=

).

Demostracion. Sea m € N fijo. Entonces para toda n € IN existen enteros no
negativos ¢, r tal que n = mqg+r, donde 0 < r < m. Asi, de la subaditividad de
la sucesion se sigue que

a am'q | a
pn < Apmgtar <Ay -qta, = T:S n;b +WT

Ademds, si n = mgq +r, entonces 1 = L. m + . Como m es fijoy r < m,
T

obtenemos que lim = = 0. Por lo tanto
n—oo

lim 1= lim (£-m+Z
n— 00 n— oo (" + ")
= 1=1m Z.-m
n—oo "
1 _ 14 4
= — = lim 2
m n—oo "
am _— 1§ q .
= G = lim (I-am). (4.2)
No solo esto, como 0 < r < m, tenemos que r € {0,1,...,m} siempre. Por
lo tanto a, € {ag,a1,...,an}, i.e. el termino a, siempre estd acotado. Podemos
concluir entonces que
lim % = 0. 4.3
n—oo ™ ( )

Juntando los limites en (4.2) y (4.3), obtenemos que lim (£ -a,, + %) =
n—oo
am

Asi, por las propiedades del infimo y del supremo, sabemos que

i an i am g Qr
lim sup %~ Shmsup( nd - n)
n—oo n—oo

; Am - q ar\ _ 1z Am-q a.\ _ a
Por lo tanto, como hmsupnﬁoo( =+ ﬁ) = nhHH;O (% + 7’) = mse

sigue que limsup,, ,, % < %=, Y como esto sucede para cada m € IN, entonces

n —

lim sup,,_,, % es una cota inferior del conjunto {%=: m € IN}. Por lo tanto

lim sup & §1’nf{aﬁ: m€]N}

n
n
n—oo
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Finalmente, como sabemos que inf{%: m € ]N} < %= para toda n € NN,
obtenemos que
inf{a—m: m e ]N} < liminf %=,
m n

n—oo

Por lo tanto

inf{aﬁm: me]N} < liminf %= < limsup = ginf{“m:mG]N}.

m
n—0o0 n—oo

Concluyendo que

liminf %2 = limsup %4 = inf{“—m: m € ]N} = lim %=,
n—oo M n—ooo m n—oo ™

Proposicién 4.3. H} («) es una sucesién subaditiva.

Demostracion. Si n,m € IN, entonces, con ayuda de la Proposicién 4.1 y el
Lema 4.1, se tiene lo siguiente:

™ () = H (av v frmlg g \/f_(’”‘m_l)a)
—H ((av---vf—<m—1)a) v o (av...\/f—(n—l)a))
<H (av.-.vf*m*l)a) TH (f,m (av..-vf%n*l)a))
<H (av--~vf‘(m‘1)a) +H (aV~--vf‘("—1)a>
= Hf" (o) + Hf (o).
|

Con esta ultima proposicion y el teorema previo, no queda més que pregun-
tarse qué pasa cuando tomamos el limite de % -HY ().
Lo primero es notar que para toda cubierta abierta a del espacio X, N (a) >
1, y por lo tanto
1
Anadiendo el hecho de que Hy () > 0 para todo numero natural n, ya que
{H 7 (a)} es una sucesion creciente, concluimos que
nelN
: 1 n
nl;rr;og ~H} (a) > 0.

Y esta es la definicién con la que podemos empezar a hablar de entropia para
funciones continuas.

Definicién 4.8. Para cada funcién continua f: X — X y para cada « cubierta
abierta del espacio X, definimos la entropia de f respecto de o como

h(f a)= lim 1 -HY (o).

n
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Ejemplo 4.8. Del ejemplo 4.7, obtuvimos que dado el espacio X = [0,1],
la cubierta o = {[0,3),(3,1]} vy f(x) = ¢, para todo elemento z € X con
c € [0,1], sucede que H} (o) = In2.

Por lo tanto

hf,a)= hm% ]C‘( Q)

n—r oo

= lim %1112
n— o0

=0.

Ejemplo 4.9. Consideremos el espacio I = [0, 1], la cubierta o = {[0, 3) , (3,1]}
y la funcién f: I — I dada por

fla) = {zm, si x € [0, %],

5, sizeld 1

1/2—1

Figura 4.3: Grafica de la funcién en los ejemplos 2.5 y 4.9.

Al Calcular las prelmagenes de cada conjunto en la cubierta a observa-
mos que f~ (07% ) 0, 2 , esto por definicién de f. Mds aun, se tiene que
f71(0,3) = [0,5), y en consecuencia, f~" ([0,3)) = [0, 5r). Asf mismo,
f7"((3,1]) = (3 - 3=, 1]. Por lo tanto, para toda n € IN obtenemos que

- 1 1
Ahora necesitamos encontrar la cardinalidad de la cubierta aV f "tV ---V
f~(=Da, es decir, cudntos elementos distintos del vacio contiene.
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Sea entonces A € aV flaV---V f~("Da. Con esto, tenemos que A =
AgNAiN---NA,_1, concada A; € f*a. Notemos de inmediato que si A # 0,
y ademds algin elemento de A es de la forma A; = [0, 57), entonces todos
los elementos anteriores a €l tienen que ser de la misma forma A; = [0, 2]%),
estando j € {0,1,...,4i}. Esto ya que si suponemos A; = [0, 2%) y A =
(3 - 3i=r. 1] sucede lo siguiente:

git1
t9i—1

=

3<2?e3<2t - Daeycl

Por lo tanto [0, 37) N (3 - 3=, 1] = 0, y entonces A = §. En conclusién, los

elementos distintos del vacio en aV f~laV ---V f~ ("D son de la forma

0,3)N[0,5)N---N[0, 52=) N (5 - 5=, 0NN (5 zo=r, 1

Wl

Asi, contando todos estos elementos, obtendremos que la cardinalidad de
aVflav.--v f~("=Dq serd n. Entonces N (a ViTlav.--v f_(”_l)a) <mn,
y por lo tanto, h (f,a) < lim % =0.

n—oo

Proposicién 4.4. Si a < 3 entonces h (f,a) < h(f, ).

Demostracion. Del inciso(I11) de la Proposicién 4.1 sabemos que o < 3 im-
plica que f~"a < f7"f, y esto para todo n € IN. Entonces, por la misma
Proposicién 4.1, pero del inciso(VI), obtenemos que para todo n € IN

aVvftav... \/f—("—l)a < Bv...vf—("—l)ﬁ_

Por lo tanto H} (a) < H} (B) para todo n € N, y en conclusién, h (f, o) <

h(f,B)-
n

Antes del siguiente resultado conviene hacer una pequena observacién: si
tenemos que f y ¢ son funciones tal que una es inversa de la otra, i.e. f~! =g,
entonces para cada k € N sucede lo siguiente:

-k

g*ka:{gfk(U):UEOz}:{(ffl) (U):UEa}:{f’“(U):UGa}.

Pero ya que f es inversa de g, entonces la preimagen de g coincide con la
imagen directa de f. Es decir g~ *a = fFa.

Proposicién 4.5. Si f es un homeomorfismo, entonces h (f,a) = h (f_l, a).

Demostracion. Sea g la funcion inversa del homeomorfismo f, entonces por el
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parrafo previo, y el inciso(/1I) del Lema 4.1:

H (o) = H (a Vg lav...v gf(n—l)a>
:H(a\/fa\/...vf(n—l)a)
=H (f(nfl) (avffla\/...vff(nfl)a))
(o ey 10 D)
= Hf (o).

Por lo tanto, h (f,a) = h(f_l,a).

Definicién 4.9. Dada f: X — X, definimos la entropia de f como

h(f) =sup{h(f,a): «a es cubierta abierta para el espacio X}.

Observacion 4.6. De la definicién previa de entropia se sigue lo siguiente.
(1) Como 0 < h(f,a), entonces 0 < h (f).
(1) Si¢: X — X homeomorfismo, como h (¢, ) = h (gb*l, a) para cualquier
o, entonces h (¢) = h (¢71).
Proposicién 4.6. Podemos considerar h (f) tnicamente sobre las cubiertas
abiertas finitas del espacio X.

Demostracion. Si 7y es cubierta abierta para X, entonces existe a subcubierta
finita de v gracias a que X es compacto. Esto es v < a, de donde se sigue que
h(f,7) < h(f @),y por lo tanto,

h(f) <sup{h(f,a): a es cubierta abierta finita del espacio X}.
Por otro lado, claramente tenemos la siguiente contencién de conjuntos

{h(f,«) : a es cubierta abierta finita del espacio X}
C {h(f,7) : ~v es cubierta abierta del espacio X}.

Obteniendo asi la desigualdad faltante:
sup {h (f, ) : « es cubierta abierta finita del espacio X} < h(f).

Por lo tanto, podemos considerar la entropia de f tUnicamente sobre las
cubiertas abiertas finitas del espacio X.
[ |
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Teorema 4.2. Si f: X — X es continua, entonces para todo k € IN se tiene
que b (f*) =k-h(f).

Demostracion. Sabemos nosotros que
h(f*) =sup {h (f*,a) : a es cubierta abierta del espacio X} .

Llamemos f = aV f~'aV---V f~*=Nqg, con a una cubierta abierta para el
espacio X cualquiera. Entonces obtenemos lo siguiente:

h (fk) = sup {h (fk, a) : « es cubierta abierta del espacio X}

> h(f*.5)
= lim - HF (B) (4.4)
znlirr;O%-H(ﬁv (f’f)_lﬁ\/...v (fk)—<n—1) 6).

Ahora veamos quién es la cubierta con la que estamos trabajando. Ocupando
el Lema 4.1 anterior:

(fk)_lﬂ = (fk)_l (a\/f_la\/...\/f—(k—l)a)

= (fk)il av () ey (fk)’1 =D
= fFav oy Dy
= f Ry fmt gy @R

Es decir, las pre-imagenes de la cubierta « van desde la k-ésima hasta una

o ’ —m
antes de la 2k-ésima. Pero veamos que en el caso mas general con ( fk) 8
sucede lo siguiente (una vez mds, con el Lema anterior):

(fk)_m B=fFmay fEmlgy ..y prkme(k=1) g
= f*kma Vi f*(km+1) VeV f*(k(m+1)71)a'
Como sospechamos, las pre-imdgenes de la cubierta a van desde la km-ésima

hasta una antes de la k (m + 1)-ésima.
Por lo tanto,

(fk)—("—l) 8= ffk(nfl)a v ff(k(n71)+1)a VIRRY: ff(knfl)a.
Asi, de (4.4) tendremos los siguiente:

h(fF,B) = lim £1. [ (a\/f_la-..\/f—(k—l) vk \/,_.\/f—(kn—l)a>
1
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Por lo tanto, como « fue una cubierta abierta arbitraria, tomando el supremo
sobre estas, concluimos que

h(f*) > k-h(f).
Para mostrar la desigualdad contraria notemos lo siguiente: para k,n € IN, el

conjunto {1,..., kk+1,...,2k2k+1,...,(n— Dk, (n—1)k+1,...,nk—1}
contiene a {k,2k,3k,...,(n — 1) k}. Por lo tanto,

av () avev () " Vacavlav..y frmkg,
Y asi

h(f,a)= lim ﬁ.H(a\/f—lav.__\/f—(nk—na)

n—oo

, -1 —(n—1)
> tm e H (av (5 e v v (fY) o)
=1-h(ffa).

Es decir, k- h(f,a) > h(f* «). Por lo tanto, tomando supremos sobre
todas las cubiertas abiertas c, concluimos que k- h (f) > h (f*), y con ello la
demostracion.

|

Como la medida de entropia h (f) es un niimero real que describe parte de la
dindmica de la funcién f: X — X es decir, de f sobre el espacio X, si encon-
tramos otra funcién y otro espacio (compacto) g: ¥ — Y tal que la dindmica
de f y g en sus espacios sean equivalentes (es decir, que sean topoldgicamen-
te conjugadas), no es descabellado pensar entonces que las entropias de ambas
funciones puedan ser iguales.

Antes de enunciar el Teorema que demuestra la intuicién anterior, necesita-
mos un pequeiio lema.

Lema 4.2. Sean X y Y espacios métricos compactosy f: X — X, g: Y — Y
v ¢: X — Y funciones continuas tales que el diagrama conmuta:

X4f>X

Y4g>y

Entonces para cualquier cubierta abierta o de Y y para cualquier n € IN se

cumple que
n —1

e lgT"a= "o a
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Demostracion. Primero notemos que si A € o y n € N, entonces

zep (gT(A) e @) eg T (A) e g (p) EAs

p(fr@)ede ff@) e (A eref (o7 (4).

Es decir, o= (g7 (A)) = f o~ (A).
Por lo tanto,

Teorema 4.3. Sean X,Y espacios métricos compactosy f: X — X,g: Y —
Y funciones continuas. Si existe ¢: X — Y funcién continua y suprayectiva
tal que el siguiente diagrama conmuta:

X

{@

Y

X
Lp{
Y

_f,

g

e

Entonces h (g) < h(f).
Demostracion. Llamemos

A={h(f,B): B es cubierta abierta finita de X}
B ={h(g,q): a es cubierta abierta finita de Y} .

Para demostrar el resultado bastara demostrar que B C A.
Primero recordemos que como ¢ es supra, entonces si «a es cualquier cubierta
abierta de Y, obtenemos para cualquier n € IN

H (gp_l (a Vg lav...v g_("_l)a)) =H (a Vg lav...v g_("_l)a) .

También sabemos que si « es cubierta abierta de Y, entonces f o es cubierta
abierta de X gracias a que f es continua. Y por otro lado, que el diagrama
conmute significa que po f* (z) = g¥ oy (z) Vo € X, por lo tanto, por todo esto
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y el Lema 4.2, se sigue lo siguiente

h(gva) = nlin;o - H (a \/g—la V- \/g—(n—l)a)
= lim % @*1 (Oé\/gfloz\/-u\/gf(”*l)a))
n— oo

n— oo

= lim L.
n— oo

i (
= lim - H (cp_la Vo lglav...v w_lg_(”_l)a)
H (cp’la Vitetavev f*(nfl)wfla)
= h(f,¢'a).

Con lo anterior demostramos que todo elemento h(g,«) del conjunto B
corresponde a un elemento en A. Por lo tanto, como « fue arbitraria, podemos
concluir que B C A, es decir

h(g) =supB <supA=h(f).
u

Corolario 4.1. Sean X,Y espacios topolégicos compactos. Si f: X — X y
g: Y — Y son topologicamente conjugadas, entonces h (f) = h(g).

Demostracion. Sea @: X — Y el homeomorfismo que hace a f y g conjugadas.

X$X

y -~y
Llamemos ¢ = &~ !. Primero tenemos que ¢ cumple las hipéStesis del teore-
ma , es decir h(g) < h(f). Y por otro lado, ¢ también cumple las hipétesis de
este Teorema 4.3, arrojando que h (f) < h(g), y concluyendo el resultado.

Teorema 4.4. Si f: X — X y Y C X es cerrado e invariante, entonces

h(f1y)<h(f).

Demostracion. Sea « cubierta abierta de Y. Si A € «, entonces existe un
conjunto C' abierto de X tal que A = C NY. Con esto, el conjunto v =
{C; : C;NY = A;, A; € a}U{X \ Y} es cubierta para X. Llamemos g = f 1y y
sea M un elemento de la cubierta a Vg taV---Vg~ ™ Da, tal que M # (. En-
tonces, por definicién de la cubierta, existiran elementos Dg, Dy,...,Dp_1 € ¥
de tal forma que

M= (DoNnY)Ng *(DyNY)N---Ng~ ™ V(D,_1NY).
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Notemos que si D; = X \ Y para algin j, entonces D; NY = () y por lo
j yee,n— 1}

J
tanto M serfa vacio. Asi, D; # X \'Y para todo j € {0
n — 1} tenemos que

Entonces, para cada j € {0,.

g7 (D;nY) = (f1y j(D‘ﬂY)
=/’ ( i N Y)ny
=7 (D)nf7(Y)nY.
Como f(Y) C Y, obtenemos Y C f~ L(f(Y)) C f71(Y), y por lo tanto
I(DjNY)=f7(D;)NY.

FFLY)NY =Y. Asi, g~
Entonces
M= (DonY)Nng H(DyNY)N---Nng~ ™ V(D, ;1 NY)
=DonYNnfto)nyn---nf~ VD, )nY
=DonfH(D)n---nf VD, )NY
=RNY

Donde R es un elemento de la cubierta vV f= 1y v ... v f= (71~
- -V g~ D podemos

Por lo tanto, por cada elemento de a VvV ¢ la V
encontrar un elemento de vV f~ 'y V v f~ (=D~ vinculado a él, es decir,
vV f=(»=1~ tiene al menos tantos elementos como

la cubierta vV f~ly Vv
aVglav..-vg " Da. Asi,

\/g_("_l)a> <N (va_lv\/---vf_(" ! 7) .

Y con esto H (a Vg lav...v g’(”*l)a) <H (’y VElyvev ff("’l)’y).
Por lo tanto h (g, ) < h (f,v) < h(f), y como elegimos la cubierta o de manera
arbitraria, podemos concluir que h (g) < h(f), terminando asi la demostracién.

|

N(a\/g_la\/---
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Capitulo 5

Turbulencia

Asf como la entropfa topolégica nos proporciona un medida explicita (es
decir un nimero) para la “complejidad” de una funcién dada, la turbulencia es
también una forma de describir el “caos” en la dindmica de una funcién.

Al contrario de la entropia, la turbulencia es una propiedad matemaética de
la funcién y no es representada con un valor numérico. Este concepto intenta
describir la forma en que las funciones “revuelven” puntos con cada iteracién.

El concepto de turbulencia es importante por ser una definicién relativamen-
te sencilla y de gran utilidad practica (al contrario, por ejemplo, de la entropia),
ademads de estar dada en términos topoldgicos. A lo largo de este capitulo, asi
como en el siguiente, lograremos hilar conceptos nuevos y previos para lograr
una descripcién cada vez méas completa del “caos” en los sistemas dindmicos.

En lo que resta de este capitulo, a menos que se especifique algo distinto,
todo intervalo de R se considerara de interior no vacio y f denotard una funcién
continua arbitraria de un intervalo I C R en si mismo.

Definicién 5.1. Decimos que la funcién f es turbulenta si existen J, K C I
intervalos compactos con a lo méds un punto en comun tales que

JUK C f(J)N f(K).
Si ademéds J N K = (), entonces diremos que f es estrictamente turbulenta.

Observacion 5.1. Si una funcién es estrictamente turbulenta se sigue inmedia-
tamente que es turbulenta.

Lema 5.1. Si f es (estrictamente) turbulenta entonces f™ es (estrictamente)
turbulenta, siendo n € IN cualquiera.

Demostracion. Sean J, K C I intervalos compactos con a lo méas un punto en
comun y f turbulenta (estrictamente turbulenta).

Primero veamos que el lema es cierto paran=2. Si JUK C f(J)N f (K)
entonces f (JUK) C f2(J)N f2(K). Como ademés f (J)U f(K) = f(JUK)

obtenemos entonces

57
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FONFE)CSfFIUF(K)=f(JUK)C ()N f2(K).

Y por lo tanto J U K C f2(J) N f2 (K).

Ahora supongamos verdadero el Lema para n y veamos que es cierto para
n+1.S JUK C f(J)N f(K) entonces f*(JUK) C for(J)n f*+(K).
Como ademads f™ (J)U f (K) = f™(J U K) obtenemos entonces

frynfrE) (Ut E) S fr(JUK) C ) n it (K).

Por hipétesis de inducciéon JU K C f*(J)N f*(K), y consecuentemente J U
K C L (J)n f1 (K), probando asi que f**! es turbulenta (estrictamente
turbulenta).

]

El siguiente ejemplo mostrard que al definir funcion turbulenta y funcion
estrictamente turbulenta efectivamente estamos definiendo objetos distintos, es
decir, existen funciones turbulentas que no son estrictamente turbulentas.

Ejemplo 5.1. Sea T : [0,1] — [0,1] la funcién Tienda definida como:

Figura 5.1: Grafica de la funcién Tienda.

)

T (2) 2x, sixz <
€Tr) =
2—-2x, siz>

N|— o=

Nuestra afirmacién es que la funcién Tienda es turbulenta pero no estricta-
mente turbulenta.

Demostracién. Sean J = [0,3] y K = [4,1]. Veamos ahora que la funcién
Tienda es turbulenta. Para esto, sencillamente notamos lo siguiente
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T(7)=T([0,5]) =[0,1] =T ([5,1]) = T (K)
= JUKCT(J)nT(K)=0,1].

Para poder ver que T no es estrictamente turbulenta debemos probar que
cualesquiera subintervalos compactos ajenos J, K C [0,1] son tales que JUK ¢
T (J)NT (K). Tomemos entonces J, K C [0, 1] arbitrarios como en las hipdtesis
y consideremos los siguientes escenarios:

ESCENARIO A. Supongamos que los puntos extremos 0,1 estén en los in-
tervalos, es decir, supongamos que 0 € J y que 1 € K. Con esto, si sucediera
que % € J, entonces % no estd en K, pues los intervalos son ajenos. De esta
forma, 1 ¢ T (K) ya que que sélo el elemento % es tal que T (%) = 1. Por lo

tanto, K ¢ T (K).

Anélogamente, si % no estuviera en J, entonces el 1 no seria elemento de

T (J), puesto que, una vez mds, sélo % va a dar al 1. Por lo tanto K ¢ T (J).

1 no estuviera en J ni en K, entonces J Q

Con los mismos argumentos, si 35

T (J)y también K ¢ T (J).

ESCENARIO B. Supongamos ahora que J = [0,a] y que 1 ¢ K. Como J
y K son ajenos, entonces 0 tampoco estd en K. Por lo tanto 0 no estard en la
imagen de K, ya que s6lo los puntos 0 y 1 son tales que T'(0) = 0 =T (1). Asi,
0€J,peronoen T (K),ie, JZLT(K).

ESCENARIO C. Supongamos que 0 ¢ J y que K = [b,1]. De aqui se des-
prenden dos casos:

(C.1) El elemento 1 € K. Entonces J = [m, M] C (0, ). Por lo tanto T (J) =
[2m,2M], con 0 < m < 2m. Es decir m ¢ T (J), de donde concluimos
que J T (J).

(C.2) El elemento 3 ¢ K. Por lo tanto, 1 ¢ T (K) ya que sélo T'(3) =1,y
1€ K. Asi, K ¢ T (K).

ESCENARIO D. Finalmente, supongamos que 0 ¢ JUK y que 1 ¢ JUK.
Una vez mas, se desprenden varios casos:

(D.1) Alguno de los intervalos estd completamente contenido en (0, 3]. Sin
pérdida de la generalidad supongamos que J C (0, %] y que J = [m, M].
Por lo tanto, como la tienda, en el intervalo [0, %], es estrictamente cre-
ciente, tenemos que T (J) = [T (m),T (M)]. Pero m # 0, por lo tanto

m < T (m) = 2m, es decir, m ¢ T (J). En otras palabras, J ¢ T (J).
(D.2) Ambos intervalos J, K estdn contenidos, o bien en (0, ], o bien en [3, 1).

Notemos sencillamente que este caso se reduce al inciso (D.1).

(D.3) Ahora veamos qué pasa si 3 € int (J).

(D.3.1) Si K C (0,3), por los mismos argumentos que en (D.2), K ¢
T (K).
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(D.3.2) Si K C [%,1) con K = [n,N], como la Tienda es estrictamente
decreciente en [3, 1], se sigue que T' (n) es el maximo de T en K, y entonces
T (K) C (0,2]. Pero K C [2,1), por lo tanto, como K es un intervalo,
K ¢ T(K).

(D.3.3) Ahora, si K C (%, %] entonces, una vez méas suponiendo que K =
[n, N], obtendremos que T (K) C [%,1). Por lo tanto, como K es un

intervalo, K ¢ T (K).

(D.3.4) Por tltimo, supongamos que 3 € int (J) y que % € int (K).

Figura 5.2: Gréfica de la funcién Tienda en el caso (D.3.4). El intervalo J aparece
coloreado en rojo y el intervalo K aparece coloreado en verde.

Sea J = [m, M]. Entonces tenemos la siguientes dos contenciones:
TN C (2]
T(Jn0,3]) C [2m,1].

De esto se sigue que m ¢ T'(JN[0,%]) € [2m,1], ya que m < 2m. Si
sucediera el caso en donde m fuera elemento de T (J N [%,1]), entonces
tendrfamos m < 2 < 1, con 1 y m ambos elementos de T (J N [$,1]). Por
lo tanto, como T es continua, % también estarfa en T’ (J N [%, 1]), lo cual es
imposible porque el inico punto en [%, 1] cuya imagen es % es el punto fijo
2, el cual estd en Ky JNK = (). Por lo tanto m ¢ T (J N [3,1]), es decir,
m & T (J), probando as{ que J ¢ T (J), concluyendo la demostracion.
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Lema 5.2. Sea f: I — I, ysean J = [, ] y K = [, 6], con 8 < =, intervalos
tal que hacen a f turbulenta. Entonces existen 21 € [a, 8) y 22 € (7, d] puntos
fijos de f.

Demostracion. Como J C f (J) por ser f turbulenta, entonces existe un punto
fijo de f en J. Si este punto fijo vive en [«, 3), obtenemos el primer punto
21. Supongamos entonces que este punto fijo es 3, es decir f(8) = . Ahora,
a,0 € f(J) por ser f turbulenta. Entonces existen dos puntos z1, 22 € J tales

que f(z1) =ay f(z2) =9. Asi

fla)=a<z=id(n); id(z)=2<5=/[(n).

Por lo tanto, por el Teorema Del Valor Intermedio, existird un punto zq
entre 21 y 29 tal que f (zg) = id (z9) = zo, es decir un punto fijo. Sélo queda
notar que como z; # 8 # zo, porque sus imagenes son distintas, entonces xy no

es f3.

De la misma forma, como K C f (K) por ser f turbulenta, existe un punto
fijo de f en K. Si este punto fijo vive en (v, §], terminamos. As{ que supongamos
que dicho punto fijo es v. Como «, 6 € f (K) por la turbulencia de f, entonces
existen dos puntos z3,z4 € K de tal forma que f (23) = a 'y f(24) = 4. Por lo
tanto, obtenemos lo siguiente:

flzs) =a<zz=1id(z3); id(z4) =24 <0=f(24).

Entonces, por el Teorema Del Valor Intermedio, obtendremos un punto
entre los valores z3 y z4 tal que f (z1) = id (1) = z1. Sblo resta notar que como
23,24 € (7,6], ya que sus imdagenes son distintas a la imagen de ~y, entonces
z1 € (v,9].

|

Corolario 5.1. Si f es turbulenta, entonces f tiene mas de un punto fijo.

Demostracion. Esta es una particularidad del Lema 5.2.
|

Lema 5.3. Sea f: I — I tal que J = [o,8] y K = [B,7] son intervalos
que hacen a f turbulenta. Si 8 es un punto fijo, entonces f es estrictamente
turbulenta.

Demostracion. Como [B,7] C f(J), entonces existe un punto zo € J de tal
manera que f (xg) = . Como f(B8) = S, entonces zg € [, ). Sea z1 € [, 5)
el punto tal que f(xz1) = a y tal que sin pérdida de la generalidad z; < xo.
Asi, por el Teorema del Valor Intermedio [a,y] C f ([z1,¢]). Andlogamente

sean Yo, y1 € (B,7] los puntos tales que f (yo) = vy f(x1) = a, y tal que sin
pérdida de la generalidad, y; < yg. Por lo tanto, de nuevo por el Teorema del
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Valor Intermedio, [a,y] C f([y1,y2]). Con esto, tenemos que se cumplen las
siguientes contenciones:

[21, 0] U [y1,90] C [a,7] € [ ([z1,20])
[21, 0] U [y1,90] € [, 7] € £ ([y1,%0])

Como [z1,z0] ¥ [y1,y0] son ajenos, concluimos que f es estrictamente tur-
bulenta.
[ |

Lema 5.4. Si f es turbulenta, entonces f tiene puntos de todos los periodos.

Demostracion. Sabemos por la Proposicién 2.2 que si tenemos Iy, I, ..., I, in-
tervalos, esto nombrando In = J =1, y K =1;, coni € {1,2,...,n— 1}, los
cuales cumplen que Iy C I, y ademas

I;v1 C f(I;), para toda i € {0,1,...,n — 1}

entonces existe un punto x,, € Iy tal que f¢ (z,,) € I; coni € {1,2,...,n— 1}
y tal que f™(z,) = x,. Ahora sean J, K C I los intervalos que hacen a f
turbulenta, es decir, tales que JUK C f(J)y JUK C f(K).

CASO 1. Supongamos J N K = {8} donde 5 no es un punto fijo.

Es facil ver que el uso de la Proposicién 2.2 prueba el resultado. Sélo resta
mencionar que, si 8 de periodo k£ > 1 entonces, la argumentacién anterior ga-
rantiza puntos periddicos para todo periodo distinto de k. Todos estos puntos,
mas el punto 8 generan puntos de todos los periodos.

CASO 2. Si 8 resultara ser un punto fijo, entonces por el Lema 5.3, f es
estrictamente turbulenta. Aplicando de nuevo la Proposicién 2.2 a los intervalos
que hacen a f estrictamente turbulenta terminamos la demostracién.

|

Proposicién 5.1. Si existen puntos a, b, c € I, ya sea con a < ¢ < b, o bien con
b < ¢ < a, tales que

a=f(a)=f@®) yf()=b

entonces f es turbulenta.

Demostracion. CASO 1. Supongamos que a < ¢ < b. Demostraremos que los
intervalos J = [a, ] y K = [c,b] hacen a f turbulenta. Para esto, demostraremos
que JUK C f(J).

Como f es continua, entonces existe M = méax f (J) y m = min f (J). Asi,
tenemos las siguientes dos implicaciones:

flag=a=m<a<M; f(c)=b=m<b< M.

Por lo tanto, por el Teorema Del Valor Intermedio, como m < a < b < M,
se sigue que [a,b] C f (J), es decir, JUK C f(J).
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Anélogamente, existen N = méx f(K) y n = min f (K), y por lo tanto
tenemos

fO=a=n<a<N; fc)=b=n<b<N.

Por lo tanto, por el Teorema Del Valor Intermedio, comon < a < b < N, se
sigue que [a,b] C f (K), es decir, JU K C f (K).
El CASO 2, donde b < ¢ < a, es totalmente anédlogo.
|

Proposicion 5.2. Si f es turbulenta, entonces existen puntos a, b, ¢ € I tal
que f(b) = f(a) = a, f(c) = by ademds se cumple alguna de las siguientes
opciones:

Figura 5.3: A la izquierda la grifica del escenario (I) y a la derecha la grafica
del escenario (IT) del Lema 5.2

() a<e<b,
f(z)>aparaa <z <b,
x< f(zr)<bparaa <z <ec.

() b<c<a,
f(x) <aparab<z<a,
b< f(z) <zparac<zx<a.

Demostracion. Sean J = [a, 8] y K = [v,6], con S < ~ los subintervalos de I
tales que cumplen la definicién de turbulencia para f. De J C f (J) se sigue que
f tiene un punto fijo en J, y por el Lema 5.2, podemos tomar ese punto fijo en
[, B). Asi, si tenemos que

R={zeJ:xz=f(x)} #0.
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Y como R C J es también cerrado y acotado, podemos concluir que existe
a’ =min R € J. Por turbulencia, ¢’ € J C f (K), y entonces

S={zxeK:f(zx)=d}#0.

Por los mismos argumentos que para el conjunto R, existe b’ = méx (S); y
notemos que como a’ € [a, 8) y b’ € K, tenemos facilmente que a’ < ¥'.

CASO 1. Supongamos que existe ¢’ € (a/,’) de tal forma que f (') = V.

fe)-b'=4

f(b))=a’

Figura 5.4: En el caso 1, suponemos que existe ¢’ € (a’,b') tal que f (¢) =1b'.

Sea A ={z €ld,]: f(x) =z} Notemos que A # @) ya que a’ € A, ademés
de que A es cerrado y acotado. Por lo tanto podemos definir a = méx (A4) €
[@',c']. (Observemos que a € [a’,c"). Esto ya que si f(¢) = ¢ = U/, entonces
f ()=t =d,y eso no puede pasar porque a’ < '). Esto se puede apreciar en
la figura 5.5. Tomemos el conjunto B = (f~![a] N [¢/,b']) y notemos que B #
ya que

f)=d <a<lV =f(d).

Por lo tanto existe un punto = € [¢,b] ta que f(z) = a. Con esto, el
conjunto B es cerrado acotado y no vacio. Tomemos b = min (B) (y observemos
que b # ¢ yaque f(¢) =V > a = f(b)). Lo anterior queda ilustrado en la
figura 5.6.

Ahora tomemos C' = (f~![b] N [a, ¢]), conjunto no vacio ya que f(a) = a <
b<b = f(). Por lo tanto existe y € [a, /] tal que f (y) = b. Entonces, como
C' es cerrado, acotado y no vacifo, podemos tomar ¢ = minC' (con ¢ € (a, ']
va que f(c) =b>a = f(a)). Asi, a < ¢ < b como podemos observar en la
figura 5.7. Ahora hay que verificar que se cumple el caso([).

Demostremos que f (x) > a para toda x € (a,b).
Supongamos que existe zg € (a,b) tal que f(x¢) < a. Entonces xg # ¢’ ya
que f(d) =0V > a.



65

b

fla)=a

Figura 5.5: Habiendo definido a, se tiene que a = méx (A) € [d/, '].

b’

fa)=f(b)=a

Figura 5.6: Tomamos b = min (B) y tal que f (b) = a.

Si xg € (a,c’), entonces tendriamos f (zg) < a < xg = id (x0) y simultdnea-
mente id (') = ¢ < f (') =¥. Por lo tanto existe un punto p € [z, '] S (a, ]
tal que f (p) = p, contradiciendo la definicién del punto a. Asi, zg estd en el inter-
valo (¢/,b). De f (zg) < a tenemos dos opciones: si f (xg) = a tenemos una con-
tradiccién a la definicién de b, y si f (zg) < a, entonces f (zg) < a < f(¢') =¥,
es decir que existe un punto p € (¢/,zg) C (¢, ] tal que f (p) = a, contradi-

ciendo de nuevo la definicién de b. Por lo tanto, f (x) > a para toda x € (a,b).

Probemos z < f (z) < b para = € (a,c).
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fle)=f(b)=b

Figura 5.7: El elemento ¢ es el minimo tal que f (¢) = b. Ademds, ¢ € (a, ).

Supongamos que existe zg € (a,c) tal que f(xg) < zo. Entonces tenemos
dos casos:

1. f(xzo) = x0, lo cual contradice la definicién de a como maximo.

2. f(xo) < o, implicando que f (zg) < xg = id(xg) y id(c) = c < b= f(c).
Por lo tanto existe un punto fijo en (zg,c¢), contradiciendo una vez mds la
definicién de a.

Por lo tanto x < f (x) para z € (a,c). Por otro lado, si suponemos que existe
xo € (a,c) tal que b < f (xo) entonces sucede lo siguiente:

1. O bien f (zg) = b, contradiciendo la definicién de ¢ como minimo.

2. O sucede que f (zg) > b, implicando que f (xg) > b > f (a), es decir, existe un
punto en (a, o) < [a, c] cuya imagen es b, generando la misma contradiccidn.

Por lo tanto, también se cumple que f (z) < b para = € (a, ¢), obteniendo el
inciso(I) de la proposicién.

CASO 2. Supongamos por otro lado que f (z) < b’ para toda x en el intervalo
[a', V'] (de otra forma, como f (V') = f (a’) = a’ < ¥, habria un punto en [da’, V']
tal que su imagen es ', y ese es el caso 1). Asf, comod €e K C f(J)Nf(K)y
b < §, tenemos que existen puntos x1 € [a,a’) y x2 € (¥, ] tal que f(x1) =0
y f (z2) = 6. En la figura 5.8 podemos apreciar la construccién de este segundo
caso.

Veamos que si suponemos que existe un punto z € [, a’) tal que f (z) < z,
entonces f (z) < id (z) y también id (x1) = 21 < § = f (21). Es decir, obtenemos
un punto zg € (z,x1) tal que f (z9) = xo, contradiciendo la definicién de a'.
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fb)=f(a')=a’

Figura 5.8: Los puntos x1 y 2 son tales que f (z1) =6 = f (z2).

Por lo tanto, si & € [a,a’), entonces o < x < f (z). Esto se puede ejemplificar
con la figura 5.9. Asi, obtenemos las dos desigualdades siguientes:

FW)=d <t/ =id(¥)
Zd(iﬂg) =29 < = f(l’g)

Figura 5.9: Si z € [a,a’), entonces o < z < f ().
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Sucede entonces que existe un punto a” € (¥',6] tal que f (a”) = a”. Como
(t/,0] CK C f([a,a’)) y o’ € (V, ], entonces existe ahora un punto b’ € [a, a’)
tal que f (b) = a”, como podemos apreciar en la figura 5.10.

Figura 5.10: Los puntos a” y b” son tales que f (a”) =a” = f (b").

Sabemos por lo dicho anteriormente que no existe x € [, a’) tal que f (z) =
a. Pero a vive en J C f (J), entonces podemos encontrar un punto p € (a’, ]
tal que f (p) = a. Asi, como f(p) = a <V’ <d = f(a'), existe ¢’ € (a’,p) C
(a’, 8] tal que f (") = b”. Para una ayuda visual de lo anterior tenemos la
figura 5.11.

Finalmente definimos los siguientes elementos (ilustrados en la figura 5.12):

A a=min{x € (¢",d"] : f (z) = z}. Este minimo existe porque el conjunto no
es vacio: existe al menos a” € (¢",d"] y f(a”)=4d".

B. b=mix{z € [V',"): f (z) = a}. También este maximo existe porque, co-
mo f(c")=b"<a<d = f(b"), existe wy € [b,") tal que f (w1) = a.

C. ¢ = max{z € [¢",a): f (z) = b}. Una vez mds, este existe ya que, como
) =bv <b<d <a= f(a), hay un punto wy € [¢’, a) tal que
S ( , hay un p ; q
(wg) =b.

~

Por construccién de los puntos a,b y ¢, obtenemos el escenario (I7) del
enunciado.
[ |

Antes de continuar con algin otro resultado recordemos las Definiciones 3.1
y 3.2 del tercer capitulo, las cuales corresponden a los conceptos e-cadena y
punto reccurente por cadena respectivamente. La razén por la que aludimos
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"

Figura 5.11: El punto ¢ es tal que f (¢") =b".

S
S =
=

Figura 5.12: Los puntos a, b y ¢ cumplen el inciso (II) del enunciado.

a estas dos definiciones es la siguiente: cuando tenemos un espacio con todos
sus puntos recurrentes por cadena (bajo una cierta funcién f), sélo con esto,
podemos distinguir ampliamente la dindmica de la funcién. Mas explicitamente:

(1) f serd la funcién identidad.

11 tendra un dnico punto fijo.
(i) f \
(1) f serd turbulenta.

Lo anterior serd formulado como la proposicién protagdénica del siguiente
capitulo y su demostracion serd el contenido del teorema principal.
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Capitulo 6

Resultados principales

En este capitulo presentamos el resultado principal de este trabajo, no sin
antes exhibir un par de pequenas herramientas que permitiran aterrizar en la de-
mostracién del resultado estelar. Ademads, citaremos trabajos relacionados con la
turbulencia y la entropia topoldgica que desembocan en teoremas importantes.
Todo esto en combinacién con lo ya expuesto.

Es importante notar que las siguientes afirmaciones trabajan asumiendo que
el dominio X es el intervalo [0, 1] y que f es una funcién continua. Esto a menos
que se especifique algo distinto.

Observacion 6.1. Si f: I — I es suprayectiva, entonces f (I) = I. Asi, por el
Lema 2.1 del segundo capitulo, f tiene al menos un punto fijo en I.

Lema 6.1. Si f: I — I es suprayectiva, entonces f2 tiene mas de un punto
fijo.

Demostracion. Si resulta que f tiene mas de un punto fijo no hay nada que
hacer. Asi que supongamos un unico punto fijo p por parte de f.

Es facil notar que 0 # p # 1, o de otra forma, al ser f suprayectiva, tendria
mds de un punto fijo. Asi mismo, como I C f(I), s6lo puede suceder que
f(z)>xconzx € [0,p)yque f(z) <xconz € (p,1] ya que de lo contrario, por
el Teorema Del Valor Intermedio, f tendria mas de un punto fijo. Por lo tanto,
de nuevo por la suprayectividad de f, se cumple que [0,p] C f([p,1]) y que
[p,1] C £ ([0,p]). Por lo tanto, [0,p] C f2([0,p]), v asi, existe a € [0,p) tal que
f2%(a) = 0. Por lo tanto, tenemos que f2(0) > 0, junto con que a > f2 (a) = 0,
es decir, existe un punto fijo en el intervalo [0, a]. Esto concluye la demostracion.

|

Lema 6.2. Si f: I — [ es una funcién continua tal que para cualesquiera
puntos fijos a,b € I de f, con a < b, se cumple que existe algin otro punto fijo
en el intervalo (a,b), entonces existen p,q € I tal que

0 # Fix (f) = [p,q] C I.

71
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Demostracion. Sabemos que el conjunto de puntos fijos de una funcién es un
conjunto cerrado, as{ que llamemos p = min (Fix (f)) y ¢ = méx (Fix (f)). Sea
w € (p,q) y veamos que es punto fijo de f.

Sea N € NN tal que (w — %, w + %) C (p,q). Ahora vamos a demostrar que
para cada n > N existe x,, un punto fijo de f en el intervalo (w — %L, w + %) C
(p, q). Nombremos los siguientes dos puntos:

M, = méx (Fix (f) N [p,w — 1])

n

my, = min (Fix (f) N [w+ £, q])

Como ambos, M,, y m,,, son puntos fijos de f, por hipétesis existe un punto
xn € (M,,my,). Ahora, si x,, viviera en (M,,w — %], entonces M,, no seria
méaximo; y si x,, viviera en [w + %, m,) entonces m, no serfa minimo. Por lo
tanto, x,, debe vivir en (w — %, w + %)

Asi, hemos encontrado {95,1}“2 n sucesién de puntos fijos de f los cuales
cumplen que d (w, z,) < =. Por lo tanto {z,}, .y converge a w, y por lo tanto,
{f (xn)} e converge a f (w). Es decir x, — f (w). Entonces (como nuestro
espacio es métrico), si la misma sucesién converge a dos puntos, es porque estos
dos puntos son el mismo, esto es, f (w) = w. Concluyendo que [p, q] C Fix (f).

Para terminar basta notar que si hubiera un punto fijo z el cual no estuviera
en [p, q], entonces, o bien p no serfa el minimo de Fix (f), o bien, ¢ no seria el
méximo de Fix (f). Es decir, debe pasar que z € [p, g|, concluyendo con ello la
prueba.

[ |

El siguiente resultado es el contenido principal en [Block and Coven, 1986].

Proposicion 6.1. Si cada punto de I es recurrente por cadenas, entonces se
cumple exactamente uno de los siguientes escenarios:

(1) f esla funcién identidad.

(11) f tiene un sélo punto fijo.
(mm1) f es turbulenta.
Demostracion. Supongamos que f no es la identidad y que f tiene més de un
punto fijo. Demostremos entonces que f es turbulenta.

Por el Teorema 3.1 del tercer capitulo, si I tiene todos sus puntos recurrentes
por cadenas bajo f, se sigue que no eziste abierto U de I tal que cumpla
simultaneamente las tres condiciones siguientes para cualquier punto x € I:

(1) z¢U.
(m) f(z)eU.
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(m) f(U) CU.

De aqui empezaremos la demostracion dividiéndola en dos casos:
CASO 1. Supongamos que existen puntos fijos a y b tal que f no tiene otro
punto fijo en (a, b).

Con esto, sin pérdida de la generalidad, f (z) < x para todo elemento x €
(a,b). Asi, tenemos que a no puede ser 0 ya que, de ser asi, si tomamos cualquier
b € (a,b), tenemos al conjunto U = [0,’), un abierto de [0, 1], el cual cumple
que b’ ¢ U, f(b') <V y f(U) C U. Las cuales son tres condiciones que no
pueden pasar simultaneamente.

T~
[SAAN

Figura 6.1: La funcién f es tal que f () < x para todo elemento = € (a, b)

Afirmacion: El conjunto C' = {z € [0,a] : f (z) = b} es no vacio.

Supongamos que C' es vacio, es decir, supongamos que todo punto z € [0, a]
cumple que f (x) < b. Tomemos entonces § = méax {f (z) : z € [0,a]}. Y ahora,
como 3 < b, tomemos b’ € I tal que 8 < b < b. Entonces, todo elemento
x € [0,a] cumplird que f (z) < 8 < ¥, y por otro lado, todo = € [a,b'] C [a,b)
es tal que f(z) < ¢ < V. Es decir, el abierto U = [0,V’) es tal que b’ ¢ U,
f(U)CUy f@)eU,lo cual no puede pasar.

Por lo tanto, existe un punto x; € [0,a] el cual cumple que b < f(z1). Si
b= f(x1) probamos que C # ). Si b < f (x1) entonces f (a) =a <b < f(z1).
Por lo tanto, por el Teorema Del Valor Intermedio, C' # §).

Asf, como C' = (f~! ({b}) N [0,a]), y este es no vacio, podemos tomar ¢ =
méx (C).
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Figura 6.2: Tenemos a ¢ como el punto mdximo tal que f (¢) = b en el intervalo
[0, a].

Sea ahora d cualquier punto en (c¢,b) tal que f(d) = e¢. Si no existie-
ra tal punto es porque ¢ < f(x) para toda x en [c,b]. Tomamos entonces
y1 = min{f (x): z € [¢,b]}, el cual cumple estar dentro del intervalo (c,b) y
que y1 < f(a) = a.

Llamemos ¢’ a cualquier ntimero tal que ¢ < ¢ < y;. Ahora tomemos
yo = méx {f (z) : x € [/, a]}. Claramente yo < b. Tomemos entonces cualquier
nimero b’ tal que yo < b’ < b. Con esto, es facil ver que el conjunto U = (¢/, V')
cumple que f (U) C U. Esto ya que todo punto z en [c'a] C [c,a] cumple
que f(z) > y1 > . Ademds de que f (z) < ya < V. As{ mismo, todo punto
x € [a,b] C [a,b] cumple que f(z) > y1 > ¢. Ademads, f(z) < 2 < V. Por lo
tanto f (U) C U. Asi mismo, el punto &' ¢ U y ademds ¢/ <y, < f(b') <b'. Y
sabemos que estas tres condiciones no pueden suceder.

Sea entonces d cualquier punto en (c,b) tal que f(d) = ¢ (figura 6.3). Si
tomamos ahora J = [¢,d] y K = [d, ], estos intervalos prueban la turbulencia
de f:

f(c)=b= f(b) y ademds que f (d) =c.
Por lo tanto, por el Lema 5.1 del quinto capitulo, concluimos la turbulencia de

f.

CASO 2. Supongamos que para cada par de puntos fijos a < b, existe otro
punto fijo de f en (a,b) y veamos que este caso es imposible.

Por el Lema 6.2 podemos concluir que existen p,q € I tales que Fix (f) =
[p, q]. Asi, como f no es la funcién identidad 0 # p, o 1 # q.
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A
(SN

Figura 6.3: El punto d € (a,b) es tal que f (d) = c.

Suponiendo que 0 # p y que 1 = ¢, se sigue entonces que todo punto z en el
intervalo [0, p) cumple f (x) > x (como se puede apreciar en la figura 6.4).

q-4

Figura 6.4: Todo punto z en el intervalo [0,p) cumple f (z) > z.

Asi, tenemos que si y es un punto en [0, p), entonces y carece de preimdgen
bajo f, contradiciendo que f es suprayectiva. Al suponer simétricamente que
0=py 1z# qllegamos a la misma contradiccién. Por lo tanto 0 #p y 1 # q.
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Con ello, como todos los puntos fijos de f son el intervalo [p, q], obtenemos
que f (z) > x para todo punto = € [0,p) y f () < « para todo punto z € (g, 1].

Figura 6.5: Ejemplo de cémo podria comportarse la funcion f fuera del intervalo

[p, ql.

Llamemos z; = max (ffl[{q}] N [O,p]), y notemos que z; < p. Por lo tanto,
p € (21,9), y no sélo eso, todo punto x en (z1,p) cumple que f () < ¢. Anédloga-
mente podemos encontrar zo = min (f_l[{p}] N g, 1}) donde ¢ € (p, z3) y para
todo punto x en (q,22), p < f (x).

Sea entonces U = (z1,22). Para cada = € [21,¢] sucede que 21 < z <
f(x) < q. Y para cada z € [p,zs] tenemos p < f(x) < = < z5. Es decir,
f (U) C (21, 22) = U. Al mismo tiempo, z; ¢ U pero f(z1) =p € (21,22) = U,
la cual es la tercia que genera nuestra contradiccion favorita. Por lo tanto el
CASO 2 no puede suceder, de lo cual se sigue que sélo ocurre el CASO 1,
concluyendo que f es turbulenta.

|

Teorema 6.1. Sea f: I — [ continua. Si cada punto en I es recurrente por
cadenas bajo f, entonces o bien f2 es turbulenta o f2 es la identidad.

Demostracion. Por la Proposicién 3.3 del tercer capitulo, si 2 € R (f) entonces
r€eR (fQ) Es decir, cada punto es recurrente por cadenas bajo f2. Asi, por la
Proposicién 6.1, se cumple que, o bien f2 es la funcién identidad, o f2 tiene un
sélo punto fijo, o f? es turbulenta.

Por otro lado, por el Corolario 3.2 del tercer capitulo, f es suprayectiva por
tener a cada uno de sus puntos recurrente por cadenas. Asi, por el Lema 6.1
recién demostrado, f? tiene més de un punto fijo. Por lo tanto, sélo le resta a
f? o bien ser la funcién identidad, o bien ser turbulenta.

|
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Teorema 6.2. Sea f: I — [ continua, entonces se sigue a lo mas una de las
siguientes afirmaciones:

(1) f? es la funcién identidad.
(1) f2 es turbulenta.

(1) Existe K C I un conjunto cerrado, tal que es un atractor para f.

Demostracion. CASO 1. Si todos los puntos de I son recurrentes por cadenas
bajo f, entonces por el Corolario 6.1 se sigue alguna de las opciones(I) o(I1).

CASO 2. Si resultara que algin punto de I no es recurrente por cadenas,
entonces, por el inciso (5) del Teorema 3.1 del tercer capitulo, existe K C I
atractor para f. Y mas aun, por la demostracién de dicho resultado, K =
Mpen f" (U) para algtin abierto U C I. Como la interseccién arbitraria de
cerrados es un conjunto cerrado, se sigue que K es cerrado, concluyendo asi el
corolario.

Continuando con los resultados en este capitulo, y citando una vez maés a
L. S. Block y W. A. Coppel, de su bello texto Dynamics in One Dimension
podemos obtener la Definicién 6.1 y y el Lema 6.3 [Block and Coppel, 1992]:

Definicién 6.1. Diremos que un sistema dindmico es cadtico si su entropia es
positiva.

Esta definicion rescata el concepto de entropia topoldgica del capitulo 4,
y sentencia explicitamente el significado del calificativo “cadtico” como una
propiedad para una funcién dada.

El siguiente resultado es tal que nuestra Proposicién 6.1 del presente capitulo
juega un papel central en su formulacién. Sin embargo no serd demostrado ya
que esta prueba escapa a los objetivos del presente trabajo (la prueba puede
consultarse en el Capitulo VIII de [Block and Coppel, 1992]).

Lema 6.3. Si f es una funcién turbulenta, entonces su entropia es tal que
h(f)>1In2.

Teorema 6.3. Sea f: I — [ continua y tal que cada punto es recurrente
por cadenas. Si f2 no es la funcién identidad, entonces f tiene puntos de todo
periodo par y ademds h (f) > %ln 2.

Demostracion. Por el Corolario 6.1, si f2 no es la funcién identidad, entonces f2
es turbulenta. Asi, por el Lema 5.4 del quinto capitulo, f? tiene puntos de todos
los periodos, por lo tanto, gracias al Teorema de Sharkovskii en el Lema 2.5, f
tiene puntos de todo periodo par.
Ahora, por el Lema 6.3, como f? es turbulenta, se sigue que h (fz) > In2.
Y del Teorema 4.2 del cuarto capitulo obtenemos que 2-h(f) =h (fz) >1n2,
por lo tanto se concluye que h (f) > %ln 2, probando asfi el corolario.
|
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Apéndice A
Atractores

El objetivo de este apéndice es probar el teorema A.l del tercer capitulo.
Como se menciond, esta demostracién puede resultar un poco técnica debido a
las herramientas necesarias para llegar a la prueba en cuestién.

Si el lector o lectora desea profundizar un poco maéas acerca de los con-
juntos atractores puede consultar las referencias en [Block and Coppel, 1992]
y [Block and Franke, 1985].

Antes de empezar el capitulo se sugiere tener presentes las Definiciones 2.9,
2.10 y 2.11, asi como el Lema 2.2 del segundo capitulo; también tener en cuenta
que en todo el apéndice se entendera que nuestro espacio X es un espacio métrico
compacto y se entenderd a f como una funcién continua de X en s{ mismo (a
menos que se especifique algo distinto).

Definicién A.1. Sea f: X — X funcién continua. Decimos que un conjunto
K C X no vacio y cerrado es un atractor de f si existe un abierto U de X, tal
que K C U, y donde

K=wU)= () U rw.

meNI>m

A continuacién daremos dos lemas indispensables para trabajar con el con-
cepto de w-limite de un conjunto.

Lema A.1. Sea U C X cualquiera tal que f (U) C U, entonces se cumplen las
siguientes propiedades:

(1) Para cada n,m € IN, sucede fn+™ (U) Cfm (U) y fotm (U) c fm (U)

(11) Para cada m € IN, se cumple que

U rwcrm@).

I>m

79
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(111)
Usrocvu

neN

Demostracion. Tomemos m,n € IN para probar el inciso (I). Si f (U) c U,
entonces sucede que f? (U) cCfU)cf (U) C U. Inductivamente f™ (U) C

f (U) C U. Por lo tanto, fmtm (U) C fmU)C fm (U), obteniendo asi el resul-
tado deseado (la deduccién de f*™ (U) C f™ (U) es absolutamente andloga).

Sea m € IN y procedamos a demostrar (II). Para cada [ > m sucede que
fH(U) C f1(U) ya que U C U. Por lo tanto,

UrwclUro.

I>m I>m

Del inciso(I) sabemos que f (ﬁ) cfm (U) para toda [ > m, por lo tanto

concluimos que
Urwclr@cr(@).

>m >m

Finalmente, del inciso(/) sabemos que para 1 € IN, obtenemos f!*! (U) C

f (U) para toda I € IN. Y sabemos por hipdtesis que f (U) C U. Por lo tant

es cierto que
U@ cu

nelN

Lema A.2. Si U C X un conjunto que cumple f (U) C U, entonces se tiene

que
wU)= ) ™ (©).

meN

Demostracion. Para la primera contencién, tomamos un punto y € w (U) y un
m € N cualquiera. Asi y € J;s,, f! (U), con lo que garantizamos una sucesién
{Zitiew € Uism fH(U) tal que z; — . Y como f (U) C U, por el Lema A.1,
se sigue que

Urwcrm@.

I>m

Asf, {zi};en € f™ (U). Es decir, existe ahora una sucesién {z;};cy € U

tal que f™ (x;) = z; para cada i € IN, que cumple que f™ (z;) — y. Como

{#i},e;y € U, entonces podemos encontrar subsucesién {zij }je]N tal que esta

converja a algin punto z € U. Pero si z;; — =, entonces por ser f™ con-

tinua, tenemos que f™ (acz]) — f™(z). Y al ser {fm (xij)}jem subsucesién
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de {f™ (z:)},cn, la cual converge ay, entonces f™ (;vl]) — y. Por lo tanto,
y = f™(x). Es decir, existe x € U tal que y = f™ (x), en otras palabras,

ye fm™(0).

Para la contencién contraria sencillamente notamos que, como f™ es conti-

nua, entonces sucede que f (U) C fm (U), obteniendo asi que

el focelyro

>m I>m
e Jro=moelJro
>m >m

Concluyendo que [, f™ (U) Cw(U) y con esto el lema.
|

Proposicion A.1. Sean Y7,Ys,...,Y; C X abiertos tales que Y, =Y y U =
Y1 U---UY%. Supongamos las siguientes dos propiedades:

(1) fi(?)gYi,conlgigk.
(1) f(?i)gY;H,conlgigk—l.

Entonces, w (Y) = w (U).
Es decir,

A Urom=N Uro

meNI>m meNI>m

Demostracion. Para le primera contencién, sea y € w(Y) y sea m € IN. Esto
implica que Y € Upsp f' (Y). Entonces existe una sucesién {y; },oy contenida en
Uism f ( ) tal que y; — y. Con esto, existe ahora una sucesién {n;}, .y € IN\
{1,. — 1} tal que y; € f (Y) y yi — y. Y asi, aseguramos {z;},.x €Y
sucesién tal que f™ (z;) =y; y yi — y, es decir, f™ (x;) — y.

ComoY =Y, CU =Y, UY,U---UY}, obtenemos que y € U, f' (U).
Por lo tanto

ve (| U ro
m=1 \I>m

Lo cual concluye la primera contencién.
Para la contencién de regreso primero debemos tomar un punto

ve () U 1w
meNI>m
Ahora, dado m € IN cualquiera, debemos probar que

ye lJ rrov)

>m
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Empecemos definiendo N = m + k. Entonces, como y € w (U), sucede en-
tonces que

ye | 1.

I>N

De esta forma, tenemos {z;},.y sucesién en |J;~ y f' (U) tal que z; — y.
Es decir, existen sucesiones {n;},c,y € N\ {1,...,N =1} y {x;},.y C U, tal
que f* (z;) =z y f* (zi) — y.

Recordemos que U = Yy UY5 U --- U Y. Con ello podemos asegurar que
existen {mij}jew C {24}, subsucesién y un conjunto Y, con s € {1,...,k},
tal que {xij}jem C Y,. Ahora, si s = k, terminamos nuestra demostracion.
Supongamos entonces que s < k.

Por otro lado, sabemos por hipdtesis que f (?z) CYi41conl<i<k—-1,
entonces f (Z) CYs1 C TH

Entonces

2 (Ys) € f (Yeq1) € Yego € Yoo

Y por lo tanto, inductivamente,

7o (Ye) SYor iy = Y = Y.
Ademds, como tomamos {n;},.x € N\ {1,..., N — 1}, sucede que

ni, >N=m+k>m+(k—-s) = ny —(k—s)>m.

Con esto definimos w; = n;, — (k —s), j > N. Por lo tanto

{wit;sy ENAAL...om—1}.
Ahora, para cada z;; € Ys tenemos que fr=s (CUZJ) € fF=5(Y,) CY. Por lo

tanto
k—s
{f (xij)}jeIN cY.
Tomando nuestra sucesion {wj} - , obtenemos
f (fk_s (x%)) = frothee (xh> = friate=tes) (xh) = f" (xij) = %

Concluyendo finalmente que existen sucesiones {w;},- y € N\{1,...,m — 1}
y {fk_s (mij)}j>N CY, tal que f%i (fk_s (xlj)) = z;;. Donde, como {zij }j>N

es una subsucesion de {zij} esta converge al punto y. Por lo tanto

JEN?

ye lJ 11

I>m

Es decir, y € w (V).
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La ultima herramienta que necesitamos para demostrar el teorema A.1 es la
siguiente:

Proposicion A.2. Si existe un atractor K C X de f entonces existe un abierto

Y C X y un natural n tal que f" (Y) cY.

Demostracion. Por definicion de atractor, existe un abierto ¥ C X tal que
K CY y K =w(Y). Para demostrar nuestro resultado supongamos que no es
verdad, i.e. que para todo n € N existe un y,, € f" (Y) tal que y, ¢ Y. Con

esto, sucede que para cada n € IN, como y, € f" (Y), existe r, € Y tal que
" (yn) = Tn. o

Significa que para cada n € IN, como x,, € Y, por definicién de cerradura,
existe una sucesion {7}, € Y convergente a x,,. Y como para cadan € IN la
funcién f" es continua y la sucesién {z}'}, . converge a x,, sucede ahora que
la sucesion {f" (x})},c converge al punto f" (z") cuando i tiende a infinito.
Es decir {f™ (z})},c converge a y,, cuando i tiende a infinito.

Entonces, para cada i € IN,

wi €Y = " (z) € [*(Y).

n

Es decir, la sucesion { f” (27')},;.y estd contenidaen f™ (Y'), y es tal que converge

a Y. Por lo tanto, por la definicién de cerradura, y,, € f (V).
También, para cada n € IN,

e rFom

keN

y como la cerradura preserva contenciones, obtenemos

ya € P (V) | ().

kelN

De esta forma concluimos que {yn},cn € Upen f¥(Y). Y como nuestro
espacio X es compacto, entonces |J o f¥ (Y) es compacto. Por lo tanto, la

sucesion {yn}, oy tiene una subsucesién convergente en | J, o f* (Y), es decir,
existe {Yn, }ienw € {Untpen tal que y,, — 2z, cuando [ — oo, para algiin

elemento z € (Jycn f* (Y).
Afirmamos a continuacién que

ceo) =N (U ro

keN \n>k

Y para probarlo, observamos que, tomando un k € IN fijo, si n > k, entonces se
cumple que

roycJroysrecyro.

n>k n>k
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Y por lo tanto tenemos también

€T (Y)=yne J (V).

n>k

Ast, {yn},s, € Upsy /7 (Y).

De la misma forma, para un [ € IN tal que & < [, también se tiene que
k < I < ny, debido a que n; es subindice de nuestra subsucesién. De esto
concluimos que los primeros & términos de {yn, },cy son iguales o siguientes a

los primeros k términos de {yy }, - Por lo tanto,

{ym}IZk < {yN}nZk'

Es decir, la cola de {yy, }, <y @ partir del termino & se queda contenida en la cola
de {yn},en @ partir del termino &, ddndose entonces las siguientes contenciones

{ynz}le < {yn}nzk c U fr(Y).

n>k

Asi, como {yy, };~,, es subsucesion de {yy, };c, tenemos que y,, — z para

1 > k, permitiéndonos concluir que z € |J,,~, f™ (Y). Por lo tanto

eV (U @) | =w®).

kEN \n>k

Por ultimo notamos que z no puede ser elemento de Y, esto ya que cada y,, es
elemento de X \ 'Y por construccién. Es decir, {yn, };,cy € X\ Y, con X\ YV
cerrado, y como z es punto de acumulacion de la subsucesién, necesariamente
ze X\Y.

Llegando finalmente a que existe este punto z tal que z € w(Y) = K pero
z ¢ Y. Pero en un principio tenfamos que K = w (Y) C Y, obteniendo asi una
contradiccién. Por lo tanto, existe n € IN tal que

/(Y)CY.
]

Teorema A.1l. Sean f: X — X y K C X. K es un atractor de f si y solo si
existe un abierto U tal que K C U, f (U) CUy K=enf" (U)

Demostracion. Supongamos primero que K es un conjunto atractor. Por defini-
cidn, existe un abierto Y C X tal que K CY y K = w (Y). Por la proposicién
anterior sabemos que existe un n € IN tal que f" (?) cY.

Ahora, como Y C X es un subconjunto cerrado de un compacto, entonces Y

es compacto y por lo tanto f™ (Y) es compacto. También, como X es métrico
y fm (?) C X es compacto, tenemos que f" (?) es cerrado.



85

Aplicando imagen inversa al resultado recién obtenido, se sigue que
AU @)cft@y) = ) ey,

Donde f*~! (7) es cerrado, y por lo tanto compacto, y f~* (Y) es abierto.
Entonces, como X es espacio métrico, existirda V' C X subcojunto abierto con
la siguiente propiedad

fry)eveve i),
Llamemos Y,,_1 = V y enumeremos las propiedades que cumple:
(a) 771 (Y) C Y.
(b) J (Var) €Y.

Llamemos ahora Y,, =Y y supongamos que hemos conseguido Y,,_1, Y,,_o,
... ,Yo subconjuntos abiertos de X con las siguientes propiedades:

(1) fl(?) CY;,con2<i<n.
(1) f(?l) CYiy,con2<i<n-—1.
Si tomamos en particular i = 2 se cumple que
PY)cY: = f(Y)CS /()

con f (?) compacto y f~!(Y3) abierto por la continuidad de f. Una vez mas,
como X es un espacio métrico, existe un abierto V,,_1 C X que cumple

f(?) CVu 1 CV i Cf (Y.

Llamamos entonces Y1 = V,,_1. De las contenciones anteriores se sigue que
f (Y) CY; y también que

) =f () CFF () = F(M)CF(f (V) S Y

cumpliendo asi las condiciones en(I) y(II). Con esto, hemos construido
una familia de abiertos Y,,_1, Y, _2, ... ,Y5, Y7 C X tales que cumplen las
condiciones(I) y(II). Llamemos

U=Y,uY,uU---UY,_1UY.

Finalmente, por la proposicién A.1, podemos garantizar que w (V) = w (U),
es decir, K = w (Y) = w (U).Ademads, observamos que

f(U)f(sz)f(Om) Ur@cUrcu
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Es decir, f (U) C U, entonces, por el Lema A.2, obtenemos que w (U) =
MNen [ (ﬁ), concluyendo, de lo ya demostrado, que

K=w)=w@)= () " (0).

meN

Recordando que K C Y por la definicién de atractor, y que Y C U, conclui-
mos que K C U. Obteniendo asi todas las conclusiones de la primera implica-
cion.

Para la implicacién de regreso, es decir para probar que el conjunto K es un
atractor, notemos que por el Lema A.2, como f (U) C U, se tiene que

w) = U rw= o)
meN I>m melN
—w(U)= () /™ (O0) =K.

meN

Es decir, U C X es un abierto tal que K C U y tal que K = w (U). En otras

palabras, el abierto U cumple la definicién de atractor para K.
[ |

Como podemos observar, el teorema A.1 es una caracterizacion del concepto
de atractor. Se puede notar que es sumamente similar a la definicién original,
con la sutileza de que en esta proposicién existira un abierto U C X que contiene
a K de tal manera que

w(U) = ).

nelN
Y a su vez obtendremos:

wU) =[] U)=K

nelN

Esto permitird encontrar de forma més practica un conjunto atractor asi
como ocuparlo mas naturalmente. Todo esto se podra ver en el final de la de-
mostracién del Teorema 3.1 del tercer capitulo.
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