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Introduccion

Los modelos lineales mixtos (MLM) son modelos estadisticos para
variables de respuesta continuas que consideran dos tipos de efectos: los
efectos fijos (variables continuas o categoricas que modifican la media
de la variable respuesta) y los efectos aleatorios (variables cuyos niveles
son seleccionados aleatoriamente de una poblacion), los estimadores de
los pardmetros para los efectos fijos tienen la misma expresion que
aquellos asociados a los efectos fijos estimados como en un modelo de
regresion lineal miltiple y los efectos aleatorios se estiman a partir de
una esperanza condicional.

Son una extension de los modelos lineales simples que se usan par-
ticularmente cuando no hay independencia en los datos, tal como surge
de una estructura jeradrquica. Los MLM son herramientas potentes y
complejas sin embargo los avances en software han hecho que estas
herramientas sean accesibles para los no expertos.

En este tipo de modelos se permite trabajar con datos agrupados,
como estudiantes en aulas, o medidas longitudinales, en los que los
sujetos se miden repetidamente a lo largo del tiempo.

El uso de estos modelos se ha extendido como una herramienta de
interés para la modelizacion en diversas disciplinas, como por ejemplo,
en la biologia donde es muy frecuente que las preguntas de investigacion
se traten de resolver recogiendo informaciéon de variables en unidades
agregadas en distintos niveles. Es por esta razéom, que esta tesis es-
ta dirigida a proporcionar la teoria y herramientas disponibles para
el desarrollo tebrico-practico de un modelo lineal mixto al ilustrar el
desarrollo y analisis con conjuntos de datos reales.

El objetivo principal es familiarizar al lector con conceptos bésicos
del o de los modelos lineales mixtos que le permitan implementar de
manera adecuada modelos de este tipo en situaciones practicas propias
de su quehacer cotidiano o como apoyo a nivel de licenciatura en la
solucion de problemas en diversas areas del conocimiento empleando
los procedimientos disponibles en los paquetes del software STATA.

Se presentan algunos desarrollos matematicos de la teoria de los
modelos lineales mixtos, de manera que, se asume que el lector esti
familiarizado con métodos estadisticos, especialmente aquellos relacio-
nados con modelos lineales.

En el primer capitulo se encuentra un breve recuento de la teoria
de la regresion lineal miultiple, una extensiéon del modelo de regresion
lineal simple que considera mas de una variable explicativa, esto con la
finalidad de diferenciar los supuestos entre ambas técnicas, ya que, pue-
den verse comprometidos cuando no se cumple algtin supuesto dentro
de alguna de las técnicas senaladas.

En el segundo capitulo se aborda la teoria de los modelos lineales
mixtos centrado en el caso de dos niveles, puesto que la generalizacion
a un mayor nimero de niveles es mas o menos inmediata.
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El capitulo tres presenta la aplicacion mediante el software estadis-
tico STATA version 14.1, la cual se realiz6 a través de datos reales
generados por el Consejo Nacional de Evaluacion de la Politica de
Desarrollo Social (CONEVAL), con informacién del Instituto Nacio-
nal de Estadistica y Geografia (INEGI), especificamente el ingreso en
escala logaritmica, esto ya que, la distribucion de probabilidad sin tal
tranformacion no refleja un comportamiento normal y tranformada si.
Ademas, en este capitulo se presentan las fases que se siguieron para la
implementacion, verificacion y seleccion del modelo que proporciond el
mejor ajuste a los datos observados.

Finalmente, se ofrecen algunas conclusiones y anexos con el propo-
sito de dar mayor claridad sobre el tema.
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Capitulo 1

Regresion Lineal Miiltiple

1.1. Introduccion

El analisis de regresion es uno de los métodos mas utilizados para
hacer estimaciones, se emplea cuando existe relacion entre dos o mas
variables.

En una regresion lineal simple se asocia una variable respuesta y con
una variable explicativa x a través de una funcién lineal de la forma:

yi = B1 + Pox; + €4,

para ¢ =1,...., T, en donde T es el tamano de la muestra; 5; es la orde-
nada al origen; [, es la pendiente y €; es un error aleatorio con:

L] E[é‘i] =0.
= Varg;] =02
» Cov(e;,ej) =0, para toda i # j.

= ¢, Lej, para toda i # j.

En la regresion lineal miiltiple se usa mas de una variable expli-
cativa; esto nos ofrece la ventaja de utilizar mas informacioén en la
construccién del modelo y, realizar estimaciones probablemente més
precisas que en el caso de la regresion lineal simple. En este capitulo se
presentan supuestos del modelo de regresion lineal multiple, estimacion
de parametros, varianza residual, estimadores maximo verosimiles, sus
propiedades, pruebas de hipotesis y medidas de bondad de ajuste a
modo de repaso, sin profundizar en demostrar resultados, en vista de
que, estos temas se estudian en cursos basicos de estadistica.

1.2. El modelo de regresion lineal maultiple
Un modelo de regresion donde se permite méas de una variable expli-
cativa se llama modelo de regresion miiltiple; siendo una generalizacion

del modelo de regresion simple. Si se supone que se tienen k variables
explicativas, entonces tenemos el modelo:

Yi = Brx1; + Poxe; + B3x3i + ... + BrTri + &5,

parat=1,...,T en donde:
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Tji es el valor de la variable explicativa j-ésima, j = 1,..., k para
el individuo 1.
€ es un error aleatorio con distribucion N (0, 0?).

Si se expresa el modelo para los T individuos, se obtiene el siguiente
sistema de ecuaciones:

y1 = frx11 + Boxor + B3x31 + ...+ Brxp + €1

Y2 = Prx12 + Bowa + B3x32 + ... + BrTpo + €2

yr = Brxir + Boxor + B3xzr + ...+ Brrrr +ET-

El anterior sistema de ecuaciones también puede expresarse usando
la notacién matricial:

Y1 €1 T11 X21 ... Tl B1

Y2 £9 Ti2 T2 ... Tk2 1))
Y=\ ., pse=| . |:X= : s . 3B= .

YT ET TiT ToT ... TRT Bk

De lo anterior, el modelo de regresion lineal miiltiple se puede expresar
de la siguiente forma:

Y=XB+e¢,

donde Y es un vector T'x1, X es una matriz T'xk, 5 es un vector kx1
y € es un vector 1'x1.

1.3. Supuestos del modelo

Se deben cumplir los siguientes supuestos para utilizar la técnica
de regresion lineal multiple:

a) La relacion entre la variable respuesta, las variables explica-
tivas y los errores aleatorios es lineal (supuesto de linea-
lidad). En caso de incumplimiento, se debe introducir en el
modelo componentes no lineales; como transformaciones no
lineales o interacciones entre dos o mas variables explicativas.
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Los pardametros (51, 82, 33, . . ., Bx son constantes.

Los errores tienen una distribucién normal: ¢; ~ N (0, 0?),
i=1,...,T.

La media de los errores es cero: E (¢;) =0, parai =1,...,T.

Los errores tienen varianza constante (supuesto de homos-
cedasticidad): var (¢;) = 0% parai=1,...,T.

Los errores con diferentes subindices no estan correlacionadas
entre si (supuesto de mo correlacion): Cov (g;,¢;) = 0,
para toda i # j.

Los errores con diferentes subindices son independientes entre
si (supuesto de independencia): ¢; L¢;, para toda i # j.

Las variables explicativas x, xo, x3, ...,z se distribuyen in-
dependientemente de los errores aleatorios, es decir; no hay
multicolinealidad. Por otro lado, la matriz X contiene k co-
lumnas, correspondientes a las k variables explicativas, y T
filas, correspondientes al nimero de observaciones, por lo que
se tienen las siguientes implicaciones:

1. El ntimero de observaciones, T, debe ser igual o mayor que el niimero
de variables explicativas k (7" > k), lo cual tiene sentido pues para
estimar k parametros, se necesita al menos k observaciones para una
regresion lineal multiple.

2. Cada variable explicativa debe ser linealmente independiente, lo que
implica que no existen relaciones lineales exactas entre ellas. Si una
variable explicativa es una combinacién lineal exacta de otras, enton-
ces se dice que hay multicolinealidad perfecta, y el modelo no puede
estimarse. Cabe mencionar que si existe una relacién aproximada se
puede estimar los parametros aunque el modelo serd menos fiable, en
este caso se dice que existe una multicolinealidad no perfecta.
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1.4. Estimacién de parametros por minimos cuadrados

Aligual que en el modelo de regresion lineal simple, se puede aplicar
el método de minimos cuadrados para estimar los coeficientes [3; o
en términos vectoriales S al minimizar la suma de cuadrados residual

(SSRES)Z

donde:

A

€; = y; — ¥; son los residuales o error estimado y

Ui = leli +B2x2i+. ) .+kaki son los valores ajustados bajo el modelo.

Al ser mas comodo manejar modelos de regresiéon miltiple en no-
tacion matricial, se presenta la forma compacta:

Y = X3,
E=Y-Y=Y - X0,
4,
con B = :2 el vector de estimadores de minimos cuadrados de los
B

coeficientes de regresion (1, (2, ..., Bi.

Obteniendo, la siguiente suma residual a minimizar:
T N A
SSaps = &= (v = XB) (v - XB) =&,
i=1
donde:

N/
<Y — Xﬂ) y & son vectores transpuestos. De igual forma, la suma
residual se puede expresar como:

SSprrs =YY —BX'Y ~Y'XB+BX'XB =YY -28X'Y +8 X' X8,

ya que 5’ X'Y es una matriz de 1x1 y su transpuesta es igual a Y' X .
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Los estimadores de minimos cuadrados deben satisfacer:
0SSRrEs

= 9X'Y +2X'X3 = 0.
5 |5 + B=0

Una vez minimizada SSgrgg, se obtiene el llamado sistema de ecua-
ciones normales de minimos cuadrados, en notaciéon matricial:
(X'X)pB=X'Y.

Con la finalidad de resolver el sistema respecto a [3, es preciso que el
rango de la matriz X’'X sea igual a k lo cual es consecuencia de que no
exista multicolinealidad para X. Si esto se cumple, X'X es invertible
y se multiplican ambos lados por la inversa de X'X:

(X'X)N(X'X)p=(X'X) XY

Y como (X'X) " (X'X) = I, se obtiene la expresion del vector de
estimadores de minimos cuadrados ordinarios:

B=(X'X)"XY.

Con las siguientes propiedades:
= 3 es un estimador insesgado 3, es decir, E[B] =0

Prueba:

E[3] = E[(X’X) "' X'Y]= E[(X'X) !X/ (XS + ¢)] =E[(X'X) ' X'X 3 + (X'X)X¢]

con E(e) = 0y (X’X)"'X’X = I. Entonces, E[3] = .

» La varianza BAA se expresa con 12} matriz de covarianza dada por
Cov(p) = E[[s — E(B)][6 — E@B)]'].

Prueba:

Cov () = El[8 — E(A)]I3 — E(B))) = E[18 - 8118 - A1'] = EIX'X] " Xee'X[X'X] ]

= [X'X]"IX/E(ee)X[X'X] ! = [X'X] IXE(e2)X[X'X] ! = 02 (X'X) "

Finalmente, es necesario senialar que, el teorema de Gauss-Markov
establece al estimador de minimos cuadrados § como el mejor estimador
lineal insesgado; es decir, es el estimador lineal que tiene la minima
varianza (ver Apéndice A).
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1.5. Varianza residual

Se puede obtener un estimador de o2 a partir de la suma de cuadra-
dos residual de la variable Y respecto a su media o mejor dicho de los
residuales, la cual al estimar £ parametros en el modelo de regresion
asocia T' — k grados de libertada a la suma de cuadrados. No se omite
senalar que, el estimador de o2 depende del modelo ajustado. Siendo
asi, el cuadrado medio residual es:

T A2 Al A
o SSRES o Zi:1 & _ ce

CMr = = T %

Ahora, mediante el siguiente proceso se observa que, el valor espe-
rado de CMr es 02, lo cual deriva que el estimador insesgado de o2 es

02 =CMr.

Prueba:
E[SSrEs]

E[(Y —Y)(Y =Y)]

E[(Y — X(X'X) ' XYY (Y — X(X'X)X'Y)]

E(Y'[I — X(X'X)"X']Y)

Tr(I — X(X'X) ' X"o? )+ E(Y Y[ - X(X'X) ' X|E(Y)
= (T - k)o?,

donde T'r es el operador traza.

Como resultado E(CMr) = E(‘S?%‘ZS) = 02, por lo que un estimador
insesgado de o? es:

02 = CMr.

1.6. Prueba de hipétesis

Una vez estimados los parametros del modelo, se puede obtener la
significancia conjunta de todos los parametros de la regresion y /o cuéles
regresores resultan de interés. Esto es posible al obtener distribuciones
asociadas a funciones de 3, lo cual nos permite hacer inferencia a través

de pruebas de hipotesis; tales pruebas requieren que los errores sean
independientes y tengan una distribuciéon normal.
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1.6.1. Prueba de la significancia de la regresion.

La prueba de significancia de la regresion es una de las pruebas
mas usadas, determina si existe una relacion lineal entre la variable
respuesta Y y alguna(s) de las variables regresoras. Las hipotesis son:

Hoiﬁgz...:ﬁk:()
vs
H, : 8; # 0 para al menos una j

Al rechazar la hipoétesis nula se obtiene evidencia para pensar que
al menos una de las variables regresoras contribuye significativamente
al modelo. Ahora:

= La suma residual o variabilidad no explicada por el modelo esta
dada por:

SSrps = &€ = (y — XB>/ (?J — XB) =y'y — BX"y.

» La variabilidad explicada por el modelo esta dada por:
SSR = B/X/y — —(2?21 vi)®
A

En este caso:

B SSp/k
SSaps/(T —k—1)’

F

es el estadistico asociado a la prueba cuya distribucion asociada si Hy
es cierta es Iy r_j_1, por tanto se rechaza Hy si ' > Fy -1 con
un nivel de significancia «. Para poder ver en forma méas detallada la
expansion de cada uno de los elementos integrantes de la ecuacion se
recomienda consultar Douglas C. Montgomery (2006). Introduccion al
Andlisis de Regresion Lineal. Compania Editorial Continental. Tercera
Edicién. (paginas 75 y 80).

Tradicionalmente, la informacion de la prueba antes presentada se
asocia con la tabla de analisis de varianza (tabla ANOVA en el caso
de regresores categoricos y tabla ANCOVA en el caso de regresores
continuos y categoricos), siendo no indispensable para realizar la prueba

de hipotesis, sin embargo la mayoria de los paquetes estadisticos la
producen.
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1.6.2. Prueba sobre un parametro de la regresion.

Los coeficientes individuales en una regresion lineal multiple resul-
tan de gran interés, ya que el modelo podria ser mas eficiente (en el
sentido de utilidad del modelo) con la inclusion de regresores adiciona-
les que tengan valor para explicar la respuesta, o quizas con la omision
de uno o més que no ayuden a explicar la respuesta. Las hipotesis para
probar dicha significancia son:

HO . ﬁ] = O
vS
H1 : ﬁ] 7£ 0
para j=1,.. k.
El estadistico de prueba es:
p—

donde b;; es el elemento j-ésimo en la diagonal de la matriz (X’X)~t.
Se rechaza Hy si |t]| > ter—k-1, donde te r_;_; es el cuantil asociado
a una distribucion ¢t con T — k — 1 grados de libertad y que acumula
una probabilidad de 5, por otro lado, si Hy no se rechaza, entonces los
datos dan evidencia para que parezca adecuado eliminar x; del modelo.

1.6.3. Prueba de hipétesis general.

La teoria general de las pruebas de hipo6tesis antes mencionadas
radica en la necesidad de decir algo sobre los coeficientes 5, usando los

coeficientes estimados B, por lo que, el procedimiento general supone
las siguientes hipotesis:

Hy: RB=a vs Hy: RS # a,

donde R es una matriz de constantes r x k, con rango r, es decir, las r
restricciones lineales son linealmente independientes y para la cual, se
presenta el siguiente estadistico de prueba:

(BB —a) [RX'X)"R) ™ (RB— )] /r
SSres/(T — k) ’

se rechazard Hy si F' > F, , p_;. Para poder profundizar en esta prueba
de hipotesis se recomienda consultar Douglas C. Montgomery (2006).

F =
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Introduccion al Andlisis de Regresion Lineal. Compania Editorial Con-
tinental. Tercera Edicion. (paginas 89-92).

1.7. Medidas de bondad de ajuste

Es conveniente contar con criterios de bondad de ajuste, capaces de
permitirnos comparar distintos modelos ajustados a una misma mues-
tra, con la finalidad de seleccionar el modelo mas apropiado.

1.7.1. Coeficiente de determinacion.

El coeficiente de determinacion es una medida con la que se mide
el grado de variaciéon de y modelada o explicada mediante el empleo de
los regresores x1, Ta, ..., ). Este es definido como:

R? — % -1- SSS—ETES , donde SSp = SSgps + SOk,

al igual que en la regresion lineal simple 0 < R? < 1, los valores cer-
canos a 1 implican que la mayor parte de la variabilidad esté siendo
explicada por el modelo de regresion. En general, R? aumenta a medi-
da que aumenta la dispersion de las variables regresoras y disminuye
cuando disminuye dicha dispersion, siempre y cuando sea correcta la
forma supuesta del modelo.

Al interpretar R? se deben tener en cuenta lo siguiente:

1. El coeficiente de determinacion mantiene o aumenta su valor al
anadir nuevos regresores.

2. Si el modelo no tiene término independiente, el coeficiente no
tiene interpretacion clara.

3. El coeficiente no puede ser usado para comparar modelos con
diferentes variables dependientes.

1.7.2. Coeficiente de determinacién ajustado.

Se define el coeficiente de determinacién ajustado de la siguiente
manera:

R’=1-(1-R)LL

T—k

Este coeficiente impone una penalizacién al anadir otros regresores
al modelo, por lo que, incrementa con la introducciéon de regresores, si,
y solo si, el estadistico ¢ asociado al constraste de significancia de dicho
regresor satisface ¢t > 1.
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1.7.3. Criterio de informaciéon de Akaike (AIC) y criterio de
Schwarz (SC).

El AIC (Akaike’s Information Criterion) y el criterio de Schwarz
son medios frecuentes para la seleccion de modelo. El AIC es un in-
dicador que permite seleccionar un modelo estadistico basandose en
la teoria de informaciéon y en las propiedades del método de méaxima
verosimilitud, para calcularlo se requiere uno de los supuestos de la
regresion lineal multiple, y es que, los errores tengan una distribucion
normal. Se expresa de la siguiente forma:

AIC = 2k — 2In(l),

donde, k£ es el nimero de parametros y [ es el méximo valor de la
funcion de verosimilitud para el modelo estimado. La idea fundamental
es tomar como estimacion del parametro estudiado el valor que haga
méxima la probabilidad de obtener la muestra observada. Por otro lado,
el criterio de Schwarz se basa en la funcion de probabilidad y esta muy
relacionado con el AIC, siendo expresado como sigue:

SC = kin(T) — 2In(l).

Ambos indicadores senalan que hay mejores ajustes mientras mas
bajos sean los valores de estos. Ademés no tienen cotas a diferencia de
la R2.

Penalizan la introduccion de nuevos regresores, se pueden aplicar a
modelos estadisticos sin término independiente, no son medidas relati-
vas, como lo son los coeficientes de determinacién, y se pueden aplicar
para comparar modelos donde las variables endogenas (variable cuyo
valor estd determinado por las relaciones establecidas dentro del mo-
delo en el que esta incluida) son diferentes. Conceptos y derivaciones
del AIC y SC se puede consutar en G. Kitagawa y Sadanori Konishi
(2008). Information Criteria and Statistical Modeling. Springer.



Capitulo 2

Modelo Lineal Mixto

2.1. Introduccién

Los modelos lineales mixtos (MLM), como mencionan Eugene De-
midenko (2004). Mized Models y Galecki (2007). Linear Mized Mo-
dels, son modelos estadisticos que permiten analizar datos agrupados
o medidas longitudinales o repetidas. Proporcionan una herramienta
de interés para la modelizacion al considerar una variable respuesta y
variables explicativas que pueden corresponder a efectos fijos (variables
continuas o categoricas que modifican la media de la variable respuesta)
o aleatorios (variables cuyos niveles son seleccionados aleatoriamente
de una poblacion).

Una de las principales caracteristicas del éxito de estos modelos,
es que, pueden combinar efectos fijos y efectos aleatorios de mane-
ra simultdnea y son particularmente adecuados por ser flexibles para
combinar con eficacia las distintas fuentes de informaciéon y modelizar
adecuadamente las distintas fuentes de error.

Los MLM tienen una amplia aplicacién que se ha extendido en
diversas disciplinas, como por ejemplo en biologia, entre las que se en-
cuentran los estudios en ecologia del comportamiento y ambito de la
ciencia forestal, para mas detalle se recomienda consultar el documento
.Modelos mixtos (lineales)? Una introduccion para el usuario temeroso,
elaborado por J.Seoane del grupo de ecologia terrestre de la Univerdi-
dad Autonoma de Madrid. Este capitulo introduce, para que sea claro
para el lector, la teoria para el calculo de los estimadores de un modelo
lineal mixto de dos niveles, pero esta se puede generalizar para mas
niveles, con la debida precaucion ya que la notacion algebraica suele
ser mas compleja.

2.2. Tipos de datos

Existen diferentes tipos de datos: medidas repetidas, datos longitu-
dinales y datos agrupados.

Los datos de medidas repetidas son aquellos donde la variable
respuesta se mide mas de una vez en la misma unidad de anélisis. Los
datos longitudinales son aquellos donde la respuesta es observada
varias veces en diferentes tiempos para cada unidad involucrada en el
estudio y donde no se observan necesariamente en los mismos tiem-
pos, ni se observan necesariamente el mismo nimero de veces. Asi por
ejemplo, se pueden registrar diferentes medidas de presion arterial para
cada paciente en diferentes dias.

17
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Otra clase de datos, son los datos agrupados, en los que existe un
diseno jerarquico y donde la variable dependiente se mide una vez para
cada unidad de anélisis, y las unidades de analisis se agrupan dentro de
grupos de unidades. Por ejemplo, un conjunto de datos agrupados de
dos niveles es el ingreso de una persona (unidad de anélisis), anidado
dentro de hogares (grupos de unidades).

2.3. Efectos fijos y aleatorios

Robinson (2008). IcebreakeR comenta que los modeladores pueden
estar en desacuerdo si los efectos deben ser fijos o aleatorios, y el mismo
efecto puede cambiar dependiendo de las circunstancias. Ciertamente,
los estadisticos no estan de acuerdo en una estrategia. Algunos dicen
que depende completamente de la inferencia, y algunos que depende
completamente del diseno. Por lo que, la distincion entre factores fijos
y aleatorios relacionados en una variable dependiente resulta ser de
suma importancia para el contexto de los MLM.

a) Efecto fijo: Son variables categoricas o continuas que mo-
difican la media de la variable respuesta Y'; como el peso o
género de una persona. También llamadas coeficientes de re-
gresion o parametros de efectos fijos y desconocidas en un
MLM siendo estimadas en funcion de los datos.

b) Efecto aleatorio: Variables aleatorias asociadas con los ni-
veles de una poblacion. Estos efectos influencian la variabi-
lidad sobre la respuesta Y y representan la desviaciéon con
respecto a las relaciones dadas por los parametros de efectos
fijos.

Es importante entender que los papeles de los efectos fijos y los
efectos aleatorios son diferentes: los efectos fijos explican variabilidad
y los efectos aleatorios organizan variabilidad, para ilustrar esto, con-
sidere el caso de un experimento para comparar los tiempos de secado
de una pintura, la pintura proviene de diferentes marcas y se cuenta
con informacion sobre la temperatura ambiente y el porcentaje de hu-
medad; estas dos tltimas variables serian los efectos aleatorios y las
marcas de la pintura, los efectos fijos. Siendo asi, la marca explica la
variabilidad en la variable respuesta (el secado) y tanto la temperatura,
como la humedad, organizan tal variabilidad.

2.4. MLM de dos niveles

Los datos agrupados se definen como conjuntos de datos en los que
la variable dependiente se mide una vez para cada observacion (unidad
de analisis) y las unidades de anélisis se agrupan o anidan dentro de
grupos de unidades, también conocidos como datos jerarquicos, ya que
las observaciones se pueden colocar en niveles de una jerarquia.
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Para el conjunto de datos agrupados que se usard en esta tesis,
el nivel 1 se refiere al hogar (observaciones en el nivel mas detalla-
do/unidades de anélisis) y el nivel 2 a las entidades federativas (re-
presenta el siguiente nivel de la jerarquia/grupos de unidades). Por lo
tanto, las especificaciones presentadas en esta seccion se refieren a un
modelo para un conjunto de datos agrupados de dos niveles.

La variable dependiente, que se mide en cada unidad de anélisis,
es siempre de nivel 1, en tanto que, las variables explicativas pueden
ser de nivel 1 o 2 al medir caracteristicas de los grupos o las unidades
de andlisis y se considera intercepcion aleatoria que incluyen solo un
efecto aleatorio tinico asociado con la intercepcion de cada grupo.

2.4.1. Especificacion general del MLM para una observacion.

Se define la formula general del modelo lineal mixto (MLM), la cual
indica como el modelo se puede escribir al nivel de una observacion
individual en el contexto de un conjunto de datos de dos niveles:

Yji = Xji + Zjibi + €5,

donde:
t=1,...,m, con m el nimero de conglomerados.
j=1,...,n4 con n; el nimero de individuos en el conglomerado .

Y;; la variable respuesta del j ésimo miembro del conglomerado <.
X;if es el elemento fijo del modelo.

Zjib; es el elemento aleatorio del modelo.

gj; es el error.

Todo lo anterior se puede aterrizar matricialmente de la siguiente ma-
nera:

X}z‘ Z}i b; B
Xji=1 t |5Zu=1] ¢+ |sbi=| 3 |3B8=|:
X5 Z; b;

S

5,

Con X el vector de covariables correspondiente a los p efectos fijos
(caracteristicas invariables en el tiempo o variables segtin el tiempo
para cada medicion) y Z el vector de covariables correspondiente a
los ¢ efectos aleatorios; pueden ser continuas o categoéricas, ademas, se
supone que los efectos aleatorios y los errores son variables aleatorias
independientes entre si.
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2.4.2. [Especificacion general del MLM para datos agrupados.

A partir de las formulas para observaciones individuales menciona-
das en el apartado anterior, se define la especificacion general de un
MLM para un conglomerado #:

Yi = Xif + Zibi + ¢,

coni=1,...,m,y la siguiente representacion matricial:
Yi
}/i - E )
}/;TLZ'

Y; : vector de dimension n; que representa las respuestas para el con-
glomerado .

Xil1 Xiz1 o XY 51
Xi = : Poor o sB=

X, : elemento fijo de la formula, compuesto por la matriz X; que
representa los p regresores para cada uno de los individuos n; en el
conglomerado (no se debe olvidar que n; puede variar entre conglo-
merados y ninguna de las columnas es una combinacion lineal de las
restantes, es decir, no hay multicolinealidad).

En X;3, 8 es un vector de parametros de efectos fijos desconocidos
asociados a los p regresores.

zZh Zy ... Z} b1
Zi = : : : o= ],

Z;:b; . elemento aleatorio, compuesto por la matriz Z; donde las colum-
nas representan valores observados para los regresores en cada conglo-
merado que tienen efectos en la variable respuesta.

En Z;b;, b; representa un vector de efectos aleatorios asociados a las ¢
covariables. Finalmente, la matriz Z; tiene menos columnas que X; .

Ein;

g; . vector conformado con n; errores, cabe senalar el vector puede
tener diferente tamafio para los distintos conglomerados, ya que, cada
conglomerado puede tener més o menos unidades de anélisis.



2.5. SUPUESTOS DEL MLM 21

2.5. Supuestos del MLM

Se supone que el MLM, cumple con los siguientes supuestos:

Primero: los efectos aleatorios son independientes entre conglome-
rados y siguen una distribuciéon normal multivariada con media 0 y
varianza D, es decir, b; ~ N(0, D), donde:

Var(bil) CO’U(bﬂ, bz‘2) e CO’U(bﬂ, biq)

CO’U(bZ’l, big) Var(big) e CO’U(biz, bi )
D =Var(h) = ) ] . !
cov(bi1, big) cov(bia,big) ... Var(by)

Segundo: se supone que los errores ¢, ..., &, son independientes entre
conglomerados y satisfacen ¢; ~ N(0, R;) con:

Var(en) cov(gin, €i2) ... cov(€in,Ein,)
Ry = Var(es) = cov(az;l, £i2) Var.(eig) . cov(gin, Ein,;)
cov(gi1, €in,) cov(€iz,Ein;) ..  Var(eip,)

Tercero: como ya se habia mencionado, los vectores ¢; y b; son inde-
pendientes.

2.5.1. Estructuras para la matriz D.

La matriz D se conoce como una matriz no estructurada, ya que
no cuenta con restricciones adicionales a la de ser definida positiva y

simétrica sobre sus elementos. La matriz D es de dimension ¢ x ¢, lo cual

. . . , . . . 1 Py
implica, al ser simétrica, que se tienen por estimar % parametros,

los cuales se guardaran en un vector denotado por 6p, se supone que
es la misma para cada conglomerado. Por ejemplo, para una matriz D
de dimensién 2 x 2 se tendré el vector #p con 3 parametros:

2 Ul?
1

g g
D =Var(b) = [ - b1 312’1’2 ], entonces 0p = | op1p2
b1,62 b2 o2

También se puede definir otra estructura, llamada estructura de
componentes de varianza, en la que cada efecto aleatorio tiene su propia
varianza y las covarianzas se definen como ceros. Siguiendo el ejemplo
anterior, se tendria:

9 2
D = Var(b;) = [ o 0 ] entonces 0 = { o } -

0 op Op2
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Esto implica que los efectos aleatorios b;, ..., by, asociados a los dis-
tintos conglomerados, son no correlacionados y con igual varianza. Ade-
maés, se tiene homoscedasticidad ya que se cuenta con la misma estruc-
tura para la matriz D en cada conglomerado.

2.5.2. Estructuras para la matriz R;.

Se presentan tres tipos de estructuras para la matriz asociada al
error, R;. La estructura mas simple es la diagonal, en la que los residuos
asociados con las observaciones sobre el mismo conglomerado no estan
correlacionadas y tienen una varianza igual. Donde 6z es el conjunto
de parametros asociados a R escritos en forma vectorial, por lo que se
tiene:

o2 0 0
0 o2 ... 0

R =Var(g)=0?IT=| . . . . |, entonces 6p = [ o” |.
0 0 o2

Los errores asociados a un mismo conglomerado son no correlacio-
nados y con igual varianza. Ademés, si la misma estructura para la
matriz se supone en todos los conglomerados, se tiene homoscedastici-
dad dentro y entre conglomerados.

Por otro lado, se tiene la forma general de la estructura de simetria
compuesta donde se supone que los errores asociados con los valores de
respuesta para el conglomerado 7 tienen covarianza constante o; y una
varianza constante o2 4+ o;. Ademas, en comparaciéon con la estructura
diagonal, se estiman dos parametros:

o2 + 01 o1 . o1
o1 o? +o1 ... o1
Ry =Var(e;) = . . ) X ;
2
o1 o1 ... 0°+0q

o2
entonces g = .
o1

Mientras que, la tercer estructura es autorregresiva de primer orden,
esta es generalmente usada en datos longitudinales y es conocida como
AR(1) con dos parametros, un parametro de varianza constante o2 > 0
y un parametro de autocorrelacion —1 < p < 1:

o? a%p . ooprit
a?p o? .. olphiT?
R;, = Var(gi) = . . . . , entonces
0'2/)7”_1 O.2pn7;—2 . 0.2

w-[7]
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Para finalizar, no se omite senalar que también se pueden permi-
tir varianzas heterogéneas, como por ejemplo, para diferentes dosis de
medicamento (alta o baja). Suponiendo las mismas estructuras para
cada una de las matrices de cada grupo (con diferentes parametros).
De acuerdo a lo anterior, se muestra la matriz R; heterogénea para un
conjunto de datos agrupados de dos niveles que provienen de un estudio
en el que se asignaron al azar 30 ratas hembras para recibir una dosis
de medicamento (alta o baja) y donde el objetivo fue comparar el peso
al nacer de sus crias.

Las varianzas residuales heterogéneas para cada uno de los grupos
de tratamiento, es decir, la varianza residual de las observaciones del
peso al nacer, difieren para cada nivel de tratamiento (alta o baja) y

se presenta cOmao:
2
0 R = O4lta
Jg .
aja
2.6. Relacioén con el modelo lineal marginal

La relacion entre el MLM y el modelo marginal, radica en la pre-
sencia o ausencia de efectos aleatorios. Los efectos aleatorios se usan
explicitamente en los MLLM para explicar la variacion entre sujetos o
entre grupos, pero no se usan en la especificacion de modelos margina-
les. Esta diferencia implica que el MLM permite la inferencia de sujetos
especificos, mientras que el modelo marginal no. Por la misma razon,
a menudo se hace referencia a los MLM como modelos especificos del
sujeto, y los modelos marginales se denominan modelos de promedio
poblacional.

» Modelo marginal general

La forma matricial para el conglomerado ¢ es:

Y;:XlIB—'_gij?

con la matriz X; y el vector § de la misma forma que en un MLM.
Donde €f ~ N(0,V*), con ef = Z;b; +¢; representando los residuos mar-
ginales y con las estructuras para la matriz R; de los MLM vélidas para
V* = Var(Zb; + ¢;). Es importante recordar que el modelo marginal
no involucra efectos aleatorios por lo que, la tnica parte aleatoria se
refiere a los residuos marginales.

= Modelo marginal implicito por un MLM

A continuaciéon se presenta un ejemplo del modelo enunciado anterior-
mente, asociado al MLM especificado en la subsecciéon 2.4.2:

Y; == X’L/B + 62(7
donde ¢f ~ N(0,V;).

Ya que € = Z;b+¢, se calcula la Var(Z;b+¢;), de la cual se obtiene que
el modelo se define mediante la distribucion marginal del vector Y; como
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Y; ~ N(Xi83, Z:DZ, + R;). No se omite sefialar que el modelo cuenta
con el mismo conjunto de parametros de covarianzas que un MLM pero
con menos restricciones, por ejemplo, los elementos diagonales de las
matrices D y R; no forzosamente deben ser positivas, es decir, el tinico
requisito en el modelo marginal es que la matriz V; sea positiva definida.

El concepto del modelo implicito marginal es importante por dos razo-
nes:

1. La estimacion de los parametros de efectos fijos y covarianzas
en el MLM podria realizarse en el marco del modelo marginal
implicito.

2. Cuando un MLM genera una estimacién no positiva de la matriz
D se puede aplicar un modelo marginal (ya que tiene menos
restricciones).

2.7. Estimacion de los parametros fijos de un MLM

En los MLM se estima el parametro ( junto con los pardmetros

Or y Op (mejor especificado como vector § = zR ) por medio de la
D

estimacion de maxima verosimilitud (ML) y la verosimilitud restringida
(REML)..

2.7.1. Maxima verosimilitud (ML).

Se trata probablemente del método mas empleado. Basicamente ob-
tiene estimaciones de parametros, para ello, la funcién de verosimilitud
suele ser el producto de las densidades, vista como funcién del parame-
tro en el modelo especificado, con base en supuestos de distribucion.
Por lo que, las estimaciones de los pardmetros son los valores de los
argumentos que maximizan la funcién de verosimilitud.

A continuacion se presenta para un MLM la funcion de densidad de
probabilidad normal multivariada de 3 y 0, refiriéndose a la distribucion
marginal de la variable dependiente para el conglomerado i:

f(Yi|B8,0) = (2m) = det (V)2 exp (—0.5(Y; — XB)'V, (Vi — X)) ,

de la cual se deriva la funcion de verosimilitud para el conjunto de
conglomerados:

L(B,0) =TI (27) = det (V;) "% exp (—0.5(y; — X;8)'V, (s — Xi3))

y la funcién log-verosimil definida por:
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1(8,0) = InL(B,0) = —0.5n x In(27) — 0.5, In(det(V;)) — 0.5 x
>y = XaB)'Vi  (yi — Xi).

De lo anterior se desprenden dos casos para la estimacién del pardmetro
5 de efectos fijos:

a)

Cuando 0 es conocido: al suponer # conocida, por conse-
cuencia V; también es conocida y los tinicos parametros que
se estiman son los de efectos fijos, conocidos como 3. Por lo
que la funcion log-verosimil se reduce a:

q(B) =—=05x> (4 = XiB)'V; (v — XiB),

la cual, al optimizarla genera el mejor estimador de [ que
depende de los parametros dados en 6 :

b= (ZXi/‘/iilXi)il > XV

Lo anterior, se puede estimar por medio de minimos cua-
drados generalizados (GLS) ya que, ¢(3) se parece mucho a la
formula matricial para la suma de los errores cuadrados que
se minimiza en el modelo lineal estindar y la técnica GLS es
cominmente usada para la estimacion de los parametros des-
conocidos en un modelo de regresion lineal cuando se presenta
heteroscedasticidad residual o correlacion entre residuos (ver
Apéndice B).

Cuando 0 es desconocido: en este caso, se supone 6 des-
conocida, por lo que, se considera la estimacién de ambos
parametros (6 y (). De esta manera, al reemplazar el para-
metro [ por la expresion de B que se dio a conocer en el
caso anterior (cuando 6 es conocida) se obtiene la siguiente
funcién de probabilidad:

Lavr (0) = —0.5n x ln(QZr) — 0.5 x ) . In(det(V;)) — 0.5 x
> iy — Xiﬁ)/‘éfl(yi — XiB).

Al tratarse de una optimizacion no lineal con restric-
ciones de desigualdad se recurre a iteraciones computacio-
nales para obtener las estimaciones de los parametros de
0, es decir las estimaciones de las varianzas y covarianzas
en Dy R;. Una vez que se cuenta con D y R; respectiva-
mente, como primer paso para calcular 3 se reemplaza en
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Var(Y;) = V; = Z;DZ; + R; (matriz de covarianzas del mo-
delo marginal) las matrices D y R; por sus estimadores, con
el objetivo de calcular V;, obteniendo:

V; = Z;,DZ; + R;.

Una vez calculada V; se obtiene el mejor estimador empi-
rico lineal insesgado (EBLUE) de g aplicando el método de
minimos cuadrados generalizados (GLS):

B = (Z X{‘}%_lxi)*l ZXQ‘}%AZ/@'-

Informacion adicional a este calculo es la varianza del
estimador (3, dada por:

Var(B) = (Z X{‘zile‘)_ly

la cual depende de que V sea muy cercana al valor real de V'
y resulta ser sesgada al no considerar la incertidumbre que
conlleva el reemplazar V por su estimador V.

2.7.2. Maxima verosimilitud restringida (REML).

También conocida como maxima verosimilitud residual, se usa con
frecuencia para eliminar el sesgo en las estimaciones de ML de los
parametros de covarianza al tener en cuenta la pérdida de grados de
libertad que resulta de estimar los efectos fijos. Se basa en la funciéon
de densidad de la variable Y en términos de €, como se muestra en
seguida:

fY10)=[f(Y]8,0)ds= [L(B,0)dp,
en consecuencia,
JL(B,0)dp = [1L; (2m) 2" det (Vi) eap (—0.5(yi — XiB8)'V; (yi — Xi3)) dB,

por lo que, después de algunos célculos algebraicos se obtiene (ver Dou-
glas M. Bate (2010). Mized-effects modeling with R (pagina 109)):

S L(8,6)dB =10 (2m) 2" det (Vi) ™2 eap (~0.5(y: — XiB)'V;™ (s — XiB) ) x
@m) % det (A71)2

con 3 dada en la subseccion 3.7.1 y A; = X,V 71 X;. Para finalmente,
al aplicar el logaritmo al resultado anterior obtener la log-verosimilitud
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marginal que se debe maximizar para obtener el estimador de 3, dada
por:

lrREML (92 =In([ L(B,0)dB) =—-0.5nxIn(2r)—0.5x (>, In(det(V;)+
(yi — XiB)YV H y: — X, 8)) — 0.5 x In(det(A;) 4 .05n x In(27)).

La cual es la verosimilitud generada mediante ML més una funcién
dependiente de 6, siendo asi, puede reescribirse como:

ZRE]V[L (9) = l]y[L (9) — 0.5 % Zn(det(AZ) + .05n x ln(27r))

Tres notas importantes son:

1. Bajo ML o REML, como primer paso se debe estimar numéri-
camente las matrices D y R; (estas estimaciones no son iguales
para REML y para ML, ya que 1ncluyen una funcion extra) pa-
ra calcular V; conforme a la formula V;, = Z; DZ + Rl, y asi,
estimar el parametro (.

2. Las estimaciones bajo ML son preferidas cuando se quiere hacer
inferencia sobre los efectos fijos, ya que en el procedimiento se
maximiza la funcién adecuada para estimar estos parametros.

3. Sobre los efectos aleatorios se prefiere usar REML, ya que los
estimadores bajo este método son insesgados para 6.

2.7.3. Meétodos de maximizaciéon para la verosimilitud.

Los métodos para maximizar la verosimilitud tanto para un ML
como un REML son:

» Expected Maximization (EM): este algoritmo inicia aproximan-
do los parametros de las distribuciones y los usa para calcular
las probabilidades de que cada unidad pertenezca a un grupo
y usa esas probabilidades para re-estimar los parametros de las
probabilidades, hasta converger. Para estimar los parametros,
se debe considerar que se tiene tinicamente las probabilidades
de pertenecer a cada grupo y no los grupos en si. Aunque EM
garantiza convergencia, ésta puede ser a un maximo local, por
lo que se recomienda repetir el proceso varias veces y por ello,
se considera un algoritmo lento.

= Newton-Raphson (N-R) : consiste en tomar una aproximacion
inicial de los pardmetros de covarianza, y a continuacién obtener
una aproximaciéon mas refinada. Es decir, se trata de acercarnos
a la raiz de la ecuacion log-verosimilitud segin el método (ML
o REML) por medio de una féormula recursiva. Converge con
menos iteraciones pero cada iteraciéon tarda més tiempo.
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» Puntaje de Fisher: este tltimo es una versiéon modificada de N-
R, la principal diferencia es que la puntuacion de Fisher utiliza
la matriz esperada del Hessiano en lugar de la observada y que
suele ser mas estable numéricamente.

Cualquiera de los antes mencionados pueden tener problemas a la
hora de ser implementarlo en un paquete estadistico. Por ello, se sugiere
lo siguiente: elegir valores de inicio alternativos para las estimaciones
del parametro de covarianza o usar EM (en caso de que el algoritmo no
converga a valores Optimos); rescalar las covariables (en caso de que,
la matriz se vuelva definida no positiva); eliminar los efectos aleatorios
(esto simplificaria el método), y, por altimo; considerar ajustar desde el
inicio un modelo marginal implicito (de este modo se ajusta un modelo
mas simple).

2.8. Estimacion de los parametros aleatorios de un MLM

Los valores del vector b no son fijos (son aleatorios), por esta razon,
se realiza una prediccion en lugar de una estimaciéon. Para ello, es im-
portante tener en cuenta que Y es una combinacién lineal de by € con
esperanza:
E(Y)=Xp+ ZE(b) + E(e) = X8

y matriz de covarianzas:

Var(Y)=V(Zb+¢)=V = ZDZ + R.

Bajo el supuesto de normalidad e independencia del efecto aleatorio,
se tiene una distribucion conjunta multivariada de Y ~ N (X, ZDZ +
R)y b~ N(0,D) con:

Cov(Y,b) = Cov(X B+Zb+e,b) = Cov(X3,b)+Cov(Zb, b)+Cou(e,b) =

0+ ZVar(b)+0=2D.

Aplicando, (ZD)" = D'Z’ = DZ' y la simetria en la matriz de
varianzas y covarianzas, se tiene:

()~ (G ) (o )

de donde se obtiene la esperanza para la distribuciéon condicional de b
dado Y, dada por:

E(b|Y)=DZVHY — X}3).

Finalmente se obtiene el estimador del efecto aleatorio l;, conocido
como el mejor predictor lineal insesgado (BLUP):.

bi = (DZV; (Y, = X.B).
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2.9. Pruebas de hipétesis

Las pruebas de hipoétesis son herramientas tutiles para tomar de-
cisiones sobre qué modelo elegir v se especifican al proporcionar una
hipotesis nula (Hy) y una alternativa (H;) sobre los parametros en cues-
tion. Estas hipotesis se pueden formular en el contexto de dos modelos
que tienen en particular una relacion de anidacién, de esta forma; un
modelo se anida dentro de otro modelo si se puede obtener un conjun-
to de efectos fijos y/o parametros de covarianza en un modelo anidado
imponiendo restricciones a los parametros en un modelo més general,
por ejemplo, restringiendo ciertos parametros para que sean iguales a
cero o iguales entre si.

Prueba de razoén de verosimilitud (LRT): se basa en la compara-
cion de los valores de las funciones de probabilidad para dos modelos y
pueden emplearse para probar hipétesis sobre parametros de covarian-
za o parametros de efectos fijos en el contexto de los MLM. En general,
requieren que tanto el modelo anidado (nulo) y el modelo de referencia
se ajusten al mismo subconjunto de datos. También se pueden obte-
ner pruebas LRT bajo estimacion REML, en cuyo caso la funcién Ly,
se reemplaza por Lgrgyr. En ambos casos se tiene que el LRT esta
definido como:

LRT = —2In (M) — —2Un(Larpa(B,0)) + 20n(Larrs (B, 0)),

Lyre(Be.98)

donde:
L4 representa la verosimilitud del modelo anidado.

LB representa la verosimilitud del modelo de referencia.

El estadistico LRT sigue una distribucién le en la que el nimero de
grados de libertad, se obtienen restando al nimero de parametros en
el modelo anidado el nimero de pardmetros en el modelo de referencia
(suponiendo que los pardmetros corresponden a variables sin multico-
linealidad). Si el estadistico LRT es suficientemente grande, hay evi-
dencia en contra del modelo de hipotesis nula y en favor del modelo de
referencia. Si los valores de probabilidad de los dos modelos son muy
cercanos y el estadistico LRT resultante es pequeno, se tiene evidencia
a favor de la hipotesis nula.

a) Hipotesis sobre parametros de efectos fijos.

Para este tipo de hipotesis, se tiene el modelo A (modelo anidado) y
el modelo B (modelo de referencia). Se basan en la estimacion de ML
con las matrices de covarianzas iguales y grados de libertad igual al
ntimero de parametros de efectos fijos que pertenecen al modelo B y
que no pertenecen al modelo A. Se rechaza la hipotesis nula cuando:
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LRT > x2,,

donde xZ; acumula 1 — « de probabilidad.

b) Hipotesis sobre parametros de efectos aleatorios (covarianzas).

Se basa en la estimacion REML ya que reduce el sesgo inherente en
las estimaciones de ML de los parametros de covarianza y supone que
los modelos anidados y de referencia tienen el mismo conjunto de pa-
rametros de efectos fijos con diferentes conjuntos de parametros de
covarianza.

Caso 1

La hipoétesis nula implica probar si algiin parametro se encuentra den-
tro del limite del espacio de parametros y el estadistico de prueba esta
distribuido asintéticamente como un X?,z con los grados de libertad cal-
culados restando el nimero de parametros de covarianza (las entradas
de 0) del modelo de referencia al modelo anidado. Un ejemplo, es cuan-
do se quiere comparar un modelo anidado con varianza homogénea de
un modelo de referencia con varianza heterogénea, como lo es en el
caso de varianzas distintas entre adultos mayores (adultos de 65 0 mas
anos de edad) y menores de 18 anos de edad, donde los parametros del
modelo anidado son § = ¢? y los parametros del modelo de referencia

2
o .
son 6 = ( aé ) , donde 02 y 02 son las varianzas de adultos mayores
2

y menores de 18 anos respectivamente. Siendo asi, es facil ver que se
esta probando que el conjunto de las varianzas son iguales (homogénea)
contra la alternativa de que no.

Caso 2

En este caso los parametros de covarianza que satisfacen la hipotesis
nula se encuentran en el limite del espacio de parametros y se prueba si
un efecto aleatorio dado debe mantenerse en un modelo o no. Es decir,
si las varianzas y covarianzas correspondientes son iguales a cero o no.
En el caso en el que se tenga un solo efecto aleatorio en un modelo se
podria probar la hipétesis nula de que la varianza asociada al tinico
efecto aleatorio es cero, es decir:

Hy : El efecto aleatorio puede omitirse,

para la que se usa una combinaciéon de una Ji cuadrada con cero grados
de libertad, x2 y una x? con un grado de libertad, cada una con peso
%. Sin embargo, como la distribuciéon «y2» acumula toda su masa en
cero, si se supone que el valor del estadistico LRT es de 50, el valo p
asociado seria:
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p =3P [xg > 50 + 3P [xi > 50] = 0+ 3P [x§ > 50],

cuando se tienen dos efectos aleatorios y se quiere comparar si conviene
agregar uno de ellos o no se usara la combinacion de x3 y x3.

Para probar si hay efectos fijos, existen las siguientes pruebas alterna-
tivas.

Estadistico ¢: es una prueba para pardmetros de efectos fijos que
requiere el ajuste de solo el modelo de referencia, con las siguientes
hipotesis:

Hy:68=0ws Hy: 8 #0,

con:

p= 9

SE(p)

)

~

donde SE(f3) es el error estandar asociado al pardametro, en otras pa-
labras es el elemento asociado a la variable en la diagonal de la matriz
de varianzas y covarianzas que se indica en la subsecgién 2.7.1 incia—
so b. Se rechaza a un nivel a si t < —tllfi ot > tllff , donde tllff
es el cuantil asociado a una distribuciéon ¢ con [ grados de libertad y
que acumula una probabilidad de 1 — § (prueba de dos colas). Cabe
mencionar que, para esta prueba se utilizan métodos aproximados para
estimar los grados de libertad (1), por esta razon pueden variar segin

el software estadistico que se ocupe.

Estadistico F: este tipo de prueba se utiliza para probar hipotesis
lineales sobre miiltiples efectos fijos, dicho de otra manera, se cuenta
con distintas combinaciones lineales independientes de los parametros
y se busca probar que dichas combinaciones valen cero. Siendo asi, la
prueba esta dada por:

H()IRBZO vSs HlRﬂ#O

Con R una matriz de dimension ¢ x p, con ran(R) = ¢, ¢ < p (donde
q es el numero de efectos aleatorios y p el nimero de efectos fijos), con
todas sus entradas conocidas y fijas y donde 0 es un vector de dimensiéon

q.
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El estadistico de prueba es:

(BR)"(R(>, X/V,'X:)"'R") " (RB)

F pumy
ran(R) ’

el cual corresponde a la generalizacion del estadistico F' que se muestra
en la subseccion 1.6.3 de la regresion lineal multiple (caso particular)
usando a = 0, como se muestra en seguida, tomando en cuenta que para
la regresion lineal Var(3) = o2(X'X) ™ y Var(8) = 02(X'X) ™!, mien-
tras que, para un MLM Var(B) = X{‘A/i_lXi. Siendo asi, el estadistico
mencionado en la subseccion 1.6.3 esta dado por:

P _ (@[ R Rmb-a)/a
- SSrEs/(T—k) o

((RB—a) [REX'X) LR (RA=0)] /g
&2/ (T—k)

[(Ri—a) [RCX'X) 'R (RB-a)|/a  [(RA-a)[ROX'X)"'R] ™ (RE-0)|/q

CMr o2

[(Rp-a) [Re2(X'X)'R] " (RB-a)]  [(RB-aY[RV(HR] " (Ri-a)]

q ran(R)

La hipotesis nula se rechaza a un nivel a si F' < Frla:f(“P)J, donde F:a;LC(YP),l
es el cuantil asociado a una distribucion F' que acumula 1 — « de pro-
babilidad. Si se quiere probar que un solo efecto fijo es signicativo,
la matriz P tiene que estar formada por ceros excepto en la entrada

correspondiente a ese efecto, donde se da el valor 1.

Estadistico de Wald: se basa en la normalidad asintotica de los esti-
madores de méaxima verosimilitud y maxima verosimilitud restringida,
es una prueba para parametros de covarianza simil a la prueba de hi-
potesis para el estadistico F. El estadistico de prueba esta dado por el
numerador del estadistico F':

W= () ((S) ) (),

cuya distribuciéon es Xzan( p) V se rechaza la hip6tesis nula a un nivel «
siW > Xfcm( p) que acumula 1 — o de probabilidad.

2.10. Criterios de informacién

Los criterios de informacién constituyen herramientas béasicas para
la seleccion de modelos. Los modelos no necesitan estar anidados y su
objetivo es calcular una medida que indique qué tan proximos estan
los modelos alternativos al verdadero modelo generador (un valor mas
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pequenio del criterio indica un mejor ajuste). Dos de los criterios mas
usados son:

Criterio de Akaike (AIC): no es una prueba de hipotesis, es un cri-
terio comparativo entre modelos, basado en ML o REML que penaliza
la sobreparametrizacion. La férmula es la siguiente:

AIC = =2 x L(f,0) + 2p,

donde p que representa los parametros que se estiman en el modelo
para los efectos fijos y aleatorios.

Criterio de Bayes (BIC): al igual que el AIC, es un criterio para-
métrico para seleccion de modelos, que aplica una mayor penalizacion
para los modelos con més parametros, a comparacion del AIC. El BIC
solo dice cual de los modelos comparados es el mejor, pero no puede
decir cuél es el mejor modelo para explicar los datos. Se define como:

BIC = =2 x L(B,0) + p x In(n),

donde n es el nimero de observaciones utilizadas en la estimacion de
modelo.

2.11. Verificacién de los supuestos

Si bien, la verificacion de supuestos es compleja, resulta de suma
importancia verificar la normalidad o en otras palabras, la distribu-
cion de los residuales, para lo cual se presentan diversas técnicas. Por
ejemplo, se pueden realizar graficos de los residuales contra los valores
predichos, con la finalidad de observar un patrén, en caso de existir
outliers. a) Residual condicional.

& =Y — Xiff — Zb;,
es la diferencia entre el valor observado y el valor estimado.
b) Residual estandarizado.

En este método se divide los residuos por la desviaciéon estandar es-
timada, obteniendo los llamados residuos de Pearson. Idealmente, se
escala por sus verdaderas desviaciones estandar para obtener residuos
estandarizados, pero normalmente este dato no se tiene.
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Una vez que se cuenta con los residuos, para verificar la normalidad
se suele apoyar de los siguientes métodos:

» Graficos QQ: nos permiten observar qué tan cerca esta la dis-
tribucion de un conjunto de datos a alguna distribucion ideal o
comparar la distribucion de dos conjuntos de datos.

» Graficos de dispersion: es una herramienta grafica que ayuda a
identificar la posible relaciéon entre dos variables y hace més facil
visualizar e interpretar los datos.

= Diagrama de caja: son una presentacion visual que describe va-
rias caracteristicas importantes al mismo tiempo, tales como la
dispersion y simetria. Fn ellos se puede ver claramente los da-
tos divididos en cuatro cuartiles, donde se encuentra la mediana
de los datos, los valores minimo y méximo y los outliers, esto
mediante un rectangulo, alineado horizontal o verticalmente.

2.12. Recomendaciones para la construccion del MLM

Algunas recomendaciones para la construccion de un modelo que
incluya efectos aleatorios son las siguientes:

= Escoja un conjunto minimo de efectos fijos y aleatorios para el
modelo. Estos efectos deben ser tales que si ellos no estan en el
modelo, el modelo pierde sentido.

» Cuando los diagnosticos del MLM sugieran un modelo razona-
ble, considere adicionar otros efectos fijos. En cada etapa re-
examine los diagnosticos para asegurar una buena concordancia
entre datos, modelo y supuestos.

Al finalizar la construccion del modelo, se propone evaluar la bon-
dad del ajuste:

1. Realizar una prueba de hipotesis como verificacion previa para
ver si es necesario modelar los efectos aleatorios, por medio de
una prueba de razon de verosimilitud (LRT) vista en la seccion
2.9 inciso b caso 2.

2. Verificar el supuesto de distribucion normal de los residuos (erro-
res) como se menciona en la en la seccion 2.11.

3. De ser posible, verificar normalidad de los efectos aleatorios en
vista de que son estimados con predictores.



Capitulo 3

Aplicacién

3.1. Introduccién

A través de los modelos lineales mixtos (MLM) y el paquete de soft-
ware estadistico STATA, en este capitulo se estimara variables socio-
econ6micas, en particular los ingresos por hogar, de una region integra-
da por Aguascalientes, Coahuila, Jalisco y Nuevo Ledn, entidades fede-
rativas con mejores condiciones socioeconémicas de la Republica Mexi-
cana (para mayor informacion sobre la contruccion de esta regiones ver
«http://sc.inegi.gob.mx /niveles/datosnbi/reg soc_mexico.pdfy ). Esta
regionalizacion fue elaborada por el Instituto Nacional de Estadistica
y Geografia (INEGI) en su pagina de internet:

«http://sc.inegi.gob.mx/niveles /index.jsp».

El objetivo especifico reside en aplicar la teoria proporcionada en
capitulos previos, con la finalidad de generar un modelo lineal mixto y
compararlo contra un modelo de regresion lineal multiple, para final-
mente, determinar cual de estas técnicas estadisticas provee un mejor
ajuste. Para ello, se dispone de los datos publicados por el Consejo Na-
cional de Evaluaciéon de la Politica de Desarrollo Social (CONEVAL),
con base en el Modulo de Condiciones Socieconémicas de la Encuesta
Nacional de Ingresos y Gastos de los Hogares (MCS-ENIGH) 2014. Los
datos se encuentran disponibles a nivel hogar, por lo que se realizara un
modelo de dos niveles, donde el primer nivel corresponde a los hogares
(observaciones) y el segundo nivel a las entidades (conglomerados).

El capitulo consta de cinco partes. En la primera se presentan las
fuentes de informacién usadas para esta aplicaciéon, asi como su anali-
sis descriptivo. En la segunda, se encuentran las especificaciones de los
modelos, es decir, la informaciéon detallada correspondiente a definir a
la variable respuesta, variables regresoras, nimero de conglomerados,
numero de individuos en cada conglomerado, entre otras. En la tercera,
se presenta la estimacion de los modelos, donde el objetivo es verificar si
el efecto aleatorio es significativo y estimar los parametros, con el fin de
obtener la estimacion de la variable respuesta, el ingreso. En la cuarta,
se busca validar los supuestos para cada modelo, a fin de determinar
si cada modelo es adecuado. Si el modelo no es adecuado, representa-
ra incorrectamente los datos. En el dltimo apartado, se presentan los
resultados del proceso de la generacion del MLM, con el proposito de
dar paso a las conclusiones en el proximo capitulo.

35
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3.2. Fuentes de informacién

El MCS-ENIGH es una encuesta realizada cada dos anos por el
INEGI en coordinacién con el CONEVAL, que provee informacion que
permite conocer el nivel de ingreso de la poblacién y esta diseniada para
dar resultados a nivel nacional y de cada una de las entidades del pais.

El INEGI anuncié que derivado de los resultados del MCS-ENIGH
2015, que publicé en julio del 2016, donde se presentaba una disconti-
nuidad en el ingreso de los hogares en relaciéon con los datos del MCS-
ENIGH 2014, ya que mostraba variaciones inconsistentes, respecto de
lo que cabia esperar dada la dindmica de la actividad econémica y del
empleo ocurrida entre el 2014 y 2015. No era posible dar continuidad
a la serie historica que ya se conocia, es por ello que se dio a conocer
el “Modelo Estadistico 2015 para la continuidad del MCS-ENIGH” y el
“Modelo Estadistico 2016 para la continuidad del MCS-ENIGH”, con el
objetivo de proveer los insumos necesarios para la medicion de pobreza
que realiza el CONEVAL, de tal manera que se pueda dar continuidad
a los resultados de la serie 2008-2014, tanto a nivel nacional como por
entidad federativa.

La fuente de informacién que se decidi6 utilizar para la aplicacion
que se presenta en esta tesis corresponde a los generados por el CONE-
VAL, a través del MCS-ENIGH 2014, los cuales preservan una continui-
dad histérica y cuentan con variables que contribuyen a la estimacion
del ingreso; este es uno de los indicadores que consideran para la me-
dicion de la pobreza. La informacion puede ser descargada de:

<https://www.coneval.org.mx/Medicion /Paginas/Programas BD segunda.aspxs.

3.2.1. Variables predictoras.

Como ya se senalo, la variable a predecir sera el ingreso, que se defi-
ne como la cantidad total de dinero que recibe una persona o un hogar,
derivados del trabajo, de la renta de la propiedad, de los alquileres y
de las transferencias (prestaciones sociales, seguro de desempleo, etc.)
que se reciben del gobierno.

Para la estimacion nos apoyaremos en factores a nivel individual y
a nivel hogar como lo son:

= Laborales: prestaciones laborales y sector econdémico.

= Sociodemograficas: escolaridad, sexo y habla de lengua indigena.

» Caracteristicas del hogar: servicios basicos y calidad y espacios
de la vivienda.

» Otros ingresos en el hogar: programas de gobiernos, remesas y
apoyo de otro hogar.

La lista de las variables involucradas para estimar los modelos de
ingresos se presenta en las siguientes tablas, mientras que, las categorias

de cada variable, e.g. indicador de personas jubiladas o pensionadas
(1=Si, 0=No) se encuentran en el Apéndice C.. LABORALES
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| Variable | Descripcion Tipo
jpea Condiciéon de actividad del jefe del hogar categobrica
cyafore | El conyuge recibe afore como prestaciéon laboral categorica
cyaguin | El conyuge recibe aguinaldo como prestacién laboral categobrica
cyuplab | El conyuge recibe utilidades como prestaciéon laboral categorica
jafore | El jefe del hogar recibe afore como prestacion laboral categobrica
jaguin | El jefe del hogar recibe aguinaldo como prestacion laboral | categorica
juplab | El jefe del hogar recibe utilidades como prestacién laboral | categoérica
SOCIODEMOGRAFICAS
| Variable | Descripcion | Tipo |
jaesc | Anos de escolaridad numeérica
jsexo | Sexo del jefe del hogar | categoérica

CARACTERISTICAS DEL HOGAR

Variable Descripcién Tipo
. Indicador de carencia de calidad -
1c_cv . . . categorica
y espacios de la vivienda
. Indicador de carencia de servicios -
ic_sbv o . categobrica
- bésicos de la vivienda
combus2 mod | Tipo de combustible para cocinar | categérica
tam_hog Tamano del hogar numeérica
OTROS INGRESOS
Variable Descripcién Tipo
Condicion de recepcion de ingresos .
ayuotr categorica
por apoyo de otro hogar
b Condicién de recepcion de ingresos .
engob . categdrica
por programas de gobierno
Condicién de recepcion .
remesas . categorica
de ingresos por remesas
A Indicador de personas jubiladas L
jubi : categorica
o pensionadas
tenencia_viv | Tenencia de la vivienda categdrica
OTRAS
| Variable | Descripcion [ Tipo |
tamloc | Tamano de localidad categdrica
ins_ali | Escala mexicana de seguridad alimentaria | categérica

Se decidi6 representar las variables categoricas con variables dum-
mies; las variables dummies son variables binarias con valores cero y
uno, tantas categorias tenga la variable de origen menos una (si no
habria multicolinealidad). Por ejemplo, para la variable condicion de
actividad del jefe del hogar se tienen las categorias: ocupado, desem-
pleado y poblacion no econdémicamente activa, asi que se crean dos
variables dummies. Suponiendo que ocupado es la categoria de refe-
rencia, se debe generar una variable dummy para desempleado y otra
para poblacién econdémicamente activa. Asi, la variable dummy para
desempleado vale uno si el individuo esta desempleado y cero en otro

Caso.
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En nuestro caso, al usar STATA, no es necesario crear las variables
dummies antes de incorporarlas al modelo ya que Stata las genera
automaticamente al asignar el tipo de variable como factor. La forma
de incorporar en Stata variables dummies en el modelado es a través
de la siguiente instruccion (aplicada a la variable jpea en este ejemplo):

1.5pea
Cuando se generan variables dummies a partir de variables categori-

cas se debe omitir una de las categorias, este software omite la variable
dummie para la categoria de mayor valor numérico.

3.2.2. Analisis exploratorio de datos.

Uno de los objetivos del analisis exploratorio o analisis descriptivo
es que el investigador tenga una primera aproximacion y pueda plantear
un modelo inicial al identificar las variables més adecuadas en funciéon
del impacto en la variable a modelar, en nuestro caso, el ingreso en
escala logaritmica (Inictpc).

En primer lugar se debe aprender a usar las bases de datos en
STATA; las bases descargadas de la pagina del CONEVAL ya cuentan
con el formato .dta reconocido por STATA; enseguida se muestra como
usar el comando use para acceder a la base y empezar a trabajar:

use "C:\ Users\scarbajal\ Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Ejercicio MLM| Bases ge-
neradas\mcsl4hog reg6.dta", clear

Una vez que se abri6 la base, se genera un resumen de datos de
la variable respuesta, ingreso en escala logaritmico «lnictpc», asi como
dos histogramas para mostrar cual es su comportamiento contra el
comportamiento de la variable sin transformar (véase la figura 3.2.1 y
3.2.2).

sum lnictpc

Para analizar la relacion entre el ingreso y cada variable categorica,
se generan diagramas de caja para el ingreso asociados a cada categoria
(una grafica por variable), los cuales presentan la siguiente informacion:

Variables laborales

El patron de menores ingresos para la categoria de desempleados
parece ser més evidente que en el caso de poblacion ocupada y no
econdémicamente activa. La distribucion del ingreso parece ser simétrica
en cada categoria. También se observan valores atipicos con ingresos
bajos para la categoria de ocupada y no econdémicamente activa, asi,
como valores atipicos con ingresos altos en la categoria ocupada (véase
la figura 3.2.3).
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Ficura 3.2.1. Histograma del ingreso sin tranformacion logaritmica.
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FiGurA 3.2.2. Histograma del ingreso en escala logaritmica.
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Ficura 3.2.3. Diagrama de caja del ingreso segtn la categoria de
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FiGura 3.2.4. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
del conyuge recibe afore como prestacion laboral.
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Ficura 3.2.5. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
del conyuge recibe aguinaldo como prestacion laboral.
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FiGura 3.2.6. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
del conyuge recibe utilidades como prestacion laboral.



3.2. FUENTES DE INFORMACION 42

15

Inictpc

O L]

No Si

Ficura 3.2.7. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
del jefe del hogar recibe afore como prestacién laboral.

Acerca de las prestaciones laborales del conyuge del hogar, se pue-
de observar en las figuras 3.2.4, 3.2.5 y 3.2.6, mayor numero de valores
atipicos para las categorias no cuenta con afore, no cuenta con agui-
naldo y no cuenta con utilidades. Ademés de un ingreso mayor para la
categoria que si cuenta con las prestaciones. Se puede pensar que, el
contar con alguna o ninguna de estas prestaciones laborales por medio
del conyuge, impacta en la variable respuesta.

Respecto a las prestaciones laborales del jefe del hogar, se tiene el
mismo comportamiento que en el caso de la variable que contempla al
conyuge; ambas variables presentan datos simétricos, ademas el ingreso
es ligeramente mayor cuando se cuenta con prestaciones.

Variables sociodemograficas

Por otro lado, una variable que parece marcar una brecha impor-
tante entre ingresos (véase figura 3.2.10) es la de sexo del jefe del hogar,
donde se ve grandes cumulos de datos atipicos tanto de ingresos ba-
jos, como ingresos altos en la categoria de hombre, también se puede
observar simetria en los datos y mismo rango de ingreso para las ob-
servaciones que estan dentro de la caja.

En el modelo se contemplan dos variables de rango continuo, una de
ellas se presenta en la figura 3.2.11, la cual corresponde a un diagrama
de dispersion entre ingreso y la variable anos de escolaridad del jefe del
hogar, aqui se observa un menor ingreso en hogares con jefes del hogar
que presentan menos anos de escolaridad.
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Ficura 3.2.8. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
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Ficura 3.2.9. Diagrama de caja del ingreso segin la categoria
del jefe del hogar recibe utilidades como prestacion laboral.



Inictpc

Afios de escolaridad

15

10

25

20

([5

10

3.2. FUENTES DE INFORMACION

44

[ ]
0
(] —l—
¢ ]
[ ]
[ ]
— L] [ ]
Mujer Hombre

Ficura 3.2.10. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
del sexo del jefe del hogar.
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F1GURA 3.2.11. Diagrama de dispersién del ingreso versus los anos
de escolaridad del jefe del hogar.
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FicuraA 3.2.12. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
del indicador de carencia por acceso a los servicio de calidad y
espacios de la vivienda.

Variables de caracteristicas del hogar

Los hogares que presentan carencia por acceso a los servicios de
calidad y espacios de la vivienda (material de contruccion de la vivien-
da y sus espacios) y carencia por acceso a los servicios bésicos de la
vivienda (agua, drenaje y luz) muestran ingresos muy por debajo de
lo que se muestra en el caso contrario, véanse figuras 3.2.12 y 3.2.13.
Lo mismo se puede observar en la variable, tipo de combustible para
cocinar (véase figura 3.2.14). Cabe sefialar que, para las tres variables
antes mencionada (carencia de calidad y espacios de la vivienda, ca-
rencia por servicios bésicos de la vivienda y combustible para cocinar),
se observan cimulos importantes de datos atipicos en los hogares que
muestran la carencia o en su caso que utilizan lena o carbén como
combustible para cocinar.

De la figura 3.2.15, correspondiente a un diagrama de dispersion,
se puede ver que los hogares que presentan menor ingreso son los de
menor tamano, es decir, donde el ntimero de personas pertenecientes
al hogar estdn entre 1 y 6 personas.

Variables de otros ingresos

El ingreso de un hogar también puede estar conformado por ingre-
sos no laborales, por ejemplo, por apoyo de otros hogares, programas
de gobierno, remesas y por montos generados de jubilaciones. En las
figuras 3.2.16, 3.2.17, 3.2.18 y 3.2.19, se observa que la recepcion de
ingresos por otro hogar no impacta en el ingreso significativamente y
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Ficura 3.2.13. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
del indicador de carencia por acceso a los servicios bésicos de la
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FiGURA 3.2.14. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria

del tipo de combustible para cocinar.



3.2. FUENTES DE INFORMACION 47

o |
=
* ey IR v W
oo - + - *
& R -
P
(1]
L]
O W — * L2l 1 J *
iy
™
= * * B & B L J
o
-
[
E = % * L X e L sy _______________________1.J1] L. J *
L]
l_
* * e LR sl .. X 1]
['NEER L. B xl. . . IJXJ
* LR N * & B Y *
o -
T T T T
Inictpc

FiGUrA 3.2.15. Diagrama de dispersion del ingreso versus el ta-
mano del hogar.

que los hogares con ingresos por programas de gobierno o que perciben
ingresos por remesas presentan un menor ingreso; lo anterior hace pen-
sar que los hogares que perciben menos ingresos son los que cuentan
con apoyos, aun asi estos no son suficientes para alcanzar el ingreso de
un hogar que no tiene apoyo.

Una tltima variable categorica es la de tenencia de la vivienda, esta
variable nos presenta la relaciéon entre los residentes y la propiedad de
la vivienda, es decir, si es propia o se estd pagando, si es rentada o
si se encuentra en otra situacion. En la figura 3.2.20 se puede ver que
los hogares con vivienda propia y que se estd pagando presentan la
misma distribucion de ingresos que la categoria rentada, mientras que,
la categoria otra situacion revela ingresos menores.

Otras variables

La variable alusiva al tamano de localidad resulta interesante, ya
que, conforme la localidad cuenta con mayor cantidad de habitantes, el
ingreso es mayor, ademas en la categoria de mayor nimero de habitan-
tes, se observa gran cantidad de outliers en ambos sentidos, véase figura
3.2.21; de igual manera para la variable que presenta la escala mexica-
na de seguridad alimentaria, entre mejor sea la seguridad alimentaria
mejor es el ingreso, por lo que esta variable estd muy relacionada con
la variable respuesta, ingreso. Por otro lado, como se puede ver en la
figura 3.2.22, en la mayoria de las categorias se muestran datos sime-
tricos, excepto en la seguridad alimentaria donde poco méas del 50 % de
los datos se cargan de lado de mayor ingreso, ademas de contar con la
mayor cantidad de datos atipicos.
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FicuraA 3.2.16. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
condicién de recepcién de ingresos por apoyo de otro hogar.

No Si

FiGura 3.2.17. Diagrama de caja del ingreso segtin la categoria
condicién de recepcién de ingresos por programas de gobierno.
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Ficura 3.2.18. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
condicion de recepcién de ingresos por remesas.
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Ficura 3.2.19. Diagrama de caja del ingreso segtin la categoria
del indicador de personas jubiladas o pensionadas.
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FicuraA 3.2.20. Diagrama de caja del ingreso segun la categoria
de tenencia de la vivienda.

Localidades con 100000 omas ha| ® o @
Localidades con 15000299999 |
[ ]

Localidades con 2 500 a 14 999 h

Localidades con menos de 2500 h| # o

e -
-

T T T T
0 5 10 15
Inictpe

FiGuraA 3.2.21. Diagrama de caja del ingreso para las categorias
de la variable tamano de la localidad.
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FicuraA 3.2.22. Diagrama de caja del ingreso para las categorias
de la variable escala mexicana de seguridad alimentaria.

3.3. Especificacion del modelo

Para el analisis de los datos de ingreso se tomara una regién com-
puesta por las entidades federativas de Aguascalientes, Coahuila, Ja-
lisco y Nuevo Leo6n, esta region representa un conjunto de datos agru-
pados de dos niveles donde la entidad representa al grupo (nivel 2) y
los hogares que conforman al grupo representan la unidad de anélisis
(nivel 1), con el ingreso en escala logaritmica como variable respuesta.

El MLM que se propone incluye un solo intercepto aleatorio, es
decir, un efecto aleatorio correspondiente al intercepto de cada grupo,
en nuestro caso la entidad, lo que implica que las observaciones en la
misma entidad estan correlacionadas, es decir, en la notacién usada
en la seccion 2.4.1 g =1y Zjli = 1 para toda ¢ y j, con p = 20 que
denota el nimero de efectos fijos dados por las variables regresoras que
se mencionan en la subsecciéon 3.2.1. De manera que, se tiene el modelo
inicial:

ingresoj; = Bo+jpea2;fi1+jpead; Ba+-cyaforel;fz+cyaguinl; By+...+bi+ej;,

donde:

jpea2; la variable actividad del jefe del hogar asociada a la entidad 7, y a
la categoria de desempleado, con la categoria ocupado como referencia.
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jpead; la variable actividad del jefe del hogar asociada a la entidad
7, v a la categoria de de poblacién no econémicamente activa, con la
categoria ocupado como referencia.

cyaforel; la variable dummy afore prestacion laboral del conyuge aso-
ciada a la entidad ¢, usando la categoria, no cuenta como referencia.

cyaguinl; la variable dummy aguinaldo prestacion laboral del conyuge
asociada a la entidad ¢, usando la categoria, no cuenta como referencia.

1 =1,...,m, con m = 4, el nimero de conglomerados ya que se tiene
4 entidades en la region de estudio.

7 =1,...,n; con n; el nimero de individuos en el conglomerado :.
b; es el efecto aleatorio del modelo.

gj; es el error.

En este modelo:

Bo corresponde al valor esperado del ingreso en las categorias de refe-
rencia para las variables jpea, cyafore, cyaguin, etc.

B1, B2 son los efectos fijos sobre la respuesta que se tiene al cambiar de
la categoria desempleada o poblaciéon no economicamente activa con
respecto a la categoria de referencia (ocupada).

B3 es el efecto fijos sobre la respuesta al cambiar de si cuenta con pres-
taciones laborales de AFORE el conyugue a no cuenta con prestaciones
laborales de AFORE el conyugue.

B4 es el efecto fijos sobre la respuesta al cambiar de si cuenta con presta-
ciones laborales de aguinaldo el conyugue a no cuenta con prestaciones
laborales de aguinaldo el conyugue.

De igual manera es para las siguientes 17 variables regresoras, las cuales
por practicidad de escritura no se reportan en la formula.

OBSERVACION:

1. Se supone homoscedasticidad dentro de grupos, es decir:
= b ~ N(0,D) con la matriz D = o2 ., ., va que solo existe un
efecto aleatorio.
» g5 ~ N(O,R;) con R; = o2, es decir, el vector de errores
asociado a cada entidad &; ~ N(0, Io?) para toda i.

3.4. Estimacién del modelo

En esta seccion se presenta de manera detallada el ajuste del MLM
por medio del software STATA; no se omite senalar que, los tamanos
de las entidades varian, desde 1,667 hasta 1,814 hogares.

» Ajuste de modelo:
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Con ayuda del comando ztmized, se ajusta un primer modelo, en ade-
lante mencionado como «modelo 1», el cual supone varianza homogé-
nea para todas las entidades, puesto que la version actual del comando
no permite ajustar un modelo con varianza heterogénea. El modelo se
especifica de la siguiente forma:

xt : wtmized Inictpe i.gpea i.cyafore i.cyaguin i.cyuplab i.jafore 1.jaguin i.juplab
jaesc i.jsexo i.ic_cv i.ic_sbv i.combus?2_mod tam_hog i.tamloc i.ins_ali
i.ayuotr i.bengob i.remesas i.jubi i.tenencia_wviv || ent , covariance(identity)
variance:

Donde 7 , antes de invocar el comando zimized crea variables dummies
para las categorias de los factores fijos, lo cual se puede observar en esta
salida.

Posterior al comando ztmized, la primera parte especifica los efectos
fijos, la segunda parte especifica los efectos aleatorios y la tercer par-
te especifica la estructura de covarianza para los efectos aleatorios; en
particular, la primer variable corresponde a la variable dependiente,
mientras que, las siguientes variables corresponden a los efectos fijos
asociados al modelo, las dos barras verticales (||) preceden a la varia-
ble que define los grupos de observaciones (entidades), la ausencia de
variables adicionales al final de los dos puntos indica que habra solo
un efecto aleatorio asociado con la intercepcién de cada entidad en el
modelo, finalmente, se encuentra la opciéon de covarianza que define la
estructura de covarianzas para los efectos aleatorios (en este caso se
puede omitir al ser un caso simple) y la opcion de varianza que solicita
se muestren en la salida las desviaciones estimadas de los efectos alea-
torios y los errores en lugar de las desviaciones estandar estimadas, que
estan predeterminadas por STATA. No se omite senalar que, por de-

fault el modelo se ajusta utilizando la maxima verosimilitud restringida
(REML).
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Con relaciéon a la salida generada por STATA para el «modelo 1»: la
primera tabla reporta los valores estimados para los efectos fijos 8 y
la segunda tabla proporciona los componentes de varianza estimada,
donde ent:Identity denota que se utiliza la identidad como patréon de
varianzas y covarianzas en el efecto aleatorio.

» Significancia del efecto aleatorio:
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Una vez ajustado el «modelo 1», se procede a verificar si el efecto alea-
torio asociado con la interseccion de cada entidad debe omitirse, para
ello, se compara un modelo de regresion lineal ordinaria de un nivel,
el cual omite los efectos aleatorios, ademaés, se realiza una prueba de
razéon de verosimilitud, con esto se prueba si la varianza del efecto
aleatorio de la entidad es cero frente a la alternativa de que la varian-
za sea mayor que cero. En seguida se muestra el resultado generado
automéaticamente por el comando zimizred.

La relacion de probabilidad informada por el comando, es una prueba
general de los parametros de covarianza asociados con todos los efectos
aleatorios en el modelo. En los modelos con un solo efecto aleatorio
para cada grupo, como en el «modelo 1», es apropiado utilizar esta
prueba para decidir si ese efecto aleatorio debe incluirse en el modelo.
En términos de los resultados de la prueba, se rechaza la hipotesis nula
de que la varianza asociada al efecto aleatorio sea cero y dado que
la hipotesis nula involucra el borde del espacio parametral se hace el
ajuste en el p — value como se indica en la seccién 2.9 inciso b.

Siendo asi, el estadistico de prueba resulta significativo (p-value <.05)
por lo que se conserva el efecto aleatorio. En otras palabras:

p —value = 0.5 x P(x% > 60.08) +.05 x P(x? > 60.08) = 0+ .05 x P(x? >
60.08) < .001.

La distribucion de x2 esta concentrada en cero, por ello su contribucion
al p — value es cero y se omite del calculo.

= Significancia de los efectos fijos:

La idea de este paso, es reducir el modelo eliminando efectos fijos no
significativos. Las pruebas relacionadas a los efectos fijos no son gene-
radas por el comando ztmized, no obstante, se puede realizar la prueba
del estadistico de Wald; por ejemplo, para probar la importancia ge-
neral de los efectos de la variable jpea se puede utilizar el siguiente
comando, usando las variables ficticias creadas por STATA:

test Ijpea 2 Ijpea_ 3

el cual tiene como hipdtesis nula que los dos efectos fijos son iguales
a cero, es decir, las medias de jpea son todas iguales. Siendo asi, la
prueba estd dada por:

Hy: PB=0ws Hy: PB+#0,

con P una matriz de dimension 20 x 2y 3 de 2 x 1.
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La siguiente informacion generada por STATA muestra que el estadis-
tico de prueba es significativo (p-value <0.05) por lo que se rechaza
la hipotesis nula de que los parametros asociados son simultaneamente
cero y se conservan los efectos.

Esto se sigue para cada una de las variables regresoras que se ingresaron
al modelo, vistas en la subseccion 3.2.1:

[lnictpc] Iins ali 3 [lnictpc] Icyaguin 1

[lnictpc] Iins ali .
[lnictpe] _TIins a2li 1

[lnictpc]_ Itenencia 3 0 1) [lnictpe] Ijubki 1 =0

[Inictpc]_Itenenci

] _Ttamloc
[lnictpe] Itamloc 2
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Utilizando estas pruebas, se eliminan variables que no son significativas
y se llega a la construcciéon del «modelo 2% |, donde se excluye las varia-
bles: jafore, ic_sbv, cyuplab y bengob. Cabe senalar que, en este nuevo
modelo el efecto aleatorio sigue siendo significativo; las estimaciones
asociadas al modelo corresponden a:

214

.1610¢
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.6245162 .0106171

= Criterios de informacion:

Al comparar dos modelos, «modelo 1» frente al «modelo 2» los
criterios de informacion AIC y BIC se pueden obtener en Stata usando
el siguiente comando:

estat ic

lo que nos generara la siguiente salida para el «modelo 1»:

yesian information criterion

16455.55

[R] BIC note.

Zkaike's information criterion and B sian information criterion

16

Aqui se debe recordar que un AIC y/o BIC pequeiio refleja un mejor
modelo, dicho de otro modo, ajusta mejor a los datos. En este caso, se
elegié el «modelo 2» ya que ajusta mejor a los datos.

3.5. Verificaciéon de supuestos

Los residuos son discrepancias entre el valor estimado y el valor ob-
servado, o visto en otra forma la variabilidad que no puede explicarse
mediante el modelo. Es por eso que se observan los residuos para saber
si se cumple el supuesto de normalidad del modelo. Los residuos estan-
darizados son mas apropiados para examinar este supuesto y detectar
valores atipicos, para ello, se obtiene las predicciones y los residuales
estandarizados, mediante el comando predict de la siguiente forma:

= Para obtener el valor estimado del ingreso:
predict double lctpe_ estimado, b
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F1auraA 3.5.1. Gréfica de probabilidad normal de los residuos estandarizados.

= Para obtener los residuales estandarizados:
predict double res_ est, rstandard

Ahora, para verificar el supuesto de normalidad se obtienen gra-
ficos de probabilidad normal y graficos de dispersion de los residuos
estandarizados.

Las graficas en las figuras 3.5.1 y 3.5.2 muestran que hay algunos
valores atipicos en el extremo inferior de la distribucion normal de
los residuos y distribuciones potencialmente sesgadas negativas. Sin
embargo, se puede ver especialmente en la figura 3.5.2 que la asimetria
no es severa y no se observa algin patrén definido por lo que no se
descarta la relacion lineal con los efectos fijos. Cabe senalar que, esto
ocurre cuando no se eliminan las observaciones que numéricamente
estan distantes del resto de los datos de ingreso (valores atipicos), por
esta razon en el Apéndice D se muestra el ejercicio omitiendo los valores
atipicos en la variable ingreso.

En la figura 3.5.3 se observa una distribucion de los residuos ho-
mogénea en las entidades, lo cual brinda confianza a la estimacion del
«modelo 2».

3.6. Resultados

Con la finalidad de verificar la consistencia de la estimaciéon del in-
greso que se genera a partir del MLM, se generd un grafico de dispersion
y diagramas de caja.
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Inictpc estimado

Ficura 3.5.2. Gréfica de dispersion, residuos estandarizados vs
Inictpc estimado.
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FiGuraA 3.5.3. Diagrama de caja de los residuos estandarizados

segtin entidad.
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FicuraA 3.6.1. Diagrama de dispersién. Inictpc vs lnictpc estimado.

De la figura 3.6.1 la cual corresponde a un diagrama de dispersion
entre los valores reales y los valores estimados, ambos en escala lo-
garitmica, se confirma que el modelo subestima la variable observada
«Inictpcey, esto se observa al guiarnos con la recta de 45°, ya que la es-
timacion perfecta debiera ir alrededor de ese valor. No obstante, existe
una relacion positiva entre el valor observado y el estimado, lo que nos
indica que el modelo ajusté de manera correcta a los datos.

Respecto a los diagramas de caja presentados en la figura 3.6.2
y 3.6.3 se observa que el modelo no captura el rango de valores que
toma el ingreso «Inictpce». NOTA: El codigo completo se encuentra en
el Apéndice E.
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‘_ Inictpc observado [ Inictpe estimado

FicurA 3.6.2. Diagrama de caja. Inictpc e lnictpc estimado.
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FicurA 3.6.3. Diagrama de caja. Inictpc e lnictpc estimado por entidad.



Capitulo 4

Conclusiones

En este trabajo se ha estimado el ingreso para cada hogar de las
entidades federativas con mejores condiciones socioecon6micas de la
reptiblica mexicana (Aguascalientes, Coahuila, Jalisco y Nuevo Leon).
Para ello se utilizo la técnica de modelos lineales mixtos (MLM), en
concreto se realiz6 un modelo de dos niveles donde el primer nivel
corresponde a los hogares y el segundo nivel a las entidades, ya que, el
efecto aleatorio es significativo y se sospecha de falta de independencia
entre las observaciones dentro de la misma entidad.

Se ajusto un primer modelo «modelo 1%, que contempla el total de
variables predictoras; posteriormente a través de una prueba de razén
de verosimilitud se determiné que el efecto aleatorio asociado con la
interseccion de cada entidad se debia incluir en el modelo, ya que,
resultd significativo. A posteriori, para seleccionar aquellas variables
que se introducen en el modelo final «modelo 2», se utiliz6 el estadistico
de Wald, excluyendo las variables: jafore, ic_sbv, cyuplab y bengob.

Para la seleccion del modelo que ajusta mejor a los datos se usaron
los criterios de informacion AIC y BIC, resultando como mejor mode-
lo, el «modelo 2», que excluye las variables mencionadas en el parrafo
anterior y donde de igual forma resultan significativos los efectos alea-
torios. Cabe senialar que, el «modelo 2» no resulté por mucho, el mejor
modelo, por lo que ambos modelos son alternativas para la estimacion
del ingreso. Las variaciones entre las estimaciones de uno u otro modelo
serdn minimas.

En relacion con los resultados, se puede observar que el modelo
subestima el ingreso, por esta razon, se sugiere incorporar mas variables
con la finalidad de predecir de manera més cercana la realidad, asi como
analizar la construccion de nuevas variables. No obstante, existe una
relacion positiva entre el ingreso observado y el estimado. Siendo asi,
se puede concluir que el modelo lineal mixto de dos niveles se aplico de
manera correcta.

Para efectos practicos hay que recordar lo importante que resulta
trabajar con variables de resultado con distribucién normal, es por esa
razén que se trabajo con el ingreso a escala logaritmica.

Para efectos metodolégicos se puede concluir que los MLM resultan
ser una alternativa al ajuste por regresion mendiante minimos cuadra-
dos ordinarios cuando las observaciones no son independientes entre si.
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Adicionalmente, estos modelos son utiles en las aplicaciones porque:

» Permiten la estimacion eficiente de los parametros fijos aplican-
do técnicas de Minimos Cuadrados Generalizados (MCG), esto
significa que pueden incluir heteroscedasticidad (cuando la va-
rianza de los errores no es constante en todas las observaciones
realizadas).

= Realizan predicciones eficientes de los parametros aleatorios al
usar la teoria de los mejores predictores lineales insesgados.

» Permite la estimacion de los componentes de la varianza que
definen las matrices de varianza estimadas.



Referencias bibliograficas

[1] Brady T. West, Katheleen B. Welch and Andrzej T. Galecki (2007).
LINEAL MIXED MODELS a Practical Guide Using Statistical Soft-
ware. Chapman & Hall/CRC.

|2] Douglas M. Bates and Donal G. Watts (1988). Nonlinear Regression
Analysis and Its Applications. WILEY.

[3] Eugene Demidenko (2004). Mixed Models Theory and Applications.
WILEY-INTERSCIENCE.

[4] Julian J. Faraway (2006). Extending the Linear Model with R.
Chapman & Hall/CRC Taylor & Francis Group.

|5] Andrzej Galecki and Tomasz Burzykowski, (2013). Linear Mixed-
Effects Models Using R. Springer.

[6] Lang Wu (2010). Mixed Effects Models for Complex Data. CRC
Press Taylor & Francis Group A CHAPMAN & HALL BOOK.

|7] Douglas M. Bates (2010). Mixed-effects modeling with R. Springer.

[8] Juan Carlos Correa Morales y Juan Carlos Salazar Uribe, (2016).
Introduccién a los modelos mixtos. Universidad Nacional de Colombia.

[9] Roberto G. Gutierrez. Linear mixed models in STATA. StataCorp
LP.

[10] John Fox (2002). Linear mixed models. The web appendix contains
information about using S (R and S-PLUS).

[11] Douglas M. Bates (2011). Computational methods for mixed mo-
dels. University of Wisconsin.

[12] Alain F. Zuur, Elena N. Ieno (2009). Mixed effects models and
extensions in ecology with R. Springer.

[13] Montgomery, Douglas Peck, Elizabet (2006). Introduccion al ana-
lisis de regresion lineal / 3ed. Compaiiia editorial continental.

[14] Sanford Weisberg (2005). Applied linear regression/ 3ed. Wiley.

|15] Michael H. Kutner, Christopher J. Nachtshei, y John Neter (2005).
Applied linear statistical models/ 3ed. McGraw-Hill.

65



Apéndice A
Teorema de Gauss-Markov

Este teorema establece que el estimador 8 = (X'X)" !X’y , es 6ptimo
entre la familia de estimadores lineales e insesgados. Es decir, no es po-
sible encontrar otro estimador de 3 que siendo lineal e insesgado tenga
una varianza menor que el. Para demostrar este teorema, se considera
af= [(X'X)~1 X'+ Bly+by como otro estimador insesgado de 3, resul-
tado de un combinacion lineal de los datos. Donde, B es una matriz de
p X ny by un vector de constantes p x 1, que ajusta en forma adecuada
para formar el estimado alternativo.

Primero se ve la esperanza del estimador:

E(B) = E([(X'X)™* X" + Bly + bo)
= [(X'X)"' X' + B]E(y) + bo

= [(X'X)"'X'+ B] X + by

= (X'X)"'X'XB+ BXB + by

= [+ BXS + by,

de lo cual se deriva que 3 es insesgado siempre y cuando by = 0 y
BX =0.

Ahora se ve la varianza del estimador:

Var(B) = Var([(X'X)"1 X’ + Bly)

= [(X'X)"'X"+ BlVar(y)[(X' X)X’ + B)

= [(X'X)"' X'+ Blo*I[(X'X)"' X'+ B)

=o?[(X' X)X’ + B][X(X'X)"'X' + B

— ?[(X'X)"! + BB,

donde se observa que (BX) = X'B’ = 0, puesto que, BX = 0.
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Del cual sigue:

Var(l'3) = 'Var(B)l
=1'(o?[(X'X)"' + BB'))I
=o?l'(X'X)" 1+ o%I'BB'l
= Var(I'8) + oc2I'BBl,
siendo que BB’ es una matriz positiva definida o2’ BB’l > 0 y definiendo
I* = B'l:
p

BBl =1"1* = Zlfz > 0 para cierta | # 0.
i=1

Por lo tanto:

Var(l'8) > o®I'(X X")71,
con al menos una [ , tal que:

Var(l'8) > o?I'(XX") 711

Por lo anterior, el estimador 3, es el mejor estimador lineal insesgado.



Apéndice B

Minimos Cuadrados Generalizados (MCG)

Es una técnica aplicada con gran frecuencia para la estimacion de los
parametros desconocidos en un modelo de regresiéon lineal. Es aplica-
da cuando se tiene heterocedasticidad (varianzas desiguales) o cuando
existe un cierto grado de correlacion entre las observaciones. En otras
palabras, este método consiste en transformar un modelo con hetero-
cedasticidad en otro con varianza constante, de forma que al aplicarle
a este tltimo el método de minimos cuadrados ordinarios (MCO) se
obtenga un estimador lineal, insesgado y 6ptimo.

Partiendo del modelo de regresion lineal en forma matricial:

Y =XB+e¢,
en donde,
U1 €1 11 X221 ... Tkl p1
Y2 €9 12 X222 ... Tk2 B2
Y=1| . [5e=] . |;X= . .. .o sB=1 . |,
Yn En Tin T2n .. Tkn Bk

con E[e] =0y Var[e] = Elee] = a?V.

Dado que V es una matriz simétrica definida positiva puede ser facto-
rizada como V = K K’, con la siguiente propiedad K’ = K~ 1.

Si se estima el parametro 8 por minimos cuadrados ordinarios (MCO)
el estimador dado por B = (X’X)7' X’y no sera 6ptimo. Es por esta
razén, que se considera la siguiente transformaciéon, premultiplicando
cada uno de los componentes del modelo por K~

Y* =K7Y,

X*=K'X
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5. MINIMOS CUADRADOS GENERALIZADOS (MCG) 69
e = K le.

Entonces el modelo tranformado es:

Y* :X*ﬁ+€*7

el cual cumple con los supuestos basicos del Teorema de Gauss-Markov,
es decir:

= El modelo es lineal, dado que Y*es funcion lineal de (.

= X* es una matriz de rango completo, rango(X*) = k.

= E[e*] =0, ya que E[¢*] = E[K'¢] = K~'E[¢] = 0.

« Varle*] = Elg*e”]
=E[K 'e(K1e)]
=E[K lee’ (K~ 1)’]
= K 'Ele’|(K)!

Kflo.Qv(Ka)fl

o’ K'W(K)™!

= KKK/ (K)™!

=o0?]]

= o?].

Siendo asi, el estimador de minimos cuadrados generalizados, es de-
cir, el estimador de minimos cuadrados ordinarios de 3 en el modelo
transformado esta dado por:

BMCG = (X*/X*)X*,y*

= (K7'X)(K71X) (K X) (K y)

= (X'(K)/(K~H)X))HX (K (K y)
= (X’V‘lX)‘l(X’V‘ly).

Con las siguientes propiedades:

1. El estimador es insesgado
ElBuce] = E[(X'V X)XV ly)]
= E[(X’V‘lX)_l(X’V_l(XB +¢))]
=E[(X'VIX)"(X'VIX)8+ (X'VIX) X'V 1e)
=E[I8+ (X'V1X)"{(X'V1e)]
=E[B + (X'VIX)"H(X'Ve)]
g[ J+ (XVHX)THX'VTHE[]
=p.
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» Con matriz de varianza y covarianza ) )
Var[Buce] = E[(Buce — E(Buca))(Buce — E(Buca))']
— E{(Bsoe — B)(Brroa — B
=E[(X'VIX) X'V 1) ((X'VIX) X'V Le)
=E[(X'V X)XV e VX (X'VIX)T
= (X'VAX) I X'V Ee[VIX(X'VIX)!
= (X'VIAX) X'V I2VVIIX (X' VX))
=2 X'VIX)IX'VIVVIIX(X'VIX) !
= X'VIX)IXIX(X'VIX)!
o (X'VX)
2X'VIX)L

o
=0



Apéndice C

Listado de variables en el modelo

LABORALES
| Variable | Categoria
jpea 1= Ocupada, 2= Desempleada y 3=Poblacién econdémicamente activa
cyafore 0=Noy 1=S5i
cyaguin 0= Noy 1= Si
cyuplab 0=Noy 1=5i
jafore 0= Noy 1= Si
jaguin 0= Noy 1= Si
juplab 0= Noy 1= Si
SOCIODEMOGRAFICAS
| Variable | Categoria |
jaesc [0,23]

jsexo | 0= Mujer y 1= Hombre
CARACTERISTICAS DEL HOGAR

| Variable | Categoria |
iIc_cv 0= Si carencia y 1= Con carencia
ic_sbv 0= Si carencia y 1= Con carencia
combus2 mod | 1= Lena o carbon y 2= Gas, electricidad u otro combustible
tam_hog [1,9]
OTROS INGRESOS
| Variable | Categoria |

ayuotr 0= No y 1= Si
bengob 0= Noy 1= Si

remesas 0= Noy 1= Si

jubi 0= No y 1= Si

tenencia_viv | 0= No y 1= Si
OTRAS

| Variable [ Categoria |

1= Localidades con 100,000 o mas habitantes,
2= Localidades con 15,000 a 99,999 habitantes,

tamloc 3= Localidades con 2,500 a 14,999 habitantes y
4= Localidades con menos de 2,500 habitantes
0= Seguridad alimentaria ,

. .| 1=Inseguridad alimentaria leve,

ins_ali

2=Inseguridad alimentaria moderada y
J3=Inseguridad alimentaria severa
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Apéndice D

Resultados omitiendo valores atipicos

En el ejercicio original se decidi6 mantener en el ingreso las observacio-
nes con un valor que no parece corresponder con el resto de los valores
en el grupo de datos, ya que no se puede corroborar que estos valo-
res atipicos se deben a un error al construir la base de datos o en la
medicion de la variable. Eliminarlos podria no ser la solucion ya que
puede modificar las inferencias que se realicen, debido a que introduce
un sesgo, a que disminuye el tamanio muestral y a que puede afectar
tanto a la distribucion como a las varianzas. Es decir, la variabilidad
(diferencias en el comportamiento de un fenémeno) debe explicarse no
eliminarse.

Por otro lado, este tipo de datos pueden generar més influencia que
los demas en los célculos, razén por la cual, se presenta el ejercicio sin
valores atipicos en el ingreso.

D.1. Analisis exploratorio de la variable ingreso

La variable a estimar, es el ingreso corriente total per capita en escala
logaritmica (Inictpc). Con la finalidad de identificar de la manera mas
sencilla los valores atipicos, se presenta la figura D.1.1, donde los puntos
color rosa representan a las observaciones que se encuentran lejanas del
grupo de observaciones, datos son los valores atipicos que se eliminaran
de la base.

= Ajuste de modelo y significancia del efecto aleatorio:

Una vez que los datos atipicos fueron excluidos de la base (389 de 6,924
observaciones), se ajusta el primer modelo («modelo 1»), de la misma
manera que en la seccion 3.4.

En seguida se muestra la salida generada por STATA, en la primer
tabla se observan los valores estimados para los efectos fijos, mientras
que, en la segunda tabla se observa que el estadistico de la prueba de
razon de verosimilitud resulta significativo ( p — value < .05 ), por lo
que se conserva el efecto aleatorio.
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Ficura D.1.1. Diagrama de caja del ingreso a escala logaritmica.
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» Significancia de los efectos fijos:

En este paso, por medio de la prueba del estadistico de Wald (como se
realizo en la seccion 3.4) las variables, jafore, ic_sbv y cyuplab resultan

no signicativas. Siendo asi, se eliminan y se llega a la construccion del
«modelo 2».
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= Criterios de informacion:

El «modelo 2» como se puede ver en las salidas de STATA, ajusta mejor
a los datos al tener un AIC y un BIC maés pequeno.

Para el «modelo 1»:

Lkaike's information criterion and Bayesian information criteriomn

D.2. Verificacién de supuestos

Para verificar el supuesto de normalidad se muestra en la figura D.2.1
el grafico de probabilidad normal, con el cual se puede determinar que
los residuos efectivamente siguen una distribucién normal, ya que se
ubican alrededor de la recta normal. Asimismo, en la figura D.2.2, el
grafico de dispersion de los residuos estandarizados muestran alginos
valores atipicos, sin embargo, existe una fuerte relacion lineal con los
efectos fijos.

Por 1itimo, en la figura D.2.3 se muestra una distribucion de los residuos
homogénea en todas las entidades y destaca Aguascalientes por ser la
entidad con menos valores atipicos.

D.3. Resultados

En el diagrama de dispersion que se presenta en la figura D.3.1 entre
los valores reales y los valores estimados (ambos en escala logaritmica)
se puede observar que el modelo subestima el «Inictpcy», no obstante
existe una relacion positiva entre el valor observado y el estimado, por
lo que el modelo ajusto de manera correcta a los datos.
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Ficura D.2.1. Gréfica de probabilidad normal de los residuos estandarizados.
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FiGuraA D.2.2. Gréfica de dispersion, residuos estandarizados vs
Inictpc estimado.



D.4. CONCLUSIONES 7

L]
L]
= - . .
: *
: . i ;
& I F
w
G o
L]
M
P
[
=
-
X
w
Do o
w
o
=
o
wn
15}
o
o]
1
S | S
i *
4 *
= _|
1
Aguascalientes Coahuila Jalisco Muevo Ledn

FicUura D.2.3. Diagrama de caja de los residuos estandarizados
segun entidad.

Para finalizar, respecto a la figura D.3.2 y D.3.3 se puede observar
nuevamente y confirmar que el ingreso estimado esta por debajo del
observado, es decir, el modelo subestima y no capta el rango de valores
que toma el «Inictpey.

D.4. Conclusiones

El efecto aleatorio result6 significativo, tanto para el «modelo 1» que
contempla el total de variables predictoras, como para el «modelo 2%
que solamente incluye las variables con efectos fijos significativos (ver
seccion D.1). Lo anterior y la sospecha de falta de independencia entre
las observaciones, es la razon por la que se aplic6 un modelo lineal mixto
(MLM) de dos niveles, donde el nivel uno corresponde a los hogares y
el nivel dos a las entidades.

La seleccion del mejor modelo se realiz6 mediante los criterios de in-
formacion AIC y BIC, resultando ganador el «modelo 2», no se omite
senalar, que ambos modelos son alternativas eficientes para la estima-
cion del ingreso.

Acerca de los resultados, se observa que existe una fuerte relacion po-
sitiva entre el ingreso observado y el estimado, lo cudl implica que el
modelo lineal mixto de dos niveles se aplico de manera correcta.
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Ficgura D.3.1. Diagrama de dispersién. Inictpc vs lnictpc estimado.
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Ficura D.3.2. Diagrama de caja. Inictpc e lnictpc estimado.
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FicguraA D.3.3. Diagrama de caja. Inictpc e lnictpc estimado por entidad.

Por tltimo y a efectos de mejora se sugiere la construccion de nuevas
variables y la incorporacion de un mayor ntimero de variables predicto-
ras esto apoyaria a predecir de manera mas exacta la realidad, puesto
que el modelo propuesto subestima el ingreso.



Apéndice E

Cobdigo en STATA, con valores atipicos

set more off
clear
cap clear

gl varscompletas "jpea cyafore cyaguin cyuplab jafore jaguin juplab jaesc jsexo
ic_cvic_sbv combus2 mod tam_hog tamloc ins_ali ayuotr bengob remesas jubi
tenencia_ viv"

gl varscateg "jpea cyafore cyaguin cyuplab jafore jaguin juplab jsexo ic_cv ic_sbv
combus2 _mod tamloc ins_ali ayuotr bengob remesas jubi tenencia_ viv"
kR R KRR KRR R KRR R Rk K

*** Almaceno las entidades de mi interes***

Sk >k sk ok sk sk sk sk ok sk sk skosk sk sk sk skosk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk sk skook sk sk skok sk sk sk skokskk

foreach x in rur urb {

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases coneval\
mcsldhog reg ‘x’01.dta" | clear

drop ent

rename ent2 ent

keep if ent=="05" || ent=="19"

save "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsldhog reg ‘x’0l.dta" , replace

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases coneval\
mcsl4hog reg ‘x’02.dta" , clear

drop ent

rename ent2 ent

keep if ent=="14"

save "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsldhog reg ‘x’02.dta" , replace

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases coneval\
mcsldhog reg ‘x’03.dta" , clear

drop ent

rename ent2 ent

keep if ent=="01"

save "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
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mcsl4hog reg ‘x’03.dta" , replace

}

Skokook ok ok ok ok ok ok kok ko okok sk skok sk ok kokok kskok ok kokkok ko

***Union de bases segiin rururb***

FAAAFAA A AFA A AR K FA A FFAF KK

foreach x in rur urb {

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg ‘x’01.dta" | clear

append using "C:\Users\scarbajal\Dropbox\Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases ge-
neradas)

mcsldhog reg ‘x’02.dta"

append using "C:\Users\scarbajal\Dropbox\Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases ge-
neradas\

mcsl4hog reg ‘x’03.dta"

save "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg ‘x’.dta", replace

erase "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\ Aplicacion\Bases generadas\
mcsldhog reg ‘x’0l.dta"

erase "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsldhog reg x’02.dta"

erase "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\ Aplicacion\Bases generadas\
mcsldhog reg x’03.dta"

}

>k 3k ok >k 3k ok ok >k ok %k ok %k ok sk ok sk ok ok >k ok kok kok kokoskokskokk kok >k

***Genero base tnica de interes***

Fk kR R R R R Rk

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg rur.dta"

append using "C:\Users\scarbajal\Dropbox\Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases ge-
neradas\

mcsl4hog reg urb.dta"

save "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg6.dta", replace

erase "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg rur.dta”

erase "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg urb.dta"
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>k 3k 3k >k 3k 3k ok >k 5k >k 5k %k 3k 5k ok sk >k sk k sk sk sk k ok >k

**k Andlisis de datos***

Sk >k >k ok sk sk >k sk ok sk sk skook sk sk sk skosk sk skoskokosk kk

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog regb6.dta", clear

gen nom__ent="Aguascalientes"

replace nom ent—"Coahuila" if ent—="05"
replace nom ent—"Jalisco" if ent——"14"
replace nom__ent="Nuevo Leén" if ent=="19"

sum Inictpc

histogram Inictpc

histogram ictpc

pwceorr Inictpc ${varscompletas}

foreach x in $varscateg {

graph box Inictpe , over(${varscateg})

graph export "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\ Tesis_ Sheila_ Carbajal\
Imagenes\diag caja_${varscateg}.png", as(png) replace

}

twoway (scatter jaesc lnictpc, sort)

graph export "C:\ Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\ Tesis_ Sheila Carbajal\
Imagenes\disper jaes.png", as(png) replace

twoway (scatter tam_hog Inictpc, sort)

graph export "C:\Users\scarbajal\ Dropbox' Tesis\Mi tesis\ Tesis _Sheila_Carbajal\
Imagenes\disper tamhog.png", as(png) replace

>k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 3k >k 5k 3k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 3k >k 5k 3k 5k ok >k ok >k 5k >k sk >k 5k 5k ok 3k 3k 3k >k sk >k sk >k ok sk ok ok ok kok sk kk >k

***Modelo Lineal mixto con una intercepcién aleatoria***

Sk sk sk sk ok sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk sk skesk sk sk skosk skeskeskosk skskoskosk skskskk kskk
#delimit;

*Modelo inicial: modelo 1%;

xi:xtmixed lnictpc i.jpea i.cyafore i.cyaguin i.cyuplab i.jafore i.jaguin i.juplab jaesc
i.jsexo i.ic_cviic_sbv i.combus2 mod

tam_hog i.tamloc i.ins_ali i.ayuotr i.bengob i.remesas i.jubi i.tenencia_viv || ent
:, covariance(identity) variance;

#delimit cr

*Criterios de informacion AIC y BIC*

estat ic

*Prueba de significancia de los efectos fijos*
test Itenencia 3 Ttenencia 2

test Itamloc 4 Itamloc 3 Itamloc 2
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test Iremesas 1

test Ijuplab 1

test Tjubi 1

test Ijsexo 1

test Ijpea 3 Ijpea 2

test Ijaguin 1

test _Ijafore 1

test lins ali 3 Iins ali 2 Iins ali 1
test lic_sbv 1

test lic cv_1

test Icyuplab 1

test Icyaguin 1

test Icyafore 1

test Icombus2 m 2

test _Ibengob 1

test Iayuotr 1

test jaesc

test tam_hog

#delimit;

*Nuevo modelo con reducciéon en los efectos fijos: modelo 2%;

xi:xtmixed Inictpc i.jpea i.cyafore i.cyaguin i.jaguin i.juplab jaesc i.jsexo i.ic_cv
i.combus2 mod tam hog i.tamloc i.ins_ali

i.ayuotr i.remesas i.jubi i.tenencia_viv || ent :, covariance(identity) variance;
#delimit cr

*Criterios de informacion AIC y BIC*

estat ic

*Estimaciones*

predict double Ictpce _estimado, fitted

*Analisis de residual estandarizado*

predict double res_est, rstandard

pnorm res_ est

twoway (scatter res_est lctpc estimado)

graph box res_est, over(nom _ ent)

*Analisis de Resultados*

twoway (scatter Inictpe letpe estimado)

twoway (lfit lnictpc letpe estimado)(scatter Inictpe letpe  estimado)
graph box Inictpc letpe _estimado

graph box Inictpc lctpe _estimado , over(nom _ent)



Apéndice F

Codigo en STATA, sin valores atipicos

set more off
clear

cap clear
ook kR Rk kK kKRR R Rk K

*** Anélisis de datos™**

3k >k 3k ok ok ok >k ok ok ok ok kook ok sk kokok ok skokokok kok

use "C:\Users\scarbajal\Dropbox\ Tesis\Mi tesis\Aplicacion\Bases generadas\
mcsl4hog reg6.dta", clear

gen nom__ent="Aguascalientes"

replace nom ent—"Coahuila" if ent—="05"
replace nom ent="Jalisco" if ent=="14"
replace nom _ent="Nuevo Leon" if ent=="19"

sum Inictpc

graph box Inictpc
drop if Inictpc<6.5
drop if Inictpc>10
graph box Inictpc

>k 3k 3k >k 3k >k 3k >k 5k >k 5k 3k ok 3k 5k 3k >k 3k >k 5k >k 5k 3k ok k ok ok >k 3k >k sk %k ok ok ok sk ok ok ok sk ok sk Kok kok sk ko skokk kk >k

***Modelo Lineal mixto con una intercepcién aleatoria®™**
ok ko ook sk ko ok sk ok sk sk koo koo ok sk sk ko ko skokok ok
#delimit;

*Modelo inicial: modelo 1%;

xi:xtmixed lnictpc i.jpea i.cyafore i.cyaguin i.cyuplab i.jafore i.jaguin i.juplab jaesc
i.jsexo iic_cviic_sbv i.combus2 mod

tam_hog i.tamloc i.ins_ali i.ayuotr i.bengob i.remesas i.jubi i.tenencia viv || ent
:, covariance(identity) variance;

#delimit cr

*Criterios de informacion AIC y BIC*

estat ic

*Prueba de significancia de los efectos fijos™
test Itenencia 3 Ttenencia 2

test Itamloc 4 Itamloc 3 Itamloc 2

84
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test Iremesas 1

test Ijuplab 1

test Tjubi 1

test Ijsexo 1

test Ijpea 3 Ijpea 2

test Ijaguin 1

test _Ijafore 1

test lins ali 3 Iins ali 2 Iins ali 1
test lic_sbv 1

test lic_cv_1

test Icyuplab 1

test Icyaguin 1

test Icyafore 1

test Icombus2 m 2

test _Ibengob 1

test Iayuotr 1

test jaesc

test tam_hog

#delimit;

*Nuevo modelo con reducciéon en los efectos fijos: modelo 2%;

xi:xtmixed Inictpc i.jpea i.cyafore i.cyaguin i.jaguin i.juplab jaesc i.jsexo i.ic_cv
i.combus2 mod tam hog i.tamloc i.ins_ali

i.ayuotr i.bengob i.remesas i.jubi i.tenencia_viv || ent :, covariance(identity) va-
riance;

#delimit cr

*Criterios de informacion AIC y BIC*
estat ic

*Estimaciones™

predict double lctpc_estimado, fitted
*Analisis de residual estandarizado*
predict double res est, rstandard

pnorm res_ est

twoway (scatter res_est lctpc _estimado)
graph box res_est, over(nom _ ent)
*Analisis de Resultados*

twoway (scatter lnictpc lctpe estimado)
twoway (lfit Inictpc letpe estimado)(scatter Inictpe lctpe estimado)
graph box Inictpc letpe _estimado

graph box Inictpc letpe estimado , over(nom _ent)
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