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Introduccion

A ciencia cierta no se sabe la fecha exacta del inicio de las matematicas financieras, tanto
que se podria definir como un tiempo inmemorial, pero de lo que si se tiene conocimiento es
que alrededor del ano 1500 a.C la aritmética comercial estaba ya bien definida, periodo en el
cual se sabe que la civilizacién egipcia estaba constituida sélidamente y del ejercicio de sus
transacciones comerciales, sin embargo es imposible conocer los conceptos fundamentales en
los que se basaba, sea el caso del interés, simplemente se sabe que fue introducido cuando
alguna persona dedujo que si a alguien se le habia prestado dinero, él deberia de recibir una
compensacién por el tiempo en que tardaran en finiquitar el préstamo.

Retomando periodos muy antiguos como a.C y d.C es importante hacer mencién que
los fenicios, griegos, y romanos negociaban contratos con clausulas del tipo opcién sobre las
mercancias que trasportaban en sus naves. El ejemplo que da Katz (1990) en donde describe
un breve relato de la ganancia que tuvo el filésofo, mateméatico Thales, quien invirtiendo en
opciones sobre las aceitunas basdndose en suposiciones y/o conocimientos anticipados sobre las
cosechas se hizo de este beneficio. Y es asi que navegando sobre esta anécdota y otras similares
podriamos encontrar vestigios de senales del surgimiento de los mercados financieros, pero, en
la obra titulada Confusion de confusiones, de José de la Vega hace referencia al primer mercado
organizado en el siglo XVII ubicado en Holanda donde se hacian contratos en opciones y
forwards sobre las acciones de la compaiifa de las Indias Orientales. Y asi para comienzos del
siglo XVIII Inglaterra ya comenzaba a operar con las acciones de las companias principales
para esa época, es importante mencionar que por ese entonces el mercado de las opciones y
forwards se consideraba ilegal ya que por una excesiva especulacién propiciaba la caida de las
acciones. Ya fue por el siglo XX que las operaciones comenzaban a ser permitidas, aunque
muchas de ellas se seguian realizando de una manera clandestina.

La aparicién de los mercados organizados surge el 26 de abril de 1973 que es la fecha en
que comienza a operar el Chicago Board Options Exchange (CBOE) y desde esa fecha al dia
de hoy paises con una economia emergente y los de primer mundo principalmente negocian
una amplia gama de activos financieros y no financieros.

En estas dos ultimas décadas la valoraciéon de estos activos ha tenido un gran impulso
de manera rapida, profunda y continua en la la industria de las inversiones, y esto se debe
principalmente a nuevas estrategias de valuacién de activos financieros gracias a los siste-
mas informéticos, sistemas de telecomunicaciones, y avances en la teoria de las matemaéticas
financieras. Donde gran parte de esta ltima cuestién se tratara en los siguientes capitulos.
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Es prioritario mencionar que muchos principios basicos siguen siendo importantes, en el
capitulo 1 se abordaran estos, ya que se consideran importantes en cuanto a sus implicaciones
en la construccién de estrategias de inversién a través de modelos matematicos. Lo cual
conlleva que en el capitulo 2 se revise uno de estos modelos, el modelo binomial con base en
la hipdtesis de que los precios de las acciones se pueden mover sélo hasta dos valores futuros
durante periodos cortos de tiempo. Aunque el modelo binomial es sumamente dindmico, en
la actualidad requiere de sistemas computacionales para que sus aproximaciones resulten
practicas al momento de la toma de decisiones. Entonces seria bastante practico tener una
formula de valoracién de opciones, que ayudara a reducir el largo algoritmo en la aplicacién
en un modelo binomial, de hecho, esta formula se puede deducir si se toman al menos dos
hipotesis, es decir, un tipo de interés sin riesgo y que la volatilidad del precio del activo
subyacente sea constante durante el periodo de vida de la opcién. Durante anos los especialistas
financieros estuvieron en la busqueda de dicha férmula para la valoracién de opciones, hasta
que Black y Scholes (1973) y Merton (1973) dedujeron una férmula, que hoy en dia es bastante
utilizada por los especialistas en mercados financieros, en el capitulo 3 se deducira esta férmula,
concluyendo con una propuesta a mejorar la sensibilidad de resultado de dicho modelo a través
del célculo fraccionario y de igual manera para otros modelos financieros, como es la valuacion
de un bono.

Por otro lado, asi como en el contexto global, de igual manera el mercado financiero
mexicano tiene una larga historia, remontando a la época prehispanica en el siglo XVI se
podria considerar como los origenes de un mercado de intercambio de valores, no formalmente
financiero, ya que el dinero no existia y no habia reglas formales de operacion, la adquisicion
de los productos como el oro, plumas, y otros era a través de lo que se denominaba el trueque
considerandose el cacao como lo méas asemejado a un efectivo circulante. Para virreinato en
México uno de los sucesos mas importantes es la creacion de la Casa de Moneda de Mézico
donde se comienzan a acunar las primeras monedas en la Nueva Espana la creacion del Monte
de Piedad de Animas y el Banco de San Carlos estas dos ultimas instituciones creadas por
Espaifia con el fin de fomentar el comercio y obtener un mayor crecimiento econémico. Una vez
terminada la época de la colonia, da comienzo para la época independiente la cual permitio la
reestructuraciéon de todo el sistema gubernamental, constituyendo y/o dando pie a operaciones
al Banco de Amortizacién de la Moneda de Cobre, la Caja de Ahorros del Nacional Monte
de Piedad, el Banco de Londres, Banco Nacional Mexicano, la fundacién la Bolsa de Valores
de México (1908). Y para la época moderna los sucesos mas importantes para el mercado
financiero mexicano se podrian resumir en la creacion de los petrobonos, los cuales permiten
financiar a PEMEX, el Impuesto al Valor Agregado, se emiten los Pagarés de la Tesoreria de
la Federacion, y la nacionalizacién de la banca. Hoy en dia se dice que el sistema financiero es
un conjunto de organismos e instituciones que generan, captan, administran, dirigen ahorro,
inversién y financiamiento dentro de un marco normativo.



Capitulo 1

Los mercados financieros un modelo
matematico y su ensenanza.

Una pregunta que uno se podria hacer al estar trabajando en los mercados financieros
seria, cudles son las matematicas que se requieren para trabajar en esta area, y esto con el
fin de tener alguna certeza de poder entender la evolucién de los precios. Y es por esto que
en el siguiente capitulo se comenzara con una descripcién de las leyes y principios basicos
que rigen dentro de los mercados financieros, asi como las mateméticas relacionadas con los
cambios cuantitativos que se producen al mover los capitales a través del tiempo, mientras
que de manera paralela se irdn introduciendo los conceptos y convenciones mas habituales
dentro de los mercados financieros.

1.1. Leyes financieras vistas como funciones matematicas.

Se entendera como fenédmeno financiero a todo aquel intercambio de bienes econémicos
a través del tiempo. Fijando valor de dichos bienes econdémicos y de igual manera fijar el
momento en que se posee, ya que con estas dos acciones intimamente relacionadas nos pone
en el contexto o entendimiento

Como resultado definamos capital financiero como el par (C,t) donde C sea la cantidad
de capital en RT y ¢ como el tiempo al momento del vencimiento. Graficamente lo podemos
representar como en la figura 1.1.

A una operacién financiera la llamamos la accién de cambio de un capital o un conjunto
de estos, por otro(s) a través del tiempo.
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(C,1)

Figura 1.1: Representacion del capital financiero

1.2. Principio de sustitucién o proyeccién financiera.

Como vimos en el punto anterior los capitales financieros estdn definidos como pares de
cantidades econdémicas en un instante de tiempo. Entonces, algo natural seria la comparacién
entre capitales. Supongamos que tenemos dos capitales financieros (C,t) y (C’,t') en donde
t =t aqui escogeremos al que tenga mayor valor, es decir, C' > C’ entonces se escoge a (C, t)
en vez de (C',t'). Ahora bien, si C = C’ preferiremos al que tenga una disposicién més pronta.
Para poder tener un criterio de comparacion entre capitales de una manera indirecta haremos
uso del principio de sustitucién o proyeccion financiera, y consistird en valorar a los capitales
en un determinado tiempo ¢, el cual denotaremos con la letra ”p”. Entonces decimos que para
(C,t) obtendremos el valor V' del capital sustituyéndolo en p, sea parat > p o t < p. Es decir:

V' = Proy,(C,1).

Sean dos capitales (C,t) y (C’,t') diremos que son equivalentes en p si sus proyecciones
son iguales, es decir:

[(C,)p(C",t")] = [Proy,(C,t) = Proy,(C', t')].
Cumpliendo con las propiedades:

» Reflexiva: Para cada (C,t) en el espacio se cumple que (C,t)p(C, ).
» Simétrica: Si ocurre que (C,t)p(C’, '), entonces se cumple que (C',t')p(C,t).
» Transitiva: Si se tiene que (C,t)p(C’,t") y (C',¢)p(C",t"), entonces (C,t)p(C”,t").

1.3. Leyes Financieras.

Las leyes financieras las podemos clasificar principalmente en dos grupos, que més ade-
lante veremos a detalle sus propiedades. Las llamadas Leyes de Capitalizacién (simple y
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C

0 t t p
Figura 1.2: Proyeccién de capitales

compuesta) y Leyes de Descuento(simple comercial, simple racional, compuesto). Estas le-
yes nos permitirdn comparar capitales financieros haciendo la proyeccién de estos en distintos
instantes de tiempo. Ademds de que obtendremos el valor V' en p teniendo un par (C,t) y a
la cual la definiremos como una funcién matemaética, también llamada Ley Financiera.

V = f(C,t,p) = Proy,(C,1).
1.3.1. Ley financiera de capitalizacién.
Definicién 1.1 Si t < p, entonces se dice que el valor V es la proyeccién o resultado de
capitalizar hasta p, es decir, el valor obtenido de capitalizar (C,t) en p.
V = L(C,t,p).
1.3.2. Ley financiera de descuento.
Definiciéon 1.2 Sit > p, entonces se dice que el valor V es el descuento o valor actualizado

(C,1).

V =A(C,t,p).
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V =L(C,t,p)

p

S R

Figura 1.3: Ley financiera de capitalizaciéon

’B______
F P

Figura 1.4: Ley financiera de descuento

1.4. Leyes financieras y sus aplicaciones a los mercados finan-
cieros.

Como vimos en el punto anterior 1.3 una ley es una funcién que nos permite hacer una pro-
yeccién p en un instante de tiempo t a otro instante distinto s. En la practica, las operaciones
financieras estdn clasificadas de la siguiente manera:

Capitalizacion simple
Leyes de capitalizacién { Capitalizaciéon compuesta
Capitalizaciéon continua

Descuento simple comercial
Leyes de descuento ¢ Descuento simple racional
Descuento compuesto

Ley financiera de capitalizacion simple. La ley financiera de capitalizacion simple
se caracteriza porque los intereses son directamente proporcionales en un periodo cualquiera
a la duracién de este y al valor del capital inicial. Y por lo regular es la que se utiliza cuando

4
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las operaciones financieras son inferiores a un ano.

Ley financiera de capitalizaciéon compuesta. La ley de capitalizacién compuesta se
caracteriza porque los intereses de un periodo se acumulan al capital en el periodo siguiente.
Esta ley generalmente se utiliza en proyecciones financieras mayores a un ano. La capitaliza-
cién compuesta es un proceso en la cual se van acumulando los intereses al capital para asi
producir de una manera conjunta nuevos intereses en una operacién de n periodos. Como el
tanto de interés ¢ representa los intereses producidos por una u.m (unidad monetaria) en un
ano, es decir, al terminar el primer periodo se transforma en (1 + 1) pasando a capitalizar-
se esta cantidad y no sélo la unidad inicial, por lo tanto cuando finalice el segundo periodo
tendremos

Cy=(1411)(1+12)

y asi sucesivamente, generalizando se obtiene:

Cr=Cx(141i1)x(Q+iz) X ... x (1 +1ip) =C(1+1)".

Indistintamente de la Ley Financiera que utilicemos, los intereses generados los obtendre-
mos de la diferencia entre el capital final y el inicial, por lo tanto, se puede deducir que:

Cr=C+1
I=Cp-C
I=C(1+i)"-C
I=Cl(1+9)" —1]
I=Cp—-C=C(1x)"-C=C[1+9)"—1].

Ley financiera de capitalizacién continua. La ley de capitalizacién continua se ca-
racteriza porque los intereses se capitalizan a cada instante. Esta ley por ejemplo, se utiliza
en modelos de valuacién de opciones, como en el modelo de Black and Scholes. Con base a
la ley anterior se habra notado que, si la tasa de interés capitalizable se mantiene constante,
pero la capitalizaciéon es cada vez més frecuente tendiendo a infinito, el monto compuesto
también creceria, esto llevaria a pensar casi de inmediato que el valor final creceria sin limite
cuando en cierto tiempo la frecuencia con las que se capitaliza el interés tendieran a infinito,
pero esto no es asi. Considerando el caso en donde ¢ es la tasa de interés anual capitalizable
m veces en un ano, sea C' el capital inicial, entonces el monto compuesto al final de ¢ anos
sera:

Vi=C(1+—)". (1.1)
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donde:
i
— es la tasa de interés por periodo de capitalizaciéon y nt el nimero total de periodos de

n
capitalizacién en ¢ anos.

Sea v = —, entonces n = vi en 1.1 puede escribirse como:
1

V= CO(1 4 2t
v
(6]
1 vt
vy =Cl(1+ )"

Por lo tanto, la capitalizacién continua se obtiene cuando el ntimero de periodos de ca-
pitalizaciéon aumenta en forma indefinida, es decir, n — oco. Si n tiende a infinito, entonces,
v también tiende a infinito. Por lo tanto, el valor final V}, cuando el interés se capitaliza
continuamente, estd dado por:

1. . 1. .. 1.,
Vi = lim C[(1+ ;)“]” =C lim [(1+ =)"]" = C[lim (1 + ;)v]zt

V00 V00 v V—00

1 .
como lim (1+ =)” = e. Entonces se tiene que V; = Pe.
V—00 v

Otra manera de entender este resultado del interés continuo es verlo como una variacién
de capital, lldmese dS con respecto al tiempo ¢, es decir, g que es proporcional al capital

dP dP
. _ip :
que se invierta o alS = g 1P donde

= ¢ =tasa

= (o = proporcién

d .
resolviendo la ecuacion F 1P con t = 0, P = P, condicién inicial. Por separacién de

variables.

dP dP :
5= 1dt, integrando /P = /z’dt, In| P |=it+ c, despejando P, P = €T entonces

poniendo en funcién del tiempo se tiene P(t) = e'e¢ =
P(t) = e'k. (1.2)

Para encontrar k con la condicién inicial donde en t( se invierte un Fy. Entonces, P(0) = P,
sustituyendo en 1.2 se tiene Py = ek . k= P,.

Se tiene entonces que P(t) = Pye' es la ecuacién que da el monto de la inversién en
cualquier tiempo t.
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Ley financiera de descuento simple comercial. Esta ley se caracteriza porque los
descuentos son proporcionales al capital inicial en el plazo de descuento, es decir,

A(n)=1—-d xn,

donde d! es el descuento aplicado, de manera general y excepto en capitales no unitarios
tenemos:

C = CF(l —d X n)
despejando, para obtener la tasa de descuento

,_Cr-C
_CFXTL‘

El monto del descuento se obtendria restando al capital final el capital inicial, es decir,

DZCF—CICF—CF(l—an):CFXan.

Ley financiera de descuento simple racional. Esta ley es la reciproca de la capita-
lizacion simple. Teniendo que:

1
A =
") =1 n
de forma general
C
c=—r
14+ixn
Y para obtener el monto de descuento
C F 1XMn
D=Crp-C=Cp——F—=Cp——7
F T 1%ixn Titixn

Mencionadas las dos leyes de descuento (simple comercial y simple racional) podemos
verificar dependiendo de si la medida se toma sobre el capital inicial, capital descontado (tipo
de interés) o sobre el capital final (tasa de descuento), entonces estaremos hablando sobre
descuento racional o descuento comercial.

Ya que ambos descuentos son la misma cosa podemos obtener la relacién entre la tasa de
descuento y el tipo de interés

'A la diferencia entre capital final y capital inicial se le conoce como descuento. Al resultado de dividir el
descuento por el capital final y por el tiempo de la operacién se le conoce como la tasa de descuento.

7
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I XN 7 . d

C d —Cp—"" S=—" =
e St leixn l1+2xn ! 1—-dxn

Ley financiera de descuento compuesto. Esta ley es similar al de la capitalizacién
compuesta y opera de tal forma que el capital descontado después de un periodo pasa a ser
el efectivo a descontar en el periodo siguiente. Aplicindose para operaciones que apliquen su
renovacién superior a un ano.

Supongamos una unidad monetaria (u.m) descontada un periodo con una tasa de descuento
d teniendo entonces (1 — d) y asi el siguiente periodo y continuando con esa misma tasa,
tendremos (1 — d)(1 — d) y asi sucesivamente hasta obtener

A(n) = (1 - d)"

de forma general

C = Cp(l—d)"

Y dado el monto del descuento por:

Do =Cp—C=Cp—Cp(l—d)" =Cp[l — (1—d)"]

1.5. Las rentas y sus aplicaciones a los mercados financieros.

En el estudio de las finanzas serd importante conocer el valor temporal del dinero, el saber
evaluar cualquier renta para cualquier instante de tiempo, es lo que se podria considerar
como la esencia de las finanzas. Entendiéndose que una renta es una sucesién de pagos o de
cobros periddicos, es decir, una distribucion de capitales en el tiempo. Entonces asumiendo
que tenemos que encontrar un valor de la renta en un instante de tiempo dado, se determinara
el valor presente como la actualizaciéon de todos los capitales C hasta el instante ¢t. El valor
final se obtendra de la integracién de todos los capitales hasta el instante final .

Dada la gran aplicacion de las rentas para este caso se clasificard en las siguientes por sus
aplicaciones a los mercados financieros:

1.- Teniendo en cuenta el vencimiento de los términos, clasificadas en rentas prepagables
aquellas en las que los vencimientos se producen al principio del intervalo, mientras que las
rentas pospagables son aquellas en la que los pagos o los cobros se realizan al final de cada
periodo.

2.- Las rentas temporales son las que tienen una duracién finita, mientras las rentas
perpetuas las que cuentan con un nimero infinito de periodos.
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3.- Rentas de interés constante son aquellas en las que se mantendra constante el
interés a lo largo de todo el periodo de tiempo y las de interés variable seran las que
modificaran el interés a lo largo de su periodo de existencia.

4.- Rentas ciertas, son aquellas en donde se conocen las variables que definen una renta
y por otro lado las rentas aleatorias en la que los flujos de capitales son inciertos.

1.6. Renta unitaria, temporal y pospagable.

Las rentas unitarias temporales y pospagables son aquellas en donde sus capitales son una
unidad monetaria finita y con flujos que se producen al final del periodo. Para calcular el valor
presente de este tipo de renta se descuenta hasta el instante inicial cada una de las u.m a un
tipo de interés ¢ obteniendo

VP=(1+d)" + 1+ 2+ 1+ 4+ + (1 +0)™

Podemos observar que el valor presente representa una progresiéon geométrica (finita) con
una razén (1 +4)~! un primer termino a; = (1 +1i)~! y n-esimo término a, = (1 + )",

teniendo la féormula de la suma y haciendo una sustitucion de los valores obtenemos para
progresiones geométricas

al—ap Xr
§=1 =
1—r

y después haciendo una sustitucién de los valores, obtenemos

14+t =141 +i) !

5= 1—(1+i) "

factorizando,

g I+ M1—1+49)™ A+ 1— 1+
B (144)" N i(144)t

1+

con lo que tenemos

-1+
- i

VP

Ahora bien; si capitalizan los términos de la renta al instante final y los sumamos obten-
dremos el valor final, es decir,

VE =1+ 1+ + 1+’ + 1+ + ... ++(1+0)" ",
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En donde podemos ver que igualmente es una progresiéon geométrica con el primer término
a1 = 1, un 1ltimo término a, = (1+ )"~ ! y con una razén (1 + i),

y de igual manera en la férmula
Gn X T —ay
r—1

sustituyendo tenemos que

1+t x (1+4)—1

5= (1+i)—1

y factorizando llegamos a

(1+i)—1

VF =

1.7. Conceptos probabilistas y estadisticos para los instrumen-
tos financieros.

Enfrentandose con una realidad compleja de modelar, como lo es la realidad econdémica,
la mejor forma que se tiene es a través de la modelacién matematica. Si bien estos modelos
aparte de que sirvan para representar un fenémeno, debe de igual manera permitir hacer
variaciones que den una simulacién lo mayor certeza posible de los resultados o predicciones.
Es por eso que se hara uso de conceptos de probabilidad y de estadistica que se emplean en
la teoria financiera para poder evaluar estos modelos matematicos con respecto al fenémeno
aleatorio que estemos estudiando, ya que la mayor parte de los elementos que componen a la
realidad econdmica son precisamente fendmenos de este tipo, es decir, fenémenos en los cuales
no es posible predecir con toda certeza su ocurrencia final.

1.7.1. Teoria de Probabilidad.

Definicién 1.3 Sigma dlgebra (o-élgebra). Sea X un conjunto no vacio, una clase no vacia
S C X se llama o-algebra de subconjuntos de X, si:

(1)
XesS

(ii)
EFeS=FE—-FeS

(iii) Si (Ey)nen es una sucesién de elementos de S, entonces:

G E,es.
n=1

10
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A la pareja (X, F') se le llama espacio medible y a los elementos de F se les llama eventos
o conjuntos medibles.

Teorema 1.4 Sea F' una familia no vacia de o-dlgebra de subconjuntos de X, entonces
NS|S € F esunao-dlgebra de subconjuntos de X .

Definiciéon 1.5 o-dlgebra generada. Sea F' una coleccién no vacia de subconjuntos de X.
La o-algebra generada por C, o(C), es la coleccién:

o(C)=({F|F
es o-algebra y C' C F'}.

Definicién 1.6 o-élgebra de Borel de R. Sea (X, T) un espacio topoldgico. La o-élgebra
de B generada por la topologia T se llama o-algebra de Borel. Si X = Ry t C P(R) es la
topologia usual de R, entonces a

BR =0 (T)

se le llama la o-dlgebra de Borel de R.

Definicion 1.7 Espacio medible.
Un espacio medible es una pareja (X, F') en la que X es un conjunto no vacio y F' es
una o-algebra de subconjuntos de X.

Definicién 1.8 Medida.
Sea (X, F') un espacio medible. Una medida en (X, F') es una funcién

n: X - R
con las siguientes propiedades:
(i) (@) =0
(ii) W(E) > 0, para cualquier £ € F

(iii) Si{E),} es una sucesion de elementos disjuntos entre si de F', entonces,

PL( U En) = Z u(En)
n=1 n=1

Definicion 1.9 Medida de probabilidad.
Sea (X, F') un espacio medible. Una medida de probabilidad es una funcién P:F — [0, 1]
que satisface:

(i) P(z) =1

(ii) P(A) > 0, para cualquier A € F

11
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(iii) Si Ay, Ag, ... € F son ajenos dos a dos, es decir, A, N A, = & para n # m, entonces,

o0

P(|J An) =D P(A4n).
n=1 n=1

Definiciéon 1.10 Espacio de medida.
Un espacio de medida es una terna (X, F, u), en donde (X, F') es un espacio medible y
1 es una medida definida sobre F'.

Definiciéon 1.11 Espacio de probabilidad.
Un espacio de probabilidad es una terna (X, F, P), en donde (X, F') es un espacio medible
y P es una medida de probabilidad definida sobre F'.

Definicién 1.12 Funcién medible.
Sean (X, F) y (Y, F’) dos espacios medibles. Una funcién f :  — y se llama medible
relativa a las o-dlgebras F'y F'si f~Y(E')e SV E' € §'.

Definiciéon 1.13 Variable aleatoria.

Sean los espacios medibles (X, F') y (R, Bg) con una variable aleatoria real y una funcién
G : x — R tal que para cualquier conjunto Boreliano B, se cumple que el conjunto G~!(B)
es un elemento de F. 2

1.7.2. Teoria Estadistica.

Definicion 1.14 Media.
Sean X1, ..., X,, observaciones o mediciones de una variable cuantitativa. La media es el
nimero

X1+ Xo+ ...+ X,
- .

X =

Definiciéon 1.15 Moda.
Sean X1, ..., X,, observaciones o mediciones de una variable. La moda es el valor que
aparece con mayor frecuencia en el conjunto de datos, si lo hubiera.

Definicion 1.16 Mediana.

Sean X1, ..., X,, observaciones o mediciones de una variable cuantitativa. Sean X; <
Xy < ... < X, los datos ordenados de menos a mayor, incluyendo repeticiones. Si n es par,
entonces la mediana es:

- Xo 4+ Xnyy
———=

Si n es impar, entonces la mediana es:

2Rincén, Luis 2007
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Definicion 1.17 Varianza.
Sean X1, ..., X,, observaciones o mediciones de una variable cuantitativa. Sea X la media.
La varianza es el niimero

= S%(z) = S2.

Definicion 1.18 Desviacion estandar.
Sean X1, ..., X,, observaciones de una variable cuantitativa. Sea X la media. La desvia-
cion estandar es el nimero

o0 = var(z)

S|

Zn:(XZ- - X)2.
=1

Definiciéon 1.19 Rango.
Sean X1, ..., X;, observaciones de una variable cuantitativa. Sea X1 el dato més pequeno
y X(n) el dato més grande. El rango es el nimero r(z) = X(,) — X(1).

Definicion 1.20 Cuantiles.
Sean X1, ..., X, observaciones de una variable cuantitativa, sea

p€(0,1]
un cuantil al 100, % es un nimero ¢ que cumple:

L. <
#{X;: X; <c} >0
n

#{XiZXi20}>1_

n

p.

Definicion 1.21 Covarianza.
Sean (X1,Y1), ..., (Xp, Ys) observaciones de dos variable cuantitativas. Sean X y Y las
medias de cada conjunto de observaciones. La covarianza es

cov(z,y) = %Z(XZ ~X)(Y; -Y).
i=1

Definicién 1.22 Coeficiente de correlacién.
Sean (X1, Y1), ..., (Xp,Y,) observaciones conjuntas de dos variables cuantitativas. El co-
eficiente de correlacion es

13
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cov(z, y)

var(zx) - var(y)

p(z,y) =
Propiedas Importantes

(i)
—1<p(z,y) <1
(i)

p(z,y) = 1 & Existe una correlacién lineal positiva perfecta entre las observaciones

(iii)

p(z,y) = —1 < Existe una correlacién lineal negativa perfecta entre las observaciones.

1.7.3. Recta de Regresion.

Sean (X1, Y1), ..., (X, Yn,) observaciones conjuntas de dos variables cuantitativas. Una vez
determinado que puede existir una dependencia lineal y casual entre las observaciones de estas
variables, tendria que realizarse la pregunta de como encontrar a la linea recta que mejor se
adapta a los datos. Bien, a esta linea recta se le llamara recta de regresién. Una manera de
encontrar esta recta es mediante el método de minimos cuadrados.

cov(z,y)
var(z)

y—y= T —I).

En la seccion 1.9 se vera cudl es la aplicacién de la recta de regresion, se introduce este
primer acercamiento ya que se considera importante como precepto para la modelacién de
regresiones lineales y /o series financieras.

14
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1.8. La volatilidad y la correlacion.

Apuntando hacia el mercado de los productos derivados siempre aparece un parametro que
influye notablemente en el precio de un activo en la realizacion de un modelo de valoracién, y
es de aqui donde nace el interés por la direccién que toman los precios de un activo subyacente,
es decir, la velocidad con la que cambia de precio un subyacente se le llama volatilidad, y
estd definida por

Entendiendo que la velocidad con la que cambia el precio del subyacente es de mucha
importancia y la inestabilidad que esto representa, es importante conocer algunas técnicas
para tratar de predecir dicha volatilidad.

La volatilidad histérica que para este caso es el hecho de inferir la volatilidad futura a
través de volatilidades pasadas y siendo este uno de los métodos mas utilizados. Ya sea con
base a los precios de cierre del subyacente o con base a los precios alto y bajo registrados a
través de las diferentes sesiones, para estas dos maneras solo hay que tomar una ventana de
datos (10,50,100 sesiones) e inferir.

Por otra parte, si se desea dar méds peso a ciertos datos para una volatilidad histérica,
decimos que es de una forma ponderada, es decir,

Sm
t=1
>ox
=1

Y para el caso de precios méximos y minimos

Z”: In( Altot
Ba]ot .1 .
o= 4 I3 = (Volatilidad de Parkinson).

La volatilidad implicita la obtenemos invirtiendo los modelos de valoracién, es decir, o
serd la incégnita y el precio de la prima serda un dato.

n
o = E WJ'O-Z‘J
j=1

15
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En: Wi =1.
J=1

Donde:
0; = volatilidad implicita media en una fecha determinada

0,7 = volatilidad implicita para el vencimiento, en una serie de precio del ejercicio J con
igual fecha.

W = pudiéndose calcular por medio de la liquidez de las diferentes series o a partir de la
VEGA (pardametro que mide la elasticidad de la prima de una opcién a la volatilidad).

La volatilidad futura, a través de la comparacion de las volatilidades histéricas del subya-
cente, asi como también las volatilidades implicitas.

O'i—O'H:Af

donde:

o; = volatilidad implicita.

oy = volatilidad histérica.

AE = diferencia de volatilidad del subyacente.

Como se vio en la definicién anterior 1.22 la correlacion para el caso de series financieras
indicara la manera en que se relacionan dichas series, la representacién de la férmula para el
contexto financiero queda

cov(z, )

Oz Oy

Y para la covarianza 1.21 simplificando los términos:

p(z,y) =

cov(z,y) = E[(z — E(x))(y — E(y))]-

1.9. Modelo de las series financieras y el modelo de regresion.

Ciertamente podriamos afirmar que una parte fundamental de los mercados financieros es
la prediccion, algunas basadas a veces en los expertos, diciendo que estas son de un carédcter
cualitativo, por el otro lado estdn las cuantitativas que son para este caso el objetivo, ya que
los modelos matematicos tienen la funciéon de resumir datos-comportamientos del pasado o
presente, para asi poder sacar conclusiones a futuro. Una relacién facil de hacer entre dos
variables, es la relacion lineal 1.7.3

16
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Y=0b+bix+e,

donde z es la variable independiente, y la variable dependiente, € la perturbacién aleatoria,
con hipétesis:

EYi/Xi] = Bo + i

(media de la variable Y depende linealmente de X).

var(Y;) = o?
(varianza de la distribucién de Y; constante, homocedastica).

= La distribucién de Y para cada X es normal.

Para este modelo debemos hacer estimaciones de by v b1 y de o2, es decir, las By v S,
resultando en

Y = Bo + bz

que estima el valor medio de Y y Y; para cada valor de X con desviacién tipica de Y que

se estima con o2.

Por medio del método de minimos cuadrados tenemos que el error

e; =Y; — Bo— P11

para los parametros 3 :

cov(z,y) _ L(Vi-V)(Xi=X) _ Sy

b= var(zx) - Z(Xi_X)Q - S2
Bo=Y — B X
2 _ Ze?
SR_h—2'

Donde S]%L es el estimador de la varianza residual, con n ntimero de observaciones.

BoyB1 son extraidos de una muestra al azar con distribucién probabilistica con las carac-
teristicas:

17
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= by se distribuye como una normal con media 5y y varianza

09 (1 X2 )
n - S2
= b se distribuye como una normal con media £ y varianza

0_2

—55-
nSz
Teniendo la distribucion de los parametros se puede construir los intervalos de confianza.

Parametros bg y b1, estimadores 5y, 81, desviacién tipica estimadores Sy, Sp.

Con bandas de confianza
fottn—25)8% v AiEtn—23)S),

para cada parametro respectivamente, donde:

t = distribucion t de Student con n — 2 grados de libertad y probabilidad «.

X? 1
SQ — Z 7 S]Z%

: no (X - X)?

2
_ Sk
> (X — X)?
Para hacer un contraste de significancia con las bandas de confianza y ver cuéles son los
rangos en que varian los estimadores y saber si by puede ser igual ag o b; puede ser igual a

Sp =

.

Calculemos B, luego;

a
si |to] < t(n —2, 5), aceptamos b; = a.

Si el nimero de observaciones es menor a 30 conviene realizar otro contraste, ahora
basdndonos en la distribucién F.

(B —a1)?

Sg :Fg F(l,n—Z).

Si Fy < F(1,n — 2) entonces aceptamos que by = .

18
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Expresando el modelo de regresién lineal general:

Y =bg+bixy +boxs + ... + by + €

Y, =byg+ bix1; + boxo; + ... + bpxr; +€¢ Vi=1,....n

es decir,

Y1 1 o1 2z €1 bo
Y2 1 z12 w2 €9 b1
Y = X = £ = b=
Yn 1 Z1n Tin €n bi,
o bien como
Y =Xb+ .

1.10. Los mercados financieros de tipo interés.

Dentro del mercado bursdtil existen operaciones del tipo monetario, a continuacién, se
hard una descripcién breve del tipo de operaciones que se realizan con estos.

Los titulos monetarios que ayudan a financiarse tanto a empresas privadas como al Estado
por lo regular cuentan con un vencimiento entre los 18 y 24 meses. Entre los mas comunes se
encuentran los certificados del tesoro (CETES), los pagarés, y/o instrumentos de renta fija a
corto plazo (estos ultimos solo emitidos por empresas privadas). Los cetes por lo regular van
desde 7 dfas hasta un maximo de 728 dias, siendo los mas populares los de 28 y 91 dias3, la
metodologia general para valorar los cetes es la siguiente:

VN

rt
14—
(1+ 360)

P=

donde:

P = precio del cete

V' N = valor nominal del titulo
r = tasa de rendimiento

t = plazo en dias

Si b es la tasa de descuento de un cete, se tiene

3banxico.org.mx
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r
r-t’

14+~
+360

b=

Por otro lado en operaciones financieras con activos a corto plazo con venta en el mercado
(esto en su mayoria para tener liquidez), u operaciones con pacto de re compra (prestamos
simples con la garantia de un activo financiero subyacente, por ejemplo cetes, pagaré) en donde
se mantiene el titulo hasta el vencimiento, se utiliza la misma férmula de valuacién, pero a
diferencia de los cetes pueden existir otras caracteristicas como comisiones de intermediacion,
retenciones sobre la plusvalia generada, pago de impuestos, etc.

1.11. Los mercados financieros de tipo bonos y obligaciones.

Un bono u obligacién (en el caso de una empresa) es aquel instrumento financiero que
paga intereses en intervalos de tiempo. Las partes esenciales de un bono estan conformadas
por la fecha de emision, el valor nominal, y el valor de redencién. Una caracteristica de los
bonos es que se pueden negociar en cualquier momento en el mercado de valores (comprados o
vendidos). El precio de mercado es aquel que pagard el inversionista por la compra del titulo a
la par, (que el precio del mercado sea igual al valor de redencién) sobre la par (con premio)
o bajo la par (si se paga un precio menor al valor de redencién). Y se expresa por

1—(1+r)™

PM=F1+r)"+1I] "

]

donde:

PM = precio de mercado

F' = valor de redencién

r = tasa de interés deseada por el inversionista

I = tasa de interés del cupén

—n = frecuencia de pago de los intereses del cupén.

Es posible calcular una tasa de rendimiento aproximada utilizando

2[(I)(n) + F — PM]
h(F + PM)

r =

1.12. Los mercados financieros de tipo acciones.

Los mercados de renta variable permiten a las empresas poder financiarse a través de
titulos que emiten. Por otro lado, es importante hacer menciéon que, valorar una accién seria

20
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el equivalente a valorar una compania (métodos basados en el valor patrimonial, en los di-
videndos, en el descuento de flujos de fondo), pero de este tipo de valuacién se encargan las
finanzas corporativas. La parte que corresponde para el anélisis de los activos financieros esté
enfocada en la rentabilidad y riesgo en la teoria de la seleccién de portafolios de inversion.

Llamemos un portafolio a la combinacién de activos individuales con determinada distri-
bucién expresado por

N
R, =WiRi + WaRy + ...+ WyRy = Y W;R
i=1

donde:

R, = rendimiento del portafolio

W; = valor que se da a cada activo ¢
R; = rendimiento del valor ¢

N = nimero de activos

entonces, el riesgo que se asume se relaciona con la varianza del rendimiento del portafolio
R,.

N N

V(Ry) = cr]% = Z Z WiW; 045

i=1 j=1

en donde:

V(R,) = varianza del rendimiento del portafolio

022 = varianza del rendimiento del titulo ¢ parai=1,..., N

0ij = 0ji = covarianza de los rendimientos de los activos ¢ y j coni =1,.... Ny j =
1,...,N.

Una vez entendiendo la relacién que hay entre la rentabilidad esperada y su riesgo, podemos
concluir que los activos con mayor riesgo, serd mayor su rentabilidad, utilizando la teoria
de seleccion de portafolios desarrollada por Markowitz, la cual se basa en la relacion entre
rentabilidad y riesgo, en la cual se pretende minimizar el riesgo dado un valor de rentabilidad
esperado, es decir,

Min 0'127 = ZZXinUij
N

N

Ep=)_ XE
i=1
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X1+...+XN:1

Xi1+...+ XNy >0

donde:
X,; = peso de cada valor en el portafolio P

E; = esperanza del rendimiento del activo i o del portafolio P.

La solucién de este problema nos presentara una estructura de portafolio X; para cada
nivel de riesgo asumido.

Por otro lado, es importante resaltar que otra manera de obtener la varianza, es decir,
el riesgo que asumimos y que ayuda a ver de una manera maés clara las relaciones entre los
activos que conforman el portafolio es por medio de la sustitucién de las covarianzas por los
coeficientes de correlacién expresados por F;j, entendiendo un valor normalizado entre —1 y
1 es decir,

n n n
2_2:22 E:E:
0, = Xio; + X X;pij0;0;.
i=1 i=1 j=1

1.13. Los mercados financieros de productos derivados.

A lo largo del capitulo se ha estado dando una breve descripcién sobre los mercados
financieros, y para este punto se podria decir que los mercados se resumen en dos tipos
distintos, es decir, el conformado por los activos subyacentes como acciones, bonos, materias
primas (commodities), tipos de cambio, y el mercado de derivados.

Entonces, un producto financiero derivado es un instrumento el cual basa su valor en el
precio de otro instrumento.

Al hacer uso de los productos derivados, siempre se pretenderd trabajar con la menor
cantidad de riesgo, o dicho en otras palabras, el evitar caer en un incumplimiento de contrato,
ya sea para pagar por el activo o la venta de este mismo. En este contexto, se hace mencién
del concepto de arbitraje el cual es una estrategia en el mercado de opciones por lo regular, y
significa poder asegurar una ganancia (payoff) sin riesgo al momento de realizar transacciones
simultaneas en dos o mas mercados. De forma general la estrategia del arbitraje para el precio
de un futuro seria representado por la féormula siguiente:

diasyr

FtT:Pt(1+TtT 360 )

donde:
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Fy1 = precio del futuro en el instante ¢ con un vencimiento en 1T'
P, = precio del activo subyacente en ¢
ryr = tipo de interés vigente entre t y T

Un contrato forward es un acuerdo entre dos partes para comprar o vender un activo
subyacente en una fecha futura a un precio pactado (precio de ejercicio) el dia que se realiza
el contrato. La parte que posee el forward y entra al contrato buscando comprar el activo
subyacente estd adquiriendo una posicion larga. Y si la parte que emite el contrato y tiene
que vender el activo subyacente estd se dice que esta adquiriendo una posicidn corta.

Supongamos que hoy realizamos un contrato forward, entonces ¢ = 0, S; el precio del
activo subyacente en tiempo ¢ y sea K el precio de ejercicio (strike) con T >t como la fecha
de ejercicio del contrato, entonces el payoff:

= para la posicién larga: S — K

= para la posicién corta: K — St

Una opcidn es un contrato entre dos partes, el cual otorga al comprador de la opcién el

derecho més no la obligacién de comprar o vender en un futuro (fecha de ejercicio T') el activo
subyacente a un precio pactado (precio de ejercicio K) desde un inicio.

= Se dice que una opcion es del tipo call si el comprador desea adquirir el derecho de
comprar el activo subyacente, siempre y cuando le convenga.

= Se dice que una opcion es del tipo put si el comprador desea adquirir el derecho de
vender el activo subyacente, siempre y cuando le convenga.

Por otra parte, si la opcidon se puede ejercer en cualquier momento desde la fecha de
su adquisicion hasta la fecha de ejercicio, se dice que es una opcién americana. Por el
contrario, si la opcién solo se puede ejercer una tunica vez (fecha de ejercicio), se llamara
opcién europea.

Payoff para call y put

Para CALL con fecha de ejercicio T' y precio de ejercicio K

, Str—K si Sp>K

Para PUT con fecha de ejercicio T y precio de ejercicio K

. K—-Spr si Sp<K
Payoffpyr = mdz{K — St,0} = { 0 T s S; > K}
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Paridad Put-Call, en un activo que no paga dividendos. Si se tiene un activo que
no paga dividendos, entonces se cumple la siguiente relacién

C+B(t,T)K=P+S

donde:

Da lo mismo tener una opcién de compra y el valor presente del strike, que tener la accion
y la opcién para venderla al valor K.

B(t,T)K = es el valor en el tiempo multiplicado por el precio de ejercicio K.
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Capitulo 2

El Modelo Binomial.

2.1. Definicion de arbol binomial.

En el capitulo anterior se examinaron algunos tipos de mercados y algunas estrategias con
opciones (el arbitraje). Bien se pudo observar que los activos subyacentes contienen opciones
implicitas que estan sumamente relacionadas y por lo tanto modifican a su valor, como a
sus caracteristicas de riesgo y rentabilidad. Es por esto que el modelo binomial (Coz-Ross-
Rubinstein)(1979) serd una herramienta que ayudard a comprender la teoria de probabilidad
y el arbitraje, que a su vez da esas caracteristicas riesgo-rentabilidad ya previamente mencio-
nadas. El modelo binomial para la valoracion de opciones estd basado en la hipdtesis de que
los precios de las acciones se pueden mover sélo hasta dos valores futuros durante periodos
cortos de tiempo, cumpliendo los limites de valor de una CALL, un supuesto adicional sobre
la evolucién del precio del subyacente, resumiendo:

= La eficiencia y profundidad de los mercados.

= La ausencia de costes de transaccion.

» Es posible comprar y vender en descubierto, sin limite.

= Los activos son perfectamente divisibles.

= Se puede prestar y tomar prestado al mismo tipo de interés.

= Todas las transacciones se pueden realizar de forma simultanea.

= El precio del subyacente evoluciona segtin un proceso binomial multiplicativo.
Definicion 2.1 Sea un activo con precio S en t, cuyo valor en T puede ser .S con probabi-
lidad ¢ y dS con probabilidad 1 — g. Denominaremos 7 : (14-r¢) donde 7 es la rentabilidad

del activo libre de riesgo, verificando en un principio que: v > 7 > d.
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Supongamos que tenemos una opcién de compra europea con vencimiento a un periodo T’
y con un precio de ejercicio K.

Entonces los valores al vencimiento de la opcién son:

C, con probabilidad ¢

Cy con probabilidad 1 — ¢

Para este tipo de mercado se puede construir un portafolio de arbitraje con:

» La venta de una opcién de compra (posicién corta).

» La compra de H acciones (posicién larga) o viceversa. H es el ratio de cobertura de la
posicién en opciones.

Entonces el valor de la cartera tendra los siguientes cambios:

HuS — C,, con probabilidad de ¢
HS - C

HdS — Cy con probabilidad de 1 — ¢

H tiene un valor dnico, el cual hace que el valor de la cartera también sea tnico al final
del periodo.

HuS - C, = Hds — Cy

despejando H,
Nota:

=y representa el movimiento multiplicativo al alza del precio del subyacente en un periodo,
con una probabilidad asociada a q.
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= d representa el movimiento multiplicativo a la baja del precio del subyacente en un

periodo, con una probabilidad asociada de (1-q).
(2.1)

Cy, — Cy
H= e 2d
(u—d)-S

Y con relacién al activo libre de riesgo, la cartera también debe cumplir con la siguiente

igualdad:
S — O — HuSA— Cy _ Hde— Cd‘

Su rentabilidad debe coincidir con la rentabilidad del activo libre de riesgo, despejando C'

rHS — H 1

C =
7
despejando H por su valor en 2.1
1.C,—Cq .
C= <[22 (p—u) + G,
[ ) + €y
entonces,
1 r—d u—7
C==[Cy- Cy-
FlOu =g TG =g
llamamos p al cociente
_r—d
p_u—d’
entonces,
| —pe _f—d_u—f
p= u—d u—d

(2.2)

“[p-Cu+(1—p)- Cf

< | =

C:

Si C' es el precio de una call con un precio strike K. El precio del call es C, o Cy

dependiendo como se mueva el precio S.
Cy,=MAX[0,uS — K]
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Cy= MAX]0,dS — K.

Es decir, la expresion anterior nos proporciona un método para valorar una opcion de
compra europea de un periodo.

Como indica Lamothe Ferndndez (2003) tenemos las siguientes conclusiones para una
opcion call europea:
= La probabilidad no interviene en la férmula de valoraciéon de la opcién.

= El valor de C no depende del riesgo del mercado, sino del caracter aleatorio de la
evolucién de los precios del subyacente.

= Kl valor de C' no depende de la actitud de los inversionistas ante el riesgo, ya que no
incluye ningin parametro que se asocie con este factor. Por lo tanto, se puede admitir
la evolucién de una opcién, asumiendo arbitrariamente la hipétesis de neutralidad del

inversos ante el riesgo.

La demostracion para esta hipdtesis, en que p = ¢, tenemos:

uS con probabilidad ¢

dS con probabilidad 1 — ¢

Entonces, si el inversor es neutro al riesgo, el rendimiento esperado de la acciéon debe ser
igual a la tasa de rentabilidad del activo libre de riesgo:
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2.2. Extensién a 2 periodos en opciones call europeas.
Ahora, si se agregan dos periodos al arbol tendremos que el precio del subyacente sera:

u2S con probabilidad ¢?

I
n

/\
AVA

udS con probabilidad 2¢(1 — q)

L
n

d2S con probabilidad (1 — ¢)?
El diagrama de evolucién del valor de la opcién seria:

Cuu = MAX[0,u2S — K]

Q

Cug = MAX[0,udS — K]

Q

/\
AVA

Cug = MAX]0,d%S — K]

Para dos periodos aplicaremos el mismo método de valoracién que para el de un solo
periodo, trabajando primero con las dos ramas superiores del drbol, teniendo:
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Capitulo 2 El Modelo Binomial.

UZS Cuu

udS y de la opcién Cua

De igual manera construyendo un portafolio de arbitraje:

= Vendiendo una opcién

» Comprando H unidades del subyacente, o viceversa.

El desarrollo del portafolio es el siguiente:

Hu?S — Cyy
HuS — C,

HudS — Cud

H cumpliendo la siguiente igualdad

Hu?S — Cyy = HudS — Cyuyq
entonces,

Cuu — Lud

H:m.

El portafolio de arbitraje debe de proporcionar un rendimiento equivalente a la rentabili-
dad del activo libre de riesgo.

HudS — Cyyq
7@

2qQ _
HuS—Cu:Hu Sf Cuu

sustituyendo H por su valor y despejando C,.
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Cu = 2o Cuut (1= p)Cu] (23
con
r—d
L —
De forma andloga, estando en t; y para un valor del subyacente de dS, obtenemos:
(2.4)

1
;[P - Cyd + (1 = p)Caal.

Cq=

Sustituyendo 2.3 y 2.4 en 2.2, es decir, en

“[p-Cu+(1—p)-C4

=< | =

C:

se obtiene

1
C= fj[pQCuu +2p(1 = p)Cug + (1 — p)*Cad]

C =5 [P"MAX[0,u*S — K]+2p(1—p)MAX[0,udS — K]+ (1 —p)*MAX[0,d*S — K]. (2.5)

Tenemos el valor de una opcién call europea en el método binomial para dos periodos.

2.3. Generalizacion para n periodos en opciones call europeas.

En n periodos los diagramas de evolucion de los precios del subyacente y del valor de la

opcion serian los siguientes,

Para activo subyacente:
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Capitulo 2 El Modelo Binomial.

udS — — — —u™dS

d3S — — — —d"S

Para el valor de compra de una opcién

Cadd — — — —Cqn

Cyn = MAX|0,d"S — K]

Para la valoracién de la opcidn se tiene que:

(i) Calcular los valores intrinsecos al final de los n periodos y calcular el valor de la opcién
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en cada nodo del diagrama mediante la siguiente expresién:
1
Ci1= ;[P - Cy + (1 = p)Crd]

donde:

py 7 = los mismos valores antes mencionados (probabilidad) y (rentabilidad)

Cy_1 = valor de la opcién en un nodo de ¢t — 1

C}y, = valor opcidén en ¢, cuando el precio del subyacente se multiplica por u desde ¢ — 1
at.

Ciq = valor opcién en t, cuando el precio del subyacente se multiplica por d, desde t — 1
at.

(ii) Por medio de la ecuacién 2.5 llegamos a la férmula general de evaluacién de una opcién
de compra europea para n periodos.

C=— —_— -1=p)"TMAX(0,w/d"7 -5 - K
G - ( )
con

i—d

p_u—d

F=1+ry

7 rentabilidad del activo libre de riesgo y con n periodos considerados para la valoracion.

2.4. Valoracién de opciones put europeas.

De manera analoga se puede evaluar una opcion en venta e igualmente constituyendo un
portafolio de arbitraje con posiciones largas y cortas en acciones y opciones en funcién al
precio de su activo subyacente.

Tenemos entonces:

P, = MAX]|0,K — uS] con probabilidad de ¢

P; = MAXJ0, K — dS] con probabilidad de 1 — ¢
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Formando el portafolio de arbitraje con H' unidades del subyacente y una opcién de venta,

su evolucion es:
H'uS + P, con probabilidad ¢

H'S + P
H'dS + P, con probabilidad 1 — ¢

H' cumpliendo la igualdad
H'uS+ P,=H'dS + P,

Despejando H'
P,— P,
o= 4"
(u—d)S

cumpliendo
H' P, H P,
H'S +P— uSA—i— u _ dSA—I- d
7
sustituyendo H’ y reduciendo
1 r—d u—"r
P=-[P,- Py-
P gt e
por lo tanto,
1
P=_[p-Put (1=p)Fi
donde,
P, = MAX[0,K —uS] y Py=MAX|[0,K — dS]

expresando el valor de una opcién put europea para n periodos se tiene:

W (1—=p) " TMAX(0,K —u/d"7 - S)]

1 — n!
P=— Y
Fn [jz:%(yl(n—J)!
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Y de igual manera que en una opciéon de compra, en el caso de la opcién put se puede
calcular los valores intrinsecos en el ultimo periodo y "retrocediendo” en el tiempo calcular
los diferentes Pi con la expresién:

1
P = ;[p - Py + (1 — p) Py

Por otro lado, sabiendo la paridad put-call en términos del modelo binomial, queda ex-
presado como:

K

7
despejando P

K

Y de esta manera reducir el nimero de operaciones como se hacen en la férmula 2.6 para
obtener el valor de una put.

2.5. Uso de la hoja de calculo para evaluar opciones.

En la siguiente seccion para fines préacticos y didéacticos se da un ejemplo del uso de una
hoja de célculo para la construccién de un modelo binomial ! para la evaluacién de opciones
call y put de tipo europeas, en este caso el ejemplo representa tanto el precio del subyacente S
y la evoluciéon del valor de la opcién en n = 6 periodos con un precio del activo subyacente de
S = 100u.m, un precio de ejercicio de la opcién (strike) de K = 100u.m, con un movimiento
multiplicativo al alza u = 1.2 un movimiento multiplicativo a la baja d = 0.8 y un tipo de
interés r anual del 10 %.

donde:
VARIABLES

» Nimero de periodos (no méas de 6): 6 (valor propuesto por el usuario)
= Precio del activo subyacente: 100.00 (valor propuesto por el usuario)
» Precio de ejercicio: 100.00 (valor puesto por el usuario)

» Tasa de interés sin riesgo a corto plazo: 0.02 (valor propuesto por el usuario) poniendo
a lado(=1+B9)

» Movimiento multiplicativo al alza: 1.2 (valor propuesto por el usuario)

!Como referencia se dejan las formulas utilizadas para la construccién de dicho &rbol.
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» Movimiento multiplicativo a la baja: 0.8 (valor propuesto por el usuario)
» Probabilidad de subida: 0.55 (= (C9 — B11)/(B10 — B11))
» Probabilidad de bajada: 0.45 (=1 — B12)

PERIODOS

= (0)0

= (1) =SI(B14<$B$6,B14+1,""))

= (2) =SI(C14="","" SI(C14<$B$6,C14+1,"")))
= (3) =SI(D14="","" SI(D14<$B$6,D14+1,"")))
= (4) =SI(E14="","" SI(E14<$B$6,E14+1,"")))
= (5) =SI(F14="""" SI(F14<$B$6,F14+1,"")))
= (6) =SI(G14="","" SI(G14<$B$6,G14+1,"")))

Para la evolucién del precio del subyacente:

= Periodo 0
e =BT

Periodo 1

e =B21*$B$10
e =B21*$B$11

s Periodo 2
e =SI[(D14=""."" + $B$21* $B$10"2)
e =SI(D14=""" $B$21*$B$10*$B$11)
o =SI[(D14=""."" +$B$21*$B$11"2)

= Periodo 3
e =SI(E14=""."" +$B$21*$B$10"3)
e =SI(E14=""." $B$21*$B$10"2*$B%11)
e =SI(E14=""."" $B$21*$B$10"2*$B$11)
o =SI(E14=""."" +$B$21*$B$11"3)

= Periodo 4
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o =SI(F14=""" +$B$21*$B$10"4)

o =SI(F14=""" $B$21*$B$10"3*$B$11)

o =SI(F14=""" $B$21*$B$10"2*$B$11"2)
o =SI(F14=""" $B$21*$B$10*$B$11"3)

o =SI(Fl14= ””,””,+$B$21*$B$11A4)

= Periodo 5

o =SI(G14=""" +$B$21*$B$10"5)

e =SI(G14="""" $B$21*$B$10"4*$B$11)

e =SI(G14="""" $B$21*$B$10"3*$B$11"2)
e =SI(G14="""" $B$21*$B$10"2*$B$11"3)
o =SI(G14=""" $B$21*$B$10*$B$114)

o =SI(G14=""" +$B$21*$B$11"5)

= Periodo 6

o =SI(H14=""" +$B$21*$B$10"6)

o =SI(H14="","” $B$21*$B$10"5*$B$11)
o =SI(H14=""" $B$21*$B$10"4*$B$11"2)
o =SI(H14=""" $B$21*$B$10"3*$B$11"3)
o =SI(H14=""" $B$21*$B$10"2*$B$11"4)
o =SI(H14="","" $B$21*$B$10*$B$11"5)
o =SI(H14=""" +$B$21*$B$11"6)

Para la evolucion del valor de la opcién call:

= Periodo 0

o =1/$C$9%($B$12*C21+$B$13*C24)

s Periodo 1
e =SI($C3$14="""" SI($C$14=$B$6,SI(C20-$B$8>0,C20-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*D20+$B$13*D23)))
e =SI($C3$14=""" SI($C$14=%$B$6,SI(C23-$B$8>0,C23-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*D23+-$B$13*D26)))
s Periodo 2
e =SI($D$14="""" SI($D$14=3$B$6,51(D19-$B$8>0,D19-$B$8,0),

1/$C$9*($B$12¥E19+-$B$13*E22)))
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o =SI($D$14=""" SI($D$14=%$B$6,SI(D22-$B$8>0,D22-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*E224-$B$13*E25)))
o =SI($D$14=""" SI($D$14=$B$6,SI(D25-$B$8>0,D25-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*E254+-$B$13*E28)))
= Periodo 3
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,SI1(E18-$B$8>0,E18-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*F18+$B$13*F21)))
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1(E21-$B$8>0,E21-$B$8,0),
1/$C3$9*($B$12*F2—+$B$13*F24)))
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1(E24-$B$8>0,E24-$B$8,0),
1/$C3$9*($B$12*F24+$BS13*F27)))
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,SI(E27-$B$8>0,E27-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*F27+$B$13*F30)))
= Periodo 4
e =SI($F$14=""" SI($F$14=$B$6,SI(F17-$B$8>0,F17-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*G17+3B$13*G20)))
o =SI($F$14=""" SI($F$14=$B$6,S1(F20-$B$8>0,F20-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*G20+$B$13*G23)))
o =SI($F$14=""7 SI($F$14=3$B3$6,SI(F23-$B$8>0,F23-$B$8,0),
1/$C3$9*($B$12*G23+$B$13*G26)))
o =SI($F$14=""7 SI($F$14=3$BS%6,SI(F26-$B$8>0,F26-$B$8,0),
1/$C3$9*($B$12*G26+$B$13*G29)))
o =SI($F$14=""7 SI($F$14=3$BS$6,SI(F29-$B$8>0,F29-$B$8,0),
1/$C3$9*($B$12*G29+$B$13*G32)))
= Periodo 5
o =SI($G$14="".7 SI($G3$14=$B%$6,SI(G16-$B$8>0,G16-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*H16+$B$13*H19)))
o =SI($G$14=""" SI($G$14=$B%$6,SI(G19-$B$8>0,G19-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*H19+$BF13*H22)))
o =SI($G$14=""7 SI($G$14=$B%$6,SI(G22-$B$8>0,G22-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*H22+$BF13*H25)))
o =SI($G$14="".7 SI($G$14=$B%$6,SI(G25-$B$8>0,G25-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*H25+$BF13*H28)))
o =SI($G$14="""" SI($G$14=$B%6,SI(G28-$B$8>0,G28-$B$8,0),

1/$C$9* ($B$12¥H28+$B$13*¥H31)))
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o =SI($G$14="""" SI($G$14=$B%6,SI(G31-$B$8>0,G31-$B$8,0),
1/$C$9*($B$12*H31+$B$13*H34)))
= Periodo 6
e =SI($HS$14="""" SI(H15-$B$8>0,H15-$B$8,0))
o =SI($H$14="".77 SI(H18-$B$8>0,H18-$B$8,0))
o =SI($H$14=""7 SI(H21-$B$8>0,H21-$B$8,0))
e =SI($HS$14="""" SI(H24-$B$8>0,H24-$B$8,0))
e =SI($HS$14="""" SI(H27-$B$8>0,H27-$B$8,0))
e =SI($HS$14="""" SI(H30-$B$8>0,H30-$B$8,0))
o =SI($H$14="".77 SI(H33-$B$8>0,H33-$B$8,0))

Para la evolucién del valor de la opcién put:

Periodo 0

o =1/$C$9%($B$12*C22+$B$13*C25)

= Periodo 1
e =SI($C$14=""" SI($C$14=$B$6,SI($B$8-C20>0,$B$8-C20,0),
1/$C$9*($B$12*D21+$B$13*D24)))
e =SI($C3$14=""" SI($C$14=%$B$6,SI($B$8-C23>0,$B$8-C23,0),
1/$C$9*($B$12*D24+$B$13*D27)))
= Periodo 2
o =SI($D$14=""" SI($D$14=$B$6,SI($B$8-D19>0,$B$8-D19,0),
1/$C$9*($B$12*E20+-$B$13*E23)))
o =SI($D$14=""" SI($D$14=%$B$6,SI($B$8-D22>0,$B$8-D22,0),
1/$C$9*($B$12*E23+-$B$13*E26)))
o =SI($D$14=""" SI($D$14=%$B$6,SI($B$8-D25>0,$B$8-D25,0),
1/$C$9*($B$12*E26+$B$13*E29)))
= Periodo 3
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1($B$8-E18>0,$B$8-E18,0),
1/$C$9*($B$12*F19+$B$13*F22)))
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1($B$8-E21>0,$B$8-E21,0),
1/$C3$9*($B$12*F22+$BF12*F25)))
o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1($B$8-E24>0,$B$8-E24,0),

1/$C$9*($B$12*F25+$B$13*F28)))
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o =SI($E$14="""" SI($E$14=$B$6,S1($B$8-E27>0,$B$8-E27,0),
1/$C$9*($B$12*F28+$B$13*F31)))
= Periodo 4
o =SI($F$14=""" SI($F$14=$B$6,S1($B$8-F17>0,$B$8-F17,0),
1/$C$9*($B$12*G18+3B$13*G21)))
o =SI($F$14="""" SI($F$14=$B$6,S1($B$8-F20>0,$B$8-F20,0),
1/$C$9*($B$12*G21+3B$13*G24)))
o =SI($F$14="""" SI($F$14=$B$6,S1($B$8-F23>0,$B$8-F23,0),
1/$C$9*($B$12*G24+-$B$13*G27)))
o =SI($F$14=""" SI($F$14=$B$6,S1($B$8-F26>0,$B$8-F26,0),
1/$C$9*($B$12*G27+$B$13*G30)))
o =SI($F$14=""" SI($F$14=$B$6,S1($B$8-F29>0,$B$8-F29,0),
1/$C$9*($B$12*G30+-$B$13*G33)))
= Periodo 5
o =SI($G$14="""" SI($G$14=$B%6,SI($B$8-G16>0,$B$8-G16,0),
1/$C$9*($B$12*H17+$B$13*H20)))
o =SI($G$14=""7 SI($G3$14=$B%$6,SI($B$8-G19>0,$B$8-G19,0),
1/$C$9*($B$12*H20+$B$13*H23)))
o =SI($G$14="".7 SI($G$14=$B%$6,SI($B$8-G22>0,$B$8-G22,0),
1/$C$9*($B$12*H23+$BF13*H26)))
o =SI($G$14="".7 SI($G$14=$B%$6,SI($B3$8-G25>0,3B$8-G25,0),
1/$C$9*($B$12*H26+$BF13*H29)))
o =SI($G$14="".7 SI($G$14=$B%$6,SI($B3$8-G28>0,3B$8-G28,0),
1/$C$9*($B$12*H29+$B$13*H32)))
o =SI($G$14="".7 SI($G$14=$B%$6,SI($B3$8-G31>0,$B$8-G31,0),
1/$C$9*($B$12*H32+$B$13*H35)))
= Periodo 6
o =SI($H$14=""."7 SI($B$8-H15>0,$B$8-H15,0))
o =SI($H$14="""7 SI($B$8-H18>0,$B$8-H18,0))
o =SI($H$14=""7 SI($B$8-H21>0,$B$8-H21,0))
e =SI($HS$14="""" SI($B$8-H24>0,$B$8-H24,0))
e =SI($HS$14="""" SI($B$8-H27>0,$B$8-H27,0))
e =SI($HS$14="""" SI($B$8-H30>0,$B$8-H30,0))
e =SI($HS$14="""" SI($B$8-H33>0,$B$8-H33,0))
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VALORACION DE OPCIONES TIPO EUROPEA
MODELO BINOMIAL MULTIPERIODO

VARIABLES
NUmero de periodos (no mas de 6): 6
Precio del activo subyacente: 100.00
Precio de ejercicio: 100.00
Tasa de interés sin riesgo a corto plazo: 0.02] 1.02]
Movimiento multiplicativo al alza: 1.2
Movimiento multiplicativo a la baja: 0.8
Probabilidad de subida: 0.55
Probabilidad de bajada: 0.45
PERIODOS 0

37.51
Evolucioén del valor de la opcién call: 2491 8.08
Evolucion del valor de la opcion put: 13.71

0.00

0.00 41.02

0.00 48.89

55.16 0.00
0.00 60.68
65.27| 26.21

0.00
73.79
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Capitulo 3

El modelo de Black and Scholes.

3.1. Derivacion del modelo Black and Scholes a partir del mo-
delo binomial.

A lo largo de los dos capitulos anteriores se ha estado trabajando con elementos que en este
punto se vera como pueden converger en una ecuacién matematica, que con ciertas condiciones
nos permite valorar opciones de tipo europeas. Es por esto, que es importante tener presentes
todos los conceptos previamente mencionados, ya que seran béasicos para la valoracion con las
condiciones en las que se basa dicha férmula.

Es muy cierto que le modelo binomial es sumamente dindmico, pero se deduce que, para
tener resultados tutiles en la practica, por lo regular se construyen arboles de 50 periodos,
como lo mencionan algunos especialistas (Lamothe, 2003) en sus trabajos, lo cual requiere
de un software para que los resultados sean ttiles. Por esto serd maés sencillo el utilizar una
férmula que pueda valorar las opciones y que a su vez esta férmula se pueda deducir con dos
hipotesis, es decir, el tipo de interés libre de riesgo y que la volatilidad del precio de la accién
sea constante durante la vida de la opcién.

Es importante hacer mencién que para el siguiente modelo existen varios caminos para su
obtencién, por ejemplo, en la seccion 3.3 se vera uno mas a través del calculo estocéstico. Pero,
por fines relacionados a la ensenanza y ya habiendo trabajado el modelo binomial se podra
llegar a la féormula de la solucién de la ecuacién Black and Scholes para las opciones call y
put, esto construyendo un portafolio de arbitraje y calculando las condiciones de equilibrio de
una opcion call o de una opcién put. Por lo tanto, en el modelo binomial para n periodos y
después de estos n periodos la probabilidad de tener j resultados a favor (multiplicamos por
u) del precio del subyacente es:

n! - -
.. —_ g\ I

donde j puede variar de 0 a n. Y la suma de estas probabilidades debe ser igual a 1, es
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decir:
n! , ,
J(1 _ =i —
P (1—q)" =1

n
> G
| _
AV E U))
extendiendo la probabilidad de tener al alza el precio del subyacente después de n periodos

es:
n n! . .
PROB|Precio subyacente > d"*u*S| = Z(j'(n _ j)')q](l —q)",
j=a
siendo el inversor neutro al riesgo
F—d
definiendo
n n! A ,
(1 — .

j=a
Donde Z(a;n,p) es la funcién de distribucién binomial que nos da la probabilidad acu-
mulada del niimero a de alzas para el precio del subyacente en n periodos cuando hay una
probabilidad p de alza de precio de un periodo a otro. Recordando que para una opcién call,

la condicién necesaria para que la opcién esté dentro de dinero! (ATM).

u - d"*- S > K
despejando a
K 1
In(—=-—
a> ( S d”)
u 9
In(=)
donde:
In() = logaritmo natural.
Como a debe ser entero, tomamos a = el nimero entero minimo de alzas para que la
opcién esté dentro de dinero.
Lat the money (ATM) si su precio de ejercicio (strike), es decir, el precio que el poseedor debe pagar para

ejercer su derecho, es el mismo que el precio al contado del subyacente o precio de mercado sobre el que la

opcion estd basada.
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

Entonces:

Para A _
j<a, MAX[0,v/ -d"7-S—K]=0

opcion fuera de dinero.

Para ' ‘
j>a, MAX[0,v) -d"7-S—K]>0

opcién dentro de dinero.
Si a > n, la opcién al vencimiento estara siempre fuera de dinero, por lo tanto C' = 0.

Vemos entonces como el valor de a juega un papel importante para calcular el valor de
una opcioén.

Con base a estas condiciones, la forma general del modelo binomial se puede expresar de
la siguiente manera:

O = OGP P IS - K

desarrollando

n

€ = S{Y (P (=" () = K - 3 (e (=) (32

Se puede observar que la segunda expresion entre llaves de la ecuaciéon 3.2 es la funcién
de distribucién de la ley binomial. Entonces, haciendo

usando la férmula 3.1, 1 — p se expresa de la siguiente forma:

1-p =

< |

(1-p)

sustituyendo a p y (1 — p) por

/

b

S|l

Se tiene que el primer termino de 3.2 es
n n! . .
S{Y ()" (A =p)"} =5 Z[a;n,p].
G b=S - Zain,p)
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Capitulo 3

Tenemos entonces que el valor de una opcién de compra por la ley binomial es

C:S'Z[a;n7p,]_K"F—n'Z[a;nvp]

con

r—d ;U
b= y p==-'D
u—d 7
Y por la paridad put-call
K
P:C—S‘i‘T,
rn

sustituyendo C en 3.3 tenemos:
P=K- ’fl_n{]' - Z[avnap]} - S{]' - Z[CL, nap/]}'
Que es la formula para una opcién de venta dada por la ley binomial.
En otro orden, Cozx, Ros y Rubinstein (1979) demuestran que cuando n — oo ,

Z[a; ,n,p/] - N(dl)

y

Z[a; ) nap] — N(d2>
Sustituyendo estos valores en 3.2, obtenemos la soluciéon que da el modelo de Black and
Scholes (1973) del precio del call.

C=S8-N(d)—K-e "™ N(dg) (3.4)

Donde:
1
ZM§J+Q+7-§yt
g - K 2
-Vt

d2:d1—0'\/z.

S = Precio del activo subyacente en el momento de la valoracién.

K = Precio del ejercicio.
r = tasa de interés en tiempo continuo, r = In(1 + ).
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

t = plazo de ejercicio medido en anos.

o = volatilidad del precio del subyacente, en términos anuales.

e = base logaritmo neperiano.

N (i) = valor de la funcién de distribucién normal acumulada para i.

Y para las opciones de venta, de manera analoga en el modelo Black and Scholes, se tiene

P=K e ™ N(—dy)—S-N(—dy). (3.5)
La construccion de la ecuacién 3.5 se puede obtener por la paridad put-call. En un mercado

de tiempo continuo la paridad queda expresada como
P=C-S+K-e (3.6)

Sustituyendo 3.6 en 3.4

P=S-N(d)—-K-¢e ™ -N(dy)—S+K-e"
= S(N(d1) — 1) = K(N(dz) — 1)
K-e.(1-N(d2))—S-(1—-N(d))

K-e ™ N(—dg) — S+ N(—di)

Haciendo listado de las hipdtesis en las que se basa el modelo de Black and Scholes con
relacién al comportamiento del precio de los subyacentes y al funcionamiento del mercado.

» El mercado funciona sin fricciones, es decir, no hay comisiones en transacciones, ya sea
de informacién o de impuestos, ademéds de que los activos son divisibles.

= Las transacciones se realizan de una manera continua y no existe restriccién alguna para
hacer compras y ventas a crédito, sin restricciones y/o costos especiales.

= Los agentes pueden prestar y endeudarse a una misma tasa 7, el tipo de interés a corto
plazo expresado en forma de tasa instantianea y supuesto conocido y constante en el
horizonte de valoracion de las opciones.

» Las opciones tienen que ser europeas y el subyacente/accién no paga dividendos en el
horizonte de valoracion.

= Kl precio del subyacente sigue un proceso continuo estocéastico de evolucion de Gauss-
Wiener definido por:

y
FS — wdt + odz. (3.7)
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

Donde dS representa el cambio de S para el instante dt, 1 es la esperanza matematica
del rendimiento instantaneo del subyacente, o su desviacién estandar, dz un proceso estandar
Gauss-Wiener.

Designando los valores del precio del subyacente para los instantes ¢t y ¢ +d, el rendimiento
del subyacente se representa como:

S Spa—S
S Sy '

Es decir, este rendimiento instantaneo esta conformado por los siguientes dos componentes:

= udt, de forma constante

= 0, de forma aleatoria, o se considera constante, con una esperanza nula y varianza igual
2
o°dt.

Resumiendo, el rendimiento instantdneo del activo subyacente y/o de igual manera las
variaciones relativas con respecto al precio del subyacente siguen una distribucién normal con
los pardmetros ya antes mencionados udt(media) y odt(varianza).

Concluyendo la parte principal para poder aplicar el modelo de Black and Scholes y sus
derivaciones, se desea que el rendimiento instantdneo del subyacente aproxime su distribucion
a una distribucién normal.

Ahora se describira la relacion que hay entre el modelo de Black and Scholes y el modelo
binomial que se ha visto en el capitulo anterior, a través de los conceptos de arbitraje y cartera
de réplica.

Comenzando la equivalencia de N(d;) con el ratio de cobertura H del modelo binomial, es
decir, N(d;) es la cantidad de acciones o de unidades del activo subyacente que necesitamos
para el portafolio de réplica de la opcién. Entonces, S - N(d;) es el costo de las acciones que
se necesitan para el portafolio. Y para el segundo término, K - e7"*N(dy) decimos que es
el importe requerido para poder replicar la opcién. Por lo tanto, la diferencia de estos dos
términos seré el costo del portafolio de réplica. Pudiéndose decir que el modelo de Black and
Scholes es una relacién de arbitraje. Siendo el lado izquierdo de la formula el valor de la opcién
y el lado derecho el precio de mercado del portafolio de réplica.

3.2. Comparacion entre los modelos de valoracion.

Anteriormente se hizo la equivalencia entre el modelo binomial y el modelo de Black and
Scholes, se puede entender que existen parametros de facil obtencion, lldmese el precio del
activo subyacente al momento de la valoracion, el precio del ejercicio, el plazo del ejercicio,
etc. A diferencia de otros que no son tan faciles de obtener sobre los mercados financieros, es
decir, u y d para el modelo binomial y ¢ para el modelo Black and Scholes.
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

Para el modelo binomial, una buena aproximacién de los pardmetros u y d se obtiene por

1

0(—)2
n

donde:
t = plazo en anos de la opcién.
n = numero de periodos del modelo binomial.

o = volatilidad en termino anual prevista para el activo subyacente.
Tt
7 se calcula por la expresion: 7 = e . donde r es el tipo de interés instantaneo, es decir,
r=In(l+1).

3.3. Derivacién directa del modelo de Black and Scholes por
medio del calculo estocastico.

Por medio de la hipétesis en la cual se esté negociando en tiempo continuo, se considera
un portafolio de arbitraje formado por n unidades de la opcién C' y h unidades de una accién
sobre el precio del subyacente S. Si R denota el valor actual de la cartera de arbitraje, entonces:

R=n-C+h-S

ahora designando por dR, dC, y dS como los cambios de R, C, y S en un intervalo de
tiempo dt.

dR = ndC + hdS.

Con la hipétesis de la volatilidad constante e interés libre de riesgo también constante,
para una opcién call de tipo europea con un precio de ejercicio K sera funcién del tiempo ¢
y de una variable estocéstica, el precio de la accién S, es decir,

C=F(t8).

Enunciando el lema de Ito el cual permite diferenciar una funcién G(t,z), donde x es una
variable aleatoria y t sea el tiempo, términos expresados por la siguiente ecuacion:

oG oG 1 802G )

Entonces, aplicado el lema para obtener dC, tenemos:
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

1
dC = Cy-dS + C; - dt + §Css(d5)2 (3.8)

donde, Cs y Css son la primera y segunda derivada con respecto a S y Cy la primera
derivada con respecto a t.

Como se vio en las hipotesis en las que se basa el modelo de Black and Scholes, donde
supone que el precio del activo subyacente es un proceso continuo estocéstico, es decir, un
proceso de Markov tipo Gauss-Wiener.

dsS
? = Hdt + odz.
Elevando al cuadrado la igualdad:
ds o 2 2
(g) = (udt)” +2w-odt-dz + (0 - dz)”. (3.9)

Dada la tabla de multiplicar de McKean,

dz? = dt

dz-dt=dt-dz=0

dt* =0
Por lo tanto, 3.9 se expresa:
(%)2 =02 dt
y
(dS)* = 5% . ¢* - dt. (3.10)

Sustituyendo 3.10 en 3.8 se tiene

1
dC = G- dS +dt(Cy + 5 Css - 52 . 0?)
por lo tanto, el cambio dR serd expresado como:
1
dR = (nCs + h) - dS +n(Cy + 5 Css - 52 o?)dt.
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

Como dS es un cambio aleatorio, se construye un portafolio de arbitraje libre de riesgo,
pudiendo elegir

n=-—1
{h —c, (3.11)
6
n =
{h —_c, (3.12)
eligiendo 3.11,
R=-C+Cs-5 (3.13)
1 2 2
dR = —(Cy + 5085 - 5% 0%)dt. (3.14)

Entonces el portafolio de arbitraje tiene una rentabilidad en equilibrio igual a la rentabi-
lidad del activo subyacente libre de riesgo, es decir:

de =r-dt. (3.15)

Si se sustituye en 3.15 los valores de R y dR por los valores que tienen en 3.13 y 3.14
resulta:

1
552-ch.CSSJrr-S-CS-Ctzo. (3.16)
Con T como fecha de vencimiento se tiene:

1
552 02 Cys+18C, —7C — Cp = 0. (3.17)

En este tipo de ecuaciones en derivadas parciales son muy frecuentes en fisica, por ejemplo,
la ecuacion de calor.

Para las ecuaciones de derivadas parciales, asi como para una ecuacién diferencial, se puede
definir una aproximacién de integral general que satisface la ecuacién.

Entonces se puede calcular la solucién particular de 3.17 que satisface los limites del valor
de una opcién call, que son:

C(S,0,K)=S—K si S>K
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

C(S,0,K)=0 si S<K (3.18)
con T =0.

Ahora se realiza un cambio de variable para hallar la solucién de 3.17 que satisface a 3.18
teniendo:

C(S,T)=e"T .Y (ST

donde
2 S 1
Sl = g(r — *O-Z)Un(?) + (T' — 50-2)T]
2 1
r 212
T = g(r — 50- ) T

3.17 se transforma en:

Y =Yqg (319)

los limites de 3.18 convirtiéndose a:

Y(S',O):K{exp[S’(%GQ)’(r-—fcrz)]l} § S>>0

Y(9,00=0 si S <O0.

La ecuacién 3.19 es la ecuacién de la difusion del calor. Su solucién se puede obtener a
través de diferentes métodos, y por cualquier método la solucién se expresa por la igualdad

C =58 N(d)—K-e""N(dy).

El modelo de Black and Scholes.

3.4. Black and Scholes fraccionario.

Como parte de la investigacién sobre el modelo de Black and Scholes y demés aplicacio-
nes para los mercados financieros se pretende hacer en posteriores estudios el uso del calculo
fraccionario, he aqui una breve explicacién sobre su historia, asi como una exposicién de las
definiciones mas importantes.
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

La aparicién del calculo diferencial alrededor de 1699 en la mayoria de los casos se atribuye
exclusivamente a Newton, aunque esta teoria fue desarrollada también por Leibniz, por otro
lado, el desarrollo del calculo diferencial fue posible gracias a la notacién implementada por
Leibniz para las derivadas de orden entero.

d" 4
o (x), neZy.

La notaciéon de Leibniz permitié a L’Hopital en 1695 preguntarle en una carta: “;Qué
pasa sin = 1/27”. Debido a que Leibniz no pudo dar una interpretacién fisica y geométrica a
esta interrogante, respondio casi de forma profética: “ ... esto es una aparente paradoja de la
cual, un dia, ttiles consecuencias seran extraidas.” Gracias a su notacién Leibniz podria ser
considerado como el padre del cdlculo fraccional.

Euler contribuyé indirectamente al desarrollo del calculo fraccional ya que en 1729 desa-
rroll6 la definicién de la funcién Gamma, definicién conocida como limite infinito de Euler,
como un intento de generalizar la funcion factorial:

n!
I(z)= I z 7.
@)=t sy ern” . FSC\ %

Lagrange también contribuye indirectamente debido a que en 1772 desarrollé la ley de
exponentes para operadores diferenciales de orden entero:

dm Jr dm—i—n

Tom = T +
dx™ dxm ((13) dxmtn f(w)7 m,n < ZO .

La funcién Gamma desarrollada por Euler alrededor de 1729, como una generalizacién de
la funcién factorial, i.e., I'(n 4+ 1) = n!, juega un papel fundamental en la teoria del célculo
fraccional, una definicién alternativa, restringida a valores con parte real positiva, es la forma
integral de la funcién Gamma

I'(z2) :/ t*7le7' Re(z) > 0.
0

En 1819, la primera mencién de un derivada de orden arbitrario aparece en uno de los
textos de Lacroix, en el que dedica menos de dos paginas de las 700 en el texto a este tema.
El desarroll$ la derivada n-ésima de f(z) = 2™ con m € Z*, utilizando la funcién gamma y
haciendo tender n — v, con v un nimero real o complejo:

d’ F(m+1) _
m — m—uv 0 R .
el Tm—v+1) _v+1)x , < Re(v) <m
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Capitulo 3 El modelo de Black and Scholes.

3.4.1. Definicion Integral Fraccional de Riemann-Liouville.

Si f es una funcion localmente integrable su n-ésima integral viene dada por:

a"zf(zx) = ! I /x(:c )" L f)dt, neZ",

(n—1

usando que la funcion Gamma es la generalizacién de la funcién factorial, podemos ex-
tender la expresién anterior a niimeros complejos para obtener la integral a-ésima, conocida
como la Integral Fraccional de Riemann-Liouville

a“xf(x) = 1“(1a) /x(x — 1) M f(t)dt,a € C, Re(a) > 0.

3.4.2. Definicion Derivada Fraccional de Riemann-Liouville.

d
Utilizando el operador diferencial cldsico D = e tenemos que la derivada n-ésima de
x

una funcién f € C" es dada por:

D'f(a) = f(w), nelZt.

El operador diferencial es el operador inverso por la izquierda del operador integral
D! xf(z) = f(x), neZ'.

Tomando la misma idea al calculo fraccional, se puede definir con el simbolo del operador
diferencial el inverso del operador integral fraccional

o' “xf(x) =, Dgf(x), Re(a) >0,
para solucionar el problema de divergencia de la integral debido al hecho de tomar I'(—«)

o1 n o1 . .z . . .
se utiliza que D"a!"x = 1, con n € ZT, para reescribir la ecuacién anterior de la siguiente
manera

JDEf() = D" 10 oI;°f(a),  Re(a) > 0.
Por la propiedad de semigrupo del operador integral

o5 f(x) = D" oI f(z),  Re(a) > 0.

utilizando la funcién piso para restringir el valor de n en términos «a, se toman = | Re(«a) |+
1, entonces obtenemos la definicién de la Derivada Fraccional de Riemann-Liouville
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Lo

oDy f(z) = mda:”

/ x(w — )" f(t)dt,  Re(a) > 0.
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Conclusion

La importancia de las matematicas financieras tiene su raiz en su aplicacion a las opera-
ciones bursatiles y bancarias, en temas de economia matematica, etc. Porque permiten tomar
adecuadas decisiones, optimizar recursos, minimizar riesgos. Son la base para los proyectos de
inversion, ya que son la herramienta para modelar el dinero a través del tiempo, se podria afir-
mar que dicha modelacién tuvo su auge desde la década de los setenta donde, Merton, Black
y Scholes hacen uso de las matematicas avanzadas para trabajar en ella, y de igual manera
para la evaluacion y cobertura de instrumentos financieros. Es aqui, donde una formacién
solida matemadtica en el cdlculo estocastico, la probabilidad, la estadistica, las ecuaciones di-
ferenciales y el andlisis numérico, se han convertido en una parte fundamental de aquellos que
trabajan sobre el area de las matematicas financieras, no sin antes tener siempre en mente
que pueden existir nuevas ramas de las matematicas como es el caso del calculo fraccionario
u otras ciencias aplicables como la fisica, ya que la ecuacién de difusién del calor juega un
papel muy importante en el desarrollo del modelo de Black and Scholes.

Desde el comienzo de la modelacién de estos fendmenos financieros hasta hoy en dia es
claro que se ha tenido un crecimiento exponencial en dicho uso de la modelacién, asi como el
aumento en la complejidad, pues los instrumentos financieros son cada vez mas complicados y
de mucho mayor volumen en su informacién comparados con los de décadas anteriores y que
estos requieren cada vez resultados matematicos practicamente en tiempo real y con un mayor
apego a la realidad, o en el mejor de los casos la creacién de nuevos modelos mateméticos con
dichas caracteristicas.

Este trabajo se considera para estudiantes que cursan materias de finanzas, economia,
riesgos financieros, derivados, evaluacién de proyectos de inversién y deseen tener un panora-
ma mas amplio sobre los mercados financieros a manera de una introduccion general de los
distintos tipos de mercados, sus leyes, y también tengan conocimiento de dos de los modelos
mateméaticos més utilizados para la valuacién de instrumentos financieros. Asimismo, se con-
cluye que, con la parte tultima del tercer capitulo referente al célculo fraccionario, sirva como
referencia o motivacién para continuar con el estudio de este, ya sea para la aplicacién en las
matematicas financieras u otra area en la cual se considere til.
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