UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE MEXICO
PROGRAMA DE MAESTRIA Y DOCTORADO EN CIENCIAS MATEMATICAS Y

DE LA ESPECIALIZACION EN ESTADISTICA APLICADA

LA SUMA DE CONJUNTOS FINITOS EN R?

TESIS
QUE PARA OPTAR POR EL GRADO DE:
MAESTRO EN CIENCIAS

PRESENTA:
JOSE DAVID SUAREZ GONZALEZ

DIRECTORA:
DRA. AMANDA MONTEJANO CANTORAL, FACULTAD DE CIENCIAS.

CIUDAD DE MEXICO, 10 DE ENERO DEL 2019.



e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

En este trabajo de tesis quiero agradecer principalmente a mi familia que me ha apoyado
siempre en todo, al igual que ha estado conmigo en cualquier decisiéon y rumbo que he
tomado. Soy lo que soy gracias a ellos. También quiero agradecer a mi asesora Amanda
Montejano, ya que tuvo la paciencia y la confianza en mi para poder concluir este trabajo.
Por ultimo quiero agradecer a CONACyT por apoyarme durante la duracion de la maestria
y por apoyarme con el proyecto “CONACyT 219727” y a la UNAM por apoyarme con el
proyecto “PAPIIT IN114016”



Indice general

1. Introduccién 3
2. El teorema 2" de Freiman 5
2.1. Presentacién del teorema . . . . . . . ... Lo 5
2.2. Prueba del teorema 2.2 enelcason=2 . ... ... ... ... ....... 10
2.3. Prueba del teorema 2.2 en el caso general . . . . . . ... ..o 42
3. Desigualdad de Brunn-Minkowski 64
3.1. Presentacién de la desigualdad . . . . . . .. .. o000 64
3.2. La desigualdad de Bonnesen . . . . . . . . ... ... oL 67
4. La suma de conjuntos finitos en R? 68
4.1. Compresién de conjuntos . . . . . . . . . ..o 68
4.2. La desigualdad de Grynkiewicz-Serra . . . . . . . . . ... ... .. 81
4.3. Una generalizacion del teorema 4.4 . . . . . . . . . ... 83
5. Conclusiones y trabajo a futuro 88
6. Apén/dice 89
6.1. Algebra lineal de hiperplanos . . . . . . . . . ... ... ... L. 89
6.2. Resultados especificos . . . . . . . . .. 100



Capitulo 1

Introduccion

En este trabajo de tesis nuestro principal objetivo es estudiar un teorema de Grynkiewicz
y Serra que se relaciona con dos importantes resultados en matemaéticas: la desigualdad de
Brunn-Minkowsk: y el teorema 2" de Freiman.

Dados dos conjuntos (no vacios), Ay B, de R" (el espacio euclideano n-dimencional), la
suma de Minkowski de Ay B se define como:

A+B={a+b:a€c Abec B}.

La teoria aditiva de nimeros estudia, principalmente, propiedades de la suma de Min-
kowski de subconjuntos finitos de R (equivalentemente, subconjuntos finitos de Z). Los lla-
mados resultados inversos en esta area establecen que si un conjunto, A, satisface que su
suma, A + A, es pequena entonces A debe de tener cierta estructura. En este sentido, el
teorema 2" de Freiman es un resultado inverso que nos dice que si A es un subconjunto
finito de R" y |A + A| es pequena entonces A tiene cierta estructura geométrica. Mas con-
cretamente, el teorema 2" de Freiman nos dice que si |[A + A| < ¢|A|, donde ¢ € R es tal que
1 < ¢ < 2™, entonces una fraccién positiva de los elementos de A se encuentran contenidos
en un hiperplano (sub-espacio afin de dimensién n — 1).

En el capitulo 2, daremos el enunciado preciso y una prueba completa del teorema 2"
de Freiman. Dicha prueba, estd basada en el material presentado en el capitulo 5 del libro
Additive Number Theory: Inverse Problems and the Geometry of Numbers, [1], ademds en
los articulos [2-5] podemos encontrar méas informacién al respecto. Sin embargo, en esta
tesis, con la intencién de proporcionar una manera amable para estudiar tal demostracion,
primero la presentaremos en R? y posteriormente en R™, enfatizando que gran parte de la
complejidad de la prueba, y por ende de la profundidad del resultado, se encuentra ya en
el caso de dos dimensiones. Para que la prueba sea autocontenida, incluimos un apéndice
con las definiciones, notaciones y resultados especificios de algebra lineal que usaremos, por
consiguiente es recomendado empezar a leer el apéndice antes de comenzar el capitulo 2.

La desigualdad de Brunn-Minkowski [6] es una desigualdad que nace de la geometria y se
ha consolidado como una potente herramienta tanto en analisis como en geometria convexa,
mostrando, ademads, conexiones con diversas areas de la matematica. Dados, A y B, dos



cuerpos convexos en R", la desigualdad de Brunn-Minkowski establece una cota inferior del
volumen de A + B en términos de los volimenes de A y de B; concretamente:

p(A+B)'" > p(A)V" 4 w(B)",

donde p denota la medida de Lebesgue en R". En el capitulo 3, presentaremos tanto la de-
sigualdad de Brunn-Minkowski como una posterior versién de Bonnesen que es mas fuerte, y
que se asemeja a la version discreta propuesta por Grynkiewicz y Serra para dos dimensiones.

Finalmente el resultado principal del articulo Properties of two-dimensional sets with
small sumset, [7] extiende el caso 2-dimensional del teorema 2" de Freiman, considerando
la suma de dos conjuntos distintos en vez de uno. Para probar dicho teorema, los autores
establecen una cota inferior general de |A + B| (donde A y B son conjuntos finitos de
R?) que, en la actualidad, es considerada la mejor versién discreta de la desigualdad de
Brunn-Minkowski en dos dimensiones. En el capitulo 4, presentaremos dicha desigualdad de
Grynkiewicz y Serra, y ademés presentaremos una generalizacion para mas de dos conjuntos.



Capitulo 2

El teorema 2" de Freiman

En este capitulo estudiaremos un clasico resultado inverso conocido como el teorema 2"
de Freiman. Dicho teorema fue una de las herramientas principales en la prueba original de
uno de los resultados méas importantes en teoria aditiva de niimeros: el teorema de Freiman
(aquel que establece que cualquier subconjunto A C Z con |A + A| pequena contiene una
fuerte estructura aritmética). En esta tesis no daremos el enunciado preciso del teorema
de Freiman, sin embargo, nos concentraremos en estudiar a profundidad el teorema 2" de
Freiman que ha mostrado tener interés por si mismo.

La mayoria del material contenido en este capitulo se encuentra en [1]. Como la demos-
tracion del teorema 2" de Freiman es compleja, presentaremos primero, en la Seccion 2.2, la
prueba completa para el caso de dos dimensiones, proporcionando ejemplos concretos de los
conceptos usados. Posteriormente, en la Seccion 2.3, daremos la prueba para el caso general.
Con el objetivo de que la prueba sea autocontenida, los resultados especificos de dlgebra
lineal que usamos se encuentran demostrados en el apéndice de esta tesis.

2.1. Presentacion del teorema

En esta seccion enunciaremos las dos versiones mas comunes del teorema 2™ de Freiman,
mostraremos su equivalencia, y demostraremos en qué sentido este resultado es éptimo.

A grandes rasgos, lo que nos dice el teorema 2" de Freiman es que cualquier subconjunto
finito A C R" con |A] “suficientemente grande” y |A 4+ A| “relativamente pequena”, debe
de estar contenido en “pocos”hiperplanos paralelos, o bien (equivalentemente) existe un
hiperplano que contiene una “buena parte”de A. En los enunciados de los teoremas 2.1 y 2.2
quedara claro el significado de todos los términos entre comillas.

Antes de enunciar el teorema 2" de Freiman en su primera version, recordemos que dado
H un subespecio vectorial de R", denotamos por R"/H al subespacio cociente, por:

o R"—R"/H
a la proyeccion natural modulo H, y para un subconjunto finito S C R",

ou(S) ={veR"/H| ¢y (s) = v para algtiin s € S},
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de modo que |¢5(S)| es en nimero de hiperplanos paralelos a H que intersectan a S.

Ejemplo 2.1. Sea n = 2. Sea e; = (1,0), y sea (e;) el subespacio generado por e;. Y sea:

S={(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4), (4,2) }.

Observemos en la figura 2,1 que:

¢(e1>(5) = {(07 1) + <61>, (07 2) + <61>, (074) + <61>};

ast | e (S)] = 3, que es el niimero de hiperplanos paralelos a (ey) que intersectan a S.

(3,4
L2

(1,2) @2 4,2)

(1,1 (2,1)
L ] L ]

Figura 2.1: Podemos observar al conjunto S
(e

conjunto ¢y (S) = {(0,1) + (e1), (0,2) +

generado por el vector e; = (1,0).

= {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} y al
1),(0,4) + (e;)}, donde (e;) es el hiperplano

Teorema 2.1 (Teorema 2" de Freiman, versién 1). Dados n > 2 entero, y ¢ un nimero
real tal que 1 < ¢ < 2", existen constantes k = k(n,c) y s = s(n,c), tales que si A es un
subconjunto finito de R"™ que satisfice:

LAl =k,
2. |[A+ Al < |4,
entonces existe un sub-espacio H de R", de dimension (n — 1), tal que |pg(A)| < s.

Teorema 2.2 (Teorema 2" de Freiman, versién 2). Dados n > 2 entero, y ¢ un nimero real
tal que 1 < ¢ < 2", existen constantes k* = k*(n,c) y € = €*(n,c) > 0, tales que si A es un
subconjunto finito de R"™ que satisfice:

1. JAl > k%, y



2. |[A+ Al < c|A],
entonces existe un hiperplano H' de R" tal que |AN H'| > €*|A|.

En la Seccién 2,3 probaremos la version 2 del teorema 2" de Freiman, construyendo
explicitamente k* y €* en funciéon de n y ¢. A continuacién, mostraremos que la version 1
(teorema 2.1) y la versién 2 (teorema 2.2) son equivalentes.

Proposicion 2.1. Los teoremas 2.1 y 2.2 son equivalentes.

Demostracion. Sean n > 2 entero, y ¢ un ntimero real tal que 1 < ¢ < 2".

(1 = 2) Supongamos que existen s = s(n, c) y k = k(n, ¢) tales que, si A satisface las hipdte-
sis del teorema 2.1 entonces existe un subespacio, H, de dimensiéon n — 1 con la propiedad de
que |¢p(A)| < s. Demostraremos que k* := k y €* := % cumplen lo que establece el teorema
2.2. Para ello, consideremos un subconjunto finito, A C R", tal que |A| > k*y |[A+A| < c|A].
Por el teorema 2.1, sabemos que existe un sub-espacio H de R", de dimensién (n — 1), tal
que |¢g(A)| < s. Equivalentemente, existen menos de s hiperplanos paralelos que cubren
al conjunto A. Es decir, existen aj, vs,...,v,, € R" tales que para H; := H + v; tenemos

m
A= U(Hl N A) con m < s. Por el principio de las casillas, uno de estos hiperplanos debe
i=1
de contener un numero de elementos estrictamente mayor a la fraccién % (de lo contrario
tendriamos |A| = |[HiNA|+-- -+ |H,NA| < m% < |AJ, una contradiccién). Luego, existe un
hiperplano H' € {Hj, ..., H,,} tal que tal que |[AN H'| > |A| = ¢*|A], que es exactamente
lo que se queria demostrar.

(2 = 1) Supongamos que existen €* = ¢*(n,c) > 0y k* = k*(n, c) tales que, si A satisface
las hipdtesis del teorema 2.2 entonces existe un hiperplano, H’, con la propiedad de que
|AN H'| > ¢*|A]. Demostraremos que k := k* y s := % cumplen lo que establece el teorema
2.1. Para ello, consideremos un subconjunto finito, A C R", tal que |A| > ky |[A+ A| < c|A|.
Por el teorema 2.2, sabemos que existe un hiperplano H’ de R" tal que:

|ANH'| > €A (2.1)
Como A es un conjunto finito, existen un nimero finito de hiperplanos Hy, Ho, ..., H;, pa-

!
ralelos a H', tales que ANH; # 0y A C U H;. Para cada i € [l], elegimos a; € (AN H;).

=1
Notemos que a; + (AN H') C A+ A para toda 1 <i <[, de modo que:

U@+ (AnH)) C A+ A

i=1

y como (a; + (AN H'))N(a; + (AN H')) =0sii#j, entonces:

l
> lai+ (ANH)| < [A+ A] < A (2.2)
=1
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Notemos que, como |a; + (AN H')| = |AN H'| para cada i € [l], de las desigualdades (2.1)
y (2.2) obtenemos que le*|A| < ¢|A], de donde se infiere [ < 5. Como, por definicién, I
es el nimero de hiperplanos paralelos a H' que cubren A, existe un un subespacio, H, de
dimensién n — 1 con la propiedad de que |¢y(A)| =1 < s probando lo que se queria. ]

Para finalizar esta seccion, veamos que la cota superior de ¢ en el teorema 2" de Freiman
es Optima. Es decir, veremos que existen subconjuntos A de R" tan grandes como queramos,
que satisfacen |[A+ A| < 2"|A| pero que no cumplen la conclusién del teorema 2" de Freiman.

Proposicion 2.2. Sea n > 2. Para cualquier par de constantes k y € > 0, existe un subcon-
jgunto A finito de R" que satisface la siguientes condiciones:

1. |A| > k.
2. |[A+ Al < 2™|A]
3. |AN H| < €|A|, para todo hiperplano H de R".

Demostracion. Sea {ey,...,e,} la base canénica de R", sean k y ¢ > 0 constantes y sea t
un numero entero con la siguiente propiedad:

t> mam{k%,e_l}.

Sea A un conjunto finito de R", definido como:

= {Z)\ie”)\i € {0,...,t — 1}, para cadai € {L...,n}},
i=1

es decir, los elementos de A son todos los vectores de la forma (Ag, Aa,..., A,) con \; €
{0,...,t — 1} para cada i € [n]. Demostraremos que el conjunto A asi construido cumple
con lo requerido en el lema. Como cada \; puede tomar ¢ valores distintos, |A| = t". Por

construccién de ¢, tenemos que t > kn y por lo tanto, |A| > k que es la primera condicién
del lema.
Ahora calcularemos la cardinalidad de A + A. Observemos que:

A—l—A:{Z/\eZM €{0,...,2(t — 1)}, para cada i € {1,. }}

De lo anterior tenemos que:

A+ Al = (2(t — 1) +1)".
— (2t —1)"



lo cual nos dice que el conjunto A satisface la segunda condicion del lema.
Por ultimo demostraremos que el conjunto A cumple la tercera condicion del lema. Sea H

un hiperplano de R" definido por H = {v € R" | (v,h) = v} donde h = Z hie; es un vector
i=1

en R" distinto del vector 0 y 7 un escalar en R. Como h es distinto del vector 0, entonces

existe j € [n] tal que h; # 0. Ahora veremos cuantos elementos de A pueden pertenecer a

H.Siv=(vy,...,v,) es un vector en AN H, entonces (h,v) =~y v; € {0,...,t — 1} para

toda ¢ € [n]. Luego > 7, h;v; =, entonces:

7j—1 n
Y= hjUj —+ Z hﬂ)i + Z hi’l)i,
1=1 i=J

y como h; # 0,
j—1 n
v Zhivz‘ - Zhivi
b i=1 i=j
j h,
De lo anterior tenemos que v; esta unicamente definido por vy, ...,v;_1,vj41,ldots, v, en-
tonces en realidad v estd determinado por n — 1 nimeros a elegir en {0,--- ,t — 1} y por lo
tanto
AN H| <t" P =1t71" < t" = €| Al

que es lo que queriamos probar. O

Para entender mejor la construccion del conjunto A, veamos el siguiente ejemplo en dos
dimensiones.

Ejemplo 2.2. Seak =5 ye = %. Construiremos un conjunto A en R? tal que su cardinalidad
sea mayor o igual que 5, |A+ A| < 4]A| y que cualquier hiperplano en R? contenga a lo mds
% de |A|. El conjunto A definido en la demostracion de la proposicion 2,2, consta de los
puntos con coordenadas en {0,--- ,t —1} donde t > méx{\/5,8}. En la figura 2,2 se observa
el conjunto A con t = 8.



Figura 2.2: El conjunto A esta representado por los puntos rojos, mientras que 2A es la unién
de los puntos rojos con los puntos azules.

Observemos que |A| = (8)2 =64 > 5 y |[A+ A| = (15)? = 225 < (4)(64) = 256. Ademds,
como en R? los hiperplanos son rectas, entonces el hiperplano que tiene mayor nimero de
puntos de A es la recta que pasa por la diagonal que en este caso contiene 8 puntos de A,
luego cualquier recta que intersecta a A satisface tener a lo mds 8 = %|A| puntos de A, y por
lo tanto A cumple con las condiciones.

2.2. Prueba del teorema 2.2 en el caso n =2

Como dijimos al inicio del capitulo, la prueba del teorema 2™ de Freiman es compleja
por lo cual vale la pena presentarla primero para dimension n = 2. De ese modo, podremos
visualizar en el plano los conceptos que usaremos y entender las ideas claves de la demos-
tracion para después proceder, en la siguiente seccién, a demostrar el teorema en el caso
general.

Comenzaremos definiendo lo que es un bloque, mostraremos sus propiedades basicas y su
relacién con los hiperplanos. Estos bloques, como los hiperplanos, serdan objetos esenciales
en la prueba del teorema 2" de Freiman.

Definicién 2.1. Sea ey un vector en R*, y {e, e;} una base de R*. El bloque B =
Bl(eg; €1, €3) con centro ey y base {ey, ex} es el conjunto:

B(eg; €, 82) = {eo +x1€; +.T262| -1 S T1,T2 S 1}

Ejemplo 2.3. 1. En la figura 2,3a tenemos un blogue con ey = (0,0), e, = (1,0) y
€y = (0, 1)

2. En la figura 2,3b tenemos un bloque con ey = (3,2), e, = (1,3) y e; = (5,2).
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e,=(0,1)

(a) Bloque B((0,0);(0,1),(1,0)) (b) Bloque B((3,2);(1,3),(5,2))

Figura 2.3: Ejemplos de bloques.

Dado un bloque B(ey; e1, €3), nos interesa estudiar los siguientes conjuntos.
Definicién 2.2. Sea B = B(ey; ey, ;) un bloque en R.
1. El conjunto de vértices de B es:
vert(B) := {ey + p1 e + paes | (p1, o) € {—1,1}%}.
2. El interior de B es:

int(B) :={ey+z1€1 + 1063 | —1 < 1,29 < 1}.
3. Sea j € {1,2} y u; € {—1,1}, el hiperplano facial correspondiente a j y 1, es:
Fj,uj = {8() +,ujej + re; | x € R,Z 7é ]}

Para visualizar los conceptos definidos anteriormente, veamos un ejemplo concreto.

Ejemplo 2.4. Sean ey = (3,5), e; = (=2,-5) y e; = (—6,3). Consideramos el bloque
B = Bleg; e, e). Ast vert(B) = {(11,7),(—1,13),(-5,3),(7,—3)}, y en la figura 2,4 se

muestran el interior de B asi como sus cuatro hiperplanos faciales: Fy _1, Fy 1, F5 1 y Fy ;.
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Figura 2.4: En esta figura podemos apreciar los conjuntos definidos en 2,2 para el blo-
que B((3,5);(—2,—5),(—6,3)), donde el int(B) es la parte verde del bloque y vert(B) =
{v1,Vv2,vs, vq}. Ademds podemos observar que Fy 1 N Fy_y = {vi}, F1_1 N Fyy = {va},
FiaaNFyy ={vs}, FipyaNFy 1 = {v4}

Observemos que B es un rombo cuyas esquinas son los elementos de vert(B), y cuyo
interior es int(B). Los hiperplanos faciales de B son los lados de B extendidos a ambas
direcciones.

Las siguientes propiedades se infieren directamente de la Definicion 2,2.

Observacién 2.1. Sea B = B(eg; e1, e;) un bloque en R?. Entonces:
1. |vert(B)| = 4.
2. El bloque B es la envolvente convera de vert(B).
3. Existen exactamente 4 hiperplanos faciales.

Notemos también que los hierplanos faciales dividen el plano R? en nueve secciones ajenas.
Estas secciones se definen formalmente a continuacién.

Definicién 2.3. Sea B = B(ey; €1, €;) un blogue en R?, y sean A\, \s € {—1,0,1}. Definimos
D(\1, A2) como el conjunto de vectores de la forma ey + x1€; + xaey donde:

i >1, 50N =1,
1<z <1, si)\i:O,
;< —1, st A\ =—1,

conl < <2.

En particular D(0,0) = int(B). Con respecto al bloque dado en el ejemplo 2,4, las 9
secciones se pueden ver en la figura 2,5.

12



D(1,-1)

D(1,1)

(1,

o 1
Figura 2.5: Bloque B((3,5); (-2, —5), (—6,3)) con sus 4 hiperplanos faciales y sus 9 secciones

La siguiente observacién se deduce facilmente de la definicién 2,3.

Observacion 2.2. Los conjuntos definidos en 2,3 son ajenos por pares y ademds son con-
Juntos convezos.

Ahora veremos propiedades ttiles de los bloques para la demostracion del teoma 2™ de
Freiman.

Lema 2.1. Sea {e;, e;} una base de R?, sea B = B((0,0); e1,e) y u y v vectores en R,
Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

1. B(u, e, e) =B+ {u}.

2. 51 (0,0) € B(u; e, e2), entonces (0,0) € B+ {tu} para todo 0 <t < 1.

3. 8i (B+ {u}) N (B+ {w}) #0, entonces (ver(B) + {u}) N (B + {w}) # 0.
Demostracion. 1. Observemos lo siguiente:

B(u;eq,e) = {u+zie; + 296y | — 1 < 21,29 < 1}
={(0,0) + z1€1 + x93 | — 1 < q,29 < 1} + {u}
= B+ {u}.

2. Sea (0,0) € B(u;eq,e2) ysea 0 <t < 1. Por el inciso anterior basta probar que (0,0) €
B(tu; e, es}. Como (0,0) estd en B(u;eq,es), entonces existen —1 < 1,29 < 1, tales
que:

(0,0) = u+ x1€1 + 2969,

luego multiplicando ambos lados de la igualdad por ¢, se concluye que:
(0,0) = tu + tzye; + txges.

Pero como —1 < zy,29,t < 1, entonces —1 < txy,txs < 1y por lo tanto (0,0) €
B + {tu}.
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3. Como los vectores e; y e, forman una base de R*, entonces tenemos que los vectores
u y v los podemos escribir como combinacién lineal de los vectores e; y e, es decir,
existen uq, ug,v1 y v9 en R tales que:

u = uje; + ugsey

Y
V = vi€e1 + vges.
Antes de continuar con la demostracién observemos lo siguiente. El vector w = (w;e; +

waes) € B+ {v}, siy solo si existen escalares oy y as tales que —1 < ag,a9 <1, y:

W = (1€ + (ip€g + V,

si y sélo si

wWi€1 + Wo€y = (¥1€1 + g€y + V1€ + Vo€,
si y solo si

wiey + waes = (g + v1)eq + (2 + va)es,
si y solo si

w1:Od1+UlyUJ2:C(2+U2.
Como —1 < aq, as < 1, tenemos que:
U1—1§&1+U1§U1—|—1y1)2—1§0£2+?}2§?]2+1,
y por lo tanto:

weB+{v}siysolosivy—1<w; <wvg+1ywvy—1<wy <wy+ 1. (2.3)

Ya que establecimos la observacion anterior, procederemos a demostrar lo requerido.
Por hipétesis tenemos que (B + {u}) N (B + {v}) # 0, entonces existen escalares
1, %2,Y1 Y Yo tales que —1 < x1, 91, 22,92, < 1, y que:

T1e1 + T2 +u = Y€ + Y€ + Vv,
luego,
T1€1 + To€2 + U1€1 + Us€gy = Y1€1 + Ya€2 + V1€ + Vg€,

obteniendo,
(21 +ur)er + (2 4+ ug)es = (y1 + vi)er + (y2 + v2)eq,

y por lo tanto
Ty +U =Y +01 Y To+ U = Yo + Vo

Como 1 < xq,y1, %2, y2 < 1, entonces obtenemo que:

u1—1§x1+u1gul—i—lyvl—lgyl—i-vlgvl—i-l.
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Como:
T1+ U =y + vy,

entonces obtenemos que:
U1—1§$1+U1§U1+1 (24)

Ahora exhibiremos explicitamente el vértice del bloque B + {u} que estd en el bloque
B+ {w}, pero esto depende de los valores de uy, us,v1 y v9. Primero analizaremos los
valores de vy y uy. Si u; < vy, entonces obtenemos que:

Combinando la desigualdad 2,4 con la desigualdad 2,5 y el hecho de que —1 < x; < 1,
tenemos que:
v —1<z+u <up+1< v +1,

luego:
U1—1§U1+1§01—|—1. (26)

Ahora, si v; < up. En este caso obtenemos que:
v—1<u —1 (27)

Nuevamente por la desigualdad 2,4 y ahora por la desigualdad 2,7 y el hecho de que
—1 <27 <1, tenemos que:

v —1<uy—1<a+wu <v+1,

luego
vl—lgul—lgvl—i—l.

Anélogamente podemos deducir que:
Uz S Vg,

entonces:
Vg —1<ug+1<wvy+1 (2.8)
Y
Vg < Ug,
entonces :
vg— 1 <uyg—1<wvy+1.

Por 1ultimo usando la observacion 2,3 descrita anteriormente y las desigualdades 2,6 y
2,8, obtenemos que si u; < v1 y us < vy, entonces el vector (u; + 1)e; + (ug + 1)ey €
B+ {v}, pero:

(u1 + 1)81 + (Ug -+ 1)82 =e; +€t+ue; +uey =e| +ey+ Vv,

15



que es un vértice del bloque B + {u}, cuando p; = ps = 1, y por lo tanto:
(B + {v}) N (ver(B+ {u}) # 0.

Siguiendo el mismo procedimiento llegamos que:

a) up < vy ux < vy, entonces u+ e +eg € (B4 {v}) N (ver(B + {u})
b) up < w1y ug > vy, entonces u+e; —ey € (B4 {v}) N (ver(B+ {u})
¢) up > vy y uy < vy, entonces v—e; +ep € (B+{v}) N (ver(B+ {u})
d) uy > vy y ug > vg, entonces v —e; — ey € (B4 {v}) N (ver(B + {u})

Procederemos ahora a definir una operacién en R? que, al igual que todo lo definido en
este capitulo, nos servira para la demostracion del teorema 2™ de Freiman.

Definicién 2.4. Sean fy a vectores en R?. La reflexién de a con respecto a f es el vector:
2f— a.

En la figura 2,6 se muestra un ejemplo de refleccién con a = (—3,2) y f = (2,5).

W2a=(7,8)

“=(2,5)

Figura 2.6: En esta figura podemos apreciar la operacién de reflejar al vector a = (—3,2),
respecto al vector f = (2,5); dando como resultado el vector 2f —a = (7, 8).

Podemos observar en la figura 2,6, que f es el punto medio entre a y su reflejado 2f — a.
Asi como reflejamos vectores, también podemos reflejar conjuntos.

Definicién 2.5. Sean S un conjunto en R® y f un vector en R*. La reflexién de S con
respecto a f es el conjunto:

2f— S :={2f—s|se S}
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En la figura se muestra un ejemplo de reflexién con S = {(—6,3), (—4,4), (8,—-3),(3,5)}
yf=(2,1).

f 0 2f-5,=(8,6
dsa48) | 538 769
s,=(-6,3
17063) F=(2,1)
2ks,2(10,1)
28,513 '5578-3)
s,y 280
Figura 2.7: Podemos observar al conjunto S = {si,ss,83,8:} y a su reflexién 2f — § =

{2f — 51, 2f — 89, 2f — 83, 2f — 54} respecto al vector f = (2,1).

Ya que aprendimos a reflejar conjuntos, podemos dar la siguiente definicién.

Definicién 2.6. Sean f,,f, y f, vectores en R*. Definimos los conjuntos Sy, S, y So de la
stguiente manera:

Sy == {fo}
Sii={fy, 2fi — fo}
So =, 21 — . 20 — £, 2 — 21 + o}

Notemos que S, C 57 C 5. Lo que estamos haciendo es reflejar f; con respecto a fi, y
después reflejar estos dos vectores (f5 y su reflejado) con respecto a fj. Para entender mejor
estos conjuntos, consideremos el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.5. Sea f, = (0,0), f = (1,1) y f, = (5,1), entonces:
Sy ={(5, 1)},
Sl = {(57 1)? (_37 1)} )
So={(5,1),(-3,1),(=5,—-1),(=3,-1)}.

En la figura 2,8 podemos apreciar estos conjuntos; ademds de podemos observar que conv(Sy) =
B((0,0); (1,1),(4,0))
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2A4,7(3,3)

TR0

716, 1)

252 41,73, )

Figura 2.8: En esta figura podemos observar los conjuntos Sy = {(-3,1)}, S1 =
{(=3,1),(5, 1)} y So = {(—3,1),(5,1),(—5,1),(3,—1)}, construidos apartir de los vectores
fo=0,f =(1,1) y f = (—3,1). Ademds de que conv(Sy) = B(fy; f1, £ — f1).

En general, dados f; = (0,0), f; y f, vectores en R?, el conjunto conv(Sy) es un bloque
cuyo centro y base determinaremos en el siguiente lema.

Lema 2.2. Sean f, = (0,0), f, y f, vectores en R*, y sean Sy, Si y Sy los conjuntos
dados en la definicion 2.6. Si f; y f, son linealmente independientes, entonces las siguientes
afirmaciones se cumplen.

1. Los vectores e; := f; y es := f, — f; son linealmente independientes.
2. So = {mer + poey|pr, p2 € {—1,1}}.
3. B(fy; e1, e2) = conv(Sy).
Demostracion. 1. Sean aq, as € R tales que:
aje; + azes = (0,0). (2.9)
Demostraremos que oy = ag = 0. Por definicién, (2.9) implica:
arfy + as(fy — 1) = (0,0);

equivalentemente:
(041 — ag)fl + Oégfg = (0, 0)

Como f; y f; son linealmente independientes, entonces a; —as = 0y as = 0, de donde
obtenemos que a; = ap = 0 y por lo tanto e; y e, son linealmente independientes.

2. Recordemos que Sy := {fy, 2f; — £, 2fy — £5,2f; — 2f; + £}, y dado que fy = (0,0),
entonces Sy = {fy, 2f; — £, —f5, £, — 2f,; }. Para demostrar que dicho conjunto se puede
expresar como { ey + pses | 1, g2 € {1, —1}} simplemente evaluamos p; y pe en todos
sus valores posibles.
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Si g = po = 1, entonces:

e te =1+ (f, —f)=»£f.

Si g1 = po = —1, entonces:

—€1 — €y = —f1 + (fg - fl) = —fg.

Sip; =1y us =—1, entonces:

el—ezzf1—<f2—f1):2f1—f2.

Por ultimo, si 3 = —1 y ps = 1, entonces:
—e; +f=—fi +(f, — ;) =1, — 2f},
con lo cual concluimos que Sy = {u1e1 + poes | p, po € {—1,1}}.

3. Por definicién, sabemos que B = B(fy; e, e;) := {fo + 1€ + 20e5 | — 1 < 1z, 29 < 1},
y como fy = (0,0) entonces B = {x1e; + x9e3| — 1 < x1,29 < 1}, de modo que
vert(B) = {x1e; + x9ez | x1, 29 € {—1,1}} = Sy (por el punto anterior). Finalmente,
por la Observacién 2.1 sabemos que B = conv(vert(B)) = conv(Sp).

[

Observemos que el lema anterior nos dice que dado los vectores fy = (0,0), f; y £,
podemos construir el bloque B((0,0); f;, f; — f;), que cumple que es la envolvente convexa de
So. Ademss el regreso del lema es cierto, es decir, dado un bloque con centro en fu = (0,0)
y base {e;, ey} existen vectores e; = f; y fy = e3 + e; tales que B((0,0); ey, es) = conv(Sy).

Procederemos ahora a relacionar los bloques con rectas linealmente independientes; y para
esto usaremos fuertemente definiciones y resultados del apéndice, ademés de la relacion,
descrita en el lema 2,2, que hay entre los bloques y el conjunto Sy. Antes de empezar,
recordemos que en R? un hiperplano es una recta.

Lema 2.3. Sean L, y Lo rectas en R?, y sean f, = (0,0), f, y f, vectores en R? tales que:

Jo€LinN Ly,
1
fieL,n LMY,
1 1
HeLl™nLyy,

entonces los vectores f; y f, son linealmente independientes. Mas ain, si Sy, S1 y S2 son los
conjuntos dados en la definicion 2.6, que cumple que:

Sy c LS N LY g 5y < LY,
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entonces:

SO N L(Hh/*j“?) 7é (Da
para todo (py, po) € {—1,+1}* y las rectas Ly y Lo son linealmente independientes.

Demostracion. Por contradiccion supongamos que existe a € R tal que:
f2 = afl. (210)

Como fy = (0,0) € LN Ly, tenemos que las rectas L y Ly son subespacios vectoriales de R2.
De lo anterior y por 2,10, f5 € Lo, ya que por hipdtesis f; € Lo; lo cual es una contradiccién
puesto que f, € L' y Li' N Ly = 0.
Ahora supongamos que:
Sy C LéH N Li"_l

Yy
S C L—IH

Sea 1; vector normal a L; y 1y vector normal a Ly. Como f; = (0, 0), entonces Sy = {fy, 2f; —
fy, —f,f, — 2f;}. Para probar que So N Ly, u2) # 0, para todo (1, p2) € {—1,+1}2
probaremos que:

1. f5 € L(+1,+1),
2. 2 — £, € L(+1,—1),
3. -fbe L(—-1,-1)y
4. f, —2f; € L(—1,+1).
1. f5 € L(+1,+1).
Por hipétesis tenemos que f, € Li* N L3*, es decir, f, € L(+1, +1).

2. 2f) — £, € L(+1,—1).

Por hipotesis tenemos que S; C Lfl y por construccion de Sy tenemos que 2f; —f5, € 5,
luego:
of, — f, € L.

Ahora sélo falta demostrar que 2f; — £, € L L

Observemos lo siguiente:
(2f1 - f27 12) - 2(f17 12) — (f27 12)

Como f; € Ly y f, € L', entonces (fi,15) = 0; y (f2,13) > 0, luego (15, 2f; — ) < 0,
entonces 2f; — f, € LQ_1 y por lo tanto 2f; — f; € L(+1,—1).
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3. —f, e L(—1,-1).
Como f; € L(+1,+1), entonces (fa,11) > 0y (f2,15) > 0, luego (—f2,1;) <0y (f2,12) <
0 y por lo tanto —f; € L(—1,—1).

4. £, — 2 € L(—1,+1).
Como 2f; — fy € L(+1,—1), entonces (2f; — f5,1;) > 0y (2f; — £5,13) < 0, luego
(fg — 2f1,11) <0 y (fg - 2f1,12) >0 y por lo tanto fQ — 2f1 S L(—]_, —f-].)

Para finalizar la prueba notemos que como Sy N L1, o) # 0, (g1, p2) € {—1,+1}2, entonces
L(py, pa) # 0 para todo (g, po) € {—1,+1}%, y por el lema 6,1 tenemos que las rectas Ly y
L5 son linealmente independientes. [

En la figura 2,9 podemos observar que las rectas linealmente independientes descritas en
el lema 2,3, son las rectas que unen los puntos medios de los lados paralelos del bloque.

f=(1,1)

4,75, 1)

B

1,705, -1)

e 2%,73,3) 1

Figura 2.9: En esta figura podemos observar la relaciéon que hay entre bloques, rectas lineal-
mente independientes y el conjunto Sy.

De los lemas 2,2 y 2,3 se puede deducir la siguiente observacion.

Observacién 2.3. Sean f, = (0,0), f, y f, vectores en R*; y L, y Ly rectas que satisfacen
las condiciones del lema 2,3. Entonces:

ver(B((0,0); fi, fo — fi)) = {5, 2fi = fo, 1o, 26 — fi}

ademds:
fo € L(+1,+1),

2f1 _f2 € L(+17 _1)7
—f, € L(—1,-1)
Y
fo —2fi € L(—1,+1).
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Ahora observemos que dadas dos rectas linealmente independientes L y Lo y un vector
fijo f1, no existe un unico bloque que satisface la observacion 2,3; de hecho depende de la
ubicacién del vector fy. Nuestra siguiente definicion es la construccion de los bloques que
satisfacen la observacion 2,3 para rectas linealmente independientes L; y Lo y vectores fijos
fo = (0,0) y f;. Dichos bloques los definiremos en términos del vector fs.

Definicién 2.7. Sean L, y Lo rectas en R?* y f, = (0,0) y f, vectores en R* tales que:
foeLinL,y
Y

fie LN L.

Sea a un vector en R? tal que a € L(+1,+1). Se definen los siguientes conjuntos a partir
del vector a :

Sa(a) = {a},
Si(a) ={a2f, — a}
Y
So(a) ={a,2f, — a,—a,a—2f}.

Figura 2.10: En esta figura podemos observar a Syp(ay), los vértices del bloque rojo; Sp(as),
los vértices del bloque azul; y a Sy(as), los vértices del bloque verde.

En la figura 2,10 podemos observar que para vectores distintos a y a’ se producen con-
juntos Sp(a) y Sp(a’) ajenos.

Lema 2.4. Sean Ly y Lo rectas, y f = (0,0), fi, a y @ vectores como en la definicion 2,7.
Supongamos que a # @', entonces:

S()(G;) N So(a/) == Q)
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Demostracion. La observacién 2,3, con a = f5, nos dice que cada L(uq, p2) contiene un
unico punto de Sp(a) y ademds nos dice qué punto es. Por otro lado observemos que cada
punto de Sp(a) queda unicamente definido por a. Por estas dos observaciones tenemos que

So(a) # Sp(a’). n

Ya que estudiamos las propiedades de los hiperplanos, de los bloques, de la operacion de
reflejar un conjunto respecto a un vector y la relacion que existe entre estos tres; daremos
ahora si la propiedad que se usara en la prueba del teorema 2" de Freiman.

Teorema 2.3. Sean Ly y Ly rectas en R* y sean f,, f, vectores en R?, tales que:
fO = (0,0) & Ll N LQ,

fielyfie L;rl-

Sea Ay subconjunto finito de R? contenido en L(+1,+1). Para cada a € Ay se construyen
los conguntos Sa(a), Si(a), So(a) y B(a) de la siguiente manera:

Sa(a) = {a},
Sl(a’) = {CL, 2f1 - CL},
SO(a’> - {a’7 2f1 —a,—a,a— 2f1}
Y
B(a) = conv(Sp(a)).
Supongamos que para todo a € As, se cumple que:
Si(a) c L™ y Sy(a) C L' N LS,
entonces existe vector a* € Ay tal que:
So(a) N B(a*) # 0,

para todo a € Ay, y ademds se cumple que:

| (U So(d)) () B(a")] = |Al.

acAs

Demostracion. Sea a € Ay, empezaremos por analizar las propiedes de B(a). Se definen los
siguientes vectores:
e =f;

Y

ey(a) =a—fi.
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Por el lema 2,3 tenemos que los vectores f; y a son linealmente independientes, ademas por el
lema 2,2 tenemos que los vectores e; y e;(a) son linealmente independientes. Como e; € Lo,
y dim(Ls) = 1, entonces tenemos que {e;} es una base de Ly. Andlogamente tenemos que
{e1,es(a)} es una base de R? para todo a € A. A partir de la observacién anterior los
siguientes conjuntos son bloques en L, y R? respectivamente:

B := B((0,0);e;)
Y
B(a) := B((0,0); e, ex(a)).

Por el lema 2,2 tenemos que:

vert(B(a)) = Sy(a)

)
B(a) = conv(Sy(a)).

Ahora definimos los siguientes conjuntos:
Sy'(a) = {e1 + ex(a), —e1 +es(a)}

)
Sy '(a) = {e1 — ex(a), —e1 — ex(a)}.

Veamos lo siguiente:

vert(B) + {ex(a)} = {e1, —e1} + {e2(a)}
= {e; +ex(a), —e; +ey(a)}
= S5 (a),

luego

conv(Sit(a)) = conv(vert(B) + {ey(a)})
= conv(vert(B)) + conv({ez(a)}),

y por lo tanto
conv(Si'(a)) = B+ {es(a)} C B(a). (2.11)

Analogamente tenemos que:
conv(Syt(a)) = B — {ey(a)} C B(a). (2.12)

Sean l; y 1y vectores normales a L; y Lo respectivamente. Podemos observar que como Ly y
L, son linealmente independientes y como dim(L;) + dim(Ly) = 2, entonces tenemos que:

R? =L, L.
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Por teorema de algebra lineal podemos construir vector 13, tal que {13} es base de Ly y que
satisfaga que:

(L, 1}) =0
(Y
(L, 1) = 1.
Sea:
7R > L,

la proyeccion correspondiente a la descomposicion de la suma direta de:
R*=L; & L.
De lo anterior tenemos que ey(a) se puede escribir de manera tinica con la siguiente forma:
ex(a) = m(ex(a)) + als. (2.13)

Por otra parte tenemos que:
ex(a) =a—fi. (2.14)
Juntando 2,13 y 2,14, y calculando el producto punto de ex(a) con ly, tenemos que:
m(ex(a)) + al; =a —f;
entonces,
(I, m(ex(a)) + aly) =(ly,a — fi)
luego,
(I, m(e2(a))) + a(lz, 1) =(l2,a) — (I, f1).

Como (ey(a)) y f, estdn en Ly, a € L' y por construccién de 13, lo anterior se reduce a:
a=(l,a) > 0.

De lo anterior observamos que « depende del vector a, entonces denotaremos a « como:
a=aa) >0.

Ahora observemos por construccién de Sgi'(a), por el lema 2,3 y la observacién 2,3 tenemos
que:
{e1 +es(a)} = Sp(a) N L(+1,+1) = Si'(a) N L]
Y
{—e; +ey(a)} = Sp(a)N L(—1,+1) = S (a) N LY,

implican que:

So (@) VLY # 0,
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para todo py € {—1,+1}. Por el lema 6,6 y por la ecuacién 2,11, tenemos que:
(0,0) € m(conv(Sy*(a))) = (B + es(a)).
Como 7 es una funcién lineal, llegamos a que:
(0,0) € 7(B) + w(ez(a)).
Como B es subconjunto de L;, tenemos que:
(0,0) € B+ 7m(ey(a)), (2.15)

para todo a € As.
Ahora procederemos a construir el vector a*, que satisface el teorema. Como A es un
conjunto finito podemos escoger a* en Ay, tal que:

a(a’) = max{a(a) |a € Ay}.

Sea a € A, distinto de a* y definimos a t(a) como:

t(a) =

Como a(a) > 0 para todo a € A,, tenemos que t(a) > 0 y ademds por eleccién de a* tenemos
que t(a) < 1. Por la ecuacién 2,15 y por el lema 2,1, obtenemos lo siguiente:

1. (0,0) € B + m(es(a)).
2. (0,0) € B + 7(es(a*)).

. (0,0) € B+ t(a)m(ex(a))

. (vert(B) + m(ex(2))) ) (B + t(a)m(es(a*))) # 0.

De lo anterior tenemos que existen p; € {—1,1} y —1 < x; < 1 tales que:

a(a)
ala*)’

_~ W

puier + m(ex(a)) = xie + t(a)mw(ex(a”))
= z1e; + t(a)(ex(a”) — a(a®)ly)

entonces,
e + m(ex(a)) = xiep + t(a)ex(a”)) — t(a)a(a®)l;
luego,
pier + m(ex(a)) + t(a)a(a®)l; = xi1e + t(a)ey(a®)
obteniendo,
pie + m(ex(a)) + %a(a*)lz = r1€; + ey(a”)

se sigue que,
wier + m(ex(a)) + a(a)l; = x1e; + t(a)ey(a®)
entonces,
pier + ex(a) = x1e; + t(a) + ex(a’).
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Pero p1e; + e(a) estd en Si'(a) C Sp(a) y z1e; + t(a)ey(a*) estd en B(a*), entonces:
So(a) N B(a") £,

pero esto se cumple para toda a en A,. Para finalizar la prueba observemos que por el lema
2,4, tenemos que si a,a’ € Ay, con a # a’, entonces Sp(a) N Sy(a’) = (). Lo anterior nos dice
que:

(So(a) N B(a")) (") (So(@') N B(a")) =0,

para a distinto de a’, y por lo tanto:

\ ( U so<a>) M 5)

acAs

> [Ay|.

O

En la demostracién del teorema 2,3, tenemos que el vector a*, que satisface la conclusion,
es el vector cuyo producto punto con el vector normal a la recta Lo es mayor, pero sabemos
que el producto punto entre dos vectores nos describe el angulo que hay entre ellos, por
lo tanto el vector a* es aquel que tiene un angulo con la recta L, mayor; y esto se puede
apreciar en la figura 2,11.

Figura 2.11: En esta figura podemos observa que ag es el elemento de Ay = {a;,as,a3} que
satisface la conclusién del teorema 2,3, ademas de ser ag el vector de Ay cuyo dngulo con la
recta Ly es mayor.

Ahora definiremos un conjunto que nos servira de herramienta.

Definicién 2.8. Sea A; y Ay subconjuntos de R?, se define el conjunto de puntos medios
de Ay y Ay como:
a; + ap

mzd(Al,AQ) = { | a; € Al, a € AQ}

Si A= Ay = Ay, entonces el conjunto de puntos medios de Ay y Ay se denotard como:
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Las siguientes propiedades se deducen de la definicién 2,8.

Observacién 2.4. Sean Ay, As y A subconjuntos de R?.Las siguientes afirmaciones se
cumplen:

1. AC mid(A).

2. lmid(A)| = |2A4].

3. 81 A C AN As, entonces mid(A) C (mid(A;) Nmid(As)).

4. Si Ay y Ag son subconjuntos de K y K es convexo, entonces:

mzd(Al, AQ) C K.

5. Sea vemid(A), y vy y vo en A tales que

V) + vy

2 v

entonces vy es el reflejado de vy respecto a v.

Como casi todos las proposiciones expuestas en este capitulo, el siguiente lema es una
relacién que existe entre el conjunto mid(A) con los bloques.

Lema 2.5. Sea {e;, e;} una base de R*, B = B((0,0); 1, €;) un bloque en R* y W subcon-
gunto de int(B). Entonces:

1. |mid(W,vert(B))| = 4|W]|.
2. mid(W,vert(B)) C int(B).
Demostracion.
1. Si x € mid(W,vert(B)), entonces existen w € W y b € vert(B), tales que:

w+Db

2
De lo anterior y por el principio del producto, tenemos que:
|mid(W,vert(B)| < |W||vert(B)],
pero como B es un bloque de R?, tenemos que |vert(B)| = 4 y por lo tanto:

|mid(W,vert(B))| < 4|W]|. (2.16)

Ahora demostraremos que la igualdad en la ecuacién 2,16 siempre se satisface y para
esto basta demostrar que cada elemento x € mid(W,vert(B)) se escribe de manera
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unica. Supongamos por contradiccién que existen wi,wo € W distintos y by, by €
vert(B) distintos, tales que:
wi;+b;  wy+ b
2 2 7

y por lo tanto:
wi + b1 = Wy + b2. (217)

Como wi,wy estan en W y W es subconjunto de int(B), entonces existen —1 <
11, (2, (a1, (g < 1 tales que:

Wi = Q1€1] + (12€9

Yy
Wy = (91€1 + (x99€s.

Anélogamente existen pi11, fi1a, fo1 o2 € {—1, 1}, tales que:
by = pier + pizer

Yy
by = o€ + poges.

Sustituyendo lo anterior en la ecuacién 2,17, obtenemos:

a11€1 + (12€9 + [111€1 + [412€9 = (21€1 + (92€9 + [191€1 + [U22€9,

luego,
: (11 + par)er + (g + pag)er = (o1 + por)er + (oo + pi)es,
entonces,
Q1+ pin = Qg1 T+ 21
)
Q12 + [12 = Qo + 22,
obteniendo,

Q11 — Qg1 = 21 — M11
Y
Q12 — Qigg = 22 — H12.

Observemos que como —1 < aqq, 9, a1, a9 < 1, entonces —2 < aq; — a1 < 2
y —2 < a1p — age < 2; ademds de que como 1, f1a, fo1, e € {—1,1}, entonces
obtenemos que o1 — 11 € {—2,0,2} y prao — 112 € {—2,0,2}. Notemos que {—2,0, 2}
sélo intersecta al intervalo (—2,2) de nimeros reales en el 0, entonces no queda mas
que:

Q11 — Q1 = fig1 — fi11 =0
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Yy
Qg — Qg = [l — 112 = 0.

Luego a1 = a1, plor = pa1, ug = Qa2 ¥ oz = fi12, luego wi = wy y by = by, lo cual
nos indica que todo elemento de mid(W, vert(B)) se escribe de manera tinica y por lo
tanto |mid(W, vert(B)| = 4|W|.

2. Sea x € mid(W,vert(B)), entonces existen w en W y b en B, tales que:

_W+b
2

X

Comow € W C int(B) y b € vert(B), entonces existen —1 < ay, a0 < 1y g y o en
{—1,1}, tales que:
W = 1€1 + ses

Y
b = jne; + pses.

De lo anterior tenemos que:

w+b _qeq + p€g + €1 + Uoeq
2 2
(041 + ,ul)el + (CYQ + MQ)BQ

2

:Oél‘i‘/he +Oé2+,u2e
2 ! 2 7

Como —1 < oy < 1y py € {—1,1}, tenemos que: —2 < a; + p; < 2, luego —1 <
% < 1; andlogamente tenemos que —1 < % < 1, lo cual nos implica que
x € int(B) y por lo tanto mid(W,vert(B)) C int(B).

O

Definicién 2.9. Sea A subconjunto finito de R* con |A| = n y sea v en mid(A). Se define
ra(v) como el nimero de parejas (vy, v2) C A? tales que:

v+ vy
2

Lema 2.6. Sea A un conjunto finito, entonces las siguientes afirmaciones se cumplen:

1 IAII(\;!\H): Z ra(v)

veEmid(A)

2. Si v es un vector en mid(A) tal que ra(v) = max{ra(u)|u € mid(A)}, entonces
ra_v((0,0)) = max{rs_,(u)|u € mid(A — v)}.
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Demostracion. 1. Observemos que si vi,vy € A, entonces % pertenece a mid(A),

entonces existe v € mid(A), tal que r4(v) estd contando a la pareja (vi,vs) y a su vez
esta pareja solo esta siendo contada en este r4(v). Entonces toda pareja de elementos

de A, es contado en algin r4(v), por consiguiente Z ra(v) equivale a calcular el
vemid(A)

numero de parejas distintas con elementos de A.

Como A es finito, entonces A = {a;, as, -+ ,a,}. Observemos que el elemento a; esté

en n parejas, ya que hay n — 1 elementos restantes en A y ademéas a; puede formar

pareja consigo mismo. Como la pareja (a;, a;) la estamos considerando como igual a la

pareja (a;, a;), entonces el elemento a; puede formar n —i+1 parejas con los elementos

restantes de A. De lo anterior tenemos que hay n+ (n — 1) + (n — 2) + - - - + 1 parejas
nn+1) _ |AI(AR)
2 2

distintas con los elementos de A, y la anterior suma es y por lo tanto:

_ A=)
Z TA(V) = T

vemid(A)

2. Sea v un vector en A, tal que r4(v) = max{rs(u)|u € mid(A)} y sea w en mid(A)
distinto de v. Como w € mid(A), existen w; y wy en A, tales que:

Wi + Wo
[—— W,
2
entonces,
Wi + Wo
—— = V=W—V,
2
luego,

(W) —v) + (Wy — V)
2
Perow; —ve A—vywy—veA—v, luego (w—v) € mid(A—v). Observemos que
de lo anterior tenemos dos cosas:

=W — V.

a) w € mid(A) siy sélosiw—v e mid(A—v)

b) Dada una pareja de vectores wi, wo tales que W = w puedo construir una
wi+wh

: / /
pareja de vectores wi, wy tales que —

=W — V y viceversa.

Entonces de lo anterior tenemos que r4(w) = r4_y(w —v) y ademds de que si w es un
vector en mid(A) tal que ry(w) = max{ra(u)|u € mid(A)}, entonces rs_y(wW-v) =
méx{ra_y(u)|u € mid(A — v)}. Y como v cumple que r4(v) = max{rs(u)|u €
mid(A)}, entonces:

ra—v((0,0)) = max{rs_(u) |u € mid(A —v)}

que es lo que se queria demostrar.
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El siguiente lema es el paso importante en la demostracion del teorema 2™ de Freiman, por
lo cual hemos decidido exponerlo fuera de la prueba. Ademas de demostrarlo, posteriormente
procederemos a dar un ejemplo de lo que se expone en la prueba para que asi sea entendido.

Lema 2.7. Sea 1 < ¢ <4 y sean ¢y = €y(2,¢) > 0 y ko = ko(2,¢) definidos como:

4—c
8(13¢ + 1)(4c)?

€ =

Yy
ko = (40)3.

Sea A C R? finito tal que:
|A| Z k07

24 < c|A]

Yy
IANL| < elA|

para toda recta L en R?, entonces existe W subconjunto de A tal que:
(W[ > oAl
(Y
2W] < (¢ — €o)|W].

Demostracion. Sea A subconjunto de R* que satisface las tres condiciones del lema. Se
demostrard primero que existen rectas Ly, Lo en R?, vectores fy, f; en R?, con f; = (0,0), y
conjuntos Ag, Ay y A, tales que:

1. foeLlﬂLgyfleLQ.
2. fi e Lf!
3. AQ C Al C Ao.

4. |Ail =k > '2‘2‘ y Az =k > %-

5. Aic L'y Ayc Li'n Lt

6. Al U (2f0 - Al) C AO y AQ U (2f1 - AQ) C Al-
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Sea A = Ay. Como A es finito existe v € A, tal que 74(v) = méx{rs(u)|u € mid(A)} y por
el lema 2,6, podemos suponer que v = f; = (0,0). Sea L; una recta de R* tal que f; € L,
y sea l; su vector normal. Para construir el conjunto A; primero observemos lo siguiente. Si
V1 y Vo es una pareja de vectores tales que % = fj, entonces:

luego:

De lo anterior obtenemos 3 casos:
» (f},vq) =0, entonces (1, vy) =0y por lo tanto vy, vy € L.
= (1;,v;) > 0, entonces (1;,vy) < 0y por lo tanto v; € L' y vo € L}
= (I;,v1) < 0, entonces (1;,vs) > 0y por lo tanto v; € LT y vy € L,

Ademas de que vy = 2fy; — vy, es decir vy es el reflejado de vy respecto fy. Ya hecha esta
observacion procederemos a construir A;. Sea A; definido de la siguiente manera:

Ay={we Alwe L' y2f —we A}

Por construccién de L. Ay vy A; tenemos que las condiciones 1,3,5 y 6 se satisfacen para
Ly, Ay v Ag, entonces sélo queda por demostrar la condicién 4. Observemos lo siguiente:

| Ap|? < | Aol (| Ao] + 1)
2 2

= Z T4 (V>

vemid(A)
< 1, (fo)|mid(Ay)|
= 14, (f0)|2A0],
< 1a,(fo)c| Aol

y por lo tanto:
‘Ao‘
TAO(fO) > 2—C (218)
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Por otro lado, por construccion de A; y por la desigualdad 2,18, tenemos que:

|A1| > 74,(fo) — [Ao N Ly
> 14,(fo) — 0| Aol

&P

4—c
> Aol { 5.~ 8(13c + 1)(40)3)

4
~ 8(13¢+ 1)(40)3)
4

|
—~
N
o
S~—
w
N——

Rl= Rlm Rlm Rl

v
=
o
AN TN TN TN
|
5=
~—

y por lo tanto:
| Ao|

2¢’
que es lo que se queria demostrar. Ahora procederemos a construir As, f; v Lo. Sea f; un
vector en Ay con la siguiente propiedad:

|Ay] > (2.19)

ra,(f1) = méx{ra, (v)|v e A}

y sea Ls la recta que pasa por fy v f; y Iy su vector normal. Nuevamente obtenemos que si
V1 Yy Vg son una pareja de vectores tales que % = £}, entonces o ambos vectores estan en
Ly o uno estd en L' y el otro estd en L, '; ademés de que vy = 2f, — vy, es decir, el vector
vy es el reflejado del vector vy, especto a f;. Andlogamente construimos A, de la siguiente
manera:

Ay ={we A |welj'y2f, —we A}

Por contruccion de Ly y As tenemos que las condiciones 1,2,3,5 y 6 se satisfacen para Lo,
Ay v f1, entonces sélo queda por demostrar la condicion 4. Notemos lo siguiente:

[A® _ (A + 1)
2 2
< g, (f)|mid(Ay)|
< 14, (f1)|mid(Ap)|
< ra,(f1)c| Aol

luego:

‘A1|2
f -
ra(f) > 2¢| Ay

34



Ahora por la desigualdad 2,19, tenemos que:

| Ao|?
(4¢)
f
) > 5
A
_ 1Al |
2¢(4c)?
y por lo tanto:
2| Ao
ra,(f1) > (4o (2.20)
Por otro lado, por construccién de A, y por la desigualdad 2,20, tenemos que:
[As| = 74, (f1) — [A1 N Ly
2 4—c
> A —
Z |4l ((4c)3 8(13¢ + 1)(40)3)
2 4
> A —
2140 (7~ o)
2 1
> A —
> 14l (5 ~ )
Y por lo tanto:
| Ao|
A — 2.21
| 2’ = (40)37 ( )

que es lo que se queria demostrar. Ahora sea a un vector en Ay. A partir de a se construyen
los conjuntos definidos en 2,7. Probaremos que:

Sm(a) € (L7,
i=1

para todo 0 < m < 2. Observemos que por construccién de A,,, tenemos que A,, C ﬂ L,

i=1
entonces para demostrar lo anterior basta demostrar que S,,(a) C A,,. Por eleccién de a,
tenemos que a € Ay y ademds por construcciéon de Sy(a), obtenemos que:

Sa(a) = {a} € Ay,

luego:
SQ (a) C AQ.

Ahora demostraremos que Sj(a) C Aj. Recordemos que Si(a) = Sa(a) U ({2f1} — Sz(a)), y
como Ay C Ay y Sa(a) C As, entonces basta demostrar que {2f; } — Ss(a) C A;. Observemos
lo siguiente:

{2f,} — Sy(a) C {2f;} — As,
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y por construccién de Ap, tenemos que 2{f;} — Ay C Ay, luego {2f;} — Sy(a) C Ay y por lo
tanto Si(a) C A;. Andlogamente tenemos que Sp(a) C A.

Observemos que las rectas Ly y Lo; los vectores fy, f; v f5; el conjunto As; y los bloques
So(a), Si(a) y Sa(a) satisfacen las hipdtesis del teorema 2,3, por lo tanto existe a* € Ay, tal

que:
( U So(a)> N B(a")

acAs

> |Agl.

Pero sabemos que Syp(a) € A, para todo a € A,, entonces:

( U so<a>) N B(a)

acAs
> |Ag|

_ 14

|AN B(a®)| >

y por lo tanto:

|A]
(4)*
Por otra parte sabemos que todo bloque en R? nos produce 4 hiperplanos faciales. Sean
Fi i1, Fi 1, F5 1y F> 41 los hiperplanos faciales producidos por el bloque B(a*) y sea:

|[AN B(a®)| >

(2.22)

= F17_|_1 U Fl,—l U F27+1 U FQ’_l.
De la construccion de F* tenemos que:
|| < [Pl + [F-af + [Foqa] + [Fo-al,

lueg0:
AN F*| < |Fi | + [Fi | + [Foqa| + [Fo .

Como cada Fj,, son hiperplanos, entonces por eleccién del conjunto A, tenemos que:

[ AN Fjul < el Al

y por lo tanto:
|ANF*| < 4elAl. (2.23)

Ademaés sabemos que:
int(B(a*)) = B(a*) \ F".
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Sea Wy := AnNint(B(a*)). Ahora acotaremos la cardinalidad de W, y para esto usaremos

las ecuaciones 2,22 y 2,23

luego:

Ahora, como:

tenemos que:

mid(Wy, So(a*)) = mid(Wy,vert(B(a™))) C mid(A).

Wl =|A N int(B(a")
— AN (B(a") \ F*)|
— (AN B(a") \ (AN F)
> AN B(a"))| - [AN F*

4]
> 4oy~ 4eg| Al

Al 44— o)(4e)’
(4c)®  8(13c+ 1)(4c)®
14 1

(4c)3 2

2|A] — (4c)’®
YT

|A]
2(4c)3’

|A]

IWol > 520y

vert(B(a*)) = Sp(a*) C A

Y
Wy =int(B(a*)) N A,

Ademsds por el lema 2,5, también tenemos que:

mid(Wy, So(a*)) = mid(Wy,vert(B(a™)) C int(B(a")).

y que:

|mid(Wy, So(a*)) = |4||Wp|.

Juntando 2,25 y 2,27, obtenemos que:

mid(Wy, So(a*)) C int(B(a*)) Nmid(A).

(2.24)

(2.25)

(2.26)

(2.27)

(2.28)

Por otra parte sean D(A1, Ay), con A, Ay € {—1,0,+1}, los conjuntos definidos en 2,3 co-
rrespondientes al bloque B(a*). Se definen los conjuntos W (Aq, A2) de la siguiente manera:

W(/\1,>\2> = A N D()\l, )\2)
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Sabemos que D(0,0) = int(B(a*)), entonces Wy = W(0,0). Por la observaciéon 2,2, tene-
mos que los conjuntos D(\1, A2) son disjuntos por pares y convexos, entonces los conjuntos
W (A1, A2) son disjuntos por pares y ademads por la observacién 2,4, tenemos que los conjuntos
mid(W (A, A2)) C D(A1, \2) v por lo tanto:

mid(W (A1, A2)) N mid(W((As, ) = 0, (2.29)

para todo A; # A3 0 Ay # A\4. Como tenemos 9 conjuntos Wy, »,), entonces para no trabajar
con indice de dos entradas podemos numerarlos del 0 al 8, de tal manera que Wy = W(q ).
Observemos que por la ecuacién 2,28 obtenemos que:

mid(Wy, So(a*)) N mid(W;) = 0, (2.30)

para todo 1 < ¢ < 8. Para terminar la prueba demostraremos que existe W, con 1 <17 < 8,
que satisface la conclusién del lema, es decir, que existe W, tal que:

|Wi| > €] Al
Yy
12W;| < (¢ — €)W,

para algin 1 < ¢ < 8. Lo anterior se demostrara por contradiccién, es decir, supondremos

que si W; satisface que:
[Wi| > o] Al

entonces se cumple que:

2Wi] = |mid(Wi| > (c — )| Wil

Denotamos a W al conjunto de los W; que cumplen con que |W;| > €| A|. Como mid(W;) C
mid(A) y como los mid(W;) son ajenos por pares, entonces:

Z [mid(W;)] < [mid(A)]. (2.31)

Juntando la ecuacion 2,30 y la desigualdad 2,31, obtenemos que:

C]{ZO Z |2A|
= mid(A)

> Imid(Wp, S(a*))| + Z imid(W;)|
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Ahora por la desigualdad 2,27, tenemos que:

luego:

y por lo tanto:

8
clA| = 4Wol + > [mid(W;)]
=1
> A Wol+ > [mid(W;)]
W, ew

> 4|Wo| + ) (e — o)Wl
W, ew
=4Wol+c Y Wil—e Y Wil

W;ew Wi;ew

> 4 Wol+¢ Y Wil — el A]
W;,ew

8
= 4[Wo| + ¢ Z|Wz|— Z (W | — el Al
i=1 W W

8
> 4|Wo| + ¢ Y IWi| = e(9e] Al) — €] A
i=1

8
> (4= )[Wol + ¢ > [Wi| = c(9eo| A]) — o] A]

1=0

= (4= )[Wol + c(|A] = [AN F7) — c(9e0| A]) — €0l A|
= (4 = o)[Wo| + c(|A| — 4|Aleo) — c(9€0| A]) — €o| Al
= (4 —)|[Wo| + c|A| = (9¢ + 4c + 1)eg|A|

= (4 — )|[Wo| + ¢|A| — (13¢c + 1)e&| A,

|Al + (13c+ 1)eo] A| > (4 — ¢)|[Wh| + ¢| A,

(13¢ + leg|A| > (4 — ¢)|Wh),

pero por la desigualdad 2,24, obtenemos que:

entonces:

(4 —c)|A]
(13 + el ] > 5755,
(4—0¢

O Dae)P(I3e+ 1)

Pero por definicién de ¢y, tenemos que:

4—c (4—c¢)
8(13¢ 1 1)(4c)® ~ 2(4¢)*(13¢ + 1)’
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luego:

>

Y

o |
N | —

lo cual es una contradiccion y por lo tanto existe W = W, C A, tal que:
(W[ = el Al
Y
2W] < (¢ — )W
O
Ahora si estamos listos para demostrar el teorema 2™ de Freiman en el caso para n = 2.

Teorema 2.4 (Teorema de 2" Freiman, para n = 2). Dado ¢ un nimero real tal que 1 <
c < 2", existen constantes k* = k*(2,¢) y € = €*(2,¢) > 0, tales que si A es un subconjunto
finito de R?* que satisfice:

LAl =k y
2. |A+ Al < |4,
entonces eviste una recta L de R* tal que |AN L| > ¢*|Al.

Demostracion. Sean €y(2,c¢) = €y y ko(2,¢) = ko nimeros reales definidos como:

o 4—c
0T 813 + 1)(40)

Y
ko == (4c)>.

Definimos al entero t y los reales €*(2,¢) = €* y k*(2,¢) = k* de la siguiente manera:

k'* = Eatk‘g.

Antes de continuar con la demostracion observemos las siguientes propiedades de kg y de €.
Si 1 < ¢ < ¢, entonces tenemos que:

4 — C1 4 — Co
8(13¢c; + 1)(4c)® = 8(13¢s + 1)(dey)?’

40



es decir si 1 < ¢; < ¢9, entonces:
60(2, Cl) S 60(27 Cl). (232)

Analogamente tenemos que si 1 < ¢; < ¢y, entonces:

k?()(2, Cl) Z k’o(?, CQ). (233)
Ademas de que:
Al > K >k (2.34)
Y
€ < ¢ (2.35)

para toda c.
Por contradiccion demostraremos que €* y k* son los requeridos en el teorema, es decir,
supondremos si A es un conjunto de R? que satisface que:

1. |A| > k*,
2. |[A+ Al <4,
3. pero |AN L| < €*|A|, para toda recta L en R?,

llegaremos a una contradiccion Definimos a los reales ¢y, ..., ¢, de la siguiente manera:
Co=2¢C

Yy
¢; = (¢ = jeo(2,¢)),

para todo 1 < j <t —1, claramente ¢; < ¢; si ¢ < j. Por induccién construiremos conjuntos
Ag, ..., As_1, tales que:

1. |AJ| Z k’()(2,Cj)
2. A+ Ajl < ¢l 4]
3. |A; N L| < €(2,¢;)|A|, para toda recta L en R?,

es decir, los conjuntos A; satisfacen las hipétesis del lema 2,7. Definimos a Ay = A, por
construccion de A y por las ecuaciones 2,35 y 2,34, tenemos que Ay cumple con los requisitos.
Al satisfacer Ay las hipdtesis del 2,7, tenemos que existe A; C A, tal que:

|A1| > €0(2,c0)| Aol ¥y [A1 + As] < (¢ — €0(2,c0))| Al
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Como |A1] > €y(2,¢)|Aol, por la ecuacién 2,34 y como 0 < €(2,¢) < 1, obtenemos:

|A1| > €0(2, co)| Ao
> €0(2,c0)k™(2, o)
> ko(2,¢1)

Por otra parte como |A; + A;| < (¢ — €0(2, ¢o))|Ax], es decir:
|A1 + A1| S 01|A1|.

Por tltimo por las ecuaciones 2,35 y 2,32, y el hecho de que |Ag N L| < €*(c,2)|Ag|, para
toda recta L C R?, tenemos que:

|[AyNL| <|AgN L|
< €'(2,0)| Ay
< €(2,¢)|A]
< €(2,c1)|A].

Luego A; cumple las tres propiedades requeridas y por lo tanto podemos aplicar nueva-
mente el lema 2,7 para construir el conjunto As. Recursivamente construimos los conjuntos
Ay, ..., A;_1 que satisfacen las propiedades requeridas.
Al cumplir A;_; las tres propiedades obtenemos que existe A; subconjunto de A;_q, tal
que:
|As] > €0(2, ci1)|As1| y |Ar + Ay| < ] Ayl

es decir, que |A;] > 1y que:
’At + At| S Ct‘At’

< (o oy ) 2ol
< [A¢]

Lo cual es imposible si |A;] > 1 y por lo tanto existe una recta L tal que |[ANL| >¢*. O

2.3. Prueba del teorema 2.2 en el caso general

Como dijimos al inicio del capitulo, en esta seccién demostraremos el teorema 2" de
Freiman en su version general. Para esto, generalizaremos los conceptos vistos en la secciéon
pasada. Ademas como mencionamos también al inicio del capitulo, la seccién anterior fue
hecha para entender la demostracién del teorema objetivo. Por este motivo lo enunciado aqui
no sera ejemplificado. Por tltimo, cabe destacar al vector neutro de R" lo denotaremos como
0.

Iniciaremos la seccion definiendo lo que es un blogue en R" y sus elementos principales.
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Definicién 2.10. Sea ey un vector en R", y {ei,...,e,} una base de R". El bloque B =
Bleg; ei,...,e,) con centro en ey y base {ey, ..., e,} es el conjunto:

B(eg; €1,...,€,) :={eg —1—2@62-] —1<uz; <1 para todo 1 <i <n}.
i=1
Ademds definimos los siguientes conjuntos a partir del blogue B.
1. El conjunto de vértices de B es:
vert(B) := {ey + Zuiei | i € {—1,1}", para toda 1 <1i < n}.
i=1
2. El interior de B es:
int(B) :={{ey + inei| —1<uxz <1, para toda 1 <i <n}.
i=1
3. Sea j€{1,2,...,n} y u; € {—1,1}, el hiperplano facial correspondiente a j y p; es:

Fj,,uj = {60 +ue; + xe; | reER i # j}

4. Definimos D(Ay, ..., \,) con \; € {—1,0,1}, para toda 1 < i < n; como el conjunto de

vectores de la forma ey + E x;e;, donde:
i=1

i >1, 510N =1,
—1l<x; <1, 51X\ =0,
IL‘Z'<—17 St )\Z:—]_,

conl<i<n.

Observemos que para un bloque B tanto la cardinalidad vert(B) como el nimero de
hiperplanos faciales es 2". También observemos que tenemos 3" conjuntos D(Aq,...,\,) ¥y
ademas de que estos son ajenos por pares y son conjuntos convexos.

Procederemos ahora a generalizar la propiedad 1til de los bloques.

Lema 2.8. Sea {ey,...,e,} una base de R", sea B = B(0;e,...,e,) y uy v vectores en
R"™. Entonces las siguientes afirmaciones se cumplen.

1. B(u,ey,...,e,) =B+ {u}.
2. Si0€ B(u;e,...,e,), entonces 0 € B + {tu} para todo 0 <t < 1.

3. Si (B+{u})N(B+{w}) #0, entonces (ver(B) + {u}) N (B + {w}) # 0.
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Demostracion. Las demostraciones del los puntos 1 y 2 son totalmente andlogas a las demos-
traciones de los puntos 1 y 2 del lema 2,1, entonces procederemos a demostrar el punto 3.
n n

Sea u = Z uie; y sea v = Z vie;. Si (B4 {u})) N (B +v) # 0, entonces existen escalares
i=1 i=1

n n
—1 < x;,y; <1, para todo 1 < i < n, tales que inei €eBy Zyiei € B. Ademas de que:
i=1 i=1

n n

Z(ui +x)e; = Z(Ui +yi)es,

i=1 i=1

luego obtenemos que:
Ui + T = Vi + Yi,

para todo 1 < i <n. Como —1 < z;,y; < 1, de lo anterior obtenemos que:

La ecuacién anterior la analizaremos para diferentes valores que pueden tener los escalares
Vi V Uy.

1. Si u; < wv;. De la ecuacion 2,36 obtenemos que:
v —1<u;+1<wv+1, (2.37)
para todo 1 < i <n.
2. Si v; < u;. De la ecuacién 2,36, obtenemos que:

vi—l<ui—1§ui+xi:v¢—l—yi§vi+1,

Si en la ecuacién 2,37 sustituimos a 1 = y; y a —1 = p; en 2,38, en ambas ecuaciones
obtenemos que:
vi—1<ui+p <v+1

para todo 1 < < n. Luego:

> (uit e =u+ Z pie; € (vert(B) 4+ {u}) N (B + {v}).

=1

Ahora generalizaremos el concepto de reflexién respecto a un vector.
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Definicién 2.11. Sean fy a vectores en R". La reflexion de a con respecto a f es el vector:
2f— a.
Ademds si S es un conjunto en R", la reflexién de S con respecto a f es el conjunto:
2f— S :={2f—s|se S}

Continuaremos definiendo unos conjuntos fundamentales para la demostracién de teorema
2" de Freiman.

Definicion 2.12. Sean f, f, ..., f, vectores en R". Definimos los conjuntos Sy, S1, ..., S
de manera recursiva, como:

Sp = {fn}
Sk—1 = Sk U ({2fk=1} — Sk)s

conl <k<n.

Observemos que por construccién de Sy, tenemos que |Si| = 2"7*. Ahora generalizaremos
el lema que nos relaciona bloques con la operacion reflexiéon.

Lema 2.9. Sean fy, = 0,f,,...,f, vectores en R", y sean Sy,...,S, los conjuntos dados
en la definicion 2.12. Si fi,...,f, son linealmente independientes, entonces las siguientes
afirmaciones se cumplen.

1. Los vectores e; == f, — f,_,, para toda 1 < i < n, son linealmente independientes.

2. So= {Z wi€ | pi € {—1,1} para toda 1 < i <n}.

i=1
3. B(0O;ey,...,e,) = conv(Sy).

Demostracion. 1. Sean aq,...qa, € R tales que:

n
E o;€; = 0.
=1

Por la definicion de los vectores e;, tenemos que:

0= i ,;€e;
i=1
= Z ai<fi - fi—l)
i=1
= Zn: (Xn:(—l)ﬁl%’) £;.
i=1 \ j=i
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Pero como los vectores fi, ..., f, son linealmente independientes, obtenemos que:

n

Z(_l)j+laj =0,

i=j
para todo 1 < i <n, y por lo tanto a; = ... = a,, = 0.
. Se probara inductivamente que:
S ={f} +{ Z pie; | py € {1,—1}, para toda k+1 <i < n}, (2.39)
i=k+1

para toda 0 < k < n. Si k = n, claramente se cumple que S,, = {f,,}. Supongamos que
la ecuacién 2,39 se cumple para k. Por definicion de Sy_1, tenemos que:

Sk—1 = Sk U({szq} — Sk)

= <{fk} +{ Z uiei}> U ({ka—l — By —{ Z /”ei}>

i=k+1 i=k+1

Como e, = f, — f,._1, tenemos que:

Sp-1 = ({fkl +ep}t+{ Z Mz‘ez‘}) U ({fkl —ept —{ Z Miez‘})

- ({fk} Heb+{X mei}> y ({fm} e+ uiei}>

y por lo tanto:
Sp—1=A{f1} + {Z wie; | € {1, —1},para toda k <i <n}
i=k
Para k = 0, obtenemos que:

So = {Z wi€; | € {1,—1} para toda 1 < i < n}.

i=1
. Como B = B(0;ey,...,e,) = conv(vert(B)), y por el punto anterior se sigue que

B = conv(Sy)). .

Nuevamente a partir de aqui usaremos fuertemente conceptos y resultados del apéndice.
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Lema 2.10. Sean Hy,..., H, hiperplanos en R", y sean f, = 0, f,,...,f, vectores en R"

tales que:
fi, € Hj, para todo 0 <i < j<n
fi € H](-H), para todo 0 < j <11 <n,
entonces los vectores fi ..., f,, son linealmente independientes. Mds aiun, si Sy, Sy ..., S, son

los conjuntos dados en la definicion 2.12, que cumplen que:

k
Sk C ﬂ H;Jrl),
j=1
entonces:

SOHH(Mlv"wﬂn) # 0,

para todo (py, ..., pu,) € {—1,4+1}", y los hiperplanos Hy, ..., H, son linealmente indepen-
dientes. Ademds si s € S ﬂ H(py s pin) Y Sne1 = 0; entonces s € Sy \ Skr1 si y solo si
wi=1paral <i<kypup1=—1.

Demostracion. Sean H, ..., H, hiperplanos en R" y f; = 0,f;,... f, vectores en R" que
satisfacen las condiciones del lema. Primero demostraremos que los vectores f; ... f,, son
linealmente independiente y esto se efectuara por contradiccién. Sean x4, ..., z, escalares en

R, no todos 0, tales que:
i=1

Sin pérdida de generalidad supongamos que x,, # 0. De lo anterior tenemos que:

n—1 T
i
fn = . fi7
=1 n
es decir, el vector f,, es combinacion lineal de los vectores fi, ..., f,. Por construccion de los

vectores f1, ... f,_1 y del hiperplano H,,, tenemos que f;,...f, 1 € H, y 0 € H, y por lo tanto
f, € H,, lo cual es una contradicciéon ya que por construccion de f,,, tenemos que f,, € H,(LH)
y HnﬂHfLH) = (), y por lo tanto los vectores fi, ..., f, son linealmente independientes. Ahora

procederemos a demostrar que Sy ﬂH(,ul oy in) # 0, para todo (p1, ..., pn) € {1,110
Primero demostraremos inductivamente que:

SkﬂH(la"'7/'l’k+17"'7/'l’n) #(2)7

para todo 1 < k < n. Observemos que si n = k, por construccién de S, y de f,,, tenemos que
Sp={f.} v i, € Hi(ﬂ), para todo 1 < i < n. De lo anterior obtenemos que:

f.€ S VH(,...,1).
N——

n
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Supongamos que lo anterior se cumple para todo k. Por hipétesis de induccién, para todo
(Whits - -5 fn) € {—1,1}"7F existe vector s, tal que:

Sk H(L, o sy ey fon)-

k-1
Como, por hipotesis, tenemos que S,_1 C (ﬂ HZ.(JFI)) , entonces para demostrar que S,_1 N

i=1
H(,...,1, pgy .., i) # 0, basta demostrar que Sk,lﬂ<ﬂ?:k HZ-(’”)> # (), para todo (g, . . ., pin) €

{_17+1}n—k+1.
Por construccién de Sip_1, tenemos que Sy C Sip_1 y ademads por hipdtesis de induccién

tenemos: .
Sp_1 N [(H,g“)) N ( N H,.(‘“'))] 4 0. (2.40)

1=k+1

Por otro lado, nuevamente por hipdtesis de induccién, tenemos que existe vector s, tal que:
n
wesin| (7)o () )]
i=k+1

, para todo (py, . . ., pin) € {—1,+1}""*+1 Por construccién de Sy, tenemos que 2f, | —s €
Sk_1. Ademas por hipétesis tenemos que f,_; € H;, para todo k < ¢ < n. De lo anterior
se sigue que 2f,_; —s € H,i_l) y 2f,_1 —s € Hi(_’”)7 para todo k +1 <1 < n y para todo
(Whits - - s fn) € {=1,4+1}"7F; Tuego:

Spi 0 [(H,ﬁ”) N ( (n] Hf“”)] £0. (2.41)

Juntando las ecuaciones 2,40 y 2,41, obtenemos que:

Si 1N (n Hj(#i)) 7&@
i=k

. para todo (g, ..., pun) € {—1,+1}" %1 v por lo tanto Sp_1 N H (1, ..., fg, ..., ). To-
1
mando a k£ = 0 obtenemos que:

So N H (g, ..., pn) # 0,

para todo (u1,...,u,) € {—1,4+1}", que es lo que se queria demostrar. Ademas por el lema
6,1, tenemos que los hiperplanos Hq, ..., H, son linealmente independientes.

Como [Sy| = 2"y S, M H(1, ..., 1, gy, -, tn) # O, para todo 1 < k < n y para todo
(ksty -y o) € {—1,41}"; obtenemos que:

|Se MVH(L, .o 1 gty o )| =1
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. De lo anterior obtenemos que cada uno de los 2" conjuntos H (p1, . .., ii,) contiene exacta-
mente un elemento de Sy. Luego obtenemos que si:

s€SoNH (i, pn),

y u; = 1 para todo 1 < ¢ < k, entonces s € Si. Por otra parte si urp1 = —1, entonces
s ¢ Sg11. Luego:
SoﬂH(17"'717_17/Lk+27"'7un) - Sk\Sk+1~

Ademds como:
’SO ﬂH(17 ey 17_]-7//”{:4—2, .o 7/’L7’L>| et |Sk \ Sk—‘rll — 2”—]{}—1’

obtenemos que:
SoﬂH(l,...,1,—1,,uk+2,...,,un) :Sk\sk+1,

que es lo que se queria demostrar O

Ahora defefiniremos a los conjuntos S,,...,.S, cuando el vector f, no es fijo y ademas
daremos una propiedad muy importante de dichos conjuntos.

Lema 2.11. Sean H,,..., H, hiperplanos en R", y sean fy = 0, f,, ..., f,_, vectores en R"

tales que:
fi € Hj, para todo 0 <i<j<n-—1
fiGH](H), para todo 0 < j <i<n-—1,
Sea a un vector en H(1,...,1). Se definen los conjuntos Sy(a), ..., So(a), de manera recur-

——

n
siva, como Sigue:

Sn(a) = {a}
Sk-1 = Sk(@) U ({2fr—1} — Sk(a)),

con1 < k < n. Sia,d son vectores en H(1,...,1), tales que a # @', entonces Sp(a) N
~——
So(a) # 0.
Demostracion. Sean a 'y a’ vectores en H(1,...,1), distintos. Como S, (a) = {a} y S,(a") =
——

{a’}, entonces S, (a) N S,(a") = 0. Por contradiccién supongamos que Sp(a) N Sp(a’) # 0.
Sea k el mayor entero tal que Sk(a) N Sk(a’) # 0, luego 0 < k < n — 1. Sea s un vector en
Si(a) N Sk(a’), luego s ¢ Ski1(a) N Ski1(a'). Sis ¢ Skii(a), tenemos que:

S € Sk(a) \ Sk—H = {ka} — Sk+1(a).
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Por el lema 2,10 obtenemos que:

s€ H(1,...,1, =1, ftgso, -, fhn)-
Nuevamente por el lema 2,10, tenemos que:
s € Sk(@) \ Sea(a)) = {26k} — S (@)
De lo anterior tenemos que existe un v € Syy1(a) y un vector v/ € Sy, 1(a’), tal que:
s =2f, —v=2f —Vv.

Lo anterior nos dice que v = v’ € Si1(a) N Ski1(a’), lo cual contradice la eleccién de k y
por lo tanto:
So(a) N Sp(a’) =0
0

Destaquemos que las demostraciones de los lemas y teoremas que vienen a continuacion
son muy similares a las demostraciones de sus versiones de R?, por ello algunos pasos los
obviaremos. Ahora procederemos a demostrar un teorema que nos envuelve todo lo visto
hasta el momento.

Teorema 2.5. Sean Hy, ..., H, hiperplanos en R", y sean fy = O, f,,...,f,_, vectores en
R" tales que:
fi € Hj, para todo 0 <i < j<n-—1
f;EH](H), para todo 0 < j <i<n-—1,

Sea A, un subconjunto finito de H(1,...,1). Para cada vector a € A,, se definen los conjuntos
~——

n

Sn(a),...,S(a), y el bloque B(a) como sigue:

Sn(a) = {a}
Sk-1 = Sk(a@) U ({2fk-1} — Sk(a)),
B(a) = conv(Sy(a)),
conl<k<n.
Ademds supongamos que para todo a € A, se cumple que:

k
Sk(a) C () HY,

i=1
para todo 1 < k < n. Entonces existe a* € A,, tal que para todo a € A, se cumple que:

So(a) N B(a™) # 10

> |A,|

( U so<a>) N B(a')

acA,
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Demostracion. Sea a € A, definimos los siguientes vectores:
e, =1 —fi4,

paratodo 1 <:<n—1y
e,(a)=a—f, ;.

Por el lema 2,10 tenemos que los vectores fi, ..., f,_; son linealmente independientes, ademas
por el lema 2,9 tenemos que los vectores ey, . . . e,(a) son linealmente independientes también.
Como ey,...,e,_1 € H,, y dim(H,) = n — 1, entonces tenemos que {ej,...,e, 1} es una
base de H,. Andlogamente tenemos que {ej,...,e,(a)} es una base de R", para todo a €

A,. A partir de la observacién anterior los siguientes conjuntos son bloques en H, y R"
respectivamente:
B := B(0;ey,...,e,1)

Y
B(a) := B(0;ey,...,e,(a)).

Por el lema 2,9 tenemos que:
vert(B(a)) = Sy(a)

Y
B(a) = conv(Sy(a)).

Para p, € {—1,+1} definimos los siguientes conjuntos:

n—1
Sy (a) = {)_ miei + pmen(@) | (s 1) € {=1,41}"'}.
i=1

Veamos lo siguiente:
vert(B) + {e,(a)} = S(gﬂ)(a),

luego:
conv(S$+1)(a)) = B+ {e,(a)} C B(a). (2.42)

Analogamente tenemos que:

conv(Syt(a)) = B —{e,(a)} C B(a). (2.43)

Sean hy, ... h, vectores normales a los hiperplanos H; ..., H, respectivamente. Sea L, =
n—1
ﬂ H,. Por teorema de algebra lineal podemos construir vector h, tal que {h}} es base de
i=1
H,, y que satisfaga que:

(hi’ h:;) =0,
sit#ny

(h,,h) =1.
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Sea:
m:R"— L,

la proyeccion correspondiente a la descomposicion de la suma direta de:
R"=H, & L,.

Como f,_, € H, v a € HS™, tenemos que e,(a)=a—1f, | € HS™ vy por lo tanto e,(a)
puede ser escrito de manera tinica como:

en(a) = m(en(a)) + ¢p(a)h’,

donde:
(hn,en(a)) = (hy, m(en(a))) + ¢(a)(hy, hy) = ¢(a) > 0.

De lo anterior y por el lema 2,10, tenemos que:

n—1
So(a) N H(#l, R —I—l) = S(()'f‘l)(a N (ﬂ Hi(ui)) 7& @7

para todo (g1, ..., fn_1,+1) € {—1,+1}""1. De la observacién anterior y por el lema 6,6,
tenemos que:

0 € conv <7T(Sé+1)(a))) = <conv(5’é+1)(a))>
— 7 (B +eu(a))
— B+ (e(a))
Por otro lado como A,, es un conjunto finito, podemos escoger a* € A,, tal que:
m(a*) = max {¢(a)|a € A,}.

o(a)

3 entonces

Observemos que si a es un vector distinto de a* en A,,, y si definimos a t =
0<t< 1y ademas:

te,(a") = m(te,(a”)) + top(a*)h, = o(te,(a*)) + ¢(a)h™.
Ademés como 0 € B + m(e,(a*)), obtenemos por el lema 2,8 que:
0 € (B+ ¢(e,(a)) N (B +tr(e,(a))) # 0.
y nuevamente por el lema 2,8, obtenemos que:
(vert(B) + m(en(a))) N (B + m(ten(a*))) # 0.

Y por lo tanto existe (pi1, ..., fn_1) € {—1,+1}""! tal que:
n—1
Zluiei +m(en(a)) € B + 7(te,(a”)),
i=1
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luego:
n—1 n—1
D e+ m(en(a)) + ola)h], = > piei +eu(a) € 557 (a),
i=1 i=1

y ademas:
n—1
Z uie; +ey(a) € B+tin(e,(a)) + ¢(a)h, = B +te,(a*) C B(a¥).
i=1

De lo anterior tenemos que para toda a € A,, se tiene que:
S (a) N B(a®) # 0,

y por lo tanto
So(a) N B(a*) # 0.

Para terminar observemos que por el lema 2,11, si a y a’ son vectores en A,, con a # a’,
entonces Sp(a) N Sp(a’) =0, y por lo tanto:

< U So(a)) nB(a’)

acA,

> | Ay

Ahora procederemos a generalizar el ultimo concepto definido en la seccién anterior.

Definicién 2.13. Sean Ay, Ay y subconjuntos de R™. El conjunto de los puntos medios de
Ay y Ay se define como:

a + a

m’Ld(Al,AQ):{ |a1€A1 yaQEAQ}.

Si Ay = Ay = A, entonces:

/
mid(A) = {a—;aH]a,al GA}

De la definicién se puntos medios se infieren las siguientes porpiedades:

Observacién 2.5. 1. Si K es un conjunto convexo de R" y Ay, Ay C K, entonces
m@d(Al,Ag) C K.

2. A Cmid(A) y|mid(A)| = |24].
Lema 2.12. Sea B un bloque en R", y sea W C int(B). Entonces:
mid(W,vert(B)) C int(B)

|mid(w, vert(B))| = 2"|W]|.
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Demostracién. Sea{ei,...,e,} unabase de R" y ey un vector en R". Sea B = B(eg; e, ..., €,)
Para todo j € {1,2}, sea

wW; = ¢€g + injei eW C mt(B)

i=1
y sea
bj =eg+ Z Hij€; € U@T‘t(B).
i=1
Entonces —1 < z;; <1y p; € {—1,1}, paratodo 1 <:<ny 1l <j <2 Si
Wi + b1 . Wo + bg
2 2

, entonces
n n

Z(iﬂﬂ T+ Hi1€ = Z(%Q + Hi2€;,
i=1 i=1
luego:
Tix — Ti2 = Hi2 — Hit,
paratodo 1 < i <n.Como —2 < z;1 — T < 2,ypp—pi € {—2,0,2} tenemosque :xy —xi2 =
Mo — (il = 0,luego :wy = wa y
b; = by,

y por lo tanto
|mid(W,vert(B))| = |W||vert(b)| = 2"|W]|.
Ademas de que
Tij + i
2

, para todo 1 < i < n, luego %bj € int(W); y por lo tanto mid(W,vert(B)) € int(B). O

€(-1,1)

Lema 2.13. Sea W un conjunto finito de R", con |W| =k y sea v un vector en mid(W).
Definimos r,,(v) como el nimero de conjuntos {wy, wo} de W tales que:

wp + woy

2 Y
entonces las siguientes propiedades se cumplen:

W|(|W]+1
1 |(|2| :ZvEmz’d(W) rw (v).

2. Si v es un vector en mid(W), tal que rw (v = mdzx {ry(u|u € mid(W)}, entonces
T A—v(0)=mdz {rs_,(u) | uemid(A—v)-

La demostracién del lema es totalmente igual a la demostracién de su versién en R2. Ahora
procederemos a generalizar el lema clave de la demostracién del teorema 2" de Freiman.
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Lema 2.14. Sean > 2 y 1 < ¢ < 2". Definimos €y = €y(n,c) >0 y k* = k*(n, c), como:

2" —¢

O In(3nc + 2nc + 1) (4021

Y
k* = (4c)* L.
Sea A un sunconjunto finito de R" que satisface lo siguiente:
|A| Z k:07
2A] = c[A]
Y
AN H| < A,

para todo hiperplano H en R", entonces existe un subconjunto W de A, tal que:

(W1 > e A|

2W] < (¢ — )| W]

Demostracion. Sea A un subconjunto finito de R” que satisface las tres condiciones del lema.
Probaremos por induccién que existen hiperplanos Hi, ..., H, en R" y vectores fy, ..., f, 1
en R", con f; = 0, y conjuntos Ay,...,A,; tales que:

1. f; € Hj, paratodo 0 <i < j <mn.
2. fiEH;H) paratodo 1 <j<i<n-—1.
3. A, CA,_1C...CA CA=A.

4. k= |A;] > (4;2%71 para todo 1 < j < n.

5. A; N, Hi(H), para todo 1 < j < n.
6. Aj+1 U ({2fj} - Aj+1) C Aj para todo 0 S j S n—1.
Sea Ag = Ay ko = |Ao|. Sea fy € Ap tal que
ra,(fo) = méx {ra,(v)|v € mid(Ayp)}.
Por el lema 2,13, tenemos que:
kg
35 < Z T4, (V)
vemid(Ap)
< 74, (fo) [mid(Ao)]

= 14,(f0)|2A0]
< 14, (fo)cko,
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luego:
ko

’I“Ao(fo) > 2_0

Por el lema 2,13, podemos suponer que f; = 0. Sea H; un hiperplano en R" tal que 0 € H;.
Si (wl% = 0, entonces tenemos que {wy, wo} C H; o:

‘{WI,WQ} N H1(+1)| = |{W1,W2} m Hl(_1)| =1.

Sea
Al :{W€A0|W€H{_1) y20—W€A0}
Entonces:
A c Agm HY ¢ gV
y

AU ({20} — A)) C Ay,

Como |A0 N Hl‘ S 60]{30 y
1 1

<—< —
O o1 = 4

entonces:
]{Zl = |A1’ Z T’AO(O — |A0 ﬁH1|

> — —Goko

De lo anterior se infiere que Hq,fy y A; satisfacen las 5 condiciones a demostrar.

Por hipdtesis de induccion supongamos que, para todo 1 < m < n—1, construimos los hiper-

planos Hy, ..., H,,; los vectores fy, . .., f,,,_1 y los conjuntos Ay, ..., A,, de manera recursiva;
m

m
) . .. . +1 +1
y ademas satisfacen las 5 condiciones requeridas. Como A,, C ﬂ Hi( ) y como ﬂ HZ-( ) es
. i=1 i=1
convexo, tenemos por el la observacion 2,5 que:

mid(An) C ﬂHi(H).

=1

De lo anterior, podemos escoger un vector
textbf f,, € mid(Ap,), tal que:

ra,, (f,) = max {ra, (v)| v € mid(A,)}.
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Luego obtenemos que:

luego obtenemos que:
A, (£n) > (4071
Sea H,,,1 un hiperplano en R" tal que:

{0,....f,} C Hpit

Ademis sea:
Apir ={we A, |we HS yof, —we A,},

entonces: "

Apr C A, NH C ﬂ "
y

At U ({260} — Apir) C Ap.

Como

‘Am N Hm—i—l‘ S |AO N Hm—‘rl’ S EOkO
y

- 1 < 1
O o1 = 4

obtenemos que:

m+1 |Am+1’
>ra,, (£n) — |Am N Hypg |

2k
> (46)2—7”“—1 — 60]€0
k
> 0
(4c)2mHi-1
Y por lo tanto los hiperplanos Hy, ..., H,,11; los vectores O, . .., f,, y los conjuntos Ay, ..., Ay

satisfacen las 5 propiedades requeridas. Y esto completa la induccion. Por otra parte sea
a € A,. Construimos los conjuntos:

Sn(a) C S,_1(a)... C Sp(a) C A.
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como en la definiciéon 2,11 Nuevamente por induccién, probaremos que:

Sm(a) C A, ) HY,

i=1

para toda 1 < m < n. Claramente tenemos que:

S.(a) ={a} C 4, C ﬂ HZ-(H).

i=1
Por hipdtesis de induccion supongamos que:

m+1
Sm+1(a C Am+1 - ﬂ Hi(+1)

=1

donde 0 < m < n — 1. Entonces:

{2fn} = Smr(a) C {26} = Apis C A C () H,

i=1

luego obtenemos que:

Sm(@) = S (@) U ({260} — s (@) € A © (VHE,

i=1

lo cual completa la induccién. De todo lo anterior, hemos demostrado que los hiperplanos
Hy,...Hp,; los vectores O, ..., f, 1; el conjunto A, C H(1,...,1) y los conjuntos:
——

n

{Sk(a)|a€ A, y 0 <k <n},
satisfacen las hipotesis del teorema 2,5 y por lo tanto existe vector a* € A,, tal que el bloque:
B(a*) = conv (Sp(a®)),

tiene la propiedad que:

AN B(a®)| > | ( U so<a>) A B(a")|
> A
—k,
> ko
(A7
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donde

Por otra parte tenemos que el bloque B(a*) determina los 2n hiperplanos faciales Fj

Jolg o
1<j<nyp€{-11} Sea
=) U Fu

Jj=1p;=1,-1
Sea Wy = Anint (B(a*)). Como |AN H| < eko para todo hiperplano H y

1

< _—
€0 4n(4c)? -1’

obtenemos que:
‘A N F*| S 2n€0k'0,

luego:

[Wol = [Anvint (B(a")) |
> |ANnB(a*| — |[AN F7|
ko
> W - 27160]60
ko

> _—
2(4c)2" 1

Ademads como:
vert (B(a®)) = Sp(a*) C A,
y por del lema 2,12 tenemos que:

W+ S

mid (W, So(a*)) = { |w e Wy, s € Sp(a”)} Cint (B(a")) Nmid(A)

|m’Ld(W(), So<a*))| = 2”|W0|

Por otro lado los 2n hiperplanos faciales hacen una particién de R™ \ F* en 3" conjuntos
convexos disjuntos por pares, llamemos D(Aq, ..., \,) a estos conjuntos, donde (A1,..., \,) €

{-1,0,1}"y
D(0,...,0) = int(B(a")).

Luego obtenemos que:

Wo = AnNint (B(a*)) = AN D(0,....,0)

mid(Wy, So(ax)) C int (B(a™)) Nmid(A) = D(0,...,0) Nmid(A).

Sean W7y, ..., W3n_q los conjuntos:

ANDA, .. A,
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donde (A1,...,An) € {—=1,0,1}"y (A1,..., An) # (0,...,0). Como los conjuntos D(Ay, ..., \,)

son convexos, obtenemos que:
mid(W;) N mid(W;) =0
paratodo 1 <i<j<3"—1y
mid(Wy, So(a*)) Nmid(W;) = 0,
para todo 1 < i < 3" — 1. Para terminar probaremos que existe W; tal que

(Wil = el A] = eoko,

2Wi| = |mid(w;)| < (¢ — €)Wl

Por contradiccién supongamos que |mid(w;)| > (¢ — €)|W;| para todo W; que satisface que
|Wi| > €oko. Sea I' la suma sobre todos los i € [1,3™ — 1] tal que |W;| > €oko|. Entonces:

cho > |24 = |mid(A)|
3"—1

> |mid(wy, S(a*))| + Z |mid(w;)| > 2"Wo| + T|mid(W;)]|
i=1

> 2"[Wo| + (¢ — &)W
> 2n|WO| + CF”/Vzl — eokg
3"—1
> (2” — C)‘W[)| +c Z ‘Wl‘ — 3nC€0]€0 — Goko
1=0
(2” — C)‘W[)| + C(ko — ’A N F*D — 3”060/60 — Egko
> (2" — o)|Wh!| + cko — (3"c + 2nc + 1)epko

Lo anterior nos implica que:

n n (2n — C)k?()
(3 C+2n0+1)60/€0 > (2 —C)|W0| > W,
luego obtenemos que:
2" — ¢
€ > = 2ney > €

2(3"c + 2nc + 1)(4e)>" 1
lo cual es una contradiccion y por lo tanto existe W que satisface las condiciones del lema. [

Ya para terminar la seccién procederemos a demostrar el teorema objetivo en su forma
general.
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Teorema 2.6 (Teorema 2" de Freiman). Dados n > 2 entero, y ¢ un numero real tal que
1 < ¢ < 27, existen constantes k* = k*(n,c) y € = €*(n,c) > 0, tales que si A es un
subconjunto finito de R"™ que satisfice:

1. JA| > k%, y
2. |[A+ Al < |4,
entonces existe un hiperplano H' de R" tal que |AN H'| > €*|A|.

Demostracion. Para 1 < ¢ < 2", sea:

2" —c
4n(3"c 4 2nc + 1)(4c¢)?" Y

€0 = €o(n,c) =

El entero positivo definido en el lema 2,14. Sea t = t(n, ¢) el tinico entero positivo tal que:

c—1
t—1< <t.
€o
Sea
€ = 66,
k* = k*(n,c) = (4¢)*" !
y sea

ki =ki(n,c) = e k™.

Si 1< < c, entonces tenemos que:

co(n,c) < e(n,d)

k*(n,c) > k*(n, ).

Sea A un subconjunto finito de R™ tal que:

|A| > kg > ko

|2A] < c|A]|.
Supongamos por contradiccion que:
AN H| < 4] < el Al

para todo hiperplano H en R”. Por el lema 2,14, tenemos que existe un subconjuto W de
A, tal que
(W| > e Al > ekt = 5 " VE* > &7
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2W] < (¢ — &) [W].
Mas ain, para todo hiperplano H en R", se tiene que:
(WNH|<|ANH| < eh|A] < e HW| < e W].

Definimos los conjuntos A} = W and Ay = A. Seai < j <t—1yseac =c— je. Entonces
si j <t—1,implica que 1 < ¢ = ¢ — jeg < c. Por las propiedades antes descritas podemos
construir recursivamente, por el lema 2,14, conjuntos:

A, CA,  C...CACA=A
tales que . .
A = 6JA] > ki > &
2A%] < (c = jeo)|Aj] = 4]
Maés atn, dichos conjuntos satisfacen que para todo hiperplano H en R"”, se tiene que:

AN H| < |ANH|
< glA|

Como
(ALl > k" = k"(n,c) > k™ (n,c),

1245 < (¢ — jeo)|Aj| = (| A).

Por lo anterior descrito, tenemos que A’ satisface las condiciones del lema 2,14, entonces
existe A’ subconjunto de A} tal que:

| A1l = eo(n, )| A]]
eo(n, €) |A;|
"4
eéﬂk;

_ e S g
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y ademas:

2471, < (¢ = eo(n, )| Ajua
< (¢ = €o(n, ¢))|Aj |
= (c— (J + Do)l A4l

Y asi sucesivamente hasta llegar que j = t. Cuando j = ¢, obtenemos un conjunto A} tal
que:
|A}| > k" > 1

24} < (¢ —teo)|Af| < AL,

lo cual es una contradiccién ya que si |[A}| > 1, implica que
244 > A,

y por lo tanto existe un hiperplano H de R™ tal que |[AN H| > €j|A|. O
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Capitulo 3

Desigualdad de Brunn-Minkowski

En 1896 Hermann Minkowski demostré una desigualdad que relaciona el volumen de la
suma de dos cuerpos convexos, en R", con la suma del volumen de cada uno de ellos. Tal
desigualdad habia sido descubierta anteriormente (en 1887) por Hermann Brunn para el caso
de n = 3, y es ahora conocida como la desigualdad de Brunn-Minkowski. La desigualdad
es importante porque ha probado ser una herramienta poderosa tanto en analisis como en
geometria convexa, y porque se relaciona con muchas otras desigualdades interesantes en
matematicas, [6].

3.1. Presentacion de la desigualdad

Asumiremos en este capitulo que se conocen la definicién y las propiedades basicas,
tanto topoldgicas como de andlisis, de la medida de Lesbergue; en el espacio euclidiano n-
dimencional, la cual, denotaremos por pu, es decir, p es la funcién que asigna de manera
estdndar una medida a un subconjunto de R" (por ejemplo, para n = 1,2 o 3 dimensiones,
i determina la longitud, el drea y el volumen, respectivamente). Ademés recordemos que un
conjunto compacto es simplemente un conjunto cerrado y acotado.

Definicién 3.1. Sea S un subconjunto de R™. Se dice que S es un cuerpo convexo si S es
compacto, convero, y tiene interior no vacio.

Ejemplo 3.1. En la figura 3,1 podemos observar:
1. Puntos y rectas no son cuerpos converos ya que tienen interior vacio.
2. Semi-planos no son cuerpos por convexos por no ser acotados.
3. Un conjunto que no se cumple el ser convexo y por lo tanto no es un cuerpo convero.

4. Un conjunto que si es cuerpo convexo.
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G| @

2

Figura 3.1: En estas figura podemos observar un conjunto que es un cuerpo convexo, (4), y
conjuntos que no son cuerpos convexos, (1), (2), (3).

Ya que establecimos los elementos necesarios para la desigualdad de Brunn-Minkowski,
procederemos a enunciarla.

Teorema 3.1 (Desigualdad de Brunn-Minkowski). Si A, B C R" son cuerpos convezos,
entonces:

pA+ B)V" > p(A) 4 (B

En el caso de una dimensién, n = 1, los conjuntos A y B son intervalos cerrados en R,
con u(A) y pu(B) sus respectivas longitudes. La desigualdad de Brunn-Minkowski, entonces,
nos dice que:

A+ B) = p(A) + u(B),

lo cual es claramente cierto y, de hecho, siempre se da la igualdad pues, dados A = [ay, as]
y B = [by, by], tenemos que:

p([ar, az] + [b1, ba]) = pllar + b1, az + bs])
= (ag + by) — (ar + by)
= (CLQ — (11) + (b2 — bl)
= ,U([alﬁ a2]) + ,U([bl’ bQ])
En el caso de dos dimensiones, n = 2, los conjuntos A y B son conjuntos convexos,
cerrados y acotados con interior no vacio (es decir, con drea) en R*: de modo que, p(A)

y 1(B) son precisamente el drea de A y el drea de B, respectivamente. La desigualdad de
Brunn-Minkowski, entonces, es:

WA+ B) > (\/u + \/M(B)>2-
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Ejemplo 3.2. Consideremos dos rectangulos en R?: Un rectingulo A cuya base y altura sean
a1 y as respectivamente; y otro rectangulo B cuya base y altura sean by y by respectivamente.
Observemos que A+ B es un rectdngulo cuya base es ay + by y altura es as + by. Calculando
la medida de Lesbegue de los 3 rectingulos tenemos que:

1(A) = aras;
p(B) = biby;
Y
,LL(A + B) = (a1 + b1>(a2 + bg)

Observemos lo siguiente:

(Varbs = Vraz)

entonces,

a1b2 + bla2 Z 2 albzblag

luego,
a1a2 + Cllbg + blag + b1b2 Z a1ao + 2\/ a1b2b1a2 + blbz
obteniendo,

(a1 +b1)(az + by) > (\Jarag + /biby)?

De lo anterior tenemos que:

2
WA+ B) (WL ) + \/M(B)>
Ademds observemos que la igualdad se da si y solo si:

(\/ aiby — v/ bla2)2 =

entonces,
Vaiby = \/biay
luego,
aq . (05}
bi by

es decir, los lados del rectangulo B son multiplos escalares de los lados de A.

En el ejemplo anterior vimos que la igualdad en la desigualdad de Brunn-Minkowski se
da si y sdlo si el rectangulo A es una .*mpliacion.® reducciéon” del rectangulo B; de hecho esto
siempre cumple para todo cuerpo convexo A y By para todo R". Formalmente cuando A es
una ampliacién o reduccién de B decimos que A y B son dos cuerpos convexos homotéticos.

Definicién 3.2. Sean A y B dos cuerpos convexos en R". Decimos que A es homotético a
B, si existe vector C € R" y escalar k; tales que para todo a € A existe un unico b € B tal
que:

b— C=k(a— O).

66



Lema 3.1. Sean A y B dos cuerpos convexos en R". La igualdad en el teorema 3,1 se cumple
si y solo si A y B son dos cuerpos converos homotéticos.

3.2. La desigualdad de Bonnesen

En 1929 Bonnesen demuestra una desigualdad que es mejor a la de Brunn-Minkowski.

Teorema 3.2 (Desigualdad de Bonnesen). Si A, B C R" son cuerpos convezos, y H es un
subespacio de dimension n — 1, entonces:

u(A+ B) > (mj +nn%)”_1 (M N @) ,

m n

donde m = p(pu(A)) yn = p(ou(B)).

Notemos que como H es un subespacio de dimensién n — 1, entonces R"/H es un espacio
de dimensién uno (una recta); y como A y B son cuerpos convexos, entonces ¢y (A)y ¢p(B)
son intervalos cerrados con p (g (A)) y p(ou(B)) sus longitudes respectivamente.

En el caso de una dimension, n = 1, la desigualdad de Bonnesen se interpreta tomando
el limite de los coeficientes de p(A) y p(B), obteniendose: (A + B) > u(A) + u(B), que es
exactamente la desigualdad de Brunn-Minkowski (y que, como ya vimos, en este caso se da
siempre la igualdad).

En el caso de dos dimensiones, n = 2, la desigualdad de Bonnesen nos dice que

uw(A+ B) > (m+n) (% + “(B)) , (3.1)

n

donde m y n son las longitudes de las respectivas proyecciones de A y B a alguna recta en
R? que pase por el origen.
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Capitulo 4

La suma de conjuntos finitos en R?

En el articulo Properties of two-dimensional sets with small sumset,[7], los autores es-
tudian la cardinalidad del conjunto suma de dos conjuntos finitos, en términos del minimo
numero de lineas paralelas que cubren a cada uno; concretamente, entre otros resultados, se
prueba la siguiente desigualdad. Denotamos por h; (A, B) al minimo s tal que existe u € R?

con |puy (A)] < sy [ (B)] < s.

Teorema 4.1. [Grynkiewicz, Serra, 2010] Sea s > 2 un entero, y sean A y B conjuntos
finitos en R? tales que |A| > |B| > 25%> — 3s + 2. Si hi(A, B) > s entonces

2
|A+B|Z|A|+(3——) IB| — 25 + 1.
S

Este resultado extiende el caso 2-dimensional del teorema 2" de Freiman, considerando
la suma de dos conjuntos distintos en vez de uno.

Para probar el teorema 4.1, los autores establecen otra cota inferior general de |A + B|
(donde A y B son conjuntos finitos de ]RQ) que, en la actualidad, es considerada la mejor
version discreta de la desigualdad de Brunn-Minkowski en dos dimensiones. En este capitulo
presentaremos dicha desigualdad (teorema 4.4) y daremos su prueba. También presentare-
mos, en la seccién 4.3, una generalizacion al teorema 4.4, lo cual es trabajo original.

4.1. Compresion de conjuntos

Antes de presentar la desigualdad de Grynkiewicz-Serra, veremos una técnica bastante
usada en el area, llamada compresion de conjuntos[8]. Dados dos conjuntos finitos A y B
en R", queremos determinar conjuntos C(A) y C(B) de modo que |A| = |C(A)|, |B| =
|IC(B)| y |[A+ B| > |C(A) + C(B)|, con la condicién adicional de que sea mas facil calcular
|C(A) + C(B)| que |A + Bj.

En general, se define la compresion de un conjunto en R" con respecto a una base ordenada
(vi,+-+,Vvy). Sin embargo, en este trabajo de tesis estudiaremos la compresion de conjuntos
unicamente en R?. Antes de ver la definicién de compresién con respecto a cualquier base
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ordenada (vi,vy) de R?, daremos la definicién para el caso particular en que la base sea
la base candnica, (ej,e;). Notemos que, en tal caso, siendo S un subconjunto finito de R?,
|P(ey(S)| es el nimero de rectas paralelas al eje x que intersectan a S, y |¢(e,)(S)| es el
numero de rectas paralelas al eje y que intersectan a S. Definiremos primero la compresién
lineal de un conjunto finito S con respecto a e; para cada i € {1, 2}.

Definicién 4.1. Sea S un subconjunto finito de R?, y sea e; = (1,0). Sea q = |beny(S)], y
sean yi, Yo, - .., Y, € R precisamente los valores tales que S N ((0,y;) + (e1)) # 0. Entonces
la compresién lineal de S con respecto a ey, denotada por Ce,(S), se define como:

q

Co(5) = (J{(kyy) [0 < k <y — 1},

j=1
donde r; =[S N ((0,y;) + (e1)) | para cada 1 < j <q.

Ejemplo 4.1. Sea S = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} como en el ejemplo 2,1. No-
temos que para este conjunto S, tenemos que q = 3 y ademds que y; = 1, yo = 2 y y3 = 4.
De modo que r1 =2, r9 =3 yrg =1y por lo tanto:

C<€1>(S) = {(0’ 1)? (17 1)7 (07 2)7 (17 2)7 (27 2)7 (07 4)};

como se puede apreciar en la figura 4,1

_(3.4) (0,4)
3 3
_(1.2) (2,2) _(4.2) 0,2) (1.2) (2,2)
(1,1) (2,1) 0,1) (1,1)
0 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 4.1: Conjuntos Sy Cye,)(5).

En el ejemplo anterior, todos los puntos de S tienen coordenadas enteras y por lo tanto
los escalares y1, ¥, . . . , Y, también resultaron ser nimeros enteros, lo cual no necesariamente
es asi. Sin embargo, es importante notar que aunque S contenga puntos con coordenadas no
enteras, la compresién Ce,)(.S) siempre serd un conjunto con coordenadas enteras.
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Definicién 4.2. Sea S un subconjunto finito de R, y sea e; = (0,2). Sea p = |¢(ey)(5)|,
Y sean Ty, Ta, ..., x, precisamente los valeres tales que S N ({(e2) + (z;,0)) # 0. Entonces la
compresion lineal de S con respecto a e, denotada por Ce,(S), se define como:

Cez(S):O{($j7k)’0§k§rj_1}?

7=1
donde r; =S N ({e2) + (z;,0)) | para cada 1 < j < p.

Ejemplo 4.2. Sea S = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} como en el ejemplo 2,1. No-
temos que para este conjunto S, tenemos que p =4 y ademds que x1 =1, 1o =2, y3 =3 ¥y
x4 =4. De modo que ry =2, 1o =2, 1r3=1yry =1, y por lo tanto:

C<61>(S) = {(170)7 (2’ 1)’ (27())7 (27 1)’ (370)7 (470)};

como se puede apreciar en la figura 4,2

(3, 4)
)

(1,2) (2,2) (4, 2)
2 ® 4 ® 2

(1,1) (2,1) (1,1) (2,1)
1 L ) 4 1 ® 4

(1,0) (2,0) (3,0) (4,0)
0 5 0 5

Figura 4.2: Conjuntos S y Ce,)(5).

Ahora, definimos la compresién de un conjunto finito S con respecto a la base ordenada
(e1,€2) como sigue.

Definicién 4.3. Sea S un subconjunto finito de R*. La compresién de S con respecto a la
base candnica ordenada (e, e), denotada por C(S) = Ce, e,)(5), se define como:

C(S) = Co,(C, (5))-

Ejemplo 4.3. Sea S = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} como en los ejemplos ante-
riores, y sea (e, e3) la base candnica ordenada. Entonces tenemos que:

C(5) = {(0,0),(0,1),(0,2), (1,0), (1, 1), (2,0)}.
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Notemos que es importante que la base sea ordenada, ya que si tomamos ahora la base
ordenada (e, €;), entonces:

C(5) = {(0,0),(0,1),(1,0), (1,1),(2,0),(3,0)},

y por lo tanto ambas compresiones son distintas como se puede observar en la figura 4,3

L 2 L 2 L 2 L 2
UT 1 2 3 4 5 0 1 2 3 4 5

Figura 4.3: Compresiones del conjunto S con respecto a las bases ordenadas (e;, e;) y (e, €1)
respectivamente.

Finalmente, definimos la compresién de un conjunto finito S con respecto a cualquier
base ordenada (v, Vvy) de R?  como sigue.

Definicién 4.4. Sea S un subconjunto finito de R?, y sea (vy, v3) una base ordenada de R?.
Para i € {1,2} definimos primero, por pedazos, la compresion lineal de S con respecto a v;.
Sea j € {1,2}, j # i, entonces C;(S) es el conjunto que satisface, para cada w € (v;), lo
stguiente

C;(S) N ({(v;) + u) = {0, v;,2v;,- - , (r — D)w;} + wu,

donde r = |SN ({v;) + u) |, y en caso de que r = 0 consideramos C;(S) N ((v;) + u) = 0. La
compresion de S con respecto a la base ordenada (vy,vsy) se define entonces como:

C(S) = Cz(Cl(S))-

Ejemplo 4.4. Sea S = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} como en los demds ejemplos,
y sean v, = (2,1) y v, = (1,1) dos vectores en R*. Calcularemos la compresion de S respecto
a la base (v1, vy). Observemos primero que:

Ci(5) = {(0,0),(1,1),(2,2),(3,3),(5,5), (2, 1)},

y por lo tanto:
C(S) = CQ(Cl(S)) = {(07 0)7 (1’ 1)7 (27 2)7 (37 3)’ (474)7 (27 1)}

En la figura 4,5 podemos observar estos conjuntos.
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Figura 4.5: Compresion del conjunto S respecto a la base ordenada (vq,vy) donde v = (2,1)
y va = (1,1); primero se muestra se muestra C;(S) y después C(S) = Co(C4(9)).

No es dificil ver que si (vy,vy) = (e, ez), entonces la definicién 4.4 coincide con la
definicién 4.3. De modo que, tal como vimos en el ejemplo 4.3, la compresion de un conjunto S
con respecto a una base ordenada (vy, vo) no necesariamente es igual a compresién del mismo
conjunto con respecto a la base ordenada (vs, vy). Sin embargo, para cualquier conjunto finito
S C R? y para cualquier base ordenada (v, vs) tenemos que

ST =1C(S)I- (4.1)

También es importante notar que si C(S) es la compresién de un conjunto S con respecto a
la base ordenada (vy,vs), entonces:

|0v, (S)] = [dv, (C(9))], (4.2)
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lo cual no es necesariamente cierto con respecto a vs; es decir, cuando hacemos la proyeccién
con respecto a la base ordenada (vi,vs) el nimero de rectas paralelas a (vy) que intersec-
tan al conjunto S es igual al nimero de rectas paralelas a (v;) que intersectan al conjunto
C(S5), mientras que el nimero de rectas paralelas a (vy) que intersectan al conjunto S no
es necesariamente igual al nimero de rectas paralelas a (va) que intersectan al conjunto C(S5).

A continuaciéon demostraremos los dos teoremas bésicos que justifican la utilidad de la
compresion de conjuntos, y para ello necesitaremos dos teoremas importantes en la literatura.
EL primero es el que sigue

Teorema 4.2 (Folklore 1). Sean A y B subconjuntos finitos (no vacios) de un grupo abeliano

sin torsion. Entonces,
|A+ B[ = |A] + B[ - 1,

Demostracion. La demostracién sera por induccién sobre min {max A — min A, mix B —
min B}. Sin pérdida de generalidad asumiremos que max A — min A < mix B — min B.
Si max A — min A = 0, entonces A + B es una traslaciéon de B y la igualdad es trivial en
este caso. De lo anterior podemos asumir que 0 < méx A — min A < max B —min B y que
la afirmacion es cierta para cualquier par de subconjuntos (A’, B") de G no vacios y finitos
con min {mix A" — min A’, midx B’ — min B’} < médx A — min A. Definimos los siguientes
conjuntos:
A"'=AN(B+ {méx A — min B})
Y
B = (A+ {min B—méx A})U B.
Primero notemos que:
A" = {méix A} (4.3)
Ademas de que:
| A +|B'| = |A] + |B]. (4.4)

Dado que (A + {min B —méax A}) + (B + {médx A —min B}) C A+ B, obtenemos que:
A'+B' Cc A+ B. (4.5)
Por las ecuaciones 4,3, 4,4 u 4,5, podemos aplicar la hipdtesis de induccién, llegando a que:

Al + Bl =1 =|A+ |B] - 1
S |A/ + B/‘
<|A+ B]
Que es lo que se queria demostrar. O
Antes de enunciar y demostrar el segundo teorema, demostraremos un caso especial de

él.
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Lema 4.1. Sean A y B subconjuntos finitos (no vacios) de un grupo abeliano sin torsion,
tales que 2 < |A| = |B|. Si
A+ B| = |4 +|B| - 1.

entonces A y B son progresiones aritméticas de la misma diferencia.

Demostracion. Sea A ={ay...,ax}y B ={by,...,bx},cona; <...<apyb <...<b.
Observemos que A + B contiene los siguientes 2k — 1 enteros distintos:

ay +bi,a1 +ba, a9 +ba,a0 + b3, ... ai—1 + b, a; + b, a; + big1, a1 + by ... ag + by

Como |A+ B| = 2k — 1m entonces tenemos que todos los elementos de A+ B estan incluidos
en la lista anterior. Observemos lo siguiente:

a;_1+ bz < a; + bz < a; + bi+1,

a;_1+ bz < a;_1+ bi—l—l < a; + bi+1,

de lo anterior tenemos que:
ai-1+ by =a; +b;

, es decir:
a; — Aj—1 = bi+1 — by,

para todo 2 < ¢ < k. Anédlogamente con las desigualdades:

ai—1 +bi_1 < a1 +b <a;+ b,

aj—1 + b1 < a; +bi_1 <a;+0b;,

obtenemos que:
a; — aj—1 =b; — b1,

para todo 2 < ¢ < k y por lo tanto A y B son progresiones aritméticas de la misma
diferencia. m

Ahora si procederemos a demostrar el segundo teorema basico.

Teorema 4.3 (Folklore 2). Sean A y B dos subconjuntos finitos (no vacios) de un grupo
abeliano sin torsion. Entonces:

|A+ B|=|A|+|B| -1

siy solo si A y B son progresiones aritméticas de la misma diferencia, o bien, min {|A|, |B|} =
1.
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Demostracién. Podemos observar que si min {|A|,|B|} = 1, la igualdad en el teorema se
da facilmente. Sea |A| = n y |B| = m. Si A y B son progresiones aritméticas de la misma
distancia podemos escribir tanto a A como a B de la siguiente manera:

A={ag+id|0<i<n—1}
y
B ={by+jd|0<i<m-—1}.

Observemos que, entonces A + B se puede escribir como:

A+B={ap+by+(i+j)d|0<i<n—-1y0<j<m-—1}
={ap+ by +kd|0 <k <m+n—2}.

De lo anterior obtenemos que |A+ B| = m+n — 1, es decir:
|A+ B| = |A| +|B| — 1.

Ahora supongamos que |A + B| = |A|+ |B| — 1. Sea A ={ay,...,a,} y B={b1,...,bn},
cona; < ...<a,yb <...<by,. Sin pérdida de generalidad supongamos que 2 < n < m.
Sea 0 <t < m — n. Definimos los conjuntos:

- {bh s 7bt}7
= {best - b}
Bét) = {bt+n+17 P 7bm}

Observemos que B = B(()t) U Bft) U Bét). De dichos conjuntos tenemos que:

<a0 + Bét)) U (A + B@) U (an + Bét)) CA+B (4.6)

ademas de que los conjuntos (&0 + B ) (A—l— B ) , ((zn + Bét)> son ajenos por pares.
Ahora observemos que:

ag + B(()t) C a1 + b1, a1 + by,

A + B;t) C [(11 + bt-l-l? Qp, —+ bt—l—n]

ap, + Bét) C [an + bt+n+1a ap + bm]a

Maés atn:
jar + B |=
A+ BY > 4|+ |BY| —1=2k -1,
|an+B§t)|:m—t+n.



De lo anterior tenemos que:

m+n—1=|A+ B|
> |ay + B| + |A+ BY| + |a, + BY|
>t+2k—1)+(m—t—n)
=m+n-—1,

luego:
1A+ B =2k 1,

para toda 0 <t < m —n. Por el lema 4,1 tanto A como Bft) son progresiones aritméticas de
la misma diferencia, para toda 0 <t < m —n. Y por lo tanto B también es una progresién
aritmética de la misma diferencia que A. n

Antes de continuar requerimos establecer la siguiente notacién. Dado un conjunto finito
S C R? y una base ordenada (vi,Vs), para cada u € (vy) definimos S, = SN ((vy) + u).

Observemos que
S]=">" [Sul (4.7)
ue(va)

Lema 4.2. Sean A y B dos conjuntos finitos de R*, y sean C(A) y C(B) sus respectivas
compresiones con respecto a una base ordenada (vi, vo). Entonces,

|A+ B| > |C(A) + C(B)].

Demostracion. Consideremos A, B C R? finitos, y su conjunto suma A + B. Notemos que
sic € (A+ B), para algin u € (vs), entonces ¢ = a+ b donde a € AN ((vq) +w) y
b € BN ({(v1)+w’) con w+w’ = u. De este modo, para cada u € (vy) tal que (A+ B), # 0
tenemos:

(A+Blu= |J (Aw+Buw).
Aw#0, By w0
de modo que:
(A4 B)y| > méx{|Aw + Bu_w| : Aw # 0, By_w # 0}. (4.8)

De la ecuacién (4.7) tenemos que:

A+ B|= > [(A+ B

uc(va)

> Z max{|Aw + Bu-w| : Aw # 0, Bu_w # 0}
uc(va)

> > mix{|Ay| + [Bucw| — 11 Ay # 0, Bu_w # 0}, (4.9)
ue(va)
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donde la primera desigualdad se implica de (4.8) y la segunda desigualdad se obtiene por el
teorema 4.2.

Consideremos ahora los conjuntos Ci(A) y C;(B) con respecto a la base ordenada
(v1,Vvg). Por definicién, para cada u € (vy), tenemos que:

(C1(A)y =Ci(A) N ((v1) +u) ={0,vy,2vy, -+, (JAu| — D)vi} +u

(Ci(B))u = Ci(B)N (V1) + 1) ={0,v1,2v1, -+, ([ By

En consecuencia, para todo u € (vs), ambos conjuntos (C;(A))y y
aritméticas con la misma diferencia tales que |(C1(A))u| = |Au|
cual se infiere que:

— 1)V1} + u.

|
(C1(B))u son progresiones
¥ [(Cr(B))u| = [Bul, de lo

|(C1(A) + C1(B))u| = méax{|Aw| + |Bu_w| — 1: Aw # 0, By_w # 0}. (4.10)
Entonces, de (4.7) y (4.10) tenemos que:

IC1(A)+ Ci(B)| = > (Ci(A) + Ci(B))4]

ue(vsa)

= > mix{|Ay| + [Bu—w| — 1+ Aw # 0, Byw # 0}, (4.11)

UE<V2>
y finalmente, de (4.11) y (4.9) obtenemos:
|A+ B| > [C1(A) + Ci(B)].

Para concluir la demostracion del lema, basta observar que podemos repetir los argumentos
anteriores comenzando con los conjuntos Cy(A) y Cy(B) (en vez de A y B), y tomando en
cuenta la base ordenada (vq,vy) (en vez de (vy,va)), obteniendo:

[C1(A) + Ci(B)[ = |C5(Ci(A)) + C2(Cu(B))] = |C(A) + C(B))

y por lo tanto:
|A+ B[ = |C(4) + C(B)|.

Para ejemplificar algunos aspectos de la prueba anterior, veremos un ejemplo.

Ejemplo 4.5. Consideremos los conjuntos A = {(1,1),(1,2),(2,1),(2,2),(3,4),(4,2)} v
B = {(0,0),(0,3),(2,1),(3,0)} ilustrados en la figura 4.6, donde se muestra también el
conjunto suma A + B. Consideremos la base ordenada (ey, e3) y las primeras compresiones
Ci(A) y Cy(B) asi como la suma Ci(A)+ C\(B) mostradas en la figura 4.7. Concentremos
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nuestra atencion en los subconjuntos (A+B)ae, y (C1(A)+ C1(B))ae, marcados en las figuras
correspondientes. Notemos que:

(A + B>281 = (A + B ) <A2e1 + 3081)
={(3,2),(4,2)} U{(1,2),(2,2),(4,2),(5,2),(7,2)}
={(1,2),(2,2),(3,2),(4,2),(5,2),(7,2)}

satisfaciendo, en efecto,
6= |(A + 8)261’ > mé“X{’(Ael + Bel)|7 |(A261 + BO@I)’} = méx{2,5} =9.
Mientras que:

(Ci(A) + Ci(B))2e,

(Ci(A)e, + Ci(B)e,) U (Ci(A)2e, + Ci(B)oe,)
{(0,2),(1,2)} U{(0,2),(1,2),(2,2),(3,2)}
{(0,2),(1,2),(2,2),(3,2)},

de modo que, efectivamente,

4= |(Ci(A) + Ci(B))se; | = max{| Ci(A)e, | + [CL(B)ey)| = L[ Ci(A)zer| + | Ci(Bloe: | = DI}
=mix{2+1—-1,3+2-1)|} =4

L] L] L] L] L] L]
L] L] L] L] L]
L] L] L] Ed & —&— 00— 00—
L] L] L] L] L] L] L]

*

Figura 4.6: Conjuntos A, B, y conjunto suma A + B.

* * L] L]
£ d L] L]

Ed L] L] —4

L d L] L d L] L]

D4 *

Figura 4.7: Conjuntos C;(A), C1(B), y conjunto suma C;(A) 4+ Cy(B).
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Sabemos entonces que dados dos conjuntos finitos A y B de R? podemos acotar inferior-
mente la cardinalidad de su conjunto suma, A + B, acotando inferiormente la cardinalidad
de C(A)+ C(B). Como las compresiones, C(A) y C(B) son conjuntos particularmente espe-
ciales podemos, de hecho, determinar de manera exacta |C(A)+ C(B)|. Para ello requerimos
establecer un poco més de notacién. Sean m = ¢,y (A)| y n = |,y (B)]. Por construccion,
C(A) es la union de m progresiones aritméticas paralelas a (vy), y C(B) es la union de n
progresiones aritméticas paralelas a (v{). En concreto, para cada 1 < ¢ < m, consideramos:

A =CAN[(vy)+ (1 —1)ve) =10, v1,2vy, -+, (a; — 1)vi} + (i — 1)vo,

donde:
— | Al (4.12)

y para cada 1 <7 < n, consideramos:
Bi = C(B) N ({v1) + (i =1)va) = {0,v1,2vy, -+, (b = 1)vi} + (i = 1)va,

donde:

De este modo,

cA)=J4a vy cB)=JB. (4.14)

=1 =1

Obsérvese que a; > as > --- > a, > 1,y

Z%* A)| = |4], (4.15)

igualmente, by > by > --->b, > 1,y

Z B)| = |B| (4.16)

Lema 4.3. Sean A y B dos conjuntos finitos de R*, y sean C(A) y C(B) sus respectivas
compresiones con respecto a una base ordenada (vi, v2). Sean m = ¢y (A)], n = [dw)(B)],
los conjuntos Ay, ..., Am, B1,...,B, y los enteros ay,...,ay; bi,...,b, como se definieron
arriba. Entonces,

m—+n
|C(A) + C(B |—Zmax{al+btz|1<z<m 1<t—i<n}—(m+n-1).
=2

Demostracion. Por la ecuacién (4.7) sabemos que:

[C(A)+C(B) = Y I(C( (B))ul

ue(va)
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Por definicién, {u € (vq) : (C(A) + C(B))u # 0} = {tvy : 2 <t <n+m}, de modo que:

n+m

[C(A) +C(B)| = ) _ [(C(A) + C(B))iv,l. (4.17)

t=2

Ademas, sabemos que:

(C(A) + C(B))iv, = U “+B)

1<i<m,1<t—i1<n

Pero, dado que A; y B;_; son progresiones aritméticas con la misma diferencia, el teorema
4.2 nos dice que:

(C(A) + C(B))iv,| = méx{|A;| +|Bis| —1: 1<i<m,1<t—i<n}.  (418)

Juntando (4.17) y (4.18), y sustituyendo a; = |4;| paral <i <m,yb; = |Bj|paral <i<n
obtenemos:

m+n

IC(A)+ C(B)| =) mix{a;+b_;—1[1<i<m,1<t—i<n}.

t=2

Factorizando un (—1) en cada uno de los m +n —2+1 = m +n — 1 sumando obtenemos lo
que se buscaba.

O

Ejemplo 4.6. Sean A y B como en el ejemplo 4.5. Los conjuntos comprimidos, C(A) y
C(B), con respecto a la base ordenada (e, e2) asi como la suma C(A) + C(B) se muestran
en la figura 4.8, donde se puede ver que ay =3 > ay=2>a3=1,b1=2>by=1>b3=1,
Y

13 = |C(A) + C(B)|

6
= méx{a;+b_[1<i<3,1<t—i<3}-5
t=2
= méx{al -+ bl} + méx{al + bg, as + bl} —+ HléX{CLl + b3, as + bg, as + bl}
+ méx{as + b3, az + bo} + max{as + b3} — 5
= max{b} + max{4, 3} + méx{4, 3,3} + max{3,3} + max{2} — 5
=5+4+4+44+3+2-5=13
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Figura 4.8: Conjuntos C(A), C(B), y conjunto suma C(A) + C(B).

4.2. La desigualdad de Grynkiewicz-Serra

La desigualdad de Grynkiewicz-Serra es una cota inferior a la cardinalidad de la suma
de dos conjuntos finitos en R? en términos del numero de lineas paralelas que intersectan a
cada uno de ellos.

Teorema 4.4. [Grynkiewicz, Serra, 2010] Sean A y B conjuntos finitos en R*. Para cual-
quier v € R?, v # 0, se cumple
Al | |B]

CIRRLI P
m n

\A+B\Z<

donde m = [p) (A)| y n = 9 (B)].

Para probar el teorema 4.4 tenemos casi todos los ingredientes: usaremos la compresion
de conjuntos con respecto a la base ordenada (v, v'). Asi, en vista de los lemas 4.2 y 4.3,
nos hace falta la siguiente desigualdad para poder completar la prueba.

Lema 4.4. Sean aq,...,a,,b1,...,b, € R, entonces:
m+n 1 m 1 n

ix{a;+b_; |1 <i<m,1<i—j<n}>|— i+ = b; —1). (4.19
;max{a—i—t 11<i<m,1<i ]_ﬂ}_(m;a +n; )(m—I—n ). (4.19)

Demostracion. La prueba se realizara por induccién sobre m + n. Observemos que si n = 1,
entonces:

m+1 m
Ve . 1
Zmax{ai—i-bl |1<i<m}= (EZaHJh) (m),

t=2 i=1
que es lo que se queria demostrar. Analogamente el lema se cumple si n = 1. De lo anterior
podemos suponer que n,m > 2.
Para un vector x = (1, ..., x;) € R, definimos el escalar Z, como sigue:

k
> (4.20)
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Ademds definimos la operacién escalar u(x,y) para dos vectores x = (xy,...,x) € R¥ y
y= (y1, e ,yl) e R! como sigue:

k+1
u(x,y) =Y max{z; +y | 1<i<k1<t—j<l} (4.21)

t=2
De lo anterior tenemos que, demostrar el lema es equivalente a demostrar:
u(a,b) > (m+n—1)(a+b), (4.22)
donde a = (a,...,a,) y b = (by,...,b,). Sean a’ = (ag,...,a,) y b = (ba,...,b,).
Observemos lo siguientes:

m+n
u(a,b) > Zméx{ai+bt_i |2<i<m,1<t—j<n}+(a+b),
=3

es decir,
u(a,b) > u(a’',b) + a; + by. (4.23)

Por otra parte, por hipotesis de induccién tenemos que:
u(a’,b) > (m+n —2)(@ +b). (4.24)

Sin pérdida de generalidad podemos suponer que @ — a’ < b — b'. Juntando las ecuaciones
4,23 y 4,24, tenemos que:

u(a,b) >(m+n—2)(@ +0b) +a; + b
=ma’ + mb+ na +nb— 2a — 2b + (Zai—ZaZ) + (Zbi_ZbZ)
i=1 =2 i=1 =2

=ma' + mb + na' + nb —2a’ — 2b+ma — (m — 1)@’ +nb — (n — 1)b'
=ma’ +mb+ na' +nb— 2a’ — 2b+ ma —ma +a +nb—nb + '
=m(a+0b) +n(@+b) —na— (a+b)+a+na +nb—a —nb +V
=(m+n—1)(a+b)+n(@—a)— (@ —a)+nb-b)—(b-"V)
=m+n—D@+b+n-00b-V)—(n-1)a+a),

pero como a — @ < b— b, obtenemos que:

U’(av b) Z (m+n - 1)(d+6)7
que es lo que se queria demostrar. O

Ya demostrado el lema 4,4, procederemos a demostrar el teorema 4,4.
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Teorema 4.5. Sean A y B conjuntos finitos en R*. Para cualquier v € R?, v # 0, se cumple
A B
|A+ B| > <u+|—|—1) (m+n—1),
m n
donde m = [py(A)| yn = |pw(B)].

Demostracion. Sea v # 0 un vector en R?, consideremos la base ordenada (v,v™); y sean
C(A) y C(B) las compresiones de A y de B respecto a esta base ordenada. Por el lema 4,2,
tenemos que:

*)

|A+ B| > |C(A) + C(B)|.
Ahora, por el lema 4,3, tenemos que:

m—+n
A+ B| > ) méx{a;+b|1<i<m,1<t—i<n}—(m+n-—1).
t=2

Pero por el lema 4,4, tenemos que:
A+ B| > 1i +1ib (m+n—1)—(m+n—1)
— ai + — i —4i)= — 1)
S\ I [

Recordemos que Zai =|Aly Zbi = |B|, luego:
i=1

i=1
1 1

|A+ B| > (—|A|+—|B\) (m+n—1)—(m+n-—1),
m n

y por lo tanto:

|A+ B| > <ﬂ+@—1) (m+n—1).
m - n

4.3. Una generalizacion del teorema 4.4

El teorema 4.2 se puede generalizar, por induccion, para obtener la siguiente desigualdad
correspondiente a la suma de h > 2 subconjuntos en vez de solo dos. Naturalmente, dados
conjuntos finitos Ay, ..., A, en un grupo aditivo sin torsion,

A1+...+Ah:{a1—|—...+ah|ai€A¢,1§i§h}~

Teorema 4.6 (Folklore). Sean Ay, ..., A, subconjuntos finitos (no vacios) de un grupo abe-
liano sin torsion. Entonces,

h
[Ar+ -+ Apl 2 (ZIAA) —(h—1).

83



Demostracion. La prueba se realizard por induccion sobre h. Si h = 2, obtenemos el teorema
4,2. Supongamos que el teorema se cumple para h. Por demostrar para h 4+ 1. Observemos
que por el teorema 4,2, tenemos que:

A+ + Aupt] 2 AL+ -+ Anl + [ Ay - L
Por hipétesis de induccién obtenemos ahora que:

|Ar 4+ Apga| = [AL+ -+ Al + [Apa| — 1

h
2 <Z |Az‘|> —(h=1) + [Apa| - 1

i=1

()

i=1

v

Que es lo que se queria demostrar. O
Con el uso del teorema 4.6 podemos dar una generalizacion del teorema 4.4.

Teorema 4.7. Sea h > 2 un entero, y sean Ay, ... Ay subconjuntos finitos (no vacios) de
R?. Para cualquier v € R?, v# 0, se cumple

At Al ((Z,#) _<h_1>> ((Zm) _<h_1>>,

donde m; = |py(A;)], 1 <i < h.

Para probar el teorema 4.8 usaremos induccion, ademas de los siguientes lemas que se
demuestran usando el teorema 4.6. El siguiente lema generaliza al lema 4,2 y por lo tanto
usaremos fuertemente su demostracion para demostrar el de interés.

Lema 4.5. Sean Ay, ..., Ay subconjuntos finitos de R* y, para cada 1 < i < h, sea C(A;) la
compresion de A; respecto a la base ordenada (vi, vy). Entonces,

|Ay+ ...+ Ap| > |C(AL) + ...+ C(Ap). (4.25)

Demostracion. Primero demostraremos que |A; + ...+ Ap| > |C1(A1) +... + Ci1(An)| v la
prueba se efectuara por induccion sobre h. Observemos que en la demostracién del lema 4,2
tenemos que lo anterior se cumple para h = 2, es decir, |A; + As| > |C1(A;) + C1(As)|. Por
el teorema 4,2, tenemos que:

Ay + o+ Al 2 A+ Ao + A+ o+ A = 1
Por hipotésis de inducciéon, tenemos ademas que:

|A1 + ...+ Ah’ > |Cl(A1) + Cl<A2)’ + |Cl(A3> + ...+ Cl(Ah)‘
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Por el teorema 4,6, obtenemos:

ahora como Cy(A4;),...,C;(Ay) son progresiones aritméticas de la misma diferencia, y nue-
vamente por el teorema 4,6, tenemos que:

Ay 4.+ Ay > |Ci(A)) + ... Ci(A).

Para concluir la demostracién del lema, basta observar que podemos repetir los argumen-
tos anteriores comenzando con los conjuntos Ci(A;),...,Ci(Ax) (en vez de los conjuntos
Ay, ..., Ap), y tomando en cuenta la base ordenada (v, vy) (en vez de (vy, vq)), obteniendo:

|C1(A1) + ...+ Ci(An)| = |Co(Ci(Ar)) + ...+ Co(Cy(Ap))| = |C(A) + C(B)|

y por lo tanto:
A1+ ...+ Ap] > |C(A1) + ...+ C(Ap)|.

]

Antes de enunciar y demostrar el segundo lema importante, definiremo los siguientes
conjuntos que seran de gran utilidad en la demostracion del lema y veremos sus propiedades
bésicas que se infieren rapidamente de la construccién de .C(A).

Definicién 4.5. Sea A un conjunto R?, (vi, vy); y sea C(A) la compresion de A respecto a
la base (v1, v2) para cada 1 <0 < ¢y, (C(A)) definimos:

Al=CAN{n)+ (i —1)v)={0,vy...,(a} — v} + (i — 1)vy,
donde a), = |Al]
Observaciéon 4.1. Los conjuntos definidos en 4,5, satisfacen lo siguiente:
1 o) = U Y A
2. agga; sii < 7.
8. dy = ¢y C(A)].

Lema 4.6. Sean Ay, ..., Ay subconjuntos finitos (no vacios) de R* y, para cada 1 < i < h,
sea C(A;) la compresion de A; con respecto a la base ordenada (v, v2). Entonces,

900 (CCA) + -+ + C(Aw)| = (Z 90w <c<Az->>|> ~(h-1. @20
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Demostracion. Por la observaciéon 4,1, tenemos que basta demostrar que:
0y (C(AL) + -+ ,CAp) | =a) + -+ +a) — (h—1).

Observemos que:

B (vq) (C(An))
C(A)+---+CA) = > (4.27)
Jn=1
Ademas observemos que:
Ay et Ay =10, 0y, + et ay, = h)va} (i 4 ) — h)va (4.28)
Por la observacion 4,1 tenemos que:
Ay 4 A | > AL e A (4.29)

para todo 1 < i, < ¢v,)(C(A;) y para todo 1 < i < h. Por las ecuaciones 4,27, 4,28 y 4,29;
y por la observacién 4,1, tenemos que:

0y (C(AL) + -+, CAw) | =ai + -+ aj — (h— 1),
que es lo que se queria demostrar. O

Teorema 4.8. Sea h > 2 un entero, y sean Ay, ... A subconjuntos finitos (no vacios) de
R?. Para cualquier v € R?, v # 0, se cumple

Ay 4.+ Ay > ((i'é—') —(h—l)) ((im) —(h—l)),

donde m; = |py(A;)], 1 <i < h.

Demostracion. La demostracion se efectuard por induccion sobre h. Si h = 2, el teorema
se cumple por el teorema 4,4. Definimos los conjuntos A = Cy(A;) + ... + Ci(4Ap_1) ¥
B = C(A},), donde C(A;) es la compresién de A; respecto a la base ordenada (v, v='), para
todo 1 <7 < h. Por el lema 4,5, tenemos que:

A1+ ...+ A > |C(A1) + ...+ C(Ay)| = |A+ B|.
Por el teorema 4,4, obtenemos ahora que:

Al |B
|A1+...—|—Ah|2(%—l—u—l)(m—kn—l), (4.30)

n

donde m = |pw)(A)| ¥y n = |¢w(B)[. Sabemos que [C(A;)] = [Ai] y |p)(C(A))| =
|dvy ((A;)] = my, para todo 1 <@ < h, entonces:

n=mp. (4.31)
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Analogamente tenemos que:

m = ‘¢<V>(C(A1) +...+ C(Ahfl))l-

Por el lema 4,6, obtenemos ahora que:

m = (Z . <c<AZ->>|> ~(h-2)
(Z |¢ V1) ) (h 2)7

luego:

m-(Zm)— —2) (4.32)

Por las ecuaciones 4,31 y 4,32, obtenemos que:

m+n—1—<2m> (h—=2)+my —1,

luego,

m+n—1—<2mz>— —1). (4.33)

Por otra parte, tenemos que:
B _ 14 (4.34)
n my '

Por hipétesis de induccién tenemos que:

() o) () 0s) e

Por las ecuaciones 4,32 y 4,35, obtenemos que:

L)

i=1
Para terminar, sustituimos las ecuaciones 4,33, 4,34 y 4,36 en la ecuacién 4,30, obteniendo:

Al 4 ...+ Ay > |A| || —1)(m+n—-1
m

> ((hl ’ii') —(h—2)+%—1) ((fﬁ) —(h—1)>
(2 5)-00) () -0o0)
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Capitulo 5

Conclusiones y trabajo a futuro

Después de estudiar a profundidad el teorema 2" de Freiman podemos concluir que la

complejidad de la demostracion no radica en la dimensién en la que se esta trabajando. Es
por ello que, en este trabajo de tesis, se estudié primero la prueba para el caso bidimen-
sional; para asi aterrizar de manera mas facil, preciso y con ejemplos las ideas usadas en
dicha demostracién para después, una vez ya entendida la técnica de la prueba, proceder a
demostrar el teorema en su forma general. Por otra parte, el resultado de Bonnesen (teorema
3,2), un resultado muy importante pero poco conocido, establece una conexién, ademés de
abrir la posibilidad de estudiar un sin fin de problemas interesantes, entre la desigualdad de
Brunn-Minkowski (teorema 3,1), importante resultado dentro del drea de geometria convexa
que nos acota la medida de la suma de conjuntos en R") y la teoria de niimeros aditiva, area
que se encarga de estudiar la forma de acotar la suma de conjuntos finitos: ya sea usando
la cardinalidad de los conjuntos que se estdn sumando; o en el caso de esta tesis, usando las
proyecciones que tienen los conjuntos que se estan sumando sobre hiperplanos. El resultado
de Grynkiewicz y Serra (teorema 4,1) es un ejemplo de dicha conexién, ya que recordemos
que una medida para conjuntos finitos es su cardinalidad, y es por ello que dicho resultado
nos proporciona una version discreta a la desigualdad Brunn-Minkowski pero unicamente
para dos dimensiones. Como los autores Grynkiewicz y Serra sélo nos dieron el caso bidi-
mensional para la desigualdad de Brunn-Minkowski, resulta natural y atractivo encontrar
la version discreta de la desigualdad pero para cualquier dimensién. Sin embargo, este salto
no se ha podido dar, ni siquiera para tres dimensiones. Como vimos que la dificultad de la
prueba del teorema 2" de Freiman no radica en la dimensién, se decidié estudiarla de manera
profunda y exhaustiva tanto el caso bidimensional como el caso general para asi entender en
donde radica su complejidad, y con ello poder entender de manera certera la complejidad
del resultado de Grynkiewicz y Serra y en un futuro poder dar la versiéon del teorema para
cualquier dimension.
Aunque en este trabajo de tesis no se pudo encontrar la generalizacién del resultado de Gryn-
kiewicz y Serra para cualquier dimension, si pudimos generalizarlo desde otra perspectiva:
dar un resultado para cuando se sumen mas de dos conjuntos que también es otra forma
muy intersante de abordar el problema; dicha generalizacion que es la parte original de este
trabajo.
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Capitulo 6
Apéndice

En este apéndice se enunciaran y se probaran resultados de algebra lineal sobre hiper-
planos en R” y algunas relaciones de estos con conjuntos convexos. Estos resultados fueron
usados en la prueba del Teorema 2™ de Freiman en el capitulo 2

6.1. Algebra lineal de hiperplanos

Recordemos que R" es el espacio euclidiano de dimensién n, cuyos elementos (vectores)
son las n-tuplas ordenadas u = (uq, ug, ..., u,) con u; € R, para 1 <7 < n.

Definicién 6.1. Dado un vector h distinto de 0 en R", para todo escalar v € R, decimos
que:

H={veR"|(hv) =7}
es un hiperplano de R" con vector normal h, donde (, ) es el producto interno candnico.

Notemos que el hiperplano H = {v € R" | (h,v) = v} definido arriba es es un subespacio
vectorial de R" si y solo si el vector 0 estd en H (equivalentemente, si y solo si el escalar
v es 0). Més ain, la dimensién de un subespacio vectorial, H = {v € R"|(h,v) = 0}, es
dim(H) =n— 1.

Ejemplo 6.1. Sea h = (hy, hy) un vector en R?, y sea v € R. El hiperplano:
H={veR?| (hv) =1~}
es el conjunto de vectores (x,y) € R? que satisfacen:
((h1, h2), (2, y)) = v luego, hix + hay =,

que es la ecuacion de una recta en R?. Observemos que para un vector fijo h = (hy, ho)
y distintos valores de v € R, obtenemos rectas paralelas, y si v = 0, la recta pasa por el
origen; en cuyo caso, el hiperplano es un sub-espacio vectorial. De lo anterior tenemos que
todo hiperplano en R? es una recta, y que toda recta en R? es un hiperplano. Ademds, todas
las rectas que pasan por el origen, es decir, cuya ecuacion es uix + usy = 0, son subespecios
vectoriales de dimension 1.
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Dado un hiperplano H en R" definimos los siguientes conjuntos.

Definicién 6.2. Sea h un vector en R", v un escalar en R y H = {v € R"| (h,v) = v} un
hiperplano en R™. Se define el semi-espacio superior de H y el semi-espacio inferior de H,

respectivamente, como:
H®Y = {v e R"| (h,v) > 7},

HY .= {v e R"|(h,v) < 7}.

Podemos observar que por la ley de la tricotomfa de los ntimeros los conjuntos H, H*1)
y HY forman una particién de R", es decir, son ajenos dos a dos, y ademds su unién es
R". Un ejemplo de estos tres conjuntos se muestra en la figura 6,1.

LD

(+1)
L L

Figura 6.1: Semi-espacios superior e inferior de L en R?.

Una vez definidos los conjuntos H ™) y H(=1 procedemos a definir otros conjuntos mas
generales. Para un entero positivo m, denotamos por {—1,41}™ al conjunto de m-tuplas
(1, .-y ) con p; € {—1,+1} para todo 1 <7 < m.

Definicién 6.3. Sean Hy, ..., H,, hiperplanos en R™, y (p1, ..., pim) € {—1,+1}™. Se define:

m

H(py,y ooy i) i= ﬂH(’“).

i=1
Las siguientes propiedades elementales se infieren directamente de la definicién.
Observaciéon 6.1. Sean Hy, ..., H,, hiperplanos en R".
1. Sim =1, entonces H(+1) = HFY y H(-1) = HY.
2. Los 2™ conjuntos H (1, ..., ly) son disjuntos dos a dos.

Para entender mejor lo visto anteriormente, obsérvese el ejemplo en R? con tres hiper-
planos, L, Ly v L3, ilustrado en la figura 6,2. En dicho ejemplo podemos ver que algunos
de los conjuntos L(py, ..., ftm) pueden ser vacios.
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/

L(+9'9+)
Ly

Figura 6.2: Podemos observar que el conjunto L(—1,—1,+1) = Ly* N Ly ' N LIt = ()

Ahora, extenderemos el concepto de independencia lineal de vectores a hiperplanos.

Definicién 6.4. Sean Hy, ... H,, hiperplanos de R" con vectores normales hy, ..., h,, res-
pectivamente. Se dice que los hiperplanos Hy, ..., H,, son linealmente independientes si los
vectores hy, ..., h, son linealmente independientes.

El siguiente lema es una condicién suficiente y necesaria para que un conjunto de hiper-
planos sea linealmente independiente.

Lema 6.1. Sean H.,..., H,, hiperplanos tales que el vector 0 € H; para todo 1 < i < m.
Los hiperplanos Hy, ..., H,, son linealmente independientes si y solo si H(py, ..., pm) # 0
para todo (p1, ..., pm) € {—1,+1}™.

Demostracion.
Para cada 1 < i < m, sea h; # 0 vector normal al hiperplano H;. Recordemos que:

H(:ula s 7,um) = mH(M)
i=1
(=) Supongamos que los hiperplanos Hy, ..., H,, son linealmente independientes, entonces
los vectores hy, ..., h,, son linealmente independientes. Entonces, podemos construir vectores

duales hj, ..., hy, tales que (h;, h}) = ;;, donde:

s _f[1sii=j
VTV 0 sioi

Los cuales en la demostracion del lema 6,3, demostraremos su existencia. Sea (p1, . .., fim) €
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{=1,41}™ y seav = Z,uih;‘. Notemos que:
i=1

(hy,v) = (hi,z,ujh;) = Zﬂj(hhh;) = Z,Ujfsij = [k
j=1 j=1 j=1

entonces, v € HZ-(’“) para todo 1 < i < m, y por lo tanto H(p1,. .., m) # 0, que es lo que
queriamos demostrar.

(<) Ahora demostraremos que si H(py, ..., i) # 0, para todo (p1, ..., pm) € {—1,+1}™,
entonces los hiperplanos Hi, ..., H,, son linealmente independientes, y esto se efectuara por
contrapositiva, es decir, demostraremos que si los hiperplanos Hi, ..., H,, son linealmente
dependientes, entonces existe (uy,...,un) € {—1,4+1}™ tal que H(uy,...,un) = 0. Sean
Hy,..., H, linealmente dependientes. Entonces, los vectores h; ..., h,, son linealmente de-
pendientes, es decir, existen aq,...,a,, € R, no todos cero, tales que:

i=1
Sin pérdida de generalidad supongamos que aq # 0. Definamos u;, para 1 < i < m, de la
siguiente manera:
J 1 st ooa; >0
“"_{ 1 s o <0,

Observemos que p;; > 0 para toda 1 < i < m, y en particular pg;aq > 0. Probaremos que

H(pa, .-y pm) = 0. Supongamos lo contrario, es decir, supongamos que existe v € R" tal
que v € H") para todo 1 < i < m. Entonces, si u; = 1 tenemos que (h;,v) > 0, y como
a; > 0, se implica que a;(h;, v) > 0. Andlogamente, si pu; = —1, tenemos que (h;,v) <0,y

como «; < 0, se implica que a;(h;,v) > 0. De lo anterior tenemos que para todo 1 < i < m,
a;(h;, v) > 0, y en especial a;(hy,v) > 0. Ahora veamos lo siguiente:

0=(v,0) = (v, Z%’hz’) = Z%’(V, h;) > 0,
i=1 i=1

lo cual es una contradicciéon. Por lo tanto, H(u1, ..., pun,) = 0 que era lo que queriamos
probar. O]

Para entender mejor el lema anterior pensemos en dos dimensiones. Dos rectas, Ly y Lo,
en R? pueden ser linealmente dependientes (si son paralelas), o linealmente independien-
tes (si no son paralelas). En el primer caso, tenemos que, o bien L(+1,—1) = ), o bien
L(—1,+1) = 0 (ver figura 6.3a). En el segundo caso tenemos las cuatro regiones no vacfas
(ver figura 6.3b). Para m > 3, naturalmente, un conjunto de Ly, ..., L,, rectas serd lineal-
mente dependiente, como en la figura 6.2; pues m > 3 vectores normales no pueden ser
linealmente independientes. En tal caso, podemos observar que, en el plano, es imposible
que m > 3 rectas determinen 2™ regiones.

92



L(-1,41)

L(-1,-1) L(+1,4+1)

(a) Como Ly y Lo son dos rectas paralelas,(b) Como Lj y Lo no son rectas paralelas, tenemos
L(+1,-1) = Lfl N L2_1 =0 que las 4 regiones son no vacias.

Figura 6.3: Las rectas de la derecha son dos rectas linealmente dependientes, mientras que
las rectas de la izquierda son linealmente independientes.

El siguiente lema es un resultado basico de algebra lineal que usaremos en repetidas
ocasiones a lo largo de la tesis, por lo cual vale la pena demostrarlo.

Lema 6.2. Sean Hi, ..., H,, hiperplanos linealmente independientes en R™ tales que el vector
0 € H; para todo 1 <1 < m. Entonces:

dim(ﬂ H;))=n—m.

i=1
En particular, st m = n, entonces:

m H; = {0}

Demostracion. Para demostrar esto, demostraremos que dim((;", H;) < n — m y que
dim(N;~, H;) > n —m; empezando por demostrar lo primero.

m
Sea h; el vector normal al hiperplano H; y sea W = mHi‘ Como los hiperplanos
i=1
H,,..., H, son linealmente independientes, entonces los vectores hy, ..., h,, son linealmente
independientes. Consideremos:

W+ ={veR"|(v,w) =0 para todo w € W}.
Como (h;, w) = 0 para todo w € H;, entonces (h;, w) = 0 para todo w € W, luego h; € W+

para todo 1 < i < m. Como los vectores hy, ..., h,, son linealmente independientes, entonces
dim(W+) > m, y dado que dim(W) + dim(W+*) = n, entonces dim(W) < n — m.
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Ahora demostraremos que dim(WW) > n—m y la demostracion se efectuard por induccién

sobre m. Si m = 1, entonces W = H; y como H; es un hiperplano con 0 € Hy, sabemos que
m—1

H; es un subespacio de dimensién n — 1. Definimos W' = ﬂ H;. Por hipétesis de induccién
i=1
tenemos que dim(W’) > n — m + 1. Luego:

dim(W' N H,,) = dim(W') + dim(H,,) — dim(W' + H,,),
y como W = W'N H,,, entonces:
dim(W) = dim(W’) + dim(H,,) — dim(W' + H,,)
> dim(W') + dim(H,,) — dim(R")
>n—-—m+1)+n—-1)—n
=n—m.

Como dim(ﬂ H)<n-my dim(ﬂ H;) > n —m, entonces dim(ﬂ H;) =n—m que es lo
i=1 i=1 i=1

que se queria demostrar.
m

Finalmente, observemos que n = m implica dim(ﬂ H;) =n—n =0, luego ﬂ H;, ={0}. O
i=1 i=1

Antes de continuar requerimos ver la definiciéon de conjunto convexo y envolvente o cu-
bierta convexa.

Definicién 6.5. Sea S un subconjunto de R"™. Se dice que S es convexo si para todo sy y So
en S, y para todo o € R con 0 < a < 1, se tiene que:

as;+ (1 —a)s, € 8S.

Ademds si S no es convexo se define su envolvente convexa, denotada por conv(S) al convezo
mas pequeno de R™ que contiene a S, es decir, si T es un convezxo tal que S C T, entonces
conv(S) C T.

En la figura 6,4 se puede apreciar a un conjunto y a su envolvente conexa.
Las siguientes son propiedades elementales que tienen los conjunto convexos.

Observaciéon 6.2. Sean S y T subconjuntos de R"™. Las siguientes propiedades se cumplen:
1. S es convexo siy sdlo si conv(S) = 9.
2. 518 yT son convexos, entonces SN'T es convexo.
3. 818 CT, entonces conv(S) C conv(T).

4. Sisi,....s, €S, conk €Z", entonces a1 8, +---+ay8, € S para todo o, ..., oy > 0,
tales que oy + -+ -+ = 1.
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Figura 6.4: En esta figura podemos observar a un conjunto delimitado por el contorno azul
y a su envolvente convexa, delimitada por el contorno rojo.

5. conv(S +T) = conv(S) + conv(T).

Observemos que por induccién podemos demostrar que para todo & > 0, si S,..., Sk
k

son conjuntos convexos, entonces ﬂ Sk es un conjunto convexo. En seguida demostraremos
i=1
la convexidad de los conjuntos definidos anteriormente.

Proposicién 6.1. Sean H, Hy, ... H,, hiperplanos de R", entonces los siguientes conjuntos
SOM COMVETOS:

1. H
2. HHY ¢ g,

3. H(pi, ..., ) para todo (py, ..., py) € {—1,+1}™.
Demostracion.

1. Sea hy, hy vectores en H y sea h vector normal de H. Como h es vector normal de H,
entonces existe escalar v tal que (h,v) = 7 para todo v € H. Para probar que H es
convexo basta probar que si 0 < a < 1, entonces (ah; + (1 —a)hy, h) = 7. Observemos
que:

(ah; + (1 — a)hy, h) = (ahy, h) + ((1 — a)hy, h)
= a(h;,h) + (1 — a)(hg, h)
=ay+(1-a)y
=(a+1-a)y

luego,

(ah; + (1 — a)hg, h) = ~.

Por lo tanto H es convexo.
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2. Sean hy, hy vectores en H*Y y h vector normal de H. Como h es vector normal de
H, entonces existe escalar v tal que (h,v) = 7 para todo v € H. Para probar que
H™Y es convexo basta probar que si 0 < a < 1, entonces (ah; + (1 — a)hy, h) > ~.
Observemos que:

(ah; + (1 — a)hy,h) = (ahy, h) 4+ ((1 — a)hy, h)
= a(hy,h) + (1 — a)(hy, h)
>ay+ (1 —a)y
=(a+1—a)y

Por lo tanto H*! es convexo. La demostracién de que H™Y es convexo es andloga a
la anterior.

3. Recordemos que:

H(:ula'”allbm) :mH(“l)

i=1
Por el inciso anterior tenemos que cada H ) es un conjunto convexo y ademéas sabemos

que la interseccién de conjuntos convexos es convexa, por lo tanto H(pq, ..., ) €s un
conjunto convexo.

]

Proposicion 6.2. Sean Hy, ..., H,, hiperplanos en R™ tales que el vector 0 € H; para todo
1 <i<m. Sea S un subconjunto de R™ tal que:

para todo i1, ..., iy, € {—1,1}. Entonces:

conv (S) N (ﬁ HZ) # 0.

Demostracion. La demostracion se efectuara por induccién sobre m.
Sea m = 1y sea hy vector normal a H;. Por hipétesis tenemos que HHV NSy HEUN S
son no vacios, entonces existen si,s, € 9, tales que:

(hl,Sl) =a; >0
Y
(hl,Sg) =qag < 0.
Observemos que:

651 —Q Q1 — Q2

+ = =1.
a1 — (g a1 — (9 a1 — (g
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Ademids que —22- 21— ¢ [0, 1].

1—a2’ ar—ag
Definimos s de la siguiente manera:

— Q9 651
s = s1 + S9.
a1 — Q9 Q1 — O

Como conv(S) es el convexo més pequeno que contiene a .S, entonces sy, e € conv(S) y por
lo tanto s € conv(S). Ahora calculemos (s, hy):

—Q
(s,hy) =( s, + S, hy)
a1 — Qg a1 — Qg
—Q «
- 2 (Slahl) + ! (827h1)
a1 — Qg a1 — Qg

—Qp0] Q109
= +

Car—n a—
=0
luego,
(s,hy) =0.

Luego s € H; y por lo tanto conv(S) N Hy # 0.
Sea m > 2 y supongamos que el lema se cumple para todo 0 < k < m. Definamos St
y SV de la siguiente manera:

St =snHEL
Y
SV =Y

Para todo pi1, ...,y € {—1,+1}, como SN H(p1, ..., pm) # 0, entonces:

SO H(py, .. 1, +1) # 0

m—1
(Sﬂ (ﬂ Hi(m)>> mH'y(‘n—‘rl) £ ()

i=1

entonces,

luego,
m—1
(S N H1(n+1)) N <m H;m)) £ 0
i=1
y por lo tanto,

gD A ("hl Hiwi)> £ 0.

De lo anterior tenemos que St cumple las hipétesis del lema y por hipétesis de induccién y
por el inciso 4 de la proposicion 6,2, se tiene que para todo conjunto de vectores sy, ..., €
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S(“)yescalares at,...,ap € Rcona; > 0paratodol <i < kya;+---+a,=1;se

cumple que:
m—1

k
st .= Zaisi € (conv(STIN N () Hy).
i=1 =1
Como cada s; € S y S = g D entonces s; € HHY y ademds como H*HY es un
conjunto convexo, obtenemos también que stV € H*D,
Ahora observemos que como S C S, entonces conv(S™Y) C conv(S), lo cual nos dice
que stV € conv(S), luego:

m—1
st € conv(S) N ( ﬂ H,).
i=1
Usando los mismos argumentos tenemos que existe s¢-9 € H(V tal que:
m—1 m—1
stY € (conv(S7H)) N ( ﬂ H;) C conv(S) N ( ﬂ H;).
i=1 i=1
m—1
Definamos 7 = {s*1 s(=D}. Como sV, s(=1 € conv(S) N ( ﬂ H;), entonces tenemos que:
i=1
m—1
T C conv(S) N ( ﬂ H;).
i=1
Sabemos que un conjunto es X es convexo si y sélo si X = conv(X) y que la interseccién
de conjuntos convexos es convexa. Aplicando lo anterior tenemos que:
m—1
T C conv(S) N ( ﬂ H,),
i=1

entonces,
m—1

conv(T') C conv(conv(S) N ( ﬂ H;))

luego,
m—1

conv(T') C conv(S) N ( ﬂ H;)
i=1
Como T N Hr(r’f m) # 0, para todo p,, € {—1,1}, entonces por hipétesis de induccién
aplicada a T', tenemos que:
conv(T)N H,, # 0,
es decir, existe s tal que:
m—1
s € conv(T) N Hy,, C conv(T) C conv(S) N ( ﬂ H).

=1
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m—1
De lo anterior tenemos que s € H,,, s € conv(S) y s € m H; y por lo tanto:
i=1

s € conv(S) N (ﬂ H;).

i=1
Que es lo que se queria demostrar. O

Para entender mejor esta proposicién, observemos la figura 6,5.

™

Figura 6.5: Ejemplo de la proposiciéon 6,2, donde los puntos azules pertenecen a nuestro
conjunto S y la seccién rosa a su envolvente convexa.

Para finalizar la seccion se demostrara un colorario de lo que relaciona todo lo expuesta
en esta seccién.

Corolario 6.1. Sean Hy,...,H, hiperplanos en R" tales que 0 € H; para todo i =1,...,n,
y sea S C R" tal que:

SOH(p1, .. pin) # 0,
para todo piy, ...,y € {—1,1}. Entonces:

0 € conv(S).

Demostracion.
Como S N H(uy,...,u,) # D, entonces tenemos que:

i=1

y por el lema 6,1 los hiperplanos Hi, ..., H, son linealmente independientes. Ademéas como
SN H(p, ..., pn) # 0, entonces por la proposicién 6,2 tenemos que:



Como los hiperplanos Hi, ..., H, son linealmente independientes por el lema 6,2 tenemos
que:

m H;, = {0}7

luego:

entonces,
conv(S)N{0} # 0

y por lo tanto:
0 € conv(S)

que es lo que se queria demostrar. O

6.2. Resultados especificos

Lema 6.3. Sean Hy, ..., H, hiperplanos linealmente independientes en R™ tales que 0 € H;
para todo 1 < i <n y con vectores normales hy, ..., h, respectivamente. Definamos la recta
L;, para todo 1 < j < n, de la siguiente manera:

i7#]
Entonces:
R" = H; & L,.
Ademdas existe una base dual {hj, ..., h,} de R" tal que:
1 si i=3j
(hi, hj) = bij =
0 si i#j

El conjunto {hy,... . h;_,h; ... h} es base del hiperplano H; y el vector h; es base de
la recta L;.

Demostracion.
Primero procederemos a construir los vectores duales hi, ... h’.

Como L; es la intersecciéon de n— 1 hiperplanos linealmente independientes, entonces por
el lema 6,2 tenemos que L; es un subespacio de R" de dimensién 1. Sea 1; base de la recta
L

g .

Como 1; es base de la recta L; y L; = ﬂHi, entonces 1; € H; para todo 1 <i <mne

1#]
© # 7. Al estar el vector 1; en el hiperplano H;, entonces tenemos que:
(lj, hz) - O
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Podemos observar que si (1;,h;) = 0 tendriamos que 1; estd también en el hiperplano H;, lo

n
cual nos implicarfa que 1; € ﬂ H;, pero por el lema 6,2 tenemos que ﬂ H; = {0}, luego el
i=1 i=1
vector 1; resultaria ser el vector 0, lo cual es una contradiccién y por lo tanto (h;,1;) # 0.
De lo anterior podemos definir el vector h} de la siguiente manera:

h’ =: L .
7 (b 1)
Ya construido el conjunto {hj,..., h’}, continuaremos por demostrar que:
1 si i=j
(hy, hj) = 05 =
0 si i

Primero calculemos (h;, hY), para i # j:

L
(hivhf) - (hw : )
! (hy, 15)
_ (hi7 lj)
(hy, 1;)
(L)
luego,
(h;,h}) = 0.
Ahora calculemos (h;, h7):
(1) = (g, )
7 7 (hj7 13)
_ (hy, 1)
(hj7 lj)
entonces,
(h;,h}) = 1.
Procederemos ahora por demostrar que los vectores hy, ..., h7 ;,...,hj ,... h forman

una base de H; y que el vector h;f es base de la recta L;. Observemos que la recta L; es un
subespacio de dimensién 1 entonces para demostrar que el vector h? es base, basta demostrar
que h; € L;. Ademas observemos que el hiperplano H; es un subespacio de dimensién n — 1

y los vectores hy,... h7 ;... ,h;fH, ..., h’ son n— 1 vectores, entonces para demostrar que
los vectores hy,...,h7 ;,... hi ,,... hy forman una base de H; basta demostrar que son

vectores en H; y que son linealmente independientes.
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Como (h;, h}) = 0, para todo i # j, entonces el vector h} estd en el hiperplano H;. De lo

anterior tenemos que los vectores hy,..., hj ;... hi ... h € Hj; ademds como el vector
h} es miliplo escalar del vector 1;, entonces el vector h} estd en la recta L;.

Ahora demostraremos que los vectores hj, ..., h} son linealmente independientes. Sean
ai,...,a, € R tales que:

n
Z Oéjh;If = 0.
j=1
Observemos lo siguiente:

= (h;, Z ajh;)
j=1

=> aj(h;,hy)
j=1

= aj(hi’ h;k)
=
entonces,
; = 0.

Pero lo anterior se vale para todo 1 < ¢ < n, entonces tenemos que «; = 0 para todo

1 <i < mn,y por lo tanto los vectores hj, ..., h) son linealmente independientes.

Para finalizar demostraremos que los vectores hj, ... h; forman una base de R" y que
R"=H,; ® L;.

Como los vectores hj, ..., h; son n vectores linealmente independientes, entonces forman
una base de R".

Por tltimo como {hJ, ..., h;} es unabase de R", tales que {hy,...,h% |, ... hi ... h}}

es una base de H; y {h}} es una base de L;, entonces el dlgebra lineal nos dice que:
R"=L; @ Hj.
Por lo tanto queda demostrado el lema. O

Para finalizar la seccion demostraremos el resultado principal de estas tres secciones que
usaremos en la demostracion del teorema 2" de Freiman, para enterlo mejor estara distribuido
en los siguientes 3 lemas.

Lema 6.4. Sean H,,..., H, hiperplanos linealmente independientes en R" tales que el vector
0 € H;, para toda 1 <1 < n. Se definen los subespacio Q1,...,Q,, como:

Qi = H; N H,,

para todo 1 < i <n —1. Entonces, dim(Q;) =n — 2 y mds ain los subespacios Q1,. . .,Qn-1
son linealmente independientes, vistos como hiperplanos en H,,.
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Demostracion.

Como cada @; es interseccion de dos subespacios de R", entonces cada @; es subespacio
de R", y ademads como estan contenidos en H,,, en especial son subespacios de H,,. Por el
lema 6.2 tenemos que dim(Q;) =n — 2.

Ahora probaremos que )1, . . . , ),,_1 son linealmente independientes en H,,. Sean hy, ... h,
vectores normales a Hy, ..., H, respectivamente. Se define el vector q; de la siguiente manera:
q; =h; — (B h)
7 1 (hn’ hn) n
para todo 1 < ¢ < n — 1. Para probar que los los subespacios )1, ..., Q,_1 son linealmente
independientes, se probara que los vectores q, son linealmente independientes y ademés que
son vectores normales a los subespacios ();. Supongamos que existen aq, ..., a,_; elementos

en R, tales que:
n—1
i=1

De lo anterior tenemos que:

h,,h;
= Zal(hl ((hmh )>h )

. il Oéi(hn, hz)
- Z(aihi — —(hm h,) h,)

. <~ a;(h,, h;
- ; a;h; — (Z —(I(In’ hn)> )h,,.

=1

a;(h,, h; ) )
Definiendo a «,, como «,, := — Z ﬁ y sustituyendo en lo anterior, obtenemos que:
i=1 T n

n—1 n
Z Oéihz‘ + Oénhn = Z Oéihi =0
=1 =1

Como los vectores h; ..., h, son linealmente independientes, obtenemos que «; = 0 para
todo 1 < ¢ < n, en especial los escalares aq,...,a,_1 son 0 y por lo tanto los vectores
q;---,9,_; son linealmente independientes.

Por ultimo se probara que los subespacios )1, ..., Q,_1 son linealmente independientes

en H,, es decir, que para todo 1 <i < n —1, q, estd en H, y que (v,q;) = 0 para todo
vV € Qz
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Observemos lo siguiente:

(@) = (b = G2, )
= (h;,h,) — (mhn, h,)
- (hi7hn) - (hm—hn)(hm hn)
= (hiv hn) - (hna hi)
luego,
(qia hn) = O'

De lo anterior y por definiciéon de H,,, tenemos que q; esta en H,, para todo 1 <i <n — 1.
Sea v € ();, entonces obtenemos lo siguiente:

(V7 qz) = (Va hz - %hn)
= (v,h;) — (hm—hn)(v, h,)

Como v € H; y h; es vector normal a h;, tenemos que (v, h;) = 0. Andlogamente tenemos
que (v,h,) = 0, luego (v,q;) = 0 y por lo tanto el vector qg; es vector normal a @);, para

todo 1 <17 < n — 1. De lo anterior se sigue que los subespacios @, ..., (,_1 son espacios
linealmente independientes en H,,, que es lo que se queria demostrar. O
Lema 6.5. Sean Hq,..., H, hiperplanos linealmente independientes tales que el vector 0 €

H; para todo 1 < i < n; sean Qq,...,Q, definidos como en el lema 6,4. Sea la recta L,
definida como en el lema 6,3. Se definen la funcion = : R" — H, como la proyeccion
correspondiente a la descomposicion de la suma directa de:

R" = H,® L,,

es decir, siv=k®r conveR", ke H, yre€ L,; entonces m(v) = k. Sea (p1,..., in_1) €
{+1,-1}""1 y sea v € R". Si:
v E H(,ula ce nun—l)a

entonces:
n—1
ma(v) € [ Q.
i=1
Demostracion.
Primero observemos que por el lema 6,3 la funcién 7 esta bien definida. Sean hy,... h,
vectores normales a los hiperplanos Hy, ..., H,. Por el lema 6,3 sabemos que existe vector

h) base de L, tal que:
1 st 1=n
(hy, hy,) = 6 =
0 si i#mn
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para todo 1 <7 < n. Sea v € R"; por le lema 6,3 sabemos que v=k+rcon k € H, y
r € L,. Por definicién de la funcién 7, tenemos que 7(v) = k y ademas como el vector h),
es base de L,,, podemos escribir a r como ah’, con a € R. De lo anterior tenemos que para
todo v € R", v =m(v) + ah}.

n—1
Para probar que si v € H(ug,..., n_1), entonces m,(v) € ﬂ Qg’”); basta probar que
i=1
(v,h;) = (q;,m(v)), para todo 1 < i < n — 1, donde el vector q; es el vector normal de Q;
definido en el lema 6,4. Lo anterior es cierto ya que si (v, h;) > 0, entonces (w(v),q;) > 0,
es decir, si v.€ HHY entonces 7(v) € QY. para todo 1 < i < n — 1. Andlogamente si

n—1
U De ahf se sigue que si v € ﬂ H}" = H(pa, - - ., pin—1), entonces

i=1

v € Hi(fl), entonces ()

n—1
m(v) € (.
i=1
Para demostrar que (h;,v) = (q;,7(v)), para todo 1 < i < n— 1, calcularemos (q;, 7(v))
y llegaremos a que es igual a (h;, v).

: —(h: — ™"V}
(0, 7(¥)) =(h = (e (V)
hna hz
(b ()~ (S (7))
- hi7 —ah}) —
(v~ ab) = (R 0)
:(h“ V) - a(h% h;kz)
:(hz, V) — 0«52'7”
entonces,
(q; w(v)) =(hy, v)
n—1 n—1
Por lo tanto si v € ﬂ H@'(M)7 entonces m,(v) € ﬂ QE’”). O
i=1 i=1
Lema 6.6. Sean Hy, ..., H, hiperplanos linealmente con el vector 0 € H; para todo1 <1 <n

y sea L, definido como en el lema 6,3. Sea S C R", sea la funcion m como en el lema 6,5 y
se define w(S) = {m(s)|s € S} C H,,. Si para todo (fi1, ..., pin—1) € {1,—1}" se tiene que:

n—1
SO H") #9,
=1

entonces:
0 € conv(w(9)).

Mds aiun existe un vector base h,, de L, tal que si S C HE™Y | entonces:

ah; € conv(S),
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para algin o > 0.

Demostracion.

n—1

Como SN (ﬂ Hi(’”)) # (), para todo (1, ..., u,) € {1,—1}", entonces existe v € S tal que
i=1

n—1
v E ﬂ HZ-(’”). Sean ()4, ...,Q, definidos como en el lema 6,4. Por el lema 6,5, tenemos que

i=1
n—1 n—1

m(v) € ﬂ QEM), y por lo tanto 7(S) N (ﬂ QE’”)) # (). Observemos que como @Q; = H; N H,,
i=1 i=1
y 0 € H; para todo 1 < ¢ < n, entonces 0 € (); para todo 1 < ¢ < n — 1. Ahora como

n—1

©(S) N (ﬂ QZ(’“)) # (), entonces por el corolario 6,1 tenemos que 0 € conv(w(S)). Como
i=1
0 € conv(w(S)) por el lema 6,2, tenemos que existen sy, ...,s; vectores en S y escalares

ai, ..., en R tales que:
k
ZO&ﬂT(SZ‘) = 0,
i=1

con a;+---+a, =1y a; >0 para todo 1 < ¢ < k. Sabemos que podemos escribir a cada
s; de la siguiente manera:

S; = Tr(si) + Blh;kw

donde h), es el vector base de L,, definido en el lema 6,5. Definimos a:

k
a=>) wp;
=1

De lo anterior tenemos que:

k
Z a;s; € conv(S)
i=1

entonces,
k k
Z a;s; = Z a;(m(s;) + Bihy,)
=1 =1
k k
= Z 0417T<Si) + Z azﬁzhz
i=1 i=1
k
= Z a;m(s;) + ah)
i=1
=0+ ah),
luego,
ah;, € conv(S)



Ahorasi S C Hffl), entonces:
(hnu Si) = (hn7 ﬂ-(S’L)) + 5@(hn7 h:;) =0 + /Bi(sn,n = Bi?

para todo 1 < ¢ < k. Pero como (h,,s;) > 0, entonces 3; > 0. Por tltimo observemos que
por definicién de «;, tenemos que «; > 0, entonces o > 0, ya que al menos un «; # 0, y esto
es lo ultimo que se queria probar. O
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