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1. Teoŕıa Cuántica de Campos 8
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Introducción

Unas de las caracteŕısticas principales de la ciencia es que permite deducir resultados
complejos partiendo de principios sencillos. A lo largo de la historia se ha créıdo en
el carácter determinista de las leyes f́ısicas, esto quiere decir que si se conocen las
condiciones iniciales de un sistema, y la teoŕıa correcta para describirlo, es posible
predecir su evolución de manera precisa. De la mano de este argumento existe una
intuición fuerte de que cuando ponemos a prueba una teoŕıa con un par de problemas
que difieren muy poco entre śı, las conclusiones resultantes tampoco deben de estar
separadas entre śı. Este tipo de fenómenos son los más comunes en la naturaleza, sin
embargo, existe una gran cantidad de sistemas donde esto no ocurre. Algunos de estos
fenómenos caen en el reino de la mecánica clásica en sistemas relativamente sencillos
como el movimiento de un péndulo doble. En este sistema, las ecuaciones de movi-
miento se pueden resolver, sin embargo, el movimiento del péndulo para posiciones
iniciales muy parecidas es muy distinto y se encuentra que es muy dif́ıcil predecir si,
por ejemplo, el péndulo dará una vuelta alrededor de alguno de sus ejes o si repetirá
una trayectoria que recorrió previamente.

Debido a la dificultad para obtener predicciones en esta clase de fenómenos, se les
ha denominado sistemas caóticos, donde el término de caos sugiere que la dinámica
del sistema está regida por un comportamiento casi aleatorio que da lugar a la gran
diferencia que se observa. Aśı, a grandes rasgos, el caos se define como la suscepti-
bilidad de un sistema a sus condiciones iniciales. Uno de los casos más famosos de
dicha susceptibilidad viene del estudio de ecuaciones diferenciales aplicadas a proble-
mas climatológicos. Este fenómeno recibió el nombre de el efecto mariposa ya que las
caracteŕısticas caóticas parećıan decir que un cambio drástico en el estado de las con-
diciones del clima, como un huracán, pod́ıa aparecer al realizar un cambio pequeño,
como el aleteo de una mariposa.

Además de encontrarse en el mundo macroscópico el caos también se manifiesta en
sistemas cuánticos. La extrañeza de la mecánica cuántica hace que los conceptos de
sistemas dinámicos no se puedan transferir de manera directa del mundo macroscópico
y todav́ıa existe debate acerca de cómo medir la susceptibilidad a condiciones iniciales
en el formalismo de la mecánica cuántica. Aunque la pregunta de cómo es que el caos
se extiende al mundo cuántico pareceŕıa ser solamente una curiosidad teórica, se cree
que el comportamiento caótico es necesario para que se pueda hablar de ensambles
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termodinámicos como los conocemos actualmente. Esto se debe a que dicho com-
portamiento se encuentra detrás de una de las hipótesis fundamentales de mecánica
estad́ıstica, el teorema ergódico. Este teorema nos dice que podemos intercambiar el
análisis de la evolución temporal de cada componente del sistema por un promedio
sobre el espacio fase a tiempo fijo. La idea principal detrás de este intercambio es la
suposición de que esperando suficiente tiempo los sistemas cruzan una infinidad de
veces todas las trayectorias con enerǵıa fija.

La manera actual de estudiar la naturaleza en su ĺımite cuántico es mediante las
teoŕıas cuánticas de campo (QFT por sus siglas en inglés). Estas teoŕıas postulan que
las part́ıculas son excitaciones de campos que permean el espacio-tiempo y, a través de
la teoŕıa conocida como el modelo estándar, han logrado describir con mucha precisión
la fenomenoloǵıa de la fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte. Sin
embargo, no toda la f́ısica contenida en las interacciones de estas tres fuerzas puede
ser descrita mediante las teoŕıas de campo. Esto se debe a que la manera en la que
se realizan los cálculos de QFT es desarrollando sumas sobre interacciones en las que
los términos se van haciendo cada vez más pequeños. Dentro del espacio donde este
desarrollo es válido se encuentran los mayores avances y predicciones de las teoŕıas
de campos. Nos encontramos en esta región, conocida como el ĺımite de acoplamiento
débil, cuando la constante que mide la intensidad de interacciones de las part́ıculas es
pequeña. Por otro lado, cuando las interacciones que se suman no son cada vez más
pequeñas los métodos tradicionales no funcionan y decimos que estamos en el ĺımite
de acoplamiento fuerte. Esta región de las QFTs no ha sido muy bien entendida a
pesar de que muchos de los fenómenos de interés, como algunos de los que suceden
en colisionadores de part́ıculas, se encuentran dentro de este régimen.

El modelo estándar describe la naturaleza a la escala en la que las part́ıculas funda-
mentales interactúan, por otro lado, si nos vamos a escalas mucho más grandes donde
la fuerza de gravedad domina la dinámica del sistema encontramos que la descrip-
ción correcta se puede explicar usando la teoŕıa de la relatividad general de Einstein.
Al igual que las QFTs dicha teoŕıa ha sido exitosa realizando predicciones como la
existencia de agujeros negros, ondas gravitacionales, explicar la precesión de la órbita
de mercurio, entre muchos otros resultados. El hecho de tener dos descripciones tan
exitosas de la naturaleza sugiere que la relatividad general es un caso particular de
una teoŕıa de campos, sin embargo, la diferencia de la escala en la que ambas teoŕıas
operan ha hecho imposible reconciliarlas y una formulación satisfactoria de la fuerza
de la gravedad en términos de una teoŕıa cuántica sigue sin ser encontrada. Uno de
los candidatos más importantes para resolver el problema de la gravedad cuántica es
la teoŕıa de cuerdas. Dicha teoŕıa propone que los ingredientes fundamentales de la
naturaleza son cuerdas cuyos modos de vibración dan lugar a las part́ıculas funda-
mentales. Dentro de la teoŕıa de cuerdas existe mucha libertad para agregar o quitar
algunas caracteŕısticas manteniendo una teoŕıa consistente y aunque se han estudiado
diferentes combinaciones y ajustes de los parámetros de modo que se puedan repro-
ducir el modelo estándar y la gravedad cuántica hasta ahora no se ha logrado esta

4



meta. Independientemente de si la teoŕıa de cuerdas logra unificar la descripción de
las fuerzas del universo en una sola teoŕıa los resultados teóricos que se han desa-
rrollado estudiándola son muy valiosos para entender la naturaleza de las teoŕıas de
campo y su conexión con las de gravedad.

En particular, una de las caracteŕısticas de teoŕıa de cuerdas que llevó a explorar una
conexión entre teoŕıas de campo y teoŕıas de cuerdas es el parecido que existe entre
las amplitudes de dispersión de ambas teoŕıas cuando los procesos de interacción
de la teoŕıa de campos se agrupan de una manera particular. Continuando con el
estudio de esta conexión Juan Maldacena encontró en 1997 la llamada correspondencia
holográfica (de Maldacena o Norma/Gravedad) que en su versión más sencilla postula
que una teoŕıa de cuerdas en 10 dimensiones es equivalente a una teoŕıa de norma
en cuatro dimensiones. Este resultado ha dado muchas ĺıneas de investigación que se
siguen estudiando actualmente, encontrando conexiones cada vez más profundas entre
ambas teoŕıas. Uno de los rubros más importantes de la correspondencia holográfica
es el hecho de que explora la región fuertemente acoplada de las teoŕıas de campo
usando su dual con teoŕıas de cuerdas en su ĺımite semiclásico. Es decir, los cálculos
que se créıan inaccesibles en teoŕıa de campos se vuelven procedimientos relativamente
sencillos en la teoŕıa de gravedad.

Aunque dicho ĺımite es muy útil para obtener resultados que permiten entender el
ĺımite fuertemente acoplado de una teoŕıa de norma la correspondencia pretende ser
una conexión entre ambas teoŕıas a cualquier escala energética. Aśı, las desviaciones
del ĺımite de N →∞ son interesantes y corresponden a correcciones que provienen de
teoŕıa de cuerdas. Dentro de estas correcciones se encuentran en la acción términos
con más derivadas sobre los campos de la teoŕıa de gravedad aśı como potencias
mayores de dichos campos. Entre estas nuevas contribuciones aparecen términos con
mayores potencias y derivadas de la curvatura, de modo que es de interés estudiar
espacios-tiempos que sean solución de dichas teoŕıas y además cumplan las condiciones
necesarias para ser consideradas en un contexto holográfico. En la familia de teoŕıas
que se reducen a la relatividad general y además tienen orden superior en la curvatura
existe un conjunto de acciones que se puede construir de manera sistemática basándose
en consideraciones topológicas que reciben el nombre de gravedades de Lovelock. La
forma expĺıcita de la acción de Lovelock no aparece en la expansión de teoŕıa de
cuerdas, sin embargo, la forma sencilla de sus ecuaciones de movimiento las convierte
en un escenario ideal para revisar las caracteŕısticas de una teoŕıa holográfica con
orden superior en la curvatura.

Regresando al problema del caos, actualmente se han desarrollado avances en los que
se intenta hacer cálculos en sistemas caóticos usando la correspondencia holográfica.
Este estudio forma parte de una ĺınea de investigación reciente en la que se busca
explicar temas de entrelazamiento cuántico, transferencia de información y comple-
jidad haciendo un análisis de sistemas gravitacionales. En el caso espećıfico del caos
una manera de medir que tan rápido se propaga la información en un sistema caóti-
co es mediante la velocidad de mariposa. En el espacio-tiempo el sistema térmico
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se ve como un agujero negro mientras que el escenario que revela la susceptibilidad
para condiciones iniciales consiste en una geometŕıa de onda de choque cuyo perfil
se propaga con forma de onda viajera a la velocidad de mariposa. Hasta ahora se
ha calculado casi exclusivamente la velocidad de mariposa en agujeros negros con
horizontes planares, es decir, cuya teoŕıa dual vive en R × R3. Esto se debe a que
la interpretación del perfil de la onda de choque en este caso se ha hecho precisa
mediante distintos cálculos gravitacionales.

En este trabajo nos enfocaremos en estudiar el efecto mariposa en teoŕıas de gravedad
que tienen términos de orden mayor en la curvatura. Además, consideramos el aco-
plamiento conforme de un campo escalar que se agrega a la acción usando términos
de orden mayor en la curvatura. Esta teoŕıa sólo tiene agujeros negros en horizontes
esféricos de modo que también exploraremos cómo se modifican los cálculos del perfil
de onda de choque en esta topoloǵıa, en este contexto revisaremos qué tan válido
es este cálculo usando un enfoque indirecto en el que comprobaremos algunos de los
resultados que se conocen como válidos en el caso planar. Aunque el acoplamiento
conforme contiene términos de orden superior en la curvatura estos no modifican las
ecuaciones del perfil de la onda de choque, esto se debe a que en el ansatz de es-
ta geometŕıa el efecto de la perturbación cayendo al agujero negro es el de recorrer
el contenido de materia en la dirección nula opuesta a la dirección de cáıda. Aśı,
el campo conforme tiene un efecto en la velocidad de mariposa sólo a través de su
contribución a la métrica del agujero negro antes de la onda de choque.

En el estudio del efecto mariposa en horizontes con topoloǵıa esférica deducimos una
cota para la velocidad de mariposa en teoŕıas que respetan la condición de enerǵıa
nula, encontramos que la máxima velocidad se alcanza cuando no hay contenido extra
de materia por lo que vb < v

(AdS−Schw)
b . Este resultado reproduce lo que ya se hab́ıa

encontrado en el caso planar. Además de esto, calculamos la velocidad de mariposa
para teoŕıas en gravedad de Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet con una combinación
del campo escalar conformemente acoplado y un campo electromagnético. También
hacemos un análisis de la termodinámica extendida1 del agujero negro para hacer
contacto con resultados que sugieren que la velocidad de mariposa se puede expresar
como una combinación sencilla de cantidades termodinámicas. Encontramos que la
velocidad de mariposa no se puede escribir en términos de estas cantidades para
Gauss-Bonnet en el caso esférico. Además en el caso del campo conforme la entroṕıa
del agujero negro se modifica gracias a los términos de mayor curvatura que aparecen
en la parte de la acción que describe al campo conforme por lo que las cantidades
termodinámicas no describen a la velocidad de mariposa aún en gravedad de Einstein.
El objetivo de este trabajo fue comenzar a abordar el problema de la velocidad de
mariposa en teoŕıas que viven en una esfera a través de la correspondencia holográfica.
El enfoque termodinámico del cálculo de la velocidad de mariposa nos permite ver que
no es sólo la topoloǵıa del horizonte lo que provoca los desacuerdos sino que podŕıa

1En la termodinámica extendida la masa del agujero negro se entiende como la entalṕıa del
sistema termodinámico, incluyendo la presión del sistema como la constante cosmológica.
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tener un origen en el cambio de la entroṕıa gracias a los términos extra que aparecen
al calcular la entroṕıa de Wald.

La primera parte de la tesis consiste en los antecedentes teóricos necesarios para en-
tender el cálculo holográfico del efecto mariposa. Estos están formados por la teoŕıa
cuántica de campos (Caṕıtulo 1), la relatividad general y sus generalizaciones (Caṕıtu-
lo 2) y la correspondencia holográfica junto con los resultados espećıficos de la de-
ducción de la ecuación para la velocidad de mariposa (Caṕıtulo 3). Por último el
caṕıtulo 4 contiene la deducción de la cota a la velocidad de mariposa en agujeros
negros con topoloǵıa esférica que cumplen la condición de enerǵıa nula. Además de
esto introducimos la teoŕıa con el campo escalar conforme y calculamos la termo-
dinámica y velocidad de mariposa para teoŕıas con y sin campo escalar y campo
electromagnético en gravedad de Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet. Comparamos la
fórmula termodinámica de la velocidad de mariposa con estos nuevos términos y ve-
mos donde y porqué falla. Por último terminamos con una discusión del trabajo futuro
y las conclusiones del trabajo.
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Caṕıtulo 1

Teoŕıa Cuántica de Campos

Las teoŕıas cuánticas de campo son la manera en la que las part́ıculas elementales y
sus interacciones son entendidas en la f́ısica moderna. En el ĺımite perturbativo de
dichas teoŕıas las part́ıculas se entienden como excitaciones de campos que permean
el espacio-tiempo. En este caṕıtulo revisaremos algunos conceptos preliminares de
dichas teoŕıas que nos servirán en lo que resta del trabajo.

En el sentido clásico un campo φ(x) es una cantidad f́ısica que puede tomar un valor
distinto en cada punto del espacio-tiempo. El estudio de la dinámica de dicho cam-
po se trata de la misma forma que en mecánica clásica, partiendo de un principio
variacional. Para tener un tratamiento relativista en teoŕıa cuántica de campos cons-
truimos una acción que es invariante ante transformaciones de Poincaré donde los
diferentes campos que estudiamos están clasificados de acuerdo a cómo transforman
bajo el grupo de Poincaré, es decir, a su representación bajo dicho grupo. El grupo de
Poincaré esta compuesto por las transformaciones de Lorentz SO(3, 1) : xµ → Λµ

νx
ν

y las traslaciones xµ → xµ +aµ. Una representación de este grupo es un mapeo de los
elementos de dicho grupo (Λ, a)→ g(Λ, a) al espacio de funciones lineales sobre otro
espacio vectorial tal que estas operaciones preservan la regla de producto. Podemos es-
cribir una transformación de Poincaré general como g(Λ, a) = e−

1
2
ωρσMρσ+iaµPµ , donde

Mρσ son los generadores del grupo de Lorentz, P µ son los generadores de traslaciones
y ωρσ, aµ son los parámetros de la transformación. El hecho de que los parámetros
de las transformaciones sean continuos y que podamos quedarnos en un subgrupo
conectado a la identidad hace que el grupo de Poincaré sea un grupo de Lie. Estos
grupos son variedades diferenciales suaves de dimensión finita que quedan determina-
dos por su comportamiento infinitesimal. En términos matemáticos esto significa que
a cada grupo de Lie se le puede asociar un álgebra cuyo espacio vectorial es el espacio
tangente al elemento identidad en el grupo. Su carácter infinitesimal implica que la
información del grupo está contenida en los generadores de su álgebra, para el caso de
Poincaré el álgebra de los generadores tiene como operación binaria al conmutador,
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[A,B] = AB −BA, y está dada por

i [Mρσ,Mµν ] = ηµρMσν − ηµσMρν + ηνρMµσ − ηνσMµρ

i [Mµν , P ρ] = ηµρPν − ηνρPµ
[Pµ, Pν ] = 0

Es útil dividir el espacio de los generadores de Lorentz en dos álgebras de momento
angular SU(2)×SU(2) definiendo Ji = 1

2
εijkMjk, Ki = M0i, con εijk el tensor de Levi-

Civita. Después, definiendo Ni = 1
2

(Ji + iKi), N
†
i = 1

2
(Ji − iKi) se puede probar que

los operadores Ni, N
†
i satisfacen las reglas de conmutación de SU(2), es decir,

[Ni, Nj] = εijkNk, [Ni, Nj] = εijkNk, [Ni, N
†
j ] = 0.

De esta forma podemos clasificar las representaciones irreducibles del grupo de Lo-

rentz mediante los eigenvalores
(
N2, N †

2
)

= (n, n†) de cada una de estas álgebras.

El caso más sencillo corresponde a (n, n†) = (0, 0) donde el campo no cambia bajo
la transformación de Lorentz, este campo no tiene ı́ndices vectoriales y se le llama
campo escalar φ(x). Debido a su simplicidad, usaremos al campo escalar para ilustrar
muchos de los conceptos fundamentales de una teoŕıa cuántica de campos.

De manera análoga a la part́ıcula puntual se define una acción para un campo φ(x)
usando un término cinético y uno potencial

S [φ, ∂µφ] =

∫
d4xL [φ, ∂µφ] =

∫
d4x

[
1

2
∂µφ∂

µφ− V (φ)

]
Donde V (φ) es el potencial al que está sujeto el campo y, al igual que en mecánica
clásica, es útil definir la densidad de momento conjugado a φ como π(t, ~x) = ∂L

∂(∂tφ)
. El

potencial V (φ) puede tomar cualquier forma, sin embargo, si queremos que el valor
del campo oscile alrededor de un mı́nimo de potencial debe pasar que V ′(0) = 0 y
V ′′(0) > 0. Con esto, la expansión de V (φ) en una serie de Taylor alrededor de cero
toma la forma

V =
V ′′(0)

2
φ2 +

V (3)(0)

3!
φ3 +

V (4)

4!
φ4 + · · · .

Uno de los potenciales más sencillos que respeta esta expansión es V (φ) = 1
2
V ′′(0)φ2.

Siguiendo el procedimiento de Euler-Lagrange y considerando V ′′(0) = m2 obtenemos
la ecuación de movimiento para el campo conocida como ecuación de Klein-Gordon(

∂2
t −∇2 +m2

)
φ(~x, t) = 0, (1.1)

haciendo una transformación de Fourier sobre las coordenadas espaciales se obtiene[
∂2
t +

(
| ~p |2 +m2

)]
φ(t, ~p) = 0. (1.2)

Esta ecuación es la de un oscilador armónico cuya frecuencia angular, ωp = E~p =√
m2 + ~p2, es exactamente la enerǵıa de una part́ıcula libre relativista de masa m
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que se mueve con momento espacial ~p. Sustituyendo la solución de (1.2), el campo en
el espacio de posiciones queda expresado en términos de modos de Fourier a través
de

φ(t, x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2Ep

[
a~pe
−ip·x + a∗~pe

ip·x] . (1.3)

De las ecuaciones (1.2) y (1.3) vemos que el campo escalar libre es una superposición
de infinitos osciladores armónicos. Se le llama libre porque estos osciladores están
desacoplados, es decir, no se mezclan en la solución (1.3). Esto a su vez es consecuencia
de que el potencial cuadrático en φ nos da una ecuación de movimiento lineal de modo
que las soluciones se superponen.

Para cuantizar estas teoŕıas se realiza un procedimiento análogo al que se sigue en
mecánica cuántica en donde sustituimos las variables dinámicas, la posición x y el
momento p, por operadores, x̂, p̂, que actúan sobre un espacio de Hilbert y les damos
relaciones de conmutación canónicas [x̂, p̂] = 1. En las teoŕıas cuánticas de campo las
variables dinámicas son ahora el campo φ(x) y su momento conjugado Π(x).

Siguiendo los mismos pasos de la cuantización del oscilador armónico se imponen las
relaciones de conmutación canónicas

[φ̂(t, ~x), φ̂(t, ~x′)] = 0 = [π̂(t, ~x), π̂(t, ~x′)]→ [â~p, â~p′ ] = 0 = [â†~p, â
†
~p′ ],

[φ̂(t, ~x), π̂(t, ~x′)] = iδ(3)(~x− ~x′)→ [â~p, â
†
~p′ ] = (2π)3δ(3)(~p− ~p′).

De la misma forma que en mecánica cuántica este análisis define un estado de más baja
enerǵıa |0〉, el vaćıo, tal que si se hace actuar cualquier operador de aniquilación sobre
él se obtiene âp |0〉 = 0. Los estados excitados de este espacio se obtienen al actuar
con operadores de creación â†p sobre |0〉. Un resultado importante es que al actuar

con el Hamiltoniano Ĥ =
∫

d3p
(2π)3Epâ

†
~p â~p y momento espacial P̂ =

∫
d3p

(2π)3 ~pâ
†
~p â~p sobre

los estados excitados de la forma |p〉 =
√

2Ep â
†
~p se obtiene precisamente la enerǵıa

y el momento de una part́ıcula libre relativista. Siguiendo con este procedimiento, el
estado excitado de n part́ıculas con momento ~p1. ~p2, . . . , ~pn se escribe como

|~p1. ~p2, . . . , ~pn〉 =
(√

2Ep1

√
2Ep2 . . .

√
2Epn

)
â†p1
â†p2

. . . â†pn |0〉 .

A la unión de espacios de Hilbert que contienen un número fijo de part́ıculas, inclu-
yendo el vaćıo, se le conoce como espacio de Fock H. Dicho espacio se puede escribir
como la suma directa de los diferentes subespacios que cuentan con un número fijo
de part́ıculas, H = H0 ⊕H1 ⊕H2 ⊕ · · · .

Una de las cantidades más importantes para calcular en una teoŕıa de campos es
la amplitud de probabilidad de que una part́ıcula con posición ~x a un tiempo t se
encuentre en la posición ~x′ a un tiempo t′. A ésta amplitud de probabilidad, junto con
la amplitud de propagación de su antipart́ıcula, se le llama el propagador de Feynman
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o función de dos puntos y está dada por

GF (x′ − x) = 〈x′|x〉 θ(x′0 − x0) + 〈x|x′〉 θ(x0 − x′0) = 〈0|T{φ̂(x) ˆφ(x′)} |0〉

= 〈0|
(
φ̂(x)φ̂(x)θ(x′0 − x0) + φ̂(x)φ̂(x′)θ(x0 − x′0)

)
|0〉 ,

donde θ(x) es la función de Heaviside, θ(x) = 1 para x ≥ 0 y θ(x) = 0 si x < 0.
El propagador de Feynman es la función de Green del operador de la ecuación de
movimiento y para el campo escalar libre toma la forma

GF (x′ − x) =

∫
d4p

(2π)4
i
e−ip·(x

′−x)

p2 −m2 + iε
. (1.4)

Para calcular correladores de muchas part́ıculas se usa el teorema de Wick [1]. Este
teorema dice que es posible expresar cualquier correlador como la suma sobre todas
las combinaciones de productos de propagadores de Feynman. Es decir, para N par
se tiene

GN(x1, . . . , xN) =G(x1, x2)G(x3, x4) · · ·G(xN−1, xN)+

+G(x1, x3)G(x2, x4) · · ·G(xN−1, xN) + · · · . (1.5)

Además de la cuantización canónica existen otras formas de entender una teoŕıa de
campos que son muy útiles. Una de ellas es el formalismo de integral de trayectoria
desarrollado por Richard Feynman en 1948. En mecánica cuántica la integral de
trayectoria aparece en el cálculo del propagador

〈x, t | x′, t′〉 = ĺım
n→∞

1

(2π)n+1

∫ ∞
−∞

dx1 · · · dxndp0 · · · dpnei
∫ t
t0
L[x(t),ẋ(t)]dt

=

∫
Dq(t)Dp(t)eiS[x(t),ẋ(t)]

que tiene la interpretación de una suma, pesada por eiS, sobre todas las trayectorias
posibles desde x a x′. Generalizando este concepto a una teoŕıa de campos ahora se
tiene que integrar sobre todas las configuraciones posibles del campo

〈φ(x) | φ(x′)〉 =

∫
D[φ]eiS[φ]. (1.6)

Aunque la descripción de los campos libres tiene una interpretación muy clara, los
campos que usamos para describir las part́ıculas en la naturaleza no son libres, es
decir, sus ecuaciones de movimiento no son lineales en los campos y esto da lugar a
que las soluciones no se superpongan. En ese caso la definición de part́ıcula ya no es tan
clara porque el campo φ(x) ya no se puede desarrollar en términos de operadores de
creación y aniquilación desacoplados (1.3) aśı que sólo es posible hablar de part́ıculas
libres como estados asintóticos. En la próxima sección revisaremos el formalismo bajo
el cuál se entienden las interacciones.
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1.1. Teoŕıas con interacción

Para tratar el caso interactuante se trata la evolución temporal del sistema en el
cuadro de interacción. En este cuadro se separa el Hamiltoniano en dos partes H =
H0 + HI , donde H0 es el Hamiltoniano del sistema libre y HI es la parte de la
interacción. En general los sistemas que consideramos no tienen una solución exacta
aśı que es conveniente usar teoŕıa de perturbaciones. Desarrollando el operador de
evolución temporal en el cuadro de interacción se obtiene la serie de Dyson

U(t, t0) =
∞∑
n=0

Un(t, t0) ; Un =
(−i)n

n!

∫ t

t0

dt1 · · ·
∫ t

t0

dtnT (HI(t1) · · ·HI(tn)) (1.7)

donde T es el operador de orden temporal que impone t1 < t2 · · · < tn y donde el
método de perturbación consiste en acotar esta serie hasta cierto orden n.

Como ejemplo tomamos el campo escalar con un potencial de la forma V (φ) =
1
2
m2φ2 + 1

4!
λφ4, a la constante adimensional λ = V (4)(0) se le conoce como cons-

tante de acoplamiento y podemos ver de (1.7) que cuenta el orden de la perturbación.
Como mencionamos cuando hablamos de correladores, toda la información f́ısica de
una teoŕıa de campos se puede extraer de ellos. Al calcular el correlador en está
teoŕıa interactuante obtenemos una expresión en términos de operadores de campo
de la parte no interactuante φ̂H

GN(x1, . . . , xN) = 〈Ω| T {φ̂H(x1) · · · φ̂H(xN)} |Ω〉 =

= ĺım
T→∞(1−iε)

〈0| T {φ̂I(x1) · · · φ̂I(xN)exp[−i
∫ T
−T dtĤ

I
int(t)] |0〉

〈0| T {exp[−i
∫ T
−T dtĤ

I
int(t)]} |0〉

, (1.8)

donde |Ω〉 es el estado base de la teoŕıa con interacciones y |0〉 es el de la teoŕıa libre.
En el numerador de (1.8), la única diferencia con los correladores del campo escalar

libre es el término exp[−i
∫ T
−T dtĤ

I
int(t)] que aparece multiplicando a los operadores

de campo. Si tomamos λ� 1, entonces es posible expandir esta exponencial en una
serie tal que cada potencia de λ tenga una contribución cada vez menor

exp

[
−i
∫ T

−T
dtĤI

int(t)

]
= 1−iλ

4!

∫
d4yφ̂4(y)+

1

2!

(
λ

4!

)2 ∫
d4y1φ̂

4
I(y1)

∫
d4y2φ̂

4
I(y2)+· · · .

Cuando se hacen los productos de los términos que aparecen en la serie de Dyson con
los otros operadores de campo φ̂H(xi) se obtienen términos de la forma

〈0|T
{
φ̂I(x1) · · · φ̂I(xN)

(
λ

4!

)∫
d4y1φ̂

4
I(y1)

}
|0〉 . (1.9)

Este término queda escrito nuevamente en función de productos de operadores de
campo con la única diferencia de que el campo interactuante no está evaluado sobre
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un punto fijo sino está integrado sobre todo el espacio tiempo. Usando el teorema de
Wick para desarrollar (1.9) en sumas de correladores de dos part́ıculas vemos que el
término φ4(y1) da lugar a cuatro propagadores extra. Una forma de visualizar estos
procesos de interacción está dada por los llamados diagramas de Feynman que son
representaciones pictóricas de cada proceso incluyendo las interacciones 1.1. Aśı, el
efecto de agregar estas interacciones al Hamiltoniano es el de permitir procesos donde
el número de part́ıculas cambia entre procesos de interacción. En este caso esto sucede
sucede en grupos de cuatro part́ıculas.

Figura 1.1: Algunos diagramas de Feynman para la teoŕıa φ4 con cuatro patas exter-
nas. Cada propagador interno implica una integral en espacio de momentos (1.4) y
cada vértice un factor de −iλ. Imagen tomada de [1].

Los diagramas en los que los propagadores en y aparecen todos contráıdos entre śı se
les conoce como burbujas de vaćıo y son cancelados por el denominador de modo que
se dice que (1.9) representa la suma sobre todos los diagramas de Feynman conexos.

Visto en el formalismo de integral de trayectoria los correladores se calculan mediante
la función de partición Z[J ] definida por

Z[J ] =

∫
Dφe−i(S+

∫
d4x J(x)φ(x))),

donde el último término de la exponencial se entiende como un acoplamiento entre el
campo y una corriente externa J(x) que se manda a cero al final de los cálculos. De
esta forma (1.8) se escribe como

GN(x1, . . . , xN) =
1

Z[J = 0]

(
δ

δJ [x1]
· · · δ

δJ [xn]
Z[J ]

) ∣∣∣∣
J=0

Los estados de part́ıculas que viven en el espacio de Fock generado a partir del campo
escalar libre son todos del mismo tipo. Como es de esperarse, el campo escalar libre
no describe todos los tipos de part́ıculas que aparecen en la naturaleza aśı que es
necesario tomar en cuenta otros tipos de campos. Si consideramos (n, n†) = (1

2
, 0) ó

(n, n†) = (0, 1
2
) obtenemos los objetos que se conocen como espinor de Weyl izquierdo

ψI o derecho ψD respectivamente. El término izquierdo y derecho se refieren a que
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quiralidad tiene cada uno y nos dicen, para part́ıculas no masivas, si la proyección
del esṕın sobre el momento lineal es positiva (derecho) o negativa (izquierdo). Para
considerar part́ıculas masivas y tener simetŕıa bajo paridad en la teoŕıa es conveniente
fijarnos en el espacio (1

2
, 0)
⊕

(0, 1
2
) donde definimos un nuevo objeto conocido como

espinor de Dirac que está formado por dos espinores de Weyl ψ =

(
ψI
ψD

)
.

Los generadores de Lorentz en el espacio del espinor de Dirac toman la forma Sµν =
i
4
[γµ, γν ], donde γµ son matrices complejas que satisfacen el álgebra de Clifford:
{γµ, γν} = 2ηµ,νI,aśı, dada una transformación de Lorentz, un campo espinorial de
Dirac cambia mediante ψ → ψ′ = exp( i

2
ωλρS

λρ)ψ. La dimensión del espacio vectorial
de los espinores depende de las dimensiones del espacio-tiempo tal que si tomamos
un espacio-tiempo 2n dimensional, con grupo de Lorentz SO(2n − 1, 1), entonces la
dimensión del espacio vectorial es 2n. En general, tenemos que el campo es C si n es
par y R si n es impar.

El Lagrangiano de primer orden en derivadas de ψ que describe part́ıculas fermiónicas
libres está dado por LDirac = ψ̄(iγµ∂µ−m)ψ, donde ψ̄ = ψ†γ0. Con esto, la ecuación
de movimiento para el campo espinorial se vuelve la llamada ecuación de Dirac para
un campo espinorial libre

(iγµ∂µ −m)ψ(x) = (i/∂µ −m)ψ(x) = 0.

Esta ecuación implica la de Klein-Gordon para cada componente espinorial por lo que
es posible expandir cada componente en términos de osciladores desacoplados como
en el caso del campo escalar. Al seguir el proceso de cuantización se encuentra que
es necesario pedir que los operadores de creación y aniquilación satisfagan relaciones
de anticonmutación en lugar de relaciones de conmutación para evitar que las anti-
part́ıculas tengan enerǵıa negativa. Es decir, se intercambia el conmutador [·, ·] por el
anticonmutador {·, ·}.

La expansión del campo libre de Dirac en modos normales se puede escribir como

ψ(x) =

∫
d3p

(2π)3

1√
2Ep

2∑
s=1

[
âs~pu

s(p)e−ip·x + b̂s†~p v
s(p)eip·x

] ∣∣∣∣
p0=Ep

. (1.10)

Donde s etiqueta los diferentes estados de esṕın; u(p)s, v(p)s son las soluciones espi-
noriales de la ecuación de Dirac y âs†~p , b̂

s†
~p son los operadores de creación de part́ıcu-

la y antipart́ıcula respectivamente. Para obtener las relaciones de anticonmutación
de los operadores, se imponen primero las relaciones sobre el operador de campo
{ψa(~x), ψ†b(~y)} = δ(3)(~x− ~y)δab, aśı, se obtiene

{âs~p, â
s′†
~p′ } = (2π)3δ(3)(~p− ~p′)δss′ = {b̂s~p, b̂

s′†
~p′ },

{âs~p, âs
′

~p′} = {âs~p, b̂s
′

~p′} = 0 = {b̂s~p, b̂s
′

~p′}.

Estas relaciones coinciden con el hecho que aparece en mecánica cuántica que nos
dice que las part́ıculas con esṕın 1/2 (y en general esṕın semientero) son fermiones y
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satisfacen el principio de exclusión de Pauli. El propagador de Feynman de un fermión
está dado por

Sd(x− y) =

∫
d4p

(2π)4
i

/p+m

p2 −m2 + iε
e−ip·(x−y).

La teoŕıa de un fermión libre tiene una simetŕıa global continua bajo una transfor-
mación del grupo U(1) : ψ(x) → eiθψ(x). De acuerdo al teorema de Noether, existe
una corriente conservada Jµ asociada a dicha simetŕıa cuya componente cero tiene la
interpretación de la carga eléctrica. Cuando hacemos el parámetro θ dependiente de la
posición θ(x) la acción ya no es invariante por lo que tenemos que agregar un término
adicional. Si se cambia el operador de derivada mediante ∂µ → Dµ = ∂µ + iqAµ(x)
se recupera la invariancia ante el grupo U(1) si el campo vectorial Aµ(x) transforma
mediante Aµ → Aµ−∂µθ(x). Esta es la transformación que se conoce en electromagne-
tismo como transformación de norma y sabemos que no cambia la f́ısica del sistema ya
que la dinámica del campo de Maxwell está dada por SMaxwell =

∫
d4xFµν(x)F µν(x)

con Fµν(x) = ∂µA(x)ν − ∂νAµ(x) la intensidad de campo. Al cuantizar covariante-
mente la teoŕıa de Maxwell se encuentran problemas con la simetŕıa de norma ya que
aparecen estados en la teoŕıa que no son f́ısicos (tienen norma negativa). Una manera
de arreglar esto es fijar la condición de norma, por ejemplo escogiendo la norma de
Coulomb, desde el principio y después cuantizar de manera normal. La otra forma es
cuantizar sin elegir norma y después quitar los estados de norma negativa mediante,
por ejemplo, el método de cuantización BRST. Con cualquiera de los métodos que se
siga la teoŕıa predice que las part́ıculas asociadas al campo libre Aµ(x) tienen esṕın
1 y son conocidas como fotones.

Al juntar la acción de Dirac con la de Maxwell y pedir invariancia de norma se obtiene
la electrodinámica cuántica (QED por sus siglas en inglés), cuya acción está dada por

SQED =

∫
d4x

[
ψ̄(i /Dµ −m)ψ − 1

4
FµνF

µν

]
.

Las teoŕıas que tienen invariancia de norma son muy importantes ya que además de
describir la fuerza electromagnética describen a las demás fuerzas fundamentales que
se encuentran en el modelo estándar. Un resultado importante es que para cada gene-
rador del álgebra de Lie existe un campo de norma que se incluye en el Lagrangiano
para que este sea invariante bajo estas transformaciones, las part́ıculas que corres-
ponden a estos campos de norma dan lugar a bosones que originan las interacciones
del resto de los campos, de manera análoga a como el fotón controla las interacciones
entre fermiones en QED.

El caso particular de estas teoŕıas de norma que será relevante en este trabajo es aquel
en el que el grupo de norma es el de las matrices complejas unitarias con determinante
uno, SU(N). A este tipo de teoŕıas que están basadas en grupos no abelianos (el
producto del grupo no es conmutativo) se les llama teoŕıas de Yang-Mills en honor a
Chen Ning Yang y Robert Mills quienes, en 1954, extendieron el concepto de teoŕıa de
norma a dichos grupos en un intento para explicar la interacción fuerte. La densidad
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Lagrangiana de una teoŕıa de Yang-Mills está dada por

L = −1

4
F a
µνF

µν
a .

Donde F a
µν corresponde a los campos bosónicos que dan la interacción de las part́ıculas

fundamentales y la derivada covariante está dada por Dµ = ∂µ− iλAµ, donde λ es la
constante de acoplamiento de los bosones de norma en la teoŕıa y Aµ es una matriz
en la representación en la cuál transforman los campos de materia. En particular,
las representación más pequeña no trivial del grupo es llamada la representación
fundamental, en el caso de SU(N) toma la forma de las matrices complejas unitarias
con determinante uno de N × N . Por otro lado, el campo vectorial Aµ asociado
a los bosones de norma se transforma en la representación adjunta de SU(N) que
actúa sobre elementos del espacio vectorial generado por el álgebra de Lie, es decir,
Aaµ = AµT

a, donde T a son los generadores del álgebra de Lie.

Un ejemplo de una teoŕıa de Yang-Mills es la cromodinámica cuántica (QCD por
sus siglas en inglés) que describe a la fuerza fuerte responsable de mantener a los
nucleones dentro del núcleo del átomo. Esta teoŕıa es invariante bajo el grupo de
simetŕıa SU(3). El Lagrangiano está dado por

LQCD = ψ̄
(
i /Dµ −m

)
ψ − 1

4
Ga
µνG

µν
a ,

donde ψ(x) es un espinor y transforma en la representación fundamental del grupo de
norma, este campo está asociado a los quarks que son las part́ıculas fundamentales
que interactúan a través de la fuerza fuerte. Cada quark se representa como un estado
que puede tener tres “cargas” diferentes. A dichas cargas, que describen la forma en
la que interactúan los quarks, se les llama colores. El campo Gµν es el tensor de
intensidad de campo y en términos de los campos asociados a los bosones de norma
Aµ está dado por

Gµν = ∂µA
a
ν − ∂νAaµ + gfabcAbµA

c
ν ,

donde fabc son las constantes de estructura de la teoŕıa definidas por [T a, T b] =
ifabcT c. Los campos Aµ transforman en la representación adjunta de SU(3) y carac-
terizan la interacción fuerte entre quarks, a las part́ıculas asociadas a estos campos de
norma se le conoce como gluones y son los bosones a través de las cuales los quarks
interactúan. La constante g que aparece en (1.11) es la constante de acoplamiento de
QCD que como veremos en la siguiente sección se puede estudiar con una dependencia
energética g(µ).

1.2. Renormalización

En el cálculo de amplitudes de dispersión se encuentra que las integrales que resul-
tan de integrar propagadores sobre p corriendo de −∞ a ∞ frecuentemente dan un
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resultado divergente. Esta divergencia se puede entender como una consecuencia de
la escala energética a la que estamos observando a la teoŕıa, aśı, es posible quitar es-
tas divergencias fijándonos en una escala energética adecuada para el problema, esto
se logra por el método conocido como renormalización. En este método se separa la
acción de la teoŕıa en dos partes: Una parte que contiene los parámetros de la teoŕıa
hasta la enerǵıa que los vamos a medir (términos renormalizados Lren), y otra parte
que quita las divergencias que provienen de colocar mal la escala energética (conoci-
dos como contratérminos LCT ). El comportamiento de las divergencias en la teoŕıa
se calcula usando algún método de regularización, por ejemplo, imponiendo un ĺımite
en la integral de momento (corte UV) o permitiendo que la dimensión de la teoŕıa
tome valores continuos (regularización dimensional). Por ejemplo, para la teoŕıa con
interacción cuártica se separa al Lagrangiano como

L = Lren + LCT =
1

2
∂µφ∂

µφ− 1

2
m2φ2 − 1

4!
λφ4 +

1

2
δZ ∂µφ∂

µφ− 1

2
δm2 Zφ2 − 1

4!
δλ φ4,

(1.11)

donde los términos con coeficientes δZ, δm, δλ dan lugar a nuevas reglas de Feynman
de manera que sumando esta contribución y la que viene de Lren se obtienen resultados
finitos.

El estudio de la f́ısica a diferentes escalas energéticas es de mucha utilidad porque en
general los grados de libertad de un sistema a una cierta escala energética no afectarán
aquellos que ocurren a otra escala. Es decir, podemos estudiar teoŕıas efectivas que
tomen en cuenta sólo los procesos que tienen una contribución relevante a esa escala
energética en particular. De esta forma, obtenemos una relación entre la constante de
acoplamiento f́ısica y la escala energética, µ, del proceso que estemos considerando
λ(µ). El proceso de renormalización es útil para muchas teoŕıas, entre ellas las que
se encuentran en el modelo estándar, sin embargo, existen otras como la teoŕıa de
gravedad de Einstein que no son renormalizables. Esto significa que las divergencias
de la teoŕıa no pueden ser removidas haciendo la separación análoga a (1.11).

La función que describe el comportamiento de la constante de acoplamiento de la
teoŕıa con la escala energética recibe el nombre de función beta y se define como

β =
∂λ

∂(logµ)
, (1.12)

La expansión perturbativa que hicimos en (1.7) depende de que λ sea pequeña, cuando
este sucede se dice que estamos en el régimen de acoplamiento débil. Por otro lado,
cuando la constante de acoplamiento no permite el desarrollo perturbativo decimos
que estamos en el régimen de acoplamiento fuerte de la teoŕıa. Por ejemplo, en la
electrodinámica cuántica la constante de acoplamiento, α, depende de la enerǵıa µ a
través de la relación

α(µ) ≈ α(µ0)

1− 2
3π
α(µ0)ln( µ

µ0
)
, (1.13)
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donde µ0 es el valor máximo que puede tomar µ. En la figura 1.2 vemos que la región
de acoplamiento fuerte se encuentra a enerǵıas altas (distancias pequeñas) mientras
que el desarrollo perturbativo es válido para enerǵıas pequeñas.

Figura 1.2: Comportamiento cualitativo de la constante de acoplamiento de QED con
el logaritmo de la distancia. Vemos que a distancias grandes se aproxima a la carga
del electrón. Imagen tomada de [1]

Para la cromodinámica cuántica tenemos el comportamiento opuesto, como podemos
ver en la Figura 1.3, ya que la constante de acoplamiento está dada por

αQCD ≈
[
β0ln

(
k2

Λ2

)]−1

, (1.14)

donde β0 es una constante calculada por Wilczeck, Gross y Politzer y Λ = 218 ± 24
MeV es una escala energética conocida como la escala de QCD. Cuando las distan-
cias entre los quarks son grandes (enerǵıas pequeñas) comparadas con el tamaño del
núcleo tenemos acoplamiento fuerte, mientras que para distancias pequeñas la teoŕıa
se encuentra débilmente acoplada. A este tipo de comportamiento que presenta la
función beta de QCD se le conoce como libertad asintótica y tiene como consecuen-
cia que no podamos encontrar quarks libres en la naturaleza sino que estos siempre
formen estructuras neutras de color con múltiples quarks.
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Figura 1.3: Comportamiento de la constante de acoplamiento de QCD que ilustra la
libertad asintótica de la teoŕıa y donde podemos ver el acoplamiento fuerte a bajas
enerǵıas y acoplamiento débil a altas enerǵıas. Imagen tomada de [21]

La forma en la que se modifica la teoŕıa mientras la escala energética va cambiando se
estudia mediante el flujo del grupo de renormalización. Podemos ilustrar este compor-
tamiento en la teoŕıa del campo escalar libre masivo definiendo una escala g(µ) = m

µ
,

la acción en términos de g se escribe como S =
∫
ddx(1

2
∂µφ∂

µφ − 1
2
g2m2φ2). Para

g → 0, es decir a altas enerǵıas comparadas con m, la acción se vuelve la del campo
escalar no masivo SUV =

∫
d4x∂µφ∂

µφ mientras que para enerǵıas bajas g →∞ sólo

tenemos el término masivo SIR =
∫
d4xm

2φ2

2
, cuya ecuación de movimiento es φ = 0.

Estas teoŕıas definen lo que se conoce como puntos fijos del grupo de renormalización
y tienen la importante propiedad de ser invariantes bajo reescalamientos de las coor-
denadas. Estos puntos fijos pertenecen a una familia de teoŕıas que se conocen como
teoŕıas conformes cuya principal caracteŕıstica es la invariancia ante reescalamientos.

Al igual que las otras formas de etiquetar un campo, las teoŕıas conformes están de-
finidas como aquellas que son invariantes bajo un cierto grupo de transformaciones
conocido como el grupo conforme. Este grupo está formado por todas aquellas trans-
formaciones de las coordenadas espacio-temporales que resultan en un cambio de la
métrica de la forma

gµν(x)→ Ω2(x)gµν(x). (1.15)

Esto quiere decir que aunque el producto punto entre dos vectores puede cambiar, el
ángulo entre ellos no lo hará. Para distinguir cuál es el efecto que tienen las transfor-
maciones conformes sobre el espacio-tiempo, es útil dividirlas en dos: Por una parte
están formadas por cambios de escala de las coordenadas espacio-temporales, es decir,
xµ → λxµ. La segunda parte del grupo conforme está formada por las transformacio-
nes conformes especiales que cambian a las coordenadas espacio-temporales a través
de

xµ → xµ − aµx2

1− 2a · x+ a2x2
,
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donde aµ es el parámetro que describe a la transformación.

Estas transformaciones nos dicen que, desde el punto de vista clásico, la teoŕıa se ve
igual a cualquier escala. Esta caracteŕıstica se manifiesta cuánticamente en el hecho de
que la función beta (1.12) es cero, es decir, la constante de acoplamiento no depende
de la enerǵıa. Además de aparecer en la correspondencia holográfica, que veremos
en el próximo caṕıtulo, las teoŕıas de campos conformes han sido muy utilizadas en
diversas áreas de la f́ısica.

1.3. Teoŕıas de Super Yang-Mills

Hemos visto que las simetŕıas del espacio-tiempo y las simetŕıas de norma juegan un
papel importante para especificar qué tipo de teoŕıa de campos estamos considerando.
Sin embargo, falta aún una simetŕıa más para poder describir un tipo de teoŕıa de
campos que aparece en la correspondencia holográfica. Esta nueva simetŕıa relaciona
los grados de libertad fermiónicos y bosónicos y se le conoce como supersimetŕıa. Al
igual que las simetŕıas de norma, la supersimetŕıa surge de considerar generadores de
un álgebra de Lie sólo que en lugar de ser cantidades tensoriales los generadores de
la supersimetŕıa Qα son espinoriales. Estos generadores conocidos como supercargas
cumplen ciertas relaciones de conmutación con los generadores del grupo de Poincaré
y otras relaciones de anticonmutación entre ellos mismos

[Qα,M
µν ] = i(σµν)

β
αQβ , {Qα, Q̄β} = 2(σµ)αβ · Pµ,

[Qα, P
µ] = 0 = {Qα, Qβ},

donde σµ son las matrices γµ restringidas al espacio de espinores de Weyl y σµν =
1
4

[
σµ ¯sigma

ν − σν ¯sigma
µ]

. La acción de estos generadores sobre un estado de part́ıcu-
la es el de cambiar bosones por fermiones y viceversa. Entonces, en una teoŕıa super-
simétrica tenemos que por cada part́ıcula bosónica o fermiónica existe un supercom-
pañero que representa una part́ıcula que difiere de la part́ıcula original solamente en
que su esṕın cambia de modo que si teńıamos un fermión ahora tenemos un bosón y
viceversa. La supersimetŕıa podŕıa ser una simetŕıa presente en la naturaleza aunque
todav́ıa no se ha encontrado evidencia experimental de que existe. A pesar de esto,
considerar supersimetŕıa es útil en muchas aplicaciones teóricas como la teoŕıa de
(super)cuerdas.

Ya explicados estos conceptos tenemos las herramientas necesarias para describir la
teoŕıa de campos que aparece en la correspondencia holográfica. Esta es la teoŕıa de
campos conforme de Super Yang-Mills (SYM) N=4 con grupo de norma SU(Nc) en
espacio-tiempo plano 4-dimensional. El término Super Yang-Mills se refiere a que es
una teoŕıa de Yang-Mills con supersimetŕıa; N = 4 se refiere al número de supersi-
metŕıas presentes donde el número cuatro nos dice que la teoŕıa tiene cuatro veces
el número mı́nimo de supersimetŕıas que le corresponden a su dimensión, es decir, el
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número de conjuntos de generadores Q̂a. Mientras que SU(Nc) es el grupo de norma
de la teoŕıa.

El Lagrangiano de la teoŕıa de Super Yang-Mills está dado por

L = Tr

{
1

2
FµνF

µν + 2Dµφ
ABDµφ̄AB − 2iλαA /Dαα̇λ̄

α̇
A − 2gλαA[λBα , φ̄AB],

− 2gλ̂α̇A[λ̄α̇B, φ
AB]− 2g2[φAB, φCD][φ̄AB, φ̄CD]

}
. (1.16)

Donde g es la constante de acoplamiento de la teoŕıa y su contenido de campos está
dado por un campo de norma Aµ, cuatro fermiones de Weyl λAα con A ∈ {1, . . . , 4}
y seis campos escalares reales φi con i ∈ {1, . . . , 6}. Los φAB que aparecen en el
lagrangiano forman parte de la representación fundamental 4 del grupo de super-
simetŕıa SU(4)R mientras que φ transforma en la 6 y están relacionados mediante
φi = 1√

2
Σi
ABφ

AB donde Σi
AB son los coeficientes de Clebsh-Gordan que proyectan el

producto de dos 4 en la representación 6.

Esta teoŕıa se encontró por primera vez en el estudio de una teoŕıa de Super Yang-
Mills con N = 1 en diez dimensiones. Al compactificar seis de estas dimensiones,
conservando supersimetŕıa, obtenemos la teoŕıa descrita por el lagrangiano (1.16). El
resultado de esta compactificación se manifiesta en el hecho de que las supersimetŕıas
de la teoŕıa en diez dimensiones se mantienen para la teoŕıa en cuatro dimensiones.

A pesar del éxito de las teoŕıas cuánticas de campo para describir la fuerza fuerte, débil
y electromagnética todav́ıa no es posible explicar la fuerza de la gravedad a través de
ellas. En el próximo caṕıtulo revisaremos algunos de los conceptos fundamentales de la
fuerza restante a través del formalismo de la relatividad general de modo que podamos
explicar los conceptos básicos de la correspondencia holográfica en el caṕıtulo 3.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıas de Gravedad

En este caṕıtulo revisaremos la formulación tradicional de Relatividad General aśı
como algunas generalizaciones relevantes para los cálculos principales de este trabajo.
En la sección 2.1.1 mencionaremos algunos aspectos importantes de agujeros negros
como su termodinámica, la extensión de Kruskal y agujeros negros en AdS. Después,
en 2.2, haremos una revisión de algunos resultados en teoŕıas de gravedad con deriva-
das de orden superior en la curvatura como la construcción de la acción de Lovelock,
algunas de sus soluciones y la acción de la llamada gravedad Cuasi-topológica.

2.1. Relatividad General

La descripción actual de la fuerza de gravedad comenzó con la ley de gravitación
universal de Newton en 1686. En ella la gravedad se entiende como una fuerza de
atracción que se ejerce entre dos cuerpos masivos. Esta teoŕıa dio la primera pre-
dicción satisfactoria del movimiento de los cuerpos celestes aunque exist́ıan algunos
fenómenos que no pod́ıa explicar. El camino hacia una nueva teoŕıa de gravitación
empezó en 1905 cuando Einstein formuló la teoŕıa de relatividad especial basándose
en dos principios fundamentales: la invariancia de la velocidad de la luz y el principio
de Galileo. La teoŕıa de Einstein supone una desviación fundamental a las ideas de
Galileo sobre marcos inerciales ya que trata el espacio y el tiempo como cantidades
dependientes del observador. Esto difiere a la teoŕıa de Newton donde el tiempo es
universal entre observadores inerciales de forma que la distancia entre dos eventos
que ocurren a un mismo tiempo es independiente del observador. En la relatividad
especial la invariancia de la velocidad de la luz para observadores inerciales define
una nueva cantidad independiente del observador que recibe el nombre del intervalo

ds2 = −dt2 + (dx1)2 + · · ·+ (dxn)2. (2.1)

Aśı, en la relatividad especial los marcos de referencia inerciales están relacionados
entre śı mediante transformaciones, nombradas de Lorentz, que preservan dicho inter-
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valo. Podemos entender este escalar como aquel que obtenemos al actuar con un tensor
tipo (0,2) sobre dos vectores de modo que se puede escribir (2.1) como ∆s2 = ηµνx

µxν .
Al tensor ηµν se le llama el tensor métrico del espacio-tiempo plano o la métrica plana
y al espacio vectorial formado por (t, x1, . . . , xd) con la condición (2.1) se le conoce
como el espacio-tiempo de Minkowski.

En 1915 Einstein desarrolló la teoŕıa de la relatividad general donde extendió las
ideas de la relatividad especial a espacio-tiempo curvo postulando que la fuerza de
atracción gravitacional es el resultado de la deformación que sufre el espacio-tiempo
bajo cuerpos masivos. Esta teoŕıa ha sido muy útil en los últimos 100 años permi-
tiendo explicar aquellos fenómenos que no pod́ıan resolverse mediante la gravitación
universal de Newton. Entre ellos se encuentra la desviación de la luz debida a cuer-
pos masivos, la predicción de las ondas gravitacionales y la precesión de la orbita de
Mercurio. Las numerosas comprobaciones experimentales y su papel fundamental en
diferentes desarrollos tecnológicos han convertido a la Relatividad General en uno de
los pilares del conocimiento cient́ıfico moderno. El postulado que sirve de puente entre
las ideas de la relatividad especial y la gravitación es el principio de equivalencia: Un
observador en aceleración constante es localmente equivalente a uno viviendo en un
campo gravitacional. De este principio podemos deducir que en cualquier punto de
un espacio-tiempo curvo es posible definir de manera local un marco inercial usando
coordenadas normales de Riemann [2]. Esta construcción no se puede extender de
manera global a todo el espacio-tiempo curvado ya que la dirección de la aceleración
constante cambia alrededor del espacio-tiempo y apunta siempre hacia el centro de
masa.

En términos matemáticos, el formalismo de la relatividad general es estudiado a través
de la geometŕıa diferencial. En esta descripción, el espacio-tiempo se entiende como
una variedad diferencial Lorentziana n-dimensional. Sobre estas variedades podemos
construir estructuras tensoriales que describen las cantidades relevantes en la teoŕıa
f́ısica. El tensor más importante es el que usamos para medir distancias en la variedad
y, análogamente al caso del espacio-tiempo plano, lo llamamos tensor métrico gµν .
Una forma de caracterizar la variedad que representa al espacio-tiempo es mediante
un tensor de rango (0,4) conocido como el tensor de curvatura o tensor de Riemann,
Rµνρσ. Este tensor esta a su vez descrito en términos del tensor métrico. Las ecuaciones
que determinan gµν se conocen como las ecuaciones de Einstein y están dadas por

Gµν =
8πG

c4
Tµν , (2.2)

donde Gµν = Rµν − 1
2
gµνR es conocido como el tensor de Einstein, G es la constante

gravitacional de Newton, Rµν = Rρµσνg
ρσ es el tensor de Ricci, Tµν es el tensor de

enerǵıa-momento que define el contenido de materia de la teoŕıa y R = Rµνg
µν es el

escalar de curvatura. Este último es una cantidad conocida en topoloǵıa como la densi-
dad de Euler y da lugar, después de integrar sobre la variedad (

∫
dµR =

∫ √
−gd4xR),

a un invariante topológico (no cambia bajo homeomorfismos) que cuenta el número
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de manijas que tiene la variedad. Es posible obtener (2.2) a partir de un principio
variacional extremizando la acción de Einstein-Hilbert

SEH =
1

16πG

∫
M
d4x
√
−gR, (2.3)

donde g es el determinante de la métrica.

La acción (2.3) contiene segundas derivadas de la métrica por lo que al variar la acción
con respecto a la métrica obtenemos términos de frontera que van como la primera
derivada de la métrica δgµν,ρ. Si la variedad que estamos estudiando tiene frontera,
estos términos tienen que ser cancelados por una contribución extra a la acción para
que el problema variacional se encuentre bien definido. El término que arregla estos
problemas se conoce como acción de Gibbons-Hawking [3]

SGH =
1

8π

∫
∂M

d3xε
√
hK, (2.4)

donde hab es la métrica inducida en la frontera del espacio-tiempo, ε = 1 si ∂M es tipo
tiempo o -1 si es tipo espacio y K = gabna;b, con na un vector unitario perpendicular
a la frontera.

Debido a la gran cantidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein es últil represen-
tar los diferentes espacios-tiempos mediante diagramas que preservan su estructura
causal pero tienen un rango finito en las coordenadas. Dichas representaciones son
conocidas como diagramas de Penrose. Para Minkowski d-dimensional tomamos la
coordenada radial y la temporal y definimos Y + = tanh(t+ r), Y − = tanh(t− r) de
modo que la información causal del espacio-tiempo queda codificada en el diagrama
(2.1).

Figura 2.1: Diagrama de Penrose de Minkowski, las ĺıneas a 45◦ corresponden a las
trayectorias nulas. i0 es el infinito espacial mientras que i+ e i− son el infinito temporal
futuro y pasado respectivamente. J + es el futuro nulo donde terminan las geodésicas
y J − es el pasado nulo. Cada punto representa una esfera d− 2-dimensional.

24



2.1.1. Agujeros negros

Dada la complejidad de las ecuaciones de Einstein una de las formas en las que se
pueden obtener soluciones exactas es estudiando variedades con simetŕıas. La primera
solución a (2.2) fue dada sólo dos años después de que Einstein publicó sus ecuaciones
en 1916 por Karl Schwarzchild para un espacio-tiempo esféricamente simétrico sin
contenido de materia y estático, en D = 4 dimensiones espacio-temporales toma la
forma

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 + r2dΩ2 , f(r) = 1− 2M

r
(2.5)

Esta familia de soluciones, dependientes de M , pretende describir el espacio-tiempo
afuera de una estrella de masa M que se colapsó gravitacionalmente sin carga y sin
momento angular. Aśı, la solución es válida para r > R con R el radio del cuerpo
celeste.

Cuando el cuerpo a estudiar es muy masivo la región de r0 = 2M se encuentra fuera
del cuerpo celeste por lo que forma parte del espacio-tiempo. En esta situación, la
función f(r) cambia de signo cuando se cruza el radio r0 de modo que el carácter
de los eventos con separación tipo-espacio se vuelve tipo-tiempo y viceversa. Al lugar
geométrico donde f(r0) = 0 se le conoce como el horizonte de eventos ya que cualquier
part́ıcula o rayo de luz que atraviese dicho radio cae hacia r = 0 en un tiempo propio
finito y no puede regresar a un radio mayor.

Aunque el horizonte de eventos parece ser un lugar especial debido a que la métrica
diverge en r0, este no es una singularidad del espacio-tiempo. El procedimiento usual
que se sigue para revelar que el horizonte no es una singularidad de la geometŕıa es
pasar a coordenadas que corren sobre las geodésicas nulas. Al ampliar el rango de
dichas coordenadas obtenemos una extensión del espacio-tiempo original donde es
claro que la región del horizonte no corresponde a una singularidad geométrica. Para
realizar esta extensión primero tomamos la ecuación de la geodésica nula que sólo se
mueve radialmente

0 = gµν k̇
µk̇µ = −f(r)ṫ+

ṙ

f(r)

→ t = ±
∫

dr

f(r)
+ c

y definimos las coordenadas de Regge-Wheeler como aquellas que parametrizan a las
diferentes geodésicas

u = t− r∗,
v = t+ r∗,

donde u corre sobre las geodésicas salientes, v las entrantes y r∗ =
∫

dr
f(r)

. Haciendo
esta construcción para la métrica de Schwarzchild se obtiene

ds2 = −2Me(v−u)/4M

r
du dv.
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Definiendo nuevas coordenadas usando el parámetro af́ın de las geodésicas se remueve
la dependencia de u y v, U = −e−u/4M , V = ev/4M , y se obtiene la métrica

ds2 = −32M3e−r/2M

r
dU dV. (2.6)

Aśı, vemos que el horizonte, ahora en U = 0 ó V = 0, no es una singularidad
geométrica y la divergencia de la métrica se debe a una mala elección de coordenadas,
la única singularidad real del espacio-tiempo se encuentra en r = 0. Si se hace un
cambio de coordenadas más a T = (U + V )/2, X = (V − U)/2, la métrica toma la
forma dada por Kruskal en 1960

ds2 =
32M3e−r/2M

r

(
−dT 2 + dX2

)
+ r2dΩ2.

La métrica de Kruskal está definida en r > 0, es decir, X2−T 2 > −1, sin embargo, se
puede extender de forma anaĺıtica para incluir X,T ∈ R. De esta forma obtenemos el
espacio extendido de Schwarzchild cuyo diagrama de Penrose está dado en la Figura
2.2a).

Figura 2.2: a) Vemos la estructura causal de la extensión del espacio-tiempo de Scw-
harzchild, cada punto representa una esfera 2-dimensional. Imagen tomada de [5]. b)
Un corte a t = 0 del espacio de Kruskal. La parte de arriba de r = 2m es la región I
mientras que la parte de abajo es la región IV. Imagen tomada de [2].

La región I es la que corresponde a r > 2M en el espacio de Schwarzchild original
(2.5). Podemos ver que r = 0 corresponde a X = ±

√
T 2 − 1 que ahora es una región

tipo espacio que se encuentra en el futuro de la región I y en el pasado de la región
III. Una part́ıcula que caiga radialmente desde I cruzará el horizonte en X = T hacia
la región II y en un tiempo propio finito llegará a la singularidad en X =

√
T 2 − 1.

La región III tiene una estructura parecida a la II solo que ahora cualquier part́ıcula
se origina en la singularidad X = −

√
T 2 − 1 y toma un tiempo propio finito en salir
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de III. Este comportamiento parece ser opuesto a la región II por lo que a esta región
se le conoce como agujero blanco. La región IV es idéntica a I aunque ambas no
pueden comunicarse entre śı ya que sus señales caen al agujero negro. Podemos ver la
situación f́ısica que describe el espacio-tiempo a t = 0 en la Figura 2.2b. Este espacio-
tiempo no es muy útil para describir sistemas f́ısicos pero tiene interés teórico como
veremos en los siguientes caṕıtulos.

Aunque, para D = 4, la métrica (2.5) es la única solución esféricamente simétrica en el
vaćıo de las ecuaciones de Einstein, en general el comportamiento de un agujero negro
se manifiesta en muchas soluciones. De manera formal un agujero negro es un espacio-
tiempo que contiene una región que no está en el pasado del cono de luz del infinito
futuro tipo tiempo [6]. La frontera de dicha región es una superficie nula estacionaria
que llamamos horizonte de eventos y la topoloǵıa de dicho horizonte depende de la
simetŕıa de nuestro sistema, en el caso de Schwarzchild D-dimensional el horizonte
es una esfera D-2 dimensional pero también es posible encontrar soluciones cuyos
horizontes tienen otras topoloǵıas.

Una manera de considerar diferentes soluciones con horizontes de eventos es tomando
en cuenta nuevos campos, por ejemplo, agregando un campo vectorial a la acción
mediante el término SA =

∫ √
−gFµνF µνd4x. Aśı, se obtiene un parámetro adicional

que caracteriza a la solución en la carga eléctrica del agujero negro Q. Esto da lugar
a la métrica de Reissner-Nordström

ds2 = −
(

1− 2M

r
+
Q2

r2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
Q2

r2

)−1

dr2 + r2dΩ2, (2.7)

donde la intensidad de campo electromagnética está dada por F01 = Q
r2 . Al igual

que el agujero negro de Schwarzchild tenemos el comportamiento del horizonte de
eventos sólo que esta vez f(r0) = 0 tiene dos soluciones r± = M ±

√
M2 −Q2 y

obtenemos comportamientos diferentes dependiendo de la relación entre M y Q: Para
M2 < Q2 ambas soluciones son imaginarias aśı que tenemos lo que se denomina como
una singularidad desnuda. Cuando M2 = Q2 decimos que estamos en el caso extremal
y sólo tenemos un horizonte aunque en este caso f(r) no cambia de signo al cruzar
r = 2M . Para M2 > Q2 las dos ráıces son reales y tenemos dos horizontes de eventos
en r+ y r−.

al considerar un agujero negro con momento angular se obtiene una métrica distinta,
conocida como la métrica de Kerr, dada por

ds2 = −∆

ρ2
(dt− asin2(θ)dφ)2 +

sin2(θ)

ρ2

[
(r2 + a2)dφ− adt

]2
+
ρ2

∆
dr2 + ρ2dθ2, (2.8)

donde ∆ = r2 − 2Mr + a2, ρ2 = r2 + a2cos2(θ). Esta métrica, como la de Reissner-
Nordström y la de Schwarzchild, tiene como vectores de Killing a ∂t y a ∂φ que dan
lugar a dos cantidades conservadas: la masa M y el momento angular J = aM . A dife-
rencia de la métrica de Schwarzchild y de Reisner-Nostrodm sólo tenemos simetŕıa dis-
creta cuando cambiamos el signo de t y φ al mismo tiempo, es decir (t, φ)→ (−t,−φ),
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ya que el invertir el tiempo también cambia la dirección de giro. Este agujero negro
también tiene un horizonte externo y uno interno dados por r± = M ±

√
M2 − a2.

Uniendo las contribuciones del campo y del momento angular podemos tener agujeros
negros que giren y estén cargados tal que si tenemos un potencial de campo eléctrico
dado por A = −Q

ρ2 (dt2 − asin2(θ)dφ) la solución de Kerr se modifica sustituyendo en

(2.8) ∆→ ∆′ = r2 − 2Mr + a2 +Q2.

A los parámetros como la masa, carga y momento angular que caracterizan a las
soluciones de agujero negro se les denomina pelo del agujero negro. Un aspecto que
facilita el estudio de esta familia de espacios-tiempos, en D = 4 dimensiones, es el
teorema de no-pelo [7] que nos asegura que un agujero negro estacionario en una teoŕıa
de Einstein-Maxwell queda completamente caracterizado por los tres parámetros que
hemos revisado: J,Q y M . Para estudiar agujeros negros más complejos hay que
relajar las restricciones de este teorema, como veremos en las siguientes secciones es
posible ponerle pelo extra a los agujeros negros si consideramos teoŕıas con mayores
potencias en R, aumentando la dimensión del espacio-tiempo, o considerando teoŕıas
con un diferente contenido de campos.

Además de estas propiedades de los agujeros negros, Hawking [8] encontró que es
posible asociarle temperatura a los agujeros negros. Podemos llegar a dicho resultado
considerando la teoŕıa de gravedad desde el formalismo de integral de trayectoria
(1.6). Si se tiene un conjunto de campos de materia, φ, entonces la amplitud de tener
a la teoŕıa en un estado dado por g1, φ1 y terminar con otro dado por g1, φ2 está dada
por

〈g2, φ2 | φ1, g1〉 =

∫ φ2,g2

φ1,g1

D[g, φ]eiS[g,φ].

Al hacer una rotación de Wick, pasando el tiempo a una variable compleja t = −iτ ,
la integral de trayectoria se vuelve Z =

∫
D[g, φ]e−Ŝ[g,φ], con Ŝ = −iS la acción

Euclideana. Haciendo un análogo con f́ısica estad́ıstica buscamos ahora construir la
función de partición del ensamble canónico. Para esto consideramos una amplitud en
una QFT mediante

〈φ2| e−iH(t2−t1) |φ1〉 =

∫
DφeiS[φ],

si se hace la rotación de Wick con t2 − t1 = −iβ y φ2 = φ1, sumando sobre una base
completa de configuraciones se obtiene

Z =
∑
En

e−βEn =

∫
Dφe−Ŝ[φ],

para el campo a temperatura T = β−1 donde En es la enerǵıa del n-ésimo eigenestado
y tomamos la integral funcional sobre todos los campos φ que tienen periodo β−1 en
el tiempo imaginario.

Hacer la identificación periódica del tiempo no tiene problemas para métricas gene-
rales pero en el caso de los agujeros negros encontramos una restricción en el periodo
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debida al horizonte de eventos. Para ver esto, tomamos una métrica de agujero negro
general,

ds2 = f(r)dt2 − dr2

f(r)
− · · · , (2.9)

y pasamos al tiempo Euclideano tE = it. Con este cambio, el elemento de ĺınea
Euclideano ds2

E toma la forma

ds2
E = −

(
f(r)dt2E +

dr2

f(r)
+ · · ·

)
.

Si nos enfocamos en el comportamiento de la función f(r) cerca del horizonte podemos
usar el hecho de que se hace cero en r = r0 para aproximarla como f(r) ≈ f ′(r0)(r−
r0). Aśı, el elemento de ĺınea se vuelve

ds2
E ≈ −

(
ds2

f ′(r0)(r − r0)
+ f ′(r0)(r − r0)dt2E + · · ·

)
,

para ver porque este resultado da lugar a un estado térmico se define otro conjunto
de variables:

ρ = 2

√
(r − r0)

f ′(r0)
,

θ =
f ′(r0)tE

2
,

donde asumimos que f ′(r0) > 0, si es menor que cero entonces tomamos −f ′(r0) y
hacemos el mismo desarrollo. Transformando el tensor métrico se obtiene el nuevo
elemento de ĺınea

ds2
e ≈ −

(
dρ2 + ρ2dθ2 + · · ·

)
,

que tiene la forma del elemento de ĺınea de coordenadas polares donde la coordenada
radial es ρ y la angular es θ. Esta métrica tiene una singularidad cónica en ρ = 0 a
menos que la coordenada θ tenga periodo 2π. Aśı, la coordenada tE tiene un periodo
4π/f ′(r0) y vemos que el horizonte del agujero negro nos dice que la temperatura de
la teoŕıa está dada por

TH =
1

β
=
f ′(r0)

4π
. (2.10)

Si se aplica este resultado a la métrica de Schwarzchild (2.5) se obtiene que la tem-
peratura asociada al agujero negro está dada por

TH =
1

8πM
. (2.11)

El incluir la temperatura como una propiedad del agujero negro nos lleva a pregun-
tarnos si se pueden generalizar los demás conceptos termodinámicos como entroṕıa y
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enerǵıa al estudio de este espacio-tiempo. En este contexto, el hecho de que ningún
cuerpo pueda salir del horizonte de eventos parece indicar una violación a la segun-
da ley de la termodinámica. Para arreglar este problema, Bekenstein propuso que
el área del horizonte del agujero negro es proporcional a su entroṕıa, de esta forma
la entroṕıa perdida por el universo cuando algo cae al agujero negro es ganada por
el agujero negro mediante el incremento de su área. De acuerdo a las leyes de la
termodinámica, este aumento de entroṕıa debeŕıa tener asociado una temperatura a
través de la enerǵıa (masa) del agujero negro y resulta ser igual a la temperatura de
Hawking (2.10). Esta conexión entre agujeros negros y termodinámica se hace más
clara revisando las leyes de los agujeros negros:

Ley Cero: La gravedad superficial κ está definida como la aceleración necesaria
para mantener un objeto en el horizonte de eventos. Si V a es un vector de Killing
normalizado la gravedad superficial queda definida mediante V a∇aV

b = κV b.
La ley cero asegura que la gravedad superficial es constante en el horizonte de
eventos de un agujero negro estacionario. Esto es análogo a la ley cero de la
termodinámica que afirma que la temperatura de un cuerpo en equilibrio es
constante a través del mismo.

Primera Ley: Si M es la masa del agujero negro, A el área de su horizonte,
Q su carga con potencial qúımico µ y J su momento angular con potencial Ω
entonces dM = κ

8πG
dA + µdQ + ΩdJ . Debido al teorema de no-pelo esta ley

tiene un carácter general ya que A = A(Q,M, J). Esta ley es análoga a la ley
de conservación de enerǵıa en un sistema cerrado en termodinámica.

Segunda Ley: En un proceso dinámico el área del horizonte en un agujero negro
nunca decrece. Análogo a que la entroṕıa nunca decrezca en termodinámica.

δA ≥ 0

Tercera Ley: Es imposible que la gravedad superficial se vaya a cero en algún
proceso f́ısico finito. Al igual que la primera ley esta ley se relaciona con la de
la termodinámica reemplzando κ por la temperatura.

Ya teniendo la función de partición de la teoŕıa, podemos hacer los cálculos termo-
dinámicos como los haŕıamos para cualquier sistema estad́ıstico. Por ejemplo se puede
definir la enerǵıa libre de Helmholtz

F = M − TS = −T lnZ ≈ −S[gsol], (2.12)

donde gsol es la métrica del espacio-tiempo y hemos usado la aproximación de punto
silla para escribir

∫
D[g]e−S[g] ≈ e−S[gsol] .

El evaluar la acción en la métrica que es la solución implica integrar sobre el volumen
(normalmente infinito) de la variedad que estemos considerando por lo que dicho
cálculo normalmente presenta divergencias. Para regularizar esta acción y medir la
enerǵıa con respecto a un punto de referencia lo que se hace es sustraer la contribución
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de un espacio-tiempo adecuado. En el caso de los agujeros negros se sustrae el espacio-
tiempo al que tiende el agujero negro asintóticamente, por esta razón es importante
que la teoŕıa de gravedad bajo consideración incluya la solución asintótica del agujero
negro por si sola [4].

Ya teniendo una interpretación más clara de la termodinámica del agujero negro
podemos enunciar la primera ley de la termodinámica usual como

dM = TdS =
κ~

8πG
dA,

e identificamos la entroṕıa del agujero negro a través de la primera ley

S =
Ac3

4G~
. (2.13)

Al analizar la termodinámica del agujero negro Schwarzchild más a detalle una ca-
racteŕıstica importante que surge es que el sistema es termodinámicamente inestable
debido a que su calor espećıfico, ∂M/∂T , es negativo. Esto se sigue de (2.11) ya que
cuando el agujero negro incrementa su temperatura, su masa disminuye y sigue siendo
de esta forma hasta que el agujero negro se evapora. Por otro lado, cuando se pone
en contacto con un reservorio más fŕıo el decremento en la temperatura haŕıa que el
agujero negro gane más masa de la que puede radiar y creceŕıa de forma indefinida.
Una forma de arreglar este problema es considerar un comportamiento asintótico del
agujero negro que no sea Minkowski. Cuando tomamos (2.5) en el ĺımite alejado del
horizonte r

2M
>> 1 tenemos f(r) = 1 y la métrica se vuelve plana. Sin embargo,

existen otras soluciones máximamente simétricas 1 que podemos considerar. Entre
ellas se encuentra el espacio-tiempo de Anti-de Sitter, para obtener esta solución se
tiene que tomar en cuenta el término de constante cosmológica en las ecuaciones de
Einstein: Gµν − Λgµν = 0,Λ = − (n−1)(n−2)

2b2
, donde b es el radio del espacio-tiempo.

Aśı, se obtiene un espacio-tiempo definido como la variedad n-dimensional encajada
en el espacio R2,n que satisface

(Xn)2 + (X0)2 −
n−1∑
i=1

(X i)2 = b2. (2.14)

Esta relación se puede cumplir usando un gran número de coordenadas dependiendo
de la región que se busque conocer del hiperboloide. Una elección de coordenadas que
cubre a toda la variedad está dada por

X0 =
√
b2 + r2cos

(
t

b

)
, Xn =

√
b2 + r2sen

(
t

b

)
, Xi = rΩi,

donde
∑

iX
2
i = 1, t ∈ R, r ≥ 0, al espacio-tiempo resultante se le conoce como AdS

Global y tiene una métrica dada por

ds2 = f(r)dt2 − dr2

f(r)
− r2dΩ2

n−2 ; f(r) =
r2

b2
+ 1. (2.15)

1Tiene el mismo número de vectores de Killing (simetŕıas) que el espacio plano euclideano.
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Además de esta elección de coordenadas existen otras formas de parametrizar a (2.14)
que serán de mucha utilidad en los siguientes caṕıtulos. Una de ellas es conocida como
coordenadas de Poincaré y parametriza a AdS mediante

X0 =
1

2z

(
z2 + b2 +

∑
i

(x̂i)2 − t2
)
, X i = Rx̂i,

Xn−1 =
1

2z

(
z2 − b2 +

∑
i

(x̂i)2 − t2
)
, Xn =

bt

z

En estas coordenadas la métrica se vuelve

ds2 =
b2

z2

(
−dt2 +

∑
i

dx̂i
2

+ dz2

)
. (2.16)

Las coordenadas de Poincaré sólo cubren una parte del hiperboloide (2.14) como
podemos ver en la figura 2.3. Este subespacio corresponde a los observadores con
aceleración propia constante que están desconectados causalmente del resto de AdS
por un horizonte de aceleración de manera similar a la relación entre el espacio-tiempo
de Rindler y el de Minkowski.

Figura 2.3: El espacio Ads global y la cuña de Poincaré.

A la superficie del cilindro de AdS Global se le conoce como la frontera de AdS y se
encuentra en r → ∞ para AdS global y en z = 0 para la cuña de Poincaré. Como
podemos ver de la métrica (2.16) el espacio aumenta su volumen cuando nos acercamos
a la frontera. A la región r = 0, z →∞ se le conoce como el horizonte de AdS, recibe
este nombre porque si nos fijamos en la región cercana al horizonte del agujero negro
extremal (M2 = Q2) de Reissner-Nordström (2.7) se obtiene AdS × Sd−2.

Regresando a la termodinámica de agujeros negros, la caracteŕıstica que hace a un
espacio asintóticamente AdS un buen candidato para eliminar la inestabilidad es el
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hecho de que existe una barrera de potencial infinita en r → ∞. Una forma de ver
esto es considerar una part́ıcula con 4-momento P µ = (−E,P 0, P 1, . . . , P d) y un
observador estático en infinito con 4-velocidad Uµ. De acuerdo a la ley de Tolman la
enerǵıa medida por el observador está dada por

E = −gµν =
E∞√
−g00

, (2.17)

entonces para AdS E → 0 cuando r → ∞. Como la temperatura escala como la
enerǵıa, T está corrido al rojo de la misma manera que la enerǵıa.

Para explorar la termodinámica de los agujeros negros en AdS revisamos la teoŕıa de
Einstein en D = 4. En esta teoŕıa el espacio-tiempo conocido como AdS-Schwarzchild
es la única solución de agujero negro en el vaćıo con constante cosmológica negativa
que es estática y tiene simetŕıa esférica [4]

ds2 = −
(

1− 2M

r
+
r2

b2

)
dt2 +

(
1− 2M

r
+
r2

b2

)−1

dr2 + r2dΩ2. (2.18)

Podemos ver que al tomar el ĺımite r/2M >> 1 recuperamos AdS global por lo que
tenemos un espacio asintóticamente AdS. Al igual que en el agujero negro cargado
(2.8) vemos el comportamiento de varios horizontes dependiendo de la relación entre
las constantes M y b. Para calcular la termodinámica tomamos el radio más grande,

r+, y usando la fórmula (2.10) vemos que T =
b2+3r2

+

4πb2r+
. Podemos ver la diferencia en la

relación entre la masa y la temperatura de Schwarzchild y Ads-Schwarzchild en 2.4.

Figura 2.4: a) La Temperatura del agujero negro de Schwarzchild graficada con la
masa del agujero negro, la pendiente (calor espećıfico) siempre es negativa lo que
indica una inestabilidad. b) La Temperatura de Schwarzchild contra la masa del
agujero negro, vemos que para T < T0 no puede existir un agujero negro y el espacio
se encuentra lleno de radiación. Para una temperatura mayor tenemos dos soluciones,
el agujero negro con menor radio es inestable ya que su pendiente es negativa [4].

Para obtener las demás cantidades termodinámicas debemos calcular la enerǵıa libre
F a través de la acción en la capa de masa (2.12). Como mencionamos anteriormente
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para regularizar el resultado de la integral en AdS-Schwarzchild necesitamos sustraer
la contribución de AdS global. Integrando hasta una corte en la variable radial r = K
se obtiene

IAdS =
Λ

8π

∫ β1

0

∫ K

0

r2dr

∫
S2

dΩ =
Λ

6
β1K

3,

por otro lado el resultado de evaluar la acción de AdS-Schwarzchild es

IAdS−Sch =
Λ

8π

∫ β0

0

dt

∫ K

r+

r2dr

∫
S2

dΩ =
Λ

6
β0(K3 − r3

+).

El periodo del tiempo imaginario en AdS-Schwarzchild, β1, está definido por la sin-
gularidad cónica del horizonte, sin embargo, la temperatura de AdS Global no tiene
esta restricción de modo que es arbitraria. Para que la comparación entre las enerǵıas
libres tenga sentido se pide que las dos métricas sean iguales en el lugar del corte,
r = K. De esta forma las dos coordenadas temporales tienen el mismo periodo y se
tiene la relación

β1 = β1

√
1 +

K2

b2
= β0

√
1− 2M

K
+
K2

b2

Aśı, para K grande se obtiene

I = IAdS − IAdS−Sch =
πr2

+(b2 − r2
+)

b2 + 3r2
+

. (2.19)

De aqúı se puede calcular la enerǵıa y entroṕıa promedio usando las relaciones ter-
modinámicas usales

〈E〉 = M , SBH = πr2
+.

La entroṕıa es la misma que hubieramos obtenido al usar la fórmula de Bekenstein-
Hawking (2.13) aśı que tenemos una descripción consistente. De estas fórmulas pode-
mos ver que cuando r = b la enerǵıa libre es cero F = 0 y T = T1 = 1/πb, mientras
que para r+ < b se obtiene F > 0 y en la región donde r+ > b se tiene F < 0. Esto
quiere decir que para T < T1 la radiación domina la función de partición mientras
que para T > T1 el agujero negro la domina. Una transición de fase de primer orden,
conocida como transición de Hawking-Page, ocurre en T = 1/πb en donde el estado
estable del agujero negro cambia de estar dominado por radiación a un agujero negro
grande.

2.2. Generalizaciones de Relatividad General

Además de la acción de Einstein-Hilbert existen otras formas de combinar cantidades
f́ısicas que resultan en una acción invariante bajo difeomorfismos. Sin embargo, aunque
la acción contenga términos más generales que (2.3) no es seguro que los resultados se
manifiesten en las ecuaciones de movimiento, es decir, que tengan sentido f́ısico. Dado
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que sabemos que la relatividad general funciona muy bien para explicar fenómenos
macroscópicos, es de interés buscar teoŕıas que se reduzcan a RG en un cierto ĺımite.
Una manera de lograr esto es agregarle términos a la acción de Einstein-Hilbert, de
este modo aseguramos que cuando mandemos a cero los nuevos términos regresaremos
a las ecuaciones de Einstein.

La forma de los términos adicionales que se pueden agregar es altamente no trivial. Sin
embargo, fijándonos en las caracteŕısticas topológicas de la variedad existe una manera
sistemática de agregar términos que son consistentes con la relatividad general. El
teorema de Gauss-Bonnet generalizado dice que en una variedad Riemanniana 2n-
dimensional M con tensor de curvatura Rµνρσ se tiene∫

M

Pf(R) = (2π)nχ(M),

donde Pf(R) es el Pfaffiano del tensor de curvatura y χ(M) es la caracteŕıstica de
Euler. Aśı, podemos obtener una acción en n-dimensiones integrando la expresión
contenida en el teorema de Gauss-Bonnet. Dicha acción recibe el nombre de acción
de Lovelock [9] y está dada por

ILovelock =

∫
M
dDx
√
−g

[D−1
2 ]∑

k=0

1

2k
δµ1ν1···µkνk
α1β1···αkβkakR

α1β1
µ1ν1
· · ·Rµkνk

αkβk
+ IB, (2.20)

δµ1ν1···µkνk
α1β1···αkβk = (2k)!δµ1

[α1
δν2
β2
· · · δµkαkδ

νk
βk], (2.21)

donde [n] es la parte entera de n, IB es el término de frontera análogo a (2.4) y ak
son las constantes de acoplamiento de la teoŕıa.

La teoŕıa de Lovelock es la teoŕıa más general de gravedad pura, sin torsión2, cuyas
ecuaciones de movimiento son de segundo orden en la métrica y están dadas por un
tensor de rango 2 simétrico εµν = 0 [9]. Las teoŕıas de Lovelock además tienen los mis-
mos grados de libertad que la teoŕıa de Einstein y son libres de fantasmas en derivadas
de orden superior, es decir, el término cinético corresponde a la signatura correcta.
La construcción de (2.20) se encuentra restringida por el número de dimensiones de
la teoŕıa debido a que integrar una caracteŕıstica de Euler en una dimensión mayor
a
[
D−1

2

]
sólo da una constante, es decir, no afecta la f́ısica del sistema. Por ejemplo,

para obtener contribuciones f́ısicas de los términos con ak>2 es necesario considerar
dimensiones mayores a cuatro donde (2.20) sólo tiene el término de Einstein-Hilbert.
A partir de 5 dimensiones se puede agregar un segundo término que es cuadrático en
la curvatura conocido como término de Gauss-Bonnet

LGB = R2 − 4RabcdR
abcd +RabR

ab. (2.22)

Al igual que en Einstein-Hilbert en las teoŕıas de Lovelock existen soluciones de
curvatura constante en el vaćıo. Cada una de las soluciones tiene una “constante

2Para toda función f :M→ R se cumple ∇a∇bf −∇b∇af = 0
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cosmológica”Λi distinta que se encuentra como solución un polinomio caracteŕıstico
de orden K ≤

[
d−1

2

]
Γ[Λ] =

K∑
k=0

akΛ
k = aK

K∏
i=1

(Λ− Λi), (2.23)

donde cada solución corresponde a un vaćıo diferente de curvatura positiva, negativa
o cero. Por ejemplo para Gauss-Bonnet la constante cosmológica efectiva tiene sólo
dos valores posibles

Λ± = −1±
√

1− 4λ

2λL2
,

donde λ = a2 y L es el radio del espacio-tiempo. Cuando λ = 1
4

ambas soluciones son
iguales. Para 1−4λ > 0 existen dos vaćıos de AdS en los que podemos definir la teoŕıa
mientras que cuando 1 − 4λ < 0 encontramos que no existen vaćıos con curvatura
constante.

Las teoŕıas de Lovelock también admiten soluciones de agujeros negros cuya métrica
está dada por [10]

ds2 = −f(r)dt2 + f(r)−1dr2 +
r2

L2
dΣd−2,σ , dΣd−2,σ =

dρ2

1− σρ2/L2
+ ρ2dΩ2

d−3,

la libertad de escoger la variedad Σ nos permite escoger entre diferentes simetŕıas del
horizonte aunque en este trabajo sólo revisaremos el caso de topoloǵıa esférica σ = 0
y plana σ = 1. Las ecuaciones de movimiento definen a la función f(r) a través de[

d

d(lnr)
+ (d− 1)

] K∑
k=0

akg
k = 0 , g =

σ − f(r)

r2
,

cuya solución queda expresada por el mismo polinomio que aparece en (2.23)

Γ[g] =
K∑
k=0

akg
k =

κ

rd−1
, (2.24)

donde κ es una constante de integración que está relacionada con la masa del agujero
negro a través de M = (d−2)Vd−2

16πGn
κ con Vd−2 el volumen unitario del horizonte (d− 2)-

dimensional.

La ecuación (2.24) tiene K diferentes ráıces para cada valor del radio por lo que
tenemos K diferentes ramas asociadas a cada una de las diferentes constantes cos-
mológicas. Es de interés considerar a las teoŕıas de Loveleock como extensiones de
relatividad general por lo que nos concentraremos en la rama de Einstein-Hilbert, es
decir, aquel conjunto de soluciones que se puede reducir a Einstein-Hilbert cuando
mandamos ak>2 a cero. Cuando la solución de agujero negro de Lovelock presenta
un horizonte de eventos podemos calcular la temperatura removiendo la singularidad
cónica

T =
r+

4π

[
(d− 1)

Γ[g+]

Γ′[g+]
− 2g+

]
,
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esta cantidad siempre es positiva para agujeros negros con horizonte esférico . Al
igual que en la teoŕıa de Einstein-Hilbert la enerǵıa libre se calcula regularizando la
acción evaluada en la capa de masa sustrayendo el término que viene de considerar
la métrica de AdS sin agujero negro, es decir,

I = IBH − IAdS =
−Vd−2

16πGN

K∑
k=0

ak(d− 2)

d− 2k

[∫ R

r+

dr

∫ β

0

∂2
r (r

dgk)−
∫ R

0

dr

∫ β′

0

∂2
r (r

dΛk)

]

= β
Vd−2

16πGn

∂r

[
rd+

K∑
k=0

ak(d− 2)

d− 2k
gk

]
,

de aqúı podemos calcular las demás cantidades termodinámicas como la entroṕıa dada
por

S =
A

4GN

(
1 +

K∑
k=2

kak
d− 2

d− 2k
gk−1

+

)
, (2.25)

esta vez la fórmula para la entroṕıa de Bekenstein-Hawking (2.13) no reproduce este
resultado porque la teoŕıa tiene términos extras. Para tener una descripción geométri-
ca de la entroṕıa del agujero negro necesitamos la primera ley de agujeros negros para
teoŕıas de orden superior en las derivadas de la curvatura. Wald realizó esta genera-
lización [11] y con ello derivó la fórmula para la llamada entroṕıa de Wald

S = 2π

∫
ρ2

δI

δRµναβ

εµαενβ
√
hdΩ, (2.26)

donde εµν es binormal al horizonte, h es el determinante de la métrica inducida en
el horizonte y la variación con respecto a Rµναβ se debe realizar suponiendo que el
tensor de Riemann es independiente de la métrica gµν . El cálculo usando la entroṕıa
de Wald (2.26) śı coincide con (2.25).

2.2.1. Gravedad Cuasi-Topológica

Como vimos en la sección anterior las gravedades de Lovelock se construyen tomando
en cuenta consideraciones topológicas. Esto restringe el orden de curvatura (“poten-
cias”de tensores de Riemann) de los términos que se van agregando ya que la mayor
potencia está controlada por la dimensión del espacio-tiempo. Cuando tomamos en
cuenta los términos LK en una teoŕıa con dimensión

[
d−1

2

]
> k, obtenemos términos

que sólo son derivadas totales, es decir, no contribuyen a la teoŕıa y por lo tanto se
denominan topológicos.

Una manera de agregar términos cúbicos no topológicos en d = 5 fue descubierta
en [12]. Esta acción fue construida motivada por problemas de la correspondencia
holográfica, a consecuencia de esto los coeficientes de la teoŕıa se ajustaron de mo-
do que las ecuaciones de movimiento para fondos de brana negra, que revisaremos
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en el siguiente caṕıtulo (3.12), sean sencillas. Otra propiedad importante que tiene
esta teoŕıa cuyas consecuencias revisaremos más adelante es que sus ecuaciones de
movimiento linealizadas son de segundo orden en fondos AdS.

La acción de la gravedad cuasitopológica está dada por

IQT =
1

2l3p

∫
d5x
√
−g
[
R +

12

L2
+
λ

2
L2LGB +

7

8
µL4LQT

]
, (2.27)

donde LGB es el término de Gauss-Bonnet (2.22) y µ es el acoplamiento del nuevo
término cúbico en R que está dado por

LQT = Rρσ
µνR

αβ
ρσR

µν
αβ +

1

14

(
21RµνρσR

µνρσR− 120RµνρσR
µνρ
α Rσα

+144RµνρσR
µρRνσ + 128Rν

µR
ρ
νR

µ
ρ − 180Rν

µR
µ
νR + 11R3

)
.

Las teoŕıas de gravedad que revisamos en esta sección aparecerán en lo que resta
del trabajo como escenarios donde se realizan cálculos con agujeros negros. Para ver
cómo están conectados dichos cálculos con caracteŕısticas de una teoŕıa de campo
repasaremos en la próxima sección los conceptos principales de la correspondencia
holográfica.
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Caṕıtulo 3

La Correspondencia Holográfica

En este caṕıtulo revisaremos las herramientas que nos permitirán desarrollar los resul-
tados de este trabajo. Comenzaremos mencionando algunas caracteŕısticas de teoŕıa
de cuerdas con el objetivo de esbozar una deducción de la correspondencia holográfica
en la sección 3.2. Después, revisaremos el fenómeno del caos en su aspecto clásico y
su generalización al caso cuántico 3.3. En la última sección 3.4 mencionaremos cómo
se ve este fenómeno en el contexto holográfico aśı como algunos resultados que se
obtienen al estudiarlo en teoŕıas de campo duales a teoŕıas con derivadas de orden
superior en la curvatura 3.4.1.

3.1. Teoŕıa de Cuerdas

A pesar del éxito que han tenido las teoŕıas cuánticas de campo para describir la
naturaleza todav́ıa no existe una descripción satisfactoria de la gravedad cuántica.
Expandiendo la acción de Einstein-Hilbert en potencias de la métrica alrededor de
un fondo fijo gmn = ĝmn +

√
GNg

mn
1 , donde GN es la constante de Newton en d

dimensiones, se obtiene

SEH ≈
∫
ddx

(
(∂g1)2 +

√
GNg1(∂g1)2 +GNg

2
1(∂g1)2 + · · ·

)
.

Para d > 2 la teoŕıa es no renormalizable ya que habŕıa que agregar un número
infinito de contratérminos para cancelar las divergencias.

Uno de los candidatos principales para una teoŕıa de gravitación cuántica es la teoŕıa
de cuerdas. Dicha teoŕıa propone que los objetos fundamentales de la naturaleza
son cuerdas y que son sus modos de vibración los que dan lugar a las part́ıculas
que observamos en la naturaleza. De forma análoga al movimiento de una part́ıcula
relativista, el movimiento de una cuerda genera una superficie bidimensional que
recibe el nombre de hoja de mundo. Dado que sólo nos interesa la dinámica de la
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cuerda su Lagrangiano no puede depender de la parametrización que se use para
describirla, aśı, generalizando la acción de la part́ıcula relativista se encuentra la
acción de Nambu-Goto cuyo funcional calcula el área propia de la hoja de mundo, es
decir,

SNG = −T
∫
dτdσ

√
−γ , γαβ = ∂αX

m(τ, σ)∂βXm(τ, σ), (3.1)

donde T es la tensión de la cuerda; α y β corren sobre los parámetros de la hoja
de mundo {σ, τ} y Xm(τ, σ) describe la posición de la cuerda en el espacio-tiempo.
Las cuerdas se dividen en dos clases de acuerdo a sus condiciones de frontera en el
parámetro espacial: si la cuerda tiene condiciones periódicas se dice que es una cuerda
cerrada, en cualquier otro caso la cuerda es abierta.

Desde el punto de vista bidimensional de la hoja de mundo, las coordenadas Xµ(τ, σ)
se comportan como una colección de d campos escalares, sin embargo, la ráız cua-
drada en (3.1) hace que las ecuaciones de movimiento para Xµ sean no-lineales. Para
simplificar el estudio de la cuerda es conveniente agregar una métrica sobre la hoja
de mundo hαβ y trabajar con una teoŕıa equivalente que si presenta ecuaciones de
movimiento lineales, si el fondo donde se mueve la cuerda es plano la acción está
descrita por

SP = −T
∫
d2σ
√
−hhαβ∂αXm∂βX

nηmn, (3.2)

esta acción, conocida como la acción de Polyakov, es esencialmente la de d campos es-
calares libres en una teoŕıa gravitacional de dos dimensiones con métrica hαβ. Además
de la invariancia ante reparametrizaciones de la hoja de mundo, la acción de Polyakov
tiene invariancia ante transformaciones de Weyl, hµ,ν(στ)→ eφ(σ,τ)hµ,ν(σ, τ). Ambas
transformaciones dependen de la posición en la hoja de mundo por lo que se consi-
deran simetŕıas de norma. Usando la simetŕıa bajo reparametrizaciones la métrica se
puede poner en la forma conformalmente plana: hαβ = e2ψ(σ,τ)ηαβ. Después, con la
invariancia de Weyl se quita el factor e2ψ(σ,τ) y se obtiene la métrica plana en la hoja
de mundo, de esta forma las ecuaciones de movimiento se simplifican y se obtiene

∂α∂
αXµ = 0,

además de dos ecuaciones provenientes de la variación de S con respecto a hab

T01 = Ẋ ·X ′ = 0,

T00 = T11 =
1

2
(Ẋ2 +X ′2) = 0.

Cambiando a coordenadas del cono de luz sobre la hoja de mundo, σ± = τ ± σ, la
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solución a la ecuación de onda está dada en términos de una serie de Fourier

Xµ(σ, τ) = Xµ
L(σ, τ) +Xµ

R(σ, τ),

Xµ
L(σ, τ) =

xµ

2
+

1

2
α′pµσ+ + i

√
α′

2

∑
n6=0

αµne
−inσ+

n
,

Xµ
R(σ, τ) =

xµ

2
+

1

2
α′pµσ− + i

√
α′

2

∑
n6=0

αµne
−inσ−

n
.

donde αµ son los modos de Fourier de la solución, y α′ = 1
2πT

.

Al cuantizar la teoŕıa estos modos se convierten en los operadores de creación y ani-
quilación con relaciones de conmutación canónicas. Como mencionamos en el primer
caṕıtulo cuando se tiene una teoŕıa de norma como (3.2), el espacio de Fock tiene
estados de norma negativa que se remueven usando las constricciones de la teoŕıa
en forma de operadores sobre dichos estados. Después de hacer este procedimiento
el espectro de part́ıculas que aparece en la teoŕıa de cuerdas cerradas está dado en
términos de su masa por

M2 =
4

α′

(
∞∑
k=1

α−k · αk − a

)
, (3.3)

donde a es una constante que se fija a a = 1 cuando se remueven los estados de
norma negativa usando las condiciones de norma. Además de establecer la constante
a, el proceso de eliminar estados no-f́ısicos hace que la dimensión de la teoŕıa se fije
a d = 26. Para revisar el espectro de part́ıculas de la teoŕıa se cambia el número de
osciladores excitados. De la ecuación (3.3) vemos que cuando no hay ningún modo
excitado,

∑
k α−k ·αk = 0, la teoŕıa predice un estado con M2 < 0, es decir un estado

taquiónico, esto señala una inestabilidad en el potencial que se resuelve agregando
fermiones a la teoŕıa. Al encender sólo una excitación, es decir

∑
k α−k · αk = 1,

se obtiene un estado no-masivo que da lugar a un campo tensorial con tres partes
independientes: la parte antisimétrica conocida como el campo de Kalb-Ramond Bmn,
la parte simétrica sin traza, que corresponde al el gravitón hmn, y la parte escalar que
da lugar a un campo conocido como el dilatón φ(x).

Aunque los detalles de la expansión perturbativa en teoŕıa de cuerdas son más com-
plicados que para una teoŕıa de campos usual, también existe una forma de pesar los
diferentes procesos de interacción de cuerdas mediante una constante de acoplamien-
to. Al acoplar el dilatón con un valor de expectación en el vaćıo diferente de cero se
obtiene un término de la forma

Sφ =
1

8

∫
d2σ
√
−gR(2)φ(X), (3.4)

donde R(2) es el escalar de curvatura en la hoja de mundo. Aśı, la parte constante del
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dilatón, φ0, agrega un término a la acción de la forma

χφ = φ0
1

4π

∫ √
−gR(2),

como vimos en la sección 2.2, el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que esta integral
es una constante para superficies con un número de agujeros fijos conocida como la
caracteŕıstica Euler, n. Al tomar (3.4) en cuenta las amplitudes de dispersión de la
teoŕıa se agrupan mediante

A ∝
∑
n

gncA(n).

donde gc = eφ0 cumple el papel de la constante de acoplamiento al pesar los procesos
de interacción que tienen un número de Euler mayor 3.1.

Figura 3.1: Procesos de dispersión en teoŕıa de cuerdas, mientras más agujeros tiene
la superficie el proceso es menos probable. Imagen tomada de [27].

El estudio de la cuerda abierta es similar al de la cuerda cerrada, sin embargo, una de
las diferencias importantes es que es necesario especificar condiciones de frontera sobre
los extremos de la cuerda σ∗. Se pueden tener condiciones de Neumann, ∂σX

µ |σ∗=
0, que corresponden a extremos libres o condiciones de Dirichlet, δXµ |σ∗= 0, que
fijan los extremos en esa dirección. Cuando se tienen condiciones de Neumann en p
coordenadas espaciales la cuerda está restingida a moverse en un lugar geométrico
p+1-dimensional que recibe el nombre de Dp-brana. Las Dp-branas además de ser
regiones en el espacio-tiempo son por si mismas objetos dinámicos en la teoŕıa que
vienen de soluciones no perturbativas a las ecuaciones de movimiento.

Al pedir que los extremos de la cuerda se encuentren sobre una Dp-brana el grupo
de simetŕıa global SO(1, D − 1) se descompone en rotaciones sobre las direcciones
transversales SO(D − p − 1) y Lorentz sobre la Dp-brana SO(1, p). El espectro no
masivo que se obtiene al cuantizar la cuerda abierta en este caso da lugar a un campo
de norma Aµ con grupo de simetŕıa U(1), donde µ corre sólo sobre las direcciones
tangentes a la Dp-brana, y d-p campos escalares ΦI , donde I corre sólo sobre las
coordenadas transversales aunque el campo vive en el volumen de mundo de la brana.
El campo de norma se acopla a los extremos de la cuerda abierta que actúan como
cargas en movimiento, mientras que los campos escalares ΦI tienen la interpretación
de deformaciones transversales de la Dp-brana. Al igual que para la cuerda cerrada
además de estos estados existe un estado taquiónico y un número infinito de modos
masivos.
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En el ĺımite donde las deformaciones de la brana no son muy grandes, los campos
masivos se desacoplan y la dinámica de la teoŕıa está dada por la acción de Dirac-
Born-Infeld

SDBI = −TDp
∫
dp+1ξ

√
−det(gµν + 2πl2sFµν), (3.5)

donde gµν es la métrica inducida sobre la Dp-brana, Fµν es el tensor electromagnético
asociado al campo de norma y la acción está integrada sobre el volumen de mundo
p+1-dimensional. El factor Tp es la tensión de la Dp-brana dado por TDp = 1

(2π)pgsl
p+1
s

,

la constante gs es la constante de acoplamiento para cuerdas abiertas y satisface
g2
s = gc. El hecho de que la constante de acoplamiento aparezca en el denominador

de la acción nos habla del carácter no perturbativo de las Dp-branas en teoŕıa de
cuerdas.

Al desarrollar la ráız de (3.5) en una series de potencias de gµν , Fµν y conservar sólo
los términos cuadráticos se obtiene el Lagrangiano de una teoŕıa de norma con d-p
campos escalares libres

L = − 1

g2
YM

Tr

(
1

4
F µνFµν +

1

2
∂µφ

I∂µφI
)
, (3.6)

donde se define la constante de acoplamiento de Yang-Mills a partir de la expansión
de (3.5) como g2

YM = 2(2π)p−2lp−3
s gs.

Además de tener cuerdas que comiencen y terminen en un misma Dp-brana es posible
que una cuerda tenga un extremo en una Dp-brana y el otro en otra Dp-brana sepa-
rada una distancia L. El espectro que genera esta configuración tiene como su modo
menos masivo un estado cuya masa está dada por la enerǵıa mı́nima para una cuerda
extendida entre las branas: M0 = T0L. Con el objetivo de tener estados no masivos se
puede considerar que la separación entre las branas es cero y aún aśı entender a las
dos Dp-branas como objetos distintos. El contenido de campos de esta configuración
queda formado por cuatro campos de norma no masivos: dos que corresponden a cuer-
das que comienzan y terminan en la misma Dp-brana y otros dos que corresponden
a los modos no masivos de las cuerdas que comienzan en una Dp-brana y terminan
en otra. Nuevamente está la torre infinita de modos con masa proporcional a l−1

s .

Si se siguen apilando un número Nc de Dp-branas, siguiendo el procedimiento para
dos branas, se obtienen N2

c posibilidades distintas para las Dp-branas donde terminan
los extremos de las cuerdas. Los campos que corresponden a las excitaciones de dichas
cuerdas se pueden acomodar en matrices de Nc×Nc con lo que los estados no masivos
del espectro se convierten en campos matriciales ΦI

ij, A
µ
ij, donde el grupo de norma

del campo Aµ corresponde ahora al grupo no abeliano U(N). Dicho grupo se puede
separar en dos: U(Nc) = SU(Nc)× U(1), donde U(1) contiene los grados de libertad
asociados al centro de masa de las Nc Dp-branas mientras que SU(Nc) describe las
excitaciones del campo de norma que vive en en su volumen de mundo. A bajas
enerǵıas, E << l−1

c , e intensidades de campo pequeñas en unidades de l2c se puede
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hacer nuevamente un análogo a la expansión de la acción de Dirac-Born-Infeld 3.6
para obtener el Lagrangiano de Yang-Mills

L = − 1

g2
YM

Tr

(
1

4
F µνFµν +

1

2
Dµφ

iDµφi + [φi, φj]2
)
. (3.7)

La teoŕıa de cuerdas que hemos revisado hasta ahora sólo considera grados de libertad
bosónicos, sin embargo, es posible incluir campos fermiónicos en la hoja de mundo de
manera consistente agregando a la acción de Polyakov el término de Dirac

Sferm = −T
2

∫
d2σψ̄µ(σ, τ)/∂ ψµ(σ, τ). (3.8)

donde Ψµ(σ, τ) es un fermión de Majorana en la representación vectorial del grupo de
Lorentz, es decir, transforma como un espinor en la hoja de mundo y como vector en el
espacio-tiempo. Todav́ıa a nivel clásico, las condiciones de frontera más generales que
se le pueden pedir a las componentes de diferente quiralidad de los campos espinoriales
son:

Ψµ
+(τ, σ) = ±Ψµ

+(τ, σ + π), (3.9)

Ψµ
−(τ, σ) = ±Ψµ

−(τ, σ + π). (3.10)

Las condiciones de frontera periódicas, signo positivo, reciben el nombre de condi-
ciones de frontera de Ramond y las antiperiódicas, signo negativo, condiciones de
frontera de Neveu-Schwarz. Aśı, la teoŕıa de cuerdas se separa en dos subespacios o
sectores: El sector Ramond (R) que se obtiene de considerar los estados de part́ıcula
que surgen de condiciones periódicas, y el sector de Neveu-Schwarz (NS) que contiene
a los estados en los cuales se consideran condiciones de anti-periodicidad.

La introducción del término fermiónico a la acción de Polyakov da lugar a una teoŕıa
cuántica que relaciona los estados fermiónicos y bosónicos a través de la supersimetŕıa
que revisamos en la sección 1.3. Esta simetŕıa remueve a los estados taquiónicos del
espectro de la teoŕıa además de bajar la dimensión cŕıtica del espacio-tiempo a diez.
Ya con la cantidad de part́ıculas fija debido a la supersimetŕıa la teoŕıa, que recibe el
nombre de supercuerdas, se puede separar en cuatro subespacios dependiendo de las
diferentes condiciones de frontera para el fermión y su superpareja: (R,R), (NS,NS),
(NS,R) y (R,NS).

Agregar la acción (3.8) no es la única forma de obtener una teoŕıa de supercuerdas.
Las diferentes maneras que existen de agregar los fermiones dan lugar a los 5 distintos
tipos de teoŕıas de supercuerda que se conocen actualmente. La teoŕıa que trataremos
en este trabajo pertenece a las llamadas tipo IIB, donde la etiqueta II se refiere a
que que la teoŕıa incluye fermiones derechos e izquierdos sobre la hoja de mundo,
esto resulta en una supersimetŕıa con N = 2. Las teoŕıas tipo II se desglosan a su
vez en tipo A, donde sólo existen Dp-branas estables para p par, y tipo B donde las
Dp-branas estables tienen p impar.
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El contenido de campos de la teoŕıa de supercuerdas IIB está dado por una torre de
estados con masa M2 = 4N

l2s
. Si nos fijamos en el ĺımite donde las enerǵıas son mucho

menores a la escala que define los modos masivos de la cuerda, es decir E << l−1
s ,

es posible construir una acción efectiva en la que no se tomen en cuenta los campos
masivos. A dicha acción efectiva que sólo deja los modos no masivos de la supercuerda,
se le llama supergravedad IIB y está dada por

Seff =
1

16πG

∫
d10x
√
−gE

[
R− 1

2
(∇φ)2 − 1

2
e−φH3 −

1

2
e2φF 2

1

−1

2
eφF 2

3 −
1

4
F 2

5

]
− 1

(2π)7g2
s l

8
s

∫
C4 ∧H3 ∧ F3 + Fermiones, (3.11)

donde para escribir la acción se usa el marco de Einstein, gMN(x) = eφ(x)/2gEMN(x); R
es el escalar de Ricci en diez dimensiones; φ es el dilatón; H3 y F3 son las intensidades
de campo asociadas a campos de norma antisimétricos Bµν y B′µν ; F1 es la “intensidad
de campo” asociada al campo de norma χ y F5 = F ∗5 es la intensidad de campo
autodual asociada a la cuatro forma Cµναβ.

Entre las soluciones a las ecuaciones de movimiento de (3.11) existe una que tiene
un papel importante en el contexto de la correspondencia holográfica conocida como
p-brana negra. Su métrica toma la forma:

ds2 = H(r)−1/2
(
−f(r)dt2 + dx2

1 + · · ·+ dx2
p

)
+H(r)1/2

(
dr2

f(r)
+ r2dΩ2

8−p

)
,

H(r) = 1 + ξ

(
L

r

)7−p

,

f(r) = 1−
(rh
r

)7−p
, (3.12)

donde ξ es un parámetro llamado de no extremalidad. El resto de los campos diferentes
de cero están dados por

eφ = gcH(r)(3−p)/4,

C =
1−H(r)−1

ξgc
dx0 ∧ · · · ∧ dxp.

Dicha solución es máximamente supersimétrica (preserva todas las supersimetŕıas de
la teoŕıa) y presenta un horizonte de eventos con topoloǵıa S8−p × Rp. De manera
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análoga a un agujero negro, se le asocia carga, masa, entroṕıa y temperatura

q = N =
L7−p

(2
√
π)5−pgcl

7−p
c Γ(7−p

2

, (3.13)

M =
N

(2π)pgcl
p+1
c

(rh
L

)7−p
(

1

1− ξ2
+

1

7− p

)
Vp, (3.14)

S =
Ω8−pVp
4GN

r8−p
h

(1− ξ2)4−p/2 ,

T =
7− p

4π

√
1− ξ2

rh
.

Para evitar que el espacio-tiempo no tenga una singularidad desnuda el valor de la
masa esta restringido por la llamada cota BPS:

M ≥ NVp
(2π)pgclp+1

. (3.15)

Cuando (3.15) alcanza la igualdad se obtiene el espacio-tiempo conocido como p-
brana negra extremal. Para llegar a dicha igualdad se toman los ĺımites rh → 0, ξ → 1
mientras se mantiene L7−p = r7−p

h
ξ

1−ξ2 constante. Esta solución tiene S = TH = 0 y
sólo preserva la mitad de las supersimetŕıas de la teoŕıa.

El valor de la masa y la carga para una p-brana extremal resulta coincidir con la
masa y carga de una pila de N Dp-branas sin excitar, este resultado es una primera
indicación de una conexión más profunda entre branas negras y Dp-branas que como
veremos da lugar a la correspondencia holográfica.

3.2. La correspondencia holográfica

En esta sección esbozaremos una deducción de la herramienta que se usará en el
siguiente caṕıtulo para mostrar resultados de teoŕıas de campos mediante cálculos en
una teoŕıa gravitacional.

En el caso particular de una p-brana negra extremal con p = 3 el contenido de campos
se simplifica ya que el dilatón toma un valor constante, la 4-forma RR toma el valor

C0123 = 1−H(r)−1

gc
y la métrica tiene una expresión más sencilla dada por,

ds2 = H(r)−1/2
(
dt2 + dx2

1 + · · ·+ dx2
p

)
+H(r)1/2

(
dr2 + r2dΩ2

8−p
)
, (3.16)

H(r) = 1 +

(
L

r

)4

,

donde L4 = 4πNgcl
4
c . Podemos ver un esquema de este espacio-tiempo en la figura

3.2.
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Para que la expansión perturbativa de teoŕıa de cuerdas en el fondo (3.16) esté bien de-
finida hay que tener cuidado con las relaciones entre las constantes de acoplamiento y
el radio caracteŕıstico L, esto implica imponer dos condiciones sobre el espacio-tiempo:
Por una parte la curvatura del espacio-tiempo tiene que ser grande con respecto a
la longitud de cuerdas: L4

l4c
= gcN >> 1; por otro lado la constante de acoplamiento

de cuerdas tiene que ser pequeña, gc << 1. Con el objetivo de describir el ĺımite de
bajas enerǵıas es útil ver como se comporta (3.16) asintóticamente: cuando la coor-
denada radial es muy grande r/L >> 1 y H ≈ 1 de modo que la métrica se vuelve la
del espacio-tiempo plano con una corrección de orden O(L4/r4), mientras que para
r/L << 1 −→ H ≈ L4/r4 y la métrica se vuelve el producto de un espacio de Anti-de
Sitter 5-dimensional con una esfera 5-dimensional, es decir,

ds2 =
r2

L2
(−dt2 + d~x2) +

L2

r2
dr2 + L2dΩ2

5. (3.17)

Es útil escribir esta métrica haciendo el cambio de variable r → 1
z

ds2 =
L2

z2

(
−dt2 + d~x2 + dz2

)
+ L2dΩ2

5, (3.18)

Figura 3.2: La región cercana a r = 0 corresponde a la parte más cercana a la 3-
brana negra donde el espacio-tiempo se deforma más. Por otro lado, cuando r � L
el espacio-tiempo es plano. Imagen tomada de [28]

La coincidencia de las masa y la carga de la pila de Nc Dp-branas con la p-brana
negra extremal es el primer indicio de que existe una conexión entre ambos sistemas.
Pasando al ĺımite de bajas enerǵıas E << 1

lc
, E << 1

L
, con p = 3 esta conexión se

vuelve más clara.

En este ĺımite las cuerdas cerradas que se propagan en el espacio plano, r >> L, se
desacoplan del resto del espacio ya que su enerǵıa hace que tengan una longitud de
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onda cuya escala es mayor al radio caracteŕıstico del espacio-tiempo, L. Además de
los modos que viven en la región plana, existen dentro del conjunto de estados con
enerǵıa baja aquellos que tienen una enerǵıa alta cerca de r ≈ 0 pero que al escalar
el potencial gravitacional pierden su enerǵıa medida desde el espacio plano. Es decir,
debido a la componente gtt de la métrica (3.16), observadores a diferente posición
radial miden diferentes enerǵıas. La enerǵıa propia de un objeto Ep se relaciona con
la enerǵıa que mide un observador en r →∞ mediante

Ep =

(
1 +

R4

r4

)−1/4

Er. (3.19)

Esto quiere decir que aunque en la región cercana a r = 0 existan modos que den
lugar a estados muy energéticos, para un observador suficientemente lejano la enerǵıa
de estos modos se puede hacer arbitrariamente pequeña. Aśı, en el ĺımite de bajas
enerǵıas los modos que sobreviven son aquellos que se propagan en la región cercana
a r = 0 con enerǵıa propia alta y aquellos en la región r > L con enerǵıa propia
pequeña.

Al pasar al ĺımite de bajas enerǵıas ocurre una situación similar en el sistema de una
pila de Nc D3-branas en la teoŕıa IIB. Las cuerdas cerradas que se propagan fuera de
las branas se desacoplan de la teoŕıa en el volumen de mundo, misma que para enerǵıas
pequeñas se reduce al contenido de los modos no-masivos. En la teoŕıa de supercuerdas
IIB, además de los campos que teńıamos en la cuerda bosónica descrita por (3.7) el
espectro no-masivo de las D-branas incluye a los supercompañeros fermiónicos de
estos campos. Nuevamente se puede tomar el ĺımite de deformaciones muy pequeñas
sobre las D-branas, análogo a (3.6), sólo que en este caso después del ĺımite se obtiene
la teoŕıa de Super Yang Mills conN = 4 con grupo de norma SU(Nc) que se mencionó
en la sección (1.3).

En el ĺımite de bajas enerǵıas tanto en la 3-brana extremal como en la pila de D3-
branas existe un sector de cuerdas cerradas propagándose libremente en la región de
espacio-tiempo plano que se encuentra desacoplado del resto de la teoŕıa. La identifi-
cación de los sectores restantes de ambas teoŕıas da lugar al enunciado de la versión
más sencilla de la correspondencia holográfica desarrollada por Juan Maldacena en
1997 [26]: Una teoŕıa de supercuerdas IIB en AdS5 × S5 es equivalente a una teoŕıa
N = 4 de Super-Yang-Mills con grupo de norma SU(Nc) en espacio-tiempo plano
4-dimensional.

Esta equivalencia no es trivial y aunque no está demostrada formalmente la gran
cantidad de resultados teóricos que se han desarrollado explotando la conjetura de
Maldacena indican que es correcta. Mucha de la utilidad de la correspondencia radica
en que podemos rastrear precisamente cantidades y conceptos en una teoŕıa con su
equivalente en la teoŕıa dual, estas identificaciones crean un diccionario entre ambas
teoŕıas de manera que es posible tratar un problema en teoŕıa de campos como un
problema de gravedad y viceversa. En lo que resta de esta sección mencionaremos
algunas de las equivalencias mejor conocidas.
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El grupo de isometŕıas del espacio-tiempo de Anti de Sitter 5-dimensional es SO(4, 2)
mientras que la esfera 5-dimensional es invariante bajo el grupo rotaciones en seis
dimensiones: SO(6). Del lado de la teoŕıa de SYM la primer simetŕıa, SO(4, 2), co-
rresponde a la invariancia bajo el grupo conforme en 3+1 dimensiones. El segundo
factor, SO(6), es homeomorfo a SU(4) y corresponde a la simetŕıa R de la CFT: la
invariancia de SYM ante transformaciones de las supercargas bajo SU(4). En par-
ticular, dentro del grupo conforme es de interés ver cual es el mapeo de las dilata-
ciones (t, ~x) → (λt, λ~x) ya que los diferentes valores de λ exploran diferentes escalas
energéticas en la CFT. La deducción de la correspondencia hace natural identificar las
direcciones de la teoŕıa de norma con las coordenadas transversales de la brana negra
extremal. Aśı, del lado de gravedad para mantener el espacio-tiempo de AdS inva-
riante bajo dilataciones es necesario escalar la coordenada radial mediante r → r/λ.
Esta identificación nos dice que, en esta elección de coordenadas, la dirección radial
en AdS da una escala de distancia para la CFT: cuando r es grande estamos en la
región de distancias grande y enerǵıas bajas (Infrarrojo) en AdS pero en la CFT es-
to corresponde a distancias pequeñas y enerǵıas altas (Ultravioleta). A esta relación
entre las diferentes regiones energéticas de ambas teoŕıas se le conoce como conexión
UV/IR.

Al estar identificadas las direcciones de la CFT con las rebanadas de AdS a z = 1
r

fijo
los difeomorfismos en AdS que mezclan las coordenadas xµ se mapean a los mismos
difeomorfismos en la teoŕıa conforme. Sin embargo, la simetŕıa bajo difeomorfismos
que combinan la coordenada radial z de AdS con las coordenadas xµ nos permite
explorar diferentes maneras de aproximarnos a la frontera de AdS. Para enerǵıas muy
grandes, cerca de z = 0, las excitaciones de la teoŕıa de campo están localizadas de
modo que al tomar el ĺımte de z → 0 podemos leer la forma que tiene el espacio-
tiempo en el que vive la teoŕıa de norma. Al tomar estos difeomorfismos conviene
escribir la métrica en la norma de Fefferman-Graham [29] para evitar que existan
términos cruzados en la métrica y poder leer directamente la métrica en la que vive
la CFT

ds2 =
L2

z2

(
gµν(x, z)dx

µdxν + dz2
)
, gµν = g(0)

µν + z2g(2)
µν (x) + · · · , (3.20)

donde gzz = L2

z2 , gzµ = 0 y la métrica de la CFT estaŕıa dada por la parte correspon-

diente a z = 0, es decir, g
(0)
µν . De manera más precisa si se escoge el difeomorfismo

en AdS de modo que las coordenadas cambien mediante z → ẑ = eω(x)z, xµ →
x̂µ(x, z), hatxµ(x, 0) = xµ entonces la métrica de la CFT difiere de la anterior por una
transformación de Weyl g′µν = e2w(x)gµν .

Uno de los ejemplos que será útil para los resultados de este trabajo es el difeomor-
fismo que nos permite observar a AdS global. Este espacio-tiempo incluye todo el
hiperboloide (2.14) y puede ser parametrizado por las llamadas coordenadas globales
mediante:

ds2 = L2
(
− cosh2 ρdτ 2 + sinh2 ρdΩ2

3 + dρ2
)
.
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Al tomar estas coordenadas y escribirlas en la norma de Fefferman Graham se obtiene

ds2 =
L2

Z2

[
−
(
L2 +

Z2

2
+

Z3

16L2

)
dτ 2 +

(
L2 − Z2

2
+

Z3

16L2

)
dΩ3

2 + dZ2

]
,

donde Z = 2Le−ρ. Con esta forma vemos que el dual a AdS global corresponde a una
CFT que vive en el espacio-tiempo conocido como el universo estático de Einstein

ds2
CFT = L2

(
−dτ 2 + dΩ2

3

)
,

misma que está relacionada con la CFT en el espacio plano mediante una transforma-
ción de Weyl. Usando este procedimiento para diferentes difeomorfismos se pueden
obtener distintas equivalencias entre teoŕıas de gravedad y teoŕıas conformes usando
(3.20).

Una de las entradas más importantes del diccionario es la llamada correspondencia
campo-operador, esta relaciona los campos en la teoŕıa de gravedad con operadores
locales en la CFT. Podemos entender su origen pensando en cómo se comporta una
campo φ(xm) que se propaga en la región plana de ambas teoŕıas antes de tomar
el ĺımite de bajas enerǵıas. Del lado de las Dp-branas dicho campo se acopla a un
operador local O(xµ) en la teoŕıa sobre la Dp-brana mediante el término

∫
d4xφ0O,

donde φ0 es el valor del campo sobre las Dp-branas. Después de hacer el ĺımite de
bajas enerǵıas, el campo φ0 aparece en la acción de la teoŕıa de norma como una
fuente externa que retiene la información del acoplamiento entre las D3-branas y el
resto de la teoŕıa de cuerdas. En el lado de gravedad este campo que viv́ıa en toda
la brana negra se restringe a la parte de AdS después de tomar el ĺımite y el término
que está acoplado en la teoŕıa de norma corresponde al valor del campo en la frontera
de AdS, es decir, φ0 = φ(x, z = 0). Aśı, al rastrear que sucede con algún campo
antes de tomar el ĺımite de bajas enerǵıas se puede establecer cuál es su campo dual
en la teoŕıa de norma. Por ejemplo, al hacer una expansión del campo del dilatón
e−ϕ = 1− ϕ(x) + · · · en la acción de las D3-branas se obtiene

S = − 1

(2π)3gcl4c

∫
d4xe−ϕTr

[√
−det (ηµν + 2πl2cFµν) + · · ·

]
,

= SSYM +

∫
d4xϕ(x)LSYM + · · · ,

de modo que el campo dual al dilatón corresponde al Lagrangiano completo de la
CFT. Para distinguir el dual de un campo genérico en AdS en el lado de la CFT es
útil notar que el comportamiento del campo cerca de la frontera se puede separar en
una parte normalizable y una parte no normalizable

ĺım
z→0

φ+(xµ, z) ∝ z∆+ = z∆ modo normalizable;

ĺım
z→0

φ−(xµ, z) ∝ z∆− = z4−∆ modo no-normalizable,
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donde ∆ es la dimensión conforme del operador O(x) dual a φ(x, z). El término no-
normalizable deforma la teoŕıa de campo y es el que sea acopla al operador O(x) que
aparece en la acción de la teoŕıa de norma. En términos de la funcional generadora
de ambas teoŕıas esta conexión toma la forma [30]

ZCFT [J ] = ZCIIB[φ− = J ],

〈ei
∫
J(x)O(x)d4x〉CFT =

∫
DΦe−iSIIB |φ−(z=0)=J(x), (3.21)

mientras que el coeficiente que acompaña al modo normalizable contiene la informa-
ción acerca del valor esperado del operador O(x) en presencia de la fuente J(x).

El lado derecho de la igualdad (3.21) es dif́ıcil de calcular, sin embargo, cuando λ =
g2
YMNc >> 1 la acción de la teoŕıa de cuerdas se reduce a supergravedad en 9+1

dimensiones. Además, en el ĺımite Nc ∝ 1√
G

(5)
N

→∞ la aproximación de punto silla es

válida ya que la acción es proporcional a G−1
5 , tomando esta aproximación se puede

reemplazar la integral por el término evaluado en la solución clásica. En el lado de
la CFT, el ĺımite λ,Nc → ∞ corresponde a la región de acoplamiento fuerte con
muchos colores de la teoŕıa de campos pero en su dual estos ĺımites dan lugar a
una teoŕıa evaluada en su solución clásica. Esta identificación hace que exista una
manera de tratar los problemas que eran previamente inaccesibles debido al carácter
no-perturbativo del acoplamiento fuerte como problemas más sencillos en gravedad
clásica.

A través de la correspondencia campo-operador se pueden considerar casos donde la
temperatura de la teoŕıa de campos es diferente de cero. Tomando el tensor de enerǵıa
momento de la CFT como uno térmico y relacionándolo con el modo normalizable del
tensor métrico se pueden resolver las ecuaciones de Einstein para obtener la métrica
completa dual a una teoŕıa a temperatura T , por ejemplo

ds2 =
L2

z2

(
f(z)dt2 − d~x2 +

dz2

f(z)

)
; f(r) = 1− z4

z4
0

, (3.22)

donde L es el radio de AdS con un horizonte localizado en z = z0. Las propiedades
termodinámicas de este agujero negro como la temperatura y entroṕıa se identifican
con aquellas de la teoŕıa conforme. Al tomar el ĺımite λ,Nc → ∞ esta identificación
es muy útil ya que permite calcular cantidades de plasmas fuertemente acoplados
estudiando la termodinámica de agujeros negros en gravedad clásica.

Además de las diferentes relaciones que podemos encontrar estudiando regiones dis-
tintas del hiperboloide (2.14), se cree que la correspondencia es un enunciado más
general que relaciona teoŕıas de gravedad y teoŕıas de norma aunque no exista una
derivación tan clara como la de la dualidad original. Esto ha llevado considerar un
conjunto muy grande de teoŕıas gravitacionales con el fin de reproducir las diversas ca-
racteŕısticas de las teoŕıas de norma. Entre las CFTs que son de interés se encuentran
aquellas en las que la teoŕıa tiene acoplamiento grande pero no infinito, esto equivale
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a tomar en cuenta correcciones de la acción de supergravedad donde la curvatura no
es pequeña [29], dichas correcciones agregan nuevos términos a la acción que tienen
mayores derivadas de los campos. Dentro de estos términos se encuentran aquellos de
orden superior en la curvatura que estudiamos en la sección 2.2 y, aunque los términos
de Lovelock no aparecen expĺıcitamente en las correcciones a supergravedad, el hecho
de que existan soluciones de AdS con y sin agujeros negros hace que sean un esce-
nario ideal para esbozar el comportamiento de los términos de orden superior en la
curvatura que śı aparecen en la teoŕıa de cuerdas, además de dar información acerca
de teoŕıas conformes con diferentes propiedades.

Habiendo mencionado algunas de las caracteŕısticas de la correspondencia holográfica,
en lo que resta de este caṕıtulo nos enfocaremos en el fenómeno espećıfico del caos,
mencionando las entradas del diccionario que han sido útiles para trasladar el cálculo
de una teoŕıa de campos a una teoŕıa gravitacional.

3.3. El Efecto Mariposa

Una de las caracteŕısticas importantes de la correspondencia es su capacidad para
estudiar sistemas fuertemente acoplados a temperatura finita usando por ejemplo,
agujeros negros en AdS, dentro de los fenómenos que se presentan en estas teoŕıas
térmicas se encuentra el caos. Aunque el estudio del caos comenzó siendo puramente
clásico existen generalizaciones al mundo cuántico y recientemente se han estudiado
estas ideas usando la correspondencia holográfica. En esta sección revisaremos algunos
resultados importantes del comportamiento caótico y su generalización al mundo
cuántico con el objetivo de estudiar su aparición en el contexto holográfico aśı como
algunos resultados importantes del efecto mariposa en teoŕıas con derivadas de orden
superior en la curvatura que nos permitirán tener las herramientas necesarias para
deducir los cálculos del próximo caṕıtulo.

Una de las hipótesis fundamentales de mecánica estad́ıstica es el hecho de que pode-
mos intercambiar el análisis de la evolución temporal de cada componente del sistema
por un promedio sobre el espacio fase a tiempo fijo. La idea principal detrás de este
intercambio es la suposición de que esperando suficiente tiempo los sistemas cruzan
una infinidad de veces todas las trayectorias con enerǵıa fija, este enunciado es co-
nocido como el teorema ergódico. Una de las formas de explicar este fenómeno es a
través del estudio de sistemas caóticos. A grandes rasgos en sistemas clásicos el caos
se define como la susceptibilidad de un sistema a condiciones iniciales. El ejemplo
más famoso de este comportamiento surgió en los 60’s cuando el matemático Edward
Lorenz se dio cuenta, haciendo el cálculo de ecuaciones diferenciales climatológicas,
que se obtienen predicciones muy diferentes cuando las condiciones iniciales se cam-
bian muy poco. Este fenómeno recibe el nombre de el efecto mariposa ya que estas
caracteŕısticas parećıan decir que el estado climatológico pod́ıa cambiar con algo tan
pequeño como el aleteo de una mariposa.
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Pasando a un sistema de part́ıculas, el comportamiento caótico del movimiento se
caracteriza por una amplia diferencia en las trayectorias para posiciones iniciales cer-
canas. Al tomar como posición inicial x(0) y hacer una perturbación δx(0) la evolución
temporal en una teoŕıa caótica separa estas trayectorias de manera exponencial

| δx(t) |= eλLt | δx(0) |, (3.23)

donde λL sirve para cuantificar la separación y es conocido como el coeficiente de
Lyapunov, podemos ver el comportamiento en la Figura 3.3. Los sistemas caóticos
son una rama de estudio muy grande por si misma, sin embargo, para propósitos de
este trabajo bastará con enfocarnos en las caracteŕısticas contenidas en la ecuación
(3.23).

Figura 3.3: Separación de trayectorias con condiciones iniciales cercanas.

3.3.1. Caos en teoŕıas cuánticas

Al describir sistemas cuánticos no es necesario usar la posición o el momento por lo
que esperamos que en general el caos se manifieste en un gran número de operadores.
Existen varias formas de trasladar los conceptos del caos al mundo cuántico, en este
trabajo nos enfocaremos en una de estas formas que ha resultado útil recientemente
para cálculos holográficos siguiendo la explicación de [32]. Para entender esta manera
de tratar el caos cuántico se calcula el efecto de una perturbación V̂ en la medición
de otro operador Ŵ . En una teoŕıa caótica el efecto del operador V̂ sobre el sistema
será susceptible a las condiciones iniciales como en el caso clásico, sin embargo, en
este caso la medida de este efecto está dada por el cuadrado del conmutador de Ŵ (t),
V̂ (0). Para operadores unitarios y hermitianos tenemos

C(t) = −〈
[
Ŵ (t), V̂ (0)

]2

〉 = −〈
[
Ŵ (t), V̂ (0)

]† [
Ŵ (t), V̂ (0)

]
〉 (3.24)

= 2(1−Re
(
〈Ŵ (t)V̂ (0)Ŵ (t)V̂ (0)〉

)
, (3.25)

esta cantidad recibe el nombre de correlador desordenado en el tiempo (OTOC por
sus siglas en inglés) y fue estudiada por primera vez para una teoŕıa de superconduc-
tores en el ĺımite semiclásico en [31]. En particular, si se sustituyen los operadores
de posición y momento, Ŵ = q̂(t), V̂ = p̂(0), se obtiene [q̂(t), p̂] que en el ĺımite
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semiclásico se vuelve el paréntesis de Poisson i~ {q(t), p} = i~ ∂q(t)
∂q(0)

. Aśı, el aumento
exponencial de este conmutador nos daŕıa la separación de trayectorias que se observa
en el caos clásico (3.24). Para entender porqué C(t) da una medida del caos hacemos
el intercambio t→ −t y reescribimos el segundo término de (3.24) como

OTO(t) = 〈Ŵ (−t)V̂ (0)Ŵ (−t)V̂ (0)〉 = 〈ψ2|ψ1〉 , (3.26)

donde
|ψ1〉 = Ŵ (−t)V̂ (0) |β〉 , |ψ2〉 = V̂ (0)Ŵ (−t) |β〉 , (3.27)

y |bet〉 es un estado térmico cómo el que veremos en la próxima sección. En este desa-
rrollo la ecuación (3.24) nos dice que cuando los estados |ψ1〉 , |ψ2〉 son muy parecidos
C(t) tiende a cero. Para explicar porqué sucede esto mostramos la construcción de
ambos estados en las figuras 3.4 y 3.5.

Figura 3.4: Construcción del estado |ψ1〉. Primero se evoluciona el estado V̂ (0) |β〉
hacia atrás en el tiempo, mediante eiHt. Después se aplica el operador Ŵ y se evo-
luciona hacia adelante el tiempo. Si se espera una cantidad de tiempo grande y la
teoŕıa es caórica se espera que la perturbación Ŵ tenga un efecto grande cuando se
evoluciona hacia adelante el tiempo. Imagen tomada de [32].
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Figura 3.5: Construcción del estado |ψ2〉. En este caso el sistema primero se evoluciona
hacia atrás en el tiempo y luego se aplica Ŵ . Después se regresa el estado a t = 0 y se
aplica el operador V , como este operador se crea en t = 0 se espera que el estado sea
diferente a |ψ1〉 donde el efecto de V̂ casi desaparece. Aśı, cuando la teoŕıa es caótica
se espera que 〈ψ2|ψ1〉 ≈ 0. Imagen tomada de [32].

Aunque el resultado con Ŵ = q̂(t), V̂ = p̂(0), hace contacto con el problema clásico,
en general el comportamiento cuántico de la teoŕıa se manifiesta por el crecimiento
exponencial de (3.24) para una gran cantidad operadores hermitianos. En este trabajo
nos enfocaremos en sistemas donde el número de grados de libertad es muy grande
N >> 1, ya que como vimos en la sección anterior esto hace que podamos considerar
soluciones clásicas en la parte gravitacional de la correspondencia holográfica. En este
tipo de sistemas a temperatura finira y tiempos pequeños se espera que el efecto de
V̂ (t) todav́ıa no haya alcanzado a Ŵ (0) de modo que el conmutador es pequeño [37]

C(t) ≈ 1

N
, 0 ≤ t ≤ td,

donde N es el número de grados de libertad del sistema y td es el tiempo de disipación
caracteŕıstico del equilibrio térmico1. Cuando nos alejamos de este tiempo se tiene el
comportamiento exponencial que caracteriza el caos

C(t) ∝ 1

N
eλt, td << t << ts,

donde ts es llamado el tiempo de mezcla (scrambling time en inglés). En este intervalo
de tiempo la perturbación inicial se esparce por el sistema, de modo que cuando trans-
curre suficiente tiempo t ≥ ts el conmutador C(t) permanece constante ya que Ŵ (t)
se encuentra mezclado con todos los grados de libertad del sistema. Este conmutador
mantiene su valor para tiempos posteriores a diferencia de sistemas no caóticos donde
la influencia de la perturbación inicial es oscilatoria [56].

1Esta escala temporal controla el decaimiento de la función de dos puntos 〈V (t)V (0)〉 ≈ e−t/td .
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Si los operadores se separan espacialmente el resultado anterior se generaliza a

C(t, ~x) ∝ 1

N
e
λ
(
t− |~x|

vb

)
, td << t << ts,

el efecto del operador Ŵ empieza a ser relevante cuando C(t, ~x) ∝ 1 de modo que la
distancia espacial entre ambos operadores define la región de influencia de Ŵ . A vb
se le conoce como la velocidad de mariposa ya que caracteriza la velocidad con la que
la perturbación al sistema se vuelve importante. Esta región define un cono donde a
partir de t > t∗ el efecto del operador Ŵ empieza a tener relevancia como se puede
ver en la Figura 3.6.

Figura 3.6: Regiones donde C(t, ~x) es diferente de cero. Imagen tomada de [32].

3.4. Caos y holograf́ıa

Cuando la teoŕıa de campos en la que calculamos C(t) tiene un dual gravitacional es
posible calcular el coeficiente de Lyapunov, la velocidad de la mariposa y el tiempo
de mezcla para teoŕıas fuertemente acopladas mediante cálculos en gravedad clásica.
El primer sistema donde se estudiaron estas cantidades de manera holográfica fue
en el estado termo doble de campos (TFD por sus siglas en inglés)[42]. Este estado
está formado por dos copias de una teoŕıa, L y R, y se construye con el objetivo de
tener una matriz de densidad reducida, ρA = trBρ, que corresponde a una teoŕıa a
temperatura T = 1/β en cada copia de la teoŕıa

|Ψ〉 =
1

Z1/2

∑
n

e−βEn/2 |n〉L |n〉R , (3.28)

ρL = trB (|Ψ〉 〈Ψ|) =
1

Z

∑
n

e−βEn |n〉 〈n| ,
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donde Z es la función de partición de una de las copias de la teoŕıa. El estado |Ψ〉
es puro y a pesar de que las dos copias de las teoŕıas no pueden interactuar el en-
trelazamiento entre sus regiones es diferente de cero. Maldacena estudió en [47] el
estado TFD concluyendo que su dual gravitacional es un agujero negro eterno en
AdS, ver Figura 3.7, donde la región UV de la teoŕıa L (R) corresponde a la frontera
izquierda (derecha) del espacio-tiempo y ambas fronteras estan separada entre śı por
el horizonte del agujero negro. El estado |Ψ〉 es invariante ante evolución temporal
del Hamiltoniano H = HL −HR, esta simetŕıa se ve realizada en el espacio-tiempo a
través de un vector de Killing temporal que va hacia adelante en la parte derecha y
hacia atrás en la parte izquierda [47].

Es posible construir la estructura causal del agujero negro eterno partiendo de un
agujero negro con una sola frontera extendiendo el espacio-tiempo mediante la cons-
trucción de Kruskal como vimos en la sección 2.1.1. Para ilustrar el cálculo holográfico
consideramos un agujero negro descrito por

ds2 = −F (r)dt2 +
dr2

F (r)
+ hijdx

idxj, (3.29)

donde hij es la métrica que define la topoloǵıa del horizonte del agujero negro y en
nuestro caso será siempre la de una esfera o la plana. El espacio-tiempo que resulta
de la extensión de Kruskal se define a través del elemento de ĺınea:

ds2
BH = 2A(u, v)dudv + g(u, v)hij(x)dxidxj.

Figura 3.7: Diagrama de Penrose de la extensión de Kruskal de un agujero negro que
es asintóticamente AdS. Imagen tomada de [32].
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Para estudiar el comportamiento caótico de la teoŕıa de campos se coloca un operador
V̂ (tw) que crea una part́ıcula nula con enerǵıa E en la frontera izquierda a un tiempo
tw en el pasado. Mientras más grande es tw la trayectoria de la part́ıcula comienza
más cercana al horizonte inferior de modo que sigue cada vez más a la geodésica nula
parametrizada por u = 0. Cerca del horizonte la métrica del agujero negro se ve como
la del espacio-tiempo de Rindler con una aceleración dada por su gravedad superficial

ds2 = −κ2ρ2dt2 + dρ2 + hijdx
idxj = −ρ2dξ2 + dρ2 + hijdx

idxj, (3.30)

de modo que el tiempo de Rindler está asociado con el tiempo de Rindler cerca del
agujero negro mediante ξ = 2π

β
t. El tiempo de Rindler parametriza transformaciones

de Lorentz en el espacio-tiempo de Minkowski ya que ξ = κ−1Arctanh(v(t)), donde
v(t) es la rapidez del observador acelerado. Aśı, el hacer una traslación en el tiempo del
espacio-tiempo del agujero negro tiene como efecto cambiar la enerǵıa de la part́ıcula
mediante una transformación de Lorentz con parámetro ξ = 2π

β
t, de tal forma que,

para tiempos grandes, la enerǵıa de la part́ıcula creada por V vista por un observador
a tiempo t = 0 está dada por Et=0 ≈ Ee2πt/β. Aśı, al mandar la part́ıcula suficiente-
mente hacia el pasado su enerǵıa crece exponencialmente cerca del horizonte y llega
al punto donde tenemos que tomar en cuenta cómo deforma la geometŕıa. La forma
de esta solución fue dada primero en [49] para una part́ıcula sin masa moviéndose
en Minkowski. Si se escribe la contribución de la onda de choque de manera general
como

ds2 = ds2
BH + huudu

2, Huu = δ(U)H(x), (3.31)

podemos seguir la trayectoria de una geodésica nula que se mueve en la dirección U ,
ortogonal a la dirección de la part́ıcula creada por V̂ , para obtener [48]∫

2A(0)dV =

∫
HuudU → H(x) = 2A(0)∆V ≡ f(x). (3.32)

Es decir, el efecto de la part́ıcula cayendo corresponde a un corrimiento en la dirección
nula en la que cae la part́ıcula v → v + Θ(u)f(x) de modo que el espacio-tiempo
resultante está formado por dos copias de un agujero negro pegadas a través de la
región u = 0, ver Figura 3.8. La parte izquierda corresponde a la geometŕıa de un
agujero negro con masa M +E mientras que la parte derecha sigue siendo la solución
original con masa M . Dicha perturbación genera lo que se denominó en [48] como
una onda de choque.
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Figura 3.8: Diagrama de Penrose correpondiente a la geometŕıa de onda de choque,
el salto en la coordenada v corresponde a f(x). Imagen tomada de [56].

Tomando este ansatz basado en argumentos f́ısicos se calculó en [50] cómo cambia la
forma de la métrica y el tensor de enerǵıa-momento cuando imponemos que la métrica
en la parte derecha tenga la misma métrica que antes de la onda de choque sólo que
ahora recorrida por una función dependiente de las coordenadas transversales f(x)
en la dirección nula v:

T = 2Tuv (u, v + Θ(u)f(x)) du
(
dv + Θ(u)∂ifdx

i
)

+ Tuu (u, v + Θ(u)f(x)) du2

+Tvv (u, v + Θ(u)f(x))
(
dv + Θ(u)∂if(x)dxi

)2
+ Tij (u, v + Θ(u)f(x)) dxidxj,

ds2 = 2A (u, v + θf(x)) du
(
dv + Θ(u)∂ifdx

i
)

+ g (u, v + Θ(u)f(x))hij(x)dxidxj.
(3.33)

Resulta más fácil trabajar en coordenadas que ya toman en cuenta el corrimiento
debido a la onda de choque aśı que cambiamos a las coordenadas

û = u, v̂ = v + Θ(u)f(x), x̂i = xi,

dv + Θ(u)∂ifdx
i = dv̂ − δ(û)dû,

aśı se obtiene la métrica y el tensor de enerǵıa momento que usamos en las ecuaciones
de Einstein,

ds2 = 2Âdûv̂ − 2Âf̂ δ̂dû2 + ĝĥijdx̂
idx̂j, (3.34)

T = 2
(
T̂uv − T̂vv

)
dûdv̂ +

(
T̂uu + T̂vvf̂

2δ̂2 − 2T̂uvf̂ δ̂
)
dû2 + T̂uvdv̂

2 + T̂ijdx̂
idx̂j,

(3.35)

donde el gorro indica que la cantidad está evaluada en las nuevas coordenadas. Además
de este contenido de materia que agregamos de forma general hay que sumar la
contribución de la part́ıcula que cae hacia la singularidad moviéndose a través de la
geodésica con u = 0, localizada en las direcciones transversales x,

T̂ shock
uu = Ee2πt/βδ(û)δ(x). (3.36)

Nos interesa ver la solución de las ecuaciones de movimiento para f(x) en distintas
teoŕıas de gravedad por lo que no escribiremos expĺıcitamente la parte gravitacional y
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la dejaremos como Gab . Uno de los resultados importantes de [50] es que el espacio-

tiempo con métrica (3.33) tiene G
(0)
v̂v̂ = 0, donde el supeŕındice de G indica su orden en

la función f(x) de modo que G(0) corresponde a la parte gravitacional de la ecuación
de movimiento del epacio-tiempo sin perturbar, (3.33). Tomando ésto en cuenta y
juntando (3.35) y (3.36) obtenemos para la componente Gûû,

Gûû = G
(0)
ûû +G

(1)
ûû = T̂uu + Ee2πtβf(x)δ(u)− 2T̂uvf(x)δ(u),

G
(1)
ûû + 2T̂uvf(x)δ(u) = Ee2πtβδ(u)δ(x), (3.37)

G
(1)
ûû + 2G

(0)
ûv̂ f(x)δ(u) = Ee2πtβδ(u)δ(x), (3.38)

Para pasar de (3.37) a(3.38) notamos que T̂uv no es el tensor de enerǵıa momento

escrito en la nueva base, Tûv̂ = ∂xα

∂û
∂xβ

∂v̂
Tαβ, sino es el tensor en las viejas coorde-

nadas evaluado en las nuevas, T̂uv = Tuv (u, v + Θ(u)f(x)), de manera que sigue
siendo solución de la ecuación de movimiento sin perturbar: Tuv (u, v + Θ(u)f(x)) =

G
(0)
uv (u, v + Θ(u)f(x)). Notamos también que en (3.38) no aparece el tensor de enerǵıa-

momento expĺıcitamente, la dependencia del contenido de materia se encuentra de
manera impĺıcita en la función F (r) de la métrica (3.29).

Debido a la presencia de δ(u) en (3.38), la solución para el corrimiento f(x) sólo
depende de su comportamiento cercano al horizonte, u = 0. Con fines de calcular
la velocidad de mariposa en diferentes teoŕıas es útil escribir las funciones A(uv) y
B(uv) de (3.33) en términos de una serie de Taylor cerca del horizonte. Siguiendo [53]
consideramos el espacio-tiempo definido por

ds2 = −h(ρ)dt2 +
dρ2

F (ρ)
+ ρ2dxidxi, (3.39)

este espacio es asintóticamente AdS, es decir, para ρ grande tenemos h, F = g2ρ2+· · · ,
donde L = 1/g es el radio de AdS. Si el horizonte se encuentra en ρ = ρ0 entonces la
serie de Taylor alrededor de ρ0 toma la forma

h = h1(ρ− ρ0) + h2(ρ− ρ0)2 + · · · , F = F1(ρ− ρ0) + F2(ρ− ρ0) + · · · ,

de la construcción de Kruskal se obtiene que cerca del horizonte

uv = (ρ− ρ0)− 1

2

(
F2

F1

+
h2

h1

)
(ρ− ρ0)2

ρ− ρ0 = uv +
1

2

(
F2

F1

+
h2

h1

)
u2v2 + · · · ,

expandiendo A(uv) y B(uv) se obtiene

A = A0 + A1(uv) + A2(uv)2 + · · · , B(uv) = B0 +B1(uv) + A2(uv)2 + · · · ,

A0 =
4

F1

, A1 =

(
2F2

F1

+
6h2

h1

)
1

F1

, A2 =

(
3F 2

2

4F 2
1

+
F3

F1

+
13

2

F2h2

F1h1

+
19

4

h2
2

h2
1

+ 5
h3

h1

)
1

F1

B0 = g2ρ2
0, B1 = 2g2ρ2

0, B2 = g2

(
1 +

F2

F1

ρ0 +
h2

h1

ρ0

)
.
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Con esta expansión podemos escribir la velocidad de mariposa y su dependencia
en F y h. Para gravedad de Einstein la ecuación de movimiento que determina el
corrimiento f(x) está dada por

∇2f(x)− µ2f(x) = cδ(x) (3.40)

donde µ2 = 3B
′(0)
A(0)

=
6r2

0

L2 ,∇2 = 1√
h
∂i

(√
hhij∂j

)
y c = 64πGEe

2πtw
β . Si pasamos esta

ecuación a coordenadas esféricas (en la dirección de la teoŕıa de campo) obtenemos

1

R2
∂R(R2∂Rf(R))Pl(θ, φ))− (l(l + 1) + µ2)f(R)Pl(cos(θ)) = cδ(~R) (3.41)

La solución a esta ecuación, para R > 0, está dada por las funciones modificadas
esféricas de Bessel [54]

bn(µR) = Kn(µR) + Jn(µR), (3.42)

Jn(µR) diverge cuando µR → ∞ aśı que nos quedamos sólo con Kn(µR). Estas
funciones tienen la forma

Kl(µR) =
e−µR

µR
+ e−µRO(µ−2R−2), (3.43)

de modo que al tomar el ĺımite de µR grande podemos aproximarKl ≈ e−µR

R
. Tomando

la solución general como f(R) =
∑

lAlPl(cos(θ))Kl(µR) la ecuación diferencial (3.40)
se satisface para R > 0. En R = 0, análogo a lo que sucede en la ecuación de Poisson
para una carga puntual, tenemos ahora la contribución de un término que era cero
para R > 0, ∇2( 1

R
) = δ(~R). Es decir, sólo en R = 0,∇2( 1

R
) da la contribución de la

δ(R) aśı que f(R) =
∑

lAlPl(cos(θ))Kl(µR) es la solución general de (3.40).

Para obtener los coeficientes Al sustituimos f(r, θ) en la ecuación diferencial

e−µR

µ

∑
l

AlPl(cos(θ))∇2 1

R
= e−µR

∑
l

AlPl(cos(θ))δ(~R) = cδ(~R), (3.44)

∑
l

Al
µ
Pl(cos(θ)) = c (3.45)

Como el lado derecho no depende de θ se obtiene A0 = µc y Al>0 = 0. Aśı, tenemos
que para Rµ = |~x|µ >> 1 la solución de (3.40) toma la forma [56]

f(x) =
e

2π
β

(tw−t∗)−µ|~x|

| ~x |D−3
2

, (3.46)

donde t∗ = β
2π

log c1
GN
≈ β

2π
logN2, c1 es una constante y usamos el hecho de que estamos

en el ĺımite de N grande para ignorar su contribución al tiempo de mezcla.

La geometŕıa de onda de choque sólo captura la influencia del operador Ŵx(tw),
sin embargo, para observar el caos cuántico es necesario pesar este efecto con otro
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operador Ŵy(0) a través del conmutador (3.24). Este cálculo se realizó en el dual
gravitacional por primera vez en [55, 56]. Al tomar dos operadores en diferentes
posiciones el conmutador C(t) adquiere una dependencia de esta separación por lo
que toma la forma

C(tw, | x− y |) = 〈Ψ|
[
Ŵx(tw), Ŵy

]† [
Ŵx(tw), Ŵy

]
= 2− 2Re 〈Φ|Φ′〉 (3.47)

donde |Φ〉 = Ŵx(tw)Ŵy |Ψ〉 y |Φ′〉 = ŴyŴx(tw) |Ψ〉 son los análogos de |ψ1〉 , |ψ2〉 en

(3.26) para diferentes posiciones espaciales. Si suponemos que Ŵx(tw) tiene enerǵıa
suficiente para provocar la onda de choque entonces el segundo término de (3.47)
hace a C(tw, | x−y |) una medida del traslape entre el estado con la perturbación Ŵy

en las coordenadas originales y la perturbación Ŵy después de hacer el corrimiento
de f(x − y) en u = 0. Definiendo t∗ = β

2π
log(G−1

N ) se puede ver [56] que el radio de
crecimiento del operador está dado por

r
[
Ŵx(tw)

]
= vB(tw − t∗)−O(logtw), (3.48)

de modo que estudiando la geometŕıa de una onda de choque f(x) podemos obtener
cantidades relacionadas con el caos. Además de este resultado, en [51] se calculó la
forma expĺıcita del correlador (3.24) usando la aproximación Eikonal que consiste en
escribir la fase de la amplitud de dispersión como la acción evaluada en la solución
clásica eiδ(s,b) = eiScl , donde s es una variable tipo Mandelstam y b es el parámetro
de impacto dado por la separación espacial de los operadores V̂ , Ŵ .

El cálculo de este correlador de cuatro puntos depende de la forma expĺıcita de los
propagadores bulto-frontera2 correspondientes a los operadores V̂ , Ŵ . En el espacio-
tiempo de Rindler AdS3 estos correladores se conocen de forma expĺıcita de modo que

usando la aproximación Eikonal y en el ĺımite de GNe
2π
β

(
t− |~x|

vB

)
<< 1 se obtiene [51]

OTO(t) = 1− 8πiGN
∆V ∆W

c
e

2π
β

(
t− |~x|

vB

)
, (3.49)

donde ∆V ,∆W son las dimensiones conformes de los operadores V̂ , Ŵ y c es una

constante. Aśı, regresando a la fórmula (3.26) y dado que f(t, ~x) ∝ GNe
2π
β

(
t− |~x|

vB

)
se

obtiene
C(t, x) ∝ f(t, x) (3.50)

este resultado confirma que para GN pequeño o para un tiempo en el rango td <<
t << t∗ es posible leer las cantidades caóticas resolviendo la ecuación diferencial de
f(t, x).

2Los propagadores bulto-frontera P∆(x − x′, z) relacionan el valor del campo en la frontera de
AdS con el de su interior tal que si la el campo actúa como fuente J(x) en la frontera el propagador
está dado por φ(x, z) =

∫
d4x′P∆(x− x′, z)J(x′).
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Además del ejemplo de Rindler AdS, el cálculo de (3.50) se extiende a agujeros ne-
gros con horizontes compactos cuando la distancia entre los operadores V̂ , Ŵ es muy
grande. Aśı, aunque la forma expĺıcita de los propagadores bulto-frontera de la teoŕıa
gravitacional es necesaria para dar los detalles precisos del correlador de cuatro pun-
tos es posible hacer una aproximación para puntos lejanos en el espacio compacto
[51]

C(t) ∝ e
−2iω

(
t−t∗− R

vB

)
, Im(ω) < 0, (3.51)

donde R es el diámetro (distancia más grande entre puntos en la variedad) del espacio
compacto y ω es la menor frecuencia cuasi-normal3 del sistema. En el próximo caṕıtulo
trataremos con horizontes de topoloǵıa esférica de modo que aunque los resultados
en este tipo de espacios-tiempos no tengan una interpretación tan clara para puntos
diferentes a los antipodales, la ecuación (3.51) nos dice la relación que tiene el cálculo
gravitacional con las cantidades caóticas de la teoŕıa de campos.

Los resultados (3.50), (3.48) indican que es correcto leer las cantidades relacionadas
con el caos a partir de la solución (3.46). Aśı, el coeficiente de Lyapunov y la velocidad
de mariposa están dados por

λL =
2π

β
=

√
h1F1

2
, vb =

2π

βm
=

√
h1

2g2ρ2
0(D − 2)

. (3.52)

Para el caso más sencillo de la brana negra sin contenido de materia, F (r) = h(r) =
r2

L2 − M
r2 , la velocidad de mariposa es [42]

v
(S)
b =

√
d

2(d− 1)
. (3.53)

Una caracteŕıstica importante de (3.53) es que es una cota superior para teoŕıas
duales a agujeros negros en gravedad de Einstein con horizonte planar que satisfacen
la condición de enerǵıa nula [57], Tµνk

µkν ≥ 0 con kµ un vector nulo. Es decir,
cualquier contenido de materia que se agregue a la teoŕıa tiene como efecto disminuir
la velocidad de la mariposa v

(M)
b de la teoŕıa dual

v
(M)
b ≤ v

(S)
b . (3.54)

En el siguiente caṕıtulo mostraremos la deducción del análogo de este resultado para
horizontes con topoloǵıa esférica, en este caso la cota superior corresponde también
a la solución sin materia con horizonte esférico, es decir, AdS-Schwarzchild.

Regresando a la topoloǵıa planar mencionaremos en lo que resta de esta sección algu-
nos resultados del efecto mariposa con diferentes contenidos de materia en gravedad

3Los modos cuasi-normales dictan la manera en la que los campos decrecen en un agujero negro
φ ≈ e−iω(t+r∗ [52], donde ω puede tomar valores imaginarios.
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de Einstein-Hilbert. Uno de los casos más sencillos está dado por la teoŕıa de Einstein-
Maxwell con un contenido de campos dado por

Aµ =

√
3q

2

(
1

r0

− 1

r

)
dt,

F (r) =
r2

L2
− m

r2
+
q2

r4
, (3.55)

repitiendo el procedimiento que se describió anteriormente se obtiene la velocidad de
mariposa [44]

vEH−Max
b =

√
2r6

0 − L2q2

3r6
0

≈ v
(k=0)
EH − L2q2

√
24r6

0

(3.56)

vemos que a diferencia de (3.53) esta velocidad si depende del tamaño del agujero
negro y el efecto del campo electromagnético es el de disminuir vb como era de espe-
rarse de acuerdo a la cota (3.54). La velocidad se hace cero cuando ambos valores de
r donde f(r) = 0 coinciden.

Otro caso que resulta interesante es el de un espacio-tiempo anisotrópico [45], dicha
teoŕıa tiene una métrica dada por

ds2 = −Gtt(u)dt2 +Guu(u)du2 +Gxx(u)(dx2 + dy2) +Gzz(u)dz2, (3.57)

donde el horizonte está localizado en u = uh. Debido a la anisotroṕıa en las direcciones
transversales la velocidad de mariposa va a cambiar dependiendo de en qué dirección
se localice la perturbación. Aśı, para la métrica general (3.57) se obtiene [45]

v
‖
b

2
=

G′tt

Gzz

(
2G
′
xx

Gxx
+ G′zz

Gzz

)∣∣∣∣
u=uh

, v⊥b
2

=
G′tt

Gxx

(
2G
′
xx

Gxx
+ G′zz

Gzz

)∣∣∣∣
u=uh

. (3.58)

Tomando en particular la solución de brana negra anisotrópica de [46] se obtienen los
resultados de la figura 3.9.
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Figura 3.9: Velocidad de mariposa perpendicular y paralela a la anisotroṕıa, a es
un factor que mide la anisotroṕıa. El modelo [46] interpola entre una solución tipo
Lifshitz en el infrarrojo y una geometŕıa AdS en el ultravioleta mientras que los puntos
intermedios se obtienen numéricamente. Podemos ver este comportamiento tomando
el ĺımite de temperaturas pequeñas o anisotroṕıas grandes a

T
>> 1 donde la solución

fluye a la geometŕıa tipo Lifshitz y se acerca a su velocidad de mariposa mientras que
para a

T
>> 1 se recupera el valor de AdS v2

b = 2
3
. Imagen tomada de [45]

.

Además de describir el carácter caótico de la teoŕıa de campo dual el efecto mariposa
tiene conexiones con diferentes propiedades termodinámicas de los agujeros negros. En
particular, recientemente [33, 34] se ha encontrado una relación entre los coeficientes
de transporte de un sistema y la velocidad de mariposa en un sistema holográfico.
Debido a que las propiedades de transporte parecen ser constantes en muchas teoŕıas
holográficas4 se exploró en [33] como se relacionan las constantes de difusión D para
una teoŕıa con simetŕıa part́ıcula-agujero con la velocidad de mariposa. Se propuso
en [36] que las constantes de difusión están acotadas por

D ≥ ~v2

kBT
, (3.59)

donde v es una velocidad caracteŕıstica de la teoŕıa. En el caso de la teoŕıa con simetŕıa
part́ıcula-agujero se encontró

DC = C
v2
B

2πT
, (3.60)

donde C es una constante que sólo depende de las teoŕıa infrarroja.

4El ejemplo más conocido de esto es la cota de viscosidad KSS [35] η
s ≈

1
4π

~
kB

donde η es la
viscosidad y s la densidad de entroṕıa.
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Independientemente de este resultado se encontró en [37, 38] una manera de relacionar
los correladores que normalmente se usan para calcular los coeficientes de transporte
de la teoŕıa con la velocidad de mariposa. Al permitir que la frecuencia de los correla-
dores de densidad de enerǵıa en el ĺımite hidrodinámico tomen valores imaginarios se
encuentran “saltos de polos” cuando las frecuencias toman valores relacionados con
el comportamiento caótico. Para ver esto el correlador retardado de dos puntos se
escribe de manera general como

GR
T 00T 00(ω, k) =

b(ω, k)

a(ω, k)
, (3.61)

donde a(ω, k) queda definida por el hecho de que las constantes de difusión se encuen-
tran los polos de GR, es decir, los ceros de la función a(ω, k). Al continuar anaĺıtica-
mente ω, k a los números imaginarios tanto a(ω, k) como b(ω, k) se vuelven cero en
los valores

ω0 = iλL, k0 = i
λ

vB
, (3.62)

de este modo el polo que hubiera estado en a(ω0, k0) se salta ya que b(ω0, k0) también
se hace cero. Del lado gravitacional la manifestación de dicho salto de polo se encuen-
tra en la reducción del número de ecuaciones de Einstein cerca del horizonte, de esta
manera se tiene que encontrar un modo extra que pasa por (3.62). Las conexiones
(3.60) y (3.62) se unen a casos como el paradigma de la membrana [39] dando más in-
formación acerca de la relación entre el horizonte, donde aparece el efecto mariposa, y
la frontera, donde se calculan las constantes de transporte, en el ĺımite hidrodinámico.

Si se generaliza el espacio termodinámico del agujero negro para incluir un término de
presión asociado a la constante cosmológica P = − Λ

8π
, la primera ley de los agujeros

negros toma la forma

dM = TdS + ΦαdQα + VthdP + · · · , (3.63)

donde Vth es la variable conjugada a P llamada el volumen termodinámico y Φα

respresenta el contenido de materia. Esta extensión permite escribir a la velocidad de
mariposa en términos de cantidades termodinámicas a través de [53]

v2
b =

1

2

TS

VthP
, (3.64)

dicha igualdad sirve para agujeros negros planares con métrica (3.39). Usando la
condición de enerǵıa nula los mismos autores probaron una cota para la velocidad de
mariposa en agujeros negros estáticos

v2
b ≤

2πL2T

(D − 2)ρ0

. (3.65)

En el próximo caṕıtulo hablaremos más de estas relacionas y porqué dejan de funcio-
nar en el caso de horizontes con topoloǵıa esférica en teoŕıas de gravedad de Lovelock.
Finalmente, además de los resultados mencionados anteriormente se ha encontrado
[41] que la velocidad de mariposa sirve caracterizar transiciones de fase cuánticas en
teoŕıas anisotrópicas que presentan transiciones de metal-aislante.
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3.4.1. Efecto mariposa para teoŕıas de orden superior en la
curvatura

Para teoŕıas de orden superior en la curvatura la ecuación de movimiento cambia su
forma ya que el tensor Gµν contiene más términos. Para ejemplificar el efecto de estos
términos seguimos el análisis realizado en [59] y tomamos una teoŕıa con términos de
orden O(R2) cuya acción está dada por

S =
1

κ

∫
dDx
√
−g
[
R +

(D − 1)(D − 2)

l20
+ α1R

2 + α2R
µνRµν

]
, (3.66)

donde l0 es una escala de longitud y α1, α2 son acoplamientos. Esta teoŕıa admite una
solución de agujero negro asintóticamente AdS de la forma

ds2 = −f(r)dt2 + f−1(r)dr2 +
r2

l2
d~x2, f(r) =

r2

l2

(
1− rD−1

h

rD−1

)
,

como sucede frecuentemente en teoŕıas de gravedad superior las escalas de longitudes
están relacionadas por el polinomio

l2(l2 − l20) +
(D − 4)(D − 1)

D − 2
(Dα1 + α2) l20 = 0.

Para encontrar vB pasamos esta métrica a coordenadas de Kruskal e imponemos el
ansatz de la onda de choque, la componente uu de las ecuaciones de movimiento

toma la forma (3.39) con f(r) = h(r) = r2

l2

(
1− rD−1

0

rD−1

)
. Expandiendo el tensor G

expĺıcitamente se obtiene

Gµν = Rµν −
1

2
gµνR−

(D − 1)(D − 2)

2l20
gµν + 2α1

(
Rµν −

1

4
gµνR + gµν�−∇µ∇ν

)
R

+α2

[
(gµν�−∇µ∇ν)R + �

(
Rµν −

1

2
gµνR

)
+ 2

(
Rµσνρ −

1

4
gµνRσρ)

)
Rσρ

]
,

pasando a coordenadas de Kruskal y usando el ansatz de la onda de choque la com-
ponente ûû ecuación de movimiento toma la forma(

l2

r2
h

∂i∂
i − (D − 1)(4Dα1 + (D + 2)α2)− 2l2

2α2l2

)(
l2

r2
h

∂i∂
i − (D − 1)(D − 2)

2l2

)
h(x),

∝ −(D − 1)

4α2

1

l2
lEe2πtw/βδD−2(x), (3.67)

Para resolver esta ecuación separamos los dos factores en dos ecuaciones diferenciales
distintas

(∂i∂
i)q(x) = ηδD−2(x),

(∂i∂
i − a2

2)h(x) = q(x),
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donde η, a1 y a2 se pueden leer de (3.67). Notando que la ecuación de q es la ecuación
de la función de Green de h se obtiene

q(x) = − η

2a1

e−a1|x|,

h(x) =
η

4a1a2

∫ ∞
−∞

dyΘ(y)e−a1y−a2|x−y| = − η

2a1a2

a1e
−a2x − a2e

−a1x

a2
1 − a2

2

. (3.68)

El resultado (3.68) nos dice que al tener ecuaciones de movimiento con cuatro deriva-
das la solución del perfil de la onda de choque incluye dos exponenciales. Siguiendo
la interpretación del dual gravitacional se concluye que en este caso tenemos dos
velocidades de mariposa distintas

v
(1)
B =

√
D − 1

2(D − 2)
, (3.69)

v
(2)
B =

√
D − 1

2(D − 2)

√
(D − 1)(D − 2)α2

(D − 1)(2(Dα1 + (D + 2)α2)− 2l2
, (3.70)

la ecuación (3.69) es la que se obtiene en la teoŕıa de Einstein-Hilbert, (3.53), mientras
que (3.70) proviene de aumentar el orden en las derivadas de la métrica.

Las teoŕıas de orden superior en la curvatura normalmente tienen más modos de esṕın
2 propagándose además del gravitón, en el caso de la teoŕıa (3.66) aparece un modo

adicional de esṕın 2 con masa M = 2(D−1)(Dα1+α2)−l2
α2l2

. En términos de dicha masa se
puede reescribir la velocidad de mariposa (3.70) como [59]

v
(2)
B =

√
D − 1

2(D − 2)

1√
1 + 2l2

(D−1)(D−2)
M2

,

esto hace claro que la nueva velocidad es menor que aquella de la teoŕıa de Einstein.
Aśı, el cono creado por (3.53) sigue siendo el que define la cota del caos y tenemos que
cuando M = 0 ambas velocidades coinciden. Para entender el significado de las dos
velocidades de la mariposa conviene regresar a la correspondencia campo-operador.
Sabemos que la métrica en AdS funciona como la fuente del tensor enerǵıa momento
en la teoŕıa de campos, sin embargo, cuando las ecuaciones de movimiento de un
campo en la teoŕıa de gravedad tienen mayores derivadas dicho campo podŕıa ser
fuente de distintos operadores en la teoŕıa dual. En este caso tanto el gravitón como
el modo masivo de esṕın 2 excitan operadores en la frontera a través de la métrica
y obtenemos dos velocidades de mariposa distintas. Cuando M = 0 los dos modos
excitan un sólo campo con la misma dimensión conforme en la teoŕıa de campos y la
velocidad de mariposa coincide.

La teoŕıa de Gauss-Bonnet, que revisamos en la sección 2.2, es un caso especial de
teoŕıas de orden superior en la curvatura ya que aunque contiene términos de O(R2)
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las ecuaciones de movimiento son de segundo orden. Aśı, sólo hay una velocidad de
la mariposa que difiere de la de Einstein por un factor

v
(GB)
b =

√
1 +
√

1− 4λGB
2

√
D − 1

2(D − 2)
, (3.71)

donde λGB es la constante que aparece multiplicando al término de Gauss-Bonnet
(2.22). Para D=4 (3.71) excede la velocidad de la luz cuando λGB < −3

4
, sin embargo,

se ha mostrado usando argumentos de conservación de enerǵıa que la teoŕıa de Gauss-
Bonnet viola causalidad en la frontera en la región λGB < −0.36 [13].

Otra teoŕıa donde resulta interesante calcular estas cantidades es en gravedad cua-
sitopológica, que revisamos en la sección 2.2.1. Desde el punto de vista holográfico
esta teoŕıa se desarrolló en [12] con la intención de tener términos cúbicos en R (esto
da lugar a un dual no supersimétrico) mientras las ecuaciones de movimiento linea-
lizadas son iguales a las de Einstein en un fondo de agujero negro asintóticamente
AdS. La presencia de términos de orden O(R3) afecta la propagación de la onda de
choque aunque las ecuaciones linealizadas coincidan con las de Einstein y el efecto
de la curvatura mayor se manifiesta otra vez en las dos velocidades de mariposa. El
cálculo de vB se realizó en [60, 61] donde se concluyó que

v
(1)
B =

1

3f∞

(
1−

√
1 + 144(8λ− 3)µ

)
,

v
(2)
B =

1

3f∞

(
1 +

√
1 + 144(8λ− 3)µ

)
,

donde µ es el acoplamiento del término de orden O(R3) (2.27).

A lo largo de este caṕıtulo enunciamos resultados ya establecidos acerca del efec-
to mariposa y la correspondencia holográfica de modo que en el siguiente caṕıtulo
podamos usarlos para explicar los cálculos de este trabajo.
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Caṕıtulo 4

Resultados

En este caṕıtulo comenzaremos revisando la teoŕıa analizada en [18] que contiene un
campo escalar conformalmente acoplado a gravedad de Lovelock y un campo de Max-
well. Esta teoŕıa cuenta con pelo secundario debido al campo escalar y nos permite
estudiar la velocidad de mariposa para una teoŕıa dual a una CFT que vive en una
esfera. En la sección 4.2 probaremos una generalización del resultado de [57] para la
cota a la velocidad de mariposa en teoŕıas duales a agujeros negros con horizontes
esféricos que respetan la condición de enerǵıa nula. En la última sección 4.3 revisa-
remos los resultados de estudiar el caos holográfico en la teoŕıa que revisamos en la
primera sección, además haremos un análisis de la termodinámica extendida de los
agujeros negros en las diferentes teoŕıas para hacer una comparación con los resulta-
dos de [53]. Por último en la sección 4.4 concluimos el trabajo y mencionamos algunas
direcciones para trabajo futuro.

4.1. Materia Conforme

En los caṕıtulos anteriores hemos revisado geometŕıas que son solución de un espacio-
tiempo cuya materia se acopla mı́nimamente a la gravedad. En esta sección revisare-
mos la teoŕıa, desarrollada en [15], que resulta de acoplar un campo escalar de manera
conforme a una teoŕıa de gravedad de Lovelock.

La manera más sencilla de acoplar un campo escalar a una teoŕıa de gravedad es me-
diante el acoplamiento mı́nimo,

∫
d4x
√
−g∂µφ(x)∂µφ(x). Sin embargo, este término

no agrega pelo extra al agujero negro, la forma de acoplar el campo escalar que ve-
remos a continuación nos permite ir más allá del teorema de no-pelo y aśı introducir
más parámetros al agujero negro. Esta teoŕıa fue desarrollada en [15] y consiste en
acoplar el campo escalar de manera que el término del acoplamiento tenga simetŕıa
conforme. La construcción de la acción para el campo escalar sigue una forma similar
a la de los términos de Lovelock que vimos en la sección 2.2. Comenzamos definiendo
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un tensor construido en base al campo escalar φ(x) que conserva las simetŕıas del
tensor de Riemann

Scdab = φ2Rcd
ab +

4

s
δ

[c
[a∇b]∇d]φ+

4(1− s)
s2

δ
[c
[a∇b]φ∇d]φ− 2

s2
δ

[c
[aδ

d]
b]∇eφ∇eφ, (4.1)

como hemos visto las transformaciones de Weyl cambian a la métrica mediante gab →
e2Ω gab. Al pedir que el campo escalar tenga un peso conforme s de modo que φ→ esΩ φ
se obtiene Scdab → e2(s−1)ΩScdab [14] y podemos construir una acción tal que la parte en
la que aparece el campo escalar tenga invariancia conforme con la combinación:

Iφ =
1

16πG

∫
M
ddx
√
−g

[D−1
2 ]∑

k=0

1

2k
δµ1ν1···µkνk
α1β1···αkβk

[
akR

α1β1
µ1ν1
· · ·Rµkνk

αkβk
+ bkφ

mkSα1β1
µ1ν1
· · ·Sµkνkαkβk

]
,

(4.2)

donde mk = 2k(1−s)−D
s

. Además de este contenido de campos es posible agregar un
término electromagnético dado por

IA = −1

4

∫
M
ddx
√
−gF µνFµν , (4.3)

I = Iφ + IA + IB, (4.4)

donde IB denota el término que se tiene que agregar para tener un problema varia-
cional bien definido [14] de la misma forma que el término de Gibbons-Hawking (2.4)
en gravedad de Einstein. La parte gravitacional de la acción (4.2) es el término de
Lovelock, (2.20), mientras que el segundo término consiste en potencias de Sαβµν que se
combinan de la misma forma que lo hace R en la acción de Lovelock salvo un factor
de φmk que es necesario para conservar la invariancia conforme.

Para estudiar de manera más clara esta teoŕıa se pueden poner valores a las constantes
de modo que se obtenga la acción de un campo escalar conformalmente acoplado [20]

s = 1− d

2
, a0 = −2Λ , a1 = 1 , b0 = −16πG

λ

d!
, b1 = −16πG,

I[g, φ] =

∫
M
dDx
√
−g
[

R

16πG
− Λ

8πG
− ∂µ∂µφ−

D − 2

4(D − 1)
φ2R− λ

D!
φ

2D
D−2 +O[R2]

]
Desarrollando de manera similar el término cuadrático de la acción se obtiene (a2 +
b2φ

D−4)(R2 − 4RµνR
µν + RµνρσR

µνρσ) + O[(φ′′2], este término es similar a uno que
aparece como la segunda corrección a la acción efectiva de bajas enerǵıas en teoŕıa
de cuerdas [15].

Algunas soluciones a esta teoŕıa fueron estudiadas en [15, 16, 17], en este trabajo nos
interesan aquellas que tengan en su espacio de soluciones agujeros negros asintótica-
mente AdS ya que son un buen escenario para ser estudiadas en el contexto de la
correspondencia holográfica. En lo que resta de esta sección seguimos el análisis de
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[18] de modo que fijamos el peso conforme a s = −1. Aśı, se obtiene una solución de
agujero negro cuya métrica está dada por

ds2 = −F (r)dt2 +
dr2

F (r)
+ r2dΣD−2,σ , φ(r) =

N

r
,

donde σ ∈ {−1, 0, 1} corresponde a un horizonte con topoloǵıa hiperbólica, plana
y esférica respectivamente. Es conveniente reescalar las constantes de acoplamiento
gravitacionales de la forma

α0 =
a0

(d− 1)(d− 2)
, α1 = a1, αk = akΠ

2k
n=3(d− n) Para k ≥ 2.

Aśı, de manera similar que en gravedad de Lovelock (2.24), la función F (r) queda
determinada por un polinomio dado por

kmax∑
k=0

αk

(
σ − F (r)

r2

)k
=

16πGM

(d− 2)Σσ
d−2r

d−1
+
H

rd
− 8πG

(d− 2)(d− 3)

Q2

r2d−4
, (4.5)

donde las constantes H y Q miden la intensidad de los campos y se definen a través
de las siguientes relaciones

F =
Q

rd−2
dt ∧ dr, H =

kmax∑
k=0

(d− 3)!

(d− 2(k + 1))!
bkσ

kNd−2k. (4.6)

Otras condiciones que surgen de las ecuaciones de movimiento son:

kmax∑
k=1

kbk
(d− 1)!

(d− 2k − 1)!
σk−1N2−2k = 0, (4.7)

kmax∑
k=1

(d− 1)!(d(d− 1) + 4k2)

(d− 2k − 1)!
σk−1N2−2k = 0, (4.8)

al ser N la única incógnita, estas ecuaciones dan constricciones sobre los valores
permitidos de las constantes de acoplamiento bk. Cabe notar que la constante H puede
tomar valores positivos o negativos para horizontes con topoloǵıa esférica. El análisis
de [19] nos dice que la configuración termodinámicamente estable para agujeros negros
en 5-dimensiones con calor espećıfico positivo es aquella que tiene H < 0.

Para horizontes planos, σ = 0, la ecuación (4.6) implica que recuperamos la solución
que teńıamos desde gravedad de Lovelock por lo que de aqúı en adelante cuando
tomemos en cuenta el efecto del campo escalar nos enfocaremos sólo en el caso donde
σ = 1. La ecuación (4.5) tiene (D − 1)/2 ráıces reales aunque sólo una de ellas da
lugar a una solución que tiene sentido f́ısico y lleva a la solución de Einstein-Hilbert
con simetŕıa esférica cuando apagamos las constantes ak>1. Este comportamiento es
análogo a la rama de Einstein-Hilbert en gravedad de Lovelock.

72



4.1.1. Termodinámica

La termodinámica de la familia de agujeros negros definidos por (4.5) tiene masa,
temperatura y entroṕıa dadas por [18]

M =
Σσ
d−2Q

2

2(d− 3)rd−3
0

−
(d− 2)Σσ

d−2H

rd−2
0

+
(d− 2)Σσ

d−2

16πG

kmax∑
k=0

αkσ
krd−2k−1

0 ,

T =
1

4πr0D(r0)

[
H

rd−2
0

− 8πGQ2

(d− 2)r
2(d−3)
0

+
kmax∑
k=0

σαk(d− 2k − 1)

(
σ

r2
0

)k−1
]
,

S =
Σσ
d−2

4G

[
kmax∑
k=1

(d− 2)kσk−1αk
d− 2k

rd−2k
0 − d

2σ(d− 4)
H

]
, (4.9)

donde

D(r0) =

kmáx∑
k=1

kαk

(
σ

r2
0

)k−1

, Φ =
Σσ
d−2

(d− 3)rd−3
0

. (4.10)

Tomando en cuenta la forma de la acción del campo escalar la entroṕıa del agujero
negro se calcula usando la fórmula de Wald (2.26). Podemos ver de (4.9) que el
término electromagnético no da ninguna contribución extra a la entroṕıa mientras
que el campo escalar si la modifica debido a la presencia de productos de Rγδ

αβ en la

construcción del tensor Sγδαβ (4.1).

Al analizar el conjunto de teoŕıas descritas por (4.5) usando la primera ley extendida,
donde la masa se entiende como la entalṕıa en lugar de la enerǵıa [40], se identifica la
constante cosmológica con la presión y su variable conjugada con el volumen termo-
dinámico. De la misma forma, para gravedad de Lovelock, se le asocia a la constante
de acoplamiento αk>1 una variable termodinámica Ψ(k). Tomando en cuenta estas
contribuciones, aśı como las del campo escalar, se obtiene la primera ley [18]

δM = TδS + ΦδQ+
∑
k

Ψ(k)δαk +
∑
k

K(k)δbk, (4.11)

donde se define

ψ(k) =
Σσ
d−2(d− 2)

16πG
σk−1rd−2k

0

[
σ

r0

− 4πkT

d− 2k

]
, (4.12)

K(k) = −
Σσ
d−2(d− 2)!

16πG
σk−1Nd−2k

[
σ

(d− 2(k + 1)!r0

+
4πkT

(d− 2k)!

]
. (4.13)

Además de la primera ley se puede obtener el análogo a la relación de Euler en
termodinámica observando como escalan las diferentes constantes de acoplamiento
en la acción. Esto da lugar a la relación de Smarr dada por [18]

(d− 3)M = (d− 2)TS + (d− 3)ΦQ+
∑
k

2(k− 1)ψ(k)αk + (d− 2)
∑
k

K(k)bk, (4.14)
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En la sección 4.1 calcularemos las velocidades de mariposa de las diferentes configu-
raciones de los campos en (4.5). Dado que el campo conforme sólo tiene efecto para
σ 6= 0 en lo que resta de este caṕıtulo nos enfocaremos en el caso del horizonte con si-
metŕıa esférica σ = 1. Enfocándonos en esta familia de agujeros negros en la siguiente
sección encontraremos una cota para la velocidad de mariposa.

4.2. Cota a la velocidad de mariposa en una esfera

Como vimos en el caṕıtulo anterior, existen otras dualidades además de la que hay
entre AdS en coordenadas de Poincaré y la teoŕıa conforme en Minkowski. En parti-
cular la teoŕıa de cuerdas IIB en AdS Global es dual a una CFT en un el universo
estático de Einstein, R×S3. Este último caso también tiene su generalización a tem-
peratura finita cuando colocamos un agujero negro con horizonte esférico en AdS
global. Aśı, el comportamiento caótico que estudiaremos en horizontes con topoloǵıa
esférica corresponde al de una teoŕıa de campos a temperatura finita en una 3-esfera.
El espacio-tiempo más sencillo donde podemos calcular la velocidad de mariposa con-
siderando la topoloǵıa esférica en gravedad de Einstein es el de AdS-Schwarszchild1

ds2 = −
(

1 +
r2

L2
− M

r2

)
dt2 +

dr2

1 + r2

L2 − M
r2

+ r2dΩ2
3, (4.15)

donde dΩ2
3 = dθ2

1 + sin2(θ1)dθ2 + sin2(θ1) sin2(θ2)dθ2
3 es el elemento de ĺınea de una

esfera unitaria 3-dimensional. Siguiendo el procedimiento del caṕıtulo anterior obte-
nemos la misma ecuación de movimiento (3.40) excepto que esta vez el operador �
es el correspondiente en coordenadas esféricas. Usando la fórmula (3.52) obtenemos
la velocidad de mariposa

v
(Schw)
b

2
=

1

3r2
0

(2r2
0 + L2). (4.16)

Usando la ecuación (3.64) con las respectivas cantidades termodinámicas obtenemos

1

2

TS

PV
=

1

2

(
1

2πr0
+ r0

L2π

)(
πr3

0

3G

)
(

1
L2

) ( r4
0

4G

) = v
(Schw)
b

2
, (4.17)

este resultado sirve para apuntar hacia un comportamiento parecido entre el caso del
horizonte planar y el horizonte esférico a pesar de la ambigüedad de la interpretación
en este último caso. Al igual que en agujeros negros con horizonte plano, el espacio-
tiempo del agujero negro no es la configuración termodinámicamente estable de la
teoŕıa para cualquier valor de la temperatura debido a que su enerǵıa libre no corres-
ponde a un mı́nimo, como revisamos en la ecuación (2.19). En el caso del horizonte

1Cambiamos de notación con respecto a la sección anterior sustituyendo 4GM →M para facilitar
los cálculos, el procedimiento y resultado sigue siendo el mismo.
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con topoloǵıa esférica para tener un agujero negro estable es necesario que L2

2
≤ r2

0

[62]. Por otro lado, la ecuación (4.16) impone restricciones en el valor del radio del
horizonte ya que para respetar causalidad vb no puede ser mayor a uno: L ≤ ro por lo
que no hay velocidades de mariposa mayores a uno que correspondan a una solución
de agujero negro estable.

Siguiendo los pasos de [57] probaremos que para teoŕıas con horizonte esférico que res-
petan la condición de enerǵıa nula la velocidad de mariposa está acotada por aquella
del espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild en gravedad de Einstein (4.16). Para esto,
tomamos una métrica general de agujero negro asintóticamente AdS con horizonte
cuya topoloǵıa es esférica

ds2 = −
(

1 +
r2

L2

)
f(r)dt2 +

dr2(
1 + r2

L2

)
f(r)

+ r2dΩ2
3,

donde f(r) contiene la información del contenido de materia de la teoŕıa. Factorizar

la métrica de la forma
(

1 + r2

L2

)
f(r) nos permite imponer las condiciones de frontera

a AdS global

ĺım
r→∞

f(r) = 1 , f(r0) = 0.

Para simplificar el cálculo cambiamos las coordenadas a z = L2

r
y obtenemos la

métrica

ds2 = −F (z)dt2 +
L4

z4

dz2

F (z)
+
L4

z4
dΩ2

3 (4.18)

= −
(

1 +
L2

z2

)
f(z)dt2 +

L4

z4

dr2(
1 + L2

z2

)
f(z)

+
L4

z4
dΩ2

3, (4.19)

donde vamos a considerar funciones de la forma

F (z) = 1 +
L2

z2
− Mz2

L2
+O(z3). (4.20)

la frontera en estas coordenadas está en z = 0 y las condiciones de frontera se vuelven
f(0) = 1, f(z0) = 0. La condición de enerǵıa nula (NEC por sus siglas en inglés)
establece que para cualquier vector nulo kµ

Tµνk
µkν ≥ 0

donde Tµν es el tensor de enerǵıa momento de la teoŕıa. Usando la ecuación de Einstein
y que el vector kµ es nulo kµkµ = 0 podemos reescribir la NEC como

kµkν(Tµν) = kµkν(Rµν −
gµν
R

) = kµkνRµν ≥ 0 (4.21)
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Para simplificar el cálculo es útil definir el vector k con la siguiente expresión

k =
1√
f(z)

(
L2

z2
, 0,

√
f(z)

(
1 +

L2

z2

)
, 0, 0

)
.

sustituyendo esta expresión en (4.21) y haciendo el cálculo expĺıcito obtenemos2

Rµνk
µkν =

(L2 + z2)

2z3

(
f ′′(z)(z2 + L2)z + 4z + (z3 − 3L2)f ′(z)− 4zf(z)

)
≥ 0

el término entre paréntesis es igual a

d

dz

{
z5 d

dz

[(
1

z2
+
L2

z4

)
f(z)

]
+ 2z2

}
= b(z) ≥ 0, (4.22)

donde definimos la función b(z) para expresar a f(z) en términos de sus integrales.
Notamos que la derivada del término entre corchetes se puede escribir como

d

dz

[(
1

z2
+
L2

z4

)
f(z)

]
=

d

dz

(
F (z)

z2

)
(4.23)

con F (z) dado por (4.20). Integrando una vez se obtiene∫ z

ε

b(z′)dz′ = z5 d

dz

(
F (z)

z2

)
− c1 + 2z2, (4.24)

donde

c1 = z5 d

dz

(
F (z)

z2

) ∣∣∣∣
z=0

= z5 d

dz

(
1

z2
+
L2

z2
− M

L2
+O(z)

) ∣∣∣∣
z=0

(4.25)

= z5

(
−2

z3
− 4L2

z5
+O(z0)

) ∣∣∣∣
z=0

= −4L2. (4.26)

Al despejar z5 se obtiene

1

z5

∫ z

ε

b(z′)dz′ =
d

dz

(
F (z)

z2

)
+

4L2

z5
+

2

z3
, (4.27)

Integramos una vez más ahora con un corte inferior que llamamos ε∫ z

ε

∫ z′

0

b(z′′)

z′5
dz′ dz′′ =

∫ z

ε

B(z′)dz′ =
F (z)

z2
− c2 −

L2

z4
+
L2

ε4
− 1

z2
+

1

ε2
(4.28)

2Esta ecuación es la única que se obtiene de la NEC. Aunque tomemos vectores nulos en las otras
direcciones obtenemos la misma ecuación diferencial salvo un factor global de sen2(θi) aśı que no
tenemos nueva información porque sen2(θi) ≥ 0.
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donde definimos B(z′) =
∫ z′

0
bz′′

z′5
dz′′ y c2 está dado por

c2 =
F (ε)

ε2
=

1

ε2
+
L2

ε4
− M

L2
+O(ε),

sustituyendo vemos que los términos divergentes cuando ε→ 0 se cancelan∫ z

ε

B(z′)dz′ =
F (z)

z2
+
M

L2
− L2

z4
− 1

z2
+O(ε). (4.29)

Mandamos ε → 0 y despejamos F (z) en términos de la función f1(z) = z2

L2F (z) ya
que la la velocidad de mariposa está dada por v2

b = −z0
6
f ′1(z0).

f1(z) = 1 +
z2

L2
− M

L4
z4 +

z4

L4

∫ z

0

B(z′)dz′. (4.30)

Usando la condición de frontera f1(z0) = 0 se puede despejar el valor de M para
obtener.

f1(z) = 1 +
z2

L2
+
z4

L4

∫ z

0

B(z′)dz′ − z4

z4
0

(
1 +

z2
0

L2
+
z4

0

L4

∫ z0

0

B(z′)dz′
)
. (4.31)

Escribiendo z0 = L2

r0
, la velocidad de mariposa se vuelve

v2
b =
−z0

6
f ′1(z0) =

1

r2
0

(
2r2

0 + L2 − r0

2

∫ z0

0

b(z′)dz′
)
. (4.32)

Como b(z) es una función positiva, la ecuación anterior da una cota a la velocidad de
mariposa cuyo valor máximo corresponde al caso de AdS-Schwarzchild

v2
b = −z0

6
f ′1(z0) =

1

r2
0

(
2r2

0 + L2 − r0

2

∫ z0

0

b(z′)dz′
)
≤ 1

r2
0

(
2r2

0 + L2
)

= v2
b

(Schw)
.

(4.33)

donde v
(Schw)
b es la velodidad de mariposa del espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild

(4.16). De acuerdo a esta cota el efecto de agregar materia a un agujero negro esférico
es el de disminuir la velocidad de mariposa de la teoŕıa dual. Este resultado es análogo
al que Mezei llegó en [57] donde sólo se enfocó en el caso plano.

Para teoŕıas con mayores derivadas en la curvatura la deducción de esta sección se
tiene que modificar ya que en la ecuación donde usamos la condición de enerǵıa
nula (4.21) apareceŕıa el tensor Gmn correspondiente. Incluso al tomar el siguiente
paso considerando gravedad de Gauss-Bonnet el desarrollo de esta sección no arroja
automáticamente una cota relacionada con la velocidad de mariposa.
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4.3. Velocidad de mariposa en acoplamiento con-

forme

Dadas las soluciones de la teoŕıa, sólo falta hacer el cálculo de la velocidad de mari-
posa en los distintos contenidos de materia de Einstien-Hilbert y Gauss-Bonnet para
horizontes con topoloǵıa esférica. En las tablas 4.1, 4.2 vemos los resultados de este
cálculo aśı como la temperatura y entroṕıa del agujero negro.

Einstein-Hilbert
σ = 1

Q = 0, H = 0 Q 6= 0, H = 0 Q = 0, H 6= 0 Q 6= 0, H 6= 0

F (r) 1− 4GM
r2 + r2

L2 F (r)
(σ=1)
EH + 4GπQ2

3r4 F (r)
(σ=1)
EH − H

r3 F (r)
(σ=1)
EH − H

r3 + 4GπQ2

3r4

T 1
2πr0

+ r0
L2π

T
(σ=1)
EH − 2GQ2

3r5
0

T
(σ=1)
EH + H

4πr4
0

T
(σ=1)
EH + H

4πr4
0
− 2GQ2

3r5
0

S
πr3

0

3G
S

(σ=1)
EH S

(σ=1)
EH − 5πH

2G
S

(σ=1)
EH − 5πH

2G

v2
b

1
3

(
2 + L2

r2
0

)
v

(σ=1)
EH

2
− 4GL2πQ2

3r6
0

v
(σ=1)
EH

2
+ L2H

6r5
0

v
(σ=1)
EH

2
+ L2H

6r5
0
− 4GL2πQ2

3r6
0

Tabla 4.1: Temperatura, entroṕıa y velocidad de mariposa para diferentes contenidos
de materia en gravedad de Einstein-Hilbert (α0 = 1

L2 , α1 = 1, αk>1 = 0), expresiones

obtenidas de (3.38), (4.5) y (4.9). La notación A
(σ=1)
EH se refiere a que la cantidad A

está calculada en el vaćıo de Einstein-Hilbert con σ = 1.

Vemos que las contribuciones de los campos a (el cuadrado de) la velocidad de ma-
riposa son aditivas de la misma forma que para las cantidades termodinámicas. En
particular, el efecto tanto del campo electromagnético como del campo escalar, para
H < 0, es de disminuir la velocidad de mariposa como esperábamos dado que su
espacio-tiempo cumple la condición de enerǵıa nula.

En gravedad de Gauss-Bonnet es necesario cambiar la forma de la métrica a

ds2 = −N2F (r) + F (r)−1dr2 + r2dΣD−2,σ,

donde la constante N fija la velocidad de la luz en la frontera del espacio-tiempo.
En particular, dicha velocidad se fija a uno cuando la constante toma el valor N2 =
1
2

(
1 +
√

1− 4λ
)

[43]. Este cambio se ve reflejado en la temperatura y la velocidad de
mariposa del agujero negro que adquieren un factor de N .

Gauss-Bonnet
σ = 1

Q = 0, H = 0 Q 6= 0, H = 0

F (r) 1 + r2

2L2λ
−
√
r2+16GL2λM

2L2λ
1 + r2

2L2λ
−
√

3r6−16GL2πQ2λ+48GL2Mr2λ−12r6λ

2
√

3L2rλ

T/N r0
2π(r2

0+2L2λ)
+

r3
0

L2π(r2
0+2L2λ

T
(σ=1)
GB − 2GQ2

3r5
0+6L2r3

0λ

S
πr3

0

3G
+ 2πL2r0λ

G
S

(σ=1)
GB

M
r2
0

4G
+

r4
0

4GL2 + L2λ
4G

M
(σ=1)
GB + πQ2

3r2
0

v2
b N2 L2+2r2

0

3(r2
0+2L2λ)

v
(σ=1)
GB

2
−N2 4GL2πQ2

9r4
0(r2

0+2L2λ
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Gauss-Bonnet
σ = 1

Q = 0, H 6= 0 Q 6= 0, H 6= 0

F (r)
1 + r2

2L2λ
−√

3r6+12HL2λr+48GL2Mλr−12λr6−16πGL2λQ2

2L2λ
√

3r

1 + r2

2L2λ
−√

3r6+12HL2λr+48GL2Mλr−12λr6−16πGL2λQ2

2L2λ
√

3r

T/N T
(σ=1)
GB + L2H

4L2πr4
0+8πL4λr2

0
T

(σ=1)
GB + L2H

4L2πr4
0+8πL4λr2

0
− 2GQ2

3r5
0+6L2r3

0λ

S S
(σ=1)
GB − 5πH

2G
S

(σ=1)
GB − 5πH

2G

M M
(σ=1)
GB − H

4Gr0
M

(σ=1)
GB − H

4Gr0
+ πQ2

3r2
0

v2
b v

(σ=1)
GB

2
+N2 L2H

6r3
0(r2

0+2L2λ)
v

(σ=1)
GB

2
+N2 L2H

6r3
0(r2

0+2L2λ)
−N2 4GL2πQ2

9r4
0(r2

0+2L2λ

Tabla 4.2: Temperatura, entroṕıa y velocidad de mariposa para diferentes contenidos
de materia en gravedad de Gauss-Bonnet (α0 = 1

L2 , α1 = 1, α2 = λL2, αk>2 = 0),
expresiones obtenidas de (3.38), (4.5)y (4.9).

En este caso sólo la función F (r) no cambia aditivamente al agregar los campos de
materia mientras que el resto de las cantidades termodinámicas si lo hacen. Dado que
es necesario que 1− 4λGB > 0 para obtener un espacio asintóticamente AdS el efecto
de pasar a gravedad de Gauss-Bonnet es el de disminuir la velocidad de mariposa ya
que N < 1, esto parece ser un comportamiento que continúa al tomar más términos
de la acción de Lovelock [65]. Cabe notar que en el ĺımite de λ → 0 se recupera el
resultado de Einstein-Hilbert para todas las cantidades de la tabla 4.2.

Una diferencia notable del caso planar al esférico es que cuando σ = 0 la velocidad
de mariposa sólo cambia adquiriendo el factor de N2 al cambiar de gravedad de
Einstein a Gauss-Bonnet, es decir vσ=0

GB = Nvσ=0
GB , mientras que podemos ver que

desde el espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild esto no es el caso en σ = 1 ya que
el denominador adquiere también una dependencia del acoplamiento λ mediante el
término 2L2λ.

Podemos explicar este cambio de comportamiento regresando a la fórmula propuesta
en [53]

v2
b =

TS

2PV
. (4.34)

Dicha fórmula sólo es válida para horizontes planares y la motivación original para
encontrarla se basó en que la expresión para la velocidad de mariposa, usando la
notación de la sección 3.4, está dada por

v2
B =

√
h1

f1

2πL2

(D − 2)ρ0

T. (4.35)

Aśı, para escribir la velocidad en términos de cantidades termodinámicas basta con

encontrar una combinación que sea igual al factor
√

h1

F1

2πL2

(D−2)ρ0
y multiplicarla por

la temperatura. En teoŕıas donde la entroṕıa es proporcional al área del horizonte
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basta con dividir entre el volumen multiplicado por la presión para obtener (4.35).
Sin embargo, en el caso esférico la entroṕıa comienza a tener contribuciones diferentes
al área del horizonte en gravedad de Gauss-Bonnet mediante el término 2πL2r0λ

G
de la

ecuación (4.9) que, aún con la termodinámica extendida, no puede ser cancelado por
una combinación evidente de cantidades termodinámicas de modo que se conserve
el término de h1 en el numerador de (4.35) con el factor apropiado. Este mismo
comportamiento se observa aún en gravedad de Einstein-Hilbert donde la contribución
extra a la entroṕıa viene de la acción del campo escalar. Aśı, vemos que aunque los
términos de orden superior en la curvatura contenidos en la acción del campo escalar
no tienen un efecto en la ecuación del perfil de onda (3.38), estos śı cambian la
ecuación (4.35) y resultan en que no se pueda cumplir.

4.4. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo nos enfocamos en estudiar el efecto mariposa en la teoŕıa conformal-
mente acoplada (4.2) como un escenario de partida para calcular cantidades caóticas
en un contexto que no sea ha estudiado antes y que permite comparar teoŕıas de
gravedad de orden superior con un contenido de materia similar. La motivación ori-
ginal para estudiar esta teoŕıa fue el hecho de que la parte de la acción que tiene al
campo escalar contiene combinaciones del tensor de Riemann que pueden dar lugar
a términos de orden superior en derivadas de la curvatura. Dado que la forma de la
onda de choque está basada en argumentos f́ısicos, la parte de materia sólo sufre el
corrimiento f(x) de modo que dichos términos se agrupan en el tensor de enerǵıa
momento y no se toman en cuenta en el tensor Gab (3.38). Aún sin contribuciones
extra a la solución de la ecuación diferencial f(x) encontramos que la velocidad de
mariposa se comporta de manera diferente a las que previamente se hab́ıan calcula-
do. Concretamente esta no admite una expresión en términos de la fórmula (4.35)
y puede exceder la velocidad de AdS-Schwarzchild para cargas positivas del campo
escalar. Basado en este resultado deducimos una cota a la velocidad de mariposa para
horizontes con topoloǵıa esférica en espacios-tiempos donde se respeta la condición de
enerǵıa nula. Existen diversos resultados de caos holográfico donde aparece la condi-
ción de enerǵıa nula, por una parte aparece en la cota análoga a la de este trabajo en
espacio-tiempo plano. Además de ésta la condición de enerǵıa nula surge como una
cota distinta dada en términos de cantidades termodinámicas en [53], y por último en
un resultado reciente [63] se usa la NEC para tratar las transiciones de fase cuánticas
en teoŕıas de conductores-aislantes. Seŕıa interesante explorar en trabajos futuros si
alguna de estas conexiones tiene su análogo en el caso esférico.

El estudio del efecto mariposa en agujeros negros con horizontes de topoloǵıa esférica
no es muy abundante. Esto se debe en parte a que, como mencionamos alrededor de
la ecuación (3.51), su interpretación no es tan clara como en el caso plano ya que no
existe una deducción en términos de correladores de 4-puntos. La necesidad de ir al
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ĺımite |~x| >> 1 restringe el estudio a los puntos antipodales. Aún con esta restricción
el paralelo que existe entre el comportamiento planar y el esférico, por ejemplo en
la cota de velocidad de mariposa (??), sugiere que el estudio de esta topoloǵıa vale
la pena. El hecho de que aparezca la frecuencia del modos cuasi-normales (3.51) nos
indica que puede haber una conexión más directa entre el tiempo de disipación y el
de mezcla. En particular para un trabajo futuro se podŕıa calcular el correlador de
cuatro puntos siguiendo la deducción de [51] para obtener la forma expĺıcita en la que
se relaciona la onda de choque con el crecimiento exponencial de C(t, x), esto daŕıa
información acerca de la validez de las cantidades λL, vb para puntos intermedios.
Para realizar este cálculo es necesario saber la forma expĺıcita de los propagadores
bulto-frontera para campos escalares de manera similar a [51].

Seŕıa interesante estudiar todas las diferentes conexiones que se conocen en el caso de
horizonte planar y explorar si son válidas o no en el horizonte esférico. En el ĺımite
hidrodinámico se podŕıa calcular la cota que se encontró en [33] para las constantes de
difusión en términos de la velocidad de mariposa (3.60). El caso esférico se complica
ya que la expansión de modos hidrodinámicos no puede realizarse de la misma forma.
Siguiendo en el ĺımite hidrodinámico, el cálculo del salto de polo encontrado en [37, 38]
debeŕıa poder trasladarse al caso esférico, de coincidir daŕıa información más profunda
de la naturaleza de la transmisión de información en una teoŕıa fuerte acoplada en
un espacio compacto.

La teoŕıa de acoplamiento conforme no sólo funciona con Lovelock sino que también se
puede acoplar a un término gravitacional conocido como gravedad cuasi-topológica,
que revisamos en la sección 2.2.1, en este caso la ecuación gravitacional si cambia
su forma por lo que esperaŕıamos el comportamiento de dos velocidades de mariposa
distintas que surge cuando se consideran teoŕıas de orden superior en la curvatura.
La velocidad de mariposa para estas teoŕıas sólo se ha estudiado en el vaćıo de modo
que seŕıa útil tener resultados de cómo responde la nueva velocidad a la presencia de
materia.

Además de estas conexiones en [64] se calculó la velocidad de mariposa viendo que
sucede con la cuña de entrelazamiento (entanglement wedge) de una región muy gran-
de en la frontera. Para la teoŕıa (4.2) el cálculo de las superficies de Ryu-Takayanagi
no es trivial de modo que de coincidir estos resultados apuntaŕıa a una deducción
razonable de ambos problemas.
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