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Introduccion

Unas de las caracteristicas principales de la ciencia es que permite deducir resultados
complejos partiendo de principios sencillos. A lo largo de la historia se ha creido en
el caracter determinista de las leyes fisicas, esto quiere decir que si se conocen las
condiciones iniciales de un sistema, y la teoria correcta para describirlo, es posible
predecir su evolucion de manera precisa. De la mano de este argumento existe una
intuicion fuerte de que cuando ponemos a prueba una teoria con un par de problemas
que difieren muy poco entre si, las conclusiones resultantes tampoco deben de estar
separadas entre si. Este tipo de fenémenos son los mas comunes en la naturaleza, sin
embargo, existe una gran cantidad de sistemas donde esto no ocurre. Algunos de estos
fenémenos caen en el reino de la mecanica clasica en sistemas relativamente sencillos
como el movimiento de un péndulo doble. En este sistema, las ecuaciones de movi-
miento se pueden resolver, sin embargo, el movimiento del péndulo para posiciones
iniciales muy parecidas es muy distinto y se encuentra que es muy dificil predecir si,
por ejemplo, el péndulo dara una vuelta alrededor de alguno de sus ejes o si repetira
una trayectoria que recorrié previamente.

Debido a la dificultad para obtener predicciones en esta clase de fenémenos, se les
ha denominado sistemas cadticos, donde el término de caos sugiere que la dindmica
del sistema esta regida por un comportamiento casi aleatorio que da lugar a la gran
diferencia que se observa. Asi, a grandes rasgos, el caos se define como la suscepti-
bilidad de un sistema a sus condiciones iniciales. Uno de los casos mas famosos de
dicha susceptibilidad viene del estudio de ecuaciones diferenciales aplicadas a proble-
mas climatolégicos. Este fendmeno recibié el nombre de el efecto mariposa ya que las
caracteristicas cadticas parecian decir que un cambio dréastico en el estado de las con-
diciones del clima, como un huracan, podia aparecer al realizar un cambio pequeno,
como el aleteo de una mariposa.

Ademas de encontrarse en el mundo macroscépico el caos también se manifiesta en
sistemas cuanticos. La extraneza de la mecanica cudntica hace que los conceptos de
sistemas dindmicos no se puedan transferir de manera directa del mundo macroscépico
y todavia existe debate acerca de como medir la susceptibilidad a condiciones iniciales
en el formalismo de la mecanica cuantica. Aunque la pregunta de coémo es que el caos
se extiende al mundo cuantico pareceria ser solamente una curiosidad tedrica, se cree
que el comportamiento cadtico es necesario para que se pueda hablar de ensambles



termodinamicos como los conocemos actualmente. Esto se debe a que dicho com-
portamiento se encuentra detras de una de las hipétesis fundamentales de mecénica
estadistica, el teorema ergddico. Este teorema nos dice que podemos intercambiar el
analisis de la evolucién temporal de cada componente del sistema por un promedio
sobre el espacio fase a tiempo fijo. La idea principal detras de este intercambio es la
suposicién de que esperando suficiente tiempo los sistemas cruzan una infinidad de
veces todas las trayectorias con energia fija.

La manera actual de estudiar la naturaleza en su limite cudntico es mediante las
teorfas cudnticas de campo (QFT por sus siglas en inglés). Estas teorfas postulan que
las particulas son excitaciones de campos que permean el espacio-tiempo y, a través de
la teoria conocida como el modelo estandar, han logrado describir con mucha precisién
la fenomenologia de la fuerza electromagnética, la fuerza débil y la fuerza fuerte. Sin
embargo, no toda la fisica contenida en las interacciones de estas tres fuerzas puede
ser descrita mediante las teorias de campo. Esto se debe a que la manera en la que
se realizan los calculos de QFT es desarrollando sumas sobre interacciones en las que
los términos se van haciendo cada vez mas pequenos. Dentro del espacio donde este
desarrollo es valido se encuentran los mayores avances y predicciones de las teorias
de campos. Nos encontramos en esta regién, conocida como el limite de acoplamiento
débil, cuando la constante que mide la intensidad de interacciones de las particulas es
pequena. Por otro lado, cuando las interacciones que se suman no son cada vez mas
pequenas los métodos tradicionales no funcionan y decimos que estamos en el limite
de acoplamiento fuerte. Esta region de las QFTs no ha sido muy bien entendida a
pesar de que muchos de los fenémenos de interés, como algunos de los que suceden
en colisionadores de particulas, se encuentran dentro de este régimen.

El modelo estandar describe la naturaleza a la escala en la que las particulas funda-
mentales interactian, por otro lado, si nos vamos a escalas mucho mas grandes donde
la fuerza de gravedad domina la dindmica del sistema encontramos que la descrip-
cién correcta se puede explicar usando la teoria de la relatividad general de Einstein.
Al igual que las QFTs dicha teoria ha sido exitosa realizando predicciones como la
existencia de agujeros negros, ondas gravitacionales, explicar la precesion de la érbita
de mercurio, entre muchos otros resultados. El hecho de tener dos descripciones tan
exitosas de la naturaleza sugiere que la relatividad general es un caso particular de
una teoria de campos, sin embargo, la diferencia de la escala en la que ambas teorias
operan ha hecho imposible reconciliarlas y una formulacion satisfactoria de la fuerza
de la gravedad en términos de una teoria cudntica sigue sin ser encontrada. Uno de
los candidatos mas importantes para resolver el problema de la gravedad cuantica es
la teoria de cuerdas. Dicha teoria propone que los ingredientes fundamentales de la
naturaleza son cuerdas cuyos modos de vibracion dan lugar a las particulas funda-
mentales. Dentro de la teoria de cuerdas existe mucha libertad para agregar o quitar
algunas caracteristicas manteniendo una teoria consistente y aunque se han estudiado
diferentes combinaciones y ajustes de los parametros de modo que se puedan repro-
ducir el modelo estandar y la gravedad cuantica hasta ahora no se ha logrado esta



meta. Independientemente de si la teoria de cuerdas logra unificar la descripcién de
las fuerzas del universo en una sola teoria los resultados tedricos que se han desa-
rrollado estudiandola son muy valiosos para entender la naturaleza de las teorias de
campo y su conexion con las de gravedad.

En particular, una de las caracteristicas de teoria de cuerdas que llevé a explorar una
conexion entre teorias de campo y teorias de cuerdas es el parecido que existe entre
las amplitudes de dispersion de ambas teorias cuando los procesos de interaccién
de la teoria de campos se agrupan de una manera particular. Continuando con el
estudio de esta conexién Juan Maldacena encontré en 1997 la llamada correspondencia
holografica (de Maldacena o Norma/Gravedad) que en su versién més sencilla postula
que una teoria de cuerdas en 10 dimensiones es equivalente a una teoria de norma
en cuatro dimensiones. Este resultado ha dado muchas lineas de investigacién que se
siguen estudiando actualmente, encontrando conexiones cada vez més profundas entre
ambas teorias. Uno de los rubros mas importantes de la correspondencia hologréfica
es el hecho de que explora la regién fuertemente acoplada de las teorfas de campo
usando su dual con teorias de cuerdas en su limite semiclasico. Es decir, los cédlculos
que se crefan inaccesibles en teoria de campos se vuelven procedimientos relativamente
sencillos en la teoria de gravedad.

Aunque dicho limite es muy util para obtener resultados que permiten entender el
limite fuertemente acoplado de una teoria de norma la correspondencia pretende ser
una conexién entre ambas teorias a cualquier escala energética. Asi, las desviaciones
del limite de N — oo son interesantes y corresponden a correcciones que provienen de
teoria de cuerdas. Dentro de estas correcciones se encuentran en la accién términos
con mas derivadas sobre los campos de la teoria de gravedad asi como potencias
mayores de dichos campos. Entre estas nuevas contribuciones aparecen términos con
mayores potencias y derivadas de la curvatura, de modo que es de interés estudiar
espacios-tiempos que sean soluciéon de dichas teorias y ademés cumplan las condiciones
necesarias para ser consideradas en un contexto hologréafico. En la familia de teorias
que se reducen a la relatividad general y ademas tienen orden superior en la curvatura
existe un conjunto de acciones que se puede construir de manera sistematica basdndose
en consideraciones topologicas que reciben el nombre de gravedades de Lovelock. La
forma explicita de la accion de Lovelock no aparece en la expansién de teoria de
cuerdas, sin embargo, la forma sencilla de sus ecuaciones de movimiento las convierte
en un escenario ideal para revisar las caracteristicas de una teoria holografica con
orden superior en la curvatura.

Regresando al problema del caos, actualmente se han desarrollado avances en los que
se intenta hacer célculos en sistemas cadticos usando la correspondencia holografica.
Este estudio forma parte de una linea de investigacion reciente en la que se busca
explicar temas de entrelazamiento cuantico, transferencia de informacién y comple-
jidad haciendo un analisis de sistemas gravitacionales. En el caso especifico del caos
una manera de medir que tan rapido se propaga la informacién en un sistema caoti-
co es mediante la velocidad de mariposa. En el espacio-tiempo el sistema térmico



se ve como un agujero negro mientras que el escenario que revela la susceptibilidad
para condiciones iniciales consiste en una geometria de onda de choque cuyo perfil
se propaga con forma de onda viajera a la velocidad de mariposa. Hasta ahora se
ha calculado casi exclusivamente la velocidad de mariposa en agujeros negros con
horizontes planares, es decir, cuya teoria dual vive en R x R3. Esto se debe a que
la interpretacion del perfil de la onda de choque en este caso se ha hecho precisa
mediante distintos cédlculos gravitacionales.

En este trabajo nos enfocaremos en estudiar el efecto mariposa en teorias de gravedad
que tienen términos de orden mayor en la curvatura. Ademds, consideramos el aco-
plamiento conforme de un campo escalar que se agrega a la accién usando términos
de orden mayor en la curvatura. Esta teoria sélo tiene agujeros negros en horizontes
esféricos de modo que también exploraremos cémo se modifican los calculos del perfil
de onda de choque en esta topologia, en este contexto revisaremos qué tan véalido
es este calculo usando un enfoque indirecto en el que comprobaremos algunos de los
resultados que se conocen como validos en el caso planar. Aunque el acoplamiento
conforme contiene términos de orden superior en la curvatura estos no modifican las
ecuaciones del perfil de la onda de choque, esto se debe a que en el ansatz de es-
ta geometria el efecto de la perturbacion cayendo al agujero negro es el de recorrer
el contenido de materia en la direccién nula opuesta a la direccién de caida. Asi,
el campo conforme tiene un efecto en la velocidad de mariposa sélo a través de su
contribucion a la métrica del agujero negro antes de la onda de choque.

En el estudio del efecto mariposa en horizontes con topologia esférica deducimos una
cota para la velocidad de mariposa en teorias que respetan la condicién de energia
nula, encontramos que la maxima velocidad se alcanza cuando no hay contenido extra
de materia por lo que v, < v,EAdS_SChw). Este resultado reproduce lo que ya se habia
encontrado en el caso planar. Ademds de esto, calculamos la velocidad de mariposa
para teorias en gravedad de Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet con una combinacion
del campo escalar conformemente acoplado y un campo electromagnético. También
hacemos un anélisis de la termodinamica extendidaﬂ del agujero negro para hacer
contacto con resultados que sugieren que la velocidad de mariposa se puede expresar
como una combinacién sencilla de cantidades termodindmicas. Encontramos que la
velocidad de mariposa no se puede escribir en términos de estas cantidades para
Gauss-Bonnet en el caso esférico. Ademas en el caso del campo conforme la entropia
del agujero negro se modifica gracias a los términos de mayor curvatura que aparecen
en la parte de la accién que describe al campo conforme por lo que las cantidades
termodinamicas no describen a la velocidad de mariposa ain en gravedad de Einstein.
El objetivo de este trabajo fue comenzar a abordar el problema de la velocidad de
mariposa en teorias que viven en una esfera a través de la correspondencia holografica.
El enfoque termodinamico del calculo de la velocidad de mariposa nos permite ver que
no es solo la topologia del horizonte lo que provoca los desacuerdos sino que podria

'En la termodindmica extendida la masa del agujero negro se entiende como la entalpia del
sistema termodinamico, incluyendo la presién del sistema como la constante cosmoldgica.



tener un origen en el cambio de la entropia gracias a los términos extra que aparecen
al calcular la entropia de Wald.

La primera parte de la tesis consiste en los antecedentes tedricos necesarios para en-
tender el calculo holografico del efecto mariposa. Estos estan formados por la teoria
cudntica de campos (Capitulo 1), la relatividad general y sus generalizaciones (Capitu-
lo 2) y la correspondencia holografica junto con los resultados especificos de la de-
duccién de la ecuacién para la velocidad de mariposa (Capitulo 3). Por tltimo el
capitulo 4 contiene la deduccion de la cota a la velocidad de mariposa en agujeros
negros con topologia esférica que cumplen la condicién de energia nula. Ademés de
esto introducimos la teoria con el campo escalar conforme y calculamos la termo-
dindmica y velocidad de mariposa para teorias con y sin campo escalar y campo
electromagnético en gravedad de Einstein-Hilbert y Gauss-Bonnet. Comparamos la
férmula termodinamica de la velocidad de mariposa con estos nuevos términos y ve-
mos donde y porqué falla. Por iltimo terminamos con una discusién del trabajo futuro
y las conclusiones del trabajo.



Capitulo 1

Teoria Cuantica de Campos

Las teorias cuanticas de campo son la manera en la que las particulas elementales y
sus interacciones son entendidas en la fisica moderna. En el limite perturbativo de
dichas teorias las particulas se entienden como excitaciones de campos que permean
el espacio-tiempo. En este capitulo revisaremos algunos conceptos preliminares de
dichas teorias que nos serviran en lo que resta del trabajo.

En el sentido clasico un campo ¢(x) es una cantidad fisica que puede tomar un valor
distinto en cada punto del espacio-tiempo. El estudio de la dindmica de dicho cam-
po se trata de la misma forma que en mecanica clédsica, partiendo de un principio
variacional. Para tener un tratamiento relativista en teoria cuantica de campos cons-
truimos una accién que es invariante ante transformaciones de Poincaré donde los
diferentes campos que estudiamos estan clasificados de acuerdo a cémo transforman
bajo el grupo de Poincaré, es decir, a su representacion bajo dicho grupo. El grupo de
Poincaré esta compuesto por las transformaciones de Lorentz SO(3,1) : a# — Aka”
y las traslaciones z# — x* 4 a*. Una representacion de este grupo es un mapeo de los
elementos de dicho grupo (A, a) — g(A, a) al espacio de funciones lineales sobre otro
espacio vectorial tal que estas operaciones preservan la regla de producto. Podemos es-
cribir una transformacion de Poincaré general como g(A, a) = e~ 2wpr M7 FiauP " donde
M?? son los generadores del grupo de Lorentz, P* son los generadores de traslaciones
Y Wpo, @y son los pardmetros de la transformaciéon. El hecho de que los pardmetros
de las transformaciones sean continuos y que podamos quedarnos en un subgrupo
conectado a la identidad hace que el grupo de Poincaré sea un grupo de Lie. Estos
grupos son variedades diferenciales suaves de dimensién finita que quedan determina-
dos por su comportamiento infinitesimal. En términos matematicos esto significa que
a cada grupo de Lie se le puede asociar un algebra cuyo espacio vectorial es el espacio
tangente al elemento identidad en el grupo. Su caracter infinitesimal implica que la
informacion del grupo esta contenida en los generadores de su dlgebra, para el caso de
Poincaré el algebra de los generadores tiene como operaciéon binaria al conmutador,



[A, B = AB — BA, y esta dada por

i [MP7 M) = g MO — g MP” + P MP7 — " M#P
i [M", P?] = n,P, — n,,P,
[Pw Pl/] =0

Es 1til dividir el espacio de los generadores de Lorentz en dos algebras de momento
angular SU(2) x SU(2) definiendo J; = %eijijk, K; = My;, con € el tensor de Levi-
Civita. Después, definiendo NV; = % (J; +1iK;), NiT = % (J; — 1K;) se puede probar que
los operadores NN;, N;r satisfacen las reglas de conmutacién de SU(2), es decir,

[Ni, Nj| = €ijx Nk, [N, Nj] = €3Ny, [Nin]J'r] = 0.

De esta forma podemos clasificar las representaciones irreducibles del grupo de Lo-
rentz mediante los eigenvalores (N 2N TQ) = (n,n') de cada una de estas 4lgebras.

El caso més sencillo corresponde a (n,n') = (0,0) donde el campo no cambia bajo
la transformacién de Lorentz, este campo no tiene indices vectoriales y se le llama
campo escalar ¢(x). Debido a su simplicidad, usaremos al campo escalar para ilustrar
muchos de los conceptos fundamentales de una teoria cuantica de campos.

De manera andloga a la particula puntual se define una accién para un campo ¢(z)
usando un término cinético y uno potencial

S[¢,0,0] = / d*z L [p,0,0] = / d*x Bawaw —V(¢)

Donde V(¢) es el potencial al que estd sujeto el campo y, al igual que en mecénica
clasica, es 1til definir la densidad de momento conjugado a ¢ como 7 (t, Z) = %. El
potencial V(¢) puede tomar cualquier forma, sin embargo, si queremos que el valor
del campo oscile alrededor de un minimo de potencial debe pasar que V'(0) = 0y
V”(0) > 0. Con esto, la expansién de V(¢) en una serie de Taylor alrededor de cero

toma la forma

V"(0) o VIO 5 VW,
V= o
p O T et
Uno de los potenciales més sencillos que respeta esta expansion es V(¢) = %V” (0)¢?%.

Siguiendo el procedimiento de Euler-Lagrange y considerando V”(0) = m? obtenemos
la ecuacién de movimiento para el campo conocida como ecuacién de Klein-Gordon

(07 = V2 +m?) ¢(Z,1) = 0, (1.1)
haciendo una transformaciéon de Fourier sobre las coordenadas espaciales se obtiene
(97 + (17 [* +m*)] 6(t,p) = 0. (1.2)

Esta ecuacién es la de un oscilador armoénico cuya frecuencia angular, w, = Ey =
m?2 + p?, es exactamente la energia de una particula libre relativista de masa m



que se mueve con momento espacial p. Sustituyendo la solucién de (1.2)), el campo en
el espacio de posiciones queda expresado en términos de modos de Fourier a través
de P .
D .
tx)= | —=——— |aze Z‘”"’”%—aﬁ”’m : 1.3
olt.3) = [ = lo } (13

p

De las ecuaciones (1.2)) y vemos que el campo escalar libre es una superposicién
de infinitos osciladores arménicos. Se le llama libre porque estos osciladores estan
desacoplados, es decir, no se mezclan en la solucién . Esto a su vez es consecuencia
de que el potencial cuadratico en ¢ nos da una ecuacién de movimiento lineal de modo
que las soluciones se superponen.

Para cuantizar estas teorias se realiza un procedimiento andlogo al que se sigue en
mecanica cuantica en donde sustituimos las variables dindmicas, la posicion z y el
momento p, por operadores, T, p, que actian sobre un espacio de Hilbert y les damos
relaciones de conmutacién candnicas [z, p] = 1. En las teorias cuanticas de campo las
variables dindmicas son ahora el campo ¢(z) y su momento conjugado II(x).

Siguiendo los mismos pasos de la cuantizacion del oscilador arménico se imponen las
relaciones de conmutaciéon canoénicas

[b(t, %), (¢, &)] = 0 = [#(t,2), 7(t,7)] = [az a7] = 0 = [al, al],
¢ t (g — ).

De la misma forma que en mecdnica cuantica este analisis define un estado de mas baja
energia |0), el vacio, tal que si se hace actuar cualquier operador de aniquilacién sobre
él se obtiene a, |0) = 0. Los estados excitados de este espacio se obtienen al actuar
con operadores de creacion dT sobre |0). Un resultado importante es que al actuar

con el Hamiltoniano H = [ £ (2 L E,d ap v momento espacial P = f @ % ﬁ&T az sobre

los estados excitados de la forma |[p) = /2F, a; se obtiene prec1samente la energia
y el momento de una particula libre relativista. Siguiendo con este procedimiento, el
estado excitado de n particulas con momento pi.p3, ..., p, se escribe como

|p_i.p_§,...,p_,;>:<\/2Ep1\/2Ep2. \/2Epn) alal .. .al |0).

A la unién de espacios de Hilbert que contienen un numero fijo de particulas, inclu-
yendo el vacio, se le conoce como espacio de Fock H. Dicho espacio se puede escribir
como la suma directa de los diferentes subespacios que cuentan con un nimero fijo
de particulas, H = H' @ H! @ H?> @

Una de las cantidades mas importantes para calcular en una teoria de campos es
la amplitud de probabilidad de que una particula con posicién ¥ a un tiempo t se
encuentre en la posicién 27 a un tiempo t'. A ésta amplitud de probabilidad, junto con
la amplitud de propagacién de su antiparticula, se le llama el propagador de Feynman

10



o funcion de dos puntos y esta dada por
Gr(a' =) = (@|2) 0" = 2°) + (w]2’) 0« — &) = (0| T{d(w)$(x')} |0)
= (0] (4(2)(@)0(2" — ") + (x)d(x)0(a° — ")) [0).

donde 0(x) es la funcién de Heaviside, #(x) = 1 para z > 0y 6(z) = 0 si x < 0.
El propagador de Feynman es la funcién de Green del operador de la ecuacion de
movimiento y para el campo escalar libre toma la forma

d4p e—ip-(x’—x)
Gr(z — ) = ) . 1.4
rla =) / (27T)4Zp2 —m? + e (1.4)

Para calcular correladores de muchas particulas se usa el teorema de Wick [I]. Este
teorema dice que es posible expresar cualquier correlador como la suma sobre todas
las combinaciones de productos de propagadores de Feynman. Es decir, para N par
se tiene

Gn(wy,. .. on) =G(21,22)G (23, 24) - - G(TN_1, TN)+
+G (1, 23)G (22, 24) - - G(Tn_1,ZN) + - . (1.5)

Ademas de la cuantizacion canoénica existen otras formas de entender una teoria de
campos que son muy utiles. Una de ellas es el formalismo de integral de trayectoria
desarrollado por Richard Feynman en 1948. En mecanica cuantica la integral de
trayectoria aparece en el calculo del propagador

{ 1 = i [P Llx(t),
<l’,t | x/, tl> = hm W /OO dml Ce dxndpo e dpne fto L[ (), (t)]dt

n—o0

~ [ Date)Dp(e)es0

que tiene la interpretaciéon de una suma, pesada por e, sobre todas las trayectorias
posibles desde x a 2’. Generalizando este concepto a una teoria de campos ahora se
tiene que integrar sobre todas las configuraciones posibles del campo

(6lz) |6 = [ Digle (16)

Aunque la descripcion de los campos libres tiene una interpretacion muy clara, los
campos que usamos para describir las particulas en la naturaleza no son libres, es
decir, sus ecuaciones de movimiento no son lineales en los campos y esto da lugar a
que las soluciones no se superpongan. En ese caso la definicion de particula ya no es tan
clara porque el campo ¢(x) ya no se puede desarrollar en términos de operadores de
creacion y aniquilacion desacoplados asi que soélo es posible hablar de particulas
libres como estados asintoticos. En la préxima seccion revisaremos el formalismo bajo
el cudl se entienden las interacciones.
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1.1. Teorias con interaccion

Para tratar el caso interactuante se trata la evolucion temporal del sistema en el
cuadro de interaccion. En este cuadro se separa el Hamiltoniano en dos partes H =
Hy + H;, donde Hy es el Hamiltoniano del sistema libre y H; es la parte de la
interaccion. En general los sistemas que consideramos no tienen una soluciéon exacta
asi que es conveniente usar teoria de perturbaciones. Desarrollando el operador de
evolucién temporal en el cuadro de interaccién se obtiene la serie de Dyson

(_?n / dhe / dt, T (Hy(tr) - Hi(t,)) (1.7)

Ult.t)) =Y Unltito) ; U, =

n=0

n

donde T es el operador de orden temporal que impone t; < ty--- < t, v donde el
método de perturbacion consiste en acotar esta serie hasta cierto orden n.

Como ejemplo tomamos el campo escalar con un potencial de la forma V(¢) =
%mQ(bQ + %)\gb‘l, a la constante adimensional A = V®(0) se le conoce como cons-
tante de acoplamiento y podemos ver de que cuenta el orden de la perturbacion.
Como mencionamos cuando hablamos de correladores, toda la informacion fisica de
una teoria de campos se puede extraer de ellos. Al calcular el correlador en esta
teoria interactuante obtenemos una expresion en términos de operadores de campo
de la parte no interactuante ¢y

Gu(z1,....on) = (U T{du(z1) - dm(an)} Q) =

o SOUTHG () - drleweapl=i [y At (1)][0) 18)
Toro0(i=i0) (O] T {eap(—i [* dtH},(1)]} |0) |

donde |Q2) es el estado base de la teorfa con interacciones y |0) es el de la teoria libre.
En el numerador de , la tnica diferencia con los correladores del campo escalar
mt(D)] que aparece multiplicando a los operadores
de campo. Si tomamos A < 1, entonces es posible expandir esta exponencial en una
serie tal que cada potencia de A\ tenga una contribucién cada vez menor

libre es el término exp|—i f_TT dtH!

T . i\ A A 2 . .
cop =i [ anitty0) =1-5 [@9deg (5) [ atmdton [atnedtn)s

Cuando se hacen los productos de los términos que aparecen en la serie de Dyson con
los otros operadores de campo ¢y (x;) se obtienen términos de la forma

O {xten) - énton) (5) [ amétton 100 (19)

Este término queda escrito nuevamente en funcién de productos de operadores de
campo con la unica diferencia de que el campo interactuante no esta evaluado sobre
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un punto fijo sino esta integrado sobre todo el espacio tiempo. Usando el teorema de
Wick para desarrollar en sumas de correladores de dos particulas vemos que el
término ¢?(y;) da lugar a cuatro propagadores extra. Una forma de visualizar estos
procesos de interaccion esta dada por los llamados diagramas de Feynman que son
representaciones pictéricas de cada proceso incluyendo las interacciones [I.1] Asi, el
efecto de agregar estas interacciones al Hamiltoniano es el de permitir procesos donde
el nimero de particulas cambia entre procesos de interaccién. En este caso esto sucede
sucede en grupos de cuatro particulas.

_ e X el
+ X+ g
+§<+~~+>®<+

Figura 1.1: Algunos diagramas de Feynman para la teorfa ¢* con cuatro patas exter-
nas. Cada propagador interno implica una integral en espacio de momentos (|1.4)) y
cada vértice un factor de —i\. Imagen tomada de [I].

Los diagramas en los que los propagadores en y aparecen todos contraidos entre si se
les conoce como burbujas de vacio y son cancelados por el denominador de modo que
se dice que (|1.9) representa la suma sobre todos los diagramas de Feynman conexos.

Visto en el formalismo de integral de trayectoria los correladores se calculan mediante
la funcién de particién Z|[.J] definida por

_ /D¢e—i(s+fd4rJ(m)¢(x)))7

donde el ultimo término de la exponencial se entiende como un acoplamiento entre el
campo y una corriente externa J(z) que se manda a cero al final de los célculos. De
esta forma ([1.8)) se escribe como

1 5 5
Gx(o.an) = 75— (6J[x1] Mxn]zm)

Los estados de particulas que viven en el espacio de Fock generado a partir del campo
escalar libre son todos del mismo tipo. Como es de esperarse, el campo escalar libre
no describe todos los tipos de particulas que aparecen en la naturaleza asi que es
necesario tomar en cuenta otros tipos de campos. Si consideramos (n,n') = (1,0) ¢
(n,nt) = (0, %) obtenemos los objetos que se conocen como espinor de Weyl izquierdo
11 o derecho 1p respectivamente. El término izquierdo y derecho se refieren a que

J=0
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quiralidad tiene cada uno y nos dicen, para particulas no masivas, si la proyeccién
del espin sobre el momento lineal es positiva (derecho) o negativa (izquierdo). Para
considerar particulas masivas y tener simetria bajo paridad en la teoria es conveniente
fijarnos en el espacio (3,0) @(0, 5) donde definimos un nuevo objeto conocido como
espinor de Dirac que estd formado por dos espinores de Weyl ¢ = ( Zfl )
D

Los generadores de Lorentz en el espacio del espinor de Dirac toman la forma S* =
7", ~"], donde 4* son matrices complejas que satisfacen el dlgebra de Clifford:
{v*,4"} = 2n**Lasi, dada una transformaciéon de Lorentz, un campo espinorial de
Dirac cambia mediante 1) — ' = exp(%w,\pS)‘p)w. La dimensién del espacio vectorial
de los espinores depende de las dimensiones del espacio-tiempo tal que si tomamos
un espacio-tiempo 2n dimensional, con grupo de Lorentz SO(2n — 1, 1), entonces la
dimensién del espacio vectorial es 2. En general, tenemos que el campo es C si n es
par y R si n es impar.

El Lagrangiano de primer orden en derivadas de i) que describe particulas fermiénicas
libres esta dado por Lpirec = @Z_J(W"@M —m)1p, donde 1 = 1)T4°. Con esto, la ecuacion
de movimiento para el campo espinorial se vuelve la llamada ecuacion de Dirac para
un campo espinorial libre

(170, — m)e(x) = (id, — m)u() = 0.

Esta ecuacion implica la de Klein-Gordon para cada componente espinorial por lo que
es posible expandir cada componente en términos de osciladores desacoplados como
en el caso del campo escalar. Al seguir el proceso de cuantizaciéon se encuentra que
es necesario pedir que los operadores de creaciéon y aniquilacion satisfagan relaciones
de anticonmutacién en lugar de relaciones de conmutacion para evitar que las anti-
particulas tengan energia negativa. Es decir, se intercambia el conmutador |-, -] por el
anticonmutador {-,-}.

La expansion del campo libre de Dirac en modos normales se puede escribir como

W(z) = —ipa | B;TUS(p)eip-z} (1.10)

[ s Sl

Donde s etiqueta los diferentes estados de espin; u(p)®, v(p)® son las soluciones espi-
noriales de la ecuacién de Dirac y aq bi son los operadores de creacion de particu-
la y antiparticula respectivamente. Para obtener las relaciones de anticonmutacién
de los operadores, se imponen primero las relaciones sobre el operador de campo

{1a(T), 0} ()} = 6®)(& — §)0ap, asi, se obtiene

{ag, a5} = (2m)36® (5 — p)a* = {b, 05},
{AS &8—7 —{aﬁ,bﬁ}:():{b%,b%}

pO=Ep

Estas relaciones coinciden con el hecho que aparece en mecanica cuantica que nos
dice que las particulas con espin 1/2 (y en general espin semientero) son fermiones y
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satisfacen el principio de exclusion de Pauli. El propagador de Feynman de un fermién
estd dado por

= [ Tp; PE e
(2m)* p? —m? +ie '

La teoria de un fermion libre tiene una simetria global continua bajo una transfor-
macién del grupo U(1) : ¢(x) — €®(x). De acuerdo al teorema de Noether, existe
una corriente conservada J# asociada a dicha simetria cuya componente cero tiene la
interpretacion de la carga eléctrica. Cuando hacemos el parametro 6 dependiente de la
posicién 6(z) la accién ya no es invariante por lo que tenemos que agregar un término
adicional. Si se cambia el operador de derivada mediante d, — D, = 0, + igA,(z)
se recupera la invariancia ante el grupo U(1) si el campo vectorial A,(z) transforma
mediante A, — A,—0,0(x). Esta es la transformacién que se conoce en electromagne-
tismo como transformacion de norma y sabemos que no cambia la fisica del sistema ya
que la dindmica del campo de Maxwell estd dada por Syrazwen = [ d*xF, (z)F* (z)
con F,,(x) = 0,A(x), — 0,A,(x) la intensidad de campo. Al cuantizar covariante-
mente la teoria de Maxwell se encuentran problemas con la simetria de norma ya que
aparecen estados en la teorfa que no son fisicos (tienen norma negativa). Una manera
de arreglar esto es fijar la condicion de norma, por ejemplo escogiendo la norma de
Coulomb, desde el principio y después cuantizar de manera normal. La otra forma es
cuantizar sin elegir norma y después quitar los estados de norma negativa mediante,
por ejemplo, el método de cuantizacion BRST. Con cualquiera de los métodos que se
siga la teorfa predice que las particulas asociadas al campo libre A, (z) tienen espin
1 y son conocidas como fotones.

Sd($ —

Al juntar la accién de Dirac con la de Maxwell y pedir invariancia de norma se obtiene
la electrodindmica cuantica (QED por sus siglas en inglés), cuya accién estd dada por

SQED == /d4(L' |:1/_}(le“ — m)@/) - iFlﬂ,Fuy .

Las teorias que tienen invariancia de norma son muy importantes ya que ademas de
describir la fuerza electromagnética describen a las demas fuerzas fundamentales que
se encuentran en el modelo estdndar. Un resultado importante es que para cada gene-
rador del algebra de Lie existe un campo de norma que se incluye en el Lagrangiano
para que este sea invariante bajo estas transformaciones, las particulas que corres-
ponden a estos campos de norma dan lugar a bosones que originan las interacciones
del resto de los campos, de manera analoga a como el fotén controla las interacciones
entre fermiones en QED.

El caso particular de estas teorias de norma que serd relevante en este trabajo es aquel
en el que el grupo de norma es el de las matrices complejas unitarias con determinante
uno, SU(N). A este tipo de teorfas que estdn basadas en grupos no abelianos (el
producto del grupo no es conmutativo) se les llama teorfas de Yang-Mills en honor a
Chen Ning Yang y Robert Mills quienes, en 1954, extendieron el concepto de teoria de
norma a dichos grupos en un intento para explicar la interaccién fuerte. La densidad
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Lagrangiana de una teoria de Yang-Mills esta dada por

L= —}lF s

Donde FJ;, corresponde a los campos bos6nicos que dan la interaccion de las particulas
fundamentales y la derivada covariante estda dada por D, = 0, —iAA,,, donde X es la
constante de acoplamiento de los bosones de norma en la teoria y A, es una matriz
en la representacion en la cudl transforman los campos de materia. En particular,
las representacion mas pequena no trivial del grupo es llamada la representacion
fundamental, en el caso de SU(N) toma la forma de las matrices complejas unitarias
con determinante uno de N x N. Por otro lado, el campo vectorial A, asociado
a los bosones de norma se transforma en la representacion adjunta de SU(N) que
actua sobre elementos del espacio vectorial generado por el algebra de Lie, es decir,
Al = A, T, donde T son los generadores del dlgebra de Lie.

Un ejemplo de una teoria de Yang-Mills es la cromodindmica cudntica (QCD por
sus siglas en inglés) que describe a la fuerza fuerte responsable de mantener a los
nucleones dentro del niicleo del atomo. Esta teoria es invariante bajo el grupo de
simetria SU(3). El Lagrangiano estd dado por

1
—_ Qe G,;w7

EQCD:@Z(UZ#—W)Yﬂ 4

donde () es un espinor y transforma en la representacién fundamental del grupo de
norma, este campo esta asociado a los quarks que son las particulas fundamentales
que interactian a través de la fuerza fuerte. Cada quark se representa como un estado
que puede tener tres “cargas” diferentes. A dichas cargas, que describen la forma en
la que interactian los quarks, se les llama colores. El campo G, es el tensor de
intensidad de campo y en términos de los campos asociados a los bosones de norma
A, estd dado por
G = 0 AL — 0, A% + gf ™ A? AT,

donde f®¢ son las constantes de estructura de la teorfa definidas por [T%,7°] =
ifeTe. Los campos A, transforman en la representacién adjunta de SU(3) y carac-
terizan la interaccién fuerte entre quarks, a las particulas asociadas a estos campos de
norma se le conoce como gluones y son los bosones a través de las cuales los quarks
interactian. La constante g que aparece en (|1.11]) es la constante de acoplamiento de
QCD que como veremos en la siguiente seccion se puede estudiar con una dependencia
energética g(u).

1.2. Renormalizacion

En el calculo de amplitudes de dispersion se encuentra que las integrales que resul-
tan de integrar propagadores sobre p corriendo de —oo a oo frecuentemente dan un
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resultado divergente. Esta divergencia se puede entender como una consecuencia de
la escala energética a la que estamos observando a la teoria, asi, es posible quitar es-
tas divergencias fijandonos en una escala energética adecuada para el problema, esto
se logra por el método conocido como renormalizacién. En este método se separa la
accion de la teoria en dos partes: Una parte que contiene los pardmetros de la teoria
hasta la energia que los vamos a medir (términos renormalizados L., ), y otra parte
que quita las divergencias que provienen de colocar mal la escala energética (conoci-
dos como contratérminos Leor). El comportamiento de las divergencias en la teoria
se calcula usando algin método de regularizacion, por ejemplo, imponiendo un limite
en la integral de momento (corte UV) o permitiendo que la dimensién de la teoria
tome valores continuos (regularizacién dimensional). Por ejemplo, para la teoria con
interaccién cudrtica se separa al Lagrangiano como

1 1 1 1 1 1
— N w0242 0 4 57 wpo 2Z 2 4
L= Lyen+ Lor = 50,00"0 = 5m*0" — 526" + 502 0,006 — Som” Z¢° — 10X 6",

(1.11)

donde los términos con coeficientes 07, dm, d\ dan lugar a nuevas reglas de Feynman
de manera que sumando esta contribucién y la que viene de L,.,, se obtienen resultados
finitos.

El estudio de la fisica a diferentes escalas energéticas es de mucha utilidad porque en
general los grados de libertad de un sistema a una cierta escala energética no afectaran
aquellos que ocurren a otra escala. Es decir, podemos estudiar teorias efectivas que
tomen en cuenta soélo los procesos que tienen una contribucién relevante a esa escala
energética en particular. De esta forma, obtenemos una relacién entre la constante de
acoplamiento fisica y la escala energética, u, del proceso que estemos considerando
A(p). El proceso de renormalizacion es 1til para muchas teorias, entre ellas las que
se encuentran en el modelo estandar, sin embargo, existen otras como la teoria de
gravedad de Einstein que no son renormalizables. Esto significa que las divergencias
de la teoria no pueden ser removidas haciendo la separacion analoga a ((1.11)).

La funcién que describe el comportamiento de la constante de acoplamiento de la
teoria con la escala energética recibe el nombre de funcién beta y se define como

oA
f= a(logn)’ (1.12)

La expansion perturbativa que hicimos en depende de que A sea pequena, cuando
este sucede se dice que estamos en el régimen de acoplamiento débil. Por otro lado,
cuando la constante de acoplamiento no permite el desarrollo perturbativo decimos
que estamos en el régimen de acoplamiento fuerte de la teoria. Por ejemplo, en la
electrodinamica cuéntica la constante de acoplamiento, «, depende de la energia p a
través de la relacién

a<u) ~ a(/JJ())

~ T Za(po)in( L) (1.13)
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donde g es el valor maximo que puede tomar p. En la figura vemos que la regién
de acoplamiento fuerte se encuentra a energias altas (distancias pequenias) mientras
que el desarrollo perturbativo es valido para energias pequenas.

I
. |
i)

— — 3 — l‘-‘l% r

r=1/m

Figura 1.2: Comportamiento cualitativo de la constante de acoplamiento de QED con
el logaritmo de la distancia. Vemos que a distancias grandes se aproxima a la carga
del electrén. Imagen tomada de [I]

Para la cromodinamica cuantica tenemos el comportamiento opuesto, como podemos
ver en la Figura[[.3] ya que la constante de acoplamiento estd dada por

2 -1

donde [, es una constante calculada por Wilczeck, Gross y Politzer y A = 218 4+ 24
MeV es una escala energética conocida como la escala de QCD. Cuando las distan-
cias entre los quarks son grandes (energias pequenas) comparadas con el tamano del
nicleo tenemos acoplamiento fuerte, mientras que para distancias pequenas la teoria
se encuentra débilmente acoplada. A este tipo de comportamiento que presenta la
funcion beta de QCD se le conoce como libertad asintética y tiene como consecuen-
cia que no podamos encontrar quarks libres en la naturaleza sino que estos siempre
formen estructuras neutras de color con multiples quarks.
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Figura 1.3: Comportamiento de la constante de acoplamiento de QCD que ilustra la
libertad asintética de la teoria y donde podemos ver el acoplamiento fuerte a bajas
energias y acoplamiento débil a altas energfas. Imagen tomada de [21]

La forma en la que se modifica la teoria mientras la escala energética va cambiando se
estudia mediante el flujo del grupo de renormalizacion. Podemos ilustrar este compor-
tamiento en la teoria del campo escalar libre masivo definiendo una escala g(u) = %,
.z ’ . . o d,.(1 A1 2929
la accién en términos de g se escribe como S = [d 1(50,00"¢ — 59°m*¢°). Para
g — 0, es decir a altas energias comparadas con m, la accion se vuelve la del campo
escalar no masivo Syy = [ d*zd,¢0"¢$ mientras que para energias bajas g — oo s6lo
7 . . 4 m2¢2 .z . .
tenemos el término masivo S;gp = [ d r=5~—, cuya ecuaciéon de movimiento es ¢ = 0.
Estas teorias definen lo que se conoce como puntos fijos del grupo de renormalizacién
y tienen la importante propiedad de ser invariantes bajo reescalamientos de las coor-
denadas. Estos puntos fijos pertenecen a una familia de teorias que se conocen como

teorias conformes cuya principal caracteristica es la invariancia ante reescalamientos.

Al igual que las otras formas de etiquetar un campo, las teorias conformes estan de-
finidas como aquellas que son invariantes bajo un cierto grupo de transformaciones
conocido como el grupo conforme. Este grupo esta formado por todas aquellas trans-
formaciones de las coordenadas espacio-temporales que resultan en un cambio de la
métrica de la forma

Guw () = () gy (). (1.15)
Esto quiere decir que aunque el producto punto entre dos vectores puede cambiar, el
angulo entre ellos no lo hara. Para distinguir cual es el efecto que tienen las transfor-
maciones conformes sobre el espacio-tiempo, es tutil dividirlas en dos: Por una parte
estan formadas por cambios de escala de las coordenadas espacio-temporales, es decir,
¥ — Ax*. La segunda parte del grupo conforme esta formada por las transformacio-
nes conformes especiales que cambian a las coordenadas espacio-temporales a través

de

ot — atax?

I
xh —
1—2a-x+ a2x?’
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donde a* es el parametro que describe a la transformacion.

Estas transformaciones nos dicen que, desde el punto de vista clésico, la teoria se ve
igual a cualquier escala. Esta caracteristica se manifiesta cuanticamente en el hecho de
que la funcion beta es cero, es decir, la constante de acoplamiento no depende
de la energia. Ademdas de aparecer en la correspondencia hologréafica, que veremos
en el préximo capitulo, las teorias de campos conformes han sido muy utilizadas en
diversas areas de la fisica.

1.3. Teorias de Super Yang-Mills

Hemos visto que las simetrias del espacio-tiempo y las simetrias de norma juegan un
papel importante para especificar qué tipo de teoria de campos estamos considerando.
Sin embargo, falta ain una simetria mas para poder describir un tipo de teoria de
campos que aparece en la correspondencia hologréafica. Esta nueva simetria relaciona
los grados de libertad fermidnicos y bosonicos y se le conoce como supersimetria. Al
igual que las simetrias de norma, la supersimetria surge de considerar generadores de
un algebra de Lie sélo que en lugar de ser cantidades tensoriales los generadores de
la supersimetria (), son espinoriales. Estos generadores conocidos como supercargas
cumplen ciertas relaciones de conmutacion con los generadores del grupo de Poincaré
y otras relaciones de anticonmutacion entre ellos mismos

Qo M™] = i(0,)0Qs » {Qa»Qp} =2(0")ap - P,
[Qaa P“] =0= {Qaa Qﬁ}u

donde o* son las matrices * restringidas al espacio de espinores de Weyl y 0, =
1 [o#sigma” — 0”sigma’]. La accién de estos generadores sobre un estado de particu-
la es el de cambiar bosones por fermiones y viceversa. Entonces, en una teoria super-
simétrica tenemos que por cada particula bosénica o fermiénica existe un supercom-
pafiero que representa una particula que difiere de la particula original solamente en
que su espin cambia de modo que si teniamos un fermién ahora tenemos un bosén y
viceversa. La supersimetria podria ser una simetria presente en la naturaleza aunque
todavia no se ha encontrado evidencia experimental de que existe. A pesar de esto,
considerar supersimetria es ttil en muchas aplicaciones teéricas como la teoria de
(super)cuerdas.

Ya explicados estos conceptos tenemos las herramientas necesarias para describir la
teoria de campos que aparece en la correspondencia hologréafica. Esta es la teoria de
campos conforme de Super Yang-Mills (SYM) N'=4 con grupo de norma SU(N.,) en
espacio-tiempo plano 4-dimensional. El término Super Yang-Mills se refiere a que es
una teoria de Yang-Mills con supersimetria; N = 4 se refiere al nimero de supersi-
metrias presentes donde el niimero cuatro nos dice que la teoria tiene cuatro veces
el nimero minimo de supersimetrias que le corresponden a su dimension, es decir, el
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nimero de conjuntos de generadores Q°. Mientras que SU(N,) es el grupo de norma
de la teorfa.

El Lagrangiano de la teoria de Super Yang-Mills esta dado por
1 _ . _
L= Tr{ﬁFWF‘“’ + 2D, D ap — 2N AP NG — 29NN dap],
= 2gAaa[Ng, 6171 = 2¢°1977, 0“P][047, éCD]}- (1.16)

Donde g es la constante de acoplamiento de la teoria y su contenido de campos esta
dado por un campo de norma A, cuatro fermiones de Weyl A2 con A € {1,...,4}
y seis campos escalares reales ¢' con i € {1,...,6}. Los ¢ap que aparecen en el
lagrangiano forman parte de la representaciéon fundamental 4 del grupo de super-
simetria SU(4)r mientras que ¢ transforma en la 6 y estan relacionados mediante
o = \%EQBQSAB donde Y% 5 son los coeficientes de Clebsh-Gordan que proyectan el
producto de dos 4 en la representacion 6.

Esta teoria se encontré por primera vez en el estudio de una teoria de Super Yang-
Mills con N' = 1 en diez dimensiones. Al compactificar seis de estas dimensiones,
conservando supersimetria, obtenemos la teoria descrita por el lagrangiano . El
resultado de esta compactificacion se manifiesta en el hecho de que las supersimetrias
de la teoria en diez dimensiones se mantienen para la teoria en cuatro dimensiones.

A pesar del éxito de las teorias cuanticas de campo para describir la fuerza fuerte, débil
y electromagnética todavia no es posible explicar la fuerza de la gravedad a través de
ellas. En el préximo capitulo revisaremos algunos de los conceptos fundamentales de la
fuerza restante a través del formalismo de la relatividad general de modo que podamos
explicar los conceptos basicos de la correspondencia holografica en el capitulo 3.
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Capitulo 2

Teorias de Gravedad

En este capitulo revisaremos la formulacién tradicional de Relatividad General asi
como algunas generalizaciones relevantes para los cdlculos principales de este trabajo.
En la seccion mencionaremos algunos aspectos importantes de agujeros negros
como su termodinamica, la extension de Kruskal y agujeros negros en AdS. Después,
en[2.2] haremos una revisién de algunos resultados en teorias de gravedad con deriva-
das de orden superior en la curvatura como la construccién de la accién de Lovelock,
algunas de sus soluciones y la accién de la llamada gravedad Cuasi-topoldgica.

2.1. Relatividad General

La descripcion actual de la fuerza de gravedad comenzé con la ley de gravitacion
universal de Newton en 1686. En ella la gravedad se entiende como una fuerza de
atraccion que se ejerce entre dos cuerpos masivos. Esta teoria dio la primera pre-
diccion satisfactoria del movimiento de los cuerpos celestes aunque existian algunos
fenémenos que no podia explicar. El camino hacia una nueva teoria de gravitacién
empez6 en 1905 cuando Einstein formulo la teoria de relatividad especial basandose
en dos principios fundamentales: la invariancia de la velocidad de la luz y el principio
de Galileo. La teoria de Einstein supone una desviacion fundamental a las ideas de
Galileo sobre marcos inerciales ya que trata el espacio y el tiempo como cantidades
dependientes del observador. Esto difiere a la teoria de Newton donde el tiempo es
universal entre observadores inerciales de forma que la distancia entre dos eventos
que ocurren a un mismo tiempo es independiente del observador. En la relatividad
especial la invariancia de la velocidad de la luz para observadores inerciales define
una nueva cantidad independiente del observador que recibe el nombre del intervalo

ds* = —dt* + (dz")? + - - - + (dz™)?. (2.1)

Asi, en la relatividad especial los marcos de referencia inerciales estan relacionados
entre si mediante transformaciones, nombradas de Lorentz, que preservan dicho inter-
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valo. Podemos entender este escalar como aquel que obtenemos al actuar con un tensor
tipo (0,2) sobre dos vectores de modo que se puede escribir ([2.1)) como As* = ), zFz".
Al tensor 1, se le llama el tensor métrico del espacio-tiempo plano o la métrica plana
y al espacio vectorial formado por (¢,z1,...,x4) con la condicién se le conoce
como el espacio-tiempo de Minkowski.

En 1915 Einstein desarroll la teoria de la relatividad general donde extendié las
ideas de la relatividad especial a espacio-tiempo curvo postulando que la fuerza de
atraccién gravitacional es el resultado de la deformacion que sufre el espacio-tiempo
bajo cuerpos masivos. Esta teoria ha sido muy 1til en los ultimos 100 anos permi-
tiendo explicar aquellos fenémenos que no podian resolverse mediante la gravitacion
universal de Newton. Entre ellos se encuentra la desviacién de la luz debida a cuer-
pos masivos, la prediccion de las ondas gravitacionales y la precesién de la orbita de
Mercurio. Las numerosas comprobaciones experimentales y su papel fundamental en
diferentes desarrollos tecnoldgicos han convertido a la Relatividad General en uno de
los pilares del conocimiento cientifico moderno. El postulado que sirve de puente entre
las ideas de la relatividad especial y la gravitacion es el principio de equivalencia: Un
observador en aceleracion constante es localmente equivalente a uno viviendo en un
campo gravitacional. De este principio podemos deducir que en cualquier punto de
un espacio-tiempo curvo es posible definir de manera local un marco inercial usando
coordenadas normales de Riemann [2]. Esta construccién no se puede extender de
manera global a todo el espacio-tiempo curvado ya que la direccién de la aceleracién
constante cambia alrededor del espacio-tiempo y apunta siempre hacia el centro de
masa.

En términos matematicos, el formalismo de la relatividad general es estudiado a través
de la geometria diferencial. En esta descripcion, el espacio-tiempo se entiende como
una variedad diferencial Lorentziana n-dimensional. Sobre estas variedades podemos
construir estructuras tensoriales que describen las cantidades relevantes en la teoria
fisica. El tensor mas importante es el que usamos para medir distancias en la variedad
y, andlogamente al caso del espacio-tiempo plano, lo llamamos tensor métrico g,,.
Una forma de caracterizar la variedad que representa al espacio-tiempo es mediante
un tensor de rango (0,4) conocido como el tensor de curvatura o tensor de Riemann,
R,..p0- Este tensor esta a su vez descrito en términos del tensor métrico. Las ecuaciones
que determinan g, se conocen como las ecuaciones de Einstein y estan dadas por

81G
GMV - 7TMV7 (22)
donde G, = R,,, — % 9w R es conocido como el tensor de Einstein, G es la constante
gravitacional de Newton, R,, = R,.;,g” es el tensor de Ricci, 7T}, es el tensor de
energfa-momento que define el contenido de materia de la teoria y R = R, g"" es el
escalar de curvatura. Este ultimo es una cantidad conocida en topologia como la densi-
dad de Euler y da lugar, después de integrar sobre la variedad ([ duR = [ \/=gd*zR),

a un invariante topolégico (no cambia bajo homeomorfismos) que cuenta el nimero
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de manijas que tiene la variedad. Es posible obtener (2.2) a partir de un principio
variacional extremizando la accion de Einstein-Hilbert

1

4
= —-— _— 2.
SEH 167TG Md T/ gR, ( 3)

donde g es el determinante de la métrica.

La accion contiene segundas derivadas de la métrica por lo que al variar la acciéon
con respecto a la métrica obtenemos términos de frontera que van como la primera
derivada de la métrica dg,,,,. Si la variedad que estamos estudiando tiene frontera,
estos términos tienen que ser cancelados por una contribucion extra a la accién para
que el problema variacional se encuentre bien definido. El término que arregla estos
problemas se conoce como accién de Gibbons-Hawking [3]

1
Sen = — PPreVhK, (2.4)

8T Jom
donde hg, es la métrica inducida en la frontera del espacio-tiempo, € = 1 si M es tipo
tiempo o -1 si es tipo espacio y K = g“bna;b, con n, un vector unitario perpendicular
a la frontera.

Debido a la gran cantidad de soluciones de las ecuaciones de Einstein es tltil represen-
tar los diferentes espacios-tiempos mediante diagramas que preservan su estructura
causal pero tienen un rango finito en las coordenadas. Dichas representaciones son
conocidas como diagramas de Penrose. Para Minkowski d-dimensional tomamos la
coordenada radial y la temporal y definimos Y = tanh(t +r), Y~ = tanh(t — r) de
modo que la informacién causal del espacio-tiempo queda codificada en el diagrama

).

Figura 2.1: Diagrama de Penrose de Minkowski, las lineas a 45° corresponden a las
trayectorias nulas. i° es el infinito espacial mientras que i+ e i~ son el infinito temporal
futuro y pasado respectivamente. J 7 es el futuro nulo donde terminan las geodésicas
y J~ es el pasado nulo. Cada punto representa una esfera d — 2-dimensional.

24



2.1.1. Agujeros negros

Dada la complejidad de las ecuaciones de Einstein una de las formas en las que se
pueden obtener soluciones exactas es estudiando variedades con simetrias. La primera
solucién a fue dada solo dos anos después de que Einstein publicé sus ecuaciones
en 1916 por Karl Schwarzchild para un espacio-tiempo esféricamente simétrico sin
contenido de materia y estatico, en D = 4 dimensiones espacio-temporales toma la
forma
2 2 —17.2 | 2302 2M

ds® = —f(r)dt* + f(r)"dr® 4+ r%dQ° |, f(r)=1- - (2.5)
Esta familia de soluciones, dependientes de M, pretende describir el espacio-tiempo
afuera de una estrella de masa M que se colapsd gravitacionalmente sin carga y sin
momento angular. Asi, la solucion es valida para r > R con R el radio del cuerpo
celeste.

Cuando el cuerpo a estudiar es muy masivo la region de ro = 2M se encuentra fuera
del cuerpo celeste por lo que forma parte del espacio-tiempo. En esta situacién, la
funcién f(r) cambia de signo cuando se cruza el radio ry de modo que el cardcter
de los eventos con separacién tipo-espacio se vuelve tipo-tiempo y viceversa. Al lugar
geométrico donde f(rg) = 0 se le conoce como el horizonte de eventos ya que cualquier
particula o rayo de luz que atraviese dicho radio cae hacia » = 0 en un tiempo propio
finito y no puede regresar a un radio mayor.

Aunque el horizonte de eventos parece ser un lugar especial debido a que la métrica
diverge en rg, este no es una singularidad del espacio-tiempo. El procedimiento usual
que se sigue para revelar que el horizonte no es una singularidad de la geometria es
pasar a coordenadas que corren sobre las geodésicas nulas. Al ampliar el rango de
dichas coordenadas obtenemos una extension del espacio-tiempo original donde es
claro que la region del horizonte no corresponde a una singularidad geométrica. Para
realizar esta extensién primero tomamos la ecuacién de la geodésica nula que sélo se
mueve radialmente

0= gwk“k“ = —f(?“)t + m

—t==x | ——<+c

y definimos las coordenadas de Regge-Wheeler como aquellas que parametrizan a las
diferentes geodésicas

U =1—"r,,
V=17,
donde u corre sobre las geodésicas salientes, v las entrantes y r, = Cf:). Haciendo
esta construccion para la métrica de Schwarzchild se obtiene
2M6(v7u)/4M
ds? = ————du dv.
r
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Definiendo nuevas coordenadas usando el parametro afin de las geodésicas se remueve
la dependencia de u y v, U = —e W/*M V= ¢?/4*M v se obtiene la métrica

32M36—r/2M
T

ds® = dU dV. (2.6)
Asi, vemos que el horizonte, ahora en U = 0 6 V = 0, no es una singularidad
geométrica y la divergencia de la métrica se debe a una mala eleccién de coordenadas,
la tnica singularidad real del espacio-tiempo se encuentra en r = 0. Si se hace un
cambio de coordenadas més a T = (U +V)/2, X = (V — U)/2, la métrica toma la
forma dada por Kruskal en 1960

B 32M36—r/2M
N r

ds® (=dT” + dX?) + r?dQ”.

La métrica de Kruskal esté definida en r > 0, es decir, X2 —T? > —1, sin embargo, se
puede extender de forma analitica para incluir X,T" € R. De esta forma obtenemos el
espacio extendido de Schwarzchild cuyo diagrama de Penrose esta dado en la Figura

e ——

a.) f))

Figura 2.2: a) Vemos la estructura causal de la extensién del espacio-tiempo de Scw-
harzchild, cada punto representa una esfera 2-dimensional. Imagen tomada de [5]. b)
Un corte a t = 0 del espacio de Kruskal. La parte de arriba de r = 2m es la region I
mientras que la parte de abajo es la regién IV. Imagen tomada de [2].

La regién I es la que corresponde a r > 2M en el espacio de Schwarzchild original
(2.5). Podemos ver que r = 0 corresponde a X = ++/7? — 1 que ahora es una region
tipo espacio que se encuentra en el futuro de la region I y en el pasado de la regién
IT1. Una particula que caiga radialmente desde I cruzara el horizonte en X = T hacia
la region II y en un tiempo propio finito llegara a la singularidad en X = /T2 — 1.
La regién III tiene una estructura parecida a la IT solo que ahora cualquier particula
se origina en la singularidad X = —y/T2? — 1 y toma un tiempo propio finito en salir
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de III. Este comportamiento parece ser opuesto a la regién II por lo que a esta regién
se le conoce como agujero blanco. La regién IV es idéntica a I aunque ambas no
pueden comunicarse entre si ya que sus sefiales caen al agujero negro. Podemos ver la
situacion fisica que describe el espacio-tiempo a ¢ = 0 en la Figura[2.2b. Este espacio-
tiempo no es muy util para describir sistemas fisicos pero tiene interés tedrico como
veremos en los siguientes capitulos.

Aunque, para D = 4, la métrica es la tinica solucion esféricamente simétrica en el
vacio de las ecuaciones de Einstein, en general el comportamiento de un agujero negro
se manifiesta en muchas soluciones. De manera formal un agujero negro es un espacio-
tiempo que contiene una regién que no esta en el pasado del cono de luz del infinito
futuro tipo tiempo [6]. La frontera de dicha regién es una superficie nula estacionaria
que llamamos horizonte de eventos y la topologia de dicho horizonte depende de la
simetria de nuestro sistema, en el caso de Schwarzchild D-dimensional el horizonte
es una esfera D-2 dimensional pero también es posible encontrar soluciones cuyos
horizontes tienen otras topologias.

Una manera de considerar diferentes soluciones con horizontes de eventos es tomando
en cuenta nuevos campos, por ejemplo, agregando un campo vectorial a la accién
mediante el término Sy = [ /—gF,, F"d*z. Asi, se obtiene un pardmetro adicional
que caracteriza a la solucion en la carga eléctrica del agujero negro (). Esto da lugar
a la métrica de Reissner-Nordstrom

oM 2 oM 2\
ds? — — (1___|_Q_> dt? + (1__+Q_2) dr? + r2dQ?, (2.7)
T T

T 72

donde la intensidad de campo electromagnética estd dada por Fy; = 1;% Al igual
que el agujero negro de Schwarzchild tenemos el comportamiento del horizonte de
eventos sélo que esta vez f(rg) = 0 tiene dos soluciones r+ = M + \/M? —Q? y
obtenemos comportamientos diferentes dependiendo de la relacién entre M y @): Para
M? < Q? ambas soluciones son imaginarias asi que tenemos lo que se denomina como
una singularidad desnuda. Cuando M? = Q? decimos que estamos en el caso extremal
y s6lo tenemos un horizonte aunque en este caso f(r) no cambia de signo al cruzar
r = 2M. Para M? > Q? las dos raices son reales y tenemos dos horizontes de eventos
enry y r_.

al considerar un agujero negro con momento angular se obtiene una métrica distinta,
conocida como la métrica de Kerr, dada por
sin?(0)

p2

P
A

A , 2
ds® = —E(dt — asin*(0)de)? + [(r? + a®)d¢ — adt]” + -dr® + p*df?, (2.8)
donde A = 72 —2Mr + a?, p* = r* + a*cos?*(6). Esta métrica, como la de Reissner-
Nordstrom y la de Schwarzchild, tiene como vectores de Killing a d; y a d; que dan
lugar a dos cantidades conservadas: la masa M y el momento angular J = aM. A dife-
rencia de la métrica de Schwarzchild y de Reisner-Nostrodm sélo tenemos simetria dis-

creta cuando cambiamos el signo de t y ¢ al mismo tiempo, es decir (¢, ¢) — (—t, —¢),
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ya que el invertir el tiempo también cambia la direccion de giro. Este agujero negro
también tiene un horizonte externo y uno interno dados por ry = M + v M? — a?.
Uniendo las contribuciones del campo y del momento angular podemos tener agujeros
negros que giren y estén cargados tal que si tenemos un potencial de campo eléctrico
dado por A = ;—? (dt? — asin*(0)d¢) la solucién de Kerr se modifica sustituyendo en

R.8) A — A" =r*—2Mr +a* + Q>

A los parametros como la masa, carga y momento angular que caracterizan a las
soluciones de agujero negro se les denomina pelo del agujero negro. Un aspecto que
facilita el estudio de esta familia de espacios-tiempos, en D = 4 dimensiones, es el
teorema de no-pelo [7] que nos asegura que un agujero negro estacionario en una teorfa
de Einstein-Maxwell queda completamente caracterizado por los tres parametros que
hemos revisado: J,(Q y M. Para estudiar agujeros negros mas complejos hay que
relajar las restricciones de este teorema, como veremos en las siguientes secciones es
posible ponerle pelo extra a los agujeros negros si consideramos teorias con mayores
potencias en R, aumentando la dimension del espacio-tiempo, o considerando teorias
con un diferente contenido de campos.

Ademads de estas propiedades de los agujeros negros, Hawking [§] encontré que es
posible asociarle temperatura a los agujeros negros. Podemos llegar a dicho resultado
considerando la teoria de gravedad desde el formalismo de integral de trayectoria
. Si se tiene un conjunto de campos de materia, ¢, entonces la amplitud de tener
a la teorfa en un estado dado por g;, ¢; y terminar con otro dado por g1, ¢o esta dada
por

$2,92
(g2, B2 | b1, 91) = / Dlg, gl
1,91
Al hacer una rotaciéon de Wick, pasando el tiempo a una variable compleja t = —i7,
la integral de trayectoria se vuelve Z = fD[g,¢]e‘S[g’¢], con S = —iS la accién

Euclideana. Haciendo un andlogo con fisica estadistica buscamos ahora construir la
funcién de particién del ensamble canénico. Para esto consideramos una amplitud en
una QFT mediante

(o] 2" ) = / De' 1,

si se hace la rotacion de Wick con to — t; = —if v ¢ = ¢1, sumando sobre una base
completa de configuraciones se obtiene

2= B = / D511
E7L

para el campo a temperatura 7' = 37! donde E, es la energia del n-ésimo eigenestado
y tomamos la integral funcional sobre todos los campos ¢ que tienen periodo 37! en
el tiempo imaginario.

Hacer la identificaciéon peridédica del tiempo no tiene problemas para métricas gene-
rales pero en el caso de los agujeros negros encontramos una restriccién en el periodo
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debida al horizonte de eventos. Para ver esto, tomamos una métrica de agujero negro

general,
ds* = f(r)dt* — d_rQ — (2.9)
fr) ’
y pasamos al tiempo Euclideano tg = it. Con este cambio, el elemento de linea
Euclideano ds? toma la forma

dsy = f(r)dts, + r” +
s EF) '
Si nos enfocamos en el comportamiento de la funcién f(r) cerca del horizonte podemos
usar el hecho de que se hace cero en r = ry para aproximarla como f(r) = f'(ro)(r —
r0). Asi, el elemento de linea se vuelve

2 — —d82 "(r0)(r — 7o) dts, + - - -
5= = (e 00—t ),

para ver porque este resultado da lugar a un estado térmico se define otro conjunto
de variables:

p—9 (r —ro)

f(ro)

donde asumimos que f’(rg) > 0, si es menor que cero entonces tomamos — f'(ry) y
hacemos el mismo desarrollo. Transformando el tensor métrico se obtiene el nuevo
elemento de linea

ds? ~ — (dp® 4+ p*d0® +---) |

que tiene la forma del elemento de linea de coordenadas polares donde la coordenada
radial es p y la angular es #. Esta métrica tiene una singularidad cénica en p = 0 a
menos que la coordenada # tenga periodo 27. Asi, la coordenada tg tiene un periodo
47/ f'(ro) y vemos que el horizonte del agujero negro nos dice que la temperatura de
la teoria esta dada por

1 "(r

Tg === f'(ro).

153 4
Si se aplica este resultado a la métrica de Schwarzchild (2.5]) se obtiene que la tem-
peratura asociada al agujero negro esta dada por

(2.10)

1

Ty = —.
B QnM

(2.11)

El incluir la temperatura como una propiedad del agujero negro nos lleva a pregun-
tarnos si se pueden generalizar los deméds conceptos termodinamicos como entropia y
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energia al estudio de este espacio-tiempo. En este contexto, el hecho de que ningin
cuerpo pueda salir del horizonte de eventos parece indicar una violacion a la segun-
da ley de la termodinamica. Para arreglar este problema, Bekenstein propuso que
el area del horizonte del agujero negro es proporcional a su entropia, de esta forma
la entropia perdida por el universo cuando algo cae al agujero negro es ganada por
el agujero negro mediante el incremento de su area. De acuerdo a las leyes de la
termodindmica, este aumento de entropia deberia tener asociado una temperatura a
través de la energia (masa) del agujero negro y resulta ser igual a la temperatura de
Hawking . Esta conexion entre agujeros negros y termodindmica se hace mas
clara revisando las leyes de los agujeros negros:

» Ley Cero: La gravedad superficial x esta definida como la aceleracién necesaria
para mantener un objeto en el horizonte de eventos. Si V' es un vector de Killing
normalizado la gravedad superficial queda definida mediante V¢V, V? = V.
La ley cero asegura que la gravedad superficial es constante en el horizonte de
eventos de un agujero negro estacionario. Esto es andlogo a la ley cero de la
termodinamica que afirma que la temperatura de un cuerpo en equilibrio es
constante a través del mismo.

= Primera Ley: Si M es la masa del agujero negro, A el drea de su horizonte,
@ su carga con potencial quimico p y J su momento angular con potencial 2
entonces dM = fzdA + pdQ + QdJ. Debido al teorema de no-pelo esta ley
tiene un cardcter general ya que A = A(Q, M, J). Esta ley es andloga a la ley

de conservacion de energia en un sistema cerrado en termodinamica.

= Segunda Ley: En un proceso dindmico el area del horizonte en un agujero negro
nunca decrece. Analogo a que la entropia nunca decrezca en termodindmica.

0A >0

= Tercera Ley: Es imposible que la gravedad superficial se vaya a cero en algin
proceso fisico finito. Al igual que la primera ley esta ley se relaciona con la de
la termodindamica reemplzando s por la temperatura.

Ya teniendo la funcion de particién de la teoria, podemos hacer los cédlculos termo-
dindmicos como los harfamos para cualquier sistema estadistico. Por ejemplo se puede
definir la energia libre de Helmholtz

F=M-TS=-TInZ ~ —S[gsa, (2.12)

donde gy, es la métrica del espacio-tiempo y hemos usado la aproximaciéon de punto
silla para escribir [ D[gle 59 az e=Slosall |

El evaluar la accion en la métrica que es la solucion implica integrar sobre el volumen
(normalmente infinito) de la variedad que estemos considerando por lo que dicho
calculo normalmente presenta divergencias. Para regularizar esta accién y medir la
energia con respecto a un punto de referencia lo que se hace es sustraer la contribucion
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de un espacio-tiempo adecuado. En el caso de los agujeros negros se sustrae el espacio-
tiempo al que tiende el agujero negro asintéticamente, por esta razén es importante
que la teoria de gravedad bajo consideracién incluya la solucién asintética del agujero
negro por si sola [4].

Ya teniendo una interpretacién mas clara de la termodinamica del agujero negro
podemos enunciar la primera ley de la termodinamica usual como

kh
dM =TdS = ——dA
StG
e identificamos la entropia del agujero negro a través de la primera ley
Ac?
S =—. 2.13
4Gh ( )

Al analizar la termodinamica del agujero negro Schwarzchild mas a detalle una ca-
racteristica importante que surge es que el sistema es termodindmicamente inestable
debido a que su calor especifico, 9M/IT, es negativo. Esto se sigue de ya que
cuando el agujero negro incrementa su temperatura, su masa disminuye y sigue siendo
de esta forma hasta que el agujero negro se evapora. Por otro lado, cuando se pone
en contacto con un reservorio mas frio el decremento en la temperatura haria que el
agujero negro gane mas masa de la que puede radiar y creceria de forma indefinida.
Una forma de arreglar este problema es considerar un comportamiento asintético del
agujero negro que no sea Minkowski. Cuando tomamos en el limite alejado del
horizonte 577 >> 1 tenemos f(r) = 1 y la métrica se vuelve plana. Sin embargo,
existen otras soluciones maximamente simétricas D que podemos considerar. Entre
ellas se encuentra el espacio-tiempo de Anti-de Sitter, para obtener esta solucién se
tiene que tomar en cuenta el término de constante cosmoldgica en las ecuaciones de
Einstein: G, — Ag,, = 0,A = —%, donde b es el radio del espacio-tiempo.
Asi, se obtiene un espacio-tiempo definido como la variedad n-dimensional encajada
en el espacio R?™ que satisface
n—1
(X7 4 (X0 = ) (X7 =1 (2.14)
i=1

Esta relacion se puede cumplir usando un gran niimero de coordenadas dependiendo
de la regién que se busque conocer del hiperboloide. Una eleccion de coordenadas que

cubre a toda la variedad esta dada por

t t
Xo = Vb%+1r2cos ([;) . X, = Vb2 +r2sen (l_)) . X =1,
donde Y, X? = 1,t € R,r > 0, al espacio-tiempo resultante se le conoce como AdS
Global y tiene una métrica dada por

dr? r?

o rédQs 5 ;5 f(r)=—=+1. (2.15)

=
!Tiene el mismo nimero de vectores de Killing (simetrias) que el espacio plano euclideano.

ds* = f(r)dt* —
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Ademés de esta eleccién de coordenadas existen otras formas de parametrizar a ([2.14)
que seran de mucha utilidad en los siguientes capitulos. Una de ellas es conocida como
coordenadas de Poincaré y parametriza a AdS mediante

1

z

X0=— (z2 +O Y () - t2) , X" = Ri,

1 ; bt
Xn—lz_ 2_b2 AZQ_t2 xXn = =
S YT

En estas coordenadas la métrica se vuelve

b? .
ds* = — (—dt2 +) i’ + dz2> : (2.16)

22

Las coordenadas de Poincaré sélo cubren una parte del hiperboloide como
podemos ver en la figura [2.3] Este subespacio corresponde a los observadores con
aceleracion propia constante que estan desconectados causalmente del resto de AdS
por un horizonte de aceleracion de manera similar a la relacién entre el espacio-tiempo

de Rindler y el de Minkowski.

Figura 2.3: El espacio Ads global y la cuna de Poincaré.

A la superficie del cilindro de AdS Global se le conoce como la frontera de AdS y se
encuentra en r — oo para AdS global y en z = 0 para la cuna de Poincaré. Como
podemos ver de la métrica el espacio aumenta su volumen cuando nos acercamos
a la frontera. A la regién r = 0, z — 0o se le conoce como el horizonte de AdS, recibe
este nombre porque si nos fijamos en la regiéon cercana al horizonte del agujero negro
extremal (M? = ?) de Reissner-Nordstrom se obtiene AdS x S92,

Regresando a la termodinamica de agujeros negros, la caracteristica que hace a un
espacio asintéticamente AdS un buen candidato para eliminar la inestabilidad es el
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hecho de que existe una barrera de potencial infinita en »r — oco. Una forma de ver
esto es considerar una particula con 4-momento P* = (—E,P° P!,... P y un
observador estatico en infinito con 4-velocidad U*. De acuerdo a la ley de Tolman la
energia medida por el observador esta dada por

(2.17)

entonces para AdS F — 0 cuando r — oo. Como la temperatura escala como la
energia, T" estd corrido al rojo de la misma manera que la energia.

Para explorar la termodinamica de los agujeros negros en AdS revisamos la teoria de
Einstein en D = 4. En esta teoria el espacio-tiempo conocido como AdS-Schwarzchild
es la unica solucion de agujero negro en el vacio con constante cosmoldgica negativa
que es estatica y tiene simetria esférica [4]

oM 2 oM 2\
ds? = — (1= "2 Va2 (122520} @ 402402, (2.18)
r b? r b?

Podemos ver que al tomar el limite r/2M >> 1 recuperamos AdS global por lo que
tenemos un espacio asintoticamente AdS. Al igual que en el agujero negro cargado
(2.8]) vemos el comportamiento de varios horizontes dependiendo de la relacién entre

las constantes M y b. Para calcular la termodindmica tomamos el radio més grande,
2 2

74+, y usando la férmula (2.10)) vemos que T' = %. Podemos ver la diferencia en la

relacién entre la masa y la temperatura de Schwarzchild y Ads-Schwarzchild en

To|------=

a b

Figura 2.4: a) La Temperatura del agujero negro de Schwarzchild graficada con la
masa del agujero negro, la pendiente (calor especifico) siempre es negativa lo que
indica una inestabilidad. b) La Temperatura de Schwarzchild contra la masa del
agujero negro, vemos que para 1’ < Tj no puede existir un agujero negro y el espacio
se encuentra lleno de radiacién. Para una temperatura mayor tenemos dos soluciones,
el agujero negro con menor radio es inestable ya que su pendiente es negativa [4].

Para obtener las demaés cantidades termodinamicas debemos calcular la energia libre
F a través de la accién en la capa de masa (2.12)). Como mencionamos anteriormente
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para regularizar el resultado de la integral en AdS-Schwarzchild necesitamos sustraer
la contribucién de AdS global. Integrando hasta una corte en la variable radial r = K

se obtiene P
A 1 A
[AdS = — / 7”2(17“/ dQ) = —51K3,
87T 0 0 S2 6

por otro lado el resultado de evaluar la accién de AdS-Schwarzchild es

A Bo K ) A , \
Tpds—sch = 3 ; dt . redr g dQ) = Eﬁo(K — ).

El periodo del tiempo imaginario en AdS-Schwarzchild, (3, estd definido por la sin-
gularidad conica del horizonte, sin embargo, la temperatura de AdS Global no tiene
esta restriccién de modo que es arbitraria. Para que la comparacién entre las energias
libres tenga sentido se pide que las dos métricas sean iguales en el lugar del corte,
r = K. De esta forma las dos coordenadas temporales tienen el mismo periodo y se

tiene la relacion
K2 2M K2
pr =B 1+§:ﬁo\/1——+—

Asi, para K grande se obtiene

WTi(bQ — 7‘+)

b2 + 312 (2.19)

I = Ta4s — Tads—sch =

De aqui se puede calcular la energia y entropia promedio usando las relaciones ter-
modindmicas usales

<E> =M s SBH:WT_%_.

La entropia es la misma que hubieramos obtenido al usar la formula de Bekenstein-
Hawking asi que tenemos una descripcién consistente. De estas férmulas pode-
mos ver que cuando r = b la energia libre es cero F' = 0y T = T} = 1/wb, mientras
que para r; < b se obtiene F' > 0 y en la region donde r, > b se tiene F' < 0. Esto
quiere decir que para T' < T} la radiacién domina la funciéon de particién mientras
que para T' > T} el agujero negro la domina. Una transicién de fase de primer orden,
conocida como transicién de Hawking-Page, ocurre en T' = 1/mwb en donde el estado
estable del agujero negro cambia de estar dominado por radiacion a un agujero negro
grande.

2.2. Generalizaciones de Relatividad General

Ademas de la accién de Einstein-Hilbert existen otras formas de combinar cantidades
fisicas que resultan en una accién invariante bajo difeomorfismos. Sin embargo, aunque
la accién contenga términos mas generales que no es seguro que los resultados se
manifiesten en las ecuaciones de movimiento, es decir, que tengan sentido fisico. Dado
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que sabemos que la relatividad general funciona muy bien para explicar fenémenos
macroscopicos, es de interés buscar teorias que se reduzcan a RG en un cierto limite.
Una manera de lograr esto es agregarle términos a la acciéon de Einstein-Hilbert, de
este modo aseguramos que cuando mandemos a cero los nuevos términos regresaremos
a las ecuaciones de Einstein.

La forma de los términos adicionales que se pueden agregar es altamente no trivial. Sin
embargo, fijandonos en las caracteristicas topoldgicas de la variedad existe una manera
sistematica de agregar términos que son consistentes con la relatividad general. El
teorema de Gauss-Bonnet generalizado dice que en una variedad Riemanniana 2n-
dimensional M con tensor de curvatura R, ,, se tiene

/M PI(R) = (2r)"x (M),

donde Pf(R) es el Pfaffiano del tensor de curvatura y x(M) es la caracteristica de
Euler. Asi, podemos obtener una accién en n-dimensiones integrando la expresion
contenida en el teorema de Gauss-Bonnet. Dicha accion recibe el nombre de accion
de Lovelock [9] y estéd dada por

| R o Y
ILovelock = / delf\/ —g Z ﬁégiﬁlliiﬁiak}%#ifll tee Rgiﬁi + ]B, (220)
M

S — (2RO O - G 6 (2.21)

a1BrarBr g By’

donde [n] es la parte entera de n, I es el término de frontera andlogo a (2.4)) y ay
son las constantes de acoplamiento de la teoria.

La teoria de Lovelock es la teoria mas general de gravedad pura, sin torsic’)nﬂ cuyas
ecuaciones de movimiento son de segundo orden en la métrica y estan dadas por un
tensor de rango 2 simétrico €, = 0 [9]. Las teorias de Lovelock ademads tienen los mis-
mos grados de libertad que la teoria de Einstein y son libres de fantasmas en derivadas
de orden superior, es decir, el término cinético corresponde a la signatura correcta.
La construccién de se encuentra restringida por el nimero de dimensiones de
la teoria debido a que integrar una caracteristica de Euler en una dimensién mayor
a [%} s6lo da una constante, es decir, no afecta la fisica del sistema. Por ejemplo,
para obtener contribuciones fisicas de los términos con ag~o es necesario considerar
dimensiones mayores a cuatro donde ([2.20)) sélo tiene el término de Einstein-Hilbert.
A partir de 5 dimensiones se puede agregar un segundo término que es cuadratico en

la curvatura conocido como término de Gauss-Bonnet
Lo = R? — 4Rgpea R + Ry R™. (2.22)

Al igual que en Einstein-Hilbert en las teorias de Lovelock existen soluciones de
curvatura constante en el vacio. Cada una de las soluciones tiene una “constante

2Para toda funcién f : M — R se cumple V,Vyf — Vi Vof =0
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cosmoldgica” A; distinta que se encuentra como soluciéon un polinomio caracteristico
de orden K < [%]
K K
k
LAl = aph =ag JJ(A - M), (2.23)
k=0 i=1
donde cada solucion corresponde a un vacio diferente de curvatura positiva, negativa
o cero. Por ejemplo para Gauss-Bonnet la constante cosmoldgica efectiva tiene sélo

dos valores posibles

141 =4\
Ay =———Y-_ =2
+ INLZ

donde A = ay y L es el radio del espacio-tiempo. Cuando A = i ambas soluciones son
iguales. Para 1—4)\ > 0 existen dos vacios de AdS en los que podemos definir la teoria
mientras que cuando 1 — 4\ < 0 encontramos que no existen vacios con curvatura
constante.

Las teorfas de Lovelock también admiten soluciones de agujeros negros cuya métrica
estd dada por [10]

r? dp?

L? 1 —op?/L?
la libertad de escoger la variedad ¥ nos permite escoger entre diferentes simetrias del
horizonte aunque en este trabajo sélo revisaremos el caso de topologia esférica o = 0
y plana o = 1. Las ecuaciones de movimiento definen a la funcién f(r) a través de

d ~ o f(r)
[WJF(d—l)};akg =0 |, 9=—0n

cuya solucién queda expresada por el mismo polinomio que aparece en ([2.23))

ds® = —f(r)dt* + f(r) 'dr* + —dSg0, , dSq o, = +p%dQ s,

K

K
I'[g] = Zakgk = 1 (2.24)
k=0

donde k es una constante de integracién que estd relacionada con la masa del agujero
. d—2)Vy_ o .
negro a través de M = (1672%/1 con Vo el volumen unitario del horizonte (d — 2)-
n
dimensional.

La ecuacién tiene K diferentes raices para cada valor del radio por lo que
tenemos K diferentes ramas asociadas a cada una de las diferentes constantes cos-
moldgicas. Es de interés considerar a las teorias de Loveleock como extensiones de
relatividad general por lo que nos concentraremos en la rama de Einstein-Hilbert, es
decir, aquel conjunto de soluciones que se puede reducir a Einstein-Hilbert cuando
mandamos ag~o a cero. Cuando la solucién de agujero negro de Lovelock presenta
un horizonte de eventos podemos calcular la temperatura removiendo la singularidad
cénica

'+ I'[g+]
T="td=1 — 2. |,
i | Vg, 2
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esta cantidad siempre es positiva para agujeros negros con horizonte esférico . Al
igual que en la teoria de Einstein-Hilbert la energia libre se calcula regularizando la
accion evaluada en la capa de masa sustrayendo el término que viene de considerar
la métrica de AdS sin agujero negro, es decir,

K R B R B’
—Va—o ak(d_Z) / / 2/ d k / / 2/ dak
I =1y —1 = d 13) — d 13 A
BH — lads 167Gx 2 d— ok - r ; - (r9") ; r ; (A7)
*Z d— 2k ’

167 G
de aqui podemos calcular las demas cantidades termodinamicas como la entropia dada

por
A d—2
1 k=1 2.2
5= 4GN< +Zlm’“d 2k I+ > (2.25)

esta vez la formula para la entropia de Bekenstein-Hawking no reproduce este
resultado porque la teoria tiene términos extras. Para tener una descripcién geométri-
ca de la entropia del agujero negro necesitamos la primera ley de agujeros negros para
teorias de orden superior en las derivadas de la curvatura. Wald realiz6 esta genera-
lizacién [I1] y con ello derivé la férmula para la llamada entropia de Wald

=P

51
=2 e e’P/hdQ, 2.2
S=2r / s Vhd (2.26)

donde ¢ es binormal al horizonte, h es el determinante de la métrica inducida en
el horizonte y la variacién con respecto a R,,qs se debe realizar suponiendo que el
tensor de Riemann es independiente de la métrica g,,,. El calculo usando la entropia

de Wald ([2.26)) si coincide con (2.25)).

2.2.1. Gravedad Cuasi-Topoldgica

Como vimos en la seccion anterior las gravedades de Lovelock se construyen tomando
en cuenta consideraciones topoldgicas. Esto restringe el orden de curvatura (“poten-
cias”de tensores de Riemann) de los términos que se van agregando ya que la mayor
potencia esta controlada por la dimension del espacio-tiempo. Cuando tomamos en
cuenta los términos Lx en una teoria con dimension [%} > k, obtenemos términos
que sélo son derivadas totales, es decir, no contribuyen a la teoria y por lo tanto se

denominan topolégicos.

Una manera de agregar términos ctibicos no topolégicos en d = 5 fue descubierta
n [12]. Esta accién fue construida motivada por problemas de la correspondencia
holografica, a consecuencia de esto los coeficientes de la teoria se ajustaron de mo-
do que las ecuaciones de movimiento para fondos de brana negra, que revisaremos
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en el siguiente capitulo (3.12]), sean sencillas. Otra propiedad importante que tiene
esta teoria cuyas consecuencias revisaremos mas adelante es que sus ecuaciones de
movimiento linealizadas son de segundo orden en fondos AdS.

La accién de la gravedad cuasitopoldgica esta dada por

12 A 7

Iogr = A’/ {R +—=+3 LQEGB +3

L‘L 2.27
donde Lgp es el término de Gauss-Bonnet (2.22)) y u es el acoplamiento del nuevo
término cibico en R que esta dado por

1 .
Lor = REGRIRG + — (21RWPUR“””"R — 120R,p0 RPR°

+144R,00 R* R" + 128R; ROR! — 180R! RLR + 1133>.

Las teorias de gravedad que revisamos en esta secciéon apareceran en lo que resta
del trabajo como escenarios donde se realizan calculos con agujeros negros. Para ver
cémo estan conectados dichos calculos con caracteristicas de una teoria de campo
repasaremos en la préxima seccién los conceptos principales de la correspondencia
hologréfica.
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Capitulo 3

La Correspondencia Holografica

En este capitulo revisaremos las herramientas que nos permitiran desarrollar los resul-
tados de este trabajo. Comenzaremos mencionando algunas caracteristicas de teoria
de cuerdas con el objetivo de esbozar una deduccién de la correspondencia hologréfica
en la seccion Después, revisaremos el fenomeno del caos en su aspecto clasico y
su generalizacién al caso cudntico En la dltima seccién mencionaremos como
se ve este fendmeno en el contexto holografico asi como algunos resultados que se
obtienen al estudiarlo en teorias de campo duales a teorias con derivadas de orden
superior en la curvatura|3.4.1]

3.1. Teoria de Cuerdas

A pesar del éxito que han tenido las teorias cuanticas de campo para describir la
naturaleza todavia no existe una descripcion satisfactoria de la gravedad cuéntica.
Expandiendo la accién de Einstein-Hilbert en potencias de la métrica alrededor de
un fondo fijo g™ = §™ + /Gng™, donde Gy es la constante de Newton en d
dimensiones, se obtiene

Sgn ~ /ddx <(8gl)2 +v/Gng1(0g1)” + Gugi(0g1)* + -+ > :

Para d > 2 la teoria es no renormalizable ya que habria que agregar un ntimero
infinito de contratérminos para cancelar las divergencias.

Uno de los candidatos principales para una teoria de gravitacién cuantica es la teoria
de cuerdas. Dicha teoria propone que los objetos fundamentales de la naturaleza
son cuerdas y que son sus modos de vibracién los que dan lugar a las particulas
que observamos en la naturaleza. De forma analoga al movimiento de una particula
relativista, el movimiento de una cuerda genera una superficie bidimensional que
recibe el nombre de hoja de mundo. Dado que sélo nos interesa la dindmica de la
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cuerda su Lagrangiano no puede depender de la parametrizacion que se use para
describirla, asi, generalizando la accién de la particula relativista se encuentra la
accion de Nambu-Goto cuyo funcional calcula el area propia de la hoja de mundo, es
decir,

Sna = —T/dea\/—'y s Yo = 0 X" (1,0)08X (T, 0), (3.1)

donde T es la tensién de la cuerda; o y [ corren sobre los parametros de la hoja
de mundo {o,7} y X™(7,0) describe la posicién de la cuerda en el espacio-tiempo.
Las cuerdas se dividen en dos clases de acuerdo a sus condiciones de frontera en el
parametro espacial: si la cuerda tiene condiciones periddicas se dice que es una cuerda
cerrada, en cualquier otro caso la cuerda es abierta.

Desde el punto de vista bidimensional de la hoja de mundo, las coordenadas X* (7, o)
se comportan como una coleccion de d campos escalares, sin embargo, la raiz cua-
drada en hace que las ecuaciones de movimiento para X* sean no-lineales. Para
simplificar el estudio de la cuerda es conveniente agregar una métrica sobre la hoja
de mundo h®? y trabajar con una teoria equivalente que si presenta ecuaciones de
movimiento lineales, si el fondo donde se mueve la cuerda es plano la accién esta
descrita por

Sp—=—T / o =hhP 0, X 05X N, (3.2)

esta accién, conocida como la accién de Polyakov, es esencialmente la de d campos es-
calares libres en una teorfa gravitacional de dos dimensiones con métrica h*°. Adema4s
de la invariancia ante reparametrizaciones de la hoja de mundo, la acciéon de Polyakov
tiene invariancia ante transformaciones de Weyl, h,,,(o07) — e*@"h, (o, 7). Ambas
transformaciones dependen de la posicion en la hoja de mundo por lo que se consi-
deran simetrias de norma. Usando la simetria bajo reparametrizaciones la métrica se
puede poner en la forma conformalmente plana: h,p = €2¢(U’T)naﬁ. Después, con la
invariancia de Weyl se quita el factor e?¥(>7) y se obtiene la métrica plana en la hoja
de mundo, de esta forma las ecuaciones de movimiento se simplifican y se obtiene

0, 0% X" =0,
ademds de dos ecuaciones provenientes de la variacién de S con respecto a h®
y /
T01 — X : X — 0,

1 .
Tgo = Tll = §(X2 —|—X/2) - O

Cambiando a coordenadas del cono de luz sobre la hoja de mundo, o* = 7+ 0, la
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solucién a la ecuacion de onda estda dada en términos de una serie de Fourier

XH(o,7) = X (0o,7) + Xi(0o,7),

ot 1 cv“e’“w+
Xi(o,7) =5 + 500" +i Z ,

n;é()

| ale=ino”
XI‘%(J,T)Z?—i-QapJ +iy/ = Z
n;éO

1

donde o son los modos de Fourier de la solucion, y o/ = 5.

Al cuantizar la teoria estos modos se convierten en los operadores de creacién y ani-
quilacién con relaciones de conmutacion canénicas. Como mencionamos en el primer
capitulo cuando se tiene una teoria de norma como , el espacio de Fock tiene
estados de norma negativa que se remueven usando las constricciones de la teoria
en forma de operadores sobre dichos estados. Después de hacer este procedimiento
el espectro de particulas que aparece en la teoria de cuerdas cerradas esta dado en
términos de su masa por

Z a_p-ag—al, (3.3)
k=1

donde a es una constante que se fija a a = 1 cuando se remueven los estados de
norma negativa usando las condiciones de norma. Ademas de establecer la constante
a, el proceso de eliminar estados no-fisicos hace que la dimension de la teoria se fije
a d = 26. Para revisar el espectro de particulas de la teoria se cambia el ntimero de
osciladores excitados. De la ecuacién vemos que cuando no hay ningin modo
excitado, >, a_j - oy, = 0, la teorfa predice un estado con M? < 0, es decir un estado
taquidnico, esto senala una inestabilidad en el potencial que se resuelve agregando
fermiones a la teorfa. Al encender sélo una excitacién, es decir >, a_j - o = 1,
se obtiene un estado no-masivo que da lugar a un campo tensorial con tres partes
independientes: la parte antisimétrica conocida como el campo de Kalb-Ramond B,,,,,
la parte simétrica sin traza, que corresponde al el graviton h,,,, y la parte escalar que
da lugar a un campo conocido como el dilatén ¢(z).

Aunque los detalles de la expansion perturbativa en teoria de cuerdas son mas com-
plicados que para una teoria de campos usual, también existe una forma de pesar los
diferentes procesos de interaccion de cuerdas mediante una constante de acoplamien-
to. Al acoplar el dilatén con un valor de expectacién en el vacio diferente de cero se
obtiene un término de la forma

50— [ Pov=aRD6(x), (3.4

donde R® es el escalar de curvatura en la hoja de mundo. Asi, la parte constante del
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dilaton, ¢g, agrega un término a la accion de la forma
1 )
Xo=do— [ V—gR7,

T

como vimos en la seccién 2.2] el teorema de Gauss-Bonnet nos dice que esta integral
es una constante para superficies con un nimero de agujeros fijos conocida como la
caracteristica Euler, n. Al tomar en cuenta las amplitudes de dispersién de la
teoria se agrupan mediante

A x Z grA™.

donde g. = e® cumple el papel de la constante de acoplamiento al pesar los procesos
de interacciéon que tienen un ntmero de Euler mayor |3.1]

Figura 3.1: Procesos de dispersion en teoria de cuerdas, mientras mas agujeros tiene
la superficie el proceso es menos probable. Imagen tomada de [27].

El estudio de la cuerda abierta es similar al de la cuerda cerrada, sin embargo, una de
las diferencias importantes es que es necesario especificar condiciones de frontera sobre
los extremos de la cuerda o*. Se pueden tener condiciones de Neumann, 0, X" |,«=
0, que corresponden a extremos libres o condiciones de Dirichlet, § X* |,= 0, que
fijan los extremos en esa direccién. Cuando se tienen condiciones de Neumann en p
coordenadas espaciales la cuerda esta restingida a moverse en un lugar geométrico
p+1-dimensional que recibe el nombre de Dp-brana. Las Dp-branas ademas de ser
regiones en el espacio-tiempo son por si mismas objetos dinamicos en la teoria que
vienen de soluciones no perturbativas a las ecuaciones de movimiento.

Al pedir que los extremos de la cuerda se encuentren sobre una Dp-brana el grupo
de simetria global SO(1,D — 1) se descompone en rotaciones sobre las direcciones
transversales SO(D — p — 1) y Lorentz sobre la Dp-brana SO(1, p). El espectro no
masivo que se obtiene al cuantizar la cuerda abierta en este caso da lugar a un campo
de norma A, con grupo de simetria U(1), donde p corre sélo sobre las direcciones
tangentes a la Dp-brana, y d-p campos escalares ®!, donde I corre sélo sobre las
coordenadas transversales aunque el campo vive en el volumen de mundo de la brana.
El campo de norma se acopla a los extremos de la cuerda abierta que actian como
cargas en movimiento, mientras que los campos escalares ®/ tienen la interpretacién
de deformaciones transversales de la Dp-brana. Al igual que para la cuerda cerrada
ademds de estos estados existe un estado taquidénico y un nimero infinito de modos
masivos.
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En el limite donde las deformaciones de la brana no son muy grandes, los campos
masivos se desacoplan y la dinamica de la teoria estd dada por la accion de Dirac-
Born-Infeld

SDBI = —TDp/dp—H& \/—d€t(g/w + 27TZEFM,), (35)

donde g, es la métrica inducida sobre la Dp-brana, F},, es el tensor electromagnético
asociado al campo de norma y la accién esta integrada sobre el volumen de mundo
p+1-dimensional. El factor 7T}, es la tension de la Dp-brana dado por T, = W,
la constante g, es la constante de acoplamiento para cuerdas abiertas y satisface
g% = g.. El hecho de que la constante de acoplamiento aparezca en el denominador
de la accién nos habla del caracter no perturbativo de las Dp-branas en teoria de

cuerdas.

Al desarrollar la raiz de (3.5)) en una series de potencias de g, F,, y conservar sélo
los términos cuadraticos se obtiene el Lagrangiano de una teoria de norma con d-p
campos escalares libres

1 1 1
L=———Tr|(=F"F, +-0,0'0"¢" |, (3.6)
9y M 4 2

donde se define la constante de acoplamiento de Yang-Mills a partir de la expansion
de (B3) como g2, = 2(2m)P20-3,.

Ademas de tener cuerdas que comiencen y terminen en un misma Dp-brana es posible
que una cuerda tenga un extremo en una Dp-brana y el otro en otra Dp-brana sepa-
rada una distancia L. El espectro que genera esta configuracion tiene como su modo
menos masivo un estado cuya masa esta dada por la energia minima para una cuerda
extendida entre las branas: My = Ty L. Con el objetivo de tener estados no masivos se
puede considerar que la separacién entre las branas es cero y aun asi entender a las
dos Dp-branas como objetos distintos. El contenido de campos de esta configuracién
queda formado por cuatro campos de norma no masivos: dos que corresponden a cuer-
das que comienzan y terminan en la misma Dp-brana y otros dos que corresponden
a los modos no masivos de las cuerdas que comienzan en una Dp-brana y terminan
en otra. Nuevamente estd la torre infinita de modos con masa proporcional a [;.

Si se siguen apilando un nimero N, de Dp-branas, siguiendo el procedimiento para
dos branas, se obtienen N? posibilidades distintas para las Dp-branas donde terminan
los extremos de las cuerdas. Los campos que corresponden a las excitaciones de dichas
cuerdas se pueden acomodar en matrices de N, X N, con lo que los estados no masivos
del espectro se convierten en campos matriciales <I>i[j, Afj, donde el grupo de norma
del campo A" corresponde ahora al grupo no abeliano U(NV). Dicho grupo se puede
separar en dos: U(N,.) = SU(N.) x U(1), donde U(1) contiene los grados de libertad
asociados al centro de masa de las N, Dp-branas mientras que SU(N,) describe las
excitaciones del campo de norma que vive en en su volumen de mundo. A bajas
energias, £ << [;!, e intensidades de campo pequenas en unidades de [? se puede

c
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hacer nuevamente un andlogo a la expansiéon de la accién de Dirac-Born-Infeld
para obtener el Lagrangiano de Yang-Mills

1 1 1 . o
L=———Tr(=-F"F, +=D,'D"$; + [¢',¢]* ] . (3.7)
9y pmr 4 2

La teoria de cuerdas que hemos revisado hasta ahora sélo considera grados de libertad
bosoénicos, sin embargo, es posible incluir campos fermionicos en la hoja de mundo de
manera consistente agregando a la acciéon de Polyakov el término de Dirac

Sjem == [ Eaite,m)d (o) (39

donde U#(o, 7) es un fermién de Majorana en la representacién vectorial del grupo de
Lorentz, es decir, transforma como un espinor en la hoja de mundo y como vector en el
espacio-tiempo. Todavia a nivel clasico, las condiciones de frontera mas generales que
se le pueden pedir a las componentes de diferente quiralidad de los campos espinoriales
son:

U (r,0) =W (1,0 4+ 7), (3.9)
U (r,0) =2V (1,0 + 7). (3.10)

Las condiciones de frontera periddicas, signo positivo, reciben el nombre de condi-
ciones de frontera de Ramond y las antiperidédicas, signo negativo, condiciones de
frontera de Neveu-Schwarz. Asi, la teoria de cuerdas se separa en dos subespacios o
sectores: El sector Ramond (R) que se obtiene de considerar los estados de particula
que surgen de condiciones periddicas, y el sector de Neveu-Schwarz (NS) que contiene
a los estados en los cuales se consideran condiciones de anti-periodicidad.

La introduccion del término fermidénico a la accion de Polyakov da lugar a una teoria
cuantica que relaciona los estados fermionicos y bosénicos a través de la supersimetria
que revisamos en la seccion [1.3] Esta simetria remueve a los estados taquionicos del
espectro de la teoria ademas de bajar la dimension critica del espacio-tiempo a diez.
Ya con la cantidad de particulas fija debido a la supersimetria la teoria, que recibe el
nombre de supercuerdas, se puede separar en cuatro subespacios dependiendo de las

diferentes condiciones de frontera para el fermién y su superpareja: (R,R), (NS,NS),
(NS,R) y (R,NS).

Agregar la accién no es la tunica forma de obtener una teoria de supercuerdas.
Las diferentes maneras que existen de agregar los fermiones dan lugar a los 5 distintos
tipos de teorias de supercuerda que se conocen actualmente. La teoria que trataremos
en este trabajo pertenece a las llamadas tipo IIB, donde la etiqueta II se refiere a
que que la teoria incluye fermiones derechos e izquierdos sobre la hoja de mundo,
esto resulta en una supersimetria con N/ = 2. Las teorfas tipo II se desglosan a su
vez en tipo A, donde sdlo existen Dp-branas estables para p par, y tipo B donde las
Dp-branas estables tienen p impar.
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El contenido de campos de la teoria de supercuerdas IIB estda dado por una torre de
estados con masa M? = %V. Si nos fijamos en el limite donde las energias son mucho

menores a la escala que define los modos masivos de la cuerda, es decir E << [,
es posible construir una accién efectiva en la que no se tomen en cuenta los campos
masivos. A dicha accién efectiva que sélo deja los modos no masivos de la supercuerda,
se le llama supergravedad 1IB y estd dada por

1 1 1 1
; - = le — = 2__—(;5H __2¢F2
Seff 167TG/ TV —9E [R 2(V¢) 9¢ 37 5¢

1
} - (2n)g2

donde para escribir la accién se usa el marco de Einstein, gy (1) = e?®/2g5  (2); R
es el escalar de Ricci en diez dimensiones; ¢ es el dilatén; Hz v F3 son las intensidades
de campo asociadas a campos de norma antisimétricos B, y BI’W; F} es la “intensidad
de campo” asociada al campo de norma x y F5 = F7 es la intensidad de campo

autodual asociada a la cuatro forma C)as.

1 1
—§e¢F32 — - F?

1 /04 A Hs N\ F5 + Fermiones, (3.11)

Entre las soluciones a las ecuaciones de movimiento de (3.11]) existe una que tiene
un papel importante en el contexto de la correspondencia holografica conocida como
p-brana negra. Su métrica toma la forma:

ds®> = H(r)~1/? (= f(r)dt® +dai + - - -+ da2) + H(r)'/? (;l(—f) + r2dQ§_p) ,
L\
o) =1+¢(T)
rR\ 7P
fry=1-(2) 7, (3.12)

donde £ es un parametro llamado de no extremalidad. El resto de los campos diferentes
de cero estan dados por

o0 = g H ()OI
1—H(r)™!

dz® A -+ A daP.
£9e

C

Dicha solucién es maximamente supersimétrica (preserva todas las supersimetrias de
la teorfa) y presenta un horizonte de eventos con topologia S® x RP. De manera
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analoga a un agujero negro, se le asocia carga, masa, entropia y temperatura

= - 3.13
RNy e (3.13)
N Th T—p 1 1
M_W(f> (1_52+7_p) Vp, (3.14)
_ %,V ry

S =

AGy (1— &)t

T — u—\/l_éﬂ
Th '
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Para evitar que el espacio-tiempo no tenga una singularidad desnuda el valor de la
masa esta restringido por la llamada cota BPS:

M> Y

Cuando (3.15)) alcanza la igualdad se obtiene el espacio-tiempo conocido como p-
brana negra extremal. Para llegar a dicha igualdad se toman los limites r, — 0, — 1
mientras se mantiene L7 P = r,zfp 1f£2 constante. Esta solucién tiene S =Ty =0y

solo preserva la mitad de las supersimetrias de la teoria.

El valor de la masa y la carga para una p-brana extremal resulta coincidir con la
masa y carga de una pila de N Dp-branas sin excitar, este resultado es una primera
indicacion de una conexién mas profunda entre branas negras y Dp-branas que como
veremos da lugar a la correspondencia holografica.

3.2. La correspondencia holografica

En esta seccién esbozaremos una deduccion de la herramienta que se usara en el
siguiente capitulo para mostrar resultados de teorias de campos mediante calculos en
una teoria gravitacional.

En el caso particular de una p-brana negra extremal con p = 3 el contenido de campos
se simplifica ya que el dilaton toma un valor constante, la 4-forma RR toma el valor

Coi2z = H;%fl y la métrica tiene una expresion mas sencilla dada por,
ds® = H(r)~'/? (dt* + da} + - + d:L‘Z) + H(r)Y? (dr* + r2dQ§_p) , (3.16)
I\
H(r)=1+ <—> ,
r

donde L* = 47w Ng.l* Podemos ver un esquema de este espacio-tiempo en la figura
0.2
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Para que la expansién perturbativa de teoria de cuerdas en el fondo ([3.16]) esté bien de-
finida hay que tener cuidado con las relaciones entre las constantes de acoplamiento y
el radio caracteristico L, esto implica imponer dos condiciones sobre el espacio-tiempo:
Por una parte la curvatura del espacio-tiempo tiene que ser grande con respecto a
la longitud de cuerdas: %—f = g.IN >> 1; por otro lado la constante de acoplamiento
de cuerdas tiene que ser pequeila, g. << 1. Con el objetivo de describir el limite de
bajas energias es 1til ver como se comporta asintoticamente: cuando la coor-
denada radial es muy grande /L >> 1y H ~ 1 de modo que la métrica se vuelve la
del espacio-tiempo plano con una correccién de orden O(L*/r*), mientras que para
r/L <<1— H = L*/r* y la métrica se vuelve el producto de un espacio de Anti-de
Sitter H-dimensional con una esfera 5-dimensional, es decir,

7“2

Es til escribir esta métrica haciendo el cambio de variable r — %

L2
ds? (—dt* + d7*) + T—2dr2 + L2d03. (3.17)

L2
ds? = > (—dt* + da® + dz*) + L2922, (3.18)

Figura 3.2: La regiéon cercana a r = 0 corresponde a la parte més cercana a la 3-
brana negra donde el espacio-tiempo se deforma maés. Por otro lado, cuando r > L
el espacio-tiempo es plano. Imagen tomada de [28]

La coincidencia de las masa y la carga de la pila de N, Dp-branas con la p-brana
negra extremal es el primer indicio de que existe una conexién entre ambos sistemas.
Pasando al limite de bajas energias £ << i, E << %, con p = 3 esta conexion se
vuelve mas clara.

En este limite las cuerdas cerradas que se propagan en el espacio plano, r >> L, se
desacoplan del resto del espacio ya que su energia hace que tengan una longitud de
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onda cuya escala es mayor al radio caracteristico del espacio-tiempo, L. Ademas de
los modos que viven en la region plana, existen dentro del conjunto de estados con
energia baja aquellos que tienen una energia alta cerca de r =~ 0 pero que al escalar
el potencial gravitacional pierden su energia medida desde el espacio plano. Es decir,
debido a la componente g;; de la métrica , observadores a diferente posicion
radial miden diferentes energfas. La energia propia de un objeto E, se relaciona con
la energia que mide un observador en r — oo mediante

AN\ —1/4
E, = <1 n i) E,. (3.19)

Esto quiere decir que aunque en la regién cercana a r = 0 existan modos que den
lugar a estados muy energéticos, para un observador suficientemente lejano la energia
de estos modos se puede hacer arbitrariamente pequena. Asi, en el limite de bajas
energias los modos que sobreviven son aquellos que se propagan en la region cercana
a r = 0 con energia propia alta y aquellos en la region r > L con energia propia
pequena.

Al pasar al limite de bajas energias ocurre una situacién similar en el sistema de una
pila de N, D3-branas en la teoria IIB. Las cuerdas cerradas que se propagan fuera de
las branas se desacoplan de la teoria en el volumen de mundo, misma que para energias
pequenas se reduce al contenido de los modos no-masivos. En la teoria de supercuerdas
IIB, ademés de los campos que tenfamos en la cuerda bosénica descrita por (3.7)) el
espectro no-masivo de las D-branas incluye a los supercompaneros fermionicos de
estos campos. Nuevamente se puede tomar el limite de deformaciones muy pequenas
sobre las D-branas, anédlogo a , solo que en este caso después del limite se obtiene
la teorfa de Super Yang Mills con N' = 4 con grupo de norma SU(N,) que se menciond
en la seccién (|1.3)).

En el limite de bajas energias tanto en la 3-brana extremal como en la pila de D3-
branas existe un sector de cuerdas cerradas propagandose libremente en la region de
espacio-tiempo plano que se encuentra desacoplado del resto de la teoria. La identifi-
cacion de los sectores restantes de ambas teorias da lugar al enunciado de la versién
mas sencilla de la correspondencia holografica desarrollada por Juan Maldacena en
1997 [26): Una teoria de supercuerdas IIB en AdSs X S5 es equivalente a una teoria
N = 4 de Super-Yang-Mills con grupo de norma SU(N,) en espacio-tiempo plano
4-dimensional.

Esta equivalencia no es trivial y aunque no estd demostrada formalmente la gran
cantidad de resultados tedricos que se han desarrollado explotando la conjetura de
Maldacena indican que es correcta. Mucha de la utilidad de la correspondencia radica
en que podemos rastrear precisamente cantidades y conceptos en una teoria con su
equivalente en la teoria dual, estas identificaciones crean un diccionario entre ambas
teorias de manera que es posible tratar un problema en teoria de campos como un
problema de gravedad y viceversa. En lo que resta de esta seccién mencionaremos
algunas de las equivalencias mejor conocidas.
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El grupo de isometrias del espacio-tiempo de Anti de Sitter 5-dimensional es SO(4, 2)
mientras que la esfera 5-dimensional es invariante bajo el grupo rotaciones en seis
dimensiones: SO(6). Del lado de la teoria de SYM la primer simetria, SO(4,2), co-
rresponde a la invariancia bajo el grupo conforme en 341 dimensiones. El segundo
factor, SO(6), es homeomorfo a SU(4) y corresponde a la simetria R de la CFT: la
invariancia de SYM ante transformaciones de las supercargas bajo SU(4). En par-
ticular, dentro del grupo conforme es de interés ver cual es el mapeo de las dilata-
ciones (t,7) — (A, AZ) ya que los diferentes valores de A exploran diferentes escalas
energéticas en la CFT. La deduccién de la correspondencia hace natural identificar las
direcciones de la teoria de norma con las coordenadas transversales de la brana negra
extremal. Asi, del lado de gravedad para mantener el espacio-tiempo de AdS inva-
riante bajo dilataciones es necesario escalar la coordenada radial mediante r» — r/\.
Esta identificacion nos dice que, en esta eleccién de coordenadas, la direccion radial
en AdS da una escala de distancia para la CFT: cuando r es grande estamos en la
regién de distancias grande y energias bajas (Infrarrojo) en AdS pero en la CFT es-
to corresponde a distancias pequenas y energias altas (Ultravioleta). A esta relacion
entre las diferentes regiones energéticas de ambas teorias se le conoce como conexion

UV/IR.

Al estar identificadas las direcciones de la CFT con las rebanadas de AdS a z = % fijo
los difeomorfismos en AdS que mezclan las coordenadas x* se mapean a los mismos
difeomorfismos en la teoria conforme. Sin embargo, la simetria bajo difeomorfismos
que combinan la coordenada radial z de AdS con las coordenadas x* nos permite
explorar diferentes maneras de aproximarnos a la frontera de AdS. Para energias muy
grandes, cerca de z = 0, las excitaciones de la teoria de campo estan localizadas de
modo que al tomar el limte de z — 0 podemos leer la forma que tiene el espacio-
tiempo en el que vive la teoria de norma. Al tomar estos difeomorfismos conviene
escribir la métrica en la norma de Fefferman-Graham [29] para evitar que existan
términos cruzados en la métrica y poder leer directamente la métrica en la que vive

la CFT

L? s
== (g (, 2)datda” + dz°), g =g + 2290 () + -+, (3.20)

ds?

donde g., = 5—22, 9., = 0y la métrica de la CF'T estarfa dada por la parte correspon-
diente a z = 0, es decir, g,(g,). De manera mas precisa si se escoge el difeomorfismo
en AdS de modo que las coordenadas cambien mediante z — 2 = @z gt —
T (x, z), hatx*(x,0) = x* entonces la métrica de la CFT difiere de la anterior por una

transformacién de Weyl gL L= e2w(x) G

Uno de los ejemplos que sera 1til para los resultados de este trabajo es el difeomor-
fismo que nos permite observar a AdS global. Este espacio-tiempo incluye todo el
hiperboloide y puede ser parametrizado por las llamadas coordenadas globales
mediante:

ds* = L* (— cosh? pd7? 4 sinh? pdQ32 + dp2) :
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Al tomar estas coordenadas y escribirlas en la norma de Fefferman Graham se obtiene

L? 7? VA 72 Z3
2 2 | 4 2 2 4 3 2
ds _ZQ[ (L +5 +16L2>d7 +<L . +16L2>d92+dz],

donde Z = 2Le~ . Con esta forma vemos que el dual a AdS global corresponde a una
CFT que vive en el espacio-tiempo conocido como el universo estatico de Einstein

dsgpr = L? (—dr® + d$3)

misma que esta relacionada con la CF'T en el espacio plano mediante una transforma-
cién de Weyl. Usando este procedimiento para diferentes difeomorfismos se pueden
obtener distintas equivalencias entre teorias de gravedad y teorias conformes usando
(13.20)).

Una de las entradas mas importantes del diccionario es la llamada correspondencia
campo-operador, esta relaciona los campos en la teoria de gravedad con operadores
locales en la CF'T. Podemos entender su origen pensando en cémo se comporta una
campo ¢(x™) que se propaga en la regién plana de ambas teorfas antes de tomar
el limite de bajas energias. Del lado de las Dp-branas dicho campo se acopla a un
operador local O(z*) en la teorfa sobre la Dp-brana mediante el término [ d*z¢, O,
donde ¢, es el valor del campo sobre las Dp-branas. Después de hacer el limite de
bajas energias, el campo ¢, aparece en la accién de la teoria de norma como una
fuente externa que retiene la informacién del acoplamiento entre las D3-branas y el
resto de la teoria de cuerdas. En el lado de gravedad este campo que vivia en toda
la brana negra se restringe a la parte de AdS después de tomar el limite y el término
que esta acoplado en la teoria de norma corresponde al valor del campo en la frontera
de AdS, es decir, ¢g = ¢(z,z = 0). Asi, al rastrear que sucede con algin campo
antes de tomar el limite de bajas energias se puede establecer cual es su campo dual
en la teoria de norma. Por ejemplo, al hacer una expansion del campo del dilaton

e¥=1—(x)+- - enla accién de las D3-branas se obtiene
1 4, -
§ = i | e T W—det (o 272 F) + - |
= Ssym + /d4:c<p(g;-)£SYM T

de modo que el campo dual al dilatén corresponde al Lagrangiano completo de la
CFT. Para distinguir el dual de un campo genérico en AdS en el lado de la CFT es
util notar que el comportamiento del campo cerca de la frontera se puede separar en
una parte normalizable y una parte no normalizable

A

h’n% ¢t (x", 2) o 22+ = 2 modo normalizable;
z—

HH(I] ¢~ (2", 2) oc 22~ = 2*7® modo no-normalizable,
Z—
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donde A es la dimensién conforme del operador O(x) dual a ¢(z, z). El término no-
normalizable deforma la teoria de campo y es el que sea acopla al operador O(x) que
aparece en la accién de la teorfa de norma. En términos de la funcional generadora
de ambas teorias esta conexién toma la forma [30]

ZerrlJ] = Zenple™ = J),

(e J@o@diay = / DPe™ P18 | ()= (a)s (3.21)

mientras que el coeficiente que acompana al modo normalizable contiene la informa-
cién acerca del valor esperado del operador O(x) en presencia de la fuente J(z).

El lado derecho de la igualdad (3.21]) es dificil de calcular, sin embargo, cuando A =
g3y Ne >> 1 la accién de la teorfa de cuerdas se reduce a supergravedad en 9+1

dimensiones. Ademds, en el limite N, oc —= 5 — la aproximacion de punto silla es
C;’N

véalida ya que la accién es proporcional a G5!, tomando esta aproximacién se puede
reemplazar la integral por el término evaluado en la solucion clésica. En el lado de
la CFT, el limite A\, N, — oo corresponde a la regién de acoplamiento fuerte con
muchos colores de la teoria de campos pero en su dual estos limites dan lugar a
una teorfa evaluada en su solucion clésica. Esta identificacién hace que exista una
manera de tratar los problemas que eran previamente inaccesibles debido al caracter
no-perturbativo del acoplamiento fuerte como problemas maés sencillos en gravedad
clasica.

A través de la correspondencia campo-operador se pueden considerar casos donde la
temperatura de la teoria de campos es diferente de cero. Tomando el tensor de energia
momento de la CF'T como uno térmico y relaciondandolo con el modo normalizable del
tensor métrico se pueden resolver las ecuaciones de Einstein para obtener la métrica
completa dual a una teoria a temperatura 7', por ejemplo
12 2 4
ds® = = <f(z)dt2 —d7?* + ?(2)) s fr)=1- j—é (3.22)
donde L es el radio de AdS con un horizonte localizado en z = z,. Las propiedades
termodinamicas de este agujero negro como la temperatura y entropia se identifican
con aquellas de la teoria conforme. Al tomar el limite A\, N. — oo esta identificacion
es muy util ya que permite calcular cantidades de plasmas fuertemente acoplados
estudiando la termodindmica de agujeros negros en gravedad clésica.

Ademas de las diferentes relaciones que podemos encontrar estudiando regiones dis-
tintas del hiperboloide , se cree que la correspondencia es un enunciado mas
general que relaciona teorias de gravedad y teorias de norma aunque no exista una
derivacion tan clara como la de la dualidad original. Esto ha llevado considerar un
conjunto muy grande de teorias gravitacionales con el fin de reproducir las diversas ca-
racteristicas de las teorias de norma. Entre las CF'Ts que son de interés se encuentran
aquellas en las que la teoria tiene acoplamiento grande pero no infinito, esto equivale
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a tomar en cuenta correcciones de la accion de supergravedad donde la curvatura no
es pequena [29], dichas correcciones agregan nuevos términos a la accién que tienen
mayores derivadas de los campos. Dentro de estos términos se encuentran aquellos de
orden superior en la curvatura que estudiamos en la seccion [2.2]y, aunque los términos
de Lovelock no aparecen explicitamente en las correcciones a supergravedad, el hecho
de que existan soluciones de AdS con y sin agujeros negros hace que sean un esce-
nario ideal para esbozar el comportamiento de los términos de orden superior en la
curvatura que si aparecen en la teoria de cuerdas, ademés de dar informacion acerca
de teorias conformes con diferentes propiedades.

Habiendo mencionado algunas de las caracteristicas de la correspondencia hologréfica,
en lo que resta de este capitulo nos enfocaremos en el fenémeno especifico del caos,
mencionando las entradas del diccionario que han sido 1tiles para trasladar el célculo
de una teoria de campos a una teoria gravitacional.

3.3. El Efecto Mariposa

Una de las caracteristicas importantes de la correspondencia es su capacidad para
estudiar sistemas fuertemente acoplados a temperatura finita usando por ejemplo,
agujeros negros en AdS, dentro de los fendmenos que se presentan en estas teorias
térmicas se encuentra el caos. Aunque el estudio del caos comenzé siendo puramente
clasico existen generalizaciones al mundo cuantico y recientemente se han estudiado
estas ideas usando la correspondencia holografica. En esta seccion revisaremos algunos
resultados importantes del comportamiento cadtico y su generalizacién al mundo
cuantico con el objetivo de estudiar su aparicién en el contexto holografico asi como
algunos resultados importantes del efecto mariposa en teorias con derivadas de orden
superior en la curvatura que nos permitirdan tener las herramientas necesarias para
deducir los céalculos del préximo capitulo.

Una de las hipétesis fundamentales de mecanica estadistica es el hecho de que pode-
mos intercambiar el analisis de la evolucién temporal de cada componente del sistema
por un promedio sobre el espacio fase a tiempo fijo. La idea principal detras de este
intercambio es la suposicion de que esperando suficiente tiempo los sistemas cruzan
una infinidad de veces todas las trayectorias con energia fija, este enunciado es co-
nocido como el teorema ergédico. Una de las formas de explicar este fenomeno es a
través del estudio de sistemas cadticos. A grandes rasgos en sistemas clasicos el caos
se define como la susceptibilidad de un sistema a condiciones iniciales. El ejemplo
mas famoso de este comportamiento surgié en los 60’s cuando el matematico Edward
Lorenz se dio cuenta, haciendo el calculo de ecuaciones diferenciales climatologicas,
que se obtienen predicciones muy diferentes cuando las condiciones iniciales se cam-
bian muy poco. Este fenémeno recibe el nombre de el efecto mariposa ya que estas
caracteristicas parecian decir que el estado climatolégico podia cambiar con algo tan
pequeno como el aleteo de una mariposa.
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Pasando a un sistema de particulas, el comportamiento cadtico del movimiento se
caracteriza por una amplia diferencia en las trayectorias para posiciones iniciales cer-
canas. Al tomar como posicién inicial z(0) y hacer una perturbacién 6z (0) la evolucién
temporal en una teoria cadtica separa estas trayectorias de manera exponencial

| 0x(t) |= e ' | 62(0) |, (3.23)

donde A sirve para cuantificar la separacion y es conocido como el coeficiente de
Lyapunov, podemos ver el comportamiento en la Figura [3.3] Los sistemas caGticos
son una rama de estudio muy grande por si misma, sin embargo, para propésitos de
este trabajo bastara con enfocarnos en las caracteristicas contenidas en la ecuacion

(3-23).

Sx(t)

8x(0)
(0) x(r)

Figura 3.3: Separacion de trayectorias con condiciones iniciales cercanas.

3.3.1. Caos en teorias cuanticas

Al describir sistemas cuanticos no es necesario usar la posicién o el momento por lo
que esperamos que en general el caos se manifieste en un gran niimero de operadores.
Existen varias formas de trasladar los conceptos del caos al mundo cuédntico, en este
trabajo nos enfocaremos en una de estas formas que ha resultado 1til recientemente
para calculos hologréficos siguiendo la explicacién de [32]. Para entender esta manera
de tratar el caos cuantico se calcula el efecto de una perturbacién V en la medicién
de otro operador V. En una teorfa cadtica el efecto del operador V sobre el sistema
serd susceptible a las condiciones iniciales como en el caso cldsico, sin embargo, en
este caso la medida de este efecto estda dada por el cuadrado del conmutador de W(t),
V(O) Para operadores unitarios y hermitianos tenemos

A A

o =W vo]) = —wn.ve] Wo.ve) e
—2(1 - Re ((W(t)V(O)W(t)V(O))) , (3.25)

esta cantidad recibe el nombre de correlador desordenado en el tiempo (OTOC por
sus siglas en inglés) y fue estudiada por primera vez para una teoria de superconduc-

tores en el limite semicldsico en [31].AEn particular, si se sustituyen los operadores
de posiciéon y momento, W = §(t),V = p(0), se obtiene [G(t),p] que en el limite
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semicldsico se vuelve el paréntesis de Poisson ih{q(t), p} = ihgg—((é)). Asi, el aumento
exponencial de este conmutador nos daria la separacion de trayectorias que se observa

en el caos clasico (3.24). Para entender porqué C(t) da una medida del caos hacemos
el intercambio ¢t — —t y reescribimos el segundo término de (3.24]) como

OTO(t) = (W(=t)V ()W (=t)V(0)) = (un), (3.26)

donde
1) = W(=t)V(0)B), [w2) = V(O)W(—t)|B), (3.27)

y |bet) es un estado térmico cdmo el que veremos en la préxima seccién. En este desa-
rrollo la ecuacion (3.24]) nos dice que cuando los estados |11) , [t)2) son muy parecidos
C(t) tiende a cero. Para explicar porqué sucede esto mostramos la construccion de

ambos estados en las figuras 3.4 y

V(0)16) e W (0)e ™V (0)]3)

—t <0 ' /\/\_

etV (0)8) W (0)e" Vv (0)[8)

Figura 3.4: Construccién del estado [¢1). Primero se evoluciona el estado V(0)|3)
hacia atrds en el tiempo, mediante e*’*. Después se aplica el operador 1474 y Se evo-
luciona hacia adelante el tiempo. Si se espera una cantidad de tiempo grande y la
teoria es cadrica se espera que la perturbacién % tenga un efecto grande cuando se
evoluciona hacia adelante el tiempo. Imagen tomada de [32].
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_— N\
13> e HIW (0)elf|3) V(0)e HOY (0) et 8)

e 3) W(0)ett|3)

Figura 3.5: Construccién del estado [12). En este caso el sistema primero se evoluciona
hacia atréas en el tiempo y luego se aplica . Despusés se regresa el estado at =0y se
aplica el operador V', como este operador se crea en ¢t = 0 se espera que el estado sea
diferente a |t1) donde el efecto de V casi desaparece. Asi, cuando la teorfa es cadtica
se espera que (¢o]11) ~ 0. Imagen tomada de [32].

Aunque el resultado con W = §(t), V = p(0), hace contacto con el problema clésico,
en general el comportamiento cuantico de la teoria se manifiesta por el crecimiento
exponencial de para una gran cantidad operadores hermitianos. En este trabajo
nos enfocaremos en sistemas donde el nimero de grados de libertad es muy grande
N >> 1, ya que como vimos en la seccion anterior esto hace que podamos considerar
soluciones clasicas en la parte gravitacional de la correspondencia hologréafica. En este
tipo de sistemas a temperatura finira y tiempos pequenos se espera que el efecto de
V() todavia no haya alcanzado a W (0) de modo que el conmutador es pequeiio [37]

Clt)~ =, 0<t<ty,,

donde N es el nimero de grados de libertad del sistema y ¢4 es el tiempo de disipacion
caracteristico del equilibrio térmicoﬂ. Cuando nos alejamos de este tiempo se tiene el
comportamiento exponencial que caracteriza el caos

C(t) ie”, ty <<t << tg,
N
donde ¢, es llamado el tiempo de mezcla (scrambling time en inglés). En este intervalo
de tiempo la perturbacién inicial se esparce por el sistema, de modo que cuando trans-
curre suficiente tiempo ¢ > t, el conmutador C(t) permanece constante ya que W (t)
se encuentra mezclado con todos los grados de libertad del sistema. Este conmutador
mantiene su valor para tiempos posteriores a diferencia de sistemas no caéticos donde
la influencia de la perturbacién inicial es oscilatoria [56].

Esta escala temporal controla el decaimiento de la funcién de dos puntos (V(¢)V(0)) ~ e~*/ta,
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Si los operadores se separan espacialmente el resultado anterior se generaliza a
1 _lal
C(t,7) NeA(t “b), tg <<t <<t

el efecto del operador W empieza a ser relevante cuando C(t,Z) o< 1 de modo que la
distancia espacial entre ambos operadores define la regién de influencia de W . Aw
se le conoce como la velocidad de mariposa ya que caracteriza la velocidad con la que
la perturbacion al sistema se vuelve importante. Esta regién define un cono donde a
partir de t > t, el efecto del operador 1474 empieza a tener relevancia como se puede

ver en la Figura [3.6]

Figura 3.6: Regiones donde C(t,Z) es diferente de cero. Imagen tomada de [32].

3.4. Caos y holografia

Cuando la teorfa de campos en la que calculamos C(t) tiene un dual gravitacional es
posible calcular el coeficiente de Lyapunov, la velocidad de la mariposa y el tiempo
de mezcla para teorias fuertemente acopladas mediante célculos en gravedad clasica.
El primer sistema donde se estudiaron estas cantidades de manera holografica fue
en el estado termo doble de campos (TFD por sus siglas en inglés)[42]. Este estado
esta formado por dos copias de una teoria, L y R, y se construye con el objetivo de
tener una matriz de densidad reducida, py = trgp, que corresponde a una teoria a
temperatura T'= 1/ en cada copia de la teoria

1 _
) =~ > e B n) )y (3.28)

pr =t () () = 2 3™ e |n) (n,

n
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donde Z es la funcién de particién de una de las copias de la teoria. El estado |¥)
es puro y a pesar de que las dos copias de las teorias no pueden interactuar el en-
trelazamiento entre sus regiones es diferente de cero. Maldacena estudi6 en [47] el
estado TFD concluyendo que su dual gravitacional es un agujero negro eterno en
AdS, ver Figura 3.7, donde la regién UV de la teorfa L (R) corresponde a la frontera
izquierda (derecha) del espacio-tiempo y ambas fronteras estan separada entre si por
el horizonte del agujero negro. El estado |V) es invariante ante evolucién temporal
del Hamiltoniano H = H; — Hp, esta simetria se ve realizada en el espacio-tiempo a
través de un vector de Killing temporal que va hacia adelante en la parte derecha y
hacia atras en la parte izquierda [47].

Es posible construir la estructura causal del agujero negro eterno partiendo de un
agujero negro con una sola frontera extendiendo el espacio-tiempo mediante la cons-
truccién de Kruskal como vimos en la seccién [2.1.1] Para ilustrar el célculo holografico
consideramos un agujero negro descrito por

dr?

ds* = —F(r)dt* + P

donde h;; es la métrica que define la topologia del horizonte del agujero negro y en
nuestro caso serd siempre la de una esfera o la plana. El espacio-tiempo que resulta
de la extension de Kruskal se define a través del elemento de linea:

dshy = 2A(u, v)dudv + g(u, v)hy(z)dz'da?.

r=20
W

~ /

~ 4

. Future Interior L

Left \/ Right

. 7
<

Exterior AR Exterior

4 ~
’

I . AN I
&~ ’

’ N

L Past Interior .

Figura 3.7: Diagrama de Penrose de la extensién de Kruskal de un agujero negro que
es asint6ticamente AdS. Imagen tomada de [32].
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Para estudiar el comportamiento cadtico de la teoria de campos se coloca un operador
V(tw) que crea una particula nula con energia E en la frontera izquierda a un tiempo
t, en el pasado. Mientras més grande es t,, la trayectoria de la particula comienza
mas cercana al horizonte inferior de modo que sigue cada vez mas a la geodésica nula
parametrizada por u = 0. Cerca del horizonte la métrica del agujero negro se ve como
la del espacio-tiempo de Rindler con una aceleracion dada por su gravedad superficial

ds® = —Kk*p*dt? + dp® + hijda'dx? = —p?d€* + dp* + hyda'da?, (3.30)

de modo que el tiempo de Rindler esta asociado con el tiempo de Rindler cerca del
agujero negro mediante £ = %’rt. El tiempo de Rindler parametriza transformaciones
de Lorentz en el espacio-tiempo de Minkowski ya que £ = k= 'Arctanh(v(t)), donde
v(t) es la rapidez del observador acelerado. Asi, el hacer una traslacion en el tiempo del
espacio-tiempo del agujero negro tiene como efecto cambiar la energia de la particula
mediante una transformacién de Lorentz con parametro £ = %’rt, de tal forma que,
para tiempos grandes, la energia de la particula creada por V' vista por un observador
a tiempo t = 0 estd dada por E,_y ~ Ee?™/?. Asi, al mandar la particula suficiente-
mente hacia el pasado su energia crece exponencialmente cerca del horizonte y llega
al punto donde tenemos que tomar en cuenta como deforma la geometria. La forma
de esta solucién fue dada primero en [49] para una particula sin masa moviéndose
en Minkowski. Si se escribe la contribucion de la onda de choque de manera general
como

ds® = dspy + huwdu?,  Hy, = §(U)H(x), (3.31)

podemos seguir la trayectoria de una geodésica nula que se mueve en la direccién U,
ortogonal a la direccién de la particula creada por V', para obtener [4§]

/ 2A(0)dV = / HodU — H(z) = 2A(0)AV = f(x). (3.32)

Es decir, el efecto de la particula cayendo corresponde a un corrimiento en la direccion
nula en la que cae la particula v — v 4+ O(u)f(z) de modo que el espacio-tiempo
resultante esta formado por dos copias de un agujero negro pegadas a través de la
regién u = 0, ver Figura [3.8] La parte izquierda corresponde a la geometria de un
agujero negro con masa M + E mientras que la parte derecha sigue siendo la solucién
original con masa M. Dicha perturbacién genera lo que se denominé en [48] como
una onda de choque.
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Figura 3.8: Diagrama de Penrose correpondiente a la geometria de onda de choque,
el salto en la coordenada v corresponde a f(z). Imagen tomada de [50].

Tomando este ansatz basado en argumentos fisicos se calculd en [50] cémo cambia la
forma de la métrica y el tensor de energia-momento cuando imponemos que la métrica
en la parte derecha tenga la misma métrica que antes de la onda de choque sélo que
ahora recorrida por una funcién dependiente de las coordenadas transversales f(z)
en la direcciéon nula v:

T = 2T, (u,v + O(u) f(z)) du (dv + O(u)d; fdz') + Ty (u, v + O(u) f(z)) du”

T, (1, 0+ O(uw) f(2)) (dv + O(w)d; f(x)dz')? + Ty (u, v + O(u) f(x)) da'da?

)
ds* = 2A (u,v + 0f(x)) du (dv + O(u)d; fdz") + g (u,v + O(u) f(2)) hij(x)dx'da’.
(3.33)

Resulta mas fécil trabajar en coordenadas que ya toman en cuenta el corrimiento
debido a la onda de choque asi que cambiamos a las coordenadas

i=u, ©=v+0u)f(r), 2'=a2"
dv + O(u)d; fda' = dv — 8(11)da,

asi se obtiene la métrica y el tensor de energia momento que usamos en las ecuaciones
de Einstein,

ds* = 2Adud — 2Af0di> + Ghy;ditdi? (3.34)
T=9 <Tu - T) dado + (Tuu T, 262 — 9T, fS) di? + Tdt? + Tyydi'di?
(3.35)

donde el gorro indica que la cantidad esta evaluada en las nuevas coordenadas. Ademas
de este contenido de materia que agregamos de forma general hay que sumar la
contribucion de la particula que cae hacia la singularidad moviéndose a través de la
geodésica con u = 0, localizada en las direcciones transversales z,

Tehock — R /85 (4)6(x). (3.36)

Nos interesa ver la solucién de las ecuaciones de movimiento para f(z) en distintas
teorias de gravedad por lo que no escribiremos explicitamente la parte gravitacional y
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la dejaremos como Gy, . Uno de los resultados importantes de [50] es que el espacio-

tiempo con métrica (3.33)) tiene Gg%) = 0, donde el superindice de G indica su orden en
la funcién f(z) de modo que G corresponde a la parte gravitacional de la ecuacion
de movimiento del epacio-tiempo sin perturbar, (3.33). Tomando ésto en cuenta y

juntando (3.35)) y (3.36)) obtenemos para la componente Ggq,
Gai = G + Gl = Ty + E™ f(2)6(w) — 2T, f ()5 (w),

GSJ + 2T, f(2)0(u) = Ee*™P5(u)d(x), (3.37)
G+ 26 f(2)3(u) = Ee*™B§(u)é(x), (3.38)
Para pasar de (3.37) a(8.38) notamos que T}, 1o es el tensor de energia momento

. «a B . ..
escrito en la nueva base, Ty; = %%Taﬁ, sino es el tensor en las viejas coorde-

nadas evaluado en las nuevas, Ty, = Ty (v, v+ O(u)f(x)), de manera que sigue
siendo solucién de la ecuacién de movimiento sin perturbar: T, (u, v + O(u) f(z)) =

G (u,v + O(u) f(z)). Notamos también que en ([3.38) no aparece el tensor de energia-
momento explicitamente, la dependencia del contenido de materia se encuentra de
manera implicita en la funcién F(r) de la métrica (3.29)).

Debido a la presencia de d(u) en (3.38)), la solucién para el corrimiento f(x) sélo
depende de su comportamiento cercano al horizonte, © = 0. Con fines de calcular
la velocidad de mariposa en diferentes teorfas es 1til escribir las funciones A(uv) y

B(uv) de (3.33) en términos de una serie de Taylor cerca del horizonte. Siguiendo [53]
consideramos el espacio-tiempo definido por

dp? ,
ds* = —h(p)dt* + —— + p*dx‘dx;, 3.39
(o)t + £ (339

este espacio es asintéticamente AdS, es decir, para p grande tenemos h, F' = g?p?+- - -,
donde L = 1/g es el radio de AdS. Si el horizonte se encuentra en p = py entonces la
serie de Taylor alrededor de py toma la forma

h=hi(p—po)+help—po)>+-, F=Fl(p—po)+Falp—po)+-+,

de la construccion de Kruskal se obtiene que cerca del horizonte
1 (F,  hy 9
w = (p — po) B (E + h_1> (p = po)

- 1(F  ho\ 4
p po—uv+2(F1+hl)uv+ ,

expandiendo A(uv) y B(uv) se obtiene

A= Ag+ Aj(uwv) + Ay(uw)®* + -+, B(uv) = By + By (uv) + Ay(uv)® + -+,
1 9F, 6hy\ 1 3F2  Fy 13Fhs 19K _hy\ 1
Ag= = A = (222 0 &g (22 58 20 e sy 1
T E <F1 * hl)Fl’ 2 <4F12+F1 >R A )R

F h
By = 92/03: By = 292P3a By =¢* (1 + F?Po + h—iﬂo) .
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Con esta expansién podemos escribir la velocidad de mariposa y su dependencia
en F y h. Para gravedad de Einstein la ecuacién de movimiento que determina el
corrimiento f(x) estd dada por

V2f(x) — 1 f(z) = cd(x) (3.40)
donde p? = 3B _ 65 2 _ 1h8i <\/Ehij8j> yc= 64rGEe 7" . Si pasamos esta

A0) — L2
ecuacién a coordenadas esféricas (en la direccién de la teorfa de campo) obtenemos

ﬁaR(R%Rf(R))B(@, $)) — (I +1) + 1*) f(R)Pi(cos(6)) = c5(R) (3.41)
La solucion a esta ecuacion, para R > 0, esta dada por las funciones modificadas
esféricas de Bessel [54]

bo(uR) = K, (uR) + Jo(uR), (3.42)

Jn(pR) diverge cuando pR — oo asi que nos quedamos sélo con K,(uR). Estas
funciones tienen la forma

e HEi

K (uR) =
I(M) LR

+ e "RO(u 2R7?), (3.43)

de modo que al tomar el limite de uR grande podemos aproximar K ~ “—.
la solucién general como f(R) =), AjP(cos(0))K;(uR) la ecuacién diferencial
se satisface para R > 0. En R = 0, analogo a lo que sucede en la ecuacion de Poisson
para una carga puntual, tenemos ahora la contribucion de un término que era cero
para R > 0, V(%) = §(R). BEs decir, sélo en R = 0, V?(%) da la contribucién de la
d(R) asi que f(R) =), AiFi(cos(0))K;(11R) es la solucién general de (3.40).

Para obtener los coeficientes A; sustituimos f(r, ) en la ecuacién diferencial

P(cos(0))V*= =e uRZA[B(COS(@))(S(E) = cd(R), (3.44)

1
R
>

Como el lado derecho no depende de 6 se obtiene Ay = uc'y A;~g = 0. Asi, tenemos
que para Ry = |Z|u >> 1 la solucién de (3.40) toma la forma [50]

Py(cos(0)) = ¢ (3.45)

= |

o (tu—t) il

@)= ——5=— (3.46)

donde t, = ﬁ o-logsh ~ %logN 2 ¢; es una constante y usamos el hecho de que estamos
en el hmlte de N grande para ignorar su contribucién al tiempo de mezcla.

La geometria de onda de choque sélo captura la influencia del operador W, (t,,),
sin embargo, para observar el caos cudntico es necesario pesar este efecto con otro
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operador Wy(O) a través del conmutador (3.24). Este célculo se realizé en el dual
gravitacional por primera vez en [55] [56]. Al tomar dos operadores en diferentes
posiciones el conmutador C(t) adquiere una dependencia de esta separacién por lo
que toma la forma

Cltan 2= 1) = (9] [Wal). W3] [Wt). 7]
— 2~ 9Re (9]0') (3.47)

donde |®) = W, (t,)W, |¥) y |®) = W, W,(t,) |¥) son los andlogos de [11), |15) en
(3.26)) para diferentes posiciones espaciales. Si suponemos que Wx(tw) tiene energia
suficiente para provocar la onda de choque entonces el segundo término de
hace a C'(ty, |  —y |) una medida del traslape entre el estado con la perturbacién W,
en las coordenadas originales y la perturbacién Wy después de hacer el corrimiento
de f(z —y) en u = 0. Definiendo t, = % log(Gy') se puede ver [56] que el radio de
crecimiento del operador esta dado por

r [Wx(tw)] — vty —t.) — O(logty), (3.48)

de modo que estudiando la geometria de una onda de choque f(x) podemos obtener
cantidades relacionadas con el caos. Ademds de este resultado, en [51] se calculd la
forma explicita del correlador usando la aproximacién Eikonal que consiste en
escribir la fase de la amplitud de dispersion como la accién evaluada en la solucion
clasica e = ¢ donde s es una variable tipo Mandelstam y b es el pardmetro
de impacto dado por la separacion espacial de los operadores V, w.

El célculo de este correlador de cuatro puntos depende de la forma explicita de los

propagadores bulto—fronter correspondientes a los operadores V', IW. En el espacio-

tiempo de Rindler AdSs estos correladores se conocen de forma explicita de modo que
||

27 _ 1zl
usando la aproximacién Eikonal y en el limite de G N67<t ) << 1 se obtiene [51]

Avlw g4
C

OTO(t) = 1 — 8miGy

, (3.49)

donde Ay, Ay son las dimensiones conformes de los operadores V,W y ¢ es una

2r (y 1]
constante. Asi, regresando a la férmula (3.26) y dado que f(¢,7) x G Ne2ﬂ (-=45) se
obtiene

C(t,x) x f(t,z) (3.50)

este resultado confirma que para Gy pequeno o para un tiempo en el rango t; <<
t << t, es posible leer las cantidades cadticas resolviendo la ecuacién diferencial de

f(t, x).

2Los propagadores bulto-frontera Pa(z — ', z) relacionan el valor del campo en la frontera de
AdS con el de su interior tal que si la el campo actiia como fuente J(z) en la frontera el propagador
estd dado por ¢(z,z) = [d*a'Pa(x — 2/, 2)J ().
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Ademsds del ejemplo de Rindler AdS, el célculo de (3.50) se extiende a agujeros ne-
gros con horizontes compactos cuando la distancia entre los operadores V, W es muy
grande. Asi, aunque la forma explicita de los propagadores bulto-frontera de la teoria
gravitacional es necesaria para dar los detalles precisos del correlador de cuatro pun-

tos es posible hacer una aproximacion para puntos lejanos en el espacio compacto
[51]

O(t) o ¢~ (it 5) Im(w) < 0, (3.51)

donde R es el didmetro (distancia mds grande entre puntos en la variedad) del espacio
compacto y w es la menor frecuencia cuasi—norma]ﬂ del sistema. En el proximo capitulo
trataremos con horizontes de topologia esférica de modo que aunque los resultados
en este tipo de espacios-tiempos no tengan una interpretaciéon tan clara para puntos
diferentes a los antipodales, la ecuacién nos dice la relacién que tiene el calculo
gravitacional con las cantidades cadticas de la teoria de campos.

Los resultados (3.50)), (3.48) indican que es correcto leer las cantidades relacionadas
con el caos a partir de la solucion ([3.46)). Asi, el coeficiente de Lyapunov y la velocidad
de mariposa estan dados por

o /M F, 2 h
Az = v, =2 e (3.52)
B 2 pm 29°p5(D — 2)

Para el caso mas sencillo de la brana negra sin contenido de materia, F'(r) = h(r) =

2—22 — TMQ, la velocidad de mariposa es [42]

(5) _ d

vy = =) (3.53)
Una caracteristica importante de (3.53)) es que es una cota superior para teorias
duales a agujeros negros en gravedad de Einstein con horizonte planar que satisfacen
la condicién de energia nula [57), T}, k*k” > 0 con k* un vector nulo. Es decir,
cualquier contenido de materia que se agregue a la teoria tiene como efecto disminuir
la velocidad de la mariposa véM) de la teoria dual

v,()M) < vés). (3.54)

En el siguiente capitulo mostraremos la deduccion del andlogo de este resultado para
horizontes con topologia esférica, en este caso la cota superior corresponde también
a la solucién sin materia con horizonte esférico, es decir, AdS-Schwarzchild.

Regresando a la topologia planar mencionaremos en lo que resta de esta seccién algu-
nos resultados del efecto mariposa con diferentes contenidos de materia en gravedad

3Los modos cuasi-normales dictan la manera en la que los campos decrecen en un agujero negro
¢ ~ e+ [57] donde w puede tomar valores imaginarios.
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de Einstein-Hilbert. Uno de los casos més sencillos esta dado por la teoria de Einstein-
Maxwell con un contenido de campos dado por

po VB,

2 O T
2 2
Fir)=—-—2+21 (3.55)

L2 2 r

repitiendo el procedimiento que se describié anteriormente se obtiene la velocidad de
mariposa [44]

2r§ — L2g? _ L*q?
EH—Maz 0 (k=0) q
v = ——=0 — 3.56
b 3T8 EFH @ng ( )

vemos que a diferencia de esta velocidad si depende del tamano del agujero
negro y el efecto del campo electromagnético es el de disminuir v, como era de espe-
rarse de acuerdo a la cota . La velocidad se hace cero cuando ambos valores de
r donde f(r) = 0 coinciden.

Otro caso que resulta interesante es el de un espacio-tiempo anisotrépico [45], dicha
teoria tiene una métrica dada por

ds® = —Gmt(u)dt2 + Guu(u)du2 + G (u)(de + dyz) + Gzz(u)d22> (3.57)

donde el horizonte esta localizado en u = uy,. Debido a la anisotropia en las direcciones
transversales la velocidad de mariposa va a cambiar dependiendo de en qué direccién
se localice la perturbacién. Asi, para la métrica general (3.57]) se obtiene [45]

!
12 _ Gl

!

12 Gtt
Y G o

GZZ <2G$$ + GZZ)

0 _G 28 | Gl
U=tn we \ 4G G

(3.58)

U=up,

Tomando en particular la solucién de brana negra anisotrépica de [46] se obtienen los
resultados de la figura [3.9|
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Figura 3.9: Velocidad de mariposa perpendicular y paralela a la anisotropia, a es

un factor que mide la anisotropia. El modelo [46] interpola entre una solucién tipo

Lifshitz en el infrarrojo y una geometria AdS en el ultravioleta mientras que los puntos

intermedios se obtienen numéricamente. Podemos ver este comportamiento tomando

el limite de temperaturas pequenas o anisotropias grandes 7 >> 1 donde la solucion

fluye a la geometria tipo Lifshitz y se acerca a su velocidad de mariposa mientras que
2

para 7 >> 1 se recupera el valor de AdS Vi = 5. Imagen tomada de [45]

Ademas de describir el caracter cadtico de la teoria de campo dual el efecto mariposa
tiene conexiones con diferentes propiedades termodindmicas de los agujeros negros. En
particular, recientemente [33], 34] se ha encontrado una relacién entre los coeficientes
de transporte de un sistema y la velocidad de mariposa en un sistema hologréfico.
Debido a que las propiedades de transporte parecen ser constantes en muchas teorias
hologréﬁcasﬁ se explord en [33] como se relacionan las constantes de difusién D para
una teoria con simetria particula-agujero con la velocidad de mariposa. Se propuso
en [36] que las constantes de difusién estédn acotadas por

hv?

D>—
= kT’

(3.59)

donde v es una velocidad caracteristica de la teoria. En el caso de la teoria con simetria
particula-agujero se encontré
vh
2T
donde C' es una constante que sélo depende de las teoria infrarroja.

De=C (3.60)

0

“El ejemplo més conocido de esto es la cota de viscosidad KSS [35] 1 ~ ﬁ% donde 7 es la
viscosidad y s la densidad de entropia.
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Independientemente de este resultado se encontré en [37, [38] una manera de relacionar
los correladores que normalmente se usan para calcular los coeficientes de transporte
de la teoria con la velocidad de mariposa. Al permitir que la frecuencia de los correla-
dores de densidad de energia en el limite hidrodindmico tomen valores imaginarios se
encuentran “saltos de polos” cuando las frecuencias toman valores relacionados con
el comportamiento cadtico. Para ver esto el correlador retardado de dos puntos se
escribe de manera general como

b(w, k)

a(w, k)’
donde a(w, k) queda definida por el hecho de que las constantes de difusién se encuen-
tran los polos de G%, es decir, los ceros de la funcién a(w, k). Al continuar analitica-

mente w, k a los nimeros imaginarios tanto a(w, k) como b(w, k) se vuelven cero en
los valores

Goooo (w, k) =

(3.61)

A
Wy = i)\L, k’o = ’i—, (362)
UB

de este modo el polo que hubiera estado en a(wy, ko) se salta ya que b(wy, ko) también
se hace cero. Del lado gravitacional la manifestacion de dicho salto de polo se encuen-
tra en la reduccion del nimero de ecuaciones de Einstein cerca del horizonte, de esta
manera se tiene que encontrar un modo extra que pasa por (3.62). Las conexiones
y se unen a casos como el paradigma de la membrana [39] dando més in-
formacion acerca de la relacion entre el horizonte, donde aparece el efecto mariposa, y
la frontera, donde se calculan las constantes de transporte, en el limite hidrodindmico.

Si se generaliza el espacio termodindmico del agujero negro para incluir un término de
presion asociado a la constante cosmolégica P = —8%, la primera ley de los agujeros
negros toma la forma

AM = TdS + ®,dQy + VipdP + - - - , (3.63)

donde Vy, es la variable conjugada a P llamada el volumen termodinamico y @,
respresenta el contenido de materia. Esta extension permite escribir a la velocidad de
mariposa en términos de cantidades termodindmicas a través de [53]

, 1TS
U = 57 pr
2V P
dicha igualdad sirve para agujeros negros planares con métrica . Usando la
condicién de energia nula los mismos autores probaron una cota para la velocidad de
mariposa en agujeros negros estaticos
)2 < 2n LT
"= (D—-2)po’
En el préximo capitulo hablaremos mas de estas relacionas y porqué dejan de funcio-
nar en el caso de horizontes con topologia esférica en teorias de gravedad de Lovelock.
Finalmente, ademéas de los resultados mencionados anteriormente se ha encontrado

[41] que la velocidad de mariposa sirve caracterizar transiciones de fase cudnticas en
teorias anisotropicas que presentan transiciones de metal-aislante.

(3.64)

(3.65)
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3.4.1. Efecto mariposa para teorias de orden superior en la
curvatura

Para teorias de orden superior en la curvatura la ecuaciéon de movimiento cambia su
forma ya que el tensor G, contiene mas términos. Para ejemplificar el efecto de estos
términos seguimos el andlisis realizado en [59] y tomamos una teoria con términos de
orden O(R?) cuya accién estd dada por

(D—-1)(D-2)

1
S = " /de\/—g [R + 2 + a1 R + OézR’WR;w] ; (3.66)
0

donde [y es una escala de longitud y a;q, as son acoplamientos. Esta teoria admite una
solucion de agujero negro asintoticamente AdS de la forma

r

T2 2 TDfl
ds® = —f(r)dt® + [ (r)dr® + —=d?,  f(r) (1 - T" ) )

E N

como sucede frecuentemente en teorias de gravedad superior las escalas de longitudes

estan relacionadas por el polinomio

(D—-4)(D—-1)
D -2

ZQ(Z2 — l%) —|— (Dal —|— OéQ) Z(Q) = 0

Para encontrar vg pasamos esta métrica a coordenadas de Kruskal e imponemos el
ansatz de la onda de choque, la componente uu de las ecuaciones de movimiento

D—-1
toma la forma (3.39) con f(r) = h(r) = ’;—22 (1 - :%_1). Expandiendo el tensor G
explicitamente se obtiene

| (D—1)(D—2)
Guu = RMV - §g,u,l/R - 2[(2)

1
[ + 20 (Ruu — ZQMVR + g,wD — VMVV> R

1 1
+og {(gWD -V, V,)R+0O <RW — 59“”3) +2 <R,wup - ZgNVRJp)> R"”} ,

pasando a coordenadas de Kruskal y usando el ansatz de la onda de choque la com-
ponente U ecuacién de movimiento toma la forma

2 (D—1)4Da; + (D +2)ag) — 212\ (12 . . (D—1)(D—2)
(07 - 207 ) (oo ===
(D-1)

4@2

1
l—21Ee2’”w/56D’2(x), (3.67)

Para resolver esta ecuacién separamos los dos factores en dos ecuaciones diferenciales
distintas

(8:0")a(x) = nd"~*(x),
(0:0" — ap)h(x) = q(z),
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donde 7, a; y as se pueden leer de (3.67). Notando que la ecuacién de ¢ es la ecuacién
de la funcién de Green de h se obtiene

— _ Ui —a1|x|
7,] oo _ _ _ 7,] ale—GLQaz o a2e—a1$
h(x) = dy © ay—azlz=yl — _ : 3.68
(@) daiay /_Oo yOy)e 2a1as a? — a3 (3.68)

El resultado (3.68]) nos dice que al tener ecuaciones de movimiento con cuatro deriva-
das la solucién del perfil de la onda de choque incluye dos exponenciales. Siguiendo
la interpretacion del dual gravitacional se concluye que en este caso tenemos dos
velocidades de mariposa distintas

1 D—-1
i = 2D —2) (3.69)

la ecuacién (3.69)) es la que se obtiene en la teoria de Einstein-Hilbert, (3.53]), mientras
que (3.70) proviene de aumentar el orden en las derivadas de la métrica.

Las teorias de orden superior en la curvatura normalmente tienen més modos de espin
2 propagéandose ademds del gravitén, en el caso de la teoria (3.66)) aparece un modo

.- , 2(D-1)(D -2 s .
adicional de espin 2 con masa M = ( )(aO;§+a2) . En términos de dicha masa se

puede reescribir la velocidad de mariposa ((3.70]) como [59]

o _ | D-1 1
B )
2<D B 2) \/1 + (D—12)l(2D—2) M?

esto hace claro que la nueva velocidad es menor que aquella de la teoria de Einstein.
Asi, el cono creado por sigue siendo el que define la cota del caos y tenemos que
cuando M = 0 ambas velocidades coinciden. Para entender el significado de las dos
velocidades de la mariposa conviene regresar a la correspondencia campo-operador.
Sabemos que la métrica en AdS funciona como la fuente del tensor energia momento
en la teoria de campos, sin embargo, cuando las ecuaciones de movimiento de un
campo en la teoria de gravedad tienen mayores derivadas dicho campo podria ser
fuente de distintos operadores en la teoria dual. En este caso tanto el gravitén como
el modo masivo de espin 2 excitan operadores en la frontera a través de la métrica
y obtenemos dos velocidades de mariposa distintas. Cuando M = 0 los dos modos
excitan un solo campo con la misma dimension conforme en la teoria de campos y la
velocidad de mariposa coincide.

La teoria de Gauss-Bonnet, que revisamos en la seccién es un caso especial de
teorfas de orden superior en la curvatura ya que aunque contiene términos de O(R?)
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las ecuaciones de movimiento son de segundo orden. Asi, sélo hay una velocidad de
la mariposa que difiere de la de Einstein por un factor

(GB) 1++v1—4XgB D—1
v, = , (3.71)
2 2(D — 2)

donde Agp es la constante que aparece multiplicando al término de Gauss-Bonnet
(2.22). Para D=4 (3.71)) excede la velocidad de la luz cuando Agp < —%, sin embargo,
se ha mostrado usando argumentos de conservacion de energia que la teoria de Gauss-
Bonnet viola causalidad en la frontera en la regién Agp < —0.36 [13].

Otra teoria donde resulta interesante calcular estas cantidades es en gravedad cua-
sitopoldgica, que revisamos en la seccion [2.2.1} Desde el punto de vista hologréafico
esta teoria se desarroll6 en [I2] con la intencién de tener términos cibicos en R (esto
da lugar a un dual no supersimétrico) mientras las ecuaciones de movimiento linea-
lizadas son iguales a las de Einstein en un fondo de agujero negro asintéticamente
AdS. La presencia de términos de orden O(R?) afecta la propagacién de la onda de
choque aunque las ecuaciones linealizadas coincidan con las de Einstein y el efecto
de la curvatura mayor se manifiesta otra vez en las dos velocidades de mariposa. El
célculo de vp se realizé en [60), 61] donde se concluyé que

1) 1 (1 — /1 4 144(8) — 3)u> ,

RAEY
@ _ 1 -
v =5 (1 + /T + 144(8N 3)/,L> ,

donde p es el acoplamiento del término de orden O(R?) ([2.27)).

A lo largo de este capitulo enunciamos resultados ya establecidos acerca del efec-
to mariposa y la correspondencia holografica de modo que en el siguiente capitulo
podamos usarlos para explicar los calculos de este trabajo.
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Capitulo 4

Resultados

En este capitulo comenzaremos revisando la teorfa analizada en [18] que contiene un
campo escalar conformalmente acoplado a gravedad de Lovelock y un campo de Max-
well. Esta teoria cuenta con pelo secundario debido al campo escalar y nos permite
estudiar la velocidad de mariposa para una teoria dual a una CFT que vive en una
esfera. En la seccién 4.2 probaremos una generalizacién del resultado de [57] para la
cota a la velocidad de mariposa en teorias duales a agujeros negros con horizontes
esféricos que respetan la condicién de energia nula. En la 1iltima seccién revisa-
remos los resultados de estudiar el caos hologréfico en la teoria que revisamos en la
primera seccion, ademas haremos un analisis de la termodinamica extendida de los
agujeros negros en las diferentes teorias para hacer una comparacion con los resulta-
dos de [53]. Por tltimo en la seccién concluimos el trabajo y mencionamos algunas
direcciones para trabajo futuro.

4.1. Materia Conforme

En los capitulos anteriores hemos revisado geometrias que son solucion de un espacio-
tiempo cuya materia se acopla minimamente a la gravedad. En esta seccién revisare-
mos la teoria, desarrollada en [15], que resulta de acoplar un campo escalar de manera
conforme a una teoria de gravedad de Lovelock.

La manera mas sencilla de acoplar un campo escalar a una teoria de gravedad es me-
diante el acoplamiento minimo, [ d*z\/=g¢d,¢(x)0"¢(x). Sin embargo, este término
no agrega pelo extra al agujero negro, la forma de acoplar el campo escalar que ve-
remos a continuacion nos permite ir mas alld del teorema de no-pelo y asi introducir
mas parametros al agujero negro. Esta teorfa fue desarrollada en [I5] y consiste en
acoplar el campo escalar de manera que el término del acoplamiento tenga simetria
conforme. La construccion de la accién para el campo escalar sigue una forma similar
a la de los términos de Lovelock que vimos en la seccién [2.2] Comenzamos definiendo
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un tensor construido en base al campo escalar ¢(x) que conserva las simetrias del
tensor de Riemann

1— 2
Sed — $2 R 4 = 5[va vig + A )5[va]¢vd]¢—gé{gaglveww, (4.1)

como hemos visto las transformaciones de Weyl cambian a la métrica mediante g, —

2 gap. Al pedir que el campo escalar tenga un peso conforme s de modo que ¢ — e*? ¢
se obtiene S¢ — 25~ 5l [T4] v podemos construir una accién tal que la parte en
la que aparece el campo escalar tenga invariancia conforme con la combinacion:

ex

1
— v v a8 v, my Qo8 1%
To= forc [, 7V7F 22 O [l R + S 3],
4.2

2k(1—s)— ( )

donde my = D Ademds de este contenido de campos es posible agregar un
término electromagnético dado por

Ta=— / d®o/=—gF"™F,, (4.3)
7 = Z¢ + T4 +ZB, (4.4)

donde Zg denota el término que se tiene que agregar para tener un problema varia-
cional bien definido [14] de la misma forma que el término de Gibbons-Hawking
en gravedad de Einstein. La parte gravitacional de la acciéon es el término de
Lovelock, , mientras que el segundo término consiste en potencias de Sﬁf que se
combinan de la misma forma que lo hace R en la accién de Lovelock salvo un factor
de ¢™* que es necesario para conservar la invariancia conforme.

Para estudiar de manera mas clara esta teoria se pueden poner valores a las constantes
de modo que se obtenga la accién de un campo escalar conformalmente acoplado [20]

d A
s=1-— 3 ag=—-2N , ar=1 , b= —167TGE , by =-—16mG,
R A D -2 A 2D
9. 9] /M A L&rG seq WO qpo e O

Desarrollando de manera similar el término cuadrético de la accién se obtiene (as +
- 2 P .

bagpP? ) (R* — 4R, R*™ + Ry, R"7) + O[(¢"7], este término es similar a uno que

aparece como la segunda correccién a la accién efectiva de bajas energias en teoria

de cuerdas [15].

Algunas soluciones a esta teorfa fueron estudiadas en [I5] [16] [I7], en este trabajo nos
interesan aquellas que tengan en su espacio de soluciones agujeros negros asintética-
mente AdS ya que son un buen escenario para ser estudiadas en el contexto de la
correspondencia hologréafica. En lo que resta de esta seccion seguimos el analisis de
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[18] de modo que fijamos el peso conforme a s = —1. Asi, se obtiene una solucién de
agujero negro cuya métrica esta dada por

2
ds? = —F(r)dt2 + dL + T2d2D—2,U , o(r) =

N
F(r) r

9

donde o € {—1,0,1} corresponde a un horizonte con topologia hiperbdlica, plana
y esférica respectivamente. Es conveniente reescalar las constantes de acoplamiento
gravitacionales de la forma

(%}

m’ G =a, = akﬂikzg(d —n) Para k> 2.

Qo =

Asi, de manera similar que en gravedad de Lovelock (2.24)), la funcién F(r) queda
determinada por un polinomio dado por

e fo—F()\' 167GM H e Q?
o (1Y »

+ = = )
— 72 d—2)x7 ri=t — rd (d—2)(d—3)r2d4
donde las constantes H y () miden la intensidad de los campos y se definen a través
de las siguientes relaciones

Q o k nrd—2k
F=-—% H= N2k, 4.
gt Adr, Z _2k+1))ba (4.6)

Otras condiciones que surgen de las ecuaciones de movimiento son:

k
- (d=D" oipz-on _
k=1
k
- (A= DA — 1) +4k2) oy oo _
> TR o TIN2R = (4.8)

k=1

al ser N la tnica incégnita, estas ecuaciones dan constricciones sobre los valores
permitidos de las constantes de acoplamiento by. Cabe notar que la constante H puede
tomar valores positivos o negativos para horizontes con topologia esférica. El anélisis
de [19] nos dice que la configuracién termodindmicamente estable para agujeros negros
en 5-dimensiones con calor especifico positivo es aquella que tiene H < 0.

Para horizontes planos, o = 0, la ecuacion implica que recuperamos la solucién
que teniamos desde gravedad de Lovelock por lo que de aqui en adelante cuando
tomemos en cuenta el efecto del campo escalar nos enfocaremos solo en el caso donde
o = 1. La ecuacién (4.5)) tiene (D — 1)/2 raices reales aunque sélo una de ellas da
lugar a una solucion que tiene sentido fisico y lleva a la solucién de Einstein-Hilbert
con simetria esférica cuando apagamos las constantes ay~1. Este comportamiento es
andlogo a la rama de Einstein-Hilbert en gravedad de Lovelock.

72



4.1.1. Termodinamica

La termodindmica de la familia de agujeros negros definidos por (4.5 tiene masa,
temperatura y entropia dadas por [1§]

o o o kmazx
deQQQ (d B 2)Ed72f[ (d B 2)2d72 Z k,.d—2k—1

IR 167G M
1 H 87TGQ2 kmaz ( o ) k—1
= - S oad—2k—1) (2 |
47T7’0D(T0) T[C)l_2 (d _ Q)TS(de) L; k< ) 7’8
Y32 Py (d—2)ko" oy, 4 o d
- — 5 H 4.
e z:: d—2k 0 " 2e(d—4) |’ (4.9)

donde

kméx - (o}
oo Sk (5)” v T
2 (d —3)rd=?

Tomando en cuenta la forma de la acciéon del campo escalar la entropia del agujero
negro se calcula usando la férmula de Wald . Podemos ver de que el
término electromagnético no da ninguna contribucion extra a la entropia mientras
que el campo escalar si la modifica debido a la presencia de productos de Rl‘; en la

construccién del tensor Szg (4.1]).

Al analizar el conjunto de teorias descritas por usando la primera ley extendida,
donde la masa se entiende como la entalpia en lugar de la energfa [40], se identifica la
constante cosmoldgica con la presion y su variable conjugada con el volumen termo-
dindmico. De la misma forma, para gravedad de Lovelock, se le asocia a la constante
de acoplamiento aj-; una variable termodindmica ¥®*). Tomando en cuenta estas
contribuciones, asi como las del campo escalar, se obtiene la primera ley [1§]

OM =T3S + @6Q + Y WWsay, + > KMoy, (4.11)
k k

donde se define

Yo (d—2) o AmkT
(k) — d—2 k—=1_d-2k | ¥
4 160G 0 [ro d— 2/@} ’ (4.12)
xe (d—2)! o ATkT
o) — _ =2 k=1 prd—2k ' 413
160G ¢ (d—20k+ Do (d—2h)! (4.13)

Ademaés de la primera ley se puede obtener el andlogo a la relacién de Euler en
termodinamica observando como escalan las diferentes constantes de acoplamiento
en la accién. Esto da lugar a la relacién de Smarr dada por [1§]

(d=3)M = (d—2)TS+ (d—3)2Q+ > 2(k—1)Way, + (d—2) Y KW, (4.14)
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En la seccién calcularemos las velocidades de mariposa de las diferentes configu-
raciones de los campos en . Dado que el campo conforme sélo tiene efecto para
o # 0 en lo que resta de este capitulo nos enfocaremos en el caso del horizonte con si-
metria esférica ¢ = 1. Enfocdndonos en esta familia de agujeros negros en la siguiente
seccién encontraremos una cota para la velocidad de mariposa.

4.2. Cota a la velocidad de mariposa en una esfera

Como vimos en el capitulo anterior, existen otras dualidades ademas de la que hay
entre AdS en coordenadas de Poincaré y la teoria conforme en Minkowski. En parti-
cular la teoria de cuerdas IIB en AdS Global es dual a una CFT en un el universo
estatico de Einstein, R x S3. Este tiltimo caso también tiene su generalizacién a tem-
peratura finita cuando colocamos un agujero negro con horizonte esférico en AdS
global. Asi, el comportamiento cadtico que estudiaremos en horizontes con topologia
esférica corresponde al de una teoria de campos a temperatura finita en una 3-esfera.
El espacio-tiempo mas sencillo donde podemos calcular la velocidad de mariposa con-
siderando la topologia esférica en gravedad de Einstein es el de AdS—SChwarszchildE

2 2
2 r M 9 dr 9 112
dS = — <1+ﬁ_7’_2> dt +m+r ng, (415)

donde dQ2 = df? + sin®(0;)df, + sin®(6;) sin®(6,)dO2 es el elemento de linea de una
esfera unitaria 3-dimensional. Siguiendo el procedimiento del capitulo anterior obte-
nemos la misma ecuacién de movimiento (3.40) excepto que esta vez el operador [J
es el correspondiente en coordenadas esféricas. Usando la férmula (3.52)) obtenemos
la velocidad de mariposa
2 1
oM = (2r2 4 LP). (4.16)
3rg
Usando la ecuacion (3.64)) con las respectivas cantidades termodindmicas obtenemos

1 0 7T7"8
1TS 1(7”” + 271’) <_> chw
SIo 2w M) AG) _ (Sem? (4.17)
2PV 2 (L) (r_o>
L2 4G

este resultado sirve para apuntar hacia un comportamiento parecido entre el caso del
horizonte planar y el horizonte esférico a pesar de la ambigiiedad de la interpretacién
en este dltimo caso. Al igual que en agujeros negros con horizonte plano, el espacio-
tiempo del agujero negro no es la configuracion termodinamicamente estable de la
teoria para cualquier valor de la temperatura debido a que su energia libre no corres-
ponde a un minimo, como revisamos en la ecuacién . En el caso del horizonte

!Cambiamos de notacién con respecto a la seccién anterior sustituyendo 4GM — M para facilitar
los céalculos, el procedimiento y resultado sigue siendo el mismo.
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con topologia esférica para tener un agujero negro estable es necesario que %2 <r?
[62]. Por otro lado, la ecuacién impone restricciones en el valor del radio del
horizonte ya que para respetar causalidad v, no puede ser mayor a uno: L < r, por lo
que no hay velocidades de mariposa mayores a uno que correspondan a una solucién
de agujero negro estable.

Siguiendo los pasos de [57] probaremos que para teorfas con horizonte esférico que res-
petan la condicién de energia nula la velocidad de mariposa esta acotada por aquella
del espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild en gravedad de Einstein . Para esto,
tomamos una métrica general de agujero negro asintéticamente AdS con horizonte
cuya topologia es esférica

dr?
(1+72) f(r)

donde f(r) contiene la informacién del contenido de materia de la teoria. Factorizar

+ r2dQ3,

ds* = — <1 - ;-Z) f(r)dt* +

la métrica de la forma (1 + Z—i) f(r) nos permite imponer las condiciones de frontera
a AdS global

lim f(r)=1, f(ro) =0.

r—00
Para simplificar el calculo cambiamos las coordenadas a z = LTQ y obtenemos la
métrica
L* d2? L*
ds®* = —F(2)dt* + By + ;dﬂﬁ (4.18)
L? L4 dr? Lt
=—(14+— at* + — —————— + —d? 4.19
(1 55) s+ S oy e )

donde vamos a considerar funciones de la forma

L? M2z?

+O(2*). (4.20)

la frontera en estas coordenadas esta en z = 0 y las condiciones de frontera se vuelven
f(0) =1, f(z0) = 0. La condicién de energia nula (NEC por sus siglas en inglés)
establece que para cualquier vector nulo £

T, k'K > 0

donde T}, es el tensor de energia momento de la teorfa. Usando la ecuaciéon de Einstein
y que el vector £* es nulo k*k, = 0 podemos reescribir la NEC como

KK (T) = "k (R — g—]’;’) — k"K' R, > 0 (4.21)
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Para simplificar el cédlculo es 1til definir el vector £ con la siguiente expresion

k—% <§—22,0,\/f(z) <1+§—§>,0,0>.

sustituyendo esta expresion en (4.21)) y haciendo el calculo explicito obtenemosE|

R, K'E” = % (f"(2)(2* + L*)z 4+ 4z + (2° = 3L*) f'(2) — 42f(2)) > 0

el término entre paréntesis es igual a

¢ {25% K; i f—z) f(z)] 4 222} — b(z) = 0, (4.22)

donde definimos la funcién b(z) para expresar a f(z) en términos de sus integrales.
Notamos que la derivada del término entre corchetes se puede escribir como

HEe-2) e

con F'(z) dado por (4.20)). Integrando una vez se obtiene

[ b(2)d2 = 256% (E) — ¢ + 227, (4.24)

52
donde
d (F(z) d (1 L* M
_ .5 Sy = 4.2
“ : dz ( ’22 ) 2=0 : dz (22 2 L? +O(Z)> 2=0 ( 5)
—2 417

_ 5 0 _ 2
Al despejar 2° se obtiene

1 [* d (F(z) 412 2

Integramos una vez mas ahora con un corte inferior que llamamos ¢

2 2 " z F L2 L? 1 1
/ / b(js)dz’ dz" = / B(Z')dz' = ) _ -Gt T aTa (4.28)
e JO ¢

22 24 22 €2

2Esta ecuacién es la tinica que se obtiene de la NEC. Aunque tomemos vectores nulos en las otras
direcciones obtenemos la misma ecuacién diferencial salvo un factor global de sen?(6;) asf que no
tenemos nueva informacién porque sen?(6;) > 0.
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donde definimos B(z') = fozl b22d2" y ¢y estd dado por

Fley 1 L* M
Cy = =€—2+€—4—ﬁ+0(6),

: Fiz) M I? 1
/6 B ==+ 55— o = 5 +0(0) (4.29)
Mandamos ¢ — 0 y despejamos F(z) en términos de la funcién fi(z) = 2—2F(z) ya
que la la velocidad de mariposa estd dada por v; = =22 f{(z0).
2 M 4 z
AR =1+ = — =4 2 [ B()dr. (4.30)

JEE TR T A

Usando la condicién de frontera fi(z9) = 0 se puede despejar el valor de M para
obtener.

£1(2) 1+Z2+Z4 ZB( "dz' < 1+23+Z§ ZOB( "z’ (4.31)
z) = — + — 2 )dz" — — — + = 2')dz" | . .
! L2 It ), 2 2 LA,

o1 . 2 . .
Escribiendo zg = ’;j—o, la velocidad de mariposa se vuelve

1 =0
=2 = o (2= 3 [T, (1.32)
0

Como b(z) es una funcién positiva, la ecuacion anterior da una cota a la velocidad de
mariposa cuyo valor maximo corresponde al caso de AdS-Schwarzchild

1 0 ]‘ chw
Ug = _@f{(zo) =— (27% + 12— E/ b(z’)dz’) < — (27”(2) +L2) _ UZ(S h ).
6 7”0 2 0 7’0
(4.33)
donde véSChw) es la velodidad de mariposa del espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild

(4.16)). De acuerdo a esta cota el efecto de agregar materia a un agujero negro esférico
es el de disminuir la velocidad de mariposa de la teoria dual. Este resultado es analogo
al que Mezei llegd en [57] donde sélo se enfocé en el caso plano.

Para teorias con mayores derivadas en la curvatura la deduccion de esta seccion se
tiene que modificar ya que en la ecuacion donde usamos la condicién de energia
nula apareceria el tensor G,,, correspondiente. Incluso al tomar el siguiente
paso considerando gravedad de Gauss-Bonnet el desarrollo de esta secciéon no arroja
automaticamente una cota relacionada con la velocidad de mariposa.
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4.3. Velocidad de mariposa en acoplamiento con-
forme

Dadas las soluciones de la teoria, sélo falta hacer el calculo de la velocidad de mari-
posa en los distintos contenidos de materia de Einstien-Hilbert y Gauss-Bonnet para
horizontes con topologia esférica. En las tablas [4.1] vemos los resultados de este
calculo asi como la temperatura y entropia del agujero negro.

Einst(e;in:—}iilbert Q=0 H=0 Q40 H =0 O—0.H£0 0201 20
Fry 1= 190 5 [P, + 228 PO, - :g P — &+ F
T mot e | T N | Tt | T+ GQ
5 e St St - 5;5 S smit
“5 L(248) | o t0mme | ey L | eb?y p ot

Tabla 4.1: Temperatura, entropia y velocidad de mariposa para diferentes contenidos
de materia en gravedad de Einstein-Hilbert (g = L12, = 1,a4>1 = 0), expresiones

obtenidas de , . y . La notacién AY EH se refiere a que la cantidad A
esta calculada en el vacio de Einstein-Hilbert con o = 1.

Vemos que las contribuciones de los campos a (el cuadrado de) la velocidad de ma-
riposa son aditivas de la misma forma que para las cantidades termodinamicas. En
particular, el efecto tanto del campo electromagnético como del campo escalar, para
H < 0, es de disminuir la velocidad de mariposa como esperabamos dado que su
espacio-tiempo cumple la condicién de energia nula.

En gravedad de Gauss-Bonnet es necesario cambiar la forma de la métrica a
ds® = —N?F(r) + F(r) 'dr® + r*dXp_o ,,

donde la constante N fija la velocidad de la luz en la frontera del espacio-tiempo.
En particular, dicha velocidad se fija a uno cuando la constante toma el valor N? =
% (1 +v1 - 4)\) [43]. Este cambio se ve reflejado en la temperatura y la velocidad de
mariposa del agujero negro que adquieren un factor de N.

Gauss-Bonnet
Q=0H=0 Q#0,H=0
c=1
r 1 2 VPIGGIAAN | | 2 3/3r8—16GL2mQ2A\+48G L2 Mr2A—12r6)
(r) + 32x 202\ + 32x 2V3L2rA
3 — 2
0 o (U*I) _ 2GQ
T/N 2m(rd +2L§)\) + 271'(1” G+H2L2\ TG’B ( 3r§)4r6L2r8)\
S o + 2nLrgA S o=
3G € GB
M s L2
et 4GL2 + G GB
v2 j\ﬂﬂ o= D2 A2 4GL2rQ?
b 3(r2+2L°)) GB 9rg (ra+2L2A
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Gauss-Bonnet
Q=0,H#0 Q#0,H#0
c=1
2 o)
P L+ 202\ L+ 202N\
(r) \/3r0+12H L2 Ar+48G L2 MAr—12Xr6 —167GL2AQ? | /3r6+12HL2Ar+48G L2 MAr—12Xr0—16mGL2AQ2
(o=1) 2L2\/3r , (o=1) 2[212)\\/§r )
o= L2H o= L2H . 2GQ
/N Top '+ 4L2mrg+8m LAAr] Top + AL2mrg+8m L2 3ri+6L2r3A
g S(azl) _ b5nH S(ff:l) _ 5mH
c(;B N 2G ( %B G,
o=l) H o=1) H TQ
M MGB 4Gro MGB 4Gro + 3rg
2 2
2 (0=1) 2 I2H (o=1) 2 I*H _ n2_AGL%xQ?
Ub vgp - +N 6r3(r2+2L2%) e +N 6r8(r2+2L2)) N 9ra(r2+2L2X

Tabla 4.2: Temperatura, entropia y velocidad de mariposa para diferentes contenidos
de materia en gravedad de Gauss-Bonnet (ap = #,Ozl = Las = AL agsy = 0),

expresiones obtenidas de (3.38)), (4.5)y (4.9).

En este caso sélo la funcién F(r) no cambia aditivamente al agregar los campos de
materia mientras que el resto de las cantidades termodinamicas si lo hacen. Dado que
es necesario que 1 —4\gp > 0 para obtener un espacio asintéticamente AdS el efecto
de pasar a gravedad de Gauss-Bonnet es el de disminuir la velocidad de mariposa ya
que N < 1, esto parece ser un comportamiento que continia al tomar mas términos
de la accién de Lovelock [65]. Cabe notar que en el limite de A — 0 se recupera el
resultado de Einstein-Hilbert para todas las cantidades de la tabla [4.2]

Una diferencia notable del caso planar al esférico es que cuando o = 0 la velocidad
de mariposa sélo cambia adquiriendo el factor de N? al cambiar de gravedad de
Einstein a Gauss-Bonnet, es decir v&7" = NvZz, mientras que podemos ver que
desde el espacio-tiempo de AdS-Schwarzchild esto no es el caso en o 1 ya que
el denominador adquiere también una dependencia del acoplamiento A\ mediante el
término 2L2\.

Podemos explicar este cambio de comportamiento regresando a la formula propuesta
en [53]

TS
2PV’
Dicha férmula sélo es valida para horizontes planares y la motivacion original para
encontrarla se basé en que la expresion para la velocidad de mariposa, usando la
notacién de la seccién [3.4] estd dada por

h 2 L2
V=T
B fi (D - 2)P0

Asi, para escribir la velocidad en términos de cantidades termodindmicas basta con

. ., . 2
encontrar una combinacién que sea igual al factor /2L

vp =

(4.34)

(4.35)

F -2 Y multiplicarla por

la temperatura. En teorias donde la entropia es proporcional al area del horizonte
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basta con dividir entre el volumen multiplicado por la presiéon para obtener (4.35)).
Sin embargo, en el caso esférico la entropia comienza a tener contribuciones diferentes
al area del horizonte en gravedad de Gauss-Bonnet mediante el término % de la
ecuacion que, aun con la termodinamica extendida, no puede ser cancelado por
una combinacion evidente de cantidades termodinamicas de modo que se conserve
el término de h; en el numerador de (4.35) con el factor apropiado. Este mismo
comportamiento se observa atin en gravedad de Einstein-Hilbert donde la contribucion
extra a la entropia viene de la accién del campo escalar. Asi, vemos que aunque los
términos de orden superior en la curvatura contenidos en la accién del campo escalar
no tienen un efecto en la ecuacién del perfil de onda , estos si cambian la
ecuacion y resultan en que no se pueda cumplir.

4.4. Conclusiones y trabajo futuro

En este trabajo nos enfocamos en estudiar el efecto mariposa en la teoria conformal-
mente acoplada como un escenario de partida para calcular cantidades cadticas
en un contexto que no sea ha estudiado antes y que permite comparar teorias de
gravedad de orden superior con un contenido de materia similar. La motivacién ori-
ginal para estudiar esta teoria fue el hecho de que la parte de la accién que tiene al
campo escalar contiene combinaciones del tensor de Riemann que pueden dar lugar
a términos de orden superior en derivadas de la curvatura. Dado que la forma de la
onda de choque esta basada en argumentos fisicos, la parte de materia solo sufre el
corrimiento f(x) de modo que dichos términos se agrupan en el tensor de energia
momento y no se toman en cuenta en el tensor G, . Atn sin contribuciones
extra a la solucién de la ecuacién diferencial f(x) encontramos que la velocidad de
mariposa se comporta de manera diferente a las que previamente se habian calcula-
do. Concretamente esta no admite una expresion en términos de la féormula
y puede exceder la velocidad de AdS-Schwarzchild para cargas positivas del campo
escalar. Basado en este resultado deducimos una cota a la velocidad de mariposa para
horizontes con topologia esférica en espacios-tiempos donde se respeta la condicién de
energia nula. Existen diversos resultados de caos holografico donde aparece la condi-
cién de energia nula, por una parte aparece en la cota andloga a la de este trabajo en
espacio-tiempo plano. Ademas de ésta la condicién de energia nula surge como una
cota distinta dada en términos de cantidades termodinamicas en [53], y por ltimo en
un resultado reciente [63] se usa la NEC para tratar las transiciones de fase cudnticas
en teorias de conductores-aislantes. Seria interesante explorar en trabajos futuros si
alguna de estas conexiones tiene su andlogo en el caso esférico.

El estudio del efecto mariposa en agujeros negros con horizontes de topologia esférica
no es muy abundante. Esto se debe en parte a que, como mencionamos alrededor de
la ecuacién ((3.51)), su interpretacién no es tan clara como en el caso plano ya que no
existe una deduccién en términos de correladores de 4-puntos. La necesidad de ir al
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limite |Z| >> 1 restringe el estudio a los puntos antipodales. Ain con esta restriccién
el paralelo que existe entre el comportamiento planar y el esférico, por ejemplo en
la cota de velocidad de mariposa (?7), sugiere que el estudio de esta topologia vale
la pena. El hecho de que aparezca la frecuencia del modos cuasi-normales nos
indica que puede haber una conexion més directa entre el tiempo de disipacion y el
de mezcla. En particular para un trabajo futuro se podria calcular el correlador de
cuatro puntos siguiendo la deduccién de [51] para obtener la forma explicita en la que
se relaciona la onda de choque con el crecimiento exponencial de C(t, z), esto darfa
informacion acerca de la validez de las cantidades A, v, para puntos intermedios.
Para realizar este cédlculo es necesario saber la forma explicita de los propagadores
bulto-frontera para campos escalares de manera similar a [51].

Seria interesante estudiar todas las diferentes conexiones que se conocen en el caso de
horizonte planar y explorar si son vélidas o no en el horizonte esférico. En el limite
hidrodindmico se podria calcular la cota que se encontré en [33] para las constantes de
difusion en términos de la velocidad de mariposa . El caso esférico se complica
ya que la expansion de modos hidrodindmicos no puede realizarse de la misma forma.
Siguiendo en el limite hidrodinamico, el cilculo del salto de polo encontrado en [37, [3§]
deberia poder trasladarse al caso esférico, de coincidir daria informacion méas profunda
de la naturaleza de la transmisién de informacién en una teoria fuerte acoplada en
un espacio compacto.

La teoria de acoplamiento conforme no sélo funciona con Lovelock sino que también se
puede acoplar a un término gravitacional conocido como gravedad cuasi-topoldgica,
que revisamos en la seccion [2.2.1] en este caso la ecuacién gravitacional si cambia
su forma por lo que esperariamos el comportamiento de dos velocidades de mariposa
distintas que surge cuando se consideran teorias de orden superior en la curvatura.
La velocidad de mariposa para estas teorias solo se ha estudiado en el vacio de modo
que seria util tener resultados de cémo responde la nueva velocidad a la presencia de
materia.

Ademads de estas conexiones en [64] se calcul6 la velocidad de mariposa viendo que
sucede con la cuna de entrelazamiento (entanglement wedge) de una regién muy gran-
de en la frontera. Para la teoria (4.2)) el célculo de las superficies de Ryu-Takayanagi
no es trivial de modo que de coincidir estos resultados apuntaria a una deduccién
razonable de ambos problemas.
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