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Introduccion

En este trabajo se busca dar una introduccién, por medio de una exposicion clara y
completa, a la teoria de las trayectorias rugosas, principalmente como extension a la integral
de Riemann-Stieltjes (teoria con la cual suponemos que el lector es familiar) para funciones
cuya regularidad es menor a aquellas que son Lipschitz. De particular interés seran las
trayectorias del Movimiento Browniano y la generalizacion de su integracién estocéstica a
una familia de integrandos mucho méas amplia. La familia de procesos a los cuales se les podra
definir su integral no estara determinada por propiedades estocasticas, como la adaptabilidad,
sino que éstas condiciones seran tnicamente con respecto a la regularidad de sus trayectorias.

En el primer capitulo se define la firma de una trayectoria, el cual es un objeto que
resume la informacion sobre las integrales iteradas de una trayectoria de variaciéon acotada
con respecto a si misma y para lo cual no se utiliza més que la teoria clasica de integracién de
Riemann-Stieltjes. La forma de representar este objeto es por medio de tensores por lo que se
estudian algunas propiedades de estos. Para caracterizar el espacio donde viven las firmas
serd necesario trabajar con grupos de Lie y dlgebras de Lie, aunque en nuestro caso particular
estos conceptos se simplifican bastante comparado con la teoria general. Posteriormente se
introduce en nuestro espacio un concepto similar al de la norma en un espacio vectorial, con
el fin de metrizarlo. Por ultimo se caracteriza la firma, considerada como un operador, como
el tinico levantamiento que preserva normas 1-variaciéon en los espacios introducidos.

Dado que no es posible definir la firma de una trayectoria a-Hélder con o € (%, %] por

medio de la integracion de Riemann-Stieltjes en el segundo capitulo se introduce el concepto
de una trayectoria rugosa, el cual reemplazara el papel de una firma de nivel 2. Posteriormente
se define la integral con respecto de una trayectoria rugosa para cierta clase de integrandos.
Se estudia la estabilidad de esta integraciéon con respecto a sus integrandos y sus integradores
con lo cual se obtiene una especie de continuidad del operador integral. Por tltimo se compara
la integral de Riemann-Stieltjes con esta nueva nocién de integral introducida. Aunque es
posible generalizar esta teoria para incluir los casos de trayectorias a-Hdélder con a € (0, %} y
con valores en un espacio de dimension infinita en lugar de R? decidimos no incluirlos para
mantener claridad en nuestra exposiciéon de los temas.

Por ultimo, en el tercer capitulo, se extiende el concepto de movimiento Browniano al
de movimiento Brownianos rugoso de Itd6 y de Stratonovich por medio de las integrales
estocasticas de It6 y de Stratonovich. Se estudia la convergencia de las aproximaciones lineales
al movimiento Browniano y el porque sus firmas convergen al movimiento Browniano rugoso
de Stratonovich y no al de It6. Con la teoria de integracion introducida en el capitulo anterior
se generalizan las integrales estocasticas de It6 y de Stratonovich a un espacio de integrandos
mas grande caracterizado por propiedades deterministas. Mas atn, se ve que estés integrales
se pueden resolver de manera trayectorial a cambio de trabajar con movimiento Brownianos
rugoso. Se estudia una generalizacién a la féormula de It6 para integraciéon rugosa lo cual
aclara la aparicién de un término de segundo orden en ésta. Por tdltimo se ve que también se
puede tratar a la integral reversa de It6 como una integral rugosa.
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1  Firma de trayectorias de varia-
cion acotada

En este capitulo se define la firma de una trayectoria, el cual es un objeto que resume
la informacién sobre las integrales iteradas de una trayectoria de variacién acotada con
respecto a si misma y para lo cual no se utiliza mas que la teoria clasica de integracion de
Riemann-Stieltjes. La forma de representar este objeto es por medio de tensores por lo que se
estudian algunas propiedades de estos. Para caracterizar el espacio donde viven las firmas
serd necesario trabajar con grupos de Lie y algebras de Lie, aunque en nuestro caso particular
estos conceptos se simplifican bastante comparado con la teoria general. Posteriormente se
introduce en nuestro espacio un concepto similar al de la norma en un espacio vectorial, con
el fin de metrizarlo. Por tltimo se caracteriza la firma, considerada como un operador, como
el tnico levantamiento que preserva normas 1-variacion en los espacios introducidos.

1.1. Firma de una trayectoria

Sea [0,7] C R un intervalo y consideremos una trayectoria = : [0,7] — R? continua.
Recordemos que x es de variacion finita si existe una constante M > 0 tal que para toda
P={0=ty<...<t, =T} particion de [0,T] se tiene que

n
Z |£L'ti — xt,;_1| S M
i=1

y en este caso se define |zzc|l_mr:[0_T]7 su norma l-variacién en el intervalo [0, 7], como el
supremo de las sumas anteriores sobre todas las particiones de [0, T]. Al espacio de trayectorias
continuas y de variacién finita lo denotaremos por C1=v" ([0, T), Rd).

Six e Cl-var ([0, T],Rd), continua y de variacién finita, podemos definir las integrales

iteradas del tipo
i1 [ — - 13 . Uk
/ dxy, ...dxy = / / dxy, - -dxf
s<ur <...<up<t s s

donde z* € C'=v9" ([0, T],R) denota la i-ésima coordenada de x y estas integrales se entienden
en el sentido de Riemann-Stieltjes.

Para simplificar la notacion en los indices resulta util hacer las siguientes convenciones. A
la colecciéon de integrales de primer orden

i
s<u<t i=1,....d

EERRE)

1



2 Capitulo 1. Firma de trayectorias de variacion acotada

que no son otra cosa mas que los incrementos x; — x?, de las coordenadas, se les asocia el

vector
d
Z (/ dsz> e; € RY,
1 s<u<t

%

donde {e;}&, denota la base canénica de R?. M4s atin, se define

d
/ dr = Z (/ de) e; € R
s<u<t i—1 s<u<t

K2
La coleccién de integrales iteradas de segundo orden

i J
(/ dmulde)
s<ui<uz<t i,j=1,...,d

involucra dos indices por lo cual se les identifica con el siguiente 2-tensor (o matriz):

d

Z (/ dxildxi2> e; ®e; € RT@R?
ij=1 s<uy <uz<t
y se define
d
/ dz,, ®dx,, = Z </ dledxi2> e;®e; € REQRY
s<uy<uz<t i,j=1 s<uy<u2<t

como el 2-tensor (o matriz) que contiene todas las iteradas integrales de orden 2 de x en el
intervalo [s, t].

En el caso general se identifica a la coleccion

d
i1 ik
(/ dxy) .. .dxuk>
s<ur <..<up<t

i1yenyin=1
con el k-tensor
d

.f i i
/ dzy, ® - Qdxy, = E (/ d;z;ull...dxu"k> ei, @ R e,
s<up<...<up<t s<ur<..<up<t

i1ein=1
®k .
donde (Rd) es el espacio de k-tensores sobre R? con {e;, ® --- ® eik}fh___%:l su base
canonica.
. . . ®k k . .
Se tiene que como espacios vectoriales (R%)“" y R son isomorfos por lo que es conveniente

. ®0 . _ .
definir (Rd) := R. Con estas notaciones en mente tenemos la siguiente definicion.

Definicién 1.1. Sea N € Zt y x € C1797([0,T],RY), se define la firma de nivel N de x
en el subintervalo [s,t] C [0,T] como

Sn(x)ss = <1,/ dx,...,/ dxu1®---®dxuN> E@kN:O (Rd
s<u<t s<ur<...<un<t

la cual contiene toda la informacion sobre las integrales iteradas hasta orden N.

)®k



1.2 Algebra tensorial truncada 3

1.2. Algebra tensorial truncada

Dado N € Z* definimos TV (R%) como la suma directa de los espacios vectoriales
R,R%, ..., (Rd)®N, es decir,
N (pd d
TV(R?) = &, (RY) ™
Tenemos que una base para TV (R?) esta dada por
{®p_1ei, |ne{l,...,N}, (i1,...,in) € {1,...,N}"}U{1}
y a esta nos referimos como la base canénica. Utilizaremos de manera intercambiable para
k .
a = (ag,...,an) € TN(R?) con a;, € (Rd)® la notacion a = szvzo ay recordando que
las sumas se hacen término término en los respectivos espacios (Rd)® . Denotaremos la
proyeccion en el k-ésimo factor por my : TV (RY) — (Rd)® y a la proyeccién en los primeros
k factores como 7o : TN (RY) — T*(R?) para k < N. Para a € TV (R?) a 71 (a) se le llama
el nivel k de a y con la notaciéon anteriormente introducida se tiene que a = ZQLO i (a).

Queremos darle a TV (R%) una estructura de algebra para lo cual definiremos el producto
tensorial. Observemos que tenemos definida en la base canoénica una operacién no conmutativa
® la cual mapea el par (e;, ® - --®e;,,e;, ®---®ej,) al elemento e;, @ - ®e;, Vej, ®---RVej,.
Observemos que si k + 1 > N este elemento ya no pertenece a TV (R%) por lo cual definimos
este producto como 0 = (0,...,0) € TV (R?) si k+1 > N, es decir, truncamos el producto.

Extendemos este producto de forma tnica a todo el espacio de forma bilineal por lo cual

dados k,I < N y elementos a € (Rd)@)k b e (Rd)®l los cuales tienen una representaciéon
canoénica de la forma

Z ah ﬂke ®- e, b= Z bjl""’jlej1®"'®ejz
11,0k J1s--d1
tienen como producto tensorial si k +1 > N al elemento 0 osi k+1 < N
T k-t
a®@b= Y atpde @ Qe Qe @ Rey, € (Rd)®( e TVRY).
7/1772]‘/7‘]1.,]1

Maés atin, por linealidad de la proyeccion tenemos para k < N que y a,b € TV (R%)

Zwk i(a) @ m;(b).

Lema 1.2. El espacio (T™ (R%),+,-,®) es un dlgebra asociativa no conmutativa con elemento
neutro para ® dado por 1 = (1,0,...,0). A este espacio se le llama el dlgebra tensorial truncada
de nivel N.

Demostracion. Por la definicién de ® en la base se tiene que este producto es asociativo, es

no conmutativo ya que e; ® es # ea ® e; y la distributividad con la suma es gracias a la
bilinealidad. Observemos que para todo k < N

a) = Zﬂ'k—i(l) @ mi(a) = mo(1) @ mp(a) = 1 @ mp(a) = mx(a)
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por lo cual ¢ = 1 ® a. De la misma forma se tiene que a = a ® 1. y por lo tanto 1 es el
elemento neutro para ® y se concluye el resultado. O

. . ®k
Ahora definiremos una norma en 7% (R). Para esto primero dotemos a (R%)“" con un
producto interno para el cual una base ortonormal esta dado por los elementos candnicos, es

decir, {e;, ® -+ ® ey, }fl .in=1 Dor lo cual un elemento de la forma

a= 2 : a“’m’zkeil ®®ezk
B15enyike
tiene una norma inducida por este producto interno dada por

|a‘?Rd)®k: Z ’ail""’ikf

T1yeenylk

Miés atn, sib=)
compatibilidad:

i birolie; ® -+ ®ej,, entonces se tiene la siguiente relacién de

‘a@bﬁRd)@(k-H) = Z ‘ail’“"ik‘z |bj1""’jl|2

U1yeey bl J150 501

Z |ai1,...,ik’2 Z |bj1.,...7jl’2

U105 0k J1s--501

2 2
- |a|(Rd)®k |b|(Rd)®I, .
Por tltimo para a € TV (R?) definimos
lalry ey =, 108X |mi(0)] ayor

lo cual define una norma en 7V (R?) y este tltimo se convierte en un espacio de Banach por
ser de dimension finita (igual a 1 +d + - -- + d”). Cuando no genere confusiéon se denotara
esta norma simplemente por |al.

Introducimos el operador dilataciéon que, como veremos mas adelante, reemplazara el
producto escalar de una manera mas adecuada para nuestras necesidades.

Definicién 1.3. Dado X € R definimos &y : TV (R?) — TN (R?) el operador dilatacion como
71(6x(a)) = Nemp(a), es decir, sia = Z,ICVZO m(a) entonces dx(a) = Z,ZCVZO Ny (a).

1.3. Propiedades basicas de la firma de nivel N

En esta seccién veremos que la firma de un trayectoria se puede ver como solucién a una
ecuacion diferencial. Para esto observemos que dada una trayectoria z € C*=v*" ([0, T, R%)
y un punto ¢t € [0,7], la firma de nivel N dada por Sy(z)o: es un elemento del espacio
TN (R?), el cual es un espacio vectorial normado isomorfo al espacio euclidiano Ri+d++d™
Escribamos a z(t) en sus coordenadas, es decir,
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y definamos los siguientes operadores U; : TN (R?) — TV (R?) dados por g +— g ® e;, los
cuales se pueden considerarar como campos vectoriales en R4+ +4"  Con esta notacion y

recordando que al elemento (1,0,...,0) € TV (R%) lo denotamos por 1 tenemos el siguiente
resultado.

Teorema 1.4. Six € C1-vor ([O,T],Rd) entonces para cualquier s € [0,T) fija tenemos que
Sn(z)s.. : [8,T] = TN(RY) satisface la siguiente ecuacion diferencial.

{ ASN ()50 = Sy Ui (Sn(@)s ) da}
SN(tT)s’S =1

la cual reescribiremos de manera mas compacta como

dSN(x)s,t = SN(x)s,t ® dzi
SN(x)s,s = ]..

Demostracion. Por definicion de fs<u1<...<uk<t dzy, @ -+ @ da,, (ver seccion ’ se tiene
que el nivel k € {1,..., N} de Sn(z)s, esta dado por:

(SN (2)s,t) = / ATy, @+ @ dxy,

s<ur <...<up<t

— i1 ik . .
= E (/ dx,, ...dek> €, Q- ey,
- . s<ur <...<up<t

1550k

d
= E / E / dz) ...dzt e, @ ®e | @ ey daf
ir=1 s<up<t i1eesin s<ur <. <up—1<ug
d
i
=Y [ men)) weds)
i=1 s<r<t

Como 7(g ® ¢;) = mx—1(g) ® e;, la integracion se realiza coordenada a coordenada y las
proyecciones son lineales, entonces

d d

Z/ Ti—1(Sn(2)s,r) ® € dmi = Z/ (SN (T)sr ® €;) dxi

5 Js<r<t — Jocrt
d .
Y [ mUss@.) s

5 Js<r<t
d .

- (Z / Ui(sN(x)w)dag;> .
= Js<r<t

De esta manera see tiene igualdad en todos los niveles 1 < k < N y como en el nivel cero se
tiene que mo(U;(g)) = 0 obtenemos que

d
Sn(@)er =1+ / Us(Sx(2)s ) da’
s<r<t

i=1

y con lo cual se concluye el resultado. O
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Gracias a ésta representacion de la firma de una trayectoria como solucién a una ecuacion
diferencial podemos deducir propiedades de ésta directamente de resultados sobre ecuaciones
diferenciales. Estos resultados se pueden consultar en [Lyons and Qian, 2002, Capitulo 2].
Como primer consecuencia se tiene el siguiente resultado de convergencia.

Teorema 1.5. Sea {z,}nen C C'7°% ([0, T],R?) con sup,cy Znl1 —parom < +00 ¥ la
cual converge uniformemente a x € C1=V" ([07T]7]Rd), entonces se tiene que la trayectoria
SN (xn)o,. converge uniformemente a la trayectoria Sy(x)o,. y en particular se tiene que
h'mn_)oo SN(xn)O,T = SN(x)O,T~

De particular interés para el resultado anterior son las sucesiones formadas por las
aproximaciones lineales por pedazos de x inducidas por particiones cuya norma se va 0, pues
en este caso se tienen las hipotesis del teorema anterior y por lo tanto la convergencia de las
firmas. Mas ain, como veremos més adelante, la firma de trayectorias lineales tienen una
representacion bastante simple.

El siguiente resultado, consecuencia de su analogo para Ecuaciones Diferenciales Ordinarias,
ver [Lyons and Qian, 2002, Capitulo 2|, nos permite ver que la firma es una propiedad
intrinseca de la trayectoria, en el sentido de que no depende de la parametrizaciéon que se
utilice.

Teorema 1.6. Sea z € C*=v" ([0, T],R?) y ¢ : [Ty, To] — [0, T] continua, no decreciente y
suprayectiva, entonces x o ¢ € C1=" ([T, Ty],R?) y

Sn(@)g(s),0t) = SN (T 0 @ )s 1

Recordemos que dadas dos trayectorias podemos definir una operacion entre estas, la
concatenacion. Para esto sean y € C'v ([0, T],R?) y n € C'=v" ([T, 2T],R?) (sin perdida
de generalidad por el resultado anterior podemos utilizar estos intervalos en su parametrizacion)
y definimos su concatenacion como y Un € C*=2*" ([0, 2T],R?) como

o (t) t €[0,7T)
(YUn)(t) = { n(t) — nzT) +9(T) te[T,27]

Observemos que si ¢ € C1-var ([O,T],Rd) vy 0<s<u<t<T entonces x coincide con la
concatenacion de sus restricciones a los intervalos [s,u] y [u, ], es decir,

T = z|[s7u] U J}|[u7t] .

Con esta notacién podemos enunciar el siguiente resultado, el cual relaciona las operaciones
de concatenar trayectorias y el producto tensorial en firmas.

Teorema 1.7 (Teorema de Chen). Sean v € C'=°*" ([0,T],R?%) y n € C*=vo" ([T, 2T],R%),
entonces

Sn(yUn)o2r = Sn(¥)o,r ® Sn(n)127-

Equivalentemente, si v € C*=*" ([0,T],R%) y 0 < s <u <t < T entonces

SN($>s,u = SN(«T)s}u X SN(-'L')u,t~
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Demostracion. Demostraremos por inducciéon la segunda parte del Teorema. Para N =1y
0<s<u<t<T tenemos que

Sl(x)s,t = (17/ dxr) = (th - -rs)
s<r<t

=Lzy—xs+a—xy) = (Lizy —25) @ (1,2 — x5)

= 51(2) 5,0 @ S1(T)u

lo cual solo expresa la aditividad entre incrementos consecutivos. Supongamos el resultado
cierto para algin N € ZT. Observemos que en T™V*1(R?) al integrar el nivel N + 1 de
Snt1(x) este aumenta de nivel, recordar los operadores U; introducidos en y debido al
truncamiento desaparece. Con esto y por el Teorema[T.4]

SN+1($)s,u =1 +/ SN+1(x)s,r & dxr
14 [ (@ + Ty a(Sia 0)e,) o,
=1+ / SN(CC)S,T & dxr + / 7TN+1(SN+1(J7)S,T) X dxr

:1+/ Sn(x)s,r @ dzy.

Observemos que en TNV 1(RY) este tltimo termino no es igual a Sy (7)., € TV (RY).

Por otro lado, como el nivel 0 de fst SN(2)s,r ® dz, es nulo y para todo ¢ € {0,..., N}
tenemos m;(Sn(2)s,t) = mi(Sn+1(%)s,¢), entonces para k < N 41

Tk <SN(x)s,t ® (/: SN (T)s,r ® d:rr>> = i

S (e @ ( / EYCRE dx’”)

=0

k

RENEMELS (/ S (@)er ® i)

- ISM(SNH(@M) @ Tg—i </: Sn(@)sr ® d;vr>

=0

- zk: Ti(SN+1(%)s,¢) @ Tr—s (/St Sn(@)sr ® dxr)

=0

- (SNH(x)s,t ® ( / S (@)er @ dx)> ,

por lo cual se tiene la igualdad en TV 1(R?):

Sn(1)st ® (/: Sn(x)sr @ dxr> = Sni1(1)es ® (/: Sn(x)sr ® dmr> .
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Con lo anterior y la hipdtesis de induccién tenemos que
t
SN+1(x)s,t =1 +/ SN(I.)S,T ® dx,
Su t
=1+ / SNn(x)s,r @ dz, + / Sn(x)s,r @ dz,
S . u
= SN+1(CU)37u + / SN(x)s,u ® SN(S)u,r & dxr
b t
= SN—i—l(x)&u + SN('/I;)Sﬂ,L ® / SN(S)U,T ® dxr
‘ t
= SN+1(x)s,u + SN+1(x)s,u ®/ SN(S)u,r ® dl'r

t
= SN11(2)su @ <1 + / SN(S)ur ® dxr>
= SN+1(2)s,u @ SN41(2)ut,

con lo cual queda demostrado el resultado. O

Otra resultado que se deriva de su analogo de Ecuaciones Diferenciales Ordinarias, ver
|[Lyons and Qian, 2002, Capitulo 2], es el siguiente:

Teorema 1.8. Sea z € C'7*" ([0,T],R%) y denotemos por T € C*=v*" ([0,T],R?) a la
trayectoria de x recorrida en sentido opuesto, es decir, T (t) = (T —t). Entonces

Sn(x)or @ Sn(T)or = 1.

Demostracion. Sin perdida de generalidad supongamos que 7 esta parametrizada en [T, 27
entonces por el Teorema de Chen

Sn(x)or ® Sn(T)r2r = SN (2 UT)o,27.

Por otro lado Sy (z LU )g2r es solucién a una ecuacion diferencial conducida por z U y
por lo cual es igual a su condicién inicial, lo cual concluye el resultado. O

Por altimo un resultado que nos relaciona la firma con el operador dilataciéon (introducido
en la definicion [1.3]) el cual nos dice que este operador resume la forma en que responde la
firma ante dilataciones de las trayectorias.

Lema 1.9. Sea z € C'*7*" ([0,T],R%), X € R y 65 : TV(RY) — TN(R?) el operador
dilatacion, entonces

Sn(AT) s = OA(Sn ()s,¢)-

Demostracion. Sea x € C*~v" ([0, 1],R%), entonces Az € C*~" ([0,1], R?) y d(Az) = \da,
por lo cual para 0 < s <t <1

/ d(/\az1)®-~-®d()\xk):)\k/ dey @ - -+ @ day,
s<ur <..<up<t s<ur<..<up<t
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es decir,

SN(Az)s,e = OA(SN(2)s,t)-

1.4. Estructuras de Lie en T (RY)

Con los resultados de la seccion anterior, en particular el Teorema de Chen (Teorema
y el Teorema [I.8] hemos notado la estructura de grupo que tiene el espacio de firmas. Para
caracterizar este espacio seran necesarios introducir estructuras de grupos de Lie y algebras
de Lie en algunos subespacios de TV (R?).

Por defininicién del operador Sy, tenemos que la primer coordenada de esta siempre es 1
por lo cual son de interés los siguientes conjuntos,

Y (RY) = {g € TV (R?) | m0(g) = 0}
1+’cN( —{gETN(R ‘ﬂ'og:l},
los cuales son un subespacio lineal y un subespacio afin respectivamente.
Teorema 1.10. (14 tV(R%),®) es un grupo de Lie.
Demostracion. Por definicién en la base ® es asociativo. Dados g, h € 1+ tV(R9) tenemos
que (g ® h) = mo(g)mo(h) = 1 por lo cual
@ 1+t (RY) x 1+ V(RY) — 14+ V(RY).
En el Lema [I.2] habiamos visto que el elemento 1 actua como neutro para ®. Ahora, si

g=1+aecl1+tVR?) con a € tV(RY) entonces g~! = (1 +a)~! Zk, (—=1)*a®* esto
pues

N N
(1+a)® <Z(—1)’“a®’“> => ((_1)ka®k + (_1)ka®(k+1)) — 14 (=1)Ng®WNHD

k=0 k=0

y debido a nuestra definicién en 7% (R?) de ® se truncan los tensores de niveles més alto que
N y como a € tV(R?) es un tensor al menos de nivel 1, entonces a™*?* es de nivel N + 1 al
menos y por lo tanto nulo, es decir

N

(I1+a)® (Z(_l)ka@)k) — 14 (~1)Na®ND — 1,

k=0

La igualdad
N
<Z(—1)ka®k> ®(l+a)=1
k=0

se obtiene de forma analoga. Por todo lo anterior obtenemos que (1 + t"(R9), ®) es un grupo.
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Recordemos que la topologia de 1+ tV (R?) esta inducida por la restriccion de la métrica
Pg:h) =g = hlpw ey =, max_|mi(g = h)|.

Mas atin, 1 + t/V(R?) es una variedad pues es un subespacio afin y por lo tanto es difeomorfo
a un espacio vectorial real (de dimensién d + d? + --- + dV). Por otro lado si escribimos
a ® b en coordenadas este se reduce a sumas de productos de las coordenadas de a y b, es
decir, polinomios de segundo grado de las coordenadas por lo cual ® es diferenciable. Como
vimos anteriormente la inversién de elementos en este grupo, - ~! , visto como operador es
combinacion lineal de composiciones de ® entonces es diferenciable (de hecho polinomial en
las coordenadas) y con esto concluimos que (1 + tV(R%), ®) es un grupo de Lie. O

Todo grupo de Lie tiene asociado un algebra de Lie y un mapeo exponencial que los
relaciona (Ver [Warner, 2013] Capitulo 3] ). En nuestro caso particular veremos que estos tienen
una representacion bastante simple. Primero observemos que t" (R9) al ser un subespacio
vectorial es también un algebra con respecto a ® y en el cual podemos definir el conmutador

[ ] Y (RY) x Y (R?) = tY(R?) como [g,h] =g@h—h®yg.
Teorema 1.11. (tV(R9),[-,-]) es un dlgebra de Lie.
Demostracion. Recordemos que un espacio vectorial dotado con un mapeo bilineal, antisimé-

trico que satisface la identidad de Jacobi es a lo que llamamos un algebra de Lie. Claramente
[,] es bilineal pues ® lo es. Como

[9:h]=g@h—-h®g=—(h®@g—g@h)=—[hg]
entonces [, ] es antisimétrico. Por tltimo, denotando a g ® k como gk,
lg, [h, k]] = g, hk — kh] = g(hk — kh) — (hk — kh)g = ghk — gkh — hkg + khg
y por lo cual
(g, [h, K] + [h, [k, g]] + [k, [g, h]] =ghk — gkh — hkg + khg

+ hkg — hgk — kgh + gkh
+ kgh — khg — ghk + hgk
=0

la cual es precisamente la identidad de Jacobi. O

Recordemos que el inverso de un elemento 1+a € 1+t (R?) esta dado por el truncamiento
en N de la serie de potencias asociada a la funcién real t — (1 +¢)~!, lo cual nos motiva

a definir los mapeos exponencial y logaritmo truncando sus representaciones en series de
potencias y reemplazando las potencias por tensores, es decir,

N
exp : tV(RY) — 1+ tV(RY) aHl—l—Zl'a@k
— k!
N (—1)k+1
log : 1 4+ tV(R?) — tV(R?) 1+a»—>27a®k

k=1
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Observemos que podemos tratar a exp y log como series formales de potencias agregando
los términos nulos que fueron truncados, es decir,

o 1 ®k - (_1)k+1 ®k
exp(a) = Z 7o log(l+a) = Z e
k=0 """ k=1

Para ver que una es inversa de otra es suficiente ver que las series formales de potencias
k o~ (DM
fIX] =YX gl =Y X
k=0 k=1
son inversas, lo cual se sigue de que en el caso real exp : RT™ — R y log : R — R™ son inversas

y el logaritmo tiene esta representacion en serie de potencia en una vecindad de 1 por lo cual
la composiciéon de ambos lados de estas series formales es necesariamente la serie formal X,

es decir, .
o0 o 1yk+1
(Fog)X1=Y (Z(llixk) _x
k=0 " \k=0
X aNk+1 00 k
wonxy =3y F <Z ,j,X) ~X.
k=1 k=0 "

Por tdltimo, como log consta de una suma finita no se tienen problemas de convergencia por
lo que exp : tV(R?) — 1+ tV(RY) y log : 1 + tV(R?) — tV(R?) son inversas. Mas atin, al
ser funciones polinomiales de tensores son continuos (de hecho diferenciables) y por lo tanto
homeomorfismos.

Se tiene que exp no es un homomorfismo de grupos ya que para el caso N = 2 se tiene
1 1
exp(a) ® exp(b) = <1+a+ 2a®a) ® (1+b+ 2b®b>

1
:1+(a+b)+<a®b+2(a®a+b®b)>

1

:1+(a+b)+<2

1 1
a®@b+=(a+b)®* - -b®a
2 2
1 1 ©2
=1+ a+b+§[a,b] +§(a+b)

y por truncacion al nivel 2 tenemos que a ® [a, b],b ® [a, V], [a, b] & [a, b] son todos nulos y por
lo cual

1 1 1 ®2
Z ®2 _ - -
2(a—H)) 2(a+b+2[a,b])

exp(a) ® exp(b) = exp <a b+ %[a, b]> .

Una forma cualitativa de escribir este resultado es la siguiente. Denotemos por g (R?) a
la subalgebra de Lie generada por R? C tV(R?), la cual se puede representar como

g"RY={0}eR'@ Ry & & [R?]x
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donde definimos recursivamente [R%]; = [R?,R?] y [R%,1 = [R%, [R]]. A gV (R?) se le llama
el algebra de Lie libre nilpotente de nivel N y con esta notaciéon la féormula anterior nos dice
que log(exp(a) ® exp(b)) € g(R?) si a,b € g?(RY).

Para demostrar el caso general es necesario utilizar un argumento diferente basado en ecua-

ciones diferenciales. La prueba de este resultado se puede consultar en [Friz and Victoir, 2010,
p. 138]

Teorema 1.12. (Férmula de Campbell-Baker-Hausdorff) Sean a,b € g™ (R?) entonces
N
log (exp(a) ® exp(b)) = a+ b+ Z 9k
k=2

donde {g}r=2... N C gV (RY) son universales en el sentido en que no dependen de el nivel
de truncacion N y cada gi es combinacion lineal de iteraciones de corchetes de la for-
ma [c1,. .., [ck—1,¢k]] con ¢; € {a,b} para todo i € {1,...,k}. En particular se tiene que
log (exp(a) ® exp(t)) € g (RY).

Como consecuencia directa tenemos el siguiente corolario.

Corolario 1.13. (exp (g"V (R?)) ,®) es un subgrupo de (1 + tV(R%), ®).

1.5. Teorema de Chow y G"(R?)

El objetivo de esta seccion es relacionar los conceptos introducidos en la seccién anterior,
con el operador Sy. Los conceptos introducidos anteriormente nos permitirdn dar una
caracterizacion del espacio de firmas. Como primer paso el operador exponencial nos ayudaré
a representar la firma de una trayectoria lineal.

Lema 1.14. Sea a € R? C tN(R?) y definamos x : [0,1] — R? como z(t) = ta, entonces
Sn ()01 = exp(a) € 1+ tV(R9).

Demostracion. Observemos que f: dx, = fst a®dr=a® fst dr donde esta ultima no es mas
que una integral de Riemann. Entonces

N

SN(I)071:1+Z/ dll?m@"'@dl‘rk
k=1 0<r<...<rip<1

N
:1+Za®k/ d’l’l...di
k=1 0

<ri<...<rp<l
Ny
=1+ Z ya@“ = exp(a)
k=1""

O

Por el Teorema sabemos que la concatenaciéon de trayectorias se traduce en producto
tensorial de las firmas, por lo cual tenemos que si & € C1~v" ([07 7], Rd) es lineal por pedazos
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esta se puede ver como la concatenacion de trayectorias de la forma del Lema [I.14] para
algunos vy, . ..,v, € Ry por lo tanto la firma de x esta dada por

Sn(z)or =exp(v1) ® -+ @ exp(vin).

Reciprocamente cualquier elemento de la forma exp(v;) ® - - - ® exp(v,,) con vy, ..., v, € R?
se puede expresar como la firma de una trayectoria lineal por pedazos la cual tiene incrementos
entre los tramos lineales dados por los v;. Nuestro siguiente resultado nos dice que cualquier
elemento g € exp (gN (Rd)) se puede obtener de esta forma.

Teorema 1.15 (Teorema de Chow). Sea g € exp (g™ (R?)), entonces existen vy, ..., v,, € R?
tales que
g=-exp(v1) ® - ®exp(vy).

Equivalentemente eziste x : [0,1] — R lineal por pedazos tal que g = Sn(x)o 1.

Demostracion. Consideremos a {e; |i € {1,...,d}}, la base canénica de R?, y definamos para
cada i € {1,...,d} la trayectoria

¢ R — exp (gN(Rd)) t > ¢l = exp(te;).

Para cada pareja ordenada de indices (i,j) € {1,...,d}? definimos (b,gi’j) :R — exp (g"V(RY))
como

¢§i’j) = exp(—te;) @ exp(—te;) @ exp(te;) @ exp(te;) = ¢, @ exp(—te;) @ ¢} @ exp(te;).

Observemos que el corchete [te;, te;] = t2[e;, e;] = O(t?) (de aqui en adelante supondremos
que la notacion O(f(t)) y o(f(t)) es considerada cuando ¢t — 0) y de manera analoga se puede
ver que cualquier iteracion de corchetes de orden m > 2

[tekm7 [ ) [tekw teklm =" [ekm7 [ ) [ekw ek1m € [Rd]m

es de orden O(t™) = o(t?) (cuando t — 0) para cualesquiera (ki,...,ky,) € {1,7}™. Por la
formula de Campbell-Baker-Hausdorff (Teorema |1.12)) tenemos que

1 .
exp(—te;) @ exp(—te;) = exp (tej —te; + 5[715@_7', —te;] + gZ’J)

donde g7 € [RY3 @ --- @ [RYy es combinacion lineal de corchetes iterados de e; y e; de
orden mayor a 2 y por lo anterior g; = o(t?), es decir,

1
exp(—te;) ® exp(—te;) = exp (—tej —te; + 5[—tej, —te;] + 0(t2)> .

De manera analoga se tiene que
1 2
exp(te;) ® exp(te;) = exp | te; + te; + i[tej,tei] +o(t?) ).

Sean

1
a=—te; —te; + 5[—tej, —tei] + o(t?) = —te; — te; + O(t?),
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b=te; +te; + %[tej, te;] + o(t?) = te; + te; + O(?),
entonces tenemos que a + b = [te;, te;] + o(t?) = t*[e;, e;] + o(t?) y utilizando la bilinealidad
del conmutador, la antisimetria y que [e;, e;] = 0 = [e;, €;] tenemos que
[—te; — te; + O(t?), tej + te; + O(t?)]
[—tej, tes] + [—tes, te;] + [—te; — te;, O(t?)] + [O(#?), te; + tei] + [O(#?), O(t?)]
[—tej, tei] — [te;, —te:] + o(t?) = [—tej, te;] — [—te;, te;] + o(t?) = o(t?)

[a, 0]

y por lo tanto
(;S,(f’j) exp(—te;) @ exp(—te;) ® exp(te;) @ exp(te;)

1 1
= exp <t€j —te; + 5[7t€j, 7t6¢} —+ 0(t2)> & exp (tej + te; + i[tej, t@i] + 0(t2))

= exp(a) ® exp(b) = exp <a +b+ %[a, b] + 0(t2)>
= exp (t2 lej,ei] + 0(7,‘2)) .

De manera andloga se ve que si para J = (i1,...,%y) € {1,...,d}™ tenemos definida la
trayectoria ¢7 : R — exp (gN (Rd)) de tal manera que

(;5;5] = eXp(t‘J‘eJ + 0(t|‘]|))

donde e := [ey, [ -+, €, _,»€i,]]] vy para I € {1,...,d}™ " dado por I = (i, J) definimos la
trayectoria

¢! : R — exp (g" (RY)) te ¢f = ¢7, © exp(—te;) @ ¢f © exp(te;),

entonces
ol = exp(tle; + o(t!1)).

Definimos 9! : R — exp (gN(Rd)) como ¥l = ¢|It‘1/m sit>0yparat <0 como
o qﬁi‘tll/m si |I| es par
t I I . . .
d)i‘tll/l” ® exp (— |t\1/‘ | ei) ® q%l”‘” ® exp (|t\1/‘ | ei) si || es impar
Es cuestion de verificar los signos para obtener que
Pl = exp(ter + o(t)).

De esta forma obtenemos que log(¢){) = te; + o(t) es continuamente diferenciable y como
exp tambien lo es (pues es polinomial en sus coordenadas) entonces concluimos que 1} es de
clase C1.

Fijemos una base {es, |k € {1,...,n}} de g" (R?) y observemos que tenemos el isomorfis-
mo de espacios vectoriales normados gV (R%) = R". Definamos ¢ : R — gV (R%) como

et tn) =log (vfr @@ vt ).
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Como el producto tensorial ® y log son de clase C' (tambien son polinomiales en sus
coordenadas), entonces ¢ es de clase C'. Por otro lado, para t = (t1,...,t,) € R"

O(t1y ... tn) =log (1 +trer, +0(t1)) @+ @ (1 4+ tier, + o(tn)))
=log (1 + tper, + -+ trer, + o(|t]))

n -1 k+1
= S T e, e, + (1)
k=1

=tper, +---+tier + 0(|t|)
Como

»(0) = log ( é” ® - ® zliél) =log (exp(0) ® - - - ® exp(0)) = log(1) =0

y el mapeo A(t) = tper, + -+ + tier, es lineal lo anterior implica que la derivada en 0 de ¢
es A. Como {ey, |k € {1,...,n}} es una base de g" (R?), entonces A es un operador lineal
biyectivo y por el teorema de la funcién inversa concluimos que existe r > 0 tal que ¢! esta
definida en la vecindad B,.(0) C gV (R?).

Observemos que por construccion (btl" es la firma de una trayectoria lineal por pedazos
con incrementos en las direcciones canodnicas {e,...,eq}. De igual manera 1/){” es la firma
de una trayectoria lineal por pedazos y por lo tanto exp(p(t)) también es la firma de una
trayectoria lineal por pedazos.

Como exp es un difeomorfismo, entonces exp(B,(0)) es vecindad de 1 = exp(0) y por lo
tanto existe ' > 0 tal que B,/ (1) C exp(B,(0)). Dada g € exp (g(R?)) existe € > 0 tal que
d¢:(g — 1) € B,+(0), donde 6, es el operador dilatacion, y como d.(g — 1) = d.(g) — 1 entonces
0c(g) € B, (1) C exp(B;-(0)). De esta forma log(dc(g)) € B,-(0) en donde ¢ es invertible y por
lo tanto existe t € R? tal que log(d.(g)) = ¢(¢) o equivalentemente J.(g) = exp(p(t)), pero
exp(p(t)) es la firma de una trayectoria lineal por pedazos, es decir, existe z : [0,1] — R?
lineal por pedazos tal que d.(g) = Sn(z)o1. Mas atn, y = 2z : [0,1] — R? es lineal por
pedazos y por el Lema tenemos que

SN () = 018N ()01 =61 (0e(9)) =9

con lo cual se concluye el resultado. O

El siguiente corolario nos da una especie de continuidad respecto a la longitud de las
trayectorias encontradas en el teorema anterior.

Corolario 1.16. Sea {gn}nez+ C exp(g(R?)) convergente a 1 € exp (g(R?)) en la topologia
inducida por la norma HTN(Rd)' Sea xy, la trayectoria lineal por pedazos con firma gy construida

en el Teorema de Chow (Teorema . Entonces fol |dxk|, que es la longitud de xy, converge
a 0 cuando k — oo.

Demostracion. Con la notacién como en el Teorema sean {Iy | k € {1,...,n}} multi-
indices tales que {es, | k € {1,...,n}} es la base para g" (R?) . M4as aatinun, recordemos
que por construcciéon, para cada t € R fija, ¢f"' es la firma de una trayectoria lineal por
pedazos con 2|I;| incrementos de longitud |¢| en las direcciones canonicas {ej,...,eq}. De
igual manera ’(/JtI * es la firma de una trayectoria lineal por pedazos, la cual depende de t y de
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I y denotaremos por y*, con 2|I| incrementos en las direcciones canénicas {ey,...,eq}
1

pero ahora de longitud |¢|I] y por lo tanto

1 1
/ |dy"F| < 2|1, | ||
0

Por ultimo para cada t = (t1,...,t,) € R™ tenemos que exp(¢(t)) también es la firma de
una trayectoria lineal, la cual depende de ¢t € R? y denotaremos por 4 , que consta de la
concatenacion de las trayectorias y*** asociadas a w{: y por lo tanto

1 n 1 n L n N
/ || < Z/ |dy™ *| <7 2 e [t 6T < D7 2| I [T
0 k=1 0 k=1 b1

Si gm — 1, entonces eventualmente g,, € B, (1) C exp(B,.(0)) y por lo tanto existe (™ € R?
tal que g,, = exp(p(t(™)). Mas atn, por continuidad y biyectividad de exp y ¢, al menos en
B,.(0) para ¢, tenemos que t™) — 0. Sea z,, = v donde "™ es la trayectoria definida por
exp(p(t™)) entonces tenemos que

1 1 n 1 n 1
/ |d£€n| S/ ‘dyt(N)‘ < Z/ ’dyt(n)’k’ < Zz‘lﬂ ‘t(n) [Tk] 0
0 0 k=170 k=1
pues tanto n € Zt como {I}, | k € {1,...,n}} son fijos y t(") — 0. O

El Teorema de Chow es la herramienta principal que nos permitira caracterizar el espacio
de firmas.

Teorema 1.17. Sean
GN(RY) = {Sn(z)o | z € C7 ([0,1],RT) }
el espacio de firmas de nivel N de trayectorias continuas con variacion finita,
exp (gV(RY)) c 1+ ¢V (RY)

la imagen bajo el mapeo exponencial de la subdlgebra de Lie gV (RY) C tV(R?) y

{(exp(R)) = {exp(v1) ® - ® exp(vim) ‘ meZ%,vi,... v, € RY}
el subgrupo de 1+ tN(R?) generado por exp(R?). Entonces tenemos que

GV (RY) = exp (g (R)) = (exp(R?))

y por lo tanto GN (R?) es un subgrupo de Lie cerrado de (1 4tV (R%),®), llamado el grupo
libre nilpotente de nivel N sobre R®.

Demostracion. Observemos que por el Teorema [1.6] el espacio de firmas no depende del
intervalo en el que se consideren definidas las trayectorias.
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i) Como R C g™ (R?) entonces exp(R?) C exp (g" (R?)). Mas atn, por el Corolario m
exp (g7 (R?)) es un grupo y por lo tanto

(exp(RY)) C exp (g (R),

mientras que el Teorema de Chow (Teorema|l1.15)) nos da la otra contencion y por lo
tanto

exp (gN(Rd)) = <exp(Rd)> .

1) Por el Lema m tenemos que cualquier elemento de la forma exp(a) con a € R? es
la firma de una trayectoria y por el Teorema de Chen (Teorema tenemos que el
producto de estos elementos es la firma de la concatencion de las trayectorias respectivas
(la cual podemos reparametrizar con dominio [0,1]) y por lo cual cualquier elemento de
la forma exp(v1) ® - -+ ® exp(v,,) con m € ZT y vy,..., v, € R? pertenece a GV (R?),
es decir,

{exp(R%)) ¢ GN(R?).

i) Al ser g™ (R?) un subalgebra de Lie de tV(R9) es en particular un subespacio vectorial
de dimensién finita y por lo tanto cerrado. Al ser exp un homeomorfismo entonces
exp (gN(]Rd)) es tambien cerrado. Por otro lado, dado & € C1—ver ([O, 1],]Rd) existe
una sucesion {z, fnen C C17" ([0,1],R?) de aproximaciones lineales por pedazos de
x tales que

sup |xn|17var;[0,1] < |x‘17uar;[0,1] < 400
neN

y las cuales convergen uniformemente a x. Al ser x,, lineal por pedazos tenemos que
Sn(zn)oa € (exp(R?)) = exp (¢ (R?)). Por el Teorema tenemos que Sy (zy)o,1
converge a Sy (2)o,1 y como exp (g" (R?)) es cerrado, entonces Sy (z)o,1 € exp (gV (R?)),
es decir,

GV (RY) C exp (6" (R)) = (exp(RY))

y por lo tanto se tiene la igualdad deseada de los conjuntos.

Por tltimo como (exp(R?)) es un subgrupo cerrado (1 + tV(R%),®) y por un teorema
clasico de grupos de Lie (ver [Warner, 2013, p. 110]) tenemos que (exp(R%)) es un
subgrupo de Lie.

O

1.6. Meétrica de Carnot-Carathéodory

EL Teorema de Chow nos garantiza para todo g € GV (R?) la existencia de una trayectoria
continua x de longitud finita, es decir, z € C''~ve" ([0, 1],Rd) tal que Sy (z)o1 = g. Esto nos
permite preguntarnos sobre la existencia de trayectorias continuas cuyas firmas sean g y que
tengan longitud minima. Para esto primero necesitaremos reparametrizar las trayectorias de
variacion acotada para que sean Lipschitz.
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Lema 1.18. Dado z € C1~v" ([0, 1],Rd) entonces x se puede reparametrizar de tal manera
que sea Lipschitz continua (1-Hélder), es decir, y € C*—Ho ([0, 1],Rd) o0 equivalentemente

Iy, - yt|
|y|17H51;[o,1] ‘= sup ——— < +o0.

5,t€[0,1] |s — 1]

Mads ain, esto se puede hacer manteniendo la velocidad de y constante, es decir, que y sea la
integral indefinida de algin i € L™ ([0,1],R?) y |§(t)| sea constante casi dondequiera para
t € [0,1] relativo a la medida de Lebesgue.

. < Tli—var;[o,t s
Demostracion. Sea ¢ : [0,1] — [0,1] dada por ¢; = Jmllli[o'] entonces ¢ es continua, no
1—war;[0,1]

decreciente, constante en los mismos intervalos donde z lo es y suprayectiva en [0, 1], por lo
cual se puede definir y de tal manera que y o ¢ = x. De esta forma tenemos que

lys — yil _ (Yo d)u—(yo o)yl _ |Tu — T
sup —— = sup = sup  ———
s,t€[0,1] |5 - t| u,v€E0,1] |¢u - ¢v| u,v€E(0,1] |¢u - ¢v|
s#t uFv v<u
T|q_ . Tiq_ .
< sup | ||<; WZ;UVIU] = |33|17Uar;[0,1] sup 7l vori[u,v]
uﬂ;}e<[2,1] u v “”ﬁ[ﬁ’ﬂ ‘|x\1_mr;[0’u] — \a:|1_mr;[07v}

|‘T|17var;[u,v]
= |$|17var;[0,1] sup g

u,v€(0,1]
v

= |x|17var;[(],1] < 400
“u )|x|1—var;[v,u]

por lo cual y € C't-H9 ([O, 1], Rd). Observemos que de hecho en lo anterior lo que tenemos es
una igualdad, pues como

e —ys| < ||yH1—H(il;[s,t] < Hy||1—Hb'l;[0,1] |t — s

entonces
|y|1—var;[0,1] < |y|1—H6l;[0,l]'

Mas atn, por la invarianza bajo reparametrizaciones de la variaciéon tenemos que

|y|1—var;[0,1} = |x‘1—var;[0,1] ’

por lo que concluimos que

‘x|17var;[0,1] = |y|1—Hb'l;[0,l] :

Por otro lado, recordemos que el mapeo y — f(f ydt es un isomorfismo entre los espacios de
Banach L* ([0,1],RY) — Cp-Hel ([0,1],R?) (ver [Friz and Victoir, 2010} p. 37]) por lo cual
para y € C1—Hdl ( [0, 1], Rd) definida anteriormente, para la cual podemos suponer sin perdida
de generalidad que yo = 0 y por lo tanto y € Cp % ([0,1],R?), existe y € L*> ([0,1], RY) de
tal manera que 1y; = fg Usds.

Gracias a la invarianza de la norma 1-variaciéon tenemos que

é(t)
|y‘17var;[0,¢(t)] = |$|17var;[0,t] = |$|17var;[0,1} ¢(t> :/0 |x|17var;[0,1} ds.
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Por otro lado, como C1~ %! ([O, 1],Rd) c Cl-var ([O, 1],Rd), tenemos que

»(t) #(t) o)
/O |$|17var;[0,1] ds = ‘y|17va7‘;[0,¢>(t)] :/O |dy| = /(; |y8| ds

por lo cual [y;| es igual a la constante a |];_, .01 ¢-d. en [0,1]. O

Teorema 1.19. Sea g € GN(R?), definimos su “norma Carnot-Carathéodory” como

1
||g||cfnf{ / ldvl | 7 € € (10,1, Ry Sy (7)on = }
0

Entonces ||g||o < +oo y existe v* € C'7"" ([0,1],R?) que minimiza esta cantidad, es decir,

SN(Y)o1 =9y llgllc = fol |dv*|. Mds aiin, v* se puede parametrizar de tal forma que sea
Lipschitz continua y con velocidad constante, es decir, |¥*(r)| es constante c.d r € [0,1] y
cuando se elija esta v* que minimiza se supondra de esta forma.

Demostracion. Por el Teorema de Chow ||g||, < +00 para todo g € GV (R?). Consideremos
(7" }nez+ € C7V ([0,1],RY) tal que Sn(2)o1 = g ¥ ¢ = [V _yarpo1 4 |l9llc - Por el
Lema podemos elegir {7, },ez+ C C'79([0,1],R?) con velocidad constante y

cn = 1l msrp0,1) = 1l -

Observemos que como {c, }pez+ €S convergente entonces sup,,cz+ ¢, < +00, lo cual implica
la equicontinuidad de {7, }nez ya que para s,t € [0,1] con s < ¢

|’yn(8) - ’Yn(t)| < |7"|17H6l;[0,1] |t - S| < sup ¢, |t — 8‘ < +00.
nezt

Mas atn, como la firma no depende del punto inicial de la trayectoria podemos suponer que
¥n(0) = 0 para todo n € Z* por lo cual tenemos que para todo n € Z* y t € [0,1]

h/n(t)‘ S h”ﬂ(t) - ’Vﬂ(o)| S |’yn|1—var;[071] S Sul:ir Cp < +00
nEZ

por lo cual la sucesion es uniformemente acotada.

Por el Teorema de Arzela-Ascoli {7y, }necz+ contiene una subsucesion uniformemente
convergente, la cual sin perdida de generalidad la tomaremos como la sucesién original, es
decir existe v* € C ([0,1], R?) tal que 7, — 7 uniformemente en [0, 1].

Recordemos que, como consecuencia del Lema de Fatou, si v,, — «* puntualmente en [s, ¢]
entonces

‘7*|17var;[s,t] < lgIEIZIE_lf |,Y’ﬂ|17'uar;[s,t]
por lo cual para s,t € [0,1] con s < t:
|7*(8) - 7*(t)‘ < |,Y|17var;[s,t] < ll;flelzlilf |fyn|17var;[s,t] < It - 8| h;{relZlEf |7"|17H6l;[0,1] ’
y por lo tanto

7| gy < 0 1y g = lim o = [lglle < +o0
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lo cual muestra que v* € C1—Hol ([O, 1],Rd). Maés atn, al ser 1-Holder es absolutamente
continua por lo cual existe ¥* € L™ ([O, 1], Rd) tal que v* es la integral indefinida de ¥* y

* T
IVl =m0, = Jo 13 ()| dt.
Por continuidad de la firma (Teorema [1.5)) tenemos que

Sn(oa = Hm Sy (n)or = lim g =g.

Por ttlimo nos falta ver que fol |dv*| = ||9l| - Observemos que por definicion de ||g||~ como
infimo tenemos la desigualdad
1
lolle-< [ 1.

1 1oy .
Por otro lado, como 7|, _ 041 < lgllc v o 1dv1 = Jo 17" (O] dt = |v*[,_ 0,1 tenemos

1
/0 dy*| < llglle

lo cual concluye la prueba. O

Recordemos que GV (R9) no tiene estructura de espacio vectorial sino de grupo de Lie, a
pesar de esto podemos definir gracias al operador dilatacién una nocién similar a la de una

norma en un espacio vectorial a la cual le llamaremos simplemente una norma homogénea en
GN(RY).

Definicién 1.20. Una funcion continua |||-||| : GN(RY) — Rt que satisface:
i) |llgll| = 0 si y solamente si g =1 el elemento neutro en GV (R),

ii) es homogénea respecto al operador dilatacion, es decir, para todo X € R y g € GN(R?)
x(IIT = [AHllglll;

se dice una norma homogénea. Mds ain, se dice que esta es simétrica si |||g]|| = ||lg™ ||| para
todo g € GN(R?) y subaditiva si |||g @ h||| < |||g]|| + |||k||| para todo g,h € GN(R?).

Esta nocion de norma homogénea nos induce, de manera analoga al caso de espacios
vectoriales, una métrica.

Teorema 1.21. Sea |||-||| una norma homogénea en G (R?) simétrica y subaditiva y defina-
mos d : GN(RY) x GN(R?) — R como d(g,h) = |||g~" @ hl|||, entonces d es una métrica en
GN(R?) la cual es invariante por la izquierda, es decir, d(k ® g,k ® h) = d(g, h) para todo
9.,k € GN(RY).

Demostracion. Tenemos que
d(g,h) =0 < |||[g7' ®@h|||=0 = g '®@h=1 < g=h.
Por otro lado, por la subaditividad tenemos

)

llg @nlll=lls" eker™ @[ <|lg™" @ k| + |||k @bl
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es decir, d satisface la desigualdad del triangulo. La simetria de d es consecuencia de la
simetria de |||-]|| ya que

d(g,h) = lls™" @Al = [lle" @ W7H[[ = [[[A7" ® g[| = d(h. 9).

Por lo anterior tenemos que d define una métrica en G (R?) y por tltimo tenemos que dados
g, h, k € GN(R?)

dk®gkah)=|||(keg) ' @kahll
=||lgt ekt ®kahnl|
= llg™" @[] = dlg, )

O

Ahora veremos que ||-||, la “norma de Carnot-Carathéodory”, es efectivamente una norma
homogénea simétrica y subaditiva en GV (R?).

Teorema 1.22. ||-|| es una norma homogenea, simétrica y subaditiva en G (R%). Mds aun,
es una funcion continua con la topologia que G™ (R?) hereda como subespacio de T™ (R?), la
cual recordemos que esta inducida por la norma de espacio vectorial HTN(]Rd) y esta dada por

d(g,h) =19 = hlpn gay = mdxg=1,... N [Tk(g — h)|gayor para todo g,h € RY.

Demostracion. Por el Teorema [1.19] para cada g € GV (R?) existe una trayectoria, la cual
denotaremos por vy, la cual satisface:

1
2p e ((0,1,RY), Sy(v)on =g ¥ / 2] = llglle -

Si g = 0, entonces cualquier trayectoria constante tiene como firma a g y su longitud es
nula, por lo cual ||g||, = 0. Si ||g|| = 0 entonces

1
|’y;|17var;[0,l] :/O |d’y;| = ||gHC = 07

por lo cual vy es constante y
9="5n(1g)o1 =1

Sea A € R\ {0}, entonces por el Lema Sn(Mp)or = 0a(Sn(v;)) = da(g) y por
definicion de |[|-||, como infimo, tenemos que

||5)\(9)HC < P\’y;}lfvar;[o,l] = |>\| |’y;|1711a'r;[0,1] = |)\| ||gHC :

Por el argumento anterior obtenemos que

lglle = l1ox-1(0x(9))lc < ﬁ Hox(@lle»

es decir,
Al llglle < Tlox(9)lle



22 Capitulo 1. Firma de trayectorias de variacion acotada

v |||l es homogénea en GV (R?).

Por el Teorema tenemos que ¢~! = (SN(W;)o,l)_l = SN(:V_;)OJ donde 'y(_; es la
trayectoria 7, recorrida en sentido opuesto y, sin perdida de generalidad, parametrizada en
[0,1]. Con esto obtenemos que

lo™ e < P

_ * _
1—var;[0,1] a |’y9|17var;[0,1] - ||gHC .

1

Intercambiando g = (¢~1)~! por g~! se obtiene la otra desigualdad con lo cual se concluye

que ||-|| es simétrica.
Sean g,h € GN(RY) y supongamos que la concatenacion 7y U, esta parametrizada en
[0,1] entonces por el Teorema de Chen (Teorema [1.7)

g®h=5Sn(;)o1®@Sn()oa = Sn(v; Ui)oa

y por definicion de ||-|| -
Hg® ]’LHC S |,_Y;< I—"Y;|1_var;[0,1] = |’Y;|1—’L)a’l";[0,l] + wml—var;[O,l] - Hg”C + HhHC7

por lo que ||-||, es subaditiva.
Si {gn}nez+ C GN(R?) converge a g, es decir, |gn — gl gay — 0, entonces por continui-
dad de ® y ~! tenemos que g, ! ® g converge a 1 y por subaditividad tenemos que

lglle = |lgn @ 90" @9l < llgnlle + |9 @ 9]| >

de igual forma utilizando la subaditividad y la simetria

gnlle =llantlle =lon' @ 9@ g | < g le + 119" @9l =lglle + llon' @ 9]l

por lo cual se cumple

[ llgnlle = llglle | < gt @4l -
Por definicion ||-|| esta dominada por la longitud de cualquier trayectoria que tenga la firma
adecuada. Como g, ! ® g converge a 1 en |-|;n (Rdy POr el Corolario existen trayectorias

lineales por pedazos x, cuya firma es g,;! ® g y tales que su longitud converge a 0, con lo
cual tenemos que

1
[ Hlgalle — lllle | < |l97" @ 4l s/o dazy| = 0

y por lo tanto ||gn||o — |9/l cuando k& — oo, es decir, ||| es continua y por lo tanto una
norma homogénea simétrica y subaditiva. O

Por los Teoremas [I.21] y [[.22] la norma de Carnot-Carathéodory define un métrica en
GN (R?), la cual llamaremos métrica de Carnot-Carathéodory y denotaremos por dc. Esta
meétrica es invariante por la izquierda y continua con respecto a la topologia original de
G (RY), es decir, convergencia en ||, ~ (ray implica convergencia en la topologia inducida por
dc. Nuestro siguiente objetivo serd demostrar que estas topologias son la misma.

Lema 1.23. La funcidn max;—1. N |7Ti(g)|% define una norma homogénea en GN (R9).
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Demostracion. Denotemos por |||g]|| = méxkzlw’N{hrk(g)ﬁ} para g € GNV(RY).

Sea g € GN(R?), entonces m(g) = 1, por lo que |||g||| = 0 si y solamente si 74(g) = 0
para todo k € {1,..., N} si y solamente si g = 1.

Dados g € GN(RY) y X € R tenemos que 74 (5x(g)) = A*mx(g) por lo cual

1 1
5@l = mts {me(n@)IFy = méx (O (o) P = s {Imu(o)lt),
es decir,
HIox ()] = Al -
Por tltimo veamos que |||-||| es continua. Sea {g, }nen € GV (R?) convergente con limite

g€ GN(Rd) bajo |'|TN(Rd), es decir
(9 = gl oy =, 108X {[m(9n — 9)[} = 0.

Como || denota la norma euclideana en el respectivo espacio y 7 es lineal, entonces se
satisface para todo k € {1,..., N} que

Ik (gn)| = 7 (D] < 7k (gn = 9)| < 9 — glpn gay = 0,

es decir, |mi(gn)| — |7r(g9)| lo cual a su vez implica que |7rk(gn)|% — \Wk(g)ﬁ para todo

ke {1,...,N}. Por continuidad del maximo en un nimero finito de argumentos tenemos que
1
lgalll = méx {Ime(ga)| ¥} méx {me(o)l*} = llgll
y por lo tanto |||-||| es continua. O

Recordemos que en un espacio vectorial de dimensién finita todas las normas son equiva-
lentes. En nuestro caso GV (R%) C TN (R9) y este tltimo es un espacio vectorial de dimension
finita por lo cual no es de sorprenderse que se tenga el resultado analogo, la equivalencia
entre normas homogéneas.

Teorema 1.24. Todas las normas homogéneas en GN (R?) son equivalentes, es decir, si ||||||,
y ||||ll, son dos mormas homogéneas, entonces existe C > 0 tal que para todo g € G (R?) se
cumple

1
¢ gl < llgllly < Clllglll; -

Demostracion. Como la equivalencia de normas es una relaciéon de equivalencias basta ver el
caso en que [||-]||; esta dada por aquella del Lema v ||[]|| es cualquier otra norma.

Sea B = {g € GN(R?)| |||glll, = 1}, entonces B es cerrado en G (R?) por continuidad
de [||-|||;- Por el Teorema GN(RY) es cerrado en TV (R?) y por lo tanto B es cerrado
en TV (R?). Por otro lado, si |||g|||, = 1, entonces para todo k € {1,..., N} tenemos que

|7rk(g)|% <1 por lo cual [m(g)] <1y g9 — 1|pngay < 1, es decir

Bc B‘l'lTN(]Rd)(l) _ {g c TN(Rd) |g — 1|TN(Rd) < 1} .
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Al B‘lthN(]Rd) (1) ser una bola cerrada con respecto a la norma ||~ za del espacio vectorial
de dimension finita TV (R?) esta es compacta por el teorema de Heine-Borel por lo cual B es
un cerrado dentro de un compacto y por lo tanto compacto.

Por definicion de norma homogénea ||| - |||, es continua y por lo tanto alcanza su méaximo
y su minimo en el compacto B, es decir, existen m, M € R tales que

m < |llgllly <M

para todo g € B y como g # 1 para todo g € B, ya que |||g|||; = 0 si y solo si g = 1, entonces
[llg]lls > 0 para todo g € By por lo cual m > 0.
Como 1 € GV (R?) satisface trivialmente la desiguldad deseada para toda C' > 0 basta
probarla en el caso que g € GV (R?)\ {1}. Sea \ = W con lo cual |||0x(9)|||; =1y por lo
1

tanto
m < [[|0x(9)]]]y < M.

Por homogeneidad de las normas, esto implica que

1 1
llglllym = <m <llglll, < <M = |llglll, M,
A A
con lo que basta tomar C' > méx{M, %} > 0 para obtener el resultado. O

El siguiente resultado nos proporciona una manera de relacionar una norma homogénea y
la norma || N (Rd) la cual no permitird probar la equivalencia de las convergencias.

Teorema 1.25. Sea |||-||| una norma homogénea en GN(R?). Entonces existe C > 0 tal que
para todo g € GN (RY):

1, N , N
5mln{|||9|||’|||9|\| P <19 = Upn gay < Cmdx{]||gll[, llg]|]™ }

1 L , L
C min{|g — 1‘TN(]Rd) g — 1|71~VN(R«1)} < |llgl]| < C'méx{|g — 1|TN(1R<d) g — 1|¥N(Rd)}-

Demostracion. Primero observemos que las dos desigualdades son equivalentes por lo que
basta probar una de ellas. Mas atin, por la equivalencia de normas (Teorema [1.25)) es suficiente
probar el resultado para la norma definida en el Lema la cual esta dada para g € GV (R?)
por

1
= 3 E
llglll =, max fmi(g)[* .

Recordemos que para g € GV (R?) tenemos que mo(g — 1) =0y m(g — 1) = mr(g) para
ke{l,...,N} por lo que

—1 = mi .
19 = Uy ray kzrglg%lem(g)\

Por otro lado, si |g — 1|TN(1Rd) <1, entonces para k € {1..., N} tenemos que 7;(g9) <1y
por lo tanto
3

T (@I F < mi(9)] < |mi(g)] -
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Tomando méximos sobre k € {1..., N} concluimos que
N
Mglll™ < lg = Upn @ay < lllglll -
Si g — g (gay > 1 definimos J = {k € {1,..., N} | |m(g)| > 1} # 0 y podemos escribir
— 1| = mj
lg — 1] = méx|m(g)|
E

Como |mk(g)| > 1 ocurre si y solo si |7 (g)|” > 1 para cualquier y > 0, entonces tenemos que

1
= 3 E .
Ilgl[l glgflm(g)l

Observemos que si |7(g)| > 1, entonces

=z

[ (@)I* < [mi(9)] < Imi(9)]
por lo cual tomando méaximos sobre k € J concluimos que
Hglll < 19 = U gay < lllgl™

En cualquiera de los dos casos obtenemos que
min][lglll. 119111} < 19— Lz gay < min{llgll]. 1ol "™}
O
Corolario 1.26. La topologia inducida por la métrica de Carnot-Carathéodory coincide con

la topologia que G (R?) hereda como subespacio de (TN(]Rd), |'|TN(Rd)).

Demostracion. Sea {gn}nez+ C GN(RY) y g € GN(R?).

Observemos que al ser (GV(R?), ®) un grupo de Lie ® y ~! son continuas y por lo tanto
gn = g en || pn gay siy solo si g ® g — 1en || (gay, es decir,

90 = 9l gay = 0 = lgnt®g— 1’TN(R‘1) )
Por otro lado, recordemos que la metrica de Carnot-Carathoédory esta dada por

dC(g7h) = Hg_l ® hHC

donde ||-||~ es la norma homogénea de Carnot-Carathéodory en GV (R?) a la cual le podemos
aplicar el Teorema [1.25| para ver que

190" © 9= 1 pn ey = 0 = dclgn,9) =||o." @l =0

y concluir que
90 — glpx gay = 0 <= dc(gn,g9) =0

con lo cual que se concluye el resultado. O
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1.7. Levantamiento de C'~"" ([0, 1],RY)

El objetivo de esta seccion es caracterizar al operador Sy como levantamiento de
ct=var (10,1],R?) a Ct=ver ([0, 1], GV (R)), en el cual la variacion en este espacio se entiende
con respecto a la métrica de Carnot-Carathéodory. De hecho por la equivalencia de normas
homogéneas (Teorema se tiene que el conjunto C1~ver ([0, 1],GN (Rd)) es el mismo para
cualquier distancia inducida por una norma homogénea, aunque el valor de la variacion de
una funciéon cambia en funcion de la norma homogénea que se considera.

Primero un poco de notacién, dado x € Ct=9" ([0, T], Rd) (en general una trayectoria
cualquiera que tome valores en un espacio vectorial) definimos para 0 < s < ¢t < T a
Zst = Tt — Ts el incremento de s a t.

Gracias al Teorema de Chen (Teorema tenemos que para 0 < s <t <T
Sn(w)ot = Sn(2)o,s @ SN(T)s,
y por la estructura de grupo en GV (R?) podemos escribir
SN(x)st = SN(x)a; ® Sn(x)o,-

Esto quiere decir que la firma se puede ver como una trayectoria y no como una funcién de
dos parametros puesto que la trayectoria dada por Sy (z)o.. : [0,7] — GV (R?) nos permite
recuperar cualquier valor Sy (z)s¢ y en correspondencia con la notacion de incrementos x4
se puede interpretar a Sy (x)s,; como el incremento de la firma de s a t.

Formalizamos la nocién de variacion en GV (R9).

Definicién 1.27. Sea y : [0,t] — GN(RY) continua (por el Corolario puede ser con
respecto @ || pn (gay 0 cualquier norma homogénea). Decimos que y € ctvar (10,77, GN(RY))
si existe M > 0 tal que para toda particion P ={0=1tg <t <...<t, =T} se cumple que

n n n
ZdC’(yt,,_laytj) = Z ’ c = Z Hyti—hti
=1 1=1 1=1

y en este caso se denota por |[yl[,_,,,.j0.m) < +00 al supremo sobre todas las particiones de
estas sumas.

yt:il ® yt, c <M

Teorema 1.28. Sea x € C'="*" ([0,T],R?), entonces Sy(x) € C*=v*" ([0, T],GN(RY)) y
||SN($)||1—var;[07T] = |x‘1—var;[0,T] :

Demostracion. Sean 0 < s <t < Ty x € C'7v([0,T],R?). Como 7 (Sn()s¢) = Tss
entonces cualquier trayectoria y € C*7v%" ([0,1],R?) que satisfaga Sy (),
cumple que x5+ = ¥yp,1. Mas atin,

|x37t| = |y071 < ‘y|1—var;[0,1]

y por la definiciéon de ||Sn ()| como el infimo de las longitudes de estas y’s tenemos que
paratodo 0 < s<t<T

S ||SN($)s,t

|xs,t |C
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lo cual a su vez implica que
‘m|17var;[0,T] < HSN(x)Hlfvar;[O,T] :

Por otro lado, ya que z restringido a [s,t] es una trayectoria cuya firma coincide con
Sn(x)s,t la definicion de ||Sn(2)s,¢ ||, nos garantiza que

t
1w (@atlle < [ 1dal = ol _arges-
S
Como la funcién (s,t) = [z[; 4.5, €S aditiva, es decir, para 0 <s <r <t <T

|x|17var;[sr |JI|1 var;[r,t] — |Z‘|1 var;[s,t]

dada cualquier particion P = {0 =tg < t; < ... < t, =T} tenemos que

ZHSN -

n

Z|I|1 var;[ti—1,t:) ‘I|1—var;[0,T]

por lo cual
||SN(x)||17var;[O,T] < |x|17var;[O,T]
y lo cual concluye el resultado. O

Introducimos otra norma homogénea la cual nos sera de utilidad mas adelante.

Lema 1.29. Definimos |||, : GNRY) — R como l19llog = méXi=1,...Nn |7ri(log(g))|%
Entonces ||||,,g define una norma homogénea simétrica.

Demostracion. Como log(1) = 0 entonces [|1]|,,, = 0. Reciprocamente, si ||g||,,, = 0, entonces
7r(log(g)) = 0 para todo k € {1,...,N}. Por lo tanto log(g) = 0 y esto implica que
g=-exp(0)=1.

Sea A € R, observemos que para k € Z1 tenemos que

®k

N N
Z N7(g) = Z Ai=1ld ®§:1 i, (9),
j=1 i1yeeyin=1
como el nivel Z?Zl i; de este tensor es ®§:17r1-_7. (g) tenemos que param € {1,...,N}
(A (@) = > ARl m (9 =" > @him(9) = N"mn(g®h).
T T
E?=1 ij=m E§=1 ij=m

Gracias a lo anterior y a la linealidad de las proyecciones podemos ver que

Tm (log(dx(g Z

k=1 k=1
k+1

Z m(9%F) = A" (log(9))

1 k+1 N (_1)k+1

m(6x(9)%F) = T)\mﬂm(gm)
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y por lo tanto

10x(9)lhog = midx |mn(log(dr(9)))[™ = méx [A"mn,(log(g))]™

m=1,..., m=1,...,

1
=\ méx [ (10(9)|F = [\ 1glhog

=1,...,

Para la simetria observemos que como el conmutador [g, g~!] = 0, entonces se tiene que
log(g~!) = —log(g) por lo que
1

v = mdx |m(log(g))

[RRRE}

1971 = , mitx | I7i(~ log(a) * = gl

Por tltimo falta probar que |[[-|,,, es una funcién continua. Recordemos que en el Lema

1 . .
_____ i definida en GV (R?) es continua pero el
mismo argumento muestra que si esta funcién la definimos con dominio en gV (R¢) entonces
esta es continua y basta observar que |[-[[,,, es la composicién de esta funcién con la funcién

continua log : GN (R?) — gV(R9). O

m se probo que la funciéon g — méx;—1 .y |m:i(g)

El siguiente lema nos permitira comparar trayectorias en G~ (Rd) cuyos primeros N — 1
niveles coinciden.

Lema 1.30. Sean z,y : [0,T] — GN(RY) trayectorias continuas tales que xo = yo = 1
y mon—1(x) = mo,n_1(y), es decir, sus coordenadas son iguales excepto quizd la ultima.
Definimos

h:[0,T] = ¢"(RY)  hy =log(z; ' @ye),

entonces existe C' > 0 que depende solo de N tal que para todo 0 < s <t <T

)N

|hs,t|TN(Rd) < C(Hxs,t |c + ||ys,t||c

Demostracion. Primero veamos que el elemento 7o n_1(2; ') es el inverso de mo n_1(2;) en
GN~L(R?), esto ya que en GV (R9)

mon—1(z; ) @ mon—1(ze) = (x; ' —an(z 1)) ® (z — (1))
=z, @u—an(z; ) @ —x; @ () + () @ Ty (we)

=1- WN(:r;l) @ x4 — x;l ® N (z),

pues mx (z; ') @ 7n () es un tensor de nivel 2N y se trunca. Mas atn, como
N
() © @z =N (27 ) © (1 T Zﬂ(mt)>
k=1

= <7TN(xtl) + Zer(x;l) ® Wk(xt))
k=1
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pues mx (z; 1) ® T (2¢) es un tensor de nivel N +k > N para k € {1,..., N} y por lo tanto
nulo en GV (R?). De la misma manera

oyt @ mw(xe) = mv ()

por lo que si el producto 7o ny—1(z; ) ® mo,n—1(7¢) anterior lo consideramos en GN ~1(R?),
entonces se tiene que

mon-1(z7 ) @mon-_1(z) =1 en GNL(RY).

Gracias a lo anterior podemos escribir para k € {0,..., N — 1}

k
(e @y) = Zﬂ-i(xt_l) @ T—i(Yt)
1=0
k
=> mi(mon-1(x; ")) @ m_i(mo.n-1(yr))
1=0
= Zﬁi(WO,N—l(It_l)) ® mg—i(mo,N—1(Yt))
=0

1sik=0

k(7TON 1(xy )®7T0N 1(yt)) {osike{l o, N =1}

y por lo cual tenemos la igualdad en GV (R?)
exp(hy) =27 ' @y =1+ ay(z; ' @ y)

y por lo cual exp(h;) solo tiene la entrada de nivel N como termino no trivial.

Sea z; = (27t ®y;). Dado g € GN(R?) tenemos que g = 1+ Y n_, mx(g) v por lo tanto

g®exp(hy) = <1+Z7rk > (1+ 2)
_1+Z7r’f —I—Zt-i-Z?Tk & 2¢

pero los términos 7 (g) ® z; € (RY)EWN+K) v por lo tanto se truncan en G (RY) y tenemos la
igualdad

N
g@exp(hy) = 14> mi(g) + 2
k=1
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de manera analoga se tiene que

exp(he) © g = (1+2) ® <1 + Zﬂk(g)>
k=1

= 1—|—Z7Tk(g)+zt+zzt®7rk(g)

k=1 k=1

N
=1 +Z7rk(g) + 2z
k=1

= g ® exp(hy)

y por lo tanto se concluye que exp(h;) (v a su vez exp(hy) ™! = exp(—h;)) conmuta con todos
los elementos de G (R?). En particular tenemos:

Yst =Y Oy =, Qs 0y @ @ Oy,
=2, @ (2, @ys) Tt ® 2 @ exp(hy)
=zt @exp(hs) ™! @z ® exp(hy)
=2, @exp(—hs) ® 2; ® exp(hy)
=2, @z © exp(—hs) @ exp(hy).
Para juntar este producto dentro de la exponencial necesitamos ver, por la formula de
Campbell-Baker-Hausdorff (Teorema que hs y h; conmutan. Para esto recordemos que

exp(hy) = 14 2 con z € (RY)®N por lo cual 2% € (RHEFN y 228 — 0 en GV (R?) para
k > 1. Por lo tanto podemos escribir

L ()b
he = log(1 + 2z;) = Z ngk =z € (RH)®N

k=1
es decir, h; solo tiene la entrada de nivel N y por lo tanto hy ® hs € (RY)®?N y hy @ hy = 0
en GV (R?). De manera analoga hs ® h; = 0 y por lo tanto estos conmutan, esto implica que

exp(—hs) @ exp(hy) = exp(hy — hs) = exp(hs )
y por lo tanto
Yst = T, " @ 11 @ exp(—hs) @ exp(hy) = x5 ® exp(hs p),
o equivalentemente
{II;% ® Ys,t = exp(hs,t)

lo cual nos da una compatibilidad entre los incrementos en el grupo GV (R9) del lado izquierdo
y los incrementos en el espacio vectorial g%V (R%) bajo el mapeo exponencial en el lado derecho.

Como h; y hs solo tienen la entrada de nivel N como termino no trivial, entonces
mi(hst) =0 paratodoi € {1,...,N -1}y

|hs,t

ey = 10X [ )| = [ (o).
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Utilizando la norma homogénea definida en el Lema para exp(hs ¢) € GV (R?) obtenemos
que

por lo cual obtenemos la identidad
N
|hs,t|TN(1Rd) = |nn(hst)| = Hexp(hs,t)”k)g
Recordando que exp(hs,) = m;tl ® ys,¢, utilizando la equivalencia de normas homogéneas
(Teorema [1.24) entre ||-|[,,, v la norma de Carnot-Carathéodory [|-|[ , entonces existe C' > 0
tal que

N N _ N
[hs.tlpn @ay = llexp(hs)lliog < Cllexp(hse)lle = Cllags @ ysell ¢ -

Por la subaditividad y simetria de la norma de Carnot-Carathéodory (Teorema [1.22))
tenemos que

N
+ ||ys,t||c) )

) el

con lo cual se concluye el resultado. O

|hs,tlpn gay < C ||25: @ ysxtHg =C (”xgtl’{c

Para evitar trivialidades por el punto inicial de una trayectoria definimos los conjuntos

Co ™" ([0,T],R?) = {z € C*7"* ([0, T],R?) | 2(0) =0}

Co7 ([0, 7], GN(RY)) = {z € ¢ ([0, T], GN(RY)) | 2(0) = 1}.

Teorema 1.31. Para N > 1 tenemos que Sy : C~"*" ([0, T],R?) — C1=v ([0, T], GN (R?))
es una biyeccion con inversa m la cual satisface para todo 0 < s <t <T':

|‘SN($)|‘1—var;[s,t] = |$‘1—var;[s,t] :
Demostracion. Seax € Cy~"*" ([0,T],R ) Recordemos que podemos considerar Sy (z) como
una trayectoria deﬁmendo Sn(x): = Sn(x)o,e- Por el Teorema [I.28)y como Sy (x)o0 = 1

entonces Sy (z) € C27v" ([0,T], GV (R?)). Més atin,
T (SN (7)) = T (SN ()ot) = Top = Tt — To = T4

por lo que 71 o Sy es la identidad en C27°" ([0, T], GN(RY)).
Mostremos por induccién sobre N que Sy o 7y es la identidad en C2=v" ([0, T], GV (R?)).
Consideremos el caso N =1y sea y € C17v*" ([0, 7], G*(R%)). Definamos z : [0,7] — R?

como z; = m1(y;) por lo que y; = 1+ z; = (1, ), entonces tenemos para 0 < s <t < T que

Ysp = Y5 @y =14m(y) —m(ys) =1+ zs,

por lo cual
Top =1 (Ye) = T1(Ys) = T1(Ys,e)-
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Si consideramos la norma homogénea [||-||| definida en el Lema obtenemos que

5,6l = [lys,elll -

Utilizando la equivalencia entre normas homogéneas obtenemos la existencia de C' > 0 tal
que para toda P = {0 =ty < ... <t, =T} particion se tiene que

n n n
E : |xt1717t7: = § ’Hyti—hti | < C § Hytifhti
i=1 =1 =1

por lo que x € C't—ver ([O,T],Rd) y como yo = 1 = (1,0), entonces xg = m1(yo) = 0 por lo
que T € C’é_v‘" ([O, 7], ]Rd). Basta observar que

c S C ||y| ‘17'ua’r;[0’T]

SN(my)e=Sn(@)=1+2 —20 =142 = 1
por lo que S, oy es la identidad en C27°" ([0, T], G*(R?)) .

Supongamos para N > 2 que Sy_1om es la identidad en C1=v" ([O,T], GN’l(Rd)).
Dado z € C1=v*" ([0, T}, GV (R?)) definimos y; = Sn(m1(z))¢, por lo que debemos probar es
que z; = y; para todo t € [0,T]. Por hipotesis de induccion tenemos que Sy_1 omp es la
identidad por lo que aplicado al elemento 7y y_1(x) obtenemos que

mo.N-1(2) = Sn-1(mi(mo,N-1(2))) = Sn—-1(m1(2))
y como Sy_1 = To,N—1 © Sy obtenemos que
mo.N-1(z) = Sn-1(m1(2)) = mo,n—1(SNn (71 ())) =m0, N—-1(Yy)-

Como z € C’&_”‘” ([O, 7], Rd) entonces g = 1 y como y es la firma de la trayectoria 7 (x)
entonces yo = 1 por lo que podemos utilizar el Lema [I.30] para concluir que existe C' > 0 tal
que si hy = log(z; ' @ y;) € g™V (R?) entonces para todo 0 < s <t < T

|hs,t‘ < C(Hxs’tHc + ||ys,t||c)N~

Si definimos w : {(s,t) € [0, T]* | s <t} — R como w(s,t) = ||2]|; _yaps.qg + Y11 _vargs.s
tenemos que w es aditiva, es decir, w(s,u) + w(u,t) = w(s,t) para 0 < s <u <t <T y que

|hei| < Cw(s, ).

Dada cualquier particion P = {0 =ty < ... < t, = T’} tenemos que

n
E ‘hti—lxti
=1

por lo que la funcion h es de %—variacién finita en [0, 7] y como % < 1 entonces h debe de
ser constante (Ver Lema. Como hg = log(zy ' @ yo) = log(17' ® 1) = log(1) = 0 entonces
ht = 0 para toda t € [0,T], es decir, para toda t € [0,T]

~ < Czw(ti—lati) = Cw(0,T)
i=1

1= exp(0) = exp(hy) = z; ' @y
y por lo tanto x = y = Sy o 7y (), es decir, Sy o 7y es la identidad en C}—ver ([O, T],GN (Rd)).
Por tltimo el Teorema nos garantiza que

||SN(J;)||17’UG,T;[O,T] = |‘r‘17var;[0,T] :
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La importancia de este resultado es que nos dice que Sy es el tnico levantamiento de
Cy ™" ([0,T],R%) a Cl—v ([0, T], G (R?)) por lo que es equivalente hablar de una funciéon
de variacion finita en R? a hablar de la trayectoria en el grupo GV (R%) de variacién finita
dada por su firma. En el caso de trayectorias en R? con p-variacion finita para p € (1,2) se
pueden definir las integrales que constituyen la firma

/ Az, ® -+ @ dxy,
s<ur <...<up<t

como limite de sumas de Riemann-Stieltjes por medio de la integral de Young (Ver seccion
). Sin embargo en el caso de trayectorias con p-variacion finita para p > 2 no se puede
definir la integraciéon con respecto a esta de igual manera, es decir, el valor

t
/ Tor @ dz,

no tiene sentido como limite de sumas de Riemann-Stieltejes. Sin embargo una generalizacion
al Teorema (Consultar [Friz and Victoir, 2010, Capitulo 9]) nos dice que existe una
biyeccién canénica entre C2=vo" ([0, 7], GN (R?)) y Cz=vo" ([0, T], GIP/(RY)) para N > [p],
la parte entera de p, por lo que para poder definir una nocién equivalente a la de firma para
trayectorias con p-variacién finita no basta con la informacién que nos da los incrementos
de la trayectoria sino que necesitamos més informacion, para lo cual podemos proponer los
valores de las primeras |p| integrales iteradas. Esta idea es la que nos permitira en el siguiente
capitulo definir una trayectoria rugosa y una teoria de integracion con respecto a este objeto.
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2  Trayectorias Rugosas

En este capitulo se introduce el concepto de una trayectoria rugosa, el cual reemplazara
el papel de una firma de nivel 2. Posteriormente se define la integral con respecto de
una trayectoria rugosa para cierta clase de integrandos. Se estudia la estabilidad de esta
integraciéon con respecto a sus integrandos y sus integradores con lo cual se obtiene una especie
de continuidad del operador integral. Por ultimo se compara la integral de Riemann-Stieltjes
con esta nueva nocién de integral introducida.

2.1. Definicién de una Trayectoria Rugosa

Sabemos que si x : [0, T] — R es una trayectoria de p-variacion finita con p > 2 entonces

la expresion
t
/ Tor @ dz,
S

no tiene sentido como integral de Riemann-Stieltjes. La integral de Young, que consideraremos
en la seccion generaliza esta integral de Riemann-Stieltjes al caso p € (1,2]. Sin embargo,
para p > 2, nosotros podemos proponer una funcién continua X : [0, 7]? — R? ® R? la cual
tenga propiedades similares a aquellas de estas integrales iteradas. Primero observemos que
el objeto X : {(s,t) € [0,T)? | s < t} — T*(R?) dado por

Xs,t = (173715 - xaxs,t) = (17xs,taXS,t)

jugaria el papel de una firma de nivel dos y deberia de satisfacer la relacion de Chen (Teorema
1.7) la cual resume las propiedades de aditividad de las integrales iteradas y se lee para
0<s<u<t<T como:

(L, Xst) =Xt =X @ Xt = (L, T+ T, XKoo + Xyt + Ts 0 @ Tt
Dado que la igualdad en la segunda coordenada es una propiedad de los incremento, es decir,
Tst =Tt —Ts =Ty —Ts T Tt — Ty = Tsu T Tty
la relacion de Chen es equivalente a pedir que el proceso X satisfaga
ot =X =Xyt = Ts,0 @ Tyt

Definicién 2.1. Una trayectoria rugosa en el intervalo [0,T] con valores en R? es un par
(2,X) donde x : [0,T] — R? y X : [0,T] x [0,T] = R?® R son funciones continuas que
satisfacen la relacion

Xs,t - Xs,u - Xu,t = Ts,u & Loyt

para todo 0 < s<u<t<T.

35
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Observemos que al satisfacer la relaciéon de Chen es equivalente definir una trayectoria
rugosa como una trayectoria, y no como un proceso de dos parametros, como:

X:[0,T] = T*(RY) X, = (1,204, Xo4)
y a partir de esto, por la relacion de Chen, tenemos que para 0 < s <t < T":
Xt = X;1 ® X y Xo .t = ma(Xs 1),

por lo cual el proceso X de dos parametros esta completamente determinado por la trayectoria
X. y entonces la trayectoria rugosa (x, X) se puede pensar efectivamente como una trayectoria.
En general usaremos de forma intercambiable la notacion X = (z,X) y X = (1, z,X) para
referirnos a la misma trayectoria rugosa.

Recordemos que cualquier trayectoria continua de p-variacion finita se puede reparametrizar
de tal forma que la funcién resultante sea 1-Holder continua, la demostracion de este resultado

es analoga al Lema pero puede consultarse en [Friz and Victoir, 2010} p. 85]. Mientras
que la p-variacion es invariante bajo reparametrizaciones la norma Holder no lo es, lo cual
nos permitira un poco mas de generalidad al diferenciar entre parametrizaciones y es por esto
que trabajaremos con trayectorias a-Holder.

Por otro lado, recordemos que en el espacio G2(R?) tenemos definida una norma homogénea

dada por . )
gl = Imi(g)| V |m2(g)|* = méx{|mi(g)], [m2(g)[* }-

Mas atin, se tiene que Sa(z) € C'**" ([0, T], G*(R?)) para todo = € C'" ([0, T],R?) bajo la
norma Carnot-Carathéodory (Teorema , pero por la equivalencia de normas homogéneas,
Teorema también bajo cualquier norma homogénea. Mdédulo la reparametrizacion
podemos suponer que Sz(z) es Lipschitz considerando los incrementos Sa(z)s: = S2(z)g !'®
Sa(z)o,¢ en el grupo G?(R?) y la norma Lipschitz definida como

[[152(2) ¢
|t — s

(de hecho por los Teoremas y y el Lema la misma reparametrizacion hace
Lipschitz a z y a S, (x)). Esto quiere decir que para todo 0 < s <¢<T

t
/ ZTor ® dx,

o, dmr‘

[S2(2)]];— gg = sup
s#t

1
2

< 1S2(2)silll < ClISn(@)lly— s It = 5]

y por lo tanto

sup < C?[[So(@)[[}_ sy < +o00.

st |t—s]?

Observemos que esto no es una norma Holder, pues para esto tendria que estar definida como

fst Ts,r & dxr - f: Loy,r & dxr

sup
(5,6)7(u,0) (£, 8) = (u,v)?

Maés aun, por la relaciéon de Chen fst Zs,r ® dz, no es aditiva y por lo tanto no representa
los incrementos de alguna funcion por lo que el ser finito este supremo no nos implica que
f: Zsr ® dx, sea 2-Holder y por lo tanto, por el Lema constante. Motivados por esto
tenemos la siguiente definicion.



2.2 Métrica en €~ H9 ([0, T],R?) 37

Definicién 2.2. Dado a € (3,1] se dice que (2,X) es una trayectoria rugosa a-Holder si
(z,X) es una trayectoria rugosa en el sentido de la Deﬁnicio’n y se satisface que

Ty — T
7| L ;l < +00, |X[],, := sup
s| st

X
= 7| 5t < +00.
s#£t ‘t - —

|t S|2(x
Mds aiin, este espacio se denota por € Ho! ([O,T],Rd)

Observemos que, de forma analoga a los espacio de Holder, se tiene que si 0 < a < 5 < 1,
entonces %7 ([07 T, ]Rd) c go—Hol ([0, 7], Rd), por lo cual para todo « € (%, 1] se tiene que
Sa(z) € €1 ([0,T),R?) si z € CT-H9 ([0, T],R?). La restriccién o < 1 es consecuencia
del siguiente lema ya que para a > 1 las trayectorias en C'*~ 9 ([07 T], ]Rd) son constantes.

Lema 2.3. Sia>1yax e C* 19 ([0,T],R?) entonces x es constante. De manera andloga
six € CPvor ([0, T],Rd) para algin p € (0,1) entonces x es constante.

Demostracion. Fijemos 0 < s < t < T. Dado N € N definimos t, = s + %(t — §) para
k €{0,..., N} entonces

N
Lt _xS‘ < E ‘xti - xti—1|
=1

N
< Z |2l g It — tiza|®
i=1

Como N € Z% es arbitraria y limy_ e ﬁ =0ala—12>0 tenemos que |z; — 25| =0y
por lo tanto x; = x, para todo 0 < s <t <T.

Six e Ccpver ([07 7], Rd) con p < 1 entonces reparametrizamos z para que sea %—Hé’)lder
(lo cual se prueba de manera anéloga al Teorema M) y aplicamos lo anterior. O

2.2. Meétrica en ¢ Ho ([0, T], R?)

Motivados por las normas y métricas definidas en el capitulo anterior, en particular la
norma |- ~(re)y ¥ la norma homogénea definida en el Lema introducimos lo siguiente

Definicion 2.4. Definimos la “métrica no homogénea” a-Hdolder
pa : € H([0,T],RY) x £ ([0,T],R?) = R

como
pa((2,X), (y,Y)) = max{||z — yll,, [IX = Yllys}-
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Definiciéon 2.5. Dada X = (z,X) € ¢ H9([0,T],RY) definimos su a-Hdlder norma

homogénea como
1
X[l == max{|[z]], , [X]]3,}

Debemos tomar esta definicion como algo nuevo y no pensar que esta satisface las

propiedades de la Definicion [1.20

Una pregunta natural es de que manera la trayectoria x determina al proceso X con la

condicion de que (z,X) sea una trayectoria rugosa.

Teorema 2.6. Sea z € C*~H9([0,T],R?) y (z,X!), (z,X?) € €>~H9 ([0, T],R?) para algin
o€ (%, 1]. Entonces existe F € C?*~H0l ([O,T],Rd ® Rd) tal que para todo 0 < s <t <T

X;,t - Xi,t =F—-F= Fs,t~

Reciprocamente si (z,X) € €2~ Hol ([O,T],Rd), F ¢ g?a—Hdl ([O,T],Rd ® ]Rd) y definimos

Xit =X+ F —Fs =X, +Fgy
entonces (z,X?) € €~ H9 ([0, T],RY).
Demostracion. Para la primera parte definamos para 0 < s <t < T
Gep=XL, - X2,
Dados 0 < s < u < t < T tenemos por la relacion de Chen que para i € {1,2}
X;t = Xé,u + Xi,t T Tou @ Lot
por lo que

Gap =Xby + XL 4 Tou @@uy — (X2, + X2, + 240 @ Tuy)
= X;,u - X?,u + X’llL,t - Xi,t = Gs,u + Gu,ta
en particular obtenemos que
GO,S + Gs,t = GO,t

y por lo tanto

Gst = Got — Gos.
Definimos F : [0,7] — R? ® R? como F; = Gy ; y obtenemos que

Gs,t = Ft - Fs-
Por dltimo, tenemos que
F—F Xl _ X2 Xl X2
sup 7‘ ! 22‘ =su 7| 5t 22’t’ <s 7’ S’tla sup 7| S’tla < +00
s#t |t—$| s#t |t—8| s#t |t—8| s#t |t—8‘

por lo que F € C?*~H#3l ([0, T],R? @ RY).
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Para la segunda parte tenemos que como (z,X!) cumple la relaciéon de Chen, entonces
Xg,t = X;,t +Fs = X;,u + X}L,t F+ Tou @ Tyt + Fo oy + Fuy
=Xiu+ Fou+ X0, + Fup + 20 ® Tuy
=X2, 4+ X2, 4 T ® Ty

que es precisamente la relacion de Chen. Por otro lado,

X2 X!, - F X! F,—F
sup | S’tla = 7‘ 2t 22’t’ < sup | S’tla su 1B = By 22' < 400
s#t |t — s st |t — 8] s#t |t — 8] s#t |t — s
por lo que (z,X?) € €>H#% ([0, T],R?). O

El resultado anterior nos dice que el proceso X esta determinado de manera tinica por x
modulo el incremento de una funcién y nos dice la Holder regularidad de esta funcion en base
a la Holder regularidad de .

Hemos definido el espacio ¢« ([0, 7], Rd) para « € (%, 1] , sin embargo si a € (%, 1],
por el Teoremay el Lema para cada z € C*~H9! ([0, T, ]Rd) existe a lo méas un proceso
X:[0,7] — R? tal que (,X) satisface la Definicion De hecho si x es Lipschitz entonces
Sa(x) es la tnica trayectoria rugosa con trayectoria base x. Mas atn, en la seccién 2.6 veremos
que para x € Co—Hl ([O,T],Rd) con o € (%, 1) este proceso X esta dado por la integral

de Young fs Zs,T ® dx, la cual es una generalizacion de la integral de Riemann-Stieltjes a
una clase mas grande de integrandos e integradores. Es por esto que de aqui en adelante
consideraremos el espacio €9 ([07 7], Rd) unicamente para o € (%, %]

Sin embargo lo anterior no implica que una trayectoria suave determine de manera tnica
una trayectoria rugosa, para esto basta observar que si

¢ € o Hol ([O,T],Rd) NnCee ([O,T],Rd) )

por ejemplo una trayectoria constante, entonces la firma de nivel 2 de z, S2(x), es una
trayectoria rugosa y sin embargo para cualesquiera o € (3, 1] y F € C?*~H9 ([0, T], R? @ R?)
el par Sa(x)s, + (0, Fs4) define otra a-Holder trayectoria rugosa por el Teorema

L
conforme avancemos con el desarrollo, es que para o € (O7 %} necesitamos proponer mas
informacion en la trayectoria rugosa, de hecho lo que necesitamos es una trayectoria en el

espacio TV (R?) con N = [ J > 2, o equivalentemente proponer los valores para las integrales

1

«
/ dl’tl®"'®dl'tk_
s<t1<..<tp<t

mediante procesos X(*) : [0,T])?> — (Rd)®k continuos para k € {2,..., N}, de manera que

El motivo por el cual nos restringimos al caso a € ( ], y el cual sera mas evidente

Xop =125, Xs1,... ,ng\{)) satisfaga la relacién de Chen y una condicién equivalente a la
Definicion 2.2 dada por
< *)

s,t
sup ———— < +00.
st [t — s

Retomando nuestro caso a € (%, %} recordemos que hemos definido una “métrica no

homogénea” en la definicion veamos que efectivamente esta define una métrica y que de
hecho hace a € >~ ([0, T],R?) un espacio métrico completo.
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Teorema 2.7. (%Q’H""l ([07T]7Rd) ,pfl) es un espacio métrico completo no separable donde
p/oz((xa X)a (ya Y)) - |:C0 - y0| + pa((xa X)v (ya Y))

Demostracion. Primero observemos que apesar de la similitud en la definicion de ||-||,,, esta
no coincide con la norma 2a-Hélder en el espacio C2*-H9([0, T]2, R9) pues esta esta dada

como
‘Xs,t - Xs/,t"

Sup s
()2 ) |(5,8) — (s, 8))) >

sin embargo es sencillo ver que el conjunto

Xl g — prs :=

X,
{X € C([0, T2, R @ RY) | |[X]|y, = sup |t'2 < +oo}
s#£t — S

es un espacio vectorial, ||-||,, es una seminorma en este espacio y ||X||,, = 0 implica que
X, = 0 para todo s # t, es decir, esta seminorma se anula en las funciones diagonales.

Por otro lado ||z||,, coincide con la seminorma ||z||,_ ys, Por lo que podemos considerar
la seminorma en el espacio producto

. Coz—Hb'l ([O,T],Rd) X {X c O([O7T]27Rd ®Rd) ‘ HXHQQ < +OO}

|HI

dada por

(2, X mge = max{[|2]] s [1X |2}

max

De esta forma se tiene que p, coincide con la restricccion de la pseudométrica que induce la
seminorma ||-|| .« al conjunto €~ #% ([0, T],R?). Veamos que agregar el termino |zg — yo
la convierte en una métrica. Dados (z,X), (y,Y) € €>~#% (0, T],R?) tales que

70 = yol + pa((z, X), (y,Y)) = 0

tenemos que |zg — yo| + ||z — yl|,_ s = 0, lo cual es una métrica en C*~H% ([0, T],R?) y
por lo que = y. Por otro lado como ||X — Y||,, = 0, entonces X, — Y, ; = 0 para todo
s # t por lo que basta ver que esto también se cumple en la diagonal, pero por la relacion de
Chen aplicada en s = t = u, tenemos que

X =X —Xp — Xy =2, Qx4 =00 =0,

de manera analoga Y,; =0y por lo tanto X;; — Y, ;, =0y X =Y.

Veamos que este espacio es completo. Sea {(z",X")},ez+ C €% ([0,T],R?) una
sucesion p/, -Cauchy, entonces

|25 — 20| + [[2" — 2" |lo— gy < P (2", X"), (2™, X™))

y {2"}hez+ es de Cauchy en Co~Hol ([07T]7Rd)7 por lo que existe x € C«~Hol ([0, T],Rd) a
la cual converge esta sucesion. Por otra parte tenemos que para todo s # t fijos

2
’X;L,t - X;Y,Lt‘ <X - Xm”za |t — s “
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y cuando s = ¢ hemos visto que, como consecuencia de la relacién de Chen, X7, = 0 por lo
que para todo s,t € [0, T

X0, = XU S IX™" = X[ [t = s < [|X" = X5, T2
lo cual implica que

X" = X", = sup |XZ, = X7 < [IX" = X7|y, T
(s,t)€f0, 172

y por lo tanto {X"},cz+ es ||||-Cauchy y existe X € C([0,T]%,R? ® R?) a la cual converge
uniformemente. Veamos que ||X|,, < +o0 y que |[|X" —X]|,, — 0 cuando n — oco. Para lo
primero observemos que al {X"}, cz+ ser de [|-|[,,-Cauchy entonces es [|-||,,-acotada, digamos
por C' > 0, y por lo tanto para todo (s,t) € [0, T)?

Kool = lim [XY,[ < Mmsup|[X°|ly, [t — 5™ < Ot — 5™
n—oo

por lo cual [|X]|,, < +00. Como X" converge uniformemente a X tenemos que

X X" ‘Xs,t_X?’t‘ = 1 ‘X;,’Lt_xgt‘ = 1 X X"
X - IIMZS;;QW—mgnwig PRE = I [X7 —X"ly, .

Por la condicion de Cauchy dada € > 0 existe N € ZT tal que ||[X™ — X"||,, < € para todo
n,m > N y por lo tanto para n > N

15— X, = lm [[X™ —X"|],, <

es decir, {X"},,cz+ converge a X en |||,
Juntando ambos casos vemos que

lim pla((x7X)7 (", X") =0

n—oo

por lo que basta ver que (z,X) € €>~# ([0, T],R?). Para esto unicamente nos falta verificar
la relaciéon de Chen pero como (z,X) es limite puntual de (z™,X"), las cuales satisfacen la
relacién de Chen, entonces para todo 0 < s<u <t <T

7 n n n 7 n n o __
Xsp = Xsu — Xy p = lim X0, — X0 — X0, = lim of @), =251 @ Ts
n—oo n—oo

con lo cual se concluye que este espacio métrico es completo.

Para ver que no es separable definamos para cada a € (0, 1) la funcién F* : [0, T] — RI@R?
dada para i,j € {1,...,d} por (F*)y’! =11, 1(¢)(t — a)®**, con 1|, 7 la funcién indicadora
del conjunto [a, T, la cual es 2a-Holder continua. Definamos X¢ , = Fi* — F¢ entonces por el
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Teorema (0,X9) € go—Hel ([O,T],Rd). Mas aun, para 0 < a < b <1 se satisface que

i ((0,X%),(0,X%)) = 10 — 0] + max{[[0 — 0], ,
X2, - X |

s,t

X - XbHZoz}

= sup
v

|Fta_F§l_(Ftb_F£)|

= sup

st It — s|*

By — Fa — (Fy — Fy)|
_ |b7a|2a
_ |0 —a)** —(a—a)** — ((0— ) —0)|
- |b7a|2a

b— 2a

_ I a)2a| .

b—q

y como la familia {(0,X%)},¢(0,7) s no numerable se concluye que (g Hal ([O7 7], Rd) ,08)

no es separable. U

El siguiente resultado nos da una forma mas sencilla de mostrar convergencia con respecto
a la métrica pg.

Teorema 2.8. Sean 1 < 3 y {(z",X")},ez+ € €P~H0([0,T],R?) una sucesion tal que
sup [[z"]|5 < 400 Yy sup [|X"|[y5 < 4o00.
nezZt nezZt
Si xl converge puntualmente a x. en [0,T] y Xy . converge puntualmente a Xo,. en [0,T],
entonces esta convergencia también es uniforme, (x,X) € P~ ([O,T],Rd) Y
lim po((z",X"), (2,X)) =0
n—oo
para toda o € (3, 3).

Demostracion. Nuestra hipotesis de convergencia puntual implica que Xg, = (1,25, Xg ;)
converge puntualmente a Xo; = (1,20, Xo,¢). Por la relacion de Chen tenemos que

X", = (Xp,)  9Xg,

por lo que XY, converge puntualmente a X ;. Mas atin, tomando limites puntuales se puede
ver que X satisface la relacién de Chen. Sea C' = sup,,cz+{|[2"(|,[|X"[|55} < +00, entonces
por la convergencia puntual tenemos para todo 0 < s <t <T:

[wsal = lm [, | < lmsup ||2"[|; |t - sl <Clt—sl°

Xl = lm [X7,] < lmsup [[X"||yg |t — s/ < Clt - 5|*

ll2s
y en particular obtenemos que (z,X) € ¢« H%! ([0, T],Rd) .
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Veamos la convergencia uniforme de z. Sea e >0y P ={0=1ty < ... <t, =T} tal que

1
|P| = supj—y.._ |tk —ti—1] < (55)7. Para s € [0,T] denotemos por § € P al punto mas
cercano a s en P, por ejemplo § = min {r € P | |r — s| < |P|}. De esta forma tenemos por la
aditividad de los incrementos que para 0 < s <t < T que

n n n n
o — el < [ag = 22| + lzasl + [a2] + el + |27,

< |wg g —al +C<ﬂsfﬂ5+2ﬁfff)

3,0
< xg)g—xg';f +4C|’P|ﬁ
€
< xé’t”_x?’f +§,

mientras que por la convergencia puntual y dado que hay un nimero finito de puntos en P
podemos garantizar que existe N € Z™ tal que para todo n > N y todo r,7’ € P se tiene que

|xr,r’ -

r,r’

<€
5
Dado que para todo 0 < s < t < T se tiene que §,f € P concluimos que para todo n > N

+ i<
— €
> <

5.t

n n
|x87t - Is,t| < ’zé,f -z

y por lo tanto zi, converge uniformemente a s ;.

Para la convergencia uniforme de X la idea es la misma, solo hay que tener cuidado con
la no aditividad de X, ;. Seae >0y P={0=1ty < ... <t, =T} tal que |P| < (150)ﬁ7
entonces por la convergencia puntual existe N; € ZT tal que para todon > N y todo r,7’ € P
se tiene que

< £
1

Como consecuencia de la relaciéon de Chen tenemos las siguientes igualdades

n
’XTJ" - Xr,r’

n _ wn n n n
Xs,t - Xs,é + X§7t + 'rs,é ® xé,t
n _ wn n n n
Xoe=X5; + X5, + a5, @7,
n

€T

. .n n
st =Tyt Ty

las cuales, por la convergencia puntual, son validas tambien para (z,X). Con esto obtenemos
que
Xt — X?f| < X8| + |X2L,9| + ‘Xé,t - Xg,t| + |x57§ QT — xg,é & xg,t‘
< X 5] + [X2a| + X5 = X2,

+ |Xf,t’ + ‘X?t

n n
+ +|zss @5y — 2l s @ 2|

n n
Tai Qi —Ts; @y

§C(ﬂ57ﬂw+2ﬁfﬂw)+i

n n n n
T |25 @i — Ty ; QT +L%s®w&r—%g®wgJ

A
47" 4

n n n n
Toj@Tpy — Ty O Ty | + |25, @ 56 — T O Tgy
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Observemos que podemos escribir

n n — R N _ n _ n _ R n
L5, Qs — T3 QTgy = T3 ® (xs,t xé,t) (‘rs B xs,s) ® Tz

,
- o= no—= . L) — L n
Tsi@Typy — T, QT =T ;@ (mt,t xt,t) (%,t xsvt) ® T

y por la convergencia uniforme de z%, a x,; existe Ny € Z* tal que para todo 7,7’ € [0, T]

€

< 3CT?

n
|.73,«,»,~/ = Ly

y por lo tanto

|76 @ (w0 — 25,;) — (255

)

n n n n
- xss) ® xé,t‘ < \x55| |x§,t — Tyl + ‘xs,.§ - xsa| ’xst}
<Cls =3 sy — 2l + |als — w5 C 15 =1

Ts;® (mf,t - x?t) - (‘Tgt - xst) ®ap,| < ’xst Tie — T3 t‘ + ‘m;,f T x?,t
~ 7B 2 B
<C|s—1 Ti,— i, |+ xg’f—x§’5C|t—t|
€ € €
cor (e ) f
- 8CTB = 8CT# 4

con lo cual se concluye que para toda n > max{N;,No} y0<s<t<T
€ € € €
Xee - X0y |l<-4+-+-4+-=¢
o =Xl < g+3+ 373
y por lo tanto X" converge uniformemente a X.
Sea « € (%, ﬂ) y € > 0. Por la convergencia uniforme existe N € Z* tal que para todo
0 < s <t <T se tiene que para todo n > N

-1

a)—1 @

|xs,t — x?t| < 6(173) y |Xs,t — X?t| < 6(17ﬁ)

Por otro lado, tenemos que
[oae = al| S lasel +loael <20t — s
y 28
Ko = X34 | < K| + K| < 20t — 5|

Recordemo que para a,b > 0y 6 € (0,1) se tiene la desigualdad a A b = min{a, b} < a' =%’
utilizando las desigualdades anteriores con § = £ obtenemos que para todo 0 < s <t <T:

y

R
— Tl
~
I
L
™
N——
o
Il
[0}
=
|
S
Q

1—
1o
|25 — 2| < (6 /3)

L\ 1-2 a
Koo =2 < (¢73) 7 (1t =) = efe— s
lo cual implica, tomando supremos, que
pa((z,X), (2", X")) = max{||lz — 2"[|, , X = X"||,o} <€

y por lo tanto (z™,X") es p, convergente a (z,X) para toda o € (%,B). O
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2.3. Trayectorias rugosas geométricas

La relaciéon de Chen resume algunas propiedades de aditividad que debe satisfacer como
minimo una teoria de integracién, sin embargo esta no incluye informacioén sobre alguna
forma de integracion por partes. Denotemos por X% la coordenada (i, j) del 2-tensor (matriz)

i t o ; .
X, y recordemos que X;Jt se interpreta como el valor propuesto de fs zy dx] por lo que si
quisiéramos una férmula de integracion por partes entonces, manipulando informalmente las
expresiones, necesitariamos las siguientes igualdades:

t t
4,3 Jit i J J i
Xs:t + Xs:t - / xs,rdxr + / ‘Ts,rdxr
S S
¢ t
_ N e VR
—/ x,dx] msx&t—k/ rldx, — Ty 4
S S

i
_ [ NN S R By )
_/ d({E T )7“ xsxs,t xsxs,t
s

AR )
s,t xsxs,t

= (z'2l)ss — 22 4
= wja] — wlw] — wl(x] —xl) — 2l(x} — )
=gled —alad —alal +alal — 2lad +2lad
= wjw] — wlw] — wjw) + wla]

J
s,t

~ (@ —ab)(al —a)) = 2 e

= (Top @ ws4)",
es decir, la parte simétrica de X esta determinada completamente por la trayectoria x.

Definicién 2.9. Dada (z,X) € €« Ho ([O, T],Rd) esta se dice que es una trayectoria rugosa
geométrica st para todo 0 < s <t <T se cumple que

. 1 1
Slm(XS,t) = i(XS’t + Xz,t) = ixs,t X Ts,t

donde th denota el 2-tensor, o matriz, con coordenada (i,7) dada por ngt Mads ain, este
espacio se denota por %;_Hal ([0, T7,R%).

Observemos que si x es Lipschitz, entonces la trayectoria rugosa Sa(z) es geométrica pues
las integrales de Riemann-Stieltjes satisfacen la integraciéon por partes.

Recordemos que en el espacio T?(R?) tenemos definidos los mapeos exp y log. Méas atin,
la firma de una trayectoria toma valores en el espacio G?(R?) = exp(g?(R?)) por lo que es
natural pensar en tomar el logaritmo de una trayectoria rugosa

Xot = (1,254, Xe¢) =142 — 25 + Xy € 1+ E(RY) € T*RY),
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con lo que obtenemos

1
log(Xet) = (Xgp — 1) — (X, — 1)®?

2
1

= Ts,t + Xs,t - 5 (-rs,t + Xs,t) & (xs,t + Xs,t)
1

= Ts,t + Xs,t - ixs,t & Ts,t

1
= (vas,hxs,t - E‘Ts,t ® xs,t)

pues los terminos s ® X 1, X @ x5 ¥ Xgt ® X ¢ son tensores de nivel mayor a 2 y por el
truncamiento en T2 (R%) son nulos. Observemos que la condiciéon de que (z,X) sea geometrica
nos dice que:

1
Xsﬂf - ixs,t (39 Tst = Xs,t - Sim(X&t) = ASim(X&t).

Maés atin, en este caso g2(R?) = R? + [R% R?] y [RY,RY] = s50(R?) es el espacio de matrices
antisimétricas, por lo cual la condicién de que una trayectoria rugosa sea geométrica nos
implica que la trayectoria

X :[0,T] = G*RY)  X;:= (1,204, X0.4)

efectivamente toma valores en el grupo de Lie G?(RY) y, por la relacion de Chen, tambien los
incrementos
X = (Lo, Xsp) = Xoisl ® Xo,t-

Por otro lado, recordemos que en G2(R?) tenemos definidas normas homogéneas, entre las
cuales esta la norma de Carnot-Carathéodory ||| y la norma [|-[|,,, definida en Por la
equivalencia entre normas homogéneas (Teorema se tiene que existe C' > 0 talque para
todo g = exp(b + ¢) € G2(R?) con b € R? y ¢ € R @ R?, entonces

1 , 1 1 , 1
o max{[bl [e[*} = = llglhog < llglle < Cllglhog = Cmax{[b], |e]* }-

Como (z,X) es geométrica tenemos que

1 .
Xs,t = exXp (xs,t + Xs,t — 5Ts,t ® xs,t) = €xp (:Es,t + ASlm(Xs,t))

2

por lo que
1 1
¢ méx{|@s,], |Asim(X, DI} < X lle < Cmax{|z |, |[Asim(X, )| 2}

Veamos que podemos sustituir [Asim(X; ;)| por |X;¢| en lo anterior médulo el cambio de
constante, esto ya que

. 1
[ASI(X )| < S(%oal + KT = Kol
con lo que obtenemos que

1 , 1
IXstlle < Cmax{las ., [Asim(X,0)[? } < Cmax{]zs.],[Xs]* }.
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Por otro lado,
. . . 1
Xt < |Asim(X; 1) + [SIm(X ¢)| = |Asim(X, )| + 5 |51 ® T ¢

y por la compatibilidad de normas euclidianas (ver seccion [1.2) tenemos que |z ® z| = |z|* se
tiene que

3 .
Kool < 5 mix{lzg]” [Asim(X, )]}

lo cual a su vez implica que
1 , . 1
mé«X{|xs,t| 5 |Xs,t| 2} < '’ maX{|(E57t| 3 |ASlm(Xs,t)| 2 }} < c'c HXs,tHC

y por lo tanto existe C' > 0 tal que

1 , 1 , 1
6 max{|xs,t| ) |Xs,t|2} S ||Xs,tHC S CmaX{|$s,t| ) |§gs,t|2 }

Esta desigualdad implica, dividiendo por [t — s|* y tomando supremos sobre s # t, que
1
1@ Xl < 1Xllcsa—pa < Cllt@, X)ll,

Con lo cual tenemos que para una trayectoria rugosa geométrica es equivalente ser a-Holder

continua en el sentido de la Definicién 2:2) o que la trayectoria

X :[0,7] = G*(R?) dada por X, := (1,204, X0,t)
sea a-Hoélder continua con respecto a la métrica Carnot-Carathéodory, es decir,

do(X,, X)) _ (Xl

= <
t—s|® oty [t—s|® oo
£

||X||a7Hé‘l;[0,T] = sup
s#t

2.4. Integral rugosa de 1-formas

Recordemos que la integracion de Riemann-Stieltjes se puede pensar como una funcion
bilineal y continua del espacio producto

levar ([O,T],Rd) X levar ([O,T},ﬁ(Rd,Re)) N levar ([O,T],Re),

donde £(R%,R®) denota al espacio de transformaciones lineales de R? a R® considerado con
su norma de operadores lineales, es decir, se integran 1-formas con respecto de trayectorias,
de tal manera que
(z,y) — / ydr = |713'1,|IEO Z Yu(Tuw) 5
0 PCls,t] [u,v]€P

donde para una particion P la notacion P C [s, t] se refiere a que P es particion de [s, t] y por
lo tanto de la forma P = {s =tg < ... < t, = t}. Mas atn, la notacién [u,v] € P significa
que existe i € {1,...,n} tal que u =t;_1 y v = ¢t;.
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Por medio de la desigualdad de Young, la cual mostraremos en la seccion [2.6]

t
/ Ys,r d.]?,-
s

la cual es valida para funciones x € C*=v%" ([0, T],R%), y € C*=>" ([0, T], L(R%, R?)), p,q > 1
tales que 6 = éJr% > 1y [s,t] C[0,T],laintegral de Young extiende esta definicion de integral
como limite de sumas de Riemann-Stieltjes para a un espacio mas grandes de integradores e
integrandos. En resumen (ver [Friz and Victoir, 2010, Capitulo 6]) la integraciéon de Young
es un mapeo continuo bilineal del espacio producto

t
1
[ e d = (2] < 755 Il 91l s
S

co~Ht (10, 7], RY) x ¢P~H ([0, 7], LR, R®)) — C*~H3([0,T],R®)

de tal manera que

(fcvy)H/ yde:= lim S w(@ )
0 PCls,i] [ti—1,ti]€P

bajo la condicion a4+ 5 > 1.

El objetivo de las trayectorias rugosas es definir una nocién de integral para el caso
a=p¢€ (%, %] anadiendo informacion, es decir, considerar como integrador no solo a la
trayectoria x sino a la trayectoria rugosa X = (z,X). Para esto necesitaremos encontrar una
clase de intengrandos a los cuales les podamos definir de forma consistente su integral de tal

forma que esta sea continua en las topologias correspondientes.

Para X = (z,X) € >~ 1% ([0, T],R?) fijo el conjunto de integrandos a considerar esta
dado por funciones de la forma y = F(z) € C ([0, T], L(R?,R¢)) donde F € CZ(R?, L(R?,R?)).
Observemos que la idea de las sumas de Riemann-Stieltjes es aproximar a la funcién y en el
subintervalo [s, ] por la constante y, y evaluar esta en el incremento x, ., en nuestro caso
particular esto significa el considerar que F(z,) = F(xs) para todo r € [s,t]. Sin embargo
nuestra hipdtesis en F' nos permite considerar una mejor aproximacion dada por la expansion
de Taylor, es decir considerar que, como tranformaciones lineales,

F(;CT) ~ F(.’I}S) + DF(xs)xs,T7

donde DF : R? — L(R?, L(R?,R?)) es la derivada de F y el termino DF(z4)zs, € L(R?,R®)
ya que es la evaluacion de DF(x5) € L(R?, L(RY,R¢)) en el elemento x5, € RY.

Recordemos que como espacios vectoriales se tiene el isomorfismo
L(R? LR R%)) ~ L(R? © R, R?)

los cuales a su vez son isomorfos al espacio de funciones bilineales de R? x R? a R¢, por lo que
D?F, la segunda derivada de F, se puede considerar de cualquiera de las siguientes maneras:

» un mapeo de R? a las tranfomaciones lineales de R% a R€
= un mapeo bilineal con dos entradas en R? y que toma valores en R®

= un mapeo lineal que manda tensores de nivel 2 a vectores en R®
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y en particular evaluar D?F(x,) en un par (a,b) € R? x R? es lo mismo que evaluarla en el
tensor a ® b € R? @ RY, es decir, D?F(x4)(a,b) = D*F(z5)a ® b.

Esta aproximacion de Taylor nos motiva a definir la suma de Riemann-Stieltjes compensada
en una particion P ={0=1tg < ... <t, =T} como

n

Z (F(xti—l)xti—l,ti + ‘DF(mti—l)Xti—l,ti) € R
i=1
Dado a € (%, %} la informacién proporcionada por el par (z,X) € ¢~ Hdl ([O,T],Rd)
deberia ser suficiente para determinar un posible limite en estas sumas ya que el agregar més
informacién en la forma de X® : [0, T]? — (Rd)®3 que satisfaga una condicién de la forma

3
up o
s#t |t — s[>

tendriamos, por las condiciones Holder, que conforme [t — s| — 0
o e o 2a 3) _ 3ay
Top = O([t = 5[7), Xsp = O(|t = s[™) y X7 = O(|t — s|™) = o(|t — s])

yva que 3a > 1, por lo que agregar un termino més en la aproximacién de Taylor y por lo
tanto, ya que D?F la suponemos acotada, el agregar el termino DQF(JJS)XS,? =o(|t — s|) en
la suma compensada de Riemann-Stieltjes no deberia modificar el limite de estas sumas en
caso de que este limite exista.

El siguiente lema nos resume las propiedades que nos importardn F'y DF', las cuales nos
permitiran dar una generalizacién en la siguiente seccion.

Lema 2.10. Sea F € C? (Rd,E(Rd,Re)), dos wveces diferenciable con segunda derivada
continua y acotada, y una trayectoria rugosa (x,X) € €% ([0, T],R?) para o € (5, 3].
Definamos para s,t € [0,T]

Ys = F(ms)v y; = DF(:L'S) Rg,t = Ys,t — y;ms,t =Yt —Ys — y;(xs,t)a
entonces se tiene que
1 2
lylle, < IDFllll2lle s My'lla < [[D*Fl[Mzlle v 1R < 5 [[D*F] M2l -
y todas estas cantidades son finitas.

Demostracion. Como F € CZ (R%, L(R?,R®)) entonces F'y DF son Lipschitz con constantes
Lipschitz [[DF||, y ||D*F||_, respectivamente y por lo tanto

lye — ys| = |F (1) = Fzs)| < [[DF|| [0 — 2]

ly, — yi| = |DF(z;) — DF(z,)| < || D*F|| _ |2 — 4
por lo que dividiendo por |t — s|* y tomando sumpremos se obtiene

1Wlle < IDFllllzlle vy 1181l < [[D*F[| NIl -
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Por otro lado, para 0 < s <t < T consideremos una expansion en serie de Taylor de la
forma

1
F(zy) = F(zs) + DF(zs)xst + §D2F(z):cs,t ® Tgy

donde z se encuentra en el interior del segmento determinado por x; y xs, es decir, existe
£€(0,1) tal que z = x5 + &xs y por lo tanto

1
Ry, =yt — y;’t = F(x;) — F(z5) — DF(z5)xst = §D2F(x5 +ETst)Tst @ Ty

con lo cual obtenemos que

1 1
|RY,| < 3 |D*F(2)xs1 @ g| < 3 |DF(Z)]OP |Ts.t @ T 4]

IN

1 1 2
5 1D Pl Jzos @ 2t = 5 [[D*F| s
y dividiendo por |t — s|2a y tomando supremos concluimos que

1
1Ry < 5 [|1D?F |, el

O
Para formalizar nuestra idea sobre la aproximacion de las sumas de Riemann-Stieltjes
compensadas introducimos lo siguiente:

Definicion 2.11. Seana,f >0y = : {(s,t) € (0,72 ‘ s < t} — R Para0<s<u<t<T
definimos

) _ _ _ o |0Z5 0.t
ot = Bua = Zow = Zue y 102l = sup FEe
)
_ _ _ ‘Est| |5Esut|
= = |Z]|, + |02 = su @ T osup ———5.
=l = =, + 16215 53 [t — s scu<t [t — S|B

Mids aun, definimos el espacio C’g”g ([O,TLRd) como el conjunto de estas funciones = tales
que E¢r = 0 para todo t € [0,T] y [|Z]], 5 < +oc.

Es facil ver que \|||;3 cumple la desigualdad del triangulo y gracias a la linealidad de ¢ es

sencillo ver que C$? ([0, T],R?) es un espacio vectorial y |I'l|, 5 define una seminorma. De
hecho la condicion ||Z||, = 0 nos implica que Z,; = 0 para todo s < t, pero por definicién
Et+ = 0 para todo t € [0, T] por lo que de hecho |||, ;5 define una norma. Observemos que si
= esta dada por los incrementos de una funcion, entonces por la aditividad de los incrementos
= =0 por lo que ||5E|\/ﬁ es una forma de cuantificar que tan no aditiva es Z.
Como veremos mas adelante, los elementos =;; jugaran el papel de nuestros términos

F(zs)xs + DF(z5)X; . El siguiente resultado nos da una forma de integracion abstracta
con respecto a estas aproximaciones =.



2.4 Integral rugosa de 1-formas 51
Teorema 2.12 (Lema del pegado). Sean 0 < a <1 < 3, entonces existe un inico operador
lineal continuo

Z : (ngg ([O7T]7Rd> ) ||'Ha7ﬁ) - (CaiHb'l ([O7T]7Rd) ) H'”afH(jl)

tal que (IZ)g =0y
(ZZ)st = el < ClI0E| |t = s]”

donde (IZ)s+ es el incremento de la trayectoria ZE y C es una constante que depende de 5.

Demostracion. Primero veamos la unicidad, sean Z' y Z? dos mapeos que satisfacen lo
anterior, entonces para i € {1,2}

|(Z°E)ss — Esu| < Cilt —5I°.
Utilizando la desigualdad del triangulo tenemos que

\(Ila)s,t - (IQE)M]

HIlE _IQEHB-HBI

= sup
T'E)st — 2 I%5),, — =
SSup}( )s,t . et| +s p|( )s,t - 9,t|
s#t |t — s| st [t — s

<Ci+Cy < 400

y como 3 > 1 concluimos por el Lema que Z'Z — I2Z es constante. Por hipétesis,
(Z'Z)o = 0 para i € {1,2} por lo que concluimos que Z'= — Z2Z = 0 y por lo tanto Z es tnico.

Definamos para una particion P = {s =tg < ... < t,, = t} la notaciéon

/E:: > Euw=
P

[u,v]eP i

=t

1

n
i—1,ti

entonces nuestro objetivo es demostrar que si s < t entonces

(Z8)sy = lim Y E,, = lim =.
|P|—0 |P|=0 Jp
PC[s,t) [wv]EP PCls,t]

Dada P = {s =ty < ... < t, = t} una particion del intervalo [s,?] C [0, 7], entonces
existe ¢ € {1,...,n — 1} tal que

2
[tivs —timal < — [t = sl

esto ya que en caso contrario, sumando todas las desigualdes, se tendria que

n—1 9 n—1
2|t—8| = Zﬁ't_‘ﬂ < Z|ti+1 —ti,1|
=1 =1

n—1 n—1
< Z [t; —tiza| + Z [tit1 — t4]
i=1 i=1

<2t —s].
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Dado que las particiones P(0) := P y P() .= P\ {t;} solo difieren en que la primera separa
el intervalo [t;_1,t;41] € P en dos subintervalos [t;_1,t:], [ti, tis1] € P(©) tenemos:

/P\{tif /PH

= ":‘ti+1,ti—1 T Sti1,t T ‘:'ti>t7‘,+1|

= ’5:ti—1;t7ti+1 |

<02} [tisa — tia]”

B
_ 2|t — s
< \|5:||/5 (n—1>

Iterando este proceso n — 1 veces, definimos para k € {1,...,n — 1} particiones P& tales

que P*F) c p=1) C P,
= = _ (2lt=s )’
Loz [ e ()
Pe-1) Pk

concluyendo con P~ = {s < t} la particién trivial de [s,t] y por lo tanto

n—1
Es,t—/ESZ/ E—/ =
P — [Jpw PE-1)

<Z oz, (2= )

s2ﬁ||6:||ﬁ 8]t — s/’

donde ((B) = > o2, n” es la funcién zeta de Riemann. Observemos que el dltimo termino
de esta desigualdad no depende de la particién P del intervalo [s, ] por lo que tomando el
supremo sobre todas las particiones de [s, ] obtenemos la desigualdad maxima

st _/ =
P

Sean P, P’ particiones de [s,?] tales que P’ refina a P. Si para [u,v] € P denotamos por
P’ N [u,v] a la particion de [u,v] definida por la restriccion de P’ al intervalo [u, v] la cual
esta bien definida pues [u,v] € P’. Entonces [u’,v'] € P’ si y solo si existe [u,v] € P tal que
[v/,v'] € P'N[u,v] y por lo tanto

/ /’ - (Hu,v - /P’ﬂ[u,v] H) ’

Utilizando la desigualdad méxima obtenida anteriormente a los subintervalos [u,v] € P

sup

< 226215 ¢(B) It — sI° .
PCls,t]
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obtenemos

’

Euv —/ =
[u 1)]67’ P'0u,v]

<2%[I62|3¢8) > lv—ul’

[u,v]eP

<2 ||52]15¢(8) Y IP)

[u,v]eP

dado que la particién P tiene a lo méas {ﬁJ subintervalos tenemos que

=| < 27 10511, () [P = 0 (1P17).

P

Ahora, dadas P, P’ particiones de [s, t] arbitrarias, denotamos por P V P’ a la particion
definida por el conjunto de puntos PUP’, entonces PV P’ refina a P, P’y [PV P’| = |P|V|P’|

por lo tanto obtenemos
[y

Eg/ E—/E
PVP! P

Como [PV P’| = |P| V |P’|, tomando supremos obtenemos que

Como B > 1 esto nos dice que la red {fPE ‘ P C [s,t]} es de Cauchy y por lo tanto es
convergente. De esta manera podemos definir (Z2),; como este limite y para cualquier
sucesion {P"},cz+ de particiones de [s, ] tales que |[P™| — 0 se tiene que

nlgrolo/n E=(Z5)sy4.

Maés atn, utilizando la desigualdad maxima obtenemos que

/ ':**':‘s,t
P

con lo que se obtiene la desigualdad deseada. Observemos que podemos extender la definicion
de ZE haciendo (ZZ);; = 0 para todo t € [0,T] y como E;; = 0 entonces trivialmente se
cumple esta desigualdad maximal para s = t.

+ =O((IP|V [P])"7H).

/

sup ("h).
|7>\v|7> |<e
P, P’ C[s,t]

|(I\_‘)gt *E t| = lim

1P| -0 <27 (|25 ¢(B) [t — 5| = C|I6Z |5 [t — 517,

Veamos que podemos definir ZZ : [0, 7] — R? de tal manera que (ZZ), ; son los incrementos
de esta funcion. Para este fin basta ver que

(ZZ2)0,4 = (IZ)o,s + (Z2)s 4.
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Sea {P'"}, 7+ una sucesion de particiones de [0, s] tales que |PY"| — 0y {P?"},cz+ una
sucesion de particiones de [s, t] tales que |7727”| — 0 De esta forma tenemos que

(ZZ)o,s + (ZE)ss = lim E+ lim E.

n—00 Jpin n—00 Jpan

Maés atin, si P™ denota a la particion de [0,¢] definida por lo puntos P1™ U P?™, entonces

/E:§ Buw= Y. EBuut EM:/ 5+/ =.
n 7)1,n 7;2,n

[u,v]€eP™ [u,v]ePLm [u,v]eP2:m

Tenemos que [P"| = |Ph"| Vv [P?"| — 0 cuando n — oo y por lo tanto

(ZZ)o,: = lim 2= lim =24 =
n—00 [pn n—o00 Ppln P2

= lfm =+ lim 2 = (I)0.s + (T5)ss.

n—oo pln n—oo p2,n
Veamos que IZ € '@~ ol ([O, 7], Rd). Para esto observemos que

|(IE>5¢| S |(IE)s,t - Es,t| + |Es,t

< 221|621, ¢(B) It — sI” + [Ell, It — 51,

entonces
|(Z5) sl - - -
ﬁ <2° H55||,/3<(5) |t — 5" + I1El,
< 2°¢(B)T7 = ||6E[ + |1l
y por lo tanto
|(Z5)s,

sup

t — —_ —_
= < 2°¢(B)T (1625 + |IE],, < +o0.
s#t |t —s|

Por ultimo, como la funcién fp = es lineal en =, pues esta definida como una suma,
entonces por la linealidad del limite se tiene que Z es lineal y por lo tanto para ver que es
continua basta ver que es acotada, pero utilizando la desigualdad anterior obtenemos que

[(ZZ)s.1]

|t —s|®

< 2°¢(B)T7* (162l + 1=,

< (27CBTT + D(II0E[5 + 112,
= (2%¢B)T7~* + 1)|1Ell a5

||IE||a—H6l =

y por lo tanto 7 : (C’g"ﬁ ([0,T],RY), \|||a5) — (Co=H3 (10, T),RY) , [|]| o re) €S un opera-
dor lineal y continuo. O

Ahora apliquemos este resultado a nuestras sumas de Riemann-Stieltjes compensadas.
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Teorema 2.13 (Lyons). Sea X = (r,X) € ¢~ Hol ([O,T],Rd) para algun o € (%, 1} Y sea
F € C2(RY, L(RY,R®)). Entonces para todo 0 < s <t <T la red

> (F(zu)2uw + DF(2)Xuy) | P C [s,t]
[u,v]€P

es convergente conforme |P| — 0 y a este limite le llamamos la integral rugosa en [s,t] de

la 1-forma F o x con respecto a la trayectoria rugosa X y se denota por fst F(z,)dX,. Mds
aun, se tiene la siguiente cota

t
/ F(z,)dX, — F(zs)rst — DF(25)Xs 4

3 3a
< ClIFllz (111} + llall, Xl ) 1t = sl

donde C' es una constante que solo depende de o y ||F||Cb2 :=||F|ly + [|DF||o, + || D?*F||_,.

Definimos la integral indefinida z : [0,T7] — R® como z = fg F(z,)dX,, entonces
z € Co~H([0,T],R®) y su norma satisface

l2llo < ClIFl ez (X, VXIS

1
donde, recordemos, ||X||, = max{||z||,,||X||3,} es la a-Héilder norma homogénea en el
espacio €~ o ([O,T],Rd) y C es una constante que solo depende de T y «, la cual puede
elegirse de tal forma que sea uniforme para todo T < 1.

Demostracion. Sean y = Fox,y = DFox ¥y Rl = Yst — Yiss.
Para 0 < s < ¢ < T definimos E; ; = yss,t + ¥, X5+ Como x4 =0, Xyp =0y ye, y; son
lineales, entonces =;; = 0. Por otro lado
Zs,t] < [ys(@s,0)] + 195 (Xs,0)|
S |y5|op |x57t| + ‘y;|op |X3yt|

2
§ Sup |y7’|op||x||a |t75‘0‘+ Sup |y'¢“op”XH2a |t75‘ “
r€l0,T] rel0,T]

< yllog llo 18 = 1% + 1yl [1XKloq T [t = s
< (lloo Nl + 115 oo [XK[lpg T*) [t = 5] -

Como L(R? R®) esta dotado con la norma de operadores Iop v ¥ [0,T] — L(RY R) es
lineal y continua, entonces es acotada , es decir,

||yHoo ‘= Ssup ] |yT|op < +OO

re(0,T

Por el mismo motivo
1Yl := sup |y;l,, < +oo.
rel0,T]

Maés atin, como (z,X) € €19 ([0,T],R?) se concluye que existe C' > 0 tal que

I=lla < Clzlly + [1Xl50 T%) < +o0.
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Por otro lado, tenemos que

Yu(Tut) + U5(Xs ) = ¥ (Xsu) — v (Xut)
+ys( ut+xsu®$ut) /( )

Ys (Tt ( t)
= —Ys, u(xut) (Xu, )+y5($au®1’ut)
= —Ys,ulTut) — Ys, o (Xt) + (Y (5,0)) (Tt)
(Zu) —

Yo u(Xut)

u
= 7(ys,u - (xs u ) Lot

= _Rg7u(xu7t) - ys,u(X’U«,t)

it

y por lo tanto para 0 < s <u <t <T:

0=

—s,u,t

< ’Rg,t(xu,t)‘ + ’y;,u(xu,tﬂ
< ’Rg,u|op |xu,t| + |y;,u’0p |Xu7t|

2 2

SR [lgq s = ul™ Nl [t = ul™ + (1]l [s = ul™ [[X|lyq [ = ul™
3
< (IR |lgq 1l + 119110 X120 ) [E = 8™

Por el Lema y'll, < +oo,||RY||5, < +ooy por lo tanto

102 50 < N1 g [l + 151l 1Xllq < +oo.

Lo anterior nos dice que = € C3" 3 ([0 T],Rd), y como 3a > 1 el Teorema nos
garantiza la existencia de Z= € C*~ i ([0,T],R®) y C > 0 (la cual depende solo de 3a y por
lo tanto solo de «) tal que se satisface

— —_ —_ 3 3
(T2)a — Zaal < OIS [t = 5 < C (IR g el + [l 1K) £~ 512

Definimos .
/ yr dX, = (I2)s = (ZE); — (Z2)s,

entonces z = [,y dX, = IZ € C*~ ([0, T],R®) y como
Es,t = YsTst + y;XSyt

entonces se satisface

t
3
/ Yr er - ysxs,t - y;Xs,t S C(”RyHQa ||SEHa + Hy/Ha ||X||2a) ‘t - S| “
s

Observemos que hasta aqui solo hemos utilizado que y € C*~#% ([0, T], L(R?,R*)),
y/ € COéiHél ([Oa T]a ‘C(Rd @ Rdv Re))’ Ys,t + y/q (1'37t) = Rg,t y

R,
5.t
RY||, =sup——% < 1o
H ||20¢ £t |87t|2o¢
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y no hemos utilizado el que y = Fox, ¥ = DF o x, por lo que hasta aqui este argumento
servira para el Teorema

A partir de aqui utilizaremos que y = F oz, ¥ = DF o x. Entonces por el Teorema
tenemos que

1
1R | 2o+ 1181l | Xl < 5 1D F| NIz 2l + [ D*F | [Xllgq N1l

3
< 11l (lall? + el XLz

con lo cual se tiene la cota

t
/ F(z,)dX, — F(zs)xs: — DF(x4)Xs 4

3 3
< CIIF e (ll2ll + lally Xl ) 1£ = 5

donde C es una constante que solo depende de «.

Por tltimo, para mostrar la cota sobre ||z||, observemos que

‘Zs,t S |Zs,t - Es,t| + ‘Es,t|

t
< / F(z,)dX, — F(xs)xss — DF (25)X; 4

+ [F(25)(s,t) + DF ()X ]

<C Il (llalll + 1121l 1Xl1sq ) It = 51°* + [IDFllg ksl + || D2F|| . 1Kot

<C1Fllcz (112113 + llalla 1Xl15q ) It = sI** + IDF . llel] £ = 5|
+[|D*F|| 11Xl |t — s/*

<C'11Fllcg (1l + lalla 1112 ) 16 = 5 + [allq It = 51 + [1X]]q [t - s/**)

<C"[|Fllp (RIS + 1L 1XIZ) 1t = s> 4+ 11X, It = sl + X2 ¢ = 5%

<C"|[Fllg (IS 16 = 5P + 11Xl + X2 e = 51} £ = 5I°

<C" || Fllgp (I T2 + X1l + [1XIE T) |t = s1*

<K||Fllp (IIXI3 + X1l + 1XI2) It = sl

y por lo tanto
3 2
el < 5 NF s (1K1 + 1K) + 1], )

en donde K es una constante que depende de v y T' la cual puede ser uniforme si 7' < 1.

Ahora consideremos dos casos. Si ||X||, < 1, entonces ||X|\i < |\X||i < [IX]|, v por lo
tanto .\
12l < 3K 111l K11 < 35 1F ez (111 v 1X1]%).

Mientras que si [|X[|, > 1, como 1 > 3, tenemos que ||X|[, < |\X||i < ||X||z < HX||§ y por
lo tanto ) )
el < 3K I1Flles X11% < 3K [1Fllgs (1X1] v [1X]%).

con lo cual se concluye el resultado. O
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Por dltimo veamos que para trayectorias rugosas geométricas se tiene un resultado
equivalente al Teorema fundamental del calculo. El caso de trayectorias no geométricas lo
trataremos en el siguiente capitulo por medio de la férmula de Itd y Follmer.

Teorema 2.14. Sea X € €~ ([0,T],R?), G € C3([0,T],R?). Si X € €1 ([0,T],R?),
es decir X es geométrica, entonces
t
/ DG(X)dX = Gzy) — G(xy),
es decir, la integral de 1-formas gradientes es trivial para trayectorias rugosas geométricas.

Demostracion. Para demostrar esto utilizaremos la unicidad de la integral abstracta en el
Teorema Consideremos Z, ; = DG(z,)xs +D?*G(z,)X,,, entonces = € C572*((0, T], RY).
Por otro lado, definimos =, ; = G(X;) — G(X;) el cual tiene incrementos aditivos y por lo
tanto 6= = 0. Mas atn,

=
=
=

12l + 1105 = [[Ell, < IDCl Nl < +o0

Ha,3o¢ =

por lo cual 2 € C53*([0, T], R%).
Por el Teorema existen ZZ y ZZ. Mas atin, ZZ esta caracterizado por (Z2), =0y

172 — 2,4 < C |t — s]** = o(|t — s]).

Por ser una integraciéon abstracta tenemos que (IE)O =0.

Observemos que

7= = i — = i — = — .
( )S’t \’Pl\g() Z G(xu) G(xv) |7?1|Ii>10 G(xt) G(ms) G(xt) G(ms)
PCls,t] [w0]EP PCs,t]

Por otro lado tenemos que como X es geométrica, entonces
Est = DG(w5)zss + D*G(75) Sim(Xy ;) + D*G(z5) Asim(X ;)

1
= DG(xs)xs: + §D2G(xs)a?5’t ® Ty + DQG(:ES) Asim(X 4).

Veamos que D?G(z5) Asim(X; ;) = 0. Para esto observemos que como D?G es la hessiana
de G entonces es simétrica, es decir, para todo i,j € {1,...,d}

D?G(,)(e; @ ¢j) = (D*G)" = (D*G)"" = D*G(a,)(e; @ e)

y por lo tanto D*G(z;) ([e;,e;]) = 0. Como {[e;, e;] |i # j} es una base para las matrices
antisimétricas se extiende por linealidad que D?G/(x,)A = 0 para toda A antisimétrica.

De esta forma obtenemos que
1
Est = DG(zs)xs s + §D2G(:rs)xsyt ® Tg .
Por el Teorema de Taylor tenemos que

1
G(xy) — G(zs) = DG (24)xss + §D2G(xs)xs,t @ xg4 4+ O(|zs4]*).
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Como |z, < ||z]|, |t —s|* ¥ 3a > 1 tenemos que O(|z,,|) = O(|t — s>*) = o[t — s|).
Reescribriendo todo lo anterior tenemos que

= ‘G(J}t) — G(SL'S) — DG((ES)ZCS’t — %D2G($S)$S’t ® Tst S O(‘t — S|)

Por unicidad de la integracion abstracta tenemos que ZZ = Z=, es decir, para todo s,t € [0, T]

)

/ DG(X)dX = (I2),, = (I2), , = G(z:) — G(zs)

con lo cual termina la prueba. O

2.5. Trayectorias controladas y derivada de Gubinelli

Para generalizar nuestra integral rugosa a una clase més grande de integrandos introduci-
mos la nocién de una trayectoria controlada y con respecto a una trayectoria de referencia
T.

Definicién 2.15. Dada x € C*~H9([0,T],R?), V un espacio vectorial (V,|-|) normado
de dimension finita y y € C*~H([0,T),V) decimos que y es controlada por x si existe
y' € co—Hdl ([O,T], L(RY, V)) tal que el “residuo” RY definido implicitamente por la relacion

Ysit = Ys(Tse) + RY,

satisface

IRyl LTI
Y =sup ——— < +00.
2a st |S_t|2a

Estas condiciones definen el espacio (y,y') € 22 ([0,T], V).

Mads aiin, decimos que y' es una derivada de Gubinelli de y si (y,y') € 22*([0,T],V)
aunque esta no sea mecesariamente unica.

Observemos que por el Lema si F e C3(RY, L(RY,R®)) y » € Co~H9([0,T],RY)
entonces (F(xz), DF(z)) € 22* ([0, T], L(R?,R?)), es decir, F(z) es controlada por z.

Teorema 2.16. Para cada z € C*~H1([0,T],R?) se tiene que 22 ([0,T),V) es un espacio
vectorial. Mds atin,

1Y) a 20 = V1o + 1R[]

define una seminorma tal que (y,y') — |yol + |vo] + ||(v,y) es una norma y hace a

Hx 2
2% ([0,T],V) un espacio de Banach. Por tltimo se tiene la cota

19lle < RN+ 2o 18 oo < OO+ l2l) (ol + 115 45 20);

donde C' > 0 es una constante que solo depende de o y T y puede elegirse de manera uniforme
para T < 1



60 Capitulo 2. Trayectorias Rugosas

Demostracion. Si (y,9), ( ") € 222([0,T],V) y A € R entonces y+ \j € C*~H3([0,T],V)
yy'+Ag € ComH9([0,T], L(RY, V)) Mis atin, RVFA7 = RV4ARY por lo que || RV T2 || < 400
y por lo tanto 22 (|0, ] V') es un espacio vectorial.

Como |||, ¥ II'lla, son seminormas es sus respectivos espacios, entonces ||-|| es

x,2
una seminorma en 22¢ ([0,7],V) y de manera aniloga al Teorema se puede ver que
(W,9") = lyol + w6l + ||(y, ')l 20 €s una norma bajo la cual 2;* ([0,T],V) es de Banach.

Por otro lado,

2
‘ys,t = I(ms’t)| + ’Rg,t| < |y8|op |‘T57t| + HRyHZa ‘t - S| “
< (lylloo N2l + 1RV 120 T*) 1t — 8]

y por lo tanto
ylla < 1RY]50 T + ll2llo 1Vl

Por tltimo, observemos que

el < w6, ] + lwol < llylla IsI* + lyol < 11y/llo T + lyo|

por lo que
1y 1loe < 119110 T + lyol

y entonces,

1lle < 1RV 50 T + [l2llo 191l
SRV T + [l2llo (1y'llo T + lyo])
< O+l (1B 50 + 1y 1a + lvol)
= CO A+ l2[10) (1w )220 + [90])

donde C' es una constante que solo depende de T' y « la cual puede hacerse uniforme para
T<1. O

Teorema 2.17 (Gubinelli). Sea X = (z,X) € > ([0,T],R?) para alguii o € (%, 1] y
sea (y,y') € 22 ([0, T], L(R?,R®)). Entonces para todo 0 < s <t <T la red

> Wulwuw) + 4l (Kuw)) | P C[s,1]

[u,v]€P

es convergente conforme |P| — 0 y a este limite le llamamos la integral Trugosa con respecto a
la trayectoria rugosa X en [s,t] de la 1-forma y € C—Ho! ([O,T],E(Rd,Re)) y se denota por

f; yr dX,.. Mds aun, se tiene la siguiente cota

t
3o
[ 00X = ) = )| < € Ul IR+ 1€l 11, 12 = 5

donde C' es una constante que solo depende de T y «, la cual puede elegirse de tal forma que
sea uniforme para todo T < 1.
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Mds ain, el mapeo
P2 ([O,T],E(Rd,Re)) — 22%([0,T],R®) dado por (y,y') > (2,2') := (/0 Yy dXT,y>
es un operador lineal acotado que satisface
1z, 21z 20 < N0lla + 1 1lo 11220 + C (l2llo 1R [l2 + X150 1¥1]4)

Demostracion. La primer parte del resultado es analoga a la primer parte del Teorema
es decir, la existencia de [; y, dX, € C*"H9([0,T],R®) como limite de estas sumas de
Riemann-Stieltjes compensadas y la cota

3a
C (ol 1Bl 2 + IXlloq [1y'110) [t = s -

t
/ yr dX, — ys(xs,t) - y;(XS’t) =
S

Para la segunda parte primero veamos que (z,2') € 22%([0,7],R¢). Por lo anterior
z € Co~H3L([0,T],R®) y por definicién 2’ =y € Co~Ho ([O, ],L(Rd ]Re)) Mas atn,

t
B2, = 20y — #(2ay) = / g dX, — yy(s)
S

por lo que

t
|R t| < Yr dX, — ys(xs,t) - y;(Xs,t) + |y;(Xs,t)|

3 2
< C (12l 1R o + 11X a0 15 110) [t = sI™ + 1yl [1Xllpq [t = s[™

< (C (Nl 1R g + 1Kl 11y )T + 11y o 11K lg0) £ = s*
= (C(llzllo 1B 50 + [1Xloe 116 110) + 115 oo X l50) [t = 5|

y por lo tanto
1B?]l20 < C (lfallq [1RY]50 + [1X[l2 [1510) + 118 [1X]]2q < 400,

es decir, y es una derivada de Gubinelli de z = [, y, dX, y por lo tanto (z,2") € 22 ([0, T],R®)
y con lo cual, por el Teorema obtenemos la cota

10z, 2|z 20 = 1121l + 1R llag = [1¥llo + [1R?[|2q
< lylla + C (Hl2llo 1R o + 11X aq 15 a) + 15 1o X2

Por la linealidad del operador de integracion abstracta Z (Teorema m ) se sigue la
linealidad de [ -dX, y a su vez la linealidad de (y,y') — (z, 2').

Para ver la continuidad, por el Teorema [2.16

1llo < CA+ () (lvol + [1RY]]20)
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por lo que se tiene, considerando C' constantes que dependan de X, Ty «

(2, 220 = 12110 + 1B |20 = NYllo + 1R 20
< Clyol + 1R [l) + CUIRY||g0 + 1Yl + 119110
< C(lyol + 1R [la0) + CUIR|lag + 1Y [lo + 11910 T + lyol)
< C (lyol + [1RY[|50 + 11¥'1l4)
= Cllyol + 1w, ¥l 20)-

Recordemos que la norma en estos espacios esta dada por

(W, 9") = lol + lwol + 11w, ¥l 20

por lo que, como zy = 0,

20] 4 120] +11(2, 2) |20 = lW0l + 11(2,2)]],s 20
< lyol + Cyol + 11(v: ¥, 20)
< Clyol + lyol + 11w ¥4 20)5

con lo cual se ve que este operador lineal es acotado y por lo tanto continuo. O

2.6. Estabilidad de la integral rugosa

Sean (z,X), (z,X) € ¢~ H9([0,T],R?) trayectorias rugosas, (y,y’) € 22%([0,T],V)

y (4,7') € 22*([0,T],V) trayectorias controladas por x y ¥ respectivamente. En general

tenemos que 22 ([0,7],V) es un espacio de Banach diferente a 22 ([0,7],V) si x # Z, sin

embargo, como ¢,y € C*~H9 ([0, T], L(R%,V)) y RY,RY : [0,T]?> — V viven en los mismos
espacios y satisfacen que

1Rl || B

podemos definir una “distancia” como

oz 20((W9), (5.9)) = Iy — 7ll, + ||RY — BY|],, -

||2a < 400,

Si (&,X) e g Ho ([0,T],R?) es otra trayectoria rugosa y (4,9') € 22%([0,7],V) una
trayectoria controlada por esta entonces d satisface

dz,i,2a((y, y/)7 (57 gl)) < dl’,@ﬂa((yv y,)v (Qv Ql)) + di,i,Qa((zjv gl)V (ga g/))

que es una especie de desigualdad del triangulo.

A parte del dominio, el problema de estas “distancias” es que no separan puntos ya que
el que esta distancia sea nula no implica que “(y,y’") = (7,7')” pues estos elementos viven
en espacios diferentes 22% ([0,7],V), 22> ([0,T],V) ni tampoco que estas sean la misma
trayectoria controlada por (o ) con misma derivada de Gubinelli. Inclusive en el caso z =
se tiene que si ¢, ¢ € R entonces (y + cx + ¢,y +¢) € 222 ([0,T),V) pues y + cx + &,y + ¢
son a-Holder y

R =y e+ G — (Y + 05) (@) = Yo + CTsp — Ya(s0) — ey = RY,.
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Mas ain,
dm,r,?a((ya yl)a (y +cr + 67 y/ + C)) = ||y/ - (yl + C)Ha + HRy - Ry+ca:+é| | 07

por lo que esta “distancia” no separa los puntos (y,’), (y + cx + &,y + ¢).

A pesar de todo esto esta distancia nos sera de utilidad pues nos ayudara a controlar el
valor de la seminorma ||y — l|,,-

Lema 2.18. Si (z,X), (z,X) € "7 ([0, T],R?) y (v.¥), (1, ¥) € 22 ([0,T], L(RY, R?)),
entonces se tiene la cota para la seminorma ||-||,

1y = lla < C (112 = &llo + 155 = Tolop + de2al (0,9, (7,7)))
y por lo tanto para la norma asociada
lwo = ol + 11y = ll < € (Iyo = Gl + Iz = &l + 5 = Folop + dao 20((w: 1), (5,5)))
donde C solo depende de a, M y T la cual puede elegirse uniforme para T < 1.

Demostracion. Utilizaremos desigualdades de la forma |ab—ab| < [a| |b—b| + |a — @l |b].
Como o = 4, (#s) + By = (4., +4b)(e) + RV, por o que

<o, + 90) (@s,) + RYy — (50,6 +50)(Tst) + R |

<Yo,s (@s,0) = G5 (Ts0)| + | RE, — RY,| + lyo(ws,0) — To(Zs,0)]

< |¥0.4]., + 190, = To.sl o Tsiel + |[RY = BY],, 1t — 5]
+ |y6|op s, = Tst| + [y — g(/)lop |Zs

< |y(/],s‘op HQL' - fl'a |t - s|0¢ + |y(l),s - g(/),s’Op Hi.Ha |t - s|0¢

|ys,t - gs,t

2a

xs,t - -i's,t

151y Nl = 2l 1t = 517 + 1y = Gl Nl [t = 51
+{|RY = R, It — s T
<yl s =017 llz =2l = sl + Iy =7l Is = 0[" llall, |t = 5I°
o 1plop Nl = 21 1t = 517 + 1y = Golp Nl It = 5I°
+{|RY = B, - s 70
<ly'llo Tl = all, [t = 5| + lly’ = 511, 7= llall, |t = 5I°
151y Nl = 21 1t = 517 + 1y = ol N e = 51
(| RY = B o= s T
<Clt =51 (Ile = ll,p + v = Bolup + [y = 9'[], + ||B” = B7|L,,,)
=Clt =51 (|l = 2lloy + It = Tolop + dis2a (.9, (7.9)

donde C' es una constante que depende de M y T para alguna constante M que acota a los

terminos |[y'[|,, , [|1Z], + [¥0],p » ||2]],- Mas atin, C puede hacerse uniforme para 7' < 1. O
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Teorema 2.19. Sean (z,X), (z,X) € ¢~ ([0,T],RY), (y,y') € 22> ([0,T], LR, R?)),
(5,9') € 22 ([0, T), L(R?,R®)) y M > 0 tal que

1Y0lop + 1Y 1le +11RY[l2 <M, pa(0,X) = [|z]], + [ X5, <M

0lop + 1171l + (1R[] < M, pa(0,X) = 2], + [|X]],, < M.
Si X = (2,X) y X = (z,X), entonces podemos definir por el Teorema
t t -
(2,2) = (/ Yr er,y) € 7:*(0,T,R),  (2,%)= (/ Ur dth) € 77*([0,T],R)
0 0
y se satisface

duz20((2, ), (:2)) < Onr (Pal(X,K) + gy = Bl + dizza(5:9). (7.9)))

12 = 211 < Car (pa(X,X) + lto = ol + s = Tolop + o201 ), (5:5)))

donde C)y es una constante que solo depende de a, M y T la cual puede elegirse uniforme
para T < 1.

Demostracion. Por defincién tenemos que
dog2a((z2),(2:2)) = |l = Zllo +[| R =T |0 = lly = 9ll + [ B* = B7,

Observemos que

t
R;t = Zs,t — Z;(xs.,t) = / Yr X, — ys(2s,t) = (TE)s,e — Ese + Z/Q(Xs,t)
S
donde, recordemos, = = ys(xs,) + ¥, (Xs ). De manera analoga para Rit tenemos que
Ri,t = (Ié)s,t - éS,t + g;(XS,t)-

Como Z,E € C5** ([0, T],R?), entonces E— = € C5°** ([0, T],R?) por lo que por el Teorema
[2:12] tenemos que

’(I(E - E))s,t - (E - E)s,t‘ < C'||6(E -

[1]

/ 3
)‘ |3a |t - 8‘ .
Mas atin, como se vio en el Teorema de Lyons (Teorema [2.13]) tenemos que

(0Z)sut = *Rg,u(fu,t) - y;,u(xu,t)

y por lo tanto

(5(5 - é))s,u’t = Rg,u(ju,t) - Rg,u(xu,t) - (gg,u<§§u,t) - yg,u(xu,t))
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con lo que obtenemos que
(02 = E))sue| <[REu(Fue) = RY (@) | + [T (Ku) = ye 0 (Xue))|
<|RY, op |Tust — Tupl + |RY, — Rg,u|op | Tt
17l K = K]+ 1 = Fonl,, K
< (1 |y e = 2l + B2 = Bl i,
117 Ml [1X = K|y + 118" = 7l [[X] ) 1£ = 5™
<M (pa(X.X) +||RY = RY||,, + Iy = 7ll,) [t = s
=M (pa(X,X) + dyg20((4:9), 3 9))) |t = s

y concluimos que
—_ — / < JE—
[0E=3)|[5, <M (pa(X,X) + dy 520((4,9"), (1,7))) < +00.
De esta manera tenemos:

’R;t_Rg,t’S‘(I(:_é>>st_(5_ st"f“ys — (X, )’
<C||6(E = 2)|[5, It = sI** + WL, lxst Xt + 195 = Tslop [ Xt
<C||6(E = E)|[5, T It = s** + lyalop |[X = X[,
+ly = 3l s — 01 [ X[], [t — s
<C 82 = E)|[3, T It = s[** + 9l X = X[],,
+ly —all, 7 ||X] ], It — s[>
<Clt =5 (||6E = D[y + X = K|, + lly = 5l
<C'|t = s** (pa(X. X) + ||BY = RY||,, + |1y =7l + lly — 3ll,)
—C" |t = 5 (pa(X, X) + du g 20 (4, ¥), @, 7)) + Iy — 71l

y por lo tanto

[|[RY — RY||,, < C" (pa(X,X) + dyg.2a((y:4), @7)) + lly —3ll,) -

Por defincion tenemos que
doz2a((2,2),(2,2) = |2/ = 2|, +||R* = T?|],, = lly = 9ll + || R* = R[],

y por el Lema, aplicado a (y,v'), (¥,7’) nos da

g = 3llo < C" (Il = lly + g = Blop + daz.20 (1,9, (5.5)))

con lo que concluimos que

Ao a2al(2:2), (5.7)) < K (90X, %) + 15 = Bl + dy e (0:8), 0.)))
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donde K es una constante que depende de o, T y M la cual se puede elegir uniforme para
T<1.

Por ultimo, el Teorema aplicado a (z,2'),(z,z’') y recordando que 2’ =y, 2/ = §
tenemos

|z -2, <C (”I -z, + |20 — 20 op T de,z,20((2,7), (2, 2/))>
< K (pa(XX) + [yo = ol + 196~ Folop + dos2a (4,9, (5:)

con lo que se concluye el resultado. O

2.7. Relaciéon con la integral de Riemann-Stieltjes

Hemos definido para o € (%, 1] y X € go—Hl ([O7 7], Rd) la integral rugosa con respecto
a esta para cierta clase de integrandos, sin embargo en el caso de trayectorias Lipschitz
(caso o = 1), ya tenfamos definida nuestra nocion de integral por medio de la integral de
Riemann-Stieltjes, la cual como veremos se puede extender a la integral de Young, que
corresponde al caso a € (%7 1]. El objetivo de esta seccién es relacionar ambas nociones de
integracion.

Para esto primero observemos que si z € C*~H9 ([0, T],RY), y € C#~H ([0, T], L(R?,R?))
con a+ 5 > 1y definimos =5 ; = ysx5¢,entonces

|Zs.t] < Wslop 2s,t] < N1Yllog [2l] 8 = 5]
por lo que ||Z|| < 400.Mas atm, en este caso tenemos que
5Es,u,t = ys(xsﬂf) - ys(xs,u) - yu(xu,t) = ys<mu,t) - yu(xu,t) = ys,u(xu,t)

por lo que

|t - S|a+ﬁ )

(0% ] < sl el | < ll |5 = ul” Nl 18 = ul® < [lyll 2]l

es decir, ||5§‘ |; < 400 y por lo tanto = € Czo"aJrﬁ ([0, T],R%). Como a+ 3 > 1 tenemos

+8
por el Teorema ﬂ que existe

t

I8), = I > = I > Yul@unw) = - d,

(L2)a Ploo 7 P15 Yul@u0) /sy !
PCls,t] (1P PCls, [wv]EP

en donde esta ultima integral corresponde con la integral de Young pero nosotros tomaremos
esta como su definicién. Méas atn, se tiene que

t
/ Yr dT, — ys(l's,t)
S

= [(T2)as — Zu| < C[J6Z|[, 1t = s < Cllgll el It — 5|+

que es precisamente la desigualdad de Young. En particular este método de integracién
abstracta nos permite recuperar la integral de Riemann-Stieltjes para funciones Lipschitz.
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Caracterizemos las trayectorias rugosas con base x € C~Hd! ([O, T],Rd) para o € (%, 1}.
Consideremos la 1-forma y : [0, 7] — £ (Rd, R? ® ]Rd) dada por y; = s ® - . Es sencillo ver
que |ys|op = |xs| por lo cual y es tambien a-Holder y como a4+ « > 1 tenemos por lo anterior
que existe

t
7'd r = 1 u\Lu,v) = 1 u w,v — r dr
[t i, v o, 5 moma= [
PC[s,t) [wv]EP PC[s,t] [wol€P

la cual satisface
2 2
< Cllzll; It — s[™

t
/ Tr @dr, — x5 Q@ Ty

por lo que si definimos

t t
Xyt 1= / Tp AT, — 2 @ X5y = / Ty @ dx,
S S

entonces ||X||,, < 400 por lo que para ver que (z,X) es una a-Hélder trayectoria rugosa
para a € ( %, 1] basta ver que se satisface la relaciéon de Chen. Utilizando la linealidad de la
integral de Young, la cual es consecuencia de la linealidad de la integral abstracta, tenemos
que

t
Xs,t = / Ts,r & dxr

u t
= / Z‘sﬂ. ® dl‘r —+ / xSJ. ® dxr

t
= XS>“ + / (mu,r + xs,u) by dxr

t t
= Xgu + / Ty @ ATy + 25 @ dx,
u u
= Xs,u + Xu,t + Ts,u by Loyt

y por lo tanto (x,X) € g~ Hd ([O7T],Rd). Mas atn, por el Teorema esta es la tnica
a-Hélder trayectoria rugosa para a € (%, 1] con trayectoria base x. Observemos que en el
caso a = 1 el par (z,X) coincide con la firma Ss(x).

Ahora comparemos las integrales rugosas con las integrales de Young (Riemann-Stieltjes).
Sean Z, 2 € C5° ([0, T],R%) para 0 < a < 1 < 3 satisfacen que

s — Zat| <Clt—s|” = Ot — 5”) = o(Jt — 5]),

entonces, dado que hay a lo mas LﬁJ sumandos de longitud a lo méas o (|P]), se tiene que

=0

o , I (L)
I8)st — (ZZ) st = 1 E-Ea= 1

(TDs = (@D)el = Jm | > [E=Zus] = Jim =7
PCs,t] [wIEP PCls)t]

y por lo tanto ZZ = ZZ, es decir, las integrales abstractas coinciden. Para o € (%, 1]
sean x € C*~HoL ([0, T],R?) y X = (z,X) € €% ([0, T],R?) la tinica a-Hélder trayectoria
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rugosa con trayectoria base z. Para y € C? ([0, T], L(R, Re)), tenemos asociado dos conceptos
de integrales, primero la integral de Young dada por

t
rd r = 1 u\Lu,v
/syx ‘Pllrgozy(ir,)

[u,v]€P

que, como acabamos de ver, es la integraciéon abstracta de és’t = ys(zs,). Por otro lado
tenemos la integral rugosa dada por

t
/ yr dX, = })fm (yu(xu,v> + Dyu<Xs,t))

que es la integracion abstracta de Zg 4 = ys(754) + Dyu(Xs ). Como Zg; — gy = Dy (Xs )
vy X es una integral de Young tenemos por la desigualdad de Young, considerando a z3 ® -
como una 1-forma,
[ Dy (Xs,)| < Dyl oo [Xs,¢
= |[Dyll

2 2
< ClIDylly 12l 1t = s[* = o(|t — s])

t
/ Tr QdT, —Ts D Tsy
S

por lo que las integrales abstractas coinciden, es decir,

t t
/ g dX, = (I2)s1 = (IE),1 = / yr da,

y por lo tanto, como (z,X) es la unica trayectoria rugosa con trayectoria base x, la nocion de
integral rugosa y la integral de Young coinciden en este caso. En particular para o =1 la
nocion de integral rugosa y la integral de Riemann-Stieltjes coinciden.

Por otro lado si a € (3,1], X = (2,X) € €*~H9 ([0, T],R?), f € C2*~H3([0,T],RY) y
definimos X ; = X4 + fsr = Xs¢ + f: — fs entonces X = (x,X) € go—Hal ([O,T],Rd) por el
Teorema (de hecho las trayectorias rugosas con trayectoria base x estan caracterizadas de
esta forma). Sea (y,y’) € 22 y observemos que este espacio solo depende de la trayectoria
base x y no de la trayectoria rugosa en si por lo que podemos integrar y con respecto a ambas

trayectorias rugosas. Més atn, tenemos que

t
/ yrdXp = 1im > (yu(wu) + 4 (Xuw)

|P|—0
[u,v]eP

= lim (Yu () + y;(Xu,v) + ' (u) (fs.t)
|P|—0
[u,v]eP
= lim (yu(zu,v) + yL(Xu,v) + lim y/(u) (fs,t))

|P|—0 |P|—0
[u,v]eP [u,v]eP

t t
=/ yrerJr/ Yrdfy
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donde esta tltima es una integral de Young ya que y' € C*~H#9 ([0, T], L(R? @ R, R?)),
f e ot ([0, 7], Rd) v a+ 2a = 3a > 1. En el siguiente capitulo veremos la relacion de
este resultado y la relacion que existe entre las integrales estocésticas de It6 y de Stratonovich,
por lo cual resumimos lo anterior en el siguiente lema.

Lema 2.20. Sean X = (z,X),X = (z,X) € €>~ 79 ([0, T],R?) dos trayectorias rugosas con
trayectoria base x y sea f € C2*~Hl ([O,T],Rd) la vinica funcion tal que X5 = Xs,t + forts
entonces para todo (y,y') € 22 se tiene

t t t
/yrer:/ yrdXT+/ y;dfﬂ

donde el término fst yr.df, tiene sentido como una integral de Young.
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3  Movimiento Browniano Rugoso

En este capitulo se extiende el concepto de movimiento Browniano al de movimiento
Browniano rugoso de It6 y de Stratonovich por medio de las integrales estocasticas de It6
y de Stratonovich. Se estudia la convergencia de las aproximaciones lineales al movimiento
Browniano y él porque sus firmas convergen al movimiento Browniano rugoso de Stratonovich
y no al de Itd. Con la teoria de integracion introducida en el capitulo anterior se generalizan
las integrales estocésticas de It6 y de Stratonovich a un espacio de integrandos més grande
caracterizado por propiedades deterministas. Mas atn, se ve que estas integrales se pueden
resolver de manera trayectorial a cambio de trabajar con movimiento Browniano rugoso.
Se estudia una generalizacion a la formula de Itd para integracion rugosa lo cual aclara la
apariciéon de un término de segundo orden en esta. Por iltimo se ve que también se puede
tratar a la integral reversa de Itd6 como una integral rugosa.

3.1. Movimiento Browniano Rugoso de It6 y de Strato-
novich

Consideremos B un movimiento Browniano definido en un espacio de probabilidad (€2, F, P).
Sabemos que las trayectorias de B, continuas casi seguramente (c.s.), tienen p-variacion infinita
c.s. para p < 2 (Ver [Taylor et al., 1972]) y por lo cual no se puede definir para cada w € Q

/ B () © dB, (@)

como integral de Young, es decir, definir la integral trayectorialmente. Sin embargo podemos
considerar las integrales estocasticas de 1to6 para i,j € {1,...,d}

| Bi a5

las cuales por construccion son martingalas continuas c.s. y a partir de éstas definir el proceso
estocastico B : Q x [0,T)? — R? ® R? dado por

0

B (W), = (/ot By dB;(w) — /‘“’ By dB;(w) = Bo(w) ® Bs,t(w)>i’j_1mn

el cual definido de esta manera es continuo c.s. y no es otra cosa mas que una version continua

c.s. del proceso
t t
(s,1) I—>/ Bs, ® B, = </ B;rdBZ>
s s 3,=1,....,n

71
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y por lo cual se tiene que IB%?? = fst B, ®dB, c.s. para todo 0 < s <t <T. Mas aiin, gracias

a las propiedades de aditividad de la integral de It6 se tiene para todo 0 < s <u <t < T
que c.s.

t u t
Bl = / B,,®dB, = / B,,®dB, + / B,,®dB,
i s s u
u t
= / Bs,r & dBr + / Bu,r & dBr + /Bs,u & dBr

= /u B, ®dB, + /t By, ®dB, + Bs, @ Byt
= Béifi + B + B, & B,
es decir, c.s. (B,B!*°) satisface la relacion de Chen.
Definicion 3.1. Definimos el movimiento Browniano rugoso de Ito
B Q x [0,T] = T*(RY) como BI®(w) = (1,Bt(w),Bgf;’(w)) ,

el cual satisface ser c.s. una trayectoria rugosa.

De manera similar podemos definir el movimiento Browniano rugoso de Stratonovich.
Recordemos que para M, N martingalas continuas la integral de Stratonovich esta definida
como

t t
/ModN::/ MdN+%[M,N]t
0 0

donde f(f M dN es la integral de Ito y [M, N] es la covariacion cuadratica de M y N. Como
caso particular obtenemos que

t t 1 t
/ Bs,r ® odB, = / Bs,r ®dB, + §[B7B]8,t = / Bs,r ®dB, + (t - S)Ia

donde I es la matrix identidad de dimension d.
A partir de esto definimos B3t : ) x [0, T]? — R? ® R? como la versién continua de

t
([ Biooant)
s i,j=1,...,n

©

t s
Bf’ttrat = (/ Br o dBr - / Br © dBT - BS ® Bs,t)
0 0 i,j=1,....,n

el cual por propiedades de aditividad de la integral de Stratonovich (que a su vez son
consecuencias de la aditividad de la integral de It6 y la bilinealidad de la covariacién
cuadratica) se tiene que c.s. (B,BS"t) satisaface la relacion de Chen.

es decir,

Definicion 3.2. Definimos el movimiento Browniano rugoso de Stratonovich
B2 Q x [0,T] = T*(R?) como BF"™(w) = (1, By(w), Bg* (w))

el cual satisface ser una trayectoria rugosa c.s.



3.1 Movimiento Browniano Rugoso de It6 y de Stratonovich 73

Para ver la Holder regularidad de estas trayectorias rugosas necesitamos la siguiente
generalizacion del criterio de Kolmogorov.

Teorema 3.3 (Criterio de Kolmogorov). Sean (2, F,P) un espacio de probabilidad, ¢ > 2,
8> % y X :Qx[0,7] - R4 X:Qx[0,7)2 = RIQR? un par de procesos que c.s. satisfacen
la relacion de Chen. Supongamos que existe C € RT tal que para todo s,t € [0,T)

1 q 2
Xolpo =ENXoa]7 <Cle=sl”, Kol g =E [Xol?]" <Cle= s,

entonces para todo a € [O,B — %) existe una modificacion de (X,X), denotada igualmente

como (X,X), y variables aleatorias K, € L1, K, € L% tales que para todo s,t € [0,7T] e.s.
| X5l < Ko |t —s|%, 1Xs,¢] < Ka |t_3|2a~

En particular si B — % > & entonces casi seguramente (X (w)),X(w)) € €>~ 7% ([0,T],R?).

Demostracion. Supongamos sin perdida de generalidad que T = 1. Para cada n € Z" sea
D, = {k27" |k €{0,...,2" —1}} y |D,| = 27". Basta mostrar el resultado cierto para
s, t € Unew D,, y extender por continuidad uniforme el resultado a una modificacion de
(X,X) y a todo s,t € [0, 1]. Definimos

K, = sup ‘Xt,t+2*" ) Ky = sup |X;;12-n
teD,

tED’Vl
y entonces por nuestra hipotesis y dado que #D,, = 2™ = | E}L\
_ B 1 _
Kalfe € Y E[[Xpppon['] < D0 Ot 27" — 1] < ch D77 = €| D, P17
n

teD,, teD,
q q 2B4q q _
Ky < 3 E [\Xtﬁwy?] < 3 c#|p, % = ¢t D,
teD, teD,

Fijemos s,t € J,,cz+ Dn, s <ty seam € ZT tal que | Dy, 11| <t —s = |D,,|. Entonces el
intervalo [s,?) se puede expresar como unién finita de intervalos [u,v) donde u,v € {J,,~,,, .1 Dn
y no hay tres intervalos con la misma longitud, equivalentemente existe -

P={s=ty<..<ty=t}

una particion de [s, t] donde para todo i € {0,..., N — 1} existe n € ZT tal que t;,t;41 € D,
y para cada n € ZT fija existen a lo méas dos subintervalos [u,v] € P tal que u,v € D,,. De
esta manera obtenemos que

N-1
|Xs7t‘ < Z ‘Xti,tiﬂ‘ <2 Z K,
=0

n>m+1

y por lo tanto

t—s|® t—s|® D™~
n>m+1 n>m+1
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donde Ko :=3, cp+ %. Veamos que K, € L9, para esto tenemos por la desigualdad del
triangulo en L7 que

20 | D, "4 o
|Kalpe < Z D, |a|K nlpa < Z WSQCZ [Dp|” < 400,

ne€zZ+t nezt ne€zZ+t

donde esta ultima serie es finita pues § = 8 — % —a >0y |D,| =27", porlo que {|Dn|9}n62+
es sumable ya que esta termina siendo una serie geométrica y concluimos que K, € L9.

Para el caso de X observemos que iterando la relacién de Chen y utilizando que X,;, =0
obtenemos que

N-1

X&t = XthtN—l + XtN—lytN + XsatN—l ® XtN—latN = Z (Xt'iati+1 + X57ti ® Xt’i7t’i+1)
1=0

y como para cada n € Z™ fija existen a lo mas dos subintervalos [u,v] € P tal que u,v € D,
obtenemos

N—-1
|X it < (‘th,t1+1| + |X irbitl D
=0
N—-1
< |Xti7ti+1 | + i:lmé}ls/'fl |X37tz" Z |Xt1i7t'i+1 |
i=0 =

2

§22Kn+22Kn

n>m+1 n>m+1

y por lo tanto

2

[Xs.¢] 2K, 2K, 9
—=-< E + E <K, + K

20 — 2a «@ = « o
‘t - 8| n>m+1 |D"| n>m+1 |Dn|

donde Ko 1=yt %. Veamos que K, € L? | para esto tenemos por la desigualdad

del triangulo en L% que

2 2C'|D,,[*~7 o
R S T D

2«
nezZ+t nezZ+ |D”| n€zZ+t

donde esta ultima serie es finita pues ' = 28 — % —2a>0y {|Dn‘9,}n€Z+ es sumable ya

que esta termina siendo una serie geométrica y concluimos que K, € L%. O
Consideremos (3 = = y g > 2. Como (t — 5)231 tiene la misma distribucién que B;,
entonces

E(Boal’) = E ||t = 5| B =E[1B1|"] |t - 5|2



3.1 Movimiento Browniano Rugoso de It6 y de Stratonovich 75

Como Bj es un vector gaussiano entonces tiene momentos finitos de todos los ordenes, es
decir, E [|B1]?] < 400 y se tiene que

1
Busly =Clt—s/} =Clt—s)°.

Observemos que con esto obtenemos por el Teorema de Kolmogorov clésico que B tiene una
modificacion a-Holder continua para todo « € (0,8 — %) y como q > 2 es arbitraria esto es

cierto para toda a € (0,3) = (0, 1). Para aplicar nuestro Criterio de Kolmogorov (Teorema
3.3) necesitamos encontrar la cota equivalente para los procesos B0 y BStat es decir,

2p
Bl s < Clt— s
Como g > 2 es arbitraria basta ver que

Bsilpa < Clt—s|”

para toda ¢ > 1. Si tuvieramos que By ; Z (t — 5)Bo.1, es decir, igualdad en distribucién, de
manera anédloga a B tendriamos que

1 1
[Bulp, =E[|BL]] =E [ - )7[BL,[]" = Boaly, It — | = Boal,, It — .

Mostremos que B ; E4 (t —s)Bo,1 y que E[|Bg1]?] < +o0 para todo ¢ > 1.

Lema 3.4. B tiene la misma distribucion que (t — s)B('.

Demostracion. Como la distribuciéon de la integral de It6

t
/ B,, ® dB,

solo depende de la distribucién de {B, | r € [s,t]} tenemos para s fija que dB, = d(B, — By),
{B; — Bs | r € [s,t]} tiene la misma distribucion que {B, | r € [0,t — s]} ¥ por lo tanto

t t t—s
/ BS,T®dBT:/ (BT—BS)M(BT—Bs)E/ B, ® dB,.
s s 0

Como {B,|r € [0,t— s]} tiene la misma distribucién que {B; = (t—s)2B,

entonces . L
/ Br®dBT2/ B ®dB.,
0 0

y como dB.. = (t — s)2dB, entonces

r € [0, 1]}

1 1 1
/BL@dB;,:/(t—s)%Br®(t—s)%dBT:(t—s)/ B, ® dB,
0 0 0

con lo cual concluimos que

t 1
/Bs,,@dB,E(t—s)/ B, ® dB,.
s 0
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Corolario 3.5. B tiene la misma distribucion que (t — s)Bg'T".
Demostracion. Por definicion de BS"2t y el Lema tenemos que

5 t— 5 t— 5 1
BSY™ = By + -9) 5 2 - 5)BG + -s) 5 Dr—(t-s) (B{;g + 21) = (t — s)B34™".

O

Lema 3.6. B(Iff tiene momentos finitos de todos los ordenes.

Demostracion. Basta probar que para todo 4,5 € {1,...,d} la integral de It fol BldBJ tiene
momentos finitos de todos los ordenes. Si i = j entonces

1
S N |
BldB] = -(B})* - =
/0 T T 2( 1) 2

y el resultado se sigue pues (B})? tiene momentos finitos ya que Bi es normal.

Seai# jy.Z =o({Bi|s € [0,1]}). Condicionalmente a F tenemos por independencia en
las coordenadas que B’ sigue siendo un movimiento Browniano y podemos tratar la integral
fol BidBJ considerando el integrando B? como una funciéon determinista. Por la isometria de
It6 tenemos que, condicionalmente a .#,

1 1
/ B;;ngNN<o,/ (B:;)er)
0 0

y por lo tanto si denotamos Z = fol BidBJ entonces tenemos para toda n € R que

E {e(nlf[} BdB]|) ‘g} -E [e(nlz\) ‘ y} < 9E {e(nm ‘ gz}

U
= 2exp </ (Bﬁ)%lr)
2 Jo
2
n 2
< 2exp <2 Boo;[o,u)

donde ‘B‘io;[o,u = SUP,¢o,1] | Bs| ¥ por lo tanto
2
1 BidBJ n 2
E [e(ﬂUo BTdB7»|)} < 2E [exp (2 |BOO;[0’1])] .

Utilizando que B Z B y el principio de reflexiéon se tiene que

2

. 2 . . . .
es decir, |B |Oo_[0 1] tiene el mismo comportamiento de colas ligeras que una normal y por lo
tanto para n suficientemente pequena se tiene

e
E [exp <2 |B|Oo;[0,1}>} < 400,
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pues esto mismo ocurre para Bi al ser normal. Esto a su vez implica que
Lo
E [e("lfo B;dBH)} < 400

para 7 suficientemente pequena y por lo tanto fol BidBJ tiene momentos finitos de todos los
ordenes. O

Corolario 3.7. B(“itl"“t tiene momentos finitos de todos los ordenes.

Demostracion. Basta ver que BS™2* = BI*® + I donde I es la matriz identidad y como B'®
tiene momentos finitos de todos los ordenes e I es determinista entonces BSt2t tiene momentos
finitos de todos los ordenes. ]

Por todo lo discutido anteriormente tenemos demostrado el siguiente resultado.
Teorema 3.8. Para cada o € (3, %) se tiene que c.s. B/ (w), B (w) € ¢~ ([0, T],R%).

Por otro lado, la formula de Ito nos dice que c.s.
. . t . . t . . . .
BB, = / BidB! +/ BidBi + [B', B),,
y como [B%, Bi]; ; = 6; j(t — s) entonces tenemos que

5 1 1
Sim(B;) = 5 Bat © By — 5(t = )1

por lo que casi seguramente BI*®(w) no es una trayectoria rugosa geométrica, sin embargo
para el caso de Stratonovich tenemos que

t t
. . ) . 1 . .
| Bioan;= [ Buasy+ (B B
y por lo tanto
t t
B;thyt:/ B;‘ong+/ BJ o dBt,

es decir,
. ra 1
Slm(BE,tt ) = §Bs,t ® By

y por lo tanto BS"*(w) € €~ #% ([0, T],R?) casi seguramente.

3.2. Una aproximaciéon al MBR de Stratonovich

Recordemos que una trayectoria rugosa geométrica X = (x,X) esta caracterizada por la
trayectoria base x y la parte antisimétrica de X, esto ya que

Xt = exp(zs, + Asim(X ;).



78 Capitulo 3. Movimiento Browniano Rugoso

En el caso de B y BS"?' tenemos que BI'? — B8y = 1J es decir, su diferencia es
simétrica y por lo tanto sus partes antisimétricas son iguales. Esto quiere decir que para todo
i,j€{l,...,d}

1 t ) ) t ) ) 1 t ) ) t ) )
5 (/ Bi,dB] f/ Bg,TdB;> = (/ Bl,odBI 7/ BI, odB;) .

Definicion 3.9. Al proceso de dds parametros

1 o ) Lt
A= ([ Bioasi- [ 511)
2 s s i,7€{1,...,d}

se le conoce como el proceso de drea de Lévy.

Por lo discutido anteriormente tenemos que c.s.
Bf};"“ = exp(Bs,t + Ast).
Tomando la parte antisimétrica de la relacion de Chen que c.s. satisface B (o BStrat)
obtenemos que A satisface c.s.
Agp = Asu+ Ay + Asim (B, , ® By ¢)
es decir, para cada i,j € {1,...,d} se tiene que c.s.
AT = AL, A, + 3 (BLLBL — BLLBL)

y en particular obtenemos que c.s.
1 . S
Asi=Aor —Ags — 3 (B;B;)t - BgB;t) .

Este proceso de area de Lévy nos ayudaréa a ver que BS"2* no solo es una trayectoria
rugosa geométrica sino que més atn casi seguramente esta es el limite bajo p, (ver definicion
de las firmas de trayectorias suaves por pedazos, las cuales son geométricas. Para
esto consideremos las particiones diadicas del intervalo [0,7] las cuales estan dadas por

PO = 22—,7: ie€{0,..., 2"}} y consideremos B la aproximacion lineal por pedazos de B
inducida por P, es decir,
tiv1 — 1 t—t;
Bgn) _ i+1 " i BtH_l
tiv1 — 4 tiy1 — 1

sit € [ti,tiv1] ¥ [ti,tis1] € P™. Observemos que para cada w € Q fija la trayectoria
B™ (w) € C*7ver ([0,T],R?) por lo cual la expresion

B (w) = / "B @ (B (@)

tiene sentido como integral de Riemann-Stieltjes y con esta definicion se tiene que para toda
a € (%, %} casi seguramente la firma de B(™) es una trayectoria rugosa geométrica a-Holder,
es decir, (B(”)JB%(”)) € %;_H""l ([0, T], Rd). Maés atn, si consideramos los procesos

Agt? := Asim (Bgt?)
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para las cuales se tiene que

i,j t i j t j i

(12)" = 5 ([ ) ooy - [ (20 a(m) )
s, 2 . r . T )
se tiene que
(1. BUBLY) = exp(BLY + AL)

Con esta notacion procedemos a probar el siguiente lema que nos relacionara los procesos
B™ v A 4 los procesos B y A por medio de una esperanza condicional.

Lema 3.10. Para todo s,t € [0,T] se tiene que

B" —E [Bs,t‘ y(n)} y AW =E [As,t %”)}
donde F() = & ({Bt ‘ te P(”)}) .
Demostracion. Observemos que basta probar que

B ~E B, ]%”)} v AS) =E |4, | F)]

ya que para B el resultado se extiende por linealidad, mientras que para que A basta usar la
relacion de Chen

1 .. o
Asp=Aos— Ao — 5 (BB, — BIBL,)
y la independencia de B, y B, ; para extender el resultado.

Consideremos [t;,t;11] € Pyt e [t;, ti+1]. Por la propiedad de Markov tenemos que B;
condicionado a F(™) solo depende del tiempo inmediato pasado y el tiempo inmediato futuro,
es decir,

E {Bt ‘%")} —E[B,|By,Bi.,].
Maés atn, tenemos que
]E [Bt | Bti7Bt = ]E [Bt - Bti Btia Bti+1] + ]E I:.Bt1
= ]E [Bt - Bti ’ Bti7 Bt,H,l] + Bti
=E[B; — By, | Bi,, Bt.,, — Bi,] + B,

i+1]

Bti ) Bt

i+1]

Como B, — By, es independiente de B;, tenemos
E [B; — By, | By, By, — B, =E[B; — By, | By, — By].
Recordemos que dado un vector (X,Y") con distribucién normal bivariada se tiene que

E[X|Y]=E[X]+p2> (Y ~E[V])

donde 0%, 0% son las varianzas de X y Y respectivamente y p es la covariacion de estas. Con
esto obtenemos que

(Bt Bt)

it i

1
t—t;)2
E [Bt _Bti Bti+1 - Btl] = pt(il)f
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donde

p= = 1 1

COU(Bt — Bti 5 Bti+1 — Bt) min{t — ti7 t7;+1 - tz} (t - tl)%
(t—1:)3 (tigr — ;)2 (t—=ti)2 (i1 —t)2 (tip1 —t

i
1
i)?

y por lo tanto

t _
E [Bt - Bti BtH»l - Bti} = (Bt1+1 - Bti)'
t1+1 — t
Con esto concluimos que
t—t;
E [Bt ’ gﬂn)} _ L (B, — B.)+ B,
tiv1 —1;
t—t; t—t
= ? BtrH»l + (1 —_ (2 ) tl
t7.+1 - ti tz+1 - t’L
t—t t; t
o i BtH_l + i+1 Bti
biv1 — 1 liy1 — 1t
= B{"™

Lo cual muestra la primera afirmacion.
Para la segunda parte observemos que al Ag; y Agft) ser antisimétricas sus entradas
diagonales son nulas y por lo tanto trivialmente las diagonales de A((]"t) vy E [AO ¢ |]~' ”)]

coinciden. Consideremos i # j y denotemos por = B’ y B = BJ a las coordenadas de B.
Entonces 3 y  son movimientos Brownianos independientes. Mas atn, denotemos por 3™ y
B(") a las aproximaciones lineales por pedazos dadas para t € [t;, tz+1] por

(n) tip1 —t 8. t—1; an) _ tit1—t 3 t—
+ Bt, g = Bt,
oty — tivi — t fe tit1 — ‘ tz+1 - t

t t
el [ 543 ng(n)} _ [ smgzm
[ sa | s

en donde la integral del lado izquierdo es una integral de It6 y en el lado derecho se tiene una
integral de Riemann-Stieltjes. Recordemos que la integral de Ito fot Brdf, es el limite en L?
de la sucesion de sumas parciales de Riemann-Stieltjes, es decir, conforme k — oo, dado que
|P*)| =27F — 0, tenemos que

6t7+1

Veamos que c.s.

t
— L2 —
E ﬁti/\tﬁti/\t,tiJrl/\t —>/ BrdB;.
0

[tistip1]€PK)
Por linealidad y continuidad el operador E [ !.7-" (”)] en L? tenemos en L? que
|: BT‘dﬁ ‘ (n):| = L2 lim Z E |:/8ti/\tBti/\t,t,j+1/\t

0

k— o0
[titir1]€P)

7).

Como S y 3 son independientes y considerando la primer parte de este resultado obtenemos
que

]E’ I:/Bti/\tBt'i/\t7ti+l/\t

ti At t /\t RIRUN

y(n)] =K {ﬂti/\t

'g(n):l E |:Bti At b1 At

y(n)} (n) 3
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y por lo tanto

E Uot 6,5,

Por otro lado, casi seguramente para cada w € (2 fija

Z 557) (w) 715?/3t,ti+1/\t (w)

[ti,tip1]EP(™)

2 7. ) A(n
g(n)] =L" - klggo Z ﬁt(fA)t zg?/zt,tiﬂ/\t'
[titip1]€PR)

representa las sumas de Riemann-Stieltjes de las funciones de variacion acotada 6(")(0./) y
B (w) por lo que como limite puntual se tiene que

t t
([ aa8) ) = [ B0 @aE @), = i S A )
0 0 [ti,tip1]eP )

Veamos que podemos dominar esta sucesion en L?, para esto tenemos que

Yo BB R <D

[ti,tig1]eP ) [titip1]€PR)

< Hﬁ(n)

(n)

t; N\t

3(n)

tiNt,ti 1 AL

oo

‘oo;[O,T] ‘l—var;[O,T] '

Como ™ y g™ son, respectivamente las interpolaciones lineales por pedazos de los puntos
{8, ‘ti € 73(”)} y {Bt, ‘ti € P(”)} tenemos que

S

= méx {‘BL

(n) ‘
Hﬁ 0;[0,T7] t;eP(n)

= E ’Bthti ’ .
‘l—var;[O,T] +

[ti,tip1]EP™)

Como f;, B¢,., son variables aleatorias gaussianas estas pertenecen a L* y como P™ es
finito tenemos que
€ Lt

H g B

Por la desigualdad de Holder

Hﬂ(n)

9

‘oo;[O,T] ‘1—UCLT;[O,T]

eL?

‘ B

‘oo;[O,T] ’ ‘1—var;[0,T]

y por lo tanto esta sucesién de sumas parciales esta dominada en L2. Por el Teorema de
Convergencia Dominada de Lebesgue y la convergencia puntual obtenemos que este limite
tambien ocurre en L?, es decir, cuando k — oo

t
2 : n) »(n L? n) 15(n
ﬁt(l/zt Ei/zt,th.l/\t / 57(‘ )dﬁ7(“ )
[titip1]€PR) 0

y por unicidad del limite en L? obtenemos que c.s.

t t
/ 6£">d5£“>—E[ | s, %m]
0 0
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Utilizando lo anterior podemos concluir por linealidad que para toda i # j

(467),, = (B[A0, | 7))

)

con lo cual se concluye el resultado. O

Por el Teorema de Convergencia de Martingalas de Levy tenemos que c.s

E[stt‘%”)} —E[By| F™] y E[As,t

F) S ElAy | F]

donde F> =\, ;. F™. Como D = J,cz+ {£5]i€{1,...,2"}} es denso, B y A son
continuos c.s. entonces para toda s,t € [0, 7] se tiene que By y As,t estan determinado por lo
valores en el denso D por lo que son #*°-medibles y A, =E[A|.F>]y By =E[B,| #].
De esta manera tenemos que cuando n — 0o C.S.

BM™ =E [Bt ’ %")} —E[B,| 7> = B,

A =R [As,t

gﬂ")] — E[A, | 7] = Ay,

Por la continuidad del mapeo exponencial y la proyeccion 7o también tenemos c.s. que cuando
n — 0o

B = (exp (BUY + AU))) — 72 (exp (Boy + Ao)) = B

Con lo anterior hemos mostrado la convergencia puntual c.s. de estas trayectorias rugosas.
Ahora nuestro objetivo es utilizar el criterio del Lema [2.8] para traducir esta convergencia a
convergencia de trayectorias rugosas, es decir, convergencia bajo p, para o € ( Para
obtener las cotas necesarias sobre las normas necesitaremos el siguiente lema.

503)-

Lema 3.11. Para todo s,t € [0,T] se tiene que fuera de la diagonal IB%S}Q coincide con
E [Bi@mt ’ 9(")] , es decir, para todo i,7 € {1,...,d} tal que i # j se tiene que

(802)" = (& By #])".

Demostracion. Recordemos que al tratarse de trayectorias rugosas geométricas podemos

recuperar Bfftrat IB%( + por medio del mapeo exponencial como
1
Bf)ttrat = 7o (exp(Bs,; + Ast)) = Asy + §Bs7t ® Bs ¢
y

B\") = m (exp ( ot + A“”)) =AU+ 2B(") ® BT,

Si i # j entonces B’ es independiente de B7 y por lo tanto tenemos que

(8,8 |#0] =B [, 2B 8L 5] = (5), (B0
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Por el Lema [3.10)]

(BB | #™])” = £[@3)" | 7]

|
—E[a}|#™)] + ;E BB 3&7(’0}
- (4743 () ().
st 2 syt s,t
- (t2)"
lo cual muestra el resultado. O

Teorema 3.12. Para toda o € (%, %) se tiene que c.s.

B™ BM|| < +oo

sup
nezZ*

< +o00 y sup

ne€zZt 2

Demostracion. Recordemos que por el Criterio de Kolmogorov (Teorema3.3) para todo ¢ > 2
vy o€ (0, % — %) existen K, € LYy K, € L% tales que c.s.

|Bs7t| SKa ‘t_5|a y ‘BStrat’ <Ka ‘t—8|2a
Condicionando sobre .Z (™) obtenemos por el Lema que c.s.
‘IE [Bst y(n)] <E {

pues K, se puede suponer no negativa. Con esto obtenemos que para toda n € Z* c.s.

LB(")

y(n)] ’ <E [|Bs,t|

%n)} It — s|® < Ko |t —s|°

. B
HB = sup a < K,
o st |t— s
y por lo tanto, como K, € L9,
sup Bl <K, < +o0o cs.
neZ* @

Por otro lado, para todo 4,j € {1,...,d} i # j tenemos de manera anéloga (condicionando
sobre .Z (") y utilizando el Lema [3.11)) que c.s.

(2]
‘(Bg@) ’ < Ko |t — s

Para los términos diagonales observemos que al ser integrales de Riemann-Stieltjes tenemos
por el caso anterior que c.s.

ii
[CONE

12

/t (Bgf?)id (Bﬁn))i‘ _ ‘(Bg&))l

<K2|t—s)
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Como K2 € L% podemos concluir que existe K. € L7 tal que c.s.

< K. [t — s[>

t
\Bg’fg - / B™ @ dB{™

S

Concluyendo de manera analoga al caso anterior obtenemos que

sup |[B™ <K, <400 cs.
nezZt @
y como « € (0, % — %) y ¢ > 2 es arbitraria se concluye el resultado. O

Corolario 3.13. Para toda o € (% %) cast sequramente la sucesion de trayectorias rugosas
geométricas aleatorias {(B™,B™) (w)},ez € ¢ HOL([0,T),R?) converge bajo la métrica
pa @ la trayectoria rugosa geométrica (B, B57)(w), es decir, casi sequramente

lfm p, ((B(”),IB%(”)), (B,IB%S”“)) —0.
n— oo

Demostracion. Dado a € (%, %) sea 3 € (a, %), entonces por el Teorema c.s.

sup B(™ B(™

nezZt

‘ < +00 y Ssup
B nezt

‘ < +o0.

28

Como c.s. se tienen las convergencias puntuales Bg? — By ]B%L(ft) — BEft““ basta utilizar el
Teorema [2.8| para concluir el resultado. O

Observemos que fue necesario tratar el proceso

1 t ) ) t ) )
As,t = 5 </ Bz,rng" _/ Bg,rB;L">
s s i,j€{1,...,d}

como integrales de It6 y no de Stratonovich, a pesar de que en este caso el resultado coincide,
pues la integral de Itd se puede ver como limite de las sumas de Riemann-Stieltjes evaluadas
en el extremo izquierdo mientras que para la integral de Stratonovich habria que considerar
la evaluacién en el punto intermedio. A pesar de esto la convergencia de las aproximaciones
lineales es a la integral de Stratonovich y no a la de Ito6.

Cabe mencionar que a pesar de que se tiene esta aproximacion a BS™2* por medio
de firmas de trayectorias lineales por pedazos que aproximan a B no se tiene cualquier
aproximaciéon a B induce una aproximaciéon a BS"2* de hecho, como se puede consultar en
|[Friz and Hairer, 2014, p.34 | existen trayectorias suaves por pedazos que aproximan a By
cuyas firmas convergen como trayectorias rugosas a

(Bst, BSY™ + (t — 5)A) € €019 ([0, 7], R?)

donde A es una matriz antisimétrica.
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3.3. Integracion rugosa e Integraciéon estocastica

En la seccion [3.1] hemos visto que podemos extender un movimiento Browniano B a la
trayectorias rugosa (aleatoria) a-Holder no geométrica B! para o € (3, %) es decir, existe
Ni un conjunto nulo tal que para todo w € Nf se tiene que B'"*®(w) € >~ ([0, T],R?).
Con esto tenemos dos teorias de integracion, la integral estocéstica de Ito y la integral rugosa
con respecto a la trayectoria rugosa B™°. El siguiente resultado nos dice que si para un
integrando ambas integrales estan bien definidas entonces estas coinciden. En lo subsecuente

N; para i € Z* denotaran conjuntos nulos.

Teorema 3.14. Sean Y,Y' procesos estocdsticos tales que (Y (w),Y'(w)) € QB( ) para todo

w € NS, es decir, la trayectoria Y (w) es controlada por la trayectoria B(w) con derivada de
Gubinelli Y'(w). Entonces la integral rugosa

T
/0 YdB = lim . %P (YuBuw + Y, B)

esta definida, trayectorialmente, para todo w € N§ donde N3 = N1 U Ny y cualquier sucesion
{Pn}nez+ de particiones de [0,T] tal que |Py| J 0. Mds aiin, si Y,Y' son procesos estocdsticos
adaptados entonces la integral estocdstica de Ito fOT YdB existe y se tiene la igualdad casi

sequra de las variables aleatorias
T T )
/ YdB = / YdB™.
0 0

Demostracion. Con estas hipotesis la existencia casi segura de la integral rugosa fOT YdB®
es consecuencia del Teorema [2.17]. Por otro lado observemos que Y es c.s. un proceso continuo
pues (Y (w),Y'(w)) € 237, para w € N§ y como Y es adaptado, entonces la integral de Ito

existe y tiene la representaciéon como limite en L2

T
_r2_ 3
/0 YdB =1L nhﬁrr;() E YuBu
[uv]€P,

(w)

pues |P,| | 0. Sin perdida de generalidad, pasando a una subsucesion de ser necesario,
podemos suponer que esta convergencia es casi segura, es decir, para todo w € Ny

T
YdB(w) = lim > Y, (w)Buu(w).
[u,v]€PR

De esta manera obtenemos que si N5 = N3 U Ny, entonces para todo w € N§ se tiene que

Ito ; / Ito
/ YdB / YdB nh—{go [ 2]:7) (Yu(w)Bu,v (CU) + Yu (W)Bu,v (w))
u,v|€Pn

— lim Y., (w)By,»(w)
n—oo
[u,v]E€P,

oz / Ito
- nh—>Holo Z Yu (M)Bu,v (UJ)7
[u,v]€P,
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es decir, casi seguramente

T T
YdB'"° — / YdB = lim Y/ BIto
/0 0 n—00 Z ’

[u,v]EP,

Veamos que c.s. este ultimo termino es igual a cero. Para esto fijemos una particion P,
y supongamos que esta tiene representacion P, = {0 =ty < ... < ty = T} para alguna
N € ZT. Mas atn supongamos que existe M > 0 tal que

sup |Y'(w)|, <M < +oo0.
weNE

SiY,Y’ son de la forma Y = F(B), Y’ = DF(B) con F € C} (Rd, L (Rd,Re)), que es el caso
estudiado en la seccion [2.4] entonces trivialmente se tiene la cota anterior. Con la suposicion
anterior podemos definir una martingala {Si }x—o,... » (utilizando como filtraciéon la inducida

por B) haciendo Sy =y Sgy1 — Sk =YY, B?,ftkﬂ ya que en este caso tenemos que

E H)/t/k]BItO

tisti41

:| S ME HBR@

tistr41

} M |trg1 =t E [[B[] < 400

por los Corolarios [3.5|y [3.7] de lo cual se sigue la integrabilidad de {S}x—o,. n. Para ver que
efectivamente es una martingala sea {#;};>¢ la filtracién inducida por B y observemos que
en este caso al ser Y’ adaptado

E[Sk11 — Sk | Fi] = Y.E [IB%“O

trotht1

%k}

tet1
= Yt/k]E {/ By r @ dBy

ty

123
= }/t/k / Btk,r ® dBr = O,
tr

ya que ft "' By, » ® dB, es una integral de It6 y por lo tanto una martingala. Con esto
obtenemos que

2 2
N—1 N—1
I 1to 2
E Y.Buo| = (Sk+1—Sk)| = E [Skt1 — Skl7z
[u,v]€P, L2 k=0 L2 k=0
N—-1 N—
_ I Ito 2 : Ito
- ut, tk+1 tkatk+l
k=0 k=0
N-1
a2
=M |tk+1*th01L2
k=0
N—1
2 It6 |2 2
=M BES| . D [thar — til
k=0

< M? |IB%“°|L2 |Pal Z try1 — ti
k=0

< M2 [BS[}, [Pal T = O(Pa))
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y por lo tanto

— h’m Z Y/Blto
n—oo
L2 [u,v]€P, L2

T . T
/ YdB™® — / YdB
0 0

=lim | > Y/B

n— oo

[’U.,’U]G'Pn L2

= lim O(|P.|*) =0

T T .
/ YdB = / YdB™°.
0 0

Utilizemos un argumento de localizacién para el caso en que

y por lo tanto casi seguramente

sup |Y'(w)|,, = oc.

weNE
Definimos para n € Z* los tiempos de paro 7, = inf {t € [0,7]|Y; > n}, entonces por
hipétesis c.s. 7, — T'. Observemos que

(Blté)zn = (BZ-", (Blté)zn) = (Bt/\'rna (Blté)o,t/\'rn)

define c.s. una trayectoria rugosa en [0, 7] la cual coincide con B® en el intervalo (aleatorio)
[0,7,] ¥ es constante en [1,,T]. Por otro lado sean Y, = Yinrr, v Y ™ =Y/, , entonces
utilizando notacién de la definicién tenemos que RY " := YT — Y™ ((B®)7%) coincide
con RY en el intervalo [0,7,] y

- Ry R | B3|

RY” — | s,t — s,t _ s,t < RY +

|7, W e W T S o S <o
s,t€[0,T] $,t€[0,75] $,t€[0,75]

por lo cual c.s. (Y™ (w),Y ™ (w)) € 2% (w)- De esta manera tenemos definidas la integral

y'™ (w)‘ <n

o

rugosa fOT Y™ d(B"*)™ y la integral de Ito fOT Y7 dB™ y como sup,e e

/ YT d Blto / Y™ dB™ .

Por otro lado, como (B®)™ es constante en [0, 7,,]

T Tn
/ YT"d(BIté)T" _ / and(BIté)‘rn
0 0

tenemos que c.s.

y como en [0, 7,] tenemos que (B'*®)™ coinicide con B en [0,7,] y (Y™ ,Y ™) coincide

con (Y,Y”) entonces
/ Y™ d BItO / YdBItO
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Como T, es tiempo de paro sabemos que la integral de It6 satisface

T Tn
/ Y™ dB™ = / YdB
0 0
con lo cual concluimos que c.s.

Tn T T Tn
/ YdB"® = / YT d(BY0) ™ = / Y™dB™ = / YdB.
0 0 0 0

Por tltimo, el Teorema nos garantiza la continuidad de la trayectoria [; Y'dB'"®(w) para
w € N§ mientras que la integral de Ito fo Y dB, es por definicién un proceso continuo c.s.,
por lo que como c.s. 7, — T concluimos que c.s.

T Tn Tn T
/ YdB™ = lim YdB™ = 1im / YdB = / YdB
0 0 0

n—oo 0 n—r oo

lo cual concluye el resultado. O

De manera anédloga podemos considerar extender el movimiento Browniano a la trayectoria
rugosa (aleatoria) a-Holder geométrica Bt para o € (%, %) Por otro lado, recordemos que
para un proceso estocéstico Y su integral estocastica de Stratonovich esta dada por

T T 1
/YodB::/ YdB + =[Y, Blr
0 0 2

siempre que la integral esotcéstica de It6 fOT Y dB este bien definida y la covariacion [Y, Bl
exista como limite en probabilidad, es decir,

Y Blr=P— Ii YivBuw-
[ ) ]T |P1|IEO Z s s
Pclo,1] [wvleP

De manera analoga al caso de It6 se tiene que la integral rugosa con respecto a B*® y la
integral estocastica de Stratonovich coinciden cuando ambas estan bien definidas.

Teorema 3.15. Sean Y,Y"' procesos estocdsticos tales que (Y (w),Y'(w)) € 91290@) para todo

w € NS, es decir, la trayectoria Y (w) es controlada por la trayectoria B(w) con derivada de
Gubinelli Y'(w). Entonces la integral rugosa

n—oo

T
/ YdBS = lim Y (Y, Bu, + Y,BS4et)
0 [u,v]EP,

esta definida, trayectorialmente, para todo w € N§ donde N3 = N1 U Ny y cualquier sucesion
{Pn}nez+ de particiones de [0,T] tal que |Py| | 0. Mds ain, siY,Y"' son procesos estocdsticos
adaptados entonces la variacion cuadrdtica [Y, B]r esta bien definida, la integral estocdstica

de Stratonovich fOT Y odB eziste y se tiene casi seqguramente la igualdad

T T
/ Y odB = / Y dBStret,
0 0
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Demostracion. Recordemos que Bgf{at = B0 + fs¢ donde f es determinista y dada por
fi = %tl con I € R ® R? la matriz identidad. Por el Teoremam tenemos que

T T ) T
/ YdBStrat — / YdBItO + / Y/df
0 0 0

en donde el término fOT Y'df es una integral de Young. De hecho en este caso particular

fOT Y'df es un integral de Riemann-Stieltjes y por linealidad de los operadores Y/
/T Y'df = i Y, 1( )1 Ly PR A / Y!(I
= lim —(v— =— lim —
0 Pl-0. “\2 v 2 |P|—0 ualep v v-u)

Dado que fOT YdB™" = fOT YdB c.s. por el Teorema basta mostrar que

1/T Y!(I)ds = L[y, B]
2, ° T olh T

Para esto consideremos el residuo RY (ver definicion [2.15)) con lo cual obtenemos que

Z Yu,v(BU,v) = Z ((Y;(Buw)) (Buw) + Riv(Bu,v))

[u,v]eP [u,v]€P
= Z Yzi(Bu,v(g)Buv Z R uv
[u,v]eP [u,v]eP
Maés atn,
Y. RL(Buo)| < Y[R, [Buol
[u,v]€P [u,v]eP
< D0 B g lo = ul|[Blly o —ul®
[u,v]€P
<|[BY || [1Blla > 1P
[u,v]eP
Y |73|3a ( 3a—1)
<17 g 11Blla = O (P!
por lo que

Z Yu,v(Bu,v) = Z Yé(Bu,U Q Bu,v) +0 (IIP‘?)a—l) .

[u,v]€P [u,v]€P
Por otro lado, tenemos que
Buw ® Bu,, = 2Sim (BS7*") = 2Sim (BY9) + (v — )]

y por lo tanto

Y. Vi(Buw®Buy) =2 3 Yi(Sm(BiL))+ D Vi) —u).

[u,v]€P [u,v]€P [u,v]€P
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En el Teorema se vio que bajo la condicién sup,,¢ ye [Y'(w)],, < 400 se concluye que

2 ? ! Ito ) __
L? = lim > YI(BS) =0
[u,v]€P

y reemplazando IB%ItO por su transpuesta (BE%)T con el mismo argumento obtenemos que
2 / Ito
— lim Vi ((B)") =0,
\P\—m Z
[u,v]eP

Por la linealidad de los operadores Y, tenemos que

2 _ l})fgo[ z}ép Y, (Sim (B}%)) =0

y por lo tanto este limite tambien se tiene en probabilidad, es decir,

P— ‘ ;fgo[ z]:ep Y, (Sim (BLS)) = 0.

Al quitar la condicion sup,,¢c e |Y'(w)|, < +00 con un argumento de localizacion podemos
concluir que

P— lim Z Y, (Sim (B,)) = 0.
u,v]€P

Como casi seguramente

T
3 Yé(])(v—u)—>/0 Y/ (I)dt

[u,v]€P

y convergencia c.s. implica convergencia en probabilidad tenemos que

/TYt’(I)dt:]P’— lim Y Yi(I)(v—u)
0

=P— Im [2 > Y/ (Sim(BYS))+ > Yi(I)(v—u)

[u,v]€P [u,v]eP
=P- i Y/ (Buwv® Buw)-
IPI\IEO[ ;&'P u(Buw @ Buy)

Mas aiin, tenemos que
Z Yo (Buw) = Z Yu/(Bu,v ® Buy,v) + O(‘,P|3a71)
[u,v]eP (u,v]€eP
y como 3a > 1 entonces
T
/ Y/(I)dt =P — lim Z Y!(By.w @ Buy) =P — 11'm Z A
0

[P|—0 |P|—
[u,v]€P u,v]EP
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es decir, la covariacion cuadratica [Y, Bl de Y y B existe y

Y, Blr = /0 v/ (1)dt

con lo cual se concluye el resultado. O

3.4. Foérmula de Ité y Follmer

En el Teorema vimos que para trayectorias rugosas geométricas X = (z,X) y ciertas
condiciones en F' se satisface la regla de calculo de “primer orden”, es decir, que involucran la
primer derivada, dada por

F(z) :F(x0)+/0 DF(X,)dX,.

Mas aiin, en el Teorema hemos visto que la diferencia en la integracion entre dos integrales
rugosas con la misma trayectoria base involucra un término de “segundo orden”

t
/ yr.dfr,

por lo que es de esperarse que en el caso de trayectorias rugosas no geométricas la féormula
anterior involucre un termino de “segundo orden” como en el caso de la férmula de Ito para el
calculo estocastico.

Recordemos que en el Teorema la técnica utilizada fue separar X, en su parte
simétrica y antisimétrica, las cuales denotaremos por S, ; y A, ; respectivamente, y en el caso
de 1-formas gradientes G = DF se tiene que

DF(z4)Xs: = D*G(25)Ss.t + D*G(z5)As s = D*G(25)Ss 1,
pues como vimos en el Teorema el término D?G(xs)A,; es la contracciéon de un tensor
simétrico, D?G(x), con uno antisimétrico, A4, y por lo tanto nulo.
En el caso de trayectorias rugosas geométricas tenemos que
Ss,t = ims,t ® Tst-
Mas adn, si consideramos el movimiento Browniano Rugoso de It6 tenemos por la fomula de
Integracion por partes para la integral de It6 que

o1 b . b , 1 . . 1. .
Sit=3 (/ By dB; +/ Bg,rdB:“> = g BuBie = 5B, Bl

y por lo tanto

1 1
— B, By — =(t—5s)I.
5 bt Q Dt 2( s)

Como veremos mas adelante en general el proceso S tiene una representacion mas sencilla
que el proceso (de area) A.

Ss,t =
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Definiciéon 3.16. Decimos que (z,S) € €19 ([0,T],R?) es una a-Hélder trayectoria
rugosa reducida si x € C*~H9 ([0, T],R?) y S: [0,T]*> = Sim(R? ® R?Y) satisface la relacion
de Chen reducida, la cual para 0 < s < u <t <T esta dada por

Ss,t = Ss,u + Su,t + Sim(xs,u ® -Tu,t)

y la condicion analitica

|Ss t|
S =sup —5- < 4o00.
|| ||2a st |t—8|2a

Observemos que cualquier trayectoria rugosa (z, X) induce una trayectoria rugosa reducida
simplemente al ignorar el proceso de area A pues la identidad de Chen reducida se recupera
al aplicar el operador Sim a la identidad de Chen. Por otro lado, el leventamiento de una
trayectoria x € C*~Hd! ([O7 7], Rd) a una trayectoria rugosa reducida es trivial pues basta
definir

Ss,t = 53:5,15 oy Ts,t-

De manera anédloga al Teorema 2.6 se tiene el siguiente resultado.

Teorema 3.17. Dada z € C*—Hdl ([O,T],Rd) con a € (%, %} y definiendo S, = %xs,t QT
tenemos que (x,S) € €2~ H9([0,T],R?) y a esta se le llama la eleccion geométrica. Mds ain,
toda v € C2e—Hol ([O,T], Sim (Rd ®Rd)) define una trayectoria rugosa reducida haciendo
(z,S) € €219 ([0,T],R?) donde

1 1
Ss,t =S5+ 5 (ve —s) = 5 (st @ Tst + Vs,t)

y cualquier trayectoria rugosa reducida se obtiene de esta forma.

Demostracion. Veamos que (,S; ;) € €~ Ho ([0, 7], Rd). Dados 0 < s <u <t < T tenemos
que

1
Ss7u + Smt + Sim(ms7u X xu,t) = 5 (xs,u & Ts,u + Loyt ® Lt + Ts,u & Loyt + Loyt & 1‘37»“)
1
= 5 ((xs,u + xu,t) & Ts,u + (xu,t + xs,u) X xu,t)
1
=5 (@t @ s + Tt @ ut)
1
= 3 (Ts,t @ (Tsu + Tu,t))
1 _
=5 (st @ Tst) = Set
Y 1 1 1
[Sutl = 5 lrar ® wasl = 5 |wasl® < 5 llelly 2 = s
por lo cual (z,S,,) € €~ 19 ([0,T],R?).
La otra parte del resultado es analoga al Teorema [2.6] O

Motivados por el resultado anterior tenemos la siguiente definicion.
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Definicién 3.18. Dado X = (z,S) € €~ ([0, T],R?) definimos su corchete
[X]:[0,7] — Sim (R*®@RY), ¢+ [X]; = z0,t ® To,t — 2S04
Entonces [X] € C?*~H3 ([0, T],Sim (R? ® R?)) por el Teorema . Mas ain, si definimos
X]st = Tst @ sy — 2S4 4,
entonces [X]s = [X]s — [X]s-
Teorema 3.19 (Férmula de Ité para ¢~ H9 ([O7 T], Rd)). Consideremos F € C} (Rd, ]Re) Y
X = (z,S) € g~ Ho ([O,T],Rd) con o € (%, 1] . Entonces

F(z,) = F(0) + /0 DF(z,)dX, + % /0 DF(a,)d[X],

donde el término fot D?F(z,)d[X]s esta bien definido como una integral de Young y definimos
el término

t
DF(z)dXs = i DF(2,)Zyv + D*F(24)Su 0
| pre) i3 (DF@)r. + DF@.)8,.)

como la integral rugosa reducida. Mds ain, si X € ¢ Hol ([O,T],Rd) es una trayectoria
rugosa (no reducida) entonces esta ultima integral coincide con la integral rugosa de la
Definicion [2.15

Demostracion. Observemos que en el caso geométrico, es decir, X = (x,S) donde S5 =

%xsyt ® s, tenemos que [X] = 0, por lo que el término fot D?F(x,)d[X]s es nulo. Por otro
lado, tenemos por el Teorema de Taylor que

1 .
F(z;) — F(zs) = DF (z5)zs + §D2F(xs)xsyt ®xst+ 0 <|xs’t\3>

1 o
= DF(xs)xs + §D2F(xs)xs’t ® x5t + O <|t - s|3 )
= DF(xs)xs: + DQF(acS)SS’t +o(Jt — s|)

por lo que para cualquier particion P de [0, ¢] tenemos que

Fla) = F(zo) = Y (Flao) = Flau))

[u,v]€P

= Z (DF(z4)2u,0 + D*F(24)Su,0 + o(lv — ul))
[u,v]€P

= Y (DF(xu)u, + D*F(z)Sus) + Y. ol|P])
[u,v]eP [u,v]eP

= Y (PP + D)5 + A
[u,v]€P
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por lo cual se concluye que

t
/ DF(z4)dXs := |7131‘m Z (DF(zu)xum + D2F(zu)§uﬂ,)
0 PClo,¢] [wv]EP

esta bien definido y
t

F(xz:) — F(xo) = ; DF(x4)dXs.

Para el caso no geométrico recordemos que

- 1 1
Set = §$s,t ® Tsp = Se ¢ + i[X}s,t

y entonces por lo anterior obtenemos que

F(a) = Flz) = Y (Flx,) = F(zd))

[u,v]€P

= Y (DF(z)wu, + D*F2,)80.) + 0(|77;|)
[u,0]€P P

-2 <D F()uo+ D*F(wu)Su0 + 1D2F(xu)[X]u,v> + AP
[u.v]€P 2 P

- Z (DF(#4)Tuw + D?F(24)Su,0) + % Z D2F(z,)[X 0(|7f|).
[u,0]€P [u,v]€P | |

Como F € C} (Rd,Re) tenemos que
D2F(2) — D2F(2,)| < || D3| o — 2] < || D] _ llell, It — s1°

D%F(z.) € Co~HL([0,T], LR? @ R%, Re)) y [X] € C2*~ 1 ([0, T],Sim (R? ® R?)) y como
a + 2a = 3a > 1 entonces su integral de Young existe y

t
D?F(z)d[X]s = hm D?F(x,)]
| D@ = g3
Pcmtﬂuvep

Mas atn, como 0(|\;’|I) — 0 cuando |P| — 0 lo anterior implica la existencia de

t
| PP@ax. = Jim S (DF@)m., + D F@.5.)
0 Pclo,y] [wv]E€P

y la identidad

Fla) = Flao) = | DF(@)aX.+3 [ D*Pla)dX.
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Por tltimo sea X € @ H9 ([0, T, ]Rd) una trayectoria rugosa, entonces
D?F(24)Xs = D*F(25)Ss,s + D*F(x5)As, = D*F(24)Ss 4
y por lo tanto

> (DF(zu)zuy+ D*F(zu)Xun) = > (DF(2u)2u, + D?F(x4)Suw) -
[u,v]€P [u,v]€P

Por la parte anterior del resultado el termino del lado derecho converge, cuando |P| — 0, a la
integral con respecto a la trayectoria rugosa reducida (z,S) € €% ([0, T], R%). Mientras
que por el Teorema [2.13] el lado izquierdo converge a la integral rugosa con respecto a
(z,X) € €>~H9([0,T],R?) y por lo tanto ambas integrales coinciden. O

Observemos que la formula anterior en el caso BSt™ obtenemos que c.s.
t
F(B;) = F(By) + / DF(B,)dB;'*
0

pues al BSat ser casi seguramente una trayectoria rugosa geométrica [BS"a] = 0. Mientras
tanto en el caso de B™® tenemos por la férmula de integraciéon por partes para la integral
estocastica de Ito que c.s.

2 Sim (B! = / B} ,dB] +/ B} ,dB. = B{B] — [B',B’], = B}, B}, — ; jt,
0 0
donde [B?, B’] representa la covariacion cuadrética y por lo tanto c.s.
[BS"2], = By, ® By, — 2Sim(B") = [B, B], = tI.

Con esto obtenemos que c.s.

D?F(B,)[B"®],; = D*F(B,)[B, Bls: = D*F(B,)(t — s)I

.

—( fmzms)) (t-5)
dl 9

= Z 52 F(Bo)(t —s) €R®

y podemos concluir que c.s.

/D2 d[B'*®], /D2 d[B, B, Z/ s)ds € R®.

Con esto y el Teorema [3.12] concluimos que efectivamente esta formula generaliza la fomula
de Ito clasica del célculo estocastico.
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Recordemos que el Teorema [2.14] nos dice que la integracion de 1-formas gradientes con
respecto a trayectorias rugosas geométricas era trivial. La importancia del teorema anterior
es que generaliza el Teorema y nos dice que la integral rugosa de 1-formas gradientes
no depende del proceso de area A y tnicamente depende de la trayectoria rugosa reducida.
Mas aun, el Teorema nos caracteriza todos los levantamientos de C'~ %! ([0, 7], Rd) a
¢ Hal ([O, 7], ]Rd) de una manera bastante simple. En nuestro caso recordemos que para
realizar el levantamiento de las trayectorias de un movimiento Browniano B nos apoyamos
en la existencia de la integral estocéstica de Itd lo cual depende de propiedades estocésticas
de B (la propiedad de martingala).

Observemos que el Teorema [3.19 nos permite escribir

. I
F(z)o: = \7£1|§0 (DF(:cu):Eum + DZF(IU)SW)) + 3 |7£1|I£0 (DzF(:z:u)[X]uﬂ,)
[u,v]€P [u,v]eP
= 1lim Y (DF(xy)tus + D*F(2,)Suy + 1D2F(xu)[X}u ;
\’P|—>0[ e ’ ’ 2 ’

— im UZ (DF(xu)xu,ﬁD?F(xu) (su,ﬁ;[xm))

3 1

— \%ﬁfo > (DF(a:u)xu,U + §D2F(J;u)acu7v ® xw) .
[u,v]€P

La condiciéon de Foéllmer, presentada a continuacién, nos permitira separar este limite como

suma de los limites y concluir la formula de It6-Follmer.

Definicién 3.20. Sea {P™}, s+ una sucesion de particiones de [0,T)] tales que |P(")| — 0.
Se dice que x : [0,T] — R? tiene variacion cuadrdtica finita en el sentido de Féllmer a lo
largo de {P™Y, s+ si para toda i,§ € {1,...,d} yt € [0,T] existe el limite

[2",27]; == lim Z (xi/\t - xi/\t)(mg}/\t — Tne)-

n— 00
[u,v]eP(m)

En este caso definimos [x,z] : [0,T] — Sim(R? @ R?) como

d d
[z, 2], = Z (2%, 27]e; @ e; = Z[xj,xi]tei ® e;.
ij=1 i=1

Lema 3.21. Siy:[0,7] — R tiene variacion cuadrdtica finita en el sentido de Féllmer a lo
largo de {P™Y, cz+ tal que [y,y]; es continua y g : [0,T] — R es continua, entonces

lm > g(u)yi,v=/og(U)d[y7y]u7

n— 00
[u,v]EP<n)
u<t

donde esta ultima es una integral de Riemann-Stieltjes.

Demostracion. Definamos la medida

Hn = Z yz,vdﬂ

[u,v]eP™
u<t
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es decir, asigna masa yfw al punto u < ¢ si [u,v] € P es decir, u pertenece a la particion
y v es el siguiente punto de u en la particion. De esta forma tenemos que pu,, es una medida
finita en [0,t) que satisface

t
> g(U)yZ,v=/ g dptn.
0

[u,v]eP™
u<t

Observemos que la distribucién asociada a p, esta dada para s € [0,t) por

Fo(s) = pn ([0, 8]) = § yi,v-
[u,w]eP ™
u<s

Para relacionar esta suma con aquella en la defincion de [y, y]s fijemos s € [0,¢)y denotemos
por u, y v, a los Gnicos puntos tales que s € (up,v,] ¥ [Un,vs] € P de esta manera
tenemos que

Fn(S) = Z y121,,v + yin,vn :

[u,w]eP™
v<s

Mas atn, si [u, v] € P es tal que v < s entonces Yy, = Yo — Yu = Yors — Yurs ¥ POI lo tanto

Fa(s) = Y (Wons = Yuns)* + 92, 0

[u,v]eP (™
v<s

El primer término converge por definicion a [y, y]s y como [uy,,v,] € P(") entonces

lfm [vp — up| < lim ‘P(") —0
n—oo n—oo
y como y es continua limy,_,oc Yy, v, = 0. De esta manera concluimos que

lim Fn(s) = [yay]sa

n—oo

es decir, F,, converge puntualmente a [y,y] en [0,t) y como [y,y] es una funcién continua
esta convergencia puntual de distribuciones implica la convergencia débil de las medidas, es
decir, la sucesion de medidas {p, },ez+ en [0,t) converge debilmente a la medida p en [0, ?)
inducida por [y, y]. Como g es continua la convergencia débil nos dice que

lim gdpy, = / gdu.
o Jo,t) [0,t)

En este caso tenemos que la integral de Lebesgue f[o £ gdu coincide con la integral de
Riemann-Stieltjes fot g(uw)d[y, ylu, por lo que podemos reescribir lo anterior como

i Y g, = / g(wdly. gl

n— 00
[u,v]eP (™
u<t

lo cual concluye el resultado. O
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Teorema 3.22. Supongamos que x : [0,T] — R? tiene variacion cuadrdtica finita en el
sentido de Féllmer a lo largo de {P™},cz+, entonces la funcidn t — [z, ], es de variacion
acotada en [0,T)]. Mds ain, si suponemos que t — [x,x]; es continua entonces para toda
G:10,T] —» L (RY® R4 R®) continua se tiene

n— 00
[u,v]eP (™)
u<t

lim Z G(W)Typ @ Typ = /G dlz, x]y

donde esta ultima es una integral de Riemann-Stieltjes.

Demostracion. Por la condicion de Follmer para toda ¢ € {1,...d} tenemos la existencia de

[$i75’3i]t = nh—>Holo Z (wzmt - fot)2
[u,v]eP(n)
el cual claramente es no decreciente en ¢. Mas atn, para 4,5 € {1,...,d} por bilinealidad
tenemos que
[z" 4+ 27, 2" + 27]; = lim Z (2" + 2 ont — (2" + 27 )unt)?

n—00
[u,v]eP(n)

existe, es no decreciente en t y
(28 + 27 2® + 27), = [2%, 2], + [27, %) + 2]z, 27,

con lo que concluimos que
[z, 27), = 3 ([a:’ +at b + a7y — [2' 2] — [x37333]t)

y por lo tanto [z*, 27]; es combincacién lineal de funciones no decrecientes y por lo tanto de
variacion acotada. Como [z*, 27]; son las coordenadas de [z, z]; concluimos que esta dltima es
de variacién acotada.

Sit — [x,z]; es continua tenemos por el Lemma 3.21 que para toda i,5 € {1,...,d}

lim Y GY),) /OGW)[x,xﬂu,

n— 00
[u,v]eP™
u<t

nhﬁn;o Z G (u) (2" + 27 )y 0) / G (u)d[z" + 27, z'z7],
[u,v]eP™
u<t

y por la identidad de polarizaciéon tenemos que

2 3 GYrel.= Y GU@ELPE YD GYwE,)

[u,v]eP™ [u,v]eP (™ [u,0]eP(™
u<t u<t u<t
+ > G+ )’
[u,v] ep(™

u<t
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por lo tanto el limite existe y por bilinealidad de la integral de Riemann-Stieltjes

t
1 ,J 2 %J zt ,J J pd
2iim Y G, = [ e [ G,

[u,v]eP(™
u<t

t
—|—/ G (u)d[x® + 27, x* + 7],
0

:/0 G (u)d ([2*, 2] + [27,27] + [z* + 27, 2" + xj])u

¢
:2/ G (u)d[x, 7],
0

Basta observar que estas son las coordenadas de la igualdad

lim Z G(u)Typ @ Typ = /G d[z, x],

n—oQ
[u,0]eP(™
u<t
para concluir el resultado. O
Teorema 3.23 (Férmula de [t6-Féllmer). Supongamos que x : [0,T] — RY tiene variacion
cuadrdtica finita en el sentido de Féllmer a lo largo de {P"}, o y que t — [z,z]; es
continua. Sea F € CZ(R%, R®), entonces

F(xy) = F(xo) /DF Zs)drs + /D2 xg)d[x, x5

donde fot D?F(x,)d[z,x]s es una integral de Riemann-Stieltjes y

/DF s)dzs = lim Z DF(24)%y0

n— 00
[u,v]€P (™)

es el limite de las sumas de Riemann-Stieltjes a lo largo de la sucesion de particiones

{P(n) }n€Z+ .

Demostracion. Recordemos que, como consecuencia de la formula de 1t6 (Teorema [3.19))
considerando la sucesion {P(™1}, ;. tenemos que

F(z)os= lm Y (DF(xy)xuw + D*F(24)Su0) + L lim > (DPF(2w)[X]uw)

n— o0 2 n—oo
[u,v]€P (™) [u,v]€P (™)
, 1 2
— nhﬁn;(}{ ]Z( ) <DF(ZU)LL’U7U + §D F(zy)Tyo ® xu,v> .
u,v]eP(n

Como F € C2(R%,R¢), entonces t — D?F(z;) es continua, [z,z], es de variacién acotada por
el Teorema y

lim Z D?F(2,)Ty0 @ Ty / D?F(x,)d[x, x]s.

n— o0
[u,v]€P (™)
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Lo anterior garantiza la existencia de el limite

t
/ DF(xs)dzs = lm > DF(2,)7u.
0

n— 00
[u,v]€P (™)

y la identidad

F(xz¢) = F(xo) /DF xs)drs + /D2 xs)d[z, x]s.
]

Cabe recalcar que el término fot DF(x,)dz, puede depender de la sucesion {P™M}, st
que se considere.

3.5. Integraciéon Reversa

Recordemos que la Integral estocastica de [t6 esta definida como

t

Y,dB, =P — lim YuBu.o
0 Pl— u;P

cuando este limite en probabilidad existe de manera uniforme en intervalos compactos. A
diferencia de la integral de Riemann-Stiletjes, en este caso la evaluacion en el extremo izquierdo
es fundamental ya que la evaluacién en un punto diferente cambia el limite. Para ver esto sea
B un movimiento Browniano 1-dimensional recordemos que

R D S
[u,v]€P

sin embargo si consideramos las sumas evaluadas en el extremo derecho se tiene que

, 1 t
P— hm Z ﬁvﬁuv:§ﬁ§+§a

IPl—
[u,v]eP

con lo cual se pierde la propiedad de martingala.

A partir de esto se define la integral reversa de It6 como

YdB =P—- U B
[ vim = 3 S

cuando este limite en probabilidad existe de manera uniforme en intervalos compactos.
Observemos que en este caso tenemos

e 1 t
’I‘dT:72 )
/0,8 5 26t+2
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sin embargo

Lpp— - b 1 t 1 t
R e R e LR R A

y en este caso se recupera la propiedad de martingala. La diferencia radica en que el integrando
f3..+ es adaptado hacia atras, lo que quiere decir que si . #! = o ({Bu,» | s < u < v < t}) entonces
Bs.t es Fl-medible.

De manéra analoga a la integral de Stratonovich se define la integral reversa de Stratonovich

como . .
— — 1
| Yool = [ VB, - 5v. Bl
0 0 2
por lo que en este caso tenemos que
t t t
— — 1 1 t ot 1
dr:: rd ) = _f? 7_7:72:/ r dr
| 8o = [ 85 5080 = 55+ 55 =58 = [ Brods
y como veremos mas adelante este caso no es una coincidencia.

Nuestro objetivo es ver que estas integraciones reversas se pueden considerar como integra-
les rugosas. Recordemos que nuestra definiciéon de integral rugosa para X € ¢~ 9 ([O, T, ]Rd)
v (y,y") € 2% esta dada por

T
rer: 1i wu,w T ;Xuv 5
/O y Plrgo[%:ep(yx, Y Xuw)

por lo que, al igual que la integral estocastica de Itd, estamos considerando evaluaciones en el
extremo izquierdo. El siguiente resultado nos relaciona la evaluacién en el extremo izquierdo
con aquella en el extremo derecho en la integral rugosa.

Teorema 3.24. Sea X € ¢~ H9([0,T],R?) y (y,y') € 22 para alguna a > %, entonces

T
/O yrdX, = |7£1,|r£0 Z (yvxu,v + y; (Xu,v — Typ @ xu,v)) .

Pclo1] [wvIEP
Demostracion. Recordemos que y, , = O (|t — s|*) por lo que
YeiXon = O (It =sI*") =0t = s)) ¥ yhywor@wp =0 (|t = s[**) = oflt — s]).
Mas ain, como R, = yst — Yoxst = O (|t - s\za), entonces

Ryey = O (|t - s|3a) = o]t — s).
Con lo anterior tenemos que
YsTs,t + y;Xs,t = YtTs;t — YstTst + y;Xs,t
=ysr — (Rot + Yoo t)Tsp + YsXs s
= sy — Re st — Yolisy @ Tsp + Yo Ko
= Yo + Y (Ko — Ts0 @ 250) + 0([t — 5])
= y@sp + Y (Kot — Top @ Ts4) + y;,t(Xs,t — st @ Tst) o[t — s|)
=y + Uy (Kot — 250 @ 54) + o[t — 5])
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y de esta manera si P es una particiéon de [0, 7

Z WoTuw + Yo (Kuw — Tup ® Tuw)) = Z YuTu + YuXuw + oo — ul))

[u,v]€eP [u,v]€P
= Z (yuxu,v + y;Xu,v) + 0<‘1P|)
[u,v]€P |P|
T
— Yrd X,
IPI=0 Jo

O

El Teorema anterior nos dice que definir una integral rugosa “reversa’ sustituyendo las
evaluaciones en los extremos izquierdos por evaluaciones en los extremos derechos no esta en
general bien definido pues la convergencia de

S (utun + 1 Xo)
[u,v]eP

es equivalente a la convergencia de

/
Z YpLu,v ® Ty,v,
[u,v]eP

lo cual a su vez, COMO Yy, , Ty v @ Ty = 0(|t — 5|), es equivalente a la convergencia de

/
Z YuTu,v & LTy,v-
[u,v]eP (™)

En la seccién 3.4 vimos que la nociéon de variacion cuadratica en el sentido de Follmer a lo
largo de {P(™},,cz+ (Definicion [3.20) es la adecuada para tener esta convergencia al menos a
lo largo de la sucesion de particiones {P(™}, <+, es decir, gracias al Teorema

n—oo

T
tin 3 Y@= [ sdel,.
[u,v]eP 0

En el caso del movimiento Browniano la existencia de su variacion cuadratica [B, B]; = tI
nos garantizara que c.s. tiene variacién cuadratica en el sentido de Follmer.

Lema 3.25. Sea {P™},cz+ una sucesion de particiones de [0,T] tales que |P™| = o(n=2),
entonces casi sequramente B tiene variacion cuadrdtica en el sentido de Féollmer a lo largo de
{PM}, cr+ y esta nocion coincide c.s. con la variacion cuadrdtica de B.

Demostracion. Recordemos que la variacion cuadratica de B en t € [0,T] esta definido como
el limite en L? dado por

i pjl T2 ; Z % J
[B ’B ]t =L"— lim Bu/\t,v/\tBu/\t,'u/\t'
|P|—0
[u,v]eP (™)
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Si {P}nez+ una sucesion de particiones de [0, 7] tales que |P("){ = o(n~?%) y denotamos
St(n) = Z B;/\t,v/\thL/\t,v/\tv
[u,v]eP ()
entonces

(B!, B], = L? — lfm S™.

n—oo

Maés atn, en el caso ¢ = j se tiene la desigualdad

t

2
E USIS") 1) } < 2‘7><”>

y en el caso i # j
.

E Us§”> < ’P(”) t

y por la desigualdad de Markov tenemos que

il

Como » s+ n% < 4o el Lema de Borel-Cantelli nos dice que la probabilidad de que
s~ (B B

i 2
E ‘St(”) B

X 12

2
> n? |73(”)| ocurra una infinidad de veces es 0 o equivalentemente con

2
probabilidad 1 eventualmente ‘St(n) - [B, Bj]t‘ < n?|PM|. Como n? |P™| — 0 cuando

n — 0o pues por hipotesis |’P(")’ = o(n~?) esto implica que casi seguramente
S (w) — [BY, B (w) = 6 ;t.

Basta observar que esta convergencia puntual c.s. es precisamente la definicién de que la
trayectoria B(w) tiene variacion cuadratica en el sentido de Follmer a lo largo de {P(™}, cz+
y C.S.

[B*(w), B (w)]¢ = b5t

O

Con esto resultado podemos ver que la variacién cuadrética en el sentido de Féllmer no
depende de la sucesion de particiones {P(™}, 5+ siempre y cuando |P| = o(n~2). Més atn,
en este caso [B'(w), B/ (w)]; = tI para todo t € [0,T] con probabilidad 1. Regresando a la
pregunta inicial concluimos por el Teorema |3.22 que c.s.

S Y Buu(@) ® Buu(w) = / yLd[B(w), B(w)], = / yL (D).

n— 00
[u,v]eP(n)

Con esto podemos demostar el resultado principal de la seccion.
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Teorema 3.26. Definimos
t — N
Bk = / B; dB, =B + (t — s)I,

entonces c.s. BP*(w) = (B(w), BP**(w)) € €*~H% (10, T],R?) para toda o € (3,3].
Mads aiin, siY,Y" son procesos estocdsticos adaptados tales que c.s. (Y (w),Y'(w)) € @%O(‘w)
entonces c.s. para todo t € [0, T

t t t t 1 ¢
/YdBBack:/ YrdBH—/ y;([)dr:/ YrodBr+*/ Y/ (I)d
0 0 0 0 2Jo

Por dltimo, si Y,Y' son procesos estocdsticos tales que c.s. (Y (w),Y'(w)) € 9]23‘3@ y para

todo t € [0,T) Y, Y/, son FI' =0 ({Byyw |t <u<v<T}) medibles, entonces c.s. para todo

t e [0,7]
T T T T -
/ YdBBack — / Y, dB, vy / YdBSrt = / Y, o dB,.
t t t t

Demostracion. Por el Teorema para toda o € (%, %] se tiene que c.s. B* = (B, BI*)

es una a-Holder trayectoria rugosa y como t — tI es una funcion lineal, es Lipschitz y por
lo tanto 2a-Hélder por lo que el Teorema [2.6/ nos garantiza que c.s. BB2k es una a-Holder
trayectoria rugosa.

Sean Y, Y’ procesos estocasticos adaptados tales que c.s. (Y (w),Y'(w)) € @%‘J(“w) Por el

Lema [2.20] tenemos que
t t A t
/ YdBB*k — / YdB™"® + / Y/ (I)dr
0 0 0

donde fo I)dr es una integral (aleatoria) de Young. Méas atun, por el Teorema fo Y dB™°
coincide con la integral estocéstica de Itd y por lo tanto, por definicién de la integral estocastica
de Stratonovich, c.s.

t t t t t
/YdBBaCk:/ Y,dBML/ Y,f(])dr:/ YrodB,+1/ Y/ (I)dr
0 0 0 0 2 0

Sean Y, Y’ son procesos estocasticos tales que c.s. (Y(w),Y'(w)) € @B(w y para todo
t€[0,T) Y;, Y, son Z[l-medibles. Consideremos a {P(™1, ., una sucesion se particiones
de [t,T] tal que |P(™| = o(n~2). Dado que Y/,B,; ® By, = <|t — s|3a> =o(jt—s|) y
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Y. I(t—s)=O(|t - s|*T1) = o(|t — s|), entonces por el Teorema tenemos que

T
YdB®** = lim Y (YoXuo + Y (B — Buy © Buo))
t [u,v]eP (™)

14 /mltd _ _

=1im > (YeXue +Y)(BLS + (0~ )~ Buy ® Buy))
[u,v]eP ()

o Iplto ' ((ay _ _ _

= lim_ > (YeXuw + VB + V(v = w)I — Buyw @ Buy) + ol|v — ul))
[u,v]eP (™)

1z IrIto l 7 o

= nlggo[ ]ZP( | (Yo X + Y/BYS + Y ((v—u)] — By ® Buy)) -
u,v)ePm

Por el Teorema [3.25| B tiene variacién cuadratica en el sentido de Féllmer a lo largo de
P vy por el Teorema

T T
lfim ) Y;BU,U@)Bu,yz/ Yr’d[B,B]T:/ Y/(Ddr = lim > Y/(I)(v—u)
t + n—oo
[

n—oo
[u,v]€P u,v]€P
y por lo tanto
T A
YaB®** = lim  » " (YoXuo + YBLS + V(v — ) — Buw @ Buy))

t [u,v]eP ()
1 Irlto 7 ! _
=lim ) (VX +VBUS) + lim Y Vi) (v - w)

[UW]GP(M [u,v]GP(")

— lim Z YéBu,v & Bu,v

n—oo

[u,v]€eP(n)
=lm ) (YoXu. +YBLS).
[u,v]eP (™)

En la demostracion del Teorema[3.14] vimos, con un argumento de martingalas y suponiendo
que Y’ era adaptado, que c.s.
’ /mpltd
lim E Y. B, =0.
n—oo
[u,v]eP ()
En nuestro caso Y/ no es adaptado, sin embargo por nuestra hipoétesis de “adaptabilidad
reversa” de Y’ es decir, que Y sea .# 1 -medible, una modificacién a este argumento utilizando
martingalas reversas nos permitira concluir que
; mrlte
lim E Y, B, =0.

n— 00
[u,v]€P(n)

Para ver esto fijemos una particion P, y supongamos que esta tiene representacion
Pn={0=1ty < ... <ty =T} para alguna N € Z*. Més atn supongamos que existe M > 0
tal que

sup |V (w)l.. < M < +o0,
weNE
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pues en caso contrario basta utilizar el mismo argumento de localizaciéon que en el Tereoma
3.14. Recordemos que {Sk }recz+ s una {ﬁtf}kezwmartingala reversa si tenemos una sucesion
no creciente de o-algebras

T T
Jt k41 79\15,c g"'gytlv
para todo n € Z+ S,, € L' y se cumple la propiedad de martingala reversa ,es decir,

E [S } = Spit.

Para k € {0,...,N — 1} definimos Sy =y Sk11 — Sk =Y/ B, . Como

th1 trotrt1

! wItd
}/;kBtk tht1 th i1

E|

} < ME HBRO } M [tgr — 4 E [|BG] < oo

por el Corolarios y el Corolario de lo cual se sigue la integrabilidad de {Sk}x=0,...~
Mas atin, por hipotesis Yz, ,, es .%; »+,-medible y como consecuencia de la independencia de

los incrementos de B tenemos que B%Otk L. €S independiente de fthr ,» por lo que
It
E [Skt1— Sk | Fipin] = Yy, E [Btkotk+1 e%kﬂ}

_Y/

tet1

tht1
E U By, ®dB,
tr

tr
—Y/E [/ By, ® dBr} =0
tr

|

y concluimos que {Si}k=o.....n €s una martingala reversa.

Con esto obtenemos que, de manera anéloga a las martingalas,

Z YéIBItO

[u,v]eP(n) L2

2 2

N-1 N—
=D (Skt1—Sk)
k=0

—

|Ski1 — Skl
L2 k=0

2
Ito 2 Ito6
- 2 :‘ tht1 tk»tk+1 L2 =M z :‘Btkytk+1

= M? Z |(thsa —tk)Bm L2

e O [t — ]
k=0

12 | Pnl Z [thy1 — txl

< M2 ’BIto

< M2 (B3|}, [Pal T = O(Py))

y por lo tanto
L’ 1lim Y VB =0.

n—00
[u,v]eP (™)
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Pasando a una subsucesion {ny}rcz+ podemos considerar que esta convergencia es c.s. y

como

k—o0

T
/ YdBBaCk = lim Z (Y»UX'U,,U + YJBL&(?J)
¢ [u,v]€P (k)

lim Y YXy,+ lmo Y0 VB

k—o0

[u,v]€P k) [u,v]€P (")
T —
—lim Y X, = [ VB,
[u,v]€P (k) ¢

es decir, la integral reversa de Ito coincide con la integral rugosa de BBack,

Por ultimo, para el caso de Stratonovich basta utilizar el Teorema para ver que

n—oo

T
/ YdBSt™?t — lim Z (YvXu,v + YJ(BEE;M —Buy ® Bu,v))
t
[u,v]€eP(™)

n— oo

|
= lim [ ]z;)( | (YUXU,U +Y/ (Bﬁfj; + 5(v —u)[ — By, ® Bu,v>)
u,v|ePn

=1lm > (YuXu,+Y/(B** - B,,® By..))

n— oo

[u,v]€P(n)
. 1o,
- nl;rréo Z §YU (v—u)l
[u,v]€P (™)

y por definicion

es decir, la integral reversa de Stratonovich y la integral rugosa de Stratonovich coinciden en
este caso, sin embargo la integral estocastica de Stratonovich (no reversa) no tiene por qué

existir.

O
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