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Introduccion

Es ya conocido por todos los curiosos, el afan constante del ser humano por
tratar de predecir con seguridad el devenir de los sucesos que se nos presentan,
con frecuencia, desafiantes. Es por ello, que muy a menudo nos roban la atencién
aquellos procesos cuya evolucion en el tiempo es irregular e impredecible, a pesar
de estar regida por una ley exacta que describa la evolucién del proceso en el
transcurso temporal del sistema.

En efecto, dentro del campo de la Fisica resulta muy claro que los movimien-
tos parabdlicos o interplanetarios quedan descritos por ecuaciones los cuales no
representan dificultades fuera de lo determinista, pero si viramos la atencién, por
ejemplo, al campo de la economia, nos hallamos a menudo con grandes problemas
sobre modelizaciones dinamicas de diversas variables econdémicas las cuales inten-
tan explicar dentro de si mismo el muy irregular y no periédico comportamiento
de los fenémenos econémicos (evolucién y crecimiento econémico, de los precios,
de los activos y capitales). Son en estas circunstancias cuando nos encontramos
con un desafio mas atractivo.

A estos cambios o movimientos los llamaremos cadticos por que son justamente
los movimientos que resultan cada vez mas complicados de predecir en tiempos
muy lejanos del punto de partida. Estos movimientos o comportamientos son el
principal interés de la rama de la matematica denominada Sistemas dindmicos.

El propdsito principal de la presente tesis, es abordar ciertos tipos de caotici-
dad, verificar sus relaciones entre si y aportar una jerarquia, es decir, queremos
hallar si alguno de estas condiciones cadticas implica algin otro, y de ser posible
queremos averiguar bajo qué condiciones podemos tener la implicacion reciproca
para obtener de esa forma condiciones cadticas equivalentes.

En términos matematicos un sistema dinamico estd definido por un espacio
topoldogico X y un mapeo f : X — X, que es una funcién continua y supra-
yectiva, con cierta condicién dindmica. En este trabajo analizaremos los sistemas
dindamicos sobre continuos, un continuo es un espacio métrico compacto y conexo.



Se analizaran cuatro tipos de condiciones dinamicas cadticas
(1) completamente expansivo por continuos,

(2) débil completamente expansivo por continuos,

(3) mezclante y

(4) débilmente mezclante.

Se mostrard primero la cadena de implicaciones (1) = (2) = (3) = (4) y se
investigara bajo qué condiciones topolégicas sobre el espacio X son verdaderas las
implicaciones inversas y en qué casos no es posible revertir la condicién dindmica
proveyendo al lector de contraejemplos.

La tesis se basa completamente en el articulo Hierarchies of Chaotic Maps on
Continua. Ergodic Theory and Dynamical Systems 34(6). Cambridge University
Press: 1897-1913 (2014) de los profesores Hoehn Logan y Christopher Mouron. En
este articulo, los autores ofrecen demostraciones y referencias de los resultados que
concluyen con la jerarquia de los mapeos cadticos expuestos, asi como desarrollan
la tarea mas importante y complicada de exhibir los contraejemplos respectivos
en los casos donde la respuesta es negativa.

Puesto que nuestra finalidad es la de presentar el trabajo de los profesores
Logan y Mouron de manera que sea comprensible para los estudiantes que hayan
tomado cursos basicos de topologia general y andlisis matematico, nuestro trabajo
consiste en recolectar el preambulo adecuado y ordenado para el desarrollo de las
ideas expuestas, asi como completar y extender las pruebas y sobretodo los detalles
de las construcciones que estan a punto de conocerse en la lectura de la tesis.



Capitulo 1

Definiciones y propiedades
basicas

Conviene mencionar desde un inicio unas aclaraciones de notacién: N denotara
el conjunto de los niimeros naturales positivos, y al conjunto de los niimero natu-
rales incluyendo el 0 lo denotaremos por w. Para un conjunto Y, P(Y') denotara
el conjunto provisto de todos los subconjuntos de Y. A lo largo de la tesis deno-
taremos como (X, dx) un espacio métrico, es decir, X es un conjunto no vacio y
dx una métrica sobre este conjunto, en particular escribiremos d = dx cuando no
haya posibilidad de ambigiiedad. Del mismo modo denotaremos para cada A ¢ X,
re X ye>0;la cerradura y el interior de A como ar e int x (A) respectivamen-
te, la bola abierta de centro x y radio € como BX(x), y nuevamente, de no haber
confusién a qué espacio estaremos refiriéndonos, entonces los conceptos anteriores
los abreviaremos como A, int(A) y B.(z), respectivamente.

1.1. Meétrica Hausdorff

La primera nocién de la conocida métrica Hausdorff la introdujo, en 1905, Di-
mitrie Ponpeiu en su tesis doctoral, en la cual sélo trabajo una nocién de métri-
ca entre los subespacios compactos de R™ [Ponpeiu]. Fue posteriormente en el
ano 1914, cuando Félix Hausdorff retoma la idea de Ponpeiu generalizandola pa-
ra subespacios compactos de un espacio métrico arbitrario [Hausdorff]. En este
capitulo introduciremos una definicién general de pseudométrica para los conjun-
tos acotados no vacios de un espacio métrico, la cual de restringirse al espacio de
los subconjuntos cerrados no vacios del espacio, se obtiene una métrica a la cual



llamaremos la métrica Hausdorff.

Sea (X, d) espacio métrico no vacio. La nube alrededor de un subconjunto A
de X se define como N.(A) := Ugea Bz(a), nétese que por definicién esta nube es
un subconjunto abierto de X. Una primera observacion es que para x € X

xeN(A) <= Jaec A (d(z,a)<e).

También es muy facil notar que si 0 < d < e entonces Ns(A) € N.(A). Ahora bien
para dos subconjuntos no vacios A, B de X definamos

H(A,B):={¢>0: AcN.(B) y BCN.(A)},

de la definicién es inmediato que H(A, B) = H(B, A), en general estos espacios
pueden ser vacios, para evitar esto debemos pedir que A y B sean subconjuntos
acotados (decimos que Y es un subconjunto acotado de X si existe M > 0 tal
que d(z,y) < M para todo z,y € Y'). Definimos la coleccién de los subconjuntos
acotados no vacios de X como

B(X)={AcX: A#( y A es acotado}.

Proposicién 1.1. Para todo A, B € B(X) se tiene que H(A, B) # (.

Demostracion. Por ser Ay B acotados, entonces Au B también lo es, por lo que
existe M > 0 tal que d(z,y) < M si x,y € Au B. Se afirma que M + 1€ H(A, B).
En efecto, dado a € A se tiene que al ser B no vacio, existe by € B y se cumple que
d(a,bg) < M < M + 1, lo que muestra que a € Ny,1(B) v de la arbitrariedad de a
concluimos que A € Ny,1(B), de manera andloga se muestra que B € Ny, 1(A).
Porello M +1e€ H(A,B). O

De la proposicién anterior tenemos que si A, B € B(X) entonces H(A, B)
consiste en un subconjunto no vacio de reales no negativos, en particular es un
subconjunto no vacio y acotado inferiormente en los reales, entonces podemos
definir d¥ (A, B) := inf H(A, B) la cual llamaremos la distancia Hausdorff entre A
y B, frecuentemente denotaremos la distancia Hausdorff como dy (A, B) cuando
no haya confusién acerca del espacio en el que se trabaje. A continuacién veremos
unas propiedades que justifican, entre otras cosas, el nombre de distancia:

Proposicién 1.2. Sean A, B,C € B(X) y e >0 entonces se cumple lo siquiente:

(a) dH(AvB)ZOa



(b) du(A,B) =du(B,A),

(c) dy(A,B)=0<= AcB y BC A,

(d) du(A,B) <dy(A,C)+dy(C,B),

(6) dH(A7 A) =0

(f) du(A,B)<e = A< N.(B) y B<c N.(A),

(9) ASN.(B) y BE N.(A) = dy(A,B)<e.

Demostracion. (a) Por definicién 0 es una cota inferior para H (A, B) por lo que

(b)
(c)

dy(A, B) = inf H(A, B) > 0.
Es inmediato pues H(A, B) = H(B, A).

—] Supongamos primero que dy(A, B) = 0, para mostrar que A € B sea
a€Aysead>0. Puesto que 0 = dy(A,B) = inf H(A, B), por la propiedad
del infimo sabemos que existe ¢’ € H(A, B) tal que 0 < ¢’ < ¢ y en particular
obtenemos que A ¢ Ny(B) y entonces a € Ny/(B), lo cual significa que existe
b e Btal que d(a,b) <’ <4y por tanto Bs(a)nB # (). Como ¢ > 0 fue arbitrario
se sigue que a € B y por tanto A ¢ B. De forma andloga se demuestra que
Bc A.

<] Reciprocamente supongamos que A C B y B ¢ A. Mostremos que
H(A,B) =(0,00). La contencién H(A, B) ¢ (0, 00) es clara por definicién, pa-
ra la otra contencién sea d > 0, queremos probar que A € Ng(B) y B € Ns(A).
Asi bien para lo primero, sea a € A, luego a € B, se sigue entonces que
Bs(a) n B # (), esto quiere decir que existe b € B tal que d(a,b) < § lo cual
prueba que a € Ng(B) y por tanto A € Ns(B). De forma similar se prueba
B ¢ Ns(A). Concluimos que § € H(A, B) y al ser éste un real positivo ar-
bitrario se sigue que (0,00) ¢ H(A, B). Por tanto H(A,B) = (0,00) y asi
dy(A,B) =inf H(A, B) =inf(0,00) = 0.

Por definicion, tenemos que demostrar que
infH(A,B) <inf H(A,C)+inf H(C, B),

pero recordemos que la suma de los infimos de dos subconjuntos de los reales
acotados inferiormente, es el infimo de la suma de los dos subconjuntos, por



ello lo que nos basta demostrar es que
foH(A,B) < inf{51 + 62 : 51 € H(A, C) y 52 € H(CjB)}

Asi bien sean 6; € H(A,C) y 62 € H(C,B). Sea a € A, como 6, € H(A,C)
tenemos que a € A ¢ Ny, (C) por lo que existe ¢ € C' tal que d(a,c) < d;. Del
mismo modo, como d; € H(C, B)} tenemos c € C' € Ng,(B) por lo que existe
b € B tal que d(c,b) < dy. Entonces d(a,b) < d(a,c) +d(e,b) < §; + 5 lo que
demuestra que a € Ny, ,5,(B) y por tanto A € Ny, .s,(B).

De forma analoga se demuestra que B € Ny, 15,(A) lo que nos hace concluir

que 01+d2 € H(A, B) y por tanto dy (A, B) = inf H(A, B) < 61 +0s, esto prueba
que dy (A, B) es cota inferior para

{(514-521 51€H(A,C) y 5QEH(C,B)}

Por tanto dy (A, B) = inf H(A, B) < {nf {5,+65: 6, € H(A,C) v &, € H(C,B)}

justo lo que queriamos probar.
(e) Por el inciso (c) tenemos como A € A entonces dy (A, A) = 0.

(f) Sidy(A, B) < e por la propiedad del infimo sabemos que existe § € H(A, B)
tal que § < ¢ y entonces A € Ns(B) € N.(B) y B € Ns(A) € N.(A) como
queriamos demostrar.

(g) Si Ac N.(B)y Bc N.(A), esto implica que € € H(A, B) por tanto
dy(A,B)=inf H(A,B) <e.
Esto demuestra la proposicion. [

Los incisos (a), (b) y (d) de la proposicién anterior nos dicen que B(X') dotado
de dy forma un espacio pseudométrico, en general no es métrico pues no es cierto
que si dy (A, B) =0 entonces A = B.

Por ejemplo con X =R con la métrica euclidianay A= (0,1) y B =[0,1], gra-
cias al inciso (c) tenemos que dg (A, B) =0 pues A< By B ¢ A, pero claramente
A # B. Sin embargo, si CB(X) representa el conjunto de los cerrados acotados
no vacios de X, tendremos que dy es una métrica en este hiperespacio como lo
muestra el siguiente corolario:



Corolario 1.3. dy es una métrica en CB(X) el hiperespacio de los cerrados
acotados no vacios de X.

Demostracion. Por los incisos (a),(b) y (d) de la proposicién 1.2 basta probar
que para A, B e CB(X)
dy(A,B)=0<= A=B.

En efecto, si dg (A, B) = 0 entonces por el inciso (¢) de la proposicién 1.2 y usando
que Ay B son cerrados se sigue que AC B=By B<c A=A porlo que A=B.

Reciprocamente si A = B entonces por el inciso (e) de la proposicién 1.2 se
sigue que dy(A,B)=0. O

A continuacién hagamos una pequena observacién sobre la nube alrededor de
un subconjunto y radio €.

Lema 1.4. Para A subconjunto de X y e >0 se tiene
N.(A) = J{Ns(A): 0<d<e}.

Demostracion. Six € N.(A), entonces existe a € A tal que d(z,a) < €, asi bien, sea
d € (d(z,a),e), entonces 0 < d(z,a) <0 <e por lo cual d(z,a) < y asi z € Ns(A)
con 0 <0 <e porloquezeU{Ns(A): 0<d<e}.

Reciprocamente, si x € U{Ns(A) : 0 <0 < e} luego para algin 0 < § < € se tiene
que x € Ns(A) € N.(A). De lo cual concluimos la igualdad de conjuntos. [J

Ahora, si consideramos un subconjunto compacto no vacio de un espacio métri-
co X, digamos K, entonces K es cerrado y acotado, es decir, K € CB(X). La
siguiente propiedad también nos dird qué tan grande puede medir la distancia
Hausdorff entre compactos:

Proposicion 1.5. Si A, B son subespacios compactos no vacios de X entonces

dy(A,B) <e siy solo si A< N.(B) y B< N.(A).

Demostracion. =] Si suponemos dy (A, B) < € entonces por en inciso (g) de la
proposicién 1.2 tenemos A € N.(B) y B ¢ N.(A).

<— Reciprocamente si suponemos que A ¢ N.(B) y B ¢ N.(A), por un
lado tenemos, gracias al lema 1.4, que A € U{Ns(A) : 0 < § < €}, esto nos dice
que {Ns(A) : 0 < < e} es una cubierta de subconjuntos abiertos de X que
cubre a A y como éste es compacto, existen n € Ny 0 < dq,...,6, < ¢ tales que
A c UL, Ns,(B) asi que tomando 04 = méx{dy,...,0,} tenemos que 0 < Js < ¢
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y A c U Ns,(B) = Ns,(B). De manera analoga podemos llegar a que existe
0 < dp < e tal que B ¢ N, (A), asi que tomando 6 = méx{da,dp} se sigue que
O0<d<ey Ac Nsg(B)y B< Ns(A), porlo que dg(A,B)<d<e. O

En lo que sigue, cuando nos refiramos al hiperespacio CB(X) lo pensaremos
con la métrica Hausdorff.

Proposicién 1.6. Supongamos que Ac X ye>0 son tales que dy(A, X) <e. Si
z € X entonces An Be(x) # ().

Demostracion. De la hipétesis dy (A, X)) < e se sigue que = € X € N.(A) por lo
que existe a € A tal que d(z,a) <e,yasiae AnB.(z). O

Corolario 1.7. Sean A c X y f: X — X wuna funcion continua de tal for-
ma que existe una sucesion estrictamente creciente de naturales {ny}2, tal que
limy o dy (f™(A), X) = 0. Entonces para todo V' abierto no vacio de X existe
N eN tal que f(A)nV 0 si k> N.

Demostracion. Sean v eV y &> 0 tales que B.(v) ¢ V. Por hipétesis existe N € N
tal que si k > N entonces dg(f™(A),X) < g, por la proposicién 1.6 se sigue que
0+ fre(A)n B.(v) c fre(A)nV para todo k> N. O

Lema 1.8. Sean (X,dyx),(Y,dy) espacios métricos compactos y g : X — Y
funcién continua. Entonces para todo € > 0 existe 6 > 0 tal que si ) #+ A,Bc X
son tales que d¥ (A, B) <& entonces d5(9(A),g9(B)) <e.

Demostracion. Como X es compacto, g es uniformemente continua, asi bien existe
0 > 0 tal que si x1, x5 € X son tales que dx (x1,2) < d, entonces dy (g(x1),g(z2)) <

)

.
Probemos que dicha ¢ > 0 funciona como queremos. Supongamos que ) # A, B ¢
X son tales que dy; (A, B) <6, afirmo que g(A) € N=(g(B)) y g(B) € N:(g(A)).
En efecto sea g(a) € g(A) con a € A, como dif (A, B) < § en particular tenemos
que A € Ns(B) asi que existe b € B tal que dx(a,b) < § y por consiguiente
dy(g(a),g(b)) < § lo que implica g(a) € N:(g(B)). Esto prueba que g(A) ¢
N:(g(B)). De manera andloga se muestra que g(B) € Ne(g(4)).

De lo anterior se concluye que d¥,(g(A),g(B)) <5 <e. O

8



1.2. Algunos mapeos cadticos

Es en esta seccién introduciremos las definiciones y primeras observaciones
acerca de los mapeos caodticos que conciernen a este trabajo, a continuacién se
definiran cada una de las condiciones cadticas presentadas en la introduccion y
nuestro primer objetivo es examinar ciertas propiedades con las cuales se traba-
jaran mas adelante.

Definicién 1.1. Recordemos que un continuo X es un espacio métrico, compacto
Y CONero no vacio.

Un subcontinuo de X es un subconjunto A € X que en si mismo es un con-
tinuo, es decir, A es un cerrado conexo no vacio de X (ser un subespacio de X
automdticamente le otorga la caracteristica de métrico y al ser un cerrado en el
compacto X se sigue que A igual es compacto).

Denotaremos la coleccion de todos los subcontinuos de X por C(X), al cual
llamaremos el hiperespacio de subcontinuos de X.

Finalmente, diremos que un continuo es no degenerado si tiene mas de un
punto.

Puesto que un espacio métrico compacto siempre es acotado, entonces C'(X) ¢
CB(X), por ello podemos pensar al hiperespacio C'(X) dotada de la métrica Haus-
dorff. Lo que resulta interesante es que el espacio métrico (C(X),dy) resulta en
un continuo (véase [Illanes, Corolario 6.13, p. 93]), en este trabajo no ahondaremos
en este resultado, sin embargo conforme se vaya necesitando iremos mencionando
ciertas propiedades generales del hiperespacio C'(X) que nos seran de utilidad
para ciertos resultados.

Ya estamos en condiciones para definir las principales propiedades cadticas que
se desean abordar en este trabajo:

Definicién 1.2. Sean X,Y continuos y f: X — Y, diremos que f es un mapeo
entre los continuos X y 'Y si f es continua y suprayectiva. St X =Y, diremos
sencillamente que f es un mapeo en X. Un mapeo f: X — X es:

(1) completamente expansivo por continuos si para todo Y € C(X) subcontinuo
no degenerado de X y e >0 existe N = N(e,Y) €N tal que si n > N enton-
ces dy(fr(Y),X) < e. O reformulando lo anterior, si para todo Y € C(X)
subcontinuo no degenerado se tiene que lim, . dg(f*(Y),X) =0.



(2) débil completamente expansivo por continuos si el conjunto definido como

B(X,f)={Y eC(X): Ve >0IN eN(n> N = dy (f*(¥),X) <)}
= (Y €C(X): lim_dy(f1(Y),X)=0)

es denso en C'(X).

(8) mezlante si para cualesquiera U y V' abiertos no vacios de X existe n € N tal
que para toda k >n, fF(U)nV 0,

(4) transitivo si para cualesquiera U y V' abiertos no vacios de X existe n € N tal
que fr(U)nV # (;

(5) n-transitivo si la funcion f): X™ — X", definida como fuy((21,...,7,)) =
(f(x1),..., f(zn)) para todo xq,...,x, € X, es transitiva;

(6) débilmente mezclante si f es 2-transitivo.

Hagamos notar que las definiciones (3),(4),(5) y (6) se pueden definir para
cualquier funcién continua y suprayectiva f : X — X donde X es un espacio
topoldgico arbitrario, no obstante las definiciones (1) y (2) deben ser definidas
para continuos pues necesariamente recurren a conceptos de subcontinuos y de la
métrica Hausdorff de C'(X), el hiperespacio de los subcontinuos.

Nuestro primer objetivo es demostrar la cadena de implicaciones:

Completamente expansivo por continuos == Débil completamente expansivo por
continuos
== Mezclante

== Débilmente mezclante

A continuacion, definimos la orbita de un punto x € X bajo el mapeo f.

Definicién 1.3. Sean X un continuo, f: X — X un mapeo y v € X. Definimos
la drbita de x bajo f como el conjunto orb(x, ) = {f™"(x) :new}.
Diremos que x tiene orbita densa bajo f si orb(x, f) es denso en X.

1.2.1. Funciones transitivas

Veamos algunas propiedades que involucran a la definicién de funciones tran-
sitivas y érbitas densas en X. (Véase [King y Méndez, Capitulo 8, p.111]).
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Lema 1.9. Sean X espacio topologico, x € X y B una base de abiertos no vacios
para la topologia de X. Sea f: X — X un mapeo tal que orb(x, f) no es denso
en X. Entonces existe V € B tal que orb(z, f)nV = (.

Demostracion. Como orb(z, f) no es denso entonces existe U abierto no vacio de
X tal que orb(x, f)nU = (), por ser B base para la topologia y U abierto no vacio,
existe V € B tal que V ¢ U y por ende orb(x, f)nV corb(z, f) nU =) como se
queria demostrar. [

Definicién 1.4. Sea X un espacio topoldgico, diremos que x € X es un punto
aislado si y sélo si {x} es un subconjunto abierto de X. Asi bien, diremos que X
es un espacio perfecto si y solo st no tiene puntos aislados.

Hagamos notar que de la definicion, todo espacio perfecto necesariamente tiene
mas de un punto, mas aun, de suponer que es 7} entonces necesariamente es
infinito, como lo prueba el siguiente resultado:

Proposicion 1.10. Si X es un espacio topolégico perfecto y Ty, entonces para
todo subcongunto finito y no vacio F de X se tiene que int(F) = (0 y por tanto

ningun conjunto finito no vacio es abierto. Ademds si V' es un abierto no vacio
de X entonces V — F # ().

Demostracion. La prueba se hard por induccién fuerte sobre n € N la cardinalidad
de los subconjuntos finitos no vacios de X.

Sin=1yxeX, desuponer int({z}) # 0 esto implica necesariamente que
int({z}) = {x} un absurdo pues {z} no puede ser abierto por hipdtesis.

Ahora supongamos como hipétesis de inducciéon que para todo 1 < m < k si
F’" ¢ X es tal que |[F’| = m entonces int(F’) = ). Para el paso inductivo, sea
F c X tal que |F| =k + 1. Si suponemos por el contrario que int(F') # ), entonces
definiendo F’ = int(F") tendriamso que () # F’ ¢ F por lo que |F’| = m para algin
1 <m < k+1, notemos que por la hipétesis de induccién necesariamente m = k+1,
pues si 1 <m < k entonces ) # F' = int(F') = int(int(F)) = int(F’) = () lo cual es
un absurdo, asi bien como |F’| = |F| = k + 1 necesariamente F' = F’ lo que hace F
un subconjunto abierto no vacio de X. Asi bien, tomemos x € F, como X es 17,
entonces {x} es cerrado en X por lo cual F - {z} es abierto no vacio de X y de
cardinalidad k, lo que contradice la hipétesis de induccién pues int(F - {z}) = 0.
Lo cual termina la demostracién por induccion.

Por ltimo si F' es un subconjunto no vacio de X y V' un abierto no vacio,
entonces de suponer V — F = () tendrfamos que V € F' y por tanto V es abierto y
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finito, pero por lo mostrado anteriormente el 1inico subconjunto abierto y finito
es el vacio, por ello V = () una contradiccién, lo cual prueba V - F # (. [

Proposicion 1.11. Todo espacio métrico conexo con mas de dos puntos es per-
fecto. En particular todo continuo no degenerado es perfecto.

Demostracion. Sea X es un espacio métrico y conexo con al menos dos elementos.
Si z € X es tal que {x} es abierto entonces, al ser X un espacio T se sigue que
también es cerrado, como X es conexo y como {z} claramente no es vacio, entonces
necesariamente implica que X = {z} lo que contradice que X tiene al menos dos
puntos. Por ello X es perfecto. [

Teorema 1.12. Sea X es un espacio topologico perfecto y Ty. Si f: X — X es
una funcion continua con alguna orbita densa, entonces f es transitiva.

Demostracion. Sea x € X tal que orb(z, f) es denso en X. Sean U,V abiertos no
vacios de X. Por la hipdtesis de densidad, existe n € w tal que f(x) € U. Por otro
lado, como X es Ti, el subconjunto {f*(z): 0 <k < n} es cerrado en X por ser
finito y por tanto V - {f¥(z) : 0 < k < n} es abierto en X, ademds es no vacio
gracias a lo probado en la proposicién 1.10.

Nuevamente por la hipdétesis de densidad sabemos que existe m € w tal que
fr(z) e V—{fF(x): 0<k<n} delo cual tenemos que n <my fm(x) e V. Asi
bien m —n €N es tal que f™(z) e fm(U)nV pues fm(z) = f7(f"(x)) donde
fr(z) €Uy fm(x)eV. Lo cual prueba que f es transitiva. [

Sin la hipotesis de que el espacio X es perfecto, el teorema pierde validez como
lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.13. Consideremos X := {0}u{2 : n € N} espacio dotado de la topologia
euclidiana de R. Sea f: X — X definida como f(0) =0y f (%) =L sineN.
Entonces [ es una funcion continua y tiene una drbita densa pues: orb(1, f) =
{£: n e N} el cual es un denso en X. Sin embargo no es transitiva ya que
f(X) =X {1}, lo cual evidencia que para los abiertos no vacios {1} y X y para

todomeN: fA(X)n{1}c f(X)n {1} =0.

Corolario 1.14. 57 X es un continuo y f: X — X un mapeo tal que existe una
orbita densa, entonces f es transitiva.

Demostracion. Si X es degenerado el resultado es inmediato. Supongamos X con-
tinuo no degenerado, entonces X es perfecto por la proposicion 1.11 y es T3 por
ser espacio métrico, de la proposicién 1.12 se tiene el resultado. [J
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Definicién 1.5. Decimos que un subconjunto A ¢ X es denso en ninguna parte
de X siy solo st int (Z) =0. ParaY ¢ X decimos que:

1) Y es de la primera categoria de Baire si y solo si Y =Ui, A, donde A, es un
congunto cerrado denso en ninguna parte de X para todo n > 1,

2) Y es de la sequnda categoria de Baire si y sdolo si Y no es de la primera
categoria de Baire.

Por altimo, decimos que X es de Baire si y sélo si para toda coleccion numerable
de abiertos denso de X, (A,)5,, se tiene que Moy A, es también denso en X.

Lema 1.15. Si A es denso en X entonces int(X — A) = 0.

Demostracién. Supongamos por el contrario que int(X — A) # () entonces en par-
ticular es un abierto no vacfo, por tanto ) # int(X - A)n Ac (X -A)nA=0 por
lo que obtenemos un absurdo. Entonces int(X - A) =(. O

La razom para introducir la nocién de un espacio de Baire es para poder mostrar
el siguiente resultado, el cual da condiciones para el reciproco del teorema 1.12:

Teorema 1.16. Supongamos que X es un espacio sequndo numerable y de la
sequnda categoria de Baire, si f: X — X es un mapeo transitivo entonces tiene
una orbita densa.

Demostracion. Sea {V,}2>, una base de abiertos no vacios para la topologia de

(e e]

X. Para cada n € N deffnase U, = | J f7%(V;,), nétese que por construccién U, es
k=1

abierto, veamos también que es un denso.

Sea U abierto no vacio de X, luego por ser f transitiva existe k > 1 tal que
fF(U)nV, #0 y por tanto como f es suprayectiva f=*(f*(U)nV,) 0, se sigue
entonces que:

D= fECAU)Y VL) = RO N VL) U fR(V) eUn U,

lo que prueba que U, en efecto es denso para todo n € N.

Por tanto, el conjunto F, = X — U, definido para cada n € N, es un conjun-
to cerrado y con interior vacio, por ende es un subconjunto (cerrado) denso en
ninguna parte de X.

Ahora bien, si por el contrario, suponemos que no existen érbitas densas, se
afirma que X = Uy, F,,. En efecto, si 2 € X como su orb(z, f) no es denso, por
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el lema 1.9 se sigue que existe n(z) € N tal que orb(z, f) N V,,(z) = 0. Veamos que
r € Fy, (), para ello nétese que

Fo@y =X =Un@) =X - (;Q f"“(Vn@))) = Q(X ~ T Va)))-

Asi bien sea k € N, se tiene que f*(x) e orb(z, f) y por tanto f*(z) ¢ Vi, (pues
orb(z, f) N Viz) = 0), lo cual implica z ¢ f%(V, () o bien x € X - f*(V, ).
Concluimos que x € N2 (X = [*(Vo())) = Fuge), lo cual a su vez prueba que
xeUpy Fh.

Por tanto X = U, I, contradiciendo que X es de la segunda categoria de
Baire, por tanto debe existir una érbita densa. [

Un teorema muy importante en andlisis, es el teorema de la categoria de Baire
el cual se enuncia como sigue:

Teorema 1.17 (De la categoria de Baire). Todo espacio métrico y completo es
de Bajire.

Una equivalencia de éste teorema, y que resulta en ocasiones mas til para las
aplicaciones y la cual usaremos a continuacién, es la siguiente:

Teorema 1.18 (De la categoria de Baire). Si X es un espacio métrico completo
entonces todo abierto no vacio de X es de la sequnda categoria de Baire. En
particular X es de la sequnda categoria.

Las demostraciones de los teoremas 1.17 y 1.18 se pueden consultar en [Folland,
5.9, p. 161] y en [Munkres, Teorema 48.2, p. 337].

Corolario 1.19. 57 X es un espacio métrico compacto y f : X — X es un mapeo
transitivo, entonces X tiene una orbita densa con respecto a f.

Demostracion. Como X es métrico compacto, en particular es métrico completo
y segundo numerable, por el Teorema de la categoria de Baire (1.18), X es de la
segunda categoria de Baire, aplicando el teorema 1.16 se tiene el resultado. [J

Ahora podemos concluir la equivalencia, en continuos, de ser transitivo y tener
6rbitas densas:

Corolario 1.20. §i X es un continuo y f: X — X un mapeo, entonces f es
transitiva si y solo si existe una orbita densa con respecto a f.

Demostracion. Es consecuencia de los corolarios 1.14 y 1.19. [
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1.2.2. Las funciones n-transitivas.

En breve discutiremos las relaciones que existen entre las propiedades de ser n-
transitivo para n > 2. Estas relaciones, para algunos autores, implican propiedades
combinatorias en el campo de los sistemas dinamicos la cual va de la mano con la
teoria ergddica (Véanse [Furstenberg] y [Glasner]).

Comencemos primero con dar una equivalencia de la propiedad de ser n-
transitivo:

Proposicion 1.21. Sean X espacio topologico, f: X — X un mapeo y n > 2.
Entonces [ es n—transitiva si y solo si para todo Uy, ..., U, y Vi,...,V, abiertos
no vacios de X existe m € N tal que f™(Uy)nVi %0 para todo k=1,...,n.

Demostracion. ==] Supongamos que f es n-transitiva, es decir, f,) : X» — X7
es transitiva. Sean Uy,...,U, v Vi,...,V, abiertos no vacios de X. Se tiene que
Uy x...xU,y Vi x...xV, son abiertos no vacios de X", por lo que existe m € N
tal que fi (Urx...xUp)n (Vi x...xV;,) # 0. Nétese que

fomy (Ui x.oxUp) = f™(Ur) x ... x f™(Uy).

De donde obtenemos que

(f™MU)n V) x o oox (f™(Up)n Vi) = (f™(Uy) x...x f(Up))n (Vi x ... x V)
Zf(%(Ulx...xUn)n(X/lx...an)qt@.

Lo cual prueba que f™(U,)nVj # 0 para todo k=1,...,n.

<] Reciprocamente, supongamos que para todo Wy,..., W, v Z,...,Z,
abiertos no vacios de X existe m € N tal que: f™(W}) n Z;, # () para todo k =
1,....,n.

Sean U,V abiertos no vacios de X"; luego por definiciéon de la base en la
topologia producto, existen Uy,...,U, y Vi,...,V, abiertos no vacios de X tales
que Uy x...xU,cUyVix...xV, cV. Ademéas por nuestro supuesto, existe m € N
tal que si k=1,...,n, entonces f™(Uy) NV}, # (. Luego, se sigue que:

f(TL)(U)ﬁVQng)(UIx...xUn)m(le...an)

= (f"(UL) x...x fr(Up)) n (Vi x...x V)
=(f"(U)n Vi) x...x (f"(Un)nVy,) # 0.

Lo cual prueba que f es n-transitiva. [J
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Corolario 1.22. Sean m > n > 1 naturales, st f : X — X es m-transitiva
entonces también es n-transitiva.

Demostracion. Usemos la caracterizacion mostrada en la proposicion 1.21, sean
Uy, Va,...,Uy,, V, abiertos no vacios de X. Para i€ {n+1,...,m} sean los abiertos
no vacios U; = X =V}, como f es m-transitiva nuevamente por la proposicion 1.21,
existe k € N tal que f¥(U;)nV; # () para todo 1 < i < m, en particular se cumple
para 1 <7 <n lo cual muestra que f es n—transitiva. [

De la definicién 1.2(6) y de la proposicién 1.21, tenemos que f es débilmente
mezclante si y sélo si para cualesquiera Uy, Us, V7, V5 abiertos no vacios de X existe
m € N tal que f(U)n Vi # 0y fm(Us) nVa # (), equivalencia que utilizaremos
muy frecuente en el texto.

De igual forma, del corolario 1.22, tenemos que f débilmente mezclante implica
f transitiva.

Ademas, claramente una funciéon que cumple que para todo n € N es n-
transitiva, en particular es 2-transitivo y por tanto débilmente mezclante. Nuestro
objetivo por ahora es mostrar que ser débilmente mezclante es condicion suficiente
de tal hecho.

Para ello consideramos X un espacio topoldgico y f : X — X un mapeo, para
subconjuntos A, B de X podemos definir el conjunto

N(A,B):={neN: f"(A)n B # (}.

Entonces podemos reescribir la definicién de ser mapeo transitivo como: f es
transitiva si y sélo si para todo U,V abiertos no vacios de X se cumple que
N(U, V) #0.Y gracias a la proposicién 1.21 tenemos que si n > 2, entonces [ es
n-transitiva si y sélo si para todo Uy,...,U, y Vi,...,V, abiertos no vacios de X
ocurre que

mN(Uk,Vk) * (Z)

k=1
Por 1ltimo nétese que n € N(U, V') implica Anf~"(B) # (), en efecto, si f*(A)nB #
(), existe a € A tal que f*(a) € B y entonces a € An f~(B).

Proposicion 1.23. Supongamos que f : X — X es una funcion transitiva.
Entonces para todos U,V abiertos no vacios de X el conjunto N'(U,V') es infinito.

Demostracion. Supongamos por el contrario que existen U,V abiertos no vacios
de X tales que N (U, V) es finito. Puesto que f es transitiva sabemos que ademds
de finito debe ser no vacio entonces podemos considerar N = max N (U, V).
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Tenemos que fN(U)nV # () y por tanto usando que f es continua se sigue
que el subconjunto W := U n f~N(V) es un abierto no vacio de X. Nuevamente
de f transitiva, existe m € N(W,W). Se afirma que N +m € N (U,V), en efecto,
como f(W)nW # () entonces existe w € W tal que f™(w) € W, de lo anterior
tenemos que w € U y fm™(w) € f~N(V) por lo que fN+m(w) € V y por ende
[N (w) € fN*(U)nV # (). Puesto que m € N entonces N +m > N lo cual

contradice que N es el maximo de N (U,V). Luego necesariamente ocurre que
N(U,V) es infinito. [

Proposicion 1.24. Supongamos que X es un espacio topologico y f: X — X
es un mapeo débilmente mezclante. Se cumple lo siguiente:

(a) Si Uy, Vi,Us, Vo son abiertos no vacios de X, entonces existen U,V abiertos
no vacios de X tal que

N(UJV) gN(Ulv‘/l) rﬁ"/\/'(U'27‘/2)

(b) SineNyU,Vi,...,U, V, son abiertos no vacios de X, entonces existen
abiertos no vacios U,V de X tales que

NU,V) € YN (U, V).

En particular Ny N (Ug, Vi) resulta ser un conjunto infinito.

(¢) Para todo n > 1, f es n-transitiva. Mas ain; para todo n > 1 y para cuales-
quiera Uy, Vi, ..., U,, V, abiertos no vacios de X y m € N, existe k > m tal
que: fE(U;) nV; #0 para todo 1 <i<n.

Demostracion. (a) Por ser f débilmente mezclante, existe n € N tal que f*(U;)n
Uy # 0y f7(Vi) nVa # (0, enonces definiendo U = Uy n f(Uy) y V := Vi n
f(V3) resultan ser abiertos no vacios. Notese U ¢ Uy, V €V} y como [ es
suprayectiva f*(U) c f*(f~(Usy)) = Uy, f(V) € fo(f™(V2)) = Vs, asi bien
si m e N (U, V) entonces f™(U)nV # () luego obtenemos que:

frU)nVvi2 frU)nV 0

S U2) n Vo2 (M U)) n f* (V) = fr(f™(U)) n f*(V)
2 /M (mU)nV) =0,
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y entonces m € N(Uy, Vi) n N(Uy, V3), por tanto N(U,V) c N (U, V1) n
N(U%‘/Z)

La prueba la hacemos por induccion sobre n > 1. Nétese que el caso n =1
es claro y m = 2 es justamente el inciso (a), asi bien supongamos que la pro-
piedad se cumple para k € N, probémosla de igual forma para k + 1. Sean
U, Vi,..., Uk, Vi, Ugs1, Viy1 abiertos no vacios de X, por hipétesis de induc-
cién existen U’, V' abiertos no vacios tales que N(U", V') c N, N (U, Vi) v

entonces
k+1

N(U,7V,) ﬁ-/\/'(Ukl+17‘/;<:+1) c mN(Uzu‘/Z)u
=1

y del inciso anterior existen U,V abiertos no vacios tales que N(U,V) ¢

N, V') N (Ugs1, Visr) por tanto

k+1

NU,V)c ON(Ui,VE)

lo cual completa la induccion. Ademas como f es transitiva ya que es débil-
mente mezclante, sabemos que el conjunto N (U, V) es infinito por la propo-
sicién 1.23, por tanto lo es también N NV(U;, V).

Del inciso (b) se probé que para toda n € N y cualesquiera Uy, Vi, ..., U,, V,

abiertos no vacios de X, el conjunto kﬁl/\/ (U;,V;) es infinito. Por ello, dado
k+1 i

m € N existe k € (YN(U;,V;) tal que k > m y entonces f*(U;) n'V; # () para

todo1<i<n (:onl:k1 >m.

Esto en particular demuestra que f es n-transitiva. [J

De esta proposicion ya tenemos que para cualquier mapeo f: X — X en un

espacio topoldgico arbitrario:

f es débilmente mezclante <= Vn € N(f es n-tranistiva).

Nota. En la literatura de sistemas dindamicos, una funcion continua f: X — X

se dice w-transitiva si y solo si f es n—transitiva para todo n € N. Usando este

concepto, podemos reformular que f es débilmente mezclante si y solo si [ es

w—transitiva.
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Algo importante, aunque no abordaremos mucho en el transcurso de este tra-
bajo, es que la condicion de ser transitiva no es suficiente para ser débilmente mez-
clante, el ejemplo, aunque sencillo de describir, no es sencillo de demostrar. Consi-
deremos S' la circunferencia unitaria en R? como el conjunto S = {e? : § € [0,27)}.
La rotacién por A en S! es el mapeo fy : S' — S! dada por f(e%) = efi+2mXi, Se
dice que la rotacién f es racional (repectivamente irracional) si A es racional (res-
pectivamente irracional). Un resultado conocido es que una rotacién es transitiva
si y sélo si es irracional, ademas se sabe que ninguna rotacién es débilmente mez-
clante. Lo 1ltimo tiene que ver con que las funciones inducidas por las rotaciones
en el hiperespacio de los cerrados no vacios de St (este hiperespacio de los cerra-
dos no vacios de X se denota por 2%) no es transitiva. Estos resultados se pueden
hallar en [Banks 1] y [Banks 2].

Haremos una iltima observacién sobre las funciones transitivas usando la pro-
posicién 1.23.

Proposicion 1.25. Sea X un espacio topologico infinito y Ty. Sea f: X — X
funcién transitiva y U € X abierto no vacio, entonces f*(U) es un subespacio no
degenerado para todo n € N.

Demostracion. Por contradiccion, supongamos que existe m € N tal que f™(U) =
{x}. Mostremos que lo anterior implica que la 6rbita de = es finita y densa,
trayendo una contradiccion.

Primero, para ver que la orbita es finita, basta ver que x es lo que llamamos un
punto periédico, es decir, que existe k € N* tal que f¥(x) = z. De la proposicién
1.23 como N (U,U) es infinito, existe k > m tal que f*(U)nU # 0, pero f*(U) =
fem(fm(U)) = fF({x}) = {f*™(x)} entonces f*™(z) € U lo que a su vez
implica que f*(x) € f™(U) = {z} lo que muestra que f*(x) =z, y en efecto x es
un punto periédico y por tanto orb(z) = {x,..., f*¥1(z)} es finito.

Para ver que orb(x) es denso, sea V' abierto no vacio de X, nuevamente como
N (U, V) es infinito, se sigue que existe n >m tal que f*(U)nV %0 pero f*(U) =
{fr=™(z)}, por tanto f*™(x) € V lo que muestra que orb(z) nV = 0.

Finalmente, la contradiccion se sigue pues X = orb(z) = orb(z), pues al ser X

espacio T y orb(x) finito entonces es un cerrado, pero lo anterior es un absurdo
pues X es infinito. [J
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1.3. El cono topolégico

En esta parte supondremos que (X, 7) es un espacio topolédgico no vacio. Con-
sideremos el producto X x [0, 1] con su topologia usual, en este conjunto podemos
considerar la siguiente relacién de equivalencia, para (z,t), (y,s) € X x [0, 1] dire-
mos que:

1. Sit#0 entonces (x,t) ~ (y,s) siy sdlosi (x,t) = (y,s),
2. Sit=0 entonces (x,t) ~ (y,s) siysélosit=s-=0.

Esta relacion lo que realiza es colapsar, o identificar, todos los puntos de la base
X x {0} en uno solo. Para un un elemento (x,t) € X x [0, 1] denotaremos su clase
de equivalencia como [(z,t)] = [(z,t)]., entonces tendremos que

[ {(@t)) sit#0
[(x’t)]‘{xx{o} si t=0

A la funcién p: X x[0,1] — (X x[0,1])/ ~ que manda a los pares ordenados en
sus clases de equivalencia, es decir, p((z,t)) = [(x,t)], se le llama funcién cociente
y con ella se puede definir una topologia 7. al espacio cociente que cumple que
para A c (X x[0,1])/ ~ se cumple que

Aer. <= p (A er,

la cual en particular realiza a p como funcién continua entre dichos espacios to-
poldgicos. Asi bien, podemos considerar el espacio cociente con dicha topologia
cociente al cual denotaremos como K(X) = (X x [0,1])/ ~, llamado el cono to-
poldgico de X (véanse [Dugundji, pag. 126] y [Hatcher, pags. 8-9]).

Es bien sabido que el cono topoldgico, para cualquier espacio X, es un espacio
contrictil (véase [Fragald, Proposicién 1.4.1, p. 14]), en particular es conexo por
trayectorias y por ende conexo. Ademads, si X es compacto, entonces K(X) es
compacto pues es la imagen continua bajo p del espacio compacto X x [0, 1]. Més
aun, si X tiene una topologia inducida por una métrica d, y ésta esta acotada por
1, entonces se puede darle una métrica al cono K(X) la cual inducird la topologia
cociente 7., a saber, para (x,t), (y,s) € X x [0,1] se define:

A([(, )], [(y,9)]) = [t = s| + min{t, s}d(z, y)

la cual no depende del representante tomado para la clase. Para ver los detalles de

20



que A es métrica e induce la topologia del cono topoldgico véase la tesis [Judrez,
Proposicién 1.1.27, p. 11].

En sintesis, si X es un espacio métrico compacto, entonces K(X) es un conti-
nuo. También, teniendo este supuesto, tendremos que la funcién cociente p seria
un mapeo cerrado pues tiene un dominio compacto y su imagen es un espacio Tp
por ser métrico.

En general, recuérdese que para una funcion continua y suprayectiva entre dos
espacios topolégicos, p : X — Y, decimos que p es una funcion cociente (o una
identificacion) si y sélo si:

TZ:{UEZZp_l(U)ETy},

en este contexto se dice que Z es un espacio cociente.
Una propiedad bésica de los espacios y funciones cociente y que nos garantiza
la continuidad de ciertas funciones es la siguiente:

Teorema 1.26. Sean (X', 7x),(Y,7v),(Z,7z) espacios topoldgicos y f : X' — Y
funcion cociente. Sea g:Y — Z funcion, entonces g es continua si y solo si go f
es continua.

x' Lz

| A

Y

La demostracion del teorema 1.26 se puede encontrar en [Dugundji, Teorema
3.1, p. 123].

El siguiente corolario es un caso particular del teorema 1.26 aplicado al espacio
cociente del cono topolégico, K(X).

Corolario 1.27. Sean X espacio topologico y f: X x[0,1] — X x[0,1] funcidn
continua. Entonces si la funcion F : K(X) — K(X) es tal que Fop=po f donde
p es la funcidn cociente para el cono topolégico de X, p: X x[0,1] — K(X),
entonces F' es continua.

X % [0,1] == X x [0,1]

/| |+

K(X) K(X)

F
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Demostracion. Para aplicar el teorema 1.26, hagamos X' = X x [0,1],Y = Z =
K(X). Por hipétesis F'op=po f es continua (pues f y p son ambas continuas),
como p es funcion cociente, se sigue que F' es continua del teorema 1.26. []
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Capitulo 2

Resultados preliminares

A lo largo de este capitulo se abordardn las primeros resultados concernientes
a las condiciones cadticas;

1) completamente expansivo por continuos,

2) débil completamente expansivo por continuos,

3

(1)
(2)
(3) mezclante
(4) débilmente mezclante.

Nos concentraremos en dar equivalencias de ser mezclante y débilmente mez-
calnte que incluyan nociones de la métrica Hausdorff.

Se mostrara el teorema cuyo resultado establezca la cadena de implicaciones
(1) = (2) = (3) = (4).

Daremos ciertas hipdtesis para las cuales, en un continuo, (3) y (4) son equi-
valentes, dichas condiciones se recuperaran en los resultados y ejemplos de los
capitulos 3 y 5.

Proposicién 2.1. Sea X un espacio topoldgico y f: X — X un mapeo mezclan-
te, entonces f es débilmente mezclante.

Demostracion. Sean Uy, Vi, Us, Vs abiertos no vacios de X, como f es mezclante se
sigue que para cada i = 1,2 existe n; € N tal que f*(U;)nV; # 0 si k > n;. Haciendo
n = max{ny,ny} tenemos que f*(U;)nVy # 0y f*(Uy) nVy # 0. Esto prueba que
f es débilmente mezclante. []

Proposicion 2.2. Un mapeo f : X — X es mezclante si y solo si para todo
abierto no vacio U € X, lim,,,o dg(f*(U),X) = 0.
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Demostracion. =] Primero supongamos que f es mezclante, sea U € X abierto
no vacio y € > 0. Puesto que X es métrico compacto, es totalmente acotado, asi
bien existen n € Ny zy,...,x, € X tales que X = U7 Bz ().

Tenemos por hipétesis que para cada i € {1,...,n} existe k; € N tal que si
k> ki, f*(U)n Bs(x;) # 0, asi bien con K = méx{ki,...,k,} se tiene que para
todade{l,...,n}y k2K, f*(U)n Bz(z;) # 0.

Se afirma que dy (f*(U), X) < e para todo k > K, en efecto si k > K, sea x € X
luego @ € Bs(x;) para algin i € {1,...,n} y entonces d(z,z;) < §, por otro lado
existe z € f¥(U) n Bz (z;) por lo cual d(z,2;) < § a su vez se sigue que d(z,2) <e
con z € f*(U), por tanto z € N.(f*(U)) o bien X ¢ N.(f*(U)), lo cual prueba
dg(f*(U),X) < ey que a su vez concluye que lim,, ., dg(f*(U),X) = 0.

<—] Reciporcamente supongamos que para todo abierto no vacio A ¢ X,

lim dy (f"(A),X)=0.
Sean U,V c X abiertos no vacios de X, como en particular se tiene que
lim dy (f"(U),X)=0

se sigue del corlario 1.7 que existe K € N tal que para todo k> K, f*(U)nV = ().
Lo cual prueba que f es mezclante. [

Proposicion 2.3. St f : X — X es un mapeo débil completamente expansivo
por continuos, entonces para cada U abierto no vacio de X existe un subcontinuo

CeFE(X,f) tal que C cU.

Demostracion. Sean u € U y £ >0 tales que B.(u) € U. Como {u} € C'(X) existe
Z e E(X,f) tal que dy({u},Z) <e, y entonces Z ¢ N.({u}) = Bo(u) cU. O

Proposicion 2.4. Si f: X — X es un mapeo débil completamente expansivo
por continuos, entonces f es mezclante.

Demostracion. Usemos la caracterizacion probada en la proposicion 2.2.

Sea U abierto no vacio de X, de la proposicién 2.3 existe Z € E(X, f) tal que
Z < U. Sabemos que lim,,_,., dg(f"(Z),X) =0 ya que Z € E(X, f), y ademés
dy(f™(U),X) <dg(f*(Z),X) para todo u € N pues f*(Z) ¢ f*(U) para todo
n € N, de esto concluimos que

0< lim dy (f*(U). X) < lim dys(f*(Z), X) = 0.
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Por tanto lim,,—.c dg(f"(U), X) =0 lo cual prueba el resultado. [

Lema 2.5. Sean X un continuo y € > 0. Supongamos que U es una cubierta
abierta de X y A< X son tales que para todo U €U se cumplen que; UnA#( y
diam(U) < e. Entonces dg(A,X) <e.

Demostracion. Basta probar que X € N.(A). Sea z € X, entonces por hipétesis
existe U € U tal que x € U. También por hipdtesis existe a € UnA. Como diam(U) <
ey x,a € U, se sigue que d(a,z) < &, usando el hecho que a € A concluimos que
x € N.(A). Lo cual prueba que X ¢ N.(A) y por ende dy(A,X)<e. O

Proposicion 2.6. Sea f: X — X un mapeo en un continuo. Entonces f es débil-
mente mezclante st y solo si para todo abierto no vacio U € X existe una sucesion
estrictamente creciente de naturales {ny}5>, tal que limy_o dg (f™(U),X) = 0.

Demostracion. =] Supongamos primero que f es débilmente mezclante. Sea
U abierto no vacio de X. Como X es compacto, para cada i € N existe U; una
cubierta abierta finita de X tales que si V' € U;, diam(V) < % En efecto para

construir dicha cubierta finita, dado i € N, consideramos la cubierta abierta de
X, {B;Z_ (z) 2z eX } la cual satisface tener como elementos abiertos de X con
didmetro a lo més % y por ende menor que % Entonces al ser X un espacio
compacto,{B L (z) : x € X } contiene una subcubierta finita cuyos elementos tienen

diametro menor que % Ahora, construimos por recursién una sucesién de niimeros
positivos estrictamente creciente {ny, : k € N} tales que dy (f™(U),X) < 1.

Para k =1, consideremos la cubierta abierta finita U, ésta ultima consiste en
una cantidad finita, a saber |If;|, de abiertos no vacios. Como f es débilmente
mezclante, de la proposicién 1.24 (c¢) sabemos que [ es |Uj|- transitiva y por
tanto existe ny € N tal que fm(U)nV # () para todo V € U;. Puesto que los
abiertos de la cubierta U; tienen didmetro menor que 1, del lema 2.5 se sigue que
du(f(U), X) < 1.

Supongamos que tenemos construidos, para cierto natural k € N, los niimeros
1<ny <...<ny tales que dy(f™(U),X) <2 para todo 1 <i < k.

Nuevamente de la proposiciéon 1.24 (c), para la subcubierta finita Uy, 1, existe
Ngs1 > Ny tal que ff1(U) NV # () para todo V € Uy, Del lema 2.5 se sigue que
du(f1(U),X) < ﬁ
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Por tanto se construyé una sucesién de nimeros positivos estrictamente cre-
ciente {ny : k € N} tales que dy (f™(U), X) < 1, lo cual muestra que

Jim_dy (f(U), X) =0,

<] Reciprocamente supongamos que para todo abierto no vacio U € X existe
una sucesion estrictamente creciente de naturales {n;}s>, tal que

lim iy (f"(U), X) = 0.

Sean Uy, Us, V4, Va abiertos no vacios de X. Por hipétesis existe sucesién {n}52,
tal que limy_ o dg(f™(U1),X) = 0 y por el corolario 1.7 existe K € N tal que
frx(Uy) nUsy # (. Entonces si hacemos W = Uy n f~7x (Uy) se sigue que éste es un
abierto no vacio de X, nuevamente aplicando la hipétesis existe sucesion {my}52,
tal que limy_,oo dy (f™ (W), X) =0, como f es suprayectiva sabemos que f=x(13)
es un abierto no vacio, por el corolario 1.7 existen kq, ko € N tales que

FrW)aVi#l s g2k

FrHWYn fm(Vo) #0 sij > ko.

Haciendo S = méx{ky, ko} tenemos fms(W)nVy =0y frs(W)n fx (V) 0, se
afirma que f™s(Uy)nVy 0y fms(Uy)nVa % 0 lo cual terminarfa la demostracion.
En efecto, por un lado como W ¢ U; entonces

B+ f7s(W)n Vi fms (U)W,

por otro lado W ¢ f=x (Uy) y entonces fs (W) c fms(fx(Us)) € fx(fms(Us))
por lo que

0= freW)n fre(Va) c fre(fms(Ua)) n fe(Va) = f(f0 (U2) 0 Va)

lo cual necesariamente implica fms(Us) nVo 0. O

Nuestro siguiente objetivo ahora es mostrar que para un continuo X no de-
generado, el hiperespacio de los subcontinuos no degenerados es denso en C'(X).
Para ello necesitamos introducir el concepto de arco ordenado:

Definicién 2.1. Sea X un continuo y A, B € C(X) tales que A& B. Una funcion
continua o : [0,1] — C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si a(0) = A,
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a(l) =B y a(s) & a(t) siempre que 0 <s<t <1

La existencia de los arcos ordenados da como consecuencia el resultado de que
el hiperespacio C'(X) es conexo por arcos para cualquier continuo X. Sin embargo
la demostracion de la existencia de los arcos ordenados escapa a los propdsitos de
este trabajo, nos limitaremos a enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.7. Dados A, B € C(X) con A% B, existe un arco ordenado de A a B
en C(X).

La demostracién del teorema 2.7 se puede ver con detalle en [Illanes, Teorema
6.10, p. 90].

Proposicién 2.8. Todo f : X — X mapeo (en un continuo) completamente
expansivo por continuos es débil completamente expansivo por continuos.

Demostracion. Sea X un continuoy f: X — X mapeo completamente expansivo
por continuos. Definamos

C*(X):={CeC(X):C es no degenerado }
y recuérdese que
(X, ) = {Y €C(X) s Tim_du(f"(V), X) =0},

Nuestra hipdtesis se traduce entonces en que C* € E(X, f).

Queremos mostrar que E(X, f) es denso en C'(X), si X = {x} es un continuo
degenerado, E(X, f) = {X} = C(X) es un denso. Supongamos entonces que X
no es degenerado. Para mostrar que E(X, f) es denso en C'(X), basta demostrar
que C* es denso en C(X).

Sea A e C(X) y e >0, queremos mostrar que existe B € C* tal que dy(B, A) <
e. Hay dos casos: el primero, si A € C*, entonces dy(A, A) < ¢ y asi hacemos
B = A; el segundo, si A = {a} es un subcontinuo degenerado, se sigue que A ¢ X y
por el teorema 2.7 existe a : [0,1] — C'(X) un arco ordenado de A a X en C(X).
De la continuidad de « en 0, existe § > 0 tal que dg(a(s), A) = dy(a(s),a(0)) <e
si |s| < d. Definiendo entonces B = « (g) tenemos que dy(B,A) <&y como g >0,
A=0a(0) & a (g) = B, por lo que B es un subcontinuo no degenerado de X, o
bien, B € C*.

Concluimos que C* es denso en C'(X) lo cual a su vez implica que E(X, f)
también es denso en dicho hiperespacio. Esto muestra que f es débil completa-
mente expansivo por continuos. [
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Ya podemos resumir nuestros tltimas proposiciones en el siguiente teorema,
que como habiamos anticipado, describe una jerarquia entre las condiciones que
este trabajo quiere estudiar: completamente expansiva por continuos, débil com-
pletamente expansiva por continuos, mezclante y débilmente mezclante:

Teorema 2.9. Sea f : X — X un mapeo en un continuo y consideremos las
siguientes condiciones caoticas:

(1) f es completamente expansiva por continuos,
(2) f es débil completamente expansiva por continuos,
(3) f es mezclante y

(4) [ es débilmente mezclante.
Entonces (1) = (2) = (3) = (4).

Demostracion. (1) = (2) es la proposicién 2.8, (2) = (3) es la proposicién
2.4y (3) = (4) la proposicién 2.1. [J

Lema 2.10. Sean que S ¢ X y f: X — X mapeo tales que existe {nj}2,
sucesion estrictamente creciente tales que:

(1) Mmp dir(f7(S), X) =0,
(2) existe m €N tal que S ¢ fm(S).
Entonces lim,, e dg (f"(5), X) = 0.

Demostracion. Sea m € N como en la hipdtesis (2). Sea e > 0, por el lema 1.8 para
cada j € {0,...,m—1} existe §; >0 tal que si ) # A, B ¢ X cumplen dy (A, B) <,
entonces dy (f7(A), f1(B)) < g, asi bien con ¢ := min{dy, ..., d,-1} > 0 se tiene que
sif) +# Ac X cumple dy(A, X) <6 entonces dy (f7(A), X) =dg(fi(A), fI(X))<e
para todo j € {0,...,m—1}.

Puesto que limy_, o dy (f™(5), X) =0, existe a € N tal que dy (f™(S),X) <.

De la hipétesis (2), S ¢ f™(.S) entonces se sigue que fr«(S) c fra*m(S) y mas
general se puede probar por induccién que si k € w entonces f«(S) c fratkm(S)
en efecto para k = 0,1 el resultado es claro por la hipdtesis y si fme(S) c frathkm(g)
para algin ke N

- fna+m(5) c fna+km+m(5) — fna+(k+1)m(5)
- f"o‘(S) c fna+m(5) c fna+(k+1)m(s)
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por lo que la induccion es valida.

De estas series de contenciones y del hecho que dy(fm=(S),X) < § se sigue
que para todo k € w, dg(fme+*m(S),X) < 4, que a su vez implica que para todo
kewyje{0,....m-1}, dy(fre+hm+i(S), X) <e.

Por tltimo notemos que si n > n, entonces aplicando el algoritmo de la di-
visién existen k € wy j € {0,...,m — 1} tales que n —n, = km + j y por tanto

dy(fr(S), X) =dy(frethm+i(S), X) < e lo cual prueba
L]

Lema 2.11. Supongase que f : X — X es débilmente mezclante y existe una
coleccion de abiertos no vacios {Uy }aeq tal que:

(1) Para cada o €Y existe n, € N tal que U, € fre(U,),

(2) Para cada abierto no vacio U ¢ X ezisten o € Q y m, € w tales que U, <

fre(U).
Entonces f es mezclante.

Demostracion. Primero notemos que al ser f débilmente mezclante entonces por
la proposicién 2.6, la hipdtesis (1) y el lema 2.10 se sigue que para todo « €
Q, lim,, . dg(f"(U,), X) =0.

Ahora bien consideremos V' ¢ X abierto no vacio, de la hipétesis (2) existen
a €y mg €w tales que U, € fme(V). De lo anterior se deduce que f*(U,) <
fmatn(V) y por ende 0 < dy(fmet(V),X) < dy(f*(U,),X) para todo n € w.
Por tanto lim,, e dy (f™(V),X) = lim, e dg(fme*(V),X) = 0, lo que prueba

que f es mezclante por la proposiciéon 2.2. [

Proposicion 2.12. Sean f: X — X yg:Y — Y mapeos y sea el mapeo
F:XxY — X xY definido como F(z,y) = (f(z),9(y)). Entonces f y g son

mezclantes st y solo si F' es mezclante.

Demostracion. =] Supongamos primero que f y g son mapeos mezclantes, sean
U,V ¢ X xY abiertos no vacios, entonces existen Uy, Vy abiertos no vacios de X
y Uy, Vy abiertos no vacios de Y tales que Ux xUy € U y Vx xVy € V. Por nuestro
supuesto existen Ny, Ny € N tales que f"(Ux)nVx #0sin> Ny y ¢g"(Uy)nVy 0
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si n > Ns, asi bien tomando N = max{N;, No} tenemos que si n > N entonces

0 (f"(Ux)nVx)x(g"(Uy) nVy) = (f"(Ux) x g"(Uy)) n (Vx x Vy)
=Fn(UXXUy)ﬁ(VXXVy)EFn(U)ﬂV

Por lo que F' es mezclante.

<] Reciprocamente para probar la suficiencia, supongamos por contrapuesta
que f o g alguno no es mezclante, sin pérdida de generalidad supongamos que f
no es mezclante (el otro caso tiene un razonamiento totalmente andlogo), asi bien
existen U, V abiertos no vacios de X de tal forma que para todo n € N existe k,, > n
tal que f*(U)nV ={. De lo anterior se sigue que U x Y,V x Y son abiertos no
vacios de X x Y tal que para todo n e N

FR(UxY)n (VxY) = (f(U) x g (V) n (V x V)
= (f(U) V) x (g™ (Y) N Y)
= (" (U) A V) < (Y 0 Y) = (f(U) V) Y =0,

por lo que F' no es mezclante. [

Proposicion 2.13. Sean mapeos f : X — X mezclante y g: Y — Y débilmente
mezclante, entonces el mapeo F : X xY — X xY definido como F(x,y) =
(f(z),9(y)) es débilmente mezclante.

Demostracion. Sean Uy, Vi, Uy, Vs abiertos no vacios de X xY, luego existen U; x, V; x
abiertos no vacios de X y U, y,V;y abiertos de Y con ¢ = 1,2 tales que U; x xU, y €
Uiy VixxV,y cV;parat = 1,2. Puesto que f es mezclante, para cada 7 = 1,2 exis-
ten NN; € N tal que si n > N;, luego f*(U; x) nVix # 0 elijamos N = méx{ Ny, Na}.

Como ¢ es débilmente mezclante entonces por 1.24 existe m > N tal que para
cualquier ¢ = 1,2, se tiene ¢™(U; y)nV;y # (. Entonces para esta elecciéon de m € N
se tiene que para cualquier ¢ = 1,2;m > N; y por tanto

FrU)nVi2 F™"(Uix xUiy)n (Vix xViy) = (f"(Uix) x g™ (Uiy))n (Vix x Viy)
= (fm(Ui,X) N (Vi,X) X (gm(Ui,Y) N Vi,Y) % ().
Por tanto F' es débilmente mezclante. O

Proposicion 2.14. Si f: X — X es un mapeo mezclante en un continuo y H :=
{Y eC(X) :int(Y) # 0} es denso en C(X), entonces f es débil completamente
eTpansivo por continuos.
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Demostracion. Notese quesiY € H:={Y e C(X) :int(Y) # ()} entonces como f es
mezclante y por 2.2 se tiene que lim,,_, o, dg (f"(int(Y)), X) =0y como int(Y) €Y
entonces 1im,, ., dy (f"(Y), X) = 0 lo cual significa que Y € E(X, f) y por ende
H c E(X, f), por hipétesis como H es denso en C(X) se sigue que E(X, f) es
denso lo cual significa que f es débil completamente expansivo por continuos. [
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Capitulo 3

Continuos localmente conexos

A continuacién presentamos los resultados més generales para continuos lo-
calmente conexos, igual llamados continuos de Peano. Se veran qué condiciones
extras en estos continuos nos otorgan mas equivalencias para las condiciones cadti-
cas expuestas, llegando asi a que en una grafica las cuatros condiciones cadticas
son todas equivalentes. Por ultimo se introducira el concepto de dendrita, un
continuo localmente conexo sin circunferencias, y se daran contraejemplos para
aquellas equivalencias que en general no son ciertas.

3.1. Resultados generales en continuos localmen-

te conexos
Proposicion 3.1. Sea X un continuo localmente conexo, entonces el conjunto
H:={YeC(X):int(Y) =0}
es denso en C(X).

Demostracion. Sea A e C(X) y e>0. Sea a € A, como X es localmente conexo
existe U abierto conexo de X tal que a € U ¢ Bg (a), se sigue que U es conexo
yaeUcUEcB:¢c B.(a). Definase Y = Au U, como este conjunto es unién de
cerrados en X, entonces es cerrado y por tanto compacto (ademés de ser no vacio),
al ser unién de conexos cuya interseccién no es vacia (pues a € AnU) resulta ser
también conexo, por ende Y € C'(X), por ultimo nétese que U €Y y como U es
abierto no vacio se sigue que int(Y') # () y por tanto Y € H.
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Por otro lado nétese que ACY ¢ N.(Y)yY = AuU € AuB.(a) ¢ N.(A) por
lo cual dy(A,Y) <e. Esto prueba que H es denso en C(X). [

Teorema 3.2. Si f: X — X es un mapeo mezclante en un continuo localmente
conezxo, entonces f es débil completamente expansivo por continuos.

Demostracion. Se sigue inmediatamente de las proposiciones 3.1 y 2.14. [

Como veremos mas adelante en los ejemplos de las dendritas Dy y D, en
general, en los continuos localmente conexos NO tenemos las implicaciones:

Débilmente mezclante == Mezclante y

Débil completamente expansiva = Completamente expansiva por continuos.

por continuos

Veremos a que si ademéas pedimos que el continuo tenga arcos libres, podremos
tener la equivalencia: Débilmente mezclante <= Mezclante.

3.2. Continuos localmente conexos con arcos li-

bres. Graficas.

Definicién 3.1. En un espacio topologico X, diremos que A< X es un arco libre
de X si existe un homeomorfismo h:[a,b] — A y h((a,b)) = A—{h(a),h(b)} es

un abierto de X.

De la definicién, puesto que A es homeomorfo al arco [a,b], cominmente es-
cribiremos [a,b] € X es un arco libre, es decir, por simplicidad omitiremos el
homemorfismo h y asi cuando escribamos x € [a,b] nos referiremos al elemento
del espacio X que se obtiene bajo el homeomorfismo h en x.

Una observacion sencilla es que todo subarco [c¢,d] de un arco libre [a,b]
también es un arco libre ya que (¢, d) es abierto en (a,b) que a su vez es abierto
en X, lo cual implica que (¢,d) es abierto en X.

Lema 3.3. Sea X un espacio Ty y [a,b] € X wun arco libre, supongamos que
a <z <y <y <y <b, entonces para todo conexo C ¢ X tal que (a,x1)nC 0 y
(y1,22) nC %0 se cumple que (z1,31) €C o (2,y2) € C.
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Figura 3.1: Espacios con arcos libres: el espacio 1) representa un arco libre que
desconecta al espacio, mientras que en el espacio 2) el arco libre no lo desconecta.

Demostracion. Supongamos para llegar a una contradiccion que (z1,y1) € C'y
(z2,y2) ¢ C, luego consideremos p € (x1,y1) = C'y q € (x2,y2) - C.

Nétese que a < 1 < p < y; < g < ¢ < y2 < b por tanto (p,q) forma un
intervalo abierto y por ende [p, ¢] es otro arco libre, debido a que p, ¢ ¢ C entonces
CcX-{p,q} = (p,q) v (X ~[p,q]) pero (p,q) y X - [p,q] son abiertos ajenos
(pues [p, q] es un cerrado en X por ser un compacto en un 73) y como C' es conexo
entonces necesariamente ocurre C' ¢ (p,q) o C' € X - [p,q].

En el primer caso si C' <€ (p,q) considerando a < x; < p < ¢ obtenemos que
(a,z1)nC ¢ (a,71) N (p,q) = 0 contradiciendo nuestra hipdtesis (a,z1) N C # 0.

En el segundo caso si C' € X—[p, ¢] se sigue que Cn(p, q) € (X-[p,q])n(p,q) =0
y haciendo notar el hecho de que p < y; < 23 < ¢ implica (y;,z2) € (p,q) entonces
(y1,22) nC € (p,q) N C = contrario a la hipStesis (y1,x2) N C # ().

Por tanto necesariamente ocurre (z1,y;) €C o (z2,y2) €C. O

Lema 3.4. Supongase que X es un continuo , f: X — X un mapeo débilmente
mezclante y [a,b] € X un arco libre. Entonces existen a < 11 <y; < xa <y2 <b y

m,n €N tales que (v1,y1) € f*((71,91)) v (22,92) € f™((72,32)).
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a+b

Demostracion. Consideremos a < wy < 21 < Wg < 29 < y consideremos los inter-

valos (a,w), (wy,21), (21, ws), (w1, 21), entonces para estos dos pares de intervalos
abiertos, por ser f débilmente mezclante, existe p € N tal que

(a,wy) N fP((wy,21)) #0
(z1,we) N fP((wy, 21)) #0

como f es continua y (wi,21) es conexo, entonces fP((wi,21)) es conexo, por
tanto por el lema 3.3 sabemos que ocurre alguna de las siguientes contenciones:
(wi,2z1) € fP((wy,21)) o (we,22) € fP((wy, 21)). De manera andloga para los in-
tervalos abiertos (a,wy), (wa, 22), (21, ws), (we, 22) existe g € N tal que

(a,wi) n f((wg,22)) #0
(z1,w2) N f4((wa, 22)) #

y concluirfamos nuevamente por el lema 3.3 que ocurre: (wy,21) € f4((we,22)) 0
(wg, z2) € f4((wa, 22)). Asi bien tenemos cuatro casos posibles:

1) (wi,21) € fP((w1,21)) y (wi, 21) € f9((w2, 22)),
) € fP((wr,21)) y (w2, 22) € f1((w2, 22)),
3) (w2, 22) € fP((w1,21)) ¥ (wi,21) € f4((w2, 22)),
) € fP((w,21)) y (w2, 22) € f1((w2, 22)).

Nétese que (3) implica que (w1, 21) € fI((w2, 22)) € fI(fP((w1, 21))) = fPr9((w1,21))
y (w2,22) € fP((w1,21)) € fP(f9((w2,22))) = fP*4((w1,21)), por tanto en cual-
quiera de los cuatro casos podemos elegir i € {1,2} tal que (w;, z;) € f*((w;, 2:))

(
(2) (w1, 2
(
(

4) (wg, Z9

para algin n € N, asi bien definamos x; = w; y y1 = 2; para obtener que existen
a+b

a<x <y <% yneN tales que (z1,y1) € f*((z1,y1)).

Ahora si con51deramos “T”’ <wj < 21 <why <z < by repitiendo la técnica

anterior podemos concluir de igual manera que para algun ¢ € {1,2} y algin

I

m € N se tiene (wl,z!) ¢ fm((w},2!)), por lo que haciendo zy = w! y y» = 2]

z’z

concluimos que existen 3 < ¥y <yo <by m €N tales que (z2,y2) < fm((xg, Y2)). Y
asi a < x1 <y; <xy <y <by m,neN son los que buscdbamos. [J

Teorema 3.5. Supongase que X es un continuo localmente conexo con un arco
libre [a,b] ¢ X, si f : X — X un mapeo débilmente mezclante entonces f es
mezclante.
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Demostracion. Por el lema 3.4 sean a < x1 <y, < x3 <ys <by m,n €N tales que
(z1,51) € f((21,91)) ¥ (22,92) € f((22,92))-

Se probard que para la familia de abiertos {(x1,91), (x2,92)}, si U es abierto
no vacio de X entonces existe i € {1,2} y k € N tal que (z;,;) € f*(U). En efecto,
sea U abierto no vacio de X, y sea u € U, luego existe V' abierto conexo de X tal
que u € V c U, luego V es abierto conexo no vacio. Por ser f débilmente mezclante
sabemos que existe k € N tal que (0,21) n f5(V) =0y (yi,22) n f5(V) # 0 como
V es conexo y f es continua se sigue que f*(V') es conexo y por el lema 3.3 se
sigue que (x1,11) € fF(V) c fR¥(U) o (z2,y2) € fH(V) < f*(U) lo cual querfamos
demostrar.

Lo que se mostré es que {(z1,y1), (2,y2)} es familia de abiertos no vacios de
X tales que:

a) (z1,91) € f"((w1,21)) ¥ (w2,92) € f™((22,92)),

b) para cada abierto no vacio U de X, existen i = {1,2} y k € N tales que
(2i,9:) € fH(U).

Entonces usando el lema 2.11 se sigue que f es mezclante. [

Las técnicas de demostracion utilizadas en los lemas 3.3, 3.4 y el teorema 3.5
se veran de nuevo en el capitulo 5, la razén, estas técnicas se pueden utilizar en
las gréficas (en el capitulo 5 abordaremos ciertos continuos que guardan cierta
similitud a las graficas puesto que nos basamos de éstas para su definicién).

Definicién 3.2. Una grdfica G, es una union conexa y finita de arcos tales que
cada uno de ellos se intersecta en un numero finito de puntos.

Una gréafica resulta ser un continuo localmente conexo, de la definicién es
inmediato que siempre contienen arcos libres. Véase [Nadler, Proposicién 9.4, p.
142]. Entre los ejemplos de gréficas estan el arco, S!, el triodo simple (véase figura
3.2).

El siguiente teorema muestra la equivalencia de nuestra condiciones cadticas
de interés para la clase de las gréficas.

Teorema 3.6. Sea f:G — G un mapeo en una grdfica. Entonces las siguientes
son equivalentes para f :

(1) f es completamente expansivo por continuos

(2) [ es débil completamente expansivo por continuos
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(3) [ es mezclante
(4) f es débilmente mezclante

Demostracion. (1) = (2) = (3) = (4) es exactamente el teorema 2.9. Por otro
lado como G es una gréafica, entonces es un continuo localmente conexo el cual
contiene un arco libre entonces (4) = (3) = (2) se sigue de los teoremas 3.2 y
3.5.

Para acabar con las equivalencias mostremos (2) = (1), esto se sigue del hecho
de que todo subcontinuo no degenerado de Y € C'(G) tiene interior no vacio (pues
siempre contiene un intervalo abierto, mas ain todo subcontinuo de una grafica es
a su vez otra grafica, véase [Nadler, Corolario 9.10.1, p. 145]). Asi bien, suponiendo
que f débil completamente expansiva por continuos, entonces f es mezclante por
el teorema 2.9, por la técnica utilizada en la proposicién 2.14 y como int(Y) # (),
se sigue que lim,,_.. dg(f*(Y),X) =0, lo cual prueba (4). O

Figura 3.2: El triodo simple.
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3.3. La dendrita D,. Un mapeo débil completa-
mente expansivo por continuos y no com-

pletamente expansivo por continuos

Una dendrita se define como un continuo localmente conexo que no contiene
como subcontinuos una circunferencia, es decir, no contiene copias homeomorfas
del continuo S'.

Consideremos Xy := {(z,y) € R?||z| + |2y| < 1} (véase figura 3.3), claramente
éste es un subconitnuo de R? (de hecho es homeomorfo al continuo [0,1]?). Defi-
namos los siguientes homeomorfismos en R?, para i = 1,2, 3,4 sean h; : R? — R?
como siguen: para todo (z,y) € R?:

ey) = (-0 3+ D).
() = (36 + 1. 50),
hs(2,y) = (iy,—i(%l)),

1 1
ha(z,y) = (—5(56 +1), —§y) :
obsérvese que hy = —hg y hy = —hy. Para X ¢ R? definase
-X = {(—ZL’, _y) eR? |(l’y) € X}a

entonces es facil notar que si A, B ¢ R? entonces hi(A) = —h3(A), ha(A)
—ha(A), h3(A) = -h1(A) y ha(A) = —ha(A), y -(AnB) =-An-B.

Proposicién 3.7. Para todo i,j € {1,2,3,4} sii# j entonces h;(Xo) nh;(Xo)

{(0,0)}.

Demostracion. Sean i,j € {1,2,3,4} con i # j. Primero notemos que (-1,0) € X,
y hi(-1,0) = (0,0) = h;(-1,0), por ello basta tnicamente probar que h;(Xy) N
h;(Xo) €{(0,0)}. Lo demostraremos realizando las 6 distintas combinaciones:
a) Sii=1y j=2,sean (p,q),(x,y) € Xo y supongamos que hy(p,q) = ha(z,y),
entonces
1 1 1 1
g = Dl=(= 1). =
( LA )) (2(x+ )s 2@/)
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Figura 3.3: El continuo Xj.

de lo cual se sigue que
{ ~3q=3(x+1)

Hp+1) =3y,

=>{ q:;2—4(1’+1)=—2(x+1)
p=5y—-1=2y-1

Asi (p,q) = (2y—1,-2(x + 1)) y como (p,q),(z,y) € Xy se sigue que:

{val+l2yl <1
2y -1+ |-4(z+1)| = pl +[2¢] <1,

y en particular tenemos que

-+ 2y <1
1-2y+4(x+1) <1,
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2y <z+1
4(x+1) <2y,

= 4(z+1)<2y<x+1,
= 3(x+1) <0,
= x+1<0,
== 1< -1

Por tanto tenemos que z < -1, de lo cual se sigue que |z| > 1. Del hecho que
|z| + |2y| < 1 concluimos que (x,y) = (-1,0) y por tanto

(p:q) = (2y-1,-2(z +1)) = (-1,0).

Por ello hi(p,q) = ha(z,y) = (0,0), lo cual muestra que hy(Xo) N hao(Xo) <
{(0,0)}.

Sii=1yj=3,sean (p,q),(x,y) € Xy y supongamos que hy(p,q) = hz(z,y),

entonces
1 1 1 1
-——q, — D)=|-vy,—— 1
(<32 30+ D) =(F5--@+ 1),

ip+1)=-5(z+1),

Ay
{ ey
=—3(z+1)-1=-2-2,

Entonces (p,q) = (-(x +2),-y) y como (p,q), (x,y) € Xy se sigue que

|| +[2y] <1
|z + 2|+ 2y <1,

en particular « € [-1,1] y de lo cual x +2 € [1,3] por lo que |z +2|> 1y del
hecho |z + 2|+ |[2y| < 1 concluimos que z+2 =1y y =0, o bien (z,y) = (-1,0),
también se deduce que

(p,q) = (-(z +2),-y) = (-1,0).

Entonces hi(p,q) = hs(x,y) = (0,0), lo cual muestra que hy(Xg) n hz(Xo) €

{(0,0)}.
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c) Sii=1y j=4,sean (p,q),(x,y) € Xo y supongamos que hi(p,q) = hy(z,y),

entonces
1 1 1 1
_Z4 = V=== 1). ==
( 4cz,4(p+ )) ( 2(fc+ ); Qy)

— { “1g=—j(a+1)
Z(p+ 1) = _§y7

:{ q::—;:(a:+1):2(a7+1)

Ast (p,q) = (-2y - 1,2(z + 1)) y como (p,q), (z,y) € X, se sigue que

|| + [2y] <1
|-2y+1]+]4(x+1)|] <1,

este sistema es el mismo del inciso a) y por lo probado en éste, (z,y) = (-1,0)

y
(pg) = (=2y-1,2(z+1)) = (-1,0)

por ello hi(p,q) = ha(x,y) = (0,0), lo cual muestra que hy(Xo) N hy(Xo) €
{(0,0)}.

d) Sii=27yj=3,

ha(Xo)nh3(Xo) = —ha(Xo)n=h1(Xo) = = (hi(Xo)nha(Xo)) € ={(0,0)} = {(0,0)}.

e) Sii=2y j=4,sean (p,q),(z,y) € Xo y supongamos que ha(p,q) = hy(z,y),

entonces
1 1 1 1
—(p+1),=qgl=—=(z+1),—=
(2(17 )s 261) ( 2(96 ) 2?;),

=

— 2 -l = —p—
:{p—_22(x+1) l=-2-2
q=2%y=-y.

p+1)=-3(z+1)
q=-3Y

NI D=

Ast (p,q) = (=(z +2),-y) y como (p,q), (x,y) € Xy se sigue que

] + 24 <1
= (@+2)[+[-2] <1,
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este sistema es el mismo del inciso b) y por lo probado en éste, (z,y) = (-1,0)
por ello

(p.q) = (-(z+2),-y) = (-1,0)
y ast ha(p,q) = ha(z,y) = (0,0), lo cual muestra que hs(Xo)nhy(Xo) € {(0,0)}.

f) Sii=37yj=4,

hs(Xo)nha(Xo) = —h1(Xo)n—ha(Xo) = —(h1(Xo)nha(Xo)) € —{(0,0)} = {(0,0)}.

Por tanto, en cualquier caso deducimos que h;(Xo) nh;(Xo) = {(0,0)}. O
Para un subconjuto X € R? no vacio y acotado, definimos
didm(X) = sup{|jx —y|| : =,y e X}.

De la definicién es claro que si A € B € R? son subconjuntos no vacios con B
acotado, entonces A es acotado y ademés didm(A) < didm(B).

Proposicién 3.8. 1. diam(X,) = 2.

2. Si AcSR? es subconjunto acotado y no vacio, entonces

dnmmth))=dumuh¢A))=idmnxA)

deMﬂADszmMAADz%M@MA)
En particular didm(h;(A)) < $didm(A) siie{1,2,3,4}.

Demostracion. 1. Puesto que (-1,0),(1,0) € X, entonces 2 = ||(-1,0)-(1,0)]| <
didm(Xy). Para mostrar diam(Xy) < 2, sean (p,q),(x,y) € Xy entonces
Ip| +12q| < 1y || +|2y| < 1 y por tanto

lp— x|+ |g -yl <Ipl+ 2| +a| +|y| < (Ip| + 2q]) + (|z| + [2y]) < 2,

entonces

1. 0) - )l = V=202 + (q=1)2 <\/(Ip- 2] +|g - v])* = [p—|+]g-y| < 2

lo que muestra que didam(X) < 2, y finalmente didm(Xy) = 2.
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2. Claramente para todoi € {1,2,3,4} el conjunto h;(A) es no vacio, si (p, q), (x,y) €
A entonces

—}lq, i(p+ 1)) - (—iy, i(x + 1)) ‘ = ill(p, q) = ()l

s ) - o)l = |
Iate,0) = ka1 = (560 1 54) - (56 + 50| = 310 - Gl
Is(r.) - (el =||( 3. -3 0+ D) - (G370 + 1)

Iatp.0) = hate )l = | (-5 0+ 10.=30) - (-5 D39 | = 5100 - @

= 100 - )

las anteriores igualdades muestra que los conjuntos h;(A) estan acotados para
cada i € {1,2,3,4} pues A lo estd, y muestra que didm(h;(A)) = didm(hs(A)) =
1didm(A) y didm(ha(A)) = didm(ha(A4)) = 1didm(4). O

A continuacién definamos los siguientes conjuntos por recursién:

I) Tenemos construido Xo = {(z,y) € R? : |z| +|2y| < 1} y para todo n € w sea

4
Xons1 = J he(X,). (Véanse las figuras de la 3.4 a la 3.8).
k=1

4
IT) Definamos Ry := {(0,0)} y para todo m € N sea R, := (U hk(Rm)) UR,,.
k=1

Figura 3.4: El continuo Xj.
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Figura 3.5: El continuo Xj.

Figura 3.6: El continuo Xj.
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Figura 3.7: El continuo Xj.

Figura 3.8: El continuo Xj.

Proposicion 3.9. Para todo n € w se cumple que:
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a) Xpi1 € X,

b) [-1,1] x {0} € X,,,

¢) R, c X, para todo m €N,

d) sii,je{l,2,3,4} coni=*j entonces hi(X,)nh;(X,)={(0,0)},
e) X, es un continuo de R2.

f) sije{1,2,3,4} entonces hi(X,)—-{(0,0)} es abierto de X1, en particular es
abierto de X,,1-{(0,0)}.

Demostracion. a) La prueba la hacemos por induccién, primero veamos que hy(Xy) €
Xy para todo k € {1,2,3,4}. Sea (x,y) € Xy entonces observemos que por la
definicion de los homeomorfismos tenemos que

hi(z,y) = (—iy, i 1))

(ﬂf+1) y)

lo cual implica

1 1 1 1
— o] [ D < 5l 20l +2) = £ 201l 2al) +2-3lyl) < 143D <1
1 2 1 1
Zyl<= 1+2y)) == (2) = 1
S|+ Sy] < Gl 1o e =5 @)=,
1 2 1 1 1
| [5G D] < 3 ol + 24l +2) = 2 @l +1201) + 2= 3yl < S (4-3ly)) < 1

1 1
<5 (el 1+0) =5 () =1,

NE
2y
lo anterior muestra que hy(x,y),ha(z,y), hs(x,y), ha(z,y) € Xo. Por tanto
4

hi(Xo) € Xo si k€ {1,2,3,4} y por tanto X; = | hx(Xo) € Xo.
k=1

Ahora supongamos que para cierta n € w se cumple X, ;1 € X,,, entonces se
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sigue que hy(X,41) € hi(X,,) para todo k € {1,2,3,4} y entonces

4 4
Xn+2 = U hk(XrHl) c U hk(Xn) = Xn+17
k=1 k=1

lo que termina la demostracion por induccion.

b) Por induccién sobre n. Es facil notar que [-1,1] x {0} ¢ X,, supongamos que
[-1,1] x {0} ¢ X,, para cierta n € w, nétese que

[=1,1] {0} = ha([-1, 1] x {0}) U ha([-1,1] x {0})

y por tanto

[-1,1]x {0} < Uhk( x{0}) Uhk = X1,

lo que termina al induccién.

c¢) Se realizard doble induccién, primero probemos que si m € N entonces R, € X,
lo haremos por induccién sobre m. Claramente R, € X, supongamos ahora que
para cierta m € N se cumple que R,, € Xy, de este supuesto y por lo probado
en el inciso anterior se sigue que

4 4
Rm+1 = (U hk(Rm)) U Rm c (U hk(XQ)) UXO = X1 UX() = X(),
k=1 k=1

lo que termina esta induccién en el caso n = 0.

Supongamos que para cierta n € w se cumple que para todo m € N la conten-
ciéon R, € X,,. Por induccion sobre m mostraremos que también se cumple lo
anterior para n + 1. Por el inciso b) sabemos que Ry € {0} x [-1,1] € X1,
ahora supongamos que para cierta m e N se cumple que R,, € X, 1, puesto

que R,, ¢ X,, entonces U hi(R.,) € U hi(X,) = X,41 y por tanto
k=1

4
Rm+1 = (U hk(Rm)) U Rm c Xn+17
k=1

lo que prueba la propiedad para n, y esto demuestra este inciso.

d) Sii,j € {1,2,3,4} con i # j, puesto que hi(-1,0) = hy(-1,0) = h3(-1,0) =
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hy(-1,0) = (0,0) y del inciso b) sabemos que {0} x [-1,1] € X, entonces
(0,0) € hy(X,,) nh;j(X,), por otro lado del inciso a) se deriva que X, € Xy y
de la proposicién 3.7 entonces h;(X,) nh;(X,) € hi(Xo) nh;(Xo) = {(0,0)},
por tanto h;(X,) nh;(X,) = {(0,0)}.

La demostracion la hacemos por induccién sobre n. Ya mencionamos que X

es un continuo (de hecho homeomorfo a [0, 1]?), ahora supongamos que para

cierta n € w el conjunto X, es un continuo, queremos mostrar que X, ., es

compacto y conexo de R2, de la hipdtesis de induccién y del hecho de que

hi, ha, hs y hy son homeomorfismos se sigue que h;(X,,) es compacto y conexo

para todo i € {1,2,3,4}, luego X1 = Cj hi(X,) es compacto por ser unién
k=1

finita de éstos, y al ser uniéon de conexos cuya interseccion es no vacia pues
4

por el inciso d) sabemos que [ hx(X,) = {(0,0)}, concluimos que también es
k=1
conexo, por tanto X, es continuo, lo que termina la induccién.

4
De la definicién X1 = | hx(X,,) v del inciso d) se deriva que
k=1

hi(X) ~ {(0,0)} = Xy - U h(X,)

4

y como | J hg(X,) es un cerrado (por ser unién finita de cerrados, pues cada
k=1
k+i
hi.(X,,) es de hecho un subcontinuo), concluimos que h;(X,,)-{(0,0)} es abierto
en X,,1, por ultimo nétese que h;(X,) - {(0,0)} ¢ X,..1 — {(0,0)}, lo cual
implica que también es abierto en este espacio.

Terminamos la demostracion de la proposicion. [

En un espacio topoldgico X, para x,y € X decimos que son separados por z € X

en X, si existen U, V' subconjuntos abiertos ajenos de X —{z} tales que X — {z} =

UuV yxelUyyeV. Claramente de la definicién para que dos elementos de un

espacio topoldgico estén separados necesariamente deben ser distintos; ademés si
z € X es un punto que separa a un par de puntos distintos, entonces necesariamente
el espacio X — {z} resulta disconexo.

Una observacion sencilla es que si Y es un subespacio de X y x,y € Y estan

separados por z € Y en X, esto es: existen U,V abiertos ajenos de X — {z} tales
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que X — {2z} =UuV yzeUyeV. Defintendo U'=UnY y V =V nY, se tiene
que Y —{z}=U'"uV' U nV'=0yxelU’ yeV' esto muestra que x y y estan
separados por z en Y.

Ejemplos sencillos, en [0, 1] cualesquiera dos puntos distintos estan separados
por un tercero, sin embargo en S!' ningin par de puntos distintos se puede sepa-
rar por un tercero, en efecto pues al quitar un elemento de S' el espacio no se
desconecta. La misma situaciéon ocurre en el continuo curva del topdlogo (véase
el capitulo 5) pues los elementos de la barra limite no pueden ser separados, lo
anterior tiene una razon cuya respuesta se encuentra en este teorema.

Teorema 3.10. Sea X un continuo. X es una dendrita si y solo si cualesquiera
par de elementos distintos de X se separan por un tercero.

El teorema 3.10 se puede hallar en [Herndndez, Teorema 2.3, p. 27]

Lema 3.11. Los conjuntos X, —{(-1,0)} y X,, —{(1,0)} son conezxos para todo
new.

Demostracion. Por induccién sobre n, sabemos que Xy es homeomorfo a [0,1]? el
cual es un espacio que no se desconecta al quitar un punto, por ello Xo-{(-1,0)}
y Xo—{(1,0)} son conexos. Supongamos ahora que para cierto n € w, los conjuntos
X, -{(-1,0)} y X,,—{(1,0)} son conexos, entonces puesto que h;(X,)nh;(X,) =
{(0,0)} sii#j (proposicién 3.9 (d)) y hs((1,0)) = (1,0), tenemos que

ha(Xn ={(1,0)}) N h1(Xn) 0 ha(Xn) 0 hs(Xn) = {(0,0)},
y ademas
X1 —{(-1,0)} = hy(X,, = {(1,0)}) U by (X)) U ho( X)) U hs(X,,).

Por tanto X,,;1 — {(-1,0)} es la unién de conjuntos conexos cuya interseccién es
no vacia, concluimos que X, ;1 — {(=1,0)} es conexo. De un modo similar usando
que

X1 = {(1,0)} = ho(X,, = {(1,0)}) U hy (X)) U h3(X,) U hy( X))

ho( X, = {(1,0)}) nh1(X,) Nnhs(X,) nhy(X,) # 0,

se muestra que X,.1 — {(1,0)} es conexo. Lo cual termina la demostraciéon por
induccion. [
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Proposicién 3.12. Para todo n € N, si u,v € X,, son tales que |[u—v|| > 5=

entonces éstos son separados por un elemento z € R,,.

Demostracion. La demostracion la realizamos por induccion sobre n.

4
Sean u,v € X tales que ||u—v|| > 1, por un lado u,v € X; = | hx(Xo) luego

k=1
existen 7,7 € {1,2,3,4} tales que u € h;(Xo) y v € hj(Xp). Primero notemos que

i # j, pues de lo contrario si son iguales, entonces u,v € h;(Xy) lo cual implica que
didm(h;(Xo)) > ||lu—v|| > 1, pero de la proporcién 3.8 sabemos que didm(h; (X)) <
%diém(Xo) =1 lo cual es una contradiccion, por ello ¢ # j. Notemos que u,v #
(0,0) pues de lo contrario, suponiendo sin pérdida de generalidad que u = (0,0)
entonces u,v € h;(Xy) lo que nos lleva a la misma contradiccién anterior, por

ello u € h;i(Xo) —{(0,0)} v v e hj(Xo) —{(0,0)} ¢ k@lhk(Xo) -{(0,0)}, de la

k+i

4
proposicién 3.9 tenemos que h;(Xo)—{(0,0)} v | L he(Xo) |-{(0,0)} son abiertos
k=1

k#1
disjuntos tales que su unién es X; — {(0,0)}, concluimos que (0,0) € Ry separa a

uyauv.

Ahora supongamos que para cierta n € N, se cumple la propiedad, mostrémosla
1
27>
existen 4, j € {1,2,3,4} tales que u € h;(Xo) y v € hj(Xo), hay entonces dos casos:

de igual manera para n + 1. Sean u,v € X,;1 tales que ||ju —v|| > 55, sabemos que

1) sii = j, entonces existen u/,v’ € X,, tales que h;(u') =v y h;(v') = v, sabemos
que 5+ < |lu—v|| = ||h;(u’) = h;(v")]] < ]ju’ = v'|| por tanto |[u’ - v'|| > s y de
la hipotesis de induccién existe z € R,, que separa a u’ y a v’ en X,,, asi que
existen U’ y V' abiertos disjuntos de X,, — {z} tales que X,, - {2z} =U'uV’y
ueU v eV’

Se afirma que h;(z) separa a u y v en X,,,1. Primero notemos que h;(z) # (0,0)
pues de lo contrario tendrfamos que z = h;1(0,0) = (=1,0) sin embargo, por el
lema 3.11, z = (=1,0) no es un punto que desconecte el espacio X,,, y por ende

no puede separar puntos.

Por tanto h;(z) # (0,0), por ello (0,0) € hy(X,, - {z}) = h;(U") u h;y(V'), sin
pérdida de generalidad supongamos que (0,0) € h;(V"), entonces si definimos

4
U=h(U)yV=h(V)u|lJh(X,)], éstos resultan ser abiertos disjuntos
k=1

k+i

de X,.1 — {hi(2)} (va que U',V' son abiertos de X,, y h; es homeomorfismo
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parai{l,2,3,4}) tales que UUV = X,,,1—{hi(2)} y u e U,v € V, por tanto h;(z)
separa los puntos u y v en X,,,1, puesto que z € R,, entonces h;(2) € R,41.

2) si i # j, argumentando como en la base de induccién, tenemos que u,v # (0,0)

1
y entonces u € h;y(X,) - {(0,0)} y v € | Jhe(X,) |- {(0,0)}, nuevamente
k=1

k+i

(0,0) € R,,,1 separa a u y v pues h;(X,) - {(0,0)} y Qhk(Xn) -{(0,0)}

son abiertos disjuntos cuya unién es X, — {(0,0)}.

En cualquier caso, u y v son separados por algiin elemento de R,,,1, lo cual termina
la prueba por induccién. [

Un teorema que es forzosamente importante conocer cuando se esta hablando
de continuos, y que provee de muchos mas ejemplos de continuos es el siguiente:

Teorema 3.13. Sean X un continuo y (Apn)nen una sucesion de subcontinuos
decreciente, es decir, A; .1 €S A; para todo i € N. Entonces A = NuenA, €s un
subcontinuo de X.

La demostracion del teorema 3.13 se puede hallar en cualquier literatura de
continuos, aqui recomendamos consultar [Illanes, Corolario 4.4, p. 69] y [Nadler,
Teorema 1.8, p. 6].

Ahora bien, definamos D, = () X,,, y para cada i € {1,2,3,4} sean Dfli) =
n=0

() hi(X,). Del teorema 3.13 se tiene que D4 es un continuo. Lo primero que
n=0
haremos es mostrar que D, es en efecto una dendrita, probemos esto ultimo junto

algunas observaciones importantes.

Proposicion 3.14. Se cumplen las siguientes propiedades:
a) Dy es una dendrita y para todo i€ {1,2,3,4}, fo) es un subcontinuo de Dy.
b) [-1,1] x {0} € Dy y diam(Dy) = 2.
Lo
C) D4 = U D4 .
i=1

d) Sii,je{l,2,3,4} son distintos, entonces Dfli) N Dij) ={(0,0)}.
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Figura 3.9: La dendrita D,.

e) Para todo i€ {1,2,3,4}, h;l(Dii)) =Dy,.

Demostracion. a) Puesto que (X, )ne v para todo ¢ € {1,2,3,4}, (h; (X )) news
forman sucesiones anidadas de continuos no vacios, entonces Dy, y D ) son
continuos, ademds sabemos que para todo n € w, h;(X,) € X,,,1, entonces

Dy = ﬂh(X) ﬂX = D,

por lo que Dii) es un subcontinuo de Dy.

Para demostrar que D, es una dendrita, utilicemos el teorema 3.10, para ello
notemos que del inciso ¢) de la proposicién 3.9, tenemos que para todo n € w y
meN, R, € X, lo cual implica que R, € D, para todo m € N. Sean x,y € Dy
distintos, entonces ||z — y|| > 0 y entonces existe n € N tal que 57 < ||z —y]|, en
particular z,y € X,,;1 y por la proposicién 3.12 sabemos que ex1ste ze€ R, C
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Dy que separa al par z,y; y entonces z también separa a x de y en Dy4. Por
tanto D, es una dendrita.

b) Del inciso b) de la proposicién 3.9 es claro que [-1,1] x {0} € D, y por tanto
didm(D,) > didam([-1,1] x {0}) = 2, por otro lado sabemos que D, € Xj y por
tanto didm(Dy) < didm(Xo) = 2, por tanto didm(Dy) = 2.

c¢) Del inciso a), fo) es un subcontinuo de Dy para todo 7 € {1,2,3,4}, entonces
4 )
UDY ¢ D,
i=1
Para al otra contencién, sea x € Dy, si x = (0,0) entonces z € hy(X,,) para todo
4 )
n € N, por lo que x € Dfll) < fo) Supongamos entonces que x # (0,0), puesto

i=1
que x € X; existe i € {1,2,3,4} tal que = € h;(Xo). En general, si n € w como

x € X, entonces existe j € {1,2,3,4} tal que x € h;(X,,), si i fuese distinto
a j, entonces x € h;(Xo) N hj(X,) € hi(Xo) nhj(Xo) = {(0,0)} lo cual es un
absurdo pues x # (0,0), por tanto i = j lo que muestra que para todo n € w,

. 4 4 )
zehi(X,) y porello ze D ¢ JDP . lo cual muestra que Dy c | J DS,
k=1 i-1

d) Sean i,j € {1,2,3,4} distintos, luego por el inciso d) de la proposicién 3.9
DDy = (ﬂ hi( )n(rjo hj<Xn>) = () (X0 0 5(X0)) = (0,00} = {(0,0)}.
e) Sea i€ {1,2,3,4}, entonces

W (DO) = it (f"ﬁ m<Xn>) (V7 () = F) %0 = D

Lo que termina la demostracion de esta proposicion. [

Ahora estamos en condiciones de definir la siguiente funcién. Sea f: Dy — Dy
como f(x)=h;'(z)size fo). Esta funcién esta bien definida ya que de la pro-
posicién 3.9, si 4,7 € {1,2,3,4} son distintos entonces Dii) N Dij) = {(0,0)} y
h;*((0,0)) = h;'((0,0)). Por tanto, como la funcién f se define en cuatro sub-
continuos de forma continua, por la propiedad del pegado resulta que f es una
funcién continua, ademds es suprayectiva pues en particular Dy = hy? (D(1)> =

f (D(l)) f(Dy), por tanto f es un mapeo en el continuo D,. Esta funcién ve-
rifica muy facilmente no ser continuamente expansiva por continuos pues para el
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subcontinuo no degenerado [-1,1] x {0} € Dy (véase el inciso b de la proposicién
3.9) se cumple que por un lado que

[1,0] x {0} = ha([-1,1] % {0}) € ha(Ds) = hu (" (DSV)) = DSV

[0,1] % {0} = ho([-1,1] x {0}) € ha(Ds) = ha (h3" (D)) = DY

por tanto

F([=1,1]x{0}) = f([-1,0] x {0}) u f([0, 1] x {0}) = ha([-1,0] x {0}) U ~o([0, 1] x {0})
=[-1,1]x {0} u[-1,1] x {0} = [-1,1] x {0}

y entonces por un argumento inductivo se tiene que para todo n € w

Sr([=1,1]%{0}) = [-1,1] x {0}

por lo que lim dy(f"([-1,1] x{0}),D4) = du([-1,1] x {0}, Dy4) > 0 pues clara-
mente Dy qtn[—l7 1]x{0}. Por ello f no es completamente expansivo por continuos.
Veremos que f si es débil completamente expansivo por continuos, gracias al
corolario 3.2, basta mostrar que f es mezclante pues D, es localmente conexo.
Por comodidad, denotemos B.(x) ={y € Dy : ||zt —y||<e} paraz € Dy y e >0.

Proposicién 3.15. a) Paratodoz € Dy y € >0 se tiene que Bo.(f(x)) € f(B:(x)),
y por tanto para todo n € N se cumple que Ban (f"(z)) € f7(B-(x)).

b) Para todo U abierto no vacio de Dy eziste n € N tal que f*(U) = Dy. En
particular f es mezclante.

Demostracion. a) Por induccién sobre n € N. Sean € Dy y € > 0. Sea y €
Bo:(f(x)), es decir, ||y — f(x)|| < 2e. Puesto que z € Dy, existe i € {1,2,3,4}
tal que 2 € D{” y entonces como y € D, = hi‘l(Dii)) existe z € DI tal que
y = h;'(z), por tanto

el = S0 () - B @)l = gy - () < =

Por tanto z € B.(x) y como z € fo), se sigue que f(z) = h;*(z) =y, por tanto
y=f(2) € f(B(x)). Esto muestra que By.(f(z)) € f(B:(x)). Esto muestra el
paso base.
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Supongamos que para n € N se cumple que Bono(f"(y)) € f?(B«(y)) para
todoye Dyy e >0.

Sean x € Dy y n € N. Por nuestra hipétesis de induccion tenemos que Ban. (f"(2)) €

f™(B:(x)), y aplicando nuestro paso base

Bona1 ([ (2)) € f(Bane(f"(2))) € f(f"(Be(2))) € f*1(Be(2)).
Lo que completa la prueba por induccion.

b) Sea U abierto no vacio de Dy, luego existen x € U y € > 0 tales que B.(x) c U,
por la propiedad arquimediana existe n € N tal que 2"¢ > 2, por el inciso
anterior tendremos que Bon (f"(x)) € f*(B:(z)) ¢ f*(U), pero como 2" > 2
y didm(Dy) = 2 entonces Bon (f"(x)) = Dy, esto muestra que f*(U) = Dy. Asi
bien si V' es abierto no vacio de Dy, se tiene que para todo k >n, f*(U)nV =
fEn(f(U))nV = fk(Dy) nV =V 0, lo que muestra que f es mezclante.

0

3.4. La dendrita D,. Un mapeo débilmente mez-
clante y no mezclante

Primeramente describiremos la construcciéon de la dendrita D,,, recordemos
que w ={0,1,2,...} es el conjunto de los nimeros naturales incluyendo el 0. Sea
Q el conjunto de los racionales diddicos del intervalo [0, 1], es decir

Q= {%6(0,1) taes impar,beN,0<a<2b}.
Dado k € w definimos

Ski={ w sik=0

wx (Qxw)k si k>0

S:={0}uJSi.

kew

A los elementos de S les llamaremos secuencias (nétese que el vacio la conside-
ramos una secuencia), toda secuencia no vacfa consiste en un primer natural y
después en una cantidad finita de pares de naturales con racionales diadicos del
intervalo (0,1). A las secuencias de Sy (que no son més que nuimeros naturales)
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los escribiremos como (j) para j € w. Las secuencias nos serviran para poder dar
coordenadas a los arcos que compondran la dendrita D,,. Dados dos secuencias
no vacias s € .5, y s’ €.5,, con n <m en w, diremos que s £ s’ si podemos escribir
s = (ko,k1,p1,- -y knspn) ¥ 8" = (koy k1,01, -+ Kny Py -« -+, Ky Pm), €Sto es, que los
primeros elementos de s’ son la secuencia s.

Definimos las semisecuencias de longitud k£ € N como el conjunto

p=(Qxw),

y al conjunto de todas las semisecuencias lo denotaremos por S* := | JS}. Si
kew
consideramos una secuencia no vacia s = (ko,k1,p1,...,kn,Pn) € Sp y una se-

misecuencia o = (l1,q1,...,l,,q,) € Sy, podemos dar lugar a una nueva secuencia
(ko k1,01, -+ s ks Prs L, @1y - - -y lny @) € S @ la cual llamaremos la concatenacion
de s con o y denotaremos por s & o.

Para construir la dendrita universal D,,, se construiran recursivamente su es-
queleto el cual resulta de unir arcos en el plano, estos arcos son los que podremos
asociar con las secuencias (no vacias) anteriormente definidas. Primero conside-
remos el origen O € R2, a este punto le pegamos una cantidad infinita numerable
de arcos A[(m)],m € w cada uno de longitud

27?’L
extremos en comun el punto O, de esta forma se han construido los arcos co-

y que tengan por uno de sus

rrespondientes a las secuencias del conjunto Sy. Suponiendo construidos los arcos
Als] para todo s € Sy con k € w, para cada racional diddico p € @) pegamos una
cantidad numerable infinita m € w de arcos A[s @ (p,m)] en el punto que repre-
senta al diddico p en el arco A[s] y de forma que la longitud de A[s® (p,m)] sea
a lo mas

2—(m0+2f:1 (m;+b;)+m+b)

donde s = (mo,ma, 55, ..., M1, 5=) ¥ ¢ = 5. Entonces se construye la dendrita
universal como D,, = Usg A[s] (aqui se hace la convencién A[] = {O} y la
cerradura es en R?). Los detalles y la demostracién de que D, es en efecto una
dendrita se pueden consultar en [Herndndez, Seccién 5.3, p. 78].

Dado j € w, sea la subdendrita E; := () A[s].
52(j)

Por construccién, cada arco A[s] tiene por puntos extremos, uno un punto
terminal de D,, (no desconecta a D,, al quitarlo) y el otro un punto de ramificacién
que al desconectarlo genera una cantidad numerable de componentes conexas cada
una con cerradura homeomorfa a D,,. Para cada s1, s, € S — {(}} denotaremos por
L(s1,82) : A[s1] — A[s2] al mapeo lineal entre estos dos arcos de manera que
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Figura 3.10: Dendrita universal D,,.

el extremo de A[s;] que es punto terminal en Dw se mapea al punto extremo de
Al[s2] que es punto terminal de D,,. Para s € S - {0}, denotaremos por L(s, ) :
Als] — A[0] = {0} a la funcién constante.

Nuestro objetivo ahora es definir un mapeo F : D, — D,, débilmente mez-
clante y no mezclante, para ello, lo mas natural es que dicha funcién mande los
arcos de la forma A[s;] con s; € S - {0} en conjuntos de la forma A[s;], asi bien
basta con dar una funcién «: S—{0} — S lo cual nos permite definir una funcién
F=F,:D,— D, tal que F|u[5) = L(s,a(s)).

3.4.1. Construccién de las funciones az:S - {0} — S

Consideremos un subconjunto infinito de niimeros naturales Z ¢ w, construi-
remos de manera simultdnea y por recursién funciones a = az: S-{0} — Sy
n=nyz:S-{0} — S. La funcién « dictard las imagenes de los arcos A[s] bajo
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la funcion Fy := F,, como se menciond previamente. La construcciéon de « estara
hecha para que toda secuencia no vacia sea mapeada eventualmente a la secuencia
vacia, puesto que requeriremos que F(O) = O entonces tendremos que todo arco
A[s] se mapee bajo F' en un tiempo finito a O, en este caso tendremos que n(s)
serd el minimo natural tal que a™!(s) = ), nétese que de estas condiciones se
debe cumplir que n(s) = n(a(s)) + 1. Enumeremos los elementos de Z en orden
creciente Z = {z1, 22,23, ...}

(1) Para elementos en Sy :

= a((0)) =0y n({0)) = 0;
» Si m € N entonces a({m)) = (m - 1) y por consiguiente se tiene que
n({m)) =m = n((m - 1)) + 1 = n(a({m))) + 1.

(2) Para elementos en Si;

= Sis=( ,;Tll,ml), se define a(s) := (2p,4m,) € Z S Sp, de lo cual n(s) =
n(a(s)) +1=zpm, +1;

s SimgeNys= (mo, ;Tll,ml), se define a(s) = (mo -1, ;Tll,ml) y n(s) =
n(a(s)) + 1.
(3) Para elementos en Si(k >2):
ak

= Sis= (O,;Tll,ml, ey 2Tk,mk), definimos

a g a
a(s) =« ((0, 2—;1,m1, cey #,mk_l)) ® (QTIZ,m) € Sk-1

donde m es el my-ésimo elemento de Z tal que

ay ap-1 Qg
n(a((O, ﬁ,ml, e %,mk_l)) ® (ﬁ,m)) € Z,

ental caso notese que m > z,,, . Definimos entonces n(s) :=n(a(s)) + 1.

= Si moeNy5=(m0,2“711,m1,...,57’2,mk), definimos
a(s) =|m 1L, Ik m
- 0 " 9by 17"'72bka k

y n(s) :=n(a(s)) + 1.
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Note que en la parte (3) de la definicién, habiendo ya definido la funcién a y
n en los elementos de S; con j <k -1 entonces toma sentido hablar de

a; (k-1 Ak
’)’L(Oé ((0, %,ml, ey %,mk_l)) (&) (2Tk,m))

a Af.—
@((0,2_;1,7711,.. " 17mk—1))esk—2

"7 9

ya que

y por tanto se sigue que

Q ((O, %,ml, cee %,mk_l)) ® (;Tk;,m) € Sk_1.

De igual forma, hagamos ver que en la definicién (3) la existencia del natural m
no siempre esta garantizada, de forma que no estaria definido a en s, de lo cual
depende el resto de la definiciéon para secuencias mas grandes. Si nuestro conjun-
to Z contiene muchos naturales (por ejemplo Z = w) la funcién «a podria estar
definidas en todas nuestras secuencias no vacias, sin embargo, la funcién Fy posi-
blemente serfa suficientemente cadtica (por ejemplo mezclante). Asi que nuestro
trabajo a partir de ahora es hallar condiciones para Z para que dicho mapeo sea
débilmente mezclante pero no mezclante, de hecho, daremos la existencia de Z
de forma que se vaya construyendo recursivamente para que sea posible desde un
inicio definir a7 en el dominio S - {0}, y que a su vez sea del tipo de caoticidad
como requerimos.

Lema 3.16. Para todo k>1 y s = (mo, TR ;T‘jc,mk) € S se cumple que
ai Ap-1
TL(S) 2n((mo,ﬁ,m1,...,%,mk_l))+bk+mk.

Demostracion. El argumento es por induccion sobre k € N. Si & = 1, primero
supongamos que s = (0, ;Tll, ml) , entonces

n(s) =n(a(s)) +1=2p4m; +1>0+by + my =n((0)) + by + my,
y por induccién si para my € N se tiene que s = (mo - 1,2‘1711,m1) cumple que
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n(s) >n({mo—1)) + by + my =mg — 1+ by + mq, entonces

n((mg, a_11 ml)) = n(a((mg, %,ml))) +1=n(s)+1>mo+by+my

=n({mo)) + by +my,

lo que muestra la validez de la desigualdad para S;.

Supongamos que el resultado es véalido para los elementos (en los cuales esté de-
finido n) de Si_1 (k > 2). Primeramente, supongamos que s = (O, RIS mk) €
Sk v n(s) estd definido, entonces n(s) =n(a(s)) + 1 donde

ai A1 ay
a(s) =a ((0, ﬁ:mla cee %77”16—1)) ® (QTk’m)

Y m 2 zy, 2 M.

Por la hipétesis de induccion, como a(s) € Si_1,

n(a(s)) > n(a((O, %,ml, e %,mk_l))) +b,+m

43] Ap-1
> n(a((O, ﬁ,ml, cey %,mk_l))) + bk +my,

de lo cual,

TL(S) > n(a((O,%,ml, cey %,mk_l))) +1 +bk + My

(0,2 m il +b,+m
- ’2b1’ 17"'72bk_17 k-1 k k-

Ahora supongamos que el resultado es cierto para los elementos de S que
comienzan con mg— 1 donde mg > 1, si s = (mo, TURILCRRRE ;T’;,mk) € S, entonces

de nuestro supuesto para Sy,

n(me-1, 2 m Do N s nl(me-1.22 m R - +b+m
0 ’21)1’ 1’”"2bk’ k Z 0 ) 1 17"'72bk_17 k-1 k ks



y de las definiciones de o y n :

n(s) =n(a(s))+1= n((mo -1, %,ml, - %,mk)) +1

a1 ag-1
> n((mo - 1,%,7711,. . .,%,mk_l)) +1+ b +my
_ aq Ag-1 b
=n|l«a m0,2717m1,...,2b?7mk_1 +1+b +my
_ ai k-1 b
=N mo,%,ml,...,%,mk_l + 0 + My

Lo que prueba el resultado para los elementos de Sy, y se tiene probado asi el

lema. [J
Corolario 3.17. De estar definida n en s = (mo, P L, ey %,mk), se cumple
que

k

ai ay

n((mo, o Mo Tk’mk)) >mg + z;(bz +my;).
1=

Demostracion. Por un razonamiento inductivo y del lema anterior 3.16, obtenemos

ay Ak ai k-1
n((m07 9b1 LG TR by 7mk:)) 2 n((m07 2T17m17 Tt b 7mk71)) + bk + My

>n({mo)) + ;(bz +m;) =mg + ;(bz +1m;).

]

Una cadena de ntimeros naturales es un conjunto de la forma {n,n+1,...,n+
m} donde n,m € w. Por simplicidad, a una cadena de éstas la denotaremos de

manera concisa como [n,n +m].

Proposicién 3.18. Para todo s € S, y N € w, existe M € w tal que: si [N, N+M] c
Z entonces a(s) esta definido.

Demostracion. Procedemos por induccion sobre k£ € w. Primero notemos que sin
importar el conjunto Z ¢ w, a siempre esta definido en Sy, ademéas como estamos
suponiendo Z infinito, entonces o también siempre esta definido en S;, por ello,
siseSkconke{0,1} y New, tomando M =0 el resultado es cierto.
Supongamos que el resultado es cierto para los elementos de S;_; para algin
k>2.Seas= ((mg, NIRRT mk) € Sy N € w. Por la hipétesis de induccién
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existe My € w tal que si [N, N+ M;] € Z entonces oz((mg, ;Tll,ml, . ;b’jc—ill,mk_l))

estd definido. Supongamos que [N, N + My] € Z, luego para todo N <m < N +my,,
la secuencia

L ai A1 Qg S
Sm 1= Q|05 5y 0 T o g —s M- ® o € Ok-1

estd bien definida. Nuevamente por la hipdtesis de induccion, podemos encontrar
M; > My tal que si [N, N + M;] € Z entonces a(s,,) estda definido para todo
N <m < N + my. Asi bien, supongamos que [N, N + M;] ¢ Z. Para cada N <
m < N +my, al estar definido a(s,,), entonces lo estd n(s,,) y en tal caso, por
el corolario 3.17, n(s,,) > m > N, por tanto elijamos M, > M; de manera que
N <n(spy) < N+ M, para todo N <m < N + my. Finalmente, si [N, N + M| € Z,
entonces hay al menos mj, numeros tales que n(s,,) € Z (a saber, los nimeros
N <m < N +my), por lo que a(s) esta definida, completando nuestra prueba por
induccion. [

3.4.2. Propiedades de la funcién [,

A continuacion, supongamos que Z es tal que « esta bien definido para toda

secuencia no vacia y por tanto, la funcién Fy = F,, estd bien definida en | J A[s],
) ) seS
nos gustaria probar que se puede extender a una funciéon continua en todo D,

para ello veremos que basta probar que F es uniformemente continua en |_J A[s]
seS
como lo muestra la siguiente proposicién:

Proposicién 3.19. Sea (X, d) un espacio métrico compacto y A € X subconjunto
denso, si f: A —> A es una funcion uniformemente continua entonces existe una
unica funcion F: X — X continua que extiende a f.

Demostracion. La unicidad se ve directamente del hecho de que al suponer Fj y
F; funciones continuas en X que extienden a f, entonces Fi|s = Fyla, v al ser A
un denso, se sigue que F| = F5.

Para construir F, consideremos x € X y (@, )nen una sucesién en A que converge
a x en X. Mostremos que la sucesion (f(a,))nen €s convergente en X y que este
limite no depende de la eleccién de la sucesion con la cual comenzamos:

a) Mostremos que (f(ay))nen s convergente en X. Como X es un espacio comple-
to (pues es métrico compacto), basta probar que (f(a,))nen €8 una sucesion de
Cauchy: sea £ > 0, de la continuidad uniforme, existe § > 0 tal que si d(a,a’) < ¢
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entonces d(f(a), f(a')) < & para todo a,a’ € A. Puesto (a,)nen €s sucesion de
Cauchy por ser convergente, existe N € N tal que d(a,,a,,) < si n,m > N.
Por tanto d(f(a,), f(am)) <& si n,m > N, lo que muestra este inciso.

b) Supongamos que (a!,)ncn es otra sucesién en A que converge a x en X. Supon-

gamos que lim f(a,)=2zy lim f(a)) =72, luego

d(=,2') = lim_d(f(a), f(d))).

Para probar que este ultimo limite es 0, sea € > 0 luego de la continuidad
uniforme existe 6 como en el inciso a), como lim a, =2 = lim a,, tenemos
que lim d(a,,a,) =0, por tanto existe N € I\?talooque d(an,nag)oz dsin>N,
y poz—t;rolto d(f(an), f(al)) < e sin>N. Esto muestra que d(z,z’) =0y por
tanto z = 2/

Por tanto definimos F' : X — X como F(x) = nhl)noof(an) donde nhj& ap =1y
(an )nen €s sucesiéon en A. Claramente si a € A, tomando la sucesién constante se
tiene que F'(a) = lim f(a) = f(a) lo que muestra que F extiende a f. Veamos que
I es continua, mgaﬁn, probaremos que F' es uniformemente continua: sea € > 0,
luego existe 6 > 0 tal que d(f(x), f(y)) < § si d(z,y) <. Sean z,y € X tales que
d(z,y) < 2y sean (2,)nen, (Yn)nen Sucesiones en A que convergen respectivamente
axyay. Existe N € N tal que d(x,z,),d(y,y,) < % si n > N, entonces

d(xn, yn) < d(zn, ) +d(z,y) +d(y,yn) <o

sin> N,y por tanto d(f(z,), f(yn)) < 5. Concluimos que

. €
A(F(2), F(y)) = lin_d(f(za), f(un) € 5 <=
Por lo que F' es uniformemente continua. []

Recuérdese de la definicién de F estd dado como F|ars = L(s, a(s)), donde s
es una secuencia no vacia, es una funcién afin entre arcos y por tanto es Lipschitz
continua, esto significa que existe C' > 0 tal que d(F(z),F(y)) < Cd(zx,y) si
x,y € A[s], a C le llamamos una constante de Lipschitz para la funcién F|4f,. Lo
que queremos hacer notar a continuacién es que podemos dar una misma constante
de Lipschitz para todas las funciones F|4[,]. Lo anterior se sigue de la construccion

de los arcos que definen D, : dado s € S — {0} si s = (mo,%,ml,...,%,mk)
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podemos definir C(s) = mg+ Y (m;+b;), entonces para la funcién Fy|ap,) tenemos
i1

que una constante de Lipschitz es el cociente de las longitudes del arco imagen y

el arco dominio, es decir,

9-C(a(s))

_ 9C(s)-C(a(s))
oo =2 .

Es fécil ver que si mg > 1 entonces C(s) = C(a(s)) + 1, y una sencilla induccién
muestra que si mg = 0 entonces C'(a(s)) > C(s), por tanto

2-C(a(s))

cr = 20006 <o
2-C(s B

para todo s secuencia no vacia, lo cual nos da a 2 como una constante de Lipschitz
para todas estas funciones.

Lo que nos gustarfa en este momento es decir que Fz definida en | J A[s] es
seS
Lipschitz continua (con constante de Lipschitz igual a 2), lo que en particular

hace a Fz uniformemente continua y aplicando la proposicién 3.19, se extiende
continuamente a D,,. Sin embargo esto esto no tiene que ser cierto en general por
que nuestra métrica euclidiana heredada del plano no mide las distancias como
aqui se requiere. Afortunadamente, podemos dotar a D,, una métrica equivalen-
te a la euclidiana, que si realice lo que queremos, este tipo de métricas son las
radialmente A-convexas.

Definicién 3.3. Sea X un continuo y consideremos
AX)={CeC(X):C esun arco o |C|=1}

el hiperespacio de los arcos del continuo X dotado con la métrica Hausdorff. Una
funcion continua A: X x X — A(X) la llamaremos una arco-estructura para X
st cumple lo siguiente:

(1) Para todo v € X, A(z,x) ={z}.

(2) Para cualesquiera x,y € X disntintos, A(xz,y) = A(y,z) es un arco con extre-
mos T y y.

(3) Para cualesquiera x,y,z € X, A(z,2) ¢ A(z,y) v A(y,2) y ademds se da la
igualdad si y sdlo sty € A(x, z).
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En las dendritas se puede probar que existe una tnica arco estructura dada
por A(x,y) = xy lo que significa la tinica arco trayectoria con extremos z,y. Véase
[Hernéndez, Teorema 2.16, p. 39].

Definicién 3.4. En un espacio X con una arcoestructura A, decimos que una
métrica d (que genera la topologia de X ) es radialmente A—convexa en p € X si
para cualesquiera x,y € X tales que y € A(p,z) se tiene que d(p,x) = d(p,y) +

d(z,y).

No toda arco estructura en un continuo admite una métrica radialmente con-
vexa, como es el caso del circulo de Varsovia. Sin embargo, para el caso de las
dendritas, que solo tienen una arco estructura, ésta tiene una métrica radialmente
A-convexa en todos sus puntos. Estos resultados nuevamente se pueden encontrar
en [Herndndez, pags. 92-95].

Aprovechando este resultado, si dotamos a D, con la métrica radialmente
convexa, al ser una métrica equivalente a la euclidiana, entonces F; sigue siendo
Lipschitz continua en todos los arcos A[s].

Para notar que es Lipschitz continua en | J A[s], dados dos puntos z,y €
seS
| A[s], existe una cantidad finita de puntos zy,...,z, € | J A[s] tales que z =
seS seS
T1,Y = Tn, y paratodoi e {1,...,n—1} se tiene que x; y ;1 pertenecen a un mis-

mo arco A[s(i)], y por ende F(x;) y F(x;41) pertenecen al mismo arco A[a(s(7))]
para todo i € {1,...,n—1}. Por ser F; Lipschitz continua (constante de Lipschitz
igual a 2) en todos estos arcos A[s(7)], y usando que la métrica es radialmente
convexa, tenemos que:

d(F(z),F(y)) < nz—: d(F(z;), F(x41)) < nz_: 2d(x;, i) = 2d(x,y)

i=1 1=1

Esto prueba que Fz es Lipschitz continua en (_J A[s], y por ende es uniforme-
seS
mente continua, de la proposicion 3.19, F; se extiende continuamente a la dendrita

D,.

Hagamos notar que si s,s’ € S'y s’ € s entonces por como se definié «, a(s’) £
a(s), y por un argumento inductivo, a”(s’) € a™(s) para todo n € N, aqui hacemos
la convencién () £ s para todo s € S. Recuérdese que dado j € w, se tiene la

subdendrita E; = | J A[s], la construccién de la dendrita estd hecha para que
s3(j)
estas subdendritas tengan tinicamente por punto en comtn al punto O, por ello,
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Figura 3.11: Se ilustra, de color negro, el comportamiento de F; en el subcontinuo
Ey.

para todo j € w, E; - {O} es abierto en D,, y por consiguiente, para cualquier
Y cw,

U5-D.-( U (- (0))
jey icew-Y

es un cerrado de D,,. La definicién recursiva de la funcion « esté especificamente
disenada para que lo siguiente se verifique:

Proposicién 3.20. Para todo n €N, Fg(Ey)<c |J Ej.

j+n-leZ

-, n
Demostracion. Mostraremos que para todo s 3(0), Fg(A[s])c |J Ej, se pro-
j+n-1leZ
cede por induccién sobre n(s), recuérdese que éste cumple ser el minimo natural
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tal que a™*1(s) = 0. Si n(s) =0 entonces n(s) <n y por ello

Fz(AlsD)={0}c U E;

j+n-1leZ

Supongamos que m € w es tal que para todo s 2 (0) con n(s) < m se tiene

FpAlshe U Ej

j+n-leZ
Sea s 2 (0) con n(s) =m+1. Si n(s) <n entonces F(A[s])={0}c | E;,
Jj+n-1leZ
asi que supongamos que n < n(s), dividamos en dos casos:

a) Sia™(s) = (jo) € S1 entonces FZ(A[s]) = A[{(jo)] € Ej, y ademas como n((jo)) =
Jo, es claro que jo +n =n(s), de la definicién de « y la funcién n(-), tenemos

que n(s) =1 = n(a(s)) € Z. Por tanto jo+n —1 € Z, lo cual muestra que
f3(AlsD) e Eje U Ej
j+n-leZ

b) Supongamos que a”(s) € Sy con k > 2. Entonces existe s’ € s tal que n(s’) <
n(s) y (0)s’. De lo anterior tenemos que n(s’) < m y por la hipdtesis de
induccién existe j € w tal que n+j—-1€ Z y Alan(s")] = F2(A[s']) € E;. De
lo anterior tenemos que (j) € a*(s’) € y por tanto, F2(A[s]) = Ala"(s)] € E;
con n+j—1¢€Z, lo cual termina el paso inductivo.

La induccién muestra que Fz | |J A[s]]c |J E;, como Fz es una funcién
52(0) j+n-leZ
continua entre continuos, en particular es cerrada y por tanto

FZ(E0)=FZ(3L%)A[S])=FZ( %)A[SDE U g= U E&,

j+n-leZ j+n-1leZ

pues | J Fj es un cerrado, esto concluye la demostracién. [
j+n-leZ

El siguiente resultado muestra que si Z tiene huecos arbitrariamente grandes,
es decir, su complemento contiene cadenas de nimero naturales arbitrariamente
grandes, entonces Fz no es mezclante.

Proposicion 3.21. Supongamos que Z es tal que para todo M € N existe N € w
tal que [N, N+ M|nZ ={. Entonces para todo € >0 y m e N, existe n € N tal que
didm(F}(Ey)) < e. Por consiguiente F; no es mezclante.

67



Demostracion. Sean m e Ny € >0. Sea My € N tal que

diém( U Ek) <€,
k>Mj

sea M := méx{z,, My}, por hipdtesis existe N € w tal que [N, N + M| n Z =
(). Observemos que z,, < N, pues de lo contrario, N < z,, < M < N + M una
contradiccion de la eleccion de N, por tanto N > z,, > m. Supongamos que j € w
es tal que j+ N € Z entonces j+ N ¢ [N,N + M] y puesto que j + N > N,
necesariamente j+ N > N + M lo cual implica que j > M, esto muestra que

FY*YE)c U Eic U Evc U Er
j+NeZ k>M k>My
Por tanto didm(FY*!(Ey)) <e con N +1>m.

Con lo anterior, podemos encontrar una sucesion creciente de naturales (ny ) gen
tal que didm(F,*(Ey)) < 7, y por ende khlnoo diam(F;*(Ep)) = 0 lo cual prueba
que la sucesion de iméagenes de Ey bajo Fz no convergen en la métrica Hausdorff a
D,,, puesto que int(Ey) = Eg—{O} # 0, se sigue que Fz no puede ser mezclante. [

A continuacion, probaremos que se puede construir Z de forma que al conte-
ner cadenas de naturales arbitrariamente grandes, realice a f; como un mapeo
débilmente mezclante.

Definase para k € N, S; := (wxQ)*, ysea S~ := | J S} Dados s = (mq,p1, ..., My, Di) €
keN
S~y s =(ng,q1,n1,-..,q,n) €S, definase

! ._
s®s = (mlvplv‘ <oy M, Py Mo, 41, M, - - - 7QZ7nl) € S

Por ultimo, dados s € S~ y K,m € w, sea el siguiente subconjunto finito de

secuencias
a1 ak
Ts km = {3@ (mo,ﬁ,ml,...,ﬁ,mk) 0<k<K, m<myg<m+ K, y para
todo 1<i<k tenemos que 1<b; <K, 1<a;<2% y OémiSK}
En este caso, sea A[Tsxm] = |J A[s'] el cual resulta ser un drbol en D,,.

s'e Ts,K,m
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Consideremos de igual forma el conjunto finito de secuencias
aq Qg
Ty km ::{(mo,—1 ml,...,%,mk):OSksK, m<my<m+ K, y para
todo 1<i<k tenemos que 1<b; <K, 1<q;<2% y OSmiSK}

yeldrbol A[Tpm]:= U A[s]
s'e TV),K,m

No es dificil convencerse que A[Ty k0] — D, cuando K — oo en la métrica
Hausdorft dy.

Definase a~ : S~ — S~ como sigue: s = (mo, Sy e es Mk 2‘2’;11) € S~ entonces
— _ al (7] . . . , .
a(s) =« ((mo, TTRERE ,mk)) ® (2,,,;1 ) , lo anterior significa que pegamos el tltimo
diadico a la secuencia « ((mo, P ,mk))

Proposicion 3.22. Para todo s € S, K,N €¢ w y m > N, existe M € w tal

que si [N,N + M] ¢ Z entonces a(Ts xm) = Tus),xm donde m’ € w es tal que
a(se (m)) = a(s) @ (m’).

Demostracion. Escribamos s = (mo, P+ ey ks 2”3,’;11 ), nétese que si mg > 1 enton-
ces el resultado es inmediato pues « estd definido en todos los elementos de T .,
y mas atn o7y g,m) = Ta(s),k,m, sin importar la eleccién de M € w. Asi bien, su-
pongamos que mg = 0. Puesto que T g, es finito, de la proposicién 3.18 se puede
mostrar que existe M € w tal que si [N, N + M| ¢ Z entonces «(s’) estd definido
para todo s’ € T  ,,,. Por como definimos 7T g ., y del corolario 3.17, tenemos que
n(s") >m > N para todo s’ € T k. Podemos suponer M suficientemente grande

de manera que

/ a_ll / a£71 ! a‘_; NN M CZ
nlalso Mos S M -5 s i ® o2 e[NN+M]c

para todo 1 <i < K y todo m < K. Por tanto, de la definicién de « se sigue que

/ / / / !
a a. a a. a’
/ 1 ! 7 / _ / 1 ! 1—1 / 7 !
Oé((SGB (TTLO, _2b’1 NITREEE _2b< ,ml))) = 04(869 (TTLO, _2b’1 NITREES _2b< ] 7mi—1))®(_2b{ ,TTLZ»).
1 11— k2

Luego el resultado se sigue por un argumento de induccion sobre 1 <¢ < K. [

Una observacién facil de hace notar es que que para todo K,n € N se cumple
a™(Th.xn) =Tpro- Con esto y la proposicién anterior podemos generalizarlo a lo
siguiente:
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Corolario 3.23. Para todo N,K e w y y s €S, existen M, m,n € w tales que si
[N,N +M] < Z entonces a(Ts k.m) = Tp.x.o-

Demostracion. Fijemos N, K € w y sea s = (mg,;Tll,...,mk, ;,’j:l) e S-. Consi-
deremos s’ := (mo, Sy ,mk) € S, aplicando la proposicion 3.22 repetidamente,

para m > N existe N € w tan grande como queramos tal que si [N, N + M] ¢ Z,
entonces a'(Ts xm) = Twi(s),xm; Para todo i < n(s’) y para ciertos mj > N. En
particular para i = n(s") -1 tenemos que o)1 (T, x,,) = Ta"(s')’l(S),K,m;(SI),J por
tanto o™ (T gm) = Tone) (s) i = To,ic Dara algiin m’ € w. Finalmente, con
n=n(s") +m’ obtenemos que & (Ts m) = Tp o O

Finalmente estamos preparados para definir Z y la funciéon F, consideremos
S= ={so, $1,S2...} una enumeracién de S-.

Definimos Ny = 0 = My. Supongamos construido, para K > 1, Ng_1 vy M1 con
Ng_1 < Mgk_q, definamos N = My_1 + K. Por el corolario 3.23 existe Mg > Ng
tal que si [N, M| € Z, entonces para cada i < K existen m(i, K),n(i, K) € w
tales que a(s) estd definido para todo s € Ty, g mix) ¥ @"CE)N(Ty, km) = Tp k0-

Definase entonces Z := Ugeo[ Nk, M ]. Por construccion, ay estd definido en

U U Ts.kmiir) = S = {0},

Kewi<K
asi que tenemos bien definido el mapeo Fy : D, — Dw. Puesto que Z tiene
huecos de naturales arbitrariamente grandes, entonces por las proposicion 3.21 se
sigue que Fz no es mezclante.

Para ver que si es débilmente mezclante, consideremos un abierto U no vacio
de D,, se puede mostrar que existe s; € S—, de forma que toda secuencia s € S tal
que s; € 5, A[s] € U. Por ello, para todo K > i, tenemos que A[T, xm(i,x)] € U,
entonces

AlTy k0] = F* (AT, wemiii0)]) € FPEOR(U).

Por tanto, como A[Tj ko] — D, cuando K — oo, se sigue que
ey — D,  si K —> oo,

lo cual prueba, por la proposicion 2.6, que F es débilmente mezclante, conclu-
yendo asi nuestro ejemplo.
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Capitulo 4

Abanico de Cantor

El propésito principal de este capitulo es mostrar, exhibiendo ciertos contra-
ejemplos, que ninguna de las implicaciones probadas en el teorema 2.9 son validas
para el continuo Abanico de Cantor. Trabajaremos con el conjunto de Cantor no
como la versién construida en el intervalo [0, 1] pero si con aquella provista del
producto contable de los espacios discretos {0,1} y cuya métrica se describird en
breve. De igual forma, para abordar el Abanico de Cantor serd necesario recordar
nociones de los espacios cocientes en topologia que nos auxiliaran en las cons-
trucciones de los mapeos que posteriormente serviran de contraejemplos para este
objetivo.

Definiremos el conjunto de Cantor como el espacio
¥:=[]{0,1}
n=1

donde {0,1} es el espacio discreto de dos elementos, resulta que ¥ es compacto y
ademas se le puede asignar una métrica compatible con la topologia producto, si
= (2,)2 vy =(yn)i2, son elementos de ¥ entonces

S |xn_yn|
on

d(z,y) =

n=1

esta métrica, entre otras cosas, cumple con estar acotada por 1 y la caracteristica

de que para todo m € N d(z,y) < g si 2; = y; para todo i € {1,...,m}, en

algunos casos utilizaremos el elemento cero de cantor como 0 € ¥ cuyas entradas
son todas cero.

El Abanico de Cantor lo definiremos como el cono topoldgico de Cantor,
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KX) = (Ex[0,1D\(Zx{0}) y p: ¥ x[0,1] — K(X) denotard la funcién
cociente, por lo expuesto en el capitulo 2 sabemos que K(X) es un continuo con
métrica

ALzt [(y; )]) = |t = 5| + min{t, s}d(z, y)

para (z,t), (y,s) € ¥x[0, 1]. Una de las razones por la que se considera este ejemplo
es por la forma en que se ven los subconjuntos continuos de K(X) y porque més
adelante veremos que existe un mapeo « : ¥ — ¥ débilmente mezclante pero no
mezclante.

A continuacién veremos algunas propiedades que cumple K(X) con respecto
a sus subcontinuos, para ello hablemos primero un poco sobre el espacio pro-
ducto ¥ x [0,1]. Recordaremos que de nuestros cursos de topologia, el conjunto
de Cantor esta bien caracterizado como el unico (salvo homeomorfismos) espacio
métrico compacto perfecto y totalmente disconexo, un espacio es totalmente dis-
conexo si los inicos subespacios conexos de éste constan de un sélo punto, de esta
caracteristica podemos deducir quiénes son las componentes conexas de ¥ x [0, 1].

Proposicién 4.1. Si A es un conexo no vacio de ¥ x [0,1] entonces eziste un
unico x € ¥ tal que A € {x}x[0,1]. Por tanto las componentes conezxas de ¥x[0,1]
son de la forma {c} x [0,1] para c € C.

Demostracion. Basta mostrar que si (x1,t1), (r2,12) € A entonces 7 = x5, para
ello sea P, : ¥ x [0,1] — X es la proyeccién en la primera entrada, esto es, si
(z,t) € ¥ x[0,1] entonces Pi((z,t)) = x. Entonces x; = P((x1,t1)) € P(A) y
x9 = P((xq,t2)) € P(A), por otro lado se sabe que la proyeccién es continua,
por ello P(A) es un conexo no vacio en 3 y como éstos constan tnicamente
de un punto tenemos que P(A) = {z1} = {2} por lo cual z; = z5. Como A es
no vacio existe (z,t) € A y por lo anterior sabemos que todos los elementos de
A tienen como primera entrada a x, por ello A € {x} x [0,1]. Ahora si ¢ € X,
queremos ver que {c} x [0,1] es un conexo maximal, por ello sea B conexo tal
que {c} x [0,1] € B, luego B es conexo no vacio y por lo anterior existe x € 3 tal
que B ¢ {z} x [0,1] pero como {c} x [0,1] € B, necesariamente = = c¢. Por tanto
{c} x[0,1]c B<c{c}x[0,1] € By esto implica que B = {c} x[0, 1] lo que concluye
que {c} x [0,1] es maximal y por tanto es una componente conexa. [J

Ahora bien, recuérdese que de la relacion de equivalencia que se utiliza para
formar el cono topoldgico, los elementos de X x [0, 1] que s6lo se relacionan consigo
mismo son aquellos del subespacio ¥ x (0,1] y si llamamos O = [(0,0)] tenemos
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que p(Xx(0,1]) = £(X)-{0}, no es dificil darse cuenta que éstos forman espacios
homeomorfos y
Plexa) 2% (0,1] — K(C) - {0}

forma un homeomorfismo, utilicemos este hecho para observar lo siguiente:

Proposicién 4.2. Si A es un subcontinuo de K(X)-{O} entonces es de la forma
p({c} x[a,b]) donde ce ¥ y0O<a<b<l.

Demostracion. Puesto que A es subespacio conexo y cerrado de K(X) - {O} y
plex(oa] es homeomorfismo, entonces p~'(A) es un conexo cerrado de X x (0,1]
y por tanto también de X x [0,1]. Por la proposicién 4.1 existe ¢ € 3 tal que
p(A) c{c} x[0,1]. Por tanto p~'(A) es un conexo y cerrado de {c} x [0,1] que
es homeomorfo al intervalo, luego necesariamente p='(A) = {c} x[a, b] para ciertos
0<a<b< 1, peroal ser A< K(X) - {O} esto necesariamente implica que a > 0.
Por ello concluimos que A = p({c} x[a,b]) conceX yO0<a<b<l. O

Sipara0<a<b< 1y ceX definimos [a,b]. = p({c} x[a,b]), entonces tenemos
que [a,b]. es un subcontinuo de K(X) y por la proposicién anterior, si A es un
subcontinuo de IC(X) vy O ¢ A entonces A es de la forma [a,b]. con c € ¥y
0<a<b<l.

Proposicion 4.3. La funcion desplazamiento o : X — X es mezclante.

Demostracion. Sean U,V abiertos no vacios de X, entonces sean u = (u;)2, € U,v =
()2, €V ye>0 tales que ue B, (u) U yveV. SeakeN tal que 55 <e1. A

continuacién construiremos una sucesién en Cantor, {a;}2, € 3, los cuales serdn
elementos de U. Primero definamos «; = (al,j)ﬁ1 como sigue

CJuy st 1<k
M o, st g2kl

de modo que oy = (uy ... upV V... Uy ...), y para i > 2 definamos «; = (Oéi,j);L
como
U si 1<j<k
a;j=4 1 si k+1<j<k+(i-1)
V(j-k)-(i-1) si j>2k+1
(i-1) veces

—
lo cual se visualiza como a; = (uy...ux 1...1 vv9...0,...).
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De la definicién de estos elementos, podemos observar que para cada i > 1
se cumple que «;; = u; si j = 1,...,k y entonces d(a;,u) < 2% < g, por tanto
a; € B-(u) € U como habiamos propuesto. Por otro lado, nétese que para cada
cada i > 1, por construccién o*+(=1(q;) = v. Y por tanto para todo i > 1 se tiene
que oF+ (D () € aF*0=1D(U) NV, o expresado de otra forma, para todo j > k se

cumple que o7(U) NV # (). Lo cual demuestra que o es mezclante. [

4.1. Débil completamente expansivo por conti-
nuos no implica completamente expansivo

por continuos

En esta seccion, la mision principal es construir una funcién en el abanico de
Cantor que sea débil completamente expansivo por continuos pero no completa-
mente expansivo por continuos. Para ello consideremos los siguientes conjuntos:

C, - {[(c,a:)] EK(E) e [o%} :p(z S —0,1]),

[ 3
C’gz{[(c,x)] eL(X):zxe [%,;} =p(2x %,%]),

C3 = {[(c,x)] e(X):xe [g,l} =p(2 X %,1]).

Puesto que p es un mapeo entre espacios métricos compactos, sabemos que p
es funcién cerrada, por tanto Cp,Cy y Cs son cerrados de (X)) (véase la figura
4.1). Definamos las siguientes funciones: F} : C; — K(X), 5 : Cy — K(X) v
F5:C3 — K(X), cuyas reglas de correspondencia estan dadas por:

Fi([(e,2)]) = [(e, 32)] si [(¢,2)] € Gy
Fy([(e,2)]) = [(¢,2 - 32)] si [(c,2)] € Cy
F5([(c,2)]) = [(0(¢), 3z - 2)] si [(¢,2)] € Cs.

Puesto que las funciones anteriores estan definidas considerando un repre-
sentante para la clase [(¢,z)] ahora debemos ver que estdn bien definidas mos-
trando que no dependen del representante, para ello primero nétese que Cy y
C3 consisten unicamente de clases que provienen de un sélo representante, esto
pues O ¢ (5, (3, esto nos dice que automaticamente Fy y Fj3 estan bien defi-

74



Figura 4.1: El cono de cantor K(C) cuyo vértice O en la parte inferior y los
cerrados C1,Cs v Cj.

nidas. Puesto que O € (] unicamente debemos ver que estd bien definida para
esta clase, en efecto si (¢1,0), (c2,0) € O entonces (c1,3(0)), (¢2,3(0)) € O o bien
[(c1,3(0))] = [(c2,3(0))] = O, por lo que la funcién F; estd bien definida. Ahora
nos interesa probar que son todas continuas.

Para ello consideremos p: [0,1] — [0, 1] de forma que

Esta funcién es continua en el arco [0,1], por tanto las funciones Idy x p,o x p :
Y x[0,1] — X x [0, 1] son funciones continuas del producto. Si consideramos las
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funciones G, H : K(X) — K(X) de forma que

[(c,32)] si [(e,z)]eCh
G([(e,2)]) =4 [(,2=32)] si [(c,x)]eCy
[(c,3x-2)] si [(c,x)]eCs

[(0(c).32)] st [(ea)] €y
H([(e;0)]) =1 [(0(c).2-30)] si [(c.a)] € Cy
[(0(c).32-2)] si [(c,2)] € Ch,

resultan estar bien definidas y ademads son continuas, lo tltimo porque po(Idsxp) =
Gopypo(oxp)=Hopy del corolario 1.27.

Idzxp

X x[0,1] —= X x [0,1]

/| |+

K(X) K(X)

G

oXp

X x[0,1] 25 X x[0,1]

/| |+

K(X) K(X)

H

Nétese que Fy = Gleo,, Fy = Glo, v F3 = H|e, v por tanto, Fi, Fy y F3 son
continuas. Puesto que C1nCy = p(Cx{3}) v F1|p(C><{%}) = F2|p(C><{%})7 y del mismo
modo ConCy = p(Cx{2})y F2|p(CX{§}) = F3|p(cx{§})7 entonces al definir la funcién
F:K(X) — K(X) como

[(c,3x)] si [(¢,x)]eC
F([(e,2)]) =4 [(¢.2=-3x)]  si [(¢,2)] e
[(o(c),3x-2)] si [(¢,z)]eCs,

gracias al lema del pegado sabemos que es una funcién continua, ademas es su-
prayectiva, por lo que es un mapeo en el abanico de Cantor. Nuestro objetivo sera
mostrar que dicho mapeo es débil completamente expansivo por continuos pero no
completamente expansivo por continuos.

Ver lo tltimo es inmediato, pues nétese que para el subcontinuo no degenerado
[0,1]5 de K(X) se tiene que F([0,1]5) = [0,1]5 vy por tanto para todo n > 1,
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Fn([0,1]5) = [0,1]5 de lo cual obtenemos que
nhigoo dH(Fn([()? 1]5)’ K(C)) = dH([O7 1]6’ K(C)) >0,

lo cual prueba que F' no es completamente expansivo por continuos.
Recordemos que para probar que F' es débil completamente expansivo por con-
tinuos se debe demostrar que el conjunto

E(K(D), F) = {Y e C(K()): lim_ dy(F"(Y),X) = o}

es denso en C'(K(X)).

Proposicién 4.4. Sean x € ¥ y k € w. Para todon €N y1€{0,...,3" -1}, existe

[ 1+1
= = [0, ko a)-
([3n’ 3" ]ok(x)) [0 Hovmy

Demostracion. La prueba lo hacemos por induccién sobre n € N.

m ew tal que

1. Paso Base n=1. Para este caso sea [ € {0,1,2}.
a) Sil=0 entonces I’ ( [0, %]ak(x)) =[0,1],%(,) donde m = 0.

b) Sil=1 entonces F ( [%, %] ) =[0,1],%(,) donde m = 0.

ot (x)

c) Sil = 2 entonces F([%,l]gk(x)> = [0,1],k+1(;) donde m = 1. Lo que
prueba el paso base de la induccién.

2. Hipdtesis de induccion (HI). Supongamos que para cierto n € N y para todo
j€{0,...,3" =1}, existe m € w tal que

-
P [i,“ ] = [0, 1] oo (a)-
3t 3" o)

3. Paso inductivo. Queremos probar la propiedad para n + 1, asi bien sea [ €

{0,...,3"1 =1}, checaremos los siguientes casos.

a) Si0<1<3"-1 entonces ocurre que [ € {0,...,3" =1} y [?ﬂl%,?f,%ll] c
[O, %] , entonces por la definicién de F' obtenemos que:

[ I 1+ 1] [ I I+ 1]
F o1 omal =57 o
3n+1 3n+1 ok (x) 3n’ 3n ok (z)
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y por la hipétesis de induccién aplicada a [ € {0,...,3"*1 — 1}, se sigue

que

n+1
£ ([3n+1’3n+1

para algin m € w. Lo que demuestra este caso.

l l+1] )_
o ()

[ 1+1

'l |—,— =10, 1], rem
([3”’ 3n ]ak(x)) [0, o @)

l 1+1

b) Si3"<1<2-3"-1 entonces ocurre que [3777 377] c [%, %] , y entonces

2 [ [ 7l+1]
3n+1 3n+1 ok (z)

3n 3"
[2-3"—-[-1 2~3”—l]
3" ’ 3" ok (z)

[ j+1]
_STL’ 3n U’“(gc)7

TS
p P 2——]
- o*(2)

donde j = 2-3"-[-1, como estamos suponiendo 3" <[ < 2-3"—1 entonces

j€{0,...,3" =1} y entonces por hipétesis de induccién tenemos que

n+1
F ( [3n+1 ? 3n+1

para algin m € w, terminando este caso.

c) Si2-3"<1<3"! -1 entonces [

(I

[ l+1

3n+l ? 3n+l

L.

I 1+1 j j+1]
="\ |= =10, 1] k+m
]Uk(x)) ([3n7 3n o‘k(x)) [ ) ]ak (z)»

l 1+1 2 :
7T W] c [ 1], de lo cual se sigue

3

Loplit )

| 3» 3n ok+1(z)

([ -2-3" [-2-3"+1

| 3> 7 3 ]ak+1(x)
[ j J+1

_3”7 3” :|a'k+1(x)7

donde j =1-2-3", del supuesto 2-3" <[ < 3! — 1 obtenemos que
j€{0,...,3" =1} y entonces por hipétesis de induccién tenemos que
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para algin m e w y asi

[ 1+1
n+1 _
" ( [3”+1 ’ W:Io'k(af)) =10, 1]"k*m/(I)

donde m’=m+1eN.

Lo que concluye la prueba pro induccion. [

Corolario 4.5. Si0<a<b<1,xed ykew, entonces existen n € N y m € w
tales que [0, 1]5xem(yy € F™([a, 0] 55 (2))-

b—a
9
2 < 3"h - 3"a y por tanto 3"a + 2 < 3"b. Puesto que que los reales 3"a y 3"%a + 1

Demostracion. Pues que a < b entonces existe n € N tal que 3% < entonces
distan de al menos 1, existe [ € Z tal que 3%a <[ < 3%a + 1. Como a > 0 luego
[ >0,y deb<1 entonces [ < 3%a+1< 3% >3" por lo que [ € {0,...,3" - 1}.

Por otro lado, 3”a§l<l+1<3”a+2<3"byentoncesa£3%< Bl < b o bien

3n
[37%, 312—31] c [a,b], y ésto a su vez implica [3%, l?:r_*}]ak(z) ¢ [a,b],k(y), y POr tanto

Fn ( [3an lg_nl]ak(x)) ¢ F([a,b]yr(s)). Por la proposicién 4.4 existe m € w tal que

[ 1+1

[071]0’“7” x) = Fn([_v _] ) S Fn([a’7b]0'k T )
(@) ETRETR B @)

Como se queria demostrar. []

Ya que o es una funcién transitiva (pues es mezclante por la proposicién 4.3)
y ¥ es métrico compacto, por 1.19 sabemos que existe t € ¥ tal que orb(¢,0) =
{o™(t) : n ew} es denso en X, con esto definamos el subconjunto de continuos de
K(X)
P:={YeC(K(X)):30<a<b<l,kew ([a,bley YY)},

mostraremos que P es denso en C(K(X)) y que P ¢ E(K(X), F'), lo cual probaria
que E(K(X),F) es denso en C(K(X)) y terminaria la prueba de que F' es débil

completamente expansiva por continuos.
Para cada k € w definase el subcontinuo de C(X), ¥y := [0, 1],x()-

Proposicion 4.6. Para cada n,k € w se cumple que
k+n
F () = U %
ik

Y por tanto si k ew es fijo y 0 <m <n entonces F™(Xy) € F™(Xg).
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Demostracion. Haremos induccion sobre n € w. El caso n = 0 es claro, pues para
k € w es cierto FO(Xy) = X% = Ufj,? ;. Demostremos el paso base n =1, sea k € w
entonces

F(2) = F([0,1]p0) = F ([O’ é]gkm N [% g],,k(t) N E 1]ok<t))

(o], o2 o ()

= [0, 1]o.k(t) U [0, 1]0k(t) U [0, 1]0k+1(t) =25 UDigs.

Como hipdtesis de induccién, supongamos que para cierto n € w es cierto que si
j € w entonces F"(%;) = U2 Y. Demostremos para n + 1. Sea k € w arbitrario,
entonces por hipdtesis de induccién tenemos F(¥;) = U %, v por el caso base

se cumple que para todo i € {k...,k+n} tenemos que F'(%;) = ¥;U¥,;,1, entonces:

Fri(3y) = F(FY(%)) = F (kfj: Ei) = ’gF(Zi)

k+n k+(n+1)
= U (Ez @] Ziﬂ) = U EZ
i=k i=k
Lo que concluye la prueba por induccion. Ahora si k € w es fijoy 0 <m < n
entonces
k+m k+m k+n k+n
FrEn=UZicUZiuv U Zi=UZi=F"(Z)
ik ik i=k+m ik

que es lo que queriamos demostrar. [J

Lema 4.7. Sea Y un espacio Ty y perfecto. Si A es un subconjunto denso de Y y
F c X es un subconjunto finito, entonces A—F es denso en X.

Demostracion. Sea U abierto no vacio, puesto que Y es T entonces F' es cerrado
y asi U — F' es abierto, ademas es no vacio por la proposicion 1.10, entonces

(A-F)nU=An(U-F) #0,
lo que prueba que A - F es denso en Y. [

Puesto que 3, el conjunto de Cantor, es métrico y perfecto, y {a™(t)}ns0 €s
denso, entonces tenemos que para todo k € N, {0™(t) },1 también es denso usando
el lema anterior.
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Proposicién 4.8. Para todo k € w se tiene que ¥ € E(K(X), F).

Demostracion. Sea k € w, tenemos que probar que lim, . dg(F"(2;),%) = 0.
Asi bien sea ¢ > 0, puesto que {07(¢)};s, es denso en X, entonces {B:(d7(t)) :
j >k} resulta ser una cubierta abierta para X, por ser compacto, existen p € Ny
ni,...,np 2k tales que ¥ = U B.(0™i(t)). Sea ng = max{ny,...,n,}. Afirmo que
K(X) = No(Fmo(Xg)). Para ellos sea [(¢,s)] € £(X) donde (¢,s) € ¥ x[0,1] es un
representante cualquiera de la clase. Puesto que c € ¥ = U B.(¢"i(t)) entonces
existe i € {1,...,p} tal que d(c,0m(t)) < e y entonces

A([(c; )], [(0™ (1), 8)]) = sd(c,0™ (1)) < d(c,0™ (1)) <e.

Por otro lado, por la proposicién 4.6,

[(0"(t),8)] € [0, 1]pmity = Do, € D B = Frh(Sy) € Fri(Bg) € F(3),

Jj=k

pues n; > k' y n;—k <n; <ng. En sintesis, para [(c, s)] € (X) existe [(0™(t),s)] €
Fro(Xy) tal que A([(¢,8)],[(o™(t),s)]) < &, esto muestra que [(¢,s)] € No(F™(X%y)).
Por tanto K(X) = N.(F™0(3)).

En general si n > ng, de nuevo por la proposicién 4.6 sabemos que F™ (%) ¢
Fn (X)) y entonces K(X) = N.(F™0 (X)) € No(F™(X1)), que méas bien muestra la
igualdad K(X) = N.(F™(Xg)), como la contencién F7(X) € N.(K(X)) se cumple
trivialmente, entonces dy(F™ (), (X)) < € y ésto es valido para n > ng. Con-
cluimos que lim,, o dg(F"(Xy), (X)) =0, lo cual desedbamos demostrar. [

Proposicién 4.9. P = {Y e C(K(2)):30<a<b<Lkew ([a,blrpy S Y)} €
E(K(X),F).

Demostracion. Sea Y € P,y sean 0 < a <b< 1, k € w tales que [a,b] ey €Y.
Por el corolario 4.5 existen n,m € w tales que Xp.m = [0, 1]premy € F™([a, b]or ).
Puesto que Y., € E(X, F), por la proposicién 4.8 y de las contenciones Yy, C
Fr(la,bl,k1)) v [a,b],xp) S Y, obtenemos que para todo p € w, FP(Xgm) C
FPr(Y). Por ende 0 < dy (FP(Y),K(2)) < dug(FP(Zkim), L(X)).

Por tanto:

0< ph’moo dg(FP™(Y),K(X)) < ph’moo A (FP(Erem), (X)) = 0.
Lo cual concluye que Y € E(K(X),F). O
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Proposicién 4.10. P:={Y e C(K(X)):30<a<b< L kew ([a,bl,ey SY)} es
denso en C(K(X)).

Demostracion. Sean K € C(K(X)) y € > 0, analicemos los siguientes casos:

1. Si O =[(0,0)] € K entonces consideremos A = K U [0, £],¢. Puesto que A
estd formado por la unién de dos subespacios cerrados y conexos de (X)
entonces resulta que A es un subcontinuo, m&s aun, por construccién se
tiene que A € P. Por otro lado se tiene que O € [0, 5], € Bf(z)(O) por
tanto

AcKUuBF®(O)ec NAK) vy  KcAcN.(A)

lo que muestra que dy (K, A) <e.

2. Si O ¢ K entonces por la proposicién 4.2 sabemos que K = [a,b], para
ciertos 0 < a < b <1y x e Porotro lado, existen 0 < a’ < b’ < 1 tales
que [a,b] € [a/,0'] y [@/,b'] € Ne([a,b]) v puesto que {07 (%)}n20 es denso
en X existe k € w ta que d(z,0%(t)) < §. Definase entonces A = [a/,V'],x1),
entonces cumple por construccion que dy (K, A) <ey AeP.

En cualquier caso, existe A € P tal que dy (K, A) < ¢, lo que muestra que P es
denso en C(K(X)). O

Finalmente, se demostré que la funcion F' es débil completamente expansivo
por continuos, pero no completamente expansivo por continuos.

4.2. Mezclante no implica débil completamente

expansivo por continuos

Para esta seccién y la siguiente consideraremos cierto tipo de funciones cadticas
en el producto X x [0,1]. Diremos que un mapeo f: X x [0,1] — X x [0,1] es
bien portado si f~1(X x {0}) = X x {0}. No es dificil convencerse que existen
mapeos bien portados lo que no resulta claro es que existan mapeos bien portados
y caoticos, para ello utilicemos el siguiente resultado:

Proposicién 4.11. Eziste g: [0,1] — [0, 1] mapeo mezclante tal que g=1({0}) =
{0}.

La construccién de este mapeo mezclante se puede hallar en [Méndez, Obser-
vacién 8.c, p. 62].
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Proposicién 4.12. Sean X espacio topologico y h : X — X mapeo mezclante,
si g:[0,1] — [0, 1] mapeo mezclante tal que g~*({0}) = {0}, entonces la funcion
f:Xx[0,1] — X x[0,1] tal que f(x,t) = (h(z),g(t)) para todo (x,t) € X x[0,1]
es un mapeo mezclante bien portado.

Demostracion. Por la proposicién 2.12 sabemos que f resulta ser un mapeo mez-
clante, por otro lado si (x,t) € f~1(X x {0}) se tiene que (h(x),g(t)) € X x {0}
lo que significa que g(t) = 0 y de la hipdtesis tenemos que ¢ = 0, lo que muestra
(X x{0}) € X x{0}, inversamente la contencién X x {0} ¢ f~1(X x{0}) se sigue
del hecho que para todo z € X se cumpla f(x,0) = (h(x),g(t)) = (h(x),0). O

Las proposiciones anteriores justifican la existencia de mapeos bien portados,
pues para ellos basta considerar un espacio topolégico X y un mapeo definido en
éste que sean mezclante. A continuaciéon unas observaciones sobre mapeos bien
portados.

Proposicién 4.13. Sea f: X x[0,1] — X x [0, 1] mapeo bien portado, entonces
se cumple lo siguiente:

a) Para todo k> 1 el mapeo f*¥: X x[0,1] — X x [0,1] es bien portado.

b) Para todo k > 1, si W ¢ X x {0} entonces f*(W) c¢ X x {0}, en particular
JEX =< {0}) = X x {0}.

¢) Para todo k> 1, si W c X x (0,1] entonces f*(W) c X x (0,1].

Demostracion. a) Se hace una prueba por induccién. El paso base k = 1 lo tenemos
por hipdtesis, supongamos que para cierto k > 1 se cumple que f*: Xx[0,1] —

X x[0,1] es bien portado por tanto (f*)"1(X x{0}) = X x{0} y usando el paso
base obtenemos que

(fED X< {0}) = FH(F) N (X x{0})) = fH(X x {0}) = X = {0}
lo que muestra que f**1 es bien portado.

b) Si W < X x{0} y k> 1, entonces dado w € W obtenemos que w € X x {0} =
(f¥)"1(X x {0}) por ser f* bien portado, por tanto f*(w) ¢ X x {0}, lo que
muestra la contencién f¥(W) ¢ X x{0}. Como (f*)"1(X x{0}) = X x{0} y f*
es suprayectiva por ser un mapeo, se sigue que X x{0} = f*((f*)"1(Xx{0})) =
FHX x{0}).
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c) SiW c Xx(0,1] y k> 1, entonces dado w € W si ocurriera que f*(w) € X x{0}
entonces w € X x{0} pues f* es bien portado, contradiciendo que W ¢ X x(0,1],
entonces necesariamente debe ocurrir que f¥(w) € X x (0,1], mostrando la
contencion.

Concluimos esta proposiciéon. [

La razéon de introducir los mapeos bien portados en el producto X x [0,1]
es porque nos gustaria que al considerar funciones cadticas en X x [0, 1] éstas
pudiesen pasar al cociente como fucniones caéticas en K(X). Por ello tenemos
este resultado:

Proposiciéon 4.14. Sean X espacio topoldgico y f : X x [0,1] — X x [0,1]
mapeo mezclante (débilmente mezclante) y bien portado . Entonces si la funcion
F:K(X)— K(X) es tal que Fop=po f donde p es la funcion cociente para el
cono topoldgico de X, p: X x[0,1] — K(X), entonces F' es mezclante (débilmente
mezclante).

X x [0,1] = X x[0,1]

/| |+

K(X) K(X)

F

Demostracion. Del corolario 1.27 sabemos que F' resulta ser continua, ademas al
ser f y p suprayectivas tenemos que F' también lo es, por tanto F' es un mapeo
en K(X). Supongamos f mezclante y sean U,V subconjuntos abiertos y no vacios
de K(X). Puesto que £(X) es un continuo no degenerado entonces U’ := U -
{O} es abierto no vacio de K(X), por tanto p=1(U’) y p~'(V') son abiertos no
vacios de X x [0,1] y de la hipétesis existe n € w tal que si k > n entonces
fE(p 1 (U")) np~ (V') # 0. De la hipétesis F o p = po f, por un razonamiento
inductivo se puede demostrar que para todo k € w se cumple F¥op = po fF.
Ademas recuérdese que la funcion p|x.(o17: X x (0,1] — K(X) - {O} resulta en
un homeomorfismo, en particular es biyeccién, por tanto si W ¢ X x (0,1] y de
la proposicién 4.13 tenemos que f*(W) ¢ X x (0,1] para todo k € w y por tanto
se tiene p~H(F*(p(W))) = p~H(p(f*(W))) = f¥(W), en particular nos interesa
observar que p~1(U’) € X x (0,1] y por tanto, para todo k € w tenemos

P (FH(p(p™ (U))) = fH(p™(U))

84



y como p es suprayectiva, p(p~1(U’)) = U’, por tanto
p (FHU") = (7 (U).
Finalmente, para todo k > n se sigue que

p (FHU)N V) 2 p  (FHU ) V) = p  (FHU)) np ' (V)
= fF (™ (U)) np (V) £ 0,

que a su vez implica que F*(U)nV # 0, si k > n. Lo que muestra que F es
mezclante.

Ahora bien si f es débilmente mezclante, dados Uy, Us, V7, V5 abiertos no vacios
de K(X), definiendo U7 := Uy -{O} y U} := Uy—{O} resultan ser abiertos no vacios
nuevamente, por ello p=t(U/) y p~1(V;) son abiertos no vacios de X x[0, 1] para i =
1, 2. Por ello existe n € N tal que f*(p=2(U]))np~!(V;) # O para i = 1,2.Y repitiendo
el argumento anterior concluimos que para ¢ = 1,2 se cumple F*(U;) n'V; = (), lo
cual muestra que F' es débilmente mezclante. [

Como uno sospecharia, un mapeo bien portado también debe conservar el
cardcter cadtico del espaico cociente, en este caso el cono topoldgico IC(X), al
espacio base, nos referimos a X. Para verificar esto 1ltimo necesitamos este hecho
previo:

Lema 4.15. Sea X un espacio topoldgico no vacio, entonces X x {0} es denso en
ninguna parte en X x [0,1]. Por tanto si U es un abierto no vacio de X x[0,1]
entonces U — (X x {0}) es abierto no vacio también.

Demostracion. Notemos que X x {0} es cerrado en X x [0, 1], basta ver que tiene
interior vacio, en efecto, si existiese (z,0) € int(X x {0}) € X x {0} existirfan V
abierto en X y 0 <e <1 tal que x € V 'y Vx[0,e) € X x {0}, en particular se
tendria que (z,5) € X x {0} lo cual es absurdo, por ello int(X x {0}) = 0. Por otro
lado, si U es abierto no vacio de X x [0, 1] de forma que U - (X x{0}) = () entonces
U c (X x{0}) lo cual implicarfa que ) # U < int(X x {0}) una contradiccién a lo
previamente demostrado, por ello U — (X x {0}) # 0 y ademés es abierto. [

Proposicién 4.16. Sean X espacio topoldgico y f: X x[0,1] — X x[0, 1] mapeo

bien portado . Entonces si F': K(X) — K(X) es mapeo mezclante (débilmente
mezclante) tal que Fop = pof donde p es la funcion cociente para el cono topoldgico
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de X, p: X x[0,1] — K(X), entonces f es mezclante (débilmente mezclante).

X x[0,1] —L= X x [0,1]

/| |+

K(X) K(X)

F

Demostracion. Supongamos primero que F' es mezclante. Sean U,V abiertos no
vacios de X x [0,1], por el lema 4.15, U’ :=U - (X x0) y V':=V = (X x {0}) son
abiertos no vacios y ademas U’, V' ¢ X x (0, 1], puesto que

P|Xx(0,1] : X x (07 1] - IC(X) - {O}

es homeomorfismo, entonces p(U’) y p(V") son abiertos no vacios de K£(X)-{O}
y al ser éste abierto en K(X), entonces p(U’) y p(V') son abiertos en K(X). Por
ello, existe n € N de manera que F*(p(U")) np(V') # () para todo k > n, entonces
si k > n puesto que F*(p(U")) = p(f*(U")) se sigue que p(f*(U")) np(V") + 0.
Como f es bien portado y U', V' ¢ X x(0,1], por la proposicién 4.13 tenemos que
fE(U") € X x(0,1] y como p|xx(,1] es biyeccion, se sigue que p(f*(U')nV’) =
p(fE(U)) np(V') #0, lo cual a su vez implica f*(U)nV 2 f5(U)n V' 0, lo
anterior para todo k > n. Eso muestra que f es mezclante.

Un razonamiento similar muestra que si F' es débilmente mezclante entonces
f también lo es. [

Ahora si estamos en condiciones de dar el ejemplo requerido. Consideremos el
mapeo desplazamiento de cantor o : 3 — ¥ y sea h: [0,1] — [0,1] un mapeo
mezclante y tal que h=1(0) = {0} (el cual sabemos que existe por la proposicién
4.11). Definase f: ¥ x [0,1] — X x [0,1] de forma que f(z,t) = (o(x),h(t)), de
las proposiciones 2.12 y 4.12 sabemos que f resulta en un mapeo mezclante y bien
portado. Puesto que para todo z € ¥ se tiene que f(z,0) = (o(z),0) € ¥ x {0}
entonces esta funcién f pasa al cociente p, es decir, si definimos F : £(X) —
K(2) como F([(x,t)]) = [f(x,t)], estd bien definida y cumple que Frop=po f.
Como f es mezclante y de la proposicion 4.14 ya es inmediato que F' es mapeo
mezclante. Nuestro trabajo a continuacion es mostrar que la funcién F' no es débil
continuamente expansiva por continuos.

Recuérdese que en un espacio topolégico X, D ¢ X denso implica que int(X —
D)=X- D = (). De esto tltimo, para mostrar que un subconjunto D de X no
es denso, basta mostrar que int(X — D) # (). As{ bien, para mostrar que F no es
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débil completamente expansivo por continuos, tenemos que probar que el conjunto

E(K(X),F)cC(K(X)) es tal que
into(cs) (C(K(E)) - E(K(X), F)) # 0.
Primero nétese que para todo x € X3,

F([0,1]2) = F(p({x} x[0,1])) = p(f ({z} x[0,1])) = p({o(2) } x [0,1]) = [0, 1]5(a),

y por un argumento inductivo obtendriamos que
F*([0,1]2) = [0, 1]on(a)
para todo n € N. Nuestro primer paso es mostrar que para todo x € X se tiene que
[0,1]; e C(K(X)) - E(K(X), F).
Para ello necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.17. Sea (X,d) espacio métrico no degenerado, entonces existe § >0 tal
que para toda x € X se cumple Bs(x) + X.

Demostracion. Procedamos por contradiccion, supongamos que para todo o > 0
existe x5 € X tal que Bs(xs) = X. Sea ¢ = didm(X) > 0 el cual es positivo pues X
es no degenerado, entonces para § > 0 existe o € X tal que X = B (z9). Pero esto
ltimo implicarfa que € = didm(X) = didm(B:= (o)) < § lo cual es un absurdo, por
tanto existe 0 > 0 tal que para toda x € X se cumple Bs(z) #+ X. O

Proposicién 4.18. Para todo c € ¥ se tiene que [0,1]. € C(K(X)) - E(K(X), F).

Demostracion. Sea ¢ € ¥.. Del lema 4.17, sea € > 0 tal que B.(x) # ¥ para todo
x € X. Se afirma que N.([0,1],n()) # K(X) para todo n € N. En efecto, sea n e N
y entonces B.(¢0"(c)) # X, asi bien existe y, € ¥ tal que € < d(y,,0"(c)), veamos
que [(yn,1)] ¢ No([0,1]5n(c)), para ello sea t € [0,1] y consideremos [(0™(c),t)] €
[0, 1]5n(c) entonces

A([(yn, D], [(c™(c),)]) =1 = t| + min{1, ¢t} d(y,,0"(c)) 21—t +te > e

Lo anterior muestra que todos los elementos de [0, 1],n(.) distan al menos ¢ de
[(yn,1)], por tanto [(yn,1)] ¢ No([0,1]on(c)), v asi Ne([0,1]on(e)) # K(E). Pero
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esto a su vez implica que dg([0,1],n (), (X)) > € para todo n € N y por tanto
dg(F™([0,1].),K(X))>e sineN.

Por tanto lim,, . dg (F™([0,1]f.), K(X)) # 0lo que significa que [0, 1], € C(K(X))-
E(K(%),F). O

Corolario 4.19. Para todo ce ¥ y0<a<b<1 se cumple que [a,b]. € C(K(X))-
E(K(%), F).

Demostracion. Si de lo contrario, es decir, existen ce€ ¥ y 0 <a <b< 1 tales que
[a,b]. € E(K(X), F') entonces como [a,b]. € [0, 1], se seguiria que

lim dp (F([0,1]e,£(2)) <0< lim_dp(F"([a,b],K(2)) =0,

lo cual es una contradiccién a la proposicién anterior. [

Ahora bien definamos A := {[a,b]. € C(K(X)) : ceX,0<a<b< 1}, Por el
corolario anterior ya e sclaro que A c C(K(X)) - E(K(X), F'), para mostrar que

inte (i) (C(K(X)) - E(K(X), F)) =0,
es suficiente que demostremos
inte ey (A) # 0.
Proposicién 4.20. intccsy) (A) # 0.

Demostracion. Consideremos R = [%, 1]6’ entonces R € A. Se afirma que

BE*ED(Ryc 4.

2

W c N%(R)7 siOeW c N%(R) entonces como O € N%(R) existirfa [0,t] € R
donde t € [%, 1] tal que A ([6, 0], [ﬁ,t]) <1, pero A([ﬁ, 0], [0, t]) =t> 1 lo cual es
un absurdo, por tanto O ¢ W y por la proposicion 4.2, se sigue que W e A. [

En efecto, sea W € BS(K(Z))(R), luego dy(W,R) < % v en particular tenemos
2

Corolario 4.21. inlcgcs) (C(K(X)) - E(K(X),F)) 0.

Lo anterior termina la demostracién de que F' no es débil completamente ex-
pPansivo por continuos.
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4.3. Débilmente mezclante no implica mezclante

A continuacién, nuestro objetivo es construir un mapeo en Cantor, a : ¥ —
Y, que sea débilmente mezclante pero no mezclante. Para ello, consideremos la
funcién desplazamiento o : 3 — ¥ y recuérdese que para U,V abiertos de Cantor
podemos definir N(U, V) = {neN:o?(U)nV #0}.

A una sucesién finita de 0’s y 1’s, A = a;...a, donde ay,...,a, € {0,1}, le
llamaremos un bloque y denotaremos por [(A) = n a la longitud del bloque que
sera la cantidad de términos por los cuales esta compuesto. Para s > 1 denotaremos
0, al bloque de longitud s que contiene exactamente s ceros

S veces
—_—

Para dos bloques A=ay...a, y B=>b;...b, la concatenacién de los bloques A y
B serd otro bloque, denotado como AB, de manera que AB =a;y...a,b;...b,,. En
ocaciones pensaremos que con s = 0 el bloque 0y significa un espacio vacio entre
términos, y por tanto para un bloque A tendriamos que AQy = 0gA = A.

También, para el bloque A = a4 ...a,, podremos pensarlo como un elemento
4= (xa,)2 =AeX lo cual para nosotros significard que

a; si 1<i1<n
TAi= .o
i 0 sii>n+1

lo que podemos visualizarlo como
xa=(A0...0...)=(ay...a,0...0...)

Sean z € ¥ donde y = ()2, A=ay ...a, un bloque y ¢ > 1, diremos que el bloque
A aparece en z en la posicion t si x;_14; = a; para todo ¢ = 1,...,n, de forma
visualizada tendriamos que

A
—
T=(T1.. T 1G1 .. Ay Ty - --)-

Diremos simplemente que, A aparece en y si existe ¢ natural positivo con la pro-
piedad anterior. Asi bien, para A un bloque y t > 1 definiremos el conjunto

(A,t) :={x e C: A aparece en z en la posicién t}.
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Proposicién 4.22. Para todo bloqgue A yt > 1 el conjunto (A,t) es abierto no
vacio de X.

Demostracion. Sea A = a;...a, un bloque con n = [(A) y t > 1. Puesto que el
elemento y = (y;)$2; definido como

) a; sii=t-1+j paraalginj=1,...,n
Yi= 0 en otro caso

cumple por definicién que A aparece en y en la posicién ¢, entonces (A,t) es no
vacio. Veamos que es abierto, para ellos sea x € (A,t), probaré que B L (z)
ot+n

(A,t) lo que probaria que x es punto interior y de lo cual (A,t) es abierto. En
efecto, si w € Bﬁ (z) entonces d(w, ) < 54 por lo que si w = (w;)2, v« = (z;)%,

entonces wy = x si k = 1,...,t + m. Por otro lado, como = € (A,t) entonces
Ti_14i =a; paratodoi=1,...,n, nétese que 1 <t-1+i<t+ncuandoi=1,...,n,
por tanto w;_14; = T4 14; = a; sii=1,...,n, lo que permite concluir que w € (A, 1),

lo cual prueba que B_1 () ¢ (A,t) como se querfa demostrar. [J
at+n

Proposicién 4.23. El conjunto de abiertos {(A,t): A es un bloque y t > 1} for-
ma una base para la topologia de ..

Demostracion. Basta probar que si z = (x;)%2; € ¥ y € > 0 entonces existen A
> <€
tomando t =1y A = xy...2,,1 tenemos claramente que = € (A,1), y ademds si

bloque y t > 1 tales que z € (A,t) € B.(z). En efecto, tomando n € N tal que
y = (y:)2, € (A 1) esto implica que y; = x; si i = 1,..., 2,41 lo cual implica que
d(z,y) < 57 <&y por tanto y € B-(z), o bien que z € (4,1) ¢ B.(z). O

Consideremos ) # S € Ny A = a4 ...a, un bloque. Diremos que A es S—admisible
si y sélo si se cumple que para todo 7,7 € {1,...,n} si a; = 1 = a; entonces ¢ = j
o |i—j| € S. Una observacion facil es que si A es un bloque S-admisible y s > 0
entonces los bloques 0,4 vy A0, también son S-admisibles, en efecto en el primero

caso
s veces

—
0,A=0...0a;...a,

lo podemos escribir como 0,4 = 1 ...x,,s donde

. 0 si1<i<s
“lag sii=s+k, ke{l,...,n}
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Por tanto si z; = 1 = z; necesariamente z; = ay =1 donde 1 = s +4', y x; = ay =1
donde j = s+ ;' y como A es S-admisible entonces i = j’ o |i—j| € S lo cual implica
quei=joli—jl=|(s+i)—-(s+j")|=[i"-j'| €S, lo cual nos permite concluir que
0,A es S-admisible. Para AO, se hace una prueba similar.

Por otro lado, para @ # S € N definiremos

Xs :={x € X: todo bloque que aparece en = es S-admisible}.

Una primera observacién es que todos estos conjuntos tienen al elemento cero de
Cantor, 0, pues los bloques de éste al no contener términos 1, por vacuidad, son
S-admisibles para S arbitrario. Mas en general, recuérdese que para un bloque A
podemos definir x4 € C' como aquel con sus primeros términos coinciden con los
de A y después son sélo 0, en ese caso tenemos lo siguiente:

Proposicion 4.24. x4 € Xg si y sélo si A es S-admisible.

Demostracion. Escribamos A =a; ...a, y entonces
xa=(r1...2,0...0...)=(a1...a,0...0...).

=] Supongamos que x4 € Xg en particular como A es un bloque que aparece
en z y por tanto debe ser S—admisible por la definicién de Xg.

<=| Reciprocamente si A es S-admisible y B =0, ...b,, es un bloque que apa-
rece en z, digamos que en la posicién ¢t > 1, queremos ver que B es S-admisible,
para ellos supongamos que b; = b; = 1 para ciertos 4,7 € {1,...,m} luego necesa-
riamente b; = x; y bj=x; donde i/ =i+t-1y j'=j+t-1yi, j e{l,...,n},

I=(l‘1...$t_1b1...bm...)

por tanto b, = ay y b; = aj y como A es S- admisible entonces i’ = j’ lo cual
demostraria que i = j o bien tendriamos que |i—j| = [(¢/—t+1)—(j'-t+1)| = |i'=j'| € S.
Por tanto B es S—admisible y asi x4 € Xg. [

La siguiente proposicién nos dira que estos subespacios de Cantor son cerrados
no vacios:

Proposicion 4.25. Si ) # S € N entonces Xg es cerrado en C. Y por consiguiente
es compacto.

Demostracion. Probemos que % — Xg es abierto en . Sea x € ¥ — Xg, entonces
existe A un bloque que aparece en x que no es S-admisible. Supongamos que A
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aparece en x en la posicién ¢, para algin ¢ > 1, luego = € (A,t). Nétese ademds
que si y € (A,t) entonces, en particular, A es un bloque que aparece en y y éste
no es S-admisible, por lo que y € X - Xg. Esto prueba que x € (A,t) € ¥ - Xg y
de la proposicién 4.22 el conjunto (A,t) es abierto, lo que prueba que x es punto
interior de ¥ — Xg y por ende éste es abierto. Concluimos que Xg es cerrado en
>, como éste ultimo es compacto entonces también lo es Xg. [

Diremos que S € N es repleto si y sélo si para todo () # F' ¢ N subconjunto
finito existe n € N tal que n+ F € S donde n+ F := {n+m : m e F}. Nétese
que por definicion el conjunto S debe ser un subconjunto infinito de N pues para
todo m € N existiria k,, € N tal que {1+ k,,...,m+k,} €S y por tanto |S| >m
con m natural positivo arbitrariamente grande. A continuaciéon probaremos una
propiedad mas general para los subconjuntos repletos:

Proposicién 4.26. Si S ¢ N es un subconjunto repleto entonces para todo () +
F ¢ Z subconjunto finito y k € N existe n €N tal quen>k yn+ FcS.

Demostracion. Sea F' = {pi,...,pm} un subconjunto finito no vacio de Z. La
prueba se hace por induccién sobre k € N. Para el paso base (k = 1) , consideremos
M = méx{|p1,...,|pm|} > 0 entonces este natural cumple que M +p; +1 > 1 para
todoi=1,...,m por lo que (M + 1) + F es un subconjunto finito no vacio de N,
como S es repleto, existe n’ > 1 tal que n’+((M +1)+F) c Sy por tanton+F ¢ S
donde n=n"+ M +1 > 1 lo que prueba el caso base. Supongamos que para k € N
existe ng > k tal que n, + F € S. Probemos la propiedad para k + 1. Puesto que
n + F €S ¢ N entonces ng + F' es un subconjunto finito no vacio de N y como
S es repleto, existe s € N tal que (s+ny)+ F = s+ (ng+ F) €S pero haciendo
N1 = S+ng como ng >k y seN tenemos que ngy1 2 k+1yngq +F <SS loque
completa el paso inductivo. Por tanto la propiedad es valida para todo ke N. [

Proposicion 4.27. Si S c N es repleto, entonces Xg es un subconjunto perfecto
de Y.

Demostracion. Basta demostrar que six € X,y € > 0, entonces (B.(z)-{z})nXg #

1

(). Para ello, sea n € N tal que 57 < €. Escribamos x = (1. Xy Tyl Ty - - ),

chequemos los siguientes casos:

Caso 1. Supongamos que existe j > n +2 tal que x; = 1, en ese caso definamos
el bloque A =z ...x,, el cual es S-admisible pues es un bloque de x € Xg, y por
la proposicién 4.24 sabemos que x4 € Xg, puesto que para todo7=1,...,n+1

1

se tiene que x; = (4); entonces d(z,24) < 5w <€y asl x4 € B.(x), pero como

92



zj =1 # 0 = (za); pues j > n+ 2 entonces x # x4 y podemos concluir que

za € (B(x)-{z})n X5s.

x;
——
r=(T1... Ty Tpyy ... 1 ...)

(za);
P

Ta=(x1...2p2y410... 0 ...).
Caso 2. Supongamos que para todo j > n + 2 se tiene que z; = 0. Entonces
x =124 donde A = x1...2,2,,1. Sea F :={0,1,...,n}, puesto que S es repleto,
existe m € N ta que m + F' € S. Consideremos el bloque el bloque B de longitud
(n+1)+m de forma que

r; st 1<i1<n+1
bi=1 0 sin+l<i<(n+l)+m
1 sii=(n+1)+m

(n + 1) + m-ésimo lugar
—_~

B=z;...2p%p41...0 1

Probemos que B es S-admisible. Asi bien sean x; = z; = 1 para 1 <4,j < (n+1)+m,
si 7 = j ya acabamos, asi que supongamos sin pérdida de generalidad que i < 7,
hay dos casos: el primero es que 1 <7< j <n+1 pero omo x =x4 € Xg entonces
por la proposicion 4.24 tenemos que A = x1...7T,,1 es S-admisible, y entonces
li —j| € S, el segundo caso es que j = (n+1)+m y 1 <i<n+1 pero entonces
li-jl=j—t=m+((n+1)-i)em+ Fc S pues (n+1)—ieF. En cualquier caso
concluimos que B es S—admisible. Luego x5 € Xg, como

(xB)(n+1)+m =1+0-= T(n+1)+m

pues (n+1)+m >n+2 tenemos que zg # x, y por tltimo, como (zg); = x; para
todo 1 <i<n+1 entonces d(x,xp) < 2%1 < ¢ lo que quiere decir que

xp € (B(x) - {x})n Xg.

Concluyendo el segundo caso.
En cualquier caso obtenemos que (B.(z) —{z})n Xg # () y eso muestra que
Xg es perfecto. [
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Corolario 4.28. Si ) #+ S ¢ N es repleto, entonces Xg es homeomorfo a X, es
decir Xg es un Cantor.

Demostracion. Basta probar la caracterizacion del conjunto de Cantor, es decir,
que Xg es un espacio métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo. Nétese
que al ser Xg € C' y como Y es métrico totalmente disconexo, automaticamente
se sigue que Xg es métrico totalmente disconexo, por las proposiciones 4.25 y
4.27 igual tenemos que Xg es compacto y perfecto, que es justo lo que queriamos
probar. [J

Proposicién 4.29. Si 0 # S c N entonces 0(Xgs) = Xs.

Demostracion. Hagamos la doble contencién.

C) Sea x = (x;)2, € Xg, luego o(x) = (x;)2,, ndtese que si A es un bloque que
aparece en o(x) entonces es un bloque que aparece en x y como x € Xg entonces
A es S—admisible, lo cual prueba que o(z) € Xg.

2) Sea x = (z;)2, € Xg y sea y € ¥ definido como y; =0y y;11 = x; parai> 1,

y=(0x1x2xn)

Es facil notar que o(y) = z, mostremos que y € Xg. Sea A un bloque que aparece
en y, entonces hay dos posibilidades:

a) la primera si A aparece en y en la posicién 1 entonces puede ocurrir que A = 0y
el bloque que consta de un sélo 0 el cual es claramente S— admisible, o bien
A =0,B donde B es un bloque de x y como éste es elemento de Xg entonces
B seria S—admisible lo que implica a su vez que A también lo es. En cualquier
caso A es S admisible.

b) la segunda si A aparece en y en la posicién t > 2, entonces eso hace a A un
bloque que aparece en x el cual es S—admisible pues x € Xg.

Esto prueba que y € Xg y por tanto z = o(y) € 0(Xg). O

La proposicion anterior nos permite pensar en el nuevo sistema dinamico
(Xs,0|xs) donde olx, : X¢ — Xg. Por comodidad, escribiremos og = o|x,
cuando tengamos no haya equivocacién al referirnos del subconjunto S. Recuérde-
se que el conjunto {(A,t) : A esun bloqueyt>1} forma una base de abier-
tos no vacios para la topologia de C, entonces si definimos para un bloque A,
t > 1 el conjunto (A,t)s = (A,t) n Xg entonces resulta que el conjunto {(A,t)s :
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A es un bloque y t > 1} forma una base de abiertos para la topologia de Xg, sin
embargo ésta familia de basicos puede contar entre sus elementos muchos con-
juntos vacios lo cual no son de nuestro interés (pues las propiedades cadticas
mezclante y débilmente mezclante solo sirven para abiertos no vacios), sin embar-
go lo natural seria pedir que A fuese S—admisible para asegurar basicos no vacios,
como lo asegura esta proposicion:

Proposicién 4.30. Sea A un bloque y t > 1, entonces (A,t)s 0 si y sdlo si A es
S—admusible.

Demostracién. =] Por un lado si (A,t)s # ) sea x € (A, t)s = (A, t) n Xg,
entonces r € Xg y A es un bloque que aparece en x, por tanto A es S—admisible.

<—] Reciprocamente, si A es S—admisible, sabemos que el bloque 0; ;A es
también S—-admisible, por lo que z, ;4 € Xg y ademads es claro que xo, ,4 € (A,1)
por ende g, ;4 € (A,t)s. O

De la proposiciéon anterior ya podemos asegurar que el conjunto
{(A,t)s: A es un bloque S—adimisble y ¢ > 1}

es una base de abiertos no vacios para el subespacio Xg. Recordemos que para U, V'
abiertos no vacios de Xg, podemos definir N(U,V) ={n e N:o2(U)nV # 0} y
que del corolario 4.28 si S ¢ N es repleto, entonces Xg es un cantor, a continuacién
tenemos la primera propiedad cadtica para og en Xg :

Proposicion 4.31. 5i S € N es repleto, entonces g : Xg — Xg es débilmente
mezclante.

Demostracion. Es suficiente probar que si A, B, C, D son bloques S—admisibles y
ty,to,t3,t4 > 1 entonces N((Ay,t1)s, (B,t2)s) N N((C,t3)s,(D,t4)s) # 0. Esto ya
que

{(P,t)s: P esun bloque S-adimisble y ¢t > 1}

forma una base de abiertos no vacios de Xg.
Asi bien sean:

A=ay...aya),
B =0b;...byp),
C=ci...cqu,
D=d;...dyp
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bloques S—admisibles y donde I(A),l(B),l(C) y I(D) denotan sus respectivas
longitudes y sean ti,t,t3,t4 > 1. Consideremos

m = max{1, (ts - 1) + (ta = t1) + 1(C) = I(A), (ts ) — 1(A) + 1,to — 1} € .

Afirmacion 1. Existen s>m y p>ts—1 >0, tales que los bloques formados
como P =0,1A0,By Q=04,-1C0,D son S—admisibles.

Demostracion de la afirmacion 1. Sea F'={keZ:-M <k < M} donde
M=ty +ty+tz3+t,+1(A)+1(B) +1(C)+1(D) e N.

Entonces al ser F' conjunto finito de Z, por la afirmacion 4.26 existe, s > m > 1
tal que s+ F' ¢ S, definase p = s = [(t3 —ts4) + (t2 — t1) +1(C) = [(A)]. Nétese que
por como definimos m obtenemos que s >m > (t3—1) + (ta —t1) +1(C) - I(A) =
[(tz—t4)+(ta—t1)+1(C)-1(A)]+(t4—1) y sumandole el hecho que t4 > 1 obtenemos
que

p=s—[(ts—ty) +(ta—t1) +1(C) = 1(A)] >t4,-1>0.

Sean los bloques P = 0;,-1 A0sB y @ = 041 C'0, D, mostremos que éstos son
S—-admisibles con dicha eleccién de s y p.

1. Para probar que P = 0,1 A0; B es S—-adimisible, sean w;,w; términos del
bloque P tales que w; = w; = 1, si @ = j ya acabamos, entonces podemos
suponer sin pérdida de generalidad que 7 > 7 y puesto que los unos del bloque
P sélo pueden hallarse dentro de los bloques A y B, entonces tenemos los casos
siguientes:

a) Siw; =ay =1y w; =aj =1 para ciertos 1 < j’ <4’ <I(A). Entonces ocurre
quei=4"+(ty-1)y j=7"+(t1 - 1) por lo que |i — j| = |i' — j'| € S pues A es
S—-admisible.

b) Si w; = by =1y w; = by =1 para ciertos 1 < j' < i’ < [(B). Entonces
ocurre que i =i’ + s+ I(A)+ (t1—1) y j=j5"+s+1(A) + (t; - 1) por lo que
li—j|=1i" - j'| € S pues B es S—admisible.

¢) Siw; =by =1y w; =aj =1paraciertos 1 <i' <I(B)y1<j <I(A). Entonces
i=i"+s+l(A)+(t1-1) y j = 7'+(t1-1) por lo que |i—j| =i—j = s+(i'=j'+1(A)),
pero nétese que |i' — j' +1(A)| =i’ + 1(A) - j' <I(B) +I(A) < M por lo que
i"-j"+l(A)e Fyasis+(i'-j' +1(A)) es+ Fc S porloqueli—j|esS.
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En cualquier caso concluimos que |i — j| € S por lo que P =0, 1 A0y B es en
efecto S—adimisible.

2. De modos similar, para probar que @) = 0y,-; C'0, D es S—admisible, sean z;, z;
términos del bloque @) tales que z; = z; = 1, nuevamente supongamos sin pérdi-
da de generalidad que ¢ > 7 (pues de ser iguales ya acabamos). Tenemos los
siguientes casos:

a) Siz=cy =1y z; =cy =1 para ciertos 1 < j' < i’ <1(C). Entonces ocurre
quei=d"+(t3—1)y j=7"+(t3—1) por lo que |i — j| = i’ = j'| € S pues C' es
S—-admisible.

b) Si z; =dy =1y 2z =dy =1 para ciertos 1 < j° < i’ < (D). Entonces
ocurre que i =’ +p+1(C) + (t3-1) y j =7 +p+1(C) + (t3-1) por lo que
li—j]=i"=j'| € S pues D es S—admisible.

c) Sz =dy=1yzj=cj=1paraciertos 1 <i' <I(C) y 1 <j' <I(D). Entonces
i ="+p+l(C)+(t3-1) y j = j'+(t3-1) por lo que |i—j| = i—j = p+(i'—j'+1(C)),
pero recuérdese que p =s—[(t3—1) + (to—t1) +1(C) - I(A)] entonces

li-jgl=s+@" —7"+(1-1t3) + (t1 —tz2) +L(A)),
por otro lado nétese que

li' ="+ (1=t3)+ (t1—t2) +L(A)| <"+ +t1 +ta+tz3 + 1+ [(A)
<UD)+UC)+t +ty+tz+t,+1(A)
<M

entonces i’ + j' + (ty —t3) + (t1 —t2) +1(A) € F y asi
s+ (' +7 +(tg—t3)+(t1 —t2) +1(A))es+ Fc S

lo cual prueba que |i — j| € S.

Concluimos por tanto que @) = 04-1C0,D es S-admisible, como se queria
demostrar. Lo cual demuestra la afirmacion 1.

Ahora bien, continuando con la prueba original, sean s >m y p:=s—[(t3—t4) +
(ta—t1)+1(C)-1(A)] 2 0, tales que los bloques P =0;,_; A0s By Q =041 C0, D
son S-admisibles. Consideremos zp y g, puesto que P y ) son S—admisibles
sabemos de la proposicién 4.24 que zp,xg € Xg. Por como estan definidas P y
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Q es claro que xp € (A, t1) y zg € (C,t3), entonces zp € (A, t1)s y zg € (C,t3)s.
Definase n = s—[(t2—t1) —1(A)], puesto que s > m > (ta—t;)—1(A) +1 se sigue que
n=s-[(ta—t1)-1(A)] > 1. Calculemos o%(xzp) y 0%(xp); por un lado recordemos
que aplicar la funcién o significa eliminar las primeras n entradas del elemento
en cuestion. Puesto que s >m >t; -1y p >ty — 1, podemos escribir los bloques
0p = 0p—(t4-1) 0t4=1 ¥ 05 = 05_(4,-1) Og—1. y pOr consiguiente:

P = Otl—l AOS*(thl) Otg—l. B= P, Otz—l. B

Q = 0t3—1 Copf(t471) 0t4—1 D= Q’ Ot4—1 D
donde P" =041 AOs_(1,-1) ¥ @' = 04,1 C 0p_1,-1, con lo que I(P’) = (t1-1)+I(A)+
(s=(ta=1)) y U(Q") =(t3-1) +1(C) + (p—- (t4 — 1)). Por como definimos n y p,
realizando unas cuentas podemos llegar a que n = (t1—-1)+I(A)+(s—(t2—-1)) = I(P’)
yn=(ts-1)+1(C)+(p-(ta-1)) = 1(Q"),

n-términos I(P")=n
—

——
P = 01}171 AOS—(tQ—l) Ot2,1. B = P, Ot2,1. B

n-términos 1(Q)=n
—

Q = Otg—l COp—(t4—1) Ot4—1 D = QI Ot4—1 D)

con esto podemos deducir que eliminar las primeras n entradas de zp y de z¢ es
lo mismo que eliminar los términos de P’ y (), respectivamente, en palabras mas
cortas lo que se muestra aqui es:

Ug(xp) = Z04,-1. B»

UE(IQ) = X0y, 1D

lo cual implica que 0%(zp) € (B,t2) y 0%(xq) € (D,ts) y como z,, xg € Xg implica
od(zp),0%(xg) € Xg, entonces o2(zp) € (B,t2)s v 0%(zg) € (D, t4)s.

En sintesis, lo que probamos para n > 1 es:
zpe(At)s v oi(xp)e(B,ty)s
lo cual nos indica que 0% (xp) € 0%((A,t1)s)N(B,t2)s 0 bien quen e N((A,t1)s, (B, t2)s);
zg€(Cits)s vy o05(zq) € (D, ta)s
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que muestra que 0%(zg) € 0%((C,t3)s) N (D, ts)s vy asi n e N((C,t3)s,(D,t1)s).
Por tanto n € N((A1,t1)s, (B,t2)s) " N((C,t3)s, (D, ts4)s), lo que prueba que
este conjunto no es vacio, y a su vez prueba que og es débilmente mezclante. [

Proposicion 4.32. Si () #+ S c N es tal que N-S es infinito, entonces og: Xg —>
Xg no es mezclante.

Demostracion. Consideremos el bloque A =1 que consta de un sélo término igual
a 1, claramente éste bloque es S—admisible (lo es para todos los subconjuntos no
vacios de N), luego por la proposicién 4.30 podemos considerar el abierto no vacio
U= (A,1)s de Xg. Se afirma que N(U,U) c S. En efecto si n € N(U,U) entonces
o2(U)nU # (. Por tanto existe z = ()53, € U tal que o"(z) € U. Nétese que
o (x) = ()2, €U =(A,1)g por lo que z,:1 = 1, del mismo modo x = (x;)%; €
U =(A,1) implica z; = 1. Como el bloque B = z7...x,,1 es S admisible por ser
un bloque que aparece en x y x € Xg, entonces del hecho 1 = 1 = z,,,1 se sigue que
n=n+1-1¢€S (esto pues n > 1 hace que n+1 # 1). Eso prueba que N(U,U) € S.
De lo cual N- S € N - N(U,U) que por la hipdtesis muestra que N— N(U,U) es

infinito y por ello og no puede ser mezclante. [J

Proposicion 4.33. Sean X,Y espacios topologicos y h : X — Y homeomorfismo.
Sean f: X — X yg:Y — Y funciones tales que ho f = goh. Entonces:

a) [ es mapeo mezclante si y sdlo si g es mapeo mezclante,

b) f es mapeo débilmente mezclante si y sdlo si g es mapeo débilmente mezclante.

Demostracion. Hagamos la observacion general de que si ho f = goh entonces por
un argumento inductivo se muestra que para todo n € N, ho f* = g" o h.

a) Primero supongamos que f es mapeo mezclante, como h es homeomorfismo
entonces g = hogoh™ es composicion de fucnciones continuas y suprayectivas,
por tanto g es un mapeo en Y. Para ver que g es mezclante, sean U,V ¢ Y
abiertos no vacios, luego h1(U) y h=1(V') son abiertos no vacios de X por lo
cual existe n € N tal que f*(h~1(U))nh (V) # 0 si k > n. Entonces, para todo
k >n se cumple que

g"(U)nV = g"(h(h71(U))) n h(h7 (V) = h(f*(h71(U))) n h(h7' (V)
= h(f*(h7H(U)) nh7 (V) # 0.

Lo cual muestra que g es mezclante. El converso es totalmente analogo pues

f=h"logoh.
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b) La prueba es similar a la del inciso a).
0

Proposicion 4.34. FExiste o : X — X un mapeo débilmente mezclante pero no
mezclante.

Demostracion. Sea C el conjunto de los nimeros naturales compuestos. Conside-
remos el mapeo o¢ : X¢ — X¢, puesto que N— X contiene a los ntimeros primos,
entonces N - X¢ es infinito y por la proposicion 4.32, tenemos que o¢ no es mapeo
mezclante. Para mostrar que o¢ si es mapeo débilmente mezclante, por la propo-
sicion 4.31, es suficiente mostrar que C es un subconjunto repleto: para ello sea

F ={a,...,a,} un subconjunto finito de naturales donde |F|=m € N, definase
o = a +2 si 1<m=1
| I (e +1)+1 sio m>2
si m =1 entonces a; + k = 2(a; + 1) es un nimero compuesto pues a; + 1 > 2 por lo
que F'+k cC, en otro caso, si m > 2 entonces para cada i € {1,...,m} se tiene que
m
a;+k=(a;+1)| [[(a; +1)+1
=1

el cual también resulta el producto de dos nimeros mayores que 1, por lo que
a;+1eCyasi F+kcC, lo que muestra que es repleto y por tanto o¢ es débilemte
mezclante. Por el corolario 4.28 sabemos que ¥ y X¢ son homeomorfos, luego existe
h : ¥ — X¢ un homeomorfismo, luego si definimos a = h=togeoh : ¥ — ¥, por la
proposicion 4.33, resulta que a es débilmente mezclante pero no es mezclante. [

Para terminar consideremos f : ¥ x [0,1] — X x [0,1] de tal forma que
f(z,t) = (a(x),5(t)) para todo (z,t) € ¥ x [0,1] y donde g : [0,1] — [0, 1]
es un mapeo mezclante tal que S71(0) = {0} y « como en la proposicién 4.34.
De las proposiciones 2.13 y 4.12 sabemos que f resulta en un mapeo débilmente
mezclante y bien portado, por la proposicién 2.12 puesto que « no es mezclante
entonces f tampoco lo puede ser. En sintesis, f es un mapeo débilmente mez-
clante, bien portado pero no mezclante. Como f(X x {0}) = X x {0} (véase 4.13)
esta funcién pasa al cociente y podemos definir F': C'(K(X2)) — C(K(X)) como
F([z,t]) = [f(z,t)] para todo (xz,t) € X x [0,1], la cual cumple con Fop=po f,
por la proposicion 4.14 la funcién F' es un mapeo débilmente mezclante pues f
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es débilmente mezclante y bien portado, sin embargo como f no es mezclante,
de la proposicién 4.16 concluimos que F' no es mezclante. Lo que exhibe nuestro
ejemplo buscado.
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Capitulo 5

Continuos tipo sen(%) generalizado

En este capitulo se abordan los continuos llamados tipo sen(%) generalizado,
éstos proveen (como su nombre sugiere) una generalizacién al conocido continuo
la curva del topologo.en éstos continuos, se probaran ciertas peculiaridades seme-
jantes a las de una grafica y concluiremos que (4) = (3) == (2) del teorema
2.9, mientras que la implicacién (2) = (1) no es en general cierta para este tipo
de continuos, proveyendo un ejemplo.

Comencemos con la definiciéon de una funcién mondétona.

Definicién 5.1. Una funcién continua f: (X, 7x) — (Y,7y) entre dos espacios
topoldgicos se dice mondtona si para todo y €Y el subespacio f~1({y}) es conexo.

Proposicién 5.1. Sean (X,7x),(Y,7v) espacios topoldgicos y f : X — Y un
mapeo cerrado, entonces [ es mondtona si y solo si para todo conexo C' €Y se
tiene que f~1(C) es conezo.

Demostracion. =] Supongamos primero que f es mondtona, sea C' €Y conexo,
supongamos que A, B ¢ X son cerrados ajenos tales que f~1(C') € AuB queremos
probar que f~1(C) c Ao f~1(C) € B. Asi bien como f es suprayectiva se sigue que
C=f(f"HC))c f(AuB) c f(A)uf(B) y entonces C' = Pu@ donde P = f(A)nC
yQ=f(B)nC.

Se afirma que Pn @ = (), pues si por el contrario existen y € Pn@Q = f(A)n
f(B)nC entonces y = f(a) = f(b) € C para algunos a € A y b e B, nétese ademés
que a,be f~1({y}) y que del hecho y € C' se sigue f~1({y}) € f~1(C) < Au B pero
al ser f mondtona, f~1({y}) es un conexo contenido en la unién de dos cerrados
ajenos, luego necesariamente ocurre que f~1({y}) € Ao f~1({y}) € B, en el primer
caso tendriamos que b € AnB mientras que en el segundo que a € AnB en cualquier
caso contradiciendo que A y B son ajenos, por tanto Pn @ = 0.
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Ahora bien, como f es cerrada, f(A)y f(B) son cerrados en Y por lo que P, Q)
son cerrados ajenos en C', como C' es conexo se tiene necesariamente que P o @)
alguno es vacio, sin pérdida de generalidad podemos suponer que @) = () por tanto
Cnf(B)=0yentonces f[71(C)nBc f1(C)n f~Y(f(B))=f(Cnf(B)) =0
por lo cual f~(C)n B = lo que prueba, combinado con f~1(C') ¢ Au B, que
f1(C) c Ay por tanto f~1(C) es conexo.

<] Reciprocamente suponiendo que para todo conexo C' €'Y se tiene que
f71(C) es conexo. Luego para todo y € Y, entonces sabemos que {y} es un conexo,
por tanto f~1({y}) es conexo, y por consiguiente f es monétona. [

El siguiente corolario es inmediato de la proposicion 5.1:

Corolario 5.2. Si f: X — Y yg:Y — Z son mapeos mondtonos en continuos,
entonces go f es mondtona.

Demostracion. Como X,Y,Z son continuos, en particular son compactos y 15,
por lo que los mapeos f,g son también mapeos cerrados. Para ver que go f es
mondétona, sea z € Z, entonces g~1({z}) es un conexo en Y pues g es monétono.
Como f es un mapeo cerrado y monétono, por la proposiciéon 5.1 se tiene que
(go ) '({z}) = fY(g7%({z})) es un conexo en X. Mostrando asi que go f es
mondtona. [

5.1. Definicion y propiedades

Definicién 5.2. Un continuo X es un continuo tipo sen(%) generalizado si existe
una grdfica G y un mapeo mondtono ¢ : X — G que cumple las siguientes dos
propiedades:

(1) $=1(D) es denso en X donde D :={geG:¢p"'({g}) es degenerado};

(2) para cualesquiera g € G, Y subcontinuo de ¢=*({g}) y € > 0, existe un arco
[a,b] € G tal que dg (Y, ¢~ ([a,b])) <e.

A los subcontinuos ¢~!(g) que no sean degenerados se les llamaré fibras limites,
en el caso particular cuando éstos resulten ser arcos recibiran el nombre de barras
limites. Una observacion inmediata es que, como mapeos mandan subconjuntos
densos en subconjuntos densos, entonces D = ¢(¢~1(D)) es denso en G. Ademas
como ¢ es mapeo (en particular suprayectiva) se sigue que |X| > |G| > 1 pues toda
grafica es no degenerada, entonces X siempre es un continuo no degenerado. Por
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simplicidad denotaremos ¢~'(g) = ¢~*({g}), en algunas ocasiones cuando ¢~1(g)
conste de un solo punto nos referiremos a éste con la misma notacion. De la
definicién, mostrar que x € ¢~1(D) es equivalente a mostrar que ¢~1(¢p(x)) = {x}
y como la contencién {x} € ¢~1(¢(x)) es vélidad para cualquier funcién, basta
demostrar que ¢~ (¢(x)) ¢ {z}.

Como ejemplos sencillos, toda grafica es un un continuo tipo sen(%) generali-
zado, pues la funcién identidad en la grafica cumple las propiedades enunciadas
en la definicién 5.2. A continuacién veremos que el continuo la curva del topdlogo
es uno de estos continuos, lo cual explica que la definicién es una generalizacién
de éste.

Para los siguientes ejemplos, y a lo largo de la siguiente seccién utilizaremos
el plano R?, al cual consideraremos con la topologia euclidiana inducida por la
métrica d = do, : R2xR2 — [0, 00) tal que d((z1,11), (22, y2)) = max{|z; —x2|, |y1 -
yo|}. Consideremos las proyecciones 7wy, me : R? — R, esto es, m(z,y) = = y
ma(z,y) = .

Ejemplo 5.3. La curva del topdlogo. (Figura 5.1). Se define como el continuo

X = {0} x[1,1] U {(xsen(%”)) .2 e (0, 1]}.

Considérese la funcion proyeccion ¢ : X — [0,1], es decir ¢(x,y) = x para todo

Figura 5.1: Curva del topdlogo

104



(z,y) € X. Este es un mapeo del continuo X en la grdfica [0,1], es mondtona pues

1 {0} x [-1,1] si t=0,
(’f)‘{ [(x,sen ()} si te(0,1].

Notese que (0,1] ={t €[0,1]: ¢~ ({t}) es degenerado} cumple que

»1((0,1]) = {(az‘,sen(%)) cx e (0, 1]}

es denso en X. Por ultimo, para verificar la sequnda propiedad de la definicion,
consideremos € > 0.

Sit € (0,1] entonces el unico subcontinuo de ¢~(t) es él mismo asi bien
sea € = min{t,e} > 0 y de la continuidad de la funcion f(x) = (:U,sen(%”))
en (0,1] existe 0 < 0 < &' tal que f([t—0,t+6]) € BX(f(t)). Puesto que f :
(0,1] — f((0,1]) es biyeccion con inversa ¢ se sigue que ¢~1([t -0, +d]) ¢
BX(¢71(t)) = No(¢71(t)) y como ¢~(t) € ¢~1([t = d,t +0]), entonces concluimos
que dy (¢~ ([t = 6,1 +0]),¢7' (1)) <e.

Ahora para t = 0, sea {0} x [a,b] € ¢=1(0) = {0} x [-1,1] un subcontinuo.
Sea n € N tal que % < € puesto que la funcion seno es inyectiva y mondtona

en los intervalos de la forma [(k+3)m, (k+1+1)n]| con k € Z, entonces eriste

un intervalo [c,d] [; —] c (0,e) tal que si fo: (0,1] — [-1,1] es la

funcion fo(x) =sen (%) entonces fo([c,d]) = [a,b], que de otro modo se traduce a
gue (67 ([ 1)) = [a,6] = m({0} x [, B]), y como m (61 ([e,d])) = [, d] € (0, )
entonces {0} x[a,b] € N.(¢71([c,d])) y o7 ([¢,d]) € N.({0} x[a,b]), en conclusion
d (971 ([c,d]), {0} x [a,b]) <. Lo que muestra el ejemplo.

A continuacién veamos como modificar el seno del topélogo continuamente,
esto nos ayudara para el ejemplo requerido en la siguiente seccion:

Ejemplo 5.4. Consideremos A = {tq} x [a,a’], B = {t1} x [b,V'], [to,P],[t1,4]
arcos. Supongamos que f: (to,p] — [a,a’] es un mapeo y sea

X =Au{(z, f(z)):x € (to,p]}

un continuo tipo sen(+) generalizado con la funcion ¢ = m|x : X — [to,p] cum-
pliendo las propiedades de la definicion. Sean h : [t1,q] — [to,p] v j : [a,d'] —
[b,b'] mapeos estrictamente crecientes (en particular son biyectivos, y como sus
dominios y codominios son arcos, resultan homeomorfismos) y consideremos el
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mapeo g =jo foh|y g (t1,q] — [b,0]. Sean

Y =Bu{(z,g9(x)):xe(t1,q]}

y la funcion F : X — Y tal que F(to,t) = (t1,75(t)) si (t1,t) € Ay F(x, f(z)) =
(b (z),g(h""(x))) si x € (tg,p]. Lo que se afirma es que p = mily : Y —> [t1,q]
es un mapeo monotono que hace a Y un continuo tipo sen(%) generalizado, y que
F es un homeomorfismo. Primero veamos que F' es biyectiva y continua, la biyec-
tividad es sencilla pues podemos dar la funcién inversa, en efecto F~1:Y — X
dada por F(11,5) = (0,57 (5)) si (t2,5) € B y F~ (2, 9(x)) = (h(x), f(h(x))) si
x € (t1,q], resulta ser la inversa de F. Para ver que la funcion es continua, basta re-
escribir F' de otra forma, en efecto si (x,y) € X entonces F(x,y) = (h™'(x),j(y)),
la definicion de F coincide en A, si (z,y) € X — A entonces ndtese que y = f(x)
y asi j(y) = 7(f(x)) = g(h~1(x)). Puesto que F es continua y X es un continuo,
se sigue que Y = F(X) es un continuo, mds aun al ser biyeccion se sigue que
F' es homeomorfismo como queriamos ver. Finalmente verifiguemos que Y es un
continuo tipo sen(%) generalizado, para ello primero obsérvese que h™ o =po I
y de forma mds general tenemos el siguiente resultado:

Proposicion 5.5. Sean X,Y continuos, G,G" grificasya: X —Y,5:G— G’
homeomorfismos. Sean ¢, p mapeos tales que o ¢ = poa. Supongamos que X es
un continuo tipo sen(%) generalizado con ¢ satisfaciendo la definicion, entonces
Y es un continuo tipo sen() generalizado.

Demostracion. Puesto que ¢,a~!, 3 son mapeos monétonos entre continuos (los
ultimos dos por ser homeomorfismos) se sigue del corolario 5.2 que p= fo¢poa!
es mondtona. Para la primera condicién, sea D = {g e G': p~'(g) es degenerado},
queremos ver que p~!(D) es denso en Y y puesto que « es un homeomorfis-
mo, basta mostrar que a~!(p~t(D)) es denso en X, y para esto considérese E =
{k € G : ¢~1(k) es degenerado}, mostremos que ¢p~'(E) = a1 (p~1(D)) lo que
por hipétesis demuestra lo que se afirma. Sea z € ¢~'(F) entonces esto significa
que ¢~ (¢(z)) = {x}, queremos mostrar que a(zx) € p~1(D) lo cual es equivalen-
te a que p~H(p(a(x))) € {a(x)}; asi bien consideremos y € p~'(p(a(x))) entonces
B¢(a(y))) = dala™(y))) = p(y) = p(a(x)) = B(¢(x)) y como 5 es homeomor-
fismo, se sigue que ¢p(a~1(y)) = ¢(x) lo cual muestra que a='(y) € o1 (o(x)) = {x}
entonces y = a(z) lo cual querfamos mostrar, y por tanto x € a~t(p~1(D)). De
modo inverso si x € a”!(p (D)) entonces p~'(p(a(z))) = {a(z)}, mostremos

que ¢~ (p(x)) € {x}, sea z € o1 (p(x)) entonces ¢(z) = ¢(x) lo cual implica que
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p(a(2)) = B(8(2)) = B(6(x)) = plax)) y por tanto a(2) € 5 (p(al())) = {a(x)}
por lo que a(z) = a(x) y como « es un homeomorfismo, concluimos que z = z lo
que muestra la contencién y a su vez que z € ¢~!(E). Por tanto p~'(D) es denso
en Y.

Ahora mostremos la segunda parte de la definicién, sean g € G’, ¢ > 0 y
C < p~'(g) un subcontinuo. Del lema 1.8 existe 6 > 0 tal que si § # U,V ¢ X
son tales que d(U,V') < 6 entonces dy(a(U),a(V)) < e. Nétese que a~1(C) ¢
at(p(9)) = o71(67'(g)) donde B~'(g) € G pues [ e sun homeomorfismo, asi
como « es homeomorfismo resulta que a~1(C') es un subcontinuo, y de la hipdte-
sis existe un arco [a,b] € G tal que dy(a™'(C),¢7'([a,b])) < § y por tanto
d¥(C,a(o7([a,b]))) < e. Por tltimo, veamos que

p~ (B([a,b])) = a(a™ (p7 (B([a,0])))) = a(¢7 (B (B([a,2])))) = (67 ([a. b]))

y B([a,b]) es un arco en G', por ello d¥,(C, p~'(3([a,b]))) < . Lo que termina
esta proposicion. [J

Regresando a nuestro ejemplo, y usando que h y F' son homeomorfismos tales
que h™' o ¢ = po F concluimos que Y es un continuo tipo sen(%) generalizado
concluyendo este ejemplo.

El ejemplo 5.4 en realidad debe resultar intuitivo (véase la figura ...), pero es
necesario formalizarlo debido a que en el ejemplo de la siguiente seccion esta serd
nuestra mayor herramienta de construccién. En nuestro ejemplo, los conjuntos A
y B son barras limites. Cabe anadir que en el ejemplo 5.4, podemos cambiar de
forma apropiada la hipétesis de las funciones h y j por mondtonas decrecientes o
combinarlas, lo esencial del ejemplo es colocar “bien” las barras limites.

Como ultimos ejemplos, presentemos la doble curva del topélogo con una y
con dos barras limites.

Ejemplo 5.6. Al continuo construido como X = X7 u X5 donde

X, - {(-g;,sen(%”)) .2 e (0, 1]} {0} x [-1,1]

Xy ={0} x[-1,1]u {(x,sen(%r)) cx e (0, 1]}

lo llamaremos la doble curva del topdlogo con una barra limite (véase la figura

5.2).
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Figura 5.2: Doble curva del topdélogo con una barra limite

Muientras que al continuo Y =Y, UYy donde

Yy ={-1} x[-1,1]u {(m,sen( 271)) X € (—1,0]}

T+

Yy = {(m,sen(lz_ﬂx)) cx e 0, 1)} u{l} x[-1,1]

serd la doble curva del topdlogo con dos barras limite. (Figura 5.3).

Puesto que la definicion de estos continuos reside en una serie de traslaciones
y/o reflexiones (junto con un buen pegado de espacios) lo cual es un caso particu-
lar del ejemplo 5.4, estos ejemplos constituyen un claro ejemplo de continuos tipo
sen(%) generalizado donde el mapeo mondtono, una vez mds resulta ser la proyec-
cion m en su respectivo dominio. Notese que X estd formada por dos copias de la
curva del topologo que se pegan en la barra limite, mientras que Y son dos copias
de la curva del topologo pegados por el inico punto que no estd en la barra limite
y que no desconecta a los espacios.

Proposicion 5.7. Si X es un continuo tipo sen(%) generalizado entonces para
todo g € G el conjunto p=({g}) es denso en ninguna parte en X.

Demostracion. Por contradiccién supongamos que existe g € G tal que ¢=1({g})
no es denso en ninguna parte de X, esto es que intx (¢ 1({g})) # 0, as{ bien
sea = € intx (¢ 1({g})) € o1 ({g}) entonces existe £ > 0 tal que x € BX(x) ¢
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Figura 5.3: Doble curva del topdlogo con dos barras limite

» ' ({g}). Puesto que ¢~1(D) es denso en X, existe y € ¢~1(D) n BX(x) y asi
por un lado ¢(y) € D y por el otro y € ¢~1({g}) por lo que ¢(y) = g, entonces
g € D por tanto ¢~1({g}) es un conjunto degenerado, es decir, consiste de un
sélo punto y como z € ¢p~1({g}) se sigue que ¢1({g}) = {x}, de esto obtenemos
{z} ¢ BX(x) c ¢ 1({g}) = {x} y por tanto {z} = BX(x) luego {x} es un cerrado
(pues X es métrico) y abierto no vacio en X que es un conexo, por lo que X = {z}
un absurdo porque X no puede ser degenerado. Concluimos que para todo g € G
el conjunto ¢~1({g}) es denso en ninguna parte en X. [

Proposicién 5.8. Sea Y ¢ X subconjunto cerrado y supongamos que U € G es un
abierto no vacio tal que U € ¢(Y), entonces ¢~Y(U) €Y y por tanto intx(Y') + 0.

Demostracion. Sea x € ¢~'(U) entonces ¢(x) € U por lo que existe ¢ > 0 tal
que B&(¢p(z)) ¢ U, de la continuidad de ¢ tenemos que existe § > 0 tal que
P(B¥(x)) € BY(¢(x)) c U c ¢(Y) por ende ¢(B;(x)) € ¢(Y). Ahora bien sea
N €N tal que + < d entonces para cadan > N existe z,, € BY (z)n¢~' (D) por tanto

se tiene lo siguiente: dy(z,,z) < 1 para todo n > Ny p(;r ende lim,,_ oo T, = T
y ademds {x,}non € B (x) y por tanto ocurre que ¢(z,) € ¢(Y) lo cual junto
con z, € ¢~'(D) implica x,, € Y y esto para todo n > N, asi bien en resumidas
cuentas tenemos que lim,, o, =2y {Z,}n>ny €Y y usando que Y es un cerrado
concluimos que x € Y, lo que demuestra que ¢~1(U) € Y. Por tltimo, como U es
abierto no vacio de G'y ¢ es mapeo entonces ¢~1(U) es abierto no vacio contenido
en Y lo cual implica intx(Y) #0. O
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Proposiciéon 5.9. 5i X es un continuo tipo Sen(%) generalizado, entonces el
conjunto

H:={Y eC(X):mt(Y) =0}

es denso en C'(X).

Demostracion. Primero hagamos la siguiente observacién que se deduce de la
proposicién 5.8, si Y € C'(X) es tal que existe un intervalo abierto (a,b) ¢ G tal
que (a,b) € ¢(Y') entonces Y € H.

Para probar la proposicién basta probar que si Y € C'(X)-H y € > 0 entonces
existe W € H tal que dy(Y,W) < e. As{ bien consideremos Y ¢ C(X)-H y
e > 0. Se afirma que ¢ es constante en Y, es decir existe g € G tal que Y ¢
¢~ 1({g}), supongamos por contradiccién que esto no ocurre entonces existen x, y €
Y tales que ¢(z) # ¢(y) lo cual quiere decir que ¢(Y") es un conexo no degenerado
de G, como G es una grafica se sabe que los conexos no degenerados contienen
intervalos abiertos, entonces existe un intervalo abierto (a.b) € ¢(Y) pero por la
observacién anterior esto implica que Y € H contrario a nuestro supuesto, por
tanto existe g € G tal que Y ¢ ¢1({g}). Usando la definicién de continuo tipo
sen(2) generalizado, existe un arco [¢,d] ¢ G tal que dy(Y,¢7'([c,d])) < € asi
haciendo W = ¢71([¢,d]) se tiene que éste es un conexo (pues ¢ es mondtona)
y cerrado (¢ es continua) en X y por tanto igual es compacto, asi tenemos que
W = ¢71([c,d]) € C(X) pero ademds como ¢ es suprayectiva se cumplen las
contenciones (c,d) < [¢,d] = ¢(¢7*([c,d])) € ¢(W) lo cual implica que W € H,
concluyendo la demostracién. [

Proposicion 5.10. Sea U abierto no vacio de X. Entonces existe abierto no vacio

de V de G tal que o= (V) cU.

Demostracion. Supongamos por contradicciéon que para todo abierto no vacio
V de G se tiene que ¢~}(V) ¢ U. Recordemos que por definicién, el conjun-
to D ={geG:¢'({g}) es degenerado} cumple que ¢=*(D) es denso en X,
asi bien sea x € U n ¢~1(D). Por nuestro supuesto tenemos que para todo n €
N, ¢ (B (¢(x))) ¢ U esto quiere decir que para todo n € N existe un elemento
va € 671 (BY(6(x))) = U por lo que da(¢(wa), 6(x)) < L y 2, ¢ U, a su vez esto
implica quen limy, o ¢(z,,) = ¢(x). Como ()22, es una sucesién en X, podemos
suponer sin pérdida de generalidad que es una sucesion convergente digamos que
lim,, 0o , =y € X, ademas como x,, € X —U para todon ¢ Ny X -U es un cerrado
en X, entonces y € X — U de lo cual se desprende que x # y (pues x € U). Por

110



ultimo notese que

¢(y) = lm ¢(x,) = ¢(x)

lo que implica que = = y puesto que z € ¢~1(D), una contradiccién. Por tanto
existe abierto no vacio de V' de G tal que ¢~ (V) cU. O

Corolario 5.11. Si U abierto no vacio de X entonces existe un arco libre [a,b] c
c

G (y por ende un intervalo abierto en G, a saber, (a,b)) tal que ¢=*((a,b))
¢~ ([a,b]) € U.

Demostracion. Por la proposicion 5.10 existe un abierto no vacio de G digamos
V tal que ¢=1 (V) c U, por ser V abierto de una grafica, se sabe que existe un arco

libre [a,b] €V, por lo que ¢71((a,b)) € ¢~ ([a,b]) c oY (V)cU. O

Proposicion 5.12. Sea G una grdfica y C' € G un subespacio conexo no degene-
rado y U € G abierto, si Un C # () entonces U nint(C') # ().

Demostracion. La razén principal de esta demostraciéon reside en el hecho de que
los abiertos no vacios de los arcos son subconjuntos no degenerados. Asi bien, para
la demostracién sea x € U n C, puesto que C' es no degenerado existe y € C' - {x},
como G es una gréafica y C' es un conexo de ésta, existe un arco con extremos = y
y, digamos [z, y] contenido en C, ademés podemos suponer que es un arco libre
(con la correcta eleccién del punto y). Luego U n [z, y] es un abierto no vacio de
[x,y] (pues x € Un[z,y]) y por tanto podemos considerar z € U n (xz,y), pero
Un (z,y) es un abierto de G y esta contenido en C| esto muestra que z € int(C')
y por tanto z € U nint(C') lo cual termina la demostracion. [

Proposicion 5.13. Supongamos que f: G — G es un mapeo débilmente mez-
clante y F' : X — X un mapeo tal que fo ¢ =¢po F. Entonces F es débilmente
mezclante.

Demostracion. Sean Uy, Vi, Us, Vo abiertos no vacios de X. Por el corolario 5.11
existen abiertos conexos no vacios de GG, digamos A, By, A, By tales que

o (A) ot (A) e U

¢ {(Bi)c o (B) < Vi

para i = 1,2. Ahora, ya que ¢! (A_l) es un cerrado, y por ende compacto en X y
o1 (A_l) c U; del hecho de que X es un espacio regular (por ser métrico), entonces
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sabemos que existe W abierto de X tal que
¢t (A1) cWhc Wy clh,
del mismo modo existe W5 abierto de X tal que
¢~ (Az) € Wa € W5 € Uy,
lo anterior implica que, dado que ¢ es suprayectiva;
AicAico (Wz)

para ¢ =1,2.
Como f es débilmente mezclante, existe m € N tal que f™(A;)n B; # 0 si
1=1,2. Entonces

nt(f™(A,) € f™(A) € f™ (¢ (W7)) = ¢ (F™ (W7))

para i = 1,2. De la proposicién 5.8, como int(f™(A;)) € ¢ (Fm (WZ)) .y Fm (Wz)
es un cerrado de X y int( f™(A;)) es un abierto de G, se sigue que ¢~ (int(f™(A4;))) €
Fm (W) y por tanto
¢~ (int(f™(A)))) € F™(U;)
sii=1,2.
Entonces

F™(U;) n Vi 2¢7 (it (f™(A))) n 67 (B;) = ¢ (int(f™(A:)) 0 B;)

pero como f™(A;) N B; # ) y A; es conexo, luego f™(A;) también es conexo, y
dado que A; es abierto de una grafica y en particular f es transitiva, tenemos de
la proposicién 1.25 que f™(A;) es un conexo no degenerado, asi que aplicando la
proposicién 5.12 se sigue que int(f™(A;)) n B; # (), por tltimo usando que ¢ es
suprayectiva concluimos que

para i = 1,2, lo cual muestra que F' es débilmente mezclante. [

Lema 5.14. Sea [a,b] € G arco libre. Si C' € X es un conexo y cerrado y a < xq <
Y1 < g < Yo <b son tales que ¢~ ((a,z1))NC 0 y o1 ((y1,22)) nC # 0, entonces
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¢~ ((21,91)) €C 0 671 ((22,12)) € C.

Demostracién. De la hip6tesis se sigue que (a,21)N@(C) # 0y (y1,22)np(C) #
y del lema 3.3 se tiene que (z1,71) € ¢(C) o (z2,y2) € ¢(C) y haciendo uso de la
proposicién 5.8 se sigue que ¢~ 1((z1,y1)) €C 0 ¢ 1((xe,y2)) c C. O

Teorema 5.15. Sea f: X — X mapeo en un continuo tipo sen(L) generalizado.

a) Sea [a,b] € G. Si f es débilmente mezclante entonces existen a < xy <Yy < xg <
y2 <bym,neN tales que (x1,y1) € f"((x1,91)) y (21,51) € [ ((21,91)).

b) Si f es débilmente mezclante entonces f es mezclante.

c) Si f es mezclante entonces f es débil completamente expansivo por continuos.

a+b
2
consideremos los siguientes abiertos conexos no vacios de X (pues ¢ es mapeo

Demostracion. a) Consideremos a < wy < 21 < wg < 23 < &2, Sean wy <1< 8$< 21y

monadtono):

¢~ ((a,w1)), 7 ((1,8)), 07 ((21,w2)), 67 (1, 9)),

entonces para estos dos pares de abiertos, por ser f débilmente mezclante,
existe p € N tal que

¢~ ((a,wr)) n fP(¢7H((1,5))) # 0

¢~ ((21,w2)) N fP(¢7H((r,5))) # 0
de lo cual se sigue que

¢~ ((a,w1)) 0 fP(¢7 ([, s])) # 0

¢~ ((z1,w2)) 0 fP (o7 ([, 8])) # 0,

como f es continuay cerrada, y ¢=([r, s]) es conexo cerrado, entonces fP(¢~1([r,s]))
es conexo cerrado, por tanto por el lema 5.14 sabemos que ocurre alguna de

las siguientes contenciones: ¢~'((w1,21)) € fP(¢71([r,s])) 0 ¢ ((wa,22)) <
fP(¢71([r,s])) y como [r,s] € (wq,21), se sigue que

¢ (w1, 21)) € fP(¢ ((wr,21))) 0 ¢ ' ((wa,22)) € fP(d ((wr,21))).
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De manera analoga se demuestra que existe ¢ € N de modo que

¢ ((wr,21)) € fUO (w2, 22))) 0 ¢ ((wg, 22)) € fU™ (w2, 22))).

Asi bien tenemos cuatro casos posibles:

(1) o7 ((wr,21)) € fP(¢7 (w1, 21))) v ¢7H (w1, 21)) € f4(¢7 (w2, 22))),
(2) ¢~ ((wr,21)) € fP(¢7 (w1, 21))) v @7 (w2, 22)) € f4(¢7 (w2, 22))),
(3) 07 (w2, 22)) € fP(¢7H (w1, 21))) ¥ ¢7 (w1, 21)) € f1(¢7 (w2, 22))),
(4) ¢~ (w2, 22)) € fP(¢7 ((w1,21))) ¥y @71 (w2, 22)) € [1(¢7 (w2, 22))).

Nétese que (4) implica que ¢~ ((w1,21)) € fP*9(p~ ((wr,21))) ¥y o~ ((we, 22)) €

frra(¢~1((we, 22))), por tanto en cualquiera de los cuatro casos podemos elegir

i €{1,2} tal que (wy,z) € f*((w;,z)) para algin n € N, asi bien definamos
a+b

Ty = w; y Y1 = 2 para obtener que existen a < x; < y; < %7 y n € N tales

que ¢~ H((z1,11)) € f(¢ 1 ((21,71))). Realizando el mismo razonamiento pa-

ra el arco [‘%b,b], se muestra que existen “T”’ <Xy <Yy <bymeN tales
que ¢~ 1 ((z2,y2)) € (¢~ ((22,y2))). Lo que termina la demostracién de este

Inciso.

Del inciso anterior, sean a < x1 < y; < T3 < Yy < by m,n € N tales que

o ((z1,11)) € (07 ((21,31))) v 7 ((22,52)) € [™(¢7' ((22,¥2))). Mostre-
mos que la collecion {¢~1((x1,y1)), " ((x2,y2))} cumple las hipétesis del lema
2.11. Sea U abierto no vacio de X, del corolario 5.11 existe [¢,d] € G arco tal
que ¢~ ([¢,d]) € U. Razonando como en el ejercicio anterior, existe k € N tal

que ¢~'((a, 1)) n f¥(¢ ([, d])) # Oy ¢~ ((y1,22)) 0 f¥(¢~([c,d])) # D y por
tanto ocurre alguna de las siguientes: ¢~ '((z1,41)) € f*(¢([c,d])) € f*(U)
0 ¢ H((xa,y2)) € fF (P~ ([c,d])) c fF(U), lo que muestra lo que se queria. Por
tanto f es mezclante.

Se sigue de las proposiciones 2.14 y 5.9.
O
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5.2. Un mapeo en un continuo tipo sen(%) ge-
neralizado débil completamente expansivo
por continuos y no completamente expansi-

Vo por continuos

Para describir la construccion de esta seccion, recuérdese que utilizaremos la
métrica del plano dada por ds, (la cual abreviaremos simplemente por d) y mq, 7o
denotan las proyecciones canénicas del plano real en la recta real. Si () # Y7, Y5 ¢ R?
son subconjuntos acotados tales que (Y1) = m1(Y2) entonces denotaremos

D(Y1,Y3) =sup{|ys — yo| : (w,91) € Y1, (2,2) € Ya}.

Para dos arco [a,b] y [¢, d], nos referiremos por el mapeo lineal entre [a,b] y [¢, d]
a la funcién p b — ad
-c c-a
t) = t
/@) b-a  b-a

la cual cumple que f(a) =cy f(b) =d.

Para nuestro ejemplo, sera necesario definir la funciéon Tienda en el intervalo,
ésta se define como T': [0,1] — [0, 1] tal que
2t si telo, L],
T(t) = _ : [1 2]
2-2t site[},1].

La funcion tienda, aunque sencilla de definir, esconde un inmenso poder cadtico
en el intervalo. Se demuestra que es una funcién mezclante, mas adn, sin recurrir
al teorema 3.6 se puede demostrar que es completamente expansiva por continuos
con el siguiente hecho:

Proposicién 5.16. Para la funcion tienda T : [0,1] — [0,1], si U € [0,1] es un
abierto no vacio, existe N € N tal que TV (U) = [0, 1].

La demostracion de este hecho es similar a la técnica usada en la demostracion
de la proposicién 4.4, la prueba se puede consultar en [King y Méndez, Proposicién
7.2, p. 99].

Para construir el continuo X que buscamos, primero se construiran de manera
recursiva una sucesién de continuos tipo sen(+) generalizado { X, } e

Construccién de X;. Definamos X, = {(z,sen(Z)):2€[0,1)} u {1} x
[-1,1], entonces de los ejemplos 5.3 y 5.4 se sigue que Xy es un continuo ti-
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po sen() generalizado con la funcién ¢y = mi|y,, definanse Qo = {1}, ¢} =
{1} x [-1,1] = ¢5'(1) y Ly = [0,1]. Sea la funcién fi : Ly — ¢3*(0) como el
mapeo constante.

Figura 5.4: X,. La linea roja indica el arco vertical C}.

Construccién de X;. Nétese que ¢ es un homeomorfismo en Xy — ¢5'(1),
por tanto de la continuidad de la funcién inversa, existe 0 < 28; < 3 tal que

didm (g5t (1 - 261,21 +26)) < 1. Ahora definamos C1 el arco vertical de longitud

% y punto medio en ¢g (%) , mas precisamente es el EirCO C% = {7r1 (gbal (%))} X L%

T [ ()bl ()]

Consideremos el mapeo lineal f1: L1 — L entre los arcos L1 y Ly, sean los con-
2 2 2

s 657 ([T (5~ 5). 7)) = 1 (7 (3 1]) v 3 ([T (3+8,). 7 (3)]) -

Pg* ([T (% + 61) , 1]) , no es diffcil convencerse que resulta ser continuos tipo sen(2)

generalizado con la funcién ¢, del ejemplo 5.4 podemos considerar un continuo ti-

po sen(%) generalizado, digamos X7, usando los mapeos T|[%_517%] : [% - 01, %] —

[T(% —51) , 1] y f% de tal forma que la funcién Fy : X7 — ¢g? ([T(% —51) , 1])
2 2

dado por F(r,s) = (T(r), fi (s)) resulte en un homeomorfismo, por tltimo consi-
2
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deremos el segmento de recta I entre los puntos ¢ot (2-201)y F; (6 (T (3-61))),

y el segmento de recta Dy entre los puntos fors (% + 251) y Frt (gb(‘]l (T(5+ 51))) .
2
Es importante senalar que, de como se construye F% , se tienen las sigientes compo-
siciones: m o 7 =To 7r1|X1 y mao FY = f% 07T2|XI . De manera analoga construimos
2 3 2 3

un continuo tipo Sen(%) generalizado, XI de forma que m (XT) = [% +(51] y
2

T (X*) = L1 , ¥ que cumpla que la funcién F+ X+ — ¢! ([T( + 51) ]) dado

por F +(1" s) = (T(r), f 1(s)) es un homeomorﬁsmo Nuevamente por construcciéon

se verlﬁca las 1gualdades T o F* Tom|xt ymoFf = f% o Ty|x+ . finalmente se
2 2 2

define ]
X = (X0 —¢! (5 - 201, = +251)) UD% UI% uXiuX7

el cual resulta ser un continuo tipo sen(%) generalizado con la funcién mondto-
na ¢, = m|x,. De la condicién didm (qﬁal (% - 201, % + 2(51)) < %t, se sigue que toda la
nueva construccion, ¢t ([— — 261,35+ 251]) , asf como la previa, ¢g? ([— - 201, 5+ 251])
se hicieron en el rectangulo

[; 2517 +251:|><L1

y por tanto, se deriva sin problemas que para todo t € [0,1) = [0,1] - Qo,

D (¢5'(1), 61 (1)) <

l\DlH

Las tnicas fibras limites de X7, son las barras limites dadas por C; y C' 1 de alli

viene que definamos ahora @ = {%, 1}.

Construcciéon de X,,,;. Supongamos que para cierto n > 1 tenemos construi-
do el continuo tipo sen( %) generalizado, X,,, con el mapeo monétono ¢, = m|x,
de modo que las fibras limites son de hecho barras limites y se localizan como
G l(t)siteQu={L keN, 1<k<2an}.

Por un argumento similar a la construccion de X, existe 0 < 29,, < 2,% tal que
para todo k € {0,...,2" — 1} se cumpla que didm (¢, (£ - 26,, 2+ +24,)) <
2,%. Ahora fijemos k € {0,...2" — 1}, se describird la misma construccién que

en paso uno: definamos C 2c+1 el arco vertical de longitud 27% y punto medio en
on+
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Figura 5.5: X;. La linea roja indica el arco C’% que junto con la parte en verde

representa la doble curva del topélogo con una barra limite X7 u X7.
2 2

6 (22 es decir, Cany = {1 (651 (259))) % L = (23} Ly donde
2n+

on+1 on+1

L = [ (0t (2)) - Lm0 (20 1]

Consideremos el mapeo lineal f 201 €Ntre los arcos szu y L, r(2) sean los

on+ on+l
continuos
- 2k+1 2k+1 — 2k+1 2k+1
¢n1 (T [2n+1 - 5717 on+l ]) y ¢n1 (T [ on+l s on+l + 5n:|) 9
notese que T' (g’,ﬁﬂ) € (0, por lo cual de nuestra construccion previa CT( i) =
o+l

ot (T ( 3’2‘;11 )) es un arco y resulta que dichos continuos son continuos tipo sen(%)

generalizado con la funcién ¢,, (son de hecho copias homeomorfas de la curva del
topdlogo), del ejemplo 5.4 podemos considerar continuos tipo sen( 1) generalizado,

digamos X3,., v X%,., usando los mapeos T|[2k+1 o, 2] T|[2k+1 IR R fi, de

on+1 on+1 Lion+1 n+1> 2n+1

tal forma que las funciones

2k +1 2k +1
F2k+1:X2k+1_>¢n1(T[ k+ _5717 k+ ])7

on+1 on+1 27’L+1 2n+1
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2k+1 2k+1
. -1
b Xy — 0 (7] o o +0)

dadas por Fu, (r,5) = (T(r), fa () ¥ Fiir (7.5) = (T(r), faer (5)) sean ho-

n+1 on+1

meomorfismos. Por ultimo consideremos los segmentos de recta siguientes:

= 2 entre los puntos ¢! (25 -25,) v FoL, (6:1 (T (24 -4,))),

n
an+l on+1

» Dok entre los puntos ¢! (%’Zﬂ + 2(5n) y F7L, (925‘1 (T(gﬁi} + 5n))) .

n
on+l on+1

Por como se construyen F;,,, v F4.., se tienen las sigientes composiciones:
on+1 on+1

w moly ., ZTO7I'1|X—%+1, mo F'5 ZTO7T2|X—%+1 y

on+1

on+1 2n+l on+l

+ — + —
» T oFy, =To 7T1|X+2k+1 ,mpo kg, =To 7T2|X+2k+1 :
an+l on+l an+l on+1

Figura 5.6: En el cuadrado en azul centrado en ¢} (3’21“11) se construird una doble
curva del topdlogo con barra limite C'zxs1 .

on+l1
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Figura 5.7: La barra roja representa la barra limite C 2t21 que junto con la parte
on+
en verde sera la doble curva del topdlogo con una barra limite X3,,, u X%,,,. La

on+1

parte rosada representa los arcos Dak1 v 1241

on+1 on+1

Finalmente se define

2l 2k +1 2k +1 2t
Xpa1 = (Xn - U (%1 ( + - 26, T 25n)))u U (D2k+1 U Lok UX 5 UX
k=0

2n+1 2n+1

k=0

el cual resulta ser un continuo tipo sen(1) generalizado con la funcién monétona
Gn+1 = T|x,,,- De la condicién didm (ng;Ll (3’2111 - 20, 3’2—1’11 + 25n)) < ZH% y de la

construccién dentro de los rectangulos [%’2—1}1 - 926, 2kl

ke{0,...,2" =1} se sigue que para todo t € [0,1] - Q,,

D (67 (1), 674N < 5y

Las fibras limites del nuevo continuo X,,,; son las barras limites C,; =

tele::{i:keN,lngZ””}.

2n+1
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n+1

on+1

on+1

ns gurl + 25n] x Laks1 para todo
on+1

(1) si

+

2k+1
on+1
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Por tltimo definimos el continuo X = (1) [ X} (es un continuo por el teorema
new k>n

3.13). Sean los nimeros diddicos, @ = | @y, mostraremos que X es un continuo
new

tipo sen(2) generalizado con el mapeo ¢ : X — [0,1] tal que ¢ = 1.

0 1116 8 316 4 5/16 318 716 12 916 58 11116 34 13/16 78 15/16

Figura 5.8: El continuo tipo sen(1) generalizado X = [ | X.

new k>n

Notemos que para todo n € w los conjuntos de la forma ¢;!(¢) con t € [0, 1]
son espacios de un solo punto o bien arcos verticales. Si ¢ ¢ () entonces ¢, !(t) es
un singulete para todo n € w, entonces tratandolo como puntos en el plano y de la
construccion se tiene que d (¢, (t),¢;1,(t)) < 5t para todo n € w, esto nos dice
que la sucesion {¢;,!(t)}ne, s de Cauchy, por tanto converge a un punto u; € R?
puesto que para todo n € w la subsucesion {¢; () ksn S Ugsn Xi converge a i,
entonces u; € m lo cual muestra que u; € X, y de la continuidad de 7 se
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tiene que m(uy) = lim, o m (4,1 (t)) = t lo que muestra que u; € ¢~(¢). Por
otro lado, si t € ) digamos t € (),,, y m es el minimo natural con esta propiedad,
entonces ¢, !(t) es un singulete si 0 <k <my ¢;1(t) = ¢;1(t) = C; es un arco para
todo n > m. De la construccién nuevamente tenemos que d (qﬁ;l(t), <b,;1rl(t)) < g
si0<k<k+1l<my ¢!, (t) es el punto medio de C;. En particular tenemos que
Cy € X, si n>m por lo cual C; ¢ X, y como m(C}) = {t} entonces C; € ¢~1(t).
Lo anteriormente mencionado también muestra que para todo ¢t € [0,1] y n € w se
cumple que

diSt((Zﬁ;Ll(t)a (br_L}rl(t)) < 2711+1 ’

Nuestro primer proposito es demostrar que:

_ _ {ut} Si t¢Q7
gbl(t)_{Ct si teq.

lo cual en particular probaria que ¢ es un mapeo monotono.

Proposicién 5.17. Para todo t € [0,1] y e >0 ezisten § >0 y n € w tales que:
@) (Upon Xi) ' ((E= 0,0 +6)) € Be(we), sit ¢ Qs

b) (Ursn Xg) Nt ((t=06,t+6)) € N(Cy), siteq.

Demostracion. Sean te[0,1] y € > 0.

1
a) Sit¢Q,seanew tal que d(¢;'(t),u) < 5y Z TS < % Puesto que ¢, es
k>n

localmente un homeomorfismo en una vecindad de ¢ que no contenga puntos de
@n, entonces existe 0 < <€ tal que ¢;'((t-9,1+9)) € B:(¢,'(t))). Probemos
que
(U Xk) napt((t-6,t+6)) € Bo(uy).
k>n

Sea (2,y) € (Upsn Xg) Ny ((E-0,t+0)) entonces x € (t-0,t+0) y existe k >n
de forma que (z,y) € Xy, haciendo ¢,'(z) = (z,b) tenemos que

k
ly = bl < 3 dist(d7' (2), 6501 (2)) < X 57 <§

j=n Jj=n

por lo que d(¢;' (x), (z,y)) < 5, como ¢;'(x) € ¢,'((t=0,6+0)) € Bz (¢,'(1)))
entonces d(¢,'(z), ¢, (t)) < § y finalmente

d(u, (2,)) < d(¢;' (), 0,1 (1)) + (67 (@), (z,y)) + (47" (1), we) <e
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lo que muestra que (x,y) € B-(u).

1
Sit e (@, tomemos n € w de forma quet € Q, y kZ: pYEs) < g, entonces ¢, (t) = C;.
- 1
Consideremos 0 = 9,,_1 < 2,% y nétese que 0 < kz i < €. Probemos que
2n

(U Xk) nat((t=6,t+6)) € N.(Cy).
k2n

Sea (x,y) € (Upsn X)) N7 ((t = 0,t +0)) entonces z € (t —0,t + ). Existe
k >n de forma que (z,y) € X}, lo cual nos dice que (z,y) € ¢;'(z). Puesto que
¢.1(t) = Cy es una barra limite en X,,, de la eleccién de ¢ > 0 sabemos que el
continuo ¢, ([t-9,t+d]) se ve como una doble curva del top6logo construido en
el cuadrado [t - d,t+ 0] x L; por lo que ¢;'(z) = (x,b) donde b e L; y entonces
tomando (¢,0) € C; se tiene que

<g

ly =0l < 3 dist(¢;' (), 9511 (2)) < ),

j+1
j=n izn 2

pues (z,y) € ¢;'(x) y (x,b) € ¢;1(x). Y como |z —t] < § < & se sigue que
d((x,y),(y,b)) < €, mostrando asi que (z,y) € N.(¢~1(t)) pues (¢,b) € C;. Asi
tenemos la contencion (Ugsy, Xi) N7t ((E=0,t+38)) € No(Ch).

Lo que prueba la proposicion. [

Proposicién 5.18.

_ _ {ut} si t¢Qa
gbl(t)_{Ct si teq.

lo cual implica que ¢ es un mapeo monotono.

Demostracion. Primero consideremos t € (), por las observaciones antes hechas
basta mostrar que ¢=1(t) € Cy, sea z € ¢p~1(t) y sea € > 0, por la proposicion 5.17
existen n € w y § > 0 tales que (Upsp Xi) N7y ((t = 0,2 +0)) € N=(C;). Como z €
X = Ninew Ugsm X entonces con p =min{d, 5} se tiene que B,(x) N (Ugsn Xi) # 0,
sea y € Bs(z) N (Upsn Xk) entonces

ye (U Xk) A ((E-6,t+5)) € N (Cy)

k>n
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de lo cual existe z € Cy tal que d(y,2) < § y por tanto
dist(z, ;) < d(x,2) < d(a,y) +d(y,2) < p+ 5 <<,

de la arbitrariedad de e > 0 concluimos que dist(z,C;) =0 y como C; es cerrado,
se sigue que x € C;. Por tanto ¢=1(t) = C; si t € Q.

Sit¢ @ y por un argumento similar al anterior haciendo notar que B.(u;) =
N:({u}) para todo e > 0, se muestra que ¢~1(t) = {u;} si t ¢ Q.

Finalmente, como C; y {us} son conexos para t € Q y s ¢ @), respectivamente,
se sigue que ¢ es funciéon monoétona. [

Proposicién 5.19. Sean neN y 0 # Ac[0,1], entonces

1
on-1 :

di(¢7'(A),6,'(4)) <

Demostracion. Primero observemos que para todo t € [0,1] se tiene que ¢~1(¢) €
N_1 (¢3'(1)) vy 95" (t) € N_v_(¢7'()). Hagamos dos casos:
2n-= on—

a) Sit¢ () entonces ¢,!(t) consiste en un solo punto digamos u¢, y ¢=1(t) = {u:}
Habifamos visto que lim,, ot = ur y que d(ug g, U pe1) < 2,% para todo
k € N, entonces si m > n se tiene que

m—1 m-1 q 1= 1
Qm—n
AUty Utm) < Z AUk, U gs1) < Z ol = om
k=n k=n
1- 1
y en el limite tenemos que d(uyp,u;) = Wm d(up,, tey) < lim —27" =
’ m—>00 ’ ’ m—>00 on

2% < %, lo cual prueba que ¢~1(t) ¢ NQH%I (0,1(t)) y o,1(t) € Nw%l(&l(t)).

b) Sit € @, sea m € w el minimo natural tal que ¢t € Q,,. Si n > m entonces
ORH(t) = Cp = ¢71(t) v entonces es claro que ¢~1(t) € Nw%l(gzﬁ;bl(t)) y o1 (t) €
N_1 (¢71(t)). Por otro lado, si n < m entonces para todo k€ {n,...,m—1} el

on—1

conjunto gb;l(t) consta de un solo punto, digamos u;x, y por un razonamiento
analogo al inciso anterior tendremos que

1
]- - om-n-1

d(ut,na ut,m—l) < 2n 9

dado z € ¢;1(t) = Cy, al ser ug,,-1 el punto medio de éste arco de longitud -,
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entonces d(utm_l,x) < Qm% y por tanto

l- 52—~ 1 1 1 1
om-n-1 _
d(utm,x) < on + 2m+1 < 2_TL + 2—n = 27L717

lo que se estd demostrando es que los elementos de ¢;1(t) y ¢71(¢) = C; distan
menos que i, de ésto se concluye que ¢~1(t) ¢ N_1 (¢7'(t)) v ¢5'(1) <
2n=

N (67(1)).

Por 1ltimo, observemos que

A=Y s O U N 0= (Uo7 0) -3 ),

teA teA

A=Y e O U N @0 -8 (U6 0) -3 ),

teA teA
lo cual muestra que gb‘l(A) c Nw%l(gb‘l(A)) y ¢1(A) ¢ NW%(QS;l(A))’ por tanto
(67 (A), 6, (A)) < . O

Proposicién 5.20. X es un continuo tipo sen(%) generalizado con el mapeo ¢

Demostracion. De la proposicion 5.18 sabemos que ¢ es mapeo mondtono y que el
conjunto D := {t € [0,1] : ¢1(¢) es degenerado} = [0,1] - ). Tenemos que probar
que ¢ (D) es denso en X, para ello basta mostrar que si z € ¢71(Q) y € > 0
entonces existe y € ¢71([0,1] - Q) tal que d(z,y) < e. Asi bien sean = € ¢71(Q) v

€
e >0, escojamos n € w tal que ¢(z) € Q, vy Z T < 3 Puesto que en vecindades
k>n

muy pequenias de ¢, (¢(x)) = Cy(a), éste se ve como una doble curva del topélogo,
existe z € (¢(z) -6, ¢(x)) tal que d(x,$,'(z)) < 5 donde 0 < §, de igual forma
podemos pedir que ¢,, sea un homeomorfismo en ¢;'((¢(x) - d,¢(x))) por lo que
existe p > 0 tal que ¢! ((z - p, 2 +p)) € Bz(¢;,'(2)). Como [0,1] - Q es denso en
[0,1], existe y € [0,1] - Q tal que y € (z—p, z+p) y entonces d(¢,'(2), 0, (y)) < 5
Pero d(¢;'(y), 07" (y)) < > % < g lo cual concluye que d(¢~'(y),x) < e. Por

k>n

tanto ¢~1(D) es denso en X.

Para mostrar la segunda condicién, sea ¢ € [0,1] y € > 0. Hay dos casos:

a) Sit ¢ Q, entonces el inico subconitnuo de ¢~1(t) = {u;} es él mismo. Por la
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proposicién 5.17 existen n € w y d >0 de forma que

(U Xk.) N ((t=0,t+6)) € Bs ()

k>n
entonces tomando m > n de forma que 57— < 5 se sigue que ¢, ([t -p,t+p]) =
Xm 7 ([t = pit +p]) € Bs(u;) donde p = ¢, Como ¢_1(t) = {us} lo anterior
implica que ¢71(1) € Ne (95! ([t~ p.t + p1) ¥ 052 ([¢ - .t + p]) € By () =
Ne(¢7'(¢)) por lo que dg(o7'(t), d;,. ([t - p,t + p])) < 5, haciendo uso de la
proposicién 5.19 se tiene que

di (671 (1), ¢~ ([t = p,t+p])) <du(d7 (1), 6p ([t = pit + p]))

+du (¢~ ([t = p,t+p]), & ([t = p,t+p]))
< g + 2m—1

<&,
terminando este caso.

b) Ahora si t € @, luego debemos tomar C' ¢ C; = ¢~1(t) subcontinuo, sea n € w
tal que 57 < £ y t € Q,, como ¢,;1(t) = C; y X, es un continuo tipo sen(%)
generalizado existe [a,b] ¢ [0,1] arco de forma que du(¢;!([a,b]),C) <5y
por la proposicién 5.19 se sigue que

dr (67 ([a,0]),C) < du(;'([a,0]), C)+dr (¢, ([a,b]), &7 ([a,0])) < %+% <e.

Lo cual termina de probar la segunda propiedad y por tanto X es un continuo
tipo sen( %) generalizado con el mapeo ¢. [J

Ahora que hemos construido el espacio sigue construir la funcién requerida.
Primero obsérvese que la funcién tienda 7": [0,1] — [0, 1] cumple que T(Q) = Q
y T([0,1] - Q) = [0,1] = @ por tanto podemos definir la funcién F' : X — X
de forma que F(x) = ¢"1(T(¢(z))) si ¢(z) € [0,1] - Q y F mapea lineal mente
el arco Cy en Cpqy si t € ), més precisamente F'(t,s) = (T'(t), f:(s)) (recuérdese
que f; es el mapeo lineal entre los arcos L; y Ly(;). De la supreyictividad de la
funcion tienda no es dificil convencerse que la funciéon F' es suprayectiva, ademas
es inmediato por como lo definimos que T o ¢ = ¢ o F, asi que de demostrar que
F' es continua, y haciendo uso de 5.13 y 5.15, como la funcién T es mezclante, se
seguiria que F' es un mapeo débil completamente expansivo por continuos, pero
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éste no serfa un mapeo completamente expansiva por continuos pues ¢~1(1) = Cy
es un subcontinuo no degenerado de X tal que F(Cy) = ¢71(0) el cual es un
conjunto de un solo punto el cual ademéas es un punto fijo de F), por ello

nhl)noo dH(Fn(Cl)ax) = dH(¢71(O)7X) > 0.

Por tanto, nuestro ultimo objetivo es mostrar que la funcién F' es en efecto con-
tinua.

Proposicion 5.21. F': X — X es un mapeo débil continuamente expansiva por
continuos, pero no continuamente erpansiva por continuos.

Demostracion. Nuevamente basta ver que F' es continua. Sean z € X y € > 0.
Realicemos dos casos:

a) Si ¢(x) € Q, consideremos n € w de forma que ¢(z) € Q, y 37— < 5. Fijémosnos
en el continuo X,,, por construccién en una vecindad de Cy(,), digamos para
0 < p < € se tiene que la funcién

Fyy : 05 ([6(2) = p, &(2) + p]) — 314 (T ([6(2) - p,¢(x) + p]))

dada por Fyg(t,s) = (T(t), fe)(s)) es continua (de hecho es homeomorfismo
cuando ¢(z) # 1, 1).

Lo primero que se debe notar, es que de la construccién del continuo X, se tiene
que si y € ¢, ([¢(z) = p, d(2) + p]) = Cy(s) entonces Fyy(y) = 6,1, (T((y)))
y que Flo,,) = Fowlo,e,:

De la continuidad de Fy(,) , v como x € Cy(py = &, (4(2)) € o,  ([o(x)—p, p(x) +
p]), existe 0 < d; < p tal que

Fyoy (63 ([o(x) = p, o(2) + p]) 0 Bs, (2)) € 6,11 (T([¢(2)=p, 9(2)+p]))nBs (Fyay ().

Por 1ltimo, nétese que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que Qn%l <
01, de lo contrario elegimos m > n con Qm%l < 01, vy elegiendo una vecindad
posiblemente més pequenia de Cy(,) en X, digamos ¢, ([¢(x) - p', ¢(x) +p'])
de forma. que 6,1 ([6(x) - o', 6(x) + 1) € 6 ([6(x) = p, 6(x) + p]) (esto ocurre
porque al construir el paso inductivo no se altera la construccién alrededor de

Cy(z) en vecindades muy pequeiias) lo cual nos darfa que
Fytay 07 ([6(2) = p.0(2) + #1) — b3 (T([0(x) ~ o' 6(2) + ')
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sigue siendo continua de la cual d; sigue cumpliendo que

Fyay (6 ([0(2) = p,¢() + p]) 0 By, () € ¢ (T([0(2)=p, () +p]))N B (Fy(a (2))-

Asi bien suponiendo que 2%1 <01, sea 0< <0 — 2,%1, claramente 0 < § < 4.
Mostremos que F (B (z)) ¢ BX(F(z)). Sea y € B (z), si y € Cy(,) entonces
Y € Fy) (07! ([0(2) = p,¢(x) + p]) n Bs, () y por tanto

A(F(y), F(2)) = d(Fyia) (9), Fogoy (2)) < 5 <&
por lo que F(y) € BX(F(z)). Supongamos ahora que
6(y) € [6(x) = p, 6(2)) L (6(x), &(2) + p]
por tanto ¢;1(6(y) € 671 ([¢(x) = p.6(x) + p]) = Cia) ¥ como

d(6," (oY), x) < d(z,y) +d(6,' (6(y)), y)
<0+ dist(d," (0(y)), 0-1(6(y)))

1
< 54—§;jT < 5h

(aqui se us6 5.19) por tanto ¢, (6(y)) € 67 ([¢(x) = p, #(x) +p]) N By, (x)  ast
A(S4 (T(6W))). F(2)) = d(Fyia) (9), Foay (0)) < 5

Pero usando nuevamente 5.19 se tiene que

1
2n72

dist (6,51 (T(6(9))), ¢ (T(6(1)))) <

<

DO ™

de lo cual se sigue que dist(F(z),¢o ' (T(é(y)))) < € y en particular como
F(y) € 6 (T(6(y))) entonces d(F(x), F(y)) < e, o bien F(y) ¢ BX(F(x)).
Concluimos que F' (Bgf(x)) ¢ BX(F(x)) y por tanto F es continua en z.

Ahora supongamos que ¢(z) ¢ . Usando lo que se demostré en la proposicién
5.20, como ¢(F(x)) ¢ Q) sabemos que existe ¢’ > 0 de forma que

di (67 (B(F(2))), 07 ([¢(F(x)) - &', ¢(F(x)) +£'])) <&
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y en particular tenemos que

¢ ([#(F(2)) -, ¢(F(2)) +£']) € No(¢7 (¢(F(2)))) € BE (F()).

De la continuidad de T, existe § > 0 tal que

T((p(x)=0,p(x)+0)) & (T(¢(2)) =", T(p(x))+e") = (p(F () =", o(F(x))+€)

donde se usé que ¢ o F' =T o ¢. Por tanto

¢ (T((¢(x) = 0, ¢(x) +0))) € BE (F(x)).

Mostremos que F(Bg(z)) ¢ ¢~/ (T'((¢(x) - 0, ¢(x) +d))), en efecto sea y €
B (x) en particular se tiene que |¢p(z) — ¢(y)| < d(z,y) < d por lo que ¢(y) €
(o(x) —6,0(x)+ ) y por tanto

P(F(y)) =T(o(y)) e T((¢(x) -0, 6(x) +0)),

y por tanto
F(y) e (T ((6(2) - 6,¢(x) +0)))
lo que muestra la contencion
F(B3(z)) € ¢ (T((¢(x) = 6,0(x) +9))) € BX(F(x))
y finalmente concluye la prueba de que F' es continua en x.

Demostramos que F' es continua y la conclusién de la proposicién. [

129



Conclusion

El trabajo abarcé cuatro condiciones cadticas de interés:

1) Completamente expansiva por continuos,

3

(1)
2) Débil completamente expansiva por continuos,
(
(3) Mezclante y

(4)

4) Débilmente mezclante.

El teorema 2.9 concluye la cadena de implicaciones:

()= (2) =) =)

Y aunque en general, las implicaciones reciprocas no siempre son ciertas, se
hallaron condiciones para los continuos donde se puede dar la equivalencia, mos-
trando aquéllas que son validas como aquéllas que no son ciertas, mostrando sus
respectivos contraejemplos. resumimos esta informacién en la siguiente tabla 5.1

Continuos DH=03B) ) =(2)| (2)=()
Graficas - -

Dendritas No - No
Abanico de cantor No No No

Tipo Sen(%) generalizado - - No

Cuadro 5.1: Tabla resumen. Continuos y sus equivalencias cadticas.
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