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Introducción

Es ya conocido por todos los curiosos, el afán constante del ser humano por

tratar de predecir con seguridad el devenir de los sucesos que se nos presentan,

con frecuencia, desafiantes. Es por ello, que muy a menudo nos roban la atención

aquellos procesos cuya evolución en el tiempo es irregular e impredecible, a pesar

de estar regida por una ley exacta que describa la evolución del proceso en el

transcurso temporal del sistema.

En efecto, dentro del campo de la F́ısica resulta muy claro que los movimien-

tos parabólicos o interplanetarios quedan descritos por ecuaciones los cuales no

representan dificultades fuera de lo determinista, pero si viramos la atención, por

ejemplo, al campo de la economı́a, nos hallamos a menudo con grandes problemas

sobre modelizaciones dinámicas de diversas variables económicas las cuales inten-

tan explicar dentro de śı mismo el muy irregular y no periódico comportamiento

de los fenómenos económicos (evolución y crecimiento económico, de los precios,

de los activos y capitales). Son en estas circunstancias cuando nos encontramos

con un desaf́ıo más atractivo.

A estos cambios o movimientos los llamaremos caóticos por que son justamente

los movimientos que resultan cada vez más complicados de predecir en tiempos

muy lejanos del punto de partida. Estos movimientos o comportamientos son el

principal interés de la rama de la matemática denominada Sistemas dinámicos.

El propósito principal de la presente tesis, es abordar ciertos tipos de caotici-

dad, verificar sus relaciones entre śı y aportar una jerarqúıa, es decir, queremos

hallar si alguno de estas condiciones caóticas implica algún otro, y de ser posible

queremos averiguar bajo qué condiciones podemos tener la implicación rećıproca

para obtener de esa forma condiciones caóticas equivalentes.

En términos matemáticos un sistema dinámico está definido por un espacio

topológico X y un mapeo f ∶ X Ð→ X, que es una función continua y supra-

yectiva, con cierta condición dinámica. En este trabajo analizaremos los sistemas

dinámicos sobre continuos, un continuo es un espacio métrico compacto y conexo.
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Se analizarán cuatro tipos de condiciones dinámicas caóticas

(1) completamente expansivo por continuos,

(2) débil completamente expansivo por continuos,

(3) mezclante y

(4) débilmente mezclante.

Se mostrará primero la cadena de implicaciones (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) y se

investigará bajo qué condiciones topológicas sobre el espacio X son verdaderas las

implicaciones inversas y en qué casos no es posible revertir la condición dinámica

proveyendo al lector de contraejemplos.

La tesis se basa completamente en el art́ıculo Hierarchies of Chaotic Maps on

Continua. Ergodic Theory and Dynamical Systems 34(6). Cambridge University

Press: 1897-1913 (2014) de los profesores Hoehn Logan y Christopher Mouron. En

este art́ıculo, los autores ofrecen demostraciones y referencias de los resultados que

concluyen con la jerarqúıa de los mapeos caóticos expuestos, aśı como desarrollan

la tarea más importante y complicada de exhibir los contraejemplos respectivos

en los casos donde la respuesta es negativa.

Puesto que nuestra finalidad es la de presentar el trabajo de los profesores

Logan y Mouron de manera que sea comprensible para los estudiantes que hayan

tomado cursos básicos de topoloǵıa general y análisis matemático, nuestro trabajo

consiste en recolectar el preámbulo adecuado y ordenado para el desarrollo de las

ideas expuestas, aśı como completar y extender las pruebas y sobretodo los detalles

de las construcciones que están a punto de conocerse en la lectura de la tesis.
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Caṕıtulo 1

Definiciones y propiedades

básicas

Conviene mencionar desde un inicio unas aclaraciones de notación: N denotará

el conjunto de los números naturales positivos, y al conjunto de los número natu-

rales incluyendo el 0 lo denotaremos por ω. Para un conjunto Y, P(Y ) denotará

el conjunto provisto de todos los subconjuntos de Y. A lo largo de la tesis deno-

taremos como (X,dX) un espacio métrico, es decir, X es un conjunto no vaćıo y

dX una métrica sobre este conjunto, en particular escribiremos d = dX cuando no

haya posibilidad de ambigüedad. Del mismo modo denotaremos para cada A ⊆X,
x ∈X y ε > 0; la cerradura y el interior de A como A

X
e intX(A) respectivamen-

te, la bola abierta de centro x y radio ε como BX
ε (x), y nuevamente, de no haber

confusión a qué espacio estaremos refiriéndonos, entonces los conceptos anteriores

los abreviaremos como A, int(A) y Bε(x), respectivamente.

1.1. Métrica Hausdorff

La primera noción de la conocida métrica Hausdorff la introdujo, en 1905, Di-

mitrie Ponpeiu en su tesis doctoral, en la cual sólo trabajo una noción de métri-

ca entre los subespacios compactos de Rn [Ponpeiu]. Fue posteriormente en el

año 1914, cuando Félix Hausdorff retoma la idea de Ponpeiu generalizándola pa-

ra subespacios compactos de un espacio métrico arbitrario [Hausdorff]. En este

caṕıtulo introduciremos una definición general de pseudométrica para los conjun-

tos acotados no vaćıos de un espacio métrico, la cual de restringirse al espacio de

los subconjuntos cerrados no vaćıos del espacio, se obtiene una métrica a la cual
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llamaremos la métrica Hausdorff.

Sea (X,d) espacio métrico no vaćıo. La nube alrededor de un subconjunto A

de X se define como Nε(A) ∶= ⋃a∈ABε(a), nótese que por definición esta nube es

un subconjunto abierto de X. Una primera observación es que para x ∈X

x ∈ Nε(A) ⇐⇒ ∃a ∈ A (d(x, a) < ε).

También es muy fácil notar que si 0 < δ < ε entonces Nδ(A) ⊆ Nε(A). Ahora bien

para dos subconjuntos no vaćıos A,B de X definamos

H(A,B) ∶= {ε > 0 ∶ A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A)},

de la definición es inmediato que H(A,B) = H(B,A), en general estos espacios

pueden ser vaćıos, para evitar esto debemos pedir que A y B sean subconjuntos

acotados (decimos que Y es un subconjunto acotado de X si existe M > 0 tal

que d(x, y) ≤ M para todo x, y ∈ Y ). Definimos la colección de los subconjuntos

acotados no vaćıos de X como

B(X) ∶= {A ⊆X ∶ A ≠ ∅ y A es acotado}.

Proposición 1.1. Para todo A,B ∈ B(X) se tiene que H(A,B) ≠ ∅.

Demostración. Por ser A y B acotados, entonces A ∪B también lo es, por lo que

existe M > 0 tal que d(x, y) ≤M si x, y ∈ A ∪B. Se afirma que M + 1 ∈ H(A,B).
En efecto, dado a ∈ A se tiene que al ser B no vaćıo, existe b0 ∈ B y se cumple que

d(a, b0) ≤M <M + 1, lo que muestra que a ∈ NM+1(B) y de la arbitrariedad de a

concluimos que A ⊆ NM+1(B), de manera análoga se muestra que B ⊆ NM+1(A).
Por ello M + 1 ∈H(A,B).

De la proposición anterior tenemos que si A,B ∈ B(X) entonces H(A,B)
consiste en un subconjunto no vaćıo de reales no negativos, en particular es un

subconjunto no vaćıo y acotado inferiormente en los reales, entonces podemos

definir dXH(A,B) ∶= ı́nfH(A,B) la cual llamaremos la distancia Hausdorff entre A

y B, frecuentemente denotaremos la distancia Hausdorff como dH(A,B) cuando

no haya confusión acerca del espacio en el que se trabaje. A continuación veremos

unas propiedades que justifican, entre otras cosas, el nombre de distancia:

Proposición 1.2. Sean A,B,C ∈ B(X) y ε > 0 entonces se cumple lo siguiente:

(a) dH(A,B) ≥ 0,
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(b) dH(A,B) = dH(B,A),

(c) dH(A,B) = 0⇐⇒ A ⊆ B y B ⊆ A,

(d) dH(A,B) ≤ dH(A,C) + dH(C,B),

(e) dH(A,A) = 0

(f) dH(A,B) < εÔ⇒ A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A),

(g) A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A) Ô⇒ dH(A,B) ≤ ε.

Demostración. (a) Por definición 0 es una cota inferior para H(A,B) por lo que

dH(A,B) = ı́nfH(A,B) ≥ 0.

(b) Es inmediato pues H(A,B) =H(B,A).

(c) Ô⇒] Supongamos primero que dH(A,B) = 0, para mostrar que A ⊆ B sea

a ∈ A y sea δ > 0. Puesto que 0 = dH(A,B) = ı́nfH(A,B), por la propiedad

del ı́nfimo sabemos que existe δ′ ∈ H(A,B) tal que 0 < δ′ < δ y en particular

obtenemos que A ⊆ Nδ′(B) y entonces a ∈ Nδ′(B), lo cual significa que existe

b ∈ B tal que d(a, b) < δ′ < δ y por tantoBδ(a)∩B ≠ ∅. Como δ > 0 fue arbitrario

se sigue que a ∈ B y por tanto A ⊆ B. De forma análoga se demuestra que

B ⊆ A.
⇐Ô] Rećıprocamente supongamos que A ⊆ B y B ⊆ A. Mostremos que

H(A,B) = (0,∞). La contención H(A,B) ⊆ (0,∞) es clara por definición, pa-

ra la otra contención sea δ > 0, queremos probar que A ⊆ Nδ(B) y B ⊆ Nδ(A).
Aśı bien para lo primero, sea a ∈ A, luego a ∈ B, se sigue entonces que

Bδ(a) ∩ B ≠ ∅, esto quiere decir que existe b ∈ B tal que d(a, b) < δ lo cual

prueba que a ∈ Nδ(B) y por tanto A ⊆ Nδ(B). De forma similar se prueba

B ⊆ Nδ(A). Concluimos que δ ∈ H(A,B) y al ser éste un real positivo ar-

bitrario se sigue que (0,∞) ⊆ H(A,B). Por tanto H(A,B) = (0,∞) y aśı

dH(A,B) = ı́nfH(A,B) = ı́nf (0,∞) = 0.

(d) Por definición, tenemos que demostrar que

ı́nfH(A,B) ≤ ı́nfH(A,C) + ı́nfH(C,B),

pero recordemos que la suma de los ı́nfimos de dos subconjuntos de los reales

acotados inferiormente, es el ı́nfimo de la suma de los dos subconjuntos, por
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ello lo que nos basta demostrar es que

ı́nfH(A,B) ≤ ı́nf{δ1 + δ2 ∶ δ1 ∈H(A,C) y δ2 ∈H(C,B)}.

Aśı bien sean δ1 ∈ H(A,C) y δ2 ∈ H(C,B). Sea a ∈ A, como δ1 ∈ H(A,C)
tenemos que a ∈ A ⊆ Nδ1(C) por lo que existe c ∈ C tal que d(a, c) < δ1. Del

mismo modo, como δ2 ∈ H(C,B)} tenemos c ∈ C ⊆ Nδ2(B) por lo que existe

b ∈ B tal que d(c, b) < δ2. Entonces d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b) < δ1 + δ2 lo que

demuestra que a ∈ Nδ1+δ2(B) y por tanto A ⊆ Nδ1+δ2(B).

De forma análoga se demuestra que B ⊆ Nδ1+δ2(A) lo que nos hace concluir

que δ1+δ2 ∈H(A,B) y por tanto dH(A,B) = ı́nfH(A,B) ≤ δ1+δ2, esto prueba

que dH(A,B) es cota inferior para

{δ1 + δ2 ∶ δ1 ∈H(A,C) y δ2 ∈H(C,B)}.

Por tanto dH(A,B) = ı́nfH(A,B) ≤ ı́nf{δ1+δ2 ∶ δ1 ∈H(A,C) y δ2 ∈H(C,B)}
justo lo que queŕıamos probar.

(e) Por el inciso (c) tenemos como A ⊆ A entonces dH(A,A) = 0.

(f) Si dH(A,B) < ε por la propiedad del ı́nfimo sabemos que existe δ ∈ H(A,B)
tal que δ < ε y entonces A ⊆ Nδ(B) ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nδ(A) ⊆ Nε(A) como

queŕıamos demostrar.

(g) Si A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A), esto implica que ε ∈H(A,B) por tanto

dH(A,B) = ı́nfH(A,B) ≤ ε.

Esto demuestra la proposición.

Los incisos (a), (b) y (d) de la proposición anterior nos dicen que B(X) dotado

de dH forma un espacio pseudométrico, en general no es métrico pues no es cierto

que si dH(A,B) = 0 entonces A = B.
Por ejemplo con X = R con la métrica euclidiana y A = (0,1) y B = [0,1], gra-

cias al inciso (c) tenemos que dH(A,B) = 0 pues A ⊆ B y B ⊆ A, pero claramente

A ≠ B. Sin embargo, si CB(X) representa el conjunto de los cerrados acotados

no vaćıos de X, tendremos que dH es una métrica en este hiperespacio como lo

muestra el siguiente corolario:
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Corolario 1.3. dH es una métrica en CB(X) el hiperespacio de los cerrados

acotados no vaćıos de X.

Demostración. Por los incisos (a), (b) y (d) de la proposición 1.2 basta probar

que para A,B ∈ CB(X)
dH(A,B) = 0⇐⇒ A = B.

En efecto, si dH(A,B) = 0 entonces por el inciso (c) de la proposición 1.2 y usando

que A y B son cerrados se sigue que A ⊆ B = B y B ⊆ A = A por lo que A = B.
Rećıprocamente si A = B entonces por el inciso (e) de la proposición 1.2 se

sigue que dH(A,B) = 0.

A continuación hagamos una pequeña observación sobre la nube alrededor de

un subconjunto y radio ε.

Lema 1.4. Para A subconjunto de X y ε > 0 se tiene

Nε(A) = ⋃{Nδ(A) ∶ 0 < δ < ε}.

Demostración. Si x ∈ Nε(A), entonces existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε, aśı bien, sea

δ ∈ (d(x, a), ε), entonces 0 ≤ d(x, a) < δ < ε por lo cual d(x, a) < δ y aśı x ∈ Nδ(A)
con 0 < δ < ε por lo que x ∈ ⋃{Nδ(A) ∶ 0 < δ < ε}.

Rećıprocamente, si x ∈ ⋃{Nδ(A) ∶ 0 < δ < ε} luego para algún 0 < δ < ε se tiene

que x ∈ Nδ(A) ⊆ Nε(A). De lo cual concluimos la igualdad de conjuntos.

Ahora, si consideramos un subconjunto compacto no vaćıo de un espacio métri-

co X, digamos K, entonces K es cerrado y acotado, es decir, K ∈ CB(X). La

siguiente propiedad también nos dirá qué tan grande puede medir la distancia

Hausdorff entre compactos:

Proposición 1.5. Si A,B son subespacios compactos no vaćıos de X entonces

dH(A,B) < ε si y sólo si A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A).

Demostración. Ô⇒] Si suponemos dH(A,B) < ε entonces por en inciso (g) de la

proposición 1.2 tenemos A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A).
⇐Ô Rećıprocamente si suponemos que A ⊆ Nε(B) y B ⊆ Nε(A), por un

lado tenemos, gracias al lema 1.4, que A ⊆ ⋃{Nδ(A) ∶ 0 < δ < ε}, esto nos dice

que {Nδ(A) ∶ 0 < δ < ε} es una cubierta de subconjuntos abiertos de X que

cubre a A y como éste es compacto, existen n ∈ N y 0 < δ1, . . . , δn < ε tales que

A ⊆ ⋃ni=1Nδi(B) aśı que tomando δA = máx{δ1, . . . , δn} tenemos que 0 < δA < ε
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y A ⊆ ⋃ni=1Nδi(B) = NδA(B). De manera análoga podemos llegar a que existe

0 < δB < ε tal que B ⊆ NδB(A), aśı que tomando δ = máx{δA, δB} se sigue que

0 < δ < ε y A ⊆ Nδ(B) y B ⊆ Nδ(A), por lo que dH(A,B) ≤ δ < ε.

En lo que sigue, cuando nos refiramos al hiperespacio CB(X) lo pensaremos

con la métrica Hausdorff.

Proposición 1.6. Supongamos que A ⊆X y ε > 0 son tales que dH(A,X) < ε. Si

x ∈X entonces A ∩Bε(x) ≠ ∅.

Demostración. De la hipótesis dH(A,X) < ε se sigue que x ∈ X ⊆ Nε(A) por lo

que existe a ∈ A tal que d(x, a) < ε, y aśı a ∈ A ∩Bε(x).

Corolario 1.7. Sean A ⊆ X y f ∶ X Ð→ X una función continua de tal for-

ma que existe una sucesión estrictamente creciente de naturales {nk}∞k=1 tal que

ĺımk→∞ dH(fnk(A),X) = 0. Entonces para todo V abierto no vaćıo de X existe

N ∈ N tal que fnk(A) ∩ V ≠ ∅ si k ≥ N.

Demostración. Sean v ∈ V y ε > 0 tales que Bε(v) ⊆ V. Por hipótesis existe N ∈ N
tal que si k ≥ N entonces dH(fnk(A),X) < ε, por la proposición 1.6 se sigue que

∅ ≠ fnk(A) ∩Bε(v) ⊆ fnk(A) ∩ V para todo k ≥ N.

Lema 1.8. Sean (X,dX), (Y, dY ) espacios métricos compactos y g ∶ X Ð→ Y

función continua. Entonces para todo ε > 0 existe δ > 0 tal que si ∅ ≠ A,B ⊆ X
son tales que dXH(A,B) < δ entonces dYH(g(A), g(B)) < ε.

Demostración. Como X es compacto, g es uniformemente continua, aśı bien existe

δ > 0 tal que si x1, x2 ∈X son tales que dX(x1, x2) < δ, entonces dY (g(x1), g(x2)) <
ε
2 .

Probemos que dicha δ > 0 funciona como queremos. Supongamos que ∅ ≠ A,B ⊆
X son tales que dXH(A,B) < δ, afirmo que g(A) ⊆ N ε

2
(g(B)) y g(B) ⊆ N ε

2
(g(A)).

En efecto sea g(a) ∈ g(A) con a ∈ A, como dXH(A,B) < δ en particular tenemos

que A ⊆ Nδ(B) aśı que existe b ∈ B tal que dX(a, b) < δ y por consiguiente

dY (g(a), g(b)) < ε
2 lo que implica g(a) ∈ N ε

2
(g(B)). Esto prueba que g(A) ⊆

N ε
2
(g(B)). De manera análoga se muestra que g(B) ⊆ N ε

2
(g(A)).

De lo anterior se concluye que dYH(g(A), g(B)) ≤ ε
2 < ε.

8



1.2. Algunos mapeos caóticos

Es en esta sección introduciremos las definiciones y primeras observaciones

acerca de los mapeos caóticos que conciernen a este trabajo, a continuación se

definirán cada una de las condiciones caóticas presentadas en la introducción y

nuestro primer objetivo es examinar ciertas propiedades con las cuales se traba-

jarán más adelante.

Definición 1.1. Recordemos que un continuo X es un espacio métrico, compacto

y conexo no vaćıo.

Un subcontinuo de X es un subconjunto A ⊆ X que en śı mismo es un con-

tinuo, es decir, A es un cerrado conexo no vaćıo de X (ser un subespacio de X

automáticamente le otorga la caracteŕıstica de métrico y al ser un cerrado en el

compacto X se sigue que A igual es compacto).

Denotaremos la colección de todos los subcontinuos de X por C(X), al cual

llamaremos el hiperespacio de subcontinuos de X.

Finalmente, diremos que un continuo es no degenerado si tiene más de un

punto.

Puesto que un espacio métrico compacto siempre es acotado, entonces C(X) ⊆
CB(X), por ello podemos pensar al hiperespacio C(X) dotada de la métrica Haus-

dorff. Lo que resulta interesante es que el espacio métrico (C(X), dH) resulta en

un continuo (véase [Illanes, Corolario 6.13, p. 93]), en este trabajo no ahondaremos

en este resultado, sin embargo conforme se vaya necesitando iremos mencionando

ciertas propiedades generales del hiperespacio C(X) que nos serán de utilidad

para ciertos resultados.

Ya estamos en condiciones para definir las principales propiedades caóticas que

se desean abordar en este trabajo:

Definición 1.2. Sean X,Y continuos y f ∶ X Ð→ Y, diremos que f es un mapeo

entre los continuos X y Y si f es continua y suprayectiva. Si X = Y, diremos

sencillamente que f es un mapeo en X. Un mapeo f ∶X Ð→X es:

(1) completamente expansivo por continuos si para todo Y ∈ C(X) subcontinuo

no degenerado de X y ε > 0 existe N = N(ε, Y ) ∈ N tal que si n ≥ N enton-

ces dH(fn(Y ),X) < ε. O reformulando lo anterior, si para todo Y ∈ C(X)
subcontinuo no degenerado se tiene que ĺımnÐ→∞ dH(fn(Y ),X) = 0.
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(2) débil completamente expansivo por continuos si el conjunto definido como

E(X,f) ∶= {Y ∈ C(X) ∶ ∀ε > 0∃N ∈ N (n ≥ N Ô⇒ dH(fn(Y ),X) < ε)}
= {Y ∈ C(X) ∶ ĺım

nÐ→∞
dH(fn(Y ),X) = 0}

es denso en C(X).

(3) mezlante si para cualesquiera U y V abiertos no vaćıos de X existe n ∈ N tal

que para toda k ≥ n, fk(U) ∩ V ≠ ∅;

(4) transitivo si para cualesquiera U y V abiertos no vaćıos de X existe n ∈ N tal

que fn(U) ∩ V ≠ ∅;

(5) n-transitivo si la función f(n) ∶Xn Ð→Xn, definida como f(n)((x1, . . . , xn)) =
(f(x1), . . . , f(xn)) para todo x1, . . . , xn ∈X, es transitiva;

(6) débilmente mezclante si f es 2-transitivo.

Hagamos notar que las definiciones (3), (4), (5) y (6) se pueden definir para

cualquier función continua y suprayectiva f ∶ X Ð→ X donde X es un espacio

topológico arbitrario, no obstante las definiciones (1) y (2) deben ser definidas

para continuos pues necesariamente recurren a conceptos de subcontinuos y de la

métrica Hausdorff de C(X), el hiperespacio de los subcontinuos.

Nuestro primer objetivo es demostrar la cadena de implicaciones:

Completamente expansivo por continuosÔ⇒ Débil completamente expansivo por

continuos

Ô⇒Mezclante

Ô⇒ Débilmente mezclante

A continuación, definimos la órbita de un punto x ∈X bajo el mapeo f.

Definición 1.3. Sean X un continuo, f ∶X Ð→X un mapeo y x ∈X. Definimos

la órbita de x bajo f como el conjunto orb(x, f) ∶= {fn(x) ∶ n ∈ ω}.
Diremos que x tiene órbita densa bajo f si orb(x, f) es denso en X.

1.2.1. Funciones transitivas

Veamos algunas propiedades que involucran a la definición de funciones tran-

sitivas y órbitas densas en X. (Véase [King y Méndez, Caṕıtulo 8, p.111]).
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Lema 1.9. Sean X espacio topológico, x ∈ X y B una base de abiertos no vaćıos

para la topoloǵıa de X. Sea f ∶ X Ð→ X un mapeo tal que orb(x, f) no es denso

en X. Entonces existe V ∈ B tal que orb(x, f) ∩ V = ∅.

Demostración. Como orb(x, f) no es denso entonces existe U abierto no vaćıo de

X tal que orb(x, f)∩U = ∅, por ser B base para la topoloǵıa y U abierto no vaćıo,

existe V ∈ B tal que V ⊆ U y por ende orb(x, f) ∩ V ⊆ orb(x, f) ∩ U = ∅ como se

queŕıa demostrar.

Definición 1.4. Sea X un espacio topológico, diremos que x ∈ X es un punto

aislado si y sólo si {x} es un subconjunto abierto de X. Aśı bien, diremos que X

es un espacio perfecto si y sólo si no tiene puntos aislados.

Hagamos notar que de la definición, todo espacio perfecto necesariamente tiene

más de un punto, más aún, de suponer que es T1 entonces necesariamente es

infinito, como lo prueba el siguiente resultado:

Proposición 1.10. Si X es un espacio topológico perfecto y T1, entonces para

todo subconjunto finito y no vaćıo F de X se tiene que int(F ) = ∅ y por tanto

ningún conjunto finito no vaćıo es abierto. Además si V es un abierto no vaćıo

de X entonces V − F ≠ ∅.

Demostración. La prueba se hará por inducción fuerte sobre n ∈ N la cardinalidad

de los subconjuntos finitos no vaćıos de X.

Si n = 1 y x ∈ X, de suponer int({x}) ≠ ∅ esto implica necesariamente que

int({x}) = {x} un absurdo pues {x} no puede ser abierto por hipótesis.

Ahora supongamos como hipótesis de inducción que para todo 1 ≤ m ≤ k si

F ′ ⊆ X es tal que ∣F ′∣ = m entonces int(F ′) = ∅. Para el paso inductivo, sea

F ⊆ X tal que ∣F ∣ = k + 1. Si suponemos por el contrario que int(F ) ≠ ∅, entonces

definiendo F ′ = int(F ) tendŕıamso que ∅ ≠ F ′ ⊆ F por lo que ∣F ′∣ = m para algún

1 ≤m ≤ k+1, notemos que por la hipótesis de inducción necesariamente m = k+1,

pues si 1 ≤ m ≤ k entonces ∅ ≠ F ′ = int(F ) = int(int(F )) = int(F ′) = ∅ lo cual es

un absurdo, aśı bien como ∣F ′∣ = ∣F ∣ = k + 1 necesariamente F = F ′ lo que hace F

un subconjunto abierto no vaćıo de X. Aśı bien, tomemos x ∈ F, como X es T1,

entonces {x} es cerrado en X por lo cual F − {x} es abierto no vaćıo de X y de

cardinalidad k, lo que contradice la hipótesis de inducción pues int(F − {x}) = ∅.
Lo cual termina la demostración por inducción.

Por último si F es un subconjunto no vaćıo de X y V un abierto no vaćıo,

entonces de suponer V − F = ∅ tendŕıamos que V ⊆ F y por tanto V es abierto y
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finito, pero por lo mostrado anteriormente el único subconjunto abierto y finito

es el vaćıo, por ello V = ∅ una contradicción, lo cual prueba V − F ≠ ∅.

Proposición 1.11. Todo espacio métrico conexo con más de dos puntos es per-

fecto. En particular todo continuo no degenerado es perfecto.

Demostración. Sea X es un espacio métrico y conexo con al menos dos elementos.

Si x ∈ X es tal que {x} es abierto entonces, al ser X un espacio T1 se sigue que

también es cerrado, como X es conexo y como {x} claramente no es vaćıo, entonces

necesariamente implica que X = {x} lo que contradice que X tiene al menos dos

puntos. Por ello X es perfecto.

Teorema 1.12. Sea X es un espacio topológico perfecto y T1. Si f ∶ X Ð→ X es

una función continua con alguna órbita densa, entonces f es transitiva.

Demostración. Sea x ∈ X tal que orb(x, f) es denso en X. Sean U,V abiertos no

vaćıos de X. Por la hipótesis de densidad, existe n ∈ ω tal que fn(x) ∈ U. Por otro

lado, como X es T1, el subconjunto {fk(x) ∶ 0 ≤ k ≤ n} es cerrado en X por ser

finito y por tanto V − {fk(x) ∶ 0 ≤ k ≤ n} es abierto en X, además es no vaćıo

gracias a lo probado en la proposición 1.10.

Nuevamente por la hipótesis de densidad sabemos que existe m ∈ ω tal que

fm(x) ∈ V − {fk(x) ∶ 0 ≤ k ≤ n} de lo cual tenemos que n < m y fm(x) ∈ V. Aśı

bien m − n ∈ N es tal que fm(x) ∈ fm−n(U) ∩ V pues fm(x) = fm−n(fn(x)) donde

fn(x) ∈ U y fm(x) ∈ V. Lo cual prueba que f es transitiva.

Sin la hipótesis de que el espacio X es perfecto, el teorema pierde validez como

lo muestra el siguiente ejemplo:

Ejemplo 1.13. Consideremos X ∶= {0}∪{ 1
n ∶ n ∈ N} espacio dotado de la topoloǵıa

euclidiana de R. Sea f ∶ X Ð→ X definida como f(0) = 0 y f ( 1
n
) = 1

n+1 si n ∈ N.
Entonces f es una función continua y tiene una órbita densa pues: orb(1, f) =
{ 1
n ∶ n ∈ N} el cual es un denso en X. Sin embargo no es transitiva ya que

f(X) =X − {1}, lo cual evidencia que para los abiertos no vaćıos {1} y X y para

todo n ∈ N ∶ fn(X) ∩ {1} ⊆ f(X) ∩ {1} = ∅.

Corolario 1.14. Si X es un continuo y f ∶X Ð→X un mapeo tal que existe una

órbita densa, entonces f es transitiva.

Demostración. Si X es degenerado el resultado es inmediato. Supongamos X con-

tinuo no degenerado, entonces X es perfecto por la proposición 1.11 y es T1 por

ser espacio métrico, de la proposición 1.12 se tiene el resultado.
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Definición 1.5. Decimos que un subconjunto A ⊆ X es denso en ninguna parte

de X si y sólo si int (A) = ∅. Para Y ⊆X decimos que:

1) Y es de la primera categoŕıa de Baire si y sólo si Y = ⋃∞
i=1An donde An es un

conjunto cerrado denso en ninguna parte de X para todo n ≥ 1,

2) Y es de la segunda categoŕıa de Baire si y sólo si Y no es de la primera

categoŕıa de Baire.

Por último, decimos que X es de Baire si y sólo si para toda colección numerable

de abiertos denso de X, (An)∞n=1, se tiene que ⋂∞
n=1An es también denso en X.

Lema 1.15. Si A es denso en X entonces int(X −A) = ∅.

Demostración. Supongamos por el contrario que int(X −A) ≠ ∅ entonces en par-

ticular es un abierto no vaćıo, por tanto ∅ ≠ int(X −A) ∩A ⊆ (X −A) ∩A = ∅ por

lo que obtenemos un absurdo. Entonces int(X −A) = ∅.

La razón para introducir la noción de un espacio de Baire es para poder mostrar

el siguiente resultado, el cual da condiciones para el rećıproco del teorema 1.12:

Teorema 1.16. Supongamos que X es un espacio segundo numerable y de la

segunda categoŕıa de Baire, si f ∶ X Ð→ X es un mapeo transitivo entonces tiene

una órbita densa.

Demostración. Sea {Vn}∞n=1 una base de abiertos no vaćıos para la topoloǵıa de

X. Para cada n ∈ N def́ınase Un =
∞
⋃
k=1

f−k(Vn), nótese que por construcción Un es

abierto, veamos también que es un denso.

Sea U abierto no vaćıo de X, luego por ser f transitiva existe k ≥ 1 tal que

fk(U) ∩ Vn ≠ ∅ y por tanto como f es suprayectiva f−k(fk(U) ∩ Vn) ≠ ∅, se sigue

entonces que:

∅ ≠ f−k(fk(U) ∩ Vn) = f−k(fk(U)) ∩ f−k(Vn) ⊆ U ∩ f−k(Vn) ⊆ U ∩Un

lo que prueba que Un en efecto es denso para todo n ∈ N.

Por tanto, el conjunto Fn = X − Un definido para cada n ∈ N, es un conjun-

to cerrado y con interior vaćıo, por ende es un subconjunto (cerrado) denso en

ninguna parte de X.

Ahora bien, si por el contrario, suponemos que no existen órbitas densas, se

afirma que X = ⋃∞
n=1Fn. En efecto, si x ∈ X como su orb(x, f) no es denso, por
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el lema 1.9 se sigue que existe n(x) ∈ N tal que orb(x, f) ∩ Vn(x) = ∅. Veamos que

x ∈ Fn(x), para ello nótese que

Fn(x) =X −Un(x) =X − (
∞
⋃
k=1

f−k(Vn(x))) =
∞
⋂
k=1

(X − f−k(Vn(x))).

Aśı bien sea k ∈ N, se tiene que fk(x) ∈ orb(x, f) y por tanto fk(x) ∉ Vn(x) (pues

orb(x, f) ∩ Vn(x) = ∅), lo cual implica x ∉ f−k(Vn(x)) o bien x ∈ X − f−k(Vn(x)).
Concluimos que x ∈ ⋂∞

k=1(X − f−k(Vn(x))) = Fn(x), lo cual a su vez prueba que

x ∈ ⋃∞
n=1Fn.

Por tanto X = ⋃∞
n=1Fn contradiciendo que X es de la segunda categoŕıa de

Baire, por tanto debe existir una órbita densa.

Un teorema muy importante en análisis, es el teorema de la categoŕıa de Baire

el cual se enuncia como sigue:

Teorema 1.17 (De la categoŕıa de Baire). Todo espacio métrico y completo es

de Baire.

Una equivalencia de éste teorema, y que resulta en ocasiones más útil para las

aplicaciones y la cual usaremos a continuación, es la siguiente:

Teorema 1.18 (De la categoŕıa de Baire). Si X es un espacio métrico completo

entonces todo abierto no vaćıo de X es de la segunda categoŕıa de Baire. En

particular X es de la segunda categoŕıa.

Las demostraciones de los teoremas 1.17 y 1.18 se pueden consultar en [Folland,

5.9, p. 161] y en [Munkres, Teorema 48.2, p. 337].

Corolario 1.19. Si X es un espacio métrico compacto y f ∶X Ð→X es un mapeo

transitivo, entonces X tiene una órbita densa con respecto a f.

Demostración. Como X es métrico compacto, en particular es métrico completo

y segundo numerable, por el Teorema de la categoŕıa de Baire (1.18), X es de la

segunda categoŕıa de Baire, aplicando el teorema 1.16 se tiene el resultado.

Ahora podemos concluir la equivalencia, en continuos, de ser transitivo y tener

órbitas densas:

Corolario 1.20. Si X es un continuo y f ∶ X Ð→ X un mapeo, entonces f es

transitiva si y sólo si existe una órbita densa con respecto a f.

Demostración. Es consecuencia de los corolarios 1.14 y 1.19.
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1.2.2. Las funciones n-transitivas.

En breve discutiremos las relaciones que existen entre las propiedades de ser n-

transitivo para n ≥ 2. Estas relaciones, para algunos autores, implican propiedades

combinatorias en el campo de los sistemas dinámicos la cual va de la mano con la

teoŕıa ergódica (Véanse [Furstenberg] y [Glasner]).

Comencemos primero con dar una equivalencia de la propiedad de ser n-

transitivo:

Proposición 1.21. Sean X espacio topológico, f ∶ X Ð→ X un mapeo y n ≥ 2.

Entonces f es n−transitiva si y sólo si para todo U1, . . . , Un y V1, . . . , Vn abiertos

no vaćıos de X existe m ∈ N tal que fm(Uk) ∩ Vk ≠ ∅ para todo k = 1, . . . , n.

Demostración. Ô⇒] Supongamos que f es n-transitiva, es decir, f(n) ∶Xn Ð→Xn

es transitiva. Sean U1, . . . , Un y V1, . . . , Vn abiertos no vaćıos de X. Se tiene que

U1 × . . . ×Un y V1 × . . . × Vn son abiertos no vaćıos de Xn, por lo que existe m ∈ N
tal que fm(n)(U1 × . . . ×Un) ∩ (V1 × . . . × Vn) ≠ ∅. Nótese que

fm(n)(U1 × . . . ×Un) = fm(U1) × . . . × fm(Un).

De donde obtenemos que

(fm(U1) ∩ V1) × . . . × (fm(Un) ∩ Vn) = (fm(U1) × . . . × fm(Un)) ∩ (V1 × . . . × Vn)
= fm(n)(U1 × . . . ×Un) ∩ (V1 × . . . × Vn) ≠ ∅.

Lo cual prueba que fm(Uk) ∩ Vk ≠ ∅ para todo k = 1, . . . , n.

⇐Ô] Rećıprocamente, supongamos que para todo W1, . . . ,Wn y Z1, . . . , Zn
abiertos no vaćıos de X existe m ∈ N tal que: fm(Wk) ∩ Zk ≠ ∅ para todo k =
1, . . . , n.

Sean U,V abiertos no vaćıos de Xn; luego por definición de la base en la

topoloǵıa producto, existen U1, . . . , Un y V1, . . . , Vn abiertos no vaćıos de X tales

que U1× . . .×Un ⊆ U y V1× . . .×Vn ⊆ V. Además por nuestro supuesto, existe m ∈ N
tal que si k = 1, . . . , n, entonces fm(Uk) ∩ Vk ≠ ∅. Luego, se sigue que:

fm(n)(U) ∩ V ⊇ fm(n)(U1 × . . . ×Un) ∩ (V1 × . . . × Vn)
= (fm(U1) × . . . × fm(Un)) ∩ (V1 × . . . × Vn)
= (fm(U1) ∩ V1) × . . . × (fm(Un) ∩ Vn) ≠ ∅.

Lo cual prueba que f es n-transitiva.
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Corolario 1.22. Sean m > n ≥ 1 naturales, si f ∶ X Ð→ X es m-transitiva

entonces también es n-transitiva.

Demostración. Usemos la caracterización mostrada en la proposición 1.21, sean

U1, V1, . . . , Un, Vn abiertos no vaćıos de X. Para i ∈ {n+1, . . . ,m} sean los abiertos

no vaćıos Ui =X = Vi, como f es m-transitiva nuevamente por la proposición 1.21,

existe k ∈ N tal que fk(Ui) ∩ Vi ≠ ∅ para todo 1 ≤ i ≤ m, en particular se cumple

para 1 ≤ i ≤ n lo cual muestra que f es n−transitiva.

De la definición 1.2(6) y de la proposición 1.21, tenemos que f es débilmente

mezclante si y sólo si para cualesquiera U1, U2, V1, V2 abiertos no vaćıos de X existe

m ∈ N tal que fm(U1) ∩ V1 ≠ ∅ y fm(U2) ∩ V2 ≠ ∅, equivalencia que utilizaremos

muy frecuente en el texto.

De igual forma, del corolario 1.22, tenemos que f débilmente mezclante implica

f transitiva.

Además, claramente una función que cumple que para todo n ∈ N es n-

transitiva, en particular es 2-transitivo y por tanto débilmente mezclante. Nuestro

objetivo por ahora es mostrar que ser débilmente mezclante es condición suficiente

de tal hecho.

Para ello consideramos X un espacio topológico y f ∶X Ð→X un mapeo, para

subconjuntos A,B de X podemos definir el conjunto

N(A,B) ∶= {n ∈ N ∶ fn(A) ∩B ≠ ∅}.

Entonces podemos reescribir la definición de ser mapeo transitivo como: f es

transitiva si y sólo si para todo U,V abiertos no vaćıos de X se cumple que

N(U,V ) ≠ ∅. Y gracias a la proposición 1.21 tenemos que si n ≥ 2, entonces f es

n-transitiva si y sólo si para todo U1, . . . , Un y V1, . . . , Vn abiertos no vaćıos de X

ocurre que
n

⋂
k=1

N(Uk, Vk) ≠ ∅.

Por último nótese que n ∈ N(U,V ) implica A∩f−n(B) ≠ ∅, en efecto, si fn(A)∩B ≠
∅, existe a ∈ A tal que fn(a) ∈ B y entonces a ∈ A ∩ f−n(B).
Proposición 1.23. Supongamos que f ∶ X Ð→ X es una función transitiva.

Entonces para todos U,V abiertos no vaćıos de X el conjunto N(U,V ) es infinito.

Demostración. Supongamos por el contrario que existen U,V abiertos no vaćıos

de X tales que N(U,V ) es finito. Puesto que f es transitiva sabemos que además

de finito debe ser no vaćıo entonces podemos considerar N = máxN(U,V ).
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Tenemos que fN(U) ∩ V ≠ ∅ y por tanto usando que f es continua se sigue

que el subconjunto W ∶= U ∩ f−N(V ) es un abierto no vaćıo de X. Nuevamente

de f transitiva, existe m ∈ N(W,W ). Se afirma que N +m ∈ N(U,V ), en efecto,

como fm(W ) ∩W ≠ ∅ entonces existe w ∈ W tal que fm(w) ∈ W, de lo anterior

tenemos que w ∈ U y fm(w) ∈ f−N(V ) por lo que fN+m(w) ∈ V y por ende

fN+m(w) ∈ fN+m(U) ∩ V ≠ ∅. Puesto que m ∈ N entonces N + m > N lo cual

contradice que N es el máximo de N(U,V ). Luego necesariamente ocurre que

N(U,V ) es infinito.

Proposición 1.24. Supongamos que X es un espacio topológico y f ∶ X Ð→ X

es un mapeo débilmente mezclante. Se cumple lo siguiente:

(a) Si U1, V1, U2, V2 son abiertos no vaćıos de X, entonces existen U,V abiertos

no vaćıos de X tal que

N(U,V ) ⊆ N(U1, V1) ∩N(U2, V2).

(b) Si n ∈ N y U1, V1, . . . , Un, Vn son abiertos no vaćıos de X, entonces existen

abiertos no vaćıos U,V de X tales que

N(U,V ) ⊆
n

⋂
k=1

N(Uk, Vk).

En particular ⋂nk=1N(Uk, Vk) resulta ser un conjunto infinito.

(c) Para todo n ≥ 1, f es n-transitiva. Mas aún; para todo n ≥ 1 y para cuales-

quiera U1, V1, . . . , Un, Vn abiertos no vaćıos de X y m ∈ N, existe k ≥ m tal

que: fk(Ui) ∩ Vi ≠ ∅ para todo 1 ≤ i ≤ n.

Demostración. (a) Por ser f débilmente mezclante, existe n ∈ N tal que fn(U1) ∩
U2 ≠ ∅ y fn(V1) ∩ V2 ≠ ∅, enonces definiendo U ∶= U1 ∩ f−n(U2) y V ∶= V1 ∩
f−n(V2) resultan ser abiertos no vaćıos. Nótese U ⊆ U1, V ⊆ V1 y como f es

suprayectiva fn(U) ⊆ fn(f−n(U2)) = U2, fn(V ) ⊆ fn(f−n(V2)) = V2, aśı bien

si m ∈ N(U,V ) entonces fm(U) ∩ V ≠ ∅ luego obtenemos que:

fm(U1) ∩ V1 ⊇ fm(U) ∩ V ≠ ∅

fm(U2) ∩ V2 ⊇ fm(fn(U)) ∩ fn(V ) = fn(fm(U)) ∩ fn(V )
⊇ fn(fm(U) ∩ V ) ≠ ∅,
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y entonces m ∈ N(U1, V1) ∩ N(U2, V2), por tanto N(U,V ) ⊆ N(U1, V1) ∩
N(U2, V2).

(b) La prueba la hacemos por inducción sobre n ≥ 1. Nótese que el caso n = 1

es claro y n = 2 es justamente el inciso (a), aśı bien supongamos que la pro-

piedad se cumple para k ∈ N, probémosla de igual forma para k + 1. Sean

U1, V1, . . . , Uk, Vk, Uk+1, Vk+1 abiertos no vaćıos de X, por hipótesis de induc-

ción existen U ′, V ′ abiertos no vaćıos tales que N(U ′, V ′) ⊆ ⋂ki=1N(Ui, Vi) y

entonces

N(U ′, V ′) ∩N(Uk+1, Vk+1) ⊆
k+1

⋂
i=1

N(Ui, Vi),

y del inciso anterior existen U,V abiertos no vaćıos tales que N(U,V ) ⊆
N(U ′, V ′) ∩N(Uk+1, Vk+1) por tanto

N(U,V ) ⊆
k+1

⋂
i=1

N(Ui, Vi)

lo cual completa la inducción. Además como f es transitiva ya que es débil-

mente mezclante, sabemos que el conjunto N(U,V ) es infinito por la propo-

sición 1.23, por tanto lo es también ⋂k+1
i=1 N(Ui, Vi).

(c) Del inciso (b) se probó que para toda n ∈ N y cualesquiera U1, V1, . . . , Un, Vn

abiertos no vaćıos de X, el conjunto
k+1

⋂
i=1

N(Ui, Vi) es infinito. Por ello, dado

m ∈ N existe k ∈
k+1

⋂
i=1

N(Ui, Vi) tal que k ≥ m y entonces fk(Ui) ∩ Vi ≠ ∅ para

todo 1 ≤ i ≤ n con k ≥m.
Esto en particular demuestra que f es n-transitiva.

De esta proposición ya tenemos que para cualquier mapeo f ∶ X Ð→ X en un

espacio topológico arbitrario:

f es débilmente mezclante⇐⇒ ∀n ∈ N (f es n-tranistiva).

Nota. En la literatura de sistemas dinámicos, una función continua f ∶X Ð→X

se dice ω-transitiva si y sólo si f es n−transitiva para todo n ∈ N. Usando este

concepto, podemos reformular que f es débilmente mezclante si y sólo si f es

ω−transitiva.
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Algo importante, aunque no abordaremos mucho en el transcurso de este tra-

bajo, es que la condición de ser transitiva no es suficiente para ser débilmente mez-

clante, el ejemplo, aunque sencillo de describir, no es sencillo de demostrar. Consi-

deremos S1 la circunferencia unitaria en R2 como el conjunto S1 = {eθi ∶ θ ∈ [0,2π)}.
La rotación por λ en S1 es el mapeo fλ ∶ S1 Ð→ S1 dada por f(eθi) = eθi+2πλi. Se

dice que la rotación f es racional (repectivamente irracional) si λ es racional (res-

pectivamente irracional). Un resultado conocido es que una rotación es transitiva

si y sólo si es irracional, además se sabe que ninguna rotación es débilmente mez-

clante. Lo último tiene que ver con que las funciones inducidas por las rotaciones

en el hiperespacio de los cerrados no vaćıos de S1 (este hiperespacio de los cerra-

dos no vaćıos de X se denota por 2X) no es transitiva. Estos resultados se pueden

hallar en [Banks 1] y [Banks 2].

Haremos una última observación sobre las funciones transitivas usando la pro-

posición 1.23.

Proposición 1.25. Sea X un espacio topológico infinito y T1. Sea f ∶ X Ð→ X

función transitiva y U ⊆X abierto no vaćıo, entonces fn(U) es un subespacio no

degenerado para todo n ∈ N.

Demostración. Por contradicción, supongamos que existe m ∈ N tal que fm(U) =
{x}. Mostremos que lo anterior implica que la órbita de x es finita y densa,

trayendo una contradicción.

Primero, para ver que la órbita es finita, basta ver que x es lo que llamamos un

punto periódico, es decir, que existe k ∈ N+ tal que fk(x) = x. De la proposición

1.23 como N(U,U) es infinito, existe k > m tal que fk(U) ∩ U ≠ ∅, pero fk(U) =
fk−m(fm(U)) = fk−m({x}) = {fk−m(x)} entonces fk−m(x) ∈ U lo que a su vez

implica que fk(x) ∈ fm(U) = {x} lo que muestra que fk(x) = x, y en efecto x es

un punto periódico y por tanto orb(x) = {x, . . . , fk−1(x)} es finito.

Para ver que orb(x) es denso, sea V abierto no vaćıo de X, nuevamente como

N(U,V ) es infinito, se sigue que existe n >m tal que fn(U)∩V ≠ ∅ pero fn(U) =
{fn−m(x)}, por tanto fn−m(x) ∈ V lo que muestra que orb(x) ∩ V ≠ ∅.

Finalmente, la contradicción se sigue pues X = orb(x) = orb(x), pues al ser X

espacio T1 y orb(x) finito entonces es un cerrado, pero lo anterior es un absurdo

pues X es infinito.
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1.3. El cono topológico

En esta parte supondremos que (X,τ) es un espacio topológico no vaćıo. Con-

sideremos el producto X ×[0,1] con su topoloǵıa usual, en este conjunto podemos

considerar la siguiente relación de equivalencia, para (x, t), (y, s) ∈X × [0,1] dire-

mos que:

1. Si t ≠ 0 entonces (x, t) ∼ (y, s) si y sólo si (x, t) = (y, s),

2. Si t = 0 entonces (x, t) ∼ (y, s) si y sólo si t = s = 0.

Esta relación lo que realiza es colapsar, o identificar, todos los puntos de la base

X × {0} en uno solo. Para un un elemento (x, t) ∈X × [0,1] denotaremos su clase

de equivalencia como [(x, t)] = [(x, t)]∼, entonces tendremos que

[(x, t)] = { {(x, t)} si t ≠ 0

X × {0} si t = 0

A la función ρ ∶X × [0,1] Ð→ (X × [0,1])/ ∼ que manda a los pares ordenados en

sus clases de equivalencia, es decir, ρ((x, t)) = [(x, t)], se le llama función cociente

y con ella se puede definir una topoloǵıa τ∼ al espacio cociente que cumple que

para A ⊆ (X × [0,1])/ ∼ se cumple que

A ∈ τ∼⇐⇒ ρ−1(A) ∈ τ,

la cual en particular realiza a ρ como función continua entre dichos espacios to-

pológicos. Aśı bien, podemos considerar el espacio cociente con dicha topoloǵıa

cociente al cual denotaremos como K(X) = (X × [0,1])/ ∼, llamado el cono to-

pológico de X (véanse [Dugundji, pág. 126] y [Hatcher, págs. 8-9]).

Es bien sabido que el cono topológico, para cualquier espacio X, es un espacio

contráctil (véase [Fragalá, Proposición 1.4.1, p. 14]), en particular es conexo por

trayectorias y por ende conexo. Además, si X es compacto, entonces K(X) es

compacto pues es la imagen continua bajo ρ del espacio compacto X × [0,1]. Más

aún, si X tiene una topoloǵıa inducida por una métrica d, y ésta está acotada por

1, entonces se puede darle una métrica al cono K(X) la cual inducirá la topoloǵıa

cociente τ∼, a saber, para (x, t), (y, s) ∈X × [0,1] se define:

∆([(x, t)], [(y, s)]) = ∣t − s∣ +mı́n{t, s}d(x, y)

la cual no depende del representante tomado para la clase. Para ver los detalles de
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que ∆ es métrica e induce la topoloǵıa del cono topológico véase la tesis [Juárez,

Proposición 1.1.27, p. 11].

En śıntesis, si X es un espacio métrico compacto, entonces K(X) es un conti-

nuo. También, teniendo este supuesto, tendremos que la función cociente ρ seŕıa

un mapeo cerrado pues tiene un dominio compacto y su imagen es un espacio T2

por ser métrico.

En general, recuérdese que para una función continua y suprayectiva entre dos

espacios topológicos, p ∶ X Ð→ Y, decimos que p es una función cociente (o una

identificación) si y sólo si:

τZ = {U ⊆ Z ∶ p−1(U) ∈ τY },

en este contexto se dice que Z es un espacio cociente.

Una propiedad básica de los espacios y funciones cociente y que nos garantiza

la continuidad de ciertas funciones es la siguiente:

Teorema 1.26. Sean (X ′, τX), (Y, τY ), (Z, τZ) espacios topológicos y f ∶X ′ Ð→ Y

función cociente. Sea g ∶ Y Ð→ Z función, entonces g es continua si y sólo si g ○f
es continua.

X ′

f
��

g○f // Z

Y

g

>>

La demostración del teorema 1.26 se puede encontrar en [Dugundji, Teorema

3.1, p. 123].

El siguiente corolario es un caso particular del teorema 1.26 aplicado al espacio

cociente del cono topológico, K(X).

Corolario 1.27. Sean X espacio topológico y f ∶X × [0,1] Ð→X × [0,1] función

continua. Entonces si la función F ∶ K(X) Ð→ K(X) es tal que F ○ρ = ρ○f donde

ρ es la función cociente para el cono topológico de X, ρ ∶ X × [0,1] Ð→ K(X),
entonces F es continua.

X × [0,1]
ρ

��

f // X × [0,1]
ρ

��
K(X)

F
// K(X)
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Demostración. Para aplicar el teorema 1.26, hagamos X ′ = X × [0,1], Y = Z =
K(X). Por hipótesis F ○ ρ = ρ ○ f es continua (pues f y ρ son ambas continuas),

como ρ es función cociente, se sigue que F es continua del teorema 1.26.
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Caṕıtulo 2

Resultados preliminares

A lo largo de este caṕıtulo se abordarán las primeros resultados concernientes

a las condiciones caóticas;

(1) completamente expansivo por continuos,

(2) débil completamente expansivo por continuos,

(3) mezclante

(4) débilmente mezclante.

Nos concentraremos en dar equivalencias de ser mezclante y débilmente mez-

calnte que incluyan nociones de la métrica Hausdorff.

Se mostrará el teorema cuyo resultado establezca la cadena de implicaciones

(1) Ô⇒ (2) Ô⇒ (3) Ô⇒ (4).
Daremos ciertas hipótesis para las cuales, en un continuo, (3) y (4) son equi-

valentes, dichas condiciones se recuperarán en los resultados y ejemplos de los

caṕıtulos 3 y 5.

Proposición 2.1. Sea X un espacio topológico y f ∶X Ð→X un mapeo mezclan-

te, entonces f es débilmente mezclante.

Demostración. Sean U1, V1, U2, V2 abiertos no vaćıos de X, como f es mezclante se

sigue que para cada i = 1,2 existe ni ∈ N tal que fk(Ui)∩Vi ≠ ∅ si k ≥ ni. Haciendo

n = máx{n1, n2} tenemos que fn(U1) ∩ V1 ≠ ∅ y fn(U2) ∩ V2 ≠ ∅. Esto prueba que

f es débilmente mezclante.

Proposición 2.2. Un mapeo f ∶ X Ð→ X es mezclante si y sólo si para todo

abierto no vaćıo U ⊆X, ĺımn→∞ dH(fn(U),X) = 0.
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Demostración. Ô⇒] Primero supongamos que f es mezclante, sea U ⊆X abierto

no vaćıo y ε > 0. Puesto que X es métrico compacto, es totalmente acotado, aśı

bien existen n ∈ N y x1, . . . , xn ∈X tales que X = ⋃nI=1B ε
2
(xi).

Tenemos por hipótesis que para cada i ∈ {1, . . . , n} existe ki ∈ N tal que si

k ≥ ki, fk(U) ∩ B ε
2
(xi) ≠ ∅, aśı bien con K = máx{k1, . . . , kn} se tiene que para

toda i ∈ {1, . . . , n} y k ≥K, fk(U) ∩B ε
2
(xi) ≠ ∅.

Se afirma que dH(fk(U),X) ≤ ε para todo k ≥K, en efecto si k ≥K, sea x ∈X
luego x ∈ B ε

2
(xi) para algún i ∈ {1, . . . , n} y entonces d(x,xi) < ε

2 , por otro lado

existe z ∈ fk(U) ∩B ε
2
(xi) por lo cual d(z, xi) < ε

2 a su vez se sigue que d(x, z) < ε
con z ∈ fk(U), por tanto x ∈ Nε(fk(U)) o bien X ⊆ Nε(fk(U)), lo cual prueba

dH(fk(U),X) ≤ ε y que a su vez concluye que ĺımn→∞ dH(fn(U),X) = 0.

⇐Ô] Rećıporcamente supongamos que para todo abierto no vaćıo A ⊆X,

ĺım
n→∞

dH(fn(A),X) = 0.

Sean U,V ⊆X abiertos no vaćıos de X, como en particular se tiene que

ĺım
n→∞

dH(fn(U),X) = 0

se sigue del corlario 1.7 que existe K ∈ N tal que para todo k ≥K,fk(U) ∩ V ≠ ∅.
Lo cual prueba que f es mezclante.

Proposición 2.3. Si f ∶ X Ð→ X es un mapeo débil completamente expansivo

por continuos, entonces para cada U abierto no vaćıo de X existe un subcontinuo

C ∈ E(X,f) tal que C ⊆ U.

Demostración. Sean u ∈ U y ε > 0 tales que Bε(u) ⊆ U. Como {u} ∈ C(X) existe

Z ∈ E(X,f) tal que dH({u}, Z) < ε, y entonces Z ⊆ Nε({u}) = Bε(u) ⊆ U.

Proposición 2.4. Si f ∶ X Ð→ X es un mapeo débil completamente expansivo

por continuos, entonces f es mezclante.

Demostración. Usemos la caracterización probada en la proposición 2.2.

Sea U abierto no vaćıo de X, de la proposición 2.3 existe Z ∈ E(X,f) tal que

Z ⊆ U. Sabemos que ĺımn→∞ dH(fn(Z),X) = 0 ya que Z ∈ E(X,f), y además

dH(fn(U),X) ≤ dH(fn(Z),X) para todo u ∈ N pues fn(Z) ⊆ fn(U) para todo

n ∈ N, de esto concluimos que

0 ≤ ĺım
n→∞

dH(fn(U),X) ≤ ĺım
n→∞

dH(fn(Z),X) = 0.
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Por tanto ĺımn→∞ dH(fn(U),X) = 0 lo cual prueba el resultado.

Lema 2.5. Sean X un continuo y ε > 0. Supongamos que U es una cubierta

abierta de X y A ⊆ X son tales que para todo U ∈ U se cumplen que; U ∩A ≠ ∅ y

diám(U) < ε. Entonces dH(A,X) ≤ ε.

Demostración. Basta probar que X ⊆ Nε(A). Sea x ∈ X, entonces por hipótesis

existe U ∈ U tal que x ∈ U. También por hipótesis existe a ∈ U∩A. Como diám(U) <
ε y x, a ∈ U, se sigue que d(a, x) < ε, usando el hecho que a ∈ A concluimos que

x ∈ Nε(A). Lo cual prueba que X ⊆ Nε(A) y por ende dH(A,X) ≤ ε.

Proposición 2.6. Sea f ∶X Ð→X un mapeo en un continuo. Entonces f es débil-

mente mezclante si y sólo si para todo abierto no vaćıo U ⊆X existe una sucesión

estrictamente creciente de naturales {nk}∞k=1 tal que ĺımk→∞ dH(fnk(U),X) = 0.

Demostración. Ô⇒] Supongamos primero que f es débilmente mezclante. Sea

U abierto no vaćıo de X. Como X es compacto, para cada i ∈ N existe Ui una

cubierta abierta finita de X tales que si V ∈ Ui, diám(V ) < 1
i . En efecto para

construir dicha cubierta finita, dado i ∈ N, consideramos la cubierta abierta de

X, {B 1
3i
(x) ∶ x ∈ X} la cual satisface tener como elementos abiertos de X con

diámetro a lo más 2
3i y por ende menor que 1

i . Entonces al ser X un espacio

compacto,{B 1
3i
(x) ∶ x ∈X} contiene una subcubierta finita cuyos elementos tienen

diámetro menor que 1
i . Ahora, construimos por recursión una sucesión de números

positivos estrictamente creciente {nk ∶ k ∈ N} tales que dH(fnk(U),X) ≤ 1
k .

Para k = 1, consideremos la cubierta abierta finita U1, ésta última consiste en

una cantidad finita, a saber ∣U1∣, de abiertos no vaćıos. Como f es débilmente

mezclante, de la proposición 1.24 (c) sabemos que f es ∣U1∣− transitiva y por

tanto existe n1 ∈ N tal que fn1(U) ∩ V ≠ ∅ para todo V ∈ U1. Puesto que los

abiertos de la cubierta U1 tienen diámetro menor que 1, del lema 2.5 se sigue que

dH(fn1(U),X) ≤ 1.

Supongamos que tenemos construidos, para cierto natural k ∈ N, los números

1 ≤ n1 < . . . < nk tales que dH(fni(U),X) ≤ 1
i para todo 1 ≤ i ≤ k.

Nuevamente de la proposición 1.24 (c), para la subcubierta finita Uk+1, existe

nk+1 > nk tal que fnk+1(U) ∩ V ≠ ∅ para todo V ∈ Uk+1. Del lema 2.5 se sigue que

dH(fnk+1(U),X) ≤ 1
k+1 .
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Por tanto se construyó una sucesión de números positivos estrictamente cre-

ciente {nk ∶ k ∈ N} tales que dH(fnk(U),X) ≤ 1
k , lo cual muestra que

ĺım
kÐ→∞

dH(fnk(U),X) = 0.

⇐Ô] Rećıprocamente supongamos que para todo abierto no vaćıo U ⊆X existe

una sucesión estrictamente creciente de naturales {nk}∞k=1 tal que

ĺım
k→∞

dH(fnk(U),X) = 0.

Sean U1, U2, V1, V2 abiertos no vaćıos de X. Por hipótesis existe sucesión {nk}∞k=1

tal que ĺımk→∞ dH(fnk(U1),X) = 0 y por el corolario 1.7 existe K ∈ N tal que

fnK(U1) ∩U2 ≠ ∅. Entonces si hacemos W = U1 ∩ f−nK(U2) se sigue que éste es un

abierto no vaćıo de X, nuevamente aplicando la hipótesis existe sucesión {mk}∞k=1

tal que ĺımk→∞ dH(fmk(W ),X) = 0, como f es suprayectiva sabemos que f−nK(V2)
es un abierto no vaćıo, por el corolario 1.7 existen k1, k2 ∈ N tales que

fmj(W ) ∩ V1 ≠ ∅ si j ≥ k1

fmj(W ) ∩ f−nK(V2) ≠ ∅ si j ≥ k2.

Haciendo S = máx{k1, k2} tenemos fmS(W ) ∩V1 ≠ ∅ y fmS(W ) ∩ f−nK(V2) ≠ ∅, se

afirma que fmS(U1)∩V1 ≠ ∅ y fmS(U2)∩V2 ≠ ∅ lo cual terminaŕıa la demostración.

En efecto, por un lado como W ⊆ U1 entonces

∅ ≠ fmS(W ) ∩ V1 ⊆ fmS(U1) ∩ V1,

por otro ladoW ⊆ f−nK(U2) y entonces fmS(W ) ⊆ fmS(f−nK(U2)) ⊆ f−nK(fmS(U2))
por lo que

∅ ≠ fmS(W ) ∩ f−nK(V2) ⊆ f−nK(fmS(U2)) ∩ f−nK(V2) = f−nK(fmS(U2) ∩ V2)

lo cual necesariamente implica fmS(U2) ∩ V2 ≠ ∅.

Nuestro siguiente objetivo ahora es mostrar que para un continuo X no de-

generado, el hiperespacio de los subcontinuos no degenerados es denso en C(X).
Para ello necesitamos introducir el concepto de arco ordenado:

Definición 2.1. Sea X un continuo y A,B ∈ C(X) tales que A ⫋ B. Una función

continua α ∶ [0,1] Ð→ C(X) es un arco ordenado de A a B en C(X), si α(0) = A,
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α(1) = B y α(s) ⫋ α(t) siempre que 0 ≤ s < t ≤ 1.

La existencia de los arcos ordenados da como consecuencia el resultado de que

el hiperespacio C(X) es conexo por arcos para cualquier continuo X. Sin embargo

la demostración de la existencia de los arcos ordenados escapa a los propósitos de

este trabajo, nos limitaremos a enunciar el siguiente teorema:

Teorema 2.7. Dados A,B ∈ C(X) con A ⫋ B, existe un arco ordenado de A a B

en C(X).
La demostración del teorema 2.7 se puede ver con detalle en [Illanes, Teorema

6.10, p. 90].

Proposición 2.8. Todo f ∶ X Ð→ X mapeo (en un continuo) completamente

expansivo por continuos es débil completamente expansivo por continuos.

Demostración. Sea X un continuo y f ∶X Ð→X mapeo completamente expansivo

por continuos. Definamos

C∗(X) ∶= {C ∈ C(X) ∶ C es no degenerado}

y recuérdese que

E(X,f) = {Y ∈ C(X) ∶ ĺım
nÐ→∞

dH(fn(Y ),X) = 0}.

Nuestra hipótesis se traduce entonces en que C∗ ⊆ E(X,f).
Queremos mostrar que E(X,f) es denso en C(X), si X = {x} es un continuo

degenerado, E(X,f) = {X} = C(X) es un denso. Supongamos entonces que X

no es degenerado. Para mostrar que E(X,f) es denso en C(X), basta demostrar

que C∗ es denso en C(X).
Sea A ∈ C(X) y ε > 0, queremos mostrar que existe B ∈ C∗ tal que dH(B,A) <

ε. Hay dos casos: el primero, si A ∈ C∗, entonces dH(A,A) < ε y aśı hacemos

B = A; el segundo, si A = {a} es un subcontinuo degenerado, se sigue que A ⫋X y

por el teorema 2.7 existe α ∶ [0,1] Ð→ C(X) un arco ordenado de A a X en C(X).
De la continuidad de α en 0, existe δ > 0 tal que dH(α(s),A) = dH(α(s), α(0)) < ε
si ∣s∣ < δ. Definiendo entonces B = α ( δ

2
) tenemos que dH(B,A) < ε y como δ

2 > 0,

A = α(0) ⫋ α ( δ
2
) = B, por lo que B es un subcontinuo no degenerado de X, o

bien, B ∈ C∗.

Concluimos que C∗ es denso en C(X) lo cual a su vez implica que E(X,f)
también es denso en dicho hiperespacio. Esto muestra que f es débil completa-

mente expansivo por continuos.
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Ya podemos resumir nuestros últimas proposiciones en el siguiente teorema,

que como hab́ıamos anticipado, describe una jerarqúıa entre las condiciones que

este trabajo quiere estudiar: completamente expansiva por continuos, débil com-

pletamente expansiva por continuos, mezclante y débilmente mezclante:

Teorema 2.9. Sea f ∶ X Ð→ X un mapeo en un continuo y consideremos las

siguientes condiciones caóticas:

(1) f es completamente expansiva por continuos,

(2) f es débil completamente expansiva por continuos,

(3) f es mezclante y

(4) f es débilmente mezclante.

Entonces (1) Ô⇒ (2) Ô⇒ (3) Ô⇒ (4).

Demostración. (1) Ô⇒ (2) es la proposición 2.8, (2) Ô⇒ (3) es la proposición

2.4 y (3) Ô⇒ (4) la proposición 2.1.

Lema 2.10. Sean que S ⊆ X y f ∶ X Ð→ X mapeo tales que existe {nk}∞k=1

sucesión estrictamente creciente tales que:

(1) ĺımk→∞ dH(fnk(S),X) = 0,

(2) existe m ∈ N tal que S ⊆ fm(S).

Entonces ĺımn→∞ dH(fn(S),X) = 0.

Demostración. Sea m ∈ N como en la hipótesis (2). Sea ε > 0, por el lema 1.8 para

cada j ∈ {0, . . . ,m−1} existe δj > 0 tal que si ∅ ≠ A,B ⊆X cumplen dH(A,B) < δj
entonces dH(f j(A), f j(B)) < ε, aśı bien con δ ∶= mı́n{δ0, . . . , δm−1} > 0 se tiene que

si ∅ ≠ A ⊆X cumple dH(A,X) < δ entonces dH(f j(A),X) = dH(f j(A), f j(X)) < ε
para todo j ∈ {0, . . . ,m − 1}.

Puesto que ĺımk→∞ dH(fnk(S),X) = 0, existe α ∈ N tal que dH(fnα(S),X) < δ.
De la hipótesis (2), S ⊆ fm(S) entonces se sigue que fnα(S) ⊆ fnα+m(S) y más

general se puede probar por inducción que si k ∈ ω entonces fnα(S) ⊂ fnα+km(S),
en efecto para k = 0,1 el resultado es claro por la hipótesis y si fnα(S) ⊂ fnα+km(S)
para algún k ∈ N

⇒ fnα+m(S) ⊂ fnα+km+m(S) = fnα+(k+1)m(S)
⇒ fnα(S) ⊆ fnα+m(S) ⊆ fnα+(k+1)m(S)
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por lo que la inducción es válida.

De estas series de contenciones y del hecho que dH(fnα(S),X) < δ se sigue

que para todo k ∈ ω, dH(fnα+km(S),X) < δ, que a su vez implica que para todo

k ∈ ω y j ∈ {0, . . . ,m − 1}, dH(fnα+km+j(S),X) < ε.
Por último notemos que si n ≥ nα entonces aplicando el algoritmo de la di-

visión existen k ∈ ω y j ∈ {0, . . . ,m − 1} tales que n − nα = km + j y por tanto

dH(fn(S),X) = dH(fnα+km+j(S),X) < ε lo cual prueba

ĺım
n→∞

dH(fn(S),X) = 0.

Lema 2.11. Supóngase que f ∶ X Ð→ X es débilmente mezclante y existe una

colección de abiertos no vaćıos {Uα}α∈Ω tal que:

(1) Para cada α ∈ Ω existe nα ∈ N tal que Uα ⊆ fnα(Uα),

(2) Para cada abierto no vaćıo U ⊆ X existen α ∈ Ω y mα ∈ ω tales que Uα ⊆
fmα(U).

Entonces f es mezclante.

Demostración. Primero notemos que al ser f débilmente mezclante entonces por

la proposición 2.6, la hipótesis (1) y el lema 2.10 se sigue que para todo α ∈
Ω, ĺımn→∞ dH(fn(Uα),X) = 0.

Ahora bien consideremos V ⊆ X abierto no vaćıo, de la hipótesis (2) existen

α ∈ Ω y mα ∈ ω tales que Uα ⊆ fmα(V ). De lo anterior se deduce que fn(Uα) ⊆
fmα+n(V ) y por ende 0 ≤ dH(fmα+n(V ),X) ≤ dH(fn(Uα),X) para todo n ∈ ω.
Por tanto ĺımn→∞ dH(fn(V ),X) = ĺımn→∞ dH(fmα+n(V ),X) = 0, lo que prueba

que f es mezclante por la proposición 2.2.

Proposición 2.12. Sean f ∶ X Ð→ X y g ∶ Y Ð→ Y mapeos y sea el mapeo

F ∶ X × Y Ð→ X × Y definido como F (x, y) = (f(x), g(y)). Entonces f y g son

mezclantes si y sólo si F es mezclante.

Demostración. Ô⇒] Supongamos primero que f y g son mapeos mezclantes, sean

U,V ⊆X × Y abiertos no vaćıos, entonces existen UX , VX abiertos no vaćıos de X

y UY , VY abiertos no vaćıos de Y tales que UX ×UY ⊆ U y VX ×VY ⊆ V. Por nuestro

supuesto existen N1,N2 ∈ N tales que fn(UX)∩VX ≠ ∅ si n ≥ N1 y gn(UY )∩VY ≠ ∅
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si n ≥ N2, aśı bien tomando N = máx{N1,N2} tenemos que si n ≥ N entonces

∅ ≠ (fn(UX) ∩ VX) × (gn(UY ) ∩ VY ) = (fn(UX) × gn(UY )) ∩ (VX × VY )
= F n(UX ×UY ) ∩ (VX × VY ) ⊆ F n(U) ∩ V.

Por lo que F es mezclante.

⇐Ô] Rećıprocamente para probar la suficiencia, supongamos por contrapuesta

que f o g alguno no es mezclante, sin pérdida de generalidad supongamos que f

no es mezclante (el otro caso tiene un razonamiento totalmente análogo), aśı bien

existen U,V abiertos no vaćıos de X de tal forma que para todo n ∈ N existe kn ≥ n
tal que fkn(U) ∩ V = ∅. De lo anterior se sigue que U × Y,V × Y son abiertos no

vaćıos de X × Y tal que para todo n ∈ N

F kn(U × Y ) ∩ (V × Y ) = (fkn(U) × gkn(Y )) ∩ (V × Y )
= (fkn(U) ∩ V ) × (gnk(Y ) ∩ Y )
= (fkn(U) ∩ V ) × (Y ∩ Y ) = (fkn(U) ∩ V ) × Y = ∅,

por lo que F no es mezclante.

Proposición 2.13. Sean mapeos f ∶X Ð→X mezclante y g ∶ Y Ð→ Y débilmente

mezclante, entonces el mapeo F ∶ X × Y Ð→ X × Y definido como F (x, y) =
(f(x), g(y)) es débilmente mezclante.

Demostración. Sean U1, V1, U2, V2 abiertos no vaćıos deX×Y, luego existen Ui,X , Vi,X
abiertos no vaćıos de X y Ui,Y , Vi,Y abiertos de Y con i = 1,2 tales que Ui,X ×Ui,Y ⊆
Ui y Vi,X ×Vi,Y ⊆ Vi para i = 1,2. Puesto que f es mezclante, para cada i = 1,2 exis-

ten Ni ∈ N tal que si n ≥ Ni, luego fn(Ui,X) ∩ Vi,X ≠ ∅ elijamos N = máx{N1,N2}.
Como g es débilmente mezclante entonces por 1.24 existe m ≥ N tal que para

cualquier i = 1,2, se tiene gm(Ui,Y )∩Vi,Y ≠ ∅. Entonces para esta elección de m ∈ N
se tiene que para cualquier i = 1,2;m ≥ Ni y por tanto

Fm(Ui) ∩ Vi ⊇ Fm(Ui,X ×Ui,Y ) ∩ (Vi,X × Vi,Y ) = (fm(Ui,X) × gm(Ui,Y )) ∩ (Vi,X × Vi,Y )
= (fm(Ui,X) ∩ (Vi,X) × (gm(Ui,Y ) ∩ Vi,Y ) ≠ ∅.

Por tanto F es débilmente mezclante.

Proposición 2.14. Si f ∶X Ð→X es un mapeo mezclante en un continuo y H ∶=
{Y ∈ C(X) ∶ int(Y ) ≠ ∅} es denso en C(X), entonces f es débil completamente

expansivo por continuos.
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Demostración. Nótese que si Y ∈ H ∶= {Y ∈ C(X) ∶ int(Y ) ≠ ∅} entonces como f es

mezclante y por 2.2 se tiene que ĺımn→∞ dH(fn(int(Y )),X) = 0 y como int(Y ) ⊆ Y
entonces ĺımn→∞ dH(fn(Y ),X) = 0 lo cual significa que Y ∈ E(X,f) y por ende

H ⊆ E(X,f), por hipótesis como H es denso en C(X) se sigue que E(X,f) es

denso lo cual significa que f es débil completamente expansivo por continuos.
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Caṕıtulo 3

Continuos localmente conexos

A continuación presentamos los resultados más generales para continuos lo-

calmente conexos, igual llamados continuos de Peano. Se verán qué condiciones

extras en estos continuos nos otorgan más equivalencias para las condiciones caóti-

cas expuestas, llegando aśı a que en una gráfica las cuatros condiciones caóticas

son todas equivalentes. Por último se introducirá el concepto de dendrita, un

continuo localmente conexo sin circunferencias, y se darán contraejemplos para

aquellas equivalencias que en general no son ciertas.

3.1. Resultados generales en continuos localmen-

te conexos

Proposición 3.1. Sea X un continuo localmente conexo, entonces el conjunto

H ∶= {Y ∈ C(X) ∶ int(Y ) ≠ ∅}

es denso en C(X).

Demostración. Sea A ∈ C(X) y ε > 0. Sea a ∈ A, como X es localmente conexo

existe U abierto conexo de X tal que a ∈ U ⊆ B ε
2
(a), se sigue que U es conexo

y a ∈ U ⊆ U ⊆ B ε
2
⊆ Bε(a). Def́ınase Y = A ∪ U, como este conjunto es unión de

cerrados en X, entonces es cerrado y por tanto compacto (además de ser no vaćıo),

al ser unión de conexos cuya intersección no es vaćıa (pues a ∈ A ∩U) resulta ser

también conexo, por ende Y ∈ C(X), por último nótese que U ⊆ Y y como U es

abierto no vaćıo se sigue que int(Y ) ≠ ∅ y por tanto Y ∈ H.
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Por otro lado nótese que A ⊆ Y ⊆ Nε(Y ) y Y = A∪U ⊆ A∪Bε(a) ⊆ Nε(A) por

lo cual dH(A,Y ) < ε. Esto prueba que H es denso en C(X).

Teorema 3.2. Si f ∶X Ð→X es un mapeo mezclante en un continuo localmente

conexo, entonces f es débil completamente expansivo por continuos.

Demostración. Se sigue inmediatamente de las proposiciones 3.1 y 2.14.

Como veremos más adelante en los ejemplos de las dendritas D4 y Dω, en

general, en los continuos localmente conexos NO tenemos las implicaciones:

Débilmente mezclanteÔ⇒Mezclante y

Débil completamente expansivaÔ⇒ Completamente expansiva por continuos.

por continuos

Veremos a que si además pedimos que el continuo tenga arcos libres, podremos

tener la equivalencia: Débilmente mezclante⇐⇒Mezclante.

3.2. Continuos localmente conexos con arcos li-

bres. Gráficas.

Definición 3.1. En un espacio topológico X, diremos que A ⊆X es un arco libre

de X si existe un homeomorfismo h ∶ [a, b] Ð→ A y h((a, b)) = A− {h(a), h(b)} es

un abierto de X.

De la definición, puesto que A es homeomorfo al arco [a, b], comúnmente es-

cribiremos [a, b] ⊆ X es un arco libre, es decir, por simplicidad omitiremos el

homemorfismo h y aśı cuando escribamos x ∈ [a, b] nos referiremos al elemento

del espacio X que se obtiene bajo el homeomorfismo h en x.

Una observación sencilla es que todo subarco [c, d] de un arco libre [a, b]
también es un arco libre ya que (c, d) es abierto en (a, b) que a su vez es abierto

en X, lo cual implica que (c, d) es abierto en X.

Lema 3.3. Sea X un espacio T2 y [a, b] ⊆ X un arco libre, supongamos que

a < x1 < y1 < x2 < y2 < b, entonces para todo conexo C ⊆X tal que (a, x1) ∩C ≠ ∅ y

(y1, x2) ∩C ≠ ∅ se cumple que (x1, y1) ⊆ C o (x2, y2) ⊆ C.
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A1)

2)

Figura 3.1: Espacios con arcos libres: el espacio 1) representa un arco libre que
desconecta al espacio, mientras que en el espacio 2) el arco libre no lo desconecta.

Demostración. Supongamos para llegar a una contradicción que (x1, y1) ⊈ C y

(x2, y2) ⊈ C, luego consideremos p ∈ (x1, y1) −C y q ∈ (x2, y2) −C.
Nótese que a < x1 < p < y1 < x2 < q < y2 < b por tanto (p, q) forma un

intervalo abierto y por ende [p, q] es otro arco libre, debido a que p, q ∉ C entonces

C ⊆ X − {p, q} = (p, q) ∪ (X − [p, q]) pero (p, q) y X − [p, q] son abiertos ajenos

(pues [p, q] es un cerrado en X por ser un compacto en un T2) y como C es conexo

entonces necesariamente ocurre C ⊆ (p, q) o C ⊆X − [p, q].
En el primer caso si C ⊆ (p, q) considerando a < x1 < p < q obtenemos que

(a, x1) ∩C ⊆ (a, x1) ∩ (p, q) = ∅ contradiciendo nuestra hipótesis (a, x1) ∩C ≠ ∅.
En el segundo caso si C ⊆X−[p, q] se sigue que C∩(p, q) ⊆ (X−[p, q])∩(p, q) = ∅

y haciendo notar el hecho de que p < y1 < x2 < q implica (y1, x2) ⊆ (p, q) entonces

(y1, x2) ∩C ⊆ (p, q) ∩C = ∅ contrario a la hipótesis (y1, x2) ∩C ≠ ∅.
Por tanto necesariamente ocurre (x1, y1) ⊆ C o (x2, y2) ⊆ C.

Lema 3.4. Supóngase que X es un continuo , f ∶X Ð→X un mapeo débilmente

mezclante y [a, b] ⊆ X un arco libre. Entonces existen a < x1 < y1 < x2 < y2 < b y

m,n ∈ N tales que (x1, y1) ⊆ fn((x1, y1)) y (x2, y2) ⊆ fm((x2, y2)).
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Demostración. Consideremos a < w1 < z1 < w2 < z2 < a+b
2 y consideremos los inter-

valos (a,w1), (w1, z1), (z1,w2), (w1, z1), entonces para estos dos pares de intervalos

abiertos, por ser f débilmente mezclante, existe p ∈ N tal que

(a,w1) ∩ fp((w1, z1)) ≠ ∅

(z1,w2) ∩ fp((w1, z1)) ≠ ∅

como f es continua y (w1, z1) es conexo, entonces fp((w1, z1)) es conexo, por

tanto por el lema 3.3 sabemos que ocurre alguna de las siguientes contenciones:

(w1, z1) ⊆ fp((w1, z1)) o (w2, z2) ⊆ fp((w1, z1)). De manera análoga para los in-

tervalos abiertos (a,w1), (w2, z2), (z1,w2), (w2, z2) existe q ∈ N tal que

(a,w1) ∩ f q((w2, z2)) ≠ ∅

(z1,w2) ∩ f q((w2, z2)) ≠ ∅

y concluiŕıamos nuevamente por el lema 3.3 que ocurre: (w1, z1) ⊆ f q((w2, z2)) o

(w2, z2) ⊆ f q((w2, z2)). Aśı bien tenemos cuatro casos posibles:

(1) (w1, z1) ⊆ fp((w1, z1)) y (w1, z1) ⊆ f q((w2, z2)),

(2) (w1, z1) ⊆ fp((w1, z1)) y (w2, z2) ⊆ f q((w2, z2)),

(3) (w2, z2) ⊆ fp((w1, z1)) y (w1, z1) ⊆ f q((w2, z2)),

(4) (w2, z2) ⊆ fp((w1, z1)) y (w2, z2) ⊆ f q((w2, z2)).

Nótese que (3) implica que (w1, z1) ⊆ f q((w2, z2)) ⊆ f q(fp((w1, z1))) = fp+q((w1, z1))
y (w2, z2) ⊆ fp((w1, z1)) ⊆ fp(f q((w2, z2))) = fp+q((w1, z1)), por tanto en cual-

quiera de los cuatro casos podemos elegir i ∈ {1,2} tal que (wi, zi) ⊆ fn((wi, zi))
para algún n ∈ N, aśı bien definamos x1 = wi y y1 = zi para obtener que existen

a < x1 < y1 < a+b
2 y n ∈ N tales que (x1, y1) ⊆ fn((x1, y1)).

Ahora si consideramos a+b
2 < w′

1 < z′1 < w′
2 < z′2 < b y repitiendo la técnica

anterior podemos concluir de igual manera que para algún i ∈ {1,2} y algún

m ∈ N se tiene (w′
i, z

′
i) ⊆ fm((w′

i, z
′
i)), por lo que haciendo x2 = w′

i y y2 = z′i
concluimos que existen 1

2 < x2 < y2 < b y m ∈ N tales que (x2, y2) ⊆ fm((x2, y2)). Y

aśı a < x1 < y1 < x2 < y2 < b y m,n ∈ N son los que buscábamos.

Teorema 3.5. Supóngase que X es un continuo localmente conexo con un arco

libre [a, b] ⊆ X, si f ∶ X Ð→ X un mapeo débilmente mezclante entonces f es

mezclante.
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Demostración. Por el lema 3.4 sean a < x1 < y1 < x2 < y2 < b y m,n ∈ N tales que

(x1, y1) ⊆ fn((x1, y1)) y (x2, y2) ⊆ fm((x2, y2)).
Se probará que para la familia de abiertos {(x1, y1), (x2, y2)}, si U es abierto

no vaćıo de X entonces existe i ∈ {1,2} y k ∈ N tal que (xi, yi) ⊆ fk(U). En efecto,

sea U abierto no vaćıo de X, y sea u ∈ U, luego existe V abierto conexo de X tal

que u ∈ V ⊆ U, luego V es abierto conexo no vaćıo. Por ser f débilmente mezclante

sabemos que existe k ∈ N tal que (0, x1) ∩ fk(V ) ≠ ∅ y (y1, x2) ∩ fk(V ) ≠ ∅ como

V es conexo y f es continua se sigue que fk(V ) es conexo y por el lema 3.3 se

sigue que (x1, y1) ⊆ fk(V ) ⊆ fk(U) o (x2, y2) ⊆ fk(V ) ⊆ fk(U) lo cual queŕıamos

demostrar.

Lo que se mostró es que {(x1, y1), (x2, y2)} es familia de abiertos no vaćıos de

X tales que:

a) (x1, y1) ⊆ fn((x1, y1)) y (x2, y2) ⊆ fm((x2, y2)),

b) para cada abierto no vaćıo U de X, existen i =∈ {1,2} y k ∈ N tales que

(xi, yi) ⊆ fk(U).

Entonces usando el lema 2.11 se sigue que f es mezclante.

Las técnicas de demostración utilizadas en los lemas 3.3, 3.4 y el teorema 3.5

se verán de nuevo en el caṕıtulo 5, la razón, estas técnicas se pueden utilizar en

las gráficas (en el caṕıtulo 5 abordaremos ciertos continuos que guardan cierta

similitud a las gráficas puesto que nos basamos de éstas para su definición).

Definición 3.2. Una gráfica G, es una unión conexa y finita de arcos tales que

cada uno de ellos se intersecta en un número finito de puntos.

Una gráfica resulta ser un continuo localmente conexo, de la definición es

inmediato que siempre contienen arcos libres. Véase [Nadler, Proposición 9.4, p.

142]. Entre los ejemplos de gráficas están el arco, S1, el triodo simple (véase figura

3.2).

El siguiente teorema muestra la equivalencia de nuestra condiciones caóticas

de interés para la clase de las gráficas.

Teorema 3.6. Sea f ∶ GÐ→ G un mapeo en una gráfica. Entonces las siguientes

son equivalentes para f ∶

(1) f es completamente expansivo por continuos

(2) f es débil completamente expansivo por continuos
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(3) f es mezclante

(4) f es débilmente mezclante

Demostración. (1) ⇒ (2) ⇒ (3) ⇒ (4) es exactamente el teorema 2.9. Por otro

lado como G es una gráfica, entonces es un continuo localmente conexo el cual

contiene un arco libre entonces (4) ⇒ (3) ⇒ (2) se sigue de los teoremas 3.2 y

3.5.

Para acabar con las equivalencias mostremos (2) ⇒ (1), esto se sigue del hecho

de que todo subcontinuo no degenerado de Y ∈ C(G) tiene interior no vaćıo (pues

siempre contiene un intervalo abierto, más aún todo subcontinuo de una gráfica es

a su vez otra gráfica, véase [Nadler, Corolario 9.10.1, p. 145]). Aśı bien, suponiendo

que f débil completamente expansiva por continuos, entonces f es mezclante por

el teorema 2.9, por la técnica utilizada en la proposición 2.14 y como int(Y ) ≠ ∅,
se sigue que ĺımn→∞ dH(fn(Y ),X) = 0, lo cual prueba (4).

Figura 3.2: El triodo simple.
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3.3. La dendrita D4. Un mapeo débil completa-

mente expansivo por continuos y no com-

pletamente expansivo por continuos

Una dendrita se define como un continuo localmente conexo que no contiene

como subcontinuos una circunferencia, es decir, no contiene copias homeomorfas

del continuo S1.

Consideremos X0 ∶= {(x, y) ∈ R2 ∣ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1} (véase figura 3.3), claramente

éste es un subconitnuo de R2 (de hecho es homeomorfo al continuo [0,1]2). Defi-

namos los siguientes homeomorfismos en R2, para i = 1,2,3,4 sean hi ∶ R2 Ð→ R2

como siguen: para todo (x, y) ∈ R2 ∶

h1(x, y) = (−1

4
y,

1

4
(x + 1)) ,

h2(x, y) = (1

2
(x + 1), 1

2
y) ,

h3(x, y) = (1

4
y,−1

4
(x + 1)) ,

h4(x, y) = (−1

2
(x + 1),−1

2
y) ,

obsérvese que h1 = −h3 y h2 = −h4. Para X ⊆ R2 def́ınase

−X = {(−x,−y) ∈ R2 ∣(x.y) ∈X},

entonces es fácil notar que si A,B ⊆ R2 entonces h1(A) = −h3(A), h2(A) =
−h4(A), h3(A) = −h1(A) y h4(A) = −h2(A), y −(A ∩B) = −A ∩ −B.

Proposición 3.7. Para todo i, j ∈ {1,2,3,4} si i ≠ j entonces hi(X0) ∩ hj(X0) =
{(0,0)}.

Demostración. Sean i, j ∈ {1,2,3,4} con i ≠ j. Primero notemos que (−1,0) ∈ X0

y hi(−1,0) = (0,0) = hj(−1,0), por ello basta únicamente probar que hi(X0) ∩
hj(X0) ⊆ {(0,0)}. Lo demostraremos realizando las 6 distintas combinaciones:

a) Si i = 1 y j = 2, sean (p, q), (x, y) ∈ X0 y supongamos que h1(p, q) = h2(x, y),
entonces

(−1

4
q,

1

4
(p + 1)) = (1

2
(x + 1), 1

2
y)
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Figura 3.3: El continuo X0.

de lo cual se sigue que

{ −1
4q = 1

2(x + 1)
1
4(p + 1) = 1

2y,

Ô⇒ { q = −4
2 (x + 1) = −2(x + 1)

p = 4
2y − 1 = 2y − 1.

Aśı (p, q) = (2y − 1,−2(x + 1)) y como (p, q), (x, y) ∈X0 se sigue que:

{ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1

∣2y − 1∣ + ∣ − 4(x + 1)∣ = ∣p∣ + ∣2q∣ ≤ 1,

y en particular tenemos que

{ −x + 2y ≤ 1

1 − 2y + 4(x + 1) ≤ 1,

39



Ô⇒ { 2y ≤ x + 1

4(x + 1) ≤ 2y,

Ô⇒ 4(x + 1) ≤ 2y ≤ x + 1,

Ô⇒ 3(x + 1) ≤ 0,

Ô⇒ x + 1 ≤ 0,

Ô⇒ x ≤ −1.

Por tanto tenemos que x ≤ −1, de lo cual se sigue que ∣x∣ ≥ 1. Del hecho que

∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1 concluimos que (x, y) = (−1,0) y por tanto

(p, q) = (2y − 1,−2(x + 1)) = (−1,0).

Por ello h1(p, q) = h2(x, y) = (0,0), lo cual muestra que h1(X0) ∩ h2(X0) ⊆
{(0,0)}.

b) Si i = 1 y j = 3, sean (p, q), (x, y) ∈ X0 y supongamos que h1(p, q) = h3(x, y),
entonces

(−1

4
q,

1

4
(p + 1)) = (1

4
y,−1

4
(x + 1)) ,

Ô⇒ { −1
4q = 1

4y
1
4(p + 1) = −1

4(x + 1),

Ô⇒ { q = −4
4 y = −y

p = −4
4(x + 1) − 1 = −x − 2,

Entonces (p, q) = (−(x + 2),−y) y como (p, q), (x, y) ∈X0 se sigue que

{ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1

∣x + 2∣ + ∣2y∣ ≤ 1,

en particular x ∈ [−1,1] y de lo cual x + 2 ∈ [1,3] por lo que ∣x + 2∣ ≥ 1 y del

hecho ∣x + 2∣ + ∣2y∣ ≤ 1 concluimos que x + 2 = 1 y y = 0, o bien (x, y) = (−1,0),
también se deduce que

(p, q) = (−(x + 2),−y) = (−1,0).

Entonces h1(p, q) = h3(x, y) = (0,0), lo cual muestra que h1(X0) ∩ h3(X0) ⊆
{(0,0)}.
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c) Si i = 1 y j = 4, sean (p, q), (x, y) ∈ X0 y supongamos que h1(p, q) = h4(x, y),
entonces

(−1

4
q,

1

4
(p + 1)) = (−1

2
(x + 1),−1

2
y)

Ô⇒ { −1
4q = −1

2(x + 1)
1
4(p + 1) = −1

2y,

Ô⇒ { q = −4
−2(x + 1) = 2(x + 1)

p = −4
2y − 1 = −2y − 1.

Aśı (p, q) = (−2y − 1,2(x + 1)) y como (p, q), (x, y) ∈X0 se sigue que

{ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1

∣ − 2y + 1∣ + ∣4(x + 1)∣ ≤ 1,

este sistema es el mismo del inciso a) y por lo probado en éste, (x, y) = (−1,0)
y

(p, q) = (−2y − 1,2(x + 1)) = (−1,0)

por ello h1(p, q) = h4(x, y) = (0,0), lo cual muestra que h1(X0) ∩ h4(X0) ⊆
{(0,0)}.

d) Si i = 2 y j = 3,

h2(X0)∩h3(X0) = −h4(X0)∩−h1(X0) = −(h1(X0)∩h4(X0)) ⊆ −{(0,0)} = {(0,0)}.

e) Si i = 2 y j = 4, sean (p, q), (x, y) ∈ X0 y supongamos que h2(p, q) = h4(x, y),
entonces

(1

2
(p + 1), 1

2
q) = (−1

2
(x + 1),−1

2
y) ,

Ô⇒ {
1
2(p + 1) = −1

2(x + 1)
1
2q = −1

2y,

Ô⇒ { p = 2
−2(x + 1) − 1 = −x − 2

q = 2
−2y = −y.

Aśı (p, q) = (−(x + 2),−y) y como (p, q), (x, y) ∈X0 se sigue que

{ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1

∣ − (x + 2)∣ + ∣ − 2y∣ ≤ 1,
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este sistema es el mismo del inciso b) y por lo probado en éste, (x, y) = (−1,0)
por ello

(p, q) = (−(x + 2),−y) = (−1,0)

y aśı h2(p, q) = h4(x, y) = (0,0), lo cual muestra que h2(X0)∩h4(X0) ⊆ {(0,0)}.

f) Si i = 3 y j = 4,

h3(X0)∩h4(X0) = −h1(X0)∩−h2(X0) = −(h1(X0)∩h2(X0)) ⊆ −{(0,0)} = {(0,0)}.

Por tanto, en cualquier caso deducimos que hi(X0) ∩ hj(X0) = {(0,0)}.

Para un subconjuto X ⊆ R2 no vaćıo y acotado, definimos

diám(X) = sup{∣∣x − y∣∣ ∶ x, y ∈X}.

De la definición es claro que si A ⊆ B ⊆ R2 son subconjuntos no vaćıos con B

acotado, entonces A es acotado y además diám(A) ≤ diám(B).

Proposición 3.8. 1. diám(X0) = 2.

2. Si A ⊆ R2 es subconjunto acotado y no vaćıo, entonces

diám(h1(A)) = diám(h3(A)) = 1

4
diám(A)

y

diám(h2(A)) = diám(h4(A)) = 1

2
diám(A).

En particular diám(hi(A)) ≤ 1
2diám(A) si i ∈ {1,2,3,4}.

Demostración. 1. Puesto que (−1,0), (1,0) ∈X0 entonces 2 = ∣∣(−1,0)−(1,0)∣∣ ≤
diám(X0). Para mostrar diám(X0) ≤ 2, sean (p, q), (x, y) ∈ X0 entonces

∣p∣ + ∣2q∣ ≤ 1 y ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1 y por tanto

∣p − x∣ + ∣q − y∣ ≤ ∣p∣ + ∣x∣ + ∣q∣ + ∣y∣ ≤ (∣p∣ + ∣2q∣) + (∣x∣ + ∣2y∣) ≤ 2,

entonces

∣∣(p, q)−(x, y)∣∣ =
√

(p − x)2 + (q − y)2 ≤
√

(∣p − x∣ + ∣q − y∣)2 = ∣p−x∣+∣q−y∣ ≤ 2

lo que muestra que diám(X0) ≤ 2, y finalmente diám(X0) = 2.
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2. Claramente para todo i ∈ {1,2,3,4} el conjunto hi(A) es no vaćıo, si (p, q), (x, y) ∈
A entonces

∣∣h1(p, q) − h1(x, y)∣∣ = ∣∣(−1

4
q,

1

4
(p + 1)) − (−1

4
y,

1

4
(x + 1))∣∣ = 1

4
∣∣(p, q) − (x, y)∣∣

∣∣h2(p, q) − h2(x, y)∣∣ = ∣∣(1

2
(p + 1), 1

2
q) − (1

2
(x + 1), 1

2
y)∣∣ = 1

2
∣∣(p, q) − (x, y)∣∣

∣∣h3(p, q) − h3(x, y)∣∣ = ∣∣(1

4
q,−1

4
(p + 1)) − (1

4
y,−1

4
(x + 1))∣∣ = 1

4
∣∣(p, q) − (x, y)∣∣

∣∣h4(p, q) − h4(x, y)∣∣ = ∣∣(−1

2
(p + 1),−1

2
q) − (−1

2
(x + 1),−1

2
y)∣∣ = 1

2
∣∣(p, q) − (x, y)∣∣,

las anteriores igualdades muestra que los conjuntos hi(A) están acotados para

cada i ∈ {1,2,3,4} pues A lo está, y muestra que diám(h1(A)) = diám(h3(A)) =
1
4diám(A) y diám(h2(A)) = diám(h4(A)) = 1

2diám(A).

A continuación definamos los siguientes conjuntos por recursión:

I) Tenemos construido X0 = {(x, y) ∈ R2 ∶ ∣x∣ + ∣2y∣ ≤ 1} y para todo n ∈ ω sea

Xn+1 ∶=
4

⋃
k=1

hk(Xn). (Véanse las figuras de la 3.4 a la 3.8).

II) Definamos R1 ∶= {(0,0)} y para todo m ∈ N sea Rm+1 ∶= (
4

⋃
k=1

hk(Rm)) ∪Rm.

Figura 3.4: El continuo X1.
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Figura 3.5: El continuo X2.

Figura 3.6: El continuo X3.
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Figura 3.7: El continuo X4.

Figura 3.8: El continuo X5.

Proposición 3.9. Para todo n ∈ ω se cumple que:
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a) Xn+1 ⊆Xn,

b) [−1,1] × {0} ⊆Xn,

c) Rm ⊆Xn para todo m ∈ N,

d) si i, j ∈ {1,2,3,4} con i ≠ j entonces hi(Xn) ∩ hj(Xn) = {(0,0)},

e) Xn es un continuo de R2.

f) si j ∈ {1,2,3,4} entonces hi(Xn)−{(0,0)} es abierto de Xn+1, en particular es

abierto de Xn+1 − {(0,0)}.

Demostración. a) La prueba la hacemos por inducción, primero veamos que hk(X0) ⊆
X0 para todo k ∈ {1,2,3,4}. Sea (x, y) ∈ X0 entonces observemos que por la

definición de los homeomorfismos tenemos que

h1(x, y) = (−1

4
y,

1

4
(x + 1)) ,

h2(x, y) = (1

2
(x + 1), 1

2
y) ,

h3(x, y) = (1

4
y,−1

4
(x + 1)) ,

h4(x, y) = (−1

2
(x + 1),−1

2
y) ,

lo cual implica

∣−1

4
y∣ + ∣2

4
(x + 1)∣ ≤ 1

4
(∣y∣ + 2∣x∣ + 2) = 1

4
(2(∣x∣ + ∣2y∣) + 2 − 3∣y∣) ≤ 1

4
(4 − 3∣y∣) ≤ 1,

∣1
2
(x + 1)∣ + ∣2

2
y∣ ≤ 1

2
(∣x∣ + 1 + ∣2y∣) = 1

2
(2) = 1,

∣1
4
y∣ + ∣−2

4
(x + 1)∣ ≤ 1

4
(∣y∣ + 2∣x∣ + 2) = 1

4
(2(∣x∣ + ∣2y∣) + 2 − 3∣y∣) ≤ 1

4
(4 − 3∣y∣) ≤ 1,

∣−1

2
(x + 1)∣ + ∣−2

2
y∣ ≤ 1

2
(∣x∣ + 1 + ∣2y∣) = 1

2
(2) = 1,

lo anterior muestra que h1(x, y), h2(x, y), h3(x, y), h4(x, y) ∈ X0. Por tanto

hk(X0) ⊆X0 si k ∈ {1,2,3,4} y por tanto X1 =
4

⋃
k=1

hk(X0) ⊆X0.

Ahora supongamos que para cierta n ∈ ω se cumple Xn+1 ⊆ Xn, entonces se
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sigue que hk(Xn+1) ⊆ hk(Xn) para todo k ∈ {1,2,3,4} y entonces

Xn+2 =
4

⋃
k=1

hk(Xn+1) ⊆
4

⋃
k=1

hk(Xn) =Xn+1,

lo que termina la demostración por inducción.

b) Por inducción sobre n. Es fácil notar que [−1,1] × {0} ⊆ X0, supongamos que

[−1,1] × {0} ⊆Xn para cierta n ∈ ω, nótese que

[−1,1] × {0} = h2([−1,1] × {0}) ∪ h4([−1,1] × {0})

y por tanto

[−1,1] × {0} ⊆
4

⋃
k=1

hk([−1,1] × {0}) ⊆
4

⋃
k=1

hk(Xn) =Xn+1,

lo que termina al inducción.

c) Se realizará doble inducción, primero probemos que si m ∈ N entonces Rm ⊆X0,

lo haremos por inducción sobre m. Claramente R1 ⊆X0, supongamos ahora que

para cierta m ∈ N se cumple que Rm ⊆ X0, de este supuesto y por lo probado

en el inciso anterior se sigue que

Rm+1 = (
4

⋃
k=1

hk(Rm)) ∪Rm ⊆ (
4

⋃
k=1

hk(X0)) ∪X0 =X1 ∪X0 =X0,

lo que termina esta inducción en el caso n = 0.

Supongamos que para cierta n ∈ ω se cumple que para todo m ∈ N la conten-

ción Rm ⊆ Xn. Por inducción sobre m mostraremos que también se cumple lo

anterior para n + 1. Por el inciso b) sabemos que R1 ⊆ {0} × [−1,1] ⊆ Xn+1,

ahora supongamos que para cierta m ∈ N se cumple que Rm ⊆ Xn+1, puesto

que Rm ⊆Xn entonces
4

⋃
k=1

hk(Rm) ⊆
4

⋃
k=1

hk(Xn) =Xn+1 y por tanto

Rm+1 = (
4

⋃
k=1

hk(Rm)) ∪Rm ⊆Xn+1,

lo que prueba la propiedad para n, y esto demuestra este inciso.

d) Si i, j ∈ {1,2,3,4} con i ≠ j, puesto que h1(−1,0) = h2(−1,0) = h3(−1,0) =
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h4(−1,0) = (0,0) y del inciso b) sabemos que {0} × [−1,1] ⊆ Xn entonces

(0,0) ∈ hi(Xn) ∩ hj(Xn), por otro lado del inciso a) se deriva que Xn ⊆ X0 y

de la proposición 3.7 entonces hi(Xn) ∩ hj(Xn) ⊆ hi(X0) ∩ hj(X0) = {(0,0)},
por tanto hi(Xn) ∩ hj(Xn) = {(0,0)}.

e) La demostración la hacemos por inducción sobre n. Ya mencionamos que X0

es un continuo (de hecho homeomorfo a [0,1]2), ahora supongamos que para

cierta n ∈ ω el conjunto Xn es un continuo, queremos mostrar que Xn+1 es

compacto y conexo de R2, de la hipótesis de inducción y del hecho de que

h1, h2, h3 y h4 son homeomorfismos se sigue que hi(Xn) es compacto y conexo

para todo i ∈ {1,2,3,4}, luego Xn+1 =
4

⋃
k=1

hk(Xn) es compacto por ser unión

finita de éstos, y al ser unión de conexos cuya intersección es no vaćıa pues

por el inciso d) sabemos que
4

⋂
k=1

hk(Xn) = {(0,0)}, concluimos que también es

conexo, por tanto Xn+1 es continuo, lo que termina la inducción.

f) De la definición Xn+1 =
4

⋃
k=1

hk(Xn) y del inciso d) se deriva que

hi(Xn) − {(0,0)} =Xn+1 −
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(Xn)
⎞
⎟
⎠

y como
4

⋃
k=1
k≠i

hk(Xn) es un cerrado (por ser unión finita de cerrados, pues cada

hk(Xn) es de hecho un subcontinuo), concluimos que hi(Xn)−{(0,0)} es abierto

en Xn+1, por último nótese que hi(Xn) − {(0,0)} ⊆ Xn+1 − {(0,0)}, lo cual

implica que también es abierto en este espacio.

Terminamos la demostración de la proposición.

En un espacio topológico X, para x, y ∈X decimos que son separados por z ∈X
en X, si existen U,V subconjuntos abiertos ajenos de X −{z} tales que X −{z} =
U ∪ V y x ∈ U y y ∈ V. Claramente de la definición para que dos elementos de un

espacio topológico estén separados necesariamente deben ser distintos; además si

z ∈X es un punto que separa a un par de puntos distintos, entonces necesariamente

el espacio X − {z} resulta disconexo.

Una observación sencilla es que si Y es un subespacio de X y x, y ∈ Y están

separados por z ∈ Y en X, esto es: existen U,V abiertos ajenos de X − {z} tales
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que X − {z} = U ∪ V y x ∈ U, y ∈ V. Definiendo U ′ = U ∩ Y y V = V ∩ Y, se tiene

que Y − {z} = U ′ ∪ V ′, U ′ ∩ V ′ = ∅ y x ∈ U ′, y ∈ V ′, esto muestra que x y y están

separados por z en Y.

Ejemplos sencillos, en [0,1] cualesquiera dos puntos distintos están separados

por un tercero, sin embargo en S1 ningún par de puntos distintos se puede sepa-

rar por un tercero, en efecto pues al quitar un elemento de S1 el espacio no se

desconecta. La misma situación ocurre en el continuo curva del topólogo (véase

el caṕıtulo 5) pues los elementos de la barra ĺımite no pueden ser separados, lo

anterior tiene una razón cuya respuesta se encuentra en este teorema.

Teorema 3.10. Sea X un continuo. X es una dendrita si y sólo si cualesquiera

par de elementos distintos de X se separan por un tercero.

El teorema 3.10 se puede hallar en [Hernández, Teorema 2.3, p. 27]

Lema 3.11. Los conjuntos Xn − {(−1,0)} y Xn − {(1,0)} son conexos para todo

n ∈ ω.

Demostración. Por inducción sobre n, sabemos que X0 es homeomorfo a [0,1]2 el

cual es un espacio que no se desconecta al quitar un punto, por ello X0−{(−1,0)}
y X0−{(1,0)} son conexos. Supongamos ahora que para cierto n ∈ ω, los conjuntos

Xn−{(−1,0)} y Xn−{(1,0)} son conexos, entonces puesto que hi(Xn)∩hj(Xn) =
{(0,0)} si i ≠ j (proposición 3.9 (d)) y h4((1,0)) = (1,0), tenemos que

h4(Xn − {(1,0)}) ∩ h1(Xn) ∩ h2(Xn) ∩ h3(Xn) = {(0,0)},

y además

Xn+1 − {(−1,0)} = h4(Xn − {(1,0)}) ∪ h1(Xn) ∪ h2(Xn) ∪ h3(Xn).

Por tanto Xn+1 − {(−1,0)} es la unión de conjuntos conexos cuya intersección es

no vaćıa, concluimos que Xn+1 − {(−1,0)} es conexo. De un modo similar usando

que

Xn+1 − {(1,0)} = h2(Xn − {(1,0)}) ∪ h1(Xn) ∪ h3(Xn) ∪ h4(Xn)

y

h2(Xn − {(1,0)}) ∩ h1(Xn) ∩ h3(Xn) ∩ h4(Xn) ≠ ∅,

se muestra que Xn+1 − {(1,0)} es conexo. Lo cual termina la demostración por

inducción.

49



Proposición 3.12. Para todo n ∈ N, si u, v ∈ Xn son tales que ∣∣u − v∣∣ > 1
2n−1

entonces éstos son separados por un elemento z ∈ Rn.

Demostración. La demostración la realizamos por inducción sobre n.

Sean u, v ∈ X1 tales que ∣∣u − v∣∣ > 1, por un lado u, v ∈ X1 =
4

⋃
k=1

hk(X0) luego

existen i, j ∈ {1,2,3,4} tales que u ∈ hi(X0) y v ∈ hj(X0). Primero notemos que

i ≠ j, pues de lo contrario si son iguales, entonces u, v ∈ hi(X0) lo cual implica que

diám(hi(X0)) ≥ ∣∣u−v∣∣ > 1, pero de la proporción 3.8 sabemos que diám(hi(X0)) ≤
1
2diám(X0) = 1 lo cual es una contradicción, por ello i ≠ j. Notemos que u, v ≠
(0,0) pues de lo contrario, suponiendo sin pérdida de generalidad que u = (0,0)
entonces u, v ∈ hj(X0) lo que nos lleva a la misma contradicción anterior, por

ello u ∈ hi(X0) − {(0,0)} y v ∈ hj(X0) − {(0,0)} ⊆
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(X0)
⎞
⎟
⎠
− {(0,0)}, de la

proposición 3.9 tenemos que hi(X0)−{(0,0)} y
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(X0)
⎞
⎟
⎠
−{(0,0)} son abiertos

disjuntos tales que su unión es X1 − {(0,0)}, concluimos que (0,0) ∈ R1 separa a

u y a v.

Ahora supongamos que para cierta n ∈ N, se cumple la propiedad, mostrémosla

de igual manera para n + 1. Sean u, v ∈ Xn+1 tales que ∣∣u − v∣∣ > 1
2n , sabemos que

existen i, j ∈ {1,2,3,4} tales que u ∈ hi(X0) y v ∈ hj(X0), hay entonces dos casos:

1) si i = j, entonces existen u′, v′ ∈ Xn tales que hi(u′) = v y hi(v′) = v, sabemos

que 1
2n < ∣∣u − v∣∣ = ∣∣hi(u′) − hi(v′)∣∣ ≤ 1

2 ∣∣u′ − v′∣∣ por tanto ∣∣u′ − v′∣∣ > 1
2n−1 y de

la hipótesis de inducción existe z ∈ Rn que separa a u′ y a v′ en Xn, aśı que

existen U ′ y V ′ abiertos disjuntos de Xn − {z} tales que Xn − {z} = U ′ ∪ V ′ y

u′ ∈ U ′, v′ ∈ V ′.

Se afirma que hi(z) separa a u y v en Xn+1. Primero notemos que hi(z) ≠ (0,0)
pues de lo contrario tendŕıamos que z = h−1

i (0,0) = (−1,0) sin embargo, por el

lema 3.11, z = (−1,0) no es un punto que desconecte el espacio Xn, y por ende

no puede separar puntos.

Por tanto hi(z) ≠ (0,0), por ello (0,0) ∈ hi(Xn − {z}) = hi(U ′) ∪ hi(V ′), sin

pérdida de generalidad supongamos que (0,0) ∈ hi(V ′), entonces si definimos

U = hi(U ′) y V = hi(V ′) ∪
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(Xn)
⎞
⎟
⎠
, éstos resultan ser abiertos disjuntos

de Xn+1 − {hi(z)} (ya que U ′, V ′ son abiertos de Xn y hi es homeomorfismo
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para i{1,2,3,4}) tales que U ∪V =Xn+1−{hi(z)} y u ∈ U, v ∈ V, por tanto hi(z)
separa los puntos u y v en Xn+1, puesto que z ∈ Rn entonces hi(z) ∈ Rn+1.

2) si i ≠ j, argumentando como en la base de inducción, tenemos que u, v ≠ (0,0)

y entonces u ∈ hi(Xn) − {(0,0)} y v ∈
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(Xn)
⎞
⎟
⎠
− {(0,0)}, nuevamente

(0,0) ∈ Rn+1 separa a u y v pues hi(Xn) − {(0,0)} y
⎛
⎜
⎝

4

⋃
k=1
k≠i

hk(Xn)
⎞
⎟
⎠
− {(0,0)}

son abiertos disjuntos cuya unión es Xn+1 − {(0,0)}.

En cualquier caso, u y v son separados por algún elemento de Rn+1, lo cual termina

la prueba por inducción.

Un teorema que es forzosamente importante conocer cuando se está hablando

de continuos, y que provee de muchos más ejemplos de continuos es el siguiente:

Teorema 3.13. Sean X un continuo y (An)n∈N una sucesión de subcontinuos

decreciente, es decir, Ai+1 ⊆ Ai para todo i ∈ N. Entonces A = ∩n∈NAn es un

subcontinuo de X.

La demostración del teorema 3.13 se puede hallar en cualquier literatura de

continuos, aqúı recomendamos consultar [Illanes, Corolario 4.4, p. 69] y [Nadler,

Teorema 1.8, p. 6].

Ahora bien, definamos D4 =
∞
⋂
n=0

Xn, y para cada i ∈ {1,2,3,4} sean D
(i)
4 ∶=

∞
⋂
n=0

hi(Xn). Del teorema 3.13 se tiene que D4 es un continuo. Lo primero que

haremos es mostrar que D4 es en efecto una dendrita, probemos esto último junto

algunas observaciones importantes.

Proposición 3.14. Se cumplen las siguientes propiedades:

a) D4 es una dendrita y para todo i ∈ {1,2,3,4}, D(i)
4 es un subcontinuo de D4.

b) [−1,1] × {0} ⊆D4 y diám(D4) = 2.

c) D4 =
4

⋃
i=1

D
(i)
4 .

d) Si i, j ∈ {1,2,3,4} son distintos, entonces D
(i)
4 ∩D(j)

4 = {(0,0)}.
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Figura 3.9: La dendrita D4.

e) Para todo i ∈ {1,2,3,4}, h−1
i (D(i)

4 ) =D4.

Demostración. a) Puesto que (Xn)n∈ω y para todo i ∈ {1,2,3,4}, (hi(Xn))n∈ω,
forman sucesiones anidadas de continuos no vaćıos, entonces D4 y D

(i)
4 son

continuos, además sabemos que para todo n ∈ ω, hi(Xn) ⊆Xn+1, entonces

D
(i)
4 =

∞
⋂
n=0

hi(Xn) ⊆
∞
⋂
n=1

Xn =D4,

por lo que D
(i)
4 es un subcontinuo de D4.

Para demostrar que D4 es una dendrita, utilicemos el teorema 3.10, para ello

notemos que del inciso c) de la proposición 3.9, tenemos que para todo n ∈ ω y

m ∈ N, Rm ⊆ Xn lo cual implica que Rm ⊆ D4 para todo m ∈ N. Sean x, y ∈ D4

distintos, entonces ∣∣x − y∣∣ > 0 y entonces existe n ∈ N tal que 1
2n < ∣∣x − y∣∣, en

particular x, y ∈ Xn+1 y por la proposición 3.12 sabemos que existe z ∈ Rn+1 ⊆
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D4 que separa al par x, y; y entonces z también separa a x de y en D4. Por

tanto D4 es una dendrita.

b) Del inciso b) de la proposición 3.9 es claro que [−1,1] × {0} ⊆ D4 y por tanto

diám(D4) ≥ diám([−1,1] × {0}) = 2, por otro lado sabemos que D4 ⊆ X0 y por

tanto diám(D4) ≤ diám(X0) = 2, por tanto diám(D4) = 2.

c) Del inciso a), D
(i)
4 es un subcontinuo de D4 para todo i ∈ {1,2,3,4}, entonces

4

⋃
i=1

D
(i)
4 ⊆D4.

Para al otra contención, sea x ∈D4, si x = (0,0) entonces x ∈ h1(Xn) para todo

n ∈ N, por lo que x ∈D(1)
4 ⊆

4

⋃
i=1

D
(i)
4 Supongamos entonces que x ≠ (0,0), puesto

que x ∈ X1 existe i ∈ {1,2,3,4} tal que x ∈ hi(X0). En general, si n ∈ ω como

x ∈ Xn+1 entonces existe j ∈ {1,2,3,4} tal que x ∈ hj(Xn), si i fuese distinto

a j, entonces x ∈ hi(X0) ∩ hj(Xn) ⊆ hi(X0) ∩ hj(X0) = {(0,0)} lo cual es un

absurdo pues x ≠ (0,0), por tanto i = j lo que muestra que para todo n ∈ ω,

x ∈ hi(Xn) y por ello x ∈D(i)
4 ⊆

4

⋃
k=1

D
(k)
4 , lo cual muestra que D4 ⊆

4

⋃
i=1

D
(i)
4 .

d) Sean i, j ∈ {1,2,3,4} distintos, luego por el inciso d) de la proposición 3.9

D
(i)
4 ∩D(j)

4 = (
∞
⋂
n=0

hi(Xn))∩(
∞
⋂
n=0

hj(Xn)) =
∞
⋂
n=0

(hi(Xn) ∩ hj(Xn)) =
∞
⋂
n=0

{(0,0)} = {(0,0)}.

e) Sea i ∈ {1,2,3,4}, entonces

h−1
i (D(i)

4 ) = h−1
i (

∞
⋂
n=0

hi(Xn)) =
∞
⋂
n=0

h−1
i (hi(Xn) =

∞
⋂
n=0

Xn =D4.

Lo que termina la demostración de esta proposición.

Ahora estamos en condiciones de definir la siguiente función. Sea f ∶D4 Ð→D4

como f(x) = h−1
i (x) si x ∈ D(i)

4 . Esta función esta bien definida ya que de la pro-

posición 3.9, si i, j ∈ {1,2,3,4} son distintos entonces D
(i)
4 ∩ D(j)

4 = {(0,0)} y

h−1
i ((0,0)) = h−1

j ((0,0)). Por tanto, como la función f se define en cuatro sub-

continuos de forma continua, por la propiedad del pegado resulta que f es una

función continua, además es suprayectiva pues en particular D4 = h−1
1 (D(1)

4 ) =
f (D(1)

4 ) ⊆ f(D4), por tanto f es un mapeo en el continuo D4. Esta función ve-

rifica muy fácilmente no ser continuamente expansiva por continuos pues para el
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subcontinuo no degenerado [−1,1] × {0} ⊆ D4 (véase el inciso b de la proposición

3.9) se cumple que por un lado que

[−1,0] × {0} = h4([−1,1] × {0}) ⊆ h4(D4) = h4 (h−1
4 (D(4)

4 )) =D(4)
4

[0,1] × {0} = h2([−1,1] × {0}) ⊆ h2(D4) = h2 (h−1
2 (D(2)

4 )) =D(2)
4

por tanto

f([−1,1] × {0}) = f([−1,0] × {0}) ∪ f([0,1] × {0}) = h4([−1,0] × {0}) ∪ h2([0,1] × {0})
= [−1,1] × {0} ∪ [−1,1] × {0} = [−1,1] × {0}

y entonces por un argumento inductivo se tiene que para todo n ∈ ω

fn([−1,1] × {0}) = [−1,1] × {0}

por lo que ĺım
nÐ→∞

dH(fn([−1,1] × {0}),D4) = dH([−1,1] × {0},D4) > 0 pues clara-

mente D4 ≠ [−1,1]×{0}. Por ello f no es completamente expansivo por continuos.

Veremos que f śı es débil completamente expansivo por continuos, gracias al

corolario 3.2, basta mostrar que f es mezclante pues D4 es localmente conexo.

Por comodidad, denotemos Bε(x) = {y ∈D4 ∶ ∣∣x − y∣∣ < ε} para x ∈D4 y ε > 0.

Proposición 3.15. a) Para todo x ∈D4 y ε > 0 se tiene que B2ε(f(x)) ⊆ f(Bε(x)),
y por tanto para todo n ∈ N se cumple que B2nε(fn(x)) ⊆ fn(Bε(x)).

b) Para todo U abierto no vaćıo de D4 existe n ∈ N tal que fn(U) = D4. En

particular f es mezclante.

Demostración. a) Por inducción sobre n ∈ N. Sean x ∈ D4 y ε > 0. Sea y ∈
B2ε(f(x)), es decir, ∣∣y − f(x)∣∣ < 2ε. Puesto que x ∈ D4, existe i ∈ {1,2,3,4}
tal que x ∈ D(i)

4 y entonces como y ∈ D4 = h−1
i (D(i)

4 ) existe z ∈ D(i)
4 tal que

y = h−1
i (z), por tanto

∣∣z − x∣∣ = 1

2
∣∣h−1

i (z) − h−1
i (x)∣∣ = 1

2
∣∣y − f(x)∣∣ < ε.

Por tanto z ∈ Bε(x) y como z ∈ D(i)
4 , se sigue que f(z) = h−1

i (z) = y, por tanto

y = f(z) ∈ f(Bε(x)). Esto muestra que B2ε(f(x)) ⊆ f(Bε(x)). Esto muestra el

paso base.
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Supongamos que para n ∈ N se cumple que B2nε′(fn(y)) ⊆ fn(Bε′(y)) para

todo y ∈D4 y ε′ > 0.

Sean x ∈D4 y n ∈ N. Por nuestra hipótesis de inducción tenemos queB2nε(fn(x)) ⊆
fn(Bε(x)), y aplicando nuestro paso base

B2n+1ε(fn+1(x)) ⊆ f(B2nε(fn(x))) ⊆ f(fn(Bε(x))) ⊆ fn+1(Bε(x)).

Lo que completa la prueba por inducción.

b) Sea U abierto no vaćıo de D4, luego existen x ∈ U y ε > 0 tales que Bε(x) ⊆ U,
por la propiedad arquimediana existe n ∈ N tal que 2nε > 2, por el inciso

anterior tendremos que B2nε(fn(x)) ⊆ fn(Bε(x)) ⊆ fn(U), pero como 2nε > 2

y diám(D4) = 2 entonces B2nε(fn(x)) =D4, esto muestra que fn(U) =D4. Aśı

bien si V es abierto no vaćıo de D4, se tiene que para todo k ≥ n, fk(U) ∩V =
fk−n(fn(U)) ∩ V = fk−n(D4) ∩ V = V ≠ ∅, lo que muestra que f es mezclante.

3.4. La dendrita Dω. Un mapeo débilmente mez-

clante y no mezclante

Primeramente describiremos la construcción de la dendrita Dω, recordemos

que ω = {0,1,2, . . .} es el conjunto de los números naturales incluyendo el 0. Sea

Q el conjunto de los racionales diádicos del intervalo [0,1], es decir

Q ∶= { a
2b

∈ (0,1) ∶ a es impar, b ∈ N ,0 < a < 2b} .

Dado k ∈ ω definimos

Sk ∶= { ω si k = 0

ω × (Q × ω)k si k > 0
,

S ∶= {∅} ∪ ⋃
k∈ω

Sk.

A los elementos de S les llamaremos secuencias (nótese que el vaćıo la conside-

ramos una secuencia), toda secuencia no vaćıa consiste en un primer natural y

después en una cantidad finita de pares de naturales con racionales diádicos del

intervalo (0,1). A las secuencias de S0 (que no son más que números naturales)
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los escribiremos como ⟨j⟩ para j ∈ ω. Las secuencias nos servirán para poder dar

coordenadas a los arcos que compondrán la dendrita Dω. Dados dos secuencias

no vaćıas s ∈ Sn y s′ ∈ Sm con n ≤m en ω, diremos que s ⊑ s′ si podemos escribir

s = (k0, k1, p1, . . . , kn, pn) y s′ = (k0, k1, p1, . . . , kn, pn, . . . , km, pm), esto es, que los

primeros elementos de s′ son la secuencia s.

Definimos las semisecuencias de longitud k ∈ N como el conjunto

Ssk ∶= (Q × ω)k,

y al conjunto de todas las semisecuencias lo denotaremos por Ss ∶= ⋃
k∈ω

Ssk. Si

consideramos una secuencia no vaćıa s = (k0, k1, p1, . . . , kn, pn) ∈ Sn y una se-

misecuencia σ = (l1, q1, . . . , ln, qn) ∈ Sm podemos dar lugar a una nueva secuencia

(k0, k1, p1, . . . , kn, pn, l1, q1, . . . , ln, qn) ∈ Sn+m a la cual llamaremos la concatenación

de s con σ y denotaremos por s⊕ σ.
Para construir la dendrita universal Dω, se construirán recursivamente su es-

queleto el cual resulta de unir arcos en el plano, estos arcos son los que podremos

asociar con las secuencias (no vaćıas) anteriormente definidas. Primero conside-

remos el origen O ∈ R2, a este punto le pegamos una cantidad infinita numerable

de arcos A[(m)],m ∈ ω cada uno de longitud 1
2m y que tengan por uno de sus

extremos en común el punto O, de esta forma se han construido los arcos co-

rrespondientes a las secuencias del conjunto S0. Suponiendo construidos los arcos

A[s] para todo s ∈ Sk con k ∈ ω, para cada racional diádico p ∈ Q pegamos una

cantidad numerable infinita m ∈ ω de arcos A[s ⊕ (p,m)] en el punto que repre-

senta al diádico p en el arco A[s] y de forma que la longitud de A[s⊕ (p,m)] sea

a lo más

2−(m0+∑ki=1(mi+bi)+m+b)

donde s = (m0,m1,
a1

2b1
, . . . ,m1,

ak
2bk

) y q = a
2b
. Entonces se construye la dendrita

universal como Dω = ⋃s∈S A[s] (aqúı se hace la convención A[∅] = {O} y la

cerradura es en R2). Los detalles y la demostración de que Dω es en efecto una

dendrita se pueden consultar en [Hernández, Sección 5.3, p. 78].

Dado j ∈ ω, sea la subdendrita Ej ∶= ⋃
s⊒⟨j⟩

A[s].

Por construcción, cada arco A[s] tiene por puntos extremos, uno un punto

terminal de Dω (no desconecta a Dw al quitarlo) y el otro un punto de ramificación

que al desconectarlo genera una cantidad numerable de componentes conexas cada

una con cerradura homeomorfa a Dω. Para cada s1, s2 ∈ S − {∅} denotaremos por

L(s1, s2) ∶ A[s1] Ð→ A[s2] al mapeo lineal entre estos dos arcos de manera que
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E0

  E1

E2

Figura 3.10: Dendrita universal Dω.

el extremo de A[s1] que es punto terminal en Dω se mapea al punto extremo de

A[s2] que es punto terminal de Dω. Para s ∈ S − {∅}, denotaremos por L(s,∅) ∶
A[s] Ð→ A[∅] = {O} a la función constante.

Nuestro objetivo ahora es definir un mapeo F ∶ Dω Ð→ Dω débilmente mez-

clante y no mezclante, para ello, lo más natural es que dicha función mande los

arcos de la forma A[s1] con s1 ∈ S − {∅} en conjuntos de la forma A[s2], aśı bien

basta con dar una función α ∶ S−{∅} Ð→ S lo cual nos permite definir una función

F = Fα ∶Dω Ð→Dω tal que F ∣A[s] = L(s,α(s)).

3.4.1. Construcción de las funciones αZ ∶ S − {∅} Ð→ S

Consideremos un subconjunto infinito de números naturales Z ⊆ ω, construi-

remos de manera simultánea y por recursión funciones α = αZ ∶ S − {∅} Ð→ S y

n = nZ ∶ S − {∅} Ð→ S. La función α dictará las imágenes de los arcos A[s] bajo
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la función FZ ∶= Fα, como se mencionó previamente. La construcción de α estará

hecha para que toda secuencia no vaćıa sea mapeada eventualmente a la secuencia

vaćıa, puesto que requeriremos que F (O) = O entonces tendremos que todo arco

A[s] se mapee bajo F en un tiempo finito a O, en este caso tendremos que n(s)
será el mı́nimo natural tal que αn+1(s) = ∅, nótese que de estas condiciones se

debe cumplir que n(s) = n(α(s)) + 1. Enumeremos los elementos de Z en orden

creciente Z = {z1, z2, z3, . . .}.

(1) Para elementos en S0 ∶

α(⟨0⟩) ∶= ∅ y n(⟨0⟩) ∶= 0;

Si m ∈ N entonces α(⟨m⟩) = ⟨m − 1⟩ y por consiguiente se tiene que

n(⟨m⟩) =m = n(⟨m − 1⟩) + 1 = n(α(⟨m⟩)) + 1.

(2) Para elementos en S1;

Si s = (0, a1

2b1
,m1) , se define α(s) ∶= ⟨zb1+m1⟩ ∈ Z ⊆ S0, de lo cual n(s) =

n(α(s)) + 1 = zb1+m1 + 1;

Si m0 ∈ N y s = (m0,
a1

2b1
,m1) , se define α(s) ∶= (m0 − 1, a1

2b1
,m1) y n(s) =

n(α(s)) + 1.

(3) Para elementos en Sk(k ≥ 2) ∶

Si s = (0, a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) , definimos

α(s) ∶= α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m) ∈ Sk−1

donde m es el mk-ésimo elemento de Z tal que

n(α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m)) ∈ Z,

ental caso nótese que m ≥ zmk . Definimos entonces n(s) ∶= n(α(s)) + 1.

Si m0 ∈ N y s = (m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) , definimos

α(s) = (m0 − 1,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk)

y n(s) ∶= n(α(s)) + 1.
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Note que en la parte (3) de la definición, habiendo ya definido la función α y

n en los elementos de Sj con j ≤ k − 1 entonces toma sentido hablar de

n(α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m))

ya que

α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ∈ Sk−2

y por tanto se sigue que

α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m) ∈ Sk−1.

De igual forma, hagamos ver que en la definición (3) la existencia del natural m

no siempre está garantizada, de forma que no estaŕıa definido α en s, de lo cual

depende el resto de la definición para secuencias más grandes. Si nuestro conjun-

to Z contiene muchos naturales (por ejemplo Z = ω) la función α podŕıa estar

definidas en todas nuestras secuencias no vaćıas, sin embargo, la función FZ posi-

blemente seŕıa suficientemente caótica (por ejemplo mezclante). Aśı que nuestro

trabajo a partir de ahora es hallar condiciones para Z para que dicho mapeo sea

débilmente mezclante pero no mezclante, de hecho, daremos la existencia de Z

de forma que se vaya construyendo recursivamente para que sea posible desde un

inicio definir αZ en el dominio S − {∅}, y que a su vez sea del tipo de caoticidad

como requerimos.

Lema 3.16. Para todo k ≥ 1 y s = (m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) ∈ Sk se cumple que

n(s) ≥ n((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) + bk +mk.

Demostración. El argumento es por inducción sobre k ∈ N. Si k = 1, primero

supongamos que s = (0, a1

2b1
,m1) , entonces

n(s) = n(α(s)) + 1 = zb1+m1 + 1 ≥ 0 + b1 +m1 = n(⟨0⟩) + b1 +m1,

y por inducción si para m0 ∈ N se tiene que s = (m0 − 1, a1

2b1
,m1) cumple que
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n(s) ≥ n(⟨m0 − 1⟩) + b1 +m1 =m0 − 1 + b1 +m1, entonces

n((m0,
a1

2b1
,m1)) = n(α((m0,

a1

2b1
,m1))) + 1 = n(s) + 1 ≥m0 + b1 +m1

= n(⟨m0⟩) + b1 +m1,

lo que muestra la validez de la desigualdad para S1.

Supongamos que el resultado es válido para los elementos (en los cuales esté de-

finido n) de Sk−1 (k ≥ 2). Primeramente, supongamos que s = (0, a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) ∈

Sk y n(s) está definido, entonces n(s) = n(α(s)) + 1 donde

α(s) = α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m)

y m ≥ zmk ≥mk.

Por la hipótesis de inducción, como α(s) ∈ Sk−1,

n(α(s)) ≥ n(α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))) + bk +m

≥ n(α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))) + bk +mk,

de lo cual,

n(s) ≥ n(α((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))) + 1 + bk +mk

= n((0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) + bk +mk.

Ahora supongamos que el resultado es cierto para los elementos de Sk que

comienzan con m0−1 donde m0 ≥ 1, si s = (m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) ∈ Sk, entonces

de nuestro supuesto para Sk,

n((m0 − 1,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk)) ≥ n((m0 − 1,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))+bk+mk,
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y de las definiciones de α y n ∶

n(s) = n(α(s)) + 1 = n((m0 − 1,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk)) + 1

≥ n((m0 − 1,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) + 1 + bk +mk

= n(α((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))) + 1 + bk +mk

= n((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) + bk +mk.

Lo que prueba el resultado para los elementos de Sk, y se tiene probado aśı el

lema.

Corolario 3.17. De estar definida n en s = (m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) , se cumple

que

n((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk)) ≥m0 +
k

∑
i=1

(bi +mi).

Demostración. Por un razonamiento inductivo y del lema anterior 3.16, obtenemos

n((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk)) ≥ n ((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) + bk +mk

⋮

≥ n(⟨m0⟩) +
k

∑
i=1

(bi +mi) =m0 +
k

∑
i=1

(bi +mi).

Una cadena de números naturales es un conjunto de la forma {n,n+1, . . . , n+
m} donde n,m ∈ ω. Por simplicidad, a una cadena de éstas la denotaremos de

manera concisa como [n,n +m].

Proposición 3.18. Para todo s ∈ Sk y N ∈ ω, existe M ∈ ω tal que: si [N,N+M] ⊆
Z entonces α(s) está definido.

Demostración. Procedemos por inducción sobre k ∈ ω. Primero notemos que sin

importar el conjunto Z ⊆ ω, α siempre está definido en S0, además como estamos

suponiendo Z infinito, entonces α también siempre está definido en S1, por ello,

si s ∈ Sk con k ∈ {0,1} y N ∈ ω, tomando M = 0 el resultado es cierto.

Supongamos que el resultado es cierto para los elementos de Sk−1 para algún

k ≥ 2. Sea s = ((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk) ∈ Sk y N ∈ ω. Por la hipótesis de inducción
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existe M0 ∈ ω tal que si [N,N +M0] ⊆ Z entonces α ((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1))

está definido. Supongamos que [N,N +M0] ⊆ Z, luego para todo N ≤m ≤ N +mk,

la secuencia

sm ∶= α((m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak−1

2bk−1
,mk−1)) ⊕ ( ak

2bk
,m) ∈ Sk−1

está bien definida. Nuevamente por la hipótesis de inducción, podemos encontrar

M1 ≥ M0 tal que si [N,N +M1] ⊆ Z entonces α(sm) está definido para todo

N ≤ m ≤ N +mk. Aśı bien, supongamos que [N,N +M1] ⊆ Z. Para cada N ≤
m ≤ N +mk, al estar definido α(sm), entonces lo está n(sm) y en tal caso, por

el corolario 3.17, n(sm) ≥ m ≥ N, por tanto elijamos M2 ≥ M1 de manera que

N ≤ n(sm) ≤ N +M2 para todo N ≤m ≤ N +mk. Finalmente, si [N,N +M2] ⊆ Z,
entonces hay al menos mk números tales que n(sm) ∈ Z (a saber, los números

N ≤m ≤ N +mk), por lo que α(s) está definida, completando nuestra prueba por

inducción.

3.4.2. Propiedades de la función FZ

A continuación, supongamos que Z es tal que α esta bien definido para toda

secuencia no vaćıa y por tanto, la función FZ = Fα está bien definida en ⋃
s∈S
A[s],

nos gustaŕıa probar que se puede extender a una función continua en todo Dω,

para ello veremos que basta probar que FZ es uniformemente continua en ⋃
s∈S
A[s]

como lo muestra la siguiente proposición:

Proposición 3.19. Sea (X,d) un espacio métrico compacto y A ⊆X subconjunto

denso, si f ∶ AÐ→ A es una función uniformemente continua entonces existe una

única función F ∶X Ð→X continua que extiende a f.

Demostración. La unicidad se ve directamente del hecho de que al suponer F1 y

F2 funciones continuas en X que extienden a f, entonces F1∣A = F2∣A, y al ser A

un denso, se sigue que F1 = F2.

Para construir F, consideremos x ∈X y (an)n∈N una sucesión en A que converge

a x en X. Mostremos que la sucesión (f(an))n∈N es convergente en X y que este

ĺımite no depende de la elección de la sucesión con la cual comenzamos:

a) Mostremos que (f(an))n∈N es convergente en X. Como X es un espacio comple-

to (pues es métrico compacto), basta probar que (f(an))n∈N es una sucesión de

Cauchy: sea ε > 0, de la continuidad uniforme, existe δ > 0 tal que si d(a, a′) < δ
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entonces d(f(a), f(a′)) < ε para todo a, a′ ∈ A. Puesto (an)n∈N es sucesión de

Cauchy por ser convergente, existe N ∈ N tal que d(an, am) < δ si n,m ≥ N.
Por tanto d(f(an), f(am)) < ε si n,m ≥ N, lo que muestra este inciso.

b) Supongamos que (a′n)n∈N es otra sucesión en A que converge a x en X. Supon-

gamos que ĺım
nÐ→∞

f(an) = z y ĺım
nÐ→∞

f(a′n) = z′, luego

d(z, z′) = ĺım
nÐ→∞

d(f(an), f(a′n)).

Para probar que este último ĺımite es 0, sea ε > 0 luego de la continuidad

uniforme existe δ como en el inciso a), como ĺım
nÐ→∞

an = x = ĺım
nÐ→∞

a′n, tenemos

que ĺım
nÐ→∞

d(an, a′n) = 0, por tanto existe N ∈ N tal que d(an, a′n) < δ si n ≥ N,
y por tanto d(f(an), f(a′n)) < ε si n ≥ N. Esto muestra que d(z, z′) = 0 y por

tanto z = z′.

Por tanto definimos F ∶ X Ð→ X como F (x) = ĺım
nÐ→∞

f(an) donde ĺım
nÐ→∞

an = x y

(an)n∈N es sucesión en A. Claramente si a ∈ A, tomando la sucesión constante se

tiene que F (a) = ĺım
nÐ→∞

f(a) = f(a) lo que muestra que F extiende a f. Veamos que

F es continua, más aún, probaremos que F es uniformemente continua: sea ε > 0,

luego existe δ > 0 tal que d(f(x), f(y)) < ε
2 si d(x, y) < δ. Sean x, y ∈ X tales que

d(x, y) < δ
3 y sean (xn)n∈N, (yn)n∈N sucesiones en A que convergen respectivamente

a x y a y. Existe N ∈ N tal que d(x,xn), d(y, yn) < δ
3 si n ≥ N, entonces

d(xn, yn) ≤ d(xn, x) + d(x, y) + d(y, yn) < δ

si n ≥ N, y por tanto d(f(xn), f(yn)) < ε
2 . Concluimos que

d(F (x), F (y)) = ĺım
nÐ→∞

d(f(xn), f(yn)) ≤
ε

2
< ε.

Por lo que F es uniformemente continua.

Recuérdese de la definición de FZ está dado como F ∣A[s] = L(s,α(s)), donde s

es una secuencia no vaćıa, es una función af́ın entre arcos y por tanto es Lipschitz

continua, esto significa que existe C > 0 tal que d(F (x), F (y)) ≤ Cd(x, y) si

x, y ∈ A[s], a C le llamamos una constante de Lipschitz para la función F ∣A[s]. Lo

que queremos hacer notar a continuación es que podemos dar una misma constante

de Lipschitz para todas las funciones F ∣A[s]. Lo anterior se sigue de la construcción

de los arcos que definen Dω ∶ dado s ∈ S − {∅} si s = (m0,
a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk
,mk)
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podemos definir C(s) ∶=m0+
k

∑
i=1

(mi+bi), entonces para la función FZ ∣A[s] tenemos

que una constante de Lipschitz es el cociente de las longitudes del arco imagen y

el arco dominio, es decir,

2−C(α(s))

2−C(s) = 2C(s)−C(α(s)).

Es fácil ver que si m0 ≥ 1 entonces C(s) = C(α(s)) + 1, y una sencilla inducción

muestra que si m0 = 0 entonces C(α(s)) ≥ C(s), por tanto

2−C(α(s))

2−C(s) = 2C(s)−C(α(s)) ≤ 2

para todo s secuencia no vaćıa, lo cual nos da a 2 como una constante de Lipschitz

para todas estas funciones.

Lo que nos gustaŕıa en este momento es decir que FZ definida en ⋃
s∈S
A[s] es

Lipschitz continua (con constante de Lipschitz igual a 2), lo que en particular

hace a FZ uniformemente continua y aplicando la proposición 3.19, se extiende

continuamente a Dω. Sin embargo esto esto no tiene que ser cierto en general por

que nuestra métrica euclidiana heredada del plano no mide las distancias como

aqúı se requiere. Afortunadamente, podemos dotar a Dω una métrica equivalen-

te a la euclidiana, que śı realice lo que queremos, este tipo de métricas son las

radialmente A-convexas.

Definición 3.3. Sea X un continuo y consideremos

A(X) ∶= {C ∈ C(X) ∶ C es un arco o ∣C ∣ = 1}

el hiperespacio de los arcos del continuo X dotado con la métrica Hausdorff. Una

función continua A ∶ X ×X Ð→ A(X) la llamaremos una arco-estructura para X

si cumple lo siguiente:

(1) Para todo x ∈X, A(x,x) = {x}.

(2) Para cualesquiera x, y ∈ X disntintos, A(x, y) = A(y, x) es un arco con extre-

mos x y y.

(3) Para cualesquiera x, y, z ∈ X, A(x, z) ⊆ A(x, y) ∪ A(y, z) y además se da la

igualdad si y sólo si y ∈ A(x, z).
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En las dendritas se puede probar que existe una única arco estructura dada

por A(x, y) = xy lo que significa la única arco trayectoria con extremos x, y. Véase

[Hernández, Teorema 2.16, p. 39].

Definición 3.4. En un espacio X con una arcoestructura A, decimos que una

métrica d (que genera la topoloǵıa de X) es radialmente A−convexa en p ∈ X si

para cualesquiera x, y ∈ X tales que y ∈ A(p, x) se tiene que d(p, x) = d(p, y) +
d(x, y).

No toda arco estructura en un continuo admite una métrica radialmente con-

vexa, como es el caso del ćırculo de Varsovia. Sin embargo, para el caso de las

dendritas, que sólo tienen una arco estructura, ésta tiene una métrica radialmente

A−convexa en todos sus puntos. Estos resultados nuevamente se pueden encontrar

en [Hernández, págs. 92-95].

Aprovechando este resultado, si dotamos a Dω con la métrica radialmente

convexa, al ser una métrica equivalente a la euclidiana, entonces FZ sigue siendo

Lipschitz continua en todos los arcos A[s].
Para notar que es Lipschitz continua en ⋃

s∈S
A[s], dados dos puntos x, y ∈

⋃
s∈S
A[s], existe una cantidad finita de puntos x1, . . . , xn ∈ ⋃

s∈S
A[s] tales que x =

x1, y = xn, y para todo i ∈ {1, . . . , n−1} se tiene que xi y xi+1 pertenecen a un mis-

mo arco A[s(i)], y por ende F (xi) y F (xi+1) pertenecen al mismo arco A[α(s(i))]
para todo i ∈ {1, . . . , n− 1}. Por ser FZ Lipschitz continua (constante de Lipschitz

igual a 2) en todos estos arcos A[s(i)], y usando que la métrica es radialmente

convexa, tenemos que:

d(F (x), F (y)) ≤
n−1

∑
i=1

d(F (xi), F (xi+1)) ≤
n−1

∑
i=1

2d(xi, xi+1) = 2d(x, y)

Esto prueba que FZ es Lipschitz continua en ⋃
s∈S
A[s], y por ende es uniforme-

mente continua, de la proposición 3.19, FZ se extiende continuamente a la dendrita

Dω.

Hagamos notar que si s, s′ ∈ S y s′ ⊑ s entonces por como se definió α, α(s′) ⊑
α(s), y por un argumento inductivo, αn(s′) ⊑ αn(s) para todo n ∈ N, aqúı hacemos

la convención ∅ ⊑ s para todo s ∈ S. Recuérdese que dado j ∈ ω, se tiene la

subdendrita Ej = ⋃
s⊒⟨j⟩

A[s], la construcción de la dendrita está hecha para que

estas subdendritas tengan únicamente por punto en común al punto O, por ello,
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Figura 3.11: Se ilustra, de color negro, el comportamiento de FZ en el subcontinuo
E0.

para todo j ∈ ω, Ej − {O} es abierto en Dω y por consiguiente, para cualquier

Y ⊆ ω,

⋃
j∈Y

Ej =Dω − ( ⋃
i∈ω−Y

(Ei − {O}))

es un cerrado de Dω. La definición recursiva de la función α está espećıficamente

diseñada para que lo siguiente se verifique:

Proposición 3.20. Para todo n ∈ N, F n
Z(E0) ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej.

Demostración. Mostraremos que para todo s ⊒ ⟨0⟩, F n
Z(A[s]) ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej, se pro-

cede por inducción sobre n(s), recuérdese que éste cumple ser el mı́nimo natural
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tal que αm+1(s) = ∅. Si n(s) = 0 entonces n(s) < n y por ello

F n
Z(A[s]) = {O} ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej.

Supongamos que m ∈ ω es tal que para todo s ⊒ ⟨0⟩ con n(s) ≤ m se tiene

F n
Z(A[s]) ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej.

Sea s ⊒ ⟨0⟩ con n(s) =m+1. Si n(s) ≤ n entonces F n
Z(A[s]) = {0} ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej,

aśı que supongamos que n < n(s), dividamos en dos casos:

a) Si αn(s) = ⟨j0⟩ ∈ S1 entonces F n
Z(A[s]) = A[⟨j0⟩] ⊆ Ej0 y además como n(⟨j0⟩) =

j0, es claro que j0 + n = n(s), de la definición de α y la función n( ), tenemos

que n(s) − 1 = n(α(s)) ∈ Z. Por tanto j0 + n − 1 ∈ Z, lo cual muestra que

fnZ(A[s]) ⊆ Ej0 ⊆ ⋃
j+n−1∈Z

Ej.

b) Supongamos que αn(s) ∈ Sk con k ≥ 2. Entonces existe s′ ⊑ s tal que n(s′) <
n(s) y ⟨0⟩s′. De lo anterior tenemos que n(s′) ≤ m y por la hipótesis de

inducción existe j ∈ ω tal que n + j − 1 ∈ Z y A[αn(s′)] = F n
Z(A[s′]) ⊆ Ej. De

lo anterior tenemos que ⟨j⟩ ⊑ αn(s′) ⊑ y por tanto, F n
Z(A[s]) = A[αn(s)] ⊆ Ej

con n + j − 1 ∈ Z, lo cual termina el paso inductivo.

La inducción muestra que FZ
⎛
⎝ ⋃s⊒⟨0⟩

A[s]
⎞
⎠
⊆ ⋃
j+n−1∈Z

Ej, como FZ es una función

continua entre continuos, en particular es cerrada y por tanto

FZ(E0) = FZ
⎛
⎝ ⋃s⊒⟨0⟩

A[s]
⎞
⎠
= FZ( ⋃

s⊒⟨0⟩
A[s]) ⊆ ⋃

j+n−1∈Z
Ej = ⋃

j+n−1∈Z
Ej,

pues ⋃
j+n−1∈Z

Ej es un cerrado, esto concluye la demostración.

El siguiente resultado muestra que si Z tiene huecos arbitrariamente grandes,

es decir, su complemento contiene cadenas de número naturales arbitrariamente

grandes, entonces FZ no es mezclante.

Proposición 3.21. Supongamos que Z es tal que para todo M ∈ N existe N ∈ ω
tal que [N,N +M] ∩Z = ∅. Entonces para todo ε > 0 y m ∈ N, existe n ∈ N tal que

diám(F n
Z(E0)) < ε. Por consiguiente FZ no es mezclante.
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Demostración. Sean m ∈ N y ε > 0. Sea M0 ∈ N tal que

diám( ⋃
k≥M0

Ek) < ε,

sea M ∶= máx{zm,M0}, por hipótesis existe N ∈ ω tal que [N,N +M] ∩ Z =
∅. Observemos que zm ≤ N, pues de lo contrario, N < zm ≤ M ≤ N +M una

contradicción de la elección de N, por tanto N ≥ zm ≥ m. Supongamos que j ∈ ω
es tal que j + N ∈ Z entonces j + N ∉ [N,N +M] y puesto que j + N ≥ N,

necesariamente j +N ≥ N +M lo cual implica que j ≥M, esto muestra que

FN+1
Z (E0) ⊆ ⋃

j+N∈Z
Ej ⊆ ⋃

k≥M
Ek ⊆ ⋃

k≥M0

Ek.

Por tanto diám(FN+1
Z (E0)) < ε con N + 1 ≥m.

Con lo anterior, podemos encontrar una sucesión creciente de naturales (nk)k∈N
tal que diám(F nk

Z (E0)) < 1
k , y por ende ĺım

kÐ→∞
diám(F nk

Z (E0)) = 0 lo cual prueba

que la sucesión de imágenes de E0 bajo FZ no convergen en la métrica Hausdorff a

Dω, puesto que int(E0) = E0−{O} ≠ ∅, se sigue que FZ no puede ser mezclante.

A continuación, probaremos que se puede construir Z de forma que al conte-

ner cadenas de naturales arbitrariamente grandes, realice a fZ como un mapeo

débilmente mezclante.

Def́ınase para k ∈ N, S−k ∶= (ω×Q)k, y sea S− ∶= ⋃
k∈N

S−k .Dados s = (m1, p1, . . . ,mk, pk) ∈

S− y s′ = (n0, q1, n1, . . . , ql, nl) ∈ S, def́ınase

s⊕ s′ ∶= (m1, p1, . . . ,mk, pk, n0, q1, n1, . . . , ql, nl) ∈ S.

Por último, dados s ∈ S− y K,m ∈ ω, sea el siguiente subconjunto finito de

secuencias

Ts,K,m ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
s⊕ (m0,

a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk) ∶ 0 ≤ k ≤K, m ≤m0 ≤m +K, y para

todo 1 ≤ i ≤ k tenemos que 1 ≤ bi ≤K, 1 ≤ ai ≤ 2bi y 0 ≤mi ≤K
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

En este caso, sea A[Ts,K,m] ∶= ⋃
s′∈ Ts,K,m

A[s′] el cual resulta ser un árbol en Dω.

68



Consideremos de igual forma el conjunto finito de secuencias

T∅,K,m ∶=
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
(m0,

a1

2b1
,m1, . . . ,

ak
2bk

,mk) ∶ 0 ≤ k ≤K, m ≤m0 ≤m +K, y para

todo 1 ≤ i ≤ k tenemos que 1 ≤ bi ≤K, 1 ≤ ai ≤ 2bi y 0 ≤mi ≤K
⎫⎪⎪⎬⎪⎪⎭

y el árbol A[T∅,K,m] ∶= ⋃
s′∈ T∅,K,m

A[s′].

No es dif́ıcil convencerse que A[T∅,K,0] Ð→Dω cuando K Ð→∞ en la métrica

Hausdorff dH .

Def́ınase α− ∶ S− Ð→ S− como sigue: s = (m0,
a1

2b1
, . . . ,mk,

ak+1

2bk+1
) ∈ S− entonces

α−(s) = α ((m0,
a1

2b1
, . . . ,mk))⊕ ⟨ ak+1

2bk+1
⟩ , lo anterior significa que pegamos el último

diádico a la secuencia α ((m0,
a1

2b1
, . . . ,mk)) .

Proposición 3.22. Para todo s ∈ S−, K,N ∈ ω y m ≥ N, existe M ∈ ω tal

que si [N,N +M] ⊆ Z entonces α(Ts,K,m) = Tα(s),K,m′ donde m′ ∈ ω es tal que

α(s⊕ ⟨m⟩) = α(s) ⊕ ⟨m′⟩.
Demostración. Escribamos s = (m0,

a1

2b1
, . . . ,mk,

ak+1

2bk+1
), nótese que si m0 ≥ 1 enton-

ces el resultado es inmediato pues α está definido en todos los elementos de Ts,K,m
y más aún α(Ts,K,m) = Tα(s),K,m, sin importar la elección de M ∈ ω. Aśı bien, su-

pongamos que m0 = 0. Puesto que Ts,K,m es finito, de la proposición 3.18 se puede

mostrar que existe M ∈ ω tal que si [N,N +M] ⊆ Z entonces α(s′) está definido

para todo s′ ∈ Ts,K,m. Por como definimos Ts,K,m y del corolario 3.17, tenemos que

n(s′) ≥m ≥ N para todo s′ ∈ Ts,K,m. Podemos suponer M suficientemente grande

de manera que

n(α(s⊕ (m′
0,
a′1
2b

′
1
,m′

1, . . . ,
a′i−1

2b
′
i−1

,m′
i−1)) ⊕ ( a

′
i

2b
′
i

,m)) ∈ [N,N +M] ⊆ Z

para todo 1 ≤ i ≤K y todo m ≤K. Por tanto, de la definición de α se sigue que

α((s⊕ (m′
0,
a′1
2b

′
1
,m′

1, . . . ,
a′i
2b

′
i

,m′
i))) = α(s⊕ (m′

0,
a′1
2b

′
1
,m′

1, . . . ,
a′i−1

2b
′
i−1

,m′
i−1))⊕( a

′
i

2b
′
i

,m′
i) .

Luego el resultado se sigue por un argumento de inducción sobre 1 ≤ i ≤K.

Una observación fácil de hace notar es que que para todo K,n ∈ N se cumple

αn(T∅,K,n) = T∅,K,0. Con esto y la proposición anterior podemos generalizarlo a lo

siguiente:
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Corolario 3.23. Para todo N,K ∈ ω y y s ∈ S−, existen M,m,n ∈ ω tales que si

[N,N +M] ⊆ Z entonces α(Ts,K,m) = T∅,K,0.

Demostración. Fijemos N,K ∈ ω y sea s = (m0,
a1

2b1
, . . . ,mk,

ak+1

2bk+1
) ∈ S−. Consi-

deremos s′ ∶= (m0,
a1

2b1
, . . . ,mk) ∈ S, aplicando la proposición 3.22 repetidamente,

para m ≥ N existe N ∈ ω tan grande como queramos tal que si [N,N +M] ⊆ Z,
entonces αi(Ts,K,m) = Tαi(s),K,m′

i
para todo i < n(s′) y para ciertos m′

i ≥ N. En

particular para i = n(s′)−1 tenemos que αn(s
′)−1(Ts,K,m) = Tαn(s′)−1(s),K,m′

n(s′)−1
, por

tanto αn(s
′)(Ts,K,m) = Tαn(s′)(s),K,m′ = T∅,K,m′ para algún m′ ∈ ω. Finalmente, con

n = n(s′) +m′ obtenemos que αn(Ts,K,m) = T∅,K,0.

Finalmente estamos preparados para definir Z y la función FZ , consideremos

S− = {s0, s1, s2 . . .} una enumeración de S−.

Definimos N0 = 0 =M0. Supongamos construido, para K ≥ 1, NK−1 y MK−1 con

NK−1 ≤ MK−1, definamos NK = MK−1 +K. Por el corolario 3.23 existe MK ≥ NK

tal que si [NK ,MK] ⊆ Z, entonces para cada i ≤ K existen m(i,K), n(i,K) ∈ ω
tales que α(s) está definido para todo s ∈ Tsi,K,m(i,K) y αn(i,K)(Tsi,K,m) = T∅,K,0.

Def́ınase entonces Z ∶= ⋃K∈ω[NK ,MK]. Por construcción, αZ está definido en

⋃
K∈ω

⋃
i≤K

Tsi,K,m(i,K) = S − {∅},

aśı que tenemos bien definido el mapeo FZ ∶ Dω Ð→ Dω. Puesto que Z tiene

huecos de naturales arbitrariamente grandes, entonces por las proposición 3.21 se

sigue que FZ no es mezclante.

Para ver que śı es débilmente mezclante, consideremos un abierto U no vaćıo

de Dω, se puede mostrar que existe si ∈ S−, de forma que toda secuencia s ∈ S tal

que si ⊑ s, A[s] ⊆ U. Por ello, para todo K ≥ i, tenemos que A[Tsi,K,m(i,K)] ⊆ U,
entonces

A[T∅,K,0] = F n(i,K)(A[Tsi,K,m(i,K)]) ⊆ F n(i,K)(U).

Por tanto, como A[T∅,K,0] Ð→Dω cuando K Ð→∞, se sigue que

F n(i,K)(U) Ð→Dω si K Ð→∞,

lo cual prueba, por la proposición 2.6, que FZ es débilmente mezclante, conclu-

yendo aśı nuestro ejemplo.
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Caṕıtulo 4

Abanico de Cantor

El propósito principal de este caṕıtulo es mostrar, exhibiendo ciertos contra-

ejemplos, que ninguna de las implicaciones probadas en el teorema 2.9 son válidas

para el continuo Abanico de Cantor. Trabajaremos con el conjunto de Cantor no

como la versión construida en el intervalo [0,1] pero śı con aquella provista del

producto contable de los espacios discretos {0,1} y cuya métrica se describirá en

breve. De igual forma, para abordar el Abanico de Cantor será necesario recordar

nociones de los espacios cocientes en topoloǵıa que nos auxiliarán en las cons-

trucciones de los mapeos que posteriormente servirán de contraejemplos para este

objetivo.

Definiremos el conjunto de Cantor como el espacio

Σ ∶=
∞
∏
n=1

{0,1}

donde {0,1} es el espacio discreto de dos elementos, resulta que Σ es compacto y

además se le puede asignar una métrica compatible con la topoloǵıa producto, si

x = (xn)∞n=1 y y = (yn)∞n=1 son elementos de Σ entonces

d(x, y) =
∞
∑
n=1

∣xn − yn∣
2n

,

esta métrica, entre otras cosas, cumple con estar acotada por 1 y la caracteŕıstica

de que para todo m ∈ N d(x, y) < 1
2m−1 si xi = yi para todo i ∈ {1, . . . ,m}, en

algunos casos utilizaremos el elemento cero de cantor como 0 ∈ Σ cuyas entradas

son todas cero.

El Abanico de Cantor lo definiremos como el cono topológico de Cantor,

71



K(Σ) ∶= (Σ × [0,1])/(Σ × {0}) y ρ ∶ Σ × [0,1] Ð→ K(Σ) denotará la función

cociente, por lo expuesto en el caṕıtulo 2 sabemos que K(Σ) es un continuo con

métrica

∆([(x, t], [(y, s)]) = ∣t − s∣ +mı́n{t, s}d(x, y)

para (x, t), (y, s) ∈ Σ×[0,1]. Una de las razones por la que se considera este ejemplo

es por la forma en que se ven los subconjuntos continuos de K(Σ) y porque más

adelante veremos que existe un mapeo α ∶ Σ Ð→ Σ débilmente mezclante pero no

mezclante.

A continuación veremos algunas propiedades que cumple K(Σ) con respecto

a sus subcontinuos, para ello hablemos primero un poco sobre el espacio pro-

ducto Σ × [0,1]. Recordaremos que de nuestros cursos de topoloǵıa, el conjunto

de Cantor está bien caracterizado como el único (salvo homeomorfismos) espacio

métrico compacto perfecto y totalmente disconexo, un espacio es totalmente dis-

conexo si los únicos subespacios conexos de éste constan de un sólo punto, de esta

caracteŕıstica podemos deducir quiénes son las componentes conexas de Σ×[0,1].

Proposición 4.1. Si A es un conexo no vaćıo de Σ × [0,1] entonces existe un

único x ∈ Σ tal que A ⊆ {x}×[0,1]. Por tanto las componentes conexas de Σ×[0,1]
son de la forma {c} × [0,1] para c ∈ C.

Demostración. Basta mostrar que si (x1, t1), (x2, t2) ∈ A entonces x1 = x2, para

ello sea P1 ∶ Σ × [0,1] Ð→ Σ es la proyección en la primera entrada, esto es, si

(x, t) ∈ Σ × [0,1] entonces P1((x, t)) = x. Entonces x1 = P ((x1, t1)) ∈ P (A) y

x2 = P ((x2, t2)) ∈ P (A), por otro lado se sabe que la proyección es continua,

por ello P (A) es un conexo no vaćıo en Σ y como éstos constan únicamente

de un punto tenemos que P (A) = {x1} = {x2} por lo cual x1 = x2. Como A es

no vaćıo existe (x, t) ∈ A y por lo anterior sabemos que todos los elementos de

A tienen como primera entrada a x, por ello A ⊆ {x} × [0,1]. Ahora si c ∈ Σ,

queremos ver que {c} × [0,1] es un conexo maximal, por ello sea B conexo tal

que {c} × [0,1] ⊆ B, luego B es conexo no vaćıo y por lo anterior existe x ∈ Σ tal

que B ⊆ {x} × [0,1] pero como {c} × [0,1] ⊆ B, necesariamente x = c. Por tanto

{c}×[0,1] ⊆ B ⊆ {c}×[0,1] ⊆ B y esto implica que B = {c}×[0,1] lo que concluye

que {c} × [0,1] es maximal y por tanto es una componente conexa.

Ahora bien, recuérdese que de la relación de equivalencia que se utiliza para

formar el cono topológico, los elementos de Σ×[0,1] que sólo se relacionan consigo

mismo son aquellos del subespacio Σ × (0,1] y si llamamos O = [(0,0)] tenemos
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que ρ(Σ×(0,1]) = K(Σ)−{O}, no es dif́ıcil darse cuenta que éstos forman espacios

homeomorfos y

ρ∣Σ×(0,1] ∶ Σ × (0,1] Ð→ K(C) − {O}

forma un homeomorfismo, utilicemos este hecho para observar lo siguiente:

Proposición 4.2. Si A es un subcontinuo de K(Σ)−{O} entonces es de la forma

ρ({c} × [a, b]) donde c ∈ Σ y 0 < a ≤ b ≤ 1.

Demostración. Puesto que A es subespacio conexo y cerrado de K(Σ) − {O} y

ρ∣C×(0,1] es homeomorfismo, entonces ρ−1(A) es un conexo cerrado de Σ × (0,1]
y por tanto también de Σ × [0,1]. Por la proposición 4.1 existe c ∈ Σ tal que

ρ−1(A) ⊆ {c} × [0,1]. Por tanto ρ−1(A) es un conexo y cerrado de {c} × [0,1] que

es homeomorfo al intervalo, luego necesariamente ρ−1(A) = {c}×[a, b] para ciertos

0 ≤ a ≤ b ≤ 1, pero al ser A ⊆ K(Σ) − {O} esto necesariamente implica que a > 0.

Por ello concluimos que A = ρ({c} × [a, b]) con c ∈ Σ y 0 < a ≤ b ≤ 1.

Si para 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 y c ∈ Σ definimos [a, b]c = ρ({c}×[a, b]), entonces tenemos

que [a, b]c es un subcontinuo de K(Σ) y por la proposición anterior, si A es un

subcontinuo de K(Σ) y O ∉ A entonces A es de la forma [a, b]c con c ∈ Σ y

0 < a ≤ b ≤ 1.

Proposición 4.3. La función desplazamiento σ ∶ ΣÐ→ Σ es mezclante.

Demostración. Sean U,V abiertos no vaćıos de Σ, entonces sean u = (ui)∞i=1 ∈ U, v =
(vi)∞i=1 ∈ V y ε > 0 tales que u ∈ Bε1(u) ⊆ U y v ∈ V. Sea k ∈ N tal que 1

2k
< ε1. A

continuación construiremos una sucesión en Cantor, {αi}∞i=1 ⊆ Σ, los cuales serán

elementos de U. Primero definamos α1 = (α1,j)∞j=1 como sigue

α1,j = { uj si 1 ≤ j ≤ k
vj−k si j ≥ k + 1

de modo que α1 = (u1 . . . ukv1v2 . . . vm . . .), y para i ≥ 2 definamos αi = (αi,j)∞j=1

como

αi,j =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

uj si 1 ≤ j ≤ k
1 si k + 1 ≤ j ≤ k + (i − 1)
v(j−k)−(i−1) si j ≥ k + i

lo cual se visualiza como αi = (u1 . . . uk

(i−1) veces
­
1 . . .1 v1v2 . . . vm . . .).
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De la definición de estos elementos, podemos observar que para cada i ≥ 1

se cumple que αi,j = uj si j = 1, . . . , k y entonces d(αi, u) ≤ 1
2k

< ε, por tanto

αi ∈ Bε(u) ⊆ U como hab́ıamos propuesto. Por otro lado, nótese que para cada

cada i ≥ 1, por construcción σk+(i−1)(αi) = v. Y por tanto para todo i ≥ 1 se tiene

que σk+(i−1)(αi) ∈ σk+(i−1)(U) ∩ V, o expresado de otra forma, para todo j ≥ k se

cumple que σj(U) ∩ V ≠ ∅. Lo cual demuestra que σ es mezclante.

4.1. Débil completamente expansivo por conti-

nuos no implica completamente expansivo

por continuos

En esta sección, la misión principal es construir una función en el abanico de

Cantor que sea débil completamente expansivo por continuos pero no completa-

mente expansivo por continuos. Para ello consideremos los siguientes conjuntos:

C1 = {[(c, x)] ∈ K(Σ) ∶ x ∈ [0, 1

3
]} = ρ(Σ × [0, 1

3
]) ,

C2 = {[(c, x)] ∈ K(Σ) ∶ x ∈ [1

3
,
2

3
]} = ρ(Σ × [1

3
,
2

3
]) ,

C3 = {[(c, x)] ∈ K(Σ) ∶ x ∈ [2

3
,1]} = ρ(Σ × [2

3
,1]) .

Puesto que ρ es un mapeo entre espacios métricos compactos, sabemos que ρ

es función cerrada, por tanto C1,C2 y C3 son cerrados de K(Σ) (véase la figura

4.1). Definamos las siguientes funciones: F1 ∶ C1 Ð→ K(Σ), F2 ∶ C2 Ð→ K(Σ) y

F3 ∶ C3 Ð→ K(Σ), cuyas reglas de correspondencia están dadas por:

F1([(c, x)]) = [(c,3x)] si [(c, x)] ∈ C1

F2([(c, x)]) = [(c,2 − 3x)] si [(c, x)] ∈ C2

F3([(c, x)]) = [(σ(c),3x − 2)] si [(c, x)] ∈ C3.

Puesto que las funciones anteriores están definidas considerando un repre-

sentante para la clase [(c, x)] ahora debemos ver que están bien definidas mos-

trando que no dependen del representante, para ello primero nótese que C2 y

C3 consisten únicamente de clases que provienen de un sólo representante, esto

pues O ∉ C2,C3, esto nos dice que automáticamente F2 y F3 están bien defi-
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C1

C2

C3

Figura 4.1: El cono de cantor K(C) cuyo vértice O en la parte inferior y los
cerrados C1,C2 y C3.

nidas. Puesto que O ∈ C1 únicamente debemos ver que está bien definida para

esta clase, en efecto si (c1,0), (c2,0) ∈ O entonces (c1,3(0)), (c2,3(0)) ∈ O o bien

[(c1,3(0))] = [(c2,3(0))] = O, por lo que la función F1 está bien definida. Ahora

nos interesa probar que son todas continuas.

Para ello consideremos p ∶ [0,1] Ð→ [0,1] de forma que

p(x) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

3x si x ∈ [0, 1
3]

2 − 3x si x ∈ [1
3 ,

2
3]

3x − 2 si x ∈ [2
3 ,1]

Esta función es continua en el arco [0,1], por tanto las funciones IdΣ × p, σ × p ∶
Σ × [0,1] Ð→ Σ × [0,1] son funciones continuas del producto. Si consideramos las
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funciones G,H ∶ K(Σ) Ð→ K(Σ) de forma que

G([(c, x)]) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[(c,3x)] si [(c, x)] ∈ C1

[(c,2 − 3x)] si [(c, x)] ∈ C2

[(c,3x − 2)] si [(c, x)] ∈ C3

H([(c, x)]) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[(σ(c),3x)] si [(c, x)] ∈ C1

[(σ(c),2 − 3x)] si [(c, x)] ∈ C2

[(σ(c),3x − 2)] si [(c, x)] ∈ C3,

resultan estar bien definidas y además son continuas, lo último porque ρ○(IdΣ×p) =
G ○ ρ y ρ ○ (σ × p) =H ○ ρ y del corolario 1.27.

X × [0,1]
ρ

��

IdΣ×p // X × [0,1]
ρ

��
K(X)

G
// K(X)

X × [0,1]
ρ

��

σ×p // X × [0,1]
ρ

��
K(X)

H
// K(X)

Nótese que F1 = G∣C1 , F2 = G∣C2 y F3 = H ∣C3 y por tanto, F1, F2 y F3 son

continuas. Puesto que C1∩C2 = ρ(C×{1
3}) y F1∣ρ(C×{ 1

3
}) = F2∣ρ(C×{ 1

3
}), y del mismo

modo C2∩C3 = ρ(C×{2
3}) y F2∣ρ(C×{ 2

3
}) = F3∣ρ(C×{ 2

3
}), entonces al definir la función

F ∶ K(Σ) Ð→ K(Σ) como

F ([(c, x)]) =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

[(c,3x)] si [(c, x)] ∈ C1

[(c,2 − 3x)] si [(c, x)] ∈ C2

[(σ(c),3x − 2)] si [(c, x)] ∈ C3,

gracias al lema del pegado sabemos que es una función continua, además es su-

prayectiva, por lo que es un mapeo en el abanico de Cantor. Nuestro objetivo será

mostrar que dicho mapeo es débil completamente expansivo por continuos pero no

completamente expansivo por continuos.

Ver lo último es inmediato, pues nótese que para el subcontinuo no degenerado

[0,1]0 de K(Σ) se tiene que F ([0,1]0) = [0,1]0 y por tanto para todo n ≥ 1,
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F n([0,1]0) = [0,1]0 de lo cual obtenemos que

ĺım
nÐ→∞

dH(F n([0,1]0),K(C)) = dH([0,1]0,K(C)) > 0,

lo cual prueba que F no es completamente expansivo por continuos.

Recordemos que para probar que F es débil completamente expansivo por con-

tinuos se debe demostrar que el conjunto

E(K(Σ), F ) ∶= {Y ∈ C(K(Σ)) ∶ ĺım
nÐ→∞

dH(F n(Y ),X) = 0}

es denso en C(K(Σ)).

Proposición 4.4. Sean x ∈ Σ y k ∈ ω. Para todo n ∈ N y l ∈ {0, . . . ,3n − 1}, existe

m ∈ ω tal que

F n ([ l
3n
,
l + 1

3n
]
σk(x)

) = [0,1]σk+m(x).

Demostración. La prueba lo hacemos por inducción sobre n ∈ N.

1. Paso Base n=1. Para este caso sea l ∈ {0,1,2}.

a) Si l = 0 entonces F ( [0, 1
3
]
σk(x)) = [0,1]σk(x) donde m = 0.

b) Si l = 1 entonces F ( [1
3 ,

2
3
]
σk(x)) = [0,1]σk(x) donde m = 0.

c) Si l = 2 entonces F ( [2
3 ,1]σk(x)) = [0,1]σk+1(x) donde m = 1. Lo que

prueba el paso base de la inducción.

2. Hipótesis de inducción (HI). Supongamos que para cierto n ∈ N y para todo

j ∈ {0, . . . ,3n − 1}, existe m ∈ ω tal que

F n ([ j
3n
,
j + 1

3n
]
σk(x)

) = [0,1]σk+m(x).

3. Paso inductivo. Queremos probar la propiedad para n + 1, aśı bien sea l ∈
{0, . . . ,3n+1 − 1}, checaremos los siguientes casos.

a) Si 0 ≤ l ≤ 3n − 1 entonces ocurre que l ∈ {0, . . . ,3n − 1} y [ l
3n+1 ,

l+1
3n+1 ] ⊆

[0, 1
3
] , entonces por la definición de F obtenemos que:

F ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = [ l
3n
,
l + 1

3n
]
σk(x)
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y por la hipótesis de inducción aplicada a l ∈ {0, . . . ,3n+1 − 1}, se sigue

que

F n+1 ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = F n ([ l
3n
,
l + 1

3n
]
σk(x)

) = [0,1]σk+m(x),

para algún m ∈ ω. Lo que demuestra este caso.

b) Si 3n ≤ l ≤ 2 ⋅ 3n − 1 entonces ocurre que [ l
3n+1 ,

l+1
3n+1 ] ⊆ [1

3 ,
2
3
] , y entonces

F ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = [2 − l + 1

3n
,2 − l

3n
]
σk(x)

= [2 ⋅ 3n − l − 1

3n
,
2 ⋅ 3n − l

3n
]
σk(x)

= [ j
3n
,
j + 1

3n
]
σk(x)

,

donde j = 2⋅3n−l−1, como estamos suponiendo 3n ≤ l ≤ 2⋅3n−1 entonces

j ∈ {0, . . . ,3n − 1} y entonces por hipótesis de inducción tenemos que

F n+1 ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = F n ([ j
3n
,
j + 1

3n
]
σk(x)

) = [0,1]σk+m(x),

para algún m ∈ ω, terminando este caso.

c) Si 2 ⋅ 3n ≤ l ≤ 3n+1 − 1 entonces [ l
3n+1 ,

l+1
3n+1 ] ⊆ [2

3 ,1] , de lo cual se sigue

F ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = [ l
3n

− 2,
l + 1

3n
− 2]

σk+1(x)

= [ l − 2 ⋅ 3n
3n

,
l − 2 ⋅ 3n + l

3n
]
σk+1(x)

= [ j
3n
,
j + 1

3n
]
σk+1(x)

,

donde j = l − 2 ⋅ 3n, del supuesto 2 ⋅ 3n ≤ l ≤ 3n+1 − 1 obtenemos que

j ∈ {0, . . . ,3n − 1} y entonces por hipótesis de inducción tenemos que

F n+1 ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = F n ([ j
3n
,
j + 1

3n
]
σk+1(x)

) = [0,1]σk+m+1(x),
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para algún m ∈ ω y aśı

F n+1 ([ l

3n+1
,
l + 1

3n+1
]
σk(x)

) = [0,1]σk+m′(x)

donde m′ =m + 1 ∈ N.

Lo que concluye la prueba pro inducción.

Corolario 4.5. Si 0 ≤ a < b ≤ 1, x ∈ Σ y k ∈ ω, entonces existen n ∈ N y m ∈ ω
tales que [0,1]σk+m(x) ⊆ F n([a, b]σk(x)).
Demostración. Pues que a < b entonces existe n ∈ N tal que 1

3n < b−a
2 , entonces

2 < 3nb − 3na y por tanto 3na + 2 < 3nb. Puesto que que los reales 3na y 3na + 1

distan de al menos 1, existe l ∈ Z tal que 3na ≤ l < 3na + 1. Como a ≥ 0 luego

l ≥ 0, y de b ≤ 1 entonces l < 3na + 1 < 3nb ≥ 3n por lo que l ∈ {0, . . . ,3n − 1}.
Por otro lado, 3na ≤ l < l + 1 < 3na + 2 < 3nb y entonces a ≤ l

3n < l+1
3n < b o bien

[ l
3n+1 ,

l+1
3n+1 ] ⊆ [a, b], y ésto a su vez implica [ l

3n ,
l+1
3n

]
σk(x) ⊆ [a, b]σk(x), y por tanto

F n ( [ l
3n ,

l+1
3n

]
σk(x)) ⊆ F

n([a, b]σk(x)). Por la proposición 4.4 existe m ∈ ω tal que

[0,1]σk+m(x) = F n ([ l
3n
,
l + 1

3n
]
σk(x)

) ⊆ F n([a, b]σk(x)).

Como se queŕıa demostrar.

Ya que σ es una función transitiva (pues es mezclante por la proposición 4.3)

y Σ es métrico compacto, por 1.19 sabemos que existe t ∈ Σ tal que orb(t, σ) =
{σn(t) ∶ n ∈ ω} es denso en Σ, con esto definamos el subconjunto de continuos de

K(Σ)
P ∶= {Y ∈ C(K(Σ)) ∶ ∃ 0 ≤ a < b ≤ 1, k ∈ ω ([a, b]σk(t) ⊆ Y )} ,

mostraremos que P es denso en C(K(Σ)) y que P ⊆ E(K(Σ), F ), lo cual probaŕıa

que E(K(Σ), F ) es denso en C(K(Σ)) y terminaŕıa la prueba de que F es débil

completamente expansiva por continuos.

Para cada k ∈ ω def́ınase el subcontinuo de K(Σ), Σk ∶= [0,1]σk(t).
Proposición 4.6. Para cada n, k ∈ ω se cumple que

F n(Σk) =
k+n
⋃
i=k

Σi.

Y por tanto si k ∈ ω es fijo y 0 ≤m ≤ n entonces Fm(Σk) ⊆ F n(Σk).
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Demostración. Haremos inducción sobre n ∈ ω. El caso n = 0 es claro, pues para

k ∈ ω es cierto F 0(Σk) = Σk = ⋃k+0
i=k Σi. Demostremos el paso base n = 1, sea k ∈ ω

entonces

F (Σk) = F ([0,1]σk(t)) = F ([0, 1

3
]
σk(t)

∪ [1

3

2

3
]
σk(t)

∪ [2

3
1]

σk(t)
)

= F ([0, 1

3
]
σk(t)

) ∪ F ([1

3

2

3
]
σk(t)

) ∪ F ([2

3
1]

σk(t)
)

= [0,1]σk(t) ∪ [0,1]σk(t) ∪ [0,1]σk+1(t) = Σk ∪Σk+1.

Como hipótesis de inducción, supongamos que para cierto n ∈ ω es cierto que si

j ∈ ω entonces F n(Σj) = ⋃j+ni=j Σi. Demostremos para n + 1. Sea k ∈ ω arbitrario,

entonces por hipótesis de inducción tenemos F n(Σj) = ⋃k+ni=k Σi y por el caso base

se cumple que para todo i ∈ {k . . . , k+n} tenemos que F (Σi) = Σi∪Σi+1, entonces:

F n+1(Σk) = F (F n(Σk)) = F (
k+n
⋃
i=k

Σi) =
k+n
⋃
i=k
F (Σi)

=
k+n
⋃
i=k

(Σi ∪Σi+1) =
k+(n+1)
⋃
i=k

Σi.

Lo que concluye la prueba por inducción. Ahora si k ∈ ω es fijo y 0 ≤ m ≤ n

entonces

Fm(Σk) =
k+m
⋃
i=k

Σi ⊆
k+m
⋃
i=k

Σi ∪
k+n
⋃

i=k+m
Σi =

k+n
⋃
i=k

Σi = F n(Σk)

que es lo que queŕıamos demostrar.

Lema 4.7. Sea Y un espacio T2 y perfecto. Si A es un subconjunto denso de Y y

F ⊂X es un subconjunto finito, entonces A − F es denso en X.

Demostración. Sea U abierto no vaćıo, puesto que Y es T2 entonces F es cerrado

y aśı U − F es abierto, además es no vaćıo por la proposición 1.10, entonces

(A − F ) ∩U = A ∩ (U − F ) ≠ ∅,

lo que prueba que A − F es denso en Y.

Puesto que Σ, el conjunto de Cantor, es métrico y perfecto, y {σn(t)}n≥0 es

denso, entonces tenemos que para todo k ∈ N, {σn(t)}n≥k también es denso usando

el lema anterior.
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Proposición 4.8. Para todo k ∈ ω se tiene que Σk ∈ E(K(Σ), F ).

Demostración. Sea k ∈ ω, tenemos que probar que ĺımnÐ→∞ dH(F n(Σk),Σ) = 0.

Aśı bien sea ε > 0, puesto que {σj(t)}j≥k es denso en Σ, entonces {Bε(σj(t)) ∶
j ≥ k} resulta ser una cubierta abierta para Σ, por ser compacto, existen p ∈ N y

n1, . . . , np ≥ k tales que Σ = ⋃pi=1Bε(σni(t)). Sea n0 = máx{n1, . . . , np}. Afirmo que

K(Σ) = Nε(F n0(Σk)). Para ellos sea [(c, s)] ∈ K(Σ) donde (c, s) ∈ Σ × [0,1] es un

representante cualquiera de la clase. Puesto que c ∈ Σ = ⋃pi=1Bε(σni(t)) entonces

existe i ∈ {1, . . . , p} tal que d(c, σni(t)) < ε y entonces

∆([(c, s)], [(σni(t), s)]) = sd(c, σni(t)) ≤ d(c, σni(t)) < ε.

Por otro lado, por la proposición 4.6,

[(σni(t), s)] ∈ [0,1]σni(t) = Σni ⊆
ni

⋃
j=k

Σj = F ni−k(Σk) ⊆ F ni(Σk) ⊆ F n0(Σk),

pues ni ≥ k y ni−k ≤ ni ≤ n0. En śıntesis, para [(c, s)] ∈ K(Σ) existe [(σni(t), s)] ∈
F n0(Σk) tal que ∆([(c, s)], [(σni(t), s)]) < ε, esto muestra que [(c, s)] ∈ Nε(F n0(Σk)).
Por tanto K(Σ) = Nε(F n0(Σk)).

En general si n ≥ n0, de nuevo por la proposición 4.6 sabemos que F n0(Σk) ⊆
F n(Σk) y entonces K(Σ) = Nε(F n0(Σk)) ⊆ Nε(F n(Σk)), que más bien muestra la

igualdad K(Σ) = Nε(F n(Σk)), como la contención F n(Σk) ⊆ Nε(K(Σ)) se cumple

trivialmente, entonces dH(F n(Σk),K(Σ)) < ε y ésto es válido para n ≥ n0. Con-

cluimos que ĺımnÐ→∞ dH(F n(Σk),K(Σ)) = 0, lo cual deseábamos demostrar.

Proposición 4.9. P ∶= {Y ∈ C(K(Σ)) ∶ ∃ 0 ≤ a < b ≤ 1, k ∈ ω ([a, b]σk(t) ⊆ Y )} ⊆
E(K(Σ), F ).

Demostración. Sea Y ∈ P , y sean 0 ≤ a < b ≤ 1, k ∈ ω tales que [a, b]σk(t) ⊆ Y.
Por el corolario 4.5 existen n,m ∈ ω tales que Σk+m = [0,1]σk+m(t) ⊆ F n([a, b]σk(t)).
Puesto que Σk+m ∈ E(Σ, F ), por la proposición 4.8 y de las contenciones Σk+m ⊆
F n([a, b]σk(t)) y [a, b]σk(t) ⊆ Y, obtenemos que para todo p ∈ ω, F p(Σk+m) ⊆
F p+n(Y ). Por ende 0 ≤ dH(F p+n(Y ),K(Σ)) ≤ dH(F p(Σk+m),K(Σ)).

Por tanto:

0 ≤ ĺım
pÐ→∞

dH(F p+n(Y ),K(Σ)) ≤ ĺım
pÐ→∞

dH(F p(Σk+m),K(Σ)) = 0.

Lo cual concluye que Y ∈ E(K(Σ), F ).
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Proposición 4.10. P ∶= {Y ∈ C(K(Σ)) ∶ ∃ 0 ≤ a < b ≤ 1, k ∈ ω ([a, b]σk(t) ⊆ Y )} es

denso en C(K(Σ)).

Demostración. Sean K ∈ C(K(Σ)) y ε > 0, analicemos los siguientes casos:

1. Si O = [(0,0)] ∈ K entonces consideremos A = K ∪ [0, ε2]σ(t). Puesto que A

está formado por la unión de dos subespacios cerrados y conexos de (Σ)
entonces resulta que A es un subcontinuo, más aún, por construcción se

tiene que A ∈ P . Por otro lado se tiene que O ∈ [0, ε2]σ(t) ⊆ B
K(Σ)
ε (O) por

tanto

A ⊆K ∪BK(Σ)
ε (O) ⊆ Nε(K) y K ⊆ A ⊆ Nε(A)

lo que muestra que dH(K,A) < ε.

2. Si O ∉ K entonces por la proposición 4.2 sabemos que K = [a, b]x para

ciertos 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 y x ∈ Σ. Por otro lado, existen 0 ≤ a′ < b′ ≤ 1 tales

que [a, b] ⊆ [a′, b′] y [a′, b′] ⊆ N ε
2
([a, b]) y puesto que {σn(t)}n≥0 es denso

en Σ existe k ∈ ω ta que d(x,σk(t)) < ε
2 . Def́ınase entonces A = [a′, b′]σk(t),

entonces cumple por construcción que dH(K,A) < ε y A ∈ P .

En cualquier caso, existe A ∈ P tal que dH(K,A) < ε, lo que muestra que P es

denso en C(K(Σ)).

Finalmente, se demostró que la función F es débil completamente expansivo

por continuos, pero no completamente expansivo por continuos.

4.2. Mezclante no implica débil completamente

expansivo por continuos

Para esta sección y la siguiente consideraremos cierto tipo de funciones caóticas

en el producto X × [0,1]. Diremos que un mapeo f ∶ X × [0,1] Ð→ X × [0,1] es

bien portado si f−1(X × {0}) = X × {0}. No es dif́ıcil convencerse que existen

mapeos bien portados lo que no resulta claro es que existan mapeos bien portados

y caóticos, para ello utilicemos el siguiente resultado:

Proposición 4.11. Existe g ∶ [0,1] Ð→ [0,1] mapeo mezclante tal que g−1({0}) =
{0}.

La construcción de este mapeo mezclante se puede hallar en [Méndez, Obser-

vación 8.c, p. 62].
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Proposición 4.12. Sean X espacio topológico y h ∶ X Ð→ X mapeo mezclante,

si g ∶ [0,1] Ð→ [0,1] mapeo mezclante tal que g−1({0}) = {0}, entonces la función

f ∶X ×[0,1] Ð→X ×[0,1] tal que f(x, t) = (h(x), g(t)) para todo (x, t) ∈X ×[0,1]
es un mapeo mezclante bien portado.

Demostración. Por la proposición 2.12 sabemos que f resulta ser un mapeo mez-

clante, por otro lado si (x, t) ∈ f−1(X × {0}) se tiene que (h(x), g(t)) ∈ X × {0}
lo que significa que g(t) = 0 y de la hipótesis tenemos que t = 0, lo que muestra

f−1(X×{0}) ⊆X×{0}, inversamente la contención X×{0} ⊆ f−1(X×{0}) se sigue

del hecho que para todo x ∈X se cumpla f(x,0) = (h(x), g(t)) = (h(x),0).

Las proposiciones anteriores justifican la existencia de mapeos bien portados,

pues para ellos basta considerar un espacio topológico X y un mapeo definido en

éste que sean mezclante. A continuación unas observaciones sobre mapeos bien

portados.

Proposición 4.13. Sea f ∶X × [0,1] Ð→X × [0,1] mapeo bien portado, entonces

se cumple lo siguiente:

a) Para todo k ≥ 1 el mapeo fk ∶X × [0,1] Ð→X × [0,1] es bien portado.

b) Para todo k ≥ 1, si W ⊆ X × {0} entonces fk(W ) ⊆ X × {0}, en particular

fk(X × {0}) =X × {0}.

c) Para todo k ≥ 1, si W ⊆X × (0,1] entonces fk(W ) ⊆X × (0,1].

Demostración. a) Se hace una prueba por inducción. El paso base k = 1 lo tenemos

por hipótesis, supongamos que para cierto k ≥ 1 se cumple que fk ∶X×[0,1] Ð→
X ×[0,1] es bien portado por tanto (fk)−1(X ×{0}) =X ×{0} y usando el paso

base obtenemos que

(fk+1)−1(X × {0}) = f−1((fk)−1(X × {0})) = f−1(X × {0}) =X × {0}

lo que muestra que fk+1 es bien portado.

b) Si W ⊆ X × {0} y k ≥ 1, entonces dado w ∈ W obtenemos que w ∈ X × {0} =
(fk)−1(X × {0}) por ser fk bien portado, por tanto fk(w) ∈ X × {0}, lo que

muestra la contención fk(W ) ⊆X ×{0}. Como (fk)−1(X ×{0}) =X ×{0} y fk

es suprayectiva por ser un mapeo, se sigue que X×{0} = fk((fk)−1(X×{0})) =
fk(X × {0}).
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c) Si W ⊆X×(0,1] y k ≥ 1, entonces dado w ∈W si ocurriera que fk(w) ∈X×{0}
entonces w ∈X×{0} pues fk es bien portado, contradiciendo que W ⊆X×(0,1],
entonces necesariamente debe ocurrir que fk(w) ∈ X × (0,1], mostrando la

contención.

Concluimos esta proposición.

La razón de introducir los mapeos bien portados en el producto X × [0,1]
es porque nos gustaŕıa que al considerar funciones caóticas en X × [0,1] éstas

pudiesen pasar al cociente como fucniones caóticas en K(X). Por ello tenemos

este resultado:

Proposición 4.14. Sean X espacio topológico y f ∶ X × [0,1] Ð→ X × [0,1]
mapeo mezclante (débilmente mezclante) y bien portado . Entonces si la función

F ∶ K(X) Ð→ K(X) es tal que F ○ ρ = ρ ○ f donde ρ es la función cociente para el

cono topológico de X, ρ ∶X×[0,1] Ð→ K(X), entonces F es mezclante (débilmente

mezclante).

X × [0,1]
ρ

��

f // X × [0,1]
ρ

��
K(X)

F
// K(X)

Demostración. Del corolario 1.27 sabemos que F resulta ser continua, además al

ser f y ρ suprayectivas tenemos que F también lo es, por tanto F es un mapeo

en K(X). Supongamos f mezclante y sean U,V subconjuntos abiertos y no vaćıos

de K(X). Puesto que K(X) es un continuo no degenerado entonces U ′ ∶= U −
{O} es abierto no vaćıo de K(X), por tanto ρ−1(U ′) y ρ−1(V ) son abiertos no

vaćıos de X × [0,1] y de la hipótesis existe n ∈ ω tal que si k ≥ n entonces

fk(ρ−1(U ′)) ∩ ρ−1(V ) ≠ ∅. De la hipótesis F ○ ρ = ρ ○ f, por un razonamiento

inductivo se puede demostrar que para todo k ∈ ω se cumple F k ○ ρ = ρ ○ fk.
Además recuérdese que la función ρ∣X×(0,1] ∶X × (0,1] Ð→ K(X) − {O} resulta en

un homeomorfismo, en particular es biyección, por tanto si W ⊆ X × (0,1] y de

la proposición 4.13 tenemos que fk(W ) ⊆ X × (0,1] para todo k ∈ ω y por tanto

se tiene ρ−1(F k(ρ(W ))) = ρ−1(ρ(fk(W ))) = fk(W ), en particular nos interesa

observar que ρ−1(U ′) ⊆X × (0,1] y por tanto, para todo k ∈ ω tenemos

ρ−1(F k(ρ(ρ−1(U ′)))) = fk(ρ−1(U ′))
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y como ρ es suprayectiva, ρ(ρ−1(U ′)) = U ′, por tanto

ρ−1(F k(U ′)) = fk(ρ−1(U ′)).

Finalmente, para todo k ≥ n se sigue que

ρ−1(F k(U) ∩ V ) ⊇ ρ−1(F k(U ′) ∩ V ) = ρ−1(F k(U)) ∩ ρ−1(V )
= fk(ρ−1(U ′)) ∩ ρ−1(V ) ≠ ∅,

que a su vez implica que F k(U) ∩ V ≠ ∅, si k ≥ n. Lo que muestra que F es

mezclante.

Ahora bien si f es débilmente mezclante, dados U1, U2, V1, V2 abiertos no vaćıos

de K(X), definiendo U ′
1 ∶= U1−{O} y U ′

2 ∶= U2−{O} resultan ser abiertos no vaćıos

nuevamente, por ello ρ−1(U ′
i) y ρ−1(Vi) son abiertos no vaćıos de X×[0,1] para i =

1,2. Por ello existe n ∈ N tal que fk(ρ−1(U ′
i))∩ρ−1(Vi) ≠ ∅ para i = 1,2. Y repitiendo

el argumento anterior concluimos que para i = 1,2 se cumple F n(Ui) ∩ Vi ≠ ∅, lo

cual muestra que F es débilmente mezclante.

Como uno sospechaŕıa, un mapeo bien portado también debe conservar el

carácter caótico del espaico cociente, en este caso el cono topológico K(X), al

espacio base, nos referimos a X. Para verificar esto último necesitamos este hecho

previo:

Lema 4.15. Sea X un espacio topológico no vaćıo, entonces X ×{0} es denso en

ninguna parte en X × [0,1]. Por tanto si U es un abierto no vaćıo de X × [0,1]
entonces U − (X × {0}) es abierto no vaćıo también.

Demostración. Notemos que X × {0} es cerrado en X × [0,1], basta ver que tiene

interior vaćıo, en efecto, si existiese (x,0) ∈ int(X × {0}) ⊆ X × {0} existiŕıan V

abierto en X y 0 < ε ≤ 1 tal que x ∈ V y V × [0, ε) ⊆ X × {0}, en particular se

tendŕıa que (x, ε2) ∈X ×{0} lo cual es absurdo, por ello int(X ×{0}) = ∅. Por otro

lado, si U es abierto no vaćıo de X ×[0,1] de forma que U −(X ×{0}) = ∅ entonces

U ⊆ (X × {0}) lo cual implicaŕıa que ∅ ≠ U ⊆ int(X × {0}) una contradicción a lo

previamente demostrado, por ello U − (X × {0}) ≠ ∅ y además es abierto.

Proposición 4.16. Sean X espacio topológico y f ∶X×[0,1] Ð→X×[0,1] mapeo

bien portado . Entonces si F ∶ K(X) Ð→ K(X) es mapeo mezclante (débilmente

mezclante) tal que F ○ρ = ρ○f donde ρ es la función cociente para el cono topológico
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de X, ρ ∶X × [0,1] Ð→ K(X), entonces f es mezclante (débilmente mezclante).

X × [0,1]
ρ

��

f // X × [0,1]
ρ

��
K(X)

F
// K(X)

Demostración. Supongamos primero que F es mezclante. Sean U,V abiertos no

vaćıos de X × [0,1], por el lema 4.15, U ′ ∶= U − (X × 0) y V ′ ∶= V − (X × {0}) son

abiertos no vaćıos y además U ′, V ′ ⊆X × (0,1], puesto que

ρ∣X×(0,1] ∶X × (0,1] Ð→ K(X) − {O}

es homeomorfismo, entonces ρ(U ′) y ρ(V ′) son abiertos no vaćıos de K(X) − {O}
y al ser éste abierto en K(X), entonces ρ(U ′) y ρ(V ′) son abiertos en K(X). Por

ello, existe n ∈ N de manera que F k(ρ(U ′)) ∩ ρ(V ′) ≠ ∅ para todo k ≥ n, entonces

si k ≥ n puesto que F k(ρ(U ′)) = ρ(fk(U ′)) se sigue que ρ(fk(U ′)) ∩ ρ(V ′) ≠ ∅.
Como f es bien portado y U ′, V ′ ⊆X ×(0,1], por la proposición 4.13 tenemos que

fk(U ′) ⊆ X × (0,1] y como ρ∣X×(0,1] es biyección, se sigue que ρ(fk(U ′) ∩ V ′) =
ρ(fk(U ′)) ∩ ρ(V ′) ≠ ∅, lo cual a su vez implica fk(U) ∩ V ⊇ fk(U ′) ∩ V ′ ≠ ∅, lo

anterior para todo k ≥ n. Eso muestra que f es mezclante.

Un razonamiento similar muestra que si F es débilmente mezclante entonces

f también lo es.

Ahora śı estamos en condiciones de dar el ejemplo requerido. Consideremos el

mapeo desplazamiento de cantor σ ∶ Σ Ð→ Σ y sea h ∶ [0,1] Ð→ [0,1] un mapeo

mezclante y tal que h−1(0) = {0} (el cual sabemos que existe por la proposición

4.11). Def́ınase f ∶ Σ × [0,1] Ð→ Σ × [0,1] de forma que f(x, t) = (σ(x), h(t)), de

las proposiciones 2.12 y 4.12 sabemos que f resulta en un mapeo mezclante y bien

portado. Puesto que para todo x ∈ Σ se tiene que f(x,0) = (σ(x),0) ∈ Σ × {0}
entonces esta función f pasa al cociente ρ, es decir, si definimos F ∶ K(Σ) Ð→
K(Σ) como F ([(x, t)]) = [f(x, t)], está bien definida y cumple que F ○ ρ = ρ ○ f.
Como f es mezclante y de la proposición 4.14 ya es inmediato que F es mapeo

mezclante. Nuestro trabajo a continuación es mostrar que la función F no es débil

continuamente expansiva por continuos.

Recuérdese que en un espacio topológico X, D ⊆X denso implica que int(X −
D) = X −D = ∅. De esto último, para mostrar que un subconjunto D de X no

es denso, basta mostrar que int(X −D) ≠ ∅. Aśı bien, para mostrar que F no es
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débil completamente expansivo por continuos, tenemos que probar que el conjunto

E(K(Σ), F ) ⊆ C(K(Σ)) es tal que

intC(K(Σ))(C(K(Σ)) −E(K(Σ), F )) ≠ ∅.

Primero nótese que para todo x ∈ Σ,

F ([0,1]x) = F (ρ({x}× [0,1])) = ρ(f({x}× [0,1])) = ρ({σ(x)}× [0,1]) = [0,1]σ(x),

y por un argumento inductivo obtendŕıamos que

F n([0,1]x) = [0,1]σn(x)

para todo n ∈ N. Nuestro primer paso es mostrar que para todo x ∈ Σ se tiene que

[0,1]x ∈ C(K(Σ)) −E(K(Σ), F ).

Para ello necesitamos el siguiente lema:

Lema 4.17. Sea (X,d) espacio métrico no degenerado, entonces existe δ > 0 tal

que para toda x ∈X se cumple Bδ(x) ≠X.

Demostración. Procedamos por contradicción, supongamos que para todo δ > 0

existe xδ ∈ X tal que Bδ(xδ) = X. Sea ε = diám(X) > 0 el cual es positivo pues X

es no degenerado, entonces para ε
4 > 0 existe x0 ∈X tal que X = B ε

4
(x0). Pero esto

último implicaŕıa que ε = diám(X) = diám(B ε
4
(x0)) ≤ ε

2 lo cual es un absurdo, por

tanto existe δ > 0 tal que para toda x ∈X se cumple Bδ(x) ≠X.

Proposición 4.18. Para todo c ∈ Σ se tiene que [0,1]c ∈ C(K(Σ))−E(K(Σ), F ).

Demostración. Sea c ∈ Σ. Del lema 4.17, sea ε > 0 tal que Bε(x) ≠ Σ para todo

x ∈ Σ. Se afirma que Nε([0,1]σn(c)) ≠ K(Σ) para todo n ∈ N. En efecto, sea n ∈ N
y entonces Bε(σn(c)) ≠ Σ, aśı bien existe yn ∈ Σ tal que ε < d(yn, σn(c)), veamos

que [(yn,1)] ∉ Nε([0,1]σn(c)), para ello sea t ∈ [0,1] y consideremos [(σn(c), t)] ∈
[0,1]σn(c) entonces

∆([(yn,1)], [(σn(c), t)]) = ∣1 − t∣ +mı́n{1, t}d(yn, σn(c)) ≥ 1 − t + tε ≥ ε

Lo anterior muestra que todos los elementos de [0,1]σn(c) distan al menos ε de

[(yn,1)], por tanto [(yn,1)] ∉ Nε([0,1]σn(c)), y aśı Nε([0,1]σn(c)) ≠ K(Σ). Pero
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esto a su vez implica que dH([0,1]σn(c),K(Σ)) > ε para todo n ∈ N y por tanto

dH(F n([0,1]c),K(Σ)) > ε si n ∈ N.

Por tanto ĺımnÐ→∞ dH(F n([0,1]fc),K(Σ)) ≠ 0 lo que significa que [0,1]c ∈ C(K(Σ))−
E(K(Σ), F ).

Corolario 4.19. Para todo c ∈ Σ y 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 se cumple que [a, b]c ∈ C(K(Σ))−
E(K(Σ), F ).

Demostración. Si de lo contrario, es decir, existen c ∈ Σ y 0 ≤ a ≤ b ≤ 1 tales que

[a, b]c ∈ E(K(Σ), F ) entonces como [a, b]c ⊆ [0,1]c se seguiŕıa que

ĺım
nÐ→∞

dH(F n([0,1]c,K(Σ)) ≤ 0 ≤ ĺım
nÐ→∞

dH(F n([a, b]c,K(Σ)) = 0,

lo cual es una contradicción a la proposición anterior.

Ahora bien definamos A ∶= {[a, b]c ∈ C(K(Σ)) ∶ c ∈ Σ, 0 ≤ a ≤ b ≤ 1}. Por el

corolario anterior ya e sclaro que A ⊆ C(K(Σ)) −E(K(Σ), F ), para mostrar que

intC(K(Σ))(C(K(Σ)) −E(K(Σ), F )) ≠ ∅,

es suficiente que demostremos

intC(K(Σ))(A) ≠ ∅.

Proposición 4.20. intC(K(Σ))(A) ≠ ∅.

Demostración. Consideremos R = [1
2 ,1]0

, entonces R ∈ A. Se afirma que

B
C(K(Σ))
1
2

(R) ⊆ A.

En efecto, sea W ∈ BC(K(Σ))
1
2

(R), luego dH(W,R) < 1
2 y en particular tenemos

W ⊆ N 1
2
(R), si O ∈ W ⊆ N 1

2
(R) entonces como O ∈ N 1

2
(R) existiŕıa [0, t] ∈ R

donde t ∈ [1
2 ,1] tal que ∆ ([0,0], [0, t]) < 1

2 , pero ∆ ([0,0], [0, t]) = t ≥ 1
2 lo cual es

un absurdo, por tanto O ∉W y por la proposición 4.2, se sigue que W ∈ A.

Corolario 4.21. intC(K(Σ))(C(K(Σ)) −E(K(Σ), F )) ≠ ∅.

Lo anterior termina la demostración de que F no es débil completamente ex-

pansivo por continuos.
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4.3. Débilmente mezclante no implica mezclante

A continuación, nuestro objetivo es construir un mapeo en Cantor, α ∶ Σ Ð→
Σ, que sea débilmente mezclante pero no mezclante. Para ello, consideremos la

función desplazamiento σ ∶ ΣÐ→ Σ y recuérdese que para U,V abiertos de Cantor

podemos definir N(U,V ) ∶= {n ∈ N ∶ σn(U) ∩ V ≠ ∅}.
A una sucesión finita de 0’s y 1’s, A = a1 . . . an donde a1, . . . , an ∈ {0,1}, le

llamaremos un bloque y denotaremos por l(A) = n a la longitud del bloque que

será la cantidad de términos por los cuales está compuesto. Para s ≥ 1 denotaremos

0s al bloque de longitud s que contiene exactamente s ceros

0s =
s veces
­
0 . . .0 .

Para dos bloques A = a1 . . . an y B = b1 . . . bm la concatenación de los bloques A y

B será otro bloque, denotado como AB, de manera que AB = a1 . . . anb1 . . . bm. En

ocaciones pensaremos que con s = 0 el bloque 0s significa un espacio vaćıo entre

términos, y por tanto para un bloque A tendŕıamos que A00 = 00A = A.
También, para el bloque A = a1 . . . an, podremos pensarlo como un elemento

xA = (xA,i)∞i=1 = A ∈ Σ lo cual para nosotros significará que

xA,i = { ai si 1 ≤ i ≤ n
0 si i ≥ n + 1

lo que podemos visualizarlo como

xA = (A0 . . .0 . . .) = (a1 . . . an0 . . .0 . . .)

Sean x ∈ Σ donde y = (xi)∞i=1, A = a1 . . . an un bloque y t ≥ 1, diremos que el bloque

A aparece en x en la posición t si xt−1+i = ai para todo i = 1, . . . , n, de forma

visualizada tendŕıamos que

x = (x1 . . . xt−1

A
³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
a1 . . . an xt+n . . .).

Diremos simplemente que, A aparece en y si existe t natural positivo con la pro-

piedad anterior. Aśı bien, para A un bloque y t ≥ 1 definiremos el conjunto

(A, t) ∶= {x ∈ C ∶ A aparece en x en la posición t}.
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Proposición 4.22. Para todo bloque A y t ≥ 1 el conjunto (A, t) es abierto no

vaćıo de Σ.

Demostración. Sea A = a1 . . . an un bloque con n = l(A) y t ≥ 1. Puesto que el

elemento y = (yi)∞i=1 definido como

yi = { aj si i = t − 1 + j para algún j = 1, . . . , n

0 en otro caso

cumple por definición que A aparece en y en la posición t, entonces (A, t) es no

vaćıo. Veamos que es abierto, para ellos sea x ∈ (A, t), probaré que B 1
2t+n

(x) ⊆
(A, t) lo que probaŕıa que x es punto interior y de lo cual (A, t) es abierto. En

efecto, si w ∈ B 1
2t+n

(x) entonces d(w,x) < 1
2t+n por lo que si w = (wi)∞i=1 y x = (xi)∞i=1

entonces wk = xk si k = 1, . . . , t + m. Por otro lado, como x ∈ (A, t) entonces

xt−1+i = ai para todo i = 1, . . . , n, nótese que 1 ≤ t− 1+ i ≤ t+n cuando i = 1, . . . , n,

por tanto wt−1+i = xt−1+i = ai si i = 1, . . . , n, lo que permite concluir que w ∈ (A, t),
lo cual prueba que B 1

2t+n
(x) ⊆ (A, t) como se queŕıa demostrar.

Proposición 4.23. El conjunto de abiertos {(A, t) ∶ A es un bloque y t ≥ 1} for-

ma una base para la topoloǵıa de Σ.

Demostración. Basta probar que si x = (xi)∞i=1 ∈ Σ y ε > 0 entonces existen A

bloque y t ≥ 1 tales que x ∈ (A, t) ⊆ Bε(x). En efecto, tomando n ∈ N tal que 1
2n < ε

tomando t = 1 y A = x1 . . . xn+1 tenemos claramente que x ∈ (A,1), y además si

y = (yi)∞i=1 ∈ (A,1) esto implica que yi = xi si i = 1, . . . , xn+1 lo cual implica que

d(x, y) < 1
2n < ε y por tanto y ∈ Bε(x), o bien que x ∈ (A,1) ⊆ Bε(x).

Consideremos ∅ ≠ S ⊆ N yA = a1 . . . an un bloque. Diremos queA es S−admisible

si y sólo si se cumple que para todo i, j ∈ {1, . . . , n} si ai = 1 = aj entonces i = j
o ∣i − j∣ ∈ S. Una observación fácil es que si A es un bloque S-admisible y s ≥ 0

entonces los bloques 0sA y A0s también son S-admisibles, en efecto en el primero

caso

0sA =
s veces
­
0 . . .0 a1 . . . an

lo podemos escribir como 0sA = x1 . . . xn+s donde

xi = { 0 si 1 ≤ i ≤ s
ak si i = s + k, k ∈ {1, . . . , n}
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Por tanto si xi = 1 = xj necesariamente xi = ai′ = 1 donde i = s + i′, y xj = aj′ = 1

donde j = s+j′ y como A es S-admisible entonces i′ = j′ o ∣i−j∣ ∈ S lo cual implica

que i = j o ∣i− j∣ = ∣(s+ i′) − (s+ j′)∣ = ∣i′ − j′∣ ∈ S, lo cual nos permite concluir que

0sA es S-admisible. Para A0s se hace una prueba similar.

Por otro lado, para ∅ ≠ S ⊆ N definiremos

XS ∶= {x ∈ Σ ∶ todo bloque que aparece en x es S-admisible}.

Una primera observación es que todos estos conjuntos tienen al elemento cero de

Cantor, 0, pues los bloques de éste al no contener términos 1, por vacuidad, son

S-admisibles para S arbitrario. Más en general, recuérdese que para un bloque A

podemos definir xA ∈ C como aquel con sus primeros términos coinciden con los

de A y después son sólo 0, en ese caso tenemos lo siguiente:

Proposición 4.24. xA ∈XS si y sólo si A es S-admisible.

Demostración. Escribamos A = a1 . . . an y entonces

xA = (x1 . . . xn0 . . .0 . . .) = (a1 . . . an0 . . .0 . . .).

Ô⇒] Supongamos que xA ∈XS en particular como A es un bloque que aparece

en x y por tanto debe ser S−admisible por la definición de XS.

⇐Ô] Rećıprocamente si A es S-admisible y B = b1 . . . bm es un bloque que apa-

rece en x, digamos que en la posición t ≥ 1, queremos ver que B es S-admisible,

para ellos supongamos que bi = bj = 1 para ciertos i, j ∈ {1, . . . ,m} luego necesa-

riamente bi = xi′ y bj = xj′ donde i′ = i + t − 1 y j′ = j + t − 1 y i′, j′ ∈ {1, . . . , n},

x = (x1 . . . xt−1b1 . . . bm . . .)

por tanto bi = ai′ y bj = aj′ y como A es S- admisible entonces i′ = j′ lo cual

demostraŕıa que i = j o bien tendŕıamos que ∣i−j∣ = ∣(i′−t+1)−(j′−t+1)∣ = ∣i′−j′∣ ∈ S.
Por tanto B es S−admisible y aśı xA ∈XS.

La siguiente proposición nos dirá que estos subespacios de Cantor son cerrados

no vaćıos:

Proposición 4.25. Si ∅ ≠ S ⊆ N entonces XS es cerrado en C. Y por consiguiente

es compacto.

Demostración. Probemos que Σ −XS es abierto en Σ. Sea x ∈ Σ −XS, entonces

existe A un bloque que aparece en x que no es S-admisible. Supongamos que A
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aparece en x en la posición t, para algún t ≥ 1, luego x ∈ (A, t). Nótese además

que si y ∈ (A, t) entonces, en particular, A es un bloque que aparece en y y éste

no es S-admisible, por lo que y ∈ Σ −XS. Esto prueba que x ∈ (A, t) ⊆ Σ −XS y

de la proposición 4.22 el conjunto (A, t) es abierto, lo que prueba que x es punto

interior de Σ −XS y por ende éste es abierto. Concluimos que XS es cerrado en

Σ, como éste último es compacto entonces también lo es XS.

Diremos que S ⊆ N es repleto si y sólo si para todo ∅ ≠ F ⊆ N subconjunto

finito existe n ∈ N tal que n + F ⊆ S donde n + F ∶= {n +m ∶ m ∈ F}. Nótese

que por definición el conjunto S debe ser un subconjunto infinito de N pues para

todo m ∈ N existiŕıa km ∈ N tal que {1 + km, . . . ,m + km} ⊆ S y por tanto ∣S∣ ≥ m
con m natural positivo arbitrariamente grande. A continuación probaremos una

propiedad más general para los subconjuntos repletos:

Proposición 4.26. Si S ⊆ N es un subconjunto repleto entonces para todo ∅ ≠
F ⊆ Z subconjunto finito y k ∈ N existe n ∈ N tal que n ≥ k y n + F ⊆ S.

Demostración. Sea F = {p1, . . . , pm} un subconjunto finito no vaćıo de Z. La

prueba se hace por inducción sobre k ∈ N. Para el paso base (k = 1) , consideremos

M = máx{∣p1∣, . . . , ∣pm∣} ≥ 0 entonces este natural cumple que M + pi + 1 ≥ 1 para

todo i = 1, . . . ,m por lo que (M + 1) + F es un subconjunto finito no vaćıo de N,
como S es repleto, existe n′ ≥ 1 tal que n′+((M +1)+F ) ⊆ S y por tanto n+F ⊆ S
donde n = n′ +M + 1 ≥ 1 lo que prueba el caso base. Supongamos que para k ∈ N
existe nk ≥ k tal que nk + F ⊆ S. Probemos la propiedad para k + 1. Puesto que

nk + F ⊆ S ⊆ N entonces nk + F es un subconjunto finito no vaćıo de N y como

S es repleto, existe s ∈ N tal que (s + nk) + F = s + (nk + F ) ⊆ S pero haciendo

nk+1 = s + nk como nk ≥ k y s ∈ N tenemos que nk+1 ≥ k + 1 y nk+1 + F ⊆ S lo que

completa el paso inductivo. Por tanto la propiedad es válida para todo k ∈ N.

Proposición 4.27. Si S ⊆ N es repleto, entonces XS es un subconjunto perfecto

de Σ.

Demostración. Basta demostrar que si x ∈Xs y ε > 0, entonces (Bε(x)−{x})∩XS ≠
∅. Para ello, sea n ∈ N tal que 1

2n < ε. Escribamos x = (x1 . . . xn xn+1 xn+2 . . .),
chequemos los siguientes casos:

Caso 1. Supongamos que existe j ≥ n + 2 tal que xj = 1, en ese caso definamos

el bloque A = x1 . . . xn+1 el cual es S-admisible pues es un bloque de x ∈XS, y por

la proposición 4.24 sabemos que xA ∈ XS, puesto que para todo i = 1, . . . , n + 1

se tiene que xi = (xA)i entonces d(x,xA) < 1
2n < ε y aśı xA ∈ Bε(x), pero como
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xj = 1 ≠ 0 = (xA)j pues j ≥ n + 2 entonces x ≠ xA y podemos concluir que

xA ∈ (Bε(x) − {x}) ∩XS.

x = (x1 . . . xn xn+1 . . .

xj©
1 . . .)

xA = (x1 . . . xn xn+10 . . .

(xA)j©
0 . . .).

Caso 2. Supongamos que para todo j ≥ n + 2 se tiene que xj = 0. Entonces

x = xA donde A = x1 . . . xn xn+1. Sea F ∶= {0,1, . . . , n}, puesto que S es repleto,

existe m ∈ N ta que m + F ⊆ S. Consideremos el bloque el bloque B de longitud

(n + 1) +m de forma que

bi =
⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

xi si 1 ≤ i ≤ n + 1

0 si n + 1 < i < (n + 1) +m
1 si i = (n + 1) +m

B = x1 . . . xn xn+1 . . .0

(n + 1) +m-ésimo lugar
©
1 .

Probemos que B es S-admisible. Aśı bien sean xi = xj = 1 para 1 ≤ i, j ≤ (n+1)+m,
si i = j ya acabamos, aśı que supongamos sin pérdida de generalidad que i < j,
hay dos casos: el primero es que 1 ≤ i < j ≤ n + 1 pero omo x = xA ∈ XS entonces

por la proposición 4.24 tenemos que A = x1 . . . xn+1 es S-admisible, y entonces

∣i − j∣ ∈ S, el segundo caso es que j = (n + 1) +m y 1 ≤ i ≤ n + 1 pero entonces

∣i − j∣ = j − i =m + ((n + 1) − i) ∈m + F ⊆ S pues (n + 1) − i ∈ F. En cualquier caso

concluimos que B es S−admisible. Luego xB ∈XS, como

(xB)(n+1)+m = 1 ≠ 0 = x(n+1)+m

pues (n + 1) +m ≥ n + 2 tenemos que xB ≠ x, y por último, como (xB)i = xi para

todo 1 ≤ i ≤ n + 1 entonces d(x,xB) < 1
2n < ε lo que quiere decir que

xB ∈ (Bε(x) − {x}) ∩XS.

Concluyendo el segundo caso.

En cualquier caso obtenemos que (Bε(x) − {x}) ∩XS ≠ ∅ y eso muestra que

XS es perfecto.
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Corolario 4.28. Si ∅ ≠ S ⊆ N es repleto, entonces XS es homeomorfo a Σ, es

decir XS es un Cantor.

Demostración. Basta probar la caracterización del conjunto de Cantor, es decir,

que XS es un espacio métrico compacto, perfecto y totalmente disconexo. Nótese

que al ser XS ⊆ C y como Σ es métrico totalmente disconexo, automáticamente

se sigue que XS es métrico totalmente disconexo, por las proposiciones 4.25 y

4.27 igual tenemos que XS es compacto y perfecto, que es justo lo que queŕıamos

probar.

Proposición 4.29. Si ∅ ≠ S ⊆ N entonces σ(XS) =XS.

Demostración. Hagamos la doble contención.

⊆) Sea x = (xi)∞i=1 ∈XS, luego σ(x) = (xi)∞i=2, nótese que si A es un bloque que

aparece en σ(x) entonces es un bloque que aparece en x y como x ∈ XS entonces

A es S−admisible, lo cual prueba que σ(x) ∈XS.

⊇) Sea x = (xi)∞i=1 ∈XS y sea y ∈ Σ definido como y1 = 0 y yi+1 = xi para i ≥ 1,

y = (0x1 x2 . . . xn . . .).

Es fácil notar que σ(y) = x, mostremos que y ∈ XS. Sea A un bloque que aparece

en y, entonces hay dos posibilidades:

a) la primera si A aparece en y en la posición 1 entonces puede ocurrir que A = 01

el bloque que consta de un sólo 0 el cual es claramente S− admisible, o bien

A = 01B donde B es un bloque de x y cómo éste es elemento de XS entonces

B seŕıa S−admisible lo que implica a su vez que A también lo es. En cualquier

caso A es S admisible.

b) la segunda si A aparece en y en la posición t ≥ 2, entonces eso hace a A un

bloque que aparece en x el cual es S−admisible pues x ∈XS.

Esto prueba que y ∈XS y por tanto x = σ(y) ∈ σ(XS).

La proposición anterior nos permite pensar en el nuevo sistema dinámico

(XS, σ∣XS) donde σ!XS ∶ XS Ð→ XS. Por comodidad, escribiremos σS = σ∣XS
cuando tengamos no haya equivocación al referirnos del subconjunto S. Recuérde-

se que el conjunto {(A, t) ∶ A es un bloque y t ≥ 1} forma una base de abier-

tos no vaćıos para la topoloǵıa de C, entonces si definimos para un bloque A,

t ≥ 1 el conjunto (A, t)S = (A, t) ∩XS entonces resulta que el conjunto {(A, t)S ∶
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A es un bloque y t ≥ 1} forma una base de abiertos para la topoloǵıa de XS, sin

embargo ésta familia de básicos puede contar entre sus elementos muchos con-

juntos vaćıos lo cual no son de nuestro interés (pues las propiedades caóticas

mezclante y débilmente mezclante solo sirven para abiertos no vaćıos), sin embar-

go lo natural seŕıa pedir que A fuese S−admisible para asegurar básicos no vaćıos,

como lo asegura esta proposición:

Proposición 4.30. Sea A un bloque y t ≥ 1, entonces (A, t)S ≠ ∅ si y sólo si A es

S−admisible.

Demostración. Ô⇒] Por un lado si (A, t)S ≠ ∅ sea x ∈ (A, t)S = (A, t) ∩ XS,

entonces x ∈XS y A es un bloque que aparece en x, por tanto A es S−admisible.

⇐Ô] Rećıprocamente, si A es S−admisible, sabemos que el bloque 0t−1A es

también S−admisible, por lo que x0t−1A ∈XS y además es claro que x0t−1A ∈ (A, t)
por ende x0t−1A ∈ (A, t)S.

De la proposición anterior ya podemos asegurar que el conjunto

{(A, t)S ∶ A es un bloque S−adimisble y t ≥ 1}

es una base de abiertos no vaćıos para el subespacio XS. Recordemos que para U,V

abiertos no vaćıos de XS, podemos definir N(U,V ) = {n ∈ N ∶ σnS(U) ∩ V ≠ ∅} y

que del corolario 4.28 si S ⊆ N es repleto, entonces XS es un cantor, a continuación

tenemos la primera propiedad caótica para σS en XS ∶

Proposición 4.31. Si S ⊆ N es repleto, entonces σS ∶ XS Ð→ XS es débilmente

mezclante.

Demostración. Es suficiente probar que si A,B,C,D son bloques S−admisibles y

t1, t2, t3, t4 ≥ 1 entonces N((A1, t1)S, (B, t2)S) ∩N((C, t3)S, (D, t4)S) ≠ ∅. Esto ya

que

{(P, t)S ∶ P es un bloque S−adimisble y t ≥ 1}

forma una base de abiertos no vaćıos de XS.

Aśı bien sean:

A = a1 . . . al(A),

B = b1 . . . bl(B),

C = c1 . . . cl(C),

D = d1 . . . dl(D)
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bloques S−admisibles y donde l(A), l(B), l(C) y l(D) denotan sus respectivas

longitudes y sean t1, t2, t3, t4 ≥ 1. Consideremos

m = máx{1, (t3 − 1) + (t2 − t1) + l(C) − l(A), (t2 − t1) − l(A) + 1, t2 − 1} ∈ N.

Afirmación 1. Existen s ≥ m y p ≥ t4 − 1 ≥ 0, tales que los bloques formados

como P = 0t1−1A0sB y Q = 0t3−1C 0pD son S−admisibles.

Demostración de la afirmación 1. Sea F = {k ∈ Z ∶ −M ≤ k ≤M} donde

M = t1 + t2 + t3 + t4 + l(A) + l(B) + l(C) + l(D) ∈ N.

Entonces al ser F conjunto finito de Z, por la afirmación 4.26 existe, s ≥ m ≥ 1

tal que s + F ⊆ S, def́ınase p = s − [(t3 − t4) + (t2 − t1) + l(C) − l(A)]. Nótese que

por como definimos m obtenemos que s ≥ m ≥ (t3 − 1) + (t2 − t1) + l(C) − l(A) =
[(t3−t4)+(t2−t1)+l(C)−l(A)]+(t4−1) y sumándole el hecho que t4 ≥ 1 obtenemos

que

p = s − [(t3 − t4) + (t2 − t1) + l(C) − l(A)] ≥ t4 − 1 ≥ 0.

Sean los bloques P = 0t1−1A0sB y Q = 0t3−1C 0pD, mostremos que éstos son

S−admisibles con dicha elección de s y p.

1. Para probar que P = 0t1−1A0sB es S−adimisible, sean wi,wj términos del

bloque P tales que wi = wj = 1, si i = j ya acabamos, entonces podemos

suponer sin pérdida de generalidad que i > j y puesto que los unos del bloque

P sólo pueden hallarse dentro de los bloques A y B, entonces tenemos los casos

siguientes:

a) Si wi = ai′ = 1 y wj = aj′ = 1 para ciertos 1 ≤ j′ < i′ ≤ l(A). Entonces ocurre

que i = i′ + (t1 − 1) y j = j′ + (t1 − 1) por lo que ∣i − j∣ = ∣i′ − j′∣ ∈ S pues A es

S−admisible.

b) Si wi = bi′ = 1 y wj = bj′ = 1 para ciertos 1 ≤ j′ < i′ ≤ l(B). Entonces

ocurre que i = i′ + s + l(A) + (t1 − 1) y j = j′ + s + l(A) + (t1 − 1) por lo que

∣i − j∣ = ∣i′ − j′∣ ∈ S pues B es S−admisible.

c) Si wi = bi′ = 1 y wj = aj′ = 1 para ciertos 1 ≤ i′ ≤ l(B) y 1 ≤ j′ ≤ l(A). Entonces

i = i′+s+l(A)+(t1−1) y j = j′+(t1−1) por lo que ∣i−j∣ = i−j = s+(i′−j′+l(A)),
pero nótese que ∣i′ − j′ + l(A)∣ = i′ + l(A) − j′ ≤ l(B) + l(A) ≤M por lo que

i′ − j′ + l(A) ∈ F y aśı s + (i′ − j′ + l(A)) ∈ s + F ⊆ S por lo que ∣i − j∣ ∈ S.
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En cualquier caso concluimos que ∣i − j∣ ∈ S por lo que P = 0t1−1A0sB es en

efecto S−adimisible.

2. De modos similar, para probar que Q = 0t3−1C 0pD es S−admisible, sean zi, zj
términos del bloque Q tales que zi = zj = 1, nuevamente supongamos sin pérdi-

da de generalidad que i > j (pues de ser iguales ya acabamos). Tenemos los

siguientes casos:

a) Si zi = ci′ = 1 y zj = cj′ = 1 para ciertos 1 ≤ j′ < i′ ≤ l(C). Entonces ocurre

que i = i′ + (t3 − 1) y j = j′ + (t3 − 1) por lo que ∣i − j∣ = ∣i′ − j′∣ ∈ S pues C es

S−admisible.

b) Si zi = di′ = 1 y zj = dj′ = 1 para ciertos 1 ≤ j′ < i′ ≤ l(D). Entonces

ocurre que i = i′ + p + l(C) + (t3 − 1) y j = j′ + p + l(C) + (t3 − 1) por lo que

∣i − j∣ = ∣i′ − j′∣ ∈ S pues D es S−admisible.

c) S zi = di′ = 1 y zj = cj′ = 1 para ciertos 1 ≤ i′ ≤ l(C) y 1 ≤ j′ ≤ l(D). Entonces

i = i′+p+l(C)+(t3−1) y j = j′+(t3−1) por lo que ∣i−j∣ = i−j = p+(i′−j′+l(C)),
pero recuérdese que p = s − [(t3 − 1) + (t2 − t1) + l(C) − l(A)] entonces

∣i − j∣ = s + (i′ − j′ + (1 − t3) + (t1 − t2) + l(A)),

por otro lado nótese que

∣i′ − j′ + (1 − t3) + (t1 − t2) + l(A)∣ ≤ i′ + j′ + t1 + t2 + t3 + 1 + l(A)
≤ l(D) + l(C) + t1 + t2 + t3 + t4 + l(A)
≤M

entonces i′ + j′ + (t4 − t3) + (t1 − t2) + l(A) ∈ F y aśı

s + (i′ + j′ + (t4 − t3) + (t1 − t2) + l(A)) ∈ s + F ⊆ S

lo cual prueba que ∣i − j∣ ∈ S.

Concluimos por tanto que Q = 0t3−1C 0pD es S−admisible, como se queŕıa

demostrar. Lo cual demuestra la afirmación 1.

Ahora bien, continuando con la prueba original, sean s ≥ m y p ∶= s − [(t3 − t4) +
(t2 − t1)+ l(C)− l(A)] ≥ 0, tales que los bloques P = 0t1−1A0sB y Q = 0t3−1C 0pD

son S−admisibles. Consideremos xP y xQ, puesto que P y Q son S−admisibles

sabemos de la proposición 4.24 que xP , xQ ∈ XS. Por como están definidas P y
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Q es claro que xP ∈ (A, t1) y xQ ∈ (C, t3), entonces xP ∈ (A, t1)S y xQ ∈ (C, t3)S.
Def́ınase n = s−[(t2− t1)− l(A)], puesto que s ≥m ≥ (t2− t1)− l(A)+1 se sigue que

n = s−[(t2− t1)− l(A)] ≥ 1. Calculemos σnS(xP ) y σnS(xP ); por un lado recordemos

que aplicar la función σnS significa eliminar las primeras n entradas del elemento

en cuestión. Puesto que s ≥ m ≥ t2 − 1 y p ≥ t4 − 1, podemos escribir los bloques

0p = 0p−(t4−1) 0t4−1 y 0s = 0s−(t2−1) 0t2−1. y por consiguiente:

P = 0t1−1A0s−(t2−1) 0t2−1.B = P ′ 0t2−1.B

Q = 0t3−1C 0p−(t4−1) 0t4−1D = Q′ 0t4−1D

donde P ′ = 0t1−1A0s−(t2−1) y Q′ = 0t3−1C 0p−(t4−1), con lo que l(P ′) = (t1−1)+l(A)+
(s − (t2 − 1)) y l(Q′) = (t3 − 1) + l(C) + (p − (t4 − 1)). Por como definimos n y p,

realizando unas cuentas podemos llegar a que n = (t1−1)+l(A)+(s−(t2−1)) = l(P ′)
y n = (t3 − 1) + l(C) + (p − (t4 − 1)) = l(Q′),

P =
n-términos

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
0t1−1A0s−(t2−1) 0t2−1.B =

l(P ′)=n
ª
P ′ 0t2−1.B

Q =
n-términos

³¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹·¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹¹µ
0t3−1C 0p−(t4−1) 0t4−1D =

l(Q)=n
ª
Q′ 0t4−1D,

con esto podemos deducir que eliminar las primeras n entradas de xP y de xQ es

lo mismo que eliminar los términos de P ′ y Q′, respectivamente, en palabras más

cortas lo que se muestra aqúı es:

σnS(xP ) = x0t2−1.B,

σnS(xQ) = x0t4−1D,

lo cual implica que σnS(xP ) ∈ (B, t2) y σnS(xQ) ∈ (D, t4) y como xp, xQ ∈XS implica

σnS(xP ), σnS(xQ) ∈XS, entonces σnS(xP ) ∈ (B, t2)S y σnS(xQ) ∈ (D, t4)S.

En śıntesis, lo que probamos para n ≥ 1 es:

xP ∈ (A, t1)S y σnS(xP ) ∈ (B, t2)S

lo cual nos indica que σnS(xP ) ∈ σnS((A, t1)S)∩(B, t2)S o bien que n ∈ N((A, t1)S, (B, t2)S);

xQ ∈ (C, t3)S y σnS(xQ) ∈ (D, t4)S
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que muestra que σnS(xQ) ∈ σnS((C, t3)S) ∩ (D, t4)S y aśı n ∈ N((C, t3)S, (D, t4)S).
Por tanto n ∈ N((A1, t1)S, (B, t2)S) ∩N((C, t3)S, (D, t4)S), lo que prueba que

este conjunto no es vaćıo, y a su vez prueba que σS es débilmente mezclante.

Proposición 4.32. Si ∅ ≠ S ⊆ N es tal que N−S es infinito, entonces σS ∶XS Ð→
XS no es mezclante.

Demostración. Consideremos el bloque A = 1 que consta de un sólo término igual

a 1, claramente éste bloque es S−admisible (lo es para todos los subconjuntos no

vaćıos de N), luego por la proposición 4.30 podemos considerar el abierto no vaćıo

U = (A,1)S de XS. Se afirma que N(U,U) ⊆ S. En efecto si n ∈ N(U,U) entonces

σnS(U) ∩ U ≠ ∅. Por tanto existe x = (xi)∞i=1 ∈ U tal que σn(x) ∈ U. Nótese que

σn(x) = (xi)∞i=n+1 ∈ U = (A,1)S por lo que xn+1 = 1, del mismo modo x = (xi)∞i=1 ∈
U = (A,1) implica x1 = 1. Como el bloque B = x1 . . . xn+1 es S admisible por ser

un bloque que aparece en x y x ∈XS, entonces del hecho x1 = 1 = xn+1 se sigue que

n = n+ 1− 1 ∈ S (esto pues n ≥ 1 hace que n+ 1 ≠ 1). Eso prueba que N(U,U) ⊆ S.
De lo cual N − S ⊆ N −N(U,U) que por la hipótesis muestra que N −N(U,U) es

infinito y por ello σS no puede ser mezclante.

Proposición 4.33. Sean X,Y espacios topológicos y h ∶X Ð→ Y homeomorfismo.

Sean f ∶X Ð→X y g ∶ Y Ð→ Y funciones tales que h ○ f = g ○ h. Entonces:

a) f es mapeo mezclante si y sólo si g es mapeo mezclante,

b) f es mapeo débilmente mezclante si y sólo si g es mapeo débilmente mezclante.

Demostración. Hagamos la observación general de que si h○f = g ○h entonces por

un argumento inductivo se muestra que para todo n ∈ N, h ○ fn = gn ○ h.

a) Primero supongamos que f es mapeo mezclante, como h es homeomorfismo

entonces g = h○g ○h−1 es composición de fucnciones continuas y suprayectivas,

por tanto g es un mapeo en Y. Para ver que g es mezclante, sean U,V ⊆ Y
abiertos no vaćıos, luego h−1(U) y h−1(V ) son abiertos no vaćıos de X por lo

cual existe n ∈ N tal que fk(h−1(U))∩h−1(V ) ≠ ∅ si k ≥ n. Entonces, para todo

k ≥ n se cumple que

gk(U) ∩ V = gk(h(h−1(U))) ∩ h(h−1(V )) = h(fk(h−1(U))) ∩ h(h−1(V ))
= h(fk(h−1(U)) ∩ h−1(V )) ≠ ∅.

Lo cual muestra que g es mezclante. El converso es totalmente análogo pues

f = h−1 ○ g ○ h.
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b) La prueba es similar a la del inciso a).

Proposición 4.34. Existe α ∶ Σ Ð→ Σ un mapeo débilmente mezclante pero no

mezclante.

Demostración. Sea C el conjunto de los números naturales compuestos. Conside-

remos el mapeo σC ∶XC Ð→XC, puesto que N−XC contiene a los números primos,

entonces N−XC es infinito y por la proposición 4.32, tenemos que σC no es mapeo

mezclante. Para mostrar que σC śı es mapeo débilmente mezclante, por la propo-

sición 4.31, es suficiente mostrar que C es un subconjunto repleto: para ello sea

F = {a1, . . . , am} un subconjunto finito de naturales donde ∣F ∣ =m ∈ N, def́ınase

k = { a1 + 2 si 1 ≤m = 1

∏m
i=1(ai + 1) + 1 si m ≥ 2

si m = 1 entonces a1 + k = 2(a1 + 1) es un número compuesto pues a1 + 1 ≥ 2 por lo

que F +k ⊆ C, en otro caso, si m ≥ 2 entonces para cada i ∈ {1, . . . ,m} se tiene que

ai + k = (ai + 1)
⎛
⎜⎜
⎝

m

∏
j=1
j≠i

(aj + 1) + 1

⎞
⎟⎟
⎠

el cual también resulta el producto de dos números mayores que 1, por lo que

ai+1 ∈ C y aśı F +k ⊆ C, lo que muestra que es repleto y por tanto σC es débilemte

mezclante. Por el corolario 4.28 sabemos que Σ yXC son homeomorfos, luego existe

h ∶ ΣÐ→XC un homeomorfismo, luego si definimos α = h−1○σC ○h ∶ ΣÐ→ Σ, por la

proposición 4.33, resulta que α es débilmente mezclante pero no es mezclante.

Para terminar consideremos f ∶ Σ × [0,1] Ð→ Σ × [0,1] de tal forma que

f(x, t) = (α(x), β(t)) para todo (x, t) ∈ Σ × [0,1] y donde β ∶ [0,1] Ð→ [0,1]
es un mapeo mezclante tal que β−1(0) = {0} y α como en la proposición 4.34.

De las proposiciones 2.13 y 4.12 sabemos que f resulta en un mapeo débilmente

mezclante y bien portado, por la proposición 2.12 puesto que α no es mezclante

entonces f tampoco lo puede ser. En śıntesis, f es un mapeo débilmente mez-

clante, bien portado pero no mezclante. Como f(Σ × {0}) = Σ × {0} (véase 4.13)

esta función pasa al cociente y podemos definir F ∶ C(K(Σ)) Ð→ C(K(Σ)) como

F ([x, t]) = [f(x, t)] para todo (x, t) ∈ Σ × [0,1], la cual cumple con F ○ ρ = ρ ○ f,
por la proposición 4.14 la función F es un mapeo débilmente mezclante pues f
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es débilmente mezclante y bien portado, sin embargo como f no es mezclante,

de la proposición 4.16 concluimos que F no es mezclante. Lo que exhibe nuestro

ejemplo buscado.
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Caṕıtulo 5

Continuos tipo sen(1
x) generalizado

En este caṕıtulo se abordan los continuos llamados tipo sen( 1
x) generalizado,

éstos proveen (como su nombre sugiere) una generalización al conocido continuo

la curva del topólogo.en éstos continuos, se probarán ciertas peculiaridades seme-

jantes a las de una gráfica y concluiremos que (4) Ô⇒ (3) Ô⇒ (2) del teorema

2.9, mientras que la implicación (2) Ô⇒ (1) no es en general cierta para este tipo

de continuos, proveyendo un ejemplo.

Comencemos con la definición de una función monótona.

Definición 5.1. Una función continua f ∶ (X,τX) Ð→ (Y, τY ) entre dos espacios

topológicos se dice monótona si para todo y ∈ Y el subespacio f−1({y}) es conexo.

Proposición 5.1. Sean (X,τX), (Y, τY ) espacios topológicos y f ∶ X Ð→ Y un

mapeo cerrado, entonces f es monótona si y sólo si para todo conexo C ⊆ Y se

tiene que f−1(C) es conexo.

Demostración. Ô⇒] Supongamos primero que f es monótona, sea C ⊆ Y conexo,

supongamos que A,B ⊆X son cerrados ajenos tales que f−1(C) ⊆ A∪B queremos

probar que f−1(C) ⊆ A o f−1(C) ⊆ B. Aśı bien como f es suprayectiva se sigue que

C = f(f−1(C)) ⊆ f(A∪B) ⊆ f(A)∪f(B) y entonces C = P ∪Q donde P = f(A)∩C
y Q = f(B) ∩C.

Se afirma que P ∩Q = ∅, pues si por el contrario existen y ∈ P ∩Q = f(A) ∩
f(B) ∩C entonces y = f(a) = f(b) ∈ C para algunos a ∈ A y b ∈ B, nótese además

que a, b ∈ f−1({y}) y que del hecho y ∈ C se sigue f−1({y}) ⊆ f−1(C) ⊆ A∪B pero

al ser f monótona, f−1({y}) es un conexo contenido en la unión de dos cerrados

ajenos, luego necesariamente ocurre que f−1({y}) ⊆ A o f−1({y}) ⊆ B, en el primer

caso tendŕıamos que b ∈ A∩B mientras que en el segundo que a ∈ A∩B en cualquier

caso contradiciendo que A y B son ajenos, por tanto P ∩Q = ∅.
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Ahora bien, como f es cerrada, f(A) y f(B) son cerrados en Y por lo que P,Q

son cerrados ajenos en C, como C es conexo se tiene necesariamente que P o Q

alguno es vaćıo, sin pérdida de generalidad podemos suponer que Q = ∅ por tanto

C ∩ f(B) = ∅ y entonces f−1(C) ∩B ⊆ f−1(C) ∩ f−1(f(B)) = f−1(C ∩ f(B)) = ∅
por lo cual f−1(C) ∩ B = ∅ lo que prueba, combinado con f−1(C) ⊆ A ∪ B, que

f−1(C) ⊆ A y por tanto f−1(C) es conexo.

⇐Ô] Rećıprocamente suponiendo que para todo conexo C ⊆ Y se tiene que

f−1(C) es conexo. Luego para todo y ∈ Y, entonces sabemos que {y} es un conexo,

por tanto f−1({y}) es conexo, y por consiguiente f es monótona.

El siguiente corolario es inmediato de la proposición 5.1:

Corolario 5.2. Si f ∶X Ð→ Y y g ∶ Y Ð→ Z son mapeos monótonos en continuos,

entonces g ○ f es monótona.

Demostración. Como X,Y,Z son continuos, en particular son compactos y T2,

por lo que los mapeos f, g son también mapeos cerrados. Para ver que g ○ f es

monótona, sea z ∈ Z, entonces g−1({z}) es un conexo en Y pues g es monótono.

Como f es un mapeo cerrado y monótono, por la proposición 5.1 se tiene que

(g ○ f)−1({z}) = f−1(g−1({z})) es un conexo en X. Mostrando aśı que g ○ f es

monótona.

5.1. Definición y propiedades

Definición 5.2. Un continuo X es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado si existe

una gráfica G y un mapeo monótono φ ∶ X Ð→ G que cumple las siguientes dos

propiedades:

(1) φ−1(D) es denso en X donde D ∶= {g ∈ G ∶ φ−1({g}) es degenerado};

(2) para cualesquiera g ∈ G, Y subcontinuo de φ−1({g}) y ε > 0, existe un arco

[a, b] ⊆ G tal que dH(Y,φ−1([a, b])) < ε.

A los subcontinuos φ−1(g) que no sean degenerados se les llamará fibras ĺımites,

en el caso particular cuando éstos resulten ser arcos recibirán el nombre de barras

ĺımites. Una observación inmediata es que, como mapeos mandan subconjuntos

densos en subconjuntos densos, entonces D = φ(φ−1(D)) es denso en G. Además

como φ es mapeo (en particular suprayectiva) se sigue que ∣X ∣ ≥ ∣G∣ > 1 pues toda

gráfica es no degenerada, entonces X siempre es un continuo no degenerado. Por
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simplicidad denotaremos φ−1(g) = φ−1({g}), en algunas ocasiones cuando φ−1(g)
conste de un solo punto nos referiremos a éste con la misma notación. De la

definición, mostrar que x ∈ φ−1(D) es equivalente a mostrar que φ−1(φ(x)) = {x}
y como la contención {x} ⊆ φ−1(φ(x)) es válidad para cualquier función, basta

demostrar que φ−1(φ(x)) ⊆ {x}.
Como ejemplos sencillos, toda gráfica es un un continuo tipo sen( 1

x) generali-

zado, pues la función identidad en la gráfica cumple las propiedades enunciadas

en la definición 5.2. A continuación veremos que el continuo la curva del topólogo

es uno de estos continuos, lo cual explica que la definición es una generalización

de éste.

Para los siguientes ejemplos, y a lo largo de la siguiente sección utilizaremos

el plano R2, al cual consideraremos con la topoloǵıa euclidiana inducida por la

métrica d = d∞ ∶ R2×R2 Ð→ [0,∞) tal que d((x1, y1), (x2, y2)) = máx{∣x1−x2∣, ∣y1−
y2∣}. Consideremos las proyecciones π1, π2 ∶ R2 Ð→ R, esto es, π1(x, y) = x y

π2(x, y) = y.

Ejemplo 5.3. La curva del topólogo. (Figura 5.1). Se define como el continuo

X = {0} × [−1,1] ∪ {(x, sen(2π

x
)) ∶ x ∈ (0,1]} .

Considérese la función proyección φ ∶ X Ð→ [0,1], es decir φ(x, y) = x para todo

Figura 5.1: Curva del topólogo
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(x, y) ∈X. Este es un mapeo del continuo X en la gráfica [0,1], es monótona pues

φ−1(t) = { {0} × [−1,1] si t = 0,

{(x, sen (2π
x
))} si t ∈ (0,1].

Nótese que (0,1] = {t ∈ [0,1] ∶ φ−1({t}) es degenerado} cumple que

φ−1((0,1]) = {(x, sen(2π

x
)) ∶ x ∈ (0,1]}

es denso en X. Por último, para verificar la segunda propiedad de la definición,

consideremos ε > 0.

Si t ∈ (0,1] entonces el único subcontinuo de φ−1(t) es él mismo aśı bien

sea ε′ = mı́n{t, ε} > 0 y de la continuidad de la función f(x) = (x, sen (2π
x
))

en (0,1] existe 0 < δ < ε′ tal que f([t − δ, t + δ]) ⊆ BX
ε (f(t)). Puesto que f ∶

(0,1] Ð→ f((0,1]) es biyección con inversa φ se sigue que φ−1([t − δ, t + δ]) ⊆
BX
ε (φ−1(t)) = Nε(φ−1(t)) y como φ−1(t) ⊆ φ−1([t − δ, t + δ]), entonces concluimos

que dH(φ−1([t − δ, t + δ]), φ−1(t)) < ε.
Ahora para t = 0, sea {0} × [a, b] ⊆ φ−1(0) = {0} × [−1,1] un subcontinuo.

Sea n ∈ N tal que 1
n < ε puesto que la función seno es inyectiva y monótona

en los intervalos de la forma [(k + 1
2)π, (k + 1 + 1

2)π] con k ∈ Z, entonces existe

un intervalo [c, d] ⊆ [ 1
n+1+ 1

2

, 1
n+ 1

2

] ⊆ (0, ε) tal que si f2 ∶ (0,1] Ð→ [−1,1] es la

función f2(x) = sen (2π
x
) entonces f2([c, d]) = [a, b], que de otro modo se traduce a

que π2(φ−1([c, d])) = [a, b] = π2({0}×[a, b]), y como π1(φ−1([c, d])) = [c, d] ⊆ (0, ε)
entonces {0}×[a, b] ⊆ Nε(φ−1([c, d])) y φ−1([c, d]) ⊆ Nε({0}×[a, b]), en conclusión

dH(φ−1([c, d]),{0} × [a, b]) < ε. Lo que muestra el ejemplo.

A continuación veamos como modificar el seno del topólogo continuamente,

esto nos ayudará para el ejemplo requerido en la siguiente sección:

Ejemplo 5.4. Consideremos A = {t0} × [a, a′], B = {t1} × [b, b′], [t0, p], [t1, q]
arcos. Supongamos que f ∶ (t0, p] Ð→ [a, a′] es un mapeo y sea

X = A ∪ {(x, f(x)) ∶ x ∈ (t0, p]}

un continuo tipo sen( 1
x) generalizado con la función φ = π1∣X ∶ X Ð→ [t0, p] cum-

pliendo las propiedades de la definición. Sean h ∶ [t1, q] Ð→ [t0, p] y j ∶ [a, a′] Ð→
[b, b′] mapeos estrictamente crecientes (en particular son biyectivos, y como sus

dominios y codominios son arcos, resultan homeomorfismos) y consideremos el
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mapeo g = j ○ f ○ h∣(t1,q] ∶ (t1, q] Ð→ [b, b′]. Sean

Y = B ∪ {(x, g(x)) ∶ x ∈ (t1, q]}

y la función F ∶ X Ð→ Y tal que F (t0, t) = (t1, j(t)) si (t1, t) ∈ A y F (x, f(x)) =
(h−1(x), g(h−1(x))) si x ∈ (t0, p]. Lo que se afirma es que ρ = π1∣Y ∶ Y Ð→ [t1, q]
es un mapeo monótono que hace a Y un continuo tipo sen( 1

x) generalizado, y que

F es un homeomorfismo. Primero veamos que F es biyectiva y continua, la biyec-

tividad es sencilla pues podemos dar la función inversa, en efecto F −1 ∶ Y Ð→ X

dada por F −1(t1, s) = (t0, j−1(s)) si (t1, s) ∈ B y F −1(x, g(x)) = (h(x), f(h(x))) si

x ∈ (t1, q], resulta ser la inversa de F. Para ver que la función es continua, basta re-

escribir F de otra forma, en efecto si (x, y) ∈X entonces F (x, y) = (h−1(x), j(y)),
la definición de F coincide en A, si (x, y) ∈ X −A entonces nótese que y = f(x)
y aśı j(y) = j(f(x)) = g(h−1(x)). Puesto que F es continua y X es un continuo,

se sigue que Y = F (X) es un continuo, más aún al ser biyección se sigue que

F es homeomorfismo como queŕıamos ver. Finalmente verifiquemos que Y es un

continuo tipo sen( 1
x) generalizado, para ello primero obsérvese que h−1 ○ φ = ρ ○F

y de forma más general tenemos el siguiente resultado:

Proposición 5.5. Sean X,Y continuos, G,G′ gráficas y α ∶X Ð→ Y,β ∶ GÐ→ G′

homeomorfismos. Sean φ, ρ mapeos tales que β ○ φ = ρ ○ α. Supongamos que X es

un continuo tipo sen( 1
x) generalizado con φ satisfaciendo la definición, entonces

Y es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado.

Demostración. Puesto que φ,α−1, β son mapeos monótonos entre continuos (los

últimos dos por ser homeomorfismos) se sigue del corolario 5.2 que ρ = β ○ φ ○α−1

es monótona. Para la primera condición, sea D = {g ∈ G′ ∶ ρ−1(g) es degenerado},
queremos ver que ρ−1(D) es denso en Y y puesto que α es un homeomorfis-

mo, basta mostrar que α−1(ρ−1(D)) es denso en X, y para esto considérese E =
{k ∈ G ∶ φ−1(k) es degenerado}, mostremos que φ−1(E) = α−1(ρ−1(D)) lo que

por hipótesis demuestra lo que se afirma. Sea x ∈ φ−1(E) entonces esto significa

que φ−1(φ(x)) = {x}, queremos mostrar que α(x) ∈ ρ−1(D) lo cual es equivalen-

te a que ρ−1(ρ(α(x))) ⊆ {α(x)}; aśı bien consideremos y ∈ ρ−1(ρ(α(x))) entonces

β(φ(α−1(y))) = φ(α(α−1(y))) = ρ(y) = ρ(α(x)) = β(φ(x)) y como β es homeomor-

fismo, se sigue que φ(α−1(y)) = φ(x) lo cual muestra que α−1(y) ∈ φ−1(φ(x)) = {x}
entonces y = α(x) lo cual queŕıamos mostrar, y por tanto x ∈ α−1(ρ−1(D)). De

modo inverso si x ∈ α−1(ρ−1(D)) entonces ρ−1(ρ(α(x))) = {α(x)}, mostremos

que φ−1(φ(x)) ⊆ {x}, sea z ∈ φ−1(φ(x)) entonces φ(z) = φ(x) lo cual implica que
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ρ(α(z)) = β(φ(z)) = β(φ(x)) = ρ(α(x)) y por tanto α(z) ∈ ρ−1(ρ(α(x))) = {α(x)}
por lo que α(z) = α(x) y como α es un homeomorfismo, concluimos que z = x lo

que muestra la contención y a su vez que x ∈ φ−1(E). Por tanto ρ−1(D) es denso

en Y.

Ahora mostremos la segunda parte de la definición, sean g ∈ G′, ε > 0 y

C ⊆ ρ−1(g) un subcontinuo. Del lema 1.8 existe δ > 0 tal que si ∅ ≠ U,V ⊆ X
son tales que dXH(U,V ) < δ entonces dYH(α(U), α(V )) < ε. Nótese que α−1(C) ⊆
α−1(ρ−1(g)) = φ−1(β−1(g)) donde β−1(g) ∈ G pues β e sun homeomorfismo, aśı

como α es homeomorfismo resulta que α−1(C) es un subcontinuo, y de la hipóte-

sis existe un arco [a, b] ⊆ G tal que dXH(α−1(C), φ−1([a, b])) < δ y por tanto

dYH(C,α(φ−1([a, b]))) < ε. Por último, veamos que

ρ−1(β([a, b])) = α(α−1(ρ−1(β([a, b])))) = α(φ−1(β−1(β([a, b])))) = α(φ−1([a, b]))

y β([a, b]) es un arco en G′, por ello dYH(C,ρ−1(β([a, b]))) < ε. Lo que termina

esta proposición.

Regresando a nuestro ejemplo, y usando que h y F son homeomorfismos tales

que h−1 ○ φ = ρ ○ F concluimos que Y es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado

concluyendo este ejemplo.

El ejemplo 5.4 en realidad debe resultar intuitivo (véase la figura ...), pero es

necesario formalizarlo debido a que en el ejemplo de la siguiente sección esta será

nuestra mayor herramienta de construcción. En nuestro ejemplo, los conjuntos A

y B son barras ĺımites. Cabe añadir que en el ejemplo 5.4, podemos cambiar de

forma apropiada la hipótesis de las funciones h y j por monótonas decrecientes o

combinarlas, lo esencial del ejemplo es colocar ”bien” las barras ĺımites.

Como últimos ejemplos, presentemos la doble curva del topólogo con una y

con dos barras ĺımites.

Ejemplo 5.6. Al continuo construido como X =X1 ∪X2 donde

X1 = {(−x, sen(2π

x
)) ∶ x ∈ (0,1]} ∪ {0} × [−1,1]

X2 = {0} × [−1,1] ∪ {(x, sen(2π

x
)) ∶ x ∈ (0,1]}

lo llamaremos la doble curva del topólogo con una barra ĺımite (véase la figura

5.2).
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Figura 5.2: Doble curva del topólogo con una barra ĺımite

Mientras que al continuo Y = Y1 ∪ Y2 donde

Y1 = {−1} × [−1,1] ∪ {(x, sen( 2π

x + 1
)) ∶ x ∈ (−1,0]}

Y2 = {(x, sen( 2π

1 − x)) ∶ x ∈ [0,1)} ∪ {1} × [−1,1]

será la doble curva del topólogo con dos barras ĺımite. (Figura 5.3).

Puesto que la definición de estos continuos reside en una serie de traslaciones

y/o reflexiones (junto con un buen pegado de espacios) lo cual es un caso particu-

lar del ejemplo 5.4, estos ejemplos constituyen un claro ejemplo de continuos tipo

sen( 1
x) generalizado donde el mapeo monótono, una vez más resulta ser la proyec-

ción π1 en su respectivo dominio. Nótese que X está formada por dos copias de la

curva del topólogo que se pegan en la barra ĺımite, mientras que Y son dos copias

de la curva del topólogo pegados por el único punto que no está en la barra ĺımite

y que no desconecta a los espacios.

Proposición 5.7. Si X es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado entonces para

todo g ∈ G el conjunto φ−1({g}) es denso en ninguna parte en X.

Demostración. Por contradicción supongamos que existe g ∈ G tal que φ−1({g})
no es denso en ninguna parte de X, esto es que intX(φ−1({g})) ≠ ∅, aśı bien

sea x ∈ intX(φ−1({g})) ⊆ φ−1({g}) entonces existe ε > 0 tal que x ∈ BX
ε (x) ⊆
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Figura 5.3: Doble curva del topólogo con dos barras ĺımite

φ−1({g}). Puesto que φ−1(D) es denso en X, existe y ∈ φ−1(D) ∩ BX
ε (x) y aśı

por un lado φ(y) ∈ D y por el otro y ∈ φ−1({g}) por lo que φ(y) = g, entonces

g ∈ D por tanto φ−1({g}) es un conjunto degenerado, es decir, consiste de un

sólo punto y como x ∈ φ−1({g}) se sigue que φ−1({g}) = {x}, de esto obtenemos

{x} ⊆ BX
ε (x) ⊆ φ−1({g}) = {x} y por tanto {x} = BX

ε (x) luego {x} es un cerrado

(pues X es métrico) y abierto no vaćıo en X que es un conexo, por lo que X = {x}
un absurdo porque X no puede ser degenerado. Concluimos que para todo g ∈ G
el conjunto φ−1({g}) es denso en ninguna parte en X.

Proposición 5.8. Sea Y ⊆X subconjunto cerrado y supongamos que U ⊆ G es un

abierto no vaćıo tal que U ⊆ φ(Y ), entonces φ−1(U) ⊆ Y y por tanto intX(Y ) ≠ ∅.

Demostración. Sea x ∈ φ−1(U) entonces φ(x) ∈ U por lo que existe ε > 0 tal

que BG
ε (φ(x)) ⊆ U, de la continuidad de φ tenemos que existe δ > 0 tal que

φ(BX
δ (x)) ⊆ BG

ε (φ(x)) ⊆ U ⊆ φ(Y ) por ende φ(BX
δ (x)) ⊆ φ(Y ). Ahora bien sea

N ∈ N tal que 1
N < δ entonces para cada n ≥ N existe xn ∈ BX

1
n

(x)∩φ−1(D) por tanto

se tiene lo siguiente: dX(xn, x) < 1
n para todo n ≥ N y por ende ĺımnÐ→∞ xn = x

y además {xn}n≥N ⊆ BX
δ (x) y por tanto ocurre que φ(xn) ∈ φ(Y ) lo cual junto

con xn ∈ φ−1(D) implica xn ∈ Y y esto para todo n ≥ N, aśı bien en resumidas

cuentas tenemos que ĺımnÐ→∞ xn = x y {xn}n≥N ⊆ Y y usando que Y es un cerrado

concluimos que x ∈ Y, lo que demuestra que φ−1(U) ⊆ Y. Por último, como U es

abierto no vaćıo de G y φ es mapeo entonces φ−1(U) es abierto no vaćıo contenido

en Y lo cual implica intX(Y ) ≠ ∅.
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Proposición 5.9. Si X es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado, entonces el

conjunto

H ∶= {Y ∈ C(X) ∶ int(Y ) ≠ ∅}

es denso en C(X).

Demostración. Primero hagamos la siguiente observación que se deduce de la

proposición 5.8, si Y ∈ C(X) es tal que existe un intervalo abierto (a, b) ⊆ G tal

que (a, b) ⊆ φ(Y ) entonces Y ∈ H.
Para probar la proposición basta probar que si Y ∈ C(X) −H y ε > 0 entonces

existe W ∈ H tal que dH(Y,W ) < ε. Aśı bien consideremos Y ∈ C(X) − H y

ε > 0. Se afirma que φ es constante en Y, es decir existe g ∈ G tal que Y ⊆
φ−1({g}), supongamos por contradicción que esto no ocurre entonces existen x, y ∈
Y tales que φ(x) ≠ φ(y) lo cual quiere decir que φ(Y ) es un conexo no degenerado

de G, como G es una gráfica se sabe que los conexos no degenerados contienen

intervalos abiertos, entonces existe un intervalo abierto (a.b) ⊆ φ(Y ) pero por la

observación anterior esto implica que Y ∈ H contrario a nuestro supuesto, por

tanto existe g ∈ G tal que Y ⊆ φ−1({g}). Usando la definición de continuo tipo

sen( 1
x) generalizado, existe un arco [c, d] ⊆ G tal que dH(Y,φ−1([c, d])) < ε aśı

haciendo W = φ−1([c, d]) se tiene que éste es un conexo (pues φ es monótona)

y cerrado (φ es continua) en X y por tanto igual es compacto, aśı tenemos que

W = φ−1([c, d]) ∈ C(X) pero además como φ es suprayectiva se cumplen las

contenciones (c, d) ⊆ [c, d] = φ(φ−1([c, d])) ⊆ φ(W ) lo cual implica que W ∈ H,
concluyendo la demostración.

Proposición 5.10. Sea U abierto no vaćıo de X. Entonces existe abierto no vaćıo

de V de G tal que φ−1(V ) ⊆ U.

Demostración. Supongamos por contradicción que para todo abierto no vaćıo

V de G se tiene que φ−1(V ) ⊈ U. Recordemos que por definición, el conjun-

to D = {g ∈ G ∶ φ−1({g}) es degenerado } cumple que φ−1(D) es denso en X,

aśı bien sea x ∈ U ∩ φ−1(D). Por nuestro supuesto tenemos que para todo n ∈
N, φ−1(BG

1
n

(φ(x))) ⊈ U esto quiere decir que para todo n ∈ N existe un elemento

xn ∈ φ−1(BG
1
n

(φ(x))) − U por lo que dG(φ(xn), φ(x)) < 1
n y xn ∉ U, a su vez esto

implica que ĺımn→∞ φ(xn) = φ(x). Como (xn)∞n=1 es una sucesión en X, podemos

suponer sin pérdida de generalidad que es una sucesión convergente digamos que

ĺımn→∞ xn = y ∈X, además como xn ∈X−U para todo n ∈ N y X−U es un cerrado

en X, entonces y ∈ X − U de lo cual se desprende que x ≠ y (pues x ∈ U). Por
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último nótese que

φ(y) = ĺım
n→∞

φ(xn) = φ(x)

lo que implica que x = y puesto que x ∈ φ−1(D), una contradicción. Por tanto

existe abierto no vaćıo de V de G tal que φ−1(V ) ⊆ U.

Corolario 5.11. Si U abierto no vaćıo de X entonces existe un arco libre [a, b] ⊆
G (y por ende un intervalo abierto en G, a saber, (a, b)) tal que φ−1((a, b)) ⊆
φ−1([a, b]) ⊆ U.

Demostración. Por la proposición 5.10 existe un abierto no vaćıo de G digamos

V tal que φ−1(V ) ⊆ U, por ser V abierto de una gráfica, se sabe que existe un arco

libre [a, b] ⊆ V, por lo que φ−1((a, b)) ⊆ φ−1([a, b]) ⊆ φ−1(V ) ⊆ U.

Proposición 5.12. Sea G una gráfica y C ⊆ G un subespacio conexo no degene-

rado y U ⊆ G abierto, si U ∩C ≠ ∅ entonces U ∩ int(C) ≠ ∅.

Demostración. La razón principal de esta demostración reside en el hecho de que

los abiertos no vaćıos de los arcos son subconjuntos no degenerados. Aśı bien, para

la demostración sea x ∈ U ∩C, puesto que C es no degenerado existe y ∈ C − {x},
como G es una gráfica y C es un conexo de ésta, existe un arco con extremos x y

y, digamos [x, y] contenido en C, además podemos suponer que es un arco libre

(con la correcta elección del punto y). Luego U ∩ [x, y] es un abierto no vaćıo de

[x, y] (pues x ∈ U ∩ [x, y]) y por tanto podemos considerar z ∈ U ∩ (x, y), pero

U ∩ (x, y) es un abierto de G y está contenido en C, esto muestra que z ∈ int(C)
y por tanto z ∈ U ∩ int(C) lo cual termina la demostración.

Proposición 5.13. Supongamos que f ∶ G Ð→ G es un mapeo débilmente mez-

clante y F ∶ X Ð→ X un mapeo tal que f ○ φ = φ ○ F. Entonces F es débilmente

mezclante.

Demostración. Sean U1, V1, U2, V2 abiertos no vaćıos de X. Por el corolario 5.11

existen abiertos conexos no vaćıos de G, digamos A1,B1,A2,B2 tales que

φ−1(Ai) ⊆ φ−1 (Ai) ⊆ Ui

y

φ−1(Bi) ⊆ φ−1 (Bi) ⊆ Vi
para i = 1,2. Ahora, ya que φ−1 (A1) es un cerrado, y por ende compacto en X y

φ−1 (A1) ⊆ U1 del hecho de que X es un espacio regular (por ser métrico), entonces
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sabemos que existe W1 abierto de X tal que

φ−1 (A1) ⊆W1 ⊆W1 ⊆ U1,

del mismo modo existe W2 abierto de X tal que

φ−1 (A2) ⊆W2 ⊆W2 ⊆ U2,

lo anterior implica que, dado que φ es suprayectiva;

Ai ⊆ Ai ⊆ φ (Wi)

para i = 1,2.

Como f es débilmente mezclante, existe m ∈ N tal que fm(Ai) ∩ Bi ≠ ∅ si

i = 1,2. Entonces

int(fm(Ai)) ⊆ fm(Ai) ⊆ fm (φ (Wi)) = φ (Fm (Wi))

para i = 1,2. De la proposición 5.8, como int(fm(Ai)) ⊆ φ (Fm (Wi)) , y Fm (Wi)
es un cerrado deX y int(fm(Ai)) es un abierto deG, se sigue que φ−1(int(fm(Ai))) ⊆
Fm (Wi) y por tanto

φ−1(int(fm(Ai))) ⊆ Fm(Ui)

si i = 1,2.

Entonces

Fm(Ui) ∩ Vi ⊇ φ−1(int(fm(Ai))) ∩ φ−1(Bi) = φ−1(int(fm(Ai)) ∩Bi)

pero como fm(Ai) ∩ Bi ≠ ∅ y Ai es conexo, luego fm(Ai) también es conexo, y

dado que Ai es abierto de una gráfica y en particular f es transitiva, tenemos de

la proposición 1.25 que fm(Ai) es un conexo no degenerado, aśı que aplicando la

proposición 5.12 se sigue que int(fm(Ai)) ∩ Bi ≠ ∅, por último usando que φ es

suprayectiva concluimos que

Fm(Ai) ∩Bi ⊇ φ−1(int(fm(Ai)) ∩Bi) ≠ ∅

para i = 1,2, lo cual muestra que F es débilmente mezclante.

Lema 5.14. Sea [a, b] ⊆ G arco libre. Si C ⊆X es un conexo y cerrado y a < x1 <
y1 < x2 < y2 < b son tales que φ−1((a, x1)) ∩C ≠ ∅ y φ−1((y1, x2)) ∩C ≠ ∅, entonces
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φ−1((x1, y1)) ⊆ C o φ−1((x2, y2)) ⊆ C.

Demostración. De la hipótesis se sigue que (a, x1)∩φ(C) ≠ ∅ y (y1, x2)∩φ(C) ≠ ∅
y del lema 3.3 se tiene que (x1, y1) ⊆ φ(C) o (x2, y2) ⊆ φ(C) y haciendo uso de la

proposición 5.8 se sigue que φ−1((x1, y1)) ⊆ C o φ−1((x2, y2)) ⊆ C.

Teorema 5.15. Sea f ∶X Ð→X mapeo en un continuo tipo sen( 1
x) generalizado.

a) Sea [a, b] ⊆ G. Si f es débilmente mezclante entonces existen a < x1 < y1 < x2 <
y2 < b y m,n ∈ N tales que (x1, y1) ⊆ fn((x1, y1)) y (x1, y1) ⊆ fm((x1, y1)).

b) Si f es débilmente mezclante entonces f es mezclante.

c) Si f es mezclante entonces f es débil completamente expansivo por continuos.

Demostración. a) Consideremos a < w1 < z1 < w2 < z2 < a+b
2 . Sean w1 < r < s < z1 y

consideremos los siguientes abiertos conexos no vaćıos de X (pues φ es mapeo

monótono):

φ−1((a,w1)), φ−1((r, s)), φ−1((z1,w2)), φ−1(((r, s)),

entonces para estos dos pares de abiertos, por ser f débilmente mezclante,

existe p ∈ N tal que

φ−1((a,w1)) ∩ fp(φ−1((r, s))) ≠ ∅

φ−1((z1,w2)) ∩ fp(φ−1((r, s))) ≠ ∅

de lo cual se sigue que

φ−1((a,w1)) ∩ fp(φ−1([r, s])) ≠ ∅

φ−1((z1,w2)) ∩ fp(φ−1([r, s])) ≠ ∅,

como f es continua y cerrada, y φ−1([r, s]) es conexo cerrado, entonces fp(φ−1([r, s]))
es conexo cerrado, por tanto por el lema 5.14 sabemos que ocurre alguna de

las siguientes contenciones: φ−1((w1, z1)) ⊆ fp(φ−1([r, s])) o φ−1((w2, z2)) ⊆
fp(φ−1([r, s])) y como [r, s] ⊆ (w1, z1), se sigue que

φ−1((w1, z1)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))) o φ−1((w2, z2)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))).
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De manera análoga se demuestra que existe q ∈ N de modo que

φ−1((w1, z1)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))) o φ−1((w2, z2)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))).

Aśı bien tenemos cuatro casos posibles:

(1) φ−1((w1, z1)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))) y φ−1((w1, z1)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))),

(2) φ−1((w1, z1)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))) y φ−1((w2, z2)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))),

(3) φ−1((w2, z2)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))) y φ−1((w1, z1)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))),

(4) φ−1((w2, z2)) ⊆ fp(φ−1((w1, z1))) y φ−1((w2, z2)) ⊆ f q(φ−1((w2, z2))).

Nótese que (4) implica que φ−1((w1, z1)) ⊆ fp+q(φ−1((w1, z1))) y φ−1((w2, z2)) ⊆
fp+q(φ−1((w2, z2))), por tanto en cualquiera de los cuatro casos podemos elegir

i ∈ {1,2} tal que (wi, zi) ⊆ fn((wi, zi)) para algún n ∈ N, aśı bien definamos

x1 = wi y y1 = zi para obtener que existen a < x1 < y1 < a+b
2 y n ∈ N tales

que φ−1((x1, y1)) ⊆ fn(φ−1((x1, y1))). Realizando el mismo razonamiento pa-

ra el arco [a+b
2 , b] , se muestra que existen a+b

2 < x2 < y2 < b y m ∈ N tales

que φ−1((x2, y2)) ⊆ fm(φ−1((x2, y2))). Lo que termina la demostración de este

inciso.

b) Del inciso anterior, sean a < x1 < y1 < x2 < y2 < b y m,n ∈ N tales que

φ−1((x1, y1)) ⊆ fn(φ−1((x1, y1))) y φ−1((x2, y2)) ⊆ fm(φ−1((x2, y2))). Mostre-

mos que la colleción {φ−1((x1, y1)), φ−1((x2, y2))} cumple las hipótesis del lema

2.11. Sea U abierto no vaćıo de X, del corolario 5.11 existe [c, d] ⊆ G arco tal

que φ−([c, d]) ⊆ U. Razonando como en el ejercicio anterior, existe k ∈ N tal

que φ−1((a, x1)) ∩ fk(φ−([c, d])) ≠ ∅ y φ−1((y1, x2)) ∩ fk(φ−([c, d])) ≠ ∅ y por

tanto ocurre alguna de las siguientes: φ−1((x1, y1)) ⊆ fk(φ−([c, d])) ⊆ fk(U)
o φ−1((x2, y2)) ⊆ fk(φ−([c, d])) ⊆ fk(U), lo que muestra lo que se queŕıa. Por

tanto f es mezclante.

c) Se sigue de las proposiciones 2.14 y 5.9.
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5.2. Un mapeo en un continuo tipo sen(1
x) ge-

neralizado débil completamente expansivo

por continuos y no completamente expansi-

vo por continuos

Para describir la construcción de esta sección, recuérdese que utilizaremos la

métrica del plano dada por d∞ (la cual abreviaremos simplemente por d) y π1, π2

denotan las proyecciones canónicas del plano real en la recta real. Si ∅ ≠ Y1, Y2 ⊆ R2

son subconjuntos acotados tales que π1(Y1) = π1(Y2) entonces denotaremos

D(Y1, Y2) ∶= sup{∣y1 − y2∣ ∶ (x, y1) ∈ Y1, (x, y2) ∈ Y2}.

Para dos arco [a, b] y [c, d], nos referiremos por el mapeo lineal entre [a, b] y [c, d]
a la función

f(t) = d − c
b − a t +

bc − ad
b − a

la cual cumple que f(a) = c y f(b) = d.
Para nuestro ejemplo, será necesario definir la función Tienda en el intervalo,

ésta se define como T ∶ [0,1] Ð→ [0,1] tal que

T (t) = { 2t si t ∈ [0, 1
2
] ,

2 − 2t si t ∈ [1
2 ,1] .

La función tienda, aunque sencilla de definir, esconde un inmenso poder caótico

en el intervalo. Se demuestra que es una función mezclante, más aún, sin recurrir

al teorema 3.6 se puede demostrar que es completamente expansiva por continuos

con el siguiente hecho:

Proposición 5.16. Para la función tienda T ∶ [0,1] Ð→ [0,1], si U ⊆ [0,1] es un

abierto no vaćıo, existe N ∈ N tal que TN(U) = [0,1].

La demostración de este hecho es similar a la técnica usada en la demostración

de la proposición 4.4, la prueba se puede consultar en [King y Méndez, Proposición

7.2, p. 99].

Para construir el continuo X que buscamos, primero se construirán de manera

recursiva una sucesión de continuos tipo sen( 1
x) generalizado {Xn}n∈ω.

Construcción de X0. Definamos X0 = {(x, sen ( 2π
1−x)) ∶ x ∈ [0,1)} ∪ {1} ×

[−1,1], entonces de los ejemplos 5.3 y 5.4 se sigue que X0 es un continuo ti-
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po sen( 1
x) generalizado con la función φ0 = π1∣X0 , def́ınanse Q0 = {1}, C1 =

{1} × [−1,1] = φ−1
0 (1) y L1 = [0,1]. Sea la función f1 ∶ L1 Ð→ φ−1

0 (0) como el

mapeo constante.

Figura 5.4: X0. La ĺınea roja indica el arco vertical C1.

Construcción de X1. Nótese que φ0 es un homeomorfismo en X0 − φ−1
0 (1),

por tanto de la continuidad de la función inversa, existe 0 < 2δ1 < 1
2 tal que

diám (φ−1
0 (1

2 − 2δ1,
1
2 + 2δ1)) < 1

4 . Ahora definamos C 1
2

el arco vertical de longitud
1
2 y punto medio en φ−0 (1

2
) , más precisamente es el arco C 1

2
= {π1 (φ−1

0 (1
2
))} ×L 1

2

donde

L 1
2
= [π2 (φ−1

0 (1

2
)) − 1

4
, π2 (φ−1

0 (1

2
)) + 1

4
] .

Consideremos el mapeo lineal f 1
2
∶ L 1

2
Ð→ L1 entre los arcos L 1

2
y L1, sean los con-

tinuos φ−1
0 ([T (1

2 − δ1) , T (1
2)]) = φ−1

0 ([T (1
2 − δ1) ,1]) y φ−1

0 ([T (1
2 + δ1) , T (1

2
)]) =

φ−1
0 ([T (1

2 + δ1) ,1]) , no es dif́ıcil convencerse que resulta ser continuos tipo sen( 1
x)

generalizado con la función φ0, del ejemplo 5.4 podemos considerar un continuo ti-

po sen( 1
x) generalizado, digamos X−

1
2

, usando los mapeos T ∣[ 1
2
−δ1, 12 ]

∶ [1
2 − δ1,

1
2
] Ð→

[T (1
2 − δ1) ,1] y f 1

2
de tal forma que la función F −

1
2

∶ X−
1
2

Ð→ φ−1
0 ([T (1

2 − δ1) ,1])
dado por F −

1
2

(r, s) = (T (r), f 1
2
(s)) resulte en un homeomorfismo, por último consi-
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deremos el segmento de recta I 1
2

entre los puntos φ−1
0 (1

2 − 2δ1) y F −1
1
2

(φ−1
0 (T (1

2 − δ1))) ,
y el segmento de recta D 1

2
entre los puntos φ−1

0 (1
2 + 2δ1) y F −1

1
2

(φ−1
0 (T (1

2 + δ1))) .
Es importante señalar que, de como se construye F 1

2
, se tienen las sigientes compo-

siciones: π1 ○F −
1
2

= T ○π1∣X−
1
2

y π2 ○F −
1
2

= f 1
2
○π2∣X−

1
2

. De manera análoga construimos

un continuo tipo sen( 1
x) generalizado, X+

1
2

de forma que π1 (X+
1
2

) = [1
2 + δ1] y

π2 (X+
1
2

) = L 1
2
, y que cumpla que la función F +

1
2

∶X+
1
2

Ð→ φ−1
0 ([T (1

2 + δ1) ,1]) dado

por F +
1
2

(r, s) = (T (r), f 1
2
(s)) es un homeomorfismo. Nuevamente por construcción

se verifica las igualdades π1 ○ F +
1
2

= T ○ π1∣X+
1
2

y π2 ○ F +
1
2

= f 1
2
○ π2∣X+

1
2

. finalmente se

define

X1 = (X0 − φ−1 (1

2
− 2δ1,

1

2
+ 2δ1)) ∪D 1

2
∪ I 1

2
∪X−

1
2

∪X+
1
2

el cual resulta ser un continuo tipo sen( 1
x) generalizado con la función monóto-

na φ1 = π1∣X1 . De la condición diám (φ−1
0 (1

2 − 2δ1,
1
2 + 2δ1)) < 1

4 , se sigue que toda la

nueva construcción, φ−1
1 ([1

2 − 2δ1,
1
2 + 2δ1]) , aśı como la previa, φ−1

0 ([1
2 − 2δ1,

1
2 + 2δ1]) ,

se hicieron en el rectángulo

[1

2
− 2δ1,

1

2
+ 2δ1] ×L 1

2
,

y por tanto, se deriva sin problemas que para todo t ∈ [0,1) = [0,1] −Q0,

D (φ−1
0 (t), φ−1

1 (t)) ≤ 1

2
.

Las únicas fibras ĺımites de X1, son las barras ĺımites dadas por C1 y C 1
2
, de alĺı

viene que definamos ahora Q1 = {1
2 ,1}.

Construcción de Xn+1. Supongamos que para cierto n ≥ 1 tenemos construi-

do el continuo tipo sen( 1
x) generalizado, Xn, con el mapeo monótono φn = π1∣Xn

de modo que las fibras ĺımites son de hecho barras ĺımites y se localizan como

φ−1
n (t) si t ∈ Qn = { k

2n ∶ k ∈ N, 1 ≤ k ≤ 2n} .

Por un argumento similar a la construcción de X1, existe 0 < 2δn < 1
2n+1 tal que

para todo k ∈ {0, . . . ,2n − 1} se cumpla que diám (φ−1
n (2k+1

2n+1 − 2δn,
2k+1
2n+1 + 2δn)) <

1
2n+2 . Ahora fijemos k ∈ {0, . . .2n − 1}, se describirá la misma construcción que

en paso uno: definamos C 2k+1
2n+1

el arco vertical de longitud 1
2n+1 y punto medio en

117



Figura 5.5: X1. La ĺınea roja indica el arco C 1
2

que junto con la parte en verde

representa la doble curva del topólogo con una barra ĺımite X−
1
2

∪X+
1
2

.

φ−n (2k+1
2n+1 ) , es decir, C 2k+1

2n+1
= {π1 (φ−1

n (2k+1
2n+1 ))} ×L 2k+1

2n+1
= {2k+1

2n+1 } ×L 2k+1
2n+1

donde

L 2k+1
2n+1

= [π2 (φ−1
n (2k + 1

2n+1
)) − 1

4
, π2 (φ−1

n (2k + 1

2n+1
)) + 1

4
] .

Consideremos el mapeo lineal f 2k+1
2n+1

entre los arcos L 2k+1
2n+1

y L
T( 2k+1

2n+1 ), sean los

continuos

φ−1
n (T [2k+1

2n+1 − δn, 2k+1
2n+1 ]) y φ−1

n (T [2k+1
2n+1 ,

2k+1
2n+1 + δn]) ,

nótese que T (2k+1
2n+1 ) ∈ Qn por lo cual de nuestra construcción previa C

T( 2k+1
2n+1 ) =

φ−1
n (T (2k+1

2n+1 )) es un arco y resulta que dichos continuos son continuos tipo sen( 1
x)

generalizado con la función φn (son de hecho copias homeomorfas de la curva del

topólogo), del ejemplo 5.4 podemos considerar continuos tipo sen( 1
x) generalizado,

digamos X−
2k+1
2n+1

y X+
2k+1
2n+1

usando los mapeos T ∣[ 2k+1
2n+1 −δ1,

2k+1
2n+1 ], T ∣[ 2k+1

2n+1 ,
2k+1
2n+1 +δ1]

y f 1
2
, de

tal forma que las funciones

F −
2k+1
2n+1

∶X−
2k+1
2n+1

Ð→ φ−1
n (T [2k + 1

2n+1
− δn,

2k + 1

2n+1
]) ,
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F +
2k+1
2n+1

∶X+
2k+1
2n+1

Ð→ φ−1
n (T [2k + 1

2n+1
,
2k + 1

2n+1
+ δn])

dadas por F −
2k+1
2n+1

(r, s) = (T (r), f 2k+1
2n+1

(s)) y F +
2k+1
2n+1

(r, s) = (T (r), f 2k+1
2n+1

(s)) sean ho-

meomorfismos. Por último consideremos los segmentos de recta siguientes:

I 2k+1
2n+1

entre los puntos φ−1
n (2k+1

2n+1 − 2δn) y F −1
2k+1
2n+1

(φ−1
n (T (2k+1

2n+1 − δn))) ,

D 2k+1
2n+1

entre los puntos φ−1
n (2k+1

2n+1 + 2δn) y F −1
2k+1
2n+1

(φ−1
n (T (2k+1

2n+1 + δn))) .

Por como se construyen F −
2k+1
2n+1

y F +
2k+1
2n+1

se tienen las sigientes composiciones:

π1 ○ F −
2k+1
2n+1

= T ○ π1∣X−
2k+1
2n+1

, π2 ○ F −
2k+1
2n+1

= T ○ π2∣X−
2k+1
2n+1

y

π1 ○ F +
2k+1
2n+1

= T ○ π1∣X+
2k+1
2n+1

, π2 ○ F +
2k+1
2n+1

= T ○ π2∣X+
2k+1
2n+1

.

Figura 5.6: En el cuadrado en azul centrado en φ−1
n (2k+1

2n+1 ) se construirá una doble
curva del topólogo con barra ĺımite C 2k+1

2n+1
.
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Figura 5.7: La barra roja representa la barra ĺımite C 2k+1
2n+1

que junto con la parte

en verde será la doble curva del topólogo con una barra ĺımite X−
2k+1
2n+1

∪X+
2k+1
2n+1

. La

parte rosada representa los arcos D 2k+1
2n+1

y I 2k+1
2n+1

Finalmente se define

Xn+1 = (Xn −
2n−1

⋃
k=0

(φ−1
n (2k + 1

2n+1
− 2δn,

2k + 1

2n+1
+ 2δn)))∪

2n−1

⋃
k=0

(D 2k+1
2n+1

∪ I 2k+1
2n+1

∪X−
2k+1
2n+1

∪X+
2k+1
2n+1

)

el cual resulta ser un continuo tipo sen( 1
x) generalizado con la función monótona

φn+1 = π1∣Xn+1 . De la condición diám (φ−1
n (2k+1

2n+1 − 2δn,
2k+1
2n+1 + 2δn)) < 1

2n+2 y de la

construcción dentro de los rectángulos [2k+1
2n+1 − 2δn,

2k+1
2n+1 + 2δn] × L 2k+1

2n+1
para todo

k ∈ {0, . . . ,2n − 1} se sigue que para todo t ∈ [0,1] −Qn,

D (φ−1
n (t), φ−1

n+1(t)) ≤
1

2n+1
.

Las fibras ĺımites del nuevo continuo Xn+1 son las barras ĺımites Ct = φ−1
n+1(t) si

t ∈ Qn+1 ∶= { k

2n+1
∶ k ∈ N , 1 ≤ k ≤ 2n+1} .
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Por último definimos el continuo X = ⋂
n∈ω
⋃
k≥n

Xk (es un continuo por el teorema

3.13). Sean los números diádicos, Q = ⋃
n∈ω

Qn, mostraremos que X es un continuo

tipo sen( 1
x) generalizado con el mapeo φ ∶X Ð→ [0,1] tal que φ = π1∣X .

0 1/21/4 13/41/81/16 3/16 3/85/16 7/16 5/89/16 11/16 7/813/16 15/16

Figura 5.8: El continuo tipo sen( 1
x) generalizado X = ⋂

n∈ω
⋃
k≥n

Xk.

Notemos que para todo n ∈ ω los conjuntos de la forma φ−1
n (t) con t ∈ [0,1]

son espacios de un solo punto o bien arcos verticales. Si t ∉ Q entonces φ−1
n (t) es

un singulete para todo n ∈ ω, entonces tratándolo como puntos en el plano y de la

construcción se tiene que d (φ−1
n (t), φ−1

n+1(t)) ≤ 1
2n+1 para todo n ∈ ω, esto nos dice

que la sucesión {φ−1
n (t)}n∈ω es de Cauchy, por tanto converge a un punto ut ∈ R2,

puesto que para todo n ∈ ω la subsucesión {φ−1
k (t)}k≥n ⊆ ⋃k≥nXk converge a xt,

entonces ut ∈ ⋃k≥nXk lo cual muestra que ut ∈ X, y de la continuidad de π1 se
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tiene que π1(ut) = ĺımnÐ→∞ π1(φ−1
n (t)) = t lo que muestra que ut ∈ φ−1(t). Por

otro lado, si t ∈ Q digamos t ∈ Qm y m es el mı́nimo natural con esta propiedad,

entonces φ−1
k (t) es un singulete si 0 ≤ k <m y φ−1

n (t) = φ−1
m (t) = Ct es un arco para

todo n ≥m. De la construcción nuevamente tenemos que d (φ−1
k (t), φ−1

k+1(t)) ≤ 1
2n+1

si 0 ≤ k < k + 1 <m y φ−1
m−1(t) es el punto medio de Ct. En particular tenemos que

Ct ⊆ Xn si n ≥ m por lo cual Ct ⊆ X, y como π1(Ct) = {t} entonces Ct ⊆ φ−1(t).
Lo anteriormente mencionado también muestra que para todo t ∈ [0,1] y n ∈ ω se

cumple que

dist(φ−1
n (t), φ−1

n+1(t)) <
1

2n+1
.

Nuestro primer propósito es demostrar que:

φ−1(t) = { {ut} si t ∉ Q,
Ct si t ∈ Q.

lo cual en particular probaŕıa que φ es un mapeo monótono.

Proposición 5.17. Para todo t ∈ [0,1] y ε > 0 existen δ > 0 y n ∈ ω tales que:

a) (⋃k≥nXk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ Bε(ut), si t ∉ Q;

b) (⋃k≥nXk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ Nε(Ct), si t ∈ Q.

Demostración. Sean t ∈ [0,1] y ε > 0.

a) Si t ∉ Q, sea n ∈ ω tal que d(φ−1
n (t), ut) < ε

3 y ∑
k≥n

1

2k+1
< ε

3
. Puesto que φn es

localmente un homeomorfismo en una vecindad de t que no contenga puntos de

Qn, entonces existe 0 < δ < ε tal que φ−1
n ((t−δ, t+δ)) ⊆ B ε

3
(φ−1

n (t))). Probemos

que

(⋃
k≥n

Xk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ Bε(ut).

Sea (x, y) ∈ (⋃k≥nXk)∩π−1
1 ((t− δ, t+ δ)) entonces x ∈ (t− δ, t+ δ) y existe k ≥ n

de forma que (x, y) ∈Xk, haciendo φ−1
n (x) = (x, b) tenemos que

∣y − b∣ ≤
k

∑
j=n

dist(φ−1
j (x), φ−1

j+1(x)) < ∑
j≥n

1

2j+1
< ε

3

por lo que d(φ−1
n (x), (x, y)) < ε

3 , como φ−1
n (x) ∈ φ−1

n ((t− δ, t+ δ)) ⊆ B ε
3
(φ−1

n (t)))
entonces d(φ−1

n (x), φ−1
n (t)) < ε

3 y finalmente

d(ut, (x, y)) ≤ d(φ−1
n (x), φ−1

n (t)) + d(φ−1
n (x), (x, y)) + d(φ−1

n (t), ut) < ε
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lo que muestra que (x, y) ∈ Bε(ut).

b) Si t ∈ Q, tomemos n ∈ ω de forma que t ∈ Qn y ∑
k≥n

1

2k+1
< ε, entonces φ−1

n (t) = Ct.

Consideremos δ = δn−1 < 1
2n+1 y nótese que δ < ∑

k≥n

1

2k+1
< ε. Probemos que

(⋃
k≥n

Xk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ Nε(Ct).

Sea (x, y) ∈ (⋃k≥nXk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) entonces x ∈ (t − δ, t + δ). Existe

k ≥ n de forma que (x, y) ∈Xk lo cual nos dice que (x, y) ∈ φ−1
k (x). Puesto que

φ−1
n (t) = Ct es una barra ĺımite en Xn, de la elección de δ > 0 sabemos que el

continuo φ−1
n ([t−δ, t+δ]) se ve como una doble curva del topólogo construido en

el cuadrado [t − δ, t + δ] ×Lt por lo que φ−1
n (x) = (x, b) donde b ∈ Lt y entonces

tomando (t, b) ∈ Ct se tiene que

∣y − b∣ ≤
k

∑
j=n

dist(φ−1
j (x), φ−1

j+1(x)) < ∑
j≥n

1

2j+1
< ε

pues (x, y) ∈ φ−1
k (x) y (x, b) ∈ φ−1

n (x). Y como ∣x − t∣ < δ < ε se sigue que

d((x, y), (y, b)) < ε, mostrando aśı que (x, y) ∈ Nε(φ−1(t)) pues (t, b) ∈ Ct. Aśı

tenemos la contención (⋃k≥nXk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ Nε(Ct).

Lo que prueba la proposición.

Proposición 5.18.

φ−1(t) = { {ut} si t ∉ Q,
Ct si t ∈ Q.

lo cual implica que φ es un mapeo monótono.

Demostración. Primero consideremos t ∈ Q, por las observaciones antes hechas

basta mostrar que φ−1(t) ⊆ Ct, sea x ∈ φ−1(t) y sea ε > 0, por la proposición 5.17

existen n ∈ ω y δ > 0 tales que (⋃k≥nXk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ N ε

2
(Ct). Como x ∈

X = ⋂m∈ω⋃k≥mXk entonces con ρ = mı́n{δ, ε2} se tiene que Bρ(x) ∩ (⋃k≥nXk) ≠ ∅,
sea y ∈ Bδ(x) ∩ (⋃k≥nXk) entonces

y ∈ (⋃
k≥n

Xk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ N ε

2
(Ct)
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de lo cual existe z ∈ Ct tal que d(y, z) < ε
2 y por tanto

dist(x,Ct) ≤ d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z) < ρ +
ε

2
≤ ε,

de la arbitrariedad de ε > 0 concluimos que dist(x,Ct) = 0 y como Ct es cerrado,

se sigue que x ∈ Ct. Por tanto φ−1(t) = Ct si t ∈ Q.
Si t ∉ Q y por un argumento similar al anterior haciendo notar que Bε(ut) =

Nε({ut}) para todo ε > 0, se muestra que φ−1(t) = {ut} si t ∉ Q.
Finalmente, como Ct y {us} son conexos para t ∈ Q y s ∉ Q, respectivamente,

se sigue que φ es función monótona.

Proposición 5.19. Sean n ∈ N y ∅ ≠ A ⊆ [0,1], entonces

dH(φ−1(A), φ−1
n (A)) ≤ 1

2n−1
.

Demostración. Primero observemos que para todo t ∈ [0,1] se tiene que φ−1(t) ⊆
N 1

2n−1
(φ−1

n (t)) y φ−1
n (t) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1(t)). Hagamos dos casos:

a) Si t ∉ Q entonces φ−1
n (t) consiste en un solo punto digamos ut,n y φ−1(t) = {ut}

Hab́ıamos visto que ĺımnÐ→∞ ut,n = ut y que d(ut,k, ut,k+1) ≤ 1
2k+1 para todo

k ∈ N, entonces si m > n se tiene que

d(ut,n, ut,m) ≤
m−1

∑
k=n

d(ut,k, ut,k+1) ≤
m−1

∑
k=n

1

2k+1
=

1 − 1
2m−n

2n

y en el ĺımite tenemos que d(ut,n, ut) = ĺım
mÐ→∞

d(ut,n, ut,m) ≤ ĺım
mÐ→∞

1 − 1
2m−n

2n
=

1

2n
< 1

2n−1
, lo cual prueba que φ−1(t) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1

n (t)) y φ−1
n (t) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1(t)).

b) Si t ∈ Q, sea m ∈ ω el mı́nimo natural tal que t ∈ Qm. Si n ≥ m entonces

φ−1
n (t) = Ct = φ−1(t) y entonces es claro que φ−1(t) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1

n (t)) y φ−1
n (t) ⊆

N 1
2n−1

(φ−1(t)). Por otro lado, si n <m entonces para todo k ∈ {n, . . . ,m− 1} el

conjunto φ−1
k (t) consta de un solo punto, digamos ut,k, y por un razonamiento

análogo al inciso anterior tendremos que

d(ut,n, ut,m−1) ≤
1 − 1

2m−n−1

2n
,

dado x ∈ φ−1
m (t) = Ct, al ser ut,m−1 el punto medio de éste arco de longitud 1

2m ,
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entonces d(ut,m−1, x) ≤ 1
2m+1 y por tanto

d(ut,n, x) ≤
1 − 1

2m−n−1

2n
+ 1

2m+1
< 1

2n
+ 1

2n
= 1

2n−1
,

lo que se está demostrando es que los elementos de φ−1
n (t) y φ−1(t) = Ct distan

menos que 1
2n−1 , de ésto se concluye que φ−1(t) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1

n (t)) y φ−1
n (t) ⊆

N 1
2n−1

(φ−1(t)).

Por último, observemos que

φ−1
n (A) = ⋃

t∈A
φ−1
n (t) ⊆ ⋃

t∈A
N 1

2n−1
(φ−1(t)) = N 1

2n−1
(⋃
t∈A

φ−1(t)) = N 1
2n−1

(φ−1(A)),

φ−1(A) = ⋃
t∈A

φ−1(t) ⊆ ⋃
t∈A

N 1
2n−1

(φ−1
n (t)) = N 1

2n−1
(⋃
t∈A

φ−1
n (t)) = N 1

2n−1
(φ−1

n (A)),

lo cual muestra que φ−1
n (A) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1(A)) y φ−1(A) ⊆ N 1

2n−1
(φ−1

n (A)), por tanto

dH(φ−1(A), φ−1
n (A)) ≤ 1

2n−1 .

Proposición 5.20. X es un continuo tipo sen( 1
x) generalizado con el mapeo φ

Demostración. De la proposición 5.18 sabemos que φ es mapeo monótono y que el

conjunto D ∶= {t ∈ [0,1] ∶ φ−1(t) es degenerado} = [0,1] −Q. Tenemos que probar

que φ−1(D) es denso en X, para ello basta mostrar que si x ∈ φ−1(Q) y ε > 0

entonces existe y ∈ φ−1([0,1] −Q) tal que d(x, y) ≤ ε. Aśı bien sean x ∈ φ−1(Q) y

ε > 0, escojamos n ∈ ω tal que φ(x) ∈ Qn y ∑
k≥n

1

2k+1
< ε

2
. Puesto que en vecindades

muy pequeñas de φ−1
n (φ(x)) = Cφ(x), éste se ve como una doble curva del topólogo,

existe z ∈ (φ(x) − δ, φ(x)) tal que d(x,φ−1
n (z)) < ε

2 donde δ < ε
2 , de igual forma

podemos pedir que φn sea un homeomorfismo en φ−1
n ((φ(x) − δ, φ(x))) por lo que

existe ρ > 0 tal que φ−1
n ((z − ρ, z + ρ)) ⊆ B ε

2
(φ−1

n (z)). Como [0,1] −Q es denso en

[0,1], existe y ∈ [0,1]−Q tal que y ∈ (z−ρ, z+ρ) y entonces d(φ−1
n (z), φ−1

n (y)) < ε
2 .

Pero d(φ−1
n (y), φ−1(y)) ≤ ∑

k≥n

1

2k+1
< ε

2
lo cual concluye que d(φ−1(y), x) < ε. Por

tanto φ−1(D) es denso en X.

Para mostrar la segunda condición, sea t ∈ [0,1] y ε > 0. Hay dos casos:

a) Si t ∉ Q, entonces el único subconitnuo de φ−1(t) = {ut} es él mismo. Por la
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proposición 5.17 existen n ∈ ω y δ > 0 de forma que

(⋃
k≥n

Xk) ∩ π−1
1 ((t − δ, t + δ)) ⊆ B ε

2
(ut)

entonces tomando m ≥ n de forma que 1
2m−1 < ε

2 se sigue que φ−1
m ([t−ρ, t+ρ]) =

Xm ∩ π−1
1 ([t − ρ, t + ρ]) ⊆ B ε

2
(ut) donde ρ = δ

2 . Como φ−1(t) = {ut} lo anterior

implica que φ−1(t) ⊆ N ε
2
(φ−1

m ([t − ρ, t + ρ])) y φ−1
m ([t − ρ, t + ρ]) ⊆ B ε

2
(ut) =

N ε
2
(φ−1(t)) por lo que dH(φ−1(t), φ−1

m ([t − ρ, t + ρ])) < ε
2 , haciendo uso de la

proposición 5.19 se tiene que

dH(φ−1(t), φ−1([t − ρ, t + ρ])) ≤ dH(φ−1(t), φ−1
m ([t − ρ, t + ρ]))

+ dH(φ−1([t − ρ, t + ρ]), φ−1
m ([t − ρ, t + ρ]))

< ε
2
+ 1

2m−1
< ε,

terminando este caso.

b) Ahora si t ∈ Q, luego debemos tomar C ⊆ Ct = φ−1(t) subcontinuo, sea n ∈ ω
tal que 1

2n−1 < ε
2 y t ∈ Qn, como φ−1

n (t) = Ct y Xn es un continuo tipo sen( 1
x)

generalizado existe [a, b] ⊆ [0,1] arco de forma que dH(φ−1
n ([a, b]),C) < ε

2 y

por la proposición 5.19 se sigue que

dH(φ−1([a, b]),C) ≤ dH(φ−1
n ([a, b]),C)+dH(φ−1

n ([a, b]), φ−1([a, b])) < ε
2
+ 1

2n−1
< ε.

Lo cual termina de probar la segunda propiedad y por tanto X es un continuo

tipo sen( 1
x) generalizado con el mapeo φ.

Ahora que hemos construido el espacio sigue construir la función requerida.

Primero obsérvese que la función tienda T ∶ [0,1] Ð→ [0,1] cumple que T (Q) = Q
y T ([0,1] − Q) = [0,1] − Q por tanto podemos definir la función F ∶ X Ð→ X

de forma que F (x) = φ−1(T (φ(x))) si φ(x) ∈ [0,1] −Q y F mapea lineal mente

el arco Ct en CT (t) si t ∈ Q, más precisamente F (t, s) = (T (t), ft(s)) (recuérdese

que ft es el mapeo lineal entre los arcos Lt y LT (t)). De la supreyictividad de la

función tienda no es dif́ıcil convencerse que la función F es suprayectiva, además

es inmediato por como lo definimos que T ○ φ = φ ○ F, aśı que de demostrar que

F es continua, y haciendo uso de 5.13 y 5.15, como la función T es mezclante, se

seguiŕıa que F es un mapeo débil completamente expansivo por continuos, pero
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éste no seŕıa un mapeo completamente expansiva por continuos pues φ−1(1) = C1

es un subcontinuo no degenerado de X tal que F (C1) = φ−1(0) el cual es un

conjunto de un solo punto el cual además es un punto fijo de F, por ello

ĺım
nÐ→∞

dH(F n(C1),X) = dH(φ−1(0),X) > 0.

Por tanto, nuestro último objetivo es mostrar que la función F es en efecto con-

tinua.

Proposición 5.21. F ∶X Ð→X es un mapeo débil continuamente expansiva por

continuos, pero no continuamente expansiva por continuos.

Demostración. Nuevamente basta ver que F es continua. Sean x ∈ X y ε > 0.

Realicemos dos casos:

a) Si φ(x) ∈ Q, consideremos n ∈ ω de forma que φ(x) ∈ Qn y 1
2n−2 < ε

2 . Fijémosnos

en el continuo Xn, por construcción en una vecindad de Cφ(x), digamos para

0 < ρ < ε se tiene que la función

Fφ(x) ∶ φ−1
n ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) Ð→ φ−1

n−1(T ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]))

dada por Fφ(x)(t, s) = (T (t), fφ(x)(s)) es continua (de hecho es homeomorfismo

cuando φ(x) ≠ 1
2 ,1).

Lo primero que se debe notar, es que de la construcción del continuo Xn se tiene

que si y ∈ φ−1
n ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) − Cφ(x) entonces Fφ(x)(y) = φ−1

n−1(T (φ(y)))
y que F ∣Cφ(x) = Fφ(x)∣Cφ(x) .
De la continuidad de Fφ(x) , y como x ∈ Cφ(x) = φ−1

n (φ(x)) ⊆ φ−1
n ([φ(x)−ρ,φ(x)+

ρ]), existe 0 < δ1 < ρ tal que

Fφ(x) (φ−1
n ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) ∩Bδ1(x)) ⊆ φ−1

n−1(T ([φ(x)−ρ,φ(x)+ρ]))∩B ε
2
(Fφ(x)(x)).

Por último, nótese que podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que 1
2n−1 <

δ1, de lo contrario elegimos m ≥ n con 1
2m−1 < δ1, y elegiendo una vecindad

posiblemente más pequeña de Cφ(x) en Xm digamos φ−1
m ([φ(x) − ρ′, φ(x) + ρ′])

de forma que φ−1
m ([φ(x)−ρ′, φ(x)+ρ′]) ⊆ φ−1

n ([φ(x)−ρ,φ(x)+ρ]) (esto ocurre

porque al construir el paso inductivo no se altera la construcción alrededor de

Cφ(x) en vecindades muy pequeñas) lo cual nos daŕıa que

Fφ(x) ∶ φ−1
m ([φ(x) − ρ′, φ(x) + ρ′]) Ð→ φ−1

m−1(T ([φ(x) − ρ′, φ(x) + ρ′]))
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sigue siendo continua de la cual δ1 sigue cumpliendo que

Fφ(x) (φ−1
m ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) ∩Bδ1(x)) ⊆ φ−1

m−1(T ([φ(x)−ρ,φ(x)+ρ]))∩B ε
2
(Fφ(x)(x)).

Aśı bien suponiendo que 1
2n−1 < δ1, sea 0 < δ < δ1 − 1

2n−1 , claramente 0 < δ < δ1.

Mostremos que F (BX
δ (x)) ⊆ BX

ε (F (x)). Sea y ∈ BX
δ (x), si y ∈ Cφ(x) entonces

y ∈ Fφ(x) (φ−1
n ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) ∩Bδ1(x)) y por tanto

d(F (y), F (x)) = d(Fφ(x)(y), Fφ(x)(x)) <
ε

2
< ε

por lo que F (y) ∈ BX
ε (F (x)). Supongamos ahora que

φ(y) ∈ [φ(x) − ρ,φ(x)) ∪ (φ(x), φ(x) + ρ]

por tanto φ−1
n (φ(y)) ∈ φ−1

n ([φ(x) − ρ,φ(x) + ρ]) −Cφ(x) y como

d(φ−1
n (φ(y)), x) ≤ d(x, y) + d(φ−1

n (φ(y)), y)
≤ δ + dist(φ−1

n (φ(y)), φ−1(φ(y)))

≤ δ + 1

2n−1
< δ1,

(aqúı se usó 5.19) por tanto φ−1
n (φ(y)) ∈ φ−1

n ([φ(x)−ρ,φ(x)+ρ])∩Bδ1(x) y aśı

d(φ−1
n−1(T (φ(y))), F (x)) = d(Fφ(x)(y), Fφ(x)(x)) <

ε

2

Pero usando nuevamente 5.19 se tiene que

dist (φ−1
n−1(T (φ(y))), φ−1(T (φ(y)))) ≤ 1

2n−2
< ε

2

de lo cual se sigue que dist(F (x), φ−1(T (φ(y)))) < ε y en particular como

F (y) ∈ φ−1(T (φ(y))) entonces d(F (x), F (y)) < ε, o bien F (y) ∈ BX
ε (F (x)).

Concluimos que F (BX
δ (x)) ⊆ BX

ε (F (x)) y por tanto F es continua en x.

b) Ahora supongamos que φ(x) ∉ Q. Usando lo que se demostró en la proposición

5.20, como φ(F (x)) ∉ Q sabemos que existe ε′ > 0 de forma que

dH(φ−1(φ(F (x))), φ−1([φ(F (x)) − ε′, φ(F (x)) + ε′])) < ε′
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y en particular tenemos que

φ−1([φ(F (x)) − ε′, φ(F (x)) + ε′]) ⊆ Nε(φ−1(φ(F (x)))) ⊆ BX
ε (F (x)).

De la continuidad de T, existe δ > 0 tal que

T ((φ(x)−δ, φ(x)+δ)) ⊆ (T (φ(x))−ε′, T (φ(x))+ε′) = (φ(F (x))−ε′, φ(F (x))+ε′)

donde se usó que φ ○ F = T ○ φ. Por tanto

φ−1(T ((φ(x) − δ, φ(x) + δ))) ⊆ BX
ε (F (x)).

Mostremos que F (BX
δ (x)) ⊆ φ−1(T ((φ(x) − δ, φ(x) + δ))), en efecto sea y ∈

BX
δ (x) en particular se tiene que ∣φ(x) − φ(y)∣ ≤ d(x, y) < δ por lo que φ(y) ∈

(φ(x) − δ, φ(x) + δ) y por tanto

φ(F (y)) = T (φ(y)) ∈ T ((φ(x) − δ, φ(x) + δ)),

y por tanto

F (y) ∈ φ−1(T ((φ(x) − δ, φ(x) + δ)))

lo que muestra la contención

F (BX
δ (x)) ⊆ φ−1(T ((φ(x) − δ, φ(x) + δ))) ⊆ BX

ε (F (x))

y finalmente concluye la prueba de que F es continua en x.

Demostramos que F es continua y la conclusión de la proposición.
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Conclusión

El trabajo abarcó cuatro condiciones caóticas de interés:

(1) Completamente expansiva por continuos,

(2) Débil completamente expansiva por continuos,

(3) Mezclante y

(4) Débilmente mezclante.

El teorema 2.9 concluye la cadena de implicaciones:

(1) Ô⇒ (2) Ô⇒ (3) Ô⇒ (4).

Y aunque en general, las implicaciones rećıprocas no siempre son ciertas, se

hallaron condiciones para los continuos donde se puede dar la equivalencia, mos-

trando aquéllas que son válidas como aquéllas que no son ciertas, mostrando sus

respectivos contraejemplos. resumimos esta información en la siguiente tabla 5.1

Continuos (4) Ô⇒ (3) (3) Ô⇒ (2) (2) Ô⇒ (1)
Gráficas Śı Śı Śı

Dendritas No Śı No
Abanico de cantor No No No

Tipo sen( 1
x) generalizado Śı Śı No

Cuadro 5.1: Tabla resumen. Continuos y sus equivalencias caóticas.

130



Bibliograf́ıa

[Banks 1] Banks, Jhon. Chaos for induced hyperspace maps. Chaos Solitons

Fractals 25. No. 3, págs. 1581-1583. 2005.
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temáticas, Soc. Mat. Mex.,2004.
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