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Introduccién y resumen

Pensando en un tema para escribir mi tesis, cai en la cuenta de que el segun-
do volumen, titulado Systems Physiology, del libro Mathematical Physiology de
Keener y Sneyd [21, p. 474] da razén de la fisiologia humana desde una perspec-
tiva matematica, pero desprecia la fuerza gravitatoria, por lo menos en el caso
del sistema cardiovascular. Es decir, sus consideraciones se limitan a plantear
relaciones cuantitativas entre el flujo (en otras palabras, la rapidez con que una
cierta cantidad de fluido atraviesa una superficie dada), la presién, el drea trans-
versal y demas cantidades relevantes al estudio del torrente sanguineo en venas
y arterias, pero dejan fuera cualquier posible influencia del campo gravitatorio
que mas nos afecta a los seres humanos: el terrestre.

Luego recordé que los astronautas padecen, tras permanecer en el espacio
durante largo tiempo, una atrofia muscular causada por la gravedad tan pequena
del ambiente que habitaron, puesto que los llamados musculos antigravitatorios
(gemelos y cuddriceps, por ejemplo) vieron disminuida muy drésticamente su
utilidad, si se le compara con la que tienen usualmente en la superficie de la
Tierra. Después de reflexionar un poco acerca de ello, pero antes de ponerme
a indagar en libros y revistas sobre el tema, pensé que tal vez habria también
alguna alteraciéon de caracter fisiolégico en la musculatura humana, pero de
forma indirecta, suponiendo que la funcionalidad del sistema cardiovascular se
viera afectada en el espacio. Consideré esta posibilidad basandome en el papel
fundamental que juega dicho sistema en el funcionamiento general de nuestro
cuerpo.

Debia, por tanto, averiguar primero si la distribucién y el flujo de la san-
gre son notablemente distintos en un ambiente microgravitatorio, comparados
con sus contrapartes gravitatorias. Muy pronto, la Dra. Clara Garza y yo en-
contramos varias referencias donde se ponian de relieve ciertas afecciones que
padecen algunos astronautas durante su travesia por el espacio y que podrian
estar relacionadas con la pretendida alteracion fisiologica de la red vascular.
A continuacién, expondremos a grandes rasgos una hipétesis que daria cuen-
ta de los padecimientos referidos, una vez que haya sido evaluada y aprobada
cientificamente (si es que llega a serlo en algiin momento).

De manera semejante a ciertos musculos esqueléticos, cuyo funcionamiento
se reduce practicamente a contrarrestar una parte del efecto que tiene la grave-
dad sobre el cuerpo humano, el sistema vascular presenta una serie de valvulas
que permiten el flujo de la sangre en un solo sentido. Por ejemplo, estas impi-



den que la sangre vuelva a los diferentes compartimentos del corazén después
de haber sido eyectada. Muchas otras valvulas se hallan distribuidas principal-
mente en las venas y una de sus funciones consiste en impedir el retorno de la
sangre a los miembros inferiores, fenémeno que en principio deberia tener lugar
a consecuencia de la accién gravitatoria, por lo que una vez en érbita algunas
de estas valvulas podrian ya no ser utiles en este sentido.

Por el contrario, el cuerpo humano carece de un mecanismo que le permita
favorecer el retorno sanguineo desde su parte superior hacia el corazén, salvo el
impulso que provee el mismo 6rgano (que, por cierto, favorece la distribucién de
la sangre hacia la cabeza y los miembros superiores mucho mas que su regreso
al corazén), de manera que estando muy por encima de la superficie terrestre
posiblemente haya una descompensacién de las fuerzas involucradas en dicho
retorno, considerando que la fuerza gravitatoria desempena un papel destacado
en su promocién bajo circunstancias normales.

Si bien es probable que el desequilibrio consecuente pueda ser compensado
al menos parcialmente por la gran adaptabilidad del corazén, podemos idear
un periodo transitorio durante el cual se muestren algunos efectos del cambio
repentino al que ha sido expuesto el astronauta, como podria ser el incremento
en la presion sanguinea del lecho vascular cerebral, situacion que habria de ma-
nifestarse indirectamente por la fatiga, mareos, dolores de cabeza y nauseas que
afectan el desempenio de algunos astronautas durante su travesia en el espacio.
Debo recalcar el hecho de que la explicacién aqui propuesta no es mas que una
de varias posibles, y que solo nos permitimos plantearla con el fin de orientar la
discusion al problema cuya solucién seré el objetivo de esta tesis.

Cabe preguntarse qué papel juegan las matematicas en esta serie de fendme-
nos. El articulo principal de Stevens, Lakin y Penar [35] propone la interpre-
tacién del flujo sanguineo restringido a la parte superior del cuerpo como un
circuito de parametros concentrados, lo cual permite considerar la red vascular
como un sistema de compartimentos interconectados y promediar los valores de
la presién a lo largo de un solo compartimento. Una caracteristica muy relevante
de este modelo es que toma en cuenta varios compartimentos que podriamos lla-
mar adicionales, dado que a través de ellos no circula sangre de ningan tipo. Se
trata, por una parte, de los ventriculos cerebrales y otras cavidades por donde
fluye el liquido cerebroespinal (LCE) y, por otra parte, del espacio extracelular
en el tejido cerebral, ocupado por el fluido intersticial, que intercambia con la
sangre varios productos residuales de la actividad celular por nutrientes que
se hallan disueltos en el plasma sanguineo, todo lo cual sucede al nivel de los
capilares cerebrales.

Dado que el término presién intracraneal (PIC) se refiere tinicamente a los
compartimentos adicionales, y que al aumentar dicha presion aparecen los diver-
sos malestares ya mencionados, la importancia de estos compartimentos resulta
evidente. Més atin, las variaciones en la presién y/o el flujo de la sangre nos in-
teresan solo porque éstas afectan la dindmica de los compartimentos agregados.

En su momento, habremos de justificar la posibilidad de que la PIC se eleve
en condiciones de microgravedad. Por el momento, basta senalar que esta si-
tuacién no es mas que un aliciente para la investigacién propuesta en mi tesis.



La pregunta clave es: ;De qué manera se ven alteradas las caracteristicas de un
cierto fluido, tanto cualitativa como cuantitativamente, al ser inmerso en un am-
biente microgravitatorio? En otras palabras, suponiendo que ningtn parametro
o condiciéon que pueda influir en su comportamiento se modifique, salvo la pre-
sencia o ausencia de una fuerza de cuerpo (tal como la gravitacional), jpodremos
notar alguna diferencia entre ambos escenarios?

Por supuesto, para dar una respuesta satisfactoria lo mejor seria llevar a ca-
bo experimentos similares, por una parte, en la superficie terrestre y, por otra,
en alguna estacion espacial, efectuando las mediciones que resulten pertinen-
tes. Una alternativa maés factible consiste en evaluar mediante simulaciones de
diversos tipos lo que resulta de exponer un fluido a los efectos de un campo
gravitatorio con baja intensidad. A manera de ejemplo, mencionamos la posi-
ci6én inclinada con la cabeza por debajo de la horizontal (HDT, por las siglas
en inglés de la expresiéon head-down tilt), implementada a varios plazos con el
fin de simular los multiples desajustes que operan en la fisiologia de los seres
humanos cuando se encuentran lejos de la superficie terrestre.

En el apartado correspondiente a las simulaciones podemos hallar también
los modelos matematicos, implementados frecuentemente de forma computacio-
nal mediante algiin esquema numérico. Para el trabajo presente, elegimos un
modelo que consiste en aplicar la ecuacién de Boltzmann en redes para obtener
un flujo incompresible, del cual se derivan las correspondientes ecuaciones de
Navier-Stokes mediante el procedimiento de Chapman-Enskog (tema que solo
mencionaremos de paso). Implementamos dicho modelo a través de la unidad
de procesamiento grafico (GPU, por sus siglas en inglés) de una computadora
en el lenguaje de programacién CUDA, una extensién del lenguaje C. Aprove-
cho la oportunidad para mencionar que nuestra labor consistié en modificar un
programa desarrollado por el ya extinto grupo many core de la Universidad de
Cambridge para modelar en forma elemental ciertos fluidos (incompresibles y
con un bajo nimero de Reynolds) y ofrecer al mismo tiempo una plataforma
interactiva para la inclusion de obstaculos al flujo de estos.

Naturalmente, modelar mateméaticamente el flujo sanguineo resulta muy
complicado por la naturaleza misma de la sangre, un fluido complejo, dado
que en el llamado plasma sanguineo pueden hallarse multiples células (como los
glébulos blancos y rojos) que dificultan su andlisis. Lo anterior no debe malin-
terpretarse: el estudio del flujo sanguineo forma parte de un campo muy activo
de investigacién. Desafortunadamente, sus multiples caracteristicas impiden que
sea tratado seriamente en una tesis de licenciatura. Por lo tanto, nos plantea-
mos un objetivo mucho més sencillo: modelar un fluido simple como el agua.
Supondremos, por anadidura, que su dindmica viene dada por un flujo pulsatil
y que esta tiene lugar en un espacio bidimensional: todo lo anterior justifica el
nombre de la tesis.

Con el fin de no exasperar al lector cuyo interés se concentre en los resul-
tados obtenidos al concluir este trabajo, resumiremos el desarrollo del mismo
a continuacién: primero, expondremos el problema biomédico en el que se ori-
giné la idea para mi tesis; luego, desarrollaremos brevemente los elementos de
teoria cinética necesarios para motivar el uso del método numérico llamado LB



(por sus siglas en inglés) en la solucién del problema que delinearemos un poco
méas detalladamente al final de este resumen (y que no es el biomédico original,
pero si una versién muy simplificada del mismo); en tercer lugar, trataremos al-
gunos temas béasicos de la teoria conocida como dindmica de fluidos, temas que
nos atanen para la solucién analitica del problema elegido (es esta, por lo tanto
una parte esencial de la tesis); més adelante, procederemos a emplear el méto-
do numérico LB (que, en realidad, es toda una familia de métodos numéricos)
para solucionar el mismo problema, esta vez de forma numérica, por supuesto.
A riesgo de que algunas expresiones no queden suficientemente claras por el
momento, presentaremos el problema ya anticipado que deseamos resolver: nos
proponemos determinar analitica y numéricamente el flujo viscoso de un fluido
newtoniano bidimensional a través de un tubo rectangular finito de paredes rigi-
das, suponiendo que dicho flujo estd sujeto a un gradiente de presion periédico
en el extremo inicial de ese tubo y a la condicion de Neumann dada por un gra-
diente de velocidad nulo en el extremo final, asi como a la accién gravitatoria
terrestre.



Capitulo 1
Motivacion biomédica

Es sabido que algunos astronautas padecen dolores de cabeza y nauseas
durante su exposicion a un entorno microgravitatorio. De hecho, a la par de estos
sintomas se han reportado multiples casos de afectaciones en la agudeza visual
de quienes se encuentran orbitando alrededor de la Tierra [1, p. 1]. Durante unos
cuarenta anos se dio por hecho que los sintomas referidos eran sélo transitorios.
Sin embargo, en fechas recientes se plante6 por vez primera la posibilidad de que
hubiera consecuencias permanentes, sobre todo en la visién de los astronautas
afectados.

En cuanto a la causa de los multiples padecimientos, no existe al momento
de redactar el presente trabajo una conjetura que venga a esclarecer el escenario
y que haya sido aprobada por el consenso de la comunidad médica y cientifica,
a pesar de lo cual la teoria que propone el incremento en la presion intracraneal
(ICP) bajo condiciones de microgravedad como responsable de las alteraciones
en la fisiologia y anatomia que tienen lugar en la parte superior del cuerpo ha
sido ya seriamente evaluada [13] y parece ganar adeptos a nivel interdisciplinario
[35]. A su vez, se ha especulado que dicho incremento se debe a una alteraciéon en
la dindmica de los fluidos encefalicos, que comprenden el liquido cefalorraquideo
(CSF), la sangre y el fluido intersticial, hallado en el espacio extracelular del
tejido cerebral. Conviene recordar, asimismo, que el término presién intracraneal
involucra exclusivamente al CSF y a dicho fluido.

Con el fin de poner a prueba esta conjetura, se han ideado varias formas de
simular el efecto sobre el torrente sanguineo (y demés sistemas corporales) que
tiene la disminucién de la fuerza gravitatoria al orbitar en torno a la Tierra.
Uno de ellos consiste en recostar a un sujeto de prueba boca arriba, ya sea en
decibito supino (cuello en posicién neutra y miembros extendidos) o con la ca-
beza por debajo de la horizontal (llamaremos en lo sucesivo HDT a esta posicién,
baséndonos en la expresion del idioma inglés head-down tilt). Naturalmente, el
flujo sanguineo se ve alterado al exponer el cuerpo del sujeto a cualquiera de las
posiciones referidas, dado que la distribucién de la sangre hacia los miembros
inferiores y el subsecuente regreso al corazén resultan afectados moderadamen-
te por el efecto de la atraccién gravitatoria y lo mismo aplica en el caso de la
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circulacién dirigida hacia la cabeza y miembros superiores.

Resulta muy natural, por tanto, considerar la evaluacion del efecto arriba
mencionado a través del supuesto equivalente. Con este fin, Stevens, Lakin y
Penar [35] proponen un circuito de pardmetros concentrados que representa el
flujo sanguineo restringido a la parte superior del cuerpo (principalmente la
cabeza) para luego someter dicha simulacién a las condiciones propuestas, tra-
duciendo al lenguaje de las matematicas el significado asociado a las expresiones:
estar recostado y tener la cabeza por debajo de la horizontal (en otras palabras,
de manera que al recostarse con el cuerpo derecho la cabeza quede mas aba-
jo que el centro de masa y, a la vez, dicho punto se encuentre mas abajo que
los pies), asi como estar inmerso en un ambiente con microgravedad. La idea
es simple: considerar distintos ‘compartimentos’ interconectados (las arterias
intracraneales, capilares cerebrales y senos venosos, por ejemplo, constituyen
compartimentos separados) y promediar en el espacio que abarca uno de ellos la
presion, ya se trate de sangre o de algtin otro fluido corporal, para hallar luego
una relacion de tipo cuantitativo que represente el flujo entre distintos compar-
timentos. Dado que no se cuenta con datos sobre la ICP durante una exposicién
de largo plazo a un entorno con microgravedad, la importancia de este modelo
se ve acrecentada. Su mera existencia alienta la verificacion o rectificacion de
los resultados que arroja.

Sin embargo, antes de pasar a considerar la magnitud del éxito obtenido con
el modelo de Stevens y compariia, abundemos un poco més en sus detalles, a la
par que establecemos de manera escueta la fisiologia y anatomia pertinentes al
fenémeno que pretende representar.

Para empezar, debe notarse que en todo caso el interés se concentra en el flujo
periédico (es decir, aquel cuya dindmica se repite de forma aproximadamente
igual cada cierto tiempo) que debe alcanzar el sistema bajo consideracion, luego
de haber transcurrido un tiempo razonable. Es decir, la transicién gradual que
necesariamente ocurre entre el flujo periédico asociado a la superficie terrestre
y el correspondiente al entorno microgravitatorio puede ser muy relevante al
objeto de estudio, pero s6lo podemos analizar los flujos periddicos terminal e
inicial.

Con el fin de validar el modelo, se efectuaron simulaciones a corto plazo
en su modalidad HDT. Estas reprodujeron las observaciones clinicas para la
presion de los senos venosos durales y para la ICP. Los senos venosos durales
son canales venosos que reciben sangre tanto de las venas cerebrales profundas
como de las superficiales. Asimismo, reciben liquido cefalorraquideo (CSF) del
espacio subaracnoideo, que se encuentra entre las meninges interiores, a saber
la piamadre y el aracnoides, las cuales protegen el sistema nervioso central.
Finalmente, dichos canales desembocan en la vena yugular interna.

E1 CSF bana al encéfalo y a la médula espinal mientras circula por el espacio
subaracnoideo, los ventriculos cerebrales y el canal ependimario. Los ventriculos
cerebrales son cavidades anatémicas contenidas en el cerebro y conectadas entre
si y con dicho canal, también conocido como el canal central de la médula espinal,
puesto que corre longitudinalmente a través de la estructura mencionada en su
totalidad. El CSF acttia como una especie de cojin para la corteza cerebral, lo



cual provee de una proteccién basica de tipo mecénico e inmunolégico para el
cerebro en el interior del craneo. Asimismo, el CSF cumple una funcién vital
en la autorregulacion del flujo sanguineo cerebral, funciéon que presenta mayor
relevancia para nuestros fines.

El principal resultado que arrroja el modelo de Stevens et. al. [35] es que la
ICP no se ve afectada por los cambios esperados en la presion arterial central (es
decir, en la presién aértica), ya que dichos cambios son realmente muy pequenos
tanto en posicion HDT como en un ambiente microgravitatorio, de acuerdo con
la evidencia que existe al respecto [30, 33]. Resulta asimismo que la ICP varia
paralelamente a la presién venosa central (es decir, la presién de la vena cava
inferior, o toracica, cerca del atrio derecho), a diferencia de lo que sucede con
la presion arterial. Finalmente, la ICP se incrementa en 0.37 mmHg por cada
1 mmHg que disminuye la presién osmdtica coloidal (también llamada presién
oncética) [35, p. 334].

Recordemos que la 6smosis es el transporte pasivo (es decir, a favor de un
gradiente de concentracién) del agua a través de una membrana semipermeable.
Como ejemplos de membranas semipermeables, mencionamos la membrana ce-
lular y la pared capilar. Con el fin de prevenir el flujo de agua hacia el interior
de una membrana y a favor de un gradiente de concentracién, de manera que
en el exterior de la misma el porcentaje de agua en solucién sea mayor que en
el interior debe, pues, aplicarse una cierta presién minima que anule el proce-
so de Osmosis. A dicha presién la denominamos presion osmdtica. Lo mismo
aplica en el caso de que el flujo esté dirigido hacia el exterior de la membrana
en cuestiéon. Por otra parte, la llamada presién osmoética coloidal es un tipo de
presién osmotica ejercida por las proteinas del plasma sanguineo. El tamafio de
estas proteinas se manifiesta usualmente en los sistemas coloidales. La presion
osmoética coloidal tiende a concentrar el agua en el interior del sistema circula-
torio. Es decir, previene su flujo hacia el exterior del mismo. En este sentido, la
presién osmotica coloidal se opone a la presién hidrostatica, dado que esta ulti-
ma favorece la perfusién de agua a través de la pared capilar. Conviene pensar
que las proteinas del plasma sanguineo ejercen dicha presion de forma indirecta,
ya que su mera presencia disminuye la concentracién de agua en el interior de
los capilares y, a consecuencia de ello, favorece el gradiente de presiéon hacia el
interior, en el caso del agua.

El modelo que propone el equipo de Stevens tiene por finalidad aportar evi-
dencia ya sea favorable o contraria a la conjetura sefialada, cuyo objetivo es
proporcionar una explicacién de los fenémenos que han sido registrados. A este
respecto, y al menos en lo que se refiere a la primera versién del susodicho mode-
lo, debe senialarse que los resultados obtenidos no parecen darle peso a la teoria
que propone el incremento de ICP en microgravedad como responsable de los
mareos, nduseas y demas sintomas que padecen los astronautas en érbita, pues
aquéllos sugieren que la ICP bajo condiciones de microgravedad es significati-
vamente menor que en posicion HDT a largo plazo y, suponiendo que la presion
venosa central disminuye a 0 mmHg [4, p. 23], tendremos aun que el valor de
la ICP en microgravedad es menor que en dectibito supino sobre la Tierra [35,
p. 336].
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Segun lo dicho, el modelo requiere una modificacion, que propusieron Lakin
y Stevens en el ano 2008 [23]. En ella se parte de la conclusién obtenida en
el trabajo previo, a saber que la ICP no puede elevarse lo suficiente para dar
lugar a la multitud de sintomas arriba mencionados, siempre que la llamada
barrera hematoencefalica no se vea afectada por el cambio de entorno. El primer
andlisis suponia, efectivamente, que los coeficientes de filtracion y de reflexion
permanecen invariantes luego de la transicién tierra-espacio.

Hagamos un paréntesis con el propsito de explicar en forma sucinta las carac-
terfsticas principales (en este contexto) de la barrera hematoencefdlica. Se trata
de una muy densa formacion de células que recubren el interior de los capilares
cerebrales, con el fin de separar el fluido intersticial presente en el encéfalo, de
la sangre que fluye por los vasos sanguineos que lo irrigan. La caracteristica de-
finitoria de esta barrera, manifiesta al ser comparada con el resto del endotelio,
es su elevada selectividad, que permite el correcto funcionamiento del cerebro al
impedir el paso en circunstancias regulares a objetos microscopicos (bacterias,
por ejemplo) y a moléculas grandes o hidrosolubles. Dicha selectividad resulta
de la estrecha unién establecida entre las células endoteliales de los capilares
cerebrales, que resulta menos compacta en otras regiones del cuerpo.

Volviendo al modelo de Stevens et. al., deciamos que en su momento no fue
contemplada la accién del entorno microgravitatorio en la funciéon de la barrera
hematoencefalica. Se incorporaron los coeficientes de filtracién y de reflexién al
primer modelo via la ecuacion de Starling

Qcs = Keg|(Pe — P) —ocp(nc —mB)), (1.1)

donde las variables Po y Pp representan la presién hidrostatica en los capilares
y en el espacio intersticial cerebral, respectivamente; mc y mp cuantifican la
presion osmotica coloidal en los compartimentos senalados; Qcp es el flujo a
través de la barrera hematoencefalica y, por ultimo, las variables Kcp v oo
son, precisamente, los coeficientes de filtracién y de reflexiéon asociados a dicha
barrera, en ese orden.

Resulta sencillo entender la idea que respalda la ecuacién propuesta, cuando
se piensa en la hipdtesis que dio lugar a ella, formulada por el fisiélogo britanico

Ernest Starling en 1896: .. debe existir un balance entre la presion hidrostdtica
de la sangre en los capilares y la atraccién osmdtica ejercida por la sangre en
los fluidos circundantes.” Nuevamente en palabras de Starling: “.. y mientras

la presion capilar determina la trasudacion, la presion osmdtica que ejercen
las proteinas del plasma sanguineo determina la absorcion.” Asimismo, debe
considerarse que al haber intercambio de sustancias entre dos compartimentos,
unicamente la diferencia de presiones en ambos, y no su magnitud, contribuye al
incremento o la disminucién del mismo. Luego de tomar en cuenta las conside-
raciones anteriores, resulta més factible que la ecuaciéon de Starling represente,
efectivamente, la situacién dicha.

Al presentar un nuevo modelo en el afio 2007, Lakin y Stevens [27] abordaron
la posibilidad de que se viera alterada la fisiologia de esta barrera y con ella
dieron fuerza a la tesis de que es el aumento en la ICP el causante de malestares



diversos en varios astronautas, durante su travesia por el espacio. En dicho
trabajo, se propusieron dos mecanismos que muy probablemente darian lugar a
una disfuncién de la barrera hematoencefélica en estas condiciones.

El primero de ellos se refiere a la ausencia de gravedad, propiamente ha-
blando, que anularia consigo la presion hidrostatica del fluido intersticial en el
tejido cerebral. Siendo éste uno de los factores que le dan rigidez al endotelio
de los capilares cerebrales, cabe esperar que las junturas entre células se vean
ligeramente separadas con respecto a la posicién que normalmente presentan.
Si bien no se dispone de informacién respecto a la permeabilidad de la barrera
hematoencefilica en microgravedad, el resto del endotelio se comporta de forma
bastante mas permisiva que en la superficie terrestre, lo cual otorga mayor peso
a la conjetura planteada sobre la alteraciéon de esta barrera.

El segundo mecanismo no concierne a la disminucién del efecto gravitatorio,
sino a la posible exposicion de los astronautas a niveles importantes de radia-
cién, que inician a partir del cinturén interior de Van Allen, regién que alberga
particulas eléctricamente cargadas (protones, electrones, particulas alfa, etc.).
Los cinturones de Van Allen pertenecen a la magnetosfera terrestre y, precisa-
mente, es el campo magnético de la Tierra que da sostén a dichas regiones. Hace
poco mas de diez anos, un equipo de trabajo encabezado por Dariusz Leszczyns-
ki condujo una serie de experimentos [26] cuya conclusién fue que al exponer una
muestra de endotelio humano a la radiacién que emiten y reciben los equipos de
telefonia mévil durante una hora, ciertas proteinas de la estructura mencionada
ven alterados sus niveles de expresién. Si bien este cambio resulta ser transitorio,
uno de sus posibles efectos consiste en la deformacion de las céulas endoteliales
y en la consecuente aparicion de espacios entre dichas células.

De acuerdo con lo arriba dicho, es probable que la exposicion a ciertos niveles
de radiaciéon provoque un desajuste en el funcionamiento de la barrera hema-
toencefalica, posiblemente acompanado por los diversos malestares reportados.
Debemos senialar, no obstante, que los tinicos vuelos tripulados que han rebasa-
do el cinturén interior de Van Allen pertenecieron al Proyecto Apolo y que s6lo
en éstos se ve justificada la consideracion de este segundo mecanismo que, es
necesario insistir, no concierne a la infima presencia del efecto gravitatorio en
forma directa.

Cerramos el primer capitulo del trabajo presente a manera de recapitulacién,
destacando los puntos relevantes de la discusion precedente:

Existe una serie de sintomas que padecen algunos astronautas mientras se
encuentran lejos de la superficie terrestre: ojos hinchados, cefalea, nduseas y ma-
reo, principalmente. Hasta ahora no hay una explicacion suficientemente clara
y aceptada por el consenso de la comunidad médica ycientifica de los sintomas
referidos. Sin embargo, la conjetura mas fuerte apela a un desajuste en el fun-
cionamiento del sistema circulatorio como agente que indirectamente provoca
el conjunto de malestares, mediante un incremento en la presién intracraneal.
Con base en esto, se han propuesto algunos modelos matemaéticos en anos re-
cientes que buscan dar sustento a la conjetura planteada. Estos parecen senalar
que el incremento es posible, siempre que la barrera hematoencefalica, modera-
dora del intercambio molecular entre capilares y espacio intersticial cerebrales,
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modifique sus funciones a causa de la situacién que los astronautas atraviesan.
Existen dos posibles mecanismos que muy probablemente habrian de alterar el
funcionamiento de esta barrera, uno de ellos directamente relacionado con el
estado de ingravidez. Este consiste en la ausencia de presién hidrostatica en el
tejido cerebral, que afecta la constitucion de la barrera hematoencefélica, gene-
rando espacios entre células contiguas del endotelio cerebral e incrementando
la permeabilidad de éste, situacion que habria de favorecer el ingreso de varias
sustancias al espacio intersticial que no atravesarian la barrera en circunstancias
normales. Este serfa el causante del incremento en la presion intracraneal que
habiamos mencionado. El segundo mecanismo no es tan relevante para nuestros
fines, dado que no involucra directamente la ausencia de gravedad en el espacio.

En este momento volvemos la atencién al objetivo de nuestra tesis. Luego de
haber motivado la discusién que viene a continuacién, nos preguntamos por las
diferencias cualitativas y/o cuantitativas que aparecen al comparar dos flujos
pulsétiles (como el flujo sanguineo) idénticos en todo aspecto, salvo en el hecho
de que uno estd sujeto a una fuerza fuerza de cuerpo (como la gravedad) y el
otro no. Segun el parrafo anterior (y los que le preceden), el aumento en la
presion sanguinea al nivel de los capilares, en caso de existir, no interviene de
forma significativa en la aparicion de los sintomas dichos. Veremos qué resulta
de nuestras simulaciones que, en todo caso, modelan un problema bastante mas
sencillo que el de la circulacién humana. En nuestro cuerpo virtual, existe un
solo vaso sanguineo, plano. Sus paredes son rigidas y por él circula un fluido
newtoniano.



Capitulo 2

La ecuacion de Boltzmann

Este y los dos capitulos siguientes contienen la herramienta matemaética fun-
damental para el planteamiento y soluciéon del problema que nos ocupa. Em-
pezaremos abordando los aspectos esenciales de la teoria cinética, basandonos
sobre todo en el libro de Boltzmann [3], quiza el idéneo punto de partida si
se le considera desde una perspectiva histérica. De manera complementaria, el
texto de Liboff [25] contiene el desarrollo de la teoria cinética, tanto en su for-
ma cldsica (muy 1til en varias aplicaciones) como en sus vertientes relativista y
cuéntica (las cuales no utilizaremos en este trabajo). Por tltimo, nos basamos
en la exposisicién de Succi [36, pp. 3-15], que no obstante serd més ttil all4 en
el capitulo 4. Cabe sefialar que también nos referiremos a otros textos sobre
disciplinas que son afines a la teor[ia cinética, pero que no forman parte de ella.

2.1. Un vistazo a la teoria cinética de la materia

Decimos que un sistema termodindmico se compone de dos elementos: en
primer lugar, una regién observable del espacio que se encuentre bien delimitada
por una frontera (bien puede ser esta una pared o superficie, pero también
debemos considerar algunos ejemplos un tanto mas sutiles, como una barrera
de potencial eléctrico); y, en segundo lugar, la frontera misma, que separa aquella
regién del espacio restante. El objeto de estudio que se plantea la Termodinamica
es el intercambio de energia que sostiene un sistema con sus alrededores y el
efecto que tiene dicho intercambio en las caracteristicas fisicas del mismo (tales
como su temperatura y presién), de acuerdo con la naturaleza de sus fronteras
(cfr. [37, p. 1]).

Cuando se ha logrado aislar un sistema termodinamico de su medio circun-
dante, y si dicho medio no ejerce trabajo mecéanico en el sistema, ni el sistema
ejerce trabajo en sus alrededores cualquier afectacion que haya podido tener
lugar con anterioridad en el sistema gracias a la interaccion de ambas partes
(sistema y alrededores) cesard por completo [11, pp. 47-49] y, en algiin momen-
to, el sistema alcanzara un estado en que la temperatura del mismo sera uniforme

11
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en el tiempo y el espacio, no habiendo ya flujo de calor proveniente del exterior,
ni transferencia en el interior del mismo por conduccién o conveccién. Tampoco
habra, llegado el momento, cambio alguno en la distribuciéon de velocidades de
las particulas que integran el sistema. Estas son algunas de las caracteristicas
que definen el llamado equilibrio termodindmico (pero no todas ellas).

Por razones que abordaremos un poco mas adelante, el estudio termodinami-
co de un sistema que abarca un gran nimero de particulas se efectua de forma
estadistica, por lo cual a dicha rama de la Termodindmica se le conoce como
Termodindmica Estadistica. Resulta conveniente subdividir esta rama en dos
partes: por un lado, la Mecéanica Estadistica se basa en la suposiciéon de que un
sistema se encuentra en equilibrio cuando el agregado de sus particulas ha adop-
tado su configuracién més probable; la Teoria Cinética de los gases, por otro
lado, propone diversos modelos mecanicos de interaccién entre las particulas
del sistema. La diferencia de enfoque entre las dos subdivisiones de la Termo-
dindmica Estadistica se ve reflejada en su aplicabilidad: mientras que la Mecani-
ca Estadistica se refiere iinicamente a las configuraciones de equilibrio, la Teoria
Cinética puede emplearse para estudiar el proceso que atraviesa un sistema no
equilibrado para alcanzar un equilibrio termodindmico. (cfr. [37, pp. 3-4]) En
particular, nos interesa el aspecto mecanico de este equilibrio, referente a la
distribucién de velocidades arriba mencionada.

En su comienzo, durante la segunda mitad del siglo XIX, la teoria cinética
de la materia se planteé dicho problema para el caso de un sistema gaseoso
enrarecido, en el cual la distancia entre particulas excede por mucho al radio de
las mismas, que define su rango de interaccién. También nosotros habremos de
conducirnos bajo esta hipétesis, por el momento. Asimismo, supondremos que
no hay efectos cudnticos relevantes (en otras palabras, que podemos despreciar
la longitud de onda de De Broglie asociada a las particulas del gas). De acuerdo
con esta tltima hipétesis, la posiciéon y el momento lineal de cada particula estan
dadas por:

dzi _ pi (2.1a)
== 1la

dt m’

dp;, — .

7 =F,, i=12,..,N. (2.1b)

Aqui, las variables Z; y p; representan, como arriba mencionamos, la posicién
y el momento (o cantidad de movimiento) asociados a la i-ésima particula com-
ponente del gas, en el orden establecido. Por otro lado, 1?'Z es la fuerza total que
actla sobre dicha particula y m es la masa de una particula cualquiera, ya que
hemos considerado un solo gas y, por tanto, un solo tipo de a&tomo o molécula.

De acuerdo con la teoria de ecuaciones diferenciales ordinarias, el sistema
de 6NN ecuaciones que arriba presentamos tendrd exactamente una solucion,
definida en un intervalo de tiempo, suponiendo que la funcién

— — —
8(17777‘?2}71?27"'75\;7 _)N7t;m): <m7ﬁ7m7£7"'7m7m> (2'2)
m m m
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es continua y satisface la condicién de Lipschitz para las primeras 6V variables
en una cierta region del espacio de las posiciones y los momentos, una vez ha-
biendo especificado el estado inicial del sistema (véase [19, p. 15], por ejemplo).

Aqui, la dependencia temporal de § se manifiesta a través de las fuerzas F; que
experimentan las particulas componentes del gas. La masa m no es mas que un
parametro del sistema.

Sin embargo, lo anterior es valido tan s6lo cuando suponemos, ingenuamen-
te, que la cuestion de hallar dichas trayectorias se puede plantear efectivamente
como un problema de valor inicial. Debemos senalar que, ademas de especifi-
car las condiciones que imperan al principio en el sistema, es preciso indicar
también cudles son las fronteras del mismo y cémo interacciona el sistema con
ellas. Aunque podemos elucubrar la posibilidad de que ni las posiciones ni los
momentos presenten alguna cota hacia el infinito, es decir que el gas no se vea
confinado por algin tipo de recipiente y que las particulas puedan aumentar su
velocidad en forma indefinida, cabe senalar que dos o méas de ellas no pueden
hallarse a una distancia menor que su didmetro, cantidad que se entiende como
dos veces su rango de interaccién. Este punto es fundamental y, mas ain que
el anterior, no ha de ser despreciado al considerar este problema en lo sucesivo.
Naturalmente, y volviendo al caso que nos ocupa (es decir, el de un gas confi-
nado por las paredes de algin recipiente), debe especificarse la manera en que
las particulas del gas interactian con las fronteras del sistema (conservando su
momento, o cantidad de movimiento, y su energia cinética, suponiendo que las
paredes permanezcan fijas). Al igual que la anterior, esta observacién es crucial
para definir el tipo de flujo que habremos de obtener mas adelante, cuando ha-
gamos la suposicién de que el medio conformado por las particulas del gas es
continuo, o bien se comporta como si lo fuera.

Segun lo dicho, es tedricamente plausible (bajo ciertos supuestos de indo-
le matemadtica) hallar la posicién y el momento lineal de cada particula, cuyo
agregado compone el gas en cuestion, al considerar el problema desde una pers-
pectiva cldsica. Sin embargo, tanto el inmenso ndmero de particulas (aun al
tratar con un gas enrarecido) como el incremento exponencial de la incertidum-
bre en las condiciones iniciales, vuelven este enfoque de solucién algo en verdad
impracticable (cfr. [36, pp. 3-4]).

Afortunadamente, los observables fisicos que nos interesan (presién y tempe-
ratura del gas, por ejemplo) se originan de una media estadistica, involucrando
asi un muy grande colectivo de historias particulares. En lo sucesivo, adoptare-
mos el enfoque estadistico para nuestros fines. De hecho, cabe sehalar que puede
partirse de muchas condiciones iniciales diferentes cuya evolucién lleva al siste-
ma al mismo estado macroscopico. Es este un punto mas a favor del enfoque
estadistico.

Antes de ello, sin embargo, insistiremos en que el estado asociado a una
particula de nuestro sistema viene determinado por la posicién y el momento
de la misma. Dado que ambas cantidades se representan mediante una terna
ordenada en R?, necesitamos un elemento de R3 x R? = RS para cada instante,
a fin de caracterizar dicho estado, también conocido como fase de la particula.
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Puesto que el estado completo del sistema se ve representado por una colecciéon
de N puntos en dicho espacio, lo extenderemos a R3Y x R3V =2 RN 4 fin
de que un solo punto en este represente el estado del sistema en su totalidad.
Diremos por ello que R es el espacio de las fases o, simplemente, el espacio-
fase. Recalcamos el hecho de que el sistema puede ocupar tan sélo una parte del
espacio total, en primera instancia porque no podemos hallar dos particulas a
una distancia menor que su didmetro.

Consideremos a continuacién la densidad D(Z, p,t) de particulas (es decir,
el nimero de ellas por unidad de volumen generalizado, esto es, el producto
cartesiano de la unidad de volumen correspondiente al espacio de las posiciones
y la unidad de volumen respectiva en el espacio de los momentos) al transcu-
rrir el tiempo ¢, evaluada en el punto (Z,p). Aqui, & representa un vector de
posicién y p uno de momentos. Por consiguiente, dado un elemento de volu-
men AZ = Ax Ay Az presente en el espacio de las posiciones y, andlogamente,
Ap = Apy Ap, Ap, un elemento de volumen contenido en el espacio de los mo-
mentos, podremos estimar el niimero de particulas ubicadas en AZ, cuyo vector
de momento se halla en Ap’ como

An ~ D AZ AP, (2.3)

donde los elementos AZ y Ap tienen su centro en & y p, mientras que la funcién
D esté evaluada en (7, p, t).

Ya que la densidad funciona exclusivamente a nivel local, se entiende que
la anterior expresién valga tan sélo de forma aproximada (salvo, quizé, en los
puntos donde la funcién D sea constante en una vecindad de los mismos), siendo
mejor la aproximacion cuanto mas pequefios sean los elementos AZ y Ap.

Por supuesto, la ecuacién ((2.3)) se puede volver exacta y no solo aproximada
al considerar la integral de la funcién D sobre la regién Aw = AL Ap:

An = DdZ dp. (2.4)
Aw
Anélogamente, se puede hallar el nimero total de particulas N calculando la
integral de la misma densidad, pero en esta ocasién tomando como dominio
de integracion la regién accesible de espacios y momentos para el sistema en
cuestién, que denotaremos por §2:

N:/Dd:zdﬁ. (2.5)
Q

Llegado este punto, debemos senalar que si el gas bajo estudio no se en-
cuentra en equilibrio termodindmico (es decir, que ain prevalece algin flujo
macroscépico en él, ya sea de materia o bien de energia), su fase ird aproxi-
madamente a un estado en el que se manifiesta dicho equilibrio, en un proceso
conocido como relajacion. A pesar de que este equilibrio no nos interesa de
forma directa para los fines planteados anteriormente (pues el flujo pulsatil no
puede tener lugar en un sistema equilibrado termodindmicamente), dedicaremos
algun tiempo a deducir una ley que describa la evolucién temporal de la funcién
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D, cuya expresién matemética (expresada en términos de probabilidades y no
utilizando ndmeros o densidades de particulas) es la llamada ecuacion de Bol-
tzmann. Nuestra deduccién nos llevarda a su formulacion original, hallada por
primera vez en el ultimo tercio del siglo XIX por el fisico austriaco Ludwig Bol-
tzmann, gran defensor e impulsor de las teorias atémica y cinética de la materia,
que no gozaban de mucha popularidad entre los fisicos de la época [3, pp. 23
-30].

Deduciremos entonces, de forma un tanto heuristica, la famosa ecuacion, pa-
ra lo cual habremos de refinar nuestras hipétesis. En primer lugar, trataremos
con un gas enrarecido, cada una de cuyas particulas transcurre la mayor parte
de su existencia surcando el espacio que media entre dos colisiones sucesivas.
En segundo lugar supondremos, de acuerdo con el planteamiento original de
Boltzmann, que la densidad de particulas y demés cantidades que determinan
la evolucién del sistema, se hallan distribuidas uniformemente en el espacio de
las posiciones (y no asi en el espacio de los momentos), por lo que no es posible
distinguir macroscépicamente dos porciones del gas, sin importar la distancia
que las separe. Llamaremos desorden molar en lo sucesivo a dicha condicion. Es
posible, a pesar de la hipétesis anterior, que grupos de unas pocas particulas
exhiban ciertas regularidades en su movimiento, como ocurriria si cada una de
ellas se desplazara en direccién de su vecina mas cercana, por ejemplo. Si dichas
regularidades se distribuyen de manera uniforme en el espacio, todavia sera im-
posible distinguir dos porciones del gas desde una perspectiva macroscopica, por
lo que seguird imperando el desorden molar. No obstante, el hecho de que ten-
gan o no lugar dichas relaciones afecta sustancialmente la manera en que debe
considerarse una colisiéon entre particulas. Adoptaremos, por tanto, la hipétesis
conocida como desorden molecular, segin la cual dichas regularidades de unas
pocas particulas tampoco se presentan en el gas propuesto. Para que la finalidad
de esta hipfesis quede clara, solo diremos por el momento que nos permitira con-
siderar una colisién entre dos particulas como un evento estadisticamente inde-
pendiente de cualquier otra colisién que hayan podido experimentar estas con
anterioridad. Para terminar supondremos, a fin de simplificar el argumento, que
los 4tomos componentes del gas se comportan como esferas elasticas perfectas
durante una colision y que no hay fuerzas externas actuando sobre el sistema.
Pasemos entonces a la obtencién del resultado que anunciamos.

2.2. Caso 1: Esferas rigidas

Hemos supuesto que las variables dinamicas del gas se hallan distribuidas
uniformemente en el espacio de las posiciones, al que llamaremos también ‘espa-
cio’ a secas (hip6tesis del desorden molar). Nos preguntamos ahora de qué forma
se distribuyen dichas variables en el espacio de los momentos. En particular, es
de nuestro interés la densidad D, cuya evolucién a lo largo del tiempo quisiéra-
mos hallar. Supongamos, en primera instancia, que la rapidez (o norma de la
cantidad p/m) de cualquier particula resulta ser aproximadamente igual a un
cierto numero positivo . No hemos dicho exactamente igual a r para evitar en lo
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posible introducir el lenguaje de las distribuciones (o funciones generalizadas).
Suponiendo también que no existe una direccién preferencial para el movimiento
de las particulas, en algiin momento habré de ocurrir (o al menos asf lo espe-
ramos) que dos de ellas colisionen casi perpendicularmente o, mejor dicho, que
un poco antes de entrar en contacto, una de ellas viaje casi en la direccién que
determina la recta de los centros, al tiempo que la otra se deplaza en forma casi
perpendicular a la misma. En este caso, la primera particula tendra, luego del
encuentro una velocidad aproximadamente igual a cero, mientras que la rapidez
de la segunda particula serd muy cercana a v/2r (véase la figura (2.1)).

Figura 2.1: Velocidad antes y después de una colision perpendicular.

De esta manera, mediante colisiones sucesivas habré, llegado cierto momento,
un amplio rango para la rapidez de las distintas particulas que conforman el gas,
que ird desde cero hasta una cantidad considerablemente mayor que la rapidez
original aproximada r.

Averigiiemos entonces de qué forma evoluciona la distribucién de velocidades
un poco a la manera de Boltzmann y Maxwell [3, pp. 36-49]. De acuerdo con
la manera en que definimos la densidad D, podemos calcular el ntimero de
particulas cuyo vector de momentos se localiza en Ap al tiempo ¢, cualquiera
que sea su vector de posiciones, mediante la integral

| [ pasoags, (26)
Ap

donde (2, representa la regién del espacio limitada por las fronteras fisicas del sis-
tema. Luego, de acuerdo con la hipétesis del desorden molar, podemos concluir
que dada una porcién ® del espacio de las posiciones, el nimero de particulas
cuyo vector de posicion se halla contenido en este al transcurrir el tiempo ¢, y
cuyo vector de momentos se localiza en Ap, estard dado por

P
/ D(Z,p,t)dpdz |Q || D(Z,p,t)dpdZ, (2.7)
AP Ap
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donde empleamos |®[, |€2,| para hacer referencia a los volimenes de ®, 2, res-
pectivamente. Mas atn, suponiendo que el volumen de 2, es unitario, tendremos
que

/ D(%,p,t)dpdz = |9 / D(%,p,t) dpdz. (2.8)
& JAP Q. JAP

También deducimos que el ntimero de particulas que abandona la regién ®, o
cualquier otra, se ve reemplazado en promedio por el niimero de ellas que ingresa
en la misma region durante el mismo intervalo de tiempo. Dichas particulas
pueden provenir ya sea de una region aledafia, o bien de las fronteras al reflejarse
en ellas, fronteras que habremos de considerar suaves (en el sentido matematico
de la palabra, es decir C*°) y elasticas. Bajo estas hipétesis, la distribucién de
velocidades no dependera del movimiento que presenten las particulas entre dos
colisiones sucesivas, sino de la frecuencia con que ellas se encuentren y colisionen.

Ahora nos centraremos en hallar esta frecuencia, para entender cémo evolu-
ciona la densidad de particulas. Consideremos con este fin dos particulas, que
habremos de distinguir sefialando sus cantidades respectivas (posicién, momen-
to, funcién de densidad, etc.) mediante los subindices 1 y 2. Aunque posible,
es improbable que mas de dos particulas choquen, participando en la misma
colisién. Hablando en términos del espacio-fase para N particulas, el conjunto
de configuraciones correspondientes a una colisién triple, cuadruple o superior
(o a todas ellas juntas) resulta ser de medida cero con respecto al conjunto de
colisiones dobles (ver [6, p. 65]). Por tanto, es suficiente considerar este tipo de
colisiones para todo fin practico. De esta manera, el ntimero de particulas con
vector de momento en Ap; y en Ap; se expresa por

Dy = / D(&, 7, t) dpd7, (2.92)

Dy = / D(Z,p,t) dpdz, (2.9b)

mientras que el nimero de particulas de ese mismo tipo, contenidas en la regiéon
®, estara dado por

@ [ [ b -|a|-, (2.100)

@ [ [ p@podps~|a|-D. (2.10)
N

nuevamente suponiendo que vol(2,) = 1. También hemos simplificado la nota-
cién para no escribir la doble integral cada vez que necesitemos hacer referencia
a dichas cantidades.

2.2.1. Frecuencia de colisiones

Consideremos ahora una clase particular de colisiones entre dos particulas,
o colisiones dobles, para las cuales no sélo sus vectores de momento estén con-



18 CAPITULO 2. LA ECUACION DE BOLTZMANN

. —> — .
finados a las regiones Ap; y Aps antes del encuentro, sino que al momento de
entrar en contacto y producirse la colisién su recta de los centros tenga cierta
inclinaciéon que habremos de caracterizar enseguida.

Figura 2.2: Se identifican todos los puntos de la semirrecta con el punto ‘X’

Para ello, imaginemos una esfera centrada en el origen de un sistema arbitrario
de coordenadas rectangulares en el espacio fisico. Asi, dada una semirrecta que
pase por el origen, identificaremos todos los puntos de la misma, exceptuando
el origen mismo, con el punto de la esfera que pertenece a dicha recta (véase
la figura 2.2). Ahora bien, la esfera es una superficie bidimensional (aunque
parezca redundante, conviene aclararlo). Asi, para ubicar un punto cualquiera
de la misma basta con especificar el valor que asumen para dicho punto dos
variables que parametricen la esfera. Podemos considerar, por ejemplo, la lla-
mada colatitud y el acimut en cualquiera de sus convenciones. De esta manera,
habremos de tomar en cuenta solamente aquellas colisiones cuya recta de los
centros, considerada en direccién de la particula 1 a la particula 2, tenga el
valor de su colatitud entre los dngulos ¢1 y ¢o (medidos a partir del semieje Z
positivo), al tiempo que el acimut de la misma se halla entre 61 y 62 (medido en
el plano XY con respecto al semieje X positivo y en direccion del eje Y, es decir
en sentido positivo). Entonces hablaremos de una colisién directa si podemos
hallar los vectores de momento para las particulas que habran de colisionar en
las regiones Ap; y Aps, mientras que la recta de los centros estéd caracteriza-
da por el punto de la esfera cuyos pardmetros definitorios (colatitud y acimut)
tienen sus valores contenidos en los intervalos arriba mencionados. Observemos
que después de la colision los vectores de momento ya no estaran localizados en
las mismas regiones si éstas son suficientemente pequenas, lo cual se debe a que
va en su magnitud o en su direccién habran sufrido un cambio considerable. No
obstante, la recta de los centros sera la misma antes y después del evento.

A continuacién, nos planteamos el problema de hallar el nimero v de estas
colisiones que tienen lugar en la regién 2, y en el intervalo de tiempo At.
Para ello, hacemos notar primero que es suficiente conocer la velocidad relativa
de una de las particulas con respecto a la otra para determinar la frecuencia
de estas colisiones. Las velocidades “absolutas” de ambas particulas (en otras
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Figura 2.3: Una colision directa.

palabras, sus velocidades referidas al origen del sistema coordenado) resultan
intrascendentes para nuestros fines. Ahora estamos hablando de velocidades
(que son vectores) y no sélo de sus magnitudes (o rapideces). Entonces podemos
suponer que la segunda particula bajo consideracién estd en reposo, mientras
que la primera particula se desplaza con vector de velocidad g respecto a aquella.
También hemos supuesto que las particulas son esferas rigidas iguales, por lo
que asignamos el valor s al diAmetro de ambas. Si imaginamos ahora una
esfera més grande y concéntrica a la primera (es decir, una esfera contenedora
de la primera particula), esta vez de radio s, tendra lugar entonces una colisién
directa si y sélo si la superficie de dicha esfera més grande entra en contacto
con el centro de la segunda particula (véase la figura 2.3).

Ahora bien, al recorrer todos los valores previstos para los angulos colatitu-
dinal y acimutal, la recta de los centros abarca en la superficie de la esfera una
sub-region de la misma. Para cuantificar su extension de alguna forma, obser-
vemos que si llamamos A\ a la sub-regién de la esfera unitaria que es abarcada
por la misma recta de los centros al recorrer sus valores angulares previstos, en-
tonces obtenemos la regiéon que nos interesa mediante una simple homotecia de
la region A\ por un factor igual a s que multiplica la longitud de una curva por
s, precisamente, y el area de una regién bidimensional por s2. Asi, la sub-regién
de la efera contenedora en cuestiéon tiene magnitud s? - AN.

En lo sucesivo representaremos por ¢ a la magnitud del vector g, es decir a la
rapidez relativa de la primera particula con respecto a la segunda, que imagina-
mos en reposo. De esta manera y segin lo anterior, cada elemento de superficie
52 - AX se desplazard una distancia igual a ¢ - At en la direccién de § duran-
te el lapso At. Un aspecto que debemos notar de estas colisiones se refiere al
angulo formado por el vector § y la recta de los centros, ya que naturalmen-
te no todas las colisiones posibles son frontales (de hecho, muy pocas lo son).
Llamamos frontales a aquellas colisiones para las cuales el vector § se superpo-
ne a la recta de los centros (véase la figura 2.4). Hacemos notar entonces que
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Figura 2.4: Colisiones frontal y no frontales.

el 4ngulo mencionado puede ser nulo en el caso de una colisién frontal, pero
ciertamente existe la posibilidad de que el dngulo sea agudo, como es el caso
de las colisiones no frontales en la figura 2.4 De suceder que el mismo angulo
sea recto se tendran colisiones tangenciales, que realmente no modificaran el
vector § y dado que, por anadidura, estas colisiones son eventos relativamente
poco frecuentes, no habran de ser tomadas en cuenta para nuestras siguientes
consideraciones. La posibilidad restante, de que el dngulo en cuestion sea mayor
que un angulo recto, es decir obtuso o llano, en realidad no puede tener lugar
dada la supuesta impenetrabilidad de las particulas (y después de todo, si éstas
no fuesen impenetrables carecerfa de sentido hablar de colisiones entre ellas).
Volviendo a los elementos de superficie s? - A\, cada uno de ellos abarcaré al
desplazarse durante el lapso At una especie de paralelepipedo cuyas caras no
son exactamente planas, sino un tanto curvas dado que los mismos elementos de
superficie presentan lados curvos. Dichos pseudo-paralelepipedos semejaran cada
vez més paralelepipedos verdaderos conforme la magnitud de las regiones s2- A\
disminuya progresivamente a cero. Podemos suponer que la semejanza dado un
valor muy pequeno de A\ es suficiente para justificar el siguiente célculo.

Figura 2.5: La recta de los centros y el vector g.

Ya que el desplazamiento de una regién s2 - A)X no tiene por qué llevarse a
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cabo en forma perpendicular a la superficie misma, posiblemente (y, de hecho,
muy probablemente) exista un dngulo no nulo entre la normal a s - A\ y la
direccion del vector g (y es éste el que define el desplazamiento). A fin de aclarar
esto, hagamos notar que al entrar en contacto las particulas, su recta de los
centros se hallara dispuesta perpendicularmente a las superficies en el punto de
contacto. Asi, podemos volver a enunciar la afirmacién previa diciendo una vez
més que el vector § y la recta de los centros (en direccién de la primera a la
segunda particula) pueden formar un d4ngulo agudo o nulo. Habremos de llamar
a dicho dngulo 9 en lo sucesivo (véase la figura 2.5). Podemos suponer (y nos
convendrd hacerlo) que, en esta figura, los vectores rojo y azul corresponden
precisamente al vector § y a su proyeccién a lo largo de la recta que une los
centros de ambas particulas. Entonces la magnitud del vector azul se calcula por
gcos?. Hemos dicho antes que la regién s? - A\ se desplaza una distancia igual
a g - At en la direccién de g durante el lapso At. Asi pues, el desplazamiento
de la misma, perpendicular a ella, estard dado por gcos®d - At. Sabemos que
es ésta la altura de nuestro “paralelepipedo”, asi que el volumen del mismo
serd s2g cos ¥ - AX At. Lo anterior es sélo aproximadamente cierto, ya que segiin
escribimos antes, nuestros “paralelepipedos” no son perfectos. Para expresar con
mayor exactitud su volumen necesitamos primero hallar el drea de la region A\
como funcién de las variables angulares ¢ y 6, que antes llamamos colatitud y
acimut, en ese orden. Esta nueva meta se alcanza muy facilmente recurriendo a
la integral de superficie

¢2 02
[ [ 1 x 2 ds (2.11)
¢1 Jb1
donde la letra T representa la parametrizacién T : [0,27) x [0,7] — S? de la
esfera unitaria dada por
T(6, ¢) := (sen ¢ cos 0, sen ¢ sen d, cos @) (2.12)

y Ty, Ty representan las primeras derivadas parciales de la transformaciéon T’
con respecto a cada una de sus variables. Tenemos en forma explicita que

Ty(0,¢) = (—sen¢senb,sen ¢ cosb,0), (2.13a)
Ty(0,¢) = (cos ¢ cosB, cos psend, —sen ¢). (2.13b)

Deducimos por todo lo anterior que el producto cruz de la integral (2.11) viene
dado por

T9XT¢:<

—sen¢senf sen ¢ cos
cospcosf  cospsend

sen ¢ cos 0
cospsenf —sen ¢

0 —sen ¢ sen 6
"l—sen¢  cos¢cosb

= (—sen® ¢ cos 0, —sen® psen 6, — sen ¢ cos @)
= —sen ¢ (sen ¢ cosf,sen gpsen b, cos @) .
Asi, finalmente llegamos al integrando

[To x Ty|| = | sen ¢| (2.14)
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y reescribimos el area de la region A\ como

¢2 b2
AN = / | sen ¢| df d¢p
o1 JO1

:/¢2 /;2 sen ¢ df do. (2.15)

Debemos la segunda igualdad al hecho de que ¢ € [0, 7]. Con esta nueva expre-
sion, reafirmamos que el volumen del pseudo-paralelepipedo que “barre” nuestro
elemento de superficie A\ al transcurrir el lapso At se calcula exactamente por
s2gcosd - AXAt. Entonces el volumen total ® desplazado por estos elementos
de superficie, que forman parte de aquellas particulas cuyo vector de momento
se halla en Amg (ver las expresiones (2.9) y (2.10), donde hacemos p; = mg y
ps = 0 para estar en concordancia con nuestra consideracién previa, referente al
desplazamiento relativo de las particulas) se obtiene multiplicando este niimero
por el volumen que desplaza una regién A\:

<I>:/ D(Z,p,t)dpdZ - s*g cos 9 AN At
Q, Jamg

= Dy s%gcost) AN AL. (2.16)

Luego, dado que una particula en reposo contenida en la regién de volumen @
habréa de colisionar con exactamente una de las particulas que se desplazan a
velocidad ¢, la cantidad de particulas en reposo contenidas en ® serd el nimero
de colisiones directas v que tienen lugar en un lapso At (véanse las expresiones
(2.10)). Simbdlicamente, se tiene que

v=>o- D2
= D1 Dy s*gcos 9 AN At. (2.17)

La primera de las dos expresiones obtenidas para v debe recordarnos que el
desarrollo anterior depende fuertemente de la hipOtesis que nombramos ante-
riormente desorden molecular pues si, por ejemplo, fuera el caso de que algunas
particulas se desplazaran hacia sus vecinas més cercanas, la presencia en la re-
gién ¢ de una particula en reposo influiria de alguna forma en el hecho de que
una segunda particula en movimiento se hallara mas o menos cerca de la pri-
mera, por lo que no podriamos calcular ambos eventos en forma independiente,
como lo hicimos de hecho. M4s aun, diremos que la expresion (2.17) redefine el
desorden molecular del que hemos hablado anteriormente.

2.2.2. Colisiones inversas

En la subseccién precedente hallamos una expresiéon para el ntimero v de
colisiones directas que tienen lugar en el lapso At. Al acontecer una de ellas, el
numero de particulas tanto del primer tipo como del segundo se ve disminuido en



2.2. CASO 1: ESFERAS RIGIDAS 23

uno (recordemos que el tamaiio de las regiones Ap; y Aps se piensa tan pequeno
como haga falta para que una de estas colisiones sin duda expulse cada particula
de su regién ocupada en el espacio de momentos). Para calcular entonces el
decremento que atraviesa D; (la primera de estas cantidades) al considerar
todas las colisiones posibles en el mismo intervalo de tiempo, extenderemos
) el andlisis previo, no sin antes corregir un error que introdujimos entonces
advertidamente.

Al definir el dngulo ¥ que forman la recta de los centros en direccién de la
primera a la segunda particula y el vector de velocidad relativa g, no procedimos
con toda precision, ya que dijimos sobre los vectores de momento que habrian de
pertenecer a las regiones Ap; y Aps, sin especificar su posicién exacta en ellos,
de manera que aun si la recta de los centros se ubicara con exactitud, habria de
ser imposible determinar el valor del dngulo ¥ partiendo sélo de ello. Notamos
entonces que ¥ es una funcién de g y de A)\, es decir que

9 =10(G,AN), (2.18)

donde la dependencia de la segunda variable se entiende relacionando la region
AM con la direccién del vector que apunta perpendicularmente a la misma,
dirigido hacia fuera. También es correcto pensar que 1 es una funcién de las
variables pi, s, 0 y ¢

9 =0 (51, 55,6,6), (2.19)

ya que § = G (p1,p3) y AN = AX (6, ¢). Lo anterior nos indica el error de consi-
derar el término cos? de forma independiente a las expresiones (2.9a), (2.10b)
y (2.15) para obtener la frecuencia v. Procedamos entonces de la siguiente ma-
nera: En primer lugar, expresamos la diferencial de drea dA en términos de las
diferenciales df y d¢ de las variables angulares que definen la direccién asociada
a la recta de los centros a partir de la expresién (2.15) como

d\ = sen ¢ df d¢. (2.20)

Una vez hecho esto, la diferencial de volumen equivalente a la regiéon ¢ dada por
la expresién (2.16) se obtiene sustituyendo las diferencias finitas A\ y At por las
diferenciales d\ y dt. Necesitamos reinterpretar asimismo la expresion D1, que
denotara en lo sucesivo (y a diferencia del significado que le asociamos en la ex-
presién (2.9a)) nada mas que la funcién D valuada en el punto (z1, p1,t). Luego
tendremos que multiplicar D por los diferenciales de posicién y de momento, a
saber dzi y dpi, respectivamente, para obtener una expresiéon diferencial refe-
rente al ntimero de particulas por elemento de volumen generalizado (es decir,
en el espacio de las fases y no sélo en el espacio fisico). Reescribimos entonces
la expresién obtenida para ® de la siguiente manera:

® = D, dz; dp; - s*gcos ¥ d\ dt, (2.21)

donde s%g cos ¥ d\ dt representa la diferencial de volumen desplazado en el lapso
dt por la diferencial de area dA.
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Ahora bien, para obtener el nimero de colisiones total que disminuyen la
cantidad D;dz7 dpy, integraremos la diferencial

dv = ® - Dy dzs dps
= D1 Dy s%gcos ¥ dxi dp; dzs dps dAdt, (2.22)

con respecto a las variables T3, ps y A, donde la expresién Dy adquiere un sig-
nificado andlogo al arriba descrito para Dy (hagamos notar que dicha cantidad
es independiente de la posicion = dada la hipoétesis del desorden molar; gracias
a ello, queda justificada la expresién anterior). Las primeras dos de estas va-
riables (cada una de las cuales se compone de tres variables reales) abarcaran
cierta regién accesible de R3. Para entender esto, s6lo debemos sefialar como un
ejemplo que si puede hallarse una cota superior de la rapidez que puede asu-
mir una particula (tal como ¢, la rapidez de cualquier onda electromagnética en
el vacio), cualquiera de las particulas halladas a una distancia mayor que cdt,
con respecto a la primera particula, no podréa colisionar con ésta en el curso
del intervalo dt, y asi queda restringido el valor de Z3 a una regién finita. El
caso de la variable \ es diferente. Los valores posibles de 6 y ¢ (que, a su vez,
determinan los valores de A) se reducen a aquellos para los cuales el angulo ¥
es agudo, una vez habiendo asignado valores a p; y a ps. De acuerdo con las
anteriores observaciones, la integral [ dv resulta en el decremento de la cantidad
D, dx; dﬁf7 como antes anunciamos.

Sin embargo, suponiendo que el gas en cuestién se halla en estado esta-
cionario, es decir en equilibrio termodindmico, el decremento [ dv debe estar
compensado por el incremento que seguramente se produce mediante colisiones
de un tipo distinto a las previamente consideradas. Antes de hallar dicho incre-
mento, averigilemos cudl es el valor de las variables pi,ps luego de acontecer
una colision directa. Abordemos el problema desde una perspectiva geométrica,
partiendo de la siguiente figura:

En ella representamos por el punto O el origen de nuestro sistema coordenado.
Los segmentos OK y K; K5 son paralelos a la recta que une los centros de las
particulas que participan de una colisién (mds adelante especificaremos la ma-
nera en que se construye K; K5). Podemos suponer, sin pérdidad de generalidad,
que el primero se halla sobre el eje X. Los segmentos OC; y OC5 representan,
en magnitud y direccién, las velocidades de dichas particulas antes del evento
y, andlogamente, los segmentos OC7, OC) representan estas mismas velocida-
des luego del choque. Por supuesto, el subindice 1 hace referencia a la primera
particula y el subindice 2 a la segunda particula. Deseamos, por el momento,
averiguar la direccién y magnitud de los segmentos OC7, OCY, suponiendo que
se conocen la direccién y magnitud de OCy,OC5. A fin de lograr esto, conside-
remos el punto S del plano en que tiene lugar la colisién'con la caracteristica de
que el segmento OS representa la velocidad del centro de masa del sistema (con-
formado dnicamente por estas dos particulas). Sabemos que las coordenadas del

e

1Es decir, el plano determinado por el vector de velocidad relativa § = C2Cy y por la
recta de los centros, que podemos pensar como el segmento OK si suponemos que la segunda
particula se halla en el origen del sistema coordenado.
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Figura 2.6: Velocidad antes y después de una colisién directa.

punto S son entonces

_ Day + Pay Py, + Dy, Pz D2y
- 9 n= I C - :
2m 2m 2m

3 (2.23)

Naturalmente, el punto S = (§,n,() pertenece al segmento de recta limitado
por C1 y Cs, como puede apreciarse en la figura. Esto se debe a que

S = (57’[774') = (pxl +p$27py1 +py2 Pz +p22)

2m 2m ' 2m

Y ) )

1(&%&)+1(&@pﬁ)

2\m’ m’ m 2\m " m’ ' m
1 1
:5(”@’1»%17“21)4‘5(%27%27%2)
1 1
=-C —Cs. 2.24
2 1+2 2 ( )

Como los coeficientes de C; y Cy son ambos positivos y suman 1, se obtiene
la afirmacién previa. Observamos también que, de hecho, S es el punto medio
del segmento dicho. Esto se debe a que estamos considerando un solo tipo de
particulas, todas ellas con la misma masa m. Si en nuestro sistema hubiese varios
tipos de particulas, el centro de masa podria verse desplazado del punto medio.
Ahora bien, hagamos notar que al llevarse a cabo una colisién, el momento (y,
por tanto, la velocidad) de ambas particulas se ve afectado en mayor o menor
medida, segiin sean las condiciones del impacto. Podemos, no obstante, expresar
el momento de ambas particulas en términos de sus componentes paralela y orto-
gonal a la recta de los centros en el instante justo del choque. En otras palabras,
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consideramos el espacio como una suma directa de dos subespacios: La recta de
los centros y el plano perpendicular a la misma que pasan por el centro de masa.
De esta manera, cualquier vector del espacio podra expresarse en términos de
las componentes dichas. Para el caso de una colision elastica, tendremos que
las componentes ortogonales no cambian al ocurrir el evento. Sélo las compo-
nentes paralelas se ven modificadas. Para hallar de qué manera cambian éstas,
tendremos que apelar a la conservacién de la energia y del momento (recuérdese
que estamos considerando colisiones eldsticas). Representemos entonces dichas
componentes por las letras ¢y, ca, ¢}, ch. Més especificamente, ¢; simbolizard la
componente paralela a OK de la primera particula antes del choque, ¢} serd la
componente correspondiente de la misma particula, pero después del choque y,
analogamente, para los simbolos que tienen subindice 2. Notemos que los valores
de éstos pueden ser negativos o positivos. Para indicar el signo, consideramos
por ejemplo que la direccion del segmento dirigido OK es positiva. Entonces
tendremos por conservaciéon del momento que

/ /
€1+ ca=c)+ (2.25)
mientras que por conservaciéon de energia cinética se obtiene lo siguiente:
2 2 /2 ’2
C1 Co Cl C2 2 2
2= 42 o 2 qe?=d 44 (2.26)
m m m m

Resolvamos entonces el sistema de ecuaciones obtenido para hallar una o méas
relaciones posibles entre las cuatro cantidades involucradas, mas sencillas que
las dos anteriores, por supuesto:

cite=d+d, = d =ca+te—d
2
=y =(c14+cy—c))?
=12 4+ e? + 0’12 +2c1c9 — 2c1¢) — 2¢ac). (2.27)
Sustituyendo luego la expresién obtenida para 0’22 en la segunda igualdad, lle-
gamos a que
2 2
et et =0 Fe? +e® + 7 4 20100 — 2e1¢) — 206,

= 20’12 +2c109 — 2c1¢) — 2¢9¢) =0
= (¢} —c2)(c) — 1) =0. (2.28)
Ahora bien, si ademéas de considerar las componentes paralelas a la recta de
los centros en el instante de la colisién, lo hacemos de forma tal que el origen
de nuestro sistema de coordenadas se halle precisamente en el centro de ma-

sa en cuestién, observaremos que, juntamente con la ecuacién derivada de la
conservacién del momento lineal, se tendra lo siguiente:

cite=d+d=0 = c=-c, cy=—d, (2.29)
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por lo que se sigue de la tltima condicién obtenida en el desarrollo conjunto de
ambas leyes que

(dh—c)cdy—c1)=0 = (h+c1)(—chb+c2)=0

0

A (2.30)

Q
RSt
I

C2

Obtenemos, por tanto, dos posibilidades. Veamos qué pasa al considerar cada
una de ellas por separado. Si fuera cierto que ¢} = —c;, tendriamos entonces por
la ley de conservacion de energia cinética que c’22 = ¢3? o bien, equivalentemente,
que ¢ = +co. Si fuese ahora que ¢, = ¢y, tendriamos por conservacién de
momento que ¢j = ¢; y, como también es valida por hip6tesis la igualdad ¢] =
—c1, deducimos que ¢} = ¢; = 0y, dada la condicién ¢; + ¢co = ¢} + ¢, = 0,
concluirfamos que ¢4, = ¢a = 0. Es decir, ambas moléculas se hallarfan en reposo
con respecto a su centro de masa y, por anadidura, una con respecto a la otra.
Es decir, nunca sucedié una colisién, aun suponiendo que las moléculas se hallan
una junto a la otra, ya que es una condicién necesaria para el acontecer de una
colision el que las velocidades de ambas particulas cambien luego del evento. Atn
cabe, no obstante, la posibilidad de que ¢}, = —¢1 y ¢, = —ca. A diferencia del
caso anterior, éste no contradice alguna de las leyes de que partimos. Tenemos,
por tanto, una opcién viable para la descripcion de la colision en términos
bastante sencillos. La tercera y dltima opcién, ¢b = ¢g, nos lleva, junto con la
ley de conservacién de momento, a que ¢; = ¢;. Nuevamente, esto contradice
el hecho de que las velocidades no pueden permanecer inalteradas luego de una
colision. Debe ser, por tanto, que las igualdades

dh=—c1, dh=—ca (2.31)

se vean satisfechas por las componentes dichas de las particulas en el curso de
una colision entre ellas. En pocas palabras, lo nico relevante a nuestros fines
consiste en sefialar que, luego del encuentro, la componente de ambas particulas,
que es paralela a la recta de los centros, sélo invierte su sentido, manteniendo
su magnitud. Esto se puede ver en la figura 2.6.

Regresando a ésta, mencionemos que una colisién puede no verse restringida
a un plano. Queremos aclararlo porque la figura podria malinterpretarse de esta
manera, precisamente. Con el fin de aclarar esto, desarrollaremos un ejemplo
con mucho detalle.
Consideremos la situaciéon ilustrada en la figura 2.7. Podemos apreciar dos
particulas esféricas que se desplazan a la misma rapidez, que podemos con-
siderar unitaria al introducir unidades convenientes. Supongamos que dichas
particulas vienen dadas por las siguientes ecuaciones:
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Figura 2.7: Ejemplo de una colisién no plana.

(w—£>2+y2+(z—(—1—?—%75))2:1. (2.32b)

2

La primera de ellas corresponde a la particula que se desplaza en forma paralela
al eje Y, mientras que la segunda representa a la particula que presenta un
desplazamiento paralelo al eje Z. Podemos notar esto hallando la variable que
se ve afectada al transcurrir el tiempo ¢. Por supuesto, las expresiones anteriores
son validas para el intervalo de tiempo t < 1, ya que siendo unitaria la velocidad
de ambas particulas y unitaria también la distancia que separa a cada uno
de los puntos marcados por una x del origen, ambos tardaran una unidad de
tiempo en llegar a este punto. Para ¢ = 0, las coordenadas de aquéllos son
(0,—1,0) y (0,0, —1), respectivamente. Para comprobarlo, basta sustituir estos
valores (junto con ¢t = 0) en la ecuacién correspondiente. De forma andloga,
corroboramos que el origen pertenece a la superficie de ambas particulas en el
tiempo t = 1.

Necesitamos ahora asegurarnos de que en realidad tiene lugar una colisiéon
entre ellas, para lo cual basta calcular la distancia entre los centros de ambas
particulas en el tiempo de colisién propuesto. Como el centro de la primera
particula se ubicard entonces en (—\/5/ 2,0,v2/ 2) y el centro de la segunda se

hallara en (v/2/2,0,—v/2/2), la distancia dicha seré:

(x/§)2+(\/§)2=\/ﬁzx/1:2 (2.33)
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y ya que los radios son iguales a 1, las particulas chocan en t = 1. Luego,
determinemos el plano que esta generado por la recta de los centros en el instante
del choque y por el vector de velocidad relativa entre las particulas. Podemos
hallar la primera utilizando la posicién de los centros en ¢t = 1, que fue sefialada
anteriormente. La recta de los centros estd dirigida entonces por cualquiera de

los vectores
_ V2 V2 V2 V2
v = 7a0a_7 - _77077
2 2 2 2

= (v2.0,-v2)

P 1 _
> 0 =m0 Ve (V20 V2)

_ V2 0 V2
B 27 2 )
Normalizamos el primer vector que obtuvimos para simplificar posteriormente

los calculos. Por otro lado, el vector de velocidad relativa se obtiene simplemente
restando los vectores de velocidad en cualquiera de los érdenes posibles:

(2.34)

’U_>2 = (07071) - (07170)

=(0,-1,1)
NS B
BRI (P Rl
- (0,—\?, ?) (2.35)

Este orden resulta en el vector que representa la velocidad de la segunda particu-
la con respecto a la primera. De esta forma, nos interesa analizar el evento desde
el plano I que esta generado por los vectores obtenidos:

= {7 R |G = A0y + puts, \, u € R}. (2.36)

Hagamos notar que el centro de masa se localiza en el origen, puesto que si las
esferas son homogéneas de masa m, entonces podemos representarlas para este
fin mediante sus centros. Luego, las coordenadas del centro de masa seran

m (—@ﬂ,%) +m (%,O,—%

) = (0,0,0 2.37
— (0,0,0) (2:37)
al momento de la colision. Podemos entonces reproducir el andlisis presentado
anteriormente para este caso particular. Efectuemos para ello una transforma-
cién rigida que nos permita hacer cuentas muy sencillas en el plano XY para
luego verlas reflejadas en nuestro plano II. Si identificamos el vector é; = (1,0)
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con 07 podemos, para hallar el correspondiente a €3, primero sefialar que el
angulo entre los vectores 07 y 03 se calcula por

PO 1
arc cos (07 - U2) = arccos <—2

_ 27

. (2.38)

Identificaremos por tanto, con 03, uno de los vectores unitarios en el plano XY
que forman con é€; un dngulo de 27/3. Elegiremos el vector (—1/2, —\/3/2) v
s6lo necesitamos determinar la transformacion rigida 7' (que es lineal, pues lleva
el origen de XY al origen de II) cuyo efecto habremos de caracterizar por las
siguientes asignaciones:
o~ 1 3 R
T61 =V, T —7,—£ = V3. (239)
2 2

Luego, como & = (—v/3/3) & + (—2v/3/3) (—1/2,—v/3/2), podemos expresar

la transformacién requerida en términos de los vectores candénicos como

Ter=n
V2 V2
_(v2, V2 2.4
(50-F): (2.400)
. V3Y\ 2v3\
Te= (‘3) ot (‘3) v
_ (V6 V6 VB (2.40b)
6 3 6
Asi pues, la representacion matricial de la transformacién T viene dada por
V2 _ 6
2 6
T <“) = 0o & (“) (2.41)
v v

Ahora necesitamos averiguar cuéles son los vectores de velocidad relativa que
expresan el movimiento de ambas particulas con respecto al centro de masa.
Debemos notar que, si bien el centro de masa estd ubicado en el origen para
t = 1, su posicién no se halla fija en el mismo. De hecho, dadas la homogeneidad
de ambas esferas y la igualdad entre sus masas, sélo necesitamos hallar el punto
medio del segmento que determinan sus centros en cualquier momento para
ubicar su centro de masa. Como la posicién de aquéllos se encuentra por

V2 V2 V2 V2
—,0,—-1— — ———1 — 2.42
(2,0, 5 +t>, ( 5 L+t 2), (2.42)
ubicamos el centro de masa en cualquier instante como sigue:
V2 V2 V2 V2
(7’07—1—7+t)+(—77—1+t’7)_ g i-1t-1 (2.43)
2 S\ 2 2 ) '



2.2. CASO 1: ESFERAS RIGIDAS 31

Asi, el vector velocidad del mismo con respecto al origen es (0,1/2,1/2). De
esta forma, las velocidades de ambas particulas con respecto al centro de masa

en realidad son
11 1 1
1.0)—(0.=. =) =(0-=.-=
(0’ ’0) <07 27 2) (05 27 2)7

(0,0,1) — (0,;, ;) = <0;;) (2.44)

Ahora nos interesa averiguar a qué vectores del plano XY corresponden los
ultimos vectores obtenidos, bajo la transformacion T

0 gz Pt (e
B R G B €
oA ) (R ()
u:§7 U:?' (2.45)

En efecto, T (—v/2/4, —v/6/4) = (0,—1/2,1/2). Observemos ahora la figura 2.8.
En ella puede apreciarse lo que llamaremos la pre-imagen del choque entre las
dos particulas. Con esto, nos referimos a la representaciéon del mismo en el plano
XY (quizés sea mejor escribir el plano UV dado que las variables elegidas son
uw y v). Las pequenas lineas que atraviesan los semiejes marcan la unidad de
ambos. Los segmentos de recta c¢; y co representan la pre-imagen de los vectores
obtenidos para las velocidades relativas de las particulas con respecto al centro
de masa bajo la transformacién T'. Como la pre-imagen de la recta que une los
centros es el eje U, la perpendicular a ésta que pasa por el centro de masa tiene
como pre-imagen el eje V. Asi, debemos reflejar en éste los segmentos ¢; y ¢
para obtener ¢} y ¢, las pre-imdgenes de los vectores que habran de representar

las velocidades de ambas particulas con respecto al centro de masa luego del
%%%%Os entonces
que
g (LY2 VO, (V2 VEY (2.46)
47 4 ) 47 4

Al aplicar la transformaciéon T a estos vectores del plano XY obtenemos lo
siguiente:

V2 _ 6 _1
_ V2 2 6 _V2 2
4 4
T<¢6>= 0o <ﬁ>= i (2.47)
4 V2 _ /B 4 0
2 6

En forma analoga, hallamos que T (v/2/4,—V6/4) = (1/2,-1/2,0). Los vec-
tores obtenidos son las velocidades relativas de ambas particulas con respecto
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Figura 2.8: La preimagen de nuestra colisién.

al centro de masa, que no estd fijo en el origen. Para obtener las velocidades
“absolutas”, necesitamos sumar a cada uno de ellos la velocidad del centro de
masa. Llegamos entonces finalmente a que

1 1
—3 0 —3
ci=|3|+]3] =11 (2.48a)
1 1
0 2 2
1 1
2 0 2
Co=1-31+[3] =10 (2.48b)
1 1
0 2 2

Observemos que la suma de estos vectores no cambia con respecto a la suma
de los vectores correspondientes, anteriores al encuentro de las particulas. Esto
concuerda con la ley de conservacion de momento lineal. También hagamos notar
que el movimiento de la segunda particula no tiene componente en la direccién
del eje Y, pero tampoco la tenia en un principio. La razén es que el punto de
ésta donde colisiona con la primera particula se halla justamente a la mitad
de la misma en la direccién del eje mencionado. Asi, el choque no modifica la
segunda componente de su movimiento.

Una vez concluido el ejemplo anterior, nos gustaria expresar las diferenciales
de los voliimenes que pueden ocupar los extremos de los vectores OC] y OCY
(es decir, los puntos C7 y C%) en términos de las diferenciales de voliimenes co-
rrespondientes a los vectores OCy y OC5. En otras palabras, suponiendo que a
los puntos O y Cy se les permite ocupar ciertos voltimenes dv; y dvs, respecti-
vamente, nos preguntamos qué voltimenes dv;’ y dvs’ podran ocupar los puntos
C1 y C} a consecuencia del choque entre las particulas. Por supuesto, conside-
raremos volimenes dv; y dvs muy pequeios o, mejor sea dicho, elementos de
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volumen. Para este fin, veamos qué sucede con el producto de diferenciales
dvidvs = dvy, dvy, v, dvg,dvy,dv., (2.49)

al llevarse a cabo la colisién. Es decir, expresaremos el producto de diferenciales
resultante
doy'dvy’ = vy, dvy, dv’, dvl,, dv,, dv’, (2.50)

en términos del correspondiente producto original, arriba escrito. Para empezar,
senalemos el hecho de que una colisién dura muy poco, si la comparamos con
el tiempo que las particulas viajan, previo al encuentro de ambas. Es ésta una
de las hipétesis en que hemos basado nuestro argumento, a saber, la cualidad
enrarecida de nuestro gas. De hecho, supondremos que el evento de choque es
instantdneo, de acuerdo con lo cual aun cuando los valores de las diferenciales
en cuestion y la velocidad de ambas particulas pueden variar considerablemente,
podemos considerar que la direccion de la recta de los centros permanecera cons-
tante a lo largo de esta transicion. Mejor dicho, podemos considerar que varia
tan poco que al hacer cada vez més pequeno el intervalo de tiempo alrededor
del momento en que sucede el choque, la variacién de ésta se hard cada vez
mas pequeina y, de hecho, tenderéd a cero si el intervalo presenta la misma ten-
dencia. A continuacién, efectuaremos un cambio de variables que nos permita
expresar el producto de las diferenciales originales referido no a las particulas
que colisionan, sino a la primera de ellas y al centro de masa. La razén de esto
consiste en que nuestro sistema de coordenadas se halla centrado en este punto
y es, por tanto, con respecto al mismo que se expresan las velocidades de ambas
particulas. Dadas las igualdades (2.23), reescritas como

_ Ull + Ulz _ Uyl + Uy2 _ UZI + UZ2

notamos que al dejar fijas las componentes del vector v; y variar solamente las
de 3, podremos expresar las diferenciales de &,1n,( por

dv dv
5 2 b 2 b)

_ dug,
2

¢

(2.52)

~ . d .
Debemos senalar que al fijar las componentes de v{ lo que estamos haciendo
. . — —
es recalcar el hecho de que a las variables vectoriales v{ y w3 se les puede
asignar ciertos valores en forma independiente, asignacién que lleva aparejado
. — — ’ .
un elemento de volumen respectivo, dvy o dvs. Asi, una vez elegido el valor de
v1, a vg se le puede asignar un valor cualquiera, sin importar el correspondiente
b . .
de vi. Al efectuar entonces el cambio de variables, el vector (£,7,¢) toma el
— . — s 2
lugar de v, por lo que una vez elegido un valor para vy, la eleccién de (£,7), ()
se puede efectuar en forma completamente independiente. Una vez obtenidas
. . . 1 .z —> >
las anteriores diferenciales, podemos reescribir el producto en cuestiéon dvidvs
como sigue:

dvg, dvy, dv,, dvg, dvy, dv,, = 8dv,, dvy, dv,, d€ dn dC. (2.53)
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Ahora bien, dado que el centro de masa permanece fijo en el origen de nuestro
sistema coordenado, y como se ha visto ya que los vectores de velocidad anterior
y posteror al choque son del todo simétricos respecto a la recta que pasa por
el centro de masa, perpendicularmente a la recta que une los centros y desde la
perspectiva del mismo centro de masa, concluimos que, perfectamente simétrico
al elemento dv,,dv,,dv.,, hallamos dvy, dv, dv_ que es, por dicha simetria,
igual a aquél. Podemos entonces volver a expresar el producto de diferenciales
original como

8dvy, dvy, dv., d§ dn d¢ = 8dv, dv), dv’ d€dndg. (2.54)
Finalmente, dado que el centro de masa viene dado, luego del evento, por

52%’ "ZW’ C:%, (2.55)

mientras que sus diferenciales se expresan, al dejar fijos v/, , v; |, V%, como sigue:

it = dvy,, _ dvé2 ‘= dv’,, 5 56

(cuando escribimos que v}, , v; 0., quedan fijos, la idea es exactamente igual a
cuando introdujimos las variables &, 7, (), entonces 8d¢ dnd¢ = dvy,dv;, dv,, y

deducimos que
8dv, dv, dv’ d€dnd¢ = dvy,, dv,, dv’, dv,,,dv,,dv’,. (2.57)
Concluimos de todo lo anterior que
Az, dvy, dv,, dvg, dvy,dv., = dvy, dv, dv’, dvy,dv,,dv’,. (2.58)

En pocas palabras, al expresar las variables 07/, U5’ en términos de vy, v5 v los
angulos 60, ¢, que dejamos fijos dado que la funciéon de éstos es determinar la
posicién de la recta que une los centros, el determinante jacobiano de la trans-
formacién (v, v3) — (v1’,v3’) es igual a uno. Tenemos, de hecho, una instancia
del llamado teorema de Liouville, cuyo enunciado en lenguaje técnico nos dice
que el jacobiano de una transformacién canoénica es unitario. Coloquialmente
hablando, una transformacién canénica nos permite cambiar de unas variables
a otras, cuando ambas describen la dindmica del mismo sistema mecénico [25,
pp. 11-12]. Naturalmente, un resultado completamente anélogo es vélido si in-
tercambiamos velocidades por momentos lineales, dado que sélo hay, en este
caso, una constante de proporcionalidad multiplicativa de por medio. Cabe re-
cordar que estamos considerando sélo una clase de particulas, todas ellas de
masa m.

La razén de haber obtenido la igualdad (2.58) se hard aparente a continua-
ci6n. Dijimos con anterioridad que el decremento [ dv de la cantidad Dy dz,dpy,
que resulta de las llamadas colisiones directas, debe ser compensado por un in-
cremento igual, producido por un tipo distinto de colisiones que llamaremos, por
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supuesto, colisiones inversas. Podemos caracterizar éstas mediante las siguientes
condiciones: En primer lugar, las diferenciales de momento lineal asociadas a las
particulas que habran de colisionar estan dadas por dp;’, dps’ v, luego de haber
entrado en contacto, seran dpi,dps. Es ésta la razén de que a las colisiones
de este segundo tipo se les llame inversas, dado que al menos en este respecto
siguen un curso completamente revertido, con respecto al que siguen las llama-
das colisiones directas. En segundo lugar, necesitamos que las diferenciales de
nuestras variables angulares sean exactamente las mismas que antes: df, d¢, las
cuales determinan a su vez la diferencial de superficie d\ = sen ¢ df d¢ (véase la
ecuacién (2.20)), sélo que esta vez la recta de los centros se dirige de la particula
2 a la particula 1. Hemos tomado precisamente la direccién opuesta a aquella
elegida para las colisiones directas no es que, para “invertir” una colisiéon directa
necesitemos invertir todo lo que se pueda en la misma para asi obtener una co-
lision inversa. En lugar de ello, sucede que, dada la simetria arriba expuesta de
una colisiéon directa, el vector de velocidad relativa C5C{ no permitira el encuen-
tro de las particulas a menos que intercambiemos la posicién relativa de ambas
en el momento del choque y sélo de esta manera el vector dicho formara con la
recta de los centros, de la primera particula en direccién a la segunda (y esto no
cambia con respecto a las colisiones directas), un dngulo agudo 9. Observemos
la figura 2.9 para poder apreciar mejor la situacion:

C2

Cs

ch
Figura 2.9: Una colisién directa (izq.) y la correspondiente colisién inversa (der.)

En ella se muestran dos colisiones, cada una de las cuales resulta ser la inversa
de la otra. Las flechas dirigidas hacia el centro de una particula representan
su velocidad correspondiente, previa al encuentro; las que parten del centro
representan, en direccién y magnitud, las velocidades luego del mismo. Notemos
cémo tuvimos que invertir el orden de las particulas para que, en el caso inverso,
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pudiera suceder una colision. Asi, al tomar en cuenta por separado las variables
angulares 6, ¢, por un lado, y por el otro el angulo ¥}, necesitamos que:

La direcciéon de la recta que une los centros, desde la segunda particula en
direccién a la primera se halle determinada por la diferencial dA = sen ¢ df d¢.

El 4dngulo que forma el vector de velocidad relativa C4C] con la misma rec-
ta, ahora a partir de la primera particula y dirigida hacia la segunda (y que
denotaremos por ¥), sea agudo.

La tnica diferencia entre la manera en que expresamos las condiciones defi-
nitorias de una colisién directa, con respecto a las condiciones de una colision
inversa, radica en el hecho de que ahora estamos empleando la notacién de las
diferenciales, mientras que al hablar de colisiones directas utilizamos “volime-
nes” finitos, como A\ en lugar de d\. La idea subyacente, no obstante, es la
misma. Es preferible expresarnos en términos de las diferenciales porque asi la
transicion a las formulas integrales resulta mucho maés directa. Notemos tam-
bién que no se ha dicho cosa alguna sobre el lugar fisico donde se lleva a cabo
el encuentro de las particulas, ya que suponemos valido el mismo elemento dz
para la primera y dzs para la segunda.

No es necesario repetir el procedimiento que nos condujo a la diferencial del
numero de colisiones directas para obtener enseguida la diferencial ahora del
ntmero de colisiones inversas (ambas tienen lugar en la unidad de volumen). De
la ecuacién (2.22) podemos llegar de manera completamente andloga a

dv' = D} D) s*gcos ¥ dz; dpy’ dx3 dp;’' d) dt, (2.59)

diferencial que expresa, como anunciamos, el niimero de colisiones inversas por
elemento de volumen. Aqui, D} y D} representan a D (z1',p1’,t) y D (z3',ps', 1),
respectivamente. Asi como el decremento de la cantidad Dydz; dﬁf debido a
colisiones entre particulas viene dado por la integral [ dv (también la cantidad
D1 dz3 dp; decrece por la misma causa y en la misma medida), es posible hallar
su incremento al efectuar la integral f dv'. Naturalmente, debemos sefialar con
respecto a qué variables se tiene que integrar. Para ello, recordemos la ecuacion
(2.58), ahora expresada en términos de momentos y no de velocidades:

dpzldpw dpzl dp$2dp92dp22 = dp/mldp;h dplz1 dplzzdp;ndp/m (260)
o, en forma abreviada,
dpidps = dpi'dps’'. (2.61)

Podemos entonces cambiar las diferenciales de momento en la ecuacién (2.59)
como sigue:

dv' = DD}, s*g cos 9 dzy dpi dzs dps d) dt. (2.62)

Asi pues, para obtener el incremento de D,dz; dp; por elemento de tiempo
dt, necesitamos integrar la expresién (2.62) con respecto a las variables 73, ps
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y A, lo cual nos permite abarcar la totalidad de velocidades posibles para la
segunda particula, asi como toda inclinacién de la recta que une los centros en
el momento del choque (siempre que el 4ngulo ¥ sea agudo, como antes dijimos).
Cabe senialar que, aun cuando las densidades D] y D) son funciones explicitas
de las variables p1’, ps’, hemos hallado una manera de expresar éstas en términos
de 1 v ps, asf como de las variables angulares que determinan la posicién de la
recta que une los centros al chocar las particulas.

Finalmente, para obtener el cambio total producido en D;dz; dp; a con-
secuencia de cualesquiera colisiones, necesitamos restar las expresiones [ dv’ y
J dv. Por otro lado, el mismo se puede calcular mediante la expresién

dD+
dt
ya que ésta nos proporciona el cambio que sufre la diferencial D,dz; dp; por

elemento de tiempo. Igualamos entonces ambas maneras de representar el mismo
cambio:

dz; dp; dt, (2.63)

dDy .,
d—tldml dp; dt = / dv' — / du. (2.64)

Como ya sefialamos, las variables de ambas integrales son exactamente las mis-
mas, al tiempo que D y D} se pueden expresar como funciones de py,ps en
) pPo q 1y 2 p p P1, P2

—> >/ ~ 3 7
lugar de pi’,ps’ como senialamos al hallar la simetria del choque y la manera
de obtener los momentos luego del choque en términos de sus valores antes del
mismo. Asi, llegamos a la igualdad

dD
d—tl dxi dpi dt = dz7 dp;y dt /(D’IDQ — D1 D) s*gcosd dzs dps dX,  (2.65)
que es valida si y sélo si
dD Y 2 — =
el (D1D5 — D1Dy) s”g cos ) dxs dps dA. (2.66)

Es ésta la llamada ecuacién de Boltzmann que, como anunciamos, cuantifica
la evolucién de nuestra densidad D; a consecuencia de los choques entre las
particulas de un mismo gas.

2.2.3. La distribucién de Maxwell-Boltzmann

Una vez deducida la ecuacién de Boltzmann para un caso muy especifico (el
de un gas enrarecido, compuesto de particulas esféricas cuya interaccién pre-
senta desorden molecular), pasamos a plantearnos la cuestiéon de si podemos
hallar soluciones estacionarias de la ecuacién obtenida. Hemos supuesto que la
distribucién D es uniforme en el espacio fisico a lo largo de todo el tiempo (una
consecuencia del desorden molar), a pesar de lo cual la probabilidad de que algu-
na particula tenga cierto momento p'no tiene por qué gozar de esta uniformidad.
Veamos, pues, qué sucede para una solucién particularmente importante: la ya
mencionada estacionaria o constante. Es evidente que si

Dy Dy = D), D}, (2.67)
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la solucién Dy de la ecuacion de Boltzmann sera estacionaria puesto que su lado
derecho se anularia en este caso. Pero dada esta condicion, jqué forma tiene la
distribucién de momentos? Supongamos que podemos representarla como

D(c) = e?(me"), (2.68)

Existe una suposicién todavia mas bésica que nos lleva a este planteamiento:
la isotropia del gas. En otras palabras, no hay direccién preferencial para las
trayectorias que siguen las particulas del mismo. De esta forma, la distribucién
de momentos D sélo es dependiente de la rapidez que presenten éstas, la cual
expresamos por ¢. Ahora, de las dos ecuaciones anteriores se sigue que

2 2
o2 (me?) go(me) _ go(mei?) go(mey?)

2 2
p(met) + p(me3) = p(mey”) + (mey”)

p(me?) + p(me3) = p(mcy?) + p(me? +mck —me;?), (2.69)

donde hemos utilizado la conservacién de energia (mc? + mc3 = mc’12 + mc/zz)
para obtener la tdltima expresion. Por esta misma ley deducimos que al consi-
derar a mc? y mc3 como variables independientes, la variable mi,l , aunque en
cierto sentido es independiente de las dos primeras, puede tomar valores sélo en
el intervalo [0, mc? +mc3]. Para simplificar la escritura, denotaremos por x,y, z
a las variables arriba mencionadas, respetando el orden. Deducimos entonces
que

¢'(x) = ¢'(x +y — 2),
©'(y) =¢'(x+y—2),
¢'(2) =g (x+y—2)=0, (2.70)

diferenciando la tltima de las ecuaciones (2.69) con respecto a dichas variables,
una a la vez. Se sigue de esto que

¢'(x) = ¢'(y) = ¢'(2). (2.71)

Dado que ¢'(x) no depende de y ni de z (pues senalamos que las variables
x,y, z son independientes), y como ¢’ (x) debe ser igual a ¢'(y) y a ¢'(2), éstas
no deben depender de sus variables respectivas y, por tanto, (como no dependen
de ninguna otra variable), deben ser constantes. Expresemos la constante en
cuestién (debe ser sélo una por las igualdades (2.71)) por —h. Entonces

o(me?) = A — hmc?,
D(c) = e#(me”)
eAfhm,c2

—hmc?

=ae , (2.72)
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donde a := e. Ahora bien, supongamos que nos es dado (en el espacio de los
momentos) un cascarén esférico de radio interior ¢ y radio exterior ¢ + Ac. Si
el valor del incremento Ac es suficientemente pequeno, podremos aproximar
el nimero de particulas en el gas cuya rapidez se halla entre ¢ y ¢ + Ac (sin
importar la direccién en que viajen) por

An. =~ D(c)V, (2.73)
donde V representa el volumen del cascarén esférico, dado por

4n
V= g[(c + Ac)® — ¥

= 4?W[i%CQAc +3c(Ac)? + (Ac)?]
~ 4 Ac. (2.74)

La ultima aproximacion es valida, nuevamente, si Ac ~ 0. Entonces reescribimos
la expresién obtenida para An,. como

An, ~ drae "™ 2 Ac. (2.75)

Antes de continuar con el uso que le daremos a esta tltima expresién, calcule-
mos dos integrales sencillas que, no obstante, se volveran imprescindibles en lo
inmediato:

/00 iy L3 (k= 1)VE 2.760)
0 ok+1y/)\2k+1 ' )
°° 2 k!
2k+1 _—Ac _
/(; C e de = W (276b)

Para comprobar la primera igualdad, supongamos primero que k = 1. Entonces

o0 2 e 2
/ R de = / e M de
0 0

- (5
_ VT
4/ 23

_ 21Dy (2.77)

TN vaE=

o 1 o0 A2
_ 7Cd
0+2/\/0 € ¢

La tercera igualdad se debe a que lim._, p(c)e_)‘c2 = 0, donde p(c) representa
una funcién polinomial en ¢ y a la conocida igualdad
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/Ooo e de= 7 (2.78)

y la suposicién de que A > 0. Ahora bien, si la igualdad propuesta es cierta para
k = n, podemos comprobar que también lo es para k = n + 1:

o 2 > 2
/ C2k67)\c dC:/ 02n+267)\c dC
0 0
02n+1 e
= — e
2A

2n+1 1-3---(2n—1)/7
2\ on+1,/)\2n+1

132+ 1) - 1)y7
 9(n+)+1y/\2(ntl)+1

_ L3 @G- DvT (2.79)

ok+14/)\2k+1

o0

2 1 [
+ nt / e de
0 22 o

Lo anterior comprueba (notando que en la tercera igualdad empleamos la hipdte-
sis inductiva) la identidad propuesta:

>0 1.3 (2k—1
/c%e***dc: 3 ( VT k=1,2,3,... (2.76a)
0

ok+1,/\2k+1 ’

Para la segunda férmula, consideremos el caso en que k& = 0:

o0 2 o0 2
/ ARHle=2 de = / ce A dc
0 0

1 —0o0

0!

En este desarrollo, la segunda igualdad se debe a que efectuamos, evidentemente,
el cambio de variable dado por s := —Ac?. Supongamos luego que la identidad
es valida para k = n y demostremos en consecuencia de ello que también es
valida para k =n + 1:
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o 2 > 2
/ C2k+167)\c dC —_ / C277,Jr367)\c dC
0 0

(55

n+1 n!
A 2 n+1

o0
okl a2, (n+1)!
/0 c e dc = DT

o0

n 2n + 2 /OO 02n+1€_)\C2dC
0 22 Jo

k!

Nuevamente empleamos la hipétesis inductiva en la tercera igualdad. Esto com-
prueba la segunda formula:

0 k!
/ 62k+18—)\c2dc: W’ k= 0’1,2,. .. (276b)
0

Ahora podemos continuar donde nos quedamos. Para hallar el nimero total de
particulas en el gas (por unidad de volumen), debemos integrar la diferencial
dn. para todos los valores de la variable ¢ desde 0 hasta oco:

N 0o 3
N = / dN, = 47ra/ 2emme 4o = g %, (2.82)
0 0 h m
de donde
h3m3
a=N - (2.83)
Ahora podemos reescribir la tultima expresién obtenida para D como
h3m3 —hmc?
D(c)=N 5 ¢ . (2.84)

Salvo por el valor de h, que todavia no ha sido especificado, la expresiéon anterior
representa la llamada distribuciéon de Maxwell-Boltzmann que, como veremos
en la siguiente seccién, nos proporciona la tnica solucién de equilibrio, limite al
que tienden todas las demaés soluciones, para la ecuaciéon de Boltzmann.

2.2.4. El teorema-H

Con el fin de probar la aseveracién precedente, definiremos la suma de los
logaritmos naturales de la funcién D, evaluada en todas las particulas del gas
en cuestién, que denotaremos por H:

H(t):= Y In(D(pt). (2.85)
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Aqui L; representa el subconjunto del espacio-fase cuyos elementos son las pare-
jas de la forma (&, ') tales que, al tiempo ¢, existe alguna particula del gas cuya
posicién es £ y cuyo vector de momento es p. Naturalmente, la expresion arriba
escrita no sera de utilidad practica alguna, por lo que habremos de replantear la
manera en que formulamos la cantidad H. Notemos para ello que la diferencial
dn del nimero de particulas existentes en una regién del espacio-fase viene dada
por

dn = DdZdp = D dw, (2.86)

donde utilizamos la diferencial dw para simplificar la escritura del producto
dZ dp, sobre todo en lo sucesivo. Entonces la expresién In(D)-dn = In(D) - D dw
nos proporciona el valor acumulado de H, restringiéndonos a la diferencial de
volumen (generalizado) dw, Asi, para obtener el valor total de esa cantidad,
necesitamos integrar esta diferencial en todo el espacio de las fases:

H(t)= /ln(D) - D dw. (2.87)

No hacemos referencia a la region de integracion 2. De hecho, es valido extender
los limites de integracién en esta integral multiple (en teoria, equivalente a seis
integrales simples) a fin de que todas las variables recorran el dominio (—oo, 00).
A continuacién, debemos hallar la manera de estimar el cambio en el tiempo
de la cantidad H. Para ello, por supuesto, necesitamos considerar la derivada
dH/dt. Luego observamos que al integrar en el intervalo (—oo,c0) , debemos
tomar en cuenta el siempre espinoso tema de la convergencia uniforme. De lo
contrario, no podremos asegurar que

d [0

- mwymm_/amwymw. (2.88)
No obstante, existe una forma sencilla de esquivar dicha cuestién. Algo arbi-
trariamente, supondremos que el gas bajo nuestra consideracion esta confinado
en un recipiente (y que las posibles colisiones entre las paredes del mismo y las
particulas del gas son eldsticas). También necesitaremos suponer que la rapidez
de sus particulas no puede rebasar alguna cota fija. Entonces la séxtuple integra-
cién (2.87), cuyo dominio es seis veces el intervalo (—oo, 00), puede restringirse a
algin dominio acotado, después de lo cual serd posible intercambiar la derivada
temporal con la integracién. Es decir, podremos derivar H como una integral
paramétrica propia. Al margen de esto, seguiremos pensando que el dominio
de la integral es (—o0o0,00)%. Podemos, segtin lo anterior, calcular dH /dt como
sigue:

dH d

)
=/§M@%MW

oD 1 oD
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0 oD
:/&de—k/ln(D) : Edw. (2.89)

Dado que en el primer integrando derivamos sélo con respecto a la variable ¢, el
resultado en esta primera integral nos dara el cambio en la diferencial del nimero
de particulas por unidad de volumen (expresado por D dw). Dada la hipdtesis
del desorden molar, esperamos que éste no varie en el espacio, a lo largo del
tiempo. Asi, la primera integral se anula y sélo queda averiguar qué pasa con
la segunda integral. De acuerdo con los resultados obtenidos en la seccién 2.2.2,
podemos efectuar la sustituciéon de los mismos en la integral restante (para lo
cual hacemos D = D;) y llegar a que

dH 0D,
E = 1n(D1) . W dw1
= /1n(D1) - (D4 Dy — D1D3) s*g cos ¥ dz dps d. (2.90)

Por otro lado, resulta indistinto el obtener la expresién integral de H conside-
rando las variables representadas por w; que al tomar como variables de integra-
cién a x4, yy, 21, Py, s Py, » P, » €s decir los valores de 1, Y1, 21, Py s Py, P2, lu€g0
de una colisién. Esto se debe a que en ambos casos consideramos cada una de
las particulas cuyo vector de posicién y momento (Z,p) es un elemento de L.
Asi, podemos reescribir H como

H= / (DY) - D} o, (2.91)
y, en consecuencia de ello, su derivada en el tiempo es igual a

dH d

— [ (D)) D
— aDll L / / LDi /
—/< o Dl D +1n(D7) 5 dwy

/!
:/%D; duwh +/ln(D’1) : 851 dw’. (2.92)

Si bien no hemos obtenido una expresién para la derivada D] /dt, s6lo necesi-
tamos partir de la que dedujimos para dD;/0t y considerar, en lugar de todas
las colisiones donde las variables originales son (Z7,p7), (T3, p2) y las resultan-
tes (71, p1’), (T2',p2'), aquéllas en que éstas se vean invertidas, es decir que
las originales sean (z7’,p1’), (Z2', p2’) v las resultantes (Z7, p1), (T3, p3). De esta
forma, es posible expresar 9D} /0t como

oD,
ot

= /(D1D2 — D\ D}) s*gcos ¥ dzs’ dps’ dA. (2.93)
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Cabe sefialar que en la tltima expresién obtenida para dH/dt, la primera integral
se anula de forma andloga a la primera integral de (2.89). Para calcular la
segunda, sustituimos la expresién de 9D} /0t que apenas obtuvimos y llegamos
a que:

dH oD,

2= — [ (D)) - !
dt n(Dl) ot dwl
= /m(Dg) - (D1Dy — D} D}) s*g cos 9 dws’ dwy’ dA
= /m(D'l) (D1 Dy — Dy D) s*g cos 9 dws dwy dA. (2.94)
La tltima igualdad se debe a que dw;dws = dw]dwj, como hallamos en la

seccién 2.2.2. Aqui, dw| = dz1'dpy’' y dwl = dzs'dps’. Luego, ya que ambas
particulas son idénticas (dado que se han tomado como representantes del mismo
gas), se sigue que

/ln(Dl) - (D} Db — Dy D) s*g cos ¥ dws dag dX =

= /1n(D2) - (D4yD} — DyDy) s*gcos ¥ dg dws dX,  (2.95a)

/m(D;) - (D1Dy — Dy D)) s2g cos ¥ day daoy dX =

= /ln(Dé) -(DyDy — D4y D)) s*g cos ¥ dw ds dX.  (2.95b)

Con esto en mente, calculamos el promedio de las expresiones (2.90) y (2.94)
para dH/dt:

g . %/m(pl) (DD} — Dy Dy) s*g cos ¥ di diz, d
+ i /1n(D2) -(D4yD} — D3yD;) s*g cos ¥ dwg dwy dA
+ i /m(pg) - (D1D3 — D' D) s*g cos ¥ diw dioy dA
+ i /m(Dg) - (D2Dy — DyDY) 5% g cos ¥ diwy diws dA

g

/ (In(D} Dy) — In(Dy Dy)) -

- (DyD% — D1 Dy) s*gcos ¥ diws dioy dX\.  (2.96)
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De la igualdad obtenida concluimos que, mediante colisiones de particulas, la
cantidad H sélo puede disminuir o bien permanecer constante, debido a que las
cantidades s, g y cos® son positivas (¢ es agudo), mientras que la funcién loga-
ritmo natural es estrictamente creciente, de forma que el signo de las diferencias
DD} — DDy, In(D} Dj)—In(D;1Ds) es o bien positivo en ambos casos o negativo
en ambos. Si se tiene la igualdad D7D} = Dy Do, las dos diferencias se anulardn
y, por tanto, H serd constante (al menos, localmente). Es éste el contenido del
llamado teorema-H. Notemos que la igualdad D] D} = Dy D5 es, como anterior-
mente dijimos, condicién suficiente para obtener un estado estacionario en el
gas (ecuacién (2.67)), suponiendo que sea vélida para todo tiempo. Dado que
en dicho estado, el valor de H (una variable dindmica) debe permanecer cons-
tante, notamos también que la condicién sefialada como suficiente es, asimismo,
necesaria para obtener un estado estacionario. Podemos concluir entonces que
dado un gas no estacionario, la variable H disminuira gradualmente hasta llegar
a un minimo, a partir de lo cual su distribucién de momentos sera estacionaria:
la distribucién de Maxwell y Boltzmann.

2.3. Caso 2: Dispersion clasica

Si bien hemos tratado exclusivamente con la densidad D que anteriormen-
te definimos, el estudio contemporaneo de la ecuacién de Boltzmann requiere
su planteamiento desde otra perspectiva. Para ello, recordaremos primero que
el espacio de las fases contiene todos los estados posibles de nuestro sistema
(que, por el momento, sigue siendo un gas confinado por paredes rigidas), por
lo que es 6 N-dimensional, y denotémoslo por I'. Para describir exactamente
un estado, o fase, en el espacio I' sélo necesitamos ubicar un punto de es-

— — — — — —

te, a saber (z1,Z3,...,ZN;DP1,P3,---,DN). Por supuesto, cada una de sus en-

tradas representa una funcién del tiempo. Denotemos a continuaciéon por z,p
— — —\ = = — .

a las N-adas (z1,%3,...,Zn),(P1,D3,---,DPN), respectivamente. Supongamos a

continuaciéon que nos son dadas R réplicas independientes del sistema gaseo-
SO que nos interesa, cada una de las cuales parte de un valor inicial especifi-
co (21(0),73(0),...,zx5(0); 21(0), p2(0), ..., pn(0)), digamos. Entonces redefini-
mos la funcién D con el fin de que la expresion D(x, p,t) represente la densidad
de réplicas por unidad de volumen generalizado (en esta ocasién, se trata de
un volumen 6 N-dimensional), evaluada en (z, p) al tiempo ¢. En otras palabras,
para hallar una “copia” del sistema en dicho elemento de volumen, necesitamos
que la primera particula del mismo se ubique en Z7, con su vector de momento
asociado en py; asimismo, la segunda particula debe hallarse en Z3, con su vector
de momento asociado en Py, y asi hasta llegar a la N-ésima particula. Decimos
entonces que la integral

/ D(z,p,t)dxdp (2.97)
Q

representa el nimero de configuraciones logradas por estas réplicas en la region
). Si en ésta se abarcan todas las configuraciones posibles del sistema, sabremos
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entonces que

E)?::/D(x,p,t)dmdp. (2.98)
Q

Anélogamente dada una subregion A de €2, el nimero de configuraciones al-
canzadas por dichas réplicas seré

AR = D(z,p,t)dz dp. (2.99)
AQ

Estimamos, por tanto, la probabilidad de que un estado cualquiera en A se
manifieste en alguna de estas réplicas mediante el cociente

AR Jao D(@,p,t) dzdp _ D(z,p,t)
Bl a fQD(xvpat)divdp B AQ N

dx dp. (2.100)

Resulta natural entonces definir una funcién fy como sigue:

1
fn(x,p,t) = 3 D(z,p,t). (2.101)
Segun lo que dijimos anteriormente, llamamos a fxy la densidad de probabilidad
conjunta para N particulas. Podemos notar que

1
/QfN(x,p, t) = §/QD(x,p, t)=1, (2.102)

por lo que nuestra funciéon fy satisface la condicién requerida para una distri-
bucién de probabilidad continua.

Si bien la densidad conjunta para N particulas involucra exactamente a las
N particulas que componen el sistema bajo consideracion, es posible generar
distribuciones “reducidas” en cuanto a que éstas habran de tomar en cuenta
sOlo unas cuantas de aquellas N particulas. Si, por ejemplo, definimos fy_1 por

— — s — — — o
In-1(21, 22, ..., EN_1,P1, P2, .-, PN_1,1) :=

— [ De,p.t)diw dpy,  (2.103)
QN

habremos eliminado la dependencia de las N-ésimas variables para la funcién
resultante a partir de una funcién que no es independiente de ellas. Aqui, Q2 re-
presenta la subregion de RS que abarca todos los valores posibles de las variables
TN, pn cuando se fijan los valores de las otras variables. En general definimos,
paracadase€Z,1 <s< N —1,

— — — — — L
fs(xlax27'"7$57p17p25"'7p87t> =

= / D(x,p, t) d$s+1 d$5+2 SN leV) dps+1 dps+2 “- . dﬁ (2.104)
Qst1,...,N
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para obtener una funcién que depende sélo de las primeras s parejas de posi-
cién y momento a partir de la funcién original fy, pero jcomo debemos en-
tender las funciones f7 Senalaremos tinicamente que un producto de la forma
fsdzy,dzs, ..., dz,,dp,dps,. .., dp, representa la probabilidad de hallar una
réplica del sistema para la cual tengamos que las primeras s particulas se pue-
dan hallar en los primeros elementos dz, dp;, 1 < i < s. Méas especificamente,
debe hallarse cada particula en su elemento correspondiente.

Por ultimo, debemos introducir una clase de funciones que permitiran ya
no tomar en cuenta un grupo especifico de particulas, a diferencia de las f;.

Denotaremos por Fs(1,2,...,5)d1d2 ... ds al ntimero més probable de réplicas
en el espacio I', s de cuyas N particulas se hallan alrededor de los puntos d1 :=
dzi dpi,d2 := dx3dps,...,ds := dz,dp,. Con el fin de llegar a una expresién

para F,, podemos sumar los valores que la respectiva funcién fs; toma en cada
grupo de s particulas, siendo éstas elegidas entre las N que forman el gas. Ahora
bien, dadas N particulas, se pueden eligir s de ellas en exactamente

(Z ) _ s,(]\zfv's), (2.105)

formas diferentes, a la vez que el producto

31@7) _ (NN'S)' (2.106)

representa la cantidad total de los 6rdenes que podemos elegir para todos los
grupos de s particulas, arriba expresados. Por lo tanto, relacionamos cada F
con la distribucién f, correspondiente como sigue:

Fo= o [ (2.107)

de donde se tiene que

R _'S)!, (2.108)

Antes de pasar a la siguiente subseccion, debemos senalar dos cosas importan-
tes. En primer lugar, las densidades fs; han de ser funciones simétricas de sus
argumentos. Simbdlicamente, suponemos que

fs(1,2,...,8) = fs(o(1),0(2),...,0(s)), (2.109)
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donde o representa una permutacion de las variables 1,2,...,s. Por otro lado,
necesitamos recordar que todas las funciones arriba definidas son dependientes
del tiempo, ya que las integraciones se han efectuado siempre con respecto a las
variables del espacio I', inicamente.

2.3.1. Dispersion

Ahora bien, necesitamos definir algunos conceptos relativos al fenémeno fisi-
co referido como dispersion. Para nosotros, la dispersién seré el proceso mediante
el cual dos particulas que, en un principio describen trayectorias rectilineas, se
ven forzadas a abandonarlas en determinado momento debido a que se hallan
muy cerca la una de la otra. Luego de haber desviado el camino por un instante,
cada una vuelve a describir una trayectoria también rectilinea, aunque distinta
de la que trazaban originalmente.

A continuacién, hablaremos de una funcién dependiente de las posiciones
y momentos de las particulas que componen nuestro sistema fisico: el hamil-
toniano. Para muchos sistemas, dicha funcién representa la energia del mismo.
Definiremos entonces el hamiltoniano del sistema que nos ocupa de la siguiente
manera;

H(z,p) =T(p) + V(x), (2.110)

donde las funciones T' y V representan la energia cinética y potencial de nuestro
sistema, respectivamente. Escribimos entonces

N 42
H(e,p) =Y 3= +V (#,73,....77) (2.111)
=1

(recordemos que la energfa cinética de una particula viene dada por mv?/2 y
que p = mv, donde escribimos una letra sin flecha como v para representar la
magnitud de un vector 7). Restringiendo la atencién a sélo dos de las particulas,
el hamiltoniano se reduce a

2
HE@, 7 p0,73) = 22 + 22 4 y(a). (2.112)
m m

Ma3s atin, supondremos que la energia potencial depende tinicamente de la se-
paracién que hay entre las particulas:

V() =V(l|zz - z1]). (2.113)

Como ya lo vimos en la subseccién 2.2.2, resulta méas sencillo formular un evento
de colisién refiriéndolo al sistema de coordenadas cuyo origen se halla en el
centro de masa para las dos particulas. Hagamos entonces la transformacion
del hamiltoniano requerida para expresarlo en dicho sistema de coordenadas.
Por un lado, tenemos que el momento y la posicion del centro de masa pueden
escribirse como funciones de x1,z3 y de p1, ps como sigue:

1
X(z1,3) = 5 (@1 +73), (2.114a)
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P(pi,p3) = pi + p2- (2.114b)

Luego, para describir el movimiento de la segunda particula respecto a la pri-
mera, necesitamos definir la posicién relativa

x(z1,73) = T3 — I1. (2.115)

y el momento relativo correspondiente, para lo cual mencionaremos nada méas
que, segun la perspectiva de la primera particula y dada la fuerza ejercida por la
segunda particula sobre ella, la masa aparente o masa reducida p que presenta
la segunda es sélo una mitad de la masa real, suponiendo que ambas particulas
son de masa m:

pi=g (2.116)

Definimos entonces el momento relativo como

G = X o (P2 P _ L o (2.117)
PP1,P2) : udt o\m m b2 —p1)- .

Finalmente, debemos hallar una masa M que relacione el momento y la posicién

del centro de masa:

dX M
1+ p2 ar 2m(p1 +Dp3) m ( )

Asi, podemos expresar el hamiltoniano de la siguiente manera:

P2 p2
HX,x;P,p)=—+—+V(x). 2.119
(X.x:P.p) = g+ 5+ V(a) (2119)
No debemos confundir z y p, que representan la magnitud de x y p, con los
simbolos que empleamos anteriormente para representar a (771, 7s,...,TN) y &
(p1,P2,---,pN)- Después de todo, en este momento sélo necesitamos referirnos
a las dos particulas que interaccionan al chocar.

Introduzcamos ahora el llamado lagrangiano del sistema:

- -
_ MIXJ? Ll V(). (2.120)

L(X,X; Xa X) = T(X,X) - V(va) 9 9

Nétese como ||X|| representa la norma de X. No es igual a X, la derivada
temporal de la norma de X. Lo mismo aplica a ||x||. Este lagrangiano y sus
ecuaciones de Lagrange (que supondremos conocidas)

d (0L oL

d (0L\ oL
4 <ax) - (2.121b)
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de las cuales sélo usaremos la primera, nos dicen que

d .
—(MX)=0 2.122

S(MX) (2122)
y, por lo tanto, la cantidad P = M X es invariante. Podemos entonces incorporar
la constante P2/2M al potencial V (z) sin alterar las ecuaciones del movimiento
para nuestro sistema. Reescribimos entonces el hamiltoniano como

2
H(x,p) = L + V(). (2.123)
2
Asi, logramos simplificar el problema original de dos cuerpos a un problema
de un solo cuerpo: su energfa cinética viene dada por el término p?/2u. Dicho
cuerpo se ve influido por una fuerza igual a —VV. Como la energia potencial V'
depende sélo de = y no de las variables angulares que determinan a x, sabemos
que dicha fuerza es siempre un multiplo del vector posicién x. Se sigue entonces
que el torque x X F es cero y, por tanto, se deduce la conservacion del momento
angular.

Figura 2.10: Conservacién del momento angular

Podremos entender lo que esto significa al escribir la igualdad L := x x p, donde
L representa el momento angular. Si ubicamos dicho vector sobre el eje Z en un
sistema de coordenadas apropiado, sabiendo que tanto x como p son perpen-
diculares a él, ambos formaran parte del plano XY. De hecho, si trasladamos
el sistema de coordenadas junto con la particula primera (que es ésta el origen
del vector diferencia x y por lo tanto debemos fijarla en el origen del sistema),
lo anterior sera véalido en cualquier momento pues el vector L es invariante.
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Sin embargo, es mejor (como ya dijimos varias veces) referirlo todo al centro
de masa, dado que sigue una trayectoria rectilinea aiin después de una colision.
Representamos en la figura 2.10 el significado geométrico de la conservacién del
momento angular L.

En ella notamos una recta en negro que representa la trayectoria del centro de
masa. Los tres planos corresponden a tres momentos diferentes. En cada uno de
ellos aparecen tres flechas en distintos colores: rojo, azul y amarillo. Las flechas
rojas son instancias del vector diferencia x, las amarillas del momento angular L
y, por ultimo, las de color azul representan el vector de momento correspondiente
p- También se muestran dos pequenios circulos en verde que siempre aparecen a
los extremos de las flechas rojas: son las particulas bajo nuestra consideracion.
Todo esto quiere decir que la orientacion del plano determinado por los vectores
X y p es siempre la misma, gracias a lo cual es posible reducir de tres a dos el
numero de cantidades independientes necesarias para ubicar a la particula 2 en el
marco de referencia propuesto. Diremos entonces que dicha particula presenta
dos grados de libertad. Un ejemplo de dos pardmetros que permiten localizar
dicha particula es el par xz, 0. El primero de ellos representa la norma de x; el
segundo, si nos es dada una semirrecta ! contenida en el plano donde se mueven
las particulas, representa el &ngulo formado por ésta y el vector x en determinada
orientacién. Para expresarnos brevemente, usaremos coordenadas polares, con
esta pequena salvedad: x no representa la distancia al origen, sino la mitad de
ella (pues en el origen se ubica el centro de masa y tenemos particulas iguales).
Tenemos ahora que averiguar la expresién del hamiltoniano H en términos de
estas nuevas “coordenadas” x,6 y sus momentos p,,pg. En primer lugar, dado
que el momento p coincide con dL/0%, definimos los momentos p,., pg como

pe = OL/Oi, pp:= OLJO8. (2.124)

Por supuesto, para ello debemos hallar la expresion del lagrangiano

N

Lix,%) = T(%) = V(x) = 52

V(z) (2.125)

en términos de z,6, &,0. Como la igualdad x = (z cos@,xsen ) es vélida en un
cierto marco de referencia, tenemos que

% = (icosf —xsend -0, isend + xcosf - 6). (2.126)
Por lo tanto,

|%]|? = 4% cos® 6 — 2xi cosBsen - 4+ 22 sen? 0 - %+

+4%sen? 0 + 2xi cosOsend - 6 + 2% cos? 0 - 62

= i? 4+ 2262 (2.127)
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Asi, podremos escribir la expresion del lagrangiano que buscdbamos:

i? + 220?)

L(w,0:d.6) = ™ . ~V(z). (2.128)

Entonces, de acuerdo con nuestras definiciones (2.124), tenemos que

po = px?6, (2.129Db)

de donde
SERRPCINNE R N 2.130
I1%|? = i% + = = T (2.130)

Finalmente, sustituiremos la igualdad obtenida en la expresién (2.123):

2 .12
P plx||
H - _
(x,p) ot V(x) 5tV =
P | D
= H(z,0;ps,p0) = 5% + 55 + V(). (2.131)

C2u 2ua?

Este hamiltoniano es independiente de la variable 6. Como en las expresiones
(2.121) y (2.122), podemos concluir que su momento conjugado pyg es invariante.
De hecho, py = k representa el momento angular de la segunda particula respec-
to a la primera, lo cual se sigue de la igualdad (2.129b) (véase [12], leccién 19:
Center of Mass; Moment of Inertia). También es cierto, como ya dijimos, que el
hamiltoniano representa la energia del sistema, la cual también es invariante en
el tiempo (véase, por ejemplo, [25, p. 5]). Asi, volvemos a interpretar la igualdad
obtenida como

e

C2u 2ua?
y aplicando ésta, junto con la igualdad (2.129), llegamos a un par de ecuaciones
diferenciales

+ V() (2.132)

. Pz 2 k2

p= \/M< Vi) - (2133

. k

0=— 2.133b
- (2.133b)

que podemos incorporar como sigue:

@ _0_4 k , (2.134)
de @& 22\/2u[E — V(2)] - k?/2?

o bien de forma integral

k
0(z) = + / TR (2.135)
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No podemos elegir sélo un signo, dado que si fuera +, por ejemplo, tendriamos
de la ecuacién (2.133a) que la distancia = en todo momento crece (para lo cual
suponemos que la constante k es positiva). Un argumento semejante descarta la
exclusividad del signo —. De hecho, podemos caracterizar el antes y el después
de una colisién gracias a dicho signo, precisamente.

Consideremos luego el llamado dngulo de dispersion. Para entender lo que
éste significa, debemos replantear los eventos de colision entre dos particulas.
Supondremos que éstas no podran interactuar a menos que se hallen més cerca,
la una de la otra, que una distancia xg. Al trasponer este limite, las particulas
seguiran aproximandose por un muy corto tiempo, alcanzando una distancia
minima %, a partir de lo cual empezaran a separarse de nuevo. Llegado
cierto momento, se hallardn a la misma distancia xy que define el rango de
interaccion. Luego de esto, no volveran a ejercer influencia alguna entre si.
Naturalmente, al aproximarse y luego separarse cambian las trayectorias que
asumian originalmente. Las dos particulas trazan lineas rectas con anterioridad
al encuentro y luego del mismo (véase la figura 2.11).

Representamos en ella las particulas mediante circulos verdes unidos por
flechas rojas, que vendrian a ser instancias del vector x. En el medio se puede
ver una flecha roja mas corta que cualquier otra: el vector X,,;, de longitud
maés pequenia posible. También sefialamos con una recta punteada la trayectoria
del centro de masa para estas dos particulas. Ahora bien, mateméticamente,
usaremos el potencial V' de las expresiones anteriores para lidiar con el fenémeno
de interaccién. Por ejemplo, si 2 > x¢, tendremos que V(z) = 0 (lo cual quiere
decir que no hay interaccién). Dejaremos pendiente por el momento la expresién
de V cuando x < xg, ya sabiendo que V serd distinto de cero en este caso.

Figura 2.11: Evento de colision replanteado

All4 en la seccién 2.2 tratamos con el vector de velocidad relativa g. Segtin
escribimos alli, g representaba, desde la perspectiva de la particula segunda,
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el vector velocidad de la primera particula. En esta seccién definiremos a los
vectores g y g’ como

g:= lim x(¢), g := lm x(¢). (2.136)

t——o0 t—o0

Podemos garantizar entonces de las expresiones (2.132) y (2.133) que, por lo
menos en norma, los vectores arriba definidos son iguales:

2 2 2 t 12
B g B Bt m e i 22 B9 g3y
2 t——o00 2M t——o00 t—o0 t—oo QM 2

ya que, por una parte, la expresién lim; 4. x(t) = oo implica las siguientes
igualdades:

lim V(x(t)) =0, K

i A 5z =0 (2.138)

y, por otra parte, sabemos que

2 2
lim Pz ® _ lim %
t——oco 24 t——oo 2

K : . ;
=5 dim ([%]* = 2?(1)0%)

/{2
Sy <| lim %2~ lim )
2 t——o0 t——o0 M2$2
. (2.139)

(véase la ecuacion (2.130) para la segunda igualdad), con un desarrollo similar
para el limite 1fm;_, o, p2(¢)/2u. No hemos sefialado explicitamente la dependen-
cia de las funciones en el tiempo cuando son derivadas temporales, aunque va
implicita.

De lo anterior obtenemos la invariancia de la rapidez relativa g = ¢’. Existe

una cantidad més que permanece invariante con respecto al encuentro de las
particulas. Para entenderla mejor, nos referiremos a la siguiente figura:
En ella mostramos el evento de colision desde la perspectiva de la primera
particula. Los simbolos x_ y x4 se refieren a las posiciones limite de las rectas
generadas por el vector x conforme ¢ — —oo y t — 00, respectivamente. Debe-
mos notar que éstas son paralelas a g y g’, en ese orden, ya que se tienen las
igualdades (2.136). Veamos también que al escribir éstas elegimos valores limite
del vector %X, lo que no era del todo necesario dado que

g, T <xp,t<O;
X = (2.140)
g, x<uzg,t>0.

Esto se debe a que, antes y después del encuentro, las dos particulas siguen
trayectorias rectilineas uniformes, por lo que su velocidad relativa x = xa — X3
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Figura 2.12: Perspectiva de la primera particula

permanece constante bajo dichas circunstancias. Ahora, teniendo rectas parale-
las, sabemos que al tomar dos de ellas una distancia fija las separa. En el caso
de la recta llamada x_ anteriormente y la traza de la particula segunda en el
marco de referencia fijo a la primera particula, denotamos por la letra s dicha
separacion. La distancia correspondiente luego del encuentro serd s’. El hecho de
que valgan lo mismo se deduce al notar que, siendo s la componente del vector
x ortogonal a x_, el momento angular de la particula segunda en este marco de
referencia puede calcularse multiplicando pgs, como en el desarrollo [12], lec-
cién 18: Rotation in Two Dimensions. En particular es importante la ecuaciéon
(18.17): la cantidad s no es sino el brazo de palanca (lever arm, en inglés) de la
segunda particula. Segin esto, podemos calcular también el momento dicho co-
mo el producto ug’s’. Las dos expresiones corresponderian al antes y al después
si no valieran exactamente lo mismo, de donde resulta la igualdad s = 5.

Trataremos ahora la expresion integral (2.135). Para ello, necesitamos senalar,
en primera instancia, que siendo X, €l vector x de longitud minima, se tiene
que la derivada & se anula para el valor respectivo de t. Asi, el denominador de
aquel integrando se hard también cero en x,,;,. Como veremos, la integral defi-
nida cuyo valor deseamos hallar es por ello impropia. Nos referiremos al extremo
del vector X,,;, como el dbside. Para ubicar éste, vamos a efectuar la integral
(2.135) de oo a i, para el intervalo correspondiente al dngulo ¢ de la figura
2.12. En concordancia, debemos tomar el signo +, el de una post-colision:

Tmin k

Y= 0(Timin) — 0(c0 :/ dx. 2.141

(amin) = o) = [ s (2.141)
Notese como esta cantidad es negativa porque de acuerdo con la situacién que
planteamos en la figura 2.12, el desplazamiento de la segunda particula traza
un 4ngulo en el sentido horario. Después, al integrar en el intervalo [z, 00),
suponiéndolo correspondiente al dngulo formado por la recta del apside y la
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posicién limite llamada x_, se tendra que

00 k

- /oo 22\/2u[E — V()] — k2 /22 dv =1,  (2.142)

Aqui usamos el signo correspondiente a la pre-colision. Hallamos, por tanto, el
abside justo a medio camino de las posiciones limite x; y x_.

Supongamos a continuaciéon que la trayectoria de la segunda particula en
este marco de referencia progresa en el sentido positivo, es decir anti-horario.
En este caso, podemos hallar ) como

= k
/ 2 \/2’U[E —V(z)] - k2/22 du. (2.143)

Tmin

Efectuando el cambio de variable dado por u := z~! y usando las igualdades

2 2 2

ng~ _ (ugs) k
E="2— = 2.144
2 2152 24152 ( )

(elegimos el valor de la energia durante la pre-colisién ya que la energia no cam-
bia en el transcurso del tiempo), reescribimos la integral (2.143) de la siguiente
manera:

0 ku2
(—u"?) du
et \/2p[k?2us? — V(uT)] — k?u?
@ rmin ks
= du
0 V2 —2us2V (u 1) — k2s2u2
[ i du. (2.145)

0 \/1—V(u—1)/E—52u2
Si suponemos ahora que la energia potencial viene dada por
V(z) =Ko N = Ku¥ =V(u™), (2.146)

tendremos que

(2.147)

Tpnin s
= du
v /0 V1— KuN/E — s2u?

Sustituyendo por tltimo las variables u := r~! y s por sus versiones adimensio-

nales definidas como
E\YN
B:=su, b:=s (K) (2.148)
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(nétese como las unidades de u son de (distancia) ™' y las de E/K son, como
puede verse en la ecuacién (2.147), las mismas que tiene u'V), llegamos a la
expresion )

_ [T L g (2.149)

v 0 1-032—(8/b)N

Cabe recordar el hecho de que si evaluamos el denominador del integrando en el
limite superior sz, ;. , se anula. Es ésta, por tanto, la integral impropia de que
hablamos anteriormente.

Conviene presentar enseguida, previo a la introduccion del siguiente concepto
importante, un argumento geométrico relativo a la figura 2.12. Notamos ya que,
en ella, la recta del abside parte a la mitad el &ngulo entre las posiciones limite
x_ y x4. Por otro lado, se muestra en dicha figura una semirrecta adicional que
forma un angulo ¢ con x. Su posicién es tal que ¢ + 2¢p = 7. Dado que @ es
también la magnitud del d4ngulo que separa las direcciones de g y g’, llamamos
angulo de dispersion a .

Figura 2.13: Un tridngulo de vectores importante

Comparemos lo anterior con la figura 2.13. Nos limitamos a representar en
ella los vectores de velocidad relativa g y g’, asi como la diferencia g — g’
y los angulos que forman dichos vectores entre si. Una de las preguntas que
podemos plantearnos de la figura es: ;Qué longitud presenta el vector g — g'?
Para responder a ello, haremos o := (g — g')/|lg — &'

Quisiéramos luego expresar a g’ en términos de g a través, precisamente, del
vector a. Notemos que la ley de cosenos proporciona la siguiente igualdad:

g —g'lI* = llgl® + llgll* — 2llellllg’[| cos ¢
= 9"+ 9" — 299 cos g, (2.150)
pero sabemos que g’ = g, de donde

lg — &'lI” = 2¢*(1 — cos o). (2.151)
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Por otro lado, es cierto que

g'g _g¢g 2 2 /
cosp = = = le-¢glI"=2(" -8 g). (2.152)
lelllg’ll g2
Notemos finalmente que
2 /
g —g8
a-g="—="" (2.153)
g —g'll
de donde
lg—glI’=2a glg-¢gll = lg-gl=2a g (2.154)

Asi, llegamos a la expresién requeridas:

o
a—gg

- '~ g —2a(a-g). 2.155
2 g g =g 2a(x-g) (2.155)

La mejor manera de representar la dependencia de g’ en g tal vez sea la matricial:
g’ = Sg, (2.156)

con S, la matriz de dispersion, dada por
S = (I —2aa™), (2.157)

puesto que aTg =a-g.

Procedemos a introducir el concepto de seccion transversal. Para ello, ima-
ginemos primero una esfera en cuyo centro podemos hallar una particula dis-
persora fija. Suponiendo que se dirige un haz de particulas libres, cada una de
las cuales tiene la misma energia (digamos E) a las cercanias de la particula
dispersora, éstas seran desviadas como fue sefialado en el desarrollo anterior.

Figura 2.14: Angulos colatitudinal y acimutal

Llamamos nuevamente ¢ al angulo de dispersién, a la vez que introducimos un
nuevo angulo 6, que viene dado por la continuaciéon de la recta que describe
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el haz de particulas antes del encuentro. Llegando al plano perpendicular a su
direccién que parte la esfera (unitaria) mencionada justo por la mitad, el punto
de interseccion determina el radio que, desde una posicién definida (como es el
“polo norte”), forma dicho dngulo 6 (figura 2.14). Estos dos dngulos parametri-
zan la esfera en cuestién. De hecho, siendo ésta unitaria, la diferencial d§2 de
angulo sélido viene dada por sen ¢ dy df. Por los intervalos que puede recorrer
cada variable, € y ¢ son nuevamente las llamadas colatitud y acimut, en ese
orden.

Veremos ahora cémo expresar el niimero de particulas desviadas a la diferen-
cial dQ2. Si la intensidad del haz viene dada por I (éste serd entonces el niimero
de particulas que atraviesan, por unidad de tiempo, una superficie de &rea 1),
la cantidad diferencial que pretendemos hallar es, efectivamente, proporcional
a I, pero también lo es a la diferencial df). Denotemos por o la constante de
proporcionalidad para una posicién (6, ¢) dada, suponiendo que la intensidad
es constante. Se sigue de lo anterior que I'o () dS2 es la cantidad buscada. Por
supuesto, hablamos de particulas desviadas por unidad de tiempo y nombramos
diferencial de seccion transversal a o. Es conveniente pensar que dicha cantidad
nos proporciona de algin modo la probabilidad de que un haz se vea dispersa-
do en la diferencial de superficie df). Por supuesto, si la continuacién del haz
(recta discontinua de la figura 2.14) define el punto de interseccién dicho, éste
puede ubicarse mediante sus coordenadas polares 6 y s. Conviene, a pesar de
ello, considerar elementos df y ds para expresar la misma cantidad Io(€2)d2
como Isdsdf y dada la expresién arriba enunciada para df2, tendremos que

Io(Q)dQ =Isdsdf = o(6,¢p)senpdpdd = sdsdb, (2.158)

para lo cual es necesario que

ds _ a(p)senp
do s(p)

Es ésta la definicién usual de la seccién transversal. En cuanto a la dependencia
de s en ¢, s6lo debemos recordar que p+21 = 7, al tiempo que 9 es dependiente
de s como aparece en la integral (2.145). De lo anterior obtenemos, por lo menos,
una expresion implicita para s(¢).

Amén de la seccién transversal diferencial, tenemos la seccion transversal total
oT, que se obtiene precisamente al integrar a ¢ en su dominio relevante, segiin
las variables de integracion:

27 xo
/U(Q)dQ‘Z‘/ / sdsd&’:mcg, (2.160)
4 0 0

donde zg es el rango de interaccién arriba definido. En la primera integral se
indica el dominio como 47 dado que es éste el angulo sélido para el espacio
completo, equivalente a la superficie total de una esfera unitaria.

_ slp) |ds
~seny |dy

o ()] . (2.159)

lor| =
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Figura 2.15: Colision elastica de esferas rigidas

Nos detendremos un momento a revisar el caso de las esferas que interactian
como dos objetos rigidos, que analizamos en la secciéon 2.2. Para entender mejor
el papel que juega cada una de las variables aqui, veamos la figura 2.15. Podemos
notar en ella que si las dos particulas tienen radio p, entonces el rango de inter-
accion es igual a 2p, dado que es sélo si s = 2p que las particulas no colisionan
(o lo hacen de forma tangencial, para expresarnos mejor). En cualquier caso,
al momento de entrar en contacto, la distancia entre los centros viene dada,
precisamente, por 2p. El &bside coincide, por tanto, con la posiciéon del centro
que no se halla fijo, en ese momento preciso, y la recta del dbside no es mas que
la recta de los centros. Calculamos entonces el parametro s como 2psent), de
donde

5_;:2;)0051/; = sj—z:4pzcos¢sen1/1:2p256n2w
ds|  ds|dy| o 1
= s il sdw il = (2p sengo)' 2‘ . (2.161)

Asi, hallamos la diferencial de seccién transversal como sigue (compérese con la
ecuacién (2.159)):

ds
dep
Cabe resaltar el hecho de que, por lo menos en el marco de referencia propuesto,
la diferencial de seccion transversal es independiente de . La dispersion es,
por lo tanto, isotrépica. Podemos obtener también la seccién transversal total
efectuando la integracion

27 x0 T
lor| = ’/ / sdsd@‘ = ‘—27rp2/ sengpd(p’ = dnp?. (2.163)
o Jo 0

Este calculo concuerda con el valor antes propuesto para el rango de interacciéon
o = 2p.

S

()| = =0’ (2.162)

sen ¢
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Vamos a replantear en la siguiente subsecciéon la ecuaciéon de Boltzmann,
que ya obtuvimos anteriormente, pero antes de ello, necesitamos senalar una
propiedad comun de colisiones directas e inversas. Segun el material expuesto
en la subseccién 2.2.2, si en una colisién directa el vector g se transforma en g’,
lo contrario debe suceder en la respectiva colisién inversa: g’ debe transformarse
en g. Lo importante aqui es notar que ya tenemos una expresion para la primera
transformacién: g’ = Sg, con S = I — 2aa’ (véanse las expresiones (2.156) y
(2.157)). Debe ser entonces cierto que

g= S_lg/. (2.164)
Tenemos, por otro lado, que
5% = (I —2aa™)?

=1? - 2laa” - 20a”I + 4aa” aa

= I — 4o +4||afPaaT

=1, (2.165)
T

pues a’ @ no es méas que el producto escalar de a consigo mismo, a la vez que
|ar]|> = 1 porque o es un vector unitario. Podemos ver entonces que

St=5 = g=25¢g. (2.166)

Es decir, colisiones directa e inversa correspondientes tienen igual matriz de
dispersién.

2.3.2. Replanteamiento de la ecuacién de Boltzmann

Recordemos primero que la ecuacién de Boltzmann representa la igualdad
entre dos maneras de calcular una misma cantidad, a saber, la tasa de cambio
en el tiempo que atraviesa el niimero de particulas ubicadas en cierta posicion
y que tienen algin vector de momento prefijado. Para obtener esta igualdad in-
corporando la dispersién, echaremos mano de las funciones F que introdujimos
al inicio de esta seccién. Mas especificamente, usaremos sélo F» y Fi, a la que
nos referiremos como F' (véanse las definiciones (2.104) y (2.107)). La ecuacién
de Boltzmann es, ante todo, una ecuacion cinética, es decir, una ecuacién de
evolucién para fi (salvo por un factor, es igual a F;) que involucra sélo esta
funcién de distribucion.

Tenemos, por un lado que la derivada en el tiempo arriba mencionada se
calcula por

dF _, _, oF di¥ OF dp OF
— t)=—+— —+— —. 2.167
ar TP = e T o T ap (2.167)
Tomando en cuenta que
dz p dp =
i E:K7 (2.168)
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donde K representa el campo de fuerza total (excluyendo fuerzas intermolecu-
lares) que afecta el movimiento de las particulas en el gas, se puede expresar la
derivada total en cuestiéon como

dF—>—>

oF p OF - OF
G TP =

= 4+ L. LR 2.1
o T +K- 55 (2.169)

m Oz
Si no hubiera colisiones, dicha cantidad se anularia dado que al tomar la derivada
total (o material) no sélo consideramos la tasa de cambio local y fija, sino que
también agregamos la variacién debida al desplazamiento de las particulas. Si
bien no profundizaremos en ello, cabe notar que esto es precisamente lo que
representa la llamada ecuacién de Liouville (que se deduce en [25, pp. 20-22]).

La expresion (2.169) es de cardcter local, si bien es posible llegar a establecer
una igualdad semejante que nos permita calcular ese mismo cambio globalmente,
asi en el espacio-fase como en el tiempo. Si integramos la diferencial

oF p OF - OF
(m +2. i aﬁ) d7 dj dt (2.170)
sobre algtin dominio relevante, cumpliremos el objetivo propuesto.

., Cémo es entonces que se ven alterados los valores de la funciéon F'?7 Los
vectores de momento varian al llevarse a cabo una colisién. Es ésta, de hecho,
la dnica manera en que puede variar F' a lo largo del tiempo si fijamos a las
particulas el marco de referencia (lo que hicimos al efectuar la derivada total)
y, segun la distinciéon efectuada entre colisiones directas e inversas, F' decrece
tanto como el nimero de colisiones directas y crece tanto como el de inversas.
Luego tenemos que el nimero més probable de parejas, una de cuyas particulas
“se ubica” en d1, mientras que la posicién y momento de la otra es indiferente,
viene dado por

/du: /2F2(1,2) d1d2. (2.171)

Notemos que la integracién afecta solamente a la posicién y momento de la
segunda particula. Naturalmente, no todas estas parejas habran de colisionar
inmediatamente. Si, por ejemplo, fijamos el vector de momento ps = muvs, sélo
aquellas segundas particulas ubicadas en el interior de un cilindro que tiene base
mzd y altura g dt podréan ser desviadas por alguna de las primeras particulas en
un corto lapso de tiempo. Sefialamos anteriormente que la base de este cilindro
se parametriza por las variables 6 y s (de las figuras 2.15 y 2.14). Como la
funcién F» no es independiente de 3 (al menos a priori), debemos limitarnos
a expresar la diferencial dz3 en términos de aquellas variables:

/dy = dry = gsdsdfdt. (2.172)
Reescribimos entonces la expresion (2.171):

/du:/Fg(1,2)gsd8d0d]7£d1dt. (2.173)
2
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Anélogamente se obtiene la cantidad de colisiones inversas por unidad de tiempo:
/du' = /Fg(l’,Z’) dl’ d2' = /Fz(l’,Q’)gs ds df dps' d1’ dt. (2.174)
2 2

Necesitamos ahora efectuar el cambio de coordenadas (1,2) — (1/,2'). Para ello,
consideremos primero una transformacién cualquiera dada por (1,2,...,N) —
(1,2',...,N’). Notemos que no la hicimos depender explicitamente del tiem-
po. Recordemos a continuacion las ecuaciones de Hamilton (que supondremos
conocidas):

T = %’ (2.175a)
ﬁ:,%, k=1,2,...,N, (2.175b)
donde H representa el hamiltoniano del sistema:
H(12...N):§Vﬁ+1/(;a’m—2’...m). (2.176)
B i=1 2m S

Si tomamos luego una coordenada cualquiera x;j del vector z;’, podremos notar
(como ésta no depende explicitamente del tiempo) que

. Oz . 0z .
iy = 8:;] ST+ 8];’] -, (2.177)
donde los vectores ¥ y § representan a (Z1,T2,...,TN) Y (P1;D2,---,PN), T€S-
pectivamente. Por lo tanto,
ox,. OH Oz.. OH
J'JL: ij ‘Ao T ij ey (2-178)
J or  Op op 0T
Ahora bien, si la transformacién (1,2,...,N) — (1/,2',..., N’) ha de ser canéni-

ca (en otras palabras, si ambos arreglos de variables describen la dindmica del
mismo sistema mecénico), deben ser vélidas las ecuaciones

N 0K

= G (2.179a)
: 0K
E/Z_W’ i=1,2,...,N, (2.179D)

donde K es un nuevo hamiltoniano dado por
K{',...,NY=H1(',...,N'),...,N(,...,N")). (2.180)
De lo anterior se sigue que

g _ 0K _0H oF 0H 0p
U opl; 0% opl;  op opl

(2.181)
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Podemos notar que una condicién suficiente para que las expresiones (2.178) y
(2.181) sean véalidas simultdneamente viene dada por las siguientes igualdades:

o Opg

o= 2 2.182
oo = ol (2.182a)
Oxi;  dxp
Y =% 2.182b
Pkl 8P;j ( )

Supondremos que éstas son validas en lo sucesivo. Andlogamente, podemos plan-
tear ecuaciones para las variables p;j que nos llevan a suponer las igualdades

op;; Opri
=— , 2.183a
8xkl al';] ( )
ap.. 9
apu = aziﬁl . (2.183Db)
Pkl Lij
A continuacién demostraremos para la transformacioén (1,...,N) — (1/,..., N’)

el teorema de Liouville: El volumen generalizado en el espacio-fase permanece
invariante bajo transformaciones canénicas.

Sabemos que, si J representa el valor absoluto del determinante jacobiano
para la transformacion dada, se tiene lo siguiente:

/dl'd2'...dN’:/JdldQ...dN. (2.184)

También es posible representar la igualdad anterior como

/dj:” dp’ = /Jda?dﬁ’ (2.185)

y la transformacién asociada serd (Z,p (”’ ,p"). Podemos pensar que ésta

) —
se logra en dos etapas sucesivas: (Z,p) — (Z,p’) — (@',p"). De esta manera, si
representamos a J por |0(Z',p")/0(Z,P)l, te ndremos que

(&, p") ’( ,7)
o(7,p) o(7,p")

Notando que en cada una de las etapas hay variables repetidas, que se manifies-
tan como un sub-determinante (o menor) de 3N x 3N igual a 1 porque viene
dado por una sub-matriz identidad de rango 3V, podremos atender inicamente
a la dependencia de p’ en §y de Z’' en ¥ para la primera y segunda etapa,
respectivamente. Asi, tendremos que

J = ‘ (2.186)

oz’
oz

op’
op

(2.187)
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Haciendo luego notar que 9p5’/0p = 07/0%" = (0%’ /07 )~!, de acuerdo con las
igualdades (2.182a) y (2.182b), se sigue finalmente que J = 1, de donde

/ A’ dj' = / i djp (2.188)

y se comprueba el teorema de Liouville.
Regresando al cambio de coordenadas (1,2) — (1,2') que nos interesa para
desarrollar la expresién (2.174), notamos que también el jacobiano

a1, 2")
a(1,2)

Jy = (2.189)

restringido a las variables i, p1, T2, ps debe ser igual a 1 por el argumento
precedente, adaptado al presente caso, toda vez que la transformacién (1,2) —
(1',2") sea canénica. Por lo tanto,

/du’ = /F2(1',2’)d1 2
2

= /F2(1’,2’)gs ds df dps d1 dt (2.190)
2

y dado que solo nos interesa la diferencia [ dv’ — [ dv, que representa la tasa de
cambio por unidad de tiempo y del espacio-fase que atraviesa la funcién F' por
causa de los encuentros dispersivos (o colisiones), tenemos de lo anterior que

dF
= d@dpdt =

OF § OF - OF
dt

el I Pl
+ =

: d7 dpdt
at " m o7 ) vap

:/[&(1’,2’) — F5(1,2)] gsdsdf dp; dl dt. (2.191)
2

Identificando la diferencial d1 = dz; dp; con el producto dZ dp, se sigue que

ar

7 :/[Fg(l’,Q’) — F»(1,2)] gsdsdf dps (2.192)

y hemos retirado el subindice 2 porque ya debe integrarse cada una de las

variables. De la igualdad (2.158) se tiene la siguiente expresién para esta misma

cantidad. JF
i [Fo(1',2") — F»(1,2)] go () dQ dps. (2.193)

Regresemos por un momento a la igualdad (2.108). Para s = 1,2 nos dice que

Faydl = -2

— =N 2.108.1
o (N_].)' I ( 08 )

/91,2 Fy(1,2)d1d2 = (NN—'Q)' = N(N —1). (2.108.2)
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De esta manera, suponiendo que fuera posible expresar a F5(1,2) como el pro-
ducto F(1)F(2), tendriamos que

/ F2(1,2)d1d2:/ F2(1,2) dld2
Q1,2

Q1.2

= / F(1) dl/ F(2)d2
Ql QQ
= N2 (2.194)
Debemos suponer entonces, en todo caso, la igualdad

N-1

Fy(1,2) = F(1)F(2), (2.195)

que serd una expresiéon mas de lo que anteriormente llamamos desorden mole-
cular, a fin de simplificar la ecuacién (2.193):

% _ % [F(I)F(2') — F(1)F(2)] 9o () d 3, (2.196)

si bien resulta plausible desestimar la razén (N — 1)/N dado que el nimero N
de particulas suele ser muy grande:

dF

= / [F(1)F(2') — F(1)F(2)] go() dQ dps. (2.197)
Finalmente, si también suponemos que la funciéon F' no es dependiente de la po-
sicién & (en otras palabras, supondremos que la funcién presenta homogeneidad
en el espacio), tendremos que

= [ FEEE) - FEFE) go(9) ddz (2.198)

Forman éstas el par de expresiones que desedbamos hallar: la ecuacién de Boltz-
mann para colisiones entendidas como eventos dispersivos.



Capitulo 3

Hacia la dinamica de fluidos

En este capitulo daremos el primer paso en la justificacién del uso que dare-
mos a la principal ecuacién obtenida (la ecuacién de Boltzmann) para describir
un sistema continuo. Definiremos primero las invariantes colisionales y recono-
ceremos algunas de ellas, relaciondndolas con ciertas cantidades microscépicas
que se conservan durante una colisién, a saber, el nimero de particulas que
toman parte en ella, asi como la suma de sus momentos lineales y la de sus
energias cinéticas. Identificaremos la forma general que adopta una ley de con-
servacién y posteriormente, evaluando las derivadas temporales de ciertas can-
tidades macroscépicas (muy relacionadas con nuestras invariantes colisionales),
confirmaremos que refiriéndonos a un sistema de coordenadas fijo, o bien al que
se desplaza con la velocidad del fluido (entendiendo por esto su velocidad pro-
medio), se llega a leyes de conservacién modificadas (por la presencia de ciertas
fuerzas). Por ultimo, expondremos a grandes rasgos una idea que desarrollaron
de forma independiente Sydney Chapman y David Enskog hace méas de cien
anos para obtener las ecuaciones hidrodindmicas en cierto régimen de fluidos.

3.1. Leyes de conservacion

Deseamos, para empezar, obtener algunas leyes de conservacién de caracter
fundamental para la dindmica de fluidos a partir de la ecuacién de Boltzmann.
Segun éstas, la masa, el momento y la energia deben ser invariantes en el tiem-
po al considerar el sistema en su totalidad. Para ello, definiremos primero las
llamadas invariantes colisionales con base en el operador

J(F) = / F@FF) — F@)FF) g0(Q) ddp (3.1)

que, segin vimos en el capitulo anterior, representa el efecto completo de las
colisiones en la variacién temporal de la distribucién F. No consideraremos la
invariancia temporal u otras, que conducen a resultados importantes, pero que

67
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escapan de nuestro objetivo principal. Definimos entonces el operador
16(7) = [ J(F)o(F) i
— [F@PE) - FEHFE) 6(7) 90(0) d2dpt dFs, - (32

notaremos que al intercambiar las variables p; y ps, el valor de I no cambia,
dada la simetria de un evento dispersivo, expresada a través de las igualdades
obtenidas en la subseccién 2.3.1, que son ¢ = ¢',s = s yg' = Sg = g =
Sg’, debido a las cuales sabemos que también los papeles de p;’ y ps’ se ven
permutados. Asimismo, notamos que la medida go(Q)dQ = gsdsdf (véase la
expresion (2.158)) es invariante bajo la transformacién (1, pz) — (ps, p1), pues
sabemos que en dicho caso § — —g y, por tanto, g — g, mientras que la longitud
s no varia si se le mide en un sentido o en el opuesto. Por otro lado, # cambia
por 8+ 7 dado que se invierte el sentido en que se mide. No obstante, el cambio
de variables (s,0) — (s,0 + m) lleva consigo un jacobiano igual a uno y, por
tanto, la medida gs ds df permanece invariante. Se sigue entonces la igualdad

1(¢(p2)) = 1(6(p1))- (3.3)

Veamos ahora qué pasa al intercambiar las variables p; v ps por pi’ v ps’, en
ese orden. Por un lado, la expresion que aparece entre corchetes en la igualdad
(3.2) cambia de signo. Por otro lado, una aplicacién del teorema de Liouville
nos permite afirmar que la medida dp; dp> permanece invariante siempre que
el encuentro de dos particulas venga dado por una transformacién canénica.
Finalmente, la medida go () dQ) = gsdsdf es invariante porque ¢’ = g, s’ = s
y, efectuando la misma rotacién por un angulo ¢ que atraviesa la particula
respecto a la otra en el curso de una colision, efectuandola, digo, sobre el espacio
completo, el angulo virtual de incidencia 6 sobre el plano que es perpendicular
a la trayectoria de la particula incidente y que pasa por la particula dispersora
debe permanecer invariante, como se puede apreciar en la siguiente figura:

Lo

Figura 3.1: Invariancia de # bajo una colisién
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Vemos en ella las trayectorias rectilineas que la particula incidente describe antes
y después de una colisiéon. Llamamos anteriormente angulo virtual de incidencia
a 0 porque viene dado por la trayectoria virtual que seguiria dicha particula si no
fuera dispersada. Las trayectorias virtuales se representan por lineas punteadas
y marcamos el inicio del choque, asi como su final, mediante pequenas 'x’ en
color verde agua. Debemos notar, asimismo, que tanto el plano de referencia
(representado con una elipse) como la trayectoria incidente se ven rotados por
el mismo angulo ¢. Una vez dicho lo anterior, continuamos senalando el hecho
de que la transformacién (p1, ps) — (p1’, ps’) deja invariante a la integral I que
aparece en la expresion (3.2), salvo por un cambio de signo, es decir que

I(¢(p1") = —I(¢(p1))- (3-4)

Por tltimo, la transformacién dada por (p1,ps) — (pi/,p3’) — (p2’,pi’)
vy que estd compuesta por las transformaciones precedentes, una después de la
otra, nos arroja la igualdad

I(¢(p2")) = I(6(p1)) = —1(6(p1))- (3.5)
Las igualdades (3.3), (3.4) y (3.5) nos permiten asegurar que

I(¢(p1)) = i[f(qb(p_f)) +1((p3)) = 1(o(p1") = 1(d(p2)].  (3.6)

Hagamos notar que

I(¢(p1)) =0 & I(¢(p1)) + 1(6(p2)) = 1(d(p1")) + I(¢(pz))).  (3.7)

Si interpretamos a I(¢(p1)) + I(¢(p2)) como el total de la cantidad I(¢) para
nuestro sub-sistema de dos particulas antes del choque y a I(é(p1")) +1(¢(p3’))
como el total de la misma cantidad después del choque, la segunda igualdad
nos permitird asegurar que I(¢) es invariante bajo colisiones, o bien que es una
invariante colisional. Diremos entonces que una funcién definida en el espacio
de momentos: ¥ = () tal que I(¢) = 0 es una cantidad invariante colisional.

Ahora bien, sabemos que las funciones

wl(ﬁ) = 17
P2() =P,
=12
ya5) = 121 (3.9

son invariantes colisionales debido a que

1+1=1+1,

pi+ps=pi' + 3,
e S G 59)
2m 2m 2m om '
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Estas igualdades representan la conservacion del niimero de particulas, momen-
to y energia cinética durante una colision binaria. Con base en estas invariantes
demostraremos tres leyes de conservacion correspondientes en hidrodinamica,
pero antes de ello procederemos a obtener una ecuacién general que debe sa-
tisfacer cualquier invariante colisional. Si representamos una funcién cualquiera
de este tipo mediante la letra ¢ = 9(p1), se sigue, reescribiendo la ecuacién de
Boltzmann (2.197) como sigue:

dF
— = J(F 3.10
= J(F) (3.10)
(donde J viene definido por la ecuacién (3.1)), y multiplicaindola por dicha
funcion, para luego integrar la ecuacién que de ello resulte en el espacio de los
momentos pp, tendremos lo siguiente:

S am = [ () 45t = 106G) (3.11)

(para la segunda igualdad utilizamos la ecuacién (3.2)), y como sabemos que 1)
es una invariante colisional, se sigue que I(v)(p1)) = 0, de donde

dF
— V(P dpi = 0. (3.12)

Cabe hacer una aclaracién llegado este punto. Si bien el desarrollo presentado
en esta seccién y que ha tenido como resultado principal las igualdades (3.7) se
obtuvo suponiendo que la funciéon F es independiente de la posicién #, se puede
llegar a estas igualdades aun suponiendo que esto no es asi (véase la ecuacién
(2.45) de [38, p. 37]). A continuacién trabajaremos bajo esta hipétesis general,
que nos permite reescribir la expresién (3.12) como

OF § OF . OF\
/<m+m.%+K.aﬁ>¢dp_o (3.13)

(véase la ecuacién (2.169)). Aqui F' es una funcién de Z,p’y ¢, a la vez que
depende so6lo de £ y p. Hemos retirado el subindice 1 de las variables de posicién
y momento debido a que ya sélo interesa la particula primera. Notemos que

0 oF
o (p.\_ 7 (OF o
Fr <mF¢’> o (agﬂ’ + Fax) (3:.14)

donde 90/0Z y 0/0% - representan el gradiente y la divergencia en el espacio de
posiciones; andlogamente, 9/9p'y /97 son el gradiente y la divergencia en el
espacio de momentos. La primera de estas igualdades se debe a que la invariante
1 no depende del tiempo, y la segunda a que p’ es independiente de Z. Podemos
entonces volver a expresar una parte de la integral (3.13) como sigue:
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oF p oF .,
/(aﬁ )“’d

:/3(F¢) + 2. (f;pw;) P g% (3.15)

ot oz m 8”

donde, si podemos asegurar que todas las funciones a derivar son de hecho conti-
nuamente diferenciables, efectuaremos la diferenciacion luego de la integracion:

OF [ OF\ ..
/(aﬁm'af)W—

_9 9 [P pyas [P R0y
—8t/F1pdp+8f /medp /m Fosdi.  (3.16)

Por tdltimo, para tratar el sumando restante de la expresién (3.13), lo integra-
remos por partes (dado que la integracién ocurre, de hecho, en el espacio de los
momentos). Supondremos, en primera instancia, que ¢ es una funcién escalar.
En este caso (ndtese que la fuerza K depende solamente de la posicién # y 1no
del momento p),

/V aﬁwd /y (KF)d /K s

o

=¢ KFy- dS~—/ K. P i (3.17)

v
donde hemos empleado el teorema de Gauss, para lo cual es necesario que las fun-
ciones K , F', 1 tengan derivadas continuas. Requeriremos también que la region
V' sea compacta, y su frontera 0V, continuamente diferenciable por pedazos.
Elegimos entonces el conjunto V = {p € R? : ||§|| < r}, con 7 un ntmero tal
que sop(F) C V. Se trata de una suposicién esténdar: el soporte de la funcién F
es compacto. Debe ser entonces que la integral de superficie vale cero, de donde

/K —dp = — /K F—d* (3.18)
Ya no restringimos la integral a una cierta regién porque una vez aplicado el teo-
rema de Gauss para eliminar el término de frontera, podemos volver a extender

el proceso de integracién a R3. Con todo lo anterior, expresamos nuevamente la
igualdad (3.13) como

é)t/md + = / P pop dp—
_/:1 d* /K F(wd*— (3.19)

Finalmente, cabe simplificar la expresion obtenida recordando la notacién de
promedios. Para una funcién A = A(Z, p,t) cualquiera, definimos su promedio
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en el espacio de momentos como

A(Z,t) = (A(Z, 1)) := JFAdy

= TFd (3.20)

Si denotamos por n a la integral que aparece en el denominador (véase la ecua-
ci6én (3.30) méas adelante), se sigue que

On(Y) + Vi - n() — (V- Vz ) —n(K - Vzih) =0, (3.21)

donde hemos cambiado a la notacién 0t para hacer referencia a la derivada par-
cial con respecto a la variable t, a Vz y Vz- para simbolizar el gradiente y la
divergencia en el espacio de posiciones y, finalmente, a Vzy V- para sus anélo-
gos en el espacio de momentos. Hemos llegado a la expresién que debe satisfacer
cualquier invariante colisional %, una funcién escalar. De hecho, también las
invariantes vectoriales cumplen esta igualdad. Para mostrar esto, sélo necesita-
mos senalar que, por ejemplo, desarrollando la ecuacién (3.17) pudimos haber
tomado una funcién vectorial 1, luego de lo cual se obtendrian estas igualdades
con la diferencia de que serian vectoriales y no escalares. Seguimos entonces,
allanando el camino para deducir finalmente las leyes que anunciamos.

3.1.1. Forma general para una ley de conservacién

Basaremos la exposicién aqui presentada en el libro de Peter Lax [24, p. 3]

aunque la deduccién es tan elemental que podriamos referirla a un sinfin de
obras en temas diversos.
Una ley de conservaciéon nos permite relacionar cuantitativamente la tasa de
cambio en el total de una cantidad que se halla confinada en un cierto dominio
con la manera en que dicha cantidad abandona el mismo, fluyendo a través de sus
fronteras. De hecho, si no hay creacién o destruccion de la cantidad en cuestion,
dicha tasa de cambio sera exactamente igual a este flujo; s6lo debemos notar
que un flujo positivo (es decir, hacia fuera de la regién que nos interesa) vuelve
negativa la tasa de cambio (la cantidad en el interior disminuye) y viceversa.
Asi, denotando por u la densidad de esta cantidad o sustancia por unidad de
volumen, notamos que la integral

/ u(f) dif (3.22)
G

representa el total de la cantidad, que denotaremos por ¢, en el interior de G.
Si la densidad u es funcién de la posicion y del tiempo, la integral es, de hecho,
una funcion de ¢:

Qt) = /G u(, t) di (3.23)

Asi, podemos hallar la tasa de cambio requerida calculando la derivada temporal

de Q:
aQ  d

= — T . 24
2 _ 4 /G (i, ) di (3.24)
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Luego, si representamos por E el vector que apunta hacia donde la cantidad ¢
presenta mayor crecimiento a lo largo del tiempo y cuya magnitud viene dada
por la cantidad que fluye por unidad de superficie perpendicular a I; y por
unidad de tiempo en el punto dado (llamamos por ello a j_(; el vector de flujo
para q), tendremos que la integral

—

I(t) = /8 Tis)-i(s)ds (3.25)

representa el flujo total de ¢ a través de la frontera G, donde el vector 7(S)
tiene las siguientes caracteristicas: i) su norma es igual a uno, ii) su direccién es

perpendicular a la frontera OG en el punto S de la misma y iii) apunta hacia el
— —
exterior de G. Necesitamos obtener el producto j, - 2 porque j, y 7 no tienen

necesariamente la misma direccién y sentido. Presentamos entonces la primera
version de una ley de conservacién para g:

A @y di = - / 72(S) - #(S) dS. (3.26)
dt Jg oG

Luego, suponiendo por ejemplo que la densidad u es continuamente diferencia-
ble, que el dominio G se mantiene fijo a lo largo del tiempo, que la frontera
O0G tiene derivada continua por pedazos y, por ultimo, que la funcién E es
continuamente diferenciable, podremos volver a escribir la ley de conservacién
como

0
/ O 1 div T, dE = 0, (3.27)
G

donde el integrando estd valuado en (Z,t). Hagamos notar después que la an-
terior afirmacién es valida en cualquier dominio donde se vean satisfechas las
condiciones de diferenciabilidad arriba mencionadas. Esto es cierto, en particu-
lar, acerca de cualquier subdominio H C G, pero entonces el integrando nece-
sariamente se anula en todo G, pues si tuviéramos que en algin punto xg € G
fuera distinto de cero, lo serfa también alrededor del mismo (por continuidad,
que hemos supuesto) y entonces en alguna vecindad V' cuya frontera sea conti-
nuamente diferenciable (como un disco, por ejemplo) que satisfaga xg € V C G
sabremos que el integrando no cambia de signo y, por tanto, se contradice la
igualdad

)
/ a—? + div j, dF = 0. (3.28)
Vv

Concluimos entonces, por contradiccién, que

du

o T divj, =0, V(1) €qG xR (3.29)

Es ésta la forma diferencial tipica de una ley de conservacién.
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3.2. Promedios y variables macroscépicas

Para efectuar la transicién a la dindmica de fluidos, necesitamos definir varia-
bles de interés macroscépico. Tenemos, para empezar, la densidad més probable
de particulas en el espacio fisico (también llamado espacio de las posiciones),
que viene dada por

n(i, 1) == / F(7,5.1) dy. (3.30)

Como la funcién F = F; = N f; expresa el nimero mas probable de particulas
por unidad de volumen generalizado cuyo momento se halla “en las cercanias”
de p al transcurrir el tiempo ¢, afirmamos que la funcién definida n arroja
el nimero més probable de particulas por unidad de volumen, para lo cual es
indiferente su vector de momento; por ello, la integracién efectuada en el espacio
de momentos. Con base en la densidad més probable n podemos definir otras
variables macroscépicas. El primer ejemplo de ellas se obtiene al promediar el
momento de las particulas:

_ [Fidp
[Fdp -~
Notese que damos un peso a la funcién momento p de acuerdo al nimero de

particulas que presentan dicho momento. Por eso llamamos a p el promedio de
los momentos. De acuerdo con la definicién (3.30), se tiene que

T)(:f,t) = <p>(f,t) (3'31)

N7, t) — / Fp dp (3.32)

Regresando a las invariantes colisionales, senalamos anteriormente que la
funcién escalar 11 (Z, ') := 1 es invariante (véanse la definicién (3.8) y las igual-
dades (3.9)). De la igualdad (3.21) se sigue que

(1) + Vg -n(@) —n(7-Vz1) —n(K - Vzl) =

88—:; + divnv = 0. (3.33)

Aqui hemos regresado a la notacién mas extensa con el fin de apreciar la forma
tipica de una ley de conservacién (ecuacién (3.29)). Podemos sefalar entonces
que la densidad n, asociada al nimero de particulas (representado por ¢ en esa
misma ecuacién), fluye determinada por el vector nv. Llegamos entonces a la
expresién hidrodindmica para la conservacién de masa.

En cuanto a la conservacion de momento, partiremos de la invariante segun-
da: ¢o(%, ) := pT. Preferimos la trasposicién del vector p'sélo por una cuestién
formal. Si la introducimos en la ecuacién (3.21), se sigue que

On(pT) + Vg - n(@pT) —n(@-VepT) —n(K - VzpT) =0 (3.34)

y como T = mvT a la vez que p(Z,t) := mn(%,t) es la densidad de masa,
podemos volver a expresar la igualdad anterior como

p(@TY + Vi - pie ™) —n(@ - VapT) —n(K - VypT) = 0. (3.35)
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Por otro lado, se tiene la igualdad Vz 57 = 0, ya que la posicién # y el momento
p'son variables independientes una de la otra. Tenemos también que el gradiente
VD T es la matriz identidad I5. Por ttlimo, el campo de fuerza K depende sdlo
de ¥ y entonces (I? )y = K. Llegamos, por tanto, a la expresién ultima de la
conservaciéon de momento:
o) divy = pk. (3.36)
ot
En ésta, k= Iz/m representa la fuerza total por unidad de masa, que no toma
en cuenta las fuerzas intermoleculares, y p := p(tv1) es el llamado tensor de
esfuerzos (véase [25, pp. 158-159], ecuaciones 3.15 y 3.18), una més de nuestras
variables macroscépicas. Se sigue que p es el tensor de flujo asociado a la densidad
de momento pv. Asimismo, nétese que hemos abandonado la trasposicién de ¢/
para aligerar la notacién.
Finalmente, procederemos a evaluar la expresién (3.21) en la tercera inva-

riante: ¥3(Z, ) := ||p||*/2m. Tenemos que
e —112
o [l Ve AP
2m 2m
s = 171
Definiendo ex := n(||p|2/2m), h := n(T||p||?/2m) y notando que
17 11?
Vz—— =0, 3.38
e (339)
~112 2.2 .2
_|_
v, I71° v, LD
2m 2m
_ (2p1a 2p27 2p3)T
2m
=7 (3.39)
- [l - -
= n<K-Vﬁ o =n(K-7)
=nkK - (7)
= pk -, (3.40)
llegamos a la expresién que buscdbamos para la conservacion de energia:
p) .
% +divh = pk . (3.41)

La cantidad ey representa la densidad de energia cinética promedio. Se trata,
pues, de una variable macroscépica lo mismo que h, vector que llamamos de
flujo calorico, debido a que es el vector de flujo asociado a la densidad ey .
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Debemos notar un aspecto muy importante relacionado con las tltimas dos
leyes de conservacién. Estrictamente hablando, no presentan la forma general
que dedujimos en la seccién precedente, porque al obtener ésta mencionamos
el hecho de que es valida sélo en ausencia de fuerzas. No obstante, sabemos
por ejemplo que, para un sistema cuya masa permanece constante, la fuerza
no es sino la medida en que su momento cambia a lo largo del tiempo (su
derivada total), como lo afirma la segunda ley de Newton. Asi, para la ecuacién
(3.36) sefialamos que su lado izquierdo representa dicho cambio de momento por
unidad de volumen (llamado anteriormente densidad de momento), que es igual
a pE =nK , es decir la fuerza por unidad de volumen. Para cerrar la discusién,
abordando la tercera ley de conservacién, notemos que una particula tendra,
bajo la accién de la fuerza K y luego de un lapso ¢, ya no el vector de velocidad
7, sino v+ at =v + kt. Se sigue entonces que

dex (t) d (1 .
W) = 4 (5mimIR)

1
= £ Jim 5 (It + )12 = 15(t0)]?)
Py 1
-, 3 R - 1)
=2 lim %(|v||2+20 Rt + [[E[|*e — I[511%)
= ptl'_{n0 (vE+;||E||2t)
= pk - 7. (3.42)

Asi, pE -7 es la medida en que la densidad de energia cinética se ve alterada en
presencia de una fuerza K. Sise quiere, la energia cinética misma cambia segin
el producto K v

Reunimos, para concluir, las leyes de “conservaciéon” obtenidas como pro-
medios, en el espacio de los momentos, de leyes andlogas que son validas para
colisiones o dispersiones eldsticas (multiplicando la primera de ellas por m). Po-
nemos entrecomillado el término conservacion porque en los casos del momento
y de la energia cinética, la presencia de una fuerza puede alterar las cantidades
referidas, como ya lo dijimos.

i Py div pv =0, (3.33a)
A(pv) . -

o + divy = pk, (3.36)
9K 1 givTr = pk - . (3.41)
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3.3. Variables macroscépicas relativas

A continuacién volveremos a formular las ecuaciones de conservacion (3.33),
(3.36) y (3.41) haciendo referencia a la desviacién mc := p'— p del momento
que presenta un elemento del fluido con respecto al momento promedio. Aqui ¢
representa, por supuesto, la desviacion respectiva en el vector de velocidad:
¢ = v —v. Definimos, para ello, las siguientes variables macroscépicas relativas:

P = p(eeT), (3.43)
H :=n(em||¢|?*/2), (3.44)
Ex :=n(m|c|?/2), (3.45)

Sustituyendo en estas ecuaciones a la variable ¢ por ¥—v, tendremos las siguien-
tes relaciones entre variables macroscopicas absolutas y relativas:

=p((@oT)y —vo" —vv " +ovT)
= p(eoT) — pov
=p—pv0’, (3.46)

(
(
n({ (m
— (
(@lP1?/2m) — (mTT"T) + m|[7]|*(7) /2
— (mvtTw) —vml[v]*(1)/2)
h = p(@7")v + pul[v]*/2

T = n{(¥ — o)ml|5 - 9]*/2)
n{(@ - D)m (||| - 207 + [7]2) /2)

ml|7]?/2) ~

7 70 T) + (Tm|7]2/2)
oml||7%/2) + (mvv - v) — (om|[v]*/2))
= n((7

1711? /2m)w +

—n{|7|I?/2m)v + pvv T — po[v]|*/2
=h —y0 — exT + pvv -0

=h —pv — ex + p||7 v, (3.47)
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n{ml||v —7]*/2)

(m (|7 ]* =207 + |[7]*) /2)
n((ml|7]?/2) — (m¥ - 7) + (m|[v]]*/2))
n{IF1I?/2m) — p(7 7o) + pl[v]*(1)/2

=ex — pul o+ p||v]|?/2

I
3

— exc — - T+ pl[7]12/2
— exc — pllBl + pll7Il?/2

— ex — pllol?/2. (3.48)

Podemos invertir estas tres relaciones para obtener ex,p y luego, con base en
ellas, h:

p=9+pov’, (3.49)
ex = Ex + p|0]*/2, (3.50)

h="H +v0 + ex — p||v]|*v

=H+ ¥+ pvv")v+(Ex + p|[v]|*/2)7 — p|[v]|*D

=H + 97 + pvv 0+ ExT + p|[7]|°7/2 — p||7*D

=H + 97 + pvv -1 + Exv — pl||]|*7/2

= H + 97 + p||v)|*v + Exv — p|[v]|*7/2

=H + 97 + Exv + p||v||*v/2. (3.51)

Sustituiremos a continuacién las expresiones anteriores en las ecuaciones de
conservacion “absolutas”. De hecho, sélo nos interesa el balance de momento y de
energia porque sélo éstas involucran a las variables macroscépicas dependientes
de un marco referencial:

v (P + pﬁﬂT)
=—U+ pl +divd+ (Vp) 55T + p (D)7 + (div D)D)
=m—v+ pj + divP + p(Dv)v + m(divnv)v

= <a” + (DO)o ) + divY. (3.52)
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Aqui denotamos por D a la derivada espacial de v. Seguimos entonces con la
tercera ley de conservacién:

I(Ex + p|]%/2)

+div (H + 97 + Exv + p|[0]|*5/2) = pk - ©

ot
Bk _10p o polol . —
5 +28tHU” —|—2 5 +divH

+Tr(PDv) + (divP) - v + div Exv

+5 (V(el7ll*) - 7 + pl[o]*divo) =

| =

OFx mon ”2 o0t

goK | MO 5 9% %4 divH + Tr(¥Dv
5 +5 c‘)th +p8t v+ div H + Tr(PDv)
S 0v N _
+pk-v—p 5 + (Dv)v | -7+ div Ex©

1 ,
+§||U||2Vp 0+ p(DO)U -+ %HTJsziv nv =

ag—f + div H + Tr(¥D7) + div Exv = 0. (3.53)

Para obtener esta igualdad, aplicamos la ecuacion (3.33), gracias a la cual los
términos que aparecen de color rojo se anulan; empleamos también la expresion
para el balance de momento (3.52), que relaciona los términos que aparecen de
color verde; finalmente, hemos supuesto que el gas presenta homogeneidad en
el espacio (la densidad p es independiente de la posicién espacial), de donde
el sumando que aparece en color azul es igual a cero. Por esta misma razoén
podemos emplear la igualdad divnv = ndivv.

Damos por concluida la presente seccién agrupando las leyes obtenidas para
nuestras variables macroscépicas ex, p = mn,v en un marco de referencia que
se desplaza con el fluido (mejor sea dicho, con su velocidad promedio):

ap

9 + div pv = 0, (3.33a)
ov N ‘ -
n + (D9)v | + divP = pk, (3.52)
%E—t’{ + divH + Tr(YD7T) + div Exv = 0. (3.53)

Es ésta la forma usual en que se obtienen las ecuaciones de conservacién (véase,
por ejemplo, [25, pp. 160-161]).
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3.4. Sobre las ecuaciones de Navier-Stokes

Haremos solamente un pequeno comentario sobre la posibilidad de llegar
también a las ecuaciones de Navier-Stokes, mediante las cuales se obtiene la des-
cripicién més 1til de cualquier fluido viscoso en movimiento. Si bien es posible
derivar también éstas de la ecuacion de Boltzmann, a través del llamado proce-
dimiento de Chapman-FEnskog, asi como ecuaciones hidrodinamicas que ofrecen
(al menos en teoria) descripciones mas detalladas de ciertos fluidos cuyo estado
se halla cerca del ya mencionado equilibrio termodindmico, su deduccién rebasa
los objetivos del trabajo presente, por lo que sélo referiremos al lector las ideas
principales del susodicho procedimiento, vinculando asimismo los trabajos en
que se ven desarrolladas.

Empezaremos redefiniendo el operador J que aparece en (3.1):

J(F|G) ::/[F(ﬁ’)G(B’)*F(ﬁ)G(E)] 90(%) dS dps. (3.54)

De acuerdo con esto, simplificamos la notacién anteriormente escribiendo J(F')
en lugar de J(F'|F'). Podemos emplear, no obstante, la notacién de operadores:
JF = J(F). Reescribiendo luego la ecuacién de Boltzmann (3.10) como

d

—F = JF, 3.55
p (3.55)
notaremos que el operador J, al igual que d/dt, se expresa mediante unidades
de frecuencia: [J] = s~1. Hagamos entonces J = J /¢, donde J es un operador
adimensional y € tiene valor constante y unidades de tiempo: [¢] = s. Denotando

asimismo por D al operador (F/m) - (8/0) + K - (8/dp), tendremos que

o 1-
(at + D)F = _JF. (3.56)

El procedimiento de Chapman-Enskog permite aproximarnos teéricamente a los
fluidos altamente densos. Dado que en ellos la frecuencia con que chocan sus
particulas también es alta, debemos suponer que el parametro € es muy pequeio.
A continuacién expresamos la funcién F' como

F=FO 4 er® 4 2p@ 4 (3.57)

aprovechando esta propiedad de e. Observamos entonces que entre mayor es
el indice k, menos significativa es la contribucién F*). Luego tenemos de las
igualdades (3.30), (3.32) y la definicién de la cantidad ek el hecho de que las
variables macroscopicas n,p y T se obtienen promediando ciertas funciones en
el espacio de momentos (la temperatura, que expresamos por la letra T, se re-
laciona directamente con la energia representada por ek ). Dada la importancia
de estas variables para la descripcién de un fluido, supondremos que al efectuar
dichos promedios utilizando la anterior expresién de F, aquéllas surgen al pro-
mediar inicamente la contribucién F(© y que el resto de las funciones F'*) nos
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arrojan informacién adicional que puede ser importante, pero en todo caso no lo
es tanto como la que se deriva de nuestras variables macroscépicas. Lo anterior
queda simbolizado como sigue. Por un lado, tenemos que

n= / FO ap, (3.58)

np:/F“))ﬁdﬁ, (3.59)
=2

_ [polPl” 3.60

K / 5y 4P (3.60)

y por el otro, también es cierto (de acuerdo con nuestra suposicién) que para
cualquier k > 0 se tiene lo siguiente:

/F(k) dp =0, (3.61)
/ F® G5 dp =0, (3.62)

=112
/F(k)% dp = 0. (3.63)

Para entender el aporte de estas funciones, volvamos a la definicién de las va-
riables relativas Py H:

P = / Fméetde, (3.43a)
1

A= /Fm|\5||2€dé’. (3.44a)

Dado que F puede expresarse como una serie de potencias en e (véase la ecua-
ci6n (3.57)), supondremos que las integrales anteriores pueden escribirse de la
siguiente manera:

P= / FOmeeTdé + e / FOmeeTdé + ¢ / FOmeeTdé+ ..., (3.43Db)

— 1
H=3 </F<0>m||5||25d5+e/F(1>m||5|26d6+

+62/F(2)m||525d5+...). (3.44D)

También supondremos que el operador diferencial D, que aparece en la expresion
(3.56), puede aplicarse término a término:

DF =DF© 4+ DFW 4 DF® 4 (3.64)
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Debemos notar que estas tltimas expresiones (y también las que siguen) son
meramente formales. No hemos proporcionado (ni proporcionaremos) criterios
que nos permitan asegurar su validez. Una vez dicho esto, aplicamos el operador
de colisiones J a la distribucién F' como sigue:

JF = J(F|F)

k=00
= J( Z ek Fk)
k=0

=00
> drt)
=0

k=00 =00
/l ekF(’“)(ZT{’) elF(l)(;Tﬁ’)—

k=0 1=0
k=00 =00
=Y EFW ) > PO (B3) | go(Q) dQ dps
k=0 =0
k=00 l=00
_ 6k+l/ {F(k)(ﬁf)p(l)(—”)_
k=0 1=0

(PR PO, (3.65)

=
(=)
~
(o]

Por supuesto, una igualdad anéloga es vélida para el operador adimensional .J.
Luego introduciremos, con el fin de simplificar la expresion obtenida, la notaciéon

JOFEO FO, L FE) = 3" J(FRFWY), (3.66)
k+l=s

donde el operador ¥ ;—s representa la suma de los términos sefialados, que ha
de efectuarse para los indices k, [ cuya suma sea igual a un cierto ntmero s. Asi,
reescribimos la igualdad anterior como

s=00 k=s

JFE =Y "> JFEW|FEh)

SJOEFO pO) Py, (3.65a)
=0

»

Nuevamente, la expresién completamente analoga para J es valida (o, por lo
menos, tan vélida como ésta). Por ltimo, supondremos que el operador 9/0t
puede expandirse también como sigue:
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donde cada uno de los términos J /Ot representa algiin operador cuya expresién
desconocemos (véase [25, pp. 196-197] para conocer una forma de obtener ex-
presiones especificas para dichos operadores). Sustituyendo las expansiones de
F,DF,0/0t y JF, que vienen dadas por las expresiones (3.57), (3.64), (3.67) y
una expresion completamente similar a (3.65a), en la ecuacién de Boltzmann

0 _
—+D|F=JF 3.56
€ (875 + ) ) (3.56a)
tendremos lo siguiente:
Q | O 20
DdeF+EZ 4 4+ D|(FO 4 eF® 4 2R 4 ) =
€[<8t+68t+€8t+ +D|(FY +eF'Y +e + )

O , O 0 ) 1) 4 2p@)
6[(8t+€8t+€ 8t+“'>(F +eFY +EFY + )+

+(DF® 4 eDFW + 2DF® 4 )| =

§=00

3N eTIFO PO L FE) (3.68)
s=0

de donde, igualando los coeficientes de las mismas potencias en € se siguen las
identidades

0=T7"F) (3.69a)
% ©) _ 5D 12(0) (1)
o+ D) FO =TV (F0, ) (3.69b)
% M 4 O ) 5@ 0 (1) 2@
o2+ D) PO+ ZLF© = T (O, O, ) (3.69¢)

El paso final de este procedimiento consiste en resolver alguna de las ecuaciones
resultantes, en que los términos de la forma Jy /0t adoptan alguna expresién
especifica en términos de las variables macroscépicas n,p, 7,9 y H. Si bien no
hallaremos dichas soluciones, cabe senalar que la primera identidad nos arroja
expresiones para estas tltimas dos variables que, al ser reemplazadas en las le-
yes de conservacion (3.33), (3.52) y (3.53) dan como resultado las ecuaciones de
Euler, cuya solucién para las variables n,p y T ha de sustituirse en la expresiéon
(2.84) para obtener una distribucién de Maxwell-Boltzmann especifica (en ella,
la constante h debe expresarse en términos de la temperatura T y, por otra
parte, la letra N ha de reemplazarse por su equivalente minuscula). Resolver
identidades correspondientes a potencias superiores de € nos arrojan (por lo me-
nos, teéricamente) descripciones més detalladas de nuestro fluido. La segunda
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aproximacioén, dada por (3.69b), puede reescribirse para dar como resultado las
ecuaciones de Navier-Stokes. La tercera aproximacién corresponde a las ecua-
ciones de Burnett y asi para el resto de las aproximaciones. Referimos el texto
de Liboff [25, pp. 198-201] para el lector que se interese en el desarrollo de las
dos primeras aproximaciones (que, de hecho, son las méas ampliamente usadas).



Capitulo 4
Flujo pulsatil

Antes de plantear el método numérico que habremos de emplear para simular
un flujo pulsatil bidimensional en un tubo con paredes rigidas, sujeto a una
fuerza de cuerpo, debemos primero ahondar un poco en la dinamica de fluidos.
En particular, nos interesa resolver de forma analitica el problema planteado.
Esto nos lleva, primero, al llamado flujo de Womersley para el caso en que la
fuerza de cuerpo es nula. Si, por otro lado, agregamos una fuerza constante
(pues en el contexto que nos interesa practicamente no habra variaciones en la
intensidad de la gravedad), ...

4.1. Flujo incompresible

Si bien las hipdtesis en que se basa la deduccién de Boltzmann que presen-
tamos en el capitulo 2 requieren de un gas enrarecido, para el cual la distancia
que recorre una particula cualquiera entre dos colisiones sucesivas es, en prome-
dio, mucho mayor que el radio de accién entre dos particulas, su aplicabilidad
no necesariamente se limita a dicha situacién. De hecho, en el capitulo ante-
rior vimos que al considerar promedios de ciertas cantidades (en realidad, los
primeros momentos de la distribucién F(Z,p,t) con respecto a p, pudimos ver
que se recuperan las leyes de evolucion para la densidad de masa y momento,
asi como para la energia cinética, que son bésicas para la dinamica de fluidos.
En particular, nos interesa recordar la conservaciéon de masa y el balance de
momento, que vienen dados por las siguientes ecuaciones:

% + div pv = 0, (3.33a)
DU L vy = ok (3.52a)
P D wP = pk. .52a
En esta tltima, realizamos la sustitucién
ov _ Do
E + (DU)U E
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Llamamos a dicha expresién la derivada material de la funcién v.
Consideremos a continuacién la primera de estas ecuaciones, que podemos
reescribir de la siguiente manera:
dp _ o
a—!—Vp-v—&—pdwv:O, (3.52b)
y dado que Vp juega un papel completamente andlogo a Dv en la expresion
(3.52), reescribimos una vez més la ecuacién anterior para obtener

Dp

ot pdivv = 0. (3.52¢)

Llegado este punto notamos que, para valores positivos de p, la expresién obte-
nida serd una identidad (en otras palabras, valdra para todo tiempo en algin
intervalo) si y solo si divv = 0. Es decir, los flujos de masa cuya velocidad
promedio tenga divergencia nula son exactamente los mismos para los cuales la
densidad es una constante del movimiento: si el marco de referencia elegido se
desplaza con el fluido, no podran apreciarse variaciones en la densidad de masa.
Una equivalencia adicional de estas dos condiciones se obtiene al senalar que,
para este tipo de flujos, el volumen de una regiéon que contenga cierta porcién
de fluido seréd constante (nuevamente si el marco de referencia se desplaza con
el fluido). Dada cualquiera de estas tres condiciones (y, por lo que sefialamos,
las otras dos se cumplirdn simultdneamente con la primera), nos referiremos al
flujo en cuestién como incompresible (véase [8, p. 10]).

4.2. Tensor de esfuerzos

Partiendo luego de la expresién (3.52a), podremos dar una versién més es-
pecifica de la misma siempre que impongamos ciertas condiciones al tensor de
esfuerzos P. Siguiendo el texto de Chorin y Marsden, por un lado, ([8, pp. 17
-18, 31-33]) y el de Currie, por el otro, ([9, pp. 27-29]) dichas restricciones se
logran mediante varias hipdtesis que no son unicas (vale la pena comparar los
desarrollos analogos de ambas obras). La primera de ellas consiste en suponer
que podemos expresar las componentes del tensor $ como sigue:

Pij = poij +oij, 1,5 =1,2,3, (4.1)

donde p es la presién termodindmica, a la que se llega en el caso hidrostatico
(no existe en €l flujo macroscépico de masa, energia o momento) y d;; es la delta
de Kronecker, definida por

L 1=,
0ij = (4.2)
0; 1#7.

Como puede verse en la ecuacion (4.1), consideraremos el caso tridimensional, si
bien el fenémeno que trataremos es bidimensional. Luego, para entender el resto
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de las hipotesis sobre el tensor de esfuerzos, hagamos ver primero que cualquier
matriz cuadrada con entradas reales puede expresarse como la suma de otras
dos matrices, una simétrica y la otra antisimétrica:

M =

(M+M")+ - (M—-M"). (4.3)

1 1
2 2
Notese que la primera expresién entre paréntesis no se ve alterada si inter-
cambiamos los papeles de M y M7 (en otras palabras, la suma es una matriz
simétrica), mientras que la segunda expresién entre paréntesis solo cambia de
signo al efectuar dicho intercambio (la suma es antisimétrica). Para el caso tri-
dimensional, supondremos que ¥ = (v, v,,v,)T y denotaremos por Sy A a las
partes simétrica y antisimétrica de la matriz

ov. v, Ouy
ox Jy 0z

— vy vy vy

Dv=| Z 3 2= |> (4.4)

v, v, vy
ox Jy 0z

tal como fueron definidas en la igualdad (4.3). Explicitamente, se tienen las
siguientes expresiones:

wo H(EeR) 1B
s=1 (%) % H(Ee) | e
s d(%e%) %
o (%) (-
A= 3(B-%) o (R-%) | e
P -8 1(H-%) o

Todo lo anterior es importante porque una de las hipdtesis sobre el tensor de
esfuerzos afirma que este depende linealmente de la matriz Dv, llamada tam-
bién el tensor de deformacion. En otras palabras, supondremos que el fluido
en cuestién es newtoniano (véase [9, p. 27]). Una tercera hipétesis seniala que
dicho tensor es simétrico (esta se relaciona con la conservacién del momento
angular, véase [34, pp. 94-95]). De nuestras dos proposiciones, concluimos que
el tensor de esfuerzos depende linealmente de la matriz S. Si representamos las
componentes de o y S por 0;; ¥ Sk, respectivamente, se sigue de las hipdtesis
que

3 3
Oij = szijklskh i,j =123, (4.6)

k=11=1

o bien, adoptando la convencién de que los indices repetidos se suman,

oij = miijSkl, 1,5 =1,2,3. (4.6&)
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Puesto que cada uno de los subindices i, j, k,l puede tomar cualquiera de los
valores 1,2 y 3, para relacionar ¢ con S deben especificarse ochenta y un va-
lores. No obstante, una hipétesis adicional reducird este ntmero a solo tres.
Supondremos que las igualdades (4.6) permanecen invariantes bajo rotaciones
rigidas del fluido. Esta hipétesis tiene su fundamento en el hecho de que, bajo
una rotacién que preserve las distancias relativas entre todas las porciones del
fluido, no tiene por qué existir transporte de momento alguno. Para analizar
las implicaciones de esta hipétesis, debemos sefialar primero que mjj ki, como
cualquier tensor cartesiano, obedece a la siguiente regla de transformacion bajo
una rotacién dada por la matriz (un tensor de rango 2) cuyo término general es
A5t

Mijkl = QirQjsAktQlyMyrstu; iy gk, Ly s tu=1,2,3. (47)
Debe entenderse que utilizamos nuevamente la notaciéon de indices repetidos.
Recomendamos consultar [34, pp. 88-98] acerca de esta regla y para entender
mejor el siguiente desarrollo. Consideremos ahora la rotacién por un angulo de
magnitud 7 en torno al tercer eje, y que viene dada por

Qi3 = 1, i:j =3 (48)
0, en cualquier otro caso

De los 3% = 16 sumandos que representa en forma sucinta la expresién (4.7),
para cada conjunto de subindices i, j, k, I, Gnicamente 1* = 1 es distinto de cero,
a saber, aquel para el cual r # i, s # j,t # k y u # [. Con base en la informacién
anterior, tendremos que

mi113 = A11@11A411@33M 1113 = —M1113,
Mi123 = A11011022033M1123 = —1M1123,
mi131 = A11@11433411M1131 = —M1131,
mi132 = A11@11A33422M1132 = —1M1132,
mi311 = A11033A411G11M1311 = —M1311,
mi312 = A110330411G22M1312 = —1M1312,
mi321 = A110330224111M1321 = —M1321,
mMi322 = A114330224221M1322 = —11322,
M1333 = 411033033G337M1333 = —111333,

(4.9)

y analogamente para las my;i; con ¢ = 2,3. Podemos notar que m;j = 0 si
el nimero de veces que aparece el 3 como subindice es uno o tres. En otras
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palabras, ademas de los términos ya enunciados, tendremos que

m2113,M2131, M2132, M2231, 1M2232, 2311, 2312, 72333,
m3111,M3112, M3122, 3211, 1M3212, 1113222, 1113313, 7713331

seran iguales a cero. Esto nos da un total de veinticuatro parametros nulos en
el tensor que relaciona o con S. Pero al considerar las rotaciones por un angulo
de magnitud 7 con respecto a los dos ejes restantes, podremos ver que también
aquellas m;;z; en que aparece el 1 o el 2 un ntimero impar de veces seran iguales
a cero. Debe ser entonces cierto que solo aquellos términos en que tanto el 3
como el 1 y el 3 aparece un nimero par de veces seran, por lo pronto, diferentes
de cero. Enumeremos, pues, dichas m;:

mii111, 71122, 101133, 1101212, 1101221, 1101313, 1101331,
mai112, 12121, 112211, 1112222, 1112233, 1112323, 7112332,
M3113, 113131, M3223, 1113232, 1113311, 1113322, 1113333 (4.10)

Para seguir eliminando algunos de estos términos, utilicemos la rotacién positiva
por un angulo recto alrededor del tercer eje, cuya expresién es la siguiente:

1, 1=2,5=106i=35=3
aij =4 -1, 1=1,7=2 (4.11)
0, en cualquier otro caso

Apliquemos, pues, dicha rotacién al tensor en cuestién:

mi111 = @12A120124121M2222 = M2222,
Mi122 = @120120210A21M2211 = 12211,
M1133 = Q12A120334331M2233 = M2233,
Mi212 = Q12A21412021M2121 = M2121,
Mi221 = (120210A21A12M2112 = 12112,
M1313 = @120330120A331M2323 = 1112323,
M1331 = (120330A33A121M2332 = 1112332,
m3113 = (330120120A331M3223 = 1113223,
m3131 = (33012A33A121M3232 = 1113232,
m3311 = (33033012A121M3322 = 1113322 (4-12)

Naturalmente, en cada una de estas igualdades el resto de los sumandos son
cero. Consideremos ahora la rotaciéon positiva por un angulo recto alrededor del
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segundo eje. Puesto que el término general de esta viene dado por
1, i=1,j=306i=75=2
Q5 = —1, = 3,] = 1, (413)
0, en cualquier otro caso
obtendremos, en este caso, las igualdades
Mmi111 = @13013013@131M3333 = 1113333,
Mii22 = @130130A220221M3322 = 113322,
M1133 = @13013A31@311M3311 = 13311,
Mmi212 = @13022013022M1M3232 = 113232,
Mi221 = A130220220131M3223 = 1113223,
m1313 = 13A31A130A311M3131 = 13131,
m1331 = @13A31A31@13M3113 = 13113,
m2112 = A22013013A221M2332 = 1112332,
m2121 = A220130220131M2323 = 1112323,
M2211 = A22022013A131M12233 = 1112233 - (4-14)

Por otro lado, si aplicamos la rotacién por un dngulo positivo de magnitud 7/2
alrededor del primer eje, dada por

1, i=5=1,06i=3,j=2
aij =4 =1, 1=2,5=3, (4.15)
0, en cualquier otro caso

obtendremos las igualdades

Mi122 = (11011023023M1133 = 111133,

Mmi212 = @11022011022M1313 = 11313,

Mi221 = A11023023011M1331 = 11331,

Ma112 = G230110110A23M3113 = 13113,

Ma2121 = G230110230111M3131 = 13131,

Ma2211 = G230230110111M3311 = 13311,



4.2. TENSOR DE ESFUERZOS 91

Ma222 = A234230230231113333 = 1113333,
M2233 = A23423032A321113322 = 1113322,
Ma2323 = A23432023032113232 = 1113232,
M2332 = (2303203202371M3223 = 1113223. (4.16)

Podemos ver entonces que, por el momento, solo cuatro parametros indepen-
dientes determinan el tensor que nos interesa. En la lista (4.10), donde colores
iguales representan igualdad de términos, se muestran los cuatro grupos de
términos iguales son Myiii, Miijj, Mijij, Majji, con @ # j. Para simplificar atin
mas el nimero de pardmetros independientes, consideremos la rotacion positiva
por un angulo de magnitud 7 /4 alrededor del tercer eje. Esta puede expresarse
de la siguiente manera:

g, t=j=10t=73=201=2,5=
V2 =
7 - 7]7 )
a; =4 ° (4.17)
1, i=j5=3,
0, en cualquier otro caso

Aplicando esta, y con base en las igualdades implicadas en la lista (4.10), obte-
nemos la expresién

mi111 = Mi122 + Mi212 + M1221.- (4.18)

Una posible manera de representar las simplificaciones anteriores consiste en
escribir

Mk = Mi122(0ij0k1) + mi212(0indji) + mi221(0adj), (4.19)
o bien, denotando mi122,M1212 ¥ M1221 POT O, 7Y ¥ €,
Myjpl = a(5ij5kl) + '7(5ik5jl) + 5(5il5jk), (4.19&)

donde § es la delta de Kronecker, para cualquier pareja de subindices. En ambas
expresiones, ¢, j, k y | pueden tomar cualquier valor entero entre 1 y 3, inclusive.

Recordemos, a continuacién, que mg;; relaciona de forma lineal los tensores
oy S. Como este ultimo es simétrico, podremos simplificar ain mas el nimero
de parametros independientes que necesitamos para determinar dicha relacion
de la siguiente manera:

Sij = Sji = MijrSw = (0(0350k1) + v(0ird51) + €(8i65k)) Ski
= oSk, + ’}/Sij + ESji
=aS; + (v +€)Si;
— Sy + 8S;. (4.20)
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En este ultimo paso, definimos 8 := v + €. Llamamos a « y a (3 el primer
y segundo coeficiente de viscosidad, respectivamente. Como o;; = Mjk1Ski,
podemos representar a ¢ como una matriz de la siguiente manera:
aSi + B85S BS12 BS13
o= BS12 aSi; + B3S22 [S23 ; (4.21)
BS13 BSa3 aSii + BSs3

donde S;; = S11 + Sao + S33, de acuerdo con la notacién de indices repetidos.
Entonces, de acuerdo con la expresién (4.1), tendremos que

p+aS; + S BS12 BS13
P= BS12 p + aSi; + S22 BSa3
BS13 BSa3 p+ aSi; + $Ss3
= (p+aSu)I + BS, (4.22)

es el tensor que aparece en la ecuacién de momento (3.52a), donde I representa
la matriz identidad y S viene dada por la expresién (4.5a). Con el fin de hallar
la divergencia de P, debemos notar primero que

Sii = S11 + S22 + S33

_ Qv Oy | Ov.
Oz dy 0z
=div. (4.23)
Por lo tanto,
divP = div[(p + divv)I] + BdivS. (4.24)
Obtengamos por separado ambas divergencias:
p+ adivo 0 0
div[(p + adivv)I] = div 0 p+adivo 0
0 0 P+ adivt
d(p+adivv)
ox
— A(p+adivv)
dy
d(p+adivv)
0z
= V(p+ adiv)
=Vp+ aVdiv, (4.25)

Por otro lado, para calcular 8divS recordemos primero que

§— % [Dv + (Dv)] (4.26)
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(cfr. las expresiones (4.3), (4.4) y (4.5)), de donde se obtiene lo siguiente:
o B e e T
BdivS = 5 divDv + div (Dv)" | . (4.27)

Aplicando el operador divergencia a las matrices Dv y (Dv)? llegamos a que

divDv = V - (D5)T

v, Ovy v, 0
ox ox ox ox

— vy Ovy v, .| 2
oy oy oy Jy
dvy  Ovy v, 0
0z 0z 0z 0z
o) ov vy ov
%(af"’ oy T 8;)

_ 9 (0ve | Ovy | Ov.

- oy ( ox + Oy + 0z )
9 [ 0ov vy v
RE (a; Ty T a;)

= VdivT, (4.28a)

T

div(Dv)" =V - ((Dv)")

Ovy Qv Oug 2
Ox dy 0z dx
o vy vy vy K2
- Oz dy 0z oy
ov,  Ouy Ov, 9.
ox oy 0z 0z
8 3?2 9
5t T 5 T 0t
_ BQUy + BQUy BQUy
Ox2 oy? 022
9%v, 9%v, 9%v,
Ox? + 0y? + 022
Av,
=| Av,
Av,
= A7, (4.28b)

donde A representa el operador laplaciano. Sobre la igualdad divT = V - T7,
vélida para un tensor cualquiera, véase [22, pp. 119-120] (parte III) . De acuerdo
con las expresiones (4.24), (4.25), (4.27) y (4.28),

divP = div[(p + divo)I] + fdivS
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= Vp+aVdivt + g [Vdivt + AT

=Vp+ (a + g) Vdivv + gAE.

Usualmente, a las constantes —a y —3/2 se les llama primer y segundo coe-
ficiente de viscosidad, respectivamente, y se les representa mediante las letras
Ay 1, en ese orden. Sustituyendo, pues, —a y —(3/2 por A y pu, llegamos a la
expresion

divP = Vp— (A4 p)Vdivt — pAT. (4.29)

Finalmente, regresando a la expresién (3.52a) y reescribiéndola con base en la

igualdad anterior, tendremos que
Dv -
pﬁt’ £ Vp— (A 4 p)VdivT — uAT = pk,

o bien

p?:; = —Vp+ (A + p)VdivT + uAT + pk. (4.30)
Esta es la ecuacién de Navier-Stokes para el balance de momento lineal. Si
suponemos ahora que el flujo es incompresible, tendremos la igualdad divv = 0,

de donde la ecuacién obtenida se reduce a

v —

p— = —Vp+ pAv + pk. (4.31)
Dt

Esta es la ecuacién de Navier-Stokes para el balance de momento en el caso

incompresible, que utilizaremos en el resto del capitulo.

4.3. Flujo de Poiseuille bidimensional

Una vez obtenida la ecuacién que necesitamos, procederemos a utilizarla para
obtener algunas soluciones de la misma explicitamente. En esta seccién tratare-
mos el flujo entre dos bases paralelas fijas. Supongamos, en primera instancia,
que las variables dindmicas (7, p y p) son independientes de la coordenada z, es
decir que el flujo es bidimensional. Tenemos entonces, de la ecuacién (4.31), que

vy vy vy Op

ot T Uz, T U5 oz Vg ks
Plowy ooy ooy | =7 | ap | THA tr :

ot T Vzz T Vygy oy Uy ky

En segundo lugar, supondremos que el flujo es estacionario (es decir, que las
variables dindmicas no dependen explicitamente del tiempo), que solo existe un
gradiente de presion en la direcciéon x, que no hay fuerzas de cuerpo y que la
velocidad del flujo tiene solo una componente, a lo largo del mismo eje. Se sigue
que

Ovy dp ( v,  0%u, >

- ox? + Oy?
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Ahora, dado que
Ovy % ov,

:d' 7:
8x+3y+6z wo =0

y, como v, = v, = 0, debe ser Jv,/0x = 0, de donde la expresién (4.32) se

simplifica aun mas:
dp 0%v, O%v,
0=—— - .
dx T < Ox? + 0y?

A continuacién, notamos que las condiciones dv,/0x = Ov,/0z = 0 implican
que v, solamente depende de la variable y: v, (x,y, z) = v, (y). La ecuacién que
debemos resolver es entonces

d7p_ 0%v,
dr ~ Mo

Puesto que los lados izquierdo y derecho de esta ecuacién dependen de variables
diferentes, las derivadas dp/0z y 0%v,/0y? deben ser iguales a alguna constante
C4. Entonces,

% =C1 = p(x) = Crz + Cy, (4.33a)
9%v, C
e C1 = v,(y) = 77@(03 —y) + C4, (4.33D)

donde Cs, C3 y C4 son constantes cuyo valor encontraremos tomando en cuenta
las condiciones del problema a la frontera. Digamos que la presién a la entrada
del tubo es igual a p. y a la salida del mismo vale py, que las bases del tubo donde
tiene lugar el flujo que estamos analizando estan ubicadas en y =0,y = M y
supongamos que v,;(0) = v, (M) = 0 (esta hipGtesis puede justificarse por el
hecho de que las bases permanecen inmoéviles y, por consiguiente, transportan
momento cero a la porcién aledana del fluido). Por tdltimo, si los extremos del
tubo a lo largo del eje = se encuentran en x = 0 y en x = L, tendremos de las
igualdades (4.33) que

p(x) = (ps — pe)  + pe, (4.34a)

v (y) = (pez_Lps) y(M —y). (4.34b)

Estas son las expresiones de v, y p que resuelven el problema propuesto, cu-
yo flujo asociado se conoce como flujo de Poiseuille. De acuerdo con (4.34),
simulando este flujo numéricamente de forma correcta, el perfil de velocidades
transversal a nuestro tubo serd de tipo parabdlico, mientras que el perfil de
presiones longitudinal con respecto al mismo tubo sera lineal.
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4.4. Flujo de Womersley bidimensional

De manera semejante a como dedujimos el perfil de velocidades en la seccién
precedente, haremos lo propio cambiando el escenario: tendremos el mismo tubo
con bases paralelas y fijas, pero en esta ocasion el flujo no sera estacionario
debido a que el gradiente de presién, aunque horizontal (lo mismo que en caso
de Poiseuille), variard periédicamente en el tiempo. Supondremos entonces que
es posible representar el gradiente horizontal de presién como

> .
Z aneQﬂ'lnt/T‘| , (435)

n=—oo

dp
2R
dx €

donde
1 [T ,
an:T/ glz)e 2 Tae p=..,-2-1,01,2,.. (4.36)
0

En estas igualdades, dp/dx = Relg(x)] y T representa el periodo del gradiente,
por lo que su frecuencia puede calcularse como f = 27/T. Suponiendo, como lo
hicimos para el flujo de Poiseuille, que las variables dindmicas son independientes
de la coordenada z, que no hay fuerzas de cuerpo y que la velocidad del flujo
tiene solo una componente a lo largo del eje x, podremos volver a expresar la
ecuacion de Navier-Stokes para el balance de momento como

8vx+ v, __d£+ 820x+82v$
P\t "% ) T " dx TH\ aa2 Oy?

y, como el flujo es incompresible, nuevamente 6@% = 0, de donde se sigue que
X

ve(x,y, 2,t) = v, (y,t). Por lo tanto,

vy @_‘_ 0%,
de M oy?

P = (4.37)

Sustituyendo el gradiente de presiéon por uno de sus armonicos, tendremos que

Ouy,, /
p at l’l' 6y2 )

donde v,, = Re(uy, ). Para simplificar esta expresién definimos la funcién au-
xiliar wy, (y) = u,, (y,t)e” /™, sustituyendo luego u,,, por w,e/™ en ella:

0 (wneifm) _ faneifnt + u82 (wneifnt)

LY B2

ifnt _ ifnt

= (ifnp)wpe —ape

9w,
] 0y (ifnp)w, = an (4.38)
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Como el polinomio caracteristico de esta ecuacién es P(r) = ur? — (ifnp), cuyas

raices son
2
rlz\g(uz‘),/ﬁ;p, (4.392)

rng@(lJri) Jnp, (4.39b)

2 %

podemos expresar la solucién general de la ecuacién homogénea asociada con
(4.38) de la siguiente manera:

W, (y) = c1e™Y + coe”Y, (4.40)

o bien descomponiendo ambas exponenciales en sus partes real e imaginaria,

Re(cy + c2) cos <gﬁ> — Im(cy — c2)sen (gﬁ)]
Re(cy — ¢z) sen (gﬁ) + Im(c1 + c2) cos (gﬁ)] . (4.41)

Por otro lado, una solucién particular de la ecuacion (4.38) esté4 dada por

Wy, (y) =

+1

Qn . Qn

W, (y) = - = —1 4.42
() =~ Fop Fnp (4.42)
y su solucién general se expresa como

wn(Y) = wn, (y) + Wn,, (y), (4.43)

donde wy,, estd dada por cualquiera de las expresiones (4.39) y (4.40). A conti-
nuacién, resolveremos el problema con valores a la frontera

Pwn
MT;UQ — (ifnp)wy, = an;  wp(0) =w, (M) =0 (4.44)

(recordemos que las bases del tubo se encuentran en y = 0, M). Evaluando
nuestra solucién (4.43) primero en y = 0 y después en y = M, tendremos que

Wn (0) = Wn,, (O) + wnp,, (0)

=c1e"0 4 cpe™0 — n
Inp
. Qn
=cp+ca—1
1t —te
=0
. an
= cate=i—, (4.45a)

Inp



98 CAPITULO 4. FLUJO PULSATIL

wn (M) = wnh(M) +wnp(M)

=cre"M 4 ¢y M jIn_
Inp
=0
= cre"M g M = i%. (4.45b)

Las igualdades anteriores resultan de suponer que el flujo se detiene al contacto
con las paredes del tubo. Resolviendo el sistema (4.45), tendremos que

. anp er2M _ 1
= Zifnp (eTzM — eTIM) , (4.46a)
Can 1— ri M

y, por lo tanto, que

an [((eM —1)eny — (enM —1)em2y
wn(y) - anp < eT.2M — e'f'lM -1 (447)

Para simplificar esta expresion, utilizaremos las identidades

cos(—z) = cos(z), (4.484)
sen(—z) = —sen(2), (4.48b)
sen(z) = 2sen(z/2) cos(z/2), (4.48c¢)
e 4+ e % = 2cos(—iz), (4.48d)
e —e % = 2isen(—iz), (4.48¢)
e — 1= 2ie*/?sen(—iz/2), (4.48f)

que son validas para todo ntmero complejo z. Observando asimismo de las
ecuaciones (4.39) que 1y = —ry y reescribiendo a 9 como r y, consecuentemente,
a r; como —r, tendremos que

can (€™M —1)e ™ — (e7™M —1)emY
waly) = anp ( erM _ g—rM —1
B [2ie™™M/2 sen(—irM/2)]e~"Y — [2ie="M/2 sen(ir M /2)]e"V 1
a fnp 2isen(—irM)

sen(—irM/2)[erM=2v)/2 4 e=r(M=2y)/2]
np ( 2sen(—irM/2) cos(—irM/2) B )

2cos(—ir(M —2y)/2) 1
2 cos(—irM/2)

np
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oo (sl 1))

- anp cos(irM/2)
_ ;.0n cos[An(2y/M —1)]
Y ( cos(A) 1) | 9

donde A, := irM /2 (recordemos que la expresién hallada para r = ro depende
de n). Compadrese la expresién obtenida con De esta manera, tendremos (recor-
dando nuestra definicién de u,) que:

,an (y’ t) = Re(uzn)

= Re[wn(y)eif”t]

Las tnicas diferencias entre la expresion obtenida para v, y la nimero 16 de
[17, p. 935] son que en esta n = 1, mientras que la densidad se supone igual a
una constante, por lo que se ve asimilada a una presién reescalada: P = p/rho;
asimismo, en la expresion del articulo se representa f por wy a; por A; también
existe, ya por tltimo, una discrepancia entre los signos que aparecen dentro de
los paréntesis grandes, lo cual se debe a que en el desarrollo del articulo se
partié de —dp/dz, y no del gradiente dp/dx, para obtener la serie de Fourier.
Si bien para obtener la soluciéon general del problema planteado necesitamos
aplicar el principio de superposicién a todas las funciones de la forma v, , para
los prop’ositos de esta tesis nos contentaremos con la expresién (4.50) que, en
la versién de He y Luo, implementaremos mediante un esquema numérico.

4.5. Fuerza de cuerpo

En esta tltima seccién, nos proponemos resolver analiticamente el problema
de hallar la velocidad de un flujo pulsatil bidimensional, sujeto a una fuerza de
cuerpo constante que actiia en la misma direccién que el gradiente de presiéon
oscilatorio. Para simplificar nuestro desarrollo, supondremos que a,, = 0,Vn > 1
en la expresién (4.35), es decir que

dp

dx
Esta suposiciéon va de la mano con los ultimos comentarios de la seccién prece-
dente. Consideremos la ecuacién (4.37), modificada por un término que repre-
senta la fuerza de cuerpo:

Re(aie'?). (4.35a)

vy dp v,
=——+ + 4.37
P o S tu " pa, (4.37a)

donde k = (o, 0)T. Es decir, todas las hipétesis que nos llevaron a dicha ecuacién
todavia son vélidas, a excepcién de la referente a la fuerza de cuerpo. Siguiendo
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el mismo desarrollo que en la secciéon anterior, llegaremos a que

8w,

(ifnp)w, = a, — pa. (4.38a)

Podemos ver entonces que la solucién de este problema y la que obtuvimos para
el flujo de Womersley serdn exactamente iguales, salvo porque en esta ocasion
escribiremos a,, — pa en el lugar de ay,:

En otras palabras, cuando el gradiente de presién y una fuerza de cuerpo cons-
tante apunten hacia la misma direccién, el flujo resultante debe ser cualitativa-
mente idéntico al flujo de Womersley.

Pasaremos entonces a presentar las herramientas numéricas que utilizare-
mos en el dltimo capitulo para obtener una solucién aproximada del problema
planteado en esta tesis.



Capitulo 5

La ecuacion de Boltzmann
en redes

Llegamos al ultimo apartado teérico antes de efectuar las simulaciones pro-
puestas. Haremos en este una discretizacién de la ecuaciéon de Boltzmann que
nos permitird implementarla en un programa computacional para modelar un
cierto fluido. Las referencias béasicas a lo largo de este capitulo seran el texto de
Succi [36] y el articulo de He y Luo [17]. Como es de imaginar, el libro de Succi
presenta una perspectiva mucho més amplia del tema, a la vez que el articulo
de He y Luo se enfoca en un modelo especifico, a partir del cual fue construido
el programa que describiremos en el capitulo siguiente.

5.1. Preliminares

Para esta seccion nos basaremos tanto en el texto de Succi, como en el
articulo de Frisch, d’Humiéres, et. al. [14]. Consideremos una red, o arreglo
discreto de puntos, que presenta algunas simetrias. Un ejemplo de ello seria
un arreglo bidimensional a manera de red hexagonal en que uno cualquiera
de sus puntos (también llamados sitios) se ve rodeado por otros seis de ellos.
Denotemos al vector que une dicho punto con uno de estos seis vecinos por
¢yt = 1,2,3,4,5,6. Supongamos luego que un cierto ntimero de particulas se
hallan dispuestas tinicamente en los diferentes sitios y que durante un ciclo de
tiempo cada una de las particulas puede viajar inicamente de acuerdo con una
de las direcciones dadas por ¢; (véase la figura 5.1). Este simbolo también nos
dice con qué velocidad se desplazan las particulas: si una de ellas abandona
algun sitio para llegar a otro, lo hace en un ciclo de tiempo, ni mas ni menos.
Dicho de otra manera, todas las particulas presentan la misma rapidez. A cada
sitio queda asociado un grupo de siete ntimeros n;,i =,1,2,3,4,5,6, cada uno
de los cuales indica la presencia de una particula en el sitio con velocidad ¢;,
o bien la ausencia de esta misma. En otras palabras, si una particula ubicada
en cierto punto va a desplazarse de acuerdo con el vector ¢;, el ntimero n; es

101
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igual a 1. De lo contrario, n; = 0. Entendemos que dos particulas ubicadas en
el mismo sitio no pueden tener el mismo vector ¢; en el mismo ciclo de tiempo.
Es éste un principio de exclusion. De acuerdo con éste, el nimero de particulas
por sitio maximo es seis: una desplazandose en cada una de las seis direcciones
posibles.

Figura 5.1: Red hexagonal en dos dimensiones

Ahora bien, sabemos por todo lo anterior que un niimero n; puede variar en
dos sentidos. El primero de ellos involucra el desplazamiento de las particulas
entre sitios; el segundo tiene que ver con el efecto de las colisiones. Para cuanti-
ficar el primero, notemos que si una particula se halla en el sitio Z y tiene vector
de velocidad ¢; en el tiempo t, la igualdad

nl(a?'+ Ci,t+1) :ni(f,t) (51)

serd valida porque luego de un ciclo, tendremos una particula en el sitio ' + ¢;
con el mismo vector de velocidad (esto, suponiendo que no hay colisiones por el
momento). De la misma forma, si no existe una particula en & cuyo vector de
velocidad es ¢;, tampoco la habré en Z + ¢; después de un ciclo (nuevamente,
ignorando momentaneamente la posibilidad de que tenga lugar alguna colisién).
Todo esto se expresa mediante la ecuacién precedente. Asi, definimos el operador
de flujo libre (de colisiones) como

v lo denotamos alternativamente por An; solamente. Observemos que An; = 0
en ausencia de colisiones, al igual que dF'/dt = 0 bajo las mismas circunstancias
en el caso continuo.

Para dar cuenta de las posibles colisiones entre particulas, hagamos notar
que una de ellas cambiard los seis valores posibles ny,ng, n3, ng, N5, ng por un
nuevo conjunto de valores nf,n5, ns, ny, ng, ng en cada sitio posible. Quizas al-
guno de estos seis valores no cambie durante una colisiéon, pero no es posible
que todos ellos permanezcan invariantes. Para méas claridad, consideremos el
siguiente ejemplo: Dada la numeracion de los sitios proporcionada en la figura
5.1, supongamos que en el mismo ciclo de tiempo dos particulas ubicadas en &
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tienen velocidades ¢; y ¢4, respectivamente. Suponiendo que éstas son las velo-
cidades que tuvieron el ciclo anterior, al transcurrir este ciclo ellas colisionaréan.
Digamos que sus velocidades luego del choque seran c3 y cg, respectivamente
(dicha transicién es posible pues el cambio total de momento es cero, bajo la
hipétesis de que ambas particulas tienen la misma masa). Tenemos entonces
una transiciéon de los estados ¢1 y ¢4 a los estados c3 y ¢g. Si, ademds, no hay
otras particulas en dicho sitio, la transicién completa sera

(1,0,0,1,0,0) ~ (0,0,1,0,0,1). (5.3)

Por supuesto, considerando que el momento debe permanecer invariante, la tran-
sicion

(1,0,0,1,0,0) — (0,1,0,0,1,0) (5.4)
también es posible. De hecho, supondremos que ambas son igualmente proba-
bles. Cuantificaremos la probabilidad de que suceda la transicion

n := (n1,n2,n3,n4,n5,n6) — n' 1= (n,nh, ns,ny,n, ng) (5.5)

mediante una funcién A(n,n’). Debe notarse que A no dependera del sitio donde
colisionen las particulas, sino tan sélo de los estados inicial y final. Observemos
que las identidades

> A(n.n') =1, (5.6a)

> A(nn') =1 (5.6b)

son validas ya que un estado cualquiera debe transformarse en algin otro y,
de forma semejante, un estado posterior al evento de colisién debi6 surgir de
algin estado previo a la misma (las dos sumas se llevan a cabo en el espacio
de estados, que tiene 2% elementos). Si bien la funcién A puede teéricamente
asumir cualquier valor en el intervalo [0,1] (cabe sefialar que, en nuestro mo-
delo hexagonal, sus tinicos valores posibles son 0,1 y 1/2), dada una colisién
especifica sélo un estado final es logrado. Con el fin de abordar este fenémeno,
consideremos una variable booleana (es decir que puede asumir alguno de los
valores 0 y 1 solamente) que denotaremos por &/, pero cuyo valor puede cam-
biar en el espacio-tiempo (es decir, al cambiar de sitio o de ciclo). Esta habra de
ser igual a 1 si la transicién n — n’ se logra en determinado sitio-ciclo, mientras
que valdra cero en caso de que la misma transicién, bajo las mismas circunstan-
cias, no se logre. La variable &,,,,» serd determinista, aleatoria o pseudo-aleatoria,
segun los objetivos de quien propone el modelo. Podemos relacionar esta variable
con la funcién A de la siguiente manera:

(Ennr) = A(nyn/)- (5.7)

Ahora bien, necesitamos un operador de colisiones C' que al ser evaluado en
el estado n permita expresar, dados un ciclo y sitio, el estado n’ resultante de
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una colisién especifica. Podemos notar que la componente n; del estado final
podréa calcularse como sigue:

n; = Z $i&nsts (5.8)

s/

donde sumamos en el espacio de estados, ya que &, serad igual a cero cuando
la evaluemos en cualquier estado s’, salvo por el estado final n’, en cuyo caso
habra de valer uno. Por otro lado, la siguiente igualdad es valida también:

n; = Z nignsH (59)

pues el nimero n; es independiente del estado s', a la vez que la suma ), &,
es igual a uno por la razéon que expusimos anteriormente. Podemos entonces
agrupar estas dos igualdades para obtener que

n; Ny = Z(S; - ni)fns“ (510)

ry

Suponiendo que el operador de colisiones representa una correcién al operador
de flujo libre, segtn el cual n; = n; para cada valor del indice ¢, tendremos la
igualdad

donde C; representa la i-ésima componente del operador C. Finalmente, reunien-
do las anteriores igualdades, llegamos a la expresiéon deseada para este operador:

Ci(n) = Z(si —n)Ensr- (5.12)

s/

Maés anin, la ecuacién (5.11), reformulada como una de las dos siguientes:
An; =Ci(n), i=1,2,3,4,5,6, (5.11a)
An = C(n), (5.11Db)

representa la primera versién discreta de la ecuacién de Boltzmann, a partir
de la cual obtendremos algunas otras un poco més practicas, en lo que a su
implementacién computacional se refiere.

5.2. Redes de Boltzmann

El modelo anterior, que describimos solo a grandes rasgos, implica el uso de
los llamados autématas celulares: Definimos una serie de reglas (dictadas por
leyes de conservacién) que deben ser implementadas en cada uno de los pasos
(flujo y colision) ejecutados por cada “célula” (o sitio), de forma reiterada. Pero
no es éste precisamente el enfoque més practico para nuestros fines. En primer
lugar, no habremos de utilizar variables booleanas para describir los niimeros
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n;. De la misma forma en que relacionamos una funcién no necesariamente
booleana con cierta variable booleana (es decir, la funcién A con la variable &),
propondremos la siguiente definicién:

fi=(ny), i=1,2 .b. (5.13)

Aqui hemos abandonado la red hexagonal para introducir un poco més de ge-
neralidad. La manera exacta en que debe hallarse el promedio no es relevante
por el momento. Para entender més claramente la transiciéon de las variables
booleanas n; a las funciones promedio f; recomendamos el articulo de Chen y
Doolen [7]. Regresando a la igualdad anterior, ella nos permite expresar a n;
como sigue:

T, =f7,—|—gz, 1= 1,2,,1), (514)

donde g; representa la desviacion de n; con respecto a su valor promedio. Natu-
ralmente, g; promedia cero. Andlogamente a la ecuacién (5.11a), tenemos para
las funciones f; la siguiente expresién:

Afi=Ci(f), i=1,2,..,b. (5.15)

Si bien deberiamos tomar en cuenta el hecho de que puede existir algin tipo de
correlacién entre las particulas, sumando asi un término G; al miembro derecho
en esta ecuacién (tomemos en cuenta que si bien el operador de flujo libre es
lineal y, por tanto, no arroja términos agregados a la ecuacién resultante, no
podemos decir lo mismo con respecto al operador de colisiones, dado que es no
lineal), despreciaremos dichas correlaciones en lo sucesivo para asf llegar a la
forma simplificada (5.15). Hallamos en ella la primera ecuacion de Boltzmann en
redes. Su nombre se debe a que llamamos red de Boltzmann al arreglo de sitios en
que fluyen las probabilidades f;. Notemos que, a pesar de negligir cualesquiera
correlaciones que pudieran existir, la ecuacién hallada es claramente no lineal,
justo como el operador C.

5.2.1. La primera aproximaciéon

Simplificaremos nuevamente la ecuacién (5.15), suponiendo esta vez que las
funciones f; se hallan suficientemente cerca de alcanzar un equilibrio local, re-
presentado por los simbolos f{?,i = 1,2, ..., b. Representamos, segtin esto, a cada
fi como

fi= fET o fe (5.16)
neq

donde, por supuesto, f;° es la desviacién de f; respecto a la distribucién de
equilibrio f{?. Luego, volvamos por un momento a la ecuacién (3.57). En ella,
representamos la funcién F' como una serie de potencias en términos de un
parametro € cuyo valor es cercano a cero, lo que implica un alto ntmero de
colisiones entre particulas. Ya que la distancia promedio A que atraviesa una
particula entre dos colisiones sucesivas (en otras palabras, el camino libre medio)
se halla en relacién proporcional inversa con la frecuencia de colisiones, podemos
relacionar de la misma forma el cociente A/L con dicha frecuencia, donde L
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representa una longitud representativa del fendémeno bajo estudio. Llamamos
a dicho cociente numero de Knudsen y lo representamos por k. Segin todo
lo anterior, supondremos que la expansién (3.57) se realiza con base en las
potencias de k. Si truncamos dicha serie dejando solo dos términos, el primero
de ellos representard la distribucién de equilibrio. La expresion (5.16) equivale
entonces a agrupar los términos O(k) y representarlos por f;"“?.La siguiente idea
consiste en expandir el miembro derecho C;(f) de la ecuacién (5.15) como serie

de Taylor alrededor de un equilibrio local ¢ = (f1%, f59, ..., f; %)

=b

Cilf) = Ci(F*) +Zaa? () - (f7°) +

J=1

1
2

(fnetJ)2_|__._’ i=1,2,...,b. (517)

7,k=1

Naturalmente, el operador de colisiones se anula en la distribucién de equilibrio
f¢?. Tomando lo anterior en cuenta y despreciando los términos O(k?), llegamos
a la expresién

Ci(f)y=Ci(fY-(f—rf9, i=12,..b (5.18)
que, al sustituir en nuestra ecuacién (5.15), nos permite simplificarla como sigue:
Afi=Ci(fY - (f = f°Y, i=1,2,...,b. (5.19)

Cabe notar el hecho de que los coeficientes 9C;/9j pueden reunirse en la matriz
jacobiana del operador C, lo cual nos lleva a la expresion alternativa

Af =JCf) - (f = 1) (5.19a)

En la siguiente subseccion, procederemos a efectuar una simplificacion maés,
ahora concerniente a la matriz JC.

5.2.2. Modelos de tipo LBGK

Observemos que la matriz JC' debe encerrar toda la informaciéon disponible
sobre el proceso de relajacién. En particular, todo lo que podamos averiguar
sobre los tiempos de relajacién queda cifrado en ella. Enfatizo la forma plural
dado que estamos tratando con b funciones f; distintas, cada una de las cuales
tiene asociado un tiempo de relajacion, o de transicién hacia su equilibrio f{?. En
principio, los diferentes tiempos de relajacién no tienen por qué ser iguales. De
hecho, una transicién f; — f;9 podria depender no solamente de una diferencia,
en especifico de f; — f{%, sino también de las b — 1 diferencias restantes. Segtin
esto, la idea siguiente (que fue planteada originalmente en el contexto continuo
para la ecuacién de Boltzmann) nos lleva a suponer que la matriz JC, o de
transicion, no sélo es diagonal (de manera que un proceso de relajacién particular
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fi — f{? depende solamente de una diferencia: f; — f{?) sino que, més atn, es
multiplo de la matriz identidad I, (por lo que un solo tiempo de relajacién
gobierna todas las transiciones f; — f{?). Representamos la ecuacién resultante
como sigue:
€
Af = —w, (5.20)
T

donde 7 viene dada por la igualdad JC = I,/7 y es, precisamente, nuestro
tiempo de relajacion. Nombraremos a esta clase de modelos discretos para la
ecuacion de Boltzmann, modelos de tipo LBGK o de Bhatnagar-Gross-Krook
en redes (LBGK = Lattice BGK). La razén de haber escrito un signo adicional
antes de la fraccion es que si la diferencia dada por f — f? es mayor que cero,
los valores de f serdn mayores que los de equilibrio, segin lo cual f necesita
dsiminuir y, por lo tanto, la diferencia A f ha de ser negativa. El caso f— f¢? < 0
es analogo.

Como un ejemplo importante que, de hecho, implementaremos en un pro-
grama de cémputo, sefialamos el modelo D2Q9. Se trata de una red plana (de
donde se entiende la parte del nombre D2, dos dimensiones) en que una “célula”
consiste de un sitio méds sus ocho vecinos inmediatos (la parte Q9 del nombre
hace referencia a la suma 8 + 1 = 9). Uno de los puntos cruciales en dicho
modelo, y en muchos otros para la ecuaciéon de Boltzmann y su aplicaciéon a la
mecéanica de fluidos, consiste en hallar una version simplificada para la distri-
bucién de equilibrio (2.84). Con el fin de llegar a ella, consideremos nuevamente
dicha expresion. Dijimos anteriormente que el valor de la constante i no habia
sido especificado. En la siguiente subseccion, volveremos al caso continuo para
interpretar fisicamente dicha constante, lo que nos permitird expresarla como
usualmente aparece en los textos sobre teoria cinética.

5.2.3. Valor de la constante h

Debemos notar, en primer lugar, que la distribuciéon de Maxwell-Boltzmann
nos permite evaluar el promedio de una cantidad que depende solamente de la
variable ¢, por ejemplo, de ella misma:

N
dN,
c= fONci (5.21)
Jy dN.

Recordemos que N es el nimero de particulas en e21 recipiente donde se halla con-
tenido el gas, y dN, = 4N (h3*m?/m)'/? 2 =™ dc. Evaluando esta expresion
para la rapidez media, tendremos que

[o'e) _ 2
Jo e hme™ qe

e=20
Jo €2 e—hme? q¢

o NG
T 202m? ) 92\ /13mB
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2

Thm

ol
I

(5.22)

Asimismo promediamos la rapidez al cuadrado:

— ON 2 dN,
=" N
Y an.

[e'e) _ 2
0 ctehme de
oo

Jo 2emhmede

_ 37 Vi
23 /h5ms /| 92v/B3m3
3

= — 2
2hm (5.23)

Una observacién importante acerca de estos promedios es que al elevar al cua-
drado el primero de ellos, no se obtiene exactamente el segundo:

o 4 3 =

cl = F = (5.24)
Consideremos a continuacién el gas ideal o, bien un gas que lo represente de
la manera mas cercana posible. Denotamos por P, o, M y C' la presién, la den-
sidad, la masa y la rapidez de una particula para dicho gas y, como lo hemos
hecho desde el principio, representando las cantidades respectivas para el gas
analizado (que también habrd de ser ideal o casi ideal, dadas las hipétesis en
que sustentamos la ecuacién de Boltzmann) por sus correspondientes mintdscu-
las (o0 p, en el caso de p). Tendremos en un recipiente de volumen constante al
gas ideal; por lo tanto, la densidad ¢ de éste permanece constante. Luego, nos
proponemos hallar una expresiéon que relacione cuantitativamente la presion P
con la rapidez de una particula, simbolizada por C. Para ello, consideremos una,
diferencial de superficie dS, referente a la vasija o recipiente que encierra este
gas. A lo largo de un intervalo temporal que habremos de elegir como [0, t] por
conveniencia, la fuerza total qus ejercen sus particulas en dS viene dada por

Z/o qi(s) ds, (5.25)

donde la suma se lleva a cabo sobre el conjunto de indices que representan a
las particulas que efectivamente impactan a dS en el lapso de tiempo elegido.
No sélo esta fuerza tiene lugar en dS, ya que de lo contrario tendriamos un
aumento de volumen y, consecuentemente, una densidad decreciente a lo largo
del tiempo. Es aqui donde aparece la presion P, cuya fuerza asociada P dS
regula aquella otra fuerza en promedio. Lo anterior nos dice que, si bien pueden
existir pequenios aumentos y disminuciones de volumen, éstos se equilibran a lo
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largo del tiempo. El efecto de la fuerza P dS (que, por el momento, supondremos
fija) en el transcurso del intervalo [0, ] se calcula por

Pds -t (5.26)

Asi, tendremos que las fuerzas anteriores deben ser iguales y, por tanto,
1 t
PdS = - i(s)ds. 5.27
>3 |t (527)

Si el efecto de una particula se ve restringido al intervalo [t;, t;+7] C [0, ], donde
T representa la duracién efectiva de una colisién (la letra i se refiere al indice de
la particula en cuestién), podremos volver a expresar la igualdad anterior como

1 ti+71
PdS =~ Z/t qi(s) ds. (5.28)

No obstante, la fuerza con que una particula impacta la superficie presenta el
mismo valor y apunta en el sentido opuesta que la fuerza con que la superficie
devuelve dicha accién a la particula dada. Si w;(t) representa la velocidad de
ésta en la direccién normal a dS, tendremos que

dui
dt

M gt (5.29)

y si luego denotamos el valor u;(t;) por &, es decir que este simbolo represente
la componente normal a dS para la velocidad de la particula indicada por i

antes de que ésta colisione, debe ser que u;(t; + 7) = —&;, suponiendo colisiones
elasticas. Por lo tanto,

M it dul
Pds = -~
dsS . 2/@ T (s)ds

— _¥ Z(ui(ti +7) —ui(ts))

g Zg (5.30)

Como ya sabemos, no es valido suponer que todas las particulas presentan la
misma componente &. No obstante, las habremos de clasificar de la siguiente
manera. Si ) representa el volumen del contenedor, entonces hallaremos NV;{)
particulas, uniformemente distribiuidas en €2, tales que su componente de veloci-
dad en la direccién normal a dS viene dada por &;. Se entiende que N; representa
la densidad de particulas para esta componente especifica. Podremos abarcar
asi cada una de las componentes efectivamente logradas por estas particulas tan
s6lo asignando un ntmero de indices suficientemente grande. Calculemos ahora
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cuantas i—particulas impactan a dS en el transcurso de un intervalo con dura-
cién 7. Si bien cada una de ellas no tiene por qué desplazarse precisamente en
la direcciéon normal a dS, la componente de su desplazamiento libre a lo largo
de ésta viene dada por &;7. Supondremos que el sentido exterior corresponde
a valores positivos de £. Por lo tanto, cada &; debe ser necesariamente positi-
va. En este punto, hagamos una extensién de nuestras hipétesis. Suponiendo
que la direcciéon normal a dS coincide con el semieje positivo de las abscisas
vy que la velocidad de nuestras i—particulas se caracteriza completamente por
sus componentes &;,7;,(;, dichas particulas habran de impactar a dS bajo la
condicién necesaria y suficiente de que al iniciar el intervalo de tiempo conside-
rado pertenezcan a un cilindro con base dS y generatriz dada por (&, n;,()7.
Sabemos que el volumen de este cuerpo es igual a dS - ;7. Como la distribuciéon
de i—particulas en ) es unifome, la cantidad de éstas que pueden hallarse en
dicho cilindro se obtiene por N; dS - &;7. Las i—particulas entonces aportan a la
suma (5.30) el término conjunto N; dS-£27. Podemos entonces reformular dicha
igualdad como sigue:

P=2M> N (5.31)

Notese que tanto la duracién 7 como la diferencial de superficie dS ya no forman
parte de la expresién obtenida. Recordando luego una suposicién que hicimos
anteriormente, a saber que no hay direcciones preferenciales para el desplaza-
miento de las particulas, tendremos que son igualmente probables las compo-
nentes &;, —&;. Lo anterior nos lleva a considerar que, si bien asumimos que
los valores &; eran s6lo positivos, ahora podemos incluir tanto valores positivos
como negativos eliminando el coeficiente 2 en la expresion ultima de P:

P=M) Ng. (5.32)

Finalmente, sefialando que el valor promedio de la variable £2 puede calcularse
de la siguiente manera:

B Zz Ni
P

= (5.33)

se sigue la expresiéon P = NME2 y volviendo a la hipétesis de isotropia (no
existe una direccién preferencial), de acuerdo con la cual £2 = 2 = (2 = C?/3,
llegamos por tltimo a la siguiente relacion:

pP= %NM@

= ég@. (5.34)



5.2. REDES DE BOLTZMANN 111

Para obtener la segunda igualdad empleamos el hecho de que p = NM, pues N
representa la densidad de particulas. Llegamos entonces a la expresion requerida
entre la presién y la rapidez cuadrada (en promedio).

Volviendo a la obtencién de la constante h, seleccionamos una escala de
temperatura en que ésta sea directamente proporcional a P (recordemos que
la densidad se mantiene constante al fijar el volumen del contenedor). Segtin la
expresion (5.34), T serd entonces proporcional a C2/3. Denotaremos a la cons-
tante proporcionalidad mediante la letra R (es ésta la constante del gas ideal).
Asi, tendremos que C? = 3RT. Si bien la constante R podria ser dependiente de
o, la escala de temperatura elegida es tal que suponiendo algin otro valor fijo
para la densidad, T no cambiara si tampoco lo hace la variable C2. Podemos
entonces reformular (5.34) de la siguiente manera:

P = RoT, (5.35)

donde el valor de R es independiente de las variables P,o y T. Respecto a la
escala de temperatura, senalamos que se ve completamente definida asignando
un valor a la diferencia entre las temperaturas de congelacién y de ebulliciéon
para el agua: Si dicho valor es 100, tendremos la escala de Kelvin (y es ésta la
que se adopta en el Sistema Internacional de Unidades, SIU); por otro lado, si el
mismo valor es 180 resulta la escala de Rankine. De la igualdad (5.23) y el hecho
de que la constante h es igual para dos gases diferentes en equilibrio, contenidos
en el mismo recipiente (la demostracién es muy similar a la que hicimos para
obtener la expresion (2.72); véase también [3, pp. 62-63]), tendremos que

3

2= =MC? 5.36
mc o , ( )
de donde se siguen las igualdades
3 - =M M R
—— =c2=0?>—=3RT— =3—-T=3T (5.37)
2hm m m I

y, finalmente de alli, la expresién que nos da el valor de h:

1
h = .
2rmT

(5.38)

Por supuesto, en el desarrollo anterior representamos por p al cociente m/M,
la masa molecular de una particula “no ideal” y, por otro lado, r := R/u es la
constante del respectivo gas.

5.2.4. Truncamiento de la distribuciéon M-B

Es momento de reescribir la distribucién de Maxwell-Boltzmann sustituyen-
do en la expresion (2.84) el valor recién obtenido para la constante h:

_ N —c2/2rT



112 CAPITULO 5. LA ECUACION DE BOLTZMANN EN REDES

A continuacién, retomando la notaciéon de la secciéon 3.3, supondremos que ¢
representa no la rapidez “absoluta” (en el marco de referencia del laboratorio),
sino la rapidez relativa dada por |7 — T||. Asi, tendremos que

o) = G !
r
- L —(9-0)-(v—2)/2rT
-~ (27rT)3/2 c
= (N)3/26‘(|z7|2—2a7-v+vz)/2rT
2mrT
= e T, (5.40)
r

Aqui, v representa la rapidez media ||7]|. Desarrollando la segunda funcién expo-
nencial en su serie de Taylor y menospreciando los términos O(v?), se tendra que

2

N T i-v  (0-v)% w
o)~ — N ez (1, 00 N 5.41
)~ Gy T T opTeE T o (5.41)

Compérese el desarrollo anterior con el expuesto en [18, pp. 333-334], especifi-
camente con las expresiones (2) y (6) de la misma fuente. Reescribamos a con-
tinuacion la igualdad (aproximada) anterior como

v-v (T-v)2 0?
D) ~wygN [ 1+ — ——. 42
(v) ~ wy ( * rT +2(7“T)2 2rT> (542)
De acuerdo con esto, debemos tener las siguientes igualdades:

1 12
R —9l*/2rT 5.43
YT ez € (5.43)

1

= 5 dt = ————(27rT)*/? =1 5.44
/ng v (27TrT)3/2( mrT) ’ (544)

lo cual se sigue inmediatamente al identificar la funcién wgz como la distribucién
M-B original (es decir, en el marco de referencia del laboratorio). De esta forma,
nos permitiremos considerar a la cantidad anterior como un “peso” referente a
la probabilidad de lograr la velocidad .

5.3. Un modelo especifico

Concluiremos el capitulo 5 presentando el modelo que sera basico para nues-
tras simulaciones. El programa computacional de origen, desarrollado en la uni-
versidad de Cambridge, es poco mas o menos una implementaciéon del mismo.
También expondremos a grandes rasgos la modificacion de este modelo propues-
ta por He y Luo [17], en que adaptan la ecuacién de Boltzmann en redes para
hacerla verdaderamente aplicable en el limite incompresible.
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5.3.1. D2Q9: Una celda con nueve sitios

Supongamos que, a diferencia de la célula hexagonal retratada en la figura
5.1, tenemos ahora una célula compuesta de nueve sitios o nodos cuya disposiciéon
espacial forma cuatro cuadrados iguales con dichos sitios como vértices:

6 2 5
3 0 | 1
7 4 8

Figura 5.2: Red cuadrangular en dos dimensiones

Tomando el nodo central como referencia, tendremos que una particula dada
so6lo podra desplazarse en alguna de las ocho direcciones determinadas por los
vértices restantes, o bien quedarse fija en el centro (es ésta una caracteristica
de nuestro modelo no contemplada en la red hexagonal anterior). Asi, los nueve
posibles vectores de velocidad son:

(0,0), k=0
(1,0), k=1
0,1), k=2
(-1,0), k=3
by =4 (0,-1), k=4 (5.45)
(1,1), k=5
(-1,1), k=6
(-1,-1), k=7
(1,-1), k=38

Notemos que la rapidez ya no es constante. De hecho, asume uno de tres po-
sibles valores: 0,1 y /2. A cada una de estas velocidades corresponde alguna
probabilidad de que se logre. Denotaremos una cualquiera de ellas por el simbolo
correspondiente wy, y sus valores seran:

4/9, k=0
wy, 1= 1/9, k=1,2,3,4 (5.46)
1/36, k=5,6,7,8



114 CAPITULO 5. LA ECUACION DE BOLTZMANN EN REDES

Para entender esta asignacién de pesos, sugerimos consultar la tesis de Asinari
[2], especificamente la subseccién 5.4.1. Todo lo anterior nos permite ya traba-
jar con este modelo, no obstante lo cual expondremos la versiéon de He y Luo
que mencionamos anteriormente, ya que es ésta la que implementaremos en un
programa de cémputo.

5.3.2. Modificacién para fluidos incompresibles

Si bien la ecuacién de Boltzmann en redes se proyecté desde un principio con
el fin de representar flujos incompresibles, el hecho de que haya fluctuaciones
no despreciables en la densidad de un fluido computacional representa un im-
pedimento grave para efectuar simulaciones adecuadas de su contraparte real,
suponiendo que su flujo verdaderamente incompresible (véase [17, pp. 927-928]).
Desafortunadamente, resulta muy complicado mantener a raya estas fluctuacio-
nes. De acuerdo con Luo [28, pp. 44-45], para lograr el limite incompresible
necesitamos controlar basicamente dos cantidades: el llamado ntiimero de Mach
y la ya mencionada fluctuacion en la densidad. El primero, simbolizado por M,
se define con base en dos cantidades, una de ellas macroscépica y la otra mi-
croscopica (también el nimero de Knudsen fue expresado en esta forma). Dada
la rapidez media v = |||, definimos la rapidez del sonido en la red como

Cs 1= M, (5.47)

At
donde |AZ| es una constante y representa la distancia que separa a cualesquiera
dos sitios vecinos, a la vez que todo ciclo de tiempo At representa una misma
duraciéon. Més adelante, encontraremos el valor de cg; por lo pronto, definimos

el nimero de Mach como v
M= —. (5.48)

Cs
Asimismo, la fluctuacién en la densidad del fluido se expresa como Ap, donde p
es precisamente la densidad en cuestion. Siguiendo la propuesta de Luo, podre-
mos controlar ambas cantidades si garantizamos que ambas son de algtin orden
relacionado con el nimero de Knudsen, k. Més especificamente, necesitamos que

W=0(k), Ap=O0(K?). (5.49)

La primera de estas condiciones se obtiene de las circunstancias en que es posible
derivar las ecuaciones de Navier-Stokes a partir de la ecuaciéon de Boltzmann.
Dichas circunstancias vienen dictadas por el ya mencionado procedimiento de
Chapman-Enskog, dado que éste presume la condicién k ~ 0 (vimos en la sub-
seccién 5.2.1 un ejemplo de ello), mientras que el limite incompresible de estas
ecuaciones se obtiene cuando M — 0 (véanse, por ejemplo, las secciones 2.4 y 2.5
de [15]). De hecho, el niimero de Mach se utiliza frecuentemente para determinar
la compresibilidad de un flujo: Valores grandes de M significan mayor compre-
sibilidad. En el modelo H-L (abreviatura de He-Luo) se trabaja, efectivamente,
en el limite M — 0, despreciando asimismo los términos O(M?*). Cabe notar
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que Ap = 0(9332), por lo que dicha fluctuaciéon no se elimina de este andlisis.
La razén de ello es que, dadas las hipdtesis en que sustentamos la ecuacién de
Boltzmann, la presion y la densidad no son variables independientes, sino que se
relacionan por la ecuacién del gas ideal (una de cuyas versiones qued6 expresada
en la ecuacién (5.35)) y la manera en que simularemos una corriente de fluido
serd, en efecto, definiendo un gradiente de presién que, como podemos notar,
induce un gradiente para la densidad, o viceversa. Con esto en mente, volvemos
a la ecuacién (5.42). En ella, la dsitribucién M-B es dependiente de la tempe-
ratura T, a la vez que el modelo H-L supone que la temperatura es constante
(se trata, pues, de un modelo isotérmico). Por ello, sustituiremos la expresién
rI", que aparece en varias instancias como denominador, utilizando una de las
igualdades (5.37), a saber ¢2 = 3rT. Asi, tendremos la siguiente distribucién de
masa (dado que en el lugar de N aparece p = mN), representando por c a la
rapidez que, elevada al cuadrado, es igual a c2:

-7 9 (Up-7)2 3 02
@kzwkp<1+3~ k2 +*~(k 3 >,
C 2

. S k=0,1,...8, (5.50)

donde las nueve posibles velocidades se muestran en (5.45) y sus coeficientes wy,
vienen dados por la expresién (5.46).

A continuacién, escribimos la densidad como p = pg+ Ap, donde pg es algin
valor constante y Ap es, como senalamos anteriormente, la fluctuacién de la den-
sidad que, segin dijimos entonces, deberia valer cero en el caso incompresible,
pero dada la utilidad que tiene para inducir y mantener un flujo, nosotros sola-
mente habremos de controlar haciendo Ap = O(M?) para el caso M — 0. Luego,
reescribiremos por dltima vez la expresion (5.50) sustituyendo p por pg + Ap,
de donde se sigue que

-0 9 (1776'“)2_3.”2]), (5.51)

Dy, ~ Ap) |3- - —
k Wy <P+(PO+ p)|: 02 + 2 C4 2 02

Notemos, por otro lado, que si definimos la rapidez del sonido en la red como

1— 1
cs =1/ §02 = C\/; (5.52)

(este valor se deduce a partir de la ecuacién de estado p = c2p, asi como de
la igualdad p = pc2/3, que es andloga a (5.34) para el gas analizado; véase la
seccién 2 de [31], en especial la ecuacién 2.7), los términos de la ecuacién (5.51)
que tienen el factor Ap seran 0(9)?3), por lo que es posible reducirla una vez
mas:

U 0 9 (Uk~ﬁ)2 3 0

Dy ~ 3- — - =1 ]. 5.53
k wk(p-l-po{ 2 —1-2 o 5 cJ) ( )

Es esta la ecuacion del modelo H-L que habremos de emplear posteriormente.
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Capitulo 6

Simulaciones numeéricas

En este capitulo describiremos el programa original que modificamos luego
para simular fenémenos cada vez mas cercanos al objetivo que planteamos en
el principio de la tesis: el flujo pulsétil de un fluido newtoniano bidimensional a
través de un ducto, sujeto a la accién de una fuerza de cuerpo. Desarrollaremos
el proceso de aproximacién por etapas e iremos aclarando algunos conceptos
requeridos de la Mecanica de fluidos en el camino.

6.1. Descripcion del programa base

Para satisfacer nuestro objetivo, partimos de un programa demostrativo
desarrollado por el grupo many-core de la Universidad de Cambridge en dos
versiones. La primera de ellas fue escrita en el lenguaje C; la segunda, en la
extension del mismo lenguaje, de nombre CUDA, orientada a la programacion
en paralelo. Es ésta la que sirvié de base a nuestras simulaciones y fue selec-
cionada por la rapidez con que en ella se genera la visualizacion del cédigo. De
acuerdo con los desarrolladores, la versién para CUDA es, en términos aproxi-
mados, veinte veces més rapida que la versién para C. Si bien no abordaremos
el tema, dado que el programa original contiene ya la versién paralelizada que
necesitamos de los algoritmos relevantes, en la tesis de Carlos Echeverria [10]
se incluye un capitulo titulado Cémputo en Procesadores Grdficos, donde se
aborda el tema de la programacion en paralelo a manera introductoria.

Debemos reconocer que el demo utilizado no fue escrito para efectuar si-
mulaciones complejas. Su objetivo es presentar una plataforma interactiva que
ponga de manifiesto el gran potencial de los procesadores graficos en la simula-
cién de ciertos fenémenos y la visualizacion de los mismos. Con esto en mente,
sefialamos de una vez que también nuestras versiones habran de llevar consigo
limitaciones similares a las del programa original. No pretendemos obtener re-
sultados novedosos a partir del trabajo presentado, sino ofrecer una exploraciéon
de los fenémenos interesantes a nuestros fines mediante expansiones sucesivas
del software demostrativo.

117
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Una vez dicho lo anterior, describiremos el programa original paso a paso en
el orden que fue escrito, no sin antes reconocer el trabajo de Graham Pullan,
profesor titular del laboratorio Whittle, perteneciente al Departamento de In-
genieria de la Universidad de Cambridge, cuyo nombre aparece comentado en
la parte primera del cédigo, a manera de crédito. Junto a su nombre aparece la
fecha en que fue escrito el demo: octubre del afio 2008.

6.2. Parte principal

Para empezar, se declaran algunas variables locales, que se utilizan nada
mas en el main. Es, de hecho, por esto que se les llama “locales”: no tiene sentido
usarlas fuera del main.

122 int totpoints,i;
123 float rcol,gcol,bcol;

La primera de estas variables se calculard a partir de los renglones ni y de
las columnas nj. Representard el nimero total de nodos (o puntos; totpoints
abrevia la expresion ‘total points’). La variable i serd un contador que nos
permitird asignar valores a los arreglos *fi. Recordemos que éstos se componen
de ni renglones y de nj columnas, o bien de totpoints niimero de nodos. El valor
de i variara entonces de 0 a totpoints—1. En cuanto a las variables de tipo float,
nos permitiran almacenar los valores numéricos que definen un color a partir
de ciertas cantidades de rojo (rcol), verde (gcol) y azul (bcol). Més adelante
veremos de qué manera se logra esto.
En las siguientes lineas:

130 ni=384;
131 nj=224;
132 vxin=0.04;
133 roout=1.0;
134 +tau=0.51;

137 totpoints=ni*nj;

definen algunas variables, siendo todas ellas globales, salvo por totpoints. Habra
entonces 384 renglones, 224 columnas y 384 % 224 = 86016 nodos en total. Por
otro lado, los parametros que representan la velocidad de entrada, la densidad
inicial y, por ultimo, el tiempo de relajacién, vienen dados por 0.04, 1.0 y 0.51,
respectivamente. Luego veremos de qué forma se incluyen dichos valores en el
codigo.

La finalidad de las siguientes lineas:

140 printf ("ni = %d"n", ni);

141 printf ("nj = %d"n", nj);

142 printf ("vxin = %f"n", vxin);
143 printf ("roout = %f"n", roout);
144 printf ("tau = %f"n", tau);
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consiste Unicamente en imprimir estos valores (salvo por el de totpoints, que
se define a partir de otras variables) en la consola para que el usuario pueda
conocerlos, sin necesidad de leer el cddigo. Especificamente, la ejecucién de estas
lineas habra de mostrar lo siguiente:

ni = 384

ni = 224
vxin = 0.04
roout = 1.0
tau = 0.51

dado que la funcién printf (abreviatura de print formatted data) sustituye %d
por el valor de ni, transformado en una cadena de caracteres, en la primera linea;
después termina ésta dando lugar a la siguiente, lo cual se efectia mediante \ n,
y asi para el resto de las lineas. Debemos notar que no siempre se sustituyen los
caracteres %d; de hecho, esto solo aplica en el caso de que la variable en cuestion
sea de tipo entero. Si se trata de un float, deberd sustituirse %f por el valor de
aquélla.

Luego se efectia la asignaciéon de espacio en memoria a los arreglos *fi,
*plot, *solid y *plot_rgba (cuyos apuntadores son fi, plot, solid y plot_rgba,
respectivamente) en el CPU:

150 £0 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
1561 f1 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof (float));
152 f2 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
163 £3 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
154 f4 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof (float));
165 f£5 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
1566 £6 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
157 £7 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof (float));
168 £8 = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));
159 plot = (float *)malloc(ni*nj*sizeof(float));

161 solid = (int *)malloc(ni*nj*sizeof (int));

163 plot rgba = (unsigned int*)malloc(ni*nj*sizeof(unsigned int));

Analicemos una de estas lineas para entender la estructura general que pre-
sentan, digamos la primera de ellas. Al arreglo *f0 la funcién malloc asigna
un bloque de memoria (malloc es una abreviatura de memory allocation, o
‘asignaciéon de memoria’ en inglés) del tamafio que se indica entre los segundos
paréntesis, en el primer caso un bloque de ni*nj*sizeof(float) bytes. La razén
de ello es que en el arreglo se almacenard un ntimero de datos igual a ni*nj,
el nimero de nodos en la red, y uno cualquiera de ellos serd de tipo float, por
lo que necesitara un espacio de sizeof(float) bytes para que pueda ser alojado
en memoria. La expresion que aparece entre los primeros paréntesis permitira a
la funcién malloc generar el apuntador f0, que habra de contener la direccién
del primer byte que forma el arreglo. Puesto que los datos almacenados en *f0
habran de ser floats, se debe generar un apuntador de este mismo tipo: sélo de
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esta manera la desreferenciacién (llamada asimismo consulta) de los datos puede
llevarse a cabo de forma correcta. Cabe notar que el arreglo *plot_rgba nunca
se utiliza, como ya anunciamos. De hecho, no se vuelve a mencionar después de
la linea 163.

Ya asignado el espacio en la memoria del hospedero, es necesario proceder
andlogamente para los arreglos en el dispositivo. Se ocupan de ello las siguientes
lineas:

168 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f0 data, &pitch,

169 sizeof (float)*ni, nj));
170 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&fl data, &pitch,
171 sizeof (float)*ni, nj));
172 CUDA’'SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f2 data, &pitch,
173 sizeof (float)*ni, nj));
174 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f3 data, &pitch,
175 sizeof (float)*ni, nj));
176 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f4 data, &pitch,
177 sizeof (float)*ni, nj));
178 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f5 data, &pitch,
179 sizeof (float)*ni, nj));
180 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f6 data, &pitch,
181 sizeof (float)*ni, nj));
182 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f7 data, &pitch,
183 sizeof (float)*ni, nj));
184 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&f8 data, &pitch,
185 sizeof (float)*ni, nj));
186 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&plot data, &pitch,
187 sizeof (float)*ni, nj));

190 CUDA SAFE CALL(cudaMallocPitch((void **)&solid data, &pitch,
191 sizeof (int)*ni, nj));

Consideremos solamente la primera instruccién, como en el caso previo. Notemos
que, dentro de los paréntesis externos, aparece la funcién cudaMallocPitch, que
asigna bloques de memoria en la tarjeta grafica, labor semejante a la que lleva
a cabo malloc en el CPU. Debemos, sin embargo, senalar sus diferencias. En
primer lugar, veamos que el argumento &f0_data es un apuntador que almacena
la direccién del apuntador f0_data (de ah{ la razén para utilizar un asterisco
doble). Tanto como al usar la funcién malloc, necesitamos generar un apuntador
que guarde la direccién en memoria del primer elemento f0_datal0] del arreglo
*f0_data. La diferencia entre cudaMallocPitch y malloc, en este punto, es que
malloc regresa directamente el apuntador en cuestién (fO del ejemplo anterior)
y cudaMallocPitch no; en efecto, la segunda funcién regresa un valor de tipo
cudaError_t (digamos solamente que un valor de este tipo indica la aparicién de
un error especifico de la extension CUDA al ser llamada una funcién, o bien es
cudaSuccess cuando no hay error alguno), y dado que una funcién puede regresar
un valor solamente, para obtener el apuntador antes dicho debe pasarse como
un argumento de la funcién, pero no de forma directa, sino haciendo referencia
al mismo con el apuntador doble en cuestiéon. Ya la funcién cudaMallocPitch se



6.2. PARTE PRINCIPAL 121

encarga, por su definicién misma, de generar el apuntador f0_data con base en
el argumento &f0_data. Una segunda diferencia entre ambas funciones radica
en el hecho de que el apuntador f0_data serd de tipo void*. Esto quiere decir
que en realidad no tiene asignado un tipo especifico de variable cuya direccién
almacena. La razén de esto es que el lenguaje C no permite la llamada sobrecarga
de funciones. En pocas palabras, no pueden existir dos o mas funciones con el
mismo nombre y, dada una funcién cualquiera, deben estar bien definidas sus
siguientes caracteristicas: nimero, tipo, orden y nombre de sus argumentos,
asi como el tipo de tipo de variable que resulta de su ejecucién (cudaError_t,
en el caso de la funcién cudaMallocPitch; void* en el caso de malloc). Asi, para
evitar ambiguedades intolerables en el lenguaje C, la funcién cudaMallocPitch
preestablece que su primer argumento ha de ser una variable de tipo void**, es
decir una variable que apunta a otra variable de tipo void* (que asimismo es
un apuntador). En el caso de malloc, parece que la regla sobre el mismo tipo de
variable de retorno (o variable que resulta de la ejecucién) es quebrantada, ya
que este tipo se define como float* cuando bien podria haber sido int* o char*.
Lo que sucede, en este caso, es que el primer tipo de apuntador generado por
malloc es void*, el cual se troca después en float*, a peticién del usuario. Por otro
lado, no debe contrariarnos el hecho de que el apuntador f0_data generado por
cudaMallocPitch sea de tipo void*, cuando fue declarado como de tipo float*, ya
que muchas veces la conversion de los apuntadores se lleva a cabo en el lenguaje
C de manera implicita. La siguiente diferencia consiste en que el arreglo *f0_
data serd modulado por la variable pitch, como puede verse al leer el argumento
&pitch (recordemos que los argumentos se introducen a través de una referencia,
que almacena la direccién del argumento referido). La busqueda en el cédigo de
una linea que defina el valor de pitch resultara infructuosa, dado que la misma
funcién cudaMallocPitch determina su valor éptimo con base en los datos que
se introduzcan por el usuario: pitch serd el menor multiplo de 128 que iguale
o rebase el nimero de bytes requeridos para ocupar un renglén del arreglo en
turno. Podemos notar a continuacién que al usar cudaMallocPitch se introduce,
por una parte, la longitud en bytes de los renglones que formaran al arreglo
*f0_data (sin tomar en cuenta el médulo pitch) y, por otra parte, su nimero de
renglones. Aqui no hay gran diferencia entre cudaMallocPitch y malloc, salvo
por dicha separaciéon que en malloc no tiene lugar. Ya por tltimo, senalamos
el hecho de que el valor de tipo cudaError_t que resulta de ejecutar la funciéon
cudaMallocPitch es evaluado por la macro CUDA_SAFE_CALL. Sin abordarla
detalladamente, diremos sélo que ésta maneja muy basicamente los errores en
la ejecucion de funciones propias de la extension CUDA. No es recomendable
confiar a CUDA_SAFE_CALL dicho manejo para el caso de programas un tanto
mas profesionales.
Ahora, demos paso a la siguiente linea:

193 desc = cudaCreateChannelDescjfloat; () ;

Para entender mejor el papel que ésta juega en el programa, sefialemos primero
que la funcién cudaCreateChannelDesc<float>() no es otra cosa que una planilla
o templete. Como tal, nos permite abreviar la serie de instrucciones que aparece
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entre llaves a continuacion:

templatej; "~ "inline’ " " "host’’
cudaChannelFormatDesc cudaCreateChannelDescjfloat; (void)

int e = (int)sizeof(float) * 8;
return cudaCreateChannelDesc(e, 0, 0, 0, cudaChannelFormatKindFloat);

Procederemos a dar una explicacién de las dos lineas arriba mencionadas. La
expresién que aparece entre los paréntesis de esta segunda linea se conoce como
un descriptor de canal. Poco mas adelante veremos de qué manera se preparan
los arreglos *fi_array para almacenar la informacién proveniente de los arreglos
*fi_data. Lo que hace el descriptor de canal es indicar la manera en que habra de
leerse la informacién de un *fi_data para que su correspondiente *fi_array al-
macene la misma con un formato apropiado, segin el cual pueda ser empleada
por el dispositivo para obtener la respectiva textura. En este caso, la descripcion
del canal consiste en que el arreglo de origen *fi_data es lineal y esté4 compuesto
por floats, de longitud (en bits) igual a e. Los primeros cuatro ntumeros entre
paréntesis indican las dimensiones del arreglo, correspondiendo los primeros tres
a las tres dimensiones del espacio fisico, mientras que el niimero sobrante puede
emplearse para extender las tres coordenadas anteriores del espacio euclidiano
al espacio proyectivo, lo cual a su vez permite diferenciar entre puntos y direc-
ciones en el espacio tridimensional. Dado que los arreglos *fi_data son lineales
(o unidimensionales), no necesitaremos la cuarta componente y, por lo tanto,
se anula. Puede sorprender un poco el hecho de que los *fi_data no sean bidi-
mensionales, pero sus diferentes renglones ocupan espacio contiguo en memoria
(la llamada memoria lineal) y somos nosotros quienes imaginamos una dispo-
sicién bidimensional para cada uno de los arreglos que de ello resultan. Ya de
vuelta en el codigo (linea 193), la descripcién del canal para la transferencia de
informacion dicha se ve almacenada en la variable desc, el descrpitor del canal.

Las siguientes ocho lineas se utilizan para asignar a los arreglos *fi_array
espacio en memoria:

194 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&fl array, &desc, ni, nj));
195 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f2 array, &desc, ni, nj));
196 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f3 array, &desc, ni, nj));
197 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f4 array, &desc, ni, nj));
198 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f5 array, &desc, ni, nj));
199 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f6 array, &desc, ni, nj));
200 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f7 array, &desc, ni, nj));
201 CUDA SAFE CALL(cudaMallocArray(&f8 array, &desc, ni, nj));

Comentando la primera de ellas, tiene estructura semejante a la correspondiente
para *f1_data y s6lo habremos de abundar en sus diferencias. En primer lugar,
se incluye una referencia al descriptor obtenido anteriormente como segundo
parametro, lo cual prepara el arreglo *fl_array para leer y copiar datos que
hayan sido almacenados con anterioridad en *f1_data. Por otra parte, la longitud
de un renglén es argumentada ya no de acuerdo con su numero de bytes, sino



6.2. PARTE PRINCIPAL 123

por su nimero de celdas o bloques. Debemos notar que el arreglo *f0_array no
fue declarado siquiera, pues no habra una textura obtenida a partir de *f0_data.

Siguiendo con el programa, volvemos un momento a la descripcién matemati-
ca de nuestro fluido, que se logra en el modelo D2Q9 de la ecuacién (5.50):

206 faceql = 4.£/9.f;
207 faceq2 = 1.£/9.f;
208 faceq3 = 1.£/36.f;

213 for (i=0; ijtotpoints; i++) -

214 f0[i] = faceql * roout * (1.f - 1.5f*vxin*vxin);
215 f1[i] = faceq2 * roout * (1.f + 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*vxin*vxin);
216 £2[i] = faceq2 * roout * (1.f - 1.5f*vxin*vxin);
217 £3[i] = faceq2 * roout * (1.f - 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*vxin*vxin);
218 f4[i] = faceq2 * roout * (1.f - 1.5f*vxin*vxin);
219 f5[i] = faceq3 * roout * (1.f + 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*vxin*vxin);
220 f6[i] = faceq3 * roout * (1.f - 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*vxin*vxin) ;
221 f7[i] = faceq3 * roout * (1.f - 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*yxin*vxin);
222 £8[i] = faceq3 * roout * (1.f + 3.f*vxin + 4.5f*vxin*vxin

- 1.5f*vxin*vxin);
223 plot[i] = vxin;
224 solid[i] = 1;
226 7

Las primeras tres lineas definen la probabilidad (como fue descrita en (5.46)) de
que una particula se mantenga en su nodo (faceql), de que se mueva horizontal
o verticalmente (faceq2), o bien de que su desplazamiento se lleve a cabo en
alguna de las diagonales (faceq3) al ejecutarse el programa en un ciclo completo.
Con base en estos valores, se define la distribucién de masa en las diez lineas
siguientes (213-222) a través del comando for, que itera nueve instrucciones
para cada uno de los ni*nj nodos. La anterior encuentra su equivalente justo en
(5.50) (si recordamos que es ésta sélo una versién preliminar, se entenderd que
no utilicemos (5.53), el modelo incompresible H-L). En 223, se repite de forma
iterada la instruccién que define, para cada uno de los ni*nj nodos, a vxin como
su rapidez al iniciar el programa. Recordemos que vxin habra de ser la rapidez
en direccién horizontal por el limite de la izquierda. Para terminar, el ciclo for
despeja la red entera de obstaculos, nodo por nodo, en 224.

Veamos luego de qué manera se preparan los colores que habran de utilizarse
para desplegar la informacién del programa en forma gréfica:

230 fp'col = fopen("cmap.dat","r");

231 if (fp col==NULL) -

232 printf ("Error: can’t open cmap.dat "n");
233 return 1;
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234

236 fscanf (fp 'col, "%d", &ncol);

237 cmap rgba = (unsigned int *)malloc(ncol*sizeof (unsigned int));
238 CUDA SAFE CALL(cudaMalloc((void **)&cmap rgba data,

239 sizeof (unsigned int)#*ncol));

241 for (i=0;ijncol;i++)-

242 fscanf (fp col, "%f%fl%f", &rcol, &gcol, &bcol);
243 cmap ‘rgbal[i]l=((int) (255.0f) ;; 24) —

244 ((int) (bcol * 255.0f) i 16) —

245 ((int) (gcol * 255.0f) ;i 8) —

246 ((int) (rcol * 255.0f) j; O);

247 7

248 fclose(fp col);

En 230 se ejecuta la funcién fopen, que busca el archivo cmap.dat en la car-
peta que contiene al programa. En caso de encontrarlo, devuelve un apuntador
(fp-col, en este caso) que permitird acceder a él tan sélo para su lectura (en
otras palabras, se da la instruccién de “abrir” el archivo en modo lectura). De
lo contrario, la funcién fopen devuelve un apuntador nulo (llamado NULL). En
231-234 se abarca esta posibilidad que, de llevarse a cabo, hard que el programa
despliegue el mensaje “Error: can’t open cmap.dat”, luego de lo cual habré de fi-
nalizar la ejecucién del mismo senalando que tuvo lugar un error. Suponiendo, no
obstante, que la funcién fopen ubique el archivo solicitado, el programa leera el
primer ntimero entero del mismo, que almacenard en la variable ncol (linea 236).
Recordemos que ésta representa el ntimero de colores que utilizaremos para des-
plegar la informacién graficamente. Las siguientes dos lineas sirven para asignar
espacio en memoria a los arreglos cmap-rgba (en el hospedero) y cmap_rgba._
data (en el dispositivo). La tnica diferencia con asignaciones previas radica en el
hecho de que la representacién numérica de los colores se almacenaré en forma
de ntimeros enteros no negativos. Ademads, ahora no resulta necesario pensar si-
quiera en arreglos bidimensionales y, por tanto, cmap_rgba_data no es tratado
como un arreglo modulado. Una vez hecho esto, en 241-247 el programa ejecu-
ta un ciclo for que le permite leer los siguientes niimeros enteros guardados en
cmap.dat, agrupandolos de tres en tres y almacenando sus valores sucesivamente
en las variables rcol, geol y beol (las componentes de un color en cantidades de
rojo, verde y azul). Debemos senalar en este momento que los ntmeros obteni-
dos pertenecen al intervalo [0, 1]. Asi, cuando luego son multiplicados por 255
(lineas 244-246), resultardan ntimeros en el intervalo [0, 255], pudiendo ser éstos
de tipo float y, redondeandolos, obtendremos nimeros enteros. Acto seguido,
su representacién binaria (que consta de, a lo més, ocho cifras) se yuxtapone
para formar un ntimero de 24 cifras con ocho adicionales, todas ellas iguales a 1
(la representacion binaria del nimero 255 es 11111111). Se llega entonces a un
nimero de la forma 11111111bgr, donde r, g y b son nimeros de ocho cifras que
representan las componentes roja, verde y azul de un cierto color. Esas primeras
ocho cifras cuantifican el pardmetro alfa, que representa la transparencia de un
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color: 00000000 es el pardmetro alfa de la transparencia perfecta (gracias a lo
cual, no seré posible ver este color) y 11111111 corresponde a la opacidad abso-
luta. Los colores, ya en la forma que se ha dicho, son almacenados en el arreglo
cmap_rgba.Este bloque de instrucciones termina deshabilitando el apuntador
fp_col (en otras palabras, se cierra el archivo).

Hicimos ya uso de los arreglos *fi, *plot, *solid y *cmap_rgba para almacenar
datos en el CPU. Necesitamos ahora copiar éstos en cada uno de los arreglos
correspondientes del GPU:

253 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f0 'data, pitch, (void *)fO,

254 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
255 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

256 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)fl 'data, pitch, (void *)f1,
257 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
258 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

259 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f2'data, pitch, (void *)f2,
260 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
261 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

262 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f3'data, pitch, (void *)f3,
263 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
264 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

265 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f4'data, pitch, (void *)f4,
266 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
267 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

268 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f5°data, pitch, (void *)f5,
269 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
270 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

271 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)f6 data, pitch, (void *)f6,
272 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
273 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

274 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)£f7 data, pitch, (void *)f7,
275 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
276 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

277 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)£f8 data, pitch, (void *)f8,
278 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
279 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

280 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)plot data,

pitch, (void *)plot,
281 sizeof (float)*ni,sizeof (float)*ni, nj,
282 cudaMemcpyHostToDevice)) ;
283 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2D((void *)solid data,

pitch, (void *)solid,

284 sizeof (int)*ni,sizeof (int)*ni, nj,

285 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

286 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy((void *)cmap rgba data,

287 (void *)cmap rgba, sizeof (unsigned int)#*ncol,
288 cudaMemcpyHostToDevice)) ;

Consideremos, nuevamente, la primera instrucciéon para explicar todas ellas. En
pocas palabras, la funcién cudaMemcpy2D transfiere datos de una fuente (aqui,
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el arreglo no modulado *f0) a un destino (el arreglo modulado *f0_data). Pa-
ra ello, establece la longitud en bytes de cada renglén, asi como el ntimero de
renglones que habran de ser transferidos (el sufijo 2D sefiala que esta funcién
tratara el arreglo destino como un objeto bidimensional) y también el hecho de
que el arreglo fuente se halla en el CPU, a la vez que el arreglo destino se aloja
en la tarjeta grafica. Debe notarse que, en notorio contraste con la funcién cu-
daMallocPitch, en esta ocasién no se introducen como parametros apuntadores
que almacenan la direcciéon de otros apuntadores, sino f0 y f0_data, que apun-
tan a sus correspondientes arreglos. Puede entenderse la razén de ello haciendo
notar que para cudaMallocPitch lo mas importante es la direcciéon que habra de
ocupar *f0_data y no el arreglo mismo, pero no es asi para cudaMemcpy2D, que
sOlo parte de esta direccién para efectuar la transferencia de informacién. Algo
semejante puede senalarse para el médulo pitch, que en la primer funcién fue
pasado como un argumento s6lo a través de su direccién, para en ella guardar el
valor 6ptimo que se utiliza en forma de pardmetro por la segunda funcién para
modular, esta vez si, el arreglo *f0_data, mientras se definen sus valores por la
transferencia.

Debemos, a continuacién, explicar a grandes rasgos la manera en que inicia
el despliegue de informacién grafica por parte del ambiente OpenGL:

293 glutInit(&argc, argv);

294 glutInitDisplayMode (GLUT DOUBLE — GLUT RGB) ;
295 glutInitWindowSize(ni, nj);

296 glutInitWindowPosition(50, 50);

297 glutCreateWindow("CUDA 2D LB");

299 printf("Loading extensions: %s"n", glewGetErrorString(glewInit()));
300 if(!glewIsSupported(

301 "GL VERSION'2°0 "

302 "GL"ARB pixel buffer object "
303 "GL EXT framebuffer object "
304 ))-

305 fprintf (stderr,

"ERROR: Support for necessary OpenGL extensions missing.");
306 fflush(stderr);
307 return 1;
308 ~

La primera de estas lineas unicamente inicializa la libreria GL/glut.h y comienza
la negociacién con el sistema de ventanas (que administra los recursos necesarios
para el despliegue de informacién utilizando ventanas, iconos, diversos ments
y el puntero del mouse). Cabe notar el hecho de que la funcién glutInit acepta
los apuntadores &arge y argv como parametros. Al introducir el main dijimos
que éstos podrian permitir al usuario modificar la funcionalidad del ambiente
OpenGL, pero nosotros no habremos de involucrarnos en ello, pues ejecutare-
mos el programa introduciendo el comando simple ./2dLB._ cuda.cu. La siguiente
linea (294) pide que la ventana donde veremos el fluido sea de bufer doble. Una
ventana de este tipo se alimenta de informacién por dos buferes (o regiones de
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memoria que permiten almacenar de forma temporal un dato mientras alguno
otro es procesado): Mientras uno de ellos (en la tarjeta grafica) se ve ocupado
momentaneamente por la informacién que se ve desplegada en la pantalla, el
otro guarda la siguiente imagen, esperando a que termine de mostrarse la infor-
macién del primer bufer, después de lo cual la informacién del bufer segundo
es copiada en el primero, gracias a lo cual la imagen se actualiza. El parametro
completo de la funcién glutInitDisplayMode es GLUT_DOUBLE | GLUT_RGB
y sélo explicamos la funcién requerida por GLUT_DOUBLE. Como puede ima-
ginarse, GLUT_RGB requiere una ventana que presente el formato de color
llamado RGBA (GLUT_RGB es un alias de GLUT_RGBA). Ya hemos dicho
lo que esto significa en otro contexto; no consideramos necesario volver a expli-
carlo. Después, en las lineas 295-297, se definen las dimensiones y posicion de la
ventana, para luego crearla con las especificaciones dichas. La ventana serd ma-
dre (en otras palabras, no sera desencadenada por otra ventana) y llevard como
titulo “CUDA 2D LB”, segiin puede leerse en la linea 297. Posteriormente, se
inicializa también la otra libreria del ambiente OpenGL: glew.h (linea 299).
La funcién glewlnit() permite hacer esto y arroja un cierto valor enumerado.
En especifico, necesitamos que regrese GLEW_OK (éste probablemente corres-
ponde al 0 de la enumeracién dicha). Cualquier otro valor (o cualquier otro
ntmero) tendrd lugar solamente si un error acaecié durante la inicializaciéon de
GL/glew.h. Después, a cada resultado posible de esta funcién corresponde una
cadena de caracteres que habrd de ser desplegada en la consola para que el
usuario quede informado acerca del error o del éxito en el proceso. Por ejemplo,
si no hubo error alguno se mostrara el texto “No error”. A continuacién, apa-
rece (lineas 300-308) una instruccién que se ejecuta solamente si una o més de
las extensiones GL_VERSION_2_0, GL_ARB_pixel_buffer_object, GL_EXT_
framebuffer_object no puede ser implementada en nuestro sistema operativo. De
ser esto cierto, se imprime el texto “ERROR: Support for necessary OpenGL
extensions missing.” a través del canal (o stream) stderror que, a su vez, lo dirige
a la consola para que el usuario tenga noticia de la falla. Este canal también
permite escribir mensajes de error en un archivo especifico, siempre y cuando
sean redirigidos (ya que usualmente dichos mensajes se trasladan a la pantalla,
como se ha dicho). En cuanto a la linea 306, sélo diremos que probablemente
no sea necesaria, ya que stderr no utiliza un buifer en memoria con el fin de
almacenar temporalmente algin dato, sino que lo imprime directamente donde
le sea requerido. La instruccion fllush permite vaciar un bifer sin importar que
éste no haya sido completamente aprovechado y es por esto que mencionamos la
inutilidad de usarla en el caso del canal stderr. Naturalmente, al acabar la eje-
cucion del programa debido al acaecimiento de un error, éste regresa el valor 1.
Describiremos a continuacién, de forma superficial, la funcionalidad que ofrece
cada una de las extensiones arriba mencionadas. GL_VERSION_2_0 se refiere
a la versiéon 2.0 del ambiente OpenGL, asi que el primer objetivo de GLEW
es asegurarse de que el sistema operativo es compatible con ésta. La extension
GL_ARB_pixel_buffer_object permite usar objetos bifer con la finalidad de
transferir datos sobre pixeles; en ausencia de ella, no podriamos utilizar el ob-
jeto llamado gl_PBO, que fue declarado al inicio. GL_EXT_framebuffer_object
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es una extensién que permite al programa efectuar la renderizacién de iméagenes
en locaciones que originalmente no fueron destinadas a ello por el sistema de
ventanas. Para nuestros fines, la renderizacion es el procesamiento de la infor-
macién numérica referente a la rapidez local de nuestro fluido para obtener la
imagen que, mediante un mapa de bits, permite visualizar el fenémeno fisico
bajo estudio.

En las siguientes lineas:

311 glClearColor(0.0, 0.0, 0.0, 0.0);
312 glMatrixMode (GL PROJECTION) ;

313 glloadIdentity();

314 glOrtho(0,ni,0.,nj, -200.0, 200.0);

se prepara la region del espacio virtual que podra verse en la pantalla mas ade-
lante, cuando sea requerido. Procediendo linea por linea, se definen primero
(311) los pardmetros a que regresaran los biferes de color cada vez que se vean
desalojados. En este caso, los pardmetros de vaciado se refieren al color negro con
alfa igual a cero, es decir, completamente transparente. Luego, debemos senalar
que diversos atributos de la imagen deseada son expresables mediante una ma-
triz, como es el caso del color y la perspectiva. Es por esto que necesitamos (312)
elegir sélo uno de estos atributos para modificarlo enseguida: la proyeccién (o
perspectiva). El primer valor que asignamos a la matriz de perspectiva es el de
la identidad multiplicativa (313):

I, = (6.1)

oS O o
[ e )
o= O O
_— o o o

(sefialamos de una vez el hecho de que se trabaja con dichas matrices mediante
su producto). Cabe destacar en este momento el hecho de que una transforma-
cién de la perspectiva en el espacio tridimensional requiere una matriz de 4x4,
yva que puede tratarse de una proyectividad cualquiera, es decir, un elemento
de PGL(4,R) (la versién plana de este grupo se analiza a nivel introductorio
en [32, pp. 133-142]). Por tltimo (314), definimos la regién del espacio limitada
por los planos x = 0,z = ni,y = 0,y = nj,z = 200,z = —200. Aqui debemos
aclarar que el incremento de las coordenadas ocurre de izquierda a derecha (pa-
ra ), de abajo hacia arriba (para y) y desde adelante hasta atras (para z). La
funcién glOrtho nos indica el tipo de perspectiva que define la matriz resultante
de su ejecucién: serd, pues, una perspectiva ortogonal, en que los objetos no
modifican su tamafio segin la distancia que los separa de un observador. Como
la visualizacién requerida se limita a sélo dos dimensiones, el hecho de que la
perspectiva ortogonal no reproduzca la percepcién que tenemos de nuestros en-
tornos carece de importancia. De hecho, més adelante veremos que el programa
utiliza el corte de la regién arriba mencionada correspondiente al valor z = 0,
por lo que haber elegido los niimeros 200 y —200 fue un tanto arbitrario.

Las siguientes lineas sirven para habilitar a gl_Tex como el objeto textura
que necesitaremos en lo sucesivo:
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317 glEnable(GL TEXTURE 2D);
318 glGenTextures(l, &gl Tex);
319 ngindTeXture(GL‘TEXTURE'QD, gl'TeX);

En 317, se habilita la funcién de OpenGL que permite crear una textura bidi-
mensional. Después (318), glGenTextures aparta un solo nombre (de donde el
pardmetro 1), que es guardado en la direccién del objeto gl_Tex (no es atin éste
una textura). Finalmente, glBindTexture asume la funcién de vincular gl_Tex
al objetivo GL_.TEXTURE_2D, que es la textura bidimensional del ambiente
OpenGL. En otras palabras, gl_Tex se convierte en la textura que anunciamos
en un principio.
Seguimos definiendo la textura mediante sus propiedades:

321 glTexParameteri(GL TEXTURE 2D, GL TEXTURE WRAP'S, GL CLAMP);

322 glTexParameteri(GL TEXTURE 2D, GL TEXTURE WRAP T, GL CLAMP);

323 glTexParameteri(GL TEXTURE 2D, GL TEXTURE MAG FILTER, GL LINEAR);
324 glTexParameteri(GL TEXTURE 2D, GL TEXTURE MIN FILTER, GL LINEAR);
325 glTexImage2D(GL TEXTURE 2D, O, GL'RGBA8, ni, nj, O,

326 GL 'RGBA, GL UNSIGNED BYTE, NULL);

327 printf("Texture created."n");

La funcién glTexParameteri se emplea con el fin de establecer, una por una,
las propiedades de la textura que interesan al programador. El hecho de que su
nombre termine con la letra ‘i’ nos dice que su tercer parametro es un nimero
entero. No debe sorprendernos el hecho de que aparezca ya sea GL_CLAMP o
GL_LINEAR en su lugar, pues se trata de mdscaras que en realidad ocultan
(y vuelven comprensibles para el usuario) los cifrados del pardmetro dicho. Las
lineas 321 y 322 sélo restringen las coordenadas de la textura al intervalo [0, 1] (la
traduccién més adecuada, en el presente contexto, del término “clamp” es, pre-
cisamente, “restringir”). Es necesario fijar dos veces la restriccién porque, siendo
GL_TEXTURE.2D una textura bidimensional, puede recorrerse utilizando la
pareja de coordenadas s,t. Con dicha previsiéon, el programa no hara caso de
cualquier otro valor que puedan asumir estas variables. Por otro lado (323-324),
en caso de que no haya una correspondencia precisa entre los llamados téxeles (o
elementos de la textura) y los pixeles, el pardmetro GL_LINEAR establece que,
para iluminar un pixel, debe recurrirse al promedio de los datos correspondien-
tes a los cuatro téxeles més cercanos al centro del mismo (en la “distancia del
taxista”). El proceso anterior se conoce como flitrado lineal y tiene lugar tanto
si el drea de un pixel es mayor que la de un téxel (en este caso, el proceso de
filtrado es “minificador”) como si es menor (filtrado “magnificador”). Una vez
definidas sus propiedades, necesitamos emplear la funcién glTexImage2D, que
especifica, principalmente, las dimensiones de la textura (ni*nj) y el formato de
sus datos (GL_RGBAS, puesto que en el arreglo cmap_rgba se utilizan 8 bits
para cada pardmetro de color, incluyendo alfa). También debe especificarse la
fuente de extracciéon para los datos de la textura mediante un apuntador como
ultimo parametro, que en este caso viene dado por NULL. Se trata, pues, de
un apuntador nulo, que no permite inicializar la textura, si bien esta previsto
que los datos de la fuente deben ser leidos en grupos de 8 bits e interpretados
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como no negativos (en otras palabras, tal como habran de aparecer en la mis-
ma, cada uno de cuyos datos representa un color de los que fueron definidos en
cmap_rgba), grupos que se leerdn de cuatro en cuatro como lo indica la méscara
GL_RGBA. Por 1ltimo, se imprime la cadena “Texture created.” para indicar
al usuario el éxito del proceso completo.

Debemos ahora decir cudl sera la fuente de extraccion para la textura gene-
rada arriba. De ello se encargan las siguientes lineas:

330 glGenBuffers(1l, &gl PBO);
331 glBindBuffer (GL PIXEL UNPACK BUFFER ARB, gl PBO);
332 glBufferData(GL PIXEL UNPACK BUFFER ARB, pitch*nj, NULL,
GL STREAM COPY);
333 CUDA SAFE CALL( cudaGLRegisterBufferObject(gl PBO) );
334 printf("Buffer created."n");

La generacién de un objeto bufer de pixeles guarda mucha similitud con la de
una textura. En 330 se guarda un solo nombre en la direccién de gl_PBO. Des-
pués (331), se vincula éste con el objetivo GL_PIXEL_UNPACK_BUFFER_
ARB (nuevamente, se trata solo de una méscara), que tiene dos funciones: La
primera de ellas consiste en permitir que haya una transferencia de datos prove-
nientes de alguna aplicacién (como serd uno de los médulos que describiremos
adelante) hacia el objeto bufer gl PBO (que serd de pixeles, como lo indica
la méscara); la segunda funcién es seguir la inicializaciéon de gl_Tex, dado que
serd gl_PBO su fuente en lo sucesivo. Luego viene (332), la especificacién del
objeto bifer segin los pardmetros de glBufferData. El objetivo GL_PIXEL_
UNPACK_BUFFER_ARB, al que fue vinculado gl_PBO, se define de acuerdo
con las siguientes cualidades: tamano en bytes, pitch*nj; apuntador referente a
los datos que habran de ser copiados, nulo (es decir, hasta el momento sélo asig-
namos a gl PBO un espacio en memoria); patrén de uso, corriente (sus datos
habrén de ser modificados sélo una vez y utilizados pocas veces). A diferencia de
la textura, necesitamos registrar el objeto bufer (333) para que pueda acceder a
él CUDA (lo usaremos con el fin de hacer cdlculos en paralelo). Notemos que la
funciéon cudaGLRegisterBufferObject arroja una variable de tipo cudaFrror_t
que serd manejada por la macro CUDA_SAFE_CALL. Finalmente, serd des-
plegada asimismo la cadena “Buffer created.” para informar al usuario que el
proceso fue completado (linea 334).
Cerramos la descripcién de la parte principal con estas lineas:

336 printf("Starting GLUT main loop..."n");
337 glutDisplayFunc(display) ;

338 glutReshapeFunc(resize);

339 glutIdleFunc(display);

340 glutMouseFunc (mouse);

341 glutMotionFunc(mouse ‘motion);

343 glutMainLoop();

345 return 0;
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La primera de ellas imprime a la vista del usuario la cadena “Starting GLUT
main loop...” dado que, precisamente, en las lineas 337-343 se registran las fun-
ciones que habran de ser llamadas en el ciclo principal de GLUT: En primer
lugar, glutDisplayFunc hara uso de la funciéon display que méas adelante des-
cribiremos y cuyo fin es ejecutar las instrucciones necesarias para desplegar la
informacion grafica en la ventana previamente creada (linea 297); después, glut-
ReshapeFunc echa mano de la funcién resize (igual que display, sera detallada
luego), que permite al programa responder adecuadamente si el usuario modifica
el tamano de la ventana; glutldleFunc utilizara la funcion display de nuevo, en
esta ocasion para ejecutarla mientras no suceda algiin evento relacionado con el
sistema de ventanas (como el ajuste que maneja la funcioén resize, por ejemplo);
dado que el usuario puede colocar (o bien remover) nodos sélidos en el fluido
gracias al puntero del mouse, debe existir una forma de registrar la posicién de
éste, para distinguir luego si uno de sus botones se halla presionado o no, y es
esto lo que prevee glutMouseFunc, a través de la funcién mouse; por tdltimo,
ya que serd posible trasladar el dicho puntero mientras se halla presionado un
botén, glutMotionFunc habra de usar la funcién mouse_motion para detectar
ese movimiento y después interpretarlo graficamente. Una vez completado el re-
gistro, se ejecuta (linea 343) la funcién glutMainLoop, que es el bucle principal
de GLUT y llama sucesiva y recursivamente a los mddulos arriba menciona-
dos. Finalmente, la parte principal regresa el valor 0, que indica el éxito de su
ejecucién. Procedemos entonces a introducir los médulos que utiliza GLUT (a
excepcién de mouse y mouse_motion, dado que en la versién modificada para
nuestros fines la interaccién del usuario con el programa serd nula).

6.3. Modulos que llama la parte principal

Pasaremos adelante a la linea 701, en que principia la escritura de la funcién
display, no sin antes regresar un poco a la 337, donde se registra mediante
glutDisplayFunc. Esta debe llamarse de la siguiente manera:

glutDisplayFunc(void (*func)(void));
y en aquella linea se lee
701 void display(void);

por lo que “display” tan solo es el apuntador que refiere a la funcién llamada
por glutDisplayFunc. Esta no recibe parametros ni arroja un cierto valor. Ya
dentro de la funcién, las variables minvar y maxvar se definen como 0.0 y 0.2,
en el mismo orden:

707 minvar=0.;
708 maxvar=0.2;

Estas variables son empleadas en el médulo get_rgba, que serd llamado en el
transcurso de la funcién display. A continuacién, pide ésta sucesivamente la
ejecuciéon de los médulos referentes a la red de Boltzmann:
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711 stream();

712 apply Periodic 'BCQ);
713 apply BCsQ);

714 collide();

El primero de ellos obtiene el flujo de acuerdo con la accion de fuerzas no inter-
moleculares; apply-Periodic. BC y apply-BCs determinan el comportamiento
del fluido llegando a los limites inferior y superior del canal (712), o bien a las
otras dos fronteras del mismo (713); por tltimo, collide incorpora el efecto de
las fuerzas intermoleculares.

Una vez simulado el fenémeno fisico, procede mostrar la informacién que de
ello surge. Para lograrlo, debemos primero asignar a gl_PBO un espacio en la
memoria global (es decir, la memoria del GPU que es accesible a cada thread
en el arreglo correspondiente). La linea 718:

718 CUDA SAFE CALL(cudaGLMapBufferObject ((void**)&plot rgba data,
gl PB0));

permite realizarlo mediante el apuntador plot_rgba_data, que representa la di-
reccién del primer elemento en el arreglo *plot_rgba_data. La funcién cuda-
GLMapBufferObject hace que gl_PBO pueda acceder a la informacién de éste,
regresando luego una variable de tipo cudaError_t, que es evaluada por CUDA_
SAFE_CALL. Posteriormente, la informacién de los médulos 711-714 vuelve a
ser procesada por la funcién get_rgba, de lo que resulta un color especifico pa-
ra cada uno de los nodos que integran a *plot_rgba_data, es decir a gl_PBO
(gracias a la instruccién previa):

721 get rgba();
722 CUDA"SAFE'CALL(cudaGLUnmapBufferObject (gl PB0)) ;

Después de ello, no queda razén para seguir destinando espacio de la memoria
global a este objeto, por lo que se revierte la asignacion precedente (linea 722). A
continuacion, necesitamos sacar provecho de que anteriormente fue establecido
gl_PBO como fuente de la textura gl_Tex (linea 331). Para ello, necesitamos la
préxima linea:

725 glTexSubImage2D (GL TEXTURE 2D,0,0,0,ni,nj,GL RGBA,
GL " UNSIGNED BYTE,O0);

que guarda mucha similitud con 325-326, en que dejamos pendiente la inicializa-
cién de la textura. El hecho de que hayamos vinculado gl_PBO con el objetivo
GL_PIXEL_UNPACK_BUFFER_ARB, no obstante, favorece la reinterpreta-
cién del pardmetro 0 que aparece al final de la linea 725. En aquellas otras
lineas, la funcién glTexImage2D leyé ese mismo cero como el apuntador nulo;
esta vez, glTexSublmage2D lo entiende como la direccién del primer dato que
se halla guardado en gl_PBO. Con base en esto, la textura copia la informacién
de ese objeto bufer, ddndole formato segun fue explicado en 325-326 y queda,
asi, inicializada la textura. Finalmente las lineas 729-740:
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729 glClear (GL COLOR BUFFER BIT);
730 glBegin(GL QUADS);

731 glTexCoord2f (0.0, 0.0);
732 glVertex3f (0.0, 0.0, 0.0);
733 glTexCoord2f (1.0, 0.0);
734 glVertex3f (ni, 0.0, 0.0);
735 glTexCoord2f (1.0, 1.0);
736 glVertex3f (ni, nj, 0.0);
737 glTexCoord2f (0.0, 1.0);
738 glVertex3f (0.0, nj, 0.0);
739 glEndQ);

740 glutSwapBuffers();

delimitan el espacio virtual en que serd vaciada la infromacién de gl_Tex. Pa-
ra ello, primero (729) se colorea dicho espacio de negro, como fue previsto en
311. Luego (730), se da la instruccién de agrupar la secuencia de vértices que
habra de introducirse a continuacién de cuatro en cuatro. Para identificar el
ultimo vértice, requerimos la funcién glEnd (739). Acto seguido, formamos pa-
rejas que permitan relacionar las coordenadas de gl Tex con las del espacio
virtual (731-738). Asi, el cuadrildtero [0, 1] x [0, 1] corresponderé al rectdngulo
[0,ni] x [0,nj], que se llevara sin deformacién de perspectiva a la pantalla de-
bido a la proyeccion ortografica dada en 314. Ya que introdujimos sélo cuatro
vértices, obtendremos un cuadrilatero y nada més. Para terminar la ejecucién
de este modulo, hace falta asegurarnos de que la informaciéon almacenada en el
bufer segundo (recordemos que la ventana es de bufer doble) se pueda visualizar
y, con este fin, glutSwapBuffers lleva sus datos al bufer primero, que esté siem-
pre a la vista. Con ello termina display, dando lugar a la descripciéon del médulo
resize, que también es llamado por el ciclo principal de GLUT.

Para empezar con éste, veamos de qué manera hubo de ser llamado por
glutReshapeFunc:

glutReshapeFunc(void (*func)(int width, int height));

Segun esto, el apuntador llamado resize permite referirnos a una cierta funcién
)
que necesita dos argumentos. La linea 747 confirma la observacién previa:

747 void resize(int w, int h)

Al ajustar manualmente las dimensiones de la ventana, quedan fijos el valor de
su altura h y de su ancho w. Cabe notar enseguida la semejanza que guarda
resize con las lineas 312-314, donde se prepard la region del espacio virtual que
habria de ser accesible en lo sucesivo:

752 width = w;

753 height = h;

754 glViewport (0, O, w, h);

755 glMatrixMode (GL PROJECTION);

756 glLoadIdentity ();

757 glOrtho (0., ni, 0., nj, -200. ,200.);
758 glMatrixMode (GL MODELVIEW);

759 glloadIdentity ();
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Es ahora (752-753) que definimos el valor de las variables width y height. En
la linea 754, la funcién glViewport (que no llamamos anteriormente, si bien es
ejecutada inmediatamente después de generar la ventana) permite ajustar las
coordenadas en pixeles de la nueva ventana a las llamadas coordenadas norma-
lizadas del dispositivo, segiin las cuales podemos etiquetar las cuatro esquinas
de la ventana con las parejas (-1,-1), (1,-1), (1,1) y (-1,1), recorriéndolas a par-
tir de la inferior izquierda y en sentido antihorario. Las siguientes tres lineas
(755-757) son exactamente iguales a 312-314 y la funcién que desempenan es
igual en ambas partes, solo que esta vez echard mano de las coordenadas para
la ventana definidas por glViewport (de hecho, la vez anterior sucedi6 lo mis-
mo, con la diferencia de que entonces no llamamos a la funcién glViewport:
el ambiente OpenGL se encargé de hacerlo por nosotros). Y para terminar,
las lineas 758-759 permiten regresar al modo (que también llamamos atributo)
GL_MODELVIEW. Lo anterior nos permitird cambiar en lo sucesivo la vista
de los objetos que desplegaremos en el monitor y, a pesar de que nosotros no la
modificaremos, conviene regresar a este modo una vez elegida la perspectiva en
OpenGL como practica regular, ya que las més de las veces se modifica la vista,
que no la perspectiva. El hecho de asignar la matriz identidad a la vista (linea
759), permite deshacer cualquier modificacién previa, lo que también resulta
innecesario porque en ningin momento pasaremos de una vista a otra.

Los cuatro modulos referentes a la red de Boltzmann y la funcién get_rgba
no fueron abordados anteriormente a pesar de que son llamados por el display,
que ya describimos. La razén de ello consiste en que esas cinco funciones son algo
disimiles de las dos anteriores. Se trata, en efecto, de parejas envoltorio-ntcleo.
Son éstas el objeto de la siguiente seccién.

6.4. Envoltorios y ntucleos

Hablaremos de una pareja envoltorio-nticleo suponiendo que una serie de
instrucciones, llamada nicleo, se programa en CUDA a fin de paralelizar un
algoritmo, serie que posteriormente se incluye en un bloque de instrucciones
mayor que ha sido programado en el lenguaje C, llamado su envoltorio. Cinco
parejas envoltorio-nicleo son definidas en el cédigo fuente y seran descritas a
continuacion.

6.4.1. stream_kernel

Aligual que los siguientes cuatro niicleos, se trata de una funcién global. Esto
quiere decir que se puede requerir su ejecucién por el CPU, si bien la ejecucion
misma se lleva a cabo en la tarjeta grafica. Asimismo, la funcién no regresa un
valor una vez ejecutada, por lo que es de tipo void (en espafiol, vacia). También
los cuatro niicleos restantes son funciones void. Necesitamos enumerar luego los
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parametros de que este niicleo depende:

pitch
Parametros
*f1_data - *f8_data

Enseguida, transcribimos el cédigo para la ejecucion de este nticleo:

357 int i, j, i2d;

369 i
360 j

blockIdx.x*TILE'I + threadldx.x;
blockIdx.y*TILE'J + threadIdx.y;

362 i2d = i + j*pitch/sizeof (float);

366 f1'datali2d] = tex2D(f1 tex, (float) (i-1) , (float) j);

367 f2 datal[i2d] = tex2D(f2 tex, (float) i , (float) (3-1));
368 f3°'datali2d] = tex2D(£3 tex, (float) (i+1) , (float) j);
369 f4-'datal[i2d] = tex2D(f4 tex, (float) i , (float) (j+1));

370 f5°'datali2d] = tex2D(f5 tex, (float) (i-1) , (float) (j-1));
371 f6°'datal[i2d] = tex2D(f6 tex, (float) (i+1) , (float) (j-1));
372 f7°'datali2d] = tex2D(f7 tex, (float) (i+1) , (float) (j+1));
373 f8'datali2d] = tex2D(f8 tex, (float) (i-1) , (float) (j+1));

Como podemos notar, ademéas de los objetos requeridos como parametros de la
funcién, aparecen tres variables utilizadas en este contexto solamente (no debe
confundirse la macro 12D(ni,i,j) con la variable i2d): son las variables locales
de este nicleo. En 357 se declaran como enteros y en 359-362 aparecen sus
definiciones. Para entender éstas, recordemos el valor de los escalares ni, nj:

ni = 384, (6.2)
nj = 224. (6.3)

Asimismo, definimos luego (en el wrapper de este nicleo) dos variables que nos
permitiran dividir el trabajo en bloques e hilos. Hay, en efecto,

384 384
TILEI 16 24,

224 224
TILEJ 8 28,

filas y columnas de bloques, en primer lugar, asi como TILE_I = 16 renglones y
TILE_J = 8 columnas de hilos por cada bloque. Una vez dicho esto, regresamos
a 359-360, donde aparecen las expresiones blockldx.x, blockldx.y, threadldx.x,
threadldx.y. Segtun lo anterior, blockldx.x sera el indice que nos permitira des-
plazarnos entre bloques de un mismo renglén. Sus valores podran ser entonces
0,1,2,...,23. El indice blockldx.y recorrera los bloques de una misma columna
y sus valores posibles seran los siguientes: 0, 1,2, ..., 27. Algo semejante es valido
para los indices threadldx.x, threadldx.y, que nos permiten ubicar hilos de un
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mismo bloque. Sus valores podran ser 0,1,2,...,15y 0,1, 2, ..., 7, respectivamen-
te. De esta manera, las variables 4, j nos permiten ubicar un hilo especificando
primero un bloque mediante sus coordenadas blockldx.x, blockIdx.y para luego
definir la posiciéon de ese hilo en dicho bloque mediante sus coordenadas th-
readldx.x, threadldx.y. Notese como las constantes TILE I, TILE_J permiten
saltar bloques completos. Finalmente, en la linea 362 se incorporan las variables
1,7 en un solo indice lineal. Para ello, lo primero que debemos notar es que
las variables 4, son enteras e indican la posiciéon de un hilo como senalamos
anteriormente. Recordemos luego que para desplazarnos de un renglén a otro
(considerados como renglones de bytes) necesitamos anadir un multiplo entero
de pitch a nuestro indice para asegurarnos de efectuar un salto completo. En
este caso, no nos interesa cada byte que forma parte de un renglén; nos pre-
guntamos, en lugar de ello, jcuantas variables de tipo float puede almacenar un
renglén modulado? Senalando el hecho de que sizeof(float) representa el niimero
de bytes que necesita una variable de tipo float para que pueda ser almacenada
y que pitch es el niimero genérico de bytes que un rengléon ocupa, la respuesta
a dicha pregunta es pitch/sizeof(float). Asi, cada renglén se compone de este
ntimero de hilos y nuestro salto para desplazarnos de un renglén a otro (consi-
derando éstos como renglones de hilos y no como renglones de bytes) tendréd que
ser un multiplo entero de pitch/sizeof(float). Es por esto que el indice lineal
i2d requiere primero considerar el ntimero j de renglén, arriba definido para
un hilo cualquiera; este ntimero debe multiplicarse por pitch/sizeof(float) pa-
ra desplazarnos, efectivamente, al primer dato float ubicado en este renglén y
asi trasladarnos luego al i-ésimo dato del mismo, indicado por la variable i.
Consideremos ahora la primera de las lineas 366-373, que contienen las ins-
trucciones capitales de esta pareja envoltorio-nticleo. Podemos ver que el arreglo
*f1_data, ubicado en el dispositivo, recibe datos de la textura f1_tex (aun cuando
ésta no ha recibido ningiin dato, en el envoltorio correspondiente se vera qué cla-
se de informacién guarda) como explicamos a continuacién: Tomando solamente
el fenémeno de transporte en consideracién, el nimero méas probable de particu-
las que se desplazaran hacia la derecha luego de iterar cabalmente una vez el
proceso de Boltzmann no es otro que el niimero mas probable de particulas que
se desplazan actualmente a la derecha en el nodo que se ubica a la izquierda.
Como el nodo representado por el indice i2d ocupa la i-ésima columna y el
renglén j-ésimo, debemos calcular este ntimero a partir del nodo localizado en
el mismo renglén, pero una columna a la izquierda, es decir en la (i-1)-ésima
columna. Por supuesto, no queda bien definido, por lo menos en apariencia, lo
que sucede con los nodos que abarcan la primera columna. De hecho, CUDA
en esta circunstancia deja el mismo valor a cada uno de estos nodos antes y
después de iterar el proceso. Con esta descripcién puede inferirse bien lo que
espera a los otros arreglos *fi_data. Cabe notar, asimismo, que el fenémeno de
transporte solo no puede cambiar los valores de *f0_data y, por ello mismo,
no existe la necesidad de recalcular sus datos en el presente médulo. Concluye
asi el nicleo stream_kernel, no sin antes senalar que las instrucciones 366-373
se aplican a todos los sitios 0 nodos en paralelo, siendo ésta la razén de haberlas
escrito como un bloque para ser interpretado especificamente por CUDA.
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6.4.2. stream
Es el envoltorio de stream_kernel y sus primeras lineas son:

383 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(f1 array, 0, O,

(void *)f1'data, pitch,
384 sizeof (float)*ni, nj,
385 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
386 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(f2 array, 0, O,

(void *)f2 data, pitch,
387 sizeof (float)*ni, nj,
388 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
389 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(£3 array, 0, O,

(void *)f3 data, pitch,
390 sizeof (float)*ni, nj,
391 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
392 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(f4 array, 0, O,

(void *)f4 data, pitch,
393 sizeof (float)*ni, nj,
394 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
395 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(f5 array, 0, O,

(void *)f5'data, pitch,
396 sizeof (float)*ni, nj,
397 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
398 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(f6 array, O, O,

(void *)f6 data, pitch,
399 sizeof (float)*ni, nj,
400 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
401 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(£7 array, O, O,

(void *)f7 data, pitch,
402 sizeof (float)*ni, nj,
403 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;
404 CUDA SAFE CALL(cudaMemcpy2DToArray(£8 array, O, O,

(void *)f8 data, pitch,
405 sizeof (float)*ni, nj,
406 cudaMemcpyDeviceToDevice)) ;

Nuevamente, analizaremos la primera instruccién, dado que las siete restantes
son del todo anélogas. Para ello, respetaremos el orden de sus pardametros, cuya
descripcién adjuntamos a continuacién: cudaMemcpy2DToArray nos indica el
hecho de que haremos la copia de un arreglo bidimensional a otro, el primero de
los cuales sera de tipo void (en otras palabras, fingiremos no saber que la fuente
*fi_data contiene valores de tipo float para satisfacer el requisito de no sobrecar-
ga mencionado més arriba), a la vez que el segundo es un arreglo especial de tipo
cudaArray; es, precisamente, el primer pardmetro de cudaMemcpy2DToArray
el apuntador de este segundo arreglo, fl1_array; luego, especificamos el primer
espacio de la memoria asignada a *f1_array que habrd de ser ocupada en el
proceso de copiado, es decir la primera columna (o columna cero) y el primer
renglén (o renglén cero), en el presente caso; el pardmetro cuarto es el apunta-
dor del arreglo fuente: f1_data; como éste es un arreglo modulado, necesitamos
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indicar asimismo el valor de su médulo, que se determina con base en las datos
que almacena el arreglo; siguen las dimensiones del arreglo fuente (y, por tanto,
de su copia) dadas, como otras veces, por la longitud en bytes de sus renglones
y por el nimero de éstos; finalmente, debemos senalar el tipo de copia, segin la
ubicacion de los dos arreglos y como, en este caso, los dos se han almacenado
en el GPU, la copia sera del dispositivo al dispositivo.

Las siguientes lineas se encargan de especificar el uso que daremos a nuestros
arreglos *fi_array, vinculando cada uno de ellos con una textura especifica:

411 f1 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
412 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f1l tex, fl array));

414 f2 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
415 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f2 tex, f2 array));

417 f3 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
418 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(£3 tex, f£3 array));

420 f4 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
421 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f4 tex, f4 array));

423 f5 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
424 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f5 tex, f5 array));

426 f6 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
427 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f6 tex, f6 array));

429 f7 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
430 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f7 tex, f7 array));

432 f8 tex.filterMode = cudaFilterModePoint;
433 CUDA SAFE CALL(cudaBindTextureToArray(f8 tex, f8 array));

Sélo describiremos las primeras dos lineas, para no variar. En la 411 definimos
el atributo filterMode de la textura f1_tex igualandolo a cudaFilterModePoint.
Lo que esto significa serd mucho mas claro adelantdndonos un poco, dado que
en la siguiente linea se vincula *f1_array con fl1_tex, y la manera de lograr esto
queda especificada precisamente por el modo en que la textura filtrara los datos
provenientes de *f1_array. El proceso de filtrado puntual, dado por cudaFilter-
ModePoint, hace que la textura asigne los mismos valores a (s,t) y a (f(s),f(t)),
donde (s,t) es una pareja de coordenas cualquiera de la textura, mientras que la
funcion f establece un valor de referencia menor que su argumento. En el caso
de que las coordenadas de la textura no hayan sido normalizadas (en otras pa-
labras, si no fueron restringidas al intervalo [0,1)), f(s) arroja el mayor niimero
entero que es menor o igual a s y lo mismo vale para f(t). En caso contrario,
la normalizacién de las coordenadas sélo transforma la funcién f reescalando
su pardmetro. Si bien tratamos previamente con otro tipo de filtrado (a sa-
ber, lineal), debemos tener claro el hecho de que ambos procesos tienen lugar
en distintos momentos. Por una parte, la textura fl_tex preserva los datos del
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arreglo *f1_array lo mejor posible, dado que en este punto no resulta necesaria
la interpolacion de los mismos; por otra parte, al ocurrir la transferencia de la
textura a la pantalla (o de téxeles a pixeles), conviene, esta vez si, interpolar
datos (aunque de forma sencilla) para obtener una mejor calidad de imagen.

A continuacién, presentamos la definiciéon de las variables grid y block:

435 dim3 grid = dim3(ni/TILE I, nj/TILE J);
436 dim3 block = dim3(TILE I, TILE J);

Estas son vectores de tipo dim3, el cual se utiliza principalmente para indicar
la manera en que distribuiremos el trabajo durante la ejecucién de stream -
kernel. En su momento dijimos que luego definiriamos el niimero de bloques
e hilos por bloque para nuestra red. Estos son, precisamente, grid y block, en
ese orden. Cabe notar que el tipo dim3 de vectores requiere tres valores, ya
que permite definir redes y bloques tridimensionales. El que nosotros hayamos
introducido tnicamente dos valores a cada vector define el tercero como 1 de
forma automaética.
Después invocamos el ntcleo stream_kernel como sigue:

438 stream kernel;jgrid, block,;;(pitch, f1 data, f2'data,
f3'data, f4'data,
439 f5°'data, f6°'data, f7 data, f8 data);

Es decir, mediante su nombre, los valores de grid y block arriba definidos y,
para terminar, especificando sus argumentos o parametros. Luego, mediante la
siguiente funcion:

441 CUT CHECK ERROR("stream failed.");

nos aseguramos de que, si tiene lugar un error al ejecutarse cualquiera de los
comandos en el nucleo, por ejemplo si la llamada sincronizaciéon de hilos fue
fallida (en otras palabras, si alguno de ellos no complet6 una de las instrucciones
que le fueron dadas), se imprima el error especifico a través del canal stderr,
anotando asimismo que el error sucedié al ejecutar el médulo stream (“stream
failed.”)

Ya por ltimo, desvinculamos fi_tex de su arreglo correspondiente:

443 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f1 tex));
444 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f2 tex));
445 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f3 tex));
446 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f4 tex));
447 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f5 tex));
448 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f6 tex));
449 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(f7 tex));
450 CUDA SAFE CALL(cudaUnbindTexture(£f8 tex));

dado que se logré su finalidad para este médulo, a saber: actualizar los arreglos
*fi_data. Sus valores serdn nuevamente procesados por la pareja envoltorio-
nicleo presentada en la siguientes subsecciones.
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6.4.3. collide_ kernel

Sus argumentos o parametros son:

pitch
tau
Parametros ¢ faceqi

*fi_data

*plot_data

y la funcién que desempena cada uno se ird aclarando conforme vayamos des-
cribiendo este nucleo. Procedemos a definir luego sus variables locales:

463 int i, j, i2d;
464 float ro, vx, vy, v'sq term, rtau, rtaul;
465 float fOnow, flnow, f2now, f3now, f4now, fbSnow, f6now,
f7now, f8now;
466 float fOeq, fleq, f2eq, f3eq, f4eq, fbeq, fb6eq, f7eq, f8eq;

que no describiremos por el momento, sino hasta que se utilicen. De hecho, las
primeras tres se definen igual que en stream_kernel:

469 i
470

blockIdx.x*TILE'I + threadldx.x;
blockIdx.y*TILE'J + threadIldx.y;

472 i2d = i + j*pitch/sizeof (float);
Por otro lado, las variables rtau, rtaul se definen como sigue:

474 rtau = 1.f/tau;
475 rtaul = 1.f - rtau;

Notamos que ambas se calculan a partir de la variable tau, que representa el
llamado tiempo de relajaciéon. Cabe recordar que en la ecuacion (5.20), referente
a los modelos tipo LBGK, el tiempo de relajacién aparece como denominador y
es por esto que resultaran més tutiles rtau y rtaul en lo sucesivo.

Procedemos a almacenar los valores actuales de *fi_data como sigue:

478 fOnow = f0'datali2d];
479 finow = f1'datali2d];
480 f2now = f2 datali2d];
481 f3now = f3'datali2d];
482 fdnow = f4 'datali2d];
483 fbnow = f5'datal[i2d];
484 f6now = f6°'datali2d];
485 f7now = f7 datali2d];
486 f8now = f8 datal[i2d];
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La razoén de ello es que luego definiremos valores nuevos para estos arreglos con
base en los actuales (mediante el cociente de LBGK). Por el momento, *fi_data
presenta los valores que fueron calculados primero en stream_kernel, después en
apply_Periodic_. BC_kernel y, finalmente, en apply_BCs_kernel (esto debido al
orden establecido en las lineas 711-714 de la funcién display, si bien los tltimos
dos ntcleos seran presentados més adelante).

Continuamos definiendo mas variables:

489 ro

fOnow + flnow + f2now + f3now + f4now + fbnow + f6now

+ f7now + f8now;
490 vx = (flnow - f3now + fbnow - f6now - f7now + f8now)/ro;
491 vy = (f2now - f4now + fbnow + f6now - f7now - £8now)/ro;

Como fOnow=f0_data[i2d] representa la densidad local de particulas estacio-
narias en el nodo que identificamos por el indice i2d, flnow=f1_datal[i2d] la
cantidad respectiva para las particulas que tienen vector de velocidad etique-
tado con el nimero 1 segin la figura 5.2 y asi para los arreglos siguientes, la
suma de ellas, que nombramos ro, debe ser la densidad local de particulas en
dicho nodo, sin tomar en cuenta su vector de velocidad. Asimismo, vx incorpora
los finow que aportan al desplazamiento horizontal (nuevamente, local) en i2d.
Ya que los vectores identificados por i = 1, 5, 8 apuntan a la derecha y los que
vienen dados por i = 3, 6, 7 a la izquierda, la suma entre paréntesis viene a
ser la densidad neta de particulas que se desplazan a la derecha, pudiendo ser
su desplazamiento horizontal o diagonal. Asi, vx se calcula por el cociente que
resulta de comparar este niimero con la densidad total y representa, como una
fraccién del entero, el nimero de particulas que viajan a la derecha en este sitio.
La observacién previa coincide con el hecho de que en las expresiones (5.50)
y (5.53) es mas importante la fraccién v/c que la rapidez v, y puesto que la
rapidez local de un fluido a lo largo de cierta direccién se calcula mediante la
contribucién de todas las particulas a favor de la misma, se sigue que la variable
vx es la rapidez a lo largo del semieje positivo, modulada por la maxima rapidez
posible (que es ro). La rapidez vy debe interpretarse andlogamente. La variable
que habremos de graficar es, como ya anunciamos varias veces, la rapidez local
de nuestro fluido:

494 plot'datali2d] = sqrtf(vx*vx + vy*vy);

si bien a merced de lo recién senalado, ésta serd una rapidez normalizada a 1.
Debemos notar luego que los valores de la distribucién f¢? se calculan a par-
tir de la rapidez local y sus componentes a lo largo de las ocho direcciones que
definen la red. En un principio, determinamos que el flujo local para cualquier
nodo fuese perfectamente horizontal y que su rapidez a lo largo del semieje po-
sitivo estuviera dada por vxin=0.04. No obstante, los valores de la rapidez local
se han modificado y es necesario volver a definir la distribucién de equilibrio:

497 v'sq term = 1.5f*(vx*vx + vy*vy);
498 fOeq = ro * faceql * (1.f - v'sq term);
499 fleq = ro * faceq2 * (1.f + 3.fxvx + 4.5f*vx*vx - v sq term);

*
*
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500 f2eq = ro * faceq2 * (1.f + 3.fxvy + 4.5fxvy*vy - v sq term);
501 f3eq = ro * faceq2 * (1.f - 3.f*vx + 4.5f*vx*vx - v sq term);
502 fdeq = ro * faceq2 * (1.f - 3.fxvy + 4.5fxvy*vy - v sq term);
503 fbeq = ro * faceq3 * (1.f + 3.fx(vx + vy)

+ 4.5f*(vx + vy)*(vx + vy) - v sq term);

504 f6eq = ro * faceq3 * (1.f + 3.fx(-vx + vy)
+ 4.5fx(-vx + vy)*(-vx + vy) - v sq term);

505 f7eq = ro * faceq3d * (1.f + 3.f*x(-vx - vy)
+ 4.5fx(-vx - vy)*(-vx - vy) - v sq term);

506 £f8eq = ro * faceq3 * (1.f + 3.fx(vx - vy)
+ 4.5f*%(vx - vy)*x(vx - vy) - v sq term);

A este respecto, lo primero que debe hacerse es calcular el término que aparece
en la linea 497 y es igual a 1.5 veces el cuadrado de la rapidez local. Esto
conviene porque representa exactamente al Gltimo término entre paréntesis de
la expresion (5.50). Por otro lado, el cociente

—

Vg * U Vk

—

Lokl (6.4)
viene a ser la rapidez local en la direccién k. De esta manera, se tiene que:

U(;f =0 (6.5a)
ché@ =z (6.5b)
";E = vy (6.5¢)
173625 = —vx (6.5d)
6425 = —vy (6.5¢)
% =vx +vy (6.5f)
1760;6 = —vx + vy (6.5g)
_‘;E = —vx — vy (6.5h)
68055 =vr — vy (6.51)

a partir de lo cual justificamos las anteriores lineas que, junto con las siguientes:

509 fO0'datali2d] = rtaul * fOnow + rtau * fOeq;
510 f1'datal[i2d] = rtaul * flnow + rtau * fleq;
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511 f2°'datali2d] = rtaul * f2now + rtau * f2eq;
512 f3°'datali2d] = rtaul * f3now + rtau * f3eq;
513 f4'datal[i2d] = rtaul * fdnow + rtau * fdeq;
514 f5°'datali2d] = rtaul * fbnow + rtau * fbeq;
515 f6°'datal[i2d] = rtaul * f6now + rtau * f6eq;
516 £7 datal[i2d] = rtaul * f7now + rtau * f7eq;
517 £8°'datali2d] = rtaul * f8now + rtau * £f8eq;

forman la esencia del presente médulo. En efecto, las primeras definen la distri-
bucién de equilibrio local y, a partir de la distribucién actual y su desviacion de
ésta se obtienen los valores de la nueva distribucién como se indica en las lineas
509-517. Para entender éstas, analicemos la primera:

f0_data[i2d] = rtaul * fOnow + rtau * f0eq

1 1
= (1 — > * fOnow + — * f0eq
tau tau

fOnow — f0eq

= f0_data[i2d] — fOnow = — (6.6)

tau
y ésta es perfectamente equivalente a la expresién (5.20). Damos por concluida
la descripcién de este ntcleo. Mas aun, el wrapper de stream_collide es suma-
mente simple, de forma que lo presentaremos aqui mismo. Define primero las
variables grid y block precisamente como en stream; después llama a su nicleo
por medio de grid, block y sus pardmetros o argumentos; por ultimo, prepara
una cadena que se imprimira a través del canal stderr cuando suceda algtin error
durante la ejecucién del niicleo. Podemos notar que, salvo por lo concerniente a
la memoria textura, los envoltorios collide y stream son estructuralmente idénti-
cos. De hecho, a partir de collide seguirdn la misma rutina que presentamos en
este parrafo y, por lo mismo, no seran abordados en adelante. Cabe destacar
el hecho de que los objetos fi_tex se emplean inicamente en el primer médulo.
i Por qué no utilizamos la memoria textura en éste, por ejemplo? Reiteremos el
hecho de que los nuevos valores de fi-data[i2d] se calculan a partir de sus valores
antiguos y la desviaciéon que presentan éstos de un equilibrio local. Este depen-
de, asimismo, de las variables vx, vy, que se definen basandose en los mismos
valores antiguos. Ahora (y en los siguientes médulos también), lo que suceda
en cualquier sitio de la red no afectara a los otros. Emplear texturas en dicho
ambito nos traeria complicaciones innecesarias.
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apply_ BCs_ kernel

Pasando al tercer nucleo, sus parametros son:

ni

nj
pitch
vxin
Parametros
roout

faceq2, faceq3
*fi_data

*solid_data

y, aparte de éstas, se declaran las siguientes variables:

548

int 1, j, i2d, i2d2;
549 float v'sq term;
550 float flold, f2o0ld, f3old, f4old, fbold, f6old, f70ld, £8o0ld;

En las lineas subsecuentes se definen i, j e i2d como anteriormente. Las otras
variables se iran abordando segin aparezcan.

Si se le compara con los dos anteriores, apply_BCs_kernel es un ntcleo bas-
tante corto. Lo forman tres bloques y tienen éstos como objetivo definir el com-
portamiento del fluido ante sendas circunstancias diferentes: la interaccion del
mismo con un nodo sélido, con la frontera izquierda y con la derecha. Trata-
remos, en este orden, cada uno de los tres bloques. El primero consta de las

siguientes lineas:

558
559
560
561
562
563
564
565
566

568
569
570
571
572
573
574
575

if (solid'datal[i2d] == 0) -

flold
f201d

£30ld =
f4o0ld =

f50l1d

f6old =
f70ld =

£8o0ld

f1°
f2°
£3°
f4-
£5°
f6"
£f7°
£8°

datali2d];
datali2d];
datali2d];
datali2d];
datali2d];
datali2d];
datali2d];
datali2d];

f1'datal[i2d] = f3o0ld;
f2'datal[i2d] = f4old;
f3'datal[i2d] = flold;
f4 datal[i2d] = f2014d;
f5'datal[i2d] = f701d;
f6 datal[i2d] = f8old;
£7 datal[i2d] = f5o01d;
f8 datal[i2d] = f60ld;
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En ellas puede notarse que daremos el mismo uso a las variables fiold en ap-
ply_ BCs_kernel que a finow en collide_kernel, pues ambas guardan los valores
antiguos de fi_datali2d] para luego definir con base en ellos sus nuevos valores,
aunque en este caso lo haremos de acuerdo con el esquema de “rebote a medio
camino” (llamado halfway bounce-back en inglés; véase, [5, pp. 3-4]). Regresan-
do a la figura 5.2, podemos notar que el esquema utilizado invierte la direccién
de cada distribucién parcial fi-data[i2d].

El segundo de los bloques componentes de este nicleo define solamente los
valores de fi_data[i2d] que no se pueden obtener de la manera que define el
nucleo stream_kernel puesto que para ello seria necesario referirnos a nodos
inexistentes. Para entender esto, leamos el contenido del segundo bloque:

580 if (i == 0) -
581 v'sq term = 1.5f*(vxin * vxin);

583 f1'datali2d] = roout * faceq2 * (1.f + 3.f*vxin + 3.f*v sq term);
584 f5'datali2d] = roout * faceq3 * (1.f + 3.f*xvxin + 3.f*v sq term);
585 f8 datali2d] = roout * faceqd * (1.f + 3.f*vxin + 3.f*v’'sq term);

587

En él se define el valor de las distribuciones parciales fi_data[i2d] para i=1,5,8
en el lado izquierdo del canal (dado que al hacer i=0 en la expresién para i2d
nos referimos a los nodos que se ubican a la extrema izquierda); estos valores
son, precisamente, los que en stream_kernel se obtendrian a partir de nodos
situados inmediatamente a la izquierda, inexistentes en el presente caso. Hemos
de senalar que, por lo menos en apariencia, hay un error en las lineas anteriores,
ya que la similaridad de estas y aquellas de la parte principal numeradas con
el 215, 219 y 222 sugieren que la definicién del segundo bloque tendria como
objetivo no alterar el flujo inicial, pero esto se logra al hacer v_sq_term igual a
vxin * vxin. Esta correccién serd introducida posteriormente.

Por 1ltimo, el tercer bloque de este ntcleo trata el caso del extremo derecho
a través de una condicién de tipo Neumann, igualando los valores de fi_datal[i2d]
para i=3,6,7 con el de las mismas distribuciones parciales, evaluadas en el nodo
que se halla inmediatamente a la izquierda:

590 if (4 == (mi-1)) -
591 i2d2 = i2d - 1;
592 f3 datali2d] = f£3'datal[i2d2];
593 £6 datali2d] £6 datal[i2d2];
594 £7 "datali2d] £7 datali2d2];

596

En otras palabras, el Ultimo bloque define la versiéon discreta mas simple para
lograr una derivada direccional nula. En efecto, la direccién elegida para ello es
la horizontal (longitudinal, si se toma en cuenta la interpretacion de este modelo
en términos de un flujo a través de un tubo).
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6.4.5. apply_ Periodic_ BC_ kernel

Este es el tltimo ntucleo que se relaciona con la red de Boltzmann y, como
el anterior, define el comportamiento de nuestro fluido en dos fronteras que atin
no hemos tratado: la superior y la inferior. Las primeras lineas del nicleo ya
han sido empleadas antes, por lo que no nos detendremos a elaborar en ellas:

624 int i, j, i2d, i2d2;

626 i = blockIdx.x*TILE'I + threadldx.x;
627 j blockIdx.y*TILE'J + threadIdx.y;

629 i2d = i + j*pitch/sizeof(float);
Luego viene la parte que lo distingue del anterior:

631 if (j ==0) -

632 i2d2 = i + (nj-1)*pitch/sizeof(float);
633 f2 'datali2d] = f2 datal[i2d2];
634 f5'datali2d] = f5 datal[i2d2];
635 f6 datal[i2d] = f6 datal[i2d2];
636

637 if (j == (nj-1)) -

638 i2d2 = i;

639 f4'datali2d] = f4 datal[i2d2];
640 £7 datali2d] = f7 datal[i2d2];
641 f8 datal[i2d] = f8 datal[i2d2];
642

En ésta, se definen primero los valores de las distribuciones parciales fi_data[i2d]
para i=2,5,6 (cuyo vector de direccién tiene componente vertical positiva) en el
extremo inferior del canal a través de su mismo valor en el nodo vericalmente
opuesto, como si la porcién de fluido que abandona la parte superior de la red se
incorporara nuevamente a la misma por el lado inferior. De manera analoga se
definen los valores de fi-data[i2d] para i=4,7,8 en el extremo superior del canal.
Podremos tener una idea més clara del modo en que evolucionara el flujo a partir
de las definiciones anteriores si identificamos los bordes superior e inferior de la
red para formar una especie de tubo en dos dimensiones.

6.4.6. get_rgba_kernel

Si bien este niicleo no formara parte de ninguna simulacién realizada con la
red de Boltzmann definida anteriormente, es muy importante para el despliegue
de los graficos que representan la rapidez con que el fluido se desplaza a lo
largo del tubo. Antes que nada, veamos cudles son las variables declaradas en
get_rgba_kernel:

671 int i, j, i2d, icol;
672 float frac;
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Como podemos prever, i, j e i2d se utilizaran exactamente de la misma forma
que en los nucleos anteriores. Por otro lado, icol y frac definirdn el color de un
nodo con base en la clave rgb (rojo, verde y azul, por sus iniciales en inglés, si
bien el pardmetro alfa no ) del mapa cmap.dat:

679 frac = (plot 'datali2d]-minvar)/(maxvar-minvar) ;
680 icol = (int) (frac * (float)ncol);

Para entender estas dos lineas, bastara con presentar un ejemplo. Si se registra
una rapidez igual a 0.18 en cierto nodo, el valor resultante de frac serd

= = =0.00, (6.7)

puesto que se han asignado los valores 0.2 y 0 a maxvar y minvar, respectiva-
mente, como fue sealado al abordar el médulo display (mds especificamente, en
las lineas 707 y 708). Luego, sabemos que ncol=236, como fue explicado ante-
riormente (lineas 230-236), de manera que la variable icol tendra el siguiente
valor:

[0.09 % 236] = [21.24] = 21, (6.8)

donde | | representa la funcién que trunca un nimero cualquiera al mayor entero
que es menor o igual a éste. Asi, tendremos que ver cudl es la linea 21 de
cmap.dat (luego de la primera, que contiene solamente el nimero de colores
disponibles) para saber a qué color corresponde el valor 0.09 arriba propuesto.
Dicha linea se conforma de tres ntimeros, que son 0.0000, 0.3137 y 1.0000. Cada
uno de éstos se multiplica por 255 y se trunca nuevamente, de manera que
obtenemos 0, 80 y 255. Estos nimeros definen la saturacién de rojo, verde y
azul, respectivamente, que resulta en el siguiente color. La asignacién de colores
fue explicada ya en la parte principal (lineas 241-247). Por ltimo, en la linea
681 se redefine el color de un nodo cuando éste es sélido:

681 plot rgba datal[i2d] = solid data[i2d] * cmap rgba datalicol];

Con esto concluimos la presentacién del cédigo original, para dar paso a las
modificaciénes que le hicimos para lograr nuestro objetivo.

6.5. Modificaciones al programa base

Lo primero que cambiamos con respecto al programa base fueron los médulos
mouse y mouse_motion, que eliminamos por completo a la par de sus prototi-
pos, declarados al inicio del programa, y de cualquier referencia a los mismos,
debido a que no habremos de utilizarlos en absoluto (de hecho, ni siquiera nos
molestamos en describir su contenido). Luego, al tratar de compilar el cédigo
para generar un archivo ejecutable, nos topamos con algunas incompatibilidades
entre las versiones 4 y 5 de CUDA, pues originalmente el cédigo fue concebido
para ejecutarse en CUDA 4 y nosotros unicamente disponiamos de la siguiente
versién. Por suerte, esto no acarre6 consigo una pesada carga de trabajo para
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adaptar el programa, pues solo tuvimos que eliminar una libreria, anadir otras
dos y cambiar algunas funciones que ya habian quedado obsoletas por otras que
llevan a cabo tareas andlogas y, para nuestros fines, suficientes. En especifico,
eliminamos cutil.h e incluimos helper_cuda.h y helper_cuda_drvapi.h a la vez
que sustituimos cada instancia de la funcion CUDA_SAFE_CALL por su seme-
jante checkCudaErrors y cada una de CUT_CHECK_ERROR por su andloga
getLastCudaError.

La siguiente modificacién que realizamos se refiere al error que habiamos
detectado en apply_BCs_kernel, donde la variable v_sq_term aparece incorrec-
tamente definida como 1.5{*(vxin * vxin). Para solucionar esto, simplemente
eliminamos el coeficiente 1.5f. También modificaremos las dimensiones ni y nj,
asi como el tiempo de relajacién 7, reasignando los valores 128, 8 y 0.75, res-
pectivamente. La razon de ello es que el programa no reproduce los fenémenos
esperados satisfactoriamente para todas las dimensiones y tiempos de relajacion.
El resto de las modificaciones seran abordadas por separado en las siguientes
subsecciones de este capitulo.

6.5.1. Condiciones de frontera superior e inferior

A continuacién, redefinimos las condiciones de frontera inferior y superior en
el nucleo apply_Periodic. BC_kernel para simular el flujo a través de un tubo sin
deslizamiento al contacto con éste. Lo anterior se logra lidiando con los nodos
superiores e inferiores como si fueran soélidos:

if (j == 0) -
f2'datali2d] = f4'datal[i2d];
f5'datali2d] = f7 datal[i2d];
£6 'datali2d] = £8'datali2d];

if (G == (@nj-1)) -
f4'datali2d] = f2'datali2d];
£7 datali2d] = f5°'datali2d];
f8 datali2d] = f6 datali2d];

Este bloque sustituirda en lo sucesivo al de las lineas 631-642 antes expuesto.
Debemos notar que la variable 12d2 era necesaria anteriormente para definir las
fronteras periédicas, pero ya no cumplird ninguna labor, de manera que podemos
eliminarla también del programa. Este tipo de cambios seran obviados en el resto
de la tesis. Redefiniremos a la variable vxin como 0, lo que detendra todo flujo en
el tubo, si bien no contraviene esto al propédsito planteado por nosotros, debido
a que el flujo se habra de generar introduciendo una diferencia de presién (ya
sea constante o variable) entre los extremos final e inicial de nuestro tubo.

6.5.2. Condiciones de entrada y salida

Por el momento, definiremos la condicién de salida en forma anéloga a la de
entrada:
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if i==0& j'!'=0&j!'= (nj-1)) -

3 datali2d]
£6 datali2d]
£7 datali2d]

roout * faceq2 * (1.f - 3.fxvxin + 3.f*vxin*vxin);
roout * faceq3 * (1.f - 3.fxvxin + 3.f*vxin*vxin);
roout * faceq3 * (1.f - 3.f*vxin + 3.f*vxin*vxin);

Este bloque sustituira al de las lineas 590-596. Nétese cémo se han modificado
los indices i2d para los cuales se aplicard esta condicién, a través de los indices
iy j. La razon de ello es que las esquinas inferior izquierda y superior izquierda
han sido ya tratadas como parte de los extremos inferior y superior del tubo.

Para obtener la diferencia de presién que necesitamos, replantearemos la red
de Boltzmann en términos de la presion, ya que el modelo HL (subseccién 5.3.2)
queda expresado a través de dicha variable, y no a través de la densidad. Dicho
replanteamiento conformara la siguiente subseccion.

6.5.3. El modelo HL

Lo primero que debemos notar es que la presion, lo mismo que la densidad,
consta de distribuciones parciales. De hecho, relacionaremos los conjuntos de
distribuciones mediante la siguiente relaciéon:

. Ji
pi=-g (6.9)
(véase [17, p. 930]). Debido a que serfa demasiado engorroso definir las nuevas
distribuciones pi, con todo lo que ello implicaria, lo que haremos sera volver a
definir las fi como fi/3, teniendo siempre en cuenta que todas las fi representaran
presiones parciales. La manera mas sencilla de hacer esto es declarar y definir
una nueva variable presout como roout/3.0 y sustituir roout por presout en las
lineas 214-222 (de la numeracién original). Asimismo, redefiniremos roout como
3.0, con el fin de que la constante mds importante (que es ahora presout) siga
teniendo el mismo valor. Por otro lado, en el nicleo collide_kernel renombrare-
mos la variable ro como pres, para luego sustituir cada una de sus instancias
por esta tltima, o bien por presout, de acuerdo con [17, pp. 931], igualdades (7)

y (8):

pres = fOnow + filnow + f2now + f3now + f4now + fbnow + f6now

+ f7now + f8now;
(flnow - f3now + fbnow - f6now - f7now + f8now)/presout;
(f2now - f4now + fbnow + f6now - f7now - f8now)/presout;

VX
vy

A continuacién, procederemos a implementar el aspecto central de este modelo,
que consiste en la definicién de las distribuciones de equilibrio. Para ello, nos
basaremos en [17, pp. 930], igualdad (6):

fOeq = faceql * (pres + presout * (- v'sq term));
fleq = faceq2 * (pres + presout * ( 3.f*vx + 4.5f*vx*vx - v’ sq term));
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f2eq = faceq2 * (pres + presout * ( 3.fxvy + 4.5fxvy*vy - v sq term));
f3eq = faceq2 * (pres + presout * (- 3.f*vx + 4.5fxvx*vx - v sq term));
fdeq = faceq2 * (pres + presout * (- 3.f*vy + 4.5f*vy*vy - v sq term));
fbeq = faceq3 * (pres + presout * ( 3.fx(vx + vy)

+ 4.5f*%(vx + vy)*(vx + vy) - v'sq term));

f6eq = faceq3 * (pres + presout * ( 3.f*x(-vx + vy)
+ 4.5fx(-vx + vy)*(-vx + vy) - v'sq term));

f7eq = faceq3 * (pres + presout * ( 3.f*x(-vx - vy)
+ 4.5f*(-vx - vy)*(-vx - vy) - v'sq term));

f8eq = faceq3 * (pres + presout * ( 3.fx(vx - vy)
+ 4.5f%(vx - vy)*(vx - vy) - v'sq term));

Estas lineas sustituiran a las que antes numeramos del 497 al 506. Hemos de
notar que, siendo presout una variable global, necesitamos anadirla como ar-
gumento del nicleo collide_kernel para que la definiciéon de vx y de vy pueda
llevarse a cabo con éxito.

En cuanto al ntucleo apply_BCs_kernel, hemos de sustituir el argumento
roout, que es una variable global, por presout, que también lo es, para sustituir
después cada instancia de roout por presout. Tendremos entonces las siguientes
condiciones de entrada y salida:

v'sq 'term = vxin * vxin;
if i==0&j'!'=0&j!'= (nj-1)) -

f1'datali2d] = faceq2*(presout + presout*( 3.f*vxin + 3.f*v’'sq term));
f5'datal[i2d] = faceq3*(presout + presout*( 3.f*vxin + 3.f*v sq term));
£8'datal[i2d] = faceq3*(presout + presout*( 3.f*xvxin + 3.f*v sq term));

w

if (1 == (@i-1) & j !'=0& j !'= (nj-1)) -

f£3'datali2d] = faceq2x*(presout + presout*(- 3.f*xvxin + 3.f*v sq term));
£6 datali2d] .f*v'sq term));
7 datal[i2d] = faceq3*(presout + presout*(- 3.f*vxin + 3.f*v sq term));

w

faceq3*(presout + presout*(- 3.f*vxin +

Notese que hemos adecuado la expresion de éstas a las distribuciones de equi-
librio HL, si bien no sufrieron alguna otra modificacién sustancial. Con esto
concluimos el planteamiento del modelo HL. Podemos poner entonces a prueba,
nuestro cédigo, tomando como base los flujos de Poiseuille y de Womersley, cu-
ya solucién exacta es bien conocida, pero antes de ello presentemos un médulo
adicional que nos permitira analizar los datos que arrojen nuestras simulaciones.

6.5.4. El moédulo print

Sin detenernos a explicar demasiado lo que el programa realiza al leer las
lineas que conforman este moédulo, mencionaremos para empezar que no pre-
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senta argumentos o parametros, y que utiliza una variable entera local llamada
cycle. Esta hara las veces de contador y al final de esta subseccién explicaremos
de qué manera la implementaremos como tal. Asimismo, el médulo print se com-
pone de siete partes principales, cuya funcién expondremos a grandes rasgos.
No obstante, el preaAmbulo de todas estas consiste de las siguientes lineas:

int i, j, i2d;

checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)£f0, (void *)£f0 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)f1, (void *)f1 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy((void *)£f2, (void *)f2 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)£3, (void *)£f3 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)f4, (void *)f4 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)£f5, (void *)f5 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)£f6, (void *)f6 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy ((void *)£7, (void *)£f7 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));
checkCudaErrors (cudaMemcpy((void *)£8, (void *)£f8 data,

nj*ni*sizeof (float), cudaMemcpyDeviceToHost));

En ellas, se definen las variables que seran comunes a las siete partes menciona-
das, y también se copian los contenidos de los arreglos *fi_data en los *fi (que
estan almacenados en el dispositivo y en el hospedero, respectivamente), con el
cambio de formato correspondiente.

La primera parte del médulo print se encarga de generar un archivo de texto
por cada valor de la variable cycle. En este archivo se almacena, para cada uno
de los nodos que forman el extremo izquierdo del tubo, el valor de la diferencia
entre la presién del nodo que se encuentra inmediatamente a la derecha y el
nodo en cuestiéon, como puede leerse en las lineas que lo componen:

int i2d2;

float presO, presl, dpres;
FILE *fp dp[1000];

char filename dp[20];

sprintf (filename dp, "dpres i=0 %d.dat", cycle);
fp'dplcycle] = fopen(filename dp, "w+");

for (j=0;jinj;++j)-
i2d = nix*j;
i2d2 = 1 + nixj;
presO = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+f3[i2d]+f4[i2d]+f5[i2d]+f6[i2d]
+f7[i2d]+£8[i2d] ;
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presl = fO[i2d2]+f1[i2d2]+f2[i2d2]+£3[12d2]+f4[i2d2]+f5[i2d2]

+f6[12d2] +£7 [i2d2]+f8[i2d2] ;

dpres = presl - presO;
fprintf(fp 'dplcycle]l, "%d"t %f"n" , j, dpres);

fclo

se (fp'dplcyclel);

Nombraremos en lo sucesivo esta parte como la impresion del gradiente de pre-

sion.

La segunda parte de este médulo genera cuatro archivos de texto por cada

valor

de cycle. En cada uno de ellos se almacena, para cada uno de los nodos

que forman algin corte transversal de nuestro tubo (més especificamente, a la
entrada, a la tercera parte, a las dos terceras partes y a la salida del mismo), el

valor

de la presiéon registrado en ellos, como puede verse a continuacién:

float pres;

FILE
char
FILE
char
FILE
char
FILE
char

spri
fp'p

i=0;
for

fclo

spri
fp'p

i=ni
for

fclo

*fp pil[1000];
filename pil[20];
*fp pi2[1000];
filename pi2[20];
*fp pi3[1000];
filename pi3[20];
*fp pi4[1000];
filename pi4[20];

ntf (filename 'pil, "pres i=0"%d.dat", cycle);
il[cycle] = fopen(filename pil, "w+");

(3=0;3inj;++j)-

i2d = i + nixj;

pres = fO[i2d]+f1[i2d]+£2[i2d]+£f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+£6[i2d]
+£7[i2d]1+£8[1i2d];

fprintf(fp pillcyclel, "%d"t %f"n" , j, pres);

se (fp'pillcyclel);

ntf (filename pi2, "pres i=Yd %d.dat", (ni-2)/3, cycle);
i2[cycle] = fopen(filename pi2, "w+");

/3;

(3=0;jinj;++j)-

i2d = i + nixj;

pres = fO[i2d]+f1[i2d]+£f2[12d]+£f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+£6[i2d]
+f7[i2d]+f8[i2d];

fprintf(fp pi2[cycle]l, "%d"t %f"n" , j, pres);

se (fp pi2[cyclel);
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sprintf (filename pi3, "pres'i=jd ’d.dat", ni-1-(ni-2)/3, cycle);
fp pi3[cycle] = fopen(filename pi3, "w+");

i=ni-1-ni/3;
for (j=0;jinj;++j)-
i2d = i + ni*j;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+£f2[i2d]+f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+f6[1i2d]
+£7[12d]+£8[12d];

fprintf (fp pi3[cycle]l, "%d"t %f"n" , j, pres);
fclose (fp pi3lcyclel);

sprintf (filename pi4, "pres'i=)d d.dat", ni-1, cycle);
fp 'pidlcycle] = fopen(filename pi4d, "w+");

i=ni-1;
for (j=0;jinj;++j)-
i2d = i + nix*j;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+f3[i2d]+f4[i2d]+f5[i2d]+f6[i2d]
+£7[i2d]+£8[1i2d];

fprintf (fp pid[cycle]l, "%d"t %f"n" , j, pres);
fclose (fp'pidlcyclel);

En el resto de la tesis nombraremos la impresion de la presion para i constante
a la parte recién expuesta.

La tercera parte es muy parecida a la segunda, solamente que sus cortes
se efectian a lo largo del tubo, en el extremo inferior, a una sexta parte, a la
tercera parte y a la mitad de su altura, como puede leerse a continuacién:

FILE *fp 'pj1[1000];
char filename pj1[20];
FILE *fp pj2[1000];
char filename pj2[20];
FILE *fp pj3[1000];
char filename pj3[20];
FILE *fp pj4[1000];
char filename pj4[20];

sprintf (filename pjl, "pres j=0 %d.dat", cycle);
fp'pjllcycle] = fopen(filename pjl, "w+");

3=0;
for (i=0;ijni;++i)-
i2d = i + ni*j;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+£3[i2d]+f4[i2d]+f5[i2d]+f6[i2d]
+£7[i2d]+£8[i2d] ;

fprintf (fp pjllcycle]l, "%d"t %f"n" , i, pres);

fclose (fp'pjllcyclel);
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sprintf (filename 'pj2, "pres j=ld %d.dat", (nj-2)/6, cycle);
fp'pj2[lcycle] = fopen(filename pj2, "w+");

j=(nj-2)/6;
for (i=0;ijni;++i)-
i2d = i + ni*j;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+£f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+f6[i2d]
+£7[12d]+£8[i2d] ;

fprintf(fp ' pj2[cycle], "%d"t %f"n" , i, pres);
fclose (fp pj2lcyclel);

sprintf (filename pj3, "pres j=4d %d.dat", (nj-2)/3, cycle);
fp pj3lcycle] = fopen(filename pj3, "w+");

j=(nj-2)/3;
for (i=0;ijni;++i)-
i2d = i + nixj;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+£f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+f6[i2d]
+£7[i2d]1+£8[12d];

fprintf (fp 'pj3lcyclel, "/d"t %f"n" , i, pres);
fclose (fp pj3lcyclel);

sprintf (filename pj4, "pres j=hd %d.dat", (nj-2)/2, cycle);
fp pjélcycle] = fopen(filename pj4, "w+");

j=(nj-2)/2;
for (i=0;ijni;++i)-
i2d = i + nixj;
pres = fO[i2d]+f1[i2d]+f2[i2d]+£f3[i2d]+f4[i2d]+£f5[i2d]+f6[i2d]
+£7[i2d]1+£8[12d];

fprintf(fp pj4lcycle], "%d"t %f"n" , i, pres);
fclose (fp pj4lcyclel);

Esta parte sera llamada en lo sucesivo la impresion de la presion para j constante.

Las siguientes cuatro partes, que ya no presentaremos textualmente, siguen
el espiritu de las dos anteriores, sustituyendo en ellas la presién ya sea por la
rapidez horizontal (que representamos por vx) como la rapidez vertical (es decir,
vy). Los nombres que asignaremos a ellas son completamente anélogos también.

El médulo print concluye de la siguiente manera:

if (cycle == 99)-
exit (0);

cycle+=1;
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Sin embargo, esto solo se entenderd leyendo las lineas que debemos agregar
antes de ejecutar los médulos referentes a la red de Boltzmann (711-714 de la
numeracién original):

if (count ;= 5000 & count10 == 0) -
print O ;

asi como la linea que define la variable count como el contador principal (es
decir, al que esta supeditado cycle), y que agregaremos luego de ejecutar dichos
moédulos:

count+=1

Podemos explicar entonces el funcionamiento de los contadores como sigue: Pri-
mero, dado que no asignamos valor alguno a count o a cycle, ambos valen cero;
después, el condicional referente a count hard que el médulo print no se ejecute:
luego, una vez ejecutados los médulos referentes a la red de Boltzmann, el con-
tador principal (count) se incrementard en la unidad; los dos pasos anteriores se
repetiran hasta que count llegue a valer 5000, a partir de lo cual se ejecutaré el
modulo print (al final de lo cual cycle se incrementard en la unidad) por cada
diez veces que se incremente el valor de count; la ejecucién nimero 100 de este
moédulo pondra fin a la ejecucién del programa principal también.

Con el propésito tinico de poner a prueba el médulo print, ejecutamos el
programa hasta la iteraciéon 5990, al final de la cual se ve interrumpido ya que
la variable cycle vale entonces 99. Como era de suponer, todas las imagenes que
procesamos a partir de los datos obtenidos son exactamente iguales para los 99
valores de cycle. Presentaremos, por tanto, las que corresponden a la iteraciéon
namero 5000 (para la cual cycle=0):

dpreéeni=0,f=5000 s

6 +
5 +
4 +
3 +
2 +
1 +
0

-0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 002 0025 003

Figura 6.1: dpres=0 en i=0; t=5000
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7 . .
¥ pres en i=0, t=5000 +
pres en i=42, t=5000 ®
6 L a pres en i=85, t=5000 *
pres en =127, t=5000 u]
5t @
4 @
3t ]
2 ]
1+t ]
0 L 5 L L L
0 0.5 1 1.5 2 2.5 3
Figura 6.2: pres=1.0 en i=0, 42, 85 y 127; t=5000
7 & , : ;
vx en =0, t=5000 +
v¥ eni=42, t=5000 b
6 | ® v¥ eni=85, t=5000 *
v¥ eni=127, t=5000 o
5 r ]
4 @
3t @
2 ]
1+t ]
0 L & L L L L L

-0.01 -0.005 0 0.005 001 0015 002 0025 0.03

Figura 6.3: vx=0 en i=0, 42, 85 y 127; t=5000
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7 . & . . — : .
vy en i=0, t=5000 +
vy eni=42, t=5000 ®
& | - vy eni=85, t=5000 * |
vy eni=127, t=5000 o
5t B J
4 t B 1
3t B J
2 @ .
1} B J
0 I & I I I I I
-0.01 -0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03
Figura 6.4: vy=0 en i=0, 42, 85 y 127; t=5000
3 . . . : , .
pres en j=0, t=5000 +
pres en j=1, t=5000 *
pres en j=2, t=5000 *
2.5 pres en j=3, t=5000 o 1
2 4
1.5 E
1
0.5 .
O 1 1 1 1 1 1
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.5: pres=1.0 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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0.03 . . . — : .
v en j=0, t=5000 +
v¥ enj=1, t=5000 ®
0.025 + wx enj=2, t=5000 * .
v enj=3, t=5000 o
0.02 -
0.015 } .
0.01 + .
0.005 } .
0
-0.005 + .
-0.01 L L L L . .
0 20 40 60 80 100 120
Figura 6.6: vx=0 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
0.03 . . . . : .
vy en =0, t=5000 +
vy enj=1, t=5000 *
0,025 vy enj=2, t=5000 # 1
wy en j=3, t=5000 o
0.02 } .
0.015 } .
0.01 + .
0.005 } .
0
-0.005 + -
0.01 L L L L . .
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.7: vy=0 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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6.5.5. Simulacion: Flujo de Poiseuille

A continuacién, haremos las modificaciones necesarias al cédigo ya estable-
cido para simular el flujo de Poiseuille. Una manera de hacer esto consiste en
modificar como sigue las lineas correspondientes a la entrada de fluido, que
forman parte del nicleo apply_BCs_kernel:

if (1 ==0) -

f1 datali2d]

faceq2 * (1.1fxpresout + presout * ( 3.f*vxin

+ 3.f*v'sq term));
faceq3 * (1.1fx*presout + presout * ( 3.fxvxin

+ 3.f*v’'sq term));
f8'datali2d] = faceq3 * (1.1f*presout + presout * ( 3.f*vxin
+ 3.f*v sq term));

£5 datali2d]

Luego de 5000 iteraciones (en realidad, muchas antes), se logra un estado esta-
cionario donde el gradiente horizontal de presién al inicio del tubo alcanza un
valor medio de -0.00045425, como puede verse en la siguiente figura:

dpres'eni=0,t'=5000' +
dpres media, i=0

O 1 ¥ 1 1 1 1 1
0.01 -0.005 0 0005 001 0015 002 0025 0.03

Figura 6.8: dpres media=-0.00045425 en i=0; t=5000

El hecho de que este gradiente sea menor que cero tiene sentido porque la
presion disminuye conforme avanzamos a lo largo del tubo. No obstante, el error
estdndar asintdtico asciende a casi el 45% del valor obtenido para la variable
dpres, lo cual nos indica el hecho de que ésta no es aproximadamente constante
a lo ancho del tubo.
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Por otro lado, en ese mismo instante la presiéon media registrada en cortes

transversales al tubo presenta los siguientes valores:

7 ! ! ! ! | !
pres en i=0, t=5000 +
pres media, i=0
6 I pres eni=42, t=5000 x

pres media, i=42
pres en i=85, t=5000
pres media, i=85
5 pres en i=127, t=5000
pres media, i=127

4t 4

3 4

2

1 -

0 . . . . . . .

1 102 104 106 1.08 11 112 114 116

118

12

Figura 6.9: pres media=1.076, 1.059, 1.041 y 1.024 en i=0, 42, 85 y 127; t=5000

Podemos notar a simple vista que el ajuste es mucho mejor conforme nos ale-
jamos de la entrada y salida en el tubo. Por otro lado, el caso de la presiéon
media registrada en cortes longitudinales tiene la caracteristica de poder ajus-
tarse bastante bien a alguna funcién polinomial de primer grado:

11 ! ! ! ! | !
pres en j=0, t=5000 +
pres media, j=0
pres en j=1, t=5000 x
pres media, j=1
1.08 s pres en j=2, t=5000
pres media, j=2 ——
pres en j=3, t=5000
pres media, j=3 ——
1.06
1.04 t
1.02
1 L L L L L L
o] 20 40 60 80 100 120

Figura 6.10: pres media= mx + b en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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Los valores obtenidos para m y b son:

m = —0.000411221, b=1.07591; ;=0
m = —0.000412501, b=1.07599; j =1
m = —0.000411717, b= 1.07595; j =2
m = —0.000411166, b= 1.07591; ;=3 (6.10)

y calculando su promedio resultan los siguientes valores:
m = —0.000411651, b= 1.07594. (6.11)

Todos los valores reportados en (6.10) presentan error estandar asintético menor
al 0.1 %. Debemos senalar, por otro lado, que el menor de los valores registrados
para el coeficiente m es considerablemente menor (en valor absoluto) que el
obtenido para dpres en i=0. Como veremos claramente en lo sucesivo, esta
diferencia entre los extremos y el medio del tubo puede llegar a ser bastante
notoria.

Pasando a la componente horizontal de la velocidad, notamos que el per-
fil parabdlico esperado se logra en los dos cortes intermedios, pero no en los
extremos del tubo:

7 % T T T
v eni=0, t=5000 +
v¥ eni=42, t=5000 *
6 « & curva de ajuste, i=42
v¥ eni=85, t=5000 *
curva de ajuste, i=85
v¥ eni=127,t=5000 u]
5 r %
4+ | %
3 | %
2 "
1 ¥ B
0 =

-0.005 0 0.005 0.01 0.015 0.02 0.025 0.03 0.035

Figura 6.11: vz = az? + bz + ¢ solo en i=42 y 85; t=5000

Esto puede entenderse debido a que las condiciones de entrada y salida fueron
impuestas por nosotros, de manera que intervienen negativamente en la for-
macion del perfil ideal en esos cortes. Obtuvimos los siguientes valores de los
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coeficientes a, b y c:

a = —0.000822905, b= 0.00576033, ¢ =0.000206167; i =42
a = —0.000822917, b =0.00576042, ¢ = 0.000205833; =285 (6.12)

y el promedio para cada uno de ellos, calculado a partir de estos valores, resulta
ser

a = —0.000822911, b= 0.005760375, ¢ = 0.000206. (6.13)

Todos los valores reportados en (6.12) presentan error estandar asintGtico menor
al 0.15 %.

Si, por otro lado, nos fijamos en la misma componente de la velocidad, pero
con respecto a los cortes longitudinales, podremos notar el siguiente fenémeno:

0.03 — : .
v en j=0, t=5000 +
v¥ media enj=0
0.025 | VX em=l., t=5QOO *
v¥ media enj=1
vx enj=2, t=5000
v¥ mediaenj=2 ——
0.02 vx en =3, t=5000 1
v¥ media enj=3 ——
0.015 }
0.01
0.005
O e
-0.005 . . . . L .
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.12: vz media=0.000, 0.005, 0.008 y 0.010 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

y dado que el error estdndar asintético es menor al 1.5%, consideramos que
dicha componente es aproximadamente constante a lo largo del tubo.

Finalmente, debemos analizar lo que sucede con la componente vertical de la
velocidad. De hecho, podremos asegurar que ésta es practicamente nula, salvo en
los extremos del tubo, donde tiene lugar un desplazamiento en direccién vertical
hacia la parte central o desde ella hacia las partes superior e inferior del tubo.
Veamos primero lo que sucede en los cortes transversales:
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vy eni=0, t=5000  +
curva de ajuste, =0
vy eni=42, t=5000 *
curva de ajuste, i=42
vy en i=85, t=5000
curva de ajuste, i=85 ——
vy en =127, t=5000
curva de ajuste, =127 ———

-0.005

Figura 6.13: vy media=2.17e-16, en i=0, 42, 85 y 127; t=5000

0.005 0.01 0.015
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Noétese que la componente vertical media es (para efectos practicos) igual a cero
incluso en los extremos, si bien el error estandar asintotico es cercano a 1.3e+14
en los extremos y cero en la parte media del tubo. En esta figura, las cruces
rojas nos indican que el signo de la componente vertical es negativa en la parte
superior del canal, y positiva en la parte superior. Esto confirma el desplaza-
miento en direccion vertical anunciado poco antes de la figura. Asimismo, los
recuadros amarillos indican el hecho de que el fluido se aparta del centro al salir

del tubo.

Los cortes longitudinales también arrojan algo de informacion al respecto:

0.008
0.006
0.004

0.002

-0.002

-0.004 +

Figura 6.14: vy media=4e-21, 2e-7, 3e-7, 1le-7 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

vy en =0, t=5000  +
vy media en j=0
vy enj=1, t=5000 ®
vy media en j=1
wy enj=2, t=5000
vy media enj=2 ——
vy en =3, t=5000
vy media enj=3 ——

20

40

60 80 100 120
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Si bien los valores promedio son suficientemente cercanos a cero, no es correc-
to decir que el ajuste a dicho valor constante es bueno, ya que el error estandar
asintético es superior al 5500 % para tres de los cuatro cortes (el que corresponde
a j=0 presenta error nulo). No obstante ello, parece haber una ligera tendencia
a las velocidades positivas en direccién vertical.

6.5.6. Simulacion: Flujo de Womersley

Nuevamente, modificaremos las lineas correspondientes a la entrada del tubo,
en esta ocasiéon para simular un flujo pulsatil generado por un gradiente de
presién sinoidal:

if (1 ==04& j

1= 0& j !'= (nj-1)) -
i2d1 = i2d +
+

i2d2 = i2d
delta pres

H

.00045425f*cos (count*pi/500.£) ;

f1'datali2d] (4xf1°datali2d1] - f1'data[i2d2] - 2xdelta pres)/3;
£5 datal[i2d] (4xf5°'datal[i2d1] - f5'datal[i2d2] - 2*delta pres)/3;
f8 datali2d] = (4xf8 data[i2d1] - f8 datal[i2d2] - 2xdelta pres)/3;

hoN =

Por supuesto, para que estas lineas surtan efecto, necesitamos declarar las varia-
bles i2d1, i2d2 y delta_ pres, que seran de tipo entero, entero y float, en ese orden.
Asimismo, debemos definir la constante pi como acosf(-1.0f), es decir como el
arco coseno de -1. La razon de haber introducido en esta forma la condicién
para lograr un flujo pulsatil puede leerse con més detalle en [29]. Analicemos,
no obstante, la definicion de nuestra variable delta_pres. Ella representa una
funcién sinoidal discreta, cuya amplitud viene dada por 0.00045425 y este valor
no es mas que el gradiente horizontal medio registrado para la presi’on a la en-
trada del tubo en la simulacién correspondiente al flujo de Poiseuille. Més aun,
el periodo elegido para la sinoidal viene dado por

2
=T~ 1000, (6.14)

- =
500

en términos de la variable count, o bien del ntimero de iteraciones realizadas. En

otras palabras, cada mil iteraciones del programa, esperamos registrar valores

iguales de las variables dindmicas en cuestién (es decir, presion y velocidad). De

hecho, logramos reproducir la condicién de periodicidad de manera satisfactoria,

como veremos enseguida.

Para empezar, mostraremos las iméagenes correspondientes a las iteraciones
5000, 5250, 5500 y 5750 para el gradiente horizontal de presién registrado a la
entrada del tubo. Estas pueden verse en la pagina siguiente (Figura 6.15). Los va-
lores promedio obtenidos fueron 0.003754, 0.00129788, -0.003028 y -0.00131438,
respectivamente.
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dpres eni=0,t=5000  + dpres eni=0,t=5250  +
dpres media, i=0 ——— dpres media, i=0 ——

005 0 0.005 0.01 0.015 .005 0 0.005 0.01 0.015

dpres eni=0,t=5500  + dpres eni=0,t=5750  +
dpres media, =0 ——— dpres media, i=0 ———

0 3}
-0.005 0 0.005 0.01 0.015 -0.005 0 0.005 0.01 0.015

Figura 6.15: dpres media en i=0; t=5000, 5250, 5500 y 5750

Podemos ver que el ajuste es considerablemente mejor (con un error estindar
asintético menor al 2.1 %) en las iteraciones 5250 y 5750 (a la vez que el eea es
mayor al 4.5% en las iteraciones restantes).

A la par de esto, evaluamos la condicién sinoidal que debe tener el gradiente
horizontal de presién a la entrada. Para ello, consideramos cada uno de los
cuatro nodos inferiores, localizados en la primera fila (o fila de entrada), y los
valores que dicho gradiente registré a lo largo de las cien iteraciones analizadas,
comparandolos con los de una funcién acos(bx + ¢) + d, ajustada a los datos
lo mejor posible. En la pagina siguiente puede verse lo que obtuvimos de ello
(Figura 6.16). Juzgaremos qué tan bueno o malo es el ajuste analizando los
eea obtenidos para los parametros a, b, ¢ y d en el ajuste propuesto. Dicha
informacion aparece condensada en la siguiente tabla:

a (eea) b (eea) c (eea d (eea)
0.0029 (0.49 %) | 0.059 (0.50%) | -0.17 (10.25%) | 0.00031 (5.50 %)
0.0040 (0.37%) | 0.060 (0.39%) | -0.12 (11.32%) | 0.00036 (5.06 %)
0.0040 (0.38%) | 0.060 (0.40%) | -0.12 (11.01%) | 0.00036 (5.09 %)
0.0039 (0.39%) | 0.060 (0.41%) | -0.13 (10.52%) | 0.00035 (5.13 %)

W N = O

Cuadro 6.1: Valores de los pardmetros a, b, ¢ y d, con sus eea asociados

Los primeros dos pardmetros (relacionados con la amplitud y el periodo) pue-
den ajustarse con un pequeno margen de error, mientras que los dos ultimos
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(relacionados con el desplazamiento horizontal y vertical de la curva sinoidal)
no permiten estrechar ese margen.

dpreseni=0,j=0 + dpreseni=0,j=1 +
0,004 curva de ajuste, j=0 0008 P, curva de ajuste, j=1 .
— *t‘ 7
% & % /
0.002 Y rd 0.002 A 7
% 7 % /
™, I % 4
My Fd kY I
& N £
0 \» & o A A
%, ¢ N /
, & h /
& £
\‘, & ' /
-0.002 ", ; 0.002 N, b4
ettt , o
“ E
R
-0.004 0.004
0 10 20 30 40 50 60 70 80 90 100 0 10 20 30 40 50 6 70 8 90 100
dpreseni=0,j=2  + dpreseni=0,j=3  +
0,004 [P, curva de ajuste, j=2 [ — curva de ajuste, j=3
At & e, g
&, 7 A 7
Yy 7 7
0.002 hY 7 0.002 kY 7
Ay f’ kY [*
N, d Y /
kY d ) 4
0 % Vi 0 kY #
\ £ 3 ¢
N / \ K
N, £ \ Y.
-0.002 %, £ 0.002 N, £
T & 5, s
u o o, o
s o
-0.004 0.004

Figura 6.16: dpres= a cos(bx + ¢) 4+ d en i=0; j=0, 1, 2 y 3

Podemos notar que el peor efecto de este ajuste se manifiesta en las primeras
iteraciones, donde la desviacién respecto a los datos resulta ser mayor (Figura
6.16). Con todo, afirmamos que, al menos en este respecto, la simulacién es
satisfactoria.

Pasaremos a analizar entonces ya no el gradiente de presién, sino la pre-
sién misma (de forma transversal), que podemos apreciar en la figura 6.17 de
la siguiente péagina. Como podemos notar en ella, el ajuste de estos datos a
una constante resulta bastante bueno. Para cuantificarlo mejor, presentamos
una tabla semejante a la anterior, que contiene solamente el peor de los casos

(basdndonos en la bondad del ajuste) para cada uno de los cuatro cortes a lo
largo del tiempo:

i eea t

0 0.02486 % 5000
42 0.003831% | 5500
85 0.002334 % | 5250
127 | 0.05166 % 5500

Cuadro 6.2: Valor maximo del eea para cada corte transversal
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Lo anterior quiere decir, por ejemplo, que a la entrada del tubo (i=0) se re-
gistré un error estdndar asintético maximo de 0.02486 % del valor medio ob-
tenido para la presién en dicho corte, y que ese error maximo tuvo lugar en
la iteraciéon ntimero 5000. Nuevamente, los mayores errores se registraron a la
entrada y salida del tubo.

7 7
pres en i=0, t=5000  + pres en 1=0, t=5250
pres media, =0 pres media, =0
s i pres en [=42, t=5000  x P pres en 1=42, t=5250  x
pres media, =85 ———
5 T pres en i=127, t=5000 5 1 g
pres media, =127 ——— pres media, =127 ——
4 1 4t
3 { ER
2 1 PR
1 1 1
0 0
08 1 12 14 16 08 1 12 14 16
7 7
pres en i=0, t=5500 pres en 1=0, t=5750
pres media, =0 pres media, i=0
s i pres en =42, t=5500  x s pres en 1=42, t=5750  x
pres media, =42
pres en =85, t=5500
pres media, =85 | pres media, i=85
5 1 pres en i=127, t=5500 5 pres en i=127, t=5750
pres media, =127 —— pres media, =127 ——
4 1 4
3 1 3 I
2 1 2 I
1 1 1
0 0

0.8 1 12 1.4 16 0.8 1 12 14 16

Figura 6.17: pres=a en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750

La cuestion referente a la presion registrada longitudinalmente no sera anali-
zada con el detalle de las variables anteriores, si bien mostraremos las imagenes
obtenidas a este respecto en la siguiente pagina (Figura 6.18). Cabe destacar el
hecho (visible ya en las imagenes anteriores) de que la presién es practicamente
constante a lo ancho del tubo, lo que se puede apreciar en la superposiciéon de
los marcadores que representan los distintos cortes longitudinales; asimismo, la
presion manifiesta oscilaciones entre sus valores maximo y minimo en cualquiera
de sus cortes transversales, si bien la amplitud de estas va disminuyendo confor-
me nos aproximamos a la parte posterior del tubo. Debe recordarse que el lado
izquierdo en estas imagenes representa la entrada, mientras que el lado derecho
representa la salida.

Pasando a las velocidades vertical y horizontal, analizaremos primero esta
ultima. Las imagenes correspondientes a cortes transversales conforman la figura
6.19 de la siguiente pagina. Este es uno de los puntos cruciales en cuanto al flujo
de Womersley se refiere, ya que el ajuste se realizd en esta ocasion basandonos
en una funcién del siguiente tipo:
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Figura 6.18: pres en j=0, 1, 2
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v 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750
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Figura 6.19: vx en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750

SIMULACIONES NUMERICAS



6.5. MODIFICACIONES AL PROGRAMA BASE 169

vx(j,t) = Re {zf (1 (6.15)
donde Re[z] es la funcién que toma la parte real de un nrhero complejo z,
w = /500 representa la frecuencia (recordemos que el periodo de la oscilacién
es T = 1000, de manera que 27/1000 = 7/500), A es cualquiera de las raices
cuadradas de —ia?. Aprovecharemos la introduccién de esta tltima cantidad
para nombrar al pardmetro « el numero de Womersley, que esté definido por

nj—1 jw
= Py 6.16

donde v es la viscosidad cinemética del fluido que, a su vez, se calcula como
sigue:

~cos[A(2)/(nj —1) - 1)]) em} 7

Ccos A

21 —1
= ) 6.17
v=" (617)
Como el tiempo de relajacién 7 se fijé en 0.75, el valor resultante de v es 1/12

y, como nj = 8, obtenemos el siguiente valor de a:

8—1 |x/500
2\ 1/12

7157
50

~ 0.96, (6.18)

de donde es posible definir a A como

~ 0.96(1 — 7). (6.19)

La razén de que sea indistinta la raiz cuadrada elegida para definir este niimero
se debe a que la funcién coseno es par (véase la ecuacién (6.15)), mientras que
las raices cuadradas de un nuimero difieren solo en el signo.

Debemos hacer notar que, al presente, podriamos sustituir en la ecuacién
(6.15) el valor numérico de todas sus literales, salvo por j, A y ¢t. En primer
lugar, j representa la altura de un nodo cualquiera a lo ancho del canal, de
manera que su valor es diferente para cada uno de los nodos que componen un
corte transversal. Por otro lado, t es la variable temporal que, ademés, presenta
la complicacién de que esté desfasada para distintos cortes transversales. En
este sentido, nos equivocamos al presentar dicha ecuaciéon como tinica expresion
para la componente horizontal de la velocidad, pues a distintos cortes corres-
ponden distintos tiempos. De lo contrario, todos ellos tendrian exactamente la
misma forma en el mismo instante y solo cabria la posibilidad de diferenciarlos
por su amplitud. Esto nos lleva a la tercera literal indeterminada, que es A y
representa, precisamente, la amplitud de la oscilaciéon del gradiente horizontal
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de presién. Dado que ésta disminuye conforme el fluido se desplaza a la dere-
cha del tubo (pues la presién misma disminuye en amplitud, como fue sefialado
ya), su valor dependerd también del corte analizado. Asi, en lo concerniente a
la curva de Womersley que mejor se ajusta a los datos, sustituimos ¢ por t 4+ b
en la ecuacién (6.15), para dar cuenta del desfase temporal, y procedimos de
la siguiente manera: obtuvimos primero una curva para cada corte y para ca-
da iteracién, a partir de lo cual seleccionamos un valor del parametro b para
cada corte y, finalmente, realizamos un nuevo ajuste fijando este parametro en
el valor seleccionado y promediamos los cien valores generados para a (uno por
cada diez iteraciones) para elegir solo un valor del pardmetro a para cada corte.
Si bien la metodologia que implementamos queda sujeta a discusion, logramos
obtener una curva de ajuste medianamente buena, a juzgar por las imagenes
obtenidas. Con esto en mente, presentaremos los valores a y b, para cada corte,
del ajuste correspondiente a la figura 6.19:

i a b

0 -0.00131123 -55.8732
42 -0.000801711 | -65.9901
85 -0.000417558 | -77.408
127 | -0.000238982 | -89.021

Cuadro 6.3: Valores de los parametros a y b para las

0.2

VX en =0, t=5000
vx enj=1, t=5000
vx enj=2, t=5000
vx en =3, t=5000
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vx enj=2, t=5750
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ook %+
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Figura 6.20: vx en j=0, 1, 2 y 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750
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El hecho de que la amplitud y la fase hayan resultado ser negativas no invalida
los parametros obtenidos, ya que las dos funciones

fi(t) = acos(t+0b), fat) = —acos(t —b)

representan movimientos ondulatorios, si bien la primera tiene un punto méxi-
mo en (—b, a) y la segunda un punto minimo en (b, —a). Cabe destacar el hecho
de que la amplitud decrece (en valor absoluto) conforme el fluido se aproxima a
la derecha del tubo. Esto concuerda con lo que habiamos anunciado respecto al
pardametro A. También es cierto que el desfase temporal parece incrementarse
en forma aproximadamente lineal o, mejor sea dicho, polinomial de primer gra-
do (con un incremento en valor absoluto de entre 10.1169 y 11.6130 unidades
temporales, o iteraciones, por cada 42 6 43 nodos recorridos). Esto nos hace
pensar en una onda que se desplaza a velocidad constante a lo largo del tubo.

Por otro lado, analizando los cortes longitudinales en cuanto al valor de la
velocidad horizontal que en ellos se registra, hemos obtenido las imagenes que
conforman la figura 6.20 de la pagina previa. Puede verse en ellas que los valores
maximos y minimos para esta componente de velocidad se registran hacia la
parte media del canal, puesto que las oscilaciones de los marcadores violeta son
mayores que el resto, a la vez que los marcadores rojos se hallan practicamente
inmoviles, ya que corresponden a la pared inferior del tubo.

Wy eni=0, t=5000  +
curva de ajuste, i=0
vy eni=42,t=5000  x 5

W eni=0, t=5250  +
curva de ajuste, i=0
vy eni=42,t=5250

curva de ajuste, =42
vy eni=85, t=5000
curva de ajuste, =85 ———
e vy en =127, t=5000
curva de ajuste, =127 ———

curva de ajuste, i=42
vy en =85, t=5250
curva de ajuste, =85
vy en =127, t=5250
aurva de ajuste, =127

0 0.005 0.01 0.015

0.005 0.01

0.015

vy eni=0, £=5500  +
curva de ajuste, i=0
vy eni=42,t=5500  x
curva de ajuste, =42
vy eni=85, t=5500
curva de ajuste, =85 ——
vy eni=127, t=5500
curva de ajuste, =127 ———

vy eni=0, t=5750
curva de ajuste, i=0
vy eni=42, t=5750
curva de ajuste, =42
vy eni=85, t=5750
curva de ajuste, =85
vy eni=127, t=5750
curva de ajuste, =127

0 0.005 0.01 0.015

0.005 0.01

0.015

Figura 6.21: vy en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750



172 CAPITULO 6. SIMULACIONES NUMERICAS

Finalmente, presentaremos las imagenes correspondientes a los registros de
velocidad vertical en cortes transversales (Figura 6.21) y longitudinales (Figura
6.22).

0.008 0.008
vy enj=0, t=5000

wy enj=1, t=5000

vy enj=2, t=5000

0.006 vy enj=3, t=5000

Wy en =0, t=5350
wy enj=1, t=5250
vy en =2, t=5250
0.006 vy enj=3, t=5250

oo% %+
oo% %+

0.004 0.004

0.002 0.002

-0.002 -0.002

-0.004 -0.004
0 0

0.008 n 0.008
Wy en|=0, t=5500

Wy en =0, t=5750
wy enj=1, t=5750
vy en =2, t=5750
0.006 Wy enj=3, t=5750

ook %+
ook %+

0.006 W enj=3, t=5500

0.004 0.004

0.002 0.002

-0.002 -0.002

-0.004 -0.004
0 0

Figura 6.22: vy en j=0, 1, 2 y 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750

Podemos ver que en los cortes transversales la componente vertical de la velo-
cidad presenta oscilaciones de un tipo similar al que obtuvimos para el flujo de
Poiseuille (Figura 6.13), con la excepcién de que éstas son estaticas. En ambos
cortes puede apreciarse también el hecho de que las oscilaciones mencionadas
tienen mayor amplitud en los extremos del tubo. De nuevo se confirma, por
lo tanto, el hecho de que las desviaciones del comportamiento ideal son mas
notorias ahi donde mads intervenimos para generar el flujo deseado.

6.5.7. Simulacién: Flujo debido a una fuerza de cuerpo

Llegamos por fin al punto en que debemos considerar el efecto que presenta
una fuerza de cuerpo en cada una de las situaciones anteriormente planteadas.
Veamos, primero, de qué manera puede introducirse dicha fuerza en nuestro
modelo, para lo cual recurriremos a [16]. En él se plantea (p4gina 3) una modifi-
cacion muy simple del operador que permite simular colisiones entre las particu-
las, suponiendo que la fuerza de cuerpo es constante (ecuaciones 21a y 21b de
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dicho articulo). Dado que nos interesa este caso, precisamente, serd el enfoque
adoptado en el resto de la tesis. Para ello, modificaremos las lineas 509-517 de
la numeracién original con uno de los siguientes bloques:

f0'datal[i2d] = rtaul * fOnow + rtau * fOeq;
f1'datali2d] = rtaul * flnow + rtau * fleq + 3.f * faceq2 * bf;
f2'datal[i2d] = rtaul * f2now + rtau * f2eq;
f3'datali2d] = rtaul * f3now + rtau * f3eq - 3.f * faceq2 * bf;
f4°'datali2d] = rtaul * fdnow + rtau * fdeq;
f5°datali2d] = rtaul * fbnow + rtau * fbeq + 3.f * faceq3 * bf;
f6'datal[i2d] = rtaul * f6now + rtau * f6eq - 3.f * faceq3 * bf;
£7 datali2d] = rtaul * f7now + rtau * f7eq - 3.f * faceq3 * bf;
f8°'datali2d] = rtaul * f8now + rtau * f8eq + 3.f * faceq3 * bf;
f0'datal[i2d] = rtaul * fOnow + rtau * fOeq;
f1'datali2d] = rtaul * flnow + rtau * fleq;
f2°'datali2d] = rtaul * f2now + rtau * f2eq + 3.f * faceq2 * bf;
f3'datal[i2d] = rtaul * f3now + rtau * f3eq;
f4°'datali2d] = rtaul * f4now + rtau * fdeq - 3.f * faceq2 * bf;
f5°datali2d] = rtaul * fbnow + rtau * fbeq + 3.f * faceq3 * bf;
f6'datal[i2d] = rtaul * f6now + rtau * f6eq + 3.f * faceq3 * bf;
£7 datali2d] = rtaul * f7now + rtau * f7eq - 3.f * faceq3 * bf;
f8°datali2d] = rtaul * f8now + rtau * f8eq - 3.f * faceq3 * bf;

El primero de éstos nos permitira introducir una fuerza de cuerpo horizontal,
mientras que utilizando el segundo podremos obtener una fuerza de cuerpo
vertical. Naturalmente, bf es una variable de tipo float que alojara el valor de
la fuerza y que permanecera constante a lo largo de cada simulacién. Si, por
ejemplo, definimos bf = 0.f, estaremos en condiciones de replicar cualquiera de
las tres simulaciones previas, dado que la fuerza de cuerpo serd entonces igual
a cero.

Pasando a las simulaciones, primero definimos las condiciones de entrada
y salida en forma tal que, si no hubiese fuerza de cuerpo, las presiones serian
iguales (véanse las lineas que utilizamos para ello hacia el final de la subseccién
6.5.3). Una vez hecho esto, asignamos el valor 0.00028854 a bf que, en teorfa
debe provocar un flujo de izquierda a derecha si utilizamos el primero de los
bloques anteriormente presentados (al que llamaremos simplemente bloque 1).
La razon del valor elegido para bf se dard a conocer méas adelante. Podemos
ver en las figuras 23 y 24 de la siguiente pagina que, a diferencia del flujo de
Poiseuille, la presion incrementa a lo largo del canal. Esto se debe, por supuesto
a la fuerza de cuerpo introducida. En esta ocasién los valores de m y b para la
pendiente y ordenada al origen de las cuatro lineas rectas que mejor se ajustan
a las presiones registradas en cortes longitudinales son:

m = 0.000411983, b =0.973596; ;7 =0

m = 0.000410713, b =0.973677; j=1

m = 0.000411587, b =0.973622; j=

m = 0.000412196, b=0.973584; j =3 (6.20)
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y calculando su promedio resultan los siguientes valores:
m = 0.00041161975, b= 0.97361975. (6.21)

Todos los valores reportados en (6.20) presentan eea menores al 0.1 %.

7 . : .
pres en i=0, t=5000 +
pres media, i=0
6 . pres en i=42, t=5000 ®

pres media, i=42
pres en i=85, t=5000

pres media, i=85 ——
5 pres en i=127, t=5000 1
pres media, i=127 ——

4+ 4
3 A
2 |

1 b
o]

0.96 0.98 1 1.02 1.04 1.06 1.08 1.1 1.12

Figura 6.23: pres media=0.974, 0.991, 1.009 y 1.026 en i=0, 42, 85y 127; t=5000

12 T T T
pres en j=0, t=5000 +
pres media, j=0
pres en j=1, t=5000 ®
1.15 pres media, j=1
pres en j=2, t=5000
pres media, j=2 ——
pres en j=3, t=5000
L1y pres media, j=3 —— ]
1.05 |
1 /
0.85
Og L L L L L L
o] 20 40 60 80 100 120

Figura 6.24: pres media= mx + b en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

Por otro lado, y a pesar de que la presién crece en lugar de disminuir al
avanzar de izquierda a derecha, el perfil de velocidades horizontales también es
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parabdlico e indica la presencia de un flujo en esa misma direccion:

7 T T T T T T T
v en i=0, t=5000 +
v eni=42, t=5000 X
6 L ‘@ curva de ajuste, i=42 ]
v¥ en i=85, t=5000 *
curva de ajuste, i=85
v¥ eni=127, t=5000 o
5 F 2 J
4 + B ¥ p
3+ B ]
2 F B J
1t ¥ @ ]
O T s 1 1 1 1 1 1

-0.005 0 0.005 0.01 0015 0.02 0.025 0.03 0.035

Figura 6.25: vz = az? + bz + ¢ solo en i=42 y 85; t=5000

Ahora, los parametros a, b, y ¢ tienen los siguientes valores:
a = —0.000908, b =0.006353, ¢ =0.000515; ¢=42,85 (6.22)

Podemos ver que, en este caso, los dos perfiles parabdlicos son exactamente
iguales. Los valores reportados en (6.22) presentan eea menores al 0.05 %.

Si bien obtuvimos mas imagenes para este caso, no hay mayores sorpresas
con respecto a los resultados obtenidos en el flujo de Poiseuille. Tampoco la
introduccién de una fuerza de cuerpo que actie en el sentido contrario guarda
sorpresa alguna: el flujo se dirige desde la derecha hacia la izquierda con un perfil
parabdlico de velocidades horizontales, mientras que la presién incrementa en
el mismo sentido.

Consideramos entonces que valia la pena dirigir la fuerza verticalmente, en
cualquiera de los dos sentidos posibles (activando, para ello, el segundo bloque
de instrucciones arriba mencionado, o bloque 2, a la vez que desactivamos el
primer bloque). Seleccionamos el que apunta de arriba hacia abajo y de ello
obtuvimos, entre otras, las imigenes que se muestran en la siguiente pagina.
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7 . . . T .
pres en i=0, t=5000 +
pres media, i=0
6 L pres eni=42,t=5000  «x |
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2 | i
1t i
0
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Figura 6.26: pres media= my + b en i=0, 42, 85 y 127; t=5000
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A
1.002
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Figura 6.27: pres media=1.003, 1.002, 1.001 y 1.000 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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Como era de esperar, existe ahora un gradiente vertical de presién debido a
la fuerza de cuerpo vertical. Por el sentido en que fue elegida ésta, la presiéon
es mayor en la parte inferior del tubo. Los cortes transversales (Figura 6.26)
muestran que la presién aumenta linealmente (es decir, en forma polinomial de
primer grado) con la altura. Los valores de m y b para estos dltimos cortes son:

m = —0.000791, b=1.00277; =0
m = —0.000865595, b= 1.00303; i = 42
m = —0.000865595, b= 1.00303; i=85
m = —0.000790833, b= 1.00277; i= 127 (6.23)

Podemos ver que las dos rectas intermedias son exactamente iguales. De hecho,
presentan eea menores al 0.01 %.

Si bien las velocidades horizontales obtenidas en esta simulacién resultan
ser practicamente iguales a cero, con excepcién hecha de los extremos izquierdo
y derecho del tubo, las velocidades verticales registradas son, por lo menos,
cuatro érdenes de magnitud mayores que aquéllas (en promedio). Esto no deja
de llamar la atencién, debido a que el flujo vertical registrado tendria que estar
acompanado por un flujo horizontal, a menos que el tubo se halle en caida libre.
Veamos, pues, las imégenes obtenidas a partir de las velocidades verticales:

vy eni=0, t=5000
vy eni=42,t=5000
curva de ajuste, i=42
wy eni=85, t=5000 vy media enj=1 ——
curva de ajuste, i=85 vy en =2, t=5000
weni=127,t=5000 o 0.0002 vy mediaenj=2 ——
0

wy enj=0, t=5000 +
0.0004 vy media enj=0
wy enj=1, t=5000

T
x

vy media enj=3 ——

3 @ b -0.0002

e

-0.0004

-0.0006

-0.0004 -0.0002 0 0.0002 0.0004 0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.28: vy=-0.000289 en i= 42 y 85; vy~-3e-4 en j=0,1,2, y 3; t=5000

En ambas imégenes puede verse que la velocidad vertical es del orden de 104
lejos de los extremos, lo cual contradice las expectativas para esta simulacion.
Cabe destacar que el valor -0.000289, obtenido para i=42 y 85 presenta eea me-
nor que 0.05 %, mientras que los valores obtenidos para los cortes longitudinales
van de -0.000289 a -0.000306219 y registran errores de 0 a 1.703 %.
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6.5.8. Simulacién: Fuerza de cuerpo + Poiseuille

Daremos un paso méas rumbo a las simulaciones finales superponiendo el
efecto de una fuerza de cuerpo al flujo de Poiseuille que obtuvimos previamente.
Primero impondremos un gradiente de presién que desplace el fluido hacia la
derecha del tubo, asi como una fuerza de cuerpo horizontal que contribuya a este
flujo. Dado que estos fenémenos producen gradientes de presién opuestos, cabe
preguntarse cual de los dos tiene mayor influencia en el gradiente que resulta
de superponerlos. Veamos las siguientes imagenes para dar respuesta a dicha
pregunta:

pres en i=0, t=5000 +

pres media, i=0

pres en =42, t=5000 S

pres media, =42

pres en =85, t=5000
pres media, =85 ——

5 * pres en (=127, t=5000 1
pres media, i=127 ——

4t +
3L +

2 N

1t +

O L L L L L

1.046 1.048 1.05 1.052 1.054 1.056 1.058

Figura 6.29: pres mediar1.049 en i=0, 42, 85 y 127; t=5000

1.053 T r T
pres en j=0, t=5000 +
pres media, j=0
1.052 pres en j=1, t=5000 %
' pres media, j=1
pres en j=2, t=5000
pres media, j=2 ——
1.051 pres en j=3, t=5000 1
pres media, j[=3 ——
1.05
1.049 F 5
1.048
1.047
1.046 L
0 20 40 &0 80 100 120

Figura 6.30: pres media= mx + b en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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Como puede verse, el gradiente de presién a lo largo del tubo es muy pequeno.
En efecto, elegimos el valor del parametro bf con este fin. Los valores registrados
para m y b son:

m = 7.8205le — 07, b=1.04907; j=0
m = —1.7694e — 06, b = 1.04924;
m = —1.09713e — 07, b= 1.04913;
m =1.04803e — 06, b= 1.04906; j=3 (6.24)

y calculando su promedio resultan los siguientes valores:
m = —1.2258e — 08, b= 1.049125; (6.25)

este valor de m fue el que minimizamos dentro de las posibilidades de cédlculo que
nos ofrece gnuplot. Los valores de la variable b reportados en (6.24) presentan
eea menores al 0.01 %, mientras que los de m ascienden a més del 25 %.

Por otra parte, la componente horizontal de las velocidades se duplico, si
se le compara con las que registramos para el flujo de Poiseuille, si bien el
gradiente de presién es muy pequerio a lo largo del tubo (para ser més preciso,
tres o cuatro 6rdenes de magnitud méas pequeiio que el de Poiseuille). En otras
palabras, se tiene un flujo a lo largo del tubo a presién practicamente constante.
En lo concerniente a la componente vertical, lo que se duplica no es el valor
de la velocidad (que sigue siendo aproximadamente cero, en promedio) sino el
eea, que es ahora de 2.7e+14 en los extremos y, nuevamente, cero hacia la parte
media del tubo. No presentaremos las imagenes que obtuvimos a partir de estas
cantidades, ya que son esencialmente iguales (salvo por un reescalamiento) a las
que mostramos en el caso de Poiseuille.

Luego, dirigimos la fuerza de cuerpo en el sentido opuesto al que, por si solo,
presentaria el flujo de Poiseuille. Las iméagenes obtenidas a partir la presion
registrada en cortes transversales y longitudinales se despliegan a continuacion:

p‘)res en i:ﬁ), t=5000" +

pres media, i=0

pres en =42, t=5000 ®

pres media, i=42

pres en i=85, t=5000
pres media, i=85 ——

5 pres en =127, t=5000 1
pres media, =127 ——

0.95 1 1.05 11 1.15 12 125 1.3

Figura 6.31: pres media=1.102, 1.068, 1.032 y 0.998 en i=0, 42, 85y 127; t=5000
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12

pres en j=0, t=5000 +
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pres en j=3, t=5000
pres media, j=3 —

11

105

095 L L L L L L
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Figura 6.32: pres media= ma + b en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

Si comparamos éstas con las correspondientes para el flujo de Poiseuille, podre-
mos notar, como era de esperar, que el gradiente de presion es atiin mayor en
este caso, ya que la fuerza de cuerpo contribuye a ensanchar la diferencia de
presion entre los extremos del tubo. Los valores de m y b que obtuvimos para
los cortes longitudinales son:

m = —0.000823217, b=1.10227; ;=0

m = —0.000823226, b=1.10227; j=

m = —0.000823316, b=1.10228; ;=2

m = —0.000823374, b=1.10228; j=3 (6.26)

y calculando su promedio resultan los siguientes valores:
m = —0.00082328325, b= 1.102275. (6.27)

No sélo, como podemos ver, los valores de m y de b se hallan méas cerca de su
promedio, sino que sus eea asociados son incluso menores al 0.01 %.

Pasando a la cuestion de las componentes horizontal y vertical de la veloci-
dad, nos preguntamos cudl de los dos efectos predominara sobre el otro, puesto
que ambos producen perfiles parabdlicos, pero de concavidad contraria. Las
imégenes de la siguiente pagina ayudan a responder esto, para la componente
horizontal.
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7 : R : : T
v eni=0, t=5000 +
v eni=42, t=5000 'Y
6 L ., curva de ajuste, =42 |
v en i=85, t=5000 *
curva de ajuste, i=85
v¥ eni=127, t=5000 =}
5+ #m |
4 + % B J
3+ % @ J
2t E |
1+ | % |
0 . B! . L .
-0.002 -0.001 0 0.001 0.002 0.003

Figura 6.33: vz = ax? + bz + ¢ solo en i=42 y 85; t=5000

0.0005 T T T o T
vx en j=0, t=5000 +

v¥ media enj=0
v enj=1, t=5000 %

v media enj=1
v en j=2, t=5000
0 r v media enj=2 —— 1
v en j=3, t=5000

v¥ media enj=3 ——

-0.0005 F 1

-0.001 ¥ 1

-0.0015 ' ' ' : : :
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.34: vx media~:-3e-4, -8e-4, -1.2e-3 y -1.3e-3 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000
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Podemos notar que el efecto producido por la fuerza de cuerpo predomina sobre
el que produce la diferencia de presiéon entre los extremos, puesto que el per-
fil parabdlico de la figura 6.33 implica velocidades horizontales negativas. Los
valores de a, b y c registrados en esta simulaciéon fueron 8.46e-05, -0.000592 y
-0.000310, respectivamente, valores que hemos redondeado a tres cifras signifi-
cativas con el fin de presentar un valor comin a los dos cortes transversales i=42
e i=85. Los valores registrados presentan errores asintéticos estandar inferiores
al 0.15 %.

Por 1ltimo, analizaremos lo que sucede al superponer una fuerza de cuerpo
vertical (dirigida hacia abajo) a un gradiente de presién horizontal (dirigido
hacia la derecha). En primer lugar, como puede verse en las siguientes dos
imégenes, la presién disminuye a lo largo del tubo (como es de esperar en un
flujo de Poiseuille), pero también a lo alto del mismo, presentando su valor
maximo en la parte inferior para cada uno de los cortes transversales. En efecto,
los datos que se registraron en los diferentes cortes se aproximan bastante bien
mediante rectas, todas las cuales tienen pendiente muy similar.

7 : . . T
pres en i=0, t=5000 +
pres media, i=0
6 L pres en i=42, t=5000  x |

pres media, =42
pres en =85, t=5000

pres media, =85 ——
571 pres en i=127, t=5000 1
pres media, i=127 —

0 . . . I . . . . .
1 102 104 106 108 11 11z 114 116 118 12

Figura 6.35: pres media= my + b en i=0, 42, 85 y 127; t=5000

Para los cortes transversales, tenemos los siguientes valores de m y b:
m = —0.000717869, b=1.07859; =0
m = —0.000784917, b= 1.06139; =42
m = —0.000785000, b =1.04370; ¢=238b
m = —0.000716250, b= 1.02606; ¢ =127 (6.28)

Los eea asociados a las pendientes son bastante considerables (superiores al
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16 %) para los cortes extremos, mientras que los eea asociados a ambas variables
para los dos cortes intermedios van del 0 % al 0.00613 %, de manera que el ajuste
es muy bueno para estos tltimos.

1.09 T T T — T T
pres en j=0, t=5000 +
pres media, j=0
1.08 L pres en j=1, t=5000 ® i
' pres media, j=1
pres en j=2, t=5000
pres media, j=2 ——
Lo7t pres en j=3, t=5000 ]
pres media, j=3
1.06
1.05
1.04
1.03
1.02 L " . . . .

0 20 40 60 80 100 120
Figura 6.36: pres media= max + b en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

Por otro lado, tenemos los siguientes valores de m y b para los cortes longitudi-
nales:

m = —0.00041123, b=1.07866; ;=0
m = —0.000412509, b= 1.07795; j =1
m = —0.000411724, b=1.07712; j=2
m = —0.00041117, b=1.0763; j=3 (6.29)

En este caso los eea son menores al 0.1 %. Podemos ver que, efectivamente,
la ordenada al origen disminuye con la altura, mientras que la pendiente se
mantiene en los alrededores de un cierto valor.

Pasando al anélisis de las velocidades, su componente horizontal no se ve
afectada sustancialmente por la fuerza de cuerpo; no sucede lo mismo, sin em-
bargo, con su componente vertical, ya que ésta es ligeramente negativa en pro-
medio. Para darnos cuenta de ello, basta analizar la figura que se muestra en la
siguiente pagina, donde se grafican algunos de los datos recabados. Si dejamos
de lado los datos correspondientes a valores intermedios de i, observaremos una
cierta regularidad que indica un valor constante de la velocidad vertical, apro-
ximadamente igual a -3e-4. Naturalmente, esto se debe a la fuerza de cuerpo
que impusimos para esta simulacién. Cabe destacar el hecho de que, en esta, el
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flujo de Poiseuille, por un lado y, por el otro, el que se debe a la fuerza de cuer-
po se superponen de manera aproximadamente lineal. En otras palabras, cada
uno parece afectar tinicamente las cantidades en juego (presién y velocidades
horizontal y vertical) en la direccién elegida para su aplicacién.

0.002 : . . . . .
vy enj=0, t=5000 +
vy media enj=0
0.0015 vy enj=1,t=5000 =
vy media enj=1
vy enj=2, t=5000
0.00L 7 vy media enj=2 ——— 1
vy enj=3, t=5000
0.0005 % vy media enj=3 —— |
0 |
. -
: T
-0.0005 | |
-0.001 | ]
0.0015
-0.002 . . , . . .
0 20 40 60 80 100 120

Figura 6.37: vy mediax-3e-4 en j=0, 1, 2 y 3; t=5000

6.5.9. Simulacién: Fuerza de cuerpo + Womersley

Llegamos a la tdltima subseccion de este capitulo, en que analizaremos la
superposicién de la misma fuerza con que hemos tratado antes a un flujo de
Womersley. Primero, definiremos dicha fuerza de manera tal que apunte en di-
reccién horizontal y, méas especificamente, hacia la derecha. Podremos ver enton-
ces (figura 6.38 de la siguiente pdgina) que el gradiente de presién a la entrada
del tubo es oscilante, al igual que en nuestra simulacién del flujo de Womers-
ley. De hecho, sus valores promedio son ligeramente menores, en valor absoluto,
que los de dicha simulacion. En efecto, para las iteraciones 5000, 5250, 5500 y
5750 se registraron los gradientes de presién promedio 0.0036585, 0.00108638, -
0.00299437 y -0.00111788, respectivamente. En la siguiente pagina presentamos
también la mejor aproximacién sinoidal a cada uno de los cuatro gradientes
horizontales de presién correspondientes a j=0, j=1, j=2 y j=3 a lo largo de
las cien iteraciones registradas (figura 6.39). Asimismo, presentamos los valores
obtenidos de a, b, ¢ y d para este ajuste mas adelante.



6.5. MODIFICACIONES AL PROGRAMA BASE 185

7 7
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0 o
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7 . 7
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Figura 6.38: dpres media en i=0; t=>5000, 5250, 5500 y 5750
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Figura 6.39: dpres= a cos(bx + ¢) + d en i=0; j=0, 1, 2 y 3
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j | a(eea) b (eea) ¢ (eea) d (eea)
0 | 0.0028 (0.49%) | 0.059 (0.50%) | -0.18 ( 9.48%) | 0.00031 (5.42%)
1| 0.0039 (0.37%) | 0.060 (0.39%) | -0.13 (10.43%) | 0.00035 (4.97 %)
2 | 0.0039 (0.38%) | 0.060 (0.40%) | -0.13 (10.06%) | 0.00035 (5.01%)
3 | 0.0038 (0.39%) | 0.060 (0.40%) | -0.14 (9.53%) | 0.00035 (5.05%)

Cuadro 6.4: Valores de los pardmetros a, b, ¢ y d, con sus eea asociados

Comparando estos valores con los del cuadro 6.1, podremos notar que la fuerza
de cuerpo no parece tener un efecto importante sobre los gradientes horizontales
de presién a la entrada del tubo.

Analizando, por otro lado, los valores de la presion registrados en cortes
transversales para las mismas cuatro iteraciones, podremos notar que en dicha
variable si tiene consecuencias importantes la fuerza de cuerpo horizontal, puesto
que, a diferencia de la simulacion correspondiente al flujo de Womersley, la
presion ya no oscila alrededor de 1.0, sino claramente de un valor més grande.
Para muestra de ello, basta comparar la cuarta imagen de las figuras 6.17 y 6.40,
correspondiente a la iteraciéon 5750. Mientras que para el flujo de Womersley
ningin valor llega a 1.2, en esta nueva simulacién la presién a la entrada del
canal sobrepasa dicho valor.

pres en i=0, t=5000

pres media, i=0

5 | pres en =42, t=5000  x 5
I pres media, =42

pres en i=0, t=5250
pres media, i=0
pres en (=42, t=5250  x
pres media, i=42

pres en =85, t=5000
pres media, i=85

pres en =85, t=5250
pres media, i=85

pres en i=127, t=5000 5 pres en i=127, t=5250
pres media, =127 —— pres media, =127 ——
4
3
2
1
0
08 12 14 16 08 1 12 14 16

pres en i=0, t=5500
pres media, i=0
pres en =42, t=5500  x 5
pres media, i=42

pres en i=0, t=5750
pres media, i=0

pres en (=42, t=5750  x
pres media, i=42

pres en =85, t=5500
pres media, i=85

pres en (=127, t=5500
pres media, i=127 ——

pres en =85, t=5750
pres media, i=85
pres en i=127, t=5750
pres media, =127 ——

4 4
3 3
2 2
1 1
0 0
08 1 12 14 16 08 1 12 14 16

Figura 6.40: pres=a en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750

Las imagenes correspondientes a la presién registrada en cortes longitudinales,
y que presentamos en la siguiente pagina, confirman este fenémeno.
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Figura 6.41: pres en j=0, 1, 2 y 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750

Pasando a las velocidades horizontales registradas para este flujo, presenta-
mos las imagenes de la figura 6.42, donde agregamos cuatro lineas continuas,
correspondientes a la mejor aproximacion que obtuvimos para esta misma va-
riable en el flujo de Womersley. Puede verse que también sobre la componente
horizontal de la velocidad tiene un efecto importante la fuerza de cuerpo. En
la figura 6.43 podemos ver que, si bien a la entrada del tubo se registran va-
lores positivos y negativos, la velocidad horizontal es positiva hacia el final del
mismo a lo largo de casi todo el ciclo comprendido entre las iteraciones 5000 y
5999. Describimos entonces el efecto que tiene la fuerza de cuerpo sobre el flujo
de Womersley sefialando que esta define la direccién del flujo a una distancia
suficientemente grande de donde se produce el gradiente oscilatorio de presion.
Por otro lado, el efecto de la fuerza en la componente vertical de la velocidad
no resulta de gran importancia, a excepcién de en los nodos mas préximos a
la salida del tubo y, por lo tanto, no nos detendremos a ponderar esta varia-
ble. Cabe destacar que, si dirigimos la fuerza de cuerpo hacia la izquierda, sus
efectos sobre el gradiente horizontal de presion a la entrada del canal, sobre la
presiéon misma y sobre las componentes horizontal y vertical de la velocidad son
en todo anélogos a los que arriba describimos para una fuerza dirigida hacia la
derecha.
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7 7
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Figura 6.42: vx en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750
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Figura 6.43: vx en j=0, 1, 2 y 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750
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Si analizamos ahora los resultados de la simulacién para el caso en que la
fuerza de cuerpo se dirige verticalmente y, para ser mas especificos, hacia abajo,
podremos notar que dicha fuerza no parece tener efecto alguno sobre el gradiente
horizontal de presién, por lo que ya no nos molestaremos en presentar las las
imégenes y los datos que obtuvimos al respecto. No obstante, en lo que respecta
a la presiéon registrada en cortes transversales podremos notar que existe una
pequena diferencia de presién entre la parte superior y la inferior de cada corte,
de la misma forma que en el flujo debido a un gradiente de presiéon constante
(flujo de Poiseuille) superpuesto con una fuerza de cuerpo vertical, como puede
apreciarse en la siguiente figura:

pres en i=0,t=5000  + pres eni=0, t=5250  +

pres media, i=0
pres en (=42, t=5000  x
pres media, i=42
pres en =85, t=5000
pres media, i=85

pres media, i=0
pres en (=42, t=5250  x
pres media, i=42
pres en =85, t=5250
pres media, i=85

pres en i=127, t=5000
pres media, =127 ——

pres en i=127, t=5250
pres media, =127 ——

0.8 1 12 1.4 16 0.8 1 12 14 16

pres en i=0,t=5500  + pres eni=0, t=5750  +
pres media, i=0 pres media, i=0

5 pres en =42, t=5500  x 5 pres en [=42, t=5750  x
pres media, =42 2
0

5
pres media, =85
5 pres en i=127, t=5500 5
pres media, =127 ———

pres media, =127 ——

0.8 1 12 1.4 16 0.8 1 ) 12 14 16

Figura 6.44: pres en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750

Las lineas quebradas son la muestra de que se registré una variaciéon, muy pe-
qued pero cuantificable, entre las presiones superior e inferior en cada uno de
los cortes. De hecho, si representamos la presién p de la siguiente forma:

p(j) =axj+b, (6.30)
donde * representa la multiplicacién usual, j es la altura en el tubo y, por tltimo,

a v b son constantes que se ven determinadas al realizar el ajuste del modelo
propuesto a los datos que registramos, se tiene que
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i a b t

0 -0.000865738 | 0.945525 | 5000
42 -0.000865643 | 0.956908 | 5500
85 -0.000865643 | 0.96934 5250
127 | -0.000792333 | 0.955288 | 5500

Cuadro 6.5: Valores de los pardmetros a y b para el modelo de ajuste (6.30

)

Para obtener esta tabla, seleccionamos la iteraciéon que registra un mayor eea
asociado con la variable a (es decir, con la pendiente). Elegimos dicha variable
porque la ordenada al origen (representada con la letra b) presenta eea menor
en varios 6rdenes de magnitud. Redondeando la pendiente de las tres primeras
rectas a tres cifras significativas, vemos que es igual a -8.66e-4, aunque el eea
asociado es bastante considerable (mayor al 12%) en los extremos del tubo, a
comparacién de los cortes intermedios (en que es menor al 2.5 %).

Por otro lado, en la siguiente figura podremos ver que el ajuste original para
la componente horizontal de la velocidad en el fluyjo de Womersley es, por lo
menos, tan bueno para el presente caso como lo fue para aquél. Naturalmente,
las lineas continuas representan las mejores curvas de Womersley que obtuvimos
para ajustarse a los datos en aquella ocasién (véase también la figura 6.19 para
comparar ambos casos).

7 7
7 vxéni=0,t=5000  + vx éni=0, t=5250
/ ’ curva de ajuste, i=0 /’ curva de ajuste, =0
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& - curva de ajuste, =42 ° / curva de ajuste, =42
vx en =85, t=5000 { VX en =85, t=5250
S / | curva de ajuste, (=85 S J }’ curva de ajuste, i=85
f VX eni=127, t=5000 I VX en =127, t=5250
/ curva de ajuste, =127 —— | curva de ajuste, =127 ——
4 4 b 4 l
3 l 1 3 i\
\

01 0 0.1 0.2 03 0.4 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

N vxeni=0,t=5500  + N VX 8ni=0, t=5750
curva de ajuste, i=0 \ curva de ajuste, =0
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curva de ajuste, =42 curva de aju
4 vx en =85, t=5500 4 vx en =8

|
[ [ \ curva de ajuste, =85 ——— \ curva de ajuste,
5 1 T by VX eni=127, t=5500 5 \ R\ vx en|=127, t=

50
\ curva de ajuste, i=127 —— curva de ajuste, =127 ———

0.1 0.1 0.2 03 0.4 0.1 0 0.1 0.2 0.3 0.4

Figura 6.45: vx en i=0, 42, 85 y 127; t=5000, 5250, 5500 y 5750
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Estas imagenes confirman el hecho anteriormente establecido de que una fuerza
de cuerpo verticalmente dirigida no tiene efecto sobre la componente horizontal
de la velocidad. Por otro lado, las velocidades verticales tienden a ser negativas a
consecuencia de esta misma fuerza, como puede apreciarse en la siguiente figura:
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vy en =0, t=5250
vy enj=1, t=5250
vy enj=2, t=5250
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0.002 0.002

e
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vy enj=1, t=5750
vy enj=2, t=5750
0.006 vy enj=3, t=5750

oox x4
0% x4

0.006 vy enj=3, t=5500

0.004 0.004

0.002 0.002

-0.002 -0.002

-0.004 -0.004
0 o

Figura 6.46: vx en j=0, 1, 2 v 3; t=5000, 5250, 5500 y 5750

La explicacion de este fendmeno con base en principios fisicos quedard pen-
diente, puesto que aun si el tubo cayera libremente y, por tanto, su contenido
presentara velocidades verticales negativas, deberia registrarse un incremento
(en valor absoluto) de las mismas a consecuencia de la segunda ley de Newton
y este no es el caso de nuestras simulaciones que involucran fuerzas verticales.
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Capitulo 7

Conclusiones

La parte sustancial de mi tesis se encuentra en el capitulo precedente y es por
esto que me referiré al mismo, principalmente, para establecer mis conclusiones.
Comparemos el objetivo de esta investigacién y los resultados que obtuvimos
en nuestras simulaciones. El objetivo consistié en averiguar el efecto que tiene
una fuerza de cuerpo en la dindmica de un fluido newtoniano bidimensional
que atraviesa un tubo con paredes rigidas y que estd sujeto a un gradiente
oscilatorio de presion entre los extremos de dicho tubo. Necesitamos, por tanto,
comparar los resultados que obtuvimos al simular dichas condiciones con los que
corresponden al flujo de Womersley.

En primer lugar, debemos sefialar que, si bien la idea original era analizar
cuantitativamente el efecto mencionado, en lo referente a la validaciéon de los
modelos previos (Poiseuille, Womersley, fuerza de cuerpo sin un gradiente de
presion adicional), lo maximo que pude lograr fue establecer que, dentro de un
cierto margen de error (mds notable en el flujo de Womersley), los resultados
son de la misma naturaleza cualitativa que los esperados. Por lo tanto, debemos
suponer que las simulaciones completas habréan de ser, a lo més, de valor cuali-
tativo en la descripcién del efecto bajo invetigacién. El motivo que me llevé a
cambiar el enfoque de mi tesis fue la dificultad que enfrenté al tratar de controlar
variables como la presion a la entrada y salida del canal, es decir, las condicio-
nes de frontera. Ese éste, por tanto, uno de los aspectos que mas necesitarian
corregirse y mejorarse para investigar a profundidad el tema en cuestion.

Dicho esto, recapitularemos las semejanzas y diferencias entre los datos de las
simulaciones completas (Womersley + fuerza de cuerpo) y las correspondientes
al flujo de Womersley. Podemos notar que, sin importar la direccién en que actie
la fuerza de cuerpo, el gradiente horizontal de presion a la entrada del canal
mantiene su perfil aproximadamente sinoidal, que genera el flujo de Womersley.
Por otro lado, la presién misma si se ve alterada al introducir una fuerza de
cuerpo, si bien este efecto es mucho méas notorio cuando ésta actiia en la misma
direccién que el gradiente de presién. Por otro lado, analizando la componente
horizontal de las velocidades en el tubo, notaremos que también éstas se ven
afectadas ante la presencia de una fuerza de cuerpo horizontal. En efecto, si
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restringimos la atencién a los tltimos nodos del tubo (es decir, los que se hallan
suficientemente lejos de la entrada), veremos que dicha fuerza define el sentido
en que se desplaza el fluido a lo largo del tubo, mientras que en el flujo de
Womersley ninguno de los dos sentidos (a la derecha, a la izquierda) predomina
sobre el otro a lo largo de un ciclo completo. En suma, el efecto més notorio
de una fuerza de cuerpo en un flujo de Womersley se registra en la componente
horizontal de las velocidades y en la presién del fluido, siempre que dicha fuerza
actle en la misma direccién que el gradiente de presion oscilatorio.

Ahora bien, ;qué significado tiene lo anterior en el caso de la sintomatologia
que presentan los astronautas y que al parecer esta asociada con la drastica re-
duccion de la fuerza gravitatoria en el espacio? Como escribimos en el prefacio de
esta tesis, no podriamos responder a esta pregunta con los resultados que tene-
mos a la mano, puesto que algunos fenémenos importantes fueron despreciados
en el desarrollo de nuestras simulaciones (la viscosidad de la sangre y el cardcter
complejo de la misma, asi como la elasticidad de los vasos sanguineos). Sin em-
bargo, podemos por lo menos senalar que si en un ambiente microgravitatorio
un fluido newtoniano atraviesa dos tubos rigidos paralelos y del mismo grosor,
aunque en sentidos opuestos, ninguno de los dos flujos promedio serd mayor que
el otro, suponiendo que se obtienen a partir de gradientes de presién oscilatorios
con igual amplitud, periodo y valor de equilibrio, aunque posiblemente con dis-
tinta fase. Por otro lado, el mismo fluido que atraviesa dichos tubos siguiendo
sentidos opuestos, pero en un ambiente gravitatorio manifestard un flujo mayor
en alguno de los dos tubos, suponiendo que la gravedad actiie paralelamente a la
direccién del flujo. Nuevamente, debemos suponer en este caso que el gradiente
oscilatorio de presion es de caracteristicas similares en ambos casos. Natural-
mente, la descripcién anterior dista mucho de ofrecer una imagen completa de lo
que sucede en el sistema circulatorio de un astronauta cuando cambia de un am-
biente gravitatorio a uno microgravitatorio y viceversa, ya que, por mencionar
algunas diferencias entre la situaciéon ideal arriba planteada y la real tenemos
las siguientes: las arterias y venas sistémicas presentan valores muy diferentes
de presion y elasticidad, que no contemplamos en nuestro modelo; las arterias
y venas son tridimensionales, a diferencia de nuestros tubos bidimensionales; la
sangre es un fluido complejo, es decir que tiene caracteristicas diferentes a es-
calas diferentes, mientras que el fluido de nuestro modelo es agua (para efectos
practicos) y, por tanto, la escala no es un problema que se presente al analizar
su dindmica (desde el punto de vista de la mecéanica de fluidos). No obstante las
diferencias anteriores, considero que la magnitud de la fuerza gravitatoria debe
ser considerada al estudiar las alteraciones fisiolégicas que han sido reportadas
por los astronautas en anos recientes y que mencionamos en el prefacio de esta
tesis.

Finalmente, debo reconocer que el modelo colisional de esferas rigidas que
empleamos para la deduccién, bastante larga por cierto, de las ecuaciones hi-
drodinamicas resulta inadmisible desde un punto de vista biolégico, pues sus
hipétesis (un gas enrarecido que se encuentra muy cerca de lograr un equilibrio
termodindmico) no se ven satisfechas en el contexto presente. De esta forma, los
capitulos en que abordo la teorfa cinética resultan poco (o nada sustanciales)
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para la sustentacién de este trabajo.
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