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RESUMEN

Cuando hablamos de la compactacién de Cech-Stone de ciertos espacios particulares,
probablemente una de las més estudiadas sea la de los nimeros naturales (con la topologia
discreta). Puede ser que una de las razones de que esto suceda es que la compactacién de
Cech-Stone de los niimeros naturales puede estudiarse mediante dos herramientas: Topologia
y Algebra.

Caso contrario sucede con la compactacién de Cech-Stone de la recta real. Parece ser
que no ha atraido la atencién que merece y el avance en su estudio no es tan significativo.
Es por eso, que este trabajo pretende ser un acercamiento a la compactacién de Cech-Stone
de R.

La tesis esta dividida en tres capitulos. En el primer capitulo estableceremos las defini-
ciones y resultados que necesitaremos a lo largo de la tesis. Daremos una introduccién a la
construccién de la compactacién de Cech-Stone de un espacio X de Tychonoff, asi como de
las propiedades de la misma. Desarrollaremos la teoria sobre u-limites que serd necesaria
en el capitulo tres. Por dltimo, enunciaremos algunos resultados sobre continuos que seran
utiles en el capitulo 2.

En el capitulo dos trabajaremos con la recta real y con el espacio H = [0, 00). Uno de
los resultados principales de este capitulo es que el residuo de SR se puede descomponer
como la suma topoldgica de dos copias del residuo de H. Es por eso que nos enfocamos
en estudiar el residuo de H. Probamos que el vacio y SH \ H son los tnicos subconjuntos
nulos de SH \ H que son conexos. Definimos una clase especial de subconjuntos abiertos
de SH \ H, los abiertos estandar. Para finalizar el capitulo, probaremos que H* es un
espacio indescomponible, es decir, H* no puede ser expresado como la unién de dos de sus
subcontinuos propios.

Uno de los avances més recientes en el estudio de SH \ H trata acerca de el nimero
de subcontinuos de SH \ H. Si suponemos que la Hipédtesis del Continuo es cierta como
si no, la maxima cardinalidad de una familia de subcontinuos de SH \ H no homeomorfos

entre si es 2°. El propdsito del tercer capitulo es desarrollar las herramientas necesarias



para probar dichos resultados. Debido a la extension del trabajo, no fue posible incluir las
demostraciones estos resultados. En este capitulo estudiaremos la compactacién de Cech-
Stone de la suma topoldgica de continuos, en particular, la compactacién de Cech-Stone
del espacio M = [0, 1] x w. Trabajaremos con una clase muy especial de sucesiones en M,
las sucesiones transversales. Diremos que una sucesiéon {z, : n € w} C M es transversal si
xn € [0,1] X {n} para cada n € w. Dado u un ultrafiltro libre de w, comprobamos que toda
sucesion transversal posee un tunico u-limite en M. Definimos un orden parcial para el
conjunto de todos los u-limites de sucesiones transversales y lo utilizamos para definir otra

clase de subcontinuos de SM, los llamados estratos.
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CAPITULO 1: PRELIMINARES

En esta primera seccién, vamos a establecer la notacién que usaremos a lo largo de la
tesis.

Los libros de Topologia y Teoria de Conjuntos que usaremos como referencia seran [5]
y [7], debemos aclarar que en [5], cuando se habla acerca de un espacio topolégico compacto
también se supone que es un espacio de Hausdorff. En este texto siempre haremos explicitas
ambas propiedades del espacio en cuestién, es decir, para nosotros no todos los espacios
compactos son de Hausdorff.

Cualquier simbolo que no se encuentre definido explicitamente aqui, debera ser enten-

dido como en [5] o como en [7].

1.1 Notacion

Dados X y Y dos conjuntos, £ C X y una funcién f : X — Y, convengamos en lo

siguiente.

1. Utilizaremos f [ E para representar a la restriccién de la funcién f al conjunto E.
2. Si z €Y, entonces la fibra de z bajo f es f 1z} ={zr € X : f(z) = 2}.

3. La imagen de E bajo f es el conjunto f[E] = {f(z):x € E}.

Para cualesquiera dos conjuntos A y B, diremos que A estd contenido propiamente en
B, y lo denotaremos mediante A C B, siy sélosi AC By A # B.

Dado S, un conjunto, emplearemos la notacién de abajo.
1. P(S) serd el conjunto potencia de S.
2. [S]<¥ serd el conjunto de todos los subconjuntos finitos de S.

3. [S]“ representara a la coleccién de todos los subconjuntos infinitos numerables de S.



La letra w denotard el primer ordinal infinito, esto es, el conjunto de todos los nameros
naturales incluyendo al cero. Para los fines de esta tesis, R siempre denotard al espacio
topoldgico que resulta de equipar a los nimeros reales con la topologia euclideana y ¢
representard la cardinalidad de R.

Dado X un espacio topolédgico, diremos que

1. X es un espacio T3 si es un espacio regular y de Hausdorff.

2. X es un espacio de Tychonoff si es un espacio completamente regular que también es

de Hausdorff.

3. X es un espacio T} si es un espacio de Hausdorff que es normal.

Si E C X, entonces cly E e intx F (o, si el espacio es claro por el contexto, simplemente
cl E e int E') van a denotar la cerradura y el interior del conjunto E en X, respectivamente.

Diremos que X es localmente compacto si todo punto de X posee una vecindad com-
pacta. Si X es localmente compacto y de Hausdorff, entonces para cualquier x € X y
cualquier U, abierto en X con z € U, existe V, un abierto en X, de tal suerte que clx V es
compactoy x € V Ccly V C U (ver [5, Proposition 1.5.5, p. 38]).

Dados X y Y dos espacios topolégicos y una funciéon f : X — Y, decimos que f es
cerrada si y sélo si para cualquier F', subconjunto cerrado de X, se cumple que f[F] es un

subconjunto cerrado de Y.

1.2 Filtros y ultrafiltros

Definicién 1.1. Sean X un conjunto y A C P(X). Diremos que A es un anillo de conjuntos

en X si cumple que:
1. @ y X son elementos de A.
2. Para cualesquiera E y F' elementos de A se tiene que FUF € Ay ENF € A.

Definicion 1.2. Sean X un conjunto y A un anillo de conjuntos en X. Diremos que F es

un A-filtro si cumple que:

1. FCA.



2.0¢Fy X ed.
3. Para cualesquiera £ € F y F' € A tales que E C F se tiene que F' € J.
4. Para cualesquiera E y F' elementos de F se tiene que ENF € F.

Ademsds, si F es un elemento maximal, respecto a la contencién, en la coleccién de
todos los A-filtros, entonces diremos que F es un A-ultrafiltro, es decir, si G es un A-filtro

tal que ¥ C G entonces F = G.

Definicion 1.3. Sean X un conjunto y A un anillo de conjuntos en X. Diremos que una

familia S C A es centrada si para cualquier R subconjunto finito y no vacio de S se cumple

que (R # 0.

Lema 1.4. Sean X un conjunto y A un anillo de conjuntos en X. Si S C A es una familia

centrada no vacia, entonces existe U un A-ultrafiltro de tal manera que S C U.

Demostracion. Para demostrar este resultado utilizaremos el Lema de Zorn. Denotemos
por £ a la familia de todos los A-filtros que contienen a .S, la cual estard ordenada por la
contencién directa.

Para probar que £ no es vacia, definimos

U(S) = {EGA:HRG [S]<W\{(Z)}(ﬂRgE>}.

Veamos que U(S) es un A-filtro que contiene a S.

Empecemos probando que @) ¢ U(S). Sea R un subconjunto finito no vacio de S. Como
S es una familia centrada, sabemos que (R # @) y por lo tanto para cada R € [S]<“ \ {0}
se cumple que (R € 0, es decir, 0 ¢ U(S).

Para mostrar que X € U(S5), fijemos D € S. De esta forma tenemos que {D} es un
subconjunto finito de Sy (\{D} = D C X.

Sean E € U(S) y F € A tales que E C F. Como FE € U(S), existe R € [S]<% \ {0} tal
que (YR C E. De esta forma (R C F y, por lo tanto, F' € U(S).

Sean E y F elementos de U(S) y Rg, Rp € [S]=% \ {0} de tal forma que R C Ey

( Rr C F. Hagamos R = Rp U Rp. De esta manera R también es un subconjunto finito y



no vacio de S. Como Rrp C Ry Rr C R, obtenemos que (|RC (\Rgy (VR C()RFr. Por
lo tanto (YR C (YReN(Rr C ENF. Esto muestra que ENF € U(S5).

Por dltimo, veamos que S C U(S). Sea E € S. Como {E} es un subconjunto finito
de Sy ({E} = E C E, tenemos que E € U(S). Con esto hemos probado que U(S) es un
A-filtro que contiene a S.

Sea C' una cadena no vacia en (£, C) y veamos que estd acotada superiormente. Clara-
mente F' C | JC para cada F' € C, asi que basta demostrar que | JC € £. Vamos a probar
que |JC es un A-filtro que contiene a S.

Notemos que ) ¢ F para cada F' € C, asi que ) no es elemento de | JC. Por otra parte,
C # () implica que existe F' € C' y asf, X € F C |JC.

Sean F € |JC y D € A tales que E C D. De esta forma, existe Ug € C tal que
E € Ug. Como Ug es un A-filtro, obtenemos que D € Ug vy, por lo tanto D € |JC.

Sean E'y D elementos de | JC. Existen Ug y Up, elementos de C, tales que E € Ug y
D € Up. Como C C L es una cadena, sabemos que Ug C Up 6 Up C Ug y, por lo tanto,
existe F' € C' de tal forma que E,D € F. Como F es un A-filtro, END € F C |JC.

Por ultimo, vamos a mostrar que S C |JC. Fijemos F' € C'y recordemos que S C F' C

Uc.

Mediante el Lema de Zorn podemos obtener U, un elemento maximal de la familia £.

O

Proposicion 1.5. Sea A un anillo de conjuntos en el conjunto X. Si F es un A-filtro, los

enunciados siguientes son equivalentes.
1. F es un A-ultrafiltro.

2. Para cada D € A\ F existe E€F con DNE = (.

Demostracion.  Para mostrar que la negacién de (1) es consecuencia de la negacién de
(2), suponga que existe D € A\ F de tal manera que D N E # (), cuando E € F. Luego,
S = FU{D} es un subconjunto centrado de A y por el lema previo, hay U, un A-ultrafiltro,

con S C U; en particular, ¥ es un subconjunto propio de U y asi, (1) falla.



Sobre la implicacién restante: si F no es un A-ultrafiltro, entonces hay Gy D € G\ F
de tal modo que G es un A-filtro con F C G. De esta forma, si £ € F, se sigue que £ € G

y, naturalmente, D N E # (), esto es, (2) es falso siempre que (1) lo es. O

Lema 1.6. Sean A un anillo de conjuntos en el conjunto X y F un A-ultrafiltro. Si A,

B € A son tales que AUB € F, entonces Ae F 6 BeJF.

Demostracion. Supongamos que A ¢ F. Por la proposicién 1.5, existe E € F de tal forma
que ANE = (. Obtenemos que EN(AUB) = ENB € F. Como F es un A-filtro y

EnN B C B, tenemos que B € F. O

Definiciéon 1.7. Sea A un anillo de conjuntos en el conjunto X. Diremos que F es un

A-ultrafiltro libre si y sélo si (| F = 0.

1.3 La compactacién de Cech-Stone

A continuacién hablaremos de una construccién de la compactacion de Cech-Stone que

difiere de la presentada en [5]. Esta construccién se encuentra en [6].

Definicién 1.8. Dado X, un espacio topolégico, denotaremos mediante C'(X) a todas las
funciones continuas que tienen como dominio a X y como contradominio a R. De manera
similar, denotaremos mediante C*(X) a todas las funciones continuas y acotadas que tienen

como dominio a X y como contradominio a R.

Es importante mencionar que C'(X) posee una estructura natural de dlgebra vectorial.
De manera precisa: si f,g € C(X) y r € R, definimos las funciones (f +g) : X —
R,(rf): X 5 Ry (fg) : X = R mediante (f + g)(x) = f(z) + g(a), (/)(&) = - f(x)
y (fg)(x) = f(x)g(z), para cualquier z € X. Observe que f + g, rf y fg son funciones

continuas.

Definicién 1.9. Sean X, un espacio topoldgico, y f € C(X). Definimos el conjunto nulo

de f como z(f) ={z e X : f(z) =0}.

Supongamos que X es un espacio topolégico. Denotaremos a la familia de todos los

conjuntos nulos de X mediante Z(X) = {z(f) : f € C(X)}.



Mostremos que Z(X) es un anillo de conjuntos en X.

En primer término, el conjunto nulo de la funcién constante 1 es (), mientras que el
conjunto nulo de la constante 0 es X. De este modo, 0, X € Z(X).

Ahora tomemos E,F € Z(X) y fijemos f,g € C(X) con E = z(f) y F = 2(g).
Argumentos rutinarios muestran que ENF = z(f2 +¢?) y EUF = 2(fg); luego, ENF,
EUF € Z(X).

Lema 1.10. Sea X un espacio topolégico y f € C(X). Para cualesquiera a, b € R con

a < b se cumple que f~1[(—o00,a]] y f~L[[b,00)] son elementos de Z(X).

Demostracion. Definimos la funcién F' : X — R mediante F(z) = max{f(x) — a,0} para
cada z € X. De esta forma, FF € C(X) y 2(F) = f~![(~o0,d]]. Para verificarlo, sea
x € z(F), es decir, F(z) = 0. De la definicién de F' se sigue que f(z) —a < 0. Luego,
f(z) < ay, porlo tanto x € f~![(—oc,a]]. Para probar la contencién restante, sea x € X
de tal forma que f(z € (—o0,al]. De esta forma tenemos que f(x) < a. Luego, f(z)—a <0
y, por lo tanto, F(z) = 0.

De manera ansloga, podemos comprobar que f~'[(b,o0]] € Z(X) definiendo a la

funcién F : X — R mediante F'(z) = min{f(z) — a,0}. O

Corolario 1.11. Sea X un espacio topolégico y f € C(X). Para cualesquiera a, b € R con

a < b se cumple que el complemento de f~1[(—o0,a)] y de f~[(b,00)] son conjuntos nulos.

Demostracion. Notemos que X \ f~![(—oc0,a)] = f~1[[a, )] y, por el Lema 1.10 tenemos
que X \ f~Y(—00,a)] € Z(X).

De manera andloga se prueba que X \ f~![(b, c0)] € Z(X). O

En aras de simplificar la lectura, usaremos las frases z-filtro en X y z-ultrafiltro en X
(o, simplemente, z-filtro y z-ultrafiltro si el espacio X es claro por el contexto) en lugar de

Z(X)-filtro y Z(X)-ultrafiltro, respectivamente.

Definicion 1.12. Sea X un espacio topoldégico. Definimos

BX ={p C Z(X):pesun z-ultrafiltro}



y, para cada A € Z(X), hagamos

A~ ={pepX:A¢p}

Teorema 1.13. 57 X es un espacio de Tychonoff, entonces los enunciados siguientes son

ciertos.
1. La coleccion {A~ : A€ Z(X)} es base para alguna topologia de 5X.

2. Al equipar a BX con la topologia del inciso previo se obtiene que SX es un espacio de

Hausdorff y compacto.

3. La funcion e : X — X dada por e(x) ={E € Z(X) : v € E}, para cada v € X, es

un encage topoldgico y e[X] es un subconjunto denso de BX.

Demostracion. Para probar que la familia {A™~ : A € Z(X)} es base para alguna topologia
de X, tomemos p € 5X. Notemos que () ¢ p porque p es un z-filtro. De esta forma p € ™.
Dedos A, B € Z(X). observemos que (AU B)~ = A~ N B~. En efecto, sea p € X de
tal forma que p € A~ N B™~. Supongamos que AU B € p, por el lema 1.6, tendriamos que
A € p 6 B € p. Esto no es posible en vista de que p € A~ N B™~. Por lo anterior, debe
ocurrir que AUB ¢ py asi, p € (AU B)~. Esto prueba que A~ N B~ C (AU B)~. Para
verificar que (AU B)~ C A~ N B~ tomemos q € (AU B)~, luego, (AU B) ¢ g. Observemos
que si A € g, entonces AU B € g porque A C AU B y q es un z-filtro. Esto no es posible.
Obtenemos la misma contradiccién si suponemos que B € q. Por lo tanto A ¢ gy B ¢ ¢,
es decir, g € A~ N B™.

Para el inciso (2), comencemos probando que X es un espacio de Hausdorff. Sean p,
g € BX tales que p # q. Tomemos A € p\ ¢. Por la proposicién 1.5, existe B € ¢ de tal
forma que AN B = (). Vamos a definir F, F' € Z(X) de tal suerte que p € E~, ¢ € F~
y EXNF~ =0. Sean f, g € C(X) de tal forma que A = 2(f) y B = z(g). Definamos la

funcién h : X — R como sigue

para cada z € X.



Notemos que h € C(X). Los conjuntos U = h™1[—00,1/3) y V = h™1(2/3, 0] son
abiertos en X y ademds, A C Uy B C V. Hagamos F = X\ U y F = X\ V. Por
el corolario 1.11, E y F son elementos de Z(X). Como EN A = (), tenemos que E ¢ p.
Concluimos que p € E~. De manera analoga, ¢ € F~. Por ultimo, observemos que
EXNFY=0=(EUF)"=(X\(UnF)~=X~=1.

Veamos que SX es un espacio compacto. Sea S C Z(X) no vacio de tal forma que
F={BX\ A~ : A€ S} es una familia centrada. Vamos a probar que (| F # 0.

En primer lugar, veamos que {A : A € S} es una familia centrada. Sea R € [S]<“\ {0}.
Como JF es una familia centrada, (J{8X \ A~ : A € R} # (. Fijemos ¢ un elemento de
({BX \ A~ : A€ R}. Si A€ R, entonces ¢ € BX \ A ~. De esta forma, tenemos que
A € q. Como q es un z-filtro y R es finito, tenemos que (J{A : A € R} € ¢ Recordemos que
0 ¢ q, asi que {A: Ae R} #0.

Por el lema 1.4, existe p € X de tal forma que {A : A € S} C p. Afirmamos que
p € F. Sea A € S. Por lo dicho anteriormente A € p y, de esta manera p € 5X \ A™. Esto

demuestra que F # (). O

Observe que si z € X, entonces e(z) es un z-filtro. En efecto, § ¢ e(x) porque todos los
elementos de e(x) tienen como elemento a x y X € e(x) porque z € X € Z(X). Supongamos
que E € e(z) y F € Z(X) tales que E C F, esto implica que x € E C F' y de esta forma,
Fee(X). Sean E,F ce(z), ENF € Z(X)yx e ENF. Por lo tanto, EN F € e(x).

Lo dicho previamente se puede reescribir en el lenguaje de compactaciones como sigue.

Definicion 1.14. Dado un espacio topoldgico Y, una compactacion para Y es una pareja

(h, K) de tal forma que:
1. K es un espacio compacto de Hausdorff y

2. la funcién h : Y — K es un encaje topoldgico con imagen densa (esto es, h[Y] es

denso en K).

Asi, (e, 8X) es una compactacion de X a la que llamaremos la compactacién de Cech-

Stone de X.



Dada una compactacién (h, K) de un espacio Y, es costumbre identificar a Y con h[Y]
y, de hecho, suponer que Y es un subespacio denso de K. En el presente texto seguiremos
esta tradicién e identificaremos a cada z € X con e(z) € fX.

De este modo, en [6, 4.5, p. 72] y [6, Theorem 4.6, p. 73] se prueba que si X es un

espacio de Tychonoff, entonces X satisface lo siguiente:

Teorema 1.15. Sea X un espacio de Tychonoff.

(1) Para cada funcién continua f : X — K, donde K es un espacio compacto de Haus-

dorff, existe una unica funcion continua Bf : X — K de tal forma que Bf [ X = f.

(2) Para cualesquiera A,B € Z(X) que satisfagan AN B = () se tiene que clgx(A) N
clgx (B) = 0.

Ademds, en [6, 4.4, p. 72] se puede hallar la demostracién del resultado de abajo.

Proposicién 1.16. Si X es un espacio de Tychonoff y F € Z(X), entonces

clgx F={pe pX:F cp}

Definicion 1.17. Sea X un espacio de Tychonoff y £ C X. Diremos que E estd C*-
encajado en X si para cualquier funcién f € C*(E), existe F' € C*(X) de tal forma que

F|E=f.

Por ejemplo, si X es un espacio de Tychonoff, se deduce de la propiedad (1) que X

estd C*-encajado en SX. Més atn (ver [6, III 4.8, p. 74]), tenemos el siguiente resultado.

Proposicion 1.18. Sea X un espacio de Tychonoff. Si K es una compactacion de X y X
estd C*-encajado en K, entonces K es equivalente a 5X, esto es, existe un homeomorfismo

h:BX — K de tal modo que h(x) = z, para cualquier x € X.

Definicién 1.19. Sea X un espacio de Tychonoff. Definimos el residuo de Cech-Stone del

espacio X como el subespacio 5X \ X de X y lo denotaremos mediante X*.

A continuacién demostraremos que los elementos del residuo de Cech-Stone son, pre-

cisamente, los z-ultrafiltros libres.



Proposicion 1.20. Si X es un espacio de Tychonoff, entonces

X*:{pGﬁX:ﬂp:@}.
Demostracion. Sea p € fX. Si x € [)p, entonces e(x) es un z-filtro, p es un z-ultrafiltro
y p C e(z). Luego, p=e(x) y, por ende, p € X C fX \ X*.
En la otra direccién: p ¢ X* implica que p € X, es decir, hay z € X con p = e(z) vy,

claramente, x € [ p. O
Consideremos ahora el siguiente fortalecimiento de la propiedad (2) enunciada arriba.

(2’) Para cualesquiera A y B, subconjuntos cerrados de X, se tiene que

Clgx(A) N Clgx(B) = Clgx(A N B).

Teorema 1.21. Si X es un espacio Ty, entonces la condicion (2°) es satisfecha.

Demostracion. Como mencionamos previamente, la propiedad (2) es cierta, asi que sélo
debemos probar que, en presencia de la normalidad del espacio, (2) implica (2’). Para esto,
tomemos A y B, subconjuntos cerrados de X.

Si AN B = (), entonces por el Lema de Urysohn, existe una funcién f : X — [0,1] de
tal forma que A C f~1{0} y B C f~1{1}. Como {0} y {1} son cerrados en [0, 1], entonces
(ver parrafo que sigue a [6, Theorem 3.1, p. 69]) deducimos que f~{0}, f~1{1} € Z(X).
Por la propiedad (2), tenemos que clgx (A) Nclgx(B) = 0. Por otro lado, como AN B = 0,
se sigue que clgx (AN B) = (. De esta forma, la igualdad clgx (A) Nclgx (B) = clgx (AN B)
es cierta cuando A y B son ajenos.

Ahora, si Ay B no son ajenos, la contencion clgx (ANB) C clgx (A)Nclgx (B) siempre
es valida. Asi que sélo resta probar que clgx(A) Nclgx(B) C clgx(AN B). Sean p €
clgx(A)Nclgx (B) y U C X, abierto de tal forma que p € U. Como X es Ty, en particular
es T3, asi que existe V' C X abierto de tal forma que p € V C clgx (V) C U.

Afirmamos que p € clgx (clgx (V)N A). Sea W C SX, un abierto con p € W. Entonces
V' NW es un subconjunto abierto de fX que tiene a p como elemento. Como p € clgx(A),

entonces VN W N A # (. De esta manera, la contencion VNW NA C clgx(V)NWNA
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nos garantiza que clgx (V)N W N A # ). Por lo tanto p € clgx(clgx (V)N A). De manera
analoga se demuestra que p € clgx(clgx (V) N B).

Al principio de nuestro argumento, probamos que cualesquiera dos subconjuntos ajenos
y cerrados en X tienen cerraduras ajenas en SX. Notemos que clgx (V)N By clgx(V)NA
son cerrados en X. Como p € clgx (clgx (V)N A)Nclgx(clgx (V) N B), entonces (clgx (V)N
A)N(clgx (V)N B) # 0, esto es, clgx (V)N AN B es un subconjunto no vacio de U N AN B.

Por lo tanto, UN AN B # 0, y asi, p € clgx (AN B). O

Para este trabajo, nuestro objeto de estudio serd la compactacién de Cech-Stone de
algunos subespacios de R, asi que utilizaremos la propiedad (2’) en multiples ocasiones a lo

largo de nuestro texto.

Lema 1.22. 5i X es un espacio de Hausdorff localmente compacto, entonces X* es com-

pacto.

Demostracion. Veamos que X es un subconjunto abierto de fX. Sea p € X. Como X
es localmente compacto, existe V', un subconjunto abierto de X, de tal forma que p € V' y
clx V' es compacto. Sea U un subconjunto abierto de X de tal forma que V =UnN X.
Dado que X es un espacio de Hausdorff, clx V es un subconjunto cerrado de gX.
Esto implica que U N (BX \ clx V) es un subconjunto abierto de fX. Afirmamos que
UN(BX\clx V) = 0. Supongamos lo contrario, es decir, que U N (BX \ clx V) # (. Como
X es un subconjunto denso de X, tenemos que X NU N (5X \ cly V) es un conjunto no

vacio. De esta forma, tenemos que

V=UNX¢cdyxV,

lo cual es una contradiccién. Esto muestra que U N (8X \ clx V) = ().
De lo anterior se sigue que p € U C clx V C X. Luego, X es un subconjunto abierto
de fX. Como X* es un subconjunto cerrado de 5.X, tenemos que X* es compacto. O
Para nuestro siguiente resultado utilizaremos la proposiciéon 1.18.
Lema 1.23. Sean X un espacio de Tychonoff y Y C X. Si'Y estd C*-encajado en X,

entonces clgx Y es equivalente a BY .
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Demostracion. Como clgy Y es cerrado en X, tenemos que clgx Y es un espacio compacto
y de Hausdorff. Ademads, Y es denso en clgx Y. Para probar que Y estd C*-encajado en
clgx Y, tomemos g € C*(Y) y fijemos f € C*(X) de tal modo que f [ Y = g. Asi, existe
M € R de tal modo que f: X — [-M, M]. Entonces Bf : X — [-M, M] y, por ende, si

hacemos F' = Bf [ clgx Y, se sigue que F' [ Y = g, lo cual finaliza la prueba. O

Dado un espacio de Tychonoff X y un abierto U de X, existe al menos un abierto V' de
BX de tal suerte que VN X = U. Ahora, de entre todos los abiertos de X que satisfacen

esta propiedad seleccionaremos uno particular para el resto del trabajo. De manera precisa:

Definicion 1.24. Sea X un espacio de Tychonoff. Si U es un subconjunto abierto de X,
entonces definimos Ex(U) = X \ clgx (X \ U). A este abierto de X se le suele llamar la

extension de U.

Mostremos que Ex(U) es el subconjunto abierto de SX mds grande (con respecto a la
contencién directa) de tal forma que X NEx(U) = U. Para probar que X NEx(U) C U,

veamos que X NEx(U) N (X \ U) = (). En efecto,

XNExU)N(BX\U) = XN(BX\clgx(X\U))N(BX\U)

= (X\U)N(BX \clgx (X \U)),

y como X \ U C clgx (X \ U), entonces (X \U) N (BX \ clgx (X \U)) = 0.

Para probar la contencién restante, tomemos p € U. Sabemos que existe V', un sub-
conjunto abierto de SX, de tal forma que V NX = U. Asi, tenemos que p € V. Pero
VN (X\U)=0y, porlo tanto, p ¢ clgx (X \ U). Esto prueba que p € X NEx(U).

Ahora, veamos que Ex(U) es el conjunto mas grande que posee esta propiedad. Sea V/
un subconjunto abierto de X de tal forma que VN X = U. Entonces, X \U = X \V C
BX \ V' y, por ende, clgx (X \ U) C X \ V; luego, V C Ex(U).

Proposicion 1.25. §i X es un espacio de Tychonoff, entonces para cualesquiera U y V,

subconjuntos abiertos de X, se tiene lo siguiente:
1. Ex(U)NEx(V) =Ex(UNV).
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2. SiU CV, entonces Ex(U) C Ex(V).

Demostracion. Empecemos por probar (1).

Ex(UNV) = BX\cax(X\ (UNV))
= BX\cpx(X\U)U(X\V))
= BX\ (clax (X \ U) Uclgx (X \ V)
= (BX \cx(X\U)N(BX \clgx (X \V))

= Ex(U)NEx(V).

Ahora, vamos a verificar (2). Como U C V, tenemos que clgx (X\V) C clgx (X \U). De
esta forma, obtenemos que SX \ clgx (X \U) C X \clgx (X \ V), es decir, Ex(U) C Ex(V).
O

Note que A, la coleccién de todos los subconjuntos cerrados de un espacio topolégico X,
es un anillo de conjuntos, asi que tiene sentido hablar de A-filtros y A-ultrafiltros. De hecho,
emplearemos los términos filtro de conjuntos cerrados y ultrafiltro de conjuntos cerrados

para referirnos a estos.

Definiciéon 1.26. Sea X un espacio de Tychonoff. Para cada p € X, definimos:

Fp={FCX:cx(F)=Fypeclx(F)}

Lema 1.27. Sea X un espacio Ty. Para cada p € BX, J), es un ultrafiltro de subconjuntos

cerrados de X.

Demostracion. Sea p € fX. Veamos que J, es un filtro de conjuntos cerrados. Primero,
0 ¢ F, porque p ¢ clgx(0) = 0. Ademéds, X € F, porque X es un subconjunto cerrado de
X ype pBX =clgx(X).

Ahora, si A, B € F),, veamos que AN B € F,. Como A y B son subconjuntos cerrados
de X, entonces AN B también lo es. Por hipétesis, p € clgx (A) Nclgx(B). Como X es un

espacio T}, el teorema 1.21 nos dice que p € clgx (AN B).
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Finalmente, sean A y F' dos subconjuntos cerrados de X de tal forma que A € F, y
A C F. Luego, p € clgx(A) C clgx (F) y de esta forma tenemos que F' € F).

Ahora veamos que J, es, de hecho, un ultrafiltro de cerrados. Sea § un filtro de
subconjuntos cerrados de X de tal forma que F, € §G. Vamos a probar que § C JF,. Sea
A € Gy, en busca de una contradicién, supongamos que A ¢ F,. Como A es un subconjunto
cerrado de X, nuestra suposicién implica que p ¢ clgx(A). El espacio fX es T3, asi que
existen U,V C X abiertos ajenos, de tal forma que p € U y clgx(A4) C V. En particular,
clgx (U) C X\ V.

Definamos B = clgx (U)NX. Afirmamos que clgx (U) C clgx(B). Como U C clgx (U),
tenemos que UNX C B, y asi, clgx(UNX) C clgx(B). El que X sea denso en SX implica
(ver [5, Theorem 1.3.6, p. 25]) que clgx(U) = clgx(U N X) y, por lo tanto, clgx(U) C
clgx(B). Por otro lado, p € clgx(U), asi que p € clgx(B). Como B es cerrado en X,

tenemos que B € J, y, por lo tanto, B € §. Esto implica que AN B € §. Observemos que

ANB=Ancx(U)NX =AnNclx(U) CVN(EX\V)=0.

Lo cual es una contradicién porque () ¢ G.
De esta forma tenemos que A € F,. Esto prueba que § C J, y, por lo tanto, F, = §.
O

1.4 La compactacién de Cech-Stone de w

Cuando consideremos al ordinal w como espacio topoldgico, siempre lo pensaremos
equipado con la topologia discreta. Para cualquier subconjunto A de los nimeros naturales,
existe una funcién continua f tal que z(f) = A. Dicha funcién es la funcién caracteristica
de w\ A. En otras palabras Z(w) = P(w).

Los z-filtros y los z-ultrafiltros en w seran llamados simplemente filtros y ultrafiltros
en w. De este modo, los elementos de Sw son, precisamente, los ultrafiltros en w. Més atn,
los elementos de w* serdn llamados ultrafiltros libres.

La demostracién del resultado siguiente se sigue de la Proposicién 1.5.
Proposicién 1.28. Para cualesquiera A C w y u € Pw se tiene que A ¢ u si y sélo si
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w\AE€u.

Como mencionamos en la seccién previa, la coleccién {A™~ : A € P(w)} es una base
para la topologia de fw. En particular, si A C w se sigue de la proposicién previa que

A ={u € pw:w\ A € u}.

Definicién 1.29. Para cada A C w, definimos
A" ={uepw:Acu}=(w\A)".
Definicion 1.30. Decimos que un espacio topolégico X es cero-dimensional si y sélo si X

posee una base de conjuntos cerrado-abiertos.

De este modo, {A~ : A C w} es una base para la topologia de Sfw; més atn (ver [6,
Theorem 1.1, p. 63]), A~ = fw \ (w\ A)~, siempre que A C w. En consecuencia, cada A~

es, simultaneamente, abierto y cerrado en Sw. En otras palabras:
Proposicion 1.31. fw es cero-dimensional.

El resultado siguiente es corolario de la proposicién 1.16.
Proposicién 1.32. Si A C w, entonces clg, A = A~

Tal y como fue mencionado en la seccién previa, cada n € w serd identificado con el

ultrafiltro {A Cw : n € A}. En particular, se tiene el siguiente resultado:

Proposicion 1.33. Las condiciones siguientes son equivalentes para cualesquiera n € w y

ACuw.
1. n e A.
2. ne A,
3. n € clg, A.

1.5 Funciones continuas

En esta seccién presentamos resultados concernientes a ciertas clases especiales de

funciones continuas.
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Definicion 1.34. Sean X y Y dos espacios topolégicos y f : X — Y una funcién continua.

Decimos que:
(1) f es mondtona si y sélo si f~1{y} es conexo para cada y € Y.

(2) f es perfecta si y sélo si f es suprayectiva, cerrada y f~1{y} es compacto para cada

yey.

Dados X y Y dos espacios topolégicos de Tychonoff y una funcién continua f : X — Y
podemos definir la funcion Sf : X — BY de la siguiente forma: Componemos a la funcién
f con la funcién e : Y — BY (el encaje topoldgico que hay entre Y y su compactacién) para
obtener una funcién de X a Y. Como BY es un espacio compacto y de Hausdorff, existe

una Unica funciéon Sf : fX — BY de tal forma que Sf [ X = f.

Proposicion 1.35. Sean X y Y dos espacios topolégicos de Tychonoff y una funcion con-

tinua f: X =Y.

1. Si'Y es un espacio Ty y f es un encaje cerrado (es decir, f[X] es un subconjunto

cerrado de 'Y ), entonces Bf : X — BY también es un encaje.
2. Si f es suprayectiva, entonces Sf : X — BY también es suprayectiva.

3. 5t X yY son dos espacios Ty y f es un homeomorfismo, entonces Bf : X — BY

también es un homeomorfismo.

4. Si f es perfecta, entonces Bf : X — BY también es perfecta.

Demostracion.  Para probar (1), primero observemos que Sf es una funcién continua
y cerrada porque su dominio es un espacio compacto y su codominio es un espacio de
Hausdorff. Sélo resta probar que Sf es inyectiva. Para ello, sean pg,p1 € X tales que
po # p1- Como BX es un espacio Ty, para cada i < 2 existe U;, un subconjunto abierto
de X, de tal forma que p; € U; y clgx(Up) Nclgx(U1) = 0. Dado i < 2, definimos
F; = clgx (U;) N X. De esta manera, Fy y F; son dos subconjuntos cerrados en X y ajenos.
Notemos que

p; € U; C ClﬁX U, = Clﬁ)((Ui ﬁX) - ClﬁX F;,
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para cualquier ¢ < 2. De esta forma, obtenemos que

Bf(pi) € Bflclgx Fi] C clgy Bf[Fi] = clgy f[Fi].

Como f[X] es un subconjunto cerrado de Y, tenemos que f[F;] es cerrado en Y para
cada i < 2; ademds, [, f[Fi] = (). Ahora, como Y es un espacio normal, tenemos que
Ni<a clgy f[F] =0y, por lo tanto, Bf(po) # Bf(p1)-

Para probar (2), notemos que Y = f[X] C Sf[X] C BY. Como SBf es cerrada,
tenemos que clgy Y C Sf[BX], pero Y es denso en BY, asi que clgy Y = Y C Bf[BX].
Esto prueba que BY = Sf[8X] y, por lo tanto, B f es suprayectiva.

El inciso (3) es consecuencia de los dos incisos anteriores.

Por tltimo, para demostrar (4), inicamente debemos probar que cada fibra de B f es
compacta. Sea y € fY. Como Bf es continua, tenemos que (3f)"'{y} es un subconjunto

cerrado de 3X. Ahora, SX es compacto, asi que (3f)~{y} debe ser compacto. O

Sea Y un espacio de Tychonoff que no es normal. Por el Teorema de Extension de
Tietze, existe F' un subconjunto cerrado de Y y una funcién continua g : F' — [0, 1] que no
puede ser extendida de manera continua a Y.

Con el ejemplo siguiente, veamos que la conclusién del inciso (1) de la proposicién 1.35
es false, si Y es un espacio de Tychonoff que no es Tj.

Hagamos Y = }R% el plano de Sorgenfrey, el cual es un espacio de Tycnonoff que no
es Ty (ver [4, Example 3, p. 144]). Por el teorema de extensién de Tietze, existe X, un
subconjunto cerrado de Y, y una funcién continua h : X — [0, 1] que no puede extenderse
de manera continua a Y. Por el inciso (1) del Teorema 1.15, existe una funcién continua
Bh : X — [0,1] de tal forma que Sh | X = h. La funcién inclusién f : X — Y es un
encaje cerrado. Supongamos que Sf : X — BY es un encaje. Como Sf es una funcién
cerrada, podemos ver a $X como un subconjunto cerrado de BY. Nuevamente, por el
teorema de extension de Tietze, existe una funcién H : 5Y — [0, 1] que extiende a Sh. Por
altimo, probemos que la funcién H | Y extiende a h de manera continua. Para cada x € X,
H [ Y(z) = Bh(z) = h(x).

Esto es una contradicciéon porque elegimos a h como una funcién que no se puede

17



extender de manera continua a Y.

Para probar el lema 1.37 utilizaremos el siguiente resultado.

Lema 1.36. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y una funcion perfecta f : X =Y. Si Z
es un espacio topoldgico y de Hausdorff que cumple que X C Z y que clz(X) = Z, entonces

no es posible encontrar una funcion continua F : Z —'Y de tal manera que F' | X = f.

Demostracion. La demostracién de este resultado se puede encontrar en [5, Lemma 3.7.4,

p. 183]. O

Lema 1.37. Sean X y Y dos espacios de Tychonoff y una funcion f: X — Y. Si f es

perfecta, entonces Bf[X*] = Y™.

Demostracion. En busca de una contradiccién, supongamos que existe p € X* de tal
forma que Sf(p) € Y. De esta forma tenemos que Z = X U {p} es un subespacio de X
con X C Zycly(X)=Z. Ademas, la funcién ff [ Z : Z — Y es continua y extiende a f.
Esto es una contradiccién al resultado anterior. Por lo tanto, 5f[X*] C Y™*.

Para probar la contencién restante, tomemos y € Y*. Como [ f es suprayectiva (inciso
(2) de la proposicién 1.35), existe x € (Bf) " {y}. Si tuviésemos z € X, tendriamos que
y = Bf(x) = f(x) € Y, lo cual es imposible pues y € Y*. Por lo tanto, z € X*, y asi,
y € BFIX7. O

Lema 1.38. Sean X y Y dos espacios de Tychonoff y una funcion f : X — Y perfecta y

mondtona. Entonces la funcion Bf : BX — BY también es mondtona.

Demostracion. Sea z € BY.

Primer caso: z € Y. Por el lema 1.37, tenemos que (3f)"'{z} € X. Recordemos que
Bf 1 X = fy, porende, (3f)"1{z} = f~1{z}. Como f es una funcién monétona, podemos
concluir que (3f)'{z} es conexo.

Segundo caso: z € Y*. Vamos a probar que si Ag y A1 son subconjuntos cerrados de
(Bf)"H{z} de tal forma que ;o Ai = (Bf) {2} y ;<o Ai = 0, entonces existe i < 2 de

tal forma que A; = 0.
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Como A; es cerrado en (Bf)~1{z} para cada i < 2y (8f)1{z} es cerrado en X,
podemos concluir que A; es cerrado en SX. Ahora, X es un espacio normal, asi que para
cada i < 2 existe U;, subconjunto abierto de SX, de tal forma que UyNU; =0 y A; C Us.

Definimos O = BY \ Bf[BX \ (U;<o Us)]. Como Bf es una funcién cerrada tenemos que
O es un subconjunto abierto de 3Y. Veamos que z € O. Como (Bf) '{z} C Ui<2 Ui, no
existe ¢ € BX \ (U;<o Us) tal que Bf(q) = z. Por lo tanto z ¢ Bf[BX \ (U;co Ui)], v ast,
z € 0.

Afirmamos que (8f) O] C U,;., Ui. En efecto:

(B)7HO1 = (BHTHBYIN (B BFIBX N\ (U U] € BX N\ (BX\ (UpuUh)) = | Ui

<2

Hagamos F; = (Bf)71[O] N U; para cada i < 2. Claramente F; es un subconjunto

abierto de fX. Ademds, notemos que:

U F=Uwnoinm = @noln|J v = 65 (0)

1<2 1<2 1<2

Empleando esta ultima igualdad y la pertenencia z € O, deducimos que
AU A = (B8f) "z} C(BNH O] = FUFL C Uy U UL

Ahora, el que para cada i < 2 se tengan las contenciones A; C U; y F; C U; nos garantiza
que A; C F;. Esta propiedad serd empleada en el tltimo parrafo de nuestra prueba.
En el primer caso de esta demostraciéon probamos que (Bf) '{y} es conexo, para cada

y € Y. Como F; es un subconjunto abierto de SX, para cualquier i < 2,y [),_o F; = 0,

i<2
tenemos que para cada y € O NY existe un tinico i < 2 de tal forma que (8f) " {y} C Fi.
Esta observacion serd empleada varias veces en lo que sigue.

Definamos F] = f[F; N X| para cada i < 2. Note que, por definicién, cada F es un
subconjunto de O NY.

Mostraremos que Fjj y F] son un par de abiertos ajenos en Y con ONY = FjU Fj.

Sea y € Fy). Vamos a probar que y ¢ F]. Sabemos que existe p € Fy N X de tal forma

que f(p) = y, es decir, f~Hy} N Fy # 0. Pero f~H{y} N Fy C (Bf)"Hy} N Fy, asi que
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(Bf)"Hy} N Fy # 0. Por la observacién hecha arriba tenemos que (3f)"'{y} C Fy. Como
Nica Fi € Nica Ui = 0, deducimos que (Bf) Yy} N Fy = 0. Por lo tanto y ¢ FJ, y en
consecuencia, ;o Fj = 0.

Para verificar que F{j y F] son abiertos en Y, primero probaremos que
ONfIX\F]=(0NY)\ F/ para cada i < 2.

Tomemos i < 2y seap € ON f[X \ F;]. Claramente, p € ONY. Ademas, existe ¢ € X \ F}
de tal forma que f(q) = p. En particular, ¢ € f~'{p} \ F; y, por ende, ¢ € f~{p} C Fy_;.
Luego, p = f(q) € F|_,; y asi, p ¢ F].

Para probar la contencién restante tomemos p € O NY \ F/. Naturalmente, p € O.
Ahora, p ¢ F/ = f[X N F;] implica que f~1{p} N F; = 0 y, en consecuencia, f~*{p} C Fy_;.
Empleemos ahora la suprayectividad de f para fijar ¢ € Fy_; con f(q) = p. Luego, p €
JIX\ F.

Sea i < 2. Como hicimos notar antes, F; es abierto en X y dado que, por hipdtesis, f
es cerrada, deducimos que ONY \ F/ = ON f[X \ F;] es un subconjunto cerrado de ONY,
esto es, F/ = ONY N F/ es un abierto en O NY. Ahora note que O N'Y es abierto en Y
para concluir que F] es abierto en Y.

Nos resta probar que ONY = FJU F|. Empecemos por tomar p € ONY. Notemos que
(Bf)"Hp} C (Bf)"LO] = Fy U Fy. Fijemos q € (Bf)" {p} y observemos que existe j < 2
de tal forma que g € F};. Por el lema 1.37 tenemos que ¢ € X y asi, ¢ € X N Fj. De esta
forma, f(q) € F]’-, es decir, p € ;.o Fj C Y. Para probar la contencién restante, tomemos
P € Ui F!. Entonces existe j < 2 de tal forma que p € FJ’», esto es, existe ¢ € I; N X de
tal forma que f(q) = p. Como ¢ € X, sabemos que Bf(q) = f(q) = p. Observemos que la
definicién de Fj nos garantiza que g € (8f)'[O], y por ende, p = 3f(q) € O. Esto prueba
quepe ONY.

Afirmamos que ([),.4clgy (F})) N O = (). Para esto supondremos que z € O Nclgy F
y verificaremos que x ¢ clgy F|. Como Y es un espacio de Tychonoff, existe una funcién

continua g : 5Y — [0, 1] de tal forma que g(z) = 1y g[8Y \ O] C {0}.
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De las igualdades

Y\E)N(Y\F) =Y\ (FUF)=Y\(0NY)=Y\0

se deduce que la funcién h : Y — [—1, 1] dada por (recuerde que F) N F| = ()

gly) siyeY\F]

—g(y) siyeY\F

h(y) =

estd bien definida. Més atn, el que F{| y F] sean abiertos de Y implica que h es continua.
Sea i < 2. Siy € F/, entonces y ¢ F|_,. Asi que Bh(y) = h(y) = (—=1)ig(y). Esto

muestra que Sh[F!] C [(—=1)%,1 — i]. Por otro lado, la continuidad de 8k nos da:

Bhlclgy Fj] C cli_1 1) BRIF]] C cli_y yj[(=1)%, 1 — i] = [(=1)%,1 —d].

En particular, la hipdtesis « € clgy F{j implica que Sh(z) € [0,1].

Por otro lado, un célculo rutinario muestra que g [ Y = |h| = |Bh| | Y. Luego, la
densidad de Y en BY implica que |Sh| = g. Esto, junto con lo dicho en el parrafo previo,
implica que Bh(z) = g(z) = 1y, por ende, Bh(z) ¢ [—1,0]. Luego, = ¢ clgy FY, tal y como
se deseaba.

El dltimo paso antes de finalizar nuestra prueba serd mostrar que si ¢ < 2, entonces
F;n X = f7YF!]. Recordemos que F; N X C f~L[f[F;in X]] = f~![F/]. Para probar la

contencién restante, tomemos p € f[f[F; N X]]. Entonces, f(p) € f[F; N X], esto es,

FHfP))INE # 0y como f~H{f(p)} es conexo, se sigue que f~{f(p)} C F;nN X. Asi,
pe FNX.

Estamos listos para concluir el argumento: como ([; ., clgy (F;))NO =0y z € O, existe
J < 2 de tal forma que z ¢ clgy Fj’ . El que F} sea abierto en X, junto con la continuidad
de Bf, implica que clgx F;j C clgx(F; N X) C clﬁx((ﬁf)_l[F;]) C (Bf) telgy Fi]. Como

explicamos arriba, A; C Fj y, por ende,
Aj CF N (BF) 7z} € (B elay FIN (BF) 7 {=} = 0.
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Por lo tanto, A; = (), tal y como se necesitaba. ]

1.6 Limites de sucesiones

Denotemos por FR a la coleccion de todos los subconjuntos de w cuyo complemento es
finito. En otras palabras,

FR={ACw:|w\A4| <w}.

Argumentos rutinarios muestran que FR es un filtro en w, al que se le suele llamar el filtro
de Fréchet. Observe que FR no es un ultrafiltro. En efecto, el complemento del conjunto de
ndmeros naturales pares son los nimeros impares, ninguno de estos dos conjuntos es finito
asi que ninguno de ellos pertenece a FR. Por lo tanto FR ¢ Sw. Exploremos la conexién
que hay entre FR y la convergencia de sucesiones.

Suponga que {zy, }new €s una sucesion en el espacio topoldgico X y que p € X. Entonces,
sucede que p es un limite para {x,, }ne, si y sélo si para cualquier V', abierto en X conp € V,
se tiene que {n < w : z, ¢ V} es finito; equivalentemente, p es un limite de {xy, }new Si,
y unicamente si, cada vez que V es un abierto en X que satisface p € V, se sigue que
{n <w:xz, € V} € FR. Con esto en mente, el siguiente concepto es una generalizacién

natural de la convergencia de sucesiones.

Definicién 1.39. Sean X un espacio topolégico, {zp}new € X una sucesién y u € fw.
Decimos que p € X es un u-limite de {z, }new si y s6lo si para cada V', subconjunto abierto

de X que tenga a p, se cumple que {n <w:x, € V} € u.

Lema 1.40. Sean X, un espacio topoldgico compacto y de Hausdorff, y u € fw. Si {xn}new

es una sucesion en X, entonces el conjunto
ﬂ{clgx{xn ne A}l Acu}

consiste de un solo punto y éste es el unico u-limite de la sucesion {xp}ney -

Demostracion. Para cada A € u, definimos F4 = clx({x, : n € A}). Hagamos F = {F4 :
A € u}. Observe que si G € [u]<*\ {0} y n € (G, entonces x, € F4, para cada A € G.

En otras palabras, para cualquier G € [u]<* \ {0}, Fng C({Fa: A€ G}
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Lo hecho en el parrafo anterior muestra que F es una familia de cerrados en X con la
propiedad de la interseccién finita. Como X es compacto, (| F # 0. Asi que tomemos z €
(1F. Ahora vamos a probar que si y es un punto en X distinto de z, entonces y ¢ (| F y, por
lo tanto, {z} = [)F. Dado que X es un espacio de Hausdorff, existen U y V', subconjuntos
abiertos de X, ajenos y tales que z € U y y € V. Definamos B = {n € w: z, € U}. En
busca de una contradiccién, vamos a suponer que B ¢ u. Esto implica que w\ B € u porque
u es un ultrafiltro. Por la eleccion de z, esto quiere decir que z € F,,\p. De esta forma
tenemos que U N{z, : n € w\ B} # 0, asi que fijemos m € w\ B de tal forma que z,, € U.
Esto implica que m ¢ By, por la definicién de B, z,,, ¢ U. El absurdo que estabamos
buscando.

Hemos probado que B € u. De aqui podemos deducir que Fg € F. Por otro lado,
la igualdad {z, : n € B} NV =  es consecuencia directa de nuestra definicién de B;
consecuentemente, y ¢ Fp. Esto prueba que y ¢ (.

Recordemos el resultado siguiente: Dado Y un espacio topolégico compacto, si W es
un subconjunto abierto de Y y G es una familia de subconjuntos cerrados de Y de tal forma
que (1§ C W, entonces existe J € [G]<¥ tal que () J C W. La prueba de este resultado se
puede encontrar en [5, Corollary 3.1.5, p. 124]

Regresemos a la demostracién, afirmamos que z es un w-limite de {z,}nen. Para
probarlo, sea U un subconjunto abierto de X de tal forma que z € U. Como ((F C U y
todos los elementos de F son cerrados, el resultado mencionado en el parrafo anterior nos
garantiza que existe H € [u]<“\ {0} de tal forma que (J{F4 : A € H} C U. De lo discutido

en el primer parrafo de esta prueba tenemos que

{xn:neﬂH}anHgm{FA:AeH}QU,

lo cual implica que (VH C {n € w: x, € U}. Como (| H € u, tenemos que {n € w: x, €
U} € u. Por lo tanto, z es un u-limite de {xy, }n<y-

Para probar que z es el nico u-limite, supongamos que existe y € X \ {z} de tal forma
que y es un u-limite de {x,}n<n. Como X es de Hausdorff, existen Vj y V1, subconjuntos

ajenos y abiertos de X, tales que z € Vp y y € Vi. Dado que z y y son u-limites de {zy, }n<w,
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tenemos que A={n<w:z, € W}y B={n <w:xz, € Vi} son elementos de u. Como u

es un filtro, AN B € u, es decir, ) € u, lo cual es una contradiccién. O

El resultado anterior nos permite definir lo siguiente:

Definicién 1.41. Para cualquier sucesién {x,}n<. en un espacio compacto de Hausdorff
X y para cada u € fw usaremos el simbolo z,, = lim x,, para abreviar la frase x, es el
n—,u

u-limite de {y }new-

Lema 1.42. Sea f : X — Y wuna funcion continua entre espacios topoldgicos y sea u € fw.
Si {xntn<w €s una sucesion en X y z es un u-limite para dicha sucesion, entonces f(z) es

un u-limite para la sucesion {f(zp)}n<w en Y.

Demostracion. Sea V un subconjunto abierto de Y de tal forma que f(z) € V. Como
f es una funcién continua, tenemos que f~1[V] es abierto y z € f~1[V]. Por hipétesis, z
es el u-limite de la sucesién {z,}n<w asf que {n < w : x, € f~1V]} € u. Observemos
que {n <w:z, € fFUV]} C {n <w: f(x,) € V}. Como u es un filtro, deducimos que

{n <w: f(x,) € V} también es un elemento de u. O

1.7 Topologia de continuos

Dado X, un espacio topoldgico, el simbolo X = A | B abreviard la frase A y B son dos

subconjuntos ajenos de X no vacios con X = AU B.

Definicion 1.43. Un espacio topoldgico X sera llamado un continuo si X es de Hausdorff,

compacto y conexo.

Definicion 1.44. Si X es un continuo, entonces diremos que C es un subcontinuo de X si

y s6lo si C' es un subconjunto cerrado y conexo de X.
Comencemos con un resultado que sera de utilidad mas adelante.

Teorema 1.45. Sean X un espacio topoldgico y F una familia subespacios de X de tal
forma que cada uno de los elementos de F es un continuo. Si para cualesquiera F y G

elementos de F existe H € F de tal manera que H C F' NG, entonces (| F es un continuo.

24



Demostracion. La prueba de este resultado se puede encontrar en [5, Theorem 6.1.18, p.

355] O

Lema 1.46. Sea X un continuo y C un subcontinuo de X. Si X \C =U |V, donde U y

V' son subconjuntos abiertos de X \ C, entonces C UU y C UV son subcontinuos de X .

Demostracion. Como V' es un subconjunto abierto de X\ C'y X'\ C' es subconjunto abierto
de X, entonces V' es un subconjunto abierto de X. Esto implica que X \ V =C UU es un
subconjunto cerrado de X. De manera anédloga, C' UV es un subconjunto cerrado de X.

Vamos a demostrar que C'U U es conexo. Buscando una contradiccién, supongamos
que C' U U no es conexo, es decir, que existen M y N, subconjuntos cerrados de C'U U,
tales que CUU = M | N. Ahora, como C es conexo, podemos suponer, sin pérdida de
generalidad, que C C N vy, de esta forma, M C U.

El que M y N no sean vacios implica que M # 0y N UV # (.

Veamos que X = M | (N UV) En primer lugar,

MUNUV)=(MUN)UV=CUUUV =CU(X\C)=X

y, ademas,

MONNUV)=(MNN)UMNV)=MnVCUnNV =4.

Por tdltimo, veamos que M y N UV son subconjuntos cerrados de X. Como M es un
subconjunto cerrado de C UU y C UU es un subconjunto cerrado de X, entonces M es
subconjunto cerrado de X (observe que el mismo argumento muestra que N también es un

subconjunto cerrado de X'). Para probar que N UV es cerrado, empecemos por notar que

Clx(NUV):ClxNUCIXv:NUCIXV.

Ahora, la igualdad clx C' = C C N y el hecho de que C' UV es cerrado en X nos llevan las
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igualdades siguientes:

NUclxV=(NUclxC)Uclx V=NU(clx CUclx V)

= NUcx(CUV)=NUCUV =NUV.

Esto muestra que N UV es un subconjunto cerrado de X y, por lo tanto, M y NUV forman
una disconexiéon del espacio X. Esto es una contradiccion a la hipdtesis de que X es conexo.
Por lo tanto CUU es conexo. De manera analoga se puede probar que C' UV es conexo.

O

Definicion 1.47. Un continuo X es indescomponible si X no puede ser escrito como la

unioén de dos subcontinuos propios.

Teorema 1.48. Un continuo X es indescomponible si y solo si todos sus subcontinuos

propios tienen interior vacio.

Demostracién. Sea H C X un subcontinuo de X y supongamos que int(H) # (. Entonces
X \ int(H) es subconjunto propio y cerrado de X. Si X \ int(H) es conexo, entonces
X \ int(H) es un subcontinuo propio de X y podemos escribir a X como la unién de H y
X \ int(H). De esta manera hemos probado que X se puede descomponer como la unién
de dos subconjuntos propios. Ahora, si X \ int(H) = cl(X \ H) no es conexo, entonces
X \ H tampoco puede ser conexo. De esta forma, existen U y V', subconjuntos abiertos de
X \ H, de tal forma que X\ H =U | V. Por el lema 1.46, tenemos que H UU y H UV son
subcontinuos propios de X y, por lo tanto, X se puede puede escribir como la unién de los
subcontinuos propios HUU y HUV.
Para demostrar el reciproco, supongamos que X es descomponible. Entonces existen
H y K, subcontinuos propios de X, de tal forma que X = HUK. Observemos que X \ H es
un subconjunto abierto y no vacio de X; ademds, X \ H C K. Esto implica que int K # 0.
O

Definicion 1.49. Sea X un continuo. Un punto p € X es un punto de corte si y sélo si

X \ {p} es un subespacio disconexo.
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Lema 1.50. Sea X wun continuo. Las siguientes enunciados son equivalentes.
(1) p € X es un punto de corte.

(2) Ezxisten F y G, dos subconjuntos cerrados de X, de tal forma que |F| > 2, |G| > 2,
FNG={p}yFUG=X.

Demostracion.  Argumentemos primero que (1) implica (2). Si X \ {p} es disconexo,
entonces existen A y B, subconjuntos abiertos de X \ {p}, tales que X \ {p} = A | B.
Definamos a F'y G como AU {p} y BU {p} respectivamente. Como A # () # B, tenemos
que tanto F' como G tienen al menos dos elementos.

Veamos que F'y G son subconjuntos cerrados de X. Para ello, notemos que X \ F' =
X\ (AU{p}) = B, el cual, es abierto en X \ {p}. Dado que X es un espacio de Hausdorff,
tenemos que X \ {p} es un subconjunto abierto de X. Por lo tanto, X \ F' es un subconjunto
abierto de X. De forma andloga, X \ G es un subconjunto abierto de X. Asi, obtenemos
que F'y G son cerrados en X.

Ademas,

FNG=(Au{ph)n(BU{p}) = (ANB)U{p} =0U{p} = {p}

FUG=(Au{p})U(BU{p}) = (AUB)U{p} = (X \{p}) U{p} = X.

Ahora verifiquemos que (2) implica (1). Sean F'y G como en las hipdtesis. Definamos
A=F\{p}y B =G\ {p}. Tenemos entonces que A y B son subconjuntos cerrados de
X\ {p}, y como |F| > 2y |G| > 2, se sigue que A # () # B.

Ademas,

ANB=(F\{p}) N (G\{p}) = (FNG)\{p} = {p} \ {p} =0

AUB = (F\{p}) U (G\{p}) = (FUG)\{p} = X\ {p}.

Por lo tanto A y B forman una disconexién del espacio X \ {p}. O
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CAPITULO 2: SR Y SH

Emplearemos los simbolos H y H™ para denotar a los subespacios [0,00) y (—oc, 0] de

R, respectivamente.

2.1 Una descomposicién de R*

El propdsito central de esta secciéon es demostrar que el residuo R* es homeomorfo
a la suma topoldgica (ver [5, §2.2, pp. 74-77]) de dos copias ajenas de H*. Para esto,
probaremos una serie de resultados preliminares.

Recuerde que en un espacio métrico X la coleccién Z(X) coincide con la familia de
todos los subconjuntos cerrados de X. En lo que sigue, se hara libre uso de esta observacion

cuando X =R o X = H.

Lema 2.1. H* = (), _,, clgu[n, c0).

Demostracion. Empecemos por probar que H* C (), _, clgu[n,00). Sea n < w. Supong-
amos que p ¢ clgm[n,00). De acuerdo a la proposicién 1.16, [n,00) ¢ p. Como p es un
z-ultrafiltro, la proposicién 1.5 implica que existe E € p de tal forma que E N [n,00) = 0.
Definamos K = [0,n + 1] y notemos que K € Z(H) y E C K. Como p es un z-filtro, esto
implica que K € p.

Hagamos H = {K N F : F € p} y notemos que la pertenencia K € p nos da la
contencién H C p. Por lo tanto, H es una familia de subconjuntos cerrados del compacto
K y, por lo tanto, [ H # (. Ademds, un argumento rutinario muestra que (p = (| H. Asi,
N p # 0. De acuerdo a la proposicién 1.20, se sigue que p ¢ H*.

Para probar que (), clgu[n,00) € H*, tomemos p € (), clgu[n, 00), esto es (ver

proposicén 1.16), {[n,o0) : n < w} C p. Claramente,

ﬂpg ﬂ[n7oo):®

n<w



y por la proposicién 1.20, p € H*. O

Sea D = {clgu[n, ) : n < w}. Como cada intervalo es un subconjunto conexo de H y
BH es compacto, se sigue que D es una familia de continuos. Mas ain, D estd dirigida por

la contencién inversa: si m,n < w, entonces ¢ = max{m,n} satisface que

ClgH[m, OO) D) CIQH[& OO) y ClﬁH[TL, OO) D) ClﬁH[f, OO)
Luego, el teorema 1.45 nos garantiza que [ D es un continuo. De este modo, hemos probado
lo siguiente.

Proposiciéon 2.2. El residuo H* es un continuo.

Lema 2.3. Sea X € {R,H,H"}. Sea U un subconjunto abierto de fX. SiUNX* # 0,

entonces U N X no esta acotado en X.

Demostracién. Supongamos que U N X estd acotado y vamos a probar que U N X* = ().
Como U N X estd acotado, existe m < w de tal forma que U N X C [—m, m]. Observemos
que X N [—m,m| es un subconjunto compacto de X porque es un subconjunto cerrado y
acotado de R. De esta forma, X N [—m,m] también es compacto en X y, por lo tanto,
X N [—m,m] es un subconjunto cerrado de SX. De lo anterior y de la densidad de X en

BX, obtenemos que:

UgclﬁxUzclﬁx(UﬂX) QXH[—m,m] Cc X.

Esto muestra que U C X vy, por lo tanto, U N X* = (. ]

Proposicion 2.4. Los enunciados siguientes son ciertos.
1. BR = (clgr H) U (clgr H™).
2. clgr(H) \ H = clgr(H) \ R.
3. clgr(H™) \ H™ = clgr(H™) \ R.
4. R = (clgm(H) \ H) U (clgr (H™) \ HO).
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Demostracion. Para probar (1), observemos que
OR = ClﬁRR = ClﬁR(H U H_) = (Clﬁ[{g H) U (ClﬁR H_).

Con respecto a (2), observemos que R es localmente compacto asi que R es un subcon-
junto abierto de SR (lema 1.22). En particular, U = (—00,0) es un abierto en SR que es

ajeno con H y en consecuencia, U N clgr H = ). Luego,

Clgr(H) \ R = clgr(H) \ (U UH) = (clr(H) \ U) N (clar (H) \ H)

— clax (ED) N (clgx (D) \ H) = clg () \ H

La prueba del inciso (3) es andloga al inciso anterior.

Por tltimo, para probar el inciso (4) notemos que

R* = ﬁR\R:ClﬂR(R)\R:CIQR(HUHf)\R
= (clgr(H)Uclgr(H™)) \ R
= (clgr(H) \ R) U (clgr(H™) \ R)

= (clgr(H) \ H) U (clgr(H™) \ H7).

Proposiciéon 2.5. La suma topoldgica H* @ H* es homeomorfa al residuo R*.

Demostracion. Con la intencién de simplificar nuestra notacién, hagamos F' = clgr (H) \ R
y G = clgr(H™) \ R. La compacidad local de R implica (lema 1.22) que tanto F' como G
son subespacios cerrados de SR. Mds ain, de acuerdo a la proposicién previa, R* = FUG

y, por otro lado (ver teorema 1.21),

FNG = (clgr(H) \R) N (clgr(H™) \ R) = clgr(H) Nclgr(H ) \ R

= clar(HNH") \R = clg({0}) \R = {0} \ R = 0.

De esta forma, R* es la suma topoldgica F @ G. Unicamente nos resta comprobar que F y
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G son homeomorfos a H*. Comencemos con F.
Por el Teorema de Extensién de Tietze, H estd C*-encajado en R. Luego (lema 1.23),
hay un homeomorfismo & : clgr H — SH de tal modo que h(t) = t, siempre que ¢t € H. En

consecuencia (inciso (2) de la proposicién previa),

h[F] = hlclag (H) \ H] = AH \ H = H*.

De modo similar se argumenta que G es homeomorfo a (H™)". Ahora, la funcién
f:H — H~ dada por f(t) = —t es un homeomorfismo y por el inciso (4) de la proposicién
1.35, Bf : BH — H™ es un homeomorfismo también. Finalmente (inciso (3) de la proposicién

previa),

Bf[H*] = Bf [BH\H] = 87 [BH] \ 5f [H] = SH™ \ f[H] = sH™ \ H",

en otras palabras, H* y (H~)" son homeomorfos. O

2.2 Algunas funciones cardinales topolégicas
Proposicién 2.6. Si X € {R,H}, entonces |X| = 2°.

Demostracion. En esta prueba emplearemos un par de veces un caso particular de [5,
Theorem 3.6.11, p. 174], a saber, que la cardinalidad de fw es 2°.

Sea f :w — QN H una funcién suprayectiva. Observemos que f es continua porque
w es un espacio discreto. Del inciso (2) de la proposicién 1.35, se sigue que la funcién
Bf : Bw — BX es suprayectiva y, por lo tanto, |5X| < |fw| < 2°.

Para probar la otra desigualdad, empecemos por notar que el Teorema de Extensién de
Tietze implica que w estd C*-encajado en X. Luego, por el lema 1.23, tenemos que clgx w

es homeomorfo a Sw. Esto implica que 2° = | clgy w| < [BX]. O

Definicion 2.7. Sea X un espacio topoldgico no vacio.

1. El peso de X, denotado por w(X), es la minima cardinalidad de una base para X.
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2. La densidad de X, denotada por d(X), es la minima cardinalidad de un subconjunto

denso de X.

3. Una coleccién € de subconjuntos abiertos de X no vacios sera llamada celular en X si
es ajena por pares. La celularidad de X, que serd denotada por ¢(X), se define como

sup{|C| : € es una familia celular}.

A continuacién presentamos algunas relaciones de orden entre estas funciones cardinales

que se deducen inmediatamente de la definicion.

Lema 2.8. Para cualquier X, espacio topoldgico no vacio, se cumple que ¢(X) < d(X) <
w(X).

Demostracion. Para probar que ¢(X) < d(X), sea € una familia celular y D un subconjunto
denso de X. Para cada U € C, fijemos xy € U N D. Esto es posible porque todos los

elementos de € son subconjuntos abiertos de X no vacios. Observemos que zy # xy si

U # V porque la familia C es ajena por pares. Tenemos las siguientes desigualdades

IC| = {zv : U € C}| < |D| < d(X).

Esto muestra que d(X) es una cota superior de el conjunto {|C| : € es una familia celular}
y, por lo tanto, ¢(X) < d(X).

Para probar que d(X) < w(X), sea B una base para X que satisface |B| = w(X). Para
cada B € B, fijemos zp € B. Observemos que D = {xp : B € B} es denso en X. De esta

forma, tenemos que d(X) < |D| < |B| = w(X). O

Proposicién 2.9. w(H*) = d(H*) = ¢(H*) = ¢.

Demostracion. Empecemos citando algunos teoremas que nos ayudaran a probar este

resultado.

1. Si k es un cardinal infinito dotado con la topologia discreta, entonces |fk| = 22" y

w(Bk) = 2" [5, III Theorem 3.6.11, p. 174].
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2. Sean X y Y dos espacios topoldgicos y f : X — Y una funcién continua. Si Y es

continua y f es suprayectiva, entonces w(Y) < w(X) [5, III Theorem 3.1.22 p. 128].

Elinciso (1) nos garantiza que w(fw) = ¢. En la demostracién de el lema 2.6, obtuvimos
que SH es imagen continua de fw y, como SH es compacto, el inciso (2) nos dice que

w(fH) < w(fw). De esta forma, tenemos las siguientes desigualdades:
¢(H") < d(H") < wH") < w(fH) < w(Bw) = c.

Para concluir la demostracién, basta probar que ¢ < ¢(X*). Para cada n < w, definimos
el intervalo abierto U, = (2n,2n + 1). Fijemos A, una familia casi ajena maximal de
cardinalidad ¢ [7, IT Theorem 1.3, p. 48], esto es, A es una coleccién consistente de ¢
subconjuntos infinitos de w de tal modo que A N B es finito siempre que A y B sean
elementos distintos de A y para cualquier £ € [w]|* hay A € A con |AN E| = w. Para
cada A € A, definimos G4 = H* N Ex(U,,c4 Un) (ver definicién 1.24). Afirmamos que
{Ga: A € A} es una familia celular en H* de cardinalidad c.

Sea A € A. Claramente G 4 es abierto en H*. Para probar que G4 # 0, sea f :w — A
una funcién biyectiva. Ahora, dado n < w, fijemos x,, € Uy(,) y notemos que esta eleccién
nos garantiza que F' = {w} : k < w} y H\ [Jyc4 Uk son un par de subconjuntos cerrados

ajenos de H. Luego (ver teorema 1.21),

clgg F C BH\ clgy (H\ U Uk) =Ex | Us.

keA keA

Tomemos u € w* y denotemos por p al u-limite de la sucesién {x,}n<, en SH (lema
1.40). La condicién w € u implica la pertenencia p € clgy F'. Asi, bastard probar que p € H*
para concluir que p € G 4.

Empecemos por argumentar que p ¢ F: si £ < w, la proposicién 1.20 nos da B € u con
¢ ¢ B; de este modo, E = {x}, : k € B} es un subconjunto cerrado de H con z; ¢ E, y por

las igualdades
E=clgE=HnNclgg E, (2.1)

33



se deduce que x¢ ¢ clgy E, o sea, z; no es el u-limite de {zy, }n<w.
Finalmente, como F es cerrado en H, igualdades similares a las presentadas en (2.1)
nos dan p ¢ H.

Sean A, B € A tales que A # B. Tenemos que (ver proposicién 1.25)

GanGp = H*ﬂEx(U Un> ﬂEx(U Un>

neA neB

H* N Ex ( (nLEJA Un) n nLEJB Un>
= H*ﬁEx( U Un>.

neANB

Ahora, en vista de que Ex (UnG ANB Un) es un subconjunto abierto de SH cuya interseccién
con H es el conjunto acotado (recuerde que AN B es finito) |, c 4np Un, €l lema 2.3 nos da
Ex(U,canp Un) NH* = (. Concluimos que G4 NGp =0y, por lo tanto, {Gg : E € A} es
una familia celular. M4s atn, lo anterior también demuestra que |[{Gg : E € A}| = ¢, lo

cual implica que ¢ < c(H*). O

La ultima funcién cardinal topoldgica que analizaremos aqui es el caracter: dado un
espacio topolégico X y un punto p € X, el simbolo x(p, X) (léase el cardcter de p en X)
representard a la menor cardinalidad de una base local para X en p; de este modo, el

caracter de X se define como

X(X) =sup{x(z,X):x € X}.

Por ejemplo, si X € {R,H,H™}, entonces x(X) = w.

Observe que para cualquier espacio X y cualquier p € X se tiene que las condiciones
X(p, X) <wy x(p, X) =1 son equivalentes.

Estamos interesados en verificar que x(H*) = ¢ y para esto necesitaremos algunos
resultados sobre fw.

Para el resto de la seccién, denotemos por € a la coleccién de todos los subconjuntos
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de w cuyo complemento es finito, es decir,
C={w\A: A€ w™}.

Lema 2.10. Si E es un subconjunto infinito de w, entonces existe p € w* con E € p.

Demostracion.  Un argumento rutinario muestra que la familia {E} U € es centrada
(definicién 1.3), asi que podemos aplicar el lema 1.4 para obtener p € fw con {E}UC C p.

Luego, E € p y como [p C (€ =0, la proposicién 1.20 nos da p € w*. O

Una propiedad que se deduce de la prueba previa es que si C C p € Sw, entonces p € w*.
Este hecho sera empleado en el resultado siguiente.

Lema 2.11. Eziste un ultrafiltro u € w* con x(u,w*) = c.

Demostracion. En la demostracién de [1, Proposition 3.23, p. 51] se construye una familia
independiente en w de tamano ¢, esto es, una coleccién J formada por ¢ subconjuntos de w

y de tal modo que para cualesquiera &g, &1 € [J]<¥\ {0} que satisfagan 9N E; = () se tiene

que [(M &) \U&i| = w.

A continuacién mostraremos que

szju{w\ﬂe:é:ep]w}ue

es un conjunto centrado.
Comencemos por tomar D C I, n € w, {& : k < n} C[J¥ y F C [w]<¥, de tal modo
que tanto D como F sean finitos y no vacios. Hagamos H = DU {w\(E€x: k< n} U

{w\ F: F € F} y fijemos, para cada k < n, un conjunto Ej € & \ D. Entonces,

ﬂ%:(ﬂ@)ﬂﬁ(w\ﬂ&k)ﬂﬂ{w\F:Feﬁr}
RN

0
UNe) U= (A=) U U
=0 k=0
y, por ende, [(H es un conjunto infinito (en particular, no vacio). De aqui se deduce

facilmente que 8 es centrada.
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Invoquemos ahora el lema 1.4 para obtener v € Sw con & C w. Luego, la contencién
C C uwnos da u € w*.

Dado A C w, hagamos A* = w* N A~ (ver definicién 1.29). Entonces, el hecho de
que {A™ : A C w} sea base para Sw nos dice que {A* : A C w} es base para w*. En
consecuencia, hay V C P(w) de tal suerte que {V* : V € V} es base local para w* en u
y V] = x(u,w*). Claramente, x(u,w*) < ¢. El resto de nuestro argumento tiene por fin
convencernos de que la desigualdad estricta es imposible.

Verifiquemos que V Cu: si V € V, se sigue que u € V* C V™ y asi, V € u.

Note que si A € [w]<¥, entonces w\ A € € C u y de este modo, A ¢ u. Luego, cada
elemento de V es infinito. Empleemos este hecho para comprobar que |V*| > 2, siempre
que V € V.

Sea V € V. La infinitud de V nos proporciona dos conjuntos Vp, Vi € [w]“ tales que
VouVi =V y VpnNVi = 0. De acuerdo al lema 2.10, hay pg,p1 € w* con Vo € pgy Vi € p1.
Dado que Vp y V1 son ajenos, se obtiene que pg # p1. Por otro lado, si ¢ < 2, se tiene que
la contencién V; C V implica que V' € p; o, equivalentemente, p; € V*.

Probemos por contradiccién que x(u,w*) > w: la condicién x(u,w*) < w implica que
hay V. C w con V = {V} y como w* es de Hausdorff, se deduce que V* = {u}; una
contradiccién a lo establecido en el parrafo de arriba. En conclusion, V es infinita.

Hagamos W={V\n:V eV A n<w}ytomemos V €Vyn<w. En vista de que
w\neCCuyV\n=VnN(w\n), deducimos que W C u. Ademds, V=V \0€ Wy, en

consecuencia, V C W. Luego,

V] < W] < [V]-w =1V,

es decir, |[W| = |V|.

Nuestra intencién ahora es exhibir una funcién f : 3 — W de tal modo que f(A) C A,
para cada A € J. Para esto, serd conveniente verificar, en primer término, que si A, B C w
satisfacen A* C B*, entonces A \ B es finito. Hagamos esto por contrapuesta: si £ = A\ B
es infinito, el lema 2.10 nos da p € w* con F € py como E C A, deducimos que A € p (es

decir, p € A*); por otro lado, la igualdad E N B = () garantiza que B ¢ p, esto es, p ¢ B*.
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Con respecto a nuestra funcién f, para cada A € J se tiene que u € A* y como
{V*:V €V} es base local para w* en u, podemos fijar V€ V con V* C A*. Por lo hecho
en el parrafo precedente, existe £ < w con V'\ A C ¢. Asi, basta con hacer f(A4) = V\{ € W.

En busca de una contradiccién, supongamos que x(u,w*) < ¢. Esto implica que alguna
fibra de f es infinita, es decir, hay & € [J]* y A € J de tal modo que f(A) = f(F) C E,
para cualquier E € €. Entonces, como resultado de la contencién f(A) C ()€ obtenemos
la pertenencia (€ € u, lo cual es imposible ya que, por definicién, w \ (€ € § C u. En

resumen, x(u,w*) = c. O

Suponga que X es un espacio topoldgico. Si g€ Y C X y V es una base local para X
en ¢ con |V| = x(q,X), entonces {Y NV : V € V} es una base local para Y en q y, de este
modo, x(¢,Y) < x(¢, X).

Ahora, cuando B es una base para X con |B| = w(X) y p € X es arbitrario, se tiene
que {B € B : p € B} es base local para X en p. Luego, x(X) < w(X) y, en particular,

x(H*) < c.
Proposicién 2.12. FEl cardcter de H* es ¢; mds ain, hay p € H* con x(p,H*) = c.

Demostracion. Denotemos por Y al subespacio (clggw) \ H de H*. Como w es un subcon-
junto cerrado de H, obtenemos que w = clyw =HNclggw y asi, ¥ = (clggw) \ w.

De acuerdo al lema 1.23, existe un homeomorfismo h : fw — clggw de tal modo que
h(n) = n, siempre que n < w, y entonces, hjw*] = (clggw) \ w =Y. Luego, si u es como
en el lema 2.11 y p = h(u), se sigue que x(p,Y) = x(u,w*) = c¢. Ademds, el que Y sea

subespacio de H* implica que

c=x(p,Y) < x(p,H") <

2.3 Nulos conexos de H*

En la seccién previa vimos que las funciones cardinales peso, densidad, celularidad y

cardcter cambian radicalmente para H y H*. Ahora veremos otra diferencia entre estos
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espacios: mientras que H es abundante en nulos conexos (el vacio y todos los intervalos
cerrados), H* s6lo posee dos, tal y como demostraremos a continuacion.
Para esta seccion, fijemos un conjunto E € Z(H*) con ) # F # H* y p € H* \ E. El

objetivo es probar que E no es conexo.

Lema 2.13. FEziste f € C(BH) de tal modo que ran(f), la imagen de f, es un subconjunto
de [0,1], E=H"Nf"{0} y f(p) = 1.

Demostracion. Sea g € C(H*) de tal forma que E = ¢g~'{0}. Notemos que g(p) # 0.

Definimos a la funciéon A : H* — R mediante

h(x) = max{0, min{g(z)/g(p), 1}}.

Observemos que h € C(H*), ran(h) C [0,1], E = h~1{0} y h(p) = 1. En efecto, si z € E
tenemos que g(x) = 0. De esta forma, h(x) = max{0, min{0/g(p),1}} = 0. Esto muestra
que E C h=1{0}. Para probar la otra contencién, supongamos que x € H*\ E y probaremos
que x € H*\ h=1{0}. Como z ¢ E, g(z) # 0. De esta forma, min{g(z)/g(p),1} < h(z).
Debido al lema 1.22, sabemos que H* es un subconjunto cerrado de SH. Por el Teorema

de Extension de Tietze, existe f € C(SH) de tal manera que h C f y ran(f) C[0,1]. O

Por el resto de la seccion, f serd tal y como fue enunciada en el lema previo. Ahora,
definimos

G=HNf0,1/2)) = {t € H: £(¢) < 1/2}.
Lema 2.14. Los enunciados siguientes son ciertos.
1. ECclgnG.
2. G no estd acotado.

3. Para cada v € H existe y € H\ G tal que x < y.

Demostracion. Para probar (1), sean « € E y V un subconjunto abierto de SH tal que
x € V. Hagamos W = V N f~1[[0,1/2)]. Observemos que W es un subconjunto abierto de

PH vy, ademds, € W porque f(x) = 0. Como H es un subconjunto denso de SH, existe
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t € WNH. De esta forma, t € VNHy f(t) < 1/2. Esto implica que VNG # 0 y, por lo
tanto, = € clgy G.

Ahora, para probar (2), notemos que G es cerrado en H porque G = f~1[[0,1/2]] N H.
En busca de una contradiccién, supongamos que G si es acotado. Entonces existe M > 0 de
tal manera que G C [0, M]. El intervalo [0, M] es un subconjunto compacto de H y, por ende,
también de SH. Como SH es un espacio de Hausdorff, [0, M] es un subconjunto cerrado de
BH. De esta forma obtenemos que clgg G C [0, M], una contradiccién a () # E C H*.

Nuestro argumento para probar (3) serd por contradiccién: vamos a suponer que existe
x € H de tal forma que [z,00) C G. Como x € H, existe n € w tal que [n,00) C [x,00). De

esta manera obtenemos que (ver lema 2.1)

H* C clgu[n,c0) C clgu|z, 00) C clgy G

y, por lo tanto,

1= f(p) € flelgu G] C clp fIG] € [0,1/2],

que es el absurdo que estabamos buscando ]

1
Definicién 2.15. Para cada n < w, definimos U, = f~! HO, n 2”
n

Dado n < w, observemos que f[U, NH] C [0,1/2) y, por lo tanto, U, NH C G. Ademas,
tenemos que

ECf 0} CU,

y, por ende, () # E C U, NH*. Esto muestra que U, N H* no es vacio y, por el lema 2.3,

U,, "H no esta acotado en H.

Lema 2.16. Ezisten dos sucesiones {sp}n<w Y {tn}n<w de tal modo que las propiedades

stguientes son ciertas para cualquier n < w.
1. s, e H\ G.
2. t, € Uy NH,
S.osn+1<tyytn+1<spy1-
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Demostracion. Construiremos las sucesiones por recursién. De acuerdo al inciso (2) del
lema 2.14, existe sp € H\ G de tal manera que 0 < sg. Ahora, como Uy NH no es acotado
en H, existe tg € Up N H de tal suerte que sg + 1 < tp. Supongamos que ya hemos definido
{si 11 < n}y{ti i< n} para algin n € w. Nuevamente, el inciso (2) del lema 2.14 nos
produce s,+1 € H\ G de tal forma que t, + 1 < s,11. Dado que U,+1 NH no es acotado

en H, existe t,11 € Up41 NH de tal modo que sp41 + 1 < tp41. ]

Ahora, definimos los siguientes subconjuntos de H

Go=Gn ([0, s11U | [s2n, S2n+1]) y G1 =G0 | ls2nt1, 52n12)-
n=1

n<w

Lema 2.17. Los enunciados siguientes son ciertos.
1. Go y G1 son cerrados ajenos de H.
2. G=GyUGy.

3. EﬂClgHGo #@#EﬁclﬁHGl.

Demostracion. En primer lugar, Go y G son cerrados porque
(o @]
H\ Go = (H\ G) U (s1,82) U U (82n+1, S2n+2)
n=1

es un subconjunto abierto de H. De manera analoga se verifica que (G; es un subconjunto
cerrado de H.

Ahora, probaremos que Go U G1 = G.

GoUuGr = GnN ([0, s1]U | [s2n, 52041 U | [s2011, 52n+2]>

n=1 n<w

= GNH=G.

Con la intencién de verificar que E intersecta a clgy Go, definamos, para cada n < w,
Cp = {tor : k € w\ n}. Como consecuencia del inciso (3) del lema 2.16 obtenemos que C,

es un subconjunto cerrado de H que estd contenido en Gy.
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Dado que H es metrizable, se deduce que {C,, : n < w} es una familia centrada
de subconjuntos nulos de H. Luego, por el lema 1.4, existe ¢ € SH de tal forma que
{Cp :n <w} Cq. Afirmamos que ¢ € clgy Go y que f(q) = 0.

Sea m < w arbitrario. De la proposicién 1.16 deducimos que g € clgy Cy, y, por ende,
f(q) € flclgu Cy]. Para cada k € w \ n, el inciso (2) del lema 2.16 nos da ty, € Usy, y de

este modo
1 1

t < )
Fltar) < +2 Sn+2

lo cual implica que

J1Gal € [0’ n—1i-2>

En resumen,

@) € Slekan Cul € clon 1G] € [0, .

Lo anterior muestra que

f@e N o] =0

n<w

esto es, ¢ € f~1{0}. Por otro lado, la contencién {C;, : n < w} C gnosda (g C(),<, Cn =
(), es decir (proposicién 1.20), ¢ € H*. As{ (lema 2.13), g € E.
Para concluir la prueba de la primera parte del inciso (3), note que Cy C Gy implica

que g € clgy Cy C clgyg Go. De manera andloga podemos probar que E N clgy G1 # 0. O

Hagamos Fy = ENclggGo y F1 = ENclgg G1. Entonces Fy y Fy son subconjuntos

cerrados de E'y, ademds, son no vacios. Por otra parte (teorema 1.21),

FyN Fy :Eﬂ(clgHGo)ﬁdgHGl :EmclgH(GoﬁGl) =End=0.
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Finalmente,

FFUF = (EN (CIBH Go)) U (ENclgn Gr)
= EnN ((ClﬁH Go) U ClﬂH Gl) =FEnN ClﬁH(Go U Gl)

= EﬂclgHG:E.

Esto muestra que E' = Fy | F} y, por lo tanto, E no es conexo.

2.4 Abiertos estandar de H*

Finalizaremos este capitulo con la prueba de que H* es indescomponible y para esto
emplearemos una clase particular de subconjuntos abiertos de SH, misma que definimos a
continuacion.

En primer término, una sucesion estandar es una sucesion {t, }n<. en H que es estric-

tamente creciente y diverge a infinito.
Definicién 2.18. Suponga que {t,}n<, s una sucesién estandar.

1. Cuando ty = 0, el conjunto (ver definicién 1.24)

Ex ([to,tl) U G (tn,tn+1)>

n=1
recibird por nombre abierto dado por {t,}n<., mientras que

2. Si ty # 0, entonces el abierto dado por {t,}n<. €s

Ex ( U (tn,tn+1)> .

n<w

De esta forma, la frase W es un abierto estandar significa que W es igual al abierto

dado por alguna sucesién estandar.

Definicién 2.19. Diremos que ({an }n<w, {bn}n<w) €s una pareja estandar si los enunciados

siguientes son satisfechos.

1. Tanto {a,}n<w como {b,}n<w son sucesiones estandar.
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2. Para cualquier n < w, an < by < apy1.
3. ag = 0.
Suponga que ({an}n<w, {bn}n<w) €s una pareja estandar y note que si definimos
o0
Vo =lao.bo) U [ (aznsb2) vy Vi= | (aznsr,b2nn1), (2.2)

n=1 n<w

entonces Ex(Vp) y Ex(V7) son abiertos estdndar. Estos serdn llamados abiertos dados por
({an}tn<ws {bn}tn<w). Ademads, convendremos en que el orden es importante: siempre que
empleemos la frase U y V' son los abiertos dados por la pareja estandar ({an }n<w, {bn }n<w)

estaremos suponiendo que 0 € U.

Lema 2.20. Si Wy y W1 son los abiertos dados por alguna pareja estandar, entonces

ClﬁH Wo N ClgH Wi = 0.

Demostracion. Fijemos ({an}n<w, {bn}tn<w), una pareja estdndar, de tal modo que, para
cada i < 2, W; = Ex (V;), donde Vp y V1 son como en (2.2).

Sea i < 2. El que H sea denso en SH implica que
clgn W; = CIBH<W1’ NH) = clgu V; C clgp clg V;,

y como cly V; = Uy, <, [@2k+i, bor44], s6lo nos resta invocar el teorema 1.21. O

Observemos que si U es un abierto en SH con U NH* # (), entonces (lema 2.3) U NH
es un subconjunto no acotado de la recta real. De este modo, para cualquier ¢ € H se tiene
que U N (t,00) es un conjunto no vacio y acotado inferiormente por ¢t. En consecuencia,

inf (U N (t,00)), el infimo de U N (¢, 00), existe; mas ain, este nimero real es un elemento

de clgy U.

Proposicién 2.21. Para cada i < 2, sea U; un abierto en SH con U; N H* # (. Si

ClﬁH Uy N ClgH U =0 Y

inf(Up N H) < inf(Uy NH), (2.3)
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entonces existen Wy y Wy, abiertos dados por una pareja estdndar, de tal modo que Uy C Wy

y U C Wh.

Demostracion. Recordemos que si k y £ son un par de niimeros enteros, entonces el simbolo
k = /¢ mod 2 significa que, una de dos, tanto k£ como £ son pares 6 k y £, ambos, son impares.
Afirmacién 1. Existen dos sucesiones en H, {a,}n<w ¥ {bn}tn<w, de tal modo que los

enunciados siguientes son ciertos para cualquier n < w.
1. ag = 0.
2. ap < by < apyi-
3. El intervalo cerrado [by,, an+1] tiene interseccién vacia con Uy U Uj.

4. Sii < 2 satisface n =7 mod 2, entonces

[an; bn] NU; 7é 0 y [an7 bn] CH \ Ui—;.

Antes de probar este enunciado, veamos cémo éste puede ser utilizado para nuestro
argumento.

En primer término verifiquemos que las condiciones de arriba implican que la pareja
({an}n<ws {bn}n<w) €s una pareja estdndar. En vista de (1) y (2), sélo requerimos probar
que A = {a, : n < w} no estd acotado. Para esto, supongamos lo contrario y pongamos
x = supA. De acuerdo a (2), B = {b, : n < w} también estd acotado y = = sup B.
Fijemos i < 2 y mostremos que x € clggU; (esta es la contradiccion buscada porque
clgy Up N clgy Uy = 0).

Sea G un abierto en SH con x € G. Entonces, G NH es un abierto en H que contiene
axycomozx >0, hay c € Heonc < xy (c,r) C G. Tomemos m < w de tal modo
que a,, € (c,z) y observemos que esto implica la contencién [a2m+i, b2m+i] € G. Ahora
empleemos (4) para deducir que [a2m+i, b2m+i] N U; # 0 y concluir que G tiene interseccién
no vacia con U;. Por lo tanto x € clgy Us.

Definamos Vp y Vi tal y como aparecen en (2.2). Una consecuencia importante de las

condiciones (1)-(4) y del hecho de que las sucesiones {a, }n<w ¥ {bn}n<w divergen a infinito
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es que U; CV; C Ex(V;), para cualquier ¢ < 2. De esta forma, Wy = Ex(Vp) y W1 = Ex(11)
son los abiertos que necesitamos.

Demostremos la afirmacién 1. Para esto nos sera ttil la siguiente convencién:

sir € Hei< 2, entonces U] = U; N (r,00).

De acuerdo a lo hecho en el parrafo que precede a esta proposicién, inf U, siempre existe y
es un elemento de clgy U;.

Afirmacién 2. Sir € H e ¢ < 2 son tales que inf U] < inf U]_;, entonces hay s,t € H con
() r<s<t,
(B) el intervalo abierto (r, s) tiene interseccién no vacia con U,
(v) s8N (UoUlL) =0y
(8) infU{_, < infU}.

Hagamos ¢t = inf U]_; y ¢’ = inf U]. De este modo, 0 < r <’ < t.

En vista de que t € clgg U]_;, deducimos que t ¢ clgg U/, esto es, existen s,w € H
con s <t<wy [s,w] CH\clggU. Asi,la pertenencia ¢’ € clgg U] implica que t’ < s 6
w < t'. Como t < w, la segunda posibilidad es imposible, esto es, se tiene que t' < s.

Del pérrafo previo se sigue que t' < s < t, lo cual garantiza que («) y () son ciertas.

Con respecto a (), la eleccién de s nos da [s,t]NU; = 0. Por otro lado, las condiciones
s € (r,0) y s < t aseguran que [s,t) N U;—; = (). Finalmente, para convencernos de que
t ¢ Ui—; basta con notar que U{_; es abierto en Hy r <t =inf Uj_,.

De la definicién de ¢ y () se sigue que U]_, = U!_, y, naturalmente, ¢t = inf U?_,.
Sea v = inf Uf. Claramente, t < v y v € clgg U;. Luego, la pertenencia ¢ € clgy U1—; nos
permite concluir que v # t, esto es, t < v, tal y como se requiere en (J). Esto finaliza la
prueba de la afirmacién 2.

Construiremos por recursién las sucesiones que se necesitan en la afirmaciéon 1. Para la
base, definamos ap = 0 y notemos que las condiciones (1)-(4) son satisfechas trivialmente
para cualquier n < 0. Por otro lado, la hipétesis de que Uy y U; tienen cerraduras ajenas

nos permite deducir que la desigualdad en (2.3) es estricta, esto es, inf UJ® < inf Uy.
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Demos por hecho que, para alguna k < w, hemos obtenido {a, : n < k} y {b, : n < k}
de tal forma que (1)-(4) se cumplen para cada n < k y, ademds, inf U* < inf U{*,, donde
i < 2 satisface £k = ¢ mod 2. De acuerdo a la afirmacién 2, existen by, a1 € H de tal
modo que los enunciados («)-(J) se verifican cuando uno toma r = ag, s = by y t = ag41.
Bl

En consecuencia, (1)-(4) son ciertos siempre que n < k + 1 y, adicionalmente, inf Uf_i

inf Ul.a *1. Esto completa la recursién porque, claramente, K +1=1—¢ mod 2. ]

Ahora presentamos un par de consecuencias del resultado previo que ilustran la impor-

tancia de los abiertos estdndar en el estudio de H*.

Corolario 2.22. Si Fy y I son cerrados ajenos no vacios de H*, entonces existen Wy y

W1, abiertos dados por una pareja estdndar, tales que F; C W;, para cada i < 2.

Demostracion. Empecemos por notar que el lema 1.22 nos dice que H* es un subconjunto
cerrado de SH y, por lo tanto, Fy y Fj; son subconjuntos cerrados y ajenos del espacio
normal SH. Por ende, existen Oy y O1, subconjuntos abiertos de SH, de tal forma que
F; CO; (i <2)y clgg Og Nelgg O1 = 0.

Pongamos t = inf(Op N H) y definamos Uy = Op y Uy = O; \ [0,¢]. Entonces, la
compacidad del intervalo [0, t] nos garantiza que Uy y Uy son abiertos de SH con cerraduras
ajenas y tales que F; C U; (i < 2); més ain, inf(UyNH) = ¢ < inf(U; NH), asi que podemos
emplear la proposiciéon de arriba para hallar Wy y Wi, abiertos dados por alguna pareja

estandar, de tal manera que U; C W; (i < 2). O

Mostraremos a continuaciéon que los abiertos estandar forman una base para H*; for-

malmente:

Corolario 2.23. Si U es un abierto en H*, entonces para cualquier p € U existe V', un

abierto estandar, conp € VNH* CU.

Demostracion. Apliquemos el corolario previo a los cerrados {p} y H* \ U para hallar V' y
W, abiertos dados por alguna pareja estandar, con p € V 'y H* \ U C W. De esta manera,
V CBH\W y, porende, pe VNH* CH*\ W CU. O
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2.5 Indescomponibilidad de H*

Nos encontramos listos para presentar el tltimo resultado del capitulo.

Teorema 2.24. H* es indescomponible.

Demostracion. Por el teorema 1.48, basta probar que cualquier subcontinuo propio de H*
tiene interior vacio.

Sea K un subcontinuo propio de H*. Probemos que int K = ). Sea z € H* \ K. Del
corolario 2.22 se sigue que los cerrados {} y K pueden ser separados por abiertos dados por
alguna pareja estandar ({¢,, tn<w, {dn}n<w). Ahora definamos {a,}n<w v {bn }n<w mediante
Gn = Con+1 ¥ by = con para obtener las desigualdades a, < b, < an+1 para cadan < w 'y

ademds, K C Ex(O), donde O = n, by).

n<w (

Definimos la siguiente familia de subconjuntos de w:

U= {Agw:KgclﬁH U[an,bn]}.

neA

Afirmamos que u es un ultrafiltro.
Para empezar, ) ¢ u porque K € clgg U, cplan, bn] = clga @ = 0. Veamos que w € wu.

Notemos que (H\ O) Uclg O = H. De esta manera tenemos que

0 = ﬁH\ClgH((H\O) U cly O)
= BH \ (ClﬁH(H \ O) U ClgH(CIH O))
= (BH\ clgu(H\ O)) N (BH \ clgu(clu O))

= Ex(0)n (BH\ clgu(cly O)).

Esto muestra que Ex(O)N(BH\ clgm(clyg O)) = 0y, por lo tanto, Ex(O) C clgm(clg O) =

clgr U,y < [@n, bp]. Como K C Ex(O), tenemos que K C clgu U, o, [@n, bn]-
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Sean A, B € u. De este modo (teorema 1.21)

K

N

(ClﬁH U [an, bn]> N CI,BH U [an, bn]

neA neB

clpg < < U lan. bn]) N [an. bn]>
neA neB
= ClﬁH U [ambn]

neANB

De esta forma, A N B también es un elemento de u. Ahora, sean A € u y B C w tal que

A C B. Como

K g ClﬂH U [anv b’n] g Cl,@H U [an7 bTL]?
neA neB

concluimos que B € u.
Para mostrar que u es un filtro maximal, supongamos que A C wy A ¢ u. Vamos a

demostrar que w \ A € u. Sabemos que

K C clgr | [an, bn] = clgn ( U lan, bn]> Uclgr | [an, bal.

n<w neA new\A

Como K ¢ clgu U, cal@n,bn], tenemos que K N clgy Unew alan, bn] # (. Ademéds (ver

teorema 1.21),

ClﬁH ( U [an, bn]> N CIQH U [Cbn, bn] = (.

neA new\A
Siw\ A ¢ u, entonces K N clgn U, cal@n, bn] # 0 y asi, hemos encontrado una disconexién
para el espacio K, lo cual es una contradiccion porque K es conexo. De esta manera,
w\ A € uy, por lo tanto, u es un ultrafiltro.

Para probar que int(K) = () veamos que ningin subconjunto abierto de SH estd con-
tenido en K. Sea W un subconjunto abierto de SH de tal forma que K N W # (). Vamos a
probar que H* N W ¢ K.

Fijemos p € WNK. Como p € W y SH es un espacio regular, existe V', un subconjunto
abierto de H, tal que p € V y clggV € W. Asi las cosas, basta que probemos que
H*NeclggV € K.

Comprobemos que el conjunto A = {n < w : V N [an,by] # 0} es un elemento de
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u. Para esto, hagamos E = w\ A y notemos que V N {J,cplan,by] = 0. Dado que V
es un abierto que contiene a p, deducimos que p ¢ clgn |J,cplan, bn] ¥y, en consecuencia,
K & clgn U, cplan, bn]. Asi, w\ A no es un elemento del ultrafiltro u, es decir, A € u.

Si A fuese finito, tendriamos que |J, ¢ 4[an, by] seria un subconjunto compacto de SH

y, por ende,

K C CIBH U [an,bn] = U [anybn] C H;
neA ncA

un absurdo. De este modo, A es infinito.

Sean B,C € [w]¥ tales que BUC = Ay BNC = (. Sin pérdida de generalidad,
supongamos que B ¢ u. Como u es un ultrafiltro, tenemos que w \ B € u y, por lo tanto,
K € Unew\slan, bn]. Para cada n € B, sea z, € (an,bp) NV. Hagamos S = {zy, : n € B}
y F=clgn$.

Si M es un subconjunto finito y no vacio de B, entonces m = max M satisface que

Tm € SN ({[zn,o0) : n € M}. En particular, la familia
A ={S}U{[zp,0) :n € B}

es centrada y esta formada por subconjuntos nulos de H. Luego, de acuerdo al lema 1.4,
existe ¢ € fH con A C q.

Argumentemos que ¢ € H* Nclgg V. En primer lugar, (¢ € (A = 0, es decir (ver
proposicién 1.20), ¢ € H*. Por otro lado, la proposicién 1.16 y la contencién S C V nos
permiten deducir que ¢q € clgg V.

Como K C e, lan, b, tenemos que K N U,,cglan, bn] = 0. Notemos que

S < | lan, bal,

neB

asi que F' C clgulU,cplan, bn]. Esto implica que ¢ € clgg U, cplan,bn] ¥, por lo tanto,

q ¢ K. Esto prueba que H* Nclgy V ¢ K. O

49



CAPITULO 3: SUMA DE CONTINUOS.

Observemos que si K es un subespacio de H que resulta ser un continuo, entonces K
debe ser un intervalo cerrado y acotado (note que para cada t € R se tiene que [t,t] = {t}).
Ahora, en vista de las diferencias entre H y SH que hemos presentado en el capitulo previo,
tiene sentido preguntarse lo siguiente: jcudl es la maxima cardinalidad de una familia K

con las propiedades mencionadas abajo?

1. Cada elemento de X es un subcontinuo de H*

2. Si K, L € X satisfacen K # L, entonces los subespacios K y L no son homeomorfos.

En vista de que el peso de H* es ¢, se sigue que el nimero total de subconjuntos cerrados
de H* es, a lo mds, 2°. Luego, si X es una familia como la descrita arriba, entonces |X| < 2°.

Uno puede hallar en [2, Theorem 3.2, p. 1751] la prueba de lo siguiente: si la Hipdtesis
del Continuo falla, se tiene que hay una familia X que satisface (1), (2) y |X| = 2°. Por
otro lado (ver [3, Theorem 3.7, p. 103]), esta misma conclusién es consecuencia de suponer
la Hipotesis del Continuo. En resumen, tanto si suponemos la Hipdtesis del Continuo como
si no, la respuesta a la pregunta hecha en el primer parrafo de este capitulo es 2°.

Aunque no expondremos las demostraciones de los resultados mencionados arriba, si
nos concentraremos en desarrollar la herramienta béasica para entender dichas pruebas.

Supongamos que K, es un continuo no vacio para cada n < w. Hagamos X =
D, <, (Kn x {n}), esto es, X es la suma topoldgica de los espacios K;,. Definimos a la

funcién 7 : X — w mediante w(z,n) = n.

Definicion 3.1. Dado X un espacio topoldgico decimos que una componente conexa de X
es un subconjunto C' de X que es conexo y para cualquier Y C X de tal forma que C C Y

se cumple que Y no es conexo.

Proposicion 3.2. Para cada n < w, sea K, un continuo. Las componentes conexas de X

son las fibras de la funcion Bm.



Demostracion. Notemos que si m < w, entonces 7 {m} = K, x {m}, el cual es un
subconjunto abierto compacto y conexo de X. Ahora, en vista de que w es discreto y
K,, # (), se deduce que 7 es cerrada y suprayectiva. Por lo tanto, 7 es una funcién perfecta
y mondtona.

De acuerdo a los lemas 1.38 y 1.35(2), f7 : X — Pw es mondtona y suprayectiva.
Luego, {(B87) '{u} : u € Bw} es una particién de 3X en conexos no vacios. Veamos que
este conjunto es, de hecho, la famila de componentes conexas de SX.

Sea C' una componente conexa de fX. Fijemos = € C, hagamos u = 7 (z) y notemos
que [7[C] es un subconjunto conexo de fw con u € Br[C]. Como Sw es cero-dimensional
(ver proposicién 1.31), deducimos que Br[C] = {u}, esto es, C C (B7)"{u}. Ahora, la
maximalidad de C nos da C' = (7)) {u}.

Sea u € Bw. Tomemos C, una componente conexa de 3X, con (3m)~{u} C C. Por el
parrafo anterior, existe v € fw con C = (A7)~ {v}. De este modo, u = vy C = (B7) " Hu}.

Esto finaliza la prueba. O

Definicién 3.3. Para cada u € Bw definimos K, = (8m)~*{u}.

Note que la proposicién 3.2 nos garantiza que cada K, es un continuo. La seccién
siguiente estd dedicada a explorar algunas propiedades de estos continuos y a lo largo de

ella siempre supondremos que {K,, : n € w}, X y 7 son como se presentaron arriba.
3.1 Limites de sucesiones de conjuntos

En aras de simplificar nuestra notacién para este capitulo nos desharemos de la segunda
coordenada en cada uno de los K, esto es, escribiremos expresiones como K,, C X y
clgx Ky en lugar de K, x {n} C BX y clgx (K, x {n}) (ver, por ejemplo, el enunciado del
lema 3.4).

Es interesante comparar la expresion que aparece centrada en el enunciado del lema
1.40 con la que se da en el resultado siguiente. También creemos conveniente el mencionar
que estaremos usando la notacién presentada en la definicién 1.29, asi como los resultados

que aparecen después de ésta.
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Lema 3.4. Si u € Sw, entonces

K, = ﬂ{clﬁx | Kn:Ac u}

neA

Demostracion. Empecemos por definir F = () {clgx U,eq Kn : A € u}.

Sean p € K, A € uy V, un subconjunto abierto de X, de tal forma que p € V. Como
A € u, tenemos que u € A~. Dado que 37 es continua, (87)"![A~] es un subconjunto
abierto de 3X. Notemos que p € VN K, = VN (Br) H{u} C VN (Br)"[A], asi que
V N (Br)"[A7] es subconjunto abierto de SX no vacio. El que X sea un subconjunto
denso de BX implica que existe un punto (g,m) € V N (Br)"[A7] N X (observe que
(g,m) € K,). De este modo, m = w(q,m) = fm(q,m) € A~, esto es, m € A. Resumiendo,
(¢;m) € VN U,ca Kn. Esto prueba que p € clgx J,,cq Kn, ¥ €l hecho de que A fue
arbitrario nos permite concluir que p € F.

Con respecto a la contencién restante, notemos lo siguiente: para cualquier A C w se
tiene que Bw [UneA Kn] = [UnEA Kn] = A. Esta observacién, junto con la continuidad

de fm y la proposicién 1.32 nos da:

BrlF] C m{&r[elﬁxngql(n :AEu}
c m{dﬁw(ﬁwlg K>A}

= ({clpA: A€ u}

= m{A_ : A€ u}.

Continuando con esta idea, si v € fw y u # v, entonces existe B € u \ v (la contencién
u C v y la maximalidad de u nos darfan u = v), asi que v ¢ B~. De aqui obtenemos que
(WA~ : Acu} C{u}y, por ende, f7[F] C {u} o, en otras palabras, F' C (3r)"{u} = K.

O

Definicién 3.5. Diremos que una sucesién {z,}new en X es una sucesién transversal si

para cada n € w se tiene que x, € K.

Para el siguiente resultado recuerde que si Y es un espacio de Tychonoff, entonces
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Y* = BY\Y.

Lema 3.6. Sea {xy,}necw una sucesion transversal en X. Siu € fw, entonces el u-limite

de {xn}n<w en BX es un elemento de X* si y sélo siu € w*.

Demostracién.  Supongamos que u € w y probemos que el u-limite de {xy}nec, €s un
elemento de X. Como u € wy u € {u} = clg,{u}, la proposicién 1.16 nos da {u} € u. Asi,

para cada A € u, AN{u} # 0, es decir, u € A. Luego,
{24} C ﬂ{clgx{mn :neA}: Aeu}

y, por ende (lema 1.40), z,, € X es el u-limite de {zy, }new-

Partamos ahora de que u € w*. Probaremos que si z € X, entonces z no es el u-limite
de {zp}new. Sea n < w de tal forma que z € K,,. Como K, es un subconjunto abierto de
X, existe V, subconjunto abierto de X, tal que X NV = K,,. De esta forma, z € V' y
{m € w: z, € V} = {n}. Por otro lado, la condicién {n} € w implica (ver proposicién
1.32) que u € {n}~ = clgx{n} = {n}, esto es, v = n € w; una contradiccién a v € w*. En

resumen, {m € w: x, € V} ¢ uy, por ende, z no es el u-limite de {zy, }new- O

De este modo, el lema 3.6 dice que el u-limite de una sucesion transversal en X pertenece

a X* siy solo siu € w*.

Definicion 3.7. Suponga que u € fw. Si para cada n € w tenemos E,, C K,, entonces

definimos

E, = ﬂ{clﬁx JEn:Ae u}

neA
Observemos que, en general, si Y es un espacio de Tychonoff y {y,, }ne, €s una sucesién
en Y, entonces {yn}new, €s una sucesién en Y. Luego (ver lema 1.40), para cualquier
u € Bw, la sucesion {y,}new posee un u-limite en Y. Convengamos en denotar a dicho
u-limite por y, (de modo similar, si {z, }ne, fuese otra sucesién en Y, entonces z,, seria su

u-limite en BY).

Lema 3.8. Suponga que u € Bw y que {xy }new €5 una sucesion en X. Si, para cadan € w,

z, € E, C K,, entonces x, € B, C K.
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Demostracion. Empecemos por probar que x,, € clgx (J,,c 4 £n, para cada A € u. Tomemos
A € u y notemos que {z, : n € A} C [J,cq En. Recordemos que el lema 1.40 nos dice
que {2y} = ({Fa : A € u}, donde Fy = clgx{z, : n € A}. De esta forma, tenemos que
Ty € Fa Cclgx Une A . Luego, por la definicién de E,, concluimos que x, € Ej.

Para probar que E, C K,, notemos que clgx UneB E, C clgx UneB K, para cada
B € u. Por lo tanto, ({clgx U,cp En : B € u} C (clgx U,ep Kn : B € u} y de esta
forma, F, C K. ]

En particular, el lema anterior nos dice que si {zy}ne, €s una sucesién transversal,

entonces x, € K, para cualquier u € Sw.

Lema 3.9. Si F,, y Gy son subconjuntos cerrados de K, para cada n € w y u € fw,

entonces

FuNGy=(felpx | JFaNGn): Acul.

neA
Demostracion. Sea A € u. Definamos Fy = |J{F,, : m € A} y G4 = |J{F, : n € A}

Entonces F, C clgx Fa y Gy C clgx Ga. Note que tanto F)4 como G4 son subconjuntos
cerrados de X porque dadom € w, K,,NF4 = F,, o K,,NF4 =0, F,, y () son subconjuntos

cerrados de K,,. Como X es T}, el teorema 1.21 nos garantiza que

ClﬁxFAﬂclngAzcl/jX U U(FmﬂGn).
meAneA

Ahora observe que que si m,n € w satisfacen m # n, entonces F,,, N F,, C K,, N K,, =0 y
en consecuencia,

clax FaNelgx Ga = clgx | J (Fu N Gy).
neA

Esto prueba la contencion de izquierda a derecha enunciada en nuestro lema.
En aras de comprobar la contencién restante, tomemos A € u y observemos que para
cualquier n € A se tiene que F,, NG, C F, y F,, NGy, € Gp. Luego, clgx U,e s (FnNGr) C

clgx Fa 'y clgx UneA(anGn) gclngA. O

Suponga que u € fw y que ¢(x) es una propiedad matemdtica. Mads atin, denote

por B al conjunto de numeros naturales n para los que ¢(n) es cierta. Entonces, tiene
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sentido preguntarse si B es un conjunto grande con respecto a u, esto es, si B € u. Los
altimos resultados de esta seccién estan dedicados a analizar algunas consecuencias de que

el conjunto B sea grande con respecto a u para ciertas propiedades ¢(z).
Lema 3.10. Sean B € u € fw. Si {Dy, :n € w} y{FE, :n € w} satisfacen:
1. Para cadan € w, D,UE, CK, y
2. D, = FE, siempre quen € B,
entonces D, = FE,,.

Demostracion. Con la intencién de mostrar que D, C E,, sea A € u. Luego, D, C
clgx Uneans Pn = clgx Upeans En € clgx U,ea En- De modo similar se verifica que

E, C D,. O
Lema 3.11. Sean B € u € fw. Si {F,:n € w} y {G, : n € w} satisfacen:
1. Para cadan € w, F, UG, C K, y

2. F, y G, son cerrados ajenos en K, siempre que n € B,

entonces F,, N G, = 0.

Demostracion. Como F' = J,cp Fn y G = J,,cp Gn son cerrados ajenos en X, tenemos

(ver teorema 1.21) que F,, NGy, C clgx F Nclgx G = 0. O

A continuacién presentamos algunos corolarios que seran importantes para el presente

trabajo.

Lema 3.12. Si {z}new ¥ {Un}new Son un par de sucesiones transversales en X y u € fw,

entonces los enunciados siguientes son equivalentes.
1. Ty = Yy

2. {n<w:xy,=yn} € u.
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Demostracion. Hagamos By = {n <w:x, =yn}y Bi=w\ Bo={n<w:x, # yn}.
Suponga que (2) es falso y emplee el hecho de que u es un ultrafiltro en w para deducir
que B; € u. En el lema 3.11 haga F,, = {z,,} y G, = {yn}, para cada n € w, y deduzca que
0 =F,NGy, ={zy} N{yu}, es decir, que (1) falla.
Con respecto a la implicacién restante, demos por hecho que (2) es cierto. En el
lema 3.10 tome D,, = {z,} y E, = {yn}, siempre que n € w, para obtener la igualdad

{zy} = Dy = E,, = {yu}, esto es, (1) es cierto. O

Lema 3.13. Para cada n € w sea G,, un subconjunto cerrado de K,. Si {xn}ncw €s una

sucesion transversal en X, entonces x,, € Gy, si y sdlo si {n < w: x, € G,} € u.

Demostracion. Supongamos que {n < w: z, € G} ¢ u, estoes, que {n <w:z, ¢ G} €
u. En el lema 3.11 pongamos F,, = {z,}, n € w, para obtener que ) = F,NG,, = {x,} NG,
0 sea, Ty, & Gy,.

Ahora, tomemos B € u y supongamos que A = {n < w: x, € Gy} € u. Del lema 1.40

sabemos que z, € clgx{z, : n € AN B}. Observemos que

clgx{zn :n € AN B} Cclgx U Gy C clgx U G,
neANB neB

Como B fue arbitrario, concluimos que x, € Gy,. O

Lema 3.14. Sea {z,}new una sucesion transversal en X y defina A C w mediante la
siguiente formula: n € A si y sdlo si xp, es un punto de corte de K, (definicion 1.49).

Entonces, la pertenencia A € u implica que x,, es un punto de corte de K,.

Demostracion. Supongamos que A € u. Por el lema 1.50, para cada n € A, existen F), y
G, subconjuntos cerrados de K,,, de tal forma que |F,| > 2, |G,| > 2, F,, NG, = {z,} ¥
F,UG, = K,. Ademés, para cada n € w\ A fije un punto x,, € K,, y haga F,, = G,, = K,,.
De acuerdo al lema 1.50, todo se reduce a probar que |F,| > 2, |G| = 2, F, NG, = {zy}
y F, UG, = K, (note que nuestra definicién de F, y G, hace que estos sean subconjuntos

cerrados de $X).
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Por el lema 3.8, tenemos que {z,,} C F,,NG,,. Para probar que F,,NG,, C {z,}, tomemos
p € X \ {zy}. Como p # x,, existe B € u de tal forma que p ¢ clgx{z, : n € B} (ver
lema 1.40). Hagamos C' = AN B € u. De esta forma, tenemos que p ¢ clgx{z, : n € C}.
En busca de una contradiccién, supongamos que p € F,, N Gy. Del lema 3.9 tenemos que

FuNGy = elgx Upep(FnNGr) : E € u}. Luego,

pe ﬂ{clﬁx U <anGn> :E € u} < dsx | (anc;n>

nery neC
= clgx{zn,:neC}.

Pero esto no es posible porque p ¢ clgx{z, : n € C}. Esto muestra que p ¢ F,, NG, y, por
lo tanto, F,, NG, C {x,}. De esta forma hemos probado que F, UG, = {z,}.

Por el lema 3.8, tenemos que F,, UG, C K,. Para probar que K, C F,, UG, tomemos
p € BX \ (Fu.UG,). Entonces, existen B,C € u de tal forma que p ¢ clgx U,cp Fn ¥

p ¢ clgx U,,cc Gn- Hagamos D = BN C € u. De esta forma,

p §é Cl/gx U F, UCng U G, = ClﬁX U (Fn U Gn) = Clgx U K,.

neD neD neD neD

Hemos encontrado un D € u de tal forma que p ¢ clgx |J K, y, por lo tanto,

neD
p ¢ K,. En conclusién, hemos probado que F,, UG, = K.

Ahora, para cada n € A fijemos y, € F, \ {zn} y zn € Gn \ {z,}; ademas, hagamos
Yn = Zn = Tn, siempre que n € w. Observe que tanto {n < w : Y, # x,} como {n < w :

Zn 7 Xn} contienen al conjunto A y, en consecuencia, son elementos de u. Por los lemas 3.8

y 3.12, yy € Fy \ {zu} v 24 € Gy \ {zy}. Esto concluye la prueba. O

3.2 El espacio M.

En esta seccién utilizaremos a I para denotar al intervalo [0, 1] equipado con la topologia
que hereda de R. Definimos al espacio M = I x w equipado con la topologia producto.
En lo que sigue, emplearemos libremente la notacién y propiedades de la suma topoldgica

de espacios establecidas en [5, Section 2.2, pp. 74-77].
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Dado n € w, hagamos [,, = I x {n} y denotemos por 0, y 1, a las parejas ordenadas

(0,n) y (1,n), respectivamente. Observe que M = ny quesiT:M— wes como en

la seccién anterior, entonces, de hecho, 7 es la proyeccién en la segunda coordenada. Por
otro lado, si u € fw, sea I, = (B7) " H{u}.
Si {&n }n<w €s una sucesiéon en Iy u € Sfw, entonces denotaremos por x, a ilgqu(n, Tn).

Ademas,

0y = lim (0, n) y 1, = lim (1, n).

n—u n—u

Estamos interesados en el espacio M porque a través de él vamos a obtener muchos
subcontinuos de H*.
Nuestro primer resultado de la seccién es consecuencia de lo discutido en el parrafo

posterior a la definicién 3.3.
Lema 3.15. Para cualquier u € Bw, I, es un continuo.

Vamos a definir la funcién e : M — H como e(t,n) = 2n + ¢ para cualesquiera n < w
y t € I. Dado n < w, definimos J,, como el intervalo cerrado [2n,2n + 1] en R. Afirmamos
que e es un encaje cerrado de M en H.

Empecemos por notar que ran(e), el conjunto imagen de la funcién e, es igual a | J,, ., Jn-

En particular, ran(e) es un subconjunto cerrado de H. Ademds, nuestra definicién de los J,,

implica que ran(e) = @,,_,, J». Finalmente, célculos rutinarios muestran que, para cada
n € w, la restriccién e [ I, : I,, = J,, es un homeomorfismo y, en consecuencia, e misma es
un homeomorfismo entre M y ran(e).

Como corolario del inciso (1) de la proposicién 1.35 se sigue que e es un un encaje de
BM en SH.

A continuacién explicaremos céomo hallar copias de los continuos I, u € w*, en H*

usando el encaje cerrado e. Para esto, necesitamos un resultado preliminar.

Lema 3.16. fe[M*] C H*.

Demostracion.  Por reduccién al absurdo: suponga que hay p € M* con fe(p) € H.

Analicemos dos casos.

98



Si sucediese que fe(p) € ran(e), habria ¢ € M para el que fe(p) = e(q) = Pe(q) y como
Be es inyectiva, se tendria que p = ¢ € M. Un absurdo.

Cuando Be(p) ¢ ran(e), se sigue que existe m € w de tal modo que el intervalo U =
(2m + 1,2m + 2) es un abierto en H que satisface Se(p) € U. Ahora, la compacidad local
de H implica (lema 1.22) que, de hecho, U es un abierto en SH. Luego, (Be) [U] es
un abierto en SM que contiene al punto p. Empleemos la densidad de M en SM para
fijar 7 € M N (Be)'[U] y obtener: e(r) = Be(r) € U C H \ ran(e). Nuevamente, una

contradiccion. O

*

Sea u € w*. Dado que 7w : M — w es perfecta, el lema 1.35 nos dice que Sr[M*] = w*.
En particular, I, = (87)"'{u} € M* y por el lema previo, Be[l,] es un subespacio de H*
que es homeomorfo a I,.

Convengamos en denotar por T a la coleccién de todas las sucesiones transversales en

M, es decir (note que “M es la coleccién de todas las funciones de w en M)

T={zxe*M:Vn cw(x(n)el,)}.

Para lo que resta de la tesis denotaremos por < al orden antilexicografico en M, esto

es, dados (s, m), (t,n) € M se tiene que

(s,m) < (t,n)siysblosim<ndém=mnys<t,

donde los simbolos m < n y s < t hacen referencia a los 6rdenes usuales para w y R,
respectivamente.

Vamos a fijar u € w* para establecer algunas propiedades bésicas de I,,.

Teorema 3.17. Sean A € u € fw arbitrarios. Si {xp}n<w €s una sucesion transversal en

M y para cada n € A, 0, < x, < 1, entonces x, es un punto de corte de I,,.

Demostracion. Notemos que x, es un punto de corte de I, para cada n € A. De esta
forma tenemos que si B denota al conjunto de todos los nimeros naturales n para los que
Ty es un punto de corte de I, entonces A C B y, por ende, B € u. Asi, por el lema 3.14

tenemos que x, es un punto de corte de I. O

99



Emplearemos el simbolo P, para representar al conjunto de todos los wu-limites de

sucesiones en 7', es decir,

P, = {lim xz(n):z € T}.
n—u

Lema 3.18. Sea u € fw. Si g, yo, x1, y1 € T son tales que lim zo(n) = lim z1(n) y
n—u n—u

lim yo(n) = lim y;1(n), entonces los enunciados siguientes son equivalentes.
n—u n—u

1. {n <w:xo(n) <yo(n)} € u.
2. {n<w:z1(n) <yi(n)} € u.

Demostracion. Sean p,q € P, y xo,21,Y0,y1 € T de tal forma que p = lim z¢(n) =
n—u
lim z1(n) y ¢ = lim yo(n) = lim y1(n). Por el lema 3.12, C = {n < w : z9(n) = z1(n)} € u
n—u n—u n—u
yD={n<w:y(n)=yi(n)} €u.
Supongamos que A = {n < w : zo(n) < yo(n)} € u. Afirmamos que ANCND C {n<

w:zi1(n) <yi(n)}. En efecto, sea m € ANC N D. De esta forma tenemos que

Como u es un filtro, de lo anterior obtenemos que {n < w: z1(n) < y1(n)} € u.

La implicacion reciproca es andloga y por esta razén omitimos los detalles de ésta.

O]

Fijemos u € fw. Si p,q € P,, entonces existen z,y € T de tal modo que p = lim z(n)
n—u
y ¢ = lim y(n). Ahora, segin el resultado previo, la relacién <, dada por p <, ¢ si y s6lo
n—u

si{n €w:xz(n) <y(n)} € u estd bien definida.
Teorema 3.19. Para cada u € Bw, la relacion binaria <, es un orden lineal en P,.

Demostracion.

1. Reflexividad. Sea x € T de tal forma que p = ligl x(n). Observemos que
{n<w:z(n) <z(n)} =wecu.

De esta forma, p <y p.
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2. Antisimetria. Sean p,q € P, de tal modo que p <, qy ¢ <, p. Fijemos z,y € T de

manera que p = lim x(n) y ¢ = lim y(n). Por hipdtesis, A = {n < w : z(n) < y(n)}
n—u n—u

y B={n<w:y(n) < z(n)} son elementos de u. En consecuencia, tenemos que

ANB={n<w:z(n) =y(n)} € uy por el lema 3.12 concluimos que p = q.

3. Transitividad. Sean p,q,r € P, de tal forma que p <, q¢ <u,r. Fijemos z,y,z € T

con p = limz(n), ¢ = limy(n) y r = lim z(n). Por hipdtesis, A = {n < w :
n—u n—u n—u

z(n) < yn)}y B ={n < w:yn) < z(n)} son elementos de u. Notemos que

ANB C{n <w:z(n) < z2n)}. Como ANB € uy u es un filtro, tenemos que

{n<w:z(n) < z(n)} € u. Porlo tanto p <, .

Para probar que (P,,<,) es un orden lineal, tomemos p,q € P,. Sean z,y € T de

tal manera que p = lim xz(n) y ¢ = lim y(n). Hagamos A = {n < w : z(n) < y(n)} y
n—u n—u

B={n<w:y(n) <z(n)}. Observemos que AUB =w € u. Como u es un ultrafiltro, se

sigue (ver [6, 6.2, p. 15]) que A € u 6 B € u, es decir, p <, ¢ 6 ¢ <y p. O

Notemos que (P,, <,) es un orden lineal con extremos: para cualquier p € P, se cumple
que 0y <y p <y Lo

Si p,q € P,, usaremos el simbolo p <, q para expresar que p <, ¢y p # q.

Proposicién 3.20. Seanp,q € P, yx,y € T de tal forma que p = lim x(n) y ¢ = lim y(n).
n—u n—u
Entonces

P <y q siysolosi{n<w:z(n) <y(n)}ecu.

Demostracion. Supongamos que p <, q ¥ p # q. De la definicién de <, tenemos que A =
{n <w:z(n) <y(n)} € uy, por el lema 3.12, tenemos que B = {n < w : z(n) # y(n)} € u.
Como u es un filtro, AN B = {n <w:x(n) < y(n)} también es un elemento de u.

Para probar la implicacién reciproca, empecemos por suponer que p <, ¢. Como
(Py,<y) es un orden lineal, tenemos que ¢ <, p y de esta forma, A = {n < w : y(n) <
z(n)} € u. Dado que u es un filtro, w\ A = {n < w : x(n) < y(n)} no puede ser un elemento

de u. O

Dados X, un continuo, y p,q € X, diremos que X es irreducible entre p y ¢ si ningtin

subcontinuo propio de X contiene a p y a q.
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Proposicion 3.21. Si u € Sw, entonces I, es irreducible entre 0, y 1,,.

Demostracion. Mostraremos que ningin subconjunto propio y cerrado de I, que contenga
a 0, vy a 1, puede ser conexo.

Sea K un subconjunto propio y cerrado de I, de tal forma que 0,,1, € K. De esta
manera, [, \ K es un subconjunto abierto y no vacio de I,. Debido al teorema 3.22, tenemos
que P,\K #0. Sean r € P,\ K y z € T de tal forma que r = 711113 z(n). Como p ¢ {0,,1,}
y P, es un conjunto linealmente ordenado por <,, tenemos que 0, <, r <y 1,. Luego (ver
proposicién 3.20), A = {n < w: 0, < z(n) < 1,} es un elemento de u. Definamos ¢ € T de

la siguiente manera:

z(n) sine A
(1/2,n) sinew)A.

Por el lema 3.12 se tiene la igualdad 7111_1r)I}Lt(7”L) = r. Ahora, para cada n < w, sean F,, =
[0n,t(n)] vy G, = [t(n),1,]. Vamos a probar que F;, N K y G, N K forman una disconexién
del espacio K.

Primero, F,, N K y G, N K son subconjuntos cerrados de K porque F, y G, son

subconjuntos cerrados de I,,, y son no vacios porque (ver lema 3.8) 0, € F,NK y 1,, € G,NK.

Veamos que F,, NG, N K = (). Por los lemas 3.9 y 1.40, tenemos que

F,NG,NK = ﬂ{015M<U FnﬂGn> :BEu}ﬂK

neB
= m{dﬁM{t(n) :ne€B}:BeupnK={r}nK =0.

Para finalizar la prueba de que K no es conexo, observemos que la existencia de
un punto p € [, \ (Fy, U Gy), implicaria que existen A, B € u de tal suerte que p ¢

(clgvt Upea Fn) Uclgm Uyep G- Luego, C = AN B € u y ademds,
p & (o | Fn) Uclam | G = clgm | (Fn U Gr) = clgu | Tn;
neC neC neC neC

asi, p ¢ I,. Lo anterior muestra que I, C F, UG, y en consecuencia, F,, UG, = I,.
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Finalmente,

(F,NK)U(GuNK)=(F,UG,)NK=I,NnK =K.

Teorema 3.22. El conjunto P, \ {0y, 1,} es denso en L, y todos sus elementos son puntos
de corte de 1,,. Ademds, la topologia que P, hereda como subespacio de I, es la misma que

la topologia generada por el orden <.

Demostracion. Primero, tomemos p € P, \ {0y, 1,,} y veamos que p es un punto de corte de
I,. Sea z € T de tal forma que p = gl_rg xz(n). Como p # 0, y p # 1y, el lema 3.12 nos dice
que A={n<w:z(n)#0,}y B={n<w:x(n)# 1,} son elementos de u. Observemos
que ANB C {n <w:x(n) € (0,1)} y en consecuencia, {n < w: z(n) € (0,1)} € u. Por el
teorema 3.17, p es un punto de corte de I,,.

Ahora veamos que P, es denso en I,. Sea V un subconjunto abierto de SM de tal
forma que V N1, # (. Como SM es un espacio regular, existe U, un subconjunto abierto
de SM, de tal forma que U NI, # 0y clgmU C V.

Afirmamos que A = {n <w :UNIL, # 0} € u. Para probarlo, veamos que AN B # ()
para cada B € u (proposicién 1.5). Tomemos B € u y empleemos el lema 3.4 para deducir
que I, C clgyU,epln. Por hipétesis, U N1, # 0 asi que U N clgy UpepIn # 0. Como
U es un subconjunto abierto de SM, tenemos que U NJ,,c5 L # 0. De esta forma hemos
probado que existe m € B de tal forma que U N1, # (. Esto muestra que AN B # ().

Para cada n € A tenemos que U NI, \ {0, 1,,} es un subconjunto abierto y no vacio de
I, y por esta razén podemos fijar ¢, € U N1, \ {0,,, 1, }. Definimos a x € T' de la siguiente

forma:

t, sine€A
z(n) =

0, sinew)\A.
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Notemos que si x,, es el u-limite de z, entonces (ver lema 1.40)
xy € clgm{z(n) :n € A} CclguU C V.

De esta forma hemos encontrado z, € P, NV NI, y, por lo tanto, P, es un subconjunto
denso de I,,.

A la topologia que P, hereda como subespacio de [, la denotaremos con 7p, y a la
topologia del orden la denotaremos con 7, .

Para probar que 7p, C 7<, tomemos U, un subconjunto abierto de fM, y t,, € UN P,.
Como SM es un espacio regular, existe V', un subconjunto abierto de M, de tal forma que
ty € VyclguV CU. Seat €T de tal forma que t, = }Lli)rfllﬁt(n) La pertenencia t, € V
implica, por definicién de w-limite, que Ag = {n < w : t(n) € V} € u. Dividiremos nuestro
argumento en tres casos.

Supongamos, en primer término, que t,, ¢ {0,,1,} y hagamos
A ={n<w:t(n) >0,} y Ay ={n <w:t(n) <1,}.

De acuerdo a la proposicién 3.20, tanto Ag como A; son elementos de u. Asi, A = AgnN
A1 N Ay pertenece a u. Para cada n € A fijemos ay,b, € [0,1] de tal forma que t(n) €
(an,bn) x {n} C V.

Definimos las sucesiones a,b € T' como sigue:

a, sin€A
a(n) =

0, sincw\A

\

.

b, sine€A
b(n) =

1, sinew)\A

Hagamos a, = lim a, y b, = lim b,. De la definicién de a y de b se deduce que A C {n <
n—u n—u
w:aln) <tn)}yque AC {n <w:tn) <bn)}. Como u es un filtro, deducimos que

{n <w:an) <tn)}y{n <w:t(n) <bn)} son elementos de u y, por lo tanto (ver
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proposicién 3.20), a, <y ty <y by.

Denotemos por (ay,b,) al intervalo {p € P, : ay, <y p <y by} y mostremos que
(ay,by) CUNP,. Dado p € (ay,by,) existe x € T de tal manera que p = rlllgz z(n). Como
p € (ay,by), los conjuntos B ={n <w:a(n) <zn)}yC={n<w:z(n) <bn)} son
elementos de u. Notemos que ANBNC C {n <w:z(n) € V}y, de esta forma, obtenemos

que D = {n <w:z(n) € V} € u. Por otro lado (ver lema 1.40),
p € clgy{z(n) :n e D} CclgyV C U.

Esto prueba que p € U N P, y, por lo tanto, t,, € (ay,b,) CUNP,.

Ahora analicemos qué pasa cuando ¢, = 0,. En estas circunstancias, para cada n € Ay
hay b, € (0,1] de tal modo que [0,,by,) x {n} C V. Elijamos b € T con b(n) = b, siempre
que n € Ag, y observemos que si b, es el u-limite de b, entonces el argumento del caso previo

se puede modificar para obtener
tu € [0y, by) CclgyV C U,

donde [0y, b,) ={p € P, : p <y by}
Finalmente, si t,, = 1,, se puede mostrar (pero omitimos los detalles) que hay ¢ € P,
con

ty € (¢, 1,] C clgmV C U,

donde (¢,1,) ={p € Py, : p >4 q}.

Lo anterior muestra que 7p, C 7<,. Para probar que 7¢, C 7p, veamos que los abiertos
subbasicos de 7¢, también son abiertos en 7p,. Sea p € P, y consideremos al abierto
subbasico [0y,p). Tomemos a = € T de tal forma que p = TlLl_rgL z(n). Para cada n < w,
definimos G,, = [z(n), 1,] x {n}. Afirmamos que (ver definicién 3.7) [0y, p) = Py \ Gu.

Nuestro argumento ser por contrapuesta. Sean ¢ € G, y y € T de tal forma que
q= Tll,l—r)I}Ly(n) Hagamos B ={n € w: z(n) <y(n)}. Porellema 3.13, A={n<w:y(n) €

Gn} € uy como A C B, tenemos que B € u, es decir, p <, q y asi, ¢ ¢ [0y, p).

Argumentemos ahora que P, \ G, C [0y,p). Sean ¢ € P, \ [04,p) y y € T de tal forma
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que q = Tlllg}l y(n). Hagamos A = {n < w : y(n) € Gy}. Como <, es un orden lineal, debe
tenerse que p <y ¢, esto es, B={n < w: z(n) < y(n)} € u. Notemos que B C A, asi que
A € u. De esto obtenemos (ver lema 3.13) que g € G,.

Como G, es un subconjunto cerrado de M, tenemos que P, \ G,, € Tp, y, por lo tanto,
[0y, p) es un subconjunto abierto de P,.

La prueba de que el intervalo (p, 1,] en 7¢, también es abierto en 7p, es andloga y por

esa razon la omitimos. O

En lo que sigue, emplearemos la notacién de intervalos en P, establecida en la prueba

de nuestro resultado previo.

Lema 3.23. Fijemos u € fw. Sean p,q € P, de tal forma que p <, q. Si x,y,a,b € T

satisfacen que p = rlLl—% z(n) = lel_r)IqlL y(n) yq= %1_% a(n) = %1_% b(n), entonces

L, N clgm U [z(n),a(n)] =1, Nclgm U [y(n),b(n)].

n<w n<w
Demostracion. Por el lema 3.12, los conjuntos A = {n < w : z(n) =y(n)} y B={n <
w:a(n) =b(n)} son elementos de u y, por ende, C = {n < w: z(n) =y(n) Aa(n) =b(n)}
también es elemento de u. Recordemos que I, C clgm Unec I, y notemos que tanto Unec L,

como |J,,.,[z(n), a(n)] son subconjuntos cerrados de M. Luego (por el teorema 1.21),

(dBM U Hn> Nelgu | [2(n),a(n)] = clﬁM<< U ]In> nJ [x(n),a(n)])

neC n<w neC n<w

= g | [2(n), a(n)]

neC

= clgm U [y(n), b(n)]

neC

clgm U ly(n), b(n)].

n<w

N

Esto muestra que L, N clgy U, <, [2(n), a(n)] € L, N clgm U, [¥(n), b(n)]. La prueba

de la contencién restante es andloga y por esa razén la omitimos. O

Definicion 3.24. Fijemos v € fw. Sean p,q € P, de tal forma que p <, g. Definimos el
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intervalo cerrado de p a ¢ en I, como

P al+ = Lo N clana | [(n). y(n)

n<w

donde z y y son elementos de T con la propiedad de que p = lim z(n) y ¢ = lim y(n).

Como consecuencia de el lema previo tenemos que para cualesquiera p,q € P, tales
que p <y ¢, el intervalo [p, ¢];+ estd bien definido. Note también que el simbolo [p, ¢+ es
ambiguo pues no se hace referencia al ultrafiltro u, pero esto obedece a que en el resto del

trabajo siempre serd claro por el contexto el ultrafiltro en cuestién.

Proposicion 3.25. Sea v € fw. Six,y € T satisfacen que x, <y Yy, entonces se cumple

la igualdad
[Tus Yul+ = ﬂ{CI,BM U lz(n),y(n)) - A € U}
neA

Demostracion. De acuerdo al lema 3.4 y al teorema 1.21:

[ﬂju, yu]+ = I,N CI,BM U [‘T(n)a y(n)]
= ﬂ{d,@M U I,:A¢€ u} N clgm U [z(n),y(n)]
neA n<w
= ﬂ (clﬁM U ]In> N clgm U [x(n),y(n)]: A € u}
neA n<w

{
{dﬁM((g‘@ n ngw[:n(n),y(n)o 1A € u}
{

clam U [x(n),y(n)]: A € u}

neA

Corolario 3.26. Para cualesquiera u € fw y x € T, se tiene que [Ty, Ty)+ = {Ty}-

Demostracion. Como x, <, Ty, la proposicién anterior nos dice que

[T, Tu]+ = ﬂ{clﬁm U lz(n), z(n)] : A € u}

neA
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Asi que (ver lema 1.40) [z, zy)+ = ({clpm{zn :n € A} 1 A € u} = {z,}. O

Proposicion 3.27. Para cualesquiera u € fw y p,q € P, que satisfagan p <, q se tienen

las igualdades siguientes.

1. [ ’q]+ = [Ouvq]-l- N [pa 1u]+'
2. [O0u; pl+ € [Ous g+ ¥ [g5 Lul+ € [P, Lu)+-

3. Sip+#q, entonces [0y, pl+ N[q, L]+ = 0.

Demostracion.  Fijemos z,y € T de tal forma que p = lim z(n) y ¢ = lim y(n). Para
n—u n—u

probar (1), empleemos el teorema 1.21 para deducir las igualdades siguientes.

[Ou7Q]+ N [ 71u]+ - ]Iu N (CI,BM U [Onay(n)]> N CIBM U [a?(n), 171]

n<w n<w

— L.ney | ([on,xm)] N [y, w)

n<w

= I,N ClﬁM U [l’(n)a y(n)]

n<w

= [pql+

Ahora probemos (2). La condicién p <, ¢ nos da la pertenencia A = {n < w : z(n) <
y(n)} € u. De este modo, las sucesiones transversales T y 7, dadas por z | A = z | A,
Yyl A=y | Ay, paracadan € w\ A, T(n) =0, y y(n) = 1,, satisfacen (ver lema 3.12)

lim Z(n) = p, ligl y(n) =qy z(k) < y(k), siempre que k < w.

n—u

De esta forma, clgy <, [0n,Z(n)] € clgm U, <, [0n,¥(n)]. Luego, nuestra definicién da
[0y, p]+ C [0y, 1,]. La prueba de la segunda parte de este inciso es andloga y por esa razon
la omitimos.

Con respecto a (3), la condicién p # ¢ nos lleva a que (ver proposicién 3.20) {n < w :
x(n) < y(n)} es un elemento de u. Procediendo como en el parrafo previo, existen a’,y' € T
con

lim 2'(n) = p, }Ll_rgb y'(n) =qy 2'(k) <y (k), siempre que k < w.

n—u
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En particular (teorema 1.21),

[Ouap]Jr N [Qa 1u] = Hu N <CIBM U [Onax,(n)]> N ClﬂM U [y,(n)a 1n]

n<w n<w

=T, Nelgy | ([0n,2'(n)] N [y (n), 1,]) = 0.

n<w

O]

Proposicion 3.28. Sea u € pw. Si p,q € P, satisfacen p <, q, entonces existe un

homeomorfismo h : 1, — [p,q|+ de tal suerte que h(0,) =p y h(1l,) = q.

Demostracién. De la proposicién 3.20 obtenemos que B = {n < w : z(n) < y(n)} € u.

Vamos a definir dos sucesiones z’,y € T de la siguiente forma:

xz(n) sin€B
a'(n) =

On sincew\B

y(n) sin€B
y'(n) =

1n sincw\DB

De acuerdo al lema 3.12, p = %ﬂ% ' (n) y ¢ =limy'(n).

Para cada n < w, definamos J, = [2'(n),y' (n)] y denotemos por X al subespacio
Un<w Jn de M.

Sea f : M — X un homeomorfismo de tal forma que las igualdades siguientes se
verifican para cada n < w: f[I,,] = Jn, f(0,) = 2'(n) y f(1,) = ¥/(n). Segin la proposicién
1.35, Bf : BM — BX es un homeomorfismo.

Por otro lado, el que X sea un subconjunto cerrado de M implica, de acuerdo al
Teorema de Extensiéon de Tietze, que X estd C*-encajado en M. Luego (lema 1.23), si
hacemos Y = clgy X, entonces existe un homeomorfismo g : X — Y de tal suerte que
g(z) = x para cualquier x € X.

En resumen, la funciéon H = g o 8f es un homeomorfismo de SM en Y con

H[Hn] =g [Bf [HnH =g [f [Hn]] = g[Jn] = Jn,
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para cada n < w. Ademas, por el lema 1.42,

H(0,) = lim H(0,,) = lim f(0,) = lim 2'(n) = p;

n—u n—u n—u

y similarmente, H(1,) = q.
Debido a lo anterior, si mostramos que H[L,| = [p,q]+, entonces h = H | I, serd el
homeomorfismo que necesitamos. Comencemos por fijar C' € u. Por lo explicado en el

parrafo previo,

H [clﬁm U I

neC

=cly H [U Hn] =cly U In;

neC neC
y como Y es un subconjunto cerrado de M, se sigue que H [CIBM Unec Hn] = clgm Upec In-

Finalmente, empleemos la inyectividad de H y la proposiciéon 3.25 para obtener

H[,)=H [ﬂ claur | I[n] = H [clﬁM U Hn]

Acu ncA A€cu neA

= () clou |J = 0 dl+-

A€cu neA

3.3 Estratos

El hilo conductor de la seccién previa fue el estudio de los subcontinuos de SH que tienen
la forma I, para algin u € Sw. Ahora nos enfocaremos en otra clase de subcontinuos de

BM, a saber, los llamados estratos.

Definicion 3.29. Para cualesquiera u € fw y p € I, definimos a la familia

EFZ?: {[qu]-i- : (Q7T€Pu)/\(q <u T)/\(pe [quﬂ-‘r)}'
En vista de que

[0u, 1] = L, Velgyg | [0n, 1n] = Ty N elgy M =1, N M = T,

n<w
deducimos que para cualquier p € I, el intervalo [0,,1,]+ es un elemento de F), y, por lo
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tanto, la familia ), no es vacia.

Definicién 3.30. Para cualesquiera u € fw y p € I, definimos al estrato de p como () Fp.
Denotaremos al estrato de p mediante L, (nuevamente, nuestra notacién es ambigua pues
no hace referencia al ultrafiltro en w que estamos empleando para definir el estrato, pero,

igual que antes, éste siempre sera claro por el contexto).

A continuacién mostraremos que cuando el punto p de arriba es un u-limite, el estrato

correspondiente se trivializa.
Proposicién 3.31. Para cualesquiera u € fw y p € P,, L, = {p}.

Demostracion.  La definicién de L, nos garantiza que {p} C L,. Ahora, de acuerdo al

corolario 3.26, {p} = [p, p]+ y en consecuencia, {p} € F,. Asi, L, C {p}. O

Lema 3.32. Sean v € fw y p € I,. Para cualesquiera F' y G elementos de F,, existe

H € 3, de tal forma que H = FNG

Demostracion. Sean qg,79,q1,71 € P, de tal suerte que, para cada i < 2, q¢; <y 75 ¥

p € [¢i,7i]+. De la proposicién 3.27, inciso (1), obtenemos la siguiente igualdad:

(90, 70]+ N [q1,71]+ = [Ou, 0]+ N [q0, Lu]+ N [Ou, 1]+ N g1, L]+

Hagamos ro = min{rg,r1} y ¢ = max{qo,q1}. Ahora, por el inciso (2) de la misma

proposicién, tenemos que

[0u; 70]+ N [q0s Lu)4+ N [0u, 1]+ N g1, Lu]+ = [Ou, 2]+ N (g2, Lu]+ = [g2,72)+-

Sélo falta probar que [g2,72]+ € Fp. De la eleccion de ga y ro sabemos que g2 <y 72.

Ademas, p € [g2,72]+ porque p € [qo,To]+ N [q1,71]+- O

Corolario 3.33. Para cualesquiera v € fw y p € I,, L, es un continuo.

Demostracion. Las proposiciones 3.28 y 3.31 junto con el lema 3.15 nos garantizan que
todos los elementos de F;, son continuos. Los lemas 3.32 y 1.45 nos permiten concluir que

(1F, es un continuo y esto termina la prueba. O
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Antes de continuar, es conveniente hacer la siguiente observacién: para cualesquiera

u € Bwy p € l,, definimos la familia

Hp =g rlv s (@r € P)A((g=0u) V (r=1u)) Ap € g, 7]4)}-

Afirmamos que L, = (H,. Notemos que 3, C F, y, de esta forma, tenemos que L, C
(1 H,. Para probar la contencion restante, sean z € (| H, y ¢, € P, de tal modo que g <, 7
y p € [q,r]+. De la proposicién 3.27 inciso (1) sabemos que [g, 7]+ = [0y, 7]+ N [g, 1o]+-
Claramente [0y, 7]+ y [g, 1,]+ son elementos de Hp, asi que x € [0y, 7]+ N [g, 14]4+. Esto
muestra que x € [¢,7]4 y, por lo tanto, z € L.

En este trabajo, dado u € fw, denotaremos por L, al conjunto de todos los estratos
de elementos de I, es decir, L, = {L, : p € I, }.

Dado u € fw, la proposicién 3.31 nos garantiza que S = {{p} : p € P,} C L,.
Claramente, uno puede identificar a cada p € P, con su correspondiente estrato {p} y, de
este modo, se puede usar la relacién <, para imponerle un orden lineal a la coleccion S,
digamos, para cualesquiera p,q € Py, L, <y Lg siy sélo si p <, q. Estamos interesados en
extender este orden a una relacién binaria en L, y para esto serd muy 1til nuestro resultado

siguiente.

Lema 3.34. Siu € fw y p,q € P,, entonces los enunciados siguientes son equivalentes.
1. p<ug.
2. Existe r € P, de tal manera que L, C [0y, 7|+ y Ly C€ [r,1,]+.

Demostracion. Supongamos que p <, q y procedamos como en la prueba del inciso (2) de
la proposicién 3.27 para fijar Z,y € T de tal suerte que

lim Z(n) = p, ligl y(n) =qy z(k) < y(k), siempre que k < w.

n—u

De esta forma, hay z € T que satisface z(n) € [Z(n),y(n)], para cada n < w. Hagamos
r= liga z(n) y observemos que si n < w, entonces Z(n) € [0y, z(n)]. Asi, por el lema 3.8 y
n—u

la proposicién 3.25 se deduce que p € [0,,7]+; lo cual, de acuerdo a la proposicién 3.31 nos
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da la contencién Ly, C [0y, r]+. De manera similar se verifica que Ly C [r, 1,]+.

Con respecto la implicacién restante: sea r como en (2) y fijemos x,y,z € T con
p = lim z(n), ¢ = lim y(n) y r = lim z(n).

Ahora, si la desigualdad p <, r no fuese cierta, se tendria (ver proposicién 3.12) que
B ={n<w:zn) < z(n)} € u. Con esto en mente, definamos, para cada k < w,
Fy, ={z(k)} y G = [0, 2(k)], y notemos que los conjuntos B, {F,, :n < w}y {G, : n < w}
satisfacen las hipdtesis del lema 3.11. Luego, {p} N [0y, 7]+ = 0. Este absurdo muestra que
Py

Una modificacién rutinaria del argumento expuesto en el parrafo previo puede em-

plearse para mostrar que r <, q y, de esta manera, p <, ¢, tal y como se deseaba. O

Con estos preliminares, es razonable definir la relaciéon binaria <, como lo hacemos a

continuacién.

Definicion 3.35. Sea u € fw. Para cualesquiera M, N € L, diremos que M <, N siy

sélo si existe r € P, con M C [0y, 7]+ y N C [r, 1y]+.
Analicemos qué propiedades de orden posee <.

Proposicion 3.36. Si u € fw, entonces <, es antisimétrica. Mds ain, para cualesquiera

p,q € I, se tiene que los enunciados siguientes son equivalentes.
1. L, <y Ly y Lg <y Lp.

2.p=qypeEPl,.
Demostracion. Supongamos que L, <, Ly y Ly <y Ly. Sean a,b € P, de tal forma que
L, C [0y,al4 N[b, 1]+ v Ly C [a,1y]+ N [0y, b]+. En particular, p € [0y, aly N [b, 1]+ y
q € [0y, b+ Na,1y]+. Asi, por el inciso (3) de la proposicién 3.27, no sucede que a <, b ni
que b <, a, y como <, es un orden lineal, concluimos que a = b.

Ahora, de la proposicién 3.27 inciso (1) y del corolario 3.26, L, C [0y, al+ N [a, 1]+ =
[a,a]+ = {a}, es decir, L, C {a}. De la misma forma, L, C {a}. Dadoque p € L,y q € Ly,
deducimos que p=a =gq .

En la otra direccién: sip € P,, entonces L, = {p} C [0y, p|+ N [p, 1lu]+ ¥, en consecuen-

cia, L, <y Lp. O
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Una consecuencia rapida de este resultado es como sigue.

Corolario 3.37. Dados u € Bw y p € L, se verifica que p € P, si y sélo si L, <y Ly.

Demostracion. De acuerdo a la proposicién previa, p € P, implica que L, <, L,. Ahora,
si L, <, Ly, entonces hay a € P, con (ver proposicién 3.27) L, C [0y, al+ N[a,1,]+ = {a}

y como p € Ly, se deduce que p =a € P,. ]

Lema 3.38. Para cada u € Pw, <, es transitiva.

Demostracion. Supongamos que p,q,r € I, satisfacen L, <, Ly <y L,. Sean a,b € P,
de tal forma que Ly, C [0y, a]+, Lq C [a, 1]+ N[0y, b+ y Ly C [b,1,]+. Por esto ultimo, sélo
debemos mostrar que L, C [0y, b]+. En vista de que ¢ € [a, 1,]+ N [0y, b]+, deducimos (ver
inciso (3) de la proposicién 3.27) que la desigualdad b <, a es imposible. Asi, obtenemos

que a < b. De la proposicién 3.27 inciso (2) tenemos que Ly, C [0y, a]+ C [0y, b]4. O

Lema 3.39. Siu € fw, pel, y F € p, entonces {n <w: FNI, # 0} € u.

Demostracién. Supongamos que A = {n <w: FNI, # 0} ¢ u. Como u es un ultrafiltro,
se sigue (ver [6, Theorem 6.1, p. 15]) que B = w\ A € u. Hagamos G = |J,,cpI, para
obtener un subconjunto cerrado de M que es ajeno con F. Dado que M es metrizable, el
teorema 1.21 nos da clgy F' N clgy G = (0. Ahora, por la proposicién 1.16, p € clgm F' y asi,
p ¢ clgv G, pero, por otro lado, el lema 3.4 implica que p € I, C clgy G; una contradiccién.

Luego, A € u. O

Dados n € w y A, B C I, convengamos en emplear el simbolo A < B cuando la

desigualdad a < b sea satisfecha por cualesquiera a € Ay b € B.

Proposicion 3.40. Para cualesquiera u € fw y p,q € 1, los siguientes enunciados son

equivalentes.
1. L, <y Ly.

2. Existen F € p y G € q de tal forma que {n <w: FNIL, <GNIL,} € u.

74



Demostracion. Supongamos que L, <, Lg. Sea xz € T de tal forma que rlzlgb z(n) = a,
L, C[0y,al+y Ly Cla,1y]4. Comop € L,y q € Ly, tenemos que p € [0y,al+ v q € [a, 1y]4.
Definamos F = J,,.,[0n, z(n)] y G = U, [(n), 1,)] para obtener un par de subconjuntos
nulos de M (recuerde que M es metrizable, asi que todos los cerrados son nulos). De acuerdo
a la proposicién 3.25, [0y, al4+ C clgm F' y [a,1,)+ C clgm G, ¥ en consecuencia, p € clgy F
y q¢ € clgmG. De esta manera (ver proposicién 1.16) se deduce que F' € py G € q.
Finalmente, note que {n <w : FNL, < GNl,} =w € u.

Para probar que (2) implica (1), sean F' € p y G € ¢q de tal manera que A = {n < w:
FNI, < GNI,} € u. Por la proposicién 3.39, los conjuntos By = {n < w : FN1I, # 0}
y By ={n <w:GNI, # 0} son elementos de u, asi que C = AN By N By también es
elemento de u.

Para cada n € C, definamos «,, = sup(F N1,) y 5, = inf(G N1,); notemos que
an, < By, y empleemos este hecho para fijar un elemento arbitrario y(n) € [ay, 8,]. Ahora,
sin € w\ C, hagamos y(n) = 0,,. De este modo hemos producido una sucesién transversal
Y.

Afirmamos que L, C [0y, yul+ ¥ Lg € [yu, lu]4+. Para verificar la primer contencién
basta con probar que p € [0y, yu]4. Sea D € u y veamos que p € clgy U, p[On, y(n)]. En

efecto, de la proposicién 1.16, del lema 3.4 y del teorema 1.21 se deduce que

pEClBMFﬁ]Iu - ClBMFﬁclﬁM U I,
neCND

= 013M<Fﬂ U ]In>

neCND

= dgu |J (FnI)
neCnND

CI,BM U [Ona y(n)]

neCND

clgrt [ [0n, y(n)]-

neD

N

N

Como D fue arbitrario, esto muestra (ver proposicién 3.25) que p € [0y, yu]+ ¥, por lo tanto,

Lp g [Oua yu]+'

De forma analoga se prueba que Lq C [y, 1]+ O
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CONCLUSIONES

En el capitulo 1, la proposicién 1.31 nos dice que Sw es un espacio cero-dimensional,
ademads de ser un espacio compacto y de Hausdorff. Si X es un espacio compacto, de
Hausdorff y cero-dimensional, entonces es homeomorfo al espacio de Stone del dlgebra de
subconjuntos cerrado-abiertos de X (ver [6, Theorem 1.3, p. 65]). Es por eso que podemos
utilizar la teoria de Algebras Booleanas para estudiar a Sw.

Desafortunadamente, no podemos utilizar las herramientas algebraicas para estudiar a
BR porque este es un espacio conexo y, por lo tanto no es cero-dimensional. Asi que, para
estudiar a SR la estrategia que seguimos fue expresar a R* como la suma topolégica de H* y
(H™)*. Estos espacios son homeomorfos entre si, asi que nos enfocamos en las propiedades
de H* para poder trasladarlas a R*.

En el tercer capitulo, para cada u € w*, encontramos I, un subcontinuo de M*. Otra
clase de subcontinuos de M son los estratos. Utilizando un encaje de SM a SH podemos
hallar copias de los estratos y de los continuos I, en H*. Desafortunadamente no pudimos
presentar demostraciones para la afirmacién: Tanto si la Hipdtesis del Continuo como si
no, la cardinalidad de una familia de subcontinuos de H* no homeomorfos entre si es 2°.
Probablemente, la extension y complejidad de estos resultados sea suficiente material para
otro trabajo de tesis. Esperamos que esta introduccion despierte el interésde la comunidad

y, mas adelante, podamos ver completadas estas pruebas.
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