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Introduccion

Este trabajo esta dirigido para estudiantes de la licenciatura en matemaéticas o alguna ca-
rrera afin, que hayan llevado un curso de Anélisis Matematico I y Topologia I, ademas de estar
familiarizados con los conceptos de espacio métrico, conexidad y compacidad.

Dado un espacio métrico (X, d). Decimos que X es un continuo si X es un espacio compacto,
conexo y no vacio.

Si X es un continuo definimos el hiperespacio de subcontinuos de X como sigue:
C(X)={ACX|A#0D, Aes cerrado y conexo}

Una seleccion es una funcion continua s : C(X) — X tal que para todo A € C(X) se tiene que
s(A) € A. Si un continuo X admite una seleccion, diremos que X es selectible.

Uno de los principales problemas, aiin abiertos en el tema de selecciones, es poder caracterizar
a los continuos que son selectibles.

En el Capitulo 1 daremos algunas definiciones bésicas, explicaremos brevemente lo que son
modelos para C(X) y mencionaremos algunos algunos resultados importantes que nos seran de
utilidad a lo largo de este trabajo.

Para el segundo Capitulo estudiaremos mas a fondo las selecciones y veremos que todo con-
tinuo selectible es un dendroide.

Durante el tercer Capitulo estudiaremos la relacion que hay entre las selecciones y los conjun-
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tos de doblez. Dicha relacién es la siguiente. Dado un continuo selectible X, A un subcontinuo de
X y B un conjunto de doblez de A, si s : C(X) — X es una seleccion, entonces s(A) € B. Dicha
propiedad se menciona en el articulo Continuous selections for C(X) realizado por Mackowiak
[6].

En el cuarto Capitulo trataremos dendroides suaves, donde veremos que todo dendroide
suave es selectible y analizaremos ejemplos que se presentaron en el articulo Contractibility and
continuous selections de J. J. Charatonik [2].

Para el ultimo capitulo analizaremos varios ejemplos interesantes expuestos en el articulo de
Mackowiak [6], en donde uno de ellos tiene un error y explicaremos el por qué.

Es importante hacer la observaciéon de que en las pruebas usaremos resultados de Calculo y

Analisis que no demostraremos.



Capitulo 1

Hiperespacios y Métrica de

Hausdorft

1.1. Preliminares

En esta parte veremos algunas definiciones y proposiciones de Analisis I y Topologia I que se

utilizaran a lo largo de este trabajo.

Definicién 1.1.1. Sea X un conjunto yd: X x X — R, decimos que d es una distancia en

X si:
1. d(x,y) > 0 para cualesquiera x,y € X.
2. d(z,y) =0 si y sdlo si x=y.
3. d(z,y) =d(y, ).
4. d(z,z) < d(x,y) + d(y, z) para cualesquiera x,y,z € X.

A la pareja (X, d) le llamaremos espacio métrico.
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Definicién 1.1.2. Sean (X,d), ¢ > 0 y p € X, definimos la bola abierta de radio ¢ con

centro en p como B.(p) ={q€ X | d(p,q) <e}.

Definicién 1.1.3. Sea (X,d) un espacio métrico y A C X, definimos el didmetro de A como

diam(A) = sup{d(p,q) | =,y € A}.
Denotaremos por 74 a la topologia generada por la base B={B.(p) |e >0y pe X}.

Proposicion 1.1.4. Sean (X,d) un espacio métrico y A C X, entonces, la siguientes afirma-

ciones son verdaderas.

1. A es abierto si y sdlo siint(A) = A.

2. A es cerrado si y sélo si B = B.

Definiciéon 1.1.5. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos y f : X — Y, decimos que f es

continua si f~'(BZ (p)) es abierto en X, para toda e >0 ypeY.

Definicién 1.1.6. Sean (X,d) un espacio métrico, {z,} -, de elementos en X, decimos que
{z,},2., converge a x € X si para toda € > 0, existe N € N tal que d(z,,z) < €, para toda

n > N.

Definicién 1.1.7. Sean (X,d) un espacio métrico, a,b € X, una trayectoria entre a y b es

una funcion continua f :[0,1] — X tal que f(0) =a y f(1) = 0.

Definicién 1.1.8. Sean (X,d), (Y,d') espacios métricos y f : X — Y una funcion, decimos
que f es uniformemente continua si para toda € > 0 eziste § > 0 tal que, para cualesquiera

x1, 29 € X sid(x1,22) <0, entonces d'(f(z1,22) < e .

Proposicion 1.1.9. Sean (Y,d') un espacio métrico, (X,d) un espacio métrico compacto y

f: X — Y una funcion continua, entonces f es uniformemente continua.



Proposicion 1.1.10. Sean (X,d) un espacio métrico compacto y f : X — R una funcion

continua, entonces f alcanza su mdximo y su minimo.

Proposicion 1.1.11. Sea (X,d) un espacio métrico compacto, entonces diam(X) estd acotado.

1.2. Definiciones y Métrica de Hausdorff

Antes de definir la métrica de Hausdorff y hacer uso de ella, definiremos el concepto de
continuo y algunos hiperespacios que seran de utilidad para nuestro propésito.

Sea (X, d) un espacio métrico. Decimos que X es un continuo si X es compacto y conexo.

Sea X un continuo, definimos:
2X = {ACX|A#0,A escerrado}
C(X)={A€2%| A es conexo}
(X)) ={{p}|pe X}

Definicién 1.2.1. Dados, A € C(X) y e > 0, definimos la nube de radio ¢ con centro en

A como: (Ver figura 1.1)

N(e,A) ={p € X | existe v € A tal que d(z,p) < €}

Figura 1.1: Nube de radio ¢ con centro en A

Definicién 1.2.2. Dados A, B € C(X), podemos definir la métrica de Hausdorff como:
H:CO(X)x O(X) —R

H(A,B)=inf{e >0| AC N(e,B),B C N(¢,A)}
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Lo siguiente serd probar que en realidad es una métrica.
Proposicion 1.2.3. H : C(X) x C(X) — R es una métrica para C(X).

Demostracion. Antes de probar las condiciones para que H sea una métrica veamos que esta
bien definida. Para esto tomemos A, B € C(X)y M ={e¢>0| AC N(¢,B),BC N(c,A)} vy
veamos que M es acotado inferiormente y no vacio.

Dados z,y € X sabemos que d(z,y) < diam(X) + 1. Si tomamos = € A, entonces, para toda
y € B, se tiene que d(z,y) < diam(X) + 1. Por lo que € N(diam(X) + 1, B). De manera
similar si tomamos = € B, entonces € N(diam(X) + 1, A). Por lo tanto diam(X)+ 1 € M, es
decir M # (.

Notemos que M esta acotado inferiormente por 0 ya que estamos tomando € > 0. Con esto

garantizamos que H esté bien definida.

No negativa.
Para ver que H(A, B) > 0, recordemos que 0 es una cota inferior de M por lo que 0 < inf M =

H(A, B).

Simetria.
Lo siguiente a probar es que H(A,B) = H(B,A). Notemos que H(A,B) = inf{e > 0 |
A C N(e,B),B C N(g,A)} = inf{e > 0 | B C N(g,A),A C N(¢,B)} = H(B,A). Asi

H(A,B) = H(B, A).

Axioma de coincidencia.
Ahora probemos que si H(A, B) = 0 entonces A = B. Sea « € A, como H(A, B) = 0, para
cada n € N existe z,, € B tal que d(z,z,) < 1, lo cual implica que = € B pero B = B pues B es
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cerrado. Asi x € By A C B. De manera similar si tomamos x € B podemos concluir que z € A

y asi garantizamos que B C A. Por tanto A = B. Por lo que, si H(A, B) = 0 entonces A = B.
Dados A € C(X) y e > 0, notemos que A C N(eg, A) pues para todo x € A se tie-

ne que d(z,z) = 0, de manera que H(A, A) = 0. Supongamos ahora que A = B, entonces

H(A,B) = H(A, A) =0. Lo anterior nos dice que H(A,B) =0siy s6losi A= B.

Desigualdad del triangulo.

Por ultimo mostremos que H(A,C) < H(A, B)+ H(B, C). Para esto recordemos la siguiente
propiedad:

Si S,T C R, entonces, inf(S) + inf(T) = inf(S +T), donde S+T ={s+t|se S,t €T}
Sean K ={¢ >0] AC N(,C),C C N(c,A)}, L={6 >0] ACN(5B),BC N(,A)}y
M={y>0|BCN(y,C),C S N(v,B)}.

Lo que habra que probar en realidad es que inf(K) < inf(L + M). Sean, a € A, € K y
~ € M, por lo que, existen b € By ¢ € C respectivamente para los cuales d(a,b) < d y d(b,c) < 7.
Ahora, como d(a,c) < d(a,b) 4+ d(b,c) < § +~, entonces A C N(d + ~,C).

Para la otra contencién tomemos ¢ € C, como ¢ € N(v, B), existe b € B tal que d(b,¢) < 7,
de manera similar, existe a € A tal que d(a,b) < § y asi d(a,c) < d(a,b) + d(b,c) < § +~ de
modo que C' C N(d++, A). Esto muestra que d +v € K, en consecuencia inf(K) < § +, puesto
que la eleccion de 6 € K y v € M fue arbitraria, inf(K) < inf(L + M) que es lo que se deseaba
probar. Asi H(A,C) < H(A,B)+ H(B,C).

Esto termina la demostracion de que H es una métrica para C(X). O

De aqui en adelante, BH(A) = {B € O(X) | H(A, B) < ¢} denotaré a la bola abierta con

centro en A y radio € en C(X).

Proposicién 1.2.4. Sean X un continuo, A € C(X), {A,}.—, y {Bn},—, dos sucesiones de
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subcontinuos de X tales que {A,} — y {By},—, convergen al subcontinuo A, entonces {A, U

Bp}oo, — A

Demostracion. Sea e > 0, como {A,} ., {Bn},., — A, existe Ny € N tal que, H(A,,A) < e
y H(B,,A) < ¢, para toda n > Ny, veamos que si n > Ny, se tiene que H(A, U B,,A) < 7.
Para esto, tomemos n > Ny y bastard probar que A C N(¢,A4, UB,)y A, UB, C N(g, A).
Como H(A,,A) < e entonces A C N(v,A,), ademas N(e, 4,,) C N(e, A, UB,). Asi A C
N(e, A, UBy,).
Puesto que H(A,,A) < ey H(B,,A) < € se tiene que A, C N(¢,A) y B, C N(e, A), de

manera que A, U B, C N(g, A). Por tanto, si n > Ny, H(A, U By, A) < e. Asi, {A, UB,}.~,

converge al subcontinuo A. O

Proposicién 1.2.5. Sean X un continuo, A € C(X), {A,}.—, y {Bn},o, dos sucesiones de
subcontinuos de X tales que {A,}, | y {Bn},—, convergen al subcontinuo A, ¢ >0 yn € N,
tal que A,,B,, A, UB, € BI(A). Si C € C(X) es tal que A,, C C C A, U B,, entonces

H(C,A) <e.

Demostracion. Por hipétesis sabemos que A, C C'y A,, € BZ(A), entonces N(e, A,) C N(¢,C)
y AC N(e, A,), de esta manera A C N(e,C). Ahora, como A, UB, € BHE(A)y C C A, UB,,

esto implica que A,UB,, C N (e, A), en consecuencia C' C N(g, A). Por lo tanto H(C, A) <e. O

1.3. Modelos para C'(X)

Trabajar con un hiperespacio £ C 2% puede resultar complicado pensando que los elementos
de £ son subconjuntos cerrados de X. Es por esto que se trata de visualizar a los hiperespacios
como un conjunto de puntos en un espacio con el cual nos sea més facil trabajar.

Dar un modelo, es encontrar un conjunto de puntos M con el cual estemos mas familiarizados

v que L sea homeomorfo a M.



Para acostumbrarnos a este concepto daremos modelos de C(X) para el intervalo [0,1] y la
circunferencia S!.

La idea de este trabajo no es hablar de modelos por lo que solamente se daran ideas intuitivas
de coémo se construyen y no se haran las pruebas rigurosas de los homeomorfismos. Si el lector
desea conocer més acerca de modelos puede encontrar informacion en [4].

Antes de dar un modelo para el caso del intervalo, notemos que los subcontinuos del intervalo
[0, 1] se pueden escribir de la siguiente manera:

Si A € C([0,1]) entonces A = [a,b] donde a,b € [0,1] y a < b. Esto nos dice que los
subcontinuos del intervalo son subintervalos cerrados 6 conjuntos de un elemento.

La forma como se pueden describir los subcontinuos del intervalo nos da una manera intuitiva
de relacionar puntos en R? con dichos subcontinuos.

Tomemos la funcién f : C([0,1]) — R? definida como f(A4) = f([a,b]) = (a,b). Para méas
referencia el lector puede consultar [4, pag29|

La imagen de esta funcién es:

M={(a,b) eR?|0<a<b< 1}

(Ver figura 1.2)

que es un modelo para C([0, 1]).

Figura 1.2: Modelo para C(]0,1])



Veamos cuales son las imagenes bajo la funcion f de los conjuntos F([0,1]), N = {[0,] | b €

0,1]} y B ={[a,1] | a € [0, 1]}.

Para el conjunto Fy([0,1]) notemos que f({t}) = f([t,t]) = (¢,t) por lo que Fy([0,1]) =
{(tt) | te [0,1]}.

De manera similar podemos ver que N = {[0,b] | b € [0,1]} y R = {[a,1] | a € [0,1]} tienen
como imagen a los conjuntos {(0,b) | b € [0,1]} v {(a,1) | a € [0,1]}, respectivamente (Ver figura

1.3).

F(E([0,1]))

Figura 1.3: Imagen bajo f de los conjuntos N, Ry Fi([0,1])

Para el modelo de C(S!) notemos que hay tres tipos de subcontinuos de S, la circunferencia,
arcos y puntos. Una manera de diferenciar los arcos de S' es mediante su longitud y su punto
medio. Si tenemos un arco A de S*, denotemos por [(A) y m(A) a la longitud y el punto medio
de A, respectivamente.

La funcién f : C(S') — R? definida por:

(1 - @) m(A) si AeC(X)\{S"}

27

(0,0) si A=5



es un homeomorfismo.

Primero notemos que para todo A € C(S!) se tiene que 0 < [(A) < 27 y por consecuencia
0< <1 - %) <1, porloquesi D= {(z,y) € R? | ||(x,y)|| < 1} entonces f(A) € D.(Ver figura

1.4)

Figura 1.4: Imagen del subcontinuo A bajo el homeomorfismo f

Para los subcontinuos de la forma {p} con p € S' tenemos que f({p}) = (1—Z)p=plo

que nos indica que los unitarios quedan fijos bajo la funcioén .

Sea p € S' y denotemos por M, = {A € C(S') | p es el punto medio de A}, entonces
f(A) = sp para algtin s € [0,1] y A € M, esto nos indica que f(M,) = Op donde Op es el

segmento que une a O con p.

Figura 1.5: Imagen de M,, bajo f



Sean, r € [0,27] y L, = {A € C(S") | I(A) = r}. Para ver quién es f(L,) notemos que si

A € L, entonces f(A) = (1 - %) m(A) = (1 — 5=) m(A) pero como el valor r es fijo y el

r

pardmetro que cambia es m(A), f(L,) es una circunferencia de radio 1 — 5~ con centro en 0.

(Ver figura 1.6).

Figura 1.6: Imagen de L, bajo f

Proposicion 1.3.1. Sea X un continuo, entonces X y F1(X) son homeomorfos.

Demostracion. Para ver que estos espacios son homeomorfos consideremos la siguiente funcion,
h: Fi(X) — X definida como h({p}) = p.

Veamos que la funcién es inyectiva, tomemos {p},{q} € F1(X) tal que p # ¢, entonces
h({p}) = p # q = h({q}). Por lo que h es inyectiva.

Para mostrar que h es suprayectiva, consideremos p € X. Entonces {p} € F1(X) y h({p}) = p,
de manera que h es suprayectiva. Como h es inyectiva y suprayectiva, podemos concluir que h

es biyectiva.

Por ultimo, para la continuidad de h, tomemos € > 0, p € X y consideremos B.(p), ahora
h™t (Be(p)) = {{a} € Fa(X) | d(p,q) < e} Sea A= {{q} € Fi(X) | d(p,q) <e}y B={{q} €
Fi(X) | H({p},{q}) < ¢}, veamos ahora que A = B.

Sea {q} € A para probar que {¢q} € B bastara probar que g € N(e,{p}) y p € N(e, {q}) pero
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ambas contenciones son ciertas pues d(p, q) < ¢, de esta manera, {¢} € B.

Tomemos ahora {q} € B, entonces, H ({p},{¢q}) < e, en particular se tiene que {q} €
N(g,{p}), por lo cual d(p, q) < e, asi {q} € A. Por lo tanto A = B.

Con lo anterior tenemos la siguiente igualdad h=! (B.(p)) = A = B = BE({p}) N F1(X)
donde este ultimo es un abierto en Fj(X), de esta manera h es continua.

Para terminar, veamos que h es abierta. Recordemos que el conjunto de bolas abiertas de radio
e en F(X) es una base para la topologia inducida por la métrica de Hausdorff en F;(X), por esta
razén para que h sea una funcién abierta es suficiente probar que la imagen de bésicos es abierto
en X. Sean {p} € F1(X), e >0y U = BI ({p}) n Fi(X) = {{a} € F1(X) | d({p}.{a}) < e},
primero notemos que U es un abierto de F;(X), ahora h(U) = {q € X | d(p,q) < e} = B-(p), es
decir h(U) es un abierto en X. Por lo que h es una funcion abierta.

Como h es biyectiva, continua y abierta, entonces h es un homeomorfismo, que es lo que

queriamos demostrar. O

Una herramienta muy utilizada en la Teoria de Continuos e Hiperespacios son los arcos

ordenados. Los cuales definiremos a continuacion.

Definicién 1.3.2. Dada « : [0,1] — C(X) decimos que « es un arco ordenado entre A €

C(X)yBeC(X), con AC B, si cumple lo siguiente:

1. « es continua.

2. a(0)=A4, a(l)=B

3. Para cualesquiera s, t € [0,1] con s < t, se tiene que as) & a(t)

Una manera intuitiva de pensar a los arcos ordenados es empezar con el subcontinuo A e ir
“agrandandolo" hasta llegar al subcontinuo B.

11



Figura 1.7: Arco ordenado entre A y B

Probar la existencia y algunas propiedades acerca de los arcos ordenados nos desviaria del
proposito de este trabajo, por lo que supondremos su existencia y daremos por hecho algunas
proposiciones que seran utilizadas més adelante.

Antes de mencionar algunos de los resultados maés interesantes que se tienen gracias a los

arcos ordenados, daremos una definicién.

Definicién 1.3.3. Sea X un continuo, diremos que X es arcoconexo si para cualesquiera p,
q € X tal que p # q, existe una funcion continua e inyectiva « : [0,1] — X tal que a(0) =p y

a(l) =q.
Teorema 1.3.4. Dado un continuo X el hiperespacio C(X) es arcoconezo [4), pdg92].

Si el lector desea profundizar en estos temas puede revisar [4].
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Capitulo 2

Selecclones

En este capitulo abordaremos la definicién de seleccién, veremos algunos continuos y deter-
minaremos si son o no selectibles, ademas, daremos la definicién de dendroide y probaremos que

todo continuo selectible es un dendroide.

Definicién 2.0.1. Dado un continuo X, una seleccion es una funcion continua s : C(X) — X

tal que para todo A € C(X), se tiene que s(A) € A.

Diremos que X es selectible o X admite selecciones si dicha funcién s existe.
Uno de los primeros continuos en donde resulta natural preguntarse si admite o no selecciones

es el intervalo [0, 1], veamos que en efecto existen.

Ejemplo 2.0.2. El intervalo [0,1] admite selecciones.

Recordemos que si A € C(X) entonces A = [a,b] donde a,b € [0,1] y a < b. Asi, definimos,
s: C(X) — X como sigue, s(A4) = s([a,b]) = a. Una manera de pensarlo es que s(A) = min{A}
(el extremo izquierdo del intervalo [a, b]).

Veamos que dicha funcién es una seleccion. Por definicion s(A) € A. Para ver que es continua,
tomemos una sucesion {4, } -, de elementos en C(X) tal que {A,} ~, — A, para algin A €
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C(X) y, veamos que {s(4,) },~; — s(A). Sean, A = [a,b] y A, = [an,by], entonces a = s(A) y
an = s(A,) , para toda n € N.

Sea e > 0. Como {A,},, — A, existe N € N tal que H(A,, A) < ¢, para toda n > N, es
decir, A, C N(e,A)y AC N(e, 4,).

Por la definicién de N (e, A), existe p, € A, para el cual |a — p,| < &, consideremos la
desigualdad p, — a < ¢, Como a,,p, € A, y a, = minA,, entonces a,, < p,, por lo que
an —a < p, —a < e. Por tanto, a,, — a < €.

Para probar que a — a,, < ¢ notemos que A C N(g, A,) de modo que existe p € A tal que
|an, — p| < e. Como a < p, entonces a — a, < p— a, < &.

De manera que |a — a,| < €, para toda n > N. Asi probamos que la sucesion {a,},., — a
por lo que la funcién s es continua y una seleccion.

Un resultado sencillo pero 1til es el siguiente.

Proposicién 2.0.3. Sea s : C(X) — X una seleccion. Si Y € C(X) entonces s|gyy :

C(Y) — X es una seleccion.

Demostracion. Como |y es la restriccion de una funcién continua, entonces s|¢y es conti-
nua. Veamos que 5|y (A4) € A, para todo A € C(Y). Sea A € C(Y), como |y (A) = s(A) €
A. Por lo tanto s[g(yy : C(Y) — X es una seleccion.

O

Una pregunta natural es la siguiente ; Existen continuos de manera que no admitan selecciones

?7 La respuesta a esta interrogante es si.
Proposicién 2.0.4. La curva cerrada simple S' no admite selecciones.

Demostracion. Supongamos que existe una seleccién s : C(S1) — S*.
Recordemos que C(S!) es homeomorfo a D = {z € R? | ||z|| < 1}, donde |z denota la
norma usual en R?, dicho esto podemos pensar a la seleccién como una funcién s : D — S1.
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Ademas, por el homeomorfismo definido en la proposicién s({p}) = p, para todo p € S*.
Lo anterior implica que s : D — S! es una funciéon continua donde s({p}) = p para todo
p € St es decir, s es una retraccién de D en S'. Lo cual es una contradiccién pues no existen

retracciones del disco en su frontera [8, pag 348].

Esta contradiccién vino de suponer que la curva cerrada simple S admite selecciones. Por lo

tanto S' no es un continuo selectible. O

2.1. Dendroides

Hasta ahora sabemos que no todos los continuos admiten selecciones, por lo que uno podria
preguntarse si existen condiciones necesarias y suficientes para que un continuo sea selectible.

En el teorema[2.1.4] se dara una condicién necesaria para que un continuo admita selecciones.

Definicion 2.1.1. Dado un continuo X, decimos que X es hereditariamente unicoherente

si para cualesquiera A, B € C(X), se tiene que AN B € C(X).

Definicion 2.1.2. Dado un continuo X, decimos que X es arcoconexo si para cuaesquiera par
de puntos a, b € X, ewxiste una funcion continua e inyectiva « : [0,1] — X tal que a(0) = a y

a(l) =b.

Definicion 2.1.3. Dado un continuo X ,decimos que X es un dendroide si es arcoconexo y

hereditariamente unicoherente.

Para familiarizarnos con este concepto veamos si los continuos antes estudiados, digase [0, 1]
y S, son o no dendroides.

En el intervalo [0, 1] dados cualesquiera dos puntos a y b se pueden unir parametrizando el
subintervalo [a, b], lo anterior nos dice que el intervalo es arcoconexo.
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Para ver que el intervalo es hereditariamente unicoherente basta ver que la intersecciéon de
cualesquiera dos subintervalos [a1,b1] y [a2, b2] es conexa.

La interseccion [aq, b1] N [az, b2] tiene dos posibilidades.

1. [a1,b1] Nfag, b2 = [a,b] con 0 <a < b <1

2. [a1,b1] N [ag, ba] = {c} para algtn ¢ € {a1, a2, b1, ba}.

En cualquiera de los dos casos la interseccion es conexa. (Ver figura 2.1)

@, b,

X ]

Figura 2.1: Posibles intersecciones de dos subcontinuos del intervalo [0, 1].

Por lo que el intervalo es hereditariamente unicoherente y por tanto, un dendroide.
Para el caso de la circunferencia, podemos encontrar dos subcontinuos A y B tal que la

interseccion no es conexa, como se muestra en la figura 2.2.

ANB

Figura 2.2: Ejemplo de dos subcontinuos de S cuya interseccién no es conexa
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Por lo tanto la circunferencia no es hereditriamente unicoherente.

Con los ejemplos anteriores, uno podria conjeturar que los dendroides son continuos arcoco-
nexos que no contienen circunferencias, pero esto no es asi.

Si consideramos el circulo de Varsovia (figura 2,3 a), este continuo no contiene circunferencias,
pero tampoco es hereditariamente unicoherente ya que los subcontinuos A y B que se muestran

en la figura 2,3 b, no tienen interseccién conexa.

ANB

(a)
Figura 2.3: En la primera imagen se muestra el circulo de Varsovia. En la segunda se muestran

los subcontinuos cuya interseccién nos conexa.

En la siguiente proposicion daremos una caracteristica que tienen los continuos que son se-

lectibles.
Proposicion 2.1.4. Sea X un continuo. Si X admite una seleccion, entonces es un dendroide.

Demostracion. Sea s : C(X) — X una seleccion.

Afirmacién 1. X es arcoconexo.

Prueba: Por el teorema sabemos que C(X) es arcoconexo y como s es una funcion
continua, s(C'(X)) es arcoconexo. Ademas, s ({z}) = z, para todo = € X, por lo que s es una

funcién suprayectiva. De este modo X es arcoconexo. H

Afirmacion 2. X es hereditariamente unicoherente.
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Prueba: Para ver que X es hereditariamene unicoherente, tomemos A, B € C'(X) y veamos
que AN B € C(X). Basta probar que AN B es compacto y conexo. Dado que tanto A como B
son cerrados y estan contenidos en el conjunto compacto X, AN B es un conjunto cerrado de un
compacto. Por tanto, AN B es compacto.

Supongamos ahora que A N B no es conexo, y sean M, N C X cerrados ajenos, tales que
ANB = M UN. Tomemos g € M, 1 N. Por la proposicién las restricciones s|4 :
C(A) — Ay s|p : C(B) — B son selecciones. En consecuencia A y B son arcoconexos.

Como M,N C AN B C A, existe « : [0,1] — A un arco tal que a([0,1]) C A, a(0) = z¢ y
a(1) = z1. Analogamente existe S : [0,1] — B donde §([0,1]) C By 8(0) = o, S(1) = x1 (Ver

figura 2.4).

Figura 2.4: Imagen de los arcos a y 8

Si «([0,1]) € B, entonces, a([0,1]) C ANB C M UN, ademés, a(0) € Ay a(l) € B esto no
es posible ya que «([0,1]) es un conjunto conexo contenido en M U N que no es conexo.
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Por lo tanto, existe so € [0,1] tal que a(so) ¢ B.

Definimos
do = méx{t € [0,1] | B(t) € a(]0, s0]) N M}
y
dy = min{t € [0,1] | () € a([s0,1]) N N}
ahora, tomemos ey € [0,1] tal que a(eg) = B(dy), andlogamente sea e; € [0,1] tal que

aler) = B(dy). Como a(dy) € a([0, so]), y a(d1) € a([so,1]), se tiene que dy < sp < dj.
Sin pérdida de generalidad, supongamos que eg < e; y consideremos las funciones @ = a/je ]

y B = Blido,d,] que son continuas ya que son las restricciones de o y 3. (Ver figura 2.5)

/ g a (/ 07 1/ ) AN A
/o - N\
/ ‘ —
/ / \ /
/ = \';\\\ / D ‘ \\
/| [ [ / AN
(/] ARYY; N/ N

Figura 2.5: Restricciones de las funciones a y .

Afirmacién 3. a([eo, e1]) N B([do, d1]) = {@(eo), a(er)}.
Prueba. Dado que a(eq) = aleg) = B(do) = B(do), entonces a(eo) € a([eo, e1]) N B(|do, d1)),
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de manera similar d(e;) € a([eg, e1]) N B([do, d1]), por lo tanto {@(eq),ale1)} C a([eo,e1]) N
B([do, d1)).

Supongamos que existe z € a([eg,e1]) N B([do,dl]) tal que a(eg) # x # a(er). Por tanto,
existe tg € (eg,e1) tal que a(tg) = x y existe t1 € (dp,dy) tal que B(tl) = 7, lo que implica que
re ANB=MUN.

Ahora consideremos los siguientes casos:

Caso 1z € M.

Sabemos que dy < t; < dj, en consecuencia, t; € {t € [0,1] | 5(t) € a([0,1]) "M}, lo que nos
lleva a una contradiccién pues dy es el maximo de dicho conjunto.

Caso 2 x € N.

Como dy < t1 < dy, entonces t; € {t € [0,1] | 5(¢) € «(]0,1]) N N}, contradiciendo que d; es

el minimo.

Estas contradicciones vinieron de suponer la existencia del elemento x, por lo que a([eg, e1])N

~

B(ldo, d1]) € {a(eo), aler)}.

Ahora, sea S = a([eg, e1]) U B([do, d1]), notemos que S C X es la unién de dos arcos que
Unicamente se intersectan en sus puntos extremos, por lo que S es homeomorfo a S'. De modo
que para S' C X tenemos que s|g1 : C(S') — S! es una selecciéon para S', lo cual es una
contradiccion a la proposicion

Esto concluye que A N B es conexo, es decir, AN B € C(X), lo que muestra que X es
hereditariamente unicoherente. Como X es arcoconexo y hereditariamente unicoherente, X es

un dendroide. O
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Capitulo 3

Conjuntos de doblez

En este capitulo desarrollaremos algunos resultados y ejemplos expuestos en el articulo [6],
como lo son la prueba de la siguiente Proposicién: Dado un dendroide selectible X, A € C(X) y
B un conjunto de doblez de A, se tiene que s(A) € B, donde s es una selecciéon de X.

Ademas daremos un ejemplo de un dendroide que para cada subcontinuo A € C(X) la
intersecciéon de los conjuntos de doblez es no vacio pero no es selectible. En el capitulo 2, vimos
que los tnicos continuos que admiten selecciones son los dendroides.

Los conjuntos de doblez son una herramienta tutil, ya sea, para decidir si un dendroide admite
o no selecciones, o bien darnos una idea sobre cudl seria la seleccién para ciertos subcontinuos.

En el siguiente ejemplo veremos cudles son las ideas claves para la demostraciéon de la propo-
sicion [B.0.3] que se formulara posteriormente.

)
Ejemplo 3.0.1. Sean X = | J Ty, donde Ty = {(2,0) | = € [0,1]}, T,, = {(x, %) |z € [0,1]},

n=0

para toda n € N, y v = (0,0). Si s: C(X) — X es una seleccion, entonces s(Ty) = v. (Ver

figura 8.1)

Primero mostremos algunas afirmaciones.
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Figura 3.1: Abanico armonico

Afirmacién 1. {T,,} >~ — Ty

Prueba. Sea ¢ > 0. Probaremos que existe N € N tal que H(T,,,Tp) < €, para toda n > N.

1

Por la propiedad arquimediana existe N € N tal que < e. La siguiente observacion nos

N
ayudara a demostrar la afirmacién 1.
Observaciéon. Dadan > N y z € [0, 1],
T 1 1
y ] 70 S - S — <
I(=.5) @Ol <~ <+ <e

Con lo anterior garantizamos que para todan > N, Ty C N (¢,T,) y T, € N (¢, Tp) de modo

que H(Ty,T,) < €. Por lo tanto {T},},~ , — Tp.

Para toda n > 1, definimos A,, = Tb,_1 y B,, = Ts,. Notemos que {4, } —,,{B,},., son

subsucesiones de {T},},- , de manera que {A,}.~, = Ty y {Bn},—; — To.

La siguientes afirmaciones se tienen por las proposiciones y respectivamente.

Afirmacién 2. {4, UB,}~, — Ty.

Afirmacién 3. Seac > 0y n € Ntales que A, B, A,UB,, € BE(T}), entonces H(C,Ty) <
para todo A, CC C A, U B,,.
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Afirmacién 4. Sean C € C(X) y n > Ny tal que B, C C C A,,UB,, entonces H(C,Tp) < .

Teniendo la afirmaciones 1,2,3 y 4, podemos proseguir con la prueba.

Supongamos que s(Tp) = t con ¢t # v. Entonces, existe ¢ > 0 tal que v € B.(t) y, por la
continuidad de la funcién s aplicada puntualmente en Ty, existe § > 0 tal que s (B (Tp)) C B.(t).
Sea N € N tal que, para toda n > N, se tiene que A, B,, A, U B,, € B (Tp). Por tanto,

s(Ap UBy) € B:(t). Aqui se desprenden dos casos:

Be (1)

~ ®

Figura 3.2: Bola de radio ¢ con centro en s(7p)

Caso 1. s (A, UB,) € A,

Consideremos la funcién « : [0,1] — C(X), donde a(t) = v (t, 211%1) UB, yv (t, 2;—_1)
es el segmento de recta que une a los puntos v y (t, ﬁ) Veamos que « es un arco ordenado
entre B, y A, U B,,.

Sean r,t € [0,1] tales que r < t. Como (t,ﬁ) ¢ v (r,ﬁ), entonces v (r, T’;l) G
v (t, ﬁ).Dado que B, Nwv (u, 271%) = {v} para toda u € [0, 1]. Entonces B, Uv (r, 271%1) G

B, Uwv (t, znti—1> Asi, si r < t, se tiene que a(r) & a(t).

Para ver que « es continua, tomemos un sucesion {t,,} ~_,, donde ¢,, € [0,1] tal que
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{tm} o, — t, para algin ¢ € [0,1] y veamos que {a(tm)} oy — a(t).

00 t oo

m=1 2n—

Puesto que {t, }n_; —> t, se tiene que {722
(t, ﬁ) Para simplificar la notaciéon tomemos x,, = (tm, %) yr= (t, ﬁ) Ahora, dada
e > 0, existe M € N tal que, para toda m > M, se tiene que ||z,,, z|| < £. Con lo cual obtenemos
que el didmetro del arco T, es menor que ¢. Por lo tanto 7z, C N (¢,7%) y v& C N (&,0%,).
Lo cual implica que para m > M, se tiene que H (VZ,0Z,,) < €. Por lo que {0z} _, — 0T y

por la definicion de «, {a(t)} -, — a(t). Hemos mostrado entonces que « es continua.

Observemos que la funcién so « : [0,1] — X, es una trayectoria. Dado que « es un arco
ordenado donde «(0) = B, y (1) = A, U By, para toda t € [0,1], B, C «a(t) C A, U B,.
Por la afirmacion 4, H («(t),To) < 0, para toda ¢t € [0,1]. De la continuidad de s, tenemos que
s(a[0,1]) € Be(1).

Veamos que s(a[0,1]) C B.(t) resulta ser una contradiccion, primero notemos que B, (t) no es
conexo pues v ¢ B.(t), ademas s(a(0)) € B,NB(t) y s(a(1)) € A, NB:(t) que son componentes
distintas. Por lo que s(«[0, 1]) al ser conexo no puede estar contenido en dos componentes distintas
de B.(t).

Caso 2. s(A,UB,) € B,

Asi como en el caso 1, consideremos el arco ordenado 5 : [0,1] — C(X), donde B(t) =
@U A, con extremos A, y A, U B,. Al tomar so f3:[0,1] — X procedemos como en el
caso anterior y obtenemos una contradiccién.

La contradiccion vino de suponer que s(Tp) # v.

Asi s(Tp) = v.

La respuesta a la pregunta ; Admite selecciones el abanico del ejemplo B.0.1f se dara en el

Capitulo 4.

24

tm
7- De esta manera { (tm, m) Yoo —



Definicién 3.0.2. Sean un continuo X, A € C(X), B € 24, {A, )0, y {4}, sucesiones de
subcontinuos de X . Decimos que B es un conjunto de doblez de A si se cumplen las siguientes

condiciones:
1. A,nA,, #0, para toda n € N.
2. {A )0 = Ay {A L} — A

3. {A,NAZ, > B.

”’.A/ﬁA,
A,NA
Be®

| |

|

4, A, A, A

Figura 3.3: B es conjunto de doblez del subcontinuo A.

Proposiciéon 3.0.3. Sea X un dendroide tal que existe un subcontinuo A que contiene un sub-

conjunto de doblez B. Si existe una seleccion s : C(X) — X, entonces s(A) € B.

Demostracion. Supongamos que s(A) ¢ B.

Como X es Ty, existen abiertos U y V talesque UNV =0, BC U y s(A) e V.

Sean a € A\ B tal que s(A) = a y € > 0 tal que B.(a) C V, en particular se tiene que
B.(a) N B =0.
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Puesto que s es una funcién continua, existe § > 0 tal que s(B (A)) C B.(a).

e
U
[ )
B
Beg(a)
%4
’ a
|
|
An A A

Figura 3.4: Abiertos U y V.

La siguiente afirmacion es una consecuencia directa de la proposicion [1.2:4]
Afirmacién 1. {4, UA',,}7 | — A.
De las condiciones 1, 2 y 3 podemos asegurar la existencia de N € N tal que, si n > N,

entonces:

a) A, € Bs"(A).

b) A e BsH(A).

¢) A, UA! € BsT(A)

d) A4,NnA, CU.
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Los incisos a) , b) y ¢) se cumplen pues las sucesiones {A,} ", {4} 02 v {A, UA L }2
convergen a A. Para el inciso d), recordemos que la sucesion {A,, N A", } | converge a B por lo
que a partir de algiin momento los elementos A, N A/, C U.

Afirmacién 2. Sea C € C(X).Sin >Ny A, CCC A, UA,, entonces C € Bs"(A).

Afirmacién 3. Sea C € C(X).Sin >Ny A, CCC A, UA,, entonces C € Bs"(A).

Las afirmaciones 2 y 3 se siguen de la proposicion [1.2.5]

Ya teniendo las afirmaciones 1, 2 y 3 podemos continuar con la prueba. Dado que, para
toda n > N, los conjuntos A,, A’,, A, UA, € B(;H(A), por la continuidad de s, se tiene que
s(An),s(AL),s(A, UA",) € Be(a).

Por otro lado s(A, U A'y) € Ay U A’y entonces, s(Ar U A'y) € Ag 0 s(Ap U A'y) € A’y para
toda k € N.

En particular, lo anterior se cumple si tomamos k£ € N tal que k£ > N.

Caso 2.1. s(Ay UA'y) € Ap.

Consideremos un arco ordenado L C C(X) con extremos Aj y A U A’j, por la afirmacion
2 y la continuidad de s, para cada C € L, con H(A,C) < § se tiene que s(C) € B.(a). Asi
s(L) ={s(C) | C € L} C B.(a)}. Como L es subcontinuo de C'(X) y s es una funcién continua,
entonces s(L) es un subcontinuo de X.

Sea z € Ap N A’g. Recordemos que Ay es arcoconexo, entonces, existe un arco M C A que
une a s(Ax U A’y) con z.

De manera anéloga, existe K C A} un arco, con extremos s(A}) y z.

Notemos que s(L)UM y s(L)UK son subcontinuos pues tanto s(L), M y K son subcontinuos
de X, ademés s(L) N M # 0 # S(L)N K ya que s(Ar UA'y) € s(L)yNn M, s(A}) € s(L) N K.
Ademés z € M U N, de esta manera s(L) UM U N contiene una curva cerrada simple S (Ver
figura 3.5) . Esto es una contradiccion ya que X es selectible y no debe contener curvas cerradas
simples.
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Figura 3.5: Subcontinuo M U K U s(L).

Caso 2.2. s(Ay UA'y) € A'y.

Tomemos un arco ordenado L' C C(X) con extremos Ay y A U A’g. Por la afirmacion (3),
tenemos que L' C Bs™ (A) y asi s(L') C B.(a).

Tomemos w € Ay, N A’y y M’ C Ay un arco que une a s(Ag) con wy K’ C A} un arco con
extremos s(Ap U A'y) y w.

De manera anéloga, s(L') UM’ y s(L') U K’ son subcontinuos de X, asi s(L') U M’ U K’ es

un subcontinuo de X que contiene una curva cerrada simple.

En ambos casos obtuvimos una contradiccién, la cual vino de suponer que s(A) ¢ B. Asi

concluimos que s(A) € B. O

Corolario 3.0.4. Sean X un continuo selectible y A € C(X), entonces la interseccion de todos
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los conjuntos de doblez de A es no vacia.

Demostracion. Sea s : C(X) — X una seleccion. Para cualquier conjunto de doblez B C A.
Por la proposicion s(A) € B, de esta manera s(A) es un elemento de la interseccion de los

conjuntos de doblez. O

Este corolario nos da una manera de saber si un continuo X admite o no selecciones, ya que
si la interseccion de los conjuntos de doblez es vacia entonces X no admite selecciones.

Consideremos ahora el siguiente continuo:

Ejemplo 3.0.5. Sean p = (0,0), ¢ = (1,0), gu = (1, 1), ¢, = (2=2,0), ¢/ = (1, 5L), p, =

n

(07 _Tl); An = Pqn, B, = QnQ;u Cn = (J%q;{ ) D, = q;{pn para toda n € N.

Sea X =pquU U [A, U B, UC,UD,] (Ver figura 3.6)

n=1

N\
/

/ \ B

Ay NP1
/ \

A \ N\

- ] \\\ \
P q // \
/Cn
Dy o

Dy

Figura 3.6: Chafaldrana

Para ver que este continuo no admite selecciones, haremos uso de la proposicién Con-
sideremos las sucesiones T;,, = Ag,11 U Boyi1 UCopy1 U Doyi1 y Sy = Asgy U By, U Co,, U Doy,
oo —

(Ver figura 3.7), ambas sucesiones {T},} ~; y {S,},—, convergen a pq y la sucesion {T},N.S,}

29



converge a {p}.

Figura 3.7: Sucesiones {T,,}o- ;v {Sn}roy

Por otro lado, si consideramos las sucesiones T, = A, UB,, y S;, = C, UD,, (Ver figura 3.8),

o0
n=1"°

ambas sucesiones {17} |y {S,},—, convergen a pqy {T, NS, } ~, = {dq,} por lo que la

sucesion {17 N S/} 2, — {q}.

Figura 3.8: Sucesiones {1}~ | v {Sh}—,
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Lo anterior asegura que {p} y {q} son conjuntos de doblez de pg pero {p} N {q} =0 y asi X

no admite selecciones.

El corolario nos dice que la interseccién de los conjuntos de doblez de un subcontinuo
A en un continuo X que admite seleciones es no vacia. Uno podria pensar que si la interseccion
de los conjuntos de doblez de un subcontinuo A es no vacia, es porque el continuo X admite
selecciones pero esto es falso. Es decir, el regreso al corolario no es cierto.

En el siguiente ejemplo daremos un dendroide X, en el cual dado un subcontinuo A, la

intersecciéon de los conjuntos de doblez, es no vacia pero dicho continuo no admite selecciones.

Ejemplo 3.0.6. Seanp = (0,0), ¢ = (1,0), a = (3, @), b= (3,

*

), Gn = (M @)’

2n ’ 2n

by = (FFD) —BE2)y (21 0), gl = (0, 1), pt = (0, 22) (Ver figura 3.9).

Definimos Ay = pq U pa U pb,

A, = qpl2/n u p,Q/ann U b2npan U D2nG2n

By = qph, 11 UPhy, 102041 UG2nt1D2nt1 U P2nyibantt, para cada n € N.

Sea X = Ap U ([j (AnUBn)>.

n=1

Figura 3.9: Dendroide del ejemplo
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Para ver que X no admite selecciones, supongamos lo contrario, es decir, que X admite una
seleccion s : C(X) — X.
Consideremos el conjunto R; = {(z,y) € R? | < t para cada t € [0,1]} y sean A;(n) =

A, N Ry y Bi(n) = B, N Ry (Ver figura 3.10).

Bu(t)

Al

Figura 3.10: Conjuntos A¢(n) y Bi(n)

Afirmacién 1. Existe m € N, tal que para toda n > m, se cumple una de las siguientes dos

afirmaciones:

1. S<An(0)) S b2np2n U D2n G2, -
2. 5(B,(0)) € azng1P2n+1 U P2nt1b2n+41-

Prueba. Sea z = s(ap U pb). Como s es una funcion, z es diferente a alguno de los puntos a
y b; en el caso en el que z sea distinto de b, veamos que se cumple la condicién 1.
Supongamos que para toda m € N, existe n > m tal que s(A4,(0)) & (b2np2n U P2nazn)-
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Sea £ > 0, tal que by, ¢ B.(z) para toda n € N. Como s es continua, existe § > 0 tal que, si
A€ C(X)y H(A,apUpb) < §, entonces s(A) € B.(2).

Notemos que {A,,(0)} — @pU pb, por lo cual existe m € N tal que H (A, (0),apUpb) < § para
toda n > m.

Para dicha m € N, existe n > m tal que s(A4,(0)) € banp2n U Dantan, es decir, s(A4,(0)) €

ban Dy, \ {b2n} (Ver figura 3.11).

B

7 s(An(0))

Figura 3.11: Seleccion del conjunto s(A,(0))

Consideremos ahora « : [0, 1] — C(X) la funcion dada por:

O{(t) = G2nP2n U p2nb2n ) anw2n (t)

donde way, (t) = (1 — t)bay, + tp,,. Como way, (t) = (1 — t)ba, + tpl,, es continua, entonces a es
continua.

Por otro lado, observemos que @a,pz, U panban C a(t) C A,(0) para toda t € [0,1]. Por lo
que, H(a(t),apUpb) < § y asi s(a([0,1])) C B-(2).

33



Como «([0,1]) es conexo, entonces s(«([0,1])) es conexo, pero esto no es posible ya que
s(a(0)) = $(@3nPan U p2nban) € Tznban U panban v s(a(1)) = s(An(0)) € banpl, \ {b2n}, es decir,
s(a(0)) vy s((1)) se encuentran en componentes diferentes de B.(z) pues bay, ¢ Bc(z), lo cual es
una contradiccién.

Por lo tanto, existe m € N tal que s(A,(0)) € bopp2n U Pandan, para toda n > m.

Si z # a se procede de manera andloga a lo hecho anteriormente para concluir que existe
m € N tal que s(B,,(0)) € @GantiPonsi U Pani1boni1 para toda n > m y asi concluir la condicién

2. Con esto terminamos la prueba de la afirmacién anterior.

Como {A,},2, , {Bn},—, convergen a Ay y A, N B,, = {q}, para toda n € N, entonces por

n=1

la proposicion [3.0.3) s(Ag) = ¢.

Por la continuidad de s, existe m’ € N tal que si n > m/, entonces, d(s(4,),q) < % y
d(s(Bn),q) < %, donde d representa la métrica de X. Como C(X) es compacto y s una funcion
continua, se tiene que s es una funcién uniformemente continua [I.1.9] Asi, por la continuidad

uniforme, existe § > 0 tal que, siempre que H (A, B) < §, entonces d(s(A), s(B)) <

W=

[e )

Dado que ambas sucesiones {A,,} - | v {B,} -, convergen a A, entonces la sucesion {H(A,,, B,)} o~ ,

converge a 0, es decir, existe M € N tal que H(A,(t), By(t)) < d, paratodam > M. Sea mg € N,
tal que, mo > m/, mg > my mo > M para todan > mg y t € [0,1].

Tomemos n > my, por la eleccion de my sabemos que si n > mg, entonces s(4,(0)) €
b2nPon UDantz, 0 5(By(0)) € Gani1Pzntt UP2nt 1020t 1. Sin pérdida de generalidad, supongamos
que 5(A,(0)) € bayppon UDzndzn, ademds, H(A,, A) < 4, esto implica que d(s(A,),q) < 3, como
s es una funcion continua, existe ¢ € [0,1] tal que s(A,(t) = bz,. Tomemos ahora to = max{t €

[0,1] | s(As) € bappan}- (Ver figura 3.12).
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An(to )\ ) t

./ 2

W
%

S(An(t(l)):b.m

Figura 3.12: Eleccion del valor ty = méx{t € [0,1] | s(A;) € banpan}.

Esto quiere decir que s(By(to)) € G2nt1D2nt1 U P2nt1banyi1 \ {a2ni1} pues d(ba,, a2ny1) >

+(Ver figura 3.13).

: N B;,,(t/))
ot

: q

A

Bys(bs) g

/;(Bw(tﬁ))

s(Au(ts))=bzu” 7

Figura 3.13: Selecciones del subcontinuo A, (o) y B (to).

Como 5(B,(1)) = s(By,) y d(s(Bn),q) < 3, existe t{ € [0,1], t§ > to tal que s(By(tf)) =

aan+1, 1o cual es una contradiccion. Asi s(A,,(t))) € banpan UDanaan \ {ban}-
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Esta conclusion implica que existe tj), donde tg <ty < t, s(An(tj)) = ban y esto contradice

la eleccion de to (Ver figura 3.14).

Bi/&(‘hw )
S(Bu(t’0))=a 241

s(An(ty))

/
s(Anti))=a.,

Figura 3.14: Eleccion de punto t.

En el caso donde s(By,(ty)) = aa, se procede de manera analoga para llegar a una contradic-

ci6én. Por lo tanto X no admite selecciones.
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Capitulo 4

Dendroides Suaves

En la bisqueda de conocer todos los dendroides que admiten selecciones nos encontramos
con los dendroides suaves, los cuales, como més adelante se vera son selectibles pero no son los
inicos. También, probaremos que el abanico armoénico es suave y daremos una selecciéon para
dicho dendroide. Ademés daremos la siguiente caracteristica para los puntos de suavidad: Todo
punto de suavidad es un punto de conexidad local. Por ultimo veremos un ejemplo del articulo
[2, p4ag 111] donde un dendroide no suave admite selecciones y daremos las razones por las cuales
las dendritas son suaves y asi selectibles.

En la siguiente proposicién probaremos que los arcos en los dendroides son tinicos. Dados dos

puntos py g € X, dicho arco lo denotaremos por pg.

Proposicion 4.0.1. Sean un dendroide X, A € C(X) yp € X \ A, entonces existe un dnico

punto x4 € A tal que el arco pTaNA={xa} yxa € DG para todo q € A. (Ver figura 4.1)
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Figura 4.1: Primer punto x4

Demostracion. Sea q € A,y pq el arco en X. Dado que pg y A son subcontinuos de X que es un
dendroide, entonces pg N A es un subcontinuo contenido en A y en el arco pq. Asi, pgN A es un

subarco contenido en A. Sea r € A tal que pg N A = 7q, es decir, pr N A = {r} (Ver figura 4.2).

O\

P \ |

Figura 4.2: Eleccion del punto r.

Tomemos ahora un punto ¢’ € A\ {r}. De manera similar, existe 7’ € A tal que r’ € pq’ y
pr' N A= {r'} (Ver figura 4.3).

Como A es arcoconexo y {r’,q} C A, entonces el arco 7’q C A, ademés, pr’ Nr'q = {r'} y asi
pr! Ur'q = pq pues los arcos en dendroides son tnicos.

De manera similar podemos ver que pr U ¢’ = pq'.
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Figura 4.3: Eleccion de los puntos r y 7.

Veamos que r = 7. Como r € pg = pr’ Ur'q, entonces, r € pr’ 6 r € 'q.

De manera andloga, como 7’ € pg’ = pr Urq’, entonces 1’ € pr o 7’ € rq’.

Si r € r’q, entonces el arco pr’ C pr. Como r,r" € A,y {r,7”’} C pgn A = {r}, entonces
r=r'.

De manera analoga, si 7 € rq/, entonces el arco pr C pr’. Como {r,7'} C pr’ N A = {r'},

entonces r = r’.

Esto nos deja los casos en que v’ € pr y r € pr/(Ver figura 4.4).

¢
/

/

Figura 4.4: Aqui ' € pr y r € pr’.

De los casos posibles tenemos lo siguiente, pr’ C pr y pr C pr’. Por tanto pr = pr’, es decir,

los extremos de dichos arcos son iguales.
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Con esto mostramos que, para todo ¢ € Ay r € pg, pr N A = {r}, que es lo que se queria

demostrar.

O

Definicién 4.0.2. Sean X un dendroide y p € X, decimos que X es suave en p si para todo

oo

o, — q entonces la sucesion de arcos {pgy }, -, — Pq.

q € X y toda sucesion {q, },-, tal que {g,}
Decimos que X es un dendroide suave si existe p € X tal que X es suave en p, a tales puntos p

se les conoce como puntos de suavidad. (Ver figura 4.5)

Figura 4.5: Dendroides suaves

Proposicion 4.0.3. Sean X wun dendroide suave y p € X un punto de suavidad, entonces

s:C(X) — X definida como:
s(A) =z4

es una seleccion para X, donde x4 es el primer punto de A con respecto a p de la proposi-
cion [{.0.1,
Demostracion. Por la proposicion x4 € A, de esta manera, s(A) € A.

Para ver que s es continua, tomemos una sucesion {4, } -, de subcontinuos de X y A € C(X)
tal que {A,,},~, — A. Para simplificar la notacién, denotemos por z = s(A) y z,, = s(4,), para

toda n € N. Veamos que {z,} -, — z.
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De la sucesion {z,} -, tomemos una subsucesion {z,, },—,, y € A tal que {z,, };—, — v

Veamos que x = y. Como y € Ay x es el primer punto de A con respecto a p , sabemos que
el arco px C py.

Ahora como {4, },, — A, existe {z,} -, tal que, paratodan €N, z, € A, y {2z}, —
x. Por otro lado, como z,, es el primer elemento de A, con respecto a p, el arco pz,, C Dzn,,
para toda k € N. Por la suavidad de X en p, se tiene que {pTy, } oy — DY Y {DZny } ney — DT, lO
cual implica que py C pz.

De ambas contenciones se sigue que pT = py y en consecuencia, r = y.

Lo que hemos probado es que toda subsucesion convergente {z,, };-, converge a x, por lo

que la sucesion {z,},- , converge a z que es lo que queriamos demostrar.

Por lo tanto s : C(X) — X es continua y asi, una seleccion.

Ejemplo 4.0.4. Consideremos X el abanico armdnico descrito en el ejemplo [3.0.1]

Para dar una seleccion a dicho dendroide, utilizando la proposiciéon es necesario ver que
X es suave.

Veamos que el vértice v es un punto de suavidad de X. Sea p € X con p # v y una sucesion
{pn},—, — p. Para probar que la sucesién {vp,},.., — Up, consideremos los siguientes casos.

Caso 1. p € T}, para alguna k € N.

Como la sucesion {p,} -, converge a p, existe N € N a partir de la cual p,, € T}, para toda
n > N, de esta manera, vp,, C T}.

Sea € > 0 tal que B:(p) C T.

Veamos que vp, C N(g,7p) y 9p C N(e,vpy,). Como {p,} -, — p, existe N € N tal que
d(pn,p) < € para toda n > N. Tomemos que n > N y notemos que vp C Up,, o bien vp,, C vp.

Si vp C Up,,, entonces, vp C N(e,7p) C N(e,vp,).
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Resta ver que Up, C N(e,vp), para esto tomemos ¢ € Up,, si ¢ € Up, entonces, ¢ € N(g,7p).
Ahora, si ¢ € Up, \ Up, entonces d(q,p) < d(p,pn) < €, de esta manera, ¢ € N(g,7p). Por lo tanto
H(vp,vp,) < € para todan > N y {vp,},—, — UP.

De manera analoga, si vp,, C vp, podemos concluir que H (vp,vp,) < € y asi {vp, }, -, — UP.

Caso 2. p € Tp.

Como la sucesion {p,} , converge a p, consideremos los siguientes conjuntos, A = {n € N |
pn ¢ Toty B={neN|p, € To}.

Caso 2.1. B es finito.

Como B es finito, existe Ny € N tal que, p,, ¢ Tp, para toda n > Nj.

oo

Sea € > 0, por la convergencia de {p,},_;,

existe N1 € N tal que d(p,p,) < ¢, para toda
n > Ny, y consideremos N = max{ Ny, N1 }.

Para ver que {Up,}, -, converge a up, basta probar que vp, C N(g,7p) y vp C N(e,0py),
para toda n > N.

La siguiente observacion nos ayudarad a probar lo que queremos.

Observacion. Si d(p,pr) < €, se tienen las siguientes afirmaciones:

1. Para todo ¢ € Tp, existe 1, € T, Py, tal que d(q,r,y) < €.

2. Para todo t € Upg, existe s; € T, p, tal que d(t,s;) < e.

Sea ¢ € Tp, por la observacion anterior, existe rq € U, Py, tal que d(g,rq) < €, de esta manera
q € N(e,vpy,,), en conclusion, vp C N(e,0py,).

De manera anéloga, si tomamos ¢t € vp,, existe s; € T, p, tal que d(t,s;) < € por lo que
"Pn C N(e, 7). Asi {tpn},—, — P -

Caso 2.2. A es finito.

Eso quiere decir que existe N € N tal que p,, € Ty, para toda n > N. Por lo que procedemos
igual que en el Caso 1.
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Caso 2.3. Ay B son infinitos.

En este caso, consideramos las siguientes subsucesiones {Up, },c 4 ¥ {UPn},cp, de los casos
2.1 y 2.2 tenemos que existen N1, Ny € N, tales que H(vp,vp,) < ¢, paratodan € A, n > Ny y
H(vp,vp,) < e, para toda n € B, n > Ny, respectivamente. Tomemos ahora N = méx{Ny, Na},
por lo cual H(vp,vp,) < €, para toda n > N. De esta manera probamos que {vpﬁ}zo:l converge
a vp. Asi, X es un dendroide suave.

Por lo cual podemos definir una selecciéon s : C'(X) — X, como en el teorema anterior.
s(A) =x4

donde x4 es el primer punto con respecto v.

Como una aplicaciéon del ejemplo anterior, veamos si el doble abanico admite o no selecciones.

Ejemplo 4.0.5. Definimos v1 = (0,0) y v2 = (0,1) y Ty = v102, Ko = Ty, ademds, a, = (1,1),

(o] o0
by = (0,52) y T = i, Ky = vaby. Sea X = AUB donde A = | T, y B = | J Kn.
n=0 n=0

FEntonces X mno es selectible.

v =

Figura 4.6: Doble abanico armonico

Notemos que X tiene dos abanicos donde la barra limite es el segmento v7v5 = Tp.
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Tomemos una seleccion s : C(X) — X. Por la proposicion sabemos que s|¢(y) :
C(A) — Ay s|c(p) 1 C(B) — B son selecciones. Ademds v103 € C(A) y 0102 € C(B), asi, por
el ejemplo 5 (V102) = s|o (4 (V102) = v1. De igual manera, s (0102) = s|¢(p) (V102) = v2 lo
cual es una contradicciéon pues vy # vs.

Por lo que el abanico doble no admite selecciones.

Definicion 4.0.6. Sean X wun continuo y p € X, decimos que X es localmente conexo en p si

para todo abierto V de X, existe un abierto conexo U tal que p € U C V.

Proposiciéon 4.0.7. Sea X un dendroide suave en p, entonces X es localmente conexo en p.

Demostracion. Sea p € X un punto donde X es suave y V un abierto tal que p € V. Definimos

U={ze€ X |pzx CV}. Observemos que U C V.

Afirmacidén 1. U es abierto y conexo.

Prueba. Para cada z € U, pz C V, asi U = U PT es arcoconexo, por lo que U es conexo
zeU
[12, pag 108].

Ahora, supongamos que U no es abierto, por lo que existe x € U \ int(U) o bien z € X \ U.

oo

Por tanto existe una sucesion {z,, },-, tal que {z,}. -

n=1

— x donde x,, € X\ U, para todan € N.

Como z,, ¢ U, entonces el arco pz,, € V, es decir, para cada n € N existe y,, € pz,, \ V. Como

o0

~~_,, tiene una subsucesion convergente {y,, },—,. Sea y € X tal

X es compacto, la sucesion {y,}
que {Yn,, }pey = Y-

Puesto que X es suave en p, x € U y yp, € DT, para toda k > 1, se tiene que y € px C V.

Por otro lado X \ V es cerrado, ademas y,, € pZ,, \V C X\ V, para toda n > 1, en particular
Yn, EX\Vyasiye X\V.

Esta contradiccion surgi6 de suponer que U \ int(U) # 0, por lo tanto U = int(U), es decir,
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U es abierto.
Finalmente, por la afirmacién 1, hemos encontrado un abierto conexo U tal que z € U C V,

asi X es localmente conexo en p. O

La proposiciéon nos dice que si un dendroide es suave, entonces admite selecciones. Seria
natural pensar que si un dendroide admite selecciones es porque el dendroide es suave, pero esta
afirmacion es falsa. En el siguiente ejemplo se muestra un dendroide que admite seleccién pero

no es suave.

Ejemplo 4.0.8. Sean z = (0,0), v1 = (—1,0), vo = (1,0), So = 012, Ty = Z03, S, = v1(0, %) Y

T, = (0, ﬁ)’l&, para cada n € N, definimos X = X1 U X, donde X; = U T, yXo= U Sh.
n=0

n=0

(Ver figura 4.7)

K|

Si

Figura 4.7: Dendroide del ejemplo [4.0.§]

Lo primero que hay que notar de este dendroide es que no es suave. Por la proposicion [£.0.7}
los puntos que son posibles candidatos a ser de suavidad son los puntos de conexidad local. Los
puntos que no son de conexidad local se encuentran en Sy U Ty exceptuando los extremos (v; y
v2).

Tomemos un punto p € X; de conexidad local y veamos que no es un punto suave, para
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esto tomemos sucesion {z,}, ., donde z,, = (0 ), para toda n € N, notemos ahora que

1
1 2n—1

{z,},2, — z pero {p, T, },-., — P2 # Pz, esto nos dice que X no es suave en p. (Figura 4,3)

Figura 4.8: EL punto p no es de suavidad.

Sea ¢ € X un punto de conexidad local y consideremos la sucesion {2/, },. , donde z], =

(0, %), para toda n € N, la cual converge al punto z, pero la sucesion de los arcos {gz/,, },—, —

qu1 # @z. Por lo que X no es un dendroide suave. (Figura 4,9)

vy z

Figura 4.9: El punto g no es de suavidad.

Falta ver que este dendroide si admite selecciones. Antes de eso haremos algunas observaciones

sobre los subcontinuos de X.

1. Si A € C(X) es tal que z ¢ A, entonces existe € > 0 tal que {z} ¢ B (A) C C(X;), para
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alguna i € {1,2}.

2. SiAeC(X)y ze€ Aentonces ANT10z = (24,0)(ya,0), x4 € [-1,0] y ya € [0,1].

Por ultimo definimos C, (v173) = {A € C (v102) | z € A}, también w : C, (v1702) — U103 de

la siguiente manera:

w(A) = (x4 +ya,0)

Recordemos que para los subcontinuos X; se tienen las selecciones s;

en el Ejemplo [4.0.4] descritas como sigue:

donde x; representa al primer punto con respecto a v;.

Definimos s : C(X) — X como:

w(ANTz) si AN(X1NX3)#0

: C(X;) — X, definidas

Para ver que esta funcién es una seleccién, primero veamos que es continua. Para esto tomemos

una sucesion {A4,},~, tal que {A,} ., converge a A para algin A € C(X) y veamos que

{s(An)},2y = s(A).

Caso 1l.z¢ A

En este caso, por la observacién 1, existe ¢ > 0 tal que {z} ¢ BH¥(A) C C(X;), para algiin

i € {1,2}. Como {A,},, — A, existe N € N tal que A4,, € Bf (A) para toda n > N, por lo que

s(A) = s;(A) y s(A4,) = s;(Ay,), como s; es continua se tiene que {s(A,)},—, — s(A).
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Caso 2.z2c A

Caso 2.1. Dada la convergencia de la sucesion, existe N € N tal que A, N3 # 0, para
toda n > N.

Como z € A, entonces Aﬂmzm, para —1 <24 <0<ys <1y A,Nvv3 =
m, donde -1 < z, < 0 <y, <1, para toda n > N. Ademés {An}ff:l — A, por
lo tanto {A, NT102}>, = {(2n,0)(yn,0)}°°, = ANTwz = (,0)(y,0), esto quiere decir que
{zadozs = 2y {Yntpey = -

De manera que {z, + Y}y > +y=w

Ast, {s(An)}2 = {(@n +9n, 003,51 = {(wa(AVT2)},2, = (w = s(A).

Caso 2.2 M = {m € N| (A,, N0103) \ {v1,v2} = 0} es infinito.

Como z ¢ A,,, para toda m € M, entonces 4,, C X; 0 A, C Xs.

Sean, M1 = {m € M | A,, C X1} y My = {m € M | A, C Xs}. Observemos que
M = M; U Ms, como M es infinito, entonces M7 o M5 es infinito.

Sin pérdida de generalidad, supongamos que M; es infinito.

Afirmacién 2. AC X,

Prueba. Sea {A,,, },—, una subsucesion convergente de {A,, | m € M;}. Como {A,,, },—, es
una subsucesion de {A,},~ | v {A.},—, — A, entonces {A,,, },—, — A. Puesto que A4,,, C X;
y X1 es cerrado, entonces A C X7.

De manera anéloga, si My es infinito, se tiene que A C X5.

En ambas situaciones regresamos al caso 1, donde A C X; para ¢ = 1, 2, en el cual ya se

prob6 que s es continua. Por lo tanto s es una funcién continua.

Veamos a ahora que cumple la siguiente propiedad: s(A4) € A.
Caso 1. s(4) = s;(A)
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Como s; es una seleccion, entonces s(A) = s,(A) € A.

Caso 2. s(4) = (w,0)

Primero notemos que como z € [—1,0], entonces x < 0, ademaés, y € [0, 1], por lo cual 0 < y,
asi, © < x4y <y, es decir, z < w < y, de esta manera, (w,0) € (z,0)(y,0) C A.

Por tanto s(A) € A para todo A € C(X).

Con esto concluimos que la funcién s es una seleccién.

Asi, terminamos el ejemplo de un dendroide que no es suave pero si admite selecciones.

A continuacién definiremos qué es una dendrita y probaremos que éstas son suaves.
Definicion 4.0.9. Sea X un dendroide. Decimos que X es una dendrita si es localmente conexo.
Proposicion 4.0.10. Sea X una dendrita, entonces X es suave.

Demostracion. Sean p € X, x € X y {x,} -, una sucesion tal que {z, },—, — .

Veamos que {pT,}.., — PT. Sea £ > 0y consideremos Be ().

Como X es localmente conexo y T, existe un abierto y conexo U tal que U C B< (z). Como
U es conexo, entonces U es conexo, ademas U es un cerrado contenido en un compacto por lo
que es compacto, de esta manera U es un subcontinuo de X.

Por la proposicion existe w € U tal que w € py, para toda y € U y, [p,w] NU = {w}.

Observacién 1. Como {z,} -, — z entonces existe N € N tal que z, € U C U y pz,, =
pw U wx,, para todan > N.

Para ver que H(pZ,,pT) < €, veamos que DT C N(g,DT,) y PTn C N(e,pT) para todan > N.
Por la observacion 1 solo tenemos que probar que wz C N(e,WZ,,) y WE, C N(c,WT).

Observacién 2. Notemos que wx C Bg(z) y para cada n > N, wx, C Bg(x). Asi, si toma-

mos r € WT y § € Wk, entonces, d(r,s) < e donde d representa la métrica de X.
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Figura 4.10: Sucesion de arcos {pZ, }, ;.

Sean z € WZ y n > N. Por la observacion 2 se tiene que existe s € Wz, tal que d(z,s) < ¢,
por tanto z € N(e,WZ,) v asi px C N(e,pZ,).

Anélogamente si tomamos y € Wi, por la observacion 2, existe r € wx para la cual d(y,r) < e.
Por lo tanto wz,, C N(e,wz).

De esta manera, H(pZ,,pZ) < € para toda n > N, lo que que muestra que: {pz,} ., — DT,

es decir, X es suave. O

Como consecuencia de las proposiciones y [£.0.10] tenemos el siguiente corolario.

Corolario 4.0.11. Si X es una dendrita, entonces X admite selecciones.
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Capitulo 5

Algunos ejemplos interesantes

En este capitulo desarrollaremos un ejemplo de [2] y dos ejemplos del articulo [6]. En el primero
revisaremos un ejemplo acerca de un dendroide contractil que ademas resulta ser selectible.

Aunque es interesante el objetivo de este ejemplo es justificar las razones por las cuales unos
de los dendroides del segundo ejemplo es selectible y de esa manera dar una respuesta a la
siguiente pregunta: ; Es cierto que ser selectible es una propiedad que se preserva bajo funciones
monotonas?

En el articulo [6] Mackowiak da un dendroide selectible, el cual bajo una funcion abierta,
la imagen no es selectible. El problema que existe en dicho ejemplo es que define una seleccién
para un subcontinuo P, la funcién que afirma ser una seleccion para P tiene un problema con la
continuidad.

Por dltimo en este tercer ejemplo, explicaremos el por qué del error.

Lema 5.0.1. Sea X wun continuo, K un subconjunto cerrado de X y Y wun subcontinuo no
degenerado de X, entonces K = {A € C(X): K C A yY ={A e C(X): ACY} son
subconjuntos cerrados de C(X)
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Demostracion. Sea {A,} una sucesion de elementos de K tal que lim, ., A, = A, veamos que
A € K. Como C(X) es compacto (4.17, [9]), entonces A € C(X), como K C A,, para toda
n € N, tenemos que K = lim,, oo K C lim,,_,o, A, = A por tanto K C A, A € K y K es cerrado.
Para ver que ) es cerrado, notemos que )Y = C(Y) y como para todo continuo Y tenemos que

C(Y) es compacto, entonces ) es cerrado. O

5.1. Dendroide contractil y selectible.

Ejemplo 5.1.1. Sean v = (an); Po = (1,0) = To, o = (2a0); Pn = (1,%); qn = (2’2) Y

rn = (1, 23("7;11)), definimos Lo =gy y L, = UG, UGyTn, para todan € Ny X =J -, L,,. (Ver
figura 5.1)

Veremos que X es selectible.

Po=1

Figura 5.1:

Definicién 5.1.2. Dado un punto p € Ly = vqy notemos que es de la forma p = (p1,0),

definimos el siguiente orden, diremos que p = (p1,0) < g = (q1,0) si y sdlo si p1 < q1.
Definicion 5.1.3. En el arco Ly = vqqg, y con el orden definido en|5.1.2, sean:

m: O(Lo) — Lo

M C(Lo) — Ly
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definidas como

Como méx y min son funciones continuas, tenemos que m y M son continuas.

Definicién 5.1.4. Definimos s : C(Lg) — Lo como

(L= [lmal)ma + [[mallMa si[ma] <1,
My si|fmall > 1.

Observacion. 5.1.5. s es una seleccion.

De la definicién de s podemos ver que si |[mal| = 1, entonces s(A) =0-m4 +1- Ma = Ma,
de manera que s estd bien definida y es continua.
Veamos ahora que s es una seleccion. Notemos que si |[ma|| < 1, s(4) es un punto en el arco

A=maMay y en el caso que |[mal| > 1, s(A) = M4 € A Por tanto s es una seleccion.

Definicién 5.1.6. Sea 7 la proyeccion de X en el arco Lo, dada por w(x) = n((z1,22)) = (21,0)

y consideramos som : C(X) — Ly como sow(A) = s(n(A))

Observacion. 5.1.7. La funcion s o m es continua

Como so7 estd bien definida y es composicion de funciones continuas, entonces so7 continua.
Para poder definir la seleccion en C'(X) haremos una lista de de las propiedades que tienen

las funciones som y .
Observacion. 5.1.8. somw(A) =wv siy solo siv € A.

Supongamos por el contrario que v ¢ A, entonces v ¢ 7(A), por la Observacion 5 es
seleccién, entonces v € w(A) lo cual es una contradiccién, de manera que v € A.
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Como v € A, tenemos que v € w(A), ademés mgq =v y ||mal| =0 de manera que so7(A4) =
(1= |lmall)ma + ||ma||Ma =ma =v.
Observacion. 5.1.9. Sean m, : T | 5gr : VGn — UGy ¥ T, = T |gmwr: GnTn — Pg. Entonces m, y ),
son homeomorfismos.

Como m, y 7, son funciones continuas y biyectivas entre espacios compactos, entonces son

homeomorfismos.
Observacion. 5.1.10. Si A C L,, ¥ pn,qn € A para alguna n € N, entonces 7(A) = 7(A N7G,).
Si A C Ly, entonces A = (AN7qG,) U(ANGyTy), asi que
m(A) = 1(ANTG,) Un(ANGyr,) C 7(AN7Tq,) UDogo.
Como p,, ¢, € AN7TG,, tenemos que prq, C (AN7TG,) asi que

Podo = 7(PnGn) C m(ANTG,)

de modo que m(ANTq,) UPogo = m(AN7Tq,) por tanto m(A) C 7(ANTG,).

Como AN7g, C A, entonces 7(AN7Tg,) C w(A).

Antes de definir una seleccion para X, definiremos algunos subconjuntos de C(X).
Definicion 5.1.11. Sea X como en el Ejemplo[5.1.1], definimos:
A={AeC(X):ve A}
B={Ae(C(X):ACL,, para alguna n € NU{0}}
By ={A € B: AC g, para alguna n € N}
By ={A € B:ACq, para alguna n € N}
Bs ={A € B :pn,qn € A para alguna n € N}

By={A€B:qg, €Ay ACPuGs UG para alguna n € N}
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Observacion. 5.1.12. Los conjuntos A y B son cerrados en C(X).

Notemos que {v} es un subconjunto cerrado de X, utilizando el Lema concluimos que
A es cerrado en C(X).
Ahora para ver que B es cerrado en C(X) tomemos {A,, }men una sucesion de elementos de

B tal que A,, — A. Veremos que A € B, es decir, existe un n € NU {0} tal que A C L,

Caso 0.1. Eziste una subsucesion {Ap, }ren de {Am}men y N € N tal que A, C Ly, para

toda k € N,
En este caso tenemos que A,,, — A, por el Lema[5.0.1} A C Ly y por tanto A € B.
Caso 0.2. Toda subsucesion {Am, tren de {Am}men no cumple con las condiciones el caso .

En este caso existen dos sucesiones crecientes de naturales {mg}r., v {sk}rey tal que, A,,, C
L, , para toda k € N.

Tenemos que A,,, - A € C(X). Sea a € A, entonces existe una sucesion de puntos {a,, }ren
mg

tal que am,, € An,, para toda k € Ny, a,,, — a. Notemos que a,, = (a]"*,a5%) y a = (a1, az)

donde aj"™*

— ar y ay’* — as. Como ay,, € Ay, C Ly, , tenemos que a™ € [0,2] y a3™ < 1.
De aqui podemos concluir que a; € [0,2] y as = 0, por tanto a € Ly. Como esto ocurre para

toda a € A, concluimos que A C Lg. Esto implica que A € By por tanto B es cerrado. Con esto

terminamos la prueba de la observacion.
Observacion. 5.1.13. Los conjuntos By, By, Bs y By son cerrados.

Sea i € {1,2,3,4}. Para ver que B; es cerrado en C(X), tomemos {4, } men una sucesion de
elementos de B; tal que A,, — A. Por la observacion [5.1.12] sabemos que A C Ly para alguna

NgNOACLo.

Caso 0.3. A C Ly para alguna N € N.
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(a) Sii=1(i =2)(i = 4), existe M € N tal que, A,,, C gy (A CqNTN)(Am CDNGN UGNTN)
para toda m > M. Por el Lema podemos concluir que A C g (A C gnTN)(A C
PNTN UQnTN) y por tanto A € By(A € Bs). Si i = 4 podemos concluir tnicamente que

(A C PNV UGNTN)-

(b) Sii=3(i =4), existe M € N tal que, pny,qn € An(gn € A,,) para toda m > M. Por el

Lemam podemos concluir que py, gy € A(gy € A), de manera que A € Bs.
Para i = 4, como por (a) tenemos que A C pngy UGnTn v por (b) gn € A, entonces A € By.
Caso 0.4. A C Ly.

Si existe una subsucesion {A,, }reny de {Apm}men tal que para toda k € N se tiene que
A, C Lo, tenemos que A,,, — A, por el Lema(5.0.1, A C Ly y procedemos como en el caso 0.3
De lo contrario existen dos sucesiones crecientes {my}ren v {sktren tal que, A,,, C Ls,,

para toda k € N. Veamos ahora que para i € {1,2,3,4}, B; es cerrado.

(a) Para i = 1, tenemos que A,,, C UG,,. Como A C Ly, entonces A C Tgp por tanto A € B4

(b) Para i = 2(: = 4), tenemos que Anm, C GmpTmr (Ami C PmrGmy Y GmnTmy ), Procediendo
como en la observacion [5.1.12] caso como A € Ly y a]™* € [1,2] para toda a,,, € Apm, ¥

para toda k € N entonces para toda a € A tenemos que a; € [1,2] por lo que a € Gorg(a €

Podo U qoTo = Doqo) ¥ a € Ba.

(c) Para i = 3(i = 4) tenemos que pp,, ¢m, € Amy (Gmy € Am,) Y COMO Gy — oy Py, — Po Y

Ap,, — A, podemos concluir que pg,qo € A(q € A). Por tanto A € Bs.

Para i = 4, por (a) tenemos que A C Pogo U GoTo y por (b) go € A, entonces A € B4. Hemos
probado que si i € {1,2,3,4} entonces B; es cerrado.
Observacion. 5.1.14. C(X)=AUB
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Por definicion AU B C C(X). Ahora sea A € C(X), si v € A, entonces A € A. Siv ¢ A,

entonces A C L, para algan n € NU {0}, de manera que A € B. Por tanto C(X) C AU B.

Observacion. 5.1.15. B =B, UBy U B3 U By

Por definicion By, By, B3 y B, son subconjuntos de B por tanto By U By U Bs U By C B.

Sea A € B, entonces A C L,, para alguna n € NU {0}.

Si g, ¢ A, entonces A C C(vq,) = By 0 A C C(@nrs) = By de manera que A € By U Bs.
Si ¢, € A, tenemos dos casos. Si p, € A, entonces p,,q, € Ay A € Bs. Si p, ¢ A, entonces

A C DpGnUDnGn v A € By en cualquier caso A € B UB,UB3sUB,. Por tanto B C By UByUB3UBy.

Observacion. 5.1.16. Las siguientes intersecciones se satisfacen:
(1) ANBi={AeB:ve ACug,}.
(1) ANBy=0=ANBy =By N Bs.
() ANBs={Ae€B:v,qnp, €A}
(v) BinNBy={qn}-
(V) BinBs={A € B :p,q, CACUG,}.
(vi) BiNBy={AeB:q, € Ay ACPngn}-
(vit) BonNBy,={A€B:q, € Ay ACGin}-
(virt) BsNBy={A € B:DnGn C A C pnanUqnin}-

Las afirmaciones de la observacion anterior de las definiciones de los conjuntos A, B, By, Bs, B3

y Ba.

Esta observacién no se probara pues es un simple ejercicio de conjuntos.

Observacion. 5.1.17. Para i € {1,2,3,4} y A € B; existe un tnico n € NU {0} tal que A C L,.
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Esta observacion se sigue de la definicion [5.1.11

Definicién 5.1.18. Sea A € C(X), si A € B; parai € {1,2,3,4}, tomemos n € NU {0} garan-

tizada por la observacion Yy, T, T, como en la definicion [5.1.6) y la observacion[5.1.9

Definimos o : C(X) — X como:

v si A€ A,
() " L(s(m(A)) si A€ By,
o(A) =9 (7)) Y(s(r(A) siA e B,

()" Y(s(m(A)) si A€ Bs,

qn st Ae By
Teorema 5.1.19. La funcidn o definida en estd bien definida, es continua y o(A) € A

para toda A € C(X).

Demostracion. Para ver que o estd bien definida y es continua notemos que por las Obser-
vaciones y o esta definida en todo C(X). Por otro lado, o|l4 = v y ols, = ¢
son funciones constantes y, por lo tanto continuas. Ahora o|g, (A4) = (m,) *(s(7(4)) y como
A € By tenemos que A C vq,, y por la Observacion T|ogz = 7 €s un homeomorfismo,
tenemos que o|g, (A) = (m,) " (s(m(A)), estd bien definida y es continua. De igual manera
olp,(A) = (m},) " (s(m(A)) donde 7|z= = 7/, es un homeomorfismo, por lo que o|s, esta bien

definida y es continua.

Por tltimo o|g,(A) = (7,) " (s(m(A)) y como A € Bz, pn, qn € A. Por la Observacion
m(A) = n(ANvg,) y como |zg- = m, es un homeomorfismo, o|g,(A4) = (7,) " (s(mn (A NVG)),
es decir, esta bien definida y es continua.

Por las Observaciones [5.1.12]y [5.1.13]los conjuntos A, By, Bz, B3 y B4 son cerrados, entonces

sblo resta probar que en las intersecciones de la observacién [5.1.16] la definicién de o coincide.

(1) Sea A€ ANB; ={A€B:veACug,} entonces 0(A) =vyo(A) = (m,) " (s(m(A)), por
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(1)

(111)

(vir)

la Observacion [5.1.8] tenemos que s(m(A)) = v y por la Observacion () t(v) = v,
de manera que (7,)"!(s(m(A)) = v. Por tanto, en este caso o esta bien definida y como

v € A tenemos que o(A4) € A.
ANBy=ANB, =B, N Bz = 0.

Sea A € ANB3 = {A € B:v,q,,pn € A}, entonces o(A) = vy o(A) = (m,) " (s(n(A)), por
la Observacion [5.1.8 tenemos que s(m(A)) = v y por la Observacion () tv) = v
de manera que (7,) !(s(m(A)) = v. Por tanto, en este caso o esta bien definida y como

v € A tenemos que o(4) € A.

Sea A € Bi N By = {gn}. Como A € By, entonces o(A4) = o({gn}) = (mn) " (s(n(gn)) =
() 1 (s(q)) = (mn)"1(q) = qn y como A € By, entonces o(A) = q,. Por tanto, en este

caso o esta bien definida y como A = {g,}, entonces o(A) € A .

Sea A€ By NBs={A€B:Png, CAC7G,} En cualquier caso, o(A) = (m,) (s(r(A))
y o estd bien definida. Por la Observacion [5.1.5] s es seleccion y s(n(4)) € n(A4) C vq.
Por la Observacion (7))~ : @ — G, es un homeomorfismo y A C vg,, entonces

()" L(s(m(A)) € (7)) H(w(A)) = A, por lo que o(A) € A.

Sea AeBNBy={A€B:q, €Ay ACDPnugn}. Como A € By, 0(A) = (7)) L(s(w(A)),
debido a que A C Ppqn, ||mall > 1y como ¢, € A, M4 = g, por lo que (s(m(4)) = Ma =¢
y ()2 (s(m(A)) = (7)1 (q) = ¢n- Por otro lado como A € By, entonces o(A) = ¢,,. Por

lo tanto, o esta bien definida. Notemos que o(A) = g, v ¢» € A, entonces o(A) € A.

Sea Ae BoNBy={Ae€B:q, €Ay AC G} Como A € By, o(A) = (7)1 (s(m(A))).
Como ¢, € A C G,7y, tenemos que q € 7(A) C pq de manera que ||mya)l| > 1y Mray) = q
por lo que s(m(A)) = qy (7)) (s(m(A))) = g,. Por otro lado como A € By, o(A) = g,
por lo que o estéd bien definida y, como ¢, € A, entonces o(A) € A.
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(virr) Sea A € BsNBy ={A € B : ppgn C A C Dpin}. Como A € Bs tenemos que o(A) =
(mn) 1 (s(m(A))). Como PG, € A C PnTy tenemos que ¢ € 7(A) C pg de manera que
Myl > 1y Mycay = q por lo que s(n(A)) =qy (7)1 (s(m(A))) = ¢n. Por otro lado

como A € By, 0(A) = g, por lo que o esté bien definid y, como ¢, € A, entonces o(A4) € A.
Con esto probamos que o esta bien definida, es continua y o(A) € A para toda A € C(X). O
Proposicion 5.1.20. La funcion o : C(X) — X, definida en es una seleccion.
Demostracion. Directamente de la definicién de selecciéon y del Teorema [5.1.19 O

Con la proposicion [5.1.20] hemos terminado la demostraciéon de que X es selectible y con esto

cerramos este ejemplo.

Contestando el ejercicio 75.26 que aparece en [5, pag 369] daremos dos dendroides X, Y y

construiremos una funcién monoétona en la cual la imagen no resulta ser selectible.

5.2. Imagen monétona de un dendroide selectible que no es
selectible.

Definicion 5.2.1. Sean X, Y continuosy f : X — Y, decimos que es una funcion monotona

si para todo y € Y se tiene que f~1({p}) es un conjunto conezo.

Ejemplo 5.2.2. Sean v = (~1,0), ¢ = (0,0), p = (1,0), pu = (527, 58254 ) 4w = (£, 5)

oo
Y, = (07 ﬁ), para cada n € N, definimos X = lU %UPnQn‘| UTp.
n=1

Para construir el dendroide Y, consideremos ahora las siguientes funciones.

Sea f, : [0, L] — R?, definidas como f,(t) = (t, 2n1+2 \/@) ygn: [L2E] —

R?, dadas por g,(t) = (t, 2;41-2 t (”TH — t)), para cada n € N.
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= (1,0), definimos ¥ =

Ai
Y T
" - S Az \\\\
A T
: ) \ }
¢ ) / / )
D o — Bn - /
. R — B2
_— -
———— Bi

Figura 5.3: Dendroide Y del ejemplo [5.2.2]
Recordemos que el dendroide del ejemplo [5.1.1] es selectible y notemos que X es homeomorfo

a dicho dendroide, por lo que X es selectible.

oo

Por otro lado, si consideramos las sucesiones {As, }oo | y {Aon_1},— 1,

ambas, convergen a
¢'p’, ademas la sucesion {As, N Asp_1}, = {¢'}o2, por lo cual {¢'} es un conjunto de doblez

del arco ¢'p’.
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Ahora si tomamos las sucesiones {A,} >~ v {B,}..,, ambas convergen al segmento ¢'p’ pero
la sucesion {A, N B, }.- | converge a {p'}, de esta manera {p’} es un conjunto de doblez de ¢'p’.
Aplicando el Corolario [3.0.4] concluimos que Y no admite selecciones.

Ahora construiremos una funciéon h : X — Y continua, mondtona y suprayectiva.

Sea 71 la proyeccién sobre el eje X. Definimos la funcién i : X — Y como sigue:

q st m(x) <0,

(fnom)(z) si x € rppn,

(gn © '/Tl) (x) 8t T € Pnln,

(m1(z),0) si T €qp,

o0
Notemos que X se puede escribir como X = X; U X5 U X3 donde X; = vq U [U vrn],

n=1

o0 LS
Xo=qpU U TnDn Yy X3 =qpU U Pndn-
n=1 n=1

Ahora, veamos que h es una funcion suprayectiva. Para esto notemos que 71 (7, p,,) = [0, "TH] ,

T1(Pndn) = [%, "TH], para cada n € N. Ahora al aplicar las funciones f,, y g,, se sigue que

h(Fabn) = fo (M1(Tabn)) = fo ([0,55]) = An ¥y h(Padn) = gn (M (Pa)) = 9n ([5.55]) =
B,,. Por tltimo, h (qp) = ¢'p’. De esta manera h (X, U X3) = Y, lo que nos garantiza que h es
suprayectiva.

Para probar la continuidad, veamos que h es continua en X; y que en las intersecciones las
restricciones coinciden. Para ver que las h|X,; son continuas, notemos que h|X1 = q, h|X2 =
(fnom)(z), hlx, = (gn o m)(z) ¥ hlzp = (71(2),0), donde, en cada una de ellas se utilizan
funciones continuas y asi cada restricciéon lo es.

Veamos que h|y es continua. Por definicion h|y  estd dado por la siguiente regla de corres-

pondencia:
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(fnom)(z) si x€rpy
hlx, () =

(m1(),0) si x€qp

Tomemos ahora una sucesion {xy},-, tal que {z;};—, — x para algin z € X, y veamos que
{hlx, (1) 12y = hlx, (@)-

Caso 1. z € 7,,p,,, para algin n € N.

Como {zy},—, — x, existe M € N tal que, z,, € T,p,, para toda m > M, de modo
que h|y, (zm) = (fn om) (zm). Por otro lado (f, o) es continua, con lo cual se deduce que
{h]x, (Tk) ey — hlx, ().

Caso 2. z € gp.

Caso 2.1. Existe N € N tal que z,, € gp, para toda n > N.

En este caso, al tomar h[y (z,) se tiene que h|y (v,) = (71(z,),0) y asi, como la funcién
m1(x) es continua, entonces {h|y, (zx)}o—y — hlx, (2)-

Caso 2.2. El conjunto {m € N | existe kp,, Tk, € TmPm} €s infinito.

Seane >0, K1 ={k € N |z € gp} y Ko = N\ K;. Observemos que si k € Ko, existe m € N
tal que xx € Ty Prm-

Consideremos las subsucesiones {Tx},cr, ¥ {Tk}rcx,- Aplicando los Casos 1y 2.1 a las
anteriores subsucesiones, tenemos que {h|y (7k)}cg, converge a hly (z) y {h|x, (¥k)}rck,
converge a h|y, (). De esta manera concluimos {h|y, (zx)},—, converge a h|y, ().

De manera anéloga, podemos ver que la funcién h|y, () es continua.

Lo tinico que resta ver para que la funcion h sea continua es que coinciden en las intersecciones.
Primero notemos que X1NXs = {v}U{r, | n € N}, XiNX;3 = {v} y XonX3 = {v}U{p, | n € N}.

Tomemos ahora z € X; N Xs, como m(z) = 0, para todo x € X; N X5, entonces h|X1 (z) =
(m1(2),0) = hly, (z) = ¢

Si x € X1 N X3, entonces v = v y asi hly (v) = h[x, (v) = h|X3(v) = h|X3(:c) =q.
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Por altimo, si x € X5 N X3, entonces z € gp 0 x € {p,, | n € N}.

Si x € gp, se tiene que h|y, (z) = ¢ = h|x, (z).

Si x € {pn | n € N}, entonces x = py,, para alguna n € N, ahora, h|y, (z) = (fmom) (z) =
fm (2£1) = (£l 0). Por otro lado hlx, (@) = (gm om) (x) = gm (mtl) = (2t 0). De esta
manera, h|y (7) = hlx, (7).

Con esto concluimos que h coincide en las intersecciones X1 N Xo, X1 N X3y Xo N X5,

Finalmente como h es una funcién continua en los conjuntos cerrados X;, Xo y X3 y que
ademaés coincide en las intersecciones, podemos concluir que la funciéon h es continua[12] pag.45].

Para ver que la funcién es monétona, tomemos y € Y y veamos que h~!({y}) es conexo.

Casol.5i y = ¢'.

Entonces h~!({y}) = X1 que es conexo.

Caso 2. Siy e A,.

Entonces h~!({y}) es el inico punto z € 7,,p,, tal que m1(z) = m1(y) y asi h~1({y}) es conexo.

Caso 3. Siy € A,.

Entonces h~!({y}) es el inico punto = € g,p, tal que w1 (z) = 71 (y) y asi h=1({y}) es conexo.

Caso 4.5iy € ¢'p'.

Se tiene que h~({y}) = {y} que también es conexo.

Asi, la funcién A resulta ser monotona.

Con esto hemos probado que la imagen mondtona de un dendroide selectible no necesaria-

mente resulta ser selectible.

5.3. Error en el ejemplo de Mackowiak

En [6, pag. 549] Mackowiak intenta una respuesta a la pregunta ; La propiedad de ser selectible
es una propiedad invariante bajo funciones abiertas?, que aparece en [5, pag 376]. El problema
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estd en la continuidad de la seleccion.

Ejemplo 5.3.1. Sean p = (0,0), a = (1,0), b = (0,1), ¢ = (—1,0), d = (0,—1), P =pa UpbU

Rum7 Pn = (%17 %)7 bn = (07 nTH)7 p{n = (%7 %)7 Ap = (17 %)7 qn = —Pn> dn = _bn7 q'/n = _p{yu

o0
Cn = —ay, para cadan € N, definimos X = PU U (cpﬁUpnbn U bpph, Uphay Uag, U gnd, Udygl, U qgcn)
n=1

(Ver figura 5.4).

bi
b”
b
p] P
P P, w
. L an
¢ ‘ a
o P
¢ q q,.
y n . (
q, 4,
d
d?l
di

Figura 5.4: Dendroide del ejemplo

En [6] Mackowiak demuestra que X es selectible. La manera de hacerlo es dar una seleccion
para el subcontinuo P y posteriormente extenderla a too el continuo X, sin embargo, cuando
revisamos el articulo con cuidado, encontramos un error, pues la selecciéon que describe para
dicho subcontinuo P no es una funcién continua.

Describiremos ahora este trabajo y el motivo de este error.
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Dado (z,y) € R? x R2. Si ||z|| # ||y||, tomamos 2z € {z,y} tal que ||z|| = max{||z], ||y}

Para el subcontinuo P definimos la siguiente funcién s : R? x R? — R?, dada por

p st lzll = llyl
s(z,y) =
zlizli=lyll o, =] # |yl
2
Una manera de interpretar lo que hace la funcién s es la siguiente. Si ||z|| = ||y|| la funcién le

asigna el punto p, en el caso contrario, si ||z|| # ||y||, sin pérdida de generalidad, supongamos que

llz|| > ||ly|l- Ahora, en la recta que pasa por p y x tomamos el punto z tal que ||z|| =| [|z|| — |y |-

Dados, u € R? y K € C(P). Sea a(K,u) = w, donde w € puN K y cuya norma es méixima,

dicho w se puede escoger de esa manera pues K es compacto.
Si K € C(P) y p € K entonces existen puntos a’ € pa, b’ € pb ¢ € pc y d’ € pd tales que

K = pa’ Upl/ Upc U pd'.

b)

Figura 5.5: Los puntos a’,V’, ¢ y d’ determinan al continuo K.

Notese que no hay ninguna restriccién para que alguno de los puntos a’, ¥',c’ o d’ sean p.

66



Dicho lo anterior podemos definir o : C(P) — P como sigue:

x si p¢ K

a (K, 8s (s (s(2¢,6), s(¥/,a')) , s (s(2d/, d'), s(d', ) si peK

donde x € K y z tiene norma méxima.

Para tratar de entender que es lo que hace esta funcion demos algunos subcontinuos particu-

lares K € C(P).

Si K = m, entonces o/ (K) = (0,3).

Ahora, tomemos v = (_71,0) y K = pv U pbUpa U pd, para encontrar quién es o(K),
notemos que s(2v,b) = s(b,a) = p, 5(2a,d) = (3,0) y s(v,d) = (0,5%). A continuacién debe-
mos calcular s(s(2v,b),s(a,b)) y s(s(2a,d), s(v,d)). Como s(2v,b) = p y s(a,b) = p, entonces
s(s(2v,0), 5(a, b)) = s(p,p) = p-

De manera anéloga, s(2a,d) = (3,0) y s(v,d) = (0,5), por lo tanto s(s(2a,d),s(v,d)) =

5((3,0). (0, 54)) = (5,0)-

Posteriormente, para saber quien es 8s (s (s(2v,b),s(b,a)), s (s(2a,d), s(d,v))), veamos que

s(s(2v,b),5(a,b)) = py s(s(2a,d), s(v,d)) = (%,0) de manera que 8s (s (s(2v,b), s(b, a)) , s (s(2a,d), s(d,v))) =

]
8s (p, (%,0)) =8 (%,O) = (%,O). Finalmente o(K) = « (K, (%,0)) = (%,0).
Esta funcién o tiene un problema y este es que no es continua. Para ello tomemos el subcon-

tinuo K = pb y elijamos K,, = (O, %) (0,1), para cada n € N.

Notemos que {K,} .-, — K y o(K) = p pero 0(K,) = (0,1) # p.

n=1
De manera que si o fuera continua, tendriamos que {o(K,)} —, — o(K) pero o(K,,) = (0,1)

n=1

para cada n € N, el cual es distinto a o(K) = p.
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Con esto concluimos que el Ejemplo del articulo de Mackoviak [6] est4 mal.

No hemos encontrado en la literatura un ejemplo en que X, Y sean dendroides, X selectible y
f: X — Y continua y abierta pero Y no sea selectible. Debido a que el ejemplo de Mackowiak
tiene un error, esto sigue siendo una pregunta abierta.

Otra pregunta abierta que queda por resolver es si el dendroide del ejemplo [5.3.1] es selec-

tible. De ser negativa la respuesta a esta cuestion dejaria muchas otras interrogantes por resolver.

Si el lector desea encontrar més informacién, asi como preguntas abiertas sobre selecciones

puede revisar [4], [5] y [10].
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