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RESUMEN
FACULTAD DE CIENCIAS

Licenciatura en Fisica

Soluciones consistentes a las paradojas ligadas a la violaciéon
cronologica

por
Marco Antonio Luna Pacheco

Una paradoja usualmente se refiere a un hecho que va en contra del senti-
do comun. De manera més concreta, una paradoja surge de premisas que se
asumen correctas y que llevan a una conclusiéon que a primera vista parece-
ria contradictorial3]. En esta tesis se explorara el contexto y las condiciones
bajo las cuales la pregunta: ;Las leyes de la Fisica prohiben la operacion de
méaquinas del tiempo?[13]. En particular: jLas leyes de la fisica prohiben la
existencia de curvas cerradas tipo tiempo, basados en la evolucién inconsisten-
te y formacion de paradojas?. Se tomara como guia del trabajo la propuesta
seminal de David Deutsch: "Mecénica cuéntica cerca de curvas cerradas tipo
tiempo"[1T]. Ahi se hace un estudio detallado y formal acerca de las paradojas
clasicas posibles en un espaciotiempo que cuente con regiones donde se viola
la condicién de cronologia, y se hace un analisis de las mismas mediante la
teoria de computacion cuantica. El objetivo principal de la tesis seré presen-
tar y explicar las condiciones de consistencia adicionales que se deben cumplir
en un espaciotiempo que admite la existencia de curvas cerradas tipo tiempo.
Esto es, las condiciones bajo las cuales las paradojas clasicas son imposibi-
lidades. Los objetivos especificos son estudiar los fundamentos matematicos
de la relatividad general. Se presentaran los fundamentos geométricos y topo-
logicos de la teoria: variedades diferenciables, tensor métrico, orientabilidad,
curvas tipo-tiempo, geodésicas, causalidad y cronologia , estudiar y presentar
la jerarquia causal de Carter para espaciotiempos. Asi como mostrar un ejem-
plo de espaciotiempos totalmente viciosos, el universo de Godel. Analizar el
comportamiento clasico de la evolucién de curvas tipo tiempo y sus parado-
jas [111 [14], como también la evolucion de estados cuéanticos de informacion a
través de compuertas que simulan un espaciotiempo con curvas cerradas tipo
tiempo[IT]. Finalmente se presentara el Principio de Church-Turing-Deutsch
y las implicaciones que la computabilidad de las curvas cerradas tipo tiempo
tiene sobre la realidad y el determinismo.
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Capitulo 1

Introduccion

En 1949, Kurt Goédel propuso un nuevo tipo de solucion a las ecuaciones de
campo de Einstein de la relatividad general [I8]. Su solucién tenia la particu-
laridad de admitir curvas cerradas tipo tiempo, es decir, curvas sobre las que
una particula podia empezar un viaje hacia el futuro y terminar en el pasado,
justo en el momento previo al que empez6 el viaje. Las posibilidades que se
abrieron frente a este tipo de soluciones inquietaron al mismo Einstein, ya que
su teoria, la relatividad general, no prohibia la violaciéon de la cronologia.

Pronto fue claro para todos que este tipo de soluciones podian engendrar
sucesos que si bien serfan encantadores para la ciencia ficcion, para la fisica
representarian, cuando menos, un problema. Una particula que pudiera viajar
al pasado, podria interactuar consigo misma e impedir su viaje. El viaje en el
tiempo se convirtioé en la madre por excelencia de todo tipo de paradojas.

El estudio de las paradojas en la filosofia, ha llevado a grandes discusiones
en las que nuevas formas de conocimiento se generan. Ejemplo de esto, pode-
mos encontrar en las paradojas de Zenon de Elea del movimiento. En lo que
concierne a la fisica, el estudio de las paradojas también ha llevado a grandes
descubrimientos, basta senalar el caso de la paradoja EPR. Cuando se habla
de la violaciéon de la cronologia, es decir, cuando se permite el viaje en el tiem-
po, es comun que surjan paradojas en la evolucion de los viajeros. Lo anterior
ha sido incluso utilizado ampliamente por la industria de la ciencia ficcion.
Sin embargo también ha servido para descartar la posibilidad fisica de que el
estudio de los espaciotiempos, donde se viola la cronologia sea tutil y aporte
un conocimiento importante sobre la realidad.

Bajo el pretexto de que cualquier soluciéon que diera pie a paradojas no
podia tener lugar en el universo, se descalificd a las soluciones que admitian
curvas cerradas tipo tiempo como modelos fisicos que podian aproximarse a
la realidad [36]. Sin embargo no todos los fisicos y mateméaticos comparten
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esa opinion. Quiza el estudio de estos espaciotiempos puede arrojar luz sobre
aspectos que aun desconocemos de la realidad.

En 1991 David Deutsch publicé un articulo en Physical Review D, en el
que se aproximaba a las paradojas tipicas del viaje en el tiempo usando me-
canica cuantica; en particular computacion cuantica. En su articulo, Deutsch
resuelve las paradojas y muestra que la evolucion inconsistente de los eventos
desaparece cuando se usan los postulados de la mecanica cuantica y la teoria
de la computacion [I1]. Es este articulo, y su método para analizar las para-
dojas, el que sirve como motivaciéon para este trabajo.

Para lograr esta tarea, Deutsch proporciona condiciones de consistencia a
las cuales tienen que constrenirse los datos iniciales y la evolucion del sistema,
haciéndolo primero de manera clasica, para después usar el formalismo del
operador densidad. El objetivo de este trabajo es estudiar las paradojas que
surgen cuando se trabaja en espaciotiempos que violan la cronologia y utilizar
el método de Deutsch para resolverlas, probando asi que no hay restricciones
logicas para la exclusion de dichas soluciones del estudio de la relatividad ge-
neral.

Se expondran cuales son las implicaciones que esto tiene sobre el univer-
so, v la plausibilidad de las méaquinas del tiempo, enunciando el principio de
Church-Turing-Deutsch, cuya relevancia es también filoséfica. Ademas se ana-
lizarén las consecuencias que tiene la existencia de curvas cerradas tipo tiempo
sobre el determinismo causal o Laplaciano.

Comenzaremos dando un breve recorrido por la historia de la filosofia del
tiempo y el espacio, que nos ayude a entender como ha cambiado nuestra con-
cepcion de éste y nos dé una visiéon més profunda de cémo lo comprendemos
ahora.

1.1. Zenén y la paradoja del movimiento

El fil6sofo Zenon de Elea (490-430 AC) es famoso en parte por sus paradojas del
movimiento, entre las que se encuentran la paradoja de la flecha y la de Aquiles
y la tortuga. Las paradojas de Zenon se enfocan en los aspectos basicos de la
filosofia del espacio y el tiempo; se cuestionan la posibilidad del movimiento,
en el cual estdn basadas la mayoria de las ciencias naturas y en particular la
mayor parte de la fisica. Zen6n buscaba probar la ausencia del movimiento, su
imposibilidad.

La paradoja de Aquiles y la tortuga nos dice que en una carrera entre
Aquiles y una tortuga, si esta tltima comenzara con un tramo de ventaja,
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‘O Aquiles Tortuga

Paradoja de Aquiles y la Tortuga

Tiempo
«©

0 1.5 3 4.5 6

Distancia

Figura 1.1: Diagrama de la paradoja de Aquiles y la tortuga.

Aquiles jamas podria alcanzarla, ya que para ello, primero tendria que llegar
al punto en el que la tortuga empezo, para después tener que llegar al punto
en el que la tortuga continud, y asi seguir recorriendo un nimero infinito de
puntos en un tiempo finito. La paradoja se puede ilustrar en un diagrama
como el de la figura [I.T, donde Aquiles esta representado por la linea azul y
la tortuga por la linea verde. De acuerdo con la paradoja, ambas lineas nunca
deberian de tocarse, aunque se acercarfan asintéticamente. Sin embargo, en el
diagrama vemos claramente que si lo hacen, y que Aquiles incluso supera a la
tortuga.

La paradoja que mejor puede enunciar el problema del movimiento es sin
duda la paradoja de la flecha en movimiento. Zenén dice que la flecha que vuela
por el aire estd inmoévil. Una flecha ocupa un lugar en el espacio, y cuando ésta
es lanzada, desplaza aire, ademés de que esta ocupando un presente definido,
por lo que en cada preciso momento de su movimiento, la flecha ocupa un lugar
determinado. Si el periodo de tiempo en el que se mueve es lo suficientemente
pequeno, la flecha no alcanzara a moverse, por lo que esta en el reposo. Ahora si
este razonamiento se aplica a todos los intervalos de movimiento de la flecha,
ésta nunca se mueve. De donde el estado de movimiento y el de reposo no
pueden ser diferentes.

Zenoén se aproximaba al problema de la relatividad del movimiento a través
de sus paradojas, desde lo que podia parecer un ataque logico y para algunos
puramente filoséfico y carente de significado fisico.
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1.2. Newton; espacio y tiempo absolutos

En su Philosophiae Naturalis Principia Mathematica Isaac Newton establece
los pilares de la Mecénica Clésica. Al establecer sus Definiciones, que seran
utiles para el desarrollo de la obra, Newton tiene que esclarecer a su vez los
conceptos de espacio y tiempo. Es de hecho en el Scholium de este apartado
donde los clarifica:

= Fspacio:

1. Espacio Absoluto: Por su propia naturaleza sin relacién con algo
externo, siempre permanece igual e inmovil.

2. Espacio Relativo: Es una medida o dimensiéon movil del espacio
absoluto. Esté definido por su posicién con respecto a los cuerpos
de acuerdo con nuestros sentidos, y la gente ordinaria lo toma por
un espacio inmoévil.

= Tiempo:

1. Tiempo Absoluto: Verdadero y matematico, fluye equitativamente
en si mismo y por su naturaleza sin relaciéon con nada externo, y
también se le llama duracion.

2. Tiempo Relativo: Aparente y comiin, es alguna medida externa sen-
sible de duracion que se establece, comunmente utilizado en lugar
del tiempo verdadero[23].

El espacio y el tiempo que nos interesa analizar en la obra de Newton son
los absolutos, ya que tanto el espacio como el tiempo relativos se refieren a
medidas o marcos de referencia. Por otro lado, cuando habla del espacio ab-
soluto, Newton describe algo inmaterial e inmoévil, una especie de sustancia
homogénea y continua que sumada a la materia resulta en el universo. Pode-
mos también deducir de los Principia, que la descripcion del espacio absoluto
corresponde a la geometria de Fuclides en tres dimensiones, es decir, es plano.

En lo que respecta al tiempo absoluto, Newton establece que éste tampoco
es material, sino es de naturaleza matematica y fluye en él mismo, es decir, el
tiempo es como un rio, sin importar como describamos o usemos su agua, ésta
no cambia su naturaleza.

Newton también define el movimiento absoluto y el relativo, ejemplifique-
mos esto: Sea un barco con un ave dentro de él. Diremos que el movimiento del
ave es relativo, cuando describamos su movimiento respecto al barco. Diremos,
por el contrario, que su movimiento es absoluto cuando se tome en cuenta el
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movimiento del barco y el de la Tierra para describir el del ave. Esto nos re-
monta a la relatividad de Galileo Galilei.

Tomando el mismo ejemplo del barco, Galileo nos hace notar la imposibili-
dad de saber si algo estd o no en movimiento. Sabemos que si el barco se mueve
a velocidad uniforme el movimiento del ave no se veré afectado, de tal manera
que no podremos distinguir si el barco se mueve o no a partir del movimiento
del ave. Si el barco no tiene ventanas, el ave no sabra que el barco se mueve,
o incluso que se encuentra dentro de un barco. ;Cémo podemos estar seguros
entonces de que el espacio absoluto esta inmovil?

Newton aprovechara lo siguiente para sustentar su concepto de espacio ab-
soluto: Si el barco inicialmente esta en reposo, para pasar de una velocidad
inicial cero a una velocidad diferente, aunque constante, tendra que acelerar.
El ave dentro del barco sentira el jalon de la aceleracion, y un observador fuera
del barco podra decir que este jalon se debe a ella, sin embargo, recordemos
que el ave no sabe que estia dentro de un barco asi que sentira los efectos de
una fuerza misteriosa; los fisicos llamamos a este tipo de fuerzas, ficticias.

Lo anterior es de suma importancia, ya que nos lleva a preguntarnos, ;exis-
tird un sistema de referencia a partir del cual se pueda dar razoén de cualquier
aceleracion que se produzca dentro de él, sin que tengamos que postular la exis-
tencia de fuerzas ficticias? Para Newton la respuesta es clara y es afirmativa;
este sistema es el espacio absoluto.

1.2.1. El experimento de la cubeta de agua

Imaginemos una cubeta llena de agua que esté en reposo. Como sabemos, la
superficie del agua es plana. Ahora amarramos una cuerda a la cubeta y la
enrollamos de manera que haga girar la cubeta; el agua comenzari a rotar
también, generando un pequeno torbellino, sin embargo esto lo hara momen-
tos después de que la cubeta ya esté girando. Esto es posible ya que en al
principio del movimiento de la cubeta, el agua esta acelerada respecto a las
paredes de la cubeta, lo que mantiene su superficie plana.

Cuando el agua comienza a girar y su superficie deja de ser plana, la cu-
beta y el agua se mueven al mismo ritmo, por lo que podriamos decir que el
agua estd en reposo respecto a la cubeta. Llegara el momento en el que la
cubeta deje de moverse y entonces podremos ver que, por unos momentos, el
agua seguira girando y su superficie seguiré siendo concava, por lo que el agua
estara acelerada con respecto a la cubeta. Finalmente todo volveréd a estar en
reposo.

Vemos que la forma de la superficie del agua es independiente del movi-
miento relativo del agua respecto al balde, y ya que evidentemente acttian
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fuerzas sobre el agua, hay aceleraciones absolutas. Si la aceleracion que expe-
rimenta el agua no esta en funciéon de materia alguna, debe existir el espacio
absoluto, en relaciéon con el cual se produce la aceleracion.

1.2.2. Algo mas que espacio, el Sensorio Divino

Para entender la mecanica clasica, es decir la que tiene su fundamento en los

Principia, es necesario el espacio absoluto tanto loégica como ontolégicamente,

es decir, el espacio debe ser real para que exista movimiento. A pesar de ello,

puede verse en el espacio absoluto de Newton algo mas que fisica. Para Newton,

el espacio es el sensorio divino, una sustancia inmaterial y extensa que sirve

de intermediario entre Dios y el mundo material, explicando la omnipresencia.
De hecho, Newton establece que:

“|Dios| ve intimamente las cosas mismas en el espacio infinito, como
si fuera en su sensorio"[22].

Sin embargo, a pesar de que la concepciéon newtoniana de espacio y tiempo
fuera la que trascendiera en la fisica, hubo propuestas diferentes a las suyas,
entre ellas la de Leibniz.

1.3. Leibniz; espacio y tiempo relativos

Leibniz plantea que el espacio y el tiempo no son una realidad sino una re-
lacion entre la materia y los sucesos respectivamente. La analogia comtinmente
utilizada para ejemplificar esta postura es la del abecedario o de la familia, el
abecedario o la familia serian el espacio o el tiempo y las letras o los miembros
de la familia serian la materia y los sucesos; sin letras no existe el abecedario,
sin miembros no existe la familia. En palabras de Leibniz:

“En cuanto a mi, he sefialado més de una vez que consideraba el
espacio como una cosa puramente relativa, al igual que el tiempo;
como un orden de coexistencias, mientras que el tiempo es un orden
de sucesiones. Pues el espacio senala en términos de posibilidad un
orden de las cosas que existen al mismo tiempo, en tanto que existen
conjuntamente, sin entrar en sus peculiares maneras de existir; y en
cuanto vemos varias cosas juntas, nos damos cuenta de este orden
de cosas entre ellas"[19].
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Para Leibniz el universo esta compuesto de sustancias indivisibles que él llama
moénadas, cada una diferente de la otra. La independencia de las ménadas las
constituye como marcos de referencia, por lo que al haber una infinidad de
moénadas, existe una infinidad de marcos de referencia. El tiempo y el espacio
son relaciones entre moéonadas, asi el tiempo y el espacio quedan como un orden
de coexistencias que depende del marco de referencia. Bajo esta definicion, el
espacio y tiempo no son continuos, sino discretos y heterogéneos.

Si queremos estudiar los argumentos que Leibniz utiliza para sustentar
su concepcion relativista del espacio y tiempo debemos enunciar primero los
siguientes principios:

s Principio de Razon Suficiente: Jamas ocurre algo sin que haya una causa
o al menos una razéon determinante, es decir, algo que pueda servir para
dar razon a priori de por qué algo existe y por qué existe de esta manera
méas bien que de otra manera.

= Principio de Identidad de los Indiscernibles: Dos cosas son idénticas si y
solo si comparten las mismas propiedades.

= Principio de Perfeccion: Dios eligio la mejor de todas las infinitas posi-
bilidades alternativas con las que contd para crear nuestro mundo.

Leibniz propuso el siguiente experimento mental: Sean dos universos en un
espacio absoluto de tal manera que la tinica diferencia entre ellos es la distancia
del uno al otro. Dicha distancia s6lo puede existir en el espacio absoluto que
rodea a los universos, pero si el universo absoluto es homogéneo, no importa
donde pongamos los universos siempre y cuando la distancia entre ellos se
conserve. Esto viola el principio de razéon suficiente, ya que si no hay una
razon para que estos universos estén donde estan, no ocurrira que estos estén.
Por otro lado, los universos son el mismo por el principio de identidad de los
indiscernibles.

Al igual que Newton, Leibniz utiliza sus conceptos de espacio y tiempo
para hablar de Dios. El fil6sofo de Liepzig pregunta que si el tiempo fuera
homogéneo, por qué habria Dios elegido un momento y no otro para la creacion.

Con el experimento de la cubeta de agua, que Leibniz no pudo probar como
erréneo, la postura de Newton tomoé ventaja, sin embargo, como en la version
del calculo de Leibniz, serfa la propuesta de éste que probaria estar més cerca
de la verdad en el futuro. El empirista Mach objetaria contra la concepcion
absolutista de Newton y Einstein retomaria después la naturaleza relativa del
espacio y el tiempo, ademéas de fundirlos en uno solo.
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1.4. Espaciotiempo en la teoria de la relatividad

Con el arribo de las teorias especial y general de la relatividad, la nocién de es-
pacio y tiempo cambié completamente, unificindose en uno sélo y dejando de
ser el absoluto que se entendia en la teoria newtoniana, para ser una variedad
diferenciable equipada con una métrica, que podia deformarse con la materia
y la energia. En la nueva concepcion, el tiempo podia contraerse o dilatarse,
igual que el espacio.

Los principios que rigen estas teorias persiguen una descripcion del univer-
so y la realidad libre del marco de referencia. Esto transformé los conceptos
de movimiento, espacio y tiempo, y trastocé por completo la simultaneidad.
La relatividad general también tenfa una explicacién para el experimento de
la cubeta de agua de Newton. El agua no estaba rotando respecto al espacio
absoluto, sino al campo gravitacional que la rodea, que es producto de la geo-
metria del espaciotiempo.

La dinamica de los cuerpos esta regida por su interacciéon con el campo
gravitacional. Los principios y las predicciones de las teorias especial y general
de la relatividad han sido verificadas con extraordinaria precision a lo largo del
tiempo, incluidas las recientemente descubiertas ondas gravitacionales, com-
probando la poderosa capacidad de la teoria para ser la herramienta predilecta
de muchos para explorar el universo.



Capitulo 2

Relatividad General

La teoria de la relatividad general es una descripcion de la gravedad y su
accion sobre la materia desde un punto de vista geométrico, basado en la idea
de una variedad diferenciable, equipada con una métrica, cuya curvatura da
cuenta de la intesidad del campo gravitacional. Sin embargo relacionar el con-
cepto de gravedad con curvatura no es sencillo, y se tratara de explicar en la
siguiente seccion. Ademas de ello, para desarrollar la Teoria General de la Re-
latividad, Einstein propuso el principio general de covarianza como la simetria
fundamental en el cual se basaba su teoria.

La teoria especial de la relatividad satisface el principio de relatividad del
movimiento inercial, ya que las leyes de la fisica son invariantes ante transfor-
maciones de Lorentz. En la década de 1910, cuando se publicé la Teoria de la
Relatividad, y desde que Maxwell publicara sus ecuaciones en 1861, las leyes de
la fisica a las que se hacia referencia era al electromagnetismo [26]. Las trans-
formaciones de Lorentz son las que preservan la simetria de las ecuaciones de
Maxwell en el vacio. Estas ecuaciones y la ecuacion de onda que surge de ellas,
establecen la necesidad de una teoria con una métrica con signatura indefinida
y una variedad Lorentizana, ya que las transformaciones de Lorentz preservan
un producto interior pseudo-riemanniano; el de Minkowski. El espaciotiempo
seré entonces una variadad diferencial con un producto interior Lorentziano.

La teoria general de la relatividad es generalmente covariante, es decir, per-
manece inalterada ante transformaciones arbitrarias de coordenadas. Esta pro-
piedad de la teoria pareciera una generalizacion del principio relativista para
el movimiento acelerado, sin embargo, desde 1917, autores como Kretschmann
han argumentado que la covarianza general de la teoria no tiene significado
fisico real, ni conexion con el principio de relatividad|25].

Es importante senalar la diferencia entre covarianza e invarianza. Mientras
que si a las ecuaciones que expresan las leyes de la teoria se les aplican ciertas
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transformaciones y las ecuaciones resultantes preservan la forma original, se
le llama covarianza, si el énfasis es en las propiedades geométricas, como los
grupos, y éstas permanecen inalteradas bajo las transformaciones, se le llama
invarianza.

2.1. Los principios de la teoria

En su articulo de 1911, Einstein escribe por primera vez lo que después
(1912) denominaria como el principio de equivalencia:

... asumimos que los sistemas K (sistema inercial en un campo gravitacional
homogéneo) y K’ (sistema uniformemente acelerado en un espacio libre de
gravedad) son fisicamente exactamente equivalentes, eso es, ... asumimos
que podemos observar al sistema K como en un espacio libre de campos
gravitacionales, pero uniformemente acelerado. [25]

Einstein vio este principio como una extensiéon del principio de relatividad.
En 1916 Einstein también introdujo el siguiente argumento, conocido como el
principio de la inercia;

Las leyes de la fisica deben ser de tal naturaleza que apliquen a todos los
sistemas de referencia en cualquier tipo de movimiento.[25]

El segundo postulado que Einstein estableci6 es el principio de covarianza
general:

Las leyes generales de la naturaleza deben estar expresadas en ecuaciones que
sean validas para todos los sistemas de coordenadas, es decir, que sean co-
variantes con respecto a cualquier sustitucion; generalmente covariantes. [25]

Para Einstein resultaba claro que el principio de covarianza general implicaba
una generalizacion del principio de relatividad.

2.1.1. El principio de equivalencia débil

Uno de los resultados més importante de la mecanica newtoniana es la

segunda ley de Newton:
mi = f. (2.1)
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Para hacer que la ecuacion (2.1) sea independiente del sistema de referen-
cia, introducimos una aceleracién que dependa de la posiciéon y la velocidad.
Entonces tenemos:

m(E — a(x,)) = f. (2.2)
Donde m es la masa, ¥ es la aceleracion y f es la fuerza. En marcos de referencia
inerciales, a = 0. Ahora, si queremos medir a, considerando el sistema de

laboratorio, y que no podemos deshacernos de la gravedad:

m(i —a) = [+ pg, (2.3)

donde g es la aceleracion debida a la gravedad y p es la masa gravitacional en
reposo de la particula. Entonces:

I

1
F=at g+ —f (2.4)
m m

Resulta que % y a+ £ g pueden medirse, sin embargo, £ no. El experimento
de E6tvos mostré que en una parte en 10'2, £ es independiente del material,

de donde:

’_

=1 (2.5)

por lo que s6lo a+ g puede medirse, y no a y g por separado. Esta aceleracion,
a, por si sola, no tiene un significado fisico.
Podemos ademas reformular la segunda ley de Newton si introducimos:

i =-Vo, (2.6)

donde el potencial gravitacional ¢ depende del marco de referencia y es una
funcién continua. Entonces:

m(é+ Vo) = f. (2.7)

Sin embargo, como queremos analizar el movimiento libre, podemos rees-
cribir la ecuacion (2.6) de manera geométrica, como:

4T, dREm =0, (2.8)
donde:
FO[00 = gb,oév (29)
y .
re, =0, (2.10)
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de otra manera.O lo que es también:

R% g0 = —® a8, (2.11)

Ys

R, =0, (2.12)

kmn

para lo demés. Usando esto, y finalmente relacionando el campo gravitacional
con las fuentes que la producen, consideramos la ecuacién de Poisson:

V26 = 4rGp, (2.13)
que usando lo anterior se convierte en:
ROO = —47TGp (214)

De lo anterior vemos una clara relacion geométrica para el potencial gravita-
cional. Necesitamos entonces, para la teoria de gravitaciéon que estamos cons-
truyendo una variedad con una conexiéon. Para que la teoria sea compatible
con el electromagnetismo, la dimension de la variedad debe ser igual o mayor
a cuatro y para recuperar la ecuacion de onda, la signatura de la métrica debe
ser indefinida, como se dijo anteriormente.

2.1.2. El principio de equivalencia fuerte

El principio de equivalencia de Einstein se reduce a establecer que el espa-
ciotiempo es localmente de Minkowski, es decir, localmente inercial; que para
cada punto p hay un sistema coordenado donde el tensor métrico g, es exac-
tamente la métrica de Minkowski 7,,, en p. El principio de covarianza general
nos dice que las leyes de la fisica deben poder expresarse en forma tensorial,
ya que los tensores se transforman de manera covariante.

Ahora imaginemos que estamos en el espacio y tiramos dos particulas en
caida libre. Ambas comienzan a describir trayectorias extranas, ja qué se debe
su movimiento? Los campos de Jacobi nos permiten describir como y cuan ra-
pido dos geodésicas que comienzan en un mismo punto p € M, se separan. Los
conceptos de geometria diferencial necesarios para trabajar en este capitulo,
asi como a lo largo de esta tésis, como lo son geodésicas y derivadas covarian-
tes, asi como el Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana, entre
otros, se encuentran en el anexo de Geometria Diferencial. Definimos primero,
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Definicién 2.1. Sea p € M y U C T,M, un conjunto abierto, entonces
exp: U — M,
exp(q,v) = (1,4, v), (2.15)

es un mapeo exponencial, diferenciable, que también denotaremos como:

exp,(v) = exp(q, v). (2.16)
Se tiene que si exp, esta definido en v € T,M y si w € T,,(1,M), entonces

(dexp,),w gﬁ(l 0), (2.17)

donde f es una superficie parametrizada por:

F(t,5) = exp, tu(s),
0<t<1, (2.18)
—e <s <€,

y v(s) es una curva en T, M, con v(0) = v y v'(0) = w [6].
Ahora queremos estudiar el caso un poco mas general:
af

=2 (t,0), (2.19)

(d epr)tvtw = Os

a lo largo de la geodésica:
V() = exp,(tv),

2.20
0<t<1, (2.20)
gf satisface una ecuacion diferencial, de hecho, como ~ es una geodésica, para
toda (¢, s):
Dof
—— =0. 2.21
dt ot 0 ( )
Entonces:
D (Dof
S 9s\otot)’
D Dof of of\ of
&%E‘R(as 8t) a (222)
DD
_DDof  p(of 9f\of
ot 0t Os ot ds ) ot
Si hacemos 2L(¢,0) = J(t), tenemos que J satisface la ecuacion:
D*J , ,
+R(y(1), J(8)'(t) = 0. (2.23)

Dt?



CAPITULO 2. RELATIVIDAD GENERAL 14

Que es la ecuacion de Jacobi, que relaciona la desviacion de las geodésicas con
la curvatura. Por lo que ahora tenemos que la aceleracion, la gravedad, debe
estar relacionado a la curvatura, que es el tltimo ingrediente que nos faltaba
para relacionar a la gravitacion con la geometria.

Con lo anterior, podemos ver que el campo gravitacional se corresponde
a la curvatura de la conexién, sin embargo, asumiremos un principio filoso-
fico que nos ayude a relacionar la conexiéon, su curvatura y la métrica. Este
principio consiste en suponer la unicidad de la realidad, es decir del campo
gravitacional, y por ello de la relacién entre la conexion y la métrica. Como
queremos que la realidad sea tnica para los observadores, es decir que la cur-
vatura que experimentan sea la misma, y esté relacionada con la métrica, para
esta teoria de gravitacion suponemos entonces el Teorema Fundamental de la
Geometria Riemanniana.

El Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana nos ayuda a de-
limitar las opciones para la conexion a la conexion de Levi-Civita, y ademas
establece relaciones con la métrica y la conexiéon, desaparece la torsion y tiene
la propiedad de que la derivada covariante de la métrica se anula.

2.2. El principio variacional y las ecuaciones de
Einstein

Para obtener las ecuaciones de Einstein usaremos el principio variacional,
sugerido por la conservacion de la energia. La condicion a cumplir es:

6/£d4x = 0. (2.24)

La accion de Einstein-Hilbert viene dada por el escalar de Ricci (R) que es la
contraccion del tensor de Ricci, que a su vez es la contraccion del tensor de
curvatura de Riemann, y esta relacionada con el determinante de la métrica

(9):
Spn = / V—gRd*z. (2.25)

Hacemos la variaciéon sobre esta accién y tenemos:
8Sgn =0 / V—gRd'z,
= [ atas (V=39 Rur). (226)
= /d4x\/—_ggab5Rab + / d*z\/—gRaudg™ + /d4x5\/—_gR.
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Comenzamos por la variacion del tensor de Ricci:
SRy = 0.0, — 0p0T°,, + 1'% ,0T¢,, + T 019
- Fdacércbd - 11cbdérdac

= (001, + T g0T%, = 17,01, — T9,.01°,,) (227
— (Op0T%, + 600, = %, 0T,y = T4,0T°,,) ,
Ademas recordemos que:
Vel = 0,60, + I°,0r% —T? 6r¢, — ' 0T°,, (2.28)
de donde:
ORwp = VoI, — Vol (2.29)
Por lo que:

/ 007/ =596 Ry = / 07\ /=gg™ (V0T — VyiT",)
= [ ey (Vg 5T7) ~ 5T, Vg,
— V(g1 ) + 0T, Vg®), (2.30)
_ / Ao/ =5(V.[g" 0T, — g*0T",,)),
— / d*x/—gV . JC.

Definimos J¢ = ¢TI, — g*6I,,. Si J¢ es un campo vectorial sobre una
region M con frontera X, por el teorema de Stokes tenemos:

/ d4x\/|g|VCJC—/d3x BneJe, (2.31)
M b

donde n.. es el vector normal unitario en la hipersuperficie X, con la condicién
de normalizacion n®n, = —1, el tensor hy, = gap + nenp €s la métrica indu-
cida asociada a la hipersuperficie. Mas adelante hablaremos més sobre estos
elementos. Tenemos entonces que este término:

/d% |h|n.J¢ = 0. (2.32)
)

Para resolver el término de variaciéon de la métrica necesitamos hacer algunos
calculos previos. Comenzamos recordando que: g.,g® = 0°, y si buscamos la
inversa de la métrica:

1 1
ab ab\T ba
@ =—(A = —-A", 2.33
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donde g es el determinante y A% es el cofactor de la métrica g,,. Tenemos
ademés que:

9= gabAab- (2.34)
Si tomamos: 9g
L = A (2.35)
OGab
y ahora tomamos la variacion del determinante:
9y
0g = @@ab,
= A"0ga, (2.36)
= 99"*0gan,
= 99" 0ap

Usando lo anterior, podemos obtener:

1
V=g = 504,
V=9 (2.37)

19 s,
=
Ahora debemos encontrar dg,,, para ello tomamos:
068 = 6(gacg™) = 0,
= §°%0ac + gacdg™ = 0,
= 9°0gac = —gacd9”,

” . (2.38)
= 96a9°*0Gac = — Gbagacd g™,
= 5559(10 = _gacgbdégdc7
5 0Gab = —Gacbad g™
Sustituyendo en (2.37)) entonces tenemos:
1
0/ —g = —5\/ _ggabgacgbd(sgdca
1
= —5\/ —géﬁgbdégdc,
2 (2.39)
= —5\/ —ggcd59dc>
1 Ci
= —5V=99ca0g"".

2
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Renombrando indices tenemos:

1
o/—g = —5\/—ggab59“b. (2.40)

La ecuacién de variacion de la accion de Einstein-Hilbert se convierte en:

1
6Spy = / d*z/—gRu69™ — 3 / d*z\/—gRga09",

1 (2.41)
= /d4$\/—g[Rab — §gabR](5gab.
Las ecuaciones de Einstein para el vacio son entonces:
1 0Sgy 1
———F— =Ry — =g R =0, 2.42
/_g 5gab b 29 b ( )
Es decir,
1
Rab — égabR =0. (243)

Para obtener las ecuaciones de Einstein para el caso en el que hay materia, la

accién a considerar es: A

c
S = S S 2.44
167G 78 oM (244)
Donde Sy, es la accién para la materia. Tenemos entonces:
1 68 ct 1 1 oSy
= Ry — =guwR) + ——— = 0. 2.45
V—gdg® 167TG( b e )+ V—g 0g® (245)
Definimos el tensor de Energia-Momento como:
1 0Sy
Ty=-2———+. (2.46
/_g 5gab )
Por lo que las ecuaciones de Einstein para la materia quedan:
1 8t
Rop — g R = —" Ty, (2.47)

2 A



Capitulo 3

Propiedades del espaciotiempo

Una vez que tenemos las ecuaciones de campo de Einstein, podemos adentrar-
nos en estudiar las propiedades del espaciotiempo, en especial aquellas que
tienen que ver con las relaciones causales. Definimos al espaciotiempo:

Definiciéon 3.1. Un espaciotiempo (M, g) es el par consistente por una va-
riedad real, cuatro-dimensional, conexa, de clase C* y de Hausdorff, con un
campo tensorial C*° globalmente definido y de tipo (8) que no es degenerado y
de tipo Lorentziano.

Donde por Lorentziano o hiperbolicamente normal se quiere decir que para
cualquier x € M hay una base en el espacio tangente T, (M relativa a la cual
g tiene la matriz diag(—1,1,1,1).

Proposicion 3.1. Todo espacio métrico es de Hausdorff, en particular R™ es
de Hausdorff, para n > 1.

Demostracion. Sea (X, d) un espacio métrico, y sean =,y € X, con x # y.
Sea r = d(x,y) y sean U = B(x;r/2), V = B(y;r/2) dos bolas de radio r/2,
con centro en = e y respectivamente. Entonces x € U e y € V. Se afirma que
UNV =, sino es asi, existe z € UNV. Entonces d(z,2) <r/2yd(z,y) <r/2,
entonces tenemos que r = d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < r/2+1r/2 = r. Por
lo tanto r < 7, lo cual es una contradiccion. Entonces U NV =y X es de
Hausdorft. [ |

Como una variedad diferencial es localmente como R”, tenemos entonces
que es de Hausdorff.

18
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Definiciéon 3.2. Definimos a un tensor métrico sobre una variedad diferen-
ciable M, al mapeo bilineal y diferenciable que va del producto cartesiano del
espacio tangente a la variedad en un punto, p € M, a los reales:

g: ToMxT,M — R, (3.1)
tal que:
(a) es simétrico, i.e. g(X,Y) = g(Y, X),
(b) es positivo definido, i.e g(X,X) >0y g(X,X)=0<«= X =0

Decimos que un tensor métrico g es de signatura indefinida cuando en lugar
de (b) se tiene que:

1. 3X €e T,M, X #0 tal que g(X,X) =0

Un ejemplo de lo anterior es la métrica de Minkowski:

3
n=—dr’ @ dz" + Z dz' ® da’, (3.2)
i=1
Con {2° 2%, 22, 23} = {t,x,y, z}.
Una propiedad de las curvas en el espaciotiempo es que para una métrica
de tipo Lorentz (-++...+), una curva se denomina:

= tipo tiempo, si g(X, X) <0,
= nula, si g(X, X) =0,
= tipo espacio, si g(X, X) > 0.

Las definiciones y proposiciones en esta seccion estan basadas principalmente
en [27].

Definiciéon 3.3. Un espaciotiempo es orientable en el tiempo si es posible hacer
una eleccion continua sobre M de una componente del conjunto de vectores
tipo tiempo en cada punto de M.

Llamamos camino a un mapeo continuo u : > — M donde X es un subcon-
junto conexo de R que contiene mas de un punto. Si p es suave, con derivada
dp de clase C'™° que no se hace cero, se denomina un camino suave. Una curva
es la imagen de dicho mapeo.
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Definiciéon 3.4. Un camino es de tipo tiempo si su vector tangente es de tipo
tiempo en cada punto. De la misma manera el camino estd orientado al futuro
st su vector tangente apunta al futuro en cada punto.

Una curva tipo tiempo es una curva definida por un camino suave de tipo
tiempo. La orientaciéon temporal de M le asigna una orientacién canoénica a
todas las curvas de tipo tiempo.

3.1. Causalidad y cronologia

Sean P, U C M,

Definiciéon 3.5. El futuro cronoldgico IT(P,U) de P relativo a U se define
como el conjunto de puntos en U que pueden alcanzarse desde P por una curva
tipo tiempo dirigida al futuro en U.

Escribiremos (P, M) simplemente como I*(P) y denota al conjunto
abierto que, si p € M puede alcanzarse por una curva tipo tiempo desde
P dirigida al futuro, también hay una vecindad pequena de p que puede ser
alcanzada desde P. Si reemplazamos futuro por pasado, usaremos en lugar de
+, —.

El futuro causal de P relativo a U lo denotaremos con J(P,U) y esta
definido como la unién de P NU con el conjunto de todos los puntos de U que
puedan alcanzarse desde P por una curva dirigida al futuro de tipo no-espacio
en U.

Si U es un conjunto abierto y p,q,r € U entonces o bien:

qge J (p,U),r e It (q,U)=r eI (p,U), (3.3)

qe I (p,U),r e J (qU)=reI (p,U). (3.4)

Esto quiere decir que la cerradura del futuro cronolégico de p y la frontera
del futuro cronologico de p son iguales a la cerradura y la frontera del futuro
causal de p respectivamente, es decir:

T (p,U) = J+(p,U),

oIt (p,U) = oJ* (p,U). (35)

Donde, para un conjunto K cualquiera:

oK =Kn(M-K). (3.6)
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Definicién 3.6. El futuro horismos de P relativo aU, denotado por ET(P,U),
se define como:

E*(P.U) = J*(P.U) — I (P, U). (3.7)

Los puntos en el futuro horismos estin en las geodésicas nulas dirigidas al
futuro que van desde P a U, que también forma la frontera en U, de ambos el
futuro causal y el futuro cronolégico: dJ (P, U) y oI (P, U).

Futuro cronolégico

I"(p)

Futuro causal

J*(p)

Geodésicas nulas.
Cono de luz

Futuro horismos
E+( P)

Pasado causal

J=(p) Pasado cronolégico

fr_{p_]

Figura 3.1: Cono de luz con futuro y pasado cronologico, futuro y pasado
causal senalado.

Definicion 3.7. Para definir el punto final de un camino u. o de su curva
asociada, sea X el dominio de p y sean a = infX y b = supX. Cabe la po-
sibilidad de que a = —o0 y b = oo. Entonces, x € M es un punto final si
para todas las suceciones {u;} € X, u; — a implica u(u;) — = o bien, u; — b
implica p(u;) — x.

St i es de tipo tiempo, o causal, y orientado al futuro, en el primer caso,
x es un punto final pasado y en el sequndo caso, es un punto final futuro. Re-
queriremos que todas las curvas tipo tiempo o causales contengan sus puntos
finales.
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Una curva tipo tiempo sin punto final futuro debe extenderse indefinida-
mente hacia el futuro. Similarmente una curva que no tenga un punto final
pasado debe extenderse indefinidamente hacia el pasado.

Definicién 3.8. Un viaje es una curva que es una geodésica de tipo tiempo,
que esta orientada al futuro por partes. Un viaje de x a y es un viaje con punto
final pasado x y punto final futuro y.

Escribimos x cronologicamente precede a y, + < y si y solo si existe un
viaje de = a y. Entonces la relacion x < y establece la existencia de los puntos
oy L1y -eey Ty, cON N > 1, entre z y y.

Un wviaje causal se define de la misma manera que un viaje, sélo que se
reemplazan las geodésicas de tipo tiempo con geodésicas causales. Se escribe x
precede causalmente a y, x < y si y s6lo si hay un viaje causal de x a y. Pueden
darse los casos en los que suceda x < x, lo que implicaria una geodésica causal
degenerada. Sin embargo r < z implicaria un viaje cerrado en M, es decir,
un viaje en el que los puntos finales pasados y futuros son idénticos. Un viaje
cerrado causal no degenerado seria aquel en el que para dos puntos = # vy,
sucediera x < y,y < x. Sobre este tipo de viajes se hablard més adelante.

Proposicion 3.2. a < b= a < b,

Demostracion. Sean a,b € U, y b € I't(a,U). Tenfamos que:

T+ (a,U) = T (a,U), (3.8)

Ademas, si b € I*(a,U), b € I+ (a,U), por lo que b € J*(a,U).
Sibe Jt(a,U),be J(a,U) o bes un punto limite de J*(a,U). Ademas,
si existe un viaje de tipo tiempo de = a y, existe un viaje causal de x ay. W

Proposicion 3.3. « < b bk c=a <K c,

Demostracion. Como a < b, b € IT(a,U) y b < ¢, ¢ € IT(b,U), pero
It(b,U) C I'(a,U) asf que:

ce I (bU) C I'*(a,U), (3.9)
Entonces ¢ € I (a,U), de donde a < c. |

Proposiciéon 3.4. a < b,0 < c=a < c,

Demostracion. Debido a que a < b = a < b y al resultado anterior, la
demostracion es inmediata. [ |
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De acuerdo a un punto z, el futuro cronolégico de un conjunto S, IT(S) se

define como:
r(s) = J 1), (3.10)
zeS

as{ como el futuro causal:

JHS) = T (@), (3.11)

z€eS

analogamente para el pasado cronologico y causal. El futuro horismos se denota
como aquel en el que a < b pero no sucede que a < b, y se escribe a — b.

Definiciéon 3.9. v es una curva causal st y solo si para todos a,b € v, y para
cada congunto abierto ) que contenga una porcion de v que vaya de a a b, hay
un viaje causal de a a b, o de b a a, contenido totalmente en Q).

3.2. Propiedades de los pasados y futuros

Llamaremos futuro al conjunto F = I't(U) para algin U C M. Un futuro
tiene la propiedad de que si x € F'y x < y entonces y € F. Como I (U) es
abierto, F' es abierto. De manera analoga, el pasado seré el conjunto P = I~ (U)
para U C M. Tanto P como F tienen la propiedad de que: FF = [T(F) y
P =1"(P).

Proposicion 3.5. Si F' es un conjunto futuro, la cerradura de F se define
como:

F = {z|I*(x) C F}. (3.12)

Demostracion. Sea I (x) C F. Cualquier viaje desde 2 contiene puntos arbi-
trariamente cercanos a x en F, entonces z € F. Ahoraseaz € F y y € I7(x)
tal que x € I~ (y). Pero I~ (y) es abierto, entonces contiene algiun punto z € F,
entonces z < y, de donde y € F. [ |

Como en un conjunto abierto tenemos que int@ = @, Q = I7(Q), de donde
las siguientes dos proposiciones se siguen inmediatamente:

Proposicion 3.6. La union de conjuntos futuros es un conjunto futuro.

Jrrs) =1t (U si> . (3.13)
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Proposicion 3.7. La interseccion de dos conjuntos futuros es un conjunto
futuro.

Definicion 3.10. Un conjunto S C M es acronal si para cualesquiera dos
puntos en S, ninguno estda cronoldgicamente relacionado.

Definicion 3.11. A un conjunto B C M se le llama frontera acronal si es la
frontera de un conjunto futuro, es decir, B = 0I"(S). Claramente cualesquiera
dos puntos en la frontera de un conjunto futuro F' no pueden estar relacionados
cronologicamente:

I'"(F)NOF = . (3.14)

Una frontera acronal es un conjunto acronal.

3.3. Condiciones de causalidad

Ya se menciono la posibilidad de que un espaciotiempo poseyera viajes ce-
rrados (z < x) o viajes causales cerrados (z < y, y < x, © # y). Normalmente
la existencia de espaciotiempos que permiten la existencia de estos fenémenos
se desechan bajo el argumento de que resultan incoherentes con la realidad
fisica. Sin embargo la Teorfa de la Relatividad no prohibe su existencia. Es
importante conocer entonces cuales son las condiciones de causalidad a las
que nos gustaria que un espaciotiempo estuviera sujeto.

Definicién 3.12. (Distincion de Futuro) Un espaciotiempo M distingue el
futuro en p € M si y sdlo si IT(p) # I1(q) para cada g € M con q # p. M
es futuro distintivo si y solo si distingue el futuro en cada punto.

La definicion de distincion de pasado es andloga. Ahora, tenemos que:
Proposicion 3.8. Sip < ¢, IT(q) C I (p).

Demostracion. Tenemos que si p < ¢, ¢ € J*(p), ahora si para cualquier
a € M, que ¢ < a, es decir, Va € I7(q), tenfamos anteriormente que, p < a,
es decir a € I (p), de donde It (q) C I (p). |

Esto nos dice que si p < qy g < p, IT(p) = I"(q). Por lo que un espacio-
tiempo que contenga viajes causales cerrados no puede distinguir entre futuro
o pasado.

Definicion 3.13. Un conjunto abierto () C M es causalmente convexo si y
solo st Q) no intersecta a ningun viaje en un conjunto disconexo. Equivalente-
mente si y solo si, para todo x,y € Q v K 2z Ly, implica z € Q).
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Diremos que se cumple la condicion de causalidad si no hay curvas cerradas
tipo no-espacio.

Definiciéon 3.14. El conjunto de puntos en el que la condicion de causalidad
no se cumple es la union disconexa de conjuntos de la forma J*(p) N J~(p),

p e M.

Sea p € M, se dice que M es fuertemente causal en p, si y solo si tiene ve-
cindades causalmente covexas arbitrariamente pequenas. La condiciéon fuerte
de causalidad se cumple en p si cualquier vecindad de p contiene una vecindad
de P que ninguna curva tipo no-espacio intersecta mas de una vez. El espacio-
tiempo M es fuertemente causal, o cumple la condicion fuerte de causalidad,
si y solo si es fuertemente causal en cada punto.

Definicion 3.15. Sea @ un subconjunto abierto de M y x,y € Q. Escribimos
T Ly sty solo si existe un viaje en QQ de v ay yx <g y sty solo si existe
un viaje causal en QQ de x a y. Definimos:

(r,y)g = {z|lr < 2 <q y}, (3.15)
y escribimos
de manera que:
(@, y) =I"(x) "I (y), (3.17)

Definimos una vecindad localmente causal como sigue:

Definiciéon 3.16. Una vecindad localmente causal es un conjunto abierto, cau-
salmente convezo, cuya cerradura estd contenida en una region en M.

Proposicion 3.9. M es fuertemente causal en p si y solo si p estd contenido
en alguna vecindad localmente causal.

Demostracion. Para la primera parte de la prueba suponemos que M es fuer-
temente causal en p. Elegimos una region, p € N y un conjunto abierto
p € Q C N. Un conjunto abierto causalmente convexo que contiene a p existe
en () y es una vecindad localmente causal.

Para el regreso, sea p en una vecindad localmente causal L, de una re-
gion N. Podemos encontrar conjuntos (u,v), C L arbitrariamente pequenos
que contengan a p. Si un viaje v € M intersecta a (u,v)y en un conjunto
disconexo, v ¢ N, entonces (u,v)n es causalmente convexo. Entonces M es
fuertemente causal. [ |
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Proposicion 3.10. St M es fuertemente causal en p, entonces M distingue
el futuro, (y el pasado) en p.

Demostracion. Supongamos que I (p) = I (q) para algin p # ¢. Sean p € P
y q € @, disjuntos y abiertos. Elijamos x € I'*(p) N P, entonces g < x. Ahora,
sea y € () tal que ¢ < y < x entonces p < y. Entonces hay un viaje desde p
a x via y ¢ P que intersecta a P en un conjunto disconexo. Entonces falla la
causalidad en p. [ ]

Definicion 3.17. Un punto p € M por el que pasa un wviaje cerrado se de-
nomina viciado. Al conjunto de todos los puntos viciados se le denota por V.

Tenemos:
V=] @a). (3.18)
reM

Proposicion 3.11. Si (x,z) N (y,y) # 0, entonces, (x,z) = (y,y). Entonces
V' es la union de conjuntos disconezos de la forma (x,x).

Demostracion. Sea z € (z,z) N (y,y), entonces si w € (y,y), tenemos que
T 2Ky w <Ky <Kz <KL w, dedonde w € (z,x). Entonces (y,y) C (x, ).

De igual manera, sea w € (x,x) entonces tenemos: r K v € y K z K
y < w < = que por definicion es: w € (z,z) N (y,y), que implica w € (y,y),
lo que muestra (x,z) C (y,y). |

Proposicion 3.12. 9V = U oz, )

zeV
Demostracion. Como (z, ) son abiertos, V' es abierto, como (x,z) son disco-
nexos, lo es también V. [ |

Proposicion 3.13. La causalidad fuerte falla en cada punto de OV .

Demostracion. Se sigue de su definicion. [ |

3.4. Hiperbolicidad global

Un conjunto N es globalmente hiperbolico si cumple la condicion fuerte de
causalidad y si para cualesquiera dos puntos, p,q € N, J*(p) N J(q) es com-
pacto y esta contenido en . Puede pensarse que se requiere que J*(p)NJ ™ (q)
no contenga puntos en el infinito o en alguna singularidad del espaciotiempo.
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3.4.1. Dominios de dependencia

Definiciéon 3.18. Sea S un subconjunto acronal de M.
» DT(S) = {x| todo viaje pasado no final que contiene a x llega a S},
» D™(S) = {z]| todo viaje futuro no final que contiene a x llega a S},
» D(S) = {z]| todo viaje no final que contiene a x llega a S}.

Definicion 3.19. El horizonte de Cauchy de un subconjunto cerrado S se
define como:

= H*(S) = {z|z € D*(S),I*(z) N D*S = 0},
= H(S) = {z|zr € D~(S),I () N D~S = 0},
= H(S)=H"(S)UH(S).

3.4.2. Jerarquia causal

Ahora que hemos estudiado las propiedades causales del espaciotiempo,
podemos clasificarlos segtin una jerarquia de acuerdo a las condiciones de cau-
salidad, que ordenamos de la mas débil a la mas fuerte:

1. No totalmente viciosa: Para algunos puntos p € M se tiene que p 4 p.

2. Cronologica: No existen curvas cerradas tipo tiempo. La relacién crono-
logica es irreflexiva: p £ p,Vp € M.

3. Causal: No hay curvas cerradas causales. Sean p,q € M, sig <pyp < q,
entonces p = q.

4. Distinguible:
» Pasado distinguible: Si el pasado cronolégico de p,q € M es el
mismo, entonces son el mismo punto, I~ (p) = I~ (q) entonces p = q.
= Futuro distinguible: Si el futuro cronolédgico de p,q € M es el mis-

mo, entonces son el mismo punto, I*(p) = I*(q) entonces p = q.

5. Fuertemente Causal: Para cualquier p € M existe una vecindad U de p
donde existe una curva de tipo no-tiempo que atraviesa U mas de una
vez.
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6. Establemente Causal: Una variedad la cual cumpla con las condiciones
de causalidad més débiles mencionadas anteriormente que no contendréa
curvas cerradas causales por medio de pequenas perturbaciones arbitra-
rias de la métrica.

7. Globalmente hiperbolico: Como vimos anteriormente, esta condiciéon es
la mas fuerte de todas. Un espaciotiempo es globalmente hiperbolico si
para todo conjunto J*(p) N J~(q), para p,q € M, es compacto.

3.5. La Métrica de Godel

La métrica de Kurt Godel es una soluciéon a las ecuaciones de campo de
Einstein, que proponen un espacio-tiempo homogéneo, con materia que se com-
porta como polvo; sin presion, en rotacion y en la que existen curvas cerradas
de tipo tiempo. La solucion de Godel a las EFE (Einstein Field Equations) es
la variedad R%, con una métrica que puede escribirse en coordenadas (t, z, v, 2).
En esta solucién, el tensor de energia-momento, esta dado por: Ty, = pu,up,
donde p es la densidad de materia y u, es el cuadri-vector unitario de la velo-
cidad.

La métrica como fue originalmente escrita por Godel tiene la forma:

2x1

ds® = a*(dx] — d] + ‘

wa% — da3 + 2e" dzodry). (3.19)

Donde a > 0 es una constante. Ahora, la matriz g, y su inversa, estan dadas
por:

10 en 0
-, 10 0
Gab = Q eT1 0 %62901 0 ) (320)
0 O 0 -1
y
—1 0 2™ 0
1 0 —1 0 0
ab i
T m@ | 2em 0 —2e7 0 (3:21)
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Con el cambio de coordenadas:
et = cosh(2r) + cos(¢) sinh(2r),
26" =v/2sin(¢) sinh(2r),

tan (% + m;—\_/;t) = tan(g) e 2

Yy = 2x3.
Donde r > 0, 0 < ¢ < 27. La métrica, la métrica puede reescribirse como:
ds? = 4a®(dt® —dr® —dy?+ (sinh* (r) —sinh? (1)) d¢?> +2v/2 sinh?(r)dedt). (3.22)

Donde queda de manifiesto la simetria rotacional de la métrica alrededor del
ejer =0.

Para demostrar que que el espaciotiempo (R*, g) es solucién a las EFE
con un universo lleno de materia que se comporta como polvo, con densidad
p = m, y constante cosmologica A = —a%, completamos el cuadrado de la
métrica: 1 1

ds* = a*((dwo + §€x1d$2)2 —da? — 562“611:3 — dx3). (3.23)

Utilizando Mathematica realizamos el calculo de los simbolos de Christoffel,
que se reduce tan sélo a:

Fgl == 1,
0 1 x1 1
Iy = 56 = Logs
1
Fl — 2z
22 26 )
F(2)1 — —6_:01.

Esto es posible ya que los demas simbolos de Christoffel son cero, vy, % =0,
excepto si @ = 1. De hecho, de igual manera podemos calcular el tensor de
Ricci para los coeficientes diferentes de cero:

Ry =1,

x
Rpa = "' = Ry,
R22 = 62331.

Con el vector u® = (é, 0,0,0), tal que u, = (a,0,ae*,0). Tendremos entonces
Ry = a%uaub. Y el escalar de Ricei:
1 1

R=—uu, = —.
a? a?
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Con lo que el tensor de Einstein es:

1 1 11
Ga:Ra__Ra:_a — 5 9 Yab
b= Hab ™ 5 ftab = ptalie T 5 2 Jab (3.24)
= 81Gpugup + Agap-

Que es la ecuacion de Einstein para un universo con materia como la que des-
cribe la métrica de Godel, con densidad p. Por lo que la métrica de Godel es
solucion a las EFE.

Las particulas en este universo tienen un vector velocidad u® = (5 0,0,0),
por lo que viajan a través de las lineas xg, de las coordenadas originales, a una
velocidad constante.

El espaciotiempo tiene simetria rotacional, y es orientable en el tiempo,
a pesar de que tiene curvas tipo tiempo cerradas, por lo que no existe una
coordenada temporal global. El espaciotiempo de Gédel es una soluciéon a las
ecuaciones de campo libre de singularidades, sin embargo no es globalmente
hiperbélico.

El espaciotiempo compuesto por la métrica de Godel (M, g) puede escri-
birse como la suma directa de las variedades (M, g1) = R3 y (Ms, g2) = R.
De hecho:

211
ds? = a®(dz? — da? + %dm% + 2" drodas),
ds; = a*dxs.

Como la componente de My es plana, puede ser descartada, y tan sélo
nos enfocaremos en el estudio de M, la cual, si suprimimos la componente
x3, podremos visualizar en un espacio tridimensional. El comportamiento de
(M, g1) con x3 suprimida se presenta en la figura .

Usando lo anterior puede descomponerse la métrica de Godel. El vector de
cambio, el lapso y el vector unitario normal serian:

B = (0,™,0),
=1, (3.25)
n* =(-1,0,0,0).
La curvatura extrinseca:

Koy = (3.26)

o O = O
=
8
iy
o O
o O O O
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r =20

Eje coordenado
Linea de mundo

4 de materia \W/(—— Cono nulo futuro de p’
(r, ¢, constante) p'

«—— Cono nulo futuro de p

Cono nulo tangente al circulo
Cono nulo que |incluye el gjrculo R Geodésicas nulas  Curva nula cerrada
\ i I Vs = log(l + \/i)

tiempo Gurva nulé cerrada P ©
r > log(1+V2) b= log(l+v2) E
~— Cono nulo \ =0
Curva cerrada tipo p futuro de p
espacio
r < log(1 + v?2)
tl
®

r

Figura 3.2: El diagrama representa la simetria rotacional alrededor del eje
r = 0, y la invarianza en el tiempo. El cono de luz se abre y se vuelca conforme
r aumenta (linea L), lo que resulta en curvas cerradas tipo tiempo. El diagrama
no representa correctamente el hecho de que todos los puntos son equivalentes.

y
0 0 0 0
0 0 -+ 0
K% = . at , 3.27
0 —6a41 0 0 ( )
0 0 0 0
La traza, claramente es:
K =0, (3.28)
Por lo que:
1
KypK® = ——. (3.29)
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Cono de luz, donde las curvas nulas son
paralelas al horizonte éptico.

N | 4—- "

Figura 3.3: El diagrama representa una curva cerrada tipo tiempo que atraviesa
el horizonte de Godel, donde los rayos de luz no pueden pasar y en el que el
objeto se ve al menos dos veces, cuando sale de él, en el futuro, y cuando
vuelve a entrar en el pasado.

De donde podemos calcular la ecuacion de restriccion Hamiltoniana, ya que:

1

a, b
dUpp = ———. 3.30
e A e (3:30)
Entonces la ecuacion de restriccion Hamiltoniana queda:

r— KgpK®=—,

81
1 1 (3.31)

r+ —

a*  8a*rG
Si calculamos el escalar de Ricci, tanto para la métrica espacial como para la

métrica de Godel del espaciotiempo es el mismo:

1
r=— =R (3.32)

a?
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De donde;
1 N 1
a2 at 8atnG’
1+a®=—
ta G’
1
2
=—-1
“ 81G

33

(3.33)

Ahora si tomamos la curvatura extrinseca para calcular la ecuaciéon de restric-
cion de momento, debemos calcular primero los simbolos de Christoffel con los

indices arriba, es decir:
ab _ Ta db
I c r ded -

Los simbolos diferentes de cero son:

1
1 10
I ===T
0 a2 0
1
_1o0t € 110
2 2@2 - 29
e ™
—F21 — — FIZ
0 a2 0’
e ™
02 __ _ 120
a
2x1
€
1‘\221 — _9
CL2

Con lo que podemos calcular:
1 1 e’
b _
D Kab - (g—i_ ;aoagao) .
Y si calculamos por otro lado:

1 1 1 e
- hb c o= —— - - . )
TV UpUcep 7G (<a4 +CL2) 707 GQ,O)

De donde la ecuaciéon de restriceion de momento resultas:
1 1 et 1 1 1 et
—+—=.0,—.0) =—— — +—=1.,0,—,0
(a4+a2”a2’) 8%G((a4+a2)”a2’)’

1
D'K,, = ——D'K,,.
b G b

(3.34)

(3.35)

(3.36)

(3.37)

(3.38)
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3.5.1. Analisis de las ecuaciones de restriccién para la
métrica de Godel

En el caso de la ecuaciéon de restriccion Hamiltoniana , teniendo en
cuenta el valor de GG puede estimarse un valor para a = 24416,7. En el caso de
la ecuacion de restriccion de momento , tenemos que la parte izquierda es
igual a si mismo multiplicado por una constante, lo cual es una contradiccion.
Las contradicciones que surgen al manipular el espaciotiempo de Godel con el
formalismo 3 + 1 se deben a la suposicién de que puede foliarse en hipersu-
perficies, es decir, que es globalmente hiperboélico; por lo que la obtencion de
ecuaciones contradictorias es, a su vez, una prueba de su no hiperbolicidad, y
con ello, de la existencia de curvas temporales cerradas, en dicho espaciotiem-
po.

El espaciotiempo de Gddel sirve como evidencia de que la teoria de la rela-
tividad de Einstein permite la existencia de soluciones que violen la cronologia,
sin embargo, al violar la cronologia surgen problemas en la causalidad de los
eventos que tienen lugar dentro del universo. A estos problemas se les conoce
como paradojas, y serédn el objeto de estudio del siguiente capitulo de esta
tesis.



Capitulo 4

Violacion de la cronologia

El viaje en el tiempo siempre ha sido un punto de gran interés en el imaginario
popular y la ciencia ficcion. El tratamiento Newtoniano del espacio y el tiempo
imponia a este ultimo como una constriccién inmutable del marco de referencia
universal en el que todo el movimiento sucedia. La naturaleza del tiempo,
que fungia mas bien como un muro, del que una vez que se ha pasado no
se puede volver atras, no permitia pensar en el viaje en el tiempo como lo
concebimos hoy. Sin embargo con la introduccién de la relatividad especial y
la modificacion de los conceptos de espacio y tiempo todo cambi6.

Las transformaciones Galileanas:
=z — vt
’ 4.1
ey (4.1)

en las que el tiempo queda invariante, fueron sustituidas por las transforma-
ciones de Lorentz:

x' = P)/(x o Ut)a
v (4.2)
t, = ’Y( - 0_2)’
donde: .
V= —— (4.3)

02

El tratamiento del espacio y el tiempo permitia la deformacion de este 1l-
timo dependiendo del movimiento y la velocidad. Ademas la unificacion del
espacio y el tiempo en espaciotiempo nos obliga a tratar al tiempo como una
dimension mas; es decir como tratamos a las dimensiones espaciales. Si en el
espacio podemos retroceder asi como avanzar, jpor qué no en el tiempo?

Sin embargo, con el viaje en el tiempo surgen problemas que podrian de-
nominarse paraddjicos. Uno de los mas conocidos es la Paradoja del abuelo:

35
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un hombre viaja al pasado para asesinar a su abuelo antes de que conozca
a su abuela, impidiendo su nacimiento, y con ello su viaje en el tiempo y el
asesinato de su abuelo, por lo que su nacimiento sucede y viaja en el tiempo
a matar a su abuelo; asi ad infinitum.

Para evitar que sucedan este tipo de cosas tendria que pasar algo que impi-
diera que aquel hombre matara a su abuelo, o existir varias lineas temporales;
una en la que nunca nacié y él tan sélo puede afectar esa linea temporal. Otra
opcién seria la existencia de un principio que preservara la causalidad, para
evitar la modificacion de la propia linea temporal. O la imposibilidad concreta
del viaje en el tiempo por razones fisicas.

Como un regalo de cumpleanos, Kurt Godel le obsequi6é a Einstein una
solucion a sus ecuaciones de campo que permitia la existencia de curvas cerra-
das tipo tiempo; es decir, el viaje en el tiempo; la distincién entre pasado y
futuro se deshacia en ella. La gran noticia; la teoria de la Relatividad General
no prohibe la violacién de la cronologia.

Sin embargo Einstein ante esa situacion dijo que quiza, aunque su teoria
no descartaba matematicamente ese tipo de soluciones, habia que descartarlas
por razones fisicas:

Dichas soluciones cosmologicas [que permiten el viaje en el tiempo
de las ecuaciones gravitacionales (con la constante A) han sido
descubiertas por el Sr. Godel. Seria interesante considerar si deben
o no ser excluidas bajo argumentos fisicos. (Einstein 1949b p.688)

,Podrian las paradojas que suscita el viaje en el tiempo, como la del abue-
lo, mostrar que éste no es fisicamente posible? No, al menos si fisicamente
posible significa compatible con las ecuaciones de campo de Einstein y las
condiciones de energia, ya que hay modelos que satisfacen ambas condiciones
y contienen curvas cerradas tipo tiempo. Hablar de que sean fisicamente ‘“rea-
listas"tampoco resulta relevante, ya que ese término se ha visto revolucionado
en los tltimos tiempos tanto por la misma Relatividad como por la Mecénica
Cuantica.

Las paradojas del viaje en el tiempo no son un signo de que la existencia
de las curvas cerradas tipo tiempo deban ser descartadas por razones fisicas,
o por mostrar que el viaje en el tiempo es conceptual o fisicamente imposible,
sino que son una manera de senalar que la informacion local de los espacio-
tiempos con curvas cerradas tipo tiempo esté constrenida de maneras que no
nos resultan familiares.

Una paradoja como tal, es una demostracion de que una contradiccion
o absurdo son consecuencia o se siguen de hipotesis o premisas razonables
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o verdaderas. Muchas paradojas involucran razonamientos circulares, contra-
dicciones o inconsistencias; para tales casos se usan también simplemente los
términos “contradiccion.® “inconsistente".

Otra paradoja seria la de un hombre que construye una maquina del tiem-
po para viajar al pasado y matar a su yo mas joven, cometiendo suicidio. Se
puede argumentar que la naturaleza interpondria ciertas condiciones para evi-
tar este resultado e impedir que sucediera una paradoja; por ejemplo, que al
salir de la méaquina del tiempo, el hombre le disparara a su versién mas joven
en el ojo, haciendo que al éste viajar en el tiempo tuviera mala punteria y se
disparara en el ojo, impidiendo el suicidio.

Existe otra alternativa para solucionar las paradojas que ocurren al viajar
en el tiempo, y fue propuesta por Wheeler y Feynman|3|]. Consiste en argumen-
tar que el hecho de que la naturaleza sea continua permite evadir las paradojas,
justificando la influencia causal de los eventos futuros en los pasados. Tome-
mos el caso, por ejemplo, del negativo de una fotografia en blanco y negro que
sale de una maquina del tiempo, al que se le toma una foto. Ahora tomamos
el negativo de la fotografia que se le tom6 y lo hacemos viajar en el tiempo
justo al momento en el que se tomé la fotografia. Esto crearia una paradoja,
ya que el negativo inicial y éste, por la naturaleza de los negativos, tendrian
la escala de grises opuesta.

Sin embargo esto solo sucederia si los negativos pudieran moverse solamen-
te entre dos escalas de grises, es decir si fueran tan sélo funciones discretas de
0y 1. Si, al contrario, como sucede en la realidad los negativos pueden moverse
entre una gama de grises, es decir son funciones continuas del intervalo (0, 1),
la paradoja se resuelve: los negativos pueden ser una imagen gris, asi siempre
seran iguales.

Puede hacerse otro tratamiento de las paradojas que ocurren con el via-
je en el tiempo sin necesidad de recurrir a la continuidad de la naturaleza y
utilizando la teoria de la computacion y la Mecanica Cuantica.

4.1. Aplicando la teoria de la Computaciéon Cuan-
tica

La exploracion que hace la teorfa de la computacion cuantica en el terreno
de lo computacional utilizando propiedades de la mecanica cuéantica puede
resultar 0til en nuestra investigacion acerca del comportamiento del espacio-
tiempo en regiones donde se viola la cronologia, sobre todo en la manifestacion
de las paradojas temporales que ocurren con la ruptura de la causalidad. Prin-
cipios de la Mecénica Cuantica como la superposicion de diferentes estados
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podrian tener impacto en la evolucion del sistema.

Para esto debemos definir primero a qué nos referimos cuando hablamos
de una computadora, cuya abstraccion tedrica es una maquina de Turing. Una
maquina de Turing puede pensarse como una maquina con estados finitos con
una cinta de largo infinito que contiene simbolos de algin alfabeto finito 3.
Basada en el simbolo que lee y su estado actual, la maquina de Turing escri-
bird un nuevo simbolo en ese lugar, posiblemente el mismo en el que estaba
el simbolo previo, y se movera a la izquierda, derecha o se quedara donde es-
ta. Puede también decidir detenerse y arrojar un s¢ o un no. Formalmente la
definiciéon de la méquina de Turing queda como sigue:

Definicion 4.1. Una mdquina de Turing consiste de un alfabeto finito ¥, un
conjunto finito de estados K con un elemento especial s, el elemento inicial, y
una funcion de transicion § : K x ¥ — (K U{alto, si,no}) x 3 x {«+,—, —}.
Donde %3, K, {alto, si,no} y {«+,—, —} son conjuntos disconexos, y %> contiene
dos elementos especiales >, L1 que representan el inicio y el fin de la cinta,
respectivamente. Se requiere que para cada q € K si6(q,>) = (p, 0,d) entonces
o =0 yd #4. Es decir, que la mdquina nunca intente sobre escribir el simbolo
que estd mads a la izquierda en la cinta, nt moverse aun mds a la 1zquierda de
este.

Una red computacional clésica es aquella cuyas compuertas efecttian ope-
raciones de Turing, ya que fuera de estas compuertas el estado de cada bit es
un elemento de una base fija.

En computacion clésica, la unidad de informaciéon es un bit, que puede ser
0 o 1. La computaciéon cuantica estd basada en un concepto analogo, el bit
cudntico o qubit. Justamente, como un bit clasico tiene un estado (0 6 1), un
qubit también se encuentra en un estado. Dos posibles estados para un qubit
son |0) y |1), que corresponden a los estados clasicos 0 y 1, sin embargo un
qubit puede estar en otros estados ademas de |0) y |1).

Un qubit puede también estar en combinaciones lineales de esos estados,
llamados superposiciones:

) = al0) +51), (4.4)

con «, [ en los complejos. Los estados |0) y |1) se conocen como estados de la
base computacional. Cuando se mide un qubit se obtiene 0 con probabilidad
|a|? 0 1 con probabilidad |3]?. Ademés |a]* + |5 = 1.

En el caso de que hubieran dos bits, si fueran clésicos, habrian cuatro
posibles estados: 00, 01, 10, 11. De manera analoga, un sistema de dos qubits
tiene cuatro estados en la base computacional |00), |01), |10}, |11), pero puede
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existir en superposicion de estos estados:
|77Z)> = Qo |00> + a1 |0]_> + Qg |10> + a1 |11> . (45)

Similarmente al caso de un sélo qubit, la medicion x = 00,01, 10,11 ocurre
con probabilidad |a,|?, con el estado de los qubits después de la medicion |x)
y la condiciéon de normalizacion Z o |? = 1.

T€ZLy2

4.1.1. Compuertas en teoria de la computacion cuantica

La computacion cuantica hace uso de compuertas cuanticas y circuitos
cuanticos para manipular la informacién cuéntica. Los circuitos de la compu-
tacion clasica consisten de cables y compuertas logicas. Los cables se usan para
llevar la informacion a través del circuito, mientras que las compuertas logicas
manipulan la informacién, con su operaciéon definida mediante una tabla de
verdad.

Un ejemplo de ello es la compuerta que usa la operacion NEGACION, en
donde 0 —+ 1 y 1 — 0. Un anélogo a esta compuerta en el caso cuantico seria
definir una matriz X que representara a la compuerta NEGACION:

X:HH (4.6)

y al estado «|0) + /3 |1) escribirlo en forma vectorial:

a|0>+6!1>=[g], (4.7)

De donde:

xlal=10 el la]=]0]-smeam. s

Las compuertas cuénticas que acttian en un sélo qubit pueden ser descritas
por matrices de dos por dos.
Si tenemos el estado:

|y = ai|1) + ... + an |[N), (4.9)
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y queremos modificarlo para convertirlo de |¢) a |[¢)) = B1|1) + ... + By |N),
entonces debemos multiplicar |¢) por una matriz compleja de N x N, U:

) =Ul9),

=U> ali),
:Zath)a

(4.10)

N
Ademas, al medir |¢) también se tiene la restriccion de que Z 187 =1,

por lo que U debe preservar la norma de los vectores. Como U m]apea vecto-
res de norma 1 a vectores de norma 1, podemos decir equivalentemente que
U~! = U, es decir, la matriz inversa de U es igual a su transpuesta conjuga-
da, por lo tanto U es una trasformacion unitaria. La tnica restriccion para las
matrices que operan la acciéon de las compuertas es que sean unitarias, ya que
su accion debe ser reversible.

Definicion 4.2. Una compuerta es una transformacion unitaria que actia
sobre un nimero reducido de bits, a lo mds tres, en analogia con las compuertas
logicas clasicas: conjuncion, disyuncion y negacion.

En el caso de miultiples qubits sucede lo mismo, el ejemplo mas comun es la
compuerta CNOT, que tiene a un qubit control y a uno que si modifica. Si el
qubit control es 0, el qubit a modificar queda intacto, pero si el qubit control
es 1, el qubit a modificar se invierte:

00) — [00); [01) — [01);
110) — [11); [11) — |10); (4.11)

4.1.2. El modelo de Deutsch

En el presente trabajo, ademas de proporcionar un analisis del articulo de
David Deutsch, "Quantum mechanics near closed timelike lines"[IT], introdu-
ciremos una nueva forma de estudio a las paradojas propuestas por él, asi como
una interpretacion fisica correspondiente a cada una, y la construccion y solu-
cion de paradojas compuestas a partir de las proporcionadas por el articulo.

Para el caso que nos interesa consideraremos particulas, portadoras de bits,
que siguen una linea de mundo e interactian tan sélo cuando sus respectivas
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lineas estan muy cercanas en el espaciotiempo. El modelo que presenta Deu-
tsch en su articulo Quantum mechanics near closed timelike curves resulta un
modelo con un conjunto finito de estados finitos de un sistema que se desplaza
por trayectorias fijas e interactiia s6lo a distancias muy cortas.

En este modelo se construyen redes computacionales cuanticas con el uso
de una compuerta G, a través de la cual pasa una particula. Las redes con-
tienen bucles tanto temporales como espaciales. A cada red le corresponde un
espaciotiempo dado que las trayectorias de las particulas a través de la red se
identifican con un conjunto de lineas de mundo tipo tiempo conectadas en el
espaciotiempo.

En el diagrama espa-

cial de una red, a los pro-

' ' ~ cesos que violen la crono-
" logia se les denotard con
Eliminar |dentficar Identicar UL delay temporal (-1).
Estos delays juegan el pa-
pel de méquinas del tiem-
po; objetos en los que
Figura 4.1: En (a) se muestra el diagrama pura- €l fenémeno caracteristi-
mente espacial de una red computacional cuantica, ¢o tan solo de la viola-
con la compuerta G, y el delay temporal, mientras cion de la cronologia pue-
que en (b) puede verse el correspondiente diagra- de ser observado. Lo ante-
ma espacio-temporal en el que G es el espacio de rior puede verse explicita-

interaccion, y el espacio de violacién de la crono- mente en la figura A1
logia. Las redes computacio-

nales se ligaran a hipersu-
perficies tipo espacio de las cuales sus outputs e inputs seran sus estados finales
e iniciales respectivamente.

Definicion 4.3. Dos redes ligadas espaciotemporalmente son denotacional-
mente equivalentes si sus estados de salida (output) son la misma funcion
que sus estados de entrada (input). Si para cada input posible, el conjunto de
sus outputs es el mismo.

Definiciéon 4.4. Una transformacion denotacionalmente trivial es la que re-
sulta en una red denotacionalmente equivalente a la original.

Los miembros de una clase denotacionalmente equivalente responden a es-
timulos creando relaciones equivalentes entre los inputs y los outputs. Esto
puede utilizarse para simplificar redes que modelen los efectos de una region.
La transformacion debe hacerse como sigue:
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= Cada particula viajando en la red debe reemplazarse con particulas sufi-
cientes, cada una con un 2-estado grado de libertad o bit. A esta particula
se le llama portadora del bit. Los bits intercambian informacion en las
compuertas.

= Las regiones que no se superpongan y en las que los bits interactien se
llamaran compuertas. Hay transformaciones denotacionalmente triviales
que mandan todas las autointeracciones a compuertas.

La red tiene el siguiente formato:

» Un grupo de m bits, (el input) entra a la regién que viola la cronologia
desde el pasado no ambiguo e interacttia con un grupo de n bits cuyos
portadores estan en trayectorias cerradas tipo tiempo.

= Después de la interaccion los m bits contintan hacia el futuro no ambiguo
formando el output.

4.2. Paradojas clasicas en la violaciéon de la cro-
nologia

Los espaciotiempos en los que se viola la cronologia, a pesar de ser solu-
ciones a las Ecuaciones de Campo de Einstein, no se toman como soluciones
que sean fisicamente relevantes debido a que los fenémenos que suceden en lo
referente a la causalidad no tienen correspondencia directa con el universo que
experimentamos, o que conocemos hasta ahora.

De hecho, una de las razones mas comunes es la que ofrecen Hawking y
Ellis que establece que: "... la existencia de curvas cerradas tipo tiempo pare-
ceria llevarnos a la posibilidad de la existencia de paradojas logicas: podriamos
imaginar que con la nave adecuada se podria viajar alrededor de tal curva y
llegar antes, inclusive, de haber despegado"[16].

Sin embargo constrenir la existencia de los espaciotiempos a solo aquellos
que respetan la cronologia recurriendo simplemente a la intuicion y la logica
no resulta suficiente desde un punto de vista fisico. Las paradojas que emergen
cuando se trata la violacion a la cronologia son por ejemplo la famosa paradoja
del abuelo, en la que un viajero del tiempo va al pasado y mata a su abuelo
antes de que le de vida a su padre o madre, impidiendo su nacimiento.

El tratamiento de las paradojas de manera clasica que se hace a continua-
cion sirve para introducir la notaciéon y el método de anélisis que se usara
cuando se traten de manera cuéntica.
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4.2.1. Primera Paradoja

Supongamos que una particula se
mueve a través de una linea de mun-
do, como en la figura (b). Trata-
remos su correspondiente red compu-
tacional, i.e. la figura[t.1) (a), o la mas
detallada figura con su bit inicial-
mente en un estado |r) de la base
computacional, con = € Zs, es decir,
el conjunto [0,1] de enteros modulo
2. La compuerta G es una compuer-
ta de medicion, que causa que las dos
versiones del bit, la joven y la vieja,
interacttien. Tenemos entonces:

Figura 4.2: Red computacional que mo- ) ly) = ‘x—i—y> y) - (4.12)
dela el espaciotiempo de la figura 4.1}
con las anotaciones de la primera para-
doja.

Donde los primeros dos kets de
la izquierda denotan la version jo-
ven y vieja del bit respectivamente,
y 7 =7 indica la evolucion del estado del bit al salir de la compuerta.

El operador + es el operador XOR del algebra Booleana, al que le corres-
ponde la siguiente tabla:

+10
010
111

o |

Cuadro 4.1: Tabla de verdad del operador +.

Inicialmente nada nos indica que exista un valor prohibido para el bit |z),
sin embargo la violacion de la cronologia impone una restriccion sobre el valor
inicial del bit |z) de manera retrospectiva, y en esto consiste la paradoja.
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Figura 4.3: Red computacional de la primera paradoja, con las anotaciones y
los tiempos senalados.

Podemos ver en la ﬁgura que en t; entran a la compuerta tanto |z) como
ly), que son las versiones joven y vieja de la particula respectivamente. En ¢,
|z) y |y) interacttian dentro de la compuerta. Posteriormente, podemos ver que
en t3, |x) sale de la compuerta G y pasa por el delay, viajando en el tiempo
y cambiando a |y), mientras que el ya existente |y) sale de la compuerta, y al
mismo tiempo |z) sale también en forma |z4y).

A la compuerta entran dos inputs y salen dos outputs; la version joven de
la particula |z), cuyo output sera |x4—y> y la version vieja |y), cuyo output,
debido a como esta definida su evolucion, sera |y). Si analizamos entonces el
recorrido que la particula efectiia a lo largo de la compuerta, llegamos a que
la particula vieja, cuando sale de la compuerta se encuentra en estado |y) por
céHmo lo define su regla de evolucién, pero también en estado }x—i—y>, debido a
que inici6 el recorrido siendo |x). Lo que nos deja con la siguiente condicion
de consistencia.

lzty) = ly) | (4.13)

Ahora veamos qué sucede si le asignamos valores a |z) y a |y). Para 2 =0
y y = 0, la ecuacion anterior es consistente de acuerdo a la tabla de verdad;
lo mismo sucede para x = 0, y = 1. La condiciéon de consistencia, a pesar de
que se impone una vez que la particula ha viajado en el tiempo, se cumple.
El problema surge cuando tomamos el valor de = 1, ya que tendriamos que
para cualquier valor de y, la condiciéon de consistencia no se cumple:

1+0=1=0=1;

. (4.14)
1+41=0=1=0.
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Por lo que existencia de una situacién donde una curva cerrada tipo tiem-
po que puede trasladarse a este modelo especifico de una red computacional
clasica, da lugar a la primera paradoja, debido a que el valor de |z) se restringe
de manera retrospectiva, es decir, una vez que la particula ha viajado en el
tiempo. Esto es que:

2 (t) = f (JeFy(t) [y (ts)) (4.15)

Esta paradoja corresponderia a una persona que crea una maquina del
tiempo para viajar al pasado, pero que al entrar a la maquina no puede saber
que viajara en el tiempo justamente porque ya viajo en el tiempo. La paradoja
esta en que un evento de lo que podriamos llamar presente, estd determinado
por el futuro.

4.2.2. Segunda Paradoja; el suicida

Si ahora la misma compuerta G efectiia la siguiente evolucion:

) [y) = |y+1) |2),

4.16
Vr,y € Zs. ( )

Mediante un proceso analogo al anterior podemos obtener la nueva condi-
cion de consistencia:
y+1 =y, (4.17)

Que como vimos anteriormente no puede satisfacerse y por ello descarta
todos los valores del bit |z). Lo anterior nos garantiza:

y+1#y, (4.18)

Para todos los valores de y. Hagamos el recorrido de la particula, como se
muestra en la figura [1.4] En ¢; entran a la compuerta las dos versiones de la
particula, la joven |z) y la vieja |y), en ¢ interactian dentro de la compuerta y
en t3 salen de ella, |x) para pasar por el delay y convertirse en |y). Sin embargo
también sale }y—i—1>, que, por como definimos la evolucioén, es |x) después de
haber pasado por la compuerta.

Ahora, la condicion de consistencia (4.18)) nos dice que |y) es distinto del
estado final de |z), por lo que |y) no fue |z) en ningtin momento y por lo tanto
no viajo en el tiempo, cuando por hipoétesis lo hizo.

Esta paradoja corresponde al caso de un viajero en el tiempo que viaja al
pasado para asesinar a su yo del pasado.
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Figura 4.4: Red computacional de la segunda paradoja, con las anotaciones y
los tiempos senalados.

4.2.3. Tercer Paradoja; la paradoja del abuelo

Ahora consideremos dos posibles trayectorias como en la figura donde
una particula entra a la compuerta y viaja en el tiempo y otra simplemente
entra y pasa de largo. La evolucion del sistema queda definida como:

|z) |x4—1> ly) = }x+y> ‘x—i—y—i—l> ly) (4.19)

El recorrido de la particula como se ve en la figura [4.5] comienza en ¢,
cuando |z), |z+1) y |y) entran en la compuerta. En t5, |2+1) y |y) interactian,
mientras que |z) simplemente pasa por la compuerta. En ¢, |3H'—1> sale de la
compuerta para viajar en el tiempo y convertirse en |y) y al mismo tiempo
sale de la compuerta como ‘x—i—y%l) Lo que nos deja la siguiente condiciéon
de consistencia:

rty+1 =y, (4.20)

Que se reduce a:
r+1 =0, (4.21)

Ahora, si inicialmente los dos bits estuvieran en el estado |0) |1), simulando
un sistema en el que la trayectoria de la izquierda no esta ocupada y la de
la derecha si lo estd. De la condicion de consistencia tenemos que x = 1, lo
que nos deja con el sistema |1) |0), asi que la particula comienza el viaje en la
trayectoria izquierda y por ende no viaja en el tiempo.

Esta paradoja se corresponde a un viajero que al viajar en el tiempo impide
que su version joven viaje en el tiempo, por eso se conoce como la paradoja
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Figura 4.5: Red computacional para la paradoja tradicional del viaje en el
tiempo.

del abuelo, en la que un viajero del tiempo va al pasado a matar a su abuelo
para evitar su nacimiento.

4.2.4. Cuarta Paradoja; paradoja de la informacion

Un fisico estd trabajando en su laboratorio, cuando aparece un hombre
extrano, que le recuerda a si mismo, y le entrega un articulo probando una
manera de viajar en el tiempo, con su nombre y fecha del futuro, para después
irse misteriosamente. Anos después, el fisico publica la teoria, se vuelve famo-
so, v viaja en el tiempo para entregarse el articulo.

En el ejemplo anterior la conclusion seria que la teoria que el fisico transmi-
te entre su version futura y pasada surge de la nada. Un principio fundamental
de la filosofia de la ciencia es que las soluciones a los problemas no emergen
en su forma completa al Universo, sino que pasan por un proceso evolutivo o
racional. A esto se le conoce como el principio evolutivo.

El tratamiento de esta paradoja nos remite a la primera paradoja. Consi-
deremos ahora, sin embargo, n particulas, cada una con el valor consistente
x = 0 y todas interactuando de acuerdo a . Cada una de las ecuaciones
dinamicas de las particulas tiene dos soluciones: y = 0, y = 1. A pesar de que
la informacion inicial ya se especifico en el pasado no ambiguo, es decir, la
condicion de que el valor inicial de |x) ya se fijo, las n particulas que violan
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la cronologia pueden estar, al momento de entrar a la compuerta como |y),
en cualquiera de sus 2" estados. Lo mismo es valido para los outputs. El sis-
tema necesita informacién que no puede proveerse al inicio, para determinar
de manera tnica las soluciones a las ecuaciones dinamicas del sistema. A esta
informacion la llamaremos informacion suplementaria y volveremos a ella mas
adelante.

Ahora consideremos la red computacio-
nal que se muestra en la figura En esta

X
red la compuerta Gy toma grupos de 2n
Sfx) bits. El primer grupo de n bits entra por
la linea de la izquierda y especifica un ar-
gumento para la funcion f; x € Zaon. La
G, .
accion de la compuerta Gy es reemplazar

los tltimos n bits de su input, representa-
dos por la linea que entra a la compuerta
por la derecha, por la operacién exclusiva
entre los bits y f(z) € Zan. La evolucion
queda entonces como sigue:

=
O o—»

Figura 4.6: Red computacional '
para encontrar un punto fijo de ) ly) = |z) ‘y—i—f(x)>,

: : . (4.22)
f; paradoja de la informacion. (Vx,y € Zon).

La tarea de encontrar un punto fijo de f, es decir, 2’ tal que f(z') = «/,
requiere en general mas recursos computacionales que computar un solo valor
de f(z). Ahora, la condicion de consistencia para una compuerta general seria:

x =y+f(x), (4.23)

Lo que nos deja dos opciones, de acuerdo a los valores de y. Para el caso en el
que y = 1, tenemos lo siguiente:

1=1+0= f(1) = 0;
0=1+1= f(0) = 1.

(4.24)

De donde es claro que ningun valor de x es punto fijo de f(z). Sin embargo,
la red de la figura con y = 0, impone que la condicién de consistencia sea:

= 0+f(x), (4.25)

Por lo que:
0 =040 = £(0) = 0;
1

1= 041 = f(1) (4:26)
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La condicién de consistencia anterior puede expresarse de forma equivalen-
te:

x = f(x), (4.27)

de modo que todos los valores de x son puntos fijos de f(z). El principio
evolutivo nos dice que toda red computacional debe usar al menos una corrida
de la compuerta G para producir el output 2, sin embargo, atn sin efectuar
ninguna corrida de la compuerta, fijando el valor de y en cero,los n bits de
salida de la red deben tener conjuntamente el valor de un punto fijo 2’ de f.
Lo cual viola el principio evolutivo.

4.2.5. Introduciendo una nueva notaciéon

A pesar de que el tratamiento que Deutsch realiza en su articulo [11] resul-
ta bastante claro, introducir una nueva notaciéon para manipular las paradojas
resultard conveniente a la hora de enfrentarnos a situaciones mas complejas
que los cuatro casos més elementales que ya se presentaron. Dicha notacion
nos permitiré elaborar casos mas ricos, para explorar la posibilidad de consis-
tencia cuando se trate de composicion de paradojas.

Al operador que denota la evolucién de la compuerta ” = 7 se le sustituira
con H;, donde el subindice ”¢” indicara el nimero de paradoja a la que se refie-
re. El orden de los factores estara determinado por su entrada a la compuerta
de manera cronologica de acuerdo al tiempo propio de la particula. Siguiendo
lo anterior, la primera paradoja queda expresada como sigue:

) [y) = |z4y) |y)

Hy(la) © [y)) = |a-Hy) © |y} (4:28)

Con su correspondiente condicion de consistencia y = x-+y. De esta manera
resulta méas claro identificar el caso en el que el valor de x queda prohibido,
yva que si ¢ = 1:

H(11) ®y) = [1+y) @ y) (4.29)

y la condicién de consistencia queda y = 1+y, que no se satisface.
La segunda paradoja queda como sigue:

Hy(|z) @ |y)) = |14y) @ |z), (4.30)

Donde claramente hay un y = 14y, que nos indica la naturaleza paraddjica
de la evolucion. En el caso de la tercera paradoja esto también resulta claro:

Hs(|z) ® |z+1) @ ) = |zty) @ |[z+y+1) @ |z) (4.31)
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que si sustituimos el valor x = 0 resulta:
H(|0) ® [1) @ y)) = |y) @ |y+1) ® |z) (4.32)

Donde claramente se encuentra y-1, signo de que nos encontramos ante una
evolucion paradojica, lo cual confirma la condiciéon de consistencia que ya
tratamos.

La cuarta paradoja es mucho mas clara en esta notacion:

Hy(lz) ® ly)) = |2) @ |y+f(2)). (4.33)

Que si tomamos el valor y = 1 nos encontramos con que, sin importar el valor
de z, de acuerdo a la condicién de consistencia no hay un punto fijo. Pero, si
tomamos y = 0:

Hy(lz) ®10)) = [z) @ [f(x)) . (4.34)

El valor f(x) esta surgiendo de hacer evolucionar solamente a |zr) y a uno
vacio. Si lo pensamos como uno que no sabemos si esta ocupado o vacio y uno

que estamos seguros que estd vacio; esta notacién nos muestra como aparece
de la nada el valor f(z).

4.2.6. Paradojas compuestas

., Qué sucede ahora si en lugar de tratar solamente con una de las paradojas
a la vez, tratamos con varias de ellas acopladas? La notacion introducida hace
el tratamiento de una red computacional compuesta mucho mas sencillo.

4.2.6.1. Composiciéon de dos paradojas

En la figura se muestran dos compuertas acopladas, la primera corres-
ponde a la paradoja 1, cuya salida conforma uno de los outputs, el que viaja
en el tiempo, de la segunda compuerta, que es la que modela la paradoja 3. Si
lo desarrollamos con la notaciéon que introdujimos anteriormente queda de la
siguiente forma:

Hs (Jw) @ (Hy(Jz) @ y))) @ |2)) = Hs (Jw) ® |z+y) @ |2)) @ |y)

_wts) @ ety @) oy, )

La condicién de consistencia es:

z = z+ty+z, (4.36)
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w=) |-r+.:/+:> |2)
|
) ) I
O

i i

Figura 4.7: Red computacional para la composicion de la paradoja 3 con la
paradoja 1.

de donde;
x+y = 0;
Y (4.37)
T =y.
Ademés tenemos que de acuerdo a las condiciones de la paradoja 3:
w1 = z+y, (4.38)
por lo que,
w+1 = 0. (4.39)

Para w = 1, el valor de w + 1 = 0, lo cual es consistente, pero como la
paradoja 1 fija que el valor de x debe ser x = 0 de manera retrospectiva, al
viajar en el tiempo, para w = 0, como w+1 = z+y, w+1 = 0, lo cual es una
contradiccion, ya que indica que w = 1.

Sin embargo, en la paradoja 3, si comenzabamos con la trayectoria de la
izquierda desocupada y la de la derecha ocupada, es decir |0) ®]|1), la condicion
de consistencia nos arrojaba un sistema en la que la trayectoria de la izquierda
estaba originalmente ocupada y la de la derecha desocupada |1) ® |0).

Con esta composicién de compuertas esto se conserva, ya que z+y = 0 fija
el valor de w+1 = 0 y si el valor de w comienza en w = 0, lo devuelve a w = 1.
Por lo que esta manera de acoplar la red computacional es consistente.
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|z+y+2) |Z>
|

q

|z+y) |Z> |zty+1) |y>
|

r
Isll'> !-"|+1> 1Y)

Figura 4.8: Red computacional para la composiciéon de la paradoja 1 con la
paradoja 3.

Ahora, si componemos la paradoja 1 con la paradoja 3, como se muestra
en la figura 4.8, en la que la entrada para la paradoja 1 es la primera salida
de la paradoja 3, obtenemos lo siguiente:

H,(Hs(|]z) ® ’x—i—1> R |y)) ®1z)) = H1(}:L‘—Fy> ® |2)) ® |x4—y—i—1> ® |y,
= [zty+2) ® |2) @ [z+y+1) @ |y) .

(4.40)
La primera condicion de consistencia es:
y = z+y+1, (4.41)
por la paradoja 3, lo que nos deja con:
H; ~ (1) (4.42)
La segunda condiciéon de consistencia es:
2z = z+y+z, (4.43)
de donde: )
Ty =0 (4.44)

T =1y.
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Entonces la particula comienza presente en la trayectoria de la izquierda y
desaparece antes de salir de la compuerta, ademéas de que la trayectoria de la
derecha comienza vacia, pero "y” esta ocupada y viaja en el tiempo, ademas
de salir de la compuerta; lo cual es paraddjico, ya que si esa trayectoria esta
desocupada, ;qué es lo que sale de la compuerta habiendo viajado en el tiempo?

En el caso de que acoplemos la paradoja 2 con la paradoja 1, es decir, que

1 .
|142) |o+y)
I

Figura 4.9: Red computacional para la composicion de la paradoja 2 con la
paradoja 1.

el input de la paradoja 2 sea el output de la paradoja 1, como en la figura[4.9]
tendriamos lo siguiente:

HH(n o) 0 ) = Bty o ) o).,
= [142) @ |[z+y) @ |y) . '

La condiciéon de consistencia de la primera paradoja se mantiene, fijando
el valor de z = 0, lo mismo sucede con la segunda condicién de consistencia
z = 14z, por lo que se recupera la segunda paradoja.

Sin embargo, si componemos la paradoja 1 con la paradoja 2, como en la

figura obtenemos:
() o) el) = mdp e ek, o
= [14y+2) ® |2) ® |z)

Donde la condicién de consistencia se vuelve:

1+y+z =z, (4.47)
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U
’1|+,l/+:> |2)
©
T
s |z)
|11+J> y)
©
|1> y)

Figura 4.10: Red computacional para la composicion de la paradoja 1 con la
paradoja 2.

es decir:
14y =0, (4.48)

Lo que fija el valor de y = 1, pero no restringe el valor de x.

4.2.6.2. Composiciones de tres o mas paradojas

En la figura pueden verse acopladas tres compuertas que modelan la
paradoja 1, en las que el delay temporal ahora va atras en el tiempo no sélo
un paso, sino dos. Esto nos permite relacionar de una manera mas elaborada
la red computacional. De esta manera las entradas de una compuerta son la
salidas de otra que esta en su futuro no ambiguo.

El desarrollo seria:

Hi[Hy(|z) @ |y)) @ Hi(ly) ® |2))] = Hi[Hi(|z) @ |y)) @ |y+2) @12)],
= Hi[|z+y) ® |y+2) @ |y) |2)], (4.49)
= |zt+2) ® ly+2) ®@ [y) @ |2) .

Las condiciones de consistencia son:

y+z = xtz;
Y=

(4.50)
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t
|ot2) |2) @
|y+2) ly) |
( )
[2+y)
ly) 12) dﬁ
t
\éf) ly)

Figura 4.11: Red computacional para la composicién de tres paradojas 1.

Como también: '
+z = z;
Y (4.51)
y=0.
Y la de la primera compuerta, es la de la primera paradoja que fija el valor de
x = 0, lo cual es consistente con que x = y.

En la composicién que se muestra en la figura [4.12] se utiliza una funciéon
de evolucion Hyp,, que es la misma que la Hy, con la salvedad de que como a
la compuerta tres entran tres inputs y salen dos outputs, y H; s6lo operaba
sobre el primer output, Hj, opera sobre ambas salidas, es decir, coloca una
compuerta que simula la paradoja 1, en cada uno de los outputs.

Hyy(Hs(|z) @ |2+1) @ |y) @ |2)) = Hup(|z+y) @ |a+y+1) [y) @ |2)),
= |rtyie) ® 2) ® |zhy+1de) ® |2)
®ly) ®|2).
(4.52)
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T

|z+y+2)  |2) |oytz+1) |2)

r
|z) |z+1) )
| |

Figura 4.12: Red computacional para la composicion de una compuerta de la
paradoja 3, y dos de la paradoja 1.

La primera condicion de consistencia entonces es:

r+yt+z = z;
z+y = 0; (4.53)
T =y.

La segunda condiciéon de consistencia es:

rtyt+z4+1 = z;
z+y+1 = 0; (4.54)
T #y.

Por lo tanto tenemos una contradicciéon. Este arreglo no es consistente. Si
al arreglo anterior le agregamos una compuerta como la de la paradoja 4 al
principio como se muestra en la figura [4.13] se comporta diferente.

Hyp[Hs(Hy(|z) ® 0) @ [2))] = Hip[Hs(|2) ® | f(2))) @ [2))],
= Hyl|lz+z2) @ | f(2)+2) ®2)],

— }ﬂ—z—i—w> ® | f(2)+etw) ® [w) @ [w) @ |2).
(4.55)
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I

o t .
|x¥z%u'> |w> |f|(r)+z+w> |w>
|

) 0)

Figura 4.13: Red computacional para la composicion de una compuerta de la
paradoja 4 de inicio, una de la paradoja 3, y dos de la paradoja 1.

Las condiciones de consistencia son:

r+ztw = w;

Ttz = 0; (4.56)
T = z.
asi como: o
f(x)+z4w = w;
f(x)+z=0; (4.57)
f(z)+z =0.

Pero de acuerdo a la condicion de consistencia de la compuerta Gy, x =
f(z), asi que lo anterior siempre sucede; por lo tanto, este caso es consistente,
si bien paradéjico, ya que, de acuerdo a la compuerta de la paradoja 3:

f(x) = 2+1, (4.58)
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y esto contradice que z = f(x).

Ahora, si a la compuerta de la figura le agregamos al inicio una com-
puerta como la de la paradoja cuatro, como en la figura |4.14] obtendremos un
comportamiento bastante interesante. Tendriamos entonces:

2\
lo T ly+2)

1) 1)) )

Figura 4.14: Red computacional para la composicion de una compuerta de la
paradoja 4 y tres paradojas 1, con los tiempos senalados.

Hi[Hi(Hy(|z) ®0)) ® |y)) @ Hi(y) @ [2))] =
= Hi[H\(lz) ® | f(z)) @ |9)) ® [y+2) ©2)],
= Hi[|z) © | f(x)+y) @ |y) ® [y+2) @ |2)], (4.59)
= |z) ® | f(x)FyFyt+z) ® [y+z) @ |y) @ |2)
= |z) ® |f(z)+2) @ |y+2) @ [y) ®|2) .

Con condiciones de consistencia:

f(z) ==z, (4.60)
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asi como:
flx)+z =z;
fla)+y = y;
f(@) =0, (4.61)
0+2z = 0;
<=y
T =z.
Y . .
f(@)+z = y+z
flx) =y, (4.62)
y=x=2z2=0.

Esta red computacional es particularmente interesante, ya que resulta ser
el modelo de la pelicula Predestination. La pelicula estéd basada en el cuento
de Robert A. Heinlein ” All of you zombies", y trata de una persona, sin futuro
ni pasado, que es dejada en un orfanato al nacer, y a quien llaman Jane, y
vive toda su vida, hasta la universidad como mujer. Jane conoce a un hombre,
John, y se enamora de él, quedando un dia embarazada de él, sin embargo
John la deja. Cuando Jane da a luz, un hombre misterioso se roba del hospital
a la bebé de Jane. Durante el parto, el cuerpo de Jane sufre demasiado y los
doctores tienen que retirarle el ttero, sin embargo se dan cuenta que ella tiene
dentro de si, totalmente desarrollados y funcionales, 6rganos reproductivos
masculinos, y Jane cambia de sexo para convertirse en John.

John sigue su vida, algo traumatizado, hasta que, en medio de unos ataques
de bomba que tienen paralizada a la ciudad, conoce a un cantinero que lo reta
a que le cuente la historia mas extrana que pueda, y cuando John le cuenta
todo por lo que ha pasado, le dice que él puede llevarlo hasta el hombre que
lo embaraz6 cuando era Jane. John acepta y el cantinero comienza a contarle
que ¢l es parte de una agencia de viajeros en el tiempo y que sospechan que
el hombre que lo embarazo6 es el culpable de los ataques de bomba, asi que
debe matarlo cuando vuelvan en el tiempo. Cuando regresan al momento en
el que Jane conoci6 a aquel hombre, John estda parado buscédndolo, cuando
se encuentra con Jane, interactian, y ¢l se enamora de ella; su version mas
joven. Pasa el tiempo y él embaraza a Jane, para después tener que irse con el
cantinero a enrolarse como un agente de viaje en el tiempo.

Pasan los anos y como agente John intenta detener al terrorista en una de
sus misiones, pero una bomba le explota en la cara, queméndosela. John tiene
que someterse a varias cirugias para regenerar su rostro, que queda totalmente
cambiado, asi como su voz. Se le asigna una ultima mision; viajar al pasado
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para trabajar de cantinero y convencer a su yo del pasado de trabajar en la
agencia. Cuando lo hace y John embaraza a Jane y ella da a luz, el ahora
cantinero, se roba a la bebé que sera Jane y la entrega al orfanato, cerrando
el circulo.

Predestination es una historia donde una persona es su propio padre y su
propia madre; estd encerrada en un bucle temporal. En la red computacional
de la figura podemos ver que en el tiempo t; la paradoja 4, ain sin que
la compuerta corra, ya ha encontrado un punto fijo para la funcion, es decir,
la bebé Jane ha salido de la nada. A este tiempo, la bebé es dejada en el
orfananto. A t3, Jane interactiia con John, se enamora y se embaraza. En
t4, Jane se convierte en john al entrar a la compuerta. A t5 John conoce al
cantinero. En t4 el cantinero sigue su camino y John viaja hacia atras en el
tiempo para encontrarse con Jane en el pasado. A t;, el cantinero interactua
con la version de John que ya esta activo como agente viajero del tiempo y
lo salva cuando se quema la cara. En tg John se convierte en el cantinero y
viaja en el tiempo para encontrarse con su version més joven y convencerse
de entrar en la agencia; al mismo tiempo, el cantinero viaja en el tiempo para
regresar a la bebé Jane al orfanato.

4.3. Tratamiento cuantico de las paradojas

Ahora, si no tratamos con un bit clasico, sino con uno cuéntico, es decir,
si el estado inicial del bit no es clasico, y esta denotado por [¢), que puede o
no ser un elemento de la base computacional, el tratamiento de las paradojas
cambia y las inconsistencias se resuelven.

4.3.1. Operador densidad

Supongamos que se tiene un sistema cuantico en un ntmero de estados [1;),
con sus respectivas probabilidades p;. A {p;, [7)} se le llama un ensamble de
estados puros. El operador densidad del sistema se define como:

p= Zpi s (] (4.63)

Un sistema cuéntico cuyo estado [1)) se conoce, se denomina como un estado
puro y su operador densidad es simplemente:

p =) (¥l (4.64)

De otra manera p se encuentra en un estado mixto.
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Teorema 4.1. Un operador p es un operador densidad asociado a {p;, |t;)}
st y solo si satisface:

1. tr(p) = 1.

2. p es un operador positivo.

Demostracion. Sea p = Zpi |1;) (¢;] un operador densidad.

tr(p) = Zpitr(lt/w (il)

(4.65)
= sza
pero Zpi =1, de donde:
tr(p) = 1. (4.66)
Sea |¢) un vector arbitrario en el espacio de estados.
(elpley =D pilelv) (Yle),
‘ (4.67)

=Y nil{el) [P > 0.

Ahora, si p satisface la condiciéon de positividad, debe tener una descomposi-
cion:

p=> NIl (4.68)

J
con |j) ortogonales y \; eigenvalores de p reales y no negativos. Si p satisface
la condiciéon de la traza, Z)\j = 1; de donde un sistema con estado |j) y
J

probabilidad A; tendra un operador densidad p. [ |

Antes de continuar, enunciaremos los postulados de la mecénica cuantica:

= Postulado 1: Asociado a cualquier sistema fisico aislado hay un espacio
vectorial complejo con producto interno, es decir un espacio de Hilbert,
conocido como el espacio de estados del sistema. El sistema esta descrito
completamente por el vector de estado que es un vector unitario en el
espacio de estado del sistema.
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Postulado 2: La evolucién temporal del estado de un sistema cuantico
cerrado esta descrita por la ecuacion de Schrédinger:

L d i)
ih= = H [4), (4.69)

Postulado 3:Las mediciones cuanticas estan descritas por una coleccion
{M,,} de operadores de medicién. Estos operadores actian en el espacio
de estados del sistema que se mide. El indice m se refiere a los resultados
que puede tener la medicion.

Postulado 4: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es
el producto tensorial de los espacios de estados de las componentes del
sistema fisico. Més atin, si los sistemas estdn numerados del 1 al n, el
estado conjunto del sistema es: [)1) ® ... ® |y,).

Los postulados de la mecénica cuéntica pueden ser reformulados en términos
del operador densidad. Los postulados 1, 2 y 4 seran la base del tratamiento
cuantico de las paradojas del viaje en el tiempo:

Postulado 1: Asociado a cualquier sistema fisico aislado hay un espacio
vectorial complejo con producto interno, un espacio de Hilbert, conocido
como el espacio de estados del sistema. El sistema esta completamente
descrito por su operador densidad.

Postulado 2: La evolucion de un sistema cuantico cerrado esta descrita
por una transformacién unitaria. Esto es, el estado p del sistema en
tiempo t; esta relacionado al estado p’ del sistema a tiempo t; por un
operador unitario U que depende solo de t; y ts.

p=UpUT, (4.70)

Postulado 3: Las mediciones cuanticas estan descritas por una coleccién
{M,,} de operadores de medicion. Estos operadores actian en el espacio
de estados del sistema que se mide. El indice m se refiere a los resultados
que puede tener la medicién.

Postulado 4: El espacio de estados de un sistema fisico compuesto es
el producto tensorial de los espacios de estados de las componentes del
sistema fisico. Mas aiin, si los sistemas estan numerados del 1 al n, el
estado conjunto del sistema es: p; @ ... ® py,.
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4.3.1.1. Operador densidad reducido

El operador densidad también es tutil para describir subsistemas cuando
nos manejamos sistemas compuestos. A esto se le llama el operador densidad
reducido. Supongamos que tenemos los sistemas A y B, cuyos estados estan
descritos por un operador densidad pp. El operador reducido para A se define
como:

PA EtTB(PAB)- (4.71)

Donde trg es un mapeo de operadores conocido como la traza parcial sobre el
sistema B. La traza parcial sobre B se define como:

trp(lay) {az] @ [b1) (ba]) = |ar) (az| trp(|br) (ba)), (4.72)

con |a1) y {(as| cualesquiera dos vectores en el espacio de estados de Ay |by) y
(by| de B. En este caso:

jax) (aa| tra(|br) (ba]) = lar) as| (ulby) (ba|u) |

= la1) (az| (b2|b1) , (4.73)
= |a1) (az|,

4.3.2. Resolviendo las paradojas de Deutsch

Para tratar las paradojas que resuelve Deutsch en su articulo, primero
debemos establecer las condiciones a las que nos referiremos més adelante
[11]. Sea |¢) el estado del qubit de la particula al entrar por primera vez a
las compuertas. Entonces, el operador densidad del bit en su versiéon joven al
entrar en la compuerta es:

py = |) (Y. (4.74)

Ya que al viajar en el tiempo, no sabemos qué le ocurre al bit, el operador den-
sidad que le corresponde al qubit en su version vieja al entrar a la compuerta
lo denotaremos simplemente como p. De esta manera, el operador densidad
conjunto de los bits al entrar en la compuerta resulta:

pi = V) (Y| @ p. (4.75)

Como vimos anteriormente, las matrices unitarias se utilizan para indicar
las acciones de las compuertas. En el caso de la primera paradoja, la evolucion:

) ly) = |z+y) [y) (4.76)
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se transforma en:

U=S" |aty)ly) (o] (4.77)

x??JGZQ

que recordando que, |z+y) corresponde a (x| y |y) a (y|, y usando la notacion
de producto tensorial, podemos reescribir para mayor claridad, como:

Hy= ) |edy) (@ y) (y]. (4.78)

T, Y€l

De esta manera es facil obtener:

Hf = " |2) (aty| @ y) (ul. (4.79)

T, YEL2

El operador densidad de los dos bits al salir de la compuerta se obtiene
aplicando la matriz unitaria de la evolucién que le corresponda al operador
densidad conjunto:

U(l) (] @ p)U*. (4.80)

La condicién de consistencia implicara ahora, que el operador densidad del bit
més joven al salir de la compuerta (Tr[U(|v) (¢| ® p)UT], en este caso) sea
igual al operador densidad del bit mas viejo al entrar a la compuerta p; ya que
ambos son el mismo bit. Generalmente la ecuaciéon de consistencia seréa:

p=TrlU(|¥) (¥| ® p)UT]. (4.81)

4.3.2.1. Primera paradoja

Para la primera paradoja:

Hy= Y |aty) (@l @ y) . (4.82)
T, Y€l
de donde
Hf = Y |w) (whz|@]2) (2]. (4.83)
w,zE%L2

El operador densidad de ambos bits al salir de la compuerta es:

Hi([) (lopH = Y > |vty) @) (Wlw) (wiz| © |y) (y] p12) (=]

T,YyELy w,z€%Ls

(4.84)
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La condicion de consistencia exige que:
p=Tro[Hy(|) (] ® p)H]). (4.85)
Entonces:
Tro[Hy(10) (0] @ p)H]] =
= Y |ty @l (@lw) (wtz] Traly) (] 512) (=),

T, YEL w,zEL2

=3 N Y Jady) @) @Wlw) (wiz] (uly) (9l 412) =),

u€ly x,y€Lo w,2E€L2

=50 S () (Wlw) [eu) (wtul (ul ).

= > (@) @lw) (Jz) (w] (0] p10) + |z+1) (wH1] (1] p[1)),
= > (@) @lw) (j2) (w] + [a+1) (wt1]),
e (4.86)
De donde:
p= > (@lv) W) (jz) (w] + |z+1) (w1]), (4.87)
Que si desarrollamos, la szuma sobre los indices:
p= §:<$W>WWWG$Hw%%M+D<w+HL
= Z (0w} (]w) (10) (wl + 1) (w1]) + (1[) (lw) (11) (w] +10) (w1]),
= (0]} (¥10) (0} O + [1) (1]) 4 (0|2} {&[1) (0} (1] + |1) (O])
+ (L) ([0} (11) (O] 4 10) (1]) + (L) (&[1) (1) (1] + [0} {O]),
(4.88)
Por lo que:
p=1(1 0] >+ (1) I*) + (0l4) ([1) (0) (1] + [1) (0])
+ (L) ([0 (|0) (1] + |1) (0]), (4.89)

= 1+2(0[) (¥[1) (|0} (1] + |1) (0]),

Asi que el siguiente operador densidad normalizado que es solucién a la con-
dicién de consistencia es:

ﬁz%f+Rd®WHMDXWHH+U>®U (4.90)
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Como vemos, el estado [¢)) = 1 no genera ahora ninguna inconsistencia
como lo hacfa en el estado clasico.

4.3.2.2. Segunda paradoja

Para el caso de la segunda paradoja, la acciéon de la compuerta toma la

forma:
Hy= Y [14y) (z| @z (y]. (4.91)

z,YyElo

El operador de ambos bits al salir de la compuerta es:

Hy(|9) (Wl @p)HY = > > [14y) (2lv) (@lw) (12| @ |2) (y] p|z) (w].

(4.92)
Para la condicién de consistencia debemos tomar la traza parcial con respecto
al segundo sistema.

p = Tro[Ha(|9) (4] © p) H3). (4.93)

Tomamos entonces:

Tro[Ho(|4) (8] @ p)HJ) =
= 3" > [ty (@l (wlw) (12| Tra(|2) (yl 12) (wl),

T, YEL2 w,zELo

=S S ST (i) () (@lw) (12| ulz) (gl p12) (w]u)

uEZo x,YyElo w,2EL2

=3 3 [y ule) () (12| (] 512

u€ZLz z,y€lz

= 37 (OR) 4 [ (1) ) [1y) (12 (gl p12) -

2,YEL2

(4.94)
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Si desarrollamos la suma:

p= > (1O[) P+ [ (1) [2) [14y) (1] wl £10) + [14y) (O] (] A1) ,

= ([{0[w) [* + [ (1) [) [1) (11 0] p10) + [0) (L[ (1] p]0) + [1) O[ (O] p[1)
+10) (O[ (1[ p[1)),
= ([0} [* + [ (1) [7)(10) O] + 1) (1] +10) (1| pro + 1) (O] pour),
= |0) (0] + [1) (1] + A(|0) (1] + [1) (0| p),
= T+ A(|0) (1] + [1) (0]).
(4.95)

De donde tenemos que el operador densidad siguiente, ya normalizado, es

solucion:
p= %[IA+A(IO> (1] + (1) {0}, (4.96)

Lo cual no impone ninguna restriccion sobre los valores de |¢), eliminando
cualquier nocién paradojica.

4.3.2.3. Tercera paradoja

Usando la correspondencia |z) [z-+1) ~ |z),

Hy= Y~ |oty) [ody+1) |y) (2l (o41] (o], (4.97)
x,yEZg
Se convierte en: ‘
Hy= ) |oty) (2| @ ly) (yl, (4.98)
T, Y€l

Que es similar a la accion de la compuerta Hy, sin embargo, no es equivalente,
ya que acttia sobre un [¢)) que ahora esté en el subespacio generado por los
estados |01), |10), debido a que simula a los dos bits en las trayectorias de la
compuerta en su estado inicial. Sin embargo, no se requiere que los estados
finales de los bits estén en ese subespacio. El output |11) por ejemplo, simula el
estado en el que las dos trayectorias estan ocupadas y el output |00) el estado
en el que estan desocupadas.
Tenemos:

Hy(Jo) (Wl@p)HE = > > |edy) (@ltba) (Walw) (wiz|@1y) (vl p12) (2]
T, YEL2 w,zEL>

(4.99)

La condicién de consistencia ahora implica que la traza parcial debe to-

marse sobre el primer y el tercer sistema, para obtener la informacién del bit
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més joven al salir de la compuerta e igualarlo al bit méas viejo al entrar a la
compuerta, entonces:

p=Tris[Hs(|) (| ® p)H]], (4.100)

Por lo que:

p= D Trllaty) (elpa) (alw) (whz]) [aty) (2les) Wslw) (wiz]

w,x,Y,2E7L3

Trs(ly) Gyl p12) (21),
— Z Z <U‘I+y T|Vap) (Yap|w) <w—|—z‘u> |ZE—|—y> <w+z|

UEZL2 w,x,Y,2EL2

(uly) (yl £ 12) (z|u)
= Z Z (u|ztu) (@|w) (Yap|w) (wru|u) |z+u) (wtu| (u| plu)

uEZLg w@,y;ZGZ2

- Z Z (wu|zdu) (@] a) (Yaplw) |zt (wtul (u] plu)

uEZLa w@,y;ZGZ2

= Z (w\x> <33"wab> <wab’w> |$> <w‘ <0‘ pA ’0>

w,rE%L2

w11 (olpun) Waolw) 241 (w1 (1 5 11)
= Z <x’wab> <wab’$> ‘33'> <$| + <$|wab> <wab’x> ‘x+1> <.I'+1‘ )

AV
— Z | (@[va) [P (|2) (2| + |z+1) (z+1]).
AV
(4.101)
Si sumamos sobre z;
= [{0[%) [*(10) (O] + [1) (L]) + [ {12} [*(|1) (1] + 10} {O]) (4.102)
= (1{0J) [* + [ {Lle) 1),
De donde el operador densidad:
1f (4.103)
5 :
es la unica solucion para el estado [¢v) = |01), que es el estado inicial del

sistema clasicamente prohibido, y no conduce a ninguna contradiccion.
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4.3.2.4. Cuarta paradoja

Para el tratamiento de la cuarta paradoja, definimos la accién de la com-
puerta como el operador:

Spr= Y [(1f(@)) {a]) * (J2) (f (@), (4.104)

TELon

y definimos el operador densidad de la version vieja del bit:

p= > palr)(al, (4.105)

rEZLon
donde:
Z Pe =15
0<p, <1
La condicion de consistencia es:
S5p= b, (4.107)

Entonces para p = Zyezw Py y) (yl:

Spp= Y D [f @) {alpy ly) ) ()]

€ Zon YElon

= > pllf@) (aly) wlz) (f()]], (4.108)

TE€Zon YEZLon

= > plfw) (FW)l.

yGZQn
Comparando coeficientes con la ecuacion (4.105), obtenemos:
=Y, b (4.109)
ylo=F(y)€Zan
Ahora, definimos = € Zs» idempotente de grado k bajo f; Ds(z) = k si:
FO(@) = f(f (@) = 2. (4.110)
—_—

k-veces

D; = 0, si no existe k tal que se cumpla lo anterior, y f°(z) = 2. Un punto
fijo de f, 2’ tiene Dy(x) = 1. Para cada f hay al menos un valor idempotente

bajo f. Si f es invertible la ecuacion (4.109) implica:
Pz = pf(x)7V$ € Zon. (4111)
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De donde la forma del operador densidad que usaremos en la condicién de

consistencia es:
Dy(xz)—1

p=p Y [FP@)(f()
=0

Sin embargo, hay varias soluciones que cumplen lo anterior. La solucién
inicial, |2") (2’| es una de ellas, sin embargo queremos evitarla ya que resulta
paraddjica, ya que x’ cumple con la condicién de manera inmediata, debido a
que D¢(x) = 1.

. Qué pasaria si el inico elemento que se repite en la secuencia {f(x)|z €
Zon'} es 2'; el tnico punto fijo y no hay otro elemento idempotente. En ese
caso, para alguna zg la secuencia {f®(z)} es simplemente Zy» en un orden
diferente. No puede haber y € Zy» tal que f(y) = xo entonces la ecuacion
implica p,, = 0 que implica p, = 0 para cada x que no sea punto fijo
2'. La solucién es tnica, no se requiere entonces informacion suplementaria.

Una manera de evitar esto seria que el principio evolutivo pusiera algtin
tipo de constricciéon en la informacién inicial, pero estas constricciones serian
retrospectivas, como las de las paradojas 1-3. Si consideramos los grados de
libertad internos de la region que viola la cronologia, y los consideramos como
aislados del exterior y maximizados debido a la regla de méxima entropia:

, (4.112)

El estado de la informacion suplementaria, i.e. informacién requerida més
alla de la frontera pasada del espaciotiempo para fijar la solucién global de
las ecuaciones dindmicas, es el estado de méaxima entropia compatible con
la informacion inicial. [11]

Serian la fuente de ruido en el calculo. Supongamos que este ruido es tal
que durante el periodo del viaje del futuro de la compuerta Gy a su pasado
hay una pequena probabilidad ¢ de una transiciéon fuera de la correcta base
computacional y todos los estados erréneos son igualmente posibles. Entonces
la condicion de consistencia serfa:
p=(1-€)8p+ eI, (4.113)
Las soluciones seran de forma diagonal:
pr=€2""+(1—¢) Z Dy,
ylr=F(y)ELan
= f(2n_1)(l‘0),
Py =2 "(1—(1—¢)*);0<i<2"—1,

(1= (1—¢e?
x’:2n - |>
= (FE)

(4.114)
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Paran >> 1y una € fija:
9—n
Dot N —, (4.115)
€

de donde la soluciéon paradodjica desaparece.

4.3.3. Resolviendo las paradojas compuestas
4.3.3.1. Primera paradoja

La primera paradoja involucra la composicion de la compuerta tres con la
compuerta uno, como se ve en la figura [4.7 El operador densidad conjunto al
entrar en la compuerta sigue siendo el mismo que al tratar las compuertas del
modelo de Deutsch. Sin embargo podria decirse que debe agregarse un ope-
rador densidad extra que corresponda al bit en su versiéon vieja que entra a
la segunda compuerta. Esto no resulta necesario ya que el operador densidad
corresponde al mismo bit, que sale de la compuerta, en un estado desconocido,
y la condicién de consistencia no fija ninguna restriccién sobre este sino hasta
salir de la tltima compuerta.

Sin embargo, esto se hace evidente en el tratamiento de esta primera pa-
radoja. El operador densidad de los bits al salir de la segunda compuerta es el
siguiente:

po = Ha([v) (| ® Hy(|¢)) (| @ p)H] @ p)H]. (4.116)

Desarrollando:

po= 3 S ST S Jrks) (rlv) (alm) (mal

m,nEZlyg r,8€~L2 w,zEL x,YEL2
@ [rts) (rledy) (i) (Wolw) (wtz|m) (mn]
® y) (Yl pl2) (2| @ |s) (s p|n) (n].

(4.117)

La condicién de consistencia ahora implica tomar la traza sobre el primer,
tercer y cuarto sistemas.

b= Tryaa Hy(|0) (v] @ Hy(w) (] @ p)H] @ p)H]). (4.118)
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Lo que nos deja con:

p=_" > (whulve) (alztu) (i) (Wplw) [r+u) (ul p|u)? (r+u

UELo w,x,rEL2

= D (wla) (Wal) (lds) (ulw) r) 0] 0)* (]

w,x,rEL

+ (w1 (Ya|r 1) (i) W) [rH1) (1] 5 (1) (1],
= Z (@|vp) (tho|w)

w,x,rEL2

((w]tha) (Wal2) |r) (r] + (wF1]ta) (Palz+1) [r4+1) (1))

I

(4.119)
que sumando sobre los indices resulta:
p =31+ ((019) ([1) + (1]e) ([0)1. (4.120)
De donde el operador densidad que satisface la condiciéon de consistencia es:
1.1 -
p= 51+ 5 Re((Ol) I, (1121)

es solucién.

4.3.3.2. Segunda paradoja

La segunda paradoja es el caso inverso de la primera, como se muestra en
la figura [1.8 En este caso, la aplicacion de la compuerta uno tan sélo actia
sobre el primer bit que sale de la compuerta 3. El operador densidad de los
bits al salir de la compuerta final es:

po = Hi(Hs(|v) (| @) H})H]. (4.122)

Desarrollando:

Po = Z Z Z Z |r+s) (s|zty) (x|a) (Wa|w) {wtz|n) (mtn]
mn€ly r,s€~L2 w,2€Ly x,YEL2
® |oty) (@] vy (Polw) (whz| @ [s) (sly) (yl o 2) (z[n) (n].
(4.123)
La condicién de consistencia pide que el bit que sale de la compuerta final
sea igualado a la version vieja del bit que entrd en la compuerta:

p = Trs[Hy (Hs(|v) (¢ ©) H3) H]]. (4.124)
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Si tomamos la traza parcial:

p= D (ah) (W) [rfu) (atul (ul plu)

uEZo x, v €L

= > I{al) P(Ir) (] 01 510) + |r+1) (2+1] (1] 511)), (4.125)

x,r€ZLs

= > [ale) Pr) (ol + [r+1) (1))

x,r€ZLs

Que sumado sobre los indices resulta:
p =21 +2(]0) (1] + [1) (0]), (4.126)

por lo que, el siguiente operador densidad normalizado es solucion:

p= %[” (10) (1 =+ 11) {OD)}- (4.127)

4.3.3.3. Tercera paradoja

La tercera paradoja, figural4.9|es una composicion de la segunda de Deutsch
con la primera de Deustch, por lo que el operador densidad de las particulas
al salir de la compuerta final es:

po = Ha(Hy(|0)) (| @) H{) Hj, (4.128)

Que explicitamente queda:

o= 3 Do > 3 [1Fs) (rlady) (alv) (wlw) (wz|m) (14n]

mnelLy r,s€L w,2€L2 TYEL2
® |r) (sly) (yl pl2) (z|n) (ml,

= Z Z Z |145) (r|a+s) (z|v) (Ylw) (wtn|m) (14n]
m,n€lsy r,8s€%La w,xEL2
& |r) s/ 5 1) {ml .
(4.129)
La condicion de consistencia sencillamente nos pide igualar la traza parcial
sobre el segundo sistema al operador densidad del bit en su versiéon mas vieja,
por las mismas razones que en las anteriores:

p = Tro[Ho(Hy (|00) (v| @) HY) HY). (4.130)
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Tenemos entonces:
p= Z Z Z Z ‘1—i—s> <r’x—i—s> (z|Y) (P|w) <w—i—n}m> <1—i—n|
u€Za mn€ls r,s€%a w,xEL2
(ulr) (s| p|n) (mlu),

= 3 N ubs) (whn|edbs) (2fe) (Whw) (La| (s] p1n),

S WEZo T,nEL2

(4.131)
Sumando:
p=I(1 0]} [+ | (L1) I*) + 2ARe((0[¥) (b[1) (|0) (1] +|1) (0]),
I+ 2XRe((0[¥) ([1) (|0) (1] +|1) (0]),

(4.132)

De donde, el operador densidad normalizado que satisface la condicion de
consistencia es:

p= 5T + ARe((0l) W1)(10) (1] + 11) 0)), (1133)

es solucion.

4.3.3.4. Cuarta paradoja

En la cuarta paradoja tenemos la composiciéon contraria que en la paradoja
anterior, que resulta en la figura [£.10, por lo que el operador densidad de los
bits al salir de la compuerta es:

po = Hi(Ha(|¢) (| @) HI) H]. (4.134)

que al desarrollarlo resulta:

Po= D D D > [aty) (a|Lis) (rle) (lm) (1n|w) (wi=|

m,n€lsy r,s€Ls w,zELy x,YEL2

® ly) (ylr) (s| p|n) (ml]2) (2]
(4.135)
La condicién de consistencias:

p = Tro[Hy(Hy(|) (] @) H) H]]. (4.136)
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Explicitamente resulta:
=0 D D D |ty (afids) (rle) (@lm) (1Hn|w) (wz]
u€Zo m,n€Lsy r,s€%La w,2EL2 T, YL
(uly) (ylr) {s| p|n) (m|2) (z|u)

=503 ST Jabu) (aftds) (wl) (Linfw) (s| pln) (wal,

uEZa $,NELy x,WEL2

= > > (a|tds)y (1n|w) (|z) (s| pln) (w| + |2+1) (s| pln) (wt1]).

$,nELy T, WELs

(4.137)
Al sumar sobre los indices:
p =31+ 2X(J0) (1] + [1) (0]). (4.138)
El operador densidad normalizado resulta:
1. 1
p= 5T+ SM0) (1] + 1) 0], (1139)

es solucién.

4.3.3.5. Quinta paradoja

La quinta paradoja es una composicion de tres compuertas uno, como se
muestra en la figura [£.11]
po = Hy(Hy (Hy (1) (] @) H) HY) HY. (4.140)
Al desarrollarlo:

=TT T TS ) (rfuwks) b ol

l,h€Zo m,n€Zs p,q€EZL2 m,nNEL2 7,8€ L2 W,2E L2 T,YEL2

() (mAn|p) (pFq|l) (I4+h| @ |s) (s]2) (2] pla) (glh) (h].
(4.141)

La condicion de consistencia:
p = Tra [ H (Hy (H (1) (6] @) HD) ] ) (4.142)
al sumar sobre los indices se reduce a:
p =31+ 3Re({0]¢) (¥|1))(|0) (1] +[1) (0]). (4.143)

Por lo que el siguiente operador densidad normalizado que es soluciéon a la
condiciéon de consistencia es:

1

p=gl+ %R€(<0W> (@I1)(10) (1] +[1) (0]). (4.144)
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4.3.3.6. Sexta paradoja

La sexta paradoja es nuevamente una composicion de la compuerta 1 con la
compuerta 3, sin embargo esta vez, la compuerta 1, acttia sobre las dos salidas
de la compuerta tres, por lo que llamaremos a la accién de la compuerta Hqp.
Esta paradoja se muestra en la figura [4.12]

po = Huy(Ha(|0) (0] @) H}) H},. (4.145)

Desarrollando:

Po= D > > Y |ty (xfrds) (rly) (@lm) (mAn|w) (wiz]

m,nELy r,8€%L2 W,2EL2 T,YEL2

® |y) (yls) (s p|n) (n|z) (2|
(4.146)
La condicién de consistencia pide que el bit que sale de la compuerta final
sea igualado a la version vieja del bit que entré en la compuerta:

p = Tro[Hip(Hs(|v) (¢ ©) H)HYy). (4.147)

Si tomamos la traza parcial:

b= 3 S ST feku) Galrbu) () (lm) (meulw) (wbal @ (ul ol
uEZL2 x,rE€Ly m,rElo w,xEL2
= Y (@|v) @lw) (Jz) (w] + (z|z+1) (wi|w) |z2+1) (wt1]).
w,rELg
(4.148)
Que sumado sobre los indices resulta:

p=1(0[) P+ (L[} ) + Re({0fw) (#]1))(0) (1] + [1) (0).  (4.149)

por lo que, el siguiente operador densidad es solucion:

1. 1
p =51+ 5Re({0[) (¥[1))(10) (1] +[1) (O])]. (4.150)
De lo anterior podemos ver que la quinta y la sexta paradojas resultan equiva-
lentes, ya que la solucion a las condiciones de consistencia de ambas, es decir,
el operador densidad, que determina el estado de los bits de salida de la com-
puerta, es el mismo, por lo que el calculo de las paradojas séptima y octava se
reducira a uno soélo.
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4.3.3.7. Séptima y octava paradojas

Para estas paradojas usaremos el operador densidad de la ecuacion (4.150)),
al que le aplicaremos el operador; estas paradojas podemos verlas en las figuras

13y A.14
Sep="Y_ [(If @) (=Dp(|=) (f(2)])]. (4.151)

ZEGZQTL

Por lo que:

Spp= Y [(1f(2)) <f€!)1f+ L 5 (019} (@[1) (10) (1] + 1) CODI(lx) (F ()],

II?GZQTL

= Z I(J2) (f(x )I)]+%[(|f(:v)><x|)<0l¢> (@[1) (10) {1} () {f()])]

Z‘EZZH

+(0ly) (¥[1) 5 [(\f( )) ) [1) COPI(Jz) <f(~’lf)|)],
= > 52 (1f () (zla) (f (@)])] + O]¢) (¢ [1) 5 [(If( )) {x]0) (L]z) (f (2)])]

TEZon

+(0[w) (¥1) = [(\f( ) ([1) Ol (f(2)])],
= (I

ZBGZQTL

+ (0]4) ([1) %([(|f(w)> (110) (f (@)D + [(1f (2)) O[1) (£ ()])]),
= > @) {f(z)

TEZon
(4.152)
Si ahora definimos:
p=p. Y |fO) (fO)|. (4.153)
i=0
y comparamos coeficientes, encontramos que:
pe = 1. (4.154)

Lo cual no permite ninguna solucién paradéjica, como la que depende del
’

punto fijo |2’) ('].



CAPITULO 4. VIOLACION DE LA CRONOLOGIA 78

4.4. ;Qué sucedié con las paradojas?

La naturaleza contradictoria e inconsistente de la evoluciéon de cada sistema
recaia en las restricciones impuestas por la condiciéon de consistencia para la
informacion que viajaba a través de un bucle en el espaciotiempo.

Sin embargo, en la cuarta paradoja de las analizadas en el articulo de
Deutsch, nos vemos en la necesidad de incluir informacion suplementaria;
toda regla que especifique la informacién suplementaria, asi como informacion
inicial, debe satisfacer el principio evolutivo, que de acuerdo a Deutsch, puede
formularse de manera informal como:

“El conocimiento viene a la existencia solo mediante un proceso evolutivo"

De esta manera la informaciéon suplementaria en un sistema que viola la cro-
nologia no puede contener conocimiento que se encuentre mas alla de aquel en
la informacién inicial contenida en la hipersuperficie de tipo espacio inmediata
al pasado no ambiguo de la region.

Ademés de esto tenemos la regla de méxima entropia, que permite deter-
minar el estado de la condicién de consistencia como funciéon de la condicion
inicial. En la primera paradoja, en la ecuacion , la regla de maxima
entropia fija la condicién de consistencia al estado méaximo mixto:

. L
p=—1. (4.155)
2
En la paradoja 2, ecuacion , sucede lo mismo, haciendo que A = 0;
mientras que en la paradoja 3, ecuacion (4.103)) no es necesaria ningtun tipo
de informacién suplementaria. En la paradoja 4, la informaciéon suplementaria
fija los coeficientes p,.

El hecho de que la regla de maxima entropia fije a la condiciéon de consisten-
cia y al sistema en un estado necesario para excluir las evoluciones paradojicas
y asegurar el principio evolutivo, puede indicar ciertas caracteristicas sobre la
naturaleza del tiempo. Un ejemplo de ello, es el estado de maxima entropia en
el Universo; el equilibrio térmico, en el que la evolucién temporal, es decir, la
direccion del tiempo se vuelve irrelevante. No existe entonces una diferencia-
cion entre pasado y futuro, ya que no ocurren cambios.

El principio de maxima entropia fija la informaciéon suplementaria y ello de-
termina completamente al sistema, evitando soluciones paradéjicas. Por ejem-
plo, si en la paradoja 1 de Deutsch, un bit entra en la compuerta en estado
|1), se aproxima a la region que viola la cronologia e interactia con el bit en
su version mas vieja, que calculamos esta en estado mixto %f , en el que los
valores 0 y 1, ocurren con el mismo peso, el bit més joven mide al mas viejo
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y reemplaza su valor con la negacion del valor medido. Entra entonces en el
estado %f, ya que una mezcla de |0) y |1) con igual peso, es igual a una de |1)
y |0) con el mismo peso. Posteriormente el bit viaja en el tiempo en el papel
del bit més viejo y finalmente sale por la compuerta.

En el caso de la segunda paradoja ocurre algo parecido, a diferencia que el
bit no necesita entrar en estado |1) para negar el valor medido del bit en su
version vieja. En la paradoja 3, la particula comienza en la trayectoria que le
permite viajar en el tiempo, se encuentra con una versién vieja de si misma
en un estado mixto, de presencia y ausencia, y entonces entra ella misma en
un estado mismo de prevenir y no prevenir su viaje en el tiempo.

En las paradojas compuestas tenemos historias similares, ya que las condi-
ciones de consistencia se reducen al estado maximo mixto %f con la condicién
de maxima entropia para las paradojas 1, 3 y 4, con ecuaciones , (4.133))
y (4.139)), en cuyo caso el bit presenta una historia similar a la de las primera y
segunda paradoja de Deutsch. En los casos de la segunda paradoja compuesta,
ecuacion (4.127]), tenemos el mismo caso de la segunda paradoja de Deutsch
pero con A = 1 fija, por lo que la regla de maxima entropia la reduciria de
nuevo, al caso de la paradoja 2. La quinta y sexta paradojas se reducen a
dejar al bit a su estado original y la séptima y la octava se resuelven al fijar el
coeficiente p, = 1.

Las implicaciones que tiene la solucion de las paradojas sobre la fisica y la
computabilidad de los fenémenos del universo van intimamente relacionadas.
Para ello tendremos que profundizar en la tesis de Church-Turing, y el prin-
cipio de Church-Turing-Deutsch. La posibilidad del viaje en el tiempo, y el
poder computarlo, nos abre un horizonte que dibuja nuevas posibilidades en
el entendimiento de la naturaleza.



Capitulo 5

El principio de
Church-Turing-Deutsch

La Tesis de Church-Turing, llamada asi por primera vez, por el alumno de
Chruch, Stephen Kleene en 1967[9], trata sobre el concepto de métodos efec-
tivos, tanto en la logica como en mateméaticas y en computacion. Esta tesis
puede ser formulada de varias formas equivalentes y formulaciones como el
principio de Chruch-Turing-Deutsch vinculan a la computacion, y en especial
a la computacion cuantica con el mundo fisico, ya que establecen que todo
fenémeno fisico puede ser modelado por una méquina universal de Turing; por
lo que resulta importante para el desarrollo de este trabajo.

En este capitulo se presentarén las contribuciones de Turing y de Chruch,
para finalmente mostrar la Tesis de Church-Turing , asi como el principio de
Church-Turing-Deutsch, y las conexiones que tiene con el presente trabajo.

5.1. Tesis de Turing

Comenzaremos por definir a qué nos referimos cuando hablamos sobre un
método efectivol9).

Definicion 5.1. Un método M, que se usa para alcanzar cierto resultado, es
efectivo si:

1. M es un conjunto finito de instrucciones exactas. Cada instruccion ex-
presada por un numero finito de simbolos.

2. M producird, si se lleva acabo sin errores, el resultado deseado en un
numero finito de pasos.

80
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3. Un humano es capaz de llevar acabo M (en principio o en prdictica) sin
ayuda de mdquina alguna, sino tan solo usando ldpiz y papel.

4. M no requiere ninguna clase de intuicion de parte del humano que realiza
el método.

Esta nocion de efectividad resulta, sin embargo, informal, ya que el no
requerir de alguna intuicién por parte del humano que realiza el método, no es
suficientemente rigurosa ni clara. El concepto formal propuesto por Turing fue
el de computabilidad por una mdquina de Turing. También se requiere expresar
en términos de funciones el argumento, diciendo, que se requiere que haya un
método efectivo para obtener los valores de una funcién. De esta manera, el
argumento es, que si hay un método efectivo para obtener los valores de una
funcién matematica, la funciéon es computable por una méaquina de Turing.
Definimos entonces:

Definicion 5.2. Una funcion f: X — Y es efectivamente calculable si existe
un método efectivo M que nos permita, dado cualquier x € X obtener el valor

().

Hablar entonces de un método efectivo, en términos de una méquina de
Turing, se convierte en hablar de programas para dicha maquina. Turing es-
tablece la que sera nuestra primera formulacion de la Tesis de Turing:

"Las Maquinas Computables Loégicas pueden hacer cualquier cosa
que se describa como puramente mecanica'(Turing, 1948; 414)

Cabe resaltar que cuando Turing se refiere a Maquinas Computables Logi-
cas (LCM), sus palabras para maquinas de Turing, se refiere a computadores,
es decir, seres humanos que en su época tenian la tarea de realizar las opera-
ciones y calculos que hoy adjudicamos a las computadoras actuales.

La tesis de Turing toca los nimeros computables; ya que para él resultaba
practicamente equivalente estudiar estos a estudiar las funciones computables,
definidas anteriormente. Definimos un ntimero computable como:

Definiciéon 5.3. Un nimero computable es aquel nimero real cuya represen-
tacion decimal puede ser gemerada progresivamente, digito a digito por una
mdquina de Turing.

Existen algunos niimeros reales que no son computables. La tesis de Turing
para los ntimeros computables es la siguiente:
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"Los nimeros computables incluyen todos los nimeros que serian
naturalmente considerados como computables"(Turing, 1936; 58)

En esta afirmacion Turing establece que los ntimeros computables, es decir,
cada numero real cuya representacion decimal puede ser calculada por un mé-
todo efectivo esta incluido en los ntimeros cuya parte decimal puede calcular
una maquina de Turing. Finalmente podemos entonces enunciar la Tesis de
Turing como:

Tesis de Turing: Aquello que es efectivamente calculable es
computable.

5.2. El problema de la decisi6on

En 1928 David Hilbert introdujo el problema de la decisiéon o Entscheidungs-
problem a las mateméticas. Dicho problema consiste en preguntarse si existe
un proceso efectivo para determinar si una féormula A del calculo funcional es
demostrable. Tratando de responder a esta pregunta fue como Turing desa-
rrollé su Tesis, llegando a la conclusion de que era irresoluble. Church llegaria
al mismo resultado, de manera independiente, reformulando el problema de la
decisién como siguel§]:

"Por el Entscheidungsproblem de un sistema de légica simbodlica
se entiende el problema de encontrar un método efectivo mediante
el cual, dada una expresién @ en la notaciéon del sistema, pueda
determinarse si ) es demostrable o no en el sistema" (Church, 1936b;
41)

Church y Kleene usaron el concepto de A-definible para llegar al mismo resul-
tado que Turing. Una funcién se dice A-definible si los valores de la funcion
pueden obtenerse por un proceso de substitucion repetida. Los conceptos de
A-definible y recursiva son equivalentes. Church propusol7]:

"Definimos la nociéon de una funcién de enteros positivos efecti-
vamente calculable, identificAndola con la nocién de una funcién
recursiva de enteros positivos (o una funcion A-definible de enteros
positivos)" (Church, 1936a; 356)

Turing estableci6 que el concepto de A-definibilidad y su concepto de compu-
tabilidad eran equivalentes, probando que todas las secuencias A-definibles son
computables y viceversa. La tesis de Church resulta entonces:
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Tesis de Chruch: Una funcién de enteros positivos es efecti-
vamente calculable si y sélo si es A-definible o recursiva.

De manera que la Tesis de Church-Turing puede enunciarse como sigue:

Tesis de Chruch-Turing: Una funcién de enteros positivos
es efectivamente calculable si y sélo si es recursiva. Se dice que
un problema de decisién es recursivamente resoluble si existe
un procedimiento efectivo para resolverlo. [34]

5.3. Principio Church-Turing-Deutsch

El problema que plantea el Principio Chruch-Turing-Deutsch es uno de los
més interesantes en la fisica actual, que ha estado en la mente de los fisicos
desde que David Deutsch propuso su principio en 1985. El Principio de Church-
Turing-Deutsch (CTD), conecta la teoria de la computacion con la fisica y abre
las puertas para nuevas teorias de la fisica, o por lo menos su exploracion, y es
de una naturaleza que resulta muy intuitiva y familiar, y hasta podria decirse
obvia, para alguien de nuestra generacion.

Hoy en dia estamos acostumbrados a que una computadora simule las con-
diciones de una aeronave, un automovil, una explosion, o la evolucion del uni-
verso. Implicitamente esto quiere decir que una computadora, dados el tiempo
y la memoria necesarias, puede simular casi cualquier proceso fisico.

Deutsch observa un hecho que puede parecer trivial, pero que habia pasado
desapercibido; la computacion es un proceso fisico, ya que debe ser realizado
por un dispositivo fisico, que debe obedecer las leyes de la fisica.

Asi para la fisica Newtoniana, por ejemplo, podemos simular un sistema
fisico arbitrario que la replique. Es el caso del modelo de computacién de
"bola de billar"que Fredkin y Toffoli desarrollaron en 1982, en el que se pue-
den realizar computaciones haciendo colisionar bolas de billar; usando fisica
Newtoniana. Fredkin y Toffoli mostraron que su modelo puede llevarse acabo
usando maquinas como las que Turing propuso.

Para hablar de manera més formal sobre el CTD, debemos primero definir
el concepto de maquina universal de Turing. El problema con las méaquinas
de Turing es que para cada computacion diferente, es decir para cada relacion
de entrada (input) y salida (output), debe construirse una méaquina diferente.
Definimos entonces:

Definicion 5.4. Una mdquina universal de Turing, es aquella que junto con
las entradas (input) en la cinta, toma la descripcion de una mdquina M. La
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mdquina universal entonces simula la mdquina M con los valores de las en-
tradas (input) de la cinta. Una mdquina universal de Turing puede entonces,
simular cualquier otra mdaquina de Turing.

El principio CTD puede entonces enunciarse, de una manera simple pero
poderosa:

Principio de Chruch-Turing-Deutsch: Todo proceso fisico
puede ser simulado por un maquina de computaciéon universal.

Al ver dicho principio, guarda un gran poder, ya que sugiere que hay un
sistema fisico, idealizado y con memoria ilimitada, que puede ser utilizado para
simular cualquier otro sistema en el universo.

5.4. La plausibilidad de las maquinas del tiempo

La computaciéon cuéntica nos permitié hasta ahora avanzar en la exploracion
del viaje en el tiempo al indagar en las paradojas que usualmente surgen
por la violacién a la cronologia. Contrario a lo que se asume cominmente, se
ha mostrado que no hay razén, ni légica, ni fisica, en términos de la fisica
que conocemos en la actualidad, para que las curvas cerradas tipo tiempo no
existan.

Sin embargo afirmar su existencia es una tarea completamente diferente
que concierne a otras teorias mucho mas fundamentales. La unificacion de la
relatividad y la mecéanica cuantica podrian quiza echar luz sobre este terreno.
Si este tipo de curvas existieran surgirian varias preguntas, ;jseria posible la
manipulaciéon humana? ;Coémo afectarian la existencia de nuestra especie?

A pesar de que hemos llegado a un limite pragmatico, el Principio CTD
nos proporciona una manera de unir la teorfa de la computaciéon con el mundo
fisico, para por lo menos sonar un poco. Ya se ha formulado en la seccion
anterior el principio Church-Turing-Deutsch, sin embargo para reformularlo
de manera maéas formal, recurriremos a las palabras del propio Deutsch:

"Todo sistema, fisico finitamente realizable puede ser simulado por
un modelo de maquina computable universal que opere por medios
finitos".[10]

Diremos que un sistema fisico A puede simular a otro sistema B, si A
puede programarse para ser denotacionalmente equivalente a B. El modelo de
maquina no tiene que ser un objeto fisico. Se dice que tal modelo existe, si las
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leyes de la fisica no prohiben que sus propiedades idealizadas existen arbitra-
riamente cercanas a la realidad en objetos reales.

Deutsch demostré en [10], que el principio de CTD es cierto para sistemas
cuanticos finitos en ausencia de regiones que violan la cronologia. Si ahora,
como sugieren los resultados obtenidos, tenemos una computadora universal
con respecto a las regiones que violan la cronologia C'*, entonces es posible la
elaboracion de méaquinas del tiempo. La existencia de dicha computadora re-
querirfa la fabricacion o existencia de los delays negativos que hacen las veces
de curvas cerradas tipo tiempo, y tendrian que ser fabricados in situ.

El resultado es atin mas fuerte, ya que si se analiza a profundidad, el princi-
pio de CTD requiere C'* exista si y solo si las regiones que violan la cronologia
existen en el universo. Podemos afirmar entonces, ya que las violaciones a la
cronologia generan nuevas formas de computacion:

"Si hay una amplitud diferente a cero para que ocurra una violacién
a la cronologia en algtin lugar del espaciotiempo, es posible crear
una méquina del tiempo".[11]



Capitulo 6

Conclusiones

El entendimiento de la realidad, y en particular del espacio y el tiempo, ha
cambiado a través de la historia. Hasta el desarrollo de la teoria de la relati-
vidad, el papel del tiempo que cominmente se aceptaba era el tiempo que la
mecanica Newtoniana habia establecido; inmutable y absoluto. Se concebia el
tiempo como algo que fluia, una variable real ¢t. El tiempo era una cantidad
fisica que podia ser medida por instrumentos fisicos, relojes, y que jugaba el
papel de variable independiente en la evolucion de un sistema fisicol4].

Sin embargo con la introducciéon de la relatividad especial, la nocién del
tiempo como absoluto y estatico se vino abajo, asi como el concepto de sim-
lutaneidad; teniendo que redefinir el tiempo a algo que podia deformarse y
que no era independiente del espacio. En la teoria de la relatividad general
sin embargo, podemos distinguir distintos tipos de tiempo. Por un lado esta el
tiempo t que funge como una mera coordenada y por otro lado esta el tiempo
propio s, medido a lo largo de una linea de mundo.

Mientras que el tiempo ¢ juega el mismo papel que el tiempo no relativista
como parametro de evolucion de las ecuaciones de movimiento, siendo éstas
las ecuaciones de Einstein, la interpretacion de este tiempo relativista es com-
pletamente diferente a su contra-parte no relativista. El tiempo que se mide
con los instrumentos fisicos a lo largo de las lineas de mundo es s, no t. La
coordenada t se elige libremente, y carece de interpretacion fisica particular,
gracias a la invarianza de las ecuaciones de Einstein frente a cambios de coor-
denadas.

En la relatividad general no hay una cantidad preferida que juegue el papel
de pardametro de evolucion, como lo hacia el tiempo en la mecanica Newtonia-
na. Cuando tratamos con el tiempo y el espacio surgen relaciones entre los
eventos que suceden dentro de ellos, y podemos hablar entonces de si uno de
estos eventos tiene alguna influencia en el otro, o incluso si lo precede, lo sucede
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o si no estan relacionados de ninguna manera. De este modo es como podemos
hablar de la causalidad y la cronologia.

En esta tesis se mostré que la relatividad general admite soluciones a las
ecuaciones de campo de Einstein con espaciotiempos en los que se viola la
cronologia, como el universo de Godel, y que los argumentos, supuestamente
fisicos y logicos, concernientes a las paradojas que surgen cuando se trabaja
con estas soluciones pueden resolverse usando una aproximaciéon que modela
dichas paradojas con la teoria de la computacion cuantica. Para ello primero
hemos traducido estas paradojas al lenguaje de la teoria de la computacion
clasica, y hemos establecido condiciones de consistencia que el viaje en el
tiempo claramente violaba, para después aplicar los postulados de la mecénica
cuantica, reformulados para el operador densidad, al analisis de las mismas;
encontrando que las paradojas que ocurrian clasicamente, desaparecen bajo
este método, ya que las condiciones de consistencia se cumplen.

El problema de las curvas cerradas tipo tiempo y de los espaciotiempos que
violan la cronologia se reduce entonces a uno en el que el conocimiento y la
informacion que se maneja no violen principios filoséficos que asumimos en la
filosofia de la ciencia, como el principio evolutivo, que dice que el conocimien-
to no puede crearse de la nada. Regularmente, para la evolucion consistente,
es decir, para evitar la formacion de paradojas, se requiere de informacion
suplementaria en las regiones que violan la cronologia, es decir, informacion
adicional a la informacion inicial en la frontera pasada del espaciotiempo para
fijar una soluciéon a las ecuaciones dinamicas, cuyo estado debe ser el de ma-
xima entropia[l1].

Finalmente concluimos que el principio de Chruch-Turing-Deutsch, que es-
tablece que todo sistema fisico finitamente realizable puede ser simulado por
una maquina computable universal implica que si existen curvas cerradas tipo
tiempo, en algtin lugar del espaciotiempo, es posible la construccion de ma-
quinas del tiempo.

Sin embargo la existencia de curvas cerradas tipo tiempo nos hace pregun-
tarnos sobre la naturaleza del universo; particularmente sobre el determinismo.
El determinismo causal es la nocion de que cada evento esté fijado por los even-
tos que te preceden asi como por las condiciones iniciales y las leyes naturales.
Sin embargo en espaciotiempos donde un evento del futuro puede influir en el
pasado, esta definicion de determinismo resulta insuficiente.

Para comenzar sera ttil distinguir entre predictibilidad y determinismo, ya
que en un universo en el que existen curvas cerradas tipo tiempo, un individuo
que esté viajando por una linea de mundo en una curva cerrada temporal,
puede no tener el poder de predecir lo que sucedera y no por ello sus acciones
dejarén de estar determinadas. Para Laplace, un demonio que fuera un obser-
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vador con el conocimiento de todas las condiciones del mundo, podria predecir
cada instante en la vida de una persona, como si se tratara de una marioneta.
Este pensamiento se repite cuando Schopenhauer dice:

"Los hombres se equivocan, en cuanto piensan que son libres; y
esta opinidn sblo consiste en que son conscientes de sus acciones e
ignorantes de las causas por las que son determinadas" [2§]

Sin embargo, como vemos, la predictibilidad va claramente ligada al conoci-
miento, es decir, al sistema de referencia, no al estado de determinacién de
las cosas. Como ejemplo tenemos el caso del caos, que es determinista pero
impredecible.

¥} Po //

Figura 6.1: El diagrama representa una superficie > acronal con su dominio
de dependencia DT (X)), en el que se encuentra un punto p, determinado por
las condiciones iniciales.

Finalmente intentaremos definir el determinismo para el caso de un espa-
ciotiempo globalmente hiperbolico, donde se tiene una superficie acronal 3,
como en la figura[6.1] con su dominio de dependencia DT (X), y el pasado de
un punto p intersectando a la superficie 3. Decimos que la evolucion del campo
¥, el valor de 9(p) esta determinada totalmente, si:

peD* (%),

I (p)n¥ C X. (6.1)
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Denotamos la evolucion de v como:

Y(p) = HY (I~ (p) N X)), (6.2)

donde,
V(I (p) NX) = o, (6.3)

y H[(I~ (p)NX)] denota la evolucion de las condiciones iniciales. Como vemos,
una geodésica vy, tipo tiempo, inextensible al pasado desde p intersecta a X
s6lo una vez.

Sin embargo, si tenemos una superficie como la de la figura [6.2] que se
curva sobre si misma, en la que una geodésica v tipo tiempo, inextensible al
pasado interesecta > mas de una vez, nuestra nociéon de determinismo debe
cambiar.

Figura 6.2: El diagrama representa una superficie > que se curva sobre si
misma en una espiral con una curva tipo tiempo v que la intersecta més de
una vez, y que pasa por p.

El diagrama en dos dimensiones de la misma superficie nos facilita el anali-
sis de las condiciones iniciales y el dominio de dependencia, como se muestra en
la figura|6.3] En este caso tenemos los mismos requerimientos del determinismo
causal Laplaciano:

p €D (Y),
I (p)n¥ C X.

Sin embargo, encontramos que:

(6.4)

pE, (6.5)
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por lo que p, es parte de las condiciones iniciales y por lo tanto ¥ (p) y p ya
estan determinados. En esta nueva definiciéon de determinismo que llamare-
mos Godeliano, la evolucién es parte de las condiciones iniciales, lo cual tiene
sentido, ya que el futuro afecta al pasado.

Figura 6.3: Diagrama en 2 dimensiones de la superficie de la .

Podemos concluir de todo lo anterior que quiza ante la existencia de curvas
cerradas tipo tiempo, no son las nociones de causalidad, tiempo o incluso
determinismo las que se desmoronan, sino que necesitan una reformulacion
que refleje un entendimiento més profundo de la realidad. Tal vez el hecho
de que la relatividad general no prohiba la existencia de este tipo de curvas
y que las paradojas que surgen de su tratamiento puedan resolverse, implica
que nuestra experiencia del universo esta limitada por nuestra consciencia y
nuestros sentidos, pero nuestro entendimiento del mismo no tiene por qué
estarlo.
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Apéndice A

Geometria Diferencial

A.1. Preliminares

Antes de comenzar a tratar algunos temas de geometria diferencial, vale la
pena detenerse en algunos conceptos de algebra lineal y topologia que seréan
utiles al tratar las curvas, superficies y las variedades.

Definicion A.1. Un espacio vectorial, o espacio lineal, V sobre un campo K
consiste de un conjunto en el que estdn definidas dos operaciones, tal que para
cualquier par de elementos x, y € V exista un elemento unico x + y, y para
cada elemento a € K y cada elemento x € V exista un elemento unico ax €
V, de manera que se cumplan las siguientes condiciones:

I.Ve,yeV,ze+y=y+z.

Ve,y,z €V, (z+y)+z=x+ (y + 2).

0 €V tal que x +0=aVr e V.

Para cada x € V, Jy € V tal que x +y = 0.
Para cada x € V, 1z = z.

Para cada par a,b € K y cada x € V, (ab)z = a(bzx).

NS v e

Para cada a € K y cada par x,y € V, a(z +y) = ax + ay.
8. Para cada par a,b € K y cada z € V, (a + b)x = ax + bzx.

Definicion A.2. Sea X un conjunto no vacio. Se denota a un conjunto T de
subconjuntos de X como topologia si:
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1. X y el conjunto vacio () estdn en 7.

2. La union, finita o infinita, de cualquier nimero de conjuntos en T, estd
en T.

3. La interseccion de cualesquiera dos conjuntos en T estd en T.
Al par (X, 7) se le llama espacio topoldgico.

Definicion A.3. Un espacio topologico X es de tipo Hausdorff si para cual-
quier x,y € X con x # y existen conjuntos abiertos U y V que contienen a x
e y respectivamente, y son tal que UNV =0

Una vez que hemos definido lo que es un espacio vectorial y un espacio
topologico, podemos hablar de las relaciones que hay entre dos de ellos. Defi-
nimos entonces;

Definicion A.4. Un homeomorfismo es una aplicacion entre espacios topo-
logicos continua, biyectiva y cuya inversa también es continua. Dos espacios
topoldgicos X,Y son homeomorfos si existe un homeomorfismo f: X — Y.

Un homeomorfismo no s6lo es una biyeccion entre dos puntos de los espa-
cios topologicos, también induce una biyeccién entre sus abiertos.

La geometria diferencial de curvas y superficies tiene dos aspectos; clasica-
mente puede definirse como el estudio de las propiedades locales de las curvas
y las superficies, es decir, aquellas propiedades que dependan del comporta-
miento de la curva o la superficie en la vecindad de un punto.

El otro aspecto es la geometria diferencial global, donde se estudia la in-
fluencia de las propiedades locales en el comportamiento de la curva o la su-
perficie completa.

A.2. Curvas

A.2.1. Curvas parametrizadas

Denotaremos como R? al triplete de niimeros reales (x,v, z). Llamaremos
curvas a ciertos subconjuntos de R? que sean unidimensionales y a los que se
les puedan aplicar los métodos del céalculo diferencial.

Una funciéon de variable real es diferenciable si, en todos, sus puntos, tiene
derivadas de todos los 6rdenes; éstas autométicamente son continuas. Usare-
mos como primera definicién de curva:
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Definicion A.5. Una curva parametrizada diferenciable es un mapeo diferen-
ciable a : I — R3 de un intervalo abierto I = (a, b) de la linea real R a
Ri’)

La palabra diferenciable en la definicién anterior implica que o mapea cada
t € I en un punto «a(t) = (z(t),y(t), 2(t)) € R® de manera que z(t), y(t), z(t)
son diferenciables. La variable t es el parametro de la curva.

Definicion A.6. o/(t) = (2/(t),y/(t),7'(t)) € R3, donde '(t),y (t),2'(t) son
las primeras derivadas de x,y, z en el punto t, es el vector tangente de la curva
«ent.

A.2.2. Producto interno

Seau € R, u = (u;.us, u3), definimos su norma como: |u| = \/u? + u3 + u3.
Ahora, sea v € R®, v = (v1,v2,v3) y 0 < 6 < 7 el angulo formado entre los
segmentos Ou y Ov.

Definicion A.7. El producto interno de u con v como:
u-v = |ullv|cosd (A.1)
este producto tiene las siguientes propiedades:
LLu#0yv#0=>u-v=0 <= u L,
2. u-v="0v-u,
3. Mu-v)=Au-v=u-M\v,

4ou-(vF+w)=u-v+u-w,

A.2.3. Curvas regulares; longitud de arco

Definicién A.8. Sea o : I — R? una curva parametrizada diferenciable. Para
cada t € I donde o/(t) # 0, existe una linea recta bien definida que contiene
el punto a(t) y el vector o/ (t). Esta es la linea tangente a o en t.

Llamaremos a cualquier punto ¢ donde «/(¢) = 0 un punto singular de «.
Denominaremos regular a una curva parametrizada diferenciable, si o/(t) # 0
Vt € 1. Se trabajara desde ahora solo con curvas regulares.
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Ahora, dado t € I, la longitud de arco de una curva parametrizada dife-
renciable regular o : I — R? desde el punto ¢, es:

s(t) = /t o ()|, (A.2)

con,

o/ ()] = V(@' ()2 + (v (1) + (2 (1))2, (A.3)

A.2.4. Teoria local de curvas parametrizadas por longi-
tud de arco

Sea o : I — R? una curva parametrizada por la longitud de arco s. Dado
que el vector tangente o/(s) tiene longitud 1, la norma de la segunda derivada
a'(s) mide la razon de cambio del dngulo entre las tangentes vecinas a la
tangente en el punto s. Entonces |o”(s)| mide cuan rapido se aleja la curva de
la tangente de la curva en una vecindad de s.

Definiciéon A.9. Sea o : I — R3 una curva parametrizada por longitud de
arco s € I. | (s)| = k(s) es la curvatura de o en s.

A.3. Superficies

A.3.1. Superficies regulares

Una superficie regular es un conjunto bidimensional que es suficientemente
suave para poder aplicar las nociones del célculo diferencial en él.

Definicién A.10. Un subconjunto S C R? es una superficie reqular si para
cada p € S emiste una vecindad V € R® y un mapeo  : U — VN S de un
conjunto abierto U C R® en VNS C R? tal que:

1. x es diferenciable, es decir:

(u,v) = (x(u,v), y(u,v), 2(u, v)),

con (u,v) € U . Las funciones x(u,v), y(u,v), z(u,v) tienen derivadas
parciales continuas de todos los ordenes en U.

2. « es un homeomorfismo. Como por la condicion 1, x es continua, x~ 1
existe y es continua, =1 : VNS — U, que es la restriccion de un mapeo
continuo F' : W C R?® — R? definido en un conjunto abierto W que
contiene a VN S,
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3. Para cada q € U, el diferencial dx, : R* — R® es uno a uno, a esto se
le llama la condicion de regularidad.

Lo anterior puede observarse claramente en la figura [A 1} El mapeo x es
llamado una parametrizaciéon a un sistema de coordenadas en una vecindad de

p.

|
|
(e, vy, v ), 2@, v))
]
i

Figura A.1: Superficie regular y el mapeo x.

A.3.2. Funciones diferenciales en superficies

Cada punto p de una superficie regular pertenece a un entorno coordenado.
Los puntos de dicho entorno estan caracterizados por sus coordenadas, por lo
que podriamos definir sus propiedades locales, por ejemplo; qué significa que
una funcion f : s — R sea diferenciable en un punto p de una superficie regular
S. Tal propiedad no debe depender del parametro que se use, ya que el punto
p puede pertenecer a varios entornos.

Definicion A.11. Sea f : V C S — R una funcion definida en un conjunto
abierto V' de una superficie reqular S. Decimos que f es diferenciable enp € V
si, para alguna parametrizacion € : U C R? — S con p € x(u) C V, la
composicion fo x : U C R?* — R es diferenciable en 7(p). f es diferenciable
en V' si es diferenciable en todos los puntos de V.

A.3.3. Plano tangente; el diferencial de un mapeo

Decimos que un vector es tangente a S en un punto p € S (a/(0)), cuando
éste es un vector de una curva parametrizada diferenciable o : (—¢,¢) — S
con «(0) = p.
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Proposicién A.1. Sea x : U C R? — S una parametrizacion de una superfi-
cie reqular S y sea q¢ € U. El subespacio vectorial de dimension 2, dax,(R?) C
R3 coincide con el conjunto de vectores tangentes a S en x(q).

Demostracion. Sea w un vector tangente en x(q), eso es, sea w = «/(0), donde
a: (—€€) — x(u) C S es diferenciable y «(0) = x(q). Sea 8 =z ' o« :
(—€,e) = U. Por definiciéon de dz(q), tenemos que dx,(5'(0)) = o/(0) = w,
entonces w € dx,(R?). Por otro lado, w = dz(v), con v € R? donde v es el
vector velocidad de la curva v : (—e¢,¢) — U dada por:

Y(t) = tv+q, (A.4)

con t € (—e¢,€). Por definicion w = o/(0), pero ahora tenemos que o = & 0 7.
Por lo tanto w es un vector tangente. [

Definicion A.12. Definimos al plano dz,(R?) que pasa a través de z(q) =p y
que no depende de la parametrizacion como plano tangente a S en p, denotado

por T,(S).

La eleccion de la parametrizacion x determina una base de T,,(5), {0.2(q), 0y (q) }-
A veces es conveniente escribir 0, = x,, J,x = x,.

Con la nocién de plano tangente podemos hablar de un mapeo diferencial
entre superficies. Sean S; y Sy dos superficies regulares y sea ¢ : V. C S1 — S5
un mapeo diferenciable de un conjunto abierto V' de S; a Ss. Sip € V, sabemos
que cada vector tangente w € T,(S7) es el vector velocidad o/ (0) de una curva
parametrizada diferenciable « : (—€,¢) — V con «(0) = p. La curva f = po«
es tal que 3(0) = ¢(p) de tal manera que 4'(0) es un vector de T, (S2). Lo
anterior puede verse claramente en la figura [A.2]

d’p(w)

€
/a y
« \ .

Figura A.2: Mapeo entre dos superficies regulares y sus planos tangentes
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A.4. Variedades

Denotaremos como R" al conjunto de todas las n-adas de niimeros reales
(@), ..y ).

Definicion A.13. Un conjunto de puntos M se define como una variedad si
cada punto de M tiene una vecindad abierta V' que tiene un mapeo @ : 'V C
M — U C R" continuo, uno a uno, a un conjunto abierto U de R™ para algin
n.

Una variedad M es localmente como R"; la dimensiéon de M serd n. El
mapeo @ asocia un punto p € M a una n-ada (z1(p), ..., z,(p), a estos ntumeros
se les llama coordenadas de p bajo el mapeo.

A.4.1. Variedades diferenciables

Sea f:V C M — U C R” un mapeo, es posible que la vecindad V' no
contenga todos los puntos de M, por lo que habran puntos que tendrén otros
mapeos y perteneceran a otras vecindades.

Definicion A.14. El par consistente en la vecindad V' y el mapeo f, (V, f) se
denomina carta.

Las vecindades que contengan los diferentes puntos de M forzosamente
habran de traslaparse para contener todos los puntos de la variedad, y con
ayuda de estas superposiciones puede hacerse una descripciéon més detallada
de M.

Sea V' una vecindad que se traslapa con U y tiene un mapeo g en una region
de R"™, puede que el mapeo f de U lleve a una regiéon completamente distinta
de R™. La interseccion de V con U es abierta. Existe entonces una ecuacion
que relaciona los diferentes sistemas coordenados de los dos mapeos. A partir
de aqui se adaptara la convenciéon de anotar los indices de las coordenadas en
la parte superior

Si elegimos un punto en la imagen del traslape, bajo f, es decir en R", el
mapeo tiene una inversa f~! a la cual le corresponde, con esas coordenadas,
un unico punto p en el traslape, bajo f.

Si ahora a p se le aplica el mapeo p, estaremos construyendo la composicion
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de los mapeos go f~! : R® — R, lo que resulta en:

y1 :yl(xl, e z™)
(A.5)

y" :y"(azl,...,:c"),

Si las derivadas parciales de orden k de estas funciones {y'} con respecto a
{2} existen y son continuas, entonces los mapeos f y g estan C*-relacionados.

Si es posible construir todo un sistema de cartas, un atlas, de manera
que cada punto de M esté al menos en una vecindad y cada carta esté C*-
relacionada con las que se traslape, M es una C*-variedad.

Definicién A.15. Una variedad C*, que incluye C* para k > 1, se denomina
variedad diferenciable.

Asumiremos variedades de clase C*°. Usaremos la misma definicién de cur-
vas y todo lo desarrollado para ellas en la seccion [A.2] cambiando lo siguiente:
una curva es un mapeo diferenciable de un conjunto abierto de R en M.

De la misma manera, una funcién en M es una regla que asigna un niimero
real a cada punto de M. Puede haber funciones que tomen un punto p € M
y lo mapea a una regién de R™ de manera diferenciable.

A.4.2. Espacio tangente

Consideremos una curva que pasa por el punto p € M descrita por z° =
2'()\), donde ¢ = 1,...,n. Sea f(z',...,2") en M una funcién diferenciable. En
cada punto de la curva existe una funcion g(A) tal que:

g(A) = fl@' (A, a™(V) = fla' (), (A.6)
Si derivamos; ‘
dg dz* Of
AN~ 4= dX Dot (A7)

(2

. i L.

El conjunto %} es Unico para cada curva y son componentes del vector
tangente a la curva. Supéngase ahora que se tiene otra curva con parametro
distinto x' = 2" se tiene entonces:

)

d dz® 0
- = . A.
du zZ: dp 0x? (A.8)
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Ya que ambas curvas pasan por el punto p, tenemos:

i d det dri. D
Lt p2y 2 A9
“ ;(ad)\ O o (8.9)

1 1
conaybeR. {al + b%} son componentes de un nuevo vector tangente a

alguna curva que también pasa por p, con algin pardmetro ¢:

d dz? dzt . 0
%_;(acu” ) oz

dp
ai + bi d

a\ ' dp dg

(A.10)

Por lo que las derivadas direccionales a lo largo de las curvas que pasan
por p forman un espacio vectorial, cuya base claramente es { 8‘;’; }.
El espacio de las derivadas a lo largo de las curvas que pasan por p y el

espacio de los vectores tangentes con p estan en correspondencia uno a uno,

de manera que dif\ es el vector tangente a la curva z%(\)

Definicion A.16. Llamamos al espacio donde estdn los vectores tangentes a
M en p, el espacio tangente, que se denota con Ty(M).

Cualquier coleccion de n vectores linealmente independientes en T),(M) es
una base para el espacio tangente. Cada punto de la variedad tiene su espacio
tangente. Si la dimension de la variedad M es n, la dimension del espacio
tangente T),(M) es n.

A.5. Uno-formas

Definimos una uno-forma como una funcién lineal, con valores reales, de
vectores. Una uno-forma w en p asocia a un vector ¥ en p con un nimero real
que llamaremos w(v). Las uno-formas satisfacen, por ser funciones lineales, los
axiomas de un espacio vectorial.

Definicion A.17. El espacio vectorial formado por las uno-formas asociadas
a v en p se denomina el espacio dual al espacio tangente T,,(M) y se denota

por Tx(M).
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A.5.1. Uno-formas como bases y componente de uno-
formas

En el espacio dual T);(M) cualquier combinacién de n uno-formas lineal-
mente independientes forman una base. Una vez que una base es elegida {é;}
para los vectores de T}, en p, se induce una base para 7;; denominada base dual

{a'}.

Definicion A.18. Sea v cualquier vector en T, entonces w' produce la i-ésima
componente de .
w'(v) = v".

Si el conjunto de campos vectoriales {¢;} es una base en cada punto de
alguna region U de M, entonces los campos {w'} definidos como: @*(¢;) = &
son una base en todos los puntos de U.

Un sistema coordenado en U, {x'} define una base natural para campos
vectoriales {2}, también define un conjunto de n uno-formas, los gradientes

{d&:l} Estas uno-formas son la base dual para los vectores de la base coorde-
nada: 5 By
dr'( :

Definicion A.19. Un espacio métrico (X, d) consiste en un conjunto no vacio
X y una funcion d : X x X — [0,00), tal que:

1. Ve,y € X, d(x,y) >0,
2. Vx,y € X, d(z,y) = d(y, ),
8. Vr,y,z € X, d(v,y) < d(z,2) +d(z,y),

A una funcién que satisfaga las propiedades anteriores también se le llama
métrica. Claramente R™ con la métrica euclideana es un espacio métrico.

Definicion A.20. Una métrica puede ser positiva definida, como vimos an-
teriormente, o como nos interesard mds adelante, indefinida, que no tenga un
signo definido para todas sus componentes.

A.6. Tensores

Definiciéon A.21. Un tensorr veces covariante y s veces contravariante, o tipo
(1), sobre un espacio vectorial V(R) es una aplicacion T : V" x (V*)* — R,

S
que es multilineal.
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También podemos definir un tensor utilizando el concepto de las uno-formas
que se ha introducido anteriormente. Un tensor del tipo (r,s) en un punto p
es una funcion lineal que toma como argumentos r uno-formas y s vectores y
cuyo valor es un ntmero real.

A.6.1. El tensor métrico

El producto entre dos vectores o producto interno, es una funcién lineal
que asigna un ntmero a ambos. Tal funcién por tanto es un tensor del tipo
(g) Llamamos a ese tensor el tensor métrico g. El tensor métrico debe cumplir
las siguientes propiedades:

1. g(u,v) >0,

2. g(u,v) = g(v,u) =u- .
De lo anterior podemos ver que g es un tensor simétrico y que la métrica
es positiva definida; a este tipo de métricas se les llama riemannianas. Las
componentes de la métrica son:

9ij = 9(8i, &) = & - &, (A.12)

Estos componentes forman una matriz simétrica de n x n entradas, que
ademés pediremos que sea invertible.

Si la métrica es positiva definida, tenemos la forma canénica, y en el caso
del espacio Euclideano:

9ij = Oij- (A.13)

Sin embargo en la Relatividad General se utilizan distintas métricas, la
més comin no cumple con la condicién de ser positiva definida, por lo que se
le llama pseudo-riemanniana o Lorentziana y al espacio asociado se le conoce
como espacio de Minkowski.

Dicha métrica para n = 4 es:

1 0 0 O
0 -1 0 0

Nap = 0 0 —-1 0 <A14>
0O 0 0 -1

Un campo tensorial T" de tipo (Z) sobre M es la asociacién de un tensor
T, de tipo (g) a cada punto x € M.
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A.7. Conexiones

Con el proposito de aprender a derivar un campo de vectores, se introducira
el concepto de conexiéon. Consideremos R"™ con el sistema usual de coordenadas
(x!,...,2™); todo campo de vectores X puede escribirse como:

X = X'—. A15
;; o (A.15)
Con X':R™ — R diferenciable Vi € {1,...,n}. A partir de ahora escribiremos

la derivada parcial {;%} = 0;.

Definicién A.22. Sea M una variedad diferenciable y £(M,p) el conjunto
de todos los campos tangentes de M definidos en p € M. Una conexion afin
en p es un operador que asocia a cada vector tangente V en p y a cada campo
tangente X en M definido en p, un vector tangente en p, definido por V,X.

V(M) x §(M) = E(M)
V., X tiene las siguientes propiedades:

= Para a,f €R, v € TH(M), X,Y € £(M,p). Vy(aX + BY) = aV,X +
BV,Y.

» Para a,beR, u,v€T,(M), X € (M, p). VausrnwX =aV, X + 0V, X.
» Para fe€C® y X € {(M,p). Vof X =v(f)X, + f(p) V. X.
Al par (M, V) se le conoce como variedad afin.

Proposicion A.2. Sean X,Y € £&(M) tales que X, =Y, para cierto p € M.
Entonces, VY € £&(M):
Vx,Z = Vy,Z. (A.16)

Demostracion. Sean X,Y € £(M) tales que X, = Y,. Si (U, ¢, ...,q") es un
entorno coordenado de M alrededor de p, escribimos:

X = Zn: X'0;,
=1

=1

(A.17)
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De donde: .
VxZ =Vyn xi,Z=» X'VyZ
! (A.18)
VyZ =V yvioZ = Y'VsZ
=1
Como X, =Y);:
Vx,Z =Y X(p)'Vo,Z =) Y(p)'VoZ=Vy,Z, (A.19)
=1 =1
Por lo tanto:
Vx,Z =Vy,Z, (A.20)
]

La prueba anterior tiene sentido sobre toda la variedad, ya que si se define
una conexion sobre M, queda definida sobre cualquier abierto de ella.

Ahora, si tenemos una conexion para cada p € My X, Y € £(M,p), con
v, = X, € Tp(M) podemos definir la derivada (V,Y), = V,, Y, con dominio
Dom(V') N Dom(X).

Sea 0 : I C R — M una curva diferenciable. Un campo tangente a M
a lo largo de o es una funciéon diferenciable X : R — T,(M) tal que con la
proyeccion canonica 7 : T,(M) - M, mo X = o. Los campos tangentes a M
tienen la estructura de un espacio vectorial real.

Si M tiene una conexion V, entonces para cada s € Dom(o) se puede
definir D,(s) un operador lineal que asocia a cada campo tangente a M, X,
a lo largo de o, un vector tagente a M en el punto o(s).

Definicion A.23. Sean (M,V) yo : R — M, como X € §(M,0(s)), po-
demos escribir VX Vs € I C R. Llamamos derivada covariante de X a lo
largo de o al mapeo:

%X L0 — VU(S)X S TU(S)M,
Tiene las siguientes propiedades:

» Para a,beR, Z(aX +bY) =alX + b5,

= Para [ € C%, 2(fX) = o'())X + o5¥ = 4e) 4 f B,



APENDICE A. GEOMETRIA DIFERENCIAL 105

Definicion A.24. Sea (M, V) una variedad afin, y (U,q",...q") un entrono
coordenado de M. 0; es una base de campos sobre U. Vy,0; también es un
campo sobre U, podemos expresarlo punto a punto como combinacion lineal

de los campos coordenados 0;. Existen entonces las funciones diferenciales Ffj
sobre U:

Vaiaj = Zrkijaka (A'Zl)
k=1

A las funciones F"‘ij se les conocen como Stmbolos de la conexion, que en par-
ticular para la conexion de Levi-Civita, serdn llamados Stmbolos de Christoffel

de V en las coordenadas q'.

Tenemos entonces que:

o'(s)=> ¢ ()& (A.22)
j=1 o(s)
De donde:
DX
% ey VU(S)X,
= Z Vo X0
= Zv \ XE0y,
n no (A.23)
= Z U/(S)Xkak + Z X’VU/(S)&,
k=1 ‘
= d(X oo( y
- k=1 R + ZX Z )Vaﬂa(s)@',
" d(XFool(s u s _
= AT S X )@ (5) Y o)k
k=1 ko= k=1
Por lo que
DX " (d(XFoo(s u y
o =V X - ( ooty X@(a(s))qﬂ(s)rma(s))) o
k=1 ij=1 o(s)




APENDICE A. GEOMETRIA DIFERENCIAL 106

Ahora, X esun campo sobre o, si es un mapeo diferenciable, X:ICR—
T (M) de manera que X (s) € T,(s)(M), Vs € I, tal que mo X = o, escribimos
la derivada covariante como:

o [dXE N o
Vo)X = g (E + E qu]Fkij(a(s))> Ok
k=1

ij=1

(A.25)
o(s)

Reescribiremos la derivada covariante en su forma mas usual.
Vy X = Vyy,X0,,

=YY"V, X0,
=YY"V, X0,
=Y [0, X 00 + X"V 5,04] (A.26)
=Y [0,(X%0y) + XT? 0.],
=Y [(0.X")0y + X°00, + 2, X 0,] ,
=Y*[0,X" +T0.X] 0.

Para utilizar una notacién mas limpia, escribiremos la derivada parcial de un

tensor:

0T =T",, (A.27)

lo que deja su derivada covariante como sigue:

V. I'=T, =T, +1I°,.T°. (A.28)

A.7.1. Transporte paralelo

La mayoria de los textos sobre geometria diferencial comienzan a tratar
las conexiones afines definiéndolas con una lista de propiedades y después
relacionandolas con el transporte paralelo. Esto sugeriria que el transporte
paralelo es una consecuencia de las propiedades de la conexion, sin embargo
la historia de las conexiones sucede de la otra manera. Primero se define un
transporte y se exige que se cumpla ciertas condiciones, y finalmente, de las
propiedades del transporte surgen las propiedades de la conexion.

Sea M una variedad diferenciable y los campos vectoriales X, Y, Z € £(M).
Sea vy : I C R — M una curva integral de X y p = v(tg) € M, ty € I, como se
muestra en la figura[A.3] Ahora consideremos el campo vectorial Y evaluado
a lo largo de la curva 7, es decir, la superficie de vectores {Y'|, ) }er, tal como
estd ilustrado en la figura [A.4]

Definimos un transporte en M como:
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Xlp

p = 7(to)

Figura A.3: Variedad diferencial M con una curva integral v y campo vectorial
X en p.

Figura A.4: Variedad diferencial M con una curva integral v y campos vecto-
riales X y Y alo largo de y en p y g.

Definicion A.25. Un transporte en M es un mapeo biyectivo que asigna a
cada curva vy y a cada valor del pardmetro de la curva un vector en un espacio
tangente diferencial. Es decir:

Pv(tg,t) : T'y(to)M — T,y(t)M, <A29)

De donde: 3
Py (to, )[Y]p] = Z,. (A.30)
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Como podemos ver en la figura donde ¢ = 7(t), como el transporte es
arbitrario, generalmente Z lq # Y, Solo se ha pedido que el transporte sea
biyectivo para poder tomar su inversa.

Ahora, la nocion de paralelismo. Debemos notar que P, (ty,t)[Y|,] puede no

Xlp

Figura A.5: Transporte definido sobre Y|, a lo largo de 7.

ser paralelo a P, (t,t)[AY|,], con A # 1; entonces nos enfocaremos en aquellos
casos en los que el transporte preserve la colinealidad. Estos son los mapeos
afines.

Un transporte afin preserva la nocion de paralelismo. es decir:

Py (to, )AY [p] = pPy (o, )[Y[]- (A.31)

Con \,pe Ry A\ u#0 A\ pu#1.
Como podemos ver en la figura[A.6] podemos usar todo esto para definir de
manera natural como cambia un campo vectorial a lo largo las curvas integrales
de otro en términos de un transporte afin; que a partir de ahora llamaremos
paralelo.
Podemos reescribir la derivada covariante como:
D Pt t0) Y] — Yy

—Y|,—, = lim
dt le=to — t —to ’

(A.32)
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Esta es una buena definicion de la derivada de campos vectorial, exceptuan-
do que debemos verificar que se satisfaga la regla de Leibniz. Consideremos la
derivada covariante de fY:

%fwt:to = lim Pyl(t,to)[f(tq)iyq] - f(p)y|p’
 HP Y (A.33)

= lim Ha)P Ht o) [Y]) = f()Y,

—= t—to t _ tO .

Pw(t(ht)[)‘y‘p]

P;l(t., to)[Yq]

Figura A.7: Transporte paralelo y su inversa de Y|, y Y|, respectivamente.
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Hasta este punto, no podemos saber si f y f estan relacionadas, s6lo hemos
usado que P es afin. Sin embargo, si queremos que la derivada cumpla siempre
la regla de Leibniz debemos proceder como sigue:

f(q)P;l(t, tO)[Y|q] - f(p)Y|p + f(Q)Y|p - f(Q)Y|p

D .
afY!t:to = tlgg

t— 1,
F(Q) P71t t0)[Y ], — flq)Y -
o FOPT IV~ f@Y) Y], SV,
t—tg t—to t—to t—to
3 (A.34)
Para factorizar el primer término f = f:
D ) Pt t)[Y|] =Y _
d—fY‘t:tO _ hm f(q) vy ( 0)[ |q] ‘p Y’ ( ) f(p)j
t t— to t_’to —lo (A.35)

= f(p ) Y|t t0+Y\pdtf|t to-

Entonces dado el transporte paralelo cada par de campos vectoriales X,Y €
¢M define un tercer campo vectorial VxY € EM definidio como la derivada
covariante del campo vectorial Y a lo largo de las curvas integrales del campo
X de cada punto en M.

D

Hemos obtenido la regla de Leibniz para campos vectoriales multiplicados
por funciones. Ahora exploremos el comportamiento de la derivada covariante
bajo la reparametrizacion de las curvas integrales del campo vectorial X. Como
se dijo anteriormente, como la variedad M no esta equipada con una métrica,
los campos vectoriales s6lo determinan una direccién en cada punto. De tal
manera que es natural esperar, que sean lineales. Se propone el siguiente lema.
Sea X € {((M), f: M — Rcon f(p) # 0y f € C'. Existe una reparame-
trizacion s : R — R para la curva integral v de X que pasa por p € M, con

s(to) = s0, Fli—t # 0 tal que X[, = f(q) X[, con f(g) = Gls=s ¥ ¢ = (1)

Demostracion. Sea X = fX, como 7 es una curva integral de X, X = Z—Z. Sea
v _ 47 - . &y _ pdy .
X = g, para algin s : R — R, entonces 5 = f, entonces:

dfy dt dydt

dsds " dtds

d_’y@ dy (A.37)
ds ds ds’

De donde f = (%)71. [
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El lema nos permite encontrar una reparametrizacion de las curvas integra-
les de X para cada funciéon continua f definiendo el campo vectorial X = fX
alrededor de un punto y tal que f(p) # 0.

Ahora, sea:

d __
V.Y, = EPV l(ty to)[Y|~/(t)]|t:t0, (A.38)

entonces:

d _
VfXY’P = VXYlp = _Pq”/ 1(85 80)[Y|’y(8)”s:soa

ds
d ds' A.39
UL g I (4.39)

Entonces la derivada covariante es lineal con respecto a funciones. Final-
mente actuando con repecto a funciones:

P, (to, t)[f (to)] = flv(to],
A.40
P to)fla] = F(H] (4.40)
entonces:
Vx flp = lim P, to)ﬁwé;)] — flyto
iy T = FD (] (A.41)
t—to t—1p
= Lx [flp = X[flp-

Definimos con esto una conexién afin V sobre una variedad diferenciable

M,V : EM x E(M) — £(M), de manera que:

1.
VxfY = fVxY + X[f]Y, (A.42)

2.
VixY = fVyY, (A.43)

3.
Vif = X[f]Y. (A.44)

Ahora, si lo hacemos de manera usual, dada la derivada V,, definimos el
transporte paralelo a lo largo de la curva o : I C R — M con campo vecto-
rial tangente t*. Un vector v®, dado a cada punto de la curva se transporta
paralelamente si:

V0" = 0. (A.45)
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Puede decirse de manera més general, si X € T, M es el campo de

vectores tangentes a la variedad en un punto o(t); si % = 0 diremos que X

es paralelo. De manera que nuestra ecuaciéon de transporte paralelo sera:
VxX =0. (A.46)
Que si desarrollamos queda:

VxX = Ve, X0,
= X"Vy, X0,
= X [0.X"0 + X"V 5,0, ,
= X" [0,X°0. + X'T,0.] ,
= [X?0,X°+ T, X*X"] 0. = 0.
Sin embargo, tenemos que, aplicado a una funcion:

d
X9, = —, A47

Ademas de que:

X' = Zal(t). (A.48)

Entonces la ecuacion (A.46[), nos queda como:

d2xc(t)+ . dz?(t) dz®(t)
dt? b gt dt

El transporte paralelo de v* depende de los valores de v® en la curva. Un
vector en un punto p en la curva define de manera tinica a un vector paralela-
mente transportado a cualquier otro punto en la curva.

Si tenemos una métrica g,, en M y dados dos vectores v* y w®, su pro-
ducto interior g,v%w” debe permanecer invariante, atin si son transportados
paralelamente a lo largo de cualquier curva. Entonces:

~0. (A.49)

1V 4 (grev'w®) = 0, (A.50)

De lo que, si desarrollamos:
tava(gbcvbwc) = gbctava(vbwc) + Ubwctavagbm (A 51)
= WGtV o0 + 10 gtV ,ow® 4+ 0wtV , e '

Como t*V,0? = 0y t*V,w® = 0 la ecuacién anterior se reduce a:

VWtV o gpe = 0. (A.52)
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Por lo que:

Vagse = 0. (A.53)

El Teorema Fundamental de la Geometria Riemanniana, para una conexién en
particular, la de Levi-Civita, nos muestra que una Conexion queda determina-
da por su relaciéon con la métrica y el tensor de torsion; en el caso anterior se
denomina compatibilidad con la métrica al hecho de que la derivada covariante
de la métrica sea cero, y en el caso de la conexion de Levi-Civita que sea libre
de torsion. Tenemos entonces:

Teorema A.1l. Sea g, una métrica sobre M. Existe un inico operador de-
rivada V, que satisface:

. Vav“b = vaa¢,
. vagbc =0.

Demostracion. Si comenzamos con la condiciéon que implica la libertad de
torsion, tenemos:

Vid = O, (A.54)

ya que es un escalar,
VoV = 0,000 — I'°,,0:0,
vaa¢ = abaa¢ - Fcbaac(b'
De la condicién de libertad de torsion y ya que las parciales cruzadas son
iguales obtenemos:

(A.55)

[0:0 = I, 0:0, (A.56)

Que implica la siguiente simetria de los simbolos de la conexién en los indices:

re,=r%,, (A.57)
Usando ahora la condiciéon de compatibilidad de la métrica, tenemos:
Vagse = Oagoe — Iu9ac — T 4eba, (A.58)
Permutando los indices, a — ¢, ¢ — b, b — a, obtenemos:
VeGab = Ocfap — chagdb - chbgad, (A.59)

vbgca - abgczz - decgda - deagcda <A60>
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Ahora como las ecuaciones (A.58)),(A.59) y (A.60) son iguales a cero por la
condicion de compatibilidad con la métrica podemos sumar ((A.58) con (A.59)
y a eso restarle (A.60)):

0 :aagbc + acgoLb - abgca - 1—‘dabgdc - Fdacgbd - chagdb

(A.61)
- chb.gad + decgda + deagcdu

Que con la propiedad de simetria de los indices de los simbolos de la conexiéon
podemos simplificar a:

0 :8agbc + 8cgab - ab.gca - 2Fdacgbd7

d 1 (A.62)
L ac9bd :§(aagbc + 8cgab - abgca>7
Si contraemos una vez:
1
Fdacgbdgbe :§gbe(aagbc + acgab - 8bgca)7
1
Fda05¢€1 :Egbe(aagbc + acgab - 8bgca)a <A63>
1
Feac :§gbe(aagbc + acgaLb - abgca)a
O, en la notaciéon que habiamos establecido:
c 1 cd
I ab — ig (gbc,a + Jach — gab,c) . (A64)
[ |

A.8. Curvatura

Definicion A.26. El tensor R que mide la curvatura de una variedad M, se
define como:

R: (M) x (M) x §(M) = £(M),
R = VvaZ — Vyvxz — V[X,y}Z, <A65)

O, de forma donde la falta de conmutatividad entre VxVy y VyVx es mds
evidente:
R=1[Vx,Vy] = Vixy] (A.66)

Las propiedades del tensor de Riemann son:
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1. RY —R¢

abc bac)

2. Sean X,Y,Z W campos tangentes y f,g funciones diferenciables con
valores reales:

R(fX +gY,Z) = [R(X,Z) + gR(Y, Z),
R(X,fY +¢Z) = fR(X,Y) + gR(X, Z), (A.67)
RX,Y)(fZ + gW) = fR(X,Y)Z + gR(X,Y)W.

3. La identidad de Bianchi: Sean XY, Z campos tangentes, entonces:

R(X.Y)Z+R(Y,Z)X + R(Z, X)Y = 0. (A.68)

A.8.1. Identidad de Bianchi

Proposicion A.3. El tensor de curvatura de Riemann cumple la identidad de
Bianchi.

Demostracion. Comencemos expresando los términos de la identidad de Bian-
chi:
R(X, Y)Z =VxVyvZ —-VyVxZ + V[X,Y]Z,

R(Y,Z)X = VyV,X — V,Vy X + Vi X, (A.69)
R(Z, X)Y =V;VxY —-VxV;Y + V[Z’X]Yv.
Ahora:

VxVyvZ —VyVxZ+ V[X,Y]Z +VyVzX —Vy VX
+ VX +VzVxY = VxVzY +Viz Y =
VxVyvZ —VxVzY +Vy VX —VyVxZ+V;VxY

VX — Vi Z — Vigy X — VixgY = (A.70)
Vx[Z, Y} — V[X’Z]Y + Vy[X, Z] — V[Y’X]Z + VZ[Y’, X]
—VizyX =

[Y7 [X7 ZH + [Xv [Z7YH + [Z7 [Y,XH =0,
|

Es muy util descomponer el tensor de Riemann en la parte de su traza y su
parte libre de traza. Por la propiedad de antisimetria del tensor de Riemann,
la traza sobre sus primeros dos o tltimas dos indices es cero, sin embargo sobre
el primero y el tercero definen el tensor de Ricci:

R,.=R,}" (A.71)

ac abc
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El tensor de Riceil es simétrico:
Rac - Rcay <A72)
La curvatura escalar es la traza del tensor de Ricci:
R=R,. (A.73)
La contraccién de la identidad de Bianchi resulta:
ViR + ViR — VR, =0,
Vad" Ryoi® + V" Ry — Veg" Ry = 0,
V.RS "+ ViR’ +V.R =0,
ViR + VyR + V.R =0, (A.74)
2VbRcb =V.R
1
VR, — Veg R =0.

Si definimos: .
Gab = Rab — §Rgab, (A75)

la ecuacion (A.74) se convierte en:
VeGy = 0. (A.76)
Donde al tensor definido en la ecuacion (A.75)), se le conoce como el tensor de

Einstein.

A.9. Geodésicas

Una geodésica es la linea mas cercana al concepto de linea recta que puede
definirse en una geometria curveada. La conexiéon nos permite definir la ace-
leracién de una curva diferenciable o, una vez que conocemos su velocidad, y
con ella las geodésicas.

Definicién A.27. Sea (M, V) una variedad afin, y o : I C R — M una
curva diferenciable. Llamaremos aceleracion de o a la derivada covariante de
la velocidad de la curva, es decir: VxX = A.

Definicion A.28. Diremos que o es una geodésica si VxX = 0, esto es,
si tiene aceleracion nula; si el campo de vectores o'(t) sobre o es un campo
paralelo.
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Como se dijo ya, dada la derivada, una geodésica es una curva cuyo vector
tangente se propaga paralelamente a lo largo de si misma. La ecuacion de
geodésicas en componentes de un sistema de coordenadas satisface:

dTH
— + B, T°T" =0, (A.77)
dt
Como: o
T
T = — A.78
o (A.78)
La ecuacién tiene la forma:
d?a* dz® dx¥
I, — =0. A.
gz Prograr =Y (A.79)

Lo cual ya se habia visto anteriormente en la ecuacion (A.49)), del transporte
paralelo.



Apéndice B

El problema de Cauchy en la
Relatividad General

El estudio de espaciotiempos globalmente hiperbolicos permite replantear
las ecuaciones de Einstein para proponer el problema de valores iniciales, o
problema de Cauchy. Sin embargo, cuando existen curvas temporales cerradas
es interesante ver qué sucede con el planteamiento de este problema. En la
siguiente seccion se presenta una introduccion concisa al problema de valores
iniciales en Relatividad General y se trabaja con la métrica de Godel, un
espaciotiempo que no cumple el requerimiento de ser globalmente hiperbélico.
Comenzaremos reescribiendo las ecuaciones de campo de Einstein para el caso
del vacio, con constante cosmologica:

1
Ry — §Rgab + Agab =0, (B]')
Tenemos que R = Ry,g%°, de donde:

1
Rab - §Rgab + Agab = 07

1
Rab - _Rabgabgab + Agab = 07

2
Ros — 5 Ruadl + Mg = 0, (B.2)
Rop — %Rab + Agap = 0,
—Rap + Agap = 0,
Rap = Agap-
Si elegimos A = 0, nos quedamos con la siguiente ecaucion:
Ry, = 0. (B.3)

118



APENDICE B. EL PROBLEMA DE CAUCHY EN LA RELATIVIDAD GENERAL119

Para iniciar la discusion sobre el problema de Cauchy para las EFE escribimos
la ecuacion (B.3), que es el tensor de Ricci, en coordenadas y términos del
tenor métrico y sus primeras y segundas derivadas parciales:

1
Ry, = 5(3A(g)‘p(3“gpl, + 0ufo — 0pg)) — 0u(9™0ugr0))

1
+ Z(gm—g)\p(aagpf + apga‘r - aTQap)(anu)\ + 8#9)\1/ - a)\g;w) (B4>

- gpgg)\T(aung + a)\gucr — achl/A)(aagm— + a,ugm- - aTQop);

De manera que las EFE se convierten en ecuaciones diferenciales parciales
cuasilineales de segundo orden para los componentes del tensor métrico. Si
recordamos ahora la férmula para los simbolos de Christofel, y definimos: I'V =

g")‘FVW\, podemos reescribir la ecuacion (B.4]) como:

1 aoT ag T
RHV - _ég)\paAangV + V(NPV) + 9xp9 PAO’/J,FpTl/ + 2r )\pgA gU(MFpV)T7 (B5>
De esta manera la parte principal de las EFE en el vacio puede identificarse
en los términos:

1
— §g’\p8,\8pgm, + V(#FV). (B.6)

Para construir el sistema de coordenadas (z*) que nos lleve a una ecuacion
hiperbélica para las componentes del tensor métrico, las coordenadas deben
satisfacer:

V'V, 2" =0, (B.7)
que nos da:
Vot = 0,2t =6, (B.8)
entonces:
ViVt = 0y0h — T, 0f = —T'", , (B.9)
de donde;
V'V, ot = —g”' T, = —T*". (B.10)

Usando las coordenadas que cumplan que I'* = 0, la ecuaciéon (B.5)) toma la
forma:

gApaAangV - 29AngTF>\aurpfru - 41_‘0)\pg>\7—go(u1—‘p,,)7 = 0. (Bll)

Este sistema se conoce como las Ecuaciones de Campo de Einstein Reducidas.
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B.1. La descomposicién 3 + 1 en Relatividad
General

Una manera diferente de decir que el espaciotiempo es globalmente hiper-
bolico es decir que esté foliado por 3-variedades, es decir hipersuperficies S,
t € R, tal que:

M=]s, (B.12)

teR

donde identificamos las hojas S; con {t} x S. Se da por hecho que las hi-
persuperficies S; no se intersectan unas con otras. Se puede asumir que las
hipersuperficies son las superficies de nivel de una funcién escalar t que in-
terpretaremos como funcién global de tiempo. Definimos entonces un vector
normal a las hojas de la foliacion:

we = Val, (B.13)
que es cerrado, es decir:
Viewy = V[, Vyt = 0. (B.14)

Una vez definido w,, definimos el escalar «, que llamaremos lapso:

1
GOV Vit = VUV, t = —— (B.15)

a?’
El lapso mide cuanto tiempo propio pasa entre cortes de tiempo vecinos a lo
largo de la direccién que da el vector w?® = g®™wy,.
Definimos ahora el normal unitario n, como:

Ny = —QW,, (B.16)

Con el signo menos para que apunte en la direccién del aumento de t. Se tiene
que:
nn, = —1, (B.17)

La métrica g, induce una métrica Riemanniana 3-dimensional h;;, don-
de los indices denotan su caracter espacial. Ambas estédn relacionadas de la
siguiente manera:

hab = Jab —+ NNy, (B18)

Proposicion B.1. hy, es puramente espacial, no tiene componente a lo largo
de n*:
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Demostracion.
n*hay = n®gap + n1gnp,
= ny — Ny, (B.19)
=0.
[ |

La 3-métrica puede usarse como un tensor de proyeccion:
hY = 6 + nan®, (B.20)

Esta métrica también define de manera tnica una derivada covariante:

Dot = W2V,
R (B.21)
D, T = hinthiv,1¢,
y si estamos en la conexion de Levi-Civita sus simbolos de Christoffel:
1
Ve = 5h(Oohae + Oehvg — Dahie). (B.22)

2

Usando el conmutador de la derivada covariante, encontramos el tensor de

curvatura;
Do Dyv¢ — DyDv° = 75,0, (B.23)

asi como el tensor y el escalar de Ricci:

Tap = ngdﬁ
W (B.24)
T =g Tab.

B.1.1. Curvatura extrinseca

Sin embargo no toda la informaciéon se encuentra en el tensor de curvatura
de Riemann, que mide la curvatura intrinseca, sino que necesitamos medir la
curvatura extrinseca, que calcularemos como sigue:

K = —hShiNV cna) = —hShEV ong. (B.25)
Ya que n, no tiene rotacion. La aceleraciéon de una foliaciéon se calcula:
g = nPVyn,. (B.26)
La curvatura extrinseca promedio es la traza de la curvatura extrinseca:

K = ¢"K,, = hK,,. (B.27)
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B.1.2. Las ecuaciones de Gauss-Codazzi y Codazzi-Mainardi
Dada la curvatura extrinseca en una hipersuperficie .S; tenemos:
D,Dyv® = hPhihiV Vv — KphinP?V,u" — K K0P, (B.28)
que si combinamos con el conmutador,
Dy Dbv® — DyDv° = 15, 0% (B.29)

Tenemos:
Tabed T Kachd - Kachb = hghghzthpqr& (Bgo)

a esta ecuacion se le conoce como la ecuacion Gauss-Codazzi.
Ahora, si tenemos:

DKy = W2h{h.NV , Ky, (B.31)
podemos deducir:
DyKue — DoKpe = hEhIRIN® Rpyrs. (B.32)

A esta ecuacion se le conoce como la ecuacién Codazzi-Mainardi.

B.1.3. Las ecuaciones de restricciéon
Si tomamos la ecuacion y contraemos una vez, tendremos:
P hihgRygrs = Tod + K Kpg — KGK . (B.33)
Si volvemos a contraer:
R h Ryys =17+ K2 — KKy, (B.34)
El lado izquierdo puede escribirse como:

hP"h® Rpgrs = (97" + nn’") (g% + nqns>qur8v
= R+ 2nn" R, + n'n"nn’R,ys,

B.35
= R+ 2nn"R,,. ( )

En el caso de las EFE en el vacio, la ecuacion (B.35)) es igual a cero, y tenemos
la siguiente ecuacion:
r+ K? — KK =0, (B.36)
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y en el caso en el que no estamos en el vacio, la ecuacion (B.35)) resulta:

1
R+ 2naanab - éRgab - Raba

(B.37)
=n"n"T,,.
De donde la ecuacion (B.36|) queda:
r+ K? — Ky K® =n"n’T,, . (B.38)

A las ecuaciones y (B.38)) se les conoce como las ecuaciones de restriccion
Hamiltoniana para el vacio y para el caso en el que hay materia respectiva-
mente.

Ahora, si contraemos una vez la ecuaciéon de Codazzi-Mainardi, tenemos:

D Ky — DyK = BPhTn° Ry (B.39)

El lado derecho de la ecuacion puede escribirse como:

PR n® Rygrs = —hE (g7 + nIn")n® Rygrs,
= —h'n’R,s — hEnIn"n’ Ry, (B.40)
= —hPn’Rys.

Para el caso del vacio tenemos que la ecuacion (B.39) queda:
D'Ky, — DK = 0. (B.41)

En el caso en el que hay materia, tenemos:

1
—hin’ Ry, = —n®(T), + 5gbqR)hg,

— —nbT, b — %gbthan, (B.42)
= —hbn°T,.
De donde la ecuacion queda como:
DK — DK = —hbn°T, . (B.43)

Las ecuaciones (B.41)) y (B.43|) se conocen como las ecuaciones de restriccion
de momento para el vacio y para el caso cuando hay materia respectivamente.
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B.1.4. La forma 3 + 1 de la métrica

Si introducimos coordenadas en las que L£; = 0;, es decir, coordenadas
adaptadas, tenemos que el vector de cambio 3, o shift, cample n,3% =¢ 3° = 0
tal que:

g = (0,5%). (B.44)
En estas coordenadas adaptadas se tien que t* =* 4%, el normal:
nt = (a ', —a71p7), (B.45)
y de la condiciéon de normalizacién n,n* = —1, se tiene que:
n, = (—«,0,0,0). (B.46)

Podemos encontroar entonces la siguiente forma para la métrica:
-2 —2
g = h" —nFn? = <a2ﬁ§ e QQ/B’YBJ) , (B.47)

que si invertimos y hacemos algunas manipulaciones, obtendremos:

_052 + 6’\/57 ﬁfy )
L= _ B.48
a= (5T (5.15)
Es decir:
g = —a2dt® + hs(Bdt + da”)(Bdt + da®), (B.49)

que es la forma 3 + 1 de la métrica.
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