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Resumen

Para poder aprovechar la energia obtenida por fusién nuclear es necesario confinar el
plasma que se genera en el proceso. En confinamiento magnético, existen experimentos con
distintas caracteristicas geométricas y fisicas que buscan el equilibrio entre plasma y campo
magnético. En particular, el Reversed Field Pinch (RFP) y el Tokamak son sistemas toroidales
axisimétricos de gran importancia. En ellos el equilibrio es descrito mediante la ecuacion de
Grad-Shafranov, la cual es una ecuacién diferencial parcial no lineal cuyas soluciones pueden
ser o no analiticas.

En los experimentos de RFP se observa que las propiedades de algunas descargas son descritas
por el llamado campo libre de fuerzas, un estado de baja energia magnética al cual un plasma de
fusién evoluciona durante el confinamiento. La teoria que describe dicha evolucién al campo
libre de fuerzas es conocida como Relajacién de Woltjer-Taylor, que se basa en la conservaciéon
de la helicidad magnética del sistema.

Esta tesis se divide en dos grandes partes. En los primeros capitulos se aborda la teoria nece-
saria para entender la ecuacién de Grad-Shafranov y el campo libre de fuerzas en el RFP. Se
empieza dando una breve introduccién a reacciones nucleares y fisica de plasmas (Capitulos
1-2). Posteriormente se estudia el modelo Magnetohidrodindmico (MHD), cuyas bases funda-
mentan la fisica del confinamiento magnético, y después se aborda el equilibrio en los aparatos
toroidales axisimétricos con la ecuacidon de G-Sh (Capitulo 3). Se contintia dando una des-
cripcidn de dichos aparatos, haciendo énfasis en el RFP y los toros con razén de aspecto muy
grande, cuyas propiedades se pueden aproximar por una geometria cilindrica (Capitulo 4), para
después explicar la teoria de Taylor y del campo libre de fuerzas (Capitulo 5). Seguido de esto
se aplican estas bases al caso cilindrico y a la ecuacién de G-Sh (Capitulo 6) . A continuacién
se procede al trabajo de investigacion resolviendo la ecuacién de G-Sh para campo libre de
fuerzas en geometria toroidal, con base en el trabajo de Cerfon y Friedberg [1]. Se estudia el
comportamiento de dichas soluciones para distintas configuraciones geométricas y se expo-
nen los resultados obtenidos. A su vez se discute la importancia que estos tienen (Capitulo 7).
Finalmente se presentan algunas conclusiones (Capitulo 8).
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Capitulo 1

Reacciones nucleares

1.1. Introduccion

Una de las necesidades mds basicas que debe de cubrir el ser humano en su vida cotidiana,

es la produccién de energia. Desde el combustible que mueve nuestros transportes, hasta la
proteccién y alimentacion, el problema de produccién de energia es, hoy mds que nunca, de
caracter universal.
A lo largo de su historia el ser humano ha ido descubriendo y perfeccionando nuevos métodos
de obtencién y transformacién de energia. Actualmente, una serie de problemas presentan un
gran reto para las futuras generaciones. Las reservas de combustibles fosiles (carbon, petréleo,
entre otros) del planeta son cada vez menores, sin mencionar que su eficiencia es muy baja y
dafian considerablemente al medio ambiente. Aunado a esto, las llamadas ‘energias limpias’
(edlica, solar, etc...) ain se encuentran en vias de desarrollo, y aunque prometen solucionar
muchos problemas, presentan sus propios conflictos de eficiencia y peligros al medio ambiente,
dejando abierta la bisqueda de un ‘santo grial’ en materia de energia.

1.2. Energia de hoy y del mafiana: Energia nuclear

En la primera mitad del siglo pasado se empez6 a estudiar con gran detalle una nueva for-

ma de energia proveniente de un lugar poco esperado: El 4tomo. Gracias al trabajo de grandes
mentes cientificas, se descubrid que al dividir un 4tomo de ciertos elementos, se liberaban gran-
des cantidades de energia. Fue asi como se descubri6 el proceso conocido como fisién nuclear.
Posteriormente se desarrollaron las primeras armas y finalmente se aproveché la energia nu-
clear creando los primeros reactores nucleares.
La energia obtenida por fisién es vasta y muy utilizada actualmente (Paises como Francia pro-
ducen la mayor parte de su energia por medio de procesos nucleares). Sin embargo, la fisién
presenta problemas al igual que las demads fuentes antes mencionadas; Genera desechos toxicos
y requiere de gran inversién y mantenimiento. Estas y otras causas, han evitado que la energia
nuclear se convierta en la principal fuente de energia.




1. REACCIONES NUCLEARES

Pero adn hay esperanza, ya que afios antes del descubrimiento de la fisidn se habia descubierto
el proceso inverso, conocido como fusién nuclear. En 1938 Hans Berthe probd que las estrellas
obtienen su energia mediante la unién de dtomos ligeros en dtomos mas pesados. La energia
liberada por kg por fusién es mucho mayor que la obtenida con un kg en combustible de fision.
Ademads de generar menos desechos toxicos, la facil obtencién de los elementos utilizados y
otras ventajas mds, hacen que la fusién nuclear sea una fuente de energia altamente deseable
por el ser humano; La energia del futuro.

Han pasado mas de 70 anos de investigacién en fusién nuclear y ain falta mucho para po-
der crear el primer reactor. Hay problemas sin resolver en todas las dreas de funcionamiento
(ignicién, confinamiento, aprovechamiento de energia, etc...) pero se espera que pronto esta
vasta fuente de energia esté al alcance de nuestras manos, solucionando asi un problema que
ha estado presente a lo largo de toda nuestra historia.

1.3. Energia de amarre

Para entender por qué se libera energia en las reacciones nucleares, es necesario conocer el
concepto de energia de amarre. Esta se define como la energia minima necesaria para separar
un sistema de particulas en sus partes constituyentes. En el caso nuclear, se refiere a la energia
necesaria para separar un nticleo en los nucleones que lo conforman, los cuales se mantienen
unidos debido a la accién de la fuerza nuclear.

La intensidad de esta energia varia de elemento a elemento, como se muestra en la figura
1.1. Se observa que el *°Fe es el elemento més fuertemente unido.
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Figura 1.1: Curva de energias de amarre
[2]
Cada vez que un elemento es transmutado en otro cuya energia de amarre es mayor, se
libera energia. Esto debido a que la masa no se conserva en estos eventos, la variacién de la
masa se expresa mediante la liberacion de energia siguiendo la famosa ecuacién de Einstein

E = mc?.




1.4 Fisién nuclear: Reaccién en cadena y Energia liberada

El factor ¢? en la ecuacién de Einstein hace que cambios muy pequefios en masa sean tra-
ducidos en grandes cantidades de energia liberada. La cantidad de energia liberada es propor-
cional a la diferencia entre energias de amarre entre los elementos. De acuerdo a la ecuacién de
Einstein y la figura 1.1, la energia liberada en un proceso de fisién comun es aproximadamente
200 MeV.

1.4. Fision nuclear: Reaccion en cadena y Energia liberada

Como se expuso anteriormente la fision nuclear consiste en la divisién de un nicleo pesado
en dos nucleos menos masivos. Es evidente que entre mds nicleos se fisionen més energia se
liberard. En un reactor esto se logra gracias a una reaccién en cadena (Figura 1.2), la cual ocurre
cuando uno de los neutrones liberados por la fisién original se encuentra con un nuevo 4tomo
fisionable, repitiendo una y otra vez el proceso original.
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Figura 1.2: Reacccién en cadena de fision
[3]

En teoria, gran parte de los elementos pueden llevar a cabo reacciones de fision, pero so-
lo ciertos elementos pueden mantener una reaccién en cadena de fision. Estos elementos son
llamados ‘elementos (o isétopos) fisionables’ y son todos elementos transurdnicos, es decir,
elementos con nimero atdmico mayor o igual al del Uranio (Z = 92).

La fisién nuclear puede ser espontanea (ocurre cuando un atomo es inestable y se divide por si
solo) o inducida.

En la fisién inducida se envia un neutrén con energia cinética adecuada hacia un elemento fi-
sionable, por ejemplo el 2°U. El neutrén es capturado por el dtomo volviéndolo inestable, por
lo cual éste se divide en dos fragmentos, una serie de neutrones, y una cantidad considerable
de energia en forma de radiacion, calor, etc...

Es por esta razén que el nimero de neutrones, y la energia que estos llevan, son de gran im-
portancia para sostener una reaccién en cadena. Las reacciones de fisiéon ocurren con mayor
probabilidad debido a neutrones térmicos, es decir, neutrones con relativamente poca energia
cinética. Los neutrones con mayor energia también pueden producir reacciones de fisién pero
la probabilidad de que ocurran es menor. Uno de los elementos fisionables mds utilizados es el
23U, esto se debe a que su fisién produce un nimero adecuado de neutrones con las energfas
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apropiadas para continuar la reaccién en cadena. A continuacién se muestra una reaccién de
fisién con 2P U.

433U =B U =18 Ba+3 Kr+3in+177MeV. (1.1)

Existen diversos problemas que hacen que la reaccidon en cadena no se produzca tan facil-
mente como parece. Primero, el Uranio se encuentra mayormente en la naturaleza como 233U
(no fisionable), de acuerdo a [15] solo el 0.7 % del Uranio es 2°U, por lo que es necesario un
proceso de separacion para obtener el Uranio deseable [15]. El1 238U también puede ser apro-
vechado, ya que absorbiendo un neutrén se convierte en 23°U, posteriormente decayendo en
239py el cual es elemento fisionable.

Otro problema, es que los neutrones producidos por fisiéon son de alta energia, y para que estos
sean absorbidos por los nicleos, necesitan bajar su energia. Para esto se utiliza un modera-
dor en la reaccion, que comuinmente es H,0,D,0 6 grafito, que tienen una baja absorcién de
neutrones y disminuyen su energia. Los moderadores son tan importantes que los reactores
nucleares se clasifican de acuerdo al tipo de moderador utilizado.

Los reactores mas comunes son los que usan agua ligera como moderador. Estos pueden ser de
agua a presiéon (PWR) y de agua en ebullicién (BWR).

Los reactores nucleares han existido por décadas y se ha llegado a controlar de manera muy
eficiente la energia nuclear. De acuerdo a [20], en el mundo hay 453 reactores nucleares en
operacion, cuya capacidad de produccién de energia eléctrica es de 399,368MWe. Por otro
lado, 55 reactores mas estdn siendo construidos, y se espera que produzcan energia eléctrica
cercana a los 56,643MWe.

Entre los elementos que resultan de los proceso de fisién en reactores se encuentran el '37Cs
y 1311, elementos radioactivos que se resguardan en contenedores de acero y en ocasiones son
enterrados bajo tierra para evitar su exposicién al medio ambiente. Sin embargo, los desechos
de las reacciones de fisidn son un problema de almacenamiento si la energia nuclear se vuelve
nuestra principal fuente de energia, por lo que es necesario obtener energia de una nueva fuente.

1.5. Fusion nuclear

La fusion nuclear es el proceso opuesto a la fisién nuclear. Consiste en la unién de dos o
mds dtomos para formar uno nuevo. La fusién puede ser llevada a cabo con el hidrégeno y sus
isétopos, deuterio y tritio (El deuterio es facilmente obtenido del agua, mientras que el tritio no
se encuentra en la naturaleza y debe de ser producido en el reactor mediante reacciones entre
neutrones y litio).

Las estrellas obtienen su energia fusionando el hidrogeno puro en atomos mas pesados, los
cuales a su vez se fusionan para producir elementos mds pesados hasta llegar al Fe

1.5.1. Como lograr fusion: Plasmas en fusion nuclear

Hacer que dos nucleos se unan para formar uno nuevo no es una tarea tan sencilla como
parece. Nétese que tanto el deuterio como el tritio poseen carga positiva, por lo que una fuerza
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de repulsiéon coulombiana estd siempre presente entre ellos. Cuanto mas cerca estén dichos
nucleos entre si, més intensa serd esta fuerza de repulsion, por ende, los nicleos deben poseer
altas energias con el fin de superar esta barrera de energia, y que la distancia entre ellos sea lo
suficientemente corta para que la fuerza nuclear actde y los fusione (Figural.3).

Nuclear Fusion Power

.........

Figura 1.3: Fuerzas actuantes en dos niicleos cercanos
[4]

Cuando se habla de altas energias, es natural pensar que los aceleradores de particulas
serian un camino viable para resolver el problema antes mencionado, sin embargo esto no es
asi. Si se buscara utilizar un blanco de tritio y acelerar los nicleos de deuterio hacia él, solo
unos pocos se acercarian de frente de tal manera que la barrera coulombiana seria superada en
pocos casos, obteniendo asi una energia de fusién mucho menor que la energia que se empled
para acelerar los nucleos de deuterio.

Por otro lado, si se buscara emplear dos haces de nicleos (uno de tritio y otro de deuterio), las
colisiones de frente entre dos nticleos seguirian siendo tan poco probables que no se recuperaria
la energia invertida.

Por estas razones, el método més viable para producir fusién es calentando un gas de deuterio y
tritio, hasta una temperatura a la cual las reacciones de fusién se produzcan con alta frecuencia,
con la ventaja de que la energia liberada en particulas cargadas regresa al gas para mantenerlo
caliente.

En las estrellas las altas presiones ayudan a generar energia, mientras que un reactor, al no
poder reproducir dichas presiones, requiere que las temperaturas sean mayores a las del centro
del Sol. En ambos casos las temperaturas son tan altas que los d&tomos dentro se ionizan (pier-
den sus electrones), y el gas se vuelve un mar de electrones y iones (nicleos) conocido como
plasma.

1.5.2. Energia liberada por fusion

Como se observa en la figura 1.1, el formar helio a partir de deuterio y tritio implica un
incremento en la energia de amarre, por lo que se libera energia en el proceso. Mds atn, se
observa que la diferencia entre energias de amarre es mucho mayor que en cualquier caso fi-
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sionable, por lo que la energia liberada por nucleén es mucho mds grande en la fusién con
hidrégeno y sus isétopos (La fisién genera mds energia total debido a que el uranio tiene mu-
chos més nucleones que el hidrégeno, sin embargo, como un dtomo de hidrégeno pesa mucho
menos que uno de uranio, la energia liberada por kg es superior en un proceso de fusion).

La reaccion de fusién mds conveniente para llevar a cabo en un aparato de confinamiento
magnético es la que ocurre entre Deuterio y Tritio (D-T). Esto se debe a que su seccion eficaz
de fusion es mas alta a menores temperaturas. En la figural.4 se muestra la grafica de seccién
eficaz contra energia cinética para distintas reacciones nucleares.
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Figura 1.4: Secciones eficaces a distintas temperaturas para las reacciones de fusién mas comunes
[5]

De acuerdo a [21], algunas de las reacciones mas accesibles son las siguientes:

ID4 T —3 He(3.5MeV) +n(14.1MeV ), (1.2)
2D+3D —3 He(0.82MeV) +n(2.45MeV ), (1.3)
%D—i—%He —>‘21 He(3.6MeV )+ p(14.7MeV). (1.4)

En una reaccion de deuterio-tritio la mayor parte de la energia es liberada por medio de los
neutrones. Estos juegan un doble papel: La cria de tritio a partir de litio mediante las reacciones

n+SLi =5 He(2.1MeV) +3 T(2.1MeV ), (1.5)

n+iLi—3 He+7 T +n(2.5MeV), (1.6)

y mediante termalizacidn, calentar un cobertor el cual sirve como proteccién de las bobinas
y demds aparatos. De este modo se obtiene el suministro de combustible necesario para el
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reactor, y se realiza la transferencia de energia para accionar el generador de vapor y turbinas
que producen la energia eléctrica (Figura 1.5)

Reactor containment

Deuterium

Primary Vacuum

fuels vessel T Helium

H

Generator
ertf]]

Steam Turbine
generator

Lithium

ALY

Figura 1.5: Esquema de un reactor de fusién
[6]

Gracias a la abundancia de los elementos utilizados y la enorme cantidad de energia libera-
da, la fusién podria abastecer las necesidades de energia del planeta por miles de afios. Para que
se pueda aprovechar la energia liberada por fusién en un reactor, este debe cumplir con ciertos
requerimientos. La potencia obtenida por la fusién debe de ser mayor a la potencia necesaria
para calentar la mezcla de D-T (su temperatura debe de elevarse alrededor de los 100 millones
de grados Celsius), y a la potencia necesaria para mantener la mezcla a dicha temperatura. Esta
desciende debido a pérdidas térmicas por conduccién y conveccidn de la mezcla, asi como por
pérdidas por radiacién bremsstrahlung debido a colisiones entre las componentes del plasma.
La ganancia de energia Q en un reactor se define como la razén de la potencia obtenida P, y
la potencia invertida F;,. Como F,,, se toma la producida por las reacciones de fusion Prysion, ¥
como P, la necesaria para calentar el plasma mediante fuentes auxiliares P,,,.

Pour o P fusion

P, Paux
Por ello en un reactor se requiere Q > 1. La condicién Q = 1 se le conoce como condicién

de equilibrio.

Por otra parte, las particulas alfa liberadas contribuyen al calentamiento, y se deben conseguir

las condiciones para que entreguen su energia. La potencia obtenida por fusién es 5 veces la

obtenida por las particulas alfa Py, es decir

0= (1.7)

Q _ Pfusion _ Sﬁ’ (18)
Paux Paux

mientras que la fraccién de calentamiento debido a particulas alfa es
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Pa‘l'Paux'

Despejando Py en la ecuacion 1.8 y sustituyendo en la ecuacion 1.9 se obtiene la fraccion
de calentamiento en términos de la ganancia:

Ja (1.9)

_ 0
Q+5

En la tabla 7.4 se presentan las fracciones de calentamiento obtenidas para distintos valores
de ganancia

Ja (1.10)

Q | fa
1| 17%
5 |50%

10 | 60% (ITER)

20 | 80% (Reactor)

oo | 100% (Ignicién)

Tabla 1.1: Comparacidn entre ganancia y fracciones de ignicidn para algunos casos

Por otra parte, el calor neto en la mezcla se obtiene mediante el siguiente balance:

dw,
Pheat:Paux"i_Pa_PBr:Ptrans"i_ditpv (]11)

donde Pg, es la potencia perdida por la radiaciéon bremsstrahlung, P,,,,s es la potencia perdi-
da a través de varios procesos de transporte y % es la potencia requerida para aumentar la
energia cinética de la mezcla. En el caso de procesos pulsados se tiene que W), = 3n.kpT.V),
con kg la constante de Boltzmann, n, es la densidad de electrones y V), el volumen de la mezcla.

Por otro lado, las pérdidas de energia por transporte estidn relacionadas a la energia total
mediante el tiempo de confinamiento T, definido como:

WP
aw, *
Prear — dtp

g = (1.12)

Una condicién minima que debe de cumplir un plasma de fusidn, es conocida como Crite-
rio de Lawson [5], dado por:

3(1 - ninnout)kBTe
rlin nout %E;Qm - kB(l - Tlin nout)\/Te

neTg =

(1.13)
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Aqui < ov > es la seccidn transversal de colisiones de cada especie promediada sobre la
distribucién de velocidades, Eq es la energia que llevan las particulas alfa, kz la constante de
Boltzmann y 7;, y Noue son las eficiencias de las fuentes de energia incidente y energia de salida
respectivamente.

Para la condicién de equilibrio en una mezcla 50/50 de D-T se tiene:

netg = 102%sm=3. (1.14)

En la préactica distintos aparatos pueden operar a diferentes temperaturas promedio, por
lo que es necesario usar la variacién de la seccion transversal de la reaccion para distintas
temperaturas. Por ejemplo, el criterio de Lawson para una mezcla de D-T a una temperatura
promedio de T, = 15KeV, se escribe mediante el triple producto:

neTpT; > 1.5x10* keVsm™. (1.15)

Por otro lado, el criterio de Lawson también define la minima temperatura requerida para
un reactor de fusidn de acuerdo a las reacciones llevadas a cabo en él. A estas temperaturas la
potencia de fusién debe exceder las pérdidas por radiacién de bremsstrahlung. La Figura 1.6
muestra las curvas de temperatura para reacciones D-T y D-D, exhibiendo que la condicién de
temperatura es menor para el primer caso que para el segundo.

10°

102 f g

Power density [MW.m-] for n,=n,= 5x102 m3

102 TS
T [keV]

Figura 1.6: Curvas de temperatura requeridas para un reactor de fusion
[5]
Finalmente, haciendo Q — < en la ecuacion 1.6 se obtiene el criterio de ignicién, para el
cual el calentamiento de las particulas alfa serfa suficiente para mantener las reacciones

3kgT,
<O'121.>Ea _kB\/Te

Como se comentd anteriormente, un plasma es generado en el interior de un reactor de
fusién nuclear. Por esta razén, la fisica de la fusién nuclear es, en gran parte, la fisica de
plasmas. Es necesario conocer cémo se comporta el llamado ‘cuarto estado de la materia’, sus
propiedades, inestabilidades, lo necesario para confinarlo, y demés, para poder lograr controlar

NeTE = (1.16)
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y aprovechar la energia de fusién nuclear.
Ahora se procederd a dar un pequefio marco tedrico sobre la fisica de plasmas relevante en
problemas de fusién nuclear confinada magnéticamente.

10



Capitulo 2

Fisica de plasmas

En el capitulo anterior se explicaron las razones por las cuales es necesario conocer la fisica
de los plasmas para entender la fusién nuclear. También se dio una pequeiia definicién de plas-
ma, que a continuacion, se formalizard. Finalmente se explicardn algunos aspectos relevantes
de la fisica de plasmas para la fusion nuclear.

2.1. ;Qué es un plasma?

Expandiendo en la definicién antes dada, un plasma se define como un gas cuasineutro de
particulas cargadas y neutras, que experimenta un comportamiento colectivo. Se entiende como
‘comportamiento colectivo’ a que, cualesquiera dos regiones de un plasma, estas interaccionan
eléctrica o magnéticamente sin importar que tan separadas se encuentren, es decir, una pertur-
bacion por mds lejana que se dé, afecta a todo el plasma. Este comportamiento es exclusivo
de los plasmas debido a que las cargas eléctricas se encuentran libres y en movimiento, dando
lugar a campos eléctricos y magnéticos que ejercen fuerzas sobre todo el sistema. Un plasma
satisface 3 condiciones. La primera estd expresada en la siguiente ecuacion:

Ex > Ep, 2.1

la cual establece que la energia cinética de las particulas debe de ser mucho mayor que la
energia potencial entre ellas, esto con el fin de que las particulas del plasma colisionen entre si.
Ademads, gracias a esta condicién se presenta el fendmeno conocido como apantallamiento. En
fisica de plasmas este es conocido como apantallamiento de Debye y hace referencia a que,
debido a las diferencias entre energia cinética y potencial, una carga de un signo se verd rodeada
por cargas del signo opuesto, bloqueando hacia el exterior el campo eléctrico generado por la
carga original, es decir, el potencial eléctrico de la carga tendrd una regién de influencia muy
corta. La distancia promedio a la cual el potencial es bloqueado se le conoce como Longitud
de Debye Ap [7].

La segunda condicién que debe satisfacer un gas ionizado para ser considerado plasma es la
siguiente:

11
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Ap <L, (2.2)

la cual establece que la longitud de Debye debe de ser mucho menor que las dimensiones (L)
del sistema, pues asi se asegura que a grandes escalas el plasma permanecera neutro.
Finalmente, la tercer condicién es la siguiente:

0, T < 1. (2.3)

Esta establece que si ), es la frecuencia tipica de oscilaciones de plasma y 7 es el tiempo
promedio entre colisiones con 4tomos neutros, el producto de dichas cantidades debe de ser pe-
queio. De esta manera se asegura que las particulas cargadas no colisionan tan frecuentemente,
es decir, su movimiento es descrito en mayor parte por las interacciones electromagnéticas y
no por las interacciones mecénicas.

2.2. Movimiento de particulas individuales en campos eléctricos y
magnéticos

Se sabe que una particula cargada en movimiento ve afectada su trayectoria en presencia de
un campo eléctrico E, o de un campo magnético B. A continuacién, se analizan casos cuando
E y B son uniformes y no uniformes.

2.2.1. Movimiento bajo E y B uniformes

Primero, si B # 0y E = 0, de la segunda ley de Newton y de la fuerza de Lorentz se tiene
la ecuacioén de movimiento:

d
F:ma:md—::qva. 2.4)

El movimiento es tridimensional, entonces v = (v, vy,V;), ademds, se supone sin pérdida
de generalidad B = Bz. De la ecuacién 2.4 y separando en sus componentes correspondientes,
se tiene que resolver el sistema:

2
B B
x—qy'——(q) x+C, (2.5)
m m
2
B B
=Ly _ (") V4G, (2.6)
m m
5=, 2.7)

12
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donde C; y C; son constantes de integracion.

La ecuacion en la direccién “z” es trivial y la particula cargada se mueve con velocidad constan-
te. Notese ademds que cada ecuacién es andloga a la ecuacion del oscilador arménico simple,
pues por ejemplo, la ecuacion 2.5 se puede escribir como:

¥ =—wlx+C, (2.8)
donde @, es una cantidad positiva conocida como frecuencia de ciclotrén, dada por:

_ laB
L3

O (2.9)

Nétese que se tendrd un movimiento periddico y las soluciones al sistema de ecuaciones
son:

x = Ksin(wet) + xo, (2.10)
y = K cos(wt) + yo, (2.11)
7= Cst +Cy, (2.12)

donde K, xg, y9, C3 y C4 son constantes, ademds de que las ecuaciones 2.10 y 2.11 describen
una circunferencia de radio K centrada en (xo, yo), cuya ecuacién es (x —xo)% + (y —yo)* = K>.
Cuando v y B son ortogonales, la fuerza magnética juega el papel de una fuerza central, de
tal manera que se tiene un movimiento circular uniforme en el plano generado por F y v cuyo
radio de giro es conocido como radio de Larmor y estd dado por:

== 2.13)

@ |q|B

donde v es la velocidad de la particula.
En 3 dimensiones, la particula seguiria un movimiento circular uniforme con un desplazamien-
to a velocidad constante en la direccion del campo magnético. También es adecuado recalcar
que tanto el radio de Larmor, como la frecuencia y la direccién de giro son determinados por el
signo y masa de la carga, por lo que iones y electrones en un plasma experimentan trayectorias
muy distintas atin en un caso tan simple como este. Finalmente, en caso de que v y B no fueran
ortogonales, se tendria una trayectoria helicoidal en vez de circular.

Ahora, si E # 0, la nueva ecuacién de movimiento sera:

m@ =q(E+vxB). (2.14)
dt
Nuevamente, sin pérdida de generalidad se supone que E = (E\,0,E;), de tal manera que
ahora hay una ecuacién de movimiento no trivial en la componente z. Pese a esto, la solucién
a dicha ecuacién se obtiene integrando y tiene la forma:
= lqEz 2

—t" +ait+ay, (2.15)
2 m
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donde las a son constantes. Este término respresenta una aceleracién en la direccion z. Ahora
se sigue el proceso andlogo al caso anterior, se obtiene una nueva ecuacién en Xx:

=4 (Ex+ By) = —0?x+ ¢, (2.16)
m

donde ¢co =c¢; + %E v, ¥ €1 s la primer constante de integracion. La solucién a esta ecuacién es
la ecuacidn 2.10, al considerar ahora que xg = ZTZ

(o
Finalmente, la ecuacion en “y” es andloga al caso inicial (pues E, = 0). Entonces basta inte-
grar la ecuacién 2.6 y sustituir la expresion obtenida para “x” en dicha ecuacién. Al integrar

nuevamente y simplificar la expresion, el resultado obtenido es:

1+ %Ex
B &
lo cual indica que el movimiento bajo los dos campos es una superposicién del movimiento para
el caso E = 0, mds una deriva del centro de giro debido al campo eléctrico (v k), resultando en
un movimiento helicoidal con una deriva de su centro (Figura 2.1). La expresion para (v.g) es

[7]:

y = Kcos(w.t)— %t = Kcos(wt) — (2.17)

ExB

- (2.18)

VeE =

ExB

YR

Figura 2.1: Movimiento de una particula en presencia de E y B
[71

2.2.2. Movimiento bajo E y B no uniformes

Cuando se lidia con campos no uniformes el problema se vuelve tan complejo que en la
mayoria de los casos no existe solucion analitica a ellos. Ahora, se discutirdn dos casos simples
de no uniformidad que si presentan solucion.

El primero es la no uniformidad debido a un cambio en la densidad de campo magnético tal que
VB_B. Siguiendo la convencién utilizada, VB puede apuntar en direccién x o y. Sin pérdida de
generalidad se elige VB que apunta en direccién y.

14
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Debido a la no uniformidad de B se experimenta una nueva velocidad de deriva, cuya expre-
sién puede ser encontrada calculando el promedio de fuerza que siente la particula cargada al
completar un giro. Como B es constante en x, y v cambia de direccién, es evidente que F, = 0.
Para y se sabe de la ecuacion 2.4 que

F, = —qv\B,. (2.19)

Notese que B, (y). Conforme se avanza en el giro, se experimentan cambios pequefios en el
campo, por lo que haciendo el desarrollo de Taylor de B alrededor de yo = 0, y sustituyendo el
valor de v,, obtenido de la ecuacion, en la ecuacidn 2.19 se obtiene:

JdB
F, = —qvcos(w.t) [Bo iya] . (2.20)
’ y
Tomando el promedio en un giro se obtiene
— 1 JdB

pues cos(@t) =0y cos?(@ct) = 3.

Ahora, sabiendo que F = gE vy sustituyendo F y B en la ecuacién 2.18 se obtiene la velocidad
de deriva del centro de giro debido a VB

1F, _ 1 0B __
bl S (2.22)
q |B| 2 B dy

Nuevamente, como se eligio el VB||y arbitrariamente, la expresion general es:

VvB

1 BxVB
VVB ::l:ier B

(2.23)

donde el signo es el de la carga en consideracion.

Ahora se analizara otra deriva muy comun en fisica de plasmas, esta vez debido a la curva-

tura del campo magnético. Se busca encontrar la fuerza que origina la deriva, para que nueva-
mente al utilizar la ecuacién 2.18, se encuentre la expresion buscada.
Considérese un campo magnético B, constante en magnitud y con lineas de fuerza curva. Su
radio de curvatura R, es constante. Entonces una particula cargada que se mueve en dicho cam-
po experimenta una fuerza centrifuga F.y. Sea v| la componente de la velocidad paralela al
campo, de modo que la fuerza centrifuga promedio es:

mv‘z

| ~
—T. 2.24
2 (2.24)
Como R. = R.Fy F = gE, sustituyendo en la ecuacién 2.18 se obtiene la expresion para la
deriva de curvatura:

F.p=

_ mV{R,xB
qB> R:

vd(,‘ (225)
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Estas son algunas de las derivas que presentan las particulas cargadas cuando se mueven a
través de campos electromagnéticos.
Las derivas aqui estudiadas se reflejan en el movimiento promedio de un plasma cuando se le
modela como un conjunto de fluidos que describen a las diversas especies. Ahora se expondrin
algunos resultados de este modelo.

2.3. Plasmas como fluidos

A continuacién se expondra el modelo conocido como modelo de varios fluidos, el cual
generaliza los conceptos antes expuestos a un marco de fisica de fluidos, y serd de gran utilidad
para entender la aproximacién MHD (Capitulo 3).

2.3.1. Ecuaciones de movimiento y conservacion

Un modelo de & especies de particulas cargadas indistinguibles, se puede describir median-
te la evolucion de las funciones de distribucion de velocidades en 7 dimensiones fy (X, V,?). Al
emplear regla de la cadena sobre esta ecuacion se obtiene que:

dfe _ dfa _ (9fa
dl‘—&t‘l‘v'vxf(x‘f‘a‘vvfa—(at)c' (2.26)

El término de la derecha representa la interaccién entre las especies debido a colisiones,
mientras que el término de aceleracién es a = 2% (E + v, x B).
a
Por otra parte, un promedio sobre las velocidades se define como:

< ga(v) >= fg(V)fa(X,V,l‘)dV. (227)

[ fa(x,v,1)dv
De ahora en adelante se omitird el subindice & por comodidad, y se volverd a introducir
cuando sea necesario.
Promediando g < v > de acuerdo a la ecuacién 2.26 y definiendo la densidad de particulas
como n(x,t) = [ f(x,v,7)dv, se tiene:

dn<g>)

_ If
T +Vx‘(n<gv>)—n<a-va>—/g (at)cdv. (2.28)

Ahora, sacando el momento 0 de la ecuacién 2.28 [7] , es decir cuando g =0 =1, se
obtiene:

an _ af
at—i—V‘(n<v>)/(at>ch, (2.29)

donde se observa que la velocidad considerada es el promedio de velocidades de cada particula.
Ademads, de que se trata de la ecuacion de continuidad con una fuente externa.
Ahora, se saca el primer momento de la ecuacion 2.28 (g = mv), descomponiendo la velocidad
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2.3 Plasmas como fluidos

v en una velocidad promedio del elemento de fluido mds una velocidad aleatoria debido de
las particulas, es decir, v=<v > +(v— < v >) =< v > +v,. Ademads, utilizando la notacién
< v >= u entonces se obtiene:

Jduy

= + (ug - Vug) | =gang(<E > 4ugx <B>)—V- <mgnguzu, >+

+/mavaa< ;"‘) dve, (2.30)

donde los campos electromagnéticos son el promedio de los correspondientes campos mi-
croscopicos, y el término de la diada puede ser separado en una matriz diagonal P, y una
matriz no diagonal II, tal que < mnvyvy >= P +I1. Entonces simplificando se obtiene:

Mg

Mg

0
;ttx (ug-Vug)| =gana(<E>4ugzx <B>)—-V-Py—V- Ha+/maVaa< a{“) dvg.

(2.31)
Esta es una ecuacion de Navier-Stokes para un fluido cargado, donde P, es un tensor de
presién (en un plasma isotrépico este término es un simple gradiente de presion) y I, repre-
senta la viscosidad del fluido.
Aunque no es relevante para esta tesis, se puede calcular el segundo momento de la ecuacién
2.28 (g = %muz), obteniéndose:

d [ mangu®+Np mahg* N+2 Mgl < UZu, >
_ V. I, - =2 - daT | =
P < > +V-i( > T3 plug +Tg -ug + 5

= gong <E > ua+/2ma §a< £a> dve, (2.32)

donde N es el nimero de grados de libertad.
Los campos < E > y < B > se describen al resolver las ecuaciones de Maxwell:

1
V.E=—0p, 2.33
EOP (2.33)
V-B=0, (2.34)
JB
VXE:_W’ (2.35)
V xB = uJ+ togo 881;3 (2.36)

en donde por comodidad se ha tomado la notaciéon < E >=E y < B >= B, entendiendo que
se refiere a los campos macroscopicos.
La densidad de carga p y la densidad de corriente J estdn dadas por las siguientes integrales
sobre las distribuciones de velocidades:
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2. FISICA DE PLASMAS

p(th) = ZCIOC /fa(x,u,t)d3u, (237)
IJx,1) =Y qa / ufy(x,u,r)d*u. (2.38)

Todo este conjunto de ecuaciones describe un plasma en el modelo de varios fluidos, en
donde quedan por determinar los términos que conciernen a las colisiones entre especies. De la
ecuacion de Navier-Stokes, se observa que las derivas deducidas en la seccion anterior, tienen
una generalizacién al movimiento promedio de los fluidos, ademds de que aparece una nueva.
Ahora se discutirdn estas derivas.

2.3.2. Derivas de fluidos

Figura 2.2: Deriva diamagnética
[8]

Sean E y B uniformes, u perpendicular al campo magnético y los gradientes Vn, Vp no
cero. Supdngase que (u-V)u = 0 (justificado mds adelante) y también supéngase que las velo-
cidades de deriva son pequefias comparadas con la frecuencia de giro de particulas @, entonces
WOerivg <K @ Y por tanto %—‘t‘ = (. Haciendo el producto vectorial de la ecuacién 2.31 (sin con-
siderar los términos de viscosidad e interaccién) con B se obtiene

0= gana[ExB+ (uxB)xB]—VpxB. (2.39)

Usando la propiedad del triple producto vectorial: (C X B) xA = (A-C)B—(A-B)Cy
despejando u se obtiene:

u— ExB VpxB
- B2 gnB? '’
donde el primer término es la ya conocida deriva debida al campo eléctrico perpendicular al

campo magnético, mientras que el segundo término es una nueva deriva conocida como deriva
diamagnética (up). Esta deriva estd presente en plasmas de distintas geometrias, por ejemplo

(2.40)
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2.3 Plasmas como fluidos

uno cilindrico (Figura 2.2), donde se observa que las derivas diamagnéticas de iones y electro-
nes tienen direccién opuesta.

De la ecuacién 2.40 se observa que up es perpendicular a Vp, por lo que (u-V)u =0 es con-
sistente si E =0 o E||Vp. Nétese que esta deriva sigue presente ain si la condicién anterior no
se cumple, la diferencia es que su expresion resulta ser mucho mds compleja en este y otros
casos, distintos al que se considero.

Con la teoria expuesta en este capitulo, se tienen las bases necesarias para estudiar el mo-
delo MHD, en particular, el problema de equilibrio y estabilidad en un experimento (reactor)
de fusién. También se puede discutir como es el funcionamiento de los experimentos de con-
finamiento magnético toroidal més conocidos (Tokamak, Spheromak, RFP, etc...), cuya base
tedrica tiene sus raices en este capitulo. Estas y otras cosas mas serdn expuestas en el capitulo
siguiente.
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Capitulo 3
Aproximacion MHD y equilibrio en

toros axisimeétricos

En el capitulo anterior se explicé que un plasma se puede describir macroscépicamente
como un conjunto de fluidos cargados que se rije bajo las ecuaciones antes expuestas.
Una aproximacion simplificada es el modelo magnetohidrodindmico (MHD), este modelo es
vélido para frecuencias bajas, en el que predomina la dindmica de los iones y se considera
que el plasma es cuasineutro localmente; Es decir que las desviaciones entre las densidades
de iones y electrones son de mayor orden. Esto se justifica porque los iones son niicleos més
masivos que los electrones. En plasmas de fusion se busca llegar a un equlibrio entre plasma y
campo magnético, llamado equilibrio estético, el cual se deriva de las ecuaciones MHD. Esta
condicién de equilibrio aplicada a toros axisimétricos, resulta a su vez en la llamada ecuacién
de Grad-Shafranov cuyas soluciones describen distintos tipos de equilibrio.
A continuacién se explicardn las bases del modelo MHD asi como la derivacién de la ecuacién
de Grad-Shafranov.

3.1. Ecuaciones magnetohidrodinamicas

La dindmica de cada especie de particulas (iones y electrones) es descrita por sus ecua-
ciones de densidad, transferencia de momento y energia, como se vio en el capitulo anterior.
En general en MHD se despreciard el término de viscosidad. Otra aproximacion es suponer al
plasma cuasineutro, es decir, que la densidad de particulas es aproximadamente la misma para
ambas especies (n; =~ n, = n). Estas condiciones se pueden resumir en las siguientes ecuacio-
nes:

u<kKec, 3.1
0 <K O, (3.2)
L> AD, (3.3)
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3.1 Ecuaciones magnetohidrodindmicas

donde ., es la frecuencia de ciclotron del electron. Ademas, resulta conveniente redefinir las
velocidades y densidades de iones y electrones en términos de fluidos, por lo que se definen:

p = n(m;+m,) ~ nm;, (3.4)
1 m;u; + m.u
U= E(miniu,- +meneu,) = ﬁ ~ U, (3.5)
P = pi+ pe, (3.6)
J=en(u;—u,), (3.7)

donde p es la densidad de masa, U es la velocidad hidrodindmica, P la presion total y J la
densidad de corriente.

Sumando las ecuaciones 2.31 para ambas especies y empleando las aproximaciones y defini-
ciones antes descritas, se obtiene la correspondiente ecuacién de movimiento:

p[%[tj—l—(U-V)U}:JxB—VP. (3.8)

Por otra parte tomando la ecuacién 2.31 para los electrones, e ignorando la inercia se ob-
tiene la ley de Ohm generalizada:

E+UxB:nJ+i(—VPe+J><B), (3.9)

en donde 7 es la resistividad.
El tltimo término es muy pequefio bajo la condicién % < 1. En el tipo de aparatos que nos
ocupan, la ley de Ohm se puede aproximar por:

E+UxB=nJ. (3.10)

Finalmente en MHD la ecuacién de continuidad y las ecuaciones de Maxwell se escriben
como:

aa’;—i—V-(pU)—O, (3.11)
V-E=0, (3.12)
V-B=0, (3.13)

oB
VXE:—W, (3.14)
V xB=upl. (3.15)

La corriente de desplazamiento en la ley de Ampere es ignorada debido a que en MHD la
densidad de carga no cambia en las escalas de tiempo consideradas (%—’; = 0), por lo que to-
mando la divergencia de la ley de Ampere resulta la relacion V- J = 0, lo cual a su vez justifica
la ecuacién de continuidad.

Noétese también que la ley de Gauss es reemplazada por la ley de Ohm generalizada para cal-
cular el campo eléctrico.
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3. APROXIMACION MHD Y EQUILIBRIO EN TOROS AXISIMETRICOS

3.1.1. Congelamiento del campo magnético y difusion

De las ecuaciones MHD se pueden deducir varios resultados relevantes. Combinando la ley
de Ohm generalizada (ecuacion 3.10) y la ley de Faraday (ecuacién 3.14), se deduce que:

OB G (UxB)+ LV VB (3.16)
ot Mo

Si se ignora el flujo U, se tendria:

B 7

i B v 23 )
= m B, (3.17)

la cual es una ecuacién de difusion. Esto indica que, el campo magnético que confina al plasma
se ird disipando (debido a la resistencia que hay en las bobinas que lo generan) con un tiempo
caracteristico Tp = ,uo%z, en donde L es la longitud caracteristica del plasma. Es decir, la energia
almacenada en el campo magnético ird disminuyendo. Por otro lado, del primer término de la
ecuacion 3.16, reescribiendo el campo magnético en términos de dos funciones escalares o y
B, tal que B =Va x Vf (es decir, B es normal al plano generado por los gradientes de ot y 3),
se obtiene:

d d
Va(:xVB—i—Vochal::Vx[Ux(VaxVﬁ)]. (3.18)
Desarrollando la ecuacién anterior se llega a que:
d d
V x [(;+U-Va>V[3—<£+U~VB)Va] =0, (3.19)

donde los términos en paréntesis son las derivadas convectivas de a y 3: ‘é—‘;‘ y % respectiva-

mente . Cada uno de los rotacionales debe de ser cero, por lo que se llega a que:
da 0= dp
. dt’

Esto quiere decir que el tanto el campo magnético como el plasma se mueven en conjunto
conforme el tiempo avanza, es decir, se preserva la topologia de las superficies magnéticas.
A este fendmeno se le conoce como Congelamiento del campo magnético. Tanto el con-
gelamiento como la difusién del campo ocurren simultineamente, uno tratando de preservar
topologia y el otro modificdndola. Esta topologia se mide de acuerdo a una cantidad conocida
como Helicidad Magnética, que se estudiarda mds adelante.

(3.20)

3.2. Equilibrio estatico y dinamico

Si se busca saber cuando un plasma se encuentra en equilibrio, se deben resolver la corres-
pondientes ecuaciones MHD cuando % = 0. Aunado a esto, cuando se presenta velocidad de
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3.3 Ecuacion de Grad-Shafranov en toros axisimétricos

flujo en equilibrio(U # 0), se tiene el llamado equilibrio dinamico. La ecuacién de continuidad
y la ecuacién de movimiento correspondientes al equilibrio dindmico son:

V. (pU) =0, (3.21)
pu-VU=JxB—-Vp, (3.22)

en donde se han ignorado efectos de viscosidad que implicaria un término extra proporcional
a V2U. En [22] y [23] se estudia el caso en el que la viscosidad es considerada. En los experi-
mentos de difusion se ha encontrado que ésta puede ser ignorada [24] para efectos del célculo
del equilibrio. El equilibrio dindmico es de gran importancia en dreas como plasmas de jets,
propulsores, entre otros, pero en confinamiento magnético es mds comun otro tipo de equili-
brio, sobre el cual se profundizard con mds detalle a continuacion.

Se conoce como equilibrio estatico a la solucion (independiente del tiempo) a la ecuacién 3.8
cuando no existe velocidad de flujo en equilibrio, es decir, U = 0. Las ecuaciones de equilibrio
estatico en MHD son:

E+UxB=nlJ, (3.23)
V-B=0, (3.24)
VxE=0, (3.25)
VxB=uyl, (3.26)
Vp=JxB. (3.27)

El problema de equilibrio estatico multidimensional se basa en resolver la ecuacién 3.22,
bajo las condiciones a la frontera adecuadas. Esto resulta ser un problema no lineal en el confi-
namiento toroidal axisimétrico, que da origen a la llamada Ecuacion de Grad-Shafranov. Por
ser el tema central de esta tesis se procederd a su deduccion en detalle.

3.3. Ecuacion de Grad-Shafranov en toros axisimétricos
Se comenzard partiendo de la condicidn de equilibrio estatico MHD:

Vp=JxB, (3.28)

de donde se deduce que Vp es perpendicular a la superficie generada por J y B, es decir, puesto
que Vp-J=0=Vp-B, Jy B son tangentes en todos los puntos a las superficies de presioén
constante (figura 3.1).
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3. APROXIMACION MHD Y EQUILIBRIO EN TOROS AXISIMETRICOS

Figura 3.1: Ortogonalidad entre los vectores de gradiente de presién (azul), corriente (rojo), y
campo magnético (verde).
[9]
Se considera una geometria toroidal axisimétrica en coordenadas cilindricas (r,¢,z), es
decir, % = 0. Expresando el campo magnético en términos del vector potencial A en esta
geometria, se tiene:

8A¢ 0A 0A 10
B=VxA=—— a4 -—(rA 3.29
. dz er+<8z 8r>e¢+r8r(r o) e (3-29)

o bien, es posible escribir la ecuacién anterior como
dA, OJA
B=Vx(A L= . 3.30
X(¢e¢)+<az ar>e¢ ( )
Ahora, el campo magnético se puede expresar en términos de las cantidades
Y = —T1Ay, (3.31)
JdA, OJA

F=—r(—o—== 3.32
r( dz  dr ) ’ (3-32)

en donde y es conocida como flujo poloidal, mientras que F es llamada funcién de campo
toroidal. Utilizando estas ecuaciones y recordando que V¢ = %ed,, la ecuacién 3.30 se puede
reescribir como:

B=VyxVo+FV¢. (3.33)

Sustituyendo en la Ley de Ampere (ecuacién 3.15), se obtiene

d d 1
UoJ =V x (VyxVe)+V x (FVe)=Vx [(a—z/er—i—a—wez) X ;eq,] +VFxV¢, (3.34)
z
donde se utiliz6 la identidad vectorial V x (Fv) = FV x v+ VF x v,y elhecho de que Vx V¢ =
0.

Continuando con el desarrollo se obtiene:
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3.3 Ecuacion de Grad-Shafranov en toros axisimétricos

B 1y 1dy d (1dy Jd (1dy
Hol =V x [r&rez p aze*] FVEXVe= [81’ <r8r o\ 7 )| e TVEXVE
(3.35)
Desarrollando la expresion anterior se obtiene:

2 10 2?2
quz(grw—"% W>V¢+VF><V¢, (3.36)

o bien, introduciendo el operador

Py  1dy LY %y

Al//:W_rar 072’

(3.37)

la ecuacion 3.36 se reescribe

V xB =] = A*yVo+VF x V¢, (3.38)

lo cual indica que la densidad de corriente se descompone en una corriente en la direccion to-
roidal A*yV ¢ (paralela a V@), y una corriente en la direccion poloidal VF x V¢ perpendicular
aVvo.

Ahora, para simplificar las cuentas se hace Ly = 1. Entonces, sustituyendo las ecuaciones 3.33
y 3.36 en la ecuacion 3.28 se obtiene:

Vp=(A"yVo+VF xVp)x (VyxVo+FVg). (3.39)

Por otra parte, haciendo el producto interior de B con la ecuacién 3.28 se tiene:

B-Vp=B-(JxB)=0, (3.40)

empleando la ecuaci(’)n 3.33 para desarrollar la primera igualdad, y recordando que Vp =
er —|— eZ y Vo = e¢, se tiene:
B-Vp=(VyxVo+FVe) Vp= (wa ) Vp= i’-(vval,/) —0. (341

Recordando que tanto Vy como Vp son perpendiculares a ey, para que se satisfaga la
ecuacion anterior se debe de cumplir:

VpxVy=0 = Vp|Vy, (3.42)
es decir, p = p(y), y por lo tanto:

dp
Vp=-LVy. 4
p dy 74 (3.43)

Ahora, se sigue un procedimiento andlogo para J, de tal manera que:

J-Vp=1J-(JxB)=0 (3.44)
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3. APROXIMACION MHD Y EQUILIBRIO EN TOROS AXISIMETRICOS

y por tanto, andlogamente a la ecuacién 3.41
* € €
J-Vp=(A"WVo+VF xV§)-Vp= (VF x 7) Vp=L (VExVp)=0, (345)
r r

por lo que se debe de cumplir:

VFxVp=0 = Vp||VF = VF|Vy, (3.46)

es decir que F = F(y), y por lo tanto su gradiente se puede escribir como:

dF
VF=—V (3.47)
dy
Entonces sustituyendo las ecuaciones 3.43 y 3.47 en la ecuacion 3.39, se obtiene:
dp . dFf
—Vy=(AyVo+—VyxVe | x (Vo xVy+FV¢). (3.48)
dy dy
Desarrollando esta ecuacidn se llega al siguiente resultado:
d A* F dF
ﬁvw: rZWe“’ X (0 X V) + 15 g (VW xes) xes. (3.49)
Finalmente, recordando que [|ey|| = 1 y como Vy L ey, se tiene que: ey x (ey x Vyr) =
(Vy x eg) x ey = =V, por lo que la ecuacion 3.49 se simplifica como:
dp Ay F dF
—Vy=-— Vy———Vy. 3.50
dy v A dy v (3-50)
Reacomodando esta ecuacion se llega a la ecuacion de Grad-Shafranov
d dr
ANy =—porr L _F (3.51)

dy = dy’
El equilibrio en plasmas de confinamiento magnético toroidal es descrito por esta ecuacion.
Se trata de una ecuacién diferencial parcial eliptica que es en general no lineal, dependiendo
de la forma de p(y(r,2)) y F(y(r,z2)).
Mas adelante, se explicard la investigacién llevada a cabo en esta tesis, en la cual se resuelve
un caso particular de la ecuacion de G-S, conocido como campo libre de fuerzas, en cuyo caso
la ecuacién de Grad-Shafranov es una ecuacién lineal muy particular que describe el campo
magnético mas elemental encontrado en aparatos tipo Pinch de campo invertido, 6 Reversed
Field Pinch (RFP).
Por ahora, se continuard con la base tedrica explicando las caracteristicas de distintos aparatos
de confinamiento magnético, en particular el RFP y la fisica presente en dichos experimentos.
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Capitulo 4

Aparatos de confinamiento magnético

Es natural pensar que, para aprovechar la energia por fusién, es necesario controlar dichas
reacciones. Sin embargo, debido a las altas energias involucradas, un plasma es producido en
el reactor, y de acuerdo a la fisica de plasmas estudiada en capitulos anteriores (las derivas
de plasma, por ejemplo), el confinamiento resulta una tarea sumamente dificil de realizar. Los
experimentos que buscan lograr un confinamiento magnético exitoso, han ido evolucionando
conforme mds conocimiento se ha adquirido. A continuacién se explicardn las caracteristicas
de algunos de los aparatos inventados a lo largo de la historia, haciendo énfasis en el RFP y
su equilibrio en geometria cilindrica, cuyo caso es un primer paso para entender al RFP en
geometria toroidal, el cual serd estudiado posteriormente.

Se finalizard el capitulo dando una breve descripcién de inestabilidades, con el fin de poner en
contexto la complejidad del confinamiento magnético.

4.1. Espejos magnéticos y Z-pinch

Uno de los primeros aparatos de confinamiento magnético que se ide6 fue el llamado espejo
magnético (Figura 4.1). Este funciona mediante campos que se van haciendo més intensos en

los extremos. Se sabe que una particula de plasma que viaja a través del espejo no cambia
2

P my 2, . . . P .
su momento magnético i = —z-, pues €ste es un invariante adiabatico [7]. A medida que el

campo se intensifica, la velocidad perpendicular al campo de la particula debe de aumentar.

2 2
P TRPT my my
Por otro lado, su energia cinéticaes E = E||+ E; = TH + —*, entonces para que se mantenga
constante, la velocidad paralela debe de disminuir, es decir, la particula se frena al llegar a los
extremos.
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4. APARATOS DE CONFINAMIENTO MAGNETICO

MAGNETIC MIRRORS

Plasma

\
N\ o
Coils

Electric Reflected particles
current

Reflected particles

Figura 4.1: Espejo magnético
[10]

Sin embargo, las particulas que llevan suficiente energia logran escapar al confinamiento.

Otro aparato que se desarroll6 fue el Pinch de Bennet 6 Z-Pinch. La figura 4.2 muestra su

configuracion, la cual consiste en un plasma cilindrico y axisimétrico de longitud infinita, cuyo
eje axial apunta en la direccion 7'y que posee una densidad de corriente J,(r).
El campo magnético generado por la corriente comprime al plasma, confindndolo a su forma
cilindrica. Usando la ecuacién 3.28, la ley de Ampere, y la expresion de la presién en términos
de la temperatura P = n(r)kgT (la temperatura es uniforme), se obtiene la relacion de Bennett
que establece la corriente necesaria para confinar el plasma:

8TNkgT
= 2B

Ho

donde N = [y~ “n(r)2nrdr es el nimero de particulas por longitud axial, T la temperatura y kg
la constante de Boltzmann.

, (4.1)

( /\e ! ]
Y

i ®
¥

Figura 4.2: Pinch de Bennett
[11]

28



4.2 Confinamiento en toros axisimétricos

Se deduce de la ecuacién 4.1 que corrientes relativamente pequefias pueden sostener gran-
des presiones de plasmas, sin embargo, el Z-pinch no puede ser utilizado como aparato de
confinamiento debido a que su equilibrio es altamente inestable.

Simultdneamente se desarrollaron otras configuraciones de equilibrio estético, por ejemplo el
0 pinch, donde el confinamiento es debido una corriente cambiante alrededor de plasma .

Un resultado importante es que no se puede confinar un plasma solo con corrientes que
circulan en el mismo. Chandrasekhar lo demostr6 en la década de los 60 mediante el teorema
del virial [25], por lo que es necesario tener corrientes externas para que el confinamiento sea
posible.

4.2. Confinamiento en toros axisimétricos

Para saber que geometria de campo magnético conviene para confinar de manera eficiente
un plasma es necesario analizar las ecuaciones antes expuestas.

Uno podria pensar que la geometria mds sencilla que permitiria un confinamiento ideal

seria el de un campo sobre una esfera, cuyas lineas juegan un papel andlogo al que juegan los
paralelos y meridianos en el globo terrestre. Un rdpido anélisis muestra que este campo no
seria util debido a que ambos patrones de lineas resultan en singularidades en los polos (pues
un campo no puede seguir dos direcciones en un punto), es decir, el campo se anula en dichos
puntos.
Por otra parte si el plasma se encontrara inmerso en un campo rectilineo, las particulas gi-
rarian alrededor de las lineas de campo. Entonces si estas a su vez se mueven a lo largo de un
aparato que se cierra en si mismo, un toro por ejemplo (figura 4.3), uno podria pensar que el
confinamiento funcionaria. En la prictica esto no sucede debido a que el campo magnético ge-
nerado, el cual sigue la direccién de la circunferencia mayor del toro, llamado campo toroidal,
es mds intenso en la parte mds cercana al centro del toro pues las bobinas que lo generan estin
mads abultadas ahi, es decir, hay un gradiente de campo magnético, y de acuerdo a la deriva
de gradiente de campo (ecuacion 2.23), los iones se moverian a la parte inferior del toro y los
electrones a la parte superior, creando asi un campo eléctrico que expulsaria al plasma hacia la
pared. Existen dos soluciones al problema anterior.
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Figura 4.3: Geometria toroidal
[12]

La primera consiste en alterar la geometria del aparato, de tal manera que la deriva de
gradiente apunte al centro en ocasiones y en otras hacia la pared, evitando que las particulas
choquen con las paredes (una geometria adecuada seria una con forma de 8). Este aparato se
construy6 en la década de los 50s y se conoce como Stellarator.

Con el paso de los anos los stellarators han ido evolucionando y la forma de 8 ya no es utili-
zada. En su lugar se curva el campo magnético a una forma helicoidal (esta es la otra solucién
al problema) de tal manera que se busca mantener una simetria con el eje magnético, por lo
que un stellarator no es un aparato axisimétrico. Esto hace que la fisica en los stellarators sea
distinta a la estudiada en esta tesis, razén por lo cual no profundizard mds en ellos [26].

La curvatura del campo a una forma helicoidal también se puede lograr superponiendo el cam-
po toroidal con uno que sigue la direccion de la circunferencia menor del toro, llamado campo
poloidal. Hay una serie de aparatos que poseen simetria en el eje toroidal (axisimétricos) y
que operan bajo este principio. Todos buscan un balance entre distintas propiedades fisicas e
ingenieras tales como presion, estabilidad, sustentabilidad y costos; Cada uno con sus carac-
teristicas Unicas, ventajas y desventajas.

A continuacidn se explicardn de forma general las caracteristicas de algunos aparatos toroida-
les axisimétricos.

El mas comiun es el llamado Tokamak, también disefiado en los 50s. Las caracteristicas
del tokamak comiin se observan en la figura 4.4. El solenoide central sirve como el secundario
de un transformador eléctrico, es decir, se genera una corriente a través de el debido a un flujo
magnético variable. Esta corriente a su vez induce la corriente toroidal del plasma I, el cual
se calienta por efecto 6hmico. La corriente del plasma genera el campo poloidal B, el cual
es reforzado por una serie de bobinas externas, mientras que el campo toroidal B; es generado
enteramente por otra serie de bobinas, obteniendo asi un campo helicoidal. En disefios més
avanzados, las bobinas son superconductoras, con lo que se consiguen pulsos mds largos.
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central solenoid

poloidal magnetic field
outer poloidal field coils

helical magnetic field toroidal field coil

plasma electrical current toroidal magnetic field

Figura 4.4: Estructura de un tokamak
[13]

La estabilidad depende de las propiedades de torsién del campo, por lo que se utiliza el
pardmetro conocido como factor de seguridad ¢, el cual se define como:

B B
g= ot =gt 4.2)
Ro B, B,
donde a es el radio de la columna de plasma y Ry el radio mayor del toro. A la cantidad
a
£€=— 4.3
Ry’ (4.3)

se le conoce como razén de aspecto inversa (En un tokamak se tiene que g > 1y € < %).

La camara central del tokamak esta al vacio y en un reactor las bobinas deberan ser protegidas
por una capa de litio en la pared exterior, donde también se producird el tritio gracias a los
neutrones provenientes de la reaccion.

Los modelos mds recientes de tokamak emplean otros métodos (ademds de calentamiento
6hmico) para calentar el plasma, estos son: Inyeccién de dtomos de hidrégeno que se ioni-
zan y son atrapados por el campo para después desacelerarse y transferir su energia al plasma,
y calentamiento por radiofrecuencias, donde corrientes de alta frecuencia oscilantes y en las
frecuencias de resonancia del plasma son inducidas por bobinas externas.

Una variante del tokamak es el llamado tokamak esférico (ST), llamado asi debido a su
muy baja razén de aspecto. Un ST reduce costos debido a que su geometria permite que las
bobinas se encuentren mas cerca que el plasma, permitiendo asi reducir el tamafio (costo) de
estas. Otra ventaja es que el confinamiento es més estable debido a que las particulas pasan
mads tiempo en el centro del aparato, cuya curvatura es favorable a la estabilidad magnetohidro-
dindmica, y no en la parte exterior cuya curvatura es desfavorable. Por otro lado, debido a que
su centro es muy pequefio, el solenoide central se vuelve muy pequefio y es necesario buscar
nuevas formas de calentamiento, trabajo que hoy en dia se sigue investigando.

La desventaja principal radica en que la presién del plasma en un ST es mucho menor que en
un tokamak convencional. Esto lleva a que sea necesario comprimir adicionalmente al plasma,
con el consiguiente deterioro en el confinamiento.
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Br Reversed

Figura 4.5: Campo en un RFP
[14]

Finalmente, el aparato de interés central de esta tesis es el llamado Reversed Field Pinch
(RFP) 6 pinch de campo invertido. Es llamado asi debido a que conforme el radio aumenta,
el campo magnético toroidal decrece mon6tonamente, es cero cerca del borde del plasma y
finalmente invierte su sentido (figura 4.5). Esto se logra mediante un campo toroidal externo
sumamente débil (de 10 hasta 100 veces menor que un tokamak comtin).

Como se verd en el capitulo 6, este comportamiento es consistente con el del campo libre de
fuerzas, en donde la presién es constante y J x B = 0.

Con un RFP se pueden alcanzar grandes presiones de plasma, ademds de que solo se puede
calentar por efecto 6hmico. Es mas barato ya que no requiere bobinas superconductoras, su
ensamblaje es mds sencillo y la fisica es independiente de la razén de aspecto del aparato.

En general en un RFP g < 1, lo que lo hace susceptible (como se verd mas adelante) a ciertas
inestabilidades, ademds de que debido a la naturaleza de su campo, el plasma es susceptible a
turbulencias y demds efectos no lineales.

Taylor descubri6 que, conforme el plasma evoluciona en un RFP, la energia de campo magnéti-
co se minimiza debido a la difusién, pero la helicidad magnética global (no la local) permanece
casi constante, fendmeno que es conocido como relajacion de Woltjer-Taylor [16] [27] [28].
En el siguiente capitulo se estudiard con mds detalle la helicidad magnética y la teoria de rela-
jacion. Por ahora se explicard como Taylor formulé el fenémeno de relajacién en los afios 70
a partir de los resultados de los experimentos en un aparato conocido como Pinch Toroidal, el
cual mostraba el fendmeno de inversién del campo. Se vera como este resultado se observa en
una geometria cilindrica, representativa de un toro con razén de aspecto grande.

4.3. Pinch Toroidal

El fenémeno de relajacion, se observd por primera vez en un aparato que se estudié cuando
se empezaba a tratar el confinamiento magnético. Se trata del Pinch Toroidal, el cual funciona
bajo el principio del Z-pinch pero aplicado a un toro. En €l hay un campo poloidal B, debido a
una corriente inducida en el plasma [ en la direccién toroidal.

Como se discutié anteriormente esta configuracién no es ttil para confinamiento magnético,
sin embargo, se pueden sacar resultados interesantes de ella. Taylor menciona en [27] que un
plasma en esta configuracién experimenta un estado inicial inestable y violento, sin embargo,
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este evoluciona a un estado final de baja energia y estabilidad, acompafiado de una inversién
en el campo magnético toroidal en las regiones exteriores del plasma (Esto si el pinch es lo
suficientemente intenso).

Posteriormente el Pinch Toroidal evoluciond al RFP al agregar un campo toroidal. El caso de
razén de aspecto grande, en el cual el toro se aproxima a un cilindro es un buen comienzo para
estudiar el equilibrio y relajacion del plasma. A continuacion se expondré el equilibrio en esta
geometria.

4.4. Equilibrio de RFP en geometria cilindrica

Considerando las coordenadas cilindricas (p,6,z) con simetria axial (a% = 0), el campo
magnético total se puede escribir en términos de un flujo magnético y(p,0) y una funcién
b(y). Su expresion es :

B=Vy xVz+bVz, 4.4)

donde Vz =e, y por ende Vy -e, = 0 (Notese la analogia con la ecuacién 3.33, la cual es
valida para geometria toroidal axisimétrica). Ademads, sustituyendo las expresiones de Vy =

‘;—Z’ep + %%’ee y Vy x e, se obtienen las componentes del campo magnético:
1dy
B, =_——" 4.5
oy
Bp = — 4.6
6 ap ’ ( )
B, =b(y). 4.7

Ahora, por la condicién de equilibrio estético (ecuacidn 3.27) y la ley de Ampere (ecuacion
3.15), se tiene que:
(VxB)xB=puyVp. 4.8)

Debido a la ecuacion 4.4 se tiene el resultado:

VxB=VxVx(ye,)+Vbxe,. 4.9)

Utilizando la propiedad vectorial V x V x v = V(V -v) — V?y, y como Vb = %Vl]/, se
obtiene:

VxB=V[V-fwe)] - Vi (ye,) +b'Vy xe, (4.10)

! db
conb = dy-

Utilizando el resultado anterior se llega a que:

33



4. APARATOS DE CONFINAMIENTO MAGNETICO

(VXB)xB=(-V?ye) x (Vy xe)+bb'(Vy xe;) x e, ==V yVy —bb'Vy = iop'Vy,
“4.11)
de donde se obtiene la ecuacion

Viy +bb = —pgp'. (4.12)

Dependiendo de la naturaleza de b y de p se tendrén distintos tipos de soluciones. Si nos
restringimos a casos en que bb' y p’ son lineales, entonces utilizando el hecho de que hb' =

%ﬁbz, se proponen las siguientes expresiones:
oo /
—Hop =5V +oy+o3 — —Hop = oy + 0y, (4.13)
r By b = 4.14
ST LV + By + Pz — —bb' =Py + B, (4.14)

donde o; y B; son constantes.
Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuacién 4.12 se obtiene:

Viy+ Aty =u, (4.15)

aonde Al=—(o+B)yu=(m+ph).

4.5. Inestabilidades

4.5.1. Inestabilidad de Rayleigh-Taylor

En hidrodindmica si se tienen dos fluidos con densidades distintas en contacto, y solo hay
una fuerza que actdia perpendicularmente a la interfaz, en principio el sistema se puede encon-
trar en equilibrio. Si el fluido con mayor densidad se encuentra debajo, el equilibrio es estable,
mientras que si se encuentra en la parte superior, el equilibrio serd inestable. Una perturbacién
a la interfaz dard lugar a la llamada Intestabilidad de Rayleigh Taylor. El fluido mas denso
se desplazard hacia el fondo mientras que el menos denso se ird a la parte superior, razén por
la cual esta inestabilidad también es conocida como inestabilidad de intercambio.

En MHD hay un andlogo a esta inestabilidad. El plasma toma el papel del fluido mds denso
mientras que del otro lado se tiene un vacio. La inestabilidad se da si hay una perturbacién
en la interfaz. En dicho caso se presenta una deriva debido a la curvatura del aparato, por lo
que las particulas del plasma derivan en direccién gR, x B. Debido a esto electrones e iones
derivan en direcciones opuestas, provocando una acumulacién de carga en el borde y dando
lugar a un campo eléctrico (figura 4.6a). Este campo provoca a su vez una deriva eléctrica, la
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Figura 4.6: Inestabilidades
[15]

cual hace mds pronunciada la protuberancia, volviendo a iniciar el proceso y repitiéndose una
y otra vez dando como resultado el escape del plasma del confinamiento magnético. Nétese
que si se invierte el signo del radio de curvatura R, se tiene el efecto opuesto (se reducen las
inestabilidades de R-T)
El toro tiene la propiedad de que su curvatura apunta hacia una direccion al estar en la parte ex-
terior y hacia la direccién opuesta en la parte interior. En la parte exterior es tal que se propician
las inestabilidades (mala curvatura), mientras que en el interior se reducen (buena curvatura).
Un aparato de confinamiento toroidal estd disefiado de tal manera que el campo estd es-
quilado (figura 4.6b), es decir, hay un dngulo entre superficies magnéticas. Si una inestabilidad
R-T se presenta en una superficie (alineada con el campo), esta se encontrard desalineada con
la siguiente superficie, destruyendo la inestabilidad.

4.5.2. Inestabilidades de Rizo y de Salchicha

Otra inestabilidad muy comdun es la llamada Inestabilidad de Kink o Inestabilidad de
rizo. Cuando se tiene una corriente, se genera un campo magnético que la circula transversal-
mente, si la corriente fluye en linea recta, el flujo magnético a su alrededor es constante. La
inestabilidad de Kink se presenta cuando hay alguna perturbacién que hace que la corriente
no siga una trayectoria recta, entonces el campo es mas intenso cerca de la perturbacién, es
decir, hay una presién magnética mayor, de tal manera que la perturbacién se hace més grande
repitiéndose este proceso hasta que se interrumpe la corriente (figura 4.6c¢).

En los aparatos toroidales la interaccion se da entre el campo toroidal y la corriente del
plasma. Dependiendo de qué tan intenso es uno respecto a otro se presentard o no inestabilidad
de kink. Al limite de operacion estable se le conoce como Limite de Kruskal - Shafranov,
el cual es una relacion entre las intensidades de los campos toroidal y poloidal. El factor de
seguridad (ecuacion 4.2) establece qué tan susceptible es el plasma a esta inestabilidad.

La llamada Inestabilidad de Salchicha es parecida a la inestabilidad de kink. Esta se pre-
senta cuando se comprime el espacio por el cual atraviesa una corriente, razén por la cual la
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densidad de corriente aumentard en dicha seccidn y por ende se tendrd un campo magnético
mds intenso a su alrededor. Este a su vez comprimird atin més el espacio repitiendo el proceso
anterior hasta que la corriente sea interrumpida.

En resumen, las inestabilidades se deben ya sea a gradientes de presién, o a corrientes
de plasma distribuidas. Las inestabilidades debidas a la presién pueden ser resumidas en el
siguiente criterio de estabilidad, el cual es valido en ausencia de disipacion:

1 (dq\* 2mdp
4" (qdr) B2 dr

donde g es la permeabilidad magnética del vacio, p(r) es la presion del plasma en funcién
de la distancia r al eje magnético y ¢(r) el factor de seguridad. Estas inestabilidades pueden
ser controladas con el esquilado del campo (Caso del RFP), sin embargo, tomando en cuenta
efecto toroidales [17], 1a ecuacion 4.21 se reescribe:

1 (dg\* 2mdp,
—r| — ———(1—-q°)>0 4.17
4r<qdr> Tt T 41D
lo que implica que si g > 1 (Caso del Tokamak), el sistema seria estable aln sin esquilado. Es
decir, el primer término de la ecuacion 4.17 es relevante en la estabilidad de RFP, mientras que
el segundo es relevante para los Tokamaks.

>0, (4.16)

Por otra parte, en la prictica también se presentan una serie de inestabilidades microscépi-
cas. Una de estas es debido a la resistividad presente en el plasma de fusion, la cual ocasiona
que al pasar corriente a través de este tltimo, la corriente se bifurca en una serie de filamentos,
ocasionando que el plasma se quiebre en varios pedazos.

Otra microinestabilidad debido a la resistividad hace que las particulas se puedan mover de
una linea de campo a otra, dando paso a una serie de turbulencias que expulsan al plasma de la
trampa de confinamiento.

Ademads de las inestabilidades expuestas aqui existen muchas otras tanto macroscépicas
como microscépicas. Profundizar en ellas desviaria la atencién del tema central de esta tesis.
Simplemente se espera haber dado una idea muy general del gran problema que representan
las inestabilidades para el confinamiento magnético.

Abhora se continuard al siguiente capitulo del marco tedrico relevante al problema de inves-
tigacidn, en el cual se dardn las bases de la teoria de relajacion de Woltjer-Taylor, su relacién
con el campo libre de fuerzas, y el papel que juega la propiedad fisica conocida como Helicidad
Magnética.
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Capitulo 5
Helicidad Magnética y Relajacion de

Woltjer-Taylor

La inversion del campo magnético en un RFP fue explicada por Taylor, conjeturando que el
RFP es descrito por un estado de minima energia magnética, en el cual una cantidad topolédgica
conocida como helicidad magnética se conserva. Esta condicion es més fuerte que la conser-
vacion de energia magnética, ya que si el plasma es no ideal, la conservacién de helicidad se
mantiene dentro de una escala de tiempo mayor al decaimiento de la energia magnética.

Los cambios en ambas cantidades son la base de la teoria de Relajacion de Woltjer-Taylor, la
cual predice un estado de minima energia al cual el plasma del RFP evolucionara. A continua-
cién se explicard dicha teoria empezando por estudiar la helicidad magnética.

5.1. Helicidad magnética como propiedad topologica

La helicidad magnética mide que tan enredado o entrelazado estd el campo magnético. Su
expresion matemadtica es:

K:/A-Bd3r, (5.1)
\%

donde A es el vector potencial magnético.

De acuerdo a la forma del entrelazado del campo se pueden distinguir dos tipos de Helicidades.
Considérese un arreglo de tubos con campo magnético B como en la figura 5.1. El tubo 1 tiene
flujo magnético ®; constante, contorno C; y volumen V}, mientras que el tubo 2 tiene flujo
magnético P, constante, contorno C; y volumen V5. La helicidad magnética de todo el sistema
es:

K=K +K,= [ A-Bd’r+ | A-Bd’r (5.2)
Vi \%)
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Para el tubo 1, se puede descomponer d>r en términos del drea de la seccién transversal del
tubo (AS), y un elemento de longitud a lo largo del contorno (d1), es decir, se tiene que:

Figura 5.1: Sistema de tubos magnéticos enlazados
[5]

A-Bd’r=A-BASdl-B=A-dl®,, (5.3)

donde en la tltima igualdad se expreso el fluyjo como ®; = BAS, y se tom6 B paralelo a dl.
Ahora, sustituyendo el resultado anterior en la definicién de helicidad para el tubo 1 se obtiene:

Ki=®, [ A-dl (5.4)
(&

Recordando que B =V X A y usando el teorema de Stokes, se tiene que la integral de la
ecuacion 5.4, es el fluyjo magnético a través de la superficie a la cual rodea el contorno 1, es
decir, el flujo magnético en el tubo 2, por lo que:

K| =®D,. (5.5)
El mismo procedimiento se puede seguir para el tubo 2 obteniendo un resultado analogo.

Entonces la helicidad total es
K =29,D,. (5.6)

A esta cantidad se le conoce como helicidad magnética de enlace y depende de que tantas
veces enreda cada tubo al otro, por ejemplo, si el tubo 2 atravesara dos veces al tubo 1 la
helicidad seria:

K=K;+K; =209, + PP, =3P, P,. (5.7)

Generalizando se tiene que: K; = N;®,®,, donde N; es el nimero de vueltas que da el tubo
j al tubo i.

Ahora considérese un arreglo distinto de tubos, como los de la figura 5.2. El tubo 2 (y por
ende su flujo magnético) ahora circula ajustadamente sobre todo el perimetro del tubo 1. El
flujo del tubo 2 es pequefio, por lo que se llamard dy, mientras que el flujo del tubo 1 es .
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flux tube #1 —¢

of flux tube #2

flux tube #2

Figura 5.2: Tubos magnéticos cercados
[16]

Un diferencial de helicidad, de acuerdo a la ecuacion 5.6 es:

dK = 2®dy. (5.8)

Nétese que si el drea de flujo de ® aumenta, la de y disminuye, entonces se puede afirmar
que los flujos son dependientes uno del otro, es decir y = y(®), o bien diferenciando esta
expresion, se tiene que dy = W'd®. Sustituyendo este resultado en la ecuacién 5.8 se obtiene:

dK = 20y/dd. (5.9)

Integrando se obtiene la helicidad total:

P
K:Z/ DY do. (5.10)
0

Ahora considérese las direcciones ¢ y 8 como en la figura 5.2, donde se observa que ¢
sigue la trayectoria del contorno del tubo 1 y 6 la del contorno del tubo 2. Por otro lado, el
contorno de una seccion transversal del tubo 1 sigue la direccidon 8 y el de una seccién del
tubo 2 sigue la direccion ¢. Tomando lo anterior en cuenta, los campos de los tubos 1y 2 se
pueden expresar como campos poloidales (Demostrado en la deduccién de Grad-Shafranov)
obteniéndose asi:

1 1
Bi=—V®dxVO=_—VxPVO, (5.11)
2n 21
1 1
= — Vo =—V . .
B, zﬂVq/x [ o X YyVo (5.12)

Se puede verificar que estas expresiones son correctas calculando las integrales sobre las
secciones transversales, y verificando que se obtiene el flujo magnético correspondiente.
También se observa que el campo total es helicoidal ya que es de la forma B = B 15 + By 0,
por lo que se puede definir el giro del campo magnético como el nimero de veces que una
linea de campo da una vuelta en la direccién ) por cada vez que da una en direccién (]3 en-
tonces considerando pequenos desplazamientos d!/ a lo largo de las lineas de campo, en ambas
direcciones se tiene que:
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do = |Voldl,, (5.13)
de =|Ve|d,. (5.14)

Luego, se tiene que B y dI son paralelos, es decir B x d/ = 0, o bien:

dl dl
6 _e (5.15)
Bg By
y usando las ecuaciones 5.13 y 5.14 se tiene la igualdad.
de |VO|B
d6 _ [V6iBe (5.16)
do  [Vo[By

Ademds, de las ecuaciones 5.11 y 5.12 se sabe que las expresiones para los campos son
Bo = |Vy||Vo|/2m y By = |VP||VO|/2x, por lo tanto, sutituyendo en la ecuacioén 5.15

do _2z|Ve|[Vy|[Ve| _ [Vy]

b = 5.17
a6~ 2n|Ve|Va|Ve|  [Va|’ (>.17)
y como |Vy| = ¢V, se obtiene la expresion final
o
b 5.18

que representa el nimero de veces que una linea de campo recorre la direccién 6 cada vez que
lo hace una vez en la direccion ¢ (Lo hace ¥’ veces). A esta cantidad se le conoce como giro
(twist) y se define como T (®) = y/'. La helicidad magnética en términos del giro se obtiene al
sustituir el resultado obtenido en la ecuacién 5.10, resultando en:

K:2/<I>T(<I>)dCI>. (5.19)

Finalmente, si el giro es constante, la ecuacién 5.19 se reduce a K = Td?.

5.2. Relajacion de Woltjer-Taylor

En un plasma de fusion confinado magnéticamente, dependiendo de la naturaleza de J y
B se tendrdn configuraciones de energia distintas. El caso mds simple es aquél en el que, al
considerar un volumen V, este no posee corrientes en su interior y el campo magnético es
generado por corrientes externas. Dicho campo se conoce como campo magnético de vacio y
satisface la ley de Ampere:

VxB=0, (5.20)

de donde se deduce que B = Vy para alguna funcién potencial y, por lo que sustituyendo en
la ley de Gauss magnética, se obtiene la ecuacién de Laplace
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5.2 Relajacién de Woltjer-Taylor

Viy =0, (5.21)

y el problema de determinar y se reduce a resolver dicha ecuacidn, con sus respectivas condi-
ciones a la frontera S que encierra al volumen V. El campo de vacio posee la cualidad de ser
el campo con la menor energia magnética dadas las condiciones de frontera en V. Esto se
probaré a continuacion.

Considérese B,,;,(r) como el campo magnético con la menor energia almacenada en su inte-
rior, para una configuracién dada de volumen V' y condiciones de frontera especificadas en S.
Sea B(r) otro campo magnético que satisface las mismas condiciones de frontera que B,;;;, tal
que B = B,,;,, + 6B, con |0B| pequefio. Nétese que 6B = B, en la frontera, es decir, B =0
en la frontera.

Ahora, la definicién de energia almacenada en el campo magnético es:

1
WB = / (Bmin + 5B)2d3r. (522)
2[.10 74
Desarrollando se obtiene:
1
Wy= - / (Bmin)2d3r+2/ Boin - 6Bd3r+/ (6B d’r. (5.23)
2up Jv 4 v
Ahora, se debe de cumplir:
/ Bouin- SBd’r =0, (5.24)
14

ya que 0B y B,,;, son arbitrarios, entonces podrian escogerse de tal forma que fueran antipa-
ralelos, y como 0B es pequefio, podria ser que en la ecuacién 5.23, la segunda integral tuviera
magnitud mayor y signo contrario que la tercera integral. Es decir se tendria: W < Wgy,i, lo
cual no es posible por definicién de By;,.

Finalmente se sabe que en términos del vector potencial: B = V x §A y usando la relacién
vectorial V X A -B,in = V- (8A x Biy) + 6A -V X B, la ecuacion 5.24 se convierte en

/ [V-(SA X Bin) 4+ 6A -V x B, dr = 0. (5.25)
\4

Al aplicar el Teorema de la divergencia:

//VV-Fd3r: //SF-ndzr, (5.26)

se obtiene que la primera integral superficial es cero pues 0B (y por ende §A) se hacen cero
en la frontera, ademas como JA es arbitrario se concluye que V x B,,;, = 0, es decir, el campo
de minima energia magnética es un campo de vacio. Sin embargo, un plasma de fusién jamds
podra evolucionar a dicho estado, pues siempre se presentan corrientes en el plasma. Los es-
tados accesibles de mds baja energia magnética son los campos libres de fuerzas, lo cual fue
demostrado por Woltjer en 1958 [28].

Resulta natural preguntarse que es lo que lleva a un sistema a evolucionar a dichas configu-
raciones. La respuesta yace en una propiedad que poseen los circuitos (corrientes eléctricas)
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conocida como inductancia [29].

De la ley de Faraday se sabe qué se puede inducir una corriente en un circuito cerrado, a
causa de un flujo magnético variable que atraviesa una superficie con el circuito como borde.
Un circuito con corriente variable (y por ende campo magnético variable) generard corrientes
en circuitos cercanos, incluyéndose a si mismo, de tal manera que el flujo magnético (P) es
proporcional a la corriente (/) siguiendo la siguiente ecuacion:

o =LI (5.27)

La constante L es conocida como autoinductancia (inductancia cuando es un circuito ajeno el
que produce P). Es una cantidad positiva y puramente geométrica que dictamina la intensidad
del voltaje inducido (también llamada fem cuya expresion es € = — ‘2—?) de la corriente inducida
(la cual siempre es opuesta al cambio de corriente, debido a la ley de Lenz), es decir, establece
que tan fécil/dificil es cambiar la corriente de un circuito.

Para hacer que fluya corriente en un circuito es necesario superar la barrera de energia de la fem,
la cual siempre estd presente y es energia almacenada en el campo magnético. A su vez, esta
energia es igual al trabajo realizado en una carga para que complete una vuelta del circuito.
Entonces, considerando que en un circuito con corriente / fluyen esa cantidad de cargas por
unidad de tiempo, el trabajo total realizado por unidad de tiempo es:

aw dl
— =—€el=L]— 5.28
dt dt’ ( )

donde se utiliz6 la expresion de la fem en términos del flujo y la ecuacion 5.27. Integrando la
ecuacion 5.28 se obtiene el trabajo total realizado (energia almacenada en el campo magnético):

1 P?

De la ecuacion 5.29 se observa que si ® = cte, la energia magnética del sistema decrecerd
si se experimentan cambios en la geometria del circuito que eleven la autoinductancia. Los
plasmas de fusion tienden a conservar flujo (debido a su alta conductividad), mientras que las
fuerzas magnéticas debidas a corrientes en el plasma siempre actiian para aumentar la autoin-
ductancia del sistema, por lo que un plasma de fusion siempre evolucionard a estados de baja
energia magnética. Esto fue conjeturado por Taylor, ddnde ademds mencioné que se evolucio-
na a dicho estado mientras la helicidad magnética se conserva. A continuacion se probard lo
anterior.

Recordando, la energia de campo magnético se expresa como

1
W=_— / B*d*r, (5.30)
210

cantidad que se buscar minimizar, bajo la restriccién de mantener la helicidad magnética (ecua-
cién 5.1) constante.

Sea Byr la minima energia magnética buscada, de tal manera que un campo arbitrario B sati-
face: B = By + 0B. Donde 0B es una pequeiia variacion tal que se satisfacen las condiciones
de frontera correspondientes.

42



5.2 Relajacién de Woltjer-Taylor

El vector potencial asociado a B es: A = Ay + 0A, donde la componente tangencial es A =0
en la frontera (pues de lo contrario habria flujo de helicidad a través de la pared). Considerando
ahora una variacion 6W de energias entre la energia magnética arbitraria y la energia magnética
minima, se tiene que:

oW =5 = [ [(Bus+ 387~ By = [Bus-Vx5Adn (53D
2o Ho

donde la segunda igualdad se obtiene simplificando la primera, y utilizando la expresion del
vector potencial de 0B. Ahora integrando por partes se obtiene:

SW = ; 17 (Buie < 5A) + (5A-V x Bye)] (5.32)
0

y utilizando el teorema de la divergencia, fijando la condicién a la frontera, Byg X 6A -ds =0,
se llega al resultado siguiente:

SW [/BME><6A~ds—|—/8A-V><BMEd3r} :!110/5A‘V><BMEd3r. (5.33)

1
Ho
Por otro lado, se tiene que la variacion de la helicidad magnética es:
5K — / (5A By + Ay - 6B) & — / (5A-Bur+Auz VX SA) dr. (534)
Nuevamente al utilizar la misma relacién vectorial que en el caso de la energia magnética

y haciendo cero la integral sobre la divergencia, se obtiene:

51<:/[5A-BME+6A-V><AME+V.(6AxAME)] d3r:2/5A-BMEd3r. (5.35)

La minimizacién de W sujeto a la restricciéon de que 8K permanece constante, es bdsi-
camente un problema de optimizacion. Este tipo de problemas pueden ser resueltos mediante
multiplicadores de Lagrange. Introduciendo el multiplicador arbitrario %, se busca resolver la
ecuacion:

A
oW = ESK’ (5.36)
utilizando las ecuaciones 5.33 y 5.35:
/5A-V><BMEd3r:;L/6A-BMEd3r. (5.37)
Reacomodando la igualdad anterior se obtiene:

/ SA - (V x By — AByz) d3r = 0, (5.38)
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y como O A es arbitrario, lo demds tiene que ser cero, es decir

donde A es una funcién escalar.

Esta es la ecuaciéon de un campo libre de fuerzas, ya que J x Byz = 0. Es decir que la
relajacion de Woltjer-Taylor resulta en un campo de esta naturaleza. La funcién escalar A puede
ser determinada de acuerdo con las condiciones a la frontera del problema en cuestion, asi como
la corriente en el plasma.

Finalmente se tiene la relacion entre energia almacenada en el campo magnético y helicidad
magnética:

Y_ fBlzl/IEdBr B I[AME'VXBME‘FV'(AMEXBME)] 43r (5.40)
K™ 50 A B e T e Bl

Ademas si f es una funcion escalar arbitraria, se tiene al integrar la ecuacion 5.39 que
Bye = AAyg + V£, por lo que la ecuacion 5.40 se simplifica en:

w = i (5.41)
K 2uo
Se expuso anteriormente que durante el confinamiento magnético el plasma se encuentra

congelado al campo. En un caso ideal (sin resistividad en las bobinas que generan el campo)
el congelamiento preserva la topologia tanto local como total de las superficies magnéticas.
Sin embargo, en el caso no ideal la topologia de algunas superficies cambia durante el proceso
de relajacién, dando lugar a fendmenos de reconexién magnética y violando la conservacién
tanto de energia como de helicidad magnética local (figura 5.3). A pesar de esto, la helicidad
magnética global se sigue conservando, por lo que cabe recalcar que la teoria de Taylor aplica-
da a toros axisimétricos se basa en el principio de conservacién de helicidad total.
En el siguiente capitulo se mostrard una aplicacion de los resultados obtenidos en éste, particu-
larmente, a dos problemas que ya se estudiaron. El equilibrio del RFP en geometria cilindrica y
el equilibrio en geometria toroidal, descrito por la ecuacion de G-S. Este es el problema central
que se aborda en esta tesis, por lo que después se procederd a mostrar algunos resultados.
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Figura 5.3: Ejemplo de evolucién temporal de superficies magnéticas

[17]
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Capitulo 6

Campo libre de fuerzas en fusion nuclear

Como se demostrd en el capitulo anterior, un proceso de relajacion de Woltjer-Taylor re-
sulta en un campo libre de fuerzas. Estos campos fueron estudiados anteriormente por Chan-
drasekhar y Kendall [30].

6.1. Campo libre de fuerzas en RFP con geometria cilindrica

Como se explico en el capitulo anterior, la presién es constante en todo el plasma en el
campo libre de fuerzas, es decir, p’ = 0. Retomando los resultados del capitulo 4, de la ecuacién
4.13 resulta en —upp = . Por otro lado se sabe que el campo libre de fuerzas se describe
mediante la ecuacion:

V xB = AB. (6.1)

Tomando el rotacional de esta ecuacidn se obtiene:

Vx(VxB)=—-V’B=Vx (AB)=AV xB=A"B, (6.2)
donde se utilizo la propiedad vectorial V x V x B = V(V -B) — V2B [21], y la ecuaci6n de
Maxwell V-B = 0. Ademas se ha supuesto que A es constante.

De la ecuacion anterior se deduce la llamada ecuacién vectorial de Helmholtz:
V’B+A’B =0. (6.3)
Haciendo B = ya, donde y es una funcién escalar y el factor de escala de las coordenadas
del vector a es uno, se obtiene la ecuacion escalar de Helmholtz:
Viy+ A2y =0, (6.4)

que en nuestro contexto se trata de la ecuacion de equilibrio en geometria cilindrica para
campo libre de fuerzas. Es importante notar que toda solucidn a la ecuacién 6.1, es solucién a
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las ecuaciones 6.3 y 6.4, pero no viceversa. En nuestro contexto, esto implica que si se conoce
la solucion al campo libre de fuerzas general, se conocerd la solucién al campo libre de fuerza
del equilibrio del RFP en geometria cilindrica (razén de aspecto grande).

Ahora, las siguientes expresiones son soluciones a la ecuacién 6.3

L=Vy, (6.5)
T =V x (ay), (6.6)
S= %V % T, (6.7)

y ademds se tiene que:

VxS= %VX (VXT)= LV l/IZT:/lT, (6.8)

A A

por lo que sumando las expresiones de V x Sy V x T, se tiene:

Vx(S+T)=VxS+VxT=AS+AT=A(S+T). (6.9)

Entonces sustituyendo los valores de S y T, se tiene que el campo que resuelve la ecuacién
de Helmholtz vectorial es:

1 1
B =V (ya)+ 5V xVx(ya)=Vx(ya)+ I(—Vzwa) =V x(ya)+Aya, (6.10)
o bien:
~ |
B:VX(al//)—xV (ay). (6.11)
Simplificando y considerando coordenadas cilindricas con a = Z se llega a que:

B=VyxVz+AyVy, (6.12)

que es la solucién al campo libre de fuerzas (6.1) y también de la ecuacién de Helmholtz esca-
lar (6.4).

Por otro lado, la ecuacién 6.4 se puede reescribir como:

10 (0 1 0?
0 <p(,)lg>+p28;2’+lzw_o. (6.13)

Para resolverla se propone la separacién de variables y(p,0) = R(p)®(0). Sustituyendo en la
ecuacion 6.13 se obtiene:

d>R 1dR] R d
R LTARY R &G ke =0, (6.14)
dp?2 rdp| p
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2
Multiplicando ambos lados de la ecuacién por Ig—@, se separan las variables correspondientes y
se cumple la igualdad:

2 142 2
p° [d°R 1dR 2 2 1d°0 )
— =4+ +APp =————5 =V 6.15
R {dp2 pdp © d6? ’ ©.1)
donde v? es una constante de separacion.
Ahora, se tienen que resolver las dos ecuaciones ya separadas:
d’>R 1dR v2
—+—-—(A*—= |R=0, (6.16)
dp?  pdp p?
ee
— 4+ VvO=0. 6.17
TR (6.17)
Las soluciones a la ecuacién 6.17 son exponenciales complejas, es decir, ® = ¢*V9 si

v2 > 0. Por otro lado, haciendo el cambio de variable k = A P, la ecuacion 6.16 se transforma
en la ecuacion de Bessel, cuya solucién es la suma de funciones de Bessel de primera y segunda
especie, es decir: R(k) = Jy (k) + Yy (k) y por lo tanto, R(p) = Jy(Ap) + Yy (Ap).

Con esto se tiene que la solucién general es:

¥(p,0) =Y w(p,8) =) (Codv(Ap)+DyYy(Ap)) [Aveive +Bye ™|, (6.18)
1% \4
con Ay, By, Cy y Dy constantes que dependen de v. Ahora, como Y, (Ap) diverge en el origen,
solo se toma la funcién de Bessel J, (A p) como solucién para el interior del cilindro.
Una vez conocido el flujo y se puede calcular las componentes del campo magnético con
las ecuaciones 4.5 a 4.7, obteniéndose (la constante C,, se absorbe en las otras):

_ 1 81// _ 1 -, ,ivO . —ive|
B, = E% = E;Jv(lp) [Alee +Byive | (6.19)
Bo=-2¥ — _AY i (Ap) (46 4 Bre ™| (6.20)
ap i r
B.=b(y) =Aw=2Y Jy(Ap) [Ave"ve 4 Bye 0] 6.21)
L _

Para simplificar estos resultados, se utilizan las siguientes propiedades de las funciones de
Bessel:

Jy(2p) = ﬁ (v —vs1), (6.22)
v=0-Jy(Ap) = —Ji(Ap), (6.23)

y finalmente debido a que se necesitan soluciones que sean simétricas azimutalmente solo se
necesita el valor v = 0, obteniéndose asi el flujo y:
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v(p,0)=Jo(Ap)[Ao+ Bol, (6.24)

y las componentes del campo magnético del campo libre de fuerzas en geometria cilindrica:

B, =0, (6.25)
Bo = —ACJi(Ap), (6.26)
B.=ACJ(Ap), (6.27)

donde C = Ay + By.

De acuerdo a [18] y [27] los campos obtenidos por el mecanismo de la relajacién de
Woltjer-Taylor para la geometria cilindrica se asemejan a los resultados observados experi-
mentalmente (Figura 6.1).

Figura 6.1: Perfiles teérico y experimental de los campos magnéticos
[18]
de donde se observa que la curva Bg corresponde a la ecuacién 6.26 (también By), mientras
que la curva By corresponde a la ecuacion 6.27 (B;).
Ademas, para hacer una comparacion, las graficas de las funciones de Bessel se presentan en
la (Figura 6.2).

Si se quiere estudiar los efectos de razén de aspecto pequeifia, es necesario incluir geometria
toroidal.
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Jo(z), Yo(z), Ji(z), Yi(z),0 <z < 10.

Figura 6.2: Grafica de las funciones de Bessel
[19]

Al extender el campo libre de fuerzas a la geometria toroidal es necesario resolver la co-
rrespondiente ecuacion de G-S. A continuacion se tratara esto.

6.2. Ecuacion de G-S para campo libre de fuerzas

Como se observa en la ecuacion 3.51, la ecuacion de Grad-Shafranov es una ecuacion dife-
rencial parcial eliptica no lineal, cuyas soluciones son, en general, no analiticas. Sin embargo,
existen algunos casos en los que dicha ecuacién si posee soluciones analiticas. Tal es el caso
del campo libre de fuerzas con A constante, el cual se estudiard a continuacion.

Se sabe que el campo libre de fuerzas se expresa mediante la ecuacién 6.1. Combinando esta
expresion con la Ley de Ampere en MHD (ecuacién 3.15), se obtiene:

VxB=AB = uylJ, (6.28)

es decir, B || J, y por lo tanto la ecuacién de equilibrio (ecuacién 3.28) se transforma en

Vp=JxB=0, (6.29)

lo cual indica que la presion del plasma es constante en un campo libre de fuerzas.
Por otro lado, sustituyendo la expresion de campo magnético (ecuacion 3.33) en la ecuacion de
campo libre de fuerzas, se obtiene:

VxB=AB=A(Vy xV)+AFVe. (6.30)

Ademas, calculando el rotacional del campo se obtienen las componentes poloidal y toroi-
dal dadas por:
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VxB,=Vx(FV$)=VF x V¢, 6.31)
VxB,=Vx(VyxVe)=AyVe. (6.32)

Entonces igualando las componentes de las ecuaciones 6.30, 6.31 y 6.32 se obtiene:

VF x Vo = A(Vy x V), (6.33)
A'yVo = AFV. (6.34)

De la ecuacién 6.33 se deduce que:
dr
dy
F=-\y, (6.36)

~2, (6.35)

y al utilizar estos resultados junto con la ecuacién 6.34, se llega a la ecuacion de Grad-
Shafranov para el campo libre de fuerzas:

Aty =—A%vy. (6.37)
Por otra parte, de la Ley de Ampere se sabe que la densidad de corriente total es:
A
J:J1+Jp:E(Bt+Bp)a (6.38)
0
de donde, al considerar solo la corriente toroidal se obtiene:
A A Ay~
J=2B, =2 Fve—-2Y5 (6.39)
Ho Ho Hor

De las ecuaciones 6.37 y 6.39 se llega a que la corriente toroidal estd relacionada con y
mediante:

Ay = —A%y = worl;. (6.40)

Para finalizar la base tedrica de la tesis se dara la solucidon general a la ecuaciéon de G-S
para campo libre de fuerzas.

6.3. Solucion general a la ecuacion de G-S para campo libre de
fuerzas

La ecuacion de Grad-Shafranov para el campo libre de fuerzas es una ecuacién homogénea
que tiene soluciones analiticas. Antes de resolver dicha ecuacion conviene reescribirla en térmi-
nos de las variables adimensionales x = r/Ry, y = z/Ro, A" = ARy y ¥ = y/y . En estos
términos se tiene que resolver:
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82 / 10 / 82 /
ax"; - a"; + ay"; =A%y . (6.41)

Para resolverla se propone la siguiente separacion de variables:

V' (x,y) = G(x)H(y). (6.42)
Sustituyendo en la ecuacién 6.41 se obtiene:
L &G | L &G _ _yn (6.43)
G(x) dx2  xG(x) dx ~ H(y) dy? ’ '
de donde se obtiene la ecuacién para y:
d’H
—— = —KH 6.44
con k una constante.
Sustituyendo en la ecuacion 6.43 se obtiene la ecuacion para x:
’G 1dG
—— = —— 4+ (A* = k*)G(x) = 0. 6.45
(AP -G (6.45)
Por un lado, la solucién a la ecuacion 6.44 es:
H(y) = ecos(ky) + fsin(ky), (6.46)

con e y f constantes.
Por otra parte, siguiendo lo hecho por [31], la solucién a la ecuacién 6.45 se obtiene al consi-
derar las siguientes relaciones que cumplen las funciones de Bessel:

4B, 1(ax) = %Bn(ax) —B,_1(ax), (6.47)
Bl (@x) = 5 (Bu-1 (@) F Bt (@), (6.48)
B_p(ax) = (F)"Bn(ax), (6.49)

donde a es un parametro y B son las funciones de Bessel J y Y para el primer signo, y las
funciones de Bessel modificadas I y K para el segundo signo.

Al considerar a®> = +(1'? — k?), se propone la solucién G(x) = xBj (ax), que a continuacién se
probard que efectivamente resuelve la ecuacidn radial. En el apéndice A se muestra como se
obtienen las derivadas de G aplicando las relaciones de las funciones de Bessel y obteniendose:

G'(x) = axBy(ax), (6.50)
G"(x) = aBy(ax) T a*xB (ax), (6.51)
G (x) G,)Ex) — (K> = A)G(x) = (A? —k* F4d*)G(x) =0, (6.52)
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donde se observa en la ecuacién 6.52 que al sustituir G(x) en la ecuacién radial los resultados
son consistentes, por lo que G es solucién y de acuerdo a la ecuacion 6.42 se tiene que

v (x,y) = cxB (ax) (ecos(ky) + fsin(ky)) . (6.53)

con ¢ una constante. Ademds si 0 < k> < T'; A2 > 0 se obtiene la solucién general a la ecuacién
de Grad-Shafranov para el campo libre de fuerzas adimensional:

W (x,y) =x [ch ( NI k2x) +av (\/ A2 k%)} (ecos(ky) + fsin(ky)).  (6.54)

donde ¢, d, e, f son constantes.
Finalmente, el campo magnético se expresa como:

/ 12Y74
B_B,,+B,_VX(‘I’f¢)—)Lr‘”¢_VX(";R";°¢)—’1x";%‘”O . 6.55)
Las condiciones a la frontera impuestas determinan qué partes de la solucion son relevantes
para el problema en cuestién. En esta tesis se estudi el problema de un plasma cuya seccién
transversal puede ser un cuadrado o una circunferencia. En el siguiente capitulo se desarrollard
la solucién para dicha frontera, y a su vez se expondré el comportamiento de las superficies de
nivel, campos magnéticos, y demds en esta geometria.

53



Capitulo 7

Resultados

En el capitulo anterior se demostré que la ecuacién del campo libre de fuerzas (ecuacién
6.30) con geometria toroidal puede ser resuelta en términos de una funcién escalar de flu-
jo y(r,z), obtenida a partir de una ecuacion tipo Grad-Shafranov (ecuacion 6.37). Para dicha
ecuacion se encuentra la solucién 6.53 en términos de funciones de Bessel de primer orden, de
primer y segundo tipo en la direccién radial r, cuyo argumento contiene la constante A, asocia-
da a la corriente toroidal, segin la ecuacién 6.40, y la constante de separacion k, asi como de
senos y cosenos en la direccion de z, cuyo argumento depende solo de k. El problema que se
presenta ahora es ajustar las soluciones obtenidas a condiciones a la frontera apropiadas. Los
aparatos tipo Reversed Field Pinch (RFP) existentes tienen seccién transversal circular, y la co-
lumna de plasma es aislada de las paredes mediante un limitador, de modo que nos interesa en
particular este tipo de frontera. Por lo regular la razén de aspecto € ' =R, /a >4 (¢ < 0.25), en
donde R, es el radio mayor y a el radio menor del toro, lo que permite aproximar el equilibrio
por soluciones con geometria cilindrica, como las obtenidas en (6.19-6.21). Sin embargo, si se
desea disefar aparatos mds compactos, es necesario reducir la razén de aspecto, y los efectos
toroidales adquieren mayor relevancia. Es por ello que este capitulo tiene como propdsito ex-
plorar esta posibilidad.

Siguiendo el procedimiento de Cerfon y Freidberg en [1], se observa que la solucién se puede
reescribir en términos de la suma de un conjunto de funciones, tales que cada una de ellas es
solucién de la ecuacion de campo libre de fuerzas 6.40 por separado. Para proceder a hacer el
ajuste a las condiciones a la frontera, a excepcion de una de ellas cuyo coeficiente es 1, a todas
las demads se asocian coeficientes a ajustar.

Conviene adoptar la normalizacién propuesta a finales del capitulo anterior. Debido a esto,

el argumento de algunas funciones de Bessel quedaria como VA2 —k?r = |/R3(A2 —k?)x =

VA2 — k”2x, y el argumento de los cosenos seria kz = k'y. De ahora en adelante por comodidad
se utilizard la siguiente notacién: A’ = A, ¥ = y y k/ =k, entendiendo que son las variables
normalizadas (Nota: Las gréficas presentadas tienen a R y z como funciones. Esto es simple-
mente notacion y entiende que se estd graficando en términos de las variables normalizadas x
y ¥). Entonces la solucién més general con la que se trabajard seré:
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7.1 Solucién al problema con frontera rectangular

Y (x,y,c1,¢2,¢3,¢4,C5,C6,C7,€8,€9,C10) = Yo + 11 +c2Wo +c3W3 + caWu + 55+
+c6We + 7y + cg Wy +coWo +croWio, (7.1)

donde las soluciones que se consideraron son las siguientes

Yo = xJi (QL)C), (7.2)
Yy = xY (lx), (7.3)

v = xJ; (\/ 22— k2x) cos(ky), (7.4)
Y3 = xY <\/ A2 — kzx) cos(ky), (7.5)
Wy = Cos (k \V/x2 +y2> , (7.6)

ys = cos(Ay), (7.7
Vs = xJ1(Ax)y, (7.8)
v = x¥1(Ax)y, (7.9)

s = /) (\/12 - k2x) sin(ky), (7.10)
Wo = 1Y, (\/12 —k2x> sin(ky), (7.11)
Yo = sin(Ay). (7.12)

Obsérvese que se ha agregado la solucion yy, que también es solucion de la ecuacion 6.30,
y es independiente del tipo de soluciones encontradas en el capitulo anterior. En adelante nos
interesard en este trabajo inicamente configuraciones que tengan simetria ecuatorial, por lo que
se conservaran solo las soluciones Yy a s, cuya paridad es par en y. El resto de las soluciones,
con paridad impar en y serian de interés, por ejemplo, si se incluyera un divertor que rompiera
la simetria ecuatorial.

7.1. Solucion al problema con frontera rectangular

Si bien el propdsito fundamental es estudiar el caso de seccidn transversal circular, es ins-
tructivo empezar por una seccion cuadrada de radio a. En tal caso, si el radio mayor del toro
es Ry, en la direccion radial r el intervalo de interés serd [Ry — a, Ry + a|, mientras que z deter-
minard la altura en el intervalo [—a,a]. Asi, el inverso de la razén de aspecto estard dada por
E=a / Ro.

En términos de las variables normalizadas, los intervalos de interés serdn x € [1 — g,1+ €]
yy € [—¢€,¢€]. La geomteria es descrita en la figura 7.1.
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1- 1+¢ X

Ro-a 0 Ro +a r

Figura 7.1: Frontera rectangular

Para este caso se puede pedir como condiciones a la frontera que y(1F¢,y) =0, asi como
y(x,F€) = 0. Para la condicion en la direccion de y se debe de cumplir:

cos(ke) =0, (7.13)
de modo que
2n+ 1)z
k=-—"— 7.14
T (7.14)

conn=0,1,2....
Para tener una solucién que permita un valor extremo en el dominio de interés, se elige n = 0,
y entonces

T
=3¢
Para resolver la parte en x, algo que se ocurre a primera instancia es elegir como solucién
Unicamente Y,

(7.15)

w(x,y) = ey (\/ 22— kzx) cos(ky), (7.16)
de modo que:

v(1F€,0)=c(lFe)i(VA2—k*(1F¢))=0. (7.17)

En este caso las condiciones quedan determinadas por los primeros dos ceros Uy y U de la
funcién de Bessel. Entonces

= (1—e)VA2—k2, (7.18)
ty = (1+€)\V/A2— k2, (7.19)
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7.1 Solucién al problema con frontera rectangular

donde p; =3.83771 y up = 7.01559.
Al tomar la diferencia se obtiene:

o — ) =26V A2 — k2, (7.20)

y despejando A de esta tltima ecuacién se llega a:

1 1 T2
_ V2 k2 — TRV
k_\/482(u2 W)?>+k —\/482(;12 Ur) +(2£> ) (7.21)

Sumando las ecuaciones 7.18 y 7.19 y tomando el cociente de la diferencia respecto a la
suma, se encuentra que € es consistente con un solo valor:

e— Ho—
M2+
Como consecuencia de este valor de € se tiene que A = 7.63075 y k = 5.36468.
Para conocer la constante ¢ de la solucién 7.16 se utilizo la densidad de corriente del sistema
(ecuacidn 6.39), que al integrar dicha ecuacién se obtiene:

=0.2928. (7.22)

)LZ e pl+e
1 :—/ / -da, 7.23
0 tox e )ie y (7.23)
es decir:
)LZ € Ty 1+¢
Iy =c— —)d VAZ—kx)d 7.24
P ClJo —8COS(28> y/l_s J1< x) X ( )

que al utilizar Iy = 0.32MA y despejar ¢ se obtuvo que:

¢ =—0.143019106. (7.25)

Puesto que esta elecccion es demasiado rigida, es necesario considerar una composicién de
varias soluciones. Sin embargo nos representa un punto de partida que serd util al mejorar el
ajuste.

Se pueden tomar tres puntos de la frontera para realizar el ajuste:

y(1+€,0) =0, (7.26)
y(l—g,0) =0, (7.27)
w(l,€)=0. (7.28)

No se toma y(1,—&) pues por simetria del problema resulta redundante. En base a esto se
puede proponer una y(x,y) como la suma de las soluciones Y a s, que incluya la yp como
eje, teniendo tres condiciones a la frontera y tres pardmetros ajustables. Con estas ecuaciones
se tiene el sisterma de 3 ecuaciones con 3 incégnitas AC = B:
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Viliteo Walireo Wsliteo
A= (Vili—eo Wali—e0 Wsli—e0 (7.29)
Vilie  Walie  Wslie

Yol1+€,0
B= |yli-e0 (7.30)
Vfoh,s
C1
Cc=le (731)
c3

Para conocer C es necesario hacer el producto de matrices:

C=A"'B. (7.32)

El vector de constantes C obtenido para esta razén de aspecto se muestra a continuacion:

S Cl C4 Cs

0.2928 | 0.465631 | 0.316341 | 0.0406274

Tabla 7.1: Constantes obtenidas para € = 0.2928 en el caso rectangular

Conociendo estas constantes también se conoce la solucién general. Para observar su com-
portamiento, se graficé dicha solucién en los planos y =0y x = 1 ademd4s de que se obtuvieron
las respectivas curvas de nivel. Por otro lado, también se graficaron los campos toroidal y po-
loidal, junto con el factor de seguridad ¢. Los resultados se presentan a continuacién

7.1.1. Resultados para € = 0.2928 con frontera rectangular

En estas graficas se presentan las curvas al considerar solo Y, (color rojo) junto con los
resultados al considerar las soluciones Yy, Y1, W4, W5 (color azul).
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7.1 Solucién al problema con frontera rectangular

w(R,0) para € = 0.2928

w(R,0)

Figura 7.2: Variacién de y respecto a x (y = 0) para € = 0.2928 con frontera rectangular

w(l,Z) para € = 0.2928

wl.Z)

Figura 7.3: Variacion de y respecto ay (x = 1) para € = 0.2928 con frontera rectangular

Las curvas de nivel para ambos casos se presenta a continuacion
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w(R.Z) para € = 0.2928 tomando solo |1

0.048
0.2

0.040
01

0.032
0.0

0.024
0.1

0.016
0.2

0.008

0.8 0.9 1.0 11 12

0.000

Figura 7.4: Curvas de nivel de y para € = 0.2928 con frontera rectangular tomando solo J1

w(R,Z) para € = 0.2928 0.18
0.15

0.2
0.1z

01
0.09

0.0
0.06

0.1
0.03

0.2
0.00

0.8 0.9 1.0 11 12

-0.03

Figura 7.5: Curvas de nivel de y para € = 0.2928 con frontera rectangular

de donde se observa que el maximo de y esta de acuerdo a lo que se esperaria.

Para el caso donde solo se considera J; se observa en las curvas de nivel que la frontera se ajus-
ta de muy buena forma, lo cual era de esperarse pues se trata de la razén de aspecto y solucién
preferente para los valores de 4 y k.

Por otra parte en el otro caso, debido a la simetria ecuatorial el maximo de y/(1,y) se encuentra
en el centro, mientras que para y(x,0) el maximo se presenta un poco a la derecha del centro.
Este fendmeno es conocido como Corrimiento de Shafranov y es un desplazamiento en el eje
magnético debido a la curvatura del toro. Tanto en x como en y se cumplen las condiciones a la
frontera en los extremos, y se observa en las curvas de nivel que la frontera se ajusta en buena
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7.1 Solucién al problema con frontera rectangular

medida a la forma rectangular aunque no de tan buena forma como al tomar solo J;.

Para los campos magnéticos se tiene el siguiente comportamiento:

Bt(R,0) para € = 0.2928

Bt(R.0)

Figura 7.6: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para € = 0.2928 con frontera rectan-

gular

Bp(R,0) para € = 0.2928

Bp(R.0)

Figura 7.7: Campo magnético poloidal respecto ay (x = 1) para € = 0.2928 con frontera rectan-

gular

nuevamente se tiene un comportamiento de acuerdo a lo esperado, pues las condiciones a la
frontera en los extremos se satisfacen, ademas de que se observa el corrimiento de Shafranov
en el campo poloidal.
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Finalmente, el factor de seguridad es el siguiente:

g(R)cuadrado con £ = 0.2928

0.0

—0.2 4

—0.4 4

q(R)

—0.6 4

—0.8

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.8: Factor de seguridad g para € = 0.2928 con frontera rectangular

Cabe resaltar que R representa la distancia al eje magnético, el cual en caso de haber toroi-
dicidad, no coincide con el eje del toro (Corrimiento de Shafranov). Ademads, como g > 0 se
debe de tomar el valor absoluto.

Con el fin de estudiar el efecto de eleccidn de distintas soluciones Y, se volvid a resolver
este caso considerando la solucién v, en lugar de la solucién yy. Esto da lugar a un nuevo
vector de constantes:

£ 1 2 Cs

0.2928 | 4.80990 | -1037.16 | -1.58351

Tabla 7.2: Constantes obtenidas para € = 0.2928 en el segundo enfoque del caso rectangular

Nétese que debido al valor de la constante ¢, fue necesario separar estas graficas del resto.
Los resultados para este caso se presentan a continuacion:
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7.1 Solucién al problema con frontera rectangular

w(R.0) para € = 0.2928 con segundo enfoque

300
— 200
S
=
=
100
of, I I I I I I
0.7 0.8 0.9 10 11 12 13

Figura 7.9: Variacién de y respecto a x (y = 0) para € = 0.2928 con frontera rectangular (segundo

enfoque)

w(1.Z) para € = 0.2928 con segundo enfoque

300
. 200
N
-
=
100
U_I I I I I I I
0.3 0.2 0.1 0.0 01 0.2 0.3

Figura 7.10: Variacion de y respecto ay (x = 1) para € = 0.2928 con frontera rectangular (segundo

enfoque)
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wi{R.Z) para € = 0.2928 con segundo enfoque

350
0.2 300

250
01

200
0.0

150
0.1

100
0.2 50

0.8 0.9 1.0 11 12

Figura 7.11: Curvas de nivel de y para € = 0.2928 con frontera rectangular (segundo enfoque)

o

de donde, como era de esperarse debido a que se utiliza y», hay un mejor ajuste a la frontera,
ademds del aumento en la escala debido a la constante ¢,. También nétese que se preserva
la estructura general de las graficas, lo cual se observa también en los campos y el factor de
seguridad presentados a continuacion

Bt(R.0) para € = 0.2928 con segundo enfoque

2500

2000

1500

Bt(R.0)

1000

500

Figura 7.12: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para € = 0.2928 con frontera rectan-

gular (segundo enfoque)
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Bp(R,0) para € = 0.2928 con segundo enfoque

2000 |
1000
S
=
=
7] oF
-1000
I I I I I I I
0.7 08 09 10 11 12 13

Figura 7.13: Campo magnético poloidal respecto ay (x = 1) para € = 0.2928 con frontera rectan-

gular (segundo enfoque)

g(R)(CSE) con £ =0.2928

0.0

—0.2 1

—0.4 4

q(R)

—0.6

—0.8 1

Figura 7.14: Factor de seguridad g para € = 0.2928 con frontera rectangular (segundo enfoque)

Otra razén de aspecto que se ha utilizado en diversos experimentos es € = 0.5. Por esta
razon se estudiaron los resultados para este caso.
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7.1.2. Resultados para € = 0.5 con frontera rectangular

Las constantes obtenidas para este caso fueron las siguientes:

€ C1 C4q Cs

0.5 | 0.279958 | 0.35548 | -0.0591801

Tabla 7.3: Constantes obtenidas para € = 0.5 en el caso rectangular

Para y se obtuvo:

w(R.0) parae = 0.5
0.00

010

wR.0)
&
&

020 |

Figura 7.15: Variacion de y respecto a x (y = 0) para € = 0.5 con frontera rectangular

w(l,Z) parae =05
0.00

Figura 7.16: Variacién de y respecto ay (x = 1) para € = 0.5 con frontera rectangular
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w(R,Z) parae =05 0.05

—0.05

—0.10

—0.15

—0.20

—0.25

0.50 0.75 1.00 125 150 —-0.30

Figura 7.17: Curvas de nivel de y para € = 0.5 con frontera rectangular

Para este caso se observa una inversion en el signo. Ademads, de acuerdo a las curvas de
nivel, se observa que la frontera se ajusta solo en algunos puntos. Para los campos magnéticos
se tiene que:

Bt(R,0) parae = 0.5

Bt(R,0)

Figura 7.18: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para € = 0.5 con frontera rectangular
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Bp(R,0) para e = 0.5

05

Bp(R,0)

0.6 0.8 10 12 14

Figura 7.19: Campo magnético poloidal respecto ay (x = 1) para € = 0.5 con frontera rectangular

La inversién en el signo también se presenta en los campos, aunque las condiciones a la
frontera en los extremos se siguen satisfaciendo.
Para saber en que momento se presenta el cambio de signo, se varié poco a poco la razén
de aspecto y se fueron obteniendo las graficas correspondientes. Se observo en las curvas de
nivel que el signo de y se invertia poco a poco como un continuo, entre las razones de aspecto
€ =0.2928 y € = 0.4, punto en el cual hay aproximadamente la misma cantidad de valores
positivos como negativos, para luego converger poco a poco en negativos (€ = 0.44) hasta
llegar a € = 0.5. En las razones de aspecto intermedias las condiciones a la frontera no se
satsifacian. También se observé que para € mds alla de 0.5 las condiciones a la frontera se
fueron cumpliendo en cada vez menos puntos.

yiR.Z) para e =0.35

0.3
0.3

0.2
0.2

0.1
0.1

0.0
0.0

—-0.1
0.1

—0.2
0.2

—0.3
0.3

0.7 0.8 0.9 10 11 1.2 13

—0.4

Figura 7.20: Curvas de nivel de y para € = 0.35 con frontera rectangular
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w(R.Z) parae = 0.4 0.24
0.4
018
012
0.2
0.06
0.00
0.0
—0.06
—-0.12
0.2
—-0.18
—0.24
0.4
L6 0.8 1.0 1.2

[o]

Figura 7.21: Curvas de nivel de y para € = 0.4 con frontera rectangular

W(R.Z) para e = 0.44
012
0.08
0.04
0.00
—0.04
—0.08
—0.12
—-0.16
0.6 0.8 10 12 14

Figura 7.22: Curvas de nivel de y para € = 0.44 con frontera rectangular

Una vez estudiado el caso cuadrado, se procedid a estudiar una frontera mas compleja.
Como se mencioné anteriormente, la frontera circular juega un papel importante en los expe-
rimentos de RFP, por lo que a continuacién se expondran los resultados obtenidos para dicha
frontera.
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7.2. Solucion al problema con frontera circular

La frontera considerada fue un ciruclo de radio a y centro en Ry (Figura 7.23). En términos
de la normalizacion antes considerada, la circunferencia tiene radio €.

Figura 7.23: Frontera circular

Nuevamente se presenta simetria ecuatorial, entonces se buscan soluciones que sean simétri-
cas respecto del ecuador, por lo que la solucion considerada tiene solo los primeros 5 grados
de libertad:

V(x,y,c1,¢2,€3,€4,¢5) = Yo+ 1y +2Wo 4+ c3W3 + caWu + cs s, (7.33)

Como primera aproximacién se tomardn los valores de k y A obtenidos al resolver el ca-
so cuadrado. Por otra parte, también son necesarias 5 ecuaciones para que el sistema con 5
incégnitas tenga solucion. Estas 5 ecuaciones se obtienen de las condiciones a la frontera adap-
tadas a la forma circular y son las siguientes:

w(1+€,0) =0 (7.34)
w(1—£,0)=0 (7.35)
w(l,e)=0 (7.36)
%‘)’;(1,3) —0 (7.37)

%y 1dy B
W(LS)‘FEW(LS)—O (7.38)

Las 3 primeras ecuaciones es la condicion original evaluada en los extremos derecho, iz-
quierdo y superior de la circunferencia respectivamente. La cuarta condicién permite calcular
la pendiente de la recta tangente que pasa por el punto superior. Esta recta es paralela al plano
tangente en ese punto que a su vez es paralelo al eje x. Por dltimo la quinta condicién hace
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7.2 Solucién al problema con frontera circular

referencia a la curvatura. Al parametrizar la circunferencia de radio € en funcién de su dngulo,
se encuentra que su curvatura es K = j:%, donde el signo varia segin el punto a consideracion.

Ahora se tiene el sistema de 5 ecuaciones con 5 incognitas AC = B, donde:

Vili4e0 Val1+e0 V314¢,0 Vs|14e0
Vili—e0 Vali—e0 V3li—e0 Ys|i—e0
A= . . . . (7.39)
92 92 92 92
3;2/1 +|178 8;2,2+’178 a;‘?"‘hg a;l2,5+|lg
Vol 1+¢,0
Yol1—£.0
B= . (7.40)
32
a;’;‘) =+ ... ’ le
1
C= (7.41)
&
Por lo que, nuevamente es necesario hacer el producto de matrices:
C=A"'B (7.42)

En los resultados se consideraron tres razones de aspecto y se obtuvo lo siguiente:

€ c 2 c3 c4 Ccs

0.2928 | 0.45426 0.43681 | -0.0334083 | 0.329412 | 0.0429488

0.5 0.153885 | 0.666152 | 0.650754 0.414763 | -0.0955109
0.9 -0.177086 | 1.65322 | 0.813421 0.876068 | -0.620258

Tabla 7.4: Constantes obtenidas para distintas razones de aspecto en el caso circular

Una vez conocidas las constantes, se conoce la solucién total y por ende los campos
magnéticos toroidal y poloidal.

Al obtener los primeros resultados se observé que las condiciones a la frontera no se cum-
plian. Un andlisis posterior reveld que esto se debié a que se utilizaron los valores de A y k
obtenidos del caso cuadrado. Para encontrar los valores que se ajusten a la frontera se utiliz6
un método variacional. Este consiste en tomar el valor conocido de k y sumarle una pequena
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variacion k,, obtiendo un nuevo valor k' = k+k,. Al evaluar este resultado, también se obtiene
un nuevo valor de A, nuevas constantes ¢y, ...,cs y nueva y(x,y).

7.3. Aproximacion a la solucion al modificar k

El objetivo es encontrar el valor de k, adecuado para el cual las condiciones a la frontera
se cumplen.
Por otro lado, se expuso en capitulos anteriores el caso cilindrico. Los resultados toroidales
deben de coincidir con los cilindricos en el limite de razén de aspecto muy grande. Por esta
razon primero se expondran los resultados al utilizar un inverso de razon de aspecto de € = 0.05
y se compararan con los del caso cilindrico.
A continuacién se muestran los resultados obtenidos.

7.3.1. Resultados para € = 0.05

A continuacién se presentan las graficas de y, para y = 0 en funcién de x y para x = 1 en
funcion de y. En las gréficas se observan distintos valores de k.

wR, 0) cone=0.05

0.002 A
0.001
0.000 A
T —0.001 A
" 0002 4
— con kp=0.0
—0.003 4 con ky=-0.4
—0.004 - con kp=-15
— 0Nk =-3.6
—0.005 i i i i i
096 098 100 102 104

R

Figura 7.24: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas k,, para € = 0.05
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w1, Z) cone=0.05

0002

0001 A

0000 |

i —0.001 {

LAk

—0.002 -

—0.003 A

—0.004

—0.005 -

Figura 7.25: Variacién de y respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.05

En estas imagenes se observa que las condiciones a la frontera en los extremos se cumplen
para todos los casos. El comportamiento en el centro es dificil predecir debido a que Y es suma
de funciones de Bessel, sin embargo, con las curvas de nivel se observard mejor que valor de
k, es el adecuado. Estas curvas se obtuvieron mientras se variaba poco a poco el valor de k.
A continuacion se presentan los resultados con k sin modificar y las curvas cuyo valor de k), se
ajusté de mejor manera.

(R, Z) con £ =0.05

—

0.04 0.0018

0.0009
0.02
0.0000

—0.0009

N 0.00

—0.0018

—-0.02 —0.0027

—0.0036

—0.04
—0.0045

Figura 7.26: Curvas de nivel de ¥ con k, = 0 para € = 0.05
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w(R,Z) con £ =0.05con k, =-3.6

0.04 - 0.0021

- 0.0018

0.02 L 0.0015

0.0012

0.0009

0.0006

—-0.02

0.0003

0.0000

Figura 7.27: Curvas de nivel de y con k, = —3.6 para € = 0.05

En los resultados sin modificar k se observa que el eje magnético estd un poco desplazado
hacia la izquierda, ademads de que las superficies estd un poco ovaladas y en la frontera se pierda
casi toda la forma circular. Agregando la variacién k, = —3.6 el eje magnético se desplaza al
centro, tal y como es de esperarse, sin embargo los valores cercanos a la frontera no se ajustan
de manera 6ptima.

Ahora se presentan las graficas de los campo magnéticos toroidal y poloidal para distintos
valores de k):

B{R,0) cone=0.05

0.10 1
0.05 4
.00 4
=005 4
kol
—0.10
con k=00
—0.15 4 o by =-0.4
—n K =-1.5
—0.20 4 —_—on by =-3.6
096 .98 100 102 104

Figura 7.28: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.05
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BglR, 0} con £ =0.05

010 /—\
0.05 4
0.00 4
—0.05
5
—0.10 4
con k, =0.0
—0.15 4 oon kp=-0.4
—0.20 | — oon kx=-1.5
— CON Ky =-3.8
-0.25

096 D.ag 100 102 104
R

Figura 7.29: Campo magnético poloidal respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.05

Con estos resultados se verifica que el valor de &, es el mds cercano a lo esperado, pues el
campo toroidal con este valor es el tnico que se parece a un campo toroidal de un RFP en el
caso cilindrico (Similar a J;). Aunado a esto, el campo poloidal con k, = —3.6 es el Unico que
tiene la forma esperada de un RFP cilindrico (Similar a Jy). Se concluye que k, = —3.6 es la
aproximacién mds cercana encontrada hasta ahora.

Ahora se procedera a analizar la siguiente razén de aspecto.

7.3.2. Resultados para € = 0.2928

Para este caso se utilizaron nuevos valores de kj,. A continuacion se presentan las graficas
del flujo y con algunas curvas de nivel

yR, 0) con € =0.2928

001
0.00 4
-0.01
—0.02
)
+ —0.03 4
=
—0.04 1 — con k=00
—-0.05 | con k, =-0.2
—0.06 4 — CDI'iFQ;.=1.4
— wonkp=-1.6
—0.07 %
0.7 08 049 10 11 12 13

Figura 7.30: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.2928
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w1l Z) cone=0.2928

0.00 4
—0.01 4
_—0.02 -
N
=
= —0.03
—_— con k=00
—0gad T con kpy=-0.2
— N k=14
o5 4 ™ conkp =-1.6
03 02  -01 00 01 02 03

Figura 7.31: Variacién de y respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.2928

(R, Z) con £ =0.2928

0.0300

0.0225

0.0150

0.0075

0.0000

—0.0075

—0.0150

—0.0225

—0.0300

—0.0375

Figura 7.32: Curvas de nivel de y con k, = 0 para € = 0.2928
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w(R,Z) con £ =0.2928con k, =1.0

0.060
0.045
0.030
0.1 0.015

0.000

—0.015
—0.030
—0.045

—0.060

—0.075
0.8 0.9 1.0 1.1 12

Figura 7.33: Curvas de nivel de ¥ con k, = 1.0 para € = 0.2928

De estos resultados se observa que ninguno de los valores de k;, hace que la solucion se
ajuste a lo esperado. Esto se corrobora con los campos magnéticos presentados a continuacién

Bi{R, 0) con£=10.2928

014
0.0 4
—0.1
-0.2
o
—0.3
— OO0 Ky =0.0
0.4 4{ —— conk=-02
—on k=14
059 won kn=-1.6
T T T T T T T
07 08 09 10 11 12 13

Figura 7.34: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.2928
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BplR, 0} con £ =0.2928

06 A
04
0.2
o
0.0 A
con k=00
con ky =-0.2
—0.2 4 ko
—on k=14
— 0N K =-1.0
—0.4 4
T T T T T T T
07 05 09 10 11 12 13

Figura 7.35: Campo magnético poloidal respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.2928

donde ninguno de los campos presenta un comportamiento similar al de los campos de un RFP,
por lo que se descartan los valores de k, empleados en esta razon de aspecto.
Ahora se procederd a la razén de aspecto € = 0.5

7.3.3. Resultados para € =0.5

Aligual que en los casos anteriores se comenzara analizando el flujo magnético, recordando
que se emplearon nuevos valores de k.

R, 0) cone=05

04 { —— conk=0.0
con ky=-0.4
p3d — oenk=08

— con k=16

0.2 -

wiR, 0}

01 A

00 A

Figura 7.36: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.5
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w1,7) cone=0.5

—_— con kp=0.0
e OO K =-0.4
03 4 k
— con k=08
con k=16
02
[
-
=
01 4
0.0 4

Figura 7.37: Variacion de y respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.5

De acuerdo a estas graficas, se observa que el valor de k, = 0.8 es la mejor aproximacion
que se logro.
Cabe notar que debido a la toroidicidad se observa un Corrimiento de Shafranov. Esto se vi-
sualiza mejor con las curvas de nivel presentadas a continuacion

Ww(R,Z) cone=0.5

0.125

0.100

0.075

0.050

0.025

0.000

-0.025

—0.050

—0.075

Figura 7.38: Curvas de nivel de y con k, = 0 para € = 0.5
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w(R,Z) con £ =0.5con k, =0.8

0.375
0.4

0.300
0.225
0.2

0.150
0.075
0.000
02 -0.075
-0.150
-0.225

-0.4

—0.300
0.6 0.8 1.0 12 1.4

Figura 7.39: Curvas de nivel de ¥ con k, = 0.8 para € = 0.5

donde se observa que usando k, = 0.8 se obtiene un resultado bastante congruente en el centro
de la curvas, pero no asi cerca de la frontera.

Para finalizar esta razén de aspecto se muestran a continuacién los campos magnéticos, donde
también se observa que el valor k, = 0.8 es el que mejor se ajusta a los campos de un RFP.

B{R,0) cone=0.5

20 4
—_— con k=00
e 00N K =-0.4
15 - %
— conky =08
—_— conky =16
10 -
o
05 A
0.0
—0.5 4
T T T T T
06 0s 10 12 14
R

Figura 7.40: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.5
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BpR. 0) cone=0.5

15
10
0.5 -
0.0 -
o
0.5 4
con ky =0.0
-1.01 con k; =-0.4
15 — Con k=08
— 0N Ky =1.0
T T T T T
06 08 10 12 14
R

Figura 7.41: Campo magnético poloidal respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.5

7.3.4. Resultados para € =0.9

La dltima razén de aspecto considerada fue € = 0.9. El flujo magnético es presentado en
las siguientes graficas considerando distintos valores de k),

R, 0) cone=079

61— con k,=0.0
g wnk=01
— on k=04
4 — conk,=05
=)
£ 3
-
2_
l_
|}_

Figura 7.42: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.9
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w1,7) cone=0.9

5_
4 4
con k=00
N3 — con ky=0.1
‘75' won k=04
24 con k=05
1-
ﬂ-

075 -050 -025 000 025 050 075
z

Figura 7.43: Variacion de y respecto a'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.9

Se observan en estos resultados que pequefias variaciones en k, se traducen en grandes
cambios en el flujo magnético. El valor k, = 0.5 es la mejor aproximacion encontrada en este
caso, esto se visualiza mejor con las curvas de nivel presentadas a continuacién

w(R,Z) con =09

—0.04

—0.08

Figura 7.44: Curvas de nivel de y con k, = 0 para € = 0.9
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.6

-0.8

0.2

0.4 0.6 0.8 1.0 1.2

w(R,Z) con e=0.9con k, =0.5

1.4 1.6 1.8

Figura 7.45: Curvas de nivel de ¥ con k, = 0.5 para € = 0.9

Donde se observa que las condiciones a la frontera se satisfacen de manera muy precisa.
Finalmente, se presentan los campos magnéticos para este caso

B{R,0) cone=0.9

con

oon

con

con

k=00
ka=0.1
k=04
k=05

T T T
0 125 150 175

Figura 7.46: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas k, para € = 0.9
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ByiR, 0) cone=0.9

— con kp =0.0
con k=01
con k=04
con k=05

15 4

10 4

025 050 075 100 125 150 175
R

Figura 7.47: Campo magnético poloidal respecto a 'y (x = 1) con distintas k, para € = 0.9
Se probaron numerosos valores de k;, y aunque hubo mejoria en los resultados, ningin va-

lor (salvo en el caso de € = 0.9) satisfacié enteramente las condiciones a la frontera.

Por esta razon se siguid otra alternativa, la cual es modificar A directamente, es decir, pro-
poner una variacion A,, de tal manera que el nuevo valor de A sea: A’ = A + A,,. Esto a su vez
genera una nueva solucién Y que se espera sea la soluciéon adecuada al problema. Al igual que
en el caso de k,, se vario A, para distintas razones de aspecto.

7.4. Aproximacion a la solucion al modificar A

7.4.1. Resultados para € = 0.05

Primero se presentan las graficas del flujo y y se compara con el valor de A, que mejor
ajustd las condiciones a la frontera:
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R, 0) cone=0.05

0025
0020 4
0.015
— con Ap= 0.0
0010 con A,=0.7
i’. — Con Ap=18
0.005 A
— LOnAp=29
0.000 A
—0.005 4 -
T T T T
096 098 100 102 104
R

Figura 7.48: Variacién de y respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.05

w1, 7) cone=005

0.025

0.020 4
0.015

— 0N Ap= 0.0

h 0.010 A con Ap=0.7

: — conA.=18
0.005 -

— 0N Ap=2.9
0.000
—0.005 A

T T T T T
-0.04 -0.02 0.00 0.02 0.04
z

Figura 7.49: Variacién de y respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.05

de donde se observa que el valor A, = 2.9 es la mejor aproximacién. Para confirmar esto ahora
se presenta la curva de nivel correspondiente
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w(R,Z) con £ =0.05con /,=2.9

0.024

0.04

0.020

0.016

0.012

0.008

N 0.00

0.004

0.000

—-0.02

—0.004

—0.008

Figura 7.50: Curvas de nivel de y con A, = 2.9 para € = 0.05

En este caso no se presenta corrimiento de Shafranov debido a que se trata de un caso
sin curvatura por toroidicidad (caso cilindrico). También se observa que las condiciones se
satisfacen en la mayor parte de la frontera.

Para los campos magnéticos se tienen los siguientes comportamientos

B{R, 0) con e=0.05

104
0.8 4
06 con Ap,=10.0
con dp=07
o 04
— 0N Ap= 1.8
0.2 4 won A=2.9
00 4
—0.2 4
_04 h T T T
096 098 100 102 104
R

Figura 7.51: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.05
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BglR, 0} con £ =0.05

0.5
— con A= 0.0
0.6 - on Ap=0.7
04 4 — cond,=18
— 0N Ap=29
0.2
of 0.0 4
—0.2
-0.4
—0.6
0.96 0.98 100 102 104
R

Figura 7.52: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.05

Tanto en el campo toroidal como para el poloidal, si A, = 2.9, se tiene un ajuste de acuerdo a
lo que se esperaria en un caso cilindrico. Debido a esto también se grafic6 el factor de seguridad
para este caso, obteniéndose:

g(R) cone=0.05yAp=2.9

0.0

—0.2 1

—0.4 4

q(R)

_0.6 4

—0.8 4

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.53: Factor de seguridad ¢ para € = 0.05 con frontera circular

Ahora se continuard con la siguiente razén de aspecto, para la cual se utilizaron nuevos
valores de A,
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7.4.2. Resultados para € =(0.2928

R, 0} cone=0.2928

0.6 -
05 A
041 — N Ap= 0.0
5_ 034 on dp=-05
% — CON A= 0.6
0.2 1 —— con Ap=0.65
0.1 -
0.0 4
T T T T T T T
07 08 09 10 11 12 13

Figura 7.54: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.2928

w1l Z) cone=0.2928

0.6
05
041 —— fon Ap=0.0
ﬁ_ R con A, =-0.5
= —— conA,=06
0.2 4 — con Ap= 065
0.1
0.0
03 -02 01 0.0 01 02 03
z

Figura 7.55: Variacion de y respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.2928

De las curvas de y se observa que al usar A, = 0.65 se obtienen los mejores resultados. En
las curvas de nivel mostradas a continuacion se oberva un ajuste muy bueno con este valor de
Ap, ademds de un corrimiento de Shafranov pequefio.
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w(R,Z) con £ =0.2928con /, = 0.65

= 0.4
0.3
[ “ 0.2
\ 0.1
0.0

—— -0.1

-0.2

0.9 1.0 1.1 1.2

Figura 7.56: Curvas de nivel de y con A, = 0.65 para € = 0.2928

Para concluir esta razén de aspecto se presentan los campos magnéticos y el factor de
seguridad

By{R,0) cone=0.2928

5
4
3] con Ax=0.0
con Ap=-0.5
oF 7 con Ap=0.6
con Ap= 065
1A
0
T T T T T T T
o7 s 09 10 11 12 13
R

Figura 7.57: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.2928
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BplR, 0} con £ =0.2928
3] con Ap=0.0
con Ap=-05
7 — on Ax=06
con Ap=0.65
1A
o
0
-1 4
_2 i
T T T T T T T
07 0.8 09 10 11 12
R

Figura 7.58: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.2928

g(R) con £=0.2928 y Ap = 0.65
0.0
_02 4

= —0.4 A
=

_06 4
_0.8 -

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 '
R

1.0

Figura 7.59: Factor de seguridad ¢ para € = 0.2928 con frontera circular
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7.4.3. Resultados para € =0.5

WR, 0) cone=05

4.0 1

15 1

304

254

204

wiR, O

15 -

10 1
05 A

con A,=0.0

conA,=-05
con A,=05

cond, =07

0.0 1

Figura 7.60: Variacion de y respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.5

wl,Z)cone=0.5

40

15 1

304

25 1

2.0 1

wil, 2

15 1

104

05 -

con A, =0.0

con A,=-0.5

conA,=05

con A, =07

0.0 1

Figura 7.61: Variacion de y respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.5
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@(R,Z) con £=0.5con I, =0.5

Figura 7.62: Curvas de nivel de y con A, = 0.5 parae =0.5

Para esta razon de aspecto el valor A, = 0.5 fue el que mejor ajustaba los resultados. El
comportamiento es muy similar al de la razén de aspecto € = 0.2928 ya ajustada. Esto junto
con el hecho de que el corrimiento de Shafranov es un poco mayor que el caso anterior indica
que se tiene un resultado de acuerdo a lo esperado. Por otra parte los campos magnéticos
y el factor de seguridad, presentados a continuacion, también se comportan de acuerdo a lo
esperado.

Bi{R. 0} cone=0.5

200
17.5 4
15.0 4
125 4 con Ay =00
10.0 4 — con dp=-0.5
& con A, =05
7.5 4
con A, =07
5.0 4
25
0.0 4
T T T T T
0.6 05 10 12 14
R

Figura 7.63: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.5
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BpR. 0) cone=0.5

— con A= 0.0
10 | on Ap=-0.5
m— 0N Ap=10.5
— OO0 Ap =07
g -
o
04 e _‘"--__._‘__________t
_5 4
=10 4
0.6 0a 10 12 14

Figura 7.64: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.5

g(R) cone=05yAp=0.5

0.0

—0.2 1

—0.4 4

q(R)

—0.6 4

—0.8 4

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.65: Factor de seguridad ¢ para € = 0.5 con frontera circular

7.4.4. Resultados para e =0.9

Los resultados de modificar A para la dltima razén de aspecto son presentados a continua-
cién, empezando por el flujo y.

93



7. RESULTADOS

WR. 0) cone=0.9

B00
— on Ap=0.0
500 4 on Ap=0.2
— con Ap=03
400 1 —— con A.=04
S 300 -
(=
=
200 4
100 -
|]_

Figura 7.66: Variacin de y respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.9

w1, Z) cone=029

500

400

con A, =00

300 4 con dp=02

'_E' — conAp=103

200 1 con Aa= 04
100 A
|] p

T T T

075 -050 -025 000 025 050 075
z

Figura 7.67: Variaci6n de y respecto a y (x = 1) con distintas A, para € = 0.9
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0.8

0.6

0.4

0.2

-0.2

-0.6

-0.8

0.2

0.4

w(R,Z) con €=0.9con A, =0.4

-100
—200

-300
0.6 0.8 1.0 12 1.4 1.6 1.8

Figura 7.68: Curvas de nivel de y con A, = 0.4 para e =0.9

Se observa que A, = 0.4 presenta el mejor ajuste. También cabe resaltar que para este caso
hubo una variacién muy grande en y al pasar de A, = 0.3 a A, = 0.4 algo que no se presento
en casos anteriores. Finalmente, los campos magnéticos y el factor de seguridad presentaron el
siguiente comportamiento.

BiR, 0) cone=0.9

1600 4
1400
1200 4
1000 4

o 800 4
00 4

400 4

200 4

con Ap= 0.0
con Ap=02
con A,=03
con A,=04

050 075 100 125 150 175

Figura 7.69: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas A, para € = 0.9
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ByiR, 0) cone=0.9

1500 4 — o A= 0.0
con Ap=10.2
—on Ap=10.3
1000 1 — CON Ap= 0.4
of 500 4
|}_
=500 -

Figura 7.70: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas A, para € =0.9

g(R)cone=09yAp=0.4

0.0

—0.2 4

—0.4 4

q(R)

—0.6

—0.8

-0.2 0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 7.71: Factor de seguridad ¢ para € = 0.9 con frontera circular
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Capitulo 8

Conclusiones

Se hizo una exploracién en el capitulo 7 de las propiedades de las soluciones obtenidas en
el capitulo 6, haciendo notar una serie de resultados interesantes.
Primero, se observé que para cualquiera que sea la frontera, es necesario hacer un ajuste a la
frontera tomando un nimero de términos igual a un nimero de condiciones impuestas sobre
puntos especificos de esta, pues como se observo en el caso rectangular, una simple separacion
de variables no es suficiente. En parte el problema se reduce a resolver un sistema lineal de
ecuaciones simultdneas. Sin embargo, quedan los parametros A y k, que entran en el argumen-
to de las funciones de Bessel de primer orden y deben ser ajustados por separado.
Se encontr6 que esta forma de ajustar las condiciones a la frontera es muy limitada. Existen
casos en los que, aunque se satisfagan las condiciones impuestas, las soluciones obtenidas no
dan lugar a superficies cerradas de campo magnético. Una alternativa que se puede seguir es
tratar a A y k como incégnitas y resolver directamente el problema no lineal [1].
Del caso cuadrado se observa que, al obtener los valores de A a partir solo de Ji, las razones de
aspecto cercanas a € = 0.2928 tiene comportamientos favorables. Al ir disminuyendo la razén
de aspecto, se observa una inversion en el signo tanto de ¥ como de los campos, resultado que
queda pendiente de entender.
Para razones de aspecto muy pequefias, como es el caso de € = 0.9, no fue posible encontrar
soluciones con campo magnético cerrado. Esto probablemente se debe a que en estos casos,
no es suficiente tomar una seccién transversal cuadrada y es necesario incluir fronteras con
curvatura.
Una alternativa para solucionar este problema, es seguir el proceso empleado para el caso cir-
cular y variar poco a poco tanto k como A. En vista de que ningtin experimento en la actualidad
presenta un plasma con frontera rectangular no se profundizé més en el tema, sin embargo
puede resultar un buen ejercicio ver qué sucede en dichos casos.
Del caso circular, se observa que de acuerdo al procedimiento seguido, las condiciones a la
frontera se ajustan mejor al variar A en vez de k, salvo el caso de € = 0.9, donde ambos ajustes
son buenos. Debido a que k fue determinada al resolver la ecuacién en y la cual, debido a la
simetria, siempre tiene forma de coseno, era de esperarse que el valor de A (que depende di-
rectamente si se considera Ji,Y; o ambas) fuera el que cambiara més.
Como trabajo a futuro con base en los resultados obtenidos, se puede calcular tanto la energia
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de campo magnético como la helicidad magnética para cada razén de aspecto, y asi deducir
qué configuraciones geométricas presentan estados de Taylor més eficientes.
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Apéndice A

Solucidn a la ecuacion radial

En este apéndice se muestran los cdlculos hechos para resolver la parte radial de la ecua-
cién de Grad-Shafranov para campo libre de fuerzas.

Se tiene que la solucién propuesta a la ecuacion radial es:

G(x) = xBj (ax). (A.1)

Derivando esta ecuacidn se obtiene:

G'(x) = xB} (ax) + B (ax). (A.2)

Utilizando la ecuacion 6.48 se obtiene:

a
By (ax) = 3 [Bo(ax) F Ba(ax)] (A.3)
pero B;(ax) es, por la ecuacion 6.47:
2
Bs(ax) = aBl (ax) — Bo(ax), (A4)

por lo que al sustituir en la ecuacién A.3 se obtiene:

2
B (ax) = g [Bo(ax) F —Bi(ax) :tBo(ax)] . (AS)
ax
Para el primer signo se tiene que:
, a 2 1
B (ax) = 3 By(ax) — —Bj(ax) 4+ Bo(ax) | = aBy(ax) — —Bj (ax), (A.6)
ax X

y por lo tanto:

G(x)=x [aBo(ax) — iBl(ax)} + Bj(ax) = axBy(ax). (A7)

Por otra parte, para el segundo signo se tiene:
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B (ax) = [Bo(ax) + iBl (ax) —Bo(ax)] = %Bl(ax), (A.8)

N

y por lo tanto:

G'(x)=x (iBl(ax)> + By (ax) = 2B (ax). (A9)

Por lo que bastaria demostrar que 2B (ax) = axBy(ax) para el segundo signo. En efecto, se
tiene que:

2 2 2 2
Bo(ax) = _53‘ (ax) + aBl (ax) + Bo(ax) = aB_l (ax) —B_p(ax) = aBl (ax), (A.10)

donde se usaron las ecuaciones 6.49 y 6.47.

Abhora, calculando la segunda derivada se tiene que:

2
G" (x) = axB{(ax) + aBy(ax) = % [B_1(ax) F By (ax)] + aBo(ax). (A.11)

donde se us6 la ecuacion 6.48. Finalmente como B_ (ax) = FB) (ax) se llega a:

G"(x) = aBy(ax) F a*xB (ax). (A.12)
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Parte I

Codigos
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In [1]:

Out[1]:

In [2]:

OQut[2] :

In [3]:

Codigo para caso cuadrado (Julia)

April 2,2019

using SpecialFunctions

#Funciones de Bessel

J1(R, t) = besselj(l, t*R)

Y1(R, t) = bessely(l, t*R)

#Dertvadas de Funciones de Bessel

JIR(R, t) = t*(besselj(l, t*R)/(t*R) - besselj(2, t*R))

Y1R(R, t) = tx(bessely(l, t+*R)/(t*R) - bessely(2, t*R))

JIRR(R, t) = (t"2)*(-3*besselj(2, t*R)/(t*R) + besselj(3, t*R))
Y1RR(R, t) = (t72)*(-3*bessely(2, t*R)/(t*R) + bessely(3, t+*R))

Y1RR (generic function with 1 method)

#Definicion de soluciones pequefias

#Comentar o descomentar las soluctones que se toman en cuenta
Po(R, t) = RxJ1(R, t)

P1(R, t) = R*xY1(R, t)

P2(R, t, k, Z) = RxJ1(R, t)*cos(k*Z)

#P4(R, t, Z) = cos(t*sqrt(R"2 + Z°2))

P5(t, Z) = cos(t*Z)

#Primeras derivadas respecto de R

YPOR(R, t) R+xJIR(R, t) + J1(R, t)

P1R(R, t) = R*Y1R(R, t) + Y1(R, t)

P2R(R, t, k, Z) = (R*JIR(R, t) + J1(R, t))*cos(k*Z)

#P4R(R, t, Z) = -sin(t*sqrt(R"2 + Z"2))*R¥t*((R"2 + Z°2)"(-0.5))
#Segundas derivadas Tespecto de R

PORR(R, t) = R*J1RR(R, t) + 2*J1R(R, t)

p1RR(R, t) = R*Y1RR(R, t) + 2*Y1R(R, t)

P2RR(R, t, k, Z) = (R*JIRR(R, t) + 2xJ1R(R, t))*cos(k*Z)
#p4RR(R, t, Z) = Y4 (R, t, Z)*((R*t*((R"2 + Z°2)"(-0.5)))"2) - sin(t¥sqrt(R"2 + Z°2))>
#Primeras derivadas respecto de Z

P2Z(R, t, k, Z) = -k*R*xJ1(R, t)*sin(k*Z)

#P4Z(R, t, Z) = -sin(t*sqrt(R"2 + Z72))*t*Zx((R°2 + Z°2)~(-0.5))
P5Z2(t, Z) = -t*sin(t*Z)

YP5Z (generic function with 1 method)

#Aqui resolvemos el sistema lineal para encontrar C para distintas razones de aspecto
#function constantes(ze, zl)



#Puntos de la frontera a evaluar

#R1 = 1 + ze
#R2 = 1 - ze
#R3 = 1

#Ze = xe

#Zo = 0

#Matriz de soluciones

#A = zeros((3,3))

#A[1, :]=[Y1(R1,zl), P4 (R1,xl,Zo), P5(zl,Zo)]
#A[2, :]=[P1(R2,21), P4 (R2,z1,Z0), P5(zl,Zo)]
#A[3, :1=[Y1(R3,z1), P4 (R3,zl,Ze), P5(zl,Ze)]
#Vector de Resultados

#B = -[YO(R1,zl), PO(R2,zl), YO(R3,zl)]
#Inversa de matriz de soluciones

#A1 = inv(4)

#Vector de constantes

#C = Av*B

# return C,R1,R2

#end

Out [3]: constantes (generic function with 1 method)

In [11]: #Aqui resolvemos el sistema lineal para encontrar C para distintas razones de aspecto
#ESTA PARTE SE UTILIZA CUANDO SE USA PSI2 en eps=0.2928
function constantes(xe, xk, x1)
d = sqrt(x1”2 - xk"2)
#Puntos de la frontera a evaluar

Rl =1 + xe
R2 = 1 - xe
R3 =1

N = 1/xe

Ze = xe

Zo = 0

#Matriz de soluciones

A = zeros((3,3))

Al1,:1=[yp1(R1,x1), P2(R1,d,xk,Zo), $P5(x1,Zo)]
A[2,:1=[yp1(R2,x1), P2(R2,d,xk,Zo), P5(x1,Zo)]
A[3,:1=[y1(R3,x1), P2(R3,d,xk,Ze), P5(x1,Ze)]
#Vector de Resultados

B = -[$0(R1,x1), O(R2,x1), PO(R3,x1)]
#Inversa de matriz de soluciones

Ai = inv(A)
#Vector de constantes
C = AixB

return C,d,R1,R2
end

Out[11]: constantes (generic function with 1 method)



In [12]:

OQut[12]:
In [20]:
Out [20] :

In [13]:

Out[13]:

In [6]:

OQut [6] :
In [7]:

Out [7] :

In [14]:

#Calculo de la solucion general
#razon de aspecto

€ = 0.2928

#Ceros de J1

ul = 3.83771

u2 = 7.01559

#Valores de k y lambda

kb = 71/ (2*€)

Ab = sqrt (((u2-p1d)/(2%€))°2 + kb~2)

return €, Ab, kb

(0.2928, 7.630832710446611, 5.364741553261259)
#C,R1,R2=constantes (e, Ab)

([0.685122, 0.328673, -0.0137258], 1.44, 0.56)

#Para caso de psi2
C,d,R1,R2=constantes(¢,kb,Ab)

([4.80991, -1037.17, -1.58351], 5.426707650273225, 1.2928, 0.7072)

#ESTO ES PARA EL OTRO CASO RECTANGULAR
#10 = (4*)*(10°=7)

#Ip = 0.32%(10°6)

#icos 0.372805

#ibes -0.129521

#return 10, Ip
(1.2566370614359177e-6, 320000.0)
#h = (WO*Ip)/(Ab"2*icos*ibes)
-0.14301910624384495

#Funciones psi Yy su gradiente en este sistema coordenado

#p(R, t, Z) = YO(R, t) + C[1]*P1(R, t) + C[2]*P4(R, t, Z) + C[3]*P5(t, Z)

#prz(R,Z) = P(R, Ab, Z)
#pr(R) = P (R, Ab, 0)
#pz(Z) = P(1, Ab, 2)

#GYR(R, t, Z) = YOR(R, t) + C[1]*p1R(R, t) + C[2]*p4R(R, t,
#GYZ(R, t, Z) = YOR(R, t) + C[1]*p1R(R, t) + C[2]*P4R(R, t,

#Esto es para el caso psiZ

YR, t, k, m, Z) = PO(R, t) + C[1I*y1(R, t) + C[2]*yP2(R, m,

$rz(R,Z) = P(R, Ab, kb, d, Z)
Ypr(R) = PR, Ab, kb, d, 0)
$z(Z) = ¥(1, Ab, kb, d, Z)

Z)
Z)

k, Z) + C[31*yp5(t, Z)



GYR(R, t, k, m, Z) = YOR(R, t) + C[1]*yp1R(R, t) + C[2]*yP2R(R, m, k, Z)

#Esto son para el otro caso de 0.2928

#przm(R,Z) = h*R¥besselj(1, sqrt(Ab"2 - kb"2)*R)*cos (kb*Z)

#Pprm(R)=przm(R, 0)

#pzm(Z)=pram(1,Z)

#GYRm(R)= h*(besselj(1, sqrt(Ab"2 - kb"2)*R) + R¥(sqrt(Ab"2 - kb"2)*(besselj(l, sqrt

#Campos Toroidales

#Bt (R) = Abxp (R, Ab, 0)/R
#Caso de psi2

Bt(R) = Ab*yp(R, Ab, kb, d, 0)/R
#0tro caso de eps

#Btm(R) = Ab*xprm(R)/R

#Campos Poloidales

#Bp (R) = GYR(R, Ab, 0)/R

#caso de psi2

Bp(R) = GYR(R, Ab, kb, d, 0)/R

#0tro caso de eps

#Bpm(R) = GYRm(R)/R

#Lo siguiente siempre va descomentado
x = R2:0.001:R1

y = -€:0.001:€

Out[14]: -0.2928:0.001:0.2922

In [15]: ¢rb = collect(yr(x) for x in R2:0.001:R1)
YPzb = collect(yz(y) for y in -€:0.001:€)
Btb = collect(Bt(x) for x in R2:0.001:R1)
Bpb = collect(Bp(x) for x in R2:0.001:R1)

#otro caso

#prmb = collect (Yrm(z) for x in R2:0.001:R1)
#Ppzmb = collect(Pzm(y) for y in -€:0.001:€)

#Btmb = collect(Btm(z) for = in R2:0.001:R1)
#Bpmb = collect(Bpm(z) for = in R2:0.001:R1)

Out[15]: 586-element Array{Float64,1}:
2254.04428507923
2253.9563770316861
2253.7974210694238
2253.575333937927
2253.2876070410202
2252.9343400117114
2252.515633994042
2252.031591639731
2251.482317104784
2250.8679160460624



In [16]:

Out[16]:

In [22]:

In [23]:

In [24]:

In [25]:

In [26]:

In [22]:

In [ 1:

2250.188495617816
2249.444164468185
2248.6350327356627

-1683.5397122129923
-1684.1652292565502
-1684.7407445047127
-1685.2662782624998
-1685.7418522272767
-1686.1674894873254
-1686.543214520392

-1686.8690531921945
-1687.1450327548869
-1687.3711818454976
-1687.547530484322

-1687.674110073278

using Plots; pyplot()
font = Plots.font("Helvetica", 9)
pyplot(guidefont=font, xtickfont=font, ytickfont=font, legendfont=font, titlefont=fon

Plots.PyPlotBackend()

#Cambiar titulos y demds para distintas razones de aspecto y distintos casos
plot(x,¢rb, title="¢)(R,0) para € = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", yla
#plot! (z,Prmb, lw=2, label="1h2")

#Guarda la grafica como imagen

png("RecPsi2R029")

plot(y,yzb, title="¢(1,Z) para € = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="Z", yla
#plot! (y,pzmb, lw=2, label="1p2")
png("RecPsi27029")

plot(x,Btb, title="Bt(R,0) para €
#plot!(z,Btmb, lw=2, label="Bt2")
png ("RecBt2R029")

0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", yl

plot(x,Bpb, title="Bp(R,0) para €
#plot! (z,Bpmb, lw=2, label="Bp2")
png("RecBp2R029")

0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", yl:

W = map(yYrz, x, y)

pl = contour(x, y, Yrz, fill=true, title="¢(R,Z) para € = 0.2928 con segundo enfoque"
plot(pl)

png("psrz2029")

#W = map (Yrzm, =, y)

#pl = contour(z, y, Prazm, fill=true, title="tp(R,Z) para € = 0.2928 tomando solo J1")
#plot(p1)

#png ("2psrz029")



Codigo para caso circular (Python)

April 2, 2019

#import scipy.integrate as integrate
import scipy.special as special
import numpy as np

import matplotlib.pyplot as plt

5 from matplotlib import cm

¢ from scipy import optimize

AW =

g #Definimos las funciones de Bessel y sus derivadas en una forma
compacta
J_1=lambda x,t: special.jn(l,tx*x)
Y_l=lambda x,t: special.yn(l,tx*x)
11 J_1p=lambda x,t: tx(special.jn(l,txx)/(t*x) — special.jn(2,t*x))
12 Y_lp=lambda x,t: tx(special.yn(l,txx)/(t*x) — special.yn(2,t*x))
13 J_lpp=lambda x,t: (tx*2)x(—3%special.jn(2,t*x)/(txx) + special.jn
(3,t%x))
14 Y_lpp=lambda x,t: (t*x*2)x(—3xspecial.yn(2,t*x)/(txx) + special.yn
(3,t%x))
15 #Definimos las funciones componentes
16 Ps_O=lambda x,t: xxJ_1(x,t)
17 Ps_l=lambda x,t: x*xY_l1(x,t)
18 Ps_2=lambda x,y,t,l: xxJ_1(x,t)*np.cos(lxy)
19 Ps_3=lambda x,y,t,l: xxY_1(x,t)*np.cos(lxy)
X,y,t:
y,t:

20 Ps_4=lambda np.cos(txnp.sqrt(x*x*x2 + y*x2))

21 Ps_5=lambda np.cos (txy)

2 #Definimos las derivadas primeras respecto a R, de cada funcion
componente

23 Ps_Or=lambda x,t: x*xJ_lp(x,t) + J_1(x,t)

24 Ps_lr=lambda x,t: x*Y_lp(x,t) + Y_1(x,t)

25 Ps_2r=lambda x,y,t,1: (xxJ_1p(x,t) + J_1(x,t))*np.cos(lxy)

26 Ps_3r=lambda x,y,t,1: (xxY_lIp(x,t) + Y_1(x,t))*np.cos(lxy)

27 Ps_4r= lambda x,y,t: —np.sin(t*np.sqrt(x**2 + y**x2))xt*xx*x((x*%2 +
yx*2) %%k —0.5)

28 #Definimos las derivadas segundas respecto a R, de cada funcion

componente
Ps_Orr=lambda x,t: xxJ_lpp(x,t) + 2xJ_1p(x,t)
Ps_lrr=lambda x,t: x*xY_lpp(x,t) + 2xY_lp(x,t)

)
°

w
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33

35

36

60
61

62

63

64

65

66

67

Ps_2rr=lambda x,y,t,l: (x*xJ_lpp(x,t) + 2«J_1p(x,t))*np.cos(lx*xy)

Ps_3rr=lambda x,y,t,l: (xxY_lpp(x,t) + 2xY_lp(x,t))*np.cos(lxy)

#Ps_4rr= lambda x,y,t: —Ps_4(x,y,t)*((t*xx*x((x**2 + y*%x2)%x%x—0.5))
*%2) + Ps_4r(x,y,t)*«(1/x — x*«((x*%x2 + yxx2)*%x—1))

Ps_4rr= lambda x,y,t: —Ps_4(x,y,t)*x((txx*x((x**x2 + y**x2)*xx—0.5))
*%2) — np.sin(

txnp.sqrt(x**x2 4+ y**2))x(t*((x*x%2 + y**x2)*x*x(—0.5)) — t=*(x

x%2) % ((X*x%2 + y**x2)*x*x(—1.5)))

#Definimos las derivadas primeras respecto a Z, de cada funcion
componente

Ps_2z=lambda x,y,t,1: —lxx*xJ_1(x,t)*np.sin(lxy)

Ps_3z=lambda x,y,t,1: —lxx*xY_1(x,t)*np.sin(lxy)

Ps_4z=lambda x,y,t: —np.sin(t*np.sqrt(x**x2 + yx*x2))*xt*xy*((Xx*x%x2 + y
*%x2) %% —0.5)

Ps_Sz=lambda y,t: —np.sin(txy)xt

#Funcion que resuelve el sistema lineal para obtener
#los valores de C, para los valores epsilon (x_-e), lambda (x_la)
#y k (x_k).

5 #Usando esta funcion pueden obtenerse valores de C para diferentes

#definiciones de k y lambda.

def RFP_Circ(x_e,x_k,x_la):
#Constante en las soluciones
d=np.sqrt (((x_la)*x2) —((x_-k)*%2))
#Definimos los puntos donde se evaluan las condiciones a la
frontera
R1=1.0 + x_e
R2=1.0 — x_e
R3=1.0
71=0.0
#Todos los resultados anteriores fueron obtenidos usando
#Z2=x_e 19/09/18
Z2=—x_e
N3=1/x_e
#Definimos las matrices que contienen las condiciones a la
frontera
A=np.zeros ((5,5))
A[O0,:]=(Ps_1(R1,x_la), Ps_2(R1,Z1,d,x_k), Ps_3(R1,Z1,d,x_k),
Ps_ 4(R1,Z1,x_la), Ps_5(Z1,x_la))
All,:]1=(Ps_1(R2,x_la), Ps_2(R2,Z1,d,x_k), Ps_3(R2,Z1,d,x_k),
Ps_4(R2,Z1,x_la), Ps_5(Z1,x_la))
Al2,:]=(Ps_1(R3,x_la), Ps_2(R3,Z2,d,x_k), Ps_3(R3,Z2,d,x_k),
Ps_4(R3,Z2,x_la), Ps_5(Z2,x_la))
A[3.,:]1=(Ps_I1r(R3,x_la), Ps_2r(R3,Z2,d,x_k), Ps_3r(R3,Z2,d,x_k)
, Ps_4r(R3,Z2,x_la), 0.0)
Al4,:]=(Ps_1rr(R3,x_la), Ps_2rr(R3,Z2,d,x_k) + N3xPs_2z(R3,Z2,
d,x_k),
Ps_3rr(R3,Z2,d,x_k) + N3xPs_3z(R3,Z2,d,x_k),
Ps_4rr(R3,Z2,x_la) + N3xPs_4z(R3,7Z2,x_la), N3xPs_5z(Z2,x_la))
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B=—np.array ([Ps_.0(R1,x_-1a), Ps_.0(R2,x_la), Ps_0(R3,x_la),
Ps_Or(R3,x_la), Ps_Orr(R3,x_la)])

A_inv=np.linalg.inv (A)

#Vector con los coeficientes

C=(A_inv)@B

return (C,d,R1,R2)

#Razon de aspecto

eps=0.9

#Valores para calcular k, lambda y C.

#Primeros ceros de J1

ml=3.83771

m2=7.01559

#eps=(m2—ml) /(ml+m2)

#Los valores de k y lambda pueden modificarse manualmente

k=np.pi/(2.0%eps)

la=np.sqrt (((m2—ml)/(2.0xeps))**x2 + (k)**x2) + 0.4

#Calculo de A,B y C usandos los valores de k y lambda anteriores

#A la derecha se muestran los variables que almacenan los valores
de

#de A,B,C,d,Rl1 y R2 para los valores de epsilon, k y lambda

C,d,R1,R2=RFP _Circ (eps .k, la)

#Muestra los valores de k, lambda y C

print (k,la ,C)

#Corrobora la solucion obtenida.

#print ((A@C)-B)

#print (A)

#Define los ejes Ry Z

long=1000

C,d,R1,R2=RFP_Circ (eps .k, la)

R=np.linspace (R2,R1,long)

Z=np.linspace(—eps,eps,long)

#Definimos las funciones Psi y gradiente de psi (en Ry Z)

Psi= lambda x,y,t,l ,m: Ps_O(x,t) + C[O]*Ps_1(x,t) + C[1]*Ps_2(x,y,
m,l) + C[2]*Ps_3(x,y,m,1) + C[3]*Ps_4(x,y,t) + C[4]*Ps_5(y,t)

GPsiR= lambda x,y,t,1 ,m: Ps_Or(x,t)+ C[O]*Ps_1r(x,t) + C[1]*Ps_2r(
x,y,m,1) + C[2]*Ps_3r(x,y,m,1) + C[3]*xPs_4r(x,y,t)

GPsiZ= lambda x,y,t,l1,m: Ps_Or(x,t)+ C[O]*Ps_1r(x,t) + C[1]*Ps_2r(
x,y,m,1) + C[2]*Ps_3r(x,y,m,1) + C[3]*Ps_4r(x,y,t)

#Campo toroidal

Bt=lambda x: laxPsi(x,0,la,k,d)/x

#Campo poloidal

Bp=lambda x: GPsiR(x,0,la ,k,d)/x

#Para calcular q es necesario conocer el cero de Bp

#Graficamos los valores de la variables de interes
#Funcion Psi en R
plt.figure (1)
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plt.plot(R,Psi(R,0,la ,k,d))

plt.title (r’$\psi (R,0) $ con $\epsilon=$" + str(eps))
plt.xlabel (°'R")

plt.ylabel(r’$\psi (R,0) $°)

plt.grid ()

###plt.savefig (" Psi_R0O0S5 )

#Funcion Psi en Z

plt.figure (2)

plt.plot(Z,Psi(1,Z,la ,k,d))

plt.title (r’$\psi (1,Z)$ con $\epsilon=$’ + str(eps))

> plt.xlabel(°Z")

plt.ylabel(r’$\psi (1,2)$")

plt. grid ()

#plt.savefig (’Psi_Z005 ")

#Campo toroidal (en R)

plt.figure (3)

plt.plot(R,Bt(R))

plt.title(r’$B_t (R,0) $ con $\epsilon=$" + str(eps))
plt.xlabel ('R")

plt.ylabel (r’$B_t$ ")

plt. grid ()

###plt.savefig (> B_t00S5 )

#Campo poloidal (en R)

plt.figure (4)

plt.plot(R,Bp(R))

plt.title(r’$B_p (R,0) $ con $\epsilon=$" + str(eps))
plt.xlabel (°'R")

plt.ylabel(r $B_p$ ")

plt. grid ()

###plt.savefig (’B_p005° )

#Factor de seguridad q

plt.figure (5)

#plt.plot (R,Bp(R)/max(Bp(R)))
#plt.plot(R,Bt(R)/max(Bt(R)))

plt.plot(Rq,q) #label=r’con $\lambda_p =$’ + str(la_mod—la))
plt.title (r’$q(R) $ con $\epsilon=$" + str(eps) )
plt.xlabel (r’$R$’)

plt.ylabel(r’$q(R)$’)

plt. grid ()

#plt.legend ()

#plt.savefig(’q-09" )

#Definimos una malla para obtener Psi como funcion de Ry Z
X, Y = np.meshgrid(R,Z)
#Frontera circular

s8¢ Z_c=np.sqrt(eps*xx2—(R—1.0)xx%2)

plt.figure (6)
plt.figure(figsize=(8,6), dpi=300)



161 #Funcion contorno para Psi

162 plt.contourf (X, Y, Psi(X,Y,la,k,d),50,alpha=0.5, cmap=cm. viridis)
163 #Enmarcando la lineas de presion

164 plt.contour(X, Y, Psi(X,Y,la,k,d),50, cmap=cm. viridis)
165 plt.colorbar ()

166 plt.plot(R,Z_.c,’b’)

167 plt.plot(R,—Z_c,’b’)

s plt.title (r $\psi(R,Z) $ con $\epsilon=$" + str(eps))
160 plt.xlabel (’R")

170 plt.ylabel (°Z")

171 ##plt.savefig(’ psrz_09 )
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