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Resumen

Para poder aprovechar la energı́a obtenida por fusión nuclear es necesario confinar el
plasma que se genera en el proceso. En confinamiento magnético, existen experimentos con
distintas caracterı́sticas geométricas y fı́sicas que buscan el equilibrio entre plasma y campo
magnético. En particular, el Reversed Field Pinch (RFP) y el Tokamak son sistemas toroidales
axisimétricos de gran importancia. En ellos el equilibrio es descrito mediante la ecuación de
Grad-Shafranov, la cual es una ecuación diferencial parcial no lineal cuyas soluciones pueden
ser o no analı́ticas.
En los experimentos de RFP se observa que las propiedades de algunas descargas son descritas
por el llamado campo libre de fuerzas, un estado de baja energı́a magnética al cual un plasma de
fusión evoluciona durante el confinamiento. La teorı́a que describe dicha evolución al campo
libre de fuerzas es conocida como Relajación de Woltjer-Taylor, que se basa en la conservación
de la helicidad magnética del sistema.
Esta tesis se divide en dos grandes partes. En los primeros capı́tulos se aborda la teorı́a nece-
saria para entender la ecuación de Grad-Shafranov y el campo libre de fuerzas en el RFP. Se
empieza dando una breve introducción a reacciones nucleares y fı́sica de plasmas (Capı́tulos
1-2). Posteriormente se estudia el modelo Magnetohidrodinámico (MHD), cuyas bases funda-
mentan la fı́sica del confinamiento magnético, y después se aborda el equilibrio en los aparatos
toroidales axisimétricos con la ecuación de G-Sh (Capı́tulo 3). Se continúa dando una des-
cripción de dichos aparatos, haciendo énfasis en el RFP y los toros con razón de aspecto muy
grande, cuyas propiedades se pueden aproximar por una geometrı́a cilı́ndrica (Capı́tulo 4), para
después explicar la teorı́a de Taylor y del campo libre de fuerzas (Capı́tulo 5). Seguido de esto
se aplican estas bases al caso cilı́ndrico y a la ecuación de G-Sh (Capı́tulo 6) . A continuación
se procede al trabajo de investigación resolviendo la ecuación de G-Sh para campo libre de
fuerzas en geometrı́a toroidal, con base en el trabajo de Cerfon y Friedberg [1]. Se estudia el
comportamiento de dichas soluciones para distintas configuraciones geométricas y se expo-
nen los resultados obtenidos. A su vez se discute la importancia que estos tienen (Capı́tulo 7).
Finalmente se presentan algunas conclusiones (Capı́tulo 8).
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5.1. Helicidad magnética como propiedad topológica . . . . . . . . . . . . . . . . . 37
5.2. Relajación de Woltjer-Taylor . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40

6. Campo libre de fuerzas en fusión nuclear 46
6.1. Campo libre de fuerzas en RFP con geometrı́a cilı́ndrica . . . . . . . . . . . . 46
6.2. Ecuación de G-S para campo libre de fuerzas . . . . . . . . . . . . . . . . . . 50
6.3. Solución general a la ecuación de G-S para campo libre de fuerzas . . . . . . . 51

7. Resultados 54
7.1. Solución al problema con frontera rectangular . . . . . . . . . . . . . . . . . . 55

7.1.1. Resultados para ε = 0.2928 con frontera rectangular . . . . . . . . . . 58
7.1.2. Resultados para ε = 0.5 con frontera rectangular . . . . . . . . . . . . 66

7.2. Solución al problema con frontera circular . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 70
7.3. Aproximación a la solución al modificar k . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72

7.3.1. Resultados para ε = 0.05 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72
7.3.2. Resultados para ε = 0.2928 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 75
7.3.3. Resultados para ε = 0.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78
7.3.4. Resultados para ε = 0.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 81

7.4. Aproximación a la solución al modificar λ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
7.4.1. Resultados para ε = 0.05 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 84
7.4.2. Resultados para ε = 0.2928 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88
7.4.3. Resultados para ε = 0.5 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91
7.4.4. Resultados para ε = 0.9 . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 93

8. Conclusiones 97

A. Solución a la ecuación radial 99
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7.40. Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.5 . . 80

VII
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7.51. Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.05 . 86
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Capı́tulo 1

Reacciones nucleares

1.1. Introducción

Una de las necesidades más básicas que debe de cubrir el ser humano en su vida cotidiana,
es la producción de energı́a. Desde el combustible que mueve nuestros transportes, hasta la
protección y alimentación, el problema de producción de energı́a es, hoy más que nunca, de
carácter universal.
A lo largo de su historia el ser humano ha ido descubriendo y perfeccionando nuevos métodos
de obtención y transformación de energı́a. Actualmente, una serie de problemas presentan un
gran reto para las futuras generaciones. Las reservas de combustibles fósiles (carbón, petróleo,
entre otros) del planeta son cada vez menores, sin mencionar que su eficiencia es muy baja y
dañan considerablemente al medio ambiente. Aunado a esto, las llamadas ‘energı́as limpias’
(eólica, solar, etc...) aún se encuentran en vı́as de desarrollo, y aunque prometen solucionar
muchos problemas, presentan sus propios conflictos de eficiencia y peligros al medio ambiente,
dejando abierta la búsqueda de un ‘santo grial’ en materia de energı́a.

1.2. Energı́a de hoy y del mañana: Energı́a nuclear

En la primera mitad del siglo pasado se empezó a estudiar con gran detalle una nueva for-
ma de energı́a proveniente de un lugar poco esperado: El átomo. Gracias al trabajo de grandes
mentes cientı́ficas, se descubrió que al dividir un átomo de ciertos elementos, se liberaban gran-
des cantidades de energı́a. Fue ası́ como se descubrió el proceso conocido como fisión nuclear.
Posteriormente se desarrollaron las primeras armas y finalmente se aprovechó la energı́a nu-
clear creando los primeros reactores nucleares.
La energı́a obtenida por fisión es vasta y muy utilizada actualmente (Paı́ses como Francia pro-
ducen la mayor parte de su energı́a por medio de procesos nucleares). Sin embargo, la fisión
presenta problemas al igual que las demás fuentes antes mencionadas; Genera desechos tóxicos
y requiere de gran inversión y mantenimiento. Estas y otras causas, han evitado que la energı́a
nuclear se convierta en la principal fuente de energı́a.
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1. REACCIONES NUCLEARES

Pero aún hay esperanza, ya que años antes del descubrimiento de la fisión se habı́a descubierto
el proceso inverso, conocido como fusión nuclear. En 1938 Hans Berthe probó que las estrellas
obtienen su energı́a mediante la unión de átomos ligeros en átomos más pesados. La energı́a
liberada por kg por fusión es mucho mayor que la obtenida con un kg en combustible de fisión.
Además de generar menos desechos tóxicos, la fácil obtención de los elementos utilizados y
otras ventajas más, hacen que la fusión nuclear sea una fuente de energı́a altamente deseable
por el ser humano; La energı́a del futuro.
Han pasado más de 70 años de investigación en fusión nuclear y aún falta mucho para po-
der crear el primer reactor. Hay problemas sin resolver en todas las áreas de funcionamiento
(ignición, confinamiento, aprovechamiento de energı́a, etc...) pero se espera que pronto esta
vasta fuente de energı́a esté al alcance de nuestras manos, solucionando ası́ un problema que
ha estado presente a lo largo de toda nuestra historia.

1.3. Energı́a de amarre

Para entender por qué se libera energı́a en las reacciones nucleares, es necesario conocer el
concepto de energı́a de amarre. Esta se define como la energı́a mı́nima necesaria para separar
un sistema de partı́culas en sus partes constituyentes. En el caso nuclear, se refiere a la energı́a
necesaria para separar un núcleo en los nucleones que lo conforman, los cuales se mantienen
unidos debido a la acción de la fuerza nuclear.

La intensidad de esta energı́a varı́a de elemento a elemento, como se muestra en la figura
1.1. Se observa que el 56Fe es el elemento más fuertemente unido.

Figura 1.1: Curva de energı́as de amarre
[2]

Cada vez que un elemento es transmutado en otro cuya energı́a de amarre es mayor, se
libera energı́a. Esto debido a que la masa no se conserva en estos eventos, la variación de la
masa se expresa mediante la liberación de energı́a siguiendo la famosa ecuación de Einstein
E = mc2.
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1.4 Fisión nuclear: Reacción en cadena y Energı́a liberada

El factor c2 en la ecuación de Einstein hace que cambios muy pequeños en masa sean tra-
ducidos en grandes cantidades de energı́a liberada. La cantidad de energı́a liberada es propor-
cional a la diferencia entre energı́as de amarre entre los elementos. De acuerdo a la ecuación de
Einstein y la figura 1.1, la energı́a liberada en un proceso de fisión común es aproximadamente
200 MeV.

1.4. Fisión nuclear: Reacción en cadena y Energı́a liberada

Como se expuso anteriormente la fisión nuclear consiste en la división de un núcleo pesado
en dos núcleos menos masivos. Es evidente que entre más núcleos se fisionen más energı́a se
liberará. En un reactor esto se logra gracias a una reacción en cadena (Figura 1.2), la cual ocurre
cuando uno de los neutrones liberados por la fisión original se encuentra con un nuevo átomo
fisionable, repitiendo una y otra vez el proceso original.

Figura 1.2: Reaccción en cadena de fisión
[3]

En teorı́a, gran parte de los elementos pueden llevar a cabo reacciones de fisión, pero so-
lo ciertos elementos pueden mantener una reacción en cadena de fisión. Estos elementos son
llamados ‘elementos (o isótopos) fisionables’ y son todos elementos transuránicos, es decir,
elementos con número atómico mayor o igual al del Uranio (Z = 92).
La fisión nuclear puede ser espontanea (ocurre cuando un átomo es inestable y se divide por si
solo) o inducida.
En la fisión inducida se envı́a un neutrón con energı́a cinética adecuada hacia un elemento fi-
sionable, por ejemplo el 235U . El neutrón es capturado por el átomo volviéndolo inestable, por
lo cual éste se divide en dos fragmentos, una serie de neutrones, y una cantidad considerable
de energı́a en forma de radiación, calor, etc...
Es por esta razón que el número de neutrones, y la energı́a que estos llevan, son de gran im-
portancia para sostener una reacción en cadena. Las reacciones de fisión ocurren con mayor
probabilidad debido a neutrones térmicos, es decir, neutrones con relativamente poca energı́a
cinética. Los neutrones con mayor energı́a también pueden producir reacciones de fisión pero
la probabilidad de que ocurran es menor. Uno de los elementos fisionables más utilizados es el
235U , esto se debe a que su fisión produce un número adecuado de neutrones con las energı́as
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1. REACCIONES NUCLEARES

apropiadas para continuar la reacción en cadena. A continuación se muestra una reacción de
fisión con 235U .

1
0n+235

92 U →236
92 U →144

56 Ba+89
36 Kr+31

0n+177MeV. (1.1)

Existen diversos problemas que hacen que la reacción en cadena no se produzca tan fácil-
mente como parece. Primero, el Uranio se encuentra mayormente en la naturaleza como 238U
(no fisionable), de acuerdo a [15] solo el 0.7% del Uranio es 235U , por lo que es necesario un
proceso de separación para obtener el Uranio deseable [15]. El 238U también puede ser apro-
vechado, ya que absorbiendo un neutrón se convierte en 239U , posteriormente decayendo en
239Pu el cual es elemento fisionable.
Otro problema, es que los neutrones producidos por fisión son de alta energı́a, y para que estos
sean absorbidos por los núcleos, necesitan bajar su energı́a. Para esto se utiliza un modera-
dor en la reacción, que comúnmente es H2O,D2O ó grafito, que tienen una baja absorción de
neutrones y disminuyen su energı́a. Los moderadores son tan importantes que los reactores
nucleares se clasifican de acuerdo al tipo de moderador utilizado.
Los reactores más comunes son los que usan agua ligera como moderador. Estos pueden ser de
agua a presión (PWR) y de agua en ebullición (BWR).
Los reactores nucleares han existido por décadas y se ha llegado a controlar de manera muy
eficiente la energı́a nuclear. De acuerdo a [20], en el mundo hay 453 reactores nucleares en
operación, cuya capacidad de producción de energı́a eléctrica es de 399,368MWe. Por otro
lado, 55 reactores más están siendo construidos, y se espera que produzcan energı́a eléctrica
cercana a los 56,643MWe.
Entre los elementos que resultan de los proceso de fisión en reactores se encuentran el 137Cs
y 131I, elementos radioactivos que se resguardan en contenedores de acero y en ocasiones son
enterrados bajo tierra para evitar su exposición al medio ambiente. Sin embargo, los desechos
de las reacciones de fisión son un problema de almacenamiento si la energı́a nuclear se vuelve
nuestra principal fuente de energı́a, por lo que es necesario obtener energı́a de una nueva fuente.

1.5. Fusión nuclear

La fusión nuclear es el proceso opuesto a la fisión nuclear. Consiste en la unión de dos o
más átomos para formar uno nuevo. La fusión puede ser llevada a cabo con el hidrógeno y sus
isótopos, deuterio y tritio (El deuterio es fácilmente obtenido del agua, mientras que el tritio no
se encuentra en la naturaleza y debe de ser producido en el reactor mediante reacciones entre
neutrones y litio).
Las estrellas obtienen su energı́a fusionando el hidrogeno puro en átomos más pesados, los
cuales a su vez se fusionan para producir elementos más pesados hasta llegar al Fe

1.5.1. Como lograr fusión: Plasmas en fusión nuclear

Hacer que dos núcleos se unan para formar uno nuevo no es una tarea tan sencilla como
parece. Nótese que tanto el deuterio como el tritio poseen carga positiva, por lo que una fuerza
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1.5 Fusión nuclear

de repulsión coulombiana está siempre presente entre ellos. Cuanto más cerca estén dichos
núcleos entre sı́, más intensa será esta fuerza de repulsión, por ende, los núcleos deben poseer
altas energı́as con el fin de superar esta barrera de energı́a, y que la distancia entre ellos sea lo
suficientemente corta para que la fuerza nuclear actúe y los fusione (Figura1.3).

Figura 1.3: Fuerzas actuantes en dos núcleos cercanos
[4]

Cuando se habla de altas energı́as, es natural pensar que los aceleradores de partı́culas
serı́an un camino viable para resolver el problema antes mencionado, sin embargo esto no es
ası́. Si se buscara utilizar un blanco de tritio y acelerar los núcleos de deuterio hacia él, solo
unos pocos se acercarı́an de frente de tal manera que la barrera coulombiana serı́a superada en
pocos casos, obteniendo ası́ una energı́a de fusión mucho menor que la energı́a que se empleó
para acelerar los núcleos de deuterio.
Por otro lado, si se buscara emplear dos haces de núcleos (uno de tritio y otro de deuterio), las
colisiones de frente entre dos núcleos seguirı́an siendo tan poco probables que no se recuperarı́a
la energı́a invertida.
Por estas razones, el método más viable para producir fusión es calentando un gas de deuterio y
tritio, hasta una temperatura a la cual las reacciones de fusión se produzcan con alta frecuencia,
con la ventaja de que la energı́a liberada en partı́culas cargadas regresa al gas para mantenerlo
caliente.
En las estrellas las altas presiones ayudan a generar energı́a, mientras que un reactor, al no
poder reproducir dichas presiones, requiere que las temperaturas sean mayores a las del centro
del Sol. En ambos casos las temperaturas son tan altas que los átomos dentro se ionizan (pier-
den sus electrones), y el gas se vuelve un mar de electrones y iones (núcleos) conocido como
plasma.

1.5.2. Energı́a liberada por fusión

Como se observa en la figura 1.1, el formar helio a partir de deuterio y tritio implica un
incremento en la energı́a de amarre, por lo que se libera energı́a en el proceso. Más aún, se
observa que la diferencia entre energı́as de amarre es mucho mayor que en cualquier caso fi-
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1. REACCIONES NUCLEARES

sionable, por lo que la energı́a liberada por nucleón es mucho más grande en la fusión con
hidrógeno y sus isótopos (La fisión genera más energı́a total debido a que el uranio tiene mu-
chos más nucleones que el hidrógeno, sin embargo, como un átomo de hidrógeno pesa mucho
menos que uno de uranio, la energı́a liberada por kg es superior en un proceso de fusión).
La reacción de fusión más conveniente para llevar a cabo en un aparato de confinamiento
magnético es la que ocurre entre Deuterio y Tritio (D-T). Esto se debe a que su sección eficaz
de fusión es más alta a menores temperaturas. En la figura1.4 se muestra la gráfica de sección
eficaz contra energı́a cinética para distintas reacciones nucleares.

Figura 1.4: Secciones eficaces a distintas temperaturas para las reacciones de fusión más comunes
[5]

De acuerdo a [21], algunas de las reacciones más accesibles son las siguientes:

2
1D+3

1 T →4
2 He(3.5MeV )+n(14.1MeV ), (1.2)

2
1D+2

1 D→3
2 He(0.82MeV )+n(2.45MeV ), (1.3)

2
1D+3

2 He→4
2 He(3.6MeV )+ p(14.7MeV ). (1.4)

En una reacción de deuterio-tritio la mayor parte de la energı́a es liberada por medio de los
neutrones. Estos juegan un doble papel: La crı́a de tritio a partir de litio mediante las reacciones

n+6
3 Li→4

2 He(2.1MeV )+3
1 T (2.7MeV ), (1.5)

n+7
3 Li→4

2 He+3
1 T +n(2.5MeV ), (1.6)

y mediante termalización, calentar un cobertor el cual sirve como protección de las bobinas
y demás aparatos. De este modo se obtiene el suministro de combustible necesario para el
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1.5 Fusión nuclear

reactor, y se realiza la transferencia de energı́a para accionar el generador de vapor y turbinas
que producen la energı́a eléctrica (Figura 1.5)

Figura 1.5: Esquema de un reactor de fusión
[6]

Gracias a la abundancia de los elementos utilizados y la enorme cantidad de energı́a libera-
da, la fusión podrı́a abastecer las necesidades de energı́a del planeta por miles de años. Para que
se pueda aprovechar la energı́a liberada por fusión en un reactor, este debe cumplir con ciertos
requerimientos. La potencia obtenida por la fusión debe de ser mayor a la potencia necesaria
para calentar la mezcla de D-T (su temperatura debe de elevarse alrededor de los 100 millones
de grados Celsius), y a la potencia necesaria para mantener la mezcla a dicha temperatura. Esta
desciende debido a pérdidas térmicas por conducción y convección de la mezcla, ası́ como por
pérdidas por radiación bremsstrahlung debido a colisiones entre las componentes del plasma.
La ganancia de energı́a Q en un reactor se define como la razón de la potencia obtenida Pout y
la potencia invertida Pin. Como Pout se toma la producida por las reacciones de fusión Pf usion, y
como Pin la necesaria para calentar el plasma mediante fuentes auxiliares Paux.

Q =
Pout

Pin
=

Pf usion

Paux
. (1.7)

Por ello en un reactor se requiere Q > 1. La condición Q = 1 se le conoce como condición
de equilibrio.
Por otra parte, las partı́culas alfa liberadas contribuyen al calentamiento, y se deben conseguir
las condiciones para que entreguen su energı́a. La potencia obtenida por fusión es 5 veces la
obtenida por las partı́culas alfa Pα , es decir

Q =
Pf usion

Paux
=

5Pα

Paux
, (1.8)

mientras que la fracción de calentamiento debido a partı́culas alfa es
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fα =
Pα

Pα +Paux
. (1.9)

Despejando Pα en la ecuación 1.8 y sustituyendo en la ecuación 1.9 se obtiene la fracción
de calentamiento en términos de la ganancia:

fα =
Q

Q+5
. (1.10)

En la tabla 7.4 se presentan las fracciones de calentamiento obtenidas para distintos valores
de ganancia

Q fα

1 17%

5 50%

10 60% (ITER)

20 80% (Reactor)

∞ 100% (Ignición)

Tabla 1.1: Comparación entre ganancia y fracciones de ignición para algunos casos

Por otra parte, el calor neto en la mezcla se obtiene mediante el siguiente balance:

Pheat = Paux +Pα −PBr = Ptrans +
dWp

dt
, (1.11)

donde PBr es la potencia perdida por la radiación bremsstrahlung, Ptrans es la potencia perdi-
da a través de varios procesos de transporte y dWp

dt es la potencia requerida para aumentar la
energı́a cinética de la mezcla. En el caso de procesos pulsados se tiene que Wp = 3nekBTeVp

con kB la constante de Boltzmann, ne es la densidad de electrones y Vp el volumen de la mezcla.

Por otro lado, las pérdidas de energı́a por transporte están relacionadas a la energı́a total
mediante el tiempo de confinamiento τE , definido como:

τE =
Wp

Pheat −
dWp
dt

. (1.12)

Una condición mı́nima que debe de cumplir un plasma de fusión, es conocida como Crite-
rio de Lawson [5], dado por:

neτE =
3(1−ηinηout)kBTe

ηinηout
<σv>Eα (Q+5)

4Q − kB(1−ηinηout)
√

Te
. (1.13)
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Aquı́ < σv > es la sección transversal de colisiones de cada especie promediada sobre la
distribución de velocidades, Eα es la energı́a que llevan las partı́culas alfa, kB la constante de
Boltzmann y ηin y ηout son las eficiencias de las fuentes de energı́a incidente y energı́a de salida
respectivamente.
Para la condición de equilibrio en una mezcla 50/50 de D-T se tiene:

neτE = 1020sm−3. (1.14)

En la práctica distintos aparatos pueden operar a diferentes temperaturas promedio, por
lo que es necesario usar la variación de la sección transversal de la reacción para distintas
temperaturas. Por ejemplo, el criterio de Lawson para una mezcla de D-T a una temperatura
promedio de Te = 15KeV , se escribe mediante el triple producto:

neτETi > 1.5x1021keV sm−3. (1.15)

Por otro lado, el criterio de Lawson también define la mı́nima temperatura requerida para
un reactor de fusión de acuerdo a las reacciones llevadas a cabo en él. A estas temperaturas la
potencia de fusión debe exceder las pérdidas por radiación de bremsstrahlung. La Figura 1.6
muestra las curvas de temperatura para reacciones D-T y D-D, exhibiendo que la condición de
temperatura es menor para el primer caso que para el segundo.

Figura 1.6: Curvas de temperatura requeridas para un reactor de fusión
[5]

Finalmente, haciendo Q→ ∞ en la ecuación 1.6 se obtiene el criterio de ignición, para el
cual el calentamiento de las partı́culas alfa serı́a suficiente para mantener las reacciones

neτE =
3kBTe

<σv>Eα

4 − kB
√

Te
. (1.16)

Como se comentó anteriormente, un plasma es generado en el interior de un reactor de
fusión nuclear. Por esta razón, la fı́sica de la fusión nuclear es, en gran parte, la fı́sica de
plasmas. Es necesario conocer cómo se comporta el llamado ‘cuarto estado de la materia’, sus
propiedades, inestabilidades, lo necesario para confinarlo, y demás, para poder lograr controlar
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1. REACCIONES NUCLEARES

y aprovechar la energı́a de fusión nuclear.
Ahora se procederá a dar un pequeño marco teórico sobre la fı́sica de plasmas relevante en
problemas de fusión nuclear confinada magnéticamente.
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Capı́tulo 2

Fı́sica de plasmas

En el capı́tulo anterior se explicaron las razones por las cuales es necesario conocer la fı́sica
de los plasmas para entender la fusión nuclear. También se dio una pequeña definición de plas-
ma, que a continuación, se formalizará. Finalmente se explicarán algunos aspectos relevantes
de la fı́sica de plasmas para la fusión nuclear.

2.1. ¿Qué es un plasma?

Expandiendo en la definición antes dada, un plasma se define como un gas cuasineutro de
partı́culas cargadas y neutras, que experimenta un comportamiento colectivo. Se entiende como
‘comportamiento colectivo’ a que, cualesquiera dos regiones de un plasma, estas interaccionan
eléctrica o magnéticamente sin importar que tan separadas se encuentren, es decir, una pertur-
bación por más lejana que se dé, afecta a todo el plasma. Este comportamiento es exclusivo
de los plasmas debido a que las cargas eléctricas se encuentran libres y en movimiento, dando
lugar a campos eléctricos y magnéticos que ejercen fuerzas sobre todo el sistema. Un plasma
satisface 3 condiciones. La primera está expresada en la siguiente ecuación:

Ek� Ep, (2.1)

la cual establece que la energı́a cinética de las partı́culas debe de ser mucho mayor que la
energı́a potencial entre ellas, esto con el fin de que las partı́culas del plasma colisionen entre sı́.
Además, gracias a esta condición se presenta el fenómeno conocido como apantallamiento. En
fı́sica de plasmas este es conocido como apantallamiento de Debye y hace referencia a que,
debido a las diferencias entre energı́a cinética y potencial, una carga de un signo se verá rodeada
por cargas del signo opuesto, bloqueando hacia el exterior el campo eléctrico generado por la
carga original, es decir, el potencial eléctrico de la carga tendrá una región de influencia muy
corta. La distancia promedio a la cual el potencial es bloqueado se le conoce como Longitud
de Debye λD [7].
La segunda condición que debe satisfacer un gas ionizado para ser considerado plasma es la
siguiente:
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λD� L, (2.2)

la cual establece que la longitud de Debye debe de ser mucho menor que las dimensiones (L)
del sistema, pues ası́ se asegura que a grandes escalas el plasma permanecerá neutro.
Finalmente, la tercer condición es la siguiente:

ωpτ < 1. (2.3)

Esta establece que si ωp es la frecuencia tı́pica de oscilaciones de plasma y τ es el tiempo
promedio entre colisiones con átomos neutros, el producto de dichas cantidades debe de ser pe-
queño. De esta manera se asegura que las partı́culas cargadas no colisionan tan frecuentemente,
es decir, su movimiento es descrito en mayor parte por las interacciones electromagnéticas y
no por las interacciones mecánicas.

2.2. Movimiento de partı́culas individuales en campos eléctricos y

magnéticos

Se sabe que una partı́cula cargada en movimiento ve afectada su trayectoria en presencia de
un campo eléctrico E, o de un campo magnético B. A continuación, se analizan casos cuando
E y B son uniformes y no uniformes.

2.2.1. Movimiento bajo E y B uniformes

Primero, si B 6= 0 y E = 0, de la segunda ley de Newton y de la fuerza de Lorentz se tiene
la ecuación de movimiento:

F = ma = m
dv
dt

= qv×B. (2.4)

El movimiento es tridimensional, entonces v = (vx,vy,vz), además, se supone sin pérdida
de generalidad B = Bẑ. De la ecuación 2.4 y separando en sus componentes correspondientes,
se tiene que resolver el sistema:

ẍ =
qB
m

ẏ =−
(

qB
m

)2

x+C1, (2.5)

ÿ =−qB
m

ẋ =−
(

qB
m

)2

y+C2, (2.6)

z̈ = 0, (2.7)
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donde C1 y C2 son constantes de integración.
La ecuación en la dirección “z” es trivial y la partı́cula cargada se mueve con velocidad constan-
te. Nótese además que cada ecuación es análoga a la ecuación del oscilador armónico simple,
pues por ejemplo, la ecuación 2.5 se puede escribir como:

ẍ =−ω
2
c x+C1, (2.8)

donde ωc es una cantidad positiva conocida como frecuencia de ciclotrón, dada por:

ωc =
|q|B
m

. (2.9)

Nótese que se tendrá un movimiento periódico y las soluciones al sistema de ecuaciones
son:

x = K sin(wct)+ x0, (2.10)

y = K cos(wct)+ y0, (2.11)

z =C3t +C4, (2.12)

donde K, x0, y0, C3 y C4 son constantes, además de que las ecuaciones 2.10 y 2.11 describen
una circunferencia de radio K centrada en (x0,y0), cuya ecuación es (x−x0)

2+(y−y0)
2 = K2.

Cuando v y B son ortogonales, la fuerza magnética juega el papel de una fuerza central, de
tal manera que se tiene un movimiento circular uniforme en el plano generado por F y v cuyo
radio de giro es conocido como radio de Larmor y está dado por:

rL =
v

ωc
=

mv
|q|B

, (2.13)

donde v es la velocidad de la partı́cula.
En 3 dimensiones, la partı́cula seguirı́a un movimiento circular uniforme con un desplazamien-
to a velocidad constante en la dirección del campo magnético. También es adecuado recalcar
que tanto el radio de Larmor, como la frecuencia y la dirección de giro son determinados por el
signo y masa de la carga, por lo que iones y electrones en un plasma experimentan trayectorias
muy distintas aún en un caso tan simple como este. Finalmente, en caso de que v y B no fueran
ortogonales, se tendrı́a una trayectoria helicoidal en vez de circular.

Ahora, si E 6= 0, la nueva ecuación de movimiento será:

m
dv
dt

= q(E+v×B). (2.14)

Nuevamente, sin pérdida de generalidad se supone que E = (Ex,0,Ez), de tal manera que
ahora hay una ecuación de movimiento no trivial en la componente z. Pese a esto, la solución
a dicha ecuación se obtiene integrando y tiene la forma:

z =
1
2

qEz

m
t2 +a1t +a2, (2.15)
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donde las a son constantes. Este término respresenta una aceleración en la dirección ẑ. Ahora
se sigue el proceso análogo al caso anterior, se obtiene una nueva ecuación en x̂:

ẍ =
q
m
(Ex +Bẏ) =−ω

2
c x+ c2, (2.16)

donde c2 = c1+
q
m Ex, y c1 es la primer constante de integración. La solución a esta ecuación es

la ecuación 2.10, al considerar ahora que x0 =
c2
ωc

.
Finalmente, la ecuación en “y” es análoga al caso inicial (pues Ey = 0). Entonces basta inte-
grar la ecuación 2.6 y sustituir la expresión obtenida para “x” en dicha ecuación. Al integrar
nuevamente y simplificar la expresión, el resultado obtenido es:

y = K cos(wct)−
c2

B
t = K cos(wct)−

c1 +
q
m Ex

B
t, (2.17)

lo cual indica que el movimiento bajo los dos campos es una superposición del movimiento para
el caso E = 0, más una deriva del centro de giro debido al campo eléctrico (vcE), resultando en
un movimiento helicoidal con una deriva de su centro (Figura 2.1). La expresión para (vcE) es
[7]:

vcE =
E×B

B2 . (2.18)

Figura 2.1: Movimiento de una partı́cula en presencia de E y B
[7]

2.2.2. Movimiento bajo E y B no uniformes

Cuando se lidia con campos no uniformes el problema se vuelve tan complejo que en la
mayorı́a de los casos no existe solución analı́tica a ellos. Ahora, se discutirán dos casos simples
de no uniformidad que si presentan solución.
El primero es la no uniformidad debido a un cambio en la densidad de campo magnético tal que
∇B⊥B. Siguiendo la convención utilizada, ∇B puede apuntar en dirección x̂ o ŷ. Sin pérdida de
generalidad se elige ∇B que apunta en dirección ŷ.
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2.2 Movimiento de partı́culas individuales en campos eléctricos y magnéticos

Debido a la no uniformidad de B se experimenta una nueva velocidad de deriva, cuya expre-
sión puede ser encontrada calculando el promedio de fuerza que siente la partı́cula cargada al
completar un giro. Como B es constante en x, y v cambia de dirección, es evidente que Fx = 0.
Para y se sabe de la ecuación 2.4 que

Fy =−qvxBz. (2.19)

Nótese que Bz(y). Conforme se avanza en el giro, se experimentan cambios pequeños en el
campo, por lo que haciendo el desarrollo de Taylor de B alrededor de y0 = 0, y sustituyendo el
valor de vx, obtenido de la ecuación, en la ecuación 2.19 se obtiene:

Fy =−qvcos(ωct)
[

B0± y
∂B
∂y

]
. (2.20)

Tomando el promedio en un giro se obtiene

Fy =±
1
2

qvrL
∂B
∂y

, (2.21)

pues cos(ωct) = 0 y cos2(ωct) = 1
2 .

Ahora, sabiendo que F = qE y sustituyendo F y B en la ecuación 2.18 se obtiene la velocidad
de deriva del centro de giro debido a ∇B

v∇B =
1
q

Fy

|B|
x̂ =±1

2
vrL

B
∂B
∂y

x̂. (2.22)

Nuevamente, como se eligı́o el ∇B‖ŷ arbitrariamente, la expresión general es:

v∇B =±1
2

vrL
B×∇B

B2 , (2.23)

donde el signo es el de la carga en consideración.

Ahora se analizará otra deriva muy común en fı́sica de plasmas, esta vez debido a la curva-
tura del campo magnético. Se busca encontrar la fuerza que origina la deriva, para que nueva-
mente al utilizar la ecuación 2.18, se encuentre la expresión buscada.
Considérese un campo magnético B, constante en magnitud y con lı́neas de fuerza curva. Su
radio de curvatura Rc es constante. Entonces una partı́cula cargada que se mueve en dicho cam-
po experimenta una fuerza centrı́fuga Fc f . Sea v‖ la componente de la velocidad paralela al
campo, de modo que la fuerza centrı́fuga promedio es:

Fc f =
mv2
‖

Rc
r̂. (2.24)

Como Rc = Rcr̂ y F = qE, sustituyendo en la ecuación 2.18 se obtiene la expresión para la
deriva de curvatura:

vdc =
mv2
‖

qB2
Rc×B

R2
c

. (2.25)
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2. FÍSICA DE PLASMAS

Estas son algunas de las derivas que presentan las partı́culas cargadas cuando se mueven a
través de campos electromagnéticos.
Las derivas aquı́ estudiadas se reflejan en el movimiento promedio de un plasma cuando se le
modela como un conjunto de fluidos que describen a las diversas especies. Ahora se expondrán
algunos resultados de este modelo.

2.3. Plasmas como fluidos

A continuación se expondrá el modelo conocido como modelo de varios fluidos, el cual
generaliza los conceptos antes expuestos a un marco de fı́sica de fluidos, y será de gran utilidad
para entender la aproximación MHD (Capı́tulo 3).

2.3.1. Ecuaciones de movimiento y conservación

Un modelo de α especies de partı́culas cargadas indistinguibles, se puede describir median-
te la evolución de las funciones de distribución de velocidades en 7 dimensiones fα(x,v, t). Al
emplear regla de la cadena sobre esta ecuación se obtiene que:

d fα

dt
=

∂ fα

∂ t
+v ·∇x fα +a ·∇v fα =

(
∂ fα

∂ t

)
c
. (2.26)

El término de la derecha representa la interacción entre las especies debido a colisiones,
mientras que el término de aceleración es a = qα

mα
(E+vα ×B).

Por otra parte, un promedio sobre las velocidades se define como:

< gα(v)>=

∫
g(v) fα(x,v, t)dv∫

fα(x,v, t)dv
. (2.27)

De ahora en adelante se omitirá el subı́ndice α por comodidad, y se volverá a introducir
cuando sea necesario.
Promediando g < v > de acuerdo a la ecuación 2.26 y definiendo la densidad de partı́culas
como n(x, t) =

∫
f (x,v, t)dv, se tiene:

∂ (n < g >)

∂ t
+∇x · (n < gv >)−n < a ·∇vg >=

∫
g
(

∂ f
∂ t

)
c
dv. (2.28)

Ahora, sacando el momento 0 de la ecuación 2.28 [7] , es decir cuando g = v0 = 1, se
obtiene:

∂n
∂ t

+∇ · (n < v >) =
∫ (

∂ f
∂ t

)
c
dv, (2.29)

donde se observa que la velocidad considerada es el promedio de velocidades de cada partı́cula.
Además, de que se trata de la ecuación de continuidad con una fuente externa.
Ahora, se saca el primer momento de la ecuación 2.28 (g = mv), descomponiendo la velocidad
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2.3 Plasmas como fluidos

v en una velocidad promedio del elemento de fluido más una velocidad aleatoria debido de
las partı́culas, es decir, v =< v >+(v−< v >) =< v >+va. Además, utilizando la notación
< v >≡ u entonces se obtiene:

mαnα

[
∂uα

∂ t
+(uα ·∇uα)

]
= qαnα(< E >+uα×< B >)−∇·< mαnαuaua >+

+
∫

mαvaα

(
∂ fα

∂ t

)
c
dvα , (2.30)

donde los campos electromagnéticos son el promedio de los correspondientes campos mi-
croscópicos, y el término de la diada puede ser separado en una matriz diagonal P, y una
matriz no diagonal Π, tal que < mnvαvα >= P+Π. Entonces simplificando se obtiene:

mαnα

[
∂uα

∂ t
+(uα ·∇uα)

]
= qαnα(<E>+uα×<B>)−∇·Pα−∇ ·Πα +

∫
mαvaα

(
∂ fα

∂ t

)
c
dvα .

(2.31)
Esta es una ecuación de Navier-Stokes para un fluido cargado, donde Pα es un tensor de

presión (en un plasma isotrópico este término es un simple gradiente de presión) y Πα repre-
senta la viscosidad del fluido.
Aunque no es relevante para esta tesis, se puede calcular el segundo momento de la ecuación
2.28 (g = 1

2 mu2), obteniéndose:

∂

∂ t

(
mαnαu2 +N p

2

)
+∇ ·

[
(
mαnαu2

2
+

N +2
2

p)uα +Πα ·uα +
mαnα < u2

aua >

2

]
=

= qαnα < E > ·uα +
∫ 1

2
mαv2

aα

(
∂ fα

∂ t

)
c
dvα , (2.32)

donde N es el número de grados de libertad.
Los campos < E > y < B > se describen al resolver las ecuaciones de Maxwell:

∇ ·E =
1
ε0

ρ, (2.33)

∇ ·B = 0, (2.34)

∇×E =−∂B
∂ t

, (2.35)

∇×B = µ0J+µ0ε0
∂E
∂ t

, (2.36)

en donde por comodidad se ha tomado la notación < E >= E y < B >= B, entendiendo que
se refiere a los campos macroscópicos.
La densidad de carga ρ y la densidad de corriente J están dadas por las siguientes integrales
sobre las distribuciones de velocidades:
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2. FÍSICA DE PLASMAS

ρ(x, t) = ∑
α

qα

∫
fα(x,u, t)d3u, (2.37)

J(x, t) = ∑
α

qα

∫
u fα(x,u, t)d3u. (2.38)

Todo este conjunto de ecuaciones describe un plasma en el modelo de varios fluidos, en
donde quedan por determinar los términos que conciernen a las colisiones entre especies. De la
ecuación de Navier-Stokes, se observa que las derivas deducidas en la sección anterior, tienen
una generalización al movimiento promedio de los fluidos, además de que aparece una nueva.
Ahora se discutirán estas derivas.

2.3.2. Derivas de fluidos

Figura 2.2: Deriva diamagnética
[8]

Sean E y B uniformes, u perpendicular al campo magnético y los gradientes ∇n, ∇p no
cero. Supóngase que (u ·∇)u = 0 (justificado más adelante) y también supóngase que las velo-
cidades de deriva son pequeñas comparadas con la frecuencia de giro de partı́culas ωc, entonces
ωderiva� ωc y por tanto ∂u

∂ t = 0. Haciendo el producto vectorial de la ecuación 2.31 (sin con-
siderar los términos de viscosidad e interacción) con B se obtiene

0 = qαnα [E×B+(u×B)×B]−∇p×B. (2.39)

Usando la propiedad del triple producto vectorial: (C× B)× A = (A ·C)B− (A · B)C y
despejando u se obtiene:

u =
E×B

B2 − ∇p×B
qnB2 , (2.40)

donde el primer término es la ya conocida deriva debida al campo eléctrico perpendicular al
campo magnético, mientras que el segundo término es una nueva deriva conocida como deriva
diamagnética (uD). Esta deriva está presente en plasmas de distintas geometrı́as, por ejemplo
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2.3 Plasmas como fluidos

uno cilı́ndrico (Figura 2.2), donde se observa que las derivas diamagnéticas de iones y electro-
nes tienen dirección opuesta.
De la ecuación 2.40 se observa que uD es perpendicular a ∇p, por lo que (u ·∇)u = 0 es con-
sistente si E = 0 o E‖∇p. Nótese que esta deriva sigue presente aún si la condición anterior no
se cumple, la diferencia es que su expresión resulta ser mucho más compleja en este y otros
casos, distintos al que se consideró.

Con la teorı́a expuesta en este capı́tulo, se tienen las bases necesarias para estudiar el mo-
delo MHD, en particular, el problema de equilibrio y estabilidad en un experimento (reactor)
de fusión. También se puede discutir como es el funcionamiento de los experimentos de con-
finamiento magnético toroidal más conocidos (Tokamak, Spheromak, RFP, etc...), cuya base
teórica tiene sus raı́ces en este capı́tulo. Estas y otras cosas más serán expuestas en el capı́tulo
siguiente.
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Capı́tulo 3

Aproximación MHD y equilibrio en

toros axisimétricos

En el capı́tulo anterior se explicó que un plasma se puede describir macroscópicamente
como un conjunto de fluidos cargados que se rije bajo las ecuaciones antes expuestas.
Una aproximación simplificada es el modelo magnetohidrodinámico (MHD), este modelo es
válido para frecuencias bajas, en el que predomina la dinámica de los iones y se considera
que el plasma es cuasineutro localmente; Es decir que las desviaciones entre las densidades
de iones y electrones son de mayor orden. Esto se justifica porque los iones son núcleos más
masivos que los electrones. En plasmas de fusión se busca llegar a un equlibrio entre plasma y
campo magnético, llamado equilibrio estático, el cual se deriva de las ecuaciones MHD. Esta
condición de equilibrio aplicada a toros axisimétricos, resulta a su vez en la llamada ecuación
de Grad-Shafranov cuyas soluciones describen distintos tipos de equilibrio.
A continuación se explicarán las bases del modelo MHD ası́ como la derivación de la ecuación
de Grad-Shafranov.

3.1. Ecuaciones magnetohidrodinámicas

La dinámica de cada especie de partı́culas (iones y electrones) es descrita por sus ecua-
ciones de densidad, transferencia de momento y energı́a, como se vio en el capı́tulo anterior.
En general en MHD se despreciará el término de viscosidad. Otra aproximación es suponer al
plasma cuasineutro, es decir, que la densidad de partı́culas es aproximadamente la misma para
ambas especies (ni ≈ ne = n). Estas condiciones se pueden resumir en las siguientes ecuacio-
nes:

u� c, (3.1)

ω � ωce, (3.2)

L� λD, (3.3)
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3.1 Ecuaciones magnetohidrodinámicas

donde ωce es la frecuencia de ciclotrón del electrón. Además, resulta conveniente redefinir las
velocidades y densidades de iones y electrones en términos de fluidos, por lo que se definen:

ρ = n(mi +me)≈ nmi, (3.4)

U =
1
ρ
(miniui +meneue) =

miui +meue

mi +me
≈ ui, (3.5)

P = pi + pe, (3.6)

J = en(ui−ue), (3.7)

donde ρ es la densidad de masa, U es la velocidad hidrodinámica, P la presión total y J la
densidad de corriente.
Sumando las ecuaciones 2.31 para ambas especies y empleando las aproximaciones y defini-
ciones antes descritas, se obtiene la correspondiente ecuación de movimiento:

ρ

[
∂U
∂ t

+(U ·∇)U
]
= J×B−∇P. (3.8)

Por otra parte tomando la ecuación 2.31 para los electrones, e ignorando la inercia se ob-
tiene la ley de Ohm generalizada:

E+U×B = ηJ+
1
ne

(−∇Pe +J×B), (3.9)

en donde η es la resistividad.
El último término es muy pequeño bajo la condición rL

L � 1. En el tipo de aparatos que nos
ocupan, la ley de Ohm se puede aproximar por:

E+U×B = ηJ. (3.10)

Finalmente en MHD la ecuación de continuidad y las ecuaciones de Maxwell se escriben
como:

∂ρ

∂ t
+∇ · (ρU) = 0, (3.11)

∇ ·E = 0, (3.12)

∇ ·B = 0, (3.13)

∇×E =−∂B
∂ t

, (3.14)

∇×B = µ0J. (3.15)

La corriente de desplazamiento en la ley de Ampere es ignorada debido a que en MHD la
densidad de carga no cambia en las escalas de tiempo consideradas ( ∂ρ

∂ t = 0), por lo que to-
mando la divergencia de la ley de Ampere resulta la relación ∇ ·J = 0, lo cual a su vez justifica
la ecuación de continuidad.
Nótese también que la ley de Gauss es reemplazada por la ley de Ohm generalizada para cal-
cular el campo eléctrico.
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3. APROXIMACIÓN MHD Y EQUILIBRIO EN TOROS AXISIMÉTRICOS

3.1.1. Congelamiento del campo magnético y difusión

De las ecuaciones MHD se pueden deducir varios resultados relevantes. Combinando la ley
de Ohm generalizada (ecuación 3.10) y la ley de Faraday (ecuación 3.14), se deduce que:

∂B
∂ t

= ∇× (U×B)+
η

µ0
∇×∇×B. (3.16)

Si se ignora el flujo U, se tendrı́a:

∂B
∂ t

=− η

µ0
∇

2B, (3.17)

la cual es una ecuación de difusión. Esto indica que, el campo magnético que confina al plasma
se irá disipando (debido a la resistencia que hay en las bobinas que lo generan) con un tiempo
caracterı́stico TD = µ0

L2

η
, en donde L es la longitud caracterı́stica del plasma. Es decir, la energı́a

almacenada en el campo magnético irá disminuyendo. Por otro lado, del primer término de la
ecuación 3.16, reescribiendo el campo magnético en términos de dos funciones escalares α y
β , tal que B = ∇α×∇β (es decir, B es normal al plano generado por los gradientes de α y β ),
se obtiene:

∇
∂α

∂ t
×∇β +∇α×∇

∂β

∂ t
= ∇× [U× (∇α×∇β )] . (3.18)

Desarrollando la ecuación anterior se llega a que:

∇×
[(

∂α

∂ t
+U ·∇α

)
∇β −

(
∂β

∂ t
+U ·∇β

)
∇α

]
= 0, (3.19)

donde los términos en paréntesis son las derivadas convectivas de α y β : dα

dt y dβ

dt respectiva-
mente . Cada uno de los rotacionales debe de ser cero, por lo que se llega a que:

dα

dt
= 0 =

dβ

dt
. (3.20)

Esto quiere decir que el tanto el campo magnético como el plasma se mueven en conjunto
conforme el tiempo avanza, es decir, se preserva la topologı́a de las superficies magnéticas.
A este fenómeno se le conoce como Congelamiento del campo magnético. Tanto el con-
gelamiento como la difusión del campo ocurren simultáneamente, uno tratando de preservar
topologı́a y el otro modificándola. Esta topologı́a se mide de acuerdo a una cantidad conocida
como Helicidad Magnética, que se estudiará más adelante.

3.2. Equilibrio estático y dinámico

Si se busca saber cuando un plasma se encuentra en equilibrio, se deben resolver la corres-
pondientes ecuaciones MHD cuando ∂

∂ t = 0. Aunado a esto, cuando se presenta velocidad de
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3.3 Ecuación de Grad-Shafranov en toros axisimétricos

flujo en equilibrio(U 6= 0), se tiene el llamado equilibrio dinámico. La ecuación de continuidad
y la ecuación de movimiento correspondientes al equilibrio dinámico son:

∇ · (ρU) = 0, (3.21)

ρu ·∇U = J×B−∇p, (3.22)

en donde se han ignorado efectos de viscosidad que implicarı́a un término extra proporcional
a ∇2U. En [22] y [23] se estudia el caso en el que la viscosidad es considerada. En los experi-
mentos de difusión se ha encontrado que ésta puede ser ignorada [24] para efectos del cálculo
del equilibrio. El equilibrio dinámico es de gran importancia en áreas como plasmas de jets,
propulsores, entre otros, pero en confinamiento magnético es más común otro tipo de equili-
brio, sobre el cual se profundizará con más detalle a continuación.
Se conoce como equilibrio estático a la solución (independiente del tiempo) a la ecuación 3.8
cuando no existe velocidad de flujo en equilibrio, es decir, U = 0. Las ecuaciones de equilibrio
estático en MHD son:

E+U×B = ηJ, (3.23)

∇ ·B = 0, (3.24)

∇×E = 0, (3.25)

∇×B = µ0J, (3.26)

∇p = J×B. (3.27)

El problema de equilibrio estático multidimensional se basa en resolver la ecuación 3.22,
bajo las condiciones a la frontera adecuadas. Esto resulta ser un problema no lineal en el confi-
namiento toroidal axisimétrico, que da origen a la llamada Ecuación de Grad-Shafranov. Por
ser el tema central de esta tesis se procederá a su deducción en detalle.

3.3. Ecuación de Grad-Shafranov en toros axisimétricos

Se comenzará partiendo de la condición de equilibrio estático MHD:

∇p = J×B, (3.28)

de donde se deduce que ∇p es perpendicular a la superficie generada por J y B, es decir, puesto
que ∇p · J = 0 = ∇p ·B, J y B son tangentes en todos los puntos a las superficies de presión
constante (figura 3.1).
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Figura 3.1: Ortogonalidad entre los vectores de gradiente de presión (azul), corriente (rojo), y
campo magnético (verde).
[9]

Se considera una geometrı́a toroidal axisimétrica en coordenadas cilı́ndricas (r,φ ,z), es
decir, ∂

∂φ
= 0. Expresando el campo magnético en términos del vector potencial A en esta

geometrı́a, se tiene:

B = ∇×A =−
∂Aφ

∂ z
er +

(
∂Az

∂ z
− ∂Az

∂ r

)
eφ +

1
r

∂

∂ r

(
rAφ

)
ez , (3.29)

o bien, es posible escribir la ecuación anterior como

B = ∇×
(
Aφ eφ

)
+

(
∂Az

∂ z
− ∂Az

∂ r

)
eφ . (3.30)

Ahora, el campo magnético se puede expresar en términos de las cantidades

ψ =−rAφ , (3.31)

F =−r
(

∂Az

∂ z
− ∂Az

∂ r

)
, (3.32)

en donde ψ es conocida como flujo poloidal, mientras que F es llamada función de campo
toroidal. Utilizando estas ecuaciones y recordando que ∇φ = 1

r eφ , la ecuación 3.30 se puede
reescribir como:

B = ∇ψ×∇φ +F∇φ . (3.33)

Sustituyendo en la Ley de Ampere (ecuación 3.15), se obtiene

µ0J = ∇× (∇ψ×∇φ)+∇× (F∇φ) = ∇×
[(

∂ψ

∂ r
er +

∂ψ

∂ z
ez

)
× 1

r
eφ

]
+∇F×∇φ , (3.34)

donde se utilizó la identidad vectorial ∇×(Fv)=F∇×v+∇F×v, y el hecho de que ∇×∇φ =
0.
Continuando con el desarrollo se obtiene:
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µ0J = ∇×
[

1
r

∂ψ

∂ r
ez−

1
r

∂ψ

∂ z
er

]
+∇F×∇φ =

[
∂

∂ r

(
1
r

∂ψ

∂ r

)
+

∂

∂ z

(
1
r

∂ψ

∂ z

)]
eφ +∇F×∇φ .

(3.35)
Desarrollando la expresión anterior se obtiene:

µ0J =

(
∂ 2ψ

∂ r2 −
1
r

∂ψ

∂ r
+

∂ 2ψ

∂ z2

)
∇φ +∇F×∇φ , (3.36)

o bien, introduciendo el operador

∆
∗
ψ :=

∂ 2ψ

∂ r2 −
1
r

∂ψ

∂ r
+

∂ 2ψ

∂ z2 , (3.37)

la ecuación 3.36 se reescribe

∇×B = µ0J = ∆
∗
ψ∇φ +∇F×∇φ , (3.38)

lo cual indica que la densidad de corriente se descompone en una corriente en la dirección to-
roidal ∆∗ψ∇φ (paralela a ∇φ ), y una corriente en la dirección poloidal ∇F×∇φ perpendicular
a ∇φ .
Ahora, para simplificar las cuentas se hace µ0 = 1. Entonces, sustituyendo las ecuaciones 3.33
y 3.36 en la ecuación 3.28 se obtiene:

∇p = (∆∗ψ∇φ +∇F×∇φ)× (∇ψ×∇φ +F∇φ) . (3.39)

Por otra parte, haciendo el producto interior de B con la ecuación 3.28 se tiene:

B ·∇p = B · (J×B) = 0, (3.40)

empleando la ecuación 3.33 para desarrollar la primera igualdad, y recordando que ∇p =
∂ p
∂ r er +

∂ p
∂ z ez y ∇φ = 1

r eφ , se tiene:

B ·∇p = (∇ψ×∇φ +F∇φ) ·∇p =
(

∇ψ×
eφ

r

)
·∇p =

eφ

r
· (∇p×∇ψ) = 0. (3.41)

Recordando que tanto ∇ψ como ∇p son perpendiculares a eφ , para que se satisfaga la
ecuación anterior se debe de cumplir:

∇p×∇ψ = 0 ⇒ ∇p ‖ ∇ψ , (3.42)

es decir, p = p(ψ), y por lo tanto:

∇p =
dp
dψ

∇ψ. (3.43)

Ahora, se sigue un procedimiento análogo para J, de tal manera que:

J ·∇p = J · (J×B) = 0 (3.44)
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y por tanto, análogamente a la ecuación 3.41

J ·∇p = (∆∗ψ∇φ +∇F×∇φ) ·∇p =
(

∇F×
eφ

r

)
·∇p =

eφ

r
· (∇F×∇p) = 0, (3.45)

por lo que se debe de cumplir:

∇F×∇p = 0 ⇒ ∇p ‖ ∇F ⇒ ∇F ‖ ∇ψ, (3.46)

es decir que F = F(ψ), y por lo tanto su gradiente se puede escribir como:

∇F =
dF
dψ

∇ψ. (3.47)

Entonces sustituyendo las ecuaciones 3.43 y 3.47 en la ecuación 3.39, se obtiene:

dp
dψ

∇ψ =

(
∆
∗
ψ∇φ +

dF
dψ

∇ψ×∇φ

)
× (∇φ ×∇ψ +F∇φ) . (3.48)

Desarrollando esta ecuación se llega al siguiente resultado:

dp
dψ

∇ψ =
∆∗ψ

r2 eφ ×
(
eφ ×∇ψ

)
+

F
r2

dF
dψ

(
∇ψ× eφ

)
× eφ . (3.49)

Finalmente, recordando que ‖eφ‖ = 1 y como ∇ψ ⊥ eφ , se tiene que: eφ ×
(
eφ ×∇ψ

)
=(

∇ψ× eφ

)
× eφ =−∇ψ , por lo que la ecuación 3.49 se simplifica como:

dp
dψ

∇ψ =−∆∗ψ

r2 ∇ψ− F
r2

dF
dψ

∇ψ . (3.50)

Reacomodando esta ecuación se llega a la ecuación de Grad-Shafranov

∆
∗
ψ =−µ0r2 dp

dψ
−F

dF
dψ

. (3.51)

El equilibrio en plasmas de confinamiento magnético toroidal es descrito por esta ecuación.
Se trata de una ecuación diferencial parcial elı́ptica que es en general no lineal, dependiendo
de la forma de p(ψ(r,z)) y F(ψ(r,z)).
Más adelante, se explicará la investigación llevada a cabo en esta tesis, en la cual se resuelve
un caso particular de la ecuación de G-S, conocido como campo libre de fuerzas, en cuyo caso
la ecuación de Grad-Shafranov es una ecuación lineal muy particular que describe el campo
magnético más elemental encontrado en aparatos tipo Pinch de campo invertido, ó Reversed
Field Pinch (RFP).
Por ahora, se continuará con la base teórica explicando las caracterı́sticas de distintos aparatos
de confinamiento magnético, en particular el RFP y la fı́sica presente en dichos experimentos.
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Capı́tulo 4

Aparatos de confinamiento magnético

Es natural pensar que, para aprovechar la energı́a por fusión, es necesario controlar dichas
reacciones. Sin embargo, debido a las altas energı́as involucradas, un plasma es producido en
el reactor, y de acuerdo a la fı́sica de plasmas estudiada en capı́tulos anteriores (las derivas
de plasma, por ejemplo), el confinamiento resulta una tarea sumamente difı́cil de realizar. Los
experimentos que buscan lograr un confinamiento magnético exitoso, han ido evolucionando
conforme más conocimiento se ha adquirido. A continuación se explicarán las caracterı́sticas
de algunos de los aparatos inventados a lo largo de la historia, haciendo énfasis en el RFP y
su equilibrio en geometrı́a cilı́ndrica, cuyo caso es un primer paso para entender al RFP en
geometrı́a toroidal, el cual será estudiado posteriormente.
Se finalizará el capı́tulo dando una breve descripción de inestabilidades, con el fin de poner en
contexto la complejidad del confinamiento magnético.

4.1. Espejos magnéticos y Z-pinch

Uno de los primeros aparatos de confinamiento magnético que se ideó fue el llamado espejo
magnético (Figura 4.1). Este funciona mediante campos que se van haciendo más intensos en
los extremos. Se sabe que una partı́cula de plasma que viaja a través del espejo no cambia
su momento magnético µ =

mv2
⊥

2B , pues éste es un invariante adiabático [7]. A medida que el
campo se intensifica, la velocidad perpendicular al campo de la partı́cula debe de aumentar.

Por otro lado, su energı́a cinética es E = E‖+E⊥ =
mv2
‖

2 +
mv2
⊥

2 , entonces para que se mantenga
constante, la velocidad paralela debe de disminuir, es decir, la partı́cula se frena al llegar a los
extremos.
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Figura 4.1: Espejo magnético
[10]

Sin embargo, las partı́culas que llevan suficiente energı́a logran escapar al confinamiento.

Otro aparato que se desarrolló fue el Pinch de Bennet ó Z-Pinch. La figura 4.2 muestra su
configuración, la cual consiste en un plasma cilı́ndrico y axisimétrico de longitud infinita, cuyo
eje axial apunta en la dirección ẑ y que posee una densidad de corriente Jz(r).
El campo magnético generado por la corriente comprime al plasma, confinándolo a su forma
cilı́ndrica. Usando la ecuación 3.28, la ley de Ampere, y la expresión de la presión en términos
de la temperatura P = n(r)kBT (la temperatura es uniforme), se obtiene la relación de Bennett
que establece la corriente necesaria para confinar el plasma:

I =
8πNkBT

µ0
, (4.1)

donde N =
∫ r=a

0 n(r)2πr dr es el número de partı́culas por longitud axial, T la temperatura y kB

la constante de Boltzmann.

Figura 4.2: Pinch de Bennett
[11]
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4.2 Confinamiento en toros axisimétricos

Se deduce de la ecuación 4.1 que corrientes relativamente pequeñas pueden sostener gran-
des presiones de plasmas, sin embargo, el Z-pinch no puede ser utilizado como aparato de
confinamiento debido a que su equilibrio es altamente inestable.
Simultáneamente se desarrollaron otras configuraciones de equilibrio estático, por ejemplo el
θ pinch, donde el confinamiento es debido una corriente cambiante alrededor de plasma .

Un resultado importante es que no se puede confinar un plasma solo con corrientes que
circulan en el mismo. Chandrasekhar lo demostró en la década de los 60 mediante el teorema
del virial [25], por lo que es necesario tener corrientes externas para que el confinamiento sea
posible.

4.2. Confinamiento en toros axisimétricos

Para saber que geometrı́a de campo magnético conviene para confinar de manera eficiente
un plasma es necesario analizar las ecuaciones antes expuestas.

Uno podrı́a pensar que la geometrı́a más sencilla que permitirı́a un confinamiento ideal
serı́a el de un campo sobre una esfera, cuyas lı́neas juegan un papel análogo al que juegan los
paralelos y meridianos en el globo terrestre. Un rápido análisis muestra que este campo no
serı́a útil debido a que ambos patrones de lı́neas resultan en singularidades en los polos (pues
un campo no puede seguir dos direcciones en un punto), es decir, el campo se anula en dichos
puntos.
Por otra parte si el plasma se encontrara inmerso en un campo rectilı́neo, las partı́culas gi-
rarı́an alrededor de las lı́neas de campo. Entonces si estas a su vez se mueven a lo largo de un
aparato que se cierra en sı́ mismo, un toro por ejemplo (figura 4.3), uno podrı́a pensar que el
confinamiento funcionarı́a. En la práctica esto no sucede debido a que el campo magnético ge-
nerado, el cual sigue la dirección de la circunferencia mayor del toro, llamado campo toroidal,
es más intenso en la parte más cercana al centro del toro pues las bobinas que lo generan están
más abultadas ahı́, es decir, hay un gradiente de campo magnético, y de acuerdo a la deriva
de gradiente de campo (ecuación 2.23), los iones se moverı́an a la parte inferior del toro y los
electrones a la parte superior, creando ası́ un campo eléctrico que expulsarı́a al plasma hacı́a la
pared. Existen dos soluciones al problema anterior.
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Figura 4.3: Geometrı́a toroidal
[12]

La primera consiste en alterar la geometrı́a del aparato, de tal manera que la deriva de
gradiente apunte al centro en ocasiones y en otras hacia la pared, evitando que las partı́culas
choquen con las paredes (una geometrı́a adecuada serı́a una con forma de 8). Este aparato se
construyó en la década de los 50s y se conoce como Stellarator.
Con el paso de los años los stellarators han ido evolucionando y la forma de 8 ya no es utili-
zada. En su lugar se curva el campo magnético a una forma helicoidal (esta es la otra solución
al problema) de tal manera que se busca mantener una simetrı́a con el eje magnético, por lo
que un stellarator no es un aparato axisimétrico. Esto hace que la fı́sica en los stellarators sea
distinta a la estudiada en esta tesis, razón por lo cual no profundizará más en ellos [26].
La curvatura del campo a una forma helicoidal también se puede lograr superponiendo el cam-
po toroidal con uno que sigue la dirección de la circunferencia menor del toro, llamado campo
poloidal. Hay una serie de aparatos que poseen simetrı́a en el eje toroidal (axisimétricos) y
que operan bajo este principio. Todos buscan un balance entre distintas propiedades fı́sicas e
ingenieras tales como presión, estabilidad, sustentabilidad y costos; Cada uno con sus carac-
terı́sticas únicas, ventajas y desventajas.
A continuación se explicarán de forma general las caracterı́sticas de algunos aparatos toroida-
les axisimétricos.

El más común es el llamado Tokamak, también diseñado en los 50s. Las caracterı́sticas
del tokamak común se observan en la figura 4.4. El solenoide central sirve como el secundario
de un transformador eléctrico, es decir, se genera una corriente a través de el debido a un flujo
magnético variable. Esta corriente a su vez induce la corriente toroidal del plasma Ip, el cual
se calienta por efecto óhmico. La corriente del plasma genera el campo poloidal Bp, el cual
es reforzado por una serie de bobinas externas, mientras que el campo toroidal Bt es generado
enteramente por otra serie de bobinas, obteniendo ası́ un campo helicoidal. En diseños más
avanzados, las bobinas son superconductoras, con lo que se consiguen pulsos más largos.
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Figura 4.4: Estructura de un tokamak
[13]

La estabilidad depende de las propiedades de torsión del campo, por lo que se utiliza el
parámetro conocido como factor de seguridad q, el cual se define como:

q =
a

R0

Bt

Bp
= ε

Bt

Bp
, (4.2)

donde a es el radio de la columna de plasma y R0 el radio mayor del toro. A la cantidad

ε =
a

R0
, (4.3)

se le conoce como razón de aspecto inversa (En un tokamak se tiene que q > 1 y ε ≤ 1
3 ).

La cámara central del tokamak está al vacı́o y en un reactor las bobinas deberán ser protegidas
por una capa de litio en la pared exterior, donde también se producirá el tritio gracias a los
neutrones provenientes de la reacción.
Los modelos más recientes de tokamak emplean otros métodos (además de calentamiento
óhmico) para calentar el plasma, estos son: Inyección de átomos de hidrógeno que se ioni-
zan y son atrapados por el campo para después desacelerarse y transferir su energı́a al plasma,
y calentamiento por radiofrecuencias, donde corrientes de alta frecuencia oscilantes y en las
frecuencias de resonancia del plasma son inducidas por bobinas externas.

Una variante del tokamak es el llamado tokamak esférico (ST), llamado ası́ debido a su
muy baja razón de aspecto. Un ST reduce costos debido a que su geometrı́a permite que las
bobinas se encuentren más cerca que el plasma, permitiendo ası́ reducir el tamaño (costo) de
estas. Otra ventaja es que el confinamiento es más estable debido a que las partı́culas pasan
más tiempo en el centro del aparato, cuya curvatura es favorable a la estabilidad magnetohidro-
dinámica, y no en la parte exterior cuya curvatura es desfavorable. Por otro lado, debido a que
su centro es muy pequeño, el solenoide central se vuelve muy pequeño y es necesario buscar
nuevas formas de calentamiento, trabajo que hoy en dı́a se sigue investigando.
La desventaja principal radica en que la presión del plasma en un ST es mucho menor que en
un tokamak convencional. Esto lleva a que sea necesario comprimir adicionalmente al plasma,
con el consiguiente deterioro en el confinamiento.
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Figura 4.5: Campo en un RFP
[14]

Finalmente, el aparato de interés central de esta tesis es el llamado Reversed Field Pinch
(RFP) ó pinch de campo invertido. Es llamado ası́ debido a que conforme el radio aumenta,
el campo magnético toroidal decrece monótonamente, es cero cerca del borde del plasma y
finalmente invierte su sentido (figura 4.5). Esto se logra mediante un campo toroidal externo
sumamente débil (de 10 hasta 100 veces menor que un tokamak común).
Como se verá en el capı́tulo 6, este comportamiento es consistente con el del campo libre de
fuerzas, en donde la presión es constante y J×B = 0.
Con un RFP se pueden alcanzar grandes presiones de plasma, además de que solo se puede
calentar por efecto óhmico. Es más barato ya que no requiere bobinas superconductoras, su
ensamblaje es más sencillo y la fı́sica es independiente de la razón de aspecto del aparato.
En general en un RFP q < 1, lo que lo hace susceptible (como se verá más adelante) a ciertas
inestabilidades, además de que debido a la naturaleza de su campo, el plasma es susceptible a
turbulencias y demás efectos no lineales.
Taylor descubrió que, conforme el plasma evoluciona en un RFP, la energı́a de campo magnéti-
co se minimiza debido a la difusión, pero la helicidad magnética global (no la local) permanece
casi constante, fenómeno que es conocido como relajación de Woltjer-Taylor [16] [27] [28].
En el siguiente capı́tulo se estudiará con más detalle la helicidad magnética y la teorı́a de rela-
jación. Por ahora se explicará cómo Taylor formuló el fenómeno de relajación en los años 70
a partir de los resultados de los experimentos en un aparato conocido como Pinch Toroidal, el
cual mostraba el fenómeno de inversión del campo. Se verá como este resultado se observa en
una geometrı́a cilı́ndrica, representativa de un toro con razón de aspecto grande.

4.3. Pinch Toroidal

El fenómeno de relajación, se observó por primera vez en un aparato que se estudió cuando
se empezaba a tratar el confinamiento magnético. Se trata del Pinch Toroidal, el cual funciona
bajo el principio del Z-pinch pero aplicado a un toro. En él hay un campo poloidal Bp debido a
una corriente inducida en el plasma I en la dirección toroidal.
Como se discutió anteriormente esta configuración no es útil para confinamiento magnético,
sin embargo, se pueden sacar resultados interesantes de ella. Taylor menciona en [27] que un
plasma en esta configuración experimenta un estado inicial inestable y violento, sin embargo,
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este evoluciona a un estado final de baja energı́a y estabilidad, acompañado de una inversión
en el campo magnético toroidal en las regiones exteriores del plasma (Esto si el pinch es lo
suficientemente intenso).
Posteriormente el Pinch Toroidal evolucionó al RFP al agregar un campo toroidal. El caso de
razón de aspecto grande, en el cual el toro se aproxima a un cilindro es un buen comienzo para
estudiar el equilibrio y relajación del plasma. A continuación se expondrá el equilibrio en esta
geometrı́a.

4.4. Equilibrio de RFP en geometrı́a cilı́ndrica

Considerando las coordenadas cilı́ndricas (ρ,θ ,z) con simetrı́a axial ( ∂

∂ z = 0), el campo
magnético total se puede escribir en términos de un flujo magnético ψ(ρ,θ) y una función
b(ψ). Su expresión es :

B = ∇ψ×∇z+b∇z , (4.4)

donde ∇z = ez y por ende ∇ψ · ez = 0 (Nótese la analogı́a con la ecuación 3.33, la cual es
válida para geometrı́a toroidal axisimétrica). Además, sustituyendo las expresiones de ∇ψ =
∂ψ

∂ρ
eρ +

1
ρ

∂ψ

∂θ
eθ y ∇ψ× ez, se obtienen las componentes del campo magnético:

Bρ =
1
ρ

∂ψ

∂θ
, (4.5)

Bθ =−∂ψ

∂ρ
, (4.6)

Bz = b(ψ). (4.7)

Ahora, por la condición de equilibrio estático (ecuación 3.27) y la ley de Ampere (ecuación
3.15), se tiene que:

(∇×B)×B = µ0∇p. (4.8)

Debido a la ecuación 4.4 se tiene el resultado:

∇×B = ∇×∇× (ψez)+∇b× ez. (4.9)

Utilizando la propiedad vectorial ∇×∇× v = ∇(∇ · v)−∇2v, y como ∇b = db
dψ

∇ψ , se
obtiene:

∇×B = ∇ [�����
∇ · (ψez)]−∇

2(ψez)+b′∇ψ× ez, (4.10)

con b′ = db
dψ

.
Utilizando el resultado anterior se llega a que:
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(∇×B)×B = (−∇
2
ψez)× (∇ψ× ez)+bb′(∇ψ× ez)× ez =−∇

2
ψ∇ψ−bb′∇ψ = µ0 p′∇ψ,

(4.11)
de donde se obtiene la ecuación

∇
2
ψ +bb′ =−µ0 p′. (4.12)

.
Dependiendo de la naturaleza de b y de p se tendrán distintos tipos de soluciones. Si nos

restringimos a casos en que bb′ y p′ son lineales, entonces utilizando el hecho de que bb′ =
1
2

d
dψ

b2, se proponen las siguientes expresiones:

−µ0 p =
α1

2
ψ

2 +α2ψ +α3→−µ0 p′ = α1ψ +α2, (4.13)

−b2

2
=

β1

2
ψ

2 +β2ψ +β3→−bb′ = β1ψ +β2, (4.14)

donde αi y βi son constantes.
Sustituyendo los resultados anteriores en la ecuación 4.12 se obtiene:

∇
2
ψ +λ

2
ψ = µ, (4.15)

.
donde λ 2 ≡−(α1 +β1) y µ ≡ (α2 +β2).

4.5. Inestabilidades

4.5.1. Inestabilidad de Rayleigh-Taylor

En hidrodinámica si se tienen dos fluidos con densidades distintas en contacto, y solo hay
una fuerza que actúa perpendicularmente a la interfaz, en principio el sistema se puede encon-
trar en equilibrio. Si el fluido con mayor densidad se encuentra debajo, el equilibrio es estable,
mientras que si se encuentra en la parte superior, el equilibrio será inestable. Una perturbación
a la interfaz dará lugar a la llamada Intestabilidad de Rayleigh Taylor. El fluido más denso
se desplazará hacia el fondo mientras que el menos denso se irá a la parte superior, razón por
la cual esta inestabilidad también es conocida como inestabilidad de intercambio.
En MHD hay un análogo a esta inestabilidad. El plasma toma el papel del fluido más denso
mientras que del otro lado se tiene un vacı́o. La inestabilidad se da si hay una perturbación
en la interfaz. En dicho caso se presenta una deriva debido a la curvatura del aparato, por lo
que las particulas del plasma derivan en dirección qRc×B. Debido a esto electrones e iones
derivan en direcciones opuestas, provocando una acumulación de carga en el borde y dando
lugar a un campo eléctrico (figura 4.6a). Este campo provoca a su vez una deriva eléctrica, la
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4.5 Inestabilidades

(a) Intestabilidad RT (b) Campo esquilado (c) Inestabilidad de Kink

Figura 4.6: Inestabilidades
[15]

cual hace más pronunciada la protuberancia, volviendo a iniciar el proceso y repitiéndose una
y otra vez dando como resultado el escape del plasma del confinamiento magnético. Nótese
que si se invierte el signo del radio de curvatura Rc se tiene el efecto opuesto (se reducen las
inestabilidades de R-T)
El toro tiene la propiedad de que su curvatura apunta hacia una dirección al estar en la parte ex-
terior y hacia la dirección opuesta en la parte interior. En la parte exterior es tal que se propician
las inestabilidades (mala curvatura), mientras que en el interior se reducen (buena curvatura).

Un aparato de confinamiento toroidal está diseñado de tal manera que el campo está es-
quilado (figura 4.6b), es decir, hay un ángulo entre superficies magnéticas. Si una inestabilidad
R-T se presenta en una superficie (alineada con el campo), esta se encontrará desalineada con
la siguiente superficie, destruyendo la inestabilidad.

4.5.2. Inestabilidades de Rizo y de Salchicha

Otra inestabilidad muy común es la llamada Inestabilidad de Kink o Inestabilidad de
rizo. Cuando se tiene una corriente, se genera un campo magnético que la circula transversal-
mente, si la corriente fluye en lı́nea recta, el flujo magnético a su alrededor es constante. La
inestabilidad de Kink se presenta cuando hay alguna perturbación que hace que la corriente
no siga una trayectoria recta, entonces el campo es más intenso cerca de la perturbación, es
decir, hay una presión magnética mayor, de tal manera que la perturbación se hace más grande
repitiéndose este proceso hasta que se interrumpe la corriente (figura 4.6c).

En los aparatos toroidales la interacción se da entre el campo toroidal y la corriente del
plasma. Dependiendo de qué tan intenso es uno respecto a otro se presentará o no inestabilidad
de kink. Al lı́mite de operación estable se le conoce como Lı́mite de Kruskal - Shafranov,
el cual es una relación entre las intensidades de los campos toroidal y poloidal. El factor de
seguridad (ecuación 4.2) establece qué tan susceptible es el plasma a esta inestabilidad.

La llamada Inestabilidad de Salchicha es parecida a la inestabilidad de kink. Esta se pre-
senta cuando se comprime el espacio por el cual atraviesa una corriente, razón por la cual la
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densidad de corriente aumentará en dicha sección y por ende se tendrá un campo magnético
más intenso a su alrededor. Este a su vez comprimirá aún más el espacio repitiendo el proceso
anterior hasta que la corriente sea interrumpida.

En resumen, las inestabilidades se deben ya sea a gradientes de presión, o a corrientes
de plasma distribuidas. Las inestabilidades debidas a la presión pueden ser resumidas en el
siguiente criterio de estabilidad, el cual es válido en ausencia de disipación:

1
4

r
(

dq
qdr

)2

+
2µ0

β 2
t

d p
dr

> 0, (4.16)

donde µ0 es la permeabilidad magnética del vacı́o, p(r) es la presión del plasma en función
de la distancia r al eje magnético y q(r) el factor de seguridad. Estas inestabilidades pueden
ser controladas con el esquilado del campo (Caso del RFP), sin embargo, tomando en cuenta
efecto toroidales [17], la ecuación 4.21 se reescribe:

1
4

r
(

dq
qdr

)2

+
2µ0

β 2
t

d p
dr

(1−q2)> 0, (4.17)

lo que implica que si q > 1 (Caso del Tokamak), el sistema serı́a estable aún sin esquilado. Es
decir, el primer término de la ecuación 4.17 es relevante en la estabilidad de RFP, mientras que
el segundo es relevante para los Tokamaks.

Por otra parte, en la práctica también se presentan una serie de inestabilidades microscópi-
cas. Una de estas es debido a la resistividad presente en el plasma de fusión, la cual ocasiona
que al pasar corriente a través de este último, la corriente se bifurca en una serie de filamentos,
ocasionando que el plasma se quiebre en varios pedazos.
Otra microinestabilidad debido a la resistividad hace que las partı́culas se puedan mover de
una lı́nea de campo a otra, dando paso a una serie de turbulencias que expulsan al plasma de la
trampa de confinamiento.

Además de las inestabilidades expuestas aquı́ existen muchas otras tanto macroscópicas
como microscópicas. Profundizar en ellas desviarı́a la atención del tema central de esta tesis.
Simplemente se espera haber dado una idea muy general del gran problema que representan
las inestabilidades para el confinamiento magnético.

Ahora se continuará al siguiente capı́tulo del marco teórico relevante al problema de inves-
tigación, en el cual se darán las bases de la teorı́a de relajación de Woltjer-Taylor, su relación
con el campo libre de fuerzas, y el papel que juega la propiedad fı́sica conocida como Helicidad
Magnética.
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Capı́tulo 5

Helicidad Magnética y Relajación de

Woltjer-Taylor

La inversión del campo magnético en un RFP fue explicada por Taylor, conjeturando que el
RFP es descrito por un estado de mı́nima energı́a magnética, en el cual una cantidad topológica
conocida como helicidad magnética se conserva. Esta condición es más fuerte que la conser-
vación de energı́a magnética, ya que si el plasma es no ideal, la conservación de helicidad se
mantiene dentro de una escala de tiempo mayor al decaimiento de la energı́a magnética.
Los cambios en ambas cantidades son la base de la teorı́a de Relajación de Woltjer-Taylor, la
cual predice un estado de mı́nima energı́a al cual el plasma del RFP evolucionará. A continua-
ción se explicará dicha teorı́a empezando por estudiar la helicidad magnética.

5.1. Helicidad magnética como propiedad topológica

La helicidad magnética mide que tan enredado o entrelazado está el campo magnético. Su
expresión matemática es:

K =
∫

V
A ·Bd3r, (5.1)

donde A es el vector potencial magnético.
De acuerdo a la forma del entrelazado del campo se pueden distinguir dos tipos de Helicidades.
Considérese un arreglo de tubos con campo magnético B como en la figura 5.1. El tubo 1 tiene
flujo magnético Φ1 constante, contorno C1 y volumen V1, mientras que el tubo 2 tiene flujo
magnético Φ2 constante, contorno C2 y volumen V2. La helicidad magnética de todo el sistema
es:

K = K1 +K2 =
∫

V1

A ·Bd3r+
∫

V2

A ·Bd3r. (5.2)
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Para el tubo 1, se puede descomponer d3r en términos del área de la sección transversal del
tubo (∆S), y un elemento de longitud a lo largo del contorno (dl), es decir, se tiene que:

Figura 5.1: Sistema de tubos magnéticos enlazados
[5]

A ·Bd3r = A ·B∆Sdl · B̂ = A ·dlΦ1, (5.3)

donde en la última igualdad se expresó el flujo como Φ1 = B∆S, y se tomó B paralelo a dl.
Ahora, sustituyendo el resultado anterior en la definición de helicidad para el tubo 1 se obtiene:

K1 = Φ1

∫
C1

A ·dl. (5.4)

Recordando que B = ∇×A y usando el teorema de Stokes, se tiene que la integral de la
ecuación 5.4, es el flujo magnético a través de la superficie a la cual rodea el contorno 1, es
decir, el flujo magnético en el tubo 2, por lo que:

K1 = Φ1Φ2. (5.5)

El mismo procedimiento se puede seguir para el tubo 2 obteniendo un resultado análogo.
Entonces la helicidad total es

K = 2Φ1Φ2. (5.6)

A esta cantidad se le conoce como helicidad magnética de enlace y depende de que tantas
veces enreda cada tubo al otro, por ejemplo, si el tubo 2 atravesara dos veces al tubo 1 la
helicidad serı́a:

K = K1 +K2 = 2Φ1Φ2 +Φ1Φ2 = 3Φ1Φ2. (5.7)

Generalizando se tiene que: Ki = N jΦ1Φ2, donde N j es el número de vueltas que da el tubo
j al tubo i.

Ahora considérese un arreglo distinto de tubos, como los de la figura 5.2. El tubo 2 (y por
ende su flujo magnético) ahora circula ajustadamente sobre todo el perı́metro del tubo 1. El
flujo del tubo 2 es pequeño, por lo que se llamará dψ , mientras que el flujo del tubo 1 es Φ.
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Figura 5.2: Tubos magnéticos cercados
[16]

Un diferencial de helicidad, de acuerdo a la ecuación 5.6 es:

dK = 2Φdψ. (5.8)

Nótese que si el área de flujo de Φ aumenta, la de ψ disminuye, entonces se puede afirmar
que los flujos son dependientes uno del otro, es decir ψ = ψ(Φ), o bien diferenciando esta
expresión, se tiene que dψ = ψ ′dΦ. Sustituyendo este resultado en la ecuación 5.8 se obtiene:

dK = 2Φψ
′dΦ. (5.9)

Integrando se obtiene la helicidad total:

K = 2
∫

Φ

0
Φψ

′ dΦ. (5.10)

Ahora considérese las direcciones φ y θ como en la figura 5.2, donde se observa que φ

sigue la trayectoria del contorno del tubo 1 y θ la del contorno del tubo 2. Por otro lado, el
contorno de una sección transversal del tubo 1 sigue la dirección θ y el de una sección del
tubo 2 sigue la dirección φ . Tomando lo anterior en cuenta, los campos de los tubos 1 y 2 se
pueden expresar como campos poloidales (Demostrado en la deducción de Grad-Shafranov)
obteniéndose ası́:

B1 =
1

2π
∇Φ×∇θ =

1
2π

∇×Φ∇θ , (5.11)

B2 =
1

2π
∇ψ×∇φ =

1
2π

∇×ψ∇φ . (5.12)

Se puede verificar que estas expresiones son correctas calculando las integrales sobre las
secciones transversales, y verificando que se obtiene el flujo magnético correspondiente.
También se observa que el campo total es helicoidal ya que es de la forma B = B1φ̂ +B2θ̂ ,
por lo que se puede definir el giro del campo magnético como el número de veces que una
linea de campo da una vuelta en la dirección θ̂ por cada vez que da una en dirección φ̂ , en-
tonces considerando pequeños desplazamientos dl a lo largo de las lı́neas de campo, en ambas
direcciones se tiene que:
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dφ = |∇φ |dlφ , (5.13)

dθ = |∇θ |dlθ . (5.14)

Luego, se tiene que B y dl son paralelos, es decir B×dl = 0, o bien:

dlθ
Bθ

=
dlφ
Bφ

, (5.15)

y usando las ecuaciones 5.13 y 5.14 se tiene la igualdad.

dθ

dφ
=
|∇θ |Bθ

|∇φ |Bφ

. (5.16)

Además, de las ecuaciones 5.11 y 5.12 se sabe que las expresiones para los campos son
Bθ = |∇ψ||∇φ |/2π y Bφ = |∇Φ||∇θ |/2π , por lo tanto, sutituyendo en la ecuación 5.15

dθ

dφ
=

2π|∇θ ||∇ψ||∇φ |
2π|∇φ ||∇Φ||∇θ |

=
|∇ψ|
|∇Φ|

, (5.17)

y como |∇ψ|= ψ ′∇Φ, se obtiene la expresión final

dθ

dφ
= ψ

′, (5.18)

que representa el número de veces que una lı́nea de campo recorre la dirección θ cada vez que
lo hace una vez en la dirección φ (Lo hace ψ ′ veces). A esta cantidad se le conoce como giro
(twist) y se define como T (Φ)≡ ψ ′. La helicidad magnética en términos del giro se obtiene al
sustituir el resultado obtenido en la ecuación 5.10, resultando en:

K = 2
∫

ΦT (Φ)dΦ. (5.19)

Finalmente, si el giro es constante, la ecuación 5.19 se reduce a K = T Φ2.

5.2. Relajación de Woltjer-Taylor

En un plasma de fusión confinado magnéticamente, dependiendo de la naturaleza de J y
B se tendrán configuraciones de energı́a distintas. El caso más simple es aquél en el que, al
considerar un volumen V , este no posee corrientes en su interior y el campo magnético es
generado por corrientes externas. Dicho campo se conoce como campo magnético de vacı́o y
satisface la ley de Ampere:

∇×B = 0, (5.20)

de donde se deduce que B = ∇ψ para alguna función potencial ψ , por lo que sustituyendo en
la ley de Gauss magnética, se obtiene la ecuación de Laplace
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∇
2
ψ = 0, (5.21)

y el problema de determinar ψ se reduce a resolver dicha ecuación, con sus respectivas condi-
ciones a la frontera S que encierra al volumen V . El campo de vacı́o posee la cualidad de ser
el campo con la menor energı́a magnética dadas las condiciones de frontera en V . Esto se
probará a continuación.
Considérese Bmin(r) como el campo magnético con la menor energı́a almacenada en su inte-
rior, para una configuración dada de volumen V y condiciones de frontera especificadas en S.
Sea B(r) otro campo magnético que satisface las mismas condiciones de frontera que Bmin, tal
que B = Bmin +δB, con |δB| pequeño. Nótese que δB = Bmin en la frontera, es decir, δB = 0
en la frontera.
Ahora, la definición de energı́a almacenada en el campo magnético es:

WB =
1

2µ0

∫
V
(Bmin +δB)2 d3r. (5.22)

Desarrollando se obtiene:

WB =
1

2µ0

∫
V
(Bmin)

2 d3r+2
∫

V
Bmin ·δBd3r+

∫
V
(δB)2 d3r. (5.23)

Ahora, se debe de cumplir: ∫
V

Bmin ·δBd3r = 0, (5.24)

ya que δB y Bmin son arbitrarios, entonces podrı́an escogerse de tal forma que fueran antipa-
ralelos, y como δB es pequeño, podrı́a ser que en la ecuación 5.23, la segunda integral tuviera
magnitud mayor y signo contrario que la tercera integral. Es decir se tendrı́a: WB < WBmin, lo
cual no es posible por definición de Bmin.
Finalmente se sabe que en términos del vector potencial: δB = ∇× δA y usando la relación
vectorial ∇×δA ·Bmin = ∇ · (δA×Bmin)+δA ·∇×Bmin, la ecuación 5.24 se convierte en∫

V
[∇ · (δA×Bmin)+δA ·∇×Bmin]d3r = 0. (5.25)

Al aplicar el Teorema de la divergencia:∫∫∫
V

∇ ·Fd3r =
∫∫

S
F ·nd2r, (5.26)

se obtiene que la primera integral superficial es cero pues δB (y por ende δA) se hacen cero
en la frontera, además como δA es arbitrario se concluye que ∇×Bmin = 0, es decir, el campo
de mı́nima energı́a magnética es un campo de vacı́o. Sin embargo, un plasma de fusión jamás
podrá evolucionar a dicho estado, pues siempre se presentan corrientes en el plasma. Los es-
tados accesibles de más baja energı́a magnética son los campos libres de fuerzas, lo cual fue
demostrado por Woltjer en 1958 [28].
Resulta natural preguntarse que es lo que lleva a un sistema a evolucionar a dichas configu-
raciones. La respuesta yace en una propiedad que poseen los circuitos (corrientes eléctricas)
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conocida como inductancia [29].
De la ley de Faraday se sabe qué se puede inducir una corriente en un circuito cerrado, a
causa de un flujo magnético variable que atraviesa una superficie con el circuito como borde.
Un circuito con corriente variable (y por ende campo magnético variable) generará corrientes
en circuitos cercanos, incluyéndose a sı́ mismo, de tal manera que el flujo magnético (Φ) es
proporcional a la corriente (I) siguiendo la siguiente ecuación:

Φ = LI. (5.27)

La constante L es conocida como autoinductancia (inductancia cuando es un circuito ajeno el
que produce Φ). Es una cantidad positiva y puramente geométrica que dictamina la intensidad
del voltaje inducido (también llamada fem cuya expresión es ε =−dΦ

dt ) de la corriente inducida
(la cual siempre es opuesta al cambio de corriente, debido a la ley de Lenz), es decir, establece
que tan fácil/difı́cil es cambiar la corriente de un circuito.
Para hacer que fluya corriente en un circuito es necesario superar la barrera de energı́a de la fem,
la cual siempre está presente y es energı́a almacenada en el campo magnético. A su vez, esta
energı́a es igual al trabajo realizado en una carga para que complete una vuelta del circuito.
Entonces, considerando que en un circuito con corriente I fluyen esa cantidad de cargas por
unidad de tiempo, el trabajo total realizado por unidad de tiempo es:

dW
dt

=−εI = LI
dI
dt

, (5.28)

donde se utilizó la expresión de la fem en términos del flujo y la ecuación 5.27. Integrando la
ecuación 5.28 se obtiene el trabajo total realizado (energı́a almacenada en el campo magnético):

W =
1
2

LI2 =
Φ2

2L
. (5.29)

De la ecuación 5.29 se observa que si Φ = cte, la energı́a magnética del sistema decrecerá
si se experimentan cambios en la geometrı́a del circuito que eleven la autoinductancia. Los
plasmas de fusión tienden a conservar flujo (debido a su alta conductividad), mientras que las
fuerzas magnéticas debidas a corrientes en el plasma siempre actúan para aumentar la autoin-
ductancia del sistema, por lo que un plasma de fusión siempre evolucionará a estados de baja
energı́a magnética. Esto fue conjeturado por Taylor, dónde además mencionó que se evolucio-
na a dicho estado mientras la helicidad magnética se conserva. A continuación se probará lo
anterior.
Recordando, la energı́a de campo magnético se expresa como

W =
1

2µ0

∫
B2 d3r, (5.30)

cantidad que se buscar minimizar, bajo la restricción de mantener la helicidad magnética (ecua-
ción 5.1) constante.
Sea BME la mı́nima energı́a magnética buscada, de tal manera que un campo arbitrario B sati-
face: B = BME +δB. Donde δB es una pequeña variación tal que se satisfacen las condiciones
de frontera correspondientes.
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El vector potencial asociado a B es: A=AME +δA, donde la componente tangencial es δA= 0
en la frontera (pues de lo contrario habrı́a flujo de helicidad a través de la pared). Considerando
ahora una variación δW de energı́as entre la energı́a magnética arbitrarı́a y la energı́a magnética
mı́nima, se tiene que:

δW =
1

2µ0

∫ [
(BME +δB)2−B2

ME
]

d3r =
1
µ0

∫
BME ·∇×δAd3r, (5.31)

donde la segunda igualdad se obtiene simplificando la primera, y utilizando la expresión del
vector potencial de δB. Ahora integrando por partes se obtiene:

δW =
1
µ0

∫
[∇ · (BME ×δA)+(δA ·∇×BME)] d3r, (5.32)

y utilizando el teorema de la divergencia, fijando la condición a la frontera, BME×δA ·ds = 0,
se llega al resultado siguiente:

δW =
1
µ0

[∫
BME ×δA ·ds+

∫
δA ·∇×BME d3r

]
=

1
µ0

∫
δA ·∇×BME d3r. (5.33)

Por otro lado, se tiene que la variación de la helicidad magnética es:

δK =
∫

(δA ·BME +AME ·δB) d3r =
∫

(δA ·BME +AME ·∇×δA) d3r. (5.34)

Nuevamente al utilizar la misma relación vectorial que en el caso de la energı́a magnética
y haciendo cero la integral sobre la divergencia, se obtiene:

δK =
∫

[δA ·BME +δA ·∇×AME +∇ · (δA×AME)] d3r = 2
∫

δA ·BME d3r. (5.35)

La minimización de δW sujeto a la restricción de que δK permanece constante, es bási-
camente un problema de optimización. Este tipo de problemas pueden ser resueltos mediante
multiplicadores de Lagrange. Introduciendo el multiplicador arbitrario λ

2 , se busca resolver la
ecuación:

δW =
λ

2
δK, (5.36)

utilizando las ecuaciones 5.33 y 5.35:∫
δA ·∇×BME d3r = λ

∫
δA ·BME d3r. (5.37)

Reacomodando la igualdad anterior se obtiene:∫
δA · (∇×BME −λBME)d3r = 0, (5.38)
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y como δA es arbitrario, lo demás tiene que ser cero, es decir

∇×BME = λBME (5.39)

donde λ es una función escalar.
Esta es la ecuación de un campo libre de fuerzas, ya que J×BME = 0. Es decir que la
relajación de Woltjer-Taylor resulta en un campo de esta naturaleza. La función escalar λ puede
ser determinada de acuerdo con las condiciones a la frontera del problema en cuestión, ası́ como
la corriente en el plasma.
Finalmente se tiene la relación entre energı́a almacenada en el campo magnético y helicidad
magnética:

W
K

=

∫
B2

ME d3r
2µ0

∫
AME ·BME d3r

=

∫
[AME ·∇×BME +∇ · (AME ×BME)] d3r

2µ0
∫

AME ·BME d3r
. (5.40)

Además si f es una función escalar arbitraria, se tiene al integrar la ecuación 5.39 que
BME = λAME +∇ f , por lo que la ecuación 5.40 se simplifica en:

W
K

=
λ

2µ0
. (5.41)

Se expuso anteriormente que durante el confinamiento magnético el plasma se encuentra
congelado al campo. En un caso ideal (sin resistividad en las bobinas que generan el campo)
el congelamiento preserva la topologı́a tanto local como total de las superficies magnéticas.
Sin embargo, en el caso no ideal la topologı́a de algunas superficies cambia durante el proceso
de relajación, dando lugar a fenómenos de reconexión magnética y violando la conservación
tanto de energı́a como de helicidad magnética local (figura 5.3). A pesar de esto, la helicidad
magnética global se sigue conservando, por lo que cabe recalcar que la teorı́a de Taylor aplica-
da a toros axisimétricos se basa en el principio de conservación de helicidad total.
En el siguiente capı́tulo se mostrará una aplicación de los resultados obtenidos en éste, particu-
larmente, a dos problemas que ya se estudiaron. El equilibrio del RFP en geometrı́a cilı́ndrica y
el equilibrio en geometrı́a toroidal, descrito por la ecuación de G-S. Este es el problema central
que se aborda en esta tesis, por lo que después se procederá a mostrar algunos resultados.
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Figura 5.3: Ejemplo de evolución temporal de superficies magnéticas
[17]
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Capı́tulo 6

Campo libre de fuerzas en fusión nuclear

Como se demostró en el capı́tulo anterior, un proceso de relajación de Woltjer-Taylor re-
sulta en un campo libre de fuerzas. Estos campos fueron estudiados anteriormente por Chan-
drasekhar y Kendall [30].

6.1. Campo libre de fuerzas en RFP con geometrı́a cilı́ndrica

Como se explicó en el capı́tulo anterior, la presión es constante en todo el plasma en el
campo libre de fuerzas, es decir, p′= 0. Retomando los resultados del capı́tulo 4, de la ecuación
4.13 resulta en −µ0 p = α2. Por otro lado se sabe que el campo libre de fuerzas se describe
mediante la ecuación:

∇×B = λB. (6.1)

.
Tomando el rotacional de esta ecuación se obtiene:

∇× (∇×B) =−∇
2B = ∇× (λB) = λ∇×B = λ

2B, (6.2)

donde se utilizo la propiedad vectorial ∇×∇×B = ∇(∇ ·B)−∇2B [21], y la ecuación de
Maxwell ∇ ·B = 0. Además se ha supuesto que λ es constante.
De la ecuación anterior se deduce la llamada ecuación vectorial de Helmholtz:

∇
2B+λ

2B = 0. (6.3)

Haciendo B = ψ â, donde ψ es una función escalar y el factor de escala de las coordenadas
del vector â es uno, se obtiene la ecuación escalar de Helmholtz:

∇
2
ψ +λ

2
ψ = 0, (6.4)

que en nuestro contexto se trata de la ecuación de equilibrio en geometrı́a cilı́ndrica para
campo libre de fuerzas. Es importante notar que toda solución a la ecuación 6.1, es solución a
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las ecuaciones 6.3 y 6.4, pero no viceversa. En nuestro contexto, esto implica que si se conoce
la solución al campo libre de fuerzas general, se conocerá la solución al campo libre de fuerza
del equilibrio del RFP en geometrı́a cilı́ndrica (razón de aspecto grande).
Ahora, las siguientes expresiones son soluciones a la ecuación 6.3

L = ∇ψ, (6.5)

T = ∇× (âψ), (6.6)

S =
1
λ

∇×T, (6.7)

y además se tiene que:

∇×S =
1
λ

∇× (∇×T) =− 1
λ

∇
2T =

1
λ

λ
2T = λT, (6.8)

por lo que sumando las expresiones de ∇×S y ∇×T, se tiene:

∇× (S+T) = ∇×S+∇×T = λS+λT = λ (S+T). (6.9)

Entonces sustituyendo los valores de S y T, se tiene que el campo que resuelve la ecuación
de Helmholtz vectorial es:

B = ∇× (ψ â)+
1
λ

∇×∇× (ψ â) = ∇× (ψ â)+
1
λ
(−∇

2
ψ â) = ∇× (ψ â)+λψ â, (6.10)

o bı́en:

B = ∇× (âψ)− 1
λ

∇
2(âψ). (6.11)

Simplificando y considerando coordenadas cilı́ndricas con â = ẑ se llega a que:

B = ∇ψ×∇z+λψ∇z, (6.12)

que es la solución al campo libre de fuerzas (6.1) y también de la ecuación de Helmholtz esca-
lar (6.4).

Por otro lado, la ecuación 6.4 se puede reescribir como:

1
ρ

∂

∂ρ

(
ρ

∂ψ

∂ρ

)
+

1
ρ2

∂ 2ψ

∂θ 2 +λ
2
ψ = 0. (6.13)

.
Para resolverla se propone la separación de variables ψ(ρ,θ) = R(ρ)Θ(θ). Sustituyendo en la
ecuación 6.13 se obtiene: [

d2R
dρ2 +

1
r

dR
dρ

]
+

R
ρ2

d2Θ

dθ 2 +λ
2RΘ = 0. (6.14)
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Multiplicando ambos lados de la ecuación por ρ2

RΘ
, se separan las variables correspondientes y

se cumple la igualdad:

ρ2

R

[
d2R
dρ2 +

1
ρ

dR
dρ

]
+λ

2
ρ

2 =− 1
Θ

d2Θ

dθ 2 = ν
2, (6.15)

donde ν2 es una constante de separación.
Ahora, se tienen que resolver las dos ecuaciones ya separadas:

d2R
dρ2 +

1
ρ

dR
dρ

(
λ

2− ν2

ρ2

)
R = 0, (6.16)

d2Θ

dθ 2 +ν
2
Θ = 0. (6.17)

Las soluciones a la ecuación 6.17 son exponenciales complejas, es decir, Θ = e±iνθ si
ν2 > 0. Por otro lado, haciendo el cambio de variable κ = λρ , la ecuación 6.16 se transforma
en la ecuación de Bessel, cuya solución es la suma de funciones de Bessel de primera y segunda
especie, es decir: R(κ) = Jν(κ)+Yν(κ) y por lo tanto, R(ρ) = Jν(λρ)+Yν(λρ).
Con esto se tiene que la solución general es:

ψ(ρ,θ) = ∑
ν

ψν(ρ,θ) = ∑
ν

(CνJν(λρ)+DνYν(λρ))
[
Aνeiνθ +Bνe−iνθ

]
, (6.18)

con Aν , Bν , Cν y Dν constantes que dependen de ν . Ahora, como Yν(λρ) diverge en el origen,
solo se toma la función de Bessel Jν(λρ) como solución para el interior del cilindro.

Una vez conocido el flujo ψ se puede calcular las componentes del campo magnético con
las ecuaciones 4.5 a 4.7, obteniéndose (la constante Cν se absorbe en las otras):

Bρ =
1
ρ

∂ψ

∂θ
=

1
ρ

∑
ν

Jν(λρ)
[
Aν iνeiνθ +Bν iνe−iνθ

]
, (6.19)

Bθ =−∂ψ

∂ρ
=−λ ∑

ν

J′ν(λρ)
[
Aνeiνθ +Bνe−iνθ

]
, (6.20)

Bz = b(ψ) = λψ = λ ∑
ν

Jν(λρ)
[
Aνeiνθ +Bνe−iνθ

]
. (6.21)

Para simplificar estos resultados, se utilizan las siguientes propiedades de las funciones de
Bessel:

J′ν(λρ) =
ν

λρ
(Jν − Jν+1) , (6.22)

ν = 0→ J′0(λρ) =−J1(λρ), (6.23)

y finalmente debido a que se necesitan soluciones que sean simétricas azimutalmente solo se
necesita el valor ν = 0, obteniéndose ası́ el flujo ψ:
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6.1 Campo libre de fuerzas en RFP con geometrı́a cilı́ndrica

ψ(ρ,θ) = J0(λρ) [A0 +B0] , (6.24)

y las componentes del campo magnético del campo libre de fuerzas en geometrı́a cilı́ndrica:

Bρ = 0, (6.25)

Bθ =−λCJ1(λρ), (6.26)

Bz = λCJ0(λρ), (6.27)

donde C = A0 +B0.

De acuerdo a [18] y [27] los campos obtenidos por el mecanismo de la relajación de
Woltjer-Taylor para la geometrı́a cilı́ndrica se asemejan a los resultados observados experi-
mentalmente (Figura 6.1).

Figura 6.1: Perfiles teórico y experimental de los campos magnéticos
[18]

de donde se observa que la curva Bθ corresponde a la ecuación 6.26 (también Bθ ), mientras
que la curva Bφ corresponde a la ecuación 6.27 (Bz).
Además, para hacer una comparación, las gráficas de las funciones de Bessel se presentan en
la (Figura 6.2).

Si se quiere estudiar los efectos de razón de aspecto pequeña, es necesario incluir geometrı́a
toroidal.
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Figura 6.2: Gráfica de las funciones de Bessel
[19]

Al extender el campo libre de fuerzas a la geometrı́a toroidal es necesario resolver la co-
rrespondiente ecuación de G-S. A continuación se tratará esto.

6.2. Ecuación de G-S para campo libre de fuerzas

Como se observa en la ecuación 3.51, la ecuación de Grad-Shafranov es una ecuación dife-
rencial parcial elı́ptica no lineal, cuyas soluciones son, en general, no analı́ticas. Sin embargo,
existen algunos casos en los que dicha ecuación si posee soluciones analı́ticas. Tal es el caso
del campo libre de fuerzas con λ constante, el cual se estudiará a continuación.
Se sabe que el campo libre de fuerzas se expresa mediante la ecuación 6.1. Combinando esta
expresión con la Ley de Ampere en MHD (ecuación 3.15), se obtiene:

∇×B = λB = µ0J, (6.28)

es decir, B ‖ J, y por lo tanto la ecuación de equilibrio (ecuación 3.28) se transforma en

∇p = J×B = 0, (6.29)

lo cual indica que la presión del plasma es constante en un campo libre de fuerzas.
Por otro lado, sustituyendo la expresión de campo magnético (ecuación 3.33) en la ecuación de
campo libre de fuerzas, se obtiene:

∇×B = λB = λ (∇ψ×∇φ)+λF∇φ . (6.30)

Además, calculando el rotacional del campo se obtienen las componentes poloidal y toroi-
dal dadas por:
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∇×Bt = ∇× (F∇φ) = ∇F×∇φ , (6.31)

∇×Bp = ∇× (∇ψ×∇φ) = ∆
∗
ψ∇φ . (6.32)

Entonces igualando las componentes de las ecuaciones 6.30, 6.31 y 6.32 se obtiene:

∇F×∇φ = λ (∇ψ×∇φ), (6.33)

∆
∗
ψ∇φ = λF∇φ . (6.34)

De la ecuación 6.33 se deduce que:

dF
dψ

=−λ , (6.35)

F =−λψ, (6.36)

y al utilizar estos resultados junto con la ecuación 6.34, se llega a la ecuación de Grad-
Shafranov para el campo libre de fuerzas:

∆
∗
ψ =−λ

2
ψ. (6.37)

Por otra parte, de la Ley de Ampere se sabe que la densidad de corriente total es:

J = Jt +Jp =
λ

µ0
(Bt +Bp) , (6.38)

de donde, al considerar solo la corriente toroidal se obtiene:

Jt =
λ

µ0
Bt =

λ

µ0
F∇φ =−λ 2ψ

µ0r
φ̂ . (6.39)

De las ecuaciones 6.37 y 6.39 se llega a que la corriente toroidal está relacionada con ψ

mediante:

∆
∗
ψ =−λ

2
ψ = µ0rJt . (6.40)

Para finalizar la base teórica de la tesis se dará la solución general a la ecuación de G-S
para campo libre de fuerzas.

6.3. Solución general a la ecuación de G-S para campo libre de

fuerzas

La ecuación de Grad-Shafranov para el campo libre de fuerzas es una ecuación homogénea
que tiene soluciones analı́ticas. Antes de resolver dicha ecuación conviene reescribirla en térmi-
nos de las variables adimensionales x = r/R0, y = z/R0, λ ′ = λR0 y ψ ′ = ψ/ψ0 . En estos
términos se tiene que resolver:
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∂ 2ψ ′

∂x2 −
1
x

∂ψ ′

∂x
+

∂ 2ψ ′

∂y2 =−λ
′2

ψ
′ . (6.41)

Para resolverla se propone la siguiente separación de variables:

ψ
′(x,y) = G(x)H(y). (6.42)

Sustituyendo en la ecuación 6.41 se obtiene:

1
G(x)

d2G
dx2 −

1
xG(x)

dG
dx

+
1

H(y)
d2G
dy2 =−λ

′2, (6.43)

de donde se obtiene la ecuación para y:

d2H
dy2 =−k2H(y), (6.44)

con k una constante.
Sustituyendo en la ecuación 6.43 se obtiene la ecuación para x:

d2G
dx2 −

1
x

dG
dx

+(λ ′2− k2)G(x) = 0. (6.45)

Por un lado, la solución a la ecuación 6.44 es:

H(y) = ecos(ky)+ f sin(ky), (6.46)

con e y f constantes.
Por otra parte, siguiendo lo hecho por [31], la solución a la ecuación 6.45 se obtiene al consi-
derar las siguientes relaciones que cumplen las funciones de Bessel:

±Bn+1(ax) =
2n
ax

Bn(ax)−Bn−1(ax), (6.47)

B′n(ax) =
a
2
(Bn−1(ax)∓Bn+1(ax)) , (6.48)

B−n(ax) = (∓)nBn(ax), (6.49)

donde a es un parametro y B son las funciones de Bessel J y Y para el primer signo, y las
funciones de Bessel modificadas I y K para el segundo signo.
Al considerar a2 =±(λ ′2−k2), se propone la solución G(x) = xB1(ax), que a continuación se
probará que efectivamente resuelve la ecuación radial. En el apéndice A se muestra como se
obtienen las derivadas de G aplicando las relaciones de las funciones de Bessel y obteniendose:

G′(x) = axB0(ax), (6.50)

G′′(x) = aB0(ax)∓a2xB1(ax), (6.51)

G′′(x)− G′(x)
x
− (k2−λ

′2)G(x) = (λ ′2− k2∓a2)G(x) = 0, (6.52)

52



6.3 Solución general a la ecuación de G-S para campo libre de fuerzas

donde se observa en la ecuación 6.52 que al sustituir G(x) en la ecuación radial los resultados
son consistentes, por lo que G es solución y de acuerdo a la ecuación 6.42 se tiene que

ψ
′(x,y) = cxB1(ax)(ecos(ky)+ f sin(ky)) . (6.53)

con c una constante. Además si 0≤ k2 ≤ T ; λ ′2 > 0 se obtiene la solución general a la ecuación
de Grad-Shafranov para el campo libre de fuerzas adimensional:

ψ
′(x,y) = x

[
cJ1

(√
λ ′2− k2x

)
+dY1

(√
λ ′2− k2x

)]
(ecos(ky)+ f sin(ky)). (6.54)

donde c, d, e, f son constantes.
Finalmente, el campo magnético se expresa como:

B = Bp +Bt = ∇× (
ψ

r
φ̂)− λψ

r
φ̂ = ∇× (

ψ ′ψ0

xR0
φ̂)− λ ′ψ ′ψ0

xR2
0

φ̂ . (6.55)

Las condiciones a la frontera impuestas determinan qué partes de la solución son relevantes
para el problema en cuestión. En esta tesis se estudió el problema de un plasma cuya sección
transversal puede ser un cuadrado o una circunferencia. En el siguiente capı́tulo se desarrollará
la solución para dicha frontera, y a su vez se expondrá el comportamiento de las superficies de
nivel, campos magnéticos, y demás en esta geometrı́a.
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Capı́tulo 7

Resultados

En el capı́tulo anterior se demostró que la ecuación del campo libre de fuerzas (ecuación
6.30) con geometrı́a toroidal puede ser resuelta en términos de una función escalar de flu-
jo ψ(r,z), obtenida a partir de una ecuación tipo Grad-Shafranov (ecuación 6.37). Para dicha
ecuación se encuentra la solución 6.53 en términos de funciones de Bessel de primer orden, de
primer y segundo tipo en la dirección radial r, cuyo argumento contiene la constante λ , asocia-
da a la corriente toroidal, según la ecuación 6.40, y la constante de separación k, ası́ como de
senos y cosenos en la dirección de z, cuyo argumento depende solo de k. El problema que se
presenta ahora es ajustar las soluciones obtenidas a condiciones a la frontera apropiadas. Los
aparatos tipo Reversed Field Pinch (RFP) existentes tienen sección transversal circular, y la co-
lumna de plasma es aislada de las paredes mediante un limitador, de modo que nos interesa en
particular este tipo de frontera. Por lo regular la razón de aspecto ε−1 =Ro/a≥ 4 (ε < 0.25), en
donde Ro es el radio mayor y a el radio menor del toro, lo que permite aproximar el equilibrio
por soluciones con geometrı́a cilı́ndrica, como las obtenidas en (6.19-6.21). Sin embargo, si se
desea diseñar aparatos más compactos, es necesario reducir la razón de aspecto, y los efectos
toroidales adquieren mayor relevancia. Es por ello que este capı́tulo tiene como propósito ex-
plorar esta posibilidad.
Siguiendo el procedimiento de Cerfon y Freidberg en [1], se observa que la solución se puede
reescribir en términos de la suma de un conjunto de funciones, tales que cada una de ellas es
solución de la ecuación de campo libre de fuerzas 6.40 por separado. Para proceder a hacer el
ajuste a las condiciones a la frontera, a excepción de una de ellas cuyo coeficiente es 1, a todas
las demás se asocian coeficientes a ajustar.
Conviene adoptar la normalización propuesta a finales del capı́tulo anterior. Debido a esto,

el argumento de algunas funciones de Bessel quedarı́a como
√

λ 2− k2r =
√

R2
0(λ

2− k2)x =
√

λ ′2− k′2x, y el argumento de los cosenos serı́a kz = k′y. De ahora en adelante por comodidad
se utilizará la siguiente notación: λ ′ ≡ λ , ψ ′ ≡ ψ y k′ ≡ k, entendiendo que son las variables
normalizadas (Nota: Las gráficas presentadas tienen a R y z como funciones. Esto es simple-
mente notación y entiende que se está graficando en términos de las variables normalizadas x
y y). Entonces la solución más general con la que se trabajará será:
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7.1 Solución al problema con frontera rectangular

ψ(x,y,c1,c2,c3,c4,c5,c6,c7,c8,c9,c10) = ψ0 + c1ψ1 + c2ψ2 + c3ψ3 + c4ψ4 + c5ψ5+

+ c6ψ6 + c7ψ7 + c8ψ8 + c9ψ9 + c10ψ10, (7.1)

donde las soluciones que se consideraron son las siguientes

ψ0 = xJ1(λx), (7.2)

ψ1 = xY1(λx), (7.3)

ψ2 = xJ1

(√
λ 2− k2x

)
cos(ky), (7.4)

ψ3 = xY1

(√
λ 2− k2x

)
cos(ky), (7.5)

ψ4 = cos
(

λ

√
x2 + y2

)
, (7.6)

ψ5 = cos(λy), (7.7)

ψ6 = xJ1(λx)y, (7.8)

ψ7 = xY1(λx)y, (7.9)

ψ8 = xJ1

(√
λ 2− k2x

)
sin(ky), (7.10)

ψ9 = xY1

(√
λ 2− k2x

)
sin(ky), (7.11)

ψ10 = sin(λy). (7.12)

Obsérvese que se ha agregado la solución ψ4, que también es solución de la ecuación 6.30,
y es independiente del tipo de soluciones encontradas en el capı́tulo anterior. En adelante nos
interesará en este trabajo únicamente configuraciones que tengan simetrı́a ecuatorial, por lo que
se conservarán solo las soluciones ψ0 a ψ5, cuya paridad es par en y. El resto de las soluciones,
con paridad impar en y serı́an de interés, por ejemplo, si se incluyera un divertor que rompiera
la simetrı́a ecuatorial.

7.1. Solución al problema con frontera rectangular

Si bien el propósito fundamental es estudiar el caso de sección transversal circular, es ins-
tructivo empezar por una sección cuadrada de radio a. En tal caso, si el radio mayor del toro
es R0, en la dirección radial r el intervalo de interés será [R0−a,R0 +a], mientras que z deter-
minará la altura en el intervalo [−a,a]. Ası́, el inverso de la razón de aspecto estará dada por
ε = a/R0.

En términos de las variables normalizadas, los intervalos de interés serán x ∈ [1− ε,1+ ε]
y y ∈ [−ε,ε]. La geomterı́a es descrita en la figura 7.1.
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Figura 7.1: Frontera rectangular

Para este caso se puede pedir como condiciones a la frontera que ψ(1∓ε,y) = 0, ası́ como
ψ(x,∓ε) = 0. Para la condición en la dirección de y se debe de cumplir:

cos(kε) = 0, (7.13)

de modo que

k =
(2n+1)π

2ε
, (7.14)

con n = 0,1,2....
Para tener una solución que permita un valor extremo en el dominio de interés, se elige n = 0,
y entonces

k =
π

2ε
. (7.15)

Para resolver la parte en x, algo que se ocurre a primera instancia es elegir como solución
únicamente ψ2

ψ(x,y) = cxJ1

(√
λ 2− k2x

)
cos(ky), (7.16)

de modo que:

ψ(1∓ ε,0) = c(1∓ ε)J1(
√

λ 2− k2(1∓ ε)) = 0. (7.17)

En este caso las condiciones quedan determinadas por los primeros dos ceros µ1 y µ2 de la
función de Bessel. Entonces

µ1 = (1− ε)
√

λ 2− k2, (7.18)

µ2 = (1+ ε)
√

λ 2− k2, (7.19)
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donde µ1 = 3.83771 y µ2 = 7.01559.
Al tomar la diferencia se obtiene:

µ2−µ1 = 2ε

√
λ 2− k2, (7.20)

y despejando λ de esta última ecuación se llega a:

λ =

√
1

4ε2 (µ2−µ1)2 + k2 =

√
1

4ε2 (µ2−µ1)2 +
(

π

2ε

)2
. (7.21)

Sumando las ecuaciones 7.18 y 7.19 y tomando el cociente de la diferencia respecto a la
suma, se encuentra que ε es consistente con un solo valor:

ε =
µ2−µ1

µ2 +µ1
= 0.2928. (7.22)

Como consecuencia de este valor de ε se tiene que λ = 7.63075 y k = 5.36468.
Para conocer la constante c de la solución 7.16 se utilizó la densidad de corriente del sistema
(ecuación 6.39), que al integrar dicha ecuación se obtiene:

Iφ =
λ 2

µ0x

∫
ε

−ε

∫ 1+ε

1−ε

ψ ·da, (7.23)

es decir:

Iφ = c
λ 2

µ0

∫
ε

−ε

cos
(

πy
2ε

)
dy
∫ 1+ε

1−ε

J1

(√
λ 2− k2x

)
dx (7.24)

que al utilizar Iφ = 0.32MA y despejar c se obtuvo que:

c =−0.143019106. (7.25)

Puesto que esta eleccción es demasiado rı́gida, es necesario considerar una composición de
varias soluciones. Sin embargo nos representa un punto de partida que será útil al mejorar el
ajuste.
Se pueden tomar tres puntos de la frontera para realizar el ajuste:

ψ(1+ ε,0) = 0, (7.26)

ψ(1− ε,0) = 0, (7.27)

ψ(1,ε) = 0. (7.28)

No se toma ψ(1,−ε) pues por simetrı́a del problema resulta redundante. En base a esto se
puede proponer una ψ(x,y) como la suma de las soluciones ψ0 a ψ5, que incluya la ψ0 como
eje, teniendo tres condiciones a la frontera y tres parámetros ajustables. Con estas ecuaciones
se tiene el sisterma de 3 ecuaciones con 3 incógnitas AC = B:
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A =

ψ1|1+ε,0 ψ4|1+ε,0 ψ5|1+ε,0
ψ1|1−ε,0 ψ4|1−ε,0 ψ5|1−ε,0
ψ1|1,ε ψ4|1,ε ψ5|1,ε

 (7.29)

B =

ψ0|1+ε,0
ψ0|1−ε,0
ψ0|1,ε

 (7.30)

C =

c1
c2
c3

 (7.31)

Para conocer C es necesario hacer el producto de matrices:

C = A−1B. (7.32)

El vector de constantes C obtenido para esta razón de aspecto se muestra a continuación:

ε c1 c4 c5

0.2928 0.465631 0.316341 0.0406274

Tabla 7.1: Constantes obtenidas para ε = 0.2928 en el caso rectangular

Conociendo estas constantes también se conoce la solución general. Para observar su com-
portamiento, se graficó dicha solución en los planos y = 0 y x = 1 además de que se obtuvieron
las respectivas curvas de nivel. Por otro lado, también se graficaron los campos toroidal y po-
loidal, junto con el factor de seguridad q. Los resultados se presentan a continuación

7.1.1. Resultados para ε = 0.2928 con frontera rectangular

En estas gráficas se presentan las curvas al considerar solo ψ2 (color rojo) junto con los
resultados al considerar las soluciones ψ0,ψ1,ψ4,ψ5 (color azul).
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7.1 Solución al problema con frontera rectangular

Figura 7.2: Variación de ψ respecto a x (y = 0) para ε = 0.2928 con frontera rectangular

Figura 7.3: Variación de ψ respecto a y (x = 1) para ε = 0.2928 con frontera rectangular

Las curvas de nivel para ambos casos se presenta a continuación
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Figura 7.4: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.2928 con frontera rectangular tomando solo J1

Figura 7.5: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.2928 con frontera rectangular

de donde se observa que el máximo de ψ está de acuerdo a lo que se esperarı́a.
Para el caso donde solo se considera J1 se observa en las curvas de nivel que la frontera se ajus-
ta de muy buena forma, lo cual era de esperarse pues se trata de la razón de aspecto y solución
preferente para los valores de λ y k.
Por otra parte en el otro caso, debido a la simetrı́a ecuatorial el máximo de ψ(1,y) se encuentra
en el centro, mientras que para ψ(x,0) el máximo se presenta un poco a la derecha del centro.
Este fenómeno es conocido como Corrimiento de Shafranov y es un desplazamiento en el eje
magnético debido a la curvatura del toro. Tanto en x como en y se cumplen las condiciones a la
frontera en los extremos, y se observa en las curvas de nivel que la frontera se ajusta en buena
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medida a la forma rectangular aunque no de tan buena forma como al tomar solo J1.

Para los campos magnéticos se tiene el siguiente comportamiento:

Figura 7.6: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para ε = 0.2928 con frontera rectan-

gular

Figura 7.7: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) para ε = 0.2928 con frontera rectan-

gular

nuevamente se tiene un comportamiento de acuerdo a lo esperado, pues las condiciones a la
frontera en los extremos se satisfacen, además de que se observa el corrimiento de Shafranov
en el campo poloidal.
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Finalmente, el factor de seguridad es el siguiente:

Figura 7.8: Factor de seguridad q para ε = 0.2928 con frontera rectangular

Cabe resaltar que R representa la distancia al eje magnético, el cual en caso de haber toroi-
dicidad, no coincide con el eje del toro (Corrimiento de Shafranov). Además, como q > 0 se
debe de tomar el valor absoluto.

Con el fin de estudiar el efecto de elección de distintas soluciones ψ , se volvió a resolver
este caso considerando la solución ψ2 en lugar de la solución ψ4. Esto da lugar a un nuevo
vector de constantes:

ε c1 c2 c5

0.2928 4.80990 -1037.16 -1.58351

Tabla 7.2: Constantes obtenidas para ε = 0.2928 en el segundo enfoque del caso rectangular

Nótese que debido al valor de la constante c2 fue necesario separar estas gráficas del resto.
Los resultados para este caso se presentan a continuación:
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Figura 7.9: Variación de ψ respecto a x (y = 0) para ε = 0.2928 con frontera rectangular (segundo

enfoque)

Figura 7.10: Variación de ψ respecto a y (x= 1) para ε = 0.2928 con frontera rectangular (segundo

enfoque)
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Figura 7.11: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.2928 con frontera rectangular (segundo enfoque)

de donde, como era de esperarse debido a que se utiliza ψ2, hay un mejor ajuste a la frontera,
además del aumento en la escala debido a la constante c2. También nótese que se preserva
la estructura general de las gráficas, lo cual se observa también en los campos y el factor de
seguridad presentados a continuación

Figura 7.12: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para ε = 0.2928 con frontera rectan-

gular (segundo enfoque)
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Figura 7.13: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) para ε = 0.2928 con frontera rectan-

gular (segundo enfoque)

Figura 7.14: Factor de seguridad q para ε = 0.2928 con frontera rectangular (segundo enfoque)

Otra razón de aspecto que se ha utilizado en diversos experimentos es ε = 0.5. Por esta
razón se estudiaron los resultados para este caso.
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7.1.2. Resultados para ε = 0.5 con frontera rectangular

Las constantes obtenidas para este caso fueron las siguientes:

ε c1 c4 c5

0.5 0.279958 0.35548 -0.0591801

Tabla 7.3: Constantes obtenidas para ε = 0.5 en el caso rectangular

Para ψ se obtuvo:

Figura 7.15: Variación de ψ respecto a x (y = 0) para ε = 0.5 con frontera rectangular

Figura 7.16: Variación de ψ respecto a y (x = 1) para ε = 0.5 con frontera rectangular
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Figura 7.17: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.5 con frontera rectangular

Para este caso se observa una inversión en el signo. Además, de acuerdo a las curvas de
nivel, se observa que la frontera se ajusta solo en algunos puntos. Para los campos magnéticos
se tiene que:

Figura 7.18: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) para ε = 0.5 con frontera rectangular
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Figura 7.19: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) para ε = 0.5 con frontera rectangular

La inversión en el signo también se presenta en los campos, aunque las condiciones a la
frontera en los extremos se siguen satisfaciendo.
Para saber en que momento se presenta el cambio de signo, se varió poco a poco la razón
de aspecto y se fueron obteniendo las gráficas correspondientes. Se observo en las curvas de
nivel que el signo de ψ se invertı́a poco a poco como un continuo, entre las razones de aspecto
ε = 0.2928 y ε = 0.4, punto en el cual hay aproximadamente la misma cantidad de valores
positivos como negativos, para luego converger poco a poco en negativos (ε = 0.44) hasta
llegar a ε = 0.5. En las razones de aspecto intermedias las condiciones a la frontera no se
satsifacian. También se observó que para ε más allá de 0.5 las condiciones a la frontera se
fueron cumpliendo en cada vez menos puntos.

Figura 7.20: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.35 con frontera rectangular
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Figura 7.21: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.4 con frontera rectangular

Figura 7.22: Curvas de nivel de ψ para ε = 0.44 con frontera rectangular

Una vez estudiado el caso cuadrado, se procedió a estudiar una frontera más compleja.
Como se mencionó anteriormente, la frontera circular juega un papel importante en los expe-
rimentos de RFP, por lo que a continuación se expondrán los resultados obtenidos para dicha
frontera.
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7.2. Solución al problema con frontera circular

La frontera considerada fue un cı́ruclo de radio a y centro en R0 (Figura 7.23). En términos
de la normalización antes considerada, la circunferencia tiene radio ε .

Figura 7.23: Frontera circular

Nuevamente se presenta simetrı́a ecuatorial, entonces se buscan soluciones que sean simétri-
cas respecto del ecuador, por lo que la solución considerada tiene solo los primeros 5 grados
de libertad:

ψ(x,y,c1,c2,c3,c4,c5) = ψ0 + c1ψ1 + c2ψ2 + c3ψ3 + c4ψ4 + c5ψ5. (7.33)

Como primera aproximación se tomarán los valores de k y λ obtenidos al resolver el ca-
so cuadrado. Por otra parte, también son necesarias 5 ecuaciones para que el sistema con 5
incógnitas tenga solución. Estas 5 ecuaciones se obtienen de las condiciones a la frontera adap-
tadas a la forma circular y son las siguientes:

ψ(1+ ε,0) = 0 (7.34)

ψ(1− ε,0) = 0 (7.35)

ψ(1,ε) = 0 (7.36)
∂ψ

∂x
(1,ε) = 0 (7.37)

∂ 2ψ

∂x2 (1,ε)+
1
ε

∂ψ

∂y
(1,ε) = 0 (7.38)

Las 3 primeras ecuaciones es la condición original evaluada en los extremos derecho, iz-
quierdo y superior de la circunferencia respectivamente. La cuarta condición permite calcular
la pendiente de la recta tangente que pasa por el punto superior. Esta recta es paralela al plano
tangente en ese punto que a su vez es paralelo al eje x. Por último la quinta condición hace
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referencia a la curvatura. Al parametrizar la circunferencia de radio ε en función de su ángulo,
se encuentra que su curvatura es κ =± 1

ε
, donde el signo varı́a según el punto a consideración.

Ahora se tiene el sistema de 5 ecuaciones con 5 incógnitas AC = B, donde:

A =


ψ1|1+ε,0 ψ2|1+ε,0 ψ3|1+ε,0 . . . ψ5|1+ε,0
ψ1|1−ε,0 ψ2|1−ε,0 ψ3|1−ε,0 . . . ψ5|1−ε,0

...
...

...
. . .

...
∂ 2ψ1
∂x2 + ...|1,ε ∂ 2ψ2

∂x2 + ...|1,ε ∂ 2ψ3
∂x2 + ...|1,ε . . . ∂ 2ψ5

∂x2 + ...|1,ε

 (7.39)

B =


ψ0|1+ε,0
ψ0|1−ε,0

...
∂ 2ψ0
∂x2 + ...|1,ε

 (7.40)

C =


c1
...
...

c5

 (7.41)

Por lo que, nuevamente es necesario hacer el producto de matrices:

C = A−1B (7.42)

En los resultados se consideraron tres razones de aspecto y se obtuvo lo siguiente:

ε c1 c2 c3 c4 c5

0.2928 0.45426 0.43681 -0.0334083 0.329412 0.0429488

0.5 0.153885 0.666152 0.650754 0.414763 -0.0955109

0.9 -0.177086 1.65322 0.813421 0.876068 -0.620258

Tabla 7.4: Constantes obtenidas para distintas razones de aspecto en el caso circular

Una vez conocidas las constantes, se conoce la solución total y por ende los campos
magnéticos toroidal y poloidal.

Al obtener los primeros resultados se observó que las condiciones a la frontera no se cum-
plian. Un análisis posterior reveló que esto se debió a que se utilizaron los valores de λ y k
obtenidos del caso cuadrado. Para encontrar los valores que se ajusten a la frontera se utilizó
un método variacional. Este consiste en tomar el valor conocido de k y sumarle una pequeña
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variación kp, obtiendo un nuevo valor k′ = k+kp. Al evaluar este resultado, también se obtiene
un nuevo valor de λ , nuevas constantes c1, ...,c5 y nueva ψ(x,y).

7.3. Aproximación a la solución al modificar k

El objetivo es encontrar el valor de kp adecuado para el cual las condiciones a la frontera
se cumplen.
Por otro lado, se expuso en capı́tulos anteriores el caso cilı́ndrico. Los resultados toroidales
deben de coincidir con los cilı́ndricos en el lı́mite de razón de aspecto muy grande. Por esta
razón primero se expondrán los resultados al utilizar un inverso de razón de aspecto de ε = 0.05
y se compararán con los del caso cilı́ndrico.
A continuación se muestran los resultados obtenidos.

7.3.1. Resultados para ε = 0.05

A continuación se presentan las gráficas de ψ , para y = 0 en función de x y para x = 1 en
función de y. En las gráficas se observan distintos valores de kp.

Figura 7.24: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.05
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Figura 7.25: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.05

En estas imágenes se observa que las condiciones a la frontera en los extremos se cumplen
para todos los casos. El comportamiento en el centro es difı́cil predecir debido a que ψ es suma
de funciones de Bessel, sin embargo, con las curvas de nivel se observará mejor que valor de
kp es el adecuado. Estas curvas se obtuvieron mientras se variaba poco a poco el valor de kp.
A continuación se presentan los resultados con k sin modificar y las curvas cuyo valor de kp se
ajustó de mejor manera.

Figura 7.26: Curvas de nivel de ψ con kp = 0 para ε = 0.05
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Figura 7.27: Curvas de nivel de ψ con kp =−3.6 para ε = 0.05

En los resultados sin modificar k se observa que el eje magnético está un poco desplazado
hacia la izquierda, además de que las superficies está un poco ovaladas y en la frontera se pierda
casi toda la forma circular. Agregando la variación kp = −3.6 el eje magnético se desplaza al
centro, tal y como es de esperarse, sin embargo los valores cercanos a la frontera no se ajustan
de manera óptima.
Ahora se presentan las gráficas de los campo magnéticos toroidal y poloidal para distintos
valores de kp:

Figura 7.28: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.05
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Figura 7.29: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.05

Con estos resultados se verifica que el valor de kp es el más cercano a lo esperado, pues el
campo toroidal con este valor es el único que se parece a un campo toroidal de un RFP en el
caso cilı́ndrico (Similar a J1). Aunado a esto, el campo poloidal con kp =−3.6 es el único que
tiene la forma esperada de un RFP cilı́ndrico (Similar a J0). Se concluye que kp = −3.6 es la
aproximación más cercana encontrada hasta ahora.
Ahora se procederá a analizar la siguiente razón de aspecto.

7.3.2. Resultados para ε = 0.2928

Para este caso se utilizaron nuevos valores de kp. A continuación se presentan las gráficas
del flujo ψ con algunas curvas de nivel

Figura 7.30: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.2928
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Figura 7.31: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.2928

Figura 7.32: Curvas de nivel de ψ con kp = 0 para ε = 0.2928
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Figura 7.33: Curvas de nivel de ψ con kp = 1.0 para ε = 0.2928

De estos resultados se observa que ninguno de los valores de kp hace que la solución se
ajuste a lo esperado. Esto se corrobora con los campos magnéticos presentados a continuación

Figura 7.34: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.2928
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Figura 7.35: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.2928

donde ninguno de los campos presenta un comportamiento similar al de los campos de un RFP,
por lo que se descartan los valores de kp empleados en esta razón de aspecto.
Ahora se procederá a la razón de aspecto ε = 0.5

7.3.3. Resultados para ε = 0.5

Al igual que en los casos anteriores se comenzará analizando el flujo magnético, recordando
que se emplearon nuevos valores de kp.

Figura 7.36: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.5
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Figura 7.37: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.5

De acuerdo a estas gráficas, se observa que el valor de kp = 0.8 es la mejor aproximación
que se logró.
Cabe notar que debido a la toroidicidad se observa un Corrimiento de Shafranov. Esto se vi-
sualiza mejor con las curvas de nivel presentadas a continuación

Figura 7.38: Curvas de nivel de ψ con kp = 0 para ε = 0.5
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Figura 7.39: Curvas de nivel de ψ con kp = 0.8 para ε = 0.5

donde se observa que usando kp = 0.8 se obtiene un resultado bastante congruente en el centro
de la curvas, pero no ası́ cerca de la frontera.
Para finalizar esta razón de aspecto se muestran a continuación los campos magnéticos, donde
también se observa que el valor kp = 0.8 es el que mejor se ajusta a los campos de un RFP.

Figura 7.40: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.5
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Figura 7.41: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.5

7.3.4. Resultados para ε = 0.9

La última razón de aspecto considerada fue ε = 0.9. El flujo magnético es presentado en
las siguientes gráficas considerando distintos valores de kp

Figura 7.42: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.9
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Figura 7.43: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.9

Se observan en estos resultados que pequeñas variaciones en kp se traducen en grandes
cambios en el flujo magnético. El valor kp = 0.5 es la mejor aproximación encontrada en este
caso, esto se visualiza mejor con las curvas de nivel presentadas a continuación

Figura 7.44: Curvas de nivel de ψ con kp = 0 para ε = 0.9
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Figura 7.45: Curvas de nivel de ψ con kp = 0.5 para ε = 0.9

Donde se observa que las condiciones a la frontera se satisfacen de manera muy precisa.
Finalmente, se presentan los campos magnéticos para este caso

Figura 7.46: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas kp para ε = 0.9
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Figura 7.47: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas kp para ε = 0.9

Se probaron numerosos valores de kp y aunque hubo mejorı́a en los resultados, ningún va-
lor (salvo en el caso de ε = 0.9) satisfació enteramente las condiciones a la frontera.

Por esta razón se siguió otra alternativa, la cual es modificar λ directamente, es decir, pro-
poner una variación λp de tal manera que el nuevo valor de λ sea: λ ′ = λ +λp. Esto a su vez
genera una nueva solución ψ que se espera sea la solución adecuada al problema. Al igual que
en el caso de kp, se varió λp para distintas razones de aspecto.

7.4. Aproximación a la solución al modificar λ

7.4.1. Resultados para ε = 0.05

Primero se presentan las gráficas del flujo ψ y se compara con el valor de λp que mejor
ajustó las condiciones a la frontera:
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Figura 7.48: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.05

Figura 7.49: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.05

de donde se observa que el valor λp = 2.9 es la mejor aproximación. Para confirmar esto ahora
se presenta la curva de nivel correspondiente
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Figura 7.50: Curvas de nivel de ψ con λp = 2.9 para ε = 0.05

En este caso no se presenta corrimiento de Shafranov debido a que se trata de un caso
sin curvatura por toroidicidad (caso cilı́ndrico). También se observa que las condiciones se
satisfacen en la mayor parte de la frontera.
Para los campos magnéticos se tienen los siguientes comportamientos

Figura 7.51: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.05
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Figura 7.52: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.05

Tanto en el campo toroidal como para el poloidal, si λp = 2.9, se tiene un ajuste de acuerdo a
lo que se esperarı́a en un caso cilı́ndrico. Debido a esto también se graficó el factor de seguridad
para este caso, obteniéndose:

Figura 7.53: Factor de seguridad q para ε = 0.05 con frontera circular

Ahora se continuará con la siguiente razón de aspecto, para la cual se utilizaron nuevos
valores de λp
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7.4.2. Resultados para ε = 0.2928

Figura 7.54: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.2928

Figura 7.55: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.2928

De las curvas de ψ se observa que al usar λp = 0.65 se obtienen los mejores resultados. En
las curvas de nivel mostradas a continuación se oberva un ajuste muy bueno con este valor de
λp, además de un corrimiento de Shafranov pequeño.
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Figura 7.56: Curvas de nivel de ψ con λp = 0.65 para ε = 0.2928

Para concluir esta razón de aspecto se presentan los campos magnéticos y el factor de
seguridad

Figura 7.57: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.2928
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Figura 7.58: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.2928

Figura 7.59: Factor de seguridad q para ε = 0.2928 con frontera circular
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7.4.3. Resultados para ε = 0.5

Figura 7.60: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.5

Figura 7.61: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.5
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Figura 7.62: Curvas de nivel de ψ con λp = 0.5 para ε = 0.5

Para esta razón de aspecto el valor λp = 0.5 fue el que mejor ajustaba los resultados. El
comportamiento es muy similar al de la razón de aspecto ε = 0.2928 ya ajustada. Esto junto
con el hecho de que el corrimiento de Shafranov es un poco mayor que el caso anterior indica
que se tiene un resultado de acuerdo a lo esperado. Por otra parte los campos magnéticos
y el factor de seguridad, presentados a continuación, también se comportan de acuerdo a lo
esperado.

Figura 7.63: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.5
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Figura 7.64: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.5

Figura 7.65: Factor de seguridad q para ε = 0.5 con frontera circular

7.4.4. Resultados para ε = 0.9

Los resultados de modificar λ para la última razón de aspecto son presentados a continua-
ción, empezando por el flujo ψ .
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Figura 7.66: Variación de ψ respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.9

Figura 7.67: Variación de ψ respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.9
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Figura 7.68: Curvas de nivel de ψ con λp = 0.4 para ε = 0.9

Se observa que λp = 0.4 presenta el mejor ajuste. También cabe resaltar que para este caso
hubo una variación muy grande en ψ al pasar de λp = 0.3 a λp = 0.4 algo que no se presentó
en casos anteriores. Finalmente, los campos magnéticos y el factor de seguridad presentaron el
siguiente comportamiento.

Figura 7.69: Campo magnético toroidal respecto a x (y = 0) con distintas λp para ε = 0.9
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Figura 7.70: Campo magnético poloidal respecto a y (x = 1) con distintas λp para ε = 0.9

Figura 7.71: Factor de seguridad q para ε = 0.9 con frontera circular
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Capı́tulo 8

Conclusiones

Se hizo una exploración en el capı́tulo 7 de las propiedades de las soluciones obtenidas en
el capı́tulo 6, haciendo notar una serie de resultados interesantes.
Primero, se observó que para cualquiera que sea la frontera, es necesario hacer un ajuste a la
frontera tomando un número de términos igual a un número de condiciones impuestas sobre
puntos especı́ficos de esta, pues como se observó en el caso rectangular, una simple separación
de variables no es suficiente. En parte el problema se reduce a resolver un sistema lineal de
ecuaciones simultáneas. Sin embargo, quedan los parámetros λ y k, que entran en el argumen-
to de las funciones de Bessel de primer orden y deben ser ajustados por separado.
Se encontró que esta forma de ajustar las condiciones a la frontera es muy limitada. Existen
casos en los que, aunque se satisfagan las condiciones impuestas, las soluciones obtenidas no
dan lugar a superficies cerradas de campo magnético. Una alternativa que se puede seguir es
tratar a λ y k como incógnitas y resolver directamente el problema no lineal [1].
Del caso cuadrado se observa que, al obtener los valores de λ a partir solo de J1, las razones de
aspecto cercanas a ε = 0.2928 tiene comportamientos favorables. Al ir disminuyendo la razón
de aspecto, se observa una inversión en el signo tanto de ψ como de los campos, resultado que
queda pendiente de entender.
Para razones de aspecto muy pequeñas, como es el caso de ε = 0.9, no fue posible encontrar
soluciones con campo magnético cerrado. Esto probablemente se debe a que en estos casos,
no es suficiente tomar una sección transversal cuadrada y es necesario incluir fronteras con
curvatura.
Una alternativa para solucionar este problema, es seguir el proceso empleado para el caso cir-
cular y variar poco a poco tanto k como λ . En vista de que ningún experimento en la actualidad
presenta un plasma con frontera rectangular no se profundizó más en el tema, sin embargo
puede resultar un buen ejercicio ver qué sucede en dichos casos.
Del caso circular, se observa que de acuerdo al procedimiento seguido, las condiciones a la
frontera se ajustan mejor al variar λ en vez de k, salvo el caso de ε = 0.9, donde ambos ajustes
son buenos. Debido a que k fue determinada al resolver la ecuación en y la cual, debido a la
simetrı́a, siempre tiene forma de coseno, era de esperarse que el valor de λ (que depende di-
rectamente si se considera J1,Y1 o ambas) fuera el que cambiara más.
Como trabajo a futuro con base en los resultados obtenidos, se puede calcular tanto la energı́a
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8. CONCLUSIONES

de campo magnético como la helicidad magnética para cada razón de aspecto, y ası́ deducir
qué configuraciones geométricas presentan estados de Taylor más eficientes.
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Apéndice A

Solución a la ecuación radial

En este apéndice se muestran los cálculos hechos para resolver la parte radial de la ecua-
ción de Grad-Shafranov para campo libre de fuerzas.

Se tiene que la solución propuesta a la ecuación radial es:

G(x) = xB1(ax). (A.1)

Derivando esta ecuación se obtiene:

G′(x) = xB′1(ax)+B1(ax). (A.2)

Utilizando la ecuación 6.48 se obtiene:

B′1(ax) =
a
2
[B0(ax)∓B2(ax)] , (A.3)

pero B2(ax) es, por la ecuación 6.47:

B2(ax) =
2
ax

B1(ax)−B0(ax), (A.4)

por lo que al sustituir en la ecuación A.3 se obtiene:

B′1(ax) =
a
2

[
B0(ax)∓ 2

ax
B1(ax)±B0(ax)

]
. (A.5)

Para el primer signo se tiene que:

B′1(ax) =
a
2

[
B0(ax)− 2

ax
B1(ax)+B0(ax)

]
= aB0(ax)− 1

x
B1(ax), (A.6)

y por lo tanto:

G′(x) = x
[

aB0(ax)− 1
x

B1(ax)
]
+B1(ax) = axB0(ax). (A.7)

Por otra parte, para el segundo signo se tiene:
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A. SOLUCIÓN A LA ECUACIÓN RADIAL

B′1(ax) =
a
2

[
B0(ax)+

2
ax

B1(ax)−B0(ax)
]
=

1
x

B1(ax), (A.8)

y por lo tanto:

G′(x) = x
(

1
x

B1(ax)
)
+B1(ax) = 2B1(ax). (A.9)

Por lo que bastarı́a demostrar que 2B1(ax) = axB0(ax) para el segundo signo. En efecto, se
tiene que:

B0(ax) =− 2
ax

B1(ax)+
2
ax

B1(ax)+B0(ax) =
2
ax

B−1(ax)−B−2(ax) =
2
ax

B1(ax), (A.10)

donde se usaron las ecuaciones 6.49 y 6.47.

Ahora, calculando la segunda derivada se tiene que:

G′′(x) = axB′0(ax)+aB0(ax) =
a2x
2

[B−1(ax)∓B1(ax)]+aB0(ax). (A.11)

donde se usó la ecuacion 6.48. Finalmente como B−1(ax) =∓B1(ax) se llega a:

G′′(x) = aB0(ax)∓a2xB1(ax). (A.12)
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Códigos
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Codigo para caso cuadrado (Julia)

April 2, 2019

In [1]: using SpecialFunctions

#Funciones de Bessel

J1(R, t) = besselj(1, t*R)

Y1(R, t) = bessely(1, t*R)

#Derivadas de Funciones de Bessel

J1R(R, t) = t*(besselj(1, t*R)/(t*R) - besselj(2, t*R))

Y1R(R, t) = t*(bessely(1, t*R)/(t*R) - bessely(2, t*R))

J1RR(R, t) = (t^2)*(-3*besselj(2, t*R)/(t*R) + besselj(3, t*R))

Y1RR(R, t) = (t^2)*(-3*bessely(2, t*R)/(t*R) + bessely(3, t*R))

Out[1]: Y1RR (generic function with 1 method)

In [2]: #Definicion de soluciones peque~nas

#Comentar o descomentar las soluciones que se toman en cuenta

ψ0(R, t) = R*J1(R, t)

ψ1(R, t) = R*Y1(R, t)

ψ2(R, t, k, Z) = R*J1(R, t)*cos(k*Z)

#ψ4(R, t, Z) = cos(t*sqrt(R^2 + Z^2))

ψ5(t, Z) = cos(t*Z)

#Primeras derivadas respecto de R

ψ0R(R, t) = R*J1R(R, t) + J1(R, t)

ψ1R(R, t) = R*Y1R(R, t) + Y1(R, t)

ψ2R(R, t, k, Z) = (R*J1R(R, t) + J1(R, t))*cos(k*Z)

#ψ4R(R, t, Z) = -sin(t*sqrt(R^2 + Z^2))*R*t*((R^2 + Z^2)^(-0.5))

#Segundas derivadas respecto de R

ψ0RR(R, t) = R*J1RR(R, t) + 2*J1R(R, t)

ψ1RR(R, t) = R*Y1RR(R, t) + 2*Y1R(R, t)

ψ2RR(R, t, k, Z) = (R*J1RR(R, t) + 2*J1R(R, t))*cos(k*Z)

#ψ4RR(R, t, Z) = -ψ4(R, t, Z)*((R*t*((R^2 + Z^2)^(-0.5)))^2) - sin(t*sqrt(R^2 + Z^2))*(t*((R^2 + Z^2)^(-0.5)) - t*(R^2)*((R^2 + Z^2)^(-1.5)))

#Primeras derivadas respecto de Z

ψ2Z(R, t, k, Z) = -k*R*J1(R, t)*sin(k*Z)

#ψ4Z(R, t, Z) = -sin(t*sqrt(R^2 + Z^2))*t*Z*((R^2 + Z^2)^(-0.5))

ψ5Z(t, Z) = -t*sin(t*Z)

Out[2]: ψ5Z (generic function with 1 method)

In [3]: #Aqui resolvemos el sistema lineal para encontrar C para distintas razones de aspecto

#function constantes(xe, xl)

1



#Puntos de la frontera a evaluar

#R1 = 1 + xe

#R2 = 1 - xe

#R3 = 1

#Ze = xe

#Zo = 0

#Matriz de soluciones

#A = zeros((3,3))

#A[1,:]=[ψ1(R1,xl), ψ4(R1,xl,Zo), ψ5(xl,Zo)]
#A[2,:]=[ψ1(R2,xl), ψ4(R2,xl,Zo), ψ5(xl,Zo)]
#A[3,:]=[ψ1(R3,xl), ψ4(R3,xl,Ze), ψ5(xl,Ze)]
#Vector de Resultados

#B = -[ψ0(R1,xl), ψ0(R2,xl), ψ0(R3,xl)]
#Inversa de matriz de soluciones

#Ai = inv(A)

#Vector de constantes

#C = Ai*B

# return C,R1,R2

#end

Out[3]: constantes (generic function with 1 method)

In [11]: #Aqui resolvemos el sistema lineal para encontrar C para distintas razones de aspecto

#ESTA PARTE SE UTILIZA CUANDO SE USA PSI2 en eps=0.2928

function constantes(xe, xk, xl)

d = sqrt(xl^2 - xk^2)

#Puntos de la frontera a evaluar

R1 = 1 + xe

R2 = 1 - xe

R3 = 1

N = 1/xe

Ze = xe

Zo = 0

#Matriz de soluciones

A = zeros((3,3))

A[1,:]=[ψ1(R1,xl), ψ2(R1,d,xk,Zo), ψ5(xl,Zo)]
A[2,:]=[ψ1(R2,xl), ψ2(R2,d,xk,Zo), ψ5(xl,Zo)]
A[3,:]=[ψ1(R3,xl), ψ2(R3,d,xk,Ze), ψ5(xl,Ze)]
#Vector de Resultados

B = -[ψ0(R1,xl), ψ0(R2,xl), ψ0(R3,xl)]
#Inversa de matriz de soluciones

Ai = inv(A)

#Vector de constantes

C = Ai*B

return C,d,R1,R2

end

Out[11]: constantes (generic function with 1 method)
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In [12]: #Calculo de la solucion general

#razón de aspecto

ε = 0.2928

#Ceros de J1

µ1 = 3.83771

µ2 = 7.01559

#Valores de k y lambda

kb = π/(2*ε)
λb = sqrt(((µ2-µ1)/(2*ε))^2 + kb^2)

return ε, λb, kb

Out[12]: (0.2928, 7.630832710446611, 5.364741553261259)

In [20]: #C,R1,R2=constantes(ε, λb)

Out[20]: ([0.685122, 0.328673, -0.0137258], 1.44, 0.56)

In [13]: #Para caso de psi2

C,d,R1,R2=constantes(ε,kb,λb)

Out[13]: ([4.80991, -1037.17, -1.58351], 5.426707650273225, 1.2928, 0.7072)

In [6]: #ESTO ES PARA EL OTRO CASO RECTANGULAR

#µ0 = (4*π)*(10^-7)
#Iφ = 0.32*(10^6)

#icos = 0.372805

#ibes = -0.129521

#return µ0,Iφ

Out[6]: (1.2566370614359177e-6, 320000.0)

In [7]: #h = (µ0*Iφ)/(λb^2*icos*ibes)

Out[7]: -0.14301910624384495

In [14]: #Funciones psi y su gradiente en este sistema coordenado

#ψ(R, t, Z) = ψ0(R, t) + C[1]*ψ1(R, t) + C[2]*ψ4(R, t, Z) + C[3]*ψ5(t, Z)

#ψrz(R,Z) = ψ(R, λb, Z)

#ψr(R) = ψ(R, λb, 0)

#ψz(Z) = ψ(1, λb, Z)

#GψR(R, t, Z) = ψ0R(R, t) + C[1]*ψ1R(R, t) + C[2]*ψ4R(R, t, Z)

#GψZ(R, t, Z) = ψ0R(R, t) + C[1]*ψ1R(R, t) + C[2]*ψ4R(R, t, Z)

#Esto es para el caso psi2

ψ(R, t, k, m, Z) = ψ0(R, t) + C[1]*ψ1(R, t) + C[2]*ψ2(R, m, k, Z) + C[3]*ψ5(t, Z)

ψrz(R,Z) = ψ(R, λb, kb, d, Z)

ψr(R) = ψ(R, λb, kb, d, 0)

ψz(Z) = ψ(1, λb, kb, d, Z)
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GψR(R, t, k, m, Z) = ψ0R(R, t) + C[1]*ψ1R(R, t) + C[2]*ψ2R(R, m, k, Z)

#Esto son para el otro caso de 0.2928

#ψrzm(R,Z) = h*R*besselj(1, sqrt(λb^2 - kb^2)*R)*cos(kb*Z)

#ψrm(R)=ψrzm(R,0)
#ψzm(Z)=ψrzm(1,Z)
#GψRm(R)= h*(besselj(1, sqrt(λb^2 - kb^2)*R) + R*(sqrt(λb^2 - kb^2)*(besselj(1, sqrt(λb^2 - kb^2)*R)/(sqrt(λb^2 - kb^2)*R) - besselj(2, sqrt(λb^2 - kb^2)*R))))

#Campos Toroidales

#Bt(R) = λb*ψ(R, λb, 0)/R

#Caso de psi2

Bt(R) = λb*ψ(R, λb, kb, d, 0)/R

#Otro caso de eps

#Btm(R) = λb*ψrm(R)/R

#Campos Poloidales

#Bp(R) = GψR(R, λb, 0)/R

#caso de psi2

Bp(R) = GψR(R, λb, kb, d, 0)/R

#Otro caso de eps

#Bpm(R) = GψRm(R)/R
#Lo siguiente siempre va descomentado

x = R2:0.001:R1

y = -ε:0.001:ε

Out[14]: -0.2928:0.001:0.2922

In [15]: ψrb = collect(ψr(x) for x in R2:0.001:R1)

ψzb = collect(ψz(y) for y in -ε:0.001:ε)
Btb = collect(Bt(x) for x in R2:0.001:R1)

Bpb = collect(Bp(x) for x in R2:0.001:R1)

#otro caso

#ψrmb = collect(ψrm(x) for x in R2:0.001:R1)

#ψzmb = collect(ψzm(y) for y in -ε:0.001:ε)
#Btmb = collect(Btm(x) for x in R2:0.001:R1)

#Bpmb = collect(Bpm(x) for x in R2:0.001:R1)

Out[15]: 586-element Array{Float64,1}:
2254.04428507923

2253.953770316861

2253.7974210694238

2253.575333937927

2253.2876070410202

2252.9343400117114

2252.515633994042

2252.031591639731

2251.482317104784

2250.8679160460624
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2250.188495617816

2249.444164468185

2248.6350327356627
...

-1683.5397122129923

-1684.1652292565502

-1684.7407445047127

-1685.2662782624998

-1685.7418522272767

-1686.1674894873254

-1686.543214520392

-1686.8690531921945

-1687.1450327548869

-1687.3711818454976

-1687.547530484322

-1687.674110073278

In [16]: using Plots; pyplot()

font = Plots.font("Helvetica", 9)

pyplot(guidefont=font, xtickfont=font, ytickfont=font, legendfont=font, titlefont=font)

Out[16]: Plots.PyPlotBackend()

In [22]: #Cambiar titulos y demás para distintas razones de aspecto y distintos casos

plot(x,ψrb, title="ψ(R,0) para ε = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", ylabel="ψ(R,0)", label="ψ")
#plot!(x,ψrmb,lw=2, label="ψ2")
#Guarda la grafica como imagen

png("RecPsi2R029")

In [23]: plot(y,ψzb, title="ψ(1,Z) para ε = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="Z", ylabel="ψ(1,Z)", label="ψ")
#plot!(y,ψzmb, lw=2, label="ψ2")
png("RecPsi2Z029")

In [24]: plot(x,Btb, title="Bt(R,0) para ε = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", ylabel="Bt(R,0)", label="Bt")

#plot!(x,Btmb, lw=2, label="Bt2")

png("RecBt2R029")

In [25]: plot(x,Bpb, title="Bp(R,0) para ε = 0.2928 con segundo enfoque", lw=2, xlabel="R", ylabel="Bp(R,0)", label="Bp")

#plot!(x,Bpmb, lw=2, label="Bp2")

png("RecBp2R029")

In [26]: W = map(ψrz, x, y)

p1 = contour(x, y, ψrz, fill=true, title="ψ(R,Z) para ε = 0.2928 con segundo enfoque")

plot(p1)

png("psrz2029")

In [22]: #W = map(ψrzm, x, y)

#p1 = contour(x, y, ψrzm, fill=true, title="ψ(R,Z) para ε = 0.2928 tomando solo J1")

#plot(p1)

#png("2psrz029")

In [ ]:

5



Código para caso circular (Python)

April 2, 2019

1 # i m p o r t s c i p y . i n t e g r a t e a s i n t e g r a t e
2 i m p o r t s c i p y . s p e c i a l a s s p e c i a l
3 i m p o r t numpy as np
4 i m p o r t m a t p l o t l i b . p y p l o t a s p l t
5 from m a t p l o t l i b i m p o r t cm
6 from s c i p y i m p o r t o p t i m i z e
7

8 # Def in imos l a s f u n c i o n e s de B e s s e l y s u s d e r i v a d a s en una forma
compacta

9 J 1 =lambda x , t : s p e c i a l . j n ( 1 , t ∗x )
10 Y 1=lambda x , t : s p e c i a l . yn ( 1 , t ∗x )
11 J 1 p =lambda x , t : t ∗ ( s p e c i a l . j n ( 1 , t ∗x ) / ( t ∗x ) − s p e c i a l . j n ( 2 , t ∗x ) )
12 Y 1p=lambda x , t : t ∗ ( s p e c i a l . yn ( 1 , t ∗x ) / ( t ∗x ) − s p e c i a l . yn ( 2 , t ∗x ) )
13 J 1pp =lambda x , t : ( t ∗∗2) ∗(−3∗ s p e c i a l . j n ( 2 , t ∗x ) / ( t ∗x ) + s p e c i a l . j n

( 3 , t ∗x ) )
14 Y 1pp=lambda x , t : ( t ∗∗2) ∗(−3∗ s p e c i a l . yn ( 2 , t ∗x ) / ( t ∗x ) + s p e c i a l . yn

( 3 , t ∗x ) )
15 # Def in imos l a s f u n c i o n e s componentes
16 Ps 0 =lambda x , t : x∗ J 1 ( x , t )
17 Ps 1 =lambda x , t : x∗Y 1 ( x , t )
18 Ps 2 =lambda x , y , t , l : x∗ J 1 ( x , t ) ∗np . cos ( l ∗y )
19 Ps 3 =lambda x , y , t , l : x∗Y 1 ( x , t ) ∗np . cos ( l ∗y )
20 Ps 4 =lambda x , y , t : np . cos ( t ∗np . s q r t ( x∗∗2 + y ∗∗2) )
21 Ps 5 =lambda y , t : np . cos ( t ∗y )
22 # Def in imos l a s d e r i v a d a s p r i m e r a s r e s p e c t o a R , de cada f u n c i o n

componente
23 P s 0 r =lambda x , t : x∗ J 1 p ( x , t ) + J 1 ( x , t )
24 P s 1 r =lambda x , t : x∗Y 1p ( x , t ) + Y 1 ( x , t )
25 P s 2 r =lambda x , y , t , l : ( x∗ J 1 p ( x , t ) + J 1 ( x , t ) ) ∗np . cos ( l ∗y )
26 P s 3 r =lambda x , y , t , l : ( x∗Y 1p ( x , t ) + Y 1 ( x , t ) ) ∗np . cos ( l ∗y )
27 P s 4 r = lambda x , y , t : −np . s i n ( t ∗np . s q r t ( x∗∗2 + y ∗∗2) ) ∗ t ∗x ∗ ( ( x∗∗2 +

y ∗∗2) ∗∗−0.5)
28 # Def in imos l a s d e r i v a d a s s e g u n d a s r e s p e c t o a R , de cada f u n c i o n

componente
29 P s 0 r r = lambda x , t : x∗ J 1pp ( x , t ) + 2∗ J 1 p ( x , t )
30 P s 1 r r = lambda x , t : x∗Y 1pp ( x , t ) + 2∗Y 1p ( x , t )
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31 P s 2 r r = lambda x , y , t , l : ( x∗ J 1pp ( x , t ) + 2∗ J 1 p ( x , t ) ) ∗np . cos ( l ∗y )
32 P s 3 r r = lambda x , y , t , l : ( x∗Y 1pp ( x , t ) + 2∗Y 1p ( x , t ) ) ∗np . cos ( l ∗y )
33 # P s 4 r r = lambda x , y , t : −Ps 4 ( x , y , t ) ∗ ( ( t ∗x ∗ ( ( x∗∗2 + y ∗∗2) ∗∗−0.5) )

∗∗2) + P s 4 r ( x , y , t ) ∗ ( 1 / x − x ∗ ( ( x∗∗2 + y ∗∗2) ∗∗−1) )
34 P s 4 r r = lambda x , y , t : −Ps 4 ( x , y , t ) ∗ ( ( t ∗x ∗ ( ( x∗∗2 + y ∗∗2) ∗∗−0.5) )

∗∗2) − np . s i n (
35 t ∗np . s q r t ( x∗∗2 + y ∗∗2) ) ∗ ( t ∗ ( ( x∗∗2 + y ∗∗2) ∗∗ ( −0.5) ) − t ∗ ( x

∗∗2) ∗ ( ( x∗∗2 + y ∗∗2) ∗∗ ( −1.5) ) )
36 # Def in imos l a s d e r i v a d a s p r i m e r a s r e s p e c t o a Z , de cada f u n c i o n

componente
37 Ps 2z =lambda x , y , t , l : − l ∗x∗ J 1 ( x , t ) ∗np . s i n ( l ∗y )
38 Ps 3z =lambda x , y , t , l : − l ∗x∗Y 1 ( x , t ) ∗np . s i n ( l ∗y )
39 Ps 4z =lambda x , y , t : −np . s i n ( t ∗np . s q r t ( x∗∗2 + y ∗∗2) ) ∗ t ∗y ∗ ( ( x∗∗2 + y

∗∗2) ∗∗−0.5)
40 Ps 5z =lambda y , t : −np . s i n ( t ∗y ) ∗ t
41

42 # Func ion que r e s u e l v e e l s i s t e m a l i n e a l p a r a o b t e n e r
43 # l o s v a l o r e s de C , p a r a l o s v a l o r e s e p s i l o n ( x e ) , lambda ( x l a )
44 #y k ( x k ) .
45 # Usando e s t a f u n c i o n pueden o b t e n e r s e v a l o r e s de C p a r a d i f e r e n t e s
46 # d e f i n i c i o n e s de k y lambda .
47 d e f RFP Circ ( x e , x k , x l a ) :
48 # C o n s t a n t e en l a s s o l u c i o n e s
49 d=np . s q r t ( ( ( x l a ) ∗∗2) −(( x k ) ∗∗2) )
50 # Def in imos l o s p u n t o s donde se e v a l u a n l a s c o n d i c i o n e s a l a

f r o n t e r a
51 R1 =1.0 + x e
52 R2 =1.0 − x e
53 R3 =1.0
54 Z1 =0 .0
55 # Todos l o s r e s u l t a d o s a n t e r i o r e s f u e r o n o b t e n i d o s usando
56 #Z2= x e 1 9 / 0 9 / 1 8
57 Z2=−x e
58 N3=1/ x e
59 # Def in imos l a s m a t r i c e s que c o n t i e n e n l a s c o n d i c i o n e s a l a

f r o n t e r a
60 A=np . z e r o s ( ( 5 , 5 ) )
61 A[ 0 , : ] = ( Ps 1 ( R1 , x l a ) , Ps 2 ( R1 , Z1 , d , x k ) , Ps 3 ( R1 , Z1 , d , x k ) ,

Ps 4 ( R1 , Z1 , x l a ) , Ps 5 ( Z1 , x l a ) )
62 A[ 1 , : ] = ( Ps 1 ( R2 , x l a ) , Ps 2 ( R2 , Z1 , d , x k ) , Ps 3 ( R2 , Z1 , d , x k ) ,

Ps 4 ( R2 , Z1 , x l a ) , Ps 5 ( Z1 , x l a ) )
63 A[ 2 , : ] = ( Ps 1 ( R3 , x l a ) , Ps 2 ( R3 , Z2 , d , x k ) , Ps 3 ( R3 , Z2 , d , x k ) ,

Ps 4 ( R3 , Z2 , x l a ) , Ps 5 ( Z2 , x l a ) )
64 A[ 3 , : ] = ( P s 1 r ( R3 , x l a ) , P s 2 r ( R3 , Z2 , d , x k ) , P s 3 r ( R3 , Z2 , d , x k )

, P s 4 r ( R3 , Z2 , x l a ) , 0 . 0 )
65 A[ 4 , : ] = ( P s 1 r r ( R3 , x l a ) , P s 2 r r ( R3 , Z2 , d , x k ) + N3∗ Ps 2z ( R3 , Z2 ,

d , x k ) ,
66 P s 3 r r ( R3 , Z2 , d , x k ) + N3∗ Ps 3z ( R3 , Z2 , d , x k ) ,
67 P s 4 r r ( R3 , Z2 , x l a ) + N3∗ Ps 4z ( R3 , Z2 , x l a ) , N3∗ Ps 5z ( Z2 , x l a ) )
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68 B=−np . a r r a y ( [ Ps 0 ( R1 , x l a ) , Ps 0 ( R2 , x l a ) , Ps 0 ( R3 , x l a ) ,
P s 0 r ( R3 , x l a ) , P s 0 r r ( R3 , x l a ) ] )

69 A inv=np . l i n a l g . i n v (A)
70 # Ve c t o r con l o s c o e f i c i e n t e s
71 C=( A inv )@B
72 r e t u r n (C , d , R1 , R2 )
73

74

75 #Razon de a s p e c t o
76 eps =0 .9
77 # V a l o r e s p a r a c a l c u l a r k , lambda y C .
78 # P r i m e r o s c e r o s de J1
79 m1=3.83771
80 m2=7.01559
81 # eps =(m2−m1) / ( m1+m2)
82 #Los v a l o r e s de k y lambda pueden m o d i f i c a r s e manualmente
83 k=np . p i / ( 2 . 0 ∗ eps )
84 l a =np . s q r t ( ( ( m2−m1) / ( 2 . 0 ∗ eps ) ) ∗∗2 + ( k ) ∗∗2) + 0 . 4
85 # C a l c u l o de A, B y C usandos l o s v a l o r e s de k y lambda a n t e r i o r e s
86 #A l a d e r e c h a se m u e s t r a n l o s v a r i a b l e s que a lmacenan l o s v a l o r e s

de
87 # de A, B , C , d , R1 y R2 p a r a l o s v a l o r e s de e p s i l o n , k y lambda
88 C , d , R1 , R2=RFP Circ ( eps , k , l a )
89 # Mues t ra l o s v a l o r e s de k , lambda y C
90 p r i n t ( k , l a , C)
91 # C o r r o b o r a l a s o l u c i o n o b t e n i d a .
92 # p r i n t ( (A@C)−B)
93 # p r i n t (A)
94 # De f i ne l o s e j e s R y Z
95 l ong =1000
96 C , d , R1 , R2=RFP Circ ( eps , k , l a )
97 R=np . l i n s p a c e ( R2 , R1 , long )
98 Z=np . l i n s p a c e (−eps , eps , l ong )
99 # Def in imos l a s f u n c i o n e s P s i y g r a d i e n t e de p s i ( en R y Z )

100 P s i = lambda x , y , t , l ,m: Ps 0 ( x , t ) + C[ 0 ]∗ Ps 1 ( x , t ) + C[ 1 ]∗ Ps 2 ( x , y ,
m, l ) + C[ 2 ]∗ Ps 3 ( x , y ,m, l ) + C[ 3 ]∗ Ps 4 ( x , y , t ) + C[ 4 ]∗ Ps 5 ( y , t )

101 GPsiR= lambda x , y , t , l ,m: P s 0 r ( x , t ) + C[ 0 ]∗ P s 1 r ( x , t ) + C[ 1 ]∗ P s 2 r (
x , y ,m, l ) + C[ 2 ]∗ P s 3 r ( x , y ,m, l ) + C[ 3 ]∗ P s 4 r ( x , y , t )

102 GPsiZ= lambda x , y , t , l ,m: P s 0 r ( x , t ) + C[ 0 ]∗ P s 1 r ( x , t ) + C[ 1 ]∗ P s 2 r (
x , y ,m, l ) + C[ 2 ]∗ P s 3 r ( x , y ,m, l ) + C[ 3 ]∗ P s 4 r ( x , y , t )

103 #Campo t o r o i d a l
104 Bt=lambda x : l a ∗ P s i ( x , 0 , l a , k , d ) / x
105 #Campo p o l o i d a l
106 Bp=lambda x : GPsiR ( x , 0 , l a , k , d ) / x
107 # Pa ra c a l c u l a r q es n e c e s a r i o c o n o c e r e l c e r o de Bp
108

109 # Gra f i camos l o s v a l o r e s de l a v a r i a b l e s de i n t e r e s
110 # Func ion P s i en R
111 p l t . f i g u r e ( 1 )

3



112 p l t . p l o t (R , P s i (R , 0 , l a , k , d ) )
113 p l t . t i t l e ( r ’ $\ p s i (R , 0 ) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
114 p l t . x l a b e l ( ’R ’ )
115 p l t . y l a b e l ( r ’ $\ p s i (R , 0 ) $ ’ )
116 p l t . g r i d ( )
117 ### p l t . s a v e f i g ( ’ Ps i R005 ’ )
118 # Func ion P s i en Z
119 p l t . f i g u r e ( 2 )
120 p l t . p l o t ( Z , P s i ( 1 , Z , l a , k , d ) )
121 p l t . t i t l e ( r ’ $\ p s i ( 1 , Z ) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
122 p l t . x l a b e l ( ’Z ’ )
123 p l t . y l a b e l ( r ’ $\ p s i ( 1 , Z ) $ ’ )
124 p l t . g r i d ( )
125 # p l t . s a v e f i g ( ’ Ps i Z005 ’ )
126 #Campo t o r o i d a l ( en R)
127 p l t . f i g u r e ( 3 )
128 p l t . p l o t (R , Bt (R) )
129 p l t . t i t l e ( r ’ $B t (R , 0 ) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
130 p l t . x l a b e l ( ’R ’ )
131 p l t . y l a b e l ( r ’ $B t$ ’ )
132 p l t . g r i d ( )
133 ### p l t . s a v e f i g ( ’ B t005 ’ )
134 #Campo p o l o i d a l ( en R)
135 p l t . f i g u r e ( 4 )
136 p l t . p l o t (R , Bp (R) )
137 p l t . t i t l e ( r ’ $B p (R , 0 ) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
138 p l t . x l a b e l ( ’R ’ )
139 p l t . y l a b e l ( r ’ $B p$ ’ )
140 p l t . g r i d ( )
141 ### p l t . s a v e f i g ( ’ B p005 ’ )
142 # F a c t o r de s e g u r i d a d q
143 p l t . f i g u r e ( 5 )
144 # p l t . p l o t (R , Bp (R) / max ( Bp (R) ) )
145 # p l t . p l o t (R , Bt (R) / max ( Bt (R) ) )
146 p l t . p l o t ( Rq , q ) # l a b e l = r ’ con $\ l ambda p =$ ’ + s t r ( la mod−l a ) )
147 p l t . t i t l e ( r ’ $q (R) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
148 p l t . x l a b e l ( r ’$R$ ’ )
149 p l t . y l a b e l ( r ’ $q (R) $ ’ )
150 p l t . g r i d ( )
151 # p l t . l e g e n d ( )
152 # p l t . s a v e f i g ( ’ q 09 ’ )
153

154

155 # Def in imos una m a l l a p a r a o b t e n e r P s i como f u n c i o n de R y Z
156 X, Y = np . meshgr id (R , Z )
157 # F r o n t e r a c i r c u l a r
158 Z c=np . s q r t ( eps ∗∗2−(R−1.0) ∗∗2)
159 p l t . f i g u r e ( 6 )
160 p l t . f i g u r e ( f i g s i z e = ( 8 , 6 ) , d p i =300)

4



161 # Func ion c o n t o r n o p a r a P s i
162 p l t . c o n t o u r f (X, Y, P s i (X, Y, l a , k , d ) , 5 0 , a l p h a = 0 . 5 , cmap=cm . v i r i d i s )
163 # Enmarcando l a l i n e a s de p r e s i o n
164 p l t . c o n t o u r (X, Y, P s i (X, Y, l a , k , d ) , 5 0 , cmap=cm . v i r i d i s )
165 p l t . c o l o r b a r ( )
166 p l t . p l o t (R , Z c , ’ b ’ )
167 p l t . p l o t (R,−Z c , ’ b ’ )
168 p l t . t i t l e ( r ’ $\ p s i (R , Z ) $ con $\ e p s i l o n =$ ’ + s t r ( eps ) )
169 p l t . x l a b e l ( ’R ’ )
170 p l t . y l a b e l ( ’Z ’ )
171 ## p l t . s a v e f i g ( ’ p s r z 0 9 ’ )

5
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