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Resumen

Presentamos un modelo tipo Ising para modelar un vidrio calcogenoi-
de durante su fase intermedia. Los vidrios calcogenoides son materiales que
exhiben una transicién vitrea, ampliamente estudiada. Debido al inherente
desorden topoldgico de la estructura atomica de un vidrio, la rigidez de esta
tiene un papel fundamental sobre sus propiedades. Diversos estudios sobre
vidrios calcogenoides han comprobado la existencia de una fase intermedia,
en la cual la estructura atomica no parece coincidir con una estructura rigida
ni una flexible.

Modelamos un vidrio con un nuevo modelo que tiene un hamiltoniano si-
milar a un gas de red (basado en el modelo de Ising), con un término nuevo
que toma en cuenta la rigidez de la estructura. Realizamos célculos analiti-
cos y numeéricos sobre el sistema y encontramos que este pasa por una doble
transicion de fase, que es evidente al observar las derivadas de las variables
termodindmicas macroscopicas. Argumentamos que esta doble transicién de
fase es equivalente a la fase intermedia mencionada.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Estado solido en estructuras amorfas

A partir del éxito experimental y la subsecuente formalizacion de la
mecanica cuantica en la primera mitad del siglo veinte, la fisica fue capaz
de describir la fenomenologia de la naturaleza microscopica. A su vez, el
analisis de elementos macroscopicos de la naturaleza a través de métodos es-
tadisticos sobre sus constituyentes microscépicos se consolidé en la mecanica
estadistica. Con base en estas dos ramas de la fisica, se ha desarrollado una
descripcion bastante general y precisa del estado sélido de la materia.

Aunque fenomenologicamente es claro a que nos referimos con “estado soli-
do”, se puede definir rudimentariamente como un sistema termodinamico
constituido por atomos (y respectivos protones, electrones y neutrones), que
posee volumen y forma definidos, en el cual la distancia entre las particulas
es del orden de 107!° m, que corresponde aproximadamente a una densidad
del orden de 10% % Mas formalmente, la caracterizacion microscépica
tiene lugar dado que la energia potencial de cada atomo es mucho mayor que
su energia cinética, lo que significa que el movimiento de estos atomos no se
asemeja al movimiento de una particula libre si no a una oscilacién alrededor
de una posicién de equilibrio [1].

La teoria del estado sélido ha realizado una serie de predicciones muy ttiles
y precisas como el calor especifico y la conductividad eléctrica de los sélidos.
Con el paso del tiempo, el estado solido se independizé y se convirtié en una
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rama destacada de la fisica. El desarrollo y éxito de esta rama ha sido fun-
damental para el progreso tecnologico que se aceleré exponencialmente en la
segunda mitad del siglo veinte. Sin embargo, la mayor parte de la teoria des-
cribe a los solidos cristalinos, es decir, a los sélidos cuyo patron de difraccion
es discreto [2].

Aunque la gran mayoria de los sélidos adquiere una estructura cristalina
(existe la creencia de que es més sencillo alcanzar la condicién de minimi-
zacién de energia para el equilibrio termodindmico en esta estructura), es
posible que no existan simetrias en la estructura del material. En este caso,
a los solidos se les conoce como sdlidos amorfos.

AVAVAVAVA
AVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAV,
AVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAV,
AVAVAVAVAVA
\VAVAVAVAVAV,

Figura 1.1: Estructura atémica de distintos sélidos. (a) una red cristalina
triangular y (b) un sélido amorfo en dos dimensiones. En la segunda fila, (c)
cristal de cloruro de sodio NaCl y (d) un vidrio de disilicato de sodio, tomado

de [3].
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Estos sélidos no han sido estudiados con la misma profundidad que sus
contrapartes cristalinas a pesar de encontrarse cominmente en la naturaleza
y de ser utilizados, por sus sorprendentes cualidades, en aplicaciones muy
diversas, desde utensilios de cocina hasta guias de ondas para telecomunica-
ciones [4]. Un subconjunto de los sélidos amorfos es el de los vidrios, creados
a partir de un proceso de sobreenfriamiento de liquidos, es decir, un enfria-
miento por debajo de su punto de fusién. Esta transicién de liquido a sélido
amorfo, que también se da en sentido inverso, se conoce como transicion
vitrea y distingue a los vidrios de todos los otros sélidos amorfos [5, 6].

La capacidad de sobreenfriar un liquido, depende de la velocidad de en-
friamiento promedio, denotada 7' = —<%). Dependiendo de la composicion
quimica del material, la velocidad de enfriamiento necesaria puede variar en
un rango de 107* ~ 108 % [5]. Cabe mencionar que el hecho de que un
material pueda encontrarse en estado vitreo no excluye la posibilidad de que
se pueda encontrar como solido cristalino.

En el estricto sentido termodinamico, la transicion vitrea no es una transicién
de fase debido a que no presenta una discontinuidad en ninguna de las deri-
vadas de sus potenciales termodinamicos. La figura 1.2 muestra esquemati-
camente el diagrama V — T de esta transicion.

Aunque la temperatura a la cual se da la transicién vitrea depende de T
y otros factores, normalmente se da en un intervalo centrado en un valor
Tg(T, ...). A esta temperatura se le llama Temperatura de transicion vitrea.
La tabla 1.1 muestra los valores de la temperatura de transicion vitrea para
distintos compuestos quimicos.
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Gas
)
O Liquido
=
% Liquido
= sobreenfriado
Vidrio ) .
Cristal
: ] T
TG Tm 7})
Temperatura

Figura 1.2: Esquema del diagrama V — T de un material con la posible
transicion vitrea. T,, y T son las temperaturas de fusién y ebullicion, res-
pectivamente. Reproduccién de [5].

Compuesto | T,(K) | Fuente
Poliestireno | 379 7]
Nylon-6 324 7]
As 2 Se 3 468 [8]
AsyS7Te 408 8]
SiO; 1475 | [9]
H,0 147 | [10]

Tabla 1.1: Temperatura de transicion vitrea para varios compuestos
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1.2. Rigidez y fase intermedia en vidrios cal-
cogenoides

Si los enlaces quimicos de la estructura atémica de un sélido amorfo son
fuertes, esta estructura se puede modelar como una grafica [11], en la cual las
posiciones de equilibrio son representadas por vértices y los enlaces quimicos
entre atomos por aristas. Visualizando la estructura de esta manera, al su-
poner que los enlaces quimicos deben mantener constante la distancia entre
posiciones de equilibrio, determinamos que las aristas se comportan como
barras rigidas que mantienen a los vértices a una distancia constante. Este
requerimiento de la no-variacion en la distancia impone restricciones sobre el
movimiento de los atomos [12]. Asi, podemos hablar de los grados de liber-
tad de movimiento que tiene cada atomo, pues, aunque su movimiento esta
restringido por su energia potencial, sigue teniendo la posibilidad de moverse.

Desde el punto de vista matematico, las restricciones que imponen aristas
de longitud fija sobre los grados de libertad de movimiento en los vértices de
una grafica se estudian en una rama de la teoria de graficas conocida como
teoria de la rigidez [13, 14]. Por otro lado, la relacién de estas restricciones
con las propiedades fisicas de un sélido amorfo se estudian en la teoria de
restricciones topoldgicas [15, 16]. Aunque los nombres de estas dos teorias se
usan normalmente como sinénimos en gran parte de la literatura cientifica,
en este trabajo se distinguira entre ambas, debido a la clara diferencia entre
el tratamiento matematico formal y el tratamiento fisico enfocado a las apli-
caciones.

En un solido cristalino la teoria de restricciones topoldgicas es muy simple,
ya que basta resolver una celda unitaria del material para conocer los grados
de libertad de toda la estructura, a diferencia de las estructuras amorfas en
las que los atomos no tienen un nimero constante de enlaces quimicos. De
manera muy general, la teoria de la rigidez ha demostrado que existen dos
fases principales en un solido amorfo respecto a su rigidez: configuraciones
rigidas donde la mayoria de los a&tomos no tiene grados de libertad, y configu-
raciones flexibles (“floppy modes”, en inglés). Se ha comprobado que existe
una transicién de fase en el sélido al pasar de rigido a flexible y viceversa [12] .

Un conjunto de elementos quimicos que se pueden sintetizar como vidrios
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es el grupo 16 de la tabla periédica, conocido anteriormente como grupo VI,
que contiene al oxigeno (°0), sulfuro (1°S), selenio (**Se), telurio (*?Te) y al
polonio (¥*Po). Excluyendo al oxigeno, la mayoria de estos elementos se com-
portan como no metales, solidos a temperatura ambiente y con una densidad
en el orden de 103 % A estos elementos se les conoce como calcogenos.

Los calcégenos pueden formar compuestos de moléculas covalentes con ele-
mentos de los grupos 14, 15y 17, como el silicio (1*57), el germanio (*3Ge), el
fosforo (1°P) o el arsénico (3*As). En general, podemos decir que en algunas
de estas configuraciones moleculares no todos los electrones estan enlazados,
por lo que el numero de enlaces entre &tomos vecinos no sera constante. Esto
da lugar a la formacion de vidrios con estos compuestos. A estos vidrios se les
conoce como vidrios calcogenoides. En la tabla 1.1 observamos dos ejemplos
de estos vidrios.

Para estos materiales, la valencia de los elementos del compuesto , al igual
su estequiometria, tendran una gran influencia en la rigidez de la estructura.
La importancia de estos valores se ve reflejada en parametros inmediatos co-
mo el valor de T, [8], pero hay otros pardmetros més exdticos que también
dependen de ellos.

El estatus termodindmico de un vidrio estd establecido como un sistema
fuera de equilibrio. Esto se conoce desde que comenzo el estudio de los vi-
drios [17] y continta siendo el modelo actual [5, 18]. Debido a esto, estudiar
sus propiedades de manera teorica es dificil, por lo que se recurre a técnicas
experimentales. Una de ellas, muy tutil para estudiar la termodindmica del
vidrio con estudios de calorimetria, es la calorimetria diferencial de barrido
(DSC, por sus siglas en inglés).

La DSC es una técnica de analisis térmico que consiste en someter dos mues-
tras, una de un material conocido que sirve como referencia y una del material
a estudiar, a un flujo de calor provocado por un gradiente de temperatura
controlado. Al ya conocer las propiedades termodinamicas de la muestra, po-
demos medir el flujo de calor suministrado al material como funcién de su
temperatura y del tiempo. Una aplicacién inmediata de esto es medir tanto
el calor especifico de un material como su entalpia entre determinadas fases.

Una version modificada de esta técnica, la calorimetria diferencial de barrido
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modulada (MDSC), realiza el mismo proceso pero aplicando también un flujo
de calor alterno, que anade una funcién senoidal de amplitud pequena sobre
la senal principal de temperatura. Aunque esta técnica en principio no es
muy distinta de la DSC tradicional, permite medir la entalpia reversible e
irreversible en cualquier proceso termodindmico [19]. La figura 1.3 muestra

estos resultados.
x = 33.33% /

> - o
Tg=424.9°C

Rev
M
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Figura 1.3: Flujo de calor como funcion de la temperatura para un proceso
de MSDC, mostrando también la temperatura de transicién vitrea. Tomado
de [20].

Al medir la entalpia no reversible en una transicién vitrea en un proceso
endotérmico, como la transiciéon de vidrio a liquido, y en uno exotérmico,
como la transiciéon de liquido a vidrio, podemos calcular la diferencia en la
entalpia no reversible. La teoria del estado vitreo ya relacionaba los modos
rigidos y flexibles con distintos valores de la energia [21], y pareceria su-
gerir un cambio de comportamiento (que podria ser tan exético como una
transiciéon de fase de tercer orden [12]) al pasar de un modo rigido a uno
solido.

Los resultados experimentales del cambio de entalpia no reversible como fun-
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cion de la estequiometria en vidrios calcogenoides muestran que, aunque si se
observaba un cambio de pendiente, hay una regién para la cual esta diferencia
es minima, cercana a cero. Este resultado implica que, para estequiometrias
en esa ventana, el vidrio se comporta como un sistema termodinamico en
equilibrio y ademas reversible.

25 — 200/0* 40_'1, *25()/0
Flo © |Stressed Rigid
20k PRy 3 %J
£
15 F D
£

10 F
S5F
00 F

AH_ (kJ/kg)

15 20 25 30 35 40
Ge Content (%)

Figura 1.4: Entalpia no reversible como funcién de la estequiometria de un
vidrio de Ge,Sejgo_,. Tomado de [22].

Dado que esta ventana de reversibilidad tampoco deberia de coincidir
con uno de los modos rigidos o flexibles de la estructura, se definié que los
vidrios en esa regiéon estarian dentro de una fase intermedia. La existencia de
esta fase ha sido comprobada para muchos otros compuestos vitreos [23], y, a
pesar de diversos esfuerzos, carece de una buena explicacion termodinamica
y mecanica.

1.3. Interacciones a primeros vecinos: Mode-
lo de Ising

Aunque la gran mayoria de modelos clésicos sobre sistemas de muchas
particulas son sistemas continuos, los modelos discretos también han sido
muy estudiados y han cobrado relevancia con el desarrollo de la mecanica
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cuantica y de la computacién. Uno de los modelos discretos mas populares
es el modelo de Ising, imaginado originalmente en 1920 por el fisico aleman
Wilhelm Lenz [24], quien lo propuso a su estudiante doctoral Ernst Ising en
1922 para estudiar el ferromagnetismo en metales.

A pesar de que en esa fecha no era conocido el momento angular intrinseco
de las particulas, o espin, era aceptado por la comunidad cientifica que los
materiales estaban compuestos por pequenos componentes magnéticos. Su-
poniendo que tenemos un conjunto de imanes que se encuentran en una red
cristalina, o en cualquier red periddica bien definida, si tenemos N particulas
en total, sabemos que la energia total del sistema en presencia de un campo
magnético B , en este caso equivalente a la funcién hamiltoniana, es

N

i=1

donde &; es el momento magnético de la i-ésima particula. Por simplicidad,
supondremos que el momento magnético de las particulas y el campo son
colineales. El modelo de Ising consiste en anadir a este hamiltoniano un
termino de interaccion a primeros vecinos, es decir, entre las particulas mas
cercanas entre si. Asi, el hamiltoniano del sistema se escribe como

N
H=-B) 0;,—J) 0i0;, (1.2)
i=1 (i.9)

donde J es una constante de acoplamiento y la suma Z (i) Va sobre los
primeros vecinos. Posteriormente, gracias al descubrimiento del espin de las
particulas en el experimento de Stern-Gerlach, se interpreté que los momentos
angulares del modelo correspondian al espin de las particulas en los vértices
de la red cristalina. Asi, el modelo se discretizé completamente pues los es-
pines solo podian tomar los valores 1 y —1 (a excepcién de una constante).
I[sing resolvié el modelo analiticamente para el caso unidimensional con con-
diciones periddicas a la frontera en su tesis doctoral, publicada en 1925, y
encontrd que su solucion no predecia una transicién de fase entre un estado
ferromagnético y uno paramagnético, cosa que se esperaba obtener del mo-
delo. A pesar de la dificultad que se presenta al intentar resolver el modelo
en mas dimensiones, otros fisicos han logrado dar soluciones aproximadas al
modelo para las cuales si se observa una transicién de fase [25]. Una solucién
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ASRRERERS

(a) (b)

Figura 1.5: Primeros vecinos para (a) un punto en una red cuadrada bidi-
mensional y (b) una red cuadrada tridimensional.

destacada es la solucién analitica para una red cuadrada bidimensional en-
contrada por el noruego Lars Onsager.

Por otro lado, el modelo resulté muy general, por lo que muchos otros fenéme-
nos podian adaptarse a este sistema discreto, como el de un gas cuyos atomos
solo estan en posiciones discretas o un cristal de un compuesto quimico bina-
rio a temperatura finita [25]. Para el caso bidimesional con B = 0 se observa
que al disminuir la temperatura los espines tienden a alinearse en la misma
direccién, que corresponde a un fenémeno ferromagnético. Si cambiamos la
temperatura por la concentracion de contaminantes x en un vidrio calcoge-
noide A,B;_, e interpretamos el espin como la presencia o ausencia de un
atomo, tal que entre atomos vecinos tenemos un enlace covalente, entonces
recuperamos el mismo comportamiento que en un vidrio calcogenoide: con-
forme los contaminantes decrecen, no se forman enlaces en el material o se
forman entre todos los dtomos, creando de cualquier manera un sélido cris-
talino, pero en presencia de contaminantes este factor cambia y ocurre una
transicion de fase.

Asi, parece posible utilizar el modelo de Ising para representar un vidrio
calcogenoide. La finalidad de este trabajo es estudiar uno de estos vidrios a
través de un modelo de Ising modificado que toma en cuenta la rigidez de
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la red amorfa. Debido a la complejidad que presenta atacar este modelo de
manera analitica, se recurrird a una solucién numérica obtenida computacio-
nalmente.

1.4. Plan de trabajo

A continuacion, en el capitulo 2 se hard una revision de la teoria de séli-
dos amorfos, la transicién vitrea (asi como las técnicas de calorimetria para
estudiarla) y los vidrios calcogenoides. En el capitulo 3 se hard una revisién
de la formalizacion del concepto de rigidez, desde la teoria de rigidez hasta
la teoria de restricciones topoldgicas, explicando rigurosamente las definicio-
nes y los teoremas, asi como presentando algunas maneras de cuantificar la
rigidez de una grafica. En el capitulo cuatro, se habla del modelo de Ising, se
resuelve analiticamente mostrando su comportamiento critico y se explica la
teoria de sus soluciones numeéricas.

La segunda parte de este texto corresponde al modelo propuesto por el au-
tor y el Dr. Atahualpa Solérzano Kraemer, e inicialmente por el Dr Adrian
Huerta, para modelar un vidrio calgogenoide en la fase intermedia. El capitu-
lo cinco postula el modelo y hace algunos calculos analiticos aproximados
sobre su comportamiento. El capitulo seis muestra los resultados nimeri-
cos del sistema y el capitulo siete concluye o que se observa en el sistema
y qué otros estudios pueden realizarse para tener mas conclusiones sobre el
comportamiento.



12

CAPITULO 1. INTRODUCCION



Capitulo 2

Estado sé6lido amorfo y fase
intermedia

En este capitulo se hara una breve revision de la teoria del estado sélido
amorfo, hablando de sus distintas propiedades, descripciones matematicas y
termodindmicas, asi como de los experimentos de calorimetria modulada de
barrido y de la definicién de la fase intermedia.

2.1. Estado sdélido amorfo

2.1.1. Definicién y clasificacion

Sabemos que un estado sélido amorfo no cuenta con una simetria trasla-
cional ni rotacional como un sélido cristalino, lo que impide el uso de herra-
mientas de la mecanica cudntica que dependen de esta periodicidad como el
teorema de Bloch o la aproximacién de enlace fuerte.

Es ambiguo definir un sélido amorfo como simplemente un sélido sin si-
metria ya que esta ausencia, también llamada desorden, puede manifestarse
de distintas maneras [6]:

= Topolégico: El nimero de enlaces quimicos de cada atomo en el sélido

no es constante.

= De espin: Los atomos poseen una simetria traslacional en una estruc-
tura cristalina pero sus espines estan orientados en direcciones aleato-
rias.

13
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= Substitucional o de composicion: Los atomos estan colocados en
las posiciones de una estructura cristalina, pero el tipo de atomo en
cada lugar de la red no es igual y su distribucién es aleatoria.

= Vibracional: Los d4tomos oscilan alrededor de su posicion de equilibrio
de tal manera que nunca es posible decir que estan localizados en una
estructura cristalina (esto sucede de manera normal en las estructuras
cristalinas para cualquier temperatura 7' > 0).

f ; i \
(a)
() (d)
Figura 2.1: Tlustracién de las estructuras atémicas amorfas con desorden (a)

topoldgico, (b) de espin, (c) substitucional y (d) vibracional. Reproduccion
de [6].

‘IL{L

Generalmente, y en particular en este texto, cuando hablamos de soélidos
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amorfos nos referimos a sélidos que poseen un desorden topoldgico en su
estructura. Es muy importante tener en cuenta que, aunque no exista un
orden traslacional a gran escala, localmente hay un orden estructural. Esta
diferencia entre orden a larga y corta escala serd establecida a continuacion
al comparar un fluido con un sélido amorfo.

En un sélido amorfo, para un atomo cualquiera, los otros atomos con los
que interactia (o cuya contribucién a su energia potencial es significativa)
estan bien definidos y no necesariamente cambian con el paso del tiempo a
corta escala. Esto implica que localmente la estructura estd bien definida,
aunque a gran escala no tenga simetria.

Por otra parte, en un fluido a bajas densidades la dindmica de los consti-
tuyentes moleculares es un continuo movimiento, por lo que los atomos con
los que interactia cada uno pueden cambiar en periodos de tiempo muy
cortos, cosa que impide que exista un orden local.

~

o’ % $
o e
Yo
KN N
Lo
R
(a) (b)
Figura 2.2: Diferencia del orden local entre un (a) sélido amorfo y (a) gas.

Reproduccion de [5].

Sabemos que los enlaces quimicos entre moléculas en los sélidos pueden
ser de distintos tipos. El tipo y niimero de enlaces de cada atomo esta limitado
por la configuracion electrénica del mismo. En un sélido amorfo es posible
deducir el tipo de enlace entre los atomos como funcién de su ntmero de
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coordinacién (r), es decir, del nimero promedio de enlaces por dtomo. El
cuadro 2.1 muestra dicha relacion.

(r) enlace
2-4 | covalente
4-8 iénico
8-12 | metélico

Tabla 2.1: Tipo de enlace quimico como funcién del nimero de coordinacion
promedio.

Después de delimitar la definicion de sélido amorfo, nos interesa proceder
a su descripcion termodinamica y matematica formal. Sin embargo, antes de
eso restringiremos el tipo de amorfos con los que trabajaremos a los que sigan
un determinado proceso de formacién llamado transicion vitrea.

2.1.2. Transicion vitrea

Recordemos que una transicién vitrea es un proceso de sobreenfriamiento
entre liquido y sélido, sin que se presenten discontinuidades en las variables
termodindmicas y sus derivada. Queremos ahondar en las caracteristicas de
esta transicion y las condiciones en las que se da.

Al igual que para un sélido cristalino, hay distintas maneras de obtener un
amorfo que varfan en complejidad y frecuencia de uso. Los métodos mas
utilizados se pueden agrupar bajo el término templado de fundido (‘“melt-
quenching” en inglés). Este conjunto de métodos consiste en enfriar una
mezcla quimica no reactiva en estado liquido, que se encuentra arriba de su
temperatura de fusiéon y en movimiento, mediante distintas técnicas. Una
de las principales ventajas de estos métodos es que el volumen y la forma
del sélido obtenido es medianamente controlable. La técnica de enfriamiento
usada por lo general depende de la velocidad de enfriamiento T necesaria
para tener un amorfo. Las velocidades de estas técnicas varian en un rango
de 107* a 10'? K/s [5]. Por su procedimiento, el templado de fundido forma
solidos amorfos a través de una transicion wvitrea, pues pasa de un estado
liquido a un sélido amorfo mediante un superenfriamiento del liquido a una
velocidad controlada.
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Figura 2.3: Esquemas de varios métodos de templado de fundido: (a) tem-
plado moderado, (b) enfriado lento y (c) rotado de fundido. Reproduccion

de [5].

Si este proceso de enfriamiento no presenta discontinuidades en sus va-
riables termodindmicas, una pregunta natural es qué nos garantiza que nos
encontramos no nos encontramos en un estado liquido y, también, por qué
no hay una cristalizaciéon. Para contestarla, debemos hacer una descripcion

del proceso de cristalizacion.
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La cristalizacion es un proceso que se da en dos partes. Primero, se forman
pequenas semillas o granos de cristal dentro del liquido, llamados ntcleos,
que crecen por todo el material hasta convertirlo uniformemente en un cris-
tal. Estos dos procesos son la nucleacion y el crecimiento de grano.

La nucleaciéon normalmente aparece en las transiciones de fase de primer
orden. Un ejemplo de la vida cotidiana es cuando en la vaporizacién de agua
se observan primero algunas burbujas pequenas que aumentan en tamano y
cantidad conforme nos acercamos al estado gaseoso. La nucleacién se puede
dividir en dos tipos dependiendo de su origen. Decimos que es heterogénea
cuando la nucleacién se da en cimulos cercanos a impurezas del material o
su contacto con una frontera, mientras que es homogénea si los cimulos se
dan de manera uniformemente aleatoria a lo largo del material.

El niimero de nicleos con n particulas que se crean por unidad de tiempo y
volumen es llamado velocidad de nucleacion, denotado J(n). Esta velocidad
depende de muchos pardmetros, como mostraremos a continuacién. Reali-
zando un analisis termodinamico sobre la distribucién de ntcleos, sabemos
que el minimo trabajo reversible necesario para formar uno de estos ntcleos
es

Wain(n) = oF + (P — PV +n [/ (T, P") — u(T, P)] (2.1)

con o la tension superficial, F' el area del nucleo, u el potencial quimico, T'
la temperatura, P la presién y V el volumen. Las variables termodinamicas
primadas corresponden al nicleo y las no primadas al sistema en la fase
original. Suponiendo que el nicleo es incompresible y esférico, encontramos
que Wi tiene un méximo! en

2
327 [ V3o
*_ 220 2.2

con v’ el volumen por molécula del nicleo y Ay = p/(T, P) — (T, P). n* es
un punto de equilibro inestable para Wy,;,. Por lo tanto, el sistema tiende a
disolver los nticleos con n < n* y a crecer los nicleos con n > n*, es decir, a
cristalizar todo el sistema.

Suponiendo que la distribucién de nticleos p(n) es un ensamble candnico

'Evitamos la deduccién de esta expresién, que puede ser consultada a detalle en [26].
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en equilibro, es decir p(n) ~ exp (7,?; gfl )), podemos expresar la velocidad de

nucleacion promedio, denotada J, como

2
ov'? 167 Vio
= 28N — 2.
T = 20N\ G &P | 50T (—Au> ’ (23)

con [ el flujo por unidad de area y tiempo de moléculas que entran a un
nucleo arbitrario. Para cierta dependencia de p respecto a T', es posible ha-
cer Ay suficientemente grande tal que n* < 1, por lo que cualquier particula
ya forma un ntcleo que tiende a cristalizarse, y simultdneamente .J(n) se mi-
nimiza. Esto representa que todas las particulas son semillas para cristalizar
el sistema, por lo que este tiene que pasar a un estado sélido.

La ecuacién 2.3 se deduce de hipdtesis generales, aunque originalmente pre-
tendia modelar la transicién gas-liquido. Existe una expresion de J(n) para
el caso de nucleacion homogénea en liquidos sobreenfriados, es decir, para la
transicién vitrea [27]:

J kgT £’ ol
=n eXp|l—m —
R Pl T a1
2.4
EI — E ’ Tr _ l ( )
kBTm Tm
s\ 2
Lo a6 L
L 3 kg1,

Con n la densidad total de moléculas, h la constante de Planck, E la energia
de activacién para cruzar una interfaz soélido - liquido, v*® el volumen por
molécula en la fase sélida y L el calor latente de fusion por molécula. Ta-
bulando est4 funcién para varios pardmetros oI’, se puede encontrar que
hay un valor a partir del cual es virtualmente imposible cristalizar el sistema
debido a su lenta velocidad de nucleacion. La figura 2.1.2 ejemplifica esta
afirmacion.
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Figura 2.4: Velocidad de nucleacién como funcién de T, con E' = 15 y 5 para
distintos valores de o*T'. Reproduccién de [26].

En la figura suponemos que n = 0.055$n—°31. y T = 300K. Es claro que para
los valores de oI tales que J < 1, es practicamente imposible lograr la cris-
talizacion. Tampoco se espera que llevando el sistema a T < T;,, continuemos
teniendo un liquido. En general, la cantidad de temperaturas 7' < 7;, a las
que podemos llevar un liquido antes de que se cristalice es inversamente pro-
porcional a J. Asi, una condicién critica para enfriar un liquido mediante una
transicién vitrea es que la velocidad de enfriamiento T' sea mayor (en cierta
comparacion) que la velocidad de nucleacién, y que permita sobreenfriar el
liquido.

La afirmacion anterior es bastante simplista, pues ignora el hecho de que
la nucleacién y el crecimiento de grano normalmente se dan simultaneamen-
te e interactian entre si de maneras no triviales [28].

Otro requerimiento importante para una transicion vitrea es que el méto-
do de templado de fundido utilizado debe ser capaz de llevar nuestro fundido
a temperaturas 7' < T, independientemente de la velocidad 71" utilizada [5].

2.1.3. Descripcion termodinamica: paradoja de Kauz-
mann

En termodinamica, el minimo global de la energia libre de Helmholtz
determina cudl es el estado mas estable del sistema, lo que implica que a
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temperaturas bajas esperamos valores bajos también en la entropia, y asi
el sistema mas estable deberia de minimizar la entropia. Asi, la transicion
vitrea debe de darse en un punto dénde la entropia configuracional del vidrio,
pensada como la entropia configuracional de un liquido, se vuelve menor que
la entropia configuracional de un sélido.

Esta idea, postulada por Kauzmann en 1948 [29], provocd que se analiza-
ra de manera mas profunda la entropia configuracional de los liquidos antes
de pasar por la transicién vitrea. Al analizar la grafica de la diferencia de
entropia configuracional AS = S jiquido — Ssslido cOmo funcién de la tempera-
tura, desde la temperatura de fusion hasta la de vitrificacion, se observé que
habia un comportamiento tal que AS era proporcional, casi linealmente, a
T. Una extrapolacion lineal indicaba que habia una temperatura 7} para la
cual T < T, = AS < 0. La figura 2.5 muestra resultados experimentales
que ejemplifican este comportamiento.

7
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Figura 2.5: Paradoja de Kauzmann. (a) Calor especifico a presién constante
C, v (b) AS como funcién de T para un vidrio de acetato de litio. Tomado
de [30].

Con AS; la diferencia de entropia al pasar por la fusién. Si verdadera-
mente la extrapolacion de AS para T' < T, sigue ese mismo comportamiento,
tendriamos una contradiccién con el enunciado de Nernst de la Tercera ley
de la termodinamica, pues se cree que el cristal, y no el vidrio, debe ser el es-
tado de menor entropia. A este fenémeno se le llamé paradoja de Kauzmann.
Sin embargo, al realizar después mediciones de AS para T < T, se observo
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que el comportamiento cambiaba y que los puntos se curvaban de tal manera
que AS > 0 siempre se mantenia. Este cambio de pendiente es la transicién
vitrea. Ya que T}, es proporcional a T, el limite inferior de su valor se espera
que sea T}, para evitar la contradiccion con la tercera ley, es decir:

lfim T, = T, (2.5)

T—0

Llamamos a T}, temperatura de Kauzmann. En este mismo limite esperariamos

que AS = 0 para T' < T}. Esto implicaria que hay una discontinuidad en g—?

y que la transicion vitrea se volveria una transicion de fase de segundo orden
(31, 32].
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Figura 2.6: Soluciones a la paradoja de Kauzmann. (a) Entropia de configu-
racion (proporcional a AS) como funcién de T' para el compuesto 2— MTFH
(tomado de [33]), (b) digrama esquemético del comportamiento real de AS
para distintos valores de 7.

Aunque el sofreenfriamiento es un proceso que en un diagrama V — T es
continuo, el cambio abrupto de pendiente indica una posible discontinuidad
en la derivada del volumen respecto a la temperatura en 7}, indicando una
posible transicién de fase de segundo orden. Sin embargo, esta descripciéon no
es consistente con la dependencia de T}, en T. Otra evidencia en contra de la
existencia de una transicién de fase se da a la hora de suponer la continuidad
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de la entropia y el volumen del sistema en el punto 7j. Si la entropia es
continua, sabemos:

aSliquido ) < aSh’quido ) ( aSsc’)lido ) (assélido )
— X2 ) dT+ | —==2| dp=|—22) dT+ | —| d
( or ), ap ). 7 ar ), ap ),

(2.6)
Despejando dT' y multiplicando por 1/dP obtenemos:
a, (%) A
B
NG A - TV—AO‘T : (2.7)
dp (%7), Cp
con ap = % (%)p el coeficiente de expansién térmica. Si ahora realizamos el
mismo procedimiento pero para V en lugar de S, obtenemos la ecuacion:
dT, A
T2 (2.8)
dp Aar
con Ky = —% (%—‘;) la compresibilidad isotérmica. Cuando verificamos expe-
T

rimentalmente estas ecuaciones, los resultados son consistentes con la ecua-
cién 2.7 mientras que 2.8 no se cumple en todas circunstancias [34].

Lo més importante de este andlisis es la conclusion de que la transicion
vitrea se da al enfriar suficientemente rapido para evitar la cristalizaciéon, y
que es una transicion termodinamica necesaria aunque no presente las carac-
teristicas matematicas de una transicién de fase.

2.2. Vidrios calcogenoides

Como se menciona en la introduccion, los vidrios calcogenoides son vidrios
con enlaces covalentes formados por calcogenos, principalmente por sulfuro
(*6S) y selenio (3'Se) con elementos como silicio (1Si), germanio (**Ge),
fosforo (1°P) o arsénico (*3As). Debido a los enlaces covalentes formados en-
tre los atomos, el mejor modelo mateméatico para describir su estructura a
nivel molecular es el de una red aleatoria continua, propuesto originalmente
por Zachariasen en 1932 [11].

Zachariasen propone modelar un vidrio como una celda unitaria infinita-
mente larga, es decir, como una red o grafica en la que los enlaces entre dos
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atomos se representan mediante un arista de tamano fijo. Este modelo es
consistente con la idea de que las distancias internucleares en un enlace cova-
lente siempre tienen una distancia fija para mantener el equilibrio mecénico
[35]. La aleatoreidad proviene de que no todos los dtomos tienen el mismo
nimero de enlaces, debido al desorden topoldgico.

Una de las simplificaciones de este modelo es el ignorar las interacciones
entre pares de electrones no localizados en un enlace, que se pueden inter-
pretar como fuerzas de Van der Waals [15]. Esta interaccién normalmente se
da entre componentes conexas de la grafica covalente, por lo que los vidrios
calcogenoides entran en la categoria de sélidos moleculares. Una mejoria del
modelo surge cuando solo lo aplicamos a una de estas componentes en lugar
de a todo el sistema. Podemos cuantificar su tamano en comparacién con el
tamano de todo el sistema con un numero llamado dimensionalidad de red,
denotado D, definido como 2:

Inv’

Dnet (G) -

Inv ’

(2.9)

donde v’ es el nimero promedio de &tomos en una componente conexa y v el
numero total de atomos. El significado de este valor se puede ilustrar con los
casos limite. Si tenemos D, = 0, los a&tomos en componentes conexas son
muy pocos, por lo que la conectividad de la red es minima. Cuando D, = 3,
todo el sistema esta conectado entre si. Para los casos donde D, = 1,2 las
componentes conexas se pueden pensar como sistemas 1 y 2 dimensionales
en comparacién con todo el sistema, por lo que las componentes seran res-
pectivamente graficas lineales dobladas (polimeros) o redes desordenadas en
dos dimensiones. Es importante senalar que para que este parametro tenga
sentido, el vidrio (y su grafica covalente) debe de tener un volumen con el
mismo orden de magnitud en las tres dimensiones espaciales [5].

Los vidrios calcogenoides tienen valores de D, entre 1 y 2. Esto se puede
concluir a partir de estudios de espectroscopia Raman sobre los materiales
[36, 37]. Debido a su composicion mixta A, By, ... entre varias familias de
la tabla periddica, hay distintos nimeros de coordinacién para cada dtomo
en la red tal que la mayoria de estos niimeros cumplirdn la regla del octeto
para la valencia méas comin del atomo, matematicamente expresado como

2Inspirado en la dimensién fractal.
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r(A) =8 —val(A), con val(A) la valencia del dtomo A. Esta regla se deduce
de la poca variacion de la mobilidad de portadores de carga como funcion de
la composicién [38].

Las aplicaciones de estos vidrios son sumamente variadas debido a que su
comportamiento éptico y térmico es no-lineal, por lo que se han sido investi-
gados extensivamente durante los tiltimos anos [39, 40]. Entre las aplicaciones
destacadan su uso como electrolitos en baterias de estado sélido [41, 42], co-
mo material en fibras épticas y otros dispositivos foténicos infrarrojos [43] y
como amplificadores y fuente de emisién en laseres infrarrojos [44].

2.2.1. Calorimetria diferencial de barrido modulada

Un estudio de calorimetria, como su nombre lo indica, busca medir el ca-
lor, entendido como energia en tréansito entre sistemas termodinamicos que
no se debe a trabajo o cambios de masa, si no a un fenémeno de transporte
de energia asociado a perturbaciones en porciones microscépicas del sistema.
En particular, la calorimetria diferencial de barrido (DSC, por sus siglas en
inglés) es un proceso que nos permite medir la diferencia en el flujo de calor
suministrado a un material de estudio y a una referencia que son sometidos
a un cambio de temperatura como funcién del tiempo [19].

Queremos explicar la DSC de flujo de calor, en la cual hay un intercam-
bio de calor bien definido con una resistencia térmica dada entre nuestros
materiales. La figura 2.7 muestra un diagrama de un aparato para realizar

DSC.
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Horno (F)
—------1

I S0

Muestra (S) Referencia (R)

Figura 2.7: Diagrama de un aparato para realizar DSC con sistema de con-
duccién de disco. Reproduccién de [19].

Tenemos tanto la muestra y la referencia dentro de un horno que se somete
a una temperatura controlada 7'(¢) que se mide con un termopar, mientras
que con otro termopar se mide la diferencia de temperatura AT entre la
muestra y el objeto. Normalmente la temperatura tiene una dependencia
lineal con el tiempo T'(t) = Ty + Bot . Podemos relacionar AT con el flujo de
calor ¢ utilizando la ley de Fourier:
10) de N

B _kT(a:—l—Ax) —T(x)
A Vdx Ax ’

(2.10)

donde k es la conductividad térmica; A, el area de contacto; x, la coordenada
de la direccién del flujo. Esta ecuacion se puede utilizar para el flujo del
horno a la muestra ¢prgs y del horno a la referencia ¢rgr, suponiendo que
modelamos el flujo sobre el soporte de ambos materiales y que la diferencia
de temperatura es entre la muestra y el horno. Al plantear ambas ecuaciones
y restarlas, podemos obtener

—kA
A¢ = dps — ¢rr= 1 AT, (2.11)
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con AT = Tg — Tg. La constante _A—"f solo depende de la construccién del

horno y puede determinarse mediante una calibracién. Por otro lado, si recor-
damos que el material de referencia se mantiene en equilibrio con el horno,
entonces podemos suponer que A¢ =~ ¢ y tener entonces el flujo de calor
proporcionado a la muestra. Al conocer el flujo de calor como funcién del
tiempo, podemos integrar esta curva para obtener la entalpia H en un inter-
valo dado. También, al dividir la entalpia entre la longitud de ese intervalo,
obtenemos el calor especifico a presién constante, C,,.

Los calculos aqui mostrados son una simplificacién y los aparatos para hacer
DSC normalmente utilizan modelos matematicos mas complicados para to-
mar en cuenta irregularidades en el flujo de calor en el horno, fugas, y otros
problemas.

Este tipo de calorimetria también nos permite calcular la temperatura de
transicién vitrea de un material debido al cambio que se produce en C, du-
rante esta transicion, como muestra la figura 2.8. Ya que en un estado vitreo
hay mucho menos movimiento molecular que en un liquido debido a las res-
tricciones que presentan los enlaces, se cumple que (C})vidrio < (Cp)liquido- UL
cambio abrupto pero suave de pendiente en la grafica de ¢ como funcion de
T nos indica que se da una transicion vitrea.

91.4

(o]
o

"Onset Y =54.3864 mW
Onset X =83.42°C

Heat flow endo up (mW)
D
o

-7.157 0 20 40 60 80 100 120 140 160 183.2
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Figura 2.8: ¢ como funcién de T' para una muestra de PET. Tomado de [45].

Una pequena variacion en este método consiste en cambiar la temepratura
como funcién del tiempo al anadirle una senal periddica que oscile a alta
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frecuencia, dando lugar a la siguiente expresion para la temperatura:

T(t) = To + 5075 + TA i An Sin (nwt) (212)

n=1

Cuando T'(t) es de esta forma, al procedimiento se le llama Calorimetria di-
ferencial de barrido modulada (MDSC por sus siglas en inglés). Una de las
principales ventajas de este método es que nos permite separar el flujo de
calor en su componente reversible y no reversible, como mostraremos a conti-
nuacién. Por linealidad de esta prueba (y ya que normalmente solo se anade
una sefnial senoidal simple), solo haremos la deduccién para una oscilacién
senoidal. Asi, suponemos que T'(t) = Ty + Sot + Tasin (wt) y expresamos el
flujo de calor como

o(Tt) = Cpcfl—f + ¢ex(T',1) (2.13)
Dénde ¢, es un flujo de calor externo debido a imperfecciones u otros pro-
cesos. Suponiendo que este flujo externo es cuasi estatico, podemos expandir
Oer alrededor de la temperatura promedio T,, = Ty + [ot en una serie de
Taylor y aproximar a primer orden. Haciendo esto y reemplazando el valor
para % obtenido de la expresion para T'(t) tenemos

o(T,t) = Cp (Bo + wTa cos (wt)) + Peu(Tust) + 3;5;x (T, t)(T —T,)
= CpPo + Pex(Tu, t) + CpwTa cos (wt) + %(Tu, t)T'4 sin (wt)

aT

= ¢u + ¢per .
(2.14)

¢, representa la parte no oscilante, mientras que ¢, es la parte periddica.

Odea 2

Dado que %= (T, t) debe fluctuar alrededor de un valor, tenemos ftt+7 Bper =
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0. Utilizando identidades trigonométricas, podemos reescribir ¢,., como:

Gper = P cos (Wt +0)

B ) Obes 2
0a = TA\/(C”“’) + ( T (T“’t)> (2.15)

8¢ez T t
0 = arctan (M>
Cpw

Definimos el flujo de calor reversible e irreversible como:

_ Pa
¢T‘ - m 0
1 9¢es ?
=z (L)
w or (2.16)
¢nr = ¢u - Qbr
2
= (bex(Tu; t) + 5o Cp — \/Og + (é a;;$ (Tu,t)>

Si tomamos el limite w — oo obtenemos ¢, = 5oCy ¥ Opr = Gex(Th, t), mis-
mo resultado que para la versiéon no modulada en presencia de flujos de calor
externos. En esencia, podemos interpretar que ¢, es un valor promedio de
la senal que se encarga solo del comportamiento en grandes cambios de T,
mientras que ¢,, se encarga de analizar las pequenas oscilaciones en cada
valor de T explorado. Volvemos a recalcar que este flujo de calor irreversible
es una aproximacion a primer orden que se puede refinar de distintas mane-
ras. Una objecién que se le puede levantar a esta aproximacion es el hecho
de que es dependiente de w. Sin embargo, muchos de los otros métodos para
estudiar los vidrios también dependen de parametros externos y se contintian
usado [46], y es posible hacer correcciones para minimizar esta dependencia
[47].

A partir de esto puede calcularse también la entalpia reversible H, e irre-
versible H,, para las curvas de flujo de calor. Muchos procesos irreversibles
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en termodinamica tienen asociados un fenémeno de histéresis, por lo que es-
peramos que las curvas de calor irreversible no sean iguales para procesos
endotérmicos (fp > 0 siguiendo la notacién de la ecuacién 2.12) y exotérmi-
cos (Bp < 0). Asi, definimos la diferencia de entalpia no reversible, denotada
AH,,, como

AH,, = H™° — go° (2.17)

donde la entalpia no reversible se calcul6é en ambos casos como la integral del
flujo de calor sobre un mismo intervalo [T7, T5]. En general, a menos que se dé
un proceso termodindamico irreversible en nuestro sistema, esta diferencia de
entropia no toma un valor muy alto y no se realiza este cdlculo para cualquier
intervalo de temperatura. Sin embargo, sabemos que la transicion vitrea es
un proceso termodinamico fuera de equilibrio que debe poseer algiin grado de
irreversibilidad, por lo que el célculo de AH,,, para un intervalo [T, —e, T, +€]
puede dar resultados inesperados. La grafica 2.9 muestra dichos resultados.
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Figura 2.9: Flujo de calor para un vidrio de Ge,Seqgo_, con distintas este-
quiometrias. Tomado de [20].

Molecularmente, podemos entender a la transicién vitrea como un proce-
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so en el cudl los atomos del sistema se relajan para llegar a una configuracion
mas estable que en el estado liquido sobreenfriado, por lo que también lla-
mamos entalpia de relajacion a la diferencia de entalpia no reversible AH,,
calculada en uno de estos intervalos.

2.2.2. Rigidez y Fase intermedia

Ya que los enlaces covalentes tienen una distancia de equilibrio fija, los
atomos en una red covalente no pueden moverse de manera libre. Aunque pa-
reciera contraintuitivo hablar de movimiento molecular en un estado sélido,
sabemos que para cualquier temperatura 7" > 0 los a&tomos en una red estan
oscilando o vibrando alrededor de una posiciéon de equilibrio. Tanto en un
estado cristalino como en uno amorfo hay restricciones de movimiento, pero
este ultimo estado normalmente impone muchas menos restricciones debido
a la falta de simetria y, en vidrios como los calcogenoides, al bajo numero de
coordinacién de cada dtomo.

Las restricciones que interponen los enlaces sobre el movimiento de los ato-
mos estan definidas matematicamente de manera muy precisa. En general,
la energia potencial de interaccién entre los &tomos en una red amorfa puede
modelarse mediante un campo de fuerza de valencia (VFF, por sus siglas en
inglés), que tiene una expresion de la forma:

Vi=a) f(AL)+b Y g(Abi) (2.18)
()

(5.3,k)

donde (i,7) es un enlace de la red; (7,7, k), el par de enlaces adyacentes
(i,7), (J, k); 1, la distancia promedio de los enlaces; a, b, constantes; Al;;, la
diferencia entre la longitud del enlace (i, j) y [; Ab;ji, el cambio del dngulo
entre los enlaces adyacentes (i, j), (j, k) v f, g funciones arbitrarias. Se puede
ver en la expresién para la energia que la presencia de enlaces provoca un
aumento en la energia del sistema, y a su vez en la entalpia. Sin embargo,
si no tenemos suficientes enlaces en la red, las moléculas se podrdan mover
manteniendo la distancia de sus enlaces y los angulos entre estos, teniendo
asi muchos microestados para una sola energia y aumentando la entropia del
sistema.

Asi, la rigidez del sistema, entendida como la imposibilidad de los atomos
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de desplazarse mantienendo algunas propiedades geométricas de sus enlaces,
tiene una relaciéon fundamental con la energia de este mismo sistema. Pen-
sando en la ecuaciéon 2.18, podemos suponer que mientras los dtomos tengan
posibilidad de moverse sin alterar sus enlaces, es decir, la red no sea rigida,
cada macroestado tiene una entropia muy alta y anadir un enlace quita con-
figuraciones posibles, por lo que la entropia disminuye y con ella la entalpia
de relajacion. Por otro lado, cuando la grafica ya es rigida, anadir un enlace
simplemente aumenta la energia sin afectar los microestados, por lo que la
entalpia de relajaciéon aumenta.

El hecho de relacionar la energia con la entalpia de relajacion se puede justi-
ficar utilizando la interpretacion de que la entalpia de relajacién es la energia
liberada por el sistema cuando busca ir a la configuracién de equilibrio termo-
dindmico, en este caso, un liquido. Esto también justifica los signos utilizados
en la definicién de A H,,,. Debido a la diferencia de comportamiento de AH,,,
esperamos que haya una discontinuidad sobre su primera derivada al pasar
entre rigido y flexible, es decir, una transicion de fase de primer orden. La
figura 2.10 esquematiza este comportamiento.

<7"'>c
(r

Figura 2.10: Esquema del comportamiento esperado de AH,, como funcion
del nimero de coordinacién promedio (r).

Sin embargo, el resultado experimental obtenido mediante MDSC no es
totalmente consistente con esta idea. La figura muestra los resultados de
mediciones de AH,, utilizando MDSC, realizadas experimentalmente por
grupos de investigacién independientes:
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Figura 2.11: AH,, para un vidrio de Ge,Se;_, como funcién de la estequio-
metria. Curvas de distinto color denotan distintos experimentos por grupos
no relacionados. Tomado de [20].

La concentracién z de *2Ge es proporcional al nimero de coordinacién
promedio ya que r(Ge) > r(Se). Una simple manipulacién algebraica deja
ver que (r) = 2(x + 1). El sorprendente resultado experimental muestra que
en lugar de existir una sola discontinuidad sobre la derivada de AH,,, hay
dos y definen un periodo en el cual AH,, ~ 0, es decir, no hay entalpia de
relajacién y podemos interpretar que el vidrio es un sistema termodindmico
en equilibrio. A esta fase, que se distingue de la rigida y la flexible por su
particular comportamiento, se le llamé fase intermedia. El primer reporte
de esta fase fue dado por Boolchand et. al. en 2001 [48], haciendo a su vez
analisis con espectroscopia Raman y otros métodos térmicos. Con el paso
del tiempo, los analisis de MDSC han sido realizados por distintos grupos
experimentales llevando siempre a resultados similares y muchos otros tipos
de estudios han reportado resultados parcial o totalmente consistentes con
la existencia de la fase intermedia [49, 3]. También se ha encontrado la fase
intermedia en diversos compuestos de vidrios calcogenoides y éxidos amorfos,
como muestra la figura .
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Figura 2.12: Longitud de la fase intermedia para distintos compuestos como
funcién de la concentracién de un elemento z. Tomado de [23].
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Figura 2.13: Evidencia para la fase intermedia. (a) Presion Raman como
funcién de la concentracién x para un vidrio de Ge,Se;_,. (b) Permitividad
y conductividad eléctrica como funcién de la concentracion x para un vidrio
de (1 — x)AgPO; — (z)Agl. (c¢) Frecuencia vibracional como funcién de la
concentracién para un vidrio de (1 — 2)GeOy — (2)NagO. Tomado de [23].

En la figura 2.13, el area gris corresponde a la fase intermedia encontrada
por estudios de MDSC.

Diversas explicaciones y modelos tedricos, principalmente cinéticos, se han
propuesto para explicar la existencia de esta fase intermedia. Uno de ellos
pretende hacer una modificacion del conteo de restricciones, una aproxima-
ciéon de campo medio para cuantificar la rigidez de la red, para decir que la
fase intermedia es una transicion entre una red rigida sin enlaces redudantes
y con enlaces redundantes o estresada [50]. Otro modelo ha anadido térmi-
nos al potencial VFF para incluir las interacciones de Van der Waals, y ha
encontrado dependencias con la temperatura y relaciones con transiciones
anémalas de atascamiento en fluidos de esferas duras [51].

En el alcance de nuestros conocimientos, hasta la fecha de escritura de este
trabajo, no existe ningiin modelo que pueda explicar la termodindmica de un
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vidrio en la fase intermedia, ni que prediga esta doble transicion de fase.



Capitulo 3

Rigidez

En este capitulo haremos una introduccién a la teoria de rigidez y a la
teoria de restricciones topologicas.

3.1. Teoria de la rigidez

Dado que estamos representando nuestro vidrio como una grafica no direc-
cionada, donde las aristas representan enlaces quimicos, debemos definir los
conceptos de rigidez dentro de la teoria de graficas y la geometria analitica.
Este capitulo presenta dichas definiciones, haciendo un tratamiento similar
al de Mestiev [14]. Una introduccién a la teoria de graficas puede encontrarse
en [52, 53].

3.1.1. Definicion de rigidez

Para todo lo que sigue, G = (V, E) es una grafica no direccionada con
V ={1,2,...,n} el conjunto de vértices y £ C V2, el conjunto de aristas.

Definicién 3.1. Una estructura es una funcién I' : V. — R? tal que si
(i,7) € E entonces I'(z) # I'(j).

Una estructura es una realizacion geométrica de una grafica en el espacio
euclideano de dimensién d, tal que mantiene separados a vértices de la grafica
unidos por una arista.

Definicién 3.2. Un desplazamiento de una estructura I'" es un conjunto
de estructuras {I':},,, tal que

37
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1. I'y=T
2. Vi€V, la funcién, T'y(i) : [0, 1] — R es diferenciable en t.
3.Vte[0,1],(i,j) € £ o) — De(h)| = 0(@) — T(5)]

Un desplazamiento se interpreta como mover sobre una curva diferen-
ciable todos los puntos de la grafica preservando la distancia entre los que
estan unidos por una arista, es decir, como si las aristas fueran barras rigidas.

Recordando que en un espacio métrico (X, d) una isometria es una funcién
f: X = XtalqueVa,z; € X dz,z;) =d(f(x:), f(x;)), presentamos la
siguiente definicion:

Definicién 3.3. Un movimiento de un espacio euclideano es un conjunto
de isometrias {®:},c () con (¢) : R? — R? tal que:

1. &g =1
2. Vx € R? la funcién ®;(x) es diferenciable.

Andlogamente a los desplazamientos de una estructura, denotamos ®(t) :=
®,. Se puede ver que la restriccion de un movimiento del espacio euclideano
a los puntos de una estructura es un desplazamiento. Por el contrario, no
todos los desplazamientos de una estructura provienen de un movimiento. El
siguiente ejemplo lo ilustra:

Ejemplo 3.4. Sea V = {1,2,3,4},E = {(1,2),(2,3), (2,4),(3,4)} y sea
Iy : V — R? definida de la siguiente manera:

« T4(1) =(0,-1)

u Ft(2> - (0,0)
= I,(3) = A(tZ) (1,0)
= [(4) = A (%) (1,1)

con

cos(f)  —sin(6)
AWO)x) = <sin (0) cos (6) ) x

una funcién que rota x € R? respecto a un angulo 6.
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Las figuras 3.1 muestran este ejemplo.

t=0.0
1.5 1.5
1.0 1.0
0.5 0.5
0.0 0.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
-1.5 =15
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5
(b)
t=1.0
1.5 1.5
1.0 1.0 3
0.5 0.5
0.0 0.0 2)
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0 @
-15 -1.5
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -0.5 0.0 0.5 1.0 1.5
(c) (d)

Figura 3.1: Estructura del ejemplo 3.4 en distintos tiempos.

Este desplazamiento mantiene el tridngulo de los vértices 2, 3,4. La prue-
ba de que este desplazamiento no puede venir de ningtin movimiento se sigue
del hecho de que cualquier isometria del espacio euclideano tiene la forma
Ax + B con A € O(d), el grupo de matrices ortogonales de d x d y B € R?
[54]. O(d) es en esencia el grupo de todas las rotaciones y reflexiones del
espacio.
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Podemos denotar con un nombre especifico a los desplazamientos que si cum-
plan esta propiedad:

Definicién 3.5. Decimos que el desplazamiento de una estructura {I';} es

trivial si y solo si proviene de un movimiento del espacio. Es decir, si existe
{®;} tal que Vt € [0,1] T',=®,0T.

Asi, los desplazamientos triviales de una estructura son aquellos que solo
la rotan, reflejan o trasladan completamentemente. Con todos estos elemen-
tos, podemos dar una primera definiciéon de qué es la rigidez en una estruc-
tura.

Definicién 3.6. Una estructura I es rigida si y solo si todos sus desplaza-
mientos son triviales.

En el ejemplo 3.4 la estructura tiene un desplazamiento no trivial, por lo
que no es rigida. A una grafica no rigida se la llamard flexible. A este concepto
también se le llama rigidez local.

También podemos caracterizar la nocién de rigidez de manera mas estric-
ta, utilizando no solo desplazamientos macroscopicos de la estructura si no
también los posibles movimientos de ella como campos de velocidades que
no modifiquen su distancia de manera abrupta.

Definicién 3.7. Un desplazamiento infinitesimal de una estructura I' es
una funcién g : V — R? tal que V (4, j) € E se cumple:

d

@, I(C(@) + tu(i) — (C(G) + tu()] = 0 (3.1)

Un desplazamiento infinitesimal se puede interpretar como una asignacién
de velocidades, con p el campo de velocidades, a cada uno de los puntos de
la grafica original de la estructura que mantiene la distancia en las aristas a
primer orden. Extendiendo la definiciéon para todo el espacio:

Definicién 3.8. Un movimiento infinitesimal del espacio euclideano R?

es una funcién ¢ : R — R que V x,y € R? cumple:

- I+ iE(x) = (y +(y) =0 (3.2)

t=0
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De manera analoga, un movimiento infinitesimal restringido a una es-
tructura es un desplazamiento infinitesimal y la proposicién inversa es falsa.
Presentaremos un ejemplo de esto mas adelante, cuando hayamos encontrado
una caracterizaciéon mas sencilla de los movimientos infinitesimales, similar
a la utilizada en la prueba de la rigidez del ejemplo 3.4.

Las ultimas definiciones presentadas nos permiten dar una segunda carac-
terizacion de la rigidez para movimientos infinitesimales:

Definicién 3.9. Decimos que el desplazamiento infinitesimal p de una es-
tructura I' es trivial si y solo si proviene de un movimiento infinitesimal. Es
decir, si existe & tal que p =¢&oT.

Definicién 3.10. Una estructura I' es infinitesimalmente rigida si y solo
si todos sus desplazamientos infinitesimales son triviales.

Existe una equivalencia que caracteriza de manera mas simple los despla-
zamientos y movimientos infinitesimales:

Teorema 3.1.1. Una funcion & : RY — R? es un movimiento infinitesimal
siysolosiVx,y €eRY [£(x)—E&(y)]- (x—y) =0.

Demostracion. Primero, para simplificar la notacién, denotemos

de(x,y,t) = [[(x + t{(x)) — (y + &) -
Supongamos %‘tzo de(x,y,t) = 0. Por regla de la cadena:

d

d
% df(X7Y7t)2 - 2d§(X7YaO> n dE(XaY7t)
t=0

dt],—
=0.
Debido a la definicién de la norma en un espacio euclideano, sabemos que
2
x[]" = x-x

(80 - 8(0) = 1) () +£() - Ta)

Por lo tanto,

%ds(x, y,t)? = 2% {x+t8(x)] — [y +t&(y)]} - {Ix +t&(x)] — [y + t&(y)]}

=2[¢(x) — &(y)] - {[x + t&(x)] — [y + t&(y)]}
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En ¢t = 0 obtenemos:

G|, deey. 1) = 2060 = €0 (=)
=0
Concluimos
[€(x) =&(y)]-(x—y) =0. (3.3)
Todos los pasos presentados son bidireccionales, por lo que ambas implica-
ciones quedan demostradas. ]

Esta teorema también es vélido para los desplazamientos infinitesimales
de una estructura:

Teorema 3.1.2. Una funcién p: V — R es un desplazamiento infinitesimal
de una estructura I' si y solo si¥ (i,7) € E [u(i) — u(5)]-[I'(@) = T'(5)] =0

Demostracion. La prueba es idéntica a la del teorema 3.1.1 O

Esta forma de caracterizar los movimientos y desplazamientos infinitesi-
males es mucho mas sencilla al no involucrar derivadas de la norma, pues la
expresion de esta derivada no es simple en la mayoria de los casos. Tenemos
también el siguiente corolario del teorema:

Corolario 3.1.3. Sea & un movimiento infinitesimal en R?, x,y € R?. En-
tonces las proyecciones de £(x) y £(y) sobre la recta x —y son iguales.

Demostracion. Utilizando el teorema 3.1.1,aplicamos la ecuacion 3.3 a &
{(x)- (x—y)=¢&y) (x—y) (3.4)
m

Esto quiere decir que, para una estructura, la proyeccion de las veloci-
dades de los vértices i y j son iguales sobre el arista (i,j) € E. Podemos
caracterizar los movimientos infinitesimales de manera todavia mas rigurosa:

Teorema 3.1.4. Sea & un movimiento infinitesimal en R, Entonces
E(x)=Zx+0b. (3.5)

con Z € R una matriz antisimétrica, es decir, con ZT = —Z y b € RY.
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Demostracion. La demostraciéon se divide en dos partes. En la primera parte
probaremos que el valor de £(x) solo depende de los valores que toma sobre
una base {e;}. En la segunda parte, daremos explicitamente la forma de la
matriz Z y el vector b como funcion de los valores tomados en la base.

Sea {e;} una base de RY. Para simplificar la notacién, sea £(e;) = &;. Al
aplicar el corolario 3.1.3 a e; y a 0, tenemos:
§i-e;=¢(0) e
d
- Z(Ez ce;)e; = 2(5(0) L €;)e; (3.6)
i=1 i=1
= £(0)

donde el dltimo paso se da porque {e;} es una base. Asi, podemos ver que
el valor de £(0) solo depende de los valores que toma en la base. Ahora,
tomamos x = Z;l:l aje; € R? un vector arbitrario. Entonces si le aplicamos
el corolario 3.1.3 a x y 0 obtenemos

£(0) - x = £(x) - x . (3.7)
Por otro lado, haciendo lo mismo a x y e; se obtiene
{(x)-e;=&-e —& x—§(x) x. (3.8)

Sustituyendo la expresion de x como combinaciéon lineal de la base en 3.8 y
usando la ecuacion 3.7, tenemos

§(x)-e;=§-e—§ -x—¢(0) x

=& e — Zaj(& -ej) — Zaj(é((]) ‘e;) . (3.9)

Asi, ya que la expresién para £(x) - e; solo depende de a;, £(0) y &(e;), la
suma 37 (£(x)-e;)e; = &£(x) dependerd solamente de estos mismos factores.
Esto prueba que £(x) solo depende de los valores que toma en la base.

Ahora pasamos a definir explicitamente Z y b. Como mostramos anterior-
mente, basta hacerlo para los elementos de la base. Por el teorema 3.1.1,
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sabemos que

= D (& eei = (&~ &) ejeit Y (& e (3.10)

Sean

d
b=> (& e)e (3.11)

=1

= (& &) e (3.12)

Por la ecuacién 3.6 se ve que £(0) = b. Veamos ahora que Z es antisimétrica:

Z]z - (éz - E]) : ej)
= (=& +&) &) (3.13)
= —Z;;

Por lo tanto, {(e;) = Ze; +b. Juntando con la primera parte, generalizamos

que Vx € R £(x)=Zx+b. O

Usando la caracterizaciéon del teorema 3.1.4, ahora presentamos el ejemplo
de una estructura infinitesimalmente flexible:

Ejemplo 3.11. Sea V = {1,2,3}, E = {(1,2), (1,3), (2,3)} un tridngulo que
se realiza de manera degenerada en R? (como muestra la figura 3.2) con

= (1) = (0, =1), p(1) = (0,0)

= [(2) = (0,0), u(2) = (0,1)

= I'(3) = (0,1), u(3) = (0,0)
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t=0.0

o O—O—O

-0.5

-1.0

-1.5

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.2: Estructura del ejemplo 3.11.

Observamos que p es un desplazamiento infinitesimal y que, debido al teo-
rema 3.1.4, no puede ser trivial. Asi, esta grafica es infinitesimalmente rigida.

Parece intuitivo que debe de existir una relacion entre rigidez infinitesimal
y rigidez. Sin embargo, probar el resultado no es sencillo y no es central en
este trabajo, por lo que remitiremos su prueba a otra fuente.

Teorema 3.1.5. Sea I' una estructura infinitesimalmente rigida. Entonces
[’ es rigida.

Una de las primeras pruebas del teorema, que utiliza una definicién de
rigidez distinta pero equivalente a la nuestra, se puede consultar en [55]. Esta
prueba se actualizé en [56] a un lenguaje més sencillo.

3.1.2. Criterio de rigidez

Podemos utilizar el formalismo anterior para dar un criterio riguroso pa-
ra determinar si una estructura es infinitesimalmente rigida. Este criterio fue
inicialmente demostrado por Laman en 1970 [57] para estructuras en dos di-
mensiones y generalizado por Asimov y Roth [58] en 1978. A continuacién
presentaremos este resultado de manera muy similar a Connelly [13].

Para simplificar la notacion, definimosn = |V|,m = |E|y ' = (I'(1),...,I'(n)) €
R,
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Definicién 3.12. Sea G una graficacon E = {ey,...,en} = {(i1,71), - - - (im, Jm) }
y I una estructura en R Definimos la funcién de rigidez fq : R — R™
como:

fo(T) = (ITG) = TGO [T (Em) = TGl
= (. ITGE) =TGP, -
La funcion de rigidez estd indexada por la grafica G ya que es una funcién

totalmente general cuya forma solo depende de los vértices y aristas de la
grafica G (y de una numeracion arbitraria de las aristas).

(3.14)

Si tomamos la matriz Jacobiana de la funcién, esta también es una fun-
cién de R en R™, pero es una funcién lineal. Esto nos permite definir una
matriz asociada a esta funcion lineal.

Definicién 3.13. Sea I' una estructura y fg su funcién de rigidez. Su dife-
rencial cumple:

dfe 2(T(i) —T() k=1
Dfqg= dl“(kf) = (;2 (C(ir) — T'(r)) Z ;]l |
vy

Asi, definimos la matriz de rigidez, denotada Rs como:

1
Re = 35Dfe
Esta es una matriz de dn x m. Explicitamente, podemos ver a Rg como:
i Ji

Rg= 1]... F(il);r(jz) F(]’l);r(il)

Asi, podemos ahora enunciar el teorema que nos da un criterio para decir si
una estructura es rigida o no.

Lema 3.1.6. Sea I' una estructura en R? y p un desplazamiento infinitesimal
trivial. Si T no estd contenida en un hiperplano de R? entonces la extension
de 1 a un movimiento infinitesimal & es unica.
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Demostracion. Silos puntos I'(7) no estan contenidos en un hiperplano, nece-
sariamente debe cumplirse que n > d+ 1. Si queremos encontrar una funciéon
£(z) = Zx + b, esta deberd cumplir las siguiente ecuaciones:

VieV &T)) = uli). (3.15)

Cada ecuacién describe un sistema de d ecuaciones lineales, por lo que en total
tendremos un sistema de d(d + 1) ecuaciones lineales. Por otro lado, sabemos
que la dimensién dim del espacio vectorial de los movimientos infinitesimales
Mov(R%) es la suma de la dimensién del espacio de matrices antisimétricas
y de R?, es decir:

d—
1
dim(Mov Rd Z = —+)

Asi, yaqueVd >0 dd+1)> @, el sistema de ecuaciones planteado
por la ecuacién 3.15 estd sobre estimado y tiene una solucién tunica. ]

Teorema 3.1.7. Sea I una estructura en R tal que la estructura no estd

contenida en un hiperplano, entonces I' es infinitesimalmente rigida st y solo

su:

d(d+1)
2

Demostracion. Aplicando el teorema de la dimensién para transformaciones
lineales a R, tenemos que:

rango(Rg) = dn — (3.16)

dim(Dom(R¢)) = nulidad(R¢) + rango(R¢)

Sabemos que dim(Dom(Rg)) = dn. Por definicién, para p € Ker(Rg) C R,
se debe cumplir que:

Re(p) = (L) =T()) - p(@) + (TG) = T@) - ud)

Esto quiere decir que p es un desplazamiento infinitesimal. Por hipotesis, al
ser I' infinitesimalmente rigida, debe de venir de un movimiento infinitesimal
¢. Al no estar contenida I' en ningtun hiperplano, £ es unica por el lemma
3.1.6, por lo que hay un isomorfismo entre Ker(R¢) y el espacio vectorial
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de todos los movimientos infinitesimales. Asi, sus dimensiones son iguales y
tenemos:

nulidad(Rg)) = @
Asi, concluimos:
rango(R¢g) = dn — d(deLD (3.17)
O

La version de este teorema probada por Asimov y Roth es mas general,
pues se enuncia que para k = dim(T"), una estructura es infinitesimalmente
rigida si y solo si rango(Rg) = dn — M%(kﬂ). Nosotros solo demostramos
el caso especial para puntos no contenidos en un hiperplano, es decir, para

k=d.

Aunque este teorema caracteriza cuando una estructura serd infinitesimal-
mente rigida (y por lo tanto rigida), podemos enunciar un corolario que da
una condicién suficiente aprovechando el hecho de que m > rango(R¢)

Corolario 3.1.8. Sea I una estructura infinitesimalmente rigida, entonces:

d(d+1)

m > dn — (3.18)

Podemos discutir el significado fisico del corolario 3.1.8. Sabemos que n
vértices en un espacio d dimensional tienen, en principio, dn grados de liber-
tad de movimiento. Al colocar una arista entre dos vértices y requerir que su
longitud se mantenga constante, estamos quitando un grado de libertad de
los movimientos posibles de nuestra estructura.

Por otro lado, sabemos que los grados de libertad de rotacién y traslacién en
un espacio d-dimensional son (g) +d= @. Asi, cuando las restricciones
impuestas (el nimero de aristas) son mayores que la diferencia entre los gra-
dos de libertad del sistema y sus traslaciones y rotaciones, no puede tener un

movimiento que no sea de estos tipos.

La figura 3.3 presenta ejemplos para los cuales se cumple y no se cumple
la proposiciéon conversa del corolario 3.1.8. Obviamos los detalles de la cons-
truccién de las estructuras y sus desplazamientos para solo presentar su vi-
sualizacién. En este ejemplo, algo importante es que la flexibilidad de la
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t=0.0 t=0.0
1.5 1.5
1.0 6 1.0
0.5 0.5
0.0 5 0.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
-1.5 -1.5
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

(a) (b)

Figura 3.3: Estructuras que (a) cumplen y (b) no la proposicién conversa del
corolario 3.1.8.

estructura en la figura 3.3a se debe a que la subgréfica generada por los
vértices V' = {3,4,5,6} no cuenta con suficientes aristas, ya que la subgrafi-
ca con V" ={1,2,3,4} contiene mas aristas. En la otra estructura las aristas
se reparten de manera mas equitativa.

Esta idea de repartir equitativamente las aristas entre las subgraficas se pue-
de formalizar para el caso especial de dos dimensiones, lo que da lugar a
condiciones necesarias y suficientes sobre la rigidez de una estructura.

Antes de ir a estas condiciones, debemos aclarar un problema con la teoria
que hemos estado desarrollando. La rigidez es una propiedad de una estruc-
tura I' y no de su gréafica GG, pues es claro que depende de la dimension del
espacio donde representemos la grafica y de como sea dicha representacion.

Casi siempre es posible meter una grafica en un espacio euclideano de tal
manera que no se cumpla la condicion de rigidez. El ejemplo 3.11 se puede
generalizar, ya que si siempre metemos todos los vértices de la grafica en una
recta, podremos hacer la estructura infinitesimalmente rigida manteniendo
todos los vértices fijos a excepcion de uno.
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Estos casos de posible flexibilidad para cualquier grafica requieren poner
todos los vértices en una estructura con una geometria ya predicha, es decir,
meterlos en una recta, elipse o algo similar siguiendo un patrén especifico.
Si restringimos el tipo de estructuras con las que trabajamos a estructuras
en las que los vértices no pueden estar en un espacio geométrico definido,
podemos evitar que se den estos casos y, asi, volver la rigidez una propiedad
de la grafica.

Las estructuras que no presentan patrones geométricos en sus vértices se
llaman estructuras genéricas. Podemos definirlas formalmente, antes recor-
dando que un multiconjunto es un conjunto en el que se permite que haya
elementos repetidos.

Definicién 3.14. Sea I' € R%. Decimos que I' es genérica si y solo si el mul-
ticonjunto de las componentes de I' es algebraicamente independiente sobre
Q, es decir, que no hay un polinomio no trivial con coeficientes racionales
que satisfagan los elementos de dicho multiconjunto.

Pedir que T' sea genérico significa que no haya d+1 puntos en un hi-
perplano, o para d = 2, que no haya 6 puntos sobre una cénica, etc. Las
estructuras genéricas cumplen una propiedad sumamente importante:

Teorema 3.1.9. Sea G una grdfica, y I'*,T? dos estructuras genéricas. En-
tonces T'! es infinitesimalmente rigida si y solo si T'? es infinitesimalmente
rigida.

Demostracion. Para una estructura I', rango(Rg) se maximiza cuando T’
es genérica pues una relacién polinémica, no trivial le resta independencia
lineal a los renglones de Rg. Asi, el valor de rango(Rg) es igual para todos las
estructuras genéricas, por lo que, recordando el teorema 3.1.7, su condicion
de rigidez infinitesimal es también igual para todas las estructuras. O

Si tratamos exclusivamente con estructuras genéricas, entonces la condi-
cion de rigidez es equivalente entre todas ellas, por lo que la rigidez se vuelve
no una propiedad de la estructura, si no de la grafica subyacente. El teorema
3.1.9 nos permite dar otra interpretacién de lo que es una estructura genéri-
ca: es aquella que, al mover un poco la posicion de sus vértices, no cambia
su condicion de rigidez o flexibilidad.
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Teorema 3.1.10. (Laman 1970 [57]) Sea G una grdfica con m > 2n — 3
y I' € R®™ una estructura genérica. Entonces las siquientes condiciones son
equivalentes:

1. G es infinitesimalmente rigida.
2. G es rigida.
3. Toda subgrdfica G' = (V', E') cumple que m' < 2n' —3

La prueba original del teorema puede encontrarse en [57] y una similar
en [59]. La demostracién, aunque muy interesante, es complicada y excede
los limites de este trabajo.

Debemos mencionar que la equivalencia entre los enunciados 1 y 2 del teo-
rema anterior se puede generalizar a R?. Esta prueba se puede consultar en
las mismas referencias que damos para la prueba del teorema.

Por la generalidad de la mayoria de los teoremas presentados anteriormente,
asi como por la simplicidad del teorema 3.1.10, uno podria pensar que una
estructura genérica en RY es rigida si y solo si toda subgrafica G’ cumple
m' < dn' — @. Sin embargo, este criterio es falso. La figura 3.4 muestra
el contraejemplo.

Figura 3.4: Estructura contraejemplo de la generalizacién del teorema 3.1.10.
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Esta estructura, conocida como “Double Banan”, cumple con la condicién
generalizada del teorema mencionado y tiene un desplazamiento no trivial. A
la fecha de escritura de este trabajo, continiia siendo un problema abierto si
existe una condicién necesaria (que de lugar a un algoritmo de complejidad
polinémica) para que una estructura genérica en d > 3 sea rigida.

3.2. Teoria de las restricciones topoldgicas

Aunque contamos con una definicién rigurosa de rigidez, no dimos ningin
algoritmo polinomial para la determinar si una grafica es rigida o no. Exis-
ten varios métodos que intentan determinar si una grafica lo es, y algunos
también cuantifican la cercania que tiene con un estado de rigidez.

La mayoria de estos métodos se han estudiado en la teoria de restriccio-
nes topoldgicas, por lo que los términos utilizados para denotar los objetos
matematicos son distintos a los de la teoria de rigidez. Utilizaremos los térmi-
nos de la primera, y presentaremos en la siguiente tabla un paralelismo entre
ambos términos.

T. Rigidez T. Restricciones
Topolégicas
Gréfica Red
Vértices |V/| Atomos n
Arista Enlace
Grado de un vértice Numero de
d(v;) coordinacién r
Grado de la grafica Nimero de
(V) coordinacién
promedio (r)

Tabla 3.1: Tabla de traduccién de términos entre la teoria de restricciones
topoldgicas y la teoria de rigidez.
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Seguimos un tratamiento similar a [12, 16].

3.2.1. Conteo de restricciones

Podemos estimar la rigidez de una grafica relacionando el nimero de gra-
dos de libertad de movimiento (también llamados modos posibles de movi-
miento) con el nimero de coordinacién. Esta idea fue originalmente propuesta
por Phillips en su articulo seminal [15] y corregida por Dohler [60]. Fisica-
mente, podemos pensar que los grados de libertad de la red, para un estado
solido, estan relacionados con los modos de vibracién de su hamiltoniano.
Recordando que se utiliza un campo de fuerza de valencia para la energia
potencial, con la forma de la ecuacién 2.18, expresamos explicitamente esta
energia de interaccién con la siguiente expresion:

1 1
V= 9 ; aij(Ali)* + 5 Z 1 Biji(A0iji)? (3.19)
2y

(i,3,k)

donde (i,7) es un enlace de la red; (i, j, k), el par de enlaces adyacentes;
(i,7), (J, k), | la distancia promedio de los enlaces; a;;, b;;x, constantes; Al,;,
la diferencia entre la longitud del enlace (i, j) y [, y Af;;x el cambio del angu-
lo entre los enlaces adyacentes (i, j), (J, k).

Los grados de libertad del sistema dependen de los enlaces existentes y los
posibles angulos entre estos. Queremos relacionar el niimero de coordinacion
con las restricciones que pone sobre el movimiento de la red un atomo con esa
coordinacién. Algo importante a senalar es que los grados de libertad relacio-
nados a este potencial no corresponden totalmente a los grados de libertad
de la teoria de rigidez. El término angular hace esto muy claro: mientras que
en la teoria de rigidez solo importa preservar la distancia entre atomos, el
termino angular también pide preservar los dngulos entre los enlaces en esta
aproximacion.

Las restricciones angulares Ry(r) también dependen de la dimension del es-
pacio. Un niimero de coordinacion r implica que hay una conexién entre r+ 1

vértices, cuyos (;) angulos pueden no ser independientes al contenerse en un
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hiperplano [60]. Explicitamente, tenemos:

M si r+1<d

Ro(r) = (3.20)

(d E 1)(2r — d)
2

si r+1>d.

Por otro lado, tenemos que las restricciones traslacionales R; debidas a los
enlaces es una por enlace y se reparten de manera equitativa entre los dos
dtomos del mismo, por lo que R;(r) = 5. Podemos ahora plantear una ecua-
cion de los grados de libertad de movimiento de toda la red D como funcién
del nimero de coordinacién:

D =dn— (i %Z) + Rg('f’(i))) . (3.21)

Para el caso d = 2, podemos despreciar los dtomos con r < 1 y simplificar la
expresion al dividir por 2n:

3 3(r)

— == —". 3.22
5~ 4 (3.22)
Si queremos que la red sea rigida, debemos pedir que D = 0, y asi podemos
calcular el valor critico de (r), = 2.0. Para (r) < (>)(r)., la red estara en
una configuracién flexible (rigida). Para d = 3, el mismo calculo da como
resultado el valor (r). =24

Aunque esta aproximacién nos permite cuantificar la rigidez de una grafi-
ca, presenta dos errores significativos. El primero es que es posible tener
regiones flexibles incluso cuando (r) > (r).. En d = 3, estos casos se dan por
largas regiones con (r) = 2, que llamaremos puentes. La figura 3.5 muestra
un ejemplo.
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t=0.0

1.5

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.5

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 3.5: Estructura no rigida con nimero de coordinacién arriba del valor
critico.

Sea s el nimero de vértices en un puente; el ejemplo en la rigura 3.5 tiene
> i Ri(r;) = s+1, pues s vértices tienen s+1 enlaces, y Y 7, Ry(r;) = s+4,
pues hay 1 angulo por vértice y 4 al anclar la red por cada lado a una com-
ponente ya rigida. Esto implica que D = 3s — (2s +5) = s — 5, por lo que
podemos aumentar s de tal manera que nuestro puente sea flexible y tenga-
mos (1) < (7).

El segundo error de la aproximacion es que la ecuacion 3.22 presenta una
sobreestimacion de las restricciones en configuraciones ciclicas. En dos di-
mensiones, los poligonos con lados menores a 6 ejemplifican este problema:
un cuadrilatero queda determinado por 6 pardmetros, mientras nuestra apro-
ximacion le predice 8 restricciones.

Aplicando la ecuaciéon 3.22 a un anillo con p vértices en d = 3 llegamos
a:

" /2 2(2-1
D:3p—Z(§+—<2 >>:3p—2p=p (3.23)
=1

Recordando que en tres dimensiones tenemos 6 grados de libertad en es-
tructuras rigidas, para p € [3,6) la ecuaciéon 3.24 predice menos grados de
libertad que sus seis posibles modos rigidos, mientras que para p > 6 la ecua-
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cién estima bien los modos. Si el anillo esta aislado, es decir, no toca ninguna
otra estructura en el sistema, podemos corregirlo haciendo que para p < 6 el
anillo sea rigido y para p > 6 sea flexible.

Para d = 2 el error se vuelve todavia mas dramético:

D:2p—2(2+w>:2p—2p:0. (3.24)

Asi, aunque sabemos que un anillo en d = 2 es rigido, la ecuacién 3.22 cuenta
demasiadas restricciones y le quita al anillo sus posibles movimientos rigidos.

Para el caso de una red (donde no solo hay anillos o puentes aislados), po-
demos relacionar ambos errores. Un puente puede volverse un anillo si esta
anclado a un anillo por ambos extremos y, en el caso de que este ultimo anillo
sea rigido, el puente puede volverse rigido también. Esto define algo similar
a un flujo de rigidez en la red, que normalmente es llamado percolacion de
rigidez. La figura 3.6 ejemplifica este procedimiento.

t=0.0 t=0.0
15 15

1.0 1.0

03 ) (2) s
00 (D—G) 00

—05 -0.5
-1.0 -1.0
-1.5 =15
-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15
(a) (b)

Figura 3.6: Percolacién de rigidez desde (a) un anillo con p = 6 hacia un
puente con s = 5 que (b) se ancla en él formando un anillo rigido con p = 7.

Ahora, podemos corregir ambos problemas en conjunto para el caso d = 2.
Sabemos que es posible visualizar un anillo con s vértices como un poligono
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cerrado de s lados. Para d = 2, al determinar s — 2 angulos del poligono
y s — 1 lados, autométicamente se determinan los tres grados de libertad
restantes.

t=0.0

1.0

0.5

0.0

-0.5

-1.0

-1.0 -05 0.0 0.5 1.0

Figura 3.7: [lustracién de la sobreestimacion de grados de libertad en anillos.
Los angulos y lados punteados quedan totalmente determinados con anterio-
ridad.

Introducimos un término de correccién en funcién del niimero de poligo-
nos formados F', y modificamos la ecuacién 3.22:

D:2n—zn:<®+r(i)—l>+3F. (3.25)

: 2
=1

Esta ecuacién puede relacionarse con la caracteristica de Euler si recorda-
o N 1 N .
mos quen = ;  lym=35>." ().

Es importante notar que las correcciones por errores son muy significati-
vas si queremos estudiar la transicion de fase de rigidez ya que el nimero de
coordinacién critico (r). para d = 2,3 toma valores muy cercanos a 2 y esto
hace mas probable que haya més errores de conteo cerca de este valor.
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3.2.2. Pebble Game

Para d = 2, podemos utilizar el teorema 3.1.10 para verificar si una grafica
es rigida. Sin embargo, usar el teorema directamente no es factible, debido
a que el nimero de subgraficas tiene una dependencia exponencial con el
numero de vértices.

Es posible construir algoritmos de tiempo polinomial, basados en el teore-
ma mencionado, para verificar si una grafica es rigida. Aunque son diversos
los algoritmos construidos, aqui se explicard la version mas usada, llamada
Pebble Game y disenada por Hendrickson originalmente en 1992 [61] y rees-
tructurado en 1997 [62].

La idea del algoritmo es construir la red anadiendo los enlaces uno a uno
y realizar una busqueda sobre las subgréficas de los vértices de cada enlace
anadido para ver si se viola la condicién del teorema. Este procedimiento
nos ayuda a realizar la busqueda en todas las subgraficas de manera mas
eficiente (al utilizar los resultados ya obtenidos para subgréficas anteriores)
para reducir la complejidad.

Haremos una construccién rigurosa del algoritmo, comenzando con algunas
definiciones y notacion.

Definicién 3.15. Sea GG una grafica con una estructura genérica y e € F,

decimos que e es independiente cuando el rango de la matriz de rigidez
Rg+ con G* = (V, E\{e}) es menor que la de Rg.

Si no es independiente, decimos que una arista es redundante. Que un
enlace sea independiente significa que realmente restringe el movimiento de
los atomos, mientras que una arista redundante no tiene ninguna influencia
sobre este movimiento. Una gréafica rigida con aristas redundantes es llamada
rigida-estresada (“stress-rigid” en inglés)

Para mostrar un ejemplo, regresamos a la figura 3.3. En la subfigura (a),
el arista (1,4) (igual que muchos otros de la subgrafica {1, 2, 3,4}) es redun-
dante, mientras que el arista (4,6) no lo es. No es gratuito que regresemos
a la estructura de este ejemplo en particular, pues es posible relacionar la
rigidez con la independencia de vértices.
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Lema 3.2.1. Una grdfica G con m = 2n—3 y con una estructura genérica en
R2. Entonces G es rigida si y solo si todos sus aristas E son independientes.

Para evitar el término —3 de la ecuacion para e, podemos simplemente
triplicar cualquier enlace en E. Esto es 1til a la hora de realizar procedimien-
tos matematicos, pero realiza un cambio conceptual, pues requiere que G se
convierta en una multigrafica (una gréfica que permite méas de una arista
entre dos vértices). Esto puede hacerse ya que todos los teoremas anterior-
mente probados se aplican de igual manera a multigraficas. Enunciamos el
teorema de Laman ahora de la siguiente forma:

Corolario 3.2.2. Sea G una grdfica. Entonces E es independiente si y solo
siV e € E, la multigrafica G4 obtenida al cuadruplicar e no tiene una
subgrdfica G' con m’ > 2n/.

Demostracion. Se sigue directamente del lema 3.2.1 y el teorema 3.1.10. [

Ahora debemos probar que construir la red paso a paso permite que no
verifiquemos las subgréficas, solo lo que es generado por la grafica nueva.
Haremos prueba de los siguientes teoremas:

Teorema 3.2.3. Sea G una grdfica con E independiente y e ¢ E una arista
nueva, entonces e es independiente en G, = (V,{e} U E) si y solo si la
multigrafica G4 no tiene una subgrdfica G' con m’ > 2n'.

Demostracion. La implicacion = es consecuencia del corolario 3.2.2. Para la
implicaciéon <, haremos una prueba por contradiccion.

Supongamos que las aristas e U E no son independientes en G., entonces hay
una arista e* tal que la grafica G4+ tiene una subgrafica G' = (V', E’) con
m’ > 2n’. Ya que E es independiente, entonces necesariamente e € E’. Pero
entonces esta grafica también es subgrafica de G, y tiene el mismo ntimero
de aristas, asi GG, tiene una subgrafica que viola la desigualdad mencionada,
por lo que se llega a una contradiccion. O

Este teorema es sumamente importante pues declara que al construir la
red paso a paso, solo debemos de verificar la independencia de la nueva aris-
ta para garantizar que se cumpla la condicién de rigidez. Asi, buscamos un
procedimiento que nos permita verificar dicha independencia. Proponemos la
siguiente idea: asignamos a cada vértice dos “pebbles” y buscamos utilizarlos
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para cubrir las aristas de la gréfica de tal manera que toda arista (,7) sea
cubierta por un pebble de 7 o j. Una configuracién de este estilo es llamada
una cubierta.

Si iniciamos con una grafica sin enlaces, esta trivialmente tiene una cubierta.
Por otro lado, dado una gréfica con cubierta y una arista (4, j) que deseamos
anadir, podemos utilizar esta cubierta como base para encontrar una nueva.

Si los pebbles de los vértices de dicha arista ya estan sobre alguna otra
arista, entonces realizamos una busqueda recursiva sobre los otros vértices
adyacentes a i y j pero de manera dirigida, tal que si tenemos una arista
independiente (k,[) cubierto por un pebble del vértice k, entonces la arista
esta dirigido desde k hacia [. Esta direccién hace que siempre busquemos
pebbles libres en los vértices mas alejados de la arista y, si encontramos un
pebble libre, podamos intercambiar pebbles entre los enlaces adyacentes en
el camino encontrado para finalmente cubrir (7, j) con un pebble de i o j.

Llamamos a este procedimiento extension de cubierta. La posibilidad de reali-
zar este procedimiento depende de los pebbles disponibles, que a su vez estan
relacionados con la independencia de la arista nueva. La figura 3.8 ilustra una
extension de cubierta.
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()

Figura 3.8: Cuarta extension de cubierta para una arista de prueba. Repro-
duccién de [16].

En la figura, en naranja se muestran los pebbles ocupados sobre una aris-
ta, mientras que en verde se muestran los pebbles disponibles. Las aristas
redundantes son lineas punteadas.

Queremos extender la cubierta existente (a) anadiendo la arista (4,8). Los
tres pebbles libres de los vértices 4 y 8 se utilizan para las tres primeras copias
de la arista, por lo que en la cuarta iteracion debemos realizar la busqueda
dirigida. El algoritmo (c) logra encontrar un pebble que se puede usar, por
lo que se realizan algunos intercambios y finalmente se integra la arista a la

grafica (b).

A continuaciéon probamos formalmente la relacién entre la existencia de cu-
biertas y la independencia de los vértices.
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Teorema 3.2.4. Sea G una grifica con E independiente y e ¢ E una arista
nueva, entonces e es independiente en G, = (V,{e} U E) si y solo si la
multigrifica Gy tiene una cubierta.

Demostracion. Probamos primero <. Si existe una cubierta para G4, enton-
ces sabemos que no hay una subgréfica con m’ > 2n’. Por el teorema 3.2.3,
entonces tenemos que e es independiente de E.

Para probar =, si e es independiente, el teorema 3.2.3 nos garantiza que
el algoritmo de extension de cubierta puede encontrar una arista disponible
ya que ninguna subgrafica ocupara todos sus aristas. O

Con el teorema anterior probado, queda claro que las extensiones de cu-
bierta nos proporcionan un procedimiento que permite probar la independen-
cia de las aristas: para cada arista que deseemos anadir, la anadimos cuatro
veces distintas (es decir, cuadruplicada) a la gréafica y hacemos una extensién
de cubierta en cada una. Si cada extension es posible, entonces la arista serd
independiente.

Cuando la arista es redundante, la extension de cubierta falla pues la bisque-
da de pebbles libres se estanca o se queda atrapada en un ciclo. La figura 3.9
muestra este hecho.

Figura 3.9: Intento de extension de cubierta sobre un vértice redundante.
Sobre una cubierta (a) se busca un pebble para la cuarta versién del vértice
(b). Reproduccion de [62].
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El pseudocddigo y algunos detalles de la implementacién del algoritmo
se discuten a profundidad en [62]. Ademads existen algunos recursos en linea
para entenderlo y visualizarlo [63, 64].

Ya que el conjunto de aristas independientes es proporcional a n y reali-
zar una extensién de la cubierta es O(n), podemos construir un conjunto
maximo de aristas independientes y, por ende, verificar la rigidez de la grafi-
ca en O(n?).

El algoritmo también nos permite descomponer la grafica en sus componentes
rigidas. Suponiendo que cada enlace solo puede pertenecer a una subgrafica
rigida, podemos etiquetar cada enlace como perteneciente a cierta subgrafica
y hacer extensiones de cubierta sobre cubiertas modificadas para encontrar
dichas componentes.

.
CT. ©+ @ i 30} @
S D T B O O e &) ?
@ ® (19 ® ©
@ @ ) (< @ ®. ((\é

(a) (b)
Figura 3.10: Identificacién de componentes rigidas antes (a) y después (b) de

poner el arista (4, 8) en las gréficas de la figura 3.2.3. Tomado de [16].

En esta teoria, los vértices pueden pertenecer a mas de una componente
rigida.
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3.2.3. Mayores dimensiones: estructuras de cuerpos rigi-
dos

Como mencionamos poco después de enunciar el teorema 3.1.10, no existe
una generalizacion del teorema de Laman para estructuras en dimensiones
mayores que dos. Sin embargo, si en lugar de tomar estructuras utilizamos las
llamadas estructuras de cuerpos, se puede construir un algoritmo de tiempo
polinomial. Una estructura de cuerpos se puede pensar como un conjunto de
cuerpos rigidos que se unen entre ellos con aristas sobre distintos puntos.

Figura 3.11: Ilustracion de una estructura de cuerpos rigidos globalmente
rigida. Tomado de [65].

Matemaédticamente, estas estructuras son representadas por una multigrafi-
ca en la cual cada vértice consiste en una grafica completa (que representa
un cuerpo rigido) y cada arista como un enlace entre puntos de estas gréficas
completas [65].



Capitulo 4

Modelo de Ising

Queremos utilizar un modelo sencillo para estudiar la termodinamica de
un vidrio. Como se vié en el capitulo dos, un vidrio es estructuralmente si-
milar a un liquido, por lo que utilizar un modelo de fluidos parece una idea
intuitiva. En particular, es mas sencillo utilizar un modelo de fluidos discre-
tizado que sirva tambian para estudiar las transiciones de fase, ignorando un
poco la parte dinamica del sistema.

Supongamos que tenemos una red con topologia cuadrada o cibica y que
es suficientemente grande para representar una discretizacién (también lla-
mada malla) del volumen de un gas. También supongamos que las moléculas
de este gas tienen un tamano tal que solo una puede ocupar un lugar de la
malla. Aunque en principio la energia cinética total del sistema depende de
la velocidad de cada particula, podemos aproximarla como un valor prome-
dio multiplicado por el nimero de particulas en la red. También, la energia
potencial depende de las interacciones entre particulas que se puede modelar
mediante un potencial de Lennard-Jones generalizado:

e ((2)" - (2)). o)

donde —e es el valor minimo del potencial, ro es la distancia a la cual el
potencial se vuelve repulsivo y n es un exponente relacionado con la intensi-
dad de la fuerza de repulsion. La figura 4.1 muestra el comportamiento del
potencial para distintas n:

65
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Figura 4.1: Potencial de Lennard-Jones generalizado para distintos exponen-
tes n.

Conforme n crece la region de equilibrio del potencial se vuelve méas pe-
quena, y tomando el limite para n muy grande obtenemos

0o T <Ty
lim Va(r) =14 —€ r=rg (4.2)
0 r>T

Asi, el potencial de interaccién se puede ver como una interaccién a primeros
vecinos que se encuentran a una distancia ry. La energia total del sistema se
puede expresar entonces como:

N
H(n)= AZni — eZninj (4.3)

donde A es la energia cinética promedio, n; € {0,1} nos indica si hay una
molécula en el lugar i de la red y n = (ny,...,ny) es el microestado del
sistema . Este modelo es llamado gas de red (“lattice gas” en inglés). Esto es
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equivalente al modelo de Ising que surge para intentar explicar el ferromag-
netismo suponiendo que tenemos un conjunto de N particulas en una red
bien definida cuya energia esta dada por un hamiltoniano de la forma:

N
H(O’):—BZO’i—JZUin (44)
=1 (4,3

donde B es el campo magnético externo, J es la energia de interaccion, o; €
{=1,1} es el momento magnético en la posicién i de la red, o = (01, ...,0n)
es el microestado del sistema y (i, j) son los primeros vecinos de la red. El
nimero de primeros vecinos es una propiedad topolédgica de cada tipo de red,
por lo que el modelo de Ising es muy general y puede aplicarse a distintos
sistemas que describen otros fenémenos, desde modelos para el ADN [66]
hasta redes neuronales reales [67].

Se puede ver la equivalencia entre ambos modelos al realizar las siguientes
transformaciones en el hamiltoniano 4.3, de lo que obtenemos el hamiltoniano

de Ising 4.4 reescalado por la constante é — 3EgN
o; = an -1
A ¢«
B = D) + 5 (4.5)
G
4 )

donde ¢ es el niimero de primeros vecinos para cada elemento de la red. El
modelo de Ising ha sido ampliamente estudiado y es el ejemplo canénico de
un sistema discreto en mecanica estadistica [25, 68, 69].

4.1. Descripcion fisica

El modelo de Ising se puede describir con un ensamble candnico, pues
sabemos que normalmente N, V, T serdan constantes. La probabilidad de estar
en una configuracion o esta dada por una distribucion de Boltzmann:

Plo, ) = S22 (@)

7= exp(~6H(o)) (47)

oe)

(4.6)
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_ 1 : : _ 9N
con = T Y Q2 el espacio de configuraciones. Tenemos que [Q| = 2%.
Las variables termodinamicas macroscépicas pueden obtenerse a partir de la
energia libre de Helmholtz, que cumple las ecuaciones:

F(T,M)=U—-TS - MB (4.8)
= ——lnéz ) (4.9)
dF = —SdT — MdB , (4.10)

donde M es el momento magnético del sistema. Cabe mencionar que, estric-
tamente, la funciéon F' no es la energia libre de Helmholtz pues el trabajo
generalizado M B también tiene una transformacién de Legendre, lo que co-
rresponde a la energia libre de Gibbs G. Existen textos que utilizan ambas
convenciones, ya sea F' [70] o G [68] para nombrar este potencial. Nosotros
utilizaremos F' pues es mas comun encontrarlo en la literatura. Las variables
intensivas del sistema se pueden obtener como

1 0F
=35 (4.11)
oM 1 O*°F
X=98 = Nop (4.12)
2
Loy Lok (4.13)

“TNor T Nor
Utilizando la ecuacion 4.10, podemos obtener una expresion para las variables
intensivas en términos de la funcién de particion y las configuraciones del
sistema:

M= (M)=>" M(c)P(c,p) (4.14)
B B 2
x = GyAM = S((M7) = (M)7) (4.15)
U=(H)=> H(c)P(o,p) (4.16)
e= 5w = Dy — ey (417)
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con M = % Zf\il o; la magnetizacion por espin del sistema. Para resolver el
problema analiticamente debemos calcular directamente la funcién de par-
ticién Z y todos los valores esperados. Calcular directamente la funcion de
particion es complicado ya que la suma sobre el espacio de configuraciones
tiene demasiados términos y no se puede solucionar de manera general. Esta
suma podria simplificarse utilizando la degeneracion del sistema, dado que
hay configuraciones que tienen el mismo valor de la energia. Esta degenera-
ci6én en la energia es cuantificada por la densidad de estados, denotada g(H).
Ya que tenemos un conjunto discreto y finito de configuraciones, asi seran
también todas sus posibles energias. Definimos

H={H(o)|ocQ}={HY ... HD (4.18)

‘H es el conjunto de todos los valores distintos que puede tomar el hamilto-
niano del sistema. Algo importante del conjunto H es que, si separamos el
Hamiltoniano del sistema como:

:Hmag_'_Hint:

podemos entonces definir Hp,e y Hing de manera andloga a H utilizando la
ecuacion 4.18. Asi, es claro que H C Humag X Hint- Sea ahora:

Sy={oceQ|H(o)=H"} ;. (4.20)
Definimos entonces la densidad de estados g como
g(H"W) =[S ;. (4.21)

Ya que, en general, [ < 2V, estas definiciones nos permiten reducir los térmi-
nos de la suma de la funcion de particién como sigue

!
Z =Y g(H®)exp (—5H(k)) . (4.22)
k=1
Encontrar la densidad de estados y los conjuntos Sy es un problema de com-
binatoria. El problema debe resolverse de manera independiente para cada

tipo de red pues Hi, cambia dependiendo de la topologia y dimensién de
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la red. Sin embargo, para la mayoria de sistemas relevantes (como cualquier
sistema en tres dimensiones), es muy complicado expresar de manera exacta
la densidad de estados, al igual que la funciéon de particion, y no se conoce
una solucion analitica. En la siguiente seccion discutiremos algunos ejemplos
de sistemas que se pueden resolver analiticamente.

4.2. Soluciones analiticas

4.2.1. Una dimensién

Supongamos que tenemos una red 1-dimensional de N espines con con-
diciones periédicas a la frontera, como muestra la figura 4.2.

9 8 % 6
10/7/’4'-‘ ~~t. s B
11¢/ ¢\4
1T2 3
> \1{ 14 1 /2/ &
Sy

Figura 4.2: Anillo de espines con N = 14.

Podemos expresar explicitamente el hamiltoniano de interaccién como:

Hy(o) = —J Z 01011 (4.23)

La funcién de particion toma la forma

Z = Z Z exp <ﬂZBaz + JalazH)

o1==+1 ony==%1

Z Z HeXp ( —(oi+0i41) + Jazahq)) :

o1==%1 ony=%£1i=1

(4.24)
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s - . . N N
Para obtener la tltima ecuacién, usamos la identidad ;" 07 = 3 > i_, 0 +

oit1. Sea T(0;,05) = exp (B(E(0; + 0;) + Joy05)). T solo puede tomar cuatro

valores distintos. Definimos entonces la Matriz de transferencia como:
_(T(+1,41) T(+1,-1)\ _ [PU+B) =8I
T= (T(—l, +1) T(=1,-1)) — \ e/ =B (4.25)
Esta matriz cumple un propiedad muy importante que probaremos a conti-
nuacion:
Lema 4.2.1. Sea T la matriz de transferencia. Entonces:
> T(04,0)T(05,08) = (T)s0, (4.26)
oj=%x1

Demostracion. Para simplificar la notacién, denotamos T'(£1,+1) = Ty

T = (T++ T+) (T++ T+)
T*Jr T _ T7+ T _
(T T + T T T Ty + T3 T
r r+7T T, T 17 +T T _
— (Zgzil T+UTU+ Zazil T+UT0.)
Ecr:il T+JTJ+ za:il T,UTO.,
[

Esta propiedad se puede generalizar al aplicarla sucesivamente para ob-
tener:

Z T(Ui7gj)(Tm)Uij = (Tm+1)0'i0'k (427)

O'j::tl
Asi, podemos expandir el producto de la ecuacion en la expresién para la
funcién de particion y utilizar la propiedad probada para obtener:

Z = Z Z HT(Uian+1)

o1==+1 on==%1i=1

= Z Z T(O’l,O'Q) Z T(O'N_Q,O'N_l) Z T(O'N_l,UN)T(O'N,O'l)

o1=%1o02=%1 on_1=%1 on==%1
— N _ N _ N N
= E (Moo, = TrT™ =27 + A2,
o1==+1

(4.28)
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con Ay los valores propios de la matriz. Realizando el cédlculo, obtenemos
que:

A = e’ {COSh (BB) £ \/sinh2 (BB) 4+ e=487] . (4.29)

Para una cadena de espines reales, tendremos que N ~ 10%°, por lo que si
Ay > A, entonces Z =~ )\f y podemos expresar la energia libre de Helmholtz
como:

N

F = ~3 In Ay (4.30)
Ahora tomamos el limite B — 0 en ausencia de campo magnético externo:
g/nlo A =egs(1+ Ve P7)=2coshfJ . (4.31)
—
La funcién de particion se expresa entonces como
N
F = —Eln (2cosh 8J) . (4.32)
Calculamos la magnetizacién tomando también el limite N — oo:
. . 10IlnAy
M= Jim dim (M) =l =55
BJ inh 5B cosh 6B
- hﬁ - lim |sinh BB + —= BB cosh b (4.33)
cosh 8 B0 \/ sinh? (3B) + e—487

=0.

Este resultado implica que la magnetizacién siempre es nula para cualquier
temperatura (que no hay magnetizacion espontanea) por lo que este modelo
no recupera la transicion de fase ferromagnética que se observa en la na-
turaleza. Sin embargo, el modelo es suficientemente bueno para describir el
paramagnetismo. Si tomamos el limite J — 0, recuperamos la funcién de par-
ticién correspondiente a un sistema paramagnético y a bajas temperaturas,
la ley de Curie.

4.2.2. Dimension arbitraria: aproximacién de campo
medio

Una manera de solucionar el modelo para geometrias y dimensiones ar-
bitrarias es utilizar una aproximacién de campo medio [71, 68]. En general,
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sabemos que un espin o; se puede reescribir como o; = (0;) + Ao; con (o;) su
valor promedio y Ag; su variancia . Asi, el producto de dos espines se puede
escribir como:

oi0j = (0:)(0j) + (0:)Ac; + (0;)Ac; + Ao; Ao
~ (o) + ()M, + (03}, (134
= (oi)o; + (05)0i = (:){03) ,

donde supusimos que el producto de las varianzas Ao; Ao ; era suficientemente
pequeno para ignorarlo. Al sustituir esto en la ecuacién para Hi,, tenemos:

mt ~ JZ Ul JJ <Ui><0j>

(1,9)

qN JM?
= QJM;@
ij

= qNJ./\/l2 J/\/lz:aZ ,

(4.35)

donde también suponemos M =~ M = (o;). El hamiltoniano de interaccién
se vuelve la interaccion magnética promedio de un espin con sus vecinos y
toda la informacién sobre la dimension y topologia de la red esta contenida
en ¢, por lo que el modelo es completamente general. Podemos expresar asi
la funcién de particion como

2= % Y epopt I Hexp(ga, (B+ar3))

o1==+1 on==+1

co AP (S (o ()

o==1
2 N
:exp—ﬁw [QCOShﬁ (B—I—QM%)] .

La energia libre de Helmholtz toma la forma

F= % (ﬁq“;MQ —In [2cosh5 (B + qM%)D . (4.37)
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Podemos expresar entonces la magnetizacion por espin para los limites B — 0
y N — co como

& (222M 41y [2cosh B (B + qls)2
M = lim lim (M) = h'ml ( 2 [ ( 2)])
B=0 N—00 B=0 3 0B (4.38)

, J J
= 1191310 tanh 3 (B + q/\/lg) = tanh ﬁq/\/l§ .

Asi, el valor de la magnetizacién debe encontrarse mediante la ecuacion
implicita 4.38. La figura 4.3 muestra una grafica de la funcién tanh oM — M
para distintos valores de a.

15 —10 -05 00 05 10 15
M

Figura 4.3: Solucién gréfica de la ecuacion implicita 4.38.

Observamos que para o < 1, las tnicas raices de la ecuacién son M = 0,
pero para o > 1, hay dos raices nuevas =M, y, conforme tomamos mayores
valores de «, tenemos lim,_,., My = 1. Existe entonces una transicién de

_ _qJ _ ‘ ..,

fase en el punto a. = KT, = 1, que nos da una definicién para la tempe-
" — _aJ ; = L

ratura critica T, := i+ due nos permite expresar o = . Para encontrar

una aproximacion a la expresiéon analitica de M para T' < T,, primero re-
emplazamos la tangente hiperbdlica por su serie de Taylor a segundo orden
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y resolvemos la ecuacién cuadratica para Mo:

My)? T\*(T.—-T
oty Xy s aay=wfs(E) (BT s

Utilizando la temperatura reducida t = T“T_C T v aproximando (1+t)% en una

serie de Taylor a primer orden cuando ¢ ~ 0:
Mo =+v3(1+t)%t
~ +£V3t .

(4.40)

Solucién numeérica

- Aproximacién t = 0

0.00 1

00 02 04 06 10 12 14

0.8
T/TC

Figura 4.4: Magnetizacion para el modelo de Ising en aproximacién de campo
medio.

Realizando el mismo analisis podemos expresar la suceptibilidad magnéti-
ca x v la energia libre de Helmholtz F'. Derivando la ecuacién 4.38 respecto

a B, tenemos
1

qJx
= 1+—). 4.41
X COSh2/8<B+qJ2./\/l)/B( 2 ) ( )
Despejando la expresion para y y tomando el limite B — 0, obtenemos

B
i =1
550N T B cosh? B(B + —qJQM) — Bt

2
_ B

CoshQﬁ% — %

(4.42)

(4.43)
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Para T — T.;, M — 0 y tenemos x =

Para T' — T_,

B _ 1
1-Le 7 KpTc|t|"
T
M — /3]t| y aproximando el coseno hiperbdlico con una serie de Taylor a
segundo orden tenemos

- s
X~ — 9 2
1+%(BWT“3_“)] o
~ _ p (4.44)
L+ () 3] - 24
B 1

2 = .
14 (L) 3ft| — L 2KpT.t|

La siguiente grafica muestra el comportamiento de la suceptibilidad magnéti-
ca

20.0
17.51
15.0 1
12.5 1
<10.0 1
7.51

5.01

2.51

0.00 0.25 0.50 0.75 1.00 1.25 1.50 1.75 2.00
T/T.

Figura 4.5: Suceptibilidad magnética para el modelo de Ising en aproximacion
de campo medio.

Debido a la doble derivada, la expresién analitica de la capacidad calorifi-
ca es muy larga, por lo que la aproximamos suponiendo que para 7' — 71,
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U— —M. Sustituyendo la expresion M ~ +/3t, tenemos

K B 8_U
N op M (4.45)
= —Kph%qJ MW :
Para calcular 83—/;‘, derivamos la ecuacién 4.38 y despejamos. Asi, obtenemos

B 2K M?*(1 — t)?

~ cosh? (M(1—1t)) — (1 —t)

B 2Kp3t(1 —t)?

~ cosh? (V3t(1—t) —(1—1t)

(4.46)

Para T'— T.F, ¢ = 0 debido a que M — 0. En la siguiente figura esquema-
tizamos el comportamiento del calor especifico.

3.01
2.57
2.01
o 1.5

1.0 1

0.51

0.01

0.0 0.3 0.6 0.9 1.2 15
T/TC

Figura 4.6: Capacidad calorifica para el modelo de Ising en aproximacién de
campo medio.

Sin tomar el limite para B — 0, podemos encontrar la magnetizacion
M como funciéon de B solucionando numéricamente la ecuacién implicita
M =tanha (2B/qJ + M). La figura 4.7 muestra estas soluciones.
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1.00

0.751

0.50 1
0257 — a=05
S 0.001 =07
—0.251 —— a=109
—0.50 1 — a=1.1
—0.751 J —— a=13
— — a=15

—1.00 1

—1.00 —0.75 —0.50 —0.25 0.00 0.25 0.50 0.75 1.00
B

Figura 4.7: Magnetizacion como funcién del campo magnético externo en la
aproximacién de campo medio.

Para T > T,., hay un comportamiento paramagnético. Para T" < T, en-
contramos un comportamiento ferromagnético al haber magnetizaciéon para
B = 0. Sin embargo, esta magnetizacién no es continua en B = 0 y toma
valores distintos dependiendo de por dénde nos acerquemos, un claro indicio
de una transicion de fase.

La energia libre de Helmholtz tiene un comportamiento muy interesante al
visualizarla como funcién de la magnetizacion, como muestra la figura 4.8.
Para T > T,, el potencial solo tiene un minimo estable M = 0. Sin embargo,
para T < T., M = 0 se vuelve un punto maximo inestable y los valores =M,
se convierten en minimos estables, y en presencia de un campo magnético, es
mas estable el valor de Mg que tiene el mismo signo que el campo magnético,
es decir, hay un comportamiento paramagnético ademés del ferromagnético.
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T/T, =03
201 B=0
T/T. =1.0
5] B=0
T/T, = 3.0
10 B=0
T/T.=0.3
5 — B=06Kp
01
= 4

—4 ) D A

0
MK

Figura 4.8: Energia libre de Helmholtz como funcién de la magnetizacién en
la aproximacion de campo medio.

Podemos evaluar la precision de la aproximacién de campo medio com-
parandola con la solucién exacta para una red cuadrada con condiciones pe-
riddicas a la frontera en 2D, con B = 0, obtenida originalmente por Onsager
en 1944 [72]. En esta, la temperatura critica tiene el valor:

2 2.2691
T (Exacto) — J ~ 22091/ (4.47)
Kpln (1++/2) Kp
qJ 2J
T.(CM) = =— = = 4.4
«(CM) Kp2 Kp (4.48)

Concluimos que, ademas de presentar informacion valiosa sobre los fenémenos
criticos en el modelo de Ising, la aproximaciéon de campo medio aproxima los
resultados analiticos suficientemente bien.

4.3. Soluciones numeéricas

Como ya se menciond, para la mayoria de modelos interesantes es imposi-
ble calcular la funcién de particién de manera analitica, por lo que se recurre
a métodos numéricos para calcularlo. De entrada, es posible calcular el valor
de la funcién de particiéon realizando la suma de la ecuacién 4.7. Sin embargo,
hay 2V términos en la suma, por lo que no es factible realizar este célculo
de manera directa, e incluso se ha demostrado que calcular exactamente la
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funcién de particiéon para un modelo 2D con campo magnético o 3D puede
ser un problema NP-duro [73].

La manera mas factible de realizar el calculo de la funciéon de particiéon es,
en lugar de suponer la distrubicién de la ecuaciéon 4.7, construir otra distru-
bicion de probabilidad que se aproxime a esta. Esto se realiza construyendo
un proceso estocastico cuya distribucién de probabilidad tiende a la distri-
bucion deseada. Aunque estrictamente una variable aleatoria es una funcién
X : Q — R, podemos asignar de manera biyectiva una variable aleatoria X;
a cada microestado o; como X;(o;) = 0;;, por lo que una distribucién de
variables aleatorias es equivalente a una distribucion de estados.

4.3.1. Meétodos de Monte Carlo con Cadenas de Mar-
kov
En general, el proceso estocéstico elegido para generar la distribucion es

una cadena de Markov, es decir, un proceso a tiempo discreto en estados
finitos que cumple con la ecuacién

P(XnJrl = U(in+l)’Xn = O(ip)s -+ - , Xo = U(io)) = P(Xn+1 = a(in+1)|X” = U(in))
(4.49)
Denotamos P;(n) := P(X,11 = oYX, = 6™). P;(n) es llamada matriz

de transicion.

Definicién 4.1. Una cadena de Markov es homogénea si y solo si F;; no
depende del tiempo, es decir, Vn,m € N P;(n) = Pj(m).

Aunque hemos hablado de la probabilidad de ir de un estado a otro, cada
cadena de Markov también tiene una distribucién de probabilidad asociada
p(n) = (u(n), ..., pwo(n)) tal que p;(n) = P(X, = o;). Conviene ana-
lizar las condiciones mediante las cudles una cadena de Markov converge a
una distribucion de probabilidad dada, pero para explicarlas necesitamos dar
algunas definiciones. Seguimos el estilo de [74].

Definicién 4.2. Sea o0, 0; € ). Decimos que el estado o; comunica a o,
denotado a; — o, si y solo sf 3m tal que P(X, 4, = oW|X,, = @) > 0.

Podemos interpretar que el estado o; comunica a o; si es posible (es decir,
hay una probabilidad distinta de cero) de llegar a o; desde o; en m pasos,
para algin m € Z.
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Definicién 4.3. Una cadena de Markov es irreducible siy solosiV o, 0; €
Q O; < 0

Definicién 4.4. Sea o; € (Q, el periodo de o;, denotado como d(o;), se
define como

d(e;)) =MCD{neN|n>1 & P;(n)>0} (4.50)

con MCD el méaximo comun divisor. El periodo de un estado o; es el
maximo comun divisor de todos los pasos en los que es posible quedarnos en
el mismo estado o;. Cabe senalar que si esto se puede desde el primer paso,
entonces el periodo sera 1.

Definicién 4.5. Una cadena de Markov es aperiddica si y solo si V o; €

Definicién 4.6. Una distribucién de probabilidad = para una cadena de
Markov homogénea es estacionaria si y solo si P =7

Teorema 4.3.1. Sea p(n) la densidad de probabilidad de una cadena de
Markov irreducible y aperiodica, con w su distribucion estacionaria, entonces

lim p(n) = (4.51)
n—0o0
Demostracion. Pruebas simples se pueden encontrar en [75, 76]. O]

La utilidad de este teorema radica en que una cadena de Markov con-
verge a una distribucién fija conforme tomamos méas pasos temporales en su
evolucion.

Definicién 4.7. Decimos que una cadena de Markov homogénea con una dis-
tribucion de probabilidad 7r es reversible si y solo si la matriz de transicion
P;; cumple con la ecuacion:

Wipij = Wj-Pji VZ,] . (452)

Dada una cadena de Markov, queremos encontrar una ecuaciéon que nos
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describa cémo cambian las probabilidades del sistema. Sabemos que
1|
(n+1) Z i (n

IQ\

=Y () Py(n) + p;(n) Py (n)
7
1| €]

= ui(n) Py(n) + py(n 1—2

i=1 =1
i#] 2753

(4.53)

Pasando f;(n) al otro lado de la ecuacién, obtenemos una expresién para la
diferencia entre las distribuciones de probabilidad en dos tiempos subsecuen-
tes:

€2 12|
pi(n+ 1) Z pi(n)Pij — pj(n (4.54)
2#] l#J

A la ecuacién 4.54 se le conoce como ecuacion maestra. Si nuestra cadena
es aperiodica e irreducible, sabemos que al tomar el limite t — oo, la distri-
bucién p converge a un valor estacionario 7 y entonces p;(n + 1) — p;(n) =
m; — m; = 0. En este caso, la ecuacion maestra 4.54 se reduce a:

12| 12|
Y mi(n)Py =) mi(n)P; (4.55)
= =

Si a su vez suponemos que la cadena de Markov es reversible, es decir, que se
cumple la ecuacion 4.3.1, la ecuacién 4.55 se satisface automéaticamente pues
se cumple para cada término de la suma en las probabilidades de transicién
y también en las tasas de probabilidades.

Ya que la condicién se pueden interpretar el hecho de que es igualmente
probable estar en un estado ¢ e ir a uno j que viceversa, a la ecuacion 4.3.1
se le llama ecuacion de balance detallado .

Suponiendo que conocemos la densidad de probabilidad 7 a la que quere-
mos que converja nuestra cadena, la ecuacion 4.3.1 no nos permite encontrar
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las probabilidades de transicién ya que tenemos solo una ecuacién para dos
incégnitas. Ademas, aunque conociéramos las probabilidades de transicion,
no sabemos cémo construir una cadena de Markov cuya distribucion converja
a la deseada a partir de estas probabilidades.

La solucién a este problema viene de una idea ingeniosa, pensada a par-
tir de pensar la cadena como una generacion de nuevos estados desde un
estado base [77, 78]. Supongamos que P;; = G;;A;;. Denotamos a G;; como
la probabilidad de proponer un nuevo estado o; estando en un estado o, y
a A;; como la razén de veces que aceptamos el estado o; al ser propuesto
desde o;. Recordando que cada microestado del sistema es un conjunto de
espines, para tener la propiedad de irreducibilidad en la cadena de Markov
que construiremos, podemos proponer como nuevos estados desde un estado
arbitrario los estados que se obtienen al cambiar un espin escogido uniforme-
mente en la red. Asi, podemos expresar a G;; como:
1

G _ {ﬁ si o; — o; al voltear solo un espin
[/

(4.56)
0 en otro caso .

Lo primero que notamos es que la funcién G;; es simétrica. por lo que la
ecuacion de balance detallado es:

Ti_ O (4.57)

4.3.2. Algoritmo de Metrépolis-Hastings

El algoritmo de Metrépolis-Hastings funciona de tal manera que, aun-
que no se conoce la funcion de particion completa Z, utiliza la distribuciéon
de probabilidad de Boltzmann y la supone como la distribuciéon a la cual
converge la cadena de Markov. Asi, la ecuacion 4.57 toma la forma:

exp [~ fH(0)]
Z = exp [3(H(0;) — H(o)) (4.58)

A

Jt

Ay B exXp [_BH<UJ)
Z

Tenemos una ecuacién para las razones de aceptacion y podemos utilizarla
para proponer su valor. Es importante que la razéon de aceptacion sea lo
mas cercana a 1 posible, para que el sistema siempre esté intentando aceptar
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los cambios y se mantenga en constante flujo de energia hasta llegar a un
equilibrio. Asi, se propone la siguiente razén de aceptacién:

4, = {eXP [~B(H(a;) — H(a,))] si H(oy) > H(a,)

1 si H(oj) < H(oy). (4.59)

Esta definicién de la razén de aceptacion tiene un significado fisico muy in-
mediato. A temperaturas pequenas cercadas a 0, cuando vamos a un estado
de menor energia, la razén de aceptacion es maxima y haremos el cambio a
ese estado, por lo que cada paso tiende a llevar al sistema a un estado de
minima energia, una condiciéon del equilibrio termodindamico. Sin embargo,
a temperaturas altas, el argumento de la exponencial es muy pequeno y el
sistema siempre esta aceptando los cambios.

Este algoritmo fue propuesto inicialmente por Metrépolis y sus colabora-
dores en 1953 [79] para obtener la ecuacién de estado de un fluido de esferas
duras en 2D, y posteriormente fue generalizado por Hastings en 1970 [80].

Mas alla del formalismo, utilizar este algoritmo para resolver el modelo de
Ising sobre una red arbitraria se hace de la siguiente manera. Dada una red
con N espines, y valores fijos de B, J y 3, construimos una cadena de Mar-
kov de estados {o};_; tal que los ultimos elementos de la cadena tienden
a un estado en equilibrio termodinamico dados esos parametros. El tamano
de la cadena 7 es escogido por nosotros, y entre mas grande sea mas pre-
ciso sera el estado final pues habra tenido més tiempo de equilibrarse. Una
implementacion del algoritmo se puede dar de la siguiente manera:

Algoritmo 1: Metrépolis-Hastings

Input : Parametros termodinamicos: 3, B, J
Condicién inicial o
Ntumero de pasos 7

Output: Una lista n = {o:}]_;

Sea n un arreglo vacio

g =0y
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Anadir o an
t=0
for t <7 do
i = AleatorioUniforme({1,..., N})
Sea o (i) la configuracién obtenida al voltear el espin i en o
prob = AleatorioUniforme(][0, 1])
acep = exp [—(H (o (i) — H(0o))]
if prob < acep then
[ o=0()

Anadir o an
L t=t+1

Dénde AleatorioUniforme(S) es un elemento tomado con probabilidad uni-
forme de un conjunto S. Recordando que el calculo de la energia es una ope-
racién O(N), el algoritmo tiene una complejidad O(7N) y requiere O(TN)
memoria para guardar todos los sistemas.

Al obtener la cadena 7, podemos calcular las variables termodindmicas ma-
croscopicas del sistema calculandolas para toda o € n y haciendo un pro-
medio de esos valores. Sin embargo, al tener pasos pasos finitos, realizar este
promedio sobre todo n usualmente subestima el valor real del promedio ya
que, dependiendo de la condicién inicial, los primeros sistemas de n pueden
estar muy alejados del equilibrio y dar un valor de las variables erréneo. Con-
siderando el error de medicién, podemos decir que hay un cierto nimero de
pasos Tier tales que para t > T, €l sistema estd en equilibrio termodinamico
o termalizado, es decir, las fluctuaciones son menores que el error de medi-
cion. Llamamos a 7 pasos de termalizacion. Normalmente 7., depende del
tamano del sistema. Algunas maneras de eficientar el algoritmo son:

1. No calcular la energia total en cada paso, pues solo es necesario el
cambio de energia (que en este caso puede simplificarse como H (o (7)) —
H(o) =20,(Jf+B)con f =3y ; 0 lasuma de los espines vecinos).

2. Guardar en la lista 7 el sistema no en cada iteracién, si no cada m
iteraciones. Esto permite aumentar tanto el tamano del sistema como
el nimero total de pasos sin saturar la memoria.
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3. Para un conjunto de parametros termodinamicos y de simulacion, re-
petir M veces el algoritmo para obtener un conjunto de cadenas 7;,
calcular las variables (); de cada simulacién y definir como la variable
verdadera el promedio @ = (@;). La obtencién de cada n; se puede
hacer simultaneamente utilizando cémputo distribuido.

4. No tomar una condicién inicial oy totalmente aleatoria para reducir los
pasos de termalizacion necesitados.

En la figura 4.9 presentamos los resultados de una simulacién utilizando
Metrépolis-Hastings para un modelo de Ising sobre una red cuadrada en dos

dimensiones. Con 7 = 10°, 7y, = 5, promediando cada variable () sobre 5
sistemas.

0.8

0.6

0.4

0.2

0.0

25

2 3
KT
()

Figura 4.9: Resultados obtenidos por el algoritmo de Metropolis para una red

cuadrada de N = 10 x 10. La linea punteada corresponde a la tempertura
critica T, = 2.269.



Capitulo 5

Modelo propuesto: penalizacion
por rigidez en un sélido amorfo

Podemos resumir lo visto en los tres capitulos anteriores en los siguientes
puntos

= Qué es el estado solido amorfo, por qué se da la transicion vitrea y qué
es la fase intermedia en un vidrio.

= Qué es la rigidez de una grafica, como se relaciona con los vidrios y la
fase intermedia.

= Un modelo termodinamico para el ferromagnetismo que presenta fenone-
mos criticos, su solucion numérica y su relacién con modelos de fluidos
discretos.

Pareciera que el capitulo cuatro no esta relacionado con los anteriores. Sin
embargo, en este capitulo lo relacionaremos, pues presentaremos un modelo
basado en el modelo de Ising para simular un vidrio durante la fase interme-
dia. En particular, este modelo tomara en cuenta la rigidez del vidrio, pues,
como se vio en el capitulo dos y tres, esta bien definida y estudiada y es
fundamental para la fase intermedia. Como se vera a lo largo del capitulo, el
modelo presenta muchas simplificaciones, pero mantiene las caracteristicas
principales de la rigidez y las transiciones de fase. Propondremos un modelo
simple de un vidrio calcogenoide cuyas propiedades termodinamicas repro-
duzcan o sean consistentes con la existencia de una fase intermedia.
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Ya que buscamos reproducir dos transiciones de fase, es intuitivo utilizar
un modelo que ya sepamos de antemano que presenta una transicion.

5.1. Descripcién del modelo

Queremos estudiar la termodinamica de un vidrio durante la transicién
vitrea al cambiar su numero de coordinacién promedio (r). Lo mas légico es
utilizar la interpretacién del modelo de Ising como un gas de red, es decir, de
un sistema atémico que presenta una transicién de fase de densidades bajas
a altas. Recuérdese que la fase intermedia es una transicion de fase que se da
cerca de la transicién vitrea en vidrios.

Asi, el vidrio es representado por un gas de red con una topologia deter-
minada. Cada vértice de la red representa la existencia o ausencia de un
atomo, y este tiene enlaces solamente con los atomos en las posiciones de
primeros vecinos, que también pueden existir o no. El hecho de que en cada
sitio de la red pueda o no haber un atomo le da desorden topoldgico al sis-
tema, la caracteristica de un sélido amorfo, aunque la posiciéon del dtomo en
la red no tiene relevancia.

En el capitulo tres, se menciond que los sistemas con enlaces redundantes
(gréficas estresadas-rigidas) incrementan la entalpia irreversible AH,,., por
lo que nos interesa que el modelo evite que se formen este tipo de compo-
nentes. Es decir, que la rigidez redudante se evite. En términos de energia,
nos gustaria que los estados rigidos tengan mayor energia. Asi, queremos
penalizar al sistema anadiendole energia por formar componentes rigidas.
Suponemos entonces que el sistema tiene un hamiltoniano de la forma

N
H(n):—uan—JanJ—i—C’ Z n;n;
= (5.1)

(,4)€EL
— Ilquim + Hint + Hcic

con u, J y C constantes. L es una subgrafica que estima las componentes
rigidas del sistema. Hquim €s la aportacién por u (el potencial quimico), Hin
la energia de interaccion por J y H. la aportacion por las componentes rigi-
das L, proporcional a una constante C'.
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La definicién anterior de L es ambigua, y posteriormente se dard su defi-
nicién formal. El hamiltoniano es igual al del modelo de Ising, aunque con
un término extra en el que se toma en cuenta la rigidez del sistema. Este
término puede interpretarse como una penalizacion por nucleacién, que saca
al sistema de la posibilidad de llegar al equilibrio al generar una configuracién
totalmente rigida, configuracién equivalente a la solucion de equilibrio de un
sistema magnetizado en el modelo de Ising.

5.1.1. Estimacién de componentes rigidas

En el capitulo tres se discutié en qué consiste la rigidez de una grafica, asi
como la definiciéon matematica de esta en la teoria de la rigidez y la definicion
fisica en la teoria de restricciones topoldgicas. La principal diferencia entre
estas dos definiciones radica en que en la teoria de restricciones topoldgicas la
rigidez toma en cuenta las restricciones angulares, mientras que en la teoria
de rigidez no tienen importancia. La figura 5.1 ejemplifica estas diferencias.

t=0.0 t=0.0

15 15

1.0 1.0

0.5 0.5

0.0 0.0
-0.5 -0.5
-1.0 -1.0
-1.5 -1.5 [

-1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 1.5 -1.5 -1.0 -05 0.0 0.5 1.0 15

Figura 5.1: Diferencias entre definiciones de rigidez. Un cuadrado puede ser
rigido si se considera mantener sus angulos, como en la teoria de restricciones
topoldgicas (a), o no, como en la teoria de rigidez (b).

Aunque el algoritmo del Pebble Game nos permite descomponer una grafi-
ca en sus componentes rigidas, no toma en cuenta las restricciones angulares,
por lo que no nos es 1til si nos interesa tomarlas en cuenta. Ademas, su
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complejidad O(n?) puede ser alcanzada por otros algoritmos que tienen una
implementacion mas sencilla. Por otro lado, el conteo de restricciones es una
aproximacién que nos permite verificar si el sistema es rigido o no con una
complejidad O(n). Sin embargo, no nos permite dividir al sistema en com-
ponentes rigidas y no es una aproximacién muy precisa.

Nos gustaria encontrar una manera de estimar las componentes rigidas de
forma mas eficiente y simple. Mejorar la eficiencia no parece ser sencillo (que
se puede ver en la poca literatura al respecto), por lo que parece mas factible
hacer otra simplificaciéon de nuestro modelo en la definicion de la subgrafica L.

En dos dimensiones, se puede ver que la nociéon de rigidez debe de estar
relacionada con las componentes conexas y los ciclos de la grafica covalente.
Toda componente rigida con mas de dos elementos forma un ciclo, mientras
que la proposicion inversa no es necesariamente verdadera pero frecuente-
mente lo es. En particular, si es una equivalencia si estamos en una red con
una topologia fija. Asi, para encontrar las componentes rigidas seria equi-
valente encontrar los ciclos con repeticiones de vértices (también llamados
circuitos) del sistema, problema que se ha resuelto eficientemente de muchas
maneras [81].

Nuestra estimacion de la rigidez seran estos mismos circuitos, por lo que
el conjunto L puede definirse formalmente como la subgrafica de todos los
circuitos del sistema. Otra definicién de L surge del concepto de arista de
corte, que es el siguiente:

Definicién 5.1. Sea G = (V, F) una grafica no dirigida. Decimos que e € F
es una arista de corte si y solo si la gréfica G' = (V, E'\{e}) tiene un mayor
nimero de componentes conexas que (.

Por lo tanto, podemos intepretar a L como la subgrafica inducida por
todos los vértices que estan conectados por aristas que no son de corte. El
algoritmo que proponemos para encontrar L hace una caminata aleatoria
sobre la grafica y la va reduciendo hasta que tenemos una gréafica equivalente
en la que todos los vértices son de grado par, y entonces utilizamos el siguiente
teorema:

Teorema 5.1.1. Sea G una grdfica no dirigida conexa. G es separable en
ciclos ajenos por aristas si y solo si todos los vértices tienen grado par.
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Demostracion. Para probar =, sea v € V. Si hay k ciclos que pasan por v, al
no compartir aristas necesariamente tenemos d(v) = 2k. La prueba de < se
hace por induccién fuerte sobre el nimero de aristas. Para |FE| = 1 se cumple
trivialmente. Suponemos que es vélido para |E| < k y sea ahora una grafica
conexa G = (V, E). Ya que cada vértice tiene grado par, debe de existir un
ciclo C'. Entonces G' = (V, E\C) es una grafica con componentes conexas
G1,...,G,,. Al quitar solo las aristas del ciclo, sabemos que solo cambiamos
el grado de cada vértice en el ciclo y lo reducimos por 2, por lo que todos los
vértices siguen teniendo grado par. Asi, cada G; es una grafica con vértices
con grado par y |E;| < k. Por hipdtesis de induccién, cada G; es separable
en ciclos ajenos por aristas C,,...,C; , por lo que

G:OOO,»J»UO (5.2)

i=1j=1
Entonces G es la unién de ciclos que no comparten aristas. O

Nuestro algoritmo para buscar ciclos primero quita de la grafica (recur-
sivamente) los vértices de grado 1, que sabemos no pertenecen a ninguna
componente rigida. Posteriormente, caminamos aleatoriamente la grafica en-
tre todos los vértices con grado mayor a 1, comenzando cada caminata en un
vértice de grado impar. Cuando esta caminata detecta un ciclo, dependien-
do de los vértices de grado impar en este ciclo, quitamos de la grafica todo
el ciclo o una parte de él y lo que quitamos lo etiquetamos como parte de
las componentes rigidas. Esto reduce el tamano de la grafica hasta que solo
tenemos vértices de grado par, que ya sabemos son parte de un ciclo por el
teorema 5.1.1. El pseudocddigo del algoritmo es el siguiente:
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Algoritmo 2: Deteccion de ciclos

Input : Una grifica G = (V, E)
Output: Una subgrafica L correspondiente a sus componentes

rigidas.

Sea G' =G
Sea L una grafica vacia
Quitar recursivamente los elementos con grado 1 de G’
if No hay elementos de grado impar en G’ then
| L=G
else

while haya elementos con grado impar en G' do
Caminar aleatoriamente G’ empezando en un vértice de grado

impar.
if Encuentro un ciclo C' then

if Hay elementos con grado impar en C' then
Sea P la subgrafica del camino entre el ultimo

elemento de grado impar y el inicio de la caminata de
G/
Borrar P de G’

Anadir P a L
else

Borrar ¢ de
Anadir C" a L
end

end

if Hay elementos con grado 1 en G’ then
| Quitar recursivamente los elementos con grado 1 de G’

end

end

end

Debido a que el algoritmo camina hasta quitar todos los elementos de grado
impar, su complejidad es O(]V|?). Sin embargo, gracias a el hecho de que
borra componentes de la grafica, en promedio tiene una mejor complejidad.
La figura 5.2 ejemplifica el algoritmo, mientras que la muestra su resultado
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al correrlo en una red

Figura 5.2: Busqueda de componentes rigidas sobre una gréfica.(a) La grafica
inicial. (b) Iniciando en el vértice 4 realizamos una caminata que resulta en
un ciclo . (c¢) Identificamos en el camino entre los dltimos vértices de grado
impar y (d) lo quitamos.
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Figura 5.3: Resultado del algoritmo para una red cuadrada con N = 16 x 16
en dos dimensiones.
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5.2. Analisis teorico

Nos interesa estimar analiticamente las configuraciones estables del siste-
ma para distintos valores de p, J y C. Para T" = 0, minimizar la energia de
Helmholtz es igual que minimizar la energia interna, es decir, el hamiltoniano.
Presentamos algunos célculos suponiendo 7" = 0 sobre la minimizacién de la
energia del sistema que nos seran utiles para ver en qué intervalo convendria
variar p, J y C para obtener distintos efectos en simulaciones con 7" =~ 0.
Estos resultados no se mantendran a temperaturas reales pero esperamos que
sean una estimacién razonable.

En principio, la minimizacion de energia depende de las relaciones entre p,
Jy C.SiC = 0, esperamos el mismo comportamiento que para el modelo
de Ising. Para C' > J, u, el sistema minimizard la energia formando los me-
nores circuitos posibles. En general, si queremos tener N atomos sin formar
circuitos, deben estar en cadenas de N — 1 enlaces. Queremos ver cuando el
sistema tendera a poner atomos e ir a configuraciones de alta densidad, es
decir, cuando la energia de N + 1 atomos es menor que la de N atomos:

Hquim(N + 1) + Hint(N + 1) < Hquim<N) =+ Hint(N)
— —u(N+1)—J(N+1—-1) < —uN — J(N —1) (5.3)

== —u<J

Para —pu < J el sistema tenderd a poner atomos sin formar ciclos, mientras
que para —pu > J el sistema evitard poner atomos y la densidad tenderd a
0. Las configuraciones que maximizan el nimero de dtomos sin poner ciclos
corresponden a arboles maximos generadores de la grafica, cuyo nimero de
atomos depende de la topologia de la red, pero tienen una densidad aproxi-
madamente de p = 1/2. La figura 5.4 muestra una de estas configuraciones.



5.2. ANALISIS TEORICO 95

e Atomos

Componentes
rigidas

Figura 5.4: Configuraciéon que minimiza la energia para C' >> u, J .

Por lo tanto, para C' > u, J, esperamos que solo haya una transiciéon en
el sistema entre p =0y p = 1/2 al pasar por sz = —J .

Para C' ~ u,J podemos realizar una analisis similar al anterior. Si tene-
mos N atomos tal que ya se forman [N enlaces en componentes rigidas, el
anadir otro atomo inevitablemente anadira aristas rigidas. En promedio, si
tenemos que el sistema inicié en una configuracion similar a la de la figura
5.4, pensamos que anadir un atomo a esa configuracion anade en promedio
tres enlaces rigidos y cinco enlaces normales. La figura 5.5 esquematiza por
qué ese numero de enlaces rigidos y enlaces normales anadidos.

e Atomos

| G did —9—o—9—o Componentes
e rigidas
originales

Componentes
e rigidas
nuevas

Figura 5.5: Esquema de las nuevas componentes rigidas que se anaden al
sistema al anadir. Se anaden tres nuevos enlaces y cinco componentes.
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Podemos usar una desigualdad para ver cuando nos convendra quitar
enlaces en lugar de anadirlos en la red, es decir, tener N atomos en lugar
N + 1 atomos, ambos que forman componentes rigidas y normales:

Hppag(N) + Hint(N) + Heic(IN) < Hipag(N + 1) + Hine(N) — 3J + Heie(IN)
+5C

— —uN — JN +CIN < —u(N +1) = JN — 3J + CIN + 5C

= pu<5hC—-3J.
(5.4)

Para los valores de i que cumplan la desigualdad 5.4, el sistema intentara qui-
tar enlaces para llegar a una minima energia, mientras que para pu > 5C' —3J
se anadiran enlaces hasta llegar a una configuracion totalmente rigida con

= 1. Esperamos una transicion de fase al pasar por p.o = 5C —3.J desde un
estado que no forma enlaces rigidos (p = 1/2) a uno que si los forma (p = 1)

Como ya mencionamos, para C' ~ 0 esperamos el mismo comportamiento
que para un gas de red, es decir, una transiciéon de fase entre bajas densi-
dades (p = 0) a una mayor densidad (similar a la figura 4.7), que siga la
ecuacion:

fe1 = —2J . (5.5)

Siguiendo esta aproximacion, podemos estimar cuando observaremos estas
dos transiciones: de una baja a una mayor densidad (p.1) y de una densidad
intermedia a una alta ()

He1l = He2

Para C' < C,, no observaremos una doble transicion de fase, mientras que
para C' > C, esperamos observarla en un intervalo [fi.1, fea] -



Capitulo 6

Resultados numeéricos

En este capitulo presentaremos los resultados y detalles de simulaciones
realizadas para resolver el modelo presentado en el capitulo anterior. Se uti-
lizé el algoritmo de Metropolis-Hastings por su facilidad de implementacion
y su precisiéon. Comenzaremos explicando los detalles de la termalizacién de
las simulaciones, posteriormente las variables macroscépicas y la consistencia
con el analisis tedrico del capitulo anterior.

6.1. Termalizacion

Nos interesa ver si es que el sistema converge a una distribuciéon uniforme
y los pasos que le toma al sistema llegar a eso. Tomaremos como parametros
fijos la temperatura, que fijaremos en KgT' = 0.5 y la energia de interaccion
J = 2. La temperatura fue tomada como fija ya que la fase intermedia en
los vidrios no varia como funcién de la temperatura sino de la composicién
x (que se puede asociar con el potencial quimico p) y se da al estudiar el
vidrio en un intervalo de temperatura pequeno y bajo que corresponde a la
transicion vitrea.

El anélisis tedrico del capitulo anterior muestra que p. depende tanto de
J como de C. Por simplicidad, podemos estudiar esta relacién variando solo
uno de estos pardmetros y manteniendo el otro constante. Ya que J es parte
del modelo normal, nos parece més interesante variar C' y observar su depen-
dencia.

97
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| Termalizacion
0 4
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Figura 6.1: Termalizacién de (a) p y (b) Us para u = —3.325, C' = 0.7.

La figura 6.1 muestra la termalizacién de la energia interna del sistema y
la densidad p = % Zfil n; para una red cuadrada con condiciones periddicas
a la frontera y N = 30 x 30, tomando como nimero de pasos 7 = 10%.

Termalizacion
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0.81

0.6

0.4 1

0.2

0.0

0 2000 4000 6000 8000 10000
Pasos de Monte Carlo

(a)

Pareciera que, para t > 7, los valores de p y E se mantienen fluctuando
alrededor de un valor promedio, que nos hace pensar que convergen a un
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valor en equilibrio termodinamico. Esto puede confirmarse comparando la
distribucién de los valores en todo el intervalo [0, 7], con la distribucién en

[5, 7). Estas distribuciones se muestran en a figura 6.2.

Densidad antes del corte Energia antes del corte
4000 ux = 0.602 px = —0.942
.y =0017 G000 . oy =0.078
-Z 3000 g
g g
£ 2000 g
&= =
1000
0 T ¥ ¥ ? T T T
052 054 056 058 060 062 -09 —08 -07 06 —05
p U/N
(a) (b)
Densidad despues del corte Energia despues del corte
1200 . 1000
py = 0.612 I iy = —0.976
1000 W — 0.004 _ s Wy =0.007
< &
S 800 g
3 g 600
Z 600 5
g < 400
F= 4001 =
2004 200
0 . - . : . 0 . . . : .
0.52 0.54 0.56 0.58 0.60 0.62 —0.9 —0.8 -0.7 —0.6 —0.5
p U/N
(c) (d)

Figura 6.2: Distribucién de p y U para p = —0.525, C' = 1.5 para todos los
tiempos (a,b) y en el intervalo [37,7].

Después del corte, es claro que la desviacion estandar ox se vuelve mu-
cho menor para el intervalo cortado a la mitad, y el valor promedio cumple
g—i > 1. Sin embargo, esto no necesariamente se cumple para todas las otras
combinaciones de u,C. La figura 6.3 muestra las graficas de termalizacién
para u = —3.325, C'= 0.7 en las cuales esto no sucede.
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Figura 6.3: Distribucién de p y E para p = —3.325, C' = 0.7 para todos los
tiempos (a,b) y en el intervalo [%7’, T].



6.2. VARIABLES MACROSCOPICAS 101

6.2. Variables macroscdpicas

Nos interesa calcular las variables termodinamicas, es decir, p, U, x y
C, como funcién de p y C'. Podemos utilizar las ecuaciones 4.14- 4.17, para
calcular dichas variables.

Realizamos un conjunto de simulaciones sobre una red cuadrada en dos di-
mensiones, con condiciones peridédicas a la frontera y N = 30 x 30. Los
valores de p estaban en una particion regular de 21 puntos sobre el inter-
valo [—3.5, 0], mientras que los de C' en una particién regular de 21 puntos
sobre el intervalo [0.5,2.5]. Estos invervalos deberian de permitir observar
los fenémenos criticos predichos por el andlisis tedrico del capitulo anterior.
Para cada valor distinto de (u, C'), se realizaron ocho simulaciones y el valor
de las variables termodinamicas se obtuvo inicialmente de cada una de estas
ocho simulaciones tomando 7., = 3, es decir, en el intervalo [%7‘, 7], y pos-
teriormente se promediaron esos ocho valores de cada una para obtener los
valores definitivos para ese par (p, C').

Se realizaron 10* pasos de Monte Carlo totales sobre cada simulacién. To-
mando en cuenta el tiempo de cémputo de la simulacion y el deseo de tener
la posibilidad de realizar distintos tipos de analisis sobre las simulaciones, se
decidié guardar la cadena de Markov, es decir, el conjunto de configuraciones
obtenidas en cada simulacién. Sin embargo, debido al espacio que represen-
taba guardar y manipular las 8 x 21 x 21 x 10* configuraciones de todas las
cadenas obtenidas de la simulacion en un disco duro, solo se guardaron cada
100 pasos, por lo que la cadena de Markov obtenida para cada simulacién es
de la forma (o7, 100, 200, - - - , T104, )-

Las figuras 6.4 y 6.5 muestran estos resultados.
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Densidad
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Figura 6.4: Variables macroscépicas obtenidas en la simulacién. p Y x como
funcion de p para distintas C'
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Energia Interna
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Figura 6.5: Variables macroscopicas obtenidas en la simulacion. p Y x como
funcion de p para distintas C'.
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En todas las graficas hay un cambio en el comportamiento de los variables
conforme el valor de C' aumenta, teniendo que el cambio de comportamiento
se da para C' = 1. Para la energia interna, en C' > 1 el comportamiento es
el de una curva suave con un méximo en p € [—2.8,—2.625] . Sin embar-
go, para C' < 1, esta curva cambia de direcciéon a un comportamiento lineal
decreciente a partir de un valor p*(C). Esto es confirmado en la gréfica del
calor especifico, en la que para C' < 1 hay un cambio abrupto en el com-
portamiento a partir de p*(C'), mientras que para C' > 1 hay una variacién
mucho menor.

La densidad tiene un comportamiento todavia mas peculiar. Para C' > 1,
la densidad comienza a crecer desde valores muy bajos en y© = —3.5 has-
ta un valor estable p ~ 0.6 para u > —2.1, que se parece mucho al valor
e = —J = —2 discutido en la seccion anterior para C' > u, J. Esta densidad
se mantiene estable hasta llegar a 1 = 0.

Para C' < 1, p se mantiene principalmente en dos valores estables, el ya
mencionado p ~ 0.5 al que crece desde 0 hasta un valor p., y se mantiene
en ese valor hasta llegar a un p.; en el cual la densidad sube de nuevo hasta
p = 1. pio dista del valor predicho i, = —2J = —4 . Para el primer valor de
C = 0.5, la llegada a p =~ 0.5 no se alcanza a visualizar y solo se observa la
llegada hasta p = 1. Esto aproxima suficientemente bien el célculo realizado
anteriormente para el cual C' < J/5 = 0.4 no tiene una densidad intermedia.

El fenémeno se ve més draméticamente conforme C — 17. La figura 6.6
muestra un corte para C' = 0.8. La grafica de xy muestra dos cambios de
valores abruptos, similares a discontinuidades, lo cual seria consistente con
la existencia de una doble transicion de fase en la densidad del sistema.
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0.150
0.90
~0.375
0.75
0.60 —0.900
QU
0.45 = -1.425
0.30 ~1.950
0.15 .
0.00
~3.000
6
200
5
4 150
~ Z
s < 100
P
50
1
0 0
35 -28 -21 —14 —07 00 35 -28 -21 —14 07 00
1 1

Figura 6.6: Variables macroscépicas para C' = 0.8.

Podemos suponer que tanto para la densidad como para la energia interna,
fte1 es el valor hace maximo el cambio entre valores sucesivos de C, y x
respectivamente. En particular, nos interesa el salto correspondiente a un
salto creciente, por lo que definimos p.; como:

per (C) := argmax z(pii1) — 2(pi-1) (6.1)

Con z = C,, x La figura 6.7 muestra los valores de u.; para ambas variables
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Figura 6.7: (a) p. para C,y (b) . para y como funcién de C'. La linea negra
es el valor critico C' = 1 mientras que la roja es el valor promedio de pu. para

C>1.

En ambas graficas, se puede observar que el comportamiento para C' < 1
parece ser linealmente creciente, mientras que se mantiene constante para
C' > 1. Podemos analizar p. para los cinco valores de C' € [0.5,1.0) y probar
su linealidad con una regresion lineal. Las figuras 6.8 muestran dichos ajustes.
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Figura 6.8: (a) u. para C,y (b) p. para y como funcién de C' en el intervalo
0.5,0.9].

Otro valor interesante a analizar es el valor que maximiza tanto Cy como
x. La figura 6.9 muestra estos resultados.
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arg max{Cy(p)}
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Figura 6.9: (a) argmax {C, (1)} y (b) argmax {x(x)} como funcién de C. La
linea negra es el valor critico C' = 1 mientras que la roja es el valor promedio
de p. para C' > 1.

También se observa un comportamiento lineal para C' < 1, que puede ser
verificado realizando una regresion lineal sobre el sistema.
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Figura 6.10: (a) argmax {C,(u)} y (b) argmax {x(u)} como funcién de C' en

(
el intervalo [0.5,0.9].

La idea cualitativa de un comportamiento lineal, en especial para ., es
confirmada por los altos coeficientes de correlacion de Pearson entre el ajuste
lineal y los puntos de la simulacién. Tanto las pendientes como la ordenada al
origen de ambos ajustes tienen entre ellas una diferencia porcentual menor
al 10 %, por lo que consideramos que el comportamiento de pu,. es igual al
analizarlo sobre ambos parametros. Ademas, la pendiente y la ordenada al
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origen se acercan a los valores predichos por la ecuacion 5.4.

Los valores obtenidos analiticamente para fi.; , fiea , fe3 Y Ce s€ aproximan a
los valores numéricos observados de manera aceptable, y podemos adjudicar
que la diferencia entre ambos se debe a la influencia de la temperatura.



Capitulo 7

Conclusiones

Propusimos un modelo nuevo y sencillo para modelar un vidrio calco-
goneide en la fase intermedia que toma en cuenta la esencia de la rigidez
del sistema. Construir y estudiar este modelo implicé realizar una revision
del estado solido amorfo, el concepto y formalizacién de rigidez y de los mo-
delos tipo Ising. Esta revisién quedoé plasmada en las paginas de este trabajo.

Este modelo propuesto presenta una doble transicion de fase, que se pue-
de concluir al observar los saltos abruptos en las graficas para C, y x. Para
realmente concluir que la doble transiciéon que presenta nuestro modelo es
equivalente a la fase intermedia, deberiamos de poder relacionar alguna las
variables del sistema con AH,, y p con x. La relacién entre p y x es inme-
diata: u es proporcional a la probabilidad de poner particulas (y por lo tanto
enlaces) en el sistema, lo cual es directamente proporcional el nimero de
enlaces y a la composicién de un contaminante que anade enlaces al vidrio,
es decir a .

Relacionar alguna variable del sistema con AH,, no parece ser algo sen-
cillo. Sin embargo, debe de existir alguna relacién por el hecho de que los
cambios abruptos en la densidad deben estar relacionados con algin tipo de
energia. Sin embargo, probarlo estrictamente queda fuera de nuestro alcance
por ahora, ya que requiere un analisis termodinamico del modelo mucho mas
profundo.

Al observar el comportamiento de Cy y y para C' < 1, la primera transicion
que se observa en la densidad del sistema es mucho mas abrupta en y que
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en C,. Esto es consistente con la idea de que la primera transicién es una
transicion de tercer orden que se da al pasar a un estado rigido desde uno
flexible, como se ha mostrado en [16]. Comprobar esta hipdtesis requeriria de
méas simulaciones con mas datos.

Obtuvimos el comportamiento de las variables macroscépicas al variar p
y C, y este comportamiento es totalmente consistente con la existencia de
una doble transicion de fase. También obtuvimos valores criticos de u y C
analitica y numéricamente, y ambos valores coinciden dentro de un margen
de error de manera razonable.

Algunas de las posibilidades para darle continuidad a este proyecto son:

Optimizar el cédigo de las simulaciones para reducir su tiempo de
céomputo (la simulacién principal tomé alrededor de 200 horas de cémpu-
to). Principalmente, utilizar un mejor algoritmo para encontrar los cir-
cuitos del sistema (como el propuesto por Tarjan en 1974 [82]) y utilizar
otros algoritmos de Monte Carlo para solucionar numéricamente el mo-

delo.

Realizar simulaciones con mas valores de u, C', variando también T,
para sistemas mas grandes y con otras topologias de red.

Analizar los fendmenos criticos con teoria de exponentes criticos y es-
calamiento de tamano finito.

Comparar los resultados de nuestra estimacion de rigidez con la rigidez
verdadera obtenida por el Pebble Game.

Generalizar el sistema a redes en tres dimensiones, que involucra re-
pensar nuestra estimacion de rigidez y hacer una revision de literatura
sobre rigidez en tres dimensiones.
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