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LA GRAN RETICULA DE
PRERRADICALES DE RETICULAS



La matemdtica es la ciencia que usa
palabras faciles para expresar ideas dificiles.
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Introduccion

La Teoria de Reticulas se ha vuelto una herramienta indispensable para
el estudio del Algebra, en particular para la Teoria de Anillos.

Jonathan Golan present6 un estudio sistemaético de la reticula de las teo-
rias de torsion hereditarias. En su tratado Torsion Theories [9], hace una
recoleccion de resultados acerca de la estructura de esta reticula.

Bican, Kepka, Némec hicieron un estudio de los prerradicales en su libro
Modules, Rings and Preradicals [7]. En este libro desarrollaron una buena
cantidad de la Teorfa de Moédulos y Anillos por medio de sus relaciones
con diversas clases de prerradicales. Obtuvieron muchas caracterizaciones
por medio de las propiedades de diversos prerradicales en la categoria de
modulos. Ademas, dieron muchos ejemplos de prerradicales para diferentes
clases de anillos.

En su libro Rings of quotients [12], Bo Stenstrom us6 el concepto de big
lattice con respecto a los prerradicales y a otras estructuras cuyos objetos
eran demasiado numerosos para ser los elementos de un conjunto, pero que
aparte de esto, tenfan una relacion reflexiva, antisimétrica y transitiva donde
existian supremos e infimos para familias de estos objetos. Stenstrom presen-
t6 muchos conceptos interesantes acerca de los prerradicales, definiendo los
prerradicales idempotentes, los radicales, los prerradicales exactos izquierdos
y los radicales que preservan epimorfismos. Stenstrom introduce las principa-
les operaciones entre ellos; la composicion y la operacion coproducto. Entre
los teoremas que usan ideas reticulares, Stenstrom demuestra la existencia
de un menor radical por arriba de cada prerradical, de un mayor prerradical
idempotente por debajo de cada prerradical y de un menor prerradical exac-
to izquierdo por arriba de un prerradical dado. Introdujo también las clases
de pretorsion y las clases libres de pretorsion asociadas con un prerradical,
relacionando propiedades de estas clases con propiedades de sus prerradicales
correspondientes.

Francisco Raggi y sus colaboradores comenzaron el estudio de los preradi-
cales desde el punto de vista la de Teoria de Reticulas. Denotaron por R-pr
la gran reticula de prerradicales en la categoria R — mod de los modulos
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izquierdos unitarios para un anillo asociativo con 1, R. Raggi y sus cola-
boradores desarrollaron métodos para el estudio de la gran reticula R-pr,
demostrando entre otras cosas, que es completa, atémica, coatéomica, con
pseudocomplementos fuertes y superiormente continua. Encontraron relacio-
nes de distributividad para las operaciones de composicién y cocomposicion
respecto a supremos e infimos arbitrarios. Esto permitié entre otras cosas,
demostrar la existencia de importantes prerradicales asociados con un prerra-
dical. Cada prerradical tiene un igualador, un anulador, un coigualador y un
totalizador. Al estudiar la relacion entre los prerradicales y los modulos fuer-
temente invariantes de un modulo, descubrieron que todos los prerradicales
que al ser calculados en un moédulo M dan lugar a un submoédulo fuertemente
invariante N, forman un subintervalo de la reticula R-pr. Al menor elemento
de este subintervalo lo denotaron ! y, al mayor w¥. Esto condujo al descu-
brimiento de la existencia de los médulos inyectivos principales. Un médulo
inyectivo E' es inyectivo principal cuando hay una correspondencia uno a uno
entre el conjunto de los prerradicales exactos izquierdos y el conjunto de los
submodulos fuertemente invariantes de FE.

Por otra parte, una importante linea de investigacion dentro del algebra
es la de extender los teoremas relacionados con la estructura reticular de los
modulos, a un contexto puramente reticular. Entre los ejemplos notables,
estan la version reticular del teorema de Hopkins y Levitsky incluida en el
libro de Albu y Nastasescu, Finiteness conditions in Module Theory. Otro
ejemplo es el teorema reticular de Osofski y Smith.

El libro de Calugareanu, Lattice Concepts in Module Theory hace una
recopilacion de los aspectos reticulares més importantes que ocurren en la
Teoria de Modulos, incluye una buena cantidad de generalizaciones reticula-
res de importantes teoremas y conceptos de la Teoria de Modulos.

El concepto de morfismo lineal introducido por Albu y losif permitié
la construcciéon de la categoria L, de las reticulas modulares completas,
cuyos objetos son las reticulas modulares completas y cuyos morfismos son
los morfismos lineales. Albu y losif introdujeron los prerradicales para esta
categoria, y demostraron numerosos resultados.

Motivados por el contexto descrito, en este trabajo se introduce la gran
reticula de los prerradicales para la categoria L4, la cual llamamos £,,. Para
ella extendemos algunos resultados reportados en la literatura para la gran
reticula R-pr como los mencionados en los parrafos anteriores.

Las partes centrales de este trabajo fueron expuestas en el 34" Ohio
State University-Denison Mathematics Conference, realizado en el campus de
Columbus de la Universidad del estado de Ohio, EUA, del 18 al 20 de Mayo
del 2018. Posteriormente, el trabajo se expuso en el 51 Congreso Nacional de
la Sociedad Matemética Mexicana llevado a cabo en Villahermosa Tabasco,
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Meéxico, del 21 al 26 de Octubre del 2018.
El examen de candidatura tuvo como fecha el dia 16 de Mayo del 2017 donde
se presentaron por primera vez los resultados e ideas centrales que llevaron
a desarrollar este trabajo de investigacion.



Capitulo 1

Preliminares

Denotamos por £ a la clase de todas las reticulas completas. Esta clase
es una categoria, cuyos morfismos son los morfismos usuales de reticulas. Al
mayor y menor elemento de una reticula L, los representaremos por 1, y Oy,
respectivamente.

Dada una reticula L y a < b en L, escribimos

bja={ze€L|a<z<b}.

Un intervalo inicial de b/a es cualquier intervalo de la forma c/a, donde
¢ € b/a. Asi, un intervalo inicial de la reticula L es cualquier intervalo de la
forma a/0, con a € L. Un intervalo inicial a/0 es simple, si a/0 = {0, a}.

Definicion 1.0.1. [1, Definition 1.1]

Sea f : L — L' una funcion entre las reticulas L y L', con elementos
mayores y menores Op, 11, y 0r/, 11/, respectivamente. Decimos que f es un
morfismo lineal si existe k € L, llamado el nicleo de f, ya' € L', tal que se
cumplen las siguientes afirmaciones:

i) f(x) = f(x V k), para toda x € L,

i) f induce un isomorfismo de reticulas f : 15/k — a' /0y, tal que

f(z) = f(x), Vo € 1. /k.

Ejemplo. Sea ¢ : M — M’ un morfismo de médulos. Si L(M) y L(M")
denotan las reticulas de submddulos de M y M’ respectivamente, la funcion
[ L(M) — L(M') definida por f(N) = ¢(N), para cada N < M, es un
morfismo lineal con nicleo Kere.

Notemos primero que en la reticula de submddulos L(M), si L, N < M,
entonces
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NAL=NNLyNVL=N+L.

Ast, al definir f © L(M) — L(M') por f(N) = ¢(N) se tiene que para
cualquier N < M,

fINV Kerp) = f(N + Kerp) = (N + Kerg) = o(N) = f(N).

Por otra parte, por el Teorema de la Correspondencia, @ induce una biyeccion
@ entre el conjunto de submodulos de M que contienen a Kery y el conjunto
de submddulos de p(M). Nétese que (L) = w(L), para cualquier L tal que
Kerp < L < M. Tomando esto en cuenta, se sigue que

[ L(M/Kerp) — L(p(M)),

definida por f(L) = o(L) = f(L) es un isomorfismo de reticulas. Por lo
tanto, f es un morfismo lineal.

Observacion. Los morfismos lineales no necesariamente son morfismos de
reticulas. En efecto, consideremos la siguiente figura en el plano R?

A

donde A representa el eje y, B representa la recta identidad y C' representa el
eje x. Sea o : R? — R?/C' el morfismo de mddulos, que asigna a cada vector
% su clase & + C. Asi, se tiene el morfismo lineal f : L(R?) — L(R?/C),
con regla de correspondencia W —— o(W). Notemos que

FIANB) = p(ANB) = (0+C)/C =0,
f(A)=p(A) = (A+0)/C =R*/C,
f(B)=¢(B)=(B+(C)/C=R*C.

Con esto en cuenta, se sigue que
0= f(ANB)# f(A)n f(B) =R?*/C,

es decir, f no es un morfismo de reticulas.



Notacién. Si f : L — L' es un morfismo lineal, denotaremos por n(f) € L
al ntcleo de f. Al elemento o’ € L' tal que f : 1;,/n(f) — a//0r es un
isomorfismo de reticulas, lo denotaremos por o’ := f(1r).

Algunas propiedades de los morfismos lineales son las siguientes:

Proposicion 1.0.2. [1, Proposition 1.3, (4)]
Sea f: L — L' un morfismo lineal. Entonces

flxvy) = f(x)V fly), Yo,y € L

Demostraciéon. Sean f : L — L' un morfismo lineal y z,y € L. Como f
es un morfismo lineal, si n(f) es el niucleo de f, se tiene un isomorfismo de

reticulas f: 1. /n(f) — f(11)/01 tal que f(x) = f(x), Vo € 15/n(f).
Sean 1 = x V n(f) y y1 = y VvV n(f). Notese que, como z1,y1 € 11/n(f),
entonces z1 V y; € 11,/n(f). Tomando esto en cuenta, se tiene que

flavy) = flavyvn(f)) = flava(f)Vyvn(f)) = fla1 Vi) = flz1 V).

Como f es un isomorfismo de reticulas, se sigue que

flay V) = f(z) V fy).

Por lo tanto,

- flevy) = fler V) = flz) vV fly)
= flavnalf)V fyVvnlf) = fl@Vvalf)V flyVnalf)=flz)Vfy)

O

Corolario 1.0.3. [1, Corollary 1.4/
Sea f: L — L' un morfismo lineal. Entonces [ es una funcion creciente.

Demostracion. Sean z,y € L tales que x < y. Entonces
fy)=Fflyvaz)=fly)V flz)
Por lo tanto, f(z) < f(y). O

Corolario 1.0.4. [1, Corollary 1.5/
Sea f: L — L' un morfismo lineal. Entonces

f(0z) =0p.

Demostracion. Sea f : L — L' un morfismo lineal con niicleo n(f). En-
tonces f induce un isomorfismo de reticulas f : 1p/n(f) — f(11)/0r, tal
que f(z) = f(x), Yo € 1 /n(f). Tomando esto en cuenta,
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F(f) = f(n(f)) = 0w,
de donde se sigue que 0, < f(0,) < f(n(f)) = 0p.. Por lo tanto,
f(0L) = 0.

O

Lema 1.0.5. /2, Lemma 0.6 |
Sea f : L — L' un morfismo lineal. Entonces se cumplen las siguentes
afirmaciones:

i) f conmuta con yuntas arbitrarias, es decir,

f(\/z'el xl) = Vie[ f(afz),

para cualquier familia {x;};c; de elementos en L.

ii) f preserva intervalos, es decir, para cualquier u < v en L, se tiene que
fo/u) = f(v)/f(u).

Demostracion. i)

Sea f : L — L' un morfismo lineal. Si n(f) es el nicleo de f, entonces
se tiene el isomorfismo de reticulas f : 15 /n(f) — f(11)/0 con regla de
correspondencia f(x) = f(z), Vo € 1;/n(f). Ahora, para cualquier familia
de elementos {z;}icr en L, se tiene que

FWVier@i) = f(Vier ) Vol f)) = f(Vier (@i V n(f))) = f(Vies (@i V ()

Como f es un isomorfismo de reticulas, f conmuta con yuntas arbitrarias,
por lo que

FNVier(@i V() = Vier f(@iVn(f) = Ve (@i Vn(f) = Ve, f(wi).
i)

Sean f : L — L' un morfismo lineal con nicleo n(f) y el isomorfismo

de reticulas f : 1./n(f) — f(11)/0r inducido por f. Notemos que si

t: f(11)/0r < L' es el morfismo lineal de inclusion y ¢ : L — 1/n(f) es

el morfismo lineal canénico, con regla de correspondencia p(z) = = V n(f),

Vz € L, entonces f = 1o f o ¢. En efecto, para cualquier € L, se tiene que

f@) = flzvn(f)) = fle(@)) = f(e2)) = o foyl().
Observemos que el morfismo lineal ¢ preserva intervalos, es decir, si u < v,
entonces p(v/u) = p(v)/e(u). Como ¢ es un morfismo lineal, entonces es
una funcion creciente, por lo que Vx € v/u, se tiene que



p(u) < px) < p(v).

Ast, p(v/u) € p(v)/p(u).
Por otra parte, si y € p(v)/p(u), es decir, u Vn(f) <y < v Vn(f), se sigue
que

u<(uVvn(f))ANv<yAv<(vVn(f)) Av=uv,

lo cual implica que y A v € v/u.
Ahora, como n(f) < uV n(f) <y, entonces n(f) < y. Tomando esto en
cuenta, por modularidad tenemos que

plyAv) = (yAv)va(f) =yAwValf)) =y,

es decir, el elemento y A v € v/u es tal que p(y A v) =y. Por lo tanto,
p(v)/e(u) € p(v/u),

con lo cual ¢(v)/p(u) = p(v/u). )
Ahora, como f es un isomorfismo de reticulas, entonces f preserva inter-
valos. Asi,

Fle)/e(u)) = fle@)/ fle() = fvVn(f)/fuvn(f) = f)/f(u.

Como el morfismo lineal ¢ preserva intervalos, se tiene que
Fle) /o) = fle(v/u)) = t[f(p(v/u)] = (to fop)(v/u) = f(v/u).
Por lo tanto, f(v/u) = f(v)/f(u). O

Proposicién 1.0.6. [I, Lemma 2.1]

Sean L, L', L" reticulas modulares completas y L AN L', L' %5 L" morfismos
lineales. Entonces la composicion go f : L — L” es un morfismo lineal.

Demostraciéon. Sean L =1,/0,, L' = 1., /0y, L" =110 /Opny f : L — L,
g : L' — L” morfismos lineales. Como f es un morfismo lineal, existen
n(f) € L tal que f(x) = f(xz V n(f)), para toda € L, y un isomorfismo
de reticulas 17 /n(f) SN f(12)/0r, inducido por f, tal que f(x) = f(x),
para toda x € 1,/n(f). Asimismo, por ser g un morfismo lineal, existen
n(g) € L' tal que g(z) = g(z V n(g)), Vz € L', y un isomorfismo de reticulas
1. /n(g) % ¢(11,)/0p~, inducido por g, tal que §(z) = g(z), Vo € 11/ /n(g).
Ahora, por modularidad se tiene que

(£(12) v nl9)) fnlg) = £(10)/(F(12) Anlg)),
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donde
(£02) v n(9)) /nlg) < 1ue/nlg) v F(10)/ (1) Anlg)) < F(11)/0p

Afirmamos que n(go f) = (f)7! (f(lL) A n(g)), es decir, se cumplen las

siguientes dos condiciones:

i) Vre L, (g0 f)@) = (g0 f)(zVnlgo )

ii) Se tiene un isomorfismo de reticulas

(go f):1r/n(go f) — g(f(1L))/0p

tal que (go f)(z) = (go f)(z), para toda x € 1, /n(go f).

Seax € Lyw:= (f)*l(f(lL) A n(g)) Notese que, como
0 < f(1) An(g) < f(1r)

v 1p/n(f) g, f(12)/0z: es un isomorfismo de reticulas tal que f(z) = f(z),

Vo € 15 /n(f), entonces w = (f)_1<f(1L) /\n(g)) elp/n(f)y

Fw) = fw) = F((N7(F(12) An(g))) = F(12) An(g).

Asi, por la Proposicion 1.0.2 y el Corolario 1.0.3, tenemos que

(g0 Navw) = g(flavw) = g(f@) v Fw) = g(f(@) v (F(1L) An(g))
< g(f@) vnlg)) = 9(f(2) = (g @)

Asimismo, por la Proposicién 1.0.2 y el Corolario 1.0.3, se sigue que

(90 £)(@) = g(f(@)) < g(F@)V fw)) = g(F@xVw)) = (g0 f)wV w).

Por lo tanto, (go f)(z) = (go f)(z V w), para toda = € L.

Por otra parte, por modularidad y el hecho de que toda restriccion de un
isomorfismo de reticulas sigue siendo un isomorfismo de reticulas, se tiene
que la composicion

(£ Ana)) 2 £/ (£(10) Anie))

1/(f)~
= (£1) v n(9) /nle) = 9(7(10))/ 00



es un isomorfismo de reticulas tal que Vo € 1./(f)" ' (f(11) A K')

(g0 f)(x) =g(f(2)) = g(f(z)) = g(f(z)) = (g o f)(z),

es decir, (go f) =go f. O

Proposicién 1.0.7. Sea L una reticula modular completa. Entonces la fun-
cion identidad Id : L — L, con regla de correspondencia Idp(x) = =,
Vo € L, es un morfismo lineal.

Demostraciéon. Sean L = 1;,/0; una reticula modular completa e Id;, la
funcion identidad en L. Notemos que el nicleo de Idy es kK = 0. En efecto,
por una parte, Idg(z V 0) = Id(x), para toda x € L. Por otra parte, la
funcién Idy, induce un isomorfismo de reticulas, a saber, Id, tal que

Idp(z) = x = Idp(x), para toda x € 11,/0, = L.
[

Con esto en cuenta, denotaremos por L, a la categoria cuya clase de
objetos es la clase M de todas las reticulas modulares completas y cuyos
morfismos entre objetos son los morfismos lineales.



Capitulo 2

Prerradicales en £ .

A lo largo de este capitulo, consideraremos a la categoria £ de reticulas
modulares completas.

2.1. La gran reticula de prerradicales
de reticulas modulares completas.
T. Albu y M. Tosif introducen en [2] la siguiente

Definicion 2.1.1. [2, Definition 1.1]
Un prerradical de reticulas es un funtor

(o ,CM — ,CM
tal que satisface las siguientes condiciones:

i) Para toda L € Ly, o(L) es un subobjeto de L.

ii) Para cualquier morfismo lineal f: L — L' en Ly,
o(f):0(L) — o(L)

es la restriccion y correstriccion de f a o(L) y o(L') respectivamente.

En |1, Proposition 2.2 (5)], T. Albu y M. losif muestran que los subobjetos
de cualquier reticula L € L se pueden considerar como intervalos iniciales
de la forma a/0p, para alguna a € L. Esto nos lleva a la siguiente

Definicion 2.1.2. Un prerradical de reticulas completas es un funtor

U:ﬁM—>£M

8
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tal que satisface las siguientes condiciones:

i) Para toda L € Ly, o(L) = a/0r, < L, para alguna a € L. Es decir,
o(L) es un intervalo inicial de L.

it) Para cualquier morfismo lineal f : L — L' en Ly,
f[ co(L) — o(L)

es la restriccion y correstriccion de f a o(L) y o(L') respectivamente,
es decir, se tiene el siquiente diagrama conmutativo:

L
UL(L) —fL U(LL’).

Observacion. Para cualquier L € Ly, cada prerradical de reticulas o indu-

O x . . .
ce una funcion L — L, definida de la siguiente manera: para a € L, 0., (a)
estd dado por

0., (a)/0r = o(a/0g).
Tomando esto en cuenta, se tiene que
oc=T <— Ox, = Tx,, para cualquier L € Ly
<~ 0., (11) =7, (11), para cualquier L € L.

Si el contexto es claro, se omitira el indice L en o, .

Notacion. Sea o un prerradical de reticulas modulares completasy L € L.
Denotaremos

o(L):=0.(11)/0L.

Observacion. Si f : L — L' es un morfismo lineal y o es un prerradical de
reticulas modulares completas, entonces la restriccion y correstriccion de f a
o(L) yo(L'), respectivamente, es un morfismo lineal. En efecto, sean n(f) el
nicleo de f y f[ :0.(12)/0 — 04(11,)/0r. Ahora, siy € 0.(11)/0L, como
y < 0.(1y), por el Corolario 1.0.3 y por modularidad se sigue que

fw) < Ay o)) =f(wvaf) e
< flyva))Afle.1n) = Fy) A flou1n) = fly) = fl(),

es decir, f1(y) = | (yV () No.(11)). Yy € 0.(11) /0y
Por otra parte, como
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¢ 2 0.(1)/ (n(F) A ou(10)) — (ou(L) v n(f)) /().

con regla de correspondencia p(x) = x V n(f), es un isomorfismo y la res-
triccion de un isomorfismo de reticulas a cualquier intervalo sigue siendo un
isomorfismo de reticulas, se tiene que

flog: U*(lL)/<n(f) A a*<1L)) — f(0.(11))/0L

es un isomorfismo de reticulas tal que

(] 0 9)(@) = fl(p(@) = fl(x v n(f))
= @V () = f(@) = (@), ¥z € 0.(11)/ (n(f) Ao (11)).

o

Por lo tanto, f[ es un morfismo lineal con nicleo n(f[) =n(f)No.(11).
Proposicion 2.1.3. o es un prerradical de reticulas modulares completas si
y solo si, VL € L g

a) o(L) =ar/0r, para alguna ay, € L.
b) Para todo morfismo lineal f: L — L', f(0.(11)) < 0.(11/)

Demostraciéon. =) Sea o un prerradical de reticulas completas. Obsérvese
que ), de la definicion de prerradical de reticulas modulares completas, es lo
mismo que a). Sean L, L' € Ly f: L — L' un morfismo lineal. Como o es
un prerradical de reticulas modulares completas, entonces o(L) = 0.(11)/0L
y o(L') = 0.(1,)/0.,. Tomando esto en cuenta, se tiene el diagrama conmu-
tativo

0,(11)/0, —>0.(11)) /0L,

donde ff es la restriccion y correstriccion de f a o(L) y o(L’), respectiva-
mente. De esta manera, se sigue que f(0.(11)) < o.(11).

<) Basta demostrar que b) implica iz). Sea f : L — L’ un morfismo
lineal tal que f(o.(1.)) < o.(1/). Por el Lema 1.0.5, tenemos que

F(o(2)) = F(o.(11)/01) = F(o.(10) /0 < 0. (12:) /01

Esto implica que el diagrama
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L L

(L) = 0.(1,) /0, — > 0. (1)) /00 = o(1),

es conmutativo, es decir, f[ :0(L) — o(L') es la restriccion y correstriccion
de fao(L)y o(L), respectivamente. O

Observacion. Un prerradical de reticulas modulares completas es un sub-
funtor del funtor identidad Id.,, en la categoria L.

Denotaremos por L, a la clase de todos los prerradicales de reticulas
modulares completas. A esta clase, se le puede dotar de un orden parcial de
la siguiente manera: si 0,7 € L,,, entonces o < 7 si y sdlo si o(L) < 7(L),
para cualquier L € Ly, esto es, si y solo si 0,(17) < 7.(1.), para toda
L e L.

Observacion. Si {7,}acr €s una clase de prerradicales de reticulas modula-
res completas y L € L, entonces

{<Ta)*(1L) | a € I} C L.

Como L es una reticula modular completa, para este subconjunto de L existe
tanto un supremo como un infimo.

Proposicion 2.1.4. Sean {7,}acr una clase de prerradicales de reticulas
modulares completas y L € L. Entonces

(Vaer 7a)(L) = (Vaer(7a)-(10)) /01

es un prerradical de reticulas modulares completas y es la menor cota superior
de la familia {74} aer-

Demostracion. Sea f : L — L’ un morfismo lineal. Ahora, para cada
a € I, se tiene el diagrama conmutativo

L ! L

(Ta)«(1£)/0z - (7a)«(12/)/0ps,

de donde se sigue que f((Ta)*(lL)/0L> < (Ta)«(11/)/0p.
Asi, por el Lema 1.0.5, se tiene
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f((VaeI(Ta)*(lL)>/OL> = <\/a€[ f((Ta)*(lL))>/OL/
< (Vaer ()-0129) /00

Por lo tanto, el diagrama

L L

fl

(vaeI(Ta)*<1L)> /0L — (VaeI(Ta)*(lL/)> /0.

es conmutativo.

Veamos ahora que, si {7, }acr es una clase de prerradicales de reticulas
modulares completas, entonces (Vaer 7o) €s la menor de las cotas superiores
para la clase {7, }aes. En efecto, sea o € £, tal que 7, < o, para cada o € I.
Entonces, para toda L € L, se tiene que (74)+(11) < 04(11). Tomando esto

en cuenta, se tiene que (\/QGI(TQ)*(lL)) < 04(1,). Por lo tanto,

(Vaer (L) = (Vaer(7a)(12)) /00 < 0.(11)/0,, = o(L).

De ahora en adelante, usaremos la siguiente notacion:

(Yoer 7a) (D) i= (Viser (- (10)) /01

Proposicion 2.1.5. Sean {7,}acr una clase de prerradicales de reticulas
modulares completas y L € L. Entonces

(Baer 7a)(L) = (Aes (Ta)(12)) /0

es un prerradical de reticulas modulares completas y es la mayor cota inferior
de la familia {74 }aer-

Demostraciéon. Sea f : L — L' un morfismo lineal. Veamos que el siguien-
te diagrama conmuta:

L L

o

(Aaer(ma)o(1)) /00— (Aqer(7a)o(1)) /00
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Por una parte, para cada « € I, se tiene el diagrama conmutativo

L ! L

(7a)e(10)/01 — (7). (1) O,

de donde se sigue que f((Ta)*(lL)/OL) = f((70)«(11)) /0 < (T0)«(11)/0p.
Esto implica que

(Aver F(72(10) ) /0 < (Aser(Fa)- (1)) /0

Por otra parte, para cada a € I, se cumple que

(Acer(7a)e(12)) < (7). (12).

Por el Corolario 1.0.3, se tiene que

F( Auer(7)o(10)) < F((0)a(12)),

con lo cual

F( Maer(7)e(10)) < (Aer F((72)-(120))).

Por lo tanto,

(Nt 2)-(1)/01) = F( Aaer(7a)e(12)) /01
< (Awer F(7):11))) /01
lo cual implica la conmutatividad del diagrama.
Veamos ahora que, si {7, }acs s una clase de prerradicales de reticulas
modulares completas, entonces (A,ecr 7o) es la mayor de las cotas inferiores

para la clase {7, }aes. En efecto, sea 0 € £, tal que o < 7,, para cada o € I.
Entonces, para toda L € L, se tiene que 0.(11) < (7,)«(11). Tomando esto

en cuenta, se sigue que 0,(1) < ( Aoc;(7a)«(12) ). Por lo tanto,

o(L) = (7:(1)/00) < (Naes () (10)) /01 = (Bar 7a)(L).

De ahora en adelante, usaremos la siguiente notacion:
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(Rt 7) (1) = ( Aaer(7a)a(10)) /01

Las dos proposiciones anteriores nos permiten establecer el siguiente

Corolario 2.1.6. £, es una gran reticula, donde Y, A son los operadores
supremo e infimo, respectivamente, entre dos prerradicales de reticulas mo-
dulares completas.

Definicion 2.1.7. Sean L € Lo y 7,0 € L,,. Definimos el producto de T y
o por

(7-0)(L) =7.(0+(1L)) /0.

Proposicién 2.1.8. Sean 7,0 € L,.. Entonces 7 -0 es un prerradical de
reticulas modulares completas.

Demostracién. Notemos que si 0 € L, entonces la restriccion y correstric-
cion del morfismo lineal f: L — L' a o(L) y o(L’), respectivamente, es un
morfismo lineal. Ahora, como 7 y ¢ son prerradicales de reticulas modulares
completas, tenemos el diagrama conmutativo

L ! L

0.(11) /0, — = 0.(1},)/0r

LT ( [)[ ]L

Tu(04(11)) /0L i 7(0:(13,))/Or,

de donde se obtiene el diagrama conmutativo

L ! I
[ ()] T ,
Te(04(12)) /0L —= 7 (0 (17,)) /0L
Por lo tanto, 7 - o es un prerradical de reticulas modulares completas. O

Definicion 2.1.9. Sean L € Lo y 0,7 € L. Definimos el coproducto de o
Yy T por:

(0 7)(L) = (0 7)(12)/0y donde (05 7).(11) /o (1) = 7(10/0.(11) ).

Proposicién 2.1.10. Sea 0,7 € L,.. Entonces (o : 7) es un prerradical de
reticulas modulares completas.
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Demostracion. Sean L, L' € Ly, f : L — L' un morfismo lineal con
nicleo n(f) y o,7 € L,,. Notese que la funcion

filpfo(1) — f(10)/f(o.(11)),

con regla de correspondencia f(x) := f(z) es un morfismo lineal con nicleo
n(f) VvV o.(1y). En efecto, por el Corolario 1.0.3 y el Lema 1.0.5, para toda
x € 1/0.(11), se tiene que

Ahora, como f es un morfismo lineal, entonces f induce un isomorfismo de

reticulas 17 /n(f) SN f(1.)/0 tal que f(x) = f(x). Esto implica que

D+ 16/ () V o12)) — £/ F () V 0.(10)) = F(10)/ (o (12))

es un isomorfismo de reticulas tal que Vo € 1,/ <n( f) Vol L)),

~

(@) = f(z) = f(@).

Por lo tanto, f es un morfismo lineal cuyo nicleo es n(f) = n(f) V o.(11).

Por otra parte, como o es un prerradical de reticulas modulares completas,
se satisface que flo.(1.)] < 0.(1). Tomando esto en cuenta, se tiene el
morfismo lineal canodnico p : 15/f[o.(1L)] — 1p//0.(11/), con regla de
correspondencia p(x) := x V o,(11) y nicleo n(p) = o.(11).

Notese que la composicion po o f es un morfismo lineal, donde ¢ denota
al morfismo lineal de inclusién. Asi, como 7 es un perradical de reticulas
modulares completas, se tiene el diagrama conmutativo

1p/o.(11) 7, fF1)/ flo(1y) ——=1p/f(o.(1)) —— 11 /ou(11))

[ [

(f)[ o Py

r(1e/0(10)) =7 (F(1)/F(0.(10)) =7 (L0 /T (0:(12)) ) =7 1/ (1),
el cual implica que

(poiof) <T(1L/g*(1L))>) < T(1L,/a*(1y)),
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es decir, p(f(T(lL/a*(lL)>>> < 7'(1[//0'*(1[/)>.

Por lo tanto,

f((o:7)e(10) < p(F(7(1e/0(10)) ) ) < (0 7)e(1),
con lo cual, (o : 7) es un prerradical de reticulas modulares completas. [
Proposicién 2.1.11. Sean o,7 € L,,. Entonces
c-T0AT=0oYT=(0:7).

Demostraciéon. Sean 0,7 € L,, y L € L.
a)o-T=0AT.
Como o es un prerradical de reticulas modulares completas, se tiene que

0u(7:(12)) /0 = 0(7:(1)/01) < 7(11)/ 01,

asi como el siguiente diagrama conmutativo

T*(lL)/OLL—>1L/OL

0+(72(11)) /0 —= 0.(11) /0.
Notese que a.(7,(11)) < .(17). Por lo tanto,
o(r () < (010) AT (1)),
con lo cual
7.1 (12))/01 < (72(12) A7:(12) ) f0r,
es decir,
(0 7)(L) < (o A 7)(D).

b)o AT =S0YT.
Notemos que

0u(11) < (0.(1) V(1)) ¥ 7(1s) < (0(10) V (1))
Asi, <0*(1L) A T*(lL)> < (0*(1L) v T*(lL)>. Esto implica que

(0 A 7)(L) = (a*(m A T*(1L>)/0L < (0*(1L) v T*(1L))/0L — (0¥ 7)(L).
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c)oYT=(0:7)
Por definicion, (o : 7)(L) = (0 : 7)«(11) /0, donde

(0:7)(12)/0n(1) = 7(11/0.(11))-

Notese que 0,(11) < (0 : 7)«(11). Ahora, como 7 es un prerradical de reti-
culas modulares completas, se tiene el diagrama conmutativo

1.,/0g —r 1p/0.(1L)

T r T

(1) /0, —= (0 7).(11) /0. (11),

el cual implica que

(7 (1) V(1) /o (10) < (02 7).(L1) /o (1)

es decir, 7.(11) < (0 : 7)«(11).
Asi, (a*(lL) Y T*(lL)) < (o :7)«(11), por lo que

(0 7)(L) = (1) V 7a(12) ) /01 < (02 7)o (12)/01 = (o : 7)(L).

2.2. Los prerradicales de reticulas o y w?.

Definicion 2.2.1. Sea L una reticula modular completa y N un intervalo
wnicial de L. Decimos que N es un intervalo inicial totalmente tnvariante de
L si f(N) < N, para todo f € Endg,,(L).

Observacion. Si N es un intervalo inicial totalmente invariante de la re-
ticula L, entonces para cualquier f € Endg,, (L), se tiene que f(ly) < 1.
Notese también que O = 0p.

Proposicion 2.2.2. Sean L € Ly y N un intervalo inicial totalmente in-
vartante de L. St K € L y definimos

0k (K) = (V jestome, (u.i0 F(1)) /0xc

se tiene que o’k es un prerradical de reticulas modulares completas.
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Demostracion. Sea h : K — K’ un morfismo lineal. Veamos que el si-
guiente diagrama

ap (K) —a}! (K')

es conmutativo.
Por el Lema 1.0.5, se tiene que

h(ak(K)) = h((VEF) | f € Home, (L, K)} ) /0k)
= (VAo () | € Home, (L, K)}) /05

< (VAo(1n) | g € Home, (L, K} ) f0xc
= ak (K),

Por lo tanto, el diagrama es conmutativo, y asf a% es un prerradical de

reticulas modulares completas. O

Observacion. St N es un intervalo inicial totalmente invariante de L, en-
tonces

Oék(L) = 1N/0L =N.

Por una parte, como N es un intervalo inicial totalmente invariante de L,
se tiene que

Iy > VfEHomEM(L,L) f(lN)f
lo cual implica que

1x/0r > (erHomLM ) f(lN)>/0L — ak(L).

-

Por otra parte, el morfismo lineal Idy, satisface que Idp(1y) = 1y. Ast,

\/fGHomLM o f(An) = 1y

Por lo tanto,

0k (L) = (V pettome (1)) /01 = /0.

Definicion 2.2.3. Sea N un intervalo inicial totalmente invariante de L.
Entonces, para cada K € Ly,
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() = (Asettome, el (L) A T)]) f0xc

Lema 2.2.4. Sean N un intervalo inicial totalmente invariante de L y K €
L. Entonces wh(K) es el mayor intervalo inicial I de K tal que g(I) < N,
Vg € Homg,, (K, L).

Demostraciéon. Sea f : K — L un morfismo lineal con nicleo n( f). Notese
que

0k, 7' (f(1x) A Ln)] = fHF(K) N N).

En efecto, por una parte, si # < f~*(f(1x) A 1y), entonces por el Corolario
1.0.3, se sigue que f(x) < f(1x) Aly € f(K) NN, es decir,

05, f7H(f (L) A L)) € FTHF(E) NN,

Por otra parte, si © € K es tal que f(z) € f(K)N N, entonces f(x) <
f(1x) A 1y. Ahora, como

fg) Ny = f(z) = f(zVn(f)),

v f:1g/n(f) — f(1k)/0y es el isomorfismo de reticulas inducido por f,
se tiene que

fHOR) A ) = f7H(f e v n(f)) =z vn(f) = =
Asi,
fHAE)ON) C [0k, f7Hf (1) A L)),
Por lo tanto,
0k, f7H(f(1x) A 1n)] = fTHf(K) N N).

Tomando esto en cuenta, si x € K es tal que f(z) € N, para toda f €
Homg,,(K, L), entonces

T < Nfertome,,, (k.L) (k) A1)
Ahora, sea g : K — L un morfismo lineal. Obsérvese que
/\fEHOmQM(K,L) [fil(f(]-K) A 1N)] S 971(9(11() VAN ]-N)

Por el Corolario 1.0.3, se sigue que

9((Asettome, el (F) AT < 997 (9(16) A L))
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Asi, g</\feHomLM(K,L)[f_l(f(lK) A 1N])> < 1y, lo cual implica que

9((/\feHomgM(K,L)[f’l(f(lK) A lN)]>/0K> CN.

Por lo tanto, g(wk(K)) C N, para toda g € Homg,, (K, L); esto es, wh(K)
es el mayor intervalo inicial de K con esta propiedad. O]

Proposicion 2.2.5. wh(K) es un intervalo inicial totalmente invariante de
K.

Demostracion. Sea h : K — K un morfismo lineal. Si g : K — L es
cualquier morfismo lineal, entonces g o h : K — L es un morfismo lineal.
Ahora, por el Lema 2.2.4, se tiene que

g(h(wy (K))) = (g o h)(wy(K)) S N.
Como wk(K) es el mayor intervalo inicial de K tal que g(wk(K)) < N,
Vg € Homg,, (K, L), se sigue que
h(wy (K)) < wy(K).
Por lo tanto, wk (K) es un intervalo inicial totalmente invariante de K. [J

Observacién. wk (K) es el mayor intervalo inicial totalmente invariante de

K tal que g(wk(K)) < N, para toda g € Hom,,(K, L).
Proposicion 2.2.6. w% es un prerradical de reticulas modulares completas.

Demostracion. Sean K, K’ € Ly y h : K — K’ un morfismo lineal.
Veremos que

h(wi(K)) < wi(K7).

Ahora, si g : K/ — L es cualquier morfismo lineal, entonces goh : K — L
es un morfismo lineal. Por el Lema 2.2.4, se tiene que

g(h(wy (K))) = (g © h)(wy(K)) < N.

Como wk (K') es el mayor intervalo inicial de K’ tal que g(wk(K’)) < N,
Vg € Homg,,(K', L), se sigue que
h(wi(K)) < wi(K).

Por lo tanto, wk es un prerradical de reticulas modulares completas. O

Observacion. Sea N un intervalo inicial totalmente invariante de L. En-
tonces
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wk,(L) == 1N/0L =N.

En efecto, por una parte, como N es un intervalo inicial totalmente inva-
riante de L, f(1n) < 1y, para cada f € Homg, (L,L). Esto implica que
Iy <[f7'(f(1L) ALN)], para cualquier f € Homg,, (L, L). Tomando esto en
cuenta, se tiene que

1N S /\fGHomgM(LL) <f_1<f(1L> A 1N)>'

Por otra parte, como la funcion identidad Id;, : L — L es un morfismo
lineal, se sigue que

Asettome @y (£ ) ALy)) < Td7HTd(12) A Ly)
=1d;' (1, A 1y) = Id; ' (1y) = 1.

Observacion. St N es un intervalo inicial totalmente invariante de L, en-
tonces

ak(L) = N = wh(L).

Proposicién 2.2.7. Sean o € L,, y N un intervalo inicial totalmente inva-
riante de L. Entonces o(L) = N si y solo si of < o < wk.

Demostracién. =)

Supongamos que o(L) = N. Ahora, para cualquier morfismo lineal L N e ,
se tiene el siguiente diagrama conmutativo

I K

o(L) = N ——=o(K).

Esto implica que f(0.(17)) = f(1ny) < 0.(1k), para cada morfismo lineal

L i> K. Tomando esto en cuenta, se sigue que

VfEHomCM(LyK) f(lN) S U*(lK).

Asi,

() = (V sestome,, 0 F0N)) [0k < 02(150) [0 = (K.
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Anélogamente, para cada morfismo lineal K AN L, se tiene el diagrama
conmutativo

! L

1

o(K)——=o(L) =N,

de donde se sigue que f(0.(1x)) < 0.(1y) = 1y, Vf € Hom,, (K, L). Esto

implica que 0. (1x) < f71(f(1x) A 1), para todo morfismo lineal K LI
Tomando esto en cuenta, se sigue que

U*(lK) < /\feHomCM(K,L)[f_l(f(lK) A 1N)]7

con lo cual,
o(K) = 0.(110)/0k = ( Agettome, eyl 7 (F(L1) A L] ) [0k = wk(K).
(«—

Si oz% <o wﬁ,, entonces
N = ak(L) < o(L) <wk(L) = N,
es decir, o(L) = N. O
Definicién 2.2.8. Sea 0 € L,,. Decimos que o es idempotente si 0 -0 = 0.
L

Proposicion 2.2.9. Sea L € L. Entonces o es idempotente.

Demostracién. Sean L, K € L,,. Por una parte,

oK)=\ 10w)/0x

feHomg ,, (LK)

Ahora,

(af - af)(E) = (@P)af (KD =af(( \V  £(10))/0k)

feHomg ,, (L.K)

= ( \/ 9(11)) /0.

gEHomEM (L7Vf€Hom£M (L,K) f(lL)/OK)

Notese que, si f € Homg,, (L, K), entonces
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Lt p1)/ox ( \V f(lL))/OK,

feHome ,, (L,K)

donde ¢ denota al morfismo de inclusion. Tomando esto en cuenta,

Lof:LH( \/ f(lL))/OK;

feHomg ,, (L.K)

con lo cual, se tiene que

fL) =u(f(1r)) = (to f)(1L) < V 9(11).

geHomgM (L7Vf€Hom£M (L,K) f(lL)/OK)

Asi,

(- V  raw)/ex<( \/ 9(10)) s

feHome , (L,K) gEHom, , , (L’erHomLM @, x) f(L)/0k)

Por otra parte, si

v (N ) o

feHomg ,, (LK)

entonces

L% ( \/ f(lL)>/OK 4 K.

fedHome , (L,K)

Esto implica que

9(1) = u(g(1L)) = (Lo g)(1L) < V f(1L),

feHomg ,, (L.K)

con lo cual,

\/ 9(1L)>/0K < ( \/ f(lL)>/OK.

gEHomgM (L7vf€Hom£M (L,K) f(11)/0k) fGHomLM (LK)

Por lo tanto,
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(of - ap)(K) = af(K).
O]
Definicion 2.2.10. Sea o € L. Decimos que o es un radical si (o : o) = 0.
Proposicién 2.2.11. Sea L € L. Entonces w§ es un radical.

Demostracion. Sean L, K € Ly f: K — L un morfismo lineal con nucleo
n(f). Notese que, por definicion,

)= (N ) A0 /0

feHome, (K,L)

(A FO)=( A )

feHome, (K,L) fEHomgM(K,L)

con lo cual

(wg)(1x) = A ).

fEHomgM (K,L)

Obsérvese también que,
(wy + wg)(K) = (wi : wi)+(1x)/0,
donde
[(wy = wg)« (L)) (wi)s (1) = (wi) [Lic/ (@)« (1))

Asi, como (wl).(1x) = /\fGHomgM(K,L) n(f), se tiene que
(wo) [/ (@) (1))

= ( A o (1) 7 0)) /(). (1)

geHome (IK/[/\feHomLM .y (LL)

= N g71(0)) /[ ) (1)

geHomg ,, (1K/[/\feHom£M x,0) M(HLL)

= ( A (9)) /1) (1)L

geHome (IK/[/\feHomLM &,y ML)
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Tomando esto en cuenta, basta demostrar que

/\ n(g) = /\ n(f).

geHomg ,, (IK/[/\feHomLM &,y ML) feHomg , (K,L)

Ahora, por una parte, si

p:K—>1K/< /\ ”(f))

feHome, (K,L)

es el morfismo lineal candnico, entonces para cada morfismo lineal

geHome, (Le/( A nln).L).

feHomg, (K,L)

se tiene el morfismo lineal g o p : K — L. Notemos que, como

) > N ),

feHome, (K,L)

para cada g € Homg,, <1K/(/\f€Hom£M(K7L) n(f)),L), entonces

(p)~(n(g)) = n(g).
Asi,

25

n(gop) = (p) " (p(1x) An(g)) = ()" (1x An(g)) = (p) " (n(g)) = n(g).

Por lo tanto,

A n(f)

feHomg , (K,L)

< A n(gop)

geHomg ,, (1K/[/\feHom£M &,y M(OLL)

= A n(g).

geHomg ,, (1K/[/\fEH0m‘CM ) (L)

Por otra parte, sean f € Homg, (K, L)y f : 1x/n(f) — f(1x)/0 el

isomorfismo de reticulas inducido por f. Ahora, si

o (/N nl) — 1x/n(f)

feHomg ,(K,L)
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es el morfismo lineal canoénico y ¢ : f(1g)/0 < L el morfismo lineal de
inclusioén, entonces

(1e/ A D) /() D p 0 1
fEHomgM(K,L)
es decir,

vofopé€ Homg,, <1K/</\fEHomgM(K,L) n(f)),L)

Como n(to fop)=mn(f), se tiene que

A\ n(9)

geHomg ,, (1K/[/\feHom£M .y ()LL)

< /\ n(to fop)

feHome, (K,L)

= Al

fGHomLM (K,L)

Por lo tanto,

/\ n(g) = /\ n(f).

geHoml:M (1K/[/\fEHomLM (K,L) n(f)]vL) fEHOm[M (KvL)

Proposicion 2.2.12. Sea L una reticula completa y a € L. Entonces
L _
H(K) = (V senome, 0 /(@) [0k
es un prerradical de reticulas.

.. . . h
Demostracion. Sea a € L un elemento totalmente invariante y K — K’
un morfismo lineal de reticulas. Veamos que el diagrama

K h K’
]
ag (K)/Ox —ag (K') /Ok

conmuta. Notemos que
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ok (k) = (V{f(a) | | € Homp,, (L, K)}) /0x
y

af(K') = (Vgla) | g € Home,, (L, K")} ) [0

Asi, por el Lema 1.0.5, se sigue que

h(ak(k)) = h((VAf(a) | f € Homey (L K)}) /o)
(Vine >< )| f € Home, (LK)} ) [0k
<

{
( a) | g € Homg,, (L, K/)}>/OK,
ag (K').

L

Por lo tanto, el diagrama conmuta y asi, a; es un prerradical de reticulas. [

2.3. El Soclo y Radical en £,

En esta seccion presentamos diversos resultados que aparecen en los tra-
bajos [4] y [8] con el proposito de hacer autocontenido. Cabe senalar que con
excepcion del Lema 2.3.7 y de la Proposicion 2.3.10 hemos modificado las
demostraciones adecuandolas al caso general.

Proposicion 2.3.1. [/, Lemma 2.1 (1)] Sea f : L — L’ un morfismo lineal.
Sia € L es un dtomo, entonces f(a) =0 ¢ f(a) es un dtomo en L'.

Demostracion. Sea f : L — L’ un morfismo lineal y ¢ € L un atomo.
Supongamos que f(a) # 0. Como f es un morfismo lineal, existe n(f) € L
tal que

f1p/n(f) — f(11)/0p,

es un isomorfismo de reticulas, cuya regla de correspondencia es f(x) = f(z),

Vo € 1L/7’L(f)

Notemos que (a V n(f)) € 1./n(f) es tal que f(aVn(f)) = f(a). Ademas,

como f(a) # 0, se cumple que a % n(f); de lo contrario, f(a) < f(n(f)) =

Tomando esto en cuenta, por ser a un atomo de L se sigue que a An(f) = 0.
Ahora, por la ley modular, se tiene que

(aVn(f))/n(f) = a/(aAn(f)) = a/0,

es decir, (aVn(f))/n(f) esun atomo en 1/n(f). Asi, por ser f un isomorfismo
de reticulas, se concluye que f((a V n(f))/n(f)) = f(a)/0 es un atomo en
L. [
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Notacion. Sea L una reticula modular completa. Denotaremos por A, al
conjunto de atomos de la reticula L.

Proposicion 2.3.2. [4, Proposition 2.2] Sea L una reticula modular com-
pleta. Entonces

Soc(L) = (\/aeAL a) /0
es un prerradical de reticulas modulares completas.

Demostracion. Sea f : L — L' un morfismo lineal. Veamos que el siguien-
te diagrama conmuta:

L L

L L
fl

(VaeAL a) /0L — <\/a/€AL/ a’> /0

Por la Proposicion 2.3.1, para cualquier a € A se tiene que f(a) = 0 6
f(a) € Ap/. Por otra parte, por el Lema 1.0.2; se sigue que

F(Vaea, @)/08) = (Vaea, 1(@) /00
Asi,

f((V“EAL a>/0L> = (VaGAL f(a))/OL/ < (\/Q,GAL, a’)/OL/,
con lo cual, el diagrama conmuta. 0

Definicion 2.3.3. Sean L una reticula modular completa y a € L. Decimos
que a es un elemento superfluo si aVb # 1y, para cualquierb € L yb # 1;.

Proposicion 2.3.4. [/, Lemma 2.1 (2)] Sean f : L — L' un morfismo
lineal y s € L un elemento superfluo. Entonces f(s) es un elemento superfluo
en L.

Demostraciéon. Sean f: L — L' un morfismo lineal y s € L un elemento
superfluo. Supongamos que f(s) no es superfluo en L’. Entonces, existe b/ €
L', con b # 1p, tal que f(s) V¥ = 1. Ahora, como f(s) < f(1), por
modularidad se sigue que

f(L) = f(1r) ANy
= f(AL) A(f(s) V) < f(s) vV (f(1L) AY)
< f(lp) Vv f(1L) = f(1p),
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es decir, f(s) V (f(1r) AV) = f(11).
Por otra parte, si n(f) es el nicleo c}e f, entonces se tiene el isomorfismo

de reticulas inducido por f, 11/n(f) SN f(11)/0r, con regla de correspon-
dencia f(z) = f(z), Vz € 11 /n(f). Notese que f(1.) AV € f(11)/0r, con lo
cual, existe b € 17 /n(f) tal que f(b) = f(b) = f(1) Ab. Observemos tam-
bién que b # 1; de lo contrario, si b = 1y, entonces f(15) = f(b) = f(1,)AV,
lo cual implica que f(1;) < . De esta manera, f(s) < f(1.) < ¥, con lo
cual, 1, = f(s) VU =b # 11/, lo que es una contradiccion.

Tomando esto en cuenta,

flsvb) = f(s)V f(b) = f(s)V (f(1r) AV) = f(1L).

Ahora, como sVb > b € 1/n(f),y f es un isomorfismo de reticulas, se sigue
que sV b =1, contradiciendo que s es un elemento superfluo en L.
Por lo tanto, f(s) es un elemento superfluo en L' O

Proposicion 2.3.5. [4, Proposition 2.2] Sea L una reticula modular com-
pleta. Si Sy, denota al conjunto de elementos superfluos de L, entonces

Rad(L) = (\/aesL a) /0
es un prerradical de reticulas.

Demostracion. Sea [ : L — L' un morfismo lineal. Notemos que si Sy, y
S, denotan al conjunto de elementos superfluos de L y L', respectivamente,
entonces por la Proposicion 2.3.4 se tiene que f(s) € Si/, Vs € Sp. Ahora,
por el Lema 1.0.2,

f((\/aeSL a)/O) = <\/a€SL f(a)>/0 < <\/a/€SL/ a’)/O,

con lo cual, el diagrama

L L

f
(Vaes, 0)/0—=(Vies,, @)/0.
es conmutativo. ]

Definicion 2.3.6. Sea L una reticula modular completa. El radical de L,

denotado por Jac(L), es la interseccion de todos los elementos mdximos de
L.
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Notemos que si My, denota al conjunto de elementos maximos de la reti-
cula L, entonces

Jac(L) = /\meML m.

Lema 2.3.7. /8, Lemma 7.6/ Si a € L es un elemento superfluo, entonces
a < Jac(L).

Demostracion. Sean a € L un elemento superfluo y m € L un elemento
maximo. Como m # 1, siendo a un elemento superfluo, se tiene que avVm # 1.
Ahora, como m < aVm # 1y m es un elemento maximo, se sigue que
m = aVm, es decir, a < m. Como este argumento se satisface para cualquier
elemento maximo m de L,

a < Apenm, m=Jac(L).

Corolario 2.3.8. Sea L una reticula completa. Entonces

Rad(L) = (VaeSL a) < (/\mEML m) = Jac(L).

Recordemos que en una reticula modular completa L, un elemento a € L
es compacto si para cada subconjunto X de L tal que a < \/ X, existe un
subconjunto finito F' C X tal que a <\/ F.

Definicién 2.3.9. Una reticula completa L es compactamente generada si
todo elemento en L es una yunta de elementos compactos.

Proposicion 2.3.10. /4, Proposition 3.1] Sea L una reticula compactamente
generada. Entonces

Jac(L) = Rad(L).
Demostracion. Obsérvese que, por el Corolario 2.3.8, basta demostrar que
Jac(L) < Rad(L).

Supongamos que L es una reticula modular compactamente generada. Vea-
mos que

/\mGML m < VseSL S.

Como L es compactamente generada, Jac(L) = /\ ¢\, ™ €s una yunta de
elementos compactos de L, con lo cual, podemos escoger ¢ € L un elemento
compacto, tal que ¢ < Jac(L).

Demostraremos que ¢ € Sy. Sea y € L tal que ¢V y = 1. Veamos que la
linica manera en que esto puede suceder es cuando y = 1. De lo contrario,
ye L\{1},yasi,c £y, yaqueel caso ¢ <y implicaque l =cVy=y # 1.
Sea
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Ay={zeLl|y<zyctz}

Notese que A, # &, puesto que y € A,. Ahora, si @ # T C A, es una cadena,
denotemos por t = \/ ., a. Obsérvese que t € A,, ya que, en caso contrario,
como y < a < \/,opa = t, tendriamos que ¢ < ¢, con lo cual existirfa un
conjunto finito ' de T tal que ¢ < \/ F, es decir, ¢ < a, para algin a € T
(puesto que T es una cadena), lo cual es una contradiccion. Esto muestra que
A, es un conjunto inductivo. Asi, por el Lema de Zorn, A, tiene un elemento
maximo m.

Veamos ahora que m € Mp. Sea u € L con m < u. Por una parte, si
c < u, entonces 1 = cVy < uVm = u, es decir, u = 1. Por otra parte,
si ¢ £ u, entonces u € A,: en efecto, ya que se cumple que y < m < uy
¢ % u. Como m es un elemento maximo en A,, se sigue que u = m. Por lo
tanto, m € My, con lo cual ¢ < Jac(L) < m, contradiciendo el hecho de que
m e A,

Esto muestra que la hipotesis de que y # 1 conduce a una contradiccion,
por lo que necesariamente se satisface que y = 1, mostrando asi que ¢ € Sy.
De esta manera, tenemos que

Jac(L) = {c € L | c es compacto y ¢ < Jac(L)} <\ g, s = Rad(L).
[

Observacion. Cuando nos restringimos a la clase de reticulas modulares
completas compactamente generadas, entonces Jac(L) es un prerradical de
reticulas que coincide con el prerradical Rad(L).

2.4. Operadores y propiedades distributivas.

En esta seccion demostraremos que dado un prerradical de reticulas o y
{7Ta}aer una familia arbitraria de prerradicales de reticulas, el producto y el
coproducto distribuyen a la cuna y yunta.

Proposicion 2.4.1. Sea {7,}acr una clase de prerradicales de reticulas y
o € L,.. Entonces

(Yael Ta) -0 = Yqer (TOt : J)

Demostracion. Sea L € L. Notese que, como

(oer 7a) (0+(1)/00) = (Vaer (7o) (02(10)) ) 0.
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entonces <Yae] Ta> (0.(12)) = Voer (Ta)«(0:(11)).
Ahora, por una parte,

<(Yael Ta) - 0) (L)
= (< Y aer TO¢>*(U*(1L))>/0L
= (Vaer (od-fe(120)) 02,

Por otra parte, como (7 - 0).(11) = 7.(0.(11)), entonces

(Yaer (e @) (L) = (Vaer Fa-0):02)) /01 = (Vaer (Fa)(0(12)) ) /02

Por lo tanto,

( YozEI Ta) 0 = YaEI (Ta ' O').

]

Proposicion 2.4.2. Sea {7,}acsr una clase de prerradicales de reticulas y
o € L,.. Entonces

(Mael Ta) 0 = Aaer (Ta - 0)

Demostracion. Sea L € L,,. Notemos que, como

(haer 7) (210)/00) = (Aver (a)-(0(12))) /00,

entonces (haer 7o) (02(10)) = Aues (Fa)a(0:(12)).
Ahora, por una parte,

((aer ) -0 ) (L)

= ((*ael Ta) O« 1L) )
/0L

(Ao (7)ol (1) /0.

Por otra parte, como (7 - 0).(11) = 7u(0.(11)), entonces
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]

Proposicion 2.4.3. Sea {7,}acs una clase de prerradicales de reticulas y
o€ L,.. Entonces

(U P Y qer Toe) = Yoaer (U : Ta)'
Demostracion. Sea L € L. Por definicién,
(0 7)(L) = (0 7).(11)/0y donde (05 7).(11)/ou(11) = 7(11/0(11)).

Ahora, por una parte,
(Yaer (0:7))(5) = (Vaer (05 7)(10)) /00,

donde (0 : 74)«(11)/0.(11) = T4 <1L/0*(1L)>. Si denotamos por L' = 11, /0.(1y),
entonces

(Ta)«(1r) = (0 : 7a)«(11).
Tomando esto en cuenta, tenemos que
(Yaer (@ 7)) (E) = (Vaer (05720100} /01 = (Vaer (Fa)(12)) /02
Por otra parte,
(0 Yaer Ta)(L) = (0 “Yaer Ta)*(lL)/OL’

donde (0 : Yaer Ta)«(11)/0.(11) = <Ya€[ Ta> ((1L/0*(1L)>. Notemos que
(Yoer 7a) (10) = (0 Yaoer 72).(12).

Como (YQGI Ta> (1) = Vaer (7a)«(11/), se tiene que

*

(0: Yaer Ta)(L) = (01 Yaer Ta)«(11)/0
= (Yael Ta>*(1L’)/0L = <\/a€[ (Ta)*(lL/)>/0L,

Por lo tanto,

(U * Y aer Ta) = Yaer (U : Toa)'
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Proposicion 2.4.4. Sea {7,}acr una clase de prerradicales de reticulas y
o € L,. Entonces

(U D Aaer Ta) = Aacr (U : Ta)'

Demostracion. Sea L € L, . Por una parte,
(haer (@:7)) (L) = (Auer (03 7).(12)) /00,

donde (0 : 7,)«(11) /0. (11) = Ta<1L/U*(1L)). Si denotamos por L' = 17 /0,(1y),
entonces

(7a)(1) = (0 : 7a)s(1L).
Tomando esto en cuenta, se tiene que
(aer (@2 7)) (L) = (Auer (@3 70e10)) /00 = (Aaer (7a)-(12)) /01
Por otra parte,
(U D Naer Ta)(L> = (‘7 D Naer Ta)*(lL)/OLa

donde (0 : haer Ta)e(12)/04(11) = (Mel Ta) <1L/a*(lL)). Notese que
( Aot Ta)*(h,) — (01 Aaer Ta)a(11).

Como (Aael Ta) (1) = Nuer (7a)«(111), se sigue que

(0 Kaer Ta) (L) = (0 Kaer Ta)s(12)/0;
- <Aael Ta)*(lL’)/OL = (/\ael (ra)*(1L,)>/0L_

Por lo tanto,
(J D KNaer 7—04) = Aaer (0‘ : Toz)'

]

Proposicion 2.4.5. La clase de todos los prerradicales idempotentes es ce-
rrada bajo yuntas arbitrarias.

Demostracion. Sea {o;};c; una clase de prerradicales de reticulas idempo-
tentes. Notese que, para toda 0,7 € L, se tiene que (0-7) < o, con lo cual,
se sigue que
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<Yief ;- Yier Ui) = Yier 0;.

Notemos también que, para cualesquiera o,7,p € L, tales que o = 7, en-
tonces p-o =X p- 7. Asi, como (Yiel 0; - Yier 0,~> = Yier (O‘i “ Yier O'i> y

para toda j € I se tiene que 0; X Y,c; 0;, entonces
o; = (0;-0j) < (Uj “Yier O'Z'>.
Tomando esto en cuenta, se sigue que
Yier 03 2 Yier (UZ' “Yier Uz‘) = (Yz‘ef 0; - Yier Uz‘)-
Por lo tanto,
(Yiel 0 Yier Ui) = Yier 0;.
O]

Proposiciéon 2.4.6. La clase de todos los radicales es cerrada bajo cunas
arbitrarias.

Demostracion. Sea {o;};c; una clase de radicales. Notese que, para cuales-
quiera o,7,p € L, tales que 0 =< 7, se tiene que (o : p) < (7 : p). Como
Nier 0; = 0j, para cualquier j € I, entonces

()\ie] g; . O'j) j (O'j . O'j) = O'j.
Por lo tanto,
(Mel 0 @ Nier Ui) = Nier (Mel 0; 0i> = Aier 5.

Por otra parte, dados 0,7 € L,,, se tiene que 7 = (¢ : 7). Tomando esto en

cuenta, se sigue que 0; = | Ajer 05 : 05 ). Esto implica que

Nier 05 = Ner (Me] 0; - 0i> = <Me[ 0; : Nier Uz')-
Por lo tanto,

(Me[ O; @ Nier Ui) = ANier1 0i-
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2.5. Igualadores, anuladores, co-igualadores y
totalizadores

En esta secciéon veremos que para cualquier o en £,,, podemos construir
nuevos prerradicales de reticulas mediante propiedades de cerradura de cier-
tias clases de prerradicales de reticulas. Asi mismo, extendemos resultados
vistos en [11] al caso reticular.

Proposicion 2.5.1. [11, Proposition 2.1] Sea 0 € L, y L € L. Entonces

(i) El prerradical o es idempotente. Mds aiin, o es idempotente si y sélo
sioc=Y{ak|o(L)=L}.

(i) El prerradical w§, es un radical. Mds aun, o es un radical si y solo si
o= Mwf, |o(L) =0}

Demostraciéon. Sea o € L,,.

Demostraremos (i). o es idempotente por la Proposicion 2.2.9. Supongamos
que o es un prerradical idempotente. Por la Proposicion 2.2.7, para cualquier
L € L tal que o(L) = L, se tiene que a¥ < o, con lo cual

Y{at|o(L)=L} <o.

Por otro lado, notemos que para cada K € L, el morfismo lineal de inclu-

sion o(K) — K es un morfismo lineal en Homg,, (0(K), K), con lo cual
o(K) < aUEKg( ). Ademaés, por ser ¢ un prerradical idempotente se tiene

que o(0(K)) = o(K). Esto implica que
o 2 v{all) | K € Ly} = v{ak | o(L) = L},

obteniendo asf la igualdad.

Supongamos ahora que o0 = Y{at | ¢(L) = L}. Por la Proposiciéon 2.2.9
y la Proposicion 2.4.5 se sigue que o es idempotente.

Veamos ahora (ii). wg, es un radical por la Proposicion 2.2.11. Suponga-
mos que o es un radical. Si L € Ly, es tal que o(L) = 0y, la Proposicion
2.2.7 implica que 0 < w{ , con lo cual

o = Mwf, | o(L) =0}

Por otro lado, si L € L y denotamos L' = L/o(L), por ser ¢ un radical
se sigue que o(L') = 0<L/ a(L)) = 0. Ahora, como el morfismo canoénico

L 5 L/o(L) es un morfismo lineal en Hom,,, (L, L/o(L)), se tiene que

’ L/o
Wi (L) = wy7(L) < o(L).
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Por ello, se sigue que
ek | o(L) = 0.} <o,

consiguiendo asi la igualdad.
Supongamos ahora que 0 = A{w§ | o(L) = 0.}. Por la Proposicion
2.2.11 y la Proposicién 2.4.6 se sigue que o es radical. ]

Sea 0 € L,,. Consideremos las siguientes clases de reticulas modulares
completas:

e A.={rel,|7-0=0}
o A, ={re€Ll, |7 -0=0}
e A ={reLl,|(c:7)=0};
e Ay={reLl,|(c:7)=1}

Por las Proposiciones 2.4.1, 2.4.2, 2.4.3 y 2.4.4 todas estas clases son
cerradas bajo cunas y yuntas arbitrarias. Tomando esto en cuenta, se pueden
definir los siguientes prerradicles de reticulas:

Definicion 2.5.2. [11, Definition 3.1] Sea o € L,,. Entonces

e(o) .= A1 € A} y sele llama el igualador de o;
(

a(o) == Y{T € A.} y se le llama el anulador de o;

c(o) == Y{r € A.} vy sele llama el co-igualador de o;
(o) :

t(o) == A1 € A} y se le llama el totalizador de o.

El siguiente resultado es la extension de [11, Theorem 3.1]

Teorema 2.5.3. Sea 0 € L,,. Entonces las siguientes propiedades se cum-
plen:

(i) (a) o 2 e(0);

b)
0) =0 sty solo st o es idempotente;

c
o) =Y{a" Y| L e Ly}

(
(0)
(d) e(0) = Y{al"
(0)
(0)

R

e(o) es un prerradical idempotente;

-~
N\

e

D

(i) (a) a(o) es un radical.

b) a(o) = *wl™ | L € L}
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IA

g

(iir) (a) c(o)

(b) c(o) es un radical;
(o)
(0) =

gy

~
N
O

c) c(o) =0 siy solo si o es un radical;

(d) c(o {(““”L|LG£M}

Demostracion. (i)
(a) Notemos que, si 0,7 € L,,, entonces o - 7 < ¢. En particular, para o
y e(o) se tiene que
og=c¢e(o) o =e(0).

(b) Por una parte,

(e(0)-e(0) o= (e(0) - ((e(0) - o) = (o) o =01,

es decir, e(0) - e(0) € A.. Esto implica que e(c) < e(o) - e(0).
Por otra parte, como e(0) - e(0) < e(0), entonces e(c) = e(0) - e(0).

(¢) =) Supongamos que e(c) = . Como e(o) es idempotente, entonces
o también lo es.

(<= Si o es idempotente, entonces ¢ - ¢ = o, de donde se sigue que
o € A.. Esto implica que e(0) =< . Ahora, como o = e(0) - 0 = e(0), se
tiene que o = e(0).

(d) Como e(0) - 0 = o, entonces para cada L € Ly, se tiene que

o(L) = (e(0) - ) (L) = e(o) (o (L)).

Ahora, por la Proposicion 2.5.1, al ser e(o) un prerradical idempotente, se
sigue que

e(0) = v{ay | e(o)(N) = N}.

En particular, para N = ¢(L), se cumple que e(c)(N) = N. Asi,

af(y) 2 Y{a | e(0)(N) = N} = e(0).
Por lo tanto,
Y{aggg | L€ Ly} <e(o).

Por otra parte, notemos que
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Ahora, por la Proposicion 2.4.1 y el hecho de que -7 < 0 A 7 < 7, para
cualesquiera dos prerradicales o, 7 € L, se tiene que

o= v{(aff) ol eLa} = (T il | LeLr}) 0 <0
Esto implica que
{ag) I L€ Lu)] -0 =0,
es decir,

v{all]) | L € L} € A

Tomando esto en cuenta, se sigue que e(o) = Y{agg | L € L}, obteniendo
asi la otra desigualdad.

(i)
(a) Obsérvese que, para cualesquiera dos prerradicales 7,0 € L,,, se satisface
que ¢ = (o : 7). En particular, para a(c), se sigue que a(o) < (a(o) : a(0)).
Por otra parte, para cualquier L € L, se tiene que

((a(a) a(0)) -a)(L) - (a(a) : a(a)>*<a*(1L) /o)
— (a(0) : al0)) (@.(1))/0,

donde
(a(0) : a(0)) (0.(1))/ (a(0)+(0.(11))) = a(0). (7 (11) fa(0)(0.(12)) )

Como a(o) € A,, se cumple que a(o) -0 =0, con lo cual, a(0).(0.(1.)) = 0.
Esto implica que (a(o) : a(0))«(0.(11)) = 0, es decir, (a(o) : a(o)) -0 =0
Asi, (a(o) : a(0)) € A,, de donde se sigue que (a(o) : a(0)) < a(o).

Por lo tanto, (a(o) : a(0)) = a(o), mostrando asi que a(o) es un radical.

N———

*

(b) Por una parte, como (a(o) : O’) (L) =0, para toda L € L, entonces
a(o) (0*(1L)/O) = 0. Asi, por la Proposicion 2.2.7 se sigue que a(o) < wg(L),
VL € L. Por lo tanto,

a(o) = AP | Le L),
Por otra parte, notemos que para cualquier L € L4, se satisface que

(wg(L) : O') (L) = wg(L)(J(L)) = 0.

Tomando esto en cuenta, por la Proposicion 2.4.2, tenemos que
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<A (W@ Le £M}> o= A{(wg(L) : a) L€ Ly} =0.

Esto implica que )\{wg(L) | L € Ly} € A,, de donde se sigue que
M| L e L} = alo).
Por lo tanto,
a(o) = A{wg(L) | L € L}
(a) Notese que, para cualesquiera dos prerradicales 7,0 € L,,, se cumple
que 7 < (o0 : 7). En particular, para o y ¢(o), se tiene que
c(o) 2 (o :c(o)) =o0.

(b) Como la operaciéon coproducto es asociativa, se sigue que

(0 (o) : c(a))) - (<a L e(0)) : c(cr)) = (0 : o)) = 0.
Esto implica que (¢(0) : ¢(0)) € A.. Como ¢(o) =< (¢(o) : ¢(0)), entonces
c(o) = (c(0) = (o)) = c(o),

es decir, ¢(0) = (¢(0) : ¢(0)). Por lo tanto, ¢(o) es un radical.
(¢) =) Si 0 = ¢(0), por el inciso (b), se tiene que o es un radical.
(<= Supongamos que ¢ es un radical. Entonces (o : 0) = o, es decir, 0 € A..
Asi, por el inciso (a), se sigue que ¢(0) < o < ¢(0). Por lo tanto, ¢(o) = o.
(d) Notemos que, como ¢(0) € A., entonces (o : ¢(0)) = o. Asi, para
cualquier L € L se cumple que

c(0) (1L/g*(1L)> = 0.(12)/0.(11) = 0.

Ahora, por la Proposicion 2.2.7, esto ultimo implica que ¢(o) < w(()lL/a*(lL)).

Tomando esto en cuenta, se sigue que
c(0) 2 Mug™ M| L e La}.

Por otra parte, para cada L € L, se tiene que
(0 Wl 0D), (1) /o (12) = 270 (10, (1)) = 0,

es decir, (o : w7 (1) = 0.(1)).
Asi, por la Proposicion 2.4.4, tenemos que
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o= (o w7 Le L)) = (0w TN | Le L) <o

1r/o«(11)) | L € Ly} € A, con lo cual

Esto implica que A{wé
A{wélL/U*(lL)) | L€ Ly} = c(0).
Por lo tanto,
(o) = Aw{H D | e L),
[

T. Albu y M. Tosif demuestran en [3, Proposition 2.1| que todo prerradical
en L, induce un prerradical en R-pr de la siguiente manera: si M € R-Mod
y L(M) es la reticula de submodulos de M, entonces L(M) € L. Asi, para
cada o € L,,, se tiene que

o(L(M)) =0.(M)/0.
Tomando esto en cuenta, se tiene la regla de correspondencia
oc—a

donde, para cada M € R-Mod, o(M) = o.(M).
A continuacion, para los siguientes ejemplos consideraremos un anillo R
asociativo con 1 y su categoria de modulos izquierdos R-Mod.

Ejemplo. Sean Socr_nq y Socg,, los prerradicales Soclo en R-Mod y en
L respectivamente. Entonces

Socg,, = S0CR-Mod-

Ejemplo. Sean Jacr.noa €l prerradical de Jacobson en R-Mod y Jace,,
definido en 2.3.6. Como la reticula de submodulos de cualquier maodulo es
una reticula modular completa, compactamente generada, por la Proposicion
2.53.10 se sigue que

Jace, = Jacp-pod-

En [3, Example 2.2|, T. Albu y M. losif muestran que no todo prerradical
de modulos estd inducido por algun prerradical de reticulas. Adn asi, se
satisfacen las siguientes propiedades.

Proposicién 2.5.4. Sean 0,7 € L, Se cumple que (0 -7) =0 - T.

Demostraciéon. Sean 0,7 € L,,. Para M € R-Mod se tiene que
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A

a-1)(M)

= (0-7)(M) = 0.(1.(M))
= 0. (T(M)) =

a(r(M)) = (¢ - 7)(M).

Proposicién 2.5.5. Sean 0,7 € L,,.. Se cumple que (0 :T7) =0 : 1.

Demostraciéon. Sean 0,7 € L, y o y 1 los respectivos prerradicales en
R-Mod. Por definiciéon, para M € R-Mod

(2. 7)(M) es tal que (g : 7)(M)/a(M) = 7(M/a(M)).
Por otra parte, (o : 7)(M) = (0 : 7).(M) donde (o : 7).(M) satisface
(05 7)e(M)/o (M) 2 7. (M/a.(M)).

Con esto en cuenta,

. (@ : D)(M)/a(M)
gz(M/g(M :7'<M/0'*( ))
)

Por lo tanto,

]

Proposicion 2.5.6. Sea {7,}acr una clase de prerradicales de reticulas mo-
dulares completas. Se cumple que

Yael Ta = Yaerl Ta-

Demostracion. Sea {7,}.c; una clase de prerradicales de reticulas modu-
lares completas. Notemos que, para cualquier L € L4, se tiene que

(Yaer 7)(L) = (Yaer (7a)(10))/0.

por lo que (Yael Ta) (1) = (Yaef (Ta)*<1L)>.
Esto ultimo implica que para cualquier M € R-Mod
(Yaer 7a) (M) = (Yaer 70) (M) = (Yaer (ra)u(M))
( = Yaer T_a(M)> = ( Yaer T_oc) (M)



2.5. IGUALADORES, ANULADORES, CO-IGUALADORES'Y TOTALIZADORES 43

Por lo tanto,
Yael Ta = Yaer To-
[

Proposicion 2.5.7. Sea {7, }aer una clase de prerradicales de reticulas mo-
culares completas. Se cumple que

ANael Ta = Aaer Ta-

Demostraciéon. Sea {7,}.c; una clase de prerradicales de reticulas modu-
lares completas. Notemos que, para cualquier L € L, se tiene que

(aer 7a) (L) = (Laer (7a)-(1))/0.

por lo que <)\a€1 Ta) (1L) = (Aael (Ta)*(lL)>-
Tomando esto en cuenta, para M € R-Mod se sigue

(s )00 = (s 7). 0 = (e 50.000)
= (hoer (M) = (daer 1) (M)
Por lo tanto,

Aael Ta = Aaer To-



Capitulo 3

Propiedades de Cerradura para
Clases en L 4

Dado cualquier prerradical de reticulas modulares completas o, uno puede
asociar dos clases de objetos en L, a saber,

To={L € L ou(1r) =11},
Fo={L€ Ly |0.(1L) =0p}.

Observacion. De lo anterior, se sigue que

To={LeLmlo(L) =L}
Fo={L€ L |o(L)=0}.

Proposicién 3.0.1. Sea 0 € L,,.. Son equivalentes:
(1) Si L < M entonces (L) = <1L A a*(lM))/O

(i1) o es idempotente y T, es cerrada bajo intervalos iniciales.

Demostraciéon. Demostraremos (i) = (i7). Sea L < M. Como o(L) < L,
entonces

(0-0)(L) = (o (L) = (.(12) A 0u(11)) /05 = 0.(12) /0, = (L),

es decir, o es idempotente.
Sea L € 7, y a€ L. Como L € 7,, entonces

0*(1L)/OL == O’(L) =L= 1L/OL-

Asi, para (a/07) < L, se tiene que
O'((I/OL) = (a/\ O'*(lL)>/0L = <CL/\ ]-L>/0L == (I/OL.

44
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Por lo tanto, (a/01) € Ts.

Demostraremos (it) = (i). Sea L < M. Como o es un prerradical de
reticulas modulares completas, se tiene que o(L) < o(M), de donde se sigue
que 0.(11) < 17 Ao.(1y) < 1. Notese que esto implica que

<1L A 0*(1M)>/OL <1./0; = L.

Ademas, como o es idempotente, entonces o(M) € T,.
Por otra parte, como 7, es cerrado bajo intervalos iniciales y

(1L A 0*(1M)>/OL < 0.(1)/01 = o(M),

entonces <1L A a*(lM))/OL € 7,. Por ello, se sigue que

(1L A a*(lM))/OL _ a((lL A 0*(1M))/OL) < 0.(11)/0;.

Esto ultimo implica que 0,(17) < 1pAo.(1y) < 0.(11), que a su vez implica
que 0.(11) = 1 A o.(1y). Por lo tanto,

o(L) = 0,(1;)/0;, = (1L A 0*(1M)>/0L.
]

Definicién 3.0.2. Sea 0 € L,.. Decimos que o es un prerradical exacto
1zquierdo si satisface alguna de las condiciones de la Proposicion 3.0.1.

Definicion 3.0.3. Sea C una clase de Ly. Decimos que C es una clase
cerrada bajo yuntas si C es abstracta y para cualquier L € Ly, a € L y
cualquier familia {a;}ic;r de elementos en L tales que a < a; y a;/a € C,
Vi € I, se tiene que

(\/ielai>/a cC.

Definicion 3.0.4. Sea C una clase en Ln. Decimos que C es una clase
cerrada bajo epimorfismos si para cualquier L € C y cualquier epimorfismo
o: L — L', en Ly, se tiene que L' € C.

Definicion 3.0.5. Sea C una clase en Ly;. Decimos que C es una clase
cohereditaria si C es abstracta y para cualquier L € Lopq ya < b < cen L
tales que (c/a) € C, se tiene que (¢/b) € C.

Proposicién 3.0.6. Sea C una clase en L. Entonces C es una clase cohe-
reditaria si y solo si C es una clase cerrada bajo epimorfismos.
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Demostraciéon. =)

Sean C una clase cohereditaria de reticulas en Ly, L, L' € Cy ¢ : L — L'
un morfismo lineal suprayectivo. Si denotamos por L = 15, /0, y L' = 1., /0,
entonces ¢ induce un isomorfismo de reticulas ¢ : 15,/k — 1;,/0,, donde
k = n(y). Ahora, como 1,/0, = L € Cy 0 < k < 1y, por ser C una clase
cohereditaria de reticulas, se sigue que 1, /k € C. Por lo tanto,

1L’/0L’ = 1L/k S C,

con lo cual, L' € C.
(=

Sean C una clase cerrada bajo epimorfismos lineales, L € Ly ya < b < ¢
elementos en L tales que (c¢/a) € C. Notemos que el morfismo canénico
p:c¢/a — ¢/b, con regla de correspondencia z —— x V b es un morfismo
lineal suprayectivo con nicleo n(p) = b, con lo cual p es un epimorfismo
lineal. Ademas, por ser C una clase cerrada bajo epimorfismos, se sigue que
(¢/b) € C, es decir, C es una clase cohereditaria de reticulas. O

Proposicién 3.0.7. Sea 0 € L,,. Entonces la clase T, es una clase cerrada
bajo epimorfismos y bajo yuntas arbitrarias.

Demostracion. Sea ¢ un prerradical de reticulas modulares completas y
To={L€ Ly |0o(L)=1L}.

Sean L € T,y f: L — L’ un morfismo lineal suprayectivo. Como ¢ es un
prerradical de reticulas modulares completas, se tiene el diagrama conmuta-
tivo

L————=1I

de donde se sigue que
L'=f(L)<o(l) <L,

es decir, o(L') = L. Por lo tanto, L’ € T,.

Sean ahora L € L), una reticula modular completa, a € L, y {a;}ic; una
familia de elementos en L, con a < a;, tales que (a;/a) € T,, Vi € I. Veamos
que

(Viera)/a e 7.

esto es,
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o((Vieres)fa) = (Vicras) o

Notese que, por ser o un prerradical de reticulas modulares completas, se
cumple que

U((Vie] Gi)/a> < (\/Z-GI ai)/a,

Ahora, para cada j € I, se tiene el diagrama conmutativo

i (V) o
.
o(aj/a) = a;/a—=0((Vier @) /a),
de donde se sigue que
aj/a < o((Viesas)/a),
para cualquier 5 € I. Tomando esto en cuenta, tenemos que
aj/a < 0<<Vi61 ai>/a> = U*(Vie[ ai>/a,
con lo cual,
a<a; < 0*<Vielai>7 Vjel
Como L es una reticula modular completa,
a < <Vi€[ ai) < U*(Vie[ ai)v
lo cual implica que
(\/iel ai>/a < @(\/iel az-)/a = 0((\/iel ai)/a>.
Por lo tanto,
0((\/1'6[ ai) /a> = (Viel ai) /a.
]

Sean C una clase en L), cerrada bajo epimorfismos y yuntas arbitrarias
y L € L. Notese que, si denotamos por
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T, ={a€ L] (a/0) €C},
entonces

HL) = (\/aen a> /0 ecC.
Mas atin, se tiene la siguiente

Proposicion 3.0.8. Sean C una clase en L cerrada bajo epimorfismos y
yuntas arbitrarias y L € L. Entonces

HL) = (Voer, @) /0
es un prerradical de reticulas modulares completas.

Demostracion. Sea f : L — L' un morfismo lineal. Observemos primero
que si a € T, es tal que f(a) # 0, entonces f(a) € Tr. En efecto, como la
composicion

L
a/0<5 L -1 1/
es un morfismo lineal, entonces el morfismo

(ﬁa/0 ot):a/0 — f(a)/0

es un morfismo lineal suprayectivo. Asi, como (a/0) € C, y C es una clase
cerrada bajo epimorfismos, se sigue que f(a)/0 € C, es decir, f(a) € Ty.
Ahora, por la Proposicion 1.0.2, se tiene el diagrama conmutativo

f

L L

] -

< Vaer, a) /0 i> ( va'eTL, a’> /0,
es decir,

F((Vaer, @)/0) = (Vaer, 7@) /0 < (Voyer,, @) 0.
Por lo tanto, ¢ es un prerradical de reticulas modulares completas. O

Observacion. FEl prerradicalt es un prerradical idempotente. En efecto, sean
C una clase en L cerrada bajo epimorfismos y yuntas arbitrarias y L € L.
Ahora, como se noté anteriormente, si Ty, = {a € L | (a/0) € C}, entonces
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HL) = (\/aeTL a> Joec.

Esto implica que t(L) es el mayor intervalo inicial de L en C. Por ello, se
Stque que

(t- (L) = tt(L) = t((Vaer, @) /0) = (Vaer, @) /0 = (L),

Definicion 3.0.9. Sea C una clase en Lng. Decimos que C es una clase
cerrada bajo cunas arbitrarias si C es abstracta y para cualquier L € L,
a € L y cualquier familia {a;};c; de elementos en L, tales que a; < a y
aja; € C, Vi € I, se tiene que

a/(/\ie[ ai) cC.

Definicién 3.0.10. Sea C una clase en Lng. Decimos que C es una clase
cerrada bajo monomorfismos, si para cualquier L € C y cualquier monomor-
fismo lineal p : L' — L en Ly, se tiene que L' € C.

Definicion 3.0.11. Sea C una clase en Lng. Decimos que C es una clase
hereditaria si C es abstracta y para cualquier L € Ly ya < b < c en L tales
que (c/a) € C, se tiene que (b/a) € C.

Proposicion 3.0.12. Sea C una clase en Lp,. Entonces C es una clase ce-
rrada bajo monomorfismos si y solo si C es una clase hereditaria.

Demostracién. =) Sean C una clase en L cerrada bajo monomorfismos
y L€ Ly, cona<b<cen L tales que (¢/a) € C. Ahora, como el morfismo
lineal de inclusion ¢ : b/a < ¢/a es un monomorfismo lineal, y (¢/a) € C, se
sigue que (b/a) € C, es decir, C es una clase hereditaria.

(<= Sean C una clase hereditaria en Ly, y L € C. Supongamos que
L' € Ly y L' % L es un monomorfismo lineal. Entonces ¢ induce un
isomorfismo de reticulas ¢ : 1;,/0, — /0, para alguna a € L. Por lo
tanto, se tiene que

p=¢
Ll = ]-L’/OL’ = CL/OL S 1L/0L = L.

Ahora, como 0 < a < 1,y 1,/0p = L € C, por ser C una clase hereditaria
en L, se sigue que

L' = (1p/01) = (a/0) € C,

mostrando asi que C es una clase cerrada bajo monomorfismos. O
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Definicion 3.0.13. Sea C una clase en Lng. Decimos que C es una clase ce-
rrada bajo productos, si para cualquier familia {L;};c; de reticulas modulares
completas en C, se tiene que

Hie[ Lier € C.

Proposicién 3.0.14. Sea 0 € L,,. Entonces la clase F, es cerrada bajo
monomorfismos y productos.

Demostraciéon. Sea L € F, y ¢ : L' — L un monomorfismo lineal. Como
o es un prerradical de reticulas modulares completas, se tiene el diagrama

conmutativo
L 4 L

(L) —>0 = o(L)

Obsérvese que, como la restriccién de un morfismo lineal a un intervalo inicial,
induce a un morfismo lineal, entonces ¢ es un monomorfismo lineal. Esto
ultimo implica que o(L’) = 0, es decir, L' € F,.

Supongamos ahora que {L; };cs es una familia de reticulas en F,. Notemos
que el producto [[,.; Li es una reticula acotada, completa y modular. Mas
atn, para cada j € I, tenemos el morfismo lineal ], ., L; LN L;, con regla
de correspondencia (z;);e; — x; y nucleo

(7i)ier = { Le, sti7)

OLi Sii:j

Tomando esto en cuenta, para cada j € I, se tiene el diagrama conmutativo

Pj
Hie] L; Lj

T (pj)]

o([Ties Li) —= 0=0(Ly)
de donde se sigue que

(p; OL)(U<H¢61L1)> =0,Vjel

Esto implica que o(][;,.; L) = 0, es decir, F, es una clase cerrada bajo
productos. O

Proposicién 3.0.15. Sea 0 € L,,. Entonces la clase F, es cerrada bajo
cunas arbitrarias.
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Demostraciéon. Sean L € Ly, a € L, y {a;}ie; una familia de elementos en
L tales que a; < ay a/a; € F,, Vi € 1. Notese que, como F, es una clase
cerrada bajo productos y la familia {a/a; }es es tal que a/a; € F,, para toda

i € I, entonces <Hiel a/ai> € F,.
Ahora, la funcién

a/(/\z‘el ai) o [Ticra/ai,

con regla de correspondencia x — (xV a;);er es un morfismo lineal inyectivo.
En efecto, si

f(@) =@V aier =0 € (L a/as),
entonces r V a; < a;, Vi € I; es decir, x < a;, Vi € I. Esto tltimo implica
que x < (/\Z.GI ai>. Como z € a/(/\iel ai>, se sigue que r = /\,; ;. Ahora

notemos que n(f) = </\i€] ai): para cualquier x € a/ \,; a; se tiene que
/9 (ha) - (- (ha)) v,
S () )

= <1: Y ai>iel = f(x).

icl

Por lo tanto, f es un morfismo lineal inyectivo. Asi, como F, es una clase
cerrada bajo monomorfismos, tenemos que

(o/ Nieras) € 7.
]

Sea C una clase en L, cerrada bajo monomorfimos y cunas arbitrarias.
Si L € L, denotamos por

FL:{GEL‘lL/(IEC}.

Observacion. SiC es una clase en Ly cerrada bajo monomorfismos y cunas
arbitrarias, entonces para cualquier L € Ly se cumple que

(/\aeFL a) € I

Tomando esto en cuenta, se tiene la siguiente

Proposicion 3.0.16. Sean C una clase en Lyg cerrada bajo monomorfismos
y cunas arbitrarias y L € L. Entonces
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r(L) = (Auer, @) /01
es un perrradical de reticulas modulares completas.

Demostracion. Sea f : L — L’ un morfismo lineal con nicleo n(f). Vea-
mos que el diagrama

L / I
]

(M 0= (Ao )0

es conmutativo.
Sea a’' € Fp, es decir, 1;,/a’ € C. Notemos lo siguiente:

(i) Si 0y < d < f(1.), entonces existe a € 11 /n(f) tal que f(a) = o
Afirmamos que a € F. En efecto, como

L

Lp/n(f) = f(1L)/Ow

es un isomorfismo de reticulas, entonces

1 /a2 f(1,)/a,

de donde se sigue que

] .
Ip/a = f(1p)/d — 1 /d" € C,
que a su vez implica que 17 /a € C, es decir, a € F.

(ii) Sia’ £ f(11), entonces por modularidad se tiene que

)/ (@ A ) = (£ va)/d,

de donde se sigue que

f(lL)/(a’ A f(lL)> ~ <f(1L) v a')/a’ Y1 /d €,
es decir, f(lL)/(a’ A f(lL)) cC.

Ahora, como
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folo/n(f) — f(12)/0w

es un isomorfismo de reticulas, entonces
/17 (@ A f(1)) 2 )/ (o A f(1) €€,

Por lo tanto, f~! (a’ A f(lL)) € Ir.

Tomando esto en cuenta, se tiene que

/\aEFL a < (/\ fla)=d'€F;, a) A (/\ aeFy, f_l(a’ A f(lL))>.

0/ <f(a)=a’<f(1L) a'£f(1r)

Por la Proposicion 1.0.3, se sigue que

f(/\aEFL a) < f((/\ fla)=a’'€Fy, a) A (/\ a'€Fy, fil (a’ A f(lL)>)>

0 <f(a)=a’<f(1z) a'£f(1r)

<HA sw=wer, @) AF(Awer, (@A (D))

0 <f(a)=a’<f(1r) a’£f(1L)

< (/\ F(a)=a'€Fy, f(a)> A (/\ @EFL f<f_1(a/ : f(lL))))

0y <f(a)=a’<f(1L) a’£f(1L)

~ (A wer, @) A (Awer, (¢Ar00))
0,/ <a’<f(1r) a'£f(1r)
_ /
a’EFL/ a.

Por lo tanto,

f(/\aeFL a/OL> - f</\aEFL a) /0 < </\a’eFL/ a’) /0p.
es decir, el diagrama es conmutativo. O

Observacion. 5iC es una clase en L cerrada bajo monomorfismos y cunas
arbitrarias y L € Ly, entonces el prerradical de reticulas modulares comple-
tas r es un radical.

En efecto, notemos que, al ser C una clase cerrada bajo cunas arbitrarias,
entonces

1L/(/\aeFL a) e,

es decir, (/\aeFL &) € Ir.

Esto implica que </\a€FL a) es el menor elemento en L con la propiedad de
que
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1L/</\aeFL a) ecC.

Ahora, como r.(11) = (/\aeFL a>, se sigue que

(e n)o(1)fro(1) = 7 (10/r.12)) = 7 (10/ ( Aser, @)
=0 = /\aGFL a ri(1L).
(e 2)) = (oo @) =

Por lo tanto, (r:r).(11) = r.(11), es decir, (r:r) =r.



Capitulo 4

Conclusiones y proyecciones.

Este trabajo muestra una estrecha relacion entre la gran reticula de pre-
rradicales de modulos y la gran reticula de prerradicales de reticulas. Como
los operadores definidos en R-pr, tanto los resultados que se tienen sobre ellos,
se extienden a la gran reticula £,,, nos hace pensar que ambas estructuras
algebraicas son similares desde un punto de vista categoérico.

En [1] T. Albu y M. Iosif definen el concepto de reticulas lineales inyec-
tivas. En la seccion 3 de este trabajo, extienden bajo ciertas condiciones,
resultados de inyectividad en moédulos a reticulas acotadas. En la seccion 4
del mismo, hacen 6 preguntas abiertas; dos de ellas hablan de dar condiciones
suficientes o necesarias para asegurar la inyectividad de un modulo a través
de la inyectividad de su reticula modular asociada, y viceversa.

Una manera de abordar este problema podria ser considerando a los pre-
rradicales de reticulas modulares completas. Esto, ademas de resolver las
preguntas abiertas hechas por T. Albu y M. losif, nos permitirian extender
mas resultados de prerradicales de modulos a prerradicales de reticulas, ya
que en R-pr se tienen prerradicales de modulos que se definen mediante céap-
sulas inyectivas de algiin médulo; por ejemplo, los prerradicales ozg(s), donde
S es un modulo simple y E(S) su capsula inyectiva, asi como los prerradicales
wf donde E es un modulo inyectivo.

Otra manera de abordar este problema es determinando ciertas condiciones
para reticulas modulares completas L de tal forma que la clase cogenerada
por L sea una clase de torsion de reticulas modulares completas ya que, como
se sabe para clases de R-modulos, una teoria de torsion es hereditaria si solo
si es cogenerada por un modulo inyectivo.
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