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Introduccion

El admirable papel que desempeinia el conjunto de los niimeros reales R en el estudio
de espacios topoldgicos se debe al hecho de que las funciones continuas de un “buen”
espacio X a R determinan la topologia de X. En el caso equivariante la familia de todas
las funciones continuas de X en R es demasiado grande para reflejar la estructura equi-
variante de X, y la familia de todas las funciones invariantes de X en R es muy pequena
para capturar la topologia de X. Sin embargo, existen otro tipo de funciones continuas
relacionadas con acciones que llenan este hueco. Estas son las llamadas funciones G-
uniformes introducidas por de Vries [12] bajo el nombre de funciones a-uniformes.

Definiciéon 0.1. Sea X un G-espacio. Entonces una funciéon continua f : X — R es
llamada G-uniforme si para todo € > 0, existe una vecindad U de la identidad en G tal
que |f(gx) — f(z)| < e para todo z € X,g € U.

Las funciones G-uniformes de X a R son ftiles especialmente cuando se tratan
preguntas relacionadas con compactaciones equivariantes de G-espacios y linealizacion
de acciones (ver [12], [16], [6], [22], [21], [7] ¥ [4])).

En este trabajo se estudia con cierto detalle el papel que juegan las funciones G-
uniformes. Recordemos que un espacio de Hausdorff completamente regular X es lla-
mado pseudocompacto si y solo si cualquier funcién continua f : X — R es acotada
(ver por ejemplo, [17, Cap. 3, Secc. 3.10]). Varios articulos de J. de Vries [13], [14] v S.
Antonyan [3], [5] fueron dedicados a la busqueda de la versién correcta para pseudocom-
pacidad en el area de los grupos topoldgicos de transformaciones. El rumbo que toma
este trabajo se encuentra més relacionado con el enfoque dado por de Vries. En [13]
aparecen las siguientes definiciones sugeridas para G-pseudocompacidad:

Un G-espacio X se dice tener la propiedad
(G-Py), si toda funcién G-uniforme f: X — R estd acotada.

(G-P,), si toda funcién G-uniforme f: X — R alcanza sus extremos.

(G-P3), si no existe una sucesion infinita localmente finita {B,}72; de subconjuntos
abiertos no vacios mutuamente disjuntos B,, C X con la propiedad de que existe una
vecindad U de la identidad en G y puntos x,, € By, n > 1 tales que U(x,,) C By.



I INTRODUCCION

En [13] J. de Vries adopté (G-Ps3) como definicién de G-pseudocompacidad y de-
mostré que es equivalente a (G-P,) siempre que el grupo actuante G sea localmente
compacto. Esto llevé a de Vries en [14] al hecho de que, para un grupo localmente
compacto GG, su nocion de G-pseudocompacidad coincide simplemente con la de pseu-
docompacidad ordinaria. Por otro lado, incluso para un grupo localmente compacto G,
la propiedad (G-P;) no implica pseudocompacidad ordinaria (ver Ejem. 3.4, Cap. 3).
Sin embargo ninguna caracterizacién intrinseca de (G-Pp) habia sido dada hasta [1],
hecha por N. Antonyan.

El trabajo que se presenta a continuacién consta de tres capitulos. El Capitulo 1
presenta algunos preliminares y resultados de interés para el desarrollo del texto, esta
conformado por tres secciones; la primera contiene conceptos y propiedades bésicas re-
ferentes a los espacios pseudocompactos, complementando el contenido del capitulo con
caracterizaciones que resultan importantes en el estudio de estos espacios topoldgicos;
la segunda parte se centra en el area de los grupos topoldgicos, introduciendo asi algu-
nos resultados y definiciones bésicas necesarios para el desarrollo del texto; la tercera
y udltima parte concierne a la categoria de los grupos topolégicos de transformaciones,
hablando sobre resultados que son de utilidad para el complemento de este trabajo.

Este trabajo estd basado principalmente en los estudios realizados por N. Anton-
yan en [1] y [2], por lo que se adopta la propiedad (G-P;) como definicién de G-
pseudocompacidad y se da en el Capitulo 3 una caracterizacién intrinseca de esta
“nueva” G-pseudocompacidad en el campo de los espacios G-normales introducidos
por Megrelishvili [22]. De esta manera, en el Capitulo 2 se expone la demostracién de
una versién equivariante cuantitativa del bien conocido Lema de Urysohn, asi mismo lo
que se puede catalogar como una version equivariante del Teorema de Tietze clasico en
topologia general.



Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo introducimos algunos conceptos bésicos, propiedades y afirmaciones
como parte del desarrollo del texto en funcion de los requerimientos necesarios para la
lectura del mismo. Dicho capitulo estd conformado por tres secciones. En la primera se
habla de espacios pseudocompactos en el sentido ordinarioly algunas caracterizaciones
de los mismos. En la segunda seccién nos adentramos en los conceptos basicos requeridos
sobre los grupos topoldgicos. Y en la tltima seccion, nos referimos a los resultados que
son de nuestra importancia en la categoria de los G-espacios.

1.1. Espacios Pseudocompactos

E. Hewitt, en 1948, introdujo el concepto de espacio pseudocompacto [18]; desde ese
entonces hasta el presente multiples generalizaciones y variaciones de este concepto han
sido definidos. La intencion de este capitulo es presentar algunos resultados cldsicos en
el tema de una manera sucinta.

Todo espacio considerado en este capitulo se supone que es completamente regular,
Hausdorff y no vacio.

Como de costumbre, R es el espacio de los ntimeros reales con la topologia usual, y
[0, 1] es el subespacio de R formado por el intervalo unitario.

Para todo espacio topolégico X, denotaremos por C'(X) al conjunto de funciones
continuas con valores reales definidas en X. C*(X) denotara al subconjunto de C'(X)
que consta de funciones acotadas. Con los simbolos clx(A) e intx(A), o simplemente
cl(A) e int(A) si no hay posibilidad de confusién, denotaremos la cerradura y el inte-
rior, respectivamente, de un subconjunto A en un espacio X. Para un punto z en el
espacio X, V(x) denotard la coleccién de vecindades de x en X. Denotaremos por w al

'Refiérase al Capitulo 3 para un estudio de la pseudocompacidad equivariante.
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primer cardinal infinito. Los términos usados y no definidos en esta seccién pueden ser
consultados en [17].

Definiciéon 1.1. Un espacio X es pseudocompacto si para toda funcién continua f :

X — R, f[X] es acotado, es decir C*(X) = C(X).

Como la imagen continua de espacios compactos es compacta, y los subconjuntos
compactos de R son acotados, entonces cualquier espacio compacto es pseudocompacto,
y dado que id : R — R no es acotada, entonces R no es pseudocompacto. Ademés
la pseudocompacidad no es hereditaria, pues [0,1] es compacto pero su subconjunto
abierto (0, 1), el cual es homeomorfo a R, no lo es.

Es normal hacerse preguntas sobre si la pseudocompacidad es una propiedad to-
poldgica, es decir, si se preserva bajo homeomorismos, el siguiente resultado responde
positivamente dicha pregunta.

Proposicion 1.2. La imagen continua de un espacio pseudocompacto es pseudocom-
pacto.

Demostracion. Sea X un espacio pseudocompacto y sea f : X — Y una funcién con-
tinua y sobreyectiva, donde Y es otro espacio topoldgico. Si Y no es pseudocompacto
entonces existe una funcién continua h : Y — R tal que h[Y] no es acotado. Pero nétese
que como X si es pseudocompacto ho f : X — R es una funcién continua tal que
(ho f)[X] = h[f[X]] = h[Y] es acotado. Lo cual es una contradiccion. O

Tomemos en cuenta los siguientes conceptos: Z C X es un conjunto zero si para
alguna f € C(X) se tiene que Z = f~![{0}]. El complemento de un conjunto zero
es llamado cozero. Se dice que A C X estd C-encajado (C*-encajado) si para toda
f e C(A) (f € C*(A)), existe F € C(X) (F € C*(X)) tal que F [4= f. Todo
subconjunto C-encajado de X es C*-encajado.

Diremos que una familia F C P(X) tiene la propiedad de la interseccién finita (p. i.
f.) si para toda subfamilia finita no vacia ¥’ C ¥, se tiene que (| F # 0.

Una coleccién € de subconjuntos de X es localmente finita si para todo punto x € X,
existe una vecindad V' de x tal que la coleccién {C' € €: C NV # (0} es finita.

Teorema 1.3. Para un espacio topoldgico X, los siguientes son equivalentes:
(1) X es pseudocompacto;
(2) cualquier familia localmente finita de conjuntos abiertos es finita;

(8) para cualquier familia de conjuntos abiertos {U, : n € N} con la p. i. f. ({cl(U,) :
n € N} # 0;
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(4) toda cubierta abierta numerable de X tiene una subcoleccion finita cuya union es
densa en X ;

(5) Cualquier cubierta numerable de conjuntos cozero en X tiene una subcubierta finita;
(6) X no tiene copias del conjunto de los nimeros naturales que estén C-encajadas.

Demostracion. 1) = 2): Supéngase que 2) no se cumple, entonces existe una familia
F = {U, : n € N} infinita localmente finita y si n # m entonces U, # U,,. Para
todo n € N se escoge x,, € Uy,; como X es Tychonoff, también para todo n € N existe
una funcién continua f, : X — [0,n] tal que fp(zn) =ny fu[X \ Uy C {0}. Como la
subcoleccién de elementos en F que contiene a un punto dado x € X es finita, la funcion
[ =>7°"1 fn estd bien definida.

Veamos que f es continua. Sea z € X arbitrario, tal que f(x) € (a,b) y sea O una
vecindad de x tal que C := {n € N: ONU,, # 0} es finito. Sea C; = {n € N: f,(z) > 0}.
Si j € C) entonces fj(x) > 0 es decir x € O NU; por lo que j € C y ademas
fy) = X,ec, faly) para todo y € O. La funcién o fn € C(X) pues es suma
finita de funciones continuas, por lo que existe una vecindad abierta W de x tal que
Y onec, fn(y) € (a,b) siy € W. Sea V.= 0ONW vecindad de x. Entonces V es vecindad
de z y ademas se tiene que f [V] C (a,b). Por lo tanto f es continua, pero no es acotada.

2) = 3): Se procede por reduccién al absurdo. Supéngase que existe una familia
de conjuntos abiertos {U, : n € N} con la propiedad de la interseccién finita y que
Moy cl(Uy) = 0.

Para todo n € N se define W,, = (N, cl(U;) el cual no es vacio. Nétese que X =
UoZ, [X \ cl(Uyp)] entonces para cada z € X existe ng tal que ¢ cl(Uy,) por lo
que z ¢ W,,. Dado que W, es cerrado y X regular, existe O abierto con x € O y
O N Wy, = 0. Asi que para todo n > ng se tiene O N W,, = () pues W,, C Wp,. Si
se define V,, := (=, U;, el péarrafo anterior demuestra que la familia {V;, : n € N} es
localmente finita, y por hipotesis resulta ser finita.

Sea nj tal que para todo n > n; se tiene que V,, = V,,,. Entonces V,,, C U,, C cl(U,,)
para todo n < nj. Ahora si n > nj, dado que V,,, =V, C U, C cl(U,), entonces
Vi € N2, cl(Uy). Como por hipétesis V;,, # 0, se tiene que (2, cl(Uy) # 0, lo cual
es una contradiccién.

3) = 4): Se procede por reduccién al absurdo. Sea € = {U,, : n € N} una cubierta
abierta de X, tal que para todo conjunto finito F' C N sucede que X \ ,,cp cl(Un) # 0,
es decir, ¢l (U,ep Un) = Uner ¢l(Un) no es densa en X.

Para todo n € N se define W,, = X \ c(U,). Como (;_; Wy, = X \U;_, cl(Uy,) # 0
por hipétesis, entonces {W,, : n € N} tiene la p.i.f.
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Por hipétesis, se tiene que (2 cl (W,,) # (. Por otro lado,

X\ =X\ | Un=0;
n=1 n=1

pero cl (X \ cl(Uy)) C X \ Uy, para todo n € N. Por lo tanto

0 () elWa) = (Yl (X \elU)) © () (X\Ta) = X\ |J Un =0,
n=1 n=1 n=1 n=1

lo cual es una contradiccion.

4) = 5): Sea {C,, : n € N} una cubierta de conjuntos cozero de X y para cada
n € N sea f, € C(X) tal que C,, = f,;1[R\ {0}]. Se describe al conjunto cozero de la
siguiente manera: si h,, = min{|f,|, #}, entonces h,, ' [R\ {0}] = C,. Ahora se define
ge(z) = Zﬁ:l hn(z) y sea Dy, = g; ' [R\ {0}], el cual es un conjunto cozero. Veamos
que Dy, = Uf;:l Cp; st ¢ € Dy entonces gi(z) = Y, 1 hn(z) > 0, por lo que existe
no < k tal que hp,(z) > 0; por lo tanto = € h,} [R\ {0}] = Cpy. De manera analoga
se prueba que Ui:l Cy C Dg. De lo ltimo se tiene que la familia de conjuntos cozero
D = {Dy, : k € N} es una cubierta creciente de X.

Caso 1): Si para algun k se tiene que Dy = X, entonces hemos terminado.

Caso 2): Supdéngase que para todo k € N se tiene que Dy, # X. Se renombra la familia
D de tal manera que Dy C Dyiq. Sea g(x) = Y o0, gi(z), aplicando un argumento de
convergencia uniforme (ver [17, Teorema 1.4.7, Cap. 1, Secc. 4]) es posible observar que
g es una funcién continua. Bajo las hipé6tesis mencionadas, como g(x) € (0, 1] para todo
x € X, tenemos que 1/g € C(X).

Avin més, sin > 0, existe k, € N tal que para todo m > k, resulta que )
Sea x,, € Dy, 41\ Dg, . Se tiene lo siguiente

oo 1
i=m 2t

1
<5

— > > 1 1
g(zn) = ' Z 9i(wn) = ' Z hi(xn) < . Z 5 < -
i=kn+1 i=kn+1 i=kn+1

—1 —1
Ahora, si F,, = <§> [[n,00)] y Vi, = (%) [(n,00)], entonces F), es cerrado y

V,, es abierto y ambos son no vacios para todo n < w. Si O,, = X \ F,,, se tiene que

-1
O = {O, : n € N} es una cubierta de X. Nétese que |J';O0; = (%) [[0,n)], ¥

(U 0;) NV, = 0. Asi la familia O no tiene subcolecciones finitas que sean densas.
5) = 6): Supéngase que D C X es un subespacio discreto infinito numerable de X el
cual estd C-encajado en X. Para fines practicos, sea D = {z,, : n € N} una numeracién
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fiel de D con z, # zp, sin #m, y sea f: D — R definida como f(x,) = n. Supéngase
que f es una extensién continua de f en todo X y se define C,, = {reX: f(x) <n}.
La familia {C), : n € N} es una cubierta de X formada por conjuntos cozero. Para
todon €N, z, ¢ C1U---UC,. Asi {C), : n € N} no tiene subcubiertas finitas.
6) = 1): Supdéngase que X no es pseudocompacto, es decir, existe f € C'(X) tal que
f no esta acotada, es posible definir

Ci={zreX:1< f(x)}

(podemos suponer que f toma solo valores no negativos) y para cada n € N, si tomamos
z, € C), definimos

Chnt1 ={z € X : max{n, f(z,)} < f(x)}

Entonces, para cadan € N, C,, # . Sea A = {z,, : n € N}. Sea Oy := f~1[(—o0, f(x2))]
v, paran > 1, Oy, := f U [(f(zn_1), f(xn11))]. De la construccién se sigue que O, N A =
{zy}; por lo tanto A es discreto. Se prueba que A estd C-encajado en X. Se definen los
siguientes conjuntos

Fo={ze X : f(z) <1} U{zr € X: f(z2) < f(2)}
y paran > 1

Fo={z e X: f(z) < fzn)} U{z € X : fwnt2) < f(2)}

Afirmacion: Cada F,, es cerrado y x,+1 ¢ F,. Se hace el caso n = 0 los demds son
analogos.

Sea y ¢ Fy, entonces fly) > 1y f(y) < f(z2) por lo que y € f~1[(1, f(x2))]. De
igual manera, si y € f [(1, f(z ))] entonces y ¢ Fy. En vista de que f es una funcién
continua y X \ Fy = f~1[(1, f(22))] se concluye que Fy es cerrado.

Ahora supo’ngase que Tpy1 € Fy,, por definicién f(zn4+1) < f(xn) 6 f(znt2) <
f(xpy1). Si sucede lo primero entonces se tiene que z,41 € f~![(—o0, f(zn)]] 1o que
implica que 411 € Oy, es decir AN O,, = {xn,Tp+1} lo cual es una contradiccidn.
Andlogamente se prueba el caso en que f(xn42) < f(2n+1). Con esto termina la afir-
macion.

Ahora, si h : A — R es continua, para cada n > 0 existe f, € C(X) tal que f, [F,] C
{0}y fulzns1) = h(zpi1). Se define f : X — R como f(z) = 32, fi(x). Siz € X como
{f71[(—o0,n)]}nen es cubierta de X, existe n tal que f(z) < ny como n < f(xni1),
pues Z,11 € Cpy1, se sigue que x € F,, 1. Més atin, x € f~![(—o0,n)] C F, para todo
m > n+ 1, lo cual implica que f(z) = Sy fi(z) (por supuesto, esta es cierta para
todo y € f~1[(—o0,n)]).
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Como Y " | fi € C(X), se sigue que para ¢ > 0 existe O abierto en X tal que

(Z fi) 0] C (Z file) =) filx) +5>
=1 i=1 i=1

yx € 0.SeaV = f1[(—00,n)]NO, el cual es una vecindad abierta de = en X que
satisface que siy € V,

fw)=>_fily € (Z filz) =&, filx) +5)
i=1 i=1 i=1

lo cual prueba que f € C(X).

Si x, € A entonces f(:zn) =2, fi(zy). Pero para todo m > n, z,, € Fy,, y por lo
tanto fo(zn) = 0. Ademads, fr—1(x,) = h(x,). Y si k < n — 1, se tiene que z,, € F;
por lo tanto f(x,) = 0. Se concluye que f(z,) = fo_1(2n) = h(z,), y que f es una
extension continua de h. O

Como consecuencia del Teorema 1.3 se obtienen los siguientes corolarios.
Corolario 1.4. Para un espacio topologico X los siguientes son equivalentes:
(1) X es pseudocompacto.

(2) Toda cubierta abierta localmente finita de X es finita.
(3) Toda cubierta abierta localmente finita de X tiene una subcubierta finita.

Demostracion. La implicacién (1) = (2) se sigue de (2) en el Teorema 1.3. La implica-
ci6én (2) = (3) es obvia.

(3) = (1): Sea f : X — R una funcién continua. Como {(n — 1,n+1) : n € Z}
es una cubierta abierta localmente finita de R, entonces {f~![(n —1,n+1)] : n € Z}
es una cubierta abierta localmente finita de X. Asi que existe {n,...,n,} C Z tal que
{f~Y[(n; —1,n; +1)] :i € {1,...,7}} cubre X. Como consecuencia, si s = max{n; : i €
{1,...,7}}, obtenemos que para todo z € X, |f(x)| < max{|s—1]|,|s+1|} y por lo tanto
f estd acotada. O

Corolario 1.5. Para un espacio topoldgico X los siguientes son equivalentes:
(1) X es pseudocompacto.

(2) Si{W, :n € N} es una sucesion de subconjuntos abiertos no vacios de X tales que
para todo n € N, W1 C Wy, entonces (- cl(Wy,) # 0.
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Demostracion. Obsérvese que la afirmacion (2) es equivalente a (3) en el Teorema 1.3.
O

Una coleccién de subconjuntos C de X es discreta en X si para cada x € X existe
una vecindad V de z, tal que [{C € €: CNV # 0} < 1. Como toda familia discreta
es localmente finita, del Teorema 1.3 (2), en un espacio X pseudocompacto cualquier
familia discreta de subconjuntos abiertos resulta ser finita y por el hecho de las equiva-
lencias en el mismo Teorema 1.3, si toda familia discreta de subconjuntos abiertos de
un espacio X es finita, este ultimo resulta ser pseudocompacto.

Definicién 1.6. Sea X un espacio topolégico y sea {U, }nen una sucesién de subcon-
juntos abiertos no vacios de X. Diremos que un punto x € X es un punto limite de
{Uy }nen si para toda vecindad V de z, [{n e N: U, NV # 0} = Ny.

Lema 1.7. Un espacio X es pseudocompacto si y solo si para cada familia numerable
de conjuntos abiertos no vacios de X existe un punto limite de tal familia.

Demostracion. Supéngase que X es pseudocompacto y que existe una familia {U,, : n €
N} de subconjuntos abiertos no vacios tales que para cada x € X, existe una vecindad
V de z tal que [{n € N: U, NV # (}| < Ng. Entonces {U,, : n € N} es localmente
finita y, de acuerdo con (2) Teorema 1.3, {U,, : n € N} resulta ser finita. Por lo tanto,
existe mp € N tal que para todo n > mg, U, = Up,. Sea = € Uy,,. Entonces para
toda vecindad V de z, {m € N: m > mg} C {m € N: U,, NV # (}; lo cual es una
contradiccion.

Ahora, por la afirmacion mencionada antes de la Definicién 1.6, si X no es pseudo-
compacto, existe una familia discreta infinita de conjuntos abiertos no vacios de X y
cualquier subfamilia numerable de esta carece de puntos limite. O

Recordemos que un espacio topoldgico X es llamado numerablemente compacto si
toda cubierta numerable de X tiene una subcubierta finita.
Como consecuencia del inciso (5) del Teorema 1.3, se tiene lo siguiente:

Corolario 1.8. Todo espacio numerablemente compacto es pseudocompacto.

El siguiente resultado proporciona condiciones de cuando un espacio pseudocompac-
to es necesariamente un espacio numerablemente compacto.

Teorema 1.9. Sea X un espacio pseudocompacto. X es numerablemente compacto si
y solo si todo subespacio cerrado discreto numerable F' de X puede ser separado de
cualquier subconjunto cerrado ajeno a F' con subconjuntos abiertos disjuntos.

Demostracion. Supongase que X no es numerablemente compacto. Entonces existe una
cubierta U = {U, : n € N} abierta numerable de X que no tiene subcubiertas finitas.
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Se elige 1 € X, como U es cubierta, existe n; € N tal que =1 € Uy,. Por hipétesis
X\U, Ui # 0. A continuacién se elige zo € X \ U;2; Us, como U es cubierta, entonces
existe ng € N tal que z9 € Uy, con n; < ng. Supéngase que se han construido ny,...,n; €
Ny z1,22,...,2p € X tales que n1 < ng < ... < ng, 11 € Up, y 75 € Uy, \ Ut Ui
para cada j € {2,...,k}. Como U\ U; # X, existen x,,,, € X \ U2 Ui y npq1 €
N\ {1,2,...,n;} tales que xy, , € Uy,,,. Asi, de manera recursiva, se ha construido el
punto zy41 € Uy, \ U%, Us.

El proceso anterior permite definir un conjunto infinito numerable D := {x,, : n € N}
y una familia de conjuntos abiertos A = {4,, : n € N} disjuntos dos a dos, donde
Ay =Uy, \ U?;ll Ui. De esta manera A, N D = {x,} para todo n € N, por lo que D
es un subespacio discreto. Ahora, sea z € X fijo, entonces existe k € N tal que x € Uy,
ademds Uy, contiene a lo més una coleccion finita F de elementos de D. Asi (U \ F)U{x}
es una vecindad de x que no tiene puntos de D, a excepcién posiblemente de z. Esto
demuestra que D no tiene puntos de acumulacion, por lo que se puede concluir que D
es cerrado.

El conjunto H = {z € X : VV € V(z)({n e N: VN A, # 0}| = w)} es cerrado y
es disjunto a D; por hipétesis existen U y W subconjuntos abiertos y ajenos tales que
H c Uy DcW. Entonces, {A, N W : n € N} es una familia infinita localmente finita
de conjuntos abiertos; lo cual es imposible dado que X es pseudocompacto.

La otra implicacién se sigue del hecho de que en cada espacio numerablemente
compacto todo subespacio cerrado discreto es finito. ]

Definiciéon 1.10. Un espacio X se dice que es pseudonormal si para cada par de
subconjuntos cerrados disjuntos F'y GG de X, donde uno de ellos es numerable, existen
dos subconjuntos abiertos disjuntos A y B talesque F C Ay G C B.

Como era de esperarse, todo espacio normal es pseudonormal. Obsérvese que todo
espacio numerablemente compacto es pseudonormal.

Corolario 1.11. Todo espacio pseudonormal y pseudocompacto es numerablemente
compacto.

Este hecho nos permite ver que compacidad y pseudocompacidad son propiedades
equivalentes en la clase de los espacios metrizables. De hecho, cada espacio metrizable
es normal, y la compacidad y compacidad numerable son equivalentes en la clase de los
espacios metrizables.

Proposiciéon 1.12. Si X es un espacio metrizable, entonces X es compacto si y solo
si X es pseudocompacto.

Corolario 1.13. Un espacio X es pseudocompacto si y solo si para cada f € C(X),
fIX] es compacto.
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Recordemos que un subconjunto F' de un espacio X es regularmente cerrado si
cumple que clx(intx F) = F.

Proposicién 1.14.

(1) Si X tiene un subespacio denso pseudocompacto, entonces X es pseudocompacto.

(2) Si todo subconjunto cerrado de un espacio X es pseudocompacto, entonces X es
numerablemente compacto.

(3) Todo subespacio reqularmente cerrado de un espacio pseudocompacto es pseudocom-
pacto.

(4) La suma topolégica libre ®{Xs : s € S} es pseudocompacta si y solo si cada X, es
pseudocompacto y S es finito.

Demostracion. (1): Sea {U, : n € N} una cubierta abierta de X y D C X un subespacio
denso. Entonces {U, N D : n € N} es una cubierta abierta de D. Como por hipdtesis D
es pseudocompacto por (4) Teorema 1.3 existe ng € N tal que clp (U2, (U; N D)) = D.
Entonces

no no no
D= [ch (U (Ui N D))] ND Cclyx (U (Ui N D)) Cclx (U Ui> :
i=1 i=1 i=1
Por lo tanto, X = clxD C clx (clx (U2, Ui)) = clx (U2, U;). De ahi que X es pseu-
docompacto.

(2): Supdngase que X no es numerablemente compacto. Entonces existe D = {z,, :
n € N} subespacio cerrado discreto infinito de X. La coleccién {{z,} : n € N} es una
familia localmente finita de subconjuntos abiertos de D. Por hipétesis D es pseudocom-
pacto, como es cerrado por (2) Teorema 1.3 D tiene que ser finito y llegamos a una
contradiccion.

(3): Sea X un espacio pseudocompacto y F' un subconjunto propio regularmente
cerrado de X. Es decir F' = cly(intxF) y X \ F # (. Sea X = {O,, N F : n € N} una
cubierta para F' donde O,, es un subconjunto abierto de X para todo n € N. Obsérvese
que como

o0 oo

F=J©O.nF)cl]On
n=1 n=1

entonces H' = {O,, : n € NJU{X \ F'} es una cubierta abierta de X. As{ que existe una

subcoleccién finita de H’ cuya unién es densa en X. Por lo tanto, existe ng € N tal que

clx (U, 0;) Uclx (X \ F) = X. Afirmamos que

clp (Cj (OzﬂF)> =F.

i=1



10 CAPITULO 1. PRELIMINARES

Notemos que

(a) clp (U2, (0;NF)) =clx (U2, (O; N F)) pues F es cerrado, y

(b) intx(F) C clx (U, O;) por el hecho de que clx (X \ F) = X \ intx(F), y
entonces intx (F') C clx (U2, 0i).

Sea z € F y O un abierto con z € O. por definicién intx(F) N O # (). Entonces
existe w € intx (F) N O y también existe W abierto de X tal que w € W C F. Se tiene
quew e WNOCFNOCF. Asi (WnO)N (U2, 0;) # 0. Debido a que

woon(Jo) - [srnon (o) or

se concluye que O N (U2,(0; N F)) # 0, y por lo tanto clp (U2, (O;NF)) = F.

(4): Si X = &{X; : s € S} es pseudocompacto, X, siendo un subconjunto regular-
mente cerrado de X para todo s € S, entonces cada X es pseudocompacto. Atdn mas,
dado que la familia {X; : s € S} es localmente finita en X, resulta que es finita.

En orden de probar la otra implicacién, supéngase que existe f € C'(X) la cual no
es acotada. Existe {z,, : n € N} C X con z), # x,, sin # m y |f(zn)| > n. Entonces,
existe sp € Sy A C {z, : n € N} con A infinito y A C X,. Por lo tanto, f [x,, es
continua y no acotada; lo cual contradice la pseudocompacidad de X, . O

Definicion 1.15. Un espacio topoldgico X es llamado un espacio de Baire si para cual-
quier sucesién { Dy, }nen de subconjuntos abiertos densos de X, la interseccién (o2, Dy,
es un subconjunto denso de X.

El siguiente teorema fue demostrado por J. Colmez en [10].
Teorema 1.16. Todo espacio pseudocompacto es un espacio de Baire.

Demostracion. Sea X un espacio pseudocompacto, sea {D,,}>° ; una sucesién de sub-
conjuntos abiertos densos de X y sea U un conjunto abierto no vacio de X arbitrario.
Para cada n € N tenemos que U N D,, # (). Como X es un espacio regular, se sigue
que existe Wy subconjunto abierto tal que ) #= Wy C cl(Wy) C U N Dy, esto impli-
caque ) # WonNDynN Dy = WynDy C Un Dy. Asi que existe Wy abierto tal que
0 #£ Wy C cl(Wy) € Won Dy € UnN Dy. Continuando con este procedimiento re-
cursivamente, obtenemos una familia decreciente {W,,}°° ; de conjuntos abiertos de X
con la propiedad de la interseccién finita. Por el inciso (3) del Teorema 1.3 tenemos que
Moo, cl(Wy,) # 0y dado que (2, cl(W,,) € UN(Nn; D) entonces UN((N,2; D») # 0.
Como U fue un subconjunto abierto no vacio arbitrario, (-, Dy, es denso en X. [
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1.2. Grupos topolégicos

Como antecedente del concepto abstracto de grupo topolédgico se conoce al introdu-
cido en 1925 y mencionado en 1927 por F. Leja en [20], trabajo en el cual se establece
por primera vez la nocién de grupo topoldgico. A continuacién se menciona en sintesis
la evolucién del concepto a lo largo del tiempo y el trabajo de distintos matematicos: el
Programa de Klein (1872) que estudia las geometrias a través de los grupos de trans-
formaciones asociados; el concepto introducido por Sophus Lie de Grupo Continuo de
Transformaciones como solucién de un sistema de ecuaciones diferenciales; los Grupos
Clésicos de la geometria; y para terminar el quinto problema de Hilbert (1900) en el
que propone definir y desarrollar el concepto de grupo continuo de transformaciones eli-
minando la condicién de diferenciabilidad?. Los términos usados y no definidos en esta
seccién, asi como més propiedades de grupos topolégicos fueron tomados de [25], [8], [11].

Sabemos que todo conjunto permite la introducciéon de una topologia; pero si se
quiere aprovechar la presencia de la operacion de grupo, se debe relacionar de alguna
manera la operaciéon con la topologia. La siguiente definicién es la que presenta las
mejores condiciones para desarrollar tanto la topologia como el dlgebra, estando ambas
presentes.

Definiciéon 1.17. Un conjunto G con una operacién binaria - y una familia 7 de sub-
conjuntos de G se llama grupo topoldgico si

1) (G,-) es un grupo.

11) (G, T) es un espacio topoldgico.
111) Las funciones p: G x G — G y v: G — G dadas por p(z,y) =z-yy o(z) =z}
son continuas, donde ! es el inverso de z.

De aqui en adelante se prescindira de la notacién - para operacién solo escribiendo
xy en lugar de x - y.

La condicién (IIT) de la definicién anterior se puede reescribir de la siguiente manera:
si e y son elementos de G, para cada U € V(zy) existen vecindades V € V(z) y
W e V(y) tales que V- W C U, donde

V-WwW={vw:veV,weW}
y para cada U € V(z~!) existe V € V(z) tal que V=1 C U, donde

Vi3i={vl:ivev}hL

2E] cual estaba mal formulado de esa manera, si se toman minuciosamente los detalles técnicos que
acompanan al enunciado. La pregunta que en realidad se buscaba responder era ;Es cualquier grupo
localmente euclideo un grupo de Lie?.
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Se denotard a lo largo de este capitulo, asi como en alguno otro que se haga mencién
de lo siguiente, a e como el elemento identidad de un grupo G.

Existe una caracterizacién alternativa de grupo topolégico que en ocasiones resulta
mas util:

Lema 1.18. Sean (G,-) un grupo y T una topologia en G. Entonces (G,-,T) es un grupo
topoldgico si y sélo si la funcion v: G x G — G, donde v(z,y) = xzy~! es continua.

Demostracion. Si G es un grupo topolégico, es claro que la funcion v es continua, pues el
producto y la operacién de tomar inversos son continuos y v(z,y) = u(z, t(y)), donde las
funciones p y ¢ son las de la definicién (1.17). Por otro lado, obsérvese que ¢(y) = v(e,y)
y u(x,y) = v(z,(y)). Por la definicién de topologia producto, p y ¢ resultan continuas
si v lo es. O

Ejemplo 1.19. Considere el conjunto de lo nimeros reales R con la suma usual y con
la topologia métrica, es decir, aquella generada por las vecindades bésicas {B:(x) : = €
R,e > 0}, donde B.(z) ={y e R: |y —z| < e}.
Claramente R es un grupo algebraico. Ademas, las operaciones : R x R — R y
t: R — R, definidas como pu(x,y) =+ y y ¢(z) = —x respectivamente, son continuas.
Asi R es un grupo topoldgico aditivo.

Para A y B subconjuntos de un grupo topolégico G se usara la siguiente notacion:
AB = u(Ax B)={ab:a € Abe B}

AV =y(A)={atac A}
AB'=v(AxB)={ab':a€ Abe B}
A% = AA = {ajaz : a1 € Ajap € A} 'y asi respectivamente.

Quiza la primera ventaja que se obtiene al trabajar con grupos topoldgicos es que
la operacién de grupo hace indistinguibles las propiedades locales en el grupo desde el
punto de vista de la topologia.

Teorema 1.20. Considérese un grupo topologico G. Si g € G es un elemento fijo
arbitrario, entonces las funciones ¢q4(x) = xg y o4(x) = gz, v € G, de G en si mismo,
son homeomorfismos®. La inversion f: G — G, definida por f(y) =y~ !, también es un
homeomorfismo.

3Nétese que estas funciones son transiciones de las acciones traslacién p de G en G por la izquierda
y la derecha, respectivamente
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Demostracion. Se probard la afirmacién para ¢4, la traslacién por derecha. Por la
definicién de grupo topoldgico, ¢, es continua. La inversa de ¢, es ¢ -1 puesto que
pg-1(p(a)) = ¢ -1(ag) = agg™! = a. Esto autométicaménte convierte a ¢, en biyecti-
va, ademads es continua, por lo que ¢, resulta ser un homeomorfismo. Si a € G, entonces
f(a=') = a, por lo que f es sobreyectiva. La inversa de f es ella misma y, por lo tanto,
f es un homeomorfismo. O

1 2

La funcién y — y~ es un homeomorfismo involutivo, es decir t* = eg, por tanto
(A~H~1 = A. Cuando A = A~ se dice que A es simétrico.

Los resultados siguientes nos permitiran estudiar las propiedades topolégicas locales
de un grupo topolégico G en un solo punto, que por simplificar siempre tomaremos

como la identidad e del grupo.

Definicion 1.21. Un espacio topoldgico se dice que es homogéneo si para cualesquiera
dos puntos z,y € X existe un homemorfismo ¢: X — X tal que ¢(x) = y.

Intuitivamente un espacio es homogéneo si se pueden “intercambiar de lugar” cua-
lesquiera dos elementos dentro de él.

Corolario 1.22. Todo grupo topologico G es un espacio homogéneo.

Demostracion. Se debe probar que dados dos elementos arbitrarios g, h € GG, existe un
homeomorfismo de G en si mismo que mande un elemento en el otro. Obsérvese que si
© = Ppg-1, entonces ¢ es un homeomorfismo y p(g) = h O

Definicién 1.23. Decimos que una funcién biyectiva f: G — G’ entre dos grupos to-
polégicos G v G’ es un isomorfismo topoldgico si f y £~ son homomorfismos continuos.
Si G = @, el isomorfismo f se llama automorfismo topolégico. Dos grupos topolégicos
son topologicamente isomorfos si existe un isomorfismo topoldgico de uno al otro.

Describir la topologia en un grupo topolégico es generalmente una tarea mas sencilla
que hacerlo en un espacio topolégico arbitrario. En virtud de la homogeneidad de G,
para probar que G satisface cierta propiedad local bastara probarlo para un punto, en
particular para el elemento identidad e de G. Asi por ejemplo, es suficiente que {e} sea
abierto o cerrado o bien tenga una base de vecindades V(e) numerable, para que G sea
discreto, o 11, o satisfaga el primer axioma de numerabilidad respectivamente. Como
e es un elemento muy especial de G y cualquier vecindad de g en G es de la forma
gU o Ug con U una vecindad de e, el papel que juegan las vecindades de e son muy
importante.

Teorema 1.24. Sea G un grupo topoldgico, y sea V(e) una base local para la identidad e
del grupo. Entonces las familias {gU} y {Ug}, donde g toma los valores en los elementos
de G y U wvaria sobre todos los elementos de V(e), son bases para la topologia del grupo

G.
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Demostracion. Sea W un conjunto abierto no vacio en G y a un elemento arbitrario de
W. Dado que la funcién f(g) = a~'g es un homeomorfismo, transforma el abierto W
en el abierto a~'W, el cual contiene a la identidad e. Como V(e) es una base local para
e, existe U € V(e) tal que e € U C a~'W. Por lo tanto,

acal Caa "W =W

lo cual demuestra que {gU;g € G,U € V(e)} es una base del grupo topoldgico G. En
forma similar se prueba que {Ug;g € G,U € V(e)} es una base. O

También se puede formar una base local para la identidad conformada por vecindades
simétricas.

Lema 1.25. Si G es un grupo topoldgico y U € V(e) entonces existe V € V(e) tal que
V=l =V c U. Por lo tanto, las vecindades simétricas de la identidad e constituyen
una base local para e.

Demostracion. Sean U € V(e) y f(z) = z~!. Como f es un homeomorfismo de G sobre
G, f(U) = U™! es abierto en e € U1, asi que V. = UNU"! es abierto, V! =V y
ecV CU. O

La identidad de un grupo topoldgico tiene aun otra propiedad muy importante,
admite una base local formada por subconjuntos cerrados.

Lema 1.26. Sea G un grupo topolédgico.

(1) Si U € V(e), entonces para cada n € N existe V€ V(e) con V" C U
(VP =V ...-V,n factores).

(2) SiU € V(e), entonces existe V € V(e) con clg(V) C U. En particular, las vecin-
dades cerradas de e constituyen una base local de la identidad cuyos elementos son
subconjuntos cerrados.

Demostracion. (1) Sea U € V(e); utilicemos induccién sobre n. Para n = 1 hacemos
V =U. Sean € N fijo y supongamos que el resultado es valido para n; es decir, existe
W € V(e) tal que W™ C U y queremos encontrar una vecindad V de e tal que V! c U.
Como la multiplicacién p(z,y) = zy es continua y u(e,e) = e, existen Vi, Vo € V(e)
tales que ViVo C W. Sea V = V4 N V. Entonces V € V(e) y V2 C W, de donde

yvrtl—yv.v.vrilcw.-wrtcu,

lo que termina la induccién.

(2) Sea V € V*(e) (donde V*(e) denota la base de vecindades abiertas y simétricas)
tal que V2 Cc U. Si z € clg(V), entonces 2V NV # ; es decir, existen vi,v2 € V con
xv1 = w9, por lo cual z = 2)21)1_1 ceVV1=V2CU. Asi que clg(V) C U. O
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Los subconjuntos compactos de grupos topoldgicos tienen propiedades similares a
los puntos, lo mismo que en topologia general. Como ejemplo de ello, basta referirnos a
los axiomas de separacién. Ahora bien, en grupos topoldgicos tenemos lo siguiente.

Proposiciéon 1.27. Para un compacto K de un grupo topoldgico, se tiene:

(1) Cada vecindad A de K en G contiene abiertos de la forma UK y KU’ donde U y
U’ son vecindades abiertas de e.

(2) Si C es un cerrado de G entonces CK y KC' son cerrados.

(3) Para cada vecindad N de e existe una vecindad V de e tal que k~'Vk C N para
todo k € K.

Demostracion. (1): Para cada k € K, sea Nj una vecindad de e que cumple Nik C A
y sea Up una vecindad abierta de e con U,g C Ng. Puesto que {Uik : k € K} cubre
a K, podemos encontrar ki, ks, ..., k, en K de manera que {U,k;;i = 1,...n} cubra a
K. SiU = N, Uy, entonces UK C i, UUki C U;_, U,fiki C Ui Ny ki C A
Para construir U’ se considera una vecindad Nj, de e tal que kN, C Ay se sigue el
procedimiento andlogo al anterior.

(2): Se mostrard que para un cerrado arbitrario C' de G, el conjunto G \ CK es
abierto. Si g ¢ CK entonces gK 1 NC = () pues gk~! ¢ C para todo k € K. Aplicando
(1) a la vecindad G\ C del compacto gK ! obtenemos U, una vecindad de e, tal que
UgK~! C G\ C, de lo cual se infiere que la vecindad Ug de g estd contenida en G\ CK.

(3): Dada una vecindad N de e, la continuidad de (g1, g2,93) — 919293 implica la
existencia de una vecindad simétrica W de e que cumple W3 C N. Por ser K compacto,
hay un conjunto {k1,...,k,} en K tal que K C J,kW. Si k € K, k = kjw para
alguna j € {1,...,m} y algin w € W. Entonces el conjunto abierto V' = (J;", k:l-Wk;l
satisface k~'Vk C w™ (k7 'VEkj)w € WIWW = W3 C N. Nétese que V no depende

J
del punto k € K. O

Proposiciéon 1.28. Todo grupo topolégico G es reqular. Ademds G es de Hausdorff si
y sdlo si {e} es cerrado.

Demostracion. Teniendo en cuenta la homgeneidad de G, es suficiente probar que e y
cualquier cerrado C' que no contiene a e tienen vecindades ajenas. Con este fin, con-
sidérese una vecindad abierta W de e que cumpla WW ™1 € G'\ C, de aqui se sigue que
W N CW = () y obtenemos las vecindades ajenas W de e y CW de C.

Evidentemente si G es de Hausdorff, {e} es cerrado. Ahora si {e} es un cerrado de
G, lo son todos los puntos de G, es decir G es T y como es regular entonces es de
Hausdorff. O
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Observacion: Es oportuno aclarar que no se esta suponiendo que los grupos topolégi-
cos son de Hausdorff ya que con mucha frecuencia se asume que si lo son, o bien cumplen
la condicién equivalente “{e} es cerrado”. Para que esto suceda es suficiente que G sea
un espacio Tp, ya que siempre es posible encontrar una vecindad de e que no contenga
a un elemento dado g distinto de e.

Proposicion 1.29. Sea G un grupo topoldgico. Para H subgrupo de G tenemos:
(1) H como subespacio de G es un grupo topoldgico.

(2) La funcién cociente q: G — G/H de G en el espacio de las clases laterales derechas
(0 izquierdas) definida como q(g) = Hg (0 q(g) = gH ), es continua y abierta.

(3) El espacio cociente G/H es homegéneo.
(4) Si H es un subgrupo normal entonces G/H es un grupo topoldgico.

Demostracion. (1) La funcién (hy, he) — h1h2_1 de H x H sobre H es continua por ser
la restriccién a H de la funcién v de G x G a G, definida en el Lema (1.18).

(2) La funcién ¢ resulta ser continua por el hecho de que se equipa al espacio G/H
con la topologia cociente generada por g.

Ahora sea U un abierto en Gy como ¢ ' (q(U)) = HU = |J,cpy hU es abierto en G,
pues hU es abierto en G para cada h € H. Por lo tanto ¢(U) es abierto en G/H.

(3) Para a € G fijo, la funcién ¢, : G/H — G/H definida por ¢,(Hg) = H(ga), Hg €
G/H es un homeomorfismo. Es inmediato ver que 1, esté bien definida y que es biyecti-
va. Ademas, (1) ! = 9,-1, por lo que basta probar que 1, es abierta. Sea q: G — G/H
la funcién cociente y sea U* = ¢(U) un abierto de G/H, donde U es un abierto de G.
Entonces 1, (U*) = q¢(Ua) es un conjunto abierto ya que Ua es abierto en G. Por tanto,
1, es abierta y asi esta misma es un homeomorfismo. Para terminar basta observar que
dadas Ha, Hb € G/H, el homeomorfismo 1,-1,(Ha) = Hb.

(4) Supongamos finalmente que H es un subgrupo normal de G. Las operaciones
multiplicacién g/ e inversién ¢/ del grupo cociente G/H hacen los siguientes diagramas
conmutativos

GxG - G G—“ >@

4 T

G/H x G/H GH  G/H—~G/H

/

Debido a que ¢ x ¢ es una identificacién abierta, la continuidad de /(g x ¢) = qu implica,
por la propiedad universal del cociente, la continuidad de p’. Andlogamente de /g = qu
se sigue la continuidad de ¢/ O
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Proposicion 1.30. Sea G un grupo topolégico y H un subgrupo cerrado de G. Entonces
G/H es un espacio regular y por tanto un espacio de Hausdorff.

Demostracion. Por hipétesis, H es cerrado en GG. Entonces aH es cerrado en G para todo
a€Gy(G/H)\{aH} ={xH : xH # aH} = q(G\aH) es abierto en G/H, lo cual quiere
decir que el complemento de cada punto aH € G/H es abierto; por tanto cada punto
aH es cerrado en G/H y este dltimo es un espacio 7. Para demostrar que el espacio
es regular, es suficiente probar que para todo U* en G/H que contenga a eH = H,
existe un abierto V* en G//H también conteniendo a H tal que clg gz (V*) C U*. Sea
U* = q(U) para alguna vecindad abierta de la identidad e en G; entonces existe un
abierto V .C G cone € V y tal que VV ! € U. Como la funcién q es continua se deduce
que H € clg/g (V") = clg/u(q(V)) C q(U) =U™. O

Ahora, si H es un subgrupo compacto de G, la funcién ¢ : G — G/H no solo es
abierta, si no que adquiere més propiedades, para ser més especificos, esta se convierte
en una funcién perfecta, es decir, cerrada y de fibras compactas. Dicha propiedad nos
serd de gran utilidad para posteriores ejemplos y resultados. Para poder observar esto
ultimo, primero se enunciaran algunas propiedades previas.

Teorema 1.31. Si G es un grupo topolégico y H es un subgrupo compacto de G,
entonces la funcion cociente q : G — G/H es una funcion cerrada.

Demostracion. Suponiendo que A es cerrado en (G, se probard que el complemento de
q(A) es abierto en G/H. Considérese x € G tal que g(x) ¢ q(A). Entonces x ¢ AH.
Dado que AH es cerrado, existe una vecindad U de z tal que UN(AH) = (). Como U es
abierto, entonces ¢(U) es un abierto en G/H que contiene a g(x) y ajeno a g(A). De lo
contrario, sea z € ¢(U)Nq(A), es decir z = g(a) = ¢q(u) para ciertos a € Ay u € U. Por
lo tanto, e 'u € U y u € AH, lo cual es una contradiccién. Como zH fue un elemento
arbitrario de (G/H) \ ¢(A) se concluye que (G/H) \ q(A) es abierto. O

El siguiente resultado es bésico de topologia general.

Proposiciéon 1.32. Si f : X — Y es una funcion perfecta entre espacios topolégicos,
entonces para todo subconjunto compacto Z C'Y , su imagen inversa f~*(Z) es compacto
en X. En particular, si'Y es compacto, entonces X lo es.

Demostracion. Primero notemos que si y € Z y U es una vecindad abierta de f~1(y),
entonces existe una vecindad W de y tal que f~1(W) C U. Esto tltimo se puede ver si
se define a W := Y\ f(X\U). Claramente y € W y W es abierto por ser f cerrada. Por
lo tanto f~Y{(W) C U.

Sea U una cubierta abierta de f~1(Z). Por hipétesis para toda y € Z, f~1(y) es
compacto. Como f~(y) C f~1(Z) C Upyey U, entonces existe Uy C U finito tal que
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fy) c Uvew, U- St lamamos Uy = Uy, U, resulta ser una vecindad abierta de
f~1(y). Por el primer pédrrafo, entonces existe un V, abierto en Y tal que y € V, y
f71(V,) C U,. Puesto que Z es compacto, la familia {V}, : y € Z} tiene una subcubierta
finita {V,, : y € Z'}, en donde Z’ es un subconjunto finito de Z ; entonces la subfamilia
finita {U, : y € Z'} de U es una cubierta de f~(2). O

Teorema 1.33. Sea G un grupo topolégico y H wun subgrupo compacto de G.
Si Q C G/H es compacto, entonces P = q¢~1(Q) es compacto, donde q : G — G/H es
la funcion candnica.

Demostracion. Basta probar que q es perfecta. De la Proposicion 1.32 y el Teorema 1.31
se sabe que ¢ es cerrada. Ahora si x € G, entonces ¢ '(g(z)) = xH que es compacto.
Asi que ¢ es perfecta y la compacidad de ¢~ 1(Q) se deduce del teorema anterior. O

Ejemplo 1.34. El grupo del circulo se define como:
T=R/Z

Obsérvese que como Z es un subgrupo cerrado y normal de Z (pues R es abeliano),
entonces T es un grupo topolégico. Dadas dos clases de equivalencia = + Z, y + Z, éstas
son iguales si y solo si x —y € Z. Por lo tanto, en cada clase y+Z existe un representante
x € y+7Z con x € [0,1]. Considérese la circunferencia unitaria S! en el plano complejo
R? = C definida como S! = {*™@ : x € [0,1]} y la funcién f : R — S' dada por
f(x) = 2™ Si 2 es un entero, claramente f(x + z) = f(z), por lo que f es constante
en cada clase de equivalencia de Z en R.

Para ver que T es isomorfo topolégicamente a S', considérese el homomorfismo
canénico p : R — R/Z dado por p(z) = = + Z y la funcién ¢ : R/Z — S' dada por
¢(x +7Z) = f(x) = €2™*. La funcién ¢ estd bien definida pues f es constante en cada
elemento de R/Z. Se tiene entonces el siguiente diagrama conmutativo

R—2R/Z
Nk
Sl
en el cual p y f son homomorfismos continuos abiertos, por lo que ¢ también lo es.
Sin embargo, ¢ es una biyeccién ya que si ¢(x + Z) = ¢(y + Z) entonces €27 = 2T
y e2m(==y) — 1. Ademds, es un hecho conocido de variable compleja que esto tltimo

ocurre si y solo si x —y € Z, es decir, tenemos que x +Z = y+ Z, y ¢ es una biyeccion.
Ademas como p([0,1]) = R/Z y [0,1] es compacto, también R/Z lo es. Hemos probado
entonces que el grupo del circulo T es compacto.
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1.3. (G-espacios y espacios de orbitas

Las ideas basicas y resultados de la teoria de G-espacios o grupos topoldgicos de
transformaciones, asi como las nociones no definidas en la presente seccién, se pueden
encontrar en [24], [8], [26] y [11].

Definiciéon 1.35. Sea G un grupo topoldgico con elemento identidad e. Se dice que
G actia o bien opera (por la izquierda) en un espacio topolégico X y que X es un
G-espacio cuando existe una funcién continua 6: G x X — X, llamada accion de G en
X que satisface:

1) O(e,z) = x para cada x € X.
11) O(h,0(g,x)) = 0(hg,z) para todo g,h € Gy z € X.

En la préctica 6(g,x) se escribe simplemente gz; asi tenemos: ex = x y h(gx) =
(hg)z; también se utilizardn las notaciones g - 2 o bien g * x en lugar de gx.

Se dice que G actia por la derecha en X cuando existe una funcién (z,g) — xg
tal que para toda z € X y toda g,h € G ze = x y (zg)h = x(gh). Puntualmente una
G-accion, 6 simplemente accidn, significard siempre una accién por la izquierda.

Ejemplo 1.36. Sea 6: (R, +)xR? — R? con 0(t, (x,y)) = (x+t,y). Se comprueba que
6 es una accién de (R, +) sobre R? : (x+0,y) = (z,y) y 0(t1, (t2+x,9)) = 0(t1 +t2+z,y)
para todo z,y € R y todo t1,ts € R.

La accién 6 de G en X induce para cada g € G la transformacion
Og: X = X, O4(x)=0(g,x)

que llamaremos transicion. Las propiedades (/) y (II) implican que 6, es biyectiva; en
efecto, 6, es la funcién identidad 1x y frg = 016, por consiguiente (6),-1 = (6y) . Sea
Biy(X) el grupo de las permutaciones de X, es decir, el grupo de todas las transforma-
ciones biyectivas de X en si mismo, con la operacion composiciéon. La correspondencia
g — 04 define un homomorfismo

©: G — Biy(X) ©O(g) =4,

que llamaremos homomorfismo inducido por 6. Por eso es intuitivo usar el término
grupo topoldgico de transformaciones, o G-espacio, para referirse a la terna (G, X, 0)
donde #: G x X — X es una accién continua del grupo topoldgico G en un espacio
topolégico X; obviamente cada 0,: X — X es un homeomorfismo.

El siguiente resultado sera de utilidad posteriormente.
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Lema 1.37. Sean f : A — B y 8 : B — C dos funciones continuas entre espacios
topoldgicos. Si f es sobreyectiva y la composicion Bf es cerrada, entonces 8 es cerrada.

Demostracion. Sea ' C B cerrado. Como f~1(F) es cerrado en A, Bf(f~1(F)) es
cerrado en C. Pero f es sobreyectiva, por lo tanto ff~!(F) = F, de ahi que B(F) es
cerrado en C. ]

Definicién 1.38. Sea GG un grupo topolégico, H un subgrupo de G, x € X y A C X.
» H(A) ={ha;h € H,a € A}.
= A es un conjunto invariante* en X respecto a la accién dada de G en X si GA = A.
» G(z) = {gz;9 € G} es la érbita de x.
» El conjunto de érbitas se denota X/G.
» La proyeccién obital se define como 7: X — X/G, donde 7(z) = Gz € X/G.
» G4 ={g€G;gA= A} es el estabilizador de A.
» Gy = {g € G;gx =z} es el grupo de isotropia de z.
= z es un punto fijo o estacionario si G = G.
» X[H|={x€ X :HC G} es el conjunto de puntos H-fijos.
Proposicion 1.39. A es un conjunto invariante si y solo si gA C A para todo g € G.

Demostracion. Si A es un conjunto invariante entonces claramente gA C A para cada
g. Ahora si gA C A para todo g entonces

A=(g9)A=glg™'A) CgA
y de aqui se obtiene la igualdad A = gA para todo g, lo que implica que GA =
U gea 9A = A. Obsérvese que A es invariante si y sélo si su estabilizador es todo G. U
Directamente de las definiciones se concluye lo siguiente:

= Para todo conjunto invariante A la restriccién de la accién 6 al producto G x A
es una accion de G en A.

4Cuando no haya confusién, se usars el término “conjunto invariante” omitiendo la frase “respecto
de la accién dada”
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s Para cada subgrupo H de G la restriccién de § a H x X es una accién de H en
X.

Proposicion 1.40. Dos drbitas o bien son iguales o son ajenas.

Demostracion. Sean x1 y xo dos puntos de X. Si x € G(z1) N G(z2) existen g; y g2 en
G tales que g1x1 = © = gox2. Entonces 1 = gl_lggxg € G(xa) y xe = g;lglxl € G(x1),
de donde G(z1) C G(z2) C G(z1). Por lo que G(x1) = G(z2). O

Proposicion 1.41. Fl estabilizador G 4 de cualquier subconjunto A de X es un subgrupo
de G.

Demostracién. Si g € G4 entonces gA = A luego A = g~ A y entonces g~! € G4. Para
elementos g y h en G4 tenemos que (gh)A = g(hA) = gA = A por lo tanto gh € G4,
ademas e € G4 claramente. O

En particular, el estabilizador de x o grupo de isotropia G, es efectivamente un grupo
y es el mayor subgrupo de G que fija a . Ahora bien, que un punto zy permanezca
estacionario o fijo durante la accién equivale a que su estabilizador sea G, esto es,
zo € X[G] siy sélo si G, = G.
Proposicién 1.42. Para todo g € G y para cada v € X, Gy = 9Grg~t.

Demostracion. Del hecho que gG.g7 1 (gr) = gG.x = {gz} tenemos que gG,g~ ! C Gz
para todo = y todo g; en particular para el punto gz y el elemento g—! se infiere de lo
anterior que g~ Gyzg C Gg-14, = Gy Por lo tanto Gy, C gGzg~ " y de aqui se tiene la
igualdad buscada. O

Definicion 1.43. Se dice que una accién de G en X es:
s trivial si G, = G para todo z € X

libre si G, = {e} para todo = € X;

efectiva o fiel si (|, oy Gz = {e};
= transitiva si tiene una sola orbita.

Cuando G actua trivialmente en X, gz = x para todo g € G y todo = € X, esto es,
todo elemento de X es un punto fijo, que se expresa por X[G] = X. La accién trivial
es la mas “perezosa” pues no mueve un solo punto de X.

Por el contrario, si G actia libremente, todo elemento g de G distinto de e mueve
a cada punto de X, es decir, gx # x para todo x € X. Esto es pedir mucho mas que
no tener puntos fijos, simbélicamente X[G] = 0. A veces la accién es semilibre, esto
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significa que G, = G o G, = {e} para cada x € X en tal caso G actia libremente en
el conjunto invariante X \ X[G].

La efectividad de la accién de G en X equivale a que si g # e entonces gx # x para
algun x. Toda accién libre es evidentemente efectiva.

Es claro que una acciéon de G en X es transitiva si y solo si para 1 y x2 en X existe
un g € GG tal que xo = gx1. Obsérvese que cuando la accién ademas de ser transitiva es
libre, el elemento g de G tal que x2 = gx1 es tnico.

Es interesante que las propiedades topolégicas del grupo y del espacio proporcionan
ahora mas informacién sobre sus érbitas y su espacio orbital; a su vez, la existencia de
ciertos tipos de acciones implican algunas propiedades topolégicas de los grupos y de
los grupos de isotropia.

Definicion 1.44. Diremos que X es un G-espacio libre o efectivo o transitivo si la accion
es libre o efectiva o transitiva respectivamente y naturalmente un G-espacio discreto o
de Hausdorff o metrizable significa que el espacio en el que actia G tiene esa propiedad
topoldgica.

De lo visto hasta el momento se concluye lo siguiente:

= Si X es un G-espacio entonces es un H-espacio para todo subgrupo H de G.

= Si A es un conjunto invariante de un G-espacio entonces A es un (G-espacio.

La relacién que tiene una funcién continua con la accién de un grupo G en un espacio
X es de suma importancia para nuestros fines.

Definiciéon 1.45. Sean X e Y dos G-espacios. Se dice que una funcién continua
f: X =Y es equivariante o G-funcidn, si f(gx) = gf(x) paratodoz € X y g € G. En
caso de que se cumpla que f(gz) = f(x) para todo g € Gy x € X, la funcién f recibe
el nombre de G-invariante o solo invariante.

El espacio de clases laterales, o cociente, de un grupo topolégico G con un subgrupo
cerrado H puede ser considerado un G-espacio, donde G actiia sobre G/H con la accién

(91,92H) = g192H.

Proposiciéon 1.46. Sea G un grupo topoldgico y sean H, L subgrupos cerrados de G.
Entonces existe una G-funcion f : G/L — G/H entre los G-espacios cocientes si y solo
st L es conjugado a un subgrupo de H.

Demostracion. =): Supéngase que aLa~' C H para algin a € G. Se define f : G/L —
G/H como f(gL) = ga—'H. Est4 bien definida pues si g1 L = g2 L, entonces g, g1 € L'y
por hipdtesis cth_lgch_1 € H, de ahi que agglgla_IH = H € G/H de donde se deduce
que gia 'H = goa 'H. La equivarianza se da de la siguiente linea de igualdades

flgg1L) = ggra 'H = g(g1a™'H) = gf(q1 L)
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<): Supéngase que existe f : G/L — G/H, G-funcién. Nétese que para todo gL €
G/H, Gy C Gy Pues si h € Gy entonces hf(gL) = f(hgL) = f(gL) por lo
tanto h € Gy(yr). Ademds como G, = gLg~! para todo gL € G//L [Proposicién 1.42]
entonces existe un g € G tal que f(gL) =gH y

Gy =gLg™" C Gyyr) = Ggu = GHj .
Haciendo g5 := G~ 'g se tiene que gngQ_1 C H. O

Proposicion 1.47. La accion 0: Gx X — X es abierta y, cuando G es finito, 8 también
es cerrada.

Demostracion. La prueba es consecuencia inmediata de la siguiente observacion, 6(S x
E) = UyesgE para todo S C Gy todo E C X. O

Para cada x € X la accién 6 induce la funcién movimiento 6% : g — gx claramente
continua y con imagen la 6rbita G(x).

Ya que G actda continua y transitivamente por traslacion en G y también en Gz,
el movimiento es equivariante por su definicién. Incluso G actia continuamente en el
espacio de las clases laterales derechas por traslacion izquierda, esto es, consideramos al
espacio cociente G /G, con la accién ¢'(gG.) = (¢'9G.). Ahora bien, dado que 6%(g) =
6*(h) si y sélo si h~lg € G, el movimiento §* determina una funcién biyectiva del
espacio G/G,, sobre la érbita Gz,

0r: GGy — Gz, 0%(9Gy) = gx.

La continuidad de 6% resulta del teorema de transgresién aplicado al diagrama conmu-

tativo
G d Gz
X\ %

G/G,

donde g es la proyeccién orbital, y es equivariante porque
07(g'(9Gz)) = 0%(9'9Ga) = g'gz = g'07(9GL).

Teorema 1.48. Sea G un grupo compacto y X un G-espacio de Hausdorff, entonces la
accion 0 : G x X — X es cerrada.

Demostracion. Sea C C G x X un conjunto cerrado. Por demostrar que 6(C') es cerrado
en X. Sea y € clx(6(C)), entonces existe una red {(ga,Zq)} en C tal que gaxq ~ y
por continuidad de la accién. Por la compacidad de G la red {g,} tiene una subred
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{9a,} tal que go, ~» g para algin g € G. Se tiene que o, = 9ol (gaiZa;) ~» 97y,
por lo tanto (ga,, ) converge a (g,g9~'y) € C puesto que C era cerrado, de ahi que
y=g(g~'y) €6(C). =

Corolario 1.49. Si G es un grupo compacto y X un G-espacio, entonces G(A) es
cerrado para todo A C X cerrado, y G(A) es compacto si A es compacto.

Proposicion 1.50.
(1) Si G es compacto o conexo, las drbitas son compactas o conexras respectivamente.

(2) Si X es T entonces los grupos de isotropia (o estabilizadores) son cerrados y si
ademds 0 es efectiva, G es de Hausdorff.

(3) La funcidén biyectiva y equivariante 6% : GGy — Gz es un homeomorfismo cuando
G es compacto y X es de Hausdorff.

Demostracion. Si G es compacto o conexo, Gz = 6%(G) también lo es.

Ahora si {z} es cerrado en X entonces G, = (6%)~!(x) es cerrado en G; asf cuando X
es T1, ker©® = NG, es cerrado y por lo tanto G /ker® es un grupo de Hausdorff, donde
© es el homomorfismo inducido por 6 (ver Pag. 19). Concluimos la demostracién de (2)
recordando que 6 es efectiva si y sélo si ker® = {e}.

Finalmente, cuando G es compacto y X es de Hausdorff, la funcién biyectiva equivariante
0% es cerrada y por tanto es un homeomorfismo. O

El espacios de orbitas o espacio orbital de un espacio X en donde actua G es el
conjunto de érbitas X /G provisto de la topologia cociente respecto a la proyeccién
orbital 7: X — X/G.

Proposicion 1.51. La proyeccion orbital m es abierta y cuando G es finito w es también
cerrada.

Demostracion. Sea U un abierto de X, 7 1m(U) = GU = UyeigU es unién de abiertos
en X por lo tanto 7(U) es abierto en X/G. Cuando G es finito, si C' es cerrado en X
entonces 7 7(C) es unién finita de cerrados gC, luego es cerrado, por tanto 7(C) es
cerrado en X/G. O

A continuacién veremos algunas propiedades topoldgicas tales que si X tiene esa
propiedad también la tiene el espacio orbital X/G.

Proposicion 1.52.

(1) Si X es conexo, localmente conexo, compacto o localmente compacto también lo es
X/G respectivamente.
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(2) Si X es primero numerable o sequndo numerable, entonces X/G también lo es,
respectivamente.

(8) Cuando G es finito, si X es Ty o de Hausdorff o reqular o normal; entonces X /G
también lo es, respectivamente.

Demostracion. Puesto que 7 es una identificacion abierta, si C' es una vecindad conexa
o compacta de x en X, 7(C') es vecindad conexa o compacta de 7(x), respectivamente,
entonces de inmediato se cumple (1). Ahora bien, (2) es consecuencia de lo siguiente: Si
B es una base de X (o base de vecindades de x en X) entonces 7(B) = {n(V) : V € B}
es base de X/G (o base de vecindades de m(x) € X/G).

Supongamos ahora que G es un grupo finito. Si X es 71, también lo es X/G porque
7 es identificacion cerrada. Para los casos restantes, consideramos dos conjuntos ajenos
Py @Q de X/G que son, o bien dos puntos o un punto y un cerrado o dos cerrados
segun sea X de Hausdorff o regular o normal, respectivamente. Dado que cada conjunto
77 1(P) y 771(Q) es finito o cerrado, entonces en cada caso estos conjuntos ajenos tienen
vecindades ajenas. Por consiguiente existe una vecindad abierta U de 7~ 1(P) tal que
7 1Q)Nclx (U) = (), luego la interseccién QN (clx (U)) es vacia, y asf hemos encontrado
las vecindades abiertas ajenas w(U) y (X/G)\7(clx(U)) de Py Q respectivamente. []
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Capitulo 2

Versiones equivariantes de
teoremas clasicos

Es conocido que las funciones G-uniformes juegan el papel de las funciones continuas
en el campo de los G-espacios. Por lo tanto, es natural esperar versiones equivariantes
del Lema de Urysohn o el teorema de extension de Tietze-Urysohn para funciones G-
uniformes. Este tipo de resultados fueron obtenidos antes por Megrelishvili [22, Teorema
1] y de Vries [13, p. 660]. En este capitulo presentamos una versién equivariante cuanti-
tativa del Lema de Urysohn, la cual necesitaremos en el capitulo siguiente y una versién
del Teorema de Tietze la cual involucra funciones G-uniformes. Naturalmente a lo largo
del capitulo consideraremos a X como un espacio Tychonoff y G un grupo topoldgico
de Hausdorff.

Recordemos la siguiente definicion:

Definiciéon 2.1. Sea X un G-espacio. Entonces una funciéon continua f : X — R es
llamada G-uniforme si para todo € > 0, existe una vecindad U de la identidad en G tal
que |f(gz) — f(z)| < e para todo x € X,g € U.

2.1. Una version equivariante del Lema de Urysohn

Con motivo de contrastar los teoremas, tanto en su versién de topologia general y
la versién que involucra acciones de grupos sobre espacios topoldgicos, se enuncia la
primera versién sin demostracién.

Teorema 2.2. Para cualquier par de subconjuntos cerrados disjuntos A y B de un
espacio topoldgico normal existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que A C f~1(0)

yBCf 1)

27
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Para un subconjunto K de un grupo G y un entero positivo n, denotaremos por K"
al conjunto de todos los productos de la forma g; - g2 - g3 - - - - gn, donde cada g; € K,
ie{l,..,n}.

La siguiente nocién de espacios G-normales fue introducida por Megrelishvili en [22]:

Definicion 2.3. Sea X un G-espacio.

(1) Dos subconjuntos A y B de X son llamados G-disjuntos si existe una vecindad
O C G de la identidad tal que O(A) N O(B) = .

(2) X esllamado G-normal si para cualesquiera dos subconjuntos cerrados G-disjuntos
Ay B de X, existen subconjuntos abiertos G-disjuntos U y V tales que A C U y
BcCV.

De la definicion se pueden desprender las siguientes afirmaciones.

Lema 2.4. Sea X un G-espacio y sean A, B subconjuntos de X tales que ANB =101y
alguno de los dos es G-invariante, entonces A y B son G-disjuntos.

Demostracion. Supongase que A y B no son G-disjuntos y sin pérdida de generalidad
que A es G-invariante. Por demostrar que A N B # (.

Sea U vecindad de la identidad en G, por hipétesis U(A) N U(B) # (), como A es G-
invariante U(A) C A, se tiene que ANU(B) # (). Entonce a = gb para ciertos a € A,
be BygeU.Como g 'a=0bdado que A es G-invariante se tiene que ANB # (. [

Lema 2.5. Sean A, B subconjuntos cerrados de un G-espacio X tales que ANB =0y
alguno de los dos es compacto, entonces A y B son G-disjuntos.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supéngase que A es compacto. Dado que
AN B =10, sesigue que A C X\B donde X\B es abierto. Por continuidad de la accién
en los puntos de la forma (e, a), donde e denota a la identidad en G y a € A, se tiene
que para todo a € A existe V, vecindad de a y U, vecindad de la identidad tales que
hy € X\B siempre que h € U, y y € V.

Por compacidad de A, la cubierta {V, : a € A} de A, tiene una subcubierta finita
{Vi:ie{l,..,n}}. Considérese W := (i, U; vecindad de la identidad en G. Enton-
ces W (UL, Vi) C X\B, puessi h € Wy ze |J, Vi entonces existe 1 < j < n tal
que z € V; y hz € X \ B. Ademds del hecho que W(A) C W (U, Vi) se sigue que
W(A)NB=1.

Por la continuidad de las funciones multiplicacién y g — ¢~ ! en G, existe una
vecindad simétrica de la identidad O tal que O? C W. Afirmamos que O(A)NO(B) = (.
Supdngase lo contrario, entonces existe gia = gob para ciertos a € A, b € B, g1,g2 € O,
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entonces g, Lg1a = b, es decir O%(A) N B # 0, lo cual es una contradiccién, pues como
0% C W implica que O?(A4) C W(A) y se tenfa que W(A) N B = (). O

Proposiciéon 2.6. Cualquier funcion continua de un G-espacio X con valores reales,
la cual es constante fuera de un subconjunto compacto, es necesariamente G-uniforme.

Demostracion. Sea X un G-espacio, A un subconjunto compacto de X, ¢ € R fijo y
f X — R tal que f(z) = ¢ para toda x € X\A. Sea ¢ > 0. Por demostrar f es
G-uniforme.

Por continuidad de f para todo a € A existe W, vecindad de a tales que

1f(z) = fla)] <&/2

siempre que z € W,. Por la continuidad de la accién en los puntos de la forma (e, a), pa-
ra todo a € A existe U, vecindad de la identidad en G y V, vecindad de a en X tales que
hy € W, siempre que h € U, y y € V. Como A es compacto la cubierta {V, : a € A}
tiene una subcubierta finita {V,, : 1 < i < n}. Por la continuidad de las funciones
multiplicacién y g + ¢~ en G, para cada 1 < i < n existe una vecindad simétrica
de la identidad O,, tal que O2 C U,,. Ahora tomemos en cuenta a O := (), Oq,
vecindad de la identidad y W' = |JI'_; Oq,(V4,). Notemos que A C |J;; Vo, € W', pues

Vi, C Oq,(Va,), ya que O, contiene la identidad.

Afirmamos que O es la vecindad buscada. Sea g € O arbitrario y considérese los
siguientes casos:
Caso 1): Supéngase que x € W', entonces x € Oq;(Vy;) para algin j € {1,2,...,n}. Dado
que x € Oq;(Vo;) C O3 (Voy) C Ua; (V) € Way y que gz € OF (V) C Us; (V) C Wy,
se tiene que

[f(gz) = f(@)| < |f(gz) = flag)|+ | f(x) = flaj)| <e/2+e/2=¢

Caso 2): Ahora sea x ¢ W' y supéngase que gz € A, entonces gx € V,, para algin
1 <k < n, como O es simétrica entonces g~! € O, por lo que z = g1 (gz) € O4, (Va,)
lo cual es una contradiccién y se tiene que gx ¢ A.
De ahi que para todo g € Oy « ¢ W’

0=lc—cl=1f(gz) - f(z)] <e
O

Corolario 2.7. Toda funcion continua con valores reales de un G-espacio compacto es
G-uniforme.
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Lema 2.8. Sea X un G-espacio, entonces toda funcion continua invariante f: X — R
es G-uniforme.

Demostracion. Sea f : X — R una funcién continua e invariante. Sea £ > 0 arbitrario
y considérese a U = G como vecindad de la identidad en G, sea x € X cualquier punto,
se tiene lo siguiente

0=1f(z) = f(@)] = [f(g2) — f(2)| <e

por lo tanto f es G-uniforme. O

Los conjuntos G-disjuntos y las funciones G-uniformes estan relacionados intima-
mente.

Lema 2.9. Sea G un grupo cualquiera, X un G-espacio, h : X — R una funcion G-
uniforme vy [a,b], [c, d] intervalos disjuntos de R. Entonces los conjuntos K = h™ [[a, b]]
y L = h=Y[c,d]] son G-disjuntos.

Demostracion. Supéngase que a < b < ¢ < d. Sea 0 < ¢ < (¢ — d)/2 arbitrario. Como
h es G-uniforme existe U vecindad de la identidad en G tal que |h(gx) — h(z)| < €
para todo z € X y g € U. Entonces U(K) N L = (. De lo contrario, existe g € U y
k € K tales que gk € L. Entonces tenemos que h(k) € [a,b] y h(gk) € [c, d]. Por otro lado
|h(gk)—h(k)| < e, afirmando que h(gk) € [a—e,b+¢]. Dado que [a—¢,b+¢]N[c,d] = 0,
se tiene una contradiccion.

Ahora, cualquier vecindad V simétrica de la identidad que satisfaga V? C U cumple
con V(K)NV(L)=0. O

En particular tenemos lo siguiente.
Lema 2.10. Todo G-espacio compacto es G-normal.

Demostracion. Sea X un G-espacio compacto, dado que X es Hausdorff entonces es
normal. Sean A, B subconjuntos cerrados G-disjuntos arbitrarios de X. Por Lema de
Urysohn existe f : X — [0,1] continua tal que A C f~1(0) y B C f~1(1). Por el
Corolario 2.7 f es G-uniforme, asi que existe W vecindad de la identidad en G tal que
|f(gz) — f(x)] <eparatodox e X yge W, con0<e<1/4.

Considérese U = f~1([0,1/4)) y V = f~1((3/4,1]) abiertos en X, es claro que A C U y
B C V. Por Lema 2.9 tenemos que U y V son G-disjuntos. Esto termina la prueba. [

Lema 2.11. Sea G un grupo cualquiera, X un G-espacio, K un subconjunto compacto
de G, A un subconjunto cerrado de X, y U una vecindad del conjunto K(A) = {ka :
k€ K,a € A}. Entonces

(1) eziste una vecindad O de A tal que K(O) C U;
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(2) si, ademds, X es un G-espacio normal, entonces para cualquier conjunto compacto
K1 C G que cumpla que K1 K1 C K, existe un conjunto abierto V en X tal que
Ki(A)CV y K (cx(V))CV.

Demostracion. (1): Sea a € A fijo. Entonces para cada k € K existen vecindades Vi y
Oy de k y a, respectivamente, tales que Vi (Oy) C U, esto por continuidad de la accién.
Por la compacidad de K su cubierta abierta {Vj : k € K} tiene una subcubierta finita
{Viers ooy Vi, }- Sean Vo = UV Vi, v Oa = _; Ok, Entonces V, y O, son vecindades
de K y a, respectivamente, y V,(0,) C U, en particular K(O,) C U. Puesto que a
fue tomado arbitrariamente, considérese a O := J,c4 Oq. Veamos que K(O) C U. Sea
ky € K(O), entonces existe a € A tal que y € O,, por lo cual ky € K(O,) C U. Asi O
es la vecindad buscada de A.

(2): Se define Ay := K;(A). Como K;(A4;) = K1 K1(A) € K(A) C U, por la primera
parte del lema, existe W vecindad de A; tal que K;(W) C U. Dado que A; es cerrado
en X, esto por [Cap. 1, Secc. 1.3, Corolario 1.49], de la normalidad de X existe una
vecindad V' de A; con clx (V) C W. Entonces V es la vecindad deseada. O

Lema 2.12. Sea G un grupo localmente compacto. Entonces cada G-espacio normal es
G-normal.

Demostracion. Sea X un G-espacio normal y A, B dos subconjuntos cerrados G-disjuntos

de X. Por definicién, existe U C G vecindad de la unidad tal que U(A)NU(B) = (). Sea

Vi C G una vecindad simétrica de la identidad tal que Vi C U. Como G es localmente
compacto, existe una vecindad V5 de la identidad en G tal que Vo C clg(Va) C Uy
clg(V) compacto. Si consideramos a V' := Vj N Va, entonces V = V1 es decir, es
simétrica y V2 C U. Ademss, del hecho que clg(V) C clg(V2) se sigue que clg(V) C U

y es compacto.

Debido a que (clg(V)) (A) C U(A) y (clg(V)) (B) C U(B) observamos que (clg(V)) (A)N

(clg(V)) (B) = 0. Como (cl(V)) (B) es cerrado por [Cap. 1, Secc. 1.3, Corolario 1.49],

por Lema 2.11 inciso (1), existe una vecindad O de A tal que

(cla(V)) (0) N (cla(V)) (B) =0

Por la normalidad de X, existe O; vecindad de A tal que clx(O;) C O. Enton-
ces (clg(V)) (01) C (clg(V)) (0O) y asi (clg(V)) (01) N (cla(V)) (B) es vacio. Como
(clg(V)) (clx(01)) es cerrado, aplicando de nuevo el inciso (1) del Lema 2.11, obtene-
mos una vecindad Os de B tal que (clg(V)) (clx(01)) N (clg(V)) (clx (O2)) = 0.

En particular V/(0O1) N V(O2) = 0, mostrando que son las vecindades buscadas G-
disjuntas de A y B, respectivamente. O

Para otros ejemplos de espacios G-normales hacemos la referencia al lector a [23],
donde también se encuentran ejemplos de G-espacios normales pero que no son G-
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normales donde el grupo actuante no es localmente compacto. La respuesta a la siguiente
pregunta permanece abierta.

Pregunta 2.13. Sea GG un grupo localmente compacto. Existe un G-espacio G-normal
cuyo espacio topoldgico base no sea normal?

A continuacién se presenta una versién equivariante cuantitativa del bien conocido
Lema de Urysohn, el cual serd de apoyo para el capitulo siguiente.

Teorema 2.14. Sea G un grupo topoldgico, X un G-espacio normal, A y B subconjuntos
cerrados de X . Supdngase que X = {K,,}°2 | es una sucesion de subconjuntos compactos
simétricos de G que contienen a la identidad tales que Ko(A)NB =0 y K11 K41 C Ky,
n=0,1,2,... . Entonces, existe una funcion continua f : X — [0,1] tal que

(1) ACfH0)yBC f'(1):y
(2) |f(gz) — f(z)| < 1/2"2 para todox € X yg € K11, n=—1,0,1, ...

Demostracion. La prueba consiste en una apropiada manipulacién de la bien conocida
demostracién del Lema de Urysohn. (Ver, por ejemplo [9, Teorema 6.17, Cap. 6, Secc.
3]).

A cada numero racional r € [0,1] de la forma r = k/2" con k = 0,1,...,2", n > 1
(lamado ndimero racional diddico), se le asocia un conjunto abierto I'(r) C X tal que
cumple las siguientes condiciones

() AcTI(0), X\ B=TI(1);
(11) Kp41 (clx(T'(k/2™))) c T'((k+1)/2") para todon >0y k=0,1,...,2" — 1;
(1) clx(I'(r)) C I'(s) siempre que r < s.

Se demostrard la existencia de dicha sucesién de conjuntos I'(k/2") C X, n > 0, por
induccioén sobre n.

Sea n = 0. Por Lema 2.11 inciso (2), se sigue del hecho que Ko(A)NB =0y K1 K, C
Ky, que existe un conjunto abierto W tal que K1(A) C Wy K (clx(W)) C X \ B, es
decir K (clx(W)) N B = (). Tomamos I'(0) = W y I'(1) = X \ B. Como K contiene a
la identidad en G, W es vecindad de A. Por lo que se tiene que

ACT(0) v Ki(clx(I(0))) € D(1).

Ahora supéngase que los conjuntos I'(k/2"), k = 0,...,2" !, han sido construidos.
Se pretende construir los conjuntos de la forma I'(k/2"™), k =0, ..., 2™,

Es suficiente considerar el caso en que k es impar, a saber kK = 2m + 1, para algtin
m € N.
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Entonces (k+1)/2" = 2m+1+1)/2""t =2(m+1)/2" = (m+1)/2" Ly (k—1)/2" =
(2m —1+1)/2" = m/2"L. Como los conjuntos I'(m/2"~1) y T'((m +1)/2""1) ya estan
definidos por hipdtesis inductiva, se tiene que

Ky (clx (T(m/2"1))) € T((m + 1)/2"71).

Dado que K, 11 K,1+1 C K,, de nuevo por (2) Lema 2.11 existe V C X abierto tal
que

Kot (cx(T(m/2" ) €V vy Kup (elx(V)) € T((m+1)/2"71).

Haciendo I'(k/2™) = V se obtienen los conjuntos I'(k/2") k = 0,1, ...,2" que satis-
facen las condiciones (I), (II) y (III). El caso k par, es andlogo. Esto completa el paso
inductivo.

Ahora se define la funcién f : X — [0, 1] como,

B 1, siz¢I(1)
fle) = {inf{r rxel(r)}, sizel(1)

Por definicién de f, f(x) € [0,1] para todo z € X, A C f~1(0) y B C f~1(1), pues
A CT(0) Cclx(I'(0)) C I'(1).

Veamos que f es continua. Basta observar que f~![[0,a)] y f~![(b,1]] son abiertos
en X, donde 0 <a, b<1.

De hecho, si # € f~1[[0,a)], entonces existe un racional diddico r < a tal que
z € T(r). Esto significa que f~[[0,a)] =, ., T(r), por lo que, f~'[[0,a)] es abierto.

Si x € f71[(b,1]], entonces existe un racional diddico ¢ > b tal que = ¢ T'(q).
Por propiedad (III) existe s € (b,q) tal que = ¢ clx(I'(s)). Pues clx(I'(s)) C I'(¢) ¥
v € X\T'(q) C X\ clx(T'(s)). Por consiguiente f~1[(b,1]] = Ussq (X \ clx (I'(s))), por
lo tanto f~1[(b, 1]] es abierto.

Ahora veamos que |f(gx) — f(x)| < 1/2""2 siempre que # € X y g € K, .1 con
n > —1.

Sea r € X fijo,y g € Kpy1 conn > —1. Sin = —1,0,1 entonces es evidente que
Flgz) — F(@)] < 17272

Supdngase que n > 2, y se escoge 0 < k < 1/2" tal que (k—1)/2" < f(x) < k/2".

La desigualdad f(z) < k/2™ implica que = € T'(k/2"), pues de la definicién existe
r € [f(z), k/2™) racional diddico tal que x € I'(r) y por la propiedad (III), en la parte
de arriba, clx (I'(r)) € I'(k/2"), implicando que = € T'(k/2™).

Com g € K41, de la propiedad (II) se sigue gz € K,y (clx(I'(k/2™))) C T'((k +
1)/2m).
Por la definicién de f, se tiene que f(gz) < (k+1)/2™.
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La desigualdad (k —1)/2" < f(x) implica que = ¢ I'((k —2)/2"). Como g~! € K, 41
y © = g 1(gz), se sigue de la propiedad (II) que gz ¢ I'((k — 3)/2"). Por lo tanto,
flgz) = (k= 3)/2".

Asf que, (k—3)/2" < f(gz) < (k+1)/2". Por lo tanto, |f(gx) — f(z)| < 1/2"72. O

El teorema anterior nos lleva a la siguiente prueba (ver [1, Corolario 2.7]) de la
version equivariante del Lema de Urysohn. (ver [22], [16]).

Corolario 2.15. Sea G un grupo localmente compacto, X un G-espacio normal, y A,
B subconjuntos cerrados G-disjuntos de X. Entonces existe una funcion G-uniforme

f:X — 10,1 tal que AC f71(0) y B C f~1(1).

Demostracion. Como A y B son G-disjuntos y GG es localmente compacto, existe una
vecindad simétrica U C G de la identidad tal que clg(U) es compacta y (clg(U)) (A) N
B = {) (justo como en la demostracién del Lema 2.12). Sea {U,}22; una sucesién de
vecindades simétricas U,, C G de la identidad tal que Uy = U y clg(Up+1)clg(Unt1) C
U, para toda n > 0. Entonces la sucesién X = {K,}°°, donde K, := clg(U,), n =
0,1,..., satisface las condiciones (I), (IT) y (III) del Teorema 2.14. Sea f : X — [0,1]
una funcién G-uniforme correspondiente a la sucesién K.

Ahora, para un ¢ > 0 dado, sea n > 0 tal que 1/2"~2 < ¢. Entonces, por el Teorema
2.14 para cada v € X y g € U,11 C K11, se tiene que |f(gr) — f(x)| < 1/2"72. Dado
que 1/2"72 < ¢ la prueba esté completa. ]

2.2. Teorema de Tietze para funciones G-uniformes

Dada la importancia de teoremas como el de extension de Tietze en topologia ge-
neral, es comun esperar resultados andlogos, o generalizaciones, para el caso donde se
involucran acciones de grupos sobre espacios topolégicos. Con la finalidad de contrastar
dicha generalizacion al caso de los G-espacios enunciamos, sin demostracion, el Teorema
de Tietze en su versién sin acciones de grupos.

Teorema 2.16 (Teorema de extensién Tietze). Sea X un espacio topolégico normal,
entonces toda funcion continua f : A — [0, 1], definida en algin subconjunto cerrado A
de X, tiene una extension continua a todo X.

A continuacién se presenta una version equivariante del importante resultado que
se acaba de mencionar, en el sentido de que ahora se involucran funciones G-uniformes
y espacios G-normales.

Teorema 2.17. Sea G un grupo localmente compacto, X un G-espacio G-normal, y A
un subconjunto cerrado de X. Entonces cualquier funcion G-uniforme f : A — [0,1]
puede ser extendida a una funcion G-uniforme f*: X — [0,1].
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Demostracion. Primero nétese que el intervalo [0,1] es homeomorfo al intervalo J :=
[—1,1], pues la transformacién lineal y(x) = 2z — 1 es tal que ([0, 1]) = [-1,1]. Por
lo que basta probar que toda funcién G-uniforme f : A — J se puede extender a una
funcién G-uniforme f*: X — J.

Afirmacion. Para cada funcién G-uniforme h: A — J y ¢ € [0, 1], tal que |h(x)| < ¢,
x € A, existe una funcién G-uniforme ¢ : X — J que satisface las siguientes condiciones

[o(z)] < %c para  z € X (2.1)

Ih(z) — 6(z)| < %c para € A. (2.2)

Demostracion de la afirmacion. Como h es G-uniforme, entonces h es continua por
definicién, de ahi que K := h~! ([—c, —%c]) y L:=h"! ([%c, c}) son cerrados en A, por
lo tanto son cerrados en X. Por Lema 2.9 K y L son G-disjuntos. Ahora, por Corolario
2.15, existe una funcién G-uniforme k : X — [0,1] tal que K C k=1(0) y L C k=1(1).

Se define la funcién ¢ : X — J como ¢(z) = 2¢ (k(z) — 3), x € X. Veamos que esta
funcién es G-uniforme. Sea x € X fijo y § > 0 arbitrario, como k es continua existe una
vecindad U de x en X tal que

|k(y) —k(z)| <6 paratodo yeU

Sea z € U arbitrario, tenemos lo siguiente

6(2) — o(a)] = 2(ua1>

3¢ 2
= Le(k(=) ~ k()|

2 2
< lgellk(z) — k@)l <|3cl -0 <4

por lo que ¢ es continua. Ahora dado € > 0 como k es G-uniforme, existe O vecindad
de la identidad en G tal que |k(gz) — k(z)| < 4e paratodo g € Oy x € X. Sean z € X
y g € O arbitrarios, entonces

otan) o)l = I3e (ko0 - 3) — 3¢ (o) - 3 )|

2 1

= lgc(k(g:v) —k(x))| < gce<e

lo cual prueba que ¢ es G-uniforme como se queria.
Falta observar que ¢(z) cumple las condiciones (2.

paraz € X, entonces |k(z)— 3| < 3 y por lo tanto |¢(z
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Para la condicién (2.2) considérese 3 casos:
(i) Si @ € L, entonces k(z) = 1 y por lo tanto ¢(z) = 1c. Por otro lado, 3¢ < h(z) < ¢
de ahi que |h(z) — ¢(z)| < 2.
(i) Similarmente si # € K, entonces k(z) = 0y ¢(z) = —3c. Ademds —c < h(z) < —ic
por lo tanto |h(z) — ¢(z)| < Ze.
(ili) Si @ € A\ (L U K) entonces |h(z)| < %c, por otro lado |¢(x)| < ic para todo z € X.
Por lo tanto |h(z) — ¢(z)| < 2¢ como se querfa.
Esto termina la prueba de la afirmacién.

Ahora aplicamos la afirmacion para definir, por induccién, una sucesién ¢1, @9, ... de
funciones G-uniformes del espacio X al intervalo J que satisfaga las siguientes condi-
ciones

. ()n_l para z€ X (2.3)

f@-Yowl<(3) pam aca (2.4

j=1

La existencia de ¢1 se debe al hecho de tomar a h = f y ¢ = 1 en la afirmacion previa.
Supéngase que las funciones G-uniformes ¢1, ¢a, ..., dm—1 ya estan definidas y satisfacen
las condiciones (2.3) y (2.4).

Como h = f— (23"2_11 qﬁj) [ 4 es una funcién G-uniforme definida sobre A, tomando

c = (%)m_l y aplicando de nuevo la afirmaciéon anterior obtenemos una funciéon G-
uniforme ¢. Ahora, denotando por ¢,, a la funcién ¢, esta satisface las condiciones (2.1)

y (2.2). Asi tenemos

2

1 m—1
o) < 5 - (3> para 7€ X

(@) - jﬁ;@(m)y = [(z) — bm(e)| < = - (g)ml - @)m ve A

Esto completa el paso inductivo.

De la desigualdad (2.3) se infiere que la sucesién { f, }22; de funciones G-uniformes de
X al intervalo J, donde f,(x) = Y| ¢;j(x) para x € X, es uniformemente convergente
(ver [17, Teorema 1.4.7, Cap. 1, Secc. 4]). Por consiguiente el limite f* : X — J es
continua. Por la condicién (2.4) tenemos que para x € A, f*(z) = f(x).

Solo queda ver que f* es G-uniforme. Sea € > ( arbitrario. Por convergencia uniforme
existe ng > 0 tal que | f*(z) — fn, ()| < § para todo z € X. Dado que fy, es una funcién
G-uniforme, existe O vecindad de la identidad en G tal que |fn,(9y) — fn,o(¥)| < § para
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todo y € X y g € O. Se tiene lo siguiente

1£5(gy) = W < 1 (9y) = Fao (99| + | fro(9Y) = Fro ()] + [ fno () — £ ()]

para todo y € X y para todo g € O. Asi f* es una funcién G-uniforme y es la extension
deseada de f. O

En seguida introducimos una modificacién de la definicién de funcién G-uniforme.

Definicién 2.18. Sea X un G-espacio y A un subconjunto de X. Entonces una funcién
continua f : A — R es llamada G-uniforme siempre que exista una vecindad de la
identidad U C G tal que f se extiende a una funcién continua f' : U(A) — R de tal
manera que la siguiente propiedad se cumple:

para cada £ > 0, existe una vecindad de la identidad O en G tal que O C U vy
|f(ga) — f(a)| < e para todo g € O, a € A.

Corolario 2.19. Sea G un grupo localmente compacto, X un espacio G-normal, y A
un subconjunto cerrado de X. Entonces toda funcion G-uniforme f : A — (—1,1) puede
ser extendida a una funcion G-uniforme f*: X — (=1,1).

Demostracion. Tomando en cuenta la Definicién 2.18, sea U una vecindad de la iden-
tidad tal que f : A — (—1,1) se extiende a una funcién f : U(4A) — (-1,1) y
sea € > 0 arbitrario. Entonces existe V' vecindad de la identidad tal que V. C U y
|f(ga) — f(a)| < e/2 para todo g € V' 'y a € A.

Debido a que G es localmente compacto existe otra vecindad simétrica W de la
identidad en G tal que clg(W) es compacta y W* C V [Cap. 1, Secc. 3, Lema 1.26 (1)].

Por la compacidad de clg(W), el conjunto C' = clg(W)(A) es cerrado en X (ver
demostracién de [Cap. 1, Secc. 3, Teorema 1.48]) y dado que Weclg(W) C V (ver
demostracién de [Cap. 1, Secc. 3, Lema 1.26 (1)]), obtenemos que

W(C) = Welg(W)(A) € V(A)  U(A)

Ahora considérese a la funcion v = f* [y W(C) — (—1,1), veamos que es G-
uniforme con la Definicién 2.18. Primero nétese que como clg(W) C W? entonces
WWelg(W) € W C U. Considerando a la vecindad de la identidad W tiene sentido
contemplar a la funcién a = f' [y ey WW(C) — (=1,1) como una extensién de 7,

pues W(C) C WW(C) y a lwey= f lwe)="-
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Ahora sean g € W y x € W(C) arbitrarios, entonces x = g1goa para ciertos g1 € W,
g2 € clg(W) y a € A. Tenemos lo siguiente

la(gz) —v(z)| = |a(ggigea) —v(g1920)]
|f/(99192a) - f/(9192a)|

< |f(991920) — f(a)| + |f(a) — f'(g1920)|
< g + g =e

pues ggiga € W4 CV y gigs € W2 C V y como ¢ era arbitrario concluimos que v es
una funcién G-uniforme en el sentido de la Definicién 2.18.

Con un argumento similar al anterior es posible observar que tenemos una funcién
G-uniforme n = f' [¢: C — [—1,1] y por el Teorema 2.17, existe una funcién G-
uniforme F' : X — [—1,1] que es extensién de 7. Consideremos al subconjunto cerrado
B = FY(=1)UF~'(1) de X. Por el hecho de que F(W(A)) c F(C) C (—1,1), se
observa que W(A) N B = (,por lo tanto, A y B son G-disjuntos.

De acuerdo con el Teorema 2.15, existe una funcién G-unoforme A : X — [0, 1] tal
que A C A71(1) y B € A7%(0). La funcién buscada est4 definida como sigue:

f*(z) = Xz)-F(z) para xze€X.

De hecho, f* es continua, al ser el producto de dos funciones continuas, y si x € A,
entonces f*(x) =1 -n(x) =n(z) € (=1,1). Si € B, entonces f*(x) =0 -F(zx) =0 €
(—1,1). Si x ¢ B, entonces |F(z)| < 1, y por lo tanto, |f*(z)| < 1. De esta manera,
f*(x) € (—1,1) para todo x € X, asi que, f*: X — (—1,1) estd bien definida.

Solo falta ver que f* es G-uniforme. Sea ¢’ > 0 arbitrario. Es posible escoger una
vecindad de la identidad O en G tal que

Agz) = Nz)| <€'/2 y |F(gz)— F(z)] <€'/2 paratodo z€ X,g¢€O.

Entonces
[f*(gx) = [ (@) = [Mgz)F(gz) — M) F(z)|
< Mgx) - [F(gr) = F(o)| + [F(z)] - [Mgz) — A(2)|
< )2+€/2=¢,
para todo x € X y g € O. Por lo cual f* es G-uniforme. 0

De manera similar puede ser demostrado el siguiente corolario.

Corolario 2.20. Sea G un grupo localmente compacto, X un espacio G-normal, y A
un subconjunto cerrado de X. Entonces toda funcién G-uniforme f : A — (—1,1] se
puede extender a una funcion G-uniforme f*: X — (—1,1].



Capitulo 3

Una caracterizacion intrinseca de
espacios G-pseudocompactos

En este capitulo se aborda el concepto de espacio G-pseudocompacto en el sentido
de N. Antonyan, el cuédl acuné en [1], de estd manera se da una caracterizaciéon de
dichos espacios que no depende de las definiciones establecidas dadas por de Vries y S.
Antonyan en [13], [14], [3] v [5], respectivamente.

Definicion 3.1. Un G-espacio X es llamado G-pseudocompacto si toda funcién G-
uniforme f: X — R es acotada.

De la definicién, claramente, todo G-espacio pseudocompacto es G-pseudocompacto.
El reciproco no es cierto, incluso cuando G = R como lo muestra el siguiente ejemplo
tomado de [14].

Primero nos remitimos a la siguiente definicién:

Definiciéon 3.2. Un subconjunto A C R es llamado relativamente denso, si existe un
numero [ > 0 tal que R = A+ [0,].

Un punto € X en un R-espacio (o flujo continuo) es llamado casi-periddico (del
inglés almost periodic), si para cualquier vecindad U de z, el conjunto D(z.U) = {t €
R : ¢tz € U} es relativamente denso en R (ver [15, Cap. II, (3.1)]).

Proposicion 3.3. Sea A un subconjunto de R, entonces A es relativamente denso si y
solo si existe un compacto K C R tal que para todo s € R, (K +s)N A # 0.

Demostracion. =): Se procede por contrapuesta. Sea [ > 0 arbitrario. Por demostrar
que A+10,1] € R. [0,] es compacto en R, por hipétesis existe s € R tal que ([0,{] +s)N
A = por lo que ([0,]]4+s) CR\ A . Considérese a p = s+ y supéngase que p = a+u
para algin a € Ay u € [0,], entonces s+ (I —u) = a € A, lo cual es una contradiccién
pues | —u € [0,1].
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<): Se procede igual por contrapuesta. Por demostrar que si para todo > 0 A +
[0,{] € R entonces para todo K C R compacto existe s € R tal que (K + s) N A = 0.
Sea K C R compacto fijo, entonces existe | > 0 tal que K C [—I,l]. Por hipétesis
A+10,1] € R por lo que existe p € R tal que p # a + u para todo a € Ay u € [0,1].
Considérese los siguientes casos:
Caso 1): Supéngase que p < a+ u para todo a € A y para todo u € [0,!]. Sea s = p—2I
y supéngase que (K +s) N A # (), entonces a =k+h=k+p—2l paraalgina € Ay
ke K. Setiene que k=a—p+2l >a—a—1+2l=1lo cual es una contradicciéon ya
que K C [-1,1].
Caso 2): Ahora suponemos que p > a + u para todo a € A y para todo u € [0,[]. Si
consideramos a s = p se procede de manera analoga al caso anterior. ]

Ejemplo 3.4. Sea S! el grupo de los niimeros complejos de norma 1, y sea T? = S! x S!
el toro. Existe una accién interesante del grupo aditivo de los ntimeros reales R en T?,
definida por t * (€27 e2™W) = (2mizHt) e 2mi(ytet)) donde o es un niimero irracional
fijo, t € R, x,y € [0,1] y (e*™% €>™W) € T?. Esta accién es llamada flujo irracional.

Afirmacion. Cada 6rbita R(x) del R-espacio T? es R-pseudocompacta pero no es
pseudocompacta.

Primero veamos que todos los puntos en el flujo irracional del toro T? son casi-
periddicos.

Sea x € T? arbitrario y sea U una vecindad de z. Dado que cada érbita R(z) es
densa en T?, se sigue que T? = R(U) = Uier tU. Dado que T? es compacto [Cap. 1
Secc. 1.2 Ejem. 1.34], y cada tU es abierto para cada t € R, existe un subconjunto finito
K de R tal que T? = | J,cx tU. Como K es finito existe | > 0 tal que K C [,]] =: K.
En particular si s € R entonces sz € tU para algin t € K C K’ esto es (—t + s)z € U
por lo tanto (—t+s) € D(x,U), y como —t € K’ se sigue que (K'+s)ND(z,U) #0Dy
por la Proposicién 3.3 resulta que el conjunto D(x,U) es relativamente denso. De esta
manera queda probado que x es un punto casi-periédico.

Ahora sea 29 € T? y X := R(x) la érbita de zg en el flujo irracional. Primero que
nada, X no es pseudocompacto pues es metrizable pero no es compacto por el hecho de
que la accién de R sobre T? es libre y ningiin punto es periédico. (ver [11, Cap. 4, Secc.
4.2, Propo. 4.4]).

Veamos que X es R-pseudocompacto.

Sea f una funcién G-uniforme arbitraria. Por la afirmacién hecha en la parte de arri-
ba xq resulta ser un punto casi-periédico, entonces existe un subconjunto relativamente
denso P en R tal que

|f(zo+1t) = fzo)] <1 (3.1)

para toda t € P, esto por continuidad de la funcién f.
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FEn este caso estamos considerando a X como el conjunto R con la topologia inducida
de T? (la cual difiere de la topologia usual). La accién de R sobre X estd dada por
txx:=x+tparax e X teR.

Dado que P es relativamente denso en R existe un nimero ! > 0 tal que R = P+0,].
Como f es G-uniforme, existe & > 0 tal que

|f(x+s)— f(z)] <1 paratodo =z € X,se€R,|s| <4. (3.2)
Para todo u € [0,!] existe una sucesion finita 0 = ug < u; < -+ < up = u, donde

kE<I[20/0] +1=:ko,y |uit+1 —wi|] <0 parai=0,1,....,k — 1.
La ecuacién (3.2) implica que

T
L

[f(@+u) = flx)] < ) [f(@+uia) = f@+u)| <k <ko (3.3)

)

Il
o

para cada z € X y cada u € [0,l]. Sin embargo, para todo s € R existen t € Py
u € [0,!] tales que s =t 4 u, entonces por (3.1) y (3.3), tenemos que

[f(@o+5) = f(wo)| < [fao +t+u) — f(wo+ )]+ |f(zo +t) — flao)| < ko +1,
lo que implica que f estd acotada en X = {zg + s: s € R}, como se buscaba.
Sin embargo, el siguiente resultado es verdadero.

Proposicién 3.5. Sea G un grupo compacto. Entonces un G-espacio X es G-pseudocompacto
sty solo si es pseudocompacto.

Demostracion. Solo la suficiencia requiere de prueba. Para ello, sea X un espacio G-
pseudocompacto y f : X — R una funcién continua. Se define la funcién f*: X — R
por f*(x) = sup,eq |f(gz)| Veamos que f* es continua.

Sea € > 0 arbitrario y sea xg € X. Por continuidad de f para todo g € G existen
vecindades V; de gzg tales que

|f(gzo) — f(y)| <e/2 siempre que y € V. (3.4)

Por continuidad de la accién en el punto (g,z0) € G x X, existe una vecindad O, de g
en G y una vecindad U, de xp en X tales que OyU, = {hz : h € Oy, € Uy} C V.

Por compacidad de G, su cubierta abierta {Og4 : g € G} tiene una subcubierta finita
{O04,,04s,, ..., Oy, }. Considérese al conjunto U = ﬂle Uy, como vecindad de zp en X.
Verifiquemos que |f*(x) — f*(z0)| < €, siempre que z € U.
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De hecho, como para todo g € G existe j € {1,...,k} tal que g € Oy, , como z € Uy,
para todo z € U, se tiene entonces que gz € Oy, Uy C V. Asi por (3.4), |f(gzo) —
f(gz)| < /2. Tenemos lo siguiente:

|f(gzo) — f(gz)| <e/2 paratodo x €U ycada ge€@G.

Tomando supremos, esto nos lleva a que |f*(z) — f*(xg)| < € siempre que x € U, como
se buscaba.
f* es G-invariante, pues si ¢ € G es cualquier elemento y x € X es arbitrario se
tiene que
£*(g2) = sup | £(g9'z)| = sup | £(52)| = £ (@),
g'eG geaG

y como toda funcién G-invariante es G-uniforme ([Cap. 2 Secc. 2.1 Lema2.8], entonces
f* es G-uniforme, como por hipétesis X es G-pseudocompacto, f* resulta estar acotada.
Note que |f(x)| = [f(ex)| < supyeq |f(g7)| = |f*(x)| para todo = € X, por lo que f
resulta estar acotada. Esto concluye la prueba. O

Ahora volcamos nuestra atencion a la caracterizacién intrinseca de G-pseudocompaci-
dad. Primero, una definicién.

Definicién 3.6. Una familia (infinito) numerable {Uy, Us, ...} de subconjuntos de un
G-espacio X es llamada una familia esencial si existen puntos z,, € U,, n =1,2,..., y
una vecindad de la identidad O C G tal que O%" (z,,) C U,.

El siguiente resultado nos da una caracterizacién intrinseca de espacios G-pseudocom-
pactos en el campo de los espacios G-normales.

Teorema 3.7. Sea G un grupo localmente compacto y X un G-espacio G-normal.
Entonces X es G-pseudocompacto si y solo si no existe una familia esencial localmente
finita disjunta de conjuntos abiertos de X.

Demostracion. Sea X un G-espacio el cual tiene una familia esencial localmente finita
disjunta de conjuntos abiertos, digamos, {Uy, Us, ...}. Por demostrar, que X no es G-
pseudocompacto.

Por definicién de familia esencial, existe una vecindad O; de la identidad en G y
puntos z,, € U,, n=1,2, ..., tales que

0% (z,) C Uy (3.5)

Como G es localmente compacto existe una vecindad Oz de la identidad tal que clg(O2)
es compacto, entonces O := O1 N Oz es una vecindad de la identidad en G tal que cl(O)
es compacto, ademds como O C O se sigue que 02" C O%n por lo que O cumple (3.5).
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Por la compacidad local de G, para cada p > 1, se puede definir una sucesién
KP) = {Ky(f )}20:0 de vecindades compactas de la identidad en G tales que

K" =g <O2p_i_l) y Kr(ﬁler(le CKP

para todoi=0,1,...p—1yn>0.
Mis adelante la siguiente propiedad evidente de los conjuntos Kr(lp ) jugard un papel
importante en la demostracion:

Kr(lp) = KT(LT'II), para todo p>1, n>0. (3.6)

Se pretende aplicar el Teorema 2.14 del Capitulo 2 a los conjuntos cerrados A = {z,},
B = X \ U, y la sucesién X®). Como K(()p) = clg (OQp_l), tenemos que Kép) c 0%,
y asi se sigue de (3.5) que Kép) ({zp}) N (X \ Up) = 0. Ahora, por [Teo. 2.14, Cap. 2],
existe una funcién continua f, : X — [0,1] tal que

folzp) =1y X\Upcfp_l(o)7 y

|fo(g2) — fp(z)] < 1/2""2 para todo = € X,g € KT(ﬁzl,n =-1,0,1,....

Ahora, para cada p > 1y z € X, se define ¢,(x) = pf,(x), entonces
ep(rp) =p v X\UpC 90;1(0)

lp(9) — pp(x)| < p/2"2 paratodo z € X,g € Kq(ﬁl,n > —1. (3.7)

Ahora considérese la funcién ® : X — R definida como
O(x) = anp(a:), x e X.
p=1

La continuidad de la funcién ® se sigue de manera estandar, del hecho que las funciones
©p, con p > 1, son continuas y de que la familia {U;, Uy, ...} es localmente finita. Ademas
® es no acotada por como se construyé. Afirmamos que ¢ es G-uniforme.

Sea ¢ > 0 y sea n lo suficientemente grande de tal manera que 1/2"~2 < ¢/C, donde
C =302 p/2P71. Se sigue de (3.6) y (3.7) que

lpp(g) — pp(x)] < p/2"TP~3 partodo z € X,g € K,(lljl = KW (3.8)

n+p-

Lo cual implica que

[@(g2) — ()| < Y p/2" P
p=1



44 CAPITULO 3. UNA CARACTERIZACION INTRINSECA...
Pero 7%, p/2ntP=3 = 1/2m P p/2P~1 = C/2"2 < . Por lo tanto

|®(gx) — ®(z)| < e paratodo z € X,g€ Ky(le.

Como @ es una funcién G uniforme no acotada se concluye que X no es G-pseudocompacto.
Para el reciproco de la afirmacion, supéngase que X no es G-pesudocompacto. Sea

f X — R un funcién G-uniforme que no estd acotada y sea O C G vecindad de la
identidad tal que

|f(gx) — f(x)] <1 paratodo z € X,g€O. (3.9)

Puesto que f no estia acotada, uno puede escoger puntos x, € X, n = 1,2,....,; y
segmentos abiertos disjuntos (an, b,) C R de tal manera que

f(zn) = (an +0,)/2 § an— b, > 2" (3.10)

A continuacién, se define U,, = f~![(an, by)], para n = 1,2, .... Claramente, cada U,
es un subconjunto abierto no vacio de X, y la sucesién {U;, Us, ...} es localmente finita.

Afirmamos que O%" (z,,) C Up. Sea g =gy -g2---gon € O®" con g; € O, 1 < i < 2™,
Denote

hi = gan—it1 - gan—ito - gon, 1 <7 <2%
Como hjt1 = gon_;jh; paracada 1 <i < 2" — 1,y gan_; € O, se sigue de (3.9) que
| flgan—ihizn) — f(hizn) <1, 1<i<2" 1. (3.11)
Dado que hon = g y hy = gon, (3.11) implica que

|f(gl‘n) - f(l'n)| < |f(h2n$n) - f(h2"71$n)| + ‘f(hQn,lxn) — f(h2n7233n)|

Esto junto con (3.10) implican que f(gx,) € (an,bn) 0, equivalentemente gz, € U,.
Ast, 0% (z,) C U,, y {U1,Us, ...} es una familia esencial localmente finita. O

El hecho de que una familia esencial sea disjunta se puede omitir en el teorema
anterior, a saber, se tiene el siguiente resultado.

Corolario 3.8. Sea G un grupo localmente compacto y X un G-espacio G-normal.
Entonces X es G-pseudocompacto si y solo si no existe una familia esencial localmente
finita de conjuntos abiertos de X.
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Demostracion. Solo la necesidad necesita demostracion, la suficiencia estd dada en el
Teorema anterior. Supéngase que X admite una familia esencial localmente finita de
conjuntos abiertos, digamos, {Uy,Us, ...}.

Como en la prueba del Teorema 3.7, es posible escoger una vecindad de la identidad
en G, digamos O, tal que clg(O) es compacto y los puntos z,, € U,, n = 1,2, ..., tales
que 02" (2,,) C Uy. Como clg(0%") € 0", se tiene que el conjunto (cla(0%)) (zn)
es compacto [Coro. 1.49, Cap. 1] y (clg(0*")) (2n) C Uy. Como {Uy,Us, ...} es local-
mente finita, para todo gz, € (clg(0?")) (z,) existe una vecindad V, en X que inter-
seca a una cantidad finita de elementos en {Uy, Uy, ...}, puesto que (clg(0?")) (z,) C
Ugearg(02n) Vg existe una subcubierta finita tal que (cla(0%)) (zn) C Uiy Vg, =t Vi,
ademas V,, C U, y V, interseca una cantidad finita de elementos de los conjuntos U;.
En particular, cada V;, interseca una cantidad finita de conjuntos Vj, y {V1,V,...} es
esencial. Asi, se puede escoger una subsucesién disjunta de {V1, Vs, ...}, y asi obtener
una familia esencial localmente finita disjunta y se sigue del Teorema 3.7 que X no es
G-pseudocompacto. O



46

CAPITULO 3. UNA CARACTERIZACION INTRINSECA...



Bibliografia

1]

[10]

ANTONYAN, N. An instrinsic characterization of G-pseudocompact spaces. Hous-
ton J. Math 33, (2) (2007), 519-530.

ANTONYAN, N. Extensions of G-uniform maps. Topology and its Applications 230,
(1) (2017), 233-243.

ANTONYAN, S. A. G-pseudocompact and G-Hewitt spaces. Russian Math. Surv.
35, (6) (1980), 241-245.

ANTONYAN, S. A. Equivariant embeddings and w-bounded groups (Russian). Vest-
nik Moskovskogo Universiteta, Matematika 49, (1) (1994), 16-22. English translat.:
Moscow Univ. Math. Bull. 49 (1) (1994), 13-16.

ANTONYAN, S. A. Equivariant pseudocompact and Hewitt spaces (in russian). in:
Proc. Internat. Topol. Conf. (Leningrado, Agosto, 1983), 17-26. Leningrad Branch
Steklov Math. Inst. Publ.

ANTONYAN, S. A., AND ANTONYAN, N. Free G-spaces and maximal equivariant
compactifications. Annali di Matematica 184 (2005), 407-420.

ANTONYAN, S. A., AND SMIRNOV, Y. M. Universal objects and bicompact exten-
sions for topological transformation groups. Doklady. Akad. Nauk. S. S. S. R 257,
(3) (1981), 521-526. English translat.: Sovieth Doklady 23 (2) (1981), 279-284.

BREDON, G. Introduction to compact transformation groups. Academic Press,
EUA, 1972.

CASARRUBIAS, S. F., AND TAMARIZ, M. A. FElementos de Topologia General.
No. 37. Aportaciones Matematicas, Sociedad Matematica Mexicana, México, D.F.,
2da. Ed. 2015.

COLMEZ, J. Sur le espaces précompact. C.R Acad. Paris 233 (1951), 1552-1553.

47



48

[11]

[12]

[13]

[14]

[15]

[22]

[23]

[24]

BIBLIOGRAFIA

DE NEYMET, S. Introduccion a los grupos topoldgicos de trasnformaciones. Apor-
taciones Matematicas, Sociedad Matematica Mexicana, México, D.F., 2003.

DE VRIES, J. Equivariant embeddings of G-spaces. in: General Topology and its
Relations to Modern Analysis and Algebra IV, Part B Proc. /-th Prague Topol.
Symp. (1976), pp. 485-493.

DE VRIES, J. Compactifications and pseudocompactness. in: Topology and Appli-
cations, Colloquia Math. SOC. Janos Blyai 41 (1983), 655-666.

DE VRIES, J. On the G-compactification of products. Pac. J. Math. 26, (2) (1984),
447-470.

DE VRIES, J. FElements of Topological Dynamics. Kluer Academic Publishers,
Holanda, 1993.

DE VRIES, J. On the existence of G-compactifications. Bull. Acad. Polon. Sci.
Ser. Math. 26 (2005), 275-280.

ENGELKING, R. General Topology, vol. 6. Sigma series in pure mathematics, Berlin,
1989.

HewitT, E. Rings of real valued functions, i. Trans. Amer. Math. 68 (1948),
45-99.

HRUSAK, M., TAMARIZ-MASCARUA, A., AND TKACHENKO, M. Pseudocompact
Topological Spaces: a survey of classic and new results with open problems. Springer
Internationa Publishing, 2018.

LEJa, F. Sur la notion du groupe abstrait topologique. Fundamenta Mathematicae
9, (1) (1927), 37-44.

MEGRELISHVILI, M. A Tychonov G-space not admitting a compact hausdorff G-
extension or G-linearization. Russan Math. Surv. 43, (2) (1988), 177-178.

MEGRELISHVILI, M. Equivariant normality. Bull. Acad. Sci. Georgian SSR 11,
(1) (1998), 17-19.

MEGRELISHVILI, M., AND SCAR, T. Constructing A Tychonoff G-space wich are
not G-Tychonoff. Topol. Appl. 86 (1998), 69-81.

PavLais, R. The clasification of G-spaces. Memoirs of the AMS 36 (1960).



BIBLIOGRAFIA 49

[25] TKACHENKO, M., VILLEGAS, L. M., HERNANDEZ, C., AND RENDON, O. J. Gru-

pos Topoldgicos. Universidad Autonéma Metropolitana Unidad Iztapalapa, México,
1997.

[26] ToM Dieck, T. Transformation Groups. Walter de Gruyter, Berlin, 1987.



50

BIBLIOGRAFIA



Indice alfabético

accion, 19 homogéneo, 13
efectiva, 21, 22 numerablemente compacto, 7
libre, 21 pseudocompacto, 2
semilibre, 21 pseudonormal, 8
transitiva, 21, 22 estabilizador, 20
trivial, 21
automorfismo topolégico, 13 familia
con la propiedad de la interseccién fi-
coleccién nita, 2
discreta, 7 esencial, 42
localmente finita, 2 funcién
Colmez, J., 10 cociente, 16
conjunto equivariante, 22
de érbitas, 20 G-uniforme, 27, 37
C-encajado, 2 invariante, 22
C*-encajado, 2
cozero, 2 G-espacio, 19
de funciones continuas, 1 G-normal, 28
de funciones continuas y acotadas, 1 G-pseudocompacto, 39
de puntos H-fijos, 20 efectivo, 22
invariante, 20 libre, 22
regularmente cerrado, 9 transitivo, 22
simétrico, 13 grupo
zero, 2 de isotropia, 20
de los nimeros complejos, 40
de Vries, J., 27 del circulo, 18
topoldgico, 11
espacio topolégico de transformaciones, 19
de nimeros reales, 1 grupos
de Baire, 10 topologicamente isomorfos, 13
de clases laterales (o cociente), 22
orbitas, 24 Hewitt, E., 1

o1



52 INDICE ALFABETICO

isomorfismo topolégico, 13

Leja, F., 11
Lema de Uryshon equivariante, 32
Lie, Sophus, 11

Megrelishvili, M., 27
orbita, 20

proyeccion
orbital, 20

punto
casi-periédico, 39
limite, 7

subconjunto

relativamente denso, 39
subconjuntos

G-disjuntos, 28

Teorema de Tietze equivariante, 34
transicién, 19



	Portada 
	Índice General
	Introducción 
	Capítulo 1. Preliminares 

	Capítulo 2. Versiones Equivariantes de Teoremas Clásicos 

	Capítulo 3. Una Caracterización Intrínseca de Espacios G-Pseudocompactos 

	Bibliografía  

	Índice Alfabético

