UNIVERSIDAD NACIONAL AUTONOMA DE
MEXICO

FacuLTAD DE CIENCIAS

GRAFICAS DE
TRANSFORMACION
ARISTA-CORTE

TESIS

QUE PARA OBTENER EL TiTULO DE:
matematico

PRESENTA:

Juan Fernando Peldez Menaldo

DIRECTORA DE TESIS:
Dra. Maria del Rocio Sanchez Lépez

Ciudad de México
Fecha: Abril 2019



Margarita
Texto escrito a máquina
Ciudad de México

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina

Margarita
Texto escrito a máquina


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, serd exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



IV



Hoja de datos del jurado
1. Datos del alumno
Apellido paterno
Apellido materno
Nombre(s)

Telefono

Universidad

Carrera

Nimero de cuenta

2. Datos del tutor
Grado

Nombre(s)
Apellido paterno
Apellido materno

3. Datos del sinodal 1
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

4. Datos del sinodal 2
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

5. Datos del sinodal 3
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

6. Datos del sinodal 4
Grado

Nombre(s)

Apellido paterno
Apellido materno

Pelaez
Menaldo

Juan Fernando
5528969012

Universidad Nacional Autonoma de México

Matemaéticas
409062506

Dra.

Maria del Rocio
Sanchez

Lépez

Dra.
Hortensia
Galeana
Sanchez

Dr.
Ricardo
Strausz
Santiago

Mat.
Laura
Pastrana
Ramirez

M. en C.

Loiret Alejandria
Dosal

Trujillo



VI

7. Datos del trabajo escrito

Titulo
Numero de paginas
Ano

Graficas de transformacién arista-corte
115 p
2019



Indice general

Introduccién 3
1. Preliminares 7
1.1. Definiciones bésicas . . . . . . . . . .. 7
1.2. Caminos y conexidad. . ... ... ... 12
1.3. Arboles . . . . .., 17
1.4. Bloques . . . . . . . .. 21
1.5. QGréaficas asociadas . . . . . . . .. 27
2. Grafica de aristas y vértices de corte. 47
3. Conexidad de G*¥ 55
3.1. Conexidad de Gt . . . . . . ... 55
3.2. Conexidad de Gt= . . . . . . .. 58
3.3. Conexidad de G= . . . . . . . 65
3.4. Conexidad de G== . . . . . . ... 68
4. Iteraciones de G*Y 73
4.1. Isomorfismode G™" con G . . . . . . . . .. ... ... .... 75
4.2. Isomorfismo de G )" con G . . . . . . . ... ... ... .. 76
4.3. Isomorfismo de GCP" con G . . . . . .. ... ... 81
4.4. Tsomorfismo de G&E)" con G . . . . . . ... 95
Conclusiones 111
Bibliografia 113



INDICE GENERAL



Introduccion

Las graficas asociadas son graficas que surgen a partir de una grafica G
como son: la grafica complemento, la grafica de lineas, la grafica de bloques,
la grafica de vértices de corte, la grafica de bloques y vértices de corte, la
grafica total, por mencionar algunas.

En particular, la gréfica total de una grafica GG, denotada por T'(G), es la
grafica que tiene como vértices a V(G) U E(G) y dos vértices x y y en T(G)
son adyacentes en T'(G) si y solo si:

» {z,y} CV(G) y x y y son adyacentes en G.
» {z,y} C E(G) y x y y son adyacentes en G.

» {2z} CV(G), {y} C E(G) y x y y son incidentes en G.

Wu y Meng en ”Basic properties of total transformation graphs” generali-
zan la definicién de grafica total e introducen la gréafica de transformaciéon
total (total transformation graph), denotada por G*¥#, donde z, y y z toman
valores del conjunto {4, —}, la cual se define como:

V(G™*) = V(G) U E(G) y dos vértices z y y en G™* son adyacentes en
G™* &i y solo si:

{z,y} CV(G), x =+ y x y y son adyacentes en G.

{z,y} CV(G), x = — y z y y no son adyacentes en G.

{z,y} CE(G),y=+y xyy son adyacentes en G.

{z,y} C E(G), y = — y x y y no son adyacentes en G.

{z} CV(G),{y} C E(G), z=+ y = y y son incidentes en G.

{z} CV(G), {y} C E(G), z=— y z y y no son incidentes en G.

3
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Note que si G*¥* = G™**, entonces la gréfica de transformacién total es
la grafica T'(G).

Por otro lado B. Basavanadoud, H. P. Patil, Jaishri B. Veeragoudar en
“On the block-transformation graphs, graph-equations and diameters” intro-
ducen la definicién de la grafica transformacion de bloques (block-transforma-
tion graph), denotada por G**7, donde «, 8 y v toman valores del conjunto
{0,1}, la cual se define como sigue:

V(GY) = V(G) UU(G), donde U(G) es el conjunto de bloques de G, y
para cada x y y en V(G*7) se tiene que (z,y) € E(G*?) si ocurre alguno
de los siguientes casos:

{z,y} CV(G), a =1y xy yson adyacentes en G.

{z,y} CV(G), a =0y x y y no son adyacentes en G.

{z,y} CU(G), =1y zyyson bloques que comparten vértices en
G.

{z,y} CU(G), 5 =0y xyy son bloques que no comparten vértices
en G.

{z} CV(G) y {y} CU(G), vy =0y x no es un vértice del bloque y en
G.

{z} CV(GQ) y {y} CU(G), v =1y x es un vértice del bloque y en G.

B. Basavanagoud y Veena R. Desai, motivados por las dos construcciones
anteriores, en “On the line-cut transformation graphs G*¥” introdujeron una
nueva grafica asociada, llamada la grafica de aristas y vértices de corte (line-
cut transformation graph), denotado por G*¥, la cual tiene como vértices al
conjunto de aristas E(G) y el conjunto de vértices de corte de G W(G). En
el trabajo de tesis veremos propiedades de esta grafica como son: el orden, el
tamano, su relacion con otras graficas, la conexidad de G*Y, las iteraciones
de G*, el isomorfismo entre G y la gréfica G*™.

En el capitulo 1 se dan algunas definiciones basicas de la teoria de graficas;
asi como algunos resultados sobre arboles, conexidad, bloques, vértices de
corte. También veremos algunas propiedades sobre la graficas de lineas y la
grafica de saltos.

En el capitulo 2 se da la definicion de la grafica de aristas y vértices de
corte y se ven algunas propiedades estructurales de esta grafica. Demostramos
que la gréifica de lineas L(G) de G es una subgréfica inducida de G** y
de G*~, mientras que por otro lado la gréfica de saltos J(G) de G es una
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subgrafica inducida de G~ y G~ . Por ultimo se deduce el orden y tamano
de G™.

En el capitulo 3 se ven las condiciones necesarias y suficientes para que
se cumpla la conexidad de G™ a partir de la conexidad de G.

Finalmente en el capitulo 4 veremos como se definen las iteraciones de
G™. En la seccién 1 de este capitulo estudiaremos la relacién de isomorfismo
que existe entre la grafica G y la grafica G™". En la seccién 2 de este capitulo
veremos las condiciones para que la iteracién G+=)" sea isomorfa con G. En
la seccion 3 de este capitulo veremos las condiciones para que la iteracion
G=1)" sea isomorfa con G, y en la seccién 4 de este capitulo veremos las
condiciones para que la iteracién G~7)" sea isomorfa con G.
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Capitulo 1

Preliminares

En este capitulo se dan algunas definiciones basicas de la teoria de grafi-
cas; asi como algunos resultados sobre arboles, conexidad, bloques. Caracteri-
zaremos a los vértices de corte, veremos algunas propiedades sobre la gréaficas
de lineas y la gréfica de saltos.

1.1. Definiciones basicas

Definicién 1.1.1. Una grafica G consiste de un conjunto finito no vacio
de objetos, llamados vértices, y de un conjunto de parejas no ordenadas de
distintos vértices, llamadas aristas.

Denotamos por V(G) al conjunto de vértices y por E(G) al conjunto de
aristas de G.

Consideremos el siguiente ejemplo:

Sea G la gréfica con conjunto de vértices {vq, va, v3, V4, Us} y conjunto de
aristas {(vy, v2), (ve,v3), (vs,v4), (V4,v1), (V4,05), (Us,v2)}. A la grafica G la
podemos representar geométricamente en el plano como sigue: a cada vértice
V1, Vg, U3, V4 Y Vs le asociamos un punto en el plano y a cada aristas (vy, vs),
(vg,v3), (vs3,v4), (V4,v1), (V4,v5) ¥ (v5, v2) le asociamos una linea que une a los
dos puntos correspondientes a los vértices que definen la arista. En la figura
1.1 se muestra la representacién geométrica de la grafica anteriormente dada.

Una grafica se dice que es trivial si tiene un solo vértice. Sea (u,v) una
arista de G, entonces decimos que los vértices u y v son extremos de la
arista (u,v).

Definicién 1.1.2. Se dice que dos vértices de una gréfica son adyacentes
si son extremos de una misma arista.
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Va(/ = \) V3

Figura 1.1: Ejemplo de una grafica

Definicién 1.1.3. Se dice que dos aristas son adyacentes si tienen un ex-
tremo en comun.

Definicién 1.1.4. Se dice que un vértice y una arista son incidentes si el
vértice es extremo de la arista.

Definicién 1.1.5. El grado de un vértice v es el nimero de aristas que
inciden en él, denotado por §(v).

Definicién 1.1.6. El grado méximo de una grifica G, denotado por A(G),
y el grado minimo, denotado por §(G), se definen como méx{d(v) : v €
V(G)} y min{d(v) : v € V(G)}, respectivamente.
Proposicién 1.1.7. Si G es una grdfica con conjunto de vértices {vy,...,v,}
p
y q aristas, entonces Y §(v;) = 2q.
i=1
Demostracion. Para cada arista e en E(G) consideremos el conjunto de in-
cidencias I.={(v,e) € V(G) x E(G) : v es extremo de e}. Note que por cada
arista e = (v;,v;) en E(G) tenemos que {(v;,e), (v;,e)} = I. y ademds para
cada par de aristas distintas a y b de G se tiene que I, N I, = (). Esto im-
plica que > |I.| = 2¢q. Por otro lado como el grado de un vértice v es el

e€E(Q)
numero de aristas incid 2l iel o) i
que inciden en él, entonces si e, ... ey son aristas que
inciden en v tenemos que {(v,el), ..., (v,e5™)} C U L, lo cual implica
ecE(G)

p D
que U{(vi,el), s (e = U L.Asi, ¥ |L| =3 8(v;), por de-
i=1 e€E(G) e€E(G) i=1

p
finicién del conjunto de incidencias. Por lo tanto, 2¢ = > || = > d(v;),
e€E(G) i=1

p
lo que implica que Y §(v;) = 2q. O
i=1
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Ae ) 2 oD

B @ C

B¢ c

(a) G (b) H

Figura 1.2: Grafica G y subgrafica de G del ejemplo 1.1.15

Definicién 1.1.8. La vecindad de un vértice v, denotado como N (v), esta
dada por todos los vértices adyacentes a v; es decir, N(v) = {y € V(G) :

(v,y) € E(G)}.

Note que la definiciéon de vecindad implica que el grado del vértice v es
el nimero de vecinos que tiene; es decir, §(v) = |N(v)].

Definicién 1.1.9. Un vértice aislado es un vértice con grado 0. Una hoja
es un vértice con grado 1.

Definicién 1.1.10. Decimos que una arista es final si uno de sus extremos
es una hoja.

Definicién 1.1.11. El tamano de una grafica G es el nimero de aristas de

G.

Definicién 1.1.12. El orden de una gréafica G es el numero de vértices de

G.

Ejemplo 1.1.13. Sea G la gréfica con V(G) = {v1, ve, v3,v4, 05} y E(G)={a,
b, ¢, d, e, f} como lo indica la figura 1.1. Entonces, A(G) = 3, 6(G) = 2, el
tamano de G es 6 y el orden de G es 5. La vecindad de vy es N(v1) = {va, v4}.

Definicién 1.1.14. Una grafica H es una subgrafica de G, denotado como
HCG,siV(H)CV(G)y E(H) C E(G).

Ejemplo 1.1.15. En la figura 1.2 exhibimos a una gréafica G y a una subgrafi-
ca H de G. Ademas tenemos que, E es un vértice aislado, A es una hoja y
la arista (A, B) es final, todo esto en G.

Definiciéon 1.1.16. Una gréfica H es una subgrafica inducida de G si
V(H) C V(G) y para los vértices v y w en V(H) se tiene que (v, w) € E(G)
si y solo si (v, w) € E(H).
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Definicién 1.1.17. Sean G una gréafica y S un subconjunto de V(G). La
subgréfica de G inducida por S, denotado por G[S], es la gréfica tal que
V(G[S]) = Sy E(G[S]) ={(v,w) € E(G) : {v,w} C S}.

Ejemplo 1.1.18. En la figura 1.3 exhibimos una subgrafica inducida H de
una grafica G.

(b) H

Figura 1.3: Grafica G y H una subgrafica inducida de G

Definicién 1.1.19. Sean G una grafica y [ un subconjunto de F(G). La
subgrafica de G inducida por el conjunto de aristas 3, denotado por G[5], es
la gréfica tal que V(G[5])={w € V(G): w es incidente con alguna arista de

s}y E(G[B]) = B.

Notacién 1.1.20. Sean G una grafica y {u,v} un subconjunto de vértices
distintos de V(G) tal que (u,v) ¢ E(G). Denotamos por G + (u,v) a la
grafica que tiene como vértices a V(G) y como aristas a E(G) U {(u,v)}.

Notacién 1.1.21. Sean G una grafica y (u,v) una arista que pertenece a
E(G). Denotamos por G — (u,v) a la grafica que tiene como vértices a V (G)
y como aristas a E(G) — {(u,v)}.

Notacién 1.1.22. Sean G una grafica y ¢ un vértice que pertenece a V(G).
Denotamos como G — ¢ a la gréfica que tiene como vértices a V(G) — {c} y

como aristas a E(G) —{(c,x) € E(G) : z € V(G)}.
Definicién 1.1.23. Sean G y G4 gréficas.

1. La union de las graficas G y G, denotado por G U G, es la grafica

2. La interseccion de las graficas GG; y Ga, denotado por G; N G, es
la grafica tal que V(G; N Gy) = V(Gy) NV(Gy) y E(Gh N Gy) =
E(G1) N E(Gy). En este caso G; y G deben tener al menos un vértice
en comun.
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Y/\f ’
H Ya |

Y3

\

(b) G2

Figura 1.4: Gréafica G7 y G4 del ejemplo 1.1.26

Definicién 1.1.24. Sean Gy H dos gréaficas. Decimos que G es igual a H,
denotado por G = H,si V(G) =V(H) y E(G) = E(H).

Definicién 1.1.25. Dos gréficas G y H son isomorfas, denotado por G =
H, si existe una funcién biyectiva f : V(G) — V(H) tal que (u,v) € E(G)
siy solo si (f(u), f(v)) € E(H).

Ejemplo 1.1.26. Sean G; y G, dos graficas como indica la figura 1.4. En-
tonces un isomorfismo entre G; y G5 esta dado por :

fla)=F
fb) =G
fle)=H
fld)=1
fle)y=J

Proposicion 1.1.27. Sean G, H y J tres grificas. Si G = H y H = J
entonces G = H.

Demostracion. Por demostrrar que existe una funcién biyectiva h : V(G) —
V(J) tal que (u,v) € E(G) siy solo si (h(u), h(v)) € E(J).

Como por hipétesis G es isomorfa a H, entonces por definicién existe
una funcién biyectiva f : V(G) — V(H) tal que (u,v) € E(G) siy solo
si (f(u), f(v)) € E(H). Por otro lado como H es isomorfa a J, entonces
por definicién existe una funcién biyectiva g : V(H) — V(J) tal que (z,y) €
E(H)siysolosi(g(x),g(y)) € E(J). Lo que implica que gof : V(G) — V(J)
es una funcién biyectiva tal que (u,v) € E(G) siy solosi (f(u), f(v)) € E(H)
si y solo si (glf(w), glf (v)]) € E(J).

Por lo tanto, G es una gréafica isomorfa a H. ]
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Definicién 1.1.28. Un conjunto de vértices S de una grafica G' es indepen-
diente si y solo si ninguna pareja de vértices en el conjunto es adyacente.

En otras palabras, S C V(G) es independiente en G si y solo si la subgréfi-
ca inducida por S en GG, no posee aristas.

Definicién 1.1.29. Un conjunto independiente maximal es un conjunto
independiente que si le anadimos cualquier otro vértice de GG entonces el
conjunto deja de ser independiente.

Definicién 1.1.30. Una grafica bipartita es una grafica G cuyo conjunto de
vértices se puede partir en dos conjuntos independientes no vacios y disjuntos.
A dicha particion le llamaremos biparticién.

Definicién 1.1.31. Una grafica bipartita completa es una grafica bipar-
tita con particién de sus vértices {V}, V2} en conjuntos independientes, en el
cual cada vértice de V; estd unido por una arista a cada vértice de V5.

Si |[Vi| = m y |Va| = n, la grafica bipartita completa es denotada por
K. Sim=1o0n =1 entonces K,,, es llamada estrella, denotada por S,
donde k=nsim=1ok=msin=1.

Definicién 1.1.32. Una grafica completa es una gréafica G donde para
cualesquiera dos vértices u y v en V(G), tenemos que la arista (u,v) estd en

E(G).

Si G es una gréafica completa de orden n, entonces GG es denotada por K,,.

1.2. Caminos y conexidad.

Definicion 1.2.1. Un camino C es una sucesion de vértices de G, C' =

(20, T1, 9, ..., xx) tal que x; es adyacente a x;,, para cada i en {0,1,...,k—
1}.

Denotaremos por C~! al camino (zg, Zg_1,. .., Z1,To)-
Definicién 1.2.2. La longitud del camino C' = (zg, x1, xa, . . ., 2%) se define

como el nimero k, denotado por [(C).
Definicién 1.2.3. Sea C' = (xg, 1, %2, ..., Z;) Un camino:
1. Si xg = xy, entonces C' es un camino cerrado.

2. Si C es cerrado, de longitud al menos 3, que no repite vértices salvo
Ty = xy, entonces C' es un ciclo.



1.2. CAMINOS Y CONEXIDAD. 13

Figura 1.5: Gréfica G del ejemplo 1.2.4

3. Si C' no repite aristas, entonces C' es un paseo.

4. Si C no repite vértices, entonces C' es una trayectoria.
Notacion.

1. Si C es un ciclo de longitud n, entonces C' se denota por C,.

2. Si C es un camino (trayectoria) que comienza en u y termina en v,
entonces diremos que C' es un uv-camino (uv-trayectoria).

3. Si C' es un camino y W es un camino tal que C' = (zg,...,x%) y
W = (yo = @k, .. ., Ym), entonces el camino (zq,...,Tx = Yo, .-, Ym) €S
denotado por C' U W.

4. Sean P un camino tal que P = (xg, z1,...,%,) ¥y @; ¥y x; dos vértices
en P, con i < j. El camino (z;,%i41,...,2;-1,%;) es denotado por
(I’i7 P, Ij).

Ejemplo 1.2.4. Sea G una grafica donde V(G) = {vy,ve,v3, 04,05} vy E(G) =
{e1, 9, €3, €4, €5, €6, €7, €3} como lo indica la figura 1.5. Entonces, S = {vy,v4}
es un conjunto independiente y es maximal; P; = (vq, v, v1, Us, Uy, U3) €8 Un
camino con [(Py) = 5, Py, = (v, 9, v1,Us, Uy, U3, Ug, V2, V1) €S UN cAmMino ce-
rrado, Py = (v1, v, V3, V4,5, v1) es un ciclo, Py = (vy, vg, vg, U5, U3, 04) €S UN
paseo y Ps = (v, g, v4,v3,v5) €s una trayectoria.

Definicién 1.2.5. La distancia entre dos vértices u y v de GG se define como
min{l(C) : C es una uv — trayectoria}, denotada por dg(u,v). Si no hay
uv-trayectorias, entonces la distancia se define como infinita.

Definicién 1.2.6. Sea G una gréafica.
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Figura 1.6: Grafica G del ejemplo 1.2.7

1. La excentricidad de un vértice v, denotada por e(v), se define como el
méx{dg(v,u) : u € V(G)}.

2. El radio de G, denotado por 7(G), se define como el rr‘l/i(%){e(v)}.
ve

3. El diametro de G, denotado por d(G), es el Ir%/ézzé){e(v)}.
ve

Ejemplo 1.2.7. Sea G una grafica con V(G) = {vy, va,v3, 04, V5, 06,07} ¥
E(G) = {e1,e9,€3,e4, €5, €6, €7,€5,69} como lo indica la figura 1.6. Las dis-
tancias del vértice v, hacia el resto de los vértices son: dg(vy,v2) = 1,
de(v1,v3) = 2, dg(vi,v4) = 2, dg(v1,v5) = 2, dg(v1,v6) = 3, dg(vy,v7) = 4;
lo que implica que e(v;) = 4. Note que e(ve) = 3, e(vs) = 2, e(vy) = 2,
e(vs) =2, e(vg) = 3, e(vy) = 4. Por lo tanto, el radio de G es 2 y el didmetro
de G es 4.

Teorema 1.2.8. Sean G una grifica y u y v dos vértices en V(G). Todo
uv-camino en G contiene una uv-trayectoria.

Demostracion. Sea C' = (u = xg,T1,...,Tf_1,V = Tr) un yv-camino en G.
Por demostrar que C' contiene una uv-trayectoria. Si C' es un camino que
no repite vértices, entonces C' es una trayectoria. Si C' es un camino que
repite vértices, sea x; = x; tal que @ # 7y 0 < ¢ < j < k, entonces si
quitamos el camino (z;,C,x;) del camino C' podemos construir el camino
Ch = (zo, C, ;) U(x;, C,v). Si el camino C; no repite vértices, entonces C es
una uv-trayectoria. Si Cj repite vértices entonces repetimos el procedimiento
anterior hasta obtener un wwv-camino que no repite vértices lo cual siempre
ocurre ya que |V(C)| es finito.

Por lo tanto, todo uv-camino en GG contiene una uv-trayectoria. [
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Definicién 1.2.9. Una grafica GG es conexa si para cualquier par de vértices
uy ven V(G) existe un uv-camino.

Nota. Si GG es una grafica conexa con al menos dos vértices entonces cada
vértice en G tiene grado al menos 1.

Por definicién de grafica conexa tenemos que para cualquier par de vérti-
ces u 'y v en (G existe un uv-camino, entonces en particular tenemos que u es
adyacente a un vértice vy, lo que implica que el grado de u es mayor o igual
a 1, ya que G tiene al menos dos vértices.

Una gréafica G' que no es conexa decimos que es inconexa.

Teorema 1.2.10. Sea G una grafica. G es conexa si y solo si existe un
camino que pasa por todos los vértices de G.

Demostracion. =] Sea C=(xg, x1, ..., ;) un camino en G tal que C' con-
tiene el maximo nimero de vértices de G. Afirmamos que V(C) = V(G).
Procediendo por contradiccién, supongamos que existe un vértice w en V(G)
tal que w no pertenece a C', entonces al ser G conexa existe un x,w-camino,
digamos C’. Entonces C'U C’ es un camino que contiene mas vértices de G
que C' contradiciendo la eleccién de C'. Por lo tanto, V(C) = V(G).

<] Sea C=(xg, x1, ..., ¥) un camino que pasa por todos los vértices de
G. Sean u y v cualesquiera dos vértices en V(G), demostraremos que existe
un uv-camino en G. Como u y v petenecen al camino C', suponemos que
u=ux;yv=uxjconi< j, entonces (x;,C,x;) es un camino que une a u con
vy como u y v eran cualesquiera dos vértices, entonces G es conexa. ]

Corolario 1.2.11. Sea G una grdfica. G es conezxa si y solo si existe un
camino cerrado que pasa por todos los vértices de G

Demostracion. =] Sea G una grafica conexa. Por demostrar que existe un
camino cerrado que pasa por todos los vértices de G.

Por el teorema 1.2.10, existe un camino C'=(xg, x1, ..., Tx) que pasa por
todos los vértices de G. Si C' es cerrado, entonces C' es el camino buscado, de
otra manera como G es conexa entonces existe un x,xo-camino, digamos C'.
Entonces C'U C" es un camino cerrado que pasa por todos los vértices de G.

<] Sea C=(zg, 1, ..., Tk, To) un camino cerrado que pasa por todos los
vértices de GG. Al ser C' un camino que pasa por todos los vértices de G, por
teorema 1.2.10 tenemos que G es conexa. O]

Proposicion 1.2.12. Sea G una grdfica conexa con al menos un vértice de
grado uno, digamos v, entonces G — v es una grafica conexa.
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Demostracion. Por demostrar que para cualesquiera dos vértices u y w en
V(G — v) existe una trayectoria que los une en G — v.

Sean u y w cualquier par de vértices en V(G — v) y C una trayectoria
entre los vértices u y w en G (C existe porque G es conexa). Note que la
trayectoria C' no pasa por el vértice v porque de otra manera al ser u, v y w
tres vértices diferentes, entonces v tendria grado al menos dos contradiciendo
que v tiene grado uno. Por lo tanto, C' no pasa por v, lo que implica que C
estd contenida en G — v y asi existe una uw-trayectoria en G — v. Con esto
concluimos que G' — v es una grafica conexa. m

Definicién 1.2.13. Sea GG una grafica. Entonces una componente cone-
xa de G es una subgrafica conexa de G y maxima por contencién con la
propiedad de ser conexa.

Definicién 1.2.14. Un puente en G es una arista tal que al quitarla de G
incrementa el niimero de componentes conexas.

Observacién 1.2.15. Si G es una grdfica, e = (u,v) es un puente en G yn
es el numero de componentes conexas de G, entonces G —e tiene exactamente
n + 1 componentes conexas y ademds u queda en una componente conexa y
v queda en una componente conexa diferente a la de u.

Demostracion. Sea m el nimero de componentes conexas de G — e. Por
demostrar que m = n+1y u y v pertenecen a distintas componentes conexas
en G —e.

Al ser e = (u,v) un puente en G, entonces G — e incrementa el nimero
de componentes conexas, lo que implica que m > n + 1.

Como u y v son adyacentes, entonces u y v pertenecen a la misma com-
ponente conexa en GG. Sean P;, con 1 < ¢ < n, las componentes conexas de
G, sin pérdida de generalidad supongamos que u y v pertenecen a la compo-
nente conexa F,. Como P; con 1 < j < n — 1 son componentes conexas en
G y e no pertenece a ninguna de ellas y V(G) = V(G — e) tenemos que P;,
con 1 < 7 <n—1, son componentes conexas de G — e. Asi, las componentes
de G — e se incrementan dividiendo a P,. Supongamos que Hy, H,, ..., Hy
son las componentes conexas que resultan de dividir a P,, con k > 2.

Si u y v pertenecen a H;, con 1 < ¢ < k, entonces existe una componente
conexa H; para algun j distinto de ¢ que no contiene a u ni a v. Asi, existe
un vértice w en H; tal que no hay un vw-camino en G — e y no hay un uw-
camino en G — e, de esta manera no existe un vw-camino en GG y no existe un
uw-camino en . Como w pertenece a la misma componente conexa que u y
v en (G, entonces P, no es una subgréfica conexa de G, lo cual contradice que
P, es una componente conexa. Por lo tanto, u y v pertenecen a diferentes
componentes conexas en G — e.
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Ahora demostraremos que k£ = 2. Supongamos que k > 3. Sean H; la
componente conexa a la cual pertenece v y H; la componente conexa a la
cual pertenece v, ya que k > 3, entonces existe una componente conexa H, a
la cual no pertenece u ni v. Con el mismo razonamiento dado anteriormente
se tendria que P, no seria componente conexa de G.

Por lo tanto, si e = (u,v) es un puente en G'y n el niimero de componentes
conexas de (G, entonces GG — e tiene exactamente n + 1 componentes conexas
y ademas u queda en una componente conexa distinta a la de v. O

1.3. Arboles

Definicién 1.3.1. Un éarbol es una grafica conexa y sin ciclos.

Definicién 1.3.2. Sea GG una gréfica, definimos a un arbol generador de G
como una subgrafica de G que es un arbol y contiene todos los vértices de G.

Proposicién 1.3.3. Toda arista en un drbol G es un puente.

Demostracion. Supongamos que existe una arista e = (u,v) en G tal que e
no es un puente. Sea G’ la grafica con V(G') = V(G) y E(G') = E(G) —{e},
entonces al no ser e un puente en GG tenemos que GG’ es conexa. Por lo tanto,
existe una uv-trayectoria en G', digamos 77, lo que implica que 77 U (u,v) es
un ciclo en G contradiciendo que G no tiene ciclos.

Por lo tanto, toda arista en GG es un puente. O

Proposicion 1.3.4. Todo drbol, con orden al menos dos, tiene al menos dos
vértices de grado uno.

Demostracion. Sea G un arbol de orden n.

Probamos por inducciéon sobre n.

Base: Si n = 2, entonces el arbol es isomorfo a K, y sus dos vértices
tienen grado 1.

Hipdtesis de induccion: Si G' es un arbol con m vértices tal que 2 < m <
n, entonces G’ tiene al menos dos vértices de grado uno.

Paso inductivo: Sea G un arbol de orden n + 1.

Como n+1 > 3 y toda arista en un arbol es un puente, por la proposicion
1.3.3, la grafica G —e tiene exactamente dos componentes conexas a las cuales
llamaremos T} y T» (por observacién 1.2.15). Note que T y 15 son arboles.

Sin pérdida de generalidad u estda en T7 y v estd en T. Si T y T5 tienen
al menos 2 vértices cada una, entonces sabemos por la hipétesis de induccién
que 17 y T5 tienen al menos dos vértices de grado uno. Por lo tanto, 7T} tiene
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al menos un vértice de grado 1 diferente a u y 75 tiene al menos un vértice
de grado 1 diferente a v. Asi, GG tiene al menos dos vértices de grado uno.
Ahora, sin pérdida de generalidad supongamos que v es un vértice aislado
en Ty, entonces v es de grado uno en G. Por otro lado, como u estd en una
componente conexa con n vértices, entonces por hipétesis de induccion existe
al menos un vértice de grado 1 diferente a u en 7. Por lo tanto, G tiene al
menos dos vértices de grado uno. O

Proposicién 1.3.5. Sea G una grifica. G es un drbol si y solo si para todo
par de vértices de G existe una unica trayectoria que los une.

Demostracion. =] Sea G una grafica.

Supongamos que G es un arbol. Por demostrar que para todo par de
vértices de (G existe una unica trayectoria que los une.

Como G es un arbol, entonces G es conexa lo que implica que para cua-
lesquiera dos vértices u y v en V(@) existe al menos una uv-trayectoria.
Supongamos que entre los vértices u y v existen dos uv-trayectorias diferen-
tes, digamos C y (5. Si C] y C5 comparten los mismos vértices, entonces al
ser trayectorias distintas se tiene que existe una arista (x,y) en Cy que no
estd contenida en Cy. Como {x,y} C V(Cy) y (z,y) ¢ E(C) tenemos que 'y
y son vértices no consecutivos en (. Sin pérdida de generalidad supongamos
que x aparece antes que y en la trayectoria C1, entonces (x,Cy,y) U (y,x) es
un ciclo en G lo cual contradice que GG sea un arbol. Por lo tanto, supongamos
que V(Ch) # V(Cy).

Sea x el primer vértice de C; que no estd en Cy (sabemos que z existe
ya que V(Cy) # V(Cy)). Por otro lado, sea w el primer vértice de la tra-
yectoria (z,C,v) que aparece en Cy (dicho vértice existe ya que (x,Ch,v)
y Cy comparten al menos el vértice v). Si z es el vértice anterior a x en la
trayectoria C', entonces por eleccién de x se tiene que z estd en Cy. Por lo
tanto, si w € V((z,Cy,v)) tenemos que (2, Cy,w) U (w,Cy', 2) es un ciclo
lo cual contradice la definicién de arbol. Si w € V((u,Cs, 2)) tenemos que
(w, Cy,2) U (z,C1,w) es un ciclo en G, lo cual no es posible. Por lo tanto,
existe una unica trayectoria entre u y v.

<] Sea GG una gréfica.

Supongamos que para todo par de vértices u y v en V(G) existe un tinico
camino que los une. Como para todo par de vértices existe un camino que
los une, entonces G es conexa. GG es aciclica ya que en un ciclo cualesquiera
dos vértices estan conectados por dos trayectorias distintas. Por lo tanto, GG
es un arbol. ]

Proposicién 1.3.6. Sea G una grifica. G es un drbol si y solo si G es
aciclica y G+ (u,v) contiene un unico ciclo para cualquier par de vértices no
adyacentes u y v de V(G).
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Demostracion. =] Supongamos que G es un arbol. Sean u y v en V(G) tal
que (u,v) ¢ E(G). Al ser G un érbol existe una wv-trayectoria P en G, lo
que implica que (v,u) U P es un ciclo en G + (u,v).

Por demostrar que G + (u,v) contiene un unico ciclo.

Procederemos por contradiccion.

Supongamos que G + (u,v) contiene dos o mas ciclos.

Sea v un ciclo en G + (u,v) diferente a (v,u) U P. Si la arista (u,v) no
pertenece al ciclo v, entonces v es un ciclo en G lo cual no puede ocurrir
porque G es un arbol. Por lo tanto, (u,v) € E(v).

Supongamos sin pérdida de generalidad que el ciclo v empieza en el vértice
u y termina con la arista (v,u). Como el ciclo 7 es distinto al ciclo (v, u)U P,
entonces la trayectoria (u,7y,v) es distinta a P, lo que implica que existen
dos uv-trayectorias distintas en G lo cual no puede ocurrir por proposicion
1.3.5.

Por lo tanto, G + (u,v) contiene un unico ciclo.

<] Supongamos que G es aciclica y G + (u,v) contiene un tnico ciclo
para cualquier par de vértices no adyacentes u y v de V(G). Como G no
tiene ciclos, entonces solo queda demostrar que G es conexa.

Por demostrar para cualesquiera dos vértices z y y en V(G) existe una
ry-trayectoria.

Sean x y y dos vértices en V(G). Si z y y son adyacentes, entonces existe
una zy-trayectoria en G.

Si x y y no son adyacentes, entonces por hipétesis en G + (x,y) existe
un tunico ciclo v el cual contiene a la arista (x,y), porque G no tiene ciclos.
Supongamos sin pérdida de generalidad que v empieza en el vértice = y
termina con la arista (y, z), lo que implica que (x,,y) es un zy-camino. Por
lo tanto, G es conexa y al ser G una grafica aciclica se concluye que G es un
arbol. [

Teorema 1.3.7. Sea G una grdfica con n vértices, n > 1. Entonces G es un
arbol si y solo si G es conexa y tiene n — 1 aristas.

Demostracion. =] Sea G una grafica con n vértices, n > 1, tal que G es un
arbol.

Por demostrar que G es conexa y tiene n — 1 aristas.

Procederemos por induccion sobre n.

Base: Si G es un arbol con n = 1 vértices, entonces tiene cero aristas,
luego G es conexa y tiene n — 1 aristas.

Hipdtesis de induccion: Si G’ es una grafica con n — 1 vértices tal que G
es un arbol, entonces G’ es conexa y tiene n — 2 aristas.

Paso inductivo: Sea G una gréafica con n vértices y con m aristas tal que
G es un arbol.
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Sin > 2 al ser G un arbol, por la proposicion 1.3.4, G tiene dos vértices
de grado uno. Luego eliminando alguno de los dos vértices de grado uno,
digamos v, y la arista que es incidente a este vértice nos queda una grafica
con n— 1 vértices, m — 1 aristas, la cual es conexa (por la proposicién 1.2.12)
y aciclica. Por lo tanto, G — v es un arbol y asi de la hipdtesis de induccion
se sigue que G — v es conexa y tiene n — 2 aristas. Como v tiene grado uno,
entonces G tiene n — 1 aristas y G es conexa.

<] Sea GG una gréfica conexa con n vértices y n — 1 aristas.

Por demostrar que G es un arbol.

Puesto que G es conexa por hipétesis, entonces solo basta ver que G es
aciclica para que sea un arbol.

Procederemos por induccion sobre n.

Base: Sin =1, entonces G tiene 0 aristas. Por lo tanto, GG es aciclica.

Hipotesis de induccion: Si G’ es una grafica conexa con n — 1 vértices y
n — 2 aristas, entonces G’ es aciclica.

Paso inductivo: Sea GG una grafica conexa con n vértices y n — 1 aristas.

Notemos que G tiene al menos un vértice de grado uno ya que de otra

manera si 0(v) > 2 para todo vértice v de G, entonces 2(n — 1) = > d(v;) >
i=1

n

>~ 2 = 2n, lo que implica que 2n — 2 > 2n lo cual no puede ocurrir. Por lo
i=1

tanto, G tiene al menos un vértice de grado uno.

Sea v un vértice de grado uno en G. Si eliminamos de G el vértice v y
la arista que es incidente a él, entonces G — v es una grafica conexa (por
la proposicién 1.2.12) con n — 1 vértices y n — 2 aristas. Por lo tanto, de la
hipotesis de induccién se sigue que G — v es aciclica. Como v tiene grado uno,
entonces G también es aciclica.

Por lo tanto, G' es un arbol. O

Teorema 1.3.8. Sea G una grdfica. G es conexa si y solo si G tiene al menos
un drbol generador.

Demostracion. <] Sean T un arbol generador de G y vy w vértices de V(G).
Demostraremos que existe un vw-camino en G.

Como V(T) = V(G) y T es conexo, entonces existe un camino entre v y
w en T, digamos C. Puesto que T' es una subgrafica de G, se sigue que C' es
un camino entre v y w en G.

Por lo tanto, G' es conexa.

=] Sea GG una gréfica conexa con n vértices.

Por demostrar que G tiene al menos un arbol generador.

Procederemos por induccion sobre n.
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Base: Si n =1, entonces GG es conexa y aciclica, lo que implica que G es
el arbol generador buscado.

Hipotesis de induccion: Si G’ es una grafica conexa con m vértices tal que
m < n — 1, entonces G’ tiene al menos un arbol generador.

Paso inductivo: Sean GG una gréafica conexa con n vértices, v un vértice

en Gy G, coniend{l,... p}las componentes conexas de G — v.
Por la hipétesis de induccion se tiene que cada componente conexa G; de
G — v tiene un arbol generador T; para cada i en {1,...,p}. Luego, por el

teorema 1.3.7 sabemos que |V(T;)| = |E(T;)| — 1 para cada i en {1,...,p}.
Por otro lado, como G es conexa, entonces v es adyacente al menos a un

p
vértice v; en cada G;. Sea T la gréfica con conjunto de vértices | J V(T;)U{v}y
i=1

p
conjunto de aristas | E(T;)U{(v;,v) : v; € V(G;) paracadaien {1...,p}}.
=1

1=
Como cada T; es conexa y v es un vértice que en T' es adyacente a un vértice
de cada T;, entonces T es una grafica conexa.

Ya que |E(T)| = :ilrEmn +p= [(i VT)) — ) +p= V(T -1, se

sigue del teorema 1.3.7 que 7" es un grbol.
Por lo tanto, G tiene al menos un arbol generador. ]

1.4. Bloques

Definicién 1.4.1. Un vértice de corte en GG es un vértice que al quitarlo
de GG incrementa el niimero de componentes conexas.

Al conjunto de vértices de corte de una gréfica G lo denotamos por W(G).

Definicién 1.4.2. Un bloque B de una gréafica G es una subgrafica de G
maxima por contencién con la propiedad de ser conexa y sin vértices de corte.

Al conjunto de bloques de una grafica G lo denotamos por U(G).

Definicién 1.4.3. Un bloque de una grafica G que contiene exactamente un
vértice de corte de GG se le llama bloque final de G.

Ejemplo 1.4.4. Sea G una grafica donde V(G) = {vy,v9,v3,...,012} ¥
E(G) ={ei,ea,€3,...,€e12}, como lo indica la figura 1.7. Entonces, G es una
grafica inconexa que tiene 3 componentes conexas; el vértice v4 es de corte; los
bloques de G son By, By, By y By donde V(By) = {v1,vs,v3,v4} y E(By) =
{e1,€e9,€3,e4}, V(Bs) = {vg,v5} v E(B2) = {es}, V(B;3) = {vs,v7,08} y
E(B3) = {es,er,es}, V(Ba) = {vg, vi0, V11, v12} ¥ E(Bs) = {eg, €10, €11, €12};
los bloques By y Bs son bloques finales.
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Figura 1.7: Grafica G del ejemplo 1.4.4

Teorema 1.4.5. Sean G una grdfica conexa y v un vértice de G. v es un
vértice de corte si y solo si existen x yy en V(G) tales que toda xy-trayectoria
pasa por v.

Demostracion. =] Supongamos que v es un vértice de corte. Por demostrar
que existen z y y en V(G) tales que toda zy-trayectoria pasa por v.

Como v es un vértice de corte, entonces G — v es una grafica inconexa
lo que implica que existen al menos dos vértices digamos x y y en G — v tal
que no hay caminos en G — v que los une. Por otro lado, como G es conexa,
entonces existe al menos un camino en G' que une a = y y, lo que implica que
todas las trayectorias que unen a x y y en GG pasan por v.

<] Supongamos que existen z y y en V(G) tal que toda zy-trayectoria
pasa por v. Por demostrar que v es un vértice de corte.

Como toda xy-trayectoria pasa por v, entonces en G —v x y y pertenecen
a distintas componentes conexas. Por lo tanto G — v es inconexa, lo cual
implica que por definicién v es un vértice de corte. m

Definicién 1.4.6. Sean G una grafica, W(G) el conjunto de los vértices de
corte de G y U(G) el conjunto de los bloques de G. Definimos la grafica de
bloques y vértices de corte, denotado por Be(G), como sigue:

= V(Bo(G)) = W(G)UU(G); y
» Dado v en W(G)y B en U(G), (v,B) € E(Bc(G)) siy solosiv € B.
Note que B¢ (G) es una gréfica bipartita con biparticion {W(G), U(G)}.

Ejemplo 1.4.7. En la figura 1.8 se exhibe una grafica G y su gréfica de
bloques y vértices de corte.

Teorema 1.4.8. La grdfica de bloques y vértices de corte de una grdfica
conexa es un drbol.
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Figura 1.8: Ejemplo de una grafica GG y su grafica de bloques y vértices de
corte Bo(G)

Demostracion. Sean G una gréfica conexa y Bo(G) su gréfica de bloques y
vértices de corte. Por demostrar que Be(G) es un arbol; es decir, una grafica
conexa y sin ciclos.

Por demostrar que Bo(G) es conexa.

Sean u y v dos vértices en B (G). Consideremos tres casos sobre u y v.

Caso 1. u y v son dos vértices de corte en G.

subcaso 1. u y v pertenecen al mismo bloque en G.

Supongamos que B es un bloque en G que contiene a u y a v, entonces
por definicién de Be(G) se tiene que (u, B,v) es un camino que une a u con

v en Be(G).
subcaso 2. u y v pertenecen a distintos bloques en G.
Al ser G conexa, existe un uv—camino en G, digamos (u, g, ..., Tn, V).

Supongamos que By es un bloque que contiene a u. Sea z;, el primer vértice
del uv-camino que no pertenece al bloque By, entonces por eleccién de z;,
se tiene que existe un bloque distinto de By, digamos By, tal que x;, perte-
nece a B (sabemos que existe x;, porque v no pertenece a By). Como x;, 1
pertenece a By y x;, a B, entonces x;, 1 es un vértice de corte que une al
bloque By con el bloque B;. Asi, (u, By, z;,—1, B1) es un camino en Bo(G).
Siguiendo con el mismo procedimiento podemos llegar a v en Ba(G).

Caso 2. u es un vértice de corte y v un bloque en G.

Si u pertenece al bloque v, entonces u y v son adyacentes en Bg(G),
por definicién de esta grafica. Por lo tanto, supongamos que u no pertenece
al bloque v, entonces tomemos un vértice de corte w en G que pertenece a
v. Como u es diferente de w, entonces por el caso 1 tenemos que existe un
wu—camino en B (G), digamos P. Por otro lado, puesto que w pertenece
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al bloque v, entonces existe una arista que los une en B¢ (G). Por lo tanto,
(v,w) U P es un camino que une a u con v en Ba(G).

Caso 3. u y v son bloques en G.

Si w y v tienen un vértice de corte en comun, entonces sea z un vértice de
corte que pertenece al bloque u y al bloque v. Asi (u, z,v) es un camino en
Bc(G), por definicién de esta grafica. Por lo tanto, supongamos que no existe
un vértice de corte en G que pertenezca a ambos bloques. Sea w un vértice
de corte que pertenece a u. Como w no pertenece al bloque v, entonces por
el caso 2 tenemos que existe un wv-camino en Bo(G), digamos P. Por otro
lado, como w pertenece al bloque u, entonces existe una arista que los une en
Be(G). Por lo tanto, (u,w)U P es un camino que une a u con v en Be(G).

Con lo anterior concluimos que Be(G) es conexa.

Por demostrar que Bo(G) no tiene ciclos.

Procediendo por contradiccién, supongamos que B (G) contiene un ciclo
C, con C=(By, v, B1, v1, ..., vy_1, B, = By). Sea H la subgréfica inducida
por todos los vértices de los bloques que pertenecen al ciclo C.

Demostraremos que H no tiene vértices de corte; es decir, H —v es conexa
para cada v en V(H).

Sea v en V(H), supongamos sin pérdida de generalidad que v € V(By).

Consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. v # vy.

Supongamos que v # vy. Como By—wv es conexa, entonces por el corolario
1.2.11 se tiene que existe un camino cerrado que pasa por todos los vértices
de By — v, digamos Cj. Supongamos que Cj empieza y termina en vy. Luego
para cada i, con 1 < i < n — 2, como B; es conexa, entonces sea D; un
camino que une a v;_; con v;; por otro lado, por el corolario 1.2.11 sabemos
que existe un camino cerrado que pasa por todos los vértices de B;, sea P;
un camino cerrado en B; que empieza y termina en v;.

subcaso 1 v = v,,_;.

En este caso como B,,_; es un bloque entonces B, _; — v es conexa, luego
por el corolario 1.2.11 existe un camino cerrado que pasa por todos los vértices
de B,,_1 que empieza y termina en v,_5 digamos C. Entonces Coy U DU P, U
L.UD;UPU...UD,_9UP,_5UC es un camino que pasa por todos los
vértices de H — v, entonces por teorema 1.2.10 se tiene que H — v es conexa.

subcaso 2 v # v,_1.

En este caso sean D,,_; el camino que une a v,,_o con v,,_1 y P,_1 el camino
cerrado que pasa por todos los vértices de B,,_ el cual empieza y termina en
Un—-1- Entonces C(]UD1UP1U . UDZUBU .UDTLfQUPanUanlUPnfl
es un camino que pasa por todos los vértices de H — v, entonces por teorema
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1.2.10 se tiene que H — v es conexa.

Caso 2. v = vy.

Sean D; y P;, con 2 < ¢ < n — 1, caminos construidos como en el caso
1. Como Bj es un bloque, entonces B; — v es conexa y por corolario 1.2.11
existe un camino cerrado que pasa por todos los vértices de B que empieza
y termina en vy, digamos C}. Como v # v, _1, al ser By un bloque, entonces
By — v es conexa, lo que implica que existe un camino cerrado, digamos Cj,
que pasa por todos los vértices de By — v, el cual empieza y termina en v,,_.
Entonces C;yUD;UPU...UD;,UP,U...UD, oUP, oUD,_1UP,_1UC
es un camino que pasa por todos los vértices de H — v, entonces por teorema
1.2.10 se tiene que H — v es conexa.

Por lo tanto, hemos demostrado que H no tiene vértices de corte, lo cual
contradice la maximalidad de cada bloque de G en H. Por lo tanto, Bo(G)
no contiene un ciclo.

Asi, Be(G) es un arbol. O

Corolario 1.4.9. 5i G es una grdfica conezxa que tiene al menos dos bloques,
entonces G contiene al menos un bloque final.

Demostracion. Por demostrar que G contiene al menos un bloque final.

Sea Bc(G) la grafica de bloques y vértices de corte de G, entonces por
el teorema 1.4.8 sabemos que B¢ (G) es un arbol y, al tener al menos dos
bloques, su orden es mayor a 2. Entonces por la proposicion 1.3.4 se tiene
que B¢ (G) contiene al menos dos vértices de grado 1, digamos vy y vo. Debido
a que los vértices de corte en Bo(G) tienen grado al menos 2, ya que cada
vértice de corte une al menos a dos bloques en G, entonces v; y vs son
bloques de G. Como v; y vy son adyacentes a exactamente un vértice en
Be(G), entonces por definicién de grafica de bloques y vértices de corte se
tiene que vy y vy contienen exactamente un vértice que es de corte en G. Por
lo tanto, GG contiene al menos dos bloques finales, a saber vy y vs. O

Teorema 1.4.10. Sean G una grdfica conezxa, n el nimero de bloques de G
y C(B;) el numero de vértices de corte de G que son vértices del bloque B;.

Sir es el numero de vértices de corte de G, entoncesr =14 (C(B;) —1).
i=1

Demostracion. Probamos por induccion sobre n.
Base: Si n = 1, entonces G es un bloque. Como G no tiene vértices
de corte, se tiene que C(G) = 0 y de esta manerar =0 =14+0—-1 =

1
14+ > (C(By) — 1). Por lo tanto la ecuacién se cumple.
i=1
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Hipdtesis de induccion: Si G' es una grafica conexa con n bloques y C(B})
es el numero de vértices de corte de G’, que son vértices del bloque B,
n
entonces el nimero de vértices de corte de G’ estd dado por 1+ ) (C(B})—1).
i=1
Paso inductivo: Sean G una grafica conexa con n + 1 bloques y C(B;) el
numero de vértices de corte de G que son vértices del bloque B;.
Demostraremos que si r es el nimero de vértices de corte de GG, entonces

F= 143 (OB~ 1),

Como G tiene al menos dos bloques, entonces GG contiene al menos un
bloque final. Sean B un bloque final de G y v el tnico vértice de corte de GG
que pertenece a B. Supongamos sin pérdida de generalidad que B = B,,11.
Sea H la gréfica obtenida de G al remover el conjunto de vértices de V(B)—wv.
Entonces H contiene exactamente n bloques y es conexa, por lo tanto por

n
hipédtesis de induccién 1+ > (Cy(B;) — 1) es el nimero de vértices de corte
i=1

que hay en H.

Como el bloque que removimos de GG era un bloque final tenemos que
Cg(Bny1) — 1 = 0. Por otro lado, si B; es un bloque en H tal que B; no
contiene al vértice v, entonces Cy(B;) = Cq(B;).

Consideremos los siguientes dos casos:

Caso 1. v es un vértice de corte en H.
En este caso, todo bloque B; que contiene al vértice v cumple con que

Cu(By) = Ca(By). Ast 1 = 1+ 2 (Cu(B) = 1) = 1+ 2(Col(B:) — 1) =

1+ i(CG(Bi) -1)+0=1+ i(CG<Bi) — 1)+ (Co(Bpt1) = 1) = 1+

> (Ca(Bi) = 1).
i=1

Caso 2. v no es un vértice de corte en H.

En este caso tenemos que v pertenece a exactamente dos bloques de G. Su-
pongamos sin pérdida de generalidad que v pertenece al bloque B,,, entonces

se cumple que Cy(B,,) = Cg(B,)—1, lo que implica que 14+ > (Cy(B;)—1) =
i=1

n—1 n—1

1+ > (Cy(B;)—1)+Cy(B,) =14+ Ce(Bpy1) =1 =14 > (Ca(B;) — 1)+

i=1 i=1

(Cq(By)—1) =14 Cg(Buy1) — 1. Como v es vértice de corte en GG, entonces
n—1

el nimero de vértices de corte de G es (1+ > (Ca(B;) — 1)+ (Ca(By) —1) —

=1
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Figura 1.9: Grafica G y G°

n+1
14+ Cq(Bni1) — 1)+ 1; es decir, r =1+ > (Cq(B;) — 1). O

i=1

1.5. Graficas asociadas

Definicién 1.5.1. El complemento de una grafica G, denotado por G,
tiene como vértices a V(G) y dos vértices en G° son adyacentes si y solo si
no son adyacentes en G.

Ejemplo 1.5.2. En la figura 1.9 se presenta una grafica G'y su complemento.

Definicién 1.5.3. Dada una gréfica GG, definimos su gréfica de lineas L(G)
como la que cumple que:

» Cada vértice de L(G) es una arista de G; y

» Existe una arista entre dos vértices de L(G) si y solo si las correspon-
dientes aristas en G comparten un vértice en G.

Ejemplo 1.5.4. Sea G una gréfica, donde V(G) = {1,2,3,4} v E(G) =
{a,b,c,d,e}. En la figura 1.10 representamos a la grafica Gy a su grafica de
lineas.

Teorema 1.5.5. Una grdfica conexra G es isomorfa a su grdfica de lineas
L(G) si y solo si G es un ciclo.

Demostracion. <] Sea G una grafica, que es un ciclo, con V(G)={v1,v,. . .,u, },
tal que e; = (v;,v;41) € E(G) para cada i en {1,2,...,n} y vy41 = v1.
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1 b 2 b
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(a) G (b) L(G)

Figura 1.10: Ejemplo de una grafica Gy su gréfica de lineas L(G)

Como e; y ej41 comparten el vértice v,y en G, entonces tenemos que
(ej,ej41) € E(L(G)). Sea f : V(G) — V(L(G)) una funcién tal que f(v;) =
e; para cada i en {1,2,...,n}. Como f es una funcién biyectiva que preserva
adyacencias, entonces G = L(G).

=] Sea GG una gréfica con n vértices y m aristas.

Supongamos que G = L(G). Entonces por definicién de isomorfismos
tenemos que m = n y esto implica que G es una grafica conexa con n vértices
y n aristas.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G no es un ciclo.

Si G no contiene ningun ciclo, entonces como G es conexa se tiene que G
es un arbol, lo que implica que m = n — 1 lo que contradice que m = n (por
el teorema 1.3.7). Por lo tanto, G es conexa y contiene al menos un ciclo sin
ser GG un ciclo.

cicloy

Figura 1.11: Ciclo ~ de la grafica G

Sea T un arbol generador de G el cual existe por el teorema 1.3.8. Como
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G contiene un ciclo tenemos que E(T) C E(G), lo que implica que n — 1 =
[V(L(T))| < |V(L(G))| = n, entonces L(G) tiene exactamente un vértice
méas que L(T'), digamos a = (u,v). Por lo tanto, |E(G)| = |E(T)| + 1 lo que
implica que G tiene exactamente un ciclo v (Por la proposicién 1.3.6).

Como G es una grafica conexa que tiene exactamente un ciclo, a saber
v, pero G no es un ciclo, entonces existen u en los vértices de v y w en
V(G) =V (v) tal que (u,w) € E(G). Por lo tanto, si a y b son las dos aristas
de E(v) que inciden en el vértice u (ver figura 1.11), entonces a, by (u,w)
forman un ciclo de longitud 3 en L(G), el cual es distinto de L(7y) (L(vy) = v
por el regreso del teorema 1.5.5) porque (u, w) no pertenece a los vértices de
L(7). Por lo tanto, L(G) tiene al menos dos ciclos distintos y como G tiene
exactamente un ciclo, entonces esto contradice que G = L(G). Por lo tanto,
no es posible que G no sea un ciclo.

Asi, G es un ciclo. ]

Definicién 1.5.6. Dada una gréfica G y su gréfica de lineas L(G), definimos
la iteraciéon L™(G) como sigue:

» LYG) = L(G).
» ["(G) = L(L"Y(G)) paran > 2.

Corolario 1.5.7. Si~y es un ciclo en G, entonces L™ () es un ciclo isomorfo
avy en L"™(G) para toda m en N.

Demostracion. Sea v un ciclo en G. Por demostrar que L™(y) es un ciclo
isomorfo a y en L™(G) para toda m € N.

Probamos por induccién sobre m.

Base: Sim = 1.

Sea 7 un ciclo en G, entonces por el teorema 1.5.5 v es isomorfo a su
gréafica de lineas L'(y). Puesto que L(7) es subgrafica de L(G) entonces v es
isomorfo a un ciclo de L(G).

Por lo tanto, y es un ciclo isomorfo a L'(y) en L'(G).

Hipdtesis de induccion: Siy es un ciclo en G, entonces L"(y) es un ciclo
isomorfo a y en L"(G) para 1 <n <m — 1.

Paso inductivo: Por demostrar que L™() es un ciclo isomorfo a 7 en
L™(G).

Por hipétesis de induccién L™ () 2 v en L™ }(G). Por otro lado, como
L™ 1(~) es un ciclo, entonces por el teorema 1.5.5 se tiene que L(L™ (7)) =
L™ (y) en L(L™Y(@)), lo que implica que L™(y) = L™ '(y) en L™(G).

Por lo tanto, por la proposicién 1.1.27 tenemos que L™ () = v en L™(G).

[
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Teorema 1.5.8. Sea G una grdfica de tamano q > 1. Si G es conexa, en-
tonces L(G) es coneza.

Demostracion. Sea G una grafica conexa. Por demostrar que para cualquier
par de vértices a y b en V(L(G)) existe un ab-camino en L(G).

Sean e y f dos vértices en L(G). Si e y f son adyacentes en L(G), en-
tonces en L(G) (e, f) es un camino. Por lo tanto, supongamos que e y f son
aristas que no son adyacentes en G.

Afirmacién. Existe un camino en GG que contiene a las aristas e y f.
Sean u y v los extremos de e y w y z los extremos de f. Al ser G conexa
existe un ww-camino, digamos Wi=(u = xq,. . .,xx = w).

» Sizyesvy xp_1 es z, entonces como la arista que une a v con v es e
y la arista que une a w con z es f tenemos que W; es un camino en G
que contiene a las aristas e y f.

= Six; noes vy x,q es z, entonces tenemos que W; es un camino en
G que contiene a la arista f pero no necesariamente a la arista e. Asi,
Cy = (v,u = z¢) UWj es un camino en G que contiene a las aristas e

y f

= Sixyesvy T, noes z, entonces analogamente al caso anterior, se
tiene que P; = Wi U (2, = w, ) es un camino en G que contiene a las
aristas e y f.

» Sizynoesvy x,_qnoes z, entonces Py = (v,u = xo) UW1U(z = w, 2)
es un camino en G que contiene a las aristas e y f.

Por lo tanto, al ser G conexa se tiene que para cualquier par de aristas e y f
en F(G) existe un camino que las contiene.

Observacién 1.5.9. Sea P = (zg,x1,...,21_1,2;) un camino en G tal que
a; = (24, x41) para cada i en {0,1,...1—2,l—1}. Entonces (ag, a1, ..., aj_o,
a;_1) es un camino en L(G).

Por la afirmacién anterior sabemos que existe W un camino en G que
contiene a las aristas e y f, luego de la observacion anterior W induce un
camino Wy, en L(G), donde e y f son vértices del camino W, Sin pérdida de
generalidad, si el vértice e aparece antes que el vértice f, entonces (e, Wy, f)
es un camino que une a ey a f en L(G).

Por lo tanto, para cualquier par de vértices a y b en L(G) existe un

ab-camino en L(G). O
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Figura 1.12: Ejemplo de una grafica Gy su gréfica de saltos J(G)
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e, e,
vi & V2
(c) Ky

(b) J(C4)
*——0
[ ]
(d) J(Ka4)

Figura 1.13: Ejemplos de graficas conexas y sus gréficas de saltos inconexas

Definicién 1.5.10. Dada una gréfica G, definimos su grafica de saltos J(G)

como la que cumple que:

» Cada vértice de J(G) representa una arista de G; y

» Existe una arista entre dos vértices de J(G) si y solo si las correspon-
dientes aristas en GG no comparten un vértice en G.
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Ejemplo 1.5.11. Sea G una grafica, donde V(G) = {1,2,3,4} vy E(G) =
{a = (1,4),b = (1,2),c = (2,3),d = 4,3,e = (2,4)}. Su grafica de saltos
J(G) estd representada en la figura 1.12.

Observaciéon 1.5.12. Note que si tenemos una grafica G su grdfica de saltos
J(G) es el complemento de su grdfica de lineas L(G) como se ve en las figuras
1.9, 1.10 y 1.12.

Como vimos en el teorema 1.5.8, sabemos que si G es conexa, entonces
L(QG) es conexa. En el caso de la gréfica de saltos no es suficiente que G sea
conexa para que J(G) sea conexa como se ve en los ejemplos de la figura
1.13.

En el siguiente teorema se establecen las condiciones para que J(G) sea
conexa.

Teorema 1.5.13. Sea G' una grdfica de tamano q > 1 tal que G 2 Cy y
G 2 Ky. Entonces J(G) es conexa si y solo si G no contiene una arista que
sea adyacente a todas las otras aristas de G.

Demostracion. =] Si ¢ = 1, entonces tenemos que J(G) es conexa y G no
contiene una arista que sea adyacente a las otras aristas de G. Supongamos
que q > 2.

Por demostrar que para cualquier arista e en G existe una arista f en G
tal que e y f no son adyacentes.

Sea e una arista en G. Como e es un vértice de J(G) y J(G) es conexa,
entonces tenemos que el grado del vértice e en J(G) es mayor o igual a 1; es
decir, existe f un vértice en J(G) tal que (e, f) es una arista en J(G) y por
definicién de la grafica de saltos e y f son aristas en G que no son adyacentes
en G.

Por lo tanto, hemos demostrado que G no contiene una arista que sea
adyacente a todas las otras aristas de G.

<] Por demostrar que J(G) es conexa; es decir, para cualesquiera dos
vértices u y v en V(J(G)) existe un uv-camino en J(G).

Por definicién de la grafica de saltos tenemos que cada vértice de J(G)
representa una arista de G es decir, V(J(G)) = E(G). Sean e; y es dos
aristas en F(G).

Caso 1. e; y ey no son adyacentes en G.

En este caso {e1,ea} C V(J(G)) y e1 y e2 son dos vértices adyacentes en
J(G). Por lo tanto, existe un ejes-camino en J(G).

Caso 2. e; y ey son adyacentes en G.

Por hipdtesis e; no es adyacente a alguna arista en GG y es no es adyacente
a alguna arista en G.

Consideremos dos subcasos.
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» Existe una arista ez que no sea adyacente a ey ni a e,.

En este caso, por definicién de grafica de saltos tenemos que {e;, e,
es}C V(@) ¥ (e1,63) € E(J(G)) ¥ (e2.€5) € B(J(G)). Por lo tanto,

C1 = (e, e3,€2) es un camino en J(G) que une a e; con es.

= No existe una arista es que no sea adyacente a e; ni a es.

Afirmacion. Existe e4 que es adyacente a e; y no es adyacente a ey y
existe e5 que es adyacente a e; y no es adyacente a es.

Como ey, por hipdtesis, no es adyacente a todas las aristas en G, en-
tonces existe una arista e; en G que no es adyacente a e; pero como
no existe una arista que no sea adyacente a e; ni a ey, entonces ey es
adyacente a es.

Por otro lado, puesto que e, por hipdtesis no es adyacente a todas las
aristas en (G, entonces con un razonamiento similar al anterior podemos
decir que existe una arista es tal que es adyacente a e; pero no es
adyacente a es.

Si eq y e5 no son adyacentes en G tenemos que {eq, e, eq, e5}C V(J(G))
y Cy = (eq, €4, €5,€2) es un camino en J(G) que une a e; con es.

Si eq y e5 son adyacentes en G, entonces G[{ey, €2, €4, e5}] = Cy y como
G 2 Cy, entonces existe eg en F(G) — {e1, €2, €4, €5}

Si eg es adyacente a ey, es, €4 v e5, entonces como eg no es adya-
cente a todas las aristas en G, se tiene que existe otra arista e; en
E(G) —{e1, ea,e4,€5,66} que no es adyacente a eg.

Si e; es adyacente a eq, eg, €4 y es, entonces G[{ey, ea, ey, €5, €6, €7}]
>~ Ky y como G 2 Ky, se sigue que existe eg en F(G) — {e1, es, €4, €5,
€g, 67}.

Como no existe una arista que no sea adyacente a e; ni a ey, entonces
tenemos tres casos como se ve en la figura 1.14: si eg es adyacente a e
pero no a e; entonces P3 = (eq, es, €5, €2) es un ejeg-camino en J(G);
si eg es adyacente a e; y a ey entonces Py = (61,64,68,65,62) es un
erea-camino en J(G); si eg es adyacente a e; y no es adyacente a eq
entonces Ps5 = (e1, €4, €5, €2) €s un ejex-camino en J(G).

Si e; no es adyacente a ey, e, €4 v e5 al mismo tiempo, entonces como
no existe una arista que no sea adyacente a e; ni a ey, tenemos tres
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Figura 1.15: Posibles casos de e; en el teorema 1.5.13

casos respecto a e7: si e7 es adyacente a ey pero no a eq, ey es adyacente
a e; y a ey, ey es adyacente a e; y no es adyacente a e;. Con un razo-
namiento analogo al hecho con eg tenemos que existe un ejes-camino
en J(G), ver figura 1.15.

Si eg no es adyacente a e, es, €4 v e5 al mismo tiempo, entonces note
que en el parrafo anterior podemos sustituir e; por eg y concluimos que
existe un ejes-camino en J(G).

Por lo tanto, hemos demostrado que J(G) es conexa. [

Definicién 1.5.14. Dada una gréfica G, definimos a la corona de la grafica
G, denotada por cor(G), como la grafica obtenida de G al anadir un nuevo
vértice u por cada vértice v en V(G) y la arista correspondiente (u,v).
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Ejemplo 1.5.15. En la figura 1.17a se muestra la corona de la grafica K.

Teorema 1.5.16. Una grifica conexa G es isomorfa a su grdfica de saltos

J(G) siy solo si G es Cs 0 G es cor(Ks3).

Demostracion. <] Sean G = Cys y J(G) como lo indica la figura 1.16. Por
demostrar que G es isomorfa a J(G).

(a, b)
a

e b (d, c) (d e)

Figura 1.16: C5 y su gréfica de saltos J(C5)

El isomorfismo entre C5 y J(Cj5) esta dado por:
f(a) = (a,0),
f(b) = (d,e),
f(e) = (b,0),

f(d

) = (a,¢),
fle) = (d, ).

Sean G = cor(K3) y J(G) como lo indica la figura 1.17. Por demostrar
que G es isomorfa a J(G).
El isomorfismo entre cor(K3) y J(cor(K3)) esta dado por:

f(a) = (a,d)
fb) = (b,
fle) =

e)

c) = (¢ f)
fd) = (b,¢)
fe) = (a;¢)
f(f) = (a;b).

=] Sea G una gréfica con n vértices y m aristas tal que G = J(G). Por
demostrar que si G' no es Cj, entonces G = cor(K3).
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4 (b,¢)
€ (a, d)
f c b e (a, b) (c, f) (be) (a o)
® ® L @
(a) cor(K3) (b) J(cor(K3))

Figura 1.17: cor(K3) y su grafica de saltos J(cor(K3))

Como por hipétesis G = J(G), entonces por definicién de ismorfismos
tenemos que m = n y esto implica que G es una grafica conexa con n vértices
y n aristas.

Note que G tiene al menos un ciclo ya que si G no contiene ningun ciclo,
entonces como G es conexa se tiene que G es un arbol, lo que implica que
m =n—1 (por el teorema 1.3.7), lo cual contradice que m = n. Por lo tanto,
G es conexa y contiene al menos un ciclo.

Sea T" un arbol generador de G, el cual sabemos que existe por el teorema
1.3.8. Como T es un arbol generador de G, entonces por el teorema 1.3.7
sabemos que |E(T)| = n — 1, lo cual implica que |V (J(T'))| = n — 1. Puesto
que G contiene al menos un ciclo, tenemos que E(T) C E(G), lo que implica
quen—1=|V(J(T))| < |[V(J(G))| = n, entonces J(G) tiene exactamente un
vértice més que J(T'), digamos b = (u,v). Por lo tanto, |E(G)| = |E(T)| + 1
y asi G contiene un tunico ciclo v (Por la proposicién 1.3.6).

Afirmacién 1. G no tiene una trayectoria de longitud 5.

Procediendo por contradiccion, supongamos que G tiene una trayectoria
de longitud 5, digamos C} = (vy,v9, V3,04, V5, 06). Supongamos que a; =
(vi,vi41) con i € {1,...,5}, entonces (ay,as, as,ay) es un ciclo de longitud 3
en J(G),y (a1, a4,as,as,ar) es un ciclo de longitud 4 en J(G), lo que implica
que J(G) tiene al menos dos ciclos y entonces esta no es isomorfa a G porque
en G hay un tnico ciclo.

Por lo tanto, G no tiene una trayectoria de longitud 5.

Sea v = (v1,vs, ..., Uk, v1), con k > 3, el unico ciclo que tiene G.

= Si v es un ciclo de longitud mayor o igual a 6.

Entonces en particular (vy, ve, v3, vy, Us, V) €s una trayectoria de longi-
tud 5, lo cual contradice la afirmacion 1.
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Figura 1.18: Subgrafica de G

Por lo tanto, G no contiene un ciclo de longitud mayor o igual a 6.

= Si 7y es un ciclo de longitud 5.

V3

e

LA"A
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Como por hipétesis G es conexa, G contiene un tnico ciclo y G no es Cf,
entonces existe un vértice w en V(G) — V(Cj5) tal que w es adyacente
a un vértice del ciclo C5, supongamos sin pérdida de generalidad que
w es adyacente a vy. Entonces (w, vy, va, U3, v4, U5) €s una trayectoria de

longitud 5, lo cual contradice la afirmacién 1.

Por lo tanto, G no contiene un ciclo de longitud 5.

= Si 7y es un ciclo de longitud 4.

Como G no tiene trayectorias de longitud 5, entonces GG no tiene una

subgrafica como indica la figura 1.18.

Por otro lado, si G es Cy, entonces J(G) es aciclica, como se muestra
en la figura 1.19, lo que implica que Gy J(G) no son isomorfas. Por lo

tanto, G no es Cj.

Como G no es Cy, G es conexa y G contiene un unico ciclo ~, de
longitud 4, entonces existe un vertice vs en V(G) — V(Cy) tal que vs es
adyacente a un vértice de Cy, supongamos sin pérdida de generalidad
que vs es adyacente a vs. Entonces G y J(G) tienen como subgraficas

a las graficas de la figura 1.20.

G no puede ser la gréafica que indica la figura 1.20a porque G no es
isomorfa a su grafica de saltos exhibida en la figura 1.20b. Asi, puesto
que 7 es el tnico ciclo de G y G es conexa, entonces existe un vértice w
tal que w € V(G) — {vy, v, v3,v4,v5} v w es adyacente a algin vértice

del conjunto {vy, vy, v3, g, Vs }.
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vy ) v, 2
. g b ®d
Va v
e ’ ®
c
(a) G (b) J(G)

vy Va a ® ¢
d b
d ® b
Vy V3
€
e
Vi e
(a) G (b) J(G)

Figura 1.20: Subgrafica de la grafica G y su grafica de saltos

Si w es adyacente a vy 0 vy, entonces G tendria una subgrafica isomorfa
a la grafica 1.18, lo cual ya dijimos que no puede ocurrir.

Si w es adyacente a vy, entonces (vy, vy, Ve, U3, Us, w) €s una trayectoria
de longitud 5 en G, lo cual no es posible.

Si w es adyacente a vy, entonces G y J(G) tienen como subgréficas a
las gréaficas indicadas en la figura 1.21, lo cual no puede ocurrir por-
que J(G) tiene més de un ciclo lo cual implica que Gy J(G) no son
isomorfas.

Si w es adyacente a v3, entonces J(G) contiene como subgréfica a la
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w
L C f b
a @ T 9
vy Vs
d b
Va V3
c
e
o o L ]
‘ Vs a a d
(a) G (b) J(G)

Figura 1.21: La subgréfica de G si w es adyacente a vy y su grafica de saltos

en J(G)

grafica dada en la figura 1.22b lo cual implica que, al ser GG isomorfa
con J(G), G tendria una subgrafica como la que se ve en la figura 1.22b
lo cual no puede ocurrir por lo visto en el caso cuando w es adyacente
a v1. Por lo tanto, w no puede ser adyacente a vs.

a @ ® e
f @ o d
®h
(a) G (b) J(G)

Figura 1.22: Una subgréfica de G si w es adyacente a v y su grafica de saltos

en J(G)

Por lo tanto, como w no puede ser adyacente a ningun vértice del
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conjunto {vy, va, v3,v4, U5}, ya que genera una contradiccién, entonces
se concluye que v no es un ciclo de longitud 4.
= Si 7y es un ciclo de longitud 3 y sus vértices son a, by c.

Primero veamos que G no puede tener como subgrafica a las estructuras
de las imagenes 1.23, 1.24, 1.25 y 1.26 debido a que sus respectivas
graficas de saltos J(G) tiene més de un ciclo.

(ay)

Figura 1.23: La gréfica G y su grafica de saltos J(G)

(a, d)
(d, e)

(a c)

Figura 1.24: La grafica G y su gréfica de saltos J(G)

Tampoco la grafica de la figura 1.27 puede ser una subgrafica de G
porque tiene una trayectoria de longitud 5.
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(a,c)

Vi

(a, f)

Figura 1.26: La grafica G y su gréfica de saltos J(G)

Si G es un ciclo de longitud 3, entonces J(G) consiste de tres vértices
aislados, lo cual no puede ocurrir. Por lo tanto, G tiene mas vértices
fuera del ciclo.

De la conexidad de G tenemos que existe un vértice d fuera del ciclo v
el cual es adyacente a uno de los vértices de . Supongamos sin pérdida
de generalidad que d es adyacente al vértice a.

Si todos los vértices fuera del ciclo son adyacentes a a, entonces la arista
(a,b) es adyacente a todas las aristas de la grafica G, lo que implica
que en J(G) el vértice (a,b) es aislado lo cual no puede ocurrir.

Por la conexidad de G, debido a que G tiene exactamente un ciclo y
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Figura 1.27: Subgréfica de G

puesto que no todas las aristas de G son incidentes con a tenemos que
existe un vértice e fuera del ciclo v, distinto de d, el cual es adyacente
a un vértice del conjunto {b,c,d}.

e Si e es adyacente a d, entonces G tiene como subgrafica a la grafica

de la figura 1.28a.
him
o-
@d] \ (b,c)

(a,b) (a,c)

Figura 1.28: La gréfica F' y su grafica de saltos J(F')

Como la gréfica F'y su grafica de saltos J(F') vistas en la figura
1.28 no son isomorfas, entonces G no puede ser la grafica I, lo que
implica que existe un vértice v; que es adyacente a algin vértice
del conjunto {a, d, b, ¢, e}. Si v; es adyacente a e, entonces G tiene
una trayectoria de longitud 5, a saber (vy,e,d, a,c,b), lo cual no
puede ocurrir.

Si v; es adyacente a b o ¢, entonces G tiene como subgrafica iso-

morfa a la grafica de la figura 1.27, lo cual no puede ocurrir, porque
G no tiene trayectorias de longitud 5.
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Si v; es adyacente a d, entonces G tiene como subgrafica a la
grafica de la figura 1.24a, lo cual no es posible.

Si v; es adyacente a a, entonces G contiene como subgréfica a la
grafica de la figura 1.29a. Como las graficas F'y J(F) de la figura
1.29 no son isomorfas, entonces G no puede ser la grafica F.

Por la conexidad de G y como GG contiene un unico ciclo, entonces
existe un vértice f que es adyacente a algin vértice del conjunto
{a, b, ¢, d, e, v, }.

Si f es adyacente a vy, entonces G tiene como subgrafica isomorfa
a la grafica de la figura 1.25a, lo cual no puede ocurrir porque
J(G) tiene mas ciclos que G.

Si f es adyacente a a, entonces GG tiene como subgrafica isomorfa a

la gréfica de la figura 1.26a, lo cual no puede ocurrir porque J(G)
tiene mas ciclos que G.

Si f es adyacente a d a e a b 0 a ¢ se ve de manera analoga a
cuando v; era adyacente a estos vértices, lo cual nos lleva a una
contradiccion.

(e, d) (a,d)

(3, vy) (b,c)

Figura 1.29: La grafica F'y su gréfica de saltos J(F)

Por lo tanto e no es adyacente a d.

e Si e es adyacente a b o a c.

Sin pérdida de generalidad supongamos que e es adyacente a b.
Por lo tanto, G tiene como subgrafica a la grafica de la figura
1.30.

Como F' no es isomorfa a su grafica de saltos, entonces G' no
b
puede ser la grafica F'. Como GG es conexa y contiene un unico
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e

Figura 1.30: Subgrafica de G

ciclo, entonces existe un vértice v; el cual es adyacente a algin
vértice del conjunto {a,b,c,d, e}.

(b,c)

Vi ®(ab)

(a,vi)

(a,d) (b,e)

Figura 1.31: La gréfica F' y su grafica de saltos J(F')

Note que v; no puede ser adyacente a e o d ya que G tendria
como subgrafica a la grafica de la figura 1.27, lo cual no es posible
porque G no tiene trayectorias de longitud 5.

Si vy es adyacente a a o a b el resultado es el mismo. Por lo tanto,
supongamos sin pérdida de generalidad que v; es adyacente al
vértice a. Por lo tanto G contiene como subgrafica a la grafica F'
de la figura 1.31a, lo que implica que J(F') es una subgrafica de
J(G).

Como G es isomorfa a su grafica de saltos J(G), entonces G con-
tiene una subgrafica isomorfa a J(F'), lo cual no puede ocurrir
porque G' no puede contener un ciclo de longitud 4.
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Si vy es adyacente al vértice ¢, entonces GG contiene una subgrafica
isomorfa a cor(K3) como se ve en la figura 1.17a.

Luego G = F, porque de otra manera, de la conexidad de G
y como G tiene un unico ciclo, entonces GG tendria un vértice f
distinto a los vértices en el conjunto {a, b, ¢, d, e, v} el cual es
adyacente a algtin vértice del conjunto {a, b, ¢, d, e, v1}, lo cual
no puede ocurrir porque G tendria como subgrafica a la gréafica de
la figura 1.23a o tendria como subgrafica a la grafica de la figura
1.27 lo cual ya vimos que no puede ocurrir.

Por lo tanto, G es isomorfa a cor(Ks).

]

Definicién 1.5.17. Dada una grafica G y su grafica de saltos J(G), definimos
la iteracién J"(G) como sigue:

» JYG) = J(G).
» JYG) = J(JHG)) para n > 2.

Corolario 1.5.18. Sea C5 un ciclo en G, entonces J"(C5) es un ciclo iso-
morfo a Cs en J™(G) para todo m en N.

Demostracion. Sea Cy un ciclo en G. Por demostar que J™(C5) es un ciclo
isomorfo a C5 en J™(G) para toda m en N.

Probamos por induccién sobre m.

Base: Sim = 1.

En este caso por el teorema 1.5.16 se tiene que Cj es isomorfo a su grafica
de saltos J'(C5). Puesto que J(C5) es subgréfica de J(G) entonces Cj es
isomorfo a un ciclo en J(Cj).

Por lo tanto, C5 es un ciclo isomorfo a J*(Cs) en J'(G).

Hipdtesis de induccion: Supongamos que J"(C5) es un ciclo que es iso-
morfo a Cs en J"(G) para 1 <n <m — 1.

Paso inductivo: Por demostrar que J™(Cj) es un ciclo isomorfo a Cs en
J™G).

Por hip6tesis de induccién tenemos que J™ 1(C5) = C5 en J™1(G),
entonces por el teorema 1.5.16 se tiene que J(J™ ! (Cs)) = J™1(C5). Asi
J(J™(Cy)) = JmHC5) = Cs y por la proposicién 1.1.27 se tiene que
J(J™ (C5)) = Cs. Puesto que J(J™H(C5)) = J™(C5), J(J"YQG)) =
J™(GQ) y J(J™(C5)) es una subgrafica de J(J™1(Q)), tenemos que J™(C5)

es un ciclo isomorfo a Cs en J"(G). O
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Capitulo 2

Grafica de aristas y vértices de
corte.

En este capitulo se da la definicién de la grafica de aristas y vértices de
corte y se ven algunas propiedades estructurales de esta grafica. Demostramos
que la gréfica de lineas L(G) de G es una subgréfica inducida de G™t y
de G*7, mientras que por otro lado la gréfica de saltos J(G) de G es una
subgrafica inducida de G~ y G~ . Por ultimo se deduce el orden y tamano
de G™.

Definicién 2.0.1. Sean GG una grafica y xy una permutaciéon del conjunto
{+,—}. La gréfica de aristas y vértices de corte G™ es la grafica tal que
V(G™) = E(G) UW(G) y para u 'y v en E(G) UW(G), se tiene que (u,v)
estd en E(G™) si y solo si ocurre alguno de los siguientes casos:

Siz =+, {u,v} C E(G) y uy v son adyacentes en G.

Six=—{u,v} C E(G) y uy v no son adyacentes en G.

Siy=+4,ue E(G)yveW(G), yuy v son incidentes en G.
» Siy=—,u€ E(G)yveW(G),yuy v no son incidentes en G.

Ejemplo 2.0.2. Sea G una grafica donde V(G) = {v1, v, v3, 04, 05,06} ¥
E(G) = {e1, ea, €3, €4, €5}, ver figura 2.1a. Sus 4 graficas de aristas y vértices
de corte estan representadas en la figura 2.1.

De la definiciéon de G*¥ podemos deducir los siguientes resultados.

Proposicién 2.0.3. Sean G una grdfica y G*Y su grdfica de aristas y vértices
de corte. Si L(G) es la grifica de lineas de G, entonces L(G) = GTY[E(G)].

47
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Ve
€3
e, e, e, es
@ L @ L
v, v, Vs V, Vi
(a) G

e
7]
€5 vy

e Va e b
€; €
/ \<G V3 / V3
€,
O v,

€s

(d) G=* (e) G™

Figura 2.1: Ejemplo de una gréafica G'y sus 4 gréficas de aristas y vértices de
corte

Demostracidén. Sea G una grafica. Por demostrar que L(G) = G1Y[E(G)], con

y € {+, =} es decir, V(L(G)) = V(GT[E(G)]) y E(L(G)) = E(GT]E(G)]).

1. Sea L(G) la gréfica de lineas de G. Por definicién V(L(G)) = E(G) y
V(GT[E(G)]) = E(G), lo que implica que V(L(G)) = V(G [E(G

-
)-

2. Por demostrar que (v, w) € E(GTY[E(G)]) siy solosi (v,w) € E(L(G)



49

=] Por hipétesis (v,w) € E(GTY[E(G)]), lo que implica que (v,w) €
E(G"Y) y {v,w} C E(G), por definicién de gréfica inducida por vérti-
ces. Asi, v y w comparten un vértice en G, por definicién de G, lo
que nos lleva a que existe una arista entre v y w en L(G). Por lo tanto,
(v,w) € E(L(G)).

<] Por hipétesis tenemos que (v, w) € E(L(G)), entonces por definicién
vy w son aristas que comparten un vértice en G. Luego, por definicién
de la gréfica de aristas y vértices de corte G tenemos que (v,w) €
E(G™Y).

Por lo tanto, (v, w) € E(GTY[E(G)]) siy solo si (v,w) € E(L(G)).

Por 1y 2 tenemos que L(G) = GTY[E(G)]. O

Proposiciéon 2.0.4. Sean G una grdafica y G™Y su grdfica de aristas y vértices
de corte. Si J(G) es la grdfica de saltos de G, entonces J(G) = G Y[E(GQ).

Demostracion. Sea G una grafica. Por demostrar que J(G) = [ (G)] co
y € {+, —} es decir, V(J(G)) = V(G[E(G)]) y E(J(G)) = ( B (G)])
1. Sea J(G) la grafica de saltos de G. Por definicién V(J(G)) = E(G) y

V(GY[E(G)]) = E(G) entonces V(J(G)) = V(G Y][E(G)]).

2. Por demostrar (v,w) € E(G7Y[E(G)]) siy solo si (v,w) € E(J(G)).

=] Por hipétesis (v,w) € E(G7Y[E(G)]), entonces por definicién de
grafica inducida por vértices tenemos que (v, w) € E(G™Y) con {v,w} C
E(G). Por definicién de G™¥ tenemos que v y w no son adyacentes en
G, lo que implica que existe una arista entre v y w en J(G). Por lo

tanto, (v,w) € E(J(G)).

<] Por hipétesis tenemos que (v,w) € E(J(G)), entonces por defini-
cion de grafica de saltos tenemos que v y w son aristas que no com-
parten un vértice en GG. Luego por definicién de la grafica de aris-
tas y vértices de corte G tenemos que (v,w) € E(G™Y), entonces

(v,w) € E(GTY[E(Q))).
Por lo tanto, (v, w) € E(GY[E(G)]) siy solo si (v,w) € E(J(G)).

Por 1y 2 tenemos que J(G) = G7Y[E(G)]. O

Teorema 2.0.5. Sea G una grdfica conexa no trivial con V(G) ={vy, v,
L Ut BE(G) ={e1, ea, ..., e}, W(G) ={c1, ca, ..., cn}, U(G) ={B1, Ba,
. By}, d; el grado del vértice v; en G, L; el nimero de aristas que inciden
en el vértice de corte ¢; en G y C(B;) el nimero de vértices de corte de G
que son vértices del bloque B;. Entonces
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1. El orden de G* es ¢+ 1+ > (C(B;) — 1)

=1

m

p
2. El tamano de G*~ es —q+ 1> d? + > (¢ — Ly).
i=1 i=1

m

p
3. El tamano de G=F es (151) — 1 ;dg + ;(Ll)

2

(2

P m
4. El tamano de G== es (“3') — 1 > d? + ;(q — L;).

V4 m
5. El tamano de G es —q+ 1 >odi+ 3 L.

=1 =1

Demostracion. Sea G una grafica conexa y no trivial.

Por demostrar que el orden de G*¥ es ¢ + 1 + Y (C(B;) — 1); es decir
i=1

V(G™)| =g+ 1+ é(o(Bi) _1).

Por hipétesis G es una grafica de orden p y tamano ¢, entonces su grafica
de aristas y vértices de corte G* por definicién tiene V(G™) = E(G)UW(G)
y como W(G) N E(G) = 0 tenemos que el orden de G™ es |E(G)| + |[W(G)].

Como |E(G)| = q tenemos que el orden de G™ es g + |[W(G)|.

Por demostrar |W(G)| = 1+ > (C(B;) — 1) con C(B;) el nimero de
=

vértices de corte de G que son vértices del bloque B;.

Suponemos que G no tiene vértices de corte. Como el orden de G*Y es
1
q+|W(G)| y G es conexa entonces [W(G)| =0=14+0-1=1+>(0—1) =

i=1
n

1+ > (C(B;) —1). Por lo tanto, si G no tiene vértices de corte el orden de
i=1

G"Wesq+1+> (C(B;)—1).
i=1
Si G tiene uno o mas vértices de corte por el teorema 1.4.10 tenemos que

n
el nimero de vértices de corte de G es 1 + > (C(B;) — 1).
i=1
Por lo tanto, si G es una grafica conexa no trivial, entonces el orden de

G"esq+1+ i(C’(BZ) —1).
=1

P m
1. Por demostrar que el tamafio de GT~ es —g+ 1 > d? + > (¢ — L;)
—1

7 =1
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El tamanio de G™~ es su ntimero de aristas y por definicién de G*~ se
tiene que (u,v) € E(G*7) si {u,v} C E(G) y uy v son adyacentes en
Gosiue E(G)yveW(G)yuy vno son incidentes en G.

En G dos aristas e;, es son adyacentes si tienen un extremo en comun,
digamos v;. Ese vértice vy es el inico que hace adyacente a ey y es. En-
tonces si un vértice v; tiene grado d; tenemos que existen (é) conjuntos
{e;, e} tal que e; y e; son aristas que tienen al vértice v; en comun en
G. Por lo tanto el nimero total de subconjuntos {u,v} de E(G) tal que
u y v son adyacentes en G es

Y. /d; "L (dy)! di(di —1) _ )
S (3) = Loz - R M = - o -
1 . 2 2 2
§(Zdi>_?q:—q4‘§;di-

i=1

Por otro lado sean e; en E(G) y ¢; en W(G). Sabemos que ¢; y ¢; no
son incidentes en G si el vértice ¢; no es extremo de e;, como L; es el
numero de aristas que inciden en el vértice de corte ¢; en GG, entonces
¢; no es extremo de ¢ — L; aristas en G. Por lo tanto, el nimero de
aristas que no son incidentes con un vértice de corte de G, al existir m

m
vértices de corte en G es > (q — L;).
i=1

P m
Por lo tanto, el tamanio de GT~ es —g+ 1 > d? + > (¢ — Ly).
i=1 i=1

p m
. Por demostrar que el tamafio de G+ es (“0) =2 > d?+ > L.
=1 i=1

El tamano de G~ es su nimero de aristas y por definicién de G~ se
tiene que (u,v) € E(G™7") si {u,v} C E(G) y uy v no son adyacentes
en Gosiue E(G)yveW(G)yuy vson incidentes en G.

Dos aristas e; y es en G no son adyacentes si no tienen un extremo en
comun. Como tenemos que existen (‘2’) parejas de aristas en GG, enton-
ces si le restamos el nimero de parejas de aristas que son adyacentes
obtenemos el nimero de parejas de aristas que no son adyacentes en
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G; es decir
() —q+ = Zdz ‘ q——ZdQ
q@—_l Zd2 —+2q Zd2
q—q+2q Zd2 q+q ng:

p

q(q;rl)_%zd? (¢ +1)! _‘Zd2 (q+1) Zd2
=1

q—l

Por otro lado, sean e; en E(G) y ¢; en W(G). Como e; y ¢; son incidentes
en G si el vértice ¢; es extremo de e; y sabemos que L; es el nimero de
aristas que inciden en el vértice de corte ¢; en GG, entonces ¢; es extremo

de L; aristas. Por lo tanto, el nimero de aristas que son incidentes con
m

un vértice de corte de G al existir m vértices de corte en G es ) L;.
i=1

P m
Por lo tanto, el tamafio de G—+ es (/5') — 2 Z:l d? + ; L;.

3. Por demostrar que el tamano de G~ es (qH) Z d? + Z(q — Ly).

Por definiciéon de G~ se tiene que (u,v) € E(G™7) si {u,v} C E(G)
y uy v no son adyacentes en G osiu € E(G) yv € W(G) y uy v no
son incidentes en G.

q+1)

Por 2 tenemos que ( 5

-3 Z d? es el niimero de parejas de aristas
que no son adyacentes en G. Por 1 sabemos que el numero de aristas

que no son incidentes con un vértice de corte de G es Z(q — L;).
i=1

D m
Por lo tanto, el tamafio de G=~ es (“3") — 3> d? + 3" (¢ — L).
i= i=1

P m
4. Por demostrar que el tamano de G*F es —g+ 3 > d? + Y L;.
i=1 i=1
Por definicién de G** se tiene que (u,v) € E(GT) si {u,v} C E(G)
y u y v son adyacentes en G osiu € F(G)yv € W(G) y uy v son
incidentes en G.
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P

Por 1 tenemos que —q + % >~ d? es el nimero de parejas de aristas que
i=1

son adyacentes en G. Por 2 sabemos que el nimero de aristas que son

m
incidentes con un vértice de corte de G es Y L;.
i=1

P m
Por lo tanto, el tamafio de GT™ es —g+ 1 > d? + > L;.
i=1 i=1



54 CAPITULO 2. GRAFICA DE ARISTAS Y VERTICES DE CORTE.



Capitulo 3

Conexidad de G*Y

En este capitulo se ven las condiciones necesarias y suficientes para que
se cumpla la conexidad de G™ a partir de la conexidad de G.

3.1. Conexidad de G

Teorema 3.1.1. Dada una grdfica G sin vértices aislados, GT es conexa si
y solo si G es coneza.

Demostracion. =] Supongamos que G171 es conexa. Por demostrar que G
es conexa; es decir, para cualquier par de vértices u y v en V(G) existe un
uv-camino en G.

Sean u y v dos vértices en GG. Demostraremos que existe un uv-camino en
G.

Como G no tiene vértices aislados, si v y v comparten una arista, entonces
(u,v) es un camino en G. Por lo tanto, supongamos que u y v son vértices
que no son adyacentes en G.

Consideremos tres casos sobre u y v.

Caso 1. u y v son vértices de corte en G.

Como u y v son vértices de corte en G, entonces {u,v} C V(G*T) lo que
implica que existe un uv-camino en G+, porque G™" es conexa.

Sea P=(u = xg, x1, ..., Tx_1, v = Z) una trayectoria mas corta que une
a u con v en Gt. Como no existe una arista que una a v con v en G*F
tenemos que k > 2y z; € F(G). Supongamos que x; = (u,w;). Sea z; el
primer vértice de corte en G que aparece en (z1, P,v), sabemos que z; existe
porque al menos v es un vértice de corte en G' que esta en (zq, P, v).

Por eleccién de 7 sabemos que todos los x; con j < i son aristas en G.

Observaciéon 1.1 z;, con 1 < j < 4, no tienen como extremo a u.

25
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Procediendo por contradicciéon supongamos que existe x; tal que z; tie-
ne como extremo a u. Entonces esto implicarfa que la trayectoria (u,z;) U
(z;, P,v) es de longitud menor que P, lo cual no es posible.

Como 7 = (u,w ), entonces tenemos que x5 € E(G) y, por definicién de
G™, 19 comparte un vértice en G con x1. Luego por la observacion anterior
2o = (wy,ws). Del mismo modo z3, por definicién de GTF, es una arista en
G que comparte un vértice con x,, ese vértice que comparten no puede ser
wy ya que de otra manera la trayectoria (u, x1,z3) U (x3, P,v) serfa de menor
longitud que P, lo cual no es posible. Entonces x3 = (ws, w3) con wz # w;.
Asi (u, wy, wy, w3) es un camino en G. Seguimos el mismo procedimiento has-
ta llegar a z;_1 la cual es una arista incidente en G con el vértice z;, donde
i1 = (wi—2,w;—1) v {u,wy,...,w;—s,w;_1} son distintos dos a dos. Note
que x; ¢ {wi,ws, ..., wi_s,w;_2} ya que de otra manera si x; = w;, con
1 < j <i—2, entonces la trayectoria (u, P,w;) U (z;, P,v) seria de longitud
menor que P, lo cual no es posible, lo que implica que por definicién de G*+
tenemos que x; = w;_1. Por lo tanto, (u,wy,ws, ..., w;_s, w;_1 = ;) es una
trayectoria en GG. Si x; = v ya tenemos una trayectoria entre u y v en G, de
otra manera volvemos a hacer el mismo procedimiento en (z;, P,v). De esta
manera es posible encontrar un camino entre v y v en G.

Caso 2. u no es un vértice de corte en G y v es un vértice de corte en G.

Como u no es un vértice aislado en G, entonces sean x; una arista en GG que
es incidente en u y wy un vértice en G tal que 21 = (u, wq). Puesto que G es
conexa tenemos que existe un zjv-camino en G**. Sea P’ = (1, ...,v = xy)
una xv-trayectoria més corta en G*T. Sea x; el primer vértice de corte en
G que aparece en P’ sabemos que x; existe porque al menos v es un vértice
de corte en G que estd en P’. Con el mismo procedimiento que en el caso 1
garantizamos la existencia de un uv-camino en G.

Caso 3. Ni u ni v son vértices de corte en G.

Como ni u ni v son vértices aislados en GG, entonces sean x; una arista en
G incidente en u y wy un vértice en G tal que x; = (u,w), x, una arista en G
incidente en v y w, un vértice en G tal que x,, = (v, w,). Puesto que G+ es
conexa tenemos que existe un x1z,-camino en G*+. Sea P" = (1,2, ..., ,)
una trayectoria més corta que une a x; con z,, en G,

Consideremos los siguientes dos casos sobre los vértices de P”.

» Existe un vértice de corte w en G que esta en P”.

Supongamos que w = z; para algin jen {1,2,...,n}. Como (z1, P, w)
es una trayectoria de una arista de G' a un vértice de corte de G en G+,
entonces por el caso 2 existe un ww-camino en G. Sea C' = (w, P”, x,,)
entonces la trayectoria C~! es una trayectoria en G™F que va de una
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E(G) WI(G)
// \\ /ﬁ\\
Xy =(u,wy) \ —O u:xu\
X, =(wy,w,)
Xa=(Wy,w;) X =Wiq

Xi1=(Wi Wi q)

Xiaq=(wW; 4, W)

Figura 3.1: Gréfica de G+

arista de G a un vértice de corte de G en G, entonces por el caso 2
existe un x,w-camino en G. Por lo tanto, existe un uv-camino en G.

» No existe un vértice de corte w en G que estd en P”.

Sean P” = (xy,%3,...,%,) una trayectoria de longitud més corta que
une a r; con x, en Gty x; = (w;_1,w;) con i ={1,2,...,n}.

Observacién 2.1 No existen w; y w; tal que w; = w; con ¢ < j.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existen dos vértices
w; y w; tal que w; = w; en {wp,wy, ws, ..., w,}. Note que w; y w,
no pueden ser dos vértices consecutivos en la trayectoria P” ya que
si lo fueran entonces como x; = (w;_1,w;) y ©; = (w;, w;11) entonces
tendriamos que w;_; = w; entonces x; serfa un lazo lo cual no puede
ocurrir. Entonces, tenemos que x;11 = (w;, wit1) ¥ Tjp1 = (wj, Wjq1)
son vértices de Gt en la trayectoria P” y como por hipétesis w; = w;
tenemos que (u, P”, ;1)U (2,41, P”,v) serfa una trayectoria de menor
longitud que P” lo cual contradice que P” lo es. Por lo tanto, no existen
w; y wj tal que w; = w; con ¢ < j.

Asi por observacién 2.1 tenemos que (wog = w, Wy, Wa, . . ., Wy_1, Wy = V)
es un camino en G.
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Por lo tanto, si Gt es conexa entonces G es conexa.

<] Sea G una grafica conexa. Por demostrar que G es conexa. Es decir
para cualquier par de vértices a y b en V(G™) existe un ab-camino en G*.

Sean a y b vértices en G*+.

Caso 1 a y b son aristas en G.

Por el teorema 1.5.8 y por la proposicion 2.0.3 tenemos que existe un
ab-camino en G*T.

Caso 2 a es una arista en G' y b es un vértice de corte de G.

Por definicién de gréfica de aristas y vértices de corte G™F, b es adya-
cente en GT1 con aristas que son incidentes con b en G. Sea e una arista
incidente con b en G, entonces por el caso 1 existe un ae-camino en G*+.
Sea Cy = (a,xg, ..., Ty e) el camino que une a a con e en Gt*. Como b y
e son adyacentes en Gt tenemos que Cy = (a, zg, ..., Tk, €,b) es el camino
que une a @ con b en G,

Por lo tanto, si a es una arista en G'y b un vértice de corte en GG, entonces
existe un ab-camino en G*T.

Caso 3 a y b son vértices de corte en G.

Al ser G conexa existe un ab-camino en G, digamos C5 = (a, yo, - - - , Yk, b).
Como a es incidente con la arista f = (a,yo) en G, tenemos que (a, f) €
E(G*1), de la misma manera tenemos que para g = (yx, b) (b, g) € E(GT).
Luego por el caso 1 existe un fg-camino en G™, digamos C% = (f, 20, - - ., 2k, 9),
lo que implica que (a, f) U C5 U (g,b) es un camino en G** que une a a con
b.

Por lo tanto, si a y b son vértices de corte en (G, entonces existe un ab-
camino en G*T.

Por lo tanto, si G es conexa, entonces G es conexa. O

3.2. Conexidad de G~

Ahora veamos qué sucede con la grafica G~.

Note que no es suficiente que G sea una gréfica, con ¢ > 2, para que
G~ sea conexa. Para ver esto construyamos una grafica G con al menos dos
aristas.

= Sean By, Bs, ..., B, bloques ajenos por vértices, con n > 2, donde al
n
menos dos bloques tienen al menos una arista y G = |J B;.
i=1
Como G es la unién de n bloques, entonces GG no tiene vértices de
corte. Por otro lado, sean e; una arista del bloque B; y e; una arista
de un bloque diferente a By, entonces al ser e; y e, aristas en diferentes



3.2. CONEXIDAD DE G~ 29

bloques, e; y e; no son incidentes en un vértice en comtn y mas aun
ninguna de las aristas del bloque B; es incidente con una arista de
n

J B;. Por lo tanto, no existe un camino entre e; y es en G, Asi,

1=2
G no es conexa.

» Ahora consideremos a la gréifica G = K .

Como G es una estrella, entonces G tiene un vértice de corte, digamos
v. Puesto que v es un vértice en Gt~ que tiene grado cero entonces
GT™ no es conexa.

» Sea G =K;,UK;, con{p,r} CNy K;,y K, ajenas en vértices.

Como G es la unién de dos estrellas, entonces G tiene dos vértices de
corte, digamos vy v con u € V(K;,) y v € V(K;,). Ya que vy v son
vértices en G1~ vy, por definicién de GT~, v y u son adyacentes en G~
a las aristas que no son incidentes en (G, entonces v es adyacente en
GT~ a todos los vértices en E(K;,) y u es adyacente en G~ a todos
los vértices en E(K,). Por otro lado, por construccién de G no existe
ninguna arista incidente en u que sea adyacente a una arista incidente
en v, lo que implica que en G~ no hay aristas entre E(K;,) y E(K;,),
lo que implica que G™~ no es conexa.

» Sean Bi, Bs,..., B, bloques ajenos por vértices y K;, una estrella
ajena por vértices a cada uno de estos bloques. Consideremos G =
n

Ki,U (U B).
=1

G tiene un vértice de corte, digamos v;. Sea e; una arista de la estrella
K ,. Como e; es un vértice que no es adyacente a v; en GT~ y como
e; no es incidente a un vértice en comin con ninguna de las aristas
de los bloques B; en G, en particular, digamos e;, entonces no existe
un camino entre e; y ¢; en G*. Por lo tanto, tenemos que G*~ no es
conexa.

Note que si a cualquiera de las anteriores cuatro gréaficas le unimos vértices
aislados tenemos que cada uno de esos vértices es un bloque en G y G~ sigue
siendo inconexa.

El siguiente teorema establece las condiciones para que G*~ sea conexa.

Teorema 3.2.1. Para cualquier grifica G sin vértices aislados con tamano
q>2, GT es conexa si y solo si

1. G+ Ky,
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2. G# K, UKy, con K, y Ky, ajenos por vértices.

3. G # |J By; con By, ..., B, bloques ajenos por vértices.
i=1

4. G # K1, U (U B;); con By,...,B, bloques ajenos por vértices y K,
i=1

una estrella ajena por vértices a cada uno de estos bloques.

Demostracion. <] Sea G una gréfica que satisface las condiciones 1, 2, 3, y
4.

Por demostrar que G+~ es conexa.

Caso 1 G es conexa.

Consideremos los siguientes dos subcasos sobre G.

= (G es un bloque.

Como G es un bloque, entonces GG no tiene vértices de corte. Lo que
implica que V(GT~) = E(G). Asi, la proposicién 2.0.3 nos lleva a que
L(G) = G [E(GQ)]; es decir, Gt~ = L(G). Luego por el teorema 1.5.8
L(G) es conexa y por lo tanto tenemos que G*~ es conexa.

» (G tiene al menos un vértice de corte.

Por la proposicién 2.0.3, como L(G) es una subgrafica inducida de Gt~
y por el teorema 1.5.8, L(G) es conexa, entonces L(G) es una subgrafi-
ca conexa de G1~. Luego al ser G una grafica conexa que cumple la
condicién 1, se tiene que para todo vértice de corte en GG existe al menos
una arista a la que no es incidente. Por lo tanto todo vértice de corte
de G es adyacente con al menos una arista en G*~. Por lo tanto, G~
es conexa.

Caso 2 G es inconexa.

Sean G, Go,...,G, las componentes conexas de GG. Por la condicion 3
existe una componente conexa G; tal que G; tiene al menos un vértice de
corte el cual también es un vértice de corte de G.

Consideramos los siguientes dos casos:

» (G tiene solo un vértice de corte.

Sea c en V(G*17) el unico vértice de corte de G, note que ¢ también es
el inico vértice de corte de G;. En este caso por la condicion 4 se tiene
que GG; no es una estrella. Como G; no es una estrella, entonces existe
una arista a en G; tal que a no es incidente en ¢ lo que implica que
(a,c) € E(GT). Por lo tanto, para que G~ sea conexa es suficiente
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demostrar que para cualesquiera dos aristas b y d de G existe un bd-
camino en GT .

Sea {e, f} un subconjunto de E(G).

Note que por la proposicién 2.0.3 y por la definicién de grafica de lineas
se tiene que

G [EG)] = L(G) = | L(Gy). (3.1)

Si ey fson aristas en G que pertenecen a la misma componente conexa
en (¢, entonces por 3.1 y por el teorema 1.5.8, existe un e f-camino en

G .

Si ey f son aristas en GG que no pertenecen a la misma componente
conexa en (&, entonces tenemos los siguientes dos casos

e ¢y f no pertenecen a la misma componente conexa que ¢ en G.
En este caso tenemos que (e, ¢, f) es el camino que une a e con f
en Gt~

e ¢ 0 f pertenecen a la misma componente conexa que ¢ en G.

Sin pérdida de generalidad, digamos que e no pertenece a la misma
componente conexa que ¢ en G. Entonces por la definicién de G+~
tenemos que (e, c¢) € E(G" 7). Por otro lado como a y f pertenecen
a la componente conexa G;, entonces por 3.1 y por el teorema 1.5.8
existe un a f-camino en G*~, digamos C. Por lo tanto, (e, ¢, a)UC}
es un camino entre e y f en G,

Por lo tanto, si G tiene un solo vértice de corte, entonces G~ es conexa.

s (G tiene dos o mas vértices de corte.

e Todos los vértices de corte de G estan en una sola componente

conexa.
Sean G1,...,G;, ..., G, las componentes conexas de GG, G; la com-
ponente conexa que contiene todos los vértices de corte de Gy
w1,Wa,. . . ,wy los vértices de corte de G;, con k > 2. Luego por el

teorema 1.5.8 L(G;) es conexa para toda j, con j € {1,2,...,n}.

Sea a; una arista de la componente conexa G, con j # ¢, note que
a; no es incidente a los vértices de corte de Gy, lo que implica que
(aj,w,) € E(GT7) para toda j, con j € {1,2,...,n} —{i}, y para
toda r, con r € {1,2,...,k}, (por definicién de G*~). Entonces
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Figura 3.2: Grafica de G~ con vértices de corte en una misma componente

a; es incidente a los vértices de corte de G; en GT~. Por otro lado
como (G; no es una estrella entonces para cada vértice de corte
ws en Gy, con s € {1,2,...,r}, existe una arista a;, en G; tal
que a; s no es incidente al vértice de corte ws, lo que implica que
(a; s, ws) € E(GT) (por definicién de G*, ver figura 3.2). Por lo
tanto, GT~ es conexa por lo dicho anteriormente y por 3.1.

Existen al menos dos componentes conexas de G con vértices de
corte.

Sean u y v dos vértices de corte de G. Veremos que existe un
uv-camino en Gt~

Si G es la unién de al menos tres componentes conexas, entonces
como G es una grafica sin vértices aislados tenemos que en cada
componente conexa de G existe al menos una arista.

Como G tiene al menos tres componentes conexas tenemos que
existe una arista e en G a la cual ni v ni v son incidentes en G,
entonces (u, e, v) es un uv-camino en G*~.

Si GG tiene exactamente dos componentes conexas, digamos G y
(G5, entonces por la condicion 2 tenemos que estas componentes
conexas no son estrellas. Si u y v estan en la misma componente
conexa, sin pérdida de generalidad, digamos G, entonces al tener
G2 al menos una arista, digamos e, tenemos que (u,e,v) es un
uv-camino en GT~. Si u y v pertenecen a distintas componentes
conexas, supongamos sin pérdida de generalidad que u € V(G)
y v € V(G3). Como G no es una estrella, entonces existe una
arista a en G tal que a no es incidente en wu, lo que implica
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que (a,u) € E(G*7) y puesto que a y v pertenecen a distintas
componentes conexas tenemos que a no es incidente en v en G lo
que implica que (a,v) € E(G*7). Asi, (u,a,v) es un uv-camino
en G,

Por lo tanto, para cualesquiera dos vértices de corte u y v de G
existe un uv-camino en G+,

Sean e y f dos vértices en GT~ que son aristas en GG. Veremos que
existe un ef-camino en G .

o ey f son aristas en G que pertenecen a una misma compo-
nente conexa.
Sea (7; la componente conexa de GG tal que e y f pertenecen a
E(G;). Como existen al menos dos componentes conexas con
vértices de corte en GG, entonces existe un vértice de corte,
digamos ¢, que no pertenece a la componente conexa G; en
G, lo que implica que ni e ni f son incidentes en c. Por lo
tanto, (e, ¢, f) es un ef-camino en G~

o ey f son aristas en G que no pertenecen a la misma compo-
nente conexas de G.
Sean (G; una componente conexa de G tal que e € E(G;) y G;
una componenate conexa de G tal que f € E(G;). Como exis-
ten al menos dos componentes conexas con vértices de corte,
entonces existe un vértice de corte ¢; tal que e no es incidente
en ¢, lo que implica que (¢1,e) € E(GT7) y también existe
un vértice de corte ¢y tal que f no es incidente en co, enton-
ces (co, f) € E(G17). Y por lo anteriormente visto tenemos
que existe un c¢jco-camino en G, digamos C'. Por lo tanto
(e,e1) UC U (ca, f) es un camino que une a ey f en G

Sean ¢ un vértice de corte de GG y e una arista de G. Por demostrar
que existe un ec-camino en G,

Si ¢ no es incidente a e en G, por definicién de G, se tiene que
(e,c) € E(GT7).

Si ¢ es incidente a e, entonces e y ¢ pertenecen a la misma compo-
nente conexa y como G tiene mas de dos componentes con vértices
de corte, entonces sea ¢; un vértice de corte en una componente
conexa distinta a la de c. Por otro lado, sabemos que existe un
cci-camino en G~ digamos C, y puesto que e y ¢; pertenecen a
distintas componentes conexas, entonces (e, ¢;) € E(GT7). Por lo
tanto, C'U (¢, €) es un camino en G™~ que une a ¢ con e.

Asi, G~ es conexa.
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=] Sea G una grafica con ¢ > 2 tal que G™~ es conexa. Por lo visto ante-
riormente en los ejemplos se concluye que GG cumple las condiciones 1, 2, 3 'y
4. m

Ahora veamos que sucede con la grafica G~+.
No es suficiente que G sea una grafica, con ¢ > 2, para que G~ sea
conexa como se observa en las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6.

° ®
) L,
(a) G =Kj3 (b) G+
® °

() G~

Figura 3.3: Ejemplo de una grafica GG, con ¢ > 2, y sus respectivas graficas
asociadas G~y G~

Note que si a cualquiera de las anteriores cuatro gréficas le unimos vérti-
ces aislados tenemos que cada uno de esos vértices es un bloque en G y G~
sigue siendo inconexa.
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Vv, e Vg e

®
e e, & @ l @ ©2
(2) G = Cy (b) G-+
.
(c) G7~

Figura 3.4: Ejemplo de una grafica GG, con ¢ > 2, y sus respectivas graficas
asociadas G~y G~

3.3. Conexidad de G~

Teorema 3.3.1. Para cualquier grifica G sin vértices aislados con tamano
q>2, G es conexa si y solo si

1. G # Ks,
2. G # Cy,
3 G+ Ky,
4. G # Ky —x (donde z es cualquier arista en K,),

y G no tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las otras aristas tal
que u Yy v no son vértices de corte.

Demostracion. =] Sea G una grafica, con ¢ > 2, tal que G~ es conexa. Por
lo visto anteriormente en los ejemplos de las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6, se
tiene que G cumple las condiciones 1, 2, 3 y 4.

Por otro lado, si G tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las
otras aristas tal que u y v no son vértices de corte, entonces tenemos que
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(a) G = K4 (b) G+

e e P

e, @——1—@ e

€

() G7~

Figura 3.5: Ejemplo de una grafica GG, con ¢ > 2, y sus respectivas graficas
asociadas G~y G~

(u,v) no es adyacente a ningin vértice en G~ que es una arista en G y al
no ser u y v vértices de corte tenemos que (u,v) no es adyacente en G~
a ningun vértice que es un vértice de corte en G. Por lo tanto, (u,v) es un
vértice aislado en G~1, lo que implica que G~ es inconexa, lo cual no es
posible.

Por lo tanto, G no tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las
otras aristas tal que v y v no son vértices de corte.

<] Sea G una gréfica, con ¢ > 2, que cumple las condiciones 1, 2, 3 y 4
y G no tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las otras aristas tal
que v y v no son vértices de corte.

Por demostrar que G~ es conexa.

Consideremos los siguientes casos
Caso 1 G es una gréfica conexa.

Tenemos dos subcasos.

= (G es un bloque.

En este caso G~ = J(G) y como se cumplen las condiciones del teo-
rema 1.5.13 tenemos que G~ es conexa.

» (G es una grafica que tiene al menos un vértice de corte.
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vy e, A e,
e, e, e, e,
e
€5
\'Zt é vy €1
(a) G = K4—1 donde x es cualquier (b) G=F

arista en Ky

(c) G7~

Figura 3.6: Ejemplo de una gréafica GG, con ¢ > 2, y sus respectivas graficas
asociadas G=T y G~

Veamos los siguientes casos.

e (G no tiene una arista que es adyacente a todas las otras aristas.

Por la proposicién 2.0.4 sabemos que J(G) es una subgrafica in-
ducida de G= y por el teorema 1.5.13 tenemos que J(G) es una
subgréfica conexa de G~ y como los vértices de corte de G tienen
grado al menos uno en G, entonces G~ es una gréfica conexa.
G es una gréfica que contiene al menos una arista, digamos e, que
es adyacente a todas las otras aristas.

Al ser e adyacente a todas las otras aristas de (G, entonces por
hipétesis e es incidente con un vértice de corte de GG, digamos c,
entonces tenemos que (e,c) € E(G™T).

Sea f una arista en G tal que e # f. Por demostrar que existe un
ef-camino en G~ . Consideremos los siguientes dos casos:

Si f es incidente a ¢, en G entonces (f,c) € E(G™); por lo tanto,
tenemos que (e, ¢, f) es un camino en G~

Si f no es incidente a c. Al ser ¢ un vértice de corte en G tenemos
que la grafica G — ¢ tiene dos o0 mas componentes conexas. Sea Gy
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la componente de GG — ¢ que contiene a f y sea H una componente
conexa de G — ¢ distinta a G;. Como G es una grafica conexa,
entonces ¢ es adyacente a al menos un vértice de la componente
conexa H, digamos w, si la arista (¢, w) = e, entonces e no seria
adyacente a f, lo cual no puede ocurrir; por lo tanto, (¢, w) # e.
Asi, ((c,w), f) € E(G™), lo que implica que (e, ¢, (¢, w), f) es un
camino en G~T.

Sea v un vértice de corte de G diferente a c. Por demostrar que
existe un ev-camino en G~ 7.

Al ser v un vértice de corte, entonces v tiene al menos una arista
que es incidente a v, digamos ey, entonces (v,e,) € E(G™) y
como existe un camino entre e y cualquier otra arista de G en G~
entonces existe un eex-camino en G~ 1, digamos P. Asi PU (e, v)
es un ev-camino en G~ .

Al existir un camino entre cualquier vértice de corte de G y e en
G~ y al existir un camino entre cualquier arista de G y e en G,
tenemos que G~ es conexa.

Caso 2 G es una gréafica no conexa.

Por la proposicién 2.0.4 y el teorema 1.5.13 tenemos que J(G) es una
subgrafica conexa de G~ 7.

Como ningun vértice de corte es aislado, entonces todo vértice de corte
de G es adyacente a un vértice en G~ 7.

Por lo tanto, G~ es conexa. O

Ahora veamos que sucede con la grafica G~

No es suficiente que G sea una grafica con ¢ > 2 para que G~~ sea
conexa. Si consideremos a la grafica G = K, sea v el vértice de corte de
G; anteriormente vimos en G™~ que v es un vértice aislado, andlogamente
podemos deducir que v es un vértice aislado en G~ por definicién de dicha
grafica. Concluyendo que G~ es inconexa. En las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6
podemos observar mas ejemplos donde G~~ es una grafica inconexa.

Note que si a cualquiera de las gréaficas anteriores le unimos vértices ais-
lados tenemos que cada uno de esos vértices es un bloque en Gy G~ sigue
siendo inconexa.

3.4. Conexidad de G—~

Teorema 3.4.1. Para cualquier grifica G sin vértices aislados con tamano
q>2, G™~ es conexa si y solo si
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b.

e

G # Kip,
G £ K,
G+,
G LK,

G # K, — x (donde x es cualquier arista en K,),

y G no tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las otras aristas.

Demostracion. =] Sea G una grafica, con ¢ > 2, tal que G~ es conexa. Por
lo visto anteriormente en los ejemplos de las figuras 3.3, 3.4, 3.5 y 3.6, se
tiene que G cumple las condiciones 2, 3, 4, 5 y la condicién 1 se cumple por
lo justificado en el parrafo anterior a este teorema.

Ahora vamos a demostrar que G no tiene una arista (u,v) que es adya-
cente a todas las otras aristas.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G tiene una arista (u, v)
que es adyacente a todas las otras aristas. Note que bajo esta suposicién se
tiene que (G es conexa puesto que GG no tiene vértices aislados

= (G no tiene vértices de corte.

En este caso como (u,v) es adyacente a todas las otras aristas de G,
por definicién de G~~ tenemos que (u,v) no es adyacente a ningin
vértice en G~ . Por lo tanto, (u,v) es un vértice aislado en G~ lo que
implica que G~ es inconexa, lo cual no es posible.

» (G tiene vértices de corte.

e u 0 v (0 ambos) son los tinicos vértices de corte en G.

Por definicién de G~ tenemos que (u, v) no es adyacente a ningin
vértice en GG~ el cual es una arista en G y como los tnicos vérti-
ces de corte de G son u o v (0 ambos) tenemos que (u,v) no es
adyacente en G~~ a un vértice que es un vértice de corte en G.
Por lo tanto, (u,v) es un vértice aislado en G~~, lo que implica
que G~ es inconexa, lo cual no es posible.

e G tiene un vértice de corte que no es incidente en (u,v).

Sean ¢ un vértice de corte de G, con ¢ en V(G) — {u,v}, y Gy,
G, ..., G, las componentes conexas de G — ¢, con n > 2. Como
(u,v) no es incidente en ¢, entonces (u, v) estd contenida en alguna
de las componentes conexas de G — ¢; sin pérdida de generalidad
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supongamos que (u,v) es una arista de G1. Note que |V (G;)| =1
para cualquier ¢, con i € {2,...,n}, ya que si existiera G;, para
algin j # 1, tal que |V(G;)| > 1, entonces al ser G conexa existirfa
una arista en G que no es adyacente a (u, v), lo cual no es posible.
Por otro lado, ¢ no es adyacente a ningin vértice de G; para
cualquier 4, con ¢ € {2,...,n}, ya que de otra manera la arista
que uniera a ¢ con un vértice de G; no serfa adyacente a (u,v).
Asi G no es conexa, contradiciendo que GG es una grafica conexa.

Por lo tanto, como los casos anteriores contienen siempre una contradic-
cién tenemos que G no tiene una arista (u,v) que es adyacente a todas las
otras aristas.

<] Sea GG una grafica, con ¢ > 2, que cumple las condiciones 1, 2, 3, 4, 5
y G no tiene una arista que sea adyacente a todas las otras aristas.

Por demostrar G~ es conexa.

Note que al cumplirse las hipdtesis del teorema 1.5.13 tenemos que J(G)
es conexa.

Consideremos los siguientes casos:

Caso 1 G es una gréfica conexa.

Analizaremos los siguientes dos subcasos

= (G es un bloque.

Como G es un bloque, entonces G no tiene vértices de corte, lo que
implica que G=~ = J(G). Asi se concluye que G~ es conexa.

= (G tiene al menos un vértice de corte.

Por la proposicion 2.0.4 tenemos que G-~ [A(G)] = J(G) y como J(G)
es conexa, entonces para ver que G~ es conexa solo basta probar que

para cualquier vértice de corte w de G existe a en las aristas de G tal
que (a,w) € E(G™7).

Sea w un vértice de corte de G. Como no existe una arista que sea
adyacente a todas las demas aristas de (G, entonces existe una arista a
que no es incidente a w, lo que implica que (a,w) € E(G~7).

Por lo tanto G~ es conexa.

Caso 2 G es una grafica inconexa.

Sean G, Ga,..., G, las componentes conexas de (G. Si existe una com-
ponente GG; de G tal que G; es la inica componente de G que tiene aristas,
entonces el resto de las componentes conexas consisten de un solo vértice.
Por lo tanto, G™~ = G~ y asi por el caso 1 se tiene que G~~ es conexa.
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Ahora supongamos que existe mas de una componente conexa que tiene
aristas.

Si G no tiene vértices de corte, entonces por la proposicién 2.0.4 tenemos
que G=~ = J(G) y como J(G) es conexa se concluye que G~ es conexa.

Si G tiene al menos un vértice de corte para ver que G~ es conexa solo
basta probar que para cualquier vértice de corte w de G existe a en las aristas
de G tal que (a,w) € E(G~~), ya que por la proposicién 2.0.4 tenemos que
G A(G)] = J(G).

Sea w un vértice de corte de G. Como no existe una arista que sea adya-
cente a todas las demas aristas de GG, entonces existe una arista a que no es
incidente en w, lo que implica que (a,w) € E(G™).

Por lo tanto G~ es conexa. ]
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Capitulo 4

Iteraciones de G%*Y

En este capitulo veremos como se define la iteracién de G*; demostra-
remos que L"(G) es una subgrifica de G¥)" y también probaremos que
J"(G) es subgrafica de G¥". En la seccién 1 estudiaremos la relacién de
isomorfismo que existe entre la grafica G y la gréfica G**. En la seccién 2
veremos las condiciones para que G+)" sea isomorfa con G. En la seccién 3
veremos las condiciones para que G(~7)" sea isomorfa con G, y en la seccién
4 veremos las condiciones para que G(~7)" sea isomorfa con G.

Definicién 4.0.1. Dada una gréafica de aristas y vértices de corte G*Y, defi-
nimos la iteracion de G*¥ como sigue:

» GV = G,
x GEV" = [G(xy)"fl]l’y para n > 2.

Ejemplo 4.0.2. Sea GG una grafica donde V(G) = {v1,vs,v3,04, 05,06} v
E(G) = {e1, eq,€e3,¢€4,e5}, ver figura 4.1a. Un ejemplo de iteraciones de G
estd representado en la figura 4.1.

Lema 4.0.3. Sean G una grdfica no trivial y n en N. Si L"(G) es no vacia,
entonces L™(G) es una subgrdfica de G9".

Demostracion. Sea G una gréafica no trivial. Por demostrar que L™(G) es una
subgrafica de GH)" si L"(G) es no vacia.

Probamos por induccién sobre n.

Base. Si n = 1, por la proposicién 2.0.3 GTY[E(G)] = L(G), entonces
tenemos que L(G) es una subgréfica de G lo que implica que L*(G) es una
subgréfica de G+,

Por lo tanto, L'(G) es una subgrafica de G,

Hipétesis de induccion: Si L™ '(G) es una grafica no vacfa, entonces
L™ (@) es una subgréfica de GH¥)" "

73
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Vg
€3
e, e, e, es
@  J @ @
A v, V3 V, Vg
(a) G
e, V2
€;
e; V3
€4
es Ov,
1 2
(b) Gt+ =g+t (c) G+

Figura 4.1: Ejemplo de una grafica G y sus dos primeras iteraciones

Paso inductivo: Supongamos que L"(G) es no vacia. Por demostrar que
L™(G) es una subgrafica de G+¥)",

Como L™(G) es no vacia entonces L' (G) es no vacia. Asi, por la hipéte-
sis de induccién se tiene que L™ (@) es una subgrafica de G(H%)"™" entonces
L(L"Y(G)) es una subgrafica de L(GH)" ).

Puesto que (G ) H[E(GHY")] = L(GHY"™) por la proposicién
2.0.3, entonces L"(G) es una subgrafica de (Gt )ty = GU)", O

Lema 4.0.4. Sea G una grdfica no trivial y n en N. Si J*"(G) es no vacia,
entonces J*(G) es una subgrdfica de GC¥)" .

Demostracion. Sea G una grafica no trivial. Por demostrar que J"(G) es una
subgréfica de G=" si J"(G) es no vacia.
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Probamos por induccién sobre n.

Base: Sin =1, por la proposicién 2.0.4 tenemos que J(G) = G7Y[E(G)],
entonces se sigue que J(G) es una subgrafica de G7Y, lo que implica que
JY(G) es una subgrafica de G

Por lo tanto, J'(G) es una subgrafica de G(-¥)".

Hipdtesis de induccién: Si J"'(G) es una grafica no vacfa, entonces
J"1(G) es una subgrafica de GC¥"".

Paso inductivo: Supongamos que J"(G) es no vacia. Por demostrar que
J"(G) es una subgréfica de G(¥)".

Como J"(@G) es no vacia, entonces J"1(G) es no vacia. Asi, por la hipdte-
sis de induccién se tiene que J"1(G) es una subgrafica de GC%""' | entonces
J(J*Y(@)) es una subgréafica de J(GC9").

Puesto que por la proposicién 2.0.4 se tiene que (GC¥" ) ¥[E(G¥")]
= J(GE9"Y), entonces J*(G) es una subgrafica de (GE¥" ) v = GE"

[

-1

4.1. Isomorfismo de G™ con G

El siguiente resultado fue demostrado en [5]. La demostraciéon que se
pressenta es una prueba desarrallada por nosotros; no se sabe si nuestra
prueba es similar a la que se presenta en [5] ya que no fue posible encontrar
el articulo tanto en linea como en forma fisica.

Teorema 4.1.1. Sea G una grdfica conexa. G es isomorfa a su grdfica de
aristas y vértices de corte Gt si y solo si G es un ciclo.

Demostracion. <] Sea G un ciclo. Por demostrar G es isomorfa a su grafica
de aristas y vértices de corte G*+.

Como G es un ciclo, entonces por el teorema 1.5.5 se tiene que G es
isomorfa a su gréfica de lineas L(G). Por otro lado, puesto que G es un
bloque, se tiene que |W(G)| = 0, lo que implica que G+ = GTT[E(G)] vy
por proposicién 2.0.3 tenemos que Gt [E(G)] = L(G). Por lo tanto, G es
isomorfa a su grafica de aristas y vértices de corte G,

=| Sea G una grafica conexa con n vértices que es isomorfa a su gréfica
de aristas y vértices de corte GT1. Por demostrar que G es un ciclo.

Como G es conexa, entonces por el teorema 1.3.8 se sigue que G tiene al
menos un arbol generador, digamos 7. Por el teorema 1.3.7 sabemos que T'
tiene n — 1 aristas, lo que implica que la grafica de aristas y vértices de corte
G™TT tiene al menos n — 1 vértices. Puesto que Gy G son isomorfas, se
sigue que ambas graficas tienen n vértices, lo que implica que |[W(G)| =1 o
|E(G) — E(T)| =1.
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Afirmacién.- W(G) = 0.

Procediendo por contradiccién, supongamos que W (G) # ). Entonces se
tiene que E(G) = E(T), lo que implica que G es un drbol. Sean v un vértice
de corte de Gy v; y v; dos vértices adyacentes a v (v; y v; existen porque
v es un vértice de corte). Por lo tanto, v, (v,v;) y (v;,v) forman un ciclo
de longitud 3 en la gréfica de aristas y vértices de corte GT*. Lo cual no es
posible, porque G es un arbol y G’y G son isomorfas.

Por lo tanto, G no tiene vértices de corte.

Asi, de la afirmacién se concluye que |E(G) — E(T)| = 1.

Como T es un arbol y G tiene una arista mas que 7', digamos (u,v),
entonces T'+ (u,v) = G y por proposicion 1.3.6 T'+ (u,v) es una grafica que
contiene un unico ciclo.

Ahora vamos a demostrar que GG es un ciclo.

Procediendo por contradiccién supongamos que G tiene un ciclo sin ser
G un ciclo.

Sea 7 el tnico ciclo en G. Notemos que L() es un ciclo en G™ porque
L(G) = GT1[E(G)], por la proposicién 2.0.3. Por otro lado, puesto que 7 es
Unico en GG, pero G no es un ciclo, se tienen que existen u en los vértices de
vy wen V(G) —V(y) tal que (u,w) € E(G). Por lo tanto, si a y b son las
dos aristas de v que inciden en el vértice u, entonces a, b y (u,w) forman
un ciclo de longitud 3 en G*7, el cual es distinto de L(v) porque (u,w) no
pertenece a los vértices de L(7), lo cual no es posible porque G* tiene un
tnico ciclo (ya que GT* y G son isomorfas). Por lo tanto, no es posible que
G no sea un ciclo.

Asi, G es un ciclo. O

4.2. Isomorfismo de G*)" con G

Teorema 4.2.1. Sea G una grdfica conexa. Entonces L(G) = GT~ si y solo
si G es un bloque.

Demostracion. =] Sea G una gréfica conexa, con p vértices y ¢ aristas, tal
que L(G) = Gt

Por demostrar que G es un bloque.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G no es un bloque, lo que
implica por la conexidad, que G tiene al menos un vértice de corte; es decir
|[W(G)| > 1. Por otro lado, por definicién L(G) tiene g vértices y G~ tiene
q + |W(G)| vértices. Puesto que |W(G)| > 1, se sigue que ¢ + |W(G)| > ¢,
lo cual contradice que L(G) = G~

Por lo tanto, GG no tiene vértices de corte. Asi GG es un bloque.
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<] Sea GG una gréfica conexa. Supongamos que G es un bloque.

Por demostrar que L(G) = G~

Al ser G un bloque tenemos que G no tiene vértices de corte, lo que
implica que Gt~ = GT~[E(G)]. Por otro lado, por la proposicién 2.0.3 se
tiene que GT[E(G)] = L(G). Asi, L(G) = G*~. O

Teorema 4.2.2. Sea G una grifica conexa. G es isomorfa a su grdfica Gt~
sty solo si G es un ciclo.

Demostracion. <] Supongamos que G es un ciclo. Por demostrar que G es
isomorfa a su grafica de aristas y vértices de corte G

Como G es un ciclo, entonces por el teorema 1.5.5 G es isomorfa a su
grafica de lineas L(G). Por otro lado, como G es un bloque, entonces por el
teorema 4.2.1 tenemos que L(G) = GT. Por lo tanto, G es isomorfa a su
grafica de aristas y vértices de corte G~

=| Sea G una grafica conexa que es isomorfa a su grafica G*~. Por
demostrar G es un ciclo.

Como G es conexa entonces por el teorema 1.3.8 G tiene al menos un
arbol generador. Sea T el arbol generador de G, al ser T un arbol por el
teorema 1.3.7 T tiene n — 1 aristas, lo que implica que la grafica de aristas
y vértices de corte G~ tiene n — 1 vértice de T y al ser G y G*~ isomorfas
por hipétesis, entonces G'y G~ tienen n vértices, lo que implica que G tiene
exactamente un vértice de corte o G tiene exactamente una arista mas que
T.

Afirmacién.- G no tiene vértices de corte.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G tiene un vértice de
corte.

Como G tiene un vértice de corte, entonces G tiene exactamente n — 1
aristas (para que G y G~ tengan la misma cantidad de vértices). Por lo
tanto, puesto que G es conexa, se sigue del teorema 1.3.7 que G es un arbol.

Sea v un vértice de corte de GG, entonces supongamos que G — v tiene
k componentes conexas. Para cada i en {1,...,k} sea G; una componente
conexa de G —v. Ya que (G es conexa, se tiene que v es adyacente a al menos
un vértice de G; para cada i en {1,...,k}. Afirmamos que v es adyacente a
exactamente un vértice en cada ;. Supongamos que existen G; y u y w en
V(G;) tales que u y w son adyacentes a v en G. Sea P un uw-camino en G,
entonces P U (w,v) U (v,u) es un ciclo en G, lo cual no puede ocurrir ya que
G es un arbol. Por lo tanto, para cada ¢ en {1,...,k} existe un vértice v; en
V(G;) tal que (v,v;) € E(G).

Ahora afirmamos que cada componente (G; tiene exactamente un vértice.
Supongamos que G; es una componente conexa tal que existe w en V(G) —
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{vi}. Al ser G; una componente conexa, entonces existe una v;w-trayectoria
en G;, digamos (). Entonces tenemos que (v, v;) UQ es una vw-trayectoria en
G y al ser G un arbol, por la proposicién 1.3.5, se tiene que esa trayectoria
es Unica en G, lo que implica que en G — v; no hay vw-trayectorias. Por lo
tanto, v y v; son dos vértices de corte en GG lo cual no es posible. Por lo tanto,
cada componente G; tiene exactamente un vértice.

Lo demostrado anteriormente implica que G es isomorfa a K y asi en
GT v es un vértice aislado, lo cual no es posible porque G es conexa y G~
es isomorfa a G.

Por lo tanto, G no tiene vértices de corte.

Como T es un arbol y G tiene una arista mas que 7', digamos (u,v),
entonces T+ (u,v) = Gy por la proposicion 1.3.6 T'+ (u,v) es una grafica
que contiene un unico ciclo.

Procediendo por contradiccion; supongamos que G tiene un ciclo sin ser
G un ciclo.

Sea ~y el tnico ciclo en G. Notemos que L(y) es un ciclo en Gt~ porque
L(G) = G [E(G)], por la proposicién 2.0.3. Por otro lado, puesto que v es
unico en GG pero G no es un ciclo, se tienen que existen u en los vértices de
vy wen V(G)—V(y) tal que (u,w) € E(G). Por lo tanto, si a y b son las
dos aristas de v que inciden en el vértice u, entonces a, b y (u,w) forman
un ciclo de longitud 3 en G*, el cual es distinto de L(7y) porque (u,w) no
pertenece a los vértices de L(7), lo cual no es posible porque G*~ tiene un
tnico ciclo (ya que Gt~ y G son isomorfas). Por lo tanto, no es posible que
G no sea un ciclo.

Asi, G es un ciclo. n

Corolario 4.2.3. Sea G una grdfica conexa no trivial, G es isomorfa a
GH)" siy solo si G es un ciclo.

Demostracion. <=| Sea G un ciclo. Por demostrar que G es isomorfa a G+7)"
conn > 1.

Probamos por induccién sobre n.

Base: Si n = 1, por definiciéon G+ = G*=. Por otro lado, por la
proposicién 2.0.3 se tiene que GT[E(G)] = L(G) y puesto que G es un
bloque (ya que G es un ciclo) se sigue del teorema 4.2.2 que G es isomorfa a
su gréafica G

Por lo tanto, G es isomorfa a GT— = GU)",

Hipdotesis de induccion: Si m es tal que 1 < m < n — 1, entonces G es
isomorfa a G+,

Paso inductivo: Por demostrar que G es isomorfa a G(+7)".

Por definicién tenemos que G+)" = [GH+H)"""]*=_ Por otro lado por la
hipétesis de induccion tenemos que G es isomorfa a G(J“_)TH, lo que implica
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que GH)"" es un ciclo. Entonces por el teorema 4.2.2 se tiene que GGH)""
es isomorfo a [G(F)" ]t~

Por lo tanto, G es isomorfa a G(+)".

=] Sea G una gréfica conexa no trivial tal que G es isomorfa a G(+7)",
Por demostrar que G es un ciclo.

Si n =1, entonces por el teorema 4.2.2 tenemos que G es un ciclo.

Por lo tanto, supongamos que n > 2.

La siguiente afirmacion nos ayudara a demostrar que GG es un ciclo.

Afirmacion 1. Si v es un vértice en G y €1, e y e3 son tres aristas
distintas que inciden en v, entonces v = (e, €z, €3,€1) es un ciclo en L(G) el
cual es isomorfo a un ciclo en G(t+)",

Como ey, es v ez inciden en el mismo vértice, entonces por la definicién
de gréfica de lineas se tiene que v = (e, g, €3,€1) es un ciclo en L(G). Por
el corolario 1.5.7 se tiene que, para n > 2, L™ 1(y) es un ciclo isomorfo a
v en L"YL(G)) = L™(G). Luego del lema 4.0.3 se sigue que L"1(v) estd
contenido en G+ . Por lo tanto 7 es un ciclo en L(G) isomorfo a un ciclo
en G4 a saber L"1(y).

Para demostrar que G es un ciclo vamos a proceder por contradiccion
suponiendo que G no es un ciclo.

Caso 1. G es aciclica.

En este caso, como G es conexa, se tiene que G es un arbol.

Afirmacién 2. §(v) < 2 para cada v en V(G).

Procediendo por contradicciéon, supongamos que existe v un vértice de
grado al menos 3. Sean ey, ey y e3 tres aristas de F(G) que son incidentes
en v, entonces por la afirmacién 1 se tiene que v = (eq, €9, €3, €1) es un ciclo
isomorfa a un ciclo en G, lo cual no es posible porque G+ )" es isomorfo
a G la cual es aciclica.

Por lo tanto, para todo vértice v de G tenemos que §(v) < 2.

Afirmacién 3.- G no tiene una trayectoria de longitud 4.

Procediendo por contradiccion supongamos que G tiene una trayectoria
de longitud 4.

Sea Cy = (v1,v2,v3,v4,v5) una trayectoria en G de longitud 4. Por ser
G un arbol se sigue de la proprosicion 1.3.5 que esa trayectoria es la tnica
que une al vértice v; con vs, lo que implica que vy es un vértice de corte en
G. Por otro lado, como las aristas (vs,vs) ¥ (v4,v5) no son incidentes en v,
en G no es incidente en G, entonces vy, (vs,v4) y (v4,v5) forman un ciclo
de longitud 3 en G*~, digamos Cs. Por el corolario 1.5.7 se tiene que C5 es
isomorfo a L™ 1(C3) en L™ 1(GT) para toda m > 2. Luego por el lema
4.0.3 se tiene que L™ '(G*7) es una subgrifica de (G+7)*+)""" y como
(GT)HED™ = QU™ se tiene que L™1(Cs) es un ciclo en GH)™ para
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todo m > 2, lo cual contradice la hipétesis de que G es isomorfo a G+)"
porque estamos suponiendo que G es aciclica.

Por lo tanto, G no tiene una trayectoria de longitud 4 o mayor.

Afirmacién 4.- GG no tiene trayectorias de longitud 3.

Procediendo por contradiccién, supongamos que D; = (vy,vq,v3,04) €S
una trayectoria de longitud 3 en G. Note que V(G) = V(D) ya que de otra
manera si V(G) — V(D;) # () entonces por la conexidad de G existe w en
V(G) — V(D) tal que w es adyacente a un vértice de D;. Si w es adyacente
a vy 0 v3, entonces estos vértices tendrian grado 3 o mayor lo cual no puede
ocurrir por la afirmacion 2. Si w es adyacente a v; 0 a vy, entonces tendriamos
una trayectoria de longitud 4, lo cual no puede ocurrir por la afirmacion 3.
Por lo tanto, G = D, asi G~ es una trayectoria de longitud 4. Luego de
la demostracion de la afirmacion 3 se tiene que G)* contiene un ciclo de
longitud 3 el cual es isomorfo a un ciclo en G*)™ con m > 2. Lo cual no es
posible porque G es aciclica y G+ es isomorfa a G.

Por lo tanto, GG no tiene una trayectoria de longitud 3.

Afirmacion 5.- GG no tiene una trayectoria de longitud 2.

Procediendo por contradiccién, supongamos que Dy = (vq,v2,v3) €s una
trayectoria de longitud 2 en G. Note que V(G) = V(D3) ya que de otra
manera si V(G) — V(Dy) # 0 entonces por la conexidad de G existe w en
V(G) — V(Ds) tal que w es adyacente a un vértice de Dy. Si w es adyacente
a Vg, entonces vy tendria grado 3 lo cual no puede ocurrir por la afirmacion 2.
Por otro lado, si w es adyacente a v; 0 a v3 entonces (G tendria una trayectoria
de longitud 3 lo cual contradice la afirmacion 4. Asi G = Ds, lo que implica
que G~ consiste de una trayectoria de longitud uno y un vértice aislado y
esto nos lleva a que G es un vértice aislado. Por lo tanto, G+, con
m > 3, es la grafica vacia. De esta manera podemos ver que G no es isomorfa
a GH)" 1o cual es una contradiccion.

Por lo tanto, G no es una trayectoria de longitud 2.

De las afirmaciones anteriores se tiene que G no contiene trayectorias de
longitud 2 o mayor y puesto que GG es conexa y no trivial se deduce que G
es isomorfo a K5, lo que implica que G*~ es un vértice aislado. Por lo tanto,
GHE)™ con m > 2 es la gréafica vacia, lo cual contradice la hipétesis de que
G es ismorfa a G(+)".

Caso 2. G tiene al menos un ciclo.

Supongamos que 71, Y2, Y3, --., Y& son todos los ciclos de G. Por el
corolario 1.5.7 y por el lema 4.0.3 se sigue que cada ciclo v; es isomorfo a un
ciclo de G)"| a saber L™(v;).

Consideremos al ciclo v;, como G no es un ciclo y G es conexa, se tienen
que existen u en los vértices de v, y w en V(G) tal que (u, w) € E(G)—E(7y).
Por lo tanto, si a y b son las dos aristas de v; que inciden en el vértice u,
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entonces v = (a, b, (u, w), a) forman un ciclo de longitud 3 en L(G), el cual es
distinto a L(7;) con ¢ € {1,...,k}. Luego por el corolario 1.5.7 tenemos que
L™ () es isomorfo a v en L™(G) para cada m > 2 y por el lema 4.0.3 al
ser L™ (@) no vacfa tenemos que L™(G) es una subgrafica de G+~ Por lo
tanto, L"(y) es un ciclo en G+ el cual es distinto a L™(7;) para toda i en
{1,...,k}. Por lo tanto, G*)" tiene al menos k+ 1 ciclos, lo cual contradice
que Gy GH)" tienen la misma cantidad de ciclos porque son isomorfas.
Como los casos 1 y 2 producen una contradiccion, concluimos que G es
un ciclo. ]

n

4.3. Isomorfismo de GY" con G

Teorema 4.3.1. Sea G una grdfica conexa. Entonces J(G) = G~ si y solo
si G es un bloque.

Demostracion. =] Supongamos que G tiene ¢ aristas y J(G) = G~*. Por
demostrar que G es un bloque. Como G es conexa, entonces solo resta de-
mostrar que G no tiene vértices de corte.

Procediendo por contradiccién, supongamos que GG no es bloque; es decir,
G tiene al menos un vértice de corte. Puesto que G tiene ¢ aristas, enton-
ces |V(J(G))] = q y como G tiene al menos un vértice de corte entonces
V(G| > ¢+ 1, lo que implica que |V (J(G))| # |V(G~)|. Por lo tanto,
J(G) # G~, lo cual contradice que J(G) = G~ 7.

Por lo tanto, G no tiene vértices de corte.

Asi, G es un bloque.

<] Supongamos que G es un bloque. Por demostrar J(G) = G~ 7.

Por la proposicién 2.0.4 se tiene que J(G) = G~ [E(G)] y como G es un
bloque, entonces G no tiene vértices de corte, lo que implica que J(G) = G*~.

O

Teorema 4.3.2. Sea G una grdfica conexa. G es isomorfa a su grdfica G=
sty solo si G es C5 o Ky, para algin natural p > 2.

Demostracion. =] Supongamos que G es isomorfa a su grafica G~. Por
demostrar que G es K, o Cs.

Procediendo por contradiccién supongamos que G es distinta a Cys y a
Ky,

Consideremos dos casos sobre G.

= (G es un bloque.

Como G no tiene vértices de corte, entonces, en particular, G' no es
isomorfa a cor(K3), y puesto que G no es Cj entonces se sigue del
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teorema 1.5.16 que G no es isomorfa a su grafica de saltos. Por otro
lado, por teorema 4.3.1 se tiene que J(G) = G~ .

Por lo tanto, G no es isomorfa a su grafica de aristas y vértices de corte
G, lo cual no es posible.

= (G no es un bloque.
Supongamos que G tiene n vértices.

Como G no es un bloque, entonces GG tiene al menos un vértice de
corte. Por otro lado, puesto que G es una grafica conexa, se sigue del
teorema 1.3.8 que G tiene al menos un arbol generador H. Luego, por
el teorema 1.3.7 se tiene que G posee al menos n — 1 aristas (las aristas
del arbol generador de G).

Note que G no contiene ciclos, de otra manera GG tendria al menos n
aristas, las aristas de H méds una arista e en G que pertenece a un ciclo
y e ¢ E(H). Como por hipdtesis G tiene al menos un vértice de corte,
tenemos que la grafica de aristas y vértices de corte G~ tendria al
menos n + 1 vértices, lo que implica que G~ no es isomorfa a G (ya
que G solo tiene n vértices), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
G no contiene ciclos, y asi G = H.

Por otro lado, si G tiene 2 o mas vértices de corte, entonces la grafica
G~ tiene al menos n+1 vértices, lo que implica que G~ no es isomorfa
a G (ya que G tiene n vértices), lo cual no es posible. Por lo tanto, G
tiene exactamente un vértice de corte, digamos c.

Como G no es de la forma K ,, entonces existe al menos una arista
en GG, digamos (a,b), tal que (a,b) no es incidente en c. Recuerde que
al ser G un arbol, por la proposicion 1.3.5, se tiene que existe una
Unica trayectoria que une a cualquier par de vértices en G. Sea P =
(¢ = xg,x1,...,2, = a) una ca—trayectoria en G. Si k = 1, entonces
(o = ¢,z1 = a,b) es una cb-trayectoria, la cual es tnica en G, lo que
implica que en G — a no hay trayectorias entre ¢ y b, lo cual diria que
a es un vértice de corte, lo cual es una contradiccion con el hecho de
que G solo tiene un vértice de corte. Si k > 2, entonces de la misma
manera podemos asegurar que z; es un vértice de corte, lo cual no es
posible.

Por lo tanto, como los dos casos sobre G no pueden ser posibles, entonces G
es isomorfa a K, o Cs.

<] Supongamos que G es isomorfa a K, o a C5. Por demostrar que G
es isomorfa a su gréfica de aristas y vértices de corte G~
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Si G es isomorfa a (5, entonces por el teorema 1.5.16 G es isomorfa a
su grafica de saltos y como G es un bloque, entonces por el teorema 4.3.1
tenemos que J(G) = G~T. Por lo tanto, G es isomorfa a su grafica de aristas
y vértices de corte G~ .

Si G = Ki,, con p > 2, entonces GG tiene un vértice de corte, digamos
v, el cual es incidente a todas las aristas de G' (que son p aristas), lo que
implica que en G~ todos los vértices que son aristas en G son adyacentes a
v. Por otro lado, todas las aristas en G son adyacentes entre si, ya que todas
las aristas inciden en el vértice v, lo que implica que en G~ ningun vértice
que es una arista en GG es adyacente a otro vértice que es una arista en G.

Por lo tanto, G es isomorfa a K ,, lo que implica que G y G~ son
isomorfas. ]

Corolario 4.3.3. Sea G una grdfica conexa no trivial, G es isomorfa a
GH" siy solo si G es isomorfa a Cs o0 a Ky, para algin natural p > 2.

Demostracion. <] Supongamos que G es isomorfa a C5 o a K, para algin
natural p > 2. Por demostrar que G es isomorfa a GCH" conn > 1.

Probamos por inducciéon sobre n.

Base: Sin = 1, entonces por definicién G = G~+. Por otro lado, por
el teorema 4.3.2 tenemos que G es isomorfa a su grafica G=F.

Por lo tanto, G es isomorfa a G—+ = G-,

Hipotesis de induccion: Si m es tal que 1 < m < n — 1, entonces G es
isomorfa a G(=H)".

Paso inductivo: Por demostrar que G es isomorfa a G(=1)".

Por definicién tenemos que GCH" = [GEH" =+, Por otro lado, de
la hipotesis de induccién se tiene que G = G(_J“)n*l, lo que implica que
G es isomorfa a Cs o a K, ,. Entonces por el teorema 4.3.2 se tiene
que GED"T 2 [GEDTT

Por lo tanto, por la proposicién 1.1.27 se tiene que GG es isomorfa a

(G = g,

=] Supongamos que G es isomorfa a G="". Por demostrar que G es
isomorfa a C5 0 a Kj .

Sin =1, entonces por el teorema 4.3.2 tenemos que G es isomorfa a K,
(0] C5.

Por lo tanto, supongamos que n > 2.

Para demostrar que G es isomorfa a K, o Cs.

Consideremos dos casos sobre G.

Caso 1. GG es aciclica.

En este caso, como G es conexa se tiene que (G es un arbol.

Afirmacién 1.- G no tiene una trayectoria de longitud 3.



84 CAPITULO 4. ITERACIONES DE GXY

Procediendo por contradiccién, supongamos que C7 = (v, v, v3,v4) €S
una trayectoria de longitud 3 en G. Luego, por ser G un arbol se sigue de la
proposiciéon 1.3.5 que esa trayectoria es la tinica que une al vértice v; con el
vértice vy, lo que implica que vy y v3 son vértices de corte en G.

Como las aristas (v1,v2) v (vs,v4) no son adyacentes en G, entonces am-
bas aristas son vértices adyacentes en G~T. Por otro lado, (v1,v9) es adya-
cente a v en G~1 y (v3,v4) es adyacente a v3 en G~7; finalmente, tanto
ve como w3 son adyacentes al vértice (vg,v3) en G, lo que implica que
v = ((v1, v2), v, (ve, v3), s, (V3,v4), (v1,v2)) es un ciclo de longitud 5 en G~

Como v es un ciclo de longitud 5, entonces por el corolario 1.5.18 se tiene
que, para n > 2, J" () es un ciclo isomorfo a v en J*}(G~T). Luego del
lema 4.0.4 se sigue que J* ' (G~T) es subgréfica de (G=T)H" = GEH" 1o
que implica que J"~!(7) esté contenido en G~)". Por lo tanto, v es un ciclo
isomorfo a un ciclo en G=)" | a saber J"~!(v). Entonces G no es isomorfa a
G=)" ya que G es aciclica.

Por lo tanto, GG no tiene una trayectoria de longitud 3 o mayor.

Afirmacién 2.- |V(G)| > 3.

Supongamos por contradiccién, que |V (G)| < 3; es decir |V(G)| = 2, ya
que G es no trivial. Sean vy y v los Unicos vértices de G. Al ser G conexa
se tiene que (v1,vq) es una arista de G. Entonces G~ consiste de un vértice
aislado y GC-F)™ | con m > 2, es una gréfica vacia, lo que implica que G no
es isomorfa a G(~1)" lo cual no es posible.

Por lo tanto, |V (G)| > 3.

Afirmacién 3.- G es isomorfa a K, para algin p > 2.

Como |V(G)| > 3, G es conexa, entonces G tiene al menos un vértice,
digamos v, que es adyacente a al menos dos vértices u y w. Afirmamos que
N(v) = V(G) — {v}. Procediendo por contradiccién, supongamos que existe
vy en V(G) — N(v) U{v}. Como G es conexa, entonces v; es adyacente a un
vértice en N (v)U{v}, digamos z, y puesto que v; no es adyacente a v, se sigue
que v # z. Asi (v, z,v,w) o (v1,2,v,u) es una trayectoria de longitud 3, lo
cual no puede ocurrir por la afirmacién 1. Por lo tanto, N(v) = V(G) — {v};
es decir G es isomorfa a K, para algin p > 2.

Caso 2. G tiene al menos un ciclo.

Como G y G=" son isomorfas, entonces estas gréficas deben tener la
misma cantidad de ciclos, en particular la misma cantidad de ciclos de lon-
gitud 5. Por lo tanto, observe que si y1, 2, ..., 7 son todos los ciclos de
longitud 5 en GG, entonces por el corolario 1.5.18 y por lema 4.0.4 se sigue que
cada ciclo ; es isomorfo a un ciclo de G(~)" a saber J"(v;). En particular,
con el mismo argumento tenemos que J(7;) es un ciclo de longitud 5 para
todaien {1,...,k} en G=T.
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Afirmaciéon 4.- GG no tiene un ciclo de longitud 6 o mayor.

Procediendo por contradiccion, supongamos que Cy=(vq, vq, vs, V4, Us,
...y Ug, V1), con k > 6, es un ciclo en G de longitud k como se ve en la figura
4.2a, entonces D=((v1, va), (v3, v4), (Vk_1, Vi), (vV2, v3), (v4, v5), (v1,02)) s
un ciclo de longitud 5 en G™F, como se ve en la figura 4.2b, en particular
D es un ciclo de longitud 5 en J(G) = G~ T[E(G)]. Note que los vértices de
D provienen del ciclo C] el cual es un ciclo de longitud k£ con £ > 6 en GG
y como para toda i en {1,...,k} los vértices de J(v;) provienen de un ciclo
de longitud 5 en G, entonces D es distinto a J(7;) para toda i en {1,...,k}.
Por lo tanto, G~ tiene al menos k + 1 ciclos de longitud 5.

Como D, J(m1), ..., J(y&) son ciclos de longitud 5 en J(G), entonces
por el corolario 1.5.18 se tiene que J" (D), J" 1 (J(m1)), ..., J" ' (J (1))
son isomorfos a C5 en J" 1(J(G)) = J*(G). Luego del lema 4.0.4, como
JYG) = JH(J(Q)) es una subgrafica de GC" | se sigue que J" (D),
J Y JI(n)), - J"HJ(yk)) estdn contenidos en G(—H".

Por lo tanto, G1)" tiene al menos k + 1 ciclos de longitud 5, y como G
tiene exactamente k ciclos de longitud 5, entonces tenemos que G'y G-
no son isomorfas, lo cual no puede ocurrrir.

Nota: Con un razonamiento similar al anterior tenemos que si G(—H)"
tiene un ciclo de longitud 6 para algin m > 1, digamos A, entonces GEHF
tiene un ciclo de longitud 5 para cada k& > m + 1, a saber J"(\), donde
k =m 4+ r para algin r € N.

vy
(V1,V3)
Vi Vs
8 (vq,vs) (v3,vy)
(o]
Vg vy
\/. (va,v3) (VieVicr)
Va
(a) Ch (b) D

Figura 4.2: Ciclo C; en G y el ciclo D en G~

Por lo tanto, GG no tiene un ciclo de longitud mayor o igual a 6.

Afirmaciéon 5.- Si G tiene un ciclo de longitud 5, entonces G =2 (5.

Procediendo por contradiccion, supongamos que G no es isomorfa a Cj.
Tomemos al ciclo de longitud 5 v = (vy, ve, U3, vy, v5,v1). Como G no es 7y,
entonces consideremos dos casos.
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= V(m) CV(G).

Como V(G) — V(71) # 0, entonces por la conexidad de G, existe un
vértice en V(G) — V(71), digamos vg, que es adyacente a un vértice del
ciclo ;. Supongamos sin pérdida de generalidad que v; es adyacente
a vg como se ve en la figura 4.3a. Entonces D = ((v1,v6), (v2,v3),
(vg,v5), (v1,v2), (v3,v4), (v6,v1)) es un ciclo de longitud 5 en G~F
como se ve en la figura 4.3b, en particular D es un ciclo de longitud
5 en J(G) = GT[E(G)]. Note que los vértices de D provienen de la
trayectoria (vg, v1, V2, V3, Vg, U5), la cual es una trayectoria de longitud 5
en GG, y como para toda i en {1,...,k} los vértices de J(;) provienen
de un ciclo de longitud 5 en G, entonces D es distinto a J(y;) para
todo 7 en {1,...,k}. Por lo tanto, G~ tiene al menos k + 1 ciclos de
longitud 5.

Como D, J(m),. .., J(7x) son ciclos de longitud 5 en J(G), entonces por
el corolario 1.5.18 se tiene que J" (D), J" 1 (J (1)), ..., J" 1 (J (7))
son isomorfos a Cs en J" 1(J(G)) = J*(G). Luego del lema 4.0.4,
como J"(G) = J"1(J(G)) es una subgrifica de G=)" se sigue que
JYD), NI (), -.., JPH(JI () estdn contenidos en G(H)".
Por lo tanto, G- tiene al menos k + 1 ciclos de longitud 5, y como
G tiene exactamente k ciclos de longitud 5, entonces tenemos que G y
G=)" no son isomorfas, lo cual no puede ocurrir.

V3

Vy Vi

(Va,v) (v2,vs)

Vg Vq

(v1,v,) (vg,Vs)

Ve

(a) G (b) J(G)

Figura 4.3: Grafica G y su grafica G- 1T[E(G)]

V(G)| = 5.
En este caso como G es un bloque se sigue del teorema 4.3.1 que J(G) =
G .

Como G no es Cs, entonces existe una arista entre dos vértices no con-
secutivos de Cs, sin pérdida de generalidad supongamos que (vy,v3) €
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E(G). Entonces G~ tiene como subgrafica a la gréfica que se ve en
la figura 4.4b, lo que implica que Dy=((d, f), (b, e), (a,c), (b,d), (c,e),
(d, f)) es un ciclo de longitud 5 en J*(G). Asi, D; es un ciclo de longitud
5 en G(_+)2, por el lema 4.0.4. Note que los vértices de Dy provienen de
la trayectoria (f,d, b, e,c,a), la cual es un trayectoria de longitud 5 en
G,y como para toda i en {1,...,k} J(v;) es un ciclo de longitud 5
en G~ entonces D es distinto de J?(v;) para toda i en {1,...,k}. Por
lo tanto, G- tiene al menos k + 1 ciclos de longitud 5. Luego con
un razonamiento analogo al caso anterior tenemos que G~)" tiene al
menos k + 1 ciclos de longitud 5, y como G tiene exactamente k ciclos
de longitud 5, entonces tenemos que G y G="" no son isomorfas, lo
cual no puede ocurrir.

(a) G (b) G—+ =G’

Figura 4.4: Subgréfica de G y su primera iteracién

Por lo tanto, como si G no es isomorfo a C5 se genera una contradiccién
entonces (G debe ser isomorfo a Cf.

Para las siguientes afirmaciones supongamos que G no tiene ciclos de
longitud 5.

Afirmacion 6.- GG no tiene un ciclo de longitud 4 Cjy.

Procediendo por contradiccion supongamos que G tiene al menos un ciclo
Cy. Consideremos dos casos sobre la cardinalidad de V(G).

- V(@) =4

Si G = (4, entonces G 'y G~ son como se indica en la figura 4.5, lo
que implica que G’ es la grafica completa de dos vértices y G’
consiste de un vértice aislado. Finalmente tenemos que GH™ con
m > 4 es una grafica vacfa. Por lo tanto, G y G"7)" no son isomorfas,
lo cual no es posible.
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(a) G (b) G+ = G

Figura 4.5: Subgrafica de G y su primera iteracién

Si G es completa, como se ve en la figura 4.6a, entonces G~ es como se
indica en la figura 4.6b, lo que implica que G- esla grafica completa
con tres vértices y asi G consiste de tres vértices aislados, de lo
cual se deduce que GH™, con m > 4, es una gréafica vacifa. Por lo
tanto, G y G~1" no son isomorfas.

d
a b f
a e C T
c d e®
b
(a) G (b) G+ = G-

Figura 4.6: Subgrafica de G y su primera iteracién

Por lo tanto, G consiste de un ciclo Cy que contiene una arista interior,
entonces tenemos que G(~%) consiste de dos aristas no adyacentes y de
un vértice aislado, lo que implica que G es la completa Ky y asi
GG1)? consiste de un vértice aislado de lo cual se deduce que G,
con m > 4, es una grafica vacfa. Por lo tanto, G y G no son
isomorfas.

- V(G)| > 4.
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Supongamos que Cy = (v1, Vg, U3, Uy, V1)-

Como V(G) — V(Cy) # 0, al ser G conexa existe un vértice, digamos
vs, en V(G) — V(Cy) que es adyacente a un vértice del ciclo Cy. Sin
pérdida de generalidad, supongamos que v; es adyacente a vs, como se
ve en la figura 4.7a.

Si vy es vértice de corte, entonces (e, ¢, a, vy, b, d, e) es un ciclo de lon-
gitud 6 en G~ ", ver figura 4.7b. Como G~ tiene un ciclo de longitud
6, entonces por la nota de la afirmacién 4 se tiene que GH™ posee al
menos un ciclo de longitud 5 para m > 2 y como G no tiene ciclos de
longitud 5 tenemos que G y G~1" no son isomorfas.

c d
a b
Vi
(a) G (b) G+ = G-

Figura 4.7: Grafica G' y su primera iteracién

Por lo tanto, v; no es vértice de corte, lo que implica que para vs y v
debe existir una vsvs-trayectoria por teorema 1.4.5, digamos P, que no pasa
por el vértice v;.

Sea z el primer vértice de la trayectoria P tal que z € V(Cy), lo cual
ocurre ya que v € V(Cy).

Si z = vy, entonces (v, P, z = v9)U(vq, v3, vy, 1, v5) es un ciclo de longitud
al menos 5 en G, lo cual no puede ocurrir porque estamos suponiendo que
no hay ciclos de longitud 5 y por la afirmacion 4.

Si z = vy, entonces (v, P, z = v4)U(vy, v3, V2, v1, v5) es un ciclo de longitud
al menos 5 en GG lo cual no puede ocurrir porque estamos suponiendo que no
hay ciclos de longitud 5 y por la afirmacién 4.

Por lo tanto z = wv3. Si el vértice vs es adyacente a vs, como se ve en
la figura 4.8a, entonces (a, f,b,d, e, c,a) es un ciclo de longitud 6 en G~
como se ve en la figura 4.8b, lo cual ya sabemos que no puede suceder.
Por lo tanto, vs no es adyacente a vs, lo que implica que (vs, P,z = v3) es
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de longitud al menos 2. Como (vs, P,v3) es de longitud mayor o igual a 2,
entonces (vs, P, z = v3) U (,v3, v2,v1,v5) es un ciclo de longitud al menos 5 en
G lo cual no puede ocurrir porque estamos suponiendo que G no tiene ciclos
de longitud 5 y por la afirmacion 4.

Vy d V3 a f b
o f C
5
e
Vi b Vi c d
(a) @ (b) G =aG=1)"

Figura 4.8: Grafica G y su primera iteracién

Por lo tanto, como los dos casos anteriores nos llevan a una contradiccién,
entonces G no tiene un ciclo de longitud 4.

Afirmacién 7.- G no tiene un ciclo de longitud 3 Cs.

Procediendo por contradiccion, supongamos que G tiene al menos un ciclo
Cs, digamos (vy, ve, v3,v1).

Si G = (3, entonces G~ consiste de tres vértices aislados, lo que implica
que GEH™ con m > 2 es una gréfica vacia. Por lo tanto, G y G no son
isomorfas lo cual no es posible.

Por lo tanto, supongamos que G # Cj3, entonces por la conexidad de G
existe un vértice fuera del ciclo, digamos vy, que es adyacente a un vértice
del ciclo C3, supongamos sin pérdida de generalidad que vy es adyacente a
vy, como se ve en la figura 4.9a. G no puede ser la grafica que se observa en
la figura 4.9a ya que de otra manera G~ es como se indica la figura 4.9b y
G es como se indica en la figura 4.9c.

Como G~ es aciclica y tiene una trayectoria de longitud 3, entonces con
un argumento similar al utilizado en la afirmacion 1 del caso 1 tenemos que
se forma un ciclo de longitud 5 en G*” y ese ciclo es isomorfo a un ciclo
de longitud 5 en GH™ con m > 3. Por lo tanto, G(-)" tiene al menos un
ciclo de longitud 5, lo que implica que G y G=)" no son isomorfas lo cual
no puede ocurrir.

Por lo tanto, G no puede ser la grafica que se observa en la figura 4.9a.

Note que v4 no es adyacente ni a vs ni a vy, ya que G no tiene ciclos de
longitud 4.
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vy

(b,d)

(b) G—F =G, (c) G+,

Figura 4.9: Ejemplo de una grafica G y sus dos primeras iteraciones

Si v no es un vértice de corte, entonces debe existir una vovy-trayectoria,
digamos P’, que no pasa por el vértice v;.

Sea z el primer vértice de la trayectoria P’ tal que z € V(C3), lo cual
ocurre ya que vy € V(Cj3).

Como z € {wy,v3}, entonces tenemos que G tiene el ciclo (vy, P',z =
v9) U (2 = wg,v3,v1,v4) 0 el ciclo (vg, P,z = v3) U (2 = v3,v9,01,04), los
cuales son de longitud al menos 5, pero esto no puede ocurrir porque estamos
suponiendo que G no tiene ciclos de longitud 5 y por la afirmacién 4.

Por lo tanto, de lo anterior concluimos que vy es un vértice de corte y G
no puede tener solo 4 vértices.

Como G tiene al menos 5 vértices, entonces por la conexidad de GG existe
un vértice vs que es adyacente a un vértice de la grafica de la figura 4.9a.

Consideremos los siguientes tres casos sobre vs.
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Vi

(a) G
C
(e,v4)
b
d (cvy) (b,d)
, (bye) (@vi)
e 1
a (d,Vl)
(b) G=F = G (c) J(GTF).

Figura 4.10: Grafica GG, su primera iteracion y la grafica de saltos de la
iteracion

Si vs es adyacente a vy, entonces como vy es vértice de corte de G, se
sigue que la grafica de la figura 4.10a es subgrafica de G, lo que implica que la
grafica de la figura 4.10b es subgrafica de G~. Asi, la gréfica de la figura 4.10c
es subgrafica de G y esto nos lleva a que G no es isomorfa a G, Por
otro lado, como G~ tiene un ciclo de longitud 4, con [V (G~")| > 4, entonces
por lo visto en la afirmacién 6 (caso cuando |V (G)| > 4) si sustituimos G por
G~ en los argumentos obtenemos que G~"™ con m > 3 posee al menos
un ciclo de longitud 5. Por lo tanto, G y G~")" no son isomorfas lo cual no
puede ocurrir.

Por lo tanto, vs no es adyacente a v;. Mas aun, con lo anterior se ha
demostrado que G no tiene subgraficas isomorfas a la grafica de la figura
4.10a

Si vs es adyacente a vs, con un argumento similar al que utilizamos para
ver que v; es vértice de corte en GG, podemos concluir que vs es vértice de
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v, V3 c v e
b

(a) G (b) G—+ = G’

Figura 4.11: Grafica GG y su primera iteracion

corte de G. Entonces la grafica de la figura 4.11a es subgrafica de G y la
grafica de la figura 4.11b es subgrafica de G~. Como G~ tiene un ciclo de
longitud 5 se sigue que por el corolario 1.5.18 y por lema 4.0.4 que G
con m > 1, tiene al menos un ciclo de longitud 5. Por lo tanto, G y Gt1)"
no son isomorfas lo cual no puede ocurrir. El argumento es similar si vs es
adyacente a vs.

Va
Vi d

Vi

e
Va b V3 Va

(a) G (b) G—+ = G-

Figura 4.12: Gréafica GG y su primera iteracién

Por lo tanto, de lo demostrado anteriormente se sigue que v; es adyacente
a v4. Afirmamos que vy es vértice de corte de GG, de otra manera tendriamos
una vsve-trayectoria que no pasa por vy, digamos Q).

Sea z el primer vértice de la trayectoria @ tal que z € V(Cj3), sabemos
que z existe ya que vy € V(C3). Si z € {vg,v3}, entonces G tiene un ciclo
de longitud al menos 5 ver figuras 4.13a y 4.13b, lo cual no es posible. Por
lo tanto, z = v; ver figura 4.14, lo que implica que G tiene una subgrafica
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isomorfa a la grafica de la figura 4.10a, lo cual ya dijimos que no puede
suceder. Por lo tanto v4 es un vértice de corte en G.

Figura 4.14: z = v,

Asi, se sigue que la grafica de la figura 4.12b es una subgrafica de G~ 7.
Como (vy,d, vy, €, c,v1) es un ciclo de longitud 5 en G~ se sigue que G—H",
con m > 2, tiene al menos un ciclo de longitud 5, por el corolario 1.5.18 y
por el lema 4.0.4, lo que implica que G y G=" no son isomorfas, lo cual no
puede ocurrir.

Por lo tanto, GG no tiene un ciclo de longitud 3.

Asi, suponiendo que G no tiene ciclos de longitud 5 se deduce de las
afirmaciones 6 y 7 junto con la afirmacién 4 que G no tiene ciclos, lo cual
contradice la suposicién del caso 2. Por lo tanto, G tiene al menos un ciclo
de longitud 5 y por la afirmaciéon 5 se concluye que G es isomorfa a C5. [
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4.4. TIsomorfismo de G)" con G

Teorema 4.4.1. Sea G una grdfica conexa. Entonces J(G) = G~ si y solo
si G es un bloque.

Demostracion. =] Supongamos que G tiene ¢ aristas y J(G) = G~ . Por
demostrar que G es un bloque. Como G es conexa, entonces solo resta de-
mostrar que GG no tiene vértices de corte.

Procediendo por contradiccion, supongamos que G no es bloque; es decir,
G tiene al menos un vértice de corte. Puesto que G tiene ¢ aristas, enton-
ces |[V(J(G))| = q y como G tiene al menos un vértice de corte entonces
[V(G=)| > ¢+ 1, lo que implica que |V (J(G))| # |V(G~7)|. Por lo tanto,
J(G) # G, lo cual contradice que J(G) = G~ .

Por lo tanto, G no tiene vértices de corte.

Asi, G es un bloque.

<] Supongamos que G un bloque. Por demostrar J(G) = G~ .

Como G es un bloque, entonces G no tiene vértices de corte y por pro-
posicion 2.0.4 se tiene que J(G) = G-~ [E(G)] lo que implica que J(G) =
G O

Teorema 4.4.2. Sea G una grdfica conexa. G es isomorfa a su grafica G~
sty solo si G es Cs.

Demostracion. =] Supongamos que G es isomorfa a su grafica G~~. Por
demostrar que G es Cs.
Procediendo por contradiccion, supongamos que G no es isomorfa a Cf.
Consideremos dos casos sobre G.

= (G es un bloque.

Como G no tiene vértices de corte, entonces, en particular, G no es
isomorfa a cor(K3), y puesto que G no es Cjs, entonces se sigue del
teorema 1.5.16 que GG no es isomorfa a su grafica de saltos. Por otro
lado, por el teorema 4.4.1 se tiene que J(G) = G~

Por lo tanto, G' no es isomorfa a su grafica de transformacién arista-
corte G~ 7, lo cual no es posible.

= (G no es un bloque.
Supongamos que G tiene n vértices.

Como G no es un bloque, entonces GG tiene al menos un vértice de
corte. Por otro lado, puesto que G es una gréfica conexa, se sigue del
teorema 1.3.8 que G tiene al menos un arbol generador H. Luego, por
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el teorema 1.3.7 se tiene que G posee al menos n — 1 aristas (las aristas
del arbol generador de G).

Note que G no contiene ciclos, de otra manera G tendria al menos n
aristas las aristas de H mds una arista e en G que pertenece a un ciclo
y e ¢ E(H). Como por hipdtesis G tiene al menos un vértice de corte,
tenemos que la gréfica de transformaciéon arista-corte G~ tendria al
menos n + 1 vértices, lo que implica que G~~ no es isomorfa a G (ya
que G solo tiene n vértices), lo cual es una contradiccién. Por lo tanto,
G no contiene ciclos, y asi G = H.

Por otro lado, si G tiene 2 o mas vértices de corte, entonces la grafica
(GG~ tiene al menos n+1 vértices, lo que implica que G~ no es isomorfa
a G (ya que G tiene n vértices), lo cual no es posible. Por lo tanto, G
tiene exactamente un vértice de corte, digamos c.

Si todos las aristas de G son incidentes en ¢, entonces ¢ es un vértice
aislado en G~ 7, lo que implica que G y G~ no son isomorfas porque GG
es conexa. Si existe una arista que no es incidente en ¢, digamos (a, b),
tal que (a,b) no es incidente en c. Recuerde que al ser G un arbol, por
la proposicion 1.3.5, se tiene que existe una tnica trayectoria que une
a cualquier par de vértices en G. Sea P = (¢ = xg,21,...,T = a)
una ca—trayectoria en G. Si k = 1, entonces (xg = ¢,z1 = a,b) es una
cb-trayectoria, la cual es unica en G, lo que implica que en G — a no
hay trayectorias entre ¢ y b, lo cual diria que a es un vértice de corte,
lo cual es una contradiccién con el hecho de que G solo tiene un vértice
de corte. Si k > 2, entonces de la misma manera podemos asegurar que
x1 es un vértice de corte, lo cual no es posible.

Por lo tanto, como los dos casos sobre G no pueden ser posibles, entonces GG
es isomorfa a Cf.

<] Supongamos que G es isomorfa a C. Por demostrar que G es isomorfa
a su grafica de aristas y vértices de corte G™~.

Si G es isomorfa a (5, entonces por el teorema 1.5.16 G es isomorfa a
su grafica de saltos y como G es un bloque, entonces por el teorema 4.4.1
tenemos que J(G) = G~ . Por lo tanto, G es isomorfa a su grafica de aristas
y vértices de corte G~ O

Lema 4.4.3. Si G&)" tiene un ciclo de longitud al menos 5 para algin
m > 1, entonces GT)" tiene un ciclo de longitud 5 para toda k > m + 1.

Demostracion. Sea C; = (v1,vs,v3,04,...,v;,v1) un ciclo de longitud j con
j>5en G, Por demostrar que G tiene un ciclo de longitud 5 para
toda k > m + 1. Procederemos por induccion sobre k.
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Base: Si k = m + 1, entonces D =((vy,v2), (vs,v4), (vj,01), (v2,v3),
(v5,v5-1), (v1,v)) es un ciclo de longitud 5 en G2)"""

Por lo tanto, G&)" tiene un ciclo de longitud 5.

Hipotesis de induccion: Si k es tal que m+1 < k < n—1, entonces G(=)"
tiene un ciclo de longitud 5.

Paso inductivo: Por demostrar que G(~7)" tiene un ciclo de longitud 5.

Por la hipétesis de induccion se tiene que G tiene un ciclo de lon-
gitud 5. Sea C5 =(wy, wy, ws, wy, ws, wy) el ciclo de longitud 5 en G
entonces Dy =((w1, ws), (w3, wy), (ws, w), (wa, w3), (wg, ws), (w1, ws)) s un
ciclo de longitud 5 en [GC)" '] = Q)" O

Corolario 4.4.4. Sea G una grafica conexa no trivial, G es isomorfa a
G)" siy solo si G es isomorfa a Cs.

Demostracion. <] Supongamos que G es isomorfa a C5. Por demostrar que
G es isomorfa a G~ con n > 1.

Probamos por induccién sobre n.

Base: Sin = 1, entonces por definicién G~)" = G=—. Por otro lado por
teorema 4.4.2 tenemos que G es isomorfa a su grafica G7.

Por lo tanto G es isomorfa a G—— = G

Hipdotesis de induccion: Si m es tal que 1 < m < n — 1, entonces G es
isomorfa a G(—)™.

Paso inductivo: Por demostrar que G es isomorfa a G(~7)".

Por definicién tenemos que G = [G(-)""']==. Por otro lado, de la
hipétesis de induccidn se tiene que G = G 1o que implica que G
es isomorfa a Cs. Entonces por el teorema 4.4.2 se tiene que GG =
G-

Por lo tanto, por la proposicién 1.1.27 se tiene que G es isomorfa a
(G = g,

=] Supongamos que G es isomorfa a G(=)". Por demostrar que G es
isomorfa a Cj.

Sin =1, entonces por el teorema 4.4.2 tenemos que G es isomorfa a Cs.

Por lo tanto, supongamos que n > 2.

Como G y G=7)" son isomorfas, entonces de haber ciclos en G, tenemos
que estas graficas deben tener la misma cantidad de ciclos, en particular la
misma cantidad de ciclos de longitud 5. Por lo tanto, observe que si vy, ...,
v son todos los ciclos de longitud 5 en GG, entonces por el corolario 1.5.18 y
por lema 4.0.4 se sigue que cada ciclo v; es isomorfo a un ciclo de G(=7)", a
saber J"(~;). En particular, con el mismo argumento tenemos que J(v;) es
un ciclo de longitud 5 para toda i en {1,...,k} en G~

Afirmacién 1.- G no tiene una trayectoria de longitud 5.
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Procediendo por contradiccién, supongamos que Cy = (vq, g, U3, Uy, Vs, Ug)
es una trayectoria de longitud 5 en G.

Como las aristas (v1,v2), (vs,vs4) y (vs,v6) N0 son adyacentes en G, en-
tonces (vy,v2) v (vs,v4) son adyacentes en G~ asi como (vs,vs) y (vs, V)
son adyacentes en G~~. Por otro lado, (v1,v2), (v4,v5) no son adycacentes
en G lo que implica que (v, v9) es adyacente a (vy4,v5) en G~~. Por ltimo
tenemos que la arista (vq,v3) no es adyacente a (v4,v5) y (vs,v6) en G en-
tonces (vq, v3) es adyacente a (vg,vs) y a (vs,vg) en G~ lo que implica que
v = ((v1,v2), (v3,v4), (vs, v6), (V2,v3), (Vg, v5), (v1,v2)) es un ciclo de longitud
5en G

Como 7 es un ciclo de longitud 5, entonces por el corolario 1.5.18 se tiene
que, para n > 2, J"7!(y) es un ciclo isomorfo a v en J""1(G77). Luego del
lema 4.0.4 se sigue que J"'(G~7) es subgrafica de (G=)=)""" = G)",
lo que implica que J" () estd contenido en G(=7)". Por lo tanto, v es un
ciclo isomorfo a un ciclo en G=7)", a saber J"~!(v), lo cual no es posible ya
que J" () no proviene de un ciclo de longitud 5 en G.

Por lo tanto, G no tiene una trayectoria de longitud 5 o mayor.

Para demostrar que G es isomorfa a C5 consideremos dos casos sobre G.

Caso 1.- GG tiene al menos un ciclo.

Afirmacién 2.- G no tiene un ciclo de longitud 6 o mayor.

Procediendo por contradiccion supongamos que Cy = (vy, v, vs, V4, Us,
... Uk, V1), con k > 6, es un ciclo de longitud k, lo que implica que en parti-
cular G tiene una trayectoria de longitud 5, lo cual contradice la afirmacion
1.

Por lo tanto, GG no tiene un ciclo de longitud 6 o mayor.

Afirmacién 3.- Si G tiene un ciclo de longitud 5, entonces G = C5.

Procediendo por contradiccion, supongamos que GG no es isomorfa a Cs.
Tomemos al ciclo de longitud 5 v;=(v1, ve, vs, vy, vs, v1). Como G no es 71,
entonces consideremos los siguientes dos casos.

. V(”}/l) - V(G)

Como V(G) — V() # 0, entonces por la conexidad de G, existe un
vértice en V(G) — V(71), digamos vg, que es adyacente a un vértice del
ciclo v1. Supongamos sin pérdida de generalidad, que v; es adyacente a
v como se ve en la figura 4.15a. Entonces (vg, v1, Ve, U3, 04, U5), €8 una

trayectoria de longitud 5 en G, lo cual no puede ocurrir por afirmacion
1.

- V(@) =5.

En este caso como G es un bloque se sigue del teorema 4.4.1 que J(G) =
G™.
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V3

Vy Vi

(V3,va) 2R

Vs vy

(viv,) (Va,vs)

(a) G (b) J(G)

Figura 4.15: Grafica G'y su gréfica G~ [E(G)]

Como G no es (5, entonces existe una arista entre dos vértices no con-
secutivos de Cs, sin pérdida de generalidad supongamos que (v, v3) €
E(G). Entonces G~ tiene como subgréfica a la grafica que se ve en la
figura 4.16b, lo que implica que Dy=((d, f), (b,€), (a,c), (b,d), (c,e),
(d, f)) es un ciclo de longitud 5 en J?(G). Asi, Dy es un ciclo de longitud
5 en G(__)Q, por el lema 4.0.4. Note que los vértices de Dy provienen
de la trayectoria (f,d, b, e,c,a), la cual es un trayectoria de longitud 5
en G~y como para toda i en {1,...,k} J(v;) es un ciclo de longitud
5 en G, entonces D es distinto de J?(v;) para toda i en {1,...,k}
recordemos que 7y, ..., Y son todos los ciclos de longitud 5 en G. Por
lo tanto, GC)” tiene al menos k + 1 ciclos de longitud 5. Luego con
un razonamiento analogo a la afirmacién anterior tenemos que G(=7)"
tiene al menos k+1 ciclos de longitud 5, y como G tiene exactamente k
ciclos de longitud 5, entonces tenemos que Gy G(~7)" no son isomorfas,
lo cual no puede ocurrir.

Por lo tanto, como los casos anteriores generan una contradiccion entonces
G debe ser isomorfo a Cs.

Ahora supongamos que G no tiene ciclos de longitud 5.

Afirmacién 6. GG no tiene un ciclo de longitud 4 C}.

Procediendo por contradiccion supongamos que G tiene al menos un ciclo
Cy. Consideremos dos casos sobre la cardinalidad de V(G).

» |V(G)] = 4.
Si G = (Y, entonces G y G~ son como se indica en la figura 4.17, lo
que implica que GC)” es isomorfa a Ko y G consiste de un vértice
aislado, lo que implica que G=7)", con m > 4, es una gréfica vacia.
Por lo tanto, G y G(-7)" no son isomorfas, lo cual no es posible.
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e
b c y
€ b
a d
e a d
(a) G (b) G— =G

Figura 4.16: Subgrafica de G y su primera iteracion

(a) G (b) G—= = G

Figura 4.17: Subgréafica de GG y su primera iteracion

Si G es completa, como se ve en la figura 4.18a, entonces G~ es como
se indica en la figura 4.18b, lo que implica que G consiste de un
ciclo de longitud tres y G)? consiste de tres vértices aislados. Por lo
tanto, G(-7)™ con m > 4, es una grafica vacfa. Asf, G y G )" no son
isomorfas.

Por lo tanto, como G no es Cy ni K, entonces el ciclo Cy de GG contiene
una arista interior. Puesto que GG es una subgrafica propia de la gréfica
de la figura 4.18a, entonces G~7)" no contiene ciclos de longitud 4. Por
lo tanto, G y G~7)" no son isomorfas.

V(G)| > 4.

Primero veamos que la grafica de la figura 4.19 no puede ser una
subgrafica de G ya que C' = (a,c¢,e,d, b, f,a) es un ciclo de longitud 6
en G~ y por el lema 4.4.3 tenemos que G con k > 2 tiene un ciclo
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d
a b f
a =] C T
c d e®
b
(a) G (b) G- = G

Figura 4.18: Subgréfica de GG y su primera iteracion

de longitud 5, lo que implica que G no es isomorfa a G—)", porque
estamos suponiendo que G no tiene ciclos de longitud 5.

vy d V3
Al & f C
5
7 b vt
(a) G

Figura 4.19: Subgréfica de GG

Ahora supongamos que Cy = (vy, vg, U3, Uy, V7).

Como V(G) — V(Cy) # 0, al ser G conexa existe un vértice, digamos
vs, en V(G) — V(Cy) que es adyacente a un vértice del ciclo Cy. Sin
pérdida de generalidad supongamos que v; es adyacente a vs, como se
ve en la figura 4.20a.

Si vy es vértice de corte en (G, entonces la grafica de la figura 4.20b

es una subgrafica de G=~. Lo que implica que G tiene a C' =
(@, 01), (¢, d), (€, 0), (v1,©), (a,B), (¢, ¢}, (a, v1)) un ciclo de longitud 6 y
por el lema 4.4.3 tenemos que G~ con k > 3 tiene un ciclo de

longitud 5, lo que implica que G no es isomorfa a G~7)", porque G no
tiene ciclos de longitud al menos 5.
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d
e c
a Vi
b
(a) Subgréfica de G (b) Subgréfica de G—— = G(—)"

Figura 4.20: Grafica GG y su primera iteracién

Por lo tanto, v; no es vértice de corte en G, lo que implica que para
vs y vz debe existir una vsvs-trayectoria por teorema 1.4.5, digamos P,
que no pasa por el vértice v;.

Sea z el primer vértice de la trayectoria P tal que z € V(C}), lo cual
ocurre ya que vz € V(Cy).

Si z = vy, entonces (vs, P,z = wvy) U (v, v3,v4,v1,v5) €s un ciclo de
longitud al menos 5 en G, lo cual no puede ocurrir porque estamos
suponiendo que no hay ciclos de longitud 5 y por la afirmacién 2.

Si z = wy, entonces (vs, P,z = vy) U (v4,v3,09,v1,v5) es un ciclo de
longitud al menos 5 en G lo cual no puede ocurrir porque estamos
suponiendo que no hay ciclos de longitud al menos 5 y por la afirmacion
2.

Si z = v3. Note que el vértice v no es adyacente a vz, ya que de otra
manera G tendria como subgrafica a la grafica que se ve en la figura
4.19, lo cual ya sabemos que no puede suceder. Por lo tanto, vs no
es adyacente a vz, lo que implica que (vs, P,z = v3) es de longitud al
menos 2. Como (vs, P,v3) es de longitud mayor o igual a 2, entonces
(vs, P,z = v3) U (v3,v9,v1,v5) es un ciclo de longitud al menos 5 en G
lo cual no puede ocurrir.

Por lo tanto, como los dos casos anteriores sobre |V(G)| nos llevan a
una contradiccién, entonces G no tiene un ciclo de longitud 4.

Afirmacion 7. GG no tiene un ciclo de longitud 3 Cs.
Consideremos las siguientes afirmaciones para demostrar que G no tiene

un ciclo de longitud 3 Cj.
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1. G no puede tener como subgrafica a la grafica de la figura 4.21a, donde
v1 ¥ vy son vértices de corte en G.

Como se ve en la figura 4.21b, G~ tiene un ciclo de longitud 6 y por el
lema 4.4.3 tenemos que G con k > 2 tiene un ciclo de longitud 5,
lo que implica que G no es isomorfa a G(~=)", porque G no tiene ciclos
de longitud al menos 5.

(a) G (b) G- = G

Figura 4.21: Grafica GG y su primera iteracién

Para demostrar que G no tiene gréficas isomorfas a C; procediendo por
contradiccion, supongamos que G tiene al menos un ciclo C3, digamos
(Ula V2, U3, Ul)'

2. Sid(v;) > 3 para algin i en {1, 2,3}, entonces v; es un vértice de corte
en G.

Supongamos que w es un vértice adyacente a v; con w ¢ V(Cj3).

Si vy = v; no es un vértice de corte, entonces debe existir una wvyw-
trayectoria, digamos P’, que no pasa por el vértice v;.

Sea z el primer vértice de la trayectoria P’ tal que z € V(C3), lo cual
ocurre ya que vy € V(C3).

Como z € {vy,v3}, entonces tenemos que G tiene al ciclo (w, P',z =
v9) U (2 = w9, v3,v1,w) o el ciclo (w, P’z = v3) U (2 = v3, 09,01, w),
los cuales son ciclos de longitud al menos 4, pero esto no puede ocurrir
porque estamos suponiendo que G no tiene ciclos de longitud 5 y por
la afirmacion 2 y 6.

Por lo tanto, de lo anterior concluimos que v; es un vértice de corte
analogamente se demuestra que v; es vértice de corte si i estd en {2, 3}.



104

CAPITULO 4. ITERACIONES DE GXY

3. G #Cs.

Si G = (5, entonces G~ consiste de tres vértices aislados, lo que
implica que G(-7)" con m > 2 es una gréfica vacfa. Por lo tanto, Gy
G(=7)" no son isomorfas lo cual no es posible.

Por lo tanto, supongamos que G # (3, entonces por la conexidad de
G existe un vértice fuera del ciclo, digamos vy, que es adyacente a un
vértice del ciclo C3, supongamos sin pérdida de generalidad que vy es
adyacente a vy, como se ve en la figura 4.22. Asi, del punto anterior
concluimos que vy es vértice de corte en G.

vy

————.V4

Va b Vs

jii)
(]

(a) G (b) G- = G

Figura 4.22: Gréfica G y su primera iteracién

V(G| > 4.

Procediendo por contradiccién, supongamos que |V(G)| = 4, lo que
implica que como vy es vértice de corte, entonces G es la grafica que se
observa en la figura y G~ es como indica la figura. Por lo tanto, G)?
consiste de tres vértices aislados y G conk > 3esun grafica vacia.
Asi, G no es isomorfa a G(=7)" lo cual no es posible.

Por lo tanto, |V (G)| > 4.

No todas las aristas de E(G) — {E(C5) U {(v4,v1)}} son incidentes en
V1.

De otra manera, como se ve en la figura 4.23 tenemos que todas las
aristas e; con 1 < ¢ < t son vértices en G~~ como se ve en la figura
4.23b, note que e; con 1 < i < t, dy v; son vértices en G~ que son
adyacentes a b mientras que a y ¢ son vértices aislados en G, entonces
todas las aristas que unen a cada uno de esos vértices con b en G~~
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b
C00®
Vi d ei et
® °
da C
(a) G (b) G—— =G

Figura 4.23: Grafica G y su primera iteracion

son vértices aislados en G(__)Q, lo que implica que G con k > 3es
un grafica vacia.

Por lo tanto, debe existir una arista en E(G) — {E(C3) U {(vg,v1)}}
que no es incidente en v;.

6. No existe un vértice distinto de v; que sea adyacente a v,.

Si existe un vértice vs distinto de v; que es adyacente a vy, entonces la
grafica de la figura 4.24a es una subgrafica de G, lo que implica que al
ser vy vértice de corte en G, entonces la grafica de la figura 4.24b es
una subgrafica de G~

(a) G (b) G- =G

Figura 4.24: Gréfica GG y su primera iteracién

Notemos que a y ¢ es adyacente a b en GG, entonces por definicién a no
es adyacente a b y ¢ no es adyacente a b en G~ .
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Primero veamos que e es vértice de corte en G~~. Procediendo por
contradiccién, supongamos que e no es vértice de corte en G~ lo
que implica que existe una trayectoria entre a y b que no pasa por e
de longitud mayor o igual a 2, digamos (). Sea z el primer vértice de
la trayectoria @ tal que z € {vy,b} lo cual ocurre ya que el ultimo
vértice de la trayectoria es b. Si z = b, entonces implica que (a, @,z =
b) U (b, v1,€,a) es un ciclo de longitud al menos 5, lo que implica que,
por el lema 4.4.3, G" tiene un ciclo de longitud 5 para toda k > 2;
si z = v; como a es incidente en v; en G entonces no pueden ser
adyacentes en G~ lo que implica que la trayectoria (a,@,v;) es de
longitud al menos 2, entonces (a,Q,z = v;) U (vq,b,e,a) es un ciclo
de longitud al menos 5, lo que implica que GG tiene un ciclo de
longitud 5 para toda k > 2 (por el lema 4.4.3). Por lo tanto, G no es
isomorfa a G(-7)" lo cual no es posible.

Asi, e es vértice de corte en G~ .
Analogamente se demuestra que b es un vértice de corte en G™.

Puesto que G~ tiene como subgrafica a la grafica de la figura 4.21a
tenemos que, con un razonamiento andlogo al usado en (1) tenemos que
G tiene un ciclo de longitud 6 y GG tiene un ciclo de longitud
5 para toda k > 3. Asi GG no es isomorfa a GG)" 1o cual no es posible.

Por lo tanto, no existe un vértice distinto a v, que sea adyacente a vy

en G.

7. No existe un vértice en V(G) — {v1, v9, v3,v4} que sea adyacente a vy 0
a V3.

Procediendo por contradiccién, supongamos que existe vy en V(G) —
{v1,v9,v3, 04} tal que vs es adyacente a v 0 a v3. Sin pérdida de genera-
lidad supongamos que v5 es adyacente a vs, lo que implica por el punto
(2) que v es un vértice de corte, entonces se deduce que G tiene como
subgrafica a la grafica de la figura 4.21a donde v; y vy son vértices de
corte lo cual contradice el punto (1).

Por lo tanto, no existe un vértice en V(G) — {vq,v9,v3,v4} que sea
adyacente a vy 0 a vs.

Como |V(G)| > 4, entonces por los puntos (5) (6) y (7) tenemos que
G es inconexa lo cual por hipdtesis no es posible.

Por lo tanto, GG no tiene un ciclo de longitud 3.
De esta manera hemos demostrado que si G no tiene ciclos de longitud
5, entonces por afirmacién 6 y 7 tenemos que G no tiene ciclos de longitud 4
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y 3 y como por afirmaciéon 2 se tiene que G tampoco tiene ciclos de longitud
6 o mayor tenemos que (G es aciclica lo cual no es posible por la suposicién
del caso 1, entonces se concluye que G si tiene ciclos de longitud 5, lo cual
implica por afirmacion 3 que G = (.

Caso 2.- G es aciclica.

En este caso como G es conexa se tiene que GG es un arbol.

Afirmaciéon 8.- GG no tiene trayectorias de longiud 4.

Procediendo por contradiccién, supongamos que Cy = (vq, v, U3, Vg, Us)
es una trayectoria de longitud 4 en GG. Como G es un arbol entonces por la
proposicion 1.3.5 se tiene que la trayectoria que une a v; con vs es tnica lo
que implica que vq, v3 ¥y v4 son vértices de corte.

Como la arista (vy,v) no es adyacente a (vs,v4) y no es incidente a
vy, entonces (vq,vy) es adyacente a vy y a (vs,v4) en G~ . Por otro lado,
como vy no es incidente a las aristas (vs,vs4) y (vq,v5) en G entonces vy es
adyacente a (v3,v4) y a (vg,v5) en G~~. Por dltimo como la arista (ve, v3)
no es adyacente a (v4,v5) y no es incidente a vy tenemos que (vq,v3) es
un vértice adyacente a vy y a (vy4,v5) en G~~. Por lo tanto, tenemos que
0 = ((v1v2), (vs,v4), V2, (Vg, V5), (Va, v3), V4, (v1,v2)) es un ciclo de longitud 6
en G~ Por lo tanto, por el lema 4.4.3 tenemos que G~7)", con r > 2, tiene
un ciclo de longitud 5, lo cual no es posible ya que G~ es isomorfo a G y
G es aciclica.

Afirmaciéon 9.- GG no tiene trayectorias de longiud 3.

Procediendo por contradiccién, supongamos que Cy = (v, vg, U3, v4) €S
una trayectoria de longitud 3 en G como se ve en la figura 4.25a. Note que
vy ¥ v3 son vértices de corte.

a b C ® ® 2 ®
@ @ ® @
v, v, Vs Vs Vi a " (o Vs,
b
(a) G (b) G—— =G

Figura 4.25: Grafica G y su primera iteracion

Si G = (5, entonces G~ es como se ve en la figura 4.25b, lo que implica
que GT~ = G(__)k, con k > 2, lo cual no es posible porque G es isomorfa a
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G,

Por lo tanto, G es distinto a (s, lo que implica que por la conexidad de
G existe un vértice vy adyacente a algun vértice de la trayectoria Cs.

Si vy es adyacente a v; 0 a v4, entonces G tiene una trayectoria de longitud
4, lo cual no puede ocurrir por afirmacién 8.

Si v5 es adyacente a v, 0 a vz, sin pérdida de generalidad supongamos
que v es adyacente a v, entonces G~ contiene como subgrafica a la grafica
de la figura 4.26. Afirmamos que vy es vértice de corte, de otra manera G~
contiene como subgréafica a la grafica de la figura 4.19 o G~ contiene un ciclo
de longitud al menos 5 lo cual no puede ocurrir ya que por analisis anteriores
G)*, con k > 2, contiene un ciclo de longitud al menos 5 lo cual no puede
ocurrir porque G es isomorfa a G y G es aciclica.

vy V3 V3 Vy & Vs

—e

V3 d
Vs

(a) G (b) G =G

Figura 4.26: Grafica GG y su primera iteracién

Como v, es vértice de corte, entonces por afirmacién 6 cuando |V (G)| > 4,
se tiene que G)” contienen un ciclo de longitud 4 y G)* contine un ciclo
de longitud al menos 6 y G(__)k, con k > 4, tiene un ciclo de longitud 5, lo
que implica que G no es isomorfo a G~ lo cual no es posible.

Por lo tanto, GG no tiene trayectorias de longitud 3.

Afirmacién 10.- G no tiene trayectorias de longitud dos.

Procediendo por contradiccién, supongamos que G tiene al menos una
trayectoria de longitud 2. Sea (vq, v2, v3) una trayectoria de longitud 2 en G.

Note que G no es una estrella ya que de lo contrario tenemos que G~~
consiste de vértices aislados y G con k> 2, es una grafica vacia.

Por lo anterior tenemos que V(G) — (N (v2) U{ve}) # 0. Sea vy en V(G) —
(N(v2) U {vs2}), luego de la conexidad de G, existe un vértice en N (vy),
digamos w, que es adyacente a vy. Entonces (vy, w,ve,v1) 0 (vy, w, v9,v3) €8
una trayectoria de longitud 3, lo cual no puede ocurrir por afirmacién 9.

Por lo tanto, GG no tiene trayectoria de longitud 2.



,,)1\’

4.4. ISOMORFISMO DE G CON G 109

De todas las afirmaciones anteriores para este caso, se concluye que G
consiste de dos vértices, digamos v; y vs, lo que implica que por definicion
G~ es un vértice aislado y G con k > 2 es una grafica vacia. Por lo
tanto, G no es isomorfa a G~7)" lo cual no es posible.

De esta manera se concluye que el caso 2 no es posible.
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Conclusiones

El trabajo de esta tesis se baso principalmente en desarrollar el articulo
“On the line-cut transformation graphs G*¥” de B. Basavanagoud y Veena
R. Desai.

En esta tesis pudimos observar que la grafica de aristas y vértices de
corte G™ es una generalizacién del concepto de gréfica de lineas L(G) cuando
x = + y G no tiene vértices de corte y G* es una generalizacion del concepto
de la gréfica de saltos J(G) cuando x = — y G no tiene vértices de corte.
En este trabajo vimos cual es el orden de G* y cual es el tamano de G*, el
cual depende de los valores que toman x y y. Establecimos la conexidad de
G™ a partir de la conexidad de Gy vimos cuando G es isomorfa a su gréafica
G™Y: mas aun vimos cuando G es isomorfa a G*%" para los casos G(+)",
G=H)" y GE7)". Con base en las tres demostraciones de los casos anteriores
conjeturamos que G es isomorfa a G si y solo si G es un ciclo.

Al parecer el articulo “On the line-cut transformation graphs G es el
unico en el cual se han estudiado algunas propiedades de la grafica G*Y, ya
que haciendo una busqueda por internet no se encuentran articulos donde se
haya trabajado con dicha gréfica.

Sabemos que si G es una grafica euleriana, entonces se cumple que L(G)
es una grafica euleriana y hamiltoniana. Por lo tanto de la definicién de G*Y
podemos considerar las siguientes preguntas abiertas, las cuales se dejan para
futuras investigaciones: ;Qué condiciones debe cumplir G' para que G*Y sea
euleriana? y ; Qué condiciones debe cumplir G para que G™ sea hamiltonia-
na?’

Por otro lado también vale la pena preguntarnos lo siguiente:

. Cudl es el nimero cromatico de G*¥?

., Cudl es el indice cromatico de G*¥7

,Cuando G™ tiene un apareamiento perfecto?

111
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