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Introduccion

La teorfa de representaciones lineales de grupos ha tenido y sigue teniendo mu-
cha interaccién con ramas muy variadas de las matematicas e incluso con la
fisica. Al estudiar la relacién que hay entre las representaciones lineales de un
grupo y el cociente de ésta con su centro surge la nocién de representacién pro-
yectiva (debida a Schur)[Kar85], la cual desde sus fundamentos interacciona
con otra rama muy interesante, la cohomologia de grupos. La teoria de repre-
sentaciones proyectivas ha sido estudiada tanto para resolver problemas de la
teoria de grupos como para estudiar ciertos fendmenos que ocurren en mecéanica
cudntica (por ejemplo para hacer modelos muy simples de teoria cudntica de
campos [DW90]), o en topologia algebraica.

Los objetivos de este trabajo son presentar parte de la teoria y varios ejemplos
de dos ramas muy interesantes que son la teoria de cohomologia y la teoria de
representaciones de grupos, para ver como confluyen en la teoria de represen-
taciones proyectivas de grupos finitos, asi como dar un breve acercamiento a
manera de motivaciéon mediante los grupos de representaciones proyectivas y el
doble de Drinfeld a areas donde se aplica la teoria de representaciones proyec-
tivas, como lo es la K-teoria G-equivariante.

Para esto, el presente trabajo se estructura de la siguiente manera:

En el capitulo 1, se dan las definiciones y varios ejemplos de G-mddulos y G-
homomorfismos para después dar la definicién de resolucién proyectiva de Z y
con esto definir el n-ésimo grupo de cohomologia con respecto a una resolucién
proyectiva. Se demuestra que el n-ésimo grupo de cohomologia con coeficientes
es invariante bajo resoluciones proyectivas y se definen los grupos de cohomo-
logia con coeficientes de un grupo . Se da la construcciéon de la resolucién
proyectiva barra para dar el isomorfismo entre el n-ésimo grupo de cohomologia
con coeficientes y el cociente entre los n-cociclos y los n-cobordes. Para ello me
he basado en las fuentes [Bro07], [Vil03] y [ZalO1].

En el capitulo 2, se da la definicién de extensiones centrales de G por un grupo
abeliano A y se ve el caso de las extensiones escindibles. Esto motiva a ver el
caso general utilizando secciones normalizadas y se llega a la clasificacion de las
extensiones centrales de G por A mediante el segundo grupo de cohomologia de
G con coeficientes en A. El contenido de este capitulo esta basado en [Bro12].

El objetivo del capitulo 3 es presentar la teoria bésica de representaciones li-
neales de grupos finitos y de la teoria de caracteres, con algunos ejemplos, para
con esto dar una introduccién a la teoria de representacioes proyectivas (o re-



presentaciones a-torcidas) de grupos finitos. Para ello en la seccién 3.1 se da
la definicién de representacién lineal, de subrepresentaciones y de representa-
ciones irreducibles, con algunos ejemplos. En seguida se demuestra que toda
representacién lineal es suma directa de representaciones irreducibles, asi como
el Lema de Schur. En la seccion 3.2 se construye la teoria béasica de caracte-
res de grupo y la podemos dividir en tres partes. En la primera parte se da la
definicién de cardcter de una representacion, asi como propiedades bésicas, el
caracter de la suma directa y del producto tensorial de dos representaciones, asi
como varios ejemplos. En la segunda parte se define un producto interno en el
espacio vectorial de las funciones de G en C, se demuestra que los caracteres de
las representaciones irreducibles forman un conjunto ortonormal en este espacio
vectorial, se ve el concepto de multiplicidad de una representacién irreducible
en otra representacion y se demuestra uno de los resultados méas importantes de
la teoria de caracteres, el cual dice que los caracteres determinan las represen-
taciones de un grupo finito. En la tercera parte se definen las funciones de clase,
se demuestra que los caracteres de las representaciones irreducibles forman una
base del espacio vectorial de las funciones de clase y se ve otro resultado muy
importante que consiste en que el nimero de representaciones irreducibles de
un grupo finito es igual al nimero sus clases de conjugacion. Para la teoria de
representaciones lineales nos hemos basado en los libros [Ser12] y [Zal06).

En la seccién 3 del capitulo 3 se da una pequena introduccién a la teoria de
representaciones proyectivas. Se presenta el concepto de representacién proyec-
tiva de un grupo finito y se fundamenta con lo visto en el capitulo 2. Se ve
un ejemplo concreto de una representacién a-proyectiva del grupo Zs X Zs y
se demuestra que los caracteres a-proyectivos determinan a este tipo de re-
presentaciones. Finalizamos este capitulo mencionando las relaciones que hay
entre las representaciones lineales de un grupo G y los CG-mdédulos y entre las
representaciones proyectivas de G asociadas a un cociclo a y los C*G-médulos.

En la seccién 1 del capitulo 4 construimos el anillo universal de un semianillo y
definimos el anillo de representaciones de un grupo. Damos un ejemplo para el
grupo diédrico de orden 4. En la seccién 2 definimos el grupo de representaciones
a-torcidas de Gy mostramos que este grupo esta inmerso en el grupo de repre-
sentaciones lineales de la extension central asociada a «. Finalmente hacemos
un brevisimo acercamiento a manera de comentarios a la relacién que hay entre
el grupo de representaciones del Doble de Drinfeld y la K-teoria equivariante.
Para la teoria de representaciones proyectivas nos hemos basado en [Kar85],
[Dwy08] vy [Wit96].

Los requisitos de conocimientos previos para leer este trabajo (o al menos esa
fue la intencién del autor) son haber llevado los tres primeros cursos de dlgebra
moderna, o por lo menos tener clara la nociéon de grupo, homomorfismo de
grupos, anillo, médulo, sucesién exacta y mdédulo proyectivo.



Capitulo 1

Cohomologia de grupos

El objetivo de este capitulo es introducir el concepto de cohomologia de grupos
asi como algunos ejemplos y algunas equivalencias.

1.1. G-Mobdulos y G-Homomorfismos

Definicién 1.1.1 Para un grupo G se define el anillo entero de grupo por:

7G = { Z agg | ag € Z'y ay = 0 para toda g excepto un nimero ﬁnito}
geG

con las operaciones:

Zagg + Zbgg :Z(ag+bg)g

geG geG geG

D agg | [ Dobeg | =D D anbk | g

9€q geaG geG \ hk=g
Para cualquier grupo G, ZG es un anillo con unidad, donde el 1 corresponde a
deG agg con a. = 1,a, = 0 para toda g # e, donde e es el neutro de G.

Ejemplos.

1. Consideremos a Z/nZ el grupo ciclico de orden n, para algin n natural,
72Z/nZ := {Z?:_Ol a;ila; € Z,0 <14 < n—1}. Por otro lado consideremos al
anillo cociente Z[t]/(t™—1), donde los elementos son de la forma E;:Ol a;t’.
Es facil ver que la asignacién S0 azi = 27 a;t* es un isomorfismo.
Por lo que ZZ/nZ = Z[t]/(t™ — 1).

2. D3 es el grupo de simetrias de un triangulo equilatero y sus elementos
se pueden escribir de forma tnica como 1,712, s, sr,sr?, donde r es la



rotacién por un angulo de 27/3 y s es la reflexién con respecto una
bisectriz del tridngulo fija. También podemos definir este grupo como
D3 = (r,s|r® = 1,82 = 1,srs = r~1). A partir de esto es facil ver que
ZD3 2 Z[r,s]/(r® —1,8% — 1,srs —r71).

Definicion 1.1.2 Sea A un grupo abeliano escrito aditivamente y sea G un
grupo arbitrario. Decimos que A es un G-médulo (izquierdo) si viene equipado
con un homomorfismo ¢ : G — Aut(A) donde Aut(A) es el grupo de auto-
morfismos de A. Esta definicién es equivalente a que A venga equipado con una
funcién ¢ : G x A — A denotada por ¢(g,a) = ga que cumple que:

(a) la=a,ac A
(b) (gh)a=g(ha), gyheGyac A
(c) gla+b)=ga+gb, geG,abe A

Es decir, existe una accién (izquierda) de grupos de G en A que respeta la
operacion en A.

Sea A un G-mddulo, podemos darle de manera natural una estructura de ZG-
modulo como sigue

Zagg (x):Zag(gx) para Z a9 € ZG 'y v € A.

geG geG ge G

Reciprocamente si A es un ZG-mdédulo, A es abeliano y consideramos la funcién
¢ : Gx A — A dada por ¢(f,a) = fa, donde 6, considerado en ZG es el

0 sig#40

. . Es facil ver que la = a,
1 sig=2¥0

elemento dado por quG agg, CON Qg =

(gh)a = g(ha), gla + b) = ga + gb, por lo que ¢ es un homomorfismo y por lo
tanto A es un G-mdédulo. Asi a todo G-médulo podemos darle una estructura
de ZG-mdédulo y viceversa.

Ejemplos 1.1.3

(a) Si A es cualquier grupo abeliano, A puede hacerse un G-médulo con la accién
trivial, esto es, ga = a para toda a € A y toda g € G. En este caso decimos
que A es un G-mdédulo trivial, que es equivalente a que ¢ : G — Aut(A)
satisface ¢(G) = {Id}.

(b) Consideremos el campo de los niimeros complejos C y el grupo ciclico de
orden n Z/nZ. Definimos la accién ¢ : Z/nZ x C — C como

m27rz/nz.

p(m,z) =e
Veamos que efectivamente ¢ es una accién de grupos.
(1) (1, 2) = €*™/"z = 2 para todo z € C.

(2) @(l,p(m, z)) = eP2miln(em2mi/ng) = eUFm2mi/ng — (1 4 m, z) para
todo I,m € Z/nZ, z € C.
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Definicién 1.1.4 Sea A un G-médulo. Definimos:

(1) A% = {a € A| ga = a para toda g € G}, esto es, el maximo G-submédulo
trivial de A y

(2) A =G/{ga=al]a€ A, g€ G), que es el médulo cociente maximal de A
en donde G actia trivialmente.

Definicién 1.1.5 Si A y B son G-médulos, un G-homomorfismo es un homo-
morfismo de grupos ¢ : A — B tal que ¢(ga) = gp(a), g € G, a € A, o
equivalentemente un G-homomorfismo es un morfismo de ZG-médulos.

Para dos G-médulos A y B (escritos aditivamente) denotamos por: Homg (A, B)
al grupo de G-homomorfismos de A en B con la suma de funciones (¢ +1)(a) =
p(a)+1(a) como operacién del grupo, y por Hom(A, B) al grupo de homomor-
fismos de grupos de A en B.

Proposicién 1.1.6 El grupo Hom(A, B) tiene una estructura de G-mddulo
dada por: ¢ € Hom(A, B), g € G, g o ¢ €Hom(A, B), donde

(go¥)(a) =gy (9 "a)
Demostracion. Sean g, h € G, v, €Hom(A, B), entonces:

(a) (Lop)(a) =1p (17"a) = 1p(1la) = ¢(a), esto es, 1o p = ¢.

(b) (gh)o(p)(a) = (gh) (¢ ((gh)~ta)) =g (h (¢ (R (g7 a)))), estoes (gh)(¢) =
g(h(p)).
(c) go(p 1+ V) =gle+v)(97"a) =g(p(g7ta)+¢ (97'a)) = gp (97 a) +

(o)
g (97'a), esto es, go (¢ + 1) = gp+gop.
0

Observacién 1.1.7 Noétese que si ¢ es un G-homomorfismo de A a B enton-
ces para todo g € G go p = ¢, luego ¢ €(Hom(A, B))“. Reciprocamente si
¢ €(Hom(A, B))% seaac A, ge@G,

¢(ga) = (go¢)(ga) = gp (97" (9a)) = gp(la) = gp(a),

por tanto Homg(A, B)=(Hom(A, B))%.

Observacion 1.1.8 Si A es un G-médulo y consideramos a Z como G-moédu-
lo trivial, entonces por la observacién anterior se tiene que Homg(Z, A) =
(Hom(Z, A))“. Ahora consideremos 6: Hom(Z, A) — A dada por 0(p) = »(1).
Veamos que 6 es un isomorfismo:

Sea ¢ € Hom(Z, A) tal que 6(¢) = 0 = (1) por ser ¢ homomorfismo y como
1 genera a Z, entonces p(z) = 0 para toda z € Z, por lo tanto # es inyectiva.
Ahora sea a € A definimos @) : Z — A como ¥ (1) = a y extendiendo ¢ a Z se
tiene que 6 es suprayectiva.

Por lo tanto A% 2 (Hom(Z, A))¢ =Homg(Z, A).

11



1.2. Cohomologia de grupos

Definicién 1.2.1 Una resolucién proyectiva P de Z es una sucesién exacta de
G-moédulos

Pi.—P P . PP %7 0

donde se considera Z como G-médulo trivial y cada P; es un G-mddulo proyec-
tivo. Esto es, para cada n > 0 ker(9,) = im(0n+1) y 0o es epimorfismo.

Ahora dada una resolucién proyectiva P de Z y A un G-mdédulo. Se tiene la
siguiente sucesion:

0 25 Home(Po, A) 2 Home(Pr, A) 25 ..

5"
w. — Homg(Py—1,A) = Homg(P,, A) — ...

donde 0} (p)= ¢ 0 0y, para cadan > 1y 9} es el morfismo cero.

Notemos que 95,1 0 9;, =(0n © Opt1)" = 0" = 0, esto es, im J;;, C kerd;, ;.

Definicién 1.2.2 Se define el n-ésimo grupo de cohomologia de A con respecto
a la resolucién proyectiva P, para cada n > 0 natural, como el grupo

H™ (P, A) = ker(9;,41)/1m(9y),
y definimos 95 = 0.

Veamos a continuacion que no importa la resolucidon proyectiva escogida, es
decir, el n-ésimo grupo de cohomologia es invariante bajo resolucidnes proyec-
tivas. Esto se da justamente gracias a la propiedad que define a los mddulos
proyectivos.

Teorema 1.2.3 Si P y P’ son dos resoluciones proyectivas de Z, entonces
H"(P,A) = H"(P', A)
para todan =0,1, ...

Para demostrar el teorema anterior necesitamos los siguientes dos lemas técnicos
que muestran el porqué es necesario pedir que los médulos de las resoluciones
sean precisamente proyectivos.

Lema 1.2.4. Si P y P’ son dos resoluciones proyectivas de Z, entonces existen
€n : P, — P, tales que

Opoey =ep_100,, para todan > 0.
Demostracion. Por induccién sobre n.

Sea e_1 := Idyz. Como P] es proyectivo existe g9 : P} — Py tal que 9y oeg =

/ /
0y =€—100,.
S
s

Pp——=7Z——0
9o

12



Ahora supongamos construidos €; : P/ — P; tales que 9; og; = ¢;_1 0 9 para
todo i =0,1,...,n. Por un lado se tiene que

Opoepno ;H-l =€&n-1 Oa’no ;H—l =éen-100=0
Por lo tanto im(e, 0 0, 1) C ker(dn) = im(Op1)

Por ser Py, proyectivo existe un homomorfismo €,41 : P;, 1 — P41 tal que

’
an-i,-l OEn+1 =EnOUp4q-

/
Pn+1

En+1
/ lenoagﬂ

Pn+1 — Y zm(8n+1) —0
8»,,,+1

O

Lema 1.2.5. Sean ¢, : P, — P, y 6, : P, — P! dadas en el lema anterior.
Entonces existen homomorfismos:

hy : P, — P,41 tales que

Ont1hn + hp—10, = Id — €,6, (1.1)
Y fn: P, — P}, tales que

Oy i1fn + fna10,, = Id — dpen (1.2)
para toda n > 0.

Demostracion. Por induccién sobre n. Sea h_1 : Z — Py el morfismo cero, sea
x € Py, entonces

(90((161 — 5060)(3?)) = 80($> — 808050(.%‘) = (90(.1‘) — 86(50(‘@) = 80(1‘) — 80(1‘) =0.

Por tanto im(Id—e¢dp) C ker(dy) = im(d1). Como Py es un médulo proyectivo
existe hg : Py — P; tal que

Id — egdg = D1hg = O1hg + h_10p.

Py

h
/ \le—ag&)

P — im(01) —=0
1

Ahora supongamos construidos hq, ..., h, tales que satisfacen (1.1). De manera
parecida queremos utilizar la propiedad que define a los mdédulos proyectivos.
Para esto veamos que im(Id—e, 0, —hn—10y,) C im(Op+1) = ker(dy,). En efecto,
size P,

On((Id — €10p, — hpue10,)(x)) = Op(x) — Onendn () — Onhn—10,(x)
= On(2) =1 _10,00(2)—Ophn_10n(7) = Op(x)—€p_10n_10n(2)—Ophp_10,(7) =

13



(Id — €n_15n_1)an((£) — 8nhn_18n(x) =
anhn_18n(a:) - hn_gan_lan(l‘) — 8nhn_18n(x) =0.

Por lo tanto existe hyy1 @ Pyy1 — Phyo tal que Opg1hpy1 = Id — €p010n41 —
hnanJrl

Pn+1

Rnt1
/ lld_5n+16n+1_hnan+l

Pn+2 — Y im(@nH) —0
8n+2

Se procede de manera andloga para los homomorfismos f, : P, — P;.,.
O
Ahora ya tenemos todas las herramientas para demostrar el Teorema 1.2.3.

Demostracion (Teorema 1.2.3). Demostremos el isomorfismo entre H" (P, A) y
H"(P', A) para toda n > 0. Definimos a ¢ : Homg(P,, A) = Homg(P), A)
como &7 (¢) = poey. Sea ¢ € ker(dy,, ), entonces

Ony1(en(p)) =poen0dy 1 =podpt10ent1 =¢,41(0h109) =0
esto es, ey, (ker (0 1)) C ker(0y,1).

Ahora sea 1 € im(0}), entonces 1) = 0(y) para algin ¢ € Homg(P,—1,4),
luego

en(¥) =eL(05(9) =podnoen =poen_100, =0, (e, _1(¢))
es decir € (im(0})) C im(9)F).
Anidlogamente se obtiene 6} (ker(0', 1)) C ker(0;,1) v 05 (im(0;F)) € im(0};).
Por lo tanto, tenemos morfismos inducidos
erH"(P,A) — H"(P',A) y &% : H"(P',A) — H"(P, A)
Veamos que son inversos.

Sea ¢ € ker(0; ), entonces (Opy1hn + hn—10,)"(¢) = @Ont1hn + @hn_10, =
0+ ¢hy 10y, = Oy (0hn-1) € im(0y,), por lo tanto, (py1hn + hny10,)* =0 =
(Id — ey 0p)* = Id* — §%ek, de donde Id* = Id = §ier.

n-n?

De manera similar, sea 1) € ker(9)',,), entonces (9;, 1 fn + fn-10,)"(¥) =
VOl irfu + Ghaadly = 0+ Dfunidlh = 0 (Wfas) € im(D], por lo tanto,
(Oh i1 fn+ fa—104)* =0 = (Id — dneyn)*, de donde se sigue que Id = £*0*.

O

Definiciéon 1.2.6 Para un G-médulo A y n = 0,1, ..., definimos el n-ésimo
grupo de cohomologia de G con coeficientes en A H"(G, A) como H™(P, A),
donde P es cualquier resolucion proyectiva de Z.

Teorema 1.2.7 Sea A un G-médulo, entonces H°(G, A) = A%,

Demostracion. Sea P una resolucion proyectiva de Z sobre ZG
On 01 9o
P...—P, P, 1—..—P—>PFP—>7Z—0

14



Ahora H°(G,A) = ker(07)/im 9} = kerd; por definicién. Por otro lado el
funtor contravariante Homeg( ,A4) es exacto derecho, entonces la sucesién:

0 — Homg(Z, A) — Homg (P, A) 4%, Homg(Py, A)

es exacta, por lo tanto A = Homg(Z, A) = ker(9}) = H°(G, A).
O

Ejemplo 1.2.8 Consideremos el grupo ciclico infinito generado por t, esto es
G = {t']i € Z}, entonces ZG == Z[t,t']. Considere la siguiente sucesién:

e 0—0—72GE5 72657 —0 (1.3)
donde ¢ (3, e @00) =Y, @o- Veamos que la sucesién es exacta:

Primero veamos que el morfismo multiplicar por (¢ — 1) es un monomorfismo.
Sea Y1 a;t € ZG tal que (t —1) (37 _,, ait’) = 0, entonces

i=—m
n n n+1
0= Z aitHl - Z aitl = Z (ai_l — ai)tz
1=—m 1=—m i=—m

luegosim <i<n+1a;—1 —a; =0, pero a,,—1 = 0 = a,41 por lo tanto a; =0
para toda m < i < n.

Ahora sea Z?:im a;t* € ZG, entonces

€ ((t—l) ( i aiti>> =5 ( i a;t"tt — i aiti> =

€ ( z": aitHl) —€ < i aiti> =
i=—m i=—m
= zn: a; — zn: a; = 0

i=—m i=—m

Por lo tanto im(t—1) C ker(e). Ahorasea Y ;- a;t' € ZG talque >, a; =

i=—m i=—m
0.

i—1 n 4 n
Observemos que a; = —» ;= Q=) 4, Qpydquey ,__ ap=— .. Gk

Ahora >°7 —S )t e ZG. Multiplicando por (¢t — 1):
k=—m

<i_im <_ k_zi_:m “k) fi) (t—1)=

= i ( Z ak>ti+1+<i ak>ti

i=—m k=—m k=—m
n 7 n
= Z ( Z ak> 4 ( Z ak) th =
1=—m k=—m k=i+1
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n i—1 n n

SO EDIPED o L o
i=—m k=—m k=i+1 i=—m

Esto prueba que im(t — 1) = ker(e). Por lo tanto la sucesién es exacta. Por lo

que se tiene la siguiente resolucién proyectiva de Z:

P —0-—50-—zc' 726572 50

Sea A un G-médulo, entonces por el Teorema 1.2.7 H°(G, A) = A®. Ahora
HY(G, A) = ker(0%)/im(t — 1)* = A/{(t — 1)ala € A} = Ag. Si n > 1 entonces
H"(G,A) =0.

Ejemplo 1.2.9 Considere el grupo ciclico de orden n G = (t[t" = 1). ZG =
Z[t)/(t" —1). Sea N € ZG, N = Y7~ #!. Veamos que la siguiente sucesion es
exacta.

P: .. —2G526 526 5526572 —0

Claramente Nt = N por lo que N(t—1) = 0, entonces im(t—1) C ker(N). Ahora
sea S L agtt € ker(t—1), esto es (Z;L:_Ol aiti) (t—1) =" atit —ait? =0

o -1 -1 .
eso implica que Y . a;t"Tt = > " a;t" entonces a; = a;41, para todo i =

0,1,...,n — 2, por tanto a; = a para todo i =0,1,...,n— 1, a € ZG y se cumple
que

n—1

—1
aNzanz:ti = Zati
i=0 i=0

Por lo que ker(t — 1) C im(N) y por lo tanto la sucesién P es una resolucién
proyectiva de Z sobre ZG. Ahora Homg (ZG, A) = A por tanto obtenemos:

0 AT g 70 4 U207 4

donde (t —1)*(a) = (t — 1)(a) = ta — a, (N)*(a) = Na.
Por lo que podemo concluir que
sin=0 H°(G, A) = A“
(ker(N)*) _ ker(NA)
im((t—1)*) (t—-1A"

ker((t—1)*)  A¢
im(N*) ~ NA’

si n es impar H" (G, A) =

sin es par H"(G,A) =

paran > 0.

1.3. Resolucion proyectiva barra.

En esta seccion veremos una manera de dar una resoluciéon proyectiva dado un
grupo arbitrario, lo cual es 1itil para dar un modelo especififico de los grupos de
cohomologia para cualquier grupo G.
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Sea G un grupo, consideremos el producto directo de G consigo mismo n + 1
veces Gt =G x ... x G y sea A,, = ZG™*! el anillo de grupo de G**1.

Notemos que A,, es un G-mdédulo con la accién de G en A,

g Z a(go,...,gn)(g()w"agn) = Z a(go,.“,gn)(gg(%"'7ggn)

(905++,9n)EGNTT (90,---,gn) €GP 1

y por la definicion de anillo entero de grupo A,, es un Z-mdédulo libre con base
{(x0, ..oy pn)|zs € G}.

Proposiciéon 1.3.1 Para cada n > 0 A,, es un ZG-mddulo libre con base
{(L, 21, ..., zn)|z; € G}.
Demostracidn. Sea x € A,,, entonces:

= Z a(go,‘..,gn)(go, agn) =

(90,-++,gn) EGTT1

— Z g, gm)90(L, 90 g1, s 9o " gn) =
(90s--,gn ) EGTHL

= Z Z a(go,...,gn)g()(l?go_lgla ag()_lgn) 3

(915--:9n)EG™ \9o€G

es decir{(l,go_lgl,...,go_lgn)|gi € G} = {(1,z1,....,xn)|x; € G} genera a A,
como ZG-médulo.

Sean a(y,,....z,) € LGy Qay,.en) = Dwye Uaoszrsoen) L0s Uag,zr,zn) € Ly

tales que >, 2n)EGn Qar,.zn) (L, 21, .., 2,) = 0. Entonces

Z a(ml,...,wn)(laxla“~axn) =

(T1yeeesTn ) EG™

= Z < Z Oé(wo,a:l,“.’xn)930> (1, x, ,In) =

(1,..0,2n)EG™ \20E€EG

= E a(wo,...,mn)(x()azoxl?"'7:1709:%) =0
(g,...,Tn)EGNH1
como A,, es un Z-médulo libre y (xg, o1, ..., Loy ) son basicos de A,,, entonces

A(zo,....xn) = 0 para todo (zo, ..., T,) € G™*+1 y por tanto gy, zn) = 0.
U

Ahora, cada A; es un ZG-médulo proyectivo por ser libre. Construyamos una
resolucion proyectiva de Z, para esto escribimos P; = A; y definimos 0, : P, —
P, _1 para cadan > 1 por

n

877/(907 "'7gn) = Z(_1)1(907‘g17 "'7§i7 "'7gn)
=0
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donde el simbolo g; significa que el elemento g; no aparece, esto es,

(907917 "'>§i7 7gn) = (907917 ey 9i—1,9i+1, 7gn)

Si g € G, entonces:

g(an(g()vglv 7977.)) =4 <Z(_1)Z(907glv '~'7gA727 7gn)> =

=0
n

= (71)i(ggovgglv"'agAgi,"'vggn) -
=0

= 0n(990, 9915 s 99n) = On(9(90, g1 -+, gn)),

por lo tanto 0,, es un G-homomorfismo.
Ahora, 0y : Py = Ag = ZG — Z estéd dada por dy(g) = 1 para toda g € G.
Proposicion 1.3.2 La sucesién de G-modulos

P:—P P . P P27 0

es exacta.

Demostracion. Para n =0, 1, ... se tiene

On-10°0,(90, 91, --sGn) = On—1 (Z(—l)i(go,gl, weos Gis ~~,gn)> =

=0
n i—1
= Z(_l)z(Z(_l)j (907917 "'7gAj"'7gAi; ;gn)+
=0 7=0

Z (_1)j—1(907917 "'7gA7l7 "'7gAj7 vgn)>

j=i+1
Para cualesqueira dos indices 0 < r < s < n, el elemento
(gOa (XS] gra ceey gASa ceey gn)

aparece exactamente dos veces en la expresion anterior y su coeficiente es (—1)" "5+
(—=1)"*t71 =0, lo cual prueba que ,,_109,, = 0. Por tanto im(d,) C ker(d,_1)

Ahora sean hy, : Py_1 — Py, hn(goy -y gn-1) = (1,90, -+, gn—1), n > 1 . Defini-
mos también hg : P_1 =Z — Py, ho(1) =1 € ZG = Fy. Se tiene que:

(anhn + hn—lan—l)(g(b "'agn—l) =

n—1
= 6(17905 "'7971—1) + hn—l (Z(_l)l(gOaglv "'agia "'agn—l)) =

=0
n—1
= (gOa "'agn—l) + Z(_l)z+1(15907 -~-7gia "'agn—1>+
=0
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n—1

Z(—l)l((l,g()’ "'7gia "'agn—l) = (gO; ~'~7gn—1)7

i=0
esto es Ophy + hp—10p—1 = Idp, ,, n > 1 Ahora si « € ker(9,—_1),

x=1Idp, ,(x) = Ophn(x) + hp_10n_1(x) =

= On(hn(2)) 4+ hn—1(0) = On(hn(z))

esto es © = Oy (hn(x)) € im(y), lo cual prueba la exactitud de la sucesién.
(]

La resolucién de la proposicién anterior recibe el nombre de resolucién canénica.
Para terminar este capitulo veremos una resolucién isomorfa a la canonica, la
cual nos permitird dar una forma explicita a los elementos del n-ésimo grupo
de cohomologia de G con coeficientes. Esto serd de vital importancia para el
siguiente capitulo.

Consideremos el ZG-médulo libre @, que tiene como base {[g1|92|.--|9n]l9: € G}
paran > 1y a Qg el ZG-médulo libre generado por el simbolo [ ].

Lema 1.3.3. Para todan >0 Q, = P,.
Demostracion. Sean ¢, : Q, — P, definido como
enlg1192]---1gn] = (1, 91,9192, ..., 9192...9n)
y Yy @ P, — @, definido como
$n (90, -+ 9n) = golgo 91197 g2l 2 1 9n]-
Veamos que son inversos.
VYn © @nlg1].--|gn] = ¥n(1, 91,9192, -, 9192---Gn)

= 1[1g1]97 *9192]--|(91---Gn—1) " G1---Gn-19n] = [91]--|gn],

por totro lado
©n 0 Un(90, 91, 9n) = Pn(90l90 91119721 9n]

90(L. 95 91,95 ' 9197 " 920 -, 90 L9197 90 21 9n—19n) = (90, 91 - Gn)
O

Por lo que para cada n > 0 tenemos un morfismo d,, : Q, — @Q,—1 definido por
dy := 1p_1 0 Oy © @y, claramente el siguiente cuadrado conmuta

On
P,——= P,

Qn T> anl
Hagamos la composicién de los morfismos
dn[gl‘mn] = wnfl o 871 o (Pn[gl"gn] = 'Q[}nfl o an(1791,91927 79192971)
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n—1
=Yn-1(91, 9192, -, 9192---9n) + Yn—1 (Z(—l)i(l,gh o 91--Gi --~7gl---gn)>

i=1

+(—1)"¢n71(1,91, -'-agl"'gn)
n—1

= g1lg2]--gn] + D (=1 g1l lgi1lgigisr|-lgn] + (=1)"[g1]-|gn—1]  (1.4)
i=1

Proposicion 1.3.4. La sucesion de ZG-médulos libres

Qi o 5 QI Qi = e 51 Qo 270

Es una resolucién proyectiva de Z.

Demostracion. Las sucesiones Q y P son isomorfas y P es una resolucién pro-
yectiva de Z por lo tanto @) es una resolucién proyectiva de Z.
O

A esta resolucion proyectiva se le llama resolucién proyectiva barra, y nos enca-
mina a las siguientes definiciones,

Definicién 1.3.5. Sea A un ZG-médulo y

Q: o5 Qp ™ Qi — o — Q1 Q270

la resolucién proyectiva barra de Z sobre ZG.

(a) Se define el conjunto de las n-cadenas de G con valores en A C"(G, A),
como C"(G, A) :=Homg(Qn, A).

(b) Se define el conjunto de los n-cociclos como Z™(G, A) = ker(dy).

(c) Se define el conjunto de los n-cobordes como B™(G, A) = im d}_; para
n>0

Por lo que podemos concluir que.

Z"(G, A)

(G A) = oGay
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Capitulo 2

Extensiones de grupos.

2.1. Definiciones.

Definicién 2.1.1 Una extensién de un grupo G por un grupo N es una sucesion
exacta corta de grupos

1-NLES G (2.1)

Una segunda extensién de G por N
1-NL S asa

se dice que es equivalente a (2.1) si existe un homomorfismo ¢ : E — F’ tal
que el siguiente diagrama conmuta.

Observacién 2.1.2 En la definicién anterior ¢ resulta ser isomorfismo.

Demostracion.

(a) Sea x € ker ¢, entonces g(x) = ¢'(p(z)) = ¢'(1) = 1. Asi x € kerg = imf.
Sea y € N tal que f(y) = = entonces f'(y) = ¢(f(y)) = ¢(z) = 1. Como f
es monomorfismo y = 1 asi z = 1. Por lo tanto ¢ es monomorfismo.

(b) Sea z € E’. Como ¢ es epimorfismo, existe x € E’ tal que g(z) = ¢'(2),
9(z) = ¢ (9(x)). Fnonces ' (2(z)"1) = ¢ (2)g (p(2)) " = ¢ (2)g/(2) ) =
1. Por tanto existe y € N tal que f'(y) = o(f(y)) = zp(x)~!, luego
o(f(y)e(z) = o(f(y)x) = z. Por lo tanto ¢ es epimorfismo.
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O

En lo siguiente consideraremos las extensiones donde el ker(NN) es un grupo abe-
liano A (escrito aditivamente) y trataremos de clasificarlas salvo equivalencia.

Definiciéon 2.1.3 Una extensién abeliana de G por A es una sucesién exacta

corta de grupos, denotada por

02 AL ESG—1

donde A es un grupo abeliano escrito aditivamente.

Proposicién 2.1.4 Si0 - A 5 E 5 G — 1 es una extensién abeliana de
G por A, entonces hay una acciéon de G en A dada de manera condnica por la
extension de la siguiente manera:

i(goa)=gi(a)g~* donde g € 7 (g)

es decir goa =i~ 1(gi(a)g™!).

Demostracion. z( ) = ker(w) y ker(w) es normal en F, por lo tanto para todo
geqG y geng), gi(a)g—* € i(A). Veamos que no depende de la eleccién de
™

g€ m (g). Sean §, h € 7~ !(g) entonces

gi(a)g~t = g(h~'h)i(a)(h"h)g~" = (gh™")(Ri(a)h ") (hg )

= (gh™")(hg~")(hi(a)h™") = hi(a)h ™"
pues gifl, /~1§71 € Kerm =i(A) y A es abeliano, por lo tanto estd bien definida.
Ahora 1oa =i"1(bi(a)b™1) =i~ 1 (bb~i(a)) =i~ '(i(a)) = a, donde b € i(A).
Ademss ho(goa) = hoi ™ (gi(a)g~") =i~ (hii " (gi(a)g " )h™") = i~} (hgi(a)g~'h™") =
it ((hg)i(a)(hg)~") = (gh) o a .

Notemos que esta accién de G en A es trivial si y sélo si i(A) estd contenido en
el centro de E. A este tipo de extensiones se les llama extensiones centrales.

2.2. Extensiones escindibles.

Definicién 2.2.1 Sea 0 > A 5 F 5 G — 1 una extensién de G por A.
Decimos que la extensién se escinde por la derecha si existe un homomorfismo
s:G — FE tal que ws = Idg. A s se le llama seccién de 7.

Definicién 2.2.2 Dados dos grpos H, N y un homomorfismo ¢ : H — Aut(N)
definimos el producto semidirecto de N por H como el conjunto N x H dotado
con la operacién

(n1, h1)(n2, ho) = (n1d(h1)(n2), hihs).

Se denota por N x H.
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Proposiciéon 2.2.3 Sea 0 — A % E T G — 1 una extensién abeliana de
G por A que se escinde por la derecha, entonces es equivalente a la extension

0+A% AxG T G —1,donde i'(a) = (a,1) y 7'(a,9) = g.

Demostracion. Sea ¢ : A x G — E definido por ¢(a, g) = i(a)s(g), veamos que
 es un homomorfismo:

(0, 9)(b, 1)) = pla + g o b,gh) = i(a + g o b)s(gh)
— i(a)i(g o b)s(g)s(h) = i(a)s(g)i(b)s(g)*s(g)(R)
— i(a)s(g)i(b)s(h) = la, g)p(b, h)

ademds ¢(0,1) = i(0)s(1) = 1. Por otro lado se cumple pi'(a) = p(a,1) =

i(a)s(1) =i(a) y mp(a,g) = w(i(a)s(g)) = w(i(a))m(s(g)) = g = 7'(9). -

A la extensién 0 — 4 5 A x G = G — 1 se le llama extension trivial de G
por A.

2.3. Clasificacion de extensiones abelianas

.z . . . .z . % ™
En la seccién anterior vimos que si una extension abeliana0 - A - F — G — 1
se escinde por la derecha entonces es equivalente a la extension trivial. Ahora
consideraremos el caso general donde dada

0ALESLG—1 (2.2)

una extensién abeliana de G por A. Utilizando el Axioma de Eleccién, podemos
escoger una funcién s : G — E tal que s = Idg y s(1) = 1 la cual no
necesariamente es un homomorfismo. A estas funciones les llamamos secciones
normales de .

Definiciéon 2.3.1 Dada s : G — FE una seccién normal de 7. Definimos « :
G X G — A una funcién dada por:

a(g, h) =i~ "(s(g)s(h)s(gh)™") (2.3)

por lo que s(g)s(h) = i(a(g,h))s(gh). a estd bien definida pues i es inyectiva y
s(g)s(h)s(gh) € kerm = i(A). Tal « es normalizada en el siguiente sentido.

Observacién 2.3.2 Sea g € G, entonces:

a(g, 1) = i (s(g)1s(g) ") =i (s(g)s(g) 1) = O y

a(l,g) =i '(1s(g)s(g)~") =i (1) = 0.

A « le llamaremos conjunto de factores asociado a (2.2) y a s.

Proposicién 2.3.3 Dada una sucesién exacta (2.2) y una seccién normal de
m, s: G — E,la funcién ¢ : A x G — F dada por ¢(a,g) = i(a)s(g) es una
biyeccion.

Demostracion. Sean (a,g),(b,h) € G x A tales que i(a)s(g) = i(b)s(h), en-
tonces i(b)~i(a)s(g) = s(h) aplicando 7 tenemos que 7(i(b)~ti(a)s(g)) =
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7(i(b~1a))w(s(g)) = g = m(s(h)) = h. Por lo tanto g = h. Ahora i(a)s(g) =
i(b)s(g) implica i(a) = i(b) y como i es inyectiva a = b. Por lo tanto ¢ es
inyectiva.

Ahora sean e € E y g = 7(e), entonces es(g)~! € kerm = i(A). Por lo tanto
existe a € A tal que i(a) = es(g)~!, luego ¢(a,g) = i(a)s(g) = e. Por lo tanto
( es suprayectiva.

O

Queremos definir una operacién en A x G que lo haga grupo y que haga a ¢ un
isomorfismo.

Notemos que
i(a)s(g)i(b)s(h) = i(a)i(g o b)s(g)s(h)
=i(a+gob)i(alg, h))s(gh) = i(a+gob+ alg, h))s(gh)
Esto inspira la siguiente definicion

Definicion 2.3.4.Definimos una operacién para el conjunto A X G como:
(a,9)(b,h) = (a+gob+ a(g,h),gh) (2.4)
Proposicién 2.3.5. La operacién (2.3) es asociativa si y sélo si
alg,h) + a(gh, k) =go (h, k) + alg, hk) (2.5)

para cualesquiera g, h, k € G
Demostracon. Sean (a,g), (b, h),(c,k) € Ax G

[(a,9)(b, W)](c, k) = (a+ g ob+alg, h),gh)(c, k)

=(a+gob+alg,h)+ ghoc+ algh,k),ghk) (2.6)

y por otro lado
(a, 9)[(b,h)(c, k)] = (a, g)(b+hoct+a(h, k), hk) = (a+go(b+hocta(h, k))+alg, hk), ghk)

=(a+gob+ghoc+goalhk)+alg, hk),ghk) (2.7)

(2.5)=(2.6) si y sdlo si a(g, h) + a(gh, k) = go a(h, k) + a(g, hk).
(]

Proposiciéon 2.3.6. Dado un grupo G y un G-médulo A. Sea o : G x G — A
una funcién tal que:

a(l,g) =0=a(g,1) (2.8)

a(g, h) + a(gh, k) = g o a(h, k) + a(g, hk) (2.9)
entonces A x G con la operacién (2.3) es un grupo.
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Demostracion. Por la proposicién 2.3.5 la operacién (2.4) es asociativa. Sean
(a,9),(b,h) € A x G entonces

(0,1)(&,9) = (0+ 1 Oa_"a(l’g)vlg) = (a+07g) = (a‘vg)

(a,9)(0,1)=(a+go0+a(g,1),91) = (a+04+0,9) = (a,g)
por lo tanto (0, 1) es el neutro de la operacién.

Seab=(-g 'oa)—gloa(g,g7"). beAy
(a,9)(b,g7 ") =(a+go((—g " oa)—g toalg,g ") +alg.g7").997")

= (a—(gg~"oa)—(g9 toa(g,97"))+a(g, g7 "), 1) = (a—a—a(g, g~ )+a(g,97"),1) = (0,1).

1 1

Por otro lado, sea b’ = —g ' oa —a(g™!,g), entonces V' € A y

(t,9 " Na.g)=(-g ca—alg™,g9) +g " catalg™" g),97"g) = (0,1)
Ahora, como a cumple (2.9), se tiene

1

g roa(g, g ) =alg ) +alg g9 ) —alg T g9 = algT, 9)+0+0 = (g, g)

Por lo tanto b = b’. En consecuencia (a, g) tiene inverso ¥(a, g) € A x G.
U

Al grupo A x G con la operacién (2,4) lo denotamos por G,

Definimos las funciones i’ : A — G, como ¥'(a) = (a,1) y 7’ : G4 — G como
7'(a, g) = g, las cuales son morfismos inyectivo y suprayectivo respectivamente.
Es claro que kern’ = i/(A), por lo que tenemos la siguiente sucesién exacta corta

OaAiGa”—/)Gﬁl

Proposicion 2.3.7. Las extensiones 0 — A LES G y0— A LN Gy =
G — 1 son equivalentes.

Demostracion. Consideremos la biyeccién ¢ : E, — E. Por la Proposicién 2.3.3.
© es un isomorfismo.

Tenemos que ¢ oi'(a) = ¢((a,1)) = i(a)s(1) = i(a)l = i(a).

Por otro lado 70 ¢((ax) = w(i(a)sa) = m(i(@)(s(6) = 19 = 9 = #'(.9)

Con lo que hemos desarrollado en esta seccion hemos establecido la siguiente
correspondencia

extensiones (2.2) PN funciones « : G x G — A
con una seccién normal que satisfacen (2.8) y (2.9)

La condicién (2.9) la podemos escribir de la siguiente manera:
goa(hvk) —Ck(gh,k) +Ol(g, hk) —Ol(g,h) =0 (210)
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que es la condicién de ser un 2-cociclo. Es decir las funciones que satisfacen (2.9)
son precisamente los elementos de Z2(G, A).

Ahora veamos que la eleccién de la seccién normalizada de 7 en (2.2) corres-
ponde precisamente a modificar a por un coborde, es decir por un elemento de
B2(G, A).

Observacién 2.3.8. Sea s’ : G — FE una seccién normalizada de 7 en (2.2),
entonces s'(g) = i(c(g))s(g) para alguna funcién ¢ : G — A tal que ¢(1) = 0.

Demostracion. Como 7(s'(g)) = g = m(s(g)) entonces s'(g) y s(g) varfan por
un elemento en kerm = i(A), es decir para cada g € G existe a, € A tal que
s'(g) = i(ag)s(g). Definimos ¢ : G — A como ¢(g) = agy. Ahora 1 = §'(1) =
i(c(1))s(1) = i(c(1))1 = i(e(1)). Por lo tanto ¢(1) = 0.

(]

Ahora si calculamos el conjunto de factores de la seccién s’ de la observacién
anterior tenemos:

i(c(9))s(g)i(c(h))s(h) = i(c(g))i(g o c(h))s(g)s(h)
= i(c(g) + g o c(h))i(alg, h))s(gh)
=i(c(g) + g o c(h) + alg, h) — c(gh))s(gh)
Asi, el nuevo conjunto de factores es

(g, h) — c(g) + g o c(h) +alg, h) — c(gh)
el cual es igual a a + 95 (c), donde 97 : C1(G, A) — C?*(G, A) es el morfismo de
la resolucién barra.
Hemos demostrado el siguiente teorema.

Teorema2.3.9 Sea A un G-médulo y £(G, A) el conjunto de clases de equiva-
lencia de las extensiones abelianas de G por A, donde la accién de A coincide
con la accion determinada por la extensién. Entonces se tiene una biyeccion

£(G, A) ~ H2(G, A).
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Capitulo 3

Representaciones lineales y
proyectivas de grupos
finitos.

3.1. Definiciones y resultados basicos.

Sea V' un espacio vectorial sobre un campo F, el conjunto GL(V') son todos los
isomorfismos lineales de V' en V. Este conjunto tiene una estructura de grupo
con la composicién de funciones como operacion.

Definicién 3.1.1. Sea G un grupo. Una representacion lineal de G en V es un
homomorfismo p : G — GL(V).

Para cada g € G denotamos por p(g) := pg. Sean g, h € G se tiene:

1. pg: V =V es un isomorfismo lineal

2. pgh = pg © P
3. pe = Idy donde e en el neutro de G

4 pg1 = pg_1

Dada una representacioén lineal p : G — GL(V). La funcién * : G x V. — V
definida como *(g,v) = g * v = py(v) es una accién de G en V, esto se deduce
de 2. y 3.

En lo que sucesivo supondremos a G un grupo finito y a V' un C-espacio vectorial
de dimensién finita.

La definicién anterior se puede poner en términos de matrices. Si damos una
base 8 = {v1,...,v,} de V, existe un isomorfismo GL(V) = GL(n,C). Esto
induce un homomorfismo que seguiremos llamando p, tal que a cada g € G le
asocia una matriz invertible p(g) € GL(n,C), nétese que este homomorfismo
depende de la base de V escogida.
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Dada p: G — GL(V') con V un C-espacio vectorial de dimensién n. Definimos
el grado de p como dim(V) = n.

Definicién 3.1.2 Sean p! : G — GL(V4) y p? : G — GL(V3) dos representa-
ciones lineales. Decimos que p' y p? son equivalentes (o isomorfas) si existe un
isomorfismo T : V; — V5 tal que T o p; = pg oT para todo g € G es decir si el
siguiente diagrama conmuta

oL

Vi ——=V

v ) |7

Vo ——=V;

Para todo g € G.

Notemos que si p! y p? son equivalentes entonces tienen el mismo grado. La
equivalencia de representaciones es una relacién de equivalencia.

Ejemplos:

1. Sea G grupo, p : G — GL(C) definido como p, = Idc para todo g € G.
Esta es una representacion de G en C llamada representacién trivial.

2. Sea GG un grupo finito de orden n y V un espacio vectorial de dimensién
n con base {ey4|lg € G} indexada por los elementos de G. A esta base la
llamaremos base regular de V. Entonces la funcién que manda Rgy(ep) =
egn para todo h € G la podemos extender de manera lineal a todo V'
para toda g € G. Esto nos da una representacién R : G — GL(V) llamada
representacion regular de GG. Esta representacién tiene grado igual al orden

de G.

3. Sea C,, = (t|t" = 1) el grupo ciclico de orden n, definimos p : C,, —
GL(C) como p;(v) = wv donde w es la raiz n-ésima primitiva de la unidad.
Entonces se cumple: pypir(v) = wl(w™v) = w0 = pusr(v) y p1(v) =
pen (V) = w™v = 1lv = v por lo que p es una representacién de C,, de grado
1.

4

4. Consideremos al grupo diédrico de orden 8 Dy = (r* = s? = 1,57 lrs =

r~1) y el homomorfismo definido en los generadores

0 1 1 0
rl—>R—<_1 0),5»—)5—(0 _1)

Es facil ver que R,S € GL(2,R), R* = S? = Id y que ST'RS = R™%.
Por lo que esta asignacién define una representacion de D4 de orden 2.
R es la rotacion de 90 grados contra las manecillas del reloj alrededor
del origen y S es la reflexién con respecto al eje X y juntas generan el
grupo de simetrias de cuadrado. Por lo que esta asignacion define una
representacién de D4 de orden 2.

Subrepresentaciones.

28



Definicién 3.1.3. Sea p : G — GL(V) una representacién lineal con G un
grupo finito. Decimos que un subespacio W de V es invariante o estable bajo G
si dado un elemento w € W py(w) € W para toda g € G.

En este caso la restriccién pglw de W en si mismo es un isomorﬁsmo y lo
denotamos por p", ademds para todo g, h € G se cumple que pg ph = pgh por
lo tanto p}’ : G — GL( ) es una representacién lineal de G en W.

Ejemplo: Sea p : G — GL(V) la representacién regular de Gy sea W C V el
subespacio generado por el elemento = eg. Entonces tenemos

geaG
h(z eq) = th(eg) = Z €gh = Z €g
geG geG geG geG

pues multiplicar por un elemento es una biyeccién de G en G. Por lo tanto p"V'
es una subrepresenctacion de p.

Ahora consideremos la representacioén trivial o : G — GL(C) y el isomorfismo
T : W — C definido por Ax — .

Entonces se cumple T o p}V'(Az) = T(Apy(x)) = T(Az) = A, por otro lado
o(T(\z)) = a(A\) = \. Por lo tanto la subrepresentacién p" es equivalente a la
representaciéon trivial.

Recordemos un par de resultados de dlgebra lineal. Sea V' un espacio vectorial
y W, W’ C V subespacios de V, entonces V es la suma directa de W y W’
(W e W' =V) siy sélo todo elemento v € V' se escribe de manera tinica como
v=w+w donde w € Wy w € W'. El otro resultado que recordaremos es
el siguiente: dado un subespacio W de V existe otro subespacio W’ tal que es
complemento de W, es decir, W @& W’ = V. Esto nos servird para el siguiente
teorema.

Teorema 3.1.4. Sea p : G — GL(V') una representacion lineal, sea W C V un
subespacio G-invariante. Entonces existe un subespacio W° C V G-invariante
que es complemento de W.

Demostracion. Sea W’ complemento de W y sea p : V. — W la proyeccién tal
que a cada v =w+w €V p(v) = w.

Definimos

|G|Z”g°p°”g

geG

Como pylw es un isomorfismo de W en W entonces p,'(w) € W para todo
w e W. Sea w € W, entonces po p; ! (w) = py(w). Luego

Aw) \G|Zp9”9 |G|Zpg (w) \G|Z“’

geG geG geG

Por lo tanto p° : V — V es una proyeccién sobre W.

Sabemos que V = ker(p®) @ Im(p°) = ker(p®) ® W. Sea W0 = ker(p°).
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Veamos que W es G-invariante. Sea h € G. Notemos que

. L[ _ 1 . _
prop’opn = pjto @Zpgopwgl OPh:@thlopgopwgloph
9eG geqG

1 _ 1 _
:@Zpll_lgopophglg:@ZpSOPOpslpo
geG seG

Por lo tanto pY o p, = pp o p¥ para todo h € G.

Sea x € W entonces p°(z) = 0, luego p° o py(x) = py(x) o p°(z) = py(0) = 0.
Por lo tanto p,(x) € W° para toda g € G.
(]

Sea p : G — GL(V) una representacién lineal. Si Wy, Wo C V son dos subes-
pacios G-invariantes tales que V = W; @ W,. Cada © € V se escribe de ma-
nera Unica como x = x1 + 2, con x1 € Wi y zo € Wy, Entonces se tiene:
pa(@) = py(as + 2) = pylw1) + pyl@a) = P (1) + 2 (2). Por o tanto las
subrepresentaciones p""1 y p"2 determinan la representaciéon p. En este caso

decimos que la representacién p es suma directa de las representaciones pV1 y
P>

Por otro lado si 51 y B2 son bases de Wy y Ws respectivamente, entonces § =
B1 U B2 es una base de V. Escribiendo a la matriz asociada a p, respecto a la

base 3 se tiene
_ [pg]ﬁl 0 )
[p!]]ﬂ B ( 0 [pg]ﬁz

Definicién 3.1.6. Sea p : G — GL(V) una representacién lineal. Decimos que
p es una representacion irreducible o simple si para todo W C V subespacio
G-invariante W =V 6 W = 0.

Notemos que si p : G — GL(V) es una representaciéon de grado 1 entonces es
irreducible. Esto es claro pues si W C V es un subespacio, entonces dim(W) <
dim (V), entonces dim(W)=0 o dim(W)=dim(V'), por lo que W =00 W =V.

Teorema 3.1.7. Toda representacion lineal p : G — GL(V') es suma directa de
representaciones irreducibles.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre n =dim(V). Si dim(V)=1,
por la observacién anterior p es irreducible por lo que se cumple trivialmente.

Supongamos que se cumple para todo espacio de dimensién menor a n. Sea
p: G — GL(V) una representacién lineal tal que dim(V') = n. Si p es irreducible,
ya habremos acabado. Supongamos que no, entonces existen dos subespacios W7y,
Wy CV G-invariantes tales que V- = W3 @ W,. Entonces dim(W;) <dim(V') con
i =1, 2. Por la hipétesis de inducciéon Wi y W5 son suma directa de subespacios
G-invariantes irreducibles, por lo tanto V' es suma directa de subespacios G-
invariantes irreducibles.

]

Podemos preguntarnos si la descomposicién de una representacién lineal en su-
brepresentaciones irreducibles es tnica. La respuesta es negativa como lo mues-
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tra el siguiente ejemplo, pero como veremos mas adelante, la descomposicién si
es Unica salvo isomorfismo.

Ejemplo. Considere la representacién trivial de p : G — GL(V) tal que p(g) =
Idy para todo g € G, donde G es un grupo arbitrario y dim(V) > 1. Es claro
que todo subespacio W C V es G-invariante. Por lo tanto, toda descomposicién
de V en suma directa de subespacios de dimensién uno, es una descomposiciéon
de p en suma directa de representaciones irreducibles.

Teorema 3.1.8. (Lema de Schur) Sean p' : G — GL(V1) vy p? : G — GL(Vs)
dos representaciones irreducibles de G y sea T : Vi — V5 una transformacion
lineal tal que p? o T =T o p'. Entonces:

(1) Si p! y p? no son equivalentes, entonces T = 0.

(2) Sip! = p? (en particular V; = V3), entonces T es una homotecia, es decir,
existe A € C tal que T'= Aldy .

Demostracion. Supongamos que T' # 0, entonces ker(T) # V. Sea v € ker(T),
entonces T'(p" (v)) = p2(T'(v)) = pZ(0) = 0 para todo g € G, por lo que ker(T') C

V} es un subespacio G-invariante y como p! es una representacién irreducible,
entonces ker(T') = 0. Por lo tanto T es inyectiva.

Por otro lado, sea w € im(T), entonces existe v € V; tal que T'(v) = w. Luego
pa(w) = p2(T(v)) = T(p(v)) € im(T) para todo g € G. Por lo tanto im(T) C
V2 es un subespacio G-invariante, de donde se sigue que im(T") = V5. Por lo
tanto 7" es un isomorfismo.

Ahora supongamos que p! = p? = p, sea V = V; = V5. Consideremos A € C un
valor propio de Ty el subespacio ker(T — Ady) C V. Sea v € ker(T — Al dy).
Entonces

(T = AMdy)(pg(v) = T(pg(v)) = Apg(v) = pg(T'(v)) — pg(Av)

= pg((T' = Aldy)(v)) = pg(0) = 0

Por lo tanto ker(T — Aldy) es un subespacio G-invariante y v # 0 pues es un
vector propio. Por tanto ker(T — Aldy) # 0 y como p es una representacién
irreducible ker(T — Ady) = V. Por lo tanto T'(v) = Av para todo v € V

O

Corolario. Toda representacién irreducible p : G — GL(V) de un grupo G
abeliano es de grado 1.

Demostracion. Sean g, h € G, entonces

Ph O Pg = Phg = Pgh = Pg © Ph

Por el Lema de Schur p; : V' — V es una homotecia, por lo que cualquier
subespacio W C V es G-invariante. Como p es irreducible esto sucede solo si
dim(V)=1.

O
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3.2. Teoria de caracteres de grupos finitos.

Sea V' un espacio vectorial de dimensiéon ny A : V — V una transformacién
lineal, cuya matriz en una base {e;|]1 < ¢ < n} es (a;;). La traza de A estd

definida como:
T’I"(A) = Z Q-

Recordemos que si A = QMQ~* con M,Q € M(n,C) y Q invertible, entonces
Tr(A) =Tr(M).

Asi podemos definir la traza de un operador lineal T': V' — V usando la matriz
asociada a T en cualquier base de V.

Definicién 3.2.1. Sea p : G — GL(V) una representacién lineal de grado n.
Definimos el caracter de la representacion p como la aplicaciéon

Xp : G — C definida como x,(g) = Tr(p,)

Decimos que el caracter x, es de grado n.

La importancia de esta aplicacién proviene del hecho de que (como veremos mas
adelante) caracteriza a la representacion p.

Ejemplos.

1. Si p: G — GL(V) es la representacion trivial, p, = Id para todo g € G,
entonces x(g) = Tr(py) = n para todo g € G, donde n =dim(V).

2. Sea p: G — GL(V) la representacién regular, donde |G| = n =dim(V) y
V tiene como base {v,4}g4ec la base regular. Notemos que pp,(vg) = vy si
y s6lo si h = 1. Entonces si [pg4] es la matriz asociada a la transformacién
pg en la base regular, se tiene:

a) si g # 1 la diagonal de [p,4] consiste de ceros.

b) si g =1 la diagonal de [pg4] consiste de unos.

Por lo que se tiene:

(g) = 0 sig#1
M= sig=1

Lema 3.2.2. Sea p : G — GL(V) una representacién lineal de grado n. Entonces
el operador pg : V — V es diagonalizable para todo g € G.

Demostracion. Sea g € G fijoy W = (g) C G el subgrupo generado por g.

Consideremos p"' : W — GL(V) la restriccién de p a W. Como W es abeliano

p"V se descompone como suma directa de representaciones de grado 1. Entonces

existe una base 8 de V tal que

[pg]ﬂl 0
[0y 15 = lpgls = -
0 [Pg]5.
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donde cada [p,]3, € GL(1,C) paratoda ¢ = 1,...,n. Entonces existen Ay, ..., A, €
C\{0} tales que [pg]s, = A;. Por lo tanto

A 0
[pg]ﬁ = ..
0 An
O

Proposicién 3.2.3. Sea x el cardcter de una representacién p : G — GL(V)
de grado n. Entonces se cumple lo siguiente:

1. x(1) = n donde 1 es el neutro de G.

2. x(971) = x(g), donde x(g) es el conjugado de x(g).
3. x(hgh™1) = x(g), para todo g,h € G.

Demostracion. Para 1. tenemos que p; = Idy, entonces x(1) = Tr(p1) = n,
pues dim(V)=n. Ahora por el Lema 3.2.2 x(g) es la suma directa de los valores
propios de p, para g € G fijo. Sean Aq,..., A, estos valores propios y sea 7 el
orden de g y [py] la matriz diagonal formada por los valores propios. Entonces
[pg]" =lpgr]= Id. Por lo que A} =1 para toda i = 1,...,n. Por lo tanto A1, ..., A,
son raices r-ésimas de la unidad. Entonces A; 1=\, para toda i = 1,...,n. Por
lo que

Ahora para demostrar 3. tenemos

x(hgh™) = Tr(phgn—1) = Tr(pnpgpn-1) = Tr(pg) = Tr(g) = x(9)-
O

Una funcién f : G — C que cumple la condicién 3. de la Proposicion 3.2.3,
o equivalentemente que sea constante en las clases de conjugacion de G, se le
llama funcién de clase.

Proposicién 3.2.4. Sean p!' : G — GL(V1) y p* : G — GL(V2) dos repre-
sentaciones lineales de G, y x1, X2 sus caracteres respectivamente. Entonces se
cumple:

1. El caracter de la representacién suma directa, denotado por yi @ x2 es
igual a x1 + x2.

2. El caracter de la representacién producto tensorial, denotado por x1 ® xa,
es igual a x1 - xo.

Demostracion. Sea g € G, la matriz asociada a la representacién (p' @ p2)g es
de la forma
(A O
4= (% )
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donde A; y As son las matrices de las representaciones p; y pg respectivamente.
Luego se tiene

X1 @ x2(9) = Tr(A) = Tr(A1) +Tr(A2) = x1(9) + x2(9).

Ahora para 2, escribimos a las representaciones p! y p? de la siguiente manera
Py = (11,5, (9)) ¥ P2 = (7iy5,(9)), entonces por la férmula de la matriz asociada
al producto tensorial de las representaciones se tiene

X1 ®@x2(9) = Z Tiviy (9)Tizis (9) = (Zrm‘l (g)) (Zrigiz (9)) = x1(9) - x2(9)-
01,12 i1 i
O
El siguiente resultado es una consecuencia del Lema de Schur.

Corolario 3.2.5. Sean p' : G — GL(V}) y p? : G — GL(V4) dos representacio-
nes irreducibles de G y h: V; — V5 una transformacion lineal. Definimos

|G\ Z Py ohop,
geG

Entonces:

1. Si p! y p? no son isomorfas, entonces h® = 0.
2. Si pl = ,02, en particular V; = Vo = V, entonces A’ = AIdy es una
homotecia, donde A = (1/n)Tr(h) con n=dim(V).

Demostracion. h° es una transformacién lineal de V; a Va. Sea o € G, entonces
prolo () = B S,eart o) ohopo (o))
- licl:\zgea(ﬂi—l)flO(P§)710h0p50p§_1

1 _
= &1 S ec(PPer)Lohopl L =h0
Por lo tanto para todo o € G p2 o h® = h% o pL. Por lo que podemos aplicar el
lema de Schur, asf obtenemos 1. y que k" es una homotecia.
Ahora si p! = p?, entonces
Tr(h°) = e ZT?" pg OhOpg e ZT?‘ Tr(h)
|G| = 1G] =

Como h® = Mdy entonces Tr(h?) = n\, donde n =dim(V). Luego Tr(h°) =
Tr(h) = nA, por lo tanto A = (1/n)Tr(h).
]

Si escribimos a las representaciones p' y p? como matrices, de la siguiente ma-
nera, py = (74,5, (9)) ¥ 5 = (Fizj»(9)), €l corolario anterior lo podemos reescribir
como sigue

Corolario 3.2.6.
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(1) Si p' y p? no son isomorfas, es decir, si (14,;,) v (7i,j,) no son similares,

entonces:
|G| Z TZ2J2 Thh (9)=0
geG

para toda i1,1%2, j1, j2
(2) Sivi=WV,y (sz) = (74,4, ), entonces:

1
\G\ Z 7"12J2 ij(g) = Eéiliz(sjljz

geG

Demostracion. Sean (xj,j,) es la matriz asociada a la transformacién lineal
h: Vi — Vay (2, ) la matriz asociada a la transformacion h° en las bases
anteriormente utilizadas, entonces:

0 1

Wi =g 2 Ten(@)TRnTia ) (3.1)
J1,92,9€G
Por el Corolario 3.2.5. 2¥ . = 0 para toda i, i5. En la parte derecha de la

1211
igualdad (3.1) se tiene un sistema de ecuaciones lineales, tal que para todos los

posibles valores de xj,;,, se anula. De donde se sigue que los coeficientes de este
sistema de ecuaciones deben ser todos cero. Por lo tanto

Z T12J2 leh( ) =0.
gEG
Para todo i1, 12, 71, j2.

Para demostrar (2) se tiene que por el Corolario 3.2.5. h® = A, es decir 20, =
Adi,iy » donde d;,;, denota la funcién delta de Kronecker, esto es

1 siig=1
Oiniy = L
0 siig#i
-1 o)y =1 U 7 .
Con A = 3 Tr(T5,5,) = 77 D5, j—2 Tjaja 05145~ De aqui obtenemos:
1 1
|G‘ E Tizjo (g )szjlrjlil (g) o E 6]1]251112xJ2J1
J1.42,9€G J1,j—2
igualando los coeficientes del sistema de ecuaciones lineales anterior, se tiene

1
|G| Z 7"22]2 7"3111 (9) = E‘Shizéﬁja-

geG

Ortogonalidad de caracteres.

Sean @, : G — C dos funciones, definimos:

0, |G| > olg)d(g) (3:2)

geG
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Proposicién 3.2.7. (¢, 1) es un producto interior en el C-espacio vectorial de
las funciones de G a C.

Demostracion. Sean ¢, 1, T funciones de G a Cy «, 8 € C.

(a) Es lineal en la primera entrada:

(o + Br, ) = |G|Zw 9) + B87(9))¥(9)

geG

|G| Z@ |G| > g a(p, ) + B(r, ).

geqG

(b) Es aditivo y conjugado en la segunda entrada:

(par +BY) = 7= > ¢l9)(ar(g) + B(9)
IGI =
|G\ Z“’ |Z<P ¥(g) =alp,m) + Blw, ).

geqG

(c) (¥, 0) = (p,¥)

¢@|®Z¢ w@y’ V0 = 172 A0V = o

geG

<

(d) (¢, ) > 0 para toda ¢ # 0:
si p # 0 existe g € G tan que ¢(g) # 0, entonces

@, ) |G‘Zs0 |G|ZH<P 9> 0.

geG geG

Teorema 3.2.8.

(1) Si x es el cardcter de una representacién irreducible, entonces (x, x) = 1.

(2) Six1y x2 son los caracteres de dos representaciones irreducibles no isomor-
fas, entonces (x1, x2) = 0, es decir, son ortogonales.

Demostracion. Sea p : G — GL(V) una representacion irreducible y x su
caracter. Sea (75;(g)) la matriz asociada a p, en alguna base de V, ahora como

1(9) = 3, rulg), entonces
O6x) = imian 2o i) = 20 (TiiTis)
>0 161 2gea Tiilg M ii(9)
= Yijin 15;; por el Corolario 3.2.6 (2)
= Yia % =1
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Para demostrar (2) sean p', p? dos representaciones irreducibles no isomorfas y
(74,5, (9)), (Fiyj,(g)) las matrices asociadas a p} y pj en alguna base. Si x1 y X2
son los caracteres de p1 y p2 respectivamente, entonces

<Xla X2> = <Zz1 Tiviys Zi2 Ti2i2>
= Zihiz <Tili1’ri2i2>
Zihiz ﬁ dec Tiyi, (97 7ii, (9) = 0 por el Corolario 3.2.6 (1)

O

Corolario 3.2.9. Sea p : G — GL(V) una representacién lineal de G con
caracter ¢, supongamos que se descompone como suma directa de representa-
ciones irreducibles

V=W &..eW

Si W es una representacién irreducible con carédcter x, entonces el nimero de
W; isomorfos a W es igual al producto escalar (¢, x). Este ntimero no depende
de la descomposicién de V.

Demostracion. Sea x; el caracter de W;, entonces ¢ = x1 + ... + X%, por lo que
(e, x) = (xa:x) + -+ (x> X)- Donde

(i) = 1 si W esisomorfo a W;
XX/ =9 0 si W no es isomorfo a W;

De donde se sigue el resultado. Ahora como el cardcter de V no depende de su
descomposicién, entonces el nimero de subrepresentaciones irreducibles de V'
isomorfas a W no depende de la descomposicién de V.

O

Definicién 3.2.10. Sea p : G — GL(V') una representacion lineal con cardcter
ey p : G— GL(W) una representacién irreducible con cardcter x. Definimos la
multiplicidad de p’ en p como {y, x). Por el corolario anterior estd bien definida
la multiplicidad ya que no depende de la descomposicién de V.

Corolario 3.2.11. Dos representaciones con el mismo caracter son isomorfas.
Demostracion. Sean p', p?> dos representaciones lineales de G, sean i, Y2 sus
respectivos caracteres. Supongamos que x1 = x2. Sean {p;|i € I} las represen-
taciones irreducibles de G. Por el corolario anterior la multiplicidad de ¢; en
p1 es igual a la multiplicidad de ; en ps. De donde se sigue que son isomorfas.

O
Notemos que, por el resultado anterior, los caracteres determinan, salvo iso-
morfismo, a las representaciones lineales de un grupo finito, es decir, el estudio
de las representaciones lineales de un grupo finito se reduce al estudio de sus
caracteres.

Sea p: G — GL(V) una representacion lineal, descomponiendo a V' como suma
directa de irreducibles tenemos

V=mWi®..ompW
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donde m;W; denota la suma directa de W, consigo mismo 7 veces y m; es la
multiplicidad de W; en V.

Proposicion 3.2.12 Si x es el cardcter de una representacion lineal p : G —
GL(V), entonces

(1) (6x) =2 m.
(2) (x,x)>0.

(3) {x,x) =1siysdlosix es irreducible.

Demostracion. Como V = mi Wi & ... & mpWy, sea x; el caracter de la repre-
sentacion irreducible W;, entonces x = mix; + ... + mgXk, luego

k k
060 = O mixa, > mixs) = > mim;(xi, x;)
i=1 j=1 4]

k
— MO = 2
= mim;0;; = m;.
ij i=1

Ahora como m; > 0 para toda i € {i, ..., k} entonces (x,x) = Zle m? > 0.

Supongamos que (x,x) = 1, esto pasa si y sélo si algin m; = 1y m; = 0 para
toda j # 4. Por lo tanto p es irreducible.
O

Corolario 3.2.13. Toda representacion irreducible p de un grupo finito G estéd
contenida en la representacién regular con multiplicidad igual al grado de p.

Demostracion. Sea p,. la representacién regular de G'y x, su caracter. Sea y un

0 si 1
cardcter irreducible de G, recordemos que x,.(g) = 97 , entonces

1 sig=1

1 . 1 1 B
(X: xr) = 1€l > x(g™xelg) = @x(l)xr(l) = ﬁlGlm =m

geG

donde m es el grado de p.

Corolario 3.2.14. Sea G un grupo finito, se satisfacen:

(1) G tiene un numero finito de representaciones irreducibles no isomorfas
P1, .-, Pk para algin k € N.

(2) Siel grado de p; es igual a m; para toda ¢ € {1, ..., k}, entonces los grados
mq, ..., my, satisfacen Zle m? = |G|.

(3) Sea g € G, si g # 1 entonces Zle m;xi(g) = 0.
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Demostracion. Como toda representacion irreducible de G estd contenida en la
representacion regular de grado |G| < oo, entonces s6lo hay un niimero finito de
sumandos directos de la representacién regular. Por tanto de representaciones
irreducibles de G.

Ahora sean xi, ..., xx los caracteres irreducibles de G con grados my,...,my
respectivamente, entonces

Por otro lado

1 _ 1
<X’I”7XT‘> = @gEE;XT(g 1)Xr(g) = @Xr(l)Xr(l) = |G|

Ahora sea g € G g # 1, entonces

k
0=xr(9) = Zszz(g)

Que es lo que queriamos demostrar.
O

Notemos que si p1, ..., pr son caracteres irreducibles de un grupo finito G con
grados my, ..., m, respectivamente, entonces éstas son todas las representaciones
. . . , . r 2

irreducibles de G si y sélosi ) ., m; = |G].

Funciones de clase.

Una funciéon f : G — C se llama funcién de clase si para todo g,h € G
f(hgh™') = f(g), es decir, f es constante en las clases de conjugacién de G.

Sea F := {f : G — C | f es constante en las clases de conjugacién de G}, es
facil ver que con las operaciones de la suma de funciones (f+k&)(g) = f(g)+k(g)
y el producto escalar usual (af)(g) = af(g), F es un espacio vectorial sobre C.

En lo siguiente veremos que los caracteres irreducibles de G forman una base
de F y que la dimensién de F es igual al nimero de clases de conjugacién de
(, pero antes necesitamos un lema.

Lema 3.2.15. Sean f : G — C una funcién de clase y p : G — GL(V) una
representacion lineal. Sea py : V' — V la funcién lineal definida como

pri=>_ f(9)py

geG

Si p es irreducible de grado n y cardcter x, entonces py es una homotecia de
razén

_ 16l

n

A= % > Fg)x(g)

geG

(£, %)-

Demostracion. Veamos que py satisface la condicién del Lema de Schur. Sea
h € G, entonces

pnpson = pn-1F(9)pgpn = Y F(9)Pn-1gn

9geG geG
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Sea u = h™'gh, entonces g = huh™! y como la asignacién u + huh~! es un
isomorfismo de G en G, se sigue que

ot =Y flhub ™ pu= > fupu =Y f(u)pu = ps.

huh—1eG huh—1eG ueG

Por lo tanto pgpn = prpys, entonces por el Lema de Schur py es una homotecia
de razén

= 1703 Hawg) = 3 o Tl%z:f wx="s%).

geG g€G

O

Teorema 3.2.16. Los caracteres irreducibles de G, x1, ..., xx forman una base
ortonormal de F.

Demostracion. Ya hemos demostrado que los caracteres irreducibles forman un
sistema ortonormal en F. Basta ver que los caracteres irreducibles de G generan
a F. Sea f € F. Supongamos que f es ortogonal a cada Xj, ¢ € {1,...,k}, es
decir, (f,x;) = 0. Sea p una representacion lineal de GG, entonces

k
pr=2_f@pg = > mif(9)py =G|} (£, %) = 0.

geG i,9€G

Ahora consideremos la representacién regular R : G — GL(V), donde 8 =
{vglg € G} es base de V. Sea vy € G, entonces

=Y f(@Rg(v1) =D flg)vy =

geG geG

por lo que tenemos una combinacién lineal de los elementos de la base § igual
a cero, entonces f(g) = 0 para toda g € G. De donde se sigue el resultado.
O

Teorema 3.2.17. El numero de representaciones irreducibles de un grupo finito
G es igual al namero de clases de conjugacién de G.

Demostracion. Sean C1, ..., C,. las distintas clases de conjugacién de G, conside-
remos las funciones f; € F con i € {1,...,7} como sigue

‘ _J1 si ge(;
fz(g)_{o si gécz

Veamos que {f; | i = 1,...,7} es una base de F. Sean f € F, \; = f(g) donde
g € C;, entonces f =37 A fi.

Ahora sea Y _._, p1; fi = 0 una combinacién lineal, tomando a un elemento g por
cada C;, se tiene que Y., p1;fi(g) = p; = 0, por lo tanto los coeficientes de
la combinacién lineal son todos cero. Por lo que la dimension de F es igual al

ndmero de clases de conjugacién de G.
O
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Ahora utilicemos lo que hemos desarrollado hasta ahora para describir todas las
representaciones irreducibles de algunos grupos finitos.

Ejemplos:

1. El grupo ciclico de orden n, Z/nZ.

Primero, GL(C) son las matrices invertibles de 1 x 1, es decir los elementos
de C invertibles, por lo tanto GL(C) 2 C\ {0} = C*

27i/n

Ahora seaw = e la rafz n-ésima primitiva de la unidad, sea j € Z/nZ.

Definimos . 4 N
P’ Z/nZ — C* como p} = (W)’

j €40,...,n — 1}. Veamos que éstas son n representaciones de grado 1y
por tanto n representaciones irreducibles de Z/nZ.

. , S N i ,
g = @) =1, plop] = (@) () = @) =l
Por lo tanto p, ..., p"~! son n representaciones irreducibles. Como Z/nZ
es abeliano de orden n entonces tiene n clases de conjugacién. Por lo tanto

estas representaciones son todas las representaciones irreducibles de Z/nZ.

2. El grupo diédrico de orden 8, D,.

Dy = {r;slr* = 1 = s%,rsr = r~1}. Cada elemento de D, se puede
escribir de manera tnica de la forma r¥, con 0 < k < 3 o de la forma sr¥
con 0 < k < 3, es decir Dy = {1,7,72,73, 5, sr, 572, s13}.

Notemos que si una representacion tiene orden uno entonces la representa-
cién evaluada en algin elemento del grupo es igual a su caracter evaluada
en el mismo elemento. Dy tiene cuatro representaciones de grado uno (y
por lo tanto irreducibles) las cuales describiremos a continuacién a partir
de sus caracteres.

a) la representacion trivial

x1(r%) =1 = x1(sr*), para toda k =0, 1,2, 3.

x2(r*) = 1, xa(sr*) = ~1, para toda k =0,1,2,3.

Claramente es un homeomorfismo de grupos, veamos que cumple las
relaciones que definen a Djy.

xo(rt) =1, ,x2(s?) = (=1)% =1, xa(srs) = (=1)1(=1) =1 = x2(r ).
Por lo tanto x2 es el caracter de una repesentacion de grado 1 de Dy.

x3(rF) = (=1)% | x3(s7*) = (=1)* para toda k = 0,1,2,3.

Veamos que cumple las relaciones que definen a Dy.
Xs(r') = (1) =1, xs(5?) = (=1)°(=1)° = 1, xs(srs) = =1 = x3(r™").

lo que muestra que x3 es el caracter de una representacién irreducible
de grado 1 de Dy.
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d)
X4(rk) = (—l)k7 X4(srk) = (—1)k+1, para toda k =0,1,2, 3.

Verifiquemos que cumplen las relaciones de Dy.
xa(s = xa(s7°) = —1, entonces y4(s%) =1

xa(srs) = (=1)% = =1 = xa(r®) = xa(r ™).
Por lo tanto tenemos 4 representaciones irreducibles de Dy.

Ahora consideremos la representacién del ejemplo 4 de la seccién 3.1

0 1 1 0
r>—>A—(1 0),8»—>B—<0 1)

Calculando esta representacion en todos los elementos de Dy, se tiene:

s (-1 0\ 5 [0 -1
()0 e (0
(01 >, (-1 0 s, (0 -1
ST 1 O , ST 0 1 , ST 1 1

Ahora, si x es el cardcter de esta representacién, entonces x(1) = 2y
x(r?) = =2 y para todo elemento distinto de 1 y r? el cardcter vale cero.
Calculando la norma de x nos queda

1
(ox) =52+ (=2)) =1
Por lo tanto esta representacion es irreducible.

Como las representaciones anteriores cumplen que la suma de los cua-
drados de sus grados es igual al orden de D,, entonces éstas son, salvo
isomorfismo, todas las representaciones irreducibles de Dy.

3.3. Representaciones proyectivas de grupos fi-
nitos.

Definicién 3.3.1. Sea V' un espacio vectorial sobre C. Una representacién pro-
yectiva de un grupo finito G es una funcién p : G — GL(V) tal que existe una
funcién « : G x G — C*, que satisfacen:

(a) p(g)p(h) = a(g, h)p(gh) para todo g, h € G

(b) p(1) = Id

Notemos que una representacién proyectiva de G es casi una representaciéon
lineal exceptuando por la multiplicacién con la funcién a.

Proposicién 3.3.2. Dada una representacién proyectiva p : G — GL(V) con
a: Gx G — C* la funcién asociada a p, satisface que « es un 2-cociclo de G con
coeficientes en C* (considerado como G-médulo con la accién trivial), es decir
satisface:
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1) a(l,9) =1=a(g,1), para todo g € G.
2) alg, h)a(gh, k) = a(h, k)a(g, hk) para todo g, h, k € G.

Demostracion. Sea g € G. Por la condicién (a) de la definicién «(1,g)Idy =

p(1)p(9)p~"(9) = Idvp(g)p~'(9) = Idy, andlogamente a(g, 1)Idy =
p(9)p(1)p~t(g9) = Idy, de donde se sigue que a(1,9) =1 = a(g,1).

Ahora sean g, h, k € G, entonces

(p(g)p(h))p(k) = (al(g, h)p(gh))p(k) = a(g, h)a(gh, k)p(ghk)

Por otro lado
p(9)(p(h)p(k)) = p(g)(a(h, k)p(hk)) = a(h, k)a(g, hk)p(ghk)

Como el producto es asociativo en GL(V') implica que
alg, h)a(gh, k) = a(h, k)a(g, hk).
O

Ahora entonces cabe la pregunta ;por qué les llamamos representaciones proyec-
tivas a estas funciones?, que en realidad son dos preguntas jpor qué les llamamos
representaciones? y jpor qué proyectivas? a la primera pregunta la responde-
remos en lo siguiente, y consiste en que las representaciones proyectivas son
representaciones lineales para la extensién de grupo de G asociada al cociclo a.
La segunda pregunta la responderemos més adelante.

Haremos un recordatorio de resultados vistos en el capitulo 2 que nos serviran
para demostrar la siguiente proposicién y asi responder a la primera pregunta.

Dada una extension central de G por C*, donde G actiia de manera trivial en
C*.
1-C"=>E—>G—1

podemos asignarle un 2-cociclo « : G x G — C*. Dotandole al producto carte-
siano C* x GG la operacién

(z,9)(y, h) = (zya(g, h), gh) (3.3)

obtenemos un grupo. Lo denotamos por G, Este grupo satisface que la extension
central
1-C*"—=G,—-G—=1

es equivalente a la primera extension central.

Ahora veamos que si p es una representacién proyectiva con el cociclo asociado
«, entonces la podemos extender a una representacion lineal del grupo G,,.

Proposicién 3.3.3. Sea p : G — GL(V) una representacién proyectiva de G
y « el cociclo asociado. Sea G, := C* x G con la operacién (3.3), entonces la
funcién p' : G, — GL(V) definida como

o' (x,9) = zp(g)
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es una representacion lineal de G,,.

Demostracion. Veamos que p’ es un homomorfismo. p'(1,1) = 1p(1) = I. Ahora
sean z,y € C* y g,h € G, entonces

p'(x,9)0' (y, h) = zyp(g)p(h) = zya(g, h)p(gh)

= p'(zya(gh), gh) = p'((z,9)(y, h))

Por lo tanto p’ es una representacion lineal de G.,.
O

A las representaciones proyectivas de un grupo G donde el 2-cociclo « estd fijo
les llamaremos representaciones a-proyectivas de G.

Reciprocamente nos podemos preguntar por las representaciones lineales de G,
que restringidas a G son representaciones a-proyectivas. La respuesta la veremos
en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.3.4. Sea G, la extension central de G por C* determinada por
el cociclo a, T': G — GL(V) una representacién lineal tal que para todo x € C
I'((x,1)) = xId. Definimos p : G — GL(V) por

p(g) =T((1,9)) para toda g € G

entonces p es una representacion a-proyectiva.

Demostracion.

1. p(1) =T((1,1)) =1I.
2. Sean g, h € G, entonces
p(g)p(h) =T((1,9))I'((1, k) =T((1,9)(1,h)) =T((alg, h),gh)) =
=L((a(g, h), ))T((1, gh)) = alg, H)I'(1, gh) = a(g, h)p(gh)
O

Notemos que las asignaciones de las Proposiciones 3.3.3 y 3.3.4 entre las repre-
sentaciones a-proyectivas de G y las representaciones lineales de la extension
central G, tales que restringidas al centro C* acttian como multiplicacion esca-
lar, son inversa una de la otra. Por lo que hay una biyeccién entre éstas.

La respuesta a la pregunta jpor qué proyectivas? es la siguiente: Una represen-
tacién proyectiva p : G — GL(V) es equivalente a un homomorfismo de grupos
del grupo G al grupo proyectivo lineal p : G — PGL(V) = GL(V)/F* donde V
es un espacio vectorial sobre el campo F'.

Veamos un ejemplo de una representacién a-proyectiva.
Representacién a-proyectiva del grupo Z, x Zs.

Consideremos el grupo Zo x Zs = (a,bla® = b> = (ab)?> = e) y definimos el
2-cociclo a € Z(Zgy X Z2,C*) como

a(auabub’avabvb) — (_1)uavb
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donde g, va, up, vy € {0,1} y a® = b = e.

Veamos que efectivamente o € Z(Zy X Zo, C*).

a) ale,a’br) = (—1)" =1 = (1) = q(a¥b",e).

b) afake b qve bV )oy(qtaTVahus T qWapwe) = (,1)uavb(,1)(ua+va)wb —

(_ l)u,,,vb +UqWp+Vq Wy

Por otro lado

a(avabvb’awabwb)a(a’uabuby OLvabvb7 ava+wabvb+m) — (_1)vawb(_1)ua(vb+wb) —
(_1)anb+uavb+uawb.

Por lo que a cumple 2) de la Proposicién 3.2.2 . Por lo tanto es un 2-cociclo
de ZQ X ZQ.

Ahorn defnimos p +  x 2 > GL(2,C) come
per= (g )= (5 %) om= (2 0) wan= (2 )
Veamos e p es wna represcntacién a-proyectiva do Z x Zs
s = (5 %) (% o)
s = 0) (6 %)= (" ) =10l = atvarstia)
s = (5 °) (% 3) = (00 = 060 - aaapen
s = (% 5) (6 %) = (5 §) = 1eataapaa)
e = (2 3 (5 8) = (0 9) = vt = atas mypiart)

ponian = (5 0) (% 5) = (6 %) =l = athanitan

I
7\
. O
O =
N

Il
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S~—
7N
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o
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o>
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—1i
Por lo tanto p es una representacion a-proyectiva de Zo X Zs.

Por otro lado, restringiendo a « a su imagen, obtenemos un 2-cociclo de Zs X Zo
con valores en Zs, es decir o € H?(Zy % Zs, Zs). Por lo tanto existe una extensién
central determinada por a.

1 =7y — (Zo X Zo)o — Lo X Lo — 1
Donde la operacion en (Zs X Zs),, estd dada por
(x,a)(y,b) = (zya(a,b), ab).
Para facilitar la notacién escribiremos (Zg xZs)o := {1, —1,a, —a, b, —b, ab, —ab}.
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Veamos que (Zo X Zs ) es isomorfo a Dg el grupo diédrico de orden 8. Definimos
¢ : (Za X Zg9)o — Dg por:

©(1) =1, p(ab) = r,p(—ab) = %, p(—1) = r*.

p(a) = sr,0(b) = 5,0(=b) = s1%,p(—a)sr®,

Claramente ¢ es una biyeccién, por lo que basta mostrar que efectivamente es
un homomorfismo, lo cual es facilmente verificable.

Por lo tanto toda representacion a-proyectiva de Zs X Zo se puede extender a
una representacion lineal de Ds.

Ahora nos podemos preguntar sobre la traza de las representaciones a-proyectivas.
Es decir, si al igual que las representaciones lineales, éstas son determinadas por
su traza y si son invariantes bajo conjugacién. Las respuestas a estas preguntas
las veremos a continuacién.

Al igual que con las representaciones lineales, decimos que dos representaciones
a-proyectivas p; : G — GL(V7), ps : G — GL(V3) son isomorfas si existe un
isomorfismo T : V; — V5 tal que para toda g € G T o p1(g) = p2(g) o T.

Proposicién 3.3.5. Sean p; : G — GL(V1), p2 : G — GL(V3) dos represen-
taciones a-proyectivas. p; y ps2 son isomorfas si y sélo si Vg € G Tr(p1(g)) =

Tr(p2(9))-

Demostracién. Supongamos que p; y p2 son isomorfas, entonces existe un iso-
morfismo T : V3 — V5 tal que para todo g € G T o p1(g) = p2(g) o T', entonces
p2(g9) = Topi1(g)oT 1, por lo tanto Tr(p2(g)) = Tr(Topi(g)oT~1) = Tr(pi(g)).

Inversamente, supongamos que para toda g € G Tr(p1(g)) = Tr(p2(g)). Sean
p1: Go — GL(VY), ph : G, — GL(V2) las representaciones de G, que determi-
nan p; y p2. Entonces

Tr(pi(x,9)) = Tr(zp(g)) = xTr(p1(g)) = xTr(p2(9)) = Tr(zp2(g)) = Tr(psy(z, 9))

Por lo que existe T : Vi — V4 isomorfismo tal que T o (zp1(g)) = T o pi(z,g) =
ph(z,g) o T = (xpa(g)) o T, entonces =T o p1(g) = xpa(g) o T, por lo tanto

Topi(g) =p2(g)oT.
O

Ahora, en cuanto a la pregunta ;las trazas de las representaciones a-torcidas
son invariantes en las clases de conjugacién?, la respuesta es negativa como lo
muestra la siguiente proposicién.

Proposicién 3.3.6. Sea p : G — GL(V) una representacién a-torcida. Enton-
ces se cumple:
a(hgh™', h)

Tr(p(hgh™")) = (i d)

Tr(p(g)) (%)
Demostracion.

p(hgh™") = a(hg,h=") " p(hg)p(h~") = a(hg,h=") " alg, h) " p(h)p(g)p(h~").

Por otro lado Id = p(h™th) = a(h™t, h)~1p(h=1)p(h), entonces p(h~!) =
a(h=, h)p(h)~1, sustituyendo se tiene

p(hgh™") = a(hg,h=") " a(h, g) " a(h ™", h)p(h)p(g)p(h)~".
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Por ser a un 2-cociclo, se tiene que a(hgh~', h) = a(hg,h~1)"ta(h™1, h).

Por lo tanto

p(hgh™') = a(hgh™", h)a(h, g) " p(h)p(g)p(h)

De donde se sigue el resultado.
O

A las funciones de G a C que cumplen la relacién (x) se les llama caracteres
a-proyectivos de G.

Notas sobre representaciones de grupos y CG-mdédulos.

Hemos desarrollado la teoria basica de representaciones lineales y representacio-
nes proyectivas de grupos finitos. Ahora veremos (sin detenernos en todas las
demostraciones) que es equivalente pensar las representaciones como homomor-
fismos del grupo al general lineal de un espacio vectorial o como CG-mddulos.
Donde

CG = { ngg‘xg eC,ge€e G}

e

y el producto estd dado por

Swgg | [ Doweg | =D D w9

9eG 9€G g€G \ hk=g

C@G es un élgebra sobre C, en particular es un anillo.

Sea p : G — GL(V) una representacién lineal (V' de dimensién finita). Le
dotamos a V' una estructura de CG-médulo (finitamente generado) como sigue:

D agg | v="> 2yp(g)(v).

geG geqG

Inversamente si M es un CG-mdédulo (finitamente generado), en particular es un
C-médulo (finitamente generado), es decir, un espacio vectorial (de dimensién
finita). Para cada g € G existe una asignacién m — gm que, por las propiedades
de CG-médulo, resulta ser un C-isomorfismo. Mas ain, la funcién p : G —
GL(V), p(g)(v) = gv es un homomorfismo.

De hecho, hay una correspondencia biyectiva entre las representaciones lineales
de dimensién finita de un grupo G y los CG-mdédulos finitamente generados, la
cual respeta isomorfismo, suma directa y producto tensorial.

De forma anéloga dado un 2-cociclo o € Z2(G, C*) definimos el dlgebra de grupo

” F 1A ary . — P . .
torcido”por C*G =: ) geG Tgg con las siguiente operaciones:

dowgg |+ Do wed | =D (wg+uy)7

9geG geG geG
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Z 4G Z Y9 | = Z Z rpyra(h, k) | g

geG geG geG \ hk=g

De forma andloga a las representaciones lineales se cumple el siguiente teorema.

Teorema 3.3.5 Sea G un grupo finito. Existe una correspondencia biyectiva
entre las representaciones a-proyectivas y de G y los C*G-mddulos, la cual
preserva sumas directas e isomorfismos.

Para ver la demostracién de este teorema vea [Kar85] Teorema 2.5 Capitulo 3.
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Capitulo 4

Anillos de representaciones
lineales y grupos de
representaciones
proyectivas.

4.1. Anillos de representaciones de grupos fini-
tos.

Las clases de isomorfismo de las representaciones lineales de un grupo finito for-
man un monoide conmutativo con la suma directa como operaciéon y un monoide
conmutativo con el producto tensorial como operacion y la clase de isomorfismo
de la representacién trivial como neutro de este moniode. Ademads, el producto
tensorial se distribuye sobre la suma directa. Construiremos un anillo univer-
sal de las clases de isomorfismo de representaciones de un grupo finito llamado
anillo de representaciones de un grupo y calcularemos anillos de representa-
ciones para algunos grupos finitos. Veremos mas adelante qué ocurre con las
representaciones proyectivas.

Definicién 4.1.1. Sea M un conjunto con una operacién binaria + : M x M —
M. Decimos que (M, +) es un semigrupo si la operacion es asociativa. Si ademds
+ es conmutativa, diremos que (M, +) es un semigrupo conmutativo.

Definicién 4.1.2. Dado un conjunto S con dos operaciones 4+ : S xS — Sy
-1 SxS5 — S: Decimos que (S, 4+, -) es un semianillo si (.S, +) es un semigrupo con
elemento neutro 0, (S,-) es un semigrupo con elemento neutro 1 y el producto
se distribuye sobre la suma.

Dado un semianillo conmutativo S queremos construir un anillo conmutativo
K (S) que satisfaga lo siguiente:

(a) Existe un morfismo de semianillos ¢ : S — K(.5).
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(b) Para todo morfismo de semianillos f : S — R existe un tinico morfismo de
anillos f : K(S) — R tal que f o = f, es decir, todo morfismo f: S — R
se factoriza de manera unica mediante ¢ : S — K(S5).

Al anillo K(5) le llamaremos el anillo universal de S.

Proposicién 4.1.3. Dado un semianillo conmutativo S el anillo universal K (.5)
existe y es unico.

Demostracion. Demostremos primero la unicidad.

Supongamos que existe K’(S) y un homomorfismo de semigrupos ¢’ : S —
K'(S) que cumple la propiedad (b).

Como ¢ : S — K(S) es un homomorfismo y ¢’ cumple (b), existe 3 : K'(S) —
K (S) homomorfismo de grupos, tal que goy’ = ¢. Andlogamente como ¢’ es un
homomorfismo y ¢ satisface (b), entonces existe un homomorfismo ¢’ : K(S) —
K'(S) tal que ¢’ o p = ¢'. Entonces

(Boy)op=00¢ =p=1gs) 0
Por otra parte o -
(W op)oy =g op=y =1k (so¢
Ahora como ¢ se factoriza como ¢ = (Pop/)op =1 K(s) © ¢ ¥ la factorizacién
es tinica, entonces po ¢/ = 1k (s)- Por un razonamiento andlogo @ op= 1x/(9)-
Por lo tanto K'(S) = K(S5).
Ahora veamos la existencia de K(S5).

En S xS definimos la siguiente relacién (a, b) ~ (¢, d) siy sblo si existe u € S tal
que a+d—+u = c+b+u. Veamos que esta relacién es de equivalencia. Claramente
se da la reflexivilidad y la simetria, revisemos que se cumple la transitividad.
Supongamos que (a,b) ~ (¢,d) y (¢,d) ~ (e, f), entonces existen u,v € M tales
que

a+d+u=c+bt+uyc+f+v=e+d+v

Entonces
a+f+(d+c+utv)=e+b+(d+c+u+w)

Por lo tanto (a,b) ~ (e, f).

Por lo que es una relacién de equivalencia. Designamos por [a,b] a la clase de
equivalencia de (a, b).

Sea K (9) el conjunto de clases de equivalencia y definimos las operaciones en
K(S) por
[a,b] + [c,d] = [a+ ¢,b+d]

[a, b][c, d] = [ac + bd, bc + ad]

Veamos que las operaciones estén bien definidas. Sean (a, b), (¢, d), (e, f), (g, h) €
S xS, supongamos que (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h), entonces existen u,v € S
talesque a+d+u=c+b+uye+h+v=g+ f+ v, entonces

(a+e)+(d+h)+u+v)=0b+f)+(c+g)+ (ut+v)
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Por lo tanto (a4 e,b+ f) ~ (c+ g,d+ h) es decir [a+e,b+ f] = [c+ g,d+ h],
por lo que esta poeracién estd bien definida.

Ahora notemos que si (a,b) ~ (¢,d) entonces (au,bu) ~ (cu,du). Supongamos
que (a,b) ~ (¢,d) y (e, f) ~ (g, h), entonces
[a, b][e, f] = [ae+bf,bet+af] = [ae, bel+[bf, af] = [ce,de]+[df, cf] = [ce+df, de+tcf]

= [ce,cf] + [df, de] = [cg, ch] + [dh, dg] = [cg + dh, ch + dg] = [c, d][g, h]
Por lo tanto, las dos operaciones estan bien definidas.

Veamos ahora que K(S) es un anillo conmutativo con uno que satisface (a) y

(b).

1. (K(S),+) es un grupo abeliano

Notemos que para todo a,b € S [a,a] = [b, b] pues a+b+u = b+a+u para
todow € Sy [u,u] + [a,b] = [u+ a,u+b] = [a,b] = [a,b] + [u,u], por lo
que para todo u € S [u,u] es el neutro aditivo. Lo denotaremos por [0, 0].
Ahora [a,b] + [b,a] = [a+b,a+b] =1[0,0] = [b+a,a+b] = [b,a] + [a+ b],
de donde cada elemento tiene inverso aditivo.

2. Sea u € S y consideremos a 1 el neutro multiplicativo de S. Luego se
cumple

[1+u, u)[a, b] = [(1-+u)a+ub, vat(1+u)b] = [a-+(ua-+ub), b+(uatub)] = [a, b]
Yy
[, b][1+u, u] = [a(1+u)+bu, b(1+u)+au] = [a-+(au-+bu), b+(au+bu)] = [a, b]
Por lo tanto [1 + u, u] s el elemento uno de K(S).

3. Sean a,b,c,d,e, f € S
la,b)([e, d]+[e, £]) = [a, bl[c+e, d+f] = [alcte)+b(d+f), blcte)+a(d+f)]

= [ac+ae+bd+bf, bc+be+ad+af] = [ac+bd, bc+ad]+ [ae+bf, be+af]
= [a,b][c,d] + [a, b][e, f].

Ahora veamos que K (5) satisface (a) y (b).

Definimos ¢ : S — K(S5) por ¢(a) = [a + u,u] para algin v € S arbitrario.
¢ es un morfismo de semianillos pues p(a +b) = [a+b+u,ul =ja+b+u+
u, utu] = [atu,ul +[b+u uf = (a) +9(b) y p(a)p(b) = [a+u,ul[b+u,u] =
[ab + (au + bu + uu + uu), au + bu + uu + uu] = [ab + u, u).

Sea f : S — R un morfismo de semianillos con R un anillo conmutativo. De-
finimos f : K(S) — R por f[a,b] = f(a) — f(b), claramente f o ¢ = f. Basta
ver que f es tinico. Sea g : K(S) — R un morfismo tal que go ¢ = f. No-
temos que [a,b] = [a + u,u] + [u,b+u] y [b+ u,u] + [u,b+ u] = [0,0]. Luego
gla,b] = gla+u, u]+g[u, b+u] = gop(a)+glu, b+u] y glb+u, ul+glu, b+u] = [0,0],
entonces gle, b+ ] = —gp(b), por 1o que gla, b = g(a) — gw(b) = F(a) — F(b).
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Notemos que para la construccién de K (S) no necesitamos que S tenga neutro
aditivo. En general si (S, +,-) satisface (S,4) es un semigrupo conmutativo,
(S,-) es un monoide conmutativo y el producto se distribuye sobre la suma
podemos construir el anillo universal K(S5).

Denotemos por Rep(G) el conjunto de clases de isomorfismo de representa-
ciones lineales de G. Se tiene que (Rep(G),®) es un semigrupo conmutativo y
(Rep(G), ®) es un monoide conmutativo con elemento neutro la clase de la repre-
sentacion trivial, ademds el producto tensorial de representaciones se distribuye
sobre la suma directa. Al anillo K(Rep(G)) le llamamos anillo de representacio-
nes de G y lo denotamos por R(G).

Veamos algunos ejemplos de anillos de representaciones.

El anillo de representaciones de 7Z,.

Las representaciones irreducibles de Z, son de la forma p* = w¥ con w =

e2mi/n | I ¢ {1,2,...,n} y toda representacién lineal de Z,, es suma directa de
representaciones irreducibles. Consideremos a Z[w] = {3, m;w'|m; € Z}.

Definimos f : Rep(Z,) — Z|w] como sigue. Sea p = mip* @ ... ® m,p" una
representacion de Z,, donde m; es la multiplicidad de plen p, f(p) = muw! +
... + myw™. Entonces existe un morfismo de anillos f : R(Z,) — Z|w] tal que

fo@=f. Veamos que f es un isomorfismo.

Sean [@Z;}Lmiwi, P, '], [Py l;'lwi, P, siw'] € R(%n) tales que -7 (m;—
ri)w' = > (I — si)w'. Entonces @, (m; + s;)w’ = @, (li + ri)w’, luego

(D, mw', B, riw'] = [B], Liw', D, siw']. Por lo tanto f es inyectiva.
Ahorasea Y mw' € Z[w], entonces Y ; m; w437, mikciik donde lqs mjson

los enteros no negativos y li)s my, son los negativos. Entonces f[@J mi,w', @y, [m, |w*] =
¢, mw'. Por lo tanto f es supraeyectiva.

Por tanto R(Z,,) = Z]w].
El anillo de representaciones de D-.

Recordemos que Dy=(r,s|r? = s? = 1) y este grupo es abeliano, por lo que
podemos escribir a sus elementos de forma tnica como Dy = {1,r,s,sr}. Es
facil ver que las siguientes cuantro funciones son representaciones de grado uno
de DQ.

1| r S rs
P |11 1 1
Yo |1 1 | —1|—1
s |1 =11 1 | =1
Yg |1 -1 -1 1

Ahora notemos que 2 (x)s3(x) = Ya(x), Y3(x)Ya(x) = 2(x) y ho(z)ps(x) =

Y3(x) para todo & € Ds. Por lo que podemos concluir que

R(D,) = {a+bi+cj+dkla,b,c,d € Z,i* = j°> = k* = 1,ij = k,ik = j, jk = i}.

Ahora, si tenemos dos representaciones a-proyectivas de G, p' : G — GL(V;),
1 € {1,2}, notemos que

(r' @ p*(9))(p" © p*(h)) = (p'(9) ® p*(9))(p" (h) @ pa(h))
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= p'(9)p" (h) ® p*(9)p*(h) = (g, h)p" (gh) @ a(g, h)p*(gh)
= a®(g,h)(p" (gh) @ p*(gh)).

Por lo tanto el producto tensorial de dos representaciones a-proyectivas no re-
sulta una representacién a-proyectiva, por lo que si consideramos a Rep,(G)
como el conjunto de clases de isomorfismo de representaciones a-proyectivas de
G pero si una reprsentacién o?-proyectiva, este conjunto no es un semigrupo
con respecto a la operacién de producto tensorial, pero si lo es con respecto a
la suma directa. Asf entonces, R, (G) := K(Rep,(G)) no es un anillo pero si un
grupo abeliano. El conjunto que si resulta ser anillo es ®22 (Ran (G).

4.2. Grupos de representaciones proyectivas.

En la Proposicién 3.3.3 vimos que toda representacién a-proyectiva de G p :
G — GL(V) determina una representacién lineal de G, p' : G, — GL(V)
definida por

p'(x,9) = zp(g).
Ahora, si dos representaciones a-proyectivas p; : G — GL(V;) i = 1,2 son
isomorfas, es decir, existe un isomorfismo 7' : V; — Vs tal que T o p1(g) =
p2(g) o T para todo g € G, entonces
T o pi(x,g) = 2Tpi(g) = xp2(9)T = py(w,9) o T.

Es decir, esta asignacién respeta clases de isomorfismo. Por lo que existe una
funcién ¢ : Ro(G) — R(G,) definida por ¥(p) = p/, la cual respeta sumas
directas de representaciones. Por la propiedad (b) de la definicién 4.1.2. existe
un homomorfismo ¢ : Ry (G) — R(G4).

Proposicién 4.2.1. ¢ : R,(G) — R(G,) es un monomorfismo.

Demostracion. Sean py : G —LGL(Vl), p2 : G = GL(V3) dos representaciones
a-proyectivas de G, tales que ¥[p1, p2] = ¥(p1) — ¥ (p2) = [0,0], entonces existe
un isomorfismo 7 : V3 — V5 tal que

Top(pr)(x,9) = ¢(p2)(x,g9) o T para todo (z,9) € Ga,

luego
Topi(g) =Tot(p1)(1,9) =(p2)(1,9) o T = p2(g) o T.
Por lo tanto [p1, p2] = [0,0].

Es decir hay una copia del grupo R,(G) en el anillo R(G,,).

Por el dltimo ejemplo del capitulo anterior podemos concluir que R, (Zg X Zg) <
R(Ds).

La teoria de representaciones proyectivas de grupos finitos es bastante intere-
sante, pero aqui nos detendremos en ésta, dandole paso al esbozo de cémo
interacciona ésta con K-teoria equivariante.

Notas sobre representaciones del Doble de Drinfeld.
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Para el propésito de esta tesis consideraremos la definiciéon del Doble de Drinfeld
dada en el articulo [ACMO3] y sélo consideraremos su estructura de &lgebra
sobre C.

Sea G un grupo finito, definimos el Doble de Drinfeld de G como D(G) :=
CG ®@¢ (CG)*, donde (CG)* es el espacio dual visto como C-espacio vectorial.

Notemos que D(G) tiene una estructura de CG-médulo y es isomorfo al producto
tensorial de la representacién regular con sigo misma. Por tanto podemos pensar
a D(G) como representacién lineal de grado |G|?.

Ahora sea w € H?(G,C*), definimos a D¥(G) como el C-espacio vectorial cuya
base estd dada por {04 ® T}, gcc y cuyo producto definido a continuacién se
extiende linealmente

Oy4(z,y)0,7y sig=ahz™!

(59 & ‘r)((sh ® y) = ag(xvy)(smaa;hw_l ®Ty = {
0 en otro caso

Donde 1
w(g, z,y)w(z,y, (vy) " gry)
w(z,z" gz, y)

09(x7y) =

El neutro multiplicativo estd dado por 1pw(g) = > cq dg1.

Las representaciones de D“(G) (o equivalentemente los D“(G)-médulos), asi
como su grupo de representaciones son muy estudiadas gracias a la relacién que
hay entre éstas y la K-teoria G equivariante torcida de G, es decir, se cumple el

siguiente teorema.

Teorema El grupo de representaciones del doble de Drinfeld-torcido es iso-
morfo a la teoria K-torcida de G.

R(D*(G)) =™ Ka(G).

[Wil08]

Ademas las representaciones de D¥(G) tienen asociadas unas funciones llama-
das caracteres elipticos, las cuales cumplen la funcién de los caracteres para
las representaciones lineales y de los a-caracteres para las representaciones a-
proyectivas.

Este es un ejemplo de cémo las representaciones de grupos son un tema con
mucha interaccién con grandes ramas de las matematicas que se siguen desarro-
llando en nuestros dias.
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