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0.1. Introducción

Los números primos son aún un objeto de estudio de gran interés, lo han sido
desde la época dorada de la antigua Grecia y Euclides demostró por primera
vez que existe una in�nidad de ellos.

En los cursos actuales de introducción a la Teoría de Números aún se estudia
la in�nitud de los primos y ya no sólo desde la visión euclidiana, también lo
hacemos para algunos casos particulares de progresiones que contienen en-
tre sus términos una in�nidad de primos. Podemos clasi�car a los primos de
acuerdo con el residuo que dejan cuando son divididos por un entero n. Es
en este contexto que considaremos a los primos de la forma p = h + nk, y
con base en esto, de�nimos una progresión aritmética como una sucesión de
la forma {h+ nk}n∈N, que simplemente denotaremos como {h+ nk}.

En esta dirección generalmente nos surge el cuestionamiento de ¾cómo abor-
damos la in�nidad de primos de manera general en la progresión aritmética
{h+ kn} (donde h y k son primos relativos)?

Este trabajo de tesis se centrará en el estudio de las progresiones señaladas.
Por un lado, se presenta la manera como se puede afrontar la demostración de
la in�nitud de los primos en estas progresiones. Por otra parte, nos interesa
conoces algunas características de la representación como suma de potencias
de los primos en sus diferentes clases residuales.

La tesis está presentada en tres capítulos, como se menciona enseguida.

En el capítulo 1 se de�nen los conceptos necesarios, tanto algebraicos como
del análisis complejo, para abordar el teorema de Dirichlet, el cual establece
que: dada una progresión aritmética {h+nk}, en ella existen una in�nidad de
primos siempre que (h, k) = 1. La prueba que aquí presentamos está basada
en la de Harold N. Shapiro publicada en 1950. En la última sección de este
capítulo presentamos un bosquejo de las pruebas originales del teorema de
Dirichlet.

El capítulo 2 está dedicado al estudio de las progresiones con un enfoque
totalmente aditivo. Partimos del teorema de Waring que enuncia que todo
entero es una suma de k-ésimas potencias, y en particular abordaremos los



casos de cuadrados y cubos que son de utilidad para estudiar la imagen de
las progresiones aritméticas de Dirichlet en Z4 y Z6 bajo la función "cantidad
de representaciones" como suma de cuatro cuadrados y nueve cubos respec-
tivamente.

Finalmente, el capítulo 3 consta de tres apéndices dedicados a un estudio
más profundo de la anatomía de la grá�ca de la función "cantidad de repre-
sentaciones" como suma de cuatro cuadrados, nueve cubos, y el caso general
para k−ésimas potencias. Particularmente estudiamos en que casos existe
una in�nidad de enteros con una única representación como suma de estas
potencias.





Capítulo 1

El teorema de Dirichlet

A partir de una clasi�cación de los enteros con base en Zk sabemos que los
primos se encuentran en las clases de equivalencia que contienen enteros im-
pares. Así, podemos identi�car de manera natural en Z2 que los primos están
en la clase de los enteros de la forma 2k + 1, y como los primos son de car-
dinalidad in�nita, entonces la progresión {2k + 1} contiene una in�nidad de
primos. El primer caso fue inmediato.

Veamos qué sucede con Z3. Sabemos que las clases que contienen a los primos
son 3k+1 y 3k+2, pero éstas tienen la característica de que no contienen só-
lo números impares y por simple auscultación podemos constatar que ambas
contienen primos. Entonces ¾Cómo saber que ambas progresiones contienen
una in�nidad de primos? Pensemos de manera euclidiana y veamos a qué
conclusiones podemos llegar.

Supongamos que sólo tenemos una cantidad �nita de los primos de la forma
3k + 2, que son: q1, q2, q3, . . . , qr. Ahora consideremos el número siguiente,
N = 3(q1q2q3 · · · qr) + 2, si éste es primo entonces no puede ser uno de los
conocidos, por lo tanto hay uno más. Si es compuesto, entonces tiene un fac-
tor primo, pero éste puede ser de la forma 3k + 1 ó 3k + 2, pero sucede que
para generar a N como producto de primos, necesitamos entre sus factores
a un primo de la forma 3k + 2, porque de no existir, entonces no es posible
generar a N sólo con primos de la forma 3k+ 1. Por lo tanto requerimos por
lo menos un primo de la forma 3k+2, que tiene que ser distinto de cualquiera
de los qi, por lo tanto existe uno más de los conocidos. Así, bajo este proceso
podemos concluir que hay una in�nidad de primos de esta clase.
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De la misma forma, supongamos que tenemos una cantidad �nita de los
primos de la forma 3k + 1, que son: p1, p2, p3, . . . , pt. Ahora construimos el
número, N = 3(p1p2q3 · · · qt) + 1, si éste es primo entonces no puede ser uno
de los conocidos, por lo tanto hay uno más. Si es compuesto, entonces tiene
un factor primo, y este puede ser de la forma 3k + 1 ó 3k + 2, pero en este
caso sí es posible formar al entero N sólo con primos de la forma 3k + 2.
Por lo tanto nada nos garantiza que se tenga en la factorización de N un
primo de la forma 3k + 1. Entonces, para este caso y con esta metodología,
no podemos llegar a la conclusión de la in�nitud de primos de la forma 3k+1.

Veamos un caso más, para Z4. Las clases que contienen a los primos son
4k+1 y 4k+3, la segunda, equivalente a la clase 4k−1. Como en Z3 veamos
los casos.

Primero analicemos la in�nidad de primos de la forma 4k − 1. Supongamos
que existe una cantidad �nita de primos p1, p2, . . . , pn de la forma 4k−1. Sea
N = 4p1p2 · · · pn − 1 y tenemos dos casos para analizar

Caso 1: Que N sea primo. Como N tiene la forma 4k − 1 y además N > pi
∀i ∈ {1, 2, · · · , n} entonces tendríamos una contradicción, pues z sería un
número primo de la forma 4k − 1 y distinto a los antes mencionados. Por lo
tanto existe uno más.

Caso 2: Que N sea compuesto. Por el teorema fundamental de la aritmética
se puede descomponer como producto de primos. Si todos estos primos son
de la forma 4m + 1, entonces el producto de números de esta forma tiene
esta misma, así N sería de la forma 4k+ 1, lo cual es absurdo. Dicho de otra
manera, alguno de los divisores primos de N es de la forma 4k − 1, digamos
que pj es dicho primo, entonces pj | N y como pj | 4p1p2 · · · pn entonces
pj | (N − 4p1p2 · · · pn) = −1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto existe
otro primo de la forma 4k − 1 y así podemos concluir que hay una in�nidad
de primos de la forma 4k − 1.

Ya sabemos que, por lo menos, una de las dos progresiones contiene una in�-
nidad de primos, ¾pero qué sucede con la otra progresión? para dar respuesta
a esta interrogante analicemos los primos de la forma 4k + 1.
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Supongamos que existe una cantidad �nita de primos en la progresión arit-
mética 4k+1, y retomemos la idea de la demostración anterior. Consideremos
que

p1 = 4k1 + 1, p2 = 4k2 + 1, . . . , pn = 4kn + 1

son todos los primos de la forma 4k + 1. Ahora, sea M = 4(p1 · p2 · · · pn) + 1
y tenemos nuevamente los dos casos.

Caso 1:
Si M es primo y como M > pk para toda k, entonces M es un primo de la
forma 4k + 1, pero diferente de todas las pk y por lo tanto existe uno más.

Caso 2:
Si M es compuesto entonces el razonamiento aplicado en la prueba anterior
no funciona, pues siM está formado por una cantidad par de factores primos
de la forma 4k−1, no obtendríamos un nuevo factor primo de la forma 4k+1.

De acuerdo con lo anterior podríamos pensar que la única progresión aritmé-
tica que tiene una in�nidad de primos es la de la forma 4k − 1, sin embargo
en un artículo de 1795 Euler demostró que hay una in�nidad de primos de
la forma 4k + 1 utilizando las series que tanto le apasionaron. Veamos la
demostración.

Euler consideró la serie

1

3
− 1

5
+

1

7
+

1

11
− 1

13
− 1

17
+

1

19
+

1

23
− 1

29
+ · · · ,

donde los recíprocos de los primos de la forma 4k + 1 vienen precedidos por
un signo negativo y para los primos de la forma 4k − 1 por un signo po-
sitivo. Acto seguido Euler presenta una aproximación de esta serie1 que es
0.3349816, y con estos elementos construye la demostración de la in�nidad

1La aproximación que presenta Euler posiblemente es generada a partir de un resultado
de Leibniz sobre series alternantes convergentes.
Entonces la serie

1

3
− 1

5
+

1

7
+

1

11
− 1

13
− 1

17
+

1

19
+

1

23
− 1

29
+ · · ·

se puede relacionar con el teorema de Leibniz que enuncia esto:
"Dada una sucesión decreciente an > 0 y si an tiende a cero cuando n −→∞, entonces la

3



de primos de la forma 4k + 1. Lo hace así:

Sean S y T tales que

S =
1

5
+

1

13
+

1

17
+

1

29
+

1

37
+ · · · y T =

1

3
+

1

7
+

1

11
+

1

19
+

1

23
+

1

31
+ · · · ,

y como T = S + (T − S), por lo tanto

T = S +

(
1

3
− 1

5
+

1

7
+

1

11
− 1

13
− 1

17
+

1

19
+ · · ·

)
≈ S + 0.3349816.

Al retomar la serie de los recíprocos de los primos se tiene que∑
p primo

1

p
=

1

2
+ T + S ≈ 1

2
+ 2S + 0.3349816,

y como la suma de la izquierda es divergente, entonces

S =
1

5
+

1

13
+

1

17
+

1

29
+

1

37
+ · · ·

debe ser divergente, lo cual sucederá sólo si existe una in�nidad de primos
de la forma 4k + 1.

Ahora surge de manera natural la siguiente pregunta:
¾Qué deben cumplir las progresiones {h+ nk} para que contengan una in�-
nidad de primos?

Supongamos que la progresión {h + nk} contiene un primo p, es decir p =
h+ n0k si h y k tienen un divisor en común d > 1, tenemos que

p = h+ n0k = d(h1 + n0k1),

serie
∞∑
n=1

(−1)n+1an

converge"
Con este teorema Euler ya sabría que su serie converge, entonces su aproximación
0.3349816 ya no tiene problema si ésta es imprecisa.
Para ver la demostración con las características de Leibniz se puede consultar el libro de
Ferraro [2008].
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es decir, p es divisible por d. De esta manera tenemos que (h, k) = 1 es
una condición necesaria para que existan primos en la progresión aritmética
{h+ kn}.

Gauss conjeturó que si (h, k) = 1 entonces existe una in�nidad de primos
en la progresión aritmética {h + kn}, en notación moderna, si (h, k) = 1
entonces existe una in�nidad de primos p tal que p ≡ h (mod k). Aunque
fue Dirichlet, en 1837, quien demostró por primera vez este hecho, que en la
actualidad es conocido como el teorema de Dirichlet.

Lo que se expondrá en las secciones siguientes es la demostración del Teorema
de Dirichlet, trataremos de exponer una demostración con las bases algebrai-
cas requeridas y que generalmente no se exponen en los libros conocidos.

1.1. Plan de la demostración

Ya abordamos los antecedentes que dieron lugar a plantear la interrogante de
los primos que se encuentran en las progresiones aritméticas. A continuación
construiremos el marco teórico necesario, para que sea posible demostrar el
teorema de los primos en las progresiones aritméticas de Dirichlet.

A partir de este punto es evidente que las técnicas empleadas para cono-
cer la in�nidad de números primos contenidos en progresiones aritméticas
son muy distintas. Tratar de generalizar esto utilizando solamente resultados
elementales de la teoría de números resultaría muy complicado, por eso nos
vemos en la necesidad de desarrollar una teoría más rica con el propósito de
generalizar los resultados antes mencionados.

Para terminar esta sección presentamos la ruta de la demostración del teore-
ma de Dirichlet, lo hacemos porque en la siguiente sección se desarrolla todo
el proceso de la demostración, que es muy extenso.

De�nición 1.1 (notacion de Landau). Dadas dos funciones f, g decimos que
f es de orden g, y lo denotamos por f = O(g) o f � g. Si existen M > 0 y
x0 tal que para todo x > x0 se cumple que

|f(x)| 6M |g(x)|.
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Una manera de demostrar que existe una in�nidad de primos es mostrando
que la serie ∑

p primo

log p

p

diverge. Para ello se puede usar la siguiente fórmula asintótica∑
p6x

log p

p
= log x+O(1). (1.1)

Obtendremos el teorema de Dirichlet como consecuencia del siguiente lema,
que es el análogo a (1.1), pero restringido a todos los primos de la forma
h+ kn donde (h, k) = 1.

Lema 2.9 Si k > 0 y (h, k) = 1, entonces para toda x > 1∑
p6x

p≡h(mod k)

log p

p
=

1

ϕ(k)
log x+O(1). (1.2)

Donde ϕ(k) =
∣∣∣{n ∈ N : n < k y (n, k) = 1}

∣∣∣, conocida como la función

indicatriz de Euler. Notemos que (1.2) implica que
∑
p6x

p≡h(mod k)

log p

p
diverge y

así existe una in�nidad de primos p de la forma h+ nk.

Para demostrar (1.2) es necesario introducir los llamados caracteres de Diri-
chlet mod k, los cuales designaremos por

χ1, χ2, . . . , χϕ(k).

La prueba de (1.2) es consecuencia del siguiente lema en el que dichos carac-
teres juegan un papel importante.

Lema 2.8 Para x > 1 tenemos que:

∑
p6x

p≡h(mod k)

log p

p
=

1

ϕ(k)
log x +

1

ϕ(k)

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1)

6



Como el término
1

ϕ(k)

ϕ(k)∑
r=2

χr(h) = O(1), entonces es claro que el lema 2.8

implica el lema 2.9, si probamos lo siguiente.

Lema 2.7 Para x > 1 y χ1 6= χ tenemos que∑
p6x

χ(p)log p

p
= O(1) (1.3)

Para probar el lema anterior usaremos el siguiente lema que expresa la suma
anterior como otra suma que se encuentra extendida a todos los naturales
n 6 x.

Lema 2.6 Para cada x > 1 y χ 6= χ1 tenemos∑
p6x

χ(p)log p

p
= −L′(χ, 1)

∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
+ O(1)

donde L′(χ, 1) = −
∞∑
n=1

χ(n)log n

n
, la convergencia de esta serie será estudia-

da con detalle.

Es claro que el lema 2.6 implica el lema 2.7 si demostramos lo siguiente

Lema 2.5 Para x > 1 y χ 6= χ1∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
= O(1) (1.4)

Esta igualdad se deduce del siguiente lema y del hecho que L(χ, 1) 6= 0, don-
de

L(χ, 1) =
∞∑
n=1

χ(n)

n
(la convergencia de esta serie se estudiará con detalle).

Lema 2.4 Para x > 1 y χ 6= χ1 tenemos que

L(χ, 1)
∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
= O(1) (1.5)
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Así, como L(χ, 1) 6= 0 podemos eliminar L(χ, 1) en (1.5) para obtener (1.4).

Para probar que L(χ, 1) 6= 0, usaremos la descomposición como producto de
Euler de dicha serie.

Dicha descomposición establece que bajo ciertas condiciones (que los carac-
teres de Dirichlet satisfacen) se tiene que ∀s ∈ C tal que Re(s) > 1

∞∑
n=1

F(n)

ns
=

∏
p primo

1

1−F(p)p−s
.

1.2. Demostración del teorema de Dirichlet

En este punto tenemos trazada la ruta a seguir para demostrar el teorema
de Dirichlet. Iniciamos introduciendo un poco de teoría de grupos necesaria
para poder desarrollar los conceptos necesarios que involucran caracteres de
Dirichlet.

Se puede plantear que la teoría de grupos es joven, ésta tiene su origen en los
trabajos de Galois que corresponden a encontrar soluciones por radicales de
la ecuación anx

n+an−1x
n−1 +· · ·+a1x+a0 = 0. Cabe señalar que el concepto

de grupo que empleó Galois en su trabajo es el que ahora conocemos como
grupo de permutaciones de n elementos.

De�nición 1.2. Un grupo es una pareja (G, ∗), donde G es un conjunto no
vacío y ∗ : G×G −→ G es una operación binaria
que satisface lo siguiente:

a) ∗ es asociativa, es decir

a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c ∀a, b, c ∈ G

b) Existe un elemento e en G, llamado neutro que satisface

a ∗ e = e ∗ a = a ∀a ∈ G

8



c) Para cada a ∈ G existe un elemento a′ en G tal que

a′ ∗ a = a ∗ a′ = e

Ejemplo 1.1. Si G = GL(n,C) las matrices de n × n con entradas en los
complejos cuyo determinante es distinto de cero y ∗ denota el producto usual
de matrices entonces (G, ∗) es un grupo.

Note que no todos los grupos son conmutativos, por ejemplo, dado que el
producto de matrices no conmuta el Ejemplo 1.1 muestra un grupo que no
es conmutativo. Cuando ∗ es una operación conmutativa, decimos que el
grupo es conmutativo o abeliano.

De�nición 1.3. Sea f : Z −→ C, decimos que f es multiplicativa si para
cada a, b ∈ Z tales que (a, b) = 1 se tiene que f(ab) = f(a)f(b), si esto se
cumple para cualquier entero, diremos que f es completamente multiplicativa.

Ejemplo 1.2. Denotemos con M al conjunto de funciones multiplicativas.
Dadas dos funciones multiplicativas f y g, de�nimos la siguiente operación

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
la operación ∗ es conocida como producto o convolución de Dirichlet.

Teorema 1.1. (M, ∗) es un grupo conmutativo2

Demostración. Primero veamos que se cumple la conmutatividad, para esto
necesitamos notar que

(f ∗ g)(n) =
∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
=
∑
ab=n

f(a)g(b)

donde a y b recorren todos los números enteros positivos tales que su pro-
ducto es n. De esta forma tenemos que f ∗ g = g ∗ f .

Veamos que se cumplen las propiedades restantes, sean f, g y h funciones
multiplicativas y (n,m) = 1.

2Con la suma usual de funciones (M,+,∗) es un anillo conmutativo.
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1. Cerradura:
Cada divisor d de mn puede ser expresado de la forma d = ab.
Además, (a, b) = 1 y (m

a
, n
b
) = 1. Por lo tanto

(f ∗ g)(nm) =
∑
d|nm

f(d)g
(nm
d

)
=
∑
ab|nm

f(ab)g
(nm
ab

)
=
∑
a|m
b|n

f(a)f(b)g
(m
a

)
g
(n
b

)

=
∑
a|m

f(a)g
(m
a

)∑
b|n

f(b)g
(n
b

)
= (f ∗ g)(m)(f ∗ g)(n)

Así, la convolución de funciones multiplicativas es también una función
multiplicativa.

2. Neutro:
De�nimos la siguiente función

I(n) =
[

1
n

]
=

{
1 si n = 1

0 si n > 1

entonces I es completamente multiplicativa y además

(f ∗ I)(n) =
∑
d|n

f(d)I
(n
d

)
=
∑
d|n

f(d)
[n
d

]
= f(n).

3. Inversos:
Si f es una función aritmética no nula3 entonces existe una única fun-
ción aritmética f−1, que se conoce como inverso de Dirichlet tal que

f ∗ f−1 = f−1 ∗ f = I,

3Se sigue que f(1) 6= 0, pues si f(1) = 0, entones para cada n ∈ N se tendría que
f(n) = f(1 · n) = f(1)f(n) = 0. Y así f ≡ 0, lo cual es absurdo.

10



además, f−1 se obtiene por medio de la siguiente relación de recurrencia

f−1(1) =
1

f(1)
, f−1(n) =

−1

f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n
d

)
f−1(d) para n > 1

Veamos por inducción fuerte que la ecuación (f ∗ f−1)(n) = I(n) tiene
una única solución para f(n).

Si n = 1 entonces f(1)f−1(1) = (f ∗ f−1)(1) = I(1) = 1 y como

f(1) 6= 0 entonces f−1(1) =
1

f(1)
, como se quería.

Supongamos que la ecuación es valida para toda k < n, entonces que-
remos resolver la ecuación (f ∗ f−1)(n) = I(n) para n > 1, o dicho de
otra forma

0 =
[

1
n

]
=
∑
d|n

f
(n
d

)
f−1(d)

= f(1)f−1(n) +
∑
d|n
d<n

f
(n
d

)
f−1(d)

así despejando f−1(n) de la última expresión tenemos que

f−1(n) =
−1

f(1)

∑
d|n
d<n

f
(n
d

)
f−1(d).

4. Asociatividad:
Sea ψ = g ∗ h. entonces

(f ∗ (ψ))(n) =
∑
ad=n

f(a)ψ(d)

=
∑
ad=n

f(a)
∑
bc=d

g(b)h(c) =
∑
abc=n

f(a)g(b)h(c).
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Por otro lado si ϕ = f ∗ g, entonces tenemos que

((ϕ) ∗ h)(n) =
∑
dc=n

ϕ(d)h(c)

=
∑
dc=n

∑
ab=d

f(a)g(b)h(c) =
∑
abc=n

f(a)g(b)h(c)

lo que concluye la demostración.

De�nición 1.4. Si (G, ∗) es un grupo, su orden es la cardinalidad del con-
junto subyacente |G|.

De�nición 1.5. Si (G, ∗) es un grupo, un subgrupo de G es un subconjunto
H ⊆ G tal que la operación restringida a H es cerrada y H es un grupo con
esa operación.

De�nición 1.6. Si (G, ∗) es un grupo, dado un elemento g ∈ G de�nimos
sus potencias enteras de esta manera:

1. Si k=0, se de�ne g0 = e.

2. Si k > 1, se de�nen las potencias enteras de g como sigue

g1 = g

g2 = g ∗ g
g3 = g2 ∗ g
...

gk+1 = gk ∗ g.

3. Si −k < 0, entonces de�nimos

g−k = (g−1)k.

Teorema 1.2. Si (G, ∗) es un grupo y g es un elemento cualquiera de G,
entonces el conjunto

(g) = {gn : n ∈ Z}

es un subgrupo conmutativo de G.
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Demostración. Sean a, b ∈ (g), entonces existen r, s ∈ Z tal que a = gr y
b = gs, note también que

a ∗ b = gr ∗ gs = gr+s

con lo que a∗b es un elemento de (g), es decir (g) es cerrado bajo la operación.
Además

a ∗ b = gr ∗ gs = gr+s = gs+r = gs ∗ gr = b ∗ a

lo cual muestra que la operación es conmutativa. Por otro lado, g0 = e, de
esta manera e ∈ (g).

Finalmente notemos que si gm ∈ (g) entonces g−m es un elemento de (g)
que cumple gm ∗ g−m = gm−m = g0 = e.

El grupo (g) es conocido como el subgrupo cíclico generado por g. Por otro
lado, si existe un elemento a ∈ G tal que G = (a), diremos que G es un grupo
cíclico generado por a.

De�nición 1.7. Una función ϕ : G1 −→ G2 entre dos grupos (G1, ∗1) y (G2, ∗2)
se dice que es un homomor�smo o mor�smo de grupos si

ϕ(g1 ∗1 g2) = ϕ(g1) ∗2 ϕ(g2), ∀g1, g2 ∈ G1.

Ejemplo 1.3. Consideremos los siguientes grupos multiplicativos GL(2,R) y
R\{0}, entonces la función det : GL(2,R) −→ R\{0}, llamada determinante,
es un mor�smo entre estos grupos ya que

det(A ·B) = det(A) · det(B).

Teorema 1.3. Sean G1 y G2 dos grupos con e1 y e2 sus respectivos neutros
y ε : G1 −→ G2 un mor�smo, entonces:

i) ε(e1) = e2

ii) ε(a)−1 = ε(a−1)

iii) ε(a)n = ε(an). ∀n ∈ Z.

Demostración. Para la primera parte tenemos que

ε(e1) = ε(e1e1) = ε(e1)ε(e1)
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entonces cancelando ε(e1) = e2.

Para la segunda parte sea a ∈ G1 entonces

e2 = ε(aa−1) = ε(a)ε(a−1),

y tendremos que

ε(a)−1 = ε(a)−1e2 = ε(a)−1ε(a)ε(a−1) = ε(a−1).

La parte tres se deduce inmediatamente de uno, dos y de la de�nición de
potencias enteras de un elemento.

De�nición 1.8. Un mor�smo es un epimor�smo si es suprayectivo; es un
monomor�smo si es inyectivo y �nalmente diremos que es un isomor�smo si
es biyectivo.

En este último caso decimos que G1 es isomorfo a G2 y lo denotamos por
G1 ' G2

De�nición 1.9. Si (H, ∗1) y (K, ∗2) son dos grupos, entonces su producto
cartesiano

H ×K = {(h, k) : h ∈ H, k ∈ K}
es un grupo con la operación de�nida en cada entrada, es decir si (h, k) y
(h′, k′) son elementos de H ×K, de�nimos

(h, k) ∗ (h′, k′) = (h ∗1 h
′, k ∗2 k

′).

El neutro de H×K es el elemento (eH , eK), y el inverso de (h, k) es (h−1, k−1).
El grupo H ×K es conocido como el producto directo externo de los grupos
H y K.

Teorema 1.4. Todo grupo abeliano �nito G se puede descomponer como
producto directo de grupos cíclicos

G ' C(m1)× C(m2)× . . .× C(ms)

donde cada C(mj) es un grupo cíclico de orden mj y cada mj | mj+1 para
j ∈ {1, 2, . . . , s− 1}.

Demostración. La prueba de este resultado será omitida pero puede ser en-
contrada en cualquier texto clásico de teoría de grupos, por ejemplo en [Zal-
divar 2006, p. 90]
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1.2.1. Caracteres de grupos abelianos �nitos

De�nición 1.10. Sea G un grupo conmutativo �nito de orden k y con ele-
mento neutro e. Un carácter sobre G es una función χ : G −→ C compleja
no nula tal que χ(u)χ(v) = χ(uv), ∀u, v ∈ G.

Teorema 1.5. Si χ es carácter de un grupo �nito G con elemento identidad
e, entonces χ(e) = 1 y cada valor de la función χ(a) es una raíz k-ésima de
la unidad, de hecho si ak = 1 entonces χ(a)k = 1.

Demostración. Sea c en G tal que χ(c) 6= 0. Como ce = c tenemos que
χ(c) = χ(ce) = χ(c)χ(e) y dado que χ(c) 6= 0, entonces χ(e) = 1. Por otra
parte si an = 1 entonces

χ(a)n = χ(an) = χ(e) = 1

Ejemplo 1.4. Cada grupo G tiene al menos un carácter , que la función
idénticamente 1, llamada el carácter principal, la cual denotaremos por χ1.
Así, tenemos que χ1(g) = 1 para toda g ∈ G.

Teorema 1.6. El conjunto de caracteres de un grupo abeliano G, HOM(G,S1)
donde S1 = {z ∈ C : |z| = 1} forman un grupo abeliano bajo la siguiente
operación. Si χ1, χ2 son dos caracteres, de�nimos

(χ1 ∗ χ2)(g) = χ2(g)χ2(g).

Demostración. La operación es conmutativa pues el producto de números
complejos conmuta. Dado χ ∈ HOM(G,S1) de�nimos χ ∈ HOM(G,S1) por
χ(g) = χ(g) ∀g ∈ G, notemos que

(χχ)(g) = χ(g)χ(g) = |χ(g)|2 = 1,

∀χ ∈ HOM(G,S1), es decir χ̄ es el inverso de χ. Finalmente tenemos que

(χ1χ)(g) = χ1(g)χ(g) = 1χ(g) = χ(g),

es decir, χ1 es el neutro bajo la multiplicación.

Dicho grupo se conoce como el grupo dual de G y se denota por Ĝ.
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Teorema 1.7. Sea G un grupo abeliano �nito. Entonces, para toda g ∈ G,
g 6= e existe χ ∈ Ĝ tal que χ(g) 6= 1.

Demostración. Consideremos la descomposición del grupo G como producto
directo de subgrupos cíclicos G = G1×G2×· · ·×Gs de órdenes n1, n2, . . . , ns
respectivamente. Sea (ai) = Gi, ahora si g ∈ G, g se puede escribir como
g = (a1

b1 , a2
b2 , . . . , as

bs) con 0 6 bi < ni, donde únicamente para el elemento
unidad del grupo todos los bi son nulos.

Por otro lado si χ ∈ G es un carácter de G entonces el valor χ(g) queda
totalmente determinado por los valores de χ en los generadores de los Gi, es
decir

χ(g) = χ(a1)b1χ(a2)b2 . . . χ(as)
bs

si g 6= e entonces existe un j tal que bj 6= 0 y así podemos de�nir el siguiente
carácter

χ(am) =

{
1 si m 6= j

exp
(

2πi
nj

)
si m = j

que cumple que χ(g) = exp
(

2πibj
nj

)
= cos

(
bj
nj

2π
)

+ isen
(
bj
nj

2π
)
y como

0 < bj < nj tenemos que 0 <
bj
nj
< 1. De esta manera χ(g) 6= 1.

1.2.2. Relaciones de ortogonalidad

Teorema 1.8. Se cumplen los siguientes resultados.

∑
g∈G

χ(g) =

{
|G| si χ = χ1

0 si χ 6= χ1

(1.6)

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =

{
|Ĝ| si g = e

0 si g 6= e
(1.7)

Demostración. Si χ = χ1 entonces
∑
g∈G

χ(g) =
∑
g∈G

χ1(g) =
∑
g∈G

1 = |G|. Por

otro lado, si χ 6= χ1 y y ∈ G es tal que χ(y) 6= 1, entonces
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∑
g∈G

χ(g) =
∑
g∈G

χ(gy) =
[∑
g∈G

χ(g)
]
χ(y),

de esta manera

0 = (χ(y)− 1)
∑
g∈G

χ(g)

y como χ(y) 6= 1 entonces
∑
g∈G

χ(g) = 0, lo cual concluye la prueba de la

parte (1.6).

Para la parte (1.7), si g = e tenemos que

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =
∑
χ∈Ĝ

χ(e) =
∑
χ∈Ĝ

1 = |Ĝ|

como se quería. Ahora si g 6= e y por el Teorema 1.7 tenemos que existe un
carácter χ′ tal que χ′(g) 6= 1, entonces

χ′(g)
∑
χ∈Ĝ

χ(g) =
∑
χ∈Ĝ

χ′(g)χ(g) =
∑
χ∈Ĝ

(χ′χ)(g) =
∑
χ∈Ĝ

χ(g)

de aquí se obtiene que

(χ′(g)− 1)
∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0

y como χ′(g) 6= 1 tenemos que
∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0, con lo cual concluye la demos-

tración.

Corolario 1.9. En todo grupo conmutativo �nito el número de caracteres es
igual al orden del grupo.4

4Más aún se cumple que G ' Ĝ ' ̂̂G.
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Demostración. Tenemos que

|G| =
∑
g∈G

χ1(g) (por (1.6) dado que χ = χ1)

=
∑
g∈G

χ1(g) +
∑
χ∈Ĝ
χ 6=χ1

∑
g∈G

χ(g) (pues si χ 6= χ1 tenemos que
∑
g∈G

χ(g) = 0)

=
∑
χ∈Ĝ

∑
g∈G

χ(g)

=
∑
g∈G

∑
χ∈Ĝ

χ(g)

=
∑
g∈G
g 6=e

∑
χ∈Ĝ

χ(g) +
∑
χ∈Ĝ

χ(e) (separando el sumando cuando g = e)

=
∑
χ∈Ĝ

χ(e) (pues
∑
χ∈Ĝ

χ(g) = 0 dado que g 6= e)

=
∑
χ∈Ĝ

1 = |Ĝ|

así tenemos que |G| = |Ĝ|.

De esta manera podemos reescribir el Teorema 1.8 de la siguiente manera

Teorema 1.10. Sea G un grupo abeliano �nito, entonces

∑
g∈G

χ(g) =

{
|G| si χ = χ1

0 si χ 6= χ1

(1.8)

∑
χ∈Ĝ

χ(g) =

{
|G| si g = e

0 si g 6= e
(1.9)

Demostración. Por el Corolario anterior tenemos que |G| = |Ĝ|, sustituyendo
esto en (1.7) concluimos la demostración.

De este teorema se desprenden los siguientes dos corolarios que resultan ser
importantes
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Corolario 1.11. (ortogonalidad por columnas) Para cualquier par de
caracteres χ y ψ se tiene que

1

|G|
∑
g∈G

χ(g)

ψ(g)
=

{
1 si χ = ψ

0 si χ 6= ψ
(1.10)

Demostración. Tenemos que∑
g∈G

χ(g)

ψ(g)
=
∑
g∈G

χ(g)ψ−1(g)

=
∑
g∈G

(χψ−1)(g) =

{
|G| si χ = ψ

0 si χ 6= ψ
(por (1.8))

o equivalentemente al dividir entre |G| tenemos que

1

|G|
∑
g∈G

χ(g)

ψ(g)
=

{
1 si χ = ψ

0 si χ 6= ψ

lo cual concluye la demostración.

Corolario 1.12. (ortogonalidad por renglones) Para todo u ∈ G y v ∈ G
se cumple

1

|G|
∑
χ∈Ĝ

χ(u)

χ(v)
=

{
1 si u = v

0 si u 6= v
(1.11)

Demostración. Tenemos que∑
χ∈Ĝ

χ(u)

χ(v)
=
∑
χ∈Ĝ

χ(u)χ−1(v) =
∑
χ∈Ĝ

χ(u)χ(v−1)

=
∑
χ∈Ĝ

χ(uv−1) =

{
|G| si uv−1 = e

0 si uv−1 6= e
(por (1.9))

o equivalentemente al dividir entre |G| tenemos que

1

|G|
∑
χ∈Ĝ

χ(u)

χ(v)
=

{
1 si u = v

0 si u 6= v

como se quería demostrar.
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1.2.3. Caracteres de Dirichlet

Todos los resultados anteriores son válidos para grupos conmutativos �nitos
en general. Ahora nos enfocaremos a estudiar los caracteres asociados a un
grupo en particular.

De�nición 1.11. Para cada entero a su correspondiente clase residual [a]
es el conjunto de todos los enteros congruentes con a módulo k

[a] = {x : x ≡ a (mod k)}.

La multiplicación de clases residuales está de�nida por la relación

[a][b] = [ab]. (1.12)

Veamos que este producto está bien de�nido, primero notemos que

[a] = {x ∈ Z : x = km+ r m ∈ Z},

sean a, b, a′, b′ ∈ Z tal que a ≡ a′ (mod k) y b ≡ b′ (mod k), así tenemos que

ab = (q1k + r)(q2k + s) = (q1q2 + sq1 + rq2)k + rs

y
a′b′ = (q′1k + r)(q′2k + s) = (q′1q

′
2 + sq′1 + rq′2)k + rs

luego ab ≡ rs (mod k) y a′b′ ≡ rs (mod k), y por transitividad se tiene que
ab ≡ a′b′ (mod k), es decir [ab] = [a′b′].

Lema 1.1. m es invertible módulo k sí y solo sí (m, k) = 1.

Demostración. Supongamos que m es invertible (mod k) y d es un divisor
común de m y k. Entonces m = da y k = db para algunos enteros a y b,
donde 1 6 b 6 k. Ahora mb = dab = ka ≡ 0 (mod k), luego como m es
invertible, obtenemos que b ≡ 0 (mod k), pero como 1 6 b 6 k, esto paso
solamente si b = k, así que d = 1.

Para el regreso, supongamos que k y m no tienen un divisor común mayor
que 1, y consideremos los m− 1 números

m, 2m, 3m, . . . , (k − 1)m.
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Veamos que alguno de estos números es congruente a 1 (mod k). Para esto, es
su�ciente ver que estos k−1 números representan k−1 clases de congruencias
distintas. Es decir, si dos de estos números son congruentes entre sí, digamos
ma ≡ mb (mod k), 1 6 a < b 6 k − 1 tenemos que k divide a la diferencia,
es decir k | m(b− a) luego como k no tiene factor común con m, k | (b− a),
pero esto es imposible porque 1 6 b− a 6 k − 1.

Teorema 1.13. Con la multiplicación de�nida en (1.12) el conjunto de clases
residuales módulo k es un grupo abeliano de orden ϕ(k) el cual denotaremos
por Z∗k.

Demostración. Primero notemos que claramente el producto de clases con-
muta, la propiedad de ser cerrado se cumple automáticamente por la manera
como está de�nido el producto de las clases. Por otro lado notemos que [1]
funciona como neutro, pues

[a][1] = [a1] = [a].

Ahora sean [a], [b], [c] ∈ Z∗k entonces

[a]([b][c]) = [a]([bc]) = [abc] = ([ab])[c],

y así se cumple la asociatividad. Finalmente sabemos que un elemento a es
invertible módulo k si y sólo si (a, k) = 1, lo cual implica que |Z∗k| = ϕ(k).

De�nición 1.12. Consideremos los caracteres {ψ1, ψ2, . . . , ψϕ(k)} asociados
a este grupo los cuales usaremos para obtener funciones extendidas que toman
valores en todo Z de la siguiente manera

χi(n) =

{
ψi([n]) si (n, k) = 1

0 si (n, k) > 1

Las funciones χi son conocidas como los caracteres de Dirichlet módulo k.
Como el número de caracteres de un grupo es igual a su orden y el orden
de |Z∗k| = ϕ(k) entonces existen ϕ(k) caracteres de este tipo, de los cuales
denominaremos carácter principal de Dirichlet a la función

χ1(n) =

{
1 si (n, k) = 1

0 si (n, k) > 1
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Teorema 1.14. De las propiedades demostradas para los caracteres de un
grupo se deducen inmediatamente las siguientes propiedades para el grupo Z∗k.

∑
[q]∈Z∗k

χ([q]) =

{
ϕ(k) si χ = χ1

0 si χ 6= χ1

(1.13)

ϕ(k)∑
i=1

χi(u) =

{
ϕ(k) si u ≡ 1 (mod k)

0 si u 6≡ 1(mod k)
(1.14)

ϕ(k)∑
i=1

χi(u)

χi(a)
=

{
ϕ(k) si u ≡ a (mod k)

0 si u 6≡ a(mod k)
siempre que (a, k) = 1

(1.15)

Demostración. La prueba es inmediata dado que el orden de Z∗k = ϕ(k)

Teorema 1.15. Hay ϕ(k) caracteres de Dirichlet módulo k, cada uno es
completamente multiplicativo y periódico (de periodo k), es decir se tiene lo
siguiente

χ(ab) = χ(a)χ(b) ∀a, b ∈ Z (1.16)

χ(a+ k) = χ(a) ∀a ∈ Z. (1.17)

Demostración. La primera parte es clara, para probar que son completa-
mente multiplicativos necesitamos los siguientes resultados básicos sobre el
máximo común divisor

i) si (ab, k) > 1 entonces (a, k) > 1 o (b, k) > 1

ii) si (ab, k) = 1 entonces (a, k) = 1 y (b, k) = 1.

Regresando a la prueba del teorema primero veamos que se cumple (1.16).
Sean

{ψ1, ψ2, . . . , ψϕ(k)}

los caracteres asociados al grupo Z∗k y {χ1, χ2, . . . , χϕ(k)} sus respectivos ca-
racteres de Dirichlet. Así, tenemos los siguientes dos casos para i ∈ {1, 2, . . . , ϕ(k)}
�jo
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Caso 1: si (ab, k) = 1 entonces

χi(ab) = ψi(ab) (pues (ab,k)=1)

= ψi(a)ψi(b) (dado que ψi es un carácter )

= χi(a)χi(b) (por i) tenemos que (a, k) = 1 y (b, k) = 1).

Caso 2: si (ab, k) > 1 por ii) podemos suponer sin perdida de generalidad
que (a, k) > 1, así

χi(ab) = 0 = 0χi(b) = χi(a)χi(b) (la última igualdad se da pues (a, k) > 1).

Finalmente veamos que son funciones periódicas de periodo k, para esto ne-
cesitaremos el siguiente resultado

iii) Si a ≡ b (mod k), entonces (a, k) = (b, k)

Ahora sea a ∈ Z, entonces como a + k ≡ a (mod k) y por iii) tenemos que
(a+ k, k) = (a, k). De esta forma tenemos lo siguiente

χi(a+ k) =

{
ψi([a+ k]) si (a+ k, k) = 1

0 si (a+ k, k) > 1

=

{
ψi([a]) si (a, k) = 1

0 si (a, k) > 1
(pues a+ k ≡ a (mod k))

= χi(a).

Recíprocamente tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.16. Si f es multiplicativa, f(q) = 0 siempre que (k, q) > 1 y f
es de periodo k, entonces f es un carácter de Dirichlet módulo k.

Demostración. Es su�ciente mostrar que f es completamente multiplicativa,
si (ab, k) > 1 supongamos sin pérdida de generalidad que (a, k) > 1, entonces

f(ab) = 0 = 0 · f(b) = f(a)f(b).

Ahora supongamos que (ab, k) = 1 en particular tenemos que (a, k) = 1.
Consideremos ahora el siguiente mapeo n 7−→ b + nk (mod a), dicho mapeo
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permuta las clases residuales módulo a, así hay un n0 para el cual b+ n0k ≡
1 (mod a) de esta manera tenemos que (b+ n0k, a) = (1, a) = 1, entonces

f(ab) = f(a(b+ n0k)) (por periodicidad)

= f(a)f(b+ n0k) (por ser multiplicativa)

= f(a)f(b) (por periodicidad)

1.2.4. Tablas de caracteres

En esta sección nos interesa mostrar explícitamente la regla de corresponden-
cia de los caracteres asociados al grupo Z∗k, particularmente para los casos
k = 1, 2, 3, 4, 5. Además de ilustrar las relaciones (1.10) y (1.11).

1. k = 1 o k = 2, ϕ(k) = 1

En ambos casos el único carácter es el carácter principal χ1 y no hay
nada que hacer.

2. k = 3, ϕ(k) = 2

Por de�nición χ1(1) = χ1(2) = 1 y χ1(3) = 0, además

1 = χ2(2)ϕ(3) = χ2(2)2

Así, χ2(2) = 1 o χ2(2) = −1, pero χ2 6= χ1 lo cual implica que
χ2(2) = −1 y así podemos completar la tabla de caracteres módulo
3 (ver Figura 1.1).

n 1 2 3
χ1(n) 1 1 0
χ2(n) 1 -1 0

Figura 1.1: Tabla de caracteres módulo 3
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3. k = 4, ϕ(k) = 2

Entonces χ1(1) = χ1(3) = 1 y χ1(2) = χ1(4) = 0, por otra parte
χ2(1) = 1 y χ2(2) = χ2(4) = 0, sólo nos resta determinar el valor χ2(3),
para esto sabemos que

1 = χ2(3)ϕ(4) = χ2(3)2

Así, χ2(3) = 1 o χ2(3) = −1, pero χ2 6= χ1 lo cual implica que χ2(3) =
−1 que es el último dato requerido para completar la tabla de caracteres
módulo 4 (ver Figura 1.2).

n 1 2 3 4
χ1(n) 1 0 1 0
χ2(n) 1 0 -1 0

Figura 1.2: Tabla de caracteres módulo 4

4. k = 5, ϕ(k) = 4

En este caso χ1(r) = 1 para 1 ≤ r ≤ 4 y χi(5) = 0, al igual que los
casos anteriores tenemos que

1 = χi(2)ϕ(5) = χi(2)4.

De esta manera tenemos que χi(2) ∈ {1,−1, i,−i}, como χ1(2) = 1,

hagamos χ2(2) = −1, χ3(2) = i, χ4(2) = −i, por otro lado
χi(4) = χi(2

2) = χi(2)2, entonces

χ2(4) = χ2(2)2 = (−1)2 = 1

χ3(4) = χ3(2)2 = i2 = −1

χ4(4) = χ4(2)2 = (−i)2 = −1.

Finalmente tenemos que

χi(2)χi(3) = χi(6) = χi(1) = 1,
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es decir χi(3) = χi(2)−1, con esto tenemos que χ2(3) = −1, χ3(3) = −1,
χ4(3) = −1 y así la tabla de caracteres módulo 5 es la siguiente (ver
Figura 1.3).

n 1 2 3 4 5
χ1(n) 1 1 1 1 0
χ2(n) 1 -1 -1 1 0
χ3(n) 1 i -i -1 0
χ4(n) 1 -i i -1 0

Figura 1.3: Tabla de caracteres módulo 5

Enfocándonos en esta última tabla, si consideramos las columnas de dicha
tabla como vectores en C4, y considerando como producto interno (1.10),
tenemos que bajo este producto interno dichos vectores forman una base
ortonormal; de manera análoga si consideramos las columnas de dicha tabla
como vectores en C4, y según (1.11) como producto interno, dichos vectores
son nuevamente una base ortonormal.5

1.2.5. Productos de Euler

Teorema 1.17 (Euler). Si s ∈ C y además Re(s) > 1, entonces

ζ(s) =
∏

p primo

1

1− p−s

donde ζ(s) es la función zeta de Riemann.

Demostración. Sea f(z) =
1

1− z
, sabemos por el teorema de Taylor que

f(z) =
∞∑
n=0

zn para toda z ∈ C tal que Re(s) > 1. En particular para cada

primo p y s > 1 tenemos que

1

1− p−s
= 1 + p−s + p−2s + p−3s + · · · (1.18)

5Esta interpretación de las tablas de caracteres le da el nombre a (1.10) y (1.11).
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Si {p1, p2, p3, . . . , pr} son los primeros r números primos, entonces por (1.18)
tenemos que:

1

1− p−s2

= 1 + p−s2 + p−2s
2 + p−3s

2 + · · ·

1

1− p−s3

= 1 + p−s3 + p−2s
3 + p−3s

3 + · · ·

...
1

1− p−sr
= 1 + p−sr + p−2s

r + p−3s
r + · · ·

Consideramos el siguiente producto

r∏
i=1

1

1− p−si
= (1 + p−s1 + p−2s

1 + p−3s
1 + · · · )(1 + p−s2 + p−2s

2 + p−3s
2 + · · · ) · · ·

notemos que el término general del producto de la derecha es de la forma
n−s = p−sm1

1 · p−sm2
2 · · · p−smr

r , para algunos mj, j ∈ {1, 2, . . . , r}, o dicho de
otra forma n = pm1

1 · pm2
2 · · · pmr

r .

Notemos que un número n es de esta forma si y sólo si sus divisores primos
son algunos de los primeros r números primos, además por el teorema fun-
damental de la aritmética sabemos que dicha descomposición como producto
de números primos es única, es decir dicho número n aparece sólo una vez.
Entonces tenemos la siguiente igualdad∏

p6pr

1

1− p−s
=
∑
p|n
p6pr

n−s.

De esta manera tenemos que

ζ(s) =
∞∑
n=1

1

ns
= ĺım

r→∞

∑
p|n
p6pr

n−s = ĺım
r→∞

∏
p6pr

1

1− p−s
=

∏
p primo

1

1− p−s
.
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Este hecho puede ser establecido de manera más general de la siguiente forma.

Teorema 1.18. Si F es una función multiplicativa tal que la serie
∞∑
n=1

∣∣F(n)
∣∣

converge, entonces para cada s ∈ C tal que Re(s) > 1, la serie
∞∑
n=1

∣∣∣F(n)

ns

∣∣∣
converge y en su dominio de convergencia tiene una descomposición como
producto in�nito

∞∑
n=1

F(n)

ns
=

∏
p primo

(
1 +

ϕ(p)

ps
+
ϕ(p2)

p2s
+
ϕ(p3)

p3s
+ · · ·

)
.

Demostración. Primero veamos la convergencia absoluta de la serie. Tenemos
que

0 <
∞∑
n=1

∣∣∣F(n)

ns

∣∣∣ =
∞∑
n=1

|F(n)|
|ns|

6
∞∑
n=1

M
|ns|

(ya que F está acotada)

=M
∞∑
n=1

1

|ns|

Pero la serie
∞∑
n=1

1

|ns|
converge para Re(s) > 1, de esta manera

∞∑
n=1

∣∣∣F(n)

ns

∣∣∣
converge.

Por otra parte, para la descomposición como producto in�nito, para un N ∈
N �jo, consideremos el producto parcial

∏
p<N

(
1 +
F(p)

ps
+
F(p2)

p2s
+
F(p3)

p3s
+ · · ·

)
.

De otra forma, si {p1, p2, . . . , pk} son los primos menores o iguales que N ,
entonces dicho producto se puede expresar de la siguiente forma

k∏
j=1

(
1 +
F(pj)

psj
+
F(p2

j)

p2s
j

+
F(p3

j)

p3s
j

+ · · ·
)
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donde el término general de dicho producto es a la vez el producto de algunas

potencias de los
F(pj)

psj
, variando dichas potencias, es decir

k∏
j=1

(
1 +
F(pj)

psj
+
F(p2

j)

p2s
j

+
F(p3

j)

p3s
j

+ · · ·
)

=
∑

m1,m2,...,mk

F(pm1
1 ) · F(pm2

2 ) · · · F(pmk
k )

psm1
1 · psm2

2 · · · psmk
k

donde los mj ∈ {1, 2, . . . , k}, pero F es multiplicativa, entonces esa última
suma se puede expresar como sigue∑

m1,m2,...,mk

F(pm1
1 ·m2

2 · · · p
mk
k )

pm1
1 ·m2

2 · · · p
mk
k

=
∑

p(n)<N

F(n)

ns

si n = pm1
1 ·m2

2 · · · p
mk
k , y donde p(n) es el factor primo mayor que aparece en

la descomposición de n como producto de primos.
Como cualquier natural menor que N no tiene factores primos mayores que
N , entonces tenemos que∣∣∣∣∣

∞∑
n=1

F(n)

ns
−
∑

p(n)<N

F(n)

ns

∣∣∣∣∣ 6
∞∑
n=N

∣∣∣F(n)

ns

∣∣∣
y dicha suma tiende a cero cuando N tiende a in�nito.

Corolario 1.19. Si F : N −→ C es una función acotada y completamente
multiplicativa, entonces ∀s ∈ C tal que Re(s) > 1

∞∑
n=1

F(n)

ns
=

∏
p primo

1

1−F(p)p−s

El producto de la derecha es conocido como producto de Euler asociado a la
serie de la izquierda.

Demostración. Como

1

1−F(p)p−s
= 1 + p−sF(p) + p−2sF(p)2 + p−3sF(p)3 + · · ·

y además F es completamente multiplicativa, entonces se tiene que para cada
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primo p, F(pk) = F(p)k.
Por lo anterior tenemos que

∞∑
n=1

F(n)

ns
=

∏
p primo

(
1 + p−sF(p) + p−2sF(p2) + p−3sF(p3) + · · ·

)
=

∏
p primo

(
1 + p−sF(p) + p−2sF(p)2 + p−3sF(p)3 + · · ·

)
=

∏
p primo

1

1−F(p)p−s
.

De�nición 1.13. Dado un carácter de Dirichlet, se de�ne su L − serie de
Dirichlet de la siguiente manera

L(χ, s) =
∞∑
n=1

χ(n)

ns

para un complejo s tal que Re(s) > 1.

Teorema 1.20. Dado χ 6= χ1 un carácter de Dirichlet módulo k, entonces
su L−serie de Dirichlet es una función analítica en el semiplano Re(s) > 0.

Demostración. De�nimos

Sχ(x) =
∑
n6x

χ(n)

ésta es una función periódica, de periodo k y también Sχ(n) = 0 si

n ≡ 0 (mod k).

Por otro lado como |χ| = 1, se tiene que |Sχ(n)| 6 k.

Recordemos que la fórmula de Abel establece que si {an} es una sucesión de

números complejos, A(x) =
∑

16n6x

an y Φ es una función de clase C1 en [1, x],

entonces ∑
16n6x

anΦ(n) = A(x)Φ(x)−
∫ x

1

A(t)Φ′(t)dt.6

6La prueba es simplemente una aplicacion de la fórmula de integración por partes para
integrales de Riemann-Stieltjes.
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Si se aplica la fórmula de Abel a an = χ(n),A(x) = Sχ(x) y Φ(n) = n−s,
tenemos que ∑

16n6x

χ(n)

ns
=
Sχ(x)

xs
+ s

∫ x

1

Sχ(t)t−s−1dt

y si x −→∞, tenemos que

L(χ, s) = s

∫ ∞
1

Sχ(t)t−s−1dt

y posteriormente pasa que∣∣∣∣∣s
∫ ∞

1

Sχ(t)t−s−1dt

∣∣∣∣∣ 6 |s|
∫ ∞

1

|Sχ(t)|t−Re(s)−1dt 6 |s|
∫ ∞

1

k · t−Re(s)−1dt,

y esta última integral resulta ser

|s|k t
−Re(s)

−Re(s)

∣∣∣∣∣
∞

1

= ĺım
x→∞

k|s|
Re(s)

(
1− x−Re(s)

)
=

k|s|
Re(s)

.

Así L(χ, s) es analítica en Re(s) > 0 y |L(χ, s)| 6 k|s|
Re(s)

.

Teorema 1.21. Para un complejo s tal que Re(s) > 1, L(χ, s) converge y
admite una descomposición como producto de Euler.

Demostración. Sabemos que cualquier carácter χ cumple |χ| = 1 y son fun-
ciones completamente multiplicativas. Entonces para Re(s) > 1, L(χ, s) con-
verge y además

L(χ, s) =
∏

p primo

1

1− χ(p)p−s
.

Notemos que si χ = χ1, entonces χ(p) = 0, además si p | k, χ1(p) = 1 y si
(P, k) = 1, entonces de esta manera el producto de Euler para L(χ1, s) está
dado por

L(χ1, s) =
∏

p primo
(p,k)=1

1

1− p−s
=

∏
p primo

1

1− p−s
·
∏
p|k

(1− p−s) = ζ(s)
∏
p|k

(1− p−s).

Así, estudiar los ceros de esta L−serie de Dirichlet, es equivalente a estudiar
los ceros de la función ζ de Riemann.
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1.2.6. La no anulación de L(χ, 1) para χ 6= χ1

Teorema 1.22. Sea χ un carácter no principal módulo k y f una función
no negativa , con derivada continua no negativa para todo x > x0, entonces
si x0 6 x 6 y, tenemos∑

x<n6y

χ(n)f(n) = O(f(x)). (1.19)

Si además ĺım
x→∞

f(x) = 0 entonces la serie
∞∑
n=1

χ(n)f(n) converge y tenemos,

para x > x0 que∑
n6x

χ(n)f(n) =
∞∑
n=1

χ(n)f(n) +O(f(x)). (1.20)

Demostración. Sea A(x) =
∑
n6x

χ(n), como χ 6= χ1 tenemos que

A(k) =
k∑

n=1

χ(n) = 0

además, como χ es una función de periodo k, entonces tenemos que A(nk) =
0 para n = 1, 2, 3 . . .. Así, para todo x se tiene que

|A(x)| =
∣∣∣ k∑
n=1

χ(n)
∣∣∣ 6 k∑

n=1

|χ(n)| 6 ϕ(k),

dicho de otra manera A(x) = O(1). Por otro lado se utiliza la identidad de
Abel para expresar la suma de (1.19) en forma de integral, de la siguiente
manera∑

x<n6y

χ(n)f(n) = f(y)A(y)− f(x)A(x)−
∫ y

x

A(t)f ′(t)dt

= f(y)O(1) + f(x)O(1)−
∫ y

x

O(1)f ′(t)dt

= O(f(y)) +O(f(x)) +O

(∫ y

x

(−f ′(t))dt

)
= O(f(x)).
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Con esto queda demostrada la identidad (1.19). Ahora si ĺım
x→∞

f(x) = 0,

tenemos que

ĺım
x→∞

∑
x<n6y

χ(n)f(n) = ĺım
x→∞
O(f(x)) = 0,

y entonces por el criterio de convergencia de Cauchy, la serie
∞∑
n=1

χ(n)f(n)

converge.

Finalmente para probar (1.20) notemos que

∞∑
n=1

χ(n)f(n) =
∑
n6x

χ(n)f(n) + ĺım
y→∞

∑
x<n6y

χ(n)f(n)

=
∑
n6x

χ(n)f(n) + ĺım
y→∞
O(f(x)) (por (1.19))

=
∑
n6x

χ(n)f(n) +O(f(x)).

Lo que da lugar a concluir la demostración.

Consideremos ahora las siguientes funciones

f(x) =
1

x
, f(x) =

log x

x
, f(x) =

1√
x

para x > 1, claramente dichas funciones cumplen las hipótesis del teorema
anterior. Con base en esto tenemos lo siguiente.

Corolario 1.23. Si χ es un carácter no principal módulo k y si x > 1,
entonces:

∑
n6x

χ(n)

n
=
∞∑
n=1

χ(n)

n
+O

(1

x

)
, (1.21)

∑
n6x

χ(n)log n

n
=
∞∑
n=1

χ(n)log n

n
+O

( log x
x

)
, (1.22)
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∑
n6x

χ(n)√
n

=
∞∑
n=1

χ(n)√
n

+O
( 1√

x

)
(1.23)

Demostración.

Finalmente designaremos a la serie que aparece en (1.21) como L(χ, 1), y la
serie que aparece en (1.22) por −L′(χ, 1).

Teorema 1.24 (El método de la hipérbola de Dirichlet). Sean f, g :
N −→ C funciones aritméticas. Si h = f ∗ g,

F(x) =
∑
n6x

f(n), G(x) =
∑
n6x

g(n), H(x) =
∑
n6x

h(n)

y a, b son números positivos tales que ab = x, entonces

H(x) =
∑
q,d
qd6x

f(d)g(q) =
∑
n6a

f(n)G
(x
n

)
+
∑
n6b

g(n)F
(x
n

)
−F(a)G(b)(1.24)

Demostración. Notemos que podemos escribir H(x) de la siguiente manera

H(x) =
∑
n6x

f ∗ g =
∑
n6x

∑
d|n

f(d)g
(n
d

)
=
∑
q,d
qd6x

f(d)g(q) (donde n = qd)

por otra parte la suma H(x) =
∑
q,d
qd6x

f(d)g(q) se encuentra extendida en todas

las parejas de puntos reticulares (q, d) que están comprendidos en el primer
cuadrante del plano, por debajo de la grá�ca de la hipérbola qd = x (deno-
taremos esta región por Γ).

Consideremos las siguientes regiones (ver Figura 1.4)

A = {(q, d) ∈ N× N : qd 6 x y d 6 a}
B = {(q, d) ∈ N× N : qd 6 x y q 6 b}

y �nalmente C = A ∩B.
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Figura 1.4: Regiones de puntos reticulares

Notemos que∑
(q,d)∈Γ

f(d)g(q) =
∑

(q,d)∈A

f(d)g(q) +
∑

(q,d)∈B

f(d)g(q)−
∑

(q,d)∈C

f(d)g(q) (1.25)

Calculemos por separado las sumas que aparecen en (1.25)

a)
∑

(q,d)∈A

f(d)g(q) =
∑
d6a

f(d)
∑
q6

x
d

g(q) =
∑
d6a

∑
q6

x
d

f(d)g(q) =
∑
n6a

f(n)G
(x
n

)

b)
∑

(q,d)∈B

f(d)g(q) =
∑
q6b

g(q)
∑
d6

x
q

f(d) =
∑
q6b

∑
d6

x
q

f(d)g(q) =
∑
n6b

g(n)F
(x
n

)

c)
∑

(q,d)∈C

f(d)g(q) = F(a)G(b).

Así, sustituyendo en (1.25) tenemos el resultado deseado.

Lema 1.2. Sea χ un carácter real módulo k y sea

A(n) =
∑
d|n

χ(d)
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entonces A(n) > 0 para toda n, si además n es un cuadrado por lo tanto

A(n) > 1.

Demostración. La prueba se divide en dos casos, partiremos por el más sen-
cillo de ellos.

Caso 1: Si n es una potencia de un primo, es decir n = pa, entonces tenemos
que

A(pa) =
a∑
t=0

χ(pt) = 1 +
a∑
t=1

χ(pt) = 1 +
a∑
t=1

χ(p)t,

como χ es un carácter real solo se pueden tomar los valores 0,−1, 1.

Si χ(p) = 0, entonces A(pa) = 1. Si χ(p) = 1, entonces

A(pa) = 1 +
a∑
t=1

χ(pt) = 1 +
a∑
t=1

1 = 1 + a.

Finalmente si χ(p) = −1 se tendrá

A(pa) =

{
0 si a impar

1 si a par.

Así, si n = pα entonces A(pa) > 0.

Caso 2: Si n es compuesto, es decir n =
k∏
i=1

pi
ai , se puede probar que

A(n) = A(p1
a1) · A(p2

a2) · · · A(pk
ak),

luego por el caso anterior tenemos que A(paii ) > 0, ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}. Y así

A(n) = A(p1
a1) · A(p2

a2) · · · A(pk
ak) > 0.

Finalmente, si n es un cuadrado, tenemos que ai es par ∀i ∈ {1, 2, . . . , k}.
De esta manera tenemos por el Caso 1 que A(pi

ai) > 1, es decir

A(n) = A(p1
a1) · A(p2

a2) · · · A(pk
ak) > 1.

como se quería demostrar.
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Teorema 1.25. Para todo carácter no principal real χ módulo k considere-
mos

A(n) =
∑
d|n

χ(d) y B(x) =
∑
n6x

A(n)√
n

entonces tenemos:

a) B(x) −→∞ cuando x −→∞

b) B(x) = 2
√
xL(χ, 1) +O(1) para todo x > 1.

Demostración. Para probar la parte a) tenemos por el lema 2.1 que

B(x) =
∑
n6x

A(n)√
n

>
∑
n6x
n=m2

1√
n

=
∑
m6
√
x

1

m
.

Entonces, tenemos la siguiente desigualdad

ĺım
x→∞
B(x) > ĺım

x→∞

∑
m6
√
x

1

m
=∞ (pues la serie armónica diverge)

Para probar la parte b) escribimos

B(x) =
∑
n6x

A(n)√
n

=
∑
n6x

1√
n

∑
d|n

χ(d) =
∑
q,d
qd6x

χ(d)√
qd

=
∑
q,d
qd6x

χ(d)√
d
· 1
√
q

donde n = qd.

Consideremos a = b =
√
x y f(n) =

χ(n)√
n
, g(n) =

1√
n
, y por (1.24) tenemos

que

B(x) =
∑
q,d
qd6x

χ(d)√
qd

=
∑
n6
√
x

χ(n)√
n
G
(x
n

)
+
∑
n6
√
x

1√
n
F
(x
n

)
−F(

√
x)G(
√
x). (1.26)
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Recordemos que G(x) =
∑
n6x

1√
n

= 2
√
x + A + O

(1

x

)
7 en donde A es una

constante. Por otro lado, por (1.23) tenemos que
∑
n6x

χ(n)√
n

= B + O
(1

x

)
,

donde B =
∞∑
n=1

χ(n)√
n
. Notemos además que

F(
√
x)G(
√
x) =

(
B +O

( 1√
x

))(
2x1/4 + A+O

( 1√
x

))
= 2Bx1/4 +O

( 2

x1/4

)
+ AB +O

( A√
x

)
+O

( B√
x

)
+O

(1

x

)
= 2Bx1/4 +O(1).

Al sustituir lo anterior en (1.26) tenemos que:

B(x) =
∑
n6
√
x

χ(n)√
n

(
2
√

x
n

+ A+O
(√

n
x

))
+
∑
n6
√
x

1√
n

(
B +O

(√
n
x

))
− 2Bx1/4 +O(1)

= 2
√
x
∑
n6
√
x

χ(n)

n
+ A

∑
n6
√
x

χ(n)√
n

+O

(
1√
x

∑
n6
√
x

|χ(n)|

)
+B

∑
n6
√
x

1√
n

+O

(
1√
x

∑
n6
√
x

1

)
− 2Bx1/4 +O(1) (distribuyendo )

= 2
√
xL(χ, 1) +O(1).

Corolario 1.26. Para todo carácter no principal real χ módulo k tenemos
que L(χ, 1) 6= 0.

Demostración. Inmediata por el teorema anterior.

Lema 1.3. En el semiplano complejo Re(s) > 1, se tiene que
∣∣L(χ, s)

∣∣ > 0.

7La prueba es una aplicación de la fórmula de sumación de Euler.
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Demostración. Sabemos que

∣∣L(χ, s)
∣∣ =

∏
p primo

∣∣∣∣∣ 1

1− χ(p)p−s

∣∣∣∣∣,
además, como χ(p) = 0 siempre que (p, k) > 1 y χ(p) = ψ(p) si (p, k) = 1,
entonces podemos reescribir el producto anterior de la siguiente manera

∏
p-k

∣∣∣∣∣ 1

1− χ(p)p−s

∣∣∣∣∣ >∏
p-k

1

1 + |χ(p)|p−Re(s)
=
∏
p-k

1

1 + p−Re(s)
> 0.

Lema 1.4. Para Re(s) > 1 y χ un carácter de Dirichlet módulo k tenemos
que:

log
(
L(χ, s)

)
=

∑
p primo

∞∑
m=1

(χ(p))m

mpms
(1.27)

Demostración.

log
(
L(χ, s)

)
= log

( ∏
p primo

1

1− χ(p)p−s

)

=
∑

p primo

log

(
1

1− χ(p)p−s

)
(por propiedades de logaritmos)

=
∑

p primo

−log
(

1− χ(p)

ps

)
(por propiedades de logaritmos)

=
∑

p primo

∞∑
m=1

χ(p)m

mpms
(pues −log(1− z) =

∞∑
m=1

zm

m
.)

Podemos considerar que a partir de este punto damos inicio a la prueba
del teorema de Dirichlet. Seguiremos la ruta trazada en la introducción e
iniciamos demostrando que L(χ, 1) 6= 0 para los caracteres de Dirichlet no
principales.
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Teorema 1.27. Si χ es un carácter de Dirichlet módulo k con χ 6= χ1,
entonces L(χ, 1) 6= 0.

Demostración. Dividiremos la prueba en dos casos.

Caso 1: Si χ es un carácter real, entonces por el Corolario 1.26 el caso está
concluido.
Caso 2:
Sea χ un carácter complejo y s > 1. Tenemos que

ϕ(k)∑
i=1

log
(
L(χi, s)

)
=

ϕ(k)∑
i=1

( ∑
p primo

(
∞∑
m=1

1

m

(χi(p))
m

pms

))
(por (1.27))

=
∑

p primo

(
∞∑
m=1

1

m

∑ϕ(k)
i=1 χi(p

m)

pms

)

=
∑

p primo

(
∞∑
m=1

pm≡1 (mod k)

ϕ(k)

mpms

)
(Por (1.14))

= ϕ(k)
∑

p primo

(
∞∑
m=1

pm≡1 (mod k)

1

mpms

)
> 0,

por lo que∣∣∣∣∣
ϕ(k)∏
i=1

L(χi, s)

∣∣∣∣∣ = exp

(
ϕ(k)∑
i=1

log
(
L(χi, s)

))
> exp(0) = 1. (1.28)

Supongamos que para un carácter complejo χ se tiene que L(χ, 1) = 0, como

χ 6= χ y L(χ, 1) = L(χ, 1) = 0, se tiene que en el producto
ϕ(k)∏
i=1

L(χi, s) hay al

menos dos ceros cuando s −→ 1+, que son su�cientes para cancelar el único
polo simple correspondiente a L(χ1, 1), por lo que:

ĺım
s→1+

∣∣∣∣∣
ϕ(k)∏
i=1

L(χi, s)

∣∣∣∣∣ = 0

lo cual contradice (1.28).

40



1.2.7. Sumas con caracteres de Dirichlet

Lema 1.5. Para x > 1 y χ 6= χ1, tenemos que

L(χ, 1)
∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
= O(1) (1.29)

Demostración. Primero recordemos que la fórmula de inversión de Möbius
generalizada establece que si α : N −→ C es una función completamente
multiplicativa, entonces

G(x) =
∑
n6x

α(n)F
(x
n

)
si y sólo si F (x) =

∑
n6x

µ(n)α(n)G
(x
n

)
.

Ahora, consideremos que si α(n) = χ(n) y F (x) = x, entonces al aplicar la
fórmula de inversión de Möbius generalizada tenemos que

x =
∑
n6x

µ(n)χ(n)G
(x
n

)
(1.30)

de donde

G(x) =
∑
n6x

χ(n)
x

n
= x

∑
n6x

χ(n)

n
= x

(
∞∑
n=1

χ(n)

n
+O

(1

x

))
= xL(χ, 1)+O(1).

Al sustituir en (1.30) tenemos que

x =
∑
n6x

µ(n)χ(n)G
(x
n

)
=
∑
n6x

µ(n)χ(n)
(x
n
L(χ, 1) +O(1)

)
= xL(χ, 1)

∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
+
∑
n6x

µ(n)χ(n)O(1).

Enfocándonos en la suma de la derecha tenemos que∑
n6x

µ(n)χ(n)O(1) = O(1)
∑
n6x

µ(n)χ(n) 6 O(1)
∑
n6x

χ(n)

6 O(1)ϕ(k) = O(1).
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Así, podemos escribir

x = xL(χ, 1)
∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
+O(x).

Es decir, tenemos que

O(x) = xL(χ, 1)
∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
,

y al dividir entre x obtenemos el resultado deseado.

Por el lema anterior y usando el hecho de que L(χ, 1) 6= 0 obtenemos el
siguiente resultado.

Lema 1.6. Para x > 1 y χ 6= χ1 tenemos∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
= O(1) (1.31)

Demostración. Por (1.21) sabemos que L(χ, 1) es convergente y no nula,
entonces por el lema anterior tenemos que∑

n6x

µ(n)χ(n)

n
=
O(1)

L(χ, 1)
= O(1).

A continuación estudiaremos una suma similar a la anterior pero ahora ex-
tendida únicamente sobre los primos, para esto es necesario introducir una
nueva función y probar algunas de sus propiedades.

De�nición 1.14. Para cada n ∈ N de�nimos la función de Mangoldt como
sigue

Λ(n) =

{
log p si n = pα para p primo y α > 1

0 en otro caso

Esta función debe su nombre al matemático Alemán Hans von Mangoldt.
Expondremos algunas propiedades importantes de la función de Mangoldt.
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Teorema 1.28. Si n > 1 entonces

log n =
∑
d|n

Λ(d).

Demostración. Si n = 1 entonces 0 = log(1) =
∑
d|1

Λ(d). Supongamos enton-

ces que n > 1. Si n =
r∏
i=1

pαi
i tenemos que

log(n) = log
( r∏
i=1

pαi
i

)
=

r∑
i=1

log(pαi
i ) =

r∑
i=1

αilog(pi).

Por otra parte tenemos lo siguiente

∑
d|n

Λ(d) =
r∑
i=1

αi∑
m=1

Λ(pmi ) =
r∑
i=1

αi∑
m=1

log pi =
r∑
i=1

αilog pi = log(n).

Corolario 1.29. Para n > 1 tenemos que Λ(n) =
∑
d|n

µ(d)log
(n
d

)
.

Demostración. Recordemos que la fórmula de inversión de Möbius establece

que si g(n) y f(n) son funciones aritméticas que satisfacen g(n) =
∑
d|n

f(d)

para todo entero n > 1, entonces

f(n) =
∑
d|n

g(d)µ
(n
d

)
=
∑
d|n

µ(d)f
(n
d

)
,

para toda n > 1. De esta manera si hacemos g(n) = log n y f(n) = Λ(n) y
con la fórmula de inversión de Möbius tenemos el resultado deseado.

Lema 1.7. Para x > 1 y χ 6= χ1 se tiene que∑
p6x

χ(p)log p

p
= −L′(χ, 1)

∑
n6x

µ(n)χ(n)

n
+O(1). (1.32)

43



Demostración. tenemos que∑
n6x

χ(n)Λ(n)

n
=
∑
p6x

∞∑
a=1

χ(pa)log p

pa
(donde pa 6 x)

=
∑
p6x

χ(p)log p

p
+
∑
p6x

∞∑
a=2

χ(pa)log p

pa
(donde pa 6 x)

y como la segunda suma está acotada superiormente por∑
p primo

log p
∞∑
a=2

1

pa
=

∑
p primo

log p

p(p− 1)
<
∞∑
n=2

log n

n(n− 1)
= O(1)

entonces podemos escribir∑
p6x

χ(p)log p

p
=
∑
n6x

χ(n)Λ(n)

n
+O(1). (1.33)

Por otro lado, del corolario 1.29 tenemos que:∑
n6x

χ(n)Λ(n)

n
=
∑
n6x

χ(n)

n

∑
d|n

µ(d)log
(n
d

)
,

y si escribimos n = cd, aunado con que usemos la propiedad multiplicativa
de χ, entonces podemos escribir la igualdad anterior de la siguiente manera∑

n6x

χ(n)Λ(n)

n
=
∑
d6x

µ(d)χ(d)

d

∑
c6x/d

χ(c)log c

c
. (1.34)

Como x/d > 1, en la suma con respecto a c podemos utilizar (1.22) y así se
tiene que: ∑

c6x/d

χ(c)log c

c
= −L(1, χ) +O

(
log
(
x/d
)

x/d

)
y al sustituir en (1.34), tenemos que:∑

n6x

χ(n)Λ(n)

n
=

(∑
d6x

µ(d)χ(d)

d

)(
− L(1, χ) +O

(
log
(
x/d
)

x/d

))

= −L′(1, χ)
∑
d6x

µ(d)χ(d)

d
+O

(∑
d6x

1

d

log
(
x/d
)

x/d
.

)
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ahora, note que

∑
d6x

1

d

log
(
x/d
)

x/d
=
∑
d6x

1

d

log x− log d
x/d

=
1

x

∑
d6x

(
log x− log d

)
=

[x]log x

x
− 1

x

∑
d6x

log d

=
1

x
([x]log x− xlog x+O(x)) = O(1).

Por lo tanto∑
n6x

χ(n)Λ(n)

n
= −L′(1, χ)

∑
d6x

µ(d)χ(d)

d
+O(1). (1.35)

Por (1.33) y (1.35) llegamos al resultado deseado.

Así por el lema 1.6 y dado que −L′(χ, 1) es convergente obtenemos el si-
guiente resultado.

Lema 1.8. Para x > 1 y χ 6= χ1 se tiene que

∑
p6x

χ(p)log p

p
= O(1) (1.36)

Demostración. Se sigue de (1.31), (1.32) y de la convergencia de L′(χ, 1).

Acto seguido pasamos a probar la identidad que podemos considerar es la
identidad fundamental para la prueba del teorema de Dirichlet.

Lema 1.9. Para cada x > 1 tenemos

∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p
=

1

ϕ(k)
log x +

1

ϕ(k)

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1)
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Demostración. Sabemos que

ϕ(k)∑
r=1

χr(p)χr(h) =

{
ϕ(k) si p ≡ h (mod k)

0 si p 6≡ h (mod k)
siempre que (p, k) = 1

además, si p ≡ h (mod k), y si multiplicamos ambos lados de la igualdad por
log p

p
, entonces obtenemos la siguiente expresión

ϕ(k)∑
r=1

χr(p)χr(h)
log p

p
= ϕ(k)

log p

p
si p ≡ h (mod k).

Ahora, se suma para todos los primos menores o iguales que x y se obtiene
lo siguiente ∑

p6x

ϕ(k)∑
r=1

χr(p)χr(h)
log p

p

= ϕ(k)
∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p

=

ϕ(k)∑
r=1

χr(p)χr(h)
∑
p6x

log p

p

= χ1(h)
∑
p6x

χ1(p)log p

p
+

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
.

Notemos que χ1(h) = 1 y χ1(p) = 1 siempre que (p, k) = 1 y cero en otro
caso.
Por lo que

χ1(h)
∑
p6x

χ1(p)log p

p
=
∑
p6x

(p,k)=1

log p

p

=
∑
p6x

log p

p
−
∑
p6x
p|k

log p

p

=
∑
p6x

log p

p
+O(1)
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pues la cantidad de primos que dividen a k es �nita.

Recordemos que el primer teorema de Mertens establece que∑
p6x

log p

p
= log x+O(1),

entonces tenemos que:

ϕ(k)
∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p
= χ1(h)

∑
p6x

χ1(p)log p

p
+

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p

=
∑
p6x

log p

p
+

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1)

= log x+O(1) +

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1)

= log x+

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1),

y al dividir entre ϕ(k) tenemos el resultado deseado.

Finalmente, conjuntado los lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado.

Lema 1.10. Si k > 0 y (h, k) = 1, entonces para toda x > 1∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p
=

1

ϕ(k)
log x+O(1) (1.37)

Demostración. Por el lema 1.9 tenemos que∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p
=

1

ϕ(k)
log x +

1

ϕ(k)

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)
∑
p6x

χr(p)log p

p
+O(1)

=
1

ϕ(k)
log x+

1

ϕ(k)

ϕ(k)∑
r=2

χr(h)O(1) +O(1) (por (1.36))

=
1

ϕ(k)
log x+O(1).
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Teorema 1.30. Si k > 0 y (h, k) = 1, la serie
∑

p primo
p≡h (mod k)

log p

p
diverge.

Demostración. Por (1.37) tenemos que∑
p primo

p≡h (mod k)

log p

p
= ĺım

x→∞

∑
p6x

p≡h (mod k)

log p

p
= ĺım

x→∞

1

ϕ(k)
log x+O(1) =∞.

Corolario 1.31 (Dirichlet 1837). Si (h, k) = 1 existe una in�nidad de
primos en la progresión aritmética h+ nk para n = 0, 1, 2, 3, . . .

Demostración. Inmediata por el teorema anterior.
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1.3. Un bosquejo de las pruebas originales

En esta sección presentamos sólo un bosquejo de los planteamientos y de-
mostraciones que conocemos de Dirichlet y Dedekind. Se conoce un libro
[Dirichlet 1999] sobre teoría de números que contiene aportaciones de am-
bos y en él Dedekind demuestra el teorema de las progresiones de Dirichlet.
No presentamos todo el análisis de los trabajos de ambos porque se requiere
una extensión considerable y un análisis de corte histórico que sobrepasa el
objetivo de esta tesis.

1.3.1. Dirichlet

Figura 1.5: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

Se debe de considerar que en la demostración de Dirichlet lo que ahora co-
nocemos como caracteres -y que llevan su nombre- no aparecen de manera
explícita, no obstante sí podemos reconocer algunas de las propiedades que
actualmente conocemos de los caracteres. Por lo señalado no esperemos en-
contrar una lista de propiedades de éstos en el trabajo original.

Dirichlet plantea su análisis a partir de que la diferencia entre dos elementos
consecutivos de la progresión aritmética a + tp es un primo p. Ahora, dado
el primo p ya era posible para Dirichlet encontrar lo que conocemos como
una raíz primitiva módulo p, es decir, encontrar un entero c tal que los p− 1
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residuos de c0, c1, . . . , cp−2 módulo p generen al conjunto {0, 1, 2, . . . , p − 1}
en algún orden.

Para Dirichlet estaba clara la idea de que para todo entero n, existe un entero
γn tal que

cγn ≡ n (mod p).

Sabemos que si χ es un carácter de Dirichlet módulo p, entonces χ(c) es
una raíz p-ésima de la unidad, digamos ω. Con lo anterior sabemos que χ se
puede determinar mediante ω, esto es, que para todo n primo relativo con p
se tiene que

χ(n) = ωγn .

En esta igualdad se encuentra la notación que usa Dirichlet para lo que ac-
tualmente usamos como χ(n).

Se tiene que considerar que cuando la diferencia no es p (primo), sino un
k compuesto entonces se escribirá de la forma k = 2λpπ11 p

π2
2 · · · p

πj
j que es

producto de potencias de primos y ya no será tan manejable este caso como
el primero. Dirichlet ya sabía por Gauss que si p es un primo impar y π es un
entero mayor o igual que uno entonces se puede encontrar una raíz primitiva
c módulo pπ. Esto se puede interpretar como que para todo entero n primo
con p existe un γn tal que

cγn ≡ n (mod pπ).

De esta manera se pueden elegir raíces primitivas c1, c2, . . . , cj asociadas con
pπ11 p

π2
2 · · · p

πj
j . Pero, para el caso que λ > 3 no hay raíz primitiva módulo 2λ,

y lo que se tiene es que
(
Z/2λZ

)∗
es un producto de dos grupos cíclicos, y

para todo entero n primo con 2λ existen αn y βn tales que

(−1)αn5βn ≡ m (mod 2λ).

Así, para todo n primo con k se puede escribir que

n ≡ (−1)αn5βnc
γ1,m
1 c

γ2,m
2 · · · cγj,mj (mod k),

donde γi,n es el índice de n relacionado con pπii .
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Con las raíces adecuadas de la unidad θ, ϕ, ω1, ω2, . . . , ωj se llega a que

χ(n) = θαnϕβnω
γ1,m
1 ω

γ2,m
2 · · ·ωγj,mj .

Se puede recapitular todo lo anterior de esta manera: cuando se tiene un
módulo primo p Dirichlet �ja un elemento primitivo módulo c y representa
cada carácter χ en términos de una raíz p-ésima ω de la unidad, y en ese
caso el valor del carácter es χ(n) = ω(γ). En el caso en que el módulo k sea
compuesto entonces Dirichlet �ja unos elementos primitivos módulo los tér-
minos primos de la factorización de k, y cada carácter χ queda representado
en términos de la sucesión θ, ϕ, π, π′, . . . que son las raíces de la unidad.

En este contexto actualmente identi�camos a los caracteres como argumen-
tos de las L-funciones, es decir, L(s, χ) que estarán vinculadas con las sumas
sobre los caracteres. Ahora demos lugar a la manera como lo abordó Dirichlet.

Dirichlet -nuevamente- tratará en primer lugar el caso cuando la diferencia
de los elementos de la progresión es un primo p, y recordemos que para este
caso cada carácter χ corresponde a una raíz Ω p-ésima de la unidad. Dirichlet
usó el producto de Euler de esta manera:∏ 1

1− ωγ 1
qs

=
∑

ωγ
1

ns
= L

donde el producto se evalúa en los primos (menos p) y la suma sobre los
naturales que son primos con p. Además, γ se re�ere a γp en el producto y
γn en la suma.

Como hay p− 1 raíces diferentes (p− 1)-ésimas de la unidad, Dirichlet men-
ciona lo que sigue: El producto de Euler construido en la igualdad anterior
representa (p−1) ecuaciones diferentes, que se pueden obtener reemplazando
ω con los (p− 1) valores. Se sabe que los p− 1 valores diferentes pueden ser
representados por una de las potencias de Ω, elegida adecuadamente, de en-
tre estas Ω0,Ω1, . . . ,Ωp−2. En correspondencia con estas potencias podemos
escribir los diferentes valores de L, correspondientes a las sumas y productos
como

L0, L1, . . . , Lp−2.
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Para el caso general cuando la diferencia entre los términos de la progresión
es un compuesto k, el proceso que Dirichlet presenta es semejante, esto es

∏ 1

1− θαϕβωγω′γ′ 1
qs

=
∑

θαϕβωγω′γ
′ 1

ns
= L,

el sistema de índices α, β, γ, γ′, . . . en el producto corresponden con q, y los
de la suma con n.

De la ecuación general las raíces diferentes θ, ϕ, ω, ω′, . . . pueden ser combi-
nadas entre sí y se obtienen k ecuaciones.

Dirichlet hace notar que podemos escoger las raíces primitivas de la unidad
Θ,Φ,Ω,Ω′, . . . de tal manera que θ, ϕ, ω, ω′, . . . pueden ser expresadas como
potencias de ellas, entonces

θ = Θa, ϕ = Φb, ω = Ωc, ω′ = Ω′c
′
. . .

y esto queda como en el primer caso. Dirichlet señaló que nos podemos referir
a la L-serie de una manera adecuada como La,b,c,c′ donde los subíndices son
los exponentes de las raíces primitivas elegidas.
Para el caso donde la diferencia común es un primo p, Dirichlet desarrolla
una ecuación, que en nuestra notación sería

log L(s, χ) = −
∑
q-k

log
(
1− χ(q)

qs
)

y al hacerlo obtiene que∑ 1

q1+ρ
+

1

2

∑ 1

q2+2ρ
+

1

3

∑ 1

q3+3ρ
+ · · ·

=
1

p− 1
(logL0 + Ω−γmlogL1 + Ω−2γmlogL2 + · · ·+ Ω−(p−1)γmlogLp−2).

Y el �n es llegar a algo de la forma∑
χ∈Ẑ∗k

χ(m)log L(s, χ) = ϕ(k)
∑

q≡m (mod k)

1

qs
+O(1).
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Aquí hacemos una pausa para retomar la fórmula de Euler

∞∑
n=1

n−s =
∏
q

(
1− 1

qs

)−1

que es equivalente a

log

∞∑
n=1

n−s =
∑
q

−log

(
1− 1

qs

)
,

y como

log (1− x) = −x− x2

2
− x3

3
− · · ·

entonces se tiene que

log
∞∑
n=1

n−s =
∑
q

1

qs
+
∞∑
n=2

1

n

∑
q

1

qns

y por lo tanto

log
∞∑
n=1

n−s =
∑
q

1

qs
+O(1).

Finalmente Dirichlet deduce que cuando s −→ 1 el término de la Derecha
diverge y por lo tanto la suma de la izquierda diverge, lo cual ocurre solamente
cuando hay una in�nidad de primos q, lo que concluye la demostración.

1.3.2. Dedekind

En 1863 Dedekind publicó el libro "Vorlesungen Über Zahlentheorie" (Lec-
tures on number theory), éste estaba hecho con base en sus notas tomadas
de un curso de teoría de números impartido por Dirichlet en la Universidad
de Göttingen. Dedekind añadió nueve suplementos con material propio, en
particular el suplemento V I contenía una presentación del teorema de Diri-
chlet.
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Figura 1.6: Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)

Dedekind comenzó considerando series in�nitas de la forma

L =
∑

ψ(n)

donde n recorre todos los enteros positivos y la función real o compleja ψ(n)
satisface la condición

ψ(n)ψ(n′) = ψ(nn′),

además suponemos que ψ(1) = 1.8 (Dirichlet 1863)

8�Der allgemeine Beweis dieses Satzes. . . stützt sich auf die Betrachtung einer Classe
von unendlichen Reihen von der Form

L =
∑

ψ(n),

wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen muss, und die reelle oder
complexe Function ψ(n) der Bedingung

ψ(n)ψ(n′) = ψ(nn′)

genügt . . . so nehmen wir immer an, dass ψ(1) = 1 ist.�
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Él escribió las letras
a, b, c, c′, . . .

y consideró que
θ, η, ω, ω′, . . .

denotan alguna raíz de las ecuaciones

θa = 1, ηb = 1, ωc = 1, ω′c
′
= 1, . . .

Si n es un entero positivo cooprimo con k y si sus índices son

α (mod a), β (mod b), γ (mod c), γ′ (mod c′), . . .

Dedekind dice �es fácil ver que la expresión

ψ(n) =
θαηβωγω′γ

′ · · ·
ns

satisface la condición
ψ(n)ψ(n′) = ψ(nn′)”.

Dedekind no se re�rió a las expresiones importantes como �caracteres” sino
que solo introdujo la notación χ(n) para denotar el numerador de ψ(n), dicho
de otra manera χ(n) = θαηβωγω′γ

′ · · · y señalo que tiene la propiedad
χ(n)χ(n′) = χ(nn′) (Dirichlet 1863).9

Luego Dedekind probó el producto de Euler∏ 1

1− ψ(q)
=
∑

ψ(n) (1.38)

donde el producto se encuentra extendido sobre todos los primos.

Dedekind continuó haciendo notar que las L series pueden tener un comporta-
miento bastante diferente dependiendo de las raíces de la unidad θ, η, ω, ω′, . . .
que aparecen como factores de ψ(n), y dado que estas raíces pueden tomar
a, b, c, c′, . . . valores distintos, entonces tenemos que hay

abcc′ · · · = ϕ(k)

9�Der Zähler χ(n) = θαηβωγω′γ′
· · · besitzt die charakteristischen Eigenschaften

χ(n)χ(n′) = χ(nn′)..."
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distintas L series (Dirichlet 1863)10

A éstas Dedekind las clasi�có en tres tipos

1. Las raíces de la unidad que se involucran en la construcción del carácter
que aparece en L son todas 1, solo hay una serie de este tipo denotada
por L1.

2. Las raíces de la unidad que se involucran en la construcción del carácter
que aparece en L son todas reales, es decir son todas ±1, las L-funciones
que aparecen en esta categoría se escriben como L2.

3. Al menos una raíz de la unidad que aparece en la construcción del
carácter que aparece en la L serie es compleja, las series de este tipo se
escriben como L3, más aún cada serie que cae en esta categoría tiene
un conjugado L′3 correspondiente a la misma categoría.

Después, de (1.38) y de la expansión en series del logaritmo cuando |z| < 1

z +
1

2
z2 +

1

3
z3 + · · · = log

(
1

1− z

)

donde la parte imaginaria del lado derecho se considera siempre entre −1

2
πi

y +
1

2
πi, Dedekind prueba la siguiente ecuación

∑
ψ(q) +

1

2

∑
ψ(q2) +

1

3

∑
ψ(q3) + · · · = log L, (1.39)

y hace las siguientes observaciones. Primero, si ψ(n) es real entonces log L
es real, más aún L es positiva y distinto de cero.

10�Wir bemerken zunächst, dass diese Reihen je nach der Wahl der in dem Ausdrucke
ψ(n) vorkommenden Einheits-Wurzeln θ, η, ω, ω′, . . . ein ganz verschiedenes Verhalten zei-
gen; da dieseWurzeln resp.
a, b, c, c′, . . .verschiedene Werthe haben können, so sind in der Form L im Ganzen

abcc′ · · · = ϕ(k)

verschiedene besondere Reihen enthalten . . . "
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Si ψ(n) es complejo y ψ′(n) denota su conjugado, tenemos ψ(n)ψ(n′) =

ψ(nn′) y la suma L′ =
∑

ψ′(n) es el conjugado de L =
∑

ψ(n), de hecho

log L′ es el conjugado de log L por lo que la suma log L+ log L′ = log(LL′)
es real.

Posteriormente Dedekind prueba resultados clave necesarios para la demos-
tración del teorema de Dirichlet. Primero demuestra que la serie log L1 no
es convergente, mientras que las series log L son convergentes, con esto es-
tamos en posición para trazar la demostración que Dedekind dio. Comienza
considerando m un entero positivo primo relativo con k y multiplicando las
ϕ(k) series distintas de la forma∑

ψ(q) +
1

2

∑
ψ(q2) +

1

3

∑
ψ(q3) + · · · = log L,

que corresponden al sistema particular de raíces de la unidad

θ, η, ω, ω′, . . .

por el correspondiente valor

θ−α1η−β1ω−γ1ω′−γ
′
1 · · · = χ

donde α1, β1, γ1, γ
′
1, . . . son los índices del número m, entonces el término

1

µ

1

qµs

adquiere el coe�ciente∑
θαµ−α1ηβµ−β1ωγµ−γ1ω′γ

′µ−γ′1 · · ·

donde α, β, γ, γ′, . . . son los índices del primo q y la suma está indicada so-
bre los ϕ(k) sistemas de raíces. Dicho de otra manera este coe�ciente es el
producto de las sumas individuales∑

θαµ−α1 ,
∑

ηβµ−β1 ,
∑

ωγµ−γ1 ,
∑

ω′γ
′µ−γ′1 . . .
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donde θ, η, ω, ω′, . . . pueden tomar respectivamente a, b, c, c′, . . . valores dis-
tintos. Así Dedekind dice "este coe�ciente es por lo tanto no cero y de hecho
es igual a

abcc′ · · · = ϕ(k)

solo si αµ−α1, βµ−β1, γµ−γ1, γ
′µ−γ′1, . . . son divisibles por a, b, c, c′, . . . ”.

Es decir, como

qµ ≡ m (mod k)

la suma de todos los productos de la forma χlog L da el resultado

ϕ(k)

(∑ 1

qs
+

1

2

∑ 1

q2s
+

1

3

∑ 1

q3s
+ · · ·

)
=
∑

χlog L (1.40)

donde las sumas del lado izquierdo están extendidas sobre todos los primos
que satisfacen las siguientes condiciones respectivamente

q ≡ m, q2 ≡ m, q3 ≡ m . . . (mod k).

La suma del lado derecho de la ecuación (1.40) es sobre todos los ϕ(k) siste-
mas de raices

θ, η, ω, ω′. . . . 11

A continuación Dedekind hace la sustitución

Q =
1

2

∑ 1

q2s
+

1

3

∑ 1

q3s
+

1

4

∑ 1

q4s
+ · · ·

y z es algún entero positivo mayor que 1, entonces se tiene la siguiente ecua-
ción.

Q <
1

2

∑ 1

z2
+

1

2

∑ 1

z3
+

1

2

∑ 1

z4
+ · · · .

11Die Summation aller Producte χlog L giebt daher das Resultat

ϕ(k)

(∑ 1

qs
+

1

2

∑ 1

q2s
+

1

3

∑ 1

q3s
+ · · ·

)
=
∑

χlog L

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen u.s.f. sich auf alle Prim-
zahlen q bezieht, welche resp. den Bedingungen q ≡ m, q2 ≡ m, q3 ≡ m . . . (mod k) u.s.f.
genügen, während das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die sämmtlichen ϕ(k)
verschiedenen Wurzel-Systeme θ, η, ω, ω′, . . .
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Luego, si z > 2 tenemos las siguientes condiciones sucesivas

1

z3
6

1

2

1

z2
,

1

z4
6

1

4

1

z2
,

1

z5
6

1

8

1

z2
, · · ·

sumando cada una de estas desigualdades tenemos que

Q <
∑ 1

z2
.

Así, cuando s −→ 1, Q permanece acotado y también dado que todos los
términos de la forma χlogL que intervienen en la ecuación

ϕ(k)

(∑ 1

qs
+Q

)
=
∑

χlogL

son �nitos, excepto el término logL1, entonces la suma∑ 1

qs

no puede ser acotada, lo cual sólo es posible si existe una cantidad in�-
nita de términos en la suma, por lo que existen una in�nidad de primos
q ≡ m (mod k), lo que concluye la prueba del teorema de los primos en
progresiones aritméticas.
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Capítulo 2

Progresiones y sumas de
k−ésimas potencias

2.1. Sumas de cuadrados

Uno de nuestros objetivos es estudiar diversas características de las progresio-
nes aritméticas de Dirichlet, y para esto hemos considerado que es apropiado
adentrarnos en las representaciones de enteros como suma de k−ésimas po-
tencias, que es lo que conocemos como problemas de Waring. Entrar a esta
área de la teoría de los números resulta, por decirlo de alguna manera, có-
modo, ya que está demostrado por Hilbert que todo entero es una suma de
k−ésimas potencias.

Así, como nuestro interés son las progresiones aritméticas de Dirichlet en-
tonces podemos preguntarnos ¾qué características tienen estas progresiones
cuando se analiza en cada uno de sus términos la cantidad de representa-
ciones como suma de k−ésimas potencias? Pero de aquí tendríamos varias
preguntas paralelas ¾Cómo se comporta la cantidad de las representaciones
de los términos de las progresiones en las bases mínimas?1 Pero antes que
las bases mínimas nos podemos preguntar algo semejante con la cantidad
de representaciones para las bases asintóticas2, es decir, ¾qué característi-

1Entendemos como base mínima a la cantidad menor de enteros que pueden representar
a todo entero como suma de k−ésimas potencias, por ejemplo, todo entero es una suma
de cuatro cuadrados; es una suma de nueve cubos, diecinueve cuartas potencias y así
sucesivamente.

2Consideraremos que una base es asintótica cuando todo entero se puede representar
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cas encontramos en los elementos de las progresiones aritméticas de Dirichlet
después que analizamos su cantidad de representaciones en términos de bases
asintóticas?

Como no es posible estudiar todos las casos para las representaciones como
suma de k−ésimas potencias entonces en este capítulo sólo estudiaremos las
sumas de cuadrados y cubos. Primero mostraremos propiedades de progre-
siones como suma de dos cuadrados; acto seguido, que todo entero es suma
de cuatro cuadrados; después exhibiremos que las representaciones para cada
entero no son únicas, y en particular analizaremos las progresiones aritmé-
ticas de Dirichlet dentro del conjunto general de las representaciones como
suma de cuadrados. Por otro lado, ya sabemos que la suma con tres cuadra-
dos no es una base asintótica para todos los enteros positivos, pero es posible
exhibir progresiones aritméticas de Dirichlet que sí son representables como
suma de tres cuadrados.

De manera semejante trabajaremos con la suma de cubos y su cantidad de
representaciones.

2.1.1. Progresiones como suma de dos cuadrados

Los elementos de ciertas progresiones aritméticas se pueden representar co-
mo suma de dos cuadrados, pero no puede ser cualquier progresión. Podemos
constatar que en Z4 una de las dos progresiones de Dirichlet no es represen-
table como suma de dos cuadrados. Tenemos que la progresión {4k + 3} no
lo es. El teorema que sigue lo puede justi�car.

Teorema 2.1. Los elementos de la progresión aritmética de Dirichlet {4k+3}
no se pueden expresar como suma de dos cuadrados.

Demostración. Sea n un elemento de la progresión {4k + 3}, dicho de otra
manera, n ≡ 3 (mod 4). Además supongamos que n = x2 +y2 para x, y ∈ Z+.
Por otro lado, sabemos que el cuadrado de cualquier entero m módulo 4
cumple con m2 ≡ 0, 1(mod 4), y se debe a que si m es par, entonces m2 es
múltiplo de 4, y por tanto deja resto 0 módulo 4; si m es impar, entonces m2

como suma de k−ésimas potencias salvo una cantidad �nita de excepciones. Por ejemplo,
todo entero es suma de 8, 7 y 6 cubos salvo una cantidad �nita de excepciones, entonces
decimos que las bases asintóticas para los cubos son con 8, 7 o 6 cubos.
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es impar y deja resto 1 módulo 4. Así, llegamos a que n = x2 + y2 ≡ 0, 1 ó 2
(mod 4) pero no puede pasar que deje resto 3, es decir, n no es congruente
con 3 módulo 4 y esto contradice la hipótesis.

Entonces concluimos que ningún entero en la progresión {4k + 3} puede ser
representado como suma de dos cuadrados y en particular ningún primo de
esta forma.

Ahora veremos que en Z4 los primos en la progresión aritmética de Dirichlet
{4k + 1} sí se pueden escribir como suma de dos cuadrados. Para demostrar
este resultado requerimos identi�car algunas características de los enteros
compuestos positivos que sí pueden ser representados como suma de dos
cuadrados.

Lema 2.1. Sea p un número primo en la progresión {4k + 1}. Entonces
existen x, y ∈ Z+ tal que

x2 + y2 = mp,

para algún m ∈ Z+ y m < p.

Demostración. Por hipótesis p es un primo en la progresión {4k+1}, entonces
p ≡ 1 (mod 4), así el símbolo de Legendre3 nos indica que4

(
− 1/p

)
= 1, es

decir, −1 es residuo cuadrático módulo p. Entonces existe un entero α < p
tal que

α2 ≡ −1 (mod p),

donde α es un elemento del sistema completo de residuos módulo p. Así de
la congruencia anterior se obtiene que α2 + 1 = mp, para alguna m ∈ Z+ y
si nombramos x = α y y = 1, entonces x2 + y2 = mp.

3Sea a ∈ Z y sea p un primo impar tal que (a, p) = 1. Se de�ne el símbolo de Legendre

igual a 1, y se denota como

(
a

p

)
si a es un residuo cuadrático módulo p, y se de�ne igual

a −1 en cualquier otro caso.
4Se usa el resultado que dice que si p ≡ 1 (mod 4) entonces existe x tal que

x2 ≡ −1 (mod p),

y en consecuencia
(
− 1/p

)
= 1
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Sólo falta ver que m < p. Para esto, como tenemos que α < p entonces
α 6 p− 1 y por otro lado como mp = α2 + 1 6 (p− 1)2 + 1, entonces

mp 6 (p− 1)2 + 1 = p2 − 2(p− 1) < p2,

es decir mp < p2, por lo cual m < p.

El siguiente resultado muestra que podemos ir más lejos respecto a que
m < p, es decir podemos demostrar que m es exactamente 1. Y con ello de-
mostraremos que todo primo en la progresión aritmética de Dirichlet {4k+1}
es suma de dos cuadrados.

Teorema 2.2. Si p es un primo en la progresión {4k + 1}, es decir que
p ≡ 1 (mod 4), entonces p puede ser expresado como suma de dos cuadrados.

Demostración. Por el lema anterior, existe un entero positivo m tal que
mp = x2 + y2, para x, y ∈ Z+. Probaremos por contradicción que m = 1.

Supongamos que m > 1, es el menor entero tal que mp puede ser expresado
como suma de dos cuadrados y consideremos un sistema completo de residuos
(nos referiremos a él como SCR) módulo m, donde dado cualquier z en el
SCR cumple que

−m
2

< z 6
m

2
.

Entonces existen a y b en el SCR tal que

a ≡ x (mod m) y b ≡ y (mod m) (2.1)

y

−m
2

< a, b 6
m

2
. (2.2)

Entonces
a2 + b2 ≡ x2 + y2 ≡ mp ≡ 0 (mod m),

y en consecuencia a2 + b2 ≡ 0 (mod m), es decir a2 + b2 = mk, para algún
k ∈ Z+. Ahora, tenemos que

(a2 + b2)(x2 + y2) = (ax+ by)2 + (ay − bx)2 (2.3)
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y además

(a2 + b2)(x2 + y2) = (mk)(mp) = m2kp. (2.4)

A partir de (2.3) y (2.4) se tiene que (ax+ by)2 + (ay − bx)2 = m2kp.

Como a ≡ x (mod m), entonces ay ≡ xy (mod m) y como b ≡ y (mod m)
entonces bx ≡ yx (mod m), por lo tanto ay − bx ≡ xy − xy ≡ 0 (mod m).
Así tenemos que (ax+ by) y ay − bx son múltiplos de m, y en consecuencia(

ax+ by

m

)
,

(
ay − bx
m

)
∈ Z.

Ahora, como (ax+ by)2 + (ay − bx)2 = m2kp, entonces(
ax+ by

m

)2

+

(
ay − bx
m

)2

= kp.

Lo que obtenemos es que kp es suma de dos cuadrados enteros. Ya teníamos
que m es el menor entero positivo tal que mp es suma de dos cuadrados y
por (2.2) a, b 6 m

2
, entonces

a2 + b2 6 m2

4
+ m2

4
= m2

2
,

y como a2 + b2 = mk, entonces mk 6 m2

2
< m2, por lo tanto k < m. pe-

ro recuerde que m es el mínimo entero positivo tal que mp es suma de dos
cuadrados. Así que basta demostrar que k > 0 para terminar la contradicción.

Ahora, si k = 0, entonces a2 + b2 = mk = 0, y se tendría que a = b = 0,
y por (2.1) x ≡ y ≡ 0 (mod m); de esta forma x, y sería divisibles por m
y así m2 | x2 y m2 | y2, por lo tanto m2 | x2 + y2 = mp, lo cual implica
m | p, pero teníamos por el lema anterior que m < p, entonces m = 1, y esto
contradice nuestra hipótesis (m > 1). Por lo tanto k > 0 y cumple con que
1 6 k 6 m, y a la vez kp es suma de dos cuadrados, lo cual no puede suceder
por la minimalidad de m y mp. En conclusión, el entero k no puede existir y
m tiene que ser 1, es decir

mp = (1)p = p = x2 + y2.
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Con los resultados anteriores ya podemos establecer las condiciones necesarias
y su�cientes para que un primo positivo impar pueda expresarse como suma
de dos cuadrados.

Teorema 2.3. Sea p un primo impar tal que p = x2 + y2, entonces p es un
entero en la progresión {4k + 1}.

Demostración. Sea p un primo impar, tal que p = x2 + y2, para algunos
x, y ∈ Z+, entonces x y y deben ser de distinta paridad, pues si son de la
misma paridad entonces p sería par, lo cual contradice la hipótesis. De esta
forma, podemos considerar x = 2a y y = 2b+ 1, por lo tanto

p = (2a)2 + (2b+ 1)2 = 4a2 + 4b2 + 4b+ 1 = 4(a2 + b2 + b) + 1,

es decir, p = 4k+ 1 donde k = a2 + b2 + b ∈ Z, por lo tanto p es un primo en
la progresión {4k + 1}.

Terminamos esta sección señalando que la cantidad de representaciones como
suma de dos cuadrados de los primos en la progresión aritmética de Dirichlet
{4k + 1} es única.

Teorema 2.4. Todo primo en la progresión aritmética de Dirichlet
{4k+1} puede ser representado de manera única como suma de dos cuadrados
salvo el orden y signos.

Demostración. La demostración se puede ver en [Tattersall 2005].

2.1.2. Progresiones como suma de tres cuadrados

De manera natural ahora podríamos preguntarnos qué clase de progresiones
se pueden representar como suma de tres cuadrados. Sabemos que no todos
los enteros son suma de tres cuadrados. En esta sección trabajaremos con Z8

y veremos que siete de las ocho progresiones sí se pueden escribir como suma
de tres cuadrados. Para demostrar esto requerimos de varios teoremas y no
todos serán demostrados en la tesis.

Las progresiones en Z8 son: {8k+ 0}, {8k+ 1}, {8k+ 2}, {8k+ 3}, {8k+ 4},
{8k+ 5}, {8k+ 6}, {8k+ 7}. El teorema que enunciamos a continuación nos
indica que la clase {8k+ 6}5 se puede escribir como suma de tres cuadrados.

5Si n = 8k + 6 = 8k + 4 + 2 = 4(2k + 1) + 2 = 4s+ 2, es decir {8k + 6} ⊂ {4s+ 2}.
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Aquí no se presenta la demostración, pero se puede consultar en la obra de
Nathanson [1996]

Teorema 2.5. Si n es un entero positivo y n ≡ 2 (mod 4), entonces n puede
ser representado como suma de tres cuadrados.

Para las clases {8k + 1}, {8k + 3} y {8k + 5}, contamos con un teorema
que a�rma que las tres se pueden escribir como suma de tres cuadrados. Es
interesante notar que todas son progresiones aritméticas de Dirichlet.

Teorema 2.6. Los elementos de las progresiones aritméticas de Dirichlet
{8k + 1}, {8k + 3} y {8k + 5}, pueden ser representados como suma de tres
cuadrados

Demostración. Claramente, 1 es suma de tres cuadrados no negativos, así
podemos considerar n > 2. Sea

c =


3 si n ≡ 1 (mod 8)
1 si n ≡ 3 (mod 8)
5 si n ≡ 5 (mod 8)

partamos del caso n ≡ 1 (mod 8), entonces cn ≡ c + 8 (mod 8), es decir
cn − 1 ≡ c + 7 (mod 8), ahora como c = 3, se tiene que c + 7 ≡ 2 (mod 8);
de esta forma

cn− 1

2
≡ 1 (mod 4).

De manera análoga para n ≡ 3 (mod 8), así si n ≡ 1 o 3 (mod 8) se tiene que

cn− 1

2
≡ 1 (mod 4).

Por otro lado si n ≡ 5 (mod 8), entonces cn ≡ 5c (mod 8), recordemos que
en este caso c = 3, así cn ≡ 15 ≡ 7 (mod 8). Luego cn− 1 ≡ 6 (mod 8), y así

cn− 1

2
≡ 3 (mod 4),

como
cn− 1

2
≡ 1 (mod 4) y

cn− 1

2
≡ 3 (mod 4), podemos reescribir los

máximos comunes divisores de la siguiente manera:(
cn−1

2
, 4
)

= (1, 4) = 1
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y (
cn−1

2
, 4
)

= (3, 4) = 1

de esta manera se tiene que en ambos casos(
cn−1

2
, 4
)

= 1 (2.5)

por otro lado supongamos que
(
cn−1

2
, n
)

= d, luego d | cn−1
2
, es decir 2d |

cn− 1, pero d | 2d, así por transitividad se tiene que d | cn− 1, por otro lado
como d | n divide a cualquier múltiplo de n, en particular d | cn, entonces
d | 1 y en consecuencia (

cn−1
2
, n
)

= 1 (2.6)

luego de (2.5) y (2.6) se tiene que(
cn−1

2
, 4n
)

= 1.

Así, por el teorema de Dirichlet podemos asegurar que existe un número
primo p de la forma

p = 4nj +
cn− 1

2

para algún entero positivo j. Sea d′ = 8j + c, entonces

2p = 8nj + cn− 1

= (8j + c)n− 1 (2.7)

= d′n− 1

de estas últimas dos igualdades se tiene que

d′ = 8j + c,

luego por (2.7) para ver que n puede ser representado como suma de tres
cuadrados basta probar que −d′ es un residuo cuadrático módulo 2p.6

6Aquí usamos el siguiente resultado: para n > 2 si existe d′ ∈ Z+ tal que −d′ es residuo
cuadrático módulo d′n−1, entonces n puede ser representado como suma de dos cuadrados.
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Veamos ahora que el hecho de que −d′ sea un residuo cuadrático módulo p
implica que −d′ es un residuo cuadrático módulo 2p, y así basta con probar
que −d′ es un residuo cuadrático módulo p para demostrar que n puede ser
representado como suma de tres cuadrados.

Para esto supongamos que −d′ es un residuo cuadrático módulo p, entonces
existe un entero x0 tal que

x2
0 ≡ −d′ (mod p).

Por otro lado 2px0 + p2 ≡ 0 (mod p) entonces x2
0 + 2px0 + p2 ≡ −d′ (mod p),

así se tiene que
(x0 + p)2 + d′ ≡ 0 (mod p).

Sea x = x0, con x0 impar, y sea x = x0 + p si x0 es par, en ambos casos x es
impar y x2 + d′ es par. Como x2 + d′ ≡ 0 (mod 2) y x2 + d′ ≡ 0 (mod p) y
dado que (2, p) = 1, se sigue que

x2 + d′ ≡ 0 (mod 2p).

Veamos entonces que −d′ es residuo cuadrático módulo p, por el teorema
fundamental de la aritmética tenemos que

d′ =
∏
qi|d′

qkii . (2.8)

Por otro lado de (2.7) se tiene que 2p = d′n−1, por lo que 2p ≡ −1 (mod d′)
y de (2.8) tenemos que

2p ≡ −1 (mod
∏
qi|d′

qkii ).

Así 2p ≡ −1 (mod qi) y (p, qi) = 1 para todo primo qi que divide a d
′. Reto-

mando los casos con los que iniciamos la demostración, si n ≡ 1 o 3 (mod 8),

entonces p ≡ 1 (mod 4), así tenemos que el símbolo de Legendre

(
−1

p

)
= 1,

entonces(
−d′

p

)
=

(
−1

p

)(
d′

p

)
=

(
d′

p

)
=

(∏
qi|d′ q

ki
i

p

)
=
∏
qi|d′

(qi
p

)ki
=
∏
qi|d′

( p
qi

)ki
.
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Por otro lado si n ≡ 5 (mod 8), se tiene que p ≡ 3 (mod 4) y d′ ≡ 3 (mod 8)
pues en este caso c = 3 y d′ = 8j + c = 8j + 3, así tenemos que

d′ =
∏
qi|d′

qi≡1 (mod 4)

qkii ·
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

qkii

≡
∏
qi|d′

qi≡1 (mod 4)

(1)ki ·
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki

≡
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki

≡ 3 (mod 4) ≡ −1 (mod 4).

Así ∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki = −1 (2.9)

dado que p ≡ 3 (mod 4) se tiene que el símbolo de Legendre

(
−1

p

)
= −1,

después, por la ley de reciprocidad cuadrática se tiene que(
−d′

p

)
=

(
−1

p

)(
d′

p

)
=

(
d′

p

)
así

−

(
d′

p

)
= −

∏
qi|d′

qi≡1 (mod 4)

(qi
p

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(qi
p

)ki

=
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

( p
qi

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡1 (mod 3)

( p
qi

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki

la ultima igualdad se da pues si p, q son primos impares distintos tales que

p ≡ q ≡ 3 (mod 4) entonces
(p
q

)
= −

(q
p

)
, recordemos además que por (2.9)
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se tiene que ∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki = −1

por lo tanto

−

(
d′

p

)
=

∏
qi|d′

qi≡1 (mod 4)

( p
qi

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 3)

( p
qi

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

(−1)ki

=
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 4)

( p
qi

)ki
·

∏
qi|d′

qi≡1 (mod 3)

( p
qi

)ki

=
∏
qi|d′

( p
qi

)ki
.

Se tiene que (qi, p) = 1 para todos los primos qi tales que qi | d′, entonces

(qi, 4p) = 1 y

(
22

qi

)
= 1, así

(
p

qi

)(
22

qi

)
=

(
p

qi

)
, por lo tanto

(
p

qi

)
=

(
p

qi

)(
22

qi

)
=

(
4p

qi

)
=

(
2

qi

)(
2p

qi

)
luego(

−d
p

)
=
∏
qi|d′

(
p
qi

)ki
=
∏
qi|d′

(
2
qi

)ki(
2p
qi

)ki
=
∏
qi|d′

(
2
qi

)ki
·
∏
qi|d′

(
−1
qi

)ki
en los últimos dos productos anteriores, nos interesan los términos en los

que

(
2

qi

)
= −1, es decir, cuando qi ≡ ±3 ≡ 3, 5 (mod 8) y los q′is donde(

−1

qi

)
= −1, es decir cuando qi es de la forma qi = 4k+3, o equivalentemente

2qi = 8k + 6, es decir
2qi ≡ 6 (mod 8),
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luego, tenemos que las soluciones de esta congruencia están dadas por

qi ≡ 3, 7 (mod 8)

así

∏
qi|d′

(
2
qi

)ki
·
∏
qi|d′

(
−1
qi

)ki
=

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 8)

(−1)ki ·
∏
qi|d′

qi≡5 (mod 8)

(−1)ki

∏
qi|d′

qi≡3 (mod 8)

(−1)ki ·
∏
qi|d′

qi≡7 (mod 8)

(−1)ki

≡
∏
qi|d′

qi≡5 (mod 8)

(−1)ki ·
∏
qi|d′

qi≡7 (mod 8)

(−1)ki

=
∏
qi|d′

qi≡5,7 (mod 8)

(−1)ki

por lo tanto (
−d′

p

)
=

∏
qi|d′

qi≡5,7 (mod 8)

(−1)ki .

Así para que −d′ sea un residuo cuadrático módulo 2p = d′n − 1, debe
cumplirse que ∑

qi|d′
qi≡5,7 (mod 8)

ki ≡ 0 (mod 2),

para demostrar esto consideraremos la descomposición de d′ como producto
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de primos

d′ =
∏
qi|d′

qi≡1 (mod 8)

qkii ·
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 8)

qkii ·
∏
qi|d′

qi≡5 (mod 8)

qkii ·
∏
qi|d′

qi≡7 (mod 8)

qkii

≡
∏
qi|d′

qi≡3 (mod 8)

3ki ·
∏
qi|d′

qi≡5 (mod 8)

(−3)ki ·
∏
qi|d′

qi≡7 (mod 8)

(−1)ki (mod 8)

≡
∏
qi|d′

qi≡3,5 (mod 8)

3ki ·
∏
qi|d′

qi≡5,7 (mod 8)

(−1)ki (mod 8).

si n ≡ 1 o 5 (mod 8), entonces c = 3 y d′ = 8j + 3 ≡ 3 (mod 8), de aquí se
sigue que ∑

qi|d′
qi≡3,5 (mod 8)

ki ≡ 1 (mod 2) (2.10)

y también ∑
qi|d′

qi≡5,7 (mod 8)

ki ≡ 0 (mod 2). (2.11)

Por otro lado, si n ≡ 3 (mod 8), entonces c = 1 y d′ = 8j + 1 ≡ 1 (mod 8),
de aquí se deduce que ∑

qi|d′
qi≡3,5 (mod 8)

ki ≡ 0 (mod 2) (2.12)

y ∑
qi|d′

qi≡5,7 (mod 2)

ki ≡ 1 (mod 2) (2.13)

entonces, en ambos casos (las pruebas de (2.10), (2.11), (2.12) y (2.13) son
directas, aunque muy largas por lo que consideramos es mejor no incluirlas)
tenemos que ∑

qi|d′
qi≡5,7 (mod 8)

ki ≡ 0 (mod 2).
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lo que concluye la prueba.

Este teorema nos pone de mani�esto que estas progresiones aritméticas de
Dirichlet sí se pueden representar como suma de tres cuadrados y en conse-
cuencia podemos adentrarnos en el análisis de los primos que se encuentran
en estas progresiones. Pero aún falta analizar una, la progresión {8k + 7}.

En 1798 Adrien-Marie Legendre probó que un entero positivo puede expresar-
se como la suma de tres cuadrados si y sólo si no es de la forma 4k(8m+7). Es-
te resultado nos permite descartar la posibilidad de que la progresión {8k+7}
se pueda escribir como suma de tres cuadrados.

En conclusión, de las cuatro progresiones aritméticas de Dirichlet sólo tres
se pueden representar como suma de tres cuadrados, ya exhibimos que en el
caso {8k + 7} no es posible.

2.1.3. Suma de cuatro cuadrados y la función R4,2(n)

Sabemos que la suma de cuatro cuadrados ya tiene la certeza de que puede
representar a cualquier entero positivo, por ende cualquier entero de una pro-
gresión aritmética de Dirichlet puede ser representado como suma de cuatro
cuadrados. Lagrange demostró el teorema que ahora se enuncia

Teorema (Lagrange 1770)
Para cada entero no negativo n, existen enteros no negativos a, b, c, d tales que

n = a2 + b2 + c2 + d2.

La demostración se encuentra en libros de formación inicial de teoría de nú-
meros, como Rosen [2000], Koshy [2007], entre otros.

De manera natural nos surge la pregunta, porqué la representación como
suma de cuatro cuadrados para cada entero positivo en las clases o progre-
siones tendría que ser única (salvo permutaciones). La respuesta es que no
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necesariamente es única, por ejemplo

204 = 52 + 72 + 72 + 92

= 32 + 52 + 72 + 112

= 22 + 62 + 82 + 102

= 12 + 32 + 52 + 132

= 12 + 12 + 92 + 112

= 02 + 22 + 102 + 102

= 02 + 22 + 22 + 142

De�nición 2.1. Para cada entero positivo n de�nimos la función
R4,2(_) : N ∪ {0} −→ N como sigue:

R4,2(n) =
∣∣∣{(x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ N∪{0} y n = x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4}
∣∣∣,

donde 0 6 x1 6 x2 6 x3 6 x4.

De esta manera tenemos que R4,2(204) = 7. A continuación presentamos una
tabla con los primeros valores de R4,2(n).

n R4,2(n) n R4,2(n) n R4,2(n)
0 1 11 1 22 2
1 1 12 2 23 1
2 1 13 2 24 1
3 1 14 1 25 3
4 2 15 1 26 3
5 1 16 2 27 3
6 1 17 2 28 3
7 1 18 3 29 2
8 1 19 2 30 2
9 2 20 2 31 2
10 2 21 2 32 1

Figura 2.1: Primeros valores de la función R4,2(n)

Intuitivamente esperaríamos que el comportamiento de la función R4,2(n)
fuera caótico, sin embargo la Figura 2.2 nos muestra que de hecho el com-
portamiento de la imagen de la función cantidad de representaciones como
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suma de cuatro cuadrados de un entero positivo no resulta ser del todo caó-
tica.

Figura 2.2: Grá�ca de la función R4,2(_) en el intervalo [0, 15000]

En el primer apéndice de esta tesis estudiaremos algunas propiedades intere-
santes que cumple la grá�ca de la función R4,2(n).

2.1.4. La imagen de Z4 bajo la función R4,2(n)

En esta sección nos interesa estudiar cómo se comportan las imágenes de las
progresiones aritméticas de Dirichlet bajo la función cantidad de representa-
ciones como suma de cuatro cuadrados. Después de hacer una comprobación
visual nos percatamos que si adoptábamos el módulo 4 entonces las cuatro
clases de equivalencia no presentaban un comportamiento tan impredecible
como parecía suceder cuando se gra�caba la función completa, por esta ra-
zón consideramos más conveniente trabajar con un módulo cuatro. Así, se
considera que todos los enteros son de la forma 4k, 4k + 1, 4k + 2 ó 4k + 3,
y que además existe una in�nidad de primos en las progresiones {4k + 1} y
{4k+3}. Posteriormente veremos la cantidad de representaciones como suma
de cuatro cuadrados de los primos contenidos en estas progresiones, es decir,
veremos como se ubican dentro de la grá�ca de la función R4,2(_).

Cuando se marcó en la grá�ca a los múltiplos de 4, es decir los elementos
de la progresión {4k}, éstos aparecen en su mayoría en la parte media de la
grá�ca hacia abajo como se muestra a continuación en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: En azul la imagen de los elementos de la progresión {4k} bajo la
función R4,2(n) en el intervalo [0, 15000]

Cuando se hace con los enteros de la progresión {4k + 1}, éstos quedan
ubicados principalmente por encima de la parte central de la grá�ca como se
muestra en la Figura 2.4, y es de señalar que la cota inferior se presenta con
una de�nición interesante.

Figura 2.4: En azul la imagen de los elementos de la progresión {4k+1} bajo
la función R4,2(n) en el intervalo [0, 15000]

Los enteros de la progresión {4k + 2} tienen sus imágenes de la función
cantidad de representaciones ubicados en la parte superior de la grá�ca como
se muestra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: En azul la imagen de los elementos de la progresión {4k+2} bajo
la función R4,2(n) en el intervalo [0, 15000].

Finalmente los enteros de la progresión {4k+ 3} quedan representados cerca
de la parte media hacia arriba como se muestra en la Figura 2.6, y de manera
semejante a los elementos en la progresión {4k + 1} la cota inferior queda
muy bien de�nida

Figura 2.6: En azul la imagen de los números de la forma 4k + 3 bajo la
función R4,2(n) en el intervalo [0, 15000].

Ahora analizaremos las cuatro clases de Z4 y posteriormente nos centraremos
sólo en las progresiones aritméticas de Dirichlet y más aún en las imágenes de
los primos. Ya expusimos en las cuatro grá�cas anteriores que la ubicación de
los respectivos conjuntos de imágenes no corresponde a un comportamiento
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impredecible, entonces daremos lugar a dar una explicación de porque las
imágenes de cada una de las clases de Z4 están ubicadas en la posición que
se nos indicó antes.

Para llevar a cabo un análisis más profundo de la ubicación de la imagen
de las progresiones módulo 4, bajo la función R4,2(n), el procedimiento que
seguiremos será el de expresar cada clase como suma de cuatro cuadrados,
pero a la vez analizaremos que clases de cuadrados son los que se pueden
usar en la suma. Por ejemplo veamos el caso de la clase 4k + 1 y que ésta se
puede expresar como suma de cuatro cuadrados de la siguiente manera

4k + 1 = (4k + 1)2 + (4k)2 + (4k)2 + (4k)2

= (4k + 3)2 + (4k)2 + (4k)2 + (4k)2

= (4k + 1)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2

= (4k + 1)2 + (4k + 2)2 + (4k)2 + (4k)2

= (4k + 1)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2 + (4k)2

= (4k + 3)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2

= (4k + 3)2 + (4k + 2)2 + (4k)2 + (4k)2

= (4k + 3)2 + (4k + 2)2 + (4k + 2)2 + (4k)2

estas igualdades las podemos expresar en sus equivalencias residuales, pero
sin reducirlas módulo 4. Quedan de esta forma:

4k + 1 = 1 + 0 + 0 + 0 = 1

= 9 + 0 + 0 + 0 = 9

= 1 + 4 + 4 + 4 = 13

= 1 + 4 + 0 + 0 = 5

= 1 + 4 + 4 + 0 = 9 (2.14)

= 9 + 4 + 4 + 4 = 21

= 9 + 4 + 0 + 0 = 13

= 9 + 4 + 4 + 0 = 17

La sucesión de resultados es 1, 5, 9, 13, 17, 21 y son todos.
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Para la clase 4k se tienen las sumas correspondientes que son:

4k = 0 + 0 + 0 + 0 = 0

= 4 + 4 + 4 + 4 = 16

= 4 + 4 + 0 + 0 = 8

= 4 + 4 + 4 + 0 = 12

= 4 + 0 + 0 + 0 = 4 (2.15)

= 1 + 1 + 1 + 1 = 4

= 9 + 1 + 1 + 1 = 12

= 9 + 9 + 1 + 1 = 20

= 4 + 0 + 0 + 0 = 4

Para la clase 4k + 2 es de esta manera:

4k + 2 = 1 + 1 + 0 + 0 = 2

= 4 + 1 + 1 + 0 = 6

= 4 + 4 + 1 + 1 = 10

= 4 + 9 + 1 + 0 = 14

= 4 + 4 + 9 + 1 = 18 (2.16)

= 9 + 1 + 0 + 0 = 10

= 9 + 9 + 4 + 0 = 22

= 9 + 9 + 0 + 0 = 18

= 9 + 9 + 4 + 4 = 26

Para la clase 4k + 3 se tiene lo siguiente

4k + 3 = 1 + 1 + 1 + 0 = 3

= 4 + 1 + 1 + 1 = 7

= 9 + 1 + 1 + 0 = 11

= 9 + 1 + 4 + 0 = 15 (2.17)

= 9 + 9 + 1 + 0 = 19

= 9 + 9 + 4 + 1 = 23

= 9 + 9 + 9 + 0 = 27
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Se puede ver de las grá�cas que la clase que menos representaciones tiene
es la 4k (Figura 2.3). Esto se puede explicar a partir de (2.15) ya que las
representaciones residuales tienen poca variedad, es decir, la representación
de la forma 0 + 0 + 0 + 0 sólo usa una clase de números que son los 4k. Por
otro lado los de la forma 9 + 9 + 1 + 1 recurren a dos tipos de números de
Z4, que son los 4k + 3 y 4k + 1. Esta composición lleva a que los 4k que
tienen dos posibilidades en la representación aditiva como lo es 9 + 9 + 1 + 1
tengan más representaciones como suma de cuatro cuadrados, que aquéllos
que tienen una sola variante, como lo es 0 + 0 + 0 + 0.

Entonces bajo este razonamiento podemos ver en (2.15) que los 4k pueden
tener 6 representaciones con dos variantes y tres con ninguna y con este nú-
mero de posibilidades se generan todas las representaciones de un 4k como
suma de cuatro cuadrados. En la grá�ca (Figura 2.3) vemos que los valores
de los 4k en la función cantidad de representaciones como suma de cuatro
cuadrados se encuentran en la clase media baja.

Acto seguido podemos ver que la grá�ca de las representaciones de los 4k+ 2
(Figura 2.5) se encuentran totalmente en la parte superior, pero ¾por qué
pasa esto?

La explicación es que entre más variedad tengan los sumandos de cada una
de las representaciones de Z4, entonces más representaciones como suma
de cuatro cuadrados tendrán. De lo mencionado se in�ere que de (2.16) se
extraen cuatro formas con dos variantes, éstas son:

1 + 1 + 0 + 0

4 + 4 + 1 + 1

9 + 9 + 0 + 0

9 + 9 + 4 + 4

por otro lado se tienen cuatro de tres variantes que son:

4 + 0 + 1 + 1

4 + 4 + 9 + 1

9 + 1 + 0 + 0

9 + 9 + 4 + 0
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y para terminar se tiene una de cuatro variantes que es:

4 + 9 + 1 + 0.

Esto nos muestra que la clase 4k + 2 tiene más riqueza en la variedad de
las clases que se usan para representarla como suma de cuatro cuadrados,
es decir, tiene cuatro formas con dos variantes, cuatro con tres y una con
cuatro; para el caso de la clase 4k se tienen tres con una variante y seis con
dos. En conclusión, la mayor cantidad de variantes en la clase 4k+2 respecto
de la 4k hace que la primera tenga más posibilidades en sus representaciones
como suma de cuatro cuadrados.

Con este razonamiento se puede entender la distribución de los valores de la
funciónR4,2(n), ver las �guras (Figura 2.3), (Figura 2.4), (Figura 2.5), (Figura 2.6).

Si se toma como base del análisis a las sumas de los residuos para extraer
a los representantes de Z4, entonces nuestro problema se reduce a encontrar
las sumas con cuatro enteros repetidos o diferentes tomados del conjunto
{0, 1, 4, 9}, y que cada suma genera a las clases de Z4, como se puede ver en
(3.14), (3.15), (3.16) y (3.17).

Para el caso de la suma de cuatro cuadrados dichas sumas requieren sólo un
poco de paciencia con el trabajo de las sumas modulares en Z4. Con esta
herramienta ya podemos explorar la manera en que se distribuyen las imá-
genes de las progresiones aritméticas de Dirichlet {4k + 1} y {4k + 3} bajo
la función R4,2(n).

Con base en lo anterior podemos proponer una conjetura que atañe a las
progresiones aritméticas {4k + 1} y {4k + 3}. Ésta se enuncia así

Conjetura 1: Si {pn} denota la sucesión de primos de la forma {4k + 1} y
{qn} denota a la sucesión de primos de la forma {4k+ 3} entonces para cada
n natural se tiene que R4,2(pn) > R4,2(qn).

Sabemos que las clases mencionadas son las que contienen a todos los primos
p impares, para estudiar el comportamiento de los primos bajo la función
R4,2(n) necesitamos introducir una función auxiliar.
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De�nición 2.2. Para cada n entero no negativo de�nimos la función

<̂4,2(n) =
∣∣∣{(x1, x2, x3, x4) | x1, x2, x3, x4 ∈ N∪{0} y n = x2

1 +x2
2 +x2

3 +x2
4}
∣∣∣,

Notemos que la diferencia fundamental entre las funciones R4,2 y <̂4,2 consis-
te en que en la función <̂4,2 consideramos soluciones con negativos y ademas
consideramos que dada una cuarteta (a, b, c, d) tal que la suma suma de sus
cuadrados sea n, entonces las cuartetas formadas por alguna permutacion de
esta serán consideradas como una solución distinta de la ecuación.

A continuación se muestra la grá�ca de la función R4,2(n) y en rojo se resalta
la imagen de los primos. Aquí podemos apreciar que su comportamiento es
muy estable, pues se acumulan en la parte central de la grá�ca.

Figura 2.7: En rojo la cantidad de representaciones de los primos como suma
de cuatro cuadrados en el intervalo [0, 15000].

Para justi�car este hecho, veamos el siguiente resultado

Teorema 2.7. Para todo primo p se cumple que

R4,2(p) = 8(p+ 1)−O(1).

Demostración. Para esto partiremos de la fórmula de Jacobi7, tenemos que

7La prueba se puede ver en el artículo [Hirschhorn 1987].
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para todo p primo.

<̂4,2(p) = 8
∑
d|n
4-d

d = 8(p+ 1).

para obtener el valor de R4,2 a partir de <̂4,2 tenemos que eliminar las so-
luciones que están dadas tanto como por una permutacion de otra solución,
así como las que tienen algún elemento negativo, las cuales son O(1), así
tenemos el resultado deseado.

2.2. Sumas de cubos

De manera análoga al caso de cuatro cuadrados, ahora nos planteamos la
posibilidad de expresar a cualquier entero como una suma �nita de cubos.
Fue Waring quien conjeturó que todo entero no negativo puede ser expresado
como suma de 9 cubos. En 1912 Wieferich y Kempner demostraron esto y era
lógico pensar que sólo para números muy grandes ya sería necesario utilizar
los nueve cubos para poder expresarlos, pero esto no resulta ser cierto. Por
ejemplo, si consideramos el número 23 tenemos que 33 no puede ser parte
de su descomposición como suma de cubos pues 33 > 23, así la expresión
de 23 como suma de cubos esta formada sólo por potencias de 1 y 2. La
representación del número 23 es

23 = 23 + 23 + 13 + 13 + 13 + 13 + 13 + 13 + 13.

El número siguiente con esta propiedad es

239 = 53 + 33 + 33 + 33 + 23 + 23 + 23 + 23 + 13.

En [1928] y [1939] L.E. Dickson mejoró este resultado en sus artículos: Sim-
pler proofs of Waring's theorem on cubes with various generalizations y All
integers except 23 and 239 are sums of eight cubes. respectivamente.

De hecho si 1 6 N 6 40000 entonces N puede ser expresado como suma de
seis cubos no negativos, excepto 23 y 239 y si N 6 40000, entonces N es
representable como suma de 7 cubos no negativos, excepto

15, 22, 56, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 303, 364, 420, 428, 454.
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Más aún, por los artículos de Dickson y Von Sterneck, se prueba que única-
mente 121 enteros se representan como suma de 7 cubos y el mayor de ellos
es 8042, de esta manera tenemos que si N > 8042 entonces N es la suma de
6 cubos no negativos.

El teorema que se re�ere a cualquier entero como suma de cubos, es el que
ya mencionamos antes que se le atribuye a Wieferich y Kempner. Este se
enuncia enseguida.

Teorema (Wieferich-Kempner)
Todo entero no negativo puede ser expresado como suma de 9 cubos no ne-
gativos.

El teorema no se demostrará aquí ya que se requieren varios lemas previos
además que la demostración del teorema también es extensa, y como vemos
que no aportaríamos ninguna variante a la demostración original entonces
consideramos que lo más apropiado es revisarla en el libro de Nathanson
[1996].

Al igual que en potencias cuadráticas, dado un entero n su representación
como suma de nueve cubos no es única, por ejemplo

239 = 53 + 33 + 33 + 33 + 23 + 23 + 23 + 23 + 13

= 43 + 43 + 33 + 33 + 33 + 33 + 13 + 13 + 13,

así la siguiente de�nición cobra sentido.

De�nición 2.3. De�nimos la función R9,3 : N ∪ {0} −→ N como sigue

R9,3(n) =
∣∣∣{(x1, x2, . . . , x9) | x1, x2, . . . , x9 ∈ N∪{0} y n = x3

1+x3
2+· · ·+x2

9}
∣∣∣,

donde 0 6 x1 6 · · · 6 x9.

A continuación presentamos una tabla con los primeros valores de R9,3(n)
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n R9,3(n) n R9,3(n) n R9,3(n)
0 1 8 2 16 2
1 1 9 2 17 1
2 1 10 2 18 1
3 1 11 1 19 1
4 1 12 1 20 1
5 1 13 1 21 2
6 1 14 1 22 1
7 1 15 1 23 1

Figura 2.8: Primeros valores de la función R9,3(n)

2.2.1. La imagen de Z6 bajo la función R9,3(n)

Análogamente a lo realizado en el caso cuatro cuadrados, en esta sección nos
interesa estudiar cómo se comporta la imagen de una progresión aritmética
de Dirichlet bajo la función cantidad de representaciones como suma de nueve
cubos. Aunque en este caso adoptaremos el módulo 6. Así, se considera que
todos los enteros son de la forma 6k, 6k+1, 6k+2, 6k+3, 6k+4 ó 6k+5, y que
además existe una in�nidad de primos en las progresiones {6k+1} y {6k+5}.

La grá�ca (Figura 2.9) que ahora presentamos nos muestran la función can-
tidad de representaciones como suma de nueve cubos, para cualquier entero
positivo.
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Figura 2.9: Grá�ca de la función R9,3(_) en el intervalo [0, 15000]

Acto seguido, veremos la cantidad de representaciones como suma de nueve
cubos de los primos (Figura 2.10), es decir, veremos cómo se ubican dentro
de la grá�ca de la función R9,3(_).

Figura 2.10: En rojo la cantidad de representaciones de los primos como suma
de nueve cubos en el intervalo [0, 15000]

A continuación presentamos las grá�cas (Figura 2.11 a Figura 2.16) donde
se resalta la cantidad de representaciones para cada progresión de Z6. Pri-
mero, se marcó en la grá�ca a los múltiplos de seis, es decir los elementos

87



de la progresión {6k} éstos aparecen en su mayoría en la parte media baja
y en la parte superior de la grá�ca como se muestra a continuación en la
Figura 2.11.

Figura 2.11: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k} bajo
la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]

Cuando se hace con los enteros de la progresión {6k + 1}, éstos quedan
ubicados en la parte inferior, superior y central de la grá�ca como se muestra
en la Figura 2.12, y es de señalar que esta progresión queda perfectamente
distribuida en estas tres regiones de la grá�ca.

Figura 2.12: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k + 1}
bajo la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]
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Los enteros de la progresión {6k + 2} tienen sus imágenes de la función
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia arriba, pero
sin alcanzar la parte más alta y en la parte inferior de la grá�ca como se
muestra en la Figura 2.13.

Figura 2.13: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k + 2}
bajo la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]

Los enteros de la progresión {6k + 3} tienen sus imágenes de la función
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia abajo, pero
sin alcanzar la parte más baja y en la parte superior de la grá�ca como se
muestra en la Figura 2.14.

Figura 2.14: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k + 3}
bajo la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]
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De manera similar a lo sucedido con los enteros de la progresión {6k+1}, los
enteros de la progresión {6k+ 4} tienen sus imágenes de la función cantidad
de representaciones ubicados en la parte inferior, superior y central de la
grá�ca como se muestra en la Figura 2.15

Figura 2.15: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k + 4}
bajo la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]

Finalmente, de manera similar a lo sucedido con los enteros de la progresion
{6k+2}, los enteros de la progresión {6k+5} tienen sus imágenes de la función
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia arriba, pero
sin alcanzar la parte más alta y en la parte inferior de la grá�ca como se
muestra en la Figura 2.16.

Figura 2.16: En azul la imagen de los elementos de la progresión {6k + 5}
bajo la función R9,3(n) en el intervalo [0, 15000]
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De manera directa podríamos pasar al estudio de la función cantidad de re-
presentaciones como suma de nueve cubos. Este análisis lo podemos hacer a
partir de observar el comportamiento de las clases con base en Z6, pues cada
clase queda representada -si se usa este módulo- con una distribución más
adecuada bajo la función R9,3(n).

Para construir los conjuntos de representaciones aditivas con base en Z6 re-
querimos sumas de nueve cubos para cada número perteneciente a alguna
clase de Z6. Si para el caso de la suma de cuatro cuadrados señalamos que
para construir (2.14) a (2.17) se requería principalmente paciencia, ahora pa-
ra el caso de suma de nueve cubos se requerirá más que eso.

Las sumas para representar a los cuatro cuadrados y nueve cubos módulo 4
y módulo 6 respectivamente se pueden plantear como un problema de parti-
ciones. Para el caso suma de cuatro cuadrados las sumas (2.14) a (2.17) son
las particiones que se pueden formar con los números {0, 1, 4, 9}, cada una
con cuatro sumandos que pueden ser repetidos o diferentes.

Para cuatro cuadrados ya sabemos que no es difícil encontrar estas particio-
nes. Para el caso de la suma de nueve cubos módulo 6 ya es complicado. Este
problema radica en encontrar las particiones con nueve sumandos repetidos
o diferentes tomados del conjunto

{03 = 0, 13 = 1, 23 = 8, 33 = 27, 43 = 64, 53 = 125}.

Además, al igual que en el caso de cuatro cuadrados nos interesa saber las
variantes en los sumandos, lo que hace aún más complicada la forma de en-
contrar dichas particiones con nueve sumandos.

Acto seguido, consideramos que lo apropiado es trabajar con una función
generadora que nos pueda proporcionar las particiones y las variantes de los
sumandos. Dicha función tiene que ser de la forma

∞∏
i=1

(
1

1− xi

)
para el caso cuando i = 1 se tiene que

1

1− x
= 1 + x1 + x1+1 + x1+1+1 + x1+1+1+1 + · · ·
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cuando i = 2 se tiene

1

1− x2
= 1 + x2 + x2+2 + x2+2+2 + x2+2+2+2 + · · · .

Por lo tanto

∞∏
i=1

(
1

1− xi

)
= (1 + x1 + x1+1 + · · · )(1 + x2 + x2+2 + · · · ) · · · ,

y este producto in�nito de polinomios nos genera las particiones de un en-
tero que contiene tanto sumandos diferentes como repetidos. Es decir, cada
término del polinomio resultante es de la forma λxt, donde λ es la canti-
dad de particiones de t. Por ejemplo, el término λx10 nos indica que hay λ
particiones del número 10, algunas de ellas son:

9 + 1, 8 + 2, 7 + 3, 1 + 1 + 8, 6 + 2 + 2, 5 + 1 + 1 + 1 + 1 + 1

y dichas particiones provienen de los exponentes generados del producto de
los términos de los polinomios en

∞∏
i=1

(
1

1− xi

)
.

Por ejemplo la partición 2 + 2 + 6 proviene del producto x2+2 ·x6 = x2+2+6, y
de esta manera se obtienen las particiones del número diez, que en total son λ.

Lo que nos interesa son las particiones que mostramos de (2.14) a (2.17) y
sus equivalentes para sumas de 9 cubos que se construyen con base en Z6.
Sabemos que para obtener las particiones de (2.14) a (2.17), entonces la
función generadora se tiene que usar de la forma:

∏
i∈C

(
1

1− xi

)
con

C = {02, 12, 22, 32} = {0, 1, 4, 9}.

Pero aquí tenemos un problema con el cero, y es que al ser usado como po-
tencia genera un uno en los cálculos, por lo tanto, lo adecuado es usar las
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clases residuales 4k + 1, 4k + 2, 4k + 3, 4k + 4, para evitar dicho problema.

Así la función generadora que usaremos es:

∏
i∈Q

(
1

1− xi

)

con Q = {12, 22, 32, 42} = {1, 4, 9, 16} y como sólo queremos sumas que
contengan cuatro cuadrados, entonces nos restringiremos a polinomios de
esta forma

(1 + x1 + x1+1 + x1+1+1 + x1+1+1+1)

(1 + x4 + x4+4 + x4+4+4 + x4+4+4+4)

(1 + x9 + x9+9 + x9+9+9 + x9+9+9+9)

(1 + x16 + x16+16 + x16+16+16 + x16+16+16+16).

Este producto genera 625 términos, pero la mayoría de ellos nos proporcio-
na particiones de más de cuatro sumandos, que son las que no requerimos,
para extraer los términos que forman particiones en los exponentes con sólo
cuatro sumandos, agregamos los contadores u, d, t, c como coe�cientes en los
polinomios, y se plantea ahora como sigue:

(1 + ux1 + dx1+1 + tx1+1+1 + cx1+1+1+1)

(1 + ux4 + dx4+4 + tx4+4+4 + cx4+4+4+4)

(1 + ux9 + dx9+9 + tx9+9+9 + cx9+9+9+9)

(1 + ux16 + dx16+16 + tx16+16+16 + cx16+16+16+16).

Los sumandos resultantes en este producto son de la forma

uα1dα2tα3cα4xβ,

donde algún αi o todos pueden ser cero.

Las particiones de cuatro términos -que son las que requerimos- estarán in-
dicadas cuando la operación uα1 + dα2 + tα3 + cα4 sea igual a 4.8

8Como condiciones iniciales para esta operación consideramos que u = 1, d = 2, t =
3, c = 4.
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Si esta operación es mayor que cuatro, entonces sucede que la partición tiene
más de cuatro sumandos, y ya no es de las que requerimos. Además debemos
considerar la condición extra que dependiendo de la progresión que deseemos
estudiar, β debe ser congruente con 1, 2, 3 o 4, según sea el caso. Y que de-
bemos estudiar los sumandos del producto cuyo exponente sea menor o igual
que 64.

Como nos interesa saber las variantes en los sumandos de la partición, enton-
ces requerimos determinar cuales coe�cientes de los señalados uα1dα2tα3cα4

tienen más representaciones diferentes de cero, y eso nos indicará que tienen
más riqueza en las clases que los forman, como pasa con las particiones de
los números 4k + 2.

De regreso a la suma de nueve cubos, recordemos que nos interesa estudiar
porqué los números pertenecientes a las clases de Z6 tienen una cantidad de
representaciones como suma de nueve cubos, como se muestra en las grá�cas
(Figura 2.11 a Figura 2.16). Es decir, tratamos de interpretar por qué en los
primos se forman cuatro bandas; por qué la imagen bajo la función R9,3(n)
de los números de la forma 6k+3 se divide en dos bandas determinadas como
muestra la �gura (Figura 2.14), y de la misma manera con todas las clases en
Z6 cuyas imágenes bajo la función R9,3(n) se encuentran en dos o tres bandas.

De manera similar a lo realizado en el caso de sumas de cuatro cuadrados,
ahora se hace para nueve cubos, pero en Z6. Como ya se mencionó ante-
riormente, intentar calcular las particiones residuales es muy complicado, el
hecho de operar con nueve cubos como sumandos complica las operaciones.

Por lo señalado ya antes, es adecuado tratar el problema directamente con
la función generadora

∞∏
i=1

(
1

1− xi

)
.

Para evitar la potencia cero usaremos las clases

6k + 1, 6k + 2, 6k + 3, 6k + 4, 6k + 5, 6k + 6,

y así se recurrirá al conjunto

K = {13 = 1, 23 = 8, 33 = 27, 43 = 64, 53 = 125, 63 = 216}
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y la función generadora es ∏
i∈K

(
1

1− xi

)
.

Como sólo nos interesan las sumas con nueve cubos entonces nuevamente
restringimos los polinomios, pero ahora con diez términos. Así, el producto
de polinomios que nos proporcionará las particiones es:

(1 + ux+ dx2 + tx3 + cx4 + fx5 + sx6 + zx7 + ox8 + nx9)

(1 + ux8 + dx16 + tx24 + cx32 + fx40 + sx48 + zx56 + ox64 + nx72)

(1 + ux27 + dx54 + tx81 + cx108 + fx135 + sx162 + zx189 + ox216 + nx243)

(1 + ux64 + dx128 + tx192 + cx256 + fx320 + sx384 + zx448 + ox512 + nx576)

(1 + ux125 + dx250 + tx375 + cx500 + fx625 + sx750 + zx875 + ox1000 + nx1125)

(1 + ux216 + dx432 + tx684 + cx864 + fx1080 + sx1296 + zx1512 + ox1728 + nx1944)

Los contadores en este caso son u, d, t, c, f, s, z, o, n y ellos nos proporcionan
los datos para saber cuales son las particiones residuales que requerimos.
Entonces las particiones de nueve sumandos las extraemos de los sumandos
que se generan del producto anterior, cuyos sumandos resultantes son de la
forma

uω1dω2tω3cω4fω5sω6zω7oω8nω9xγ

y las particiones de γ que tienen nueve sumandos son las que cumplen que

uω1 + dω2 + tω3 + cω4 + fω5 + sω6 + zω7 + oω8 + nω9 = 9,

además como en el caso cuatro cuadrados debemos considerar que depen-
diendo de la progresión que deseemos estudiar, γ debe ser congruente con
1, 2, 3, 4, 5 o 6 módulo 6, según sea el caso. Y debemos estudiar los sumandos
del producto cuyo exponente sea menor o igual que 1994.

Como en el caso de los cuadrados, se toman las condiciones iniciales u =
1, d = 2, t = 3, c = 4, f = 5, s = 6, z = 7, o = 8, n = 9 para saber que clases
de Z6 tienen más representaciones como suma de nueve cubos.
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2.3. Suma de k-ésimas potencias

No hay duda que el único caso fácil en el que era posible visualizar las re-
presentaciones aditivas modulares fue la suma de cuatro cuadrados. Después
mostramos que la suma de nueve cubos se complica, y en lo sucesivo será cada
vez más difícil, como sería en los casos de la suma de 19 cuartas potencias; 37
quintas potencias y así hasta abordar el problema de Waring que nos plantea
que todo número se puede expresar como suma de k−ésimas potencias.

Cabe notar que el razonamiento utilizado en los casos anteriores (cuatro cua-
drados y nueve cubos) no depende de la potencia, es decir que de manera
natural podemos extenderlo. Así por medio de las funciones generadoras se
puede estudiar la cantidad de representaciones de los elementos de una pro-
gresión bajo la función Rg(k),k

9.

Dada una progresión aritmética de Dirichlet {a+ bn}, para construir la fun-
ción generadora que nos proporcione la información requerida debemos co-
menzar por considerar el conjunto

A = {1k, 2k, . . . , ak},

luego, de manera análoga a lo realizado anteriormente, la función generadora
está dada por un producto de la forma

∏
i∈A

(
1

1− xi

)
.

Como sólo nos interesan los términos con g(k), k−ésimas potencias, entonces
nos restringimos a los polinomios con g(k) + 1 términos. Así, el producto de
polinomios deseado es:

9De�nimos g(k) como la cantidad necesaria de sumandos para expresar a todos los
enteros como suma de k−ésimas potencias, por ejemplo g(2) = 4 y g(3) = 9.
De manera natural se de�ne Rg(k),k(n) como la cantidad de representaciones (sin permu-
taciones) de n como suma de k−ésimas potencias.

96



(1 + u1x
1k + u2x

1k+1k + · · ·+ ug(k)x
g(k))

(1 + u1x
2k + u2x

2k+2k + · · ·+ ug(k)x
g(k)2k)

...

(1 + u1x
ak + u2x

ak+ak + · · ·+ ug(k)x
g(k)ak).

Donde consideramos los contadores u1 = 1, u2 = 2, . . . , ug(k) = g(k) y ellos
nos proporcionan los datos para saber cuáles son las particiones residuales
que requerimos. Aunque como mencionamos anteriormente los cálculos a par-
tir de k = 4 se vuelven inmanejables, y por esta razón se tiene que calcular
a través de medios computacionales, en nuestro caso usamos Mathematica
para las sumas de cubos y cuadrados.

Existe una manera distinta de estimar la cantidad de representaciones como
suma de k−ésimas potencias, ésta es a través de fórmulas asintóticas obte-
nidas mediante el uso de ingeniosas técnicas del análisis complejo. Hardy y
Ramanujan desarrollaron el ahora conocido método del círculo utilizado pa-
ra aproximar la cantidad de representaciones de los enteros como sumas de
elementos de una base aditiva dada.10

Como caso particular Hardy y Littlewood utilizaron el método del círculo
para estimar la cantidad de representaciones de un entero como suma de k-
ésimas potencias. Más adelante Vinogradov mejoró este resultado utilizando
su método de sumas trigonométricas, con una variante en la que no se con-
sideran permutaciones y puede ser escrito de la siguiente manera11.

10Sea B un subconjunto propio y no vacío de los naturales. De�nimos

rB = {b1 + b2 + · · ·+ br | bi ∈ B}

como el conjunto formado por todos los números que pueden ser expresados como suma
de r elementos de B, decimos que B es una base aditiva si existe un r tal que rB = N.

11Aunque en este caso no estimamos la cantidad de representaciones como suma de
k−ésimas potencias de los enteros clasi�cados de acuerdo a una clase residual.
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Teorema Para todo k > 2 que cumple la conjetura de Euler12, y para cada
primo p el número de soluciones enteras no negativas contadas sin permuta-
ciones de la ecuación

p = xk1 + · · ·+ xkg(k)

está dado por

Rg(k),k(p) = ℘(p)
Γg(k)

(
1 + 1

k

)
Γ
(
g(k)
k

) pg(k)/k−1 +O(pg(k)/k−1−δ),

donde δ = δ(g(k), k) > 0, Γ(x) =

∫ ∞
0

e−xtx−1dt es la función Γ de Euler y

℘(p) es la serie singular asociada al problema de Waring, que se de�ne de la
siguiente manera

℘(p) =
∞∑
q=1

q∑
a=1

(a,q)=1

(
S(q,a)
q

)g(k)

e
(
−pa
q

)

donde S(q, a) =

q∑
r=1

e(ark/q) y e(x) = e2πix.

12Euler conjeturó que g(k) = 2k+[(3/2)k]−2, lo cual actualmente se sabe que se cumple
para una in�nidad de valores.
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Capítulo 3

Apéndices

Como mencionamos anteriormente consideramos que es importante estudiar
algunas características de las grá�cas de las funciones cantidad de represen-
taciones como suma de cuadrados o cubos según sea el caso. En esta sección
estudiaremos cuándo existen una in�nidad de enteros con una única repre-
sentación como suma de k−ésimas potencias.

Dicho de otra manera estudiaremos para qué valores de k, se cumple que
Rg(k),k(n) = 1 para una in�nidad de enteros n.

Cuadrados

Ya se expuso antes que dado un enterom no necesariamente su representación
como suma de cuatro cuadrados es única. Entonces surge la pregunta ¾existirá
una in�nidad de enteros m tales que su representación como suma de cuatro
cuadrados es única?

Teorema 3.1. Si m se escribe de manera única como suma de cuatro cua-
drados pares, entonces (22)km se escribe de manera única como suma de
cuatro cuadrados, dicho de otra manera si m = a2 + b2 + c2 +d2, con a, b, c, d
pares y R4,2(m) = 1, entonces R4,2((22)km) = 1.

Demostración. Procederemos por inducción sobre k.
Veamos que el resultado es válido para k = 1. Supongamos que m = m2

1 +
m2

2 +m2
3 +m2

4 con mi = 2αi para i = 1, 2, 3, 4 y R4,2(m) = 1,
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luego tenemos que

4m = 22m = 22(m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4)

= (2m1)2 + (2m2)2 + (2m3)2 + (2m4)2,

es decir 4m se escribe como suma de cuatro cuadrados pares. Aplicando
contrapuesta tenemos que si los cuadrados que aparecen en la representación
como suma de cuatro cuadrados de 4m no son todos pares, entonces los
cuadrados en la representación dem no son todos pares. Lo cual por hipótesis
no puede pasar, es decir los cuadrados que aparecen en la representación de
4m son todos pares. Veamos que ésta es la única representación de 4m como
suma de cuatro cuadrados. Supongamos que

4m = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 ,

luego, todos los zi para i = 1, 2, 3, 4 son pares, como zi = 2ϑi para i =
1, 2, 3, 4. Entonces, tenemos que

4(ϑ2
1 + ϑ2

2 + ϑ2
3 + ϑ2

4)

= (2ϑ1)2 + (2ϑ2)2 + (2ϑ3)2(2ϑ4)2

= z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4

= 4m

= (2m1)2 + (2m2)2 + (2m3)2 + (2m4)2

= 4(m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4)

es decir, mi = ϑi para i = 1, 2, 3, 4. Así tenemos que zi = 2ϑi = 2mi para
i = 1, 2, 3, 4, es decir R4,2(4m) = 1.

Supongamos que el resultado es válido para k, es decir m se representa como
suma de cuatro cuadrados de manera única como sigue

4km = (2km1)2 + (2km2)2 + (2km3)2 + (2km4)2.

Veamos que se cumple para k + 1.
Tenemos que

4k+1m = (22)k+1m

= (22)k+1(m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4)

= (2k+1)2(m2
1 +m2

2 +m2
3 +m2

4)

= (2k+1m1)2 + (2k+1m2)2 + (2k+1m3)2 + (2k+1m4)2
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veamos que ésta es la única representación como suma de cuatro cuadrados
de 4k+1m, supongamos que existen z1, z2, z3, z4 tales que

4k+1m = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4 ,

por un argumento análogo al dado en el la base de inducción, tenemos que
zi = 2Θi para i = 1, 2, 3, 4, entonces

4(4k)m = 4k+1m = z2
1 + z2

2 + z2
3 + z2

4

= (2Θ1)2 + (2Θ2)2 + (2Θ3)2 + (2Θ4)2

= 4(Θ2
1 + Θ2

2 + Θ2
3 + Θ2

4)

luego
4km = Θ2

1 + Θ2
2 + Θ2

3 + Θ2
4

así, por hipótesis de inducción tenemos que Θi = 2kmi para i = 1, 2, 3, 4, así
se tiene que

zi = 2Θi = 2(2kmi) = 2k+1mi,

por lo tanto esta representación es única.

Corolario 3.2. Existe una in�nidad de enteros m, que tienen una única
representación como suma de cuatro cuadrados, dicho de otra manera existen
una in�nidad de enteros m tales que R4,2(m) = 1.

Demostración. Notemos que 22+1 = 8 se escribe de manera única como suma
de cuatro cuadrados pares (8 = 22+22+02+02), luego por el teorema anterior
tenemos que R4,2(4k8) = 1 para todo k ∈ N.

Cubos

Nos interesa describir el comportamiento de la grá�ca de la función R9,3(n),
para esto partiremos del siguiente resultado.
Teorema (Fermat)
Para todo k > 1, existen enteros N y k pares disjuntos de enteros {xi, yi}
tales que

N = x3
i + y3

i .

La prueba se pude ver en Nathanson [1996]
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Corolario 3.3. Se cumple que

ĺım sup
n→∞

R9,3(n) =∞.

Demostración. Notemos que si x3 +y3 es una representación de n como suma
de dos cubos, entonces

n = x3 + y3 + 03 + 03 + 03 + 03 + 03 + 03 + 03

y así por el teorema anterior tenemos el resultado deseado.

Esto implica que la grá�ca de la función R9,3(n) no es acotada, mas aún, se
cumple el siguiente resultado

Teorema 3.4. No existe A ⊆ N tal que |A| =∞ y ∀a ∈ A R9,3(a) = s, para
algún s ∈ N �jo.

Demostración. Sea s ∈ N �jo y supongamos que existe A que cumple lo
pedido. Ahora, por el teorema de Fermat, existe m ∈ N tal que ∀n > m se
tiene que R9,3(n) > s, pero |{1, 2, . . . ,m}| = m < ∞ y |A| = ∞, entonces
existe a ∈ A tal que a > m, luego por hipótesis

R9,3(a) = s,

lo cual es absurdo.

De este modo existe k ∈ N tal que ∀s > k se tiene que R9,3(s) > 1, así a
diferencia del caso cuatro cuadrados tenemos el siguiente resultado

Corolario 3.5. Existe una cantidad �nita de enteros n, tales que

R9,3(n) = 1.

Demostración. Inmediata por el teorema anterior

La pregunta que resulta interesante es determinar a partir de qué punto, pa-
sa esto. computacionalmente tenemos que en el intervalo [0, 50000] el entero
más grande que tiene una única representación como suma de nueve cubos
es el 53, todo esto nos lleva a la siguiente conjetura

Conjetura 2: Los únicos enteros que tienen una única representación como
suma de nueve cubos son

1− 7, 10− 26, 31, 38, 39, 45, 46, 47, 50, 52, 53
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K-ésimas

Podemos ir más allá y de manera análoga a lo realizado en cuadrados pregun-
tarnos ¾para qué valores de k existe una in�nidad de enteros que se escriben
de manera única como suma de k−ésimas potencias? Para responder este
cuestionamiento partiremos del siguiente resultado.

Teorema 3.6. Si m tiene s representaciones como suma de k-esimas poten-
cias pares, entonces (2k)nm tiene s representaciones como suma de k esimas
potencias para todo n ∈ N. Dicho de otra manera si Rg(k),k(m) = s y todos
las potencias que aparecen en la representación de m son pares, entonces
Rg(k),k((2

k)nm) = s. para todo n ∈ N.

Demostración. Es claro que si vk1 + vk2 + · · ·+ vkg(k) = m entonces

(2nv1)k + (2nv2)k + · · ·+ (2nvg(k))
k = (2k)nm,

es decir si v = (v1, v2, . . . , vg(k)) es solución de la ecuación

m = xk1 + xk2 + ·+ xkg(k)

entonces 2nv es solución de la ecuación

(2n)km = xk1 + xk2 + ·+ xkg(k)

entonces1

2nSolg(k),k(m) ⊆ Solg(k),k(2
nm).

Veamos que
Solg(k),k(2

nm) ⊆ 2nSolg(k),k(m).

Supongamos que

m = mk
1,1 +mk

1,2 +mk
1,3 + · · ·+mk

1,g(k)

= mk
2,1 +mk

2,2 +mk
2,3 + · · ·+mk

2,g(k)

...

= mk
s,1 +mk

s,2 +mk
s,3 + · · ·+mk

s,g(k)

1Solg(k),k(n) = {(v1, . . . , vg(k)) | n = vk1 + · · ·+ vkg(k) y 0 6 v1 6 . . . 6 vg(k) ∈ N∪{0}}
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son todas las representaciones de m como suma de k-esimas potencias, donde
mi,j = 2Θi,j para 1 6 i 6 s y 1 6 j 6 g(k), luego para n = 1 tenemos que si

2km = zk1 + zk2 + · · ·+ zkg(k)

entonces zi = 2σi para i = 1, 2, . . . , g(k), así tenemos que

2km = (2σ1)k + (2σ2)k + · · ·+ (2σg(k))
k

= 2k(σk1 + σk2 + · · ·+ σkg(k)),

luego
m = σk1 + σk2 + · · ·+ σkg(k)

así existe r ∈ {1, 2, 3, . . . , s} tal que

σα = mr,α para α = 1, 2, . . . , g(k)

entonces
2kσα = 2kmr,α

y así
zα = 2kmr,α

para alguna r ∈ {1, 2, 3 . . . , s} y para todo α ∈ {1, 2, 3, . . . , g(k)}.
Supongamos que el resultado es valido para n, es decir que todas las repre-
sentaciones como suma de k−esimas potencias de (2k)nm están dadas por

(2k)nm = (2nm1,1)k + (2nm1,2)k + (2nm1,3)k + · · ·+ (2nm1,g(k))
k

= (2nm2,1)k + (2nm2,2)k + (2nm2,3)k + · · ·+ (2nm2,g(k))
k

...

= (2nms,1)k + (2nms,2)k + (2nms,3)k + · · ·+ (2nms,g(k))
k.

Supongamos además que

(2k)n+1 = ωk1 + ωk2 + · · ·+ ωkg(k)

luego ωi = 2ζi para i = 1, 2, 3, . . . , g(k). Tenemos entonces que

2k(2k)nm = (2k)n+1m

= (2ζ1)k + (2ζ2)k + (2ζ3)k + · · ·+ (2ζg(k))
k

= 2k(ζk1 + ζk2 + ζk3 + · · ·+ ζkg(k))
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por lo tanto
(2k)nm = ζk1 + ζk2 + ζk3 + · · ·+ ζkg(k)

así por hipótesis de inducción tenemos que

ζα = 2nmr,α para algun r ∈ {1, 2, 3 . . . , s} y α = 1, 2, 3, . . . , g(k).

luego

ωα = 2ζα = 2n+1mr,α para algun r ∈ {1, 2, 3 . . . , s} y α = 1, 2, 3, . . . , g(k).

Demostrado esto entonces bastaría con mostrar un entero m que tenga una
única representación como suma k−ésimas potencias y a partir de él construir
una in�nidad.

Teorema 3.7. Para todo k 6= 3 que satisfaga la conjetura de Euler, el número
n = 2k+1se escribe de manera única como suma de k−ésimas potencias.

Demostración. Tenemos que

2k+1 = 2k + 2k + 0k · · ·+ 0k,

Ahora veamos que ésta es la única representación de n como suma de k−ésimas
potencias. Tenemos que 3k > 2k+1, luego 3k no puede ser parte de la descom-
posición de 2k+1 como suma de k−ésimas potencias, por otro lado suponga-
mos que

2k+1 = 1k1 + 1k2 + · · ·+ 1kg(k) = g(k),

así
2k+1 = g(k) = 2k +

[
(3/2)k

]
− 2 < 2k +

(
3/2
)k

entonces
2k+1 − 2k < (3/2)k,

es decir
2k < (3/2)k

lo cual es absurdo, por lo que la descomposición como suma de k−ésimas
potencias de 2k+1 no puede estar formada por únicamente potencias de uno.
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Finalmente supongamos que

2k+1 = 2k + 1k1 + · · ·+ 1kg(k)−1 = 2k + g(k)− 1

luego
g(k) = 2k + 1

así
2k +

[
(3/2)k

]
− 2 = 2k + 1

es decir [
(3/2)k

]
= 3

lo cual es imposible por hipótesis2.

Corolario 3.8. Para todo k 6= 3 que satisfaga la conjetura de Euler, exis-
ten una in�nidad de enteros con una única representación como suma de
k−ésimas potencias.

Demostración. Sea m = 2k+1, entonces Rg(k),k((2
k)nm) = 1 para todo n

natural.

2Sea f(x) = [x] y g(x) = (3/2)x, entonces f es no decreciente y g es creciente, así
tenemos que (f ◦ g)(x) es una función no decreciente, por otro lado[

(3/2)4
]
=
[
(81/16)

]
= 5 >

[
(3/2)3

]
= 3,

así para todo k > 4 se tiene que
[
(3/2)k

]
>
[
(3/2)4

]
> 3 y también

[
(3/2)2

]
= 2, así para

todo k 6= 3 se tiene que
[
(3/2)k

]
6= 3.
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