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0.1. Introduccion

Los ntimeros primos son aiin un objeto de estudio de gran interés, lo han sido
desde la época dorada de la antigua Grecia y Euclides demostré por primera
vez que existe una infinidad de ellos.

En los cursos actuales de introduccion a la Teoria de Nimeros ain se estudia
la infinitud de los primos y ya no soélo desde la vision euclidiana, también lo
hacemos para algunos casos particulares de progresiones que contienen en-
tre sus términos una infinidad de primos. Podemos clasificar a los primos de
acuerdo con el residuo que dejan cuando son divididos por un entero n. Es
en este contexto que considaremos a los primos de la forma p = h + nk, y
con base en esto, definimos una progresion aritmética como una sucesion de
la forma {h 4 nk},cn, que simplemente denotaremos como {h + nk}.

En esta direccién generalmente nos surge el cuestionamiento de ;céomo abor-
damos la infinidad de primos de manera general en la progresion aritmética
{h + kn} (donde h y k son primos relativos)?

Este trabajo de tesis se centrara en el estudio de las progresiones senaladas.
Por un lado, se presenta la manera como se puede afrontar la demostracion de
la infinitud de los primos en estas progresiones. Por otra parte, nos interesa
conoces algunas caracteristicas de la representacion como suma de potencias
de los primos en sus diferentes clases residuales.

La tesis estd presentada en tres capitulos, como se menciona enseguida.

En el capitulo 1 se definen los conceptos necesarios, tanto algebraicos como
del anélisis complejo, para abordar el teorema de Dirichlet, el cual establece
que: dada una progresion aritmética {h+nk}, en ella existen una infinidad de
primos siempre que (h, k) = 1. La prueba que aqui presentamos esta basada
en la de Harold N. Shapiro publicada en 1950. En la tltima seccion de este
capitulo presentamos un bosquejo de las pruebas originales del teorema de
Dirichlet.

El capitulo 2 estd dedicado al estudio de las progresiones con un enfoque
totalmente aditivo. Partimos del teorema de Waring que enuncia que todo
entero es una suma de k-ésimas potencias, y en particular abordaremos los



casos de cuadrados y cubos que son de utilidad para estudiar la imagen de
las progresiones aritméticas de Dirichlet en Z, y Zg bajo la funcion "cantidad
de representaciones" como suma de cuatro cuadrados y nueve cubos respec-
tivamente.

Finalmente, el capitulo 3 consta de tres apéndices dedicados a un estudio
mas profundo de la anatomia de la gréafica de la funcion "cantidad de repre-
sentaciones'" como suma de cuatro cuadrados, nueve cubos, y el caso general
para k—ésimas potencias. Particularmente estudiamos en que casos existe
una infinidad de enteros con una tunica representaciéon como suma de estas
potencias.






Capitulo 1

El teorema de Dirichlet

A partir de una clasificacion de los enteros con base en Z; sabemos que los
primos se encuentran en las clases de equivalencia que contienen enteros im-
pares. Asi, podemos identificar de manera natural en Z, que los primos estén
en la clase de los enteros de la forma 2k + 1, y como los primos son de car-
dinalidad infinita, entonces la progresion {2k + 1} contiene una infinidad de
primos. El primer caso fue inmediato.

Veamos qué sucede con Zs. Sabemos que las clases que contienen a los primos
son 3k+1 y 3k + 2, pero éstas tienen la caracteristica de que no contienen so6-
lo ntimeros impares y por simple auscultacion podemos constatar que ambas
contienen primos. Entonces ;Cémo saber que ambas progresiones contienen
una infinidad de primos? Pensemos de manera euclidiana y veamos a qué
conclusiones podemos llegar.

Supongamos que s6lo tenemos una cantidad finita de los primos de la forma
3k + 2, que son: q1,q2,4qs3, ---,q. Ahora consideremos el nimero siguiente,
N = 3(q192q3 - - - q-) + 2, si éste es primo entonces no puede ser uno de los
conocidos, por lo tanto hay uno mas. Si es compuesto, entonces tiene un fac-
tor primo, pero éste puede ser de la forma 3k + 1 6 3k + 2, pero sucede que
para generar a N como producto de primos, necesitamos entre sus factores
a un primo de la forma 3k + 2, porque de no existir, entonces no es posible
generar a N sélo con primos de la forma 3k + 1. Por lo tanto requerimos por
lo menos un primo de la forma 3k + 2, que tiene que ser distinto de cualquiera
de los ¢;, por lo tanto existe uno mas de los conocidos. Asi, bajo este proceso
podemos concluir que hay una infinidad de primos de esta clase.



De la misma forma, supongamos que tenemos una cantidad finita de los
primos de la forma 3k + 1, que son: pi, p2, p3,...,p;. Ahora construimos el
niamero, N = 3(p1p2qs - - - q;) + 1, si éste es primo entonces no puede ser uno
de los conocidos, por lo tanto hay uno mas. Si es compuesto, entonces tiene
un factor primo, y este puede ser de la forma 3k + 1 6 3k + 2, pero en este
caso si es posible formar al entero N so6lo con primos de la forma 3k + 2.
Por lo tanto nada nos garantiza que se tenga en la factorizaciéon de N un
primo de la forma 3k + 1. Entonces, para este caso y con esta metodologia,
no podemos llegar a la conclusion de la infinitud de primos de la forma 3k-+1.

Veamos un caso mas, para Z,. Las clases que contienen a los primos son
4k + 1y 4k + 3, la segunda, equivalente a la clase 4k — 1. Como en Z3 veamos
los casos.

Primero analicemos la infinidad de primos de la forma 4k — 1. Supongamos
que existe una cantidad finita de primos pi, pa, ..., p, de la forma 4k — 1. Sea
N =4pps---p, — 1 y tenemos dos casos para analizar

Caso 1: Que N sea primo. Como N tiene la forma 4k — 1 y ademés N > p;
Vi € {1,2,--- ,n} entonces tendriamos una contradiccion, pues z seria un
ntmero primo de la forma 4k — 1 y distinto a los antes mencionados. Por lo
tanto existe uno mas.

Caso 2: Que N sea compuesto. Por el teorema fundamental de la aritmética
se puede descomponer como producto de primos. Si todos estos primos son
de la forma 4m + 1, entonces el producto de niimeros de esta forma tiene
esta misma, asi NV seria de la forma 4k + 1, lo cual es absurdo. Dicho de otra
manera, alguno de los divisores primos de N es de la forma 4k — 1, digamos
que p; es dicho primo, entonces p; | N y como p; | 4pips-- - p, entonces
pj | (N —4pips---pn) = —1, lo cual es una contradiccion. Por lo tanto existe
otro primo de la forma 4k — 1 y asi podemos concluir que hay una infinidad
de primos de la forma 4k — 1.

Ya sabemos que, por lo menos, una de las dos progresiones contiene una infi-
nidad de primos, jpero qué sucede con la otra progresiéon? para dar respuesta
a esta interrogante analicemos los primos de la forma 4k + 1.



Supongamos que existe una cantidad finita de primos en la progresiéon arit-
mética 4k+1, y retomemos la idea de la demostracién anterior. Consideremos
que

P1 :4k1+1,p2=4k2+1,,pn:4k‘n+1

son todos los primos de la forma 4k + 1. Ahora, sea M = 4(py - pa---p,) + 1
y tenemos nuevamente los dos casos.

Caso 1:
Si M es primo y como M > p; para toda k, entonces M es un primo de la
forma 4k + 1, pero diferente de todas las py v por lo tanto existe uno mas.

Caso 2:

Si M es compuesto entonces el razonamiento aplicado en la prueba anterior
no funciona, pues si M esta formado por una cantidad par de factores primos
de la forma 4k — 1, no obtendriamos un nuevo factor primo de la forma 4k +1.

De acuerdo con lo anterior podriamos pensar que la tnica progresion aritmé-
tica que tiene una infinidad de primos es la de la forma 4k — 1, sin embargo
en un articulo de 1795 Euler demostrdé que hay una infinidad de primos de
la forma 4k + 1 utilizando las series que tanto le apasionaron. Veamos la
demostracion.

Euler considero la serie

1 1 1 1 1 1 1 1 1

375 7 11 13 17 19 23 20
donde los reciprocos de los primos de la forma 4k 4+ 1 vienen precedidos por
un signo negativo y para los primos de la forma 4k — 1 por un signo po-
sitivo. Acto seguido Euler presenta una aproximacion de esta serie’ que es
0.3349816, y con estos elementos construye la demostracion de la infinidad

! La aproximacién que presenta Euler posiblemente es generada a partir de un resultado
de Leibniz sobre series alternantes convergentes.
Entonces la serie
1 1 n 1 n 1 1 1 n 1 n 1 1 n
3 5 7 11 13 17 19 23 29
se puede relacionar con el teorema de Leibniz que enuncia esto:
"Dada una sucesiéon decreciente a,, > 0 y si a,, tiende a cero cuando n — oo, entonces la



de primos de la forma 4k + 1. Lo hace asf:

Sean S y T tales que

gttt 1.1, p-t 1.t
T 571317 "29 37 Y 2=y T T 1923 31 ’

y como T'= S+ (T — 5), por lo tanto

1101 1 1 1 1
r—g(t ot bbb L) L g o 0.3340816.
+(3 A TR TR AT ) +

Al retomar la serie de los reciprocos de los primos se tiene que

1 1 1
E —=—-+T+ S~ -+25+0.3349816,
P 2 2

p primo
y como la suma de la izquierda es divergente, entonces

s=1y Ll 1 1 1
5 1317 29 37
debe ser divergente, lo cual sucedera solo si existe una infinidad de primos

de la forma 4k + 1.

Ahora surge de manera natural la siguiente pregunta:
. Qué deben cumplir las progresiones {h + nk} para que contengan una infi-
nidad de primos?

Supongamos que la progresion {h + nk} contiene un primo p, es decir p =
h + nok si h y k tienen un divisor en comiin d > 1, tenemos que

P = h + nok = d(h1 + nok‘l),

serie
o
> () a,
n=1

converge"

Con este teorema FEuler ya sabria que su serie converge, entonces su aproximacion
0.3349816 ya no tiene problema si ésta es imprecisa.

Para ver la demostracién con las caracteristicas de Leibniz se puede consultar el libro de
Ferraro [2008].



es decir, p es divisible por d. De esta manera tenemos que (h,k) = 1 es
una condicién necesaria para que existan primos en la progresiéon aritmética

{h+Ekn}.

Gauss conjeturd que si (h,k) = 1 entonces existe una infinidad de primos
en la progresion aritmética {h + kn}, en notacién moderna, si (h,k) = 1
entonces existe una infinidad de primos p tal que p = h (mod k). Aunque
fue Dirichlet, en 1837, quien demostr6 por primera vez este hecho, que en la
actualidad es conocido como el teorema de Dirichlet.

Lo que se expondra en las secciones siguientes es la demostracion del Teorema
de Dirichlet, trataremos de exponer una demostracion con las bases algebrai-
cas requeridas y que generalmente no se exponen en los libros conocidos.

1.1. Plan de la demostracion

Ya abordamos los antecedentes que dieron lugar a plantear la interrogante de
los primos que se encuentran en las progresiones aritméticas. A continuacion
construiremos el marco teérico necesario, para que sea posible demostrar el
teorema de los primos en las progresiones aritméticas de Dirichlet.

A partir de este punto es evidente que las técnicas empleadas para cono-
cer la infinidad de nimeros primos contenidos en progresiones aritméticas
son muy distintas. Tratar de generalizar esto utilizando solamente resultados
elementales de la teoria de niimeros resultaria muy complicado, por eso nos
vemos en la necesidad de desarrollar una teoria maés rica con el propoésito de
generalizar los resultados antes mencionados.

Para terminar esta seccion presentamos la ruta de la demostracion del teore-
ma de Dirichlet, lo hacemos porque en la siguiente seccion se desarrolla todo
el proceso de la demostracion, que es muy extenso.

Definicion 1.1 (notacion de Landau). Dadas dos funciones f, g decimos que
f es de orden g, y lo denotamos por f = O(g) o [ < g. Si existen M >0y
xo tal que para todo x > x¢ se cumple que

|f(2)] < Mlg(x)].



Una manera de demostrar que existe una infinidad de primos es mostrando

que la serie
>
p

p primo

diverge. Para ello se puede usar la siguiente formula asintética

Zlng =log x + O(1). (1.1)

P

Obtendremos el teorema de Dirichlet como consecuencia del siguiente lema,

que es el analogo a (1.1), pero restringido a todos los primos de la forma
h + kn donde (h, k) = 1.

Lema 2.9 Si k > 0y (h,k) = 1, entonces para toda x > 1

log p 1
= log x + O(1). 1.2
> 1) (1.2
p=h(mod k)

Donde ¢(k) = ’{n eN :n<ky(nk) =1}

, conocida como la funciéon

[
indicatriz de Euler. Notemos que (1.2) implica que Z o9 p diverge y
p

p<w
p=h(mod k)

as{ existe una infinidad de primos p de la forma h + nk.

Para demostrar (1.2) es necesario introducir los llamados caracteres de Diri-
chlet mod k, los cuales designaremos por

X1, X2y -+ Xe(k)-

La prueba de (1.2) es consecuencia del siguiente lema en el que dichos carac-
teres juegan un papel importante.

Lema 2.8 Para x > 1 tenemos que:

O TR 3 A0) o SR
= ——logz + —= > ¥, S

~ p k) o(k) = =~ D

p=h(mod k)



(k)
1
Como el término o) ZYr(h) = O(1), entonces es claro que el lema 2.8
¥ r=2

implica el lema 2.9, si pﬂ)bamos lo siguiente.

Lema 2.7 Para z > 1y x; # X tenemos que

3 x(p);Og P _ o) (1.3)

p<T

Para probar el lema anterior usaremos el siguiente lema que expresa la suma
anterior como otra suma que se encuentra extendida a todos los naturales
n <.

Lema 2.6 Para cada x > 1y x # x1 tenemos

3 x(p);og LTS u(n)nx(n) Lo

P n<T

- l
donde £L'(x,1) = — Z M, la convergencia de esta serie sera estudia-
n

n=1
da con detalle.

Es claro que el lema 2.6 implica el lema 2.7 si demostramos lo siguiente

Lema 2.5 Parax > 1y x # x1

3 —“(”)HX(”) = 0(1) (1.4)

n<x

Esta igualdad se deduce del siguiente lema y del hecho que L(x, 1) # 0, don-
de .
_ N\ X : . o
L(x,1)= Z 2= (la convergencia de esta serie se estudiara con detalle).
n
n=1

Lema 2.4 Para z > 1y x # x1 tenemos que

£u ) Y M _ o) (1.5)

n<x



Asi, como L(x, 1) # 0 podemos eliminar £(x, 1) en (1.5) para obtener (1.4).

Para probar que L(x, 1) # 0, usaremos la descomposicion como producto de
Euler de dicha serie.

Dicha descomposicion establece que bajo ciertas condiciones (que los carac-
teres de Dirichlet satisfacen) se tiene que Vs € C tal que Re(s) > 1

Cw]—“(n)_ 1
> 5 = I =75+

n=1 p primo

1.2. Demostracion del teorema de Dirichlet

En este punto tenemos trazada la ruta a seguir para demostrar el teorema
de Dirichlet. Iniciamos introduciendo un poco de teoria de grupos necesaria
para poder desarrollar los conceptos necesarios que involucran caracteres de
Dirichlet.

Se puede plantear que la teoria de grupos es joven, ésta tiene su origen en los
trabajos de Galois que corresponden a encontrar soluciones por radicales de
la ecuacion a,z"+a, 12" +- - -+a;x+ag = 0. Cabe sefialar que el concepto
de grupo que emple6 Galois en su trabajo es el que ahora conocemos como
grupo de permutaciones de n elementos.

Definiciéon 1.2. Un grupo es una pareja (G, *), donde G es un conjunto no
vacio y ¥ : G X G — G es una operacion binaria
que satisface lo siguiente:

a) * es asociativa, es decir

ax(bxc)=(ax*xb)*xcVa,bceG

b) Eziste un elemento e en G, llamado neutro que satisface

axe=exa=aVa€d@



¢) Para cada a € G existe un elemento o’ en G tal que

adxa=axd =e

Ejemplo 1.1. Si G = GL(n,C) las matrices de n x n con entradas en los
complejos cuyo determinante es distinto de cero y * denota el producto usual
de matrices entonces (G, *) es un grupo.

Note que no todos los grupos son conmutativos, por ejemplo, dado que el
producto de matrices no conmuta el Fjemplo 1.1 muestra un grupo que no
es conmutativo. Cuando * es una operacién conmutativa, decimos que el
grupo es conmutativo o abeliano.

Definiciéon 1.3. Sea f : Z — C, decimos que f es multiplicativa si para
cada a,b € Z tales que (a,b) = 1 se tiene que f(ab) = f(a)f(b), si esto se
cumple para cualquier entero, diremos que f es completamente multiplicativa.

Ejemplo 1.2. Denotemos con M al conjunto de funciones multiplicativas.
Dadas dos funciones multiplicativas f y g, definimos la siguiente operacion

n
xqg)(n) = d <—)
(20 =350
la operacion x es conocida como producto o convolucion de Dirichlet.
Teorema 1.1. (M, %) es un grupo conmutativo®

Demostracion. Primero veamos que se cumple la conmutatividad, para esto
necesitamos notar que

(frg)n) = D" F(d)g(5) = 3 Fla)g(b)
din

ab=n

donde a y b recorren todos los niimeros enteros positivos tales que su pro-
ducto es n. De esta forma tenemos que f *x g = g * f.

Veamos que se cumplen las propiedades restantes, sean f,g y h funciones
multiplicativas y (n,m) = 1.

2Con la suma usual de funciones (M,+,%) es un anillo conmutativo.



1. Cerradura:
Cada divisor d de mn puede ser expresado de la forma d = ab.
Ademas, (a,b) =1y (2,2) = 1. Por lo tanto

PRE)

(f +g)nm) = > F(@d)g ()

dlnm

= > f(ab)g<%)

ablnm

= f(a)f(b)9<%>g(%>
alm

bln

= flg (=) Y fo)e(3)

bln
= (f*g)(m)(f *g)(n)

Asi, la convolucion de funciones multiplicativas es también una funcion
multiplicativa.

2. Neutro:
Definimos la siguiente funcién

1 st n=1
I(n) = |1] = .
" 0 st n>1
entonces I es completamente multiplicativa y ademas

(f D)) =Y F@DI(5) = D ()| 5] = fln).
dln dln

3. Inversos:
Si f es una funcién aritmética no nula® entonces existe una tnica fun-
ciéon aritmética f~', que se conoce como inverso de Dirichlet tal que

frft=pter =1,

3Se sigue que f(1) # 0, pues si f(1) = 0, entones para cada n € N se tendria que
fn)=f(1-n)=f(1)f(n)=0.Y asi f =0, lo cual es absurdo.

10



ademas, f~! se obtiene por medio de la siguiente relacién de recurrencia

1) = %, ft(n) = %;f(%)fl(d) para n > 1

d<n

Veamos por induccién fuerte que la ecuacion (f * f~')(n) = I(n) tiene
una unica solucion para f(n).

Si n = 1 entonces f(1)f '(1) = (f* f (1) = I(1) = 1y como
1

f(1) # 0 entonces f~'(1) = ——, como se querfa.

f(1)

Supongamos que la ecuaciéon es valida para toda k < n, entonces que-
remos resolver la ecuacion (f x f~')(n) = I(n) para n > 1, o dicho de
otra forma

0=[] =2 @

dln

= FOf )+ D F(5) 7@
d

d<n

asi despejando f~!(n) de la tltima expresién tenemos que

) = 7 G

d<n

. Asociatividad:
Sea 1) = g * h. entonces

(f = ()(n) = fla)b(d)

ad=n

=3 Fa) S gh(e) = 3 Fla)g(b)h(c).

ad=n abc=n
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Por otro lado si ¢ = f * g, entonces tenemos que

((9) % h)(n) = Y w(d)h(c)

de=n
=33 fa)g)ne) = Y Fla)g(b)h(c)

lo que concluye la demostracién.

]

Definicién 1.4. Si (G, *) es un grupo, su orden es la cardinalidad del con-
junto subyacente |G)|.

Definicién 1.5. Si (G,*) es un grupo, un subgrupo de G es un subconjunto
H C G tal que la operacion restringida a H es cerrada y H es un grupo con
esa OpPeracion.

Definiciéon 1.6. Si (G, *) es un grupo, dado un elemento g € G definimos
sus potencias enteras de esta manera:

1. Si k=0, se define ¢° = e.

2. Si k> 1, se definen las potencias enteras de g como sigue

g =g

G =gx*g

P =g**g
g =g"xg.

3. 81 —k < 0, entonces definimos

g " ="

Teorema 1.2. Si (G, %) es un grupo y g es un elemento cualquiera de G,
entonces el conjunto

(9)={g" : neZ}

es un subgrupo conmutativo de G.
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Demostracion. Sean a,b € (g), entonces existen r,s € Z tal que a = ¢" y
b = ¢°, note también que

a*b:gr*gszgr+s

con lo que axb es un elemento de (g), es decir (g) es cerrado bajo la operacion.
Ademas
a*b_r s _ . r+s __ _s+r __ s T_b
=g *g =9 =9 =g *g =0*a

lo cual muestra que la operaciéon es conmutativa. Por otro lado, ¢° = e, de
esta manera e € (g).

Finalmente notemos que si ¢ € (g) entonces g~ es un elemento de (g)
que cumple ¢g"x g™ = g™ ™ = ¢¥ =e. ]

El grupo (g) es conocido como el subgrupo ciclico generado por g. Por otro
lado, si existe un elemento a € G tal que G = (a), diremos que G es un grupo
ciclico generado por a.

Definicién 1.7. Una funcion ¢ : G, — Gy entre dos grupos (G, *1) y (Ga, *2)
se dice que es un homomorfismo o morfismo de grupos si

©(91 %1 92) = ¢(91) *2 ©(92), V91,92 € G1.

Ejemplo 1.3. Consideremos los siguientes grupos multiplicativos GL(2,R) y
R\{0}, entonces la funcion det : GL(2,R) — R\{0}, llamada determinante,
es un morfismo entre estos grupos ya que

det(A - B) = det(A) - det(B).

Teorema 1.3. Sean G y Gy dos grupos con ey y es sus respectivos neutros
y € : G1 — Gy un morfismo, entonces:

i) eler) =eo
i) e(a)™t =e(a™)

ii) e(a)" =e(a"). Vn € Z.
Demostracion. Para la primera parte tenemos que
e(er) = e(erer) = e(er)e(e)
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entonces cancelando (e;) = es.

Para la segunda parte sea a € (G; entonces
ey = e(aa™) = e(a)e(a™),
y tendremos que
e(a)t =¢e(a)lea = e(a) te(a)e(a) = e(a™t).

La parte tres se deduce inmediatamente de uno, dos y de la definicion de
potencias enteras de un elemento. O

Definicion 1.8. Un morfismo es un epimorfismo si es suprayectivo; es un
monomorfismo si es inyectivo y finalmente diremos que es un isomorfismo si
es biyectivo.

En este dltimo caso decimos que Gy es isomorfo a Gy y lo denotamos por

GlﬁGg

Definicion 1.9. Si (H,x1) y (K, *2) son dos grupos, entonces su producto
cartesiano

HxK={(hk) : he HkeK}

es un grupo con la operacion definida en cada entrada, es decir si (h,k) y
(W', k") son elementos de H x K, definimos

(h, k) s (W' k') = (hosy B koo K).

El neutro de Hx K es el elemento (ey, e ), y el inverso de (h, k) es (R, k1),

El grupo H x K es conocido como el producto directo externo de los grupos
Hy K.

Teorema 1.4. Todo grupo abeliano finito G se puede descomponer como
producto directo de grupos ciclicos

G~ C(my) x C(mg) x ... x C(my)

donde cada C(m;) es un grupo ciclico de orden m; y cada m; | m;y1 para
je{1,2,....s—1}.

Demostracion. La prueba de este resultado serd omitida pero puede ser en-
contrada en cualquier texto clasico de teoria de grupos, por ejemplo en |Zal-
divar 2006, p. 90| O
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1.2.1. Caracteres de grupos abelianos finitos

Definicion 1.10. Sea G un grupo conmutativo finito de orden k y con ele-
mento neutro e. Un cardcter sobre G es una funcion x : G — C compleja
no nula tal que x(u)x(v) = x(uv), Yu,v € G.

Teorema 1.5. Si x es cardcter de un grupo finito G con elemento identidad
e, entonces x(e) = 1 y cada valor de la funcion x(a) es una raiz k-ésima de
la unidad, de hecho si a® = 1 entonces x(a)* = 1.

Demostracion. Sea ¢ en G tal que x(c) # 0. Como ce = ¢ tenemos que
x(c) = x(ce) = x(c)x(e) y dado que x(c) # 0, entonces x(e) = 1. Por otra
parte si a" = 1 entonces

[

Ejemplo 1.4. Cada grupo G tiene al menos un cardcter , que la funcion
idénticamente 1, llamada el cardcter principal, la cual denotaremos por x;.
Ast, tenemos que x1(g) = 1 para toda g € G.

Teorema 1.6. El conjunto de caracteres de un grupo abeliano G, HOM (G, S")
donde S' = {z € C : |z| = 1} forman un grupo abeliano bajo la siguiente
operacion. St x1, x2 son dos caracteres, definimos

(x1 * x2)(9) = x2(9)x2(9).

Demostracion. La operacion es conmutativa pues el producto de niimeros
complejos conmuta. Dado y € HOM (G, S') definimos ¥ € HOM (G, S*) por
X(g9) = x(g9) Vg € G, notemos que

(xx)(9) = x(9)x(9) = Ix(9)]” = 1,

(x1x)(9) = xa(9)x(9) = Ix(9) = x(9),
es decir, x; es el neutro bajo la multiplicacion. O

Dicho grupo se conoce como el grupo dual de G y se denota por G.
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Teorema 1.7. Sea G un grupo abeliano finito. Entonces, para toda g € G,
g # e existe x € G tal que x(g) # 1.

Demostracion. Consideremos la descomposicion del grupo G como producto
directo de subgrupos ciclicos G = G; x G3 X - - - X G, de 6rdenes ny,no, ..., ng
respectivamente. Sea (a;) = G, ahora si ¢ € G, g se puede escribir como

g= (1", as", ..., a>) con 0 < b; < n;, donde tinicamente para el elemento

unidad del grupo todos los b; son nulos.

Por otro lado si x € G es un caracter de G entonces el valor x(g) queda
totalmente determinado por los valores de x en los generadores de los G;, es
decir

b bs

x(g) = x(a1)" x(a2)” . .. x(as)

si g # e entonces existe un j tal que b; # 0 y asi podemos definir el siguiente
caracter

1 st m#£j
x(am) = (M) S
ETP E S1 m =)

que cumple que x(g) = ea:p<2 Zbﬂ) = cos <b—?27r) + zsen( ) y como
nj
0 < b; < n; tenemos que 0 < - < 1. De esta manera x(g) # 1. O

1.2.2. Relaciones de ortogonalidad

Teorema 1.8. Se cumplen los siguientes resultados.

> x(9) :{’OG| ¥ (1.6)

-~ si X
G st =e

> x() {' A (L.7)
st gFe

xEG

Demostracion. Si x = x1 entonces Z)((g) = le(g) = Z 1 = |G|. Por

geG geG geG
otro lado, si x # x1 v y € G es tal que x(y) # 1, entonces
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> ox(9) = xlgy) = [Z X(g)] X(),

geG geG geG

de esta manera

0=(x(y) = 1) x(g)

y como X(y) # 1 entonces Zx(g) = 0, lo cual concluye la prueba de la

geG
parte (1.6).

Para la parte (1.7), si ¢ = e tenemos que

> xlg) =D xle)=>_1=|C

XG@ XE@ XEé

como se queria. Ahora si g # e y por el Teorema 1.7 tenemos que existe un
caracter X' tal que x'(g) # 1, entonces

X (@)D x9)=> X @x(@)=>_ 0 =>_x(g)

xe@ xed xeG xeG

de aqui se obtiene que

y como x'(g) # 1 tenemos que Z x(g) = 0, con lo cual concluye la demos-

xeG
tracién. ]

Corolario 1.9. En todo grupo conmutativo finito el niimero de caracteres es
igual al orden del grupo.*

4Mas atn se cumple que G ~ G~Q.
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Demostracion. Tenemos que

a1 =3 vlg)

geG

=Y ale)+ > > X9

XFX1

=> ) x

xe@G 9€CG

=> ) x(v

geG Xe@

=33 x(9)+ > xle)

Ziﬁ xe@ xe@

= xle)

xe@

=Y 1=|¢

xe@

asi tenemos que |G| = |G|.

(por (1.6) dado que x = x1)

(pues si x # x1 tenemos queZX(g) =0)

geG

(separando el sumando cuando g = e)

(pues Z x(g) = 0 dado que g # e)

xe@

]

De esta manera podemos reescribir el T'eorema 1.8 de la siguiente manera

Teorema 1.10. Sea G un grupo abeliano finito, entonces

|G| st X = X1
> xlg) = {0 . (1.8)

gt s1 X7 Xa

|G| si g=e
> xlg) = | (1.9)

ot 0 si gFe

X€G

Demostracion. Por el Corolario anterior tenemos que |G| = |G/, sustituyendo
esto en (1.7) concluimos la demostracion. ]

De este teorema se desprenden los siguientes dos corolarios que resultan ser

importantes
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Corolario 1.11. (ortogonalidad por columnas) Para cualquier par de
caracteres x y ¢ se ltiene que

1o [1osi x=u
6T 2 9) {o si XAV (10

Demostracion. Tenemos que

R ED DOl

9€G geG
_ Gl si x=19
=Y~ () = {'0 Y e

pret 51 X7V
o equivalentemente al dividir entre |G| tenemos que
sz(g):{l sioxX =1
Gl ez vlg) |0 si x#v

lo cual concluye la demostracion. ]

Corolario 1.12. (ortogonalidad por renglones) Para todou € G yv € G
se cumple

x(v) St uFv

1 x(u) 1 st u=wv
— = 1.11
G| Z {0 / (L11)
Demostracion. Tenemos que

BEEED DUASOED NN

x€G x€G x€G
_ |G| si uww Tl =e
— Zx(uv D = {0 i wl Ao (por (1.9))
xe@G

o equivalentemente al dividir entre |G| tenemos que
1 Zx(u) )1 siou=w
|G| —~ x(v) 0 si us#v

x€G

como se queria demostrar. ]
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1.2.3. Caracteres de Dirichlet

Todos los resultados anteriores son validos para grupos conmutativos finitos
en general. Ahora nos enfocaremos a estudiar los caracteres asociados a un
grupo en particular.

Definicion 1.11. Para cada entero a su correspondiente clase residual [a)
es el conjunto de todos los enteros congruentes con a mddulo k

la] = {x:x=a (mod k)}.
La multiplicacion de clases residuales estd definida por la relacion
[a][b] = [ab]. (1.12)
Veamos que este producto estd bien definido, primero notemos que
a| ={z€Z :x=km+rmeZ}
sean a,b,a’, b € Z tal que a = a' (mod k) y b=1b" (mod k), asi tenemos que

ab = (qik + 1) (@k + s) = (1q2 + sq1 + rga)k + s

a'tl = (qik +7)(ok + ) = (1g5 + 5q1 + Tk + s
luego ab = rs (mod k) y a'b' = rs (mod k), y por transitividad se tiene que
ab = a'b' (mod k), es decir [ab] = [a'D'].

Lema 1.1. m es invertible mddulo k si y solo si (m, k) = 1.

Demostracion. Supongamos que m es invertible (mod k) y d es un divisor
comin de m y k. Entonces m = da y k = db para algunos enteros a y b,
donde 1 < b < k. Ahora mb = dab = ka = 0 (mod k), luego como m es
invertible, obtenemos que b = 0 (mod k), pero como 1 < b < k, esto paso
solamente si b = k, asi que d = 1.

Para el regreso, supongamos que k£ y m no tienen un divisor comin mayor
que 1, y consideremos los m — 1 nimeros

m,2m,3m,...,(k—1)m.
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Veamos que alguno de estos niimeros es congruente a 1 (mod k). Para esto, es
suficiente ver que estos k— 1 niimeros representan k—1 clases de congruencias
distintas. Es decir, si dos de estos ntimeros son congruentes entre si, digamos
ma = mb (mod k), 1 < a <b<k—1 tenemos que k divide a la diferencia,
es decir k | m(b — a) luego como k no tiene factor comtn con m, k | (b — a),
pero esto es imposible porque 1 < b—a < k — 1. O

Teorema 1.13. Con la multiplicacion definida en (1.12) el conjunto de clases
residuales mddulo k es un grupo abeliano de orden (k) el cual denotaremos
por Zy.

Demostracion. Primero notemos que claramente el producto de clases con-
muta, la propiedad de ser cerrado se cumple automéaticamente por la manera
como estd definido el producto de las clases. Por otro lado notemos que [1]
funciona como neutro, pues

[a][1] = [al] = [a].

Ahora sean [a], [b], [c] € Zj, entonces

[al([b][e]) = [a]([be]) = [abe] = ([ab])[e],

y asi se cumple la asociatividad. Finalmente sabemos que un elemento a es
invertible modulo & si y solo si (a, k) = 1, lo cual implica que |Z;| = p(k). O

Definicion 1.12. Consideremos los caracteres {¢1,1, ..., ,u} asociados
a este grupo los cuales usaremos para obtener funciones extendidas que toman
valores en todo 7 de la siguiente manera
o [ s =1
' 0 st (n,k)>1
Las funciones x; son conocidas como los caracteres de Dirichlet modulo k.
Como el numero de caracteres de un grupo es igual a su orden y el orden

de |Z;| = (k) entonces existen (k) caracteres de este tipo, de los cuales
denominaremos caricter principal de Dirichlet a la funcién



Teorema 1.14. De las propiedades demostradas para los caracteres de un
grupo se deducen inmediatamente las siguientes propiedades para el grupo Z,.

0 st X # X1

S xla) = {“)(‘” ox= (1.13)

o(k) .
_ Je(k) st u=1 (mod k)
;XZ(U) N {0 st u# 1(mod k) (1.14)

siempre que (a, k) =1

o(k) .
xi(u) ] o(k) st u=a (mod k)
; xi(a) {O st u Z a(mod k)

(1.15)
Demostracion. La prueba es inmediata dado que el orden de Z; = p(k) O

Teorema 1.15. Hay (k) caracteres de Dirichlet mddulo k, cada uno es
completamente multiplicativo y periddico (de periodo k), es decir se tiene lo
stguiente

x(ab) = x(a)x(b)  Va,beZ (1.16)
x(a+k) = x(a) Va € Z. (1.17)

Demostracion. La primera parte es clara, para probar que son completa-
mente multiplicativos necesitamos los siguientes resultados béasicos sobre el
méaximo comin divisor

i) si (abk) >1 entonces (a,k)>1 o (bk)>1
i) si (ab,k) =1 entonces (a,k)=1 y (bk)=1.

Regresando a la prueba del teorema primero veamos que se cumple (1.16).
Sean

{¢17¢27 s 7w<p(k)}

los caracteres asociados al grupo Zj y {Xx1, X2, - -, Xe(k)} Sus respectivos ca-
racteres de Dirichlet. Asi, tenemos los siguientes dos casos parai € {1,2,...,p(k)}
fijo
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Caso 1: si (ab, k) = 1 entonces

xi(ab) = ¢;(ab) (pues (ab,k)=1)
= ;(a);(b) (dado que 1; es un caracter )
= xi(a)xi(b) (por i) tenemos que (a,k) =1y (b,k) =1).

Caso 2: si (ab, k) > 1 por ii) podemos suponer sin perdida de generalidad
que (a, k) > 1, asi

Xi(ab) =0 = 0x;(b) = x;(a)x;(b) (la ultima igualdad se da pues (a, k) > 1).
Finalmente veamos que son funciones periddicas de periodo k, para esto ne-

cesitaremos el siguiente resultado

i1i) Si a = b (mod k), entonces (a, k) = (b, k)

Ahora sea a € Z, entonces como a + k = a (mod k) y por iii) tenemos que
(a + k, k) = (a, k). De esta forma tenemos lo siguiente

il +EK]) si (a+k k)=
Xi(a_l_k)_{() si (a+kk)>1
bi(la]) st (a,k) =1 _
= {0 si (k) >1 (pues a+ k = a (mod k))
= xi(a).

Reciprocamente tenemos el siguiente resultado

Teorema 1.16. Si f es multiplicativa, f(q) = 0 siempre que (k,q) > 1 y f
es de periodo k, entonces [ es un cardcter de Dirichlet mddulo k.

Demostracion. Es suficiente mostrar que f es completamente multiplicativa,
si (ab, k) > 1 supongamos sin pérdida de generalidad que (a, k) > 1, entonces

flab) =0=0-f(b) = f(a)f(b).

Ahora supongamos que (ab,k) = 1 en particular tenemos que (a,k) = 1.
Consideremos ahora el siguiente mapeo n — b+ nk (mod a), dicho mapeo
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permuta las clases residuales modulo a, asi hay un ng para el cual b+ nok =
1 (mod a) de esta manera tenemos que (b + nok,a) = (1,a) = 1, entonces

f(ab) = f(a(b+ nok)) (por periodicidad)
= f(a)f(b+nok)  (por ser multiplicativa)
= f(a)f(b) (por periodicidad)

1.2.4. Tablas de caracteres

En esta seccién nos interesa mostrar explicitamente la regla de corresponden-
cia de los caracteres asociados al grupo Z;, particularmente para los casos
k=1,2,3,4,5. Ademas de ilustrar las relaciones (1.10) y (1.11).

l.Lk=1ok=2 ok)=1

En ambos casos el tnico caracter es el caracter principal y; y no hay
nada que hacer.

2. k=3, p(k) =2
Por definicion x1(1) = x1(2) = 1y x1(3) = 0, ademas

1= x2(2)7® = x5(2)?

Asi, x2(2) = 1 0 x2(2) = —1, pero x2 # x1 lo cual implica que
x2(2) = —1 y asi podemos completar la tabla de caracteres modulo
3 (ver Figura 1.1).

n 1 2 3
xin) |1 1 0
x2(n) |1 -1 0

Figura 1.1: Tabla de caracteres médulo 3
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3. k=4, pk)=2

Entonces x1(1) = x1(3) = 1y x1(2) = x1(4) = 0, por otra parte
x2(1) = 1y x2(2) = x2(4) = 0, s6lo nos resta determinar el valor y2(3),
para esto sabemos que

=@ = @)

Asi, x2(3) =1 0 x2(3) = —1, pero x2 # x1 lo cual implica que x2(3) =
—1 que es el dltimo dato requerido para completar la tabla de caracteres
modulo 4 (ver Figura 1.2).

n 1 2 3 4
xin) |1 0 1 0
x2(n) |1 0 -1 0

Figura 1.2: Tabla de caracteres modulo 4

4. k=05, p(k) =4

En este caso x1(r) = 1 para 1 < r <4y x;(5) = 0, al igual que los
casos anteriores tenemos que

L= (27 = xi(2)".
De esta manera tenemos que x;(2) € {1,—1,i, —i}, como x1(2) = 1,

hagamos x2(2) = —1, x3(2) = 4, x4(2) = —1, por otro lado
xi(4) = x:(2%) = x:(2)?, entonces

X2(4) =x2(2)? =(-1)?=1
x3(4) =x3(2)? =i*=-1
xa(4) =xa(2)? =(=i)’=-1

Finalmente tenemos que

Xi(2)xi(3) = Xi(6) =xi(1) =1,
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es decir y;(3) = xi(2)™', con esto tenemos que x2(3) = —1, x3(3) = —1,

x4(3) = —1 y asi la tabla de caracteres modulo 5 es la siguiente (ver
Figura 1.3).
n 1 2 3 4 5
xin) 1 1 1 1 0
x2(n) |1 -1 -1 1 0
xs(n) |1 1 -4 -1 0
xa(n) |1 -i i -1 0

Figura 1.3: Tabla de caracteres moédulo 5

Enfocandonos en esta tultima tabla, si consideramos las columnas de dicha
tabla como vectores en C*, y considerando como producto interno (1.10),
tenemos que bajo este producto interno dichos vectores forman una base
ortonormal; de manera analoga si consideramos las columnas de dicha tabla
como vectores en C!, y segtin (1.11) como producto interno, dichos vectores
son nuevamente una base ortonormal.’

1.2.5. Productos de Euler

Teorema 1.17 (Euler). Si s € C y ademds Re(s) > 1, entonces

()= I —

1 — =S
p primo p

donde ((s) es la funcion zeta de Riemann.

Demostracion. Sea f(z) = 7 , sabemos por el teorema de Taylor que
—z

f(z) = Zz" para toda z € C tal que Re(s) > 1. En particular para cada
n=0
primo py s > 1 tenemos que

—— =14+p+p > +p >+ (1.18)

®Esta interpretacion de las tablas de caracteres le da el nombre a (1.10) y (1.11).
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Si {p1,p2,p3,--.,pr} son los primeros r nimeros primos, entonces por (1.18)
tenemos que:

1
— :1+p55+p52s+p§3s+
1—p2
175 :1+pgs+p3—28+p3—38+_-_
I —ps
1
e e SR S A
1—prs

Consideramos el siguiente producto

r

1 —s —2s —3s —s —2s —3s
Hl_p_sz(l‘f‘% oA )+ A A )

i=1 v

notemos que el término general del producto de la derecha es de la forma
—sm1 S

n= = p; M py ¥ p ST para algunos my, j € {1,2,...,r}, o dicho de

N
otra forma n = p™ - pJ*2 ... p"r.

Notemos que un nimero n es de esta forma si y sélo si sus divisores primos
son algunos de los primeros r nimeros primos, ademéas por el teorema fun-
damental de la aritmética sabemos que dicha descomposicién como producto
de niimeros primos es tinica, es decir dicho nimero n aparece sélo una vez.
Entonces tenemos la siguiente igualdad

1 —s
H 1_p—szzn ’

P<Pr p|n
P<pr

De esta manera tenemos que

=1 ) e 1 1
&) =2 s =lm > nr=tim [[ ;=== [ —~
n=1 pp<|ZT P<pr P primo
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Este hecho puede ser establecido de manera mas general de la siguiente forma.

Teorema 1.18. Si F es una funcion multiplicativa tal que la serie Z |]-"(n)‘

n=1 ) ‘

= | F(n
converge, entonces para cada s € C tal que Re(s) > 1, la serie Z‘ (
ns

n=1
converge y en su dominio de convergencia tiene una descomposicion como

producto infinito

i]—“(n) -1 (Hsa(p) L o) ) +>

ns
p primo

Demostracion. Primero veamos la convergencia absoluta de la serie. Tenemos
que

0< Z ‘—m)) = E —| | (n’)| < E ‘M’ (ya que F esta acotada)
ns ns ns
n=1 = n=1
“— |n?|
Pero la serie ng_l W converge para Re(s) > 1, de esta manera ng—l ‘—é?)‘

converge.

Por otra parte, para la descomposicién como producto infinito, para un N €
N fijo, consideremos el producto parcial

p<N

De otra forma, si {p1,ps,...,pr} son los primos menores o iguales que N,
entonces dicho producto se puede expresar de la siguiente forma

<1+f(pj)+f(p?)+F(p?)+m>

Kk
S 25 3s
~1 Dj pj Dj

J
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donde el término general de dicho producto es a la vez el producto de algunas

F(pj)

3
J

potencias de los , variando dichas potencias, es decir

ﬁ<1+F(pj)+f(p?>+f(p§’->+m> oy FO)F0E) - F)

S 2s 3s smy1 _ sma2 SMg
j=1 p] pj pj M1, My T Y4 2 Px
donde los m; € {1,2,...,k}, pero F es multiplicativa, entonces esa altima

suma se puede expresar como sigue

3 ]:(%?52“'1?2”'“) - F(n)

Pyt gt

S

mi,ma,...,mg p(n)<N

sin=pi"5?---p*, vy donde p(n) es el factor primo mayor que aparece en

la descomposiciéon de n como producto de primos.
Como cualquier natural menor que N no tiene factores primos mayores que
N, entonces tenemos que

= F(n F(n
Yo 2 A

n=1 p(n)<N

o
F(n)
<X |5
n=N
y dicha suma tiende a cero cuando N tiende a infinito. [

Corolario 1.19. 57 F : N — C es una funcion acotada y completamente
multiplicativa, entonces Vs € C tal que Re(s) > 1

— F(n) 1
;? _pgmo 1— F(p)p—

El producto de la derecha es conocido como producto de Fuler asociado a la
serie de la izquierda.

Demostracion. Como

—:1+ —s; + —23; 2+ —33; 3+
T F p°F(p) +p “F(p)" +p “F(p)

y ademéas F es completamente multiplicativa, entonces se tiene que para cada

29



primo p, .F(pk) = F(p)k.

Por lo anterior tenemos que

2 ? - H (1 +p°F(p) +p > F(*) +p ¥ F®°) + - )

= 1] (1 +p  F )+ F @) +p B F )+ )

p primo

]

Definicion 1.13. Dado un cardcter de Dirichlet, se define su L — serie de
Dirichlet de la siguiente manera

L(x,s) = Z x(n)

nS

n=1
para un complejo s tal que Re(s) > 1.

Teorema 1.20. Dado x # x1 un cardcter de Dirichlet mddulo k, entonces
su L—serie de Dirichlet es una funcion analitica en el semiplano Re(s) > 0.

Demostracion. Definimos
Sy(@) = x(n)
n<x
ésta es una funcion periédica, de periodo k y también S, (n) = 0 si
n =0 (mod k).

Por otro lado como |x| = 1, se tiene que |S,(n)| < k.

Recordemos que la formula de Abel establece que si {a,} es una sucesion de

numeros complejos, A(z) = E an vy ® es una funcién de clase C' en [1, 1],
1<n<z

> an®(n) = A(z)®(x) — /1 ’ A(H) ' (t)dt.S

1<n<x

entonces

La prueba es simplemente una aplicacion de la formula de integracién por partes para
integrales de Riemann-Stieltjes.
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Si se aplica la formula de Abel a a, = x(n), A(z) = Sy(z) y &(n) = n"%,

tenemos que
Z X(n) — SX(‘T) —|—S/ SX(t)tfsfldt
ns xs 1

1<n<x

y si x — 00, tenemos que

L(x,s) = s/ S ()t dt
1

y posteriormente pasa que

s/ S ()t dt| < |s |/ ()|t < |s |/ k-t Rty
1

y esta dltima integral resulta ser

¢~ He(s) E|s| k|s|
k = lim — (1 — a2 W) = :
i —Re(s) ) 500 Re(s)( ‘ ) Re(s)
Asi L(x, s) es analitica en Re(s) >0y [L(x,s)| < ls| O
X7 y X7 ~ Re(S) N

Teorema 1.21. Para un complejo s tal que Re(s) > 1, L(x,s) converge y
admite una descomposicion como producto de Euler.

Demostracion. Sabemos que cualquier cardcter x cumple |y| = 1y son fun-
ciones completamente multiplicativas. Entonces para Re(s) > 1, L(x, s) con-

verge y ademés
1
L = 1] ———

]

Notemos que si x = xi, entonces x(p) = 0, ademas si p | k, x1(p) = 1 y si
(P, k) = 1, entonces de esta manera el producto de Euler para £(x1, s) esta
dado por

oo = [ === 11 7= Ta-r)=coIJa-),

IE p]:)imlo p primo plk plk
p7 =

Asi, estudiar los ceros de esta L—serie de Dirichlet, es equivalente a estudiar
los ceros de la funcion ¢ de Riemann.
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1.2.6. La no anulacién de L(x, 1) para y # x1

Teorema 1.22. Sea x un cardcter no principal mddulo k y f una funcion
no negativa , con derivada continua no negativa para todo x > xg, entonces
st xg < T <Y, tenemos

> x(n)f(n) = O(f(x)). (1.19)

T<n<y

Si ademds lim f(x) = 0 entonces la serie E x(n)f(n) converge y tenemos,
T—00
n=1

para x = xy que

> x(n)f(n) =Y x(n)f(n)+ O(f(x)). (1.20)

n<x

Demostracion. Sea A(x) = Zx(n), como x # x1 tenemos que

n<x

ademés, como x es una funcion de periodo k, entonces tenemos que A(nk) =
0 paran =1,2,3.... Asi, para todo = se tiene que

k k

A@)] =] 3 xm)] < 32 m)] < (k)

n=1

dicho de otra manera A(z) = O(1). Por otro lado se utiliza la identidad de
Abel para expresar la suma de (1.19) en forma de integral, de la siguiente
manera

S x(m)f (1) = F)AWw) — F(@)Alx) - / " AW F(b)de
~ SO + f@0W) - [ "ot

T

=O0(f(y) + O(f(2)) + 0(/y (—f’(t))dt> = O(f(x)).
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Con esto queda demostrada la identidad (1.19). Ahora si lim f(z) = 0,

T—00
tenemos que

lim Y x(n)f(n) = lim O(f(x)) =0,

o0

y entonces por el criterio de convergencia de Cauchy, la serie Zx(n)f(n)

converge. =l
Finalmente para probar (1.20) notemos que
Do x()f(n) =) x(n)f(n)+ lim Y x(n)f(n)
n=1 n<x v (mm<n<y
= 3 xm)f0) + lim O(f(x)) (por (1.19))
n<x
=Y x(n)f(n) + O(f(x))
n<e
Lo que da lugar a concluir la demostracion. ]

Consideremos ahora las siguientes funciones

1 log x 1
= o) = —=
x NS
para x > 1, claramente dichas funciones cumplen las hipoétesis del teorema
anterior. Con base en esto tenemos lo siguiente.

Corolario 1.23. Si x es un cardcter no principal modulo k y si x > 1,
entonces:

S = o) a2

n<x n=1

n i

3 x(n)log n_ i x(n)rllog n O(log;x» (1.22)

n<x
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~—

n=1
Demostracion. OJ

Finalmente designaremos a la serie que aparece en (1.21) como L(x, 1), y la
serie que aparece en (1.22) por —£'(x, 1).

Teorema 1.24 (El método de la hipérbola de Dirichlet). Sean f,g :
N — C funciones aritméticas. St h = f % g,

=Y f(), G(x)=> gn), H(x)=> h(n)
n<e n<e n<x
y a,b son numeros positivos tales que ab = x, entonces

Z Fd)gla) = - FmG(=) + 3 g F () = Fla)g(e) (1.24)

n<a
qd<m

Demostracion. Notemos que podemos escribir H(x) de la siguiente manera

:Zf*g:ZZf(d)< ) Zf g(q) (donde n = qd)

n<e n<x d|n
qd<x

por otra parte la suma H(z Z f(d ) se encuentra extendida en todas

qd<x
las parejas de puntos reticulares (¢, d) que estan comprendidos en el primer
cuadrante del plano, por debajo de la grafica de la hipérbola gd = = (deno-
taremos esta region por I').

Consideremos las siguientes regiones (ver Figura 1.4)

A ={(¢,d) e NxN:qd
B={(¢,d) e NxN:qd

y finalmente C = A N B.
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—d——
0 =
X

Figura 1.4: Regiones de puntos reticulares

Notemos que

> fdgla)= Y fdgl@+ Y, fdgle)— > fld)glg) (1.25)

(g.d)er (g, d)eA (¢,d)eB (¢,d)eC

Calculemos por separado las sumas que aparecen en (1.25)

) S gl =S H@ Y gla) = 303 Fd)gla) = 3 1w (£)

(g,d)EA d<a qé% d<a qé% n<a
) D H)gla) =D gl@) Y fd) = D03 (gl = Y g F ()
(¢,4)eB a<b d<— q<b d<§ n<b

) > fd F(a)g(b).

(g,d)eC
Asi, sustituyendo en (1.25) tenemos el resultado deseado. O
Lema 1.2. Sea x un cardcter real modulo k y sea

=> x(d

dln
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entonces A(n) = 0 para toda n, si ademds n es un cuadrado por lo tanto
A(n) > 1.

Demostracion. La prueba se divide en dos casos, partiremos por el més sen-
cillo de ellos.

Caso 1: Si n es una potencia de un primo, es decir n = p®, entonces tenemos
que

AP =Y x) =14+> x(") =1+>_ x(p),
t=0 t=1 t=1
como Y es un caracter real solo se pueden tomar los valores 0, —1, 1.

Si x(p) = 0, entonces A(p®) = 1. Si x(p) = 1, entonces
AP ) =1+ x(p) =1+ 1=1+a.
t=1 t=1

Finalmente si x(p) = —1 se tendra

0 st a impar

1 st a par.

Asi, si n = p® entonces A(p®) = 0.
k

Caso 2: Si n es compuesto, es decir n = Hpi‘”, se puede probar que
i=1

A(n) = A(p™) - A(p2"2) - - - A(pe™),
luego por el caso anterior tenemos que A(p;") > 0, Vi € {1,2,...,k}. Y asi

A(n) = A(m™) - A(p2™) - - A(pr™) > 0.

Finalmente, si n es un cuadrado, tenemos que a; es par Vi € {1,2,...,k}.
De esta manera tenemos por el Caso 1 que A(p;*) > 1, es decir

An) = A(pr™) - A(p2"?) - - - A(pr™) = 1.

como se queria demostrar. O]
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Teorema 1.25. Para todo cardcter no principal real x mddulo k considere-
mos

Aln) = Yo xtd) 3 Ba) = A7

dn n<z
entonces tenemos:
a) B(x) — o0 cuando v — oo
b) B(x) =2vxL(x, 1)+ O(1) para todo x > 1.
Demostracion. Para probar la parte a) tenemos por el lema 2.1 que
A(n) 1 1
Be) = 2 > 3 %:gﬁ.

n:m2

Entonces, tenemos la siguiente desigualdad

1
) S K 1 . - .
lim B(z) > mlgg(} E — =00 (pues la serie armonica diverge)

Z—00
m<y/T

Para probar la parte b) escribimos

n<z n<w d| q,d q,d 1
qd<x qd<z
donde n = qd.
: L ~ x(n) 1
Consideremos a = b= \/z y f(n) = ==, g(n) = —, y por (1.24) tenemos
n NLD
que

d
50 -2

=3 Wo(2)+ ¥ F(2) - Fveswa. ()
n</@ n<y/z



Recordemos que G(x Z \/_ =2Vr + A+ O( ) en donde A es una

n<e

1
constante. Por otro lado, por (1.23) tenemos que Z m = B+ O(—),

N4 x

n<x

donde B = Z m Notemos ademas que

= Vn

F(V2)G(Vx) = (B + O(%)) (2:101/4 +A+ (9(L )
= 2Bz + O( 1/4> +AB+O<£) +O(£> + (’)(1)
= 2Bz + O(1).
Al sustituir lo anterior en (1.26) tenemos que:

) - zf%@gﬂm(@) -3 (mo(yB)

n<yv/x

—2Bz* 1+ 0(1)

=2/z ) n+AZ <%

n<y/x n<\f

+O<\/_Z

n<yT
=2VzL(x,1) + O(1).

) —2BzY* + O(1) (distribuyendo )

O

Corolario 1.26. Para todo cardcter no principal real x modulo k tenemos

que L(x, 1) # 0.

Demostracion. Inmediata por el teorema anterior. O

Lema 1.3. En el semiplano complejo Re(s) > 1, se tiene que ‘E(X, 3)| > 0.

"La prueba es una aplicacion de la férmula de sumaciéon de Euler.
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Demostracion. Sabemos que

icoeo)|= 11

p primo

1
1L —x(p)p~®

)

ademés, como x(p) = 0 siempre que (p,k) > 1y x(p) = ¥(p) si (p, k) =1,
entonces podemos reescribir el producto anterior de la siguiente manera

11

ptk

1
1 —x(p)p—®

1 1
> = —— > 0.
—Re(s) —Re(s)
> U =1l

]

Lema 1.4. Para Re(s) > 1 y x un cardcter de Dirichlet mddulo k tenemos
que:

log(L Z Z mpms (1.27)

p primo m=1

Demostracion.
log(ﬁ(x s)) = log H -
’ b imo L~ X ()P
1 ) .
= Z log| ——— (por propiedades de logaritmos)
e S 4 (2))
= Z —log<1 — X(p)) (por propiedades de logaritmos)
, p?
p primo

Z Z i(npms (pues —log(1 — 2) mi::l %

p primo m=1

]

Podemos considerar que a partir de este punto damos inicio a la prueba
del teorema de Dirichlet. Seguiremos la ruta trazada en la introducciéon e
iniciamos demostrando que L(x, 1) # 0 para los caracteres de Dirichlet no
principales.
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Teorema 1.27. Si x es un cardcter de Dirichlet mddulo k con x # X1,
entonces L(x,1) # 0.

Demostracion. Dividiremos la prueba en dos casos.
Caso 1: Si y es un caracter real, entonces por el Corolario 1.26 el caso esta
concluido.

Caso 2:
Sea Y un caracter complejo y s > 1. Tenemos que

w(k) w(k) > 1 (Xz(p))m
Zlog(ﬁ(Xi,S)) = Z ( Z (Z EW)) (por (1.27))

=1 p primo \ m=1

-y <i12f(?><i(pm)>

ms
p primo \ m=1 p

_ Z( y ﬂf;@) (Por (1.14))

p primo

por lo que
o(k) o(k)
H L(xi,$)| = exp(Zlog(E(Xi,s))> > exp(0) = 1. (1.28)
i=1 i=1

Supongamos que para un caracter complejo y se tiene que L£(x, 1) = 0, como
o (k)

X#ZXY L, 1) =L(x,1) =0, se tiene que en el producto H L(x:, s) hay al
i=1

menos dos ceros cuando s — 17, que son suficientes para cancelar el tnico

polo simple correspondiente a £(x1,1), por lo que:

(k)

H L(xi, 5)

=1

lo cual contradice (1.28). O

=0

s—1t
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1.2.7. Sumas con caracteres de Dirichlet

Lema 1.5. Para x > 1 y x # x1, tenemos que

Lix,1) Y B pln 0(1) (1.29)

n<e

Demostracion. Primero recordemos que la formula de inversion de Mobius
generalizada establece que si @ : N — C es una funciéon completamente
multiplicativa, entonces

G(z) = Za(n)F(%) siy solo si F(x Z,u ( )

n<e n<x

Ahora, consideremos que si a(n) = x(n) y F(z) = x, entonces al aplicar la
formula de inversion de Mobius generalizada tenemos que

=Y nmxm)G (%) (1:30)

de donde
ZX ZX :x<i$+(9<i>> =xL(x,1)+0(1).

Al sustituir en (1.30) tenemos que

ENIONDIEY

n<x

— Z p(n)x(n) (%E(X, 1)+ (9(1))

n<e

= 2L(x,1 Z“ 1) LS )

n<x n<x

Enfocandonos en la suma de la derecha tenemos que

> un)x(n)O(1) = 0(1) Y u(n)x(n) < O(1) Y x(n)

n<x n<T n<x

< O(L)p(k) = O(1).
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Asi, podemos escribir
p(n)x(n)
=xL(y, 1 ———= 4+ 0(x).
= el ) AN 5 o
Es decir, tenemos que
p(n)x(n)
O(x) =xL(x,1 s
(2) = 2L(x, ); =,
y al dividir entre x obtenemos el resultado deseado. O]

Por el lema anterior y usando el hecho de que L(x,1) # 0 obtenemos el
siguiente resultado.

Lema 1.6. Para z > 1 y x # x1 tenemos
3 X)) _ oy (1.31)
n
n<x

Demostracion. Por (1.21) sabemos que L(x,1) es convergente y no nula,
entonces por el lema anterior tenemos que

p(n)x(n)  O(1)
Z - _L‘(x,l)_o(l)'

n<e
]

A continuacion estudiaremos una suma similar a la anterior pero ahora ex-
tendida tnicamente sobre los primos, para esto es necesario introducir una
nueva funcién y probar algunas de sus propiedades.

Definiciéon 1.14. Para cada n € N definimos la funcion de Mangoldt como
stgue

log p st n=p* para p primo y «oa=1
A(n) =
0 en otro caso

Esta funcion debe su nombre al matematico Aleman Hans von Mangoldt.
Expondremos algunas propiedades importantes de la funcion de Mangoldt.
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Teorema 1.28. Sin > 1 entonces

log n = ZA(d).

din
Demostracion. Sin = 1 entonces 0 = log(1 Z A(d). Supongamos enton-
dJ1

cesquen >1.Sin= pr" tenemos que
i=1

log(n log(Hp > = Zlog(pfi) = Zailog(pi).
i=1 i=1

Por otra parte tenemos lo siguiente

ZA(d) = Z 2 A(p") = Z 2 log pi = Z%’ZOQ pi = log(n).
djn i=1

i=1 m=1 i=1 m=1

Corolario 1.29. Para n > 1 tenemos que A(n Z,u log( )
dln

Demostracion. Recordemos que la formula de inversion de Mdbius establece

que si g(n) y f(n) son funciones aritméticas que satisfacen g(n Z fd
dn
para todo entero n > 1, entonces

= > g@u(5) =D ua@r (%),
dn dn

para toda n > 1. De esta manera si hacemos g(n) =logny f(n) =A(n)y
con la féormula de inversion de Mobius tenemos el resultado deseado. O]

Lema 1.7. Para x > 1 y x # x1 se tiene que

SR D gy 30 M o) (1.52)

p<z n<x
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Demostracion. tenemos que

Z x(n Z Z X(p log P (donde p* < x)

n<c p<z a=1
p)l )
_ZX ng+zzx ng (donde p” < )
p<T p<T a=2

y como la segunda suma esta acotada superiormente por

S gy - X RS W o

p primo D pmmo

entonces podemos escribir

N XPTIR x(p log Py B0 x(n O(1). (1.33)

p<x n<T

Por otro lado, del corolario 1.29 tenemos que:

5o X S5 o ().

n<e n<x dn

y si escribimos n = cd, aunado con que usemos la propiedad multiplicativa
de x, entonces podemos escribir la igualdad anterior de la siguiente manera

ZX Zu Z x(c logc (1.34)

n<z d<z c<a/d

Como z/d > 1, en la suma con respecto a ¢ podemos utilizar (1.22) y asi se

tiene que:
[ d
c<a/d ¢ l’/d

y al sustituir en (1.34), tenemos que:

x(n)A(n) log(z/d)
Al (5 M) (0 22510
d

, 1log(z/d
) DL (zd—ggf/U{).)

d<z d<z
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ahora, note que

llog(a:/d) B 1log x —log d
o d z/d o d x/d
1
= — log x —log d
- ;( )
log T Zlog d
d<z

1
= E([z]log x —zlog x+ O(x)) = O(1).
Por lo tanto

Z X(n)n/\(n) _ _£/(17 X) Z w + (’)(1)_ (1.35)

n<x d<z

Por (1.33) v (1.35) llegamos al resultado deseado. O

Asi por el lema 1.6 y dado que —L'(,1) es convergente obtenemos el si-
guiente resultado.

Lema 1.8. Para x > 1 y x # x1 se tiene que

N A9 P x(p log P _on) (1.36)

p<@
Demostracion. Se sigue de (1.31), (1.32) y de la convergencia de £'(x,1). O

Acto seguido pasamos a probar la identidad que podemos considerar es la
identidad fundamental para la prueba del teorema de Dirichlet.

Lema 1.9. Para cada x > 1 tenemos

log 1 _ Xr(p)log p
——log x — X, ( + O(1
2. 0 o) ZQ M T o
p=h (mod k)



Demostracion. Sabemos que

w(k) )
_ (k) si p=h (mod k) .
T T h = ,k’ = ]_
> T4 { e sempre que (5.

ademés, si p = h (mod k), y si multiplicamos ambos lados de la igualdad por
log p

, entonces obtenemos la siguiente expresion

(k)
. log p logp .
> xe ()X (h) p = (k) . si p=h (mod k).
r=1

Ahora, se suma para todos los primos menores o iguales que x y se obtiene
lo siguiente

w(k)

>3 w2

p<z r=1

—py Y

D

PST
p=h (mod k)

o(k)
=S o () S

p

pszT
28 X (p)log p

X (h) Y A m—
2

psT

—nm Y Xl(p;log P

psT r=

Notemos que ;(h) = 1y xi(p) = 1 siempre que (p,k) = 1 y cero en otro
caso.

Por lo que

0 Xl(p;log P_ ¥ log p

Pz p<zT p
(p,k)=1
Sy E s
pszT p pP<T p
plk
lo
=3P o)
pszT p
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pues la cantidad de primos que dividen a k es finita.

Recordemos que el primer teorema de Mertens establece que

l
Z 9D _ log 4+ O(1),

psT

entonces tenemos que:

o(k)

(k) Z logp —x(h le l0gp Z Zxr loyp

P p<x r=2 p<x
p=h (mod k)
log p Xr(p log P
=2 Z h)Y_ ===+ o)
pszT p r=2 p<z
2 X log P,
=log v+ O(1) Z Z a O(1)
r=2 p<zT
& X ( log P
= log x + Z Xo(h) Y T+ O(D),
p<T
y al dividir entre ¢(k) tenemos el resultado deseado. O

Finalmente, conjuntado los lemas anteriores obtenemos el siguiente resultado.

Lema 1.10. Si k> 0 y (h,k) = 1, entonces para toda x > 1

log p 1
—— = ——log z+ O(1 1.37
> e 0 (157
p=h (mod k)

Demostracion. Por el lema 1.9 tenemos que

o(k)

log p 1 Xr(p)log p 509 P
E = ——log E X, (h E O(1)
~ r ek o
p=h (mod k)
1 o(k
log x + — 1 por (1.36
-5 }23 O1)  (por (1.36)
1
= log z + O(1).
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[
Teorema 1.30. Sik >0y (h, k) =1, la serie Z o9 b diverge.
p

p primo
p=h (mod k)
Demostracion. Por (1.37) tenemos que

logp . logp ., 1
222 — lim = lim ——log z + O(1) = 0.

p primo p<T
p=h (mod k) p=h (mod k)

]

Corolario 1.31 (Dirichlet 1837). Si (h,k) = 1 existe una infinidad de
primos en la progresion aritmética h +nk paran =0,1,2,3, ...

Demostracion. Inmediata por el teorema anterior. O
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1.3. Un bosquejo de las pruebas originales

En esta seccion presentamos sélo un bosquejo de los planteamientos y de-
mostraciones que conocemos de Dirichlet y Dedekind. Se conoce un libro
|Dirichlet 1999] sobre teoria de nimeros que contiene aportaciones de am-
bos y en él Dedekind demuestra el teorema de las progresiones de Dirichlet.
No presentamos todo el andlisis de los trabajos de ambos porque se requiere
una extension considerable y un andlisis de corte histérico que sobrepasa el
objetivo de esta tesis.

1.3.1. Dirichlet

Figura 1.5: Johann Peter Gustav Lejeune Dirichlet (1805-1859)

Se debe de considerar que en la demostracion de Dirichlet lo que ahora co-
nocemos como caracteres -y que llevan su nombre- no aparecen de manera
explicita, no obstante si podemos reconocer algunas de las propiedades que
actualmente conocemos de los caracteres. Por lo senalado no esperemos en-
contrar una lista de propiedades de éstos en el trabajo original.

Dirichlet plantea su analisis a partir de que la diferencia entre dos elementos
consecutivos de la progresion aritmética a + tp es un primo p. Ahora, dado
el primo p ya era posible para Dirichlet encontrar lo que conocemos como
una raiz primitiva modulo p, es decir, encontrar un entero c tal que los p — 1
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residuos de °,c', ..., 2 modulo p generen al conjunto {0,1,2,...,p — 1}
en algln orden.

Para Dirichlet estaba clara la idea de que para todo entero n, existe un entero
¥, tal que
™ =n (mod p).

Sabemos que si y es un caracter de Dirichlet modulo p, entonces x(c) es
una rafz p-ésima de la unidad, digamos w. Con lo anterior sabemos que y se
puede determinar mediante w, esto es, que para todo n primo relativo con p
se tiene que

x(n) =w™.
En esta igualdad se encuentra la notacién que usa Dirichlet para lo que ac-
tualmente usamos como x(n).

Se tiene que considerar que cuando la diferencia no es p (primo), sino un
k compuesto entonces se escribird de la forma k& = 2Ap§r1p§2 - -p;»rj que es
producto de potencias de primos y ya no serd tan manejable este caso como
el primero. Dirichlet ya sabia por Gauss que si p es un primo impar y 7 es un
entero mayor o igual que uno entonces se puede encontrar una raiz primitiva
c moédulo p”. Esto se puede interpretar como que para todo entero n primo
con p existe un 7, tal que

¢ =n (mod pT).

De esta manera se pueden elegir raices primitivas ci, ¢, . .., ¢; asociadas con
T , Lo ,
pi'ps® -+ p;’. Pero, para el caso que A > 3 no hay raiz primitiva médulo 2

v lo que se tiene es que (Z/2>‘Z> es un producto de dos grupos ciclicos, y

para todo entero n primo con 2* existen a, v f3, tales que
(=1)*"5% = m (mod 2*).
Asi, para todo n primo con k se puede escribir que
n=(=1)"5"c " e e ™ (mod k),

donde v, ,, es el indice de n relacionado con p;*.
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Con las raices adecuadas de la unidad 6, ¢, w,ws, ..., w; se llega a que

X(n) = 7P
Se puede recapitular todo lo anterior de esta manera: cuando se tiene un
modulo primo p Dirichlet fija un elemento primitivo médulo ¢ y representa
cada caricter y en términos de una raiz p-ésima w de la unidad, y en ese
caso el valor del caracter es y(n) = w™. En el caso en que el modulo k sea
compuesto entonces Dirichlet fija unos elementos primitivos modulo los tér-
minos primos de la factorizacion de k, y cada caracter y queda representado
en términos de la sucesion 6, ¢, 7,7, ... que son las raices de la unidad.

En este contexto actualmente identificamos a los caracteres como argumen-
tos de las L-funciones, es decir, L(s, x) que estaran vinculadas con las sumas
sobre los caracteres. Ahora demos lugar a la manera como lo abordé Dirichlet.

Dirichlet -nuevamente- tratara en primer lugar el caso cuando la diferencia
de los elementos de la progresion es un primo p, y recordemos que para este
caso cada cardcter x corresponde a una raiz ) p-ésima de la unidad. Dirichlet
usé el producto de Euler de esta manera:

1 1
=2t

donde el producto se evalia en los primos (menos p) y la suma sobre los
naturales que son primos con p. Ademas, v se refiere a 7, en el producto y
Y, en la suma.

Como hay p — 1 raices diferentes (p — 1)-ésimas de la unidad, Dirichlet men-
ciona lo que sigue: El producto de Euler construido en la igualdad anterior
representa (p— 1) ecuaciones diferentes, que se pueden obtener reemplazando
w con los (p — 1) valores. Se sabe que los p — 1 valores diferentes pueden ser
representados por una de las potencias de (), elegida adecuadamente, de en-
tre estas Q°,Q', ..., QP2 En correspondencia con estas potencias podemos
escribir los diferentes valores de L, correspondientes a las sumas y productos
como

Lo, L1, ..., Lys.
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Para el caso general cuando la diferencia entre los términos de la progresion
es un compuesto k, el proceso que Dirichlet presenta es semejante, esto es

1 01
_ a B, N
H 1 — Qo‘gpﬁuﬂww/qis = ZQ Y w'w s L7

el sistema de indices a, 3,7,7/,... en el producto corresponden con ¢, y los
de la suma con n.

De la ecuacion general las raices diferentes 0, o, w,w’, ... pueden ser combi-
nadas entre si y se obtienen k ecuaciones.

Dirichlet hace notar que podemos escoger las raices primitivas de la unidad
0,d,0,, ... de tal manera que 0, p,w,w’,... pueden ser expresadas como
potencias de ellas, entonces

0=0%p=>0"w=0°%u =Q°. ..

y esto queda como en el primer caso. Dirichlet senial6 que nos podemos referir
a la L-serie de una manera adecuada como L,y .~ donde los subindices son
los exponentes de las raices primitivas elegidas.

Para el caso donde la diferencia comin es un primo p, Dirichlet desarrolla
una ecuaciéon, que en nuestra notacion seria

)

log L(s,x) = — Zlog(l - Xég)
afk

y al hacerlo obtiene que

1 1 1 1 1
Zq1+p+§ q2+2p+§zq3+3p+”'

1
= 1(logLO + Q7 logLy + Q"™ logLy + - - + Q_(p_l)leong_z).
p —

Y el fin es llegar a algo de la forma

S Xmlog Lis, ) = (k) Y = +0(1).

Xeii g=m (mod k)
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Aqui hacemos una pausa para retomar la formula de Euler

q

que es equivalente a

n=1

y como
2 3
x T
log(l—2)=—2—————"---
g (1—x) 5 "3
entonces se tiene que
=1 1
loggn‘zg——l—g— —
n=1 q q n:2n q q

y por lo tanto

loan_s = Z q—ls +0O(1).
n=1

q

Finalmente Dirichlet deduce que cuando s — 1 el término de la Derecha
diverge y por lo tanto la suma de la izquierda diverge, lo cual ocurre solamente
cuando hay una infinidad de primos ¢, lo que concluye la demostracion.

1.3.2. Dedekind

En 1863 Dedekind publico el libro " Vorlesungen Uber Zahlentheorie" (Lec-
tures on number theory), éste estaba hecho con base en sus notas tomadas
de un curso de teoria de nimeros impartido por Dirichlet en la Universidad
de Gottingen. Dedekind anadié nueve suplementos con material propio, en
particular el suplemento VI contenia una presentaciéon del teorema de Diri-

chlet.
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Figura 1.6: Julius Wilhelm Richard Dedekind (1831-1916)

Dedekind comenz6 considerando series infinitas de la forma
L=> (n)

donde n recorre todos los enteros positivos y la funcion real o compleja ¢)(n)
satisface la condicion

b(n)y(n) = (nn'),

ademas suponemos que (1) = 1.* (Dirichlet 1863)

8Der allgemeine Beweis dieses Satzes. ..stiitzt sich auf die Betrachtung einer Classe
von unendlichen Reihen von der Form

L=> 4(n),

wo der Buchstabe n alle ganzen positiven Zahlen durchlaufen muss, und die reelle oder
complexe Function ¢ (n) der Bedingung

b(n)yp(n') = p(nn)

geniigt ...so nehmen wir immer an, dass ¢ (1) = 1 ist.”
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El escribié las letras
a,b,c,c, ...

y consider6 que
/
0,n,w,w,...

denotan alguna raiz de las ecuaciones
=1, =1, =1 =1,...
Si m es un entero positivo cooprimo con k y si sus indices son
a (mod a), B (modb), v (mod c), v (mod ), ...
Dedekind dice “es facil ver que la expresion

6nPurw -
n)=———
Y(n) = T2
satisface la condicion
P(n)e(n') = d(nn')”.
Dedekind no se refirié a las expresiones importantes como “caracteres” sino
que solo introdujo la notacion y(n) para denotar el numerador de ¢(n), dicho
de otra manera y(n) = 0°n°ww" --- y sefalo que tiene la propiedad
x(n)x(n') = x(nn') (Dirichlet 1863).°

Luego Dedekind probo6 el producto de Euler

H 1—;1/)@) = Zw(n) (1.38)

donde el producto se encuentra extendido sobre todos los primos.

Dedekind continué haciendo notar que las L series pueden tener un comporta-
miento bastante diferente dependiendo de las raices de la unidad 6,7, w, /', . ..
que aparecen como factores de ¥(n), y dado que estas raices pueden tomar
a,b,c,c, ... valores distintos, entonces tenemos que hay

abed - = (k)

%Der Zshler y(n) = HQnﬂw“’w”/-~- besitzt die charakteristischen FEigenschaften
x(n)x(n') = x(nn')..."
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distintas L series (Dirichlet 1863)°

A éstas Dedekind las clasifico en tres tipos

1. Las raices de la unidad que se involucran en la construcciéon del caracter
que aparece en L son todas 1, solo hay una serie de este tipo denotada
por L.

2. Las raices de la unidad que se involucran en la construccién del caracter
que aparece en L son todas reales, es decir son todas +1, las L-funciones
que aparecen en esta categoria se escriben como Ls.

3. Al menos una raiz de la unidad que aparece en la construccion del
caracter que aparece en la L serie es compleja, las series de este tipo se
escriben como L3, mas ain cada serie que cae en esta categoria tiene
un conjugado Lj correspondiente a la misma categoria.

Después, de (1.38) y de la expansion en series del logaritmo cuando |z| < 1

i lay l !
24+ =24+ =-2"+---=lo
2% T3 A

1
donde la parte imaginaria del lado derecho se considera siempre entre —§m’

1
y +§m', Dedekind prueba la siguiente ecuacion

S U@+ U+ U =g L (139)

y hace las siguientes observaciones. Primero, si ¢)(n) es real entonces log L
es real, mas aun L es positiva y distinto de cero.

104WWir bemerken zunichst, dass diese Reihen je nach der Wahl der in dem Ausdrucke
1(n) vorkommenden Einheits-Wurzeln 6,7,w,w’, ... ein ganz verschiedenes Verhalten zei-
gen; da dieseWurzeln resp.
a,b,c,c,...verschiedene Werthe haben kénnen, so sind in der Form L im Ganzen

abed -+ - = (k)

verschiedene besondere Reihen enthalten . . . "
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Si ¢(n) es complejo y ¥'(n) denota su conjugado, tenemos ¥ (n)y(n') =
Y(nn') y la suma L' = Zq//(n) es el conjugado de L = Z@b(n), de hecho

log L' es el conjugado de log L por lo que la suma log L+1log L' = log(LL")
es real.

Posteriormente Dedekind prueba resultados clave necesarios para la demos-
tracion del teorema de Dirichlet. Primero demuestra que la serie log L; no
es convergente, mientras que las series [og L son convergentes, con esto es-
tamos en posicion para trazar la demostracion que Dedekind dio. Comienza
considerando m un entero positivo primo relativo con k y multiplicando las
(k) series distintas de la forma

S wla) 5 S ld) + 5 S e e =log L,

que corresponden al sistema particular de raices de la unidad

0,n,w,w,...
por el correspondiente valor
9—a177—51w—“/1w’—7{ =
donde «y, B1,71,7], - - - son los indices del nimero m, entonces el término
11
iz

adquiere el coeficiente

E :eau—oqnﬁu—&w’w—’ﬂw”}’/ﬂ—% .

donde a, 3,7,7, ... son los indices del primo ¢ y la suma est4 indicada so-
bre los (k) sistemas de raices. Dicho de otra manera este coeficiente es el
producto de las sumas individuales

Z gon—a Z nPr—p, Z W Z WYET
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donde 0,m,w,w’,... pueden tomar respectivamente a,b,c,c, ... valores dis-
tintos. Asi Dedekind dice "este coeficiente es por lo tanto no cero y de hecho

es igual a
abed - = p(k)

7

solo si ap — a, B — Br, Y — 1, Y 1 — 1, - - - son divisibles por a, b, ¢, c, . ..
Es decir, como

¢ =m (mod k)

la suma de todos los productos de la forma ylog L da el resultado

gp(k)<2%+%zq%+%zq%+---) => xlog L (1.40)
donde las sumas del lado izquierdo estan extendidas sobre todos los primos
que satisfacen las siguientes condiciones respectivamente

g=m, ¢ =m, ¢ =m ... (mod k).
La suma del lado derecho de la ecuacion (1.40) es sobre todos los (k) siste-

mas de raices

/ 11
0, mnw,w....

A continuacion Dedekind hace la sustitucion
1 1 1 1 1 1
Q=3 ﬁ*§25+12g+'“
y 2 es algin entero positivo mayor que 1, entonces se tiene la siguiente ecua-
cion. 1 1 1 1 1 1
Q<5d . Z+52 Fts2at
"Die Summation aller Producte xlog L giebt daher das Resultat
1 1 1 1 1
cp(k)(qu—i-zZqQS-i-Z;qus—&-“) —leogL

wo auf der linken Seite das erste, zweite, dritte Summenzeichen u.s.f. sich auf alle Prim-
zahlen ¢ bezieht, welche resp. den Bedingungen ¢ =m, ¢>=m, ¢ =m ... (mod k) u.s.t.
geniigen, wihrend das Summenzeichen auf der rechten Seite sich auf die simmtlichen (k)
verschiedenen Wurzel-Systeme 6,71, w,w’, ...
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Luego, si z > 2 tenemos las siguientes condiciones sucesivas

sumando cada una de estas desigualdades tenemos que
1
Q<) =

Asi, cuando s — 1, () permanece acotado y también dado que todos los
términos de la forma xlogL que intervienen en la ecuaciéon

(k) (Z % + Q) = xlogL

son finitos, excepto el término logL;, entonces la suma
1
> 1
no puede ser acotada, lo cual s6lo es posible si existe una cantidad infi-
nita de términos en la suma, por lo que existen una infinidad de primos

qg = m (mod k), lo que concluye la prueba del teorema de los primos en
progresiones aritméticas.
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Capitulo 2

Progresiones y sumas de
k—ésimas potencias

2.1. Sumas de cuadrados

Uno de nuestros objetivos es estudiar diversas caracteristicas de las progresio-
nes aritmeéticas de Dirichlet, y para esto hemos considerado que es apropiado
adentrarnos en las representaciones de enteros como suma de k—eésimas po-
tencias, que es lo que conocemos como problemas de Waring. Entrar a esta
area de la teoria de los ntimeros resulta, por decirlo de alguna manera, co6-
modo, ya que estd demostrado por Hilbert que todo entero es una suma de
k—eésimas potencias.

Asi, como nuestro interés son las progresiones aritméticas de Dirichlet en-
tonces podemos preguntarnos ;qué caracteristicas tienen estas progresiones
cuando se analiza en cada uno de sus términos la cantidad de representa-
ciones como suma de k—ésimas potencias? Pero de aqui tendriamos varias
preguntas paralelas ;Cémo se comporta la cantidad de las representaciones
de los términos de las progresiones en las bases minimas?' Pero antes que
las bases minimas nos podemos preguntar algo semejante con la cantidad
de representaciones para las bases asintoticas®, es decir, jqué caracteristi-

!Entendemos como base minima a la cantidad menor de enteros que pueden representar
a todo entero como suma de k—ésimas potencias, por ejemplo, todo entero es una suma
de cuatro cuadrados; es una suma de nueve cubos, diecinueve cuartas potencias y asi
sucesivamente.

2Consideraremos que una base es asintética cuando todo entero se puede representar
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cas encontramos en los elementos de las progresiones aritméticas de Dirichlet
después que analizamos su cantidad de representaciones en términos de bases
asintoticas?

Como no es posible estudiar todos las casos para las representaciones como
suma de k—ésimas potencias entonces en este capitulo s6lo estudiaremos las
sumas de cuadrados y cubos. Primero mostraremos propiedades de progre-
siones como suma de dos cuadrados; acto seguido, que todo entero es suma
de cuatro cuadrados; después exhibiremos que las representaciones para cada
entero no son (nicas, y en particular analizaremos las progresiones aritmé-
ticas de Dirichlet dentro del conjunto general de las representaciones como
suma de cuadrados. Por otro lado, ya sabemos que la suma con tres cuadra-
dos no es una base asintética para todos los enteros positivos, pero es posible
exhibir progresiones aritméticas de Dirichlet que si son representables como
suma de tres cuadrados.

De manera semejante trabajaremos con la suma de cubos y su cantidad de
representaciones.

2.1.1. Progresiones como suma de dos cuadrados

Los elementos de ciertas progresiones aritméticas se pueden representar co-
mo suma de dos cuadrados, pero no puede ser cualquier progresién. Podemos
constatar que en Z, una de las dos progresiones de Dirichlet no es represen-
table como suma de dos cuadrados. Tenemos que la progresion {4k + 3} no
lo es. El teorema que sigue lo puede justificar.

Teorema 2.1. Los elementos de la progresion aritmética de Dirichlet {4k+3}
no se pueden erpresar como suma de dos cuadrados.

Demostracion. Sea n un elemento de la progresion {4k + 3}, dicho de otra
manera, n = 3 (mod 4). Ademés supongamos que n = x> +y* para z,y € Z%.
Por otro lado, sabemos que el cuadrado de cualquier entero m mobdulo 4
cumple con m? = 0,1(mod 4), y se debe a que si m es par, entonces m?* es

miltiplo de 4, y por tanto deja resto 0 modulo 4; si m es impar, entonces m?

como suma de k—ésimas potencias salvo una cantidad finita de excepciones. Por ejemplo,
todo entero es suma de 8,7 y 6 cubos salvo una cantidad finita de excepciones, entonces
decimos que las bases asintéticas para los cubos son con 8,7 o 6 cubos.
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es impar y deja resto 1 modulo 4. Asi, llegamos a que n =22 + 3> =0,16 2
(mod 4) pero no puede pasar que deje resto 3, es decir, n no es congruente
con 3 modulo 4 y esto contradice la hipotesis. ]

Entonces concluimos que ningin entero en la progresion {4k + 3} puede ser
representado como suma de dos cuadrados y en particular ningin primo de
esta forma.

Ahora veremos que en Z4 los primos en la progresion aritmética de Dirichlet
{4k + 1} si se pueden escribir como suma de dos cuadrados. Para demostrar
este resultado requerimos identificar algunas caracteristicas de los enteros
compuestos positivos que si pueden ser representados como suma de dos
cuadrados.

Lema 2.1. Sea p un numero primo en la progresion {4k + 1}. Entonces
existen x,y € Z" tal que

z® +y* = mp,

para algin m € ZT y m < p.

Demostracion. Por hipotesis p es un primo en la progresion {4k+1}, entonces
p =1 (mod 4), asi el simbolo de Legendre® nos indica que’ ( — 1/p) =1, es
decir, —1 es residuo cuadratico modulo p. Entonces existe un entero o < p

tal que
2 _

a’ = —1 (mod p),
donde « es un elemento del sistema completo de residuos modulo p. Asi de
la congruencia anterior se obtiene que o + 1 = mp, para alguna m € Z* y
si nombramos = o y y = 1, entonces z* + y* = mp.

3Sea a € Z y sea p un primo impar tal que (a,p) = 1. Se define el simbolo de Legendre
a

igual a 1, y se denota como | — | si a es un residuo cuadratico moédulo p, y se define igual
p

a —1 en cualquier otro caso.
4Se usa el resultado que dice que si p = 1 (mod 4) entonces existe x tal que

22 = —1 (mod p),

y en consecuencia (—1/p) =1
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Solo falta ver que m < p. Para esto, como tenemos que a < p entonces
a < p— 1y por otro lado como mp = a® +1 < (p — 1)* + 1, entonces

mp< (p—1)°+1=p°—=2(p—1) <p’,
es decir mp < p?, por lo cual m < p. O

El siguiente resultado muestra que podemos ir mas lejos respecto a que
m < p, es decir podemos demostrar que m es exactamente 1. Y con ello de-
mostraremos que todo primo en la progresion aritmética de Dirichlet {4k+1}
es suma de dos cuadrados.

Teorema 2.2. Si p es un primo en la progresion {4k + 1}, es decir que
p =1 (mod 4), entonces p puede ser expresado como suma de dos cuadrados.

Demostracion. Por el lema anterior, existe un entero positivo m tal que
mp = x? + y?, para =,y € Z". Probaremos por contradiccion que m = 1.

Supongamos que m > 1, es el menor entero tal que mp puede ser expresado
como suma de dos cuadrados y consideremos un sistema completo de residuos
(nos referiremos a ¢l como SCR) médulo m, donde dado cualquier z en el
SCR cumple que

T<z§

Entonces existen a y b en el SCR tal que

—m m
2.

a=x (modm)yb=y (modm) (2.1)
y
—m m
— < —=. 2.2
5 <6 b 5 (2.2)
Entonces

a>+ b =22+ 94> =mp =0 (mod m),

y en consecuencia a® + b = 0 (mod m), es decir a* + b* = mk, para algtin
k € Z*. Ahora, tenemos que

(a2 + B)(2® + ) = (az + by)* + (ay — b)? (2.3)
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y ademas

(@2 + B) (@ + ) = (mk) (mp) = m*kp. (2.4)
A partir de (2.3) y (2.4) se tiene que (ax + by)® + (ay — br)* = m>kp.
Como a = x (mod m), entonces ay = zy (mod m) y como b = y (mod m)

entonces bx = yx (mod m), por lo tanto ay — bx = zy — xzy = 0 (mod m).
Asi tenemos que (ax + by) y ay — bx son miltiplos de m, y en consecuencia

(ax—i—by), (ay—bx) c7
m m

Ahora, como (ax + by)* + (ay — bx)* = m*kp, entonces

2 2
b —b
(m) . (u) .
m m

Lo que obtenemos es que kp es suma de dos cuadrados enteros. Ya teniamos
que m es el menor entero positivo tal que mp es suma de dos cuadrados y

por (2.2) a,b < %, entonces

2 2 m? m2 __ m?
a”+b" <o+ =

2
y como a® + b* = mk, entonces mk < 5 < m?, por lo tanto k < m. pe-
ro recuerde que m es el minimo entero positivo tal que mp es suma de dos
cuadrados. Asi que basta demostrar que k£ > 0 para terminar la contradiccion.

Ahora, si k = 0, entonces a®> + b* = mk = 0, y se tendrfa que a = b = 0,
y por (2.1) x = y = 0 (mod m); de esta forma z,y seria divisibles por m
y asi m? | 22 y m? | 42, por lo tanto m? | 2* + y* = mp, lo cual implica
m | p, pero teniamos por el lema anterior que m < p, entonces m = 1, y esto
contradice nuestra hipotesis (m > 1). Por lo tanto & > 0 y cumple con que
1 <k <m,yalavez kp es suma de dos cuadrados, lo cual no puede suceder
por la minimalidad de m y mp. En conclusion, el entero £ no puede existir y
m tiene que ser 1, es decir

mp=()p=p=21"+y>.
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Con los resultados anteriores ya podemos establecer las condiciones necesarias
y suficientes para que un primo positivo impar pueda expresarse como suma
de dos cuadrados.

Teorema 2.3. Sea p un primo impar tal que p = x> + y*, entonces p es un
entero en la progresion {4k + 1}.

Demostracion. Sea p un primo impar, tal que p = z* + y°, para algunos
x,y € Z*, entonces x y y deben ser de distinta paridad, pues si son de la
misma paridad entonces p seria par, lo cual contradice la hipdtesis. De esta
forma, podemos considerar x = 2a y y = 2b + 1, por lo tanto

p=(2a)*+ (20 +1)* = 4a® + 40> + 4b+ 1 = 4(a® + b* +b) + 1,

es decir, p = 4k + 1 donde k = a®> +b* +b € Z, por lo tanto p es un primo en
la progresion {4k + 1}. O

Terminamos esta seccion senalando que la cantidad de representaciones como
suma de dos cuadrados de los primos en la progresion aritmética de Dirichlet
{4k 4 1} es unica.

Teorema 2.4. Todo primo en la progresion aritmética de Dirichlet
{4k+1} puede ser representado de manera inica como suma de dos cuadrados
salvo el orden y signos.

Demostracion. La demostracion se puede ver en |Tattersall 2005]. O

2.1.2. Progresiones como suma de tres cuadrados

De manera natural ahora podriamos preguntarnos qué clase de progresiones
se pueden representar como suma de tres cuadrados. Sabemos que no todos
los enteros son suma de tres cuadrados. En esta seccion trabajaremos con Zg
y veremos que siete de las ocho progresiones si se pueden escribir como suma
de tres cuadrados. Para demostrar esto requerimos de varios teoremas y no
todos seran demostrados en la tesis.

Las progresiones en Zg son: {8k + 0}, {8k + 1}, {8k + 2}, {8k + 3}, {8k + 4},
{8k + 5}, {8k + 6}, {8k + 7}. El teorema que enunciamos a continuacion nos
indica que la clase {8k +6}° se puede escribir como suma de tres cuadrados.

°Sin=8k+6=8k+4+2=4(2k+1)+2=4s+2, es decir {8k +6} C {45+ 2}.
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Aqui no se presenta la demostracion, pero se puede consultar en la obra de
Nathanson [1996]

Teorema 2.5. Sin es un entero positivo y n = 2 (mod 4), entonces n puede
ser representado como suma de tres cuadrados.

Para las clases {8k + 1}, {8k + 3} y {8k + 5}, contamos con un teorema
que afirma que las tres se pueden escribir como suma de tres cuadrados. Es
interesante notar que todas son progresiones aritméticas de Dirichlet.

Teorema 2.6. Los elementos de las progresiones aritméticas de Dirichlet
{8k + 1}, {8k + 3} y {8k + 5}, pueden ser representados como suma de tres
cuadrados

Demostracion. Claramente, 1 es suma de tres cuadrados no negativos, asi
podemos considerar n > 2. Sea

3 sin=1 (mod 8)
c=<¢ 1 sin=3(mod3,)
5 sin=05 (mod 38)

partamos del caso n = 1 (mod 8), entonces cn = ¢ + 8 (mod 8), es decir
cn—1=c+ 7 (mod 8), ahora como ¢ = 3, se tiene que ¢+ 7 = 2 (mod 8);

de esta forma
cn—1

5 = 1 (mod 4).
De manera analoga para n = 3 (mod 8), asi sin = 1 0 3 (mod 8) se tiene que
-1
cn2 =1 (mod 4).

Por otro lado si n = 5 (mod 8), entonces cn = 5¢ (mod 8), recordemos que
en este caso ¢ = 3, asi ecn = 15 =7 (mod 8). Luego ecn — 1 = 6 (mod 8), y asi

cn—1
2

= 3 (mod 4),

-1 -1
como cn2 =1 (mod 4) y @

= 3 (mod 4), podemos reescribir los

maximos comunes divisores de la siguiente manera:

(2524) = (1.4 =1
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(C”;1,4> —(3,4) =1

de esta manera se tiene que en ambos casos

(C”;1,4) ~1 (2.5)

Cngl,n) = d, luego d | 0"2’1, es decir 2d |

cn — 1, pero d | 2d, asi por transitividad se tiene que d | en — 1, por otro lado
como d | n divide a cualquier miultiplo de n, en particular d | cn, entonces
d | 1y en consecuencia

por otro lado supongamos que (

(0"2_1,72) —1 (2.6)
luego de (2.5) y (2.6) se tiene que

(o2, 4m) = 1.

Asi, por el teorema de Dirichlet podemos asegurar que existe un nimero
primo p de la forma

cn—1
2

para algtin entero positivo j. Sea d’ = 87 + ¢, entonces

p=dnj+

2p=8nj+cn—1
=(8&j+cn—1 (2.7)
=dn—-1

de estas ultimas dos igualdades se tiene que
d =8j +c,

luego por (2.7) para ver que n puede ser representado como suma de tres
cuadrados basta probar que —d' es un residuo cuadratico médulo 2p.°

6 Aqui usamos el siguiente resultado: para n > 2 si existe d’ € Z* tal que —d’ es residuo
cuadratico médulo d'n—1, entonces n puede ser representado como suma de dos cuadrados.
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Veamos ahora que el hecho de que —d' sea un residuo cuadratico modulo p
implica que —d’ es un residuo cuadratico moédulo 2p, vy asf basta con probar
que —d’ es un residuo cuadratico modulo p para demostrar que n puede ser
representado como suma de tres cuadrados.

Para esto supongamos que —d’ es un residuo cuadratico modulo p, entonces
existe un entero x( tal que

z3 = —d (mod p).

Por otro lado 2pzo + p*> = 0 (mod p) entonces xj + 2pxg +p* = —d' (mod p),
asi se tiene que
(zo +p)? +d =0 (mod p).

Sea x = xg, con xo impar, y sea x = xo+ p si gy es par, en ambos casos z es
impar y 2° + d es par. Como 2> +d =0 (mod 2) y 2° +d =0 (mod p) y
dado que (2,p) = 1, se sigue que

2?2 +d =0 (mod 2p).

Veamos entonces que —d’ es residuo cuadratico modulo p, por el teorema
fundamental de la aritmética tenemos que

d=]]dq" (2.8)

qi|d’

Por otro lado de (2.7) se tiene que 2p = d'n — 1, por lo que 2p = —1 (mod d')
y de (2.8) tenemos que

2p = —1 (mod qul)

q;|d’

Asi 2p = —1 (mod ¢;) vy (p,q;) = 1 para todo primo ¢; que divide a d’. Reto-
mando los casos con los que iniciamos la demostracion, sin =1 0 3 (mod 8),

-1
entonces p = 1 (mod 4), asi tenemos que el simbolo de Legendre (—) =1,
p

entonces

5)- ()6 (5%) ey -ney
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Por otro lado si n = 5 (mod 8), se tiene que p = 3 (mod 4) y d' = 3 (mod 8)
pues en este caso ¢ = 3y d = 8j + ¢ = 8j + 3, asi tenemos que

d = H q - H g

qild’ gild’
¢:=1 (mod 4) ¢:;=3 (mod 4)
= II o+ I o
qild’ qild’
=1 (mod 4) ;=3 (mod 4)

Il
—~
I
—_
N

I

Asi

¢:;=3 (mod 4)

-1
dado que p = 3 (mod 4) se tiene que el simbolo de Legendre (—) = —1,
p

después, por la ley de reciprocidad cuadratica se tiene que

()-G)G)-C)

() n e e

asi

q:ld’ q:ld’
¢:=1 (mod 4) ;=3 (mod 4)
o <Qi o 4i S -
qild ‘Zz|d (h‘d
;=3 (mod 4) ¢;i=1 (mod 3) ;=3 (mod 4)

la ultima igualdad se da pues si p,q son primos impares distintos tales que

p = q = 3 (mod 4) entonces (E =— g), recordemos ademads que por (2.9)
p
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se tiene que

por lo tanto

(5)- 1@ m @I

aild’ aild’ aild’

¢i=1 (mod 4) ¢i=3 (mod 3) ¢i=3 (mod 4)
-G I G
, 4 ; i

qild qi|d
¢;=3 (mod 4) ¢i=1 (mod 3)
()
aild i

Se tiene que (g;,p) = 1 para todos los primos ¢; tales que ¢; | d', entonces

(gi,4p) =1y (2—2> =1, asi <£> <2—2) = <£>, por lo tanto
4qi 4q; 4qi 4q;
pY_ (2 (Z)Y_ [ _[2)(%
Qi_%’ Qi_Qi_Qi 4i

—d ki ki ks ks ks
— | = VI R 2 ) — 2\ . -1
<p>_H<q¢> _H<q¢> (CIi) _H<Qi) H(qz')
gild’ ald ald ald’
en los ultimos dos productos anteriores, nos interesan los términos en los
2
que (—) = —1, es decir, cuando ¢; = £3 = 3,5 (mod 8) y los ¢.s donde
di

—1

q;
2q; = 8k + 6, es decir

= —1, es decir cuando ¢; es de la forma ¢; = 4k+3, o0 equivalentemente

2¢; = 6 (mod 8),
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luego, tenemos que las soluciones de esta congruencia estan dadas por

¢; = 3,7 (mod 8)

asi

T v I o

aild’ qild’ qild’ aild
¢;=3 (mod 8) ¢;i=5 (mod 8)
0 e I e
qild’ qild’
;=3 (mod 8) ¢ =7 (mod 8)

il

—~
[

—_

~—r

&

\
—~
I

—_
~—r
K

ald’ q;ld’
;=5 (mod 8) ¢ =7 (mod 8)

I o

q:ld’

¢:;=5,7 (mod 8)

por lo tanto

ql|d
¢;=5,7 (mod 8)

Asi para que —d’ sea un residuo cuadratico modulo 2p = d'n — 1, debe
cumplirse que

Z k; =0 (mod 2),
qild
¢:;=5,7 (mod 8)

para demostrar esto consideraremos la descomposicion de d' como producto
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de primos

d= 11 &« II e« 11 « 11 ¢

qild’ qild’ qild’ qild’
¢:=1 (mod 8) ¢;=3 (mod 8) ¢;=5 (mod 8) ¢=7 (mod 8)
= JI 3% I 3% 1] (1" (mod3)
q:ld’ aild’ g;ld’
;=3 (mod 8) ¢;=5 (mod 8) ¢=7 (mod 8)
= [T 3" I (=1* (mod38).
ai|d’ qld
¢:;=3,5 (mod 8) q¢;=5,7 (mod 8)

sin=105 (mod8), entonces c =3y d = 8j +3 =3 (mod 8), de aqui se

sigue que
> k=1 (mod 2) (2.10)
qild’
¢:;=3,5 (mod 8)
y también

Z k; =0 (mod 2). (2.11)
qild’
q¢i=5,7 (mod 8)
Por otro lado, si n = 3 (mod 8), entonces c =1y d =8j+ 1 =1 (mod 8),
de aqui se deduce que

> k=0 (mod 2) (2.12)
qild
¢:;=3,5 (mod 8)

> k=1 (mod?2) (2.13)
qld
¢:=5,7 (mod 2)

entonces, en ambos casos (las pruebas de (2.10), (2.11),(2.12) y (2.13) son
directas, aunque muy largas por lo que consideramos es mejor no incluirlas)
tenemos que

Z k; =0 (mod 2).
g;|d’
¢;=5,7 (mod 8)
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lo que concluye la prueba. O

Este teorema nos pone de manifiesto que estas progresiones aritméticas de
Dirichlet si se pueden representar como suma de tres cuadrados y en conse-
cuencia podemos adentrarnos en el anélisis de los primos que se encuentran
en estas progresiones. Pero atn falta analizar una, la progresion {8k + 7}.

En 1798 Adrien-Marie Legendre prob6 que un entero positivo puede expresar-
se como la suma de tres cuadrados si y sélo si no es de la forma 4*(8m+7). Es-
te resultado nos permite descartar la posibilidad de que la progresion {8k+7}
se pueda escribir como suma de tres cuadrados.

En conclusion, de las cuatro progresiones aritméticas de Dirichlet solo tres
se pueden representar como suma de tres cuadrados, ya exhibimos que en el
caso {8k + 7} no es posible.

2.1.3. Suma de cuatro cuadrados y la funcién R,(n)

Sabemos que la suma de cuatro cuadrados ya tiene la certeza de que puede
representar a cualquier entero positivo, por ende cualquier entero de una pro-
gresion aritmética de Dirichlet puede ser representado como suma de cuatro
cuadrados. Lagrange demostro el teorema que ahora se enuncia

Teorema (Lagrange 1770)
Para cada entero no negativo n, existen enteros no negativos a, b, ¢, d tales que

n=a*+0*+ 3+

La demostracion se encuentra en libros de formacién inicial de teoria de ni-
meros, como Rosen [2000], Koshy [2007], entre otros.

De manera natural nos surge la pregunta, porqué la representacién como
suma de cuatro cuadrados para cada entero positivo en las clases o progre-
siones tendria que ser tnica (salvo permutaciones). La respuesta es que no
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necesariamente es tnica, por ejemplo
204 =5+ 72+ 7 + 9
=32+ 524774112
=22 + 6% + 8% 4 10?
=174+ 3* +5% 4+ 132
=124+ 12 4+92 4117
= 0% + 2% +10% + 10?
= 0%+ 2% + 2% 4 14

Definiciéon 2.1. Para cada entero positivo n definimos la funcion

Rys(_) : NU{0} — N como sigue:

R4,2(n) — {(x17x2a$37x4) | L1,T2,T3,T4 € NU{O} yn= I’%‘I‘I‘%ﬂ‘l’%‘f‘l‘i} )

donde 0 < 21 < 29 < 23 < 24.

De esta manera tenemos que R42(204) = 7. A continuacién presentamos una
tabla con los primeros valores de Ry2(n).

n R4’2 (n) n R4’2 (n) n R4’2 (n)
0 1 11 1 22 2
1 1 12 2 23 1
2 1 13 2 24 1
3 1 14 1 25 3
4 2 15 1 26 3
5 1 16 2 27 3
6 1 17 2 28 3
7 1 18 3 29 2
8 1 19 2 30 2
9 2 20 2 31 2
10 2 21 2 32 1

Figura 2.1: Primeros valores de la funcion Rys(n)

Intuitivamente esperariamos que el comportamiento de la funcion R4s(n)
fuera caoético, sin embargo la Figura 2.2 nos muestra que de hecho el com-
portamiento de la imagen de la funcion cantidad de representaciones como
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suma de cuatro cuadrados de un entero positivo no resulta ser del todo ca6-
tica.

Figura 2.2: Grafica de la funcion Ry5(_) en el intervalo [0, 15000]

En el primer apéndice de esta tesis estudiaremos algunas propiedades intere-
santes que cumple la grafica de la funcion Rys(n).

2.1.4. La imagen de Z; bajo la funcién R4 (n)

En esta seccién nos interesa estudiar como se comportan las imégenes de las
progresiones aritméticas de Dirichlet bajo la funcion cantidad de representa-
ciones como suma de cuatro cuadrados. Después de hacer una comprobaciéon
visual nos percatamos que si adoptabamos el modulo 4 entonces las cuatro
clases de equivalencia no presentaban un comportamiento tan impredecible
como parecia suceder cuando se graficaba la funcién completa, por esta ra-
z6n consideramos mas conveniente trabajar con un moédulo cuatro. Asi, se
considera que todos los enteros son de la forma 4k, 4k + 1,4k + 2 6 4k + 3,
y que ademés existe una infinidad de primos en las progresiones {4k + 1} y
{4k+3}. Posteriormente veremos la cantidad de representaciones como suma
de cuatro cuadrados de los primos contenidos en estas progresiones, es decir,
veremos como se ubican dentro de la grafica de la funcion Ryo( ).

Cuando se marco en la grafica a los miltiplos de 4, es decir los elementos

de la progresion {4k}, éstos aparecen en su mayoria en la parte media de la
grafica hacia abajo como se muestra a continuaciéon en la Figura 2.3.
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Figura 2.3: En azul la imagen de los elementos de la progresion {4k} bajo la
funcion Ry2(n) en el intervalo [0, 15000]

Cuando se hace con los enteros de la progresion {4k + 1}, éstos quedan
ubicados principalmente por encima de la parte central de la grafica como se
muestra en la Figura 2.4, v es de senalar que la cota inferior se presenta con
una definiciéon interesante.

Figura 2.4: En azul la imagen de los elementos de la progresion {4k + 1} bajo
la funcion Ry 2(n) en el intervalo [0, 15000]

Los enteros de la progresion {4k + 2} tienen sus imagenes de la funcion
cantidad de representaciones ubicados en la parte superior de la grafica como
se muestra en la Figura 2.5.
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Figura 2.5: En azul la imagen de los elementos de la progresion {4k + 2} bajo
la funcion Ry 2(n) en el intervalo [0, 15000].

Finalmente los enteros de la progresion {4k + 3} quedan representados cerca
de la parte media hacia arriba como se muestra en la Figura 2.6, y de manera
semejante a los elementos en la progresion {4k + 1} la cota inferior queda
muy bien definida

Figura 2.6: En azul la imagen de los niimeros de la forma 4k 4+ 3 bajo la
funcion Ry2(n) en el intervalo [0, 15000].

Ahora analizaremos las cuatro clases de Z, y posteriormente nos centraremos
sOlo en las progresiones aritméticas de Dirichlet y mas atin en las imégenes de
los primos. Ya expusimos en las cuatro graficas anteriores que la ubicacion de
los respectivos conjuntos de imagenes no corresponde a un comportamiento
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impredecible, entonces daremos lugar a dar una explicacién de porque las
iméagenes de cada una de las clases de Z, estan ubicadas en la posicion que
se nos indic6 antes.

Para llevar a cabo un anélisis més profundo de la ubicacion de la imagen
de las progresiones modulo 4, bajo la funcion Rys(n), el procedimiento que
seguiremos serd el de expresar cada clase como suma de cuatro cuadrados,
pero a la vez analizaremos que clases de cuadrados son los que se pueden
usar en la suma. Por ejemplo veamos el caso de la clase 4k + 1 y que ésta se
puede expresar como suma de cuatro cuadrados de la siguiente manera

4k + 1= (4k + 1)* + (4k)? + (4k)* + (4k)?
= (4k + 3)% + (4k)? + (4k)* + (4k)*
= (4k +1)* + (4k + 2)* + (4k + 2)* + (4k + 2)°
= (4k + 1)* + (4k + 2)* + (4k)* + (4k)?
= (4k +1)* + (4k + 2)* + (4k + 2)* + (4k)?
= (4k 4+ 3)* + (4k + 2)* + (4k + 2)* + (4k +2)°
= (4k + 3)* + (4k + 2)* + (4k)* + (4k)?
= (4k + 3)* + (4k + 2)* + (4k + 2)* + (4k)?

estas igualdades las podemos expresar en sus equivalencias residuales, pero
sin reducirlas modulo 4. Quedan de esta forma:

4k+1=14+0+0+0=1
=9+0+0+0=9
—1+4+444=13
=14+4+0+0=5
=14+4+4+0=9 (2.14)
—9+4+444=21
=94+4+0+0=13
—94+4+440=17

La sucesion de resultados es 1,5,9,13,17,21 y son todos.
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Para la clase 4k se tienen las sumas correspondientes que son:

4k =040+0+0=0
—44+44+4+4=16
—444404+0=28
—44+44+440=12
—440+0+0=14 (2.15)
—141+1+1=14
=94+ 14+1+1=12
=94+94+1+1=20
—4404+0+0=14

Para la clase 4k + 2 es de esta manera:

Ak +2=141+0+0=2
=4+14+14+0=6
—4+4+4+141=10
—44+9+140=14
—4+4+9+1=18 (2.16)
=9+1+0+0=10
—9+4+94+440=22
=9+9+0+0=18
—9+9+44+4=26

Para la clase 4k + 3 se tiene lo siguiente

Ak +3=14+1+1+0=3
=44 1+14+1=7
—9414+1+0=11
—9414+440=15 (2.17)
—9494+1+0=19
—9494+4+1=23
—9494+9+0=27
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Se puede ver de las graficas que la clase que menos representaciones tiene
es la 4k (Fligura 2.3). Esto se puede explicar a partir de (2.15) ya que las
representaciones residuales tienen poca variedad, es decir, la representacion
de la forma 0 4+ 0 4 0 + 0 s6lo usa una clase de niimeros que son los 4k. Por
otro lado los de la forma 9 +9 + 1 + 1 recurren a dos tipos de nimeros de
Zy, que son los 4k + 3 y 4k + 1. Esta composicion lleva a que los 4k que
tienen dos posibilidades en la representacion aditiva comoloes 9+9+1+1
tengan mas representaciones como suma de cuatro cuadrados, que aquéllos
que tienen una sola variante, como lo es 0+ 0+ 0 + 0.

Entonces bajo este razonamiento podemos ver en (2.15) que los 4k pueden
tener 6 representaciones con dos variantes y tres con ninguna y con este ni-
mero de posibilidades se generan todas las representaciones de un 4%k como
suma de cuatro cuadrados. En la grafica (Figura 2.3) vemos que los valores
de los 4k en la funcién cantidad de representaciones como suma de cuatro
cuadrados se encuentran en la clase media baja.

Acto seguido podemos ver que la grafica de las representaciones de los 4k + 2
(Figura 2.5) se encuentran totalmente en la parte superior, pero jpor qué
pasa esto?

La explicaciéon es que entre mas variedad tengan los sumandos de cada una
de las representaciones de Z,, entonces mas representaciones como suma
de cuatro cuadrados tendran. De lo mencionado se infiere que de (2.16) se
extraen cuatro formas con dos variantes, éstas son:

I1+1+0+0
4+4+1+1
9+9+0+0
9+9+4+4

por otro lado se tienen cuatro de tres variantes que son:

4+0+1+1
4+4+9+1
9+1+0+0
9+9+4+0
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y para terminar se tiene una de cuatro variantes que es:
44+9+1+0.

Esto nos muestra que la clase 4k + 2 tiene mas riqueza en la variedad de
las clases que se usan para representarla como suma de cuatro cuadrados,
es decir, tiene cuatro formas con dos variantes, cuatro con tres y una con
cuatro; para el caso de la clase 4k se tienen tres con una variante y seis con
dos. En conclusién, la mayor cantidad de variantes en la clase 4k + 2 respecto
de la 4k hace que la primera tenga méas posibilidades en sus representaciones
como suma de cuatro cuadrados.

Con este razonamiento se puede entender la distribucion de los valores de la
funcion R, 2(n), ver las figuras (Figura 2.3), (Figura 2.4), (Figura 2.5), (Figura 2.6).

Si se toma como base del analisis a las sumas de los residuos para extraer
a los representantes de Z,, entonces nuestro problema se reduce a encontrar
las sumas con cuatro enteros repetidos o diferentes tomados del conjunto
{0,1,4,9}, vy que cada suma genera a las clases de Z4, como se puede ver en
(3.14),(3.15),(3.16) y (3.17).

Para el caso de la suma de cuatro cuadrados dichas sumas requieren so6lo un
poco de paciencia con el trabajo de las sumas modulares en Z,. Con esta
herramienta ya podemos explorar la manera en que se distribuyen las iméa-
genes de las progresiones aritméticas de Dirichlet {4k + 1} y {4k + 3} bajo
la funcién Ry2(n).

Con base en lo anterior podemos proponer una conjetura que atane a las
progresiones aritméticas {4k + 1} y {4k + 3}. Esta se enuncia asi

Conjetura 1: Si {p,} denota la sucesion de primos de la forma {4k + 1} y
{¢.} denota a la sucesion de primos de la forma {4k + 3} entonces para cada
n natural se tiene que Ry2(py) = Ra2(gn).

Sabemos que las clases mencionadas son las que contienen a todos los primos
p impares, para estudiar el comportamiento de los primos bajo la funcion

R4 2(n) necesitamos introducir una funcioén auxiliar.
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Definicién 2.2. Para cada n entero no negativo definimos la funcion
§R4,2(n> = {(xla X2, T3, 334) | X1,T2,T3,T4 € NU {0} yn= LI’,’% —|—I’§ +.’17§ +‘r421} 9

Notemos que la diferencia fundamental entre las funciones R42 y §?E472 consis-
te en que en la funcion 5?3472 consideramos soluciones con negativos y ademas
consideramos que dada una cuarteta (a, b, ¢, d) tal que la suma suma de sus
cuadrados sea n, entonces las cuartetas formadas por alguna permutacion de
esta seran consideradas como una solucién distinta de la ecuacion.

A continuacion se muestra la grafica de la funcién Ry »(n) y en rojo se resalta
la imagen de los primos. Aqui podemos apreciar que su comportamiento es
muy estable, pues se acumulan en la parte central de la grafica.

Figura 2.7: En rojo la cantidad de representaciones de los primos como suma
de cuatro cuadrados en el intervalo [0, 15000].

Para justificar este hecho, veamos el siguiente resultado

Teorema 2.7. Para todo primo p se cumple que
Ry2(p) =8(p+1) — O(1).

Demostracion. Para esto partiremos de la formula de Jacobi’, tenemos que

"La prueba se puede ver en el articulo [Hirschhorn 1987].
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para todo p primo.

5?34,2(29) = SZd =8(p+1).
a

para obtener el valor de R,2 a partir de §/T\E472 tenemos que eliminar las so-
luciones que estan dadas tanto como por una permutacion de otra solucién,
asi como las que tienen algin elemento negativo, las cuales son O(1), asi
tenemos el resultado deseado. O

2.2. Sumas de cubos

De manera anéloga al caso de cuatro cuadrados, ahora nos planteamos la
posibilidad de expresar a cualquier entero como una suma finita de cubos.
Fue Waring quien conjetur6 que todo entero no negativo puede ser expresado
como suma de 9 cubos. En 1912 Wieferich y Kempner demostraron esto y era
logico pensar que sélo para ntmeros muy grandes ya seria necesario utilizar
los nueve cubos para poder expresarlos, pero esto no resulta ser cierto. Por
ejemplo, si consideramos el nimero 23 tenemos que 3 no puede ser parte
de su descomposicion como suma de cubos pues 3° > 23, asi la expresion
de 23 como suma de cubos esta formada s6lo por potencias de 1 y 2. La
representacion del nimero 23 es

23=22+ 22+ P+ P+ 1P+ 1P+ 1P + 1P 4 12
El niimero siguiente con esta propiedad es
239 =5+ 3% 4+ 33 4+ 3% 28 128 4 23 1 23 1 13

En [1928] y [1939] L.E. Dickson mejoré este resultado en sus articulos: Sim-
pler proofs of Waring’s theorem on cubes with various generalizations y All
integers except 23 and 239 are sums of eight cubes. respectivamente.

De hecho si 1 < N < 40000 entonces N puede ser expresado como suma de
seis cubos no negativos, excepto 23 y 239 y si N < 40000, entonces N es
representable como suma de 7 cubos no negativos, excepto

15,22, 56, 114, 167, 175, 186, 212, 231, 238, 303, 364, 420, 428, 454.
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Mas atin, por los articulos de Dickson y Von Sterneck, se prueba que tnica-
mente 121 enteros se representan como suma de 7 cubos y el mayor de ellos
es 8042, de esta manera tenemos que si N > 8042 entonces N es la suma de
6 cubos no negativos.

El teorema que se refiere a cualquier entero como suma de cubos, es el que
ya mencionamos antes que se le atribuye a Wieferich y Kempner. Este se
enuncia enseguida.

Teorema (Wieferich-Kempner)
Todo entero no negativo puede ser expresado como suma de 9 cubos no ne-
gativos.

El teorema no se demostrara aqui ya que se requieren varios lemas previos
ademas que la demostracion del teorema también es extensa, y como vemos
que no aportariamos ninguna variante a la demostracién original entonces
consideramos que lo més apropiado es revisarla en el libro de Nathanson
[1996].

Al igual que en potencias cuadréticas, dado un entero n su representacion
como suma de nueve cubos no es tinica, por ejemplo

239=5"+3"+3*+3+2°+2°+ 22+ 2° + 1°
=4+ 485+ 3+ 33 +33+ 33+ 1P+ 12+ 17,

asi la siguiente definicién cobra sentido.

Definicion 2.3. Definimos la funcion Rys: NU{0} — N como sigue
Ros(n) = {(z1,29,...,m9) | 71,72,..., 29 € NU{O} y n = 2 +a5+- - -+13}],

donde 0 < 71 < -+ < 2g9.

A continuacién presentamos una tabla con los primeros valores de Ry 3(n)
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n R9,3(n) n R9,3 (n) n Rg 3 (n)
0 1 8 2 16 2
1 1 9 2 17 1
2 1 10 2 18 1
3 1 11 1 19 1
4 1 12 1 20 1
5) 1 13 1 21 2
6 1 14 1 22 1
7 1 15 1 23 1

Figura 2.8: Primeros valores de la funcion Ry 3(n)

2.2.1. La imagen de Z; bajo la funcién Ry 3(n)

Analogamente a lo realizado en el caso cuatro cuadrados, en esta seccion nos
interesa estudiar como se comporta la imagen de una progresion aritmética
de Dirichlet bajo la funciéon cantidad de representaciones como suma de nueve
cubos. Aunque en este caso adoptaremos el médulo 6. Asi, se considera que
todos los enteros son de la forma 6k, 6k+1,6k+2,6k+3,6k+4 6 6k+5, y que
ademas existe una infinidad de primos en las progresiones {6k+1} y {6k+5}.

La grafica (Figura 2.9) que ahora presentamos nos muestran la funcion can-
tidad de representaciones como suma de nueve cubos, para cualquier entero

positivo.
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Figura 2.9: Grafica de la funcion Rg3(_) en el intervalo [0, 15000]

Acto seguido, veremos la cantidad de representaciones como suma de nueve
cubos de los primos (Figura 2.10), es decir, veremos como se ubican dentro
de la grafica de la funcion Rgs(_).

Figura 2.10: En rojo la cantidad de representaciones de los primos como suma
de nueve cubos en el intervalo [0, 15000]

A continuacion presentamos las graficas (Figura 2.11 a Figura 2.16) donde
se resalta la cantidad de representaciones para cada progresion de Zg. Pri-
mero, se marco en la grafica a los miltiplos de seis, es decir los elementos
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de la progresion {6k} éstos aparecen en su mayoria en la parte media baja
y en la parte superior de la grafica como se muestra a continuacién en la
Figura 2.11.

Figura 2.11: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k} bajo
la funcion Ry 3(n) en el intervalo [0, 15000]

Cuando se hace con los enteros de la progresion {6k + 1}, éstos quedan
ubicados en la parte inferior, superior y central de la grafica como se muestra
en la Figura 2.12, y es de senalar que esta progresion queda perfectamente
distribuida en estas tres regiones de la grafica.

Figura 2.12: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k + 1}
bajo la funcion Rg3(n) en el intervalo [0, 15000]
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Los enteros de la progresion {6k + 2} tienen sus imagenes de la funcion
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia arriba, pero
sin alcanzar la parte més alta y en la parte inferior de la grafica como se
muestra en la Figura 2.13.

Figura 2.13: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k + 2}
bajo la funcion Rg3(n) en el intervalo [0, 15000]

Los enteros de la progresion {6k + 3} tienen sus imagenes de la funcion
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia abajo, pero
sin alcanzar la parte més baja y en la parte superior de la grafica como se
muestra en la Figura 2.14.

Figura 2.14: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k + 3}
bajo la funcion Rg3(n) en el intervalo [0, 15000]
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De manera similar a lo sucedido con los enteros de la progresion {6k + 1}, los
enteros de la progresion {6k + 4} tienen sus iméagenes de la funcion cantidad
de representaciones ubicados en la parte inferior, superior y central de la
grafica como se muestra en la Figura 2.15

Figura 2.15: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k + 4}
bajo la funcion Rg3(n) en el intervalo [0, 15000]

Finalmente, de manera similar a lo sucedido con los enteros de la progresion
{6k+2}, los enteros de la progresion {6k+5} tienen sus imégenes de la funcion
cantidad de representaciones ubicados en la parte central hacia arriba, pero
sin alcanzar la parte més alta y en la parte inferior de la grafica como se
muestra en la Figura 2.16.

Figura 2.16: En azul la imagen de los elementos de la progresion {6k + 5}
bajo la funcion Rg3(n) en el intervalo [0, 15000]
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De manera directa podriamos pasar al estudio de la funcién cantidad de re-
presentaciones como suma de nueve cubos. Este andlisis lo podemos hacer a
partir de observar el comportamiento de las clases con base en Zg, pues cada
clase queda representada -si se usa este modulo- con una distribuciéon mas
adecuada bajo la funcion Rg3(n).

Para construir los conjuntos de representaciones aditivas con base en Zg re-
querimos sumas de nueve cubos para cada nimero perteneciente a alguna
clase de Zg. Si para el caso de la suma de cuatro cuadrados senalamos que
para construir (2.14) a (2.17) se requeria principalmente paciencia, ahora pa-
ra el caso de suma de nueve cubos se requerird méas que eso.

Las sumas para representar a los cuatro cuadrados y nueve cubos modulo 4
y modulo 6 respectivamente se pueden plantear como un problema de parti-
ciones. Para el caso suma de cuatro cuadrados las sumas (2.14) a (2.17) son
las particiones que se pueden formar con los nameros {0, 1,4,9}, cada una
con cuatro sumandos que pueden ser repetidos o diferentes.

Para cuatro cuadrados ya sabemos que no es dificil encontrar estas particio-
nes. Para el caso de la suma de nueve cubos modulo 6 ya es complicado. Este
problema radica en encontrar las particiones con nueve sumandos repetidos
o diferentes tomados del conjunto

{0°=0,1° = 1,2° = 8,3% = 27,4% = 64,5° = 125}.

Ademaés, al igual que en el caso de cuatro cuadrados nos interesa saber las
variantes en los sumandos, lo que hace aiin mas complicada la forma de en-
contrar dichas particiones con nueve sumandos.

Acto seguido, consideramos que lo apropiado es trabajar con una funcion
generadora que nos pueda proporcionar las particiones y las variantes de los
sumandos. Dicha funcion tiene que ser de la forma

o0

(-

) 11—t
=1

para el caso cuando 7 = 1 se tiene que

1
1—2z

— 1 + xl + .T1+1 + x1+1+1 _|_ x1+1+1+1 + -
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cuando 7 = 2 se tiene

1
1 — 22

— 1 _|_ .ZUQ + x2+2 + x2+2+2 + I2+2+2+2 + ..

Por lo tanto

- 1
H( ):(1—|—$1—l—:El"H—l—---)(1—|—$2+x2+2—|—-~-)---,

J 1— a2t
=1

y este producto infinito de polinomios nos genera las particiones de un en-
tero que contiene tanto sumandos diferentes como repetidos. Es decir, cada
término del polinomio resultante es de la forma Az’, donde X\ es la canti-
dad de particiones de t. Por ejemplo, el término Az'® nos indica que hay \
particiones del namero 10, algunas de ellas son:

94+1,842,7+3,1+1+86+2+25+1+1+1+1+1

y dichas particiones provienen de los exponentes generados del producto de
los términos de los polinomios en

Oo( : >
J 1—at )]’
=1
24246

Por ejemplo la particion 2 + 2+ 6 proviene del producto z**2. 2% =« Y
de esta manera se obtienen las particiones del nimero diez, que en total son .

Jr

Lo que nos interesa son las particiones que mostramos de (2.14) a (2.17) y
sus equivalentes para sumas de 9 cubos que se construyen con base en Zg.
Sabemos que para obtener las particiones de (2.14) a (2.17), entonces la
funciéon generadora se tiene que usar de la forma:

()

C =1{0%1%2%3% ={0,1,4,9}.

con

Pero aqui tenemos un problema con el cero, y es que al ser usado como po-
tencia genera un uno en los calculos, por lo tanto, lo adecuado es usar las
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clases residuales 4k + 1,4k + 2,4k + 3,4k + 4, para evitar dicho problema.

Asi la funcion generadora que usaremos es:

H 1

I
i€Q l-w
con Q = {1%,22,3% 4%} = {1,4,9,16} y como solo queremos sumas que
contengan cuatro cuadrados, entonces nos restringiremos a polinomios de
esta forma

(1 +r +.751+1 +l’1+1+1 1+1+1+1)
( + .I' 4 x4+4 4 x4+4+4 + $4+4+4+4)
(
(

1 ‘l—fL’ +{E9+9 + $9+9+9 +$9+9+9+9)
1+l’16 4 ZL’16+16 4 x16+16+16 +x16+16+16+16>.

Este producto genera 625 términos, pero la mayoria de ellos nos proporcio-
na particiones de mas de cuatro sumandos, que son las que no requerimos,
para extraer los términos que forman particiones en los exponentes con so6lo
cuatro sumandos, agregamos los contadores u, d, t, c como coeficientes en los
polinomios, y se plantea ahora como sigue:

1+ ux' + da' ™ 4 et 4 cx1+1+1+1)
1w & daht 1 gttt 4 ca:4+4+4+4)
14wz & dadt9 1 49199 4 ng9+9+9+9)

1 +’LLZL’16 —|—dl‘16+16 +t$16+16+16 +C$16+16+16+16>‘

(
(
(
(
Los sumandos resultantes en este producto son de la forma
u do2 s ¢ g
)
donde algtin o; o todos pueden ser cero.

Las particiones de cuatro términos -que son las que requerimos- estaran in-
dicadas cuando la operacion uay + das + tas + cay sea igual a 48

8Como condiciones iniciales para esta operacién consideramos que u = 1,d = 2,t =
3,c=4.
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Si esta operacion es mayor que cuatro, entonces sucede que la particion tiene
més de cuatro sumandos, y ya no es de las que requerimos. Ademéas debemos
considerar la condicién extra que dependiendo de la progresion que deseemos
estudiar, J debe ser congruente con 1,2,3 o 4, segin sea el caso. Y que de-
bemos estudiar los sumandos del producto cuyo exponente sea menor o igual
que 64.

Como nos interesa saber las variantes en los sumandos de la particion, enton-
ces requerimos determinar cuales coeficientes de los senalados u®*d®?t“? ¢
tienen més representaciones diferentes de cero, y eso nos indicara que tienen
més riqueza en las clases que los forman, como pasa con las particiones de
los ntimeros 4k + 2.

De regreso a la suma de nueve cubos, recordemos que nos interesa estudiar
porqué los niimeros pertenecientes a las clases de Zg tienen una cantidad de
representaciones como suma de nueve cubos, como se muestra en las graficas
(Figura 2.11 a Figura 2.16). Es decir, tratamos de interpretar por qué en los
primos se forman cuatro bandas; por qué la imagen bajo la funcién Rg3(n)
de los ntumeros de la forma 6k+ 3 se divide en dos bandas determinadas como
muestra la figura (Figura 2.14), y de la misma manera con todas las clases en
Zg cuyas imagenes bajo la funcion Ry 3(n) se encuentran en dos o tres bandas.

De manera similar a lo realizado en el caso de sumas de cuatro cuadrados,
ahora se hace para nueve cubos, pero en Zg. Como ya se menciond ante-
riormente, intentar calcular las particiones residuales es muy complicado, el
hecho de operar con nueve cubos como sumandos complica las operaciones.

Por lo senalado ya antes, es adecuado tratar el problema directamente con

la funcion generadora
(o.9]

H 1
) 11—t
=1
Para evitar la potencia cero usaremos las clases
6k 4+ 1,6k + 2,6k + 3,6k + 4,6k + 5,6k + 6,

y asi se recurrird al conjunto

K={1°=1,2° =83 =27,4° = 64,5° = 125,6° = 216}
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y la funciéon generadora es
1
il;[( 1—a
Como so6lo nos interesan las sumas con nueve cubos entonces nuevamente

restringimos los polinomios, pero ahora con diez términos. Asi, el producto
de polinomios que nos proporcionara las particiones es:

14 uz + do® + to® + cx* + fo° + s2° + 227 + 02® + na?)

14 uz® + dz'® + tz** + ca™ + fa' + s2®® + 22°° + 02% + na™)
1+U$27+d1’54+t1’81 +C$108—|—f1'135—I—SZL’162+Z$189+0$216+nx243)
+UI64 +d$128 +t$192 —|—C£L’256 4 f55320 4 856384 —|—ZJJ448 +OLL’512 +TL’E576>
+U.f17125 4 d.ﬁL’250 —|—t$375 + CQZSOO + f3?625 + $$750 + 2’37875 =+ 01,1000 —|—TL.Z'1125)

]_+U$216+d$432+t1’684+C$864+fl’1080+81’1296+ZZL’1512—|—0[E1728+TLI1944>

(
(
(
(1
(1
(

Los contadores en este caso son u,d,t,c, f,s,z,0,n y ellos nos proporcionan
los datos para saber cuales son las particiones residuales que requerimos.
Entonces las particiones de nueve sumandos las extraemos de los sumandos
que se generan del producto anterior, cuyos sumandos resultantes son de la
forma

uW1 dOJQ t(IJ3 Cw4 f(lJ5 SUJ(} Zw7 Owg ,,,LUJQ :L,’y

y las particiones de v que tienen nueve sumandos son las que cumplen que
uwy + dwy + tws + cwy + fws + swg + zwr + ows + nwy = 9,

ademas como en el caso cuatro cuadrados debemos considerar que depen-
diendo de la progresién que deseemos estudiar, 7 debe ser congruente con
1,2,3,4,5 0 6 moédulo 6, segiin sea el caso. Y debemos estudiar los sumandos
del producto cuyo exponente sea menor o igual que 1994.

Como en el caso de los cuadrados, se toman las condiciones iniciales u =

1,d=2,t=3,c=4,f =5,s=6,2="7,0=8,n =9 para saber que clases
de Zg tienen més representaciones como suma de nueve cubos.
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2.3. Suma de k-ésimas potencias

No hay duda que el tnico caso facil en el que era posible visualizar las re-
presentaciones aditivas modulares fue la suma de cuatro cuadrados. Después
mostramos que la suma de nueve cubos se complica, y en lo sucesivo sera cada
vez mas dificil, como seria en los casos de la suma de 19 cuartas potencias; 37
quintas potencias y asi hasta abordar el problema de Waring que nos plantea
que todo numero se puede expresar como suma de k—ésimas potencias.

Cabe notar que el razonamiento utilizado en los casos anteriores (cuatro cua-
drados y nueve cubos) no depende de la potencia, es decir que de manera
natural podemos extenderlo. Asi por medio de las funciones generadoras se
puede estudiar la cantidad de representaciones de los elementos de una pro-
gresion bajo la funcion Rg(k)7k9.

Dada una progresion aritmética de Dirichlet {a + bn}, para construir la fun-
cién generadora que nos proporcione la informacion requerida debemos co-
menzar por considerar el conjunto

A={1% 2% .. d*},

luego, de manera analoga a lo realizado anteriormente, la funcion generadora
estd dada por un producto de la forma

1
1=

i€A

Como solo nos interesan los términos con g(k), k—ésimas potencias, entonces
nos restringimos a los polinomios con g(k) 4+ 1 términos. Asi, el producto de
polinomios deseado es:

Definimos g(k) como la cantidad necesaria de sumandos para expresar a todos los
enteros como suma de k—ésimas potencias, por ejemplo g(2) =4y ¢(3) = 9.
De manera natural se define R ,(n) como la cantidad de representaciones (sin permu-
taciones) de n como suma de k—ésimas potencias.
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1+ ulllz‘lk i u2x1k+1k NI ug(k)xg(k))

(1+ w2z +upa® -+ ug(k)a:g(k)zk)

(1 + 'Ullxak + u2xak+ak 4ot uQ(k)xg(k)ak

).
Donde consideramos los contadores u; = 1,uy = 2,..., ugp) = g(k) y ellos
nos proporcionan los datos para saber cuiles son las particiones residuales
que requerimos. Aunque como mencionamos anteriormente los célculos a par-
tir de kK = 4 se vuelven inmanejables, y por esta razon se tiene que calcular
a través de medios computacionales, en nuestro caso usamos Mathematica
para las sumas de cubos y cuadrados.

Existe una manera distinta de estimar la cantidad de representaciones como
suma de k—ésimas potencias, ésta es a través de formulas asintoticas obte-
nidas mediante el uso de ingeniosas técnicas del anélisis complejo. Hardy y
Ramanujan desarrollaron el ahora conocido método del circulo utilizado pa-
ra aproximar la cantidad de representaciones de los enteros como sumas de
elementos de una base aditiva dada.'”

Como caso particular Hardy y Littlewood utilizaron el método del circulo
para estimar la cantidad de representaciones de un entero como suma de k-
ésimas potencias. Mas adelante Vinogradov mejoré este resultado utilizando
su método de sumas trigonométricas, con una variante en la que no se con-
sideran permutaciones y puede ser escrito de la siguiente manera'’.

10Sea B un subconjunto propio y no vacio de los naturales. Definimos
rB={by+by+---+0b.|b; € B}

como el conjunto formado por todos los nimeros que pueden ser expresados como suma
de r elementos de B, decimos que B es una base aditiva si existe un r tal que rB = N.

1 Aunque en este caso no estimamos la cantidad de representaciones como suma de
k—eésimas potencias de los enteros clasificados de acuerdo a una clase residual.
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Teorema Para todo k > 2 que cumple la conjetura de Euler'?, y para cada
primo p el nimero de soluciones enteras no negativas contadas sin permuta-
ciones de la ecuacion
e k: DY k
p = + + xg(k)

estd dado por

Ry x(p) = p(p) pO=1 L O(pa)/k=1-5),
| (e

o0

donde 6 = d(g(k), k) > 0, I'(z) = / e “t"1dt es la funcion T' de Euler y

0
©(p) es la serie singular asociada al problema de Waring, que se define de la
siguiente manera

donde S(q,a) = Z e(ar®/q) v e(x) = ¥,

r=1

2Buler conjeturé que g(k) = 2 +[(3/2)*] -2, lo cual actualmente se sabe que se cumple
para una infinidad de valores.
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Capitulo 3
Apéndices

Como mencionamos anteriormente consideramos que es importante estudiar
algunas caracteristicas de las graficas de las funciones cantidad de represen-
taciones como suma de cuadrados o cubos seglin sea el caso. En esta seccion
estudiaremos cuando existen una infinidad de enteros con una tnica repre-
sentacion como suma de k—ésimas potencias.

Dicho de otra manera estudiaremos para qué valores de k, se cumple que
Ry)x(n) = 1 para una infinidad de enteros n.

Cuadrados

Ya se expuso antes que dado un entero m no necesariamente su representacion
como suma de cuatro cuadrados es tinica. Entonces surge la pregunta ;existira
una infinidad de enteros m tales que su representacion como suma de cuatro
cuadrados es tinica?

Teorema 3.1. St m se escribe de manera unica como suma de cuatro cua-
drados pares, entonces (22)*m se escribe de manera tinica como suma de
cuatro cuadrados, dicho de otra manera si m = a®> +b*+c+d?, con a,b,c,d
pares y Ryo(m) =1, entonces Ryo((22) m) = 1.

Demostracion. Procederemos por induccién sobre k.
Veamos que el resultado es valido para k = 1. Supongamos que m = m? +

m3 +mj3 +mj con m; = 20; para i =1,2,3,4y Rya(m) =1,
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luego tenemos que
4m = 2°m = 2*(m] + m3 + mj +m3)
= (2m1)® + (2my)* + (2m3)® + (2my)?,
es decir 4m se escribe como suma de cuatro cuadrados pares. Aplicando
contrapuesta tenemos que si los cuadrados que aparecen en la representacion
como suma de cuatro cuadrados de 4m no son todos pares, entonces los
cuadrados en la representacién de m no son todos pares. Lo cual por hipoétesis
no puede pasar, es decir los cuadrados que aparecen en la representacion de
4m son todos pares. Veamos que ésta es la tinica representacion de 4m como
suma de cuatro cuadrados. Supongamos que
dm =22 + 25+ 25 + 23,

luego, todos los z; para i = 1,2,3,4 son pares, como z; = 2v; para i =
1,2, 3,4. Entonces, tenemos que

4(07 + 95 + 95 + 97)

= (201)% + (292)° + (2093)%(204)*

R R

=4m

= (2m1)2 + (2m2)2 + (2m3)2 + (2m4)2

= 4(m7 4+ m3 +mj +m3)
es decir, m; = ¢; para i = 1,2,3,4. Asi tenemos que z; = 2¢; = 2m,; para
i=1,2,3,4, es decir Ry2(4m) = 1.

Supongamos que el resultado es valido para k, es decir m se representa como
suma de cuatro cuadrados de manera tinica como sigue
4fm = (2%my)? + (28mg)? + (2%ms)? 4 (28my)2

Veamos que se cumple para k + 1.
Tenemos que

4k+1m —
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veamos que ésta es la Ginica representacion como suma de cuatro cuadrados
de 4"1m, supongamos que existen 2y, 2o, 23, 24 tales que

k+1 2., .2, .2, .2
W = 27 + 25 + 25 + 24,

por un argumento analogo al dado en el la base de induccién, tenemos que
z; = 20; para i = 1,2, 3,4, entonces

4(4FYym = 4"t = 2 4 22 + 25 + 2]
= (201)% + (205) + (203)? + (204)?
= 4(07 + 65 + 63 + 67)

luego
4Fm =07+03+ 03 +6;

asi, por hipotesis de induccion tenemos que ©; = 28m; para i = 1,2, 3, 4, asi
se tiene que
Zi = 291 = Q(kaz) = 2k+1mi,

por lo tanto esta representacién es tnica. (]

Corolario 3.2. Existe una infinidad de enteros m, que tienen una unica
representacion como suma de cuatro cuadrados, dicho de otra manera existen
una infinidad de enteros m tales que Ry2(m) = 1.

Demostracion. Notemos que 2*T! = 8 se escribe de manera tinica como suma

de cuatro cuadrados pares (8 = 224-22+0?4-0%), luego por el teorema anterior
tenemos que R,5(48) = 1 para todo k € N. O

Cubos

Nos interesa describir el comportamiento de la grafica de la funcion Ry 3(n),
para esto partiremos del siguiente resultado.
Teorema (Fermat)
Para todo k > 1, existen enteros N y k pares disjuntos de enteros {z;,y;}
tales que

N =z} +y}.

La prueba se pude ver en Nathanson [1996]
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Corolario 3.3. Se cumple que

lim sup Ry 3(n) = oo.
n—o0

Demostracion. Notemos que si 2® +y> es una representacion de n como suma
de dos cubos, entonces

n=1"+y"+0°+0°+0°+0°+ 0>+ 0° + 0°
y asi por el teorema anterior tenemos el resultado deseado. O]

Esto implica que la grafica de la funcion Rg3(n) no es acotada, mas anin, se
cumple el siguiente resultado

Teorema 3.4. No ezxiste A C N tal que |A| = 0o yVa € A Ry 3(a) = s, para
algin s € N fijo.

Demostracion. Sea s € N fijo y supongamos que existe A que cumple lo
pedido. Ahora, por el teorema de Fermat, existe m € N tal que Vn > m se

tiene que Rg3(n) > s, pero [{1,2,...,m}| = m < oo y |A|] = oo, entonces
existe a € A tal que a > m, luego por hipotesis

ngg((l) =S,
lo cual es absurdo. O

De este modo existe k£ € N tal que Vs > k se tiene que Rg3(s) > 1, asi a
diferencia del caso cuatro cuadrados tenemos el siguiente resultado

Corolario 3.5. FExiste una cantidad finita de enteros n, tales que
R973 (n) =1.
Demostracion. Inmediata por el teorema anterior O

La pregunta que resulta interesante es determinar a partir de qué punto, pa-
sa esto. computacionalmente tenemos que en el intervalo [0, 50000] el entero
mas grande que tiene una tnica representacion como suma de nueve cubos
es el 53, todo esto nos lleva a la siguiente conjetura

Conjetura 2: Los 1inicos enteros que tienen una tnica representacion como
suma de nueve cubos son

1— 7,10 — 26,31,38, 39, 45, 46, 47, 50, 52, 53
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K-ésimas

Podemos ir més alla y de manera analoga a lo realizado en cuadrados pregun-
tarnos jpara qué valores de k existe una infinidad de enteros que se escriben
de manera tnica como suma de k—eésimas potencias? Para responder este
cuestionamiento partiremos del siguiente resultado.

Teorema 3.6. St m tiene s representaciones como suma de k-esimas poten-

ctas pares, entonces (Qk)”m tiene s representaciones como suma de k esimas

potencias para todo n € N. Dicho de otra manera si Ry r(m) = s y todos

las potencias que aparecen en la representacion de m son pares, entonces
k\n _

Ryey 1 ((27)"m) = s. para todo n € N.

Demostracion. Es claro que si of + o5 + -+ + v;f(k) = m entonces

(201 4 (2'02)F -+ (200" = (2",
es decir si U = (v1,V2,...,Vgu)) es solucion de la ecuacion
m =z + 25 + -+ xby,
entonces 2"v es solucion de la ecuacion
2"Vm = ab + 2f + -+ x’;(k)
entonces’

QHSOlg(k)k(m) g SOlg(k)’/c (2”m)

Veamos que
Solg(k)yk@"m) g Q"Solg(;g)vk(m).

Supongamos que

ok k k k
mo=My T Myg My g+ My

ok k k k
=My + Moy +Myz+ -+ My g

_ .k k k k
- ms,l + ms,Q + ms,3 +eeet ms,g(k)

LSS0y k(n) = {(v1, .- vg) | n= v’f+-~-—|—v§(k) y0< v <. Sy € NU{0}}
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son todas las representaciones de m como suma de k-esimas potencias, donde
m;; =20;; paral <i<syl<j<g(k), luego para n = 1 tenemos que si
2m =z +2 4+ 2
entonces z; = 20; parai = 1,2,...,¢g(k), asi tenemos que
2"m = (201)F + (209)" + -+ - + (20,4))"
=2Mof + o5+ + oh)s

luego

m:0f+a§+---+0§(k)

asi existe r € {1,2,3,...,s} tal que
Oa =My para o =1,2,...,g(k)
entonces
2kaa = kaﬁa

v asi
k
2q = 2"My o

para alguna r € {1,2,3...,s} y para todo o € {1,2,3,...,9(k)}.
Supongamos que el resultado es valido para n, es decir que todas las repre-
sentaciones como suma de k—esimas potencias de (2%)"m estan dadas por

25)'m = (2"m11)" + (2"mag)" + (2"ma )" + -+ (20 myg)
= (2"ma1)" + (2"ma2)* + (2%mas)* + -+ + (2"Ma )"

= (2"ms 1)k + (2"m 2)k + (2"ms B)k +o Tt <2nmsvg(k))k'

) ) )

Supongamos ademas que
(2k)n+1 _ Wf + wéc 4+t w];(k)
luego w; = 2¢; parai =1,2,3,...,g(k). Tenemos entonces que
24(28)'m = (25)"+m
= (2G)" + (2¢)" + (263)'“ + o (2m)"
= 2N+ GG+ )
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por lo tanto
@)'m =G+ G+ G+ + G

asi por hipoétesis de inducciéon tenemos que
Ca = 2"Myq para algun r € {1,2,3...,s} ya=1,2,3,...,9(k).
luego
Wa = 2(0 = 2" 'm,, para algun v € {1,2,3... s} ya=1,2,3,... g(k).
O]

Demostrado esto entonces bastaria con mostrar un entero m que tenga una
Gnica representacién como suma k—eésimas potencias y a partir de él construir
una infinidad.

Teorema 3.7. Para todo k # 3 que satisfaga la conjetura de Euler, el numero
n = 28 se escribe de manera inica como suma de k—ésimas potencias.

Demostracion. Tenemos que
2k+1 :2k_|_2k_|_()k...+0k’

Ahora veamos que ésta es la inica representacion de n como suma de k—ésimas
potencias. Tenemos que 3% > 2*"! luego 3" no puede ser parte de la descom-

posicion de 2! como suma de k—ésimas potencias, por otro lado suponga-
mos que
2P =AY Ig 4 gy = g(k),
asi i
2 — (k) = 2* + [(3/2)] —2 < 2" + (3/2)
entonces
2k+1 . 2k < (3/2)]67
es decir

2k < (3/2)"

lo cual es absurdo, por lo que la descomposiciéon como suma de k—ésimas
potencias de 27! no puede estar formada por tnicamente potencias de uno.
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Finalmente supongamos que

P =2k af b1k =2 g(k) — 1

luego
glk)=2F+1
asi
2+ [(3/2)] —2=2+1
es decir
(3/2)] =3
lo cual es imposible por hipotesis?®. O]

Corolario 3.8. Para todo k # 3 que satisfaga la conjetura de Euler, exis-
ten una infinidad de enteros con una unica representacion como suma de
k—ésimas potencias.

Demostracion. Sea m = 2" entonces Ry .((2")"m) = 1 para todo n
natural. []

2Sea f(z) = [z] y g(x) = (3/2)%, entonces f es no decreciente y g es creciente, asi
tenemos que (f o g)(z) es una funcién no decreciente, por otro lado

{(3/2)4} - [(81/16)] -5> [(3/2)3} _3

asi para todo k > 4 se tiene que {(3/2)% > [(3/2)4} > 3 y también {(3/2)2} = 2, asi para
todo k # 3 se tiene que [(3/2)16} # 3.
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