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Introduccion.

La teoria de Morse puede definirse como el estudio de las relaciones entre las
funciones definidas en una variedad y la forma de ésta. En particular, se analizan
los puntos criticos no degenerados de funciones definidas en variedades. De la
informacién obtenida de éstos, es posible deducir la forma (topologia) de las
variedades.

En el texto encontraremos tres capitulos en los que se desarrolla la teoria de
Morse. En el primer capitulo inicamente presentaremos los objetos de trabajo,
es decir, las variedades, las cuales tienen una construcciéon basicamente pensada
a partir de subconjuntos que localmente son iguales (bajo homeomorfismo) a
abiertos de un espacio euclidiano. Se definen también las trasformaciones entre
variedades y los campos vectoriales definidos en éstas. Para ello, recordamos
la nocién de espacio tangente a una variedad. Gran parte de los conceptos y
resultados fueron desarrollados a partir de [7] y [8].

El segundo capitulo inicia con la definicion de funciéon de Morse. Se demues-
tra el conocido lema de Morse; éste nos dice cémo se ve la funcién en vecindades
de un punto critico de una variedad. La descripcién local estd dada por medio
de las cartas coordenadas. Posteriormente, definimos la signatura de un punto
y probamos que ésta es un invariante bajo cambio de coordenadas. Esta signa-
tura distinguird entre los puntos criticos que son maximos, minimos o de tipo
silla. Después se prueba la existencia de las funciones de Morse, la idea de la
demostracién se basa en que cerca de una funcién suave (en el espacio de los
2-jet), siempre puede encontrarse una funcién de Morse.

En este mismo capitulo, presentamos un campo vectorial de tipo gradiente y
demostramos su existencia en cualquier variedad. Es posible hacer la descompo-
sicién en asas de una variedad diferenciable M mediante una funcién de Morse
y un campo vectorial tipo gradiente definidos en ella. El nimero de asas que se
requieren y sus respectivos indices, son determinados por la funcién de Morse,
las transformaciones de pegado de las distintas asas estan determinadas por el
campo vectorial gradiente. Con todo ello es posible dar una descripcién simple
de las variedades. Finalizamos el capitulo con algunos ejemplos en los que se da
la descripcién del atlas, una funcién de Morse y su identificacién.

El tercer y ultimo capitulo estd dedicado enteramente a la homologia. Da-
mos una introduccion definiendo en un inicio los complejos celulares. Estos son,



en algunos casos, mas simples para trabajar que los complejos simpliciales ha-
bitualmente usados al definir homologia (simplicial). Definimos la homologia
de un complejo. Al rango de cada q grupo de homologia se le conoce como el
g-numero de Betti. Se sabe que la suma alternada de estos nimeros es la carac-
teristica de Euler. Demostramos una identificacién entre los complejos celulares
y las asas de una variedad; con ello probamos la desigualdad de Morse. Esta
proporciona una cota superior para los niimeros de Betti, dada por la cantidad
de puntos criticos de indice q (misma signatura que el rango de su homologia).
La desigualdad de Morse, da como consecuencia, una cota a la caracteristica de
Euler.
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Capitulo 1

Conceptos basicos.

1.1. Variedades y sus transformaciones.

El concepto de variedad diferenciable es basicamente el de un objeto geométri-
co formado por partes, esto quiere decir que tendremos objetos que son local-
mente parecidos a abiertos simplemente conexos de un espacio euclidiano (el
espacio euclidiano modelo para nosotros serd R™, o sea la recta, el plano, el
espacio, etc...), que iremos identificando de una manera ”suave”, para asi dar la
descripciéon completa de una estructura para dicho objeto.

1.1.1. Variedad diferenciable.

Sea M un espacio topoldgico, daremos a éste la siguiente estructura:

(i) Sea ¢ : W — U C R™ una aplicacién biyectiva continua con inversa
continua (homeomorfismo), donde U es un abierto en R™ y W es un
abierto en M. Al par ordenado (W, ¢) le decimos carta de M.

Figura 1.1: Variedad
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(i)

(iii)

CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS.

Sean (W, ¢), (V, ) cartas tales que W NV # &, entonces ¢orp~! : (W N
V) — o(WNV)yopd™t:p(WNV)— p(WNV) son los cambios de
cartas, y éstos como en la figura 1.1, podemos ver que van de un dominio
en R™ a R™. Decimos que dos cartas son compatibles si la interseccion de
los dominios es vacia 6 sus cambios de cartas son C'*.

Dada una familia A = {(W,,¢s) | @ € I, (W, ¢,) es carta de M}.
Decimos que 2 es un atlas para M si:

e Los elementos de 2 son compatibles.

e Si M= UQGIWQ.

Dados 2, B atlas de M, decimos que son equivalentes si AU*B es un atlas;
es decir, que todo elemento de 2 es compatible con B y viceversa. Se
mostrara después que ésta es una relacién de equivalencia.

Una estructura diferenciable sera un atlas 2l maximo en la relacién antes
definida para un atlas dado. Aqui podemos ver que ya dado un atlas al
unirle todas las cartas que son le compatibles, es decir, el conjunto dado
por B = {(U,¢)|(U,¢) ~ (W,4), tal que (W, 1)) € A} es una estructura
diferenciable para M.

Definicion 1.1. Definimos una variedad diferenciable como el par ordenado
(M,20), donde M es un espacio topoldgico Hausdorff, seqgundo numerable, y 2
es una estructura diferenciable para M.

Observacién 1.

a)

Si toda transformaciéon de una carta en una variedad es homeomorfismo
de M en un abierto de dimensiéon m, decimos que M es de dimensién m
6 que M es una m-variedad.

La relacién en (iv) es de equivalencia. En efecto, es claro que es reflexiva y
simétrica pues AUA = A y AUDB = BUA. Veamos que es transitiva. Sean
A, B v D tres atlas, tales que 2 es equivalente a B y B a ©. Queremos
ver que 2 es equivalente a €, es decir, toda carta de 2 es equivalente
a toda carta de ©. Consideremos dos cartas (W, ¢) € Ay (V,¢) € D.
Hay que demostrar que para todo punto en W NV las composiciones
¢pop~1 yhop~! son diferenciables. Sea p € W NV, entonces hay un carta
(U, ¢) € B que es compatible con ¢ y 1. Notemos que ¢pop =t = (pop~1)o
(potp™Hyrpop™t = (popt)o(pog 1), entonces las composiciones
entre paréntesis son diferenciables por ser compatibles, por lo tanto ¢ o
¥~ y 1 o¢~! son diferenciables por ser composicién de transformaciones
diferenciables, entonces se cumple lo que queriamos demostrar; como el
punto en la interseccién es arbitrario, entonces son compatibles. Asi la
relacion es de equivalencia.



1.1. VARIEDADES Y SUS TRANSFORMACIONES. 11

También podemos hablar de una variedad con frontera, de la misma manera
en que se habla de variedad, sélo que el espacio modelo de una variedad con
frontera de dimensiéon m es H™ = {(z1, ..., %m) € R™ | 2, > 0} y definimos la
frontera de tal variedad como los elementos que con su carta caen en la frontera
de H™. Si la frontera de una variedad es vacia decimos que ésta es simplemente
una variedad en el sentido de la definicién 1.1. Serd poco usado este concepto
por eso es que no se profundizara en él.

Figura 1.2: Variedad con frontera.

1.1.2. Transformaciones entre variedades.

Como en casi todas las ramas de las matematicas se habla de los objetos de
estudio y de una manera de interactuar entre ellos. En el caso de las variedades
diferenciables hablaremos de las transformaciones (o aplicaciones) diferencia-
bles, que ayudaran a establecer relaciones entre las variedades y comprender
qué caracteristicas topoldgicas, diferenciables o analiticas comparten. Con ellas
serd posible clasificarlas y establecer para cada clase el representante mas sen-
cillo posible.

Para definir las aplicaciones diferenciables nos basaremos en la estructura de
la variedad, es decir, dado que las variedades son localmente como espacios eu-
clidianos , podremos tratar estas transformaciones como una aplicaciéon de R™
en R™. Si tomamos un punto en el dominio y su carta, después vemos el punto
imagen y su respectiva carta en el contradominio, hacemos la composicién de las
cartas y la transformacién debidamente, y ésta serd una nueva transformacién
que ird de un espacio euclidiano en otro. Lo anterior facilita el andlisis ya que
ahora las asociamos a funciones de R”™ en R™ conocidas por cédlculo diferencial.

Definicién 1.2. Sean M una m-variedad y N una n-variedad, ambas diferen-
ciables, f : M — N wuna transformacion, p € M. f es una transformacion
k-diferenciable (o €*) en p, si para toda carta (U,¢) de p y carta (V,v) de
f(p) en N, la transformacion =L o fo ¢ : p(U) C R™ — (V) C R" es
k-diferenciable en ¢(p) (o €*) (ver figura 1.3

Diremos que f es k-diferenciable (6%) en A C M, si f es k-diferenciable (€*)
en todo punto de A.



12 CAPITULO 1. CONCEPTOS BASICOS.

Para asociar estructuras diferenciables de una variedad a otra hablaremos
de los difeomorfismos. Estos nos permitiran establecer cuando las variedades
mantienen un gran parentesco en forma y suavidad (topologia y estructura di-
ferenciable).

Figura 1.3: Transformacion diferenciable

Definicién 1.3. Sea f : M — N una transformacion entre M y N variedades
diferenciables; decimos que es f un difeomorfismo si es biyectiva, diferenciable
y su inversa es diferenciable.

Definiciéon 1.4. Dos variedades son difeomorfas si existe un difeomorfismo
entre ellas, en cuyo caso denotaremos M =~ N.

Consideremos M una variedad diferenciable de dimension m, f: M — R
funcién ' y (U, ¢) carta de M, observemos que ¢ va de U en R™ y es biyectiva,
entonces ¢! va de ¢(U) C R™ en U. Si componemos con f obtenemos la
funcién f o ¢~! : ¢(U) € R™ — R, por lo tanto podemos pensar en las
derivadas parciales de esta funcién; si i € {1,...,m} tenemos

df o™t
T(xh ceay l‘m)
1
Ahora bien, si (21, ..., z;) € ¢(U), entonces existe un tnico punto ¢ € U tal que
o(q) = (z1, ..., m). Si sustituimos en la derivada parcial tenemos que

dfoo”!

S (0(a).

Asi, la derivada parcial queda asociada a un punto en la variedad.

1Una funcién es una transformacién que tiene como contradominio un campo (en nuestro
caso R)
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Definicién 1.5. Sea M una m-variedad diferenciable, f : M — R funcion,
p € M y (U, @) carta de p en M, entonces definimos la i-ésima derivada parcial
de f en p, dada por ¢ como

of
I

)= 222 (ot0)

para toda i € {1,...,m}.

Para la teoria de Morse los puntos que proporcionan mas informacién son
aquellos donde las derivadas parciales son cero, a éstos se les conoce como pun-
tos criticos. Estos puntos nos servirdn para identificar el tipo topoldgico de la
variedad.

Definicién 1.6. Sea M una m-variedad diferenciable, p € M y f : M — R
diferenciable en p. Decimos que p es punto critico de f en (U, @) si %(p) =0
para todo i € {1,2,--- ,m}. Al valor que toma f en p, f(p) = c € R, se le llama

valor critico.

Es importante observar que esta definicién en variedades es invariante bajo
cambios de cartas.

Proposicién 1.7. Sean f: M — R una funcion, p € M un punto critico de
fen (W, qb) Para cualquier (V,1) tal que p € V' tenemos que ﬁ( ) = 0 para
toda i € {1,...,n}.

Demostracion. Consideremos la derivada parcial para la carta (V, 1), para ello,
antes observemos que foy ™! = fop logoy ™!, luego por la regla de la cadena,

DLV (i) = 21202 000 i)
leaf S o o) P ). )

Recordando que p es punto critico de (U, ¢) tenemos

Z WW(I))) . a‘%'a%w(p)) = ZO~ %%(WP)) =0.

Por consiguiente p es punto critico de f en la carta (V). O

De esta manera, ser punto critico estd bien definido en una funcién de una
variedad diferenciable.

Recordando la teoria de puntos criticos en funciones de R™ en R, el Hessiano
identifica si éstos son degenerados o no degenerados. En el caso de funciones de
variedades también usamos la matriz Hessiana para clasificar los puntos criticos,
a continuacion definiremos la matriz Hessiana usando una carta.
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Definicién 1.8. Sean f: M — R wuna funcion, p € M punto critico de f, y
(W, @) una carta de p en M. Definimos la matriz Hessiana (o el Hessiano) de
f como:

82 f &%f

ga0a D) aaba (P)
H}(p) := : ' :
8% f 9% f

8¢1 8d)m (p) e 8¢7n8¢m (p)

Si el determinante del Hessiano en p es cero decimos que p es un punto critico
degenerado, en caso contrario el punto critico es no degenerado.

Proposicion 1.9. La propiedad de ser punto critico no degenerado es invariante
bajo cambios de cartas. Ademds, HY = (J:f(p))T : H?(p) : Ji(p), donde J:f(p)
es la matriz derivada del cambio de cartas (po1p~™1) : R™ — R™ en el punto

Y(p).

Demostracion. Sila dimension de M es m, las transformaciones ¢ y 1) se escri-
ben como ¢ = (¢1, -+ ,dm) y ¥ = (Y1, ,¥p,). Consideremos los indices i y
k, de la ecuacién (1.1) la derivada parcial respecto al cambio de cartas es

gzi“ (fgf =y A _) o) - 222V (4 ),

Jj=1

La definicién de la segunda derivada parcial es

o2 f CR(foyY) 0 (o(fou )
i ® = gm0 = 5o (g2 won. a

Sustituimos (1.2) en (1.3)

D*f 9 [(O(foy!)
O 0; br= dxy, ( Ox; ) W)

o | oM oy 292w )

Jj=1

Como la derivada parcial respecto a xj. es lineal, entonces

;’(z °‘“ ))8%1:”)(1/,@)))

=3 (%5 ‘f Do 2O ). s

Bazi
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Con la regla del producto de la derivada parcial, tenemos que

o (222 o 222 D i) ) = o2 (AL 2 D ) ) 22y

+ A2 (o) o) o))

(1.6)

Notemos que (fop lop) = (fop togpor~tor)), aplicando esto a la derivada
de (f o ¢~ 1), tenemos que

Of o~ ! _O(fogplogoyh)
Tj(ﬂ?)) =

oe; (@(p))

A ésta le aplicamos la derivada parcial respecto a xj y usamos regla de la cadena

g (M) = o (A2 D

= Z%(w»%w(m (1.7)
=1 J [

Sustituimos (1.7) en (1.6) y tenemos que

i (6(.]00(;57 )(¢(p))8(¢1 077177 )

e ) ) ) - (Z T o AP ><w<p>>>
2020 )y + A0 2 00 50D i)
(1.8)
Por tltimo sustituimos (1.8) en la suma (1.5), después en (1.4), entonces
G 5) = > <§j et o A )wco))) 828 ()
+ 30 A2 o)) - D (i)

-1
Si p es un punto critico, entonces %
J

(¢(p)) = 0, para toda j, entonces la
suma se reduce a

B m m 62(f o¢—l) a(¢l 0¢_1) 8(¢J Ow_l)
sonw ) = 2 (Z e () w(p))) S W)
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Por otro lado, observemos qué pasa cuando multiplicamos el i-ésimo renglén de
la matriz Ji’(p) por la j-ésima columna de H;f:

L )

|:a(¢lowl)( ) a(¢mo¢7l)( ) ! .1
oz, b), ) oz, p » :71
o (p)

N~ Okop™h) o P(foot)
o Z 8.(81 (p) ' a:tjaitk p)

k=1

Asi, todo el i-ésimo renglon de la multiplicacién de estas dos matrices se expresa
de la forma

[Z Qoo ) ). OF .. 3o Aot O <p>]

k=1 k=1

Entonces, multiplicar ese i-ésimo renglén por la j-ésima columna de J;ﬁ (p) es

O(p10 -1
(Qquf)(p)

m  9(prorp* 82(fopp~* m 0 ot 82 (fogp~*
[, 2o () - D (), Y, At ) B )] |
a(¢'rLO¢7l) (p)

Ox
- (Z TUC ) (45 ‘W(wp))) V) ()

=1 \k=1 0z,
o
01, 0v;

De este modo ambos coeficientes en las matrices son el mismo, y tenemos que
el determinante abre multiplicaciones, entonces det(H}/}(p)) = det(J;Z ()T -

()

det(HJ?(p)) : det(Jff (p)). Por consiguiente, ser punto critico no-degenerado es
invariante bajo cambio de cartas. O

Asi tenemos una relacién del Hessiano en un punto, con distintas cartas.
Por lo que, denotaremos al Hessiano como Hy(p), sin importar en qué cartas
estemos trabajando (ya que podemos elegir la carta del punto, donde el Hessiano
sea mas simple).

1.2. Espacio tangente y campos vectoriales.

Daremos una nocién muy importante de la topologia diferencial que es la de
espacio tangente a una variedad. Tratdndose de una variedad de dimensién 2,
es decir, una superficie, por ejemplo; R? o una vecindad contenida en R2. Para
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estos, el espacio tangente a un punto se puede ver geométricamente como un
plano que toca de forma tangente a la variedad en el punto. Para el caso de
dimension m, la nocién geométrica es analoga.

Daremos una definicién algebraica del espacio tangente en un punto, puesto
que nos da un estudio y forma de trabajo conveniente, después definiremos las
curvas en una variedad, y cémo trabajar con ellas para la teoria de Morse.

Empezaremos por decir qué es una derivacion. Esta nocion serd parte de la
construccién de los espacios tangentes.

Definicién 1.10. Sean M wuna variedad diferenciable, denotamos al conjun-
to de funciones infinitamente diferenciales como €M) = {f : M — R |
fes funcion €} y p € M. Definimos una derivacion en p como una funcion
0:C€(M) — R tal que, dadas f,g € €(M) ya € R, v cumple:

1) d(f+g)=0(f)+0d(g)
i ) d(af) =a-o(f)
) o(f - g) =g(p) - 0(f) + f(p) - 9(9)

A las primeras dos se les conoce como condiciones de linealidad y la ultima es
conocida como la propiedad de Leibniz.

Definicién 1.11. (Espacio tangente) Definimos el espacio tangente a M en
pE M como
T,(M) :={0 | 0 es derivacion en p}.

El espacio tangente en un punto es un espacio vectorial de dimension finita,
sobre el campo R con las siguientes operaciones:

= (04 9)(f):=0(f)+0'(f)
= (a-0)(f):=a-0(f) conacR.

De modo que este espacio tiene una base. Para darla explicitamente haremos
las siguientes construcciones.

Sean M una variedad diferenciable y p € M, tomamos una carta (U, ¢), y
f € €(M). Recordando cémo esté definida una derivada parcial de la funcién
podemos definir la siguiente transformacion

0 _of
961, V) = 30

Es claro que de esta manera la derivada parcial de una funcién en un punto es
una derivacién, por lo tanto pertenece al espacio tangente a M en p.

(p)-

También definimos las funciones componentes de la carta con i = 1,...,m,
oi(p) = m; o ¢(p), donde 7; : R™ — R dada por m;(x1, ..., Ty) = ;.

A continuacion daremos dos lemas auxiliares.
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Lema 1.11.1. (Ezistencia de funciones tope) Sean U C M abierto, y K C U
compacto en M. Entonces, existe 8 : M — R funcion €°°, V abierto y L
compacto tales que:

1. 0< B(p) <1, para todap € M.
2. B(p)=1,VpeV, KCV.
3. B(p) =0, Vp€int(M\ L), dondeVC LCU

A B se le conoce como funcion tope o pastel, la figura 1.4 da una idea de lo que
es una funcion pastel.

Figura 1.4: Funcién pastel o tope.

La demostracién del lema 1.11.1 puede ser encontrada en [5].
Lema 1.11.2. Sean 0 € T,,(M), f,g € €(M) y (U, ¢) carta de p en M:
1. Si f =g en U, entonces O(f) = 9(g).

2. Si f es constante en U, entonces O(f) = 0.

Demostracion. Para probar 1., tomamos la funciéon F = f — g, asi F(q) =
f(@)—9(qg) =0en U,

Para poder aplicar una derivacién de 7, M necesitamos una funcién que nos
ayude a valuar F' en los puntos de U y en M \ U. Por lo tanto, usaremos el lema
1.11.1 para encontrar tal funcién. Como p es un punto interior de ¢(U), ¢ es
un difeomorfismo y la cerradura de una vecindad es compacta en R™, tenemos
que K es compacto y K C U. Por el lema 1.11.1 existe § : M — R funcién
tope; asi B(p) = 0 para toda ¢ € int(M \ U). Lo que estd sucediendo en esta
construccién puede ser visto en la figura 1.5, donde las partes sombreadas son
las que va a caer al cero con F' y 8 respectivamente.
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Figura 1.5

Ahora podemos aplicar una derivacién del espacio T, M a (F'-f3), recordando
la propiedad de Leibniz

O(F - B) = B(p)O(F) + F(p)a(B),

como F(q) = 0 para todo ¢ € U y B(q) = 0 en el complemento de U, se sigue
que (F'- B)(q) = 0 para todo g € M, entonces

)
I
2
NS/
I
2
e
=
I

B(q)O(F) +0 = B(q)0(F).

Pero B(p) # 0 en U, por lo que 9(F) = 0. Entonces, 9(f —g) = 0 y asi
A(f) = 9(g), lo que concluye la prueba del primer inciso.

Para la prueba de 2), observemos que la funcién constante uno en U, es decir,
1:€(U) — R, tal que 1(f) = 1, puede ser extendida a la funcién constante uno
en todo €(M). Por el lema 1.11.1, aplicando de nuevo la propiedad de Leibniz
de v una derivacion, al producto 1 -1 tenemos

8(1) =d(1-1) =1-9(1) +1-9(1) = (1) + d(1).

Por lo tanto, restando uno de los lados d(1) = 0. Si ¢ € R, entonces la valuacién
d(c) =c¢-9(1) =c¢-0=0, lo que demuestra el segundo inciso. O

Lema 1.11.3. Si F : R™ — R una funcion diferenciable y 0 € R™, entonces
existen F; : R™ — R con i = 1,...,m, tales que F = f(0) + >, z; - F;.

Demostracion. Sea « : [0,1] — R™ dada por «(t) = (tz1, ..., tz,,), entonces a
la transformacién (Foa)(t) = F(txy, ..., txy ) le calculamos la derivada respecto
1

a t. Para cada punto (z1,...,2,,), con la regla de la cadena tenemos
oF " OF O(tx;)
Ttz tEy,) = try, - tay,) -
g o stom) =30 G (e tam) -
m
OF
= try, - ,t X 1.9
; (‘91‘1( xla I xm) 1:1 ( )
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Integrando la igualdad anterior, por el teorema fundamental del célculo se tiene
que

LoF

o —(txy, - ytey)dt = F(1-x1,...,1-2) — F(0,...,0)
0

(1.10)
= F(z1,...,xm) — F(0,...,0)

Sustituimos (1.10) en (1.9) con la integral respectiva y aplicamos la linealidad
de la integral

F(xl,...,g:m) = A Z%(tl‘l’ ’txm)a:zdt
L (1.11)
Lor
22/ —(tay, - try) - xdt
= Jo Owi

Ya que x; y t son variables independientes para toda ¢, entonces podemos sacar
x; de la integral

Z 5‘F co X)) xpdt = le

Definimos F;(z1,- -+ ,&m) = 01 gF (txy, -+ ,txm,)dt, entonces de (1.11) y (1.12)

tenemos F(z1, -+ , ) —F(0,...,0) = > 2 Fy(z1, -+, @),y asl F(@1, ..., T
F(O,...,O)—‘rzzzl l‘iFi(.’L‘l,-" ,Cll‘m). O

o ta)dt. (1.12)

Ahora con todo esto, podemos dar explicitamente una base para el espacio
tangente.

Teorema 1.12. FEl conjunto W = { a‘;
“lp
hecho si 0 € T,(M), entonces

1=1, ...,m} es base de T,(M), de

m

EDIACH a@

=1

p

Demostracion. Sea (U, ¢) carta de p en M y f € €(M). Consideremos la fun-
ciébn FF = fo qb’l, aplicamos a F' el lema 1.11.3, pero con ¢~ 1(0,...,0) = p,

entonces (fo ¢ 1) (21, .., @m) = f(p) + 2oiey $i(q)Fi(¢~ (21, ..., zm)) para todo
(T1, ey Tpy) € qﬁ(U) Si fi = (F; 0 ¢~ 1), tenemos que f se ve localmente como

(p) + Z¢i - Ji-
i=1

Consideremos una derivacién d del espacio T, M, como estas dos funciones son
iguales en el abierto U, al aplicar la derivacién la igualdad se conserva. Por el
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lema 1.11.2, como f(p) es constante, entonces 9(f(p)) = 0. Por la linealidad y
la propiedad de Leibniz de v tenemos que

af) = <f<p> £y @-fi)
— 0(f(p)) +0 (Z qsifi)
i=1

=0+ Za(¢ifi)
i—1

Fi(p)0(¢i) + ¢i(p)O(f3)-

~p”13

<
Il
—

Sin pérdida de generahdad #(p) = 0 € R™. Observando en la construccién del
teorema 2.3 que F;(p) = (p)7 entonces

01 = L6 5. )

i=
Lo que nos dice que el conjunto W genera a T),(M).

Ahora demostraremos que W es un conjunto linealmente independiente. Sean
ai,...,am € R tales que

Consideremos un subindice j € {1,...,m}, y recordemos que la suma es una
transformacién del espacio de funciones en R, asi que podemos aplicar la suma
a la transformacién ¢; de modo que

m a
0=a -~
;a 9¢; p

La funcién ¢; o ¢=! : R™ — R es en realidad la proyeccién a la entrada j
del vector (z1, ..., Z,,). Por lo tanto, la i-ésima derivada parcial es cero excepto
cuando ¢ = j, y la j-ésima derivada parcial de la proyeccién a la entrada j es
uno, por lo que

m m 71)

0= oS 220 Z 6)).

0= e ()

Como lo anterior es vélido para j arbitrario, entonces a; = ag = ... = a,, = 0.
Asi el conjunto W es una base para T, M. O

Recordaremos un teorema que se usa regularmente para la extensién de
transformaciones lineales, éste lo usaremos para demostrar un corolario del teo-
rema anterior.
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Lema 1.12.1. Sean V y W espacios vectoriales de dimension finita, los con-
Juntos A = {v1,..,un} y B = {wy,...,wn} bases de V. y W respectivamente,
y sea T : A — B transformacion, entonces existe T' : V. — W transforma-
cion lineal, tal que T' |a= T. Adn mds, si T es biyectiva, entonces T' es un
isomorfismo.

La demostracién del lema puede ser consultada en [10].
Corolario 1.12.1. El espacio T,M es isomorfo a R™.

Demostracion. Sea e; el vector en R™ que tiene un 1 en su i-ésima entrada
y cero en las demds, entonces el conjunto {ej,...,e,} es base de R™. Por el

teorema 1.12, {é%_ |i=1,...,m} es base de T, M. Definimos para cada 4
“lp

0
T((Q)(bz p)zei.

Entonces, por el lema 1.12.1, existe 7" isomorfismo que extiende a T. Por lo
tanto 7, M es isomorfo a R™. O

En el célculo real y vectorial, a cada transformacién diferenciable en un punto
de su dominio se le asocia una transformacion lineal, es decir, la diferencial. En
el estudio de las variedades diferenciables encontraremos una transformacion
andloga, esto es, una transformacion lineal que va del espacio tangente en un
punto de la variedad diferenciable, al espacio tangente en el punto imagen, esta
nueva transformacion es conocida como la diferencial.

Definicién 1.13. Sea f : M — R diferenciable, p € M. Definimos la diferen-
cial de f en p como dypf(v) := O(f), donde 0 € T, M.

Con la definicién anterior podemos ver que en caso de tener f : M — N
una transformacién diferenciable, con M y N variedades diferenciables, y para
cada cada g € €(N), notamos que (g o f) : M — R. Entonces, a esta com-
posicién le podemos asociar su diferencial. Por lo tanto, la diferencial para una
transformacién entre variedades estd ya contemplada en la definicién anterior.

De este modo, para f, tenemos que d, f(v) € T, N, es decir, el vector J es
mandado al vector d, f(9). El siguiente dibujo nos ayuda a ver la geometria de
la diferencial.
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Figura 1.6: La diferencial

Lo que nos dice es que la diferencial lleva vectores tangentes en vectores
tangentes. La siguiente proposicién dara un entendimiento mejor del comporta-
miento de la derivada haciendo explicita una regla de correspondencia aplicada
a cada elemento en la base del espacio tangente en un punto

Proposicién 1.14. Si f: M — N es una transformacion diferenciable entre
M, una m-variedad, y N, una n-variedad, ambas diferenciables, p € M y (U, ¢)
carta de p en M, (V,¢) carta de f(p) en N. Entonces

d " (¢, o f) d

j=1
para toda © =1, ...,m.

Demostracion. Tenemos que demostrar que estas dos derivaciones tienen la mis-
ma regla de correspondencia. Asi, sea i € {1,....m} y g € €(N), entonces

dpf(c%i p)(g) = %‘p (go f). Por otro lado tenemos que go f = (goyp~Lovpof),
por la regla de la cadena tenemos

0 . _ Ogoyptogofogt)

8¢ip(gow Owof)_ 61’1 (¢(p))

_ N~ Ogov) - O(W;ofoo™")

= ]Z:; Tj(w(f(éf’ Ho)) - T(M@)

_ N~ Ogov) Wi foo™")

= ]; TjW(f((P)))) ) T(MP))-
Notemos que para toda j, ’9(!16073@(¢(f((p)))) es un real, y a%-‘f( : es una

J J P

derivacién, entonces usando la definicién de las derivadas parciales

> A s A D o) = 3 S 1) L D )

=i j=i 9; 9%
_ (N~ 0Wiof), O
_ <Z ) 2 M) (¥

j=1
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Por lo tanto,

Ya que g es arbitrario entonces, estas dos derivaciones son iguales, lo que de-
muestra la proposicién. O

En seguida vamos a definir otro concepto, éste consiste en que a cada punto
en la variedad le asociamos un vector en su espacio tangente; esta idea es co-
nocida como campo vectorial, para definirlo antes definimos el haz vectorial
de una variedad M. El haz estd definido como la unién disjunta entre espacios
vectoriales en los puntos de la variedad, es decir

T™ := | | T,M.
peEM

Definicién 1.15. Dada M una m-variedad y p € M, con (U, ¢) carta de p, un
campo vectorial es un mapeo v : U — T'M tal que

0
O

Donde n;(p) : U — R es una funcién para toda i.

v(p) = Z ni(p)

p

Figura 1.7: Campo vectorial
En caso de que 11, ...,nm sean continuas, decimos que el campo es continuo; si
son k-diferenciables decimos que el campo es k-diferenciable.

Un caso especial de campo vectorial es el campo gradiente, que esta de-
finido por una funciéon f : M — R y las funciones 7;’s son precisamente las
derivadas parciales de f, asi el campo esta dado por

& of D
”f*;aqzam
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Si f es k-diferenciable, entonces el campo vectorial es de (k-1)-diferenciable.

El siguiente concepto usado en la geometria diferencial es el de la derivada
de Lie L, en un punto p, que puede ser pensado como un producto interno,
entre el gradiente de f en p y el vector n = (91(p), ..., Nm (D).

Definicién 1.16. Sean f : M — R, v un campo vectorial como en la definicion
anterior, entonces definimos la derivada de Lie de f en la direccion de v en el
punto p € M como:

of
dpi

La geometria de la derivada de Lie, nos recuerda al producto interior comun
en R™, entonces podemos decir que la derivada de Lie de una funcién f en la
direccién de un campo v en un punto p, nos da informacién de la proyeccion del
vector gradiente de la funcién f en el punto p sobre el vector en p que el campo
vectorial v le asigna. De modo que si la derivada de Lie es positiva entonces,
f avanza en direccién del campo. Esta nocién sera de utilidad en las siguiente
seccidn.

Luf(p) == (v-f)(p) = Y _ vi(p)

i=1

(p)-

Para terminar con la seccién hablaremos de un concepto importante para
trabajar con campos vectoriales, se trata de las curvas integrales. La idea es
que si tenemos un campo vectorial en una variedad, una curva integral es una
transformacion de R en la variedad cuya derivada en cada punto, que serd un
vector tangente a la curva, deberd ser igual a un vector del campo vectorial
definido. Pensando en esto damos la siguiente definicién, para mas sobre esta
definicién véase [4].

Definicién 1.17. Sea a : R — M transformacion diferenciable, to € R y
a(ty) = po € M. Sea v campo vectorial en (U, ) carta de po en M. Decimos
que o es curva integral de v en py Si

da d(¢ o« " 9 o« 0
7 0= " =2 T | =)

para toda t € (tg — €,tp +¢€), con e > 0.

Recordemos por el corolario 1.12.1, que el espacio tangente en un punto
a una variedad de dimensién m es isomorfo a R™, entonces en la definicién
anterior a la derivada direccional se le puede dar la siguiente asociacion, tomando
i €{l,...,m} y la transformacién del corolario 1.12.1

0
T(a(ﬁ?p):ez

Usando la linealidad de H, tenemos que

I(¢ioa) 9\ _0(¢ica)
T (dt(to)&ﬁ) = T(to) "€
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De manera que a la derivada direccional la podemos ver como el vector

SR e0) ) O _ (Aorea),) | Aomoa,))

dt ( O)a(bi = dt (t0)7 ceey dt

=1

Esto nos ayudaré en algunas de las ideas que se presentan en el siguiente capitu-
lo.

Al punto a(tg) se le conoce como la condicién inicial de a.

Con esto terminamos el primer capitulo; en él hemos definido los conceptos
bésicos para trabajar la teoria de Morse, como base para la identificacion de
variedades diferenciables compactas.



Capitulo 2

Teoria de Morse.

2.1. Funciones de Morse.

En esta seccién trabajaremos con las funciones de Morse, que muestran al-
gunas propiedades topologicas de las variedades diferenciables en los puntos
criticos. Demostraremos primero el lema de Morse, que permite expresar ca-
da funcién de Morse en una forma estédndar, con un cambio de coordenadas
conveniente, dicha forma estandar es una suma donde intervienen las funciones
coordenadas de una carta.

Definicién 2.1. Sea M una m-variedad diferenciable, f : M — R una funcion
2-diferenciable. Decimos que f es de Morse si todos los puntos criticos de f son
no degenerados.

Antes de continuar veamos un lema y una proposicién que seran de utilidad
para la demostracion del lema de Morse.

Lema 2.1.1. Sea A una matriz de m renglones por m columnas, simétrica,
entonces existe P matriz cuadrada invertible, tal que D = P~1- A - P, con D
matriz diagonal (i.e. todas sus entradas son cero, excepto tal vez en la diagonal).
Atn mds la matriz P es ortogonal, es decir, P~1 = Pt.

Para una prueba de este resultado véase [10]. Este lema serd usado en la
prueba de la siguiente proposicion.

Observacion 2.

= Notemos el caso en que el determinante de A es no cero. Como P es
invertible, su determinante es no cero. Ya que D es diagonal su determi-
nante es la multiplicaciéon de sus elementos en la diagonal. Por otro lado
detD = detP? - detA - detP # 0 y es matriz diagonal; asi, todos los valores
en la diagonal de D son no cero.

27
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Proposicién 2.2. Sean M una m-variedad diferenciable, f : M — R una
funcion €% (M) y (U, ¢) una carta de M. Entonces existe (V,1)) tal que la matriz
Hessiana de f es una matriz diagonal.

Demostracion. Definimos F' = (f o 1) : $(U) — R, notemos que para toda
p € U, tenemos

_
0009,

paratodai,j € {1,...,m}. Notemos que f es €2, entonces F es € y las segundas
derivadas parciales cruzadas de F' son iguales, se sigue que la matriz Hessiana
es simétrica. Con esto y por el lema 2.1.1, existe P matriz tal que; P! = P! y
Pt Hp(v)- P = D, para toda v € ¢(U), con D matriz diagonal.

0*F O (fooh)

(¢(p))

(),

Definimos h : R™ — R™, como h(z1, + ,@m) = P+ (z1, -+ ,Zm)t, que es una
transformacion lineal, asi que es €°° y su diferencial es d,h = P para cualquier
v € R™. Notemos que h es biyectiva, pues h=! = P!(zy,...,x,,)!. Por lo que, h
puede ser pensado como un cambio de cartas en ¢(U).

De la composiciéon h = idgm o h tenemos que Jﬁd(v) = d,h para cualquier
v € R™. La proposiciéon 1.9 aplicada a F': R™ — R™ nos da que

Hp = (5 (0)T Hi (v) 3 (v)

= dyhHp(v)dyh
=P'-H; P
=D

Con D matriz diagonal, y los coeficientes de la diagonal son justo las segundas
derivadas parciales de (F o h). Definimos ¢ = (h"! o ¢) : M — R™. Ahora ¢
difeomorfismo y h es una transformacion lineal y por lo tanto un difeomorfismo,
de esto tenemos que v es difeomorfismo, asi que definimos U = V. De manera
que si p € V, con la definicién de v tenemos

Rf . P(foy)
i 0; (p) = om0, ((p))
_(fol¢loh)
= owos, V@) (2.1)

Recordamos la definicién de F' = (f o ¢~ 1), la sustituimos en 2.1, entonces

0f . P(Foh)

para toda i,j € {1,...,m}. Por lo tanto, la matriz Hessiana de f es diagonal en
la carta (V,1). O

Estamos preparados para el dar el lema de Morse.
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Teorema 2.3. [Lema de Morse] Sean f : M — R una funcidn 2-diferenciable
y M una m-variedad diferenciable. Sea pg € M punto critico de f, no degene-
rado, y (U,v) una carta de py en M. Entonces existe un abierto V.C U, con
po € V y una transformacion ¢ : V. — R™, tal que

A m
(foe ™ )@r1)- om®) = =D (2i@)* + D (pi(p)*+C,
=1 i=k+1

para todo p € V', donde f(py) = C.

Demostracion. Supongamos sin pérdida de generalidad que ¥ (pg) = (0, ...,0) en
R™, ya que si ¥(po) # (0,...,0) entonces aplicamos la transformacién ¢’'(p) =
¥(p) — ¥ (po). Por otra parte, por la proposicién 1.7 tenemos %(po) =0, para
toda i, de manera que suponer que ¢(pg) va al origen no afecta en To que haremos
para la demostracion.

Sea g(p) = f(p) — C, se sigue que g(po) = 0. Consideremos a la funcion definida
por F = (got~1) : R™ — R, observemos que si la evaluamos en 0 cumple
F0) = (gov™1(0,...,0) = g(pp) = 0; como F es composicién de funciones

2-diferenciables, entonces es una funcion 2-diferenciable. Notemos que ;—j =
K

8%)@'( f—-0)= g—dj; de manera que las parciales de F' quedan
OF dgov™)
0,---,0) = ———=(0,...,0
axl( 9 ) ) axl ( 9 9 )

992V ()

Ox i
dg

~ O,

= 9 )

= 0. (2.2)

(Po)

Después de esta observacién, haremos la demostracién por incisos.

(i) Aqui afirmamos por el lema 1.11.3 que existen funciones F; : R™ — R, i €
{1,---,m} tales que

m

F(xy,--- ,mm):inFi(xl,--~ s Tom) - (2.3)

i=1
Si evaluamos en el origen a F; por la definicién en el lema 1.11.3, tenemos que

1 1
oF
(0, 0= [ 3 l(O,---70)dt:/ 0dt = 0, (2.4)
0o 0% 0

para toda i € {1,--- ,m}.
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(ii) Haremos lo mismo para cada Fj, es decir, existen G;; : R™ — R tal que
m . . .,
F,=> =1 %j Gij. En este caso es de importancia hacer la construccién ya que
serd usada en argumentos posteriores.

Aplicando lo mismo que a F' en el lema, pero con F;, se tiene que, por la
linealidad de la integral

1
OF;
Fi(xq,...,zp) = try, -, Ty)dt
(21 ) T (tzy )
1 m 8F
:/ ij (ta;l, oo txy,) | dt
0 O0x;
j=
[t oF
=3 | @i (tan, .t )dt. (2.5)
=1 0 61']

Luego, como las variables x; y t son independientes, entonces

m 1 5FZ m
El ; xja—xj(txl, b)) d E ; 8337 (txy, ..., txy,)dt. (2.6)
j= - =1

Recordando la definicién de F; y que la variable ¢ y las variables z; son inde-
pendientes, para toda j, entonces puede entrar la parcial respecto a x; en la
integral

m 1 m
OF; oF
(e, ta)d try, - trm)dt ) dt
D ) Gy ettt =3 oty ([ Gt anoie)

g / / 31'] (@xz (twy, - vtxm)dt) dt

(2.7)
Por otro lado, de la regla de la cadena tenemos
0 (O0F 0*F ot - xy)
— | = m =—t 5 5 Tn'ij
oz <5)xz( Tyt )dt> &Uj(“)xz( o twm) oz
0*F
= 910 (txla atxm) -t (2 8)
i [

Sustituimos (2.8) en (2.7) entonces

Zx]/ 8 txl,.. tTm, dtdS—Zx]/ / £ &r (txy,--- ,txy) -t dt ds.
7 %

Definimos G;;(x1, - - - fo 01 o 00 Bm (tx1,--- ,txy) -t dt ds. Con la ecua-

cién anterior y (2.5) tenemos F;, = EJ: x;G;, terminando el inciso ii).



2.1. FUNCIONES DE MORSE. 31

Notemos que %(O7 e ,O) es una constante no cero, entonces si evaluamos
a G5 en el origen tenemos
0*F
Gij( -,0)-tdtd
i / / 8% 83:Z ) 5
tdtd
3% 8:1:7 / / s
82
0,-- (1/2). 2.9
= G 000 (1/2) (2:9)

Como F es 2-diferenciable, con k& mayor a dos, las segundas parciales cruzadas
son iguales, es decir, G;; = Gj; para toda i, j. Observemos que las funciones G;;
son los coeficientes del Hessiano de F.

(iii) Definiremos H;; : R™ — R, y demostraremos que que F = > " 2?H,;,
ademds podremos suponer sin pérdida de generalidad que H;; = 0, con ¢ distinto
de j.

Juntando el inciso i) y ii), tenemos F =Y 1" a; > - | 2;G;;, definimos la fun-

j=1%iGig;
Gij+Gji
2

cién como H;; = , con esto F' se expresa como F = ZKJ. rixi Hyj.

Si evaluamos en el origen, por la ecuacién (2.9)
Hij(0,---,0) = 1/2(Gyj + G3i)(0, -+ -, 0)
= 1/2(2G)(0,---,0)

=1/2 (8532;;1(0 ~.,0)>. (2.10)

Por los incisos 1) y ii) tenemos que F =Y I . <; Ti iT;H;;. Ademas por la proposi-
cién 2.2, sin pérdida de generalidad podemos suponer a F' de tal manera que su
matriz Hessiana sea diagonal en el origen; aiin mas, ya que su determinante es
no cero en pg y por la observacion 2 los coeficientes de la diagonal son no cero,
entonces F' = Y"" | 22 H;;.

(iv) Definiremos el dltimo cambio de coordenadas T : R™ — R™ dada por
T = (Ty,....,Tn), tal que F = —Zf‘ (T2 4200 1 (Th)2

Sea Tj(w1,  ,&m) = xi\/| Hy(w1, -+ ,&m) | € R, para toda i € {1,...,m},
entonces (1;)? = 22 | Hy; |.

Recordando la definicién de H;; y por la ecuacién (2.10), tenemos
0’°F
H;;(0,...,0) = 1/2W(0’ ., 0) £ 0.

Como las segundas derivadas parciales de F' son continuas y H;; depende de
ellas, entonces H;; es continua para toda i. Ademds, al evaluar en el origen nos
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da valor no cero, entonces existe una vecindad del origen de radio ¢; tal que
H;; toma valores distintos de cero en la vecindad; asi podemos afirmar que H;
toma valores positivos o negativos. Por lo tanto (T;)? = x?(+H;;) despejando,
tenemos +(73)% = 27 Hy;.

Sustituyendo esto en F = Y""  x?H;; tenemos

Definimos la transformacién T' : V5(0,...,0) — R como T = (T1,...,T,,) con
0 =min{d; |i€{1,...,m}}. Ya que T; es continua para toda ¢, entonces T es
continua y F' = Y| +(T;)?. Podemos suponer sin pérdida de generalidad que
los primeros A indices son negativos, entonces

A m
Fe-SmpPe Y @) (211)
i=1 i=A+1

Para ver que T es biyectiva notemos que T; = x;+/|H;;|, podemos dividir la raiz
ya que la funcién Hj; es no cero en la vecindad, entonces 2; = —~—. Definimos

T'il(xlv"'vxm) = =

v VIH|

Sea T~ : T(V5(0,...,0)) — V5(0,...,0) dada por T~' = (T7 %, ..., T;;1), si
v = (x1, ..., T;m). Tenemos, por definicién que para toda 4

T (T () = T, (T3 (0), oo T (0)

?

= T4,

es la proyeccién a la entrada 4. Por lo tanto

T7HT(v)) = (T7 (T (©)), ... T, (T()))
= (1'17...,.7}m)
= Zd]Rm ('U)

De manera analoga

(2.12)
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Asi, T(T7'(v)) = (T7HT W), .., T (T(v))) = (1., 2m) = id(v), por lo
tanto son inversas.

Ya que +/|H;;| es continua y no cero, entonces Ti_1 es continua para toda i, asi
concluimos que T~! es continua. Por lo tanto 7' es un homeomorfismo.

iv) Definiremos el abierto V' y la transformacién ¢ : V. — R™.

Sea 9(p) = (91(p), - om(p)), en donde ; = (T; 0 1)(p) para cada i.

Para definir a V, tenemos V;(0, ...,0) € Dom(F) = Dom(goy~1), asf V;(0, ..., 0)
esta contenido en I'm(¢)). Consideremos V = 1 ~1(V5(0, ..., 0)).

Tenemos que V' es un abierto de py. Si ¢ € V, entonces

Fle M (e(9) — C = gl (#(9)))
1

= F(¢(q)). (2.13)

A m
F($(q) = =D (Ti(())* + > (Ti(¥(a)))?
=1 i=A+1

Recordando que @;(p) = (T; o ¢)) tenemos

A

=D (@) + Y (Ti(@) ==Y ¢il@)’+ D »@)’ (2.14)

i=1 i=A+1 i=1 i=A+1
Sustituimos (2.14) en (2.13) para obtener

A m

Fe™H @) = € = =3 (pi(a)* + Z (¢i9))?

Y por lo tanto tenemos

(foe™(p(g) = - Z(%(q))2 + Z (wi(a)* + C.

O

A la suma local de la funcién se le llama la forma estandar de f respecto
a (V, ) y diremos que la suma anterior es la forma estandar de f en la vecindad
V. A X sele dice la signatura del punto p con f, y la denotaremos por sig(p) = A.
Por la proposiciéon 1.9, podemos concluir que A es un invariante bajo cambio de
cartas.

Los siguientes dos corolarios del Lema de Morse argumentan que los puntos
criticos son aislados y si M es compacto la cantidad de puntos criticos es finita.
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Corolario 2.3.1. Un punto critico no-degenerado es aislado.

Demostracion. Tomamos p un punto critico no-degenerado por el Lema de Mor-
se

A m
foe == I+ > g+C
=1

i=A+1

Si derivamos con respecto la carta (V, ), entonces of — —2¢;,5i0< i< Ay

9p;
8‘% = 2yp;, si A+ 1 <7 < m. Por la construcciéon de la carta sabemos que en la

vecindad V' de p, la evaluacién ¢;(¢) = T; o ¥(q) # 0, con T; definida como en
(#4i) de la demostracién del teorema 2.3, si ¢ # py ¢ € V, entonces las parciales
son no cero, por lo que en esa vecindad no hay otro punto critico mas que p. [

Corolario 2.3.2. Si M es una variedad diferenciable y compacta, entonces la
cantidad de puntos criticos de cualquier funcion de Morse es finita.

Demostracion. Sea f : M — R funciéon de Morse, M variedad diferenciable
compacta. Supongamos que f tiene una cantidad infinita de puntos criticos,
entonces al conjunto de puntos criticos podemos extraerle una sucesion, esta
sucesion esta en un compacto, por lo tanto tiene una subsucesién convergente.
Sea {pn 32, tal subsucesién y p el punto al que converge.

Tomamos una carta (U, ¢) de p. Por definicién de convergencia, existe N € N,
tal que sin > N, entonces p,, € U. Por lo tantosin > N, las derivadas (%:(pn) =
0, para toda 7, pues la sucesion es de puntos criticos de f. Como f es al menos
2-diferenciable, sus parciales son continuas, entonces la sucesién { fﬁ%(pn)}%o:l

converge a %(p), para toda i. Pero %(pn) = 0, entonces %(p) = 0, para toda
i, y asi p es punto critico (no-degenerado pues f es de Morse) lo que contradice el
hecho de que estos puntos son aislados, por lo tanto sélo debe haber un numero

finito de ellos. O

En lo que sigue las variedades importantes seran las variedades compactas,
pues en ellas podemos asegurar que el conjunto de puntos criticos es finito.

El objetivo primordial de esta seccién es demostrar que para cualquier funcién de
clase €2 definida en una variedad diferenciable y compacta es posible encontrar
una funcién de Morse tan cercana a la primera como se desee (ver Teorema 2.7).
Para ello tenemos que definir lo que serd para nosotros la nocién de cercania.

Definicién 2.4. (Funciones (¢2,¢)-cercanas en compactos) Sea M una m-
variedad diferenciable, f, g : M — R, funciones €%, con k un natural mayor
a dos, K C M compacto. Diremos que f es (€2,¢)-cercana a g en K si, para
toda p € K, existe € > 0 tal que:

a )| f(p)—g(p)|<e.

b ) ggi (p) — (%fi(p) < e, para toda i € {1,...,m}.
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2 . .
c) 8¢,8¢,( D) — 325’% (p)| < € para toda i,j € {1,...,m},

con (U, ¢) carta de p en M, y ¢~ (Vo(¢(p)) C U.

En caso de que € sea arbitrario sdlo diremos que son €?-cercanas en K.

Para dar esta definiciéon en toda la variedad supondremos compacidad en
M, entonces haremos la siguiente construccion.

Construccién 1. Presentaremos una manera de dar compactos K; finitos en
M compacta, tales que su union sean justo M.

Sea 24 un atlas de la variedad, entonces M C |J,cq Ua, como M es compacto,
existe una cantidad finita de abiertos Uy, ..., U,, tales que M = UZ:Z. Uy. Sean
@1, ..., On, las transformaciones que hacen que las cartas (Uy, 1), ..., (Un, dn)
estén en 2, de este modo ¢; : Uy —> R™ es un difeomorfismo, para toda i.

Sean i € {1,...,n}, y T € ¢;(U;). Como ¢; es difeomorfismo y U; es abierto,
asi ¢;(U;) es ablerto en R™. Asi, por definicién existe €/ > 0 tal que la vecindad

Ve (@) = {y € R™[[[y — 7| < e} € o(Uh).

Por otro lado, dado r > 0 sea V,.(Z) = {7 € R™| ||y — Z|| < r}. Por lo tanto,
siy € V,.(Z), entonces ||y — Z|| < r. Por lo que, ||y — z|| < r, y asi V,.(z) C V,.(T).

Sea ¢ = €'/2, es claro que ¢ < ¢’. Dado § € m, por definicién tenemos
It —Z|| < e < €, concluimos que V.(Z) C V., (). De lo anterior tenemos que
Ve(@) C Ve(@) C Vo (T) C ¢:i(Us), se sigue que V(T) C ¢;(Ui). Ya que ¢;
es homeomorfismo tenemos que ¢; ' (Vz(Z)) C U;. También V.(Z) es cerrado

en R™, entonces ¢; Y(V.(Z)) es cerrado en M variedad compacta, por lo tanto

¢~ 1(V-(Z) es compacto.

Por construccion Jz. 65 (U2) ¢; (V.(Z)) = U;, sustituyendo vemos que

=kL:Jl U U o

=1 z€U;

Por la compacidad de M, existe una cantidad finita de puntos Ty, ...,Z, € R™
y €1,...,& > 0, tales que ¢;1(Tj) C U;;, donde i; € {1,...,n} y i; depende del
indice j € {1,...,7}, v

O V., (7)) (2.15)

Recordemos que ¢;_ LV, -, (T5)) € qSlJ (Ve (75)) € Uy, entonces UJ 195, LV, -, (T5)) €
Uj=1 qbl] (Vg (a:J)) C Ug—, Ui, aplicéndolo en la ecuacién (2.15), tenemos que

s n

U V., @) < |J o, (V@) < U U (2.16)

j=1 k=1
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Definimos K; = |J{¢; " (V.,(Z;)) | T; € ¢;(U;)}, notemos que es compacto por
que es union finita de compactos. Por lo tanto, tenemos que K; C U; y por
(2.16) concluimos que

M:U&:Um
=1 =1

Terminando la construccién 1.

Es importante recordar esta construccién, pues serd usada para otro resulta-
do més adelante. Ahora la usaremos para extender nuestra definicién de cercania
en toda una variedad diferenciable y compacta.

Definicién 2.5. (Funciones (62, ¢)-cercanas) Sean M una m-variedad diferen-
ciable y compacta. Sea {K; | i = 1,...,n} el conjunto de compactos visto en la
construccion 1y f,g : M — R funciones al menos €2, diremos que son (€2, ¢)-
cercanas en M si, f estd (€2, ¢)-cerca de g en K;, para todai € {1,....,n}. Si e
es arbitraria solo diremos que f es €>-cercana a g.

Antes de dar el teorema de la existencia de funciones de Morse y ver cémo es
usada la @?-cercania, presentaremos unos lemas que nos ayudaran en la cons-
truccion de la funciéon de Morse.

Para el primer lema usaremos el teorema de Sard, que nos dice la medida que
tiene el conjunto de puntos criticos de un transformacién entre variedades dife-
renciables. Para presentar este teorema generalizaremos el concepto de valor y
punto critico de la manera siguiente; sea F : M — N una transformacién ¢
entre variedades diferenciables de misma dimensién, y sean p € M y F(p) € N,
(U,¢) v (V,9) cartas de los puntos p y F(p) respectivamente, p es un punto
critico de F si det(dy ) (1o Fo¢p™')) =0, a F(p) lo llamamos valor critico.

Teorema 2.6. (Teorema de Sard) Sean h : U — R™ con U C M abierto y
M una m-variedad. Entonces, el conjunto de valores criticos de h tiene medida
cero en R™.

Para la demostracién del resultado véase [5]. Una consecuencia importante
de este teorema es que el conjunto de valores regulares (los que no son criticos)
es denso en R™. El siguiente lema serd utilizado para encontrar las funciones de
Morse, construidas en cada abierto de la variedad.

Lema 2.6.1. Sea U C R™ un abierto, F : U — R una funcién al menos €.
Entonces existen aq,ag, ..., an € R tal que la funcion T : U — R definida por

m

T(x1, ., m) = F(x1, ..., Tm) — Zakxk,
k=1

es funcion de Morse. Mds ain, dada € > 0 podemos escoger los valores ay, ..., G,
m
de tal manera que Y, | ax |< €.
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Demostracion. Definimos la funcién

wm):(aF

(xh 8%‘1

(xla

ey Ty )y e

37

oF
" 0L

(T1y ey Tin))-

Sea p = (x1,...,2m). Notemos que la derivada parcial de h respecto a x; es

8h _ ([ 8*F 8*F
B = (Miam1 s ey aIiamm), para toda
es ,
92F
(p)

6I1811

dph = :
3*F
0x10Tm

()

El punto p es punto critico de h si, y

i =1,...,m. Asi, la matriz derivada de h
o’°F
Ox . 0L (p)
: = Hr(p).
o°F
O OT (p )

sélo si det(d,h) = 0, y este determinante

es cero por la igualdad anterior si, y sélo si det(Hp(p)) = 0.

Sea e > 0y V.(0) C R™. Por el teorema de Sard 2.6 el conjunto de valores

regulares de h es denso, entonces existe (ay, ...,

am) € Vz(0)) tal que la imagen

inversa h={(a, ..., am)} no tiene puntos criticos. Definimos la funcién

T(x1, .y Tm) = F(T1, ey X)) — (

k=

Observamos por la linealidad de las parciales que

82
- 6351(91}]

o*T
6351‘(91}]'

(xla ) 7xm)

_ °F
- 6331835]
_F
- Ox;0x;
_F
~ Ox,0x;

(.’tl,

(131,...

(.131,...

(F(ml, ceey xm) — <Z AT
k=1

axm)-

Para toda i, € {1,...,m}, con lo cual Hy(p) = Hp(p), por tanto sus determi-

nantes son iguales.

Veamos que T es de Morse. Si p es un punto critico de 7', entonces sus
parciales son cero y usamos la linealidad de la derivada parcial

oT oF
0= 67:1(10) = 87331
oF

_OF

)

k=1

(p) — Z % (akzi)
k=1 """

)~ -

3

(p) — Zak% (zk) -
k=1 ¢
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Recordemos que B%i () =0sik#iy a%i (zx) =1 si k = i, entonces

oT oF
0= aT:i(p) = 37@(10) — Q.

Entonces %(p) = a;, para toda i, de manera que h, evaluado en p, nos da

80 = (G s )] = 1)

871 0z

El valor h(p) es entonces un valor regular y, en ese caso, p es un punto no critico
de h, por lo que el det(Hr(p)) # 0, si y sélo si det(Hr(p)) # 0. Por lo tanto p
es punto critico no-degenerado de T', entonces 1" es de Morse en U.

Més atin, como (ay, ..., am) € Vz(0)), entonces > /", | ax |< e. O

Observacién 3.

= Notemos que en el lema 2.6.1, la transformacién T tiene el mismo Hessiano
que F.

= En el lema siguiente usaremos la construccion 1; para esto usamos el con-
junto de funciones de las cartas {¢; | ¢ = 1,...,n}. Supondremos que
con estas transformaciones tanto f como g tienen sus matrices Hessianas
diagonales, veremos que esta suposicion extra no afectara el teorema de
existencia.

Lema 2.6.2. Sean K un compacto en M una m-variedad diferenciable,

g : M — R funcién €2 tal que todos sus puntos criticos en K son no-
degenerados, entonces toda funcion €2, que sea €>-cercana a g tiene sus puntos
criticos no-degenerados en K.

Demostracion. Sea f: M — R una funcién de clase €2, que es ¢-cercana a
gen K.

Recordemos que M = |J!, K; por la construccién 1. Tomamos (U;, ¢;) una
carta tal que U; N K # @ tal que las funciones f y ¢ tienen sus matrices
Hessianas diagonales. Ahora, tenemos los siguientes casos:

= Si p no es punto critico de g en U;, entonces %(p) # 0 para alguna
i)j
j €{1,...,m}, por lo tanto Y ;" , ‘6557?%(1))’ > 0.
= Si p es punto critico de g, entonces es no degenerado y | det(Hy(p)) |> 0.

Observando ahora que f estd €>-cerca de g, se tiene que dado € > 0 se
cumplen las desigualdades a), b) y ¢) de la definicién 2.4, para toda p € K. Por
el inciso b) de dicha definicién

[Eea (p)' o (p)H < |t~ i

(p)’ <e, (2.17)
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para toda k € {1,...,m}. Con las segundas parciales tenemos

d%g o*f

829 (92f
®) = 5000,

Hm@‘ - \W@H < ’awi)ka(@-)j

(p)' <e.
(2.18)
k,j€{1, ...,m}}. Primero vea-

1 1 825]
Sea € < mm{ ’ a0 (P)| > 3 ‘aw‘nra@)j (p)‘
mos qué sucede si p no es punto critico de g, entonces de la ecuacién (2.17)
tenemos

dg af 1] 9g
Ha(asnk(p)’ - ‘8(@»“”‘ <es3 ‘a(qs )k“’)"
Abriendo el valor absoluto se tiene
1| 9g dg | or 1] 9g
3o @] = o |~ o @] < 3 e @

Tomamos la parte derecha de la desigualdad y despejamos la derivada parcial
de f
dg ’ 1 ‘ dg ’ ’ of
P)|—5 p)| <
a0 V|~ 28600 V| = |86

Ya que p no es punto critico de g, entonces alguna derivada parcial es no cero.
Sumando todas las parciales de f y g, podemos ver que

<1< E

= | 0(¢i)k

(p)‘ :

<p>| .

\V]

De aqui vemos que entonces alguna derivada parcial de f es no cero. Por lo
que si p no es punto critico de g, entonces p no es punto critico de f. En otras
palabras, f tiene a lo mas como puntos criticos a los puntos criticos de g.

En el caso de p ser punto critico de g, entonces con el inciso b) de la definicién
2.4, recordando por la observacién 3 que supondremos las segundas derivadas
parciales cruzadas cero para f y g, y recordando como definimos ¢, tenemos

H% N P9
9(¢i);0(¢:); 9(¢i);0(¢); 9(¢i);0(4);

para toda j. De igual manera, abriendo el valor absoluto, y despejando la se-
gunda derivada parcial de f tenemos

(p)H (p)H<€<1‘ (p)’7

1 329 32f
0<3 ‘awi)jawi)j (p)‘ : ‘a(@)ka(@)j

Multiplicando todos los indices nos da

“<<§>mﬁ aw? \ ﬁ

Jj=1

<p>‘ .

FIen) ka ¢>J) (p )’ (2.19)
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El Hessiano de f y g es diagonal, entonces tenemos las dos igualdades

m

1|5y )| = ettt 01 1T |y )| = et o)
14 10(60;0(00); ’ N(6:)10(65); r

Con esto y la desigualdad (2.19) tenemos que 0 < (1/2)™ |det(Hy(p)| < |det(H¢(p)]|.

Por lo tanto, el determinante del Hessiano de f es no cero, y entonces el punto

critico p es no degenerado.

Jj=1

Por lo que si p es un punto critico no-degenerado de g, también lo es para f
en U;, para toda i € {1,...,n}, como el conjunto de abiertos {U; | i = 1,...,m}
cubre a M, entonces cubre a K. Como este proceso fue hecho con las funciones
¢, para toda i € {1,...,m}, ya que los puntos criticos de f son a lo mds los de
g y son no degenerados en K. O

Teorema 2.7. Sean M una m-variedad diferenciable y compacta, g : M — R
funcion €2. Entonces, existe f : M — R funcidn de Morse tal que f es €2-
cercana a g.

Si bien este teorema es fundamental en lo que haremos su demostracién es muy
larga y técnica, por lo que se recomienda al lector omitirla en una primera
lectura.

Demostracion. Sabemos que hay compactos y abiertos tales que M C [ JI | K; C
Ui, Ui, ademés K; C U;, para toda i € {1,...,n}. Por la proposicién 2.2 pode-
mos supones que el Hessiano de g respecto a ¢; en los puntos de cada U;, es una
matriz diagonal. Haremos la construccién de la funcién f por induccién sobre i.

El primer paso es fy = g, y el primer compacto Cy = &. Supongamos
construido el mapeo fj_; : M — R tal que todos su puntos criticos son no-

degenerados en Cj_; = Uil:_11 K; y fi—1 es €?-cercana a f;_. Construyamos
fl M — R.

Con la carta (Uj, ¢), y con el lema 2.6.1, si U = ¢;(U}) y F = (fr. 0 ¢; ")
sabemos que existen aq, ..., a,;, € Ry una transformacién que etiquetaremos por

Ti (@1, ooy Tm) = fro1 (0] (T ey Tn)) — <Z aa:) , (2.20)

que es de Morse en U y > |a;| < &, con ¢ arbitraria.

Hay una biyeccion entre U y U; dada por la transformacién ¢;, pues es ho-
meomorfismo. Entonces a cada punto (z1, ...,z,,) € U le corresponde un punto
p € Uy, por tanto ¢;(p) = (21, ..., Zm), v asi podemos decir que 7} tiene domi-
nio en U;. Sean (¢;); las funciones coordenadas de ¢; para toda j € {1,...,m},
entonces =; = (¢;(p)); para toda j. Entonces la ecuacién 2.20 se vuelve

m

T(¢i(p) = filp) = D _ as(0)i(p)-

=1
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Para extender la funcién T; a toda la variedad usamos el lema 1.11.1, con K; y
U;, entonces existe una 3; : M — R funcién ¢*°, V; abierto y L; compacto,
talesque; K; CViCLiCU,L,L0<pB<1lypB=1enK;.

Definimos f; : M — R, si como

Ji-1(p) = Bulp) - <Z ai(¢l)i(p)> en Uy
filp) = =1 (2.21)

fi-1(p) en int(M \ Ly).

Notemos que esta bien definida pues si p € U; () int(M \ L;), entonces G;(p) = 0,
y asi fi(p) = fi—i(p), por lo que esta funcién pega bien en la interseccidn.
Demostraremos que f; cumple que es %2-cercana a f;_; y tiene sus puntos
criticos no-degenerados.

i) Puntos criticos no degenerados en Cj.

De la definicién 2.21, tenemos que en int(M \ L;) la funcién f; = f;_1, entonces
sus puntos criticos son no-degenerados en Cj_1.

También si p € K; C V,, entonces 5;(p) = 1. Por tanto, de la definicién 2.21
tenemos f;(p) = T;(p), por la proposicién 2.6.1, f; tiene todos sus puntos criticos
no-degenerados en K;. Concluimos entonces que los puntos criticos de f; son no-

degenerados en C; = Ui:l K;.
ii) f; es (62,¢/n)-cercana de f;_1 en Cj, con ¢ arbitraria.

Observemos que en el caso en que p € int(M \ L;) (dada la definicién 2.21) f;
es igual a f;_1, asi que no hay nada que demostrar; sin embargo, en el caso de
que p € L; tenemos que:

a) Por demostrar | f(p) — g(p) |< ¢/n.

Vemos que (¢;); = x;, donde (¢;); son las funciones coordenadas de la

carta ¢, éstas son un continuas y tienen dominio L; compacto, entonces
. , /

alcanzan su méximo en algin punto p; € L; para cada (¢;);. Sea my =

3

méax;=1,....m |(¢1):(p})], con la definicién de 2.21 y desigualdad del tridngulo

se tiene

|fi-1(p) — filp)| = ‘fz1(p) — fiei(p) + B(p) (Z ai(@)i(p)) ‘

B(p) > ai(d0)i(p)
i=1

< [B(p)| Z |ai(¢0)i(p)]- (2.22)
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Yaque0 < 8 <1y |(¢)i(p)| < mo (pues mg es el maximo de las funciones
coordenadas), entonces

18(p)] Z lai(¢0)i(p)| =< 1- Z |ax|mo
= my Z || (2.23)

Entonces de (2.22) y (2.23) tenemos que |f;_1(p) — fi(p)| < mo Y ivy lail.
Por lo tanto, si Y-, |a;| < &/(mon), tenemos que |f;_1(p) — fi(p)| < &/n.
Asi el inciso a) quedarfa demostrado.

Por demostrar que g(fd’);i (p) — a(aqul)j (p)| < e/n, para toda j € {1,...,m}.

En este inciso es importante recordar que dada una funcién coordenada
entonces su derivada parcial es

o = {) o 220

Ya que S es una funcién €°°, entonces sus parciales son €°° y van de una
variedad compacta M en R, por lo que cada derivada parcial alcanza su
méximo en algin punto p/ € M para toda i € {1,...,m}.

Sea m1 = Max;=1,...m ‘(%(pi’)’, tomando un indice j € {1,...,m} con

la definicién (2.21) y la linealidad de las derivadas parciales tenemos

dfica ofi | _|0fia, O S ()
8(@)]_(17)—8(@)]_(17)'7 6(@)]-(’7) 3o0; (le(p) B(p);1 z(@)z(p))‘

_|90fina dfia P m
|9(n); ) - o0, Pt ) (B(p);al(qﬁl)l(p)

a m
= |50 (ﬂ (p)zai(@)i(p))

. (2.25)

1=1

Ahora, usando la regla de Leibniz tenemos que

B @ 0B oy o~ 9P
3o, (ﬁ(p);ai(aﬁz)i(p)) = 30 (p);az(@)z(p)+B(p)z;aza(¢l)v(p)-
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Sustituyendo (2.26) en (2.25) y por la desigualdad del tridngulo, entonces

Ofi—1 _ Ofi _ o ()i
a0, ¥ a(qsz)j(p)“ o0, DY o Al Z a); )

i=1 J

< Zam»(p) +[30) S a4 )
< 1100+ B0 Y a5 ).
- (2.27)

Recordamos que |(¢1)i(p)] < mo para toda 4, pues es el maximo de las
funciones coordenadas. También ‘%(p)’ < my para toda j, pues es
el méximo de las parciales de 3. Por otro lado de (2.24) tenemos que

S lai ggi;)‘ ‘ = |a;|, entonces la ecuacién (2.27) queda

m

pI+1B®IY_ |a

i=1

iawi); (p)’ s m ZJ la:|mo + [B(p)] |ay]

(2.28)

Ya que 0 < 8 < 1y [a;] < 352, |ail, entonces |B(p)] |a;| < 3724 |adl,
sustituimos en 2.28 y tenemos

m m m
m1 Y lailmo + B(p)]laj| < mamo Y lail + > lai
=1 1=1 =1

= (mimo +1) > |ail. (2.29)
=1

Por lo tanto de (2.29), (2.28) y (2.27), tenemos que

dfi
()

i) -

(), (p)‘ < (mimo +1) Z |al -

i=1

. m dfi— o]
Si Yoty ail < e/(n(mimg + 1)), entonces ‘a(fél); (p) — a(¢fll)j (p)’ <e/n.

9% fi_1 %)
¢) Por demostrar ‘8(@);{3(@)_7 (p) — (@)kgl(m) (p )‘ < g/n, para toda
k,j€{l,....,m}.

De nuevo, dado que B es €°°, entonces las segundas derivadas parciales
son continuas, y van de M en R. Por ser M una variedad compacta, éstas
alcanzan un méximo en algin punto pfy € M para cada j,k € {1,...,m}.

Definimos mg = méx; pe(1,...,m} (W(P;”) . Sean j,k € {1,...,m},
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por definicién de f; tenemos

‘ 9% fia 0) — 9% fi
A(P1)r0(¢1); A(P1)r0(¢1);

| Bh o E (S o)
| 0(e)k0(n) P A(P1)k0(1); e P | R
(2.30)

<p>‘

Ahora usando la linealidad de la segunda derivada parcial tenemos que

*fia 0? - o
8@00(0; ) Ao, (f -1(0) = P0) 2, “Z(‘“W’)) ‘

D*fia 7 *fia (p) + 02 “
a(e)r0(0); T aekdlen); T a(er0(dn);

0 o m
— ‘a(¢l)k (8(¢>z)j (ﬁ(p);ai(@)i(p)))‘. (2.31)

Por lo tanto, de (2.30) y (2.31), tenemos la ecuacién

82fl71 82fl

0 0
‘3(@%3(&51)3' ®) - (1) r0(¢1); (p)‘ - ‘Wﬂ)k (8(¢z)j (ﬂ(p);ai(@)i(m

Sustituimos la ecuacién (2.26) en (2.32), entonces

0 ) N R 0B N .

=1

(2.33)

Usamos la linealidad de la derivada parcial, entonces

0_( 98 )% o (s
O(d1)k <6(¢l)j (p)~;ai$i+ﬁ(p)~aj> = (o) (a((bl)j (p) ;az 1)

+ o (B(p)ay)

9 B N ua
)k <3(¢l)j ®) ; 2 Z>
+ ajaiﬁ(p)' (2'34)

(1)

) |
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Por otro lado, por la regla del producto tenemos que

0 B 0%
1)k < Zlalxl> A1)k 0( ¢z)g Zal o)

L ()i
)J (») ;ai8(¢l)k (). (2.35)

Haciendo uso de la igualdad (2.24) en (2.35), obtenemos que

8 m m
() ( Z; ) (o) ka (d1); ;az o)
0B
(1),

Sustituimos (2.36) en (2.34), con valor absoluto nos da

8 m
awx ;m@ ))

+

(p) - ar. (2.36)

_ 5275 - @ a ap B
)k () ; i(d)i(p) + ka((bl)]( p) +a Ja((bl) (p)|. (2.37)
Usando la desigualdad del tridngulo tenemos que
i S as(9)i(p) + an =22 () + a2
m(p);al(d)l)Z( PVt g, o(d); )+ J@(@)k(p)
825 m 8[3 35
= [otnaten, V2 000 iy @]+ o5, 0)|
(2.38)

Recordando la definicién de mg, m;1 y mo tenemos que ‘%(p)’ < my,

2 .
‘76(@%(@» (p)’ < ma y |(61);(p)| < mo para toda j, k € {1,...,m}, enton-
ces, aplicado a (2.38) se tiene

82ﬂ m ' aﬁ 6,8 ‘
7 + j

‘ St ) 2 00 * [y @+ ar g @)
< mgy Z la;| mo + miar + mia;

i=1
< m2moz lai| +ma Z las| +ma Z il

i=1 i=1 i=1

= (QOo + 2m1) Z \al| . (239)

=1
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Por lo tanto de (2.39), (2.38), (2.37) en (2.30), tenemos que

‘ Cfis O
A1)k (1) A1)k (1)
Si Yot lai| < e/n(mamg + 2mq), entonces

‘ 9 fia 0) — >fi
O(d1)k0(r1); O(d1)k0();

(p)‘ < (mamo + 2my) Z |ai| .

i=1

w)| <.

De los resultados en a), b) y ¢) podemos ver que si damos € > 0, y definimos €] =
min {e/(nmg),e/n(memy + 1),e/n(moms + 2my)}, elegimos ay, ..., a,, reales ta-
les que

m
Z |a1| < 527
i=1

se concluye que, f; es (¢2,&/n)-cercana a f;_1.

Aun tenemos que fijarnos qué pasa en el caso de que algiin compacto con indice
s, menor a [, tenga interseccién no vacia con L;. En ese caso, tenemos que ver
lo que pasa en el cambio de cartas, es decir, hacer que la resta de las derivadas
parciales y las segundas derivadas parciales de f; y f;_1, respecto a la carta
(Us, ¢s), sean menores que €. Para esto s6lo restaria analizar la situacién de los
dos 1ltimos incisos en la definicién 2.6.2, pues para el primer inciso no usamos
cambios de carta. Asi, hacemos los incisos restantes:

b’) Por demostrar

8(?;5{)]' (p) — B(ZZ)j (p)‘ < ¢g/n, para toda j € {1,...,m}.

Anélogamente al inciso a), tenemos

0fi—1 ofi | 0fier O B m o
‘8<¢S>J—(”)‘a<<z>s>j(p>“ 360, P~ 30w, (flﬂ(p) i z<¢l>l<p>>’
BN " ()
< 9065, (p) ;ai(¢l)i(p) + B(p) - ;aiaws)j (p)‘ .
(2.40)

Ya que los cambios de carta son ¢°°, entonces son continuas y van del
compacto M en R, por lo que alcanzan un maximo en algiin punto qgj e M.

_ 4 ()i
Sea S1 = man’ie{17."’m} {’% }
El cambio de cartas no afecta la existencia del maximo para las parciales
de 3, sea m/ el maximo de la parcial de 8 respecto a la carta ¢, con esto
y la desigualdad (2.40) tenemos

afl,l afl / % -
S ) = ol )] < o Y e 451Dl
’3(%);‘ (¢s); o ; ' ;

m
= (mhmo +51) Y _ lail .

i=1
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Por lo tanto, si pedimos que > .-, |a;| < e/n(mimg + s1), entonces

af af
306; P) ~ 36,5, (p)’ <e/n.

) % fi 2 ;
¢’) Por demostrar ‘3(4)5):3(25).7 (p) — a(¢s?k£’(¢s)j (p)| < €/n, para cualquier

k,jge{l,...m

De manera similar, las segundas derivadas parciales en el cambio de car-

tas son continuas con dominio M compacto, luego W alcan-
zan su maximo en ¢ ik € M para toda 4,5,k € {1,...,m}. Definimos

S2 = MA&X; j ke{1,...,m} (%(qwk)’

Por otro lado, ya que 5 es ‘KOO, entonces las Segundas derivadas parciales
de la funcién son continuas, asi éstas alcanzan su maximo en algin punto

q;',g € M, para toda j, k. Sea mby = max; peq1,....m} ’ W( 1,

41,)|> por

definicion y desigualdad del tridngulo tenemos

| (aiifé o3~ S, )

< ( g ) 2w ) + 5 Y0 S0 )l

- (i :az(@)()) 2 (ﬂ()l ﬁggg)@u)]
< (8(35 :am()) 0 ( _aé((; )

Ahora usamos la regla de producto para la derivada parcial

9 aﬂ “ 82B m
ds)k <5(¢S)j (p);ai(¢l)i(p)> m( )Zai(@)i(p)

8(¢s)k i—1 (¢s)

- 9*(d1)i(p)
Zaz (62)s0(0); (p) (2.43)
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En (2.42) con valor absoluto, por la desigualdad del tridngulo tenemos

826 m 8/8 m (
‘awsmm)-(p) E‘LM@ + 36,7, ) z o |

82ﬂ
|a(¢ Zmzn (6

i=

<

ail

w0,

(2.44)

/

22 2
Tenemos que | 5520 ()| < mb, [(0):(p)] < mo, | 5225 ()| < mh ¥
‘M(p)’ < s1 para toda i, j,k € {1,...,m}, asi

0(ds)k
52ﬂ _ , op 9(1)i(p) ‘
PEn s eu \Zlmzn(asl)z(p)u\a D),
< m4my Z la;| +m}s1 Z |a;] (2.45)
=1 =1

Por lo tanto de (2.45), (2.44) en (2.42), tenemos que
8 8 U , m , m
‘a(¢s)k (Wdf)j ®) ; ai(‘m)i(p)) < mymg ; |ai| +mis1 ; |ai] .

(2.46)
Andlogamente en (2.43) vemos que

‘ Z “o( (;55 )% ¢S)) )| < m/1$1§ |a] +82;|ai|. (2.47)

Por lo tanto, de (2.47) y (2.46), en (2.41) implica que
02 fi— 0?
T - S )| < m2m02|az|+mlslz|az

a(¢s)k8(¢s)J (¢s)k8(¢s)
+ms1 Z la;| + s2 Z |a]
i=1 i=1

m
= (mhmg + 2ms1 + s2) Z la;| .
i=1

De la desigualdad anterior, si pedimos Y ." | |a;| < e/n(mhmo + 2m}s1 + s2),

% fi % f
entonces | e 567y, (P) ~ a5, w0(60; (p)‘ <e/n. Sea

e/ = min {e/(mhmo + 2m) s1 + s2),&/(mymo + s1)},
si >0 |a;| < min{e}, &)}, concluimos que f; es (42 ,&/n)-cercana a f;_1. Ya

que hemos demostrado que para toda | € {1,...,n}, fi es (€2 ,¢/n)-cercana a
fi—1. Ahora definiremos la funcién f y demostraremos que es €2-cercana a g.
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iii) Definicién de la funcién f.

Definimos f = f,,. Como tiene sus puntos criticos no degenerados en el conjunto
C, = U, Ki = M, luego es de Morse. Para demostrar que es cercana a g
observamos lo siguiente.

a ) Por demostrar que | f(p) — g(p) |< e.

Tenemos que f, — fo = fn — fi—1 + fi—1 — fo, si aplicamos esto con
fi,-.., fn tenemos que f,, — fo = Z?:_Ol fi+1— fi. Ahora con la desigualdad
del triangulo tenemos que

n—1
1£(0) = 9(0)| = | £a(p) = fo()| < D_ 1 fir1(p) — £i(p)]
=0

Por el inciso 1) tenemos que |f;11 — fi| < &/n para toda i, entonces

n—1

1F(p) = 9®)] < Y 1 fiva(p) — fi(p)]

=0

< Z_:(s/n) =n(e/n).
=0

b) ‘ggi (p) — %(p)‘ < g, para toda i € {1,...,m}.

De manera andloga al inciso a), tenemos que

n

'a¢i(p)_ 8¢i(p)‘ S; 90, V)~ ad)i(p)’.
Por el inciso ii), tenemos que ‘g(f;’):f)lj (p) — a?éi)j (p)‘ < & para toda i,
Entonces,
of 99 [0 fit of; n! B
’a¢i(p)_ 5‘¢i(p)‘ < ; 96, (p) — a@(p)‘ < gg/n_a

82 82 ..
c) ‘Waf%(p) - m(p)‘ < g/n para toda i,j € {1,...,m}.

. 0% fit1 o 9 fi
Andlogamente a a) y b) vemos ‘8(¢l)ka(¢L)j (p) FICOIRICY (p)| < ¢/n
para toda ¢. Por lo tanto, tenemos

n—1

0% f Py '
0~ G 33

P
09;00;

82 fi+1
0¢;00;

()

(p)' <e

Como ¢ es arbitraria, podemos concluir que f es €2-cercana a g.
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O

Notemos que la cercania es arbitraria, ademas de que la fuerza de este teo-
rema estd en que podriamos dar incluso una funcién constante que claramente
es €2, el resultado nos asegura que hay una funcién de Morse cercana a la
constante.

2.2. Caracterizacion de variedades

En esta secciéon daremos una clasificacion topoldgica de las variedades com-
pactas. Para iniciar usaremos los campos vectoriales, empezando por recordar
al campo gradiente, que es un campo donde los coeficientes en la base son las
parciales de una funcién definida en la variedad.

Sean M una m-variedad diferenciable compacta, y f una funcién de Morse
definida en M, por el corolario 2.3.2 hay una cantidad finita de puntos criticos
de f en M. Sean py, ..., p, los puntos criticos de f, con n natural positivo. Si \;
es la signatura de p;, también denotamos a los valores criticos como f(p;) = ¢;,
entonces el lema de Morse dice que, podemos ver a f en una carta (Uj, ¢;) de
p;j punto critico como
Aj

F==> )7+ > () +c;. (2.48)

i=1 i=A;

Derivamos la funcién y tenemos que

of 0 B & 2 - 2 4 e
Ton ~ Aas | 2T L @it

=1 i=X\j
>\.
_ ~ 9(¢y); - ()7 dc;
23 ; o)k T 0(dn
— £2(9, ). (2.49)

El signo es negativo si 0 < £ < \; y es positivo si A; +1 < k < m. Por lo tanto,
el campo gradiente de f, dentro del abierto U; es

0 i 0
2 )i .
o6 " 2 M),

J

Aj
vf == Z 2(¢5)i
i=1

Pensando en este campo vectorial y aplastando un poco de dimensién en los
ejes coordenados de R™, podemos tener los casos que se muestran en la figura
2.1, dependiendo de la signatura del punto p;.
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i

’

RN

S
ARRE
0< )\j <

Figura 2.1: Casos de un campo vectorial para una sig(p;) = A;

En la figura 2.1, en el caso de la signatura igual a m, se dice que p; es un
punto tipo nodo atractor; en el caso de la signatura igual a 0 se dice que es nodo
repulsor y si la signatura no es ninguno de estos dos le decimos un punto tipo
silla.

Mas adelante se verd que esta manera de ver a la variedad dara informacién
global para identificarla. Daremos primero una definicién de los campos vecto-
riales que alrededor de puntos criticos se pueden ver geométricamente como en
la figura 2.1.

Definicién 2.8. Sea M wuna m-variedad, v un campo vectorial en M y f :
M — R una funcion de Morse. Decimos que v es del tipo gradiente de f, si se
cumple que:

1) (v-f)(p) >0 para todo p que no es punto critico (i.e. la derivada de Lie
es positiva donde no hay puntos criticos).

11 ) Sip es punto critico de f, entonces existe (U, $) carta tal que el campo
localmente se ve como

A 0 & d
v(g) =Y 2¢i(q) 3. " > 201(0) -
i=1 Y= v

Para toda q € U y donde A es la signatura de p.

Ahora el siguiente teorema nos dice que teniendo una funcién de Morse
inmediatamente tenemos un campo del tipo gradiente.

Teorema 2.9. Sea f: M — R de Morse, con M compacta. Existe v un campo
vectorial tipo gradiente para f.

Demostracion. Como M es compacta entonces hay una cantidad finita de puntos
criticos, sean py, ..., pn los puntos criticos, tomamos Uy, ..., U,, abiertos tal que
f se ve localmente como en (2.48).

Sea 2 atlas de M, tomamos la siguente familia de abiertos en la variedad
{UC M| (U¢) €A p; ¢ U, para toda i} | J{Us,...,U,}. Por construccién, la
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famila es cubierta abierta de M, por la compacidad, hay una cantidad finita
de elementos de la familia que la cubren. Pero, por la manera de tomar la
familia, los abiertos U; de los puntos criticos p; necesariamente estdn en la
subcubierta finita. Suponiendo que hay s elementos del otro uniendo tenemos
que si n + s = N, entonces

N
MgUm
i=1
Ahora recordando la construccién 1, podemos crear K7, ..., Ky compactos que
cubran a M y K; C U;, para toda i.

De esta manera, tomamos para cada carta (U;, ¢;), el campo v; definido como

:m af 9
v ;‘9(@% Abi);

De manera que hay N campos vectoriales definidos en Uy, ...,Uy, los abiertos
correspondientes, para juntarlos usaremos el lema 1.11.1 en los N abiertos, es
decir. Para cada abierto U; y compacto K; existe 8; : M — R funcién € y
existen K; C V; C L; C U; donde V; abierto y L; compacto, tales que:

= 5;=0en M\ L,.
= f;=1enV,.

Definimos el campo vectorial

N
v@:ZMWM)

Demostraremos que este campo es del tipo gradiente de f.

Para demostrar I) en la definicién 2.8, consideremos un punto p € M que no
sea punto critico, entonces hay al menos una derivada parcial no cero en p, es
decir, para alguna i € {1,.., N} tenemos que

w-f@0==§i(azihuﬁ>2>0-

Entonces v - f(p) > v; - f(p) > 0, por lo que v - f(p) > 0 y eso concluye el inciso
D).
Para el inciso II), si p = p; es punto critico, entonces en su respectiva carta, por

el Lema de Morse f se ve localmente como (2.48). Sea ¢ € V;, recordando la
definicién del campo gradiente en la seccién 1.2 y por (2.49), tenemos que

j=1

= 0¢i 7 0(9i);
i 9 m 9

i
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Sea V' vecindad de p suficientemente pequena de manera que V' (|V; = @, para
toda [ # 4, entonces h;(q) = 0. Por consiguiente,

i

0 - 0
v(g) = — ) 2(¢i);(a) + ) 2();(q) :
jz:‘: RO AT 06,
En tal caso U = V',
Por lo tanto v es un campo del tipo gradiente de f. O

En otras palabras, este teorema nos dice que en toda variedad compacta hay
un campo vectorial que tiene puntos criticos con comportamiento tipo silla o
nodo.

Para nuestro siguiente resultado hablaremos de la seccién de una variedad, si
f: M — R funciéon de Morse y a,b € R tal que a < b, la seccién es

Migp):={p€ M |a< f(p) <b}.

Si a = b, entonces a esta seccién se le conoce como la curva de nivel a de f.

Podemos empezar a hacer nuestra clasificacién por secciones. Para esto veremos
que si en una secciéon donde no hay puntos criticos de f, entonces no debe haber
ningtn cambio en la forma de la variedad al ir pasando por las curvas de nivel
de f. Antes presentaremos dos teoremas importantes para la demostraciéon del
primer teorema de identificacion.

Teorema 2.10. (Teorema de existencia y unicidad) Sea v campo vectorial en

U C M abierto y pg € U, entonces existe Uy C U, € > 0, tal que para todo

q € Uy existe « : [tg —e,to + €] — Uy curva integral del campo v y a(ty) = ¢,
da

y para toda t € (tg — €,tg +€) tenemos que F(t) = v(a(t)) = v(q). Aidn mds,

la solucion es unica y depende diferenciablemente de la condicion inicial q.

La demostracién de este teorema puede ser vista en [1]. El resultado nos
ayudard a ver que en un campo vectorial existen las curvas integrales. El si-
guiente teorema nos dird como se ven las soluciones de la ecuacion definida por
el campo vectorial bajo un cambio de cartas, cuando no hay punto criticos en
el campo vetorial definido.

Teorema 2.11. (Teorema de rectificacion) Sea v campo vectorial definido en
U abierto de M, tal que v(p) # 0 para todo p € U, entonces existe V. .C U y
YV — (V) CR™ tal que dyip = e = %.

De hecho si v es k-diferenciable, entonces v es k-diferenciable.

Demostracion. Como v es campo vectorial en U, podemos tomar ¢ la funcién
correspondiente al abierto U, sea py € U y v(pg) = (v1,...,vm) € R™, por
hipétesis v(pg) # 0; supongamos sin pérdida de generalidad que vy # 0. Ahora
si p es un punto en la variedad, por el teorema 2.10 existe la solucién con
condicién inicial p. Sea a,(t) dicha solucién, luego a,(to) = p.
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Definimos a T': M x R — M dada por T'(p, t) = a,(t), como las soluciones
dependen diferenciablemente de la condicién inicial y también de la variable t,
cada a es diferenciable, entonces T es diferenciable. Haciendo un céalculo de su
derivada tenemos que

aT

7(t07p) = dt

i (to) = v(p).

Para las demas derivadas parciales de « calculamos la expansién de Taylor de
la funcién (¢ o ) : R — R™, tenemos que

@oa(t) = olaytta) + 3 (5 ) o2 o)

oo

= o)+ (f,) W(to)

i=1
Entonces, la j-ésima derivada parcial de la transformacion T es por definicién

oT _ Oay

9] (1 9 (poay
= 90, <¢(P) +> (z'> (m)(to)> :

i=1

(to)

Por consiguiente, por la linealidad de la derivada parcial tenemos

orT 0 0 [ [t 0 (poa,
%(t@) = 8757:@5(27)) + 90 (Z (z‘) (6t>(t0)> :

i=1

Notemos que % (to) es constante, y que t no depende de la carta. Entonces,

Eoo t X (poarp)

ieq ;= (to) también es constante para la parcial de ¢;, por lo tanto

4(E6) 52)-

1

Asi, %(t,p) = gj(i(p), que por la ecuacién 2.24 tenemos que en realidad es el

vector e;. Con esto la matriz derivada de T es

vi(p) 0 0 .. O
va(p) 1 0 ... O
) 001 .. 0

D(Om)T =|" .(p
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Hemos supuesto que v1(po) # 0, entonces det(D (g p,) 1) # 0 por el teorema de
la funcién inversa hay una vecindad V’ C U donde T es un difeomorfismo (tiene
una inversa diferenciable). Observamos que

D(o,p)T(el) =v(p).

Por lo tanto, el cambio de cartas que buscamos es 1) = T~', con el abierto
V=T"). O

Presentaremos asi el primer teorema de identificacién en caso de que una
funcién no tenga puntos criticos.

Teorema 2.12. Sea M una variedad compacta, f: M — R de Morse, a < b
reales tales que en M,y no hay puntos criticos de f, entonces Mgy es difeo-

morfa a f~1({a}) x [0,1].

Demostracion. Tomamos un campo vectorial v del tipo gradiente de f, sabemos
que este campo no tiene puntos criticos en la seccidn, es decir, v(p) # 0 pues no
hay puntos criticos de f en la seccién, ain més vy - f > 0, sea (U, ¢) carta en
M, y), notamos que la forma de v es

Z“’ a@

Definiremos un nuevo campo vectorial w tal que su derivada de Lie sea 1, lo
que querrd decir que la proyeccién del campo w en el gradiente es constante y
positiva; entonces las soluciones de la ecuacién diferencial definida por el campo
vectorial avanzaran de manera constante sobre las las curvas de nivel de f. Sea
w el campo definido como

Hacemos el cédlculo para la derivada de Lie del campo w
- e
2 961

;”z a@

Si a: R — M,y es solucién de la ecuacién diferencial definida por el campo
w, entonces la derivada de la funcién (f o «) por la regla de la cadena tenemos

d(foa) \ _ d(fod~togoa)
g = 7 (t)

=Y A2 ) (paqey) - L2




56 CAPITULO 2. TEORIA DE MORSE.

Recordando que « es solucion de la ecuacién diferencial definida por el campo
w, entonces L Oa)( t) =w(a(t)) = m(vl(a(t)), ey Um(a(t)), por lo tanto

deo) Z 0 )
- =t (2.50)

Del estudio de curvas en R™ sabemos que si una curva estd contenida en las
curvas de nivel de una funcién, entonces la derivada de Lie vale cero, con esto y
(2.50) concluimos que las soluciones de este campo son transversales a las curvas
de nivel de f. Aun mas, este movimiento es creciente pues la derivada de Lie en
la curva es positiva.

Ahora tomamos un punto pg en la imagen inversa de a € R. Por el teorema
2.11 hay una vecindad V{ donde el campo se ve como el campo que tiene cero
en todas su entradas excepto en la primera. Luego por el teorema 2.10, hay una
vecindad Vo C Vjj y g9 donde existen las curvas integrales del campo vectorial,
sea « solucién con condicién inicial en pg. Si t; = tg + &9 consideramos el punto
a(t1) = p1 € M, ). En el punto p; de nuevo usamos los teoremas 2.10 y 2.11,
que nos proporcionan Vj vecindad de p; y €1, donde existen la soluciones del
campo. Ahora tomamos la solucién S con condicién inicial en p;, notemos que
B(t)) = p1 = a(t1), como B y « son tUnicas, tiene que pasar que son iguales
en donde se intersecan las imagenes de « y 3, es decir, 8 es una extension de
la solucién « con condicién inicial pg. Continuamos inductivamente con esta
construccion de vecindades y extendemos a por todo M, p)-

Tenemos la familia de vecindades A = {V; | i € N}, afirmamos que esta fami-
lia es finita. Para esto, observemos que la imagen de « estd en M|, ;) compacto,
y la imagen de « es cerrada, asi que es compacta. Como A es cubierta abierta
de la imagen de «, hay una cantidad finita de elementos de A que cubren a la
curva. Después a avanza a través de las curvas de nivel de manera constante y
monétona, ya que por la ecuacién (2.50) la derivada es positiva. Como con una
cantidad finita de elementos A la solucién fue cubierta, con esto concluimos que
llegamos a la curva de nivel de b.

Si{VNnU |pe ft({a})} es cubierta de la curva de nivel de f~!({a}),
donde U es abierto de p dado por el teorema 2.10 y V es un abierto de p dado
por el teorema 2.11. Como la curva de nivel f~!({a}) es cerrada en M, entonces
es compacta, luego hay una cantidad finita de abiertos que la cubren.

Por ultimo extendemos cada una de las vecindades hasta llegar a la curva
de nivel de b, con lo que tenemos cubierta toda la secciéon con curvas que son
solucién del campo w. Podemos observar que, todas las curvas tienen que llegar
en un tiempo T pues hicimos que cada curva tenga velocidad constante 1 en
todo punto por la ecuacion 2.50.
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Figura 2.2: Solucién a través de la seccién

Definimos la transformaciéon H : f~'({a}) x [0,1] — Miqp) mediante la
regla de correspondencia

H(p,t) = ay(t - T).

Donde a, es la solucién de la ecuacién inducida por w, con condicién inicial
ap(0) =p, conp € f~'({a}).

Sean p,q € Mgy vy t,s € [0,1], tal que (p,t) # (g,s), supongamos ¢ # p
entonces hay dos casos

= Siestan en la misma curva soluciéon «, tenemos que esta curva es inyectiva,
por lo que necesariamente t # s. Pues si t = s, en ese caso tenemos que
a(s) = a(t), y asi p = ¢q lo que es una contradiccién.

= Si estdn en distintas curvas solucién, entonces H(p,t) # H(q, s).

Ahora si suponemos que s # t tenemos de nuevo dos casos; si p y ¢ estdn
en la misma curva «, ya que ésta es inyectiva implica que «(t) # «a(s), luego
H(p,t) # H(q, s) y si estdn en distintas curvas entonces H(p,t) # H(g, s). Por lo
tanto H es inyectiva. La sobreyectividad se da por la construccién. Por tdltimo,
la diferenciabilidad esté dada por la dependencia de condiciones iniciales en el
teorema 2.10.

La transformacién inversa de H tiene la siguiente asociacién. Sea g punto en
M), tomamos la solucién ay, con condicién inicial p € ft({a}) y ' € R tal
que a,(t') € f71({b}), también que pasa por g, es decir, existe ¢ valor tal que
ap(t) = ¢. Recordando que este tiempo atin no estd entre 0 y 1, le asociamos
H=Y(q) = (p,t'/T), esta transformacién por el teorema 2.10 es diferenciable,
por lo que H es difeomorfismo. O

Este teorema nos dice que si no hay puntos criticos de una funcién, entonces
todas las curvas de nivel son difeomorfas, o sea, no hay cambios en esa parte de
la variedad.
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Después de los resultados podemos observar que hemos estado ocupando
fuertemente que la variedad es compacta, veamos qué es lo que pasa en caso
de no ser compacta una variedad como espacio topolégico. Para ello, demos
una funcién de clase ¥°° sin puntos criticos, pero que las curvas de nivel no
sean difeomorfas. Tomamos el plano R2, entonces éste visto como variedad no
es compacto, y definimos a f : R?2 — R de la siguiente manera

-1
flay) = — + filzy) + fa(2,9).
Donde las funciones auxiliares fi y fs, son

zye 1/ x>0y y>0.
fl (I, y) =
0 en otro caso.
_ 1/zy
Tye z>0yy<O.
0 en otro caso.

fQ(xay) - {

Definimos los conjuntos Cy = {(z,y)|z > 0,y > 0}, Cy = {(z,y)|x < 0,y > 0},
Cs ={(z,y)|zr <0,y <0}y Cs = {(z,y)|z > 0,y < 0}. Considerando a fi, sea
y > 0 fija, si £ — 0, entonces xy — 0, también e~ 1/*¥ — 0, por lo tanto
zye~/*¥ — (0 lo mismo ocurre en el caso de tomar = > 0 constante y el limite
cuando y — 0. Por lo tanto, la funcién f; estd bien definida y es continua en
C1UC3UCy. Andlogamente fo estd bien definida y es continua en Co U C3UCYy.
Concluimos que f estd bien definida y es continua.

Tenemos que g1 (x,y) = xye” /%Y, go(x,y) = —xye’/* y la constante 0, son de
clase € en R?, y éstas son parte de la definicién de f; v fo. Ya que la definicién
de f depende de éstas, veamos las derivadas parciales de las funciones g1, gs.
Asi

agl 1/ 671/9311

—(x,y) = ye v+ —.

5 (Y =Y .
Siy > 0 fijayaz — 0, entonces ye'/* — 0y 67;/” — 0, por lo que
%(x,y) —0.Siz>0esfijayy — 0, entonces ye~/*¥ — 0, 67;/” — 0.
Por otro lado

agl 1 e_l/my

7($7y) = xe /wu+

dy y

De manera similar a la derivada parcial de g; respecto a x, tenemos que esta
derivada parcial también tiende a 0 haciendo fija una variable y la otra que
tienda a 0. Como f; en Cy U C3 vale 0, por lo que estas derivadas parciales se
pegan bien en los ejes coordenados, y asi las parciales de f; estdn bien definidas
y son continuas en todo el plano. Por tanto, f; es diferenciable en el plano.

De hecho, si continuamos haciendo este proceso de derivacién respecto a cual-
quiera de las variables, notaremos que las n-ésimas derivadas parciales de f;
pegan bien y son continuas, consecuentemente f1 es €>° en todo el plano. Anélo-
gamente, se hace el andlisis de la funcién fs.
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Ya que la suma de funciones €™ es €, f es de clase € en R2.

Observamos que esta funcién no tiene puntos criticos en todo el plano pues

7+ye_1/””y+$ siz>0yy>0.

0
2552(3772l) = 1

1/zy

—yel/ov 4 e siz>0yy<0.

= en otro caso.

Notemos que en z,y > 0 y x,y < 0 no hay nada que analizar pues la derivada
parcial de f es positiva, y en otro caso la funcién 1/e* nunca toma el valor cero,
entonces f no tiene puntos criticos.

Ahora veremos que dos curvas de nivel de esta funciéon no son difeomorfas,
tomaremos la curva de nivel de —1 y 0.

Para la primera notamos que las funciones f1 y fs no estan definidas para valores
negativos, esto es, f1, fo > 0. Por otro lado, ;—,1 = —1si, y sélo si x =0, en ese
caso f toca la curva de nivel —1 sélo cuando x = 0, para cualquier valor de y.

Por lo tanto, la curva de nivel del valor —1 de f es todo el eje z.

Para la segunda veamos qué pasa si x >0y y > 0, asi fo = 0. Por lo tanto,
-1
fz,y) = — +aye /7 = 0. (2.51)
eIE

Aplicando un cambio de variable z = u+v y y = u — v, en la ecuacién (2.51)
tenemos

—1
eu—%v

(u® — p2)e~ 1/ (W =) =0. (2.52)

La funcién exponencial da valores reales positivos, entonces sea

1

Olwv) = Sy

En la ecuacién (2.52), despejando a C' tenemos
u? —v? = C(u,v). (2.53)

Notemos que si = 0, implica que v = v pero C(u,u) = 1. Por otro lado,
u? — 0% = 0, concluimos que 1 = 0 lo que es una contradiccién. Andlogo el caso
de y = 0. Por lo tanto, la curva definida por (2.53) es de una curva contenida
en C pues no toca los ejes coordenados. Anédlogamente, se hace lo mismo para

elcasor >0y y <O0.

En consecuencia la curva de nivel 0 no es conexa y la de —1 si, entonces no
son homeomorfas, lo que hace notar lo importante que es que la variedad sea
compacta para nuestros resultados.

También hay que notar que a pesar de que esta funcién es °°, no es analitica. La
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esencia de esto estd en la construccién de f, basada principalmente en funciones
tope, que son ¥ pero no analiticas, de hecho si sucede que la funcién es
analitica es condicién suficiente para tener algunos resultados importantes pero,
por lo pronto nos basaremos unicamente en la teoria siguiendo que nuestras
variedades sean cerradas, es decir, que la frontera como variedad es vacia y
que la variedad es compacta. Por tanto, desde ahora siempre supondremos en
nuestros resultados que M es cerrada, a menos que se diga lo contrario.

El siguiente resultado nos permitira suponer que todos los valores criticos
de una funcién de Morse son distintos, pues si una funcién de Morse f tuviera
dos valores criticos iguales, podriamos perturbarla ligeramente y obtener otra
funcién de Morse g cuyos valores criticos sean distintos. Esto sera utilizado para
hacer el procedimiento de identificacién de una variedad al ir analizando cada
uno de los puntos criticos de una funciéon de Morse.

Teorema 2.13. Sean M una m-variedad diferenciable, f : M — R una fun-
cion de Morse, y p1, ..., pn los puntos criticos de f. Entonces, existe g : M — R
una funcion de Morse, tal que; g es €>-cercana a f, tienen los mismos puntos

criticos y g(p;) # g(p;) para todo i # j.

Demostracion. Sean p;, p; puntos criticos distintos tales que ¢; = ¢;, donde
f(pi) =ciy f(pj) = ¢;. Sea (V;, ¢) carta de p; donde f se ve de manera estédndar,
y sea € > 0 tal que si p; estd en Vj, entonces € < ||¢(p;) — #(ps)]| /4, si no esta
en V;, entonces épsilon es arbitraria.

Usamos el lema 1.11.1, con el abierto U = ¢! (Vac (é(pi)) y K = ¢~ (Ve(o(pi)),
yva que ¢ es homeomorfismo K es compacto, entonces existe h : M — R, W
abierto, y L compacto tal que; K C W C L C U, h vale uno en W y cero en
int(M\ L).

Sea a € R arbitrario, pondremos condiciones en a para que g(p) = f(p) + ah(p),
garantice lo siguiente:

m

Ly

c?f 2 m a 2
( ) - Z < J ) < b, en M con b real positivo arbitrario.
=1

o o

I=i
m ag 2

2. 0< Z <5¢z) (p), para todap e U\ K.
I=i

3. g es €?-cercana a f.

Para demostrar 1, observemos que h fuera de U vale 0, asi ¢ = f + a0 = f,
con lo que g tiene los mismos valores y puntos criticos de f en esa zona. Si
tomamos un punto ¢ € W, ahi h(g) = 1, entonces g(q) = f(q) + a. Obtenemos
las derivadas parciales, recordando que a es una constante, en tal caso para toda
1 e{l,..,m} tenemos que

of .. _ 0Oy

8751((1) = 8751(61)' (2.54)
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Por lo que, también en W se tienen los mismos puntos criticos.

Notemos que en el exterior de U tenemos que f = g y en W las segundas
derivadas parciales de f y g son iguales por la ecuacién (2.54), entonces los
puntos criticos son no-degenerados. Por lo tanto en el exterior de U y W, g es
de Morse.

Falta ver que g en U \ K es de Morse. Sea Ay = max{‘ oh -(p l)’ |l = 1,...7m},
con p; el punto donde cada derivada parcial alcanza su Valor maximo, para toda
[. En tal caso, por definicién y por la linealidad de la derivada parcial, se tiene
que

of

ad)l() 8g(‘ ’8f 0

6lo) 1 3¢>l( s B

seanAlzméx{)af( N r=1,. }yAgzméx{‘ag( Nr=1,. }
donde p] y p;’ es donde las parmales alcanzan su valor méximo respectlvamente.
Hacemos la siguiente operacién

() - () = () s s~ (ate)
¢y Oy O Ogy O Iy Oy Iy
Of\ (0f 95\, (29 (20 09
(8@) (aczn 3¢z> " (6@) (aczn 5¢z> (2:59)
Recordando la definicién de Ag, A1, As tenemos que

(c‘%) (;i - ;i) - (8¢l> <;{l - ;‘(,]l) < (A1)(ado) + (A2)(ado).
(2.56)

Por lo tanto de la ecuacién (2.56) en (2.55), tenemos que podemos acotar la dife-

rencia ( 68 (Zl ) ( aaq;]l ) < a(A1Ag+AzAp). Si ahora consideramos la suma sobre

los indices, entonces >, ((%,) -2 (85,) <3k a(AgAr 4+ AgAy) =
maAo(A1 + Az). Sea b un real arbitrario, entonces si a < b/(mAg(A4; + A2)).

Concluimos que Y ;" ((%l) -y (g;fl) <b.
Para demostrar 2, vemos que U \ K C V;, entonces
)\,j m
¢l)2 + Z + Ci.

=1 I=X;+1

Si usamos al campo vectorial tipo gradiente de f y calculamos su derivada de
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Lie, entonces

vl i <5¢l)

=1
)\1 m
—200% + ) (200)°

=1 I=X;i+1

4 fj(@)?) . (2.57)

=1

Sea g € U\ K, como K = ¢~ 1(V.(¢(p;)), se cumple que € < ||¢(q)|. Desarro-
llando esta desigualdad

e < [o(@)l = V(#1(9)2 + . + (& (a))?
4e? <4 ((61(9)? + o + (dm()?)
4e* < (v- f)(q). (2.58)

Del inciso 1, si despejamos las derivadas parciales de f, tenemos que
—(q <b+ —(q .
;(a@“ 290,
Juntando las ecuaciones (2.57), (2.58) y el inciso 1, se sigue que

452<<u-f><q>—z(§§ ) = +Z<5’¢z >2'

Quitando la desigualdad de en medio y despejando la suma de las parciales de

g, Vemos que
2

4e2 — b <
Z <3¢z >

Si pedimos que b < 4e?, entonces a < 452/(mA0(A1 + As)). Podemos concluir
que 0 < 42 — b. Por lo tanto,

2
0 < 42 —b<2<8¢ ) .
l

2
Terminando el inciso 2. Como ", (a 2 (q)) es una suma de nimeros no

negativos entonces al menos alguno de los sumandos es no cero. Por lo tanto,
el cuadrado de una de las derivadas parciales de g es no cero, y asi una de las
derivadas parciales de g en ¢ es no cero. Por lo que, el punto ¢ no es punto
critico de g. Entonces el punto 2 dice que en U \ K la funcién g no tiene puntos
criticos. Concluimos que, como f es de Morse, entonces g es de Morse en M.
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Ahora demostraremos que f es €>-cercana a g. Primero en M \ U tenemos
que f y g son iguales, por lo que no hay nada que demostrar. Entonces, sea

q € Useac =4e? y sea A3 = méx{‘%%&l(pg)‘ | s, e {1, ...,m}}. Entonces
hacemos que a < min {e'/A3z,&’/(mAy(A; + Az)). Para demostrar los incisos i),
i) y iii) de la definicién de (€2, ¢’)-cercania, tenemos:
i) Primero

11(g) = 9(a)| = lah(q)] < a <&,

ii) Sea l € {1,...,m}, luego

of g oh de ,
T =2 =at <asg< — 25 Ay <<
96 a@(q)’ ‘“a@ Sad < T A 0 <€
iii) Sean s,l € {1,...,m}, vemos que
o2 f 82g 02
- - A AV Ag =
o 0) = o) = [o g (0] < 0 < (€A a =

Como ¢ es arbitraria y ¢/ = 4¢, implica que €’ es arbitraria, y asi se cumple el
punto 3. Como consecuencia, g es ¢?-cercana a f.

Por ltimo notemos que h(p;) = 1 pues la funcién h vale uno en U, entonces
9(p;) = f(pi)+ay como p; no estd en U, entonces h(p;) < 1, entonces ah(p;) <
a, por lo tanto g(p;) = f(p;)+ah(p;) < f(p;) +a = g(p;). Con esto terminamos
la demostracion del teorema. O

2.2.1. Descripcién de las variedades como cuerpos con asas.

Empezaremos a hacer el anélisis de una variedad avanzando por las curvas
de nivel y caracterizando lo que sucede alrededor de los puntos criticos. Sea
M una m-variedad cerrada, f : M — R funcién de Morse, sean py, ..., p, los
puntos criticos de f tales que f(p;) = ¢; para toda 4, mds ain suponemos que
co < co < ... < cp, por el teorema 2.13.

Luego definimos para t € R, el conjunto

M;:={pe M| f(p) <t}

Como M es compacta y f continua, entonces f alcanza su maximo y su minimo
en la imagen, también si un punto es maximo o minimo, entonces es punto
critico, por eso tenemos que ¢y es minimo y ¢,, es méximo. Sea (U, ¢) carta de
Po, entonces la forma estandar de f en la vecindad Uy es

F= (¢:)?+co. (2.59)
i=1
Si (Un, ) carta de p,, andlogamente

f==> () +cn (2.60)

=1
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Por lo tanto la signatura de pg es 0 y de p,, es m. También notemos que si t < ¢gy
entonces M; = &, y si t > c,, entonces M; = M.

Sea £ > 0, suficientemente pequeno de modo que las vecindades de radio ¢ de
la imagen de p; con ¢;, esté contenida en la imagen del abierto U;, para toda 1.

0-asa de dimensién m.

Iniciamos el andlisis con el conjunto M., .. Si ¢ € ¢~ (Vz(é(po))), entonces
f(q) < ¢o + €. Recordando la forma estdndar de f tenemos que si ¢ € My e,
entonces por la ecuacién (2.59) que

(@) = (61(0))* + .. + (¢m(9))* + co < co +&.

Despejando tenemos que (¢1(q))? + ...+ (¢m(g))? < . Recordamos ahora que la
parte izquierda de esta desigualdad es la norma euclidiana del punto ¢(q) € R™,
con q¢ € M., 4. arbitrario. Esta es la definicién de una vecindad de radio Vey
centro en centro ¢(pg).

Sea T : R™ — R™ tal que T'(21, ..., Tm) = (1/v/€)(x1, ..., 2m) la cual es bi-
yectiva pues su inversa es T~1(z1, ..., Zn) = vE(T1, ..., Ty ); como ambas trans-
formaciones son diferenciables, T' es un difeomorfismo.

Sea D™ = {(z4,....,@m) | 23 + ... + 22, < 1}, entonces componiendo la
transformacién T y la carta ¢ tenemos que (T' o ¢) : Mgy1e —> D™ es un
difeomorfismo. En este caso a M, 4 se le llama una 0-asa de dimensién m (ver
figura 2.3).

co+¢

Co

Po

Figura 2.3: 0-asa

m~asa de dimension m.

Para el punto py, si ¢ € M., _c ., entonces ¢, +¢ < f(q) sustituyendo el
valor de f por su forma estdndar (ecuacién (2.60)), obtenemos (11(q))? + ... +
(¥m(q))? < e, entonces M., _. .  es difeomoerfo a D™ con (T o 1). En este
caso llamamos a M, . una m-asa de dimensién m (ver figura 2.4).
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Cn

Cp — &

Figura 2.4: m-asa

La diferencia entre una 0-asa y una m-asa no esta en su tipo topoldgico, pues
ambas son homeomorfas al disco D™, sino en la forma de pegarlas al conjunto
de nivel correspondiente al punto critico que tenemos previamente. Al ir por la
curvas de nivel en una cero asa, esto es, de ¢g a ¢y + ¢, el difeomorfismo se va
moviendo del centro del disco D™ a su frontera, observando que la frontera de
D™ es S™t = {(21,...,w) | #2 4+ ...+ 22, = 1}, y en una m-asa es al ir por la
curva de nivel desde ¢,, — € a ¢,,, vamos desde la frontera de S™~! al centro del
disco D™, como se muestra en las figuras 2.3 y 2.4.

M-asa de dimensién m.

Ahora veamos lo que pasa cuando la signatura del punto no es ni 0, ni m,
sea p; un punto critico con signatura 0 < \; < m, para darnos una idea del tipo
de conjuntos primero veremos el caso en que la dimensién de la variedad sea
m = 2, en ese caso A\; = 1 y si (U;, ¢) es la carta de p;, sabemos que en dicha
carta f se ve como

f=—(¢1)*+(¢2)* +ci.

Entonces la regiéon M, . (¢~ (Vz(é(p;))) estd formada por los puntos que
cumplen que

fl@) = —(01(0)* + ¢2(q))* + ¢ < ¢ —e.

Despejando épsilon para ver de qué conjunto se trata

(01(a))? = (¢2(0))* = &. (2.61)

La ecuacién (2.61) describe la parte exterior de una hipérbola horizontal con
focos en (£¢,0). Ahora si hacemos la cuenta con m no necesariamente 2, nos da

i m
F==>6°+ > (¢ +ai
Ji=1 J=Xi+1

Entonces la region M., (¢~ 1(Ve(p(pi)) es

A

=Y 6@+ > (9@ +ei<e—e

i=1 J=Ait1

<
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De nuevo despejando

>\'i m

(95(@)* = D (45(a)" 2 =

1 j=Xi+1

J

Una idea geométrica de estas regiones se observa en la figura 2.6.

m—>\;

(o)

¢; + &t

Ci

Cj — € 4

Figura 2.5: \;-asa

Para hacernos una idea de cémo es M.,_. ..}, sea § < € de esta manera si
pedimos que

| Zm: (9j)* < 0, (2.62)

y si las primeras \; entradas de la funcién coordenada ¢ son cero, entonces
estamos en {0} x R™~*i Asi el conjunto definido por la ecuacién (2.62) del
punto p;, es un disco de dimensién m — A; con norma /3.

Si hacemos que ¢;(p) = 0 para toda i > \;, entonces

Ai

> (650)° < =

j=1

f(»)

La ecuacién anterior nos dice que las coordenadas (¢1, ..., ¢x,) de la carta son
difeomorfas a un disco de radio /e. En la figura 2.6 representamos estos con-
juntos.

Definimos el siguiente conjunto que corresponde a la parte mas sombreada de
la figura 2.6,

Hi=SpeMyg_.cyl Y. (¢,)°<6 f(p)>ec—c
=i+l

Proposicién 2.14. H es difeomorfo a D x D™ A,
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Demostracion. Definimos la transformacién F : H —s D* x D™ i con sus
funciones coordenadas, esto es F' = (F}, ..., Fy,) de tal manera quesi1 < j < \;

(p) = = - ;(p)-
Voo (@5(p) 4

En caso de que \; < j < m, entonces
Fj(p) = (1/6)¢;(p)-

Si tomamos un punto p € H C V;, con V; vecindad de p;, entonces f(p) se ve
como

i m
FP) ==Y+ > () +eci>ci—e

Jj=1 Jj=Xit1

Y (@) <

j=1 J=Xi+1

Ahora despejando la suma de las primeras \; entradas,

(6;()* <e Z %

es decir,

(Z;nzki-i-l(qu (p)? + s) =

Sacando la raiz positiva se tiene

1
\/Z;n:Ai-‘rl((bj (p)2+e

Observemos que el lado izquierdo de (2.63), es la norma de las primeras A; fun-
ciones coordenadas de F', se sigue que ||(F1, ..., Fy,) coordenadas
viven en el disco de radio 1, por lo tanto van a D*:.

(2.63)

Si Ay < j < m, entonces F;(q) = (1/6)¢;(q), por la tanto por definicién de H
tenemos que

Y (6(m)° <

Jj=Xi+1
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De aqui,

m

HD SRCO)ESY

J=Xi+1

y sacando la raiz cuadrada,

HD SRCTOILES (2.64)

J=Ai+1

La suma izquierda de la ecuacién (2.64) es la norma de las ultimas m — \;
entradas de F, entonces ||(F,+1,-.., Fm)|| < 1. Por lo tanto, el conjunto donde
las primeras \; entradas son cero, es difeomorfo a D™~ *i. Concluimos que, con
estas condiciones F' manda H a D* x D™,

Como las cartas son diferenciables y cada uno de los pasos para definir las
funciones coordenadas de F' son diferenciables, tenemos que F' es diferenciable;
la inversa es F~1(xq,...,1) = (b_l(Ffl(:vl, s Ton )y ey Foo (1, oy T ) ), donde
sil<j< N\

m

Fj_l(xla ...,JZ"L) = Z (¢j(p))2 + 5¢j(p)-

Jj=Xi+1

En el caso A\; < j < m, tenemos F(z1,...,Zm) = (9)z;.
Por lo tanto, F' es un difeomorfismo. O

Como observacién, definamos ¢ : 9D* x Dm~* —s 9(M,,_.|JH) como
© = F71 |gprixpm-r:- A esta transformacién se le conocera como mapeo de
pegado.

Para completar la clasificacién de la seccién hasta llegar al punto p;, haremos
referencia a las siguientes construcciones:

= Primero consideramos para dos espacios topoldgicos X y Y, a
XUY = (X x {0})J(Y x {1}), espacio con la siguiente topologfa, sea
i1 X — X UY definida por i1(z) = (2,0) e iz : Y — X UY,
12(y) = (y, 1), entonces decimos que un conjunto U C X LY es abierto si
y s6lo si i, 1 (U) v iy *(U) son abiertos, en sus respectivas topologfas.

A este espacio se le conoce como la unién disjunta de X y Y.

= Seag: AC X — B CY transformacién continua, A y B cerrados,
definimos el espacio X |J, Y := (X UY/ ~) que es el espacio topoldgico
cociente, con su topologia cociente donde la relacién de equivalencia esta
dada por (z,j) ~ (y,!) siysélosi (zx=yyj=1)6 (G <lyglz)=y).
A este espacio se le llama el espacio cociente de X con Y, en A con f(A)
y a g se le conoce como mapeo de pegado.
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Después de revisar estas dos construcciones tenemos el siguiente resultado

Teorema 2.15. Sea f : M — R de Morse, con p punto critico de f con
signatura 0 < A <m y f(p) = ¢, entonces

Mo~ M._. U(DA x D™,
©

A la primera parte del producto se llama nicleo del asa y la sequnda es el
co-nicleo.

Demostracion. Por la proposicién 2.14, H es difeomorfo a D* x D™, en con-
secuencia
Me_.| JH = Mo_.| J(D* x D). (2.65)
%]

Sea M' = Meye \ (M.—.|JH'), donde H' es el mismo que H pero con §’ < 4,
ya que no hay puntos criticos de la frontera de d(M._.|JH’') a OM’ por lo
que podemos aplicar el teorema 2.12, con (M._. |J H') (frontera dentro de M)
como la curva de nivel. De esta manera, si tomamos el campo vectorial tipo
gradiente a f en M’ y con el mismo procedimiento del teorema 2.12, el flujo
lleva la frontera O(M._.|J H’') en la curva de nivel f~1({c + €}). Por lo tanto
O(M.—.|JH') x [0,1] difeomorfo a M’.

Para terminar tomamos M" = (M._.|J H)\(M.—.J H'). Tenemos nuevamente
que M" es difeomorfo a (M._.|JH) x [0,1] pues no hay puntos criticos en
M". Podemos concluir de ambas situaciones que M"” y M’ son difeomorfos a
O(M.—\UH') x [0,1], entonces M" ~ M'. Por lo tanto

Mepe = (Mo_. | JH) M ~ (Mo—.| JH|JM" = M| JH.  (2.66)
Entonces por las ecuaciones (2.65) y (2.66), tenemos

Moo~ My, UH ~ M,_. U(DA x D™,
]

Con lo que demostramos el teorema. O

Daremos una definicién para poder hacer una identificacion de las variedades.
Al tipo de conjuntos con los que serdn identificadas las variedades los llamaremos
cuerpos con asa, o esferas con asa.

Definicién 2.16. A una variedad que es obtenida a partir de tomar un disco
de dimension m, y después pegar distintas asas por medio de sus mapeos de
pegado, éstas con diferentes signaturas, se le conoce como una m-esfera con
asas o un m-cuerpo con asas. Para ser mds precisos, este concepto se define
con los siguientes pasos:

1. A D™ se le llama una esfera con 0-asas 6 un m-cuerpo con 0-asas.
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2. La variedad D™ Um(D}‘1 x D™= donde ¢ : ODM x D™™M — 9D™
es el mapeo de pegado, se le dice una m-esfera con una Ai-asa, se denotard
por H(D™; ¢1).

3. Si tenemos N = H(D™; ¢1, ..., 0p—1) definido tomamos el espacio

N{J x D)
P

Y el mapeo de pegado
br : 0D x DN 5 GH(D™; ¢, ..., pr—1)

Que denotaremos por OH(D™; ¢1, ..., 1), se le llamara el m-cuerpo con
una \-asa.

Después de esta definicion viene el teorema de la seccidon que caracteriza las
variedades cerradas en cuerpos con asa, y nos ayudara en aplicaciones posterio-
res. Antes haremos uso de este otro lema.

Lema 2.16.1. Sea M una m-variedad cerrada, f : M — R funcion de Morse,

a,b € R tales que a < b y M,y no tiene puntos criticos, entonces M, es
difeomorfo a Mp.

Demostracion. Observemos que My = M, ) J M,, sea d > 0 tal que en Mio_s,aq)
no hay puntos criticos esto es posible ya que los puntos criticos de f en M son
finitos. También se cumple que M[,_s) no tiene puntos criticos. Entonces, por
el teorema 2.12, tenemos que

M[a—é,a] ~hy fﬁl({a - 5}) X [170} Rhy M[a—é,b]- (267)

Donde hq y ho son los difeomorfismos correspondientes, notemos que en el teo-
rema 2.12, las transformaciones cumplen que si ¢ € f~1({a — d}), entonces

hi(p) = (p,0) y hy ' (p,0) = p.

Entonces (hy* o hy) : Mia—s5a) —> Ma—sp) es el difeomorfismo dado por la
ecuacién (2.67). Por lo tanto definimos el difeomorfismo que lleva M, en M,

[ si f(p) <a—4
F(p)_{(hzlohl)(p) Sla_(sgf(p)ga

Notemos quesiq € f~*({a—d}), entonces hy ' (h1(p)) = hy *(p,0)) = p, entonces
F esté bien definida. Ademas las funciones de F' son difeomorfismos, por lo que
F' es difeomorfismo. O

Teorema 2.17. (De descripcion de variedades compactas) Sean f : M — R
una funcion de Morse y M una variedad cerrada. Entonces, M es difeomorfa a
UN M-CUETPO CON ASAS.
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Demostracion. Ya que M es compacta, por el corolario 2.3.2 hay una cantidad
finita de puntos criticos, y por el teorema 2.13 los valores criticos son distintos.
Sean p1, ..., pn los puntos criticos y ¢; < ¢ < ... < ¢, sus imagenes; es decir, los
respectivos valores criticos. Ademds Aq, ..., A, las signaturas correspondientes.
Procederemos por induccion sobre los indices de puntos criticos:

Para i=0, el punto py es un minimo por lo que M. 4. ~ D™.

La hipétesis de induccién para k — 1 es; para el punto pi_; el nivel M., 4.~
H(D™; ¢q, ..., pk—1). Hagamos la demostracién para el indice k.

Por el teorema 2.15 existe H : Mc, 4o — Me,—c Uy, DA+ x D™=Ak difeomor-
fismo y H‘OMCFE = Idy, v el mapeo de pegado es 10y, : 0D x D™~ M
OM,, ..

Por hipétesis de induccidn existe G : M, _, 4o — H(D™; ¢1, ..., pr—1), también
podemos deducir que ya que en M, 4., — Do hay puntos criticos, por el

lema 2.16.1, existe F' : M., ,+. — M, _. difeomorfismo, estas tres transfor-
maciones estan representadas en el siguiente diagrama.

Mo, +c 2 M, —c ka D> x DMk
F71
G m
Me, - H(D™; d1, .., Pr—1)

Sea L: M¢, 4o — H(D™; p1, ..., pr—1) U¢k DM x D™k dada por

L(p) _ H(p) Si € M[Ck78,6k+€]
(GoF~'oH)(p) sipe M, .

Ya que L esta definido por transformaciones que son difeomorfismos, entonces
F es difeomorfismo. Falta ver que L estd bien definida. Para esto, definimos el
mapeo de pegado ¢, que se deduce del diagrama siguiente

Vi

ODXe x DM 9N .

ldﬁk \LFIBM%_E

aH(Dm;¢17”~¢k71)G|8M aMckJrs

cpte

Ast, ¢ = (G |omo, 4. OF " lom., —. o%k)-

Ya que en M, . Uy, DM x D™ ¢ hay una relacién de equivalencia, donde
siv € DM x DAy p € OM,, _., entonces v ~ p si, y sélo si ¥(v) = p.
Ahora, claramente G(F~1(vx(v))) = G(F~1(p)), se sigue que ¢x(v) = (G o
F=loyy)(v) = (Go F~Y)(p), y asi H(v) ~ G(F~1(H(p))), por lo tanto L estd
bien definida. Concluimos que L = H(D™; ¢1, ..., Pr)- O
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Finalizamos la seccién con algunos ejemplos y aplicaciones de la teoria de
Morse.

Ejemplo 2.1. (La esfera de dimension m)

Definimos el conjunto S™ := {Z € R™*! | ||Z|| = 1}. Definimos su atlas de
la siguiente manera, los abiertos positivos seran

Uj+ = {(.’El, ...,.’Em+1) esm | T; > O}

Definimos la proyeccién positiva como la transformacién qﬁj : 8™ — R™, tal
+ _ : L + _

que (m; 0 ¢ ) (@1, s Tmy1) = ;51 0 <0 <y (M0 07 ) (@1, Tmy1) = Tia

si j < i < m. Donde m;(x1,...,Tm+1) = x;, la proyeccién candnica. En otras

palabras, podemos denotar a las proyecciones positivas como la transformacion

¢j(m1, ooy Zimg1) = (T1, .0, T, ..y g1 ), donde T significa quitar la coordenada

J del vector (21, ..., Zm41)-

Asi la inversa es ((bj)_l(acl, X2y ey ) = (3:1, e /1= 200 ()2, ...,xm), con

la raiz en la entrada j.

De manera similar definimos las proyecciones negativas (U I d)j_), pero tomando
la entrada 2; < 0y designamos un signo menos en la entrada j de la inversa (don-
de est4 la raiz). De esta manerasi 2 = {(U;",¢7) | 0<i <m+1}U{(U; ,9;) |
0 <i < m+1}, entonces S™ C (U2, U;") U (U2, U;7) = U2 Ademas las pro-
yecciones positivas y negativas son difeomorfismos, en consecuencia 2 es un
atlas para S™.

Sea Hj' = {(z1, .., Tmy1)|z; > 0} € R™T! notemos que este conjunto es
abierto en R™*!, andlogamente se define el conjunto H i También recordemos
que un subespacio topoldgico de un espacio euclidiano es compacto si, y solo si es
cerrado y acotado. Ahora, notemos que con U j+ =H J+ NS™y U =H; nsm™,
para toda j, luego S™ es subespacio de R™*1. Ademds S™ es cerrado y acotado
en R™*! por lo tanto es compacto.

La funcion altura de S™

Sea f : 8™ — R, definida por f(z1,...,Zm+1) = Tm+1 conocida como la
funcién altura de la esfera. Esta es diferenciable, pues es lineal. Calculemos las
derivadas parciales de la funcién respecto cada uno de los abiertos con indice
j<m+1:

9 Oz, L

8¢f+ (T1, s Timg1) = 890‘“ =0,sii#j.
af amerl

—— (1, ey 1) = =1.

a¢;+1 (e Fons1) 0Tyt
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Asi, en estas cartas no hay puntos criticos de f. Hagamos el célculo en el
abierto U;EH. La regla de correspondencia en este caso es f(Z1,...,Zm41) =

V1= (x;)?, por lo que las derivadas parciales de f son

a .
f (.Tl,...,Im+1) = SC]

06 > ()2

,en el caso j #=m + 1.

Asi %(ml, s Tm1) = 08i, y s6lo si z; = 0, para todo j # m+1, por lo que el
J

punto estd obligado a ser N = (0,0, ..., 1), que definiremos como el polo norte de
la esfera. De manera similar, para las cartas negativas se ve que el Unico punto
critico es el polo sur S = (0, ..., —1).

De esta manera el polo norte es un méaximo y el polo sur un minimo, y la
signatura para N es 0, la de S es m+ 1. Por lo que, con los resultados anteriores
tenemos que S™ &~ D™ | J " D™ unidas por la frontera de ambos discos.

Del ejemplo anterior demostraremos primero un lema y una proposicién.

Lema 2.17.1. Si f : 8™ — S™ es un homeomorfismo, entonces existe un
homeomorfismo F : D™ — D™, tal que F|g.. = f.

Demostracion. Definimos F(0) = 0y si v # 0, entonces F(v) = ||v|| f(ﬁ), que
estd bien definida. Notemos que la norma de un vector es una funcién continua
y f es continua, por lo tanto F' es continua. La inversa de esta transformacién
es F=H(w) = |lw|l f~ (yip) siw # 0y F~1(0) =0, ya que

flwll

PP ) = Pl £ (20
= e () G ()
Sy Hf () |2
= Ju Hf ()| (2.68)

Ya que f~! (m) € S™, entonces su norma vale 1, aplicandolo a la ecuacién
(2.68) tenemos

P ) =l (757 ) = (2.69)

[[w]]

De manera analoga F~1(F(v)) = v, se sigue que son inversas, como son conti-
nuas, tenemos que F' es un homeomorfismo.

Ahora notemos que si v € S™, entonces ||v|| = 1y asi F(v) = f(v). Por lo tanto,
F extiende a f, con lo que terminamos el lema. O
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Proposicién 2.18. Sean M una m-variedad cerrada y f : M — R una fun-
cion, tal que f sdlo tiene dos puntos criticos, entonces M es homeomorfo a
S™.

Demostracion. Como M tiene sélo dos puntos criticos, uno de ellos es maximo
y el otro es minimo. Denotaremos N’ al maximo y S’ al minimo. Sea € > 0, tal
que no se toquen las vecindades de las cartas de los maximos(N’ y N) con los
minimos(S’ y S), respectivamente.

Por el teorema 2.15, tenemos que My _. es difeomorfo a D™ =: Dg. Definimos a
Fs: Mn_. — Dg como este difeomorfismo. También M|y _. nj es difeomorfo
D™ =: Dy, sea Fy : M|y_. n) — Dn el difeomorfismo.

Asi M =~ Dg U, Dy, la aplicacién de pegado es ¢ : 0Dy — 0Dg, donde 0Dg
es difeomorfo a OMpy_..

Por el ejemplo 1, se tiene que S%;__ es difeomorfa a Dg, sea Ts este difeomor-
fismo. Y S™ .N] ©8 dlfeomorfo a DN, sea Ty este difeomorfismo. De manera
que S & bs Uw DN, con ¥ : 0Dy — 0Dg la aplicacién de pegado.

Asi tenemos el siguiente diagrama

Dy Dy (2.70)
FNll TTN
Fs Ts!
6A]\4N—e 6DS aSKfL—a

El diagrama anterior tiene la forma de la siguiente figura.

©

f(N’)T

FIN =)

CHE
Figura 2.6

A la composicién de todas estas transformaciones la llamamos ¢’; es decir
¢ = (TnoTg")o(FsoFy!). Por tltimo, ¢’ es un difeomorfismo entre dos esferas
de dimensién m, por el lema 2.17.1 existe Hy : Dy — Dy homeomorfismo tal
que Hy|gm = ¢'. Por lo tanto, definimos H como

Hip) = (FsoTg")(p) sip€ My_.
(TJGIOHlOFN)(p) SipEM[N_E’N].
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Hay que ver que H estd bien definida, solo abria que ver que en la curva de
nivel My _.y las transformaciones hy y (Fjo Tgl) son iguales. Sip € My_.y,
entonces podemos aplicar Fy y F(p) estd en D, en ese caso podemos aplicar
¢ yesiguala (TyoTg')o(FsoFy'), enese caso H(p) = (Ty'o((TyoTg')o
(FsoFy')o Fn)(p) = (Tg' o Fs)(p). Luego , H est4 bien definida.

Después, ya que H en su construccion estd formado por homeomorfismos, se
sigue que H es un homeomorfismo. Con lo cual, concluimos la demostracién. [

Ejemplo 2.2. La variedad M = S™ x S", m < n.

Sean f,, : S™ — Ry f, : S* — R, tales que fu(x1,....,xn) = Ty ¥
fm(x1, .., ) = Ty, definimos f : M — R con la siguente regla de correspon-
dencia f(z,y) = (fu(@) +)(fm(y) + ), y 1 <a <b.

Entonces tenemos cuatro puntos criticos no-degenerados. Pensando que N,, y
Sy, son los puntos criticos de S™ y los puntos, N, y Sy, son los puntos criticos
de S™, los puntos criticos de M con f se calculan de la misma manera pues las
primeras n variables no dependen de las ultimas m variables, entonces para las
primeras n entradas tienen parcial

of _ Ofn
= b) = 0.
ami 8331' (fm + )
Esto pasa si, y sélo si f,, +b =046 g—f"i = 0. Vemos que despejando f,, en
la primer ecuacién se tiene, f,, = —b < —1 lo cual no es posible. Entonces

% = 0. Por lo tanto, f tiene los mismos puntos criticos que f, en las primeras

k3
n entradas.

De manera similar se hace el cdlculo para las ultimas m entradas, entonces f
tiene los mismos puntos criticos que f,.

Asi, los puntos criticos de f son; (N,,, N,,) con signatura n + m, (Sp,, N,) con
signatura n, (N,,, S,) con signatura m y (Sy,, S,) con signatura 0. Recordemos
que las signaturas se obtienen de la suma de cada una de las signaturas de los
puntos criticos correspondientes.

Con lo cual, la identificacién de esta variedad es S™ x S” ~ D" 1 D™ x D™ L
(D™ x D™) U D™+,

El caso particular con m = 1y n =1, es M = S! x S!, es difeomorfo a
D2 (D' x DY) (D! x DY)UD?. A M se le conoce como el toro de dimensién
2 y genero 1. El pegado de las asas puede ser visto en la siguente figura.
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=R
7 5O

Figura 2.7

Ejemplo 2.3. Espacio proyectivo RP™.

El espacio proyectivo esta definido como un espacio cociente. Primero toma-
mos R™*! sin el origen y la relacién: (21, ..., Zm+1) ~ (Y1, s Ym+1) si y sélo si,
existe a € R\ {0} tal que (21, ..., Tm+1) = (Y1, o, Ym+1)-

Consideramos el espacio:
RP™ := (R™1\ {0})/ ~) = {[(#1, - Zms1] | 71 € R para toda i}

La proyeccién candnica es la transformacién que manda cada punto a su cla-
se de equivalencia, es decir, la transformacién IT : R™+1\ {0} — RP™,
M(z1, ..., Tmr1) = [(#1, .., Tm+1)], de manera que un conjunto U C RP™ es
abierto si, y s6lo si II71(U) es abierto.

Definimos 7 = II |gm: S™ — RP™. Si v € R™ \ {0}, entonces II(v) = [v] cae
en RP™. Por otro lado, w = i € S™, de donde [jv]|w = v, asf [v] = [w] ¥
m(w) = [v]. Por lo tanto, m es una transformacién sobreyectiva.

Por definicién de 7 y la topologia de RP™, tenemos que si U es abierto en
RP™ entonces II-(U) es abierto en R™. Por otro lado, los abiertos de S™ son
la interseccién de abiertos de R™*1 con S™, entonces II=1(U) () S™ es abierto
en la esfera. Por dltimo, por la definiciéon de la transformacién 7 tenemos que
7 Y (U) =10"1(U) [N S™, el cual es abierto. Por lo tanto, 7 es una transformacién
continua.

Asi, como S™ es compacta y m continua y sobre, entonces w(S™) = RP™ es
compacto.

Definimos la funcién f : RP™ — R como

2 2
a1y + ... + G125, 41

2
(@1, s )|

f([-T1, ...,xm+1]) =

Con 0 < a1 < ag < ... < Qmy1, la regla de correspondencia de f estd en
términos de las coordenadas de un representante, veamos que la funcién estd
bien definida; es decir, que el valor no depende del representante. De esta manera
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st (21, ey Zmt1) = (Y1, ooy Ymt1), entonces [, ..., Tma1] = [Y1, s Yma1], ¥ asi

2 2
a1yy + .. + QGm41y

f([y17~-~7ym+1]> = 1 m ,gl+1
(Y1, - Y1)

ar(az)? + ...+ a1 (QTmy1)?
2
||04(3017~-~793m+)||

B oﬁalx% F ot 122,44

(@1, @)
B alx% + ...+ am+1x,2n+1

2
(@1 e 2 )|

= f([.’bl,...,merl]). (271)

Lo que demuestra que la funcién esta bien definida.

Consideremos los siguientes conjuntos U; := {[1, ..., Tmy1] | 2; # 0} C RP™,
el cual es abierto pues II7Y(U;) = {(21,...,¥m+1) | z; # 0}, éste es abier-
to en R™*1, Sea ¢; : U; — R™ transformacién que esta dada por la regla,
Di(T1y ooy Ty ooy Tppg1) = I%(xl,...,:'v},...,:nmﬂ), con 1 <i < m+ 1. Asi, tene-
mos las cartas (U, ¢;), hay que ver si estdn bien definidas, para esto tomamos
dos puntos relacionados, es decir, si (21, ..., Zm+1) = (Y1, -.-; Ym+1), POT 1o tanto

1 ~
¢i(yl7 7ym) = f(ylv - Yiy "7ym+l)
i
(o, a7 ) (27)
ox; 1y R m+1

Observemos que quitar la entrada ax; es lo mismo que quitar la entrada x;, es
decir, (ax1, .., QT4 ., 0T ppr1) = a1, .., Tiy .o, Tma1), €sto en la ecuacién (2.72)
nos da que

«Q ~
¢’i(y17 seey ym) = az; (x17 cy Ty ~~7xm+1)
= ¢i($1,...,$m),

para toda i. En ese caso, las funciones estan bien definidas.

Ahora si ¢; (21, ... Zm) = [21,. 1, .., 2], donde el 1 lo colocamos en la
entrada i-ésima, entonces

¢i(¢;1(£€17 7l'm)) = ¢i([$1, ooy ]., ,iCm])

1 ~
= I(I’la o0y 17 "7:Em)
= (xh ,I’m)

Andlogamente ((;5;1 o ¢;) = Idgpm, para toda i, luego son biyectivas.

Hacemos la siguiente observacién, dada la definiciéon de RP™ como espacio
cociente, tenemos que una transformacién ¢ : RP"™ — R™ es continua si, y
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s6lo si (¢ o II) es continua. Primero suponemos ¢ continua. Sea U abierto en
R™; asi, = 1(U) es abierto en RP™, y en tal caso [I"1 (¢~ 1(U)) = (¢ o II)~1(U)
es abierto en R™, por definicién (¢ o IT) es continua. En el regreso, suponemos
(poIl) =TIt o ¢! continua, por la definicién de la topologia cociente II es
continua. Por lo tanto, si U es abierto en R™, tenemos que II71(¢~1(U)) es
abierto, esto pasa si, y sélo si ¢~(U) es abierto, en consecuencia ¢ tiene que
ser continua. Asi, queda demostrada la observacion.

Con esto probaremos que las transformaciones ¢; son continuas.
Si (21, ..., xm) € 7 H(U;), entonces x; # 0, asf
1 ~
(bi(H(xla 0y ‘rm+1)) = ;(xh ceey Ly oeny .’17m+1).

K3

Esta regla de correspondencia es de una transformacion continua, con lo cual la
composicién es continua.

Sea U C U; abierto, la imagen inversa de U bajo la transformacion inversa de
bi es (97 )" (U) =U con

U= {(Ila "7@7 0y l'm_i,_l)”l'l, ...7I’m+1] € U}
El conjunto U es abierto, y asi ¢;1 es continua. Por lo tanto, la transformacién
¢; es un homeomorfismo para toda 1.
Las cartas son compatibles ya que si [Z] = [z1, ..., Zm+1] € U; NU;, con i # j,

se sigue que x; # 0 # x;, luego

S
((bj o ¢z )[l‘] = qu([xl, ey Li—1, 1, Lid1y ooy J,‘j, ceey J,‘m])
1 ~
= 7(‘%17 ey Lj—1, ]., Ljqlyeeey Ljyeny xm)
Lj
Que claramente es diferenciable.
Tenemos el atlas A = {(U;, ¢;)|i € {1,...,m+1}}, entonces el espacio proyectivo
es una variedad compacta de dimensién m.

Trabajamos con las cartas de el atlas 2. Sea T = (1, ..., T ), con la composicién
(fo ¢i_1) obtenemos
alx% +...t+a; + ...+ am+1xfn

(@1, eer 1y ooy ) ||

(fodiH@) =

Por lo tanto, si 7 > ¢ las parciales quedan de la siguiente manera

of

_ 2aj+1w]- ||(C(31, ceey 1, ...,xm)|‘2 - (213]')(6!113% +...4a;+ ...+ am+1l’$n)

(z) =
O (@15 1y ey )|
. 2xj((aj+1 — al)l‘% + ...+ (aj+1 - am+1)x3n + (a]'+1 — aj)x]2 + (aj""l — a’))
||(CL'1, sy 17 ,.’L'm)H4

(2.73)
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Para encontrar los puntos criticos, hacemos %(T) = 0, para toda j. Primero
v)]
notemos que para j = m, la ecuacién (2.73) nos da

of (@)= 2m ((@m+1 — al)m% + ..+ (Gmg1 — am+1)l’72n + (Gmt1 — am)xfn + (@m+1 — aq))
(i) m (@1, ey Ly ey ) ||
2z ((@ma1 — al)x% + oo+ (amt1 — am)m?n + (Gm+1 — a3))
= 1
||($17 ey 17 ,xm)H
—0. (2.74)

Ya que a1 > ap, para toda [ € {1,...,m}, entonces apy+1 —a; > 0y asi
((ams1 — a1)2? + oo + (@mr1 — am) T2, + (@ms1 — am)2%, + (ame1 — a;)) > 0.
Por lo tanto la parcial si j = m es cero, si y sélo si x,;, = 0. Ahora tomemos
j = m — 1, entonces la ecuacién (2.73) nos da

of . _
O(di)m—1 @ =

2Zm—1((@m — al)x% + ..+ (am — am+1)mfn + (am — amfl)miq_l + (am — a3))
(z1,.s 1, )|
= 0. (2.75)

Anélogamente a %, tenemos que

((am+1 — a1)$% + o+ (Amgr — am)x?n + (@m+1 — am)x?n + (@m+1 — a;)) >0,

por lo que %(E) = 0 si, y s6lo si x,,—1 = 0. De manera similar, podemos
argumentar que x, ..., Ty,1 son todos cero.
Por otro lado, si j < i, la derivada parcial de f queda
O (7 = 22;((a; — a1)a? + .. + (a5 — am1)m + (a5 — a5)77 + (a5 — @s)).
(i), @1,y 1y ooy )|

Usemos que las variables x;, ..., Z,,+1, son todas cero, en tal caso

2x; P — 24 .. P — Qi— 2 P — a;
(-7317 i1, 0, 7O) — 17]((&] 01)111 + + (aj a 1)fz 1+ (aj a ))
0(¢i); Iz, 1, ey ) ||

(2.76)

Tomamos j = 1, de la ecuacién (2.76), tenemos

of (z1,..,2i-1,0,..,0) = 2z1((a1 = CL1)$% ot (@ - ai_l)fil + (a1 = a1))
(i) (@1, e Ly ooy ) |
~ 2z1((a1 — a2)as + ... + (a1 — ai—1)zi_y + (a1 — ;)
[y 1, o )|
=0.

Ya que a; < a;, para toda [ € {2,...,i}, implica que (a; — a;) < 0, y por
lo tanto ((a; — a2)x3 + ... + (a1 — a;—1)x?_; + (a1 — a;)) < 0; asf para que la
primera derivada parcial de f sea cero, se tiene que x1 = 0. De manera anéloga
se demuestra que xo, ..., z;_1 con todos cero.

Por lo que, el punto critico en esa carta es p; = ¢i_1(0, »0) = [0,...,1,...,0],
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donde el uno se encuentra en la entrada i-ésima.

Para el calculo del Hessiano tomamos otro indice k # ¢ y k # j. Debido a que
se complica mas el calculo usaremos la notacién de suma, entonces

of
0910,
_ 285 (2amir — ap)ay) | (@1 1y
[Te - T—r 1

2 (@1, 1oy )| (2) (225) (i (g = )} + (a; — a2))
§ |

(T1, ey Tpn)

(x1, .y 1, ., 2k)

Al evaluar en el punto p;, las entradas j, k son cero, entonces

of
) = 0.
90x00; (pi)
Tomemos ahora los mismos indices, es decir
af (xl l‘m)
a¢j8¢] 1) )
m 2 4
(2 (0005 — a0a? + (a; = @) ) +0) (@1, o Ly oy )|

||('I1a ) 17 ) 'TWL)HS

e, e zm)|? (22;) (ij (2;’;%1(@]— — a))a? + (aj — ai))>

H(‘Tlv ) 1a axm)HS

Evaluando en p;, todos los términos son cero excepto el i-ésimo, la norma nos
da 1, entonces solo sobra la parte constante, es decir

of
99,00,

Por lo que el Hessiano nos queda de la siguente manera

(pi) = 2(%‘ —a;).

2(&1 - Cl,') 0 0 ce 0
O Q(CLQ - 0,1') 0 0
0 0 2(@3 - ai) ce 0
0 0 0 o 2(amtr — aq)

(observemos que en la diagonal no se toma el indice i) con lo que el determinante
es no cero para toda i, en consecuencia son m + 1, puntos criticos.

La signatura depende de qué tan grande es i. Por ejemplo para el punto pq,
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todas las a;’s son mayores que a;, entonces 2(a; — a1) >= para toda j, asf la
diagonal del Hessiano en p; no tiene signos negativos. Luego p2, a1 es menor que
la constante ag, entonces 2(a; — az) < 0y si j > 2 se tiene que 2(a; — az) > 0,
entonces tiene un signo negativo. Asi p; tiene signatura cero y po signatura uno.
En general el punto p;, tiene signatura ¢ — 1. De esta manera:

RP™ ~ D™ U (D* x D™ Y U...u (D™ ! x DY)Yu D™

El caso particular m = 1 tenemos que RP' ~ D' LI D! ~ S!. Para el siguente
caso m = 2, tenemos que RP? ~ D? I (D! x D') 11 D%, Las primeras dos formas
de hacer el primer pegado D? LI (D! x D!, son como se muestran en la figura

D' % DU D' < D!

Figura 2.8

Notemos que en la parte izquierda de la figura 2.8, la frontera del pegado
es difeomorfa a una unién disconexa S' LI S!, para hacer el pegado con D?
tendriamos que cortar la frontera 9D? = S, lo que no es posible sin generar
una discontinuidad en el pegado. Por lo tanto, este pegado no es al que es
difeomorfo RP?2. En cambio, el pegado derecho en la figura 2.8 es conocido como
una banda de Moebius. Este tiene por frontera a S'. Con lo cual, el pegado de
la frontera de D? con la banda es posible. Asi, RP? es difeomorfo a el pegado
del disco D? (por su frontera) a la banda de Moebius.

Ejemplo 2.4. El grupo de las rotaciones en R™, SO(m).
Consideremos el espacio de matrices
Mxm(R) = {A | A es matriz de maxm de coeficientes reales}.

Por A; entenderemos la columna i de la matriz A, diremos que la columna es
unitaria si
2 _ 2 2 2 _q.
[4i]l" = af; + a3 +...a5; = 1

dos columnas son ortogonales si su producto interior da cero, es decir, si ¢ # j

A; - Aj = a1;015 + a2;a25 + ... + QiQmj = 0.

Al pedir que una matriz tenga sus columnas unitarias y ortogonales entre si,
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se puede deducir que AA* = I,,, donde A? es la matriz transpuesta de A4, y la
matriz I, es la identidad de tamano m. Esto se ve gracias a que

ail @12 A1m aii @12 A1m
a1 a22 A2m, azi @22 a2m,
am1  Am2 Amm, Am1l  Am2 Amm
Ay |? Al.A22 A An,
Ay Ay AP . A A,
- : . —m
Ap A1 Ay Ay o | An]?

Si calculamos el determinante det(AA") = det(I,,) = 1. Como det(A') = det(A),
obtenemos det(A)? = 1, por tanto det(A) = 41. Definimos el grupo de rotacio-
nes como

SO(m) :={A € Myzm | A tiene columnas ortogonales, unitarias y det(A) = 1}.

Este conjunto es efectivamente un grupo con la operacién producto de matri-
ces. Ahora como subconjunto del espacio de matrices de orden m, podemos
demostrar que es cerrado, con la topologia generada por la norma |4|,, =

\/||A1||2 + oo+ | A%, donde ||A;]| es la norma euclidiana en R™ de las colum-
nas de la matriz, ya que éstas en realidad son un vector transpuesto.

Sea B € SO(m), entonces existe (B,)>2; C SO(m) sucesién tal que B,
converge a B, con la norma [|.|[,,. Recordemos que el determinante es una
funcién continua pues es suma y producto de proyecciones, y las proyecciones
son continuas, entonces det(B,,) = 1 para toda n, por lo tanto det(B) = 1, asi

B € SO(m). Esto dice que el conjunto es cerrado.

Definimos la proyeccién natural desde {A € Moyo| |4l =1, i = 1,....,m} a
RmQ, €como
m(A) = (A, AL, AL ) e R™ .

Esta es un homeomorfismo a S$™ x S$™ x ... x S™ (m veces). El producto de
m espacios compactos, es compacto. Dado el homeomorfismo anterior tenemos
que 7 H(S™ x ... x S™) = {A|||Ai]| =1, i = 1,...,m}, asf el conjunto es com-
pacto. Observemos que SO(m) C {A|||4;]| =1, i =1,...,m} y es cerrado. Un
conjunto cerrado en un conjunto compacto, es compacto. Por lo tanto, SO(m)
es compacto.

Para ver la dimensién de este espacio, veamos que la primera columna tiene
una restriccién ||A;]] = 1, entonces la dimensién del espacio generado por la
primera columna es m — 1. La segunda columna tiene la restriccién ||As|| =1y
de ortogonalidad con la primera columna, es decir, A; - Ao = 0, o séa dos restric-
ciones, asi la dimension del espacio generado por la segunda columna es m — 2.
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Continuando de esta manera, tenemos que la dimensién de la j-ésima columna

es m— j, debido a las restricciones impuestas en ella por la definicién de SO(m).

Ya que la dimensién de SO(m) esta dada por la suma de las dimensiones de los

espacios que generan las columnas de las matrices que lo conforman, tenemos
. P . m—1 .

que la suma de los primeros m — 1 ntiimeros, es decir, ijl j=m(m-1)/2es

la dimensién de SO(m), por lo tanto dim(SO(m)) = m(m —1)/2.

Definimos la siguiente funcién f : SO(m) — R, como
f(A) = cra11 + c2a22 + ... + Cnlmm.

Con 1< ¢ << ... < e, haremos las siguientes afirmaciones:

i) Los puntos criticos de f son de la forma

+£1 0 0

0 =1 0
FE =

0 0 *1

Para demostrar esto primero veremos que todo punto critico es de esa forma y
luego que si es de esta forma entonces es punto critico.

Sea A un punto critico y sea Béj con i < j, la matriz tal que b;; = cos#,
bij = —sinf, bj; = sinb, bj; = cos 0, los indices restantes de la diagonal son 1 y
los demas indices son cero. A ng la nombraremos la matriz de rotacién en el eje
(,7) por un dngulo 6, con esta matriz definimos la curva «y : [0, 27r] — SO(m)
dada por

ag(A) = A- By

Notemos que det(Béj) = 1. Sea 1 < k < m tenemos dos casos si k # i, ], se

sigue que H(B;j)kH = 1, pues en esta columna tiene cero todas sus entradas y 1

en la k-ésima. Si k =i o k = j, entonces H(B;J)kH = (sen)? + (cosh)? = 1.

Por otro lado, con k # [ ambos indices distintos de 7, j tenemos (B;j)k~(Béj)l =0
pues son 0 sus entradas, y 1 en la entrada k y [ respectivamente, pero k # I,
por lo tanto el producto es 0. Si k = ¢ y j = [, implica que el producto nos da
(By)i - (By'); = senbcost — cosbsend = 0. En consecuencia, B € SO(m).

Con lo cual la curva ag(A) cae en el espacio SO(m). Ahora, sean oy, las entradas
de la matriz ay, hacemos el siguente calculo

m

(foag) = ZCzalz,

=1
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para ay = >, aybg, donde estos coeficientes son cero si l # i, j, lo que nos

deja es
m

(foag)(A) = Zczaw

=1

Los dos coeficientes importantes son ay; y ;. Recordando qué los define, todos
los coeficientes son cero excepto si k = 1, j, asi

@i = a;ibi; + agjbji

ajj = ajibij +a;;bj;.
Sustituyendo los coeficientes de la matriz By, tenemos
Qi = a3 cos 0 + a;;sin 6

ajj = —aj;sinf + aj; cos .
Por lo tanto la derivada direccional respecto a 6, es

df (ABy)

5 =G (aii(—sinf) + a;j cosb) + ¢;j (aj;(—cosb) + aj;jsinf)).

Lo siguiente es evaluar en 8 = 0, que es como estar justo en el punto de cero
rotacion, o sea, en el "punto” A. En tal caso,

df (ABy)
df

= Ci@j; — CjQ4j.
6=0

Dado que A es un punto critico no hay avance respecto a las curvas de nivel,

lo que nos dice que cualquier curva tiene su derivada direccional en el punto A
igual a cero, entonces c;a;; = c;a;;.

Si tomamos ahora la curva aj, definida como aj(f) = (B A) con un célculo
similar al anterior obtenemos que c;aj;; = c;a;j, pero ¢; # c;, por lo que a;; y
aj; son cero. Esto pasa para cualquier par de indices distintos. Recordando que
las columnas deben ser unitarias, tenemos ||4;||> = 1, sustituyendo a;; = +1.
Por lo tanto, A = FE.

Ahora si tomamos la matriz E y la curva ay de rotacién, podemos calcular la
derivada direccional, notemos que E no depende de 6, entonces es constante, asi

d(EBy) _ ,d(By)

dé dé

La derivada de By, es una matriz que después evaluaremos en 6 = 0, que es
basicamente derivar cada una de las entradas de la matriz y después evaluar los
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coeficientes, entonces obtenemos la matriz d(d%’) oy’ con las entradas b;i =1,
=0
bgj = —1. El siguiente diagrama ayuda a entender mejor lo que pasa
d(B : J i
(dﬁe) = |i —sinf —cosf =7 0 -1
6=0 J cos —sinf|, . 7 1 0

Los indices superiores indican la columna y los laterales los renglones, y las

demas entradas valen cero. Por lo tanto, la multiplicacién de %

matriz F, nos da

con la

B i i i j
E~d(d09) =i +1 0 i 0 —1|=1]i 0 —(£1)
o=0 ;0 +1| | 1 0 i+l 0

Esta matriz puede ser pensada como un vector V;; con la proyeccién 7, donde
la entrada ((i — 1)m + j) vale £1, al igual que la entrada ((j — 1)m + ), esto es

Tt 0 —(:l:l) = (a11 = 070,21, cy Qg = :|:]., c A = —(:l:].), voy Amym, = 0)
j o+l 0

Tomamos 8 = {V;; | i < j, i,7 € {1,...,m}}, donde todos los vectores tendrén
entradas distintas de cero. En total son m(m — 1)/2 vectores, entonces son base
para el espacio tangente en el punto A, ya que el espacio tangente tiene la misma
dimensién que SO(m).

Ahora, calculando la derivada direccional respecto a A, en direccién de cada
Vij, tenemos que esto en realidad es el producto entre el gradiente de la funcién
f en el punto, por el vector, que se calcula de la siguiente manera

C1
C2
Vf(E) =
Cm
Por lo tanto,
Cl . .
C2 L J ~
VI(E)* Vi = ) x i 0 —(£1)| =0.
s j %1 0
Cm

Donde * es el producto escalar de vectores en R?™. Asfi, este producto nos da la
matriz cero para cualquier V;;. Ya que 8 ={V;; | i < j, 4,5 € {1,...,m}} forma
una base para el espacio tangente y el gradiente de f por la proposicion 1.14 se
puede ver en términos de esta base, entonces E es un punto critico.
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ii) Los puntos criticos son no-degenerados.

El célculo del Hessiano se realiza pensando en la idea anterior de rotaciones.
Tomaremos 01,0z, ..., 01 (m—1)/2, dngulos que ayudardn a generar todas la di-
reccionales del tangente, entonces para cada angulo estan sus matrices de rota-
cién. Sea 0,1 € {01, ..., 01, (m—1)/2}, sean d;; los coeficientes de la multiplicacién

(ABéj Bllzl ), entonces

CHABYBY) 0 (N
900 900y \ — '

Con las propiedades de linealidad de las derivadas parciales, tenemos
* [ 9%,

—_— d =
960 (l_zl “ ”) l:Zl 900y

[ *(AByBE)
f(aeazp : (2.77)

Ya que la matriz Béj es constante al derivar respecto a ¢, y prj respecto a 6,y
la matriz A es constante para 6 y 1, entonces

0%(AB, B!
(AByBy) _

D60 o dy (2.78)

Sustituyendo (2.78) en (2.77), tenemos que

OfABYBY) ([, dBy) dB])
000 - do dp |-

Por otro lado, hacemos el céalculo de la multiplicacién de las matrices cuando
0 =1 = 0, entonces

B By i : z
A-d( 0) . (By) =A-|i —sinf —cosf k —siny —cos®
de drp : . P ) P
0=0 6=0 J cosh  —sinb|, |l cosy —sing w=0
i g ko1
=A-1i 0 1| [k 0 -1
j 1 0 I 1 0

Esta multiplicacion da algo distinto de cero sélo en caso de que t = k'y j =,
por lo tanto
2 ij Rkl
0 f(ABY Bj)

8981/) = —(Ci(il)+0j(:|:1)).
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Asi, con este célculo, tenemos el siguiente diagrama que muestra al Hessiano

[ (1,2) (1,3) (m—l,m) 1
1 2) 82 82 82
) 801691 891802 o 30180(7",%7”,1)/2)
1.3 _o _a o
’ 002001 002002 00200 (1 (m—1)/2) =
’ 82 82 62
_(m -1 m) 9 (m(m—-1)/2)001  O(m(m—1)/2)002 " 00(m(m—1)/2)90(m(m—1)/2) ]
i (1,2) (1,3) (m —1,m)
(1,2) —(e1(£1) + e2(£1))
(1,3) —(Cl(il)—FCg(ﬂ:l))
[(m —1,m) —(em-1(£1) + ¢ (£1))

De manera que el determinante no es cero, y por consiguiente todos los puntos
criticos son no-degenerados. Mds atn, los puntos criticos deben tener determi-
nante igual a 1, pero esto no siempre es cierto, entonces en realidad solo hay la
mitad de puntos criticos en SO(m). Esto es, ya que en la diagonal de E, hay
2™ combinaciones de signos, sélo 2™~! de esos puntos estdn en SO(m).

La signatura de cada punto depende de la cantidad de signos negativos en la
diagonal de la matriz Hessiana de f en tal punto. Asi, que el anélisis de la sig-
natura de cada punto se puede hacer de manera combinatoria.

Sea g; = £1, el signo en el renglén i y columna ¢ de la matriz E. Asi,

O*f(AB§ szl)
000 = —(cigi + cj5).
Recordemos que definimos f con la condicién 1 < ¢ < ¢2 < ... < ¢;,. Notemos
los dos casos méas simples, esto es, ¢, = 1 para toda ¢ y ¢, = —1 para toda
7. En el primer caso, todos los elementos en la diagonal son negativos, luego la
signatura de ese punto es m(m —1)/2. Por el contrario, en el segundo caso todos
los elementos de la diagonal tienen signo positivo, por lo que la signatura de ese
punto es 0.

Ahora, si €,, = 1y ¢; = —1 para toda i < m. Ya que ¢; < ¢, implica que
¢; —cm < 0, y asf hay m — 1 signos negativos. Pero ¢, —¢; > 0y ¢; +¢; > 0 para
toda i, j, por lo que los demds signos son positivos. En este caso, la signatura
del punto es m — 1. Un caso analogo nos da si €,,—1 = 1 y los demds tienen
valor de —1, el cambio estd en que tendriamos ¢; —¢,,—1 < 0 parai <m—1, lo
que nos dice que hay m — 2 signos negativos y los demas valores en la diagonal
tienen signo positivo. Por lo tanto, la signatura es m — 2.

En general, si tenemos i1 < 13 < ... <2, con 0 < n < m tales que g;;, =1y
los deméds son —1, tenemos que habra (i; — 1) + ... + (i, — 1) signos negativos
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y los otros seran positivos. Por lo tanto, la signatura sera Z;L:l(zj —1). En
consecuencia la identificaciéon de SO(m) es

, 0<n<m ,
SO(m) ~ D™ L L] D x D™ | uD™

1<i1<...<in,<m

Donde m' =m(m —1)/2y A = Z?:l(ly — 1) al uniendo correspondiente.

En particular SO(2) ~ D! U D! ~ S!. Por otro lado para SO(3), tenemos
que los puntos tienen signatura 0,1,2,3 al igual que el espacio RP3, entonces
SO(3) ~ D3U(D* x D?)U(D?*x D')UD? ~ RP3. Se puede demostrar que SO(3)
es homotdpicamente equivalente a RP3, la forma de hacer esta identificacién
explicitamente puede ser vista en [3].



Capitulo 3

Teoria de Morse y
homologia.

En este capitulo basicamente nos ocuparemos en hacer una aplicacién util
para la teoria de homologia de variedades con la teoria de Morse. Antes haremos
una introduccién a lo que son las células y la orientacién que se les puede dar,
para de esta manera definir cuando una variedad es orientable.

Después probaremos un teorema en la teoria de Morse, donde mostramos una
desigualdad que relaciona los puntos criticos con los nimeros de Betti.

3.1. Grupos de Homologia
Lo primero que definiremos es una célula de dimensién A o A-célula:
e ={zecR||z| <1}

En caso de que \ sea cero, € = {0},0 sea, tinicamente el origen. Recordando la
definicién de un disco podemos observar que e* = D*. A continuacién, presen-
tamos la definicion de un complejo celular pensado como una unién de células
de distinta dimensién, pegadas para formar un cuerpo. De esta manera podemos
formar objetos como cubos, esferas, dodecaedros y mas.

Definicién 3.1. La definicion de un complejo celular se hard de manera recur-
stwa sobre la dimension, empezando por dimension 0:

1. Sea X :=edUeL...UeY , con kg entero positivo o cero.
1 2 ko’

2. Suponiendo construido un (A — 1)-complejo Y, donde A — 1 nos dice la
mayor dimension de las células que contiene Y. Sea

etUesU...Uep,

89
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union de ky células y h una trasformacion que va de cada una de las
fronteras de la union de células al complejo Y, es decir,

h:ei\ueél_l...uezA — Y.
Ademds h continua. Entonces, definimos al A- complejo celular como

X:YLJe{‘I_IeS‘u...I_IeﬁA
h

En lo que sigue solo mencionaremos al complejo celular X sin recordar la
dimensién. Ahora definimos como X* := {e* | e* € X} como el A-esqueleto de
X, en el caso que )\ es cero se pueden pensar como los vértices del complejo.

Con esta definicién tenemos cuerpos geométricos en abstracto. Pensemos en
una orientacién para ellos, ésta estard dada por 8 = {vq,...,v,}, conjunto de
campos vectoriales que al evaluar en cualquier parte de una célula resultara ser
una base para el espacio tangente en ese punto, es decir, si p € e”, entonces
Bp = {v1(p),...,vn(p)} es base de T,e". Por lo tanto, la orientacién de e”
serd, < vp, Vs, ...,Un >, ¥ la denotaremos por < e” >.

En el caso de tener otra orientaciéon < wi,ws,...,w, > tenemos para cada
p € e, una transformacion lineal Ly, : T,e™ — T,e”, tal que L, (v;(p)) = w;i(p),
entonces el determinante de la matriz asociada a esta transformacién tendra
un signo, en caso de ser positivo diremos que ambos érdenes tienen la misma
orientacién, en caso de ser negativo diremos que tienen orientacion contraria.

Con ello definiremos la orientacién de una variedad. Primero observemos que en
la definicién de una variedad, los abiertos de una carta pueden ser considerados
difeomorfos a €™, en lugar de solo a abiertos de R™. Asi, podemos dar la siguente
construccién.

Primero sea U abierto de M, una m-variedad, entonces por lo que mencionamos
en el parrafo anterior, existe ¢ : U — €™ difeomorfismo. Con ello daremos una
orientacién al abierto U. Primero gracias a la biyectividad de ¢ a cada punto p en
U le corresponde uno y sélo uno en ™, dado por ¢(p). Ya que €™ es orientable,
a cada punto ¢(p) lo corresponde una orientacién < vy (¢(p)), ..., vm(d(p)) >.
Por lo que, una orientacién para cada punto p € U seré el correspondiente orden
de ¢(p), es decir, que < v1(P(p)), ..., vm(P(p)) > es un orden de p € U. Asi, la
orientacién de U es < vy, ..., Uy, >.

Ahora, sea M una m-variedad, (U, ¢) y (V, ) cartas en M, supongamos que su
interseccién es no vacia. Asi, seap € UNV, si < vy,vs, ...,v, > orientacién en
U, < wy,ws,...,w, > orientacién en V. Asi, la transformacién que lleve w; a v;,
para toda i, se evalia en el punto ¥(p) y nos da una matriz, su determinante
nos da un signo. Diremos que U y V tienen la misma orientacién en p si este
determinante es positivo. Por lo tanto, tenemos la siguente definicion.

Definicién 3.2. Si M es una m-variedad suave y 2 el atlas de M, decimos
que (U, ), (V,1) en 2 tienen la misma orientacion si UNV = & o bien si para
cada punto p € UNYV, se tiene que U tiene la misma orientacion que V en p.
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Definicién 3.3. (Orientacion de una variedad) Sea M wvariedad diferenciable,
st todas las cartas en M tienen la misma orientacion, entonces la variedad es
orientada.

Ahora hablaremos de una manera de actuar sobre los 6rdenes de un complejo
X, tomemos el esqueleto X* = {e7, €3, ...,ep, } y consideremos la siguiente suma
formal:
C:=a1 < ei‘ > +ag < e%‘ >+ tag, < eﬁA >,

tal que los coeficientes son nimeros enteros, a C' le diremos una cadena de
dimension A 6 A-cadena. Definimos entre dos cadenas la suma natural que es
sumar coeficiente a coeficiente, y la multiplicacién por escalares enteros también
estd dada por multiplicar coeficiente a coeficiente. Sea el conjunto

CM(X) :={C | C es una - cadena}.

Con las operaciones anteriores, éste es un moédulo izquierdo sobre los enteros, de
hecho C*(X) es isomorfo (hay una homomorfismo biyectivo) a @, Z. A este
grupo se le conoce como el grupo de cadenas )\ dimensional.

Ahora hablemos de una transformacién que lleva C*(X) a C*~1(X), observan-
do primero que el grupo de dimensién A est4 generado por < e} >, ..., < 627>\ >,
por lo que para determinar la transformacién basta hacerlo con la base.

Antes, veamos como dar una orientacion a la frontera de una célula e*, es decir,
orientar a de* = S*1. Sea #, vector normal a S*1, sea wi,wa, ..., wr_1 orden
de Sy < vy, ...,v, > orden de e, si la transformacién en todo punto de la
frontera que lleva < v1,vs,...,v\ > a < A, w1, ...,wx_1 > tiene signo positivo,
entonces diremos que < wy, ..., wy_1 > es una orientacién para S 1.

Para continuar con la definicién recordemos la transformacién de pegado
h: et Udey ... I_IaegA — e} ey UL U 62:1. Restringiendo & a la célula

et e X)‘, tomamos un punto p € e;\_l

, entonces la imagen inversa h=!({p}) es
un conjunto cerrado en el compacto de*, a la funcién h la podemos considerar
diferenciable con una perturbacién que sera cercana; sin pérdida de generalidad

consideraremos la misma funcion h.

Por el teorema de Sard el conjunto de valores regulares es denso, por lo tanto
podemos considerar a p un punto regular de h y un abierto U C e de p, que
no contenga ningin punto critico.

Como h no tiene puntos criticos en U, para cada punto en ¢ € h=1(U) la dife-
rencial tiene determinante no cero, recordando el teorema de la funcién inversa,
éste nos dice que 3V, vecindad de g en la frontera, donde h es un difeomorfismo,
en otras palabras h es un difeomorfismo local.

Siguiendo los argumentos h~1({p}) no puede contener ningiin abierto de la fron-
tera, pues en este caso en esos puntos no hay vecindad donde se cumpla ser un
difeomorfismo local (todo va a caer a p con h), por lo tanto no tiene interior y
esto sélo sucede si este conjunto es discreto.
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Una resultado de topologia nos dice que si un subespacio de un espacio to-
polégico es cerrado dentro de un compacto, entonces éste es compacto con la
topologia heredada este resultado se puede ver en [2]. Con lo que, la imagen in-
versa h™' ({p}) es compacto con la topologfa heredada de ey LideyLi...L1de; . Ya
que en el parrafo anterior demostramos que este conjunto es discreto, h=1({p})
solo puede ser compacto si es cerrado y acotado pues esta en un espacio eucli-
diano, entonces debe ser finito.

Por lo tanto, h=*({p}) = {q1,..., ¢}, es decir, es finito y en cada punto estd
determinada < vi, v}, ...7vf\ > la orientacién de la frontera en ¢;, mirando la
transformacién L, que lleva estas orientaciones en la de p, tiene su signo, la
suma de estos signos se conoce como el grado de cobertura de la frontera,
escrita de la siguiente forma:

A
a:= Z sign(det(Lg;)).

Donde sign : R — {1, —1}, es la funcién que manda cada real al signo que este
real tenga. Lo tnico que queda por determinar es el operador frontera.

Definicién 3.4. Definimos 0y : C*(X) — C*~Y(X) el operador frontera como
la funcidn que:

A—1
kx_1

(< e?‘ >)i=aj < e > dajo <ey > A tajn,, <e >

Donde las constantes aj; son el grado de cobertura de la célula e?‘ en la respectiva
A1

frontera e}~ y {e}, ..., €2A}7 es la base del grupo de cadena C*(X).

Podemos notar que este operador estd determinado por definicién en los
béasicos del grupo de cadena C*(X), entonces es un homomorfismo.

Presentaremos una construccién alternativa a la de los complejos celulares,
esto nos serd de ayuda para la demostracion de una proposicién que nos dice
que es lo que pasa con la composicién de dos operadores frontera.

Esta construccién es la de los complejos simpliciales. Sea vg, ..., v; € R™ puntos,
diremos que estdn en posicién general si los vectores (v1 —vp), (v2 — vg), ..., (v —
vo) son linealmente independientes. Definimos la cerradura convexa como el
conjunto

o={apvo+ ..+ aqu; |ag+ a1 +...+a, =1y a; >0, para toda i}.

A esta cerradura convexa se le conoce como el [-simplejo, a los puntos vg, ..., v;
se les conoce como los vértices del I-simplejo 0. Podemos notar que dependiendo
del valor [, el simplejo puede ser pensado como un vértice, tridngulo, tetraedro,
etc. Al tomar la cerradura convexa de cualquier subconjunto propio de vértices
del simplejo, con el respectivo orden del simplejo, es llamado una cara, para més
sobre esta definicién véase [9].
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De la misma manera que en complejos celulares, a los simplejos podemos asig-
narles una orientacién. Esta estd dada por el orden de aparicién de los vértices,
esto es < 0 >=< vy, ...,v; >. Esta orientacién tiene otra orientacién asociada,
que llamamos la orientacién contraria, dada por ordenar los vértices empezando
por el tltimo y terminando con el primero, es decir, — < ¢ >=< v, ...,v9 >.
Decimos que dos orientaciones son equivalentes, si como deciamos antes, la trans-
formacion que llevan los vectores vy — vy, ..., vy — Vg €n wy — Wy, ..., W; — Wy, tiene
determinante con signo positivo.

Definicién 3.5. Un conjunto K de simplejos en R™ es llamado complejo sim-
plicial euclidiano si:

1. Si un simplejo o estd en K, entonces estan todas sus caras.

2. Si dos simplejos 0,60 estdn en K e intersecan en algo no vacio, entonces
su interseccion debe ser una cara en comun de o y 0.

3. Si tomamos un punto p € K, entonces para cualquier vecindad sélo se
interseca con una cantidad finita de simplejos de K.

Para un complejo simplicial K, la unién de todos los simplejos en K la deno-
taremos por |K|. Un subconjunto de R™ obtenido del modo anterior es llamado
un poliedro, la topologia del poliedro es la que heredada por R™. Ahora sea X
un espacio topoldgico, decimos que X es triangulable si existe un complejo
simplicial euclidiano |K|y h: |K| — X un homeomorfismo.

A continuacién, veremos que de este modo es més facil definir el operador fron-
tera. La teoria de complejos de cadena se acopla mejor con la teoria de Morse,
por eso es que se usa en este capitulo, a pesar de la sencillez algebraica de los
complejos simpliciales.

Para un complejo simplicial | K|, consideremos el conjunto de simplejos de di-
mensién [, la suma formal

C:=a; <o >+ay <oy >+...+ag <op >,

se llama cadena, al conjunto de todas las cadenas lo llamamos el grupo de
cadenas [-dimensional denotado S'(K). En el caso de tener X espacio to-
polégico triangulable, por definicién existe h : |[K| — X homeomorfismo y
| K| su complejo simplicial. Para | K| tenemos el grupo de cadena [-dimensional
SU(K) que sera denotado por S'(X), es decir, para hacer referencia a que esta
cadena viene de un espacio topolégico pondremos el espacio X en lugar de K.

Asi, definimos el operador frontera de la siguiente manera

1
0 <wg,..,v >i= Z(—l)l L VO, ULy eeey Ugy vey U >
=1
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El gorro en el vector quiere decir que ese vértice fue retirado de nuestro acomodo.
Este operador es un homomorfismo y con esta definicién es facil probar que la
composicion da cero.

Proposicién 3.6. 9, 09, =0, para toda X positiva o cero.

Demostracion. Dada la definicién del complejo de cadena , basta con demostrar
que esta composicién es cero en los elementos bdsicos de S*(K). Tomamos
o € |K| uno de estos generadores. Asi, < 0 >=< vy, ...vx4+1 >, entonces con la
definicién de los operadores tenemos

=1

l
81\(a£\+1(< VO, Uty oeey UNF1 >)) = 83\ <Z(—1)1 < 110,1]1,...,1/};, vy U1 >)

1
_ i+j ~ ~
= g (=)™ < v, V1, ey Viy ooy Uy vy U >
ij=1

(3.1)

Haciendo un acomodo en los indices y quitando el caso i = j (éste no es con-
siderado ya que en la primera aplicacién i fue quitado, entonces no puede ser
quitado de nuevo). Asi, tenemos

l

D (=D < 00,01, iy ooy Ty oy v > = Y (1) < g,y Ty Ty ey 0y >
i,j=1 1<j
+ Z( 1)l+j < Yo, 7UJ7"'7ma , Ux >
Jj<i
(3.2)

Hacemos el siguiente cambio de variable s = j y k =4+ 1 en (3.2), entonces la
suma queda

l

Qg ~ —~ . it ~ —~
E (=) < v, V1, ey Uiy ooy Uy oy U > = E (=) < vgy e, Uy ovey Uy ey U >
i,5=1 1<j
s+k—1 o~ o~
+ E (-1) L UQy eevy Ugy ey Uy eeey U >
s<k
= E (-1 < V0 ey Viy ooy Uy ey UN >
i<j

itk ~ ~
— E (=15 < g, ey gy ey Tpy vy U >
s<k

=0 (3.3)

Usando (3.3) en (3.1), tenemos que la composicién es cero, entonces para cual-
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quier elemento en el complejo simplicial esta composicién es cero, pues

kxt1 kxt1
RO (D ai<oi>) = D a; (B4 (< 07 >))

=1 =1

kx41

= E aiO
i=1
=0.
Por lo tanto, esta composicién es cero. O

La manera de hacer que los complejos simpliciales entren en los celulares,
es demostrando que los complejos celulares son triangulables, ademés que se
identifican las caras con cada una de las células del complejo celular. La de-
mostracién de este resultado puede encontrarse en [9]. De modo que el grupo
de cadena simplicial tendra la misma dimensiéon que la del complejo celular y
tomamos el isomorfismo H que manda los bésicos de uno en el otro. Asi, el
siguente diagrama conmuta:

$1(x) 2 gax) — B gr-1(x) (3.4)
Hi iH
O (x) 2 oM (X) 2 001 (X)

Con esto, nos ayudaremos a demostrar la siguente proposicién.
Proposicién 3.7. 9y o dx+1 = 0, para toda A positiva o cero.

Demostracion. Con el diagrama (3.4), si la composicién en el grupo simplicial
es cero también lo serd en el grupo celular, ya que

H 00500541 =000 10H ' =0,

como H es isomorfismo manda el cero al cero, luego 0y 0 dx+1 = H 00 = 0, por
lo que 0y 0 dxy1 = 0. Asi, la proposicién 3.7 estd demostrada. O

Para definir la homologia tenemos que hablar antes de otros dos conjuntos,
el primero es el grupo de los ciclos que estd definido como Z)(X) := Kerd,,
tiene este nombre pues geométricamente pensamos que al ser mandados tinica-
mente al cero no tiene ninguna frontera con el mapeo de pegado. Y definimos el
grupo de fronteras como By(X) := Imdyy1, la idea geométrica es justo que
estos elementos vienen de ser frontera de alguien en el grupo de cadena superior.

De la proposicién 3.7, concluimos que By (X) C Z)(X) € C*(X). Asi, podemos
dar la siguiente definicién.
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Definiciéon 3.8. Sea X wun complejo celular, definimos el A-ésimo grupo de
homologia de X, como:

H(X) := Zx(X)/BA(X)

Por la definicién de C*(X), como la homologia es un cociente de C*(X),
entonces es isomorfo a (®;_,Z) & T, donde T es el grupo de los elementos de
orden finito, y se le llama grupo de torsion, la cual no serd de nuestro interés en
el estudio, por lo que no serd tomada en cuenta.

El rango de H es el nimero de sumandos Z en la descomposicién de la ho-
mologia de X. Este nimero también se le conoce como el niimero de Betti
A-dimensional, y serda denotado como

b (X) = rang(H\(X))

3.2. Desigualdad de Morse

En esta secciéon nos encargaremos de ver la situacién homotépica de los
cuerpos de asa. Ya que el teorema central de la secciéon dard una relacién uno
a uno entre los nimeros de Betti y los puntos que tienen la signatura igual a el
numero de Betti.

Antes hablaremos brevemente de la condicién homotdpica de un cuerpo de asa
y claro sera igual que un complejo celular con ciertas condiciones, para esto
hablaremos de los conceptos que la definirdn.

Definicién 3.9. (Espacio Cilindro)
Sean M, N variedades suaves y h : M — N continua, definimos el cilindro con

base N como C := NJ, (M x [0,1]).

Definicién 3.10. Sea f,g: M — N aplicaciones continuas, decimos que son
homotdpicas si 3H : M x [0,1] — N tal que H(p,0) = f(p) y H(p,1) = g(p)
para toda p € M, y lo denotaremos por f ~ g.

Definicién 3.11. Sean M y N wvariedades diferenciables, decimos que M es
homtopicamente equivalente a Nsi existen f : M — N y g : N — M tales
que fog~Idy ygof~Idy. Y lo denotaremos por M ~ N.

Dada una funcién continua entre complejos celulares f : X — Y, podemos
definir una funcién que vaya entre sus homologias f, : Hx(X) — H(Y") como

kx S
f,\ (Zai < ei\ >> = Zfi(al,...,akk) < ef\ >
=1 =1

1 sif(eM)n e?‘

kx
donde fi(a1,...,ax,) = 32;2, dija; con §;j =
0 en otro caso
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SiC = Zfﬁl a; < e} > definimos f.(C + Imdy) = fA(C) + Imd}, con 9} el
operador frontera en el complejo Y. De este homomorfismo se deriva la siguiente
propiedad

Lema 3.11.1. Sean M y N wvariedades diferenciables y f,g: M — N trans-
formaciones. Si f ~ g, entonces f. = gx.

Y por lo tanto si dos complejos son homdtopos, entonces sus homologias son
iguales.

Estas definiciones las juntaremos para ver que tipo de homotopia tiene un cilin-
dro.

Proposicién 3.12. Sea M y N wvariedades diferenciables, entonces CA' es ho-
motopicamente equivalente a N .

Demostracion. Sea i: N — CA definida por i(p) = [(p,0)], donde los corche-
tes queremos decir su clase de equivalencia que identifica el espacio N con la
base del cilindro.

También definimos 7 : C¥ — N, dada de la siguente manera, si [¢] € M
entonces hay dos casos, si estd en el primer uniendo de la definicién del cilindro
la funcién es la identidad, si estd en el segundo uniendo entonces ¢ = (p,t),
en este caso si t = 0 de nuevo es la identidad, pero si 0 < ¢ < 1 tenemos que
T([p,t]) = h(p), con h el mapeo de pegado del cilindro.

Para ver que estd bien definida T resulta de que si p,q puntos que estan en el
cilindro y p ~ ¢, entonces h(p) = ¢, por lo tanto T'([p]) = h(p) = ¢ = T([q]).
También esta transformacién es continua pues la identidad y & lo son.

Vemos que la composiciéon T o+ = Idy, entonces T o1 ~ Idy. Falta ver que
10T ~ Idcxf, para esto construimos H : C]]\V,I x [0,1] — C’]A\f[, recordando que

sip e C¥, entonces p = (p/,t) si esta en M x [0,1]. Asf

) Ipl sipe N
H(lpl,#) = {[p’,ts] sipe M x[0,1]°

De este modo si H([p],1) =[p]sip € N,y H([p],1) = [(p,t-1)] = [p], entonces
H([p],1) = Idcwm([p]). También H([p],t-0) = [p] si p € N y por otro lado
H([p],0) = [(p/,0)] = i([p']) como p’ € M x |0, 1], en ese caso H([p],0) = ioT(p).
Por lo que,iOTNIdC%I,yNNC%. O

Fl siguiente resultado es el que relacionara la signatura con cada complejo
celular, y como ultimo paso demostraremos la desigualdad de Morse.

Teorema 3.13. Sea M un m-cuerpo con asas, donde A es la signatura mds
grande de los puntos criticos en M. Entonces, existe X complejo celular \-
dimensional, tal que M es homotdpicamente equivalente a X.

Para ser mds especificos:
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» Eziste h: OM — X transformacion, tal que M es homeomorfo a C9M.

= Hay correspondencia uno a uno, entre las A-asas de M y las A\-células de
X.

Demostracion. Por el teorema 2.17 y sin pérdida de generalidad, podemos or-
denar los indices de los puntos criticos. Asi tenemos la siguente igualdad

M= (h{U..Uhk)U(hiU..Uhg)U.. U U..UK)

donde h! = D! x D™~ es la l-asa.

Haremos esta demostracién por induccion sobre A, la dimension de las asas, si
A = 0, entonces M = h{U...Uhy,. Si tomamos un punto en cada asa nombramos
X0 = {ptu.U{p} ym :OM = D™ U ..U ID™ — X° tal que
T1(q1, -y 1ky) = (0,0, ...,0), entonces M ~ CEA.

Suponemos cierta la propiedad para todo cuerpo que tenga indice mayor menor
que A, ahora lo demostraremos para .

Sea H el subcuerpo que tiene todas las asas con indice menor que A y % la
transformacién de pegado, entonces

M=H[Jhu..uh,).
P

Para hacer la prueba simple haremos k) =1, asi M = H Uw DX x D™,

Consideremos la funcién cilindro 7, : D* x D™=* — D* x {0}, tal que
(7, y) = (x,0), donde y € dD™ A,

Con la transformacién T : D* x D™= — Cgi:%l;mﬂ, dado por

T = (z,9) siy=10
e {<<w7y/|y||>,y||) iy #0

Esta es continua, pues cada una de sus partes lo son y pega bien pues en y = 0
en la primera parte es la identidad y en la segunda (recordando la relacién de
equivalencia en el cilindro) tenemos ((z,y),0) ~ (z,y), entonces [(z,y),0] =
[x,y], esto es, son el mismo punto en el cilindro.

La transformacién inversa se da de la siguiente manera. Si p € (D* x {0})
primero podemos ver al punto como p = (z,y), por lo que T~ 1(p) = (x,y). Si
p € (D* x 0D™=*) x [0,1]), existe ¢t € (0,1] tal que p = ((x,y),t). Ademds
T~Y(p) = (z,ty), si t = 0. Por lo tanto T~1(p) = (z, ).

Es claro que en la primera parte efectivamente son funciones inversas pues T' y
T~ son la identidad. Para la segunda parte primero calculamos la composicién
(T o T~Y((z,y),t) = T(x,ty) recordemos que y € ID™~*, entonces ||y| = 1.
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Por lo tanto, T'(z, ty) = ((z, ty/ ||tyl), [ty]]) = (=, ty/t),t) = ((z,y),t). Asi, son
transformaciones inversas y T es un homeomorfismo. Entonces

_ D>\ 8D"L7>\ _ _
DA x D™A ~ Covy = (D* x {0}) Uy, ((D* x 0D™ ) x [0,1]).
Utilizamos la hipdtesis de induccién en H. Ya que es un cuerpo de asa con indice
menor que A, entonces existe F' : 0H — Y homeomorfismo y Y un complejo
de cadena A — 1 dimensional, tal que H ~ C?,H , con F'la funcién de cilindro.

Haremos la construccién del complejo X a partir de Yy D* x {0} y
h:0M — X la funcién cilindro a partir de F' y 7.

Recordemos a ¢ : D* x D™ — 9H el mapeo de pegado, notemos que
(0D x D™=*) C 9H, asi con la composicién (F o)) : 9D* x {0} — Y
funciona como una funciéon de pegado para un complejo, en ese caso

X = (DA X {O}) U(Fow) Y.

A manera de facilitar la notacién nombremos K := 0H\ (¢(9D* x int(D™™*))),
entonces OM = K U(0D* x int(D™)).

Empecemos a definir h, en el caso de que p € (D> x int(D™ ) definimos
h = (ry ot~ : (D x 9D™ ) — D* x {0}, recordemos que D* x {0}
se puede pensar como una A célula. Mas aun, esta célula estd pegada a Y, si
recordamos la definicion de X. Luego, si p € 0K notemos que éste se puede
pensar como la curva de nivel de alguna funcién en OH. Por el teorema 2.12
hay una vecindad V de 9K tal que V =~ 0K x [0,1], donde la transformacién
T :V — 0K % [0,1] es el homeomorfismo.

D> x D™

_____ D* x {0}

|-t
~
-
-t
~...
=

|
>
|

H<

Figura 3.1: Construccion de la transformacién h.

Por otro lado, viendo la definicién de K, tenemos 0K ~ (OD* x D™~ ), y
esta identificacién esta dada por v restringida a la frontera de K.

Tomamos la restriccién 7y |yax): 0D x 9D™* — dD* x {0}, definimos el
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siguiente cilindro
/! _ ~OD*x9D™
V= CBD* x{0}

Este cilindro une a la frontera de H usando como “altura” a 9D* x {0}, entonces
V' ~ (0D*xdD™~*)J, V (donde 7 es una transformacién de pegado entre V' y
OD*xdD™~?  esto es, la transformacién 7 = (T’ ogop) donde la transformacién
g: 0K x {0} — 0K esta definida por ¢g(p,0) = p). Este hecho puede observarse
en la figura 3.1.

Ahora para hacer la identificacién, sea j' : V! — (OD* x D™~ *)U (9K x [0,1]).

—1 . Y
P l.4]) = T/ ((x,y),lt/Q) S?0§t§1/20y—0
(T o) (T ((z,y/ lyll), /2 —1/2)) sil/2 <t
Para hacer la identificacién con (9D* x D™~*) UV, tomemos a j', solo que en

la segunda parte de la funcién aplicaremos T".

Sea i : V. — V' la inclusién, esto es, i(p) = [p]. Entonces j o i = Idy, en
OK x {1} y (joi) =7 |ox en OK x {0}.

Asi definimos
Fojoi(p) sipeV
h(p) = 4 F(p) sip€e OH\V
P sipe H
Esta estd bien definida, pues (j o i)(p) es la identidad en V, se sigue que
F(j(i(p))) = F(p). Y como j' = j, por tanto (j' 0i) = (joi) =7 en K x {0}.
Se concluye que, h pega bien en la frontera de K.

De esta manera h es una funcion de cilindro y el asa se corresponde con la célula
D* x {0}, lo que finaliza la prueba. O

Teorema 3.14. (Desigualdad de Morse)

Sea M una variedad cerrada, y f : M — R de Morse. Para el numero ky de
puntos criticos con signatura A y el nimero de Betti by(M) tenemos la siguente
desigualdad: ky > bx(M)

Demostracion. Sea N la descomposicion en asas de M, entonces por el teorema
anterior, existe X complejo celular tal que M ~ N ~ X.

Sabemos que hay una biyeccién entre asas y las células de dimensién A, es decir,
el nimero de asas de dimensién A en N es el niimero de A células en X.

Consideramos la cadena
e M) 2 o) 2 (X)L
De esta manera ran(Cy (X)) =(nimero de A células), entonces
kx = ran(Cx\(X) > ran(Ker(0y)) > ran(Hx(X)).
Asi, by (M) < k. 0



3.2. DESIGUALDAD DE MORSE 101

Como un corolario podemos dar una cota para la caracteristica de Euler, un
invariante topolégico. De hecho puede ser demostrado lo siguiente.

Teorema 3.15. (Cota a la caracteristica de Fuler)
Sea X un complejo m-dimensional, k, el nimero de g-células contenidas en X,
y bx(M) el numero de Betti A dimensional, entonces

m

(=1)(kq) =
=0

hE

(=1)%bq (M) = x(M).

I
o

q q

La demostracién completa estd en [6]. El corolario de este teorema y el
teorema 3.13 es una forma de calcular la caracteristica de Euler con la signatura
de los puntos criticos de una variedad cerrada.

Corolario 3.15.1. Sean M una m-variedad cerrada, f una funcion de Morse
de M, ky el nimero de puntos criticos con signatura A y by(M) el nimero de
Betti A dimensional, asti

D (“DAk) = Y (=1 ba(M) = x(M).
A=0 A=0
Haremos los cédlculos de la caracteristica de Euler para los ejemplos del
capitulo 2.

Ejemplo 3.1. Si M es una 2-variedad, cerrada.

En tal caso M por el teorema 3.13, tiene la siguiente descomposicién como
complejo celular

M =~ h° Uy, (hi Uhy U ... U h}) Ug, B2

Tenemos por el corolario 3.15.1 que x(M) =1—k+1=2—k. Si k=0, no
tenemos 1-asas, entonces M es difeomorfa a S?, y x(M) = 2. Si k = 1, es el caso
donde tenemos un 1-asa, éste se dio cuando tenfamos al espacio proyectivo RP?
el cual, contiene una banda de Moebius, y asi x(M) = 1. El tltimo caso es el
de el 1-toro 2-dimensional, donde k = 2, luego x (M) = 0.

Ejemplo 3.2. Si M es una 3-variedad cerrada.
Por tanto, tenemos la descomposicién como complejo celular siguiente
M ~ h® Uy, (hi UhjU...Uh}, ) Ug, (B UAS U ... UhE) Uy, B®.

El tnico caso de interés es cuando ki = 1 = ks, en particular las variedades
SO(3) y RP3. En ambos casos x(m) =1—1+1—1= 0. Esta es otra manera
de decir que estas dos variedades son homotépicamente equivalentes.
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