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Resumen

El presente trabajo tiene como objetivo ejemplificar los modelos de riesgos proporcionales,
aditivo y multiplicativo-aditivo con un enfoque a los procesos de conteo. Como caso tipico, se
analizaron dos bases de datos extraidas de la bibliografia. La primera consiste en 877 observacio-
nes de 23 variables correspondientes a un estudio de pacientes infectadas de clamidia o gonorrea.
Se describe el riesgo de reinfeccién mediante un ajuste de modelos de regresion proporcionales,
aditivo y multiplicativo-aditivo. Los efectos descritos en los modelos ajustados son constantes,
pues se rechaza la hipétesis de coeficientes variables a lo largo del tiempo de observacion para
cada covariable con un nivel de confianza del 95 %. Estos modelos permiten asignar un indice
de prondstico para cada paciente y los terciles de esta medida determinan 3 grupos de riesgo:
bajo, mediano y alto. Para evaluar los modelos ajustados, se realiza un anélisis de residuales de

martingalas, de devianza y de score para evaluar la bondad de cada ajuste.

La segunda base describe el tiempo de fallecimiento de un grupo de 418 pacientes con cirrosis
biliar primaria mediante 19 variables. Al ajustar los modelos de regresion, se rechaza la hipotesis
de coeficientes constantes para 2 de 5 covariables en cada modelo. Por ello, se hace un ajuste de
modelos de riesgos proporcionales y aditivos semi paramétricos. Una vez determinadas cudles
variables tienen un mejor ajuste en el modelo proporcional y cuédles en el modelo aditivo, se ajusta
el modelo multiplicativo-aditivo. Finalmente, y como en el primer anélisis, se comprueba la

exactitud de cada ajuste a través del andlisis de residuales de martingala, de score y de devianza.
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Introduccion

Desde hace medio siglo, se han desarrollado métodos estadisticos que han permitido analizar
el comportamiento del tiempo que ocurre hasta cierto evento de interés en datos censurados y
el efecto que tienen otras variables en él. Esto se ha aplicado en distintos contextos donde se
tienen datos longitudinales. No obstante, se ha desarrollado la teoria de Procesos de conteo que
ha complementado el andlisis de supervivencia, de tal modo que permite probar hipétesis con

mayor precision y explicar el riesgo a través de variables con mas detalle.

En los primeros dos capitulos se parte de algunos resultados del andlisis de supervivencia y un
preambulo de la teoria de los procesos de conteo. Posteriormente, se presentan los modelos de
riesgos proporcionales, aditivos y multiplicativo-aditivo. Se describe grosso modo la estimacion
de los parametros de los modelos y sus propiedades asintéticas, las pruebas de hipétesis mas
importantes y se introduce al andlisis de residuales, con el cudl se aplica la teorfa de procesos de
conteo. Con el fin de ilustrar dicha metodologia, se presentan en el tercer capitulo, estudios de
bases de datos obtenidas de la literatura. Se analiza primeramente la base std de la paqueteria
KMsurv en R, la cual considera un grupo de 877 pacientes femeninas que en un principio habian
padecido clamidia o gonorrea (o ambas). Siendo asi, se tiene una base de datos con variables
como la edad, afios de escolaridad, tipo de infeccion adquirida, nimero de parejas y uso del
conddén. Adicionalmente, se tiene informacion acerca de ciertas seflales observadas durante el
diagndstico médico de la paciente como el dolor abdominal, disuria, sarpullido, lesiones, brote
de reinfeccion y el tiempo hasta que se presentd. El objetivo del andlisis es identificar cudles de

estas variables tienen un efecto mas importante en el tiempo de recurrencia de las enfermedades.

Por otro lado, la base pbc, obtenida de la paqueteria survival en R, contiene las variables del
tiempo hasta la muerte por cirrosis, de transplante o de fin del estudio, el status médico del
paciente, tratamiento administrado, edad y sexo. Algunas otras variables de sefiales obtenidas en
el diagndstico, son la presencia de ascitis, hepatomegalia, malformaciones venales, de edema; el
nivel de bilirubina, colesterol, albumina, triglicéridos y el tiempo que toma en coagular la sangre.
Durante el anélisis se obtienen hallazgos acerca de la forma en la que las variables anteriores

influyen en el tiempo de fallecimiento.






Capitulo 1

Procesos de conteo en el analisis de
Supervivencia

En estudios de fendmenos relacionados con la supervivencia de alguna poblacion (sean pacientes,
poblaciones de animales, entidades financieras, aparatos, etc..), es de gran interés observar el
tiempo de supervivencia de los elementos de la muestra con el fin de obtener conclusiones de la
poblacién sustentadas en la observacion de los individuos. Sin embargo, pueden presentarse pro-
blemas debido a la dificultad del seguimiento del tiempo de supervivencia de algunos individuos.
Los estudios con las caracteristicas anteriores pueden ser desarrollados mediante el Anélisis de
Supervivencia, cuyo objetivo es ajustar un modelo estadistico que permita identificar los factores
de riesgo que tienen un impacto en la poblacion de tal manera que se obtengan conclusiones

sobre el tiempo de supervivencia de la poblacion.

Tipos de falla y censura

Lawless (2003 pég. 53) define el tiempo de falla como T; = min{X;, C;}, el minimo entre el
tiempo de vida X; (el tiempo en el que el individuo no presenta el evento de interés) y el tiempo
de censura C; (el tiempo en el que se termina el estudio o que el individuo sale del grupo de
estudio por alguna causa ajena al evento de interés). Ambas variables X; y C; toman valores en
el intervalo [0, c0) y por lo tanto 7" también.

Se debe prestar atencion a la definicidn del tiempo de censura, pues tiene especial efecto en
el andlisis de supervivencia. Cox & Oakes (1984, pag. 4) afirman que, como el tiempo de su-
pervivencia, la censura es un evento durante el periodo de observacion con el cual termina el
seguimiento de la supervivencia del individuo, si es que el evento de interés no ocurre hasta ese

punto.

La censura puede presentarse por diversas causas, como la salida voluntaria de algin individuo
en el estudio o porque el investigador decide terminar el periodo de observacion debido a la falta

de recursos o por propositos de la investigacion. Por ello se clasifican 2 tipos de censura:

9



10 Procesos de conteo en el andlisis de Supervivencia

= Censura tipo I: Ocurre cuando se decide terminar el periodo de observacion de los
individuos hasta cierto tiempo determinado. Si los individuos no presentaron un tiempo de

falla hasta entonces, se dice que presentan censura de tipo I.

= Censura tipo II: Se presenta una vez que el investigador decide que han ocurrido un
nimero determinado de fallas £ de los n individuos. Asi el tiempo de censura C' se

convierte en T el k-€simo estadistico de orden de la muestra.

La fig. 1.1 muestra un ejemplo de estos tipos de censura. Intrinsecamente se supondrd a lo largo
de este trabajo que los tiempos de censura son independientes para todos los individuos, ya
que se tienen casos en los que las fallas de los individuos alteran la intensidad o el riesgo de
otros individuos en la poblacion. La forma en la que se incluyen estos tiempo en el andlisis es

considerando el tipo I de censura.

Figura 1.1: Ejemplo de tipo de censura I (izquierda) para un tiempo de estudio de 3 unidades y
tipo de censura II (derecha) para las primeras 2 observaciones.

Fin de estudio

= =
T4 C4
(s8] (s3]
C3 C3
o o 2 abservaciones
E ©
£ o £ oo
= 2| 2 T(2)
= g - 5
T1 T(1)
L D (e
T T T T T T T T T
0 1 2 3 4 0 1 2 3 4

Tiempo de fala Tiempa de falla



CAPITULO 1. 11

Funciones involucradas en el analisis de supervivencia

La funcién de densidad de probabilidad se define del siguiente modo para una variable aleatoria

discreta I' de tiempo de falla:

Dependiendo de la forma de modelar la variable aleatoria del tiempo de falla 7', si es continua o
discreta, se interpretaran tedricamente las funciones de probabilidad de un modo distinto. Para
este trabajo se considerard la variable del tiempo de falla 7' como continua. Las definiciones,

extraidas de Lawless (2003, pag. 8) se resumen a continuacion.

Funcion de supervivencia
Es la probabilidad de que un individuo que sobreviva en el tiempo ¢, y satisface ser mon6tona

decreciente:

S(t) = PIT > 1] = /too f(z)dz

Funcion de riesgo
Especifica la tasa instantdnea de riesgo al tiempo ¢, dado que un individuo sobrevive al tiempo ¢,
de modo que h(t)At es aproximadamente la probabilidad de falla en el intervalo infinitesimal

[t,t + At), dado el tiempo de supervivencia ¢. Se define como:

Pt<T<t+AtT >t
M) = lim, = At =
—)

Ademds, usando la definicion de probabilidad condicional y sustituyendo la expresion de la

funcién de supervivencia, se obtiene:

h(t) = % _ (—%S(t)) ﬁ _ —%log S(t) (1.0.1)

En el contexto de martingalas, la funcion de riesgo se conoce también como funcién de intensi-

dad, por su relacion con los procesos estocasticos.

Funcion de riesgo acumulada

La funcién de riesgo acumulada se define como

H(t) = /0 t h(t)dt

Esta funcién es importante para poder observar la frecuencia con la que ocurren las fallas a lo
largo del tiempo y serd de gran utilidad para analizar los residuos para la evaluacion del ajuste de

los modelos. De la expresion 1.0.1 se obtiene:

H(t) = —log S(t)
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Estas funciones describen la distribucion del tiempo de falla y son de gran utilidad para realizar

el andlisis. A continuacion, se presenta la relacion entre estas funciones.

Cuadro 1.1: Relacién entre funciones de probabilidad. Cada casilla representa la funcién de la
columna expresada en la columna en términos de la funcién del renglon correspondiente.

7@ 50 (D) 10

(0 IR | t s
() —%S(t) —%logS(t) —log 5(t)
ht) | h(t)exp(— /0 Ch(@)dr)  exp(— /0 h(a)de) /0 h(a)da
H) | —Serp(-H@)  em(-H@) S HE

Procesos de conteo

Las funciones de probabilidad definidas anteriormente sirven para caracterizar la variable de

tiempo de falla 7" por completo, siempre que se suponga una distribucion paramétrica para 7.

Sin embargo, observar otros enfoques en el andlisis de supervivencia puede aportar resultados

interesantes, tal como los procesos estocasticos, que en vez de enfocarse en la variable 1" que

rige los tiempos de falla, describen un proceso de conteo para representar las fallas de la muestra.

Figura 1.2: Ejemplo de proceso de conteo
N(t).

N(t)

Tiempo

Para describir este enfoque, Aalen (2008, pag. 53) de-
fine un Proceso de conteo N = {N(t) : t € [0, 7|}
como un proceso continuo por la derecha con saltos
unitarios, en los tiempos en los que se presenta algiin
evento, y constante entre ellos, tal como se muestra
en la fig. 1.2. Un ejemplo de dicho proceso, es el Pro-
ceso Poisson, que modela el conteo de eventos entre
los cuales el tiempo se distribuye de forma exponen-
cial. Este proceso se describe mediante su funcién
de intensidad ), de la cual se interpreta A(¢)dt como
la probabilidad de ocurrencia del evento de interés

en un intervalo de tiempo infinitesimal.




CAPITULO 1. 13

Asi, recordando la definicién de la funcién de riesgo h(t) del tiempo de falla T, se tiene una
forma de expresar la funcion de intensidad \(t) para cada individuo 7 de acuerdo con Aalen
(2008, pag. 70, exp. 3.1):

Ai(t) = Yi(t)h(t)

en donde se define la variable Y;(¢) para cada individuo 7 de la siguiente manera:

1 st T; >t
Yi(t) = Lir>n = { 0 s T oot (1.0.2)

la cual es una funcién que indica si al individuo ¢ atn no le ocurre la falla o la censura en el
tiempo t. Es decir, indica la exposicion al riesgo. Dentro del intervalo de tiempo en el que el
individuo estd expuesto, la funcidn de riesgo de la distribucién del tiempo de falla es la funcién

de intensidad del proceso de conteo para el individuo .

Dado lo anterior, se define la funcién de intensidad acumulada con la siguiente expresion:

At) = /Ot A(s)ds (1.0.3)

Los eventos a contar que serdn de interés son precisamente las fallas que ocurran hasta el tiempo ¢.
En el contexto de Andlisis de supervivencia, el proceso de conteo N () s6lo suele tomar a lo mas
el valor de 1, pues corresponde unicamente al nimero de fallas que presenta el i-€simo elemento
del estudio y generalmente se conoce la falla como un estado absorbente, aunque dependiendo
del fenémeno que se estudie, puede tomar valores en todo el conjunto de los nimeros naturales,

en el caso en que se trate de un estado recurrente. Como en el ejemplo de la fig. 1.2.

Considerando lo anterior, la idea de este enfoque del analisis de supervivencia, es explicar el
proceso de conteo N (¢) mediante la forma Variable respuesta=Seiial+Ruido. Antes de poder
justificar este modelo, y para abordar el tema adecuadamente, es necesario definir dos clases de
procesos estocasticos.

Aalen (2008, pag. 48) define una martingala como un proceso M = {M (t) : t € [0, 7]} adaptado
a la filtracion .%; que cumple la siguiente propiedad:

E[M(t)|%s] = M(s) Vs < t.

Si sélo se cumple que E [M (t)|.Zs] < M(s) Vs < t, se dice que M (t) es una submartingala. De
lo anterior, se puede concluir que N (¢) es una submartingala por ser un proceso no decreciente.
Y de este modo, la Descomposicion de Doob-Meyer formula que cualquier submartingala (en

este caso NV (t)) puede ser descompuesta de la siguiente manera:
N(t) = A(t) + M(t) (1.0.4)

Donde M (t) es una martingala y A(t) se conoce compensador del proceso N (t). Para entender el

papel de A(t) en la expresion 1.0.4, Therneau & Grambsch (2000, pag. 5) definen intuitivamente
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un proceso predecible A(t), como aquél cuyo valor en el tiempo ¢ se conoce en un tiempo
infinitesimalmente menor ({—), o bien, formalmente se define como un proceso que es adaptado
a la filtracion .%,_.

Este proceso A(t) serd justamente aquél que representard el riesgo dentro de los modelos de
regresion y aquél que se desea estimar. Mds atn, juega un papel muy importante, pues es justa-
mente el compensador de la descomposicion de Doob-Meyer de la ecuacion 1.0.4. Es decir, A(t)
es el componente que aporta la tendencia creciente de N (). Sin este componente, N (¢) no seria

ni submartingala ni proceso de conteo.

Y finalmente, hay que mencionar que bajo este enfoque se considera la siguiente notacion
matricial, donde N (t) = (Ni(t), ..., N,,(t)) representa cada elemento ¢ = 1, ..., n de la muestra.
Anélogamente se considera el vector A(t) = (Ay(t),..., A, (t)) y M(t) = (M;(t), ..., M, (t)).

Estimadores de Nelson-Aalen y Kaplan-Meier

Para poder ajustar los modelos, serd necesario estimar la funcién de intensidad acumulada
definida en 1.0.3, y para construir tal estimador, se definen N.(t) = ", N;(t) como el nimero
total de fallas que se registran para la poblacién y Y.(¢) = >_" | Y;(¢) como el total de individuos

expuestos hasta el tiempo t.
De acuerdo con la definicién de la integral de Riemman-Stieltjes, el estimador de Nelson-Aalen

=] v

para el caso continuo. Para el caso discreto, se puede escribir como:

N AN.(t;
AB =2 Y(t(»)

:t; <t

se escribe como:

Es importante aclarar que dN.(t) = N.(t + dt) — N.(t), o bien, AN.(t) = N.(t + At) — N.(t)
puede interpretarse como una variable aleatoria Bernoulli (pues en un intervalo muy pequefio de
tiempo s6lo puede ocurrir 0 no ocurrir un evento), cuyo parametro es la probabilidad de ver un

evento en un intervalo infinitesimal alrededor de ¢, es decir:
P(dN(t) = 1|F_) = E(dN(t)|-Z,-) = E(dA(t) + dM(t)|-Z;-)

— dA(t) + E(dM(t)|Z) = At)dt

Esta equivalencia se debe a que el proceso A(t) es un proceso predecible (y por lo tanto .%;

medible) y que para las martingalas M (¢) se cumple que E(dM (t)|-%#-) = 0.
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La varianza de este estimador, que nos permitird construir intervalos de confianza para la funcién

de supervivencia, estd dada por la siguiente expresion:

Var(A(t)) = /0 iﬁi'éj

o bien, para el caso discreto:

Var(A(t) = 3 2%

2(+.
it <t Y. (m

En este caso, la funcién de supervivencia se puede expresar, dada la relacion que tiene con la

funcién de riesgo acumulado expresada en el cuadro 1.1, de la siguiente manera:

Swalt) = exp{-A(1)} = exp {— 3 AN'(“)} =TT eso{-ak()

ity <t Yi(t:) it <t

pues AA(t;) = AN.(t;)/Y.(t;). Por otro lado, el estimador de Kaplan-Meier estd dado por la
siguiente expresion:

Sear(t) = [ (1 —dA:)

it <t

Se puede observar la aproximacion al estimador obtenido por Nelson-Aalen, pues e* ~ 1 — z
para z — 0 (que generalmente es el rango de valores que toma A./A\(ti)). Con ello se muestra que
ambos estimadores producen resultados muy similares.

Siendo asi, y usando su relacion con la funcién de supervivencia, el estimador obtenido por

Kaplan-Meier para la funcién de riesgo acumulada quedaria expresado como:
Asenr(t) = —log(Skr(1))

Ademds, para construir intervalos de confianza, un estimador consistente para la varianza de
Sk (1) estd dado por la férmula de Greenwood, cuyo desarrollo es presentado, por ejemplo en
Cox & Oakes (1984, pag. 50):

Var(Sar) = §%(8) Y_{Y-(8)(Y.(t:) — AN.(6))} T AN.(t)
0t <t
de lo cual se obtienen, para cada tiempo ¢, intervalos de la forma:

2

~

S(0) % 21apo [Var(5(0)]

donde z_,/7 es el cuantil 1 — « /2 de una distribucién normal estdndar.
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Prueba de log rank

A lo largo de los analisis realizados en el capitulo 3, serd preciso contrastar las diferencias entre
las funciones de supervivencia correspondientes a diferentes grupos o tratamientos de pacientes.
La prueba de log rank se aplica generalmente para determinar la diferencia entre dos grupos,
pero a continuacion se describe el contraste del caso general para p grupos o tratamientos. Es

decir, se desea contrastar la siguiente hip6tesis:

Hy: Si(t) =95;(t) Vi, j=1,...,p vs. Hy:S;(t) # 5;(t) paraalgunosi,j =1,....,p
(1.0.5)

Sea t; el tiempo en el que se presenta la :-ésima de las n observaciones. Dichas observaciones
contienen todos los grupos, los cuales no tienen que ser del mismo tamafio. El nimero de
elementos de la muestra expuestos o en riesgo (que no han presentado el evento) se determina
para el k-ésimo grupo y se denota como Y.,(t) con k = 1,...,p. Ademads, sea AN.(t;) =
N.(t;) — N.(t;—1) el nimero de fallas que ocurren al tiempo ¢; (empates en tiempo de falla de
las observaciones). Con estas cantidades, se estima el nimero esperado de fallas en el grupo £ al

tiempo 73, dado por:

AN.(t;) -

t; x(t)
Y.(t;)

Ek(Tz) =

Este célculo se realiza para cada tiempo de falla ¢; y cada grupo observado en la muestra.
Finalmente, se determina el nimero total de fallas observadas O, y la suma de las fallas
esperadas By = Y, Ei(T;) de cada uno de los grupos. Con ello se construye la siguiente

estadistica que se distribuye como X%p_l):

=~ (0; — E;)?
=2 "%

=1
La hipétesis nula 1.0.5 se rechaza si T’ > X%p—l) 1_o» donde X%p—l) es el cuantil 1 — o de una

distribucién X?p—l)' Dado que la prueba puede no ser determinante para las curvas de S(t) que

J1—a

se cruzan u oscilan en algunos grupos, se recomienda el apoyo grafico.



Capitulo 2

Modelos de regresion

En este capitulo se describen los modelos de regresion con variables explicativas, cuyo objetivo
es describir los efectos de dichas variables en el tiempo de falla de los datos de la muestra. Se
presentan los modelos de riesgos proporcionales junto con algunas generalizaciones (modelos
no paramétrico y semi paramétricos) con el fin de compararlos y asi poder determinar cudl es
el modelo més adecuado para cada caso. Se aborda el tema definiendo el modelo de riesgos
proporcionales simple para después dar paso a los modelos aditivos y multiplicativo-aditivos
como otras formas de modelar la funcién de intensidad A(¢) del proceso de conteo N (t), el cual

es el principal objetivo.

De acuerdo con Cox & Oakes (1984, pag. 91, exp. 7.1), los modelos de riesgos proporcionales
se definen para el tiempo ¢, dada una matriz Z,,, = (71, ..., Zn)T con las variables explicativas

para cada individuo de la muestra, de la siguiente manera:
h(t|Z) = ho(t)a(Z; B) (2.0.1)

donde «(Z; ) es el factor de proporcionalidad que aporta la informacién de las variables Z
y ho(t) es la funcion de riesgo de base que representa la funcién de riesgo para un elemento
de la poblacion bajo caracteristicas estandares, es decir, siendo Z = 0. Por ello, se requiere
a(0; 8) = 1. Seglin Cox & Oakes (1984, pag. 70), el modelo anterior se basa en la familia de
distribuciones de Lehmann, las cuales se expresan en términos de las funciones de supervivencia
y densidad basales Sy(t) y fo(t):

S(t12) = So(t)*#s f(t1Z) = a(2)So()* D fo(t)

Las expresiones anteriores se obtienen de la funcién de riesgo 2.0.1 y el cuadro 1.1 del capitulo
anterior. Las variables que se consideran dentro de las bases de datos a analizar por el modelo
elegido, serdn incorporadas en la matriz Z de dimensiones n X p, que contendrd la informa-
cion de los n individuos y las p variables. Generalmente, y en los ejemplos presentados en el

capitulo 4, las variables no dependen del tiempo para cada individuo. Aunque se elige la nota-

17
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cién Z (t) para indicar que la expresion es vélida para las variables que si tienen esa caracteristica.

De tal modo, 2.0.1 es una forma de representar la funcién de riesgo h(t|Z) de tiempo de
falla en proporcién a otra funcién de riesgo para una poblacién con riesgos estandares hg(t),
considerando ciertos factores de riesgos Z. La funcion de riesgos h(t|Z) puede escribirse sélo
como h(t) y el factor de proporcionalidad, dado por una funcién a(Z; 3) !, puede ser cualquier
funcién que cumpla «(0; ) = 1, ya que su interpretacion dependerd de su forma. Algunos

ejemplos de « son los siguientes:

» (Z; ) = logy(1 + eZ'7)
= (Z;8)=1+2"8

= a(Z;p) =P

Si bien, la teoria y aplicaciones de cada una de las expresiones de o son interesantes, solo se

profundizard en la dltima expresion. La cual es definida en la siguiente seccion.

2.1. Modelo de riesgos proporcionales

Este modelo ha sido ampliamente difundido gracias a autores como Cox. Consiste en definir el
factor proporcional alpha como a(Z; ) = eZ "5 de tal manera que se defina la funcién vector

de intensidad como:

A(t) =Y () ho(t) exp(Z7 () ) (2.1.1)

Donde \(t) = Y (t)ho(t), con hy(t) definida como en la expresion 2.0.1. Se considera que, para
cada individuo en el tiempo ¢, Z(t) es la matriz de observaciones para las p variables en cuestién
y 5 = (P, ..., Bp) es el respectivo vector p-dimensional para los coeficientes de las variables en
el modelo. Y'() es la funcién indicadora para denotar el tiempo de observacion de la poblacién
en riesgo para el tiempo ¢ definida en 1.0.2.

Esta version simple del modelo de riesgos proporcionales, de acuerdo con autores como Marti-
nussen & Scheike se conoce como modelo de riesgos proporcionales paramétrico, 1o cudl no es
usual en el resto de la literatura del anélisis de Supervivencia. El razonamiento detrds de esta
forma de referirse al modelo yace en que se pueden determinar los pardmetros que conforman el
vector /3 (cosa que no ocurre cuando el vector 3(t) depende del tiempo) y con ello se puede hacer
prediccion de otros valores. En el caso de que el vector de coeficientes 3(t) = (51(2), ..., B,(t))
dependa del tiempo, se dice que se trata de un modelo no paramétrico porque el modelo no se
puede especificar con un vector de coeficientes fijo. En este caso se estiman los valores de [3(t)

para cada tiempo de falla ¢ durante el tiempo de observacion.

'En adelante escrito como a(Z)
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Estimacion e interpretacion de los coeficientes del modelo

Para el caso del modelo paramétrico, los pardmetros que lo determinan son el vector de coefi-
cientes [ que representa el efecto que tienen las variables en el modelo de 2.1.1, los cuales se
obtienen de la funcién de verosimilitud, la cual se construye de la siguiente manera descrita por

Cox & Oakes (1984, pag 91), suponiendo que 7' es una variable aleatoria discreta.

Primeramente se observan los tiempos de falla ordenados de los n individuos (1) < t(z) <
. < l(n) (se supone que no hay empates) y el j-ésimo conjunto de riesgo denotado como
R(j) ={l=1,...,n: 1 > ty)} para los tiempos de falla superiores a t(;). Seguidamente, se
considera la probabilidad de que el i-ésimo individuo con el vector de covarlables Z; muera al
tiempo ¢; dado que pertenece al grupo de riesgo R(j). Esto se denotard como p;(R(j)), y siendo
T; el tiempo de falla:
P[T; =t, Z = Zj] h(ti| Z:) Y;(t) exp(Z] (t)B)

PO =" RO Sneny MlZ6)  Sengy Vel own(Z7@5) >

La expresion 2.1.2 corresponde a la :-ésima contribucién de la funcién de verosimilitud del

modelo donde las probabilidades son de eventos independientes, de tal modo que la funcién de

verosimilitud se obtiene con la siguiente expresion:

T(t)ﬁ)
H“ Hz xp(Z7(1)5)

]1]

Ademids, tomando en cuenta los empates o elementos que fallan al mismo tiempo, se puede
escribir la expresion anterior tal como la formulan Fleming & Harrington (1991, pag. 142, exp.
3.7) usando la notacién matricial y asociando las correspondientes entradas de los vectores N (t),

Y (t) y el correspondiente vector de la matriz Z(t):

. AN.(t:)
exp(Z] (1)5)
“1) = H(z] V(b ex <zjf<t>6>> 13

Donde AN.(t;) = N.(t;) — N.(t;_1) representa el salto en el proceso por los individuos que
fallan en el mismo intervalo de tiempo, esto para considerar los empates. Para la estimacién del

vector [3 se aplica la funcién logaritmo. Es decir, para los tiempos de falla ¢y, ..., ¢,:

log(.Z(8)) = i {AN.(ti) [ —log (ZY exp(Z )ﬁ))] }

i=1
Posteriormente se deriva respecto a [ para obtener la funcion score, la cual se define de la

siguiente manera:
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d

_a 2k Ya(t) exp(Zi (1)) Zi(1)
d

2 k1 Yi(t) exp(Zi(1)B))

U(B) (2.1.4)

loB((8)) = 30 AN-At) | 270

De manera que el estimador de /3 es solucion a la ecuacién U () = 0. Por otro lado, la manera
en la que se interpretan los coeficientes 3 es mediante el cociente de riesgos, el cual se define

con la siguiente expresion para dos vectores de covariables Z;(t) y Zs(t):

h(t| Z, (1)) T T
————= =exp((Z; (t) — Z, (1))5

Representa la comparacion del riesgo relativo que existe entre dos individuos descrito a través de
sus respectivos valores. De tal modo que se obtiene la interpretacién al comparar la funcién de

riesgos del modelo con la funcién de riesgo de base de la siguiente manera:

h(t| 2, (t))> T T
log| ——=——== ) =2 () — Z, (t
Asi, para un individuo 4, si se considera un incremento en alguna de las variables (la primera, sin

pérdida de generalidad) manteniendo las demads fijas, se obtendra que

Si bien, la interpretacion parece siempre poder caracterizarse con los coeficientes del vector /3, el
hecho de que el efecto en el riesgo que describan pueda no ser constante, limita el modelo de

riesgos proporcionales paramétrico.

Modelo de riesgos proporcionales no paramétrico

En ocasiones, se observa que el efecto que tienen algunas variables en el modelo de la funcion
de riesgo no es constate a lo largo del tiempo, lo cudl ocasiona que un modelo paramétrico no
sea el mds adecuado para describir el modelo. Por ello se plantea un vector de coeficientes [3(t)
dependiente del tiempo, de tal modo que la funcién de riesgo bajo este modelo se representa de
la siguiente manera:

A(t) = Y (D) Ao(t) exp(XT (£)8(2)) (2.1.5)

El cudl es un modelo no paramétrico, pues un vector 5 no determina el modelo V ¢. Cabe
mencionar que en la expresion 2.1.5, la funcién vector de riesgo de base A(¢) es contenida en
el factor de proporcionalidad como \(t) = exp(fy(t)) ? (aunque en algunas ocasiones si se
exprese). Obsérvese que el coeficiente 53,(t) depende del tiempo, por lo que no se pierde el aporte

de la funcién de riesgo de base dentro del modelo.

%Esta es la forma en la que se hace la estimacién en la funcién timecox() del paquete timereg
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La forma en la que se estiman los coeficientes, es a través de la siguiente verosimilitud basada en
la expresion 2.1.3. Al considerar el tiempo 7" € [0, 7] como una variable continua, se expresa la

verosimilitud como:

i=1t>0 JlJ

- AN.(t)
exp(X[ (1)5(1))
-1111 (2 () exp(X] (1) B(t >>>

Siendo continua la variable de tiempo 7', se obtiene la siguiente funcién de log-verosimilitud:

log(£ { [ xrwpmano - [ v e o

Derivando respecto a ﬁ( ) se obtiene la funcién score:
d = i
1029 = v(e) =3 { [ X anio - xTopoa) o
i=1 /0

Y al igualar a O la funcién score anterior, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:
XT(#)(dN(t) — A(t)dt) =0

El cual no tiene solucién analitica dado que dN (¢) es un proceso de saltos y A\(¢)dt es continua.

Sin embargo, la estimacion se puede realizar mediante la funcidn timecox() del paquete timereg.

Modelo de riesgos proporcionales semi-paramétrico

Cuando algunas variables tienen un efecto constante a lo largo del tiempo y algunas otras no,
se considera el modelo semi-paramétrico, el cudl permite incluir simultineamente las variables
que contribuyen al modelo de manera paramétrica y no paramétrica. De este modo, se define el
modelo como:

At) =Y () exp(XT(1)B(t) + Z(t)7) (2.1.7)

Este modelo se compone de dos partes: la parte no-paramétrica que corresponde a las covariables
especificadas por la matriz X (¢) y el vector 5(t) = (B1(t), ..., B,(t)) en el primer sumando dentro
de la funcién exponencial, y la parte paramétrica que se especifica con Z(t) y v = (71, ..., Yq)
en el segundo sumando. La estimacion de los coeficientes se realiza de un modo similar que en
el caso puramente no paramétrico. Se tiene la funcion score de la expresion 2.1.4 para un valor 7y
fijo y con ella se inicia el proceso iterativo. Este modelo se considera como una generalizacion
de los dos anteriores, dado que para p = 0 se tiene el modelo de riesgos proporcionales simple y

para ¢ = 0 se tiene el modelo no paramétrico.
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Pruebas de proporcionalidad y evaluacion del ajuste

El tnico supuesto que se hace en el modelo 2.1.7 es que el factor a(Z7 (1)) = exp(Z7T(t)5(t)) es
proporcional a \(). Dado que las covariables de la matriz Z7 (¢) pueden ocasionar desviaciones
de este spuesto, la prueba de hip6tesis mds relevante consiste en verificar si se cumple el supuesto
de proporcionalidad del modelo respecto a todas sus covariables. Es decir, se requiere contrastar

la hipétesis de que para cada variable es posible ajustar un modelo proporcional, i.e:
Ho : Mt) =Y (t)Mo(t)exp(X] (1)3) vs. Hy: A(t) # Y (H)do(t)eap(X] ()8)  (2.1.8)

Existen varias formas de comprobar la proporcio-

nalidad de un modelo. Alguna de ellas son graficas Figura 2.1: Curvas del estimador de Kaplan-
y otras mds se realizan con pruebas formales de Meier estratificado para los dos niveles de una
hipétesis. En el caso del modelo paramétrico, la ma- variable proporcional en algiin modelo.

nera mas intuitiva es estratificar la estimacion de

o

la funcion de supervivencia S(t) para las distintas ° log HO()+28

variables discretas y continuas. Para las variables S

continuas, los estratos se definen al clasificar los  _

datos segun los cuartiles, para las discretas tnica- % "

mente sus valores. La prueba se realiza al observar % = -

las grificas de la transformacién log(— log(S(t))) = 5 Ll

(siendo S(t) la estimacién de Kaplan-Meier) para )

cada estratificacion, para asi juzgar si son paralelas .

0 no. Se espera que las curvas sean paralelas para ' ' ' '
100 200 500 1000

las variables proporcionales. Esto se puede ver dada
la siguiente equivalencia (suponiendo el modelo de Tiespo

riesgos proporcionales):

log(—log(S(1))) = log(H(t)) = log(Ho(t)exp(X™ (t)B3)) = log Hy(t) + X" (t)8

Es decir, si X (¢) es una variable discreta, para cada valor representard una constante sobre la
curva log Hy(t), siempre y cuando se cumpla el supuesto del modelo de riesgos proporcionales.
En la fig. 2.1 se ejemplifica la interpretacion de proporcionalidad de una variable categérica de

dos niveles, cuyas curvas son casi paralelas.
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Prueba para el modelo de riesgos proporcionales semi-paramétrico

Sin importar si la variable, cuya proporcionalidad se deseé probar, se asocie a un coeficiente
B o [(t), una prueba formal para contrastar la hipdtesis de proporcionalidad del modelo semi-

paramétrico seria expresar los coeficientes de regresion como:

Bi(t) = B+ 0,g;(t)

donde g¢;(t) = log(t) (en general g;(t) puede tomar distintas formas) servird para probar la

hipétesis de proporcionalidad, i.e.
Hy:0=0 vs. H :0#0conf = (6y,...,0,) (2.1.9)

yaque si f; # 0 para alguna j = 1, ..., p, se tendrd una desviacion de la hipétesis de proporcio-

nalidad debido a la j-ésima variable:
A(t) = A(t) exp(B; (1) X (t))t” (2.1.10)

i.e. un modelo no proporcional, debido al término generado por la variable X (¢). Asi que la

prueba de hipdtesis de proporcionalidad se puede ver como:

It Iy U
r=vrtv=wio) ()|
[21 [22 U2

donde la matriz I de informacion de Fisher observada se calcula suponiendo la expresién 2.1.10

del modelo de riesgos proporcionales de la siguiente manera:

9?log(L) 02%log(L)
T _ dp? 0800
1(8,0) = — [azlog(g) azlfg(g)] (2.1.11)
9poe 06* (8.9)=(8.0)

Por otro lado, el vector score U = (U{, US)" tiene dos componentes: la derivada respecto a 3 y

~

6. Evaluandolo en la hipétesis nula 2.1.9 de proporcionalidad, 7°(/, 0), se obtiene

T(5,0) = U3 (8,0)"1%(8,0)Ux(5,0) (2.1.12)
la cual se distribuye asintoticamente como X%p)- La funcion cox.zph() del paquete survival ejecuta
esta prueba para cada variable suponiendo proporcionalidad para todas las demads, i.e. desde
el punto de vista de cada variable. También incluye el resultado desde el punto de vista global
del modelo. Cabe aclarar que esta forma de probar la hipdtesis puede ocasionar errores de
interpretacion. Esto no s6lo debido al hecho de que desde el punto de vista de cada variable,
suponer simultdneamente que las demds son proporcionales puede llevar a errores, y por si fuera
poco, también hay que recordar que en general, el resultado depende de la funcién que se ocupe
para g;(t), lo cual puede llevar a diversas interpretaciones y resultados. Por ello se tienen otras

formas que podrian reparar este problema de interpretacion.
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Proceso de scores (Score process)

Para complementar visualmente la prueba anterior y en el caso de los modelos paramétricos, se
tiene otra prueba desarrollada en el andlisis de procesos de conteo. El llamado Score process,
descrito por Martinussen & Scheike (2006, pag. 197) es un andlisis que se basa en los residuales

del tipo score. Al evaluar el estimador B en la funcién score de la expresion 2.1.4, se obtiene

U(B,t) :Z/O X(s)dM;(s) (2.1.13)
=1

Este dltimo proceso, detallado por Martinussen & Scheike (2006, pag 198) es el que se grafica
como curvas correspondientes a las hipétesis nula de proporcionalidad. Luego, con el objetivo
de evaluar el comportamiento del modelo, se contrastan las curvas simuladas por variables

gaussianas (&; con la obtenida con los datos de la muestra sustituidos en la siguiente expresion.

n-1/2 ~ [ X;(s) — ZiYi(S)exp(Xﬂs)B))fi(s) dM;(s)G, 2.1.14
Y e = T, o

Tiene sentido comparar estar curvas por que bajo la hipétesis 2.1.8, las expresiones 2.1.13 y
2.1.14 tienen la misma distribucién asintética. La funcidn de cox.aalen() realiza por defecto 50
simulaciones para cada covariable en el modelo®. Si la curva obtenida de las observaciones se
aleja significativamente del resto de las curvas correspondientes a las simulaciones, se tendria
evidencia para rechazar la proporcionalidad de la j-ésima variable. Mds aun, la funcién en R

plot.cox.aalen() del paquete timereg muestra los resultados de la siguiente estadistica

sup [U;(8,1)] (2.1.15)

te(0,7]

~

basada en el vector U(f3,t) = (Uy, ..., U,), relativa a cada una de las covariables j = 1, ..., p del
modelo ajustado. Al estimar su distribucidn, se obtiene un p-valor para contrastar la siguiente

hipdtesis:
Ho : U;(B,t) = 0vs. Hy : U;(B,1) # 0

Esta es otra forma de apoyar graficamente el andlisis de proporcionalidad de las variables y
solucionar algunos problemas de las otras pruebas. Sin embargo, no es la tinica prueba que se
debe aplicar, pues incluye el defecto de poder concluir proporcionalidad atin cuando es evidente

que en algunos subintervalos de [0, 7] no se tiene proporcionalidad.

3Esta cantidad sélo est4 limitada por el rendimiento computacional promedio y puede modificarse. Sélo se
recomienda este nimero para observar el contraste con la curva de las observaciones
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Alternativas a la proporcionalidad

Cuando no se puede considerar que alguna variable es proporcional, debido a que se rechaza la

hipétesis en las pruebas anteriores, lo mas adecuado es emplear las siguientes alternativas:

» Estratificar: Cuando se tienen razones para incluir una variable en el modelo, ain cuando
esta no es proporcional, una alternativa es estratificar la poblacion con esta variable, de tal

modo que se tengan funciones basales distintas.

= Truncar el tiempo: En las pruebas graficas anteriores es posible observar si existen algtin
subintervalo de [0, 7] en donde se cumpla la proporcionalidad de manera significativa. Si
esto es verdad, se puede truncar el tiempo de estudio y sélo restringirlo en el subintervalo

de tiempo.

= Usar otros modelos: se puede analizar el mismo conjunto de variable con otros modelos,

como el modelo de Aalen o el aditivo-multiplicativo, descritos en las secciones 2.2 y 2.3 .

Estratificacion del modelo.

Si se desea partir la poblacion analizada acorde a ciertos estratos, es posible incluir esta informa-
cion en el modelo. De acuerdo con Klein & Moeschberger (2003, pag. 308), este planteamiento

S€ puede expresar como:

Mi(t) = [ D doe(t)Lix | exp(XT (1)B(E) + Z[ ()7)

para el k-ésimo estrato con k = 1, ..., u y el i-€simo individuo con ¢ = 1, ..., n.

1, = 1 siel individuo 7 pertenece al estrato k
0 en otro caso
En el modelo paramétrico, se tiene el mismo vector de coeficientes 3 V¢, pero la funcién de
riesgo de base es diferente. En el modelo no paramétrico, dado que se considera por simplicidad
que A\o(t) = exp(Bo(t)), se tendrdn u estimaciones [3y;(t) para cada estrato k = 1,...,u. La
estratificacion se puede realizar para cualquier tipo de variable, sin importar que sea discreta o
continua. En el caso de las continuas, se realiza de acuerdo a la eleccion de cuartiles, mientras

que las variables discretas se estratifican segin sus niveles.
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Estimacion de la funcién de supervivencia.

Conforme a la expresion 2.1.7 del modelo semi-paramétrico, se puede obtener la funcion de

supervivencia expresada como:

A

Slt) = cap(=A(®) = con(= | eon(XTi(s) + Z§3)ds) (2.1.16)

para un grupo de variables con determinados valores X y Zj. El problema con el modelo es
que no es sencillo obtener una gréfica de la funcién de supervivencia dado que la integral en el
argumento de la funcién exponencial no es una expresion que se pueda calcular ficilmente. Para
estos casos, se puede optar por mostrar la grafica de la funcién de riesgo como alternativa visual

del modelo.

2.2. Modelo de riesgos aditivos

Estos modelos son descritos por Odd Aalen y consisten en modelos en los cuales los coeficientes
de las covariables pueden tener un efecto variable sobre la funcién de riesgo A o pueden ser
constante a través del tiempo. El modelo aditivo es otra forma de modelar la funcién de riesgo
de los individuos. Para este modelo, no se considera una funcién de riesgo de base, sino una
regresion en la que los coeficientes dependen del tiempo. Asi entonces, de acuerdo con Aalen
(2008, pag. 154), se tiene:

AMt) =Y () XT(t)B(t) (2.2.1)

Parte importante del andlisis es el efecto que tienen las variables a lo largo del intervalo de
tiempo de andlisis [0, 7|. Para poder observar esto se define la funcion vector de coeficientes de

regresion acumulada (B (t), ..., B,(t)) como:

B0 = [ sls)is

De este modo, la estimacion de estos coeficientes se obtendrd de la descomposicion de Doob-

Meyer 1.0.4 sustituyendo en la expresion 2.2.1. Asi el estimador para cada tiempo ¢ es:

Blt) = /0 X1(5)dN(s)

La estimacion y observacién de B(t) es importante tanto en el modelo de riesgos aditivos como el
de riesgos proporcionales, ya que una grafica de B(t) vs. ¢ permitiria observar el comportamiento
de los coeficientes 3(t) de cada covariable para poder evaluar qué tanto varian a lo largo del

tiempo.
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Modelo semi-paramétrico

Andlogamente al modelo de riesgos proporcionales, se pueden tener también algunas covariables
cuyo efecto varia a través del tiempo, mientras otras no. Por ello, Martinussen & Scheike (2008,

pag. 135) definen el modelo de riesgos semi-paramétrico como:
At) =Y ()(XT(1)B(1) + Z"(t)7)

donde se separa la matriz de observaciones en X7 (¢), una matriz p x n-dimensional cuyas
covariables tienen un efecto variable 3(t) p-dimensional y Z7(t) cuyas covariables tienen un
efecto constante v ¢g-dimensional. Esta forma es conveniente para poder contrastar las variables

invariantes de aquellas que varian con el tiempo en el modelo.

Los métodos para la inferencia para este modelo, descritos por Martinussen & Scheike (2006,
pag. 127) sobre los datos es similar al modelo no paramétrico anterior. Los estimadores para los

coeficientes «y se calculan de la siguiente manera:
T -1 pr
y = ( / ZT(t)H(t)Z(t)dt) / ZT(t)H(t)dN(t)
0 0

donde H(t) = I — X (t)X ~'(t). Y para el vector de coeficientes acumulados B(t):

B = | XN (s) = Z(s)ids

La forma en la que se realizan las pruebas de hipétesis para el modelo aditivo se enfocaran en
analizar la variabilidad del efecto de las covariables en el riesgo modelado, i.e la prueba de

Kologorov-Smirnov contrasta las siguientes hipotesis:
Hy:B(t) =~t vs. Hy : B(t) #~t

En la seccion 2.5 se describe el funcionamiento de esta prueba. La forma mds apropiada de
realizar el anélisis, es suponer el modelo no paramétrico y mediante las pruebas de hipétesis de

efecto constante, descartar las variables con tales efectos, tal y como se ha hecho hasta ahora.
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Estratificacion del modelo aditivo

Andlogo al modelo de riesgos proporcionales, para el modelo aditivo se tiene también una forma
de estratificar la poblacion. Para ello se sigue la misma idea de plantear una funcién de riesgo de

base para cada estrato. Siguiendo esta idea, se puede expresar la funcién de riesgo como:

Se obtiene asi una funcién de riesgo de base para cada estrato £, la cual se representa como
Ao(t) = Xoi(t)Lix + Bo(t)
i=1

Estimacion de la funcién de Supervivencia

Para la estimacion de la funcién de supervivencia, se retoma la definicién de la funcién de riesgo,

suponiendo que las variables X, y Z, no dependen del tiempo:
Mo(t) = X B(t) + Zg
de esta funcion de riesgo, se puede escribir la funcidn de supervivencia de la siguiente forma:
So(t) = So(B,7,t) = exp(—Xg B(t) — Zj t)

que claramente se puede estimar como:

A

Con este modelo no se tienen los problemas del modelo multiplicativo, ya que se tiene la expre-

sion anterior analiticamente.

2.3. Modelo de riesgos aditivo-multiplicativo

Las variables pueden conformar un modelo adecuado que se ajuste a las observaciones mediante
el modelo de riesgos proporcionales o en el modelo aditivo. Para complementar el anélisis
con los modelos anteriores, es posible incorporar el efecto de algunas variables proporcionales
con algunas otras aditivas en el mismo modelo. De esta idea, se desprende el modelo Aditivo-
Multiplicativo, el cudl ha sido estudiado por diversos autores. A decir verdad, no hay un tnico
modo de definir este modelo, pues existen diversas formas de representarlo. Estos modelos pue-

den representar diversas caracteristicas e interpretaciones segtn la forma en la que se presenten.
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Un modelo general, propuesto por Dabrowska (1997), considera una funcién basal «(¢, X) que
es una funcién dependiente del tiempo para un sujeto con las caracteristicas basales de X. La

forma de modelar esta funcion de intensidad se representa como:

A(t) =Y () {al(t, X) teap(Z7 (1)B) (23.D

La idea detras de esta forma de modelar la funcién de riesgo es un modelo similar al de riesgos
proporcionales, en el que se considera que la funcién de riesgo de base varia a lo largo del tiempo
de acuerdo a un conjunto de covariables X, las cuales pueden representar estratos en el caso de
que sean categoricas.

Para representar la funcién «(t, X) también hay distintas maneras, aunque en el presente
trabajo se considerard que la funcién de riesgo serda aquella descrita por Scheike & Zhang
(2002), la cual se conoce también como modelo de riesgos aditivo-multiplicativo. Haciendo
a(t, X) = XTI (t)3(t) se define de la siguiente manera:

At) =YX (1)B(t) yexp(ZT (t)y) (2.3.2)

donde Y'(t) es el vector de dimensién n que indica la exposicion al riesgo, 5(t) es el vector de
coeficientes dependientes del tiempo de dimension ¢, mientras que -y es el vector de coeficientes
constantes. Esta forma brinda una representacion aditiva para las variables de X (¢) que tienen
un efecto variable en la funcion de riesgos y una representacion multiplicativa para las variables
de Z(t) que tienen un efecto constante, de dimensiones ¢ y p respectivamente.

El modelo 2.3.2 es un caso particular del modelo de Dabrowska. Pero para ver el modelo también
como un caso general del modelo de riesgos proporcionales estratificado, se expresa la funcidén
de riesgo de base estratificada como a(t, X) = X7 (¢)y(t), lo cual equivale a la funcién de
riesgo de base para el modelo de riesgos proporcionales estratificado si X () es una variable

discreta con u niveles o estratos.

Lo interesante de estos modelos, es que brindan completa libertad para las covariables a ser
agregadas al modelo, pues algunas pueden incluirse aditiva o multiplicativamente segtn las
hipdtesis que se cumplan. Asi que una vez que se hayan realizado las pruebas de hipotesis
de proporcionalidad o efecto constante, este modelo brinda flexibilidad para discriminar qué
variables ingresan al modelo de forma aditiva o multiplicativa segtin las suposiciones que
cumplan. En R, la funcién cox.aalen() del paquete timereg permite etiquetar cada covariable con
el atributo de ser aditiva o multiplicativa. La forma en la que se hacen las estimaciones para los

coeficientes de estos modelos se incluye en Martinussen & Scheike (2005, pag. 252).
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2.4. Significancia y efecto constante de las
covariables del modelo

Pruebas de significancia
Modelo paramétrico

Lo que se desea probar es la existencia de una relacién entre las variables y la funcién de
intensidad del modelo, a eso se refiere la significancia de las variables. Un supuesto en estas
pruebas es que las coeficientes 3;(t) = 5, Vt,5 = 1, .., p. Asi que con el fin de contrastar la
hipétesis de significancia para la j-€sima entrada del vector de coeficientes  del modelo, se

plantea la siguiente prueba de hipétesis:

Hy:p;=0 vs. H :8;#0 j=1,...,p

para la cual se tiene la siguiente estadistica basada en la j-ésima entrada de la diagonal de la

matriz de informacién de Fisher observada definida en la expresion 2.1.11:

~ N(0,1)

Se rechaza la hipétesis nula si Z > |z, /2]. Para modelos anidados, si se desea contrastar

la hipétesis de significancia simultdneamente de r covariables en un modelo con covariables

617"'75})7/3[)4-17“'751)4-7“’ Le.
Hy: Bpi1=,....=Ppir =0vs Hy : f; #0paraalguna j =p+1,....,p+r

con respecto a un modelo anidado con (fy, ..., 3,), se tiene el siguiente cociente de verosimilitu-

des, el cual tiene una distribucion asintotica X%r)-

L(ﬁl,...,ﬂp) )
_ 9]
7 2Og(L(ﬁb...,ﬁp,ﬂpﬂ,...,ﬂpm

Analogamente, si al comparar resulta Z > X%r),lfa’ se rechaza con 100a % de significancia
la hipétesis nula. Obsérvese que con esta prueba también se puede comprobar la hipétesis de
significancia del modelo entero al comparar el modelo completo con aquél donde todos los
coeficientes del vector (4, ..., 5,) son nulos. Sin embargo, hay que recordar que cuando no se
tiene evidencia para hacer el supuesto de que (3(t) es constante a lo largo del tiempo, lo mds

adecuado es recurrir a los métodos para modelos no paramétricos descritos a continuacion.
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Pruebas para modelos no paramétricos

La siguiente prueba se basa en la prueba de hipétesis anterior de significancia pero para coefi-

cientes que varian a lo largo del tiempo, i.e. se desea contrastar

H() i 5J(t) =0vs H() : 6]@) 7é 0 (241)

para la j-ésima entrada del vector de coeficientes (), pero considerando que los coeficientes

[(t) dependen del tiempo, lo mds adecuado es utilizar la siguiente estadistica:

Bj(t
sup |—= i) (2.4.2)
te[0,7] q)jj (t)
donde & es una estimacién de la varianza del estimador BZt), la cual se expresa como:
d=n / X ~Y(s)diag(dN(s))(X " (s))T (2.4.3)
0

segin Martinussen & Scheiek (2006, pag. 112). La funcién aalen() del paquete timereg realiza la
estimacion correspondiente a 2.4.3 y para contrastar la hip6tesis nula 2.4.1, estima el p-valor de
la distribucién de 2.4.2 para determinar si es significativo el coeficiente asociado a la j-ésima
variable. Dado que con los intervalos de confianza también se puede inferir la significancia de
los pardmetros, con la funcién de covarianzas de la expresion 2.4.3 pueden construirse intervalos

junto con las curva de la estimacién de los coeficientes B(t).

Efecto constante

Prueba de Kolmogorov-Smirnov

La siguiente prueba es un caso particular de la prueba de Kolmogorov-Smirnov. En este contexto,

es de interés probar la siguiente hipdtesis para una constante y:

HO . Bj(t) = ’7t VS. HO . B](t) 7é ’}/t (244)
Y segin Martinussen & Scheike (2006, pag. 116), para un tiempo de observacién 7 y dada la
estadistica de la siguiente expresion para la j-ésima entrada del vector B(t) :
- A t
Bj(t) = B;(1) =

T

1/2

n’< sup

te(0,7]

(2.4.5)

se pretende aproximar su distribucion a la distribucion de Kolmogorov. La idea detras de esto
es que Bj(T) /7 funciona como una estimacién de la constante v bajo la hipétesis nula 2.4.4.
Se compara entonces, el valor de la expresion 2.4.5 con la aproximacién de la distribucion de
Kolmogorov, que bajo la hipétesis nula 2.4.4 es estimada por:

Av(t) = Ay (r) L (2.4.6)

T
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donde, bajo condiciones generales, y dadas {G4, ...,G,} ~ N,(0,1) independientes y distri-
buidas normal estandar, se tiene que n'/2(B;(t) — B,(t)) tiene la misma distribucién limite

que
n

Ai(t) =n"Y &G (2.4.7)

i=1
condicionada a los datos (N;,Y;, X;) para los individuos ¢ = 1, ..., n. Donde las estimaciones

é;(t) se realizan mediante:

60 = [ (X6 X(6)) X))

De este modo, bajo la hipétesis nula 2.4.4, la distribucién de Kolmogorov se aproxima mediante
la generacion de simulaciones de la expresion 2.4.7. Asi, se compara entonces el valor obtenido
en 2.4.5 con la distribucion de Kolmogorov estimada y se rechaza conforme a cierto nivel de
significancia dado.

La justificacion de este razonamiento y mds acerca de la distribucién de Kolmogorov pueden
hallarse en Marsaglia & Tsang (2003).

Criterio de Cramér-von Mises

También existe otro criterio para hacer la prueba de la misma hipétesis de 2.4.4. Se tiene
entonces, el criterio de Cramér-von Mises. Funciona de un modo parecido y se encuentra
igualmente presentado por las funciones del paquete timereg para el objetivo de comparar ambas

pruebas y elegir las covariables més significativas. Para esta prueba se remplaza 2.4.5 por la

n/o (Bj(w —Bj(Té)th

El tnico inconveniente de estas pruebas es que consideran informacién de todo el intervalo

siguiente estadistica:

[0, 7] y concluyen sobre la significancia o efecto dependiente del tiempo para todo el intervalo
ain cuando puede ser evidente que no sucede lo mismo para un subintervalo [0, 71]. Por ello es

importante el apoyo grifico que brinda la misma paqueteria timereg en R.

Proceso de prueba (Test Process)

Basdndose en la prueba de Kolmogorov-Smirnov, se tiene la siguiente prueba gréfica para
contrastar la hipétesis nula 2.4.4 de efecto constante para la j-ésima covariable del modelo, la
cual se describe por Martinussen & Scheike (2006, pag. 122). El objetivo es observar el proceso
definido por:

B;(t) — B, (7)3 (2.4.8)

-
con los datos de la muestra y compararlo con las realizaciones del proceso definido por la

expresion 2.4.6 bajo la hipétesis nula de efecto constante. Conforme a la seccién anterior,
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para cada realizacion se simulan n variables aleatorias normal estdndar (50 es la cantidad
estandarizada) y usando la estimacion de la expresion 2.4.7, se obtienen los valores simulados de
2.4.6 (aproximacion de la distribucién de Kolmogorov). De tal modo que se comparan las curvas
de las simulaciones con la curva obtenida de las observaciones y se observa si existen intervalos
de tiempo donde se aparte considerablemente la curva del modelo con las realizaciones. Si esto
sucede, se considera que se tiene un efecto dependiente del tiempo por parte de esa variable. El

apoyo gréfico se recomienda junto con la prueba de Kolmogorov descrita en la seccién anterior.
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Grupos de riesgo

Una cuestion interesante es investigar si hay alguna forma de seleccionar a los individuos para
formar grupos de riesgo. Los grupos de riesgo son clasificaciones definidas para distinguir
aquellos elementos de la muestra que son mds propensos a una falla.

Existen varias formas de clasificar los individuos de la muestra, pero algunos autores como
Fleming & Harrington (1991, pag 190) o Machin & Parmar (2006, pag 187) utilizan el Indice
de prondstico (IP). Este representa una medida de riesgo para cada paciente, dependiendo de los
valores de sus caracteristicas en cada variable. Con los terciles de esta cantidad, se establece cuales
son los individuos con bajo, medio y alto riesgo, dependiendo proporcionalmente del cuartil
en que se encuentre. Este indice se propone de diversas maneras de conforme al modelo que
represente. Para el modelo multiplicativo, Machin & Parmar consideran el indice de prondstico
(IP) como la funcién de riesgo sin el riesgo de base, ya que debe ser la misma para todos los
individuos.

IP = exp(Z'B)

Pero dado que la funcién exponencial es mondtona, los cuartiles del 7 P delimitarian los mismos
grupos de individuos que los cuartiles de log(I P). Por ello, para el modelo multiplicativo y
aditivo se calculara el Indice de prondstico con la siguiente expresion, de acuerdo con Fleming
& Harrington.

IP=2Z"p (2.4.9)

Para el modelo aditivo-multiplicativo no se tiene una propuesta de indice de prondstico que
funcione, pues no se puede calcular para modelos no-paramétricos donde los coeficientes [3(t)
varian con respecto al tiempo. Ya que de este modo, el riesgo varia a lo largo del tiempo para
el mismo individuo. Por ello, para que se pueda calcular esta cantidad, debe considerarse en el

indice s6lo coeficientes constantes [3.

2.5. Analisis de residuales

Los residuales del modelo pueden proveer informacion acerca de la bondad de ajuste del modelo.
Ya sea para evaluar la proporcionalidad de las covariables en el modelo de riesgos proporcionales
o alguna transformacion de ellas, identificar puntos de influencia o detectar outliers en el modelo.
Para su aplicacion en los modelos de riesgos proporcionales paramétricos, se presentan los
residuales de martingalas, score y devianza haciendo uso de la paqueteria survival, cada uno con
distintas caracteristicas que se aprovechan en diversas situaciones. Por otro lado, para los modelos
de riesgo no paramétricos (proporcionales, aditivos, aditivos-multiplicativos), se muestran los

residuales acumulativos (cumulative residuals) haciendo uso del paquete timereg.
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Residuales de Martingalas

La martingala N (t) en la descomposicion de Doob-Meyer 1.0.4 puede interpretarse como una
especie de ruido en un modelo de regresion estandar (Variable respuesta = Seiial + Ruido). De

tal modo que se obtiene que:
t
M(t) = N(t) — A(t) = N(t) — / As)ds 2.5.1)
0

donde A(t) es el vector compensador cuya forma depende del modelo a analizar, sea multiplicati-
vo, aditivo o aditivo-multiplicativo. Dado que ¥V i M;(t) = N;(t) — A;(t), se puede concluir que
el rango de valores de los residuales son, en este caso, (—oo, 1]. Esto ya que V;(t) s6lo puede
tomar el valor de 1y A;(¢) no estd restringida.

La forma en la que se interpretan estos residuales es como un exceso o disminucién de la
mortalidad esperada. Esto porque el nimero de fallas N (), visto como proceso de conteo, se
rige por su compensador A(t). De tal modo que expresando la martingala M (t) = N (t) — A(t),
se tendrd una tasa de fallas excesiva si M (t) > 0, o una disminucion de la misma si M (¢) < 0.

Con esto es posible evaluar la discrepancia del ajuste del modelo con respecto a las observaciones.

Con este fin, para cada una de las observaciones de la muestra se evalua el proceso M (t) en el
tiempo 7 en el que termina el intervalo de observacion, y si ¢; es el tiempo de falla del ¢-ésimo

individuo, entonces M (7) queda expresado para cada observacion ¢ como:

Mi(r) = 6 — /Oti)\(s)ds

En donde §; corresponde a la funcién indicadora de falla del individuo ¢ (O si hubo censura o
1 si hubo falla). Estos son los residuales de martingala que se grafican con el fin de evaluar el
modelo. La estimacién se realiza remplazando los valores de (3 con sus respectivas estimaciones,

y suponiendo el caso paramétrico:

~

NE(r) = 6, — / Yi(s)exp(Z7 ()3)dAols)

Estos residuales se asemejan a los que se usan en el andlisis de regresion, pues describen la
discrepancia entre los datos y el modelo. Y a pesar de no ser simétricos, en la siguiente seccion
relativa a los residuales de devianza se muestra como corregir este inconveniente.

Asi pues, para evaluar el ajuste del modelo, se puede observar la grafica de los residuales de mar-
tingala vs. el indice de prondstico para cada tiempo ¢ con el fin de evaluar la forma de la funcién
de enlace del modelo. Ejemplos de esto se muestran en la evaluacion de las transformaciones de

las variables del modelo de riesgos proporcionales paramétrico del capitulo 3.

Como mencionan Fleming & Harrington (1991, pag. 165), es posible intuir una transformacion

adecuada para la j-ésima covariable a través de la grafica de los residuales de martingala. Los
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residuales de esta gréfica corresponderd al modelo que incluye todas las covariables exceptuando
la j-€sima vs. los valores de la j-ésima covariable. Para observar esto, se parte de la siguiente

expresion de la funcién de intensidad:
A(t) = M(X;)Y ()eap(Z7 (1)B) Ao(t) (2.5.2)

donde X es el j-ésimo vector covariable cuya transformacion g se investiga. Puede escribirse g

de tal modo que ¢g(X;) = exp(f(X;)). Calculando la esperanza E[\(t)|Z(t)] de la expresion

2.5.2 se puede escribir:

Elg(X;)Y ()| Z(t)]
E[Y(t)]Z(t)]

dA(t) = exp(Z" ) dMo(t) = exp(Z7(1)B)g(t, Z)dMo(t)  (2.5.3)

~

Ahora, calculando E[M (t)|X,] de la expresién 2.5.1 y sustituyendo 2.5.3, se obtiene lo siguiente:
~ A t ~
BINIOIX] = BV O]+ B |~ [ Y(0hea(ZB0)gto, 21 | +
0

E {/t Y (s){dA(s) — exp(ZTB(t))dAO(s)}|Xj] = sumando 1 + sumando 2 + sumando 3
" (2.54)
Fleming & Harrington (1991, pag. 166) demuestran que el tercer sumando de la expresion 2.5.4
tiende a cero casi seguramente si n — ooy C'ov(Xj, Z(t)) — 0. En cuanto al segundo sumando,
para un tiempo to dado y haciendo g(s) = E[g(s, Z)] se puede expresar lo siguiente:

g(to)
9(X;)

Sumando 2 = —F { /0 t Y(s)exp(Z™(t)B) g(Xj)dAo(sﬂXj} +

B| [ ez 0)att) - i(s, 20)ana(o)
De lo cual, se obtiene lo siguiente:

g(to)
9(X;)

EINI(1)|X] ~ (1 - ) EIN()IX,) + R(t, X))

donde R(t, X;) es un término residual y g(to) = E[g(X;)Y (t0)|Z(t)]/E[Y (t0)|Z(t)]. Lo in-

teresante es que la expresion anterior se puede interpretar como:
E[# Fallas excedentes | ~ (1-Funcién de riesgo) E[# Eventos |

Manipulando la misma expresion, se concluye que:

EMOIX\ vy v
—lOg <1 — M) ~ f(XJ) f(t>XJ)

siendo f(t, X ;) la funcién que se ajustarfa en la gréfica con los datos de la variable X ;. Final-

mente, mediante una aproximacién de Taylor y haciendo tender ¢ — oo se obtiene que:

BIM(t)|X;] =~ (f(X;) — F(X)))e
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siendo ¢ =(# de eventos)/(# de individuos total). Con ello se concluye que si X; no estd
fuertemente correlacionada con Z, una curva ajustada de los residuales M del modelo omitiendo

X vs. los valores de X; aproximarian la transformacién f correcta para X;.

Residuales de devianza

El problema con los residuales de las martingalas es que no son simétricos. Esto representa una
dificultad al interpretarlos, pues superiormente estin acotados mientras que inferiormente no,
lo cudl puede generar problemas de interpretacion. Por ello se tiene la transformacién sobre
las martingalas dada por los residuales de devianza, los cuales se derivan, segun la literatura
de Modelos Lineales Generalizados por McCullagh & Nelder (1989, pag. 24), de la devianza

definida como el siguiente cociente de verosimilitud generalizado:
D = 2{log & (saturado) — log £ ()} (2.5.5)

En el cudl, la verosimilitud correspondiente al modelo saturado se refiere a aquel en el cudl el
vector [ estimado varia por cada tiempo observado, de tal forma que el modelo se ajusta con un
estimacion de ; para cada observacion i. Usando la aproximacion log(x) =~ x — 1 la expresién

2.5.5 se puede expresar como:

n

p=2sw | [" 2rhani(s) ~ [T vilenn(zlian(o)

Bi =1

- ZZ: { /O ) Z] BdN;(s) — /0 . Yi(s)exp(Z] B)dAo(S)] (2.5.6)

Y dado que se trata de un cociente de verosimilitudes generalizado, el supremo correspondiente

a 2.5.6 toma su valor cuando se cumple que V ¢ individuo:

| vislean(zzByanets) = [ avis)

Lo cual, segtn Fleming & Harrington (1991, pag. 168) lleva a la siguiente equivalencia, que es

la definicion con que se calculan los residuales transformados:

di = —Sign(Mi)\/_2<Mi(t) + dilog(1 — M;(t)/6:) (2.5.7)

donde §; es la funcién indicadora de la falla del i-ésmo individuo. Con esta transformacion,
se tienen residuales que toman valores en (—o00, 00), andlogamente se pueden graficar vs. las
covariables o el indice de prondstico con el fin de evaluar el ajuste de los datos al modelo. La

distribucién de los residuales se asemeja a la distribucién normal.
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Residuales de Score

Los residuales de Score estan definidos por la ecuaciones del vector Score para estimar los
parametros [ en cada modelo. Su origen es a partir de la funcién de verosimilitud en 2.1.3 usada

para estimar los coeficientes del modelo:

exp Tme)  \Y
HH( (Oeap(ZT <t>5>)

i=1 t>0

Luego de derivar respecto a 3 y sustituir las estimaciones en los valores correspondientes, como

muestran Martinussen & Scheike (2006, pag. 182) se obtiene:

o g S Vils)ern(ZE ()N Z(s)]
= Z;(s) — dM;(s 2.5.8
Z/[ O e Y sen(Z () ] ) (228

Estos residuales tienen algunas aplicaciones especialmente para el andlisis de la proporcionalidad
de un modelo. En el caso del modelo de riesgos proporcionales, la funcién Score en la ecuacion
anterior se puede expresar de la siguiente manera, evaluando en el estimador 5y M (t) para cada

tiempo t:
Z / Z(s))dM(s) (2.5.9)

donde cada para cada contribucion ¢ se tiene una integral de Riemann-Stieltjes de las discrepan-
cias de los valores esperados y las observaciones (Z(t) y Z(t) respectivamente). Los valores
esperados corresponden a las medias ponderadas de Z,(s) con los pesos dados por la funcién de
intensidad del modelo de riesgos proporcionales, tal y como se muestra en la expresion 2.5.8. Ast,
si se observan valores de Z;(t) — Z(t) muy grandes para varios individuos i, se tendr evidencia
para sospechar que el modelo no es proporcional. También pueden identificarse algunos puntos

de influencia de la misma manera cuando se observa el mismo efecto para contados individuos.

Residuales de martingalas acumulativos

Para los modelos no-paramétricos o semi-paramétricos, se tiene otro contraste de hipotesis para
estudiar el ajuste y poder observar la discrepancia entre las estimaciones N (¢) y el modelo A(t),
basado en los residuales de martingala. Este andlisis es ttil porque permite estudiar de otro modo
el comportamiento de los residuales al investigar la bondad del ajuste por cada variable, pudiendo
evaluar las transformaciones aplicadas a estas. Estos residuales definen un proceso dado por la
expresion

t
= / KT (s)dM(s) (2.5.10)
0

donde la matriz K (t) = (K(t), ..., K,,(t))” de dimensién n x k define k estratos o niveles

(para las variables categdricas) para analizar cada variable. Es decir, especifica un grupo de
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datos a usar para la estimacion de los residuales. Generalmente se toman los cuartiles para
estratificar y esa informacién se almacena en la matriz K (¢). Si se quiere tener un panorama del
comportamiento de cada variable continua, se puede preceder de la matriz K (). Esas opciones

se pueden especificar en la funcidn cum.residuals() del paquete timereg.

Al graficar estos residuales, se tiene una visualizacion de las sumas de la expresion 2.5.1 que
representa N (t) — A(t) (#fallas observadas—#fallas predichas). Con ello se pueden visualizar
en el tiempo ¢ cuantas fallas de mds se predijeron (N (t) < A(t)), si la curva se muestra por
debajo del 0, o cuantas fallas sucedidas no se predijeron (/N (t) > A(t)) si la curva se sitda por
arriba del 0.

Ademas de las graficas, puede ser interesante contrastar formalmente las hipdtesis
Hy: Mg(t) =0 vs. Hy:Mg(t)#0 (2.5.11)

ya sea de los residuales calculados con todos los datos de o aquellos dados por las p estratifica-
ciones. En dado caso, la hipétesis anterior se contrastarfa para cada estrato de residuales My, (t).

Esta prueba se basa en la estadistica

My, (t)

su
P ox (1)

te(0,7]

y su distribucion estimada, la cual es el valor més grande observado en los residuales relativo a
su varianza, denotado por la matriz ® k().

Los detalles sobre el desarrollo de los residuales de martingalas acumulativos, asi como la
estimacion de su varianza, puede encontrarse explicado por Martinusse & Scheike (pags. 151, 228

y 260, 2006) para los modelos aditivos, multiplicativos y aditivo-multiplicativos respectivamente.






Capitulo 3

Ajuste de modelos de regresion

A continuacién se presentan dos ejemplos de los modelos descritos en los capitulos anteriores.
El primero de ellos se realiza con una base de datos que describe tiempos de infeccién de enfer-
medades venéreas. Con ella se ejemplifican los diferentes modelos explicados en el capitulo 2
con el fin de mostrar los resultados que se pueden obtener al ajustar modelos con covariables
con efecto constante en el tiempo 3. Se realizan las pruebas de hipétesis para corroborar que
efectivamente se tienen efectos constantes en el riesgo de infeccion. Los datos se encuentran en
el paquete KMsurv de R nombrados como std, asi como en la pagina web de los autores Klein &

Moeschberger: https://www.mcw.edu/Biostatistics.html.

La segunda base de datos consiste en un grupo de pacientes con cirrosis biliar primaria a quienes
se les estudia el riesgo de fallecimiento. Este andlisis se lleva acabo para mostrar los alcances
del andlisis cuando se considera que las covariables no tienen un efecto constante en el riesgo.
Esto debido a que en las pruebas de hipdtesis realizadas para estudiar si el efecto de las variables
era constante, produjeron evidencia para considerar que no. Esta base de datos se incluye en el
paquete survival bajo el nombre de pbc y son presentados por Fleming & Harrington (1991, pag.
359). Sin mas preambulos, se procede a describir las bases de datos junto con el correspondiente

analisis.

3.1. Estudio de enfermedades de transmision sexual

Modelo de riesgos proporcionales

Con el fin de ejemplificar los modelos anteriores, se procede a hacer el andlisis de los datos
que fueron recogidos en un estudio de enfermedades venéreas realizado en varias poblaciones
en EEUU donde es comun la prevalencia de enfermedades de transmision sexual. Por ello, se
analizan datos recolectados en Klein & Moeschberger (2003, pag 13) correspondientes a 877

pacientes de sexo femenino las cuales habian presentado gonorrea o clamidia. Posteriormente

41
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se midio el tiempo que pasé desde que se curaron de alguna de esas enfermedades hasta que se
volvié a detectar el contagio de gonorrea o clamidia. Ambas enfermedades representan un riesgo
latente en la poblacién debido a dos factores principales:

Primero, son padecimientos asintomaticos, de tal modo que no se pueden percibir con facilidad
los sintomas y a menudo se confunden con otros padecimientos de menor importancia. Y por
otro lado, a pesar de que se tienen tratamientos con antibidticos para tratar y curar exitosamente
ambas enfermedades, suceden muchos casos en los que se vuelve a presentar la infeccion y por
lo tanto, se vuelve a poner en riesgo la salud de la poblacion.

Dado que estas son enfermedades que son facilmente prevenibles y tratables, es una incégnita el
porqué persisten en las poblaciones, a tal grado de ser una epidemia en potencia. Los efectos
de estas enfermedades pueden tener impactos més fuertes en las mujeres, por ello se recolecta-

ron datos de mujeres tinicamente con el fin de estudiar la prevalencia de las enfermedades en ellas.

El propdésito de este estudio es identificar los factores de riesgo en los pacientes, los cuales
provocan una reaparicion de estas enfermedades. Y dado que se tiene la hip6tesis de la posible
existencia de un grupo poblacional en el que las enfermedades prevalezcan, se pretende también

identificarlo para evitar que las enfermedades se sigan expandiendo.

Descripcion de los datos

Las variables que se registraron en el estudio se describen en el cuadro 3.1 y se separan en 3
diferentes tipos: demogréficas, conductuales y sintomdticas. Las variables demograficas incluyen
la informacioén referente al grupo poblacional en el que se incluye la paciente, asi como antece-
dentes médicos y personales, las conductuales contienen informacidn referente a los hdbitos de
la vida sexual de la paciente y las sintomadticas contienen informacién que describe sintomas
fisicos de la paciente, los cuales podrian asociarse a ambas enfermedades.

Vale la pena mencionar que no se tienen valores imputados.

Cuadro 3.1: Descripcién de variables incluidas en la base de datos std del paquete KMsurv en R.

| Nombre | Descripcién | Codificacién/Unidades

time Es el tiempo hasta la reaparicion de la | Dias
infeccion o hasta la pérdida de segui-
miento de la paciente.

rinfct Indica si se observoé la reinfeccion. En | 1: se present6 la infeccion de nuevo.
otro caso se tiene censura por la dere- | 0: en otro caso.

cha.
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Variables demograficas

race Color de piel de la paciente 1: para caucésica.
0: para negra.
age Edad de la paciente Afos
yschool | Anos de formacion académica Afios
marital | Indica el estado civil del individuo 0: para casado.
1: para divorciado.
2: para soltero.
iinfct Tipo de enfermedad adquirida 1: para gonorrea.
2: para clamidia.
3: para ambas.
Variables conductuales
npartner | Numero de parejas sexuales Cantidad
os12m Indica si se practico sexo oral en los | 1: se practicé sexo oral.
ultimos 12 meses 0: en otro caso.
0s30d Indica si se practico sexo oral en los | 1: se practicé sexo oral.
ultimos 30 dias 0: en otro caso.
rs12m Indica si se practicé sexo anal en los | 1: se practicé sexo anal.
ultimos 12 meses 0: en otro caso.
rs30d Indica si se practicé sexo anal en los | 1: se practicé sexo anal.
ultimos 30 dias 0: en otro caso.
condom | Indica la frecuencia con la que se usa | 1: siempre se usa.
condon 2: alguna veces se usa.
3: nunca se usa.
Variables Sintomaticas
abdpain | Indica la presencia de dolor abdominal | 1: si se presenta dolor abdominal.
en el diagnostico. 0: en otro caso.
dyscharge | Indica la sefal de flujo vaginal. 1: si se presenta flujo vaginal.
(0: en otro caso.
dysuria | Indica la presencia de disuria. 1: si se presenta disuria.
(:_en otro caso.
itch Indica la presencia de sarpullido. 1: si se presenta sarpullido.
(:_en otro caso.
lesion Indica si se tienen lesiones en el drea. 1: si se presentd una lesion.
(:_en otro caso.
rash Indica la presencia de erupciones. 1: si se presentd una erupcion.
(:_en otro caso.
lymph Indica sefiales de participacion linfati- | 1: si se presentaron sefales.
ca. 0: en otro caso.
vagina | Indica si fue necesario analizar la vagi- | 1: si fue necesario.
na en la prueba médica. 0: en otro caso.
dchexam | Indica si hubo flujo vaginal durante la | 1: si se presento.
examinacion. 0: en otro caso.
abnode | Indica la presencia de algin nodo anor- | 1: si se presenta disuria.
mal. 0: en otro caso.
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Anadlisis exploratorio de las variables.

Se muestran los datos correspondientes a la base std. Con el fin de ajustar los modelos, algunas

variables se modificaron de la siguiente manera:

= jinfct: Para poder hacer un andlisis mds especifico con relacién a qué enfermedad se tenia
previamente al entrar la paciente en el estudio, se va a dividir esta variable en las siguientes

dos variables indicadoras:

gono: Indicard 1 en el caso en que la paciente tenga gonorrea al inicio del estudio.
clam: Indicard 1 en el caso en que la paciente tenga clamidia al inicio del estudio.

En la fig. 3.1 se observa el estimador de Kaplan-Meier estratificado por enfermedades.
Se puede ver que el hecho de haber tenido el virus de la gonorrea previamente, aumenta

considerablemente la probabilidad de verse una infeccion nuevamente.

= marital: En relacién al estado civil de las pacientes, se considera que el hecho de que las
pacientes no estén casadas, las hace igualmente propensas a una infeccion sin importar
si son divorciadas o si son solteras. Esto se puede observar en el cuadro 3.2. Por ello se

colapsan esas dos categorias y ahora s6lo vale 1 si se estd casado y 0 en otro caso.

= age: En la fig. 3.2 se muestran curvas de Kaplan-Meier estratificadas para los cuartiles
de la variable age. Lo que estas curvas muestran es que se tiene aproximadamente la
misma tasa de supervivencia para personas que superan los 17 afios, mientras que para
aquellas pacientes que a lo mds tienen 17 afios, se tiene un incremento evidente en el
riesgo de desarrollar reinfecciones. Por ello se decide colapsar esta variable a una variable

indicadora:
less17: Indica 1 si es menor de edad y O en otro caso

= npartner: Se tienen 70 casos que presentaron una reinfeccion a pesar de afirmar que no
tenian parejas sexuales. Se ha demostrado que la infeccion se puede presentar fuera del
coito, pero en muy pocos casos. Por lo tanto, se puede pensar en que al menos se tenia una
pareja para estos casos realmente. Siendo asi, se unen estos 70 casos a la categoria de los

607 de pacientes con una pareja sexual.

Cuadro 3.2: Casos de reinfeccion por cada grupo dependiendo el estado civil.

rinfct % de infeccién
marital 0 1
0 19 9 47.36
1 44 16 36.36
2 467 322 68.85
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Figura 3.1: Estimador de Kaplan-Meier estratificado por la variable iinfc de la base std para cada
grupo de pacientes segun las enfermedades previamente adquiridas (izquierda). Acercamiento
del las mismas estimaciones para los primeros 250 dias (derecha). En la parte inferior se muestra

el nimero de pacientes en riesgo al tiempo indicado por cada estrato.

Tipo de infeccion

o
L=
s

0.95

(o]
>
o
w
©
(=]
(=]
@©
o
o™
[T}
° —— Gonorrea =
————— Clamidia
----------- Ambas
= =
T T T T T T T
0 500 1000 1500 0 50 100 150 200 250
Dias Dias
Gonorrea 49 33 12 :
Clamidia 146 112 35 No. de sujetos
Ambas 131 102 33 enriesgo

Figura 3.2: Estimador de Kaplan-Meier estratificado para cada grupo de edad definido segtin
sus cuartiles. Incluye los valores de la mediana para cada grupo (izquierda). Acercamiento del
las mismas estimaciones para los primeros 400 dias (derecha). En la parte inferior se muestra el
numero de pacientes en riesgo al tiempo indicado por cada estrato.
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Por otro lado, la variable con relacién al tiempo de ocurrencia de la infeccién se distribuye de
un modo inusual segtn la fig. 3.3, pues se observan muy pocos datos en los valores mads altos.
Las repercusiones de esta distribucion de la variable time se observarian en las curvas realizadas
para los coeficientes de regresion acumulados y pruebas de hipétesis. Mds atin, puede ocasionar
problemas de singularidad al hacer las estimaciones con las funciones del paquete timereg. La
consola de R imprime el mensaje "X X not invertible at time t", con t los tiempos en los que se
presenta singularidad. Esto se debe a que los saltos del proceso de conteo N () seran menos
frecuentes para valores grandes de ¢, 1o cudl deriva en matrices X (¢) X (¢) mal condicionadas
(casi singulares) dentro de la estimaciones. Por ello se hardn las estimaciones truncando las

observaciones que superen los 900 dias.

Figura 3.3: Distribucion de la variable del tiempo de infeccion (izquierda) y ndmero de caso de
reinfecciones (derecha).
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La distribucion del resto de las variables se observan en las siguientes figuras. Se observa que
casi toda la poblacién se encuentra en un statu fuera de una relacién (96.8 %).

Las variables de edad y afios de formacién académica (age y yschool) siguen una distribu-
cién unimodal, aunque yschool se comporta de un modo similar a la distribucién normal. Estas

variables tienen una moda de 26 afios de edad y 12 afios de formacién académica respectivamente.

Respecto a la variable npartner del nimero de parejas sexuales, se puede ver en la fig. 3.5 que
se tienen algunos valores muy lejanos a los restantes que se acumulan en el valor de 1. Pueden

representar outliers o puntos de influencia en los modelos que se ajustardn posteriormente.
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Figura 3.4: Distribucion de las variables de a) edad, b) raza, ¢) statu marital, d) afios de formacién
académica y presencia de e) gonorrea y f) clamidia de la base std.
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Figura 3.5: Distribucién de las variables de a) nimero de parejas, tipo de relaciones (oral o rectal)
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Sobre las variables sintomaticas, s6lo resaltan las distribuciones de las pacientes que habian
presentado lesiones, sarpullido, nodos anormales y participacion linfética al ser diagnosticadas ,

pues se registraron muy pocas pacientes que presentaron las caracteristicas anteriores.

Figura 3.6: Distribucion de las variables sintomaéticas de la base std.
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En el cuadro. 3.3 se resumen la informacion de todas las variables incluidas en la base de datos

expresadas en cuantiles y medias.
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Cuadro 3.3: Resumen de los cuantiles y media de las 22 variables explicativas de la base std para
las pacientes del estudio.

Variables Min 1.C Med 3.C Max Media
o | age 13 17 19 22 48 19
2 |yschool |6 10 12 12 18 1143
Lg) npartner 0 1 1 1 19 1.26

Variables Valor 0 Valor 1

race 585 292

discharge 472 405

gono 396 481

chla 140 737
. dysuria 763 114
S | marst 849 28
Lgo itch 714 163
% os12m 589 288
O | lesion 848 29

0s30d 678 199

rash 854 23

rsi2m 826 51

lymph 865 12

rs30d 848 29

rash 781 96

abdpain 751 126

dchexam 48 829

abnod 863 14

condom 1: 64 2:511 3:312

Seleccion de variables

Se decide elegir un conjunto de variables de considerable significado médico para investigar
interacciones para mas tarde ponderar el resultado de la funcién stepAIC(). Posteriormente, se
determina investigar interacciones con respecto a las variables referentes a los afios de formacién
académica yschool y la variable indicadora less!7 para las pacientes menores de edad. Esto se
realiza dado que se quiere investigar si existe una interaccion significativa entre los grupos de
edad y los afios de formacién académica. De este modo se seleccionan todas las variables para el
ajuste del modelo mds grande. El ajuste del modelo de riesgos proporcionales inicial se muestra
en el cuadro 3.4 a). La funcion stepAIC() calcula el siguiente modelo reducido, cuyo resumen

se muestra en el cuadro 3.4 b).

A(t) = No(t) - exp(By - chla+ By - 0s12m + B3 - condom + By - npartner + 5 - less17 - yschool )
(3.1.1)
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Cuadro 3.4: Ajuste del modelo de riesgos proporcionales con las variables de la base std junto
con su verosimilitud. Se muestran el modelo completo (a) y modelo simple seleccionado por
algoritmo de la funcién stepAIC() del paquete MASS en el método backwards. (b)

a) log verosim:-2044.014 | Coef. Bl BZ /d;  P-valor
1. chla -0.3181 -2.166  0.0303
2. 0512m -0.2659 -1.262 0.2070
3. condom -0.2020 -2.078 0.0377
4. npartner 0.0943 1.826 0.0678
5. less17:yschool 0.0353 2.474 0.0134
6. marst -0.3129 -0.868 0.3855
7. race -0.1458 -1.042 0.2974
8. gono 0.0794 0.625 0.5318
9. 0s30d -0.3403 -1.423 0.1546
10. rs12m -0.0922 -0.208  0.8349
11. rs30d 0.0040 0.007 0.9942
12. abdpain 0.2190 1.434 0.1515
13. discharge 0.1609 1.429 0.1529
14. dysuria 0.1589 1.025 0.3054
15. itch -0.1380 -0.899 0.3686
16. lesion -0.0118 -0.036 0.9712
17. rash 0.0821 0.209 0.8347
18. lymph -0.0756 -0.139  0.8893
19. dchexam -0.4469 -1.951 0.0511
20. abnode 0.1096 0.256 0.7978
b) log verosim:-2050.333 | Coef. 3;  f3; /di P-valor
1. chla -0.3736  -2.823  0.0047
2. 0512m -0.5643 -4.223 < 10~*
3. condom -0.2046 -2.137 0.0325
4. npartner 0.1058 2.132 0.0329
5. less17:yschool 0.0355 2.525 0.0115

Para observar si realmente el modelo completo con todas las variables realiza un mejor ajuste

que el modelo simple 3.1.1, se contrasta la siguiente hipétesis
Hy:B;=0Vj=6,...,20 vs. Hy:3; #0paraalguna j =6,...,20

mediante el cociente de verosimilitud. Si el ajuste resulta no ser significativamente distinto al

modelo simple, se optara por elegir el modelo con menos variables. Es valor del cociente es:
—2(log(Z (reducido) — log(-Z (completo)) = —2(—2050.333 + 2044.014) = 12.63

el cual sigue una distribucién asintdtica X%m)- Dado que el cuantil al 95 % de la distribucién es
21.02, se tiene que el modelo completo no se ajusta significativamente mejor a los datos que el
modelo mds simple. Por lo tanto, se prestard atencion al modelo en el cuadro 3.4 b).

Como comentarios acerca de este modelo, hay que sefialar que no se tiene evidencia estadis-

tica de un impacto en el diagndstico por parte del factor de sexo rectal ni del hecho de haber
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desarrollado gonorrea previamente, pues los coeficientes asociados a estas variables no son
significativos. También hay que destacar el impacto que tiene la clamidia en el diagndstico, pues
efectivamente muestra una disminucion en el riesgo de presentar una reinfeccion, siendo su
coeficiente negativo. Respecto a la interaccion de los afios de estudio y el ser menor de edad,
se tiene que aquellas pacientes menores de 17 afios tienen mayor riesgo de adquirir nuevamen-
te la infeccion durante su vida académica, pues el coeficinte asociado es positivo. Y el efecto

de haber tenido sexo oral en un largo plazo descrito por os12m también parece disminuir el riesgo.

Para corroborar la hipétesis de correlacion entre variables posteriormente, en el cuadro 3.5 se
muestra la matriz de correlacion entre las variables seleccionadas en el modelo 3.1.1. Hay que
prestar especial atencidn sobre la variable npartner, pues a continuacion se presenta un andlisis

para considerar alguna transformacidn para esta variable en el modelo.

Cuadro 3.5: Matriz de correlaciones para las variables del modelo 3.1.1

chla osI2m npartner condom lessl7:yschool
chla 1.00
os12m 0.05 1.00
npartner -0.03 0.17 1.00
condom -0.03 0.04 -0.12 1.00
less17:yschool | -0.03  -0.17 -0.04 -0.09 1.00

Evaluacion de transformaciones

Con el fin de evaluar el uso de posibles transformaciones, se procede a analizar los residuales
de las variables continuas del modelo. Como se muestra en la seccién 2.5, para analizar la
aplicacion de una posible transformacion, se puede estimar la funcién adecuada en la gréfica de
los residuales de martingala del modelo (en el que no se incluye la variable en cuestion) vs. los

valores de la variable en cuestion.

En la fig. 3.7 se muestran los residuales de martingala del modelo con las variables de chla,
0s12m, condom y la interaccion less17:yschool graficadas vs. nparter (izquierda) y log(npartner)
(derecha). En la gréfica del lado izquierdo se muestra que sin transformar la variable nparter, el
comportamiento de los residuales se concentra en los primeros valores. Lo cudl hace mas notoria
la influencia de los datos a la mitad del rango de nparter. Por otro lado, se decide hacer lo mismo

para otra grafica con los residuales del mismo modelo, pero con la transformacién log(npartner).

Se muestra una linea de ajuste mds horizontal. Indicando que esta transformacién posee potencial
para predecir mejor el riesgo. Para corroborar esto, se puede observar en el cuadro 3.5 que la
variable npartner no esta fuertemente correlacionada con el resto de las variables en el modelo.

Para el resto de las variables no se tiene evidencia para la inclusion de otra posible transformacidn.
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Figura 3.7: Gréficas de los residuales de martingala del modelo con clam, os12m, condom y
less17:yschool vs. nparter (izquierda) y vs. log(npartner) de la base std.
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Por lo anterior se ajusta el siguiente modelo:

A(t) = Xo(t) - exp(Br - chla + B3 - 0512m + P35 - condom+ (3.1.2)
+0B4 - log(npartner) + Bs - less17 - yschool) .

Busqueda de puntos de influencia

Como parte del andlisis de residuales, se plantea la busqueda de puntos de influencia, outliers
o errores de medicion con residuales de score. Como se sabe de la seccion 2.5, los residuales
de score, nos pueden ayudar a identificar los puntos que ocasionan una desviacién importante
del ajuste con respecto a los datos. En la fig. 3.8 se pueden observar graficas de los residuales
de score de cada variable del modelo 3.1.1 vs. cada uno de los 877 casos. Para las variable
continuas less17:yschool y log(nparter), es adecuado graficar sus correspondientes residuales vs.

sus respectivos valores.

Se puede ver que hay algunos puntos de influencia en las graficas correspondientes a las variables
condom y chla, pero casos evidentemente apartados del resto (outliers) no son fécil de identificar
en estas graficas. Incluso para los valores cuyos residuos se apartan claramente del resto, se
observa que no son faciles de considerar como casos extrafios u outliers, dada que la informacién
de las variables no permite dar un diagndstico que respalden esas afirmaciones. Aunque en
general, salvo algunos puntos, nuestro modelo se comporta de un modo adecuado con respecto a
los valores observados. Sin embargo, también es importante considerar los residuos de devianza

para ver si estos mismos outliers se presentan en sus gréficas.
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Figura 3.8: Residuales de score del modelo 3.1.4 para cada variable vs. nimero de caso (para
clam, os12m'y condom ) y vs. valor correspondiente (less17:yschool y log(nparter)).
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Como se sabe, los residuales de martingala también nos pueden aportar informacién acerca
del modelo. Sin embargo, dado que no son simétricos y su rango de valores es [0, 00) es
dificil detectarlos. Por ello, en la seccion 2.5 se describe la transformacion de los residuales
de martingalas dada por la definicién de los residuales de devianza. En la fig. 3.9 se muestran
los residuales del modelo graficados vs. el indice de prondstico, como otro apoyo gréfico para

identificar outliers o valores atipicos.
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Figura 3.9: Residuales de martingala (izquierda) y Residuales de devianza (derecha) del modelo

3.1.4 vs. Indice de pronéstico.
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El tnico valor que podria identificarse como un outlier en la grafica de residuales de martingala
(izquierda), se observa més préximo a la tendencia del resto de los datos en los residuales de
devianza (derecha). Por ello, podemos decir que si bien, algunos datos son puntos de influencia,

no son outliers. Aunque no se descartan errores de medicion.

Validacion del supuesto de proporcionalidad

Finalmente, para considerar nuestro modelo como adecuado. Hace falta observar si efectivamente
las variables tienen un efecto proporcional dentro de nuestro modelo. Para ello, se procede a
elaborar estratificaciones en cuartiles para las variables continuas, con el fin de ver si las

curvas estratificadas log(—log(S(t)) son paralelas. En la fig. 3.10 se muestra el resumen de los

resultados.
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N

Figura 3.10: Curvas estratificadas de log(—log(S(t)) para cada variable del modelo 3.1.4. Cada

estimacion se realiza con el estimador de Kaplan-Meier
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Como se puede ver, hay algunas variables que podrian no cumplir con el supuesto de propor-
cionalidad. En la gréfica de la fig. 3.10 se puede observar cierta evidencia para rechazar la
hipétesis de proporcionalidad para las variables chla y condom. Sin embargo, las pruebas de
proporcionalidad ejecutadas por la funcién cox.zph() muestran que son proporcionales a un nivel
de 95 % de confianza. A continuacion, en el cuadro 3.6 se muestra la prueba para el resto de las
covariables.

Cuadro 3.6: Prueba de proporcionalidad del modelo 3.1.2 para cada covariable y para el modelo

en general. La columna chisq representa el valor de la estadistica de la expresion 2.2.8 descrita
en la seccion 2.2, que se distribuye asintoticamente como X?5)~

T P-Valor
chla -0.03 0.63
os12m 0.01 0.92
condom 0.06 0.26

log(partner) 0.03 0.56
less17:yschool | 0.50 0.48
GLOBAL 0.83

Lo que se puede determinar, es que bajo un nivel de confianza del 95 % las variables son
proporcionales al riesgo de reinfeccion. Sin embargo, es importante considerar ajustar otros

modelos en busca de un mejor ajuste.
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Ajuste del modelo de riesgos proporcionales no paramétrico

El modelo anterior tiene la cualidad de describir de modo simple el efecto de las covariables
sobre el diagndstico de los pacientes. Sin embargo, en ocasiones es bastante evidente que algunas
variables de nuestra base de datos std no siempre tienen el mismo efecto sobre el riesgo al que
se someten los pacientes. Pues para distintos tiempos este efecto puede ser distinto. Por ello,
el anélisis anterior ha sugerido identificar cudles son aquellas variables, si es que hay, que no
siempre tienen el mismo efecto en el riesgo de reinfeccion en las pacientes. Con este motivo, se

procede a ajustar un modelo de riesgos proporcionales no paramétrico.

Ajuste del modelo

Se ajusta el mismo modelo de la expresion 3.1.2 con la funcidn timecox() de la paqueteria timereg

en R. Ademas de la hipétesis de significancia de los coeficientes:

HO : ﬁj(t) =0 vs. Hl . Bj(t) = ﬂ]

se desea entonces, probar la hip6tesis de que las variables tienen un efecto constante a lo largo del
tiempo, i.e. se desea investigar para cada una de las p variables, sus correspondientes coeficientes
de regresion acumulados. En otras palabras, se contrasta la siguiente hipétesis para una constante
v:

Hy: B;(t) =~tvs. Hy : Bj(t) # ~t

Para eso, se tienen las pruebas formales de Kolmogorov-Smirnov y el Score process descrito en
el capitulo 2. La prueba de Kolmogorov-Smirnov se realiza automdaticamente con la funcién de

ajuste timecox() de la paqueteria timereg, cuyos resultados son los siguientes:

Cuadro 3.7: Prueba de hipétesis de significancia de las variables y prueba de Kolmogorov-
Smirnov para contrastar la hip6tesis de efecto invariante del modelo 3.1.2.

sup|B(t)/®(t)|  P-Valor | Kolmogorov P-valor
intercepto 19 3x1074 338.0 0.253
chla 4.10 0.001 110  0.726
os12m 5.76 107° 110  0.726
log(npartner) 2.94 0.066 93 0.844
condom 2.99 0.061 118 0.228
less17:yschool 2.87 0.077 8.28  0.923

Se ajusta un modelo no paramétrico, dado por la siguiente expresion:

A(t) = No(t) - exp(Pr(t) - chla + Ba(t) - 0s12m + B3(t) - log(npartner)+

(3.1.3)
+54(t) - condom + P5(t) - less1T - yschool)
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En el cuadro 3.7 se puede observar acorde con los p-valores, que las variables son significativas
(bajo un nivel de significancia de 10 %). Adicionalmente, se muestra la prueba de Kolmogorov-

Smirnov, la cual corrobora que no se puede rechazar la hipétesis de efecto constante.

Figura 3.11: Estimaciones de los coeficientes acumulados B (t) para el intercepto y todas las
variables del modelo 3.1.3. Las pendientes de las lineas rojas son los coeficientes estimados para
los modelos paramétrico del cuadro 3.8.

(Intercept) chla
= M
(=]
o
g - W
5] §
= T 2 g
m 8 m E =
S | d
T
)
- o
-
o
Q -
o g
ra]
T T T T T v T T T T T
0 200 400 600 200 0 200 400 600 a0a
Dias Dias
os12m log(npartner)
= o S
o
8 2
J m
o
8 -
= ¥ =
& m g8
g | =
[7u]
I L W
D D M
= =
= | | | | S | | | |
0 200 400 G600 B0 0 200 400 600 o0a
Dias Dias
condom less17:yschool
(=)
o
o w
8 4
= |
(=)
o o .--"‘\..r""l"l.._II
o _|
= . = ¥
& il
o
57 8 -
i o P, [ M‘f\"r\ h—r_H
£ W S i |
o 4
= T T T T T T T T T T
0 200 400 600 200 0 200 400 800 a0a

Diaz Dias



CAPITULO 3. 59

En la fig. 3.11 se observa una grifica del coeficiente de regresién acumulado B(t) vs. ¢ de todas
las variables del modelo en el cuadro 3.7, junto con bandas de confianza. Lo que se observa son
coeficientes que indican que el efecto de las variables es constante a lo largo del tiempo. Esto
porque las curvas se asemejan a pendientes cuyas derivadas son constantes.

Las unicas variables cuyas curvas parecen tener una pendiente no constante son os/2my condom,
con algunos intervalos de tiempo donde se presentan variaciones importantes. Por otro lado,
la significancia de las variables también se puede corroborar en las gréficas de coeficientes
acumulados, pues si las bandas de confianza contienen la funcién B(t) = 0, se tiene cierta

evidencia de que la variable podria no ser significativa.

Una vez que se ha determinado que significa-
Cuadro 3.8: Coeficientes estimados del modelo tivamente, las variables tienen un efecto cons-
proporcional 3.1.1 paramétrico y su significan- tante en el riesgo, se puede ajustar un modelo

cia. de riesgos proporcionales paramétrico. Sin em-

— bargo, los procesos de conteo ofrecen pruebas
coef. B; pi/o;  P-Valor

de hipdtesis diferentes para dar mas evidencia

chla -0.391 -2.30 0.004 | cerca de 1a exactitud del modelo y asi corro-
osl2m -0.570 -4.14 8x10* . . .

borar mds certeramente las hipotesis. Ajustan-
log(npartner) 0282 1.82 0.069 do el modelo de riesgos proporcionales para-
condom -0.196 -1.94 0.052

métrico con la funcién timecox() del paquete

less17:yschool 0.034 2.31 0.021

timereg se obtienen las estimaciones de los
coeficientes del modelo paramétrico 3.1.2, los
cuales se asemejan mucho a los obtenidos en el cuadro 3.4 b) del modelo de riesgos proporcio-

nales paramétrico.

Prueba de Proporcionalidad (Score process)

Mediante distribuciones aproximadas, se pueden simular curvas dada la hipétesis de propor-
cionalidad en el modelo y comparar estas curvas con la originada por el modelo con los datos
especificados de la base std. La funcion plot.timecox() del paquete timereg muestra los resultados
de las simulaciones del proceso bajo la hipétesis de proporcionalidad ! y la curva de la funcién
score evaluada en cada tiempo ¢ del intervalo [0, 900] de observacion.

De las gréficas de la fig. 3.12 se puede concluir que dado que sélo la funcién score de la variable
chla se aparta levemente de las simulaciones, se tiene evidencia para considerar que esta variable
no es proporcional. Mds atin, el resumen del ajuste de la funcién timecox() muestra una prueba

de proporcionalidad basada en el sup|U;(3,t)| de la funcién score para la j-ésima variable, cuya

distribucién es aproximada. De tal modo que el cuadro 3.9 contiene los resultados de la prueba

'Por defecto muestra 50 simulaciones.
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de hipotesis siguiente sobre la funcidn score:

~

Hy : U;j(B,t) = 0vs. Hy : U;(3,t) # 0

Al respecto, se puede decir que las variables componen un modelo de riesgos proporcionales,
aunque debido a la ligera desviacion de la variable chla, quizds sea mds apropiado incluirla en el

analisis de un modelo de forma distinta.

Figura 3.12: Funcién score y 50 simulaciones para cada variable para contrastar las discrepancias
de los datos con el modelo proporcional 3.1.3.
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CAPITULO 3.

Prueba de bondad de ajuste

Cuadro 3.9: Prueba de proporcionalidad para el

Para evaluar el ajuste del modelo, se pueden modelo 3.1.3 dada por el proceso de scores.

analizar las curvas en los residuales de martin-
gala acumulativos. En la fig. 3.13 se muestran
dichos residuales, descritos en la seccion 2.5,
para la variable chla, que aunque no cumple
fuertemente con el supuesto de proporcionali-
dad, parece poder predecir adecuadamente el
modelo dado que el proceso parece oscilar no
lejos del 0.

Por otro lado, en la fig. 3.14 y fig. 3.15 se

muestran los residuales estratificados para 0 y 1 parejas, y para 2 o mds parejas (esto debido a su
distribucion concentrada alrededor del valor 1) correspondientes a la variable nparents con y

sin la transformacion de log() respectivamente. Dado que no existe gran diferencia entre ambos

sup|U(t)|  P-Valor
chla 10.40 0.022
os12m 5.53 0.550
log(npartner) 6.69 0.286
condom 11.50 0.122
less17:yschool 49.50 0.598

ajustes, se conserva la transformacién log() en el modelo 3.1.2.

Figura 3.13: Residuales de martingala acumulativos para chla del modelo 3.1.3.
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Figura 3.14: Residuales de martingala acumulativos de log(npartner) estratificados para O y 1
parejas (escasas) y para 2 o mds parejas (varias) del modelo 3.1.3.
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Figura 3.15: Residuales de martingala acumulativos de npartner estratificados para 0 y 1 parejas
(escasas) y para 2 o mds parejas (varias) del modelo 3.1.3.
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Grupos de riesgo

Dado que los coeficientes obtenidos en ambos ajustes son aproximadamente los mismos (segtin
los cuadros 3.4 b) y 3.8), se opta por realizar el ajuste con el modelo de riesgos proporcionales
obtenido con la paqueteria survival. La clasificacion de los grupos de riesgo se construyen
a partir de los terciles del indice de prondstico elaborado con los coeficientes estimados del
modelo paramétrico 3.1.2. Se realiza la estimacién de Kaplan-Meier estratificada por los grupos
elaborados y se compara, representando las observaciones, con la funcién de supervivencia
estimada por el modelo evaluada en los valores medio de cada variable restringida a su grupo
de riesgo correspondiente, lo cudl representa la prediccion a comparar. Las curvas obtenidas se

muestran en la fig. 3.16

Figura 3.16: Curvas con los grupos de riesgo (izquierda). Las observaciones estdn dadas por
las curvas estratificadas de Kaplan-Meier y las predicciones estdn dadas por la media de cada
variable restringida a cada grupo de riesgo, determinado por los terciles el indice de prondstico
del modelo 3.1.2. Un aumento de la misma grafica en los primeros valores se muestra a la
derecha.
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La prediccion es bastante favorable con respecto a las observaciones y se tiene una buena
clasificacién para predicciones. La prueba log rank arroja un p-valor de 2.99x107°. Lo cual
quiere decir que los grupos de riesgo definidos tienen funciones de supervivencia bien diferidas
una de las otras.

La distribucién del indice de prondstico, junto con la separacién de los valores correspondientes

a cada grupo de riesgo, se muestra en la fig. 3.17.

Figura 3.17: Distribucién del indice de prondstico y grupos de riesgo.
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El propdsito en la siguientes secciones es mostrar los ajustes de los modelos aditivos y aditivos
multiplicativos con las mismas variables con el fin de determinar cudles son las que mejor se

ajustan en cada caso y asi poder determinar mds alternativas.
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Modelo de riegos aditivos

Dado que el ajuste de la variable chla provoca una ligera discrepancia de los datos con el modelo
proporcional, se investiga sobre su ajuste con un modelo aditivo. Este modelo no tiene ningtn
supuesto parecido al de proporcionalidad modelo anterior, por lo que las pruebas que se harian
en este caso no se realizardn con el objetivo de corroborar que se cumplan ninguna hipdtesis, si
no que se apunta hacia el objetivo de investigar el efecto invariante en el diagnostico del paciente

y a evaluar la congruencia del modelo.

Ajuste del modelo

Primeramente se ajusta un modelo aditivo no paramétrico con todas las variables incluidas en el
modelo 3.1.2 anterior. En el cuadro 3.10 a) se puede observar que la interaccion less!7:yschool
y la transformacién log(npartner) no son significativas con un nivel de confianza del 95 %. Por
ello se busca un conjunto de variables mas pequefio para incorporar en el modelo. Finalmente,

en el cuadro 3.10 b) se observan los resultados con las variables mas significativas.

Cuadro 3.10: Prueba de significancia para las variables en el ajuste de un modelo aditivo con las
variables chla, os12m, condom, log(npartner)y less17*yschool en el cuadro a). Misma prueba
en el cuadro b) omitiendo log(npartner) y la interaccion con less17.

?r?tercepto SUP|B(t)/(I)6(Z)2| . (‘)}LZ)Z(()); l_)) sup|B(t)/®(t)| P-Valor
chla 345 0.027 || intercepto 7.28 <107
0s12m 568 8.2 x 10+ | M4 3.38 0.021
condom 3.25 0.023 | os12m 513 <10
log(npartner) 2.55 0.186 | COndom 3.27 0.029
less17:yschool 2.75 0.116 yschool 4.05 2.7 x10

Determinado el modelo del cuadro anterior, se analiza el siguiente ajuste:
A(t) = Bo(t) + Bi(t) - chla + Ba(t) - 0s12m + B5(t) - condom + B4(t) - yschool — (3.1.4)

Se procede a hacer el andlisis de Kolmogorov-Smirnov para determinar si existen variables con
efectos variables en el diagndstico. La funcidn dela paquete timereg, aalen(), permite observar

los resultados de esta prueba para contrastar:
H() . B](t) = ’)/t VS. H1 : B](t) 7é ’}/t (315)

los cuales se muestran en el cuadro 3.11.
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Por otro lado, en la fig. 3.18 se muestran los coeficientes de regresiéon acumulados, los cuales
no dan indicios de tener un efecto variable a lo largo del tiempo. El cuadro 3.11 justamente
reporta que ninguna variable parece tener un efecto significativamente variante (bajo un nivel de

significancia del 10 %).

Figura 3.18: Coeficientes de regresion acumulados B(t) para cada una de las variables del
modelo 3.1.4.
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Cuadro 3.11: Prueba de Kolmogorov-Smirnov Puede observarse también los resultados del

para contrastar las hipétesis 3.1.5 de efecto inva- Test process para probar el efecto invariante

de las variables, en este caso para condom,

riante.

que resultd acercarse a ser de efecto variable

Kolmogorov  P-valor segtn la prueba de Kolmogorov-Smirnov. Asi,

intercept 0.6210 0.114 efectuando dicho proceso, se muestran en la

chla 0.1320 0.634 fig. 3.19 las curvas de las simulaciones bajo
os12m 0.1450 0.154 la hipétesis nula de 3.1.5 junto con la curva
condom 0.1040  0.152 del modelo actual. Tal parecer ser que no se
yschool 0.0318 0.425 desvian significativamente las observaciones

de las simulaciones bajo la hipétesis nula. Por
lo tanto, se consideran las covariables de efecto constante. El intercepto By(t) también parece no

ser variante.

Figura 3.19: Test process para la prueba de efecto constante de la variable condom en el modelo
3.1.4 junto con 50 simulaciones bajo la hip6tesis nula.
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Por los resultados anteriores, se decide trabajar con un modelo aditivo completamente paramétri-

co. Es decir,
A(t) = Bo(t) 4+ b1 - chla + By - 0s12m + B3 - condom + By - yschool (3.1.6)

Esto ademas, para poder dividir a las pacientes en grupos de riesgo. Una vez ajustado el modelo

paramétrico, se tienen en el cuadro 3.12 los coeficientes estimados del modelo.
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Procedimientos de bondad de ajuste Cuadro 3.12: Coeficientes estimados del modelo

Nuevamente se estiman las martingalas resi- aditivo paramétrico 3.1.4.

duales con el objetivo de observar su comporta- B x 10° Bi/o; P-valor
miento para poder determinar si efectivamente chla 467 241 0.016
se ajustan los datos a la prediccion del mode- osI2m 461 -383 < 10-3
lo. La forma en la que se llevara acabo este condom bad 296 0.024
procedimiento serd, en esta ocasion para el yschool 141 380 < 10-3

modelo paramétrico, dividir cada variable en
estratos determinados con los cuartiles para
las variables continuas y niveles para las varia-
bles discretas. Posteriormente graficar los residuales de martingala acumulativos del modelo
completo vs. el tiempo, ya que al estratificar se podrd ver el comportamiento, no sélo a lo largo
del tiempo, si no también en cada cuantil o nivel en el ajuste. Los residuales se calculan para
cada variable, aunque s6lo se muestran para la variable condom, pues es aquella que parece tener

las desviaciones mas relevante.

Figura 3.20: Residuales de martingalas acumulativos para la covariable condom del modelo
3.1.6.
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Lo que se puede observar de la fig. 3.20 es que, al parecer se tiene bien descrito el modelo de
riesgos aditivos mediante la variable condom durante la primera mitad del intervalo de estudio.
Para los niveles correspondientes a las pacientes que siempre y nunca usaron condén, el modelo
tendi6 a predecir menos muertes conforme pasaba el tiempo. Fue para las pacientes que a veces
usaban conddn, que cada vez se predecian mads reinfecciones que las que realmente ocurrieron.

En general se tiene una buena prediccion por parte del modelo.

Grupos de riesgo

Gracias a que se cuenta con un modelo enteramente paramétrico, es posible realizar la clasifica-
cién de los grupos de riesgo para las pacientes de la poblacion. En la fig. 3.21 se muestran los
estratos de las observaciones divididos por grupos de riesgo comparados con las predicciones
del modelo dadas por la funcién estimada evaluada en las medias de cada variable restringida al

grupo de riesgo correspondiente.

Figura 3.21: Estimador de Kaplan-Meier estratificado por grupos de riesgo, comparado con
la funcién de supervivencia del modelo aditivo 3.1.6 evaluada en la media de cada variable
restringida a cada grupo.
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Figura 3.22: Histograma para el indice de prondstico del modelo 3.1.6 con grupos de riesgos
sefalados por la lineas rojas en los terciles del indice.
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Al respecto, se puede decir que se tiene una clasificacién aproximadamente igual de buena que
aquella dada por el modelo proporcional, ya que la prueba de log rank arroja un p-valor de
4.1x10~? (valor cercano al obtenido en la clasificacién anterior). En la fig. 3.22 se observan los

grupos de riesgos representados en el histograma del indice de prondstico.
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Ajuste de Modelo aditivo-multiplicativo

Luego de haber realizado los ajustes de los modelos anteriores, se pudo ver que en cada modelo
habian variables que no se ajustaban correctamente a los datos acorde al modelo. Para el ajuste
del modelo aditivo-multiplicativo, se considerard explorar en las transformaciones aplicadas a las

variables, asi como la correcta identificacion de las variables no proporcionales dentro del modelo.

Dado que en el modelo de riesgos proporcionales, la variable chla resulté no dar evidencia de ser
proporcional en el modelo (ver fig. 3.12), se considera en esta ocasion asignarle un lugar en la
parte aditiva del modelo, la cual tendra un efecto variable en el riesgo de las pacientes. Por otro
lado, se piensa comparar la transformacion de la variable npartner. Con respecto a los ajustes,
en la fig. 3.23 se muestran los coeficientes de regresion acumulados B’(t) para el intercepto y la

variable chla de los siguientes dos modelos.

A(t) = {Bo(t)+p1(t)-chla}-exp(yo-0512m~+7y - condom~+ys -npartner—+rys-yschool - less17)
(3.1.7)

A(t) = {Po(t) + B1(t) - chla} - exp(vyo - 0s12m + 1 - condom+ G1s)

Y2 - log(npartner) + 73 - yschool - less17)

Cuadro 3.13: Prueba de significancia para la parte proporcional del modelo con log(npartner)
(izquierda) y npartner (derecha) de los modelos 3.1.7 y 3.1.8

a) BZ Bl /o; P-valor | b) Bl Bi/o;  P-valor
os12m -0.603 -3.76 <1073 | 0sI2m -0.571 416 <1073
condom -0.207 -2.11 0.035 | condom -0.195 -1.97 0.049
nparnter 0.097 1.83 0.068 | log(npartner) 0.286 1.97 0.048
yschool:less17 | 0.040 2.84 0.004 | yschool:less17 | 0.039  2.82 0.005

Las diferencias en estos modelos, al considerarse la transformacion log(npartner), pueden con-
tribuir a tener un modelo que mejor describa los datos. Obsérvese que se tiene una ligeramente
mayor significancia cuando se tiene presente la transformacion log(nparter) en el cuadro 3.13

(menor a 5 %). Por ello es importante evaluar la bondad de ajuste del modelo.

Por otro lado, es interesante observar que la variable chla es la que tiene efecto aditivo en el
modelo. Y como se habia mencionado en el capitulo 2, la inclusion de esta variable funciona
como una estratificacion en el modelo paramétrico de riegos proporcionales. Es decir, para un
individuo con condom, log(npartner) y less17 iguales a cero, se tiene una funcién de riesgo de
base que depende del valor de chla y del tiempo para cada individuo. En la fig. 3.23 se muestran

los coeficientes del vector B(t) para el intercepto y chla del modelo 3.1.7 y 3.1.8.
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Figura 3.23: Coeficientes de regresion acumulados para el intercepto y la variable chla del

modelo 3.1.7 (rojo) y del modelo 3.1.8 (azul).
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Cuadro 3.14: Prueba de proporcionalidad del modelo 3.1.8 segtn el score process.

sup|U(t)|  P-valor
os12m 2.41 0.222
condom 243 0.220
log(npartner) 2.64 0.162
less17:yschool 1.94 0.554

Prueba de proporcionalidad

Esta parte del andlisis se muestra para el modelo 3.1.7, ya que el modelo 3.1.8 presenta resultados

idénticos. De tal modo, para corroborar que las variables proporcionales del modelo si cumplen

el supuesto de proporcionalidad, se realiza el Score process para comparar las simulaciones bajo

la hipétesis nula con la curva de la funcién score. Adicionalmente, en el cuadro 3.14 se tiene la

prueba formal para contrastar la hip6tesis de proporcionalidad y la fig. 3.24 sirve de apoyo al

respecto. Se concluye que ninguna variable carece de efecto proporcional.
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Figura 3.24: Proceso de score para las variables proporcionales del modelo 3.1.7 junto con 50
simulaciones bajo el supuesto de proporcionalidad.
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Prueba de Bondad de Ajuste

Se estiman los residuales de martingalas acumulativos de los modelos 3.1.7 y 3.1.8 y se analiza,
para cada variable, los estratos definidos por sus cuantiles. Se fija la atencion especialmente para
la variable npartner pues se alterna la transformacion log() en los modelos 3.1.7 y 3.1.8. Los
niveles con los que se analiza la bondad de ajuste son simplemente definidos por los valores
{0,1} que corresponde a los casos de escasas parejas sexuales y (1,19] para los casos con
varias parejas sexuales. Luego se compararén los residuales obtenidos para cada cuantil con 50

realizaciones simuladas de las martingalas residuales bajo el modelo supuesto.
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Figura 3.25: Residuales de martingalas acumulativos observados para los niveles de npartner del
modelo 3.1.7 (0 y 1 parejas componen ’escasos’ y 2 0 mds son ’varios’).
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Figura 3.26: Residuales de martingalas acumulativos observados para los niveles de log(npartner)

del modelo 3.1.8.
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Se puede concluir que realmente se tiene una capacidad predictiva ligeramente mas adecuada

para el modelo 3.1.7 sin la transformacion se realiza en npartner, dado que los residuales indican

pequeias desviaciones de las predicciones.
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Estimacion de la funcion de supervivencia

En este caso, solo la variable chla hace este modelo diferente al modelo de riesgos proporcionales.
A pesar de ello, no es recomendable crear un indice de riesgo con base en las covariables
proporcionales. Por ello, esta seccion se limitard a mostrar la funcién de supervivencia estimada,
estratificada segun la variable chla y evaluada en las medias de las variables osI2m, condom,
partner y la interaccion less17:yschool. Ademads, se comparan dichas curvas con la estimacién
de Kaplan-Meier, a modo de observar qué tanto se aproximan las estimaciones del modelo al

comportamiento de la supervivencia de la poblacion segtn los datos observados.

Figura 3.27: Funcion de supervivencia estimada estratificada por la variable chla y evaluada
en las medias de las variables os12m, condom, partner y la interaccion lessl7:yschool (valores
predichos). Estimador de la funcién de supervivencia de Kaplan-Meier (valores observados).
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El modelo parece predecir un mayor riesgo sin importar la presencia de clamidia en una paciente

con caracteristicas estandares.



76

Ajuste de modelos de regresion

Conclusiones

Se puede observar que, en cuanto a los modelos proporcionales o aditivos, parecen distinguir

adecuadamente los grupos de riesgo bajo, mediano y alto. Si bien dichos modelos pueden no

ajustarse del todo adecuadamente a las observaciones en todos los casos, se pueden clasificar los

grupos de riesgo. Pareceria que algunos resultados son un poco distintos a lo que se esperaria

del modelo, pero estos dependen de la representatividad de los datos que, en todo caso, s6lo

describen el conjunto de datos de la base std. Sin embargo, con respecto a los modelos ajustados

se puede decir lo siguiente:

= El modelo de riesgos proporcionales parece haber brindado una estimacion de la funcién

de supervivencia mds cercana a la estimacién de Kaplan-Meier con las observaciones. Por

lo tanto, podria decirse que es el modelo mas adecuado para ajustar los datos.

A pesar de que el modelo de riesgos aditivos podria no parecer mds preciso, la interaccion
de la edad con respecto a los afios de estudio se comporta de forma interesante. Se puede
ver, en el cuadro 3.4 b) correspondiente al modelo proporcional, que la interaccion de
las covariables less17 y yschool parece propiciar un mayor riesgo de reinfeccion en los
pacientes. Sin embargo en las estimaciones del cuadro 3.12 correspondiente al modelo
aditivo, se tiene el efecto opuesto al no considerar la interaccién con la edad y sélo
incorporar al modelo la covariable yschool. Una posible explicacién a esto es que en
edades menores a 17 afos, en los afios de estudio se observa generalmente una exposicion
a un mayor nimero de parejas sexuales potenciales, dado que en la educacién media
superior se presenta esa posibilidad. Sin embargo, al no considerar la interaccién con
la edad, el haber estudiado un tiempo considerable, favorece la concientizacion sobre el

riesgo de contagio de enfermedades de transmision sexual.

A pesar de que el modelo de riesgos aditivo-multiplicativo no posee una capacidad pre-
dictiva tan precisa como los modelos de riesgos proporcionales o aditivos, reafirma el
contraste que existe entre las pacientes que padecieron clamidia y quienes no. Esto es

debido a que la covariable binaria chla se incorporé al modelo en la parte aditiva.
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Para identificar los grupos de la poblacion més vulnerables a una reinfeccion, se muestran en los
cuadros 3.15 y 3.16 las medias de cada variable restringida a cada grupo de riesgo determinado
por los terciles del indice de prondstico para los modelos de riesgos proporcionales y aditivos.
Justamente en estos valores se evaluaron las estimaciones de la funcion de supervivencia para
los modelos de riesgos proporcionales y aditivos, cuyas funciones de riesgo se muestran a

continuacion respectivamente:

A(t) = No(t) - exp(Py - chla + B2 - 0s12m + (B3 - condom+ (3.1.9)

By - log(npartner) + P - less17 - yschool)
A(t) = Bo(t) 4+ Bichla + Br0s12m + Bzcondom + Byyschool

Cuadro 3.15: Valores medios de cada variable correspondientes a cada grupo de riesgo para
el modelo de riesgos proporcionales de la expresion 3.1.2 en los que se evalu6 la funcion de
supervivencia estimada de la fig. 3.16. A la covariable npartner se le aplico la transformacién
log() en el ajuste, por lo que se muestra la transformacion inversa de la media evaluada para su
interpretacion.

chla osI2m condom npartner lessl7:yschool
Bajo | 0.958 0.657 2.6 1.144 0.449
Medio | 0.926 0.117 2.04 1.12 0.151
Alto 0.621  0.038 2.062 1.39 4.166

Es importante observar que el promedio de la interaccion less!7:yschool se interpreta como el
promedio de afios de estudio de las pacientes que son menores de 17 afios.

Conforme a los resultados de la variable npartner correspondientes al nimero de parejas, se
observa en el cuadro anterior que en promedio, las personas con alto riesgo de contraer una
reinfeccion sélo tienen entre una y dos parejas sexuales. Lo cudl da una impresion de qué tan
fuerte es la presencia de la enfermedad en la poblacion. Con ello, la opinién médica puede emitir
juicios sobre esos resultados.

Cuadro 3.16: Valores medios de cada variable correspondientes a cada grupo de riesgo para el

modelo aditivo de la expresion 3.1.6 en los que se evalud la funcidn de supervivencia estimada
de la fig. 3.21.

chla osI2m condom yschool
Bajo | 095 0.652 2.56  12.596
Medio | 0.899  0.227 2.197 11.351
Alto | 0.557 0.031 2.067 10.007

En el cuadro anterior, se puede interpretar que para esta poblacidn las personas mds vulnerables
son aquella que no tuvieron sexo oral a largo plazo, si no a corto plazo. Esto se puede ver en la

variable os12m que sefiala los pacientes que tuvieron sexo en los ultimos meses.
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Finalmente, se muestra en el cuadro 3.17 las medias con las que se evalud la funcién de
supervivencia estimada del modelo de riesgos aditivo-multiplicativo acorde a la siguiente funcién
de riesgos :

A(t) = {Bo(t) + Bi(t)chla} - exp(vo - 0512m + 7y, - condom—~+

(3.1.10)
Y2 - npartner + y3less17 - yschool)

Cuadro 3.17: Valores medios de todas las observaciones para cada covariable de la parte pro-
porcional del modelo multiplicativo-aditivo de la expresion 3.1.7. Corresponde a los puntos de
evaluacion de la funcién de supervivencia estimada de la fig. 3.27.

os12m condom npartner lessl7:yschool

0.328  2.294 1.346 1.6

Estos resultados permitirdn enriquecer el diagndstico médico de esta poblacion de pacientes y
mostrar evidencia para los grupos poblacionales mds vulnerables. De tal modo que se pueda
esclarecer cudles serian las acciones mds convenientes para poder prevenir una reinfeccion de

gonorrea y clamidia, las cuales son enfermedades que es preciso erradicar.
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3.2. Estudio de cirrosis biliar primaria

Modelo de riesgos proporcionales paramétrico

Como segundo ejemplo, se procede a hacer el andlisis de la base de datos pbc (Primary Billiar
Cirrosis), que contiene los datos de 424 pacientes a los cuales se les dio seguimiento de Enero
de 1974 hasta Mayo de 1984. A 312 pacientes se les administré aleatoriamente una sustancia
activa llamada D-penicilamina (DPCA). A estos mismos pacientes se les recolectd informacion
de variables clinicas, bioquimicas, seroldgicas e histologicas. Del total de 312, 125 murieron a la
fecha de fin de estudio con sélo 11 muertes no atribuibles al PBC. Una operacién de transplante
de rifién se hizo para 19 pacientes de este grupo. El otro grupo de 112 pacientes restantes no
recibi6 la administracion de DPCA y de ellos, a 6 se les perdi6 el seguimiento apenas inici6
el estudio, 36 murieron para junio de 1986 y 6 se sometieron a un trasplante de higado. La
separacion de los 312 pacientes se llevo a cabo para probar la efectividad de la DPCA en el

tratamiento contra el PBC.

Descripcion de los datos

Las variables que conforman la base de datos se clasifican del siguiente modo: demogrdficas
para describir el grupo poblacional al que pertenece cada individuo, clinicas para describir
algunas caracteristicas observadas en el diagndstico inicial del paciente durante su internacion,
bioquimicas para referirse al nivel de los componentes que el médico determiné después de la
examinacion e histolégicas para las condiciones en las que se encuentra el tejido del rifién del

paciente.

Cuadro 3.18: Descripcion de variables incluidas en la base de datos std del paquete KMsurv en
R.

| Nombre | Descripcién | Codificacién/Unidades

days Dias desde que se registra el paciente | Dias
hasta su muerte, se le realiza un trans-
plante de rifién o llega al fin del estudio
en julio de 1986 (estos ultimos dos ca-
sos se consideran censura)

status | Indica si se censurd a observacion. Un | 1: si ocurrié una muerte por PBC.

astedisco si se le hizo transplante. 0: en otro caso.
Variables demograficas
trt El tratamiento asignado. 1: para D-penicilamina.
2: para placebo.
age Edad del paciente Afos
sex Sexo del individuo 1: si es mujer.
0: si es hombre
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Variables clinicas
ascites Presencia de ascitis (fluido perito- | 1: presente.
neal) 0: ausente.
hepatomegaly | Hepatomegalia (crecimiento anor-| 1: presente.
mal del higado) 0: ausente.
spiders Virices y otras malformaciones san- | 1: presente.
guinea. 0: ausente.
edema Hinchazén por un exceso de liquido | 0: Ausente.
en algun tejido. Indica su presencia | 0.5: Sin fallas en el tratamiento o
en relacidén a una terapia diurética sin tratar. Presente
corrientemente administrada. 1: Presente a pesar de la terapia_
Variables bioquimicas
bili Bilirubina sérica presente en la san- | mg/dl (miligramos por decilitros)
gre.
chol Colesterol. mg/dl (miligramos por decilitros)
albumin Albumina sérica presente en la san- | gm/dl (gramos por decilitros)
gre.
copper Cobre presente en la orina. 1g/dl (microgramos por decilitro)

prothrombin

Tiempo en el que se produce la pro-

Segundos

trombina, proteina necesaria para
coagular la sangre.

platelet Milésima parte del nimero de plata- | Unidades
letas en 1 mm? de la sangre
alk Fosfatasa alcalina en la sangre. U/ml (unidad enzimética por milili-
tro)
sgot Aspartato aminotransferasa presente | U/ml (unidad enzimética por milili-
en la sangre. tro)
trig Triglicéridos. mg/dl (miligramos por decilitros)
stage Estado de enfermedad del tejido he- | 1: Primario.
patico (1,2,3 0 4). 2: Secundario.
3: Latente.
4: Final.

Analisis exploratorio de las variables

Para los 312 pacientes que fueron tratados con DPCA se tienen todos los datos asentados en
las 19 variables del registro (salvo cooper y platalet que contienen algunos valores perdidos),
mientras que los restantes 112 pacientes s6lo consintieron el registro de algunas variables. En el
cuadro 3.18 se resume en la informacidn de las variables que contienen todos los datos para los
312 individuos. Por otro lado, se muestran la distribucién de las variables discretas presentes
en el mismo cuadro para observar su distribucion en la fig 3.28. De ellas se observa que la gran
parte de la poblacion es femenina. Algo parecido sucede con la presencia de ascitis. También se
puede decir que la mayoria de los pacientes no presentaron edema pero si tuvieron un avanzado
grado de enfermedad en el tejido hepatico. Aproximadamente a la misma cantidad de personas

se les administr6 DPCA y Placebo.
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Figura 3.28: Variables discretas de la base pbc y su distribucion para sexo a), ascitis b), hepato-
megalia c¢), vérices d), edema e) y estado de enfermedad f).
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Figura 3.29: Distribucion de la variable del tiempo time (izquierda) y censura status (derecha) de
la base de datos pbc.
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Acerca de las variables continuas, descritas en la figura fig 3.30, hay que mencionar que la
edad promedio de los pacientes es alrededor de 50 afios, la albimina en la sangre estd en un
promedio de los 3.5 gm/dl y el resto de las variables tiene una gran concentracion de sus datos
en pequeias cantidades. Algunos datos faltantes, como en la variable platalets, se sustituyeron
por un promedio de los demds valores. La distribucion de las variables del tiempo y censura se

muestran en la fig. 3.29.
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Figura 3.30: Variables continua de la base pbc y su distribucion para edad a), bilirubina b), albu-
mina c¢), cobre d), tiempo de coagulacion e), plataletas f), alcalina g) y el estado de enfermedad
h).
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Cuadro 3.19: Resumen de las 14 covariables para los datos de los 312 individuos con tratamiento
aleatorio de DPCA de la base pbc.

Variables Min [1.C Med 3.C Max Datos
faltantes
age 26.29 42.18 49.78 56.68 7843 0
bili 0.3 0.8 1.35 345 28 0
§ albumin 196 331 355 38 464 0
£ | copper 4 41 73 123 588 2
& | prothrombin | 9 19 106 11.1 17.1 0
© platalet 62 200 257 323 563 4
alk 289 867 1259 1985 13862 0
sgot 28 81 115 152 457 O
Variables Ausentes Presentes Datos
faltantes
sex H: 36 M: 276 0
» | ascites 288 24 0
S | hepatom 152 160 0
S | spiders 222 90 0
Sl DPCA: 154 Placebo: 158 0
© | edema 0:263  0.5:29 1: 29 0
stage 1: 16 2:67 3:120  4:109 0

Dado que hay 312 individuos a los cuales se les administrd aleatoriamente DPCA o Placebo,
tiene sentido preguntarse si existe una diferencia entre los tiempo de falla de estos dos tipos de
poblaciones, representados por las funciones de supervivencia Sy (t) y Sa(t) respectivamente. Asi
que con el fin de probar si existe una diferencia significativa entre ambos estratos poblacionales,
se hace la estimacion para la supervivencia de Kaplan-Meier estratificada entre los dos tipos de

tratamiento. La estratificacion se hace en la fig. 3.31.

Como se puede apreciar, no existe un efecto significativo para la poblacién con DPCA sobre el
resto. Es decir, el riesgo parece ser casi el mismo en estos 312 pacientes. Incluso, al realizar la

prueba de Log Rank para contrastar la siguiente hipétesis
H() : Sl(t) = Sg(t) VS. H1 : Sl(t) 7A Sg(t)

la prueba arroja un p-valor de 0.75, por lo cual no se tiene suficiente evidencia para rechazar
la hipétesis de que ambos estratos tienen la misma supervivencia. Esto sugiere que el grupo
de 312 pacientes puede ser combinado para analizar posibles asociaciones con el tiempo de

supervivencia y las medidas clinicas reportadas en la base pbc.
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Figura 3.31: Estimador de Kaplan-Meier estratificado para el grupo que recibié DPCA y para el
grupo control de la base pbc. Adicionalmente, se muestran las medianas y el nimero de pacientes
que no habian presentado la falla a lo largo del tiempo para cada grupo y un aumento de la
gréfica para los primeros afios de estudio.
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Figura 3.32: Estimador de Kaplan-Meier estratificado segun los cuartiles de la variable bili en
la base pbc. Se anexa el nimero de pacientes sobrevivientes en cada tiempo del intervalo de

observacion.
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También es destacable la forma en la que se puede estratificar la poblacion segun el nivel de
bilirubina que hay en la sangre, pues es la que mejor parece clasificar a los pacientes segtin
su diagndstico. Esto se puede apreciar en la fig. 3.32, donde la estratificacion del estimador de
Kaplan-Meier por los niveles definidos permite clasificar bastante bien los individuos acorde a
su nivel de bilirubina. Esta variable también es la mds significativa en el modelo como se verd en

la siguiente seccion.

Seleccion del modelo

Se hace el ajuste de un modelo de riesgos proporcionales paramétrico con el fin de describir el
riesgo que existe para el grupo de pacientes con PBC. El primer modelo en ajustarse incluye
11 covariables de tipo demograficas, clinicas, bioquimicas e histolégicas que se enlistan en el
cuadro 3.20 a). Posteriormente se usa la funcién stepAIC() para retirar variables que no son
significativas en el modelo. La funcién arroj6 los resultados mostrados en el Cuadro 3.20 a) y

b) para el primer y ultimo paso respectivamente.

Cuadro 3.20: Coeficientes estimados del modelo de riesgos proporcionales ajustado con las
variables correspondientes en cada paso del algoritmo de seleccion de la funcién stepAIC() con
los datos de la base pbc de los 312 pacientes a los que se les administré aleatoriamente DPCA.

a) log verosim:-550.3224 | Coef. B, x 10 Bz/ g; P-valor
1. age 0.28 2.96 0.0026
2. albumin -9.71 -3.62  0.0003
3. alk 1.4 x 1074 0.41 0.7023
4. ascites 2.82 091 0.3615
5. bili 1.06 6.34 <1074
6. edema 6.94 2.14 0.0312
7. hepatom 4.88 222 0.0259
8. platelet —6.06 x 1072 -0.59 0.5507
9. prothrombin 2.43 2.88  0.0041
10. sex -4.76 -1.78 0.0737
11. spiders 2.89 1.38 0.1664
b) log verosim: -553.9490 Coef. Bl BZ /d;  P-valor
1. age 0.034 3.69 0.0002
2. albumin -1.072 444 <107
3. bili 0.107 7.02 <107*
4. edema 0.811 2.63 0.0084
5. hepatom 0.594 2.81 0.0049
6. prothrombin 0.26 3.34  0.0008

Como se puede ver, la variable mas significativa resulté ser bili que justamente fue aquella que
mejor clasifica los pacientes de acuerdo a su prondstico. Las 5 variables ascites, alk, platelet,
sex y spiders, correspondientes a los coeficientes (3, (4, O3, 510 Y £11 del primer modelo, fueron

omitidas en el segundo dado que el cociente de verosimilitud con el primer y segundo modelo
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resulto ser:

—2(—553.949 + 550.3224) = 7.2532

El cual tiene una distribucién X?5) y al comparar con Xé),&% = 11.0705, se puede ver que el
ajuste de ambos modelos no es significativamente distinto, por lo cudl se opta por el modelo més
simple del cuadro 3.20 b) (principio de parsimonia). Y aunque este modelo se podria considerar
como adecuado, podria mejorarse el ajuste con alguna transformacién. Se decide aplicar log() a
algunas variables debido a la suposicion que que un cambio en los valores de x a  + d podria
generar un gran impacto en A(t) si  — 0. De esta manera, se hace una transformacién de las
covariables y se agrega al dltimo modelo las covariables transformadas log(age), log(albumin),
log(bili) y log(prothrombin), luego se observa el cociente de verosimilitudes para evaluar la
mejora. En el cuadro 3.21 se observan los resultados luego de hacer el proceso de seleccién de

variables.

Cuadro 3.21: Estimacién de los coeficientes del modelo de riesgos proporcionales ajustado
con las variables del cuadro 3.16 méas las transformaciones de log() de age, albumin, bili y
prothrombin correspondientes en cada paso del algoritmo de seleccion de la funcion stepAIC()
con los datos de la base pbc con los 312 que recibieron DPCA.

a) log verosim: -537.9788 | Coef.5;  [3;/6; P-valor
1. age -0.027  -0.39  0.6979
2. albumin 1.006 0.59 0.5531
3. bili -0.045 -1.29 0.1957
4. edema 0.828 2.72  0.0064
5. hepatom 0.195 0.89 0.3746
6. prothrombin -0.608  -0.53 0.5952
7. log(age) 3.224 0.86 0.3919
8. log(albumin) -5.863  -1.09 0.2743
9. log(bili) 1.077 510 <10
10. log(prothrombin) 10.19 0.75 0.4503
b) log verosim: -541.064 | Coef.5;  [3;/6; P-valor
1. age 0.033 3933 <10
2. albumin -0.945 -3.984 < 107*
3. edema 0.804 2.689 0.0071
4. prothrombin 0.246 2.920 0.0035
5. log(bili) 0.886 8.997 < 107*
¢) log verosim: -540.7804 | Coef.5;  [3;/6; P-valor
1. age 0.0336  3.881 0.0001
2. edema 0.7881 2.635 0.0084
3. log(albumin) -3.0488 -4207 <1074
4. log(bili) 0.8814 8925 < 107*
5. log(prothrombin) 3.0137 2.942 0.0032

Comparando los modelos anidados del cuadro 3.21 a) y el cuadro 3.20 b), se calculé el cociente

de log-verosimilitudes para evaluar qué tan significativa es la diferencia en el ajuste con las
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covariables transformadas. Con lo cual se obtiene
—2(—553.9490 + 537.9788) = 31.9404

Y dado que X%s) 095 = 9.4877, se puede concluir que las transformaciones aportan una gran
mejora al modelo. Por otro lado, en los demds modelos a) y c¢) del cuadro 3.21 no se tiene una
diferencia significativa de los valores de la verosimilitud, de modo que se opta por el modelo

mas simple del cuadro 3.17, pues el cociente de verosimilitud es
—2(—540.7804 + 537.9788) = 5.6032

el cudl es menor a x§ 45 5 = 11,0705 y por lo tanto, se prefiere el modelo en el cuadro 3.20 c)
maés simple. En la siguiente seccion se procede a hacer el andlisis de residuales para evaluar las

transformaciones del modelo y la influencia que tiene cada una en la prediccién del modelo.

Evaluacion de las transformaciones

La primera variable a evaluar es bili por ser la mas significativa en el modelo. Para ello se hace

el andlisis con un modelo en el que se ajustan las siguientes variables:

A(t) = Ao(t) - exp(fy - age + B - log(albumin) + [ - log(prothrombin) + B4 - edema)
(3.2.1)

Esto con el objeto de evaluar el efecto que tiene la variable antes de ser incorporada al modelo.
En la fig. 3.33 se exponen la gréfica de los residuales del modelo 3.2.1 vs. log(bili) (izquierda) y
vs. bili (derecha). En cada gréfica se ajusta una curva polinomial que describe la tendencia de los
residuos. Se puede ver que para la grafica de los residales vs. log(bili) se tienen errores menos
irregulares, pues en la gréfica vs. bili los errores se acumulan justamente para los valores mas
pequefios, lo cudl es coherente con el diagndstico médico mencionado en la seccién anterior.
Dado que en la grafica derecha se tiene una distribuciéon mas homogénea de los residuales, tiene

sentido pensar que la transformacion log() favorece el ajuste para la variable bili.

Adicionalmente, se desea investigar la posibilidad de que la hepatomegalia (crecimiento anormal
del higado) tenga alguna influencia en el ajuste de bili o en la transformacion log() en el modelo.
Por ello en la fig. 3.34 se observa una comparacioén hecha en una poblacién que no presenta

hepatomegalia y en la fig. 3.35 se puede ver la comparacién con la poblacién con hepatomegalia.
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Figura 3.33: Residuales de martingala del modelo 3.2.1 con las variables age, log(albumin),
log(prothrombin) y edema vs. log(bili) (izquierda) y vs. bili (derecha)
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Residuales de martingala del modelo 3.2.1 con age, log(albumin), log(prothrombin)
log(bili) y vs. bili. Correspondientes al ajuste con 152 observaciones de pacientes
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Primeramente se observan las graficas derechas de la fig. 3.34 y fig. 3.35, donde se grafican los

residuales vs. log(bili) y lo que se ve es que realmente no hay una diferencia significativa, por lo

cual se puede concluir que la hepatomegalia no tiene una influencia en la variable transformada
log(bili). Si ahora se observan las gréficas izquierdas de la fig. 3.34 y fig. 3.35, se puede ver que
la tendencia en los primeros valores de log(bili) (los valores < 7) es considerablemente distinta

al resto, asi se observa que la hepatomegalia influye localmente en los valores pequefios de bili.
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Figura 3.35: Residuales del modelo 3.2.1 con age, log(albumin), log(prothrombin) y edema
vs. log(bili) y vs. bili. Correspondientes al ajuste con 160 observaciones de pacientes con
hepatomegalia.
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Para evaluar el ajuste de las demads variables, se trabaja con las mismas variables age, edema
y las transformaciones log(albumin), log(bili) y log(protime). Se grafican los residuales de los
modelos que contengan todas las variables exceptuando la que se quiere analizar (que es aquella

que aparecerd en el eje de las abscisas). Los resultados se muestran en las graficas de la fig. 3.36.
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Figura 3.36: Residuales del modelo con cuatro de las covariables age, log(albumin), log(protime),
edema y log(bili) graficados vs. la variable omitida (aquella que se omite en el modelo y aparece

en el eje horizontal)
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Al contemplar las graficas, se pueden evaluar las transformaciones de las variables y al respecto,

se puede decir que no hay un problema significativo con ellas ya que los errores parecen ser

homogéneos a lo largo de los distintos valores de las covariables, que era justamente lo que no

sucedia con el primer anélisis de la covariable bili. Finalmente, se considera que nuestro modelo

estd dado por la expresion:

A(t)

= Ao(t) - exp(Br

-age + By - edema + B3 - log(albumin)+

By - log(bili) + B - log(prothrombin))

(3.2.2)
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Busqueda de puntos de influencia

En esta seccién se analizardn los residuales de score que corresponden al modelo 3.2.2 con las
5 covariables. Se grafica respecto a cada covariable para buscar valores extremos que hagan
sospechar sobre un posible punto de influencia o algin error en la medicion de las covariables.
Para ello se tienen los resultados resumidos en la fig. 3.37, donde se grafican los residuales de
score de cada covariable con respecto a su correspondiente variable. Se realiza entonces una
bisqueda de puntos que podrian influenciar el modelo y lo que atrae la atencién en la fig. 3.37
son las gréficas correspondientes a log(bili) y edema, pues en ellas se ven puntos muy alejados
del resto (sefialados como outliers). Estos puntos corresponden, de acuerdo con Fleming &
Harrington, a errores de captura de los datos. Como el caso del paciente #81: una mujer de 64
afios sin edema, buena cantidad de albumina y un alto tiempo de coagulacion sanguinea. A pesar
de tener una gran cantidad de bilirubina, su tiempo de supervivencia fue bastante largo. Por ello

podria pensarse que se trata de un error en la captura de sus datos.

Otros casos que mds llamaron la atencién fueron del paciente # 253, que corresponde al del
paciente mds viejo del estudio (véase fig. 3.37, grafico de age) y del paciente # 107 con el tiempo
de coagulacion mas largo (véase grafico de log(prothrombin). Con base a los diagnésticos de
ambos pacientes se pudo observar lo siguiente: dado que el paciente #253 tenia un alto nivel
de bilirubina y un bajo nivel de albimina se esperaba que viviera poco tiempo, mientras que el
paciente # 107 también vivié demasiado tiempo a pensar de tener mala coagulacion.

Los perfiles inusuales de estos pacientes provocaron incertidumbre en la calidad de los datos
y luego de una revision se corroboré que los datos estuvieron mal capturados (el paciente mas
viejo en realidad tenia 54 afios en lugar de 78 y el otro paciente tenia un tiempo de coagulacion
de 10.7 segs. en lugar de 17.1). Esta fue la manera en la que se detectaron irregularidades en
los datos y que se pudieron contrastar los datos errados de aquellos que s6lo eran atipicos, los

detalles se encuetran en Fleming & Harrington (1991, pag 184).
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Figura 3.37: Residuales de score del modelo 3.2.2 con las covariables age, log(albumin),
log(prothrombin), edema y log(bili) graficados vs. su correspondiente variable a analizar. Los
residuales de edema se grafican vs. el nimero de caso.
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Evaluacion de la exactitud del modelo

Para observar los posibles outliers considerando todas las variables en conjunto, se muestran en
la siguiente figura los residuales de martingala y devianza (izquierda y derecha respectivamente)
del modelo 3.2.2, graficados vs. el indice de prondstico calculado con el mismo modelo. Al
graficar los residuales vs. el indice de prondstico se buscan nuevamente valores atipicos, los
cuales parecen existir (se muestran a la izquierda), pero al observar los residuales de devianza
(derecha), se concluye que finalmente estos valores no son atipicos. He aqui algunos de los

beneficios de hacer simétricos los residuales.

Figura 3.38: Residuos de martingala con el modelo 3.2.2 vs. indice de pronostico (izquierda) y
residuos de devianza (derecha) vs. indice de prondstico.

T . o o -
] ol )
e W s E
= . =
(o] ] o
1
. < -
o Outliers™ -
| | | T | | | |
4 6 8 10 4 6 8 10
Indice de pronostico Indice de pronostico

Validacion del supuesto de proporcionalidad

Para corroborar que las variables cumplen con el supuesto de ser proporcionales en el modelo, se
procede a analizar las curvas estratificadas de cada variable (las variables continuas se dividieron
en cuartiles) bajo la transformacién log(—log(S(t)) de la funcién de riesgo de base del modelo
obtenida de la estimacién de Kaplan-Meier, tales curvas se espera que sean paralelas. La fig.
3.39 muestra los resultado de las curvas. Lo que se puede observar en dichas gréficas es que
se tienen curvas aproximadamente paralelas en todas las covariables, a excepcion de edema 'y

log(prothrombin). Ademas, se prueba la hipétesis de proporcionalidad para la j-ésima variable:
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Hy : A(t) = Ao(t)exp(B8;X;) vs. Hy 2 A(t) # Ao(t)exp(B;X;)

Junto con el apoyo grafico, se muestran los resultados de la prueba formal de la hipétesis anterior

dados por la funcién cox.zph() de R en el siguiente cuadro.

Cuadro 3.22: Prueba de proporcionalidad para cada variable del modelo 3.2.2. La columna chisq
representa el valor de la estadistica de prueba que se distribuye X%5)-

Variables chisq P-valor
age 0.14 0.70
log(albumin) 0.05 0.82
log(bili) 2.33 0.13
edema 2.65 0.10
log(prothrombin) | 3.25 0.07
GLOBAL 8.93 0.11
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Figura 3.39: Estimador de Kaplan-Meier estratificadas segtin sus cuartiles (para variables con-
tinuas) o segun sus niveles (para edema) bajo la transformacion log(—log(S(t)) del modelo
3.2.2.
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Grupos de riesgo

Para realizar el andlisis, se empleard el Indice de pronéstico como medida del riesgo en el
diagnéstico de los pacientes. De este modo, se ocupa el modelo 3.2.2 del que se tienen 3 gru-
pos definidos por los terciles del Indice de pronéstico, de tal manera que se puede estratificar
la poblacién con esta nueva variable. En la fig. 3.40 se tienen representados el estimador de
Kaplan-Meier estratificado para cada grupo de riesgo definido con el Indice de prondstico, estas
curvas representan las observaciones de los pacientes. Adicionalmente, en color azul se tienen
las curvas de la estimacion de la supervivencia S(¢) evaluadas en los valores definidos en el
cuadro 3.23.

Figura 3.40: Estimaciones de la funcién de supervivencia evaluadas en la media de cada variable
de cada grupo de riesgo (azul) junto con las observaciones del grupo correspondiente representa-
das por el estimador de Kaplan-Meier estratificado por los grupos de riesgo. En la parte inferior
se muestran la cantidad de individuos en riesgo en los tiempos indicados.
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Cuadro 3.23: Valores de las covariables en la que se evalia la funcién de supervivencia del
modelo para cada grupo de riesgo.

Bajo Medio  Alto
age 46 5634 53.03
edema 0.018 0.067 0.129
log(bili) -0.187 0.285 1.833
log(albumin) 1.337  1.215 1.129
log(prothrombin) | 2.345 2.349 2.437

También hay que mencionar que luego de realizar la prueba de log rank se obtiene un p-valor— 0,
por lo que no se rechaza la hipdtesis de que las estratificaciones de grupos de riesgo son distintas.

De este modo, se tiene una buena clasificacion.

Ajuste de modelo de riesgos propocionales no paramétrico

Se ajusta el siguiente modelo de riesgos proporcionales no paramétrico, con las covariables del
modelo 3.2.2:

A(t) = exp(Po(t) + B1(t) - age + [a(t) - edema + B3(t) - log(albumin)+

(3.2.3)
B4(t) - log(bili) 4+ B5(t) - log(prothrombin))

Con este andlisis, se desea probar la hipétesis de que las variables tienen un efecto constante a lo
largo del tiempo, i.e. se desea entonces contrastar, para cada j-ésima variable, la hip6tesis de que

sus correspondientes coeficientes de regresion son constantes, o dicho de otro modo:
HO . B]<t) =0vs. H1 : Bj(t) = Bj

La forma en la que se realiza con la prueba de Kolmogorov-Smirnov, cuyos resultados son los

siguientes:

Cuadro 3.24: Prueba de hipétesis de efecto constante de las covariables del modelo 3.2.3 basada
en la estadistica B;(t) — (£)B;(7) parat € [0, 7].

sup|B;(t) — (t/7)B;(1)| P-Valor
intercept 2.068 <10
age 0.041 0.96
edema 5.367 <1074
log(bili) 0.716 0.65
log(albumin) 3.534 0.786
log(prothrombin) 12.83 <10

En la tabla se puede observar conforme a los p-valores, que las variables que significativamente

no son de efecto constante son edema y log(prothrombin). Esto es interesante porque resultaron
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ser las variables que no cumplieron con el supuesto de proporcionalidad en el modelo anterior
paramétrico. En la fig. 3.41 se observa una grafica del coeficiente de regresién acumulado

estimado B(t) vs. ¢ de las covariables.

Figura 3.41: Estimaciones de los coeficientes acumulados para las variables del modelo 3.2.3 no
paramétrico. Para aquellos covariables que significativamente tienen un efecto constante a lo
largo del tiempo, se muestra una recta cuya pendiente representa el coeficiente estimado.
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Luego de haber determinado qué variables tienen significativamente efecto constante de aquellas
que no, se puede ajustar un modelo semi-paramétrico més simple, en el cudl no todas las variables
se presumen ser de efecto variante, sino que algunas de ellas se representan con efecto constante.
Por ello, el modelo semi-paramétrico que finalmente se ajusta quedard determinado por edema

y log(prothrombin) como variables de efecto variante y log(albumin), log(bili) y age como
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variables de efecto constante. De tal modo, se tendré el siguiente modelo:

A(t) = exp(Bo(t) + Bi(t) - edema + B5(t) - log(prothrombin) + v, - age + o - log(bili)
+73 - log(albumin) + ~y4 - log(bili) + 75 - log(prothrombin))
(3.24)

Una vez que se determinan las variables con efecto constante en el tiempo, los resultados de las
estimaciones de los coeficientes pueden observarse en el siguiente cuadro:

Cuadro 3.25: Coeficientes del modelo semi-paramétrico 3.2.4 para las covariables age,
log(albumin) y log(bili).

Variable coef.; f;/o; P-valor
age 0.037 4.07 <1071
log(bili) 0.834 835 <107
log(albumin) | -2.431 -359 <1074

Prueba de proporcionalidad

Se muestra otra forma de investigar sobre las posibles desviaciones del supuesto de proporcio-
nalidad. Para ello, se tienen 50 realizaciones del proceso de scores (score process), denotado
como Uj(B ,t) para j = 1,...,p, bajo los supuestos del modelo proporcional para comparar
con el proceso evaluado en los datos de la muestra. Las curvas se muestran en la fig. 3.42.
Adicionalmente, se muestra el P-valor para la prueba de hipbtesis

H() : U](B,t) =0 vs. H1 . UJ(B,t) 7é 0

donde la estadistica de prueba es:

A

sup |U;(3,1)]
ted,7—4]

Cuadro 3.26: Prueba de hipétesis de proporcionalidad con el proceso de scores (score process)
para cada covariable del modelo 3.2.3

sup|U(t)| P-valor
age 112.00 0.315
edema 10.95 0.003
log(bili) 12.60 0.154
log(albumin) 1.40 0.314
log(prothrombin) 2.41 10~
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Figura 3.42: 50 realizaciones del score process junto con el proceso obtenido de las observaciones
del modelo ajustado 3.2.3 (linea gruesa), desplegado para cada una de las covariables del modelo.
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Se observa que existen importantes desviaciones de la curva obtenida del modelo ajustado con
respecto a las simulaciones bajo la hipétesis nula para las variables edema y log(prothrombin),
ademads de que en el cuadro 3.26 también se muestra que se rechaza la hipétesis de proporcio-
nalidad con un nivel de significancia del 5 % para las mismas variables. Por lo tanto, estas dos

variables se consideran como no proporcionales al riesgo en el modelo.
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Prueba de bondad de ajuste

Se estiman los residuales de martingalas acumulativos de bili para observar su comportamiento
y determinar las posibles discrepancias entre N(¢) y A(t) que puedan existir en el modelo
ocasionadas por la transformacion de log() en esta variable. Para ello, se divide en estratos
determinados por los cuartiles y se grafican los residuales del modelo vs el tiempo, asi se
puede ver el efecto en cada cuartil de la variable en el ajuste. A continuacién, se muestra una

comparacién con y sin aplicar log() a la variable bili, del modelo 3.2.3 con el siguiente modelo:

A(t) = exp(Bo(t) + Bi(t) - age + Po(t) - edema + P5(t) - log(albumin)+
Ba(t) - bili 4 B5(t) - log(prothrombin))

(3.2.5)

Figura 3.43: Comparacion de las estimaciones de los residuales de martingalas acumulativos
estratificados con los cuartiles de la variable bili bajo la transformacién log() (azul) y sin ella
(rojo) en el modelo 3.2.3 y 3.2.5 respectivamente.
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Se muestra que el efecto de log(bili) parece describir bien el modelo de riesgos proporcionales
en comparacién con el modelo 3.2.5 con la covariable bili sin aplicdrsele log(). El siguiente
cuadro muestra una comparacién de la prueba de hip6tesis de los residuales Hy : M, (t) = 0

para cada estrato p de bili correspondiente al modelo 3.2.3 con y sin la transformacién de log().

Luego de observar los resultados de las Cuadro 3.29: Comparacién del contraste de hi-
pruebas, se puede concluir que el mode- pétesis Hy : M, (t) = 0 para el modelo 3.2.3

lo con log(bili) tiene un ajuste satisfacto- y 3.2.5 con y sin la transformacién log() en la
rio, por lo que el modelo de riesgos pro- covariable bili.

porcionales semiparamétrico 3.2.4, que con-

tiene esa transformacion, se considera el Cuartil | sup |MKJ‘ (1)/SD| _P-Valor
, . . —~ | 1ro 5.30 0.47
mds adecuado. Sin embargo, se desea in- %
) . < | 2do 3.60 0.68
vestigar un poco mds en otros modelos =
(aditivo y aditivo-multiplicativo) con el ob- S 3ro 6.41 0.44
.. ) 4to 3.92 0.57
jetivo de ver las mejoras que estos pue- -
den aportar a la descripciéon de los da- = Iro 16.61 <10
t S| 2do 6.81 0.21
0S. =
& | 3ro 11.78 0.03
4to 13.66 <1073




CAPITULO 3. 103

Modelo aditivo

En este caso, se hara énfasis una vez mas en describir el efecto temporal que tienen las variables
de la base pbc, si es que lo tienen en el modelo aditivo, y evaluar la bondad del ajuste como
anteriormente se ha hecho. Con este fin, se ajusta el modelo de riesgos aditivos de en el que se
muestran pruebas para contrastar la hipétesis de significancia y efecto constante de las variables.
Primeramente se ajusta el modelo con la variable bili sin transformar con el fin de evaluar ese

efecto. Es decir, se ajusta el siguiente modelo:

A(t) = Bo(t) + Bi(t) - age + Ba(t) - edema + B3(t) - bili+

(3.2.6)
B4(t) - log(albumin) + B5(t) - log(prothrombin)

Ademas, al realizar la prueba de significancia para contrastar las hipdtesis
H() : 5](t) =0 vs. H1 : /Bj(t> 7£ 0
los resultados se resumen en el siguiente cuadro:

Cuadro 3.30: Prueba de hipétesis de significancia de las covariables del modelo 3.2.6.

sup|B;(t)/®(t)]  P-valor
intercepto 8.43 < x1073
age 3.51 0.015
edema 3.17 0.003
bili 5.66 0.001
log(albumin) 3.90 0.011
log(prothrombin) 3.17 0.031

Asi pues, esta prueba indica que para todas las variables se rechaza la hipdtesis nula y todas son,
al igual que en los otros ajustes, estadisticamente significantes. Lo siguiente es observar si tienen

un efecto constante en \(t), i.e.
HO : Bj(t) = "}/t VS. H1 : Bj(t) % ’7t

Como se observa en la columna del p-valor en el cuadro 3.31, para las variables age y
log(albumin) no se puede rechazar la hipotesis de un efecto constante en el tiempo. La si-
guiente figura corrobora estas afirmaciones, pues en ella se muestran los valores del coeficiente

de regresion acumulado estimado Bj(t) para cada variable.
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Figura 3.44: Coeficientes de regresion acumulados con las variables age, edema, bili,
log(albumin) y log(prothrombin) del modelo 3.2.6.
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Cuadro 3.31: Prueba de hipdtesis Kolmogorov-Smirnov de efecto invariante para cada covariable
del modelo 3.2.6.

sup|B(t) — (t/7)B(T)| P-valor
intercepto 0.150 0.125
age 0.002 0.789
edema 0.429 0.007
bili 0.035 0.318
log(albumin) 0.245 0.791
log(prothrombin) 0.952 0.002

Se puede ver que justamente en la fig. 3.44, que en las variables age y log(albumin), cuyas
gréificas se asemejan a las pendientes, se tiene un efecto constante a lo largo del tiempo, que se
traduce como un aumento o decremento constante en los coeficientes acumulados de regresion.
Vale la pena sefialar que si se analiza la curva del efecto que tiene la variable edema por intervalos
de tiempo, se puede pensar que en los primeros dos afios es una variable con efecto constante en

el diagndstico, luego cambia y se mantiene constante casi dos afios para finalmente descender.

Ademas, se tienen las curvas simuladas del fest process para las covariables edema y log(albumin),
como otra alternativa para contrastar la hipétesis de efecto constante de las covariables. En la fig.

3.45 se pueden observar las simulaciones de la prueba.

Figura 3.45: 50 simulaciones del fest process bajo la hipétesis de efecto constante junto con el
proceso del modelo 3.2.6 (linea gruesa) para las variables edema y log(prothrombin).
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Se observan las desviaciones del origen para las variables edema y log(prothrombin) en com-
paracion de las simulaciones realizadas (en las cuales se supone que tiene un efecto constante).
De este modo, con las gréficas de la fig. 3.45 y la prueba de Kolmogorov-Smirnov, se tiene
suficiente evidencia para considerar que s6lo edema y log(prothrombin) son las covariables con
efecto variante a lo largo del tiempo y asi se puede construir un modelo semi-paramétrico, del
cudl se tiene mds certeza acerca de la variacién del efecto que tienen sus variables en A(¢). El

modelo que se ajusta es entonces:

At) = Bo(t) + B1(t) - edema + Bo(t) - log(prothrombin)+

(3.2.7)
Y - age + Yo - bili + 73 - log(albumin)

Se tienen algunas covariables con efecto constante en el modelo. Los resultados de la estimacién

de sus coeficientes se muestran en el siguiente cuadro:

Cuadro 3.32: Estimaciones de los coeficientes de las variables con efecto constante del modelo
3.2.7 y prueba de significancia.

Variable Coef.3; BAZ /d; P-valor
age 0.0020 3.46 0.0005
bili 0.0206 5.35 <10°%
log(albumin) | -0.2524 -3.18  0.0009

De acuerdo al cuadro anterior se puede afirmar que el efecto de la variable age es pequefio pero
significativo, ademads de que bili sin transformar, también lo es como se habia visto anteriormente,
y asumiendo constante el efecto de log(albumin), se puede asegurar que tiene un efecto negativo

en el riesgo del paciente.

Estimacion de la funcion de supervivencia

Una vez determinadas las variables con efecto constante y variante del modelo 3.2.6, serd correcto
estimar la funcién de supervivencia para el modelo aditivo semi-paramétrico. La estimacién de
la supervivencia se puede observar en la siguiente fig. 3.46. La funcidn de supervivencia esta
evaluada en las medias de cada variable perteneciente al modelo. El ajuste deja qué desear.

Recuérdese que dado que se tienen coeficientes distintos para cada tiempo para las variables
edema y log(prothrombin), no es posible obtener un indice de prondstico ni elaborar grupos de

riesgo.
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Figura 3.46: Estimaciones de la funcion de supervivencia evaluada en las medias de cada variable
del modelo semi-paramétrico 3.2.7 como valores predichos. Se compara con la estimacion de
Kaplan-Meier, como valores observados.

o
(18]
o 4
= o |
w (]
< |
= —— Observados
----- Predichos
o
[ ]
| T T | | | |
0 2 4 6 8 10 12
Afios
Mo. de pacientes en riesgo
312 198 68 9

Pruebas de bondad de ajuste

Se procede a analizar los residuales de martingalas acumulativos en distintos estratos definidos
por los cuartiles de los datos para la variable bili, dado que el modelo se enfoca en analizar el
ajuste de esta variable con y sin su transformacion. Es decir, se desea comparar el modelo 3.2.6

con el siguiente modelo:

At) = Bo(t) + B1(t) - edema + Bo(t) - log(prothrombin) + B3(t) - age+

(3.2.8)
Ba(t) - log(bili) + B5(t) - log(albumin)

Como se puede ver en la fig. 3.47, se tiene un buen ajuste para el modelo sin la transformacion
en bili, pues a excepcion del primer cuartil, los residuales acumulados estdn al rededor del origen,
lo cual indica que las martingalas residuales se aproximan al proceso de conteo. Ademds se

contrasta la siguiente hipétesis, relativa a cada j-€simo estrato dado por los cuartiles:
H() . MK](t) =0 vs. H1 . MK](t) 7é0 (329)

Los resultados de la prueba se resumen para los modelos 3.2.6 y 3.2.8 en el siguiente cuadro.
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Figura 3.47: Residuales de martingala acumulativos para los cuartiles de la variable bili en el
modelo 3.2.6 (azul) comparados con los residuales para el modelo 3.2.8 de la covariable log(bili)

(rojo).
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Cuadro 3.29: Comparacién del contraste de hi-

pétesis Hy : Mg, (t) = 0 para el modelo con y

sin la transformacion log() en la covariable bili.

Cuartil | supl| MKJ, (t)/SD| P-Valor
~ | Iro 12.112 <1073
Sl 2do | 11.365 0.008
£ 30 |8734 0.146
© 140 6.619 0.034
~ | Iro 2.187 0.946
| 2do 5.431 0.228
2 | 3ro 3.994 0.722

4to 2.810 0.788
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Con ello se puede ver que el ajuste es pobre
cuando se usa la transformacién del log() so-
bre bili en el ajuste del modelo aditivo. Se ajus-
taba mejor en el caso del modelo de riesgos
proporcionales ya que el efecto en el riesgo se
daba en incrementos pequefios, y por la ma-
nera en que se interpretaban los coeficientes
del modelo era mejor realizar asi el ajuste. Por
lo tanto se considera mds adecuado el modelo
aditivo semiparamétrico 3.2.6 que no contiene

la transformacion en bili.
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Ajuste del modelo aditivo-multiplicativo

Luego de haber realizado los ajustes de los modelos anteriores, se pudo ver que en cada modelo
habian variables que no se ajustaban correctamente a los datos con respecto al modelo. Como el
caso de de edema y log(prothrombin) que fueron las variables para las que se rechazé el supuesto
de proporcionalidad en el ajuste del modelo. Sin embargo, se tuvieron buenos resultados en el
modelo de riesgos aditivos. Por lo tanto, las variables edema y log(prothrombin) se ajustan al

modelo multiplicativo-aditivo de manera aditiva.

Para las demas variables no se rechazé el supuesto de proporcionalidad. De tal manera, age,
log(bili) y log(albumin) podrian ajustarse al modelo proporcionalmente. Por lo anterior, la forma

en la que se va a modelar la funcién de riesgo sera:

A(t) = {Bo(t) + Bi(t) - edema + B2(t) - log(prothrombin)}

(3.2.10)
exp{y1 - age + ¥o - log(bili) + 73 - log(albumin) }

A continuacidn, se muestran las estimaciones hechas para las variables que conforman la parte

proporcional.

Cuadro 3.30: Estimaciones y pruebas de proporcionalidad para los elementos proporcionales

Coef. Bl Bi/a; P-valor
age 0.0376 0.0034 < 10~*
log(bili) 0.87 0.0538 0.02
log(albumin) 263 0453 <107

Pruebas de Bondad de Ajuste

Se estiman los residuales de martingalas acumulativos para cada variable y se grafican segin
los estratos definidos por sus cuartiles o niveles. Se presentan las grificas correspondientes a
la variable bili en la fig. 3.48 ya que, como en la seccion anterior, se desea determinar con este
criterio si es mds preciso usar la transformacion de log(bili). Por ello, se muestran los residuales
de martingala acumulativos para los cuartiles de la variable log(bili) del modelo 3.2.10 y bili del

siguiente modelo:

At) = {Bo(t) + Pi(t) - edema + Ba(t) - log(prothrombin)}

(3.2.11)
exp{1 - age + ¥ - bili + 3 - log(albumin)}
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En la siguiente figura se aprecia que los residuales de ambos modelos parecen ser a veces
mayores 0 menores que cero, indicando que a veces el modelo predice fallas de menos o de mas.
Sin embargo, el modelo con la transformacidn log(bili) parece ser el mas adecuado, pues se aleja

menos del valor 0.

Figura 3.48: Residuales de martingalas acumulativos para los cuartiles de la covariable bili del
modelo 3.2.10 y 3.2.11.
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Cuadro 3.29: Coeficientes estimados del modelo

aditivo paramétrico 3.1.4.

Cuartil | sup| MKj (t)/SD| P-Valor
~ | 1ro 3.85 0.29
Sl 2do | 496 0.26
& | 3o 7.19 0.20

4to 7.39 0.06
~ | Iro 16.12 <1073
2| 2do 9.05 0.030
2 | 3ro 12.00 0.004

4to 12.90 <1073

Al final del andlisis, lo que se puede concluir
es que el modelo 3.2.10 tiene un mejor ajuste
con log(bili), a pesar de que el modelo aditi-
vo 3.2.6 aportaba una mejor prediccion sin la
transformacion de la variable bili. Este es s6lo
un ejemplo en el que se muestra el modelo de
riesgos aditivo-multiplicativo como un mode-
lo mas flexible y que resulta describir mejor
los datos de acuerdo a las hipétesis de propor-
cionalidad que cumplen las covariables que
contiene y la bondad del ajuste que se aprecia
al observar sus residuales. Esto sélo pudo ver-

se luego de haber utilizado como herramientas

los modelos de riesgo aditivo y proporcional antes de observar los errores en los supuestos que

se usaron para ajustar los datos a esos modelo, una vez determinado eso, se pudo saber de qué

modo era mds correcto modelar las variables de modo que los errores del modelo fueran lo més

pequeio posibles.

Estimacion de la funcién de supervivencia

Para las consideraciones médicas, se muestra a continuacién la funcién de supervivencia S(t)

estimada por el modelo de riesgos aditivo-multiplicativo evaluada en las medias de cada cova-

riable del modelo, a modo de representar los valores predichos; esto junto con la estimacién de

Kaplan-Meier para representar los valores observados.



112 Ajuste de modelos de regresion

Figura 3.49: Funcion de supervivencia S(t) estimada la media de cada covariable del modelo
3.2.10 (valores predichos) comparada con la funcién estimada de Kaplan-Meier (valores obser-
vados). Abajo, se muestran los pacientes sobrevivientes en cada tiempo marcado del intervalo de
observacion.
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Conclusiones

Para finalizar, no estd de mas comentar el alcance que se puedo apreciar al desarrollar estos
modelos. Se partié de un modelo de riesgos proporcionales que representa una forma sencilla
de describir el riesgo a través de un modelo de regresion. La inconsistencia al ajustar este
modelo en los estudios de pbc y std fue que algunas variables no cumplieron el supuesto de
proporcionalidad, como se pudo ver el en el ejemplo de std para la variable indicadora de
clamidia chla, mientras que para pbc y las variables prothrombin (tiempo de produccion de
protrombina) y edema. Por ello no resultaria conveniente aplicar ese modelo. No obstante, en
la base pbc resulté que aquellas variables no proporcionales, tuvieron un ajuste decente en los
otros modelos (aditivo y multiplicativo-aditivo) por lo que fueron excelentes alternativas ante
el problema de proporcionalidad de estas variables. Mds atin, observar el andlisis de residuales
de martingala, de score, de devianza y de martingala acumulativos, permitié en ambos estudios,
detectar desviaciones del supuesto de proporcionalidad a lo largo del tiempo o en distintos
valores de cada variable analizada, proponer transformaciones en las covariables y evaluar la

mejora en el ajuste o detectar valores atipicos en las covariables.

Finalmente, otra ventaja de tener flexibilidad al elegir la forma en la que las variables aportan
efecto al riesgo en el modelo (ya sea de forma proporcional o aditiva) ha resultado en la forma
en la que se clasifican los grupos de riesgo elaborados con el indice de prondstico. Pues con el
ejemplo elaborado en la base std, se pudo observar que estos modelos (de riesgos proporcionales,
aditivos y aditivos-multiplicativos), brindaron opciones para elegir una clasificacion adecuada.
En otros casos, esto se puede aplicar de tal manera que un especialista puede utilizar su criterio
para la eleccion del modelo y los grupos de riesgo mds adecuados en su estudio.

Como temas de interés fuera del alcance de este trabajo, podria estudiarse mas afondo el
tema de las covariables que varfan en el tiempo, un Indice de prondstico para los modelos no
paramétricos y riesgos competitivos. Espero que los temas tratados a lo largo de este trabajo

sirvan de preambulo para su posterior estudio y desarrollo teérico.
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Capitulo 5

Apéndice

5.1. CadigoenR

5.1.1. Base std

library (survival)
library (timereg)
library (KMsurv)
library (MASS)

data (std , package="KMsurv") #Base de datos de enfermedades de
transmision sexual.
attach (std)

Anadlisis exploratorio de datos

#Tiempo y censura
hist (time, freq = T, main="time")

barplot(table(rinfct), main="rinfct", names.arg = c("Censura","Reinfeccion"))

#Demograficas

hist (age, main="age")

barplot(table(race), main="race" ,names.arg = c("Caucasica","Negra"))
barplot(table (marst), main = "marital", names.arg = c("No_casada", "casada"))

hist (yschool, main="yschool")

barplot(table(gono), main = "gono", names.arg = c("Ausente","Infectado"))
barplot(table(chla), main = "clam", names.arg = c("Ausente","Infectado"))
#Conductuales

boxplot(npartner , main="npartner")

barplot(table(osl2m), main = "osl2m" ,names.arg = c¢("No","SI"))
barplot(table (0s30d), main = "0s30d" ,names.arg = c¢("No","SI"))
barplot(table (condom),
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main = "condom" ,names.arg = c("Siempre","Frecuente", "Nunca"))
barplot(table(rs12m), main = "rsl2m" ,names.arg = ¢("No","SI"))
barplot(table(rs30d), main = "rs30d" ,names.arg = c("No","SI"))

#Sintomaticas

barplot(table (abdpain), main = "abdpain" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table (discharge), main = "discharge" ,names.arg = c¢("Ausente","Presente"))
barplot(table(dysuria), main = "dysuria" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table(itch), main = "itch" ,names.arg = c¢("Ausente","Presente"))
barplot(table(lesion), main = "lesion" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table(rash), main = "rash" ,names.arg = c¢("Ausente","Presente"))
barplot(table (lymph), main = "lymph" ,names. arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table(vagina), main = "vagina" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table (dchexam), main = "dchexam" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))
barplot(table (abnode), main = "abnode" ,names.arg = c("Ausente","Presente"))

Modificacion de la codificacion y formato de las variables.

#Status marital
marst = rep(1,877); for(i in 1:877){if (marital[i]!="M"){marst[i1]=0}}

#Gonorrea

gono = rep(0,877); for(i in 1:877){if(iinfct[i]==1liinfct[i]==3){gono[i] = 1}}
#Clamidia
chla = rep(0,877); for(i in 1:877){if(iinfct[i]==2liinfct[i]==3){chla[i] = 1}}

#Menor de edad
less17 = rep(0,877); for(i in 1:877){if(age[i]<17){lessl7[i] = 1}}
#Parejas sexuales

npar = npartner; for(i in 1:877){if (npartner[i]==0){npar[i] = 1}}

Estratificacion de la estimacion de la funcién de supervivencia.

sur =Surv(time ,rinfct) #Objeto de supervivencia

#Estratificacion segun el tipo de enfermedad

plot(survfit(sur~iinfct, std), main="iinfct", conf.int = F,

mark . time = F, Ity=c(1,5,3), ylab="S(t)", xlab="Dias")

legend (0,0.32, legend=c("Gonorrea", "Clamidia", "Ambas"), y.intersp = 0.8,
text.width= 150,1ty=c(1,5,3))

survdiff (sur~iinfct) # Prueba de LogRank

#Estratificacion por grupos de edades

gage = c(); qage[which(age < 17)] = 1; qage[which(age > 17 & age <= 19)] = 2
qgage [which(age > 19 & age <= 22)] = 3; qage[which(age > 22)] = 4
plot(survfit(sur~qage, std), main="age", conf.int = F, mark.time = F,
Ity=c(1,4,3,5),ylab="S(t)", xlab="Dias")

legend (0,0.31, legend=c("age<17","17<age<19","19<age<22","22<age"),
y.intersp = 0.6, text.width= 250,Ity=c(1,4,3,5))

survdiff (sur~qage) #Prueba de LogRank
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Modelo de riesgos proporcionales paramétrico

Seleccion de variables.

fulll = coxph(sur~race+marst+lessl7:yschool+gono+chla+osl2m+0s30d+rs12m
+rs30d+abdpain+discharge+dysuria+condom+itch+lesion+rash
+lymph+npar: vagina+dchexam+abnode , std)

#Seleccion con el algoritmo stepAIC en reversa

stepAIC (fulll , direction = "backward")

#Modelo simple obtenido
fitl = coxph(sur~chla+osl2m+condom+less17:yschool,std)

Evaluacion de las transformaciones
logpart =log(npar) #Transformacion de log(npartner)

#Residuales para evaluar log(npartner)

fit .npar = coxph(sur~chla+osl2m+condom+less17:yschool,std)

plot (npartner , fit.npar$residual ,xlab="nparter", ylab="M(t)",cex=0.4)
lines (lowess (npartner , fit.npar$residual), lty=2)

#Residuales con la transformacion

plot (logpart, fit.npar$residual ,xlab="log(npartner)", ylab="M(t)",cex=0.4)
lines (lowess (logpart, fit.npar$residual), Ity=2

#Modelo definitivo
fit2 = coxph(sur~chla+osl2m+condom+lessl7xyschool+logpart ,std)

Busqueda de puntos de influencia

#Residuales de tipo Score
res.sco = residuals(fit2 ,type="score" ,weighted=FALSE)

#Clamidia

plot (1:877,res.sco[,1],cex=0.5,xlab="No._de_,caso" ,main="chla",ylab="U(t)")
#osl2m

plot(1:877,res.sco[,2],cex=0.5,xlab="No._de_caso" ,main="o0sl2m",ylab="U(t)")
#condom

plot (1:877 ,res.sco[,3],cex=0.5,xlab="No._de_caso" ,main="condom" ,ylab="U(t)")
#Interaccion con lessl7 y yschool

plot(lessl17xyschool ,res.sco[,4],cex=0.5,xlab="1ess17:yschool",

main="1less17 :yschool" ,ylab="U(t)")

#log(npartner)

plot(logpart ,res.sco[,5],cex=0.5,xlab="log(npartner)",

main="log (npartner )" ,ylab="U(t)")
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Residuales de devianza

IP=predict(fit2 ,type="1p") #Indice de pronostico

res.des = residuals(fit2 ,type="deviance") #Residuales de martingala
res.mar = residuals (fit2 ,type="martingale") #Residuales de devianza
plot (IP,res .mar,cex=0.4,xlab="1Indice_de_pronostico" ,ylab="M(t)")
plot (IP,res.des,cex=0.4,xlab="Indice_de_pronostico" ,ylab="d")

Evaluacion de proporcionalidad

plot(survfit(sur~chla, std), lty=e(l,2),mark.time=F,fun="cloglog",6 xlab="Dias",
ylab="log(—1log(S(t)))") # Estratificacion de clamidia
legend (100, —3,legend=c(" Ausente","Presente"), text.width=0.5,1ty=c(1,5))

plot(survfit(sur~osl2m, std), lty=c(1l,2),mark.time=F, fun="cloglog",b xlab="Dias",
ylab="1log(—log(S(t)))") # Estratificacion de osI2m
legend (100, —3,legend=c("No","Si"),y.intersp=0.3,text.width=1,1ty=c(1,5))

plot(survfit(sur~condom, std), lty=c¢(1,2,3), mark.time=F, fun="cloglog",hxlab="Dias",

ylab="1log(—log(S(t)))") # Estratificacion de condom
legend (100, -3, legend=c("Siempre","A_veces","Nunca"),lty=c(1,5))

plot(survfit(sur~lessl7, std), Ity=c(1,2), mark.time=F, fun="cloglog",6xlab="Dias",
ylab="log(—1log(S(t)))") # Estratificacion de lessl7
legend (100, —3,legend=c("No","Si"),y.intersp=0.3,text.width=1,Ity=c(1,5))

# Estratificacion de npartner

fac.npar = rep(0,877); fac.npar[which(logpart>0)] =1
plot(survfit(sur~fac.npar,std) ,lty=c(1l,2),mark.time=F, fun="cloglog",6xlab="Dias",
ylab="log(=log(S(t)))")

legend (100, —3,legend=c("0_parejas", ">0_parejas"),y.intersp=0.4,1ty=c(1,5))

cox.zph(fit2 ,transform = "identity") # Prueba formal de proporcionalidad

Grupos de riesgo

q = quantile (IP, prob=c(0,0.33,0.66,1)) # Estratificacion por grupo de riesgos
riesgo = rep(2,877)
for(i in 1:877){if(IP[i]<=q[2]){riesgo[i] = 0}

else if(IP[i]>q[2]&XIP[i]<=q[3]){riesgo[i] = 1}}

plot(survfit(sur~riesgo ,std),lty=c¢(1),mark.time=F, xlab="Dias",
ylab="S(t)" ,xlim=¢(0,900)) # Estimacion de KM

# Predicciones del modelo de Riesgos proporcionales
X = less17x*yschool; fit=coxph(sur~chla+osl2m+condom+logpart+X, std)
for(i in 0:2){
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# Vector de medias a evaluar en el modelo
medias = data.frame(chla=mean(chla[riesgo==i]),
osl2m=mean(osl2m[riesgo==i]),condom=mean(condom|[riesgo==i]),
logpart=mean(logpart[riesgo==i]) ,X=mean(X[riesgo==i]))
plot(survfit(fit ,newdata=medias),mark. time=F, conf.int=F, xlim=¢(0,900),
col="purple",lty=c(2),xlab="Dias" ,ylab="S(t)")
par (new=TRUE)

}

legend (0,0.4, legend=c("Observados", "Predichos"),lty=c(1,2))

Modelo de riesgos proporcionales no paramétrico

Ajuste del modelo

fit . mul=timecox (sur~chla+osl2m+logpart+condom+less17:yschool,std ,max.time=900)
plot(fit.mul, ylab="B(t)",xlab="Dias") # Coeficientes acumulados

# Modelo con coeficientes constantes para la estimacion de sus valores
fit . mul.p = timecox(sur~const(chla)+const(osl2m)+const(logpart)+

const(condom)+const(lessl7xyschool),data = std, max.time=900)

Score Process

Para mostrar las gréficas del Score process comentadas en la seccién 3.2, se ajusta un modelo usando la funcién

prop() dentro de la funcién cox.aalen(). Ya que para esta prueba no se asumen constantes los coeficientes.

fit . mul.p = cox.aalen(sur~prop(chla)+prop(osl2m)+prop(logpart)+
prop (condom)+prop(less17xyschool),data = std, max.time=900)

# Graficas de la prueba de proporcionalidad
plot(fit .mul.p,score=T, xlab="Dias", ylab="Score _Process")

Pruebas de bondad de ajuste

Se realiza el ajuste de dos modelos distintos. Uno con la transformacién log() de npartner y otro sin ella.

fit . mull = timecox(sur~chla+osl2m+logpart+condom+lessl7xyschool, std,
max. time=900,residuals=1) # log()

std .mul2 = timecox (sur~chla+osl2m+npartner+condom+lessl7xyschool,std,
max. time=900,residuals=1) # Sin log()

Los estratos de la variable npartner se elaboran considerando dos niveles: 0, 1 para indicas escasas parejas sexuales

y (0, 19] para indicar varias parejas sexuales.

Z1 =model. matrix (~—I+cut(npartner ,c(0,1,19),include.lowest = T),std)
colnames(Z1) = c("Escasos", "Varios")

resids .mull = cum.residuals (std.mul2,std ,Z1,n.sim=1000) # Residuales con log()
par (mfrow=c(1,2)); plot(resids.mull) # Grafica de residuales
resids . mul2 = cum. residuals (fit.mull,std ,Z1,n.sim=1000) # Residuales sin log()
par (mfrow=c(1,2)); plot(resids.mul2) # Grafica de residuales
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Para la variable chla se realiza el mismo andlisis, suponiendo al transformacién de la variable npartner del modelo
fit.mull:

Z = model. matrix (~—1+chla,std) # Matriz de estratificacion

resids . mul3 = cum.residuals(fit.mull,std ,Z,n.sim=1000); plot(resids.mull)

Modelo aditivo

Ajuste del modelo

# Modelo no parametrico
fit.ad = aalen(sur~chla+osl2m+condom+yschool ,max. time=900,std)
par (mfrow=c(2,3)); plot(fit.ad, xlab="Dias", ylab="B(t)") # Coeficientes

Prueba de hipotesis para efecto invariante

Para probar la hipétesis Hy : §;(t) = v mediante el Test score, se debe justar un modelo semi-paramétrico en el
que se suponga que los coeficientes a probar no son constantes, en este caso condom. Eso se obtiene mediante el

siguiente comando:

fit.semi.ad = aalen(sur~const(chla)+const(osl2m)+condom+const(yschool),
data = std, max.time=900)

# Grafica del test process
par (mfrow=c(1,2)); plot(fit.semi.ad,score=T, xlab="Dias",ylab="Test_Process")

# Modelo parametrico
fit.ad.p = aalen(sur~const(chla)+const(osl2m)+const(condom)+const(yschool),
data = std, max.time=900)

Bondad de ajuste

fit.res = aalen(sur~chla+osl2m+condom+yschool ,max.time=900,std , residuals=1,
n.sim=0)# Modelo con residuales

X=model . matrix (~—I+cut(condom,c(0,1,2,3),include.lowest = T),std);

colnames (X)=c("Siempre" ,"A_veces","Nunca");

resids=cum. residuals (fit.res,std ,X,n.sim=1000)

par (mfrow=c(2,2)); plot(resids, hw.ci = 2); summary(resids)

Grupos de riesgo

Como en la seccién anterior, se procede a elaborar los grupos de riesgo con base a los cuantiles del vector el indice

de pronéstico. Elaborado con el siguiente cédigo:

rel=as . matrix (data.frame(chla ,os12m,condom, yschool))# Valores de las covariables del

IP.ad=c(fit.ad.pSgamma) % % (rel )#Indice de pronostico

q = quantile (IP.ad, prob=¢(0,0.33,0.66,1))
riesgo.ad = rep(2,877)

model
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for(i in 1:877){if (IP.ad[i]<=q[2]){riesgo.ad[i] = 0}
else if(IP.ad[i]>q[2] & IP.ad[i]<=q[3]){riesgo.ad[i] = 1}}

La estimacioén de la funcion de supervivencia estratificada se muestra a continuacion:

for(i in 0:2){ # Predicciones
risk.gr = rel[which(riesgo.ad==i),] # Grupos de riesgo
zl=mean(risk.gr[,1]);z2=mean(risk.gr[,2]);z3=mean(risk.gr[,3])
z4=mean(risk.gr[,4]); Z = ¢(z1,2z2,23,2z4) # Valores a evaluar
SO = exp(—t(fit.ad.p$Scum[,—1])— fit.ad.p$cum[,1]+sum(Z% % it .ad.p$gamma))
plot (fit.ad.p$cum[,1],S0,Ity=¢c(2),type="1",col="purple", xlab = "Dias",

ylab = "S(t)",xlim=¢(34,867), ylim=¢(0,1))

par (new=TRUE)

}

# Observaciones

plot(survfit(sur~riesgo.ad), mark.time = F,xlim=¢c(0,900))

legend (0,0.3 ,legend=c("Observados","Predichos"),lty=c(1,2))

Modelo aditivo-multiplicativo
Ajuste del modelo

Se ajustan dos modelo. Uno bajo la transformacién log() para npartner y otro sin ella.

fit.aml = cox.aalen(sur~prop(yschoolxless17)+prop(osl2m)+prop(condom)+chla+
prop(logpart),std ,max. time=900,residuals=1) # Con log()
fit.am2 = cox.aalen(sur~prop(yschoolxlessl7)+prop(osl2m)+prop(condom)+chla+
prop(npartner),std ,max. time=900,residuals=1) # Sin log()

par (mfrow=c(1,2)); plot(fit.aml,xlab="Dias",ylab = "B(t)") # Coeficientes

Bondad de Ajuste

Se crea una matriz para sefialar si hay escasas o varias parejas sexuales. Tal y como se realiza en la prueba bondad
de ajuste del modelo de riesgos proporcionales

Y2 =model. matrix(~—1+cut(npartner ,¢(0,1,19),include.lowest = T),std)
colnames (Y2)

c("Escasos", "Varios")

resids .admul = cum.residuals(fit.aml,std ,Y2,n.sim=0) # Residuales de fit.aml
resids .admu2 = cum.residuals (fit.am2,std ,Y2,n.sim=0) # Residuales de fit.am2
par (mfrow=c(1,2)); # Graficas de residuales

plot(resids .admu2, score=T, xlab="Dias" ); plot(resids .admu2, score=T, xlab="Dias")

Score Process

par (mfrow=c (2 ,2)); plot(fit.aml,score=T, xlab="Dias", ylab= "Score_test")

Grupos de riesgo

Se dividen los grupos de riesgo dentro de las dos estratificaciones definidas por la variable dicotémica chla.
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plot(survfit(sur~1),mark. time=F, xlim=c(—34,925),conf. int=F)

for(j in 0:1){
zl=mean(yschoolxless17);z2=mean(os12m);z3=mean(npar);
z4=mean(condom);x0 = c¢(1,j) # Evaluaciones en la media
Z=c(z1,z2,2z3,2z4); # Valores de evaluacion en el modelo
#Funcion de supervivencia
SO = c(exp(—exp (sum(Zxfit.aml$gamma))*(x0 % %t (fit.aml$cum[, —11))))
par (new=TRUE)
plot (fit .aml$cum[,1],S0, col=c("darkblue"),type="s",ylim=¢(0,1))
legend (0,0.18 ,legend=c("Observados","Predichos"),lty=c(1,2))
}

5.1.2. Base pbc

Modelo de riesgos proporcionales paramétrico

library (randomForestSRC)
data (pbc, package="randomForestSRC") # Enfermedades de transmision sexual.

Anadlisis exploratorio de datos

pbc312 = pbe[1:312,] # Pacientes con DPCA administrado aleatoriamente
attach (pbc312)
sur = Surv(days/360,status)

plot(survfit(sur~treatment ,pbc),conf.int=F,mark.time=F) #Estratos de tratamiento

bili.cuar = rep(4,418) #Cuartiles de bili
bili.cuar[bili >0&bili <=0.8] = 1; bili.cuar[bili >0.8&bili <=1.3] = 2;
bili.cuar[bili >1.3&bili <=3.4] = 3

# Estimador Kaplan—Meier para cada estrato de cuartil de bili

plot(survfit(sur~bili.cuar,pbc),conf.int=F,mark.time=F, Ity=c(1,2,3,4))

Seleccion de variables

Ajuste de cada uno de los modelos ajustados por Fleming & Harrington (1991, pag. 159, tabla 4.4.2 y 4.4.3)

pbc. fulll = coxph(sur~age+albumin+alk+ascites+bili+edema+hepatom+
platelet+prothrombin+sex+spiders ,pbc312)

pbc.shortl = coxph(sur~age+albumin+bili+edema+hepatom+prothrombin)
pbc. full2 = coxph(sur~age+log(age)+albumin+log (albumin)+bili+
log(bili)+edema+prothrombin+log (prothrombin)+hepatom ,pbc312)
pbc.mid2 = coxph(sur~age+albumin+log(bili)+edema+prothrombin ,pbc312)

# Modelos sobre el que se hace el resto del analisis

pbc.main=coxph(sur~age+log (albumin)+log(bili)+edema+log(prothrombin),pbc312)
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Evaluacion de las transformaciones

Residuales de martingalas para el modelo con las variables age, edema, log(albumin) y log(prothrombin) vs. bili

para distintos grupos de observaciones de la base pbc

# 312 pacientes no aleatorios

pbc.312 = coxph(sur~age+log(albumin)+log(prothrombin)+edema, pbc312)
resl = pbc.312%residuals

plot(log(bili),resl, xlab = "Log(bili)", ylab="M(t)")

lines (lowess (log(bili),resl), lty=2) # Con log()

plot (bili ,resl ,xlab = "bili", ylab="M(t)")

lines (lowess (bili ,resl), lty=2) # Sin log()

h.152=which (hepatom==0) #152 sin hepatomegalia

pbc.152 = coxph(Surv(days[h.152]/360,status[h.152])~age[h.152]+

log (albumin[h.152])+1log (prothrombin[h.152])+edema[h.152])

res2 = pbc.1528residuals # Residuales de martingala
plot(log(bili[h.152]),res2 ,xlab="log(bili)" ,ylab="M(t)") # Con log()
lines (lowess (log(bili[h.152]),res2), lty=2)

plot(bili[h.152],res2, xlab = "bili", ylab = "M(t)") # Sin log()
lines (lowess (bilil52 ,res2), lty=2)

h.160=which (hepatom==1) #160 con hepatomegalia

pbc.160 = coxph(Surv(days[h.160]/360,status[h.160])~age[h.160]+
log (albumin[h.160])+1log(prothrombin[h.160])+edema[h.160])

res3 = pbc.160Sresiduals # Residuales de martingala

# Con log()

plot(log(bili[h.160]),res3 ,xlab="log(bili)", ylab="M(t)")

lines (lowess (log(bili[h.160]),res3), lty=2)

# Sin log()

plot(bili[h.160],res3 , xlab="bili",ylab="M(t)")

lines (lowess(bili[h.160],res3), lty=2)

Busqueda de puntos de influencia
Residuales de score de cada variable vs. cada variable (o el nimero de caso para los residuales de edema).

res.sco = residuals (pbc.main, type = "score", weighted = FALSE)

plot(age, res.sco[,1], xlab = "age", ylab = "U(t)")

plot(log (albumin),res.sco[,2], xlab = "log(albumin)",ylab="U(t)")
plot(log(bili), res.sco[,3], xlab = "log(bili)", ylab = "U(t)")
plot(1:312, res.sco[,4], xlab="edema",ylab="U(t)")

plot(log (prothrombin), res.sco[,5], xlab="log(prothrombin)",6ylab="U(t)")
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Residuales de devianza

Se comparan los residuales de devianza con los residuales de martingala. Ambos se grafican vs. el indice de
prondstico.

# Indice de pronstico

risk.score = as.matrix(data.frame(age, log(albumin),log(bili),edema,

log (prothrombin ))) % %bc.main$coefficients

plot(risk.score, pbc.main$residuals, cex=0.5,xlab= "Indice", ylab= "M(t)")

#Transformacion de devianza
dev = residuals (pbc.main, type="deviance")
plot(risk.score ,dev, cex = 0.5, ,xlab= "Indice_de_pronostico",ylab="d(t)")

Evaluacion de la proporcionalidad

Se elaboran estratos con los cuartiles de cada variable (o niveles para las variables discretas) y se grafican el
estimador de Kaplan-Meier bajo la transformacién log(—logS(t)).

age.fact = rep(4,312); age.fact[age>61] = 1 # Estratos de Age
age.fact[age>53&age<=61] = 2; age.fact[age>46&age<=53] = 3

plot(survfit(sur~age.fact ,pbc312), mark.time=F,fun = "cloglog")

# Estratos de Edema
plot(survfit(sur~edema, pbc312),mark. time=F, fun="cloglog")

pro.fact = rep(4,312); pro.fact[prothrombin>11.18] = 1
pro. fact[prothrombin >11&prothrombin <=11.18] = 2
pro.fact[prothrombin >10.5&prothrombin <=11] = 3 # Estratos de Prothrombin

plot(survfit(sur~pro.fact ,pbc312),mark.time=F,
fun = "cloglog", ylim=c¢(—-6,2))

# Estratos de Bili
plot(survfit(sur~bili.cuar,pbc312),mark. time=F, fun = "cloglog", ylim=c(—-6,2))

# Estratos de Albumin

alb.fact = rep(0,312); alb.fact[albumin>3.67] = 1
alb.fact[albumin >3.4&albumin <=3.67] = 2
alb.fact[albumin>3.1&albumin<=3.4] = 3

plot(survfit(sur~alb.fact ,pbc312),mark.time=F,fun = "cloglog")
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Funcion de supervivencia estimada

q = quantile(risk.score, prob=c(0,0.33,0.66,1))
riesgo = rep(2,312)# Estratificacion por grupo de riesgos
for (i in 1:312){if(risk.score[i]<=q[2]){riesgo[i] = 0}
else if(risk.score[i]>q[2]&krisk.score[i]<=q[3]){riesgo[i] = 1}}

plot(survfit(sur~riesgo ,pbc312),1ty=c(1)ylab="S(t)") # Estimacion de KM

# Especificacion del modelo para estimar
logAlbumin=log (albumin); logBili=log(bili); logPro=log(prothrombin)
fit=coxph(sur~age+logAlbumin+logBili+edema+logPro ,pbc312)
for(i in 0:2){
# Vector de medias a evaluar en el modelo
medias=data.frame(age=mean(age[riesgo==i]),
logAlbumin=mean(log (albumin[riesgo==i])),logBili=mean(log(bili[riesgo==i])),
edema=mean(edema[riesgo==i]),logPro=mean(log (prothrombin[riesgo==i])))
plot(survfit(fit ,newdata=medias),conf.int=F, col="purple"); par(new=TRUE)
}
legend (0,0.27 ,legend=c("Observados","Predichos"), col=c("black","purple"))

Modelo de riesgos proporcionales no paramétrico

La funcién fimecox() permite, por defecto, estimar los coeficientes B(t) asumiendo que el efecto de las covariables
varfa a lo largo del tiempo. La funcién const() permite especificar que se asume que una covariable tiene efecto

constante.

pbc.p = timecox(sur~age+edema+log(bili)+log(albumin)+log(prothrombin), pbc)
par (mfrow=c(2,3)); plot(pbc.cox)

Ajuste del modelo semiparamétrico

pbc.sp = timecox (sur~const(age)+edema+const(log(bili))+
const(log(albumin))+log(prothrombin), pbc)

Prueba de proporcionalidad

pbc.p2 = cox.aalen(sur~prop(age)+prop(edema)+prop(log(bili))+
prop (log (albumin))+prop(log (prothrombin)) , pbc)
plot (pbc.2,score=T)

Prueba de bondad de ajuste

Para calcular un modelo con residuales de martingalas acumulativos, hay que indicarlo dentro de la funcién timecox()
con el pardmetro residuals. Estos se calculardn mediante la funcién cum.residuals(). Se presentan los residuales

para un modelo con y sin la transformacién log() de la variable bili.
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pbc.cox3 = timecox (sur~age+edema+log(bili)+log(albumin)+log(prothrombin),pbc,
residuals=1) # con log()

pbc.cox4 = timecox(sur~age+edema+bili+log(albumin)+log(prothrombin),pbc,
residuals=1) # sin log()

#Evaluacion de log(bili)

Z =model. matrix (~—1l+cut(bili , quantile (bili),include.lowest = T),pbc)
colnames(Z) = ¢("1._,Cuantil","2._Cuantil", "3._ Cuantil", "4._Cuantil")
resids . mull = cum.residuals (pbc.cox3,pbc,Z) # Residuales con log()
par (mfrow=c(2,2)); plot(resids.mull) # Grafica de residuales

resids .mul2 = cum.residuals (pbc.cox4 ,pbc,Z) # Residuales sin log()
par (mfrow=c (2 ,2)); plot(resids.mul2) # Grafica de residuales

Modelo aditivo
Ajuste del modelo

La funcidén aalen() permite ajustar el modelo de riesgos aditivo. Aquellas variables cuyo efecto se suponga constante,

se especifican mediante la funcion const(). También se encuentra dentro del paquete timereg.

# Estimacion de los coeficientes
pbc.al = aalen(sur~age+edema+bili+log(albumin)+log(prothrombin),pbc)

summary (pbc.al) # Prueba de significancia e invarianza de los coeficientes
par (mfrow=c(3,2)); plot(pbc.al,ylab="B(t)") # Coeficientes de regresion

pbc.sa = aalen(sur~const(age)+edema+const(log(albumin))+const(bili)+
log (prothrombin) ,pbc) # Modelos semiparametrico

summary (pbc.sa) # Coeficientes estimados

Test process

Se puede probar la hipétesis de coeficientes 3(¢) constantes para aquellas variables que pertenecen a la parte no

paramétrica del modelo semi-paramétrico, usando el mismo modelo ajustado.

plot (pbc.sa,score=TRUE, ylab="Test_process")

Estimacion de la funcién de supervivencia

#Puntos de evaluacion

x0 = ¢(1,mean(edema) ,mean(log (prothrombin),na.rm=T))

z0 = c(mean(age),mean(log(albumin)) ,mean(log(bili)))

# Funcion de supervivencia

SO = exp(—x0 % %t (pbc.sa$cum[,—1])—pbc.sa$cum[,1]*sum(z0xpbc.sa$gamma))
plot (pbc.sa$cum[,1],S0,type="s",ylab="S(t)" ,xlim=¢c(0,12))

par (new=TRUE)

plot (A, mark. time=F, conf.int=F, xlim=c¢(—-0.5,12.46))

legend (0.2 ,0.6,legend=c("Observados" ,"Predichos"),col=c("black","blue"))
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Bondad de ajuste

Para el cdlculo de los residuales de este modelo, se utiliza la matriz K (t) para especificar el grupo de datos con
los que se hard la estimacién de los residuales que se usé en el modelos de riesgos proporcionales, pues se hace el
andlisis con los cuartiles de la misma variable. Se ajustan modelos mediante la funcidn aalen(), en la que se indica

la estimacién de los residuales mediante el pardmetro residuals=1 .

pbc.a2 = aalen(sur~age+edema+bili+log(albumin)+log(prothrombin),
pbc,residuals=1) # Modelos sin log()

resids.adl = cum.residuals(pbc.a2,pbc,Z) # Residuales
par (mfrow=c (2 ,2)); plot(resids.adl); summary(resids.adl) # sin log()

pbc.a3 = aalen(sur~age+edema+log(bili)+log(albumin)+log(prothrombin),
pbc ., residuals=1) # Modelo con log()

resids .ad2 = cum.residuals (pbc.a3,pbc,Zl) # Residuales
plot(resids.ad2); summary(resids.ad2) # con log()

Modelo aditivo-multiplicativo

El ajuste se realiza mediante la funcion cox.aalen() del paquete timereg, donde se especifican las variables que se

incorporan al modelo de manera proporcional mediante la funcién prop(), mientras que las restantes son aditivas.

pbc.aml = cox.aalen (sur~prop(age)+edema+prop(log(bili))+prop(log(albumin))+
log (prothrombin),pbc) # Ajuste

summary (pbc.aml) # Pruebas de significancia y variacion de los coeficientes

Bondad de ajuste

# Con log()

pbc.am2 = cox.aalen(sur~prop(age)+edema+prop(log(bili))+prop(log(albumin))+
log (prothrombin ) ,pbc, residuals=1)

resids .aml = cum. residuals (pbc.am2, pbc,Z)

par (mfrow=c (2 ,2)); plot(resids.aml); summary(resids.aml)

# Sin log()

pbc.am3 = cox.aalen(sur~prop(age)+edema+prop(bili)+prop(log(albumin))+
log (prothrombin),pbc, residuals=1)

resids .am2 = cum.residuals (pbc.am3,pbc,Z)

par (mfrow=c (2 ,2)); plot(resids.am2); summary(resids.am2)

Estimacion de la funcién de supervivencia

# Puntos de evaluacion
x0 = c¢(1,mean(Edema),mean(log (prothrombin),na.rm=T))

z0 = c(mean(age),mean(log(bili)),mean(log (albumin)))
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# Funcion de supervivencia

SO = c(exp(—exp (sum(z0xpbc.aml$gamma)) x(x0 % % t (pbc.aml$cum[, —11))))
plot (pbc.aml$cum[,1],S0,type="s",ylab="S(t)",col="red" 6 1ly=2)

par (new=TRUE)

}

plot(survfit(sur~1,pbc),mark.time=F,conf.int=F,ylab="S(t)")

legend (0.2 ,0.4 ,legend=c("Observados","Predichos"),lty=1:2)
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