UNIVERSIDAD N ACIONAL AUTONOMA

DE MEXICO

Facurtap DE CIENCIAS

Grietas de Hausdorff y donde encontrarlas

T E S T S

QUE PARA OBTENER EL TITULO DE:

Matematico

PRESENTA:

Gabriel Cachoa Ocampo

TUTOR

II
CIUDAD UNIVERSITARIA, CD.MX., 2019

Dr. David Meza Alcantara


Veronica
Texto escrito a máquina
CIUDAD UNIVERSITARIA, CD.MX., 2019


e e

Universidad Nacional - J ~  Biblioteca Central
Auténoma de México -

Direccion General de Bibliotecas de la UNAM
Swmie 1 Bpg L IR

UNAM - Direccion General de Bibliotecas
Tesis Digitales
Restricciones de uso

DERECHOS RESERVADQOS ©
PROHIBIDA SU REPRODUCCION TOTAL O PARCIAL

Todo el material contenido en esta tesis esta protegido por la Ley Federal
del Derecho de Autor (LFDA) de los Estados Unidos Mexicanos (México).

El uso de imagenes, fragmentos de videos, y demas material que sea
objeto de proteccion de los derechos de autor, sera exclusivamente para
fines educativos e informativos y debera citar la fuente donde la obtuvo
mencionando el autor o autores. Cualquier uso distinto como el lucro,
reproduccion, edicion o modificacion, sera perseguido y sancionado por el
respectivo titular de los Derechos de Autor.



Agradecimientos

Quiero agradecer al Dr. David Meza Alcédntara por toda su confianza, por toda su pacien-
cia, por todo su apoyo y por todo su tiempo y trabajo que hicieron posible la realizacion de
este trabajo. Gracias también a mis sinodales: el Dr. Fernando Hernandez Herndndez, la Dra.
Gabriela Campero Arena, el M. en C. Fernando Nufez Rosales y el Dr. Alejandro Dario Rojas
Sénchez por su muy cuidadosa lectura, sus muy pertinentes comentarios, su paciencia y su
apoyo.

Investigacién realizada gracias al Programa UNAM-DGAPA-PAPIIT IA106017 - “Estructuras
sobre conjuntos numerables”, coordinado por el Dr. David Meza Alcantara.

III



Grietas de Hausdorff y donde encontrarlas
por

Gabriel Cachoa Ocampo

Resumen

El presente trabajo consiste en una exposicion de resultados de Hausdorff, Mazur y To-
dorCevit sobre grietas en dlgebras de la forma &(w)/.# donde .# es un ideal sobre un con-
junto numerable con algin grado de definibilidad. Especificamente las grietas de Hausdroff en
P ()/ fin, las gritas de Hausdorff en &(w)/.# con .# ideal Fsz (Mazur) y cuando .# es un
ideal analitico (Todorcevic).
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Grietas de Hausdorff y donde encontrarlas
by

Gabriel Cachoa Ocampo

Abstract

This paper displays the results of Hausdorff, Mazur and Todorcevi¢ on gaps in algebras
P(w)/& when . is an ideal with a degree of definability. Particularly, Hausdorff gaps in
Z(w)/ fin (Hausdorff) and Hausdorff gaps in #(w)/.# when .7 is a Fy ideal (Mazur) and
when .# is an analytic ideal (Todorcevic).
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Introduccion

0.1. Introduccion

Hay un hecho que resulta fundamental, en el que un estudiante de matemadticas es intro-
ducido desde un primer curso de cdlculo: la completez de la recta real. El conjunto de nimeros
reales posee propiedades estructuralmente muy ricas. Como estructura algebrdica es un campo,
como espacio topoldgico es un espacio métrico y como orden es un orden lineal. M4s atn, la
topologia inducida por su métrica y la topologia inducida por su orden coinciden. La carac-
teristica fundamental del conjunto de nimeros reales es su completez. Como orden y como
espacio métrico no tiene hoyos. De hecho, es el tnico orden salvo isomorfismos que cumple
ser lineal, separable y completo.

La completez, y en especial la completez de R, se puede expresar de muchas formas. Una de
ellas es la siguiente: Sean A = (a,),en Y B = (bn)nen dos sucesiones tales que A es creciente, B
es decreciente y que cualquier elemento de A es menor que cualquier elemento de B. Entonces
existe un elemento ¢ en R tal que es mayor que todos los elementos de A y menor que todos
los elementos B.

Esta tiltima caracterizacién nos permite generalizar la completez para érdenes. En lugar de to-
mar sucesiones de longitud @ podemos utilizar el nimero transfinito @;. El nimero @, es el
primer buen orden no numerable, es decir que no es equipotente a N.

A una pareja de @;-sucesiones A = (dag )¢, creciente, B = (bg )¢, decreciente, tal que todos
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0.1. INTRODUCCION

los elementos de A estén por abajo de todos los elementos de B y tal que no hay ningun ele-
mento del orden que se quede en medio la vamos a llamar grieta de Hausdorff. En R no hay
grietas de Hausdorff pues los elementos consecutivos de una de las sucesiones determinan una
familia de intervalos abiertos y ajenos, (a§ ,ag +1) con & € my, y en larecta real no puede haber
mds que una cantidad numerable de intervalos abiertos ajenos. Se pueden construir érdenes
triviales que si poseen grietas de Hausdorff. A saber, el orden de @; concatenado con el orden
inverso de @; (denotado a)f‘); en este caso, el orden en su totalidad es la grieta de Hausdorff.
Un ejemplo de orden no trivial que si posee una grieta de Hausdorff es &?(w)/ fin. El orden
estéd definido por el cociente de Z(w) con la relacién de equivalencia de la casi-igualdad de-
notada por =,.. Decimos que a =, b si y s6lo si aAb € fin. El orden sobre & (®)/ fin es la casi
igualdad denotada por C,.. Decimos que a C, b siy s6lo sia\b € fin.

P (w)/ fin es un dlgebra booleana. Es decir, es un 6rden parcial en el que para cualesquiera
dos elementos existen un infimo y un supremo que se distribuyen el uno al otro, en el que
cada elemento tiene un complemento y en el que existen un minimo y miximo globales. En
este orden existen tantos elementos incomparables como niimeros reales, como testigo pode-
mos tomar a cualquier familia casi ajena maximal. No pueden existir sucesiones numerables
monotonas crecientes que tengan como supremo al maximo global y, de igual manera, no exis-
ten sucesiones numerables decrecientes que tengan como infimo al minimo global. Este orden
cumple que para cualquier par de sucesiones numerables tal que una es creciente, la otra es
decreciente y tal que todos los elementos de la sucesion creciente estan por abajo de todos los
elementos de la sucesion decreciente, existe un elemento que se queda en medio de las dos sin
embargo si posee una grieta de Hausdorff.

Este asombroso hecho fue descubierto por Felix Hausdorff ([4],[5]). Una pregunta muy na-
tural a hacernos es: ;jen qué o6rdenes parciales, especificamente dlgebras booleanas, podemos
encontrar una grieta de Hausdorff? De hecho, matematicos como Krystoff Mazur ([8]), Stevo

Todorcevi€ ([9], [10]) e Ilijas Farah ([2]) se han planteado esta pregunta y han dado respuestas



0.1. INTRODUCCION

bastante amplias en este terreno. En particular, han descubierto en qué dlgebras booleanas del
tipo de Z(w)/.# podemos encontrar grietas de Hausdorff. Para entender sus descubrimientos
debemos ponernos en el contexto de la complejidad topoldgica de subconjuntos de ().

El conjunto fin de todos los subconjuntos finitos de @ cumple con tener al conjunto vacio y no
tener a m, con estar cerrado bajo uniones finitas y con estar cerrado bajo subconjuntos. Cuando
una familia de conjuntos de @ cumple esto lo llamamos ideal. La razén por la cual la casi-
igualdad si define una relacién de equivalencia es que fin es un ideal. Andlogamente a como
definimos la casi-igualdad y la casi-contencién, para cualquier otro ideal .# se puede definir la
#-contencion y la .#-igualdad. Un conjunto esta .# -contenido en otro si estd contenido salvo
por un elemento de .# y un conjunto es .# -igual a otro si su diferencia simétrica es un elemento
de .#. Asi, podemos definir el dlgebra Z(w)/.7.

A los ideales como subconjuntos de & (w) los podemos clasificar de acuerdo a su complejidad
topoldgica. Al conjunto Z(®) lo podemos reconocer como el producto topolégico {0,1}? y
calcar la topologia del espacio Cantor en &?(®). Esto nos permite clasificar a las familias de
conjuntos de naturales a través de propiedades topoldgicas: ser abierto, cerrado, magro, medi-
ble, denso, etc.

K. Mazur demostré que si .# es un ideal Fi entonces &7 (®)/.# tiene una grieta de Hasudorff.
El objetivo de esta tesis es demostrar el resultado de S. Todorcevic: si .# es un ideal analitico

entonces & () /.7 tiene una grieta de Hausdorff.



0.2. PRELIMINARES

0.2. Preliminares

Este trabajo de tesis estd enmarcado en la teoria de conjuntos estandar de Zermelo-
Fraenkel con axioma de eleccion. Sobre los aspectos de teoria de conjuntos seguimos la nota-
cion del libro de Jech [6], sobre los aspectos de topologia general seguimos el libro de Tamariz
y Casarrubias [1]. Un nimero ordinal & es el conjunto de nimeros ordinales menores que Q.
Los ndmeros naturales son los ordinales finitos. Un ndmero cardinal es un nimero ordinal que
no es equipotente a ningtin nimero ordinal menor. Las expresiones: X¥, X <X [X]<¥ [X]* signi-
fican respectivamente: el conjunto de funciones con dominio en Y y codominio en X, el conjun-
to de sucesiones de elementos de X de longitud estrictamente menor que K, el conjunto de sub-
conjuntos de X de tamafo estrictamente menor a K, y el conjunto de subconjuntos de X de ta-
mafio exactamente K, donde x es un nimero cardinal. Dada una funcién f y un conjunto A, sub-
conjunto del dominio de f, f[A] es la imagen de A bajo f en simbolos: f[A] := {f(x) | x € A}.
Sea X x Y un producto cartesiano de dos conjuntos. Vamos a convenir la siguiente notacion:
siACXXY, nx[Al:={xe X |IyeY(xy €Aty my[Al:={yeY |IxeX(xy) €A}
que llamaremos proyecciones sobre X y sobre Y respectivamente. También a los conjuntos:
(A),={yeY[(xy) €A}y (A),={xeX|(x,y) €A} conx € X yy €Y. Larebanada sobre
x de A y sobre y respectivamente.

Para una familia de conjuntos {X;} jc; podemos definir su producto cartesiano generalizado
I1je;X; como la familia de funciones f:J — U ¢, X; tal que f(j) € X;. Para cada j € J po-
demos definir una funcion 7; : IT;c;X; — X; tal que 7;(f) = f(j). Es claro que 7rj_1 [{y}] esel
conjunto de todas las funciones en el producto que cumplen que su j-ésima coordenada vale y.
Si los conjuntos X; son espacios topoldgicos, podemos dotar a IT;c;X; con la topologia cuyos
abiertos subbdsicos sean de la forma: 7rj_1 [U] con j € Jy U C X; abierto.

Sobre aspectos de teoria descriptiva de conjuntos usaremos notacion y resultados del libro de

Kechris [7]. Para cualquier espacio topoldgico X, la o-4lgebra de Borel de X es la C-minima
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0.2. PRELIMINARES

o-dlgebra sobre X que contiene a todos los subconjuntos abiertos de X y la denotaremos por
B(X).

En un espacio topoldgico diremos que un conjunto es Gg si es la interesccion numerable de
conjuntos abiertos y diremos que es Fg si es la uniéon numerable de conjuntos cerrados. Ya que
el complemento de un conjunto abierto es un conjunto cerrado, el complemento de un conjunto
G5 es Fg y viceversa. Si clasificamos por su “complejidad topoldgica” a los subconjuntos de
un espacio topolédgico, los mds sencillos seria los conjuntos abiertos y cerrados. En R son los
intervalos de la forma: [a,b], (a,b), [a,e), (a,), etc. Todos los abiertos son Gg, y todos los
cerrados son Fg. Por ejemplo en R los conjuntos (a,b] y [a,b) son Fs y Gg pero no son ni
abiertos ni cerrados. Otro ejemplo son los nimeros racionales ya que es un conjunto Fi que no
es Gg, la prueba se basa en el Teorema de Categoria de Baire.

A un subconjunto de un espacio topoldgico lo llamaremos nunca denso si el interior de su ce-
rradura es vacio y lo llamaremos magro si es la uniéon numerable de conjuntos nunca densos.
También, diremos que un subconjunto de un espacio topoldgico tiene la propiedad de Baire si
para algin conjunto abierto, la diferencia simétrica con ese abierto resulte un conjunto magro.
Cuando hablemos de la topologia del conjunto de Cantor nos estaremos refiriendo al producto
topoldgico:

C =ice{0,1} = {f: @ — {0,1}} = 2°.

En el que cada factor estd dotado con la topologia discreta y donde los abiertos subbdsicos de

la topologia estdn dados por las preimédgenes de las proyecciones:

7, Y] = {f €€ f(n) = j},

connewy j=0,1.

Por el teorema de Tychonoff, ¢ es un espacio topolégico compacto. La funcién: d(f,g) = nJ+1
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conn=min{m| f(m) # g(m)} es una métrica completa que induce la topologia antes descrita,
los conjuntos 7, ' [{j}] son abiertos y cerrados por lo que % es un espacio cero dimensional y
por su puesto ningdn punto f € € es aislado, para cualquier f € ¢ la sucesion (f(0),0,0,...),
(f(0),£(1),0,0,...), (f(0), f(1), f(2),-..), ... converge a f. De hecho, se puede demostrar que
(salvo homeomorfismos) el conjunto de Cantor es el Gnico espacio compacto, completamente
metrizable, cero dimensional y perfecto (célebre teorema de Brower [7]).

A cada subconjunto de nimeros naturales lo podemos identificar con un punto del conjunto de
Cantor a través de su funcidn caracteristica. Y cada punto en el conjunto de Cantor determina
un subconjunto de naturales como el conjunto de todos los naturales en los que la funcién vale
1. A través de esta biyeccion podemos dotar a & (w) = {A | A C @} con la topologia del con-
junto de Cantor.

Nosotros pensaremos en el conjunto de Cantor principalmente de dos formas. Como el con-
junto 2% en el que denotaremos a los abiertos bdsicos como (f) = {g € 2<? | f C g} don-
de f € 2<% o como el conjunto &(w) donde a los abiertos bésicos los denotaremos como
(x):={yCw|xN[0,méxy + 1) =x} donde x € fin(w), a estos conjuntos los llamaremos
conos. Six C o es infinito denotaremos el sistema de vecindades (xN [0, ...n)) como (x | n).
A una familia .# de subconjuntos de numéros naturales se le llama ideal si cumple con tres

condiciones:
.0e S, 0¢ I
2. Sia,b e .7 entonces aUb € .¥.
3. Siae S ybCaentoncesb € /.

Intuitivamente, un ideal es una familia de conjuntos pequefios. La nocién dual de ideal es la de

filtro. Un filtro es una familia .# de subconjuntos de nimeros naturales que cumple:

1.0¢ 7, 0eF
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2. Sia,b € .% entonces aNb € F.
3. Siae.# yb2Daentonces b € F.

Intuitivamente un filtro es una familia de conjuntos grandes. Si .# es un ideal entonces .# ! :=
{x| x € .#} es un filtro y dualmente si .% es un filtro, #° = {x° | x € %} es un ideal.

En este trabajo vamos a pensar que todos nuestros ideales y filtros no son principales, es decir
que los filtros cumplen con tener a todos los subconjuntos de complemento finito (% O cofin)
y todos los ideales con tener a todos los finitos (& O fin).

Para un ideal .#, podemos definir una relacién reflexiva y transitiva: a,b C @, a C s b si y
solo si a\ b € 7. Que se lee a estd ¥ -casi contenido en b, también utilizaremos < , para
denotar esta misma relacion. Diremos que dos subconjuntos de naturales son . -casi iguales
si estdn mutuamente .#-casi contenidos, es decir: a =y b siysélosiaC by b C s a. O
equivalentemente que a A b € .#. También vamos a decir que dos conjuntos de naturales son
S -ortogonales si anb = 4 0, esto lo denotaremos por a | » b. La relacion = es de equi-
valencia sobre Z(®). El cociente, es decir, la familia de todas las clases de equivalencia de
la relacion = se denota por & (w)/.#. En este conjunto, la relacién C » si define un orden
antisimétrico. De hecho, estas estructuras son dlgebras booleanas.

Un algebra booleana es un orden parcial en el que cualesquiera dos elementos tienen infimo
y supremo, en el que hay un maximo y un minimo global y en el que cada elemento tiene un
complemento. El ejemplo candnico de dlgebra booleana es la potencia de los nimeros natu-
rales (o cualquier conjunto numerable) ordenada parcialmente por la contencién. El supremo
de dos conjuntos es su unidn, el infimo entre dos conjuntos es su interseccion, el completo de
un conjunto es su complemento conjuntista y el mdximo y minimo globales son @ y 0 respec-
tivamente. Para las dlgebras cociente, el supremo de dos clases de equivalencia es la clase de
equivalencia de la unién de representantes, de la misma forma el infimo entre dos clases es la

clase de la interseccion de dos representantes y el complemento de una clase es la clase del
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0.2. PRELIMINARES

complemento de algun representante. Estas operaciones estdn bien definidas porque = » es de
equivalencia.

El caso particular en el que el ideal sea el formado por todos los subconjuntos finitos de ndme-
ros naturales, al ideal lo denotaremos por fin y diremos Unicamente casi iguales, casi conten-
cion y ortogonales que denotaremos respectivamente por C,, =, y L.

Vamos a decir que dos familias A, B de subconjuntos de nimeros naturales son ortogonales
(respectivamente .#-ortogonales) si cumplen que paratodosa € AybeB:a l b (A L s B),
hecho que denotaremos como A | B (A L # B). Un conjunto ¢ de nimeros naturales separa a
las familias A y B si ¢ casi contiene a todos los elementos de A y es ortogonal con todos los
elementos de B. Es importante observar que si ¢ separa a las familias A y B entonces @ \ ¢ = ¢¢
también separa a las familias A y B pero en el sentido en el que ¢¢ casi contiene a todos los
elementos de B y es ortogonal con todos los elementos de B. Cuando utilicemos a un conjun-
to para separar a un par de familias ortogonales especificaremos si casi contiene a todos los
elementos de A y es ortogonal con todos los elementos de B o si casi contiene a todos los ele-
mentos de By es ortogonal a todos los elementos de A.

Diremos que dos familias (A, B) de subconjuntos niimeros naturales son una grieta si son orto-
gonales y no existe ningin ¢ € Z(®) que los separe.

Una grieta (A, B) tiene tipo de orden (A, ) si (A, C,) tiene tipo de orden A y (B, C,) tiene tipo
de orden u*, donde u* es el orden inverso de (. Una grieta de Hausdorff es una grieta de tipo
((1)1 , (01 )

El dlgebra & (w)/ fin es isomorfa al dlgebra &2 (X)/ fin(X) para cualquier X numerable donde
fin(X) es el ideal de conjuntos finitos de X. La relacién de isomorfia queda establecida por la
biyeccion entre @ y X. A veces nos serd Util cambiar a @ por @ X @, ®<?, [®]<?, 2<?, etc.

Sean .# y # dos ideales sobre @ y sea @ : Z(w) — & () tal que

aCybs®(a)C s 0(D)
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entonces podemos definir una funcion @, : Z(w)/.¥ — P(w)/ ¢ de la siguiente manera
para [d]- , € #(®)/. definimos ®,([a]-,) = [®(a)]- ,. Esta definicién clarmente no de-
pende de los representantes de las clases de equivalencia. A lo largo del trabajo dada una
funcion @ : Z(w) — & () utilizaremos esta definicién para la funcién @, y en vez de escri-
bir @, ([a]— ,) vamos a escribir ®,(a). Vamos a decir que P, tiene un levantamiento continuo
si la funcién @ es continua. Si s es una sucesion finita de nimeros naturales tal que N = max s
e i es un nimero natural, vamos a denotar s i como la sucesién sU{(N + 1,i)}. Si s es un
conjunto finito de nimeros naturales e i es un nimero natural tal que i ¢ s vamos a denotar s~ i

como el conjunto s U {i}.

10



Capitulo 1

Grietas de Hausdorff en & (®)/ fin

El objetivo de este capitulo es probar la existencia de grietas de Hausdorff en & (w)/ fin,
lo que es un hecho crucial en nuestro trabajo. Cuando querramos encontrar una grieta en alguna
otra dlgebra booleana lo que haremos serd encontrar un encaje desde & (w)/ fin que “preserve
la grieta” que vamos a construir en este capitulo.

La prueba que realizaremos se basa en la que aparece en libro de R. Frankiewicz y P. Zbierski
[3]. Primero vamos a probar que si (A,B) es una grieta en &?(w)/ fin de tipo (kx, ®) entonces
K > @ con lo que vamos a concluir que no existen grietas de tipo (@, ®) en Z(w)/ fin, un
célebre resultado de Rothberger. Después vamos a probar que existe una grieta de Hausdorff

en Z(w)/ fin.

1.1. Grietas de Rothberger en &7 (®)/ fin

Para el desarrollo de esta seccién vamos a recurrir al nimero de acotacién b para lo que

necesitamos lo siguiente.
Definicion 1.1.1. Sean f,g € 0®, decimos que f <, g siysdlosi{n€ o|g(n) < f(n)} € fin.
Lema 1.1.2. Si F C w® es contable entonces estd <.-acotada.

11



1.1. GRIETAS DE ROTHBERGER EN & (w)/FIN

Demostracion. Sea F una familia contable de @®. Elegimos una enumeracién: F = (g,)nce Y
definimos f(j) = max{g,(j)+1|n<j}. Asi,;sije o, {nc | f(n) <g;(n)} tiene a lo mas

J elementos. Por tanto: g; <, f. O

Por otro lado existe F C @® que no estd <,-acotado, ®® mismo. Definimos b como el

minimo cardinal para el que existe un subconjunto de ®® no <,acotado, entonces:

w<b<2%

Por la desigualdad anterior, como corolario al siguiente teorema se seguird no hay (@, ®)-

grietas en Z(®)/ fin.
Teorema 1.1.3 (Rothberger). Si K es una (k, ®)-grieta en 2 (w)/ fin, entonces b < K.

Demostracion. Sea ((ag)eci, (bn)neow) una (k, )-grieta en &(w)/ fin.

Primero, definimos (b),)nc e por recursion sobre @, sea by = bgU{0} y b/, , | = (b1 \bp) U{n}.
La sucesién (b),),ce es una cubierta de @ en conjuntos infinitos y mutuamente casi ajenos.
Vamos a probar que ((ag)gcyc, (by,)new) €8 una grieta.

Es claro que {(ag)gc, (D))ncw) €5 una pareja ortogonal, vamos a probar por contradiccion
que no existe un elemento que la separe. Supongamos que existe ¢ tal que (ag )56,( C'cyc L
(b )new- Vamos a probar que dicha ¢ también separa a ((ag )¢ cic, (bn)nco)- Es claro que ag C. ¢
y por lo tanto s6lo debemos argumentar que para toda n se cumple que ¢ L b,. Lo haremos

por induccién sobre @ primero by =" b}, como by L ¢ entonces bj, L ¢, ahora si suponemos

indutivamente que ¢ L b, para n € @ entonces

cNbpy1 = (cN(byt1\bn))U(cNby)
=* (cNby,) U(cNby,)

=*QU0.

12



1.2. GRIETAS DE HAUSDORFF EN #(w)/FIN

Por lo tanto tenemos que ¢ L b,41 y que ¢ separa a ((ag)gcy; (bn)ncw) 10 que es una contra-
diccion.

Sea hy, : bj, = {n} x o suprayectiva, definimos 7 = |J,,c, 1. La imagen de cada b/, es la enési-
ma linea vertical de ® X w que llamaremos E,,. Como h[aé] NE, € finparatodaé e xyn € o,
((hlag])gcxs (En)new) es una grietaen & (o X )/ fin.

Para cada § € K, sea fg : ® — @ definida como f¢(n) = max(E, Nhlag]). Sea F = (f¢)ecy-
Ahora, basta que exhibamos que F no estd <.-acotada.

Supongamos que existe f € @® que <,-acotaa F y definimos A(f) :={(n,j) | j < f(n)}. Para
cada & < K, hlag] C* A(f) y también para cada n € @, E,NA(f) € fin. Asi que A(f) separa
a ((hlag])eci, (En)new) y por lo tanto h=YA(f)] separa a ((ag)eexs (by)new) lo cual es una

contradiccion. O
Teorema 1.1.4. Existe una (b, w)-grieta en & (w)/ fin.

Demostracion. Consideramos F = {Fy } o una familia de funciones no <,-acotada. Entonces
K = ((A(fa))aco, (En)ncw) es una (b, @)-grieta, pues si algiin conjunto la separara, dado que
seria ortogonal a la familia de ejes verticales tomando el maximo en cada eje podemos definir

una funcién que acota a F, lo que es una contradiccion. [

1.2. Grietas de Hausdorff en & (®)/ fin
Teorema 1.2.1 (Hausdorff). Existe una grieta de Hausdorff en &(®)/Fin.

La prueba de este teorema es una construccion por recursion hasta @;. Para garantizar que
las familias ((ag)gcq, s (be)ecw,) que construyamos formen una grieta, la condicién que vamos

a pedir es que cada aq esté “cerca” de cada {bg }ecq con @ < @.

Notacion 1.2.2. Sea ((ag)ecw,, (bg)ecw,) una pareja de @;-sucesiones ortogonales. Vamos a
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1.2. GRIETAS DE HAUSDORFF EN #(w)/FIN

decir que aq estd cerca de {bg }¢cq iy solo si:
Vnew [{§€al(agNbs)C[0,n)}|< @.

Lema 1.2.3. Si ((ag)ecw,,(bg)ecw,) s un par de familias ortogonales en & (w)/ fin tales
que aq estd cerca de {bg }¢cq para cada o € @, entonces ((ag)ecq, > (be)ecw,) €s una grieta

de Hausdorff.

Demostracion. Primero tenemos que observar que si aq estd cerca de {bg}ecq Y aa C ¢, en-

tonces c estd cerca {bg¢ }¢cq, pues para cadan € o,
{§eal(cnbe) C[0,n)} C{c € al(aanbe) <[0,n)}.

Asi, si suponemos que ¢ separa a este par de familias, entonces para cada @ € @y, ¢ estd cerca

de {bé}éea-

Por otro lado, podemos definir una funcién f: @; — @ tal que
f(&)=min{ne o | cNbg C[0,n)}.

Estd bien definida porque ¢ L bg para toda § < @;. Como @ = U,cq f ~![{n}] entonces po-
demos considerar N € @ tal que f~![{N}] es infinito. Tomamos un ordinal & < ¢, tal que
f~Y{N}]Na sea infinito, entonces el conjunto {& € o | (cNbg) C N} es infinito y por lo tanto

no es cierto que c esté cerca de {bg } ¢, lo cual es una contradiccién. ]
Ahora podemos a probrar el Teorema 1.2.1.

Demostracion. (del Teorema 1.2.1) Vamos a definir por recursién dos familias (ag)ece, ¥

(be)gcw, €n Z(®)/ fin que cumplan que para toda @ < @ ,
1. | w\(aauba> |: NO,
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1.2. GRIETAS DE HAUSDORFF EN #(w)/FIN

2. Ao mba - @,
3. si < B < o entonces ag Cy ag y b Ci bg,y
4. Va < @y ag estd cercade {bg fecy-

La condicién 1 garantizard que no nos acabemos a @ en el paso «, la condicién 2 garantizard
que las familias sean ortogonales, la condicién 3 que las familias sean isomorfas a @; (con
respecto a la casi contencién) y la condicién 4 que no haya una ¢ que separe a la familia
ortogonal.

Vamos a definir por recursién sobre ®; a las dos familias. Primero, definimos ap = {3n},ce
y bo = {3n+2},ce y es claro que cumplen las cuatro condiciones. Si suponemos definidos
Ag Y ba, tomamos x,y,z C @\ (aq Ubgy) ajenos tales que | x |=| y |=| z |= Xy. Definimos
Ag+1 = agUX, bg 1 = by Uz. Es facil ver que estas familias cumplen las condiciones 1, 2 y 3.
Para ver que cumplen la condicién 4 basta notar que para cada § € « se tiene que ag1 N bg =

(xNbg)U(agNbg) = ag Mbg porque x es ajeno con cada bg y por lo tanto

{€eal(aunbs) C[0,n)} ={§ € al(aarNby) C[0,n)}=

{Eca+1](agr1Nbe) C[0,n)}.

Sea v < @ un ordinal limite y supongamos que para cada & € y hemos definido ag y beg.
Primero, hay que notar que (@ \ (ag Ubg))¢cy s una sucesién mondtona decreciente contable
por lo que existe un H C @ infinito tal que para todo § € ¥ se cumple que H C, @\ (ag Ubg).
Sobre E = @ \ H vamos a definir a ayyaby,esdecirayCEyby,=FE \ ay. Asi garantizaremos
las condiciones 1, 2 y 3.

Si fijamos ((ag )¢ ey, (bg)ecy), es una familia ortogonal numerable por lo que existe una ¢ que
la separa y sin perdida de generalidad podemos suponer que ¢ C E porque ¢ E también es un

separador. Un candidato para ay bien podria ser c, sin embargo podria ser que ¢ no estuviera
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1.2. GRIETAS DE HAUSDORFF EN #(w)/FIN

cerca de la familia {b¢ }¢c,. Es importante notar que como ay estd cerca de {bg }¢cp por la
condicién 4 y ¢ 2 ay entonces si se cumple que c¢ esta cerca de {bé } gen para cada 1 <, pero
no necesariamente que c este cerca de {bg } ¢c,.

Definiremos una familia (Cy)nece de subconjuntos de E tal que ((Cy)new, (be)ecy) determine
una familia ortogonal separada por un elemento que si cumpla estar cerca de la familia {bé }5 ey

Primero, para cada natural definamos

We:={n <vy|(bnNc) C[0,k)}.

Por recursion sobre @ vamos a definir una familia (C,),cq que cumpla: C, CE,C, L by para
todan <y, C, Ci Cyp1 y G, estd cercade {by | N € W, }.

Sea Cyp = ¢ y supongamos definidos Cy, ...,C,, entonces hay dos casos que W, sea finito o
infinito.

Si W, es un conjunto finito, entonces definimos C,,+1 = C,,.

Ahora supongamos que W, es infinito entonces vamos a probar que W, es cofinal en . Si
suponemos que existe < y tal que W, C B entonces W, C {n < B | cNby C [0,n)} pero este
conjunto es finito porque c estd cerca de {bg } ¢, lo cual es una contradiccion.

Asi que podemos enumerar a W, como una sucesion creciente y cofinal en y, W, = {n; | i € ®}.
Sea j, € by, \ (by,U---Uby, )y definimos los conjuntos D = {ji | k € o} y Cpq-1 = C,UD.
D 1 by, paratodai € o pues | DNby, |= 1y como sup(n;)ico = ¥ se tiene que D L by para
toda n < yy por lo tanto que G,y | L by para toda 11 < y. También es claro que D esta cerca
de {by, | i € w} y por tanto que G, estd cerca de {by | N € 7}. Lo que concluye la recursion.
Ahora, sea A que rellena a ((Cp)ncw, (bg)ecy)) Entonces, A estd cerca de {bg}ec, lo que

garantiza la condicion 4. Seaay = Ay by = E\ A. O

16



Capitulo 2

Grietas de Hausdorff en cocientes

pseudosolidos y magros

El objetivo de este capitulo es encontrar las grietas de Hausdorff sobre los cocientes

P(w)/& cuando el ideal .7 es pseudosdlido.
Un ideal .# es pseudosdlido si existe una particion {L, |n € @} de @ y una familia {.%, |n € 0}

de conjuntos hereditarios, es decir cerrados bajo subconjuntos, tales que para cualquier n € ®:
1. L,e .7,
2. 7, C P(Ly),
3. Ly gU[Z, x Zyl,y
4. Six € . entonces existe un N € o tal que para toda k > N se cumple que x N\ L; € F.

Donde U es la funciéon U : Z(w) x Z(0) — £ () tal que U(x,y) = xUy de la que hablare-
mos posteriormente.
Intuitivamente un ideal pseudosdlido es aquel para el que existe una particion ({L;}) de o tal

que para cada elemento L; de la particion existe una familia .#; de subconjuntos “pequefios”
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2.1. IDEALES F;

de L; de forma que si x € .# entonces para casi todos los L;’s el conjunto x N L; es “pequefio”
(xNL; € .%).

Vamos a explorar el articulo de 1989 “F ideals and o o} -gaps in Boolean algebras #(®) /.7
de Krzysztof Mazur ([8]) donde defini6 el concepto de ideal pseudosélido y argumentd que es
una clase bastante amplia de ideales, incluso coment6 que todos los ideales coanaliticos que co-
nocia son pseudosdlidos y preguntd: ;Existe algin ideal coanalitico (o inclusive Borel) que no
sea pseudosdlido? Comentd también que consistentemente (bajo MA + —CH) existen ideales
magros no pseudosoélidos. En este articulo Mazur demuestra una caracterizacion para ideales
Fs que le permite construir una diversidad de ejemplos y demuestra que para ideales . que
sean pseudosdlidos y para ideales magros el dlgebra (@) /.# tiene una grieta de Hausdorff.
Demostraremos la caracterizaciéon combinatoria de Mazur de ideales F; ya que nos permitird
construir ejemplos de ideales Fi que es una clase de ideales que cumplen ser pseudosélidos y
magros, construiremos otros ejemplos de ideales pseudosdlidos: los ideales sélidos, demostra-
remos que los cocientes sobre ideales pseudosolidos tienen grietas de Hausdorff, demostrare-
mos la caracterizacion de ideales magros de Talagrand y por dltimo demostramos que bajo la

suposicion 2 < 2“1 en los cocientes magros también hay grietas de Hausdorff.

2.1. Ideales F;

Los ideales Fg son una amplia gama de ideales. Primero vamos a argumentar que Fg es el
minimo grado de complejidad topoldgica que puede tener un ideal, es decir que los ideales no
pueden ser abiertos, cerrados ni Gg. Aunque es suficiente probar que los ideales no pueden ser
Gs, si lo demostramos en el orden propuesto vamos a desarrollar resultados que utilizaremos

posteriormente.

Lema 2.1.1. Sea a C w infinitoy F C & () es cerrado. Si fin(a) C F entonces a € F.
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2.1. IDEALES F;

Demostracion. Sean a C @ infinito y F C Z(w) cerrado tales que fin(a) C F. Basta observar
que a es un punto de acumulacion de fin(a). Dado que si tomamos un abierto subbdsico U que
tenga a a como elemento entonces existe n €  tal que (a | n) CU. y por lo tanto aN [0,N) €

U N fin(a) para N suficientemente grande. O

Un ideal .# no puede ser cerrado ya que fin C .¢ y si fuera cerrado eso implicaria que

weS.
Lema 2.1.2. Los conjuntos finy cofin son densos en & ().

Demostracion. Sea U un abierto y sea x € fin tal que (x) C U.
Es claro que fin es denso ya que xN [0,N) € U N fin para N suficientemente grande. Para ver

que cofin es denso tomemos N = supx entonces x U [N, ) € (x) CU. O

Por lo tanto, un ideal .# no puede contener a un conjunto abierto U no vacio porque
existiria x € U Ncofin y los ideales no pueden contener conjuntos cofinitos. A partir de este
hecho también podemos ver que si .# es un ideal, como fin C .# entonces .# es denso. El

siguiente lema nos permite ver que los ideales tampoco pueden ser Gg.
Lema 2.1.3. Sea .# un ideal entonces el filtro dual % es homeomorfo a ..

Demostracion. Sea .# un ideal, basta ver que la funcién: sw: (@) — & (w) definida por
sw(x) = @\ x es un homeomorfismo, pues sw[.#] = .#!. Claramente la funcién es biyectiva
y coincide con su inversa sw = sw~! por lo tanto s6lo debemos demostrar que es continua.
Vamos a demostrar que sw~![(x)] es abierto para cualquier x € fin, si @ = sw(x) N[0, N] donde

N es el maximo de x entonces (a) C sw™![{x)]. O

Asf, si existiera .# un ideal que fuera Gg su filtro dual .#! también serfa G5 y como
cofin C #! también tendriamos que .# ! es denso. Pero por el Teorema de Categoria de Baire

[7] aplicado a & (w) no puede haber dos conjuntos G densos y ajenos.
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2.1. IDEALES F;

Una propiedad estructural topoldgica importante que cumplen los ideales Fs es que son con-
juntos magros. La demostracion consiste en probar que si . = UpcF;, con F, cerrado entonces

cada F;, es nunca denso.
Proposicion 2.1.4. Si . es un ideal F5 entonces es magro.

Demostracion. Sea .# un ideal F y sea {F, | n € @} una familia de conjuntos cerrados tales
que U,.c F» = -#. Vamos a demostrar que cada uno de los F, es un conjunto nunca denso, para
esto supongamos que para algiin n € @ el conjunto F, se cumple que int(F,) # (0. Entonces

int(F,) CF,NU =U CF, C .4 pero .# no puede contener conjuntos abiertos no vacios. [

En esta seccién utilizaremos las funciones U: (@) x Z(0) - Z(@0) y N: Z(®) x

Z(0) — P (o) definidas por:
U(x,y) =xUy N(x,y) =xNy

Estas funciones son continuas ya que si a = xUy entonces U~ [(a)] D (x) X (y). Andlogamente
si b=xNyentonces N~ ' [(a)] D (x) x (y). A partir de este hecho podemos demostrar que si te-
nemos una familia de conjuntos H C & () cerrada entonces si la cerramos bajo subconjuntos

o bajo uniones binarias seguird siendo cerrada.
Lema 2.1.5. Sea H C & () cerrado entonces:
1. A=N[H x Z(w)] es cerrado y hereditario tal que | JA = |JH.
2. B=UJH x H] es cerrado tal que \JB =\JH y si a,b € H entonces aUb € B.

Demostracion. Sea H C &(w) como H es un subconjunto cerrado de un compacto entonces H
también es compacto asi que el producto H x & (®) también es compacto por ser el producto

de compactos. Asi que A es la imagen continua de un compacto entonces A es compacto y en
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particular es cerrado. Para ver que se cumple que [ JA = |JH es suficiente observar que

xEUA@HaEﬁ[HX@((D)] X€a
< db,ce H xebUc

< dbeH xeB.

Ahora vamos a probar que A es hereditario. Seaa € Ay b C a entonces existetn h€ Hy ¢ C @
tal que a =hNc. Sead =cNbentonces b =hNcNb=hN(cNb) € N[H x Z(0)].
La prueba del segundo inciso es andloga a la anterior. Primero, B es cerrado por ser la image

continua de un compacto y es claro que si a,b € H entonces aUb € B. 0

Gracias a este lema podemos demostrar que para cualquier conjunto H C Z(®) que sea
Fs y hereditario existe una sucesiéon {H, | n € @} que cumple ser C-creciente de conjuntos

cerrados y hereditarios y que U,coH, = H.

Lema 2.1.6. Sea H C & () un conjunto Fs y hereditario entonces existe una sucesion {H, |

n € 0} que cumple para cualesquiera n,m € @:

1. el conjunto H, es cerrado y hereditario,
2. sin < m entonces H, C H,,
3. para cualesquiera a,b € H, se tiene que aUb € H, 1, y

4. se tiene que H = J,,c ¢y Hp.

Demostracion. Sea H C (@) un conjunto Fg, es decir H = U, F;, donde cada F, es cerrado.
Vamos a definir por recursion a la sucesion (Hy),cq- Ho es la cerradura bajo subconjuntos de
Fy y definimos H,, como la cerradura bajo subconjuntos de (J;,, Hy U F;, que por el lema 2.1.5
es un conjunto cerrado y hereditario. También por el lema 2.1.5 podemos hacer que la sucesién

{H, | n € ®} que cumpla que si a,b € H, entonces aUb € H, . O
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Podemos establecer una version mds particular del lema 2.1.6 para ideales Fy en el que
los elementos de la sucesién (H,),ce sean conjuntos nunca densos. Esto se debe a que si
inicialmente los elementos de la sucesion (F,),ce son nunca densos entonces también lo seran
elementos de la sucesion (Hy),ee-

Este lema nos permite expresar a los ideales Fy de una forma “bonita”, estos H, son los que
nos permitirdn construir la particién {L, | n € @} y la familia {.%, | n € @} para verificar que

en efecto los ideales Fi; son pseudosélidos.
Proposicion 2.1.7. Los ideales F5 son pseudosdlidos.

Demostracion. Sea .# un ideal F5 y {H, | n € @} una sucesién como en el lema 2.1.6 don-
de ademas cada H, es nunca denso. Vamos a encontrar una sucesion creciente de nimeros

naturales (I,)nce que cumpla que para cada n € @:

[lnaln+1) € Hn+1-

La definimos por recursiéon sobre @ de la siguiente forma: Primero definimos /o = 0. Ahora
demos por definido [, y supongamos que para cualquier [ > I, se cumple que [l,,]) € H, |
entonces la sucesion de intervalos [l,,1, + 1),[l,l, +2),...,[ln,1, + M) estaria contenida en
H, | para cualquier M. Dicha sucesién converge a [[,,00) y como H, . es cerrado [[,,o) €
H, C . lo que es imposible porque [,,o) es cofinito. Por lo tanto, existe un / € ® tal que
[In,1) & Hy1 y definimos [, como el primer natural que cumple esta propiedad.

Ahora, definimos L, = [l,;,1,4+1) y % = & (L,) NH,. Como L, & H, entonces L, & U[.%, X
Falta verificar que si x € . entonces existe una N € @ tal que para todo k > N se cumple
que xN Ly € %. Pero en efecto, si x € .& = J,c,, Hy entonces existe N € o tal que x € Hy y
como Hy es cerrado bajo subconjuntos tenemos que xN Ly € & (Ly) N Hy y como la sucesién

(Hp)new €s C-creciente entonces tenemos que x € Hy parak > N y por lo tanto xN Ly € %, [
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El ideal de conjuntos finitos de @ es un ideal Fs ya que para cada a € fin el conjunto
{a} es cerrado en Z(w)/finy fin es numerable. La clase de ideales F5 es muy amplia, en
el articulo [8] Mazur dio una caracterizacion de los ideales Fi; que permite fabricar una gran

variedad de ejemplos.
Teorema 2.1.8. Un ideal .¥ es Fy siy sélo si existe una funcion f : fin — R que satisface:
1. Sia C b entonces f(a) < f(b),
2. flaUb) < f(a)+ f(b),
3. limy e £ ([0,n)) = Hoo, y
4. I ={xCo|limef(xN[0,n)) < oo}

Antes de pasar a la prueba del Teorema 2.1.8 cabe mencionar que lo podemos reescribir

utilizando la siguiente notacion:

Definicién 2.1.9. Una funcién 1 : (@) — R es una submedida inferiormente semicontinua

si cumple que:

2. Sia Cbentonces u(a) < u(b),
3. Para cualesquiera a,b € Z(®), u(aUb) < u(a)+u(b), y
4. Para cualquier a € Z(w), W(a) = lim,_ p(aN[0,n)).

Con una funcion asi podemos definir los siguientes conjuntos:

Fin(u) ={aC o[ pu(a) <e}, y Exh(u)={aC o] lim u(a\[0,n))=0}.

n—yoo
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El teorema anterior lo podemos escribir como: Un ideal .# es Fg si existe una medida
inferiormente semicontinua u tal que .# = Fin(u). La funcién u es una extension de la funcién

f donde (a) =lim,— f(aN[0,n)).

Demostracion. (Del Teorema 2.1.8) Supongamos que . es un ideal F; y tomemos {H, | n €
®} como en el lema 2.1.6 donde ademds cada H, es nunca denso, entonces podemos definir
f:fin— R como:

fla) =min{n|acH,}.

Ahora vamos a ver que cumple las cuatro condiciones:

(1.) Sia C b entonces a € Hy ) por lo tanto f(a) < f(b).

(2.) Si f(a) = f(b) entonces a,b € Hy(,) y por lo tanto f(aUb) < f(a) +1 < f(a) + f(b). Si
f(a) < f(b) entonces a € Hy )y aUb € Hp,) 1 porlotanto f(aUb) < f(b)+1 < f(b) + f(a).
(3.) Para cualquier n € o se tiene que {[0,k) | k € w} Z H, pues @ es un punto de acumulacién
de {[0,n) |n € o} y H, es cerrado.

(4.) Si x € ¥ entonces podemos tomar n € @ el primer natural tal que x € H, por lo que
tendriamos que limy_,. f(x N [0,k)) = n. Por otro lado, si lim, . f(xN[0,n)) < o podemos
tomar n € o tal que 1imy_,., f(xM[0,k)) = n entonces tendriamos que {xN[0,k) | k € ®} C H,
y como H, es cerrado x € H, C .#.

Ahora, si suponemos que existe una funcién f : fin — R™* como en el teorema, definiremos a

la familia {H, | n € @}, para cada n € o sea
H,={xCo| kh’m f(xN[0,k)) <n}.
—>00

Vamos a demostrar que . = Uy H,. Six € .# entonces existe una N € @ tal que lim,_,c f(xN
[0,n)) <N, asique x € Hy. Six € H, para algunan € , entonces paratoda k € @ f(xN|[0,k)) =

n entonces 1imy_,o f(xN[0,k)) =ny por lo tanto x € .#.
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Para ver que los conjuntos H, son cerrados primero hay que mostrar que para cualesquiera
k,i € o el conjunto {x C w | f(xN[0,k)) =i} es un abierto y cerrado de (). Sean k,i € o,
vamos a llamar ag,ay, ...,a a los subconjuntos de [0,k) tales que f(a;) = i para j < 2%. Si

x C wes tal que f(xN[0,k)) <ientonces xN[0,k) = a; para alguna j < 2* por lo que

{xCo|fxnf0.k) <i}=J{{a)) a <2,

Por lo que el conjunto {x C @ | f(xN[0,k)) =i} es la unién finita de abiertos y cerrados bésicos
y por lo tanto también es un abierto y cerrado. Ahora, para ver que cada H, es cerrado debemos

observar que
x€EH, & I}Im f(xN[0,k)) <n
—y00
como (xMN[0,k)) es una sucesién D-creciente y como f tambien es creciente entonces,

evVkeo f(xN[0,k)<n

sSVekew Ji<n f(xN[0k)) <i

Sxe ﬂ (U{xg o | f(xN[0,k)) <i}).

kew i=0

Por lo que H, es un conjunto cerrado. [

Ahora, podemos dar ejemplos de ideales F. Por ejemplo podemos definir el ideal de
ramas en 2<%, Si f,g € 2<% vamos a decir que f < g si f D g, esta relacion define un orden

parcial sobre 2<?. Por rama queremos decir una cadena maximal de 2<%,

Definicion 2.1.10. El ideal .7, estd definido de la siguiente manera: x € ., si x estd contenido

en a lo mads una cantidad finita de ramas.
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2<a)

Proposicion 2.1.11. Para cualquier x C , X € S, siy solo si existe n € ® tal que cada

anticadena de x tiene a lo mds n elementos.

Demostracion. Sea x € .7, entonces existen co,...,c, C 2<% cadenas tal que x C J'¢;. Si
tomamos a C x anticadena en x entonces | aN¢; |= 1 porque a es una anticadena y ademds
a=gciNay porlotanto | a |< n.

Por otro lado sea x C 2<% tal que cualquier a C x anticadena es finita. Sea {c; | i € I} una
familia de cadenas ajenas tal que x C [J ¢; y tal que para todo i € I se cumple que xN¢; # 0.
Sea x; € xN¢; entonces (x;);cs s una anticadena de cardinalidad | 7 |. Y por la hipétesis, toda

anticadena debe es a lo mas finita entonces / es finito. O]
Proposicion 2.1.12. El ideal de ramas de 2<%, .7,, es Fy.

Demostracion. Vamos a definir: f: [2<°]~® — R* como:

f(a) =1a mdxima cardinalidad de una anticadena contenida en a.

La funcién cumple que si a C b entonces f(a) < f(b) porque toda anticadena en a es una
anticadena en b, si x C aUb es una anticadena entonces xMNa y xMb son anticadenasen a y en b
respectivamente. Como x = (xNa) U (xNb) entonces f(aUb) < f(a)+ f(b). También como la
cardinalidad de la mdxima anticadena en [0,n) es n se cumple que 1im,,_,o f([0,7)) = o. Por el

teorema 2.1.8, #/) = {x C @ | f(xN[0,n)) < oo} es un ideal Fy y es claro que .7, = .# /). [

Definicion 2.1.13. Un ideal es sumable si existe una funcion g : @ — R que cumple X ,c pg(n) =
o y se cumple que un conjunto x pertenece al ideal si y solo si X,crg(n) < oo. En este caso,

denotamos al ideal como 7.
Proposicion 2.1.14. Los ideales sumables son Fy.

Demostracion. Sea ., un ideal sumable, entonces definimos f : fin — R™ como f(a) =

Y,cqg(n). Es claro que la funcion f cumple que sia C b entonces f(a) < f(b) porque X,c,8(n) <
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Yicag(n) +Lpep\o&(n), también es claro que f(aUb) < f(a) + f(b) pues |aUb [<|a |+ |b |
y también es claro que se cumple que lim, . f(n) = +oo porque @ ¢ .%, y eso quiere decir
que X,cpg(n) = oo. Por el teorema 2.1.8, .7 ) = {x C @ | f(xN[0,n)) < o} es Fy y es claro
que &) = Iy ]

Es interesante notar que los ideales sumables nos permiten construir una amplia gama
de ejemplos de ideales Fg, perp no todos los ideales F; son sumables. Por ejemplo .#,.. Si
suponemos que %, = .#, para alguna funcién g : 2=~ — R, como tenemos que cada cadena de

2<% pertenece a .#, entonces también tenemos que para cada € > 0
{s€2°?| g(s) < €} es denso en 2%,

ya que para cualquier a € 2<% podemos encontrar un s € 2<% tal que s D ay g(s) < €. Para ver
esto basta que tomemos una rama que contenga a a. Como ésta es un elemento de .#, podemos
encontrar una sucesion de elementos <-mayores que a cuyas imdgenes bajo g formen una
sucesion convergente a 0. A partir de este hecho podemos construir una sucesion de elementos
incompatibles (s,)nce en 2<? tal que g(s,) < % por lo que (sp)new € g \ Fr.

No sélo los ideales Fi son sumables, de hecho Mazur probé que existe un ideal Fi; que no estd
contenido en ningin ideal sumable. Pero la prueba de este hecho se escapa de los limites de

este trabajo.

2.2. Ideales Solidos

No todos los ideales pseudosdlidos son Fg, para mostrar la amplia variedad de ideales que

son pseudosélidos Mazur sugiere el concepto de ideal solido.

Definicion 2.2.1. Un ideal .9 es sélido si existe un conjunto H C (o) hereditario, es decir

cerrado bajo subconjuntos, y Fg tal que % C H y U[H X H| es un conjunto magro.
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Proposicion 2.2.2. Si .# es un ideal solido entonces es pseudosdlido.
Para probar esta proposicion necesitaremos primero un lema.

Lema 2.2.3. Sea H D fin un conjunto hereditario y F5 y tal que H' = U[H x H| es magro. En-
tonces existen dos sucesiones crecientes {H, :n € @}y {H) :n € @} de conjuntos hereditarios

y cerrados y una sucesion de niimeros naturales (I,),ce tales que:
1. UpewHn=H,
2. Unea)Hrll =H',
3. Para cualquier n € ® se cumple que O[H, x H,| = H, |, y

4. para cualquier n € ® se cumple que [l,,1,1) € H,_|.

Demostracion. (del Lema 2.2.3) Por el Lema 2.1.6 es suficiente que construyamos la sucesion
de niimeros naturales del lema, lo haremos por recursién sobre @. Primero sea [y = 0, luego
suponemos definido /,, y que no existe [ > [,, que satisfaga 4. tendriamos que para todo [ >
In[ln,1) € H,,. Ahora, como H,, es cerrado y hereditario entonces tendemos que (o \ 1,,) C

H) C H'. Pero esto contradirfa que H' sea magro. O

Demostracion. (De la Proposicion 2.2.2) Sea .# un ideal sélido, entonces podemos tomar
H O . como en la definicién de ideal sélido. Sean (I,),c ¥y {H, : n € @} sucesiones como
en el lema 2.2.3. Para cada n € o definimos L, = [l,,l,41) y %, = H,N P (Ly).

Es claro que L, € .# porque cada L, es finito, como .%, = H, N Z(L,) es claro que %, C
P(Ln)y que L,  H) | D U[.F%, x F,]. Ademds, six € & C U, cqpHy como {H, :n € o} es
una sucesion creciente de conjuntos entonces existe una n € ® tal que x € Hy para cualquier

k > n. Asi, tenemos que si k > n entonces xNL, € H,N P (L) = F. ]

En principio la definicién de ideal s6lido es més sencilla que la de ideal pseudosélido, en

esencia un ideal es sélido si estd contenido en algo parecido a un ideal Fy. El conjunto H de la
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definicion no es necesariamente un ideal F5 ya que puede no estar cerrado en uniones finitas,
pero que cuando lo cerremos en uniones binarias siga siendo “chiquito”. Por ejemplo, los
ideales Fy son solidos también aquellos ideales que sean intersecciones arbitrarias de ideales
F5. Analicemos otros dos ejemplos de familias de ideales sélidos, los ideales de Erdos- Ulam
y el ideal de nunca densos de 2<¢.

Los ideales de Erdos-Ulam se definen de la siguiente manera:

Definicion 2.2.4. Vamos a decir que una funcion f : @ — R es de Erdés-Ulam si Ly f(n) =

ooy
tfm

——— =0.
oo z"k<nf(k)

Para cada funcion f de Erdés-Ulam definimos el ideal %! como:

xe 7 < lim Ziexnf (k)

=0.
h—yeo Z"k<nf(k)

Proposicién 2.2.5. Para cualquier funcion f : @ — RT de Erdis-Ulam el ideal 77 es sélido.

Demostracion. Sea f: @ — R™ de Erdos-Ulam entonces definamos:

)y k 1
H/ = {xg ® | limsup kennf(K) }

z"k<nf<k) N g

Claramente se cumple que H/ es hereditario y que .#/ C H/. Hay que observar que:

- Yiexrmf(k) 2
U[foHf]ng:{xga)\h’msupkem—f()< }

z"k<nf(k) N 5

Basta demostrar que G/ es un conjunto magro ya que eso garantizara que U[H/ x H/] también
sea magro, la demostracién para probar que H/ es Fy; es andloga. Definamos g : 2 (@) x @ —

R como

o Zkexﬂnf(k)
80 = )
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Primero observemos que la funcién g es continua pues si g(x,n) = a y tomamos € > 0 entonces

para todo y € (x | n) tenemos que g(y,n) = a y por lo tanto
g((x|n)x{n}) C(a—¢,a+e).
ahora observemos que

G/ = {x C o | limsupg(x,n) <

|
~UN{rcolsmns

n>0k>n }

-Un {xgw\(x,k)eg-l Ho%)]}

n>0k>n

WIN W

Por lo tanto, G/ es la unién numerable de conjuntos cerrados nunca densos, asi que G/ es

magro y Fg. [
El ideal .#,; de conjuntos nunca densos de 2<% que definimos de la siguiente manera:

Definicion 2.2.6. Un conjunto x C 2<% pertenece al ideal ., si y sélo si:

Vs€2<® F*Ds (tHNx=0.

Proposicion 2.2.7. El ideal .7, es solido.

Demostracion. Para ver que es un ideal sélido definimos el conjunto H,,; de la siguiente ma-
nera:

XEHy< In[Fe2"((t))Nx=0)&Vs €2"3Ir Ds((r)Nx=0)]

Es claro que .%,; C H,4, para ver que el conjunto H,; es Fs vamos a reescribirlo. Primero,

debemos notar que en la definicion de H,; podemos cambiar los cuantificadores universales
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por intersecciones y los cuantificadores existenciales por uniones de la siguiente forma:

Hy,y = U [U{x§2<w|xﬂ<t):®}ﬂ ﬂ U{x§2<wl<r>ﬂx:®}]

new [te2n sEN DS

Vamos a implementar notacién para que sea mds sencilla la prueba, llamemos A, = {x C 2<? |

x((t) =0} para cadar € 2<®. Con esta notacién el conjunto H,, se puede escribir como

o= | Uan ) Un

new [re2n sE2" s

Es suficiente que demostremos que el conjunto A; es cerrado para cada t € 2<% pues esto
implicaria que (J;cpn A; es cerrado por ser la unidn finita de cerrados, que | J,~ A, es Fg por ser

la unién numerable de cerrados, que (\yeon J,o5Ar €8 F5 y también que H,; es Fg.

El conjunto A; es una familia de conjuntos tal que ningtin conjunto posee una extension
de 7. En otras palabras A; = {x C 2<% |xN(t) =0} = ,5,{x €25 | r & () }. Como para cada
r € 2<% el conjunto {x C 2<? | r & (1)} es abierto y cerrado entonces también A; es conjunto
cerrado por ser la intersecciéon numerable de conjuntos cerrados. También es claro que para
cualquier ¢ € 2% el conjunto A; es nunca denso porque para cualquier abierto U en &2 (2<?)

podemos encontrar un abierto V C U tal que V C (t).

Ahora llamemos H’

— : /
d = Urea<o A, El conjunto H) ; es magro porque A; es un cerrado

nunca denso para cada r € 2<“. Ademds, se cumple que U[H,y X H,4] C H , pues six,y € H,q
entonces existen ny,ny € @ de la definicion de H,; y sin pérdida de generalidad n, < n, sea
t € 2™ tal que (f) Nx =0 y la extendemos a s € 2> para encontrar r < s tal que (r) Nx =0,

ahora es obvio que (r) N (xUy) = 0. H
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2.3. Grietas en cocientes pseudosélidos

Teorema 2.3.1. Si .% es un ideal pseudosdlido entonces P ()] tiene una grieta de Haus-

dorff.

Para llevar a cabo la demostracion de este teorema necesitaremos primero establecer no-
ciones de cercania, como en la demostracion del teorema de grietas de Hausdorff en &2 (w)/ fin,

y de la misma manera debemos probrar una secuencia de lemas.

Definicion 2.3.2. Sean (Ly)ncw Y (Fn)new como en la definicion de ideal pseudosdlido y para
cadan € ® sea F, = U[.F, X F,]. Para un ordinal &, sea (ag )¢ cq una sucesion < g-creciente
en 2(w)/.S yseab C ®. Sib >y ag para toda § < &, vamos a decir que (ag)gcq estd I -
cerca de b si:

Vne w{§ € a:Vi>n[(a:\b)NL; € F]]|} es finito

y vamos a decir que (ag )¢ cq estd ¥ -muy cerca de b si:
Vne o{§ € a:Vi>n|(ag \b)NL; € .Fi]} es finito.

Aunque estas dos nociones parecen iguales, la diferencia radica en que . -cerca pide que
el conjunto (aé \ b) NL; sea elemento de .%; mientras que .¥ -muy cerca pide que sea elemento

de .Z/. Es claro que si (ag )¢ estd #-muy cerca de b entonces (ag )¢ estd & -cerca de b.

Lema 2.3.3. Sea (ag)gcq -/ -cercade by tal que V& € a(ag <y c <y b) entonces (ag)gcq

estd & -muy cerca de c.

Demostracion. Como ¢ <z b entonces ¢\ b € #, como .# es pseudosdlido existe kg € @
tal que (c\b)NL; € Z; para cada i > ko. De la misma manera, como ag < s ¢ tenemos que

ag \ ¢ € J por lo que existe k; € @ tal que si i > kj entonces ((ag \ c)NL;) € F;. Ahora
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observemos que si N = max{kg,k; } entonces para i > N tenemos que

ag\b C (ag \c)U(c\D),
e intesectando con L; tenemos que
(g \b)NL;i € ((ag \ )N L) U((c\b)NLy),

y por lo tanto

{& 1 (ax\b)NLi € Fi} 2{E | (ax\ ) NL; € Fi}.

Pero el primero conjunto es finito por lo que el segundo también y por lo tanto tenemos que

(ag)gcq estd S -muy creca de c. O
Lema 2.3.4. Si (ag)ecw, ¥ (be)ecw, son dos sucesiones en () /.7 tales que:

1L VE<n <o (ag <yan<gby<sba)y

2.V < (ag)gy estd I -cerca de by
Entonces no existe c € P () /.5 tal que: V& < @ ag <.y ¢ <y bg.

Demostracion. La demostracion la haremos por contradiccion, supongamos que si existe ¢ €
Z(0)/ S talque: V& < @ ag <y ¢ <y bg. Entonces, por el lema anterior tenemos que para
cada o < oy la familia (ag )¢ ¢ estd - -muy cerca de c. Vamos a definir la funcién F: © — @
como:

F(ot) :=min{n € @ :Yi>n|(aqg \c)NL; € Fi}.

Como {ag | & < ar} estd .#-muy cerca de ¢, cada F ~![{a}] es infinito, pero ®; no es unién

numerable de conjuntos finitos, lo que muestra una contradiccion. O
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Definicion 2.3.5. Sea . es un ideal pseudosdlido y sea {L, : n € @} como en la definicion de

ideal pseudosdlido. Entonces definimos la funcion ¢ 4 : P (@) — P (®) como:

x) = UL,‘.

icx
Lema 2.3.6. La funcion ¢y determina un encaje del dlgebras & (m)/ fin en el dlgebra & (w)/ 7.
Es decir, para cualquiesquiera a,b € (®)/ fin se cumple que:

aC*b<:>CI>j(a) <jq)j(b>.

Demostracion. Primero supongamos que a C* b. Entonces tenemos que demostrar que @ »(a) \

® 4 (b) € .Z. Por definicién tenemos que

a)\ @, (b) =L\ | L

i€a i€b

Los conjuntos L; son ajenos, entonces tenemos que

D4 (a)\Ps(b)= | L.

i€a\b

Y ademads tenemos que L; € .# paratodai € @y que a \ b es finito, entonces

q)j(a)\(by(b) € 7.

Por otro lado, si suponemos que ® »(a) \ P »(b) € .# entonces por la definicion de @ » y que

los L; son ajenos tenemos que

CIDj(a\b) = UL,' €s.
a\b
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Como .7 es pseudsolido entonces existe una N € @ tal que para todo k > N

U Li | NL, € %
ica\b

Como para todo k € @ el conjunto .%; es hereditario, si i € a \ b entonces:
LiNL, € . %

Pero como L; ¢ % entonces k & a \ b para ninguna k > N, por lo que a \ b es finito. O

Demostracion. (Del teorema 2.3.1) Vamos a demostrar que si .# es un ideal pseudosélido y
((ag)e<w» (be)g<@,) s la grieta de Hausdorff que construimos en el teorema 1.2.1 entonces
(Pr(ag))ecw (Prs(be))e<qe,) es una grieta de Hausdorff en #(w)/.7.

Para cualesquiera @ < 8 < ®; tenemos que
ag C"ap C" by C" by.
Por lo que tenemos que
Dy (aa) <s Pylag) <s Ps(bf) <, Ps(by).

Es suficiente que mostremos que para cada 1 < o la sucesién (P(ag))e <y estd #-muy cerca

de CID(bf]). Es decir que para cualquier n < @; y para cualquier n € @ se cumple que

{& <n:Vi>n(®y(ag) \ Py (b)) NL; € Fi} es un conjunto finito.
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Supongamos que existe Ny < W y np € @ tales que:
{& < Mo :Vi>no(Pys(ag)\Py(by,))NL; € Fi} es infinito.
Es decir el conjunto
{& < Mo :Vi>no(®s(ag \by,)) NL; € F;} es infinito.
Por la definicién de ®_» y como los L; son ajenos tenemos que para toda i > n,
si (P.s(ag \Dy,))NL; € F; entonces i & ag \ by,
Por lo que tenemos que
{é <MNo: Vi > no(q)f(aé \bflo)) NL; € ﬂ\,} = {5 <MNo: ag \b%o - no}.
Es decir para cada & < ng el conjunto
() {a <o :ag\ by Cnp} es infinito,
yaque ng 2 ag \ by = Ugen, ag \ba 2 ag \ ba.
Que el conjunto * sea infinito es una contradiccion pues la grieta que construimos en (@) / fin

cumple que para cualquier < @; y n € @:

{& <n :anNbg Cn} esun conjunto finito.

36



2.4. GRIETAS DE HAUSDORFF EN COCIENTES MAGROS

Es decir para cualesquiera n < @y y n € o:
{E<n:ay \b‘é C n} es un conjunto finito.

Ast que las familas (@ s (ag))ecq, (cbﬂ(bé))éjew> cumplen las hipétesis del lema 2.3.4 por

tanto no existe ¢ € Z(w)/.# tal que para toda o0 < @
Ag < g Cc<yg bfx—
Por lo que entonces no existe ¢ € & () /.# tal que para toda o < @,
ag<gc, y by lgc.

Por lo tanto, (P s (ag))ecw, (P.s(be))gce) s una grieta de Hausdorff en #(w)/.7. O

2.4. Grietas de Hausdorff en cocientes magros

Ahora vamos a trabajar sobre los cocientes &?(w)/.# cuando .# es un ideal magro. Un
teorema importante debido a M. Talagrand y S.-A. Jalali-Naini consiste en caracterizar com-
binatoriamente a los ideales magros como aquellos para los que existe una particién de @ en
intervalos tal que no hay ningin elemento en el ideal que contenga a una infinidad de esos
intervalos. También podemos caracterizarlos topolégicamente como los ideales que poseen la

propiedad de Baire.

Teorema 2.4.1. Si .# es un ideal magro tal que .9 C UycoF, con F, nunca denso entonces
existe una sucesion (X, )neo de niimeros naturales y una sucesion (dy)nee de conjuntos finitos

no vacios tales que para cada n,m € ,
1. xo=0,
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2. para cada n < m se cumple que x,, < Xp,
3.d, C [xn;xn+1): y
4. Para cualquier s C [0,x,) se cumple que (s\Ud,) NF, = 0.

Demostracion. Vamos a definir por recursion a la sucesion (x,), primero definamos xp = 0
y supongamos definidos xp < ... < x;. Primero vamos a nombrar como {s; | i < 2%} a los
elementos de Z2(]0,x;]) entonces como F; es nunca denso podemos encontrar un conjunto
finito v; C @ tal que vi N [0,x¢] =0y (v; Us;) NF; = 0. De la misma forma podemos encontrar
un conjunto finito v tal que vo N ([0,x;]Uvy) =0y (soUv; Uvy) NF = 0y de hecho podemos

definir toda una sucesion {v; | i < 2%} que cumpla la misma propiedad. Entonces definimos:

d, = U Vi Xpt+1 =supd, + 1

i<2%

Sis C [0,x,) entonces s = s; para alguna j < 2* entonces:
Fkﬂ<SjUdn> CFkﬂ<SjUV1U...Uvj> =0

]

Corolario 2.4.2. (Teorema de Talagrand) Sea .9 es un ideal. . es magro si 'y solo si existe
una sucesion estrictamente creciente de niimeros naturales (x,)nce tal que ningiin elemento

de .7 contiene a una infinidad de intervalos [x,,x,1).

Demostracion. Sea . un ideal magro tal que .# C U,cuF, donde cada F, es nunca denso
y sean (x,)nce Una sucesion de nimeros naturales y una (d,),ce una sucesiéon de conjun-
tos finitos no vacios como en el teorema anterior. Sea A € ., supongamos que el conjunto
M={k€ ®: [xy,x,11) C A} es infinito y definamos A = Uycprdi. Como dy C [xg,x41) C A

entonces A C A y por lo tanto A € % C J,c(, Fn- Entonces existe n < M tal que A € F, pero
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A € (d,) NF, = 0, 1o que es una contradiccion.

Por otro lado, supongamos que .# es un ideal tal que existe una sucesion estrictamente
creciente (x,)nce tal que ningdn elemento de .# contiene a una infinidad de intervalos I, =

[Xn,Xn+1)- Primero debemos notar que

I C U{aga)\ Vk>n I,\a#0}.

new

Abhora es suficiente que probemos que para cadan € @ el conjunto {a Cw| Vk>n I,\a#
0} es cerrado y nunca denso. Para cada n € @ podemos reescribir al conjunto de la siguiente

forma

{aCw|Vk>n L\a#0}=

N{aCo|i\a#0) =

k>n

NU{aColiga}

k>ni€l;

Como {a C @ | i Z a} es cerrado nunca denso, también ;c; {a C @ | i € a} es cerrado nunca
denso por ser la unién finita de cerrados nunca densos y (-, Uie; {a € @ | i € a} es cerrado

nunca denso por ser la intersecciéon numerable de conjuntos cerrados nunca densos. [

Corolario 2.4.3. (W. Just, A. Krawczyk) Si & es un ideal magro entonces existe ¢ C @ infinito

yh: Z(®)/fin— P(c)/SF encaje entre dlgebras booleanas.

Demostracion. Sea .9 = J,cq, Fn con F, un cerrado nunca denso y tales que para todan € @
se cumple que F, C F,, ;. Primero vamos a definir ¢ = U,epd, y h(a) = Upeqd,, y ahora vamos
a demostrar que:

aC*b< h(a) <y h(b).
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Si suponemos que a C* b entonces:

h(a) \h(b) = Uneadn \ Unepdn = Unea\bdm

y éste ultimo es un conjunto finito porque es la unién finita de conjuntos finitos por lo que es
un elemento de .7

En cambio, si suponemos que hi(a) <y h(b) entonces Uyeq\pdn € & C UrewFy es decir que
existe k € o tal que U, \pdn € Fr. Como Uycq\ pdn € (Ur<ndn) para cada n € a\ b implica
que si Uy cq\pdn € Fi entonces k € a'\ by de hecho como la sucesién (F;) es C-creciente para

cualquier j > k tenemos que j ¢ a\ b. Por lo que el conjunto a \ b es finito. O

Para construir una grieta de Hausdorff en los cocientes & (®)/.# con .# magro vamos
a construir un orden sobre el conjunto 2<% x {0,1} junto con un encaje T de este orden en
P(w)/ fin el cual suponiendo que 2® < 2! poseerd una una cadena que 7 enviard en una

grieta de Hausdorff y que serd preservada por el encaje h.

Definicion 2.4.4. La relacion < en 2<® x {0, 1} estd definida de la siguiente manera:

(
e=¢e=0y sCs,0

(s,e) < (se") ©e=¢ =1 y s Cs, o0

e<ée 'y y sUS esunafuncion.

\

Esté claro que esta relacién ordena parcialmente a 2<% x {0, 1}, el orden restringido a
251 % {0} es el orden usual en 2<®! y resringido a 2<®' x {1} es el antiorden de 2<®! cual-
quier elemento de 2<®! x {1} es mayor que cualquier elemento de 2<®! x {0} si las primeras

entradas son funciones compatibles.
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Ahora vamos a definir una funcién 7 : 2<% x {0,1} — Z(w)/fin tal que:

(s,€) < (s, &) & 1((s,€)) " 7((s',€)).

Proposicion 2.4.5. Existe un encaje ©:2<“ x {0,1} - Z()/ fin.

Demostracion. Vamos a decir que long(s,€) = min{a : & ¢ dom(s)} para € € {0,1}. La cons-

truccion de esta funcién 7 la haremos por recursion sobre o = long(s, €).

Si long(s,€) = 0 entonces definimos 7((5,0)) =0y 7((s,1)) = o.

Supongamos que hemos definido 7((s,€)) con € € {0, 1} para cualquier (s, €) tal que long(s,€) =
Eyseas:E—{0,1}. Enel paso sucesor debemos definir de 7 para los puntos: (s0,0), (s 1,0),(s—0, 1),
y (s71,1) pues son los sucesores inmediatos de (s,0) y (s,1) en donde ya definimos la fun-

cién 7. El conjunto 7((s,1)) \ 7((s,0)) es infinito por lo que podemos partirlo en tres conjuntos

X0,X1,X2 infinitos y ajenos. Entonces, definimos:

7((s70,0)) =7((5,0))Uxo  7((s70,1)) = 7((s,0)) \xs

7((s71,0)) =7((s,0)) Ux; 7((s71,1)) = 7((5,0)) \ xo.

Por dltimo supongamos que hemos definido 7((s, €)) con € € {0, 1} para cualquier (s, €) tal que
long(s,€) < & para algin & < o, ordinal limite. Es decir que para cualesquieras:& — @ : 1y

a<pB<Eé:

T((s 1 @,0)) C"7((s [ B,0)) " 2((s [ B,1)) <" (s [ &, 1)).

Es decir que ((7(s [ @,0))q<e, (T(s [ @,1))q<¢) €s una pareja ortogonal numerable entonces

existe ¢ € Z()/ fin tal que para cualquier o < &:

(s a,0) C*c C* 1(s | @,0).
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Entonces definimos 7((s,0)) = ¢ y vamos a definir 7((s,1)) =y donde y es un conjunto que
cumpla que:

VB<a  t((s,0) Ty (s [ B,1)).

Si suponemos que dicho y no existiera entonces (7(s [ B,1)\ 7(s,0))gq- Lo que serfa una
sucesiéon mondtona, creciente y contable que no tiene supremo Z(w)/ fin, lo cual sabemos

que no existe. [

Teorema 2.4.6. Si 2® < 2% entonces existe b : w; — {0, 1} tal que:

((A(2((B16,0))))e<ap, (R(T((B T &, 1))))e<a,)-

es una grieta de Hausdoff en () /% donde 7 es el encaje de la proposicion 2.4.5.

Demostracion. Supongamos que para cada b : @; — {0, 1} existe una yj, que cumple que:

VE <ah(t((b16,0))) <syp <z h(z((b]§,1))).

Vamos a demostrar que esta asociacion es inyectiva. Sean by, b; : @w; — {0,1}, sea o < @
el primer ordinal en el que bo(ct) # b () sin pérdida de generalidad podemos suponer que
bo(at) =0y by(a) =1y llamaremos t = by [ @ = by | a. De acuerdo con la definicién de ©

tenemos que 7((¢,1)) \ 7((z,0)) = xo Ux; Ux; por lo que tenemos que:

0 <.y h(xp) < ht((bo | ¢+1,0))) <7 Yb,s ¥

Yo, <z ht((br [ a+1,1))) = ((z,1)) \ h(x0).

Lo que implica que yp, 7# yp, pero no pueden existir funciones inyectivas de 2! en &?(w) pues

contradice que 2% < 29, O
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Capitulo 3

Grietas de Hausdorff en cocientes

analiticos

Para probar que las dlgebras &(®)/.# con .# un ideal analitico tienen una grieta de Haus-
dorff vamos a utilizar la misma técnica que utilizamos en el capitulo anterior. Vamos a probar
que si . es un ideal analitico entonces existe un encaje continuo ® : Z(w)/ fin - Z(w)/ S
y después vamos a probar que la imagen de la grieta de Hausdorff en &2 (®)/ fin bajo ese en-
caje es una grieta de Hausdorff en & (®)/.#. Primero vamos a probar que dicho encaje existe
y después vamos a probar que bajo dicho encaje la imagen de una grieta de Hausdorff también
es una grieta de Hausdorff.

Para probar que existe el encaje, en la primera y segunda seccion desarrollaremos una prueba
que so6lo utiliza hechos generales de conjuntos analiticos y de la propiedad de Baire.

Para probar que los encajes continuos preservan las grietas de Hausdorff, en la tercera y cuarta
seccion vamos a estudiar la teorfa que Stevo Todorcevi¢ presenta en sus dos articulos: “Analy-

tic Gaps” [9] y “Gaps in analytic quotients” [10].
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3.1. Los conjuntos analiticos de un espacio polaco

En esta seccion vamos a motivar la definicion de conjunto analitico y probar una caracte-
rizacién de la definicién de conjunto analitico.
La teoria descriptiva de conjuntos lidia con los subconjuntos de niimeros reales (o semejantes)
que se pueden describir de una forma simple en términos de su estructura topoldgica, es decir,
si son abiertos, cerrados, imdgenes de una funcién continua, etc. Podriamos decir que el tema
central son preguntas que son dificiles de responder sobre conjuntos arbitrarios pero faciles
cuando se restringen a conjuntos cuya descripcion es simple. El mejor ejemplo de esto es la
hipétesis del continuo. Es un enunciado irresoluble para conjuntos arbitrarios, pero es verda-
dera para conjuntos abiertos, cerrados, Gg, Fg, etc. Los espacios en los que trabaja la teoria
descriptiva de conjuntos se llaman espacios polacos. Un espacio X es polaco si y sélo si es
completamente metrizable y separable. La propiedad de ser espacio polaco es topoldgica ya
que la separabilidad y la completa metrizabilidad lo son, es necesario postular la separabilidad
en el sentido de que no es una consecuencia de admitir una métrica completa, por ejemplo
(R, Z(R)) que es completamente metrizable y no separable. Son ejemplos de espacios pola-
cos con sus topologias usuales los siguentes conjuntos: R”, y C", con n € @, los espacios de
sucesiones /7, y los espacios de funciones .Z”(A4), con 1 < p < ooy A la medida de Lebesgue
sobre R.
Los espacios polacos son espacios topoldgicos estructuralmente muy ricos. Por ejemplo, la
metrizabilidad y la separabilidad garantizan que sean espacios normales segundo numerables.
Es una propiedad contablemente productiva, contablemente aditiva, y hereditaria inicamente a
subconjuntos Gg. La médxima cardinalidad de una familia de espacios polacos tal que su pro-
ducto resulte un espacio polaco es X . Esto se debe a que cualquier producto no numerable
de espacios no triviales no es primero numerable. También, X es la mdxima cardinalidad de

una familia de espacios polacos tal que su suma resulte polaca, puesto que la suma topoldgica
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una cantidad no numerable de espacios nunca es separable. La prueba de estos resultados estd
fuera de las limitaciones de este trabajo. El siguiente teorema es el que motiva la definicién de

conjuntos analiticos.

Teorema 3.1.1. Si X es un espacio polaco entonces existe F C N cerradoy f : F — X biyec-
cion continua.

Donde ./ = @ con la topologia usual del producto.
Para probar este teorema necesitamos primero el siguiente lema.

Lema 3.1.2. Sea X un espacio polaco, F C X un conjunto Fs y € > 0 entonces existe (F,)necw
una sucesion de subconjuntos Fs, ajenos dos a dos, tal que \J,c, Fn = F y tal que para cada

i € @ se cumple que diam(F;) < € y que cl(F;) CF.

Demostracion. Sea F un conjunto Fs entonces existe una sucesion C-creciente (Cy)ncqe de
subconjuntos cerrados de X tal que F = |J,cq Cy- Tenemos que F = J,cqp (Cut1 \ Cr). Para
cadan € o tenemos que (Cpi1 \ Cy) = (Cyt1 NC;) = Uic Cut-1 NB; donde (B;)icqp €s sucesion
de conjuntos F ajenos de didmetro estrictamente menor a € y tal que C;, = J;c, Bi-

Llamemos E}, = G, NB;. Por lo tanto F = J; ¢, Ei. Ademds es claro que cl (E;) Ccl(Cpy \

Cy) CCuit CF. O

Demostracion. (del Teorema 3.1.1) Primero vamos a constuir una familia (Fy)scq<eo de sub-

conjuntos de X que cumpla:

1. Fyes Fg,
2. F,; CF;,
3. Sii# jentonces Fy—;NF;—; =0,

4. Fp=X,
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5. Fy=Uico vﬂz—Uzewd( ;A,) y
6. diam(Fy) < 27long(s),

La construccién de esta familia sea hace por recursion sobre @<® y es inmediata por el lema
anterior. Definimos Fp = X y si suponemos definido F; por el lema anterior podemos encontrar
una familia (F,),ce que cumple con las condiciones requeridas y definimos Fy~, = F,.

A través de dicha familia podemos construir: D = {x € A" |, cq Fxjn # 0} € A7, las “ramas”
de la familia (Fy)sepo. Y definimos la funcién f : D — X como f(x) € NnewFys-

Es claro que la funcién f es inyectiva y sobre, para ver que es continua es suficiente ver que
f~[U] es abierto de D para cualquier U abierto en X. Si tomamos x € f~![U] entonces f(x) €
U es decir que MyepFy, € U, como el didmetro de los conjuntos F; tiende a cero entonces
existe una N suficientemente grande tal que F,;y C U por lo tanto (x | N) C f~![U].

El conjunto D es cerrado para probarlo tomamos una sucesion (X, )nce en D tal que (x,)nco —
x € Ay debemos probar que x € D es decir que (,cq Fxjn 7 0. Como x; € D tenemos que
el conjunto (¢ Fx, 1o # 0 entonces podemos escoger yx € (e Fy, |n Para cada k € ®. Ahora
vamos a probrar que la sucesion (yg)ieqe €s de Cauchy. Sea € > 0, primero tomamos N,k € @
tal que diam(Fy 1) < € luego como (yi)i>n C Fy, v entonces d(yi, yir1) < diam(Fy, jn) < €
para k > N. Como X es polaco entonces existe y € X tal que (y;) — y. Por dltimo vamos
a argumentar que y € (,cq Fyjn- Supongamos que existe N tal que y ¢ Fyy. Tomemos K =
min{k € ® : Fy, |y € Fyn}, entonces (yi)i>ng € Fy N, © Fun pero esto contradice que (yx) —

Y. [

El teorema anterior nos permite “codificar” a los espacios polacos como imagenes conti-
nuas de subconjuntos cerrados de .#". Esta propiedad nos habla de otro grado de complejidad

topoldgica para subconjuntos de espacios polacos.

Definicion 3.1.3. En un espacio polaco X un conjunto A C X es analitico si existe f : N — X

continua tal que A = f[.N].
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Mientras que un espacio polaco es analitico podriamos preguntarnos cudles son sus sub-

conjuntos que son analiticos. El siguiente lema es una primera respuesta.

Lema 3.1.4. Si X es polaco y F C X es un conjunto cerrado, entonces F es analitico.

Demostracion. Si F C X es un subconjunto cerrado de un espacio polaco, también es polaco y

por el teorema 3.1.1 es analitico. [

Para el objetivo de nuestro trabajo necesitaremos caracterizar a los subconjuntos analiticos
a través de diferentes maneras. En lo que resta de esta secciéon daremos una primera caracteri-
zacion. El siguiente lema ademds de ayudarnos a dar la caracterizacion establecerd que todos

los conjuntos Borel son analiticos.

Lema 3.1.5. Si B es un conjunto Borel de un espacio polaco X entonces B es la proyeccion de

un conjunto cerrado de X x N .

Demostracion. Consideramos a la familia

P:={ACX|A=rnx(F),F CX x ./ cerrado}.

Para probar que B(X) C P es suficiente probar que contiene a todos los conjuntos abiertos, a
todos los cerrados y que es cerrada bajo intersecciones y uniones contables.

Es claro que contiene a todos los conjuntos cerrados de X. Como todo conjunto abierto es la
unién numerable de conjuntos cerrados es suficiente probar que esta familia estd cerrada bajo
uniones e intersecciones numerables.

Sea (A;)nece una sucesion en P. Para cadan € w, sea F,, C X x .4 tal que
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Vamos a definir el conjunto F C X X (@ X @®) como
(x,n,s) € F < (x,s) € Fy.

Vamos a probar que el conjunto F es cerrado de X X (@ x A4"). Sea {(x,ng,5¢) |k € @} CF
una sucesion tal que (xg, 7k, sx) — (x,n,s). Como @ es un espacio discreto entonces existe una
N tal que si i > N entonces n; = n. Asi que cuando i > N se cumple que (x;,n,s;) € F es decir
que (x;,s;) € F,, como el conjunto F; es cerrado de X x .4 entonces (x,s) € F, y por lo tanto
(x,n,s) € F.

Ahora observemos que en efecto la proyeccion de F sobre X es J,,cqAn

xenx(F)ednew dac AN (x,a)€F,
Sdnew (xemnx(F))
Sdnew xeA,

S x e UAn.

new

Por lo tanto, |J,c,An € P. Ahora, para demostrar que (),c,A, € P debemos notar que el
espacio .4 ® es polaco por lo que existe una funcién continua y suprayectiva f : A — A ©.
A través de esta funcién podemos “codificar continuamente” a los conjuntos A, y por lo tanto

también a (),,c, A, COMO

x€e ﬂAn@Vnea) da, € N (x,a,) € F,.
n=0
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A la sucesion {a,} C .4 la podemos ver como un elemento de .4"® y de hecho, como f es

supreyectiva, la podemos ver como una f(b) para alguna b € .4, por lo tanto

X€ ﬁAn<:>3b€JV Vnew (x,f(b)(n)) €F,.
n=0

Podemos cambiar el cuantificador Vn € @ por una interseccion sobre @, y asi

o5}

xX€ ﬂAn(:)Hb eN  (x,b)€ ﬂ{(x,c) | (x,f(c)(n)) € F,}
n=0 n=0

& X € Ty (ﬂ{(xaC) | (%, f(c)(n)) € Fn}) :

n=0

Para probar que el conjunto (,_o{(x,¢) | (x, f(c)(n)) € F,} es cerrado basta ver que cada uno
de sus intersecandos es cerrado. Sea n € @. Para probar que el conjunto {(x,c¢) | (x, f(c)(n)) €
F,} es cerrado vamos a definir 4 : X x A4~ — X x A como h(x,a) = (x, f(a)(n)). Esta funcién
es continua pues si tomamos la sucesion (xg,a;) € X x .4 tal que converge a (x,a) entonces
h(xy,ar) = (x, f(ag)(n)) = (x, f(a)(n)) porque f es continua. Ya que el conjunto F;, es cerrado
el conjunto {(x,c) | (x, f(c)(n)) € F,} también lo es pues h~'[F,] = {(x,¢) | (x, f(c)(n)) € F,}.

Por lo tanto, (;,_gAn Y U,—0An son elementos de P. O
Teorema 3.1.6. Si A C X con X un espacio polaco, son equivalentes:

1. A es analitico.
2. A es la imagen continua de algiin conjunto Borel (para algiin espacio polaco Y ).
3. A es la proyeccion de algiin conjunto Borel de X XY (para algiin espacio polacoY ).

4. A es la proyeccion de un conjunto cerrado de X x N.

Demostracion. (1. = 4.) Si A es un conjunto analitico podemos tomar f : .4 — X tal que

f(A) =A, asi A es la proyeccion del conjunto {(f(x),x) | x € 4"} que es un conjunto cerrado
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de X x 4. (4. = 3.) Se sigue de que todos los conjuntos cerrados son Borel y .4 es polaco.
(3. = 2.) Se sigue de que el producto de dos espacios polacos es polaco. (2. = 1.) Todo con-
junto Borel de un espacio polaco es un conjunto analitico, y la imagen continua de un analitico

es un analitico porque la composicién de funciones continuas es continua. [

3.2. Lapropiedad de Baire y una cierta minimalidad de &/ (w)/ fin

El objetivo de esta seccion es probar que si .# es un ideal analitico entonces existe un
encaje continuo con respecto a la topologia de Z(w), ®: Z(w)/fin - P (w)/.#. Para esto
vamos a dar otra caracterizacion de los conjuntos analiticos para probar que tienen la propiedad
de Baire. La propiedad de Baire tiene origen en el Teorema de Categoria de Baire establece que
la interseccién numerable de un conjuntos abiertos densos de R es no vacia. La demostracién
de este teorema es facilmente trasladable a cualquier espacio polaco pues usa exclusivamente
el hecho de que R admite una métrica completa y un denso numerable.

El concepto de conjunto nunca denso retrata a una familia de conjuntos “chiquitos”, son chi-
quitos pues evaden a todo un abierto denso. Los conjuntos magros pueden ser “grandes” en
otro sentido, por ejemplo en R el conjunto de nimeros racionales es magro y denso. Mds bien
el concepto de magro retrata a aquellos conjuntos que se pueden ver como la unién a lo més
contable de conjuntos que “si son chiquitos”. El Teorema de Categoria de Baire establece que
el total nunca es un magro y una consecuencia inmediata es que ninguno de sus subconjuntos
G densos es magro.

Este concepto también nos permite identificar a aquellos conjuntos que son “casi abiertos”, es

decir aquellos que son abiertos salvo por un conjunto magro.

Definicion 3.2.1. En un espacio polaco X, un conjunto A C X tiene la propiedad de Baire si

existe G C X abierto tal que AAG es un conjunto magro.
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Los conjuntos magros tienen la propiedad de Baire pues son “casi el vacio” y también los
conjuntos abiertos tienen esta propiedad pues GAG = ). Si un conjunto tiene la propiedad de

Baire, también su complemento la tiene.

Proposicion 3.2.2. Si (A,)nce es una sucesion de conjuntos en X que cumple la propiedad de

Baire, entonces \J, ¢, An cumple la propiedad de Baire.

Demostracion. Para cada n € @ sea G, un abierto tal que A,AG,, es magro, entonces

(D An> A < EOJ Gn> C D (AuAG,) .

ncw necw n=0

Cada A,AG, es magro por hipétesis y la union numerable de magros es magra. Como (U;cAn) A (Unee Gn)

es subconjunto de un conjunto magro, también es magro. [

Todos los abiertos tienen la propiedad de Baire, si un conjunto tiene la propiedad de Baire
entonces también la tiene su complemento y las uniones numerables preservan la propiedad
de Baire. Por lo tanto, la coleccién de conjuntos que cumple la propiedad de Baire forma una
o-élgebra que contiene a los conjuntos abiertos y por lo tanto a todos los conjuntos Borel.
Es bastante claro que todo conjunto Borel tiene la propiedad de Baire. De hecho, lo podemos

escribir como el siguiente lema.
Lema 3.2.3. En un espacio polaco, todos los conjuntos Borel tienen la propiedad de Baire.

Pero, ;y los conjuntos analiticos? Al final de esta seccion probaremos que la respuesta sea
afirmativa. Para esto, un resultado que nos serd de mucha utilidad es que cualquier subconjunto

de un espacio polaco se puede “aproximar” con un conjunto que tenga la propiedad de Baire.

Teorema 3.2.4. Para cualquier S C X de un espacio polaco X existe un conjunto A C X tal
que S C Ay que cumplen la propiedad de Baire tal que si Z C A\ S que cumpla que cumple la

propiedad de Baire entonces Z es magro.
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Demostracion. Primero, vamos a denotar por &’ a una base numerable para la topologia de X.

Para S C X definimos
D(S):={x€ X | paracada U € & six € U entonces U NS no es magro}.

D(S) es el conjunto de puntos que tienen un sistema de vecindades en el que S es no magro, es
decir que su complemento es la unién de conjuntos abiertos donde S es magro. Asi que D(S)
es un conjunto cerrado. El conjunto S\ D(S) es la unién de los conjuntos SNU donde U € &

y SNU es magro. Ya que & es numerable S\ D(S) es un conjunto magro. Definimos
A=SUD(S).

Este conjunto tiene la propiedad de Baire porque A = (S\ D(S)) UD(S), es la unién de un
conjunto magro con un conjunto cerrado.

Sea Z C A\ S que cumple la propiedad de Baire y supongamos que no es un conjunto magro.
Entonces existe U € O tal que U \ Z es magro; asi que U NS es magro. Ya que UNZ #
0y Z C D(S) existe x € U tal que x € D(S) y por tanto U NS no es magro, lo que es una

contradiccion. O

Ahora vamos a caracterizar a los conjuntos analiticos como el resultado de una operacién
conjuntista. Si (Ay),c <o €s una familia de conjuntos indexada por el conjunto de sucesiones

finitas de nimeros naturales entonces definimos la operacién de Suslin como:
4 ({As}sew<“’) = U ﬂ Aa[n-
acw® n=0

Lema 3.2.5. Un conjunto A C X de un espacio polaco X es analitico siy sélo si es el resultado

de la operacion de Suslin aplicada a una familia de conjuntos cerrados de X.
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Demostracion. Primero, sea (F;)g<o una familia de subconjuntos cerrados de X y sea A =
o ({As}sew<o). Debemos probar que A es analitico.

Sea F ={(x,r) eXx AN |Vnew x&A,,} Sepuede ver que F =, UscepnAs X (5).
Se prueba que (J;cqnAs X (s) es cerrado pues si (xg,rx) — (x,r) entonces existe un N € @
tal que si k > N entonces tenemos que 7, N [0,N) = r N [0,N) por lo que x; € A,p, y por lo
tanto (x,r) € A,y X rM[0,N). Por tltimo observemos que 7x (F) = A. Reciprocamente, si A

es analitico existe f : .4~ — X tal que f[.#'] = A. Paracadaa € 0®

a)} € () fllalm] S [)elx(f[{a|n)).

new new

Por lo tanto,

A= flNV]C Uﬂclx [(a|n)])

acN n=0

La contencién D se cumple porque six € Uye s o clx (f [(a | n)]) entonces existe a € .4 tal
que x € (—o f [{@ | n)], es decir que x = f(a). Y por lo tanto A es el resultado de la operacién

</ aplicada a los conjuntos clx (f[{a | n)]). O

Teorema 3.2.6. En un espacio polaco, todos los conjuntos analiticos tienen la propiedad de

Baire.

Demostracion. Sea A C X un conjunto analitico no vacio. Sea f : .4 — X tal que f[.4] = A.

w<a)

Para cada s € sea Ay = f[(s)]. Tenemos que:

A= (A s € 0°9)) = o ({ell(As) | s € 0°})

y que para cada s € @<

Por el teorema 3.2.4, para cada s € @<? existe B; O Ay que cumple la propiedad de Baire que
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cumple que si Z C By \ Ay y tiene la propiedad de Baire, entonces es magro. Ademds, como
cl(Ay) tiene la propiedad de Baire, de hecho podemos encontrar un tal By que ademds cumpla
que Ay C By C cl(Ay).

Vamos a definir B = Bp. Como B tiene la propiedad de Baire y B O Ap = A es suficiente
demostrar que B\ A es magro para garantizar que A tenga la propiedad de Baire. Es importante

observar que como Ay C By C cl(Ay) tenemos que:
A= ({Bs|sc0=})

Entonces,

B\A=8\ U (B

acw® n=0

Afirmamos que

B\ U ﬁBa[ng U (BS\[_OJBS/\]C>
k=0

acw® n=0 SEM<®

Para comprabar la contencidn anterior notemos que six € By

x ¢ U (Bs\ OBSAk>
k=0

SEW<D

entonces para toda s € @<?, si x € By entonces existe ko € m tal que x € B, . Asi, podemos
construir recursivamente ko,k1,k,... tal que sia = s~ < ko,k1,ko,... > entonces x € (;_o B«
y por tanto x & B\ Uycqo N_oBajn-

Como @< es un conjunto numerable, basta probar que B \ [J;_(Bs—x €s magro para toda
s € ®=?®. Como By y todas las By tienen la propiedad de Baire, también B \ Up_Bs—

por ser la unién numerable de y diferencia de conjuntos que cumple la propiedad de Baire.
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Ademads, tenemos que para toda s € ©<?,

Z= Bs\ U Bsmk g Bs\ U ASAk g Bs \As'
k=0 k=0

Z tiene la propiedad de Baire y Z C By \ A entonces es magro. [

Hay un hecho que resulta fundamental al estudiar los subconjuntos del Cantor que cumple
la propiedad de Baire y es que los ideales que tienen la propiedad de Baire son exactamente los

ideales magros.

Teorema 3.2.7. Si .# es un ideal que cumple la propiedad de Baire entonces ¥ es un ideal

magro.

Demostracion. Sea .# un ideal que cumple la propiedad de Baire y supongamos que .# no
es magro. Como .# tiene la propiedad de Baire podemos encontrar conjunto U = (t) para
alguna r € 2<? tal que es abierto y cerrado y .# NU es comagro. Los conjuntos . y .#*
son homemorfos entonces también son homeomorfos .# NU y .#* NU pero esto contradice el

Teorema de Categoria de Baire pues no puede haber dos conjuntos comagros y ajenos. 0

Proposicion 3.2.8. Si .# es un ideal analitico entonces existe una funcion h : @ — o tal que
fin={aCw|h [d e .7}

Demostracion. Sea .# un ideal analitico, entonces por el Teorema 3.2.6 tiene la propiedad de
Baire y por el Teorema 3.2.7 es magro y por el Teorema 2.4.2 existe una sucesion de nime-
ros naturales estrictamente creciente (x,),ce tal que ningin elemento de .# contiene a una

infinidad de intervalos [x,,x,+1). Podemos definir 2 : @ — @ de la siguiente manera

h(n) =k < n € [xg, xp41)-
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Si h~![a] € .7 entonces h ' [a] = U, ' [{n}] = Unea[¥ns X 1) € £ . Como ningtin elemento
de .# contiene una infinidad de intervalos de la sucesion (x,),ce entonces a es un conjunto
finito. Por otro lado si a es finito es claro que 2~ ![a] € .# pues h~![a] también es un conjunto

finito por ser la union finita de intervalos finitos. [

Teorema 3.2.9. Si .¥ es un ideal analitico y h: @ — ® la funcion del teorema 3.2.7 entonces

la funcion @y, : Z(0) — P () definida como

cumple que

aC'bh& CIDh(a) <z q)h(b)

Demostracion. Primero debemos notar que ®y,(a) \ ®4(b) = h=a] \ h~'[b] = h~'[a\ b] =

@, (a\ b), por lo que es suficiente probar que
®)(a) € I < ac fin.

Es claro que si a € fin entonces ®y(a) € & porque ®,(a) es la unién finita de fibras y cada

fibra es un intervalo finito

@ (a) =ha] = U W {a}] = U[an,an+ 1).

nea nea

Donde (a,)nce €s 1a sucesion del teorema 2.4.2. Por otro lado si ®(a) € .# entonces h™![a] €

& y por la propiedad que cumple 4 tenemos que a € fin. [

El teorema anterior es establece un cierto tipo de minimalidad de &?()/ fin frente a los
cocientes analiticos. Pues para cualquier &(®)/.#, con .# un ideal analitico, existe un encaje

P, Z(0) — P(w)/#. De hecho, Py, es un encaje continuo pues la funcién 4 es finito a uno.
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Porque si x € fin entonces h™ ' [x] = U, e, n~ [{n}] = Unexlan, ans1) € fin.

3.3. Grietas Analiticas

En esta seccién vamos a estudiar un resultado sobre la complejidad topoldgica de las grie-
tas de Hausdorff en & (®)/ fin que nos ayudard a probar que el encaje de la seccién anterior es
el buscado. En el Capitulo 1 probamos que en & (w)/ fin existen familias ortogonales que no
pueden ser separadas, en esta seccion vamos a preguntar por el grado de complejidad topold-
gica de estas famiilas. Primero, vamos a dar un ejemplo (A, B) de una grieta de Rothberger en
Z(w)/ fin donde A y B son conjuntos Borel y al final de la seccién mostraremos que si (A, B)
es una grieta de Hausdorff en &(w)/ fin entonces A y B no pueden ser conjuntos analiticos.
De hecho, vamos a probar un resultado mas general que tendrd como corolario que las grietas

de Hausdorff en &?(w)/ fin no pueden ser conjuntos analiticos.

Proposicion 3.3.1. Existe (A,B) una pareja ortogonal en & (®)/ fin tal que A y B son con-

juntos Borel y tal que no puede ser separada.

Demostracién. Vamos a definir a; := {2'(2n+1) |[n€ 0} 'y A={a;}icw,A es Fs por ser
numerable. También definimos B={b Cw |Vn€ ®w a, L b}. Btambién es un conjunto Borel

porque

B={bCow|Vnew bla,}
—{(bCw|Vnew® bNa,c fin(a,)}

=({b S w|bNay€ fin(ay)}

ncw

=N U &

new xe fin(ay)
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Supongamos que las familias (A, B) pueden ser separadas por un cierto conjunto ¢, entonces
para cada n € @ podemos escoger x, € ¢cMa, y podemos definir el conjunto b = {x, | n € ©}.

El conjunto b es un elemento de B pero b }. ¢ porque b C c. 0

La pareja ortogonal que construimos en la proposicion anterior es muy parecida a la que
construimos en 1.1.4 pues cumple que | A |= @ y | B |= b. Para ver que esta tltima igualdad
se cumple hay que recordar la prueba del teorema 1.1.3, cada a, la podemos biyectar con la
enésima linea vertical de @ X @ y bajo esa correspondencia un b € B es una funcién de ® en ®.
Si la familia de funciones de B estd <-acotada, entonces la correspondiente funcién separaria al
par (A, B) lo que es una contradiccion. Cabe mencionar que el argumento anterior s6lo prueba
que | B |[< b, la otra desigualda se cumple por la C-maximalidad de B.

Para poder mostrar que las grietas de Hausdorff en &7(®)/ fin no son analiticas necesitamos

las siguientes definiciones.

Definicion 3.3.2. Para cualquier familia A C 2 () definimos A* :={bC ®w|VYa€A a Lb}

y para cualquier par de familias (A, B) decimos que:

1. A estd numerablemente generada en B si hay una sucesion numerable {c, |n € ®} C B+

que cumple que para cualquier a € A existe un ¢, tal que a C* ¢y,

2. B es o-dirigida si para cada sucesion (bp)neew C B existe un elemento b € B tal que

b, C* b para cualquier n.
Ahora podemos enunciar el teorema central de esta seccion.

Teorema 3.3.3. Si A y B son familias ortogonales en () tal que A es analitica, entonces A

estd numerablemente generada en B si y sélo si cada By C B numerable estd separado de A.

Este teorema es fundamental en el estudio de familias ortogonales en & (@). Como con-

secuencia inmediata a este teorema podemos probar que las grietas de Hausdorff en & (w)/ fin
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no son conjuntos analiticos. Para demostrar el Teorema 3.3.3 vamos a probar primero una ver-

sién mds precisa cuyo enunciado necesita las siguientes definiciones. Primero vamos a denotar

(@]~ @ [0]~? :={(s,1) € []*° x [0]~?:| s [=[ 1 [}

ordenado a través del orden del producto (x,y) < (a,b) xCa & yChb.

Definicion 3.3.4. Para un subconjunto B C Z (o), vamos a decir que £ C [0]<® es un B-drbol

Si
1. 0k y
2. para cada ¢ € ¥ el conjunto {i | 67i € X} es infinito y es un elemento de B.

Ahora podemos enunciar la version mds precisa que nos ayudard a demostrar el Teorema

3.3.3.

Teorema 3.3.5. Sean A y B dos familias ortogonales y hereditarias en (o) tal que A es
analitica. Si A no es numerablemente generada en B, entonces existe un B-drbol ¥ tal que

para cualquier {s, | n € @} rama en ¥ se cumple que | J, ¢ Sn € A.

Demostracion. (Del Teorema 3.3.5) Sea A como en las hipotesis del teorema tal que no esta
numerablemente generada en B--. Como A es analitica entonces el conjunto A N [®]® también
lo es porque es la interesccién de un conjunto analitico con un conjunto Gg, [®]® es Gg porque
su complemento fin es Fy y la funcién N es continua.

Entonces por el teorema 3.1.6 existe un conjunto F C .4 x .4 cerrado cuya proyeccién
sobre la primera entrada es A N [w]®. Ahora, observemos que podemos biyectar a .4” con
[@]® interpretando a cada elemento de .4” como una funcién caracteristica de & (w). Pode-
mos considerar ahora a F' C [0]® x [@]?® tal que su proyeccion bajo la primera entrada es

AN [w]®. Podemos construir T C [0]<® @ [0]<? tal que sus ramas sean los elementos de F’,
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T ={(xN[0,n),yN[0,n)) | (x,y) EF’', n€ w}.Podemos caracterizar a este conjunto 7 como
que para cualquier a C @ se tiene que a € AN [w]® siy s6lo si existe una rama {(sy,2,) | n € ®}
en T tal que a = U,cpsy. Sia C @ vamos a denotar f, a la primer rama en 7' con respecto al
orden lexicografico que cumple con esta propiedad.

Para un (s,7) € T definimos los conjuntos

A(s,t)={acA|(s,t) € fu}, y

Ty := {(s,t) € T | A(s,t) estd numerablemente generado en B }.

Ty es un subconjunto de T' que cumple con ser cerrado bajo sucesores, es decir: si (s,7) € Ty
y (s,) < (s',¢") entonces (s,") € Ty. Esto se cumple pues si (s,7) < (s',¢') entonces A(s,1) D
A(s',t") y porque un subconjunto de un conjunto numerablemente generado en B también
es numerablemente generado en B+. Analogamente, el complemento 7; = T \ Ty es un sub-
conjunto cerrado bajo predecesores. Ademads 7] es no vacio porque si (s,7) = min7; entonces
A(s,t) = A & Ty por la suposicién de que A no estd numerablemente generada en B+ . M4s atin

para cada (s,7) € Tj el conjunto

A=A\ |J A(s,1)

(S,[)ETO

es no vacio y para cada a € A larama f, es un subconjunto de 77. Y de hecho para cualquier
(s,t) € Ty el conjunto

Ai(s,t):={acA|(s,1) € fu}

no estd numerablemente generado en B para ningin (s,¢) € Tj.
El B-drbol X C [w]<® que buscamos para verificar la conclusién del teorema se construye por

recursion junto con una sucesion (sq, ) (0 € X) de elementos de 7} y una sucesién dg (G € X)
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de elementos de B tales que las siguientes condiciones se satisfacen:
1. Si 7 D o entonces (s¢,t7) > (s5,t6),
2. Paratoda o € X se cumple que ¢ C 55, y

3. Si denotamos bs :={i € ds | 07 i € X} entonces para toda 6 € ¥ se cumple que bg es

infinito.

Vamos a empezar la recursion estableciendo que 0 € X. Asi, sp = fp = 0. Ahora supongamos
que hemos definido recursivamente hasta tener una 6 € Ly (s¢,%s5) € T1. Entonces A(s¢, f5) N0
estd numerablemente generado en B, asf que en particular ¢; = UA (s, 75) no es un elemento
de B+ por ser una cota de A (sq,ts). Por lo tanto, c¢s no es ortogonal a B entonces podemos

encontrar ds € B tal que ds Ncg sea infinito. Consideremos el conjunto:
bs:={i€coNds |i>max(ss)}

Para cada i € bs podemos encontrar un a; € A1 (sq,ts) tal que i € a; y sea (s',¢') un elemento
minimal de la rama f,, tal que i € s' e i € t'. Finalmente, si i € bg sea sg~; = ' y to—; =1t'. Esto
concluye nuestra construccidn por recursion.

Es claro que el conjunto ¥ que construimos es un B-drbol yaque 0 e Ly {i € @ | cU{i} €
Y} =bs Cds € By como B estd cerrada bajo subconjuntos by € B. Si T D 0 con 7,0 € £
entonces T = ¢ U {ig, ..., iy} por lo que s¢ C Soufio} © " C SoU{ig,....in} = St Y analogamente
ts C tr. Para ver que nuestra segunda condicién se satisface basta notar que por hipdtesis de
recursién tenemos que 6 C s C s' y que i € s' por lo que o U {i} C Seu(i}- También es claro
que la tercera condicion se satisface.

Ahora basta ver que la conclusion del teorema se satisface, es decir que cualquier rama de

nuestro B-arbol X es un elemento de A. Sea a = {i, | n € ®} un subconjunto infinito de @

61



3.3. GRIETAS ANALITICAS

enumerado de forma creciente tal que determina una rama de X es decir:
Oy = @, 01 = {i()}, 0y = {io,il},

Entonces para cada i €  los conjuntos (s¢,,%5,) son elementos de 77 por nuestra construccion

y determinan una rama cuya unién es un elemento de A:

a={Jso

i€

Ademads como o; C sg, tenemos que a C UjcpSs; = a@ 'y como A estd cerrada bajo subconjuntos

a€cA. O]

Ahora podemos demostrar la equivalencia que establece el Teorema 3.3.3, lo haremos a
través de los siguientes dos lemas para hacer explicito el uso del Teorema 3.3.5. El siguiente

lema prueba “la ida” del Teorema 3.3.3 y se prueba a través de un célculo directo.

Lema 3.3.6. Sean A y B dos familias ortogonales y hereditarias tales que A es analitica. Si A

estd numerablemente generada en B entonces todo By C B puede ser separado de A.

Demostracion. Sean A y B dos familias ortogonales tales que A es analitica y cerrada bajo
subconjuntos. Si A estd numerablemente generada en B~. existe una sucesién {c, |[n € ®} C B+
tal que para todo a € A existe un niimero natural n € ® tal que a C* ¢,. Y sea By = {b, | n €

o} C B. Es claro que

c=J <cn\Ubj>

new j<n
es un separador de By y A ya que C € Bé y para cualquier a € A se cumple que a C* C. [l
Abhora, la contrapuesta del siguiente lema establece que si todo By C B numerable est4 se-

parado de A entonces no existe el B-arbol del Teorema 3.3.5 por lo que A estd numerablemente

generada en B+ lo que concluye “el regreso” del Teorema 3.3.3.
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Lema 3.3.7. Sean (A,B) un par de familias ortogonales y hereditarias tal que A es analitica.
Si existe un B-drbol ¥ tal que para cualquier {s, | n € @} rama en X se cumple que | J,c, Sn € A

entonces existe By C B numerable que no puede ser separado de A.

Demostracion. Sean A y B dos familias ortogonales tales que A es analitica y cerrada bajo
subconjuntos y sea X un B-drbol tal que todas sus ramas pertenecen a A, es decir que para
cualquier {s,, | n € ®} rama en X se cumple que {J,,c, S» € A. Como el drbol X es un subconjunto

de [@]<® entonces ¥ es numerable por lo que el conjunto

Bo={{i|c ~icX}|ocex)

es numerable y como X es un B-arbol entonces By C B, vamos a probar que este conjunto es el
buscado. Supongamos que By se puede separar de A, es decir que existe un conjunto C C @ tal
que para toda b € By tenemos que b C* C'y que para cualquier a € A se cumple que aNC =" 0.
Ahora, vamos a encontrar una rama {s, | n € ®} de X de forma que a = {J,,c,, Sn € A y cumpla
que a C* C. Vamos a definir esta rama por recursion sobre @, sea so = @, si suponemos definido
spsea s, 1 =s,U{j}talque j € {i|s, ~i€X}NC.Esta interseccién nunca es vacia porque
{i|o ~ieX} C"C. Asi, es facil ver que a = U, ¢ 5» CF C y como todas las ramas son

elementos de A también tenemos que a € A. O
Ahora, vamos a ver las consecuencias inmediatas del Teorema 3.3.3.

Corolario 3.3.8. Si A y B son familias ortogonales, c-dirigidas y analiticas entonces se pueden

separar.

Demostracion. Sean A 'y B dos familias ortogonales, o-dirigidas y analiticas. Como B es o-
dirigida entonces cualquier By C B contable estd separado de A entonces por el Teorema 3.3.3
tenemos que A estd numerablemente generada en B+. Es decir que existe una sucesién nume-

rable {a, | n € ®} C B+ que cumple que para cualquier a € A existe un a, tal que a C* a,.
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Ademis como A es o-dirigida tenemos también que B estd numerablemente generado en A+
lo que implica que existe una sucesién {b, | n € ®} C A+ que cumple que para cualquier b € B

existe un b, tal que b C b,,. Ahora, definamos

C= U (bn\Uaj).
new j<n

Vamos a probar que C € A+ y que para todo b € B se cumple que b C C. Sea a € A observemos

que anC =YanN (bn \U j<nd j). Pero el segundo intersecando es un elemento de A+ por lo

que la interseccion debe ser a lo mds finita. Por otro lado, para cualquier b € B existe b,, tal

que b C* by, por lo que b\U;,a; € by \ U<, a;. Pero b\U,-,a; = b porque |, a; es un

elemento de B*. ]

Como consecuencia inmediata al corolario tenemos que las grietas de Hausdorff que cons-

truimos sobre & (®)/ fin no son conjuntos analiticos.

3.4. Grietas en cocientes analiticos

En esta seccidn nuestro objetivo es demostrar el teorema central de la tesis. La técnica
que utilizaremos serd similar a la que utilizamos en el Capitulo 2 cuando calcamos a través de
un encaje  : Z(w) - (o) ala grieta de Hausdorff en &2 (w)/ fin en el dlgebra Z(w)/.%
donde .# es un ideal pseudosdlido. Vamos a introducir una notacién para cuando un cierto

encaje ® cumpla esta propiedad.

Definicién 3.4.1. Decimos que un encaje & : Z(w)/.9 — P(w)/ _# preserva grietas si la
imagen

(D.[A], D [B])
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de cada grieta (A,B) en el cociente ¥ () /.7 forma una grieta en el otro cociente Z(®)/ 7.

Al final de la seccién 3.2 probamos el Teorema 3.2.9 que establece que existe un encaje
continuo de ®;, : Z(®)/fin - P (w)/.# cuando el ideal .# es analitico, el teorema central
de la tesis establece que cualquier encaje continuo de Z(w)/fin en #(®w)/.# con .# ana-
litico preserva grietas. La prueba la haremos por contradiccién, supondremos que la imagen
de una grieta de Hausdorff bajo un encaje continuo si puede ser separada en & (w)/.# con
esto construiremos una familia que caerd dentro de las hipétesis del Teorema 3.3.3 y con ella

construiremos un separador para la grieta de Hausdorff en & ()/ fin.

Teorema 3.4.2. Sea .9 es un ideal analitico en ®. Entonces todo encaje continuo ® de

P(o)/finen P(w)/.7 preserva grietas de Hausdorff.

Demostracion. Supongamos que (A, B) es una grieta de Hausdorff en &7 (@) / fin pero su ima-
gen (®P[A],P[B]) no es una grietaen Z () /.7 . Entonces existe ¢ C  que separa a (P[A], P[B]).

Es decir existe un ¢ C o tal que

VacA ®(a)\ce.s 3-1)

VbeB d(b)Nce 7. (3-2)

Ahora vamos a definir A, = {a C @ : ®(a) \ ¢ € £ }. Primero vamos a demostrar que A, L B.

Basta notar que para cualquier a € A, y b € B se cumple que

®(anb) =, Da)ND(b) C ((a)\c)U(D(b)Nc) € .7

de lo que se sigue que aMb € fin pues P es un encaje y por lo tanto A, L B.
La familia A, también cumple con ser analitica pues la correspondencia f(x) = ®(x) \ ¢ es

continua y A, = f~1[.#]. Por lo que el par (A,,B) cumple las hipétesis del Teorema 3.3.3 asi
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que A, estd numerablemente generada en B+. Tomemos (¢, ),ce C B que genera a A,. Vamos
a definir por recursion las siguientes familias de subconjuntos de A,. Sea A := {a € A, |
a C gz co} y si suponemos definido A, sea A, :={a €A, |cyn CsaC s cpy1}. Asi tenemos
que Ay = U,cqnAn- Probaremos que existe una N € o tal que si kK > N entonces A NA; = 0.
Supongamos que no es cierto y observar que entonces que la sucesion a, € A, NC, cumple que
SUPpnco(an) = suppew(cy) lo cual no es posible porque A es o-dirigida. Entonces tenemos que
para todo a € A se cumple que a C ¢y con cy € B por lo que la pareja (A, B) estd separada,

lo cual es una contradiccion. ]

Es importante observar que aunque los encajes continuos preservan las grietas de Haus-
dorff de Z(w)/ fin en los cocientes & (w)/.# con .# analitico no es cierto que este tipo de

encajes preserve cualquier tipo de grietas.

Proposicion 3.4.3. Existe un encaje continuo ® : Z (@) — Z(w x {0,1}) continuo tal que

no preserve la grieta de Rothberger de la proposicion 3.3.1.

Demostracion. Sea (A, B) la grieta de la proposicién 3.3.1. Vamos a definir el ideal .# sobre
® x {0, 1} como todos los subconjuntos de @ x {0, 1} que estén contenidos en una unién finita
de conjuntos de la formaa x {0} ybx {1} conac€Ayb € B. Tomemos 7 : @ x {0,1} — @ la
proyeccion sobre la primera entrada y definamos @5 : (@) — (@ x {0,1}) como ®(x) =
7~ '[x], entonces tenemos que ®;[A] = {ax {0,1} |ac A} y ®;[B] = {bx {0,1} | b € B}. Pero
esta pareja ortogonal no es una grieta en el dlgebra & (@ x {0,1})/.# donde .7 es el ideal de
conjuntos finitos en & (@ x {0, 1}). Esto se debe a que para cualquier y € ®[A] tenemos que

yCy ox{l}yox{l} Ly Dg[B]. 0
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3.5. Espectro de grietas de ideales pseudosélidos

La ultima proposicion de la seccién anterior nos ejemplifica que no todos los encajes
& entre dlgebras booleanes preservan todas las grietas. Llamamos “espectro de grietas” de
Z(w)/.# atodas las posibles parejas ortogonales que formen una grieta en esa dlgebra. Para
terminar con este trabajo vamos a mostrar que el espectro de grietas de las dlgebras Z(®)/.¥
con .# pseudosdlido contiene al espectro de grietas del algebra &2 (w)/ fin. Primero necesita-

mos observar que la siguiente propiedad que cumplen los ideales pseudosélidos.

Lema 3.5.1. Si . es un ideal pseudosolido entonces existe una funcion h: @ — @ y una

familia de conjuntos hereditarios I, C h~'[{n}] tales que para cada n €
1. h”l[{n}] € .7,
2. para todo x,y € I, se tiene que h™'[{n}] # xUy, y
3. paratodo x € ¥ existe N € @ tal que si k > N entonces x"h~'[{k}] € .

La prueba de este lema es obvia ya que la particién L, de conjuntos que pediamos en la
defincion de ideales pseudosoélidos la podemos reescribir a través de las fibras de una cierta
funcién i : @ — . Es decir, h(k) = n si y s6lo si k € L,. Ahora podemos probar el siguiente

teorema.

Teorema 3.5.2. Si .# es un ideal pseudosdlido entonces existe  : Z(0)/fin — P (w)/ S

que preserva todas las grietas.

Demostracion. El encaje lo vamos a definir a través de la funcién 4 del lema como ®(x) =
h~'[x], donde x € ® : Z(w)/fin es una clase de equivalencia médulo finy ®(x) € Z#(w)/.S
también es una clase de equivalencia médulo .#. Ahora vamos a definir la siguiente funcién

auxiliar, F, : Z2(®) — Z(®) como Fy,(a) = {n € o | k" '[{n}]\ a € I,}. Vamos a probar que
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se cumplen las siguientes implicaciones para cualquier a € Z(®)/finy ¢ C o:

P(a)\c€ I =a\Fyc) € fin, y

P(a)Nc e I =ankFy(c) € fin.

Esta implicaciones nos permiten ver que si tenemos una familia ortogonal (A, B) tal que (®[A], ®[B])
estd separada por un cierto conjunto ¢ entonces (A, B) también estd separada por el conjunto
Fy(c).

Solamente vamos a probar la primera implicacién porque la segunda es andloga. Si ®(a) \ ¢ €

7 entonces existe N € @ tal que si k > N se cumple que (®(a)\ ¢) NA~[{k}] € I. Por la
deficién de @ esto implicaria que existe N € @ tal que si k > N se cumple que (h~'[a]\

c) Nh~1[{k}] € I, es decir que (U, h ' [{n}]\ ¢) A~ [{k}] € I. Por lo tanto existe un

N € o tal que si para toda k > N si k € a se cumple que 2~ ![{k}]\ ¢ € . Entonces si k € a y

h=1[{k}]\ ¢ & I se tiene que n < N. Por lo que podemos concluir que a\ F,(c) € fin. O
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