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Resumen

En este trabajo se presentan a los Modelos Tensoriales Coloreados de rango 3 como Teorias Cuénticas de
Campo con una Funcién de Particién que admite la interpretacién geométrica de triangulaciones del espacio-
tiempo y por tanto como un enfoque discreto para Gravedad Cuéntica en 3 dimensiones, en el que se toma
el limite al continuo con la Ecuacién del Grupo de Renormalizacién Funcional. Se les aplica la ecuacién de
Wetterich, con la misma metodologia que se desarroll6 en [I] para tomar el limite al continuo, encontrar las
funciones beta, puntos fijos en el flujo de renormalizacién y sus correspondientes exponentes criticos con el fin
de encontrar un punto fijo consistente con el resultado analitico de estos, el limite de doble escalamiento. La
ecuacion de Wetterich hace una interpolacién entre una Accién Desnuda Spere v la Accién Efectiva Promedio
'y en un Espacio de Teorfas (compuesto por todos los acoplamientos asociados a los operadores compatibles
con la simetria) usando un regulador que apantalla modos IR. Deben hacerse truncaciones (proyecciones en
el Espacio de Teorias) que tienen errores y dependencia del esquema. Es el objetivo de esta tesis implementar
un regulador con forma exponencial para realizar sisteméaticamente los cdlculos relevantes (sumas espectrales)
en Mathematica y asi poder tomar truncaciones mas grandes. Se analizan los efectos que tiene el regulador
exponencial comparando con los resultados de [I] donde se usé un regulador tipo Litim como un estudio de

la dependencia del esquema del Grupo de Renormalizacion.

Se logra obtener una truncacién hasta orden (TT)?* en los tensores como operadores (4 veces mds
grande que (T7)? en [I]). También se encuentra que dos esquemas de escalamiento para los acoplamientos
adimensionales son compatibles hasta esta truncacion. Como resultado los puntos fijos estables en la trun-
cacién a (TT)? siguen siendo estables hasta (TT)?*. Se desarrolla una nueva interpretacién como puntos fijos
con reduccién dimensional a Modelos Matriciales Efectivos para Gravedad Cudntica en 2 dimensiones, por

lo que sera necesario buscar nuevas clases de universalidad estables en el futuro.
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Capitulo 1

Introduccion

La Gravedad Cuéntica es entendida como una serie de enfoques distintos que tienen por objetivo la bisque-
da de un modelo matematico consistente que reproduzca los efectos de la Relatividad General y Campos
Cuénticos como limites adecuados. La unificacién de la teoria cuantica con la teoria gravitacional es uno de
los problemas abiertos mas importantes de la fisica moderna. Cabe cuestionarse si la interaccién gravitacional

en términos de la Relatividad General puede someterse a tal procedimiento de cuantizacion.

Uno de los principales problemas con el que una teoria candidata para Gravedad Cuantica tiene
que lidiar es que la gravedad resulta ser no renormalizable de manera perturbativa. Esta es la razén por
la que surge el escenario de Seguridad Asintética que busca implementar métodos no perturbativos del
Grupo de Renormalizacién (usualmente una ecuacién exacta) para encontrar un punto fijo no trivial en
el flujo de renormalizacién de la teoria, donde las observables fisicas se encuentren libres de divergencias.
No obstante, dichos métodos usualmente tienen pardmetros libres que inducen dependencia del esquema
(scheme-dependence). Estos pardmetros deben fijarse como un esquema para obtener resultados numéricos y
si se cambian, los resultados también cambian, por ejemplo una observable fisica podria presentar distintos
valores segun las reglas arbitrarias que se escojan. De esta manera también es necesario cuantificar esta

dependencia del esquema ya que un resultado fidedigno debe ser independiente de estos parametros.

Para esta tesis se opta por un enfoque discreto: los Modelos Tensoriales Coloreados, Teorias Cuanti-
cas de Campo que se catalogan dentro del régimen de triangulaciones dindmicas euclidianas. El modelo con-
siste en una distribucién de probabilidad para un tensor complejo aleatorio de rango 3 para los objetivos de
esta tesis, con simetrfa U(N) @ U(N) @ U(N) donde N es el tamario del tensor. La Funcién de Particién de
estos modelos admite una interpretacién geométrica como una suma de triangulaciones del espacio-tiempo.
Como un resultado analitico, estos modelos presentan una transicién de fase a una teoria continua en un
limite de doble escalamiento donde N — oo y un solo acoplamiento g — g.. Esta transicién de fase esta

caracterizada por un Unico exponente critico que toma el valor de § = 1 en el caso de tensores de rango 3.

De manera andloga que en literatura para Modelos Tensoriales Coloreados complejos [I, reales [2]
y sus precursores los Modelos Matriciales [3, [4]; se implementard la ecuacién de Wetterich en su versién

discreta
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NONT' Ny =Tr NOwR
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Esta es una ecuacién diferencial exacta del Grupo de Renormalizaciéon Funcional definida en un
Espacio de Teorias para la Accién Efectiva Promedio I'y del modelo y regulada por un corte IR dado por
R que actida como un término de masa para apantallar grados de libertad en el IR. El Espacio de Teorias
consiste en las constantes de acoplamiento del modelo como coordenadas, varian con la escala que en este
caso discreto resulta ser N. Al aplicar esta herramienta se encontrardan funciones beta, puntos fijos en el
flujo de renormalizacién y sus correspondientes exponentes criticos. Asi al asegurar la independencia de N

es posible tomar el limite al continuo.

En principio, el Espacio de Teorias es construido como un espacio de infinitas dimensiones, consti-
tuido por todos los operadores que sean consistentes con la simetria del modelo. Para poder realizar calculos
es necesario tomar truncaciones para la Accién Efectiva Promedio; es decir, proyecciones en este espacio a
un numero finito de operadores importantes. Los puntos fijos y exponentes criticos se estudian ampliando

esta truncacién hasta encontrar un comportamiento convergente.

El objetivo de esta tesis es implementar un regulador exponencial R que permita tomar trunca-
ciones mas grandes y realizar las sumas espectrales provenientes de la traza Tr de la ecuacién de Wetterich
en Mathematica, ya que la complejidad de los cdlculos involucrados para truncaciones grandes resultan im-
posibles de hacer sin el uso de software por el gran calculo que involucra. De esta forma, al aumentar la

truncacién pueden estudiarse los exponentes criticos y mejorar la precisién numérica de estos.

El problema a resolver es la ampliacién de la truncacién de la referencia [I] y estudiar la dependencia
del esquema que inducen ciertos parametros de la ecuacion de Wetterich que son arbitrarios pero que es
necesario fijarlos. La truncacién de esta referencia es a orden (TT)? y contiene 14 acoplamientos, lo que
conlleva a funciones beta como un sistema de 14 ecuaciones diferenciales. La ampliaciéon de la truncacién
implica llegar al orden (7TT)*, la cudl tiene 57 acoplamientos y por tanto las funciones beta seran un sistema
de 57 ecuaciones diferenciales. Aunado a ello para obtener una expresion explicita del lado derecho de la
ecuacién de Wetterich es necesaria una expansion en vértices, por lo que este lado se ve como una suma de
trazas de productos de tensores. Usando argumentos de simetria y despreciando algunos términos resulta
que deben obtenerse al rededor de 246 trazas de productos de tensores y esta es la motivacién para usar
Mathematica. Pensar en una truncacién ain mds grande como un siguiente paso, por ejemplo a (TT)°
requeriria una combinatoria inmensa. El cédigo desarrollado para esta tesis permite obtener todas estas
trazas (bajo ciertas condiciones) como una suma de términos numéricos y acoplamientos dependientes de la
escala que al tomar el limite N — oo en ambos lados de la ecuacion, determina la estructura de las funciones

beta bajo la suposicién de que estas tienen la forma de una expansién 1/N como se verd méas adelante.

Sin embargo, tomar este limite no es sencillo ya que no conocemos como dependen los acoplamientos
respecto a la escala N. La ecuacién de Wetterich permite encontrar cotas como potencias N% para cada aco-
plamiento ¢ de los 57. Estas cotas se relacionan entre si y entre valores numéricos como se verd mas adelante.
Este escalamiento es uno de los pardametros libres mencionados que para obtener resultados numéricos es
necesario fijarlos y estos modifican la estructura de las funciones beta. De esta manera, las 246 trazas tienen

que ser analizadas para establecer las cotas. El estudio de la dependencia del esquema de estos pardmetros



1.1. ESTRUCTURA DE LA TESIS 3

se hace escogiendo dos escalamientos distintos. Una vez escogido un escalamiento, se hace el anélisis para ver
qué término contribuye a qué funcién beta y asi el resultado se presenta como dos sistemas de 57 ecuaciones
diferenciales, para los cuales deben obtenerse los puntos fijos, exponentes criticos y compararlos entre ellos

para cuantificar la dependencia del esquema inducida.

Los puntos fijos en el flujo de renormalizacién se obtienen tratando a las funciones beta como
un sistema de ecuaciones algebraicas igualadas a cero y los exponentes criticos como los eigenvalores de la
matriz de estabilidad. Estos puntos fijos tienen una dependencia directa del esquema puesto que dependen
de la forma del regulador incluido en las trazas que se usan para las funciones beta. Asi, el estudio de esta
dependencia se hace comparando los resultados para los exponentes criticos de la referencia [I] donde se usé

un regulador tipo Litim con los de esta tesis donde se usa un regulador exponencial.

Por ultimo, el estudio de la dependencia de la escala culmina analizando la dependencia que tienen
los exponentes criticos respecto a la dimensién anémala n como un parametro libre. Para esto se escogen
5 esquemas diferentes, la dimensién anémala depende de los puntos fijos asi que se escogen 3 expresiones
diferentes para esta. Los otros dos esquemas tienen que ver con la matriz de estabilidad, incluyendo o no las
derivadas de n para obtener los eigenvalores como exponentes criticos. Estos esquemas se estudian cuando

va se han fijado el escalamiento de los acoplamientos y el regulador.

1.1. Estructura de la Tesis

El Capitulo 2 consistira del marco tedrico. Se presentard al Grupo de Renormalizacién Funcional
como la herramienta que se utilizara, especificamente la ecuacion de Wetterich como una ecuacién exacta
del flujo de renormalizacion que es construida a partir de la perspectiva de renormalizacién Wilsoniana.
Ademis se hablard del panorama de la Gravedad Cudntica, en especial la motivacion para usar herramientas
no perturbativas que justifica el uso de la ecuacién de Wetterich; se hablard del flujo de renormalizacién
implementado en el contexto de Seguridad Asintética. Por ltimo se presentaran a los Modelos Tensoriales
Coloreados como un modelo discreto de Gravedad Cuédntica en el que puede recuperarse un limite al continuo,

siendo estos el marco de trabajo para los siguientes capitulos.

El Capitulo 3 presentara la metodologia de esta tesis. Se implementard la ecuacion de Wetterich a
estos modelos, se dardn algunas consideraciones generales para entender la notaciéon usada y el marco general
de trabajo. Se hardn como ejemplo los célculos explicitos para una truncacién pequeiia a orden (77)? con el
fin de explicar la metodologia y la justificacién del uso de software. También se describird el programa hecho
en Mathematica que realiza desde las gréaficas hasta las sumas espectrales que permiten obtener las trazas

del lado derecho de la ecuacién de Wetterich y asi las funciones beta de los acoplamientos.

En el Capitulo 4 se obtendran los resultados, es decir las funciones beta, puntos fijos y exponentes
criticos para cuatro truncaciones de la Accién Efectiva Promedio. Se consideraran distintos esquemas para
cuantificar cudnto dependen los resultados de pardametros y definiciones que en principio son libres. Un

resultado legitimo deberia ser independiente de estos parametros.

En el Capitulo 5 se dardn las conclusiones necesarias para los puntos fijos encontrados mas un poco
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de trabajo para el futuro, asi como la interpretacion fisica de los mismos.

En el Apéndice A se reportara la estructura de las sumas espectrales que aparecen en las funciones
beta del Capitulo 4, asi como sus valores numéricos usando dos tipos de reguladores. Asi las funciones beta
se presentan como un resultado mas general para un regulador que satisface pertenecer a una determinada

familia de funciones.



Capitulo 2

Grupo de Renormalizacion y

Gravedad Cuantica

2.1. Grupo Funcional de Renormalizacién

Una Teoria Cuantica de Campos puede presentar divergencias, por lo que se necesita un regulador. El
Grupo de Renormalizacién es una herramienta 1til para deshacernos de ellas y obtener valores finitos para
observables; y en nuestro caso obtener el limite al continuo. El Grupo de Renormalizacién no es un método
arbitrario para quitar estos infinitos sino que es una herramienta de la fisica estadistica con relevancia
conceptual que trata con las fluctuaciones de sistemas, ya sean cldsicos o cuanticos; y con la fisica de las

escalas.

Los origenes del Grupo de Renormalizacion nos obligan a remontarnos a la época de Lev Landau y
sus aportaciones en fenémenos criticos [Bl [6] y en Electrodindmica Cuéntica tratando divergencias logaritmi-
cas con acoplamientos dependientes de la escala [7) [§]. Particularmente en su trabajo con cristales y sus
transiciones de fase debido a los cambios de simetria, a los cambios en la estructura cristalina del material.
De manera historica, el escenario para describir las transiciones de fase que la termodinamica proveiaﬂ entre
otras muchas caracteristicas, consistia en regiones para los valores de la capacidad térmica cy y la compre-
sibilidad isotérmica k7. Cuando estas variables son positivas se habla de una regién estable, si son negativas
se habla de en una regién inestable y los estados con ese comportamiento no son realizables. Ademés cy y

k7 también pueden tomar un valor infinito.

Para dar un ejemplo conciso, la capacidad calorifica C' del * He (helio-4) en funcién de la temperatura
T aumenta hasta un valor infinito. En esta temperatura critica T, es cuando se da la transicién de fase al helio
superfluido. Eso es justamente lo que dicen los valores infinitos para ¢y y k7. En la vecindad de estos puntos
se encuentra un estado de equilibrio metaestable y como las susceptibilidades del sistema son muy grandes,
alguna perturbacién como una fluctuaciéon hard responder rapidamente al sistema hasta que sea estable y

heterogéneo: justo una transicién de fase [9]. Sin embargo, estos valores infinitos estén caracterizados por

1Fenémenos criticos asociados a transiciones de fase continuas.



6 CAPITULO 2. GRUPO DE RENORMALIZACION Y GRAVEDAD CUANTICA

una ley de potencias, no divergen arbitrariamente sino que siguen una relacién de la forma
1
|T —T.|?”
y llamamos a 6 el exponente critico. Podemos caracterizar las transiciones de fase si logramos obtener los

C

exponentes criticos.

Landau se vio motivado a definir un parametro de orden 7 y a expresar la energia libre de Gibbs
molar como una serie de potencias en 7. Esto significa que no se conocia cémo funcionaba el sistema de
manera microscopica pero que por argumentos de orden y simetria, se podia saber cémo se manifestaba
esta fenomenologia en el mundo macroscépico [6]. Esta metodologia permitié predecir exponentes criticos,
algunos como resultados aproximados. A este razonamiento con el pardmetro de orden se le conoce como
teorfa de Landau. Parafraseando a [0], unos afos después, en 1944 Onsager logré encontrar propiedades
termodindmicas de un modelo simple que presentaba una transicién de fase entre paramagnetismo y ferro-
magnetismo, resolvié el Modelo de Ising en dos dimensiones [I0] [TT]. Este modelo representa los momentos
dipolares de un arreglo de atomos y contiene variables discretas +1 6 —1 para la orientacién de los espines,
pueden ser paralelos o antiparalelos a sus vecinos. Pero los resultados de Onsager estaban en contradiccién
con las predicciones que se podian hacer con la teoria de Landau. Esto no significa que lo que Landau hizo
fue incorrecto, de hecho el parametro de orden trajo bastante claridad conceptual. Ahora entendemos que el
trabajo de Landau funciona porque trabajaba con hamiltonianos efectivos. Es decir, no tenia una descripcién
microscépica de los fendmenos sino que trabajaba en una escala més grande describiendo el comportamiento
colectivo de la fenomenologia microscépica. Estos hamiltonianos son ahora conocidos como hamiltonianos

efectivos de Landau-Ginzburg-Wilson.

Tomando ahora como ejemplo el modelo de Ising ya que se ha mencionado: Onsager no resolvié
este problema con el Grupo de Renormalizacién, sin embargo puede hacerse. Como es un sistema con espines
podriamos intentar escribir un hamiltoniano como H (¢, h) dependiente de una temperatura reducida ¢ =
(T — T.)/T. y una suma de interacciones a primeros vecinos de los dipolos con acoplamientos h. Este
problema se resuelve trabajando en bloques, definimos un espin efectivo en cada bloque y hacemos una

iteracién a H(t',h') y lo hacemos de nuevo, hasta que terminemos con un solo bloque [12]:

H(t,h) — H(t ,h') = H(t ,h") — ... (2.1)

Esta es la perspectiva del Grupo de Renormalizacién de Leo P. Kadanoff de 1966 [13]. Lo que
hacemos es reducir sistematicamente los grados de libertad del sistema. La idea de grupo esta en que estamos
aplicando en cada iteracién una transformacién de escala, en general es un semigrupo ya que no siempre estas
transformaciones resultan ser invertibles. Nuestro hamiltoniano hecho de interacciones de espines, se vuelve
un hamiltoniano con interacciones de espines efectivos. Este procedimiento tuvo cierto éxito, sin embargo
fall6 en ser consistente con las demds predicciones para otros modelos. Algo faltaba en la perspectiva de
Kadanoff.

2.1.1. Perspectiva Wilsoniana

No fue hasta 1971 que Kenneth Wilson entiende la sutileza del problema [6], influenciado principalmente

por sus trabajos como fisico de particulas elementales en el campo de las interacciones fuertes subnucleares
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y su acercamiento simultédneo a los fendmenos criticos; como se explica en la referencia histérica [8] a partir
del esclarecimiento de cuatro articulos principales de Wilson, que Peskin considera fundamentales para el

desarrollo conceptual del Grupo de Renormalizacién: [14] [15] [T6], [17].

Asi esta referencia da como primer paso el trabajo de Wilson en interaccién pién-nucleén que pre-
sentaba divergencias ultravioletas (a momentos grandes). Su propuesta fue usar el formalismo Hamiltonianoﬂ
de la mecéanica cudntica y un corte de momento para distinguir grados de libertad de momentos pequenos
y grandes, eliminando posteriormente estos iltimos grados de libertad. O sea, Wilson define una Teoria de
Campo Cuantico como una familia uniparamétrica de teorias efectivas para grados de libertad en el IR.
Como un siguiente paso Wilson se da a la tarea de estudiar la evolucion con la escala k de una constante de
acoplamiento g(k) dada por la ecuacién de Gell-Mann y Low originada por su programa para aplicar
el Grupo de Renormalizacién en forma funcional (reformulando asf el programa de Dyson [18]) a la electro-
dindmica cuéntica y la interaccién débil, Wilson suponia que se podian encontrar ecuaciones de este tipo

para la interaccién fuerte:
dg(k

Blg(k)) = di)(gi, (2.2)
y que se podian analizar como un sistema dindmico, pensando en puntos fijos como valores a los que la
constante de acoplamiento fuera atraida (y por tanto donde el sistema fuera invariante de escala [8] [18]).
Esto llevé a entender cémo formular un andlisis de una Teoria Cudntica de Campo a partir del flujo del
Grupo de Renormalizacién funcional. El dltimo paso consiste en la introducciéon de una reticula con un
parametro de escalamiento que representa el espacio que resulta cuando los estados con momento grande se
han eliminado. Esto representaba una conexién entre mecanica estadistica en la reticula y Teoria Cudantica

de Campos euclidiana en d dimensiones [8, [19] cuya aplicacién llevé a la discusién del confinamiento de los

quarks aunque no a una solucién en el continuo.

Como se menciond, la perspectiva de Kadanoff resulta aplicable a ciertos modelos, a esta clase
de modelos en los que el hamiltoniano efectivo tiene la misma forma que el fundamental (hamiltonianos
autosimilares)ﬁ [6, 12]. Pero esto no siempre es cierto. La idea de Wilson es entonces (como Fisher explica
en su articulo [0]) pensar en un espacio de pardmetros de la teoria como un espacio de todos los hamilto-
nianos posibles y entender el grupo de renormalizaciéon como una serie de transformaciones de escala con
un pardametro b = A~! (lattice, red o reticula) que quitan a las fluctuaciones de cierto rango y cambian
al hamiltoniano. Sus motivaciones residian en el estudio de los fenémenos criticos en la materia, donde el
espaciamiento atémico juega el papel de la escala natural del sistema y en las transformaciones en bloques

de espin que realizé Kadanoff [18].

Podemos ver en la Figura[2.T]el espacio de hamiltonianos y una primera iteracién hacia un hamilto-
niano a una primera renormalizacién como se hizo en la ecuacién . El proceso de renormalizacién creara
una trayectoria, desde una hipersuperficie de hamiltonianos fundamentales, fisicos o microscépicos hacia
otra hipersuperficie con un hamiltoniano diferente, efectivo, renormalizado. Al aplicar suficientes veces esta

transformacién, la trayectoria terminard en un punto fijo con un hamiltoniano totalmente renormalizado.

2Basados en el triunfo de la Electrodindmica Cuéntica, la comunidad cientifica se dispuso a usar Teorfa Cuéantica de Cam-
pos para las interacciones fuertes, trabajar con el lagrangiano para interacciones pién-nucleén y este esfuerzo infructifero fue
abandonado hacia otros métodos [g].

3En el modelo de Ising, usando su metodologia, Kadanoff ignora el surgimiento de nuevos acoplamientos debido a los bloques
de espin (interacciones entre espines més all4 de primeros vecinos y de largo alcance); Wilson los toma en cuenta [18].
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punto variedad fisica
critico — —
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Figura 2.1: Espacio de hamiltonianos, imagen recuperada y editada de [6].

Ademas diferentes condiciones iniciales devendran en distintas trayectorias, creando un flujo; el
flujo del Grupo de Renormalizacién. Adicionalmente este razonamiento incluia el concepto de universalidad
en el que varios sistemas fisicos con una fenomenologia microscépica diferente podrian ser caracterizados con
los mismos exponentes criticos. Esto lo podemos ver en la Figura[2.1{ como las hipersuperficies (a), (b) y (c)
que terminan en el mismo punto fijo. A los diferentes modelos que exhiben el mismo comportamiento critico

se dice que pertenecen a la misma clase de universalidad.

Wilson también incluye un concepto de relevante e irrelevante, el proceso de renormalizacion traba-
jara con operadores que son relevantes dependiendo del comportamiento de los acoplamientos al rededor del
punto fijo. Cada acoplamiento que define este espacio de pardmetros en la Figura [2.1] puede tener distintos
valores, diferentes configuraciones iniciales pero cerca de la region critica hemos visto que pertenecen a la
misma clase de universalidad. Asf, estos operadores (perturbaciones) no son relevantes para la descripcién del
comportamiento critico. Esto se traducird mas adelante a términos de direcciones relevantes o irrelevantes,

asociados a los operadores que son importantes para la descripcién y que definen el flujo de renormalizacion.

Ademds también se ha mostrado como las expansiones ¢ y 1/N van de la mano con el Grupo
de Renormalizacién. Estas expansiones son una alternativa en ausencia de un parametro pequeno donde
se podria hacer una expansién perturbativa. Mas adelante encontraremos este problema y tendremos que
recurrir a la expansién 1/N para definir operadores relevantes, que en nuestro caso serdn los que tengan
el mayor peso estadistico. Regularmente la expansién 1/N es usada ya que cuando N es grande, algunos

célculos se simplifican en distintos modelos y la solucién de teorias asociadas a grupos de simetria pueden
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escribirse en términos de esta expansién [20].

2.1.2. La ecuacion de Wetterich

La ecuacion de Wetterich es una ecuacién diferencial exacta del Grupo Funcional de Renormalizacién para
la Accién Efectiva Promedio I'y, [2T]. En Teoria Cudntica de Campos usual, k es una escala que corresponde
al momento (energia). Esta ecuacién puede derivarse a partir de definir la Funcién de Particién Z[J] para

un campo escalar ¢ en el marco de cuantizacién por integral funcional o integral de trayectoria
21) = [ Dpe-stel*s e,
A

donde J(x) es una fuente, Dy es una medida de probabilidad y se integra sobre un corte de momento A para
regular en el UV. Esta funcional también conocida como la funcional generadora define a la teoria cudntica
misma. Las derivadas variacionales de este objeto (respecto a J) permiten obtener las funciones de Green o
funciones de n puntos de la teorfa, por lo que es una descripcién completa [22] 23] 24]. Como una alternativa
a la integral funcional puede considerarse la cuantizacion canoénica, donde los campos permean todo el
espacio y son tratados como operadores, las particulas surgen a partir de excitaciones del campo y son los
estados cudnticos. Esta otra alternativa tiene la ventaja de obtener més claridad conceptual e interpretativa,

usualmente se calculan secciones de dispersion para interacciones que son cotejadas experimentalmente.

Por otro lado, la Accién Efectiva I'[¢] en la alternativa de cuantizacién por integral de trayectoria

es definida como la transformada modificada de Legendre dada por

rlg] = sgp{/w—logzm}.

La idea de renormalizacion de Kenneth Wilson se implementa al construir una acciéon I'y que
interpole una Accién Desnuda Spure con la Accion Efectiva I', con un pardmetro de escala de momento k:

Troa = Spare » ko = I' y asi se define la Funcién de Particién regulada en IR como
ZilJ) = eWrlIl — / D‘pefs[go]fASk[(p]+f JSO’
A

y usando su transformada modificada de Legendre se obtiene la Accién Efectiva Promedio I'y, con la cual
también es posible definir la Teoria Cuédntica de Campo y es lo que se hara en los capitulos posteriores al

proponer un ansatz para esta como una suma de operadores invariantes

rufol = sup { [ 76~ Wild] | - asiol

donde AS}, es un regulador IR en D dimensiones (término de masa dependiente del momento) dado por

ASufel = 5 [ G P R

Para derivar la ecuacién de Wetterich no se necesita una expresion explicita para la funcién Ry,

solo bastan 3 condiciones para asegurar la interpolacién [22], [25]:

= Implementar la regularizacién, apantallar modos IR:

pz/l};gn_)o Ry (p) > 0.
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= El regulador se va a cero en el limite k& — 0 y como consecuencia recuperamos en los limites a
Wi—olJ] = W[J] y ko] =T
Ii R, =0.
o lm By (p)

= Inducir que la integral funcional es dominada por el punto estacionario de la accién:

If R — 00.
S o P ) =2 0

Con todos estos elementos puede encontrarse que la Accién Efectiva Promedio T'y satisface una ecuacién

diferencial dada por la derivada logaritmica respecto al momento kdy y toma la forma

1 kg
kOpTy = —=STr RO Ry , (2.3)
2 I‘](f) + Ry

donde STr denota la stiper-traza y su definicién depende del tipo de campo con el que se trabaje, en nuestro

caso sera una traza positiva usual como indices contraidos de productos de tensores.

Esta ecuacion implementa la idea de Wilson justamente al comenzar haciendo la interpolacién de
la Accién Desnuda con la Accién Efectiva, apantallando los modos IR. Esto estd completamente relacionado
al espacio de hamiltonianos discutido para la Figura Sin embargo ahora trabajamos en un Espacio de
Teorias (este serd el espacio de pardmetros) o espacio de todas las acciones funcionales generado por todos
los posibles operadores invariantes Inwv, del campo, compapibles con la simetria del modelo con que se
trabaje. Aunque dicha simetria puede romperse con el regulador, involucrando una identidad de Ward y més
operadores. Asi construimos a la Accién Efectiva Promedio como un ansatz dado por una suma de estos

operadores

Fk[¢] = Zgnlnvn[¢]- (2'4)

Graficamente estamos trabajando en un espacio infinito-dimensional constituido por las constantes
de acoplamiento de los operadores que dependen de la escala k. Podemos ver esto en la Figura [2.2] como la
trayectoria que une a Spqre con I'. Sin embargo no hay una unica trayectoria, cada trayectoria es generada

por un regulador y condiciones iniciales diferentes y de esta forma definen un flujo de renormalizacién.

Fk::A == Sbare

g2

o ©®
e ==
° g

[ ]

Figura 2.2: Flujo de renormalizacién de la Accién Efectiva Promedio, imagen recuperada y editada de [22].
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El uso de la ecuaciéon de Wetterich para esta tesis consistird en trabajar con truncaciones de la

misma forma que la ecuacién (2.4) y acoplamientos adimensionales g;

9 = gik™%
en terminos de g;, los acoplamientos originales dependientes de la escala k. La ecuacién de Wetterich permite
encontrar las funciones beta del modelo como parciales logaritmicas de la escala ; := kdkg; (ecuacién
del Grupo de Renormalizacién de Callan-Symanzik o generalizada de Gell-Mann-Low [26]) como puede
apreciarse en el lado izquierdo de la ecuacién aplicada a la ecuacién . Estas formardan un sistema
de ecuaciones diferenciales dependiente de los acoplamientos. Se encontraran los puntos fijos g;. tales que
Bil 9. = 0. Estos puntos fijos atraerdn al flujo cuando k& — oo en el espacio fase del sistema de ecuaciones
diferenciales, esto define una superficie critica en el ultravioleta Syv con dimensién Ayy como el nimero
de direcciones atractivas o relevantes [26]. En el caso de los Modelos Tensoriales Coloreados estaremos
buscando una direccién relevante ya que el resultado analitico consiste solo en un acoplamiento resulta

relevante. Expandiendo la funcién beta al rededor del punto fijo permite determinar el valor de Ayy

Bi(gj(k)) = Bi(g*;) + Z(gj(k) - g*j)ggj(g*j) + O((g; (k) — g%;)%)

~ Z(gj(k) — g*j)ggﬁj(g*j),

cuya solucién general [26] 27] es

o\
(B — o % I (™
gz(k) g*l—i_;CI‘/Z <k> )

con C constantes de integracién y ko una escala de referencia fija, y Re(f) debe ser positiva para g;(k) se

aproxime a g*; como se muestra en la ecuacién de eigenvalores

Z 8/81 ‘/jI — _91‘/;[.
5 99

Esto nos da el valor de Ayy como el niimero de eigenvalores de la matriz de estabilidad o Hessiana, con parte
real positiva. Si Re(67) > 0 lo llamamos direccién relevante, si Re(f;) < 0 irrelevante. Para Re(f;) = 0 las
llamamos direcciones marginales, su descripcién requiere tomar en cuenta términos mas altos en la expansién
al rededor del punto fijo. Como el flujo de renormalizacién se aproxima al punto fijo como (ko/k)%7, llamamos

a estos eigenvalores: los exponentes criticos.

Para finalizar, la ecuacién (2.3]) puede descomponerse, absorbiendo todos los términos dependientes
del campo en F y los independientes en P~! con
r'®» 4+ R,=P '+ F

de forma que, expandiendo como una serie de Taylor o en nuestro caso como hay dependencia del campo,
en una expansion en vértices como

kO Ry, kO Ry, -

= P = kOyRy, Z(—PF)”P.

2

Y de esta manera, la ecuacién de Wetterich se expresa como

1 kORe | 1 S n

n=0
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2.2. Gravedad Cuantica

Cuando hablamos de Gravedad Cudntica no nos referimos a una teoria en particular sino a una serie de in-
tentos o una serie de enfoques distintos que tienen por objetivo estudiar a la gravedad a un nivel microscépico

y expresarla en el lenguaje usual de la Teoria Cuédntica de Campos.

La unificacién de la fisica cudntica con la Relatividad General como uno de los problemas abiertos
mas importantes de la fisica tedrica basados en una perspectiva reduccionista; la comprensién fundamental
del universo temprano y la evolucion final de los agujeros negros, en general la mecénica estadistica detrés
de la termodinamica de agujeros negros; el problema del tiempo, que para mecdnica cuantica es un elemento
externo, absoluto mientras que para Relatividad General es un objeto dindmico, son algunas de las principales

motivaciones para la bisqueda de una teorfa de Gravedad Cudntica [26], [28].

La experiencia nos ha ensenado que a escalas pequenas se necesita fisica distinta a la que conocemos
del mundo cldsico. Asi como la interaccién electromagnética pudo ser formulada en términos de la ahora
conocida Electrodindmica Cuéntica, cotejada experimentalmente; cabe cuestionarse si la interaccién gravita-
cional en términos de la Relatividad General puede someterse a este procedimiento de cuantizacién. Diversos
factores han impedido consolidar una teoria de Gravedad Cuéantica y a falta de evidencia experimental, solo
podemos comenzar a partir de unos cuantos principios que suponemos fundamentales, la teoria clédsica e

intentar aplicar los procesos de cuantizacién conocidos.

Algunos principios que pueden suponerse fundamentales para la cuantizacién de la Relatividad
General son, segtn literatura [28], la independencia de fondo y relacionismo, es decir que la invariancia ante
difeomorfismos se mantenga al nivel cudntico por lo cual no debe haber una estructura de fondo absoluta
ni fija para cualquier objeto no dindmico: de tal forma que las cantidades fisicas deben ser definidas con
respecto a los objetos dindmicos con los que la teoria trata. Que sea covariante y trate al espacio y tiempo en
igualdad de condiciones. Operacionalidad para que las cantidades que surjan en la formulacién de la teoria
tengan una clara interpretacién fisica al dotar a las observables con un caracter operacional. Ademads de una

naturaleza discreta del espacio-tiempo en la escala de Planck.

En lo que a esta tesis respecta, es de vital importancia y motivaciéon conocer el hecho de que
la gravedad es no renormalizable perturbativamente. Esto significa que aplicar teoria de perturbaciones a
la accion de Einstein-Hilbert en d dimensiones cuando se trata de cuantizar resulta en una falta de
predictibilidad. A partir de esta accién; con g el determinante de la métrica, R el escalar de Ricci y A la

constante cosmoldgica, pueden derivarse las ecuaciones de campo de Einstein usando un principio variacional
S ! /dd VI(—R+2A) (2.5)
=— x/9(— . .
EH = 167G g

Una Teoria Cuéantica de Campos presenta divergencias al calcular secciones de dispersion, las cuales
provienen de integrales en el espacio de momentos. Se dice que una teoria es no renormalizable cuando estas
divergencias deben removerse usando una re-definicién de un nimero infinito de parametros fisicos que deben
determinarse experimentalmente [29]. En general el grado de divergencia superficial Ap indica si una teoria

es renormalizable y esta dado en d dimensiones por
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A=4—d—znf(8f+l),
f
con ny el nimero de campos de tipo fy sy =0,1/2,1 para el tipo de campo involucrado (escalar, fermién,

vector masivo, fotén o gravitén). Por ejemplo, el enfoque en el que se cuantiza directamente la Relatividad
General resulta ser no renormalizable de manera perturbativa, puede justificarse a partir del analisis dimen-
sional de la constante de Newton [G] = [M]?~¢ en dimensiones de masa [M], que en 4 dimensiones no da

cota a las dimensiones de integrales de lazos.

El problema de la no renormalizabilidad perturbativa puede solucionarse al incluir derivadas més
altas de la curvatura en la accién de Einstein-Hilbert, sin embargo esto lleva a un problema mucho mayor

con un propagador no unitario de forma

D 1 1 /1 1
X——=— |5 — 55—
kt+ A2 AN\K2 K24+ A)°
donde el primer término puede ser interpretado como un gravitén sin masa y el segundo que rompe la

unitariedad, un fantasma [30}, [31].

2.2.1. Seguridad Asintética

El programa de Seguridad Asintéticaﬁ fue propuesto por Weinberg en 1979 [32] como consecuencia de la
no renormalizabilidad perturbativa de la Relatividad General. Este programa busca aplicar métodos no
perturbativos en renormalizacion para encontrar un punto fijo en el flujo de renormalizaciéon dentro del
Espacio de Teorias, para energias k — co, donde las cantidades fisicas se encuentren libres de divergencias,

ademds de otras herramientas alternativas [33].

Esto justifica la discusién anterior sobre el Grupo de Renormalizacion y particularmente, sobre la
ecuacion de Wetterich como una ecuacién diferencial exacta y no perturbativa de donde puede obtenerse
este flujo de renormalizacién. El flujo serd atraido al punto fijo, como se ha visto en la seccién En el
contexto de Seguridad Asintética se espera que un conjunto finito de acoplamientosﬂ g; se fijen en el limite

UV. Esto es traducido a nuestra notacién que la dimensién de la superficie critica Syvy sea Ayy < oco.

Este programa se aplica regularmente a enfoques covariantes para la cuantizacién de la grave-
dad usando la integral funcional. Por ejemplo, la truncaciéon de Einstein-Hilbert en d dimensiones espacio-

temporales que resulta en Gravedad Cuéantica de Einstein

1

con los acoplamientos adimensionales A\ = k= 2Ay, gr = k?"2G}), (constante cosmolégica y constante de

Newton respectivamente) mds un término por fijar la norma (gauge fixing) y un determinante de Faddeev-
Popov. Resulta haber un punto fijo gaussiano (Ax = 0 = g*) y un punto fijo no trivial dado por Ax # 0 y
g* # 0 [26], B4l B5]. Estos puntos fijos pueden visualizarse en el diagrama fase de la Figura

Ademds se ha mostrado que este punto fijo sobrevive al ampliar la truncaciéon en formas mas

4Seguridad por ausencia de singularidades en los acoplamientos y asintética por el limite a altas energias.

5Este conjunto finito se determina fenomenolégicamente, si fuera infinito, estos pardmetros permanecerfan indeterminados
cayendo as{ en un problema muy similar al de la no renormalizabilidad perturbativa [26]. La teoria estd bien definida en
Seguridad Asintética, solo que se necesita un conjunto infinito de acoplamientos para predicciones en altas energias.
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Figura 2.3: Diagrama fase para la truncacién de Einstein-Hilbert con punto fijo Gaussiano y uno no trivial,
compuesto por la constante de Newton g y la constante cosmoldgica A adimensionales. La constante de
Newton tiende a cero. Imagen obtenida de Wikipedia.

generales, lo cudl es una forma de poner a prueba este resultado de forma fehaciente [26]. Como en el caso
de [36] donde se incluye una truncacién con derivadas més altas (R?) y determinantes de Faddeev-Popov, el
caso de gravedad unimodular f(r) [37], etc. Uno de los principales problemas en el escenario de Seguridad
Asintética cuando es aplicado a una medida Dg, es que se induce una identidad de Ward increiblemente
dificil de resolver, cuando se hace la divisién de fondo g, = g + hpuw [38], por lo que se propone pasar a

una version discreta para la gravedad y evitar ese problema.

2.2.2. Gravedad Cuantica Discreta

Uno de los procesos de cuantizacion covariante es la integral funcional o integral de trayectoria de Teorias
Cuénticas de Campo; mencionada anteriormente para la derivacién de la ecuacién de Wetterich y a partir
de la cudl se define una Funcién de Particion Z como la integral sobre una medida de probabilidad de la
exponencial de la accién de la teoria clasica mas una fuente. Para el caso de Gravedad Cudantica se propone
de la manera mas general, una Funcién de Particién como la suma sobre las topologias de una integral sobre

una medida de probabilidad en la métrica g, y usamos la Accién de Einstein-Hilbert

D v e'WEH
2~ Y /sz?“ iSen (2.6)

topologias

Se suma sobre todas las métricas de una variedad 4-dimensional M divididas por el grupo de di-
feomorfismos Dif f(M) [26, BY]. Esta ecuacién es de naturaleza complicada [26], no toda métrica euclidiana

posee una seccion lorentziana, lo cudl trae problemas al hacer una rotacién de Wickﬁ La suma sobre topo-

6La rotacién de Wick no es invariante ante difeomorfismos.
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logias también trae problemas ya que en principio, no puede realizarse ya que las variedades 4-dimensionales
no son clasificables [40]. Ademds del problema del factor conforme, la accién gravitacional euclidiana no
estd acotada por abajo [4I]. De esta forma una propuesta para definir esta integral funcional es reemplazar
esta Funcién de Particién por una version hecha por discretizaciones aleatorias, es decir; sumamos sobre
geometrias aleatorias concebidas por “pedazos de espacio-tiempo” para luego tomar el limite al continuo
> [ro X
topologias ~~~

discretizaciones
aleatorias

Y esto es justamente lo que los Modelos Matriciales y Tensoriales hacen. Pero antes de definirlos,
veamos una perspectiva clasica de la que podemos aprender mucho, el cédlculo de Regge. En 1961 Tulio
Regge formulé una version discreta de la Relatividad General con el objetivo de resolver las ecuaciones de
campo de Einstein de manera numérica para sistemas generales sin ‘mucha’ simetria [42]. La idea principal
del célculo de Regge reside en reconstruir variedades Riemannianas o el espacio-tiempo a partir de bloques
de construccién “building blocks” pegando objetos conocidos como simplices. Un simplex es simplemente un
tridngulo en 2D, un tetraedro en 3D y sus generalizaciones a mas dimensiones como un conjunto conexo en

RP basado en D vectores independientes.

En la Figura [2.4] podemos ver cémo reconstruir una superficie a partir de tridngulos pegandolos
por las aristas. Ademas los vértices contienen informacién sobre la curvatura de la variedad. Los vértices
definen un dngulo déficit como lo ilustra la figura. Si hacemos el transporte paralelo de un vector solo rotara
cuando pasa por el vértice y el angulo que rota es igual al dngulo déficit. Es importante utilizar simplices
pues los tamanos de sus aristas determinan exactamente su forma, los tamanos de las aristas son la variable

fundamental de este tratamiento en contraste con la métrica que lo es para la teoria continua [42)].

Deficit angle, &

Figura 2.4: Superficie y triangulaciones, imagen de [42].

Aunque se ha dado una descripcién cualitativa, el trabajo de Regge debe entenderse como una
propuesta equivalente a la Relatividad General. Regge derivé una accién que al aplicarle el principio de
accion estacionaria, se obtienen ecuaciones equivalentes a las ecuaciones de campo bajo un limite al continuo.
Ademsds se ha mostrado que existe un limite al continuo en donde la accién de Regge converge a la accién
continua [42]. El limite al continuo se entiende como el limite en el que se recupera una teorfa continua, una

variedad continua.

De esta forma, el éxito del cédlculo de Regge y su equivalencia con la Relatividad General serdan un

punto de partida hacia la Gravedad Cuantica. Tomando este enfoque discreto construiremos una teoria de
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Gravedad Cudntica en dos y tres dimensiones. También hay que notar que desde la perspectiva cldsica no
se estd aseverando que el espacio-tiempo sea discreto, en este sentido es solo una herramienta matematica.
Pero cuando vayamos al caso cuantico hay dos interpretaciones de este enfoque discreto, ya sea también
una simple herramienta mateméatica o en contra posicion, estos bloques de construccién podrian tener una
realidad fisica e interpretamos el limite al continuo como una condensacién en el sentido en que el agua
se condensa de gas a liquido: de una fase pre-geométrica a una fase geométrica como un mecanismo fisico
legitimo. Esta comparacion con el agua es meramente ilustrativa ya que es una transiciéon de primer orden

y en esta tesis se trabaja con una de segundo orden.

La cuantizacién de la gravedad en forma discreta tiene dos implementaciones principales, el calculo
de Regge y las triangulaciones dindmicas, siendo esta tultima la clasificacion en la que se basard esta tesis.
En el calculo de Regge la variable fundamental es el tamafio de las aristas de las triangulaciones y es tratado
como una entidad dindmica, mientras que para triangulaciones dindmicas, este tamano a se mantiene fijo y
sirve como parametro de regularizacién para tomar el limite al continuo cuando este parametro tienda a cero.
La propuesta es entonces utilizar simplices como bloques de construccién del espacio-tiempo y se reemplaza

la Funcién de Particién (2.6 por una suma de variedades planas por pedazos

1
)+ 3 A
~ Oa

donde se realiza la suma sobre todas las formas de pegar inequivalentemente las triangulaciones A [26]; el

espacio de todas estas formas de pegar los simplices serd equivalente al espacio de todas las geometrias, Ca
un factor de simetria y con la accién discreta conocida como accién de Regge que después de una rotacién
de WicK" toma la forma

SRegge = Kd—2Ng—2 — KqNg,

con Ny el ntimero de simplices de dimensién d que es proporcional al volumen total y k; funciones de la
constante de gravitacién y la constante cosmoldgica, kg x A/G y kq—2 x 1/G. Esta accién estd compuesta
por dos términos, el primero referente a simplices de dimensiones d — 2 ya que es un término de curvaturaﬁ
y el término proporcional al volumen total. Asi, el limite continuo se obtiene con a — 0 y Ny — oo, tal que

!
el volumen promedio del universo (V) =V permanece constante.

2.2.3. Modelos Tensoriales Coloreados

Como antecedente de los Modelos Tensoriales Coloreados se puede hablar de los Modelos Matriciales. En la
seccién anterior se vio que era necesario usar simplices para el caso del calculo de Regge ya que la variable
fundamental era el tamano de los lados. En el caso de los Modelos Matriciales se usardn poligonizaciones,
ya que en este caso se usa la topologia de la poligonizacién. Consideremos matrices aleatorias hermitianas
de N x N, los Modelos Matriciales son distribuciones de probabilidad para estas matrices que proporcionan

una medida D¢;; para la Funcién de Particién

Z~ Z /Dge_SEH — /D(bije_smatmiz

topologias

7Al tomar la rotacién de Wick en esta accién discreta, se pasa de sumar variedades pseudo-Riemannianas a Riemannianas.
8Proviene de simplices de co-dimensién 2 ya que la curvatura se calcula de la curvatura gaussiana de subvariedades 2-
dimensionales.
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Estos modelos permiten dar una interpretacion geométrica: Las contracciones de los indices re-
presentan poligonizaciones, ya que la Funcién de Particién genera graficas conectadas que son duales a
poligonizaciones de una variedad plana por pedazos; por ejemplo

1 1
Smatriz = §T7ﬁ(¢2) + %TT((#%) = §¢ij¢ji +

9

\/N¢ij¢jk¢ki

El primer término es un propagador que conecta con dos indices 7 y j a las matrices. El segundo
término es una contraccién de 3 campos matriciales que es dual a una superficie orientable, en este caso un

tridngulo (simplice).

Algunos resultados analiticos de Modelos Matriciales son la existencia de una teoria de Gravedad
Cuéntica en limite de doble escalamiento N — o0 y g — ¢, el tamano de la matriz se toma a infinito, lo
cual es equivalente a tomar el tamano a de la poligonizacién como cero y un solo acoplamiento tiende a su
valor critico; con un tnico exponente critico 8 = %. A esto se le conoce como el limite de doble escalamiento.

Adema&s también se encuentran puntos fijos multicriticos con més de una direccién relevante.

Al usar la ecuacién de Wetterich como en [3] y [], el tamano de la matriz N brinda la nocién de
escala para la ecuacién diferencial, en el caso de [3] se usa una Accién Efectiva Promedio hecha de operadores

invariantes de trazas Unicas, por ejemplo con

Py =ZTe(6¢") + 91 Tr((667)?) + 96 Tr((607)°) + 95 Tr((667)"), (2.7)
que representa cuadrangulaciones. Se encuentra un punto fijo compatible con el limite de doble escalamiento
obtenido por métodos analiticos, sin embargo el valor es aproximadamente #; ~ 1 lo cudl difiere con el
resultado analitico mencionado anteriormente. Aplicar la ecuaciéon de Wetterich usando la expansién en
vértices induce nuevos operadores como multi-trazas. Es esta la motivacién para la referencia [4] donde se

usa el espacio completo de operadores multi-traza, lo que ya no es una truncacion.

Por ejemplo podriamos tomar una truncacién de la Accién Efectiva Promedio usada en esta refe-

rencia [4] como
Ty = ZTe(¢67) + 9 Tr((667)2) + ga2 Te(667) + g6 Tr((667)?)
+ 924 Te(¢67) Tr((067)?) + 222 Tr(007)” + g5 Tr((667)*) + 92,6 Tr(667) Te((667)%) (2.8)
+ 914 Tr((667)%)" + 92,24 Tr(697) " Tr((967)?) + go222 Tr(907)
esta expresion nos serd de utilidad méas adelante. En esta referencia se encuentra el punto fijo con una
direccion relevante compatible con el limite de doble escalamiento pero en este caso 67 ~ 1. Asi el analisis

se hace con los puntos fijos multicriticos donde se encuentra 6, ~ 0.8 con un error del 1% comparado con el

resultado analitico § = 4/5.

La historia de éxito de los Modelos Matriciales para Gravedad Cuédntica en 2 dimensiones no pudo

generalizarse a mas dimensiones usando tensores debido a la falta de una expansién 1/N (expansién que se
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hace en la ausencia de un pardmetro perturbativo [20]) que permitiera conocer qué tipo de operadores eran
importantes y as{ tenfan el mayor peso estadistico. Esta expansién desarrollada por Gurau [45], 146 [47] [48]

permitié definir los Modelos Coloreados, donde los indices en un tensor se distinguen por colores diferentes.

Los D+ 1 Modelos Coloreados se definen como una medida gaussiana polinomialmente perturbada
compleja (o de Grassmann) [48] que nos permite definir la integral funcional:
DTe 5T = Wdpe: (THe ™S = Midpgs (TF)e ™ Zmext KotnallizoTe,
con 7% : X* — C, D + 1 campos tensoriales aleatorios complejos (de Grassmann); C* D + 1 covarianzas y
K, K X°x ...x XP — C dos kernels de los vértices. Por otro lado las gréficas coloreadas asociadas a estos
modelos se definen en [48] como una grafica G = (V,€) con V un conjunto de vértices bipartitosﬂ los cudles
identificamos con dos colores diferentes blanco y negro, £ el conjunto de aristas que se particiona en D + 1

subjuntos asociados al color de la arista ademads de ser regular en el sentido de que todas las aristas inciden

en un vértice dado con distintos colores (en nuestro caso serdn rojo, verde, azul y morado).

Puede obtenerse la amplitud de una grafica de Feynman asociada a un invariante tensorial y resulta
que las graficas meldnicas tienen el mayor peso estadistico en la expansién 1/N y corresponden a topologia
esférica. Veamos que esto es una generalizacién apropiada en el caso matricial donde el género (genus) h = 0,
correspondiente a topologia esférica y un sector de graficas planares, juega el papel importante como se

muestra en la amplitud de la grafica
A(G)ar = ANPNYEFT = (ANPN220
cada arista conecta un vértice A con un vértice A y p es el niimero de parejas de vértices y F el niimero de

caras de la grafica. Andlogamente para el caso tensorial, la amplitud estd dada por

D(D—1)

A(G)r = AWNPNIFelP =5 = (X NP-mim (@)

con w(G) el grado de convergencia de la grafica y Fg el nimero de caras del 2-complejo asociado a la grafica,
también conocido como ”jacket” [48]. El mayor peso estadistico estd dado por el grado w(G) = 0, lo que

implica que la grafica G es dual a una esfera S [48].

Subsecuentemente se demostré que los Modelos Tensoriales podian integrar todos los tensores 7
excepto uno, dejando en su lugar un modelo tensorial con un tnico tensor sin colorear 7 [I]. Los indices de
este tensor de rango D se distinguen por colores y cada uno tiene una simetria, en nuestro caso una simetria
U(N)®...@U(N). Las interacciones de este modelo son descritas por invariantes tensoriales que son duales
a D graficas coloreadas con D colores y bipartitas (caso del tensor complejo). Se definen las graficas de

Feynman como graficas coloreadas con D + 1 colores al agregar un color cero (morado en nuestro caso).

Para el trabajo posterior son de vital importancia las graficas de tipo meldnicas ciclicas para tensores

de rango 3, las cuales son representadas por

Ti1j1k1Tiljlszizjzszbjzks"'TinjnknTinjnkl’
este tipo de interacciones triangulan la superficie de la esfera 2-dimensional en 3 dimensiones y ademas
si las interacciones contienen sub-melones, es decir parejas de tensores con la forma TopcT gpe 6 TupeT ade 6

TubeT apa también triangulan la 3-esfera [I]. Por otro lado, también pueden usarse operadores desconectados,

los cuédles en el caso meldénico corresponden a triangulaciones de esferas desconectadas.

9Los vértices se dividen en dos conjuntos disjuntos e independientes V = V UV de tal forma que cada arista une un vértice
en V con un vértice en V.
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La interpretacion geométrica de los tensores de rango 3 consiste en asociar a cada tensor 7' un
tridngulo con orientacién positiva mientras que a los tensores T tridngulos con orientacién negativa. La
orientacién es consecuencia de la invariancia ante el grupo de simetria U(N) ® U(N) @ U(N), as{ un tensor
puede verse como la gréfica de Feynman de la Figura[2.5]donde cada indice coloreado del tensor estd asociado

a una cara del tetraedro. Asi es como un tensor invariante se relaciona con una discretizacion aleatoria.

Figura 2.5: Tetraedro asociado a un vértice o tensor invariante con 341 colores.

La contraccién de un indice de color i es representada geométricamente por la unién de dos caras

del tetraedro [I] como se muestra en la Figura y en general simplices.

(a)

Figura 2.6: Grafica de Feynman (a) como simplices pegados (b).

Las gréficas con D colores a triangulaciones de frontera de D — 1 dimensiones mientras que las
graficas con D 4+ 1 colores representan el espacio D-dimensional triangulado. Podemos tomar como ejemplo
un melénico ciclico de orden 4 dado por la contracciéon TabcTadedeebec que se muestra en las Figuras

y asociadas a una triangulacién de frontera de la 3-esfera [49].

3
1@1 1 :
3
3

Figura 2.7: Pegado de cuatro tridngulos representado por el invariante melénico ciclico.

Mientras que cuando se agrega el color 0 podemos ver la representacion como el pegado de las caras
de cuatro tetraedros con los indices que estan contraidos. Ademds se tienen 4 caras libres asociadas a los

indices libres de color 0 en la Figura|2.8

Al contraer los indices del color 0 se obtiene la grafica de Feynman que se asocia al espacio D
dimensional. Podemos tomar por ejemplo dos melénicos ciclicos y obtener el espacio de la Figura [2.9] una

cuadrangulacion.
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Figura 2.8: Pegado de cuatro tetraedros representado por el invariante meldnico ciclico.

Figura 2.9: Contraccién de indice de color 0 y su espacio asociado.

Por 1ltimo, estos modelos presentan una transicién de fase al continuo cuando se toma un limite de
doble escalamiento; en el cudl el tamano del tensor se toma N — oo mientras que un acoplamiento también
tiende a su valor critico ¢ — g.. Este limite esta caracterizado por un tinico exponente critico que toma el

valor, en el caso de tensores de rango D, de § = D — 2 (6 = 1 para tensores de rango 3 como en nuestro

caso) [1I, 50].



Capitulo 3

Ecuacion de Wetterich para Modelos

Tensoriales

Tomando en consideracién [I] y siguiendo la metodologia usual, como en [22, 25] puede derivarse la ecuacién
de Wetterich para el caso de Modelos Tensoriales Coloreados. En el marco de cuantizacién por integral de
trayectoria se define la Funcién de Particién Z para los Modelos Tensoriales Coloreados; con un campo
tensorial T, su complejo conjugado T y simetrfa U(N)®@U(N)®@U(N); como la medida de Grassmann dada

anteriormente
Z[J,j] _ /DTe—S[ﬂ-‘rJ‘T-‘rj‘?’

con J y J una fuente y su complejo conjugado respectivamente (fuente grassmanniana), el producto punto
como la contraccién total de los indices J - T +J - T = JupeTabe + 7def7'def. La Accién Efectiva I' estard
definida por la transformada modificada de Legendre
LT, T) =sup{J-T+J-T —log Z[J, ]|},
J
donde T y T denotan los valores de expectacién de los campos tensoriales:

T=(T), T=(T).

Para implementar la perspectiva de Wilson sobre Grupo de Renormalizacion tratada anteriormente,
se introduce un regulador ASy con el objetivo de hacer la interpolacién entre la Accién Desnuda y la
Accion Efectiva. En este punto se asume que el tamano del tensor N es quien juega el papel de escala de
renormalizacién al realizar esta interpolacion. De esta forma se define la Funcién de Particion regulada en

infrarrojo

ZnlJ, I = /DT@fS[T]*J'T+7-77ASN[TV7-]’

y la Accién Efectiva Promedio definida como

UN[T,T)=sup{J -T+J-T —log Zy[J, J]} — ASN[T,T].
J
En este caso el regulador serda un término de masa cuadratico dependiente de los indices y tomard

21
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la forma completamente libre dada por
ASNIT, T) = TupeRavedef Taef = TapeT(a, b, ¢)0aadbedef T e
con 7 una funcién arbitraria de los indices y se llama a R el regulador. Para asegurar la interpolacién se
requieren los limites como se vio en la seccién anterior:

lim Rabcdef > 0,
a/N,b/N,c/N—0

lim Rabcdef = 07
N/a,N/b,N/c—0

Iim R — 00.
N—A—oo abedef

Asi se puede calcular la derivada

Ny log Z[J, J] = —NOyRavede{ Tave T def)
- _(NaNRadeef)WZ(\?;efabc — NONASN[T]
=T ((N@NR)WJ(\,Q)> — NoNASy[T],

donde en el pentltimo paso se utilizé la relacion de los valores de expectacion en términos de los valores de

expectacion conectados

(TaveT ac) = (Tave T aes ), + (Tave)(Tacf) = W](\izbcdef + TapeTdef,

junto con la propiedad de los indices de W(?) que permite expresar el producto como la traza en el ltimo

paso
W 0 0 ) )

= — Wy =—
abedef 5Jabc 6Jd5f N 5Jdef 5Jabc

2
N = Wée}abc :

De esta manera se puede obtener la derivada de la Accién Efectiva Promedio como
NONTy = — Ny log Z[J] — NONASy[T] = Tr ((N@NR)WJ(\?)> :

y por ultimo se nota la relacién

w1
Y+ R

que permite expresar esta ecuacién como la ecuacion de Wetterich dada en el Capitulo 1 y con la traza ya

definida. Ademds puede aplicarse el mismo razonamiento de ese capitulo de manera que se puede expresar

la ecuaciéon como una expansion en vértices. Por lo tanto la ecuaciéon de Wetterich para el caso de Modelos

Tensoriales Coloreados toma la forma

NONR = n n
NoyTy = Tr (F(ﬁ)“%) =Tr ((N@NR) > (-1)"(PF) P) : (3.1)

n=0
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3.1. Consideraciones generales

En el trabajo posterior se daré un ansatz para la Accién Efectiva Promedio como una truncacién compuesta
por una suma de operadores invariantesﬂ (op-inv) O] ; con sus respectivos acoplamientos g; ;
Iy=2ZK+ > §,0i; (3.2)
op—inv
con el fin de definir el Espacio de Teorias usando toda la combinatoria de los tensores y K serd un término
cinético mientras que los operadores invariantes corresponderan a operadores meldnicos. Respecto al término

cinético se usard la (tnica) forma cuadratica TopeT ape, que tiene la representacion gréfica

Los operadores que se usaran consistiran de toda la combinatoria permitida para aristas de tres colores que
conecten 4, 6 y 8 tensores, sean o no del tipo melénico. En la notacién aqui usada, de manera analoga que

en la referencia [1], los acoplamientos asociados a cada operador invariante toman la forma
e
i,

donde 7 representa el nimero de tensores en el respectivo operador asociado, j representa el ntimero de
componentes conectadas en la gréafica asociada, k representa el niimero de sub-melones en la gréfica, es decir,
parejas de tensores con la forma TypeT dpe 6 TapeT ade 6 Tupel abd; €stas parejas estan en forma gréfica consisten
de dos tensores conectados solo con dos colores. Por dltimo, la tilde o virgulilla sobre el acoplamiento significa
que tiene dependencia de las dimensiones de Z y N. De manera que es conveniente definir los acoplamientos
adimensionales dados por

9= 0,2 PN, (3.3)

se incluye Z en la adimensionalizacién ya que es un parametro libre con el que siempre se puede hacer una
transformacién T — Z¥/2T que resta la normalizacién del campo. Esto es porque en una Teorfa de campo
Cuéntico con interacciones, la dimensiéon canénica del modelo Dy recibe correcciones por parte del Grupo
de Renormalizacién; estas correcciones reciben el nombre de la dimensién anémala 7 y asi la dimensién
completa D se vuelve

D =Dy+n. (3.4)

Los acoplamientos adimensionales permiten obtener valores numéricos para los puntos fijos. La
potencia a la que se eleva Z en la expresién anterior surge de la inspeccién a la expansién en vértices de
la ecuacion , mientras que la potencia dg’j puede ser acotada y en la mayoria de los casos obtenida
exactamente al realizar las sumas espectrales imponiendo que las funciones beta adimensionales tengan una
expansiéon 1/N, como las amplitudes de los Modelos Tensoriales Coloreados. Por otro lado, la parcial del

acoplamiento Z asociado al término cinético definird la dimensién anémala n
NONZ = —nZ,
mientras que las funciones beta adimensionales estaran definidas como las parciales logaritmicas sobre la

escala de los acoplamientos adimensionales

I Esta truncacién consiste en tomar un conjunto finito de operadores invariantes, ya que el Espacio de Teorfas puede contener
infinitos operadores congruentes con la simetria del modelo. En nuestro caso la simetria U(N) ® U(N) ® U(N) de invariantes
tensoriales origina triangulaciones orientables.
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Bij = NOng; ;-
De esta forma, el lado izquierdo de la ecuacién de Wetterich (3.1)), usando la expresién de la Accién Efectiva
Promedio (3.2) y suponiendo que solo los acoplamientos tienen dependencia de la escala N, se ve como
(sumando sobre todos los operadores invariantes op-inv usados en la truncacién)
i /2 nrd
NoxIy = —nZK+ ) (ﬂg,j - 5779273‘ + dg,jgz{,j) ZAN"I0, (3.5)

op—inv
El lado derecho de la ecuaciéon de Wetterich contiene trazas que por su complejidad deberan ser evaluadas
en Mathematica. Estas definen las dimensiones respecto a la escala N que deberan tener los acoplamientos
de la ecuacion para obtener como resultado las funciones beta con la forma

By = B yolanrens) + gPriatans ) +0 (377 )- (36
Sin embargo, se despreciardn términos de orden mayor o igual a 1/N pues el interés reside en el limite al
continuo cuando N es grande (N — o). Respecto al escalamiento, se usardan dos esquemas. Inspeccionando
los dos lados de la ecuacién de Wetterich se obtienen cotas pero no soluciones tnicas. El escalamiento A

consistird de la cota menor de dichos escalamientos mientras que para el escalamiento B se usara la ecuacién

1

con p el numero de tensores o vértices y F' el nimero de caras de la grafica, esto es el nimero de cami-
nos posibles para recorrer la grafica y partiendo de un vértice, regresar al mismo siguiendo las aristas de
dos colores distintos. Para implementar la ecuacién de Wetterich y desarrollar las sumas espectrales debe
darse explicitamente la forma del regulador R implicado en la ecuacién. Para esto se utilizard un regulador

exponencial de la forma

e 58 (37)

R;: =——c¢
ijklmn Z+]+]€

que debido a la complejidad de las estructuras en las sumas espectrales, se tomaran las series de Taylor al

reg(z) =Z(1—n+x)

rededor del cero, con = (i + j + k) /N para los objetos
x®  Txt 25 33aS 307x7>

el 1 lunso 2T +
v 22412z U\TT TR T e TR T a0 0

(2) 1 1 1 3 + x?

)=———~R—-|x——+—

p Zei1 7 2 76 )

cuya derivacién es explicita en la seccién donde se da el ejemplo con una truncacién a orden 4 y donde
reg(xz) = R(:r)p2 (z) y p(x) es el propagador que absorbe la segunda derivada variacional del término cinético

en la igualdad R4+ T'® = P~1 4 F. Asf también como un regulador tipo Litim con una funcién escalén de
Heaviside 9

N
Ritinn =2 (o = 1) 0 (N i = = D) by 3:5)
y usando en su forma completa
1
reg(z) = —(na® + (1 = n)a)d(1 - ),
1
p(a:)zE(l—F(x—l)ﬁ(l—x)).
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La forma del tensor, para poder realizar las sumas espectrales y obtener resultados numéricos,

ademas de acotar los indices involucrados hasta N, estara dada por
Tk = 9N —)V(N — j)0(N — k). (3.9)
Con todos estos elementos pueden encontrarse las funciones beta del modelo como un sistema de

ecuaciones. Con el fin de distinguir tentativamente puntos fijos inducidos por la truncacién [I] se utilizardn

dos esquemas para definir los puntos fijos 6 y #’ utilizando el Hessiano o matriz de estabilidad:

0 eig <6ﬂl>
= —
99; gk

. 0
9/1 = —eg (69 ﬁi|n*_cte)
J

debido a que la dimensién anémala depende de los acoplamientos 1 = 7(g;) como se verd més adelante en

: (3.10)

(3.11)

Gk

la seccién esto toma en cuenta céomo varia el resultado cuando las parciales de la dimensién anémala
respecto a los acoplamientos estan o no involucradas en los exponentes criticos. Al final de la seccién se

dara la segunda prescripcion de esquema.

3.2. Ejemplo: Truncacion a orden 4

En esta seccién se mostraran los célculos explicitos para este marco de trabajo, utilizamos la truncacién de
la Accion Efectiva Promedio hasta un orden méaximo de 4 en diagramas meldnicos, con un término cinético
de orden 2 por su respectivo acoplamiento Z y cuatro términos de orden 4 que incluyen toda la combinatoria

posible para hacer las contracciones

'y = ZTabcTabc+§i:iTabchbchefTaef +§i:%TabcTadcTedfTebf +§i:fTabcTadeedeefc+§i2TabcTabchedeef .

Esta ecuacion tiene la representacion en graficas coloreadas, con los tensores representados por

circulos blancos y los tensores complejos conjugados con circulos negros

~21 1 ~22 ] ~23[ R —
FN:ZO'—"JFQzuj I+94:1 + 411} l+g4,2o_:_g-

—0

Para el lado izquierdo de la ecuacion de Wetterich notemos que solo tenemos la derivada logaritmica

respecto a la escala de la Accién Efectiva Promedio

O’_’ )

—nZN3 o——e + NONGy 1N6j I + NongyiN°© +N8N923N6T

—20 S—

l + N3N94 o NO

donde los factores de N provienen de la suma de los indices de los tensores con la forma de la ecuacion

(13.9), asi las graficas en esta ecuacién son meramente con fin representativo para tomar en cuenta de qué

tipo de grafica provenia cada término. Si se utilizan los acoplamientos adimensionales, obtenemos

2,1 _ 2,2
—nZN3 o==e + (B} — 2ng71 +dy g5, )NO4a1 22 j I +(BF] = 2ngit +dy gyt ) NOT i 22

——0o

l + (52,2 - 27792,2 + di,zgi,z)N6+di’2Z2 P S—

+(BDY - 2ng7t + diigy f’)N“dﬁZzT
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De la ecuacién (3.1)), para el lado derecho de la ecuacién de Wetterich, solo se necesita obtener P

y F. Primero se obtiene la segunda derivada variacional de la Accién Efectiva Promedio como
F%zjklmn = Zazléjmakn + 2&2:%(Crlbcfibc§jm5kn + TamnTajk(sil) + 2§Z:f(Tachajc5il5kn + EbnTibk(Sjm)
+ 252:?(TabnTabk:6il6jm + ﬂchijc(Skn) + 2§E,Z(TabcTabc6il5jm6k:n + T‘lmnngk)

Estas derivadas variacionales pueden encontrarse haciendo el algebra necesaria sobre la expresion
para I'y, sin embargo tomando en cuenta que también tiene una expresién en términos de diagramas, las
derivadas variacionales pueden hacerse sobre los diagramas realizando toda la combinatoria necesaria en que
se puedan eliminar un circulo blanco, un circulo negro y realizando las contracciones de los indices de los
respectivos colores. Esto ya estd tomado en cuenta en el programa de Mathematica y se explica en la seccién
posterior [3.3] exhibiendo asf la necesidad de utilizar software ya que una truncacién mds alta como la que
se tomarad, tendrd 57 términos dando por resultado una derivada variacional con una cantidad inmensa de

términos.

La expresiéon para F' como los términos dependientes de T del Hessiano de la Accién Efectiva

Promedio queda como
Fijklmn = 252:; (T’lbcTibC(Sjmékn + TamnTajk(sil) + 2§i:f(Tachajc(sil6km + T‘lbnszk(Sjm) (3 12)
+ 2§z:f(TabnTabk5i16jm + T’lchijcdkn) + 2ﬁ72(TabcTabc6il6jnL5kn + 71l’mnTijk:)-
Sumando el término independiente de T en I‘S\?) al regulador exponencial 1) e invirtiendo, se

obtienen las expresiones de
1 6il6jm5kn

Pijk:lmn = it :p(i?jvk)(sil(s'mékna (313)
3N _ititk J
2 ime N 11
3N _itjtk L
NONRijrimn =Z 1+ (1 — Tl)m € 3N 0510 mOkn = T(i, J, k) 0510 jmOn- (3.14)

A partir de las ecuaciones (3.12), (3.13) y (3.14) podemos definir reg(i, j, k), p(i,j,k) y F, de esta

manera solo falta sumar sobre los indices de las trazas para las sumas espectrales. Ademads estas estructuras

se pueden simplificar atin més. Notemos que usando la ecuacién (3.9) para la forma del tensor, F' y los

productos F2, F3 solo contienen

» Indices internos.- Los cudles, usando 1) cuentan como ¥(N — s) y al realizar la sumas, contardn

como un factor de N.

= Deltas de Kronecker.- Las cudles restringen la estructura de indices reduciendo el niimero de indices

sobre los que hay que sumar.

Se pueden obtener los términos a un vértice, inspeccionando la estructura tensorial de F' para ver
a qué término corresponde al lado izquierdo de la ecuacién de Wetterich y omitiendo los términos que no
van a contribuir por las dimensiones de N. Resulta que los siguientes 4 términos solo son contribuciones a 7

como puede verse en la estructura de F
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TT(RPF42,2P) = Teg(ah az, a3)F42,2a1a2a3a1a2a3
= reg(ala a2, CL3) * 2ﬁ72(TabcTabc(sa1a1 5a2a2 5a3a3 + TalagagTalagag)
= 2§i$2reg(a1,a2,a3)(N3 +1)
N N N

203 ZZZT@g (a1,az,a3)(N® + 1)

aq az as
N6
257 (034485 — 0.22820) —,

Tr(RPF; P) = reg(ay, az, as)

2,1
F4,1a1a2a3a1a2¢l3
= reg(al, a2, a3) * 252:% (TalbcTa1bc§a2az 50«30«3 + Taa2a37aa2a3 50‘10‘1)
= 217eg(ar, az,03) (N — a2)N? + (N = az)V(N — az)N)

5

N N
~ 2731 (0.34485 — 0.228297) — =

Ademaés por simetria bajo el intercambio de colores, también tenemos este mismo resultado anterior para

. 2,2 2,3,
las trazas que involucran a Fy; y Fyy:

Tr(RPFfﬁ’fP) =reg(ay, as, ag)F2’2

4,10.10.20,3(11(120.3

~2,2 el eal
= Teg(ala az, a3) * 294,1 (TaagcTaagc(salal 5a3a3 + TalbagTalbag 5(12(12)

5

. N
~ 2G77(0.34485 — 0.22829) —,

(RPF4213P) = 7“69(@17a27a3)F 3

4,1ajaza3a1a2a3

= Teg(ala az, aS) * 294:1 (TabagTabag,dalal 5112(12 + TalagcTalagc(Sagag)
- N®
~ 2477(0.34485 — 0.22829n) —-,

Para los términos a dos vértices hay que desarrollar el producto F?, esto también es una de las
necesidades que se tienen para implementar en el programa. Este producto nos dard una estructura tensorial
que también corresponderdn a graficas coloreadas y nos indicardan a qué término corresponderan en el lado
izquierdo, por ejemplo

2,1 2,1
F4,1a1a2a3b1b2b3F4,1b1b2b3a1a2a3 - 4(94 1) (Tblb(‘TaleTa1€fTb1€f6a2b2 6a3b3

+ Ta1 bcTa1 bcha2 as Tda2a3 5(11 bl 5&2 b2 6(13173 + Taa2a3 Taag as T[l1 efTal ef5a1 bl 50.2 b2 6(13173
+ Tab2b3 Taazdg Tdazag Tdbz b3 6a1 by ) .

. ;. . e 2,1
Inspeccionando estos cuatro términos podemos ver que el primero y cuarto contribuirdan a 33

:
mientras que el segundo y tercero a 37 ,. Sin embargo resulta que solo el primer término contribuye, ya que
por sus dimensionalidades al tomar N — oo los demaés términos se anulan. Asi, realizando la traza del primer

P . 2,1
y unico término que contribuye a 3}

(RPF4211PF2 ' P) = 4(94 D 2reg(ay, az,az)p(bi, b2, 03)Toyve T ayveTayer TorefOanbsOashs
N N N N

7 1)2 Z Z Z Zreg(al, as,a3)p(bi,as,as)

ay a2 az by
4

2, N
~ 4(7y1)(0.15424 — 0.10044) .
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Por simetria bajo el intercambio de colores, los términos andlogos a este que contribuirdn a 527’12 y Bi’f seran

respectivamente
4

: N N
Tr(RPF}IPF;IP) ~ A(g;7)?(0.15424 — 0.10044) 5,

. " N4
Tr(RPF}}PF;P) ~ A(g;7)?(0.15424 — 0.10044) 5.

El siguiente producto que podemos desarrollar es, considerando la simetria bajo el intercambio de

colores

2,1 F2:2 2,2 2l
471a1a2a3b162b3 4,1b1b2b3a1a2a3 - 4,1a1a2a3b1b2b3 4,1b162b3a1a2a3
~2.1~2,2

= 4931951 (TayveT arveTaar ;T das f8ayrby OasbsOasbs + Toyve T arbeTaycas Ty easOazbyOasbs
+ Tabgag,Taazag Tdangdef(Sal b1 6(131)3 + TaagbgTaazag Ta1 6(13Ta1€b3 50,1 b1 6(121)2 ) .

Estos cuatro términos corresponden a contribuciones para 6272, Bf:ll, 52:% y ﬂi’f en ese orden respectivo.
Sin embargo, por el mismo razonamiento de la dimensionalidad de los términos resultard que solo el primero
contribuird y los demds se anularan. De esta manera podemos realizar la suma espectral

2Tr (RPFALQ,’IIPFZ:IZP) = ng:%gz%:%reg(ala az, az)p(bi, b, bg)TalbCTaleTdQZdeUQf(Salbl Oazbs0azbs

N N N

= 8011011 Z Z Z reg(a1,as,a3)p(ay, az,az)N*

a1 as as
= 8721523(0.15669 — 0.10125n)N—7.
s ) Z2
Andlogamente, por la simetria bajo intercambio de colores obtenemos la contribuciones para 6272. De todo
esto aprendemos que para realizar las sumas espectrales solo es necesario contar los indices internos y las

deltas de Kronecker involucradas y por tanto
. o1 N7
2Ty (RPFf;fPFj;fp) = 871957015669 — 0.10125m) .
2Tr( RPFIIPFPP) = 832755%(0.15669 — 0.10125 N
4,1 4,1 = 094,194,1\Y- . n) 72

Los siguientes productos que hay que desarrollar son
2 2 ~2 \2 Gl sl

F4,2a1a2a3b1b2b3F4,2b1b2b3a1a2a3 = 4(94,2) (TabcTabchedeef5a1b15a2b25a3b3

+ TalagagTaulgag Tdedeef(sal b1 6@21)2 6@31)3 + TabcTabcTalaQ(ngalazag 6a1b1 5(121)2 5(13173

+ Tbl b2bsffl1 azas T(l1 azas Tbl bzbs)'
Todos estos términos contribuyen a 622, sin embargo el primero es el de orden maés alto en N y el tinico
que contribuye; asi que

Tr (RPF42,2PF42,2P) = 4@3,2)27’69(@17 az, az)p(bi, b27b3)TabcTabchedeef5a1b15a2b25asb3

N N N

= 4(@3,2>2 Z Z Z reg(al, az, ag)p(al, az, a3)N6

a a as
~2 \2 N9
~ 4(33 5)* (015669 — 0.101257) 5.

Por 1ltimo, desarrollamos el producto
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2,1 2 ~2,1~2 = =
4,2a1a2a3b1b2b3F4,2b1b2b3a1a2a3 = 494,194,2(TalbcTalbchedeef(Smh5a2b2 Oasbs

+ TblbcTalbcTalagagTblagag §a2b25a3b3 + Taa2a3Taa2a3Tdedeef5a1b1 §a2b25a3b3
+ Taazbg Taazag Ta1 aszas Ta1a2b3 5111171 5112172)‘
. P . . 2,1 23 q:
Donde el primer y tercer término contribuyen a 5272 mientras que el segundo a 8;’; y el cuarto a 5;’}. Sin

embargo solo el primer es el inico que no se anula, por lo que

2TT<RPFZ,’11PF3,2P> = 852:%@2,27“69(%7a27a3)p(b17b27b3)Ta1bcTa1bchedeef5albl5a2b25a3b3

N N N

= 8951912 > > > _reglar, as,a3)p(ar, as, az) N°

al az as
~ 872177 5(0.15669 — 0.10125 )N—8
~ 004,194,2\V- . n 72"

Anélogamente los demés términos y ultimos, por simetria bajo intercambio de colores serin
8

: 2,2 02,2~
2 Tr(RPFZl,l PF42)2P) ~ 831377 5(0-15669 — 0.10125m) .

. D A NS
2 Te(RPF}YPF},P) ~ 8777133 5(0.15669 — 0.101257) .

Y estas son todas las trazas que contribuyen a las funciones beta definidas en una truncacién a
orden cuatro. Utilizando el programa podemos realizar estas mismas sumas espectrales habiendo definido
primero los diagramas en la Accién Efectiva Promedio. Nétese que todas las trazas estan en funcién de
los acoplamientos con dimensién, introducir los acoplamientos adimensionales suman factores dimensionales
d;’ ; @ los factores de N. Analizando ambos lados de las ecuaciones, el izquierdo mencionado al principio
de esta seccidn y el derecho consistente de todas estas trazas, establece cotas para estas dimensiones. En
este caso las cotas estan dadas por dill < -2y diQ < —3. Siendo la igualdad la que se escoge para tener
dependencia directa de los acoplamientos en la dimensién anémala y poder variar los parametros como prueba
de la dependencia del esquema. De esta forma, en el programa obtenemos el lado derecho de la ecuacién
de Wetterich, solo con los términos que son relevantes y que no se anulan al tomar N — oo, nuevamente

tomando los diagramas con fin representativo como

NONR
Tr <F(2)NR> = —2ZN®(0.34485 — 0.22829n) (g3’ + 935 + 915 + 93.2) o=
+
N

422 N*(0.15424 — 0.10044 21y2 1 222 1T (28]
. — U n) (94,1) Jr(94,1) Jr(94,1)

—30 —

2
g
+8ZN(0.15669 — 0.101257) (931 (957 + 37) + 93103 + 93 (01 + 07 + 0T + 57) =2

Comparando los lados izquierdo y derecho de la ecuacién de Wetterich, se obtienen las funciones

beta como el sistema de 5 ecuaciones dado por
n=2(g31 + 957 + 917 + 93.2)(0.34485 — 0.22829),

2

7+ 4(g71)?(0.15424 — 0.10044n),

B = (2+2n)g:)
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92,2
2

2,3
941

Bia=(B+2m)gis+ 8951 (937 +937) + 93700} + gi o971 + 92t + g1} + =57))(0.15669 — 0.101257).
Dadas las funciones beta como este sistema de ecuaciones, encontramos a los puntos fijos g, como

aquellos que satisfacen que estas funciones son cero. Los exponentes criticos # como los eigenvalores con signo

negativo de la hessiana de las funciones beta como se indica en las ecuaciones y para ambos

esquemas. Fl segundo esquema a considerar para distinguir tentativamente si los puntos fijos son inducidos

por la truncacién, consiste en la forma de la dimensién andémala, esta puede ponerse en términos de los

acoplamientos como

2a(g3 5 + gin + 911 +917)
L —2b(g3, + g1 + 941 +901)

TNcomp =

con S1 = a + bn la suma espectral (a y b nimeros reales), de manera anédloga a la expresién que se obtuvo
en el desarrollo anterior. El esquema completo serd tomando esta expresién completa para n, el esquema
semi-perturbativo sera la aproximacion
_ 2 2,1 2,2 2,3
Ns—p = 2a(g1o + 931 + 911 + 911,
y por ultimo, el esquema perturbativo serd mantener el término cinético contastante y por tanto su derivada

sera cero

Tlpert = 0.

Este ejemplo muestra la necesidad de implementar los calculos en Mathematica en la seccién |3.3
Para llegar a la truncacién a orden (77)*, desde la representacién en graficas coloreadas de la Accién
Efectiva Promedio que constara de 57 invariantes tensoriales con sus respectivos acoplamientos, las derivadas
variaciones que en total serdn al rededor de 803 términos factorizables con las constantes de acoplamiento
a 57, el producto de tensores y la traza de productos de tensores con funciones. Ademéas de esto tenemos
una expansién en vértices, que cortando hasta n = 4 (ya que una n mayor dard operadores invariantes no
incluidos en la truncacién) dan un total de 10,755,500 trazas. Por argumentos de simetria, despreciando
términos y omitiendo operadores invariantes no incluidos en la truncacién resultan en una reduccién total
a 246 trazas que hay que obtener, cada una incluyendo de 4 a 256 términos que deberan ser analizados
respecto a su escalamiento para cotejar si son anadidos a las funciones beta después del limite N — oco. Una

truncacién a orden (TT)?* es imposible de hacer sin el uso de software.

3.3. Implementacion en Mathematica

El cédigo en Mathematica puede encontrarse laqui y consiste de dos partes que se explicaran a continuacién

en las siguientes dos subsecciones.

3.3.1. C(Cbdigo implementado previamente

Esta parte del programa se desarrollé de manera previa al proyecto de tesis. Permite definir los operadores

de la Accién Efectiva Promedio, asi como su representacién gréfica, la segunda derivada variacional, los


https://drive.google.com/file/d/1qkt920NWCfEsBSRM0JZeD_NOQ5RCVKFS/view?usp=sharing
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productos tensoriales involucrados y las contracciones de los indices necesarios para obtener las trazas. Esto
se hace construyendo funciones que no estan implementadas en la paqueteria de Mathematica originalmente.
Por otro lado, no implementa la estructura del regulador mds que en los tadpoles (n=1 en la expansién en

vértices). Se definen los operadores, tomando por ejemplo
TabchbchefTaefa (3 ].5)

como la estructura para definir su grafica asociada, donde los tensores representaran vértices y las contrac-

ciones de los indices se representan con aristas de 3 colores distintos que los unen

Inv[{{{4,0},{2,0},{2,0}},{{3,0},{1,0}, {1,0}}, {{2,0}, {4, 0}, {4,0}},{{1,0}, {3,0}, {3, 0} }}],  (3.16)
donde la primer entrada consistente de la triada {{4,0}, {2,0}, {2,0}} estd asociada al vértice 1 de la gréfica
y se lee como gonecta el vértice 1 con el vértice 4 usando color rojo (color 1), el vértice 1 con el vértice 2
usando color verde (color 2) y el vértice 1 con el vértice 2 usando color azul (color 3); el mismo razonamiento
se aplica a cada entrada. Asi cada triada representa a un vértice y sus conexiones con los demzisﬂ Para
graficar la estructura (3.16)), se define la funcién ShowMonomial[Inv[]], que traduce a una estructura

reconocida por la funcién predeterminada de Mathematica GraphPlot|], asf la estructura toma la forma

{1 = 4,{1,03},{1 = 2,{2,0}},{1 = 2,{3,0}},{2 — 3,{1,0}}, {3 = 4,{2,0}}, {3 = 4,{3,0} }},

se define entonces la funcién ShowInvariant[] en base a GraphPlot[] y al aplicarla se obtiene la gréfica

respectiva

Dentro de ShowlInvariant[] se impone la restriccién de que los vértices impares sean representados por un
circulo negro (correspondientes al tensor conjugado) y los pares con uno blanco (correspondientes al tensor).

La segunda derivada variacional del término tomado como ejemplo en la ecuacién (3.15)), esta estd dada por

52

7*Ta CT CT e Tae =2(T; cTi 06m6 n +TamnTa' (S’L ) 3.17
(sTijk(STlmn bed dbect def f ( b bclj k Jk l) ( )

Algebraicamente, esta operacién toma a un tensor 7' y un tensor conjugado T y los sustituye por
tres deltas de Kronecker con los indices del tensor que se deriva y el tensor respecto al cudl se deriva.
Esto produce una estructura tensorial con 6 indices. Graficamente esta operacion consiste en tomar toda la
combinatoria al eliminar un vértice blanco y un vértice negro. Las aristas de la grafica que quedan después
de este proceso de eliminacién son de dos tipos, la arista puede ain estar conectada a otro vértice o la arista
queda desconectada de los vértices. En el primer caso esto es un indice no contraido en la estructura tensorial
y en el segundo esto es representado por una delta de Kronecker. Esta es la manera para definir la funcién
Vary[]; aplicada a un objeto como la definicién de la ecuacién . Por conveniencia, en vez de dejar las
aristas libres, las unimos a vértices cuadrados blancos (white) o negros (black) (segun el tensor original).

Aplicar Vary|] a un objeto como (3.16]) entonces devuelve una estructura de la forma

2Dentro de las triadas tenemos parejas de nimeros, la primer entrada nos dice el nimero de vértice mientras que la segunda
es para incluir una dependencia no simétrica de los indices en trabajos posteriores.
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20p[{{{1,0},{b,0},{b,0}}, {{w, 0}, {2,0}, {2, 0}}, {{b, 0}, {1,0},{1,0}}, {{2, 0}, {w, 0}, {w, 0} }}]
+20p[{{{b,0},{1,0}, {1,0}}, {{2, 0}, {w, 0}, {w, 0} }, {{1,0}, {b, 0}, {b, 0} }, {{w, 0}, {2,0}, {2, 0} }}],

que también se traduce a una estructura compatible con GraphPlot[] usando OperatorToGraph|] y al aplicarla

a la expresion anterior, se obtiene
2{{w1 = 1,{1,0}},{wa — b2,{2,0} }, {ws — b3,{3,0}},{1 = 2,{2,0}},{1 — 2,{3,0}},{2 — b1,{1,0}}}
+2{{wy = b1,{1,0}},{wz2 — 1,{2,0}}, {ws — 1,{3,0}},{1 — 2,{1,0}},{2 — b2,{2,0}},{2 — b3,{3,0}}}

que ya tiene el formato para usar GraphPlot|[], entonces se define ShowP|] usando esta funcién predeterminada

y graficamente, después de aplicarla se ve como

w3 bz

AN

1 2

g M A T4 \

bp Wy b3 w3

w2 b3

by wi

De esta manera es como se realizan las derivadas variacionales y la expresién del ejemplo (3.17) toma la

forma grafica

||
= = O e¢—0n 1 D\
Q(EbcTibcéjm(skn + TamnTajk(Sil) =2 [ | O B + 0 C)\- . (318)
|

es importante notar que los indices del tensor en esta forma gréfica estan representados por las aristas
que conectan los cuadrados con los circulos; y que ademads, este tensor contiene indices internos que estan
totalmente contraidos, estos estan representados por las aristas que conectan circulo con circulo. Por ltimo,

se define el producto de tensores con la funcién OpertorProductAll[] para contracciones de la forma

Fijklmn(sloémpaanopqrst = Fijk:lmnFlmnrst-

Estas contracciones aparecen en la expansién en vértices dada por la ecuacion . La metodologia
usada es clara, consiste en unir las aristas involucradas (de las dos graficas) en los tres indices (de cada tensor)
que estén representados por cuadrados (indices no contraidos), esto para el caso de las aristas que conecten
un cuadrado con un circulo. Para el caso de las aristas que conectan cuadrados y son deltas de Kronecker,
simplemente se eliminanﬂ Por otro lado, se define la funcién OperatorTraceAll]] para obtener la forma gréfica

final de un tensor que ha sido contraido con el patréon de la traza

Fijkijk,
que también es aplicable al tensor resultado del producto tensorial anteriormente definido; esto es til para
obtener las trazas a cualquier orden de la expansién en vértices. Después de obtener la traza respectiva a un

operador o producto de operadores, el resultado serd expresado como un valor numérico multiplicado por la

grafica de la que provino, para lo cudl se usard la funcién CloseGraphWithPRdAP([]. En esta seccién del c6digo

3Nétese que esto hace perder la informacién sobre las deltas de Kronecker involucradas que més adelante serd necesaria para
realizar las trazas al reducir el nimero de indices que hay que sumar.
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también se implementan las trazas de los tadpoles, por simplicidad y porque requirié ciertas modificaciones,

se explicara esta funcién en el cédigo para las sumas espectrales.

3.3.2. C(Cdbdigo para sumas espectrales

Esta seccion del programa fue desarrollada para esta tesis con el objetivo de obtener las sumas espectrales
involucradas en las trazas de las expansiones en vértices. Para describir el funcionamiento del cédigo, se
puede obtener més claridad del lado derecho de la expresion si se considera que los tensores Ry P son
de la forma (como se muestra en las ecuaciones para los reguladores y )

Rijklmn = T('L?]v k)éil(sjm(skna -Pijklmn = p(la Js k)(sil(sjmékn
Con 7 (4, j,k) y p(i, 4, k) funciones solo de los indices. De esta manera en la expansién en vértices, el primer
término lo interpretamos como un término en el vacio. Los demads términos seran términos a vértices segun el
valor al que corresponda y simplificando toman la sencilla expresién (utilizando las consideraciones anteriores,

en especial por las deltas de Kronecker):

TT(RPFP) = p2(a17a27a3)7.—(a1aa25a3)Fa1a2a3a1a2a3 = Teg(a/laa23a3)Fa1CL2a3a1a2a3

Tr(R(PF) = reg(a1, a2, a3)p(b1,b2,03) Fa,asasb1bsbs Fbibsbsarazas
: b

(R(PF)*P)
Tr(R(PF)?P) = reg(ay, as, a3
(R(PF)*P)

)
p(bh b, 3)10(017 C2, CS)Fa1a2a3b1b2b3Fb1bzbsc1CQC3F610203a1a2a3
Tr(R PF) )

- reg(a:l) a27 a3)p(b17 b2? b3 p(cl7 027 c3)p(d17 d27 d3)Fa1a2a3b1b2b3FblbzbgclC203F016263d1d2d3

X Fa,dydsarasas

donde se muestra la estructura de los tadpoles o sumas a un vértice, dos vértices, tres vértices y cuatro
vértices respectivamente. Se realiza la suma sobre todos lo indices involucrados. Dentro de los siguientes

calculos se utilizard la forma del tensor con funciones escalén (3.9) que permite acotar las sumas de indices
hasta N.

Ahora bien, la traza involucrada con los tadpoles es sencilla. Solo hay que sumar sobre 3 indices
(a1, az y az) la funcién reg(as,as, as) y la traza Fy as05a1a0a5, PETO esta Ultima estd compuesta, usando
la forma del tensor de la ecuacién ; por restricciones de la funcién escalén o). El tipo de indices que
tiene F consiste de a1, as y ag ademas de indices internos. Esto puede apreciarse en el ejemplo que se tomé
con anterioridad de la ecuacién . También contiene deltas de Kronecker de la forma 04,4, = 1 pero
estas serdn importantes para los demés ordenes en la expansion en vértices. Asi, para obtener los tadpoles

la estructura general es
N,N,N

Tr(RPFP) = N Z reg(asy, az,as)
ai,a2,a3
donde a(F) es el nimero de indices internos del tensor F. Como en la representacién grifica, los indices
internos estdn representados por las aristas que conectan circulos con circulos, definimos la funcién NOOJ]
para contar las aristas que se conectan de esta forma, que en nuestra notacién conectan el vértice 7 con el
vértice j (ntimero entero a nimero entero). Se usa asi la funcién predeterminada EdgeCount[]. La funcién
para obtener la traza completa estd dada por RHS[], que es simplemente este factor de N asociado a los
indices internos, por la suma de reg(aq,as,a3) y de manera representativa, la traza de la grafica de la que

provenia cada término.
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Para las sumas espectrales a dos-vértices se usa la misma metodologia, solo que ahora hay 4 casos

distintos. Ahora debe sumarse sobre 6 indices aunque en el producto tensorial

Fa1a2a3b1b2b3 Fb1b2b3a1a2a3 .
Ademids de encontrar el factor de N correspondiente al nimero de indices internos de los dos tensores, se
encuentran deltas de Kronecker que relacionan a los indices a; con b;. De esta forma, la traza contiene cuatro

casos dependiendo del nimero de deltas de Kronecker 8 que relacionen a los indices a; con b;

p(ai,az,a3) sif=3
N,N,N N _
: N by,az,a sif=2
TT(R(PF)2P) — NoF?) Z reg(ay, az, az) x sz\; Z( 1,02,a3) 8 .
a1,a2,a3 Ebl’,b2 p(b1,b2,a3) sifg=1

oo P(b1,ba,bg) si =0
Es por esta razén que se define la funcién N1[] para contar los indices internos de dos operadores y cumplir con
la utilidad del factor «, mientras que para el parametro 8 contamos las deltas de Kronecker en los operadores
con la funcién N2[], que ya toma en cuenta cuando hay deltas de Kronecker repetidas. Asi definimos la funcién
VertexSumAll[] utilizando la funcién predeterminada If[] con los cuatro casos mencionados y determinados

por B, por el factor N% y su correspondiente gréfica.

Para el caso de las sumas espectrales a 3-vértices, una funcién condicional es dificil de aplicar pues
la combinatoria es bastante alta, por lo que se recurre a otra metodologia. El factor «, por su simplicidad
aun es incluido, sin embargo por las deltas de Kronecker contenidas en el producto tensorial, reemplazamos

los indices para que contentan estas deltas de Kronecker, es decir
N,N,N N,N,N N,N,N
. 3 ~ ~ ~ ~ ~ ~
Tr(R(PF)3P) — NoU™) Z Z Z reg(ay, az, as)p(by, b, b3)p(c, €2, C3)

a1,az,a3 by,ba,bs c1,c2,C3
donde

bi = bi(ai,b;), ¢ = ci(ai,bi,c;)
son funciones de los indices. Ahora estas incluyen las deltas de Kronecker, las cuales estardn en funcién del
nimero de aristas que conectan cuadrados con cuadrados (las deltas de Kronecker originales que relacionan
a los indices unos con otros). Haciendo la descomposicién F? = Fy F, F3 se define la funcién NOi[] que cuenta
las deltas de Kronecker de color i de cada operadotﬂ También se define la funcién NV3i[] que cuenta las

deltas de Kronecker de color ¢ en los tres operadores.

Para la funcién I;Z hay dos casos, que sea el indice b; o que sea a;. El primer caso se satisface
si no hay deltas de Kronecker, i.e. si NV3i[F},F5,F5]=0 6 si hay una delta de Kronecker pero solo en el
operador Fj i.e NV3i[Fy,F»,F3]=1y NOi[F3] (04, .;), para €l segundo caso, que el indice sea a;; se tienen las
opciones restantes. Esto es, que haya 2 o 3 deltas de Kronecker en los tres operadores o que haya una delta
de Kronecker en todos los operadores y que esta resida en Fy (dq,p,). De esta manera la funcién b; estd

definida como

bi = bi(NV3i,0 + ONV3i,10N0i(F),1) T @i(ONV3i2 + ONV3i3 + INV3i,10N0i(Fy),1)

Para la funcién ¢; hay tres casos, ¢;, b; v a;. Esta funcién sera ¢; cuando no haya deltas de Kronecker

4Es importante notar que a partir de orden 3 en la expansién en vértices, es necesario diferenciar el orden de los operadores
ya que su producto no es conmutativo.
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i.e NV3i[F,F»,F3]=0 o cuando haya una y esté en el operador Fy, NV3i=1 y NOi[F1] (J4,.p,); serd b; cuando
haya una delta de Kronecker y se encuentre en el operador Fy (dy,.,) ¥ serd a; cuando haya 3 o 2 deltas
de Kronecker 6 una delta de Kronecker y se encuentre en el operador F3 (Jq,.c;), por lo que la funcién se

expresa como

¢ = ¢i(ONV3i,0 + ONV3i,10N0i(F,),1) + bidNV3i,10N0i(Fy),1 T @i(ONV3i2 + ONV3i3 + INV3i,10N0i(Fy),1)

Andlogamente, para las sumas espectrales a 4-vértices se sigue el mismo razonamiento:
N,N,N N,N,N N,N,N N,N,N
. 4 ~ o~ o~ — e ~ ~ o~
Tr(R(PF)*P) — Nt Z Z Z Z reg(a1, az,as)p(by,be, bs)p(c1, cz, c3)p(di, da, ds)

a1,a2,a3 by,b2,bz c1,¢2,¢3 dy1,dz2,d3

Se define la funcién NV4i[] que cuenta las aristas que conectan cuadrados (deltas de Kronecker) del

color i de los cuatro operadores F* = F, F5 F3F, con las funciones de los indices:

i)vi :Ei(aiabi)a évi:ai(aiabiac’i% (Fivi:gi(ai,biaciadi)-

La funcion b: solo puede ser a; o b;. Si hay una delta en el primer operador, i.e. NOi[F}]=1 (lo cuél
significa que hay d,, p,) entonces obtenemos el indice a;, de lo contrario, en ausencia de esta delta NOi[F}]=0,
hay dos casos; que se forme esta delta de Kronecker a partir de las otras, para lo cudl NV41=3 o que no se

forme, i.e. NV41+#£3, asi la funcion se expresa como

b; = ai0noi(Fy),1 + (bi + (@i — b)dNVai3)On0i( ) 0-

Para la funcién ¢; usamos recursividad de forma que hay tres casos, que la funcién sea ¢;, b: 0 a;. Ahora el
razonamiento es: la funcién es b; y no ¢; cuando hay una delta de Kronecker en el operador 2 i.c. NOi[F3]=1
(hay 9, ¢;) v asi esta condicién ya incluye todos los casos de la funcién I; excepto para cuando solo hay una
delta que relacione a; con ¢; i.e. cuando no hay delta en el operador F» pero si la hay en F3 y Fy. Asi la

funcién se expresa como
Ci=c¢i+ (i); - Ci)(sNOi(Fg),l + (ai - Ci)§N0i(F2),05N0i(F3),15N0i(F4),1~
Finalmente, la funcion Jl serd ¢; cuando haya una delta de Kronecker en el operador F3, NOi[F3]=1 (hay

¢, .d;) que ya incluye todos los casos de ¢;; serd a; cuando no exista esta delta, i.e. NOi[F3]=0 pero si en el

operador Fy, NOi[Fy]=1 (hay dq, 4,); en los casos sobrantes serd d;. Esta funcién se expresa como

di = di + (G — di)Onoi(Fy),1 (@i — di)ON0i(Fy),00N0i(Fy), 1
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CAPITULO 3. ECUACION DE WETTERICH PARA MODELOS TENSORIALES



Capitulo 4

Resultados

En esta seccién se utilizardn cuatro truncaciones para la Accién Efectiva Promedio de los Modelos Tensoriales
Coloreados, la primera a orden (77)?, la segunda, una ampliacién hasta orden (77)3 sin el melénico triple
9273. La tercera a orden a orden (77T)3 completo y la cuarta a orden (T7T)*. Los términos contenidos en
estas truncaciones serdn operadores melénicos y no melénicos (usando toda la combinatoria posible) para
un tensor complejo con sus respectivos acoplamientos g; ; utilizando la notacién mencionada en la seccién

anterior. Se usara la misma truncacién para orden (TT)? que en la referencia [I].

Se obtendran las funciones beta, puntos fijos y exponentes criticos usando la metodologia establecida
en el capitulo anterior, para un regulador exponencial y uno tipo Litim en todos los casos, estas se reportaran
en términos de los acoplamientos g; ; v la sumas espectrales S; ; dadas en el Apéndice |§| y que toman la

forma

Sij = @i+ nbij,

donde a; ; ¥ b; ; son ntimeros reales. Se utilizaran los dos esquemas A y B mencionados para el escalamiento
de los acoplamientos, los cuales modificaran las funciones beta y por tanto los puntos fijos y exponentes
criticos. Este escalamiento estd presente en las funciones beta y puede cotejarse en ellas como el primer
término lineal que contiene su mismo acoplamiento. Ademé&s también se usaran los tres esquemas: comple-
to, semi-perturbativo y perturbativo, para los puntos fijos y exponentes criticos. Se reportardn en tablas

independientes los exponentes criticos en los esquemas 0y y 6.

Las funciones beta entendidas como un sistema de 57 ecuaciones para la truncacién completa a
(TT)* no se reportaran completas, sino que se escogera una funcién beta representante ya que estas también
son invariantes ante la permutacion de colores. El sistema completo puede obtenerse al permutar los colores

involucrados.
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4.1. Truncacién a orden 8

La truncacién a orden (TT)?* para la Accién Efectiva Promedio estd dada por toda la combinatoria posible
para generar graficas bipartitas coloreadas desde un tensor y su conjugado hasta cuatro tensores con cuatro

conjugados

—0

I'n = 7o _ ~2.1 ] 227 T, ~23[ o—ue |, 3,1 / ~3,2 ~3,3
N = 4o=—* +g,, +911 +941 +942o—4+961t +96,1‘X d/+96,1
_ I - y
-0 =
~2.1 ~2.2 2,3 I:i ~0 ~3,1 TI ~3, 2 ~3,3 I
+96,1m+96, S‘Fga, + 96,1 +963O ’+962 +962.____O+96,2 -
~41 2 N | a3 ~3,1,1 o°*0 ~3,1,2 o~ 32,1 07~ ~3.2.2 "0
+g8,1© + 981 “ + 981 Q + 981 io,. 3 + 951 . o;g +981 ig + 981 f\o,.ﬁ

/ =0
a3 att Cgseal eas] Baatl e, ﬁ&a;g??@

O=—0

ETRSeSE S Ses il iy senlt iiese it vaaal e

DS SSEY i Saels i SSEL IS SR TR LG R

422T_J Gh23e=0 rj 42f 45| | — e
+ 05y +9’ +9g’3 + 0336 b +Jis0—se-

el el el =8

Aplicando la ecuacién de Wetterich a la expresién anterior, puede obtenerse el lado izquierdo
como se muestra en lo que permite definir las funciones beta B{ ; con sus respectivos escalamientos d; j
sin determinar. Para el lado derecho de la ecuacién de Wetterich tendremos una expansién en vértices, esta
se corta hasta n = 4 ya que términos superiores darén invariantes tensoriales de orden (TT)° o mayores. Para
n < 4 también tendremos invariantes tensoriales de orden mayor que la truncacion. Todos estos términos se
omiten. De esta forma, tomando la segunda derivada variacional de I'y llamamos Fy ;, Fs; y F3s,; a la suma

de términos provenientes de los invariantes (TT)2, (TT)? y (TT)* respectivamente.
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Asi los unicos términos que deben obtenerse son toda la combinatoria que contruibuird a estos
ordenes. Para n = 1 tendremos los tadpoles Tr(Fy;), Tr(Fs ;) y Tr(Fs ;). Para n = 2 se tienen Tr(Fy ;Fy ;),
Tr(Fy,:Fs ), Tr(Fe i Fs ;) y Tr(Fy,;Fg ;) y la estructura de estas trazas conmutan en F'. Para n = 3 tendremos
Tr(FyiFa;Fyr) y Tr(FyiFy;Fs ), esta tltima estructura no conmuta en F' (solamente en el intercambio
del primer con el segundo término), por lo que debe hacerse toda la combinatoria. Por dltimo, para n = 4
solo deben obtenerse los términos Tr(Fy ;Fu ;Fy Fa;) que tiene la simetria de intercambio del primer con el
cuarto término en F' y el segundo con el tercer término en F'. Tomando toda esta combinatoria y aludiendo

a la simetria de colores deben obtenerse en total 247 trazas que pueden realizarse en Mathematica.

Después de obtener las trazas debe realizarse el anélisis dimensional, imponiendo la condicién
conlleva a acotar los escalamientos d; ; entre ellos y relaciones numéricas. De esta manera se escogen dos
esquemas de escalamiento A y B que corresponden a las cotas inferiores y superiores respectivamente. Una
vez establecidos los escalamientos, pueden obtenerse las funciones beta. De nuevo cabe mencionar que los
escalamientos pueden cotejarse en las funciones beta como el factor numérico asociado al primer término

lineal de cada funcidn.

4.1.1. Escalamiento A

En este esquema de escalamiento las funciones beta toman la forma del sistema de ecuaciones diferenciales

dado por

2, 22, 23
n= 251(94,% + 951t 941 "‘922)7

Bt = (20+2)g71 — S1(3g51 + gus) +482.1(g31)%,

31, 32 33
52,2 =(2n+ 3)92,2 — 251962 + 962 + 952) — 35193,3
21, 2 2,3 2,1 2,2 21 2.3 22 23
+ 452,0((92,2)2 + 292,2(94 L H 90T T 911) 2971907 + 2951957 +295194°1)s

s P 3 )

Bet = (3n+4)gg1 — S1(4ge] + gaz) + 12821971951 — 8S3,1(g31)°,

Bar = (31+5)g51 — Si(g8> + 981 + 20517 + 20807 + 20577 + 2057 + 05
21,22, 23 2.2 33, 23 32 2,1
+48219571 (957 +947) +12521(95796'T +951961) — 16(S3.6 +253.7)951
222 23 |, 22, 23
—8(253,4 + 53,8)((94,1)294,1 + 941 (94,1)2),

41,1 4,22 42,3

By = (3n+5)ggs — S1(3gs’s + 205’5 + 49> + 20557 + 29575°) + 12550901 (
+4(S20 +252.1)90 2951 + 4520062 (951 + 951 + 932) — 8(25,5 + S3.0)(9372)% (9

2,1 2 2
9s1 + 941 + 394

31, 3.3 2,3, 3
(962 + 962) + 9171 (96

)

Bis = (3n+6)g55 —251(9gs’s + 9873 + 953 + 298.4) + 1252093 5
31, 32, 33 21, 32 , 33 2,
+ 852,()922(96,2 + 962 + 9ga) + 852,0(94,}(96,2 + gs2) + 91

21, 22 23

- 853,2(92,2)3 - 2453,2(93,2)2(94,1 + 911 +947)

2,1 2.2 2.3 21 22, 2123, 2
—48535(941951921 + gi,z (921941 + 911957 + 95

(
2
1

2 23
194 1))’

s )
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2,1 2

881 = (3n+6)gg, — S1g5.0 — 4855 395 19 1 94,’?7

5;31,’% = (4n + 6)93,’% + 952,1(92,’1) + 1655195 $19 ~3653.1(95 )29& + 1654,1(92,’%)4,

5{%11 = (4n + 8)9;:} + 452,191%,’%92,’% —24(353,3 + 25514 + 53,15)923}92,’%92

Bt = (4n+ 8)gg1,

, 3,1 3,1 2,2 | 23 41 21
5 = (4n + 7)98,2 + 125219571962 + 1652095’ %(94 1t + 93.2) + 4(S2,0 + 35, 1982911
4,10 2, 3 2,12 3,1 2,1 3,1 2,
+ 452,098,2(94,1 + 94 } +g39) — 2455, 1092 1)296 2 — 24(2535 + 53,9)911 96 1(94 1+9i7 2
2,1 3.1 AN3, .22, 23
—24(2535 + S3,9)911 96 192 o+ 32(Ss0 + 54710)(94,1)3(94,1 +950 + g472),
; 32 33 3,2 2,1, 32 , 33 42 23 | 43 22
5 = (4n + 8)98 2 +12821(g671 962 + ,196 )+ 4521961 (96°2 + 9672) +16521(951921 + 951941)
42 23 | 43 22 3,1, 2,1 2,2, 23
+1285,1(95729271 + 9s2941) + 452,095’ ;(94 + 94 2) +4(S2,0 + S2,1) 95 5(94,1 +917)
, 3 311 1,2, 21 , 23
+ 485 098 1(94,1 + 94,1 +9i9) + 85, 095 (94 1+ 94 2+ 939) +8S: 098 (921 + 9177 + 932)
22,222 | 23,123 2,22 | 231
+8(S2,0 +52,1)(9577 7941 + 951 9a'1) +852,0(9517" + 951 )(941 "‘94 2)
+4(S2,0 + S2,1) (9577957 + 957 Sgi ) +4820(957° + ge1 ) (931 + 93.2)
21, 21 22, 21 23 2,3 . :
—8(283,5 +53,9)961 (9119571 + 911921 + 294 194 11 9s, 2(94 1+ 94 9)
2,1 2.2 33 2,1 2.3 2,2 23 3,1 2,2 23 3.1
—8(53,6 + 253 7)(294,19 192 t 294,194,196,2 + 29, 1911962 T 394 194,196 1)
2,2 23,32 , 33 2 33 | 23 32
— 24(2854 + 2535 + S35 + 93,0)95° 19471 (951 + 9o'1) — 24(253,5 + S3,0)97, (933907 + 9119671)

2.2\2 3,3 2,32 3,2 2.2 2.3
— 8(253,4 + S38)((g4) 1)296 2 T (94,1)296,2 + 29579570 (96 2 T 96 3))

+32(2842 + Sas + Saa + Sas + Sas) (97T (050)? + gii (03D + 93 2((g3 D)9 + (937) %90 D)),

1,2, 2,1 13, 2
582—(477+9)982+4S20(981(941"'941"’942)‘*‘98, (911 +941+942)+981(94

2
1

12233, 222331, 212

+4S20982(g41+941+g41+g42) 48553(g3 1941962 T 941941962 T 94194,

B31 = (4n+T7)g8, — 24(S36 + 255.7) (971951 94

21 | 22 23
+ 452,193,1(94,1 + 911 +911)5

58 4= (4n+ 9)98 1+ 85 0(96 296 >+ gg %923 + 96 39 5) + 352,092,3(4925 + 496 2 T 496 2 T 396 3)
+ 1652095, 4(94 1 +94 1 +94 L +912) + 8520 g:},(gi +gi’% +930) + 852,09;1,’3( 9an +94 L+ 910
+ 8209573 (911 + 911 + 93 2) — 4853.2(931911 955 + 911941962 + 91194196.2)

— 2453295, 2(292 %(96 2 1 Y, &3 + 292 f(gs 219 37 2) + 29471 (96’2 + 9673) +93 2(92:5 +gg3 + gSS))

2,1 2,2 2,1 2.3 2,2 2,3 2,3
- 3653,296,3(294 1921 + 2951941 + 2951941 + 294 2(94 1 "‘94 1+H901)+ (932)°)

+ 16841193 2)° (129719577 + 129510375 + 12057055 + (932)% + 493 2 (971 + 975 + 973))

2,1 22 23
+ 3845411911911 94 192 2
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By's = (40 + 8)gs’s + 6520001 (29673 + 2955 + 398 5) + 4(S2.0 + S2,1)(9572)* + 4520962 (9675 + 90’5

+ 65,0058 5 + 8(Sa0 + S2.1)g8 3951 + 455.0(20873 + 3983) (92 + 933 + g7.)

41,1, 22, 23 422, 21, 22 423, 21, 23
+ 16520987 (951 + 921 + 92,2) + 8520982 (921 + 9571 + giz) + 8520982 (921 + 9577 + 922)

3,10 2,2 2,3 22 | 23 32, 33y, 21
— 365329571 (2951927 +2(957 + 94,1)92,2 + (9272)2) —8(283,5 +53,9)(9672 + 96,2)(94,1)2
— 8(3S5,2 + 4555 + 253.0)902971 (935 + 933) — 8(3Ss.2 + 4555 + 255.0) 90295194 2

s

3,1 2,2 23 3, 2,2 2,3 2,
—24532952911941 — 1253,296,%95,2(294,1 +2g57 + giz) —12(2535 + 53,9)93,3(94,%)2
)

+16(254,12 + 3S1,15 + S1,14) (971)* (93 2 (2957 + 2075 + 932) + 205731973),

3,1,1 3,1,1 3,2 3,3 3,3 2.1 3,1,1, 2,2 2,3 4,3 2.2
B = @n+T7)ggy" + 1852105719671 + 652196719671 + 45219571 (957 +29577) + 1652195779571
2,1, 2,3 3,3 2.2, 22 2,3 3,2, 2,3

- 12537196,1(9471)2 - 12(2S3,4 + 53,8)96,194,1(94 1T 294,1) - 3653,196,1(94,1)2

s

3,3 2,1 2,2 2,2, 2.3
—24(S36 + 233,7)96,194,%94,1 +32(S4,7 + Sa8)91'1 (94,1)37

41,1 41,1 31, 3,1y 3,1 41,1 2,1 3,1, 2,1
s = (An+T)ggly” + 520(6961 + gg2)96'2 + 165219572 951 — 4(2535 + 53.9)75 (9471)2,

)

Best = (4n+T)ggs" + 18520051967 +652,0(961965 + 961 96'3) + 252,096 5965
421, 22, 23 33 | 33y, 22 32, 3.2y,.23
+ 882,195 (921 +911) — 4(2535 + 53,9)((39571 + 9572) (94 27+ (3961 + 96,2)(94,1)2)

s

+32(S415 + Sa,16 + 54,17)(92:%)2(923?)2,

2,1,1 2,1,1 2,1,1 2
Bs,l = (4n+ 7)gg1 +85’2,1gs,1 94

2,1,3 2,1,3 2,13, 22 , 23
Bsa” = (4n+T)ggy” + 45219517 (977 + 917)-

Con estas funciones beta y el regulador exponencial se encuentra un punto fijo con una direccién
relevante usando la truncacién completa hasta (T7)*, en este punto fijo solo los acoplamientos melénicos
ciclicos con un color preferido son distintos de cero y se obtienen 57 exponentes criticos donde solo uno es
positivo (esta es la direccién relevante). Debido a la complejidad de las sumas espectrales para el regulador
tipo Litim solo es posible llegar a una truncacién a orden (77)°. Sin embargo, usando una truncacién

reducida dada por

~ - ~3.1 2 ~
Ty = Zo——e + i1 | [+ +g§:i©, (4.1)

da los mismos valores para los puntos fijos y exponentes criticos (salvo los exponentes criticos negativos
asociados a los acoplamientos que se han omitido) en el caso del regulador exponencial hasta orden 8 y
el tipo Litim hasta orden 6, por lo que es véalido suponer que para el regulador tipo Litim pasa lo mismo
a orden 8. Como esta truncacién es menor, las funciones beta se simplifican; basta eliminar las funciones
beta y acoplamientos del sistema de ecuaciones anterior. En este caso puede obtenerse el punto fijo con una
direccion relevante usando los reguladores exponencial y tipo Litim reportados en las Tablas A.1.1 y A.1.2
conforme se amplia la truncacién. La tabla A.1.1 muestra los valores de los acoplamientos en el punto fijo

usando los dos reguladores mientras que la tabla A.1.2 da los exponentes criticos para los dos reguladores y
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en los distintos esquemas mencionados anteriormente.

esq Exp Litim
21 31 41 21 31 41
n 941 Y61 Y91 ||T 941 Y61 Y9s1
comp |[-0.69 -0.69 -0.54 -1.94
S-p -0.61 -0.89 -0.51 -2.05
pert |0 -3.24 0 -4.62
comp |[-0.55 -0.58 -0.17 -0.37 -1.37 -2.14
S-p -0.47 -0.68 -0.26 -0.35 -1.41 -2.27
pert |0 -1.5 -1.56 0 -2.14 -6.12

comp|[-0.45 -0.51 -0.26 -0.15(-0.28 -1.06 -2.56 -6.45
s-p -0.39 -0.56 -0.34 -0.23||-0.27 -1.08 -2.65 -6.78
pert ||0 -0.98 -1.32 -1.71||0 -1.4 -5.2 -18.53

Tabla A.1.1 Punto fijo con una direccién relevante para regulador exponencial y tipo Litim, truncacién reducida.

esq Exp Litim
0r 0} 0r 0}
comp ||2.91 0.62 2.21 0.93
S-p 2.22 0.77 2.09 0.97
pert |2 2
comp |[2.72 -1.72 0.99 -1.81 2.14 -2.24 1.33 -2.3
S-p 2.26 -1.96 1.14 -2.03 2.09 -2.29 1.36 -2.35
pert |2 -3.39 2 -3.37
comp||2.6 -1.65 -3.71|1.22 -1.82 -3.67||2.11 -2.17 -4.39|1.53 -2.28 -4.36
S-p 2.27 -1.88 -3.96|1.34 -2 -3.941((2.08 -2.21 -4.43|1.55 -2.32 -4.41
pert |2 -3.1 -5.48 2 -3.08 -5.48

Tabla A.1.2 Exponentes criticos para reguladores exponencial y tipo Litim, truncacién reducida.

La tnica diferencia entre usar la truncacién completa y la reducida para este punto fijo es que en
el esquema perturbativo aparece una segunda direccién relevante a cada truncacién. Sin embargo el valor de
esta segunda direccién relevante es muy pequeno y puede atribuirsele a errores provenientes de la dependencia

del esquema. El andlisis de esto se dard en las conclusiones.

Por otro lado, también se encuentra un punto fijo con dos direcciones relevantes. Aplicando el mismo
razonamiento que para el punto fijo anterior, se encuentra que la truncaciéon reducida dada por las graficas

con nimero maximo de sub-melones y un solo color preferido (ciclicas desconectadas)

~ o ~f ~ /.—Q ~ ~ O=—=—8
[y = Zo—s + ;1 j I +0i0 2 + 901 L2+ Jo'2 j:l + g go——s

)

et peatte gttt ]S
(o= O=——=0

da los mismos resultados que la truncacién completa exactamente en el mismo sentido que el punto fijo con

(4.2)

una direccién relevante. De esta forma se toma la truncacién reducida (4.2)) para obtener con los reguladores
exponencial y tipo Litim los valores de los acoplamientos en el punto fijo reportados en la Tabla A.2.1 y sus

correspondientes exponentes criticos con ambos reguladores en las tablas A.2.2 y A.2.3.
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2,1 o 31 31 3 41 41 41,1 41 4
Exp. Hn 9410 Y9142 Y961 UYs2 Y63 9s1 Ys2 Y9g2 Ys3  Usa H
s-p -0.74 -0.57 -0.5
pert ||0 -3.24 1.7
s-p -0.81 -0.24 -0.94 -0.01 -0.03
pert ||0 -1.45 -0.48 -1.35 -0.61
comp |[-0.74 -0.34 -0.38 -0.04 -0.03 -0.12
s-p -0.59 -0.53 -0.31 -0.12 -0.06 -0.1
pert ||0 -1.52 0.32 -1.71 0.44 0.11
comp [|-0.58 -0.37 -0.24 -0.1 -0.11 -0.09 -0.03 -0.06 -0.01 -0.07 -0.04
S-p -0.44 -0.5 -0.14 -0.23 -0.12 -0.05 -0.12 -0.1 -0.02 -0.05 -0.01
pert ||0 -1.19 1.35 -3.32 -5.6 -0.65 -9.41 23.22 4.82 -27.33 8.37
LitimH H
comp ||-0.67 -1.33 -1.05
s-p -0.61 -1.62 -0.8
pert |0 -4.62 1.73
comp |[-0.76 -0.53 -2.11 -0.39 -0.14
s-p -0.69 -0.64 -2.14 -0.23 -0.64
pert |0 -2.01 -1.64 -4.43 -4.84
comp |[-0.49 -1.1 -0.68 -1.15 -0.59 -0.89
s-p -0.45 -1.17 -0.64 -1.34 -0.63 -0.85
pert ||0 -2.14 0.06 -6.18 0.18 0.08
comp |[|-0.33 -0.97 -0.26 -1.88 -0.92 -0.31 -3.87 -2.79 -0.56 -1.41 -0.27
s-p -0.3 -1 -0.22 -2.06 -0.84 -0.26 -4.47 -2.69 -0.54 -1.16 -0.19
pert ||0 -1.51 0.67 -7.36 5.84 -0.21 -34 39.17 842 -20.8 2.7

Tabla A.2.1 Punto fijo con dos direcciones relevantes para regulador exponencial y tipo Litim.

43

Noétese que en el esquema perturbativo, excepto por la segunda truncacién, desaparece la segunda

direccion relevante. Esto estd completamente relacionado a la apariciéon de una segunda direccién relevante

en el punto fijo que deberia tener uno y se discutira en las conclusiones. Como una observacion, en el esquema

completo no hay punto fijo con dos direcciones relevantes usando el regulador exponencial para las primeras

dos truncaciones.

Exp. H@ H

s-p 2.67 0.12

pert |2 -1.06

s-p 3.11 0.21 -1.15 #£:0.39

pert |[2.05 0.15 -3.14 £:0.44

comp|(|3.71 0.26 -1.4 =+:0.27 -2.66

s-p 2.61 0.29 -1.7 +£:0.32 -3

pert |[1.97 -0.24 -3.21 £:0.3 -4.23

comp |(|3.22 0.19 -1.47 +:0.21 -2.62 -3.28 +:0.08 -3.99 -4.55 -5.56

s-p 2.46 0.11 -1.79 +£:0.12 -2.94 -3.69 +:¢0.04 -4.55 -5.06 -5.95

pert ||1.53 -0.11 -2.89 +£¢1.16 -3.63 -5.35 -6.49 +:1.44 -8.62 £:3.2
9/

s-p 0.52 0.47

s-p 0.95 0.37 -1.16 £:0.4

comp|(|0.85 0.5 -1.43 +:0.29 -2.71

S-p 1.01 0.47 -1.73 +:0.33 -3.02

comp||1.18 0.34 -1.53 £:¢0.23 -2.71 -3.28 +:0.09 -3.98 -4.54 -5.54

S-p 1.33 0.18 -1.85 +:0.11 -2.97 -3.68 £:0.07 -4.54 -5.06 -5.95

Tabla A.2.2 Exponentes criticos para regulador exponencial, dos direcciones relevantes.
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Litim || 0 I
comp |[2.64 0.14

S-p 2.32 0.14

pert ||2 -0.69

comp |[3.1 0.25 -1.22 +¢0.44

S-p 2.79 0.3 -1.34 +:0.5

pert |[2.11 0.34 -2.99 +:0.64

comp |[2.47 0.33 -1.87 £:0.36 -3.24

S-p 2.33 0.33 -1.94 +:0.35 -3.32

pert |2 -0.03 -2.78 -3.37 -4.31

comp |[2.26 0.11 -2.02 4¢0.08 -3.24 -3.92 -4.16 -4.95 -5.47 -6.41
S-p 2.19 0.09 -2.08 £:0.01 -3.28 -3.95 -4.25 -5.04 -5.56 -6.46
pert |/1.85 -0.17 -2.94 +:0.66 -4.01 -4.93 -5.88 £70.18 -7.34 +£¢1.29
9/

comp [|0.65 0.47

S-p 0.79 0.35

comp |[1.03 0.43 -1.23 +:0.46

s-p 1.1 0.48 -1.36 4:0.51

comp || 1.18 0.51 -1.9 +440.36 -3.27

s-p 1.24 0.48 -1.98 4+:0.35 -3.34

comp |[1.52 0.17 -2 -2.15 -3.27 -3.93 -4.13 -4.94 -547 -6.41
s-p 1.55 0.14 -2.03 -2.24  -3.31 -3.96 -4.23 -5.03 -5.56 -6.46

Tabla A.2.3 Exponentes criticos para regulador tipo Litim, dos direcciones relevantes.

4.1.2. Escalamiento B

En este esquema de escalamiento las funciones beta toman la forma

2,1 2,2 2,3
n= 251(9471 +9i7 + 940+ giz)v

2,1 2,1 31, 22, 23 3,1 2,1
Bin = (2n+2)gr1 — 513961 + 961 T 951 + 398,1 +g52) + 452,1(94,1)27

s

21, 22, 23 31, 32, 33
Bia=(2n+3)gi,— S (961 + 961 +9671) —251(952 + 952 + G'2) — 35196 5
21 | 22 . 23 21 2,2 21 2,3 2,2 2.3
+ 452,0((93,2)2 + 293,2(94,1 + 911 +901) T 2951957 + 2951957 +29519571)s

Bat = (3n+4)ga — Si(4gat + 2981 + gas + 955" + g507) + 12821931951 — 8S5,1(971)%,

2,1 2,1 1,2 1,3 0,2 03, 31 3,1,1 3,1,2
Be1 = (3n+4)gs1 — S1(39s’7 + 3951 + 495’1 +4951 + gg'a + gg,l + 29571 +295177)

)

— S12087% + 2057  + 9577 + 957°) + 4821 (951 + 3991) (95T + 911),
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3,2,1

3,1 3,1 1,1 41, 32, 33 4,1 3,3,2
Bsla = (3n+5)gs’2 — S1(gs1 + 3952 + 952 + 98> + 295’5 + 39;,2 +951 +9517)

B

)
)

2,2,1 2,3,2 2,2,3 2,3,3

41, 4,2, 4,2, A2, :
- 51(498,5 Lt 298,3 ‘4 298,5 P4 2057 +2957° t 951 +9517) + 1252,092,%(92,% + gif + giz)
2,3 2.3

2,1 2.2 2,2 21,22 , 23
+ 1252,098.1(94,1 +930) + 4520951911 + 9671921) +4(S2,0 +52,1)9571 (9671 + 9671)
2 22, 23 3,1 2,1 31,22, 23, 2
+ 482097 2(967 + 961) +4(S2,0 +2521)95'2971 +452,0962(921 + 9171 + 91.2)

—8(253,5 + S3.0)(972)% (9571 + 937%),

By 3= (3n+6)gss — S1(953 + 955 + 9875 + 20575 + 29875 + 29875 + 98,1 + 498.4)
+4850(951 (20875 + 2005 + 961) + 913 (20073 + 2005 + ga1) + 915 (2002 + 2005 + 951))
+455005 2(961 + 91 + a1 + 2062 + 2965 + 295°5) + 1282098 3(931 + 945 + 943 + 932)
— 893,2(93 )" — 48852(97 1951001 + 93 2(9T190 T + 951957 + 943957))

2, 22, 23
- 2453,2(95,2)2(94,1 + 911 T 9571)s

58,1 = (3n+ 3)931 - 51921;,2,
Bt = (40 + 6)gat +9S2.1(g01)? + 16521951981 — 3685,1(g31)% g0 + 1684,1(g51)*,

1 1, 12,1
55,1 = (4n + 5)98,% +4S2,19é,}94,17

Be1 = (40 +5)ge1 +9822(981)%

0,4 0,4
51 = (4n+6)gsy,

, 4, 31, 22, 23 3,1 3,1 41, 2,
21 = (dn+ T)gss + 6521961 (961 + 9671) + 1252,196,}96,2 +1652,0951 (95

;
1 41 21 4,1

(
+ 85,0081 (931 + 93.0) + 4(Sa0 + 352,1)ga5g71 + 42,0983 (937 + g7
+4S20(g8 7 (907 + 932) T 9832 (9370 + 93)) + 4(S20 + S21)931 (95
— 24831(g31)% (983 + 953 + 901) — 24(2S35 + S5.0)95 1901 (931 + 915 + 93
+32(Sa0 + S110)(931)2 (937 + 9375 + 93 2),

)

B

3= (40 +T)g2 + 2591071 (4021 + 927 + 922 + 2952 + 2953) + 125192, (921 + 933 + g23)
+4(382,0 + S2,1) (98719573 + 9872037) + 1252003 5(985 + 9873) + 16820(905 9773 + 901 931)
+ 165,093 2(981 + 951) + 45209875 (951 + 932) + 4(S2,0 + S2.1)982 (951 + 911)
+1255198 (9577 + 933) + 452,008 1 (975 + 975 + 93 2) + 85200817 (g1 + 957 + 932)
+ 88200872 (g51 + 933 + 932) + 4(S2.0 + S21) (20577 + 9277V 9aT + (2057 + 9577)957)

2,1 2,2,2 2,31 , 223, 233
+4852,0(g51 + giz) 2057 + 2951 + 9571 +981)

(
2,1/, 2,1 22, 23 2,2 23 22 | 23 2,2 23
—8(253,5 + 53,9) (951 (911 + giz)(fh,l +957) +2957977) + 398,1(94%,2(94,1 +917) +2951951))5

L1, 22, 23 12, 21, 23 13, 21 , 22
Bé,z = (4n + 6)9§,2 +452,0(9871 (9271 + 941 + 93,2) +951(971 + 957 + Qiz) + 951 (951 T 951 + giz))

21, 22, 23
+ 452,09%3(94,1 +9i1 T 91+ 9% 2),

45
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11,22, 23 1,2, 21, 23 1,3, 21 , 22
53,1 = (4n+ 6)93,1 +4821(9g1 (9577 +9277) + 981 (921 +9171) + 9871 (951 +957))

2.1 2,2 2.3
+ 4551981 (951 + 951 +911)5

2,1 3,1 2 3 3 3.3 3132, 3133, 3233
ﬁg,zx = (4n + 9)93,4 +482,0(961962 + 961962 + 96196 2) + 852,0(95'296'2 + 95’2962 + 96.296.2)

+1255008 5(g03 + 905 + 905) + 952,000 5 (98 5 + 9o + 901 + g

+ 452,0(93,’%952% + gé)’ﬁgijf + gg’,’ggif’) + 452,093,2(93,’; + gg,’; + g§’;§’) + 452,092,293,1

+ 1655008 4(931 + 917 + 917 + Gi0) + 8520053 (057 + 917 + 93.2) + 8520085 (931 + 951 + 95 2)
+ 8820085 (931 + 935 + 932) — 48Ss2(g5 1951905 + 91193590 + 91194290°3)

— 2453505 52931 (95 + 9o'5) + 2031 (Go'a + 9675) + 2051 (9e's + 9a's) + 932(9672 + 9o's + 96))
— 1283203 5(205 1901 + 2055903 + 2055965 + 90961 + 90 + 953))

— 3653200 3(205 1941 + 2001911 + 2043955 + 203 (951 + 95 + 933) + (932)%)

) ) )

2,1 22 , 2123, 22 23 21, 22, 23
+ 1654711(92,2)2(12(94,194,1 + 911941 +911951) + 492,2(94,1 +951 +917) + (91 2)°%)

+ 38484 11031 95 195 194 2
Bgs = (40 +8)gs’s + 6520061 (951 + 2065 + 2955 + 396 3) + 252.0(951 962 + 205 1965 + 206 196.5)
+2(352,0 +252,1)955 (957 + 9573) + 2(252,0 + S2,1)90 1905 + 682,008 5(95°7 + 9573
+4(S2,0 + 52,1)(92:%)2 + 452,092:% (gg:g + ggjg) + 652,0(292,’592,3 + 292:;98,1 + 392,398,1)
485098103 5+ 8(Sa0 + S2,1)g8 5901 + 452.0(298 + 3983) (931 + 955 + 93)
+4820(985 (951 + 93.2) + 9805 (9377
+ 1252,0951;,2(92,& + 92,2) + 452,0(93:
2

+4S20(g51 + 932) (2057 + 20877 + g 2353

S+ gs1) + 1652,093,’%’1(95,? + gi:f + 92,2)
+ 85200432 (971 + 93T+ 920) + 8S2.00a 2 (9T + T + 2,)
— 36552001 (2051957 + 20935 + 957)95 0 + (952)%) — (2855 + Ss.0) (9675 + Go5)(931)*
—8(383,2 + 4855+ 253.0)902951 (951 + 915) — 8(3S3.2 + 4535 + 255.0) 95 3951 95

)

3,1 22 2.3 3,1 2,2 2,3 2
—245329572911911 — 1253,296,2922(294,1 + 2957 + giz) —12(28;5 + 53,9)93,3(94

1 3,3,2

+
P+ ai0) + 9 (9h) + g3.))

932)) +4(S2.0 + S2.1)9571 (955 + g85) + 452,198 1971
(g9

2
4,1
2,2,

8,1
4

2

2,12 2,1 2,1,/ 2,2 2,2 2,3 2,3
—4(2535 + 53,9)(9471)296,1 — 8(383,2 + 2835 + S3,0)911 (921 + 95,2)96,1 + (917 + 93,2)96,1)
2,2 2,2 2,3 2.3 22, 23 2,1
- 1253,292,2(294,1‘96 1+295719657 + 92,2(96,1 +9511)) — 3653,298,192,2(294,1 + 92,2)

s

+16(2S4,12 + 38415 + Su,14)(921)2 (93 2(20375 + 2978 + 935) + 2977 970),

1 3 3,1,1

3,1,1 3,3 1,3, 42 | 4, 2,2 2,3
= 1 10927 +9271) + 45219571 (947 +294°7)

3,1, , 2, ,
51 = (4n+ 6)98,% + 652,195 (96,% + 392,1) + 852,195
2,1, 2,3 2,3
- 1253,196,1(94,1)2 - 3653,192,1(94,1)2,

4,1,1 41,1 31, 22, 23 31, 3,1y 31 41,1 21

Bga = (4n+T)ggs + 65200571 (961 + 9671) + S2,0(69611 + gg'2)96.2 + 1652,195>" 911
2,2 23, 31,22, 23 31, 31 21, 1,1 2,2,1 2,3,2
+2520(96'196.1 + 96.2(96.1 + 961)) + 652,098,1(396,1 + gg'2) + 4521951 (9871 + 2987 +29877°)

) )

21\2/ 31 , 22, 23
— 4(283,5 + 53,9) (91 1)2(96,2 +t 961t 91t 398,1)’

) s
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63:371 = (4n+ 7)9;5 L4185, 093 %gg {465, 0(92 %(96 2 +96 2 +96 1(96 2 ‘|‘9§7 )

)+
, 22 32 | 23
+2(252,0 + Sa, 2)(96 1) + 25 096 1(961 +961 +962 +96 5) +2820(0571 9073

96
+ 65> 096 1(296 1t 96 2 S+ 96 2) + 452, 1(92 % 194%% + gg’ i 292 f) + 4S2$1957

+ 85, 194 3 1(94:1 + 94’1) —4(2835 + S3 9)((396’1 + 96’2)( 5:2)2 + (39231 + 6 ,’

—4(2855 + 85.0) (2951933945 + 91 (925)° + 951 (925)%)
+32(S4,15 + Sa16 + 54,17)(94,’1) (94,’1) ;

21,1 1,1 2,3 2,3 1,2 2.2 02 22 21,1 2,2
B = (4n+ 6)gs1" + S2,1(g55)% + 652,190 19577 + 452,198 1977 + 1652198 19571 + 85219517 9171+

)1 ) i ) ) ) ) ) s

B = (An+6)g31° + 25210019571 + 1852,1(901) + 6521901 (951 + 953 + 951)

12 23, 13 22 21,3, 22 , 23
+852,1(951921 + 9s.1941) + 1652, 198 1(941 +94 D) + 485,195 s (911 T 907)

— 24(S3.6 + 293.7)98,1911 911

Podemos comparar este sistema de ecuaciones dado por el escalamiento B con el del escalamiento
A. La diferencia principal es que este sistema es mucho més grande, se incluyen muchos mds términos que en
el escalamiento A donde por su escalamiento dimensional no contribuyen a las funciones beta. La mayoria
de los términos que contribuyen al escalamiento A también se encuentran en el B. Los términos que surgen
como nuevas contribuciones a las funciones beta de diagramas ciclicos y ciclicos desconectados provienen
de diagramas que no tienen un nimero méximo de sub-melones. A su vez, las nuevas contribuciones a las
funciones beta de graficas que no tienen un nimero maximo de sub-melones tienen que ver con los ciclicos

y ciclicos desconectados.

Con estas funciones beta y en este esquema de escalamiento también se encuentra el punto fijo con
una direccién relevante. Aplicando el mismo razonamiento que en la seccién anterior, la truncacién reducida
da los mismos valores para puntos fijos y exponentes criticos que la truncaciéon completa. Ademéas
estos valores resultan coincidir con los del escalamiento A aunque la estructura de las funciones beta haya

cambiado. Por tanto los resultados para este esquema también son los reportados en las Tablas A.1.1 y A.1.2.

También se encuentra el punto fijo con dos direcciones relevantes en el cudl aplica el mismo ra-
zonamiento de reduccion de truncacion, asi los resultados para puntos fijos y exponentes criticos son los
mismos para ambas truncaciones. Pero en este caso los valores numéricos se modifican ligeramente respecto

al escalamiento A y estdn reportados en las Tablas B.2.1, B.2.2 y B.2.3.
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Exp. [0 gi1 93s 91 Yes Gos O
S-p -0.74 -0.57 -0.5

pert ||0 -3.24 1.7

S-p -0.81 -0.24 -0.94 -0.01 -0.03

pert || 0 -1.45 -0.48 -1.35 -0.61

comp ||-0.74 -0.33 -0.39 -0.04 -0.03 -0.12
s-p -0.59 -0.51 -0.34 -0.12 -0.06 -0.11
pert ||0 -1.49 -0.11 -1.51 -0.14 -0.02
comp [|-0.57 -0.38 -0.23 -0.1 -0.11 -0.09 -0.04 -0.06 -0.01 -0.07 -0.04
S-p -0.45 -0.48 -0.17 -0.21 -0.14 -0.06 -0.11 -0.1 -0.02 -0.07 -0.02
pert || 0 -1 0.14 -1.49 0.46 -0.06 -2.13 0.91 0.22 -0.25 0.02
LitimH H
comp ||-0.67 -1.33 -1.05

s-p -0.61 -1.62 -0.8

pert || 0 -4.62 1.73

comp ||-0.76 -0.53 -2.11 -0.39 -0.14

S-p -0.69 -0.64 -2.14 -0.23 -0.64

pert || 0 -2.01 -1.64 -4.43 -4.84

comp [|-0.5 -1.07 -0.75 -1.06 -0.61 -0.94

S-p -0.47 -1.14 -0.73 -1.24 -0.68 -0.91

pert ||0 -2.11 -0.41 -5.68 -1.29 -0.4

comp [|-0.34 -0.94 -0.32 -1.72 -1.11 -0.39 -3.37 -3.17 -0.63 -2.01 -0.46
S-p -0.32 -0.97 -0.31 -1.86 -1.1 -0.35 -3.79 -3.28 -0.66 -1.91 -0.4
pert || 0 -1.4 0.03 -5.3 0.27 0.01 -19.2 1.38 0.32 -0.06 0.001

Tabla B.2.1 Punto fijo con dos direcciones relevantes para regulador exponencial y tipo Litim.

Noétese que en este escalamiento tampoco se encuentra en las primeras dos truncaciones el punto
fijo con dos direcciones relevantes en el esquema completo para el regulador exponencial. Ademés aqui si
se muestra con ambos reguladores el comportamiento en el que la segunda direccion relevante se vuelve

irrelevante en el esquema perturbativo.

Exp. H@ H
s-p 2.67 0.12

pert |2 -1.06

s-p 3.11 0.21 -1.15 +£:0.39

pert |[2.05 0.15 -3.14 £:0.44

comp||3.73 0.28 -1.43 +£:0.25 -2.6

s-p 2.65 0.36 -1.73 £¢0.34 -2.86

pert |/2.01 0.15 -2.93 -3.38 -3.43

comp||3.2 0.24 -1.54 £:0.2 -2.52 -3.31 +:0.11 -4.01 -4.66 -5.56
s-p 2.5 021 -1.82 +¢0.19 -2.75 -3.67 +i0.12 -4.51 -5.05 -5.91
pert |[1.95 -0.17 -3.04 +:0.54 -3.22 -4.52 -6.8 +40.52 -5.53 -6.44
9/

s-p 0.52 0.47

s-p 0.95 0.37 -1.16 +:0.4

comp||0.87 0.51 -2.66 £:0.29 -2.66

s-p 1.01 0.55 -1.75 +:0.37 -2.89

comp|/1.19 0.38 -1.6 +£:0.25 -2.61 -3.3 =+:0.13 -4 -4.65 -5.55
s-p 1.34 0.29 -1.88 +:0.22 -2.8 -3.67 +i0.13 -4.5 -5.05 -5.91

Tabla B.2.2 Exponentes criticos para regulador exponencial, dos direcciones relevantes.
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Litim || 0 I

comp |[2.64 0.14

S-p 2.32 0.14

pert ||2 -0.69

comp |[3.1 0.25 -1.22 +¢0.44

S-p 2.78 0.3 -1.34 +:0.5

pert [|2.11 0.34 -2.99 +:0.64

comp [[2.52 0.42 -1.9 =4:0.39 -3.08

S-p 2.37 043 -1.97 +i04 -3.14

pert |[2.03 0.34 -3.06 +:0.21 -3.81

comp |[2.31 0.22 -2.05 +:0.21 -3.03 -4.02 £40.04 -4.9 -5.46 -6.37

S-p 2.24 0.22 -2.1 +i0.2 -3.06 -4.02 -4.14 -4.98 -5.52 -6.42

pert [/1.99 -0.03 -3.08 +:0.06 -3.21 -4.6 -5.48 -6.38 -6.93 +:0.14
9/

comp [|0.65 0.47

S-p 0.79 0.35

comp |[1.03 0.43 -1.23 +:0.46

s-p 1.1 0.48 -1.36 4:0.51

comp || 1.18 0.61 -1.92 4+:0.42 -3.12

S-p 1.23 0.6 -2 +i0.42 -3.12

comp |[1.53 0.29 -2.1 +£:0.21 -3.08 -4.01 £40.09 -4.89 -5.45 -6.36

S-p 1.55 0.27 -2.15 #+:¢0.2 -3.11 -4.07 £40.05 -4.97 -5.52 -6.42

Tabla B.2.3 Exponentes criticos para regulador tipo Litim, dos direcciones relevantes.
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Capitulo 5

Conclusiones

En este trabajo se presenté el desarrollo conceptual del Grupo de Renormalizacion funcional desde una
visién histérica con el objetivo de entender la perspectiva wilsoniana y su implementacién en la ecuacion de
Wetterich. Este desarrollo conceptual es motivado posteriormente por el escenario de Seguridad Asintética
que utiliza herramientas del Grupo de Renormalizacién. Asi se dio un panorama general de la Gravedad
Cuéntica llegando a definir los Modelos Matriciales y Tensoriales Coloreados como Teorias Cuédnticas de
Campo de geometrias aleatorias; haciendo un especial énfasis en usar la ecuacién de Wetterich para encontrar
funciones beta, puntos fijos y exponentes criticos pues es evidencia de Seguridad Asintética en dichos modelos.
Después se dio la implementacion de la ecuacién de Wetterich a los Modelos Tensoriales Coloreados, dando
algunas consideraciones generales para entender la notaciéon usada y definir algunos conceptos necesarios.
Se hizo un ejemplo de una truncacién hasta orden 4 con el objetivo de evidenciar la necesidad del uso de
software en truncaciones mas grandes y por ultimo se describié cémo se implementaron las sumas espectrales
en Mathematica. Al final se presentaron los resultados para una truncacién a orden 8 como las funciones beta
en dos sistemas de ecuaciones y los puntos fijos y exponentes criticos en tablas usando diferentes esquemas

para cuantificar la dependencia del esquema.

El uso del regulador exponencial permitié usar satisfactoriamente una truncacién hasta orden 8,
con todas las gréaficas que la combinatoria permitia. Este regulador simplifica la estructura de las sumas
espectrales al evitar restricciones en los indices y permitir sumar todos hasta N, lo cudl difiere del regulador
tipo Litim donde la funcién escalén ¢ inducia estructuras complicadas que a ordenes mayores eran imposibles
de hacer en Mathematica. El regulador exponencial atin no es un regulador ideal ya que, aunque evitamos
estas estructuras en los indices, los términos que debemos sumar toman la forma de cocientes de exponenciales
que no tienen una expresién analitica como resultado, por lo que se tuvo que recurrir a series de Taylor para

asi expresar las sumas como polinomios sobre los indices.

Se encontr6 una expresién general para las funciones beta hasta orden 8, en términos de una familia
de reguladores arbitrarios. Toda la dependencia de este regulador se recoge en las sumas espectrales S; ; cuya
estructura y valores numéricos son reportados en el Apéndice @ Esta familia de reguladores R;jrimn consiste

en aquellos son de la forma
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i+ji+k

Rijklmn =T ( N

) 6il6jm5kna

con 7 una funcién arbitraria cuyos indices juegan el mismo papel simétrico. Debe notarse que por conse-
cuencia, en cada suma S; ; pueden hacerse permutaciones en los indices que dan el mismo resultado por esta
simetria. Ademads se encontré que la truncacién completa para I'y puede reducirse sin alterar los valores
de los puntos fijos y exponentes criticos estudiados. Esto llevé a obtener resultados para ambos reguladores

usados, exponencial y tipo Litim hasta orden 8.

Se encontraron tres puntos fijos con una direccién relevante, tres con dos direcciones relevantes
(estas triadas de puntos fijos corresponden a cada color preferente), el punto fijo Gaussiano donde todos los
acoplamientos son cero, ademas de una gran cantidad de puntos fijos complejos o con valores grandes, los

cuales por estas caracteristicas son descartados como puntos fijos inducidos por la truncacion.

El escalamiento de los acoplamientos después de fijar di’l y dj 5 con el objetivo de que la dimensién
anémala dependa de sus respectivos acoplamientos, se determinan Unicamente pero la mayoria cumplen
con desigualdades que les da la libertad de tomar distintos valores. El escalamiento A consiste asi de la
cota inferior de dichos acoplamientos mientras que el escalamiento B dado por la prescripcion de la seccién
anterior, resulta coincidir con la cota superior. La composicién de las funciones beta se modifica como
resultado de estos escalamientos. Sin embargo como veremos mas adelante, los valores de los exponentes

criticos relevantes de los puntos fijos estudiados, no se modifican.

5.1. Punto fijo con una direccién relevante

En todos los casos se obtiene un punto fijo con una direccién relevante, el cual estd caracterizado por los
acoplamientos melénicos ciclicos de un solo color preferido, distintos de cero. Este punto fijo es simétrico bajo
los colores ya que en realidad es una triada de puntos fijos en donde cada color juega el mismo papel, aunque
en cada uno por si mismo, solo hay un color preferente. Sin importar el orden de la truncacién, escalamiento,
el regulador exponencial o tipo Litim, el esquema 6; o 6} o el esquema completo y semi-perturbativo.
Sin embargo en el esquema perturbativo surge una segunda direccién relevante debido a la inclusién de
diagramas desconectados. Esto puede cotejarse cuando ampliamos la truncacién de orden 6 incluyendo el
término asociado a 93?3 (melénico triple). Ademds esto también tiene que ver con el escalamiento ya que en
el B, dicha direcciéon relevante en el esquema perturbativo no surge mas que a orden 4 y orden 8. Por otro
lado, como este punto fijo se mantiene en estos esquemas entonces podemos asegurar que no es inducido por

la truncacién.

Respecto a la eleccién del regulador, es claro que las funciones beta y puntos fijos dependen direc-
tamente de este al estar compuestos por las sumas espectrales \S; ;; sin embargo se espera que los exponentes
criticos sean independientes. Podemos notar que en la comparacion del exponente critico relevante, usando
los dos esquemas encontramos una diferencia porcentual que se reduce al ampliar la truncacién, de un inter-
valo de 33.33 % a 0.00 % hasta un intervalo de 23.22 % a 0.00 % (Tabla A.1.2). Este resultado es satisfactorio
ya que indica que la diferencia porcentual causada por la eleccién del regulador se reduce conforme se amplia
la truncacién. Esto es de esperarse de un punto fijo legitimo en el marco de la ecuacién de Wetterich ya

que al estar definida en un espacio infinito de operadores, la manera usual de trabajar con ella es tomar



5.1. PUNTO FIJO CON UNA DIRECCION RELEVANTE 53

truncaciones cada vez mas grandes que aseguren la convergencia del comportamiento del punto fijo.

El valor del exponente critico relevante difiere en los esquemas 67, 67, completo, semi-perturbativo y
perturbativo a cada orden en la truncacion; también podemos notar que esta diferencia porcentual se reduce
conforme se amplia la truncacién. En el caso del regulador tipo Litim, el valor difiere por 57.92% en orden
4, a orden 6 se reduce a 37.85% y a orden 8 27.49% (Tabla A.1.2). En el caso del regulador exponencial,
a orden 4 la diferencia es de 78.69 %, a orden 6 de 63.60 % y a orden 8 es de 53.08 % (Tabla A.1.2). Donde
hemos tomado para la diferencia porcentual el valor més alto y méas pequeno a cada orden del exponente

critico relevante. Es claro que la diferencia porcentual es mucho mayor en el caso del regulador exponencial.

Respecto al escalamiento de los acoplamientos, los esquemas A y B que corresponden a la co-
ta inferior y superior respectivamente, se encuentra que el valor del exponente critico relevante coincide
numéricamente. Dicho valor numérico se encuentra al rededor o dentro de los rangos 2.11 y 1.53 para el
caso del regulador tipo Litim, 2.6 y 1.22 para el regulador exponencial hasta orden 8. Por otro lado, algunos

valores numeéricos de los exponentes criticos irrelevantes si se modifican entre estos dos esquemas.

En conclusién el punto fijo con una direccién relevante, al mantenerse en los diferentes esquemas y
los dos reguladores, resulta ser un punto fijo legitimo. El comportamiento de este punto fijo es consistente
con el punto fijo buscado, al tener una sola direccién relevante dada por los acoplamientos meldnicos ciclicos
conectados que representan topologia esférica y el mayor peso en la expansiéon 1/N de los modelos (limite

de doble escalamiento).

De este modo, 6; € (1.22,2.6) para el regulador exponencial y 6; € (1.53,2.11) para el regulador
tipo Litim. Lo cuédl no brinda la precision numérica del resultado analitico 8 = 1 de los Modelos Tensoriales
Coloreados, pero el comportamiento general es el esperado para el limite de doble escalamiento. Sin embargo,
al analizar la truncacién reducida , notamos que la Accién Efectiva Promedio puede interpretarse como
un modelo matricial efectivo, de dos dimensiones; ya que las parejas de colores verde y azul siempre van

juntas y juegan el papel de un solo indice. Este modelo esté protegido por una simetria U(N) ® U(N?).

Ademds, el hecho de que la truncacién completa y la truncacion reducida coincidan numéricamente
para puntos fijos y exponentes criticos indica que para el estudio de este punto fijo solo es necesario tomar
truncaciones que involucren este tipo de gréficas ciclicas, ya que el exponente critico relevante resulta ser el
mismo ante esta truncacién menor. El andlisis con la truncacién completa era necesario para poder concluir
que estas son el tipo de graficas necesarias para la truncacién; y como una truncacién es una proyeccion de

el Espacio de Teorias completo, esto significa que es suficiente proyectar sobre este tipo de graficas.

Como trabajo a futuro se plantea el uso suficiente de una truncacién con diagramas ciclicos y su
ampliacién a ordenes mas altos para asegurar la convergencia del exponente critico relevante; esto simplifica
mucho las sumas espectrales y funciones beta. Ademads, deberan probarse otra forma del tensor Tj;; para

asegurar la fidelidad de los resultados, usando otro tensor simétrico bajo los indices y uno sin la simetria.
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5.2. Punto fijo con dos direcciones relevantes

En todos los casos obtenemos un punto fijo con dos direcciones relevantes, excepto en los esquemas completos

para orden 4 y orden 6 (sin acoplamiento g 5) con el regulador exponencial. Este punto fijo estd caracterizado

por graficas conectadas y desconectadas con el nimero maximo de sub-melones, es decir acoplamientos de
.

la forma g3, ,. Una vez dicho esto, podemos justificar la ausencia del punto fijo en los ordenes mencionados

ya que también hay ausencia de este tipo de gréficas.

Igual que en el punto fijo anterior, encontramos el mismo comportamiento en el que ademés de la
ausencia del acoplamiento melénico triple ggyg, el escalamiento también estd involucrado, ya que en el es-
quema perturbativo desaparece la segunda direccion relevante, pero esto no siempre pasa en el escalamiento
B. También se encuentra que en este punto fijo, los valores de los exponentes criticos relevantes si difieren
respecto al escalamiento pero solo a partir de orden 6 (con la gréfica melénica triple). Con el regulador tipo
Litim encontramos una diferencia porcentual méxima de 59.09 % mientras que con el regulador exponencial
encontramos 47.62 %. Estos porcentajes estdn determinados por la segunda direccién relevante, lo cudl es
de esperarse ya que el escalamiento estd involucrado en que este segundo exponente critico € sea positivo
o negativo. La diferencia porcentual del primer exponente critico relevante #; es mucho menor. En el caso
del regulador exponencial hasta orden 8, la diferencia méxima porcentual es de 21.54 % y para el regulador
tipo Litim 7.03 %. Como mds operadores estan involucrados en este punto fijo y el escalamiento modifica las
funciones beta, es de esperarse este comportamiento. Sin embargo, podemos argumentar que el comporta-
miento en general de este punto fijo es el mismo para estos dos escalamientos y que la diferencia porcentual
aunque grande, es irrelevante debido a que atin no se han determinado valores numéricos exactos y debido

al valor pequeno de este segundo exponente critico.

La interpretacion geométrica en consecuencia, resulta ser el de una fase que consiste de pedazos
desconectados de fronteras de espacio-tiempo (por el tipo de gréficas). Este punto fijo también es simétrico
bajo los colores en el sentido de que en realidad es una triada de puntos fijos, donde cada uno tiene un color

preferido (los tres posibles colores preferidos).

Respecto a la eleccién del regulador encontramos diferencias porcentuales mayores que en el punto
fijo anterior. Salvo por los casos en los que no existe el punto fijo con el regulador exponencial, podemos
compararlo con el de Litim con las diferencias porcentuales para el primer exponente critico relevante 6,
que van de 34.18 % a 0.00% a orden 4, 13.64% a 2.84 % para orden 6, 35.63 % a 0.99% para orden 6 con
el melénico triple y 29.81% a 2.01 % para orden 8. La diferencia porcentual es ain mayor para el segundo
exponente critico 3 dando 25.53% a 14.29% a orden 4, 55.88% a 8.11% a orden 6, 55.88% a 1.96 %
a orden 6 con el meldnico triple y 42.11 % a 4.55%. Comparando con el punto fijo anterior, la diferencia
porcentual es mucho mayor y esto es debido a que hay més operadores involucrados. Aun con estas diferencias
porcentuales podemos asegurar que el comportamiento general es el mismo y el hecho de que sean mayores
para el escalamiento B estd justificado con que este es una cota superior y como los tadpoles establecen
cotas superiores, tenemos la mayoria de los tadpoles como contribuciones a las funciones beta, a diferencia
del escalamiento A; esto induce una mayor cantidad de sumas espectrales en las funciones beta y en sus
derivadas que constituyen la matriz hessiana de donde se obtienen los exponentes criticos. De esta forma,

estas diferencias porcentuales son consecuencia de dependencia del esquema.
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El valor de los exponentes criticos también difiere entre los esquemas 6, 67, completo, semi-
perturbativo y perturbativo. Segtin las Tabla A.2.3 (escalamiento A) con el regulador tipo Litim, la diferencia
porcentual para 61 decrece conforme se amplia la truncacién de 75.38 % a 32.74 % y 65 de 70.21 % a 47.06 %
y por la Tabla B.2.3 (escalamiento B), la diferencia se reduce para 61 de 75.38% a 33.77% y para 6 de
70.21 % a 24.14 %. Para el regulador exponencial no es claro si esta diferencia porcentual se reduce al ampliar

la truncacién, debido a la ausencia del punto fijo en algunos esquemas.

En conclusion el punto fijo con dos direcciones relevantes es legitimo, ya que aparece en la mayoria de
los esquemas sin importar el regulador. Sin embargo, en comparacion con el de una direccién relevante, debido
a las diferencias porcentuales tan altas de reguladores y esquemas, podemos decir que es estable aunque
susceptible ante perturbaciones, tiene mayor dependencia del esquema. Para el regulador tipo Litim hasta
orden 8 obtenemos los valores numéricos para los exponentes criticos 6; € (1.52,2.31), 6 € (—0.17,0.29) y
para el regulador exponencial hasta orden 8, de 6; € (1.18,3.22), 65 € (—0.17,0.38).

Para trabajo a futuro también se puede plantear la reduccién de la truncacién como se hizo en la
ecuacion con el tipo de operadores asociados a los acoplamientos que son distintos de cero, de esta forma
el niamero de operadores y funciones beta se reduce y simplifica. Ademaés de que dan los mismos valores para
puntos fijos y exponentes criticos que la truncaciéon completa. También es necesario probar un tensor que no

tenga simetria bajo los 3 indices y verificar si existe un punto fijo estable bajo esa condicién.

5.3. Interpretacion fisica

Ahora que se ha concluido que los puntos fijos encontrados son estables y legitimos pasemos a la discusién
sobre la fisica de los mismos. Los dos tipos de puntos fijos encontrados pueden interpretarse como un modelo
matricial efectivo donde los colores verde y azul juegan el papel de un solo indice. Esto lo muestra la

similaridad entre la ecuacién (2.7) que es una truncacién a una traza tinica para los Modelos Matriciales
TN = ZTe(60") + 94 Tr((06")?) + g6 Tr((067)°) + g5 Tr((09")")
= Z¢ij¢ij + 940 Ok Pr1®it + 96Bij Orj PriPmiPrmnPin + g8 Pij Pk Pri Prmi Prn Pon PopPip

y la ecuacién (4.1) que es la truncacién reducida para los Modelos Tensoriales Coloreados y el punto fijo

con una direccion relevante

2.1 ~31 29 ~4,1
Iy =Zo——e + 3941 j I + 961 {r 2‘ + 951 )
puede notarse que término a término, bajo la inspeccion de los indices de las matrices ¢ y las graficas

coloreadas tomando los colores verde y azul como un solo indice; que estas dos truncaciones para Modelos

Matriciales y Tensoriales tienen la misma estructura.

Andlogamente el mismo razonamiento puede aplicarse a la truncacién multi-traza de Modelos Ma-
triciales que esta dada por

PN = ZTr(60") + 9 Tr((667)%) + 92,0 Tr(96") " + g6 Tr((607)°)

+ 924 Tr(667) Te((697)2) + 9222 Tr(667)" + g5 Tr ((697)*) + g2 Tr(667) Tr((697)?)

+ 914 Tr((667)%)" + 9224 Tr(697) " Tr((967)?) + G222 Tr(907)
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la cudl puede escribirse en términos de indices como se hizo en la truncacién matricial anterior. Y la segunda

truncacién reducida para el punto fijo con dos direcciones relevantes [4.2}

Il = Zo—20 +§i:ij I+g42@—.+§21 O>~+g Tzwﬁg

et gt >+gg’;’l%+gssm =1

y al comparar término a término ambas truncaciones encontramos que también satisfacen tener la misma

estructura cuando se toman los colores verde y azul como un solo indice.

Por lo tanto concluimos que ambos puntos fijos estdn asociados a un modelo matricial efectivo
contenido dentro de los Modelos Tensoriales Coloreados de rango 3. Con esta asociacién al ser encontrada
usando el Grupo de Renormalizacién funcional, es posible interpretar tentativamente los resultados como un
posible limite al continuo a Gravedad Cuéantica en dos dimensiones, ya que esto es lo que describen estos
Modelos Matriciales Efectivos y los puntos fijos encontrados en la regiéon UV del flujo de renormalizacién.
De esta manera comenzamos en una fase pre-geométrica compuesta por bloques de construccién del espacio-
tiempo de 3 dimensiones, como lo indica nuestra truncaciéon usando Modelos Tensoriales Coloreados y que
estos bloques pasan por una transicién de fase a una teoria continua en 2 dimensiones. Esto es entendido como
un mecanismo de reduccién dimensional y es compatible con la ecuacién en el hecho de que las funciones
beta se desacoplen permitiendo tomar las truncaciones reducidas que tienen una dimensién canénica Dy = 2
por ser un modelo matricial efectivo y la dimensién anémala 1 como puede verse en todos los casos se reduce

al ampliar la truncaciéon ademas de que parece ser que el esquema 1 = 0 es el més estable.

La reduccion dimensional es una interpretacion apropiada y satisfactoria ya que varios enfoquesﬂ
de Gravedad Cudntica coinciden en que a escalas pequefias o altas energias la dimensién se reduce a D = 2
En lo que a este trabajo respecta, este mismo comportamiento ha sido observado en el caso de Modelos Ten-
soriales Coloreados reales en [49, [51] con truncaciones mds pequenas. Ademds del enfoque de triangulaciones
dindmicas causales que utiliza algoritmos de Monte-Carlo y la acciéon de Regge imponiendo una estructura
causal, ha encontrado partiendo de simplices de 4 o 3 dimensiones que (usando caminatas aleatorias pa-
ra obtener la dimensién espectral como observable) a escalas pequenas la dimensién es aproximadamente
2 mientras que a escalas grandes se reproduce un espacio-tiempo de 4 o 3 dimensiones respectivamente y

también el enfoque de triangulaciones dindmicas euclidianas parece tener el mismo comportamiento [52].

Por otro lado, los puntos fijos encontrados json consistentes con los Modelos Matriciales comunes?

los Modelos Matriciales exhiben un limite

En parte lo son ya que como se ha mencionado en la seccién [2.2.3]
de doble escalamiento lo cudl se refleja en el punto fijo con una direccién relevante; ademas de tener puntos
multicriticos y esto también es se refleja en el punto fijo con dos direcciones relevantes. Sin embargo, los valores
de los exponentes criticos encontrados distan mucho del valor analitico de los Modelos Matriciales, el valor
encontrado resulta ser de aproximadamente el doble dentro de los rangos reportados. Mas importante atn, el
valor numérico de los exponentes criticos encontrados para esta tesis usando la ecuacién de Wetterich también

difiere aproximadamente por el doble de los exponentes criticos encontrados en los Modelos Matriciales de

1Como puede verse en la referencia [62] con la transicién de Hagedorn en teoria de cuerdas, Seguridad Asintética aplicada
a truncaciones de la accién de E-H, teoria de conjuntos causales, Gravedad Cuéntica de lazos, espumas de espin, propuestas
de gravedad modificadas como Hofava-Lithitz, etc. Si esto es una coincidencia o indica que la reduccién dimensional de todos
estos enfoques tienen un origen en comun es una pregunta abierta.



5.3. INTERPRETACION FISICA 57

B] ¥ [4], donde también se usé la ecuacién de Wetterich.

Esto puede justificarse haciendo una inspecciéon mas detallada de lo que significa nuestro argumento
sobre los dos indices jugando el papel de uno. Como se mencioné anteriormente nuestra truncacién esta
protegida por una simetria U(N) ® U(N?), asf un indice tiene simetrfa U(NN) mientras que el indice efectivo
tiene simetria U(N?). Como este modelo matricial efectivo en el UV describe Gravedad Cudntica en 2
dimensiones, podemos interpretar a un indice como el tiempo y a otro como el espacio, dando asi una
anisotropia entre espacio y tiempo a altas energias. Es decir que el espacio y tiempo son distintos a escalas
cuanticas. Este resultado podemos compararlo con la propuesta de gravedad de Hotava-Lithitz. De esta forma

concluimos que estos puntos fijos encontrados no corresponden a Modelos Matriciales comunes.

La gravedad de Horava-Lifhitz es una teoria que se fundé como un intento de cuantizar la gravedad
usando técnicas de Teoria Cudntica de Campos y tomando la métrica del espacio-tiempo como campo
elemental en el formalismo de integral funcional. Para esto, Hofava decidié abandonar la invariancia de
Lorentz como un principio fundamental y optar por un escalamiento anisotrépico tipo Lifshitz entre espacio
y tiempo a altas energfas y recuperando aproximadamente la invariancia a bajas energias [53], esto con
el objetivo de hacer la Relatividad General renormalizable a través de esta modificaciéon de la accién de
Einstein-Hilbert. La anisotropia entre espacio y tiempo se caracteriza por

T; — bl‘i7 t— bt
con z un exponente critico dindmico como observable y asociado a un punto fijo en el Grupo de Renor-
malizacién [54]. Sobre la invariancia de Lorentz se argumenta que como esta es una simetria continua del
espacio-tiempo, a la escala de Planck tomando como principio fundamental que la naturaleza de la Gravedad
Cudntica es discreta como se mencioné en la seccién [2:2] puede que esta simetria se rompa en el UV para
ser recuperada en el IR. Con esta anisotropia pueden anadirse derivadas espaciales a ordenes altos y dejar

las derivadas temporales a segundo orden para evitar el problema de la no unitariedad del propagador.

Una posible interpretacién fisica es clara entonces. Hemos encontrado dos puntos fijos en la region
UV del flujo de renormalizacién que representan dos posibles limites al continuo, partiendo de un modelo
discreto compuesto de bloques fundamentales de espacio-tiempo en 3 dimensiones que por los razonamientos
anteriores, transicionan de una fase pre-geométrica a un espacio-tiempo cuantico continuo de 2 dimensiones
como un mecanismo de reducciéon dimensional donde el espacio y tiempo son anisotrépicos. Se encontraron
los exponentes criticos que en principio son observables y caracterizan esta transicion de fase, es esta la razén
por la que hay que buscar nuevas clases de universalidad estables que sean compatibles numéricamente con los
exponentes criticos obtenidos en esta tesis. Sin embargo, para asegurar la viabilidad de dicha interpretacion,

es necesario mas trabajo a futuro, ampliar la truncacién y hacer uso de méas herramientas analiticas.
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Apéndice A

Sumas Espectrales

La estructura de las sumas espectrales estd dada por

1
Sp = NE Zreg(al, a2, a3)
1
Sa = N3 Zreg(al,a?, a3)p(al, a2, a3)
1
S21 = 71 D reg(al,a2,a3)p(al, a2, b3)
1
S22 = 475 D reg(al,a2,a3)p(al, b2, b3)
1
5273 = F Z 7"69(&17 a27 ag)p(b]-v b27 b3)
1
5371 = F Z Teg(a]-v a2, ag)p(b]-v a2, ag)p(C]w a2, a3)
1
S39 = N3 Zreg(a17a2, a3)p(al,a2,a3)?
1
5373 = ﬁ Z Teg(al, a2, a3)p(b17 b27 a3)p(b17 a2, 03)
1
S34 = NG Zreg(al,aQ, a3)p(al, b2,b3)p(al, c2,a3)
1
S35 = N1 Z reg(al,a2,a3)p(bl, a2, a3)p(al, a2, al)
s —iz (al,a2,a3)p(bl, a2, a3)p(al, 2, a3)
3.6 = 375 reg(al, a2,a3)p(bl,a2,ald)p(al, c2,a
1
S37 = w5 _reg(al,a2,a3)p(bl,b2,a3)p(bl, a2, a3)
1
S38 = No Z reg(al,a2,a3)p(al, b2,b3)p(al, b2, c3)

1
S39 = NI Zreg(al,(ﬂ, a3)p(bl,a2,a3)?

59
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1
S310 = Ne Z reg(al, a2,a3)p(bl, b2,b3)p(bl, a2, al)
1
S311 = NG Zreg(al, a2,a3)p(bl,b2,b3)p(bl, b2, a3)
1
S319 = N Z reg(al, a2,a3)p(al, b2,b3)p(al, c2,c3)
1
S313 = o Z reg(al,a2,ad)p(al,b2,b3)p(cl, a2, ad)
1
S314 = N Z reg(al,a2,ad)p(bl,b2,b3)p(al, b2, c3)
1
S315 = N Z reg(al,a2,ad)p(al,b2,b3)p(cl, a2, c3)
1
Sy1 = e Z reg(al,a2,ad)p(bl, a2, a3)p(cl, a2, ald)p(dl, a2, a3d)
1
Sao = N6 Zreg(al,a?,ai%)p(al,a?, a3)p(al,c2,a3)p(al,d2,d3)
1
Saz = N6 Z7"eg(al,(127a3)p(al7 b2, a3)?p(al, d2,d3)
1
Sy4= ~© Z reg(al,a2,a3)p(al, b2, a3)p(al, 2, c3)*

)

1

Saps = N6 E reg(al,a2,a3)p(al, b2.b3)p(al, 2,b3)p(al, a2, a3)
1 2

Si6 = o E reg(al,a2,a3)p(al, b2,b3)p(al, c2,b3?)
1

Sy7 = NE E reg(al, a2, ald)p(al, b2,b3)p(al, c2,b3)p(al, d2,d3)

1
Si8 = NE Z reg(al,a2,a3)p(al, b2, a3)p(al, c2,c3)p(al,d2,d3)

)

)

1
Syg = NF Z reg(al,a2,a3)p(al, a2, a3)p(cl,a2,ald)p(dl, a2, ald)
1 2
Sa10 = N5 Zreg(al,a2,a3)p(b1,a2,a3) p(dl,a2,a3)
1
Sy = N ZT@g(al, a2,a3)p(al, a2, a3)?
1 2
Sy12 = N Zreg(al,a2,a3)p(b1,a2,a3) plal,a2,al)
1 2
Sz = Vi Zreg(al,a2,a3)p(a1,a2,a3) p(dl,a2,a3)
1
Sy1a = i Z reg(al,a2,a3)p(bl, a2, a3)?
1
Sa15 = N5 Z reg(al,a2,a3)p(al, a2, a3)p(al, b2, ald)p(dl, a2, a3)
1
Sa,16 = N5 Z reg(al,a2,a3)p(bl, a2, a3)p(al, c2,a3)p(bl, 2, a3)
1 2
Siar = 575 D reglal, a2, a3)p(al, b2, a3)*p(cl, b2, a3)
1
Sa18 = N7 Z reg(al,a2,a3)p(bl, a2,b3)p(cl, a2, a3)p(dl, a2,al)
Las sumas anteriores no consideran toda la combinatoria necesaria, pero debido a la simetria de los

indices o de intercambio de color, las permutaciones de los indices estan contenidas. En la siguiente tabla se

reportan los valores numéricos de las sumas espectrales anteriores, considerando que el regulador exponencial
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usa una aproximacion y que faltan algunas sumas para el regulador tipo Litim por su complejidad, sin

embargo son innecesarias para los puntos fijos y exponentes criticos involucrados (con las truncaciones que

se tomaron para este regulador).

Suma
Sh

S2.0

S4,3
Saa

Sas

Reg. Exp.
0.34485-0.22829n
0.15669-0.101257
0.15424-0.10044n
0.15194-0.09974n
0.14979-0.099167
0.07174-0.04607n
0.07499-0.04753n
0.06837-0.04454n
0.06934-0.04482n
0.07262-0.04629n
0.07018-0.0445n
0.07087-0.045857
0.06998-0.04562n
0.07328-0.04711n
0.0684-0.04464n
0.06909-0.04539n
0.06844-0.04459n
0.06778-0.04377n
0.06753-0.04435n
0.06685-0.04352n
0.03444-0.021857
0.03316-0.021n
0.03346-0.02137n
0.03315-0.0213n

0.03288-0.02097n

Reg. Litim

5—n
40

[=2]

—-n
60

13(21—4n)
630 4

29 _ 5ln
252 2240

23(5-n)
960

5769—1049n
60480

7—n
84
73160—138897
1814400

12107 _ 163n
120960 ~ 8640

221 2837

2520 20160

1259 883p
13440 ~ 51840

14969—2387n

181440
43(755—148n)
302400

83 _ 23n
840 ~ 1260
143 73n
1680 ~ 4928
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Suma Reg. Exp. Reg. Litim
Si6 0.03403-0.022067 -

Sz 0.05176-0.03332n -

Sig 0.05077-0.032357 -

St 0.03478-0.02197) 29— 2
S4,10 0.03508-0.02228n e
S 0.0373-0.023267 L
Sz 0.03542-0.022347 29 19
Si1s 0.03572-0.022387 B
Si14 0.03634-0.02312n B9 - 20
Sis 0.034097-0.021467 -

Si16 0.03344-0.021347 -

Siar 0.03473-0.022217 -

54,18 0.03444—0.02185?7 -
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