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RESUMEN 

En este trabajo, se estudió la reología y transferencia de momento de un 

sistema micelar bajo la acción de un gradiente de presión. Las condiciones de 

proceso para modelar el líquido visco-elástico fueron: (a) estado estacionario, (b) 

proceso isotérmico, (c) fluid incompresible, (d) geometría cilíndrica, (e) los 

mecanismos gravitacionales son despreciables. El líquido es caracterizado con la 

ecuación constitutiva Bautista Manero Puig (BMP) (Bautista et al. 1999). La cual, 

acopla la ecuación convectiva superior de Maxwell con una de tipo cinético 

(Fredrickson). La ecuación cinética describe los procesos de formación y destrucción 

de la estructura. El modelo contiene 5 propiedades materiales: fluidez a bajo y alto 

corte, una constante cinética para el cambio de estructura, un tiempo de 

restructuración del material y el modulo elástico que está asociado con la elasticidad 

del material.  A partir de las consideraciones antes expuestas, se obtuvieron 

expresiones analíticas para la velocidad axial, fluidez, flujo volumétrico y primera 

diferencia de esfuerzos normales. Para facilitar la interpretación física se proponen 

variables escaladas las cuales, introducen tres grupos adimensionales que describen 

los procesos de estructuración y desestructuración y visco-elasticidad del material. A 

partir de estos, se analizan los mecanismos: (i) adelgazamiento o engrosamiento, (ii) 

tixotropía o reopexía, (iii) y efectos de la concentración a través de la variación de las 

propiedades materiales. Finalmente, la propuesta de este trabajo se centra en que 

todos los resultados son de tipo analítico y no hay aproximaciones de tipo numérico.   

Palabras claves: Fenómenos de Transporte, Fluido Viscoso, Modelo BMP, 

adelgazamiento y engrosamiento al corte, tixotropía y reopexia.  
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1.1.1 Antecedentes 

El estudio reológico de sistemas complejos han sido punto de partida de varios 

grupos de investigación a nivel nacional e internacional, y su descripción reológica en 

el régimen lineal y no lineal, es punto de partida en la descripción de fluidos 

complejos, materia suave y nuevos materiales (Zana Raoul et al. 2007) 

 

Entre estos sistemas, podemos mencionar: (i) polímeros, (ii) sistemas 

micelares, (iii) sistemas coloidales, (iv) cristales líquidos neumáticos, (v) cristales 

líquidos colestericos, (vi) sistemas biológicos, etc. (De Andrade Lima y Rey 2005, 

2006; Davies et al. 1978; Dunwoody 1996). Para describir este tipo de sistemas se 

han empleado diferentes tipos de ecuaciones constitutivas (Herrera-Valencia et al. 

2009, 2010 

 

Los modificadores reológicos son polímeros capaces de absorber agua en 

grandes cantidades, permitiendo que a grandes concentraciones se traslapen unas 

cadenas sobre otras formando una red tridimensional o madeja siendo estas liberadas 

en un disolvente (Bautista et al. 2006; Herrera-Valencia et al. 2009, 2010)  

 

Cuando la concentración es suficiente grande, varias cadenas de polímero se 

entrelazan entre si formando una red que confiere una mayor viscosidad y 

propiedades elásticas a la disolución (Bautista et al. 2006).   

 

La resistencia a deformaciones que opone la red tridimensional depende de la 

cantidad de entrelazamientos físicos entre cadenas, del peso molecular del polímero y 

de la concentración (Zana Raoul et al. 2007).  

 

El efecto de la estructura se cuantifica a través de los cambios macroscópicos, 

de la viscosidad, i.e. un fluido con mayor cantidad de puntos estructurales, presenta 

menor fluidez (mayor viscosidad) que aquel con un menor número de puntos 

estructurales (Zana Raoul et al. 2007; Bautista et al. 1999).  
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1.1.2 Estructura y comportamientos de los tensoactivos. 

Los tensoactivos o también llamados surfactantes, tienen una estructura 

molecular que consiste de un grupo estructural que tiene muy poca atracción por el 

disolvente, conocido como grupo liófobo o liofóbico y un grupo que tiene una fuerte 

atracción por el disolvente llamado grupo liofílico. Esto es conocido como estructura 

anfipática (o anfifílica). Cuando una molécula con una estructura anfipática es disuelta 

en un disolvente, el grupo liofóbico puede distorsionar la estructura del disolvente, 

incrementando la energía libre del sistema. (Zana R. et al. 2007; Henley et al.200) 

  

Cuando esto ocurre, el sistema responde de alguna manera con el fin de 

minimizar el contacto entre el grupo liofóbico y el disolvente. En el caso de que el 

surfactante se encuentre en medio acuoso, el grupo liofóbico o grupo hidrofóbico 

distorsiona la estructura del agua (por rompimiento de los puentes de hidrógeno entre 

las moléculas de agua (Zana R. et al. 2007; Henley et al.2000). 

 

Como resultado de la distorsión algunas moléculas de surfactante son 

expulsadas a las interfaces del sistema, con sus grupos hidrofóbicos orientados con el 

fin de minimizar el contacto con el agua. La superficie del agua llega a ser cubierta 

con una capa de moléculas de surfactante con sus grupos hidrofóbicos orientados 

predominantemente hacia el aire, ya que las moléculas de aire son no polares por 

naturaleza, como los grupos hidrofóbicos. Esto es lo que provoca una disminución en 

la tención superficial. Por otra parte, la presencia del grupo liofílico o grupo hidrofílico 

impide que el surfactante sea expulsado completamente del disolvente como una fase 

separada, ya que eso requeriría la deshidratación del grupo hidrofílico. De esta 

manera, una estructura anfipática  no solo disminuye la tensión superficial, sino que 

orienta las moléculas de la superficie hacia el grupo hidrofílico en la fase acuosa, y 

aleja a las moléculas del grupo hidrofóbico lejos del solvente. (Zana R. et al. 2007; 

Bautista, F Sotero 2002). 
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1.1.3 Tensoactivo CTAT. 

 

Figura 1.1 El tensoactivo CTAT (cetiltrimetilamonio sulfonato p-tolueno 
C19H42N·C7H7O3S) Peso molecular de 455.74 g/mol, tensoactivo del tipo 
catiónico. La concentración micelar crítica de surfactante CTAT en agua suele 
ser relativamente baja, e incluso a concentraciones de 3% ya se empiezan a 
observar las micelas tipo gusano. (www.advance-scientific.com, hoja de seguridad 
CTAT.) 

 

1.1.4 Sistemas micelares y concentración de micelar crítica (CMC) 

Las micelas son agregados moleculares de los tensoactivos que se forman en 

mezclas de tensoactivo y disolvente. Cuando una molécula anfifílica  es    colocada en 

algún solvente (considérese agua), se presenta una situación inusual: las regiones 

polares de la molécula gozan la asociación con el agua, pero la parte no polar o la 

región hidrofóbica tiene una tendencia a separarse del agua para evitar el contacto. 

Como resultado de esas tendencias opuestas, las moléculas anfifílicas se auto-

ensamblan en estructuras las cuales alcanzan el mínimo contacto del grupo no polar 

con agua, y al mismo tiempo se tiene el máximo contacto del grupo polar con el 

disolvente. Esas estructuras (o agregados) son conocidos como micelas. Al proceso 

de formación de micelas se le conoce como micelización. (Zana Raoul et al. 2007) 

 

La micelización es un mecanismo alternativo a la adsorción en las interfaces 

para remover grupos hidrofóbicos del contacto con el agua, reduciendo la energía 

libre del sistema. (Zana Raoul et al. 2007). 

 

http://www.advance-scientific.com/
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Dependiendo de la estructura química del tensoactivo, sus micelas pueden ser 

catiónicas, catiónicos, zwitteriónicos, no iónicos. Esta propiedad única de los 

tensoactivos hace que las soluciones acuosas de tensoactivos sean medios micr-

heterogéneos. (Zana Raoul et al. 2007). 

 

La concentración por encima de la cual se forman las micelas se conoce como 

concentración micelar crítica (CMC). Arriba de la CMC, los monómeros y las micelas 

existen en el equilibrio dinámico. Las micelas son pequeñas partículas coloidales. El 

valor de la CMC puede ser determinada por el cambio en las propiedades 

fisicoquímicas de la solución de surfactante conforme la concentración de tensoactivo 

aumenta, tales como la conductividad eléctrica molar, la tensión superficial, la 

turbidez, entre otras (Zana R. et al. 2007). 

 

Los agregados micelares (Fig. 1.2) pueden formar un gran número de formas 

complejas incluyendo micelas esféricas y gusanos, vesículas y bicapas lipídicas. La 

morfología de los agregados complejos depende del tamaño de la cabeza del grupo 

de tensoactivo, la longitud y el número de colas, la larga, la sanidad de la solución, 

temperatura, y las condiciones de flujo. Los tensoactivos con una cabeza grande y 

una cola corta tienden a formar micelas esféricas mientras los tensoactivos con 

cabezas pequeñas y colas largas tienden a formar micelas tipo gusano. Los que 

presentan dos o más colas tienden a formar bicapas. (Rothstein et al. 2008) 

 

 

Figura 1.2 Diagrama esquemático de soluciones de tensoactivo mostrado varias 
morfologías. (Rothstein et al. 2008) 
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1.1.5 Mecanismos de formación de micelas 

En la literatura de la formación de micelas, dos modelos primarios han ganado 

aceptación general como modelos útiles para el entendimiento del proceso. Se basa 

en un balance entre las micelas formadas y destruidas por efecto del flujo. Por otra 

parte, los dos enfoques están basados en: (i) La ley de acción de masas y (ii) Un 

efecto termodinámico. Para la primera, en el cual las micelas y las especies 

monoméricas (moléculas de surfactante) se consideran como si estuvieran en 

equilibrio químico y el modelo de separación de fase, en el cual las micelas se 

consideran que constituyen una nueva fase formada en el sistema por arriba de la 

CMC. En el caso, el enfoque de la termodinámica clásica es usado para describir el 

proceso completo de formación de micelas (; Rothstein et al. 2008; Zana R. et al. 

2007) 

 

nnS S            (1.1) 

 

Con una correspondiente constante de equilibrio Km, dada por: 

 

 

 
n

n

S
Km

S
            (1.2) 

Donde n es el número de moléculas o monómeros de surfactante en la micela, 

S representa a la molécula de tensoactivo, y Sn   representa a la micela, los corchetes 

indican concentraciones molares. Teóricamente uno debe usar actividades en lugar 

de concentraciones en la Ec. (1.2); de esta manera la sustitución de concentraciones 

por actividades es justificada por el hecho de que la concentración micelar critica 

ocurre a bajas concentraciones, en las que los coeficientes de actividad pueden 

suponerse como la unidad. (Rothstein et al. 2008; Zana R. et al. 2007) 

 

Se ha observado que la CMC es característica y única para cada tensoactivo a 

una temperatura dada. Si Ct denota la concentración total de surfactante en solución, 

Cs es la fracción de tensoactivo presente como moléculas libres, y Cm el estado de 
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agregación (Rothstein et al. 2008; Zana R. et al. 2007), la Ec. (1.2) puede ser escrita 

como: 

 

 
m

n

s

C
Km

C
           (1.3) 

 

En el proceso de formación de micelas, habrá algún valor de C, Ceq en el cual 

el número de moléculas de tensoactivos en la forma micelar será igual a las 

moléculas de tensoactivo que se encuentran libres. Usando la Ec. (1.3), uno puede 

escribir (Rothstein et al. 2008; Zana R. et al. 2007): 

 - n-1

m eq

1
K = C

2

 
 
 

         (1.4) 

 

A cualquier valor de Ct, la ecuación entre Cs y Cm puede ser encontrado por 

sustitución de la Ec. (1.4) en la Ec. (1.3) 

 

 - n-1

m
eqn

s

C 1
= C

2C

 
 
 

         (1.5) 

 

Dónde: 

 

t s mC = C + C            (1.6) 

 

Reordenando la Ec. (1.5): 

 

n

sm

eq eq

2CC 1
=
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          (1.7) 
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Usando la Ec. (1.7) como punto inicial, uno puede estimar cómo varia la 

concentración en las proximidades de Ct = Ceq para un determinado número de 

agregación. (Boek Es. Et al. 2008-2009; Zana R. et al. 2007) 

 

El enfoque alternativo para el modelo de la formación de micelas es pensar en 

términos de un modelo de separación de fase en el cual, a la CMC, la concentración 

de las moléculas de surfactante libres llega a ser constante (como un límite de 

solubilidad), y todas las moléculas adicionales formarán las micelas. El análisis de los 

enfoques produce el mismo resultado en términos energéticos para el proceso de 

formación de micelas, de esta manera, la elección del modelo es realmente asunto de 

preferencia o circunstancias. (Boek Es. Et al. 2008-2009; Zana R. et al. 2007) 

1.1.6 El estudio teórico de fluidos reológicos en geometrías simples. 

La reología y transferencia de momento ha sido estudiada en fluidos complejos 

en geometrías simples como son: (i) capilares, (ii) rendijas, (iii) cilindros concéntricos, 

(iv) esferas y (v) geometrías que involucran expansiones y contracciones de flujo 

(Phan-Thien et al. 2015; Pérez-Camacho et al 2018). Los tipos de flujo más 

investigados son: (a) Flujo cortante simple en estado estacionario y homogéneo, 

inducido por un gradiente de presión en la dirección de flujo, (b) por mecanismos 

gravitacionales, (c) por un gradiente de presión pulsátil y (d) por flujo por compresión 

que combina flujo cortante y extensional. Este sistema se estudia en problemas de 

lubricación y la geometría consiste en dos platos separados por una distancia H y una 

longitud característica radial r =a. El fluido se coloca en el palto inferior y el plato 

superior se aproxima al inferior a una velocidad constante (El lector interesado vea 

Bird et al. 2002, Cap. 3, problema 2.B.8).  

 

En este mismo rubro, Oliveira y Pinho (1999) y Oliveira (2002) deducen 

soluciones analíticas para el flujo transitorio en rendijas y geometrías cilíndricas con 

diferentes ecuaciones constitutivas visco-elástica no lineal las cuales son descritas a 

través de los parámetros materiales asociados a los modelos matemáticos. 
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Suponiendo flujo incompresible (densidad constante), y asumiendo que el sistema de 

flujo se encuentra totalmente desarrollado, se obtienen expresiones cerradas 

(analíticas), para los perfiles de velocidad, flujo volumétrico, velocidad promedio, 

viscosidad cortante y primera diferencia de esfuerzos normales respectivamente.  

(Phan-Thien 1977, 1978; Pinho y Oliveira 2000; Oliveira 2002).  

 

Este modelo ha sido empleado en la caracterización reológica de polímeros 

fundidos y se ha encontrado una relación aceptable entre los resultados 

experimentales y teóricos. En este mismo contexto, el modelo PPT-exponencial y PTT 

linealizado se ha utilizado en la descripción del flujo electro-osmótico con gradiente de 

presión y tomando en cuentas los mecanismos del solvente (Alves et al. 2001).  

Distribución de partículas en medios visco-elásticos con diferentes cargas bajo la 

acción combinada de gradientes de presión, efectos gravitacionales y campos 

eléctricos, son de vital importancia en los estudios básicos de liberado de fármacos 

(Alves et al. 2001; Afonso et al. 2009).  

 

Afonso et al. (2010) analizaron el fenómeno electro-osmótico mediante 

ecuaciones visco-elástica no lineales tipo Phan-Thien, tomando en cuenta los efectos 

del solvente y del polímero. Su trabajo demostró que la reología y flujo dependen de 

las propiedades materiales de la ecuación constitutiva (viscosidades a corte bajo, alto, 

tiempos de relajación, tiempos de flujo etc.).  

 

La influencia de estos materiales, fue analizada a través de grupos 

adimensionales asociados a los diferentes mecanismos aplicados (Bird et al. 1977) y 

de nueva cuenta, sus resultados reflejan los efectos de las propiedades electro-

reológicas newtonianas sobre el flujo.  

En este contexto, muchas ecuaciones constitutivas han sido empleadas con el fin de 

caracterizar la reología y transferencia de momento en sistemas complejos. En este 

punto, podemos mencionar las siguientes: (i) Phan-Thien-Tanner, (ii) Modelo de 

Tanner, (iii) Giesekus, (iv) De Kee, (v) White-Metzner, (vi) Oldroyd B, etc. Todas estas 
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ecuaciones constitutivas tratan de describir el comportamiento lineal y no lineal de 

estos sistemas. La mayoría de estos modelos describen los siguientes mecanismos: 

(i) Adelgazamiento y Engrosamiento al corte, (ii) Tixotropía, (iii) Reopexía, etc. La 

mayoría tiene expresiones analíticas para flujos sencillos de Couette, Poiseuille y 

flujos combinados, etc. Sin embargo, la mayoría de estos modelos, contiene 

parámetros de ajuste, es decir que no pueden obtenerse de experimentos reológicos 

en estado estacionario y no estacionario (Phan-Thien 1977, 1978; Pinho y Oliveira 

2000; Alves et al. 2001; Cruz y Pinho 2004; Cruz et al. 2005; Oliveira 2002).  Una 

revisión de este tipo de modelos se puede consultar en el libro de Bird 2012 (Segunda 

edición, Cap. 8)   

 

La mayoría de los modelos mencionados no describen los procesos de 

formación y destrucción de la estructura, i.e. no interpretan el cambio de viscosidad en 

términos de la estructura en la mayoría de los fluidos de interés en la industria y en 

otras ramas de la ciencia. Además, contienen parámetros de ajuste y que no pueden 

ser obtenidos en términos de experimentos reológicos, por lo tanto, fluidos como los 

sistemas micelares, dispersiones de cristales líquidos, polímeros asociativos, fluidos 

biológicos como la sangre con hipercolesterolemia, coloides deben ser interpretados 

en términos de su estructura.  

 

Precisamente esta es la razón de esta tesis, utilizar un modelo adecuado que 

prediga la dinámica no lineal y lineal de un sistema estructurado micelar tipo gusano,  

que son materiales estructurados que dependen de la posición r, al tiempo t.  

 

En este punto, existen aspectos de interés en los flujos complejos sometidos a 

flujo cortante simple inducido por un gradiente de presión constante.  

a) Proponer un modelo dinámico lineal y no lineal que pueda describir un fluido 

con estructura transitoria  

b) A través de las propiedades materiales del modelo propuesto se podrá 

describir los mecanismos más importantes como son: (i) Adelgazamiento, (ii) 
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Engrosamiento, (iii) Tixotropía, (iv) Reopexía, (v) Dependencia de la 

concentración en el sistema 

c) ¿Qué tipo de números adimensionales describen estos mecanismos? 

d) Se podrán obtener expresiones analíticas para: (i) el perfil de velocidades, (ii) 

flujo volumétrico, (iii) fluidez aparente en función de los números 

adimensionales. 

Para contestar estas preguntas, se platean los siguientes objetivos. 

 1.2 Objetivos  

El objetivo general y los objetivos particulares de la presente investigación son 

mencionados a continuación:  

1.2.1 Objetivo general  

Analizar el comportamiento reológico de un sistema micelar tipo gusano 

deformado continua e irreversiblemente por un gradiente de presión constante en la 

dirección de flujo en un capilar de radio r = a y longitud axial z. 

1.2.2 Objetivos particulares  

Particular 1: Determinar el flujo de un líquido complejo (micelas de gusano) sometido 

a un gradiente de presión constante en la dirección axial. 

Particular 2: Caracterizar la cinemática y dinámica del sistema mediante una 

ecuación constitutiva que describa el rompimiento de estructura por efecto del flujo. 

Particular 3: Proponer un conjunto de variables adimensionales con el fin de obtener 

un conjunto de números adimensionales que describa la física del sistema. 

Particular 4: Obtener los perfiles de velocidad y flujo volumétrico en función de los 

grupos adimensionales correspondientes.  
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 1.2 Hipótesis del sistema 

Si el flujo y la reología de un sistema estructurado depende del número de 

entrecruzamientos en el tiempo t, entonces el cambio en la estructura podrá ser 

cuantificada a través de los procesos cinéticos de construcción y destrucción del 

sistema 

1.4 Distribución del material de estudio  

Se realizó el estudio de la reología y transferencia de momento de un sistema 

micelar, sometido a un gradiente de presión en la dirección de la velocidad (axial). 

Mediante las condiciones de proceso y utilizando las variables adimensionales, se 

obtuvieron expresiones para el esfuerzo cortante, función viscosidad y rapidez de 

deformación del modelo BMP en forma adimensional.  A partir de la ecuación de 

momento se obtuvo una expresión para el esfuerzo cortante zr. Expresando la rapidez 

de deformación en términos del esfuerzo cortante y los números adimensionales, se 

obtuvieron: los perfiles de velocidad en el sistema, fluidez aparente, y flujo 

volumétrico. El material de este proyecto de investigación se ha dividido de la 

siguiente manera: (1) En el capítulo 1 se introduce al lector a las definiciones básicas 

y conceptos de sistema micelar, tensoactivo y formación micelas. En el capítulo 2 se 

discute básicamente los conceptos de reología, el modelo BMP y la evolución de este 

en la literatura especializada concerniente al tema. En el capítulo 3, se presenta el 

modelado matemático, sistema físico, ecuaciones de continuidad, transporte y 

reológica BMP. Asumiendo estado estacionario, flujo homogéneo y fluido 

incompresible se obtienen las propiedades materiales del sistema de estudio, junto 

con el balance simplificado de cantidad de momento. En el capítulo 4, se propone un 

conjunto de números adimensionales con el fin de re-escribir las expresiones 

obtenidos en términos de estos. La intención de esto, es entender la metodología por 

separado de las ecuaciones dimensionales y adimensionales de las ecuaciones de 

estudio. En el capítulo 5 se describen las predicciones numéricas de las ecuaciones 

analíticas variando los diferentes mecanismos involucrados. Además, se presentan el 

análisis de resultados, conclusiones y trabajo futuro de este proyecto de investigación 
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de licenciatura. En la última sección al final de este trabajo, se presentan los 

apéndices. El primero contiene la deducción del perfil de velocidades, el segundo, la 

deducción del flujo volumétrico y la tercera el modelo propuesto para continuar esta 

investigación. Finalmente, este proyecto es una búsqueda constante en el 

entendimiento de sistemas complejos sometidos a flujo de Poiseuille, con el fin de 

dilucidar el comportamiento reológico.  
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CAPÍTULO II 

 

MARCO TEÓRICO 
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2.1 Flujo de Hagen-Poiseuille de fluidos newtoniano  

El flujo de Hagen-Poiseuille es un flujo in-homogéneo ya que la rapidez de 

deformación depende de la posición. Este has sido ampliamente estudiado con 

diferentes ecuaciones constitutivas. En esta sección, se presentan los resultados más 

importantes de un fluido newtoniano deformado por medio de un gradiente de presión. 

(Consultar apéndice A para ver deducción de la Ec. Hagen-Poiseuille para un 

newtoniano)  Del balance de fuerzas de la Ec.  de movimiento se obtiene una igualdad 

entre  las divergencias del tensor de esfuerzos   σ  y el gradiente de presión P : 

 = p σ            (2-1) 

Si la dirección de la velocidad es el eje coordenada z y se transmite el momento en r, 

siendo el eje neutral theta, se tiene lo siguiente: 

 zr

1 p
rσ

r r z

 


 
          (2-2) 

Suponiendo que la relación entre el esfuerzo cortante y la rapidez con la que se 

deforma el fluido se tiene esta relación: 

zr

Vz
μ

r






           (2-3) 

En donde, μ es la viscosidad newtoniana. Combinando la Ec. (2-2) y (2-3) obtenemos 

la siguiente expresión:         

1 Vz p
μ (r )

r r r z

  


  
          (2-4) 

Integrando dos veces la Ec. (2-4) con respecto a la coordenada radial r, se tiene el 

perfil general de velocidades: 

 
2

1 2

r dp
Vz r C lnr+C

4μ dz
           (2-5) 
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Suponiendo que no existe deslizamiento en la pared del sistema y que la velocidad 

debe ser finita en r=0, se plantean las siguientes condiciones de frontera: 

 

 

Vz r=a =0

Vz r=0 =finito
          (2-6) 

Al sustituir las condiciones de frontera en la Ec. (2-5) y obteniendo los valores de C1 y 

C2 se obtiene el siguiente perfil de velocidades para el fluido newtoniano. Nótese que 

este, describe una parábola y que en el centro del sistema se obtiene la velocidad 

máxima: 

 
22a dp r

Vz r = - 1-
4μ dz a

    
    

     
         (2-7) 

La ecuación general para el flujo volumétrico está dada por la doble integral por el 

campo de velocidades con respecto al área de sección transversal 

 
2π a

0 0

Q= Vz r rdrdθ            (2-8) 

Sustituyendo el perfil de velocidades  en la Ec. (2-8) e integrando con respecto a las 

coordenadas radial y angular, se tiene la expresión del modelo del flujo volumétrico de 

un fluido newtoniano (Hagen y Poiseuille)  

4

0

πa dp
Q φ -

8 dz

 
  

 
          (2-9) 

La Ec. (2-9) depende de la fluidez (inverso de la viscosidad), la cuarta potencia del 

radio del capilar y del negativo del gradiente de presión. 

L o o Lp -p p -pdp
-

dz L L

 
   

 
         (2-10) 
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2.2 Flujo volumétrico de un fluido No-Newtoniano. 

En la siguiente sección se aplicaran los criterios establecidos de las Ecs. (2-10) 

para un fluido no-newtoniano modelado con el modelo reológico BMP (Bautista-

Manero-Piug). 

Básicamente la Ec. (2-9) es la misma para un fluido No-Newtoniano, excepto, que la 

fluidez se cambia por la fluidez aparente en el sistema, es decir: 

4

NW app

πa dp
Q φ -

8 dz

 
  

 
         (2-11) 

Multiplicando y dividiendo por la fluidez a bajo corte se obtiene la siguiente expresión: 

4
app

N-NW 0

0

φ πa dp
Q φ -

φ 8 dz

 
  

 
         (2-12) 

Finalmente en flujo No-Newtoniano se puede expresar por la fluidez aparente  

app

NN N

0

φ
Q Q

φ

 
  
 

          (2-13) 

La Ec. (2-13) representa el punto medular de este trabajo y básicamente se interpreta 

de la siguiente manera. El flujo de un líquido de Hagen-Poiseuille no-newtoniano (In-

homogéneo) es el producto de una fluidez reducida o normalizada con la fluidez a 

bajo corte, multiplicada por el flujo volumétrico newtoniano. En la siguiente sección se 

presentara la Ec, constitutiva de en un sistema estructurado y la cual es punto de 

partida en la deducción de una expresión del flujo volumétrico a gradiente depresión 

constante de un líquido complejo. El propósito es obtener una ecuación similar la Ec. 

(2-13). 

2.3  Modelo Bautista-Manero-Puig 

Las ecuaciones constitutivas son aquellas que relacionan el esfuerzo y la 

deformación y en las que pueden intervenir también otras magnitudes como la 

temperatura, rapidez de formación y cualquier otra propiedad mecánica relacionada 
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con el material analizado. Debido a la naturaleza compleja de algunos fluidos, un 

modelo constitutivo no puede reproducir la dinámica de flujo y los procesos de 

formación y destrucción de la microestructura debido al flujo. En estos casos, 

usualmente se considera que las propiedades reológicas dependen de un parámetro 

estructural (que considera enredos moleculares, redes de uniones, entre otros). 

Dichas propiedades cambian con la rapidez de deformación, como la viscosidad y 

depende del nivel de la estructura del fluido. Cuando la estructura se rompe debido al 

flujo, la viscosidad decrece. Se ha encontrado que la no linealidad y el 

comportamiento de las funciones reológicas es causado por la estructura interna de la 

materia, el cual puede ser descrito por un conjunto de dos ecuaciones. Una de ellas 

es la ecuación constitutiva, que permite obtener el esfuerzo  como función del tensor 

rapidez de deformación D para cada posible estado de la estructura en determinada 

posición r. La otra es una ecuación cinética que describe la tasa de cambio de 

estructura con la cinética instantánea, por ejemplo, la rapidez de deformación. Debido 

a que la ruptura de la estructura llega a ser un sistema dependiente, no es posible 

obtener una única ecuación que describa estos procesos. Varios modelos han sido 

propuestos para asignar diferentes formas a la ecuación constitutiva básica y a la 

ecuación cinética para el parámetro estructural. Usualmente, dicho parámetro es 

relacionado con una propiedad reológica medible. La viscosidad aparente ha sido 

usada como una medida de la estructura. Esto es equivalente a suponer que la 

viscosidad es proporcional al número instantáneo de puntos estructurales, enlaces o 

entrecruzamientos físicos al tiempo t. De esta manera, la rapidez de cambio de estos 

depende del número de puntos iniciales y del trabajo hecho sobre el sistema. Para 

tomar en cuenta la naturaleza visco-elástica del material, Bautista et al. (1999) 

propusieron la ecuación constitutiva Bautista-Manero Puig (BMP). En este modelo se 

describe el estado reológico de un fluido con estructura transitoria (por estructura 

transitoria se entiende que la viscosidad del fluido es proporcional al número de 

puntos o entrecruzamientos físicos al tiempo t). El modelo BMP se describe a 

continuación (Bautista et al. 1999): 
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0

1 2

G φ φ



 σ σ D            (2-14)  

   0

dφ 1
= φ -φ + K φ -φ :

dt λ
 σ D

         (2-15) 

  TD
 =  

Dt



    
σ

σ V σ σ V          (2-16) 

D
= +V

Dt t

 
 

 
σ σ            (2-17) 

 
T1

= +
2
  
 

D V V           (2-18) 

La Ec. (2-14) es la ecuación convectiva superior de Maxwell del tensor de esfuerzos 

visco-elásticos. En la Ec. (2-14)  es la fluidez (inverso de la viscosidad,   -1),  es 

un tiempo de restructuración que depende de las propiedades de flujo a través del 

segunda invariante del tensor  rapidez de deformación. El tensor de esfuerzos , es 

un tensor de origen visco-elástico y D es el tensor rapidez de deformación que es la 

parte simétrica del tensor espacial gradiente de velocidad V. El símbolo  arriba del 

tensor de esfuerzos visco-elástico es la derivada codeformacional de este, y es 

descrito por la Ec. (2-16). Esta derivada se puede extender como una extensión de la 

derivada material del tensor de esfuerzos D/Dt y es conocida en la lietratura de la 

mecánica de medios continuos como derivada material, operador de Stokes o 

derivada substancial del sistema. Para incluir los efectos no lineales, esta derivada fue 

extendida a través de los productos entre los tensores gradiente de velocidad, 

transpuesta del tensor gradiente de velocidad y el tensor de esfuerzo visco-elástico.  

Uno de los modelos cinéticos más exitosos en la última década es el modelo de 

BMP (Bautista Manero Puig) (Manero et al. 1999; Manero et al. 2002), el cual ha sido 

utilizado en la descripción de fluidos complejos que se encuentran bajo flujo como son 

los sistemas micelares tipo gusano, cristales líquidos, polímeros asociativos que 

presentan un comportamiento similar al de las micelas gigantes, nanocompuestos, 

entre otros (Herrera et al. 2009, 2010, Herrera et al. 2017). La ventaja del modelo 

BMP con respecto a los otros modelos reológicos no lineales: (i) PTT, (ii) Giesekus, 

(iii) Tanner, (iv) Oldroyd B, etc. (Bird et al 1977, 2002) es su sencillez para predecir 
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flujos en geometrías simples en flujo cortante y extensional uniaxial. En corte el 

modelo BMP (Bautista et al. 1999; Manero et al 2002) predice: 

a) Adelgazamiento y engrosamiento al corte 

b) Tixotropía y Reopexía  

c) Primera diferencia de esfuerzos normales 

Otra de las ventajas de este modelo, es que todas las propiedades materiales {0, , 

K, , G0} y que pueden ser calculados mediante experimentos reológicos en estado 

estacionario y no estacionario y poseen una interpretación física. {0, } son las 

viscosidades a bajo y alto corte, G0 es el módulo elástico (recuperación del material), 

K es una constante cinética y  es un tiempo de restructuración del sistema después 

de un periodo de deformación.  

La elección de este modelo, fue debido a su simplicidad en comparación con 

otros mucho más complejos, además todas las propiedades materiales pueden ser 

calculadas mediante experimentos reológicos. 
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En este capítulo se presenta el sistema físico empleado para un flujo micelar 

tipo gusano, así como la caracterización con la ecuación constitutiva BMP las 

funciones materiales, el perfil de velocidades, flujo volumétrico, fluidez aparente. 

3.1 Problema físico 

 Un diagrama esquemático del presente problema se da en Fig.4.  

El flujo rectilíneo isotérmico e inestable se consigue bajo un gradiente de presión (flujo 

de Poiseuille) en un tubo / capilar de radio adimensional r = a, y longitud axial 

adimensional z = L >>1. El sistema presenta simetría angular, es decir, todas las 

variables dinámicas son independientes de la coordenada angular dimensional .  En 

este sistema, todas las magnitudes físicas se definen en coordenadas cilíndricas (r,, 

z) con respecto a un origen en el centro del capilar. El gradiente de presión solamente 

tiene una componente en la dirección axial, es decir. El vector velocidad solamente 

tiene una componente diferente de cero en el eje coordenado axial z. El gradiente de 

velocidad se da en la dirección y, suponemos que el fluido es visco-elástico e 

incompresible. El proceso se lleva a cabo en régimen permanente e isotérmico. 

 

 

Figura 3.1. Representación esquemática del flujo de Poiseuille en el tubo capilar 
que muestra el campo de velocidad, la velocidad del gradiente y la vorticidad y 
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la velocidad cilíndrica (r, , z) utilizando la coordenada para describir un punto 
genérico P.  

En este capítulo se modela en un flujo cortante simple inducido por el gradiente de 

presión constante y el comportamiento reológico de un sistema micelar. El mismo está 

dividido en la ecuación BMP y a partir de esta, se calcularán las funciones materiales 

del sistema como son esfuerzo cortante, función viscosidad, primera diferencia de 

esfuerzos normales y flujo volumétrico. Para su descripción reológica planteamos las 

siguientes físicas: 

a) Estado estacionario: ninguna variable dinámica o intrínseca del sistema 

dependen del tiempo.  

b) El fluido se deforma continua e irreversiblemente debido a un gradiente de 

presión constante en la dirección axial z.  

c) Los efectos gravitacionales son despreciables (Tubo horizontal) 

d) Flujo cortante simple. El vector velocidad solo depende de una coordenada  

e) Fluido incompresible (densidad constante, i.e. no depende del tiempo y de la 

posición matemáticamente, se tiene un flujo solenoidal) 

f) Proceso isotérmico (Temperatura constante, T = cte). 

3.2 Funciones materiales del modelo BMP 

Debido a la simetría del tensor de esfuerzos zr = rz , por lo que solamente 

debe de tomarse solo una de estas ecuaciones: (Ver la deducción en el apéndice B) 

zr zr zr
σ  η γ γ

 
  

 
          (3.1) 

A partir de la Ec. (3.1) obtenemos la componente zz del tensor de esfuerzos: 

2zr

zr
zz zrzr

0 0

η γ
σ

σ 2 γ σ 2
G G

 
 
            (3.2) 

La ecuación cinética, se reduce a la siguiente forma algebraica: 

 2 2 2

zr zr 0Kλσ φ 1 Kλφ σ φ - φ 0           (3.3) 
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La Ec. (3.3) puede ser resuelta utilizando la ecuación algebraica de segundo orden, 

por lo que se tiene lo siguiente: 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr 2

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φ
φ σ

2Kλσ

   
      (3.4) 

La Ec. (3.4) es la fluidez en estado estacionario y homogéneo del modelo BMP. Esta 

ecuación tiene dos límites asintóticos a bajos y altos cortes. Es decir, se satisfacen los 

siguientes límites: 

 
zrσ 0 zr 0Lim φ σ φ            (3.5 a) 

Y 

 
zrσ zrLim φ σ φ            (3.5 b) 

La rapidez de deformación en términos del esfuerzo cortante, se puede expresar 

como: 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr zr

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φdVz
φ σ σ

dr 2Kλσ

   
      (3.6) 

La rapidez de deformación tiene dos límites asintóticos a baja y alta rapidez de 

deformación respectivamente: 

zrσ 0 0 zr

dVz
Lim φ σ

dr
            (3.7) 

y 

zrσ zr

dVz
Lim φ σ

dr
           (3.8) 
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3.3 Perfil de velocidades del modelo BMP 

A continuación se presentan las ecuaciones del perfil de velocidades axial en el 

sistema de flujo (Ver apéndice C para ver el cálculo): 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φ
Vz r dr + C

2Kλσ

 

 
   

  
 
 

     (3.9) 

Al substituir el esfuerzo constante rz de la ecuación de movimiento tomando en 

cuenta estado estacionario y mecanismos inerciales despreciables, se tiene lo 

siguiente:  

zr z

1
σ pr

2
             (3.10) 

La integral se resuelve utilizando varios cambios de variables, por lo que se utilizan el 

programa Mathematica 11.1 (Licencia UNAM): 

 
 

       

    

2 2z

r r r r2

2

r r

φ p/2
Vz r u + u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln 1 2φ +u u 1 + 4φ u

4X

Ln 1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u

 + C

 
     

     

            (3.11)

 Suponiendo que no existe deslizamiento en la pared, se cumple la siguiente condición 

de frontera, por lo que: 

 r a; Vz r =a 0            (3.12) 

Por lo que la constante C de la Ec. (3.11) toma la forma: 

 

'~'¡j í!!l fin 

~~:---------------------------~ 
3.3 Perfil de velocidades del modelo BMP 
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2 2z

w w r w r r w w r w2

2

r w w r w

φ p/2
C - u  + u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln 1 2φ  + u u 1 + 4φ u

4X

+ Ln 1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u  

         
 

 

 

            (3.13) 

Sustituyendo las Ecs. (3.13) y el término 2 2

wu X a se tiene lo siguiente: 

 
 

     
   

   

   

   

z

2

2

2 2 r r

w r w r w r
2

r w w r w

2

r w w r w

2

r r

φ p/2
Vz r

4X

1 2φ +u u 1 + 4φ u
u-u  + u 1 + 4φ u u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

1 2φ +u u 1 + 4φ u

1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u

 


  
   

  


  


 


 

            (3.14) 

La Ec. (3.15) se reduce al modelo Newtoniano cuando r = 1, por lo que: 

 
 

     
   

   

   

   

r r

z

φ 1 φ 1 2

2

2 2 r r

w r w r w r
2

r w w r w

2

r w w r w

2

r r

φ p/2
Lim Vz r Lim

4X

1 2φ +u u 1 + 4φ u
u-u  + u 1 + 4φ u u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

1 2φ +u u 1 + 4φ u

1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u



 




  
   

  


  


 


 

             (3.15) 

Por lo que  

 
   

   
r

2

r r

φ 1 r
2

r w w r w

1 2φ +u u 1 + 4φ u
Lim 2φ -1 Ln 0

1 2φ +u u 1 + 4φ u


  


  

               (3.16) 

Por lo tanto, el perfil de velocidades toma se simplifica a: 
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    r r

2 2z

φ 1 φ 1 w w w2

φ p/2
Lim Vz r Lim u-u  + u 1 + 4u u 1 + 4u

4X



 


       

            (3.17) 

Por lo que, se tiene lo siguiente: 

   
22

0
z

φ a r
Vz r 1- p

4 a

  
      

                     (3.18) 

La Ec. (3.14) es el perfil general del modelo BMP la cual, es consistente con el perfil 

newtoniano cuando la fluidez reducida es igual a la unidad, i.e. r = 1, por lo que la 

condición sería: 

   
 

r

22

0 z

φ 1 N

a φ p r
Lim Vz r Vz r 1

4 a


   
       

     (3.19) 

La Ec. (3.15) es la solución analítica para el perfil de velocidades del modelo BMP. 

Nótese que depende del gradiente de presión, y las propiedades materiales del 

modelo BMP. La velocidad máxima toma la forma: 

 
 

   
 

   

z

max 2

2

w w r w r
2

w w r w

2

w w r w

φ p/2
V =Vz r = 0

4X

2B
-u  u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

2B+u u 1 + 4φ u 1

1 2B-1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

2

 


  

  


  





  (3.20) 

3.4 Flujo volumétrico del modelo BMP 

La Ec. (3.19) es extremadamente compleja, por lo que el flujo volumétrico 

requiere de muchos procedimientos algebraicos, por lo que se procede inicialmente 

con la expresión general del flujo volumétrico. Al integrar una vez por partes, y 

suponiendo que no hay deslizamiento en la pared, se tiene lo siguiente (Ver apéndice 

D para la deducción de flujo aparente): 
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 a

2

0

Vz r
Q = π r dr

r




           (3.21) 

La Ec. (3.21) nos permite calcular el flujo volumétrico en función de la rapidez de 

deformación 

      

 

2
2 2 22 2 2

a
z z 0 z

2

z0

Kλφ p/2 r 1 Kλφ p/2 r 1 + 4Kλφ p/2 r
Q =-π r dr

2Kλ p/2 r

 

 
      

 
 

 
 

  (3.22) 

Simplificando la expresión, se tiene lo siguiente: 

 

  
 

wu
2z

r2
2

0
z

p/2π
Q =- φ u 1 u 1 + 4φ u du

4 Kλφ p/2




     
 


    (3.23) 

En donde el cambio de variable utilizado fue: 

 
2 2

zu = Kλφ p/2 r            (3.24) 

Y la variable evaluada en la pared toma la forma: 

 
2 2

w zu  = Kλφ p/2 a           (3.25) 

Y la fluidez reducida 

r 0φ φ / φ            (3.26) 

A partir de la Ec. (3.22), se tiene lo siguiente: 

BMP app NQ  = φ Q            (3.27) 

En donde el flujo newtoniano,  

 4

N 0 z

π
Q  = φ a p/2

4
          (3.28) 



 
 

 
 

 

RAMÍREZ BALDERAS VALERIA- UNAM | 46 

La fluidez se reduce al modelo newtoniano. Esto es claro de la Ec. (3.3) la cual 

algebraicamente es cuadrática en la fluidez: 

  2

0 zrφ - φ + Kλ φ - φ σ φ 0                                        (3.29) 

SI la lambda es cero, el producto K es cero por lo que la fluidez se simplifica de la 

siguiente manera: 

0φ φ            (3.30) 

Entonces el flujo BMP se reduce al modelo newtoniano, i.e. 

 
4

λ 0 BMP Kλ 0 BMP N 0 z

πa
Lim Q =Lim Q Q φ p

8
          (3.31) 

Otra alternativa es a partir de la definición de flujo volumétrico  

      

 

λ 0

2
2 2 22 2 2

a
z z 0 z

2

λ 0

z0

Lim Q =

Kλφ p/2 r 1 Kλφ p/2 r 1 + 4Kλφ p/2 r
Lim -π r dr

2Kλ p/2 r



 



 
      

 
 

 
 


   

            (3.32) 

Por lo tanto,  

 

 

2 2a
0 z 2

λ 0 λ 0

z0

1 1+ 4Kλφ p/2 r
Lim Q =Lim -π r dr

2Kλ p/2 r
 

   
 
 
 

      (3.33) 

Desarrollando el numerador de la integral en serie de Taylor, se tiene lo siguiente: 

         2 2 2 22 2 2 2

0 z 0 z 0 z 0 z

1
1+ 4Kλφ p/2 r 1 4Kλφ p/2 r 1 2Kλφ p/2 r 4Kλφ p/2 r

2
        

             

            (3.34) 

Sustituyendo en la integral 
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2 2a

0 z 2

λ 0 λ 0

z0

1 1 2Kλφ p/2 r
Lim Q =Lim -π r dr

2Kλ p/2 r
 

    
 
 
 


     (3.35) 

Simplificando: 

     
aa 44

3 0
λ 0 λ 0 0 z 0 z z

0 0

πφ ar
Lim Q =Lim -πφ p/2 r dr -πφ p/2 p

4 8
         (3.36) 

Por lo tanto, si el parámetro K tiende a cero, el flujo volumétrico es newtoniano. 

En la siguiente sección se presenta un resumen de los resultados más importantes 

del presente capítulo. 

3.5 Fluidez aparente del modelo BMP 

La fluidez aparente del modelo BMP, (Ver Apéndice E para la deducción) se 

puede expresar en términos de la siguiente integral, por lo que:  

  
 

wu
2app r

r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
u 1 u 1 + 4φ u du

φ a Kλφ p/2

     
 
      

            (3.37) 

Los límites asintóticos de la fluidez, toman la forma: 

  
 

w

w

u
2app r

σ 0 r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
Lim u 1 u 1 + 4φ u du =1

φ a Kλφ p/2




     
 
    (3.38) 

  
 

w

w

u
2app r

σ r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
Lim u 1 u 1 + 4φ u du = φ

φ a Kλφ p/2
 



     
 
   (3.39) 

Por lo tanto, el flujo volumétrico toma la forma, para el modelo BMP: 

  
 app r

BMP N 0 z N2
24

0
z

φ 1/ φ
Q  = Q I Kλ,φ ,φ , p Q

φ a Kλφ p/2




 
  

  

     (3.40) 

'~'¡j í!!l fin 

~~:---------------------------~ 

-1-

3.5 Fluidez aparente del modelo BMP 
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aa 44

3 0
λ 0 λ 0 0 z 0 z z

0 0

πφ ar
Lim Q =Lim -πφ p/2 r dr -πφ p/2 p

4 8
               (3.41) 

Por lo tanto, si el parámetro K tiende a cero, el flujo volumétrico es newtoniano. 

El flujo volumétrico del modelo BMP se puede comprender como el producto del fluido 

newtoniano con la función fluidez aparente del modelo BMP, normalizada con la 

fluidez a bajo corte. Por otra parte, si el tiempo de restructuración tiende a cero, 

significa que el fluido es newtoniano, debido que la fluidez se reduce al modelo 

newtoniano. 

3.6 Resumen de ecuaciones del capítulo 3 

En este capítulo se desarrollaron los principales resultados analíticos de la 

presente tesis. Los resultados obtenidos son válidos, solamente para sistemas 

diluidos y semi-diluidos como aquellos correspondientes a los sistemas micelares tipo 

gusano, cristales líquidos, polímeros asociativos, sistemas biológicos como la sangre 

con bajo y alto colesterol respectivamente. Partiendo de la idea, de que el sistema de 

flujo se encuentra en estado estacionario, fluido incompresible, flujo homogéneo, 

mecanismos gravitacionales despreciables  y que el fluido se corta debido a un 

gradiente de presión constante en la dirección primaria de flujo (coordenada axial z), 

el momento se transmite en la dirección del gradiente de velocidad (coordenada radial 

r) y la vorticidad que es el rotor de la velocidad, se transmite en la dirección neutra de 

nuestro sistema (coordenada angular).  El fluido es caracterizado con la ecuación 

constitutiva de BMP, la cual acopla la ecuación codeformacional de Maxwell con una 

de tipo cinético que describe los cambios en la estructura, debido a dos procesos: (i) 

construcción de la estructura asociada a la relajación del sistema, y (ii) destrucción de 

la estructura que es proporcional al trabajo irreversible para destruir la estructura. Los 

resultados analíticos que fueron deducidos se enlistan a continuación: 

a) Perfil de velocidades axial  

b) Flujo volumétrico  

c) Fluidez aparente 
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4.1 Predicciones del modelo 
Variables adimensionales  
 

En este capítulo, se presentan las predicciones teóricas de este trabajo de 

licenciatura. Para facilitar la interpretación de los resultados, se propone un conjunto 

de variables características, con el fin de introducir grupos adimensionales que 

describan la física involucrada en el sistema. El conjunto de variables escaladas se 

enlista a continuación: (i) coordenadas axial y radial {r, z}, (ii) perfil de velocidades Vz, 

(iii) flujo volumétrico Q, (iv) fluidez aparente app, (v) presión p, (vi) esfuerzo cortante 

rz y (vii) esfuerzos normales {rr, , zz}. Las variables características para las 

variables mencionadas: (i) es rc = a, zc = L; (ii) Vc = <Vz>N; (iii) Qc = QN = <Vz>N a2; 

(iv) c = 0; (iv) pc = 0
-1<Vz>N/a; (v) rz = 0

-1<Vz>N/a; (vi) rr =  = zz = 0
-

1<Vz>N/a.  

Las variables adimensionales en este caso son: 

* *r z
r  = ;z  =

a a
          (4.1) 

* * BMP
BMP

NN

QVz
Vz ;Q

Vz Q
          (4.2) 

app*

app

0

φ
φ

φ
           (4.3) 

*

1

0 N

p
p  =

φ Vz / a
         (4.4) 

* zr
zr 1

0 N

σ
σ  =

φ Vz / a
         (4.5) 

 
* ii

ii 1

0 N

σ
σ  = ,ii {rr,θθ,zz}

φ Vz / a
        (4.6) 

Las variables características geométricas r y z son escaladas con la longitud 

características asociadas al radio el tubo “a”. Bajo este contexto, la coordenada radial 

adimensional r* está acotada entre 0 y 1. En contraste, la coordenada axial 

adimensional z * está acotada entre 0 y el cociente z/a >>1. Geométricamente, el 
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sistema de flujo es un capilar de longitud muy grande L en comparación con la 

coordenada característica a.  

La velocidad axial y el flujo volumétrico se han escalado con la velocidad promedio 

newtoniana. 

2

0

N

a φ dp
Vz

8 dz

 
  

 
         (4.7) 

La fluidez aparente es normalizada con la fluidez a bajo corte 0. Bajo este contexto la 

fluidez aparente adimensional está normalizada a la unidad, i.e. 0 < app
* < /0. 

Dependiendo el valor de las fluideces a bajo y alto corte el fluido puede ser 

adelgazante o espesante al corte respectivamente. La presión p, esfuerzo cortante rz 

y esfuerzos normales {rr, , zz}, son escalados con el esfuerzo cortante viscoso, 

i.e. el producto de la viscosidad a bajo corte 0
-1 por el producto de la rapidez de 

deformación <Vz>N/a.  

 
Números adimensionales  

A partir de las variables adimensionales propuestas, se deducen los números 

adimensionales (Herrera et al. 2017; Castillo et al. 2018). El primero de ellos, B 

0

φ
B

φ

           (4.8) 

 es un cociente de fluideces el cual, relaciona el número de pun toses estructurales a 

bajo y alto corte, i.e. las propiedades adelgazantes o engrosantes al corte. El segundo 

de ellos es un cociente de energías asociadas a los procesos irreversibles para 

destruir la estructura y la energía relacionada con la cinética y destrucción de la 

estructura. 

1

0 N
φ Vz / a

A
1/kλ



          (4.9) 

 El tercer grupo es el número de Weissenberg  We 

 
1 N

0 0

Vz
We = φ G

a


        (4.10) 
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el cuál es el producto del tiempo de relajación característico del material a bajo corte 

1/0G0 y la rapidez de deformación característica newtoniana < Vz>N/a. Si el 

Weissenberg tiende a cero, el fluido es inelástico newtoniano o no newtoniano 

dependiendo de la naturaleza reológica del material. Si We = 1, el fluido es visco-

elástico, i.e. presenta componentes viscosos y elásticos respectivamente. Si We  , 

el fluido es dominado por los mecanismos elásticos principalmente.  

 Las ecuaciones analíticas adimensionales deducidas en este trabajo son: 

a) Perfil de velocidades  

b) Flujo volumétrico 

c) Fluidez aparente 

d) Primera diferencia de esfuerzos normales 

 
Ecuaciones analíticas adimensionales 
Velocidad axial 
 Las ecuaciones analíticas que describen los perfiles de velocidad axial, fluidez 

y flujo volumétrico en término de variables adimensionales, se describen a 

continuación: 

        

 

* * *

w

2
2 2 2

*2 *2 *2 *2 * * * *

w w w w w

*

* * * *w

2 w 3 w

Vz A,B,σ ,r

ABσ 1 r ABσ 1 4Aσ AB σ r 1 4A σ r1

4Aσ
+ Log G A,B,σ ,r G A,B,σ ,r

   

 
        

 
         

(4.11)  

Donde G1 y G2 tienen la siguiente forma 

       

   

2
2 2 2

* * * * * *

w w w
* *

2 w
2

*2 *2 *2

w w w

1 A 2 B σ r AB σ r 1 4A σ r

G A,B,σ ,r

1 A 2 B σ ABσ 1 4Aσ

    

   
    

    

          (4.12) 
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 B-2 /B
2
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(4.13) 

El perfil de velocidades del modelo BMP depende de los números adimensionales A y 

B asociados a los procesos de formación y destrucción de la estructura y de la fuerza 

motriz relacionada con el esfuerzo en la pared w
*.  

 

Flujo volumétrico  

El flujo volumétrico adimensional para el modelo BMP queda definido de la siguiente 

manera: 

* *

BMP (app)Q φ           (4.14) 

 

Fluidez aparente 

En donde la fluidez aparente normalizada toma la forma: 

     

 

2
* * 2 *2 *2 *2

(app) w w w w*2 2 2 *4

w w

2
2 *2 *2 *2

w w w

2 *4 3

w

1 1 1
φ A,B,σ B - + AB σ  + 2-B AB σ -1 4Aσ 2-B

2 Aσ 2A B σ

2 + AB σ  + B AB σ -1 4Aσ 1
2 B-1

 Log
A σ B 2

  
       

  

 
  

     
 

 

(4.15) 
El flujo volumétrico del modelo BMP, QBMP ha sido escalado con el flujo volumétrico 

newtoniano, i.e. QN = 0  a4 (-dp/dz)/8. La fluidez aparente app con la fluidez a bajos 

cortes, i.e.0. Es claro que, bajo esta propuesta adimensional, el flujo volumétrico 

cambia conforme la fluidez aparente, y esta depende de los números adimensionales 

A y B respectivamente:  * *

(app) (app)φ φ A,B .  

Primer coeficiente de esfuerzos normales 

J 
J 
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 La parte elástica del material solo puede ser capturada a través del primer 

coeficiente de esfuerzos normales y depende de las propiedades materiales en el 

sistema a través de los grupos adimensionales A, B  y We. 

* *2 *2 *2

1 zr wN 2Weσ 2Weσ r          (4.16) 

Nótese que para un fluido newtoniano el primer coeficiente de esfuerzos normales, es 

cero, i.e. N1
* = 0. La primera diferencia de esfuerzos normales, depende del número 

de Weissenberg multiplicado por la segunda potencia del producto del esfuerzo en la 

pared w
* y la coordenada radial adimensional r* respectivamente. 

En las siguientes secciones, se analizarán los siguientes mecanismos a través de los 

números A y B discutidos en esta sección. Estos son: 

 (a) Adelgazamiento o engrosamiento  

(b) Tixotropía y Reopexia  

(c) Concentración  

 
4.2 Mecanismos adelgazantes y engrosantes al corte 
 
Efecto del número B 
 

En esta sección se analizará el efecto que tiene el número adimensional B en el 

sistema de flujo. Este número es un cociente de fluideces a alto y bajo corte 

respectivamente el cual, fue definido de la siguiente manera: 

0

φ
B =

φ

  

Este número tiene dos límites físicos. Si B >> 1 el fluido es adelgazante al corte 

mientras que si B << 1, este es engrosante al corte. El caso newtoniano se obtiene 

cuando B = 1.  

A) Fluidez aparente  
Las simulaciones de esta sección (Figs. 4.1 y 4.2) fueron obtenidas utilizando 

las ecuaciones adimensionales previamente definidas. Los valores del modelo BMP 

fueron obtenidas del trabajo teórico de Bautista et al. (1999) para fluidos estructurados 

que presentan adelgazamiento, engrosamiento y tixotropía respectivamente. Los 
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datos empleados en las simulaciones de la fluidez adimensionales fueron tomados de 

la literatura ref. (Bautista et al. 1999, Ver Fig. 1). Los valores numéricos son:  (Pa s)-

1: (a = 0.0002); (b = 0.002); (c = 0.0053); (d = 0.20); (e = 1); 0 (Pa s)-1 = 0.0053;G0 

(Pa) = 185; k (Pa-1) =3.9 x 10-5; (s): 0.14.  Bajo este contexto los números 

adimensionales A y B toman tiene los siguientes valores: A =  

 

Figura 4.1. Fluidez adimensional vs esfuerzo en la pared para distintas condiciones 
materiales en función de los números adimensionales A y B. Los datos empleados en 
las simulaciones de la fluidez adimensionales fueron tomados de la literatura ref. 

(Bautista et al. 1999, Ver Fig. 1). Los valores numéricos son:  (Pa s)-1: (a = 0.0002); 

(b = 0.002); (c = 0.0053); (d = 0.20); (e = 1); 0 (Pa s)-1 = 0.0053;G0 (Pa) = 185; k (Pa-

1) =3.9 x 10-5; (s): 0.14.  
 

La función fluidez aparente ilustrada en la Fig. 4.1 presenta tres comportamientos 

los cuales, son resumidos a continuación:  

a) Para B >> 1, el primero de ellos asociado a la pérdida de puntos estructurales 

en el sistema debido al flujo (simulaciones {g,h}),  
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b) Para B = 1, el sistema presenta una estructura constante e independiente del 

esfuerzo en la pared (Simulación N). Aquí la fluidez es la misma en toda la 

ventana de deformación.  

c) Para B << 1, asociada a una estructura más compacta que induce un mayor 

número de puntos estructurales al tiempo (Simulaciones {e, f}) 

Matemáticamente, la Fig. 4.1 muestra un comportamiento constante a esfuerzos 

en la pared bajos, i.e. w
*  [10-2, 10-1] el comportamiento de la función fluidez es 

constante, mientras que, para un valor crítico de esfuerzo en la pared, la fluidez 

experimenta un comportamiento monótono creciente o monótono decreciente 

dependiendo, si aumenta (adelgazamiento al corte) o si decrece (espesamiento al 

corte) respectivamente. Para un segundo esfuerzo en la pared crítico, la fluidez es 

constante independientemente del valor del esfuerzo en la pared. 

Físicamente, a esfuerzos en la pared bajos w
*  (10-2, 10-1), el fluido presenta 

una estructura constante independientes de los valores de A y B seleccionados.  

En la zona de esfuerzos moderados (zona tipo ley de potencia), w
*  (10-1, 10-1], 

el sistema experimenta cambios constantes en su estructura debido al incremento del 

esfuerzo en la pared (simulaciones g, h). En otras palabras, si la fluidez aumenta, el 

número de puntos estructurales decrece debido a los esfuerzos internos por unidad 

de área en el bulto (Adelgazamiento al corte).  

Por otra parte, si la fluidez decrece (simulaciones f, e de la Fig. 4.1), el número de 

puntos estructurales aumenta por efecto de tener una estructura más compacto 

debido a que se tiene una estructura más enredada (Engrosamiento al corte). 

Finalmente, a esfuerzos en la pared altos, i.e. w
*  [102, 104], la fluidez muestra 

un comportamiento constante independiente del esfuerzo en la pared que se aplique. 

Si la fluidez aumenta, el número de puntos decrece de tal manera que, el valor de 

esta depende del número B y es equiparable a la fluidez del solvente. El caso opuesto 

(Simulaciones f, e, Fig. 4.1) presenta el decremento de la fluidez lo que implicaría una 

estructura más enredada y compacta lo que induciría a un aumento en el número de 
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puntos estructurales. El caso B =1 (Simulación N de la Fig., 4.4) es aquel en donde la 

fluidez es independiente del esfuerzo en la aplicado, i.e. el número de puntos 

estructurales es constante (líquido newtoniano).  

B) Perfil de velocidades 
 

En la Fig. 4.2, se presenta el perfil de velocidades en función de la coordenada 

radial en función del número adimensional B asociado a los procesos de destrucción y 

construcción de la estructura a bajos y altos cortes respectivamente. 

 

Figura 4.2-b Velocidad axial sin dimensiones vs coordenadas radiales adimensionales 
en función de los mecanismos de adelgazamiento y de espesamiento a través de los 
números adimensionales A y B. Los datos utilizados son los mismos de la Fig. 4.1  
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Figura 4.2-b. Velocidad axial sin dimensiones vs coordenadas radiales 
adimensionales en función de los mecanismos de adelgazamiento y de espesamiento 
a través de los números adimensionales A y B. Los datos utilizados son los mismos 
de la Fig. 4.1  

 

En las Figs. 4.2 (a-b) se presentan las simulaciones del perfil velocidades para los 

datos ocupados en las simulaciones de la función fluidez de la Fig. 4.1. La simulación 

N de la Fig. 4.2 es la que corresponde a B =1. En esta, se presenta una estructura 

constante. En la pared del capilar, la velocidad axial es cero, i.e. Vz = 0, debido a la 

adherencia del fluido al sólido. En el centro del capilar, r* = 0, la velocidad axial es 

máxima y su valor es de 0.5 respectivamente.  

Los casos {d, e} corresponden a un aumento en la fluidez (B >> 1), i.e. que el 

sistema experimenta una disminución de puntos estructurales, lo que implica que los 

perfiles de velocidad aumentan, lo que es comprobable visualmente en la Fig. 4.2.  

Por otra parte, los casos {a} corresponden a un líquido visco-elástico en el que su 

fluidez decrece con el esfuerzo en la pared. Los perfiles de velocidad parabólicos se 
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encuentran por debajo del fluido newtoniano (Fig. 4.2 (b)). Es claro que en la pared 

del sistema la velocidad del fluido es cero, mientras que en el centro es máxima. 

Nótese que, de las cinco simulaciones, el caso en donde la fluidez decrece (aumento 

en la viscosidad), muestra perfiles de velocidad parabólicos (Fig. 4.2 (b)) pero su 

velocidad máxima es mucho menor en comparación con los mecanismos 

adelgazantes en donde la fluidez aumenta considerablemente {a, b}.  

En las cinco simulaciones, la velocidad máxima en los perfiles de velocidad puede 

ser determinada mediante evaluando la función Vz* (r* = 0) = Vmax*, por lo que su 

expresión analítica queda determinada por. 

 

 

2
*2 *2 *2

w w w* * *

max w *
* * * *

w
2 w 3 w

ABσ ABσ 1 4Aσ 11
Vz A,B,σ ,r 0

4Aσ + Log G A,B,σ ,r 0 G A,B,σ ,r 0

 
    

     
         

 

           (4.17) 

Es claro que la expresión de la velocidad máxima está determinada por un 

acoplamiento entre las propiedades viscosas, estructurales y cinéticas a través de los 

números adimensionales A y B respectivamente. 

 

c) Flujo volumétrico 

De acuerdo con el escalamiento propuesto en la primera sección de este trabajo, 

el flujo volumétrico es igual a la variación de la fluidez. A bajos y altos esfuerzos, el 

flujo volumétrico es constante debido a que esta normalizado con el flujo volumétrico 

newtoniano. A bajos esfuerzos en la pared, el flujo volumétrico tiene el siguiente límite 

asintótico: 

w

*

σ 0 BMPLim Q 1           (4.18) 

Mientras que valores altos del esfuerzo en la pared, se tiene lo siguiente: 

w

*

σ BMPLim Q B          (4.19) 
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Un caso particular del flujo volumétrico se obtiene cuando B = 1, es decir cuando el 

número de puntos estructurales a bajo y alto corte es el mismo, el flujo volumétrico del 

modelo BMP se reduce al Newtoniano, i.e.. 

*

B 1 BMPLim Q 1           (4.20) 

d) Primera diferencia de esfuerzos normales  
 

La primera diferencia de esfuerzos normales, depende del número de 

Weissenberg y de la segunda potencia del componente zr del esfuerzo. Es claro que 

la elasticidad, depende del cuadrado de la fuerza motriz asociada al gradiente de 

presión y es una función cuadrática de la coordenada radial adimensional. Su valor 

máximo está determinado por: 

* *

* * *2 *2

1,w 1 zr wr =1 r 1
N N 2Weσ 2Weσ


         (4.21). 

La Ec. (4.21) es el valor máximo de la primera diferencia de esfuerzos normales y se 

obtiene en la interface entre el sólido y la pared respectivamente. Por otra parte, en el 

centro del capilar r* = 0, la elasticidad es cero, i.e. N1
* = 0. 

 

Finalmente, el número adimensional B, está asociado a los procesos de 

desestructuración del material a través de los cambios de las fluideces a bajo y alto 

corte, i.e. este es una medida de los procesos adelgazantes y engrosantes al corte 

respectivamente.  

 

4. 3 Mecanismos tixotrópicos 
Efecto del número adimensional A 

En esta sección exploramos los efectos del número A el cual tiene la siguiente 

representación matemática 

 
21

0φ Vz / a
A =

1/Kλ



 

Este número ha sido definido por Herrera-Valencia et a. (2017) como un cociente 

entre el trabajo irreversible para romper la estructura y la energía asociada a los 

procesos cinéticos y estructurales en el sistema. Este número ha sido utilizado 

( ) 
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recientemente para describir fluidos tixotrópicos y elasto-plásticos (Castillos et al. 

2018). Los límites de este número son A  0 esto implica que el trabajo irreversible 

asociado a la destrucción del material es pequeño, en comparación con los procesos 

cinéticos y estructurales. Si A  , el caso opuesto domina, i.e. el trabajo irreversible 

para romper la estructura domina sobre la energía asociada a la cinética y 

estructuración del material.  

A Función fluidez 

La Fig. 4.3. Ilustra la función fluidez adimensional vs el esfuerzo en la pared en 

función del número adimensional A.  Los valores empleados en la simulación fueron 

obtenidos de Herrera et al. 2017, para un sistema micelar tipo gusano CTAT (Ver 

Tabla 1). Los parámetros materiales utilizados en la simulación son: (i) k [ Pa-1] = 39 x 

10-6 ;  (ii) [s]: (a) 0.14, (b) 0.10, (c) 0.01, (d) 0.001 ; (iii) G0[Pa] = 185; (iv) 0[Pa-1 s-1] = 

0.0053; [Pa-1 s-1] = 1. Herrera-Valencia et al. (2017) propuso que, para sistemas 

micelares, el tiempo característico tc [s] = < Vz >/a, es del orden del tiempo de 

restructuración, i.e. tc = , y que la contante cinética k es igual al inverso del módulo 

elástico, por lo que: k = 1/G0. Por lo tanto, el número adimensional A se reduce a: A = 

(0G0)-1.   

Los valores de A y B obtenidos con estos valores numéricos son: 

B = (0.0053)-1 

A() = (i) (185)-1(0.0053)-1 -1 

Las predicciones de estos valores se presentan en las Figs. (4.3) y (4.4) 

respectivamente.  

Matemáticamente, en las cinco simulaciones presentadas en la Fig. (4.3) se 

observan tres zonas. (i) A bajos esfuerzos en la pared w [10-4, 100] se observa una 

meseta en donde la estructura es constante. A un esfuerzo en la pared crítico, se 

observa un comportamiento monótono creciente, en donde el sistema (fluido visco-

elástico) presenta constantes cambios en su estructura. A un segundo esfuerzo 

crítico, la función fluidez muestra otra meseta en donde está, es independiente del 

esfuerzo en la pared que se aplique en el sistema.  
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Físicamente, el líquido pasa de estados de menor a mayor fluidez por efecto de la 

fuerza que lo de forma continua e irreversiblemente asociada al producto del 

gradiente de presión y la longitud característica asociada al radio del tubo.   

El efecto que tiene el número A en las simulaciones. El menor valor del número A 

extiende la primera región newtoniana antes de que el sistema experimente cambios 

continuos en su estructura debido al esfuerzo en la pared aplicado w (zona tipo ley 

de potencia), como se observa en la simulación “a” de la Fig. 4.3   En contraste, si el 

valor de A aumenta su valor numérico se observa que el sistema pasa de estados de 

menos a mayor estructura por efecto del flujo, a un valor menor de esfuerzo en la 

pared. Esto es fácilmente observable en la simulación ( e) de la Fig. 4.3.  

Cuantitativamente, la simulación (a) de la Fig. 4.3 experimenta estos cambios de 

estructura a un valor de esfuerzo de pared w  1, mientras que la simulación ( e ) lo 

hace a un valor de esfuerzo en la pared de w  10-3 aproximadamente. Esto implica 

que, la diferencia del esfuerzo en la pared aplicado en el sistema es del orden de la 

unida, i.e. w = w2-w1  0.999 y A = A2-A1  0.984.  

Por lo tanto, las siguientes observaciones son importantes; 

a) El efecto de los mecanismos tixotrópicos está relacionado con el valor del 

número A. 

b) El efecto de la tixotropía se puede entender como el cociente de dos tiempos 

característicos A = /0. EL primero de ellos asociado a los procesos de 

restructuración del material, mientras que el otro a los visco-elásticos, i.e. a los 

asociados al flujo. 

c) Si A >> 1, el tiempo de restructuración es mayor por lo que el sistema necesita 

de un menor esfuerzo en la pared para experimentar cambios en la estructura. 

d) Si A << 1, el tiempo de flujo es mayor y el sistema necesita mayor energía 

asociada al esfuerzo en la pared para cambiar su estructura. 

e) Las curvas de la Fig. 4.3, son las correspondientes a los ciclos de tixotropía, en 

reometría de fluidos complejos. Bautista et al. (1999) demostró mediante 
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rampas de esfuerzo que estas curvas, están controladas por la restructuración 

en el sistema, i.e. por el tiempo de reestructuración.  

f) Los mecanismos adelgazantes o engrosantes al corte dependen 

exclusivamente del número B, i.e. si B >> 1, el fluido es adelgazante al corte, 

mientras que, si B << 1, el efecto opuesto es claramente visto (engrosamiento 

al corte).  

4. 4 Mecanismos reopécticos 
A. Función fluidez  

Los mecanismos reopécticos también llamados anti-tixotrópicos y se obtienen 

cuando el fluido experimenta un engrosamiento al corte y presenta ciclos de 

competencia entre los tiempos de restructuración y de flujo del material. Básicamente, 

el comportamiento es el mismo que en la Fig. 4.3. Los parámetros materiales 

utilizados en la descripción de la Fig. 4.3 son los mismos que en la Fig. 4.3., excepto 

que la fluidez a alto corte se modifica por: [Pa-1 s-1] = 0.0002. Utilizando este valor 

en B se obtiene B =  /0 = 0.0002/0.0053 = 0.038.   

Bajo estos mismos argumentos observamos un comportamiento similar a de la 

Fig. 4.3 por lo que, las conclusiones son muy similares. A bajo y a alto esfuerzo en la 

pared el sistema presenta dos mesetas en donde la estructura no cambia. A 

moderaos esfuerzos en la pared, el sistema experimenta un decremento en la fluidez 

(aumento del número de puntos estructurales en el sistema). La extensión de la zona 

newtoniana (simulación “a” de la Fig. 4.4) o el decremento de esta (simulación “e” de 

la Fig.4.4), depende de la relación entre los tiempos de restructuración  y el tiempo 

de flujo 0 respectivamente.  
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Figura 4.3. Función fluidez adimensional vs esfuerzo en la pared en función en 
función de los mecanismos tixotrópicos a través del número adimensional A. 
Los valores numéricos de A y B se, muestran a continuación: A: (i) 7.3, (ii) 10.2, 
(iii) 101.989, (iv) 1019.89; y B = 189. 

 

Figura 4.4. Función fluidez adimensional vs esfuerzo en la pared en función en 
función de los mecanismos reopecticos a través del número adimensional A. 
Los valores numéricos de A y B se, muestran a continuación: A: (i) 7.3, (ii) 10.2, 
(iii) 101.989, (iv) 1019.89; y B = 189. 

1.E-1

1.E+0

1.E+1

1.E+2

1.E-4 1.E-2 1.E+0 1.E+2 1.E+4

F
U

N
C

IÓ
N

 F
L

U
ID

E
Z

ESFUERZO DE LA PARED

abcde

Mecanismos - Tixotrópicos

 
0

1

/
1 1

1/



 

  

0

2

0

η
B

η

η Vz a
A

kλ

1.E-3

1.E-2

1.E-1

1.E+0

1.E+1

1.E-4 1.E-3 1.E-2 1.E-1 1.E+0 1.E+1 1.E+2

F
U

N
C

IO
N

 F
L

U
ID

E
Z

ESFUERZO EN LA PARED

 
0

1

/
1 1

1/



 

  

0

2

0

η
B

η

η Vz a
A

kλ

abcde

Mecanismos - reopécticos



 
 

 
 

 

RAMÍREZ BALDERAS VALERIA- UNAM | 65 

C. Perfil de velocidades  

La Fig. 4.5, Ilustra el perfil de velocidad para un fluido estructurado vs la 

coordenada radial adimensional r*. se presentan cinco simulaciones con diferentes 

valores en el tiempo de restructuración del material. 

 

Figura 4.5. Velocidad axial sin dimensiones vs coordenada radial en función de 
la estructura del sistema. El efecto del tiempo de restructuración del material 
influye en el número adimensional y por ende en el perfil de velocidades.  
  

 Se observa que, en todos los casos, el perfil de velocidades es parabólico, 

sin embargo, al aumentar el tiempo de restructuración del material el sistema decrece 

su velocidad, debido a que se favorece los mecanismos cinéticos estructurales en el 

sistema por lo que velocidad decrece considerablemente como se observa en la Fig. 

4.5. Es claro que el tiempo de restructuración favorece, los ciclos de tixotropía en el 

sistema. Por otra parte, en todas las simulaciones, se observan los perfiles 

parabólicos que consisten en curvas axi-simétricas con la máxima velocidad en el 

centro del tubo, En la simulación “b” de la Fig.4.5, se observa una zona en donde 

existe un frente homogéneo de velocidades.  Es claro que la dinámica lineal y no 

lineal del sistema se debe al valor numérico de los números adimensionales A y B 
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asociados a la cinética, la estructura y el mecanismo viscoso a rapideces de 

deformación bajas y altas respectivamente.   

4.5 Efecto de la concentración 
 En esta sección se analizan los efectos de la concentración de un sistema 

micelar tipo gusano en los números adimensionales A y B. Al aumentar la 

concentración del líquido visco-elástico, las propiedades materiales del sistema 

cambian por efecto de la concentración, por lo tanto, este cambio será cuantificado 

indirectamente a través de los números adimensionales en el sistema.  

 
 

 

21

0

0

φ Vz / a φ  
A %wt. = ;B %wt.

1/Kλ φ



  

Como en los casos anteriores, el primer punto a analizar es la función fluidez. Los 

parámetros materiales que serán utilizado en esta sección corresponden a un sistema 

micelar tipo gusano, los cuales fueron obtenidos por Soltero et al. (1999), los cuales 

son resumidos en la Tabla 4.1  

 

Tabla 4.1 propiedades materiales del modelo BMP en función de la 
concentración 

 
Ecuación 

constitutiva 
BMP 

Constante 
Cinética 

Tiempo de 
restructuración 

del material 

Modulo  
Elástico 

Viscosidad  
A baja 

rapidez de 
deformación 

Viscosidad a 
alta rapidez 

de 
deformación 

Material 
Properties 

5

1

k 10  

[Pa ]


 

λ

[s]
 

0G

[Pa]
 

0η

[Pas]
 

η

[Pas]


 

Concentración 
del tesnoactivo 

catiónico  
CTAT (wt. % 

5% 
10% 
15% 
20% 

 
 
 
 
 

2500 
303 
105 
42 

 
 
 
 
 

0.12 
0.33 
0.38 
0.42 

 
 
 
 
 

41.5 
176.0 
138.0 
620.0 

 
 
 
 
 

0.0275 
0.0061 
0.0050 
0.0042 

 
 
 
 
 

19.8 
15.0 
12.6 
12.0 

Soltero et al. 1999. (Tabla 3). A partir de la tabla 4.1 se construyen los números 
adimensionales A y B  
 
Tabla 4. 2 Números adimensionales en función de la concentración 
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Números Dimensionales  

 
0A λ/λ  0B φ / φ  

Concentración CTAT (wt. %) 

5% 

10% 

15% 

20% 

 

0.076 

0.015 

0.0055 

0.0024 

 

0.000105 

6.1 10
-6 

2.18 10
-6 

8.04  10
-7 

Tabla construida a partir de la tabla 4.1 de los números adimensionales. 
 

A. Función fluidez  

 
Figura 4.6. Función fluidez adimensional vs esfuerzo en la pared en función de 
la concentración de la muestra en el sistema. 
  

 En la Fig. (4.6) se observa la función fluidez vs esfuerzo en la pared como 

función de la concentración de la muestra. En todas las concentraciones se observa el 

mismo comportamiento, i.e. a esfuerzos en la pared bajos, se obtiene un 

comportamiento constante, y para un esfuerzo en la pared crítico, el sistema 

experimenta un aumento en la fluidez debido al esfuerzo en la pared aplicado. Para 

un segundo esfuerzo crítico, la fluidez muestra un comportamiento constante 

independiente del esfuerzo en la pared. El efecto de la concentración en la muestra, 
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se puede cuantificar indirectamente a través de los números adimensionales que 

describen la física del sistema A y B. Por ejemplo, en la simulación de la Fig. (5.6 a) 

se observa que el número adimensional A es el mayor de los cuatro, por lo que se 

infiere que presentara menos tixotropía, es decir el plato a bajos esfuerzos en la 

pared, será el menor de los cuatro, lo que se puede comprobar por simple inspección 

en la Fig. (4.6 a). El valor de la meseta a valores grandes del esfuerzo en la pared, 

está determinado por el número adimensional B = 662. 252. Esto se puede verificar 

gráficamente en la Fig. (4.6 a).  Al disminuir el valor de A el sistema presenta más 

tixotropía debido a que el plato a bajos esfuerzos en la pared aumenta.  El valor de B 

implica que tiene mayor pérdida de puntos estructurales por lo que su fluidez 

aumenta. Los casos de la Fig. (4.6 c, d) son similares y su diferencia se debe al valor 

numérico de los grupos adimensionales antes mencionados. 

B. Perfil de velocidades 

 

Figura 4.7. Ilustra el perfil de perfil de velocidades vs coordenada radial 
adimensional en función de la concentración de micelas tipo gusano.  
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 La Fig. (4.7) muestra los perfiles de velocidad de coordenada radial 

adimensional en función de la concentración de la muestra. Los valores utilizados en 

la simulación son los mismos que las Tablas de la Figs. (4.1) y (4.2). Para la solución 

con 5% de micelas. En la pared todas las simulaciones son cero, en el centro del 

tubo, la velocidad es máxima. En todos los casos, se observa un frente homogéneo 

en todas las muestras. En el caso de la mínima concentración, los números 

adimensionales A y B están determinadas en la Tabla (4.2). En la mínima 

concentración (5 %) el sistema presenta la mínima tixotropía de las cuatro muestras, y 

el mínimo valor del número adimensional B. Físicamente, la máxima velocidad en el 

sistema está determinado por un acoplamiento entre las propiedades estructurales, 

cinéticas y viscosas respectivamente.  Por otra parte, en la simulación del 10 % del 

sistema micelar (Fig. 4.7 b), se observa un frente homogéneo de velocidades más 

pronunciado por efecto del incremento en la concentración. Por otra parte, los valores 

de los números adimensionales A y B, son mayores que en la Fig. (4.7 a). El efecto de 

aumentar la tixotropía y aumentar el valor del número B, i.e. el número de puntos 

estructurales a bajo y alto esfuerzo en la pared adimensional. Por otra parte, para la 

concentración del 10 wt. % el valor de los números adimensionales A = 0.0008 y el 

valor del número B = 2520. Al aumentar la tixotropía en el sistema, decreciendo el 

valor del número A, se observa que los perfiles de velocidad axial son menores por 

efecto de los mecanismos estructurales en el sistema. Finalmente, la última 

simulación de la Fig. (4.7 d) se observa que el frente homogéneo que se forma en el 

centro disminuye, debido a que el número adimensional B aumenta drásticamente a 

pesar de que A0 disminuye. Es claro dos puntos en esta simulación: 

a) Al aumentar la estructura por efecto de la concentración favorece la tixotropía 

por efecto del aumento en los procesos estructurales y cinéticos. 

b) El aumento de la concentración, induce un frente homogéneo en el tubo 

asociado a los procesos acoplados tixotrópicos y de estructura. 

c) Al aumentar el valor del número adimensional B, el frente homogéneo que se 

forma por tixotropía decrece. En este punto, es interesante observar la 

simulación de la Fig. (4.7 d), en donde el número A es la menor de las cuatro 
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muestras y el valor numérico de B de las cuatro concentraciones es el mayor, 

presenta el menor perfil de velocidad y el menor frente homogéneo de 

velocidades.  

En este punto, se observa que la tixotropía tiene un efecto en negativo sobre el perfil 

de velocidades, por lo que la concentración máxima del sistema micelar tipo gusano 

CTAT y el perfil de velocidad disminuye debido a una alta tixotropía. En contraste, el 

máximo perfil de velocidades, se obtiene al contenido mínimo del polímero asociativo. 

En la simulación de la Fig. (4.7 d) se tiene la máxima estructura debido a que se tiene 

la máxima tixotropía (A = 0. 0024), esta estructura se destruye por el flujo exhibido por 

la destrucción de puntos estructurales debido a la fuerza motriz que deforma el fluido.  

Además, el valor máximo de la velocidad se desplaza a estados menos tixotrópicos, lo 

que implica una gran demanda de energía para los perfiles de velocidad. Finalmente, 

el valor del máximo está completamente determinado por un acoplamiento entre las 

propiedades cinéticas, viscosas y estructurales del modelo BMP. Estas relaciones 

particulares sólo son válidas en el régimen de concentraciones diluidas o semi-

diluidas de la muestra del sistema complejo, ya que cuando la concentración aumenta 

hay muchos procesos estructurales y cinéticos que no pueden explicarse con esta 

formulación matemática y muchas veces se necesitarían modelos multimodales para 

poder obtener expresiones útiles.  
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5.1 Comentarios finales del trabajo 

En este trabajo se realizó el estudio de la reología y transferencia de momento 

de un sistema micelar, sometido a un gradiente de presión en la dirección de la 

velocidad (axial). EL flujo y la reología fueron caracterizados por la ecuación 

constitutiva BMP.  Físicamente, este modelo describe el cambio de estructura 

inducido del por el cambio del flujo. Este modelo acopla a la ecuación convectiva 

superior de Maxwell con una de tipo cinético que cuantifica la evolución de la 

estructura a través de los procesos de construcción y destrucción por efecto de corte. 

En su forma más simple, este modelo contiene 5 propiedades materiales las cuales 

enlistamos a continuación: (i) Viscosidad a alto y bajo corte {0,  }, (iii) El módulo 

elástico referente a la recuperación del material G0, (iv)  tiempo de restructuración 

del sistema después de un periodo de deformación, (v) K0 puede ser interpretado 

como una constante cinética que describe la cinética física de puntos estructurales 

por efecto del corte. Los mecanismos que se simularon en esta tesis son los 

siguientes: (a) Adelgazamiento o engrosamiento al corte, que tiene que ver con el 

número de puntos estructurales a bajo y alto corte. (b) Tixotropía y reopexia que 

relaciona los mecanismos estructurales y de flujo en el sistema, es decir, se obtiene 

las curvas de histéresis asociada a los procesos cinéticos-estructurales y disipativos.  

(c) Efecto de la concentración. Esta se expresa indirectamente en el sistema a través 

de las propiedades materiales. Es evidente que, al aumentar la concentración, se 

incrementan los puntos estructurales y su vez adquiere un incremento en sus 

propiedades visco-elásticas. 

Para describir la naturaleza del sistema se emplearon los siguientes números 

adimensionales que define los mecanismos de transferencia de momento y reología 

en el sistema de flujo. El primero de ellos es el número B (asociado al adelgazamiento 

y engrosamiento al corte) el cual se puede interpretar como una relación de estructura 

a alto y bajo corte. El segundo es el número A0 que está asociado a los mecanismos 

de tixotropía y reopexia, es decir, a los procesos de construcción y destrucción de la 

estructura. El tercero de ellos, es el Weissenberg el cual representa las propiedades 
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visco-elásticas del sistema. El cual al presentar esfuerzo cortante constante de la 

velocidad de aplicación del esfuerzo por el tiempo de relajación. 

A partir de las suposiciones de estado estacionario, proceso isotérmico, fluido 

incompresible y utilizando las variables adimensionales, se obtuvieron expresiones 

cerradas para el esfuerzo cortante, función viscosidad y rapidez de deformación del 

modelo BMP en forma adimensional.  A partir de la ecuación de momento se obtuvo 

una expresión para el esfuerzo cortante zr. Expresando la rapidez de deformación en 

términos del esfuerzo cortante y los números adimensionales, se obtuvieron: (i) los 

perfiles de velocidad en el sistema, (ii) fluidez aparente, y (iii) flujo volumétrico  

5.1.1 Perfil de velocidades 

En general en todos los casos se observa un perfil parabólico, es decir que en las 

paredes la velocidad del fluido es cero, mientras que en el centro es máxima. Y el 

máximo queda determinado por un acoplamiento entre los mecanismos cinéticos, 

estructurales y viscosos. El efecto del número B sobre el perfil es aumentar los 

estados de velocidad (B >> 1), mientras que el caso opuesto (B <<1) el perfil decrece. 

El efecto del número A  es contribuir a los procesos cinéticos estructurales del fluido. 

Si al fluido es Newtoniano, mientras que A>> 1, el fluido es no newtoniano 

adelgazante o engrosantes al corte. A está relacionado con el valor del esfuerzo en la 

pared para el cual, el fluido experimenta cambios en la estructura, i.e. aumenta o 

disminuye el número de puntos estructurales. 

5.1.2 Función fluidez aparente  

La fluidez aparente es el inverso de la viscosidad. De acuerdo al formalismo del 

BMP se tiene dos tipos de fluideces. La primera describe los efectos adelgazantes, 

engrosantes, tixotrópicos y reopécticos a través de los números adimensional A, B y 

del esfuerzo en la pared que se aplica al sistema por efecto del gradiente de presión. 

En el caso de B >> 1, el fluido experimenta una transición de estados de mayor a 

menor estructura, asociados a los mecanismos de adelgazamiento al corte. Si B =1 se 

tiene el mismo número de punto estructurales a alto, bajo y medianos cortes el (fluido 
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Newtoniano). Para B >>1 el fluido experimenta estados de menor a mayor estructura 

por efecto de corte. Físicamente, se tiene una estructura más compacta (enredada) lo 

que induce un mayor número de entrecruzamientos físicos asociados a los 

mecanismos engrosantes al corte.  

Si A0 es igual a cero, i.e. A =0, el sistema a bajo y alto corte presenta la misma 

estructura por lo que, el fluido es newtoniano. Si A<<1, el valor del esfuerzo en la 

pared en donde el sistema cambio de estados de mayor a menor estructura 

(adelgazamiento al corte) o, de menor a mayores entrecruzamientos físicos 

(engrosamiento al corte) es mayor. Si A1, el sistema a menores esfuerzos en la 

pared presenta cambios en la estructura (adelgazante o engrosante).  

5.1.3 Flujo volumétrico  

El flujo volumétrico del modelo BMP se puede expresar como el producto de la 

fluidez del BMP con el flujo volumétrico newtoniano. Esta fluidez, se puede expresar 

como una desviación del comportamiento newtoniano. El flujo volumétrico depende de 

las propiedades materiales a través de los grupos adimensionales antes expuestos, 

i.e. Q = Q (A, B) para el adelgazamiento o engrosamiento al corte. En general los 

mecanismos adelgazantes y engrosantes incrementan o decrecen el valor numérico 

del flujo volumétrico y el valor de A0, solamente está relacionado con el esfuerzo en la 

pared asociado al gradiente de presión para el cual, el sistema experimenta un 

cambio en la estructura (adelgazante o engrosante).  

5.2 Trabajo futuro  

 Una continuación natural de este trabajo, es incluyendo geometrías 

diferentes, por ejemplo, sistemas anulares y el flujo en cascarones esféricos. El efecto 

de la geometría es importante, porque cambia las ecuaciones analíticas a resultados 

numéricos. Un ejemplo de esto, es si se cambiase la geometría de esta investigación 

por una rendija, el valor del flujo volumétrico se debe de evaluar numéricamente. Otro 

camino en la dirección de incluir nuevos mecanismos. Otro camino, es estudiar este 

tipo de sistemas sometidos a diferentes tipos de flujos: (i) extensional uniaxial, (ii) flujo 
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oscilatorio a baja y alta amplitud, (iii) flujo por compresión, (iv) Flujo pulsátil de baja y 

alta amplitud respectivamente. Otra línea de investigación sería estudiar ecuaciones 

acopladas de momento acopladas con calor o masa. Finalmente, estudiar sistemas 

que presenten al menos dos componentes del vector velocidad, en diferentes 

geometrías de flujo.  

 Finalmente, el modelo más simple BMP contiene la necesaria física para 

describir sistemas complejos en término de los diferentes mecanismos involucrados, a 

través de las propiedades materiales del sistema. Las propiedades materiales, del 

modelo BMP, pueden ser calculados con experimentos reológicos en estado 

estacionario y no estacionario. El modelo BMP puede reproducir los diferentes tipos 

de flujo: (i) Cortante, (ii) Extensional, (iii) Oscilatorio a baja amplitud, (iv) Pulsátil de 

baja amplitud.  Este trabajo y los resultados obtenidos en este, representan una 

búsqueda constante en obtener resultados analíticos en geometrías simples 

(capilares, rendijas), y que sean punto de partida en problemas más complejos.  
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APÉNDICE A 
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En este apéndice se va a deducir la ecuación de Hagen-Poiseuille para un fluido 

Newtoniano. 

Las ecuaciones generales de continuidad, movimiento y constitutiva son presentadas 

continuación: 

         (A-1) 

 

ρ
(ρ ) 0

t


 


v            (A-2) 

La ecuación de cantidad de movimiento se describe en la siguiente forma vectorial: 

DV
ρ ρ σ+ρ

Dt
   g           (A-3) 

Suponiendo que el fluido es Newtoniano se tiene la siguiente ecuación: 

2DV
ρ ρ μ +ρ

Dt
    V g           (A-4) 

La ecuación de movimiento para un fluido newtoniano en función de los gradientes de 

velocidad. Desacoplando en sus tres componentes: 

Coordenadas cilíndricas en la componente r: 

 
2 22

θ θr r r r r r
r z r r2 2 2 2

v vv v v v v vv θ p 1 1 2
ρ v v μ rv + ρg

t r r θ z r r r r r r θ z r θ

           
             

             
     (A-5) 

Coordenadas cilíndricas en la componente Ѳ: 

 
2 2

θ θ θ θ θ r θ θ θ r
r z θ θ2 2 2 2

v v v v v v v v v v1 p 1 1 2
ρ v v μ rv ρg

t r r θ z r r θ r r r r θ z r θ

            
             

             

 

               (A-6) 
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Coordenadas cilíndricas en la componente z: 

2 2

θz z z z z z z
r z z2 2 2

vv v v v v v vp 1 1
ρ v v μ r ρg

t r r θ z z r r r r θ z

           
            

            
  (A-7) 

Suponiendo estado estacionario, fluido incompresible y que el fluido es deformado 

continua e irreversiblemente debido a un gradiente de presión en la dirección uniaxial, 

se obtiene la siguiente expresión del componente Z de la ecuación de movimiento. 

Aplicando las condiciones anteriores se tiene la siguiente expresión: 

zvp μ
0 r

z r r r

   
    

   
                          (A-8) 

Despejando el término 
p

z




: 

zvp μ
r

z r r r

   
  

   
             (A-9) 

Obteniendo la ecuación de esfuerzo se expresa de a siguiente manera: 

zv1 p
r r

μ z r r

   
  

   
             (A-10) 

Integrando la Ec. (A-10) con respecto a la coordenada radial: 

zv1 p
r r

μ z r r

   
  

   
              (A-11) 

Se obtiene la siguiente expresión: 

2

z
1

dvr p
C =r

2μ z dr





                   (A-12) 

Integrando la Ec. (A-12) por segunda ocasión con respecto a la coordenada radial: 
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1
z

Cr p
dr= dv

2μ rz

 
 

 
              (A-13) 

Se tiene el perfil general de velocidades: 

 
2

z 1 2

r dp
v r +C lnr+C

4μ dz
             (A-14) 

Suponiendo que no existe deslizamiento en la pared del sistema y que la velocidad 

debe ser finita en r=0, se plantean las siguientes condiciones de frontera:  

zv r=a =0               (A-15) 

z 1v r=0 =C finito              (A-16) 

Obteniendo los valores de C1 y C2 se obtiene el siguiente perfil de velocidades para 

el fluido newtoniano. Nótese que este, describe una parábola y que en el centro del 

sistema se obtiene la velocidad máxima: 

 
22

z

a dp r
v r = - 1-

4μ dz a

    
    

     

                (A-17) 

Al sustituir la condición de frontera (A-15) se tiene la siguiente expresión: 

2

1 2

a dp
0= +C lna+C

4μ dz
                 (A-18) 

Al sustituir la condición de frontera (A-16) se tiene la siguiente expresión: 

2

1 2

a dp
finito= +C ln(0)+C =-

4μ dz
            (A-19) 

2

2

a dp
C =-

4μ dz
              (A-20) 
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A partir de las restricciones: estado estacionario, el fluido se deforma continua 

e irreversiblemente, los efectos gravitacionales son despreciables, flujo cortante 

simple, el vector velocidad solo depende de una coordenada, fluido incompresible, 

proceso isotérmico.  Se tiene la expresión analítica del vector de velocidad: 

 

   θ= Vr,V ,Vz = 0,0,Vz(r)V         (B-1) 

 

Tensores cinemáticos 

Gradiente de velocidad 

El tensor gradiente espacial de la velocidad en coordenadas cilíndricas está 

dado por: 

Vr Vθ Vz
Vz

0 0r r r
r

1 Vr 1 Vθ Vr 1 Vz
V= = 0 0 0

r θ r θ r r θ
0 0 0

Vr Vθ Vz

z z z

   
        

             
     

  
   

       (B-2) 

A partir del tensor gradiente espacial de velocidades (Ec. B-2) se calcula la 

transpuesta, i.e. 

 

T

T

Vr Vθ Vz

r r r 0 0 0
1 Vr 1 Vθ Vr 1 Vz

V = = 0 0 0
r θ r θ r r θ

Vz
Vr Vθ Vz 0 0

r
z z z

   
       
              

        
   

       (B-3) 

Rapidez de deformación 

De las Ecs. (B-4) se puede calcular el tensor rapidez de deformación. Nótese 

que este, está asociado a los cambios de forma de un elemento de control. 
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 T

z

Vz Vz
0 0 0 0

0 0 0r r
1 1 1

= + = 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2 2 2

0 0 0 Vz V
0 0 0 0

r r

      
      
     

        
      
     

      

D V V     (B-4) 

Tensor de esfuerzos 

Para un flujo cortante simple, el tensor de esfuerzos y los tensores gradiente de 

velocidad y gradiente de velocidad transpuesto toman la forma: 

rr zr

θθ

rz zz

σ 0 σ

σ = 0 σ 0

σ 0 σ

 
 
 
 
 

            (B-5)  

En los tensores gradiente de velocidad y transpuesta del tensor gradiente de 

velocidad se ha definido el escalar rapidez de deformación xy en la siguiente forma: 

zr

Vz
γ

r





             (B-6) 

la ecuación tensorial en términos de matrices toma la siguiente forma: 

 T T

0

η
+ - =2ηD = η

G t

 
       

 

σ
σ V σ V σ σ V V V       (B-7) 

Suponiendo flujo homogéneo y régimen permanente, se tiene la siguiente expresión 

para la ecuación codeformacional de Maxwell. 

   T T

0

η
= η

G
      σ V σ σ V V V          (B-8) 

Sustituyendo las matrices en la ecuación tensorial, se tiene lo siguiente: 

rr zr rr zr rr zr zrzr

θθ θθ θθ

0

rz zz rz zz rz zz
zr

zr

zr

σ 0 σ 0 0 0 σ 0 σ σ 0 σ 0 0 γη γ

0 σ 0 - 0 0 0 0 σ 0  + 0 σ 0 0 0 0 = 
G

σ 0 σ σ 0 σ σ 0 σ 0 0 0
γ 0 0

0 0 0

η γ 0 0 0

γ 0 0

             
                         

         
    

 
 

    
 

 

zr
0 0 γ

0 0 0

0 0 0

  
  
  
  
   

  

    (B-9) 
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Simplificando las matrices de la Ec. (B-9), se obtiene lo siguiente: 

rr zr rr zr zrzr

θθ zr

0

rz zz
rr zr rzzr zr zr zr

σ 0 σ 0 0 0 0 0 σ γ 0 0 0 0 0 γη γ

0 σ 0 - 0 0 0  + 0 0 0 = η γ 0 0 0 0 0 0
G

σ 0 σ 0 0 0
γ σ 0 γ σ 0 0 σ γ γ 0 0

                      
                             

          
         

  

             

                    (B-10a) 

Simplificando la Ec. (B-10), se tiene lo siguiente: 

rr zr rr zr zrzr

θθ zr

0

rz zz
rr zr rzzr zr zr zr

σ 0 σ 0 0 σ γ 0 0 γη γ

0 σ 0 - 0 0 0  = η γ 0 0 0
G

σ 0 σ
γ σ 0 γ σ σ γ γ 0 0

          
                

        

                               (B-10b) 

Así que,  

zr

rr zr rr zr

0 zr

θθ zr

zrzr zr

rz rr zz zr rzzr zr zr

0 0

η γ

σ 0 σ σ γ
G 0 0 γ

0 σ 0 = η γ 0 0 0

γ 0 0η γ η γ

σ γ σ 0 σ - γ σ σ γ
G G

  
  

       
    

         
      

     
          

           (B-10c) 

Desacoplando las ecuaciones, obtenemos las siguientes ecuaciones algebraicas 

zr

zr rr zr zr

0

η γ

σ σ γ ηγ
G

 
 

    
 

         (B-11)

zr

rz rrzr zr

0

η γ

σ γ σ ηγ
G

 
 
            (B-12)

zr

zz zr rzzr zr

0

η γ

σ - γ σ σ γ 0
G

 
 

     
 

        (B-13) 

rr θθσ σ 0             (B-14) 

 

 



 
 

 
 

 

RAMÍREZ BALDERAS VALERIA- UNAM | 84 

Funciones materiales del modelo BMP 

Es claro que las Ecs. (B-11) y (B-12) tienen la misma estructuras algebraica 

debido a la simetría del tensor de esfuerzos zr = rz , por lo que solamente debe de 

tomarse solo una de estas ecuaciones: 

zr zr zr
σ  η γ γ

 
  

 
          (B-15) 

A partir de la Ec. (B-15) obtenemos la componente zz del tensor de esfuerzos: 

2zr

zr
zz zrzr

0 0

η γ
σ

σ 2 γ σ 2
G G

 
 
            (B-16) 

La ecuación cinética, se reduce a la siguiente forma algebraica: 

 0φ - φ + Kλ φ - φ : 0 σ D          (B-17) 

El doble producto tensorial del modelo BMP toma la forma: 

rr zr zr

θθ zr rz zrzr zr zr

rz zz
zr

σ 0 σ 0 0 γ
1 1

:  = 0 σ 0 : 0 0 0 σ γ σ γ σ γ
2 2

σ 0 σ
γ 0 0

 
   
              

  
 

σ D    (B-18) 

Al combinar las Ecs. (B-17) y (B-18), se tiene lo siguiente: 

 0 zr zr
φ - φ + Kλ φ - φ σ γ 0          (B-19) 

Combinando la Ec. (B-15) en términos de la fluidez, y sustituyéndola en la Ec. (B-19), 

se tiene lo siguiente: 

  2

0 zrφ - φ + Kλ φ - φ σ φ 0           (B-20) 

Desarrollando algebraicamente, se tiene lo siguiente: 

 2 2 2

zr zr 0Kλσ φ 1 Kλφ σ φ - φ 0           (B-21) 
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La Ec. (B-21) puede ser resuelta utilizando la ecuación algebraica de segundo orden, 

por lo que se tiene lo siguiente: 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr 2

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φ
φ σ

2Kλσ

   
      (B-22) 

La Ec. (B-22) es la fluidez en estado estacionario y homogéneo del modelo BMP. Esta 

ecuación tiene dos límites asintóticos a bajos y altos cortes. Es decir, se satisfacen los 

siguientes límites: 

 
zrσ 0 zr 0Lim φ σ φ                   (B-23 a) 

Y 

 
zrσ zrLim φ σ φ                   (B-23 b) 

La rapidez de deformación en términos del esfuerzo cortante, se puede expresar 

como: 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr zr

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φdVz
φ σ σ

dr 2Kλσ

   
      (B-24) 

La rapidez de deformación tiene dos límites asintóticos a baja y alta rapidez de 

deformación respectivamente: 

zrσ 0 0 zr

dVz
Lim φ σ

dr
            (B-25) 

y 

zrσ zr

dVz
Lim φ σ

dr
           (B-26) 
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Perfil de velocidades del modelo BMP 

En esta subsección se calcula el perfil de velocidades axial en el sistema de 

flujo: 

 
dVz

Vz r dr + C
dr

            (C-1) 

Substituyendo la rapidez de deformación: 

 
 

2
2 2 2

zr zr zr 0

zr

Kλφ σ 1 Kλφ σ 1 + 4Kλσ φ
Vz r dr + C

2Kλσ

 

 
   

  
 
 


    (C-2) 

Al substituir el esfuerzo constante rz de la ecuación de movimiento tomando en 

cuenta estado estacionario y mecanismos inerciales despreciables, se tiene lo 

siguiente:  

zr z

1
σ pr

2
             (C-3) 

En la Ec. (C-3), se utilizó la condición de que el esfuerzo debe de permanecer 

acotado en el centro del tubo. Combinando las Ecs. (C-2) y (C-3) se tiene la siguiente 

expresión simplificada: 

 
      

 

2
2 2 22 2 2

z z 0 z

z

Kλφ p/2 r 1 Kλφ p/2 r 1 + 4Kλφ p/2 r
Vz r dr + C

2Kλ p/2 r

 

 
      

  
 

 
 

   

            (C-4) 

    

En donde u, uw y r están definidas como: 

r 0φ φ / φ                                                      (C-5) 

   
2 2

zu Kλφ p/2 r                    (C-6) 
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2 2

w zu Kλφ p/2 a       (C-7) 

             

El perfil de velocidades de la Ec. (C-7) puede ser re-escrito de la siguiente forma: 

   

      

 

2
2 2 22 2 20

z z z

z 2

z

φ
Kλφ p/2 r 1 Kλφ p/2 r 1 + 4Kλφ p/2 r

φ
Vz r φ p/2 dr 

2Kλφ p/2 r

+ C

  







  
       
  

   
 

 
 



 

                (C-8)  

La Ec. (C-8) puede escribirse en la siguiente forma compacta: 

 
   

2

rz

2

u 1 u 1 + 4φ uφ p/2
Vz r d u  + C

4X u



     
 
 


     (C-9) 

En donde se han definido las siguientes variables: 

 
22

zX = Kλφ p/2            (C-10) 

r 0φ φ / φ            (C-11) 

2 2u X r            (C-12) 

La Integral de la Ec. (C-13) puede ser resuelta mediante métodos integrales del 

cálculo de función de una variable. Nótese que la Ec. (C-13) se reduce al modelo 

newtoniano, cuando la fluidez reducida es igual a la unidad, i.e. r = 1, por lo que 

se tiene lo siguiente: 

 
   

2

z

2

u 1 u 1 + 4uφ p/2
Vz r d u  + C

4X u



     
 
 


           (C-13) 
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Simplificando, se tiene lo siguiente: 

 
   

2

z

2

u 1 u 1φ p/2
Vz r d u  + C

4X u



     
 
 


        (C-13 a) 

Por lo que,  

 
 z

2

φ p/2 u 1 u 1
Vz r d u  + C

4X u

     
  

 
             (C-13 b) 

Reduciendo  

 
   z z2 2 2

2

φ p/2 φ p/2
Vz r X r  + C = r  + C

2X 2

  
          (C-13 c) 

Aplicando la condición de frontera de no deslizamiento, i.e. Vz(r = a) = 0, se tiene: 

 z 2
φ p/2

 C = - a
2

 
             (C-13 d) 

Por lo que: 

 
   z z2 2

φ p/2 φ p/2
Vz r r  - a

2 2

  
            (C-13 e) 

implicando 

 
  22

za φ p r
Vz r 1

4 a


   

      

            (C-13 f) 

Como r = 1,  = 0, por lo que finalmente se tiene: 

 
  22

0 za φ p r
Vz r 1

4 a

   
      

            (C-13 g) 

La integral se resuelve utilizando varios cambios de variables, por lo que se utilizan el 

programa Mathematica 11.1 (Licencia UNAM): 
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2 2z

r r r r2

2

r r

φ p/2
Vz r u + u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln 1 2φ +u u 1 + 4φ u

4X

Ln 1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u

 + C

 
     

     

            (C-14)

 Suponiendo que no existe deslizamiento en la pared, se cumple la siguiente condición 

de frontera, por lo que: 

 r a; Vz r =a 0            (C-15) 

Por lo que la constante C de la Ec. (C-14) toma la forma: 

 
       

    

2 2z

w w r w r r w w r w2

2

r w w r w

φ p/2
C - u  + u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln 1 2φ  + u u 1 + 4φ u

4X

+ Ln 1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u  

         
 

 

 

             

            (C-16) 

En la Ec. (C-16) uw se ha definido de la siguiente manera: 

2 2

wu X a            (C-17) 

Sustituyendo las Ecs. (C-16) y (C-17), se tiene lo siguiente: 

 
 

     
   

   

   

   

z

2

2

2 2 r r

w r w r w r
2

r w w r w

2

r w w r w

2

r r

φ p/2
Vz r

4X

1 2φ +u u 1 + 4φ u
u-u  + u 1 + 4φ u u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

1 2φ +u u 1 + 4φ u

1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u

 


  
   

  


  


 


 

            (C-18) 

La Ec. (B-18) se reduce al modelo Newtoniano cuando r = 1, por lo que: 

~ 

I 

j 
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r r

z

φ 1 φ 1 2

2

2 2 r r

w r w r w r
2

r w w r w

2

r w w r w

2

r r

φ p/2
Lim Vz r Lim

4X

1 2φ +u u 1 + 4φ u
u-u  + u 1 + 4φ u u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

1 2φ +u u 1 + 4φ u

1 2φ -1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

1 2φ -1 u + u 1 + 4φ u



 




  
   

  


  


 


 

            (C-19) 

Por lo que  

 
   

   
r

2

r r

φ 1 r
2

r w w r w

1 2φ +u u 1 + 4φ u
Lim 2φ -1 Ln 0

1 2φ +u u 1 + 4φ u


  


  

    

 (C-20) 

Por lo tanto, el perfil de velocidades toma se simplifica a: 

 
 

    r r

2 2z

φ 1 φ 1 w w w2

φ p/2
Lim Vz r Lim u-u  + u 1 + 4u u 1 + 4u

4X



 


      (C-21) 

Por lo que, se tiene lo siguiente: 

   
22

0
z

φ a r
Vz r 1- p

4 a

  
      

        (C-22) 

La Ec. (C-22) es el perfil general del modelo BMP la cual, es consistente con el perfil 

newtoniano cuando la fluidez reducida es igual a la unidad, i.e. r = 1, por lo que la 

condición sería: 

   
 

r

22

0 z

φ 1 N

a φ p r
Lim Vz r Vz r 1

4 a


   
       

     (C-23) 

La Ec. (C-23) es la solución analítica para el perfil de velocidades del modelo BMP. 

Nótese que depende del gradiente de presión, y las propiedades materiales del 

modelo BMP. La velocidad máxima toma la forma: 

j 

~ ~ 
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z

max 2

2

w w r w r
2

w w r w

2

w w r w

φ p/2
V =Vz r = 0

4X

2B
-u  u 1 + 4φ u 2φ -1 Ln

2B+u u 1 + 4φ u 1

1 2B-1 u  + u 1 + 4φ u
+ Ln  

2

 


  

  


  





  (C-24) 

  

 En esta sección se deduce la velocidad axial del modelo BMP para un 

cilindro.  Postulando estado estacionario  y flujo homogéneo, la rapidez de 

deformación adimensional, toma la siguiente forma: 

      

 

2
2 2 2

* * * * * *
* 0 w0 0 w0 0 w0•

rz * *

0 w0

A B  σ r -1+ A B σ r -1 + 4A  σ r

γ
2A  σ r

     (C-25) 

Proponiendo el siguiente cambio de variable en el sistema 

 
2

* * *2 *

0 w0 0 w0U =A σ r ;dU = 2A σ dr        (C-26) 

Y calculando su diferencial  

*2 *

0 w0dU = 2A σ dr          (C-27) 

La Ec. (C-1) toma la forma: 

 

 

2
*•

rz * *

0 w0

BU-1+ BU-1 + 4U
γ

2A  σ r
          (C-28) 

Finalmente al integrar la expresión (C-28) se tiene lo siguiente: 

 
 

2 2

B B* *

*

w

U- φ +4φ U1
Vz r BU-Ln U B dU C

4Aσ U

 
   
 
 


     (C-29) 
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La Ec- (C-29) puede ser expresada como: 

   * *

*

w

1
Vz r BU-Ln U BI C

4Aσ
           (C-30) 

En donde la integral indefinida I, se define como: 

   
2 22 2

B B 1U- φ +4φ U U+ δ δ
I= dU dU

U U


        (C-31) 

donde δ  y 
1δ  se han escrito como: 

          

  

22 2 3

1 B B B B B B B B B B B

22

B B

δ = φ φ 2φ -1 φ φ 2φ -1 φ -φ 2φ -1 4φ 1 φ

δ = φ 2φ -1

    
  (C-32) 

Haciendo el siguiente cambio de variable  

1U+ δ δ Tanθ           (C-33) 

La Ec. (C-33) toma la forma: 

         
1 2 22 2 22 2

1 1 1

1 Sinθdθ 1 Cosθdθ
I=δ δ

Cos θ 1-Sin θ1 - 1+ δ/δ Cos θ 1+ δ/δ Sin θ - δ/δ
    (C-34) 

Con el fin de resolver las integrales, se propone el siguiente cambio de variable, 

seguido del uso de fracciones parciales: 

1 2x Cosθ;x Sinθ            (C-35) 

Las integrales (C-35) toman la forma: 

1 2
1 1 2 2 2 2 2 2 2

1 1 1 2 1 2 2

dx dx1 1
I =δ δ

x x -1 1-x x  -

   
   

     
         (C-36) 

En donde las siguientes expresiones han sido definidas: 
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2 22 2

1 1 2 11+ δ/δ ; δ/δ             (C-37) 

Las integrales de la primera expresión pueden ser resueltas en términos de funciones 

analíticas elementales. 

31 2 4 1 1 1
1 12

1 1 1 1 1 1 1 1 1

cc c c x 11
I + dx Ln

x x x -1 x +1 x 2 x +1

    
     

   
     (C-38) 

De las Ecs. (C-30) y (C-36) se tiene lo siguiente: 

 
 

 

2

2

1 1
2

1- BU+ 1 4U1
δ BI BU+ 1 4U + Ln

2 1+ BU+ 1 4U


 


     (C-39) 

La segunda integral toma la forma: 

31 2 4
2 2

2 2 1 2 2 1 2 2

dd d d
I + dx

1-x 1+ x x - x +

 
   

    
       (C-40) 

La segunda integral es calculada en la misma forma: 

   
2 1 2 1 2 2

2 2 2 2 2
2 1 2 21 2 1 2

1+x / x1
I Ln Ln

1-x x +2 2

   
 

    
     (C-41) 

De las Ecs. (C-30) y (C-36) se tiene lo siguiente: 

 

   
 

   

   

2 22 2 2 2

1 1 12 2

2 1
2 22 2 2 2

1 1 1

U+ δ δ +U+ δ δ +δ U+ δ δ U+ δ δδ 1
BδI BLn δ +δ BLn

2 2U+ δ δ - U+ δ δ +δ U+ δ +δ U+ δ δ

  
 

 
 

            (C-42) 

Recolectando todos los términos de integrales  I1 y I2 
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2

2

2

2 2

1*

(0) * 2 2
w

1

22 2 2

1 12 2

1
22 2 2

1 1

1- BU+ 1 4U1
BU-Ln U BU+ 1 4U  + Ln

2 1+ BU+ 1 4U

U+ δ δ +U+ δ1 δ
Vz  BLn C

4Aσ 2 U+ δ δ - U+ δ

δ +δ U+ δ δ U+ δ δ1
δ +δ BLn

2 δ +δ U+ δ +δ U+ δ δ

 
  

 
 

 
 

   
 
 
  
 
 
 

  (C-43) 

 

Simplificando la expresión anterior:

 

 
 

 

   

   

   

   

2

2

2

2

*

(0) * 2
w

2

2

1- BU+ 1 4U1
BU-Ln U BU+ 1 4U  + Ln

2 1+ BU+ 1 4U

2+B U-1 + BU+ 1 +4U1 1 2-B
Vz  Ln

4Aσ 2 B -2-B U+1 + BU+ 1 +4U

2-B
BU+ 2-B BU+ 1 +4U

1 B
Ln

2-B2
BU+ + 2-B BU+ 1 +4U

B

 
 
 

  
 
 
 

       
 
 

   
    
   

  

C     (C-44) 

Finalmente usando el: 

 
     

  

2 2

* *

(0) w *
22w

-BU- BU-1 +4U Log 1 2-B U + BU-1 +4U
1

Vz A,B,σ , U C
B-24Aσ

Log 2 B U +B BU-1 +4U 1
B

 
 

  
  

     
   

 

          (C-45) 
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Flujo volumétrico  

A continuación se procede inicialmente con la expresión general del flujo 

volumétrico la cual está dada por la doble integral del campo de velocidades con 

respecto al área de sección transversal: 

 
2π a

z

0 0

Q= v r rdrdθ                           (D-1) 

Sustituyendo el perfil de velocidades en la Ec. (D-1): 

22π a 2

0 0

a dp r
Q= - 1- rdrdθ

4μ dz a

    
    

     
              (D-2) 

Integrando con respecto a la coordenada radial: 

2π 2 3
a a

20 0
0

a dp r
Q= - rdr- dr dθ

4μ dz a

  
   
   

                     (D-3) 

 

2π2 2 4

2

0

a dp r r
Q= - - dθ

4μ dz 2 4a

  
  

   
                    (D-4) 

Integrando con respecto a la coordenada angular: 

2 2 4
2π

20

a dp a a
Q= - - dθ

4μ dz 2 4a

  
  

   
               (D-5) 

 

2 2 22πa dp a a
Q= - -

4μ dz 2 4

 
 
 

               (D-6) 

Reduciendo términos algebraicos se tiene: 
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2 2πa dp a
Q= -

2μ dz 4

 
 
 

                         (D-7) 

Simplificando la Ec. (D-7): 

4πa dp
Q= -

8μ dz

 
 
 

                (D-8) 

Sustituyendo 
0η

-1  en la Ec. (D-8): 

4

0

1 πa dp
Q= -

η 8μ dz

 
 
 

                (D-9) 

Se tiene la expresión del modelo del flujo volumétrico de un fluido newtoniano (Hagen 

y Poiseuille)  

4

NW 0

πa dp
Q =φ -

8μ dz

 
 
 

             (D-10) 

Básicamente la Ec. (D-10) es la misma para un fluido No-Newtoniano, excepto, que la 

fluidez se cambia por la fluidez aparente en el sistema, es decir: 

 

 
4

NW app

πa dp
Q φ -

8 dz

 
  

 
                    (D-11) 

Multiplicando y dividiendo por la fluidez a bajo corte se obtiene la siguiente expresión: 

4
app

N-NW 0

0

φ πa dp
Q φ -

φ 8 dz

 
  

 
             (D-12) 

La Ec. (D-12) puede ser descrita en términos de la fluidez aparente del sistema: 

App

BMP N

0

φ
Q = Q

φ
                   (D-13) 
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Deducción del flujo volumétrico para el modelo BMP 

Derivación de la velocidad de flujo utilizando el fluido BMP en un tubo cilíndrico 

 

 En esta sección, se presenta el cálculo general de la velocidad de flujo. 

Sustitución de la tensión de cizallamiento a orden cero en la ecuación para la 

velocidad de flujo, se obtiene la siguiente expresión: 

 

      
1 2

2 2 2
* * * * * * * * *

0 0 w0 0 w0 0 w0*

0 w0 0

1
Q A B  σ r -1+ A B  σ r -1 +4A  σ r r dr

2A σ

 
   

 
            (D-14) 

 

Sobre un cambio de variables: El índice de flujo viene dado por la expresión: 

  
*2

0 w0A σ 2
2* *4 2 *20

0 w0 0 w02 *3 2 *3

0 w0 0 w0

A B1 1
Q BU-1+ BU-1 +4U dU = σ A σ BI

4A σ 4A σ 2

 
   

 
       (D-15) 

 

Resolviendo la integral anterior: 

  
*2

0 w0A σ
2 2

B B

0

I= U- φ +4 φ U dU                 (D-16a) 

 

El núcleo integral se puede cambiar de la misma forma que para la velocidad axial  

         
2 22 2 2 2

B B B B B B B B BU- φ + 4φ U U +2φ 2φ -1 U + φ 2φ -1 φ φ 2φ -1               (D-16b) 
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Las constantes están dadas por:

          

  

22 2 3

1 B B B B B B B B B B B

22 2 2 2

B B 1 B

δ = φ φ 2φ -1 φ φ 2φ -1 φ -φ 2φ -1 4φ 1 φ

δ = φ 2φ -1 ;δ + δ = φ

    
      (D-17) 

 

Sustituyendo las definiciones anteriores en la integral, tenemos: 

  
*2

0 w0A σ
2 2

1

0

I= U+δ +δ dU          (D-18) 

Aplicando el mismo cambio de variables en la integral, i.e., 1U+δ δ Tanθ ; 2

1dU=δ Sec θ , 

Obtenemos: 

    
*2 *2

0 w0 0 w0A σ A σ
2 2 2 3

1 1

0 0

1
I= U+δ +δ dU = δ  Sec θdθ = SecθTanθ + Ln Secθ+Tanθ

2      (D-19) 

 

La última integral se puede calcular directamente utilizando una integración cíclica 

parcial, de acuerdo con el siguiente cambio de variable
2U= Secθ; dV= Sec θdθ . El 

resultado de esta sustitución da: 

 

    
*2 *2

0 w0 0 w0A σ A σ
2 2 2 3

1 1

0 0

1
I= U+δ +δ dU = δ  Sec θdθ = SecθTanθ + Ln Secθ+Tanθ

2          (D-20) 

 

La expresión anterior se puede expresar como: 

   
 

*2
0 w0

2 2A σ
2 12 3 2 2 2 2

1 1 1 1
2 2

0 1

U+δ +δ U+δ1
I= δ Sec θdθ = U+δ U+δ +δ δ δ +δ  + δ Ln

2 δ +δ δ

 
 

  
 

   

                 (D-21) 

 Insertando   Eq. (D-14), en la expresión general de la velocidad de flujo  (Eq. 

D-15) Y cambiando el U variable en términos de los números adimensionales y el 

~r-
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estrés de la pared,  Eqs. (D-18, D-19) se obtiene la solución analítica para el caudal: 

Eq. (D-21). Es importante mencionar que la variable de control es la velocidad de flujo 

y da como resultado una ecuación algebraica no lineal
3 1: R R  ;  

* * * * * *

0 w0 BMP 0 w0 N 0 0 w0A ,B,σ Q A ,B,σ Q φ A ,B,σ              .Dados los números {A0, B} de los 

datos reométricos y el índice de flujo *

0 w0Q A ,B,σ  
 , el gradiente de presión puede 

calcularse usando un producto iterativo estándar tal como Newton-Rhapson:  

 

* *L L

* * * * * * *

0 L w0

0 0

1
p - p σ dz p dz

2
                        (D-22)  
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Fluidez aparente del modelo BMP 

La fluidez aparente del modelo BMP, se puede expresar en términos de la 

siguiente integral, por lo que:  

  
 

wu
2app r

r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
u 1 u 1 + 4φ u du

φ a Kλφ p/2

     
 
      

              (E-1) 

Los límites asintóticos de la fluidez, toman la forma: 

  
 

w

w

u
2app r

σ 0 r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
Lim u 1 u 1 + 4φ u du =1

φ a Kλφ p/2




     
 
      (E-2) 

  
 

w

w

u
2app r

σ r2
24

0 0
z

φ 1/ φ
Lim u 1 u 1 + 4φ u du = φ

φ a Kλφ p/2
 



     
 
     (E-3) 

Integrando la fluidez aparente, se tiene lo siguiente: 

  
 app r

0 z2
24

0
z

φ 1/ φ
I Kλ,φ ,φ , p

φ a Kλφ p/2




 



        (E-4) 

En donde la integral, tiene la siguiente forma analítica: 

 
wu

2

r

0

I u 1 u 1 + 4φ u du      
                      (E-5) 

Resolviendo la integral, se tiene lo siguiente:  

   

 
 

2

w
w

2

r ww

w w

r

2

r r

r r r

r

w

I φ u 1 + 4φ u

φ 1 + 4φ1
φ 1-φ φ Ln

2

u 1
- u + u  -1 + 

2 2

-1+ u  + 2 + u u
 2

φ-1+  2

 
 
 

 
     

 




 
 

      (E-6) 
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Por lo tanto, el flujo volumétrico toma la forma, para el modelo BMP: 

  
 app r

BMP N 0 z N2
24

0
z

φ 1/ φ
Q  = Q I Kλ,φ ,φ , p Q

φ a Kλφ p/2




 
  

  

                  (E-7) 

Por lo tanto, el flujo volumétrico del modelo BMP se puede comprender como el 

producto del fluido newtoniano con la función fluidez aparente del modelo BMP, 

normalizada con la fluidez a bajo corte. Por otra parte, si el tiempo de restructuración 

tiende a cero, significa que el fluido es newtoniano, debido que la fluidez se reduce al 

modelo newtoniano. 

  2

0 zrφ - φ + Kλ φ - φ σ φ 0                                                 (E-8) 

SI la lambda es cero, el producto K es cero por lo que la fluidez se simplifica de la 

siguiente manera: 

0φ φ                       (E-9) 

Entonces el flujo BMP se reduce al modelo newtoniano, i.e.  

 
4

λ 0 BMP Kλ 0 BMP N 0 z

πa
Lim Q =Lim Q Q φ p

8
                   (E-10) 

Otra alternativa es a partir de la definición de flujo volumétrico  

      

 

λ 0

2
2 2 22 2 2

a
z z 0 z

2

λ 0

z0

Lim Q =

Kλφ p/2 r 1 Kλφ p/2 r 1 + 4Kλφ p/2 r
Lim -π r dr

2Kλ p/2 r



 



 
      

 
 

 
 


   

            (E-11) 

Por lo tanto,  
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2 2a
0 z 2

λ 0 λ 0

z0

1 1+ 4Kλφ p/2 r
Lim Q =Lim -π r dr

2Kλ p/2 r
 

   
 
 
 


      

            (E-12) 

Desarrollando el numerador de la integral en serie de Taylor, se tiene lo siguiente: 

         2 2 2 22 2 2 2

0 z 0 z 0 z 0 z

1
1+ 4Kλφ p/2 r 1 4Kλφ p/2 r 1 2Kλφ p/2 r 4Kλφ p/2 r

2
        

             

            (E-13) 

Sustituyendo en la integral 

 

 

2 2a

0 z 2

λ 0 λ 0

z0

1 1 2Kλφ p/2 r
Lim Q =Lim -π r dr

2Kλ p/2 r
 

    
 
 
 


     (E-14) 

Simplificando: 

     
aa 44

3 0
λ 0 λ 0 0 z 0 z z

0 0

πφ ar
Lim Q =Lim -πφ p/2 r dr -πφ p/2 p

4 8
               (E-15) 

Por lo tanto, si el parámetro K tiende a cero, el flujo volumétrico es newtoniano. 
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