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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Antecedentes

Un resultado muy conocido, no tan dif́ıcil de demostrar, establece que dado un cuerpo

convexo K ∈ Rn, si todas las secciones de la frontera de K determinadas por hiperplanos

son elipsoides entonces bdK es un elipsoide [7].

En 1976 G.R. Burton [5] presenta la siguiente caracterización del elipsoide en el espacio

euclidiano:

Sean K un cuerpo convexo y p un punto en el espacio euclidiano Rn tales que cada

sección de K, distinta del vaćıo, determinada por un plano a través de p es una elipse.

Entonces K es un elipsoide.

En R3 las hipótesis de Burton implican que esencialmente hay tantas secciones eĺıpti-

cas como puntos en la esfera.

El cuerpo A (Figura 1.1) siguiente resulta interesante porque su frontera no contiene

ningún abierto que sea una cuádrica [1]. Sin embargo, si consideramos la ĺınea L que pasa

por el punto (0, 0, 1) en la dirección del vector (0, 1, 0) entonces L toca la frontera del

convexo en el punto (0, 0, 1) y cada plano que contiene a L corta a bdA en una elipse.
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Figura 1.1

A = {(x, y, z) ∈ R3|x2(x− 1) + y2(x+ z − 1) + z(x+ z − 1)2 ≥ 0 y 2x+ z ≤ 1}

El ejemplo anterior muestra que no es suficiente considerar todas las secciones que

pasan por una ĺınea para concluir que la frontera del cuerpo convexo es un elipsoide. Sin

embargo, en 2006 Alonso y Mart́ın [1] resuelven el problema considerando dos ĺıneas. En

el caso de R3 el teorema dice lo siguiente:

Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y L1 y L2 dos ĺıneas tales que L1 tiene intersección

vaćıa con el interior de K. Si todos los planos que contienen a Li, i = 1, 2, intersecan la

frontera de K en una elipse entonces la frontera de K es un elipsoide.

En 1987 P. M. Gruber y G. Bianchi [8] demuestran lo siguiente:

Sea K un cuerpo convexo en el espacio euclidiano R3 y supongamos que existe α > 0

tal que para cada L ĺınea soporte de K hay un plano H tal que L ⊂ H y H ∩ bdK es

una elipse de área al menos α. Entonces K es un elipsoide.

En el teorema anterior para cada punto p en la frontera de K se tiene que, para cada

ĺınea soporte por p, hay un plano que contiene a la ĺınea y corta la frontera del convexo

en una elipse. Lo anterior significa que para cada punto p en la frontera de K se necesita

una sección eĺıptica por cada dirección contenida en el plano soporte por p.
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Figura 1.2

B = {x2 + y2 + z2 + xyz ≤ 1| − 1 ≤ x ≤ 1, −1 ≤ y ≤ 1, −1 ≤ z ≤ 1}

El cuerpo convexo B (Figura 1.2) es suave y tiene la propiedad de que todas las

secciones planas paralelas a los planos x = 0, y = 0 y z = 0 son secciones eĺıpticas

[2]. Esto significa que para cada punto en la frontera de B hay tres secciones eĺıpticas

transversales excepto para los puntos (±1, 0, 0), (0,±1, 0), (0, 0,±1).

Por otro lado, hay muchas caracterizaciones geométricas de la esfera en R3 a través

de secciones circulares. Por ejemplo, en [16] Nobuko Takeuchi demuestra el siguiente

teorema:

Sea M una superficie en R3 simplemente conexa, completa y C∞. Supongamos que,

a través de cada punto de M , existen tres ćırculos de R3 contenidos en M . Entonces M

es una esfera o un plano.

Más adelante, la misma Takeuchi y Miyaoka demuestran en [17] el siguiente resultado:

Una superficie en R3 simplemente conexa, completa y C2 que contiene dos ćırculos

transversales por cada punto debe ser un plano o una esfera.
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1.2. Descripción del problema

Una de las formas en las que se pueden generalizar los resultados presentados en la

sección 1.1 es reducir la cantidad de secciones eĺıpticas en las hipótesis del teorema. Esta

tesis está motivada por el problema de determinar cuántas y bajo qué condiciones estas

secciones eĺıpticas permiten concluir que la frontera de un cuerpo convexo es un elipsoide.

Vamos a presentar dos ejemplos de cuerpos convexos con muchas secciones eĺıpticas.

Ejemplo 1.2.1. Consideremos el cuerpo convexo

C = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1 y x2 + y2 + z2 ≤ 1}

que es la intersección de dos bolas de radio 1 (Figura 1.3), cualquier ĺınea L contenida

en el plano z = 1
2

que no intersecta el interior de C satisface que todos los planos por L

intersectan a la frontera del cuerpo en un ćırculo. Sin embargo C no es una esfera.

L

Figura 1.3

Ejemplo 1.2.2. El cuerpo convexo

D =
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1 y
x2

4
+ y2 + 2z2 ≤ 1

}
es la intersección de una bola de radio 1 con el cuerpo convexo cuya frontera es el elipsoide
x2

4
+y2 +2z2 = 1 (Figura 1.4), D tiene la propiedad de que cualquier plano que contenga

la ĺınea L dada por x = z = 0 intersecta a la frontera de D en una elipse o en un ćırculo

pero B no es un elipsoide .
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L

p

Figura 1.4

Notemos que la ĺınea L además de intersectar el interior de D intersecta su frontera

en un punto p tal que en toda vecindad de p hay puntos en donde el cuerpo no es suave.

En los ejemplos anteriores podemos cubrir la frontera de los convexos C y D con

pedazos de superficies cuádricas. Sin embargo, los convexos no son suaves en los puntos

de intersección de las superficies cuádricas.

Dado que un elipsoide es la imagen de una esfera bajo una transformación af́ın, es

natural preguntarse si pueden darse caracterizaciones del elipsoide equivalentes a las de

la esfera. Los resultados de Takeuchi utilizan una caracterización de la esfera basada en

la noción de curvatura, esto es, las únicas superficies regulares totalmente umb́ılicas son

los planos y las esferas. Sin embargo, no hay una caracterización equivalente para los

elipsoides.

El teorema de Euler es un resultado sobre la curvatura de las superficies que establece,

para cada punto en la superficie, la existencia de curvaturas principales asociadas a dos

direcciones principales. La curvatura en cualquier dirección depende de las curvaturas
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principales.

Por nuestra parte establecimos y demostramos un resultado que permite determinar

la curvatura de una superficie diferenciable a partir de la curvatura en cualesquiera tres

direcciones. Este resultado es importante para demostrar que si para cada punto p ∈ bdK

existen cuatro secciones eĺıpticas entonces K es un elipsoide.

Teorema . Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo con frontera C2-diferenciable y sea α > 0.

Supongamos que para cada p ∈ bdK existen 4 planos Hp1, Hp2, Hp3, Hp4 que satisfacen

las siguientes condiciones:

Hpj ∩ bdK es una elipse Epj con área mayor que α, j = 1, 2, 3, 4,

Para 1 ≤ i < j ≤ 4, las elipses Epi y Epj no son tangentes.

Entonces bdK es un elipsoide.

Otro de nuestros principales resultados permite generalizar el teorema de Alonso y

Martin en dimensión 3, esto es, las secciones por una ĺınea L son suficientes cuando

la superficie determinada por la frontera del convexo satisface ciertas condiciones de

diferenciabilidad en una vecindad de L ∩ bdK.

Teorema . Sean K ⊂ R3 un cuerpo convexo y L una ĺınea que pasa por el interior de K

tal que hay una vecindad de p ∈ L ∩ bdK que es C2-diferenciable. Si todas las secciones

que contienen a L son eĺıpticas entonces bdK es un elipsoide.

También abordaremos el problema considerando las secciones que contienen cuerdas

del cuerpo convexo. Por ejemplo las ĺıneas diametrales han sido usadas para caracterizar

cuerpos convexos centralmente simétricos [14] y también cuerpos de ancho constante [13].

Definiremos ciertas colecciones de ĺıneas que pasan por el interior del convexo para

demostrar lo siguiente:

Teorema . Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo y α un número real positivo. Si existe L un

sistema de ĺıneas continuo tal que el centro de L está contenido en el interior de K y para

cada L en L existen planos H1, H2 que determinan un ángulo de medida al menos α,

H1 ∩H2 = L y K ∩Hi es una sección eĺıptica, para i = 1, 2. Entonces K es un elipsoide.

El hecho de que para cada ĺınea en L hay dos secciones eĺıpticas significa que hay dos

secciones eĺıpticas por cada punto en la frontera del cuerpo convexo.

Este resultado contrasta con el de Gruber y Bianchi [8] pues para cada punto en

la frontera se necesitan sólo dos secciones eĺıpticas para asegurar que el convexo es un

elipsoide.
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1.3. Estructura de la tesis

En el caṕıtulo 2 presentaremos las definiciones y resultados importantes para esta

tesis. Comenzaremos con la teoŕıa de los cuerpos convexos en el espacio Euclidiano, nos

concentraremos en los planos y las ĺıneas asociados a los cuerpos convexos, más adelante

introduciremos los sistemas de ĺıneas en R2 y definiremos los sistemas de ĺıneas en R3.

Además, revisaremos las propiedades de las superficies cuádricas que utilizaremos en la

demostración de nuestros resultados principales. La última sección esta dedicada a la

curvatura de las superficies y el teorema de Euler.

Finalmente, en el caṕıtulo 3 expondremos las demostraciones de los resultados auxi-

liares y los resultados principales.





Caṕıtulo 2

Preliminares

Trabajaremos en el espacio Euclidiano Rn, esto es, el espacio real af́ın de dimensión

finita cuyo espacio lineal asociado es el espacio vectorial real de dimensión n; al producto

interno usual lo denotaremos por 〈·, ·〉 y a la norma euclidiana la denotaremos por ‖ · ‖.
También consideraremos a Rn como espacio topológico con la topoloǵıa usual, denota-

remos al interior, la cerradura y la frontera de un conjunto en Rn como int, cl y bd,

respectivamente.

2.1. Convexidad

Aqúı presentamos las nociones básicas de convexidad utilizadas en esta tesis, para

la demostración de algunos resultados y la notación utilizada sigue los textos de P. M.

Gruber[8] y S. R. Lay[10].

Llamaremos cuerpo convexo a un subconjunto de Rn convexo, compacto y con interior

distinto del vaćıo. Si la frontera del cuerpo convexo no contiene segmentos de ĺınea diremos

que es estrictamente convexo.

Si H ⊂ Rn es un subespacio lineal de dimensión m, 1 ≤ m ≤ n − 1, entonces para

u ∈ Rn el conjunto H+ u es llamado subespacio af́ın de dimensión m. Consideraremos a

las ĺıneas en Rn como subespacios afines de dimensión 1 mientras que a los de dimensión 2

les llamaremos planos y a los de dimensión n−1 hiperplanos ; en otro caso, les llamaremos

subespacios afines de dimensión k, 3 ≤ k ≤ n− 2.

Dado un conjunto S ⊂ Rn, el casco af́ın de S es el subespacio af́ın de dimensión

mı́nima que contiene a S y la dimensión de S es la dimensión de su casco af́ın.

Un hiperplano H = H + p está determinado por una ecuación lineal y un vector u

9
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distinto del origen y ortogonal a H:

H = {x ∈ Rn : 〈p, u〉 = 〈x, u〉}.

En este caso diremos que H pasa por p y es ortogonal a u.

Al hiperplano H le asociamos dos subconjuntos cerrados de Rn cuya frontera es H:

H+ = {x ∈ Rn : 〈u, x〉 ≥ 〈u, p〉} y H− = {x ∈ Rn : 〈u, x〉 ≤ 〈u, p〉}

a estos conjuntos les llamamos semiespacios cerrados determinados por H, de esta forma,

diremos que u es un vector normal exterior de H.

Definición 2.1.1. Dado un conjunto convexo C ⊂ Rn y p ∈ bdC, un hiperplano H es un

hiperplano soporte de C en p si p ∈ H y C está contenido en alguno de los semiespacios

cerrados determinados por H.

Cuando C es un conjunto estrictamente convexo y H es un plano soporte por p ∈ bdC

se tiene que H ∩ C = {p}.
El siguiente resultado sobre los cuerpos convexos fue probado por Carathéodory en

1907 y por Minkowski en 1910. Este resultado aparece como el Teorema 5.2 en [10].

Teorema 2.1.1. Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo. Entonces por cada punto en la

frontera de C pasa al menos un hiperplano soporte.

Si un cuerpo convexo C ⊂ Rn satisface que para cada p ∈ bdC el hiperplano soporte

por p es único, diremos que C es un cuerpo convexo suave.

Un hiperplano soporte no es necesariamente único para cada p en la frontera de un

cuerpo convexo. Sin embargo, un vector u ∈ S2 determina de manera única un plano so-

porte ortogonal a u. Esta propiedad de los cuerpos convexos se verifica en la demostración

del Teorema 4.1 en [8].

Teorema 2.1.2. Sea C ⊂ Rn un conjunto convexo y compacto. Entonces para cada

dirección u ∈ Sn−1 existe un único hiperplano soporte de C con vector normal exterior u.

Definición 2.1.2. Dado un conjunto convexo C ⊂ Rn y p ∈ bdC a cualquier ĺınea ` por

p tal que ` ∩ C ⊂ bdC la llamaremos ĺınea soporte por p.

Definición 2.1.3. Sea un conjunto convexo C ⊂ Rn, p ∈ bdC y H un hiperplano soporte

por p. Si u es el vector normal exterior de H, a la ĺınea ` que pasa por p en la dirección

u le llamaremos ĺınea normal a C por p en la dirección u.
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Por el Teorema 2.1.1 tenemos que para cada punto p en la frontera de un cuerpo

convexo K ⊂ Rn, existe al menos una ĺınea normal a K por p. Si K es suave entonces la

ĺınea normal a K por p es única.

Definición 2.1.4. Dado un conjunto convexo C ⊂ Rn, sea H un subespacio af́ın de

dimensión m, 1 ≤ m ≤ n − 1, tal que H ∩ intC 6= ∅. En este caso diremos que H ∩ C
es una sección de C de dimensión m. Cuando m = 2 diremos que H ∩C es una sección

plana de C y cuando m = 1 diremos que el segmento H ∩ C es una cuerda de C.

Está claro que todas las secciones de un conjunto convexo son conjuntos convexos.

Además, si K ⊂ Rn es un cuerpo convexo entonces cualquier sección de K de dimensión

m, con 1 < m < n, es un cuerpo convexo de dimensión m.

Definición 2.1.5. Una cuerda de un conjunto convexo C ⊂ Rn se llama cuerda diametral

o diámetro af́ın de C si es una cuerda de longitud máxima paralela a una dirección dada.

El resultado 2.1 de [14] demuestra que si p y q son los extremos de una cuerda

diametral de C entonces los hiperplanos soporte por p y q son paralelos. Cuando dichos

hiperplanos son perpendiculares a la cuerda diametral diremos que que la cuerda es una

binormal.

Definición 2.1.6. Dado un conjunto convexo C ⊂ Rn, si p y q son los extremos de una

cuerda diametral de C entonces diremos que la ĺınea que pasa por p y q es una ĺınea

diametral de C.

Dos propiedad importantes de las cuerdas diametrales de un cuerpo convexo se esta-

blecen en el resultado 3.2 y en el resultado 3.3 de [14].

Teorema 2.1.3. Sean K ⊂ Rn un cuerpo convexo. Entonces se satisface lo siguiente:

a) Si u es cualquier dirección en Rn entonces hay una cuerda diametral de K paralela

a u

b) Si p es cualquier punto de bdK entonces hay una cuerda diametral que contiene a

p

Finalmente, definiremos una sección eĺıptica y presentaremos una propiedad de las

secciones de los cuerpos convexos que será importante para nuestros resultados.

Definición 2.1.7. Sea K ⊂ Rn un cuerpo convexo y E una sección plana de K. Si bdE

es una elipse diremos que E es una sección eĺıptica de K.
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Definición 2.1.8. Sean C ⊂ Rn un cuerpo convexo y C1 y C2 secciones de C tales

que C1 ∩ C2 6= ∅. Diremos que C1 es transversal a C2 si intC1 ∩ intC2 6= ∅. Cuando

C1 ∩ C2 ⊂ bdC diremos que C1 es tangente a C2.

El siguiente lema nos da un criterio para saber cuando C1 ∩ bdC y C2 ∩ bdC se

intersectan en exactamente dos puntos; esto es, cuando C1 y C2 son transversales.

Lema 2.1.4. Sean C1 y C2 secciones planas de un cuerpo convexo C ⊂ Rn, determinadas

por los planos H1 y H2 respectivamente. Si C1 y C2 son secciones transversales entonces

H1 ∩H2 ∩ C es una cuerda de C; si C1 y C2 son secciones tangentes entonces H1 ∩H2

es una ĺınea soporte de C.

Demostración. Sean C1 y C2 secciones transversales de C, por definición intC1∩ intC2 ⊂
intC y como intC1 ∩ intC2 ⊂ H1 ∩H2 tenemos que L = H1 ∩H2 pasa por el interior de

C, entonces como la ĺınea L pasa por un punto interior de C tenemos L∩ bdC = {p, q},
por lo tanto el segmento [p, q] = H1 ∩H2 ∩ C es una cuerda de C.

Ahora, sean C1 y C2 secciones tangentes de C y L = H1 ∩H2, tenemos que L ∩ C =

C1 ∩C2 y por definición C1 ∩C2 está contenido en bdC entonces L es una ĺınea soporte

de C.

2.2. Sistemas de ĺıneas

Siguiendo las ideas en [13] vamos a introducir el concepto de sistema de ĺıneas que

son un tipo especial de colecciones de ĺıneas en el plano. Estos sistemas de ĺıneas se usan

en geometŕıa convexa, por ejemplo, para el estudio de cuerpos de ancho constante y para

ciertas caracterizaciones de cuerpos centralmente simétricos. Además extenderemos la

noción de sistemas de ĺıneas para ĺıneas en Rn.

2.2.1. Ĺıneas en el plano

Recordemos que una función f : R→ R es Lipschitz si existe una constante c tal que

para todo x y y se satisface |f(x)− f(y)| ≤ c|x− y|.

Definición 2.2.1. Sea ρ : R → R una función Lipschitz tal que ρ(x + π) = −ρ(x) para

todo x ∈ R. Para u(t) = (cos t, sen t), 0 ≤ t < 2π, consideremos la ĺınea

Lt = {x ∈ R2|〈x, u(t)〉 = ρ(t)}.
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Diremos que la colección L de ĺıneas Lt es un sistema de ĺıneas exteriormente simple

y a la función ρ le llamaremos la función pedal de L.

Ejemplo 2.2.1. Sea K ⊂ R2 un cuerpo convexo. El conjunto de ĺıneas que dividen el área

de K a la mitad son un sistema de ĺıneas exteriormente simple, si K es estrictamente

convexo entonces las ĺıneas que contienen las cuerdas diametrales de K son otro ejemplo

de éstas colecciones de ĺıneas.

Lema 2.2.1. Dado un sistema de ĺıneas exteriormente simple L y p ∈ R2 entonces existe

una ĺınea de L que pasa por p.

Demostración. Supongamos que ninguna ĺınea de L pasa por p; podemos asumir que, sin

pérdida de generalidad, se satisface

〈x, u(t)〉 > ρ(t)

y esto implica que

〈x, u(t+ π)〉 < ρ(t+ π).

Entonces, por la continuidad de ρ, existe t0 ∈ (t, t+ π) tal que

〈x, u(t0)〉 = ρ(t0),

por lo tanto p ∈ Lt0 .

El Teorema 4.3.1 en [13] nos da una caracterización de los sistemas de ĺıneas exterior-

mente simples.

Teorema 2.2.2. Una colección L de ĺıneas en R2 es exteriormente simple si y sólo si

se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Existe exactamente una ĺınea de L ortogonal a cada dirección u ∈ S1

b) El conjunto de los puntos de intersección de cualesquiera dos ĺıneas distintas de L
es un conjunto acotado

El nombre exteriormente simple se debe a que, para un ćırculo de radio suficientemente

grande, por cada punto en el exterior del ćırculo pasa una y sólo una ĺınea de L.

El conjunto de puntos que son la intersección de dos ĺıneas distintas de L no necesa-

riamente es un conjunto cerrado, puede no contener a todos sus puntos ĺımite. Vamos a

denotar I(L) a la cerradura de los puntos que son la intersección de dos ĺıneas distintas

de L, entonces el conjunto I(L) es compacto. Al conjunto de puntos extremos de I(L) lo

vamos a denotar Ext(L).
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Observación 2.2.1. Sea L un sistema de ĺıneas exteriormente simple. La condición

sobre la función pedal de L implica que para cada 0 ≤ t < π se tiene Lt = Lt+π, es

decir, no hay dos ĺıneas paralelas en L. Entonces tres ĺıneas en L son concurrentes o se

intersectan en tres puntos distintos, esto significa que I(L) consiste de un punto o no

está contenido en una ĺınea.

2.2.2. Ĺıneas en Rn

Ahora, para definir sistemas de ĺıneas en Rn vamos a considerar una función

ρ : Sn−1 → Rn

tal que, a cada dirección u ∈ Sn−1 le asigna ρ(u) ∈ Rn de manera continua.

Aśı, para cada u ∈ Sn−1 definimos la ĺınea

Lu = {ρ(u) + tu | t ∈ R}

y el hiperplano

u⊥ = {x ∈ Rn | 〈x, u〉 = 0}.

Observemos que Lu es perpendicular a u⊥ y Lu ∩ u⊥ es la proyección ortogonal de

ρ(u) sobre u⊥.

u

Lu

ρ(u)

0

u⊥

Figura 2.1
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Definición 2.2.2. Dada una función continua ρ : Sn−1 → Rn si ρ(u) = ρ(−u) para todo

u ∈ Sn−1 entonces diremos que la colección L = {Lu | u ∈ Sn−1} es un sistema de ĺıneas

en Rn.

De la definición anterior tenemos que dado un sistema de ĺıneas L para cada u ∈ Sn−1

existe una única ĺınea en L paralela a u.

Observación 2.2.2. Dado un cuerpo estrictamente convexo K ⊂ R3 si L es la colección

de las ĺıneas que contienen las cuerdas diametrales de K entonces hay exactamente una

ĺınea en L paralela a u ∈ S2. Por otro lado, para cada u ∈ S2 tenemos que la ĺınea en L
paralela a u coincide con la ĺınea en L paralela a −u.

Definición 2.2.3. Si L es un sistema de ĺıneas en Rn al conjunto de los puntos que son

la intersección de dos ĺıneas distintas de la colección le llamaremos el centro de L.

Definición 2.2.4. Dado un sistema de ĺıneas L definimos la función δ : Sn−1 → Rn

tal que a cada vector u ∈ Sn−1 le asignamos el punto δ(u) ∈ Lu en donde se realiza la

distancia del origen a la ĺınea Lu. Si la función δ es continua diremos que el sistema de

ĺıneas es continuo.

Observación 2.2.3. Sea L la colección de las ĺıneas normales de S2. son un sistema de

ĺıneas continuo. Para cada dirección hay únicamente una ĺınea normal, además las ĺıneas

normales concurren en el centro de la esfera.

Los sistemas de ĺıneas continuos tienen una propiedad que será importante para nues-

tros resultados, esto es, dada una ĺınea Lu en L existe una ĺınea Lv ∈ L, con u 6= v, tal

que Lu y Lv tienen un punto en común.

Lema 2.2.3. Sea L un sistema de ĺıneas continuo en Rn. Entonces para cada u ∈ Sn−1

existe v ∈ Sn−1 ortogonal a u tal que las ĺıneas Lu y Lv tienen intersección no vaćıa.

Demostración. Consideremos el hiperplano u⊥ y supongamos sin perdida de generalidad

que

u⊥ = {(x1, x2, . . . , xn) ∈ Rn | xn = 0}

y que Lu pasa por el origen. Definimos Lu como el conjunto de ĺıneas que son la proyección

ortogonal sobre u⊥ de todas las ĺıneas en L paralelas a u⊥, de esta manera Lu es un sistema

de ĺıneas en u⊥.

Definimos la función g : Sn−1 → R de la siguiente manera: a cada dirección w ∈ Sn−1

le asignamos el numero real 〈w̃, xw〉, donde w̃ es el vector perpendicular a w contenido en
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u⊥ y xw es la proyección ortogonal sobre u⊥ del punto δ(w). Notemos que w̃ y el vector

posición del punto xw son vectores paralelos.

Tenemos que g es una función antipodal y dada la continuidad de δ tenemos que g

es continua. Entonces por el Teorema de Borsuk-Ulam existe v ∈ Sn−1 tal que g(v) = 0,

esto significa que 〈ṽ, xv〉 = 0 y esto implica que xv es el vector cero.

De lo anterior podemos concluir que la proyección ortogonal de Lv ∈ L sobre u⊥ pasa

por el origen, por lo tanto Lv es una ĺınea en L que tiene intersección no vaćıa con Lu

Definición 2.2.5. Dada una sucesión de puntos {qn} en Rn y una sucesión de vectores

{un} en Sn−1, sea `n la ĺınea que pasa por qn en la dirección un, para cada n ∈ N. Si

ĺım
n→∞

qn = p y ĺım
n→∞

un = u diremos que la sucesión {`n}n∈N converge a la ĺınea ` que pasa

por p en la dirección u, y lo denotaremos por ĺım
n→∞

`n = `.

Usando algunos argumentos de la demostración del Teorema 4.1 en [8] se puede de-

ducir que una sucesión convergente de ĺıneas normales converge a una ĺınea normal y que

una sucesión convergente de ĺıneas diametrales converge a una ĺınea diametral.

Lema 2.2.4. Sea K ∈ Rn un cuerpo convexo suave y para cada n ∈ N sea `n la ĺınea

normal por pn ∈ bdK con dirección un. Si ĺım
n→∞

un = u 6= 0 y ĺım
n→∞

pn = p ∈ bdK

entonces {`n}n∈N converge a una ĺınea normal de K.

Demostración. Sin pérdida de generalidad supongamos que el origen está en int K. Sea

n ∈ N, por definición de ĺınea normal tenemos que `n pasa por el punto pn ∈ bdK en la

dirección un de tal manera que un es el vector normal exterior del plano soporte de K

en pn.

Sea ` = ĺım
n→∞

`n entonces la ĺınea ` pasa por p en la dirección u. Para demostrar que

` es la ĺınea normal por p basta demostrar que H = {x ∈ Rn : 〈u, x〉 = 〈u, p〉} es plano

soporte de K.

Vamos demostrar que K está contenido en alguno de los subespacios determinados

por H. Sea y ∈ K, sin pérdida de generalidad supongamos que 〈un, y〉 ≤ 〈un, pn〉 para

todo n ∈ N, de esta forma tomando el ĺımite en ambos lados de la desigualdad obtenemos

〈u, y〉 ≤ 〈u, p〉 por lo tanto y ∈ H− o y ∈ H.

Lema 2.2.5. Sea K ∈ R3 un cuerpo estrictamente convexo y suave, {qn}n∈N ⊂ bdK y

para cada n ∈ N sea `n la ĺınea diametral de K por pn. Si la sucesión {pn}n∈N converge a
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p ∈ bdK entonces la sucesión de ĺıneas diametrales {`n}n∈N converge a la ĺınea diametral

por p.

Demostración. Por el Lema 2.1.3 sabemos que para cada n ∈ N hay una ĺınea diametral

de K que pasa por pn. Sea un el vector normal exterior unitario del plano soporte de K

por pn. Considerando una subsucesión y renumerando, si es necesario, podemos suponer

que ĺım
n→∞

un = u para algún u ∈ S2. Por el Teorema 4.1 de [8] y como K es suave tenemos

que el plano por p con normal exterior u es el plano soporte de K por p.

Ahora, para cada n ∈ N sea qn ∈ bdK tal que el segmento [pn, qn] es la cuerda

diametral de K por pn. De esta forma, para cada n ∈ N −un es el vector normal exterior

del plano soporte de K por qn, además tenemos ĺım
n→∞

−un = −u
Tomando una subsucesión y renumerando, en caso de ser necesario, podemos suponer

que que ĺım
n→∞

qn = q para algún q ∈ bdK. Por el Teorema 4.1 de [8] tenemos que el plano

por q con vector normal exterior −u es el plano soporte de K por q. Entonces el segmento

[p, q] es la cuerda diametral de K por p

Finalmente, sea wn = pn − qn, n ∈ N entonces ĺım
n→∞

wn = p − q. Como wn es la

dirección de la ĺınea `n por el Teorema 2.2.4 concluimos que las ĺıneas diametrales por

pn convergen a la ĺınea diametral por p.

2.3. Superficies Cuádricas

En esta sección definiremos las superficies cuádricas y daremos algunas de las pro-

piedades que serán importantes para los resultados que presentaremos más adelante. En

[4] y los caṕıtulos VI-IX de[11] se pueden consultar más propiedades geométricas de las

cónicas y las superficies cuádricas.

2.3.1. Cónicas

Una curva cuádrica o cónica es el conjunto de los puntos (x1, x2) en R2 que satisfacen

la ecuación

a11x
2
1 + a22x

2
2 + a12x1x2 + b1x1 + b2x2 + c = 0 (2.1)

donde al menos uno de los coeficientes a11, a22, a12 es distinto de cero, entonces podemos

asumir que en la ecuación 2.1 alguno de los coeficientes de los términos cuadráticos es

igual a 1. La condición de que la cónica contenga un punto p determina una ecuación
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lineal con cinco variables, de esta forma cinco puntos en el plano determinan de manera

única una cónica. De la misma forma, la ecuación de la ĺınea tangente a la cónica en un

punto p determina una ecuación lineal con cinco variables.

Derivando la impĺıcitamente la ecuación 2.1 respecto a la variable x1 obtenemos

dx2
dx1

= −2a11x1 + a12x2 + b1
a12x1 + 2a22x2 + b2

,

entonces la ecuación de la ĺınea tangente a la cónica en el punto p = (p1, p2) está dada

por

x2 − p2 = −2a11p1 + a12p2 + b1
a12p1 + 2a22p2 + b2

(x1 − p1)

y reescribiendo la ecuación anterior tenemos

2a11x1p1+2a22x2p2+a12(x1p2+x2p1)+b1x1+b2x2 = 2a11p
2
1+2a22p

2
2+2a12p1p2+b1p1+x2p2.

Sumando b1p1 + b2p2 + 2c en ambos lados de la ecuación obtenemos

2a11x1p1 + 2a22x2p2 + a12(x1p2 + x2p1) + b1(x1 + p1) + b2(x2 + p2) + 2c =

= 2(a11p
2
1 + a22p

2
2 + a12p1p2 + b1p1 + b2p2 + c),

el punto (p1, p2) pertenece a la cónica entonces satisface la ecuación 2.1 y esto implica

que la ecuación de la ĺınea tangente a la cónica en el punto (p1, p2) se puede escribir como

a11x1p1 + a22x2p2 + a12

(x1p2 + x2p1
2

)
+ b1

(x1 + p1
2

)
+ b2

(x2 + p2
2

)
+ c = 0. (2.2)

Ahora vamos a establecer algunas condiciones que nos permiten determinar una cónica

de manera única y que usaremos en los resultados principales.

Lema 2.3.1. Sean qi, i = 1, . . . , 5, puntos en el plano de tal manera que no hay tres en

una ĺınea.

a) Si consideramos la ĺınea ` determinada por los puntos q1 y q5 entonces existe una

única cónica Q tal que qi ∈ Q, i = 1, 2, 3, 4, y ` es la ĺınea tangente a Q en q1.

b) Si `1 es la ĺınea que pasa por q1 y q5 y `2 es la ĺınea que pasa por q2 y q4 entonces

existe una única cónica Q tal que qi ∈ Q, i = 1, 2, 3, `1 es la tangente a Q en q1 y

`2 es la tangente a Q en q2.



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 19

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en la ecuación 2.1 a22 =

1.

a) Sustituimos en la ecuación 2.1 las variables x1 y x2 por las coordenadas de los

puntos q1, q2, q3 y q4, aśı obtenemos cuatro ecuaciones lineales en las cinco variables

a11, a12, b1, b2 y c. Ahora, sustituyendo las variables x1 y x2 en la ecuación 2.2

por las coordenadas del punto q5 obtenemos una ecuación lineal en las variables

a11, a12, b1, b2 y c. Entonces tenemos un sistema no homogéneo de cinco ecuaciones

lineales con cinco incógnitas, como no hay tres puntos colineales tenemos que los

coeficientes a11, a12, b1, b2 y c están determinados de manera única, por lo tanto

existe una única cónica Q tal que qi ∈ Q, i = 1, 2, 3, 4.

b) De la ecuación 2.1 y las coordenadas de los puntos q1, q2 y q3 obtenemos tres ecua-

ciones lineales no homogéneas con las cinco variables a11, a12, b1, b2 y c mientras que,

de la ecuación 2.2 y las coordenadas de q4 y q5 obtenemos dos ecuaciones lineales

no homogéneas con variables a11, a12, b1, b2 y c. Como en la parte a) obtenemos un

sistema no homogéneo que nos permite concluir que los coeficientes a11, a12, b1, b2

y c están determinados de manera única y por lo tanto existe una cuádrica Q tal

que qi ∈ Q, i = 1, 2, 3.

2.3.2. Cuádricas

En general las superficies cuádricas son los elipsoides, hiperboloides, paraboloides ci-

lindros y conos; además de los casos degenerados como un par de planos paralelos. Vamos

a presentar algunas propiedades de las superficies cuádricas sin embargo, centraremos

nuestra atención en los elipsoides porque son la frontera de un cuerpo convexo.

Una superficie cuadrática o cuádrica es el conjunto de los puntos (x1, x2, x3) en R3

que satisfacen la ecuación

3∑
i,j=1

aijxixj + 2
3∑

k=1

bkxk + c = 0 (2.3)

donde aij 6= 0 para algún 1 ≤ i, j ≤ 3.

La ecuación 2.3 contiene 10 términos, entonces la condición de que la cuádrica pase

a través del punto p ∈ R3 determina una ecuación lineal en 10 variables. Ahora, la



CAPÍTULO 2. PRELIMINARES 20

condición de que la cuádrica pase a través de r puntos determina un sistema homogéneo

de r ecuaciones lineales en 10 variables.

Por otro lado, al menos uno de los coeficientes de los términos cuadráticos de 2.3

debe ser distinto de cero, entonces podemos reducir el número de variables y obtener un

sistema no homogéneo de r ecuaciones lineales en 9 variables.

Sabemos que si r ≤ 9 el sistema tiene una solución no trivial, entonces por cualesquiera

9 puntos en R3 pasa al menos una cuádrica. Para r = 9 si tomamos a los nueve puntos de

tal manera que no haya tres colineales y no haya cuatro coplanares entonces el sistema de

ecuaciones tiene solución única, por lo tanto una cuádrica está determinada de manera

única por 9 puntos.

Aśı como en el caso de las cónicas podemos encontrar la ecuación del plano tangente a

la cuádrica en el punto (p1, p2, p3). Derivando impĺıcitamente encontramos las derivadas

parciales de x3 respecto a x1 y a x2, de esta forma obtenemos

x3−p3 = − 2a11p1 + a12p2 + a13p3 + 2b1
a13p1 + a23p2 + 2a33p3 + 2b3

(x1−p1)−
a12p1 + 2a22p2 + a23p3 + 2b2
a13p1 + a23p2 + 2a33p3 + 2b3

(x2−p2),

despejando y sumando 2b1p1 + 2b2p2 + 2b3p3 + 2c en ambos lados de la ecuación podemos

escribir

2a11p1 + 2a22x2p2 + 2a33x3p3 + a12(x1p2 + x2p1) + a13(x1p3 + x3p1)+

+ a23(x2p3 + x3p2) + 2b1(x1 + p1) + 2b2(x2 + p2) + 2b3(x3 + b3) = 0
(2.4)

Ahora, vamos a establecer dos condiciones para determinar de manera única una

cuádrica.

Lema 2.3.2. Sean qi, i = 1, . . . , 9, puntos en el espacio tales que no hay cuatro coplanares

y no hay tres colineales.

a) Sea H el plano determinado por q7, q8 y q9 entonces existe una única cuádrica Q

que tiene a H como plano tangente en q9 y qi ∈ Q para i = 1, . . . , 6

b) Si H1 es el plano determinado por q4, q6 y q8 y H2 es el plano que contiene a q5,

q7, q9 entonces existe una única cuádrica Q tal que H1 es el plano tangente a Q en

q8, H2 es el plano tangente a Q en q9 y qi ∈ Q para i = 1, . . . , 3.

Demostración. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en la ecuación 2.3 a22 =

1.
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a) En la ecuación 2.4 sustituimos las variables x1, x2 y x3 por las coordenadas de

los puntos q7, q8 y q9 para obtener tres ecuaciones lineales cuyas variables son los

nueve coeficientes de la ecuación 2.4. En la ecuación 2.3 sustituimos las variables

por las coordenadas de los puntos qi ∈ Q, i = 1, . . . , 6, aśı obtenemos seis ecuaciones

lineales con las mismas nueve variables.

Entonces tenemos un sistema no homogéneo de nueve ecuaciones lineales con nueve

variables. Como no hay tres puntos en una ĺınea y no hay cuatro puntos en un plano,

podemos concluir que los nueve coeficientes de la ecuación 2.3 están únicamente

determinados.

Por lo tanto, existe una única cuádrica Q tal que qi ∈ Q para i = 1, . . . , 6 y el plano

H es tangente a Q en q9.

b) En la ecuación 2.1 sustituimos las variables x1, x2 y x3 por las coordenadas de los

puntos q1, q2 y q3 para obtener tres ecuaciones lineales no homogéneas de tal manera

que las variables son los coeficientes de la ecuación 2.3, con la ecuación 2.4 y las

coordenadas de q4, q6 y q8 obtenemos tres ecuaciones lineales no homogéneas con

las mismas variables, finalmente de la ecuación 2.4 y las coordenadas de los puntos

q5, q7 y q9 obtenemos tres ecuaciones lineales más.

Aśı como en la parte a) obtenemos un sistema no homogéneo que nos permite

concluir que los coeficientes de la ecuación 2.1 están determinados de manera única

y por lo tanto existe una cuádrica Q tal que qi ∈ Q, i = 1, 2, 3.

Otra propiedad importante de las superficies cuádricas es que dada una cuádrica

Q ⊂ R3 y un plano H que pasa por el interior de Q entonces Q ∩H es una cónica.

2.4. Curvatura

En esta sección abordaremos la noción de curvatura de curvas y superficies a partir

de la frontera de un cuerpo convexo. Seguiremos la notación de [12]

Sea C ⊂ Rn un cuerpo estrictamente convexo cuya frontera es dos veces diferenciable

y con curvatura positiva. Dada una orientación de la frontera de C definimos la función

diferenciable f : S1 → bdC que a cada dirección u ∈ S1 le asigna el punto p ∈ bdC de tal

manera que u es el vector tangente unitario de bdC en p. Aunque la derivada df |u es una
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transformación lineal entre dos espacios vectoriales de dimensión uno, por conveniencia

vamos a usar el śımbolo df |u para referirnos al valor absoluto de su determinante.

De esta forma, la curvatura κC(p) de bdC en p se puede calcular de manera sencilla

tomando el inverso de df |u. Esto es,

κC(p) =
1

df |u
.

Si en lugar del vector tangente unitario consideramos el vector normal unitario, pode-

mos llegar a la misma conclusión sobre la curvatura. Definimos γ : S1 → bdC la función

de Gauss inversa de tal manera que a cada dirección u ∈ S1 le asigna el punto p = γ(u)

en bdC tal que u es el vector normal exterior a bdC en el punto p. Entonces

κC(p) =
1

dγ|u
.

Intuitivamente sabemos que la curvatura en un punto p ∈ bdC nos dice como está

cambiando la longitud de la curva respecto a la longitud de S1 en una vecindad del punto

p.

Ahora, para el caso tridimensional, consideramos un cuerpo convexo C ∈ R3 tal que

su frontera es dos veces diferenciable. Intuitivamente podemos pensar en una definición

similar al caso de dimensión dos, es decir, buscamos una función que describa como

cambia el área de la superficie alrededor de p respecto al área de superficie de S2.

Sea u⊥ el subespacio ortogonal a u, la derivada de la función de Gauss inversa

γ : u⊥ → u⊥

es un endomorfismo lineal al que llamaremos la función de Weingarten inversa. Entonces

definimos

κC(p) =
1

Det(dγ|u)
,

donde Det denota al determinante de la función de Weingarten inversa.

2.4.1. Direcciones principales y curvaturas principales

Para calcular Det(dγ|u) es importante calcular e interpretar geométricamente los

eigenvalores y eigenvectores de este endomorfismo lineal.

Consideremos un punto p ∈ bdC con vector normal unitario u ∈ S2, es decir tal que

p = γ(u). Sea H un plano normal a C por p en la dirección de u, entonces existe una
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dirección w ∈ S2 que corresponde a un vector tangente a bdC en p contenido en H, esto

es, el plano H es generado por las direcciones u y w. Sea Π : R3 → H la proyección

ortogonal en la dirección perpendicular a w. De ésta forma, la frontera de Π(C) es una

curva plana contenida en H que pasa por p. Cada dirección ortogonal a u determina una

curva plana que pasa por p, denotemos ρw al radio de curvatura de Π(C) en p.

Como Πγ : S2 ∩ H → H es una parametrización de la curva bd Π(C) y para cada

v ∈ S2∩H el vector normal unitario de de Πγ(v) es precisamente v, tenemos que el radio

de curvatura de bd Π(C) en u es la derivada de Πγ : S2 ∩H → H, que por definición es

〈dγ|u(w), w〉. Por lo tanto

ρw = 〈dγ|u(w), w〉.

A los valores máximo y mı́nimo de ρw, para las direcciones w ortogonales a u, los de-

notamos ρ1 y ρ2 y los llamamos los radios de curvatura principales en p. A las direcciones

en donde alcanzan estos valores extremos les llamaremos direcciones principales.

De hecho tenemos la siguiente igualdad

ρw = ρ1 cos2 θ + ρ2 sen2 θ,

donde θ es el ángulo formado por w y la dirección principal máxima.

Si v1 y v2 son los eigenvectores de dγ|u y λ1, λ2 sus respectivos eigenvalores entonces

dγ|u(vi) = λivi, i = 1, 2,

esto implica que ρvi = 〈dλ|u(vi), vi〉 = λi y por lo tanto ρi = λi, para i = 1, 2. Además,

θ es el ángulo entre w y la dirección principal máxima, entonces w = v1 cos θ+ v2 sen θ y

ρw = 〈v1ρ1 cos θ + v2ρ2 sen θ, v1 cos θ + v2 sen θ〉 = ρ1 cos2 θ + ρ2 sen2 θ.

Por lo anterior tenemos que los radios de curvatura principales son los eigenvalores

de la función de Weingarten inversa; más aún, tenemos que

Det(γ|u) = ρ1ρ2

y entonces

κC(p) =
1

ρ1ρ2
.

2.4.2. El teorema de Euler

Estamos interesados en la curvatura de las secciones normales de bdC, para esto

consideramos la función de Gauss Γ : bdC → S2, que asigna continuamente a cada
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punto p ∈ bdC el vector normal correspondiente; su derivada dΓ|p es un endomorfismo

lineal conocido como la función de Weingarten.

El siguiente resultado es consecuencia del hecho de que Γ = γ−1.

Teorema 2.4.1. Los eigenvalores y eigenvectores de la función de Weingarten son las

curvaturas principales 1/ρ1 y 1/ρ2 y las direcciones principales de bdC en p. Además, el

determinante de dΓ|p es igual a la curvatura Gaussiana de bdC en p.

Sabemos que un plano normal por p ∈ bdC contiene al vector normal Γ(p) y está

determinado por un vector tangente a C en p. Cada plano normal interseca a bdC en

una curva a la que llamamos sección normal. Cada una de estas curvas que contienen a p

dependen del plano normal y en general su curvatura en p será distinta para cada plano

normal.

Queremos demostrar ahora que, si κ1 denota la curvatura normal máxima y κ2 denota

la curvatura normal mı́nima, entonces estos valores extremos se alcanzan en las direc-

ciones principales y que κ1 = 1/ρ1 y κ2 = 1/ρ2. De ésta manera, la curvatura de cada

sección normal está determinada por las direcciones y las curvaturas principales, es decir,

κ1 = 1/ρ1 y κ2 = 1/ρ2.

De lo anterior se concluye que la curvatura en p de cada sección normal está com-

pletamente determinada las curvaturas las direcciones principales. Para cada vector w

tangente unitario a bdC en p, vamos a denotar κw a la curvatura de H ∩ bdC en p,

donde H es el vector normal determinado por Γ(p) y w.

Teorema 2.4.2 (Teorema de Euler de la curvatura). Sea C ⊂ R3 un cuerpo convexo

cuya frontera es dos veces diferenciable y sea p ∈ bdC. Entonces

κw = κ1 cos2 θ + κ2 sen2 θ,

donde θ es el ángulo formado por w y la dirección principal máxima.

Demostración. Para cualquier plano normal H en la dirección w, consideremos la función

g : bdC ∩H → S2 ∩H

de tal manera que para cada punto q ∈ bdC ∩ H se define g(q) =
ΠΓ(q)

|ΠΓ(q)|
, donde

Π : R3 → H es la proyección ortogonal sobre H. Observemos que el vector normal

unitario de la curva bdC ∩H en q es precisamente g(q) ∈ H y entonces

dg|p = 〈dΓ|p(w), w〉 = κw.
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Si v1 y v2 son las direcciones principales entonces w = v1 cos θ+v2 sen θ y por el Teorema

2.4.1 tenemos dΓ|p(w) = v1κ1 cos θ + v2κ2 sen θ. Por lo tanto κw = κ1 cos2 θ + κ2 sen2 θ.

Corolario 2.4.3. Sea C ⊂ R3 un cuerpo convexo con frontera dos veces diferenciable,

p ∈ bdC, κC(p) la curvatura Gaussiana de bdC en p y w un vector unitario tangente a

C en p. Entonces
κw
ρw̃

= κC(p),

donde w̃ es el vector en el espacio tangente de C en p ortogonal a w.

Demostración. Sea w un vector tangente a C en p. Entonces

κw
κC(p)

=
κ1 cos2 θ + κ2 sen2 θ

κ1κ2
,

donde θ es el ángulo entre w y la dirección principal máxima. Entonces

κw
κC(p)

= ρ2 cos2 θ + ρ1 sen2 θ = ρ1 cos2
(
θ +

π

2

)
+ ρ2 sen2

(
θ +

π

2

)
= w̃

Las curvas que resultan importantes en este trabajo son las cónicas y en particular

las elipses. Salvo una traslación y una rotación del plano podemos parametrizar a una

elipse E en el plano de la siguiente forma

γ(t) = (a cos t, b sen t), 0 ≤ t ≤ 2π,

en donde a y b son las longitudes de los ejes principales de E. De esta forma, la curvatura

de la elipse E en el punto γ(t), t ∈ [0, 2π], esta dada por

κ(t) =
ab

(a2 sen2 t+ b2 cos2 t)
3
2

(2.5)

Observación 2.4.1. De la ecuación 2.5 podemos deducir que la curvatura en los extremos

de los ejes es

κ(0) = κ(π) =
a

b2
y κ(π/2) = κ(3π/2) =

b

a2

De lo anterior concluimos que si dos elipses E1 y E2 tienen uno de sus ejes principales

de longitud a y la curvatura en alguno de los extremos del eje es la misma para ambas

elipses entonces E1 = E2.





Caṕıtulo 3

Resultados principales

Sea K un cuerpo convexo en el espacio euclidiano R3 y supongamos que dado un

número real α > 0 se satisface que para cada ĺınea soporte L de K hay un plano H tal

que L ⊂ H y H ∩ bd K es una elipse de área al menos α. Bianchi y Gruber demuestran

en [8] que K debe ser un elipsoide. Esta caracterización requiere que para cada punto p

en la frontera de K exista una cantidad infinita de secciones por el punto p.

En esta tesis estudiamos cuerpos convexos cuya frontera contiene una gran cantidad

de elipses y a través de este estudio dimos algunas caracterizaciones del elipsoide en donde

para cada punto p en la frontera de K existe una cantidad finita de secciones eĺıpticas

por p.

3.1. Dos secciones eĺıpticas por un punto.

Para el cuerpo convexo

C = {(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + (z − 1)2 ≤ 1 y x2 + y2 + z2 ≤ 1},

mostrado en la Ejemplo 1.2.1 es posible encontrar dos secciones eĺıpticas por cada punto

en su frontera. Si p ∈ bd y p no pertenece al plano z = 1/2 entonces consideramos

dos ĺınea L1 y L2 contenidas en el plano z = 1/2 entones el plano H1 determinado por

p y L1 y el plano determinado por p y L2 intersectan a bdK en ćırculos. Los puntos

q ∈ bdC contenidos en el plano z = 1/2 pertenecen al circulo de radio
√

3/2 con centro

en (0, 0, 1/2) contenido en z = 1/2, otra sección eĺıptica por q se obtiene considerando la

ĺınea L tangente en q al ćırculo, si q′ ∈ bdK no pertenece al plano z = 1/2 entonces p′

y L determinan un plano que intersecta a bdK en un ćırculo.

27
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Entonces es necesario imponer más condiciones para asegurar que dos secciones eĺıpti-

cas, por cada punto en la frontera del convexo, son suficientes para demostrar que la

frontera del convexo es un elipsoide. Aqúı es en donde utilizamos los sistemas de ĺıneas

en R3.

Teorema 3.1.1. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo y α un número real positivo. Si existe

L un sistema de ĺıneas continuo tal que el centro de L está contenido en el interior de

K y para cada L en L existen planos H1, H2 que determinan un ángulo al menos α,

H1 ∩H2 = L y K ∩Hi es una sección eĺıptica, para i = 1, 2. Entonces K es un elipsoide.

Demostración. Sea p ∈ bdK, por hipótesis existe L ∈ L y dos planos H1 y H2 tales que

p ∈ L, L = H1 ∩H2 y Ei = K ∩Hi es una sección eĺıptica, para i = 1, 2.

Por el Lema 2.2.3 existe Lv ∈ L tal que L ∩ Lv es un punto en intK y al menos una

de las secciones por v es distinta de E1 y E2, llamemos a esta sección E3. Además, como

L y Lv se intersecan en el interior de K tenemos que la sección E3 es transversal a E1 y

E2, el Lema 2.1.4 implica que bdE3 tiene dos puntos en común con bdEi, para i = 1, 2.

Vamos a verificar que existe una cuádrica que contiene a bdEi para i = 1, 2, 3.

Tomemos bdE1∩bdE2 = {p, p′} y para cada i = 1, 2 bdEi∩bdE3 = {pi3, p′i3}. Además

elegimos pi ∈ bdEi distinto de p, p′, pi3 y p′i3 para i = 1, 2 (Figura 3.1).

p23

p3

p2

p

p′

p1

p13

p′13

p′23

Figura 3.1



CAPÍTULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES 29

Sea Hp el plano soporte de K por p y Hp′ el plano soporte de K por p′, consideremos

p4, p5 ∈ Hp no colineales con p y p′4, p
′
5 ∈ Hp′ no colineales con p′. Entonces por el Lema

2.3.2 los puntos p, p′, p1, p2, p3, p4, p5, p
′
4 y p′5 determinan una única cuádrica Q.

Sea `i = Hp ∩Hi y `′i = Hp′ ∩Hi, i = 1, 2, 3. Entonces `i es la ĺınea tangente a bdEi

en p y `′i es la ĺınea tangente a bdEi en p′. Esto implica que bdEi y la cónica Q ∩ Hi

comparten ĺınea tangente en p y p′, además tienen un punto en común pi; por el Lema

2.3.1 tenemos que bdEi = Q ∩Hi y por lo tanto bdEi ⊂ Q, para i = 1, 2, 3.

Ahora vamos a demostrar que existe N vecindad de p tal que bdK∩N está contenida

en Q. Supongamos que no existe tal vecindad, entonces existe una sucesión {qn}n∈N
contenida en bdK \Q tal que ĺım

n→∞
qn = p.

Por definición, para cada n ∈ N existe una única ĺınea en L que pasa por qn. Denote-

mos Ln a la ĺınea de L que pasa por qn, un el vector paralelo a Ln y u el vector paralelo

a L; por la continuidad de δ las direcciones un convergen a u y dada la convergencia de

la sucesión {qn}n∈N podemos concluir que las ĺıneas Ln convergen a L.

Sea n ∈ N, consideremos los planos Γ1 y Γ2 determinados por la ĺınea Ln y pi3 y

pi3
′, respectivamente (Figura 3.2). De esta manera, al ángulo que forman Γ1 y Γ2 le

llamaremos αn.
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αn

p′i3

pi3

Γ1

LnL

Γ2

bdEi

Figura 3.2

La convergencia de las ĺıneas Ln implica ĺım
n→∞

αn = 0. Entonces existe ki ∈ N tal que

para n ≥ ki se cumple αn < α. Esto significa que al menos una de las secciones eĺıpticas

por qn satisface que su frontera tiene dos puntos en común con bdEi, distintos de p y

p′, y también tiene dos puntos en común con bdE3. De esta forma existe k ∈ N tal que

para m > k hay un plano Hm que determina una sección eĺıptica Fm por qm tal que

bdFm tiene cinco puntos en común con Q, entonces la elipse bdFm y la cónica Hm ∩Q
coinciden. Esto implica que qm ∈ Q lo cual es una contradicción.

Por lo tanto existe una vecindad N de p tal que N ∩ bdK ⊂ Q.

Como p es arbitrario podemos concluir que existe una cubierta abierta de bdK,

donde cada elemento de la cubierta es un abierto de una cuádrica; la compacidad de

K nos permite cubrir bdK con un número finito de estas vecindades. La conexidad de

bdK implica que los elementos de la subcubierta finita tienen intersección no vaćıa. Por

otro lado dos cuádricas que coinciden en un abierto relativo de bdK deben ser la misma

cuádrica, entonces bdK es una cuádrica. Por lo tanto K es un elipsoide.

Si en la hipótesis del Teorema 3.1.1 consideramos la colección de ĺıneas diametrales
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de K entonces también podemos demostrar que bdK es un elipsoide. Para esto vamos

a demostrar que una sucesión convergente de ĺıneas diametrales converge a una ĺınea

diametral.

Teorema 3.1.2. Sea K ⊂ R3 un cuerpo estrictamente convexo y suave y α un núme-

ro real positivo. Supongamos que para cada ĺınea diametral de K existen dos secciones

eĺıpticas las cuales determinan un ángulo al menos α, entonces bdK es un elipsoide.

Demostración. Sea p ∈ bdK, por el Lema 2.1.3 existe una ĺınea diametral L por p. Por

hipótesis existen dos planos H1 y H2 tales que L = H1∩H2 y Ei = K ∩Hi es una sección

eĺıptica, i = 1, 2.

Vamos a demostrar que existe una única cuádrica Q tal que p ∈ Q.

Sea u la dirección perpendicular al plano H1, por el Lema 2.1.3 existe una ĺınea

diametral Lu paralela a u. Si Lu pasa por el interior de E1 entonces las secciones eĺıpticas

F1 y F2 determinadas por Lu son transversales a E1 y los puntos en común de bdF1

con bdE1 son distintos de los puntos en común de bdF2 con bdE1. Si la ĺınea diametral

intersecta a la frontera de E1 entonces consideremos un punto p′ en el interior de E1;

por el Lema 2.1.3 existe una ĺınea diametral L′ que pasa por p′, entonces las secciones

eĺıpticas F ′1 y F ′2, determinadas por L′, son transversales a E1 y si la ĺınea L′ no está

contenida en H también se cumple que bdF ′1 ∩ bdE1 6= bdF ′2 ∩ bdE1.

Si L′ ⊂ H entonces tenemos que bdF ′1∩bdE1 = bdF ′2∩bdE1, en este caso observemos

que L′ también es cuerda diametral de la elipse E1; además, en el resultado 4.2 de [14]

se afirma que si un cuerpo estrictamente convexo K ⊂ Rn tiene un centro entonces

existe un punto x ∈ intK tal que todas las cuerdas diametrales de K contienen a x.

Como E1 tiene centro podemos afirmar que L′ y L se cortan en el interior de K, esto

significa que que las secciones eĺıpticas determinadas por L′ son transversales a E2 y

bdF ′1 ∩ bdE2 6= bdF ′2 ∩ bdE2.

En cualquier caso tenemos tres secciones eĺıpticas transversales tales que las intersec-

ciones de sus fronteras determinan seis puntos distintos (Figura 3.1), de la misma forma

que en la demostración del Teorema 3.1.1 podemos concluir que existe una única cuádrica

Q que contiene a las tres secciones eĺıpticas, como Q contiene a E1 o contiene a E2 se

tiene que p ∈ Q.

Para demostrar que hay una vecindad N de p relativa a bdK contenida en Q su-

pongamos que no existe N , entonces existe una sucesión {qn}n∈N contenida en bdK \Q
tal que ĺım

n→∞
qn = p. Por el Lema 2.1.3 para cada n ∈ N hay una ĺınea diametral Ln

que pasa por qn y por el Lema 2.2.5 podemos concluir que las ĺıneas Ln convergen a la
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ĺınea diametral por p. De la misma manera que en la demostración del Teorema 3.1.1, la

convergencia de las ĺıneas diametrales implica que existe k ∈ N tal que para m > k los

puntos qm pertenecen a Q y esta contradicción demuestra la existencia de la vecindad N .

Aśı como en el Teorema 3.1.1 podemos concluir que bdK es un elipsoide.

Motivado por el hecho de que para cada diámetro de un elipsoide existen dos secciones

de la misma área, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.3. Sea K ⊂ R3 un cuerpo estrictamente convexo y suave y α un número

real positivo. Supongamos que por cada ĺınea diametral existen tres secciones eĺıpticas de

la misma área y que determinan un ángulo al menos α. Entonces bdK es una esfera.

Demostración. Por el Teorema 3.1.2 tenemos que bdK es un elipsoide. Sean a, b y c las

longitudes de los ejes principales de bdK de tal manera que a ≤ b ≤ c y llamemos L al

eje de longitud b. Por hipótesis hay tres secciones eĺıpticas E1, E2 y E3 con áreas iguales y

cada elipse tiene a L como uno de sus semiejes. Para cada i = 1, 2, 3 sea ai la longitud del

eje de Ei distinto de L, cada uno de estos ejes está contenido en el plano perpendicular a

L que pasa por el punto medio de L. Además, para cada i = 1, 2, 3 el área de Ei es igual

a πaib, esto implica que a1 = a2 = a3, entonces la sección que contiene al centro de K

y es ortogonal a la dirección de L es un ćırculo. Esto implica que los ejes principales del

elipsoide bdK tienen la misma longitud.

3.2. Cuatro secciones eĺıpticas por un punto.

En el Ejemplo 1.2 presentamos el cuerpo convexo

D =
{

(x, y, z) ∈ R3|x2 + y2 + z2 ≤ 1 y
x2

4
+ y2 + 2z2 ≤ 1

}
,

si q ∈ bdD entonces q pertenece a la esfera unitaria o al elipsoide
x2

4
+ y2 + 2z2 = 1.
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Figura 3.3

La ĺınea L dada por x = z = 0 y cada punto q ∈ bdD determinan un plano que

intersecta a bdD en un ćırculo o en una elipse. Sin embargo, en los puntos de bdD

contenidos en los planos z =
√
3
2
x y z = −

√
3
2
x el cuerpo convexo no es suave (Figura

3.3). Sea L ∩ bdD = {p1, p2} entonces para toda vecindad Ni de pi, i = 1, 2, existen

puntos de bdK ∩Ni en donde K no es suave.

Ejemplo 3.2.1. Sea S1 la esfera unitaria en R3 con centro en el origen y S2 la superficie

determinada por x2 + y2 + z2 + 5/4 xyz = 1. Tenemos que p = (0, 0, 1) pertenece a ambas

superficies y los planos x = 0 y y = 0 intersectan a ambas superficies ćırculos de radio

uno. Esto significa que la curvaturas normales de S1 y S2 en p coinciden en las direcciones

u = (1, 0, 0) y v = (0, 1, 0).
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p
S1

S2

Figura 3.4

Dadas dos superficies en R3 con un punto en común p, si las curvaturas normales en

p coinciden para tres direcciones entonces las curvaturas normales en p coinciden para

toda dirección.

Teorema 3.2.1. Sean M1 y M2 dos superficies tales que M1∩M2 6= ∅. Supongamos que

el espacio tangente de M1 y el de M2 coinciden para al algún p ∈ M1 ∩M2. Si existen

tres direcciones distintas para las cuales la curvatura normal seccional en p de M1 y M2

coinciden, entonces las curvaturas normales seccionales de M1 y M2 en p coinciden en

todas las direcciones.

Demostración. Supongamos que la formula de Euler para M1 esta dada por

κ1 cos2(θ) + κ2 sin2(θ) (3.1)

y para M2 esta dada por

κ′1 cos2(θ − θ0) + κ′2 sin2(θ − θ0). (3.2)
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Asumamos que la función determinada por la diferencia de 1.5 y 1.6 es igual a cero

para tres diferente valores. Simplificando esta función, sustituyendo cos2(x) y sin2(x) por

sus expresiones correspondientes de la forma cos(2x) y sin(2x), obtenemos una expresión

de la forma

A+B cos(2θ) + C sin(2θ) (3.3)

donde A,B y C solo dependen de las curvaturas principales y el ángulo θ0.

Como θ esta en el ćırculo unitario, el número de ceros de 1.7 está acotado por la

cantidad de puntos cŕıticos y podemos asumir que la expresión

C cos(2θ)−B sin(2θ)

tiene al menos tres ceros.

Esto implica que A + B cos(2θ) + C sin(2θ) = 0, entonces las curvaturas seccionales

de M1 y M2 coinciden en cada dirección.

Teorema 3.2.2. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo con frontera C2-diferenciable y sea

α > 0. Supongamos que para cada p ∈ bdK existen 4 planos Hp1, Hp2, Hp3, Hp4 que

satisfacen las siguientes condiciones:

Hpj ∩ bdK es una elipse Epj con área mayor que α > 0, j = 1, 2, 3, 4,

Para 1 ≤ i < j ≤ 4, las elipses Epi y Epj no son tangentes.

Entonces bdK es un elipsoide.

Demostración. Probaremos que localmente, bdK es una cuádrica.

Sea p ∈ bdK, entonces la ĺınea Lij = Hpi ∩Hpj interseca el interior de K, porque las

secciones que detrminan las elipses Epi y Epj son transversales. Para 1 ≤ i < j ≤ 4, sea

{p, pij} = Epi ∩ Epj = Lij ∩ bdK.

Vamos a demostrar que existe una cuádrica Q que contiene las elipses Ep1 , Ep2 , Ep3 y

Ep4 y a partir de esto mostraremos que Q coincide con bdK en una vecindad de p.

Para probar que Ep1 , Ep2 , Ep3 , Ep4 están contenidas en Q, seguiremos algunas ideas

de Gruber y Bianchi en [8].

Dado p ∈ bdK, sea Hp el plano soporte de K en p y Lpi = Hpi ∩Hp, i = 1, . . . , 4.
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Caso a) Todas las secciones que determinan las elipses Ep1 , Ep2 , Ep3 , Ep4 son trans-

versales (Figura 3.5).

p

p12

p13
p23

E1

E2

E3

E4

p14

p24

p34

Figura 3.5

Entonces hay seis puntos distintos pij ∈ bdK, 1 ≤ i < j ≤ 4. Por el Lema 2.3.2 existe

una única cuádrica Q con tangente Hp en p y que contiene a estos puntos.

Sea F1 = Q ∩Hp1 , F1 es la cónica contenida en Q con ĺınea tangente Lp1 en p y que

contiene los tres puntos p12, p13, p14. Por el Lema 2.3.1 tenemos que F1 = Q∩Hp1 = Ep1 .

De manera similar se demuestra que las elipses Ep2 , Ep3 , y Ep4 están contenidas en Q.

Caso b) Tres de los planos Hp1 , Hp2 , Hp3 , Hp4 tienen una ĺınea en común (Figura 3.6).
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Figura 3.6

Sin pérdida de generalidad, supongamos que L = Hp1∩Hp2∩Hp3 y q = p12 = p13 = p23.

Sea Hp el plano soporte de K en p y sea Hq el plano soporte de K en q, por el Lema 2.3

existe una única cuádrica Q con tangente Hp en p, tangente Hq en q y que contiene los

puntos pi ∈ Epi , i = 1, 2, 3, distintos de p y q.

Ahora, para i = 1, 2, 3, Fi = Q∩Hpi es la cónica contenida en Hpi , tangente a Lpi en

p, tangente a Hq ∩Hpi en q y que contiene al punto pi. Por el Lema 2.3.1 tenemos que

Epi = Fi entonces la elipse Epi está contenida en Q, para i = 1, 2, 3.

Para el caso de Ep4 consideremos la cónica F4 = Q ∩ Hp4 , F4 ⊂ Hp4 tiene tangente

Lp4 en p y contiene los tres puntos p14, p24, y p34. Por el Lema 2.3.1 podemos concluir

que F4 = Ep4 y por lo tanto Ep4 ⊂ Q.

Hasta ahora bastaŕıa considerar un cuerpo convexo suave pues no hemos utilizado

que la frontera de K es dos veces continuamente diferenciable, aunque la cuádrica Q la

construiremos de la misma forma que en el caso anterior, para demostrar que la elipse

Ep4 está contenida en Q usaremos el Teorema 3.2.1.

Caso c) Los planos Hp1 , Hp2 , Hp3 , Hp4 tienen una ĺınea en común (Figura 3.7).
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Figura 3.7

Como en el caso b) sea L = Hp1 ∩Hp2 ∩Hp3 ∩Hp4 , L ∩ bdK = {p, q} y Hq el plano

soporte de K en q. Salvo una transformación proyectiva podemos asumir, sin pérdida de

generalidad, que Hp es paralelo a Hq y que L es ortogonal a ambos planos.

De la misma forma que en la parte b) podemos asumir que existe una única cuádrica

Q que contiene a las elipses Ep1 , Ep2 , Ep3 .

Por el Teorema 3.2.1, sabemos que la curvatura seccional en tres diferentes direcciones

determina la curvatura en todas las direcciones, es decir, la curvatura en p de las elipses

Ep1 , Ep2 y Ep3 determinan la curvatura en p de cualquier curva contenida en la frontera

de K y de cualquier curva contenida en Q.

Sea F4 = Q ∩Hp4 , Lp = Hp ∩Hp4 y Lq = Hq ∩Hp4 ; dado que F4 tiene dos tangentes

paralelas Lp y Lq y Q es no degenerada podemos asumir que F4 es una elipse, además F4

y Ep4 tienen al segmento [p, q] como uno de sus dejes principales. Entonces F4 y Ep4 son

dos elipses contenidas en Hp4 que comparten uno de sus ejes principales, más aún, por

el Teorema 3.2.1 tenemos que la curvatura de F4 en p es igual a la curvatura de Ep4 en
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p. La observación 2.4.1 nos permite concluir que F4 y E4 tienen sus dos ejes principales

iguales y esto implica que F4 = Ep4 , por lo tanto Ep4 ⊂ Q.

Finalmente podemos demostrar que existe una vecindad U de p en bdK tal que

U ⊂ Q.

Supongamos que no existe dicha vecindad de p, entonces existe una sucesión de puntos

{ri}i∈N ⊂ bdK \Q que converge a p.

Cada ri y L determinan un plano Hri , por hipótesis Hri ∩ bdK es una elipse Eri con

área mayor que α. Considerando una subsucesión de {ri}i∈N, renumerando si es necesario,

podemos asumir que los planos Hri convergen a un plano H que contiene a p.

El hecho de que para todo i ∈ N la elipse Eri tiene área mayor que α > 0 implica que

H no es un plano tangente de K, de esta manera Lp = H ∩Hp es una ĺınea soporte de

K. Podemos asumir, sin perdida de generalidad, que Lp 6= Lp1 , Lp2 , Lp3 , aśı el plano H

intersecta cada una de las elipses E1, E2, E3 en dos puntos. Como los planos Hqi convergen

a H podemos elegir n0 tal que si n > n0, entonces Hqn intersecta a la elipse Epj en dos

puntos distintos, para j = 1, 2, 3.

Como las cónicas Eqn y Q ∩ Hqn tienen al menos cinco puntos en común deben

coincidir. Esto implica que rn ∈ Q para todo n > n0, lo cual contradice que ri ∈ bdK \Q
para todo i ∈ N. Esta contradicción demuestra que existe una vecindad U de p relativa

a bdK contenida en Q.

Como bdK es compacto, conexo y localmente una cuádrica, podemos concluir que

bdK es un elipsoide.

Finalmente, usando el Teorema 3.2.1 y algunas de las ideas del caso c) de la demos-

tración anterior, podemos demostrar el siguiente resultado que mejora el teorema 2.1 de

[1] en el caso tridimensional.

Teorema 3.2.3. Sea K ⊂ R3 un cuerpo convexo y sea L una ĺınea que pasa por el

interior de K. Supongamos que existe un punto p ∈ L ∩ bdK tal que bdK es C2-

diferenciable en una vecindad de p. Si H ∩ bdK es una elipse para cada plano H que

contiene a L entonces bdK es un elipsoide.

Demostración. Sean Hi, i = 1, 2, 3, planos que contienen a L; por hipótesis tenemos que

Ei = Hi ∩ bdK son elipses, i = 1, 2, 3. Sean p y q los puntos de intersección de L con

bdK y llamemos Hp y Hq los planos soporte de K por p y q respectivamente. Además,
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salvo una transformación af́ın, podemos asumir que Hp y Hq son paralelos y que L es

perpendicular a ambos planos.

Como en el teorema anterior, sea Q la cuádrica que contiene a las elipses Ei, i = 1, 2, 3,

y tiene a Hp y Hq como planos tangentes. Sea p′ ∈ bdK de tal manera que p′ no está

contenido en Ei, i = 1, 2, 3, entonces L y p′ determinan un plano H ′ que tiene intersección

no vaćıa con Q. De esta forma, las cónicas H ′∩bdK y H ′∩Q tienen ĺıneas tangentes en

común por p y q y por el Teorema 3.2.1 tienen la misma curvatura en p; por lo anterior

podemos concluir que H ′ ∩ bdK = H ′ ∩Q y por lo tanto p′ ∈ Q.

Como p′ es arbitrario hemos demostrado que bdK ⊆ Q por lo tanto bdK es un

elipsoide.
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