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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Antecedentes

Un resultado muy conocido, no tan dificil de demostrar, establece que dado un cuerpo
convexo K € R"”, si todas las secciones de la frontera de K determinadas por hiperplanos

son elipsoides entonces bd K es un elipsoide [7].

En 1976 G.R. Burton [5] presenta la siguiente caracterizacién del elipsoide en el espacio

euclidiano:

Sean K un cuerpo convero y p un punto en el espacio euclidiano R™ tales que cada
seccion de K, distinta del vacio, determinada por un plano a través de p es una elipse.

Entonces K es un elipsoide.

En R? las hipétesis de Burton implican que esencialmente hay tantas secciones elipti-

cas como puntos en la esfera.

El cuerpo A (Figura 1.1) siguiente resulta interesante porque su frontera no contiene
ningin abierto que sea una cuadrica [1]. Sin embargo, si consideramos la linea L que pasa
por el punto (0,0,1) en la direccién del vector (0,1,0) entonces L toca la frontera del

convexo en el punto (0,0,1) y cada plano que contiene a L corta a bd A en una elipse.
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Figura 1.1
A={(z,y,2) eR3|2*(z — 1)+’ (z+2—1)+z2(x+2—-1)*>0y2x+2 < 1}

El ejemplo anterior muestra que no es suficiente considerar todas las secciones que
pasan por una linea para concluir que la frontera del cuerpo convexo es un elipsoide. Sin
embargo, en 2006 Alonso y Martin [1] resuelven el problema considerando dos lineas. En

el caso de R? el teorema dice lo siguiente:

Sean K C R3 un cuerpo convexo y Ly y Ly dos lineas tales que L, tiene interseccion
vacia con el interior de K. St todos los planos que contienen a L;, i = 1,2, intersecan la

frontera de K en una elipse entonces la frontera de K es un elipsoide.
En 1987 P. M. Gruber y G. Bianchi [8] demuestran lo siguiente:

Sea K un cuerpo convexo en el espacio euclidiano R?® y supongamos que existe oo > 0
tal que para cada L linea soporte de K hay un plano H tal que L C H y H Nbd K es

una elipse de drea al menos . Entonces K es un elipsoide.

En el teorema anterior para cada punto p en la frontera de K se tiene que, para cada
linea soporte por p, hay un plano que contiene a la linea y corta la frontera del convexo
en una elipse. Lo anterior significa que para cada punto p en la frontera de K se necesita

una seccién eliptica por cada direccién contenida en el plano soporte por p.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

1.0

05

0.0

-1.0 "
107

00"
)

051

|
-1.0

Lo

00

Figura 1.2
B={224+9y*+24+ayz<1|-1<2<1, -1<y<1, -1<2<1}

El cuerpo convexo B (Figura 1.2) es suave y tiene la propiedad de que todas las
secciones planas paralelas a los planos z = 0, ¥ = 0 y z = 0 son secciones elipticas
[2]. Esto significa que para cada punto en la frontera de B hay tres secciones elipticas
transversales excepto para los puntos (£+1,0,0), (0,£1,0), (0,0, £1).

Por otro lado, hay muchas caracterizaciones geométricas de la esfera en R? a través
de secciones circulares. Por ejemplo, en [16] Nobuko Takeuchi demuestra el siguiente
teorema:

Sea M una superficie en R3 simplemente conexa, completa y C™. Supongamos que,
a través de cada punto de M, existen tres circulos de R? contenidos en M. Entonces M

es una esfera o un plano.
Mas adelante, la misma Takeuchi y Miyaoka demuestran en [17] el siguiente resultado:

Una superficie en R? simplemente conexa, completa y C? que contiene dos circulos

transversales por cada punto debe ser un plano o una esfera.
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1.2. Descripcion del problema

Una de las formas en las que se pueden generalizar los resultados presentados en la
seccion 1.1 es reducir la cantidad de secciones elipticas en las hipdtesis del teorema. Esta
tesis estd motivada por el problema de determinar cuantas y bajo qué condiciones estas
secciones elipticas permiten concluir que la frontera de un cuerpo convexo es un elipsoide.

Vamos a presentar dos ejemplos de cuerpos convexos con muchas secciones elipticas.
Ejemplo 1.2.1. Consideremos el cuerpo convezo
C={(z,y,2) ER|>+ >+ (2 = 1)* <1 ya*+y*+ 22 <1}

que es la interseccion de dos bolas de radio 1 (Figura 1.3), cualquier linea L contenida
en el plano z = % que no intersecta el interior de C' satisface que todos los planos por L

intersectan a la frontera del cuerpo en un circulo. Sin embargo C' no es una esfera.

Figura 1.3

Ejemplo 1.2.2. El cuerpo convexo

2
D:{(:c,y,z)eR3]x2+y2+22§1 y%+y2+2z2§1}

es la interseccion de una bola de radio 1 con el cuerpo convexo cuya frontera es el elipsoide
2

% +y?+22% =1 (Figura 1.4), D tiene la propiedad de que cualquier plano que contenga
la linea L dada por x = z = 0 intersecta a la frontera de D en una elipse o en un circulo

pero B no es un elipsoide .
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Figura 1.4

Notemos que la linea L ademds de intersectar el interior de D intersecta su frontera

en un punto p tal que en toda vecindad de p hay puntos en donde el cuerpo no es suave.

En los ejemplos anteriores podemos cubrir la frontera de los convexos C'y D con
pedazos de superficies cuadricas. Sin embargo, los convexos no son suaves en los puntos
de interseccion de las superficies cuadricas.

Dado que un elipsoide es la imagen de una esfera bajo una transformacion afin, es
natural preguntarse si pueden darse caracterizaciones del elipsoide equivalentes a las de
la esfera. Los resultados de Takeuchi utilizan una caracterizacion de la esfera basada en
la nocion de curvatura, esto es, las tinicas superficies regulares totalmente umbilicas son
los planos y las esferas. Sin embargo, no hay una caracterizacién equivalente para los
elipsoides.

El teorema de Euler es un resultado sobre la curvatura de las superficies que establece,
para cada punto en la superficie, la existencia de curvaturas principales asociadas a dos

direcciones principales. La curvatura en cualquier direccién depende de las curvaturas
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principales.

Por nuestra parte establecimos y demostramos un resultado que permite determinar
la curvatura de una superficie diferenciable a partir de la curvatura en cualesquiera tres
direcciones. Este resultado es importante para demostrar que si para cada punto p € bd K

existen cuatro secciones elipticas entonces K es un elipsoide.

Teorema. Sea K C R3 un cuerpo convexo con frontera C?-diferenciable y sea o > 0.
Supongamos que para cada p € bd K existen 4 planos H,,, H,,, Hy,, Hy,, que satisfacen

las siguientes condiciones:

» H, Nbd K es una elipse E,, con drea mayor que o, j =1,2,3,4,

» Para 1 <i<j <4, las elipses Ep, y E, no son tangentes.
Entonces bd K es un elipsoide.

Otro de nuestros principales resultados permite generalizar el teorema de Alonso y
Martin en dimensién 3, esto es, las secciones por una linea L son suficientes cuando
la superficie determinada por la frontera del convexo satisface ciertas condiciones de
diferenciabilidad en una vecindad de L Nbd K.

Teorema. Sean K C R? un cuerpo convezo y L una linea que pasa por el interior de K
tal que hay una vecindad de p € LNbd K que es C*-diferenciable. Si todas las secciones

que contienen a L son elipticas entonces bd K es un elipsoide.

También abordaremos el problema considerando las secciones que contienen cuerdas
del cuerpo convexo. Por ejemplo las lineas diametrales han sido usadas para caracterizar
cuerpos convexos centralmente simétricos [14] y también cuerpos de ancho constante [13].

Definiremos ciertas colecciones de lineas que pasan por el interior del convexo para

demostrar lo siguiente:

Teorema. Sea K C R® un cuerpo convexo y o un nimero real positivo. Si existe L un
sistema de lineas continuo tal que el centro de L estd contenido en el interior de K y para
cada L en L existen planos Hy, Hy que determinan un dngulo de medida al menos «,

H NHy=L y KNH,; es una seccion eliptica, para i = 1,2. Entonces K es un elipsoide.

El hecho de que para cada linea en £ hay dos secciones elipticas significa que hay dos
secciones elipticas por cada punto en la frontera del cuerpo convexo.

Este resultado contrasta con el de Gruber y Bianchi [8] pues para cada punto en
la frontera se necesitan sélo dos secciones elipticas para asegurar que el convexo es un

elipsoide.
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1.3. Estructura de la tesis

En el capitulo 2 presentaremos las definiciones y resultados importantes para esta
tesis. Comenzaremos con la teoria de los cuerpos convexos en el espacio Euclidiano, nos
concentraremos en los planos y las lineas asociados a los cuerpos convexos, mas adelante
introduciremos los sistemas de lineas en R? y definiremos los sistemas de lineas en R3.
Ademas, revisaremos las propiedades de las superficies cuddricas que utilizaremos en la
demostracion de nuestros resultados principales. La tultima seccién esta dedicada a la
curvatura de las superficies y el teorema de Euler.

Finalmente, en el capitulo 3 expondremos las demostraciones de los resultados auxi-

liares y los resultados principales.






Capitulo 2
Preliminares

Trabajaremos en el espacio Euclidiano R"”, esto es, el espacio real afin de dimension
finita cuyo espacio lineal asociado es el espacio vectorial real de dimensién n; al producto
interno usual lo denotaremos por (-,-) y a la norma euclidiana la denotaremos por || - ||.
También consideraremos a R™ como espacio topologico con la topologia usual, denota-
remos al wnterior, la cerradura y la frontera de un conjunto en R™ como int, cl y bd,

respectivamente.

2.1. Convexidad

Aqui presentamos las nociones bésicas de convexidad utilizadas en esta tesis, para
la demostracion de algunos resultados y la notacién utilizada sigue los textos de P. M.
Gruber[8] y S. R. Lay[10].

Llamaremos cuerpo convero a un subconjunto de R™ convexo, compacto y con interior
distinto del vacio. Si la frontera del cuerpo convexo no contiene segmentos de linea diremos
que es estrictamente convero.

Si H C R™ es un subespacio lineal de dimension m, 1 < m < n — 1, entonces para
u € R™ el conjunto H + u es llamado subespacio afin de dimension m. Consideraremos a
las lineas en R™ como subespacios afines de dimension 1 mientras que a los de dimension 2
les llamaremos planos y a los de dimensién n—1 hiperplanos; en otro caso, les llamaremos
subespacios afines de dimensién k, 3 < k <n — 2.

Dado un conjunto S C R", el casco afin de S es el subespacio afin de dimension
minima que contiene a Sy la dimensién de S es la dimension de su casco afin.

Un hiperplano H = H + p esta determinado por una ecuacién lineal y un vector u
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distinto del origen y ortogonal a H:
H={zeR": (p,u) = (z,u)}.

En este caso diremos que H pasa por p y es ortogonal a u.

Al hiperplano H le asociamos dos subconjuntos cerrados de R" cuya frontera es H:
Hy = f{o € R": (u,0) > (up)} y Ho = {z € R": {u,2) < (u.p)}

a estos conjuntos les llamamos semiespacios cerrados determinados por H, de esta forma,

diremos que u es un vector normal exterior de H.

Definicién 2.1.1. Dado un conjunto convexo C' C R™ yp € bd C, un hiperplano H es un
hiperplano soporte de C en p sip € H y C estd contenido en alguno de los semiespacios

cerrados determinados por H.

Cuando C es un conjunto estrictamente convexo y H es un plano soporte por p € bd C'
se tiene que H N C = {p}.
El siguiente resultado sobre los cuerpos convexos fue probado por Carathéodory en

1907 y por Minkowski en 1910. Este resultado aparece como el Teorema 5.2 en [10].

Teorema 2.1.1. Sea C C R™ un conjunto convexo. Entonces por cada punto en la

frontera de C pasa al menos un hiperplano soporte.

Si un cuerpo convexo C' C R"™ satisface que para cada p € bd C' el hiperplano soporte
por p es tnico, diremos que C' es un cuerpo convero suave.

Un hiperplano soporte no es necesariamente tinico para cada p en la frontera de un
cuerpo convexo. Sin embargo, un vector u € S* determina de manera tinica un plano so-
porte ortogonal a u. Esta propiedad de los cuerpos convexos se verifica en la demostracion
del Teorema 4.1 en [§].

Teorema 2.1.2. Sea C' C R" un conjunto convexo y compacto. Entonces para cada

direccién u € S"™1 existe un 1inico hiperplano soporte de C con vector normal exterior u.

Definicién 2.1.2. Dado un conjunto convexo C C R™ yp € bdC a cualquier linea ¢ por
p tal que LN C C bdC la llamaremos linea soporte por p.

Definicién 2.1.3. Sea un conjunto convexo C' C R", p € bdC' y H un hiperplano soporte
por p. Si u es el vector normal exterior de H, a la linea ¢ que pasa por p en la direccion

u le llamaremos linea normal a C' por p en la direccion u.
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Por el Teorema 2.1.1 tenemos que para cada punto p en la frontera de un cuerpo
convexo K C R", existe al menos una linea normal a K por p. Si K es suave entonces la

linea normal a K por p es unica.

Definicién 2.1.4. Dado un conjunto convexo C' C R"™, sea H un subespacio afin de
dimension m, 1 < m <n —1, tal que H NintC' # &. En este caso diremos que H N C
es una seccion de C' de dimensiéon m. Cuando m = 2 diremos que H N C' es una seccidén

plana de C' y cuando m = 1 diremos que el segmento H N C' es una cuerda de C'.

Estéa claro que todas las secciones de un conjunto convexo son conjuntos convexos.
Ademas, si K C R" es un cuerpo convexo entonces cualquier seccién de K de dimension

m, con 1 < m < n, es un cuerpo convexo de dimension m.

Definicién 2.1.5. Una cuerda de un conjunto convexo C C R™ se llama cuerda diametral

o didmetro afin de C' si es una cuerda de longitud mdzxima paralela a una direccion dada.

El resultado 2.1 de [14] demuestra que si p y ¢ son los extremos de una cuerda
diametral de C' entonces los hiperplanos soporte por p y ¢ son paralelos. Cuando dichos
hiperplanos son perpendiculares a la cuerda diametral diremos que que la cuerda es una

binormal.

Definicién 2.1.6. Dado un conjunto convexo C' C R", si p y q son los extremos de una
cuerda diametral de C' entonces diremos que la linea que pasa por p y q es una linea
diametral de C'.

Dos propiedad importantes de las cuerdas diametrales de un cuerpo convexo se esta-

blecen en el resultado 3.2 y en el resultado 3.3 de [14].
Teorema 2.1.3. Sean K C R™ un cuerpo convexo. Entonces se satisface lo siquiente:

a) Siu es cualquier direccion en R™ entonces hay una cuerda diametral de K paralela

au

b) Sip es cualquier punto de bd K entonces hay una cuerda diametral que contiene a

p

Finalmente, definiremos una seccion eliptica y presentaremos una propiedad de las

secciones de los cuerpos convexos que sera importante para nuestros resultados.

Definicién 2.1.7. Sea K C R™ un cuerpo convexo y E una seccion plana de K. Sibd E

es una elipse diremos que E es una seccion eliptica de K.
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Definicién 2.1.8. Sean C' C R™ un cuerpo convero y Cy y Cs secciones de C tales
que C1 N Cy # . Diremos que Cy es transversal a Cy si intCy N intCy # &. Cuando
CiNCy C bdC diremos que Cy es tangente a Cj.

El siguiente lema nos da un criterio para saber cuando C; NbdC y Cy NbdC se

intersectan en exactamente dos puntos; esto es, cuando C; y C5 son transversales.

Lema 2.1.4. Sean C} y Cy secciones planas de un cuerpo convexo C' C R", determinadas
por los planos Hy y Hy respectivamente. Si C7 y Co son secciones transversales entonces
H N HyNC es una cuerda de C; st Cy y Cy son secciones tangentes entonces Hy N Hy

es una linea soporte de C'.

Demostracion. Sean C) y Cy secciones transversales de C', por definicion intC NintCy C
tC'y como ntCy NintCy C Hy N Hy tenemos que L = Hy N Hy pasa por el interior de
C', entonces como la linea L pasa por un punto interior de C' tenemos L Nbd C' = {p, ¢},
por lo tanto el segmento [p, q] = H; N Hy N C es una cuerda de C'.
Ahora, sean C; y C5 secciones tangentes de C'y L = Hy N H», tenemos que L NC =
C1 N Cy y por definicién C7 N Cy esta contenido en bd C' entonces L es una linea soporte
de C.
m

2.2. Sistemas de lineas

Siguiendo las ideas en [13] vamos a introducir el concepto de sistema de lineas que
son un tipo especial de colecciones de lineas en el plano. Estos sistemas de lineas se usan
en geometria convexa, por ejemplo, para el estudio de cuerpos de ancho constante y para
ciertas caracterizaciones de cuerpos centralmente simétricos. Ademads extenderemos la

nociéon de sistemas de lineas para lineas en R”.

2.2.1. Lineas en el plano

Recordemos que una funciéon f : R — R es Lipschitz si existe una constante ¢ tal que

para todo x y y se satisface | f(z) — f(y)| < c|lz — y.

Definicién 2.2.1. Sea p : R — R una funcion Lipschitz tal que p(x + 7) = —p(z) para

todo x € R. Para u(t) = (cost,sent), 0 <t < 2w, consideremos la linea

Ly = {x € B|(a, u(t)) = p(t)}.
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Diremos que la coleccion L de lineas Ly es un sistema de lineas exteriormente simple

y a la funcion p le llamaremos la funcion pedal de L.

Ejemplo 2.2.1. Sea K C R? un cuerpo convezo. El conjunto de lineas que dividen el drea
de K a la mitad son un sistema de lineas exteriormente simple, si K es estrictamente
convexo entonces las lineas que contienen las cuerdas diametrales de K son otro ejemplo

de éstas colecciones de lineas.

Lema 2.2.1. Dado un sistema de lineas exteriormente simple £ yp € R? entonces existe

una linea de L que pasa por p.

Demostracion. Supongamos que ninguna linea de £ pasa por p; podemos asumir que, sin

pérdida de generalidad, se satisface

(z,u(t)) > p(t)
y esto implica que
(z,ult+m)) < p(t+ m).

Entonces, por la continuidad de p, existe ty € (¢,¢ + ) tal que

(z, u(to)) = p(to),
por lo tanto p € Ly,. O

El Teorema 4.3.1 en [13] nos da una caracterizacién de los sistemas de lineas exterior-

mente simples.

Teorema 2.2.2. Una coleccién L de lineas en R? es exteriormente simple si y sdlo si

se satisfacen las siguientes condiciones:

a) Eziste exactamente una linea de L ortogonal a cada direccion u € St

b) El conjunto de los puntos de interseccion de cualesquiera dos lineas distintas de L

es un conjunto acotado

El nombre exteriormente simple se debe a que, para un circulo de radio suficientemente
grande, por cada punto en el exterior del circulo pasa una y sélo una linea de L.

El conjunto de puntos que son la interseccion de dos lineas distintas de £ no necesa-
riamente es un conjunto cerrado, puede no contener a todos sus puntos limite. Vamos a
denotar I(L) a la cerradura de los puntos que son la interseccion de dos lineas distintas
de L, entonces el conjunto I(L) es compacto. Al conjunto de puntos extremos de (L) lo

vamos a denotar Ext(L).
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Observacién 2.2.1. Sea L un sistema de lineas exteriormente simple. La condicion
sobre la funcion pedal de L implica que para cada 0 < t < 7w se tiene Ly = Ly, es
decir, no hay dos lineas paralelas en L. Entonces tres lineas en L son concurrentes o se
intersectan en tres puntos distintos, esto significa que I(L) consiste de un punto o no

estd contenido en una linea.

2.2.2. Lineas en R"
Ahora, para definir sistemas de lineas en R™ vamos a considerar una funcién
p: St 5 R"

tal que, a cada direccién u € S"7! le asigna p(u) € R" de manera continua.

Asi, para cada u € S"™! definimos la linea
L, ={p(u)+tu|teR}

y el hiperplano
ut = {zr € R" | (x,u) = 0}.

Observemos que L, es perpendicular a u® y L, N u* es la proyeccién ortogonal de

p(u) sobre ut.

Figura 2.1
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Definicién 2.2.2. Dada una funcién continua p : S*™' — R" si p(u) = p(—u) para todo
u € S entonces diremos que la coleccion L = {L, | uw € S*™'} es un sistema de lineas

en R™.

De la definicién anterior tenemos que dado un sistema de lineas £ para cada u € S"~!

existe una unica linea en L paralela a u.

Observacién 2.2.2. Dado un cuerpo estrictamente convexo K C R3 si L es la coleccion
de las lineas que contienen las cuerdas diametrales de K entonces hay exactamente una
linea en L paralela a w € S?. Por otro lado, para cada uw € S? tenemos que la linea en L

paralela a u coincide con la linea en L paralela a —u.

Definicién 2.2.3. Si L es un sistema de lineas en R™ al conjunto de los puntos que son

la interseccion de dos lineas distintas de la coleccion le llamaremos el centro de L.

Definicién 2.2.4. Dado un sistema de lineas L definimos la funcién § : S*1 — R"
tal que a cada vector u € S*71 le asignamos el punto §(u) € L, en donde se realiza la
distancia del origen a la linea L,. Si la funcion § es continua diremos que el sistema de

lineas es continuo.

Observacién 2.2.3. Sea L la coleccién de las lineas normales de S*. son un sistema de
lineas continuo. Para cada direccion hay unicamente una linea normal, ademds las lineas

normales concurren en el centro de la esfera.

Los sistemas de lineas continuos tienen una propiedad que serd importante para nues-
tros resultados, esto es, dada una linea L, en L existe una linea L, € L, con u # v, tal

que L, y L, tienen un punto en comun.

Lema 2.2.3. Sea £ un sistema de lineas continuo en R™. Entonces para cada v € S*~!

existe v € S*! ortogonal a u tal que las lineas L, y L, tienen interseccion no vacia.

Demostracién. Consideremos el hiperplano vt y supongamos sin perdida de generalidad
que
U’J_ - {(flfl,l'Q,...,CL’n) € R" | Ty = 0}

y que L, pasa por el origen. Definimos £, como el conjunto de lineas que son la proyeccion
ortogonal sobre u* de todas las lineas en £ paralelas a u', de esta manera £, es un sistema
de lineas en u™.

Definimos la funcién g : S* ! — R de la siguiente manera: a cada direccién w € S*1

le asignamos el numero real (w, z,,), donde w es el vector perpendicular a w contenido en
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ut y x,, es la proyeccién ortogonal sobre ut del punto §(w). Notemos que w y el vector
posicién del punto x,, son vectores paralelos.

Tenemos que ¢ es una funcién antipodal y dada la continuidad de ¢ tenemos que g
es continua. Entonces por el Teorema de Borsuk-Ulam existe v € S*~! tal que g(v) = 0,
esto significa que (v, z,) = 0 y esto implica que z, es el vector cero.

De lo anterior podemos concluir que la proyeccién ortogonal de L, € £ sobre u* pasa
por el origen, por lo tanto L, es una linea en £ que tiene intersecciéon no vacia con L,

]

Definicién 2.2.5. Dada una sucesion de puntos {q,} en R"™ y una sucesion de vectores
{un,} en S"1, sea £, la linea que pasa por q, en la direccion u,, para cada n € N. Si
lim ¢, = p y lim u, = u diremos que la sucesion {€, },en converge a la linea £ que pasa
n—oo n— o0

por p en la direccion u, y lo denotaremos por lim £, = (.
n—ro0

Usando algunos argumentos de la demostraciéon del Teorema 4.1 en [8] se puede de-
ducir que una sucesion convergente de lineas normales converge a una linea normal y que

una sucesion convergente de lineas diametrales converge a una linea diametral.

Lema 2.2.4. Sea K € R"™ un cuerpo convexo suave y para cada n € N sea £, la linea

normal por p, € bd K con direccion u,. St lim u, = u # 0 y limp, = p € bd K
n—oo n—oo

entonces {{,}nen converge a una linea normal de K.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad supongamos que el origen esta en int K. Sea
n € N, por definicién de linea normal tenemos que ¢,, pasa por el punto p, € bd K en la
direccién u,, de tal manera que u, es el vector normal exterior del plano soporte de K
en py.

Sea ¢ = lim ¢, entonces la linea ¢ pasa por p en la direccion u. Para demostrar que
les la linean;oosmal por p basta demostrar que H = {x € R™ : (u,z) = (u,p)} es plano
soporte de K.

Vamos demostrar que K esta contenido en alguno de los subespacios determinados
por H. Sea y € K, sin pérdida de generalidad supongamos que (u,,y) < (u,,p,) para
todo n € N, de esta forma tomando el limite en ambos lados de la desigualdad obtenemos
(u,y) < (u,p) por lo tantoy € H_ oy € H.

]

Lema 2.2.5. Sea K € R? un cuerpo estrictamente convero y suave, {gn}neny C bd K y

para cadan € N sea U, la linea diametral de K por p,. Si la sucesion {p,}nen converge a
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p € bd K entonces la sucesion de lineas diametrales {0, }nen converge a la linea diametral

por p.

Demostracion. Por el Lema 2.1.3 sabemos que para cada n € N hay una linea diametral
de K que pasa por p,. Sea u, el vector normal exterior unitario del plano soporte de K
por p,. Considerando una subsucesién y renumerando, si es necesario, podemos suponer
que lim wu, = u para algin u € S%. Por el Teorema 4.1 de [8] y como K es suave tenemos
que gl_?)(iano por p con normal exterior u es el plano soporte de K por p.

Ahora, para cada n € N sea ¢, € bd K tal que el segmento [p,,q,] es la cuerda
diametral de K por p,. De esta forma, para cada n € N —u,, es el vector normal exterior
del plano soporte de K por ¢,, ademas tenemos lim —u, = —u

Tomando una subsucesion y renumerando, ennc_a):()) de ser necesario, podemos suponer
que que lim ¢, = ¢ para algin g € bd K. Por el Teorema 4.1 de [8] tenemos que el plano
por g (:01r71I :}lgzztor normal exterior —u es el plano soporte de K por ¢. Entonces el segmento
[p, q] es la cuerda diametral de K por p

Finalmente, sea w, = p, — ¢, n € N entonces nh_}n(glo w, = p — q. Como w, es la

direccion de la linea /,, por el Teorema 2.2.4 concluimos que las lineas diametrales por

pn convergen a la linea diametral por p. O

2.3. Swuperficies Cuadricas

En esta seccién definiremos las superficies cuadricas y daremos algunas de las pro-
piedades que seran importantes para los resultados que presentaremos mas adelante. En
[4] ¥ los capitulos VI-IX de[11] se pueden consultar mas propiedades geométricas de las

cénicas y las superficies cuadricas.

2.3.1. Conicas

Una curva cuddrica o cénica es el conjunto de los puntos (1, z3) en R? que satisfacen

la ecuacion

CLHI% + GQQ.T% + A19T1T2 + blxl + ngEQ +c=0 (21)

donde al menos uno de los coeficientes a1, ass, a2 es distinto de cero, entonces podemos
asumir que en la ecuacién 2.1 alguno de los coeficientes de los términos cuadraticos es

igual a 1. La condicién de que la conica contenga un punto p determina una ecuacién
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lineal con cinco variables, de esta forma cinco puntos en el plano determinan de manera
unica una cénica. De la misma forma, la ecuacion de la linea tangente a la cénica en un
punto p determina una ecuaciéon lineal con cinco variables.

Derivando la implicitamente la ecuacién 2.1 respecto a la variable z; obtenemos

d.CCQ . 2@11331 + a0 + b1

d_951 a12%1 + 2a92 + by’

entonces la ecuacién de la linea tangente a la cénica en el punto p = (pi, p2) estd dada

por

2a11p1 + a12p2 + by
a12p1 + 2ag2ps + by

Ty — Po = — (1’1—1)1)

y reescribiendo la ecuacién anterior tenemos
201121 P1+2029ToPa+a12(T1 P2+ Top1 ) +b1 71 +baxa = 20117 +20a20p5+2a12p1pa+b1pr+T2po.
Sumando byp; 4 baps + 2¢ en ambos lados de la ecuacién obtenemos
2a1171p1 + 202279p2 + ar2(T1p2 + Tap1) + bi(z1 + p1) + ba(22 + pa) + 2¢ =

= 2(a11p} + ageps + a1apips + bipy + bopy + ),

el punto (p1,p2) pertenece a la cénica entonces satisface la ecuacién 2.1 y esto implica

que la ecuacién de la linea tangente a la cénica en el punto (p1, p2) se puede escribir como

T +x T+ To +
1P2 2p1>—|—bl< 1 P1)+b2< 2 T P2

. . J+e=0. (22)

11T1P1 + Qo2T2P2 + CL12<

Ahora vamos a establecer algunas condiciones que nos permiten determinar una cénica

de manera Unica y que usaremos en los resultados principales.

Lema 2.3.1. Sean q;, i = 1,...,5, puntos en el plano de tal manera que no hay tres en

una linea.

a) Si consideramos la linea { determinada por los puntos q y qs entonces existe una

unica conica @ tal que q; € Q, 1 =1,2,3,4, y { es la linea tangente a Q) en q;.

b) Sily es la linea que pasa por ¢ y qs y lo es la linea que pasa por gz y q4 entonces
existe una unica conica Q) tal que q; € QQ, 1 = 1,2,3, {1 es la tangente a QQ en q; y

Uy es la tangente a QQ en qs.
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Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en la ecuacion 2.1 agy =
1.

a) Sustituimos en la ecuacién 2.1 las variables z; y xo por las coordenadas de los
puntos q1, g2, q3 ¥ ¢4, asi obtenemos cuatro ecuaciones lineales en las cinco variables
a1, a12,b1,bo y c. Ahora, sustituyendo las variables x; y x5 en la ecuacién 2.2
por las coordenadas del punto g5 obtenemos una ecuacién lineal en las variables
a1, 12, b1, by v c. Entonces tenemos un sistema no homogéneo de cinco ecuaciones
lineales con cinco incégnitas, como no hay tres puntos colineales tenemos que los
coeficientes ai1, ais, b1,by v ¢ estan determinados de manera tunica, por lo tanto

existe una unica conica @ tal que ¢; € Q, 1 =1,2,3,4.

b) De la ecuacién 2.1 y las coordenadas de los puntos ¢, ¢2 v g3 obtenemos tres ecua-
ciones lineales no homogéneas con las cinco variables a1, a2, b1, by y ¢ mientras que,
de la ecuacion 2.2 y las coordenadas de g4 y g5 obtenemos dos ecuaciones lineales
no homogéneas con variables aj, ajz2, b1,be y ¢. Como en la parte a) obtenemos un
sistema no homogéneo que nos permite concluir que los coeficientes aq1, aq2, b1, bo
y ¢ estan determinados de manera tnica y por lo tanto existe una cuadrica @) tal

que ¢; € Q,1=1,2,3.

2.3.2. Cuadricas

En general las superficies cuadricas son los elipsoides, hiperboloides, paraboloides ci-
lindros y conos; ademas de los casos degenerados como un par de planos paralelos. Vamos
a presentar algunas propiedades de las superficies cuadricas sin embargo, centraremos
nuestra atencién en los elipsoides porque son la frontera de un cuerpo convexo.

Una superficie cuadrdtica o cuddrica es el conjunto de los puntos (1, z2,z3) en R3

que satisfacen la ecuacién

3 3

Z a;;x;T; + 2 Z brrr +c=0 (2.3)

ij=1 k=1
donde a;; # 0 para algun 1 <14, j < 3.
La ecuacién 2.3 contiene 10 términos, entonces la condicion de que la cuadrica pase

a través del punto p € R3 determina una ecuacién lineal en 10 variables. Ahora, la
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condicién de que la cuadrica pase a través de r puntos determina un sistema homogéneo
de r ecuaciones lineales en 10 variables.

Por otro lado, al menos uno de los coeficientes de los términos cuadraticos de 2.3
debe ser distinto de cero, entonces podemos reducir el nimero de variables y obtener un
sistema no homogéneo de r ecuaciones lineales en 9 variables.

Sabemos que sir < 9 el sistema tiene una solucién no trivial, entonces por cualesquiera
9 puntos en R? pasa al menos una cuddrica. Para r = 9 si tomamos a los nueve puntos de
tal manera que no haya tres colineales y no haya cuatro coplanares entonces el sistema de
ecuaciones tiene solucion tunica, por lo tanto una cuadrica esta determinada de manera
Unica por 9 puntos.

Asi como en el caso de las cénicas podemos encontrar la ecuacion del plano tangente a
la cuddrica en el punto (p1, pa, p3). Derivando implicitamente encontramos las derivadas

parciales de x3 respecto a x1 y a 9, de esta forma obtenemos

(1P + 2a99p2 + Gg3p3 + 20,
a13p1 + agspa + 2a33ps + 2bs

2a11p1 + a12p2 + aizps + 2by
ay3p1 + ag3ps + 2a33ps + 2bs

T3—pP3 = — (1‘1—}?1) (51”2_192),

despejando y sumando 2b,p; + 2bops + 2b3ps + 2¢ en ambos lados de la ecuacion podemos

escribir

2a11p1 + 2a90%9p2 + 2a3323p3 + a12(T1p2 + T2p1) + ar13(z1ps + T3p1)+

(2.4)
-+ a23(12p3 + .173]?2) + le(l‘l + pl) + 2[)2(1’2 +p2) + ng(l‘g + bg) =0

Ahora, vamos a establecer dos condiciones para determinar de manera tnica una

cuadrica.

Lema 2.3.2. Seanq;, 1 =1,...,9, puntos en el espacio tales que no hay cuatro coplanares

y no hay tres colineales.

a) Sea H el plano determinado por qz, qs y qo entonces existe una unica cuddrica @

que tiene a H como plano tangente en q9 y q; € Q parai=1,...,6

b) Si Hy es el plano determinado por q4, qs y qs y Ha es el plano que contiene a gs,
47, Qo entonces existe una unica cuddrica Q) tal que Hy es el plano tangente a ) en

qs, Hy es el plano tangente a QQ en q9 y ¢; € Q parai=1,...,3.

Demostracion. Sin pérdida de generalidad podemos suponer que en la ecuacion 2.3 agy =
1.
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a) En la ecuacién 2.4 sustituimos las variables x1,z5 y 3 por las coordenadas de
los puntos q7, gs v g9 para obtener tres ecuaciones lineales cuyas variables son los
nueve coeficientes de la ecuacién 2.4. En la ecuacion 2.3 sustituimos las variables
por las coordenadas de los puntos ¢; € @), 7 = 1,..., 6, asi obtenemos seis ecuaciones

lineales con las mismas nueve variables.

Entonces tenemos un sistema no homogéneo de nueve ecuaciones lineales con nueve
variables. Como no hay tres puntos en una linea y no hay cuatro puntos en un plano,
podemos concluir que los nueve coeficientes de la ecuacién 2.3 estan tnicamente

determinados.

Por lo tanto, existe una unica cuadrica () tal que ¢; € Q) parai =1,...,6 y el plano

H es tangente a @) en qy.

b) En la ecuacién 2.1 sustituimos las variables x1,zs y 3 por las coordenadas de los
puntos q1, g2 ¥ q3 para obtener tres ecuaciones lineales no homogéneas de tal manera
que las variables son los coeficientes de la ecuacion 2.3, con la ecuacién 2.4 y las
coordenadas de qy4,qs y g3 obtenemos tres ecuaciones lineales no homogéneas con
las mismas variables, finalmente de la ecuacion 2.4 y las coordenadas de los puntos

g5, Q7 v g9 obtenemos tres ecuaciones lineales mas.

Asi como en la parte a) obtenemos un sistema no homogéneo que nos permite
concluir que los coeficientes de la ecuacion 2.1 estan determinados de manera tnica

y por lo tanto existe una cuadrica @) tal que ¢; € Q, 1 = 1,2, 3.
]

Otra propiedad importante de las superficies cuddricas es que dada una cuddrica

Q C R? y un plano H que pasa por el interior de Q entonces Q N H es una cénica.

2.4. Curvatura

En esta seccién abordaremos la nocién de curvatura de curvas y superficies a partir
de la frontera de un cuerpo convexo. Seguiremos la notacién de [12]

Sea C' C R™ un cuerpo estrictamente convexo cuya frontera es dos veces diferenciable
y con curvatura positiva. Dada una orientacién de la frontera de C' definimos la funcion
diferenciable f : S' — bd C que a cada direccién u € S! le asigna el punto p € bd C' de tal

manera que u es el vector tangente unitario de bd C' en p. Aunque la derivada df|,, es una
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transformacién lineal entre dos espacios vectoriales de dimension uno, por conveniencia
vamos a usar el simbolo df|, para referirnos al valor absoluto de su determinante.
De esta forma, la curvatura kc(p) de bd C' en p se puede calcular de manera sencilla

tomando el inverso de df|,. Esto es,

1
ko(p) = ﬂ

Si en lugar del vector tangente unitario consideramos el vector normal unitario, pode-
mos llegar a la misma conclusién sobre la curvatura. Definimos v : S' — bd C' la funcion
de Gauss inversa de tal manera que a cada direccién u € S le asigna el punto p = v(u)

en bd C tal que u es el vector normal exterior a bd C' en el punto p. Entonces

1
d7|u'

kc(p)

Intuitivamente sabemos que la curvatura en un punto p € bd C nos dice como esta
cambiando la longitud de la curva respecto a la longitud de S! en una vecindad del punto
p.

Ahora, para el caso tridimensional, consideramos un cuerpo convexo C' € R? tal que
su frontera es dos veces diferenciable. Intuitivamente podemos pensar en una definicién
similar al caso de dimension dos, es decir, buscamos una funcién que describa como
cambia el drea de la superficie alrededor de p respecto al drea de superficie de S2.

Sea ut el subespacio ortogonal a u, la derivada de la funcién de Gauss inversa
vrut —ut

es un endomorfismo lineal al que llamaremos la funcion de Weingarten inversa. Entonces

definimos .

" Det(d.)’

donde Det denota al determinante de la funcién de Weingarten inversa.

ke (p)

2.4.1. Direcciones principales y curvaturas principales

Para calcular Det(dvy|,) es importante calcular e interpretar geométricamente los
eigenvalores y eigenvectores de este endomorfismo lineal.
Consideremos un punto p € bd C' con vector normal unitario v € S?, es decir tal que

p = 7v(u). Sea H un plano normal a C por p en la direccién de u, entonces existe una
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direccién w € S? que corresponde a un vector tangente a bd C' en p contenido en H, esto
es, el plano H es generado por las direcciones u y w. Sea II : R® — H la proyeccién
ortogonal en la direccién perpendicular a w. De ésta forma, la frontera de II(C') es una
curva plana contenida en H que pasa por p. Cada direccién ortogonal a u determina una
curva plana que pasa por p, denotemos p,, al radio de curvatura de II(C') en p.

Como IL, : S* N H — H es una parametrizacién de la curva bdII(C) y para cada
v € SN H el vector normal unitario de de II,(v) es precisamente v, tenemos que el radio
de curvatura de bdII(C) en u es la derivada de IL, : S* N H — H, que por definicién es
(dvy|u(w), w). Por lo tanto

pw = {dylu(w), w).

A los valores maximo y minimo de p,,, para las direcciones w ortogonales a u, los de-
notamos p; y p2 y los llamamos los radios de curvatura principales en p. A las direcciones
en donde alcanzan estos valores extremos les llamaremos direcciones principales.

De hecho tenemos la siguiente igualdad

Pw = p1€0s> 0 + pysen?d),

donde 6 es el angulo formado por w y la direccién principal maxima.

Si vy y vy son los eigenvectores de dvy|, v A1, Ag sus respectivos eigenvalores entonces
d7|u<vz> - )\ivia L= ]-a 27

esto implica que p,, = (dA|,(v;),v;) = A; y por lo tanto p; = \;, para i = 1,2. Ademds,
0 es el angulo entre w y la direccién principal maxima, entonces w = vy cos ) + vosenf y
puw = (V11 €080 + vopasen B, vy cosf + vy sen ) = py cos? O + pysen? d.

Por lo anterior tenemos que los radios de curvatura principales son los eigenvalores

de la funcién de Weingarten inversa; mas ain, tenemos que

Det () = p1p2

y entonces

2.4.2. El teorema de Euler

Estamos interesados en la curvatura de las secciones normales de bd C, para esto

consideramos la funcién de Gauss I' : bdC' — S?, que asigna continuamente a cada
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punto p € bd C' el vector normal correspondiente; su derivada dI'|, es un endomorfismo
lineal conocido como la funcién de Weingarten.

El siguiente resultado es consecuencia del hecho de que I' = 4 1.

Teorema 2.4.1. Los eigenvalores y eigenvectores de la funcion de Weingarten son las
curvaturas principales 1/p1 y 1/pa y las direcciones principales de bd C' en p. Ademds, el

determinante de dI'|, es igual a la curvatura Gaussiana de bd C en p.

Sabemos que un plano normal por p € bd C contiene al vector normal I'(p) y esta
determinado por un vector tangente a C' en p. Cada plano normal interseca a bd C' en
una curva a la que llamamos seccién normal. Cada una de estas curvas que contienen a p
dependen del plano normal y en general su curvatura en p sera distinta para cada plano
normal.

Queremos demostrar ahora que, si k; denota la curvatura normal maxima y ko denota
la curvatura normal minima, entonces estos valores extremos se alcanzan en las direc-
ciones principales y que k1 = 1/p; y ko = 1/py. De ésta manera, la curvatura de cada
seccion normal estd determinada por las direcciones y las curvaturas principales, es decir,
k1= 1/p1y k2 =1/po.

De lo anterior se concluye que la curvatura en p de cada seccién normal estd com-
pletamente determinada las curvaturas las direcciones principales. Para cada vector w
tangente unitario a bd C' en p, vamos a denotar k, a la curvatura de H N'bdC en p,

donde H es el vector normal determinado por I'(p) y w.

Teorema 2.4.2 (Teorema de Euler de la curvatura). Sea C C R*® un cuerpo convexo

cuya frontera es dos veces diferenciable y sea p € bd C'. Entonces
_ 2 2
Kuw = K1 €08“ 0 + Kkosen® 0,
donde 0 es el dngulo formado por w y la direccion principal mdzima.

Demostracion. Para cualquier plano normal H en la direccién w, consideremos la funcién

g:bdCNH—S*NH
I11'(g)

de tal manera que para cada punto g € bdC' N H se define ¢g(q) = m, donde
q

II : R® — H es la proyeccién ortogonal sobre H. Observemos que el vector normal

unitario de la curva bd C'N H en ¢ es precisamente g(q) € H y entonces

dg|p = <dr|p(w)aw> = Ry-
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Si vy ¥ v9 son las direcciones principales entonces w = vy cos § + vy sen § y por el Teorema
2.4.1 tenemos dI'|,(w) = vik1 cos + vakg sen §. Por lo tanto k,, = Ky cos? 6 + Ky sen? 6.
O

Corolario 2.4.3. Sea C C R?® un cuerpo convexo con frontera dos veces diferenciable,
p € bdC, kc(p) la curvatura Gaussiana de bd C en p y w un vector unitario tangente a

C en p. Entonces
R

P
donde w es el vector en el espacio tangente de C' en p ortogonal a w.

= ro(p),

Demostracion. Sea w un vector tangente a C' en p. Entonces

Kaw k1 cos? @ + ko sen? 0

Yo (p) R1K2

donde € es el dngulo entre w y la direccién principal méaxima. Entonces

Y

= pacos § + prsen® § = py cos® (94—%) + po sen? (0—1—%) =W

ke (p)

]

Las curvas que resultan importantes en este trabajo son las cénicas y en particular
las elipses. Salvo una traslaciéon y una rotacién del plano podemos parametrizar a una

elipse E en el plano de la siguiente forma

v(t) = (acost,bsent),0 <t < 2m,

en donde a y b son las longitudes de los ejes principales de E. De esta forma, la curvatura

de la elipse E en el punto (), t € [0,27], esta dada por

b
(1) = ; : (2)
(a?sen?t + b2 cos?t)z

Observacién 2.4.1. De la ecuacion 2.5 podemos deducir que la curvatura en los extremos

de los ejes es
a b
5(0) = () = 75 s(x/2) = 5(3n/2) = =
De lo anterior concluimos que si dos elipses Ey y Es tienen uno de sus ejes principales

de longitud a y la curvatura en alguno de los extremos del eje es la misma para ambas

elipses entonces E1 = Fs.






Capitulo 3
Resultados principales

Sea K un cuerpo convexo en el espacio euclidiano R? y supongamos que dado un
numero real a > 0 se satisface que para cada linea soporte L de K hay un plano H tal
que L C H y HNbd K es una elipse de area al menos «. Bianchi y Gruber demuestran
en [8] que K debe ser un elipsoide. Esta caracterizacién requiere que para cada punto p
en la frontera de K exista una cantidad infinita de secciones por el punto p.

En esta tesis estudiamos cuerpos convexos cuya frontera contiene una gran cantidad
de elipses y a través de este estudio dimos algunas caracterizaciones del elipsoide en donde

para cada punto p en la frontera de K existe una cantidad finita de secciones elipticas

por p.

3.1. Dos secciones elipticas por un punto.

Para el cuerpo convexo

C={(z,y,2) eR|2*+ "+ (z = 1)* < 1ya®+y° +2° <1},

mostrado en la Ejemplo 1.2.1 es posible encontrar dos secciones elipticas por cada punto
en su frontera. Si p € bd y p no pertenece al plano z = 1/2 entonces consideramos
dos linea L, y Ly contenidas en el plano z = 1/2 entones el plano H; determinado por
py Ly y el plano determinado por p y Ly intersectan a bd K en circulos. Los puntos
q € bd C contenidos en el plano z = 1/2 pertenecen al circulo de radio \/3/ 2 con centro
en (0,0,1/2) contenido en z = 1/2, otra seccién eliptica por ¢ se obtiene considerando la
linea L tangente en ¢ al circulo, si ¢ € bd K no pertenece al plano z = 1/2 entonces p’

y L determinan un plano que intersecta a bd K en un circulo.

27
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Entonces es necesario imponer mas condiciones para asegurar que dos secciones elipti-
cas, por cada punto en la frontera del convexo, son suficientes para demostrar que la
frontera del convexo es un elipsoide. Aqui es en donde utilizamos los sistemas de lineas

en R3.

Teorema 3.1.1. Sea K C R? un cuerpo convexo y o un nimero real positivo. Si existe
L un sistema de lineas continuo tal que el centro de L estd contenido en el interior de
K y para cada L en L existen planos Hy, Hy que determinan un dngulo al menos «,

HiNHy =Ly KNH,; es una seccion eliptica, para i = 1,2. Entonces K es un elipsoide.

Demostracion. Sea p € bd K, por hipdtesis existe L € L y dos planos H; y Hs tales que
pel, L=H NHy,y E; = KN H; es una seccion eliptica, para i = 1, 2.

Por el Lema 2.2.3 existe L, € L tal que L N L, es un punto en intK y al menos una
de las secciones por v es distinta de E; y F», llamemos a esta seccion E3. Ademads, como
L y L, se intersecan en el interior de K tenemos que la seccién Fj es transversal a E; y
Es, el Lema 2.1.4 implica que bd E3 tiene dos puntos en comun con bd E;, para i = 1, 2.

Vamos a verificar que existe una cuddrica que contiene a bd F; para ¢+ = 1,2,3.
Tomemos bd Ey Nbd Ey = {p,p'} y para cada i = 1,2 bd E;Nbd E3 = {p;3, pl3}. Ademas
elegimos p; € bd E; distinto de p, p/, pis y pi3 para i = 1,2 (Figura 3.1).

Figura 3.1
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Sea H, el plano soporte de K por p y H,y el plano soporte de K por p’, consideremos
P4, D5 € Hy no colineales con p y pj, pi € Hy no colineales con p’. Entonces por el Lema

2.3.2 los puntos p, p', p1, P2, P3, P4, D5, Py v Ps determinan una unica cuddrica Q.

Sea l; =H,NH; yl,=Hy,NH,;, i=1,23. Entonces ¢; es la linea tangente a bd E;
en py (; es la linea tangente a bd E; en p’. Esto implica que bd E; y la cénica @ N H;
comparten linea tangente en p y p’, ademads tienen un punto en comun p;; por el Lema
2.3.1 tenemos que bd E; = Q N H; y por lo tanto bd E; C @, para i = 1,2, 3.

Ahora vamos a demostrar que existe N vecindad de p tal que bd K NN estd contenida
en (). Supongamos que no existe tal vecindad, entonces existe una sucesién {g, }nen

contenida en bd K \ @ tal que lim ¢, = p.
n—o0

Por definicién, para cada n € N existe una tnica linea en £ que pasa por ¢,. Denote-
mos L, a la linea de £ que pasa por q,, u, el vector paralelo a L, y u el vector paralelo
a L; por la continuidad de ¢ las direcciones u,, convergen a u y dada la convergencia de

la sucesion {¢, }neny podemos concluir que las lineas L, convergen a L.

Sea n € N, consideremos los planos 'y y Iy determinados por la linea L, y pis v
pis’, respectivamente (Figura 3.2). De esta manera, al dngulo que forman I'y y T’y le

llamaremos «,,.



CAPITULO 3. RESULTADOS PRINCIPALES 30

Figura 3.2

La convergencia de las lineas L,, implica lim «, = 0. Entonces existe k; € N tal que
para n > k; se cumple «,, < a. Esto signiﬁcan;uog al menos una de las secciones elipticas
por g, satisface que su frontera tiene dos puntos en comun con bd E;, distintos de p y
p’, y también tiene dos puntos en comin con bd E3. De esta forma existe & € N tal que
para m > k hay un plano H,, que determina una seccién eliptica F;, por g, tal que
bd F,, tiene cinco puntos en comun con (), entonces la elipse bd F},, y la cénica H,, N Q)
coinciden. Esto implica que ¢, € @ lo cual es una contradiccion.

Por lo tanto existe una vecindad NV de p tal que N Nbd K C Q.

Como p es arbitrario podemos concluir que existe una cubierta abierta de bd K,
donde cada elemento de la cubierta es un abierto de una cuadrica; la compacidad de
K mnos permite cubrir bd K con un numero finito de estas vecindades. La conexidad de
bd K implica que los elementos de la subcubierta finita tienen intersecciéon no vacia. Por
otro lado dos cuadricas que coinciden en un abierto relativo de bd K deben ser la misma
cuadrica, entonces bd K es una cuadrica. Por lo tanto K es un elipsoide.

O

Si en la hipotesis del Teorema 3.1.1 consideramos la coleccién de lineas diametrales
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de K entonces también podemos demostrar que bd K es un elipsoide. Para esto vamos
a demostrar que una sucesion convergente de lineas diametrales converge a una linea

diametral.

Teorema 3.1.2. Sea K C R3 un cuerpo estrictamente convexo y suave y o un nime-
ro real positivo. Supongamos que para cada linea diametral de K existen dos secciones

elipticas las cuales determinan un dngulo al menos «, entonces bd K es un elipsoide.

Demostracion. Sea p € bd K, por el Lema 2.1.3 existe una linea diametral L por p. Por
hipotesis existen dos planos H; y Hs tales que L = HiNHy y E; = KN H; es una seccién
eliptica, 1 = 1, 2.

Vamos a demostrar que existe una tnica cuadrica @) tal que p € Q.

Sea u la direccion perpendicular al plano Hi, por el Lema 2.1.3 existe una linea
diametral L, paralela a u. Si L, pasa por el interior de F; entonces las secciones elipticas
F y F,5 determinadas por L, son transversales a E; y los puntos en comun de bd F}
con bd F; son distintos de los puntos en comun de bd F, con bd E;. Si la linea diametral
intersecta a la frontera de E; entonces consideremos un punto p’ en el interior de FEj;
por el Lema 2.1.3 existe una linea diametral L' que pasa por p/, entonces las secciones
elipticas F| y Fj, determinadas por L', son transversales a F; y si la linea L' no esta
contenida en H también se cumple que bd F] Nbd E; # bd F; Nbd E;.

Si L' C H entonces tenemos que bd F/Nbd E; = bd FiNbd E}, en este caso observemos
que L' también es cuerda diametral de la elipse E7; ademas, en el resultado 4.2 de [14]
se afirma que si un cuerpo estrictamente convexo K C R”™ tiene un centro entonces
existe un punto x € intK tal que todas las cuerdas diametrales de K contienen a .
Como F; tiene centro podemos afirmar que L' y L se cortan en el interior de K, esto
significa que que las secciones elipticas determinadas por L’ son transversales a Fy y
bd F{ Nbd E3 # bd Fj Nbd Es.

En cualquier caso tenemos tres secciones elipticas transversales tales que las intersec-
ciones de sus fronteras determinan seis puntos distintos (Figura 3.1), de la misma forma
que en la demostracion del Teorema 3.1.1 podemos concluir que existe una tnica cuadrica
() que contiene a las tres secciones elipticas, como () contiene a E; o contiene a F, se
tiene que p € Q.

Para demostrar que hay una vecindad N de p relativa a bd K contenida en @ su-
pongamos que no existe A/, entonces existe una sucesion {g¢, ey contenida en bd K \ @
tal que 7}13)10 ¢n = p. Por el Lema 2.1.3 para cada n € N hay una linea diametral L,

que pasa por ¢, y por el Lema 2.2.5 podemos concluir que las lineas L,, convergen a la
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linea diametral por p. De la misma manera que en la demostracion del Teorema 3.1.1, la
convergencia de las lineas diametrales implica que existe k € N tal que para m > k los

puntos ¢,, pertenecen a @ y esta contradiccién demuestra la existencia de la vecindad N

Asi como en el Teorema 3.1.1 podemos concluir que bd K es un elipsoide.

Motivado por el hecho de que para cada diametro de un elipsoide existen dos secciones

de la misma area, tenemos el siguiente resultado.

Corolario 3.1.3. Sea K C R? un cuerpo estrictamente convero y suave y o un nimero
real positivo. Supongamos que por cada linea diametral existen tres secciones elipticas de

la misma drea y que determinan un dngulo al menos «. Entonces bd K es una esfera.

Demostracion. Por el Teorema 3.1.2 tenemos que bd K es un elipsoide. Sean a, by ¢ las
longitudes de los ejes principales de bd K de tal manera que a < b < ¢ y llamemos L al
eje de longitud b. Por hipotesis hay tres secciones elipticas Ey, Fs y E3 con areas iguales y
cada elipse tiene a L como uno de sus semiejes. Para cada ¢ = 1, 2, 3 sea a; la longitud del
eje de F; distinto de L, cada uno de estos ejes esta contenido en el plano perpendicular a
L que pasa por el punto medio de L. Ademds, para cada ¢ = 1,2, 3 el area de FE; es igual
a ma;b, esto implica que a; = ay = as, entonces la seccién que contiene al centro de K
y es ortogonal a la direccién de L es un circulo. Esto implica que los ejes principales del

elipsoide bd K tienen la misma longitud. O]

3.2. Cuatro secciones elipticas por un punto.

En el Ejemplo 1.2 presentamos el cuerpo convexo

2
D:{(:L‘,y,z)ER3|x2+y2+22§1y%+y2+2z2§1},

2
x
si ¢ € bd D entonces ¢ pertenece a la esfera unitaria o al elipsoide T +y? +222 = 1.
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Figura 3.3

La linea L dada por x = z = 0 y cada punto ¢ € bd D determinan un plano que
intersecta a bd D en un circulo o en una elipse. Sin embargo, en los puntos de bd D
contenidos en los planos z = @x y 2z = —?m el cuerpo convexo no es suave (Figura
3.3). Sea LNbdD = {p1,pa} entonces para toda vecindad N; de p;, i = 1,2, existen

puntos de bd K N N; en donde K no es suave.

Ejemplo 3.2.1. Sea S; la esfera unitaria en R® con centro en el origen y Sy la superficie
determinada por > +y*+ 22 +5/4 xyz = 1. Tenemos que p = (0,0, 1) pertenece a ambas
superficies y los planos x = 0 y y = 0 intersectan a ambas superficies circulos de radio
uno. Esto significa que la curvaturas normales de S7 y Sy en p coinciden en las direcciones
u=(1,0,0) y v=(0,1,0).
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4

Figura 3.4

Dadas dos superficies en R3 con un punto en comun p, si las curvaturas normales en
p coinciden para tres direcciones entonces las curvaturas normales en p coinciden para

toda direccién.

Teorema 3.2.1. Sean M, y My dos superficies tales que My N My # (). Supongamos que
el espacio tangente de My y el de My coinciden para al algin p € My, N M,. Si existen
tres direcciones distintas para las cuales la curvatura normal seccional en p de My y Mo
coinciden, entonces las curvaturas normales seccionales de My y My en p coinciden en

todas las direcciones.
Demostracion. Supongamos que la formula de Euler para M, esta dada por
K1 cos?(6) + kg sin®(6) (3.1)

y para M, esta dada por

K} cos®(0 — 0p) + rhsin(0 — bp). (3.2)
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Asumamos que la funcién determinada por la diferencia de 1.5 y 1.6 es igual a cero
para tres diferente valores. Simplificando esta funcién, sustituyendo cos?(x) y sin(z) por
sus expresiones correspondientes de la forma cos(2x) y sin(2x), obtenemos una expresién
de la forma

A+ Bcos(20) + C'sin(260) (3.3)

donde A, B y C solo dependen de las curvaturas principales y el angulo 6.
Como 0 esta en el circulo unitario, el nimero de ceros de 1.7 estd acotado por la

cantidad de puntos criticos y podemos asumir que la expresion
C cos(20) — Bsin(20)

tiene al menos tres ceros.
Esto implica que A 4+ B cos(26) + C'sin(26) = 0, entonces las curvaturas seccionales
de My y Ms coinciden en cada direccion.
[

Teorema 3.2.2. Sea K C R3? un cuerpo convexo con frontera C?-diferenciable y sea
a > 0. Supongamos que para cada p € bd K existen 4 planos H,,, H,,, H,,, H,, que

satisfacen las siguientes condiciones:
» H, Nbd K es una elipse E,. con drea mayor que o >0, j =1,2,3,4,
» Para 1 <1< j <4, las elipses E,, y E, no son tangentes.
Entonces bd K es un elipsoide.

Demostracion. Probaremos que localmente, bd K es una cuadrica.
Sea p € bd K, entonces la linea L;; = H,, N H,, interseca el interior de K, porque las

secciones que detrminan las elipses Ej, y £, son transversales. Para 1 <17 < j < 4, sea
{p,pij} = Ep,y NE,, = L Nbd K.

Vamos a demostrar que existe una cuddrica ) que contiene las elipses E,,, E,,, E,, vy
E,, v a partir de esto mostraremos que () coincide con bd K en una vecindad de p.

Para probar que E,,, E,,, E,,, E,, estdn contenidas en (), seguiremos algunas ideas
de Gruber y Bianchi en [8].

Dado p € bd K, sea H, el plano soporte de K en py L,, = H, N H,, i =1,...,4.
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Caso a) Todas las secciones que determinan las elipses E,,, E,,, E,,, E,, son trans-

versales (Figura 3.5).

Figura 3.5

Entonces hay seis puntos distintos p;; € bd K, 1 <7 < j < 4. Por el Lema 2.3.2 existe

una unica cuddrica () con tangente H, en p y que contiene a estos puntos.

Sea Fy = Q) N H,,, F} es la cénica contenida en () con linea tangente L, en p y que
contiene los tres puntos pi2, p13, p1a. Por el Lema 2.3.1 tenemos que F} = QN H,, = E,,.

De manera similar se demuestra que las elipses E,,, E,,, vy E,, estan contenidas en Q).

Caso b) Tres de los planos H,,, Hy,, H,,, H,, tienen una linea en comun (Figura 3.6).
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Figura 3.6

Sin pérdida de generalidad, supongamos que L = H, NH,,NH,, y ¢ = pi2 = p13 = P23-
Sea H, el plano soporte de K en p y sea H, el plano soporte de K en ¢, por el Lema 2.3
existe una unica cuddrica () con tangente H, en p, tangente H, en ¢ y que contiene los
puntos p; € F,,, 1 = 1,2, 3, distintos de p y ¢.

Ahora, parai =1,2,3, F; = QN H,, es la conica contenida en H,,, tangente a L,, en
p, tangente a H, N H,, en ¢ y que contiene al punto p;. Por el Lema 2.3.1 tenemos que

E,, = F; entonces la elipse £, esta contenida en ), para ¢ = 1,2, 3.

Para el caso de E,, consideremos la cénica Fy = Q N Hy,, F, C H,, tiene tangente
L,, en p y contiene los tres puntos pi4, pa2s, y psa. Por el Lema 2.3.1 podemos concluir
que Fy = E,, y por lo tanto E,, C Q.

Hasta ahora bastaria considerar un cuerpo convexo suave pues no hemos utilizado
que la frontera de K es dos veces continuamente diferenciable, aunque la cuadrica @ la
construiremos de la misma forma que en el caso anterior, para demostrar que la elipse

E,, esta contenida en () usaremos el Teorema 3.2.1.

Caso c) Los planos H,,, Hy,, Hp,, Hp, tienen una linea en comun (Figura 3.7).
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Figura 3.7

Como en el caso b) sea L = H, N H,, "H,, N H,,, LNbd K = {p,q} y H, el plano
soporte de K en ¢. Salvo una transformacién proyectiva podemos asumir, sin pérdida de
generalidad, que H, es paralelo a H, y que L es ortogonal a ambos planos.

De la misma forma que en la parte b) podemos asumir que existe una tinica cuadrica
@ que contiene a las elipses E,,, F,,, ..

Por el Teorema 3.2.1, sabemos que la curvatura seccional en tres diferentes direcciones
determina la curvatura en todas las direcciones, es decir, la curvatura en p de las elipses
E, ., E,, v E,, determinan la curvatura en p de cualquier curva contenida en la frontera
de K y de cualquier curva contenida en ().

Sea [y =QNH,,, L,=H,NHy,, vy L, =H;N Hp,; dado que F} tiene dos tangentes
paralelas L, y L, y @ es no degenerada podemos asumir que Fy es una elipse, ademés F}
y E,, tienen al segmento [p, g] como uno de sus dejes principales. Entonces Fy y E,, son
dos elipses contenidas en H,,, que comparten uno de sus ejes principales, mas ain, por

el Teorema 3.2.1 tenemos que la curvatura de Fj en p es igual a la curvatura de £,, en
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p. La observacion 2.4.1 nos permite concluir que Fy y Ej tienen sus dos ejes principales
iguales y esto implica que Fy = E,,, por lo tanto £,, C Q.

Finalmente podemos demostrar que existe una vecindad U de p en bd K tal que
UcCaQ.

Supongamos que no existe dicha vecindad de p, entonces existe una sucesién de puntos
{ri}ien C bd K \ @ que converge a p.

Cada r; y L determinan un plano H,,, por hipétesis H,, N bd K es una elipse E,, con
area mayor que «. Considerando una subsucesién de {r; };cn, renumerando si es necesario,
podemos asumir que los planos H,, convergen a un plano H que contiene a p.

El hecho de que para todo ¢ € N la elipse E,. tiene area mayor que o > 0 implica que
H 1o es un plano tangente de K, de esta manera L, = H N H), es una linea soporte de
K. Podemos asumir, sin perdida de generalidad, que L, # L,,, L,,, L,,, asi el plano H
intersecta cada una de las elipses E, E, 3 en dos puntos. Como los planos H,, convergen
a H podemos elegir ng tal que si n > ny, entonces H,, intersecta a la elipse £, en dos
puntos distintos, para j = 1,2, 3.

Como las cénicas E,, y @@ N H,, tienen al menos cinco puntos en comun deben
coincidir. Esto implica que r,, € @ para todo n > ng, lo cual contradice que r; € bd K'\ Q
para todo 7 € N. Esta contradiccién demuestra que existe una vecindad U de p relativa
a bd K contenida en Q).

Como bd K es compacto, conexo y localmente una cuadrica, podemos concluir que
bd K es un elipsoide.

m

Finalmente, usando el Teorema 3.2.1 y algunas de las ideas del caso ¢) de la demos-
tracion anterior, podemos demostrar el siguiente resultado que mejora el teorema 2.1 de

[1] en el caso tridimensional.

Teorema 3.2.3. Sea K C R?® un cuerpo convexo y sea L una linea que pasa por el
interior de K. Supongamos que existe un punto p € L Nbd K tal que bd K es C?-
diferenciable en una vecindad de p. St H Nbd K es una elipse para cada plano H que

contiene a L entonces bd K es un elipsoide.

Demostracion. Sean H;, v = 1,2, 3, planos que contienen a L; por hipétesis tenemos que
FE; = H; Nnbd K son elipses, © = 1,2,3. Sean p y ¢ los puntos de intersecciéon de L con
bd K y llamemos H, y H, los planos soporte de K por p y ¢ respectivamente. Ademas,
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salvo una transformacion afin, podemos asumir que H, y H, son paralelos y que L es
perpendicular a ambos planos.

Como en el teorema anterior, sea () la cuadrica que contiene a las elipses E;, i = 1, 2, 3,
y tiene a H, y H, como planos tangentes. Sea p’ € bd K de tal manera que p’ no esta
contenido en F;, 1 = 1,2, 3, entonces L y p’ determinan un plano H' que tiene interseccién
no vacia con Q. De esta forma, las cénicas H' Nbd Ky H' N (Q tienen lineas tangentes en
comun por py q y por el Teorema 3.2.1 tienen la misma curvatura en p; por lo anterior
podemos concluir que H' N"bd K = H' N Q y por lo tanto p’ € Q.

Como p’ es arbitrario hemos demostrado que bd K C @ por lo tanto bd K es un

elipsoide.
O
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