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Ciudad de México, México. Febrero, 2019



Agradecimientos

Quiero agradecer principalmente a mis padres, José y Concepción, por siempre preocuparse en que tuviera
la mejor educación; muchos de los logros que he obtenido se los debo a ustedes, entre los que se incluye
éste. Desde pequeño siempre me insistieron en que todo lo que hiciera en mi vida lo debía hacer con
disciplina, dedicación y paciencia, ya que la combinación de estos tres ingredientes siempre me ayudaría
a cumplir y alcanzar mis metas. Siento mucho que ésta no sea una tesis de algún tema en particular
de medicina... pero en mi defensa ustedes tuvieron la culpa por haberme despertado la curiosidad por
las matemáticas a los 12 años, pero es algo de lo que estaré eternamente agradecido con ustedes. A mis
hermanos, Alfonso, Susana y Julio, por siempre escucharme cuando intentaba explicar por qué ocurrían
ciertos fenómenos físicos, a pesar de que no me lo preguntaban.

Gracias a todos los profesores que me han formado hasta este punto, en especial: a Enrique Ortiz,
porque desde mi primer día en KUMON siempre me dijo cómo es que las matemáticas se han aplicando
a través de la historia. A Gloria Yamasaki, gracias por inculcarme algo de disciplina japonesa en mi vida
y jamás dejar de creer en mí. Al M. en C. Guillermo Govea, por aconsejarme y apoyarme en mis días de
estudiante de preparatoria. A la M. en C. Emma Lam Osnaya por compartirme su pasión por la docen-
cia y el Cálculo, tema necesario para entender el Electromagnetismo. Al Dr. Carlos Ramírez, porque a
pesar de no soy un apasionado por la Mecánica Cuántica, siempre me la explicaba con mucho entusiasmo.

Gracias Dr. Alejandro Reyes Coronado, asesor de esta tesis, por su brindarme su tiempo, paciencia y
apoyo. Por siempre darme los mejores consejos académicos, los cuales me han ayudado a salir adelante
en esta carrera “altamente no trivial”. Al Dr. Omar Vázquez Estrada e Ing. Fis. Ind. Ulises Félix Rendón
por su apoyo en la optimización y discusión de resultados obtenidos en el FEM. A mis sinodales, el Dr.
Juan A. Hernández, el Dr. Edgar Álvarez, el Dr. Luis Alberto Medina y el Dr. Frederic Trillaud, por
dedicar parte de su tiempo en leer y corregir esta tesis.

A la Universidad Nacional Autónoma de México (UNAM) y a la Facultad de Ciencias (FC) de la
UNAM, por enseñarme a hacer las cosas con las pocas o muchas herramientas que uno tenga y darme
una educación de primer nivel por la módica cantidad de $0.20 ± aportaciones voluntarias. Asimismo,
agradezco a la FC por apoyarme con una licencia de seis meses con goce de sueldo para la escritura de
este trabajo. Investigación realizada gracias al Programa UNAM–PAPIIT IA105917.

Finalmente quiero agradecer a mis amigos del TAE y de la UNAM. En especial a Juan Tafoya, Juan
Jaime y a Trejo, porque ustedes me demostraron el verdadero valor de la amistad y siempre me escucharon
y/o aconsejaron en las buenas y en las malas. Gracias Emiliano, por siempre recordarme que no todo
es física y matemáticas, y en la vida uno se tiene que divertir... gracias por ser mi eterno compañero de
tarro.

IV



Resumen

En este trabajo de tesis de licenciatura se plantea el estudio de la respuesta electromagnética de una
nanopartícula tipo core-shell, es decir, una nanopartícula que presenta un núcleo hecho de algún mate-
rial, ya sea metálico o magnético, y una capa exterior de otro material (magnético o metálico), de tal
forma que la nanopartícula tenga un componente metálico y otro magnético. El interés en este tema se
debe a las posibles aplicaciones de estas nanopartículas (NPs) en la medicina, en particular, la resonan-
cia magnética nuclear (RMN) [1], en la que se han empleado NPs magnéticas para obtener contraste.
También se ha especulado sobre la posibilidad de eliminar células cancerosas de manera selectiva em-
pleando las NPs magnéticas en porcedimientos de hipertermia. La forma en que operarían las NPs sería
a través de corrientes inducidas al someter las NPs a un campo magnético externo oscilante en el tiempo,
incrementando de manera local la temperatura en la vecindad de las NPs. Sin embargo, considerando
las corrientes inducidas, sería mucho más eficiente si se emplearan NPs metálicas. Lo que se propone en
esta tesis es mantener una parte magnética en la NP (permitiendo el contraste en RMN) pero agregar
una contraparte metálica, en la que sea posible excitar plasmones de superficie localizados [2], calentando
así las regiones en donde hay mayor concentración de campo eléctrico cercano en la nanopartícula. Para
eliminar selectivamente células cancerosas, iluminando la NP a la frecuencia de resonancia adecuada [3],
sería necesario funcionalizar la nanopartícula.

El punto de partida fue estudiar la respuesta electromagnética de una NP esférica, homogénea e
isótropa de radio a, al ser iluminada por una onda electromagnética (EM) monocromática plana. Este
problema fue resuelto por Gustav Mie en 1908 [4] por lo que hoy en día se conoce a esta solución como
“Teoría de Mie”. En la solución dada por Mie, los campos eléctrico y magnético en todo punto del espa-
cio quedan determinados a partir de una expansión en términos de los armónicos esféricos vectoriales,
cuyos coeficientes están dados a través de funciones especiales (esféricas de Bessel y de Hankel), y éstos
contienen la información de las resonancias de la partícula, conocidas como resonancias plasmónicas de
superficie localizadas [2].

Posteriormente, se estudió la respuesta óptica de NPs esféricas tipo core–shell, que han sido estudiadas
anteriormente por diversos autores [5–8], presentando una solución tipo Mie para el cálculo de los campos
electromagnéticos en todo punto del espacio y las propiedades ópticas, como la sección transversal de
esparcimiento (Cscat), de extinción (Cext) y de absorción (Cabs).

Además de NPs esféricas se estudiaron NPs elipsoidales, con las que se podría tener un control adi-
cional con la polarización de la luz incidente, debido a la diferente respuesta de los modos longitudinales
y transversales en NPs elipsoidales, por lo que se podrían manipular las zonas de amplificación de campo
eléctrico (zonas de mayor calentamiento) en las NPs [9].

En esta tesis de licenciatura se desarrolló un programa para el cálculo numérico de propiedades
ópticas: Cscat, Cext y Cabs, para sistemas core–shell, con geometría esférica y elipsoidal (aproximación
cuasi–estática), cuando en el núcleo se localiza una nanopartícula magnética y en el exterior un material
con respuesta metálica. Para probar que el código desarrollado funciona correctamente, se compararon los
cálculos hechos de manera analítica (extensión de la solución de Mie a un sistema esférico tipo core–shell
y aproximación cuasi–estática para sistema elipsoidal cofocal) con los cálculos obtenidos por los métodos
numéricos BEM (Boundary Element Method) [10,11] y FEM (Finite Element Method) [12,13].

Posteriormente, se estudió el problema de interacción electromagnética de partículas elipsoidales de
manera exacta (es decir, sin restricción cuasi–estática). Dado que la solución exacta a las ecuaciones de
Maxwell ya no es posible de manera analítica, se realizó el estudio a partir de métodos numéricos como
BEM y FEM, obteniendo las resonancias plasmónicas tanto longitudinales como transversales para las
NPs elipsoidales, para diferentes valores de los parámetros relevantes del problema: longitud y ancho del
núcleo de la NP y el grosor de la capa metálica.
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Introducción
Actualmente, el cáncer es una de las causas principales de muerte a nivel mundial; tan sólo en el 2015 se
le atribuyen 8.8 millones de fallecimientos, siendo los siguientes cinco tipos de cáncer los más comunes:
cáncer pulmonar (1.69 millones de muertes), cáncer hepático (788,000 de muertes), cáncer colorrectal
(774,000 de muertes), cáncer gástrico (754,000 de muertes) y de mama (571,000 de muertes). Es impor-
tante resaltar que a nivel mundial, el cáncer de mama es el más común entre las mujeres y representa 16%
de los tumores malignos diagnosticados. Otra cifra relevante es que 69% del total de defunciones por esta
enfermedad se presentan en países en desarrollo, donde la mayoría de los pacientes acuden en un estado
deplorable, obteniendo un diagnóstico médico en fase avanzada, dificultando su tratamiento [14,15]. Hay
tres tipos generales de tratamiento contra el cáncer: cirugía, radioterapia y quimioterapia. El tratamiento
quirúrgico convencional de extracción de tumores sólidos, es una cirugía eficaz para la eliminación de
tumores primarios accesibles, bien definidos y localizados dentro de regiones de tejido no vitales. Sin
embargo, la alta morbilidad y la naturaleza invasiva asociada con la resección quirúrgica hacen que esta
terapia sea inadecuada para el tratamiento de metástasis pequeñas y poco definidas u otros tumores
incrustados en regiones vitales. Al emplear el tratamiento por radioterapia, se tiene la posibilidad de
dañar el tejido sano circundante, y algunas de las células cancerosas que están más alejadas del sitio de
radiación podrían recibir una menor intensidad del haz de radiación [16]. En el tratamiento de cáncer
por quimioterapia, algunos de los agentes distribuidos en todo el cuerpo resultan ser tóxicos [17], por lo
que la administración local de estos agentes en células malignas es un desafío.

El tratamiento de ablación térmica consiste en la destrucción del tejido por medio de hipertermia
extrema (elevar la temperatura del tejido) o hipotermia (disminuir la temperatura del tejido). El cam-
bio de temperatura se concentra en una zona local en y alrededor del tumor. El objetivo de utilizar un
tratamiento de ablación térmica mínimamente invasivo es ajustar una dosis letal de calor al volumen de
tejido maligno, aplicando el menor daño posible al tejido sano interviniente y circundante. Una propuesta
hecha recientemente consiste en el empleo de campos magnéticos alternos para calentar nanopartículas
magnéticas funcionalizadas e incrustadas dentro del tejido, lo que proporcionaría una terapia térmica
selectiva a los tejidos cargados con el agente de acoplamiento térmico [18].

Se conoce que tanto en la superficie como en el interior de las células, las nanopartículas metálicas
pueden interactuar con biomoléculas debido a su tamaño pequeño, ventaja que se puede emplear para
el tratamiento terapéutico [19], debido a la excitación de plamones de superficie localizados en las na-
nopartículas. Es por eso que se han empleado nanopartículas metálicas como agentes de contraste1 y de
terapia térmica selectiva en células malignas [21]. Estudios in vivo bajo la guía de resonancia magnética
(empleando una intensidad de campo magnético de 1.5 Teslas) revelaron que la exposición a dosis bajas
de luz láser en el infrarrojo cercano (820 nm, 4 W/cm2) en tumores sólidos tratados con NPs esféricas
tipo core–shell magnético/metálicas se alcanzaron temperaturas máximas promedio capaces de inducir
daño tisular irreversible (∆T = 37.4 ± 6.6◦C) en 4 – 6 min [22]. Se ha demostrado que la luz dentro de
la región espectral del infrarrojo cercano penetra al tejido a profundidades superiores a 1 cm, sin daños
observables en el tejido intermedio [23]. El rango óptico donde la absorción del tejido de la piel es míni-
ma y la transmisión óptica (penetración) es óptima es de 650 – 900 nm del espectro electromagnético [24].

Lo que se propone en este trabajo de tesis de licenciatura es emplear NPs tipo core–shell con núcleo
magnético y cascarón metálico, con geometría esférica y elipsoidal. Con la componente magnética se
podría arrastrar la NP y obtener contraste en RMN, mientras que con la contraparte metálica, en la que
es posible excitar plasmones de superficie localizados [2], sería posible generar calor en la vecindad de las
NPs por medio de la concentración de campo eléctrico cercano, si se iluminan las NPs a una frecuencia
adecuada [3].

1Un agente o medio de contraste es una sustancia química utilizada para potenciar la sangre y la perfusión en los tejidos [20].
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I. Introducción

I.I. Plasmones

A las oscilaciones colectivas (modos normales) de los electrones en la red cristalina de un metal se le
denomina plasmón y sus campos electromagnéticos (EMs) asociados satisfacen las ecuaciones de Maxwell
(en sistema internacional de unidades, SI), dadas por:

∇ · ~B = 0, Ley de Gauss magnética (I.1)

∇ · ~E =
ρtot

ε0
, Ley de Gauss eléctrica (I.2)

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, Ley de Faraday–Lenz (I.3)

∇× ~B = µ0
~Jtot + µ0ε0

∂ ~E

∂t
, Ley de Ampère–Maxwell (I.4)

donde ~E es el campo eléctrico, ~B es el campo magnético, ~Jtot es la densidad total de corriente, ρtot es la
densidad total de carga, ε0 es la permitividad eléctrica del vacío y µ0 es la permeabilidad magnética del
vacío.

Existen dos tipos de plasmones: el de bulto y los de superficie [25]. El plasmón de bulto está asociado
a la oscilación de los electrones dentro del material (suponiendo que no existe ninguna interfaz) y está
caracterizado por la frecuencia de plasma, ωp, dada por

ω2
p =

Ne2

ε0m∗
,

donde N es la densidad eletrónica, e es la carga eléctrica del electrón, ε0 es la permitividad eléctrica
del vacío y m∗ es la masa efectiva de los electrones. Si una onda EM transversal tiene asociada una
ω < ωp, la onda EM no puede propagarse por el material y se genera una onda evanescente dentro del
mismo. Por otra parte, para ω > ωp la onda EM transversal sí se puede propagar a través del material. [26].

Dentro de los plasmones de superficie (que existe una infinidad) existen los localizados en NPs [2]
y los propagantes en interfaces (polaritones) [27]. En esta tesis se estudiará la respuesta óptica de NPs
metálicas, cuyas dimensiones son del orden o en general inferiores a la longitud de onda de la luz incidente,
en las que se presentan resonancias plasmónicas localizadas de superficie. Si una onda EM se propaga a
través de una NP metálica pequeña (comparada con la longitud de onda de la luz incidente), el campo
eléctrico polariza al gas de electrones [ver Fig. I.1] y junto con la fuerza restauradora y la geometría
de la NP (que determina las condiciones de contorno para los campos EMs), aparecen frecuencias de
resonancia a las cuales los electrones perturbados se mueven de manera armónica y de forma colectiva,
a las que se denominan como resonancias plasmónicas de superficie localizadas [2], las cuales determinan
las propiedades ópticas de las NPs.

~k

~E

~B

~k

++ +
+ +

−− −
− −

−− −
− −

++ +
+ +

Nube electrónica
desplazada

Magnitud del
campo eléctrico

Figura I.1: Resonancia plasmónica de superficie localizada. El esquema muestra cómo una onda EM pasa a través de una NP
metálica. El campo eléctrico inducido crea una separación de carga en los átomos, creando una nube electrónica desplazada
que oscila a la frecuencia de resonancia.

Típicamente, en la plasmónica se utilizan principalmente materiales como el oro y la plata, y en
los últimos años se ha desarrollado investigación en estructuras y dispositivos basados en plasmones de
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I.I. Plasmones

superficie empleando estos materiales. Sus propiedades ópticas permiten una amplia gama de aplicaciones
prácticas que incluyen guiado de ondas EMs y manipulación a la nanoescala [28], biodetección a nivel de
una sola molécula [29], transmisión óptica mejorada a través de aberturas de sub–longitud de onda [30]
e imágenes ópticas de alta resolución por debajo del límite de difracción [31].

I.I.I. Plasmón de superficie: Breve reseña histórica
Antes de que se realizara investigación sobre las propiedades ópticas en nanoestructuras metálicas, se
tienen registros antiguos (desde de la época de los egipcios) sobre el uso de NPs metálicas (oro y plata)
que se usaron para ornamentar vasijas y utensilios de la época. Más recientemente, existían personas
que se dedicaban a generar agentes de tinción usando NPs para obtener colores intensos y vibrantes en
artículos de vidrio y ventanas de iglesias [2, 29]. Uno de los objetos más famosos es la copa de Licurgo
[ver Figs. I.2(a) y I.2(b)], que data del Imperio Bizantino (siglo IV), creada por artistas romanos y
que hoy en día se muestra en el Museo Británico de Londres, Reino Unido. Cuando la copa es iluminada
con una fuente de luz blanca al interior y exterior, ésta muestra un color rojo y verde, respectivamente
(dicroísmo). Durante mucho tiempo no quedó claro qué causaba estos colores, pero actualmente se sabe
que se deben a partículas de oro y plata de tamaño nanométrico incrustadas en el vidrio. Asimismo, en
la época del medievo, el centro “tecnológico” de artículos de vidrio y ventanas de iglesias estaba justo en
Troyes, Francia, en donde se encuentra la catedral de San Pedro y San Pablo (siglo XIII – XVII), la cual
fue construida con una variedad de estilos góticos y cuenta con alrededor de 180 vidrieras, cuyos colores
también se deben a la presencia de nanopartículas [ver Fig. I.2(c)].

(a) (b)

(c)

Figura I.2: (a) y (b) Antigua copa de Licurgo iluminada por una fuente de luz blanca al (a) interior y (b) exterior.
La absorción de luz por las partículas de oro incrustadas en la copa conduce a un color: (a) rojo brillante de la luz
transmitida y (b) color verde intenso producido por el esparcimiento de las partículas (reflexión). (c) Coloridos vitrales en la
Catedral de Troyes, Francia, dedicada a San Pedro y San Pablo. Fotografía de la copa de Licurgo tomada del sitio: https://
www.britishmuseum.org/research/collection_online/ (Acceso en línea: 31–Octubre–2018).
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I. Introducción

Uno de los primeros estudios científicos en el que se observaron plasmones de superficie fue a principios
del siglo XX. En el año 1902, el profesor Robert W. Wood observó múltiples características inexplicables
en las mediciones de reflexiones ópticas en rejillas metálicas [32]. Dos años después, Maxwell Garnett
describió los colores brillantes observados en vidrios dopados con un material metálico [33] utilizando la
teoría de metales desarrollada por Paul Drude [34] y las propiedades EMs de pequeñas esferas derivadas
por Lord Rayleigh [35]. Para el año de 1908, Gustav Mie2 desarrolló su propia teoría para el esparcimiento
de luz en partículas esféricas [38]. Cincuenta años después, en 1956, David Pines describió teóricamente
las perdidas de energía características experimentadas por los electrones rápidos que viajan a través de
los metales, y atribuye estas pérdidas a las oscilaciones colectivas de electrones libres en el metal [39].
En analogía a las oscilaciones de plasma en las descargas de gases, David Pines y David Bohm llama a
estas oscilaciones plasmones [40]. En ese mismo año, Robert Fano introduce el término polaritón para
la oscilación acoplada de electrones unidos y luz dentro de medios transparentes. En el año 1970, Uwe
Kreiberg y Peter Zacharias realizaron un estudio en el que compararon las respuestas ópticas y electrónicas
de nanopartículas de oro y plata. En su trabajo, por primera vez, describieron las propiedades ópticas
de nanopartículas metálicas en términos de plasmones de superficie [41]. Cuatro años después, Stephen
Cunningham y colaboradores introdujeron el término de plasmones polaritones de superficie (SPP) [42].

I.II. Resonancia magnética nuclear
La resonancia magnética (RM) se basa en la medición de las señales de resonancia magnética nuclear3
(RMN) de los protones de agua (H2O). La imagen por resonancia magnética (IRM) es una técnica no
invasiva que se ha aplicado ampliamente para diagnóstico clínico de tejidos malignos [1]. La calidad de
las imágenes de una RMN es la clave para la detección temprana y ubicación precisa de cáncer.

Para la generación de señales de RM, se sitúa un paciente en un campo magnético externo ( ~B0)
oscilante en el tiempo (entre 1.5 y 3 Teslas). El cuerpo humano está compuesto por un 50 a 75% de
agua (dependiendo de las diferentes etapas de la vida [46]), la cual está constituida por dos moléculas
de hidrógeno y una de oxígeno. El átomo de hidrógeno consiste en un protón en el núcleo con un sólo
electrón, el cual para el principio de RMN no se toma en cuenta. Mediante el campo magnético externo, el
espín de los protones (con orientación al azar inicialmente) de los tejidos se orientan, en su gran mayoría,
paralelamente al campo magnético externo (magnetización longitudinal).

Lo que determina la orientación del espín del protón es la cantidad de energía asociada a cada uno.
Los protones con energía extra, se alinean en dirección contraria al campo magnético externo y por lo
cual se considera que están en un estado de energía alto, y aquellos que se alinean al campo magnético
externo se encuentran en un estado de energía bajo. Los protones no solamente se alinean en dirección
o en contra del campo magnético externo, sino que también tienen un movimiento de precesión que se
puede calcular mediante la ecuación de frecuencia de Larmor [1].

Bajo una magnetización longitudinal, se emiten pulsos de radiofrecuencia adecuados para los tejidos,
de forma que la duración de los pulsos determine una variación de la orientación del espín del protón en
el nivel de energía más bajo al más alto, reduciendo la magnetización longitudinal casi a cero. A esta
modificación se le denomina magnetización transversal. Al desconectar los pulsos de radiofrecuencia, los
protones regresarán a su posición de referencia, reduciendo la magnetización transversal, que permanece
sólo un determinado tiempo medible (señal sinusoide amortiguada, free induction decay, FID). Dicho
lapso de tiempo depende de la homogeneidad del campo magnético externo y del tipo de tejido, denomi-
nado tiempo de relajación espín–espín (T2), ya que se relaciona con la interacción misma del espín del
protón, en donde no hay transferencia neta de energía durante este tiempo de relajación. En la realidad,
los protones se desfasan mucho más rápido que T2, por las heterogeneidades en el campo magnético. A la
combinación de heterogeneidades en campo magnético y el tiempo de relajación T2 se le conoce como T ∗2 .
Existe otro tiempo de relajación, que ocurre cuando los protones regresan del nivel de energía más alto
al mas bajo. Conforme esto ocurre, la energía que había sido absorbida previamente por los protones es
disipada en los alrededores de los tejidos en forma de calor, en donde ocurre una transferencia de energía,
2Mie no fue la primera persona en resolver el problema de esparcimiento de una esfera homogénea e isótropa. Sería más
correcto decir que él fue el último. Él dio su propia solución usando una notación moderna y también la aplicó a un
problema real: los colores de un coloide de oro. Por esta razón, su nombre fue agregado al problema de esparcimiento de
una esfera, aún cuando él tuvo ilustres predecesores, los más notables: Ludvig V. Lorenz [36] (no confundir con Hendrik
A. Lorentz) y Peter Debye [37].

3El fenómeno físico de la resonancia magnética nuclear fue observado por primera vez en 1946 por los científicos: F.
Bloch [43,44] y E. M. Purcell [45], de manera independiente.
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y la orientación del espín será nuevamente paralela al campo magnético externo, incrementado la mag-
netización longitudinal original. A este lapso tiempo se le conoce como tiempo de relajación espín–red (T1).

La intensidad de la última señal de radiofrecuencia detectada por el escáner de IRM está determinada
por los tiempos de relajación T1 y T2, y a su vez por el número de espínes de protones alineados en el
tejido. La intensidad de la señal depende principalmente de los diferentes tejidos, aparte de los tiempos
de relajación y de la concentración de núcleos (densidad de protones). La ordenación espacial de señales
registradas en una prueba son resultado de una codificación de frecuencias y de fases de las señales de
RM. Mediante esta ordenación espacial se puede obtener finalmente una imagen matriz con una escala
codificada de grises.

El contraste en la IRM depende de la densidad de protones, del tiempo de relajación espín–red (T1)
y tiempo de relajación espín–espín (T2). Ya que se desea mejorar el contraste en la IRM, se utilizan los
llamados medios o agentes de contraste. La exploración dinámica con contraste, con secuencias de eco
de gradiente rápidas, pueden ser de ayuda en la diferenciación entre tumores malignos y benignos [20].
En gran medida, los agentes de contraste son suspensiones de nanopartículas (NPs) paramagnéticas o
superparamagnéticas, las cuales no generan señales en la RMN pero influyen en el tiempo de relajación
de los protones cercanos alterando los campos magnéticos locales. Debido a sus características únicas
superparamagnéticas, las NPs magnéticas son comúnmente utilizadas como agentes de mejora de contraste
[21,22,47] en aplicaciones de IRM. En su mayoría, los materiales superparamagnéticos presentan un mayor
efecto de relajación (por la cantidad de hierro) que partículas ferromagnéticas [48].

I.III. Nanopartículas tipo core–shell y sus aplicaciones biomédi-
cas

Los materiales a escala nanométrica son un tema de interés en diversas áreas de la ciencia [49], inge-
niería [50] y disciplinas biomédicas [18, 22]. La razón fundamental se debe a que los materiales nanomé-
tricos, esencialmente entre 1 y 100 nm, presentan una estructura y propiedades funcionales diferentes a
los materiales de bulto. En aplicaciones biomédicas, existen dos tipos importantes de NPs que se han
estudiado [49, 50], diseñado, sintetizado y caracterizado [51, 52], y éstos se han aplicado a diversos estu-
dios [53,54]: NPs metálicas (plasmónicas) [49,50,55] y NPs magnéticas [18,56–58]. Generalmente las NPs
metálicas se encuentran compuestas por metales nobles tales como oro (Au) y plata (Ag). Estas NPs pre-
sentan resonancias plasmónicas de superficie localizadas (LSPR) [3], que son oscilaciones colectivas de los
electrones de conducción de las NPs en resonancia con el campo eléctrico de la luz incidente. Al emplear
NPs de Au se tiene una mayor estabilidad bajo condiciones ambiente y ajustando su tamaño, forma o
estructura [59] se puede sintonizar su resonancia plasmónica dipolar en el infrarrojo cercano (NIR) del
espectro electromagnético [21,53], donde el rango (650 – 900 nm) óptico de absorción del tejido de la piel
es mínima y la transmisión óptica (penetración) es óptima [24]. Las NPs magnéticas más comunes están
compuestas por óxidos de hierro (IO), cobalto (Co) o níquel (Ni), y su composición química muestra
alineación de su momento magnético en presencia de un campo magnético externo y concentra el campo
magnético [58]. Estas propiedades hacen que las NPs magnéticas sean candidatas a diversas aplicaciones
como IRM [56] y tratamiento de cáncer por hipertermia (la hipertermia puede ser inducida por NPs
irradiadas con láser en el infrarrojo cercano) [18]. Sin embargo, tanto las NPs magnéticas como las me-
tálicas presentan limitaciones, como por ejemplo las NPs metálicas carecen de viabilidad para distinguir
un analito, que es un compuesto usualmente requerido para el análisis de moléculas atípicas o células en
un entorno complejo [61], mientras que las NPs magnéticas son ineficientes para generar energía térmica
y eliminar células [57], ya que la forma en que operan las NPs magnéticas es a través de las corrientes
inducidas al someterlas a un campo magnético externo oscilante en el tiempo. Por lo tanto, sería mucho
más eficiente emplear NPs metálicas, así que si se construyen NPs tipo core–shell con componentes mag-
neto/metálicas, se tendría la posibilidad de mantener una parte magnética (permitiendo el contraste en
RMN) y una contraparte metálica, en la que es posible excitar plasmones de superficie localizados [2],
generando calor en la vecindad de las NPs por medio de la concentración de campo eléctrico cercano, si se
iluminan las NPs a una frecuencia adecuada [3]. Una vez funcionalizadas las NPs, sería posible eliminar
células malignas del tejido de la piel de manera eficiente y selectiva.

Una NP magnético/metálica tipo core–shell es una NP que presenta un núcleo hecho de algún ma-
terial magnético ya sea IO, Co, Ni o algún otro óxido, y una capa exterior de otro material metálico
como Au o Ag (o viceversa), de tal forma que la nanopartícula tenga una componente magnética y otra
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I. Introducción

metálica. No obstante, las NPs de óxido de hierro en el núcleo y con cascarón de oro se han convertido
en la combinación ideal por sus notables ventajas [22,60–63], ya que por un lado una NP compuesta por
óxidos de hierro es estable, sencilla de sintetizar y funciona como agente de contraste [18, 52, 57, 58], por
otro lado una NP con componente metálico ofrece excelente estabilidad [21,53,54].

Una clave para las aplicaciones tecnológicas es la síntesis de NP de alta calidad con propiedades mag-
néticas y ópticas deseadas, ajustando con precisión ya sea el tamaño del núcleo o el grosor de la capa,
así como la forma geométrica del núcleo o capa [60,62–64]. Asimismo, se han realizado estudios teóricos
(extendiendo la solución de Mie a un sistema esférico multicapa) y experimentales sobre las propiedades
magnéticas y ópticas de NPs magnético/metálicas esféricas tipo core–shell [60,62], donde las propiedades
plasmónicas están influenciadas por la alta constante dieléctrica del núcleo nanocristalino de óxido de
hierro. Además, se han hecho análisis teóricos para identificar si las propiedades dieléctricas del núcleo
magnético de óxidos de hierro influyen directamente al comportamiento plasmónico de la NP tipo core–
shell. Esta área se ha bautizado como magneto–plasmónica [65].
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Figura I.3: Parte real e imaginaria del índice de refracción del (a) Au, (b) Ag, (c) α–hematita, (d) magnetita y del (e) Ni, en
función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). Los círculos
representan los datos experimentales de las referencias [67–70] y la línea continua es la interpolación generada a partir de
los datos experimentales.
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I.III. Nanopartículas tipo core–shell y sus aplicaciones biomédicas

En 2006, P. Norlander y colaboradores reportaron la síntesis de NPs magnético/metálicas elipsoidales
prolato tipo core–shell, llamándolas nanorice, utilizando el método de sembrado y crecimiento del Au [64].
En sus estudios, el largo del nanorice fue de 340 nm y el ancho de 54 nm, y el grosor de la capa fue de 13 nm.
El nanorice estaba constituido por un núcleo monodisperso de hematita (con una función dieléctrica cons-
tante εC = 9.5) y un cascarón de Au. La geometría del nanorice de hematita/Au combina las propiedades
ópticas de nanovarillas y nanoesferas en la región del NIR, haciéndolos candidatos prometedores para apli-
caciones biomédicas.

A partir de los trabajos antes mencionados [60, 62, 64], se espera que al emplear NPs elipsoidales, se
podría obtener sensibilidad a la polarización de la onda incidente, así como control sobre las zonas de
amplificación de campo eléctrico y mayor control sobre las excitaciones plasmónicas al tener una res-
puesta diferente para cada polarización: longitudinal y transversal [9]. Asimismo, es cierto que una NP
esférica tiene mayor probabilidad de entrar en una célula en comparación de una elipsoidal, pero con una
NP elipsoidal se tendrían mayor área de contacto con alguna membrana celular receptora (por ejemplo
células cancerosas) que una NP esférica [54]. Una restricción para las posibles aplicaciones biomédicas,
es que las dimensiones de una NP deben de ser menores a 200 nm [66].

En esta tesis se propone emplear NPs elipsoidales con una parte metálica, adicional a la componente
magnética, que permita disminuir aún más la energía suministrada y que amplifique el calor (debido a la
amplifiación del campo eléctrico cercano en la NP) en una región de tamaño nanométrico por medio de
la excitación de LSPR. Los LSPR están fuertemente determinadas por la geometría y dimensiones de las
nanopartículas, así como del medio material del núcleo y de la capa en las nanopartículas tipo core–shell,
por lo que es posible la sintonización de las nanopartículas por medio del diseño de la geometría. Los
materiales considerados para la parte metálica fueron Au y Ag [67] [sus índices de refracción se muestran
en las Figs. I.3(a) y I.3(b)], mientras que para la parte magnética fueron α–hematita (α−Fe2O3) [68],
magnetita (Fe3O4) [69] y Ni [70] [sus índices de refracción se muestran en las Figs. I.3(c), I.3(d) y I.3(e)].
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Capítulo 1

Esparcimiento y absorción de ondas
electromagnéticas por partículas
esféricas

1.1. Solución exacta: Solución de Mie
La teoría de Mie1 es la solución exacta que dio Gustav Mie en 1908 a las ecuaciones de Maxwell para el
problema de esparcimiento de una onda electromagnética monocromática plana por una esfera homogénea
e isótropa de radio a [38] [ver Fig. 1.1]. La idea general es dividir el espacio en dos regiones: dentro de la
partícula y el medio que rodea a la partícula (matriz). Se proponen soluciones para los campos eléctrico y
magnético, tanto adentro como afuera, en términos de una base esférica (armónicos esféricos vectoriales),
cuyos coeficientes de expansión se determinan al imponer condiciones de contorno de los campos EMs
sobre la superficie de la partícula.

(
~E1,

~H1

)

(ε1, µ1)

(
~Em, ~Hm

)

(ε, µ)
Campo incidente(

~Ei, ~Hi

)

Campo esparcido(
~Escat, ~Hscat

)

Figura 1.1: Partícula esférica iluminada por una onda electromagnética plana y monocromática, que genera campo EM
tanto dentro (campo interno: ~E1 y ~H1) como afuera (campo esparcido: ~Escat y ~Hscat) de la partícula.

El campo EM dentro de la partícula se denota como ~E1 y ~H1 (ver Fig 1.1), mientras que el campo
eléctrico y magnético total al exterior de la partícula ( ~Em, ~Hm) está dado por la superposición del campo
incidente ( ~Ei, ~Hi) más el campo esparcido ( ~Escat, ~Hscat) por la partícula, es decir

~Em = ~Ei + ~Escat y ~Hm = ~Hi + ~Hscat,

con el campo incidente dado por

~Ei = ~E0e
i(~k·~r−ωt) y ~Hi = ~H0e

i(~k·~r−ωt),

1En realidad debería ser llamada la “solución de Mie” a las ecuaciones de Maxwell para el problema de interacción de una
onda EM monocromática plana con una partícula esférica.
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1.1. Solución exacta: Solución de Mie

donde ~k es el vector de propagación de la onda EM, ω su frecuencia, t el tiempo y ~r el vector de posición
de un punto en el espacio. Se requiere que los campos totales dentro y fuera de la partícula cumplan las
condiciones de frontera (es decir, que las componentes tangenciales del campo eléctrico a la superficie de
la esfera son continuos al atravesarla)

(
~Em − ~E1

) ∣∣∣∣
r=a

× n̂ =
(
~Hm − ~H1

) ∣∣∣∣
r=a

× n̂ = 0, (1.1)

donde los subíndices 1 y m se refieren a las regiones interna y externa de la esfera, respectivamente [ver
Fig. 1.1]; a es el radio de la partícula y n̂ define un vector normal dirigido hacia el exterior de la superficie
de la partícula. Para campos armónicos en el dominio de la frecuencia, ω, y en ausencia de cargas y
corrientes, los campos ~E y ~H tienen divergencia nula

∇ · ~E = 0 y ∇ · ~H = 0, (1.2)

y además ~E y ~H no son independientes, pues

∇× ~E = iωµ ~H y ∇× ~H = −iωµ~E. (1.3)

En la Fig. 1.1 se ejemplifica la situación general del problema de esparcimiento, es decir, la interacción
de una partícula esparcidora con una onda EM monocromática plana. La solución de este problema se
reduce a resolver las ecuaciones de onda vectoriales para el campo electromagnético ( ~E, ~H), es decir, las
ecuaciones vectoriales de Helmholtz homogéneas (sin fuentes), dadas por

∇2 ~E + k2 ~E = 0 (1.4)

y
∇2 ~H + k2 ~H = 0, (1.5)

donde k2 = ω2εµ, ω es la frecuencia angular, ε es la permitividad eléctrica o función dieléctrica, y µ es la
permeabilidad magnética.

A partir de la ec. (1.2), se puede inferir que los campos ~E y ~H se pueden escribir a partir del rotacional
del producto de un radio vector (función vectorial) ~r con una función escalar ψ, es decir, se puede construir
una función vectorial ~M de la forma

~M = ∇× (~r ψ) , (1.6)

por lo que ~M tiene divergencia cero

∇ · ~M = ∇ · [∇× (~r ψ)] = 0.

Asimismo, el laplaciano de ~M está dado por

∇2 ~M = ∇
(
∇ · ~M

)
−∇×

(
∇× ~M

)
. (1.7)

Aplicando el operador
[
∇2 + k2

]
al campo ~M y usando las ecs. (1.6) y (1.7) se obtiene

∇2 ~M + k2 ~M = ∇
(
∇ · ~M

)
−∇×

(
∇× ~M

)
+ k2 ~M

= −∇× {∇× [∇× (~r ψ)]}+ k2 [∇× (~r ψ)]

= ∇×
[
−∇×∇× (~r ψ) + k2(~r ψ)

]

= ∇×
{
∇2(~r ψ)−∇ [∇ · (~rψ)] + k2(~r ψ)

}
.

Notando que el rotacional de un gradiente es cero para funciones suaves,2 la expresión anterior se reduce
a

∇2 ~M + k2 ~M = ∇× [∇2(~r ψ) + k2(~r ψ)]. (1.8)

2Sea U ⊂ Rn un abierto. Una función f : U → R es suave (o C∞) si todas sus derivadas parciales, de cualquier orden,
existen. El conjunto de las funciones suaves en U se denota por C∞(U) [71].
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Cambiando ∇2(~r ψ) a su notación de índices, se obtiene

∇2(~r ψ) =
∂2(riψ)

∂rj∂rj
=

∂

∂rj

(
∂ri
∂rj

ψ + ri
∂ψ

∂rj

)

=
∂ (δijψ)

∂rj
+

∂

∂rj

(
ri
∂ψ

∂rj

)

= δij
∂ψ

∂rj
+ δij

∂ψ

∂rj
+ ri

∂2ψ

∂rj∂rj

= 2∇ψ + ~r
(
∇2ψ

)
,

por lo que la ec. (1.8) se puede escribir como

∇2 ~M + k2 ~M = ∇×
[
~r
(
∇2ψ + k2ψ

)]
. (1.9)

Por lo tanto ~M satisface la ecuación de Helmholtz vectorial si ψ es solución de la ecuación de Helmholtz
escalar

∇2ψ + k2ψ = 0. (1.10)

A partir de ~M se define otra función vectorial ~N , tal que

~N =
∇× ~M

k
, (1.11)

de modo que si se aplica el operador
[
∇2 + k2

]
al campo ~N y considerando la ec. (1.7), ~N satisface la

ecuación de Helmholtz vectorial, ya que

∇2 ~N + k2 ~N = ∇2

(
∇× ~M

k

)
+ k2

(
∇× ~M

k

)

=
1

k

{
∇
[
∇ ·
(
∇× ~M

)]
−∇×∇×

(
∇× ~M

)
+ k2

(
∇× ~M

)}
, (1.12)

pero el primer término del lado derecho de la ec. (1.12) es igual a cero ya que la divergencia del rotacional
de una función vectorial es cero. Como ∇ · ~M = 0 entonces ∇

(
∇ · ~M

)
= ~0, por lo cual la ec. (1.12) se

reduce a

∇2 ~N + k2 ~N =
1

k

{
∇×

[
∇
(
∇ · ~M

)
−∇×

(
∇× ~M

)
+ k2 ~M

]}

=
1

k

[
∇×

(
∇2 ~M + k2 ~M

)]

=
1

k

{
∇×∇×

[
~r
(
∇2ψ + k2ψ

)]}
,

por lo tanto como ~M satisface la ec. de Helmholtz, entonces también ~N cumple la ecuación de Helmholtz
vectorial homogénea

∇2 ~N + k2 ~N = 0. (1.13)

Se ha mostrado que tanto los campos ~M y ~N satisfacen la ecuación de Helmholtz vectorial y además el
rotacional de ~M es proporcional a ~N . Entonces se puede intuir que el rotacional de ~N es proporcional a
~M , ya que al aplicar el rotacional de ~N de la ec. (1.11) se obtiene

∇× ~N = ∇×
(
∇× ~M

k

)
=

1

k

[
∇
(
∇ · ~M

)
−∇2 ~M

]
= −1

k
∇2 ~M = −1

k

(
−k2 ~M

)
,

entonces
k ~M = ∇× ~N.

De lo anterior, se tiene que las funciones vectoriales ~M y ~N cumplen todas las propiedades de un
campo electromagnético: satisfacen la ecuación de Helmholtz vectorial, a su vez ∇ · ~M = ∇ · ~N = 0, el
rotacional de ~M es proporcional a ~N , y así como el rotacional de ~N es proporcional a ~M .

Considerando el caso de esparcimiento de una onda EM monocromática plana por una partícula esfé-
rica, es conveniente elegir un sistema de coordenadas esféricas (r, θ, φ) (ver Fig. 1.2). En este caso, tanto
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1.1. Solución exacta: Solución de Mie

~M como ~N representan las soluciones fundamentales a las ecuaciones vectoriales de Helmholtz [ecs. (1.4)
y (1.5)] para ondas transversales.3 Es interesante notar que ~M es tangencial en todas partes a cualquier
esfera con |~r | = cte., es decir, que ~r · ~M = 0.

êy

êz

êx

a

θ

~r

φ

Onda electromagnética
incidente

Figura 1.2: Sistema de coordenadas esféricas centrada en la partícula esférica de radio a. El vector de onda incidente (flechas
verdes) se escoge en la dirección êz y campo eléctrico incidente tendrá dirección paralela a êx.

Para que ~M y ~N sean solución de la ec. de Helmholtz vectorial, es necesario que ψ satisfaga la ec. de
Helmholtz escalar, que en coordenadas esféricas4 está dada por [4]

1

r2

∂

∂r

(
r2 ∂ψ

∂r

)
+

1

r2 sin θ

∂

∂θ

(
sin θ

∂ψ

∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ

∂

∂φ

(
∂2ψ

∂φ2

)
+ k2ψ = 0. (1.14)

Se propone una solución separable a la ec. (1.14) de la forma

ψ(r, θ, φ) = R(r)Θ(θ)Φ(φ), (1.15)

que al sustituirla en la ec. (1.14), se obtienen las siguientes tres ecuaciones diferenciales ordinarias

d2Φ

dΦ2
+m2Φ = 0 , (1.16a)

1

sin θ

d

dθ

(
sin θ

dΘ

dθ

)
+

[
n(n+ 1)− m2

sin2 θ

]
Θ = 0 , (1.16b)

d

dr

(
r2 dR

dr

)
+
[
k2r2 − n(n+ 1)

]
R = 0 , (1.16c)

donde las constantes de separación m y n se determinan a partir de condiciones de frontera que ψ
debe satisfacer. Entonces es suficiente sólo considerar la ortogonalidad de los polinomios de Legendre,
a los enteros positivos de m, ya que se pueden generar todas las soluciones linealmente independientes
de (1.16a) y el cálculo de integrales que se requieren para expresar una onda plana en armónicos esféricos.

A la función ψ, compuesta por el producto de las funciones R, Θ y Φ que resuelven las ecuaciones
diferenciales ordinarias (1.16a–1.16c), se le conoce como función generadora5 de los armónicos esféricos
vectoriales, la cual satisface la ecuación de Helmholtz escalar en coordenadas esféricas. Las soluciones
para las funciones R, Θ y Φ son las funciones esféricas de Bessel, los polinomios asociados de Legendre y
las funciones seno y coseno, respectivamente.

La función ψ que satisface la ecuación de Helmholtz [ec. (1.10)] en coordenadas esféricas puede sepa-
rarse en una parte par ψemn y otra impar ψomn:

ψemn = cos(mφ)Pmn (cos θ)z(j)
n (kr) , (1.17a)

ψomn = sin(mφ)Pmn (cos θ)z(j)
n (kr) , (1.17b)

3Una base completa incluye a otro armónico esférico vectorial L definido como L = ∇ψ/k [72].
4En la referencia [4], hay un error en la ec. (4.2), en el tercer término correspondiente a la variable φ. El denominador
debería ser igual a 1/(r2 sin2 θ) en lugar de 1/(r2 sin θ).

5En esta tesis se omitirán los detalles sobre las propiedades de cada una de las soluciones a las ecs. (1.16a)–(1.16c). Los
detalles pueden ser consultados en [4], donde se considera la solución general.
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1. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por partículas esféricas

donde el superíndice j = 1, 2 denota las funciones esféricas de Bessel de primer o segundo tipo [4, 73],
respectivamente,

z(1)
n (kr) = jn(kr) y z(2)

n (kr) = yn(kr),

y el superíndice j = 3, 4 denota las funciones esféricas de Bessel de tercer o cuarto tipo [4, 73] (también
conocidas como funciones esféricas de Hankel), respectivamente,

z(3)
n (kr) = h(1)

n (kr) = jn(kr) + iyn(kr) y z(4)
n (kr) = h(2)

n (kr) = jn(kr)− iyn(kr).

Los armónicos esféricos vectoriales generados por ψemn y ψomn se obtienen a partir de

~Memn = ∇× (~r ψemn) , ~Momn = ∇× (~r ψomn) , (1.18a)

~Nemn =
∇× ~Memn

k
y ~Nomn =

∇× ~Momn

k
, (1.18b)

donde los armónicos esféricos vectoriales ~Momn, ~Memn, ~Nomn y ~Nemn se expresan en coordenadas esféricas
de la siguiente manera

~Memn =
−m
sin θ

sin (mφ) Pmn (cos θ)zn(ρ)êθ − cos (mφ)
dPmn (cos θ)

dθ
zn(ρ)êφ, (1.19)

~Momn =
m

sin θ
cos (mφ) Pmn (cos θ)zn(ρ)êθ − sin (mφ)

dPmn (cos θ)

dθ
zn(ρ)êφ, (1.20)

~Nemn =
zn(ρ)

ρ
cos (mφ) n(n+ 1)Pmn (cos θ)êr

+ cos (mφ)
dPmn (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êθ −m sin (mφ)

Pmn (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êφ, (1.21)

~Nomn =
zn(ρ)

ρ
sin (mφ) n(n+ 1)Pmn (cos θ)êr

+ sin (mφ)
dPmn (cos θ)

dθ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êθ −m cos (mφ)

Pmn (cos θ)

sin θ

1

ρ

d

dρ
[ρzn(ρ)] êφ. (1.22)

La componente êr de las ecs. (1.19) y (1.20) ha sido simplifica usando el hecho de que Pmn satisface la
ec. (1.16b). Es importante recordar que cualquier función vectorial (transversal) que satisface la ecuación
de Helmholtz vectorial [ec. (1.4) y (1.5)] en coordenadas esféricas, se puede expresar en términos de los
armónicos esféricos vectoriales [ecs. (1.18)].

Considerando que la partícula esférica es iluminada por un campo electromagnético incidente polari-
zado en la dirección êx (= sin θ cosφ êr + cos θ cosφ êθ − sinφ êφ)

~Ei = E0e
ikr cos θ êx, (1.23)

donde E0 es la amplitud del campo eléctrico y k es la magnitud del vector de onda del haz incidente, el
campo eléctrico incidente se puede expresar en términos de los armónicos esféricos vectoriales ~N y ~M ,
que contienen las funciones dadas en las ecs. (1.17a) y (1.17b), de la siguiente forma

~Ei =

∞∑

m=0

∞∑

n=m

(
Bemn ~Memn +Bomn ~Momn +Aemn ~Nemn +Aomn ~Nomn

)
,

donde Aemn, Aomn, Bemn y Bomn son los coeficientes de la expansión [4]. Como el campo eléctrico
incidente debe de ser finito en el origen y por la ortogonalidad de los armónicos esféricos vectoriales, la
expresión anterior se reduce a [4]

~Ei =

∞∑

n=1

(
Bo1n ~M

(1)
o1n +Ae1n ~N

(1)
e1n

)
, (1.24)

donde el superíndice (1) en los armónicos esféricos vectoriales ~M y ~N denota que se emplea la función
esférica de Bessel jn(ρ), con ρ = kr, para la parte radial de las funciones generadoras [ver ecs. (1.17a) y
(1.17b)], asegurando que el campo eléctrico incidente sea finito en el origen. Para calcular el valor de los
coeficientes de la expansión, se hace uso de las relaciones de recurrencia e identidades de las funciones
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1.1. Solución exacta: Solución de Mie

zn(ρ), así como de las funciones asociadas de Legendre Pmn (cos θ) [4]. Después de las consideraciones
anteriores, la forma de los coeficientes de la expansión está dada por

Bo1n = inE0
2n+ 1

n(n+ 1)

y

Ae1n = −iE0i
n 2n+ 1

n(n+ 1)
,

por lo que se puede expresar el campo eléctrico incidente [ec. (1.24)] como [4]

~Ei = E0

∞∑

n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)

(
~M

(1)
o1n − i ~N

(1)
e1n

)
, (1.25)

y el correspondiente campo magnético incidente [obtenido de la aplicación de la ley de Faraday–Lenz a
la ec. (1.25)]

~Hi = − k

ωµ
E0

∞∑

n=1

in
2n+ 1

n(n+ 1)

(
~M

(1)
o1n + i ~N

(1)
e1n

)
, (1.26)

donde los subíndices omn y emn (es necesario que m sea igual a uno) en los armónicos esféricos vecto-
riales ~M y ~N indican la función generadora, ψ, de acuerdo a las ecs. (1.17a) y (1.17b). Para simplificar
la notación, se define En = inE0(2n+ 1)/n(n+ 1).

Al igual que los campos incidentes, tanto el campo esparcido ( ~Escat, ~Hscat) como el interno de la
partícula ( ~E1, ~H1), se pueden de expandir en términos de los armónicos esféricos vectoriales. En la frontera
entre la partícula esférica y el medio que la rodea (matriz), se impone la condición de frontera

(
~Ei + ~Escat − ~E1

)
× êr =

(
~Hi + ~Hscat − ~H1

)
× êr = 0. (1.27)

Al aplicar las condiciones de frontera [ec. (1.27)], la ortogonalidad de los armónicos esféricos vectoriales y
conociendo la expansión para el campo incidente [ec. (1.25)], se intuye la forma de construir la expansión
del campo esparcido y el campo dentro de la partícula: los coeficientes en estas expansiones se eliminan
para toda m 6= 1 [4]. El campo EM interno de la partícula ( ~E1, ~H1) en donde las funciones esféricas de
Bessel jn son finitas (yn divergen en el origen, por lo que no son aceptables físicamente), es [4, 5]

~E1 =

∞∑

n=1

En

[
c(1)
n

~M
(1)
o1n − id(1)

n
~N

(1)
e1n

]
(1.28)

y

~H1 = − k1

ωµ1

∞∑

n=1

En

[
d(1)
n

~M
(1)
e1n + ic(1)

n
~N

(1)
o1n

]
. (1.29)

El campo esparcido se propone como

~Escat =

∞∑

n=1

En

[
ian ~N

(3)
e1n − bn ~M

(3)
o1n

]
(1.30)

y

~Hscat = − k

ωµ

∞∑

n=1

En

[
ibn ~N

(3)
o1n + an ~M

(3)
e1n

]
, (1.31)

donde el superíndice (3) en los armónicos esféricos vectoriales denota que la dependencia radial de la
función generadora, ψ, está dada por la función esférica de Hankel6 h(1)

n y los coeficientes an y bn son los

6Al analizar el comportamiento asintótico de las funciones h(1)n (ρ) y h(2)n (ρ) [4, 73]

h
(1)
n (ρ) ∼ (−i)neikr

iρ

y

h
(2)
n (ρ) ∼ − i

ne−ikr

iρ
,

con ρ� n2, se observa que h(1)n (ρ) corresponde a una onda esférica saliente, mientras que h(2)n (ρ) representa una entrante,
en la región ρ � 1. Este comportamiento indica que la función radial necesaria para representar físicamente el campo
esparcido es h(1)n (ρ).
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1. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por partículas esféricas

llamados coeficientes de esparcimiento de Mie.

Las componentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos deben ser continuas al atravesar
la superficie de la partícula, lo que da como resultado el siguiente sistema de ecuaciones

Esθ + Eiθ = E1θ, Esφ + Eiφ = E1φ,
Hsθ +Hiθ = H1θ y Hsφ +Hiφ = H1φ.

(1.32)

La nanopartícula esférica se encuentra caracterizada por su parámetro de tamaño

x =
2πNma

λ
= ka, (1.33)

y cuyo índice de refracción relativo es m = N1/Nm = n+ ik, donde Nm y N1 son los índices de refracción
de la matriz y de la partícula, respectivamente, λ es la longitud de onda en el medio que rodea a la
partícula (la matriz, considerada como homogénea e isótropa) y a es el radio de la partícula. En la región
fuera de la partícula, el índice de refracción relativo es igual a uno (se supone que la partícula está en
vacío).

De la ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre, junto con las expresiones de los armónicos
esféricos vectoriales [ecs. (1.19)–(1.22)], las expansiones de los campos EM internos y esparcidos [ecs.
(1.28), (1.29), (1.30) y (1.31)] y las condiciones de frontera [ec.(1.32)], se obtienen cuatro ecuaciones
lineales independientes para los coeficientes: an, bn, cn y dn, dadas por

jn(mx)cn + h(1)
n (x)bn = jn(x), (1.34)

µ [mxjn(mx)]
′
cn + µ1

[
xh(1)

n (x)
]′
bn = µ1 [xjn(x)]

′
, (1.35)

µmjn(mx)dn + µ1h
(1)
n (x)an = µ1jn(x), (1.36)

[mxjn(mx)]
′
dn +m

[
xh(1)

n (x)
]′
an = m [xjn(x)]

′
, (1.37)

donde la prima (′) representa la derivada de la función respecto a su argumento, µ1 y µ son las permea-
bilidades magnéticas de la esfera y del medio que la rodea, respectivamente. Al resolver el sistema de
ecuaciones [ecs. (1.34)–(1.37)] y empleando los funciones de Riccati–Bessel (ψn, χn y ζn) [4] definidas
como

ψn(ρ) = ρjn(ρ), χn(ρ) = ρyn(ρ) y ζn(ρ) = ρh(1)
n (ρ), (1.38)

se obtiene que los coeficientes de esparcimiento están dados por

an =
µm2jn(mx) [xjn(x)]

′ − µ1jn(x) [mxjn(mx)]
′

µm2jn(mx)
[
xh

(1)
n (x

]′
− µ1h

(1)
n (x) [mxjn(mx)]

′

=
µmψn(mx)ψ′n(x)− µ1ψn(x)ψ′n(mx)

µψn(mx)ζ ′n(x)− µ1ζn(x)ψ′n(mx)

(1.39)

y

bn =
µ1jn(mx) [xjn(x)]

′ − µjn(x) [mxjn(mx)]
′

µ1jn(mx)
[
xh

(1)
n (x)

]′
− µh(1)

n (x) [mxjn(mx)]
′

=
µ1ψn(mx)ψ′n(x)− µmψn(x)ψ′n(mx)

µ1ψn(mx)ζ ′n(x)− µmζn(x)ψ′n(mx)
.

(1.40)

Asimismo, cabe resaltar que cuando el índice de refracción relativo m es igual a uno

ĺım
m→1

an, bn → 0,

lo que da lugar al caso en que el índice de refracción de la partícula es muy parecido al del medio que la
rodea (m ≈ 1), por lo que la partícula será prácticamente indistinguible a él y no habrá esparcimiento.
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1.2. Cálculo de propiedades ópticas

1.2. Cálculo de propiedades ópticas

El campo EM ( ~E, ~H), en una onda EM plana tienen la forma

~E(~r, t) = ~E0e
i(~k·~r−ωt) (1.41)

y
~H(~r, t) = ~H0e

i(~k·~r−ωt), (1.42)

donde ~r = (x, y, z) es el vector posición donde se quiere evaluar los campos ~E y ~H. E0 y B0 son las
amplitudes, en general complejas, de la onda EM plana. El vector de onda ~k también puede se ser
complejo, de tal forma que

~k = ~k1 + i~k2,

donde ~k1 y ~k2 son vectores reales, por lo que si se sustituye lo anterior en la ec. (1.41), se tiene que

~E(~r, t) = ~E0e
i(~k1·~r+i~k2·~r−ωt) = ~E0e

−~k2·~rei(
~k1·~r−ωt),

donde ~E0e
−~k2·~r es la amplitud y (~k1 · ~r − ωt) es la fase de la onda eléctrica, por lo que el vector real

~k1 es perpendicular a la superficie de fase constante y ~k2 es perpendicular a la superficie de amplitud
constante. Si ~k1 y ~k2 son paralelos, la onda EM plana será homogénea, de otra forma será heterogénea.

El vector de Poynting de define como [4]

~S = ~E × ~H∗ = Re
[
~EC

]
× Re

[
~HC

]
, (1.43)

donde el símbolo * denota que se debe considerar el complejo conjugado del campo ~H, el subíndice C
denota la velocidad de fase de las ondas EMs7 igual a C = c/n, con c igual a la rapidez de las ondas EMs
y n el índice de refracción. El vector de Poynting representa la energía por unidad de tiempo y de área
transportada por los campos EMs. Si la orientación de la superficie del plano con área A está especificada
por la normal del vector n̂ [ver Fig. 1.3], entonces ~S · n̂ dA es la energía por unidad de tiempo que cruza
una superficie infinitesimal n̂ dA, es decir, la densidad de flujo de energía o irradiancia.

~S = ~E × ~H ∗
n̂

~E

~H

θ

Superficie

Volumen encerrado
por la superficie

Figura 1.3: Esquema representando el vector de Poynting que atraviesa una superficie.

Si se construye una esfera imaginaria de radio r y de superficie A alrededor de una partícula, la energía
electromagnética transportada por la onda EM cruza la superficie A a una tasa dada es [4]

Wabs = −
∫

A

~S · êr dA, (1.44)

donde êr es el vector normal unitario de la superficie de la esfera y ~S es el vector de Poynting. El signo
menos en la ec. (1.44) se debe a que se escoge la normal exterior de la superficie de la esfera, asegurando
una contribución deW positiva, lo que implica que la energía electromagnética es absorbida en el volumen
V.

El valor instantáneo del vector de Poynting es una función que varía rápidamente en el tiempo para
frecuencias que son usualmente de interés. La mayoría de los instrumentos no son capaces de detectar
7Dado que existen materiales en donde n < 1, es posible tener una velocidad de fase (es decir, la velocidad con la cual la
amplitud de las ondas continuas entra a través de un medio) más grande de c.
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1. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por partículas esféricas

oscilaciones rápidas del valor instantáneo del vector de Poynting, pero si pueden detectar promedios
temporales, es decir [4]

〈
~S
〉

=
1

τ

∫ t+τ

t

~S(t′)dt′, (1.45)

donde τ es un pequeño intervalo de tiempo, pero significativamente mayor comparado con el periodo de
tiempo 1/ω. El promedio temporal del vector de Poynting

〈
~S
〉
en cualquier punto de la región externa

de la esfera se puede escribir como la suma de tres términos
〈
~S
〉

=
1

2
Re
[
~Em × ~H∗m

]
=
〈
~Si

〉
+
〈
~Sscat

〉
+
〈
~Sext

〉
, (1.46)

donde el subíndice m hace referencia a los campos en el medio que rodea a la partícula imaginaria (la
matriz), los subíndices i, scat y ext se encuentran asociados a las contribuciones de la onda EM incidente,
esparcida y extinguida, respectivamente. A su vez, cada término de ~S está descrito de la forma

〈
~Si

〉
=

1

2
Re
[
~Ei × ~H∗i

]
, (1.47a)

〈
~Sscat

〉
=

1

2
Re
[
~Escat × ~H∗scat

]
, (1.47b)

〈
~Sext

〉
=

1

2
Re
[
~Ei × ~H∗scat + ~Escat × ~H∗i

]
. (1.47c)

Al sustituir la ec. (1.46) en la ec. (1.44), se obtiene

Wabs = −
∫

A

〈
~Si

〉
· êr dA−

∫

A

〈
~Sscat

〉
· êr dA−

∫

A

〈
~Sext

〉
· êr dA = Wi −Wscat +Wext ,

donde el signo negativo deWscat se debe a que tanto ~Sscat como êr están orientados en la misma dirección.
Se consideró que el medio de la región externa a la partícula fuera no absorbente, Wi = 0, pues de lo
contrario el campo EM incidente estaría depositando energía al medio, lo que implica que

Wext = Wabs +Wscat, (1.48)

lo que se conoce como el Teorema Óptico [4].

La ley de Faraday–Lenz en su forma diferencial es

∇× ~E = −∂
~B

∂t
, (1.49)

donde ~E y ~B son el campo eléctrico y magnético, respectivamente. Cambiando el lado izquierdo de la ec.
(1.49) a notación de índices, se tiene que

∇× ~E = εlmn
∂

∂rl
Em = εlmn

∂

∂rl
{E0m

exp [i(klrl − ωt)]}

= εlmnE0m exp [i(klrl − ωt)] ·
∂

∂rl
[i(klrl − ωt)]

= iεlmnEmkl ·
∂rl
∂rl

,

en donde ∂ri/∂ri = δii con δij como la delta de Kronecker y εijk es el tensor de Levi–Civita. El producto
vectorial en notación de índices se denota como ~u×~v = εijkuivj , entonces sustituyendo la ec. (1.50) en
notación vectorial en la ec. (1.49), se obtiene

− ~E × i~k = −∂
~B

∂t
.

Por un lado, como ~B = µ ~H se tiene que

~E × i~k =
∂µ ~H

∂t
.
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1.2. Cálculo de propiedades ópticas

Al realizar la derivada parcial con respecto al tiempo del campo ~H de una onda EM monocromática
plana [ver ec. (1.42)] y sustituirlo en la ecuación anterior, se obtiene

~k × ~E = ωµ ~H, (1.50)

entonces el promedio temporal del vector de Poynting [ec. (1.46)] es igual a

〈
~S
〉

=
1

2
Re
[
~E0 × ~H∗0

]
=

1

2
Re

[
~E0 × ~k∗ × ~E∗0

ωµ∗

]

=
1

2
Re



~k∗
(
~E0 · ~E∗0

)
− ~E∗0

(
~E0 · ~k∗

)

ωµ∗


 .

Si se considera una onda EM plana homogénea con vector de onda ~k = kêu = (k1 +ik2)êu, donde êu es un
vector unitario real en la dirección de propagación, y que satisface las ecs. de Maxwell, y además si hay
ausencia de fuentes (vacío), es decir ausencia de cargas y corrientes totales, entonces el campo eléctrico
y el vector de onda serán transversales, es decir que ( ~E0 · ~k) = 0 lo que implica que ( ~E0 · ~k∗) = 0, por lo
cual

〈
~S
〉

=
1

2
Re



~k∗
(
~E0 · ~E∗0

)

ωµ∗


 =

1

2
Re
[
k∗E2

0

ωµ∗

]
êu =

1

2
Re
[
ω
√
ε∗µ∗

ωµ∗

]
E2

0 êu =
1

2
Re
[√

ε∗

µ∗

]
E2

0 êu,

por lo tanto la irradiancia del campo incidente será igual a

Ii =
〈
~S
〉
· n̂ =

1

2
Re
[√

ε∗

µ∗

]
E2

0 . (1.51)

Las secciones transversales de absorción, esparcimiento y extinción se obtienen al calcular el cociente
del factor W entre la irradiancia del campo incidente, por lo tanto

Cσ =
Wσ

Ii
; σ = abs, scat, ext. (1.52)

Asimismo, es posible derivar las expresiones de las secciones transversales para una partícula esférica
de manera exacta [4, 36,37]. En particular, para el esparcimiento y extinción, se tiene que [4]

Wscat =
1

2
Re
{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EsθH

∗
sφ − EsφH∗sθ

)
r2 sin θdθdφ

}
, (1.53a)

Wext =
1

2
Re
{∫ 2π

0

∫ π

0

(
EiφH

∗
sθ − EiθH∗sφ − EsθH∗iφ + EsφH

∗
iθ

)
r2 sin θdθdφ

}
, (1.53b)

y el radio a < r de la esfera imaginaria es arbitrario. A partir de las ecs. (1.25) y (1.26), la expansión de
las componentes angulares del campo incidente polarizado en la dirección êx se pueden escribir como

Eiθ =
cos(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (ψnπn − iψ′nτn) , Hiθ =
k

ωµ
tan(φ)Eiθ,

Eiφ =
sin(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (iψ′nπn − ψnτn) y Hiθ =
−k
ωµ

cot(φ)Eiφ.

(1.54)

Asimismo, la expansión de las componentes angulares del campo esparcido se pueden deducir a partir de
las ecs. (1.30) y (1.31), obteniendo así

Esθ =
cos(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (ianζ
′
nτn − bnζnπn) , Hsθ =

k

ωµ

sin(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (ibnζ
′
nτn − anζnπn) ,

Esφ =
sin(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (bnζnτn − ianζ ′nπn) y Hsφ =
k

ωµ

cos(φ)

ρ

∞∑

n=1

En (ibnζ
′
nπn − anζnτn) .

(1.55)
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1. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por partículas esféricas

Las últimas dos ecuaciones están dadas en términos de las funciones angulares πn y τn, definidas en
términos de las funciones asociadas de Legendre P 1

n(cos θ), como

πn =
P 1
n(cos θ)

sin θ
y τn =

dP 1
n(cos θ)

dθ
. (1.56)

Si bien tanto πn como τn no son ortogonales mutuamente ni entre sí, se satisfacen las relaciones [4]
∫ π

0

(τn + πn) (τm + πm) sin θdθ =

∫ π

0

(τn − πn) (τm − πm) sin θdθ = 0,

∫ π

0

(τnπm + πnτm) sin θdθ = 0,

∫ π

0

(πnπm + τnτm) sin θdθ = δnm
2n2 (n+ 1)

2

2n+ 1
,

donde δnm denota la delta de Kronecker.

Al sustituir los campos EMs esparcidos por la partícula esférica, dados por las ecs. (1.55), en la integral
de Wscat [ec.(1.53b)] y haciendo uso de las relaciones anteriores de las funciones angulares πn y τn, se
obtiene

Wscat =
π|E0|2
kωµ

∞∑

n=1

(2n+ 1)Re {gn}
(
|an|2 + |bn|2

)
,

donde el factor gn se define como

gn = −iζ∗nζ ′n = (χ∗nψ
′
n − ψ∗nχ′n)− i (ψ∗nψ

′
n + χ∗nχ

′
n) ,

con χn(ρ) = −ρyn(ρ), que es otra función de Riccati–Bessel, por lo cual ζn(ρ) = ψn(ρ)− iχn(ρ). Ahora,
como ψn y χn son funciones reales cuando su argumento es real, el primer sumando de gn es el wronskiano
[4]

χnψ
′
n − ψnχ′n = 1, (1.57)

y por lo tanto Re {gn} = 1. Por lo anterior y utilizando la definición de sección transversal de esparcimiento
[ec. (1.52)], se obtiene [4]

Cscat =
2π

k2

∞∑

n=1

(2n+ 1)
(
|an|2 + |bn|2

)
. (1.58)

Haciendo un procedimiento análogo, se puede calcular la sección transversal de extinción [4]

Cext =
2π

k2

∞∑

n=1

(2n+ 1)Re {an + bn} , (1.59)

y por lo tanto, se obtiene la sección transversal de absorción por medio del teorema óptico [ec.(1.48)],
entonces [4]

Cabs = Cext − Cscat. (1.60)
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Capítulo 2

Esparcimiento y absorción de ondas
electromagnéticas por sistemas tipo
core–shell esférico

2.1. Cálculo de coeficientes de esparcimiento de Mie
Siguiendo el procedimiento de Bohren y Huffman [4], el problema de esparcimiento y absorción por un
sistema de partículas esféricas concéntricas core–shell, se plantea como la interacción de una onda elec-
tromagnética (EM) monocromática plana sobre el sistema que se muestra en la Fig.2.1.

~r

êy

êx

m1

m2

b

a

mg

(ε1, µ1)
(
~E2,

~H2

)

( ~E 1
,
~H 1

)

(ε2
, µ2

)

1
2

θ

φ

êz

Matriz

Campo incidente
(
~Ei, ~Hi

)

Campo esparcido(
~Escat, ~Hscat

)

Figura 2.1: Geometría del problema de esparcimiento de un sistema de esferas concéntricas tipo core–shell, iluminado por
una onda plana monocromática.

Supongamos que la partícula tipo core–shell es iluminada por un campo electromagnético incidente
polarizado en la dirección êx, ~E = E0 exp [ikr cos(θ)] êx, con dependencia temporal exp(−iωt). Cada
componente de la nanopartícula (núcleo y capa) se encuentra caracterizada por su parámetro de tamaño
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2. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por sistemas tipo core–shell esférico

respectivo

x1 =
2πNma

λ
= ka y x2 =

2πNmb

λ
= kb, (2.1)

y cuyo índice de refracción relativo es ml = Nl/Nm = nl + ikl, l = 1, 2, donde λ es la longitud de onda en
el medio que rodea al sistema core–shell (la matriz, considerada como homogénea e isótropa), a es el radio
interno (core), b es el radio exterior de la segunda capa (shell), Nm y Nl son los índices de refracción de
la matriz y la componente l-ésima, (l = 1, 2) respectivamente, y k es la magnitud del vector de onda del
haz incidente en la matriz. En la región fuera de la partícula, el índice de refracción relativo es mg = 1.
Todo el espacio se divide en dos regiones: la región dentro del sistema tipo core–shell y el medio que
rodea a la partícula (la matriz). Los campos eléctricos y magnéticos (dentro ~Ein y fuera de la esfera ~Eout)
son considerados como la superposición de funciones de ondas esféricas hacia adentro y hacia afuera. Por
ejemplo, ~Ein y ~Eout se pueden expresar en términos de los armónicos esféricos vectoriales complejos:

~Ein =

∞∑

n=1

En

[
c(l)n ~M

(1)
o1n − id(l)

n
~N

(1)
e1n

]
(2.2)

y

~Eout =

∞∑

n=1

En

[
ia(l)
n
~N

(3)
e1n − b(l)n ~M

(3)
o1n

]
, (2.3)

donde En = inE0(2n + 1)/n(n + 1), ~M
(j)
o1n y ~N

(j)
e1n (j = 1, 3) son los armónicos esféricos vectoriales, en

donde el superíndice denota la dependencia radial, es decir, el tipo de función Bessel, zn: (1) corresponde
a las funciones esféricas de Bessel jn, mientras que (3) corresponde a las funciones de primer tipo de
Hankel, h(1)

n . Los armónicos esféricos vectoriales ~M
(j)
o1n y ~N

(j)
e1n, se expresan en coordenadas esféricas de la

siguiente manera:

~M
(j)
o1n = cosφπn(cos θ) z(j)

n (ρ) êθ − sinφ τn(cos θ) z(j)
n (ρ) êφ, (2.4)

~M
(j)
e1n = − sinφπn(cos θ) z(j)

n (ρ) êθ − cosφ τn(cos θ) z(j)
n (ρ) êφ, (2.5)

~N
(j)
o1n = sinφn(n+ 1) sin θ πn(cos θ)

z
(j)
n (ρ)

ρ
êr

+ sinφ τn(cos θ)

[
ρz

(j)
n (ρ)

]′

ρ
êθ + cosφπn(cos θ)

[
ρz

(j)
n (ρ)

]′

ρ
êφ, (2.6)

~N
(j)
e1n = cosφn(n+ 1) sin θ πn(cos θ)

z
(j)
n (ρ)

ρ
êr

+ cosφ τn(cos θ)

[
ρz

(j)
n (ρ)

]′

ρ
êθ − sinφπn(cos θ)

[
ρz

(j)
n (ρ)

]′

ρ
êφ, (2.7)

donde la prima (′) denota a la derivada de la función respecto a su argumento, el superíndice j = 1, 2, 3
denota las funciones esféricas de Bessel de primer, segundo o tercer tipo, respectivamente,

z(1)
n (ρ) = jn, z(2)

n (ρ) = yn y z(3)
n (ρ) = h(1)

n = jn + iyn. (2.8)

El argumento complejo ρ de las funciones radiales de los armónicos esféricos vectoriales, dados por las
ecs. (2.4)–(2.7), está dado como

ρ =
2πml

λ
r, (2.9)

donde la coordenada radial está dentro de la l-ésima capa: rl−1 < r < rl. Las eigenfunciones angulares
πn y τn están definidas por las funciones asociadas de Legendre P 1

n(cos θ), ec. (1.56), como

πn =
P 1
n(cos θ)

sin θ
y τn =

dP 1
n(cos θ)

dθ
.

Desde el punto de vista de cálculo numérico es conveniente emplear las funciones de Riccati–Bessel, ec.
(1.38), que son

ψn(ρ) = ρjn(ρ), χn(ρ) = ρyn(ρ) y ζn(ρ) = ρh(1)
n (ρ).
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2.1. Cálculo de coeficientes de esparcimiento de Mie

En la región a ≤ r ≤ b, las funciones esféricas de Bessel jn y yn son finitas; como consecuencia, la
expansión de los campos eléctrico y magnético ( ~E2, ~H2) en esta región (shell) es

~E2 =

∞∑

n=1

En

[
fn ~M

(1)
o1n − ign ~N

(1)
e1n + iwn ~N

(2)
e1n − vn ~M

(2)
o1n

]
(2.10)

y

~H2 = − k2

ωµ2

∞∑

n=1

En

[
gn ~M

(1)
e1n + ifn ~N

(1)
o1n − wn ~M

(2)
e1n − ivn ~N

(2)
o1n

]
, (2.11)

donde ω es la frecuencia angular, k2 = 2πm2/λ y µ2 es la permeabilidad magnética en la segunda región
(shell).

El campo EM dentro de la partícula ( ~E1, ~H1) en la región 0 ≤ r ≤ r1, en donde las funciones esféricas
de Bessel jn son finitas (yn divergen en el origen, por lo que no son aceptables físicamente), está dado
por las ecs. (1.28) y (1.29) [4, 5]

~E1 =

∞∑

n=1

En

[
c(1)
n

~M
(1)
o1n − id(1)

n
~N

(1)
e1n

]

y

~H1 = − k1

ωµ1

∞∑

n=1

En

[
d(1)
n

~M
(1)
e1n + ic(1)

n
~N

(1)
o1n

]
.

En la región fuera de la esfera, el campo total externo es la superposición del campo incidente y del
esparcido, ~E = ~Ei + ~Escat donde, de acuerdo a la solución de Mie, los campos incidentes y esparcidos
están dados por las ecs. (1.25), (1.26), (1.30) y (1.31) [4]

~Ei =

∞∑

n=1

En

[
~M

(1)
o1n − i ~N

(1)
e1n

]
,

~Hi = − k

ωµ

∞∑

n=1

En

[
~M

(1)
e1n + i ~N

(1)
o1n

]
,

~Escat =

∞∑

n=1

En

[
ian ~N

(3)
e1n − bn ~M

(3)
o1n

]
,

~Hscat = − k

ωµ

∞∑

n=1

En

[
ibn ~N

(3)
o1n + an ~M

(3)
e1n

]
.

Las condiciones de frontera de los campos EM entre la interfaz en las dos regiones, es decir para el
caso en que r1 = a, están dadas por la ec. (1.1) donde el subíndice m es igual a 2. Para el caso del sistema
core–shell, en la última capa, r2 = b, las condiciones de frontera están dadas por

(
~Escat + ~Ei − ~E2

)
× êr = 0 , (2.12a)

(
~Hscat + ~Hi − ~H2

)
× êr = 0 . (2.12b)

Las componentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos deben ser continuas, lo que da como
resultado el siguiente sistema de ecuaciones:

Esθ + Eiθ = E2θ, Esφ + Eiφ = E2φ,
Hsθ +Hiθ = H2θ, Hsφ +Hiφ = H2φ,

E2θ = E1θ, E2φ = E1φ,
H2θ = H1θ, H2φ = H1φ.

(2.13)

De la ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre, junto con las expresiones de los armónicos
esféricos vectoriales [ecs. (2.4)–(2.7)], las expansiones de los campos [ecs. (2.10) y (2.11)], y las condicio-
nes de frontera [ec.(2.13)], se obtienen ocho ecuaciones lineales independientes en los coeficientes para los
campos internos: an, bn, cn, dn, fn, gn, vn y wn.
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2. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por sistemas tipo core–shell esférico

Debido a las condiciones de contorno [ec. (2.13)] se cumple que E2θ = E1θ y H2θ = H1θ, y además
ml = kl/k, con l = 1, 2; entonces para el caso de una partícula tipo core–shell, en la región a ≤ r ≤ b
(shell), el campo eléctrico es igual a [6–8]

E2θ =

∞∑

n=1

En




fn cosφπn(cos θ) z(1)

n (ρ)− ign cosφ τn(cos θ)

[
ρz

(1)
n (ρ)

]′

ρ





+

+

∞∑

n=1

En




iwn cosφ τn(cos θ)

[
ρz

(2)
n (ρ)

]′

ρ
− vn cosφπn(cos θ) z(2)

n (ρ)





= cosφ

∞∑

n=1

Enπn(cos θ) [fnjn(k2r)− vnyn(k2r)] +

− i cosφ

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)

{
gn

[(k2r)jn(k2r)]
′

k2r
− wn

[(k2r)yn(k2r)]
′

k2r

}
,

y por otro lado el campo eléctrico dentro del núcleo (core) es

E1θ = cosφ

∞∑

n=1

En

{
cnπn(cos θ)jn(k1r)− idnτn(cos θ)

[(k1r)jn(k1r)]
′

k1r

}
.

Asimismo, el campo magnético, en la región a ≤ r ≤ b (shell), es igual a [6–8]

H2θ = − k2

ωµ2

∞∑

n=1

En




gn(− sinφ)πn(cos θ) z(1)

n (ρ) + ifn sinφ τn(cos θ)

[
ρz

(1)
n (ρ)

]′

ρ





+

+
k2

ωµ2

∞∑

n=1

En




wn(− sinφ)πn(cos θ) z(2)

n (ρ) + ivn sinφ τn(cos θ)

[
ρz

(2)
n (ρ)

]′

ρ





=
k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

En




gn πn(cos θ) z(1)

n (ρ)− ifn τn(cos θ)

[
ρz

(1)
n (ρ)

]′

ρ





+

− k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

En




wn πn(cos θ) z(2)

n (ρ)− ivn τn(cos θ)

[
ρz

(2)
n (ρ)

]′

ρ





=
k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

Enπn(cos θ)[gn jn(k2r)− wnyn(k2r)] +

− i
k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)

{
fn

[(k2r)jn(k2r)]
′

k2r
− vn

[(k2r)yn(k2r)]
′

k2r

}
,

mientras que el campo magnético dentro del núcleo (core) es

H1θ =
k1

ωµ1

∞∑

n=1

En

{
dn sinφπn(cos θ)jn(k1r)− icn sinφ τn(cos θ)

[(k1r)jn(k1r)]
′

k1r

}
.

Dado que debe cumplirse que E2θ = E1θ [por la ec. (2.13)], entonces al considerar sólo los términos que
acompañan a la eigenfunción angular πn(cos θ) en ambos lados de la condición de contorno, se obtiene

fnjn(k2a)− vnyn(k2a) = cnjn(k1a),

y en términos de las funciones de Riccati–Bessel

fn
ψn(m2ka)

m2ka
− vn

χn(m2ka)

m2ka
= cn

ψn(m1ka)

m1ka

fnm1ψn(m2x1)− vnm1χn(m2x1) = cnm2ψn(m1x1),
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2.1. Cálculo de coeficientes de esparcimiento de Mie

donde x1 = ka. Análogamente, para la eigenfunción angular τn(cos θ) se obtiene

gn
[(k2a)jn(k2a)]

′

k2a
− wn

[(k2a)yn(k2a)]
′

k2a
= dn

[(k1a)jn(k1a)]
′

k1a
,

o en términos de las funciones de Riccati–Bessel

gn

[
(m2ka)ψn(m2ka)

(m2ka)

]′

m2ka
− wn

[
(m2ka)χn(m2ka)

(m2ka)

]′

m2ka
= dn

[
(m1ka)ψn(m1ka)

(m1ka)

]′

m1ka

gnm1ψ
′
n(m2x1)− wnm1χ

′
n(m2x1) = dnm2ψ

′
n(m1x1),

donde χ′n y ψ′n representan la derivada de las funciones de Riccati–Bessel respecto a su argumento.

De igual manera, se cumple que H2θ = H1θ, debido a las condiciones de contorno [ec. (2.13)]. Por un
lado, al considerar sólo los términos que acompañan a la eigenfunción angular πn(cos θ), en ambos lados
de la condición de contorno, se obtiene

k2

µ2
[gn jn(k2a)− wnyn(k2a)] =

k1

µ1
[dnjn(k1a)] ,

y en términos de las funciones de Riccati–Bessel

2πm2

λµ2

[
gn

ψn(m2ka)

(m2ka)
− wn

χn(m2ka)

(m2ka)

]
=

2πm1

λµ1

[
dn
ψn(m1ka)

(m1ka)

]

gnµ1ψn(m2x1)− wnµ1χn(m2x1) = dnµ2ψn(m1x1).

De igual manera, para los términos asociados a la eigenfunción angular τn(cos θ) se obtiene

k2

µ2

{
fn

[(k2a)jn(k2a)]
′

k2a
− vn,

[(k2a)yn(k2a)]
′

k2a

}
=

k1

µ1

{
cn

[(k1a)jn(k1a)]
′

k1a

}
,

o de manera equivalente

fn
µ2

[
(m2ka)

ψn(m2ka)

(m2ka)

]′
− vn
µ2

[
(m2ka)

χn(m2ka)

(m2ka)

]′
=

cn
µ1

[
(m1x1)

ψn(m1x1)

(m1x1)

]′

fnµ1ψ
′
n(m2x1)− vnµ1 χ

′
n(m2x1) = cnµ2ψ

′
n(m1x1).

En resumen, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

gnm1ψ
′
n(m2x1)− wnm1χ

′
n(m2x1) = dnm2ψ

′
n(m1x1), (2.14)

fnm1ψn(m2x1)− vnm1χn(m2x1) = cnm2ψn(m1x1), (2.15)
fnµ1ψ

′
n(m2x1)− vnµ1 χ

′
n(m2x1) = cnµ2ψ

′
n(m1x1), (2.16)

gnµ1ψn(m2x1)− wnµ1χn(m2x1) = dnµ2ψn(m1x1). (2.17)

Por un lado, multiplicando la ec. (2.14) por −µ1χn(m2x1) más la ec. (2.17) multiplicada porm1χ
′
n(m2x1),

se obtiene

gn = dn

[
m1µ2χ

′
n(m2x1)ψn(m1x1)−m2µ1χn(m2x1)ψ′n(m1x1)

m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)−m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)

]
. (2.18)

Por otro lado, multiplicando la ec. (2.14) por−µ1ψn(m2x1) más la ec. (2.17) multiplicada porm1ψ
′
n(m2x1),

se tiene

wn = dn

[
m1µ2ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)−m2µ1ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)

m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)−m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)

]
. (2.19)

Se define un nuevo coeficiente A(2)
n como

A(2)
n =

wn
gn

=

dn

{
− [m2µ1ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m1µ2ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)]

m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)−m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)

}

dn

[
m1µ2χ

′
n(m2x1)ψn(m1x1)−m2µ1χn(m2x1)ψ′n(m1x1)

m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)−m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)

]

=
m2µ1ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m1µ2ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)

m2µ1χn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m1µ2χ′n(m2x1)ψn(m1x1)
. (2.20)
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Asimismo, multiplicando la ec. (2.15) por −µ1χ
′
n(m2x1) más la ec. (2.16) multiplicada por m1ζn(m2x1),

se tiene

fn = cn

[
m1µ2χn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1χ

′
n(m2x1)ψn(m1x1)

m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)−m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)

]
, (2.21)

ahora multiplicando la ec. (2.15) por −µ1χ
′
n(m2x1) más la ec. (2.16) multiplicada por m1ψn(m2x1), se

tiene

vn = cn

[
m1µ2ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)

m1µ1ζn(m2x1)ψ′n(m2x1)−m1µ1ζ ′n(m2x1)ψn(m2x1)

]
. (2.22)

Se define otro nuevo coeficiente B(2)
n como

B(2)
n =

vn
fn

=

cn

[
m1µ2ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)

m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)−m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)

]

cn

[
m1µ2χn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1χ

′
n(m2x1)ψn(m1x1)

m1µ1χn(m2x1)ψ′n(m2x1)−m1µ1χ′n(m2x1)ψn(m2x1)

]

=
m1µ2ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)

m1µ2χn(m2x1)ψ′n(m1x1)−m2µ1χ′n(m2x1)ψn(m1x1)

=
m2µ1ψn(m1x1)ψ′n(m2x1)−m1µ2ψn(m2x1)ψ′n(m1x1)

m2µ1χ′n(m2x1)ψn(m1x1)−m1µ2χn(m2x1)ψ′n(m1x1)
. (2.23)

Para el caso de la última capa, debido a las condiciones de frontera de los campos externos, y a las ecs.
(2.12a) y (2.12b), se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones, en donde:

1. Esθ + Eiθ = E2θ.
Para el lado izquierdo de la igualdad, se tiene que

Esθ + Eiθ = cosφ

∞∑

n=1

Enπn(cos θ)
[
jn(kr)− bnh(1)

n (kr)
]

+

− i cosφ

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)





[(kr)jn(kr)]
′

kr
− an

[
(kr)h

(1)
n (kr)

]′

kr




,

mientras que para el lado derecho de la igualdad se obtiene

E2θ = cosφ

∞∑

n=1

Enπn(cos θ) [fnjn(k2r)− vnyn(k2r)] +

− i cosφ

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)

{
gn

[(k2r)jn(k2r)]
′

k2r
− wn

[(k2r)yn(k2r)]
′

k2r

}
.

Entonces, al comparar los términos que acompañan a la eigenfunción angular πn(cos θ) en ambos
lados de la igualdad, se cumple que

ψn(kb)

kb
− bn

ζn(kb)

kb
= fn

ψn(m2kb)

m2kb
− vn

χn(m2kb)

m2kb
,

m2bnζn(x2)−m2ψn(x2) + fnψn(m2x2)− vnχn(m2x2) = 0,

donde x2 = kb. Análogamente, considerando sólo a los términos que acompañan a la eigenfunción
angular τn(cos θ) en ambos lados de la igualdad, se obtiene

[
(kb)ψn(kb)

kb

]′

kb
− an

[
(kb) ζn(kb)

kb

]′

kb
= gn

[
(m2kb)

ψn(m2kb)
m2kb

]′

m2kb
− wn

[
(m2kb)

χn(m2kb)
m2kb

]′

m2kb
,

m2ψ
′
n(x2)− anm2ζ

′
n(x2) − gnψ

′
n(m2x2) + wnχ

′
n(m2x2) = 0.
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2. Hsθ +Hiθ = H2θ.
Para el lado izquierdo de la igualdad, se tiene que

Hsθ +Hiθ =
k sinφ

ωµ

∞∑

n=1

Enπn(cos θ)
[
jn(kr)− anh(1)

n (kr)
]

+

− i
k sinφ

ωµ

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)





[(kr)jn(kr)]
′

kr
− bn

[
(kr)h

(1)
n (kr)

]′

kr




,

mientras que para el lado derecho de la igualdad se obtiene

H2θ =
k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

Enπn(cos θ)[gn jn(k2r)− wnyn(k2r)] +

− i
k2 sinφ

ωµ2

∞∑

n=1

Enτn(cos θ)

{
fn

[(k2r)jn(k2r)]
′

k2r
− vn

[(k2r)yn(k2r)]
′

k2r

}
.

Entonces, si se igualan los términos asociados a la eigenfunción angular πn(cos θ) en ambos lados
de la igualdad, se tiene que

k

µ

[
ψn(kb)

kb
− an

ζn(kb)

kb

]
=

k2

µ2

[
gn
ψn(m2kb)

m2kb
− wn

ζn(m2kb)

m2kb

]
,

µ2ψn(x2)− anµ2ζn(x2) − gnµψn(m2x2) + wnµχn(m2x2) = 0.

Finalmente para la eigenfunción angular τn(cos θ) se cumple que

k

µ





[
(kb)ψn(kb)

kb

]′

kb
− bn

[
(kb) ζn(kb)

kb

]′

kb





=
k2

µ2




fn

[
(m2kb)

ψn(m2kb)
m2kb

]′

m2kb
− vn

[
(m2kb)

χn(m2kb)
m2kb

]′

m2kb




,

bnµ2ζ
′
n(x2)− µ2ψ

′
n(x2) + fnµψ

′
n(m2x2)− vnµχ′n(m2x2) = 0,

entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

m2ψ
′
n(x2)− anm2ζ

′
n(x2)− gnψ′n(m2x2) + wnχ

′
n(m2x2) = 0, (2.24)

m2bnζn(x2)−m2ψn(x2) + fnψn(m2x2)− vnχn(m2x2) = 0, (2.25)
µ2ψn(x2)− anµ2ζn(x2)− gnµψn(m2x2) + wnµχn(m2x2) = 0, (2.26)
bnµ2ζ

′
n(x2)− µ2ψ

′
n(x2) + fnµψ

′
n(m2x2)− vnµχ′n(m2x2) = 0. (2.27)

Por un lado, multiplicando a la ec. (2.24) por −µχn(m2x2) más la ec. (2.26) multiplicada por χ′n(m2x2),
se tiene

gn =
an [m2µχn(m2x2)ζ ′n(x2)− µ2χ

′
n(m2x2)ζn(x2)] + µ2χ

′
n(m2x2)ψn(x2)−m2µχn(m2x2)ψ′n(x2)

µ [χ′n(m2x2)ψn(m2x2)− χn(m2x2)ψ′n(m2x2)]
,

por otro lado, multiplicando a la ec. (2.24) por −µψn(m2x2) mas la ec. (2.26) multiplicada por ψ′n(m2x2),
se tiene

wn =
an [m2µζ

′
n(x2)ψn(m2x2)− µ2ζn(x2)ψ′n(m2x2)] + µ2ψn(x2)ψ′n(m2x2)−m2µψn(m2x2)ψ′n(x2)

µ [χ′n(m2x2)ψn(m2x2)− χn(m2x2)ψ′n(m2x2)]
,

pero A(2)
n = wn/gn, por lo que se obtiene

A(2)
n =

an [m2µζ
′
n(x2)ψn(m2x2)− µ2ζn(x2)ψ′n(m2x2)] + µ2ψn(x2)ψ′n(m2x2)−m2µψn(m2x2)ψ′n(x2)

an [m2µχn(m2x2)ζ ′n(x2)− µ2χ′n(m2x2)ζn(x2)] + µ2χ′n(m2x2)ψn(x2)−m2µχn(m2x2)ψ′n(x2)
,

por lo tanto

an =
µ2ψn(x2)

[
ψ′n(m2x2)−A(2)

n χ′n(m2x2)
]
−m2µψ

′
n(x2)

[
ψn(m2x2)−A(2)

n χn(m2x2)
]

µ2ζn(x2)
[
ψ′n(m2x2)−A(2)

n χ′n(m2x2)
]
−m2µζ ′n(x2)

[
ψn(m2x2)−A(2)

n χn(m2x2)
] . (2.28)
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De manera análoga, se obtiene el coeficiente bn. Multiplicando a la ec. (2.25) por −µχ′n(m2x2) mas
la ec. (2.27) multiplicada por χn(m2x2), se tiene

fn =
bn [µ2χn(m2x2)ζ ′n(x2)−m2µχ

′
n(m2x2)ζn(x2)] +m2µχ

′
n(m2x2)ψn(x2)− µ2χn(m2x2)ψ′n(x2)

µ [χ′n(m2x2)ψn(m2x2)− χn(m2x2)ψ′n(m2x2)]
,

ahora si se multiplica a la ec. (2.25) por −µψ′n(m2x2) mas la ec. (2.27) multiplicada por ψn(m2x2), se
tiene

vn =
bn [µ2ζ

′
n(x2)ψn(m2x2)−m2µζn(x2)ψ′n(m2x2)] +m2µψn(x2)ψ′n(m2x2)− µ2ψn(m2x2)ψ′n(x2)

µ [χ′n(m2x2)ψn(m2x2)− χn(m2x2)ψ′n(m2x2)]
,

donde B(2)
n = vn/fn, entonces

B(2)
n =

bn [µ2ζ
′
n(x2)ψn(m2x2)−m2µζn(x2)ψ′n(m2x2)] +m2µψn(x2)ψ′n(m2x2)− µ2ψn(m2x2)ψ′n(x2)

bn [µ2χn(m2x2)ζ ′n(x2)−m2µχ′n(m2x2)ζn(x2)] +m2µχ′n(m2x2)ψn(x2)− µ2χn(m2x2)ψ′n(x2)
,

finalmente

bn =
m2µψn(x2)

[
ψ′n(m2x2)−B(2)

n χ′n(m2x2)
]
− µ2ψ

′
n(x2)

[
ψn(m2x2)−B(2)

n χn(m2x2)
]

m2µζn(x2)
[
ψ′n(m2x2)−B(2)

n χ′n(m2x2)
]
− µ2ζ ′n(x2)

[
ψn(m2x2)−B(2)

n χn(m2x2)
] . (2.29)

Las secciones transversales de esparcimiento, extinción y absorción, dadas por las ecs. (1.58)–(1.60) [4],
son válidas para el caso core–shell, entonces para calcular las secciones transversales Cscat, Cext y Cabs
de una partícula esférica concéntrica tipo core–shell, basta con sustituir los valores calculados para an y
bn [ecs. (2.28) y (2.29)] en las ecs. (1.58)–(1.60).
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Capítulo 3

Aproximación cuasi–estática

Para calcular el campo esparcido producido por un elipsoide, caracterizado por una función dieléctrica
ε1, de semieje mayor a mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, se puede considerar la
aproximación de que todo el elipsoide está sujeto a un campo eléctrico de la misma intensidad y dirección
(dado que a � λ, ~E no tiene variaciones significativas en la región ocupada por el elipsoide). A este
régimen se le conoce como límite cuasi–estático.

Se conoce como dipolo eléctrico a la configuración de dos cargas puntuales q y −q que se encuentran
separadas a una distancia d [ver Fig. 3.1], cuyo momento dipolar es ~p = pêz, donde p = qd. Si las cargas
se encuentran embebidas en un medio homogéneo e infinito, caracterizado por una función dieléctrica εm,
el potencial φ del dipolo en cualquier punto P es [4, 74]

φ =
q

4πεm

(
1

r+
− 1

r−

)
,

donde por ley de cosenos [ver Fig. 3.1]

r2
± = r2 +

(
d

2

)2

∓ rd cos θ = r2

(
1∓ d

r
cos θ +

d2

4r2

)
= r2

(
1∓ ~r · êz

r2
d+

d2

4r2

)

o bien
1

r±
=

1

r

(
1∓ ~r · êz

r2
d+

d2

4r2

)−1/2

.

êz

+q

−q

d

r+

r−

~r

P

θ

Figura 3.1: Dipolo eléctrico.

Ya que el régimen de interés es r � d, el tercer término de la ecuación anterior es cero. Si se aplica
una expansión de serie binomial se obtiene

1

r±
∼= 1

r

(
1∓ ~r · êz

r2
d

)−1/2

∼= 1

r

(
1± ~r · êz

2r2
d

)
, (3.1)
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entonces
1

r+
− 1

r−
=
~r · êz
2r3

d. (3.2)

Si d se aproxima a cero de tal manera que el producto qd se mantenga constante, se obtiene el potencial
de un dipolo puntual [74]

φDipolar =
~p · ~r

4πεmr3
=

p cos θ

4πεmr2
. (3.3)

Si el momento dipolar ~p = εmαE0e
−iωtêx de un dipolo puntual, localizado en z = 0 e iluminado por

un campo electromagnético incidente polarizado en la dirección êx, ~E = E0 exp[i(kz − ωt)]êx, oscila con
la frecuencia del campo incidente, entonces el dipolo radia campo electromagnético, es decir, esparce un
campo eléctrico ~Escat [75] dado por

~Escat =
eikr

−ikr
ik3

4πεm
êr × (êr × ~p ), (kr � 1) (3.4)

donde el factor de dependencia temporal e−iωt se ha omitido. Sustituyendo el momento dipolar de un
dipolo puntual en la ec. (3.4), ~Escat, se puede reescribir como

~Escat =
eikr

−ikr
ik3

4πεm
(εmαE0) êr × (êr × êx ) =

eik(r−z)

−ikr
ik3

4π

(
αE0e

ikz
)
êr × (êr × êx ) =

eikr

−ikr
~XE,

donde el vector de amplitud de esparcimiento es

~X = α
ik3

4π
êr × (êr × êx ), (3.5)

con êr × (êr × êx) = sin θ cosφ êr − êx y además E = E0e
ikz. En consecuencia, el coeficiente de extinción

está dado por [4]

Cext =
4π

k2
Re
[(
~X · êx

)
θ=0

]
=

4π

k2
Re
[
α
ik3

4π

(
sin2 θ cos2 φ− 1

)
θ=0

]
= kRe [−iα] ,

pero la polarizabilidad compleja es α = α1 + iα2 por lo que −iα = α2 − iα1, de manera que la parte real
de −iα es igual a la parte imaginaria de la polarizabilidad; por lo tanto

Cext = k Im [α] . (3.6)

Asimismo, el coeficiente de esparcimiento está descrito por la integral [4]

Cscat =

∫ 2π

0

∫ π

0

| ~X|2
k2

sin θdθdφ

=

[
(α · α∗)k4

(4π)2

] ∫ 2π

0

∫ π

0

(
sin2 θ cos2 φ+ 1

)
sin θdθdφ

=

[
2|α|2k4

(4π)2

](
2

3

∫ 2π

0

cos2 φdφ+

∫ 2π

0

dφ

)
,

entonces

Cscat =
k4

6π
|α|2, (3.7)

y se tiene que [4]

Cabs = Cext − Cscat. (3.8)
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3.1. Aproximación cuasi–estática: elipsoide

En esta sección se describe el problema de esparcimiento de luz por un elipsoide centrado en el origen, con
semiejes (a, b, c) paralelos a los ejes êx, êy, êz, respectivamente, y con dimensiones tales que λ� a > b > c
[4]. El problema se plantea como la interacción de una onda EM monocromática plana sobre el sistema
que se muestra en la Fig. 3.2.

êx

êy

êz

ζ

ûz

~r

P

P ′′

ψ
ξ

η

(0,0,c)

(a,0,0)

(0,b,0)

Figura 3.2: Geometría del problema de esparcimiento para un sistema coordenado elipsoidal centrado en el origen, con
semiejes (a, b, c), a > b > c.

Empleando un sistema de coordenadas elipsoidales (êξ, êη, êζ), conveniente para la simetría del pro-
blema, éstas se pueden relacionar con las coordenadas cartesianas por medio de [76]

x2

a2 + u
+

y2

b2 + u
+

z2

c2 + u
= 1, (3.9)

donde a > b > c. La ecuación para calcular u de la ec. (3.9) corresponde a un polinomio de tercer grado,
por lo que tiene tres raíces reales diferentes ξ, η, ζ, que se encuentra en el siguiente rango

− c2 < ξ <∞, −b2 < η < −c2, −a2 < ζ < −b2, (3.10)

por lo cual

x2

a2 + ξ
+

y2

b2 + ξ
+

z2

c2 + ξ
= 1 , −c2 < ξ <∞ ; (3.11a)

x2

a2 + η
+

y2

b2 + η
+

z2

c2 + η
= 1 , −b2 < η < −c2 ; (3.11b)

x2

a2 + ζ
+

y2

b2 + ζ
+

z2

c2 + ζ
= 1 , −a2 < ζ < −b2 . (3.11c)

Utilizando estas coordenadas elipsoidales, para una superficie en donde ξ = constante, se obtienen un
elipsoide cofocal.1 La superficie de la partícula en cuestión, se encuentra en el lugar geométrico definido
por ξ = 0. Cuando la superficie η = constante, se obtiene un hiperboloide de una hoja y para cuando la
superficie ζ = constante se tiene un hiperboloide de dos hojas.

1A las secciones cónicas en las que su foco coincide se les denomina cofocales. Una superficie cuádrica cuyos planos principales
son los mismos y cuyas secciones en cualquiera de estos planos son cónicas cofocales es una cuádrica cofocal [77]
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Para expresar las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas elipsoidales, se debe resolver
el sistema de ecuaciones (3.11), el cual se puede expresar como un arreglo matricial (AX = B), de tal
forma que 



1

a2 + ξ

1

b2 + ξ

1

c2 + ξ
1

a2 + η

1

b2 + η

1

c2 + η
1

a2 + ζ

1

b2 + ζ

1

c2 + ζ







x2

y2

z2


 =




1
1
1


 ,

donde la inversa de la matriz de coeficientes es igual a



(a2+ξ)(b2+ξ)(c2+ξ)(a2+η)(a2+ζ)
(a2−b2)(a2−c2)(ξ−η)(ξ−ζ)

(a2+ξ)(a2+η)(b2+η)(c2+η)(a2+ζ)
(b2−a2)(a2−c2)(ζ−η)(η−ζ) − (a2+ξ)(a2+η)(a2+ζ)(b2+ζ)(c2+ζ)

(a2−b2)(a2−c2)(ξ−ζ)(ζ−η)

(a2+ξ)(b2+ξ)(c2+ξ)(b2+η)(b2+ζ)
(b2−a2)(b2−c2)(ξ−η)(ξ−ζ)

(c2+η)(b2+ζ)(b2+ξ)(b2+η)(a2+η)
(b2−c2)(a2−b2)(ξ−η)(η−ζ)

(b2+ξ)(b2+η)(a2+ζ)(b2+ζ)(c2+ζ)
(a2−b2)(b2−c2)(ξ−ζ)(ζ−η)

− (a2+ξ)(b2+ξ)(c2+ξ)(c2+η)(c2+ζ)
(a2−c2)(c2−b2)(ξ−η)(ξ−ζ)

(c2+ξ)(a2+η)(b2+η)(c2+η)(c2+ζ)
(a2−c2)(c2−b2)(ξ−η)(η−ζ)

(c2+ξ)(c2+η)(a2+ζ)(b2+ζ)(c2+ζ)
(a2−b2)(c2−b2)(ξ−ζ)(ζ−η)



,

entonces

x2 =
(a2 + ξ)(a2 + η)(a2 + ζ)

(b2 − a2)(c2 − a2)
, (3.12a)

y2 =
(b2 + ξ)(b2 + η)(b2 + ζ)

(a2 − b2)(c2 − b2)
, (3.12b)

z2 =
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)
. (3.12c)

Si el elipsoide se encuentra bajo un campo eléctrico incidente uniforme alineado a largo del eje êz, el
potencial φ tiene las siguientes propiedades de simetría

φ(x, y, z) = φ(−x, y, z) = φ(x,−y, z) = φ(−x,−y, z),
φ(x, y,−z) = φ(−x, y,−z) = φ(x,−y,−z) = φ(−x,−y,−z), (3.13)

donde x, y, z son positivas. Es necesario que el potencial y su derivada con respecto a z sean continuos
en el plano z = 0. El campo incidente ~E0 = E0êz se puede describir mediante el potencial de la siguiente
forma

φ0 = −E0r cos θ = −E0z = −E0

[
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2

. (3.14)

Asimismo, se debe considerar un potencial de perturbación φp, el cual contiene la información del es-
parcimiento producido por la partícula. En consecuencia, el potencial fuera de la partícula φext, es la
superposición del potencial φ0 y el potencial de perturbación φp, es decir

φext(0, η, ζ) = φ0(0, η, ζ) + φp(0, η, ζ). (3.15)

Además, para distancias suficientemente lejanas a la partícula, es decir, si ξ � a2, al factorizar ξ de la
ec. (3.11a) se obtiene

x2

1 + a2

ξ

+
y2

1 + b2

ξ

+
z2

1 + c2

ξ

= ξ,

por lo tanto

ĺım
ξ→0

(
x2

1 + a2

ξ

+
y2

1 + b2

ξ

+
z2

1 + c2

ξ

)
= x2 + y2 + z2 = r2,

entonces ξ ' r2, por lo cual el potencial de perturbación es despreciable

ĺım
ξ→∞

φp = 0, (3.16)

Sean φint y ε1 el potencial y a la permitividad eléctrica, respectivamente, en el interior del elipsoide y
las mismas cantidades φext y εm, para la región externa. Las condiciones de contorno para este sistema,
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3.1. Aproximación cuasi–estática: elipsoide

derivadas a partir de los requerimientos de continuidad del potencial y de la ley de Gauss, establecen que

φint = φext , (3.17a)

ε1
∂φint

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= εm
∂φext

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

. (3.17b)

Para hacer un cambio de base de un sistema a otro, se debe encontrar un vector unitario en la dirección
de la coordenada i, que mide cómo es que cambia el vector de posición en una dirección dada, y se define
como [78]

êi =
1

hi

(
∂~r

∂qi

)
, i = 1, 2, 3 , (3.18)

donde hi es el factor de escala

hi =

∣∣∣∣
∂~r

∂qi

∣∣∣∣ =

√(
∂x

∂qi

)2

+

(
∂y

∂qi

)2

+

(
∂z

∂qi

)2

. (3.19)

Por un lado, se tiene que
∂x

∂ξ
= − 1

2x

∂x2

∂ξ
=

x

2(a2 + ξ)
,

si se itera el proceso anterior para y y z, se tiene que el cuadrado del primer factor de escala h1 es

h2
1 =

1

4

[
x2

(a2 + ξ)2
+

y2

(b2 + ξ)2
+

z2

(c2 + ξ)2

]
.

Por otro lado, a partir de la ec. (3.9), se propone [79]

1− x2

a2 + u
− y2

b2 + u
− z2

c2 + u
=

g(u)

(a2 + u)(b2 + u)(c2 + u)
, (3.20)

donde g(u) es una función cúbica con tres raíces reales dentro del rango descrito por la ec. (3.10).
Considerando la función g(u) = (u− ξ)(u− η)(u− ζ), entonces al derivar la ec. (3.20) con respecto a u,
se obtiene

x2

(a2 + u)2
+

y2

(b2 + u)2
+

z2

(c2 + u)2
=

g(u)

[f(u)]2

[
1

u− ξ +
1

u− η +
1

u− ζ −
(

1

a2 + u
+

1

b2 + u
+

1

c2 + u

)]
,

donde la función f(u) está definida como

f(u) =
√

(a2 + u)(b2 + u)(c2 + u), (3.21)

entonces

h2
1 =

g(u)

4[f(u)]2

[
(u− η)(u− ζ) + (u− ξ)(u− ζ) + (u− ξ)(u− η)

g(u)
−
(

1

a2 + u
+

1

b2 + u
+

1

c2 + u

)]
.

Al momento de evaluar u→ ξ, se tiene que el factor de escala h1 es

h1 =

√
(ξ − η)(ξ − ζ)

2f(ξ)
,

análogamente

h2 =

√
(η − ξ)(η − ζ)

2f(η)
,

y

h3 =

√
(ζ − ξ)(ζ − η)

2f(ζ)
.

Asimismo, el laplaciano en coordenadas generalizadas se denota como [79]

∇2φ =
1

h1h2h3

[
∂

∂q1

(
h2h3

h1

∂φ

∂q1

)
+

∂

∂q2

(
h3h1

h2

∂φ

∂q2

)
+

∂

∂q3

(
h1h2

h3

∂φ

∂q3

)]
, (3.22)
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3. Aproximación cuasi–estática

donde φ es un escalar invariante. Por lo tanto, el laplaciano en coordenadas elipsoidales es

∇2φ =

√
(ζ − η)(η − ζ)

2Λf(η)f(ζ)

∂

∂ξ

[
f(ξ)

∂φ

∂ξ

]
+

√
(ζ − ξ)(ξ − ζ)

2Λf(ξ)f(ζ)

∂

∂η

[
f(η)

∂φ

∂η

]
+

√
(ξ − η)(η − ξ)
2Λf(ξ)f(η)

∂

∂ζ

[
f(ζ)

∂φ

∂ζ

]
,

con

Λ =

√
(ξ − η)(ξ − ζ)(η − ξ)(η − ζ)(ζ − ξ)(ζ − η)

8f(ξ)f(η)f(ζ)
,

entonces

∇2φ =
4f(ξ)

(ξ − η)(ζ − ξ)
∂

∂ξ

[
f(ξ)

∂φ

∂ξ

]
+

4f(η)

(ξ − η)(η − ζ)

∂

∂η

[
f(η)

∂φ

∂η

]
+

4f(ζ)

(ζ − ξ)(η − ζ)

∂

∂ζ

[
f(ζ)

∂φ

∂ζ

]

=
4

Υ
·
{

(η − ζ)f(ξ)
∂

∂ξ

[
f(ξ)

∂φ

∂ξ

]
+ (ζ − ξ)f(η)

∂

∂η

[
f(η)

∂φ

∂η

]
+ (ξ − η)f(ζ)

∂

∂ζ

[
f(ζ)

∂φ

∂ζ

]}
,

donde Υ se le conoce como el valor absoluto del determinante funcional [80], que es

Υ = (ξ − η)(ζ − ξ)(η − ζ).

Como resultado de lo anterior, la ecuación de Laplace en coordenadas elipsoidales es

∇2φ = (η − ζ)f(ξ)
∂

∂ξ

(
f(ξ)

∂φ

∂ξ

)

+ (ζ − ξ)f(η)
∂

∂η

(
f(η)

∂φ

∂η

)
+ (ξ − η)f(ζ)

∂

∂ζ

(
f(ζ)

∂φ

∂ζ

)
= 0,

(3.23)

la cual, a pesar de ser considerablemente simétrica, no es sencilla de resolver. Hasta este punto, se podría
buscar una solución separable al potencial y expandir el potencial real como una suma de armónicos
elipsoidales2, pero en vista de que la solución a esta ecuación está determinada por la forma del campo
incidente, que a su vez está descrito por el potencial (3.23), y que necesariamente cumple las condiciones
de contorno (3.15), entonces se proponen los potenciales φint y φp de la siguiente forma

φ(ξ, η, ζ) ∝ F (ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
,

donde F (ξ) es una función que satisface la ecuación diferencial [4]

f(ξ)
d

dξ

[
f(ξ)

dF (ξ)

dξ

]
−
(
a2 + b2

4
+
ξ

2

)
F (ξ) = 0. (3.24)

Existen dos soluciones linealmente independientes a la ecuación diferencial (ordinaria) anterior. Se pro-
pone la primera solución como

F1(ξ) =
(
c2 + ξ

)1/2
, (3.25)

y la segunda solución se obtendrá mediante el método de reducción de orden [82]. Como F1(ξ) es solución
de la ec. (3.24), es válido decir que F2(ξ) = cF1(ξ) también es solución, para cualquier constante c. Si se
remplaza c por alguna función c = v(ξ), entonces se tendrá una solución de la forma

F2(ξ) = v(ξ)F1(ξ).

Derivando la ecuación anterior respecto a ξ

dF2(ξ)

dξ
= F1(ξ)

dv(ξ)

dξ
+ v(ξ)

dF1(ξ)

dξ
,

d2F2(ξ)

dξ2
= F1(ξ)

d2v(ξ)

dξ2
+ 2

dv(ξ)

dξ

dF1(ξ)

dξ
+ v(ξ)

d2F1(ξ)

dξ2
,

y sustituyendo las derivadas anteriores en la ec. (3.24), se obtiene

f2(ξ)F1(ξ)
d2v(ξ)

dξ2
+
dv(ξ)

dξ

[
f(ξ)F1(ξ)

df(ξ)

dξ
+ 2f2(ξ)

dF1(ξ)

dξ

]
= 0. (3.26)

2Esta clase de funciones, junto con funciones análogas en varios sistemas de coordenadas, donde se mencionan muchas de
sus propiedades, pueden encontrarse en [81].
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3.1. Aproximación cuasi–estática: elipsoide

Proponiendo el cambio de variable V (ξ) = dv(ξ)/dξ, se tiene

1

V (ξ)

dV (ξ)

dξ
= − 1

f2(ξ)F1(ξ)

[
f(ξ)F1(ξ)

df(ξ)

dξ
+ 2f2(ξ)

dF1(ξ)

dξ

]
.

Integrando la ecuación anterior, se obtiene

ln [V (q)] =

∫ q 1

V (ξ)
dV (ξ) = −

[∫ q df(ξ)

f(ξ)
+ 2

∫ q dF1(ξ)

F1(ξ)

]

= −
{

ln [f(q)] + ln
[
F 2

1 (q)
]}

= − ln
[
F 2

1 (q)f(q)
]
,

entonces
dv(q)

dq
=

1

F 2
1 (q)f(q)

,

donde dv(q)/dq 6= 0, por lo que v(q) 6= constante. Integrando lo anterior se tiene

v(ξ) =

∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

,

por lo tanto

F2(ξ) = F1(ξ)

∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

, (3.27)

donde, en principio, los límites de integración son arbitrarios, sin embargo se han elegido los que aparecen
en la ec. (3.27), pues al escribir explícitamente el integrando [usando las ecs. (3.21) y (3.25)], se obtiene

F2(ξ) = F1(ξ)

∫ ∞

ξ

dq

(c2 + q) [(a2 + q)(b2 + q)(c2 + q)]
1/2

=
2F1(ξ)

c2 − b2

{[
b2 + q

(a2 + q) (c2 + q)

]1/2

− 1

(a2 − c2)
1/2

E

(
arcsin

(√
a2 − c2√
a2 + q

)∣∣∣∣∣
a2 − b2
a2 − c2

)}∣∣∣∣∣

∞

0

,

donde E(φ | k) es una integral elíptica de segundo orden definida como [83]

E (x |m) =

∫ x

0

√
1−mt2√
1− t2

dt, 0 ≤ m ≤ 1, (3.28)

donde el parámetro m se define como m ≡ k2, el módulo angular es α = arcsin k y ϕ es la amplitud que
cumple x = sinϕ. Al evaluar el primer límite de integración (∞) de F2(ξ), el primer sumando es cero, y
en el segundo la función arco seno es cero, por lo cual la parte angular de integral elíptica de segundo
orden será igual a cero, obteniendo que E (0 |m) = 0. Por lo anterior, las funciones F cumplen con las
propiedades

ĺım
ξ→0

F1(ξ) = c y ĺım
ξ→∞

F2(ξ) = 0.

De esta forma, los potenciales φint y φp están dados por

φint = C1F1(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
, (3.29)

φp = C2F2(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
, (3.30)

donde C1 y C2 son constantes que se determinan a partir de las condiciones de frontera, dadas por la ecs.
(3.17). Por un lado, de la primera condición de contorno [ec. (3.17a)] se tiene que

C1F1(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
= −E0

[
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2

+ C2F2(ξ)
[
(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2
,

entonces

C2L
(3)

(
2

abc

)
− C1 =

E0

[(a2 − c2)(b2 − c2)]
1/2

. (3.31)
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3. Aproximación cuasi–estática

Por otro lado, por la segunda condición de contorno [ec. (3.17b)] se obtiene

ε1C1

2

[
(c2 + η)(c2 + ζ)

(c2 + ξ)

]1/2

= − εmE0

2

[
(c2 + η)(c2 + ζ)

(c2 + ξ)(a2 − c2)(b2 − c2)

]1/2

+
εmC2

2

[
(c2 + η)(c2 + ζ)

(c2 + ξ)

]1/2 ∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

+ εmC2

[
(c2 + ξ)(c2 + η)(c2 + ζ)

]1/2 d

dξ

{∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

}
,

donde la integral del tercer sumando del lado derecho es3

d

dξ

[∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

]
=

d

dξ

[
ĺım
a→∞

∫ a

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

]

= ĺım
a→∞

[
1

F 2
1 (a)f(a)

]
da

dξ
−
[

1

F 2
1 (ξ)f(ξ)

]
= −

[
1

F 2
1 (ξ)f(ξ)

]
,

entonces al evaluar en ξ = 0 se obtiene

εmC2

(
2

abc

)(
L(3) − 1

)
− ε1C1 =

εmE0

[(a2 − c2)(b2 − c2)]
1/2

. (3.32)

Las constantes C1 y C2 se calculan a partir de resolver el sistema de ecuaciones (3.31) y (3.32), por lo
cual, al multiplicar la ec. (3.31) por ε1 menos la ec. (3.32), se obtiene

C2 =
abc

2
· E0 (ε1 − εm)

[(a2 − c2)(b2 − c2)]
1/2

[
L(3) (ε1 − εm) + εm

]−1

,

por lo tanto, al sustituir la constante C2 en la ec. (3.31), la primera constante es igual a

C1 =
E0

[(a2 − c2)(b2 − c2)]
1/2

{[
1 +

εm
L(3) (ε1 − εm)

]−1

− 1

}
.

Por lo anterior, es posible determinar el potencial dentro de la partícula, a partir de la sustitución de C1

y F1(ξ) en la ec. (3.29), por lo que

φint = φ0

{
1−

[
1 +

εm
L(3) (ε1 − εm)

]−1
}

= φ0

[
1− L(3) (ε1 − εm)

L(3) (ε1 − εm) + εm

]
= φ0

[
εm

L(3) (ε1 − εm) + εm

]
,

entonces
φint =

1

1 +
L(3) (ε1 − εm)

εm

φ0. (3.33)

Por otra parte, el potencial de perturbación de la partícula es

φp =
abc

2

εm − ε1

εm

∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

1 +
L(3) (ε1 − εm)

εm

φ0, (3.34)

donde en las ecs. (3.33) y (3.34), a L(3) se le conoce como factor de depolarización o factor geométrico,4
dado por la integral

L(j) =
abc

2

∫ ∞

0

dq

(a2
j + q)f(q)

, (3.35)

3Regla de Leibniz para integrales: Si una función G(x) está definida mediante la integral G(x) =

∫ m(x)

n(x)
g(t) dt, entonces

su función derivada es G′(x) =

[∫ m(x)

n(x)
g(t) dt

]′
= g [m(x)]m′(x) − g [n(x)]n′(x), donde el símbolo prima (′) representa

la derivada de la función respecto a su argumento [71].
4De acuerdo con las ecs. (3.33) y (3.34), el término correcto sería “factor geométrico", pero en la literatura se pueden
encontrar ambos nombres.
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3.1. Aproximación cuasi–estática: elipsoide

donde el superíndice (j) de L indica la dirección en la que se calcula el factor de depolarización (dirección
del campo externo) y aj denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma dirección. Por ejemplo,
L(3) [ver Fig. 3.2] se calcula mediante la integral

L(3) =
abc

2

∫ ∞

0

dq

(c2 + q)f(q)
.

Asimismo, cabe mencionar que sólo dos de los tres factores de depolarización L(1), L(2), L(3) son inde-
pendientes, ya que deben cumplir la relación [4]

L(1) + L(2) + L(3) = 1,

donde se satisface que L(1) ≤ L(2) ≤ L(3). En el caso en que el elipsoide tenga sus semiejes iguales
(a = b = c), es decir una esfera, se obtiene

Lesfera = L(1) = L(2) = L(3) =
a3

2

∫ ∞

0

dq

(a2 + q)5/2
=
a3

2

(
−2

3

)[
1

(a2 + q)3/2

] ∣∣∣∣
∞

0

=
1

3
.

Para distancias r muy alejadas al origen, tales que sean mucho mayores al semieje mayor a [ver Fig. 3.2],
es decir, para ξ ' r2 � a2, sucede que

∫ ∞

ξ

dq

(c2 + q)f(q)
'
∫ ∞

ξ

dq

q5/2
=

2

3
ξ−3/2.

Al considerar el potencial de perturbación

φp =
abc

2

εm − ε1

εm

∫ ∞

ξ

dq

F 2
1 (q)f(q)

1 +
L(3) (ε1 − εm)

εm

(−E0r cos θ),

si ξ ' r2 � a2, el comportamiento asintótico de φp está descrito por la expresión

φp ∼
E0 cos θ

r2

abc

3

ε1 − εm
εm

1 +
L(3) (ε1 − εm)

εm

. (3.36)

Retomando el problema de un elipsoide bajo un campo EM uniforme, en donde el potencial fuera del
elipsoide es la superposición del potencial aplicado con el potencial de un dipolo puntual en el origen,
esto es

φ0 + φp = φext = φ0 + φDipolar,

entonces al sustituir la ec. (3.36) y el potencial de un dipolo puntual en el origen [74] en la ecuación
anterior, se obtiene

E0 cos θ

r2

abc

(
ε1 − εm

3 εm

)

εm + L(3) (ε1 − εm)

εm

=
p cos θ

4πεmr2
,

por lo tanto, ~E0 genera un dipolo cuyo momento dipolar es

~p = 4πεmabc
ε1 − εm

3εm + 3L(3) (ε1 − εm)
~E0. (3.37)

A partir de la ec. (3.37) es posible determinar la polarizabilidad en la dirección êz, ya que

~p = εmα~E0,

por lo tanto
α(3) = V

ε1 − εm
εm + L(3) (ε1 − εm)

,
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3. Aproximación cuasi–estática

donde V = 4πabc/3 es el volumen del elipsoide. Debido a que eligió la dirección êz para calcular un
ejemplo en específico, se puede concluir, en general, que la polarizabilidad en una dirección arbitraria j,
paralela a algún eje cartesiano es

α(j) = V
ε1 − εm

εm + L(j) (ε1 − εm)
. (3.38)

3.2. Esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por
sistemas tipo core–shell elipsoidal

A partir de la aproximación cuasi–estática, es posible resolver el problema de esparcimiento y absorción
por un sistema de partícula elipsoidal concéntrica y cofocal core–shell, con permitividad eléctrica y per-
meabilidad magnética ε1, µ1 (elipsoide interior) y ε2, µ2 (elipsoide exterior), tal y como se muestra en la
Fig. 3.3. El sistema de coordenadas se define de acuerdo a los semiejes a1, b1 y c1 del elipsoide interno,
es decir

x2

a2
1 + u

+
y2

b21 + u
+

z2

c21 + u
= 1, (3.39)

donde u puede tomar el valor de ξ, η, ζ, y cada variable se encuentra dentro de un rango definido por la
ec. (3.10)

−c2 < ξ <∞, −b2 < η < −c2, −a2 < ζ < −b2,

êy

êx

êz

c1
c2

a1

a2

b1
b
2

φ1

φ2

φ3

(ε
2 ,
µ

2 )

(ε
1 , µ

1 )

Campo incidente(
~Ei, ~Hi

)

Figura 3.3: Geometría del problema de esparcimiento para un sistema de elipsoides concéntricos y cofocales tipo core–shell.

Asimismo, el elipsoide exterior tiene semiejes a2, b2 y c2, que cumplen con la relación a2
1 + t =

a2
2, b

2
1 + t = b22, c

2
1 + t = c22, que garantiza que el sistema de elipsoides sea cofocal. Definiendo la función [4]

G(η, ζ) =

[ (
c21 + η

) (
c21 + ζ

)

(a2
1 − c21) (b21 − c21)

]1/2

,

y considerando φ1, φ2, φ3 como los potenciales en la región interior, intermedia y externa del elipsoide
tipo core–shell, respectivamente (ver Fig. 3.3), al igual que en el caso de un solo elipsoide, los potenciales
están dados en términos de las soluciones a la ecuación de Laplace en coordenadas elipsoidales, en donde
F

(k)
1 (ξ) y F (k)

2 (ξ) están definidas como

F
(k)
1 (ξ) =

(
c2k + ξ

)1/2
, (3.40a)

F
(k)
2 (ξ) = F

(k)
1 (ξ)

∫ ∞

ξ

dq
[
F

(k)
1 (ξ)

]2
fk(q)

, (3.40b)
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con k = 1 denotando la región interior y k = 2 la intermedia (ver Fig. 3.3). El factor geométrico para el
elipsoide del núcleo o interior (core) y para capa o exterior (shell) está dado por:

L
(j)
k =

akbkck
2

∫ ∞

0

dq{
[(aj)k

]
2

+ q
}
fk(q)

(k = 1, 2), (3.41)

donde nuevamente el superíndice (j) de L indica la dirección en la que se calcula el factor de depolarización
y aj denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma dirección, y la función fk(u) está definida por

fk(u) =
√

(a2
k + u)(b2k + u)(c2k + u) . (3.42)

Los potenciales están dados por [4]:

φ1 = C
(2)
1 F

(1)
1 (ξ)G(η, ζ), −c21 < ξ < 0,

φ2 =
[
C

(2)
2 F

(k)
1 (ξ) + C

(2)
3 F

(k)
2 (ξ)

]
G(η, ζ), 0 < ξ < t,

φ3 = φ0 + C
(2)
4 F

(2)
2 (ξ)G(η, ζ), t < ξ,

donde el segundo sumando del potencial φ3 representa el potencial de perturbación y

φ0 = −E0z = −E0F
(2)
1 (ξ)G(η, ζ).

Cabe señalar que tanto F (k)
1 (ξ) como F (k)

2 (ξ) están presentes en las expresiones para el potencial en la
región intermedia. Las constantes C(2)

1 , C
(2)
2 , C

(2)
3 yC(2)

4 se calculan a partir de las condiciones de frontera
que deben satisfacer los potenciales:

φ1(0, η, ζ) = φ2(0, η, ζ), (3.43a)

ε1
∂φ1

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

= ε2
∂φ2

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=0

, (3.43b)

φ2(t, η, ζ) = φ3(t, η, ζ), (3.43c)

ε2
∂φ2

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=t

= εm
∂φ3

∂ξ

∣∣∣∣
ξ=t

. (3.43d)

A partir de la primera condición de contorno [ec. (3.43a)], se tiene

C
(2)
1 F

(1)
1 (ξ)G(η, ζ) =

[
C

(2)
2 + C

(2)
3

(
2

a1b1c1

)
L

(3)
1

]
F

(1)
1 (ξ)G(η, ζ) ,

entonces, al calcular lo anterior sobre la superficie del núcleo, en ξ = 0, se obtiene

C
(2)
1 − C(2)

2 = C
(2)
3

(
2

a1b1c1

)
L

(3)
1 .

De igual manera, de la segunda condición de contorno5 [ec. (3.43b)], se tiene

ε1

2
C

(2)
1

(
c21 + ξ

)−1/2
G(η, ζ) = ε2

[
C

(2)
2

2
+
C

(2)
3

2

(
2

a1b1c1

)
L

(3)
1

]
(
c21 + ξ

)−1/2
G(η, ζ)

+ ε2C
(2)
3




− 1
[
F

(1)
1 (ξ)

]2
f1(ξ)




(
c21 + ξ

)1/2
G(η, ζ) ,

y al evaluar en ξ = 0 se obtiene

ε1C
(2)
1 − ε2C

(2)
2 = ε2C

(2)
3

(
2

a1b1c1

)[
L

(3)
1 − 1

]
.

Asimismo, de la tercera condición de contorno [ec. (3.43c)], se tiene
[
C

(2)
2 + C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2

]
F

(2)
1 (ξ)G(η, ζ) =

[
−E0 + C

(2)
4

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2

]
F

(2)
1 (ξ)G(η, ζ) ,

5Ver la nota al pie 3 sobre la integral de Leibniz.
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entonces, al calcular lo anterior sobre la superficie de la capa, en ξ = t se obtiene

C
(2)
2 + C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2 = −E0 + C

(2)
4

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2 .

De la cuarta condición de frontera,5 al evaluar en ξ = t al lado izquierdo de la ec. (3.43d), se obtiene

ε2

2

[
C

(2)
2 + C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2

] (
c22 + t

)−1/2
G(η, ζ) + ε2C

(2)
3

[
− 1

(c22 + t) (a2b2c2)

] (
c22 + t

)1/2
G(η, ζ) ,

y al evaluar en ξ = t al lado derecho de la ec. (3.43d), se obtiene

εm
2

[
−E0 + C

(2)
4

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2

] (
c22 + t

)−1/2
G(η, ζ) + εmC

(2)
4

[
− 1

(c22 + t) (a2b2c2)

] (
c22 + t

)1/2
G(η, ζ) ,

por lo tanto, al igualar ambos lados de la ec. (3.43d) se tiene

ε2C
(2)
2 + ε2C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)[
L

(3)
2 − 1

]
= −εmE0 + εmC

(2)
4

(
2

a2b2c2

)[
L

(3)
2 − 1

]
.

En resumen, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

C
(2)
1 − C(2)

2 = C
(2)
3

(
2

a1b1c1

)
L

(3)
1 , (3.44)

ε1C
(2)
1 − ε2C

(2)
2 = ε2C

(2)
3

(
2

a1b1c1

)[
L

(3)
1 − 1

]
, (3.45)

C
(2)
2 + C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2 = −E0 + C

(2)
4

(
2

a2b2c2

)
L

(3)
2 , (3.46)

ε2C
(2)
2 + ε2C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)[
L

(3)
2 − 1

]
= −εmE0 + εmC

(2)
4

(
2

a2b2c2

)[
L

(3)
2 − 1

]
. (3.47)

Por un lado, multiplicando la ec. (3.47) por ε1 menos la ec. (3.45), se tiene

−ε1C
(2)
2 + ε2C

(2)
2 = ε1C

(2)
3

(
2

a1b1c1

)
L

(3)
1 − ε2C

(2)
3

(
2

a1b1c1

)[
L

(3)
1 − 1

]
,

entonces

C
(2)
2 =

2
[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1

]

a1b1c1 (ε2 − ε1)
C

(2)
3 .

Por otro lado, multiplicando a la ec. (3.46) por εm
[
L

(3)
2 − 1

]
menos la ec. (3.47) multiplicada por L(3)

2 ,
se tiene

C
(2)
2

[
(εm − ε2)L

(3)
2 − εm

]
+ (εm − ε2)C

(2)
3

(
2

a2b2c2

)[
L

(3)
2 − 1

]
L

(3)
2 = εmE0 ,

entonces al sustituir el valor de la constante C(2)
2 en la ecuación anterior, se obtiene

C
(2)
3 = −εmE0

2





[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1

] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]

a1b1c1 (ε2 − ε1)
+

(ε2 − εm)
[
L

(3)
2 − 1

]
L

(3)
2

a2b2c2





−1

,

donde el término entre llaves se puede simplificar como

(a1b1c1) (ε2 − ε1)[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1

] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ f (ε1 − ε2) (ε2 − εm)

[
1− L(3)

2

]
L

(3)
2

, (3.48)

donde f = a1b1c1
a2b2c2

. Por un lado, desarrollando el primer producto de términos de la ec. (3.48), se obtiene

[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1

] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
= ε2

[
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]

+ (ε1 − ε2) (ε2 − εm)L
(3)
1 L

(3)
2 + εm (ε1 − ε2)L

(3)
1 ,
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por otro lado, desarrollando el segundo producto de términos de la ec. (3.48), se obtiene

f (ε1 − ε2) (ε2 − εm)
[
1− L(3)

2

]
L

(3)
2 = fε2 (ε1 − ε2)L

(3)
2

− fL
(3)
2 εm (ε1 − ε2)− f (ε1 − ε2) (ε2 − εm)

[
L

(3)
2

]2
,

por lo tanto, al sumar estos dos últimos resultados, la ec. (3.48) se reduce a

ε2

[
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2) + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

) [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]

o bien [
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2) ,

entonces el valor de la tercera constante es igual a

C
(2)
3 = −εmE0

2





(a1b1c1) (ε2 − ε1)[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2)



 .

Para calcular la polarizabilidad del sistema, solamente es necesario calcular C(2)
4 . Entonces a partir de la

ec. (3.46), se tiene

C
(2)
4 =

C
(2)
3 (a2b2c2)

L
(3)
2

[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1

a1b1c1 (ε2 − ε1)
+

(
1

a2b2c2

)
L

(3)
2

]
+
E0 (a2b2c2)

2L
(3)
2

=
C

(2)
3

L
(3)
2

[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1 + f (ε2 − ε1)L

(3)
2

f (ε2 − ε1)

]
+

3

4π

(
V2E0

2L
(3)
2

)

=
3

4π

(
V2E0

2L
(3)
2

){
2C

(2)
3

E0 (a2b2c2)

[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1 + f (ε2 − ε1)L

(3)
2

f (ε2 − ε1)

]
+ 1

}
,

donde V2 = 4π
3 a2b2c2 es el volumen del elipsoide externo. Al sustituir el valor de C(2)

3 en la ecuación
anterior se obtiene

C
(2)
4 =

3

4π

(
V2E0

2L
(3)
2

)


−εm
[
ε2 + (ε1 − ε2)L

(3)
1 + f (ε2 − ε1)L

(3)
2

]

[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2)

+ 1





=
3

4π

(
V2E0

2L
(3)
2

)


L
(3)
2

[
ε2 (ε2 − εm) + (ε1 − ε2) (ε2 − εm)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)
+ fε2 (ε1 − ε2)

]

[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2)



 ,

por lo tanto

C
(2)
4 =

3

4π

(
V2E0

2

)


(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)]
+ fε2 (ε1 − ε2)

[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2)



 .

Finalmente, para una partícula elipsoidal concéntrica y cofocal tipo core–shell, iluminada por una onda
plana, se cumple que:

φ3 = φ0 + C
(2)
4 F

(2)
2 (ξ)G(η, ζ) = φ0 + φDipolar,

entonces
φDipolar = C

(2)
4 F

(2)
1 (ξ)

∫ ∞

ξ

dq
[
F

(2)
1 (ξ)

]2
f2(q)

G(η, ζ),

pero F (2)
1 (ξ)G(η, ζ) = −φ0/E0, entonces

φDipolar = − φ0

E0
C

(2)
4

∫ ∞

ξ

dq
[
F

(2)
1 (ξ)

]2
f2(q)

.
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Al considerar distancias r muy alejadas al origen, tales que sean mucho mayores a su semieje mayor a2,
es decir, para ξ ' r2 � a2

2, sucede que
∫ ∞

ξ

dq
[
F

(2)
1 (ξ)

]2
f2(q)

=

∫ ∞

ξ

dq

(c22 + q) f2(q)
'
∫ ∞

ξ

dq

q5/2
=

2

3
ξ−3/2,

entonces al sustituir el potencial de un dipolo puntual en el origen [74] en la ecuación anterior, se obtiene

p cos θ

4πεmr2
= −2C

(2)
4

3 r3

(−E0r cos θ)

E0
,

por lo tanto, ~E0 genera un dipolo cuyo momento dipolar es

~p = εmV2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)]
+ fε2 (ε1 − ε2)

[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(3)
1 − fL

(3)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(3)
2

]
+ fL

(3)
2 ε2 (ε1 − ε2)

~E0,

donde V2 es el volumen del elipsoide exterior. Para determinar la polarizabilidad en dirección êz, se debe
tomar en cuenta que

~p = εmα~E0,

entonces al generalizar para cualquier dirección i, la polarizabilidad de este sistema es

α(i) = V2

(ε2 − εm)
[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)]
+ fε2 (ε1 − ε2)

[
ε2 + (ε1 − ε2)

(
L

(i)
1 − fL

(i)
2

)] [
εm + (ε2 − εm)L

(i)
2

]
+ fL

(i)
2 ε2 (ε1 − ε2)

, (3.49)

donde L(i)
1 y L(i)

2 son los factores de depolarización del elipsoide interno y externo, respectivamente, en
la dirección i.

Una clase especial de elipsoides son los esferoides, los cuales tienen dos ejes con tamaños iguales,
por lo cual sólo un factor geométrico es independiente. El esferoide prolato, donde b = c y por lo tanto
L(2) = L(3); y oblato, para los que se cumple a = b y L(1) = L(2). Los factores de depolarización, para el
caso de esferoides, son conocidos [4]. Para esferoide prolato se tiene

L(1) =
1− e2

p

e2
p

[
−1 +

1

2ep
ln

(
1 + ep
1− ep

)]
, (3.50)

donde e2
p = 1− b2/a2, mientras que para esferoides oblatos la expresión correspondiente es

L(1) =
g(e)

2e2
o

[π
2
− arctan g(e)

]
− g2(e)

2
, (3.51)

donde

g(e) =

(
1− e2

o

e2
o

)1/2

y e2
o = 1− c2

a2
.

Los demás factores de depolarización se pueden obtener usando la relación L(1) + L(2) + L(3) = 1.
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Capítulo 4

Métodos Numéricos

4.1. Método de Elemento en la Frontera
En esta sección se describen brevemente las definiciones y ecuaciones básicas del electromagnetismo pro-
gramadas en el código numérico BEM (Método de Elemento en la Frontera), desarrollado por los autores:
García de Abajo, Howie y Aizpurua [10,11,84]. Este método numérico consiste en aproximase a la frontera
de la partícula por elementos de frontera de tamaño finito, como triángulos o cuadriláteros, y para las
distribuciones de carga de superficie dentro de cada elemento se utiliza un valor constante (método de
colocación, utilizado en este trabajo) o algún esquema de interpolación (Método de Galerkin) [85]. En
la aproximación por el método de colocación, las distribuciones de carga superficial σ se convierten en
vectores con la misma dimensión N que el número de elementos de frontera, y las funciones de Green
G(~r, ~r ′) se convierten en matrices de dimensión N ×N .

4.1.1. Teoría básica
En la deducción que se presenta a continuación, se adopta la notación introducida por los autores García
de Abajo y Howie [11, 84]. El punto de partida es considerar a las ecuaciones de Maxwell en el espacio
de frecuencias ω. Las ecuaciones de Maxwell (en sistema de unidades CGS) están dadas por [86]

∇ · ~B = 0, Ley de Gauss magnética (4.1)

∇ · ~E = 4πρtot, Ley de Gauss eléctrica (4.2)

∇× ~E = −1

c

∂ ~B

∂t
, Ley de Faraday–Lenz (4.3)

∇× ~B =
4π

c
~Jtot +

1

c

∂ ~E

∂t
, Ley de Ampère–Maxwell (4.4)

donde ~E es el campo eléctrico, ~B es el campo magnético, ~Jtot y ρtot son las densidades totales de corriente
y carga volumétrica, ε0 es la permitividad eléctrica del vacío, µ0 es la permeabilidad magnética del vacío
y c es la rapidez de las ondas electromagnéticas, donde c2 = 1/ε0µ0.

Utilizando los campos auxiliares ~D = ~E + 4π ~P y ~H = ~B − 4π ~M , donde ~P y ~M son el vector de
polarización y el de magnetización, respectivamente, y sustituyendo ρtot = ρext + ρind, ~Jtot = ~Jext +
~Jind + ~JP donde ρext, ρind, ~Jext y ~Jind son las densidades externas e inducidas de carga y corriente
volumétrica, respectivamente y ~JP = ∂ ~P/∂t es la densidad de corriente volumétrica de polarización, se
pueden reescribir las ecs. (4.2) y (4.4), que involucran a las fuentes, de la siguiente manera [86]

∇ · ~D = 4πρext, Ley de Gauss eléctrica (4.5)

∇× ~H =
4π

c
~Jext +

1

c

∂ ~D

∂t
. Ley de Ampère–Maxwell (4.6)

Para reescribir las ecuaciones de Maxwell en el espacio de frecuencias ω, a las ecs. (4.3) y (4.4) se les
debe aplicar una transformada de Fourier [73]

f(t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
F (ω)e−iωtdω. (4.7)
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Al aplicar la transformada de Fourier al campo eléctrico y después calcular su rotacional, se obtiene

∇× ~E(~r, t) = ∇×
[

1√
2π

∫ ∞

−∞
~E(~r, ω)e−iωtdω

]
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
∇× ~E(~r, ω)e−iωtdω,

por otro lado, si se calcula la transformada de Fourier al campo magnético y después se deriva parcialmente
con respecto al tiempo, se obtiene

∂

∂t
~B(~r, t) = − ∂

∂t

[
1√
2π

∫ ∞

−∞
~B(~r, ω)e−iωtdω

]
=

1√
2π

∫ ∞

−∞
−iω ~B(~r, ω)e−iωtdω,

donde ~r es el vector posición en donde se quiere evaluar los campos ~E y ~B. A partir de las dos relaciones
anteriores, se tiene que la Ley de Faraday–Lenz en el espacio de frecuencias es

∇× ~E = ik ~B, (4.8)

donde k = ω/c es la magnitud del vector de onda. Al aplicar la transformada de Fourier al campo ~H y
después calcular su rotacional, se obtiene

∇× ~H(~r, t) =
1√
2π

∫ ∞

−∞
∇× ~H(~r, ω)e−iωtdω,

y si se calcula la transformada de Fourier al vector desplazamiento eléctrico y después se deriva parcial-
mente con respecto al tiempo, se obtiene

∂

∂t
~D(~r, t) =

1√
2π

∫ ∞

−∞
−iω ~D(~r, ω)e−iωtdω,

entonces, la Ley de Ampère–Maxwell en el espacio de frecuencias es

∇× ~H =
4π

c
~Jext − ik ~D. (4.9)

El código numérico BEM resuelve las ecuaciones de Maxwell para un sistema finito de objetos dis-
cretizados homogéneos, en donde cada uno describe local y espacialmente una función dieléctrica ε(ω)
invariante. Con este método, las ecuaciones de Maxwell se transforman en un conjunto de ecuaciones
integro–diferenciales para las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares en la frontera de
los objetos.

La Ley de Gauss magnética indica que ∇ · ~B = 0 y como la divergencia del rotacional de cualquier
función vectorial es igual a cero, entonces

~B = ∇× ~A (4.10)

o bien
~H =

1

µ
∇× ~A, (4.11)

donde ~A es el potencial vectorial. Si se sustituye la ec. (4.10) en la Ley de Faraday–Lenz en el espacio de
frecuencias [ec. (4.8)] se tiene que ∇×

(
~E − ik ~A

)
= ~0 y como el rotacional del gradiente de una función

escalar es igual a cero, entonces
~E = −∇φ+ ik ~A, (4.12)

donde φ es el potencial escalar. La definición de ~E y ~H en términos de los potenciales ~A y φ [ecs. (4.11)
y (4.12)] satisfacen de igual manera las ecuaciones de Maxwell [ecs. (4.5) y (4.6)], entonces las ecuaciones
de Maxwell se pueden reescribir en términos de los potenciales. Sustituyendo la ec. (4.12) en (4.5) se tiene

ε∇ · ~E + ~E · ∇ε = ε∇ ·
[
−∇φ+ ik ~A

]
+ ~E · ∇ε = −ε∇2φ+ ikε∇ · ~A+ ~E · ∇ε = 4πρext,

entonces
∇2φ− ik∇ · ~A = −4π

ρext

ε
+

1

ε
~E · ∇ε,

pero como

∇
(

1

ε

)
=
∂
(

1
ε

)

∂n
= − 1

ε2
∂ε

∂n
= − 1

ε2
∇ε,
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entonces
∇2φ− ik∇ · ~A = −4π

ρext

ε
− ε ~E · ∇

(
1

ε

)
= −4π

[
ρext

ε
+

1

4π
~D · ∇

(
1

ε

)]
,

por lo tanto
∇2φ− ik∇ · ~A = −4π

[ρext

ε
+ σs

]
, (4.13)

donde σs = 1
4π
~D · ∇

(
1
ε

)
. Asimismo, sustituyendo las ecs. (4.11) y (4.12) en (4.6) se tiene que

∇×
(

1

µ
∇× ~A

)
=

1

µ

(
∇×∇× ~A

)
−∇× ~A×∇

(
1

µ

)
=

4π

c
~Jext +

1

c

∂
[
ε
(
−∇φ+ ik ~A

)]

∂t
,

entonces

1

µ

[
∇2 ~A−∇

(
∇ · ~A

)]
+ µ ~H ×∇

(
1

µ

)
= −4π

c
~Jext +

1

c

∂
[
ε
(
∇φ− ik ~A

)]

∂t
,

pero como µ∇
(

1
µ

)
= − 1

µ∇µ entonces

[
∇2 ~A−∇

(
∇ · ~A

)]
− ~H ×∇µ = −4πµ

c
~Jext +

µ

c

∂
[
ε
(
∇φ− ik ~A

)]

∂t
.

Al calcular la transformada de Fourier a la ecuación anterior se obtiene
[
∇2 ~A−∇

(
∇ · ~A

)]
= −4πµ

c
~Jext −

µ

c
(iωε∇φ) +

ikµ

c

(
iωε ~A

)
+ ~H ×∇µ,

y además
∇ [φ (εµ)] = εµ∇φ+ φ∇εµ,

entonces

∇2 ~A+ k2εµ ~A−∇
(
∇ · ~A− ikεµφ

)
= −4π

c

[
µ~Jext −

1

4π
c ~H ×∇µ− i ω

4π
φ∇εµ

]
,

por lo cual

∇2 ~A+ k2εµ ~A−∇
(
∇ · ~A− ikεµφ

)
= −4π

c

[
µ~Jext + ~m

]
, (4.14)

donde ~m = 1
4π

[
iωφ∇εµ+ c ~H ×∇µ

]
.

Hasta este punto, se redujeron de cuatro ecuaciones de Maxwell a tan sólo dos, pero se encuentran
acopladas entre ellas. Se puede obtener un desacoplamiento de las ecuaciones (4.13) y (4.14) por medio de
la arbitrariedad involucrada en la definición de los potenciales [86]. El campo ~H está definido en términos
de ~A [ec. (4.11)] y el potencia vectorial es arbitrario en la medida en que se puede agregar el gradiente
de alguna función escalar Λ, entonces ~H se puede dejar sin cambios por medio de la transformación

~A −→ ~A ′ = ~A+∇Λ. (4.15)

El campo eléctrico [ec. (4.12)] también queda sin cambios, si el potencial escalar tiene la siguiente trans-
formación

φ −→ φ′ = φ− ∂Λ

∂t
. (4.16)

El resultado de imponer las libertades de norma [ecs. (4.15) y (4.16)] es que se puede escoger un conjunto
de potenciales ( ~A, φ) que satisfagan la norma de Lorenz [11,84]

∇ · ~A = ikεµφ, (4.17)

por lo tanto, las ecs. (4.5) y (4.6) se pueden reducir a dos ecuaciones de onda inhomogéneas, una para φ
y otra para ~A (

∇2 + k2εµ
)
φ = −4π

[ρext

ε
+ σs

]
(4.18)

y
(
∇2 + k2εµ

)
~A = −4π

c

[
µ~Jext + ~m

]
. (4.19)
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Las expresiones anteriores siguen siendo válidas para cualquier función dieléctrica ε y permeabilidad
magnética µ dependientes del espacio en forma arbitraria. Asumiendo que el área que se desea estudiar
está compuesta por un número finito de objetos discretizados, se puede escribir la solución a las ecs.
(4.18) y (4.19) en términos de las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares,1 σj(s) y
~hj(s), respectivamente, definidos en la interfaz de los objetos [11,84,88]

φj(~r ) = φext
j (~r ) +

∫

∂Ωj

d2sGj(~r,~s )σj(~s ) (4.20)

y

~Aj(~r ) = ~Aext
j (~r ) +

∫

∂Ωj

d2sGj(~r,~s )~hj(~s ), (4.21)

donde ~r pertenece a Ωj , ds es el diferencia del área en las coordenadas de la interfaz ~s, el subíndice j es
utilizado para diferenciar entre distintos medios [ver Fig. 4.1] y los términos φext

j , ~Aext
j son los potenciales

externos que satisfacen la ecuación homogénea de Helmholtz [11,84].

n̂s

~s

~s ′

G2(~s, ~s ′)

G1(~s, ~s ′)G1(~r, ~r ′)

G1(~r, ~s )

G1(~s, ~r ′)

~r ′
~r

σ2,
~h2

Medio 2

σ1,
~h1

Medio 1

θ

∂Ω

Figura 4.1: Representación esquemática de los elementos implicados en la solución de las ecuaciones de Maxwell en presencia
de una interfaz entre dos medios mediante el Método de Elemento en la Frontera (BEM). La interfaz que se muestra en la
figura (curva sólida azul) separa el medio 1 del medio 2. La normal de la interfaz n̂s en un punto ~s dado en la interfaz se
elige para dirigirse hacia el medio 2.

Por construcción, las soluciones (4.20) y (4.21) satisfacen la ecuación homogénea de Helmholtz en todo
punto excepto en la frontera ∂Ωj , que es la superficie cerrada que contiene al volumen Ωj [88]. Asimismo,
la densidad de carga de superficie σj se ha escogido de tal forma que las condiciones de contorno impuestas
por las ecuaciones de Maxwell se cumplan. Como hay cierta arbitrariedad en la elección del potencial
externo φext

j (~r ), la carga superficial no está definida de manera única y por esa razón σj(~s ) de la ec. (4.20)
debe entenderse como una herramienta matemática en lugar de una cantidad física [88]. En general, la
función de Green Gj(~r,~s ) de la ecuación de onda es solución a la ecuación de Helmholtz [11,84,88]

(
∇2 + k2

j

)
Gj(~r, ~r

′) = −4πδ(~r − ~r ′), (4.22)

donde ~r y ~r ′ pertenecen a Ωj , kj = k
√
εj(ω)µj(ω) y se interpreta que en la raíz cuadrada hay partes

imaginarias positivas (esta elección de signo se asegura que los potenciales sean cero en el infinito, mien-
tras que al mismo tiempo, es consistente con el formalismo de respuesta retardada) [11, 84]. Para este
caso, sólo se considera el caso homogéneo con Gj(~r,~s ) = e(ikj |~r−~r

′|)/|~r − ~r ′|.

Los valores de las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares se determinan a partir de
las condiciones de contorno (en la interfaz entre dos medios) para la componente normal y tangencial del
campo eléctrico y ~H, respectivamente, y la continuidad del potencial φ y ~A [ver ec. (4.10)–(4.12)], por lo

1La redefinición correspondiente a la densidad de corriente superficial artificial es ~h = µ
π
~h donde ~h es la densidad de

corriente superficial electromagnética. Las unidades correspondientes a cada densidad de corriente son
[
~h
]

= V s/m2 y[
~h
]

= A/m. [87]

44



4.1. Método de Elemento en la Frontera

tanto

φ2 − φ1 = 0, (4.23)

n̂s ×
(
~A2 − ~A1

)
= ~0, (4.24)

n̂s ·
(
ε2
~E2 − ε1

~E1

)
= σext, (4.25)

n̂s ×
(
~H2 − ~H1

)
= ~Kext, (4.26)

donde σext y ~Kext son las densidades externas de carga y corrientes externas superficiales, n̂s es el
vector normal a la superficie con dirección hacia arriba de la interfaz [ver Fig. 4.1]. A continuación, por
simplificación de notación, se adopta una notación matricial para que las coordenadas de la interfaz ~s
sean utilizadas como índices de matrices y vectores, y los productos de matrices con vectores, como Gjσj ,
incluyan las integrales sobre la interfaz [11,84]. Las ecs. (4.20) y (4.21) deben de tener el mismo valor de
cada lado de la interfaz que separa al medio 1 del medio 2 [ver Fig. 4.1], por lo cual [11,84]

φext
2 − φext

1 = G1σ1 −G2σ2 (4.27)

y
~Aext

2 − ~Aext
1 = G1

~h1 −G2
~h2, (4.28)

donde
φext
j (~s ) =

1

εj(ω)

∫
d3r′Gj (|~s− ~r ′|) ρ (~r ′) (4.29)

y
~Aext
j (~s ) =

µj(ω)

c

∫
d3r′Gj (|~s− ~r ′|) ~Jext (~r ′) . (4.30)

Considerando el caso de un medio material no magnético (es decir, cuando µj = 1), la continuidad
de la componente tangencial del campo ~H y del potencial vectorial a través de la interfaz [ec. (4.24) y
(4.26)], la definición del potencial vectorial [ecs. (4.10) y (4.11)] y aplicando la regla del triple producto
vectorial [73] se obtiene

n̂s ×
(
~H2 − ~H1

)
= n̂s ×

[
∇×

(
~A2 − ~A1

) ]

= ∇
[
n̂s ·

(
~A2 − ~A1

) ]
− (n̂s · ∇)

(
~A2 − ~A1

)

= ∇
[
n̂s ·

(
~A2 − ~A1

) ]
− n̂s

[
∇ ·
(
~A2 − ~A1

)]
.

Sustituyendo las ecs. (4.17), (4.27) y (4.28) en la igualdad anterior se obtiene [11,84]

H1
~h1 −H2

~h2 − ikn̂s (G1ε1µ1σ1 −G2ε2µ2σ2) = ~γ, (4.31)

donde
~γ = (n̂s · ∇2)

(
~Aext

2 − ~Aext
1

)
+ ikn̂s

(
ε1µ1φ

ext
1 − φext

1 ε2µ2

)
, (4.32)

y ~Hj es la derivada normal a la función de Green Gj , que debe ser tomada en ambos lados de la interfaz.
De manera más explícita2

H1(~s,~s ′) = ĺım
η−→0+

n̂s · ∇sG1 (|~s− ηn̂s − ~s ′|)

= n̂s · ∇sG1 (|~s− ~s ′|) + 2πδ (~s− ~s ′)

y

H2(~s,~s ′) = ĺım
η−→0+

n̂s · ∇sG2 (|~s+ ηn̂s − ~s ′|)

= n̂s · ∇sG2 (|~s− ~s ′|)− 2πδ (~s− ~s ′) ,

donde
n̂s · ∇sGj (|~s− ~s ′|) =

n̂s · (~s− ~s ′)
|~s− ~s ′|3 (ikj |~s− ~s ′| − 1) eikj |~s−~s

′|.

2En [11,84] se menciona un formalismo más detallado sobre las funciones descritas.
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Para materiales magnéticos, la proyección de la ec. (4.31) en n̂s sigue siendo un resultado de la ec. (4.17),
pero la parte tangencial debe de ser reemplazada por [11,84]

(
n̂s∂iG1 − ~t isH1

) 1

µ1
· ~h1 −

(
n̂s∂iG2 − ~t isH2

) 1

µ2
· ~h2 =

[
n̂s · ∂i − ~t is · (n̂s · ∇s)

]
(
~Aext

2

µ2
−

~Aext
1

µ1

)
, (4.33)

con i = 1, 2 donde ~t 1
s y ~t 2

s son dos vectores tangenciales independientes y la derivada parcial ∂i está
tomada a lo largo de la dirección ~t is . La ec. (4.33) resulta de la continuidad de la componente tangencial
del campo magnético. Finalmente, a partir de la continuidad de la componente normal del vector de
desplazamiento eléctrico [ver ecs. (4.12) y (4.25)], se obtiene [11,84]

H1ε1σ1 −H2ε2σ2 − ikn̂s ·
(
G1ε1~h1 −G2ε2~h2

)
= Dext, (4.34)

donde
Dext = n̂2 ·

[
ε1

(
ik ~Aext

1 −∇sφext
1

)
− ε2

(
ik ~Aext

2 −∇sφext
2

)]
, (4.35)

es la diferencia de la magnitud del vector de desplazamiento eléctrico que se generaría en la interfaz por
las fuentes externas si todo el espacio fuera homogéneo y se llenara con un medio j = 2 o medio j = 1,
respectivamente.

En resumen, se ha demostrado que cuando las densidades de carga σj y corriente ~hj auxiliares en la
frontera se calculan de forma autoconsistente a partir de las ecs. (4.27), (4.28), (4.31) y (4.34) entonces las
ecuaciones (4.20) y (4.21) representan la solución a las ecuaciones de Maxwell que son cero en el infinito
y satisfacen apropiadamente las condiciones de contorno en la interfaz. Para los materiales magnéticos,
la proyección de la ec. (4.31) en la dirección de la interfaz sigue siendo un resultado de la ec. (4.17), pero
la parte tangencial debe de ser reemplazada por la ec. (4.33). La fuente externa se introduce a través de
términos no homogéneos, como se define en las ecs. (4.29), (4.30), (4.32) y (4.35).

4.1.2. Procedimiento numérico
Considerando el carácter vectorial de las algunas cantidades involucradas en las ecs. (4.28), (4.31) y
(4.34), se puede construir un sistema de ocho ecuaciones lineales integrales de superficie con ocho fun-
ciones complejas desconocidas en coordenadas de la interfaz (esto es, σj y ~hj para j = 1, 2). El método
empleado consiste en discretizar las integrales de la interfaz, es decir, al reducir la dependencia espacial
de cada cantidad a un número discreto N de puntos representativos distribuidos a lo largo de la interfaz
(~sa, para a = 1, ..., N) [84]. Asociado a cada uno de estos puntos, se considera un elemento de frontera
δSa tal que éste define un perfecto mallado en la interfaz.

Tanto el campo externo como las funciones complejas desconocidas (σj ,~hj) se supondrán que sólo
tienen pequeñas variaciones entre los puntos contiguos de la discretización, para que puedan ser conside-
rados cercanamente constantes en cada elemento de interfaz. Los operadores que aparecen en el sistema
de ocho ecuaciones pueden ser aproximados por matrices finitas de dimensión N ×N . Además, las cargas
y corrientes de la interfaz son aproximadas por vectores complejos de dimensión N , que contienen los
valores de (σj ,~hj) en los N puntos representativos. Se debe notar que ambos Hj(~s,~s

′) y Gj(|~s − ~s ′|)
divergen en el límite ~s→ ~s ′, sin embargo ésta es una divergencia integrable que se soluciona promedian-
do los pequeños elementos de la interfaz. Más explícitamente, los componentes de matriz Gj y vector σj
son [84]

Gj,ab =

∫

δSb

ds′Gj (|~sa − ~s ′|)
y

σj,a = σj(~sa),

donde los subíndices a y b etiquetan los elementos de la interfaz. Por ejemplo, δ (~sa − ~s ′) se convierte
en δab, y n̂s y εj deben de ser interpretados como la diagonal de matrices con elementos n̂saδab y εjδab,
respectivamente. El resultado de discretizar el sistema que involucra 8N ecuaciones lineales y 8N variables
complejas, es que requiere un tiempo de cómputo proporcional a (8N)3 para llegar a la solución por
el método directo de matriz invertible. Un procedimiento más eficiente es manipulando matrices de
dimensión N ×N por separado, como Gj . Después de cierta álgebra, la solución de las ecs. (4.27), (4.28),
(4.31) y (4.34) está dada por (para materiales no magnéticos) [84]

σj = G−1
j Σ−1

{
Dext − εj′Σj′φext

+ ikn̂s ·∆−1
[
(ε1 − ε2)

(
~γ + ikn̂sεj′φ

ext)+ (ε2Σ1 − ε1Σ2) ~Aext
]}

(4.36)

46



4.2. Método de Elementos Finitos

y
~hj = G−1

j ∆−1
[
~γ − Σj′ ~A

ext + ikn̂s (G1ε1σ1 −G2ε2σ2)
]
, (4.37)

donde

φext = φext
2 − φext

1 , (4.38a)
~Aext = ~Aext

2 − ~Aext
1 , (4.38b)

Σj = HjG
−1
j , (4.38c)

∆ = Σ1 − Σ2, (4.38d)

Σ = ε1Σ1 − ε2Σ2 + k2 (ε1 − ε2)
2
n̂s ·∆−1n̂s, (4.38e)

con j′ = 2, 1 cuando j = 1, 2. Para tener una notación más clara, el componente (ab) de la matriz
n̂s ·∆−1n̂s en la ec. (4.38e) se lee como (n̂sa · n̂sb)[∆−1]ab. Las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) son herramien-
tas matemáticas eficientes que se pueden utilizar para encontrar soluciones analíticas a las ecuaciones
de Maxwell en geometrías simples (por ejemplo, planos, esferas, cilindros o esferoides) por proyección de
matrices y vectores en una base de funciones analíticas (por ejemplo, planos de onda o funciones de Bessel).

Asimismo, las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) pueden ser evaluadas con sólo cuatro inversiones de matrices y
dos multiplicaciones de matrices, omitiendo la suma de matrices, la multiplicación por matrices diagonales
y la multiplicación de matrices por vectores, las cuales requieren un tiempo de cálculo proporcional a N2.
Por lo tanto, el tiempo computacional de evaluar las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) es proporcional a 6N3.

4.2. Método de Elementos Finitos

4.2.1. Teoría básica
La solución de problemas dependientes del tiempo, en física, se pueden obtener mediante la solución de
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) que describen el sistema. Sin embargo, no existen soluciones
analíticas exactas para algunos problemas o es muy lento encontrar las soluciones [12]. En cambio, estos
problemas pueden resolverse mediante la discretización de las ecuaciones para aproximarse a la solución.
El método de elementos finitos (FEM) es una aproximación usada para resolver ecuaciones diferenciales
de manera numérica [12]. FEM toma una función u que debe de ser una variable dependiente en una
ecuación diferencial parcial y aproxima a u con una función uh como en la siguiente ecuación [12]

u ≈ uh. (4.39)

Entonces la función aproximada uh es discretizada en elementos a lo largo de la geometría del problema.
Los nodos se crean entre las subsecciones y en cada nodo i hay una función Ψi que es la función base,
y un coeficiente de funciones denotadas por ui. La función u puede ser aproximada por la función uh
usando una combinación lineal de funciones básicas tales que

uh =
∑

i

uiΨi, (4.40)

donde la función base Ψi es continua sobre toda la geometría, pero es cero en cualquier otro lado excepto
en el nodo i.

La Fig. 4.2(a) ejemplifica de forma unidimensional la aproximación por el método de elementos fi-
nitos, donde u puede representar una función de presión o temperatura, a lo largo de una longitud x
de la geometría [13]. La longitud de la geometría está dividida en siete elementos, Ψ0 − Ψ6. Una de las
ventajas del método por elementos finitos es que es óptimo para problemas que se desean resolver de
manera computacional, ya que la discretización es adaptable al problema físico y a su geometría [13].

En la Fig. 4.2(a) las funciones base son discretizadas de manera periódica a lo largo del eje êx. Pero
dependiendo de la forma de la función u es preferible tener una distribución no uniforme de la discreti-
zación de la función base. En la Fig. 4.2(b), donde la función u cambia de manera rápida, es necesario
tener una resolución más fina en la discretización para así tener una mejor aproximación a la función u.

El análisis del método de elementos finitos en COMSOL Multiphysics R© se realiza siguiendo un flujo
de procedimiento, como se muestra en la Fig. 4.3. El método puede ser dividido en tres pasos básicos
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Ψ0 Ψ1 Ψ6

u0

u1

u6

1

(a)
êu

êx

êu

êx

Ψ0 Ψ1 Ψ10

u0

u1

u10

1

(b)

Figura 4.2: Ejemplo unidimensional por el método de elementos finitos. (a) La función u (línea azul continua) se aproxima
con una función uh (línea roja punteada), que es una combinación lineal de funciones de base (Ψi se representa con líneas
negras continuas). Los coeficientes se denotan por u0 a u6. (b) La función u es aproximada con once combinaciones lineales
no uniformemente distribuidas de funciones básicas Ψ0 −Ψ10, los coeficientes son u0 − u10. La función base Ψ1 es distinta
de cero cerca del nodo i = 1, el área debajo de la función base se encuentra sombreada.

llamados pre–procedimientos, solución y post–procedimientos [13]. Los pasos del pre–procedimiento ha-
bilitan al usuario de construir el modelo, en donde se contiene toda la información sobre la aplicación del
FEM para el estudio y es conveniente dividirlo en subpasos más pequeños [ver Fig. 4.3].

Los primeros subpasos involucran la creación de la interconexión de la geometría (1D , 2D o 3D),
para representar el dominio del estudio y asignar las propiedades del material al dominio. Además las
condiciones físicas del problema que se desea investigar se generan mediante la asignación de física (o mul-
tifísica) fundamental, ecuaciones matemáticas y la formulación de elementos finitos al modelo. Después,
la aplicación de condiciones iniciales y de frontera para el dominio bajo estudio, así como la discretización
en elementos finitos, determinan la ecuación matricial que rige al modelo.

Geometría
y

materiales

Física

Condiciones
de frontera

Mallado

Ecuación
de matriz

Solución Post–procedimientos

Pre–procedimientos

Figura 4.3: Pasos básicos para realizar un análisis de elementos finitos en COMSOL Multiphysics R©.

Este paso es seguido por la solución del conjunto de ecuaciones algebraicas, que proporciona las solu-
ciones de nodos relacionadas con la física del modelo. COMSOL Multiphysics R© emplea principalmente
dos métodos para obtener la solución del modelo llamados: método de pasos segregados y el método
totalmente acoplado.
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4.2. Método de Elementos Finitos

El método de pasos segregados genera el conjunto de ecuaciones algebraicas para cada modelo físi-
co bajo consideración y calcula las soluciones resultantes para cada uno de esos modelos siguiendo una
secuencia especificada por el usuario. El método totalmente acoplado genera el conjunto único de ecua-
ciones algebraicas para todos los modelos físicos implicados y los implementa en un esquema de iteración
único que se repite hasta que se alcanza la convergencia. Una vez que se determinan las soluciones de
los problemas, el paso de post–procesamiento permiten al usuario evaluar los resultados del análisis de
elementos finitos mediante gráficas y exportación de datos [13].

4.2.2. Mallado
Cuando el método de elementos finitos es adaptado a un problema con más de una dimensión, los resul-
tados son un grid de la función de base llamada malla [13]. En la Fig. 4.4 se muestran varios tipos de
celdas de funciones básicas con diferentes configuraciones geométricas.

Rectángulo

Triángulo

2D 3D

Pirámide Hexaedro

Tetraedro Prisma

Figura 4.4: Ejemplo de varios tipos de elementos de malla, tanto para problemas de dos como tres dimensiones. La forma
del elemento de malla se puede elegir para ajustarse al problema físico o a su geometría.

El mallado también puede ser adaptado para analizar las parte importantes del modelo, como por
ejemplo en la Fig. 4.5 las partes más cruciales, puntas de la elipsoide, tienen una mayor densidad de
elementos de mallado.

Figura 4.5: Ejemplo del mallado aplicado a una nanopartícula elipsoidal tipo core–shell. El tamaño de los elementos de
mallado se encuentra ajustado a ciertos partes de la nanopartícula, como por ejemplo, en las puntas del elipsoide se tiene
un tamaño de elemento más fino que en el resto de la nanopartícula. Las puntas de la nanopartícula son de gran interés ya
que es un punto donde hay mayor concentración de campo eléctrico, es por ello que es más importante tener un mallado
más fino en las puntas de la nanopartícula al simular la nanopartícula completa.
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Capítulo 5

Resultados para sistemas de NPs
magnético/metátlicas tipo core–shell

En esta sección presento los resultados obtenidos para las secciones transversales de absorción, Cabs, para
NPs tipo core–shell con núcleo magnético (α−hematita [68], magnetita [69] y níquel [70]) y cascarón
metálico (oro y plata [67]) con geometría: esférica y elipsoidal (incluyendo aproximación cuasi–estática),
embebidas en una matriz de agua (n = 1.33). Como se muestra a continuación, al considerar NPs elip-
soidales, se obtiene sensibilidad a la polarización de la onda incidente, y por lo tanto control sobre las
zonas de amplificación de campo eléctrico así como de las excitaciones plasmónicas, al tener una respuesta
diferente para cada polarización [9]. Sin embargo, para el caso de elipsoides en general no existen solu-
ciones analíticas a las ecuaciones de Maxwell (salvo bajo la aproximación cuasi–estática para elipsoides
cofocales), por lo que se realizó el estudio a partir de métodos numéricos como BEM (Boundary Element
Method) [11,84] y FEM (Finite Element Method) [12,13].

Las dimensiones consideradas en esta tesis para las NPs magnético/metálicas esféricas y elipsoidales
tipo core–shell, se eligieron a partir de dos factores pensando en aplicaciones biomédicas: las dimensiones
de una NP deben de ser menores a 200 nm [66] y las resonancias plasmónicas de interés deben de estar
sintonizadas dentro del rango de 650 – 900 nm del espectro electromagnético, donde la absorción del tejido
de la piel es mínima y la transmisión óptica es óptima [24]. En todas las gráficas que se presentan en
esta sección se delimitó con líneas discontinuas gruesas (situadas en 650 y 900 nm) y fondo de color rojo
el rango óptico de mínima absorción del tejido de la piel. Las resonancias plasmónicas tienen un ancho
determinado por el tiempo de vida media del modo, por lo que se buscó que el máximo de la resonancia
se encuentre dentro del rango 675 – 875 nm (líneas discontinuas delgadas con puntos de color rojo),
garantizando tener una respuesta suficientemente grande en la zona donde el tejido de la piel absorbe
menos.

5.1. Hibridación plasmónica

La teoría de hibridación plasmónica es un método intuitivo que ayuda a calcular las resonancias plas-
mónicas de nanoestructuras complejas [89–91]. Esta teoría separa la geometría de una NP compleja en
partes constituyentes más simples y luego calcula cómo es que las resonancias plasmónicas de las partes
básicas interactúan entre sí para generar resonancias plasmónicas de la nanoestructura compuesta. Para
el caso específico de NPs tipo core–shell, la respuesta plasmónica altamente dependiente de la geometría,
puede interpretarse como la interacción o hibridación entre las frecuencias de resonancia de los plasmones
de la nanoesfera y de la nanocavidad [ver Fig. 5.1]. Por ejemplo, las resonancias plasmónicas de una
NP esférica con óxido de hierro en el núcleo y con cascarón metálico, como Ag o Au, pueden explicarse
como la interacción de plasmones de una NP esférica metálica sólida y una cavidad esférica dentro de un
bloque metálico [ver Fig. 5.1]. La hibridación de los plasmones de la esfera y de la cavidad conduce a un
modo plasmónico de acoplamiento antisimétrico (antibonding) de mayor energía (ω+) y a un modo de
acoplamiento simétrico (bonding) de menor energía (ω−) [89]. Como el núcleo de la NP está compuesto
por oxido de hierro (material con alta permitividad eléctrica [60]), el plasmón de la cavidad tendrá un
corrimiento hacia el rojo a una energía por debajo de la del plasmón de la esfera [ver Fig. 5.1].
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5.2. Sistema de NPs esféricas

El modo plasmónico de acoplamiento simétrico tiene mayor momento dipolar y se puede acoplar a una
onda EM monocromática plana, dando lugar a una resonancia en la absorción [ver Fig. 5.1]. La capacidad
de sintonizar las resonancias plasmónicas de una NP tipo core–shell surge a partir de la combinación del
tamaño del núcleo de la NP (plasmón de cavidad) y del grosor de la capa (distancia de interacción).
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Figura 5.1: Diagrama descriptivo de los niveles de energía de la hibridación plasmónica en una NP tipo core–shell esférica
que ocurren como resultado de la interacción entre la esfera y la cavidad plasmónica. El núcleo de las NPs tipo core–shell
está compuesto por un material con permitividad eléctrica alta, como por ejemplo un óxido de hierro [60]. La NP tipo core–
shell presenta un modo plasmónico de acoplamiento simétrico ω− y un modo plasmónico de acoplamiento antisimétrico ω+.
Los niveles de energía ωc y ωs representan las resonancias plasmónicas de la cavidad y de la esfera, respectivamente.

Para cascarones más delgados (más gruesos) se tiene una interacción más fuerte (más débil), lo que
conlleva a una mayor (menor) separación de energías entre el modo plasmónico de acoplamiento simétrico
y antisimétrico [90]. Por lo tanto, la teoría de hibridación plasmónica proporciona una descripción intuitiva
de los plasmones y se ha convertido en una guía útil en la ingeniería de nanoestructuras metálicas con
resonancias predecibles al aplicase a geometrías complejas [55].

5.2. Sistema de NPs esféricas

Para el caso de NPs tipo core–shell esféricas, los cálculos de la sección transversal de absorción, se rea-
lizaron tanto de forma analítica (haciendo uso de la extensión de la solución de Mie), como de forma
numérica (empleando los métodos numéricos BEM y FEM).

Para las NPs que presentaron un prominente pico de resonancia del plasmón localizado de superficie
(LSPR) en el espectro de la sección transversal de absorción y sintonizado dentro los 650 – 900 nm del
espectro electromagnético, se realizó un análisis de la variación en el grosor de la capa fijando el tamaño
de su núcleo, para analizar el corrimiento de la resonancia y determinar si incluso una variación grande
puede dejar el pico de resonancia dentro del rango de interés.

En la Fig. 5.2 se muestran seis curvas de la sección transversal de absorción, Cabs, en función tanto de
la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para seis
NPs esféricas con núcleo magnético (α−hematita, magnetita y níquel) de radio a = 27 nm y cascarón
metálico (oro y plata) de ∆r = 9 nm. Se observa que el cálculo realizado de manera analítica (línea
discontinua) coincide con el cálculo hecho por los métodos numéricos (BEM – círculos y FEM – estrellas)
para todos los casos. De las seis curvas de la sección transversal de absorción, las NPs con núcleo de
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5. Resultados para sistemas de NPs magnético/metátlicas tipo core–shell
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Figura 5.2: Sección transversal de absorción de NPs esféricas tipo core–shell, embebidas en agua (n = 1.33), con radio
interior a = 27 nm y un grosor de capa ∆r = 9 nm, en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala
inferior) como de la frecuencia (escala superior). Las líneas discontinuas muestran el cálculo hecho de manera analítica y
los círculos (BEM) como al igual que las estrellas (FEM) son cálculos hecho por métodos numéricos.

α−hematita y magnetita y cascarón de Au, al igual que la NP con núcleo de α−hematita y cascarón
de Ag, presentan una resonancia del plasmón dipolar dentro del rango óptico de mínima absorción del
tejido de la piel y las NPs con núcleo de α−hematita presentan el doble de Cabs que para el caso con
núcleo de magnetita. Las resonancias del plasmón dipolar para las NPs con núcleo de α−hematita y
con cascarón de Au y Ag, están localizadas en λ = 765 nm y λ = 693 nm, respectivamente (ver líneas
verticales discontinuas negras en la Fig. 5.2). Para estos dos casos, se analizó el efecto del corrimiento de
la resonancia del plasmón dipolar al modificar el grosor de la capa, para NPs tipo core–shell embedidas
en agua (n = 1.33), con núcleo de α−hematita de radio a = 27 nm y capa tanto de oro como de plata.
En la Fig. 5.3 se muestra el efecto de la variación del grosor de la capa de 4.5 nm a 18 nm, en pasos de
4.5 nm. Conforme se aumenta el grosor de la capa de la NP (con α−hematita en el núcleo y cascarón
de Ag o Au) la respuesta del modo plasmónico bonding de menor energía en la sección transversal de
absorción tiene un corrimiento hacia el azul [ver Figs. 5.3(a) y 5.3(b)]. Por un lado, para el caso en el
que se tienen un cascarón de Ag, el valor máximo del espectro de Cabs disminuye conforme el grosor del
cascarón aumenta [ver Fig. 5.3(a)], ya que hay una fuerza de acoplamiento débil entre el núcleo y la capa.
Por otro lado, para el caso en el que se tienen un cascarón de Au [ver Fig. 5.3(b)], la línea discontinua de
color morado se colocó como referencia para visualizar el corrimiento hacia el rojo del modo plasmónico
antibonding de mayor energía al momento de aumentar el tamaño del cascarón.
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Figura 5.3: Sección transversal de absorción de NPs esféricas tipo core–shell, embebidas en agua (n = 1.33), con radio
interior a = 27 nm y con diferentes grosores de capa, en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala
inferior) como de la frecuencia (escala superior). El núcleo de las NPs está compuesto por α−hematita mientras que el
material de la capa es de: (a) Ag y (b) Au.
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5.3. Sistema de NPs elipsoidales prolato cofocales: aproximación cuasi–estática

Es importante mencionar que al aumentar el grosor de la capa en la NP con α−hematita en el núcleo
y cascarón de Au, se encontró que las resonancias dipolares siguen estando dentro del rango óptico de
mínima absorción del tejido de la piel [ver Fig. 5.3(b)].

La distribución de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP, en el plano que corta a la NP y
contiene su centro, inducido por una onda EM monocromática plana en una NP esférica, con núcleo de
α−hematita de radio a = 27 nm y cascarón de Au y Ag de ∆r = 9 nm, embebida en agua (n = 1.33),
se muestran en la Fig. 5.4. Para el caso de la NP esférica con cascarón de Au, se presenta un modo
plasmónico dipolar de acoplamiento antisimétrico y simétrico, de mayor y menor energía, en λ = 505
nm y λ = 765 nm, respectivamente [ver Figs. 5.4(a) y 5.4(b)]. Asimismo, para el caso de la NP esférica
con cascarón de Ag, sólo se presenta un modo plasmónico dipolar de acoplamiento simétrico de menor
energía en λ = 693 nm [ver Fig. 5.4(c)].

(a)
λ = 505 nm

|~Etot|

b
a

∆r

Au

α−Hematita

~Ei

~k

ω+
(b)

λ = 765 nm

|~Etot|

b
a

∆r

Au

α−Hematita

~Ei

~k

ω−

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(c)
λ = 693 nm

|~Etot|

b
a

∆r

Ag

α−Hematita

~Ei

~k

ω−

Figura 5.4: Distribución de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP, en el plano que corta a la NP y contiene su
centro, inducido por una onda EM monocromática plana en NPs esféricas tipo core–shell. Las longitudes de onda en donde
se presentan las resonancias dipolares son en (a) λ = 505 nm, (b) λ = 765 nm y (c) λ = 693 nm. El núcleo (a = 27 nm) de
las NPs esféricas está compuesto por α−hematita mientras que el material del grosor de la capa (∆r = 9 nm) es de: (a),
(b) Au y (c) Ag.

5.3. Sistema de NPs elipsoidales prolato cofocales: aproximación
cuasi–estática

Como se mencionó al principio de este capítulo, no existen soluciones analíticas a las ecuaciones de Max-
well para el problema de esparcimiento y absorción de ondas electromagnéticas por un elipsoide de tamaño
arbitrario, salvo para cuando el semieje mayor del elipsoide es mucho menor que la longitud de onda de
la luz incidente, lo que corresponde al régimen cuasi–estático, introducido en el Capítulo 3. Se mostró
que para el caso de un elipsoide cofocal tipo core–shell existe una expresión para la polarizabilidad [ver
ec. (3.49)] con la que es posible calcular la sección transversal de absorción [ver ec. (3.8)].
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Figura 5.5: Sección transversal de absorción de NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core–shell, embebidas en agua
(n = 1.33), de diámetros interior y exterior, longitudinal y transversal iguales a 7, 7.8 nm y 5, 6.07 nm, respectivamente, en
función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). La gráfica
de la derecha corresponde a una amplificación de la sección transversal de absorción. Las líneas discontinuas muestran el
cálculo hecho bajo la aproximación cuasi–estática y los círculos por el método numérico BEM.
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5. Resultados para sistemas de NPs magnético/metátlicas tipo core–shell

En la Fig. 5.5 se muestran seis curvas de la sección transversal de absorción, en función tanto de
la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para seis
NPs elipsoidales, prolato, cofocales, con núcleo magnético (α−hematita, magnetita y níquel) y cascarón
metálico (Ag y Au), donde la longitud del semieje mayor y menor del elipsoide interior son a1 = 3.5 nm
y b1 = 2.5 nm, respectivamente. El elipsoide exterior con semiejes a2 y b2 debe cumplir con la relación
a2

1 +t = a2
2 y b21 +t = b22, garantizando que el sistema de elipsoides prolato sea cofocal. Con base a esto, las

dimensiones del semieje mayor y menor del elipsoide exterior fueron a2 = 3.9 nm y b2 = 3.035 nm, respec-
tivamente. Asimismo, se puede observar que el cálculo hecho usando la aproximación cuasi–estática (línea
discontinua) coincide con el cálculo realizado usando el método numérico BEM (círculos) [ver Fig. 5.5].
Las NPs con núcleo de α−hematita y magnetita, y cascarón de Ag y Au presentan resonancias dipolares
dentro del rango óptico de mínima absorción del tejido de la piel. Sin embargo la resonancia dipolar de la
NP con núcleo de α−hematita y cascarón de Au se encuentra en el límite (líneas discontinuas delgadas
con puntos de color rojo) del rango óptico de mínima absorción del tejido de la piel. Además, las NPs
con núcleo magnético y con cascarón de Ag presentan un pico de mayor intensidad en la absorción en
comparación a las NPs con núcleo magnético y con cascarón de Au [ver Fig. 5.5]. La gráfica de la derecha
en la Fig. 5.5 muestra una amplificación de Cabs, evidenciando que para el caso de una NP elipsoidal,
prolato, cofocal, con núcleo de Ni y cascarón de Ag, no se observa una resonancia dipolar en la ventana
de frecuencias estudiada.

En el caso de NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core–shell, la NP que mostró una mayor mag-
nitud en la resonancia dipolar en la sección transversal de absorción fue la NP con α−hematita en el
núcleo y con cascarón de Ag [ver Fig. 5.5], cuyo máximo se encuentra a λ = 809 nm.
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Figura 5.6: Sección transversal de (a) esparcimiento, (b) absorción y (c) extinción de una NP elipsoidal, prolato, cofocal, tipo
core–shell, embebida en agua (n = 1.33), con semieje mayor y menor iguales a a1 = 3.5 nm y b1 = 2.5 nm, respectivamente
y con diferentes grosores de capa, en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la
frecuencia (escala superior). El núcleo de la NP está compuesto por α−hematita mientras que el material del grosor de la
capa es de Ag.

Al tener NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core–shell tales que sus semiejes interiores y exte-
riores mayores son mucho menores que la longitud de onda de la luz incidente, la sección transversal de
esparcimiento será proporcional al cuadrado del volumen de la NP, dividido entre la longitud de onda a la
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5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

cuarta potencia [ver ecs. (3.7) y (3.49)], mientras que la sección transversal de extinción será proporcional
al volumen de la NP dividido entre la longitud de onda [ver ec. (3.6) y (3.49)]. Asimismo, por medio del
teorema óptico es posible obtener la sección transversal de absorción de una NP a partir de la sección
transversal de extinción menos la de esparcimiento. En este caso, la sección transversal de esparcimiento
no tendrá una contribución significativa en la sección transversal de extinción [ver Fig. 5.6(a)], por lo que
la sección transversal de absorción y extinción serán aproximadamente iguales [ver Figs. 5.6(b) y 5.6(c)].
La sección transversal de esparcimiento difiere en tres órdenes de magnitud con la sección transversal de
absorción para el caso de la NP elipsoidal, prolato, cofocal con α−hematita en el núcleo y con casca-
rón de Ag [ver Fig. 5.6]. Al aumentar las dimensiones del semieje mayor y menor del elipsoide exterior
(cumpliendo la relación a2

1 + t = a2
2 y b21 + t = b22, y sin variar la dimension de los semiejes del núcleo) la

respuesta del modo plasmónico bonding de menor energía en la sección transversal de absorción tiene un
corrimiento hacia el azul [ver Fig. 5.6(b)], pero no es posible visualizar si hay un cambio en la respuesta
del modo plasmónico antibonding de mayor energía. Además, al hacer un incremento en las dimensiones
de los semiejes exteriores de la NP (es decir, cambiando el grosor de la capa pero manteniendo fijo su
núcleo), se obtiene un corrimiento hacia el azul del máximo de la resonancia en la Cabs [ver Fig. 5.6(a)],
como ocurrió en el caso de una esfera [ver Fig. 5.3(a)]. El tamaño del semieje mayor y menor interno del
nanoelipsoide prolato, cofocal con núcleo de α−hematita y con cascarón de Ag, se fijó en a1 = 3.5 nm
y b1 = 2.5 nm, respectivamente. Las dimensiones de los semiejes mayores y menores exteriores de la NP
fueron a2 = 3.9 nm y b2 = 3.035 nm; a2 = 4.2 nm y b2 = 3.412 nm; y a2 = 4.5 nm y b2 = 3.775 nm,
respectivamente.

5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

Para aplicaciones biomédicas es conveniente utilizar NPs elipsoidales prolato de mayores dimensiones
(pero menores a 200 nm [66]) en comparación a las estudiadas bajo la aproximación cuasi–estática (ver
Sección 5.3), ya que es necesario que el eje longitudinal tenga mayor área de contacto e interacción con
el receptor [54]. Sin embargo, para el caso general de NPs elipsoidales no existen soluciones analíticas a
las ecuaciones de Maxwell, por lo que se utilizaron los métodos numéricos BEM y FEM para calcular las
secciones transversales y analizar las resonancias de plasmones y propiedades ópticas de NPs elipsoidales,
prolato, con núcleo magnético y rodeadas por una capa metálica, embebidas en agua (n = 1.33). Los
parámetros L = 2r1 yW = 2r2 denotan el largo y ancho del núcleo de la NP elipsoidal prolato (nanorice),
donde r1 y r2 son los radios del eje mayor y menor del núcleo, respectivamente [ver Fig. 5.7]. El parámetro
∆r es el grosor de la capa de la NP elipsoidal prolato. En este sistema, se propone que la NP elipsoidal
prolato sea iluminada por una onda EM monocromática plana [ ~Ei = ~E0 exp(−i~k ·~r )] a incidencia normal
y oblicua, donde el eje mayor r1 de la NP se encuentra orientado en dirección paralela al eje êz, como se
muestra en la Fig 5.7.
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Figura 5.7: Diagrama esquemático de una NP elipsoidal prolato iluminada por una onda EM plana incidente, donde θ
(ángulo de incidencia) es el ángulo que hace el vector de onda ~k respecto al eje êz , φ (ángulo azimutal) es el ángulo que
hace la proyección del vector de onda en el plano XY respecto al eje êx y α (ángulo de polarización) es el ángulo entre el
plano de incidencia y el vector eléctrico.

5.4.1. Incidencia normal y oblicua

Para el caso de incidencia normal y oblicua se consideró que el núcleo magnético (α−hematita, mag-
netita y níquel) de las NPs elipsoidales prolato tuviera un largo y ancho igual a L = 2r1 = 120 nm y
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5. Resultados para sistemas de NPs magnético/metátlicas tipo core–shell

W = 2r2 = 24 nm, respectivamente, y un cascarón metálico (Ag y Au) de ∆r = 12 nm.
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Figura 5.8: Sección transversal de absorción de los modos (a) longitudinal (θ = 90◦ y α = 0◦) y (b) transversal (θ = 90◦

y α = 90◦) de NPs elipsoidales, prolato, tipo core–shell, embebidas en agua (n = 1.33), con núcleo magnético, de largo y
ancho igual a L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm, respectivamente, y rodeada por una capa metálica de ∆r = 12 nm,
en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). Las líneas
discontinuas corresponde a cálculos hechos por medio de FEM, mientras que los círculos corresponden a los cálculos hechos
con BEM.

En la Fig. 5.8 se muestra el cálculo realizado por los métodos numéricos BEM (círculos) y FEM
(líneas discontinuas) de la sección transversal de absorción de seis NPs elipsoidales prolato embebidas en
agua (n = 1.33), iluminadas a incidencia normal. Se puede apreciar que la magnitud de las resonancias
del modo longitudinal (θ = 90◦ y α = 0◦) [ver Fig. 5.8(a)] son en general de mayor magnitud que para
el modo transversal (θ = 90◦ y α = 90◦) [ver Fig 5.8(b)]. En el caso del modo longitudinal (θ = 90◦

y α = 0◦) todas las NPs con núcleo magnético y cascarón metálico presentan resonancias plasmónicas
dentro del rango óptico de mínima absorción del tejido de la piel y las NPs elipsoidales, prolato, con
núcleo de α−hematita y magnetita con cascarón de Au presentan la mayor respuesta de resonancia plas-
mónica en λ = 850 nm y λ = 840 nm, respectivamente [ver Fig. 5.8(a)]. Sin embargo, en el caso del modo
transversal (θ = 90◦ y α = 90◦) sólo la NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de
Au presenta una resonancia plasmónica, en λ = 685 nm, dentro del rango óptico de mínima absorción
del tejido de la piel y además una resonancia plasmónica fuera, en λ = 510 nm, del rango de los 650 –
900 nm del espectro electromagnético [ver Fig. 5.8(b)].

Al calcular la distribución de carga inducida es posible determinar la naturaleza de las resonancias
plasmónicas obtenidas en la NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au para los
modos longitudinal y transversal, por lo que se calculó la distribución de la magnitud del campo eléctrico
cercano a la NP en las longitudes de onda resonantes λ = 510 nm (modo transversal de mayor energía),
λ = 685 nm (modo transversal de menor energía) y λ = 850 nm (modo longitudinal de menor energía).
En la Fig. 5.9 se muestran las distribuciones de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP en los
planos XZ y Y Z inducidas por una onda EM monocromática plana asociadas al modo longitudinal y
transversal, respectivamente, de la NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au,
embebida en agua (n = 1.33). Cuando el campo eléctrico incidente se encuentra en dirección paralela
(θ = 90◦ y α = 0◦) al eje mayor de la NP, se presenta un modo plasmónico dipolar de acoplamiento
simétrico de menor energía en λ = 850 nm, en la que el campo cercano se encuentra distribuido en los
extremos del eje mayor de la NP [ver Fig. 5.9(a)]. Asimismo, cuando el campo eléctrico incidente está en
dirección perpendicular (θ = 90◦ y α = 90◦) al eje mayor de la NP, ocurre un modo plasmónico dipolar
de acoplamiento antisimétrico y simétrico, de mayor y menor energía, en λ = 510 nm y λ = 685 nm,
respectivamente [ver Figs. 5.9(b) y 5.9(c)], en la que a lo largo de los ejes menores de la NP se encuentra
distribuido el campo cercano. Por lo tanto, a partir las distribuciones de magnitud del campo eléctrico
cercano [ver Fig. 5.9] se concluye que al tener una respuesta diferente en cada polarización, es posible
tener control sobre las zonas de amplificación de campo eléctrico y por tanto de las zonas donde habrá
un incremento local de la temperatura.

De manera experimental es complicado fabricar y sintetizar un conjunto de NPs elipsoidales, prolato,
tipo core–shell completamente uniformes en dimensiones, y por lo general hay mayor incertidumbre en el
largo del nanorice pero menor incertidumbre en el cascarón [64], es por eso que se consideró que la NP
tuviera mayor (menor) variación en el largo (cascarón). En la Fig. 5.10 se muestran las simulaciones nu-

56



5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(a)
λ = 850 nmθ = 90◦ α = 0◦

|~Etot|

∆r r2

r1

∆r Au

α−Hematita

~Ei

~k

êz
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êz

êy
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Figura 5.9: Distribución de la magnitud del campo eléctrico cercano en los planos (a) XZ y (b), (c) Y Z, inducido por una
onda EM monocromática plana a incidencia normal para el modo (a) longitudinal a λ = 850 nm, (b) transversal a λ = 510
nm y (c) transversal a λ = 685 nm. El núcleo (r1 = 60 nm y r2 = 12 nm) de la NP elipsoidal prolato está compuesto por
α−hematita y rodeada con Au (∆r = 12 nm).

méricas de la sección transversal de absorción para una NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita
y cascarón de Au, embebida en agua (n = 1.33), a incidencia normal para el modo longitudinal, con
variaciones en el largo y ancho del núcleo, así como en el grosor de la capa. El interés de estudiar esta NP
se debe a que para ambas polarizaciones, el pico de LSPR cae dentro del rango de interés 650 – 900 nm
del espectro de la Cabs. Las dimensiones que se consideraron fueron: L = 120± 16 nm, W = 24± 8 nm y
∆r = 12±4 nm [64]. De manera natural, se puede pensar que se hará un análisis de la sección transversal
de absorción de las 27 posibles combinaciones al variar las dimensiones L, W y ∆r. Sin embargo sola-
mente se analizaron cinco casos por razones que se explicarán a continuación. Primero se consideraron
los dos casos extremos, en los que la frecuencia de resonancia tiene un corrimiento máximo hacia el azul
(cuando la NP elipsoidal se asemeja más a una esfera) [ver 1 en la Fig. 5.10(a)] y hacia el rojo (cuando
la NP elipsoidal es lo más alargada posible) [ver 5 en la Fig. 5.10(a)]. En todos los 25 casos restantes, las
frecuencias de resonancia caerán entre las resonancias de los dos casos extremos. El mayor corrimiento
hacia el azul (rojo) ocurre cuando se disminuye (aumenta) el largo del núcleo y se aumenta (disminuye)
el ancho del núcleo y a su vez se mantienen fijo el valor máximo (mínimo) del cascarón. Si para algún
caso de los 27 posibles, la frecuencia de resonancia cayera fuera de la región de interés, aún así es posible
sintonizarlo al modificar el grosor de la capa [ver Fig 5.10(b)]. Adicionalmente a los dos casos extremos,
se consideraron los casos en que hay un aumento [ver 2 en la Fig. 5.10(a)] y disminución [ver 4 en la
Fig. 5.10(a)] en todas las dimensiones del valor nominal (L = 2r1 = 120 nm, W = 2r2 = 24 nm y ∆r =
12 nm), ver Tabla 5.1 y el quinto caso analizado corresponde a la NP elipsoidal con los valores nominales
[ver 3 en la Fig. 5.10(a)].

Es importante destacar que si se mantiene el largo máximo del núcleo de la NP elipsoidal (L = 136
nm), pero se disminuye el ancho del núcleo, es decir que la NP elipsoidal es más alargada (casos 2 , 4
y 5 ), el pico de LSPR en el espectro de la sección transversal de absorción estará fuera del rango óptico
de mínima absorción, con un corrimiento hacia el rojo. Para los casos 1 y 5 , se analizó el efecto del
corrimiento del modo plasmónico dipolar modificando sólo el grosor de la capa y fijando el largo y ancho
del núcleo. En la Fig. 5.10(b) se muestra el efecto de la variación del grosor de la capa de 8 nm a 16
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Caso Largo L Ancho W Grosor de capa ∆r Descripción LSPR
[nm] [nm] [nm] [nm]

1 104 32 16 Corrimiento máximo hacia el azul 750
2 136 32 16 Aumento en todas las dimensiones 840
3 120 24 12 Valor nominal 850
4 104 16 8 Disminución en todas las dimensiones 900
5 136 16 8 Corrimiento máximo hacia el rojo 1,050

Tabla 5.1: Tabla de los cinco casos estudiados de los 27 posibles considerando las incertidumbres experi-
mentales [64].

nm, en pasos de 4 nm. Conforme se aumenta el grosor de la capa de la NP, la frecuencias de resonancia
del modo plasmónico dipolar en la sección transversal de absorción tiene un corrimiento hacia el azul,
logrando sintonizar los picos de LSPRs dentro de los 650 – 900 nm del espectro electromagnético [ver
Fig. 5.10(b)].
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êz

−êy
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Figura 5.10: Sección transversal de absorción de una NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au,
embebida en agua (n = 1.33), en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia
(escala superior). (a) Variaciones consideradas en el largo L y ancho W del núcleo, así como del cascarón ∆r: 1 L = 104
nm, W = 32 nm y ∆r = 16 nm, 2 L = 136 nm, W = 32 nm y ∆r = 16 nm, 3 L = 120 nm, W = 24 nm y ∆r = 12
nm, 4 L = 104 nm, W = 16 nm y ∆r = 8 nm y 5 L = 136 nm, W = 16 nm y ∆r = 8 nm. (b) Casos 1 y 5 con largo
y ancho del núcleo iguales a L = 104 nm y W = 32 nm y L = 136 nm, W = 16 nm, respectivamente, y con diferentes
grosores de capa. (c) El ancho W del núcleo de la NP y el grosor de la capa se encuentran fijos en W = 24 nm y ∆r = 12
nm, respectivamente, mientras que el largo L del núcleo se alarga en pasos de 16 nm comenzando desde L = 104 nm hasta
L = 152 nm.

Dado que experimentalmente se tienen menor control en el largo del núcleo de una NP elipsoidal [64],
se consideró el caso en donde sólo se modifica el largo L del núcleo de la NP, comenzado desde L = 104
nm hasta L = 152 nm, en pasos de 16 nm, manteniendo fijas las dimensiones del ancho W del núcleo
de la NP y del grosor de la capa en W = 24 nm y ∆r = 12 nm, respectivamente. Al sólo modificar el
largo de la NP, los únicos casos en que las resonancias plasmónicas se encuentran dentro de rango óptico
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5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

de mínima absorción del tejido de la piel es para L = 104 nm y L = 120 nm [ver Fig. 5.10(c)]. A partir
de los resultados obtenidos en las Figs. 5.10(a), 5.10(b) y 5.10(c), en el caso de fabricar y sintetizar un
conjunto de NPs elipsoidales, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au, embebidas en agua,
con dimensiones de largo y ancho en el núcleo iguales a L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm, respecti-
vamente, y cascarón de ∆r = 12 nm, se puede obtener picos de LPSRs sintonizados dentro los 650 – 900
nm del espectro de la sección transversal de absorción, a pesar de que las NPs tengan variaciones en el
largo L y ancho W del núcleo, así como del cascarón ∆r.
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Figura 5.11: (a) Sección transversal de absorción de una NP elipsoidal, prolato, con núcleo (L = 2r1 = 120 nm yW = 2r2 =
24 nm) de α−hematita y cascarón de Au (∆r = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), en función tanto de la longitud
de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para diferentes valores del ángulo de
incidencia, definido como el ángulo entre el vector de onda incidente y el eje êz . (b) Sección transversal de absorción
amplificada en un rango de 450 – 750 nm de longitud de onda.

Dado que experimentalmente las NPs pueden quedar orientadas al azar, se realizó un estudio de la
respuesta óptica de NPs elipsoidales en función del ángulo de incidencia θ de la luz incidente. Se consideró
una NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au (∆r = 12 nm), embebida en
agua (n = 1.33), con dimensiones de largo y ancho igual a L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm,
respectivamente. En la Fig. 5.11 se consideraron cinco ángulos de incidencia θ = 0◦, 30◦, 45◦, 60◦ y 90◦, y
con excepción de θ = 0◦ y θ = 90◦, para cada ángulo, se aprecian cuatro picos de resonancia plasmónica
de superficie localizada en la sección transversal de absorción: pico principal de mayor energía H1, pico
secundario de mayor energía H2, pico secundario de menor energía L2 y pico principal de menor energía
L1. La presencia de estos cuatro picos de resonancia se debe a que tanto los plasmones de superficie
transversales (H1 y L2) como los plasmones de superficie longitudinales (L1) se encuentran excitados [ver
Fig. 5.11]. Al incrementar el valor de θ, el pico de resonancia dipolar (L1) de la sección transversal de
absorción tienen un incremento rápido en su magnitud y con un ligero corrimiento hacia el rojo [ver Fig.
5.11(a)]. Asimismo, a medida que el valor de θ aumenta (excepto en θ = 0◦ y θ = 90◦), la intensidad
del pico secundario de menor energía L2 disminuye gradualmente hasta que desaparece del espectro de
la sección transversal de absorción [ver Fig. 5.11(b)].

5.4.2. Sistema ideal de una NP elipsoidal prolato

Por último, se consideró el caso en que una NP elipsoidal, prolato, con núcleo de α−hematita (L = 2r1 =
120 nm y W = 2r2 = 24 nm) y cascarón de Au (∆r = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), estuviera
orientada al azar, por lo que se consideró una onda incidente tal que θ = 45◦, φ = 0◦ y α = 35.26◦

para asegurar que las componentes del campo de excitación satisfagan Ei,x = Ei,y = Ei,z [93], excitando
tanto los modos longitudinales como los transversales. En este caso en particular, en el espectro de la
sección transversal de absorción, Fig. 5.12, se muestran cuatro picos de LSPR: H1 (510 nm), H2 (630 nm),
L2 (685 nm) y L1 (850 nm), correspondientes a cuatro resonancias plasmónicas diferentes y donde dos
de ellas están dentro del rango de los 650 – 900 nm del espectro electromagnético de interés [ver Fig.
5.12(a)]. Para confirmar el tipo de modo longitudinal/transversal de las cuatro resonancias plasmónicas,
se calcularon las distribuciones de carga superficial en la NP elipsoidal prolato tipo core–shell, asociadas
a las longitudes de onda resonantes [ver Fig. 5.12(b)].

La teoría de hibridación plasmónica permite explicar el origen físico de los cuatro picos de LSRPs
que aparecen en los espectros de la sección transversal de absorción de las Figs. 5.11 y 5.12, cuando la
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5. Resultados para sistemas de NPs magnético/metátlicas tipo core–shell
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Figura 5.12: (a) Sección transversal de absorción calculada por los métodos numéricos FEM (líneas discontinuas) y BEM
(círculos), en función tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior).
El núcleo de la NP elipsoidal prolato está compuesto por α−hematita de dimensiones L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24
nm, rodeado por una capa de Au de ∆r = 12 nm y embebida en agua (n = 1.33). (b) Distribuciones de carga superficial en
la NP elipsoidal prolato tipo core–shell, asociadas a los picos de resonancia en 850 nm (L1), 685 nm (L2), 630 nm (H2) y
510 nm (H1).

onda EM monocromática plana incide de manera oblicua en la NP elipsoidal prolato tipo core–shell, que
puede ser modelada como un híbrido entre un elipsoide prolato sólido y una cavidad elipsoidal dentro de
un metal continuo [ver Fig. 5.13(a)]. Cuando la NP se encuentra iluminada por una onda EM plana a
indencia normal, tanto en el elipsoide prolato como en la cavidad se presenta un modo dipolar (` = 1) y
cuadrupolar (` = 2). Por un lado, en el caso del modo longitudinal (θ = 90◦), el modo dipolar (` = 1) se
encuentra a lo largo el eje mayor del elipsoide o de la cavidad, y en el modo transversal (θ = 0◦) el modo
dipolar (` = 1) se encuentra a lo largo el eje menor del elipsoide o de la cavidad [ver Fig. 5.13(a)]. Cuando
θ es igual a 0◦ o 90◦, sólo existen las hibridaciones dipolar–dipolar (` = 1) y cuadrupolar–cuadrupolar
(` = 2) en la NP elipsoidal prolato tipo core–shell [ver Fig. 5.13(a)], ya que los diferentes modos tienen
prohibido interactuar [94]. Las hibridaciones coherentes de estos modos plasmónicos elementales generan
dos modos plasmónicos antibonding de mayor energía en λ = 510 nm y λ = 685 nm, y dos modos plas-
mónicos bonding de menor energía en λ = 630 nm y λ = 850 nm [ver Figs. 5.11 y 5.12].
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Figura 5.13: Modelo de hibridación plasmónica de una NP elipsoidal prolato iluminada por una onda EM plana a (a)
incidencia normal y (b) con ángulo de incidencia 0◦ < θ < 90◦. En este caso se omitieron todos los signos de las cargas
inducidas, ya que la distribución de carga superficial en la NP tipo core–shell no es homogénea en cada resonancia [ver Fig.
5.12(b)].

Sin embargo, cuando 0◦ < θ < 90◦, el modo dipolar (` = 1) se deriva del acoplamiento de dos modos
dipolares que se encuentran a lo largo del eje mayor y menor del elipsoide o de la cavidad, respectiva-
mente. La regla de selección de la hibridación plasmónica se relaja cuando la onda EM monocromática
plana incide de manera oblicua a la NP elipsoidal prolato tipo core–shell [ver Fig. 5.13(b)], permitiendo
que los diferentes los modos plasmónicos interactúen entre sí, por lo cual, el modo dipolar (` = 1) del
elipsoide prolato puede interactuar no sólo con el modo dipolar (` = 1) de la cavidad, sino que también
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5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

con el modo cuadrupolar (` = 2) de la cavidad [94]. De la misma manera, cuando el campo eléctrico
incidente no es perpendicular o paralelo al eje mayor del NP elipsoidal prolato tipo core–shell, el modo
cuadrupolar (` = 2) del elipsoide prolato interactúa con el modo dipolar (` = 1) de la cavidad.

En la Fig. 5.14 se muestra la distribución de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP en el
plano XZ inducidas por una onda EM monocromática plana a incidencia oblicua sobre una NP elipsoidal,
prolato, con núcleo de α−hematita y cascarón de Au, embebida en agua (n = 1.33). A partir de las Figs.
5.12(b) y 5.14, se concluye que las diferentes distribuciones de la magnitud del campo eléctrico cercano
van de acuerdo a las distribuciones de la carga superficiales antes calculadas, en las longitudes de onda
resonantes: 850 nm (L1), 685 nm (L2), 630 nm (H2) y 510 nm (H1). Es decir, en el pico principal de menor
energía L1 y en el pico secundario de mayor energía H2 tanto la carga positiva (+) como la negativa (−)
se encuentran distribuidas en las puntas de la NP elipsoidal prolato [ver Figs. 5.14(a) y 5.14(d)], mientras
que en el pico principal de mayor energía H1 hay una distribución de carga positiva y negativa a lo largo
de los laterales [ver Fig. 5.14(c)]. Por último, en el pico secundario de mayor energía, en medio de la NP
elipsoidal prolato se encuentra una distribución carga negativa (−) y la carga positiva (+) está en ambas
puntas [ver Figs. 5.14(b) y 5.12(b)].

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(a)
λ = 850 nmθ = 45◦

α = 36.26◦

|~Etot|

∆r r2

r1

∆r Au

α−Hematita

L1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(b)
λ = 685 nmθ = 45◦

α = 36.26◦

|~Etot|

∆r r2

r1

∆r Au

α−Hematita

L2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(c)
λ = 510 nmθ = 45◦

α = 36.26◦

|~Etot|

∆r r2

r1

∆r Au

α−Hematita

H1

0

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0(d)
λ = 630 nmθ = 45◦

α = 36.26◦

|~Etot|

∆r r2

r1

∆r Au

α−Hematita

H2
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(∆r = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), y además θ = 45◦, φ = 0◦ y α = 35.26◦.
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Conclusiones
En este trabajo se estudió la respuesta electromagnética de nanopartículas tipo core-shell embebidas
en agua, para dos tipos de geometrías: esférica y elipsoidal (aproximación cuasi–estática y exacto). Las
nanopartículas tipo core–shell tienen en el núcleo un material magnético (α−hematita, magnetita o ní-
quel) y se encuentran rodeadas por un cascarón de material metálico (oro y plata), de tal forma que la
nanopartícula tenga un componente magnético y otro metálico. La metodología para calcular la respuesta
electromagnética de una sistema esférico tipo core–shell, se basó en la solución tipo Mie para el cálculo
de los campos electromagnéticos en todo punto del espacio y las propiedades ópticas: sección transversal
de esparcimiento (Cscat), extinción (Cext) y absorción (Cabs). Para calcular analíticamente la respuesta
electromagnética en un sistema elipsoidal cofocal tipo core–shell, cuyo semieje mayor del cascarón es
mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, se consideró que el elipsoide se encuentra sujeto
a un campo eléctrico que no tiene variaciones significativas en la región ocupada por el elipsoide, a lo
que se le conoce como aproximación cuasi–estática. Para el caso general de nanopartículas elipsoidales
tipo core–shell no existen soluciones analíticas a las ecuaciones de Maxwell, por lo que se implementaron
métodos numéricos como BEM y FEM.

Para el caso de una nanopartícula esférica tipo core–shell, con núcleo de α−hematita y cascarón de
oro o plata, se mostró que es posible sintonizar su resonancia dipolar plasmónica dentro del rango 650 –
900 nm del espectro de la sección transversal de absorción, región de transparencia del tejido de la piel,
al modificar el grosor del cascarón. Conforme se aumentó el grosor de la capa de la nanopartícula, la
frecuencia de resonancia del modo plasmónico de acoplamiento simétrico de menor energía en la sección
transversal de absorción tuvo un corrimiento hacia el azul. Para el caso de una nanopartícula elipsoidal
tipo core–shell (aproximación cuasi–estática), las nanopartículas con núcleo de α−hematita y magnetita
y cascarón de oro y plata, presentan resonancias dipolares dentro del rango óptico de mínima absorción
del tejido de la piel, y al incrementar las dimensiones de los semiejes exteriores de la nanopartícula elip-
soidal con cascarón de plata, se obtuvo un cambio en el máximo de la resonancia de la sección transversal
de absorción, con corrimiento hacia el azul, donde sólo para un caso (a2 = 4.5 nm y b2 = 3.775 nm) la
resonancia está fuera de la región de interés. Con estos resultados, se valida el método numérico BEM
para el cálculo de la sección transversal de absorción, para el caso de una nanopartícula elipsoidal prolato
tipo core–shell, bajo la aproximación cuasi–estática.

En el caso de elipsoides en general, para el que no se cuenta con una solución analítica, se realiza-
ron simulaciones numéricas empleando los métodos numéricos BEM y FEM de la sección transversal
de absorción para el caso de una nanopartícula elipsoidal, prolato, con núcleo magnético (α−hematita,
magnetita y níquel) y cascarón metálico (oro y plata), embebida en agua, con largo y ancho igual a
L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm, respectivamente, y un cascarón de ∆r = 12 nm, a incidencia
normal en el modo longitudinal y transversal, en donde sólo la nanopartícula con núcleo de α−hematita
y cascarón de oro, muestra resonancia plasmónicas dentro del rango de los 650 – 900 nm del espectro
de la sección transversal de absorción en ambos modos. A partir de los resultados obtenidos en la Sub-
sección 5.4.1, en el caso de fabricar y sintetizar un conjunto de estas nanopartículas con dimensiones de
largo y ancho en el núcleo iguales a L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm, respectivamente, y cascarón
de ∆r = 12 nm, se pueden obtener resonancias plasmónicas de superficie localizadas, sintonizadas dentro
del rango 650 – 900 nm del espectro de la sección transversal de absorción, aún cuando las nanopartí-
culas tengan incertidumbres en el largo L y ancho W del núcleo, así como del cascarón ∆r. También se
mostró el caso en que si se aumenta el largo y se disminuye el ancho del núcleo de la nanopartícula, los
picos de resonancias plasmónicas de superficie localizadas están fuera del rango de interés pero se pue-
den sintonizar dentro de los 650 – 900 nm del espectro electromagnético, aumentando el grosor de la capa.

De manera experimental las nanopartículas pueden quedar orientadas al azar, por lo que al considerar
diferentes valores de θ (excepto en θ = 0◦ y θ = 90◦) se presentan cuatro picos de resonancia plasmó-
nica de superficie localizada en la sección transversal de absorción, excitando tanto a los plasmones de
superficie transversales como los plasmones de superficie longitudinales. Al incrementar el valor de θ, el
pico principal de menor energía de la sección transversal de absorción tienen un incremento rápido en
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6.1. Trabajo a futuro

su magnitud y con un ligero corrimiento hacia el rojo y a medida que el valor de θ aumenta (excepto
en θ = 0◦ y θ = 90◦), la intensidad del pico secundario de menor energía disminuye gradualmente hasta
que desaparece del espectro de la sección transversal de absorción. A partir de la teoría de hibridación
plasmónica es posible entender el origen físico de los cuatro picos de resonancias plasmónicas de super-
ficie localizadas que aparecen en los espectros de la sección transversal de absorción, cuando la onda
electromagnética monocromática plana incide de manera normal y oblicua a la nanopartícula elipsoidal
prolato tipo core–shell. Además, esta teoría se puede aplicar como principio de diseño de nanoestructuras
con geometrías complejas, obteniendo como resultado la implementación selectiva de propiedades ópticas
optimizadas en estructuras y dispositivos de dimensión nanométrica.

En esta tesis se propone el uso de nanopartículas tipo core–shell, con núcleo de α−hematita y capa de
oro, con tamaños de largo y ancho en el núcleo iguales a L = 2r1 = 120 nm y W = 2r2 = 24 nm, respecti-
vamente, y cascarón de ∆r = 12 nm, para aplicaciones biomédicas, en particular, la resonancia magnética
nuclear, ya que si se construyen nanopartículas magnético/metálicas se tendrá la posibilidad de mante-
ner una parte magnética (permitiendo el contraste en resonancia magnética nuclear) y una contraparte
metálica, en la que es posible excitar plasmones de superficie localizados, si se ilumina la nanopartícula
con la frecuencia correcta, generando calor localizado y, una vez funcionalizadas las nanopartículas, se
podría eliminar células malignas de manera eficiente y controlada. Para que las nanopartículas sólo se
adhieran a células malignas, estas deberán estar funcionalizadas con algún material biocompatible [22,53].
En general, una vez ancladas las nanopartículas al tejido maligno, estas tendrán una orientación al azar,
y en este trabajo de tesis se demuestra que empleado las nanopartículas propuestas es posible garantizar
que existen resonancias cuyas frecuencias caen dentro de la región de transparencia del tejido de la piel
(650 – 900 nm del del espectro electromagnético).

6.1. Trabajo a futuro
En aplicaciones biomédicas se han encapsulado nanopartículas con óxido de silicio (SiO2) o sílice, ya que
la capa de sílice garantiza robustez física, insensibilidad a las condiciones ambientales, mejor solubilidad
y una superficie con propiedades simples de biofuncionalización y biocompatibilidad [53]. Como trabajo
a futuro, se propone realizar el cálculo, por los métodos numéricos BEM, FEM y DDA (Discrete Dipole
Approximation) [95], de la sección transversal de absorción de una nanopartícula elipsoidal, prolato, con
núcleo de α−hematita o magnetita y cascarón de oro, encapsulada con sílice. Para conservar los picos de
las resonancias plasmónicas de superficie localizadas dentro del rango de los 650 – 900 nm del espectro
de las secciones transversales, el grosor de la tercera capa de sílice se espera que deberá de tener entre
los cuatro y seis nanómetros [96].

Por otro lado, de manera teórica se ha analizado con el método de múltiples multipolos, la tensión
en la superficie de nanoesferoides prolatos (contrastando con la aproximación cuasi–estática) de oro,
nanoalambres y nanovarillas de plata para examinar el torque óptico ejercido por pinzas ópticas [97,98].
En resumen, M. K. Kuo y colaborados muestran, por métodos numéricos, que el torque óptico neto
depende de la longitud de onda de la luz y del ángulo que existe entre la polarización del vector eléctrico
incidente y la orientación del nanoesferoide prolato. Asimismo, un nanoesferoide prolato tiende a tener
una orientación paralela (perpendicular) a la dirección de polarización de la onda incidente, si la longitud
de onda de las pinzas ópticas es menor (mayor) a la de la resonancia plasmónica de superficie localizada.
Para el modo paralelo, cuanto más larga sea la longitud de onda, mayor será la eficiencia del torque
óptico, por lo que un láser de infrarrojo cercano sería lo óptimo para inducir un torque óptico grande
con menos calor. Por los antecedentes anteriores y con la posibilidad de girar nanopartículas elipsoidales,
se podría manipular de manera controlada (sin perdidas de calor) la posición de las nanopartículas y así
eliminar células malignas sin el riesgo de destruir células sanas. Asimismo, se podría hacer una análisis del
torque óptico neto de una nanopartícula elipsoidal prolato tipo core–shell para el caso exacto (utilizando
BEM, FEM y DDA) y bajo aproximación cuasi–estática (comparando con BEM y DDA), comparar las
distribuciones de carga superficial obtenidas por el cambio de torque y del ángulo de incidencia en la
nanopartícula y demostrar si existe o no alguna relación entre ellas.
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