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RESUMEN

En este trabajo de tesis de licenciatura se plantea el estudio de la respuesta electromagnética de una
nanoparticula tipo core-shell, es decir, una nanoparticula que presenta un nucleo hecho de algiin mate-
rial, ya sea metalico o magnético, y una capa exterior de otro material (magnético o metalico), de tal
forma que la nanoparticula tenga un componente metélico y otro magnético. El interés en este tema se
debe a las posibles aplicaciones de estas nanoparticulas (NPs) en la medicina, en particular, la resonan-
cia magnética nuclear (RMN) [1], en la que se han empleado NPs magnéticas para obtener contraste.
También se ha especulado sobre la posibilidad de eliminar células cancerosas de manera selectiva em-
pleando las NPs magnéticas en porcedimientos de hipertermia. La forma en que operarian las NPs seria
a través de corrientes inducidas al someter las NPs a un campo magnético externo oscilante en el tiempo,
incrementando de manera local la temperatura en la vecindad de las NPs. Sin embargo, considerando
las corrientes inducidas, seria mucho mas eficiente si se emplearan NPs metalicas. Lo que se propone en
esta tesis es mantener una parte magnética en la NP (permitiendo el contraste en RMN) pero agregar
una contraparte metélica, en la que sea posible excitar plasmones de superficie localizados [2], calentando
asi las regiones en donde hay mayor concentraciéon de campo eléctrico cercano en la nanoparticula. Para
eliminar selectivamente células cancerosas, iluminando la NP a la frecuencia de resonancia adecuada [3],
seria necesario funcionalizar la nanoparticula.

El punto de partida fue estudiar la respuesta electromagnética de una NP esférica, homogénea e
isotropa de radio a, al ser iluminada por una onda electromagnética (EM) monocromatica plana. Este
problema fue resuelto por Gustav Mie en 1908 [4] por lo que hoy en dia se conoce a esta solucion como
“Teoria de Mie”. En la soluciéon dada por Mie, los campos eléctrico y magnético en todo punto del espa-
cio quedan determinados a partir de una expansion en términos de los armoénicos esféricos vectoriales,
cuyos coeficientes estan dados a través de funciones especiales (esféricas de Bessel y de Hankel), y éstos
contienen la informacién de las resonancias de la particula, conocidas como resonancias plasmonicas de
superficie localizadas [2].

Posteriormente, se estudio la respuesta 6ptica de NPs esféricas tipo core—shell, que han sido estudiadas
anteriormente por diversos autores [5—8], presentando una solucion tipo Mie para el calculo de los campos
electromagnéticos en todo punto del espacio y las propiedades 6pticas, como la seccion transversal de
esparcimiento (Cycat), de extincion (Cext) y de absorcion (Caps)-

Ademaés de NPs esféricas se estudiaron NPs elipsoidales, con las que se podria tener un control adi-
cional con la polarizacion de la luz incidente, debido a la diferente respuesta de los modos longitudinales
y transversales en NPs elipsoidales, por lo que se podrian manipular las zonas de amplificacién de campo
eléctrico (zonas de mayor calentamiento) en las NPs [9].

En esta tesis de licenciatura se desarrolld6 un programa para el cilculo numérico de propiedades
opticas: Cscat, Cext ¥ Cabs, para sistemas core—shell, con geometria esférica y elipsoidal (aproximacion
cuasi-estatica), cuando en el nicleo se localiza una nanoparticula magnética y en el exterior un material
con respuesta metéalica. Para probar que el c6digo desarrollado funciona correctamente, se compararon los
célculos hechos de manera analitica (extension de la solucion de Mie a un sistema esférico tipo core—shell
y aproximacion cuasi-estatica para sistema elipsoidal cofocal) con los célculos obtenidos por los métodos
numéricos BEM (Boundary Element Method) [10,11] y FEM (Finite Element Method) [12,13].

Posteriormente, se estudié el problema de interaccion electromagnética de particulas elipsoidales de
manera exacta (es decir, sin restriccion cuasi—estatica). Dado que la solucién exacta a las ecuaciones de
Maxwell ya no es posible de manera analitica, se realizo el estudio a partir de métodos numéricos como
BEM y FEM, obteniendo las resonancias plasmonicas tanto longitudinales como transversales para las
NPs elipsoidales, para diferentes valores de los parametros relevantes del problema: longitud y ancho del
nicleo de la NP y el grosor de la capa metalica.
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Introduccion

Actualmente, el cancer es una de las causas principales de muerte a nivel mundial; tan s6lo en el 2015 se
le atribuyen 8.8 millones de fallecimientos, siendo los siguientes cinco tipos de cancer los mas comunes:
cancer pulmonar (1.69 millones de muertes), cancer hepéatico (788,000 de muertes), cancer colorrectal
(774,000 de muertes), cancer gastrico (754,000 de muertes) y de mama (571,000 de muertes). Es impor-
tante resaltar que a nivel mundial, el cancer de mama es el mas comiin entre las mujeres y representa 16 %
de los tumores malignos diagnosticados. Otra cifra relevante es que 69 % del total de defunciones por esta
enfermedad se presentan en paises en desarrollo, donde la mayoria de los pacientes acuden en un estado
deplorable, obteniendo un diagnoéstico médico en fase avanzada, dificultando su tratamiento [14,15]. Hay
tres tipos generales de tratamiento contra el cancer: cirugia, radioterapia y quimioterapia. El tratamiento
quirargico convencional de extracciéon de tumores solidos, es una cirugia eficaz para la eliminacion de
tumores primarios accesibles, bien definidos y localizados dentro de regiones de tejido no vitales. Sin
embargo, la alta morbilidad y la naturaleza invasiva asociada con la resecciéon quirirgica hacen que esta
terapia sea inadecuada para el tratamiento de metéstasis pequenias y poco definidas u otros tumores
incrustados en regiones vitales. Al emplear el tratamiento por radioterapia, se tiene la posibilidad de
danar el tejido sano circundante, y algunas de las células cancerosas que estan mas alejadas del sitio de
radiacion podrian recibir una menor intensidad del haz de radiacion [16]. En el tratamiento de céncer
por quimioterapia, algunos de los agentes distribuidos en todo el cuerpo resultan ser toxicos [17], por lo
que la administraciéon local de estos agentes en células malignas es un desafio.

El tratamiento de ablacién térmica consiste en la destruccion del tejido por medio de hipertermia
extrema (elevar la temperatura del tejido) o hipotermia (disminuir la temperatura del tejido). El cam-
bio de temperatura se concentra en una zona local en y alrededor del tumor. El objetivo de utilizar un
tratamiento de ablacion térmica minimamente invasivo es ajustar una dosis letal de calor al volumen de
tejido maligno, aplicando el menor dano posible al tejido sano interviniente y circundante. Una propuesta
hecha recientemente consiste en el empleo de campos magnéticos alternos para calentar nanoparticulas
magnéticas funcionalizadas e incrustadas dentro del tejido, lo que proporcionaria una terapia térmica
selectiva a los tejidos cargados con el agente de acoplamiento térmico [18].

Se conoce que tanto en la superficie como en el interior de las células, las nanoparticulas metéalicas
pueden interactuar con biomoléculas debido a su tamano pequeno, ventaja que se puede emplear para
el tratamiento terapéutico [19], debido a la excitacién de plamones de superficie localizados en las na-
noparticulas. Es por eso que se han empleado nanoparticulas metalicas como agentes de contraste! y de
terapia térmica selectiva en células malignas [21]. Estudios in vivo bajo la guia de resonancia magnética
(empleando una intensidad de campo magnético de 1.5 Teslas) revelaron que la exposicion a dosis bajas
de luz laser en el infrarrojo cercano (820 nm, 4 W/cm?) en tumores solidos tratados con NPs esféricas
tipo core—shell magnético/metalicas se alcanzaron temperaturas maximas promedio capaces de inducir
dano tisular irreversible (AT = 37.4 £+ 6.6°C) en 4 — 6 min [22]|. Se ha demostrado que la luz dentro de
la region espectral del infrarrojo cercano penetra al tejido a profundidades superiores a 1 c¢m, sin dafios
observables en el tejido intermedio [23]. El rango 6ptico donde la absorcion del tejido de la piel es mini-
ma y la transmision optica (penetracion) es 6ptima es de 650 — 900 nm del espectro electromagnético [24].

Lo que se propone en este trabajo de tesis de licenciatura es emplear NPs tipo core—shell con niucleo
magnético y cascarén metélico, con geometria esférica y elipsoidal. Con la componente magnética se
podria arrastrar la NP y obtener contraste en RMN, mientras que con la contraparte metalica, en la que
es posible excitar plasmones de superficie localizados [2], seria posible generar calor en la vecindad de las
NPs por medio de la concentraciéon de campo eléctrico cercano, si se iluminan las NPs a una frecuencia

adecuada [3].

1Un agente o medio de contraste es una sustancia quimica utilizada para potenciar la sangre y la perfusién en los tejidos [20].



I. INTRODUCCION

I.I. Plasmones

A las oscilaciones colectivas (modos normales) de los electrones en la red cristalina de un metal se le
denomina plasmoén y sus campos electromagnéticos (EMs) asociados satisfacen las ecuaciones de Maxwell
(en sistema internacional de unidades, SI), dadas por:

V-B=0, Ley de Gauss magnética (I.1)
V-E= pwt, Ley de Gauss eléctrica  (1.2)
€0
- 0B
VX E= 5 Ley de Faraday-Lenz (L.3)
- - OF
V X B = poJiot + fo€o—, Ley de Ampére-Maxwell (I.4)

ot

donde E es el campo eléctrico, Besel campo magnético, J_;O.; es la densidad total de corriente, piot es la
densidad total de carga, ¢y es la permitividad eléctrica del vacio y pg es la permeabilidad magnética del
vacio.

Existen dos tipos de plasmones: el de bulto y los de superficie [25]. El plasmon de bulto esta asociado
a la oscilacion de los electrones dentro del material (suponiendo que no existe ninguna interfaz) y esta
caracterizado por la frecuencia de plasma, w,, dada por

Ne?

eom*’

2
Wp
donde N es la densidad eletrémica, e es la carga eléctrica del electron, e¢p es la permitividad eléctrica
del vacio y m* es la masa efectiva de los electrones. Si una onda EM transversal tiene asociada una
w < wp, la onda EM no puede propagarse por el material y se genera una onda evanescente dentro del

mismo. Por otra parte, para w > w, la onda EM transversal si se puede propagar a través del material. [26].

Dentro de los plasmones de superficie (que existe una infinidad) existen los localizados en NPs [2]
y los propagantes en interfaces (polaritones) [27]. En esta tesis se estudiara la respuesta optica de NPs
metalicas, cuyas dimensiones son del orden o en general inferiores a la longitud de onda de la luz incidente,
en las que se presentan resonancias plasmonicas localizadas de superficie. Si una onda EM se propaga a
través de una NP metélica pequenia (comparada con la longitud de onda de la luz incidente), el campo
eléctrico polariza al gas de electrones [ver Fig. I.1] y junto con la fuerza restauradora y la geometria
de la NP (que determina las condiciones de contorno para los campos EMs), aparecen frecuencias de
resonancia a las cuales los electrones perturbados se mueven de manera armonica y de forma colectiva,
a las que se denominan como resonancias plasmonicas de superficie localizadas [2], las cuales determinan
las propiedades 6pticas de las NPs.

E Magnitud del

campo eléctrico

Nube electrénica
desplazada

oo}

Figura I.1: Resonancia plasmonica de superficie localizada. El esquema muestra como una onda EM pasa a través de una NP
metalica. El campo eléctrico inducido crea una separacién de carga en los atomos, creando una nube electronica desplazada
que oscila a la frecuencia de resonancia.

Tipicamente, en la plasmoénica se utilizan principalmente materiales como el oro y la plata, y en
los tltimos anios se ha desarrollado investigacion en estructuras y dispositivos basados en plasmones de



I.I. PLASMONES

superficie empleando estos materiales. Sus propiedades 6pticas permiten una amplia gama de aplicaciones
practicas que incluyen guiado de ondas EMs y manipulacion a la nanoescala 28], biodeteccion a nivel de
una sola molécula [29], transmision 6ptica mejorada a través de aberturas de sub—longitud de onda [30]
e iméagenes Opticas de alta resolucién por debajo del limite de difraccion [31].

I.LI.I. Plasmoén de superficie: Breve resena historica

Antes de que se realizara investigacion sobre las propiedades Opticas en nanoestructuras metalicas, se
tienen registros antiguos (desde de la época de los egipcios) sobre el uso de NPs metéalicas (oro y plata)
que se usaron para ornamentar vasijas y utensilios de la época. Mas recientemente, existian personas
que se dedicaban a generar agentes de tincion usando NPs para obtener colores intensos y vibrantes en
articulos de vidrio y ventanas de iglesias [2,29]. Uno de los objetos més famosos es la copa de Licurgo
[ver Figs. 1.2(a) y 1.2(b)], que data del Imperio Bizantino (siglo IV), creada por artistas romanos y
que hoy en dia se muestra en el Museo Britanico de Londres, Reino Unido. Cuando la copa es iluminada
con una fuente de luz blanca al interior y exterior, ésta muestra un color rojo y verde, respectivamente
(dicroismo). Durante mucho tiempo no quedé claro qué causaba estos colores, pero actualmente se sabe
que se deben a particulas de oro y plata de tamano nanométrico incrustadas en el vidrio. Asimismo, en
la época del medievo, el centro “tecnologico” de articulos de vidrio y ventanas de iglesias estaba justo en
Troyes, Francia, en donde se encuentra la catedral de San Pedro y San Pablo (siglo XIIT — XVII), la cual
fue construida con una variedad de estilos géticos y cuenta con alrededor de 180 vidrieras, cuyos colores
también se deben a la presencia de nanoparticulas [ver Fig. 1.2(c)].

(b)

Figura 1.2: (a) y (b) Antigua copa de Licurgo iluminada por una fuente de luz blanca al (a) interior y (b) exterior.
La absorciéon de luz por las particulas de oro incrustadas en la copa conduce a un color: (a) rojo brillante de la luz
transmitida y (b) color verde intenso producido por el esparcimiento de las particulas (reflexién). (c) Coloridos vitrales en la
Catedral de Troyes, Francia, dedicada a San Pedro y San Pablo. Fotografia de la copa de Licurgo tomada del sitio: https://
www.britishmuseum.org/research/collection online/ (Acceso en linea: 31-Octubre—2018).



I. INTRODUCCION

Uno de los primeros estudios cientificos en el que se observaron plasmones de superficie fue a principios
del siglo XX. En el ano 1902, el profesor Robert W. Wood observd miltiples caracteristicas inexplicables
en las mediciones de reflexiones 6pticas en rejillas metélicas [32]. Dos afios después, Maxwell Garnett
describi6 los colores brillantes observados en vidrios dopados con un material metalico [33] utilizando la
teoria de metales desarrollada por Paul Drude [34] y las propiedades EMs de pequenas esferas derivadas
por Lord Rayleigh [35]. Para el afio de 1908, Gustav Mie? desarrollé su propia teoria para el esparcimiento
de luz en particulas esféricas [38]. Cincuenta afios después, en 1956, David Pines describi6 tedricamente
las perdidas de energia caracteristicas experimentadas por los electrones rapidos que viajan a través de
los metales, y atribuye estas pérdidas a las oscilaciones colectivas de electrones libres en el metal [39].
En analogia a las oscilaciones de plasma en las descargas de gases, David Pines y David Bohm llama a
estas oscilaciones plasmones [40]. En ese mismo afio, Robert Fano introduce el término polaritén para
la oscilaciéon acoplada de electrones unidos y luz dentro de medios transparentes. En el ano 1970, Uwe
Kreiberg y Peter Zacharias realizaron un estudio en el que compararon las respuestas 6pticas y electronicas
de nanoparticulas de oro y plata. En su trabajo, por primera vez, describieron las propiedades 6pticas
de nanoparticulas metélicas en términos de plasmones de superficie [41]. Cuatro afios después, Stephen
Cunningham y colaboradores introdujeron el término de plasmones polaritones de superficie (SPP) [42].

I.II. Resonancia magnética nuclear

La resonancia magnética (RM) se basa en la mediciéon de las sefiales de resonancia magnética nuclear®
(RMN) de los protones de agua (H20). La imagen por resonancia magnética (IRM) es una técnica no
invasiva que se ha aplicado ampliamente para diagnostico clinico de tejidos malignos [1]. La calidad de
las imagenes de una RMN es la clave para la deteccién temprana y ubicacién precisa de céncer.

Para la generaciéon de senales de RM, se sitia un paciente en un campo magnético externo (BO)
oscilante en el tiempo (entre 1.5 y 3 Teslas). El cuerpo humano esta compuesto por un 50 a 75% de
agua (dependiendo de las diferentes etapas de la vida [46]), la cual esta constituida por dos moléculas
de hidrégeno y una de oxigeno. El atomo de hidrégeno consiste en un protén en el niicleo con un sélo
electron, el cual para el principio de RMN no se toma en cuenta. Mediante el campo magnético externo, el
espin de los protones (con orientacion al azar inicialmente) de los tejidos se orientan, en su gran mayoria,
paralelamente al campo magnético externo (magnetizacion longitudinal).

Lo que determina la orientacion del espin del protén es la cantidad de energia asociada a cada uno.
Los protones con energia extra, se alinean en direcciéon contraria al campo magnético externo y por lo
cual se considera que estan en un estado de energia alto, y aquellos que se alinean al campo magnético
externo se encuentran en un estado de energia bajo. Los protones no solamente se alinean en direccién
o en contra del campo magnético externo, sino que también tienen un movimiento de precesion que se
puede calcular mediante la ecuacién de frecuencia de Larmor [1].

Bajo una magnetizacion longitudinal, se emiten pulsos de radiofrecuencia adecuados para los tejidos,
de forma que la duracion de los pulsos determine una variacion de la orientacion del espin del proton en
el nivel de energia mas bajo al mas alto, reduciendo la magnetizacion longitudinal casi a cero. A esta
modificacion se le denomina magnetizacion transversal. Al desconectar los pulsos de radiofrecuencia, los
protones regresaran a su posicion de referencia, reduciendo la magnetizacion transversal, que permanece
s6lo un determinado tiempo medible (senal sinusoide amortiguada, free induction decay, FID). Dicho
lapso de tiempo depende de la homogeneidad del campo magnético externo y del tipo de tejido, denomi-
nado tiempo de relajacion espin—espin (Ts), ya que se relaciona con la interaccion misma del espin del
proton, en donde no hay transferencia neta de energia durante este tiempo de relajacion. En la realidad,
los protones se desfasan mucho mas rapido que 75, por las heterogeneidades en el campo magnético. A la
combinacion de heterogeneidades en campo magnético y el tiempo de relajacion T se le conoce como T5'.
Existe otro tiempo de relajacién, que ocurre cuando los protones regresan del nivel de energia mas alto
al mas bajo. Conforme esto ocurre, la energia que habia sido absorbida previamente por los protones es
disipada en los alrededores de los tejidos en forma de calor, en donde ocurre una transferencia de energia,

2Mie no fue la primera persona en resolver el problema de esparcimiento de una esfera homogénea e isétropa. Seria mas
correcto decir que él fue el altimo. El dio su propia solucién usando una notaciéon moderna y también la aplico a un
problema real: los colores de un coloide de oro. Por esta razon, su nombre fue agregado al problema de esparcimiento de
una esfera, aun cuando él tuvo ilustres predecesores, los més notables: Ludvig V. Lorenz [36] (no confundir con Hendrik
A. Lorentz) y Peter Debye [37].

3El fenémeno fisico de la resonancia magnética nuclear fue observado por primera vez en 1946 por los cientificos: F.
Bloch [43,44] y E. M. Purcell [45], de manera independiente.
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y la orientacién del espin sera nuevamente paralela al campo magnético externo, incrementado la mag-
netizacion longitudinal original. A este lapso tiempo se le conoce como tiempo de relajacion espin—red (T1).

La intensidad de la ultima sefial de radiofrecuencia detectada por el escdner de IRM esté determinada
por los tiempos de relajacion T7 y T, y a su vez por el nimero de espines de protones alineados en el
tejido. La intensidad de la senal depende principalmente de los diferentes tejidos, aparte de los tiempos
de relajacion y de la concentracion de nucleos (densidad de protones). La ordenacion espacial de sefiales
registradas en una prueba son resultado de una codificacién de frecuencias y de fases de las senales de
RM. Mediante esta ordenacién espacial se puede obtener finalmente una imagen matriz con una escala
codificada de grises.

El contraste en la IRM depende de la densidad de protones, del tiempo de relajacion espin—red (Ty)
y tiempo de relajacion espin—espin (T3). Ya que se desea mejorar el contraste en la IRM, se utilizan los
llamados medios o agentes de contraste. La exploracién dindmica con contraste, con secuencias de eco
de gradiente rapidas, pueden ser de ayuda en la diferenciacion entre tumores malignos y benignos [20)].
En gran medida, los agentes de contraste son suspensiones de nanoparticulas (NPs) paramagnéticas o
superparamagnéticas, las cuales no generan senales en la RMN pero influyen en el tiempo de relajaciéon
de los protones cercanos alterando los campos magnéticos locales. Debido a sus caracteristicas tinicas
superparamagnéticas, las NPs magnéticas son cominmente utilizadas como agentes de mejora de contraste
[21,22,47] en aplicaciones de IRM. En su mayoria, los materiales superparamagnéticos presentan un mayor
efecto de relajacion (por la cantidad de hierro) que particulas ferromagnéticas [48].

I.III. Nanoparticulas tipo core—shell y sus aplicaciones biomédi-
cas

Los materiales a escala nanométrica son un tema de interés en diversas areas de la ciencia [49], inge-
nieria [50] y disciplinas biomédicas [18,22]. La razén fundamental se debe a que los materiales nanomé-
tricos, esencialmente entre 1 y 100 nm, presentan una estructura y propiedades funcionales diferentes a
los materiales de bulto. En aplicaciones biomédicas, existen dos tipos importantes de NPs que se han
estudiado [49, 50|, diseniado, sintetizado y caracterizado [51,52], y éstos se han aplicado a diversos estu-
dios [53,54]: NPs metalicas (plasménicas) [49,50,55] y NPs magnéticas [18,56-58]. Generalmente las NPs
metalicas se encuentran compuestas por metales nobles tales como oro (Au) y plata (Ag). Estas NPs pre-
sentan resonancias plasmonicas de superficie localizadas (LSPR) [3], que son oscilaciones colectivas de los
electrones de conduccion de las NPs en resonancia con el campo eléctrico de la luz incidente. Al emplear
NPs de Au se tiene una mayor estabilidad bajo condiciones ambiente y ajustando su tamafio, forma o
estructura [59] se puede sintonizar su resonancia plasmonica dipolar en el infrarrojo cercano (NIR) del
espectro electromagnético [21,53], donde el rango (650 — 900 nm) 6éptico de absorcion del tejido de la piel
es minima y la transmision optica (penetracion) es optima [24]. Las NPs magnéticas mas comunes estan
compuestas por 6xidos de hierro (IO), cobalto (Co) o niquel (Ni), y su composicion quimica muestra
alineaciéon de su momento magnético en presencia de un campo magnético externo y concentra el campo
magnético [58|. Estas propiedades hacen que las NPs magnéticas sean candidatas a diversas aplicaciones
como IRM [56] y tratamiento de cancer por hipertermia (la hipertermia puede ser inducida por NPs
irradiadas con laser en el infrarrojo cercano) [18]. Sin embargo, tanto las NPs magnéticas como las me-
talicas presentan limitaciones, como por ejemplo las NPs metéalicas carecen de viabilidad para distinguir
un analito, que es un compuesto usualmente requerido para el analisis de moléculas atipicas o células en
un entorno complejo [61], mientras que las NPs magnéticas son ineficientes para generar energia térmica
y eliminar células [57], ya que la forma en que operan las NPs magnéticas es a través de las corrientes
inducidas al someterlas a un campo magnético externo oscilante en el tiempo. Por lo tanto, seria mucho
maés eficiente emplear NPs metélicas, asi que si se construyen NPs tipo core—shell con componentes mag-
neto/metéalicas, se tendria la posibilidad de mantener una parte magnética (permitiendo el contraste en
RMN) y una contraparte metalica, en la que es posible excitar plasmones de superficie localizados [2],
generando calor en la vecindad de las NPs por medio de la concentracién de campo eléctrico cercano, si se
iluminan las NPs a una frecuencia adecuada [3]. Una vez funcionalizadas las NPs, seria posible eliminar
células malignas del tejido de la piel de manera eficiente y selectiva.

Una NP magnético/metalica tipo core—shell es una NP que presenta un nicleo hecho de algin ma-
terial magnético ya sea 10, Co, Ni o algin otro 6xido, y una capa exterior de otro material metalico
como Au o Ag (o viceversa), de tal forma que la nanoparticula tenga una componente magnética y otra
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metalica. No obstante, las NPs de é6xido de hierro en el niicleo y con cascarén de oro se han convertido
en la combinacion ideal por sus notables ventajas [22,60-63], ya que por un lado una NP compuesta por
oxidos de hierro es estable, sencilla de sintetizar y funciona como agente de contraste [18,52,57,58], por
otro lado una NP con componente metélico ofrece excelente estabilidad [21,53, 54].

Una clave para las aplicaciones tecnologicas es la sintesis de NP de alta calidad con propiedades mag-
néticas y opticas deseadas, ajustando con precision ya sea el tamano del niicleo o el grosor de la capa,
asi como la forma geométrica del nicleo o capa [60,62-64]. Asimismo, se han realizado estudios teoricos
(extendiendo la solucion de Mie a un sistema esférico multicapa) y experimentales sobre las propiedades
magnéticas y opticas de NPs magnético/metéalicas esféricas tipo core—shell [60,62], donde las propiedades
plasmonicas estan influenciadas por la alta constante dieléctrica del niicleo nanocristalino de éxido de
hierro. Ademas, se han hecho analisis tedricos para identificar si las propiedades dieléctricas del niicleo
magnético de 6xidos de hierro influyen directamente al comportamiento plasmoénico de la NP tipo core—
shell. Esta area se ha bautizado como magneto—plasmdnica [65].
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Figura 1.3: Parte real e imaginaria del indice de refracciéon del (a) Au, (b) Ag, (¢) a—hematita, (d) magnetita y del (e) Ni, en
funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). Los circulos
representan los datos experimentales de las referencias [67-70] y la linea continua es la interpolacién generada a partir de
los datos experimentales.
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En 2006, P. Norlander y colaboradores reportaron la sintesis de NPs magnético/metéalicas elipsoidales
prolato tipo core—shell, lamandolas nanorice, utilizando el método de sembrado y crecimiento del Au [64].
En sus estudios, el largo del nanorice fue de 340 nm y el ancho de 54 nm, y el grosor de la capa fue de 13 nm.
El nanorice estaba constituido por un nicleo monodisperso de hematita (con una funcion dieléctrica cons-
tante e = 9.5) y un cascarén de Au. La geometria del nanorice de hematita/Au combina las propiedades
opticas de nanovarillas y nanoesferas en la region del NIR, haciéndolos candidatos prometedores para apli-
caciones biomédicas.

A partir de los trabajos antes mencionados [60,62,64], se espera que al emplear NPs elipsoidales, se
podria obtener sensibilidad a la polarizaciéon de la onda incidente, asi como control sobre las zonas de
amplificacién de campo eléctrico y mayor control sobre las excitaciones plasmoénicas al tener una res-
puesta diferente para cada polarizacion: longitudinal y transversal [9]. Asimismo, es cierto que una NP
esférica tiene mayor probabilidad de entrar en una célula en comparacion de una elipsoidal, pero con una
NP elipsoidal se tendrian mayor area de contacto con alguna membrana celular receptora (por ejemplo
células cancerosas) que una NP esférica [54]. Una restriccion para las posibles aplicaciones biomédicas,
es que las dimensiones de una NP deben de ser menores a 200 nm [66].

En esta tesis se propone emplear NPs elipsoidales con una parte metalica, adicional a la componente
magnética, que permita disminuir ain mas la energia suministrada y que amplifique el calor (debido a la
amplifiacion del campo eléctrico cercano en la NP) en una regiéon de tamano nanométrico por medio de
la excitacién de LSPR. Los LSPR estan fuertemente determinadas por la geometria y dimensiones de las
nanoparticulas, asi como del medio material del niicleo y de la capa en las nanoparticulas tipo core—shell,
por lo que es posible la sintonizacién de las nanoparticulas por medio del diseno de la geometria. Los
materiales considerados para la parte metalica fueron Au y Ag [67] [sus indices de refraccion se muestran
en las Figs. 1.3(a) y 1.3(b)], mientras que para la parte magnética fueron a—hematita (a—Fe303) [68],
magnetita (FesOy4) [69] y Ni [70] [sus indices de refraccion se muestran en las Figs. 1.3(c), 1.3(d) y L.3(e)].



Capitulo 1

Esparcimiento y absorcion de ondas
electromagnéticas por particulas
esféricas

1.1. Solucién exacta: Solucion de Mie

La teoria de Mie! es la solucién exacta que dio Gustav Mie en 1908 a las ecuaciones de Maxwell para el
problema de esparcimiento de una onda electromagnética monocromatica plana por una esfera homogénea
e isdtropa de radio a [38] [ver Fig. 1.1]. La idea general es dividir el espacio en dos regiones: dentro de la
particula y el medio que rodea a la particula (matriz). Se proponen soluciones para los campos eléctrico y
magnético, tanto adentro como afuera, en términos de una base esférica (armonicos esféricos vectoriales),
cuyos coeficientes de expansion se determinan al imponer condiciones de contorno de los campos EMs

sobre la superficie de la particula.

Campo esparcido
(ESCatﬂ Hscat)

S
@RNNCT

Figura 1.1: Particula esférica iluminada por una onda electromagnética plana y monocromatica, que genera campo EM
tanto dentro (campo interno: E1 y H1) como afuera (campo esparcido: Facat y Hscat) de la particula.

Campo incidente

- -

(2

El campo EM dentro de la particula se denota como E, y H, (ver Fig 1.1), mientras que el campo
eléctrico y magnético total al exterior de la particula (E,,, H,,) esta dado por la superposicion del campo
incidente (E;, H;) méas el campo esparcido (Fscat, Hscat) por la particula, es decir

Em = Ez + Escat y ﬁm = ﬁi + ﬁscatv

con el campo incidente dado por

—

B, = Eyei(Fr—wt) v H, = Hyel(Fr=wt)

)

1En realidad deberia ser llamada la “solucién de Mie” a las ecuaciones de Maxwell para el problema de interaccién de una
onda EM monocromaética plana con una particula esférica.



1.1. SOLUCION EXACTA: SOLUCION DE MIE

donde & es el vector de propagacion de la onda EM, w su frecuencia, t el tiempo y 7 el vector de posicién
de un punto en el espacio. Se requiere que los campos totales dentro y fuera de la particula cumplan las
condiciones de frontera (es decir, que las componentes tangenciales del campo eléctrico a la superficie de
la esfera son continuos al atravesarla)

(B £2)

X’fl:<ﬁm—ﬁ1)

r=a

x n =0, (1.1)

r=a

donde los subindices 1 y m se refieren a las regiones interna y externa de la esfera, respectivamente [ver
Fig. 1.1]; a es el radio de la particula y 7 define un vector normal dirigido hacia el exterior de la superficie
de la particula. Para campos armoénicos en el dominio de la frecuencia, w, y en ausencia de cargas y
corrientes, los campos E y H tienen divergencia nula

V-E=0 y V-H=0, (1.2)
y ademas E y H no son independientes, pues

VxE=iwpH y VxH=—iwukE. (1.3)

En la Fig. 1.1 se ejemplifica la situacién general del problema de esparcimiento, es decir, la interacciéon
de una particula esparcidora con una onda EM monocromatica plana. La solucién de este problema se
reduce a resolver las ecuaciones de onda wectoriales para el campo electromagnético (E, H ), es decir, las
ecuaciones vectoriales de Helmholtz homogéneas (sin fuentes), dadas por

V2E 4+ K*E =0 (1.4)

V2H + k*H =0, (1.5)

donde k? = w?ep, w es la frecuencia angular, € es la permitividad eléctrica o funcién dieléctrica, y u es la
permeabilidad magnética.

A partir de la ec. (1.2), se puede inferir que los campos E y H se pueden escribir a partir del rotacional
del producto de un radio vector (funcién vectorial) 7 con una funcién escalar 1, es decir, se puede construir

una funcion vectorial M de la forma
M =V x (F), (1.6)

por lo que M tiene divergencia cero
V-M=V-[Vx(F))] =0.
Asimismo, el laplaciano de M esta dado por
vW:v(vM)—vX(vXM). (1.7)
Aplicando el operador [V? + k2] al campo M y usando las ecs. (1.6) y (1.7) se obtiene

VM + k*M

v(v.]\Z/’)-Vx (VXM)+]€2M

= —V x{V X [V x (F)]} + k2 [V x (F)]
= V x [V x V x () + K*(F)]

= Vx {V3(7y) = V[V (7)) + k(7)) .

Notando que el rotacional de un gradiente es cero para funciones suaves,? la expresién anterior se reduce
a

V2M + KM =V x [V2(F) + k(7). (1.8)

2Sea U C R™ un abierto. Una funcién f : U — R es suave (o C™) si todas sus derivadas parciales, de cualquier orden,
existen. El conjunto de las funciones suaves en U se denota por C*°(U) [71].
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Cambiando V?2(77) a su notacién de indices, se obtiene

02 (ri)) o (0 o
2/ _ 7 _ v [ vy
v (’I"w) N 8rjc'9rj N 8rj (8rjw+né)rj>
_00yw) 0 (o
or; or; 81"]
W o P
= i gy T g TG o

2V + 7 (V%p) ,
por lo que la ec. (1.8) se puede escribir como
VM + K2M =V x [ (V) + k%)) . (1.9)

Por lo tanto M satisface la ecuacién de Helmholtz vectorial si 1) es solucion de la ecuacion de Helmholtz
escalar

V23 + k*p = 0. (1.10)
A partir de M se define otra funcién vectorial N , tal que
- M

N:V; : (1.11)

de modo que si se aplica el operador [V2 + kz] al campo N y considerando la ec. (1.7), N satisface la
ecuacion de Helmholtz vectorial, ya que

V2N + 2N = V2 <V2M>+k2 <V2M>

1 - ~ -

:E{V{V~<VXM)}fVXVX(VXM)+k2(VXM>}, (1.12)
pero el primer término del lado derecho de la ec. (1.12) es igual a cero ya que la divergencia del rotacional
de una funcién vectorial es cero. Como V - M = 0 entonces V (V . M) = 0, por lo cual la ec. (1.12) se

reduce a

VN RN = {9 [7(V07) -V (V) 400
— %{Vx <V2M+/€2J\Zf)]
= VX VX [ (V24 R)]),

por lo tanto como M satisface la ec. de Helmholtz, entonces también N cumple la ecuacién de Helmholtz

vectorial homogénea - B
V2N +k*N = 0. (1.13)

Se ha mostrado que tanto los campos M y N satisfacen la ecuacién de Helmholtz vectorial y ademas el
rotamonal de M es proporcional a N. Entonces se puede intuir que el rotacional de N es proporcional a
M ya que al aplicar el rotacional de N de la ec. (1.11) se obtiene

V=0 (V) < [o (907) - 0] - ().

entonces . .
kM =V x N.

De lo anterior, se tiene que las funciones vectoriales M y N cumplen todas las propiedades de un
campo electromagnético: satisfacen la ecuacion de Helmholtz vectorial, a su vez V - M=V N = 0, el
rotacional de M es proporcional a N y asi como el rotacional de N es proporcional a M.

Considerando el caso de esparcimiento de una onda EM monocromética plana por una particula esfé-
rica, es conveniente elegir un sistema de coordenadas esféricas (r, 0, ¢) (ver Fig. 1.2). En este caso, tanto
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M como N representan las soluciones fundamentales a las ecuaciones vectoriales de Helmholtz [ecs. (1.4)
y (1.5)] para ondas transversales.®> Es interesante notar que M es tangencial en todas partes a cualquier
esfera con || = cte., es decir, que ¥+ M = 0.

T

Onda electromagnética
incidente

Figura 1.2: Sistema de coordenadas esféricas centrada en la particula esférica de radio a. El vector de onda incidente (flechas
verdes) se escoge en la direccion é, y campo eléctrico incidente tendra direccion paralela a é;.

Para que M y N sean solucién de la ec. de Helmholtz vectorial, es necesario que v satisfaga la ec. de
Helmholtz escalar, que en coordenadas esféricas* esta dada por [4]

Lo (L00\, 1 9 (. 0P\ 1 9 (PN L,
2 or (’" 8r> t 2sing 90 (Smeaa> t 2 sm?096 (a¢2 kY =0 (1.14)

Se propone una solucion separable a la ec. (1.14) de la forma

P(r,0,0) = R(r)0(0)2(¢), (1.15)

que al sustituirla en la ec. (1.14), se obtienen las siguientes tres ecuaciones diferenciales ordinarias

2o,
P = 1.1
2p2 t™ 0, (1.16a)
1 d doe m?
— ([ sing—= 1) — = 1.16b
sin 0 df <s1n d9>+ {R(TH— ) sin? 6 ©=0, (1.16b)
- (r dr) + [ —n(n+1)] R=0, (1.16¢)

donde las constantes de separacion m y n se determinan a partir de condiciones de frontera que
debe satisfacer. Entonces es suficiente sélo considerar la ortogonalidad de los polinomios de Legendre,
a los enteros positivos de m, ya que se pueden generar todas las soluciones linealmente independientes
de (1.16a) y el calculo de integrales que se requieren para expresar una onda plana en armonicos esféricos.

A la funcién 1, compuesta por el producto de las funciones R, © y ® que resuelven las ecuaciones
diferenciales ordinarias (1.16a-1.16¢), se le conoce como funcién generadora® de los arménicos esféricos
vectoriales, la cual satisface la ecuacion de Helmholtz escalar en coordenadas esféricas. Las soluciones
para las funciones R, © y ® son las funciones esféricas de Bessel, los polinomios asociados de Legendre y
las funciones seno y coseno, respectivamente.

La funcion ¢ que satisface la ecuacion de Helmholtz [ec. (1.10)] en coordenadas esféricas puede sepa-
rarse en una parte par Yep, y otra impar ¥omn:

Vemn = cos(me@)P™(cos 0)2) (kr) (1.17a)
Vomn = sin(me) P (cos 0)z9) (kr) (1.17b)

3Una base completa incluye a otro arménico esférico vectorial L definido como L = Vi /k [72].

4En la referencia [4], hay un error en la ec. (4.2), en el tercer término correspondiente a la variable ¢. El denominador
deberia ser igual a 1/(r2sin? ) en lugar de 1/(r?sin ).

5En esta tesis se omitiran los detalles sobre las propiedades de cada una de las soluciones a las ecs. (1.16a)—(1.16c). Los
detalles pueden ser consultados en [4], donde se considera la solucién general.
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donde el superindice 7 = 1,2 denota las funciones esféricas de Bessel de primer o segundo tipo [4, 73],
respectivamente,

Zgzl)(kr) = ]n(kr) y 27(12)(]{37’) = yn(kr)a

y el superindice j = 3,4 denota las funciones esféricas de Bessel de tercer o cuarto tipo [4,73] (también
conocidas como funciones esféricas de Hankel), respectivamente,

2P (kr) = h{Y (kr) = ju(kr) +iya(kr) y 20 (kr) = KD (kr) = jo(kr) — iy, (kr).

Los arménicos esféricos vectoriales generados por ¥emn ¥ Yomn S€ obtienen a partir de

— —

Memn =V X (F¢em7z)a Momn =V X (Fwomn)a (1.183,)
N3 Memn N Momn
Nemn = VXT y Nomn = VXT, (118b)

donde los armoénicos esféricos vectoriales Momn, Memn, Nomn ¥ Nemn Se expresan en coordenadas esféricas
de la siguiente manera

Upmn = 7m sin (m¢@) P (cos0)z,(p)és — cos (mao) w/@(p)é@ (1.19)

sin @
dP"(cos @ R
LG T (1.20)

— m m . . o
Momn = g ¢ (m@) P (cos0)z,(p)ég — sin (mo)

2
|

emn = zn;p) cos (m¢) n(n + 1) P"*(cos 0)é,

dP(cos0) 1 d
+ cos (me) n;;:’os);dp [pzn(p)] €0 — msin (me)

P™(cosf) 1 d

s pdp P Plée (121)

zn(p)

2
[

sin (me) n(n + 1) P, (cos 0)é,

omn

+ sin (mg) LSO Ld | ) es — mcos (me)

1 P™(cosf) 1 d
db pdp

—— |pzn Ep- 1.22
g pap PPlés (122)
La componente é, de las ecs. (1.19) y (1.20) ha sido simplifica usando el hecho de que P satisface la
ec. (1.16b). Es importante recordar que cualquier funcion vectorial (transversal) que satisface la ecuacion
de Helmholtz vectorial [ec. (1.4) y (1.5)] en coordenadas esféricas, se puede expresar en términos de los
armonicos esféricos vectoriales [ecs. (1.18)].

Considerando que la particula esférica es iluminada por un campo electromagnético incidente polari-
zado en la direccion é, (=sin6 cos ¢ é, + cosf cospég —sin g é,)

E; = Eget*reosfe, (1.23)

donde FEj es la amplitud del campo eléctrico y k es la magnitud del vector de onda del haz incidente, el
campo eléctrico incidente se puede expresar en términos de los armoénicos esféricos vectoriales N y M,
que contienen las funciones dadas en las ecs. (1.17a) y (1.17b), de la siguiente forma

El - 3 3 BemnMemn + Bomn]\_jomn + Aemnﬁemn + Aomnﬁomn b
>3 )

m=0n=m

donde Acmn, Aomns Bemn ¥ Bomn son los coeficientes de la expansion [4]. Como el campo eléctrico
incidente debe de ser finito en el origen y por la ortogonalidad de los armoénicos esféricos vectoriales, la
expresion anterior se reduce a [4]

B =3 (Ban M) + Al (1.24)

n=1

donde el superindice (1) en los armonicos esféricos vectoriales M y N denota que se emplea la funciéon
esférica de Bessel j,(p), con p = kr, para la parte radial de las funciones generadoras [ver ecs. (1.17a) y
(1.17b)], asegurando que el campo eléctrico incidente sea finito en el origen. Para calcular el valor de los
coeficientes de la expansion, se hace uso de las relaciones de recurrencia e identidades de las funciones

12



1.1. SOLUCION EXACTA: SOLUCION DE MIE

zn(p), asi como de las funciones asociadas de Legendre P (cosf) [4]. Después de las consideraciones
anteriores, la forma de los coeficientes de la expansion esta dada por

2 1
Boin = i”EOL
nin+1)
Y 2 1
Actn = _iEOinLv
nin+1)
por lo que se puede expresar el campo eléctrico incidente [ec. (1.24)] como [4]
B, = B i 2nt1 (1\2“) iN(l)) (1.25)
n 4 1 oln eln | »

y el correspondiente campo magnético incidente [obtenido de la aplicacion de la ley de Faraday—Lenz a
la ec. (1.25)]

- k . 2n+1 /- -

R D = as (M50, +iNG)) . (1.26)
wp )

donde los subindices omn y emn (es necesario que m sea igual a uno) en los armoénicos esféricos vecto-
riales M y N indican la funciéon generadora, ¢, de acuerdo a las ecs. (1.17a) y (1.17b). Para simplificar
la notacion, se define F,, = i"Ey(2n + 1)/n(n + 1).

Al igual que los campos incidentes, tanto el campo esparcido (Escat,ﬁscat) como el interno de la
particula (E7, Hy), se pueden de expandir en términos de los armonicos esféricos vectoriales. En la frontera
entre la particula esférica y el medio que la rodea (matriz), se impone la condiciéon de frontera

(Ez + Escat — El) X ér = (ﬁz + ﬁscat — ﬁl) X ér =0. (127)

Al aplicar las condiciones de frontera [ec. (1.27)], la ortogonalidad de los armonicos esféricos vectoriales y
conociendo la expansion para el campo incidente [ec. (1.25)], se intuye la forma de construir la expansion
del campo esparcido y el campo dentro de la particula: los coeficientes en estas expansiones se eliminan
para toda m # 1 [4]. El campo EM interno de la particula (E1, Hy) en donde las funciones esféricas de
Bessel j,, son finitas (y, divergen en el origen, por lo que no son aceptables fisicamente), es [4, 5]

By =) E, {Cﬁl) ot — idN, Pln} (1.28)
y

iy = - iE [aONE), + DRG] (1.29)

Cwp &

El campo esparcido se propone como

Escat = Z En {Zanﬁéle - bnﬁéfi] (130)
y

"  p—

Hua = =0 > By [zb N® +anM§ﬂ, (1.31)

n=1

donde el superindice (3) en los armonicos esféricos vectoriales denota que la dependencia radial de la
funcién generadora, 1, esta dada por la funcién esférica de Hankel® hg) y los coeficientes a,, y b, son los

6 Al analizar el comportamiento asintético de las funciones h%l) (p)y h$12> (p) [4,73]

— neik'r
ni ) ~ LT
i
y ) .
,Lne—l T
WP (p) ~ =,
p

con p > n?, se observa que thl)(p) corresponde a una onda esférica saliente, mientras que hgf ) (p) representa una entrante,
en la region p >> 1. Este comportamiento indica que la funciéon radial necesaria para representar fisicamente el campo

esparcido es h (p)

13



1. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR PARTICULAS ESFERICAS

llamados coeficientes de esparcimiento de Mie.

Las componentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos deben ser continuas al atravesar
la superficie de la particula, lo que da como resultado el siguiente sistema de ecuaciones

Eyg + Ep = Evg, Egy + Eip = Evg,

1.32
Hy+ Hyp = Hyg y Hoy + Hiy = Hyg. (1.32)
La nanoparticula esférica se encuentra caracterizada por su parametro de tamafio
27N,
z="2" Am“ = ka, (1.33)

y cuyo indice de refraccion relativo es m = N1 /N,,, = n+ik, donde N,, y Ny son los indices de refraccion
de la matriz y de la particula, respectivamente, A\ es la longitud de onda en el medio que rodea a la
particula (la matriz, considerada como homogénea e is6tropa) y a es el radio de la particula. En la region
fuera de la particula, el indice de refraccion relativo es igual a uno (se supone que la particula esta en
vacio).

De la ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre, junto con las expresiones de los armonicos
esféricos vectoriales [ecs. (1.19)—(1.22)], las expansiones de los campos EM internos y esparcidos [ecs.
(1.28), (1.29), (1.30) y (1.31)] y las condiciones de frontera [ec.(1.32)], se obtienen cuatro ecuaciones
lineales independientes para los coeficientes: a,, by, ¢, y d,, dadas por

Julm)en + D @hn = (@), (1.34)
wlmja(ma)] e+ [eh @) by = i [rja@)] (1.35)
g (ma)ds + (D (2)ay = prja(e), (1.36)

[ (ma)] do+m [chD(@)] an = mleja(o)] (1.37)

donde la prima (/) representa la derivada de la funcion respecto a su argumento, 1 y p son las permea-
bilidades magnéticas de la esfera y del medio que la rodea, respectivamente. Al resolver el sistema de
ecuaciones [ecs. (1.34)—(1.37)] y empleando los funciones de Riccati-Bessel (¢, Xxn v () [4] definidas
como

Un(p) = pin(p),  xn(p)=pyalp) v Calp) = ph(p), (1.38)

se obtiene que los coeficientes de esparcimiento estan dados por

(1.39)

(1.40)

Asimismo, cabe resaltar que cuando el indice de refraccion relativo m es igual a uno
lim a,, b, — 0,
m—1

lo que da lugar al caso en que el indice de refraccion de la particula es muy parecido al del medio que la
rodea (m ~ 1), por lo que la particula sera practicamente indistinguible a él y no habra esparcimiento.

14



1.2. CALCULO DE PROPIEDADES OPTICAS

1.2. CaAlculo de propiedades 6pticas

—

El campo EM (E, ﬁ), en una onda EM plana tienen la forma

E(7t) = Bye'(Fr=t) (1.41)
y .
H(7 t) = Hyel(Fr=1) (1.42)

donde 7 = (x,y,2) es el vector posicion donde se quiere evaluar los campos E y H. Ey y By son las
amplitudes, en general complejas, de la onda EM plana. El vector de onda k también puede se ser

complejo, de tal forma que
k =k + iko,
donde k; y ko son vectores reales, por lo que si se sustituye lo anterior en la ec. (1.41), se tiene que

E(ﬁ t) = E’Oei(EI.FJriEZ.F—wt) Eye™ ko F iRy -7 )7

donde Eoe_EZ'F es la amplitud y (El 7 — wt) es la fase de la onda eléctrica, por lo que el vector real

kl es perpendicular a la superficie de fase constante y k‘g es perpendicular a la superficie de amplitud
constante. Si k:1 y k‘g son paralelos, la onda EM plana ser4a homogénea, de otra forma sera heterogénea.

El vector de Poynting de define como [4]
S—=Fx H* = Re {EC} x Re [ﬁc} , (1.43)

donde el simbolo * denota que se debe considerar el complejo conjugado del campo H , el subindice C
denota la velocidad de fase de las ondas EMs” igual a C' = ¢/n, con c igual a la rapidez de las ondas EMs
y n el indice de refracciéon. El vector de Poynting representa la energia por unidad de tiempo y de area
transportada por los campos EMs. Si la orientacion de la superficie del plano con area A esta especificada
por la normal del vector 7 [ver Fig. 1.3], entonces S-AdAesla energia por unidad de tiempo que cruza
una superficie infinitesimal n dA, es decir, la densidad de flujo de energia o irradiancia.

Volumen encerrado
por la superficie

Figura 1.3: Esquema representando el vector de Poynting que atraviesa una superficie.

Si se construye una esfera imaginaria de radio r y de superficie A alrededor de una particula, la energia
electromagnética transportada por la onda EM cruza la superficie A a una tasa dada es [4]

Wabs = 7/ S-é,dA, (1.44)
A

donde é,. es el vector normal unitario de la superficie de la esfera y S es el vector de Poynting. El signo
menos en la ec. (1.44) se debe a que se escoge la normal exterior de la superficie de la esfera, asegurando
una contribucién de W positiva, lo que implica que la energia electromagnética es absorbida en el volumen
V.

El valor instantaneo del vector de Poynting es una funcién que varia rapidamente en el tiempo para
frecuencias que son usualmente de interés. La mayoria de los instrumentos no son capaces de detectar

"Dado que existen materiales en donde n < 1, es posible tener una velocidad de fase (es decir, la velocidad con la cual la
amplitud de las ondas continuas entra a través de un medio) mas grande de c.
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1. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR PARTICULAS ESFERICAS

oscilaciones rapidas del valor instantaneo del vector de Poynting, pero si pueden detectar promedios

temporales, es decir [4]
. 1 t+1 2, ,
<S> . St (1.45)
t

T

donde T es un pequeno intervalo de tiempo, pero significativamente mayor comparado con el periodo de
tiempo 1/w. El promedio temporal del vector de Poynting <§ > en cualquier punto de la region externa
de la esfera se puede escribir como la suma de tres términos

. 1 L . ~ . .
<S> = iRe [Em X H;,Li| = <Sz> + <Sscat> + <Scxt> ) (146)
donde el subindice m hace referencia a los campos en el medio que rodea a la particula imaginaria (la

matriz), los subindices 4, scat y ext se encuentran asociados a las contribuciones de la onda EM incidente,
esparcida y extinguida, respectivamente. A su vez, cada término de S esta descrito de la forma

<§i> - %Re [E x ﬁ;} , (1.47a)
<§Scat> - %Re {Escat x ﬁ;cat} : (1.47D)
<§Cxt> - %Re [E } HE + Eacar X Iﬂ : (1.47¢)

Al sustituir la ec. (1.46) en la ec. (1.44), se obtiene

Wan == [ (31} -éraa= [ (S} érda— [ (S} -brdh = Wim Wocs + Wos,

donde el signo negativo de W,y se debe a que tanto ,S_';mt como é, estén orientados en la misma direccion.
Se consideré que el medio de la regiéon externa a la particula fuera no absorbente, W; = 0, pues de lo
contrario el campo EM incidente estaria depositando energia al medio, lo que implica que

Wext = Wabs + Wscata (148)

lo que se conoce como el Teorema Optico [4].

La ley de Faraday—Lenz en su forma diferencial es

- 0B
VXE=——, 1.49

Y (1.49)
donde E y B son el campo eléctrico y magnético, respectivamente. Cambiando el lado izquierdo de la ec.
(1.49) a notacion de indices, se tiene que

~ 0 0 .
VxE= elmna—mEm = egmna—rl{Eom exp [i(kir; — wt)]}

. g .
= eimnFo,, exp [i(kir — wt)] - a—rl[z(km — wt)]
677

= Z.Elmn-Ernkl ' 877‘17
en donde 9r;/0r; = 0;; con d;; como la delta de Kronecker y €;;, es el tensor de Levi-Civita. El producto
vectorial en notacién de indices se denota como %X ¥ = €;;5u;v;, entonces sustituyendo la ec. (1.50) en
notacion vectorial en la ec. (1.49), se obtiene

- - 0B
—FE xik=——.
! ot
Por un lado, como B= uﬁ se tiene que
S - H
B x ik = aLt
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Al realizar la derivada parcial con respecto al tiempo del campo H de una onda EM monocromatica
plana [ver ec. (1.42)] y sustituirlo en la ecuacion anterior, se obtiene

kxE=wpH, (1.50)
entonces el promedio temporal del vector de Poynting [ec. (1.46)] es igual a

Ey x kE* x Ej

(5) = %Re (B x 35] = %Re -

Si se considera una onda EM plana homogénea con vector de onda k = ké,, = (k1 +1ik2)é,, donde é, es un
vector unitario real en la direccién de propagacion, y que satisface las ecs. de Maxwell, y ademaés si hay
ausencia de fuentes (vacio), es decir ausencia de cargas y corrientes totales, entonces el campo eléctrico

y el vector de onda seran transversales, es decir que (Eo . E) =0 lo que implica que (Eo . E*) =0, por lo

cual
1 0 Ej 1. [k*E 1 1
<S> = Re|— /| = Re|Z 0| g, = Re |“YH | E26, = “Re |,/ & | B26,,
2 wp* 2 wp* 2 wp* 2 w*

por lo tanto la irradiancia del campo incidente sera igual a

Ii:<§>~ﬁ:;Re{ ;}ES (1.51)

Las secciones transversales de absorcion, esparcimiento y extincion se obtienen al calcular el cociente
del factor W entre la irradiancia del campo incidente, por lo tanto

Co = ; o = abs, scat, ext. (1.52)

Asimismo, es posible derivar las expresiones de las secciones transversales para una particula esférica
de manera exacta [4,36,37]. En particular, para el esparcimiento y extincion, se tiene que [4]

1 2m T
Weeat = §Re {/ / (ESQH:¢ - ES¢H:9) r2sin Hdﬁdqzﬁ} , (1.53a)
0 0
1 2 T * * * * .
Wext = §Re {/0 A (Ei¢H89 — EiGquﬁ. - Engi¢ + E5¢Hi9) r2sin 9d9d¢} s (153b)

y el radio a < r de la esfera imaginaria es arbitrario. A partir de las ecs. (1.25) y (1.26), la expansion de
las componentes angulares del campo incidente polarizado en la direcciéon é, se pueden escribir como

B CO“Z(‘” S By ($un — 7). Hig = S tan(g) B,
" (1.54)
sin(9)

e ) —k
Eiy = Z E,, (i), mn — YnTh) y  Hijp = — cot(¢)Eis.
n=1

P wp

Asimismo, la expansion de las componentes angulares del campo esparcido se pueden deducir a partir de
las ecs. (1.30) y (1.31), obteniendo asi

FEg = COS((b) Z E, (ia'ngﬂ—n - annﬂ'n) > Hyy = iM Z K, (lan;LTn - anCnﬂ'n) s
P n=1 wp p n=1
(1.55)
By = Slnp(¢) n=1En (bnCaTo — i0nComr) Yy Hap = ic‘)i}w) ; By (ibnCltn — anCaTn) .-
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1. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR PARTICULAS ESFERICAS

Las dltimas dos ecuaciones estan dadas en términos de las funciones angulares m, y 7,, definidas en
términos de las funciones asociadas de Legendre P! (cos#), como
Pl(cosb dP}(cosf
= —"( ) y T = dF, (cos6) ) (1.56)
sin 0 do

Si bien tanto m, como 7, no son ortogonales mutuamente ni entre si, se satisfacen las relaciones [4]
™ s
/ (T + ) (Tr + T ) sin 6df = / (T, — ) (T, — ) 8Iin 0dO = 0,
0 0

/ (TnTm + TnTm)sin@dd = 0,
0

2n2 (n+1)°
2n+1

)

/ (TnTm + TnTm)sin0d = 6,
0
donde 4, denota la delta de Kronecker.

Al sustituir los campos EMs esparcidos por la particula esférica, dados por las ecs. (1.55), en la integral

de Wicat [ec.(1.53b)] y haciendo uso de las relaciones anteriores de las funciones angulares m, y 7,, se
obtiene

7| Eol?
Woews = Tt 5220+ DRe {00} (1 + 8 ).
n=1

donde el factor g, se define como
gn = =16 G = (Xt — Unxn) — i (Unty, + X0X0)

con Xn(p) = —pyn(p), que es otra funcion de Riccati-Bessel, por lo cual (,(p) = ¥n(p) — ixn(p). Ahora,
como 1, ¥ X son funciones reales cuando su argumento es real, el primer sumando de g,, es el wronskiano

[4]
X’ﬂ/l)b’:'b - 'L/}nX;L =1, (157)

y por lo tanto Re {g,,} = 1. Por lo anterior y utilizando la definicion de seccion transversal de esparcimiento
[ec. (1.52)], se obtiene [4]

(1.58)

Haciendo un procedimiento anélogo, se puede calcular la seccion transversal de extincion [4]

(1.59)

y por lo tanto, se obtiene la seccién transversal de absorcién por medio del teorema 6ptico [ec.(1.48)],

entonces [4]

(1.60)



Capitulo 2

Esparcimiento y absorcion de ondas
electromagnéticas por sistemas tipo
core—shell estérico

2.1. Calculo de coeficientes de esparcimiento de Mie

Siguiendo el procedimiento de Bohren y Huffman [4], el problema de esparcimiento y absorciéon por un
sistema de particulas esféricas concéntricas core—shell, se plantea como la interaccién de una onda elec-
tromagnética (EM) monocromatica plana sobre el sistema que se muestra en la Fig.2.1.

Campo esparcido
(Escata Hscat)

Matriz (1, 1)

L_ f
>
<

Campo incidente (Ej-, H i)

Figura 2.1: Geometria del problema de esparcimiento de un sistema de esferas concéntricas tipo core—shell, iluminado por
una onda plana monocromaética.

Supongamos que la particula tipo core-shell es iluminada por un campo electromagnético incidente

polarizado en la direccion é,, E = Egexp [ikr cos(0)] é,, con dependencia temporal exp(—iwt). Cada
componente de la nanoparticula (nicleo y capa) se encuentra caracterizada por su parametro de tamaino
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respectivo
27 Npa 27Ny, b — kb,
A A

y cuyo indice de refraccion relativo es m; = N;/N,,, = n; +ik;, [ = 1,2, donde A es la longitud de onda en
el medio que rodea al sistema core—shell (la matriz, considerada como homogénea e is6tropa), a es el radio
interno (core), b es el radio exterior de la segunda capa (shell), N,, y N; son los indices de refraccion de
la matriz y la componente [-ésima, (I = 1,2) respectivamente, y k es la magnitud del vector de onda del
haz incidente en la matriz. En la regién fuera de la particula, el indice de refraccion relativo es mgy = 1.
Todo el espacio se divide en dos regiones: la regiéon dentro del sistema tipo core—shell y el medio que
rodea a la particula (la matriz). Los campos eléctricos y magnéticos (dentro Em y fuera de la esfera Eout)
son considerados como la superposicion de funciones de ondas esféricas hacia adentro y hacia afuera. Por
ejemplo, E'm y Eout se pueden expresar en términos de los armoénicos esféricos vectoriales complejos:

x = = ka y X9 = (2.1)

i B, [0, - idO NG 22)

M8

Eout =

n

B, [mipﬁéfﬁl - b”)M(?’)} (2.3)
1

oin Y NE({ZL ( = 1,3) son los armoénicos esféricos vectoriales, en
donde el superindice denota la dependencia radial, es decir, el tipo de funcion Bessel, z,,: (1) corresponde
a las funciones esféricas de Bessel j,, mientras que (3) corresponde a las funciones de primer tipo de

donde E,, = i"Ey(2n + 1)/n(n + 1), MW

Hankel, 1. Los arménicos esféricos vectoriales M éﬁl N, é{;, se expresan en coordenadas esféricas de la
siguiente manera:
Mgﬂ = cos ¢ (cos ) 2 (p) &g — sin ¢ 7, (cos 8) 2 (p) ég, (2.4)
Méﬂ = —singm,(cosf) 2 (p) &g — cos ¢ T (cos ) 25 (p) ég, (2.5)

2
N — sin ¢n(n+ 1)sindm,(cos 0) (p) ér

p
=9 (0)]

| [0 (0)]

+ sin ¢ 7, (cos ) g + cos ¢y (cos b €, (2.6)
, 2)
NY) = cosgn(n+1)sin 6, (cos 0) () ér
p
0)] p0)]
+ cos @7, (cosf) =———— €y —sinpm,(cosf) ——— é, (2.7)

donde la prima (/) denota a la derivada de la funcion respecto a su argumento, el superindice j = 1,2,3
denota las funciones esféricas de Bessel de primer, segundo o tercer tipo, respectivamente,

D) =dn, 2P =y vy 2D(0) = b = jn +iyn. (2.8)

El argumento complejo p de las funciones radiales de los armonicos esféricos vectoriales, dados por las

ecs. (2.4)—(2.7), esta dado como
2mwmy

p=—" (2.9)

donde la coordenada radial esta dentro de la l-ésima capa: 11 < r < r;. Las eigenfunciones angulares
Tn ¥ Tn estan definidas por las funciones asociadas de Legendre Pl (cos ), ec. (1.56), como

_ Pl(cosf) _ dP;(cos0)
~ sinf Y = ag

Desde el punto de vista de calculo numérico es conveniente emplear las funciones de Riccati—Bessel, ec.
(1.38), que son

Un(p) = pin(p),  xa()=pyalp) v Galp) = ph{P(p).
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2.1. CALCULO DE COEFICIENTES DE ESPARCIMIENTO DE MIE

En la region a < r < b, las funciones esféricas de Bessel j, v v, son finitas; como consecuencia, la
expansion de los campos eléctrico y magnético (Ea, Hy) en esta region (shell) es

= 1 =2 2
Es = Z En [fn oln — ign N, 6(121 + anNe(ll - vnMélﬂ (2.10)
y
i, = E, [ WM if N, 0 ? —wnN@)} 7 2.11
2 WNJZ Z g f eln oln ( )

donde w es la frecuencia angular, ks = 2rma/A\ y ug es la permeabilidad magnética en la segunda region

(shell).

El campo EM dentro de la particula (E_"l, H 1) en la region 0 < r < rq, en donde las funciones esféricas
de Bessel j,, son finitas (y, divergen en el origen, por lo que no son aceptables fisicamente), esta dado
por las ecs. (1.28) y (1.29) [4,5]

LS
E’l Z |: 1)M(1) dgll)]\_fe(izb]

Hy = E, [(1)M —l—zc(l)N(l)}
o w/~L1 Z:

En la region fuera de la esfera, el campo total externo es la superposicion del campo incidente y del
esparcido, E = E + Escat donde, de acuerdo a la solucién de Mie, los campos incidentes y esparcidos
estan dados por las ecs. (1.25), (1.26)7 (1.30) y (1.31) [4]

£= X m [N ).
7o M (1) (1)
H; = ZE M) +iN |
n=1
Escat = ZE |:7’an efZL —b M(szl:|7

Hocat = _@ZE [zb O +a”M(3)}

Las condiciones de frontera de los campos EM entre la interfaz en las dos regiones, es decir para el
caso en que r; = a, estan dadas por la ec. (1.1) donde el subindice m es igual a 2. Para el caso del sistema
core—shell, en la ultima capa, ro = b, las condiciones de frontera estdn dadas por

(Escat + Ez - EQ) X ér - 07 (2123,)
(ﬁscat + ﬁz - ﬁQ) X ér =0. (212b)

Las componentes tangenciales de los campos eléctricos y magnéticos deben ser continuas, lo que da como
resultado el siguiente sistema de ecuaciones:

Es + Eig = Fog, E.p + Eip = Eay,

Hgyo + Hyg = Hop, H,y + H;y = Hoy, (2.13)
Esg = Eng, Eyy = Eig, ’
Hsg = Hyyp, Hyy = Hyy.

De la ortogonalidad de las funciones asociadas de Legendre, junto con las expresiones de los armonicos
esféricos vectoriales [ecs. (2.4)—(2.7)], las expansiones de los campos [ecs. (2.10) y (2.11)], y las condicio-
nes de frontera [ec.(2.13)], se obtienen ocho ecuaciones lineales independientes en los coeficientes para los
campos internos: an, b,, Cn, dn, fn, Gn, Un Y Wy
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2. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR SISTEMAS TIPO core—shell ESFERICO

Debido a las condiciones de contorno [ec. (2.13)] se cumple que Eoy = F19 y Hap = Hyp, y ademas
my; = k;/k, con | = 1,2; entonces para el caso de una particula tipo core—shell, en la region a < r < b
(shell), el campo eléctrico es igual a [6-§]

!/
> 0 , {pzﬁf)(p)}
By = Z E, { fncosgmy(cost)zy (p) — ign cos ¢ 7 (cos ) —— 5 +
n=1
!
= | (022 (0)] o
+ Z E,, { twy, cos ¢ 1, (cos ) - Uy, €08 ¢y (cos 0) 2,2 (p)
n=1
= Ccos ¢ Z Enmn(cos0) [frnin(kar) — vayn (kar)] +
n=1
oo . / /
, (k1) jin (kor)] [(ar)yn (Kar)]
_ ; E S _
i COb(bnz::l nTn(cos 6) {gn ot Wy, ot ,
y por otro lado el campo eléctrico dentro del nticleo (core) es
o0 ,Z{: . k !/
Eig =cos¢ Z E, {Cnﬂ'n(COS 0)jn (k1) — id,7n (cos G)W} )
n=1 1
Asimismo, el campo magnético, en la region a < r < b (shell), es igual a [6-8]
@5
ko — pzn (p)
Hyp = fﬁ ZE" Gn(— sin @) m, (cos 8) 21 (p) + i f, sin ¢ 7, (cos 0) [ } +
2 n=1
ky & {PZ@)(P)}I
+ wi/jg Z By { wy(— sin ¢) m, (cos ) 22 (p) + iv,, sin ¢ 7, (cos 0) —
n=1
a sin g & " (o= ()]
= En < gnmn(cost) z,/ (p) — ifn Tn(cosf) ———— » +
2 (c056) #1)(p) = i o 7 c03)
a sin g & o =2 0)]
— E, < wy mp(cosf) 2,7 (p) — ivp, Tr(cos ) ———
S (c050) 42)(p) = it 7 co36)
ko sin ¢ > .
= E,m,(cos)|gy, jn(kar) — wnyn(kar)] +
wm; ( )gn jin(kar) Yn (k2r)]
Ky sing O [(kar)jn (kar)] [(Bar)yn (kar)]'
- En n 0 n — Un )
i o ; Tn(cos 0) {f ot v ot
mientras que el campo magnético dentro del nticleo (core) es
ki & . . o [(k17)jin (Rar)]
Hyg=—— E,<d, n 0)jn(k1r) —ic, n f)—="— b
10 o ; { sin ¢ 7, (cos 6) j, (k1) — icy, sin ¢ 7, (cos 6) o

Dado que debe cumplirse que E29 = E1g [por la ec. (2.13)], entonces al considerar sélo los términos que
acompafan a la eigenfuncion angular 7, (cos ) en ambos lados de la condiciéon de contorno, se obtiene

fnjn(k2a) - Unyn(kQQ) = ann(kla),
y en términos de las funciones de Riccati—Bessel

I U (moka) o Xn(meka) . Un(mka)
mika

moka moka
fnman(maz1) — vpmixn(mer1) = cpmatp,(mizy),
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2.1. CALCULO DE COEFICIENTES DE ESPARCIMIENTO DE MIE

donde x; = ka. Anélogamente, para la eigenfuncion angular 7,,(cos @) se obtiene

(tha)jn(ko)] - (ko) (ko)) _ ) [(kr0)in(hro)]

" kga " k?ga k‘la

o en términos de las funciones de Riccati—Bessel

(m2ka) (moka) -

/ ’ ,
(kaa)w] [(kaa)M} [(mlka)w
—w i
moka

Gn moka

Gnma ), (maz1) — wema Xy, (maz1) = dymotd), (mizy),

donde x/, y ¥, representan la derivada de las funciones de Riccati-—Bessel respecto a su argumento.

De igual manera, se cumple que Hap = Hyp, debido a las condiciones de contorno [ec. (2.13)]. Por un
lado, al considerar solo los términos que acompafian a la eigenfuncion angular m,(cos 6), en ambos lados
de la condicion de contorno, se obtiene

k . k .
= [gn ]n(k2a) - wnyn(k2a)] == [dnjn(kla)] s
M2 M1

y en términos de las funciones de Riccati-Bessel

2mmey { PYn(maka) Xn(mgka)] _2mmy [d wn(mlka)}
Afto Apt1 (m1ka)

(maka) o (maka)
Gnit1n(Mar1) — Wopi Xn(Max1) = dppiathn(mizy).
De igual manera, para los términos asociados a la eigenfuncion angular 7,,(cos ) se obtiene
ko ! [(k2a)jn (k2a)] . [(F2a)yn (k2a))'\ _ k1 . [(k1a)jn (k1a)]
M2 " kga " kQCL " kla ’
o de manera equivalente
fn [ wn(mgka)}’ Un [ Xn(mgk‘a)}/ Cn [ wn(mlxl)}/
— |(maka)———=| — — |(moka)=———""——| = — |(mz1)——=
2 (maka) (maka) M2 (maka) (maka) 1 (muz) (maz1)
fathy (maz1) — vnpn Xo (Ma1) = cppatpy, (mazr).

M1

En resumen, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones:

gn iy, (Maw1) — wpmaXy, (mex1) = dpmaty, (miz),
Jnmin(mazy) — vamixn(maez1) = cumathn(miz1)
fap,(maxy) — vapin X5, (Maa1) = cnpzyfy, (mazn),
Int1n(max1) — Wy p Xn(Ma1) = dppizthn(mizy).

(

, (2.
(
(

Por un lado, multiplicando la ec. (2.14) por —p; xn(mex1) mas la ec. (2.17) multiplicada por m1 x/, (maz1),
se obtiene

(2.18)

g =d {mmx%(mzm)wn(mwl)—mzmxn(mzm)%(mwl)}

myp1 Xy, (M1 ) (maxy) — mapi1 Xn (Maw1)), (Maz1)

Por otro lado, multiplicando la ec. (2.14) por —p1 ¢, (maoz1) més la ec. (2.17) multiplicada por mq1)), (mex1),
se tiene

w, —d., [mlﬂwn(mlﬂﬁl)%(mﬂl) — mwﬂ/ln(mﬂl)%(mlxl)} _ (2.19)

myp1 Xy, (M1 )n (maz1) — mapi1 Xn(max1)), (Maz1)
Se define un nuevo coeficiente Ag) como
d { — [mapr by (maz1)ty, (Maz1) — mwwn(mlﬁ)%(mzml)]}
A0 _ W _ "1 mam, (mamn )y (mazn) — ma i xn (Mo )Y, (maz:)
" Yy (myzy

( (m
In d ma iz Xy, (Mo 1)Yn(miz1) — map Xn(maezy )th, (Mm121)
ma 1 Xy, (Mo 1) Pn (Maz1) — M Xn(max1 )1y, (Max)
- (2.20)

Mo 1 Un (Mox1 )Yy, (Ma21) — ma potn (Maz1)Y;, (max1)
M1 Xn (M1 )], (M121) — mapaX, (Mex1)Pn(mizr)
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2. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR SISTEMAS TIPO core—shell ESFERICO

Asimismo, multiplicando la ec. (2.15) por —u1 X}, (maz1) mas la ec. (2.16) multiplicada por m1¢, (max1),
se tiene

(2.21)

= |:m1M2Xn(m2xl)w1/z(mlxl) - mwlxil(mﬂl)wn(mlﬂ?l)]
" " My i1 Xn (Maz1)Y), (Max1) — mapr X, (Max1 ) s (Mow1) ’

ahora multiplicando la ec. (2.15) por —puqx,,(mex1) mas la ec. (2.16) multiplicada por mq,(max1), se
tiene

(2.22)

v — ¢ {mlﬂfl/)n(m?xl)w;z(mlxl) - m2ﬂl¢n(m1xl)¢é(m2xl)}
T L mapn G (mam )Yl (maxn) — mapn ¢ (mam )by (mazy) |

)

. 2
Se define otro nuevo coeficiente Bfl como

Un

(
B® = 1 — (
fn [mmzxn(mle

¢ (

(2.23)

Para el caso de la ultima capa, debido a las condiciones de frontera de los campos externos, y a las ecs.
(2.12a) y (2.12b), se obtiene un nuevo sistema de ecuaciones, en donde:

1. Eg+ E;p = Eog.
Para el lado izquierdo de la igualdad, se tiene que

Eyg+ Ejy = coso Z E,m,(cos8) [jn (kr) — bnhg)(kr)] +

T ety [ ]
— ZCOS¢; E, 7, (cos ) . —anp o )

mientras que para el lado derecho de la igualdad se obtiene
Esp = coso Z E,mn(cos0) [frgn(kar) — vpyn(kar)] +

n=1

— icos¢ Z E,1(cosf)

n=1

k‘g’/‘ .n k‘2’/‘ ! k‘QT n kg’l‘ !
{gn[( Vin(kar)] - [(kar)yn )}}.

kQT o ]{)21"

Entonces, al comparar los términos que acompafan a la eigenfuncion angular 7, (cosf) en ambos
lados de la igualdad, se cumple que

kb kb " kb Y kb
m2ann(x2) - m21/]n(x2) + fnwn(m2$2) - 'Uan(m2x2) =0,

Un(kb) o Galkb) . Yn(makb) Xn(m2kb)

donde zo = kb. Anélogamente, considerando sélo a los términos que acompanan a la eigenfunciéon
angular 7, (cos ) en ambos lados de la igualdad, se obtiene

/ / / /
[ (kD)D) [(makb) Lalmat)] [(makb) Xelmai) |
kb B = n makb n makb ’

mothy (22) — anmaC, (x2) — gn),(Maa) + wyX;, (Max2) = 0.

24



2.1. CALCULO DE COEFICIENTES DE ESPARCIMIENTO DE MIE

2. Hyp + Hyp = Hop.
Para el lado izquierdo de la igualdad, se tiene que

k . oo
Hy+ Hyy = 22¢ Z E,m,(cosf) [jn(kr) - anhg)(kr)] +
n=1
- (1) '
ksing (k)| [P )
i o ngl E, 7, (cos®) o b o ,

mientras que para el lado derecho de la igualdad se obtiene

Hyy = kij;t ¢ Z_:l By (cos0)[gn jn(kar) — winyn (kar)] +
kg sin ¢ o [(k2r)jn (Kar))' [(kar)yn (kar)]'
— e ; E, 7, (cos®) {fn ot — vy ot } .

Entonces, si se igualan los términos asociados a la eigenfuncién angular 7, (cosf) en ambos lados
de la igualdad, se tiene que

), G] _ Ja [, dolmatt) _, olmt)]
m 112

" kb makb " kb
/1'2¢n(x2) - anM2C’n($2) - gn/“pn(m2x2) + wnNXn(m2x2) =0.

Finalmente para la eigenfuncion angular 7,,(cos ) se cumple que

/ / / /
A N 0 N I MO et
kb " kb T R makb Un Mmokb ’

bnpia,, (22) — potly, (22) + fpah), (Maxa) — vppx;, (maxa) =0,

entonces se tiene el siguiente sistema de ecuaciones

Moy, (22) — anmaCy,(x2) — gntby, (Max2) + wyxy, (Maxs) = 0, (2.24)

MabyCn(w2) — mathy (T2) + foPn(Mmar2) — vpXn(mara) = 0, (2.25)

p2tn(T2) — anpaln(T2) — gnpihn(maza) + wppxs(mar2) = 0, (2.26)

bnp2Gr(22) — p2tn (22) + faptby, (M2x2) — Vnpixy, (Ma22) = 0. (2.27)

Por un lado, multiplicando a la ec. (2.24) por —pux,(mazs) mas la ec. (2.26) multiplicada por x},(max2),

se tiene

an [Mmapixn (Mmar2)(, (T2) — paxg, (Mer2)Cn(2)] + paxg, (Mem2)n (v2) — mapxn (Max2) Yy, (22)
1 x5 (ma2) b, (Maxa) — xn(maz2)ty, (maz2)]

gn =

)

por otro lado, multiplicando a la ec. (2.24) por —ut, (maz2) mas la ec. (2.26) multiplicada por ¢/, (max2),
se tiene
_ an [mapG, (22)Pn (mame) — paln(£2) Y, (Maw2)] + pathn (22) by, (Mata) — maopihn (Mat2) ), (x2)
! 1 X (ma2)Pn (Ma2) — Xn (Ma22)¢7, (Ma2)]

)

pero AP = Wy, /gn, POr lo que se obtiene

4@ _ G [m2nG, (22)¥n(mezs) — p12Gn (2)Yn (Ma2)] + patpn (22) ¥ (Maz2) — maptpn (ma2)yy, (22)
" an [mapxn (mem2) () (22) — paxg, (Mar2)Ca(w2)] + p2X, (mez2)bn (z2) — mapxn(maez2)i;, (2)

)

por lo tanto

(2.28)
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2. ESPARCIMIENTO Y ABSORCION DE ONDAS ELECTROMAGNETICAS POR SISTEMAS TIPO core—shell ESFERICO

De manera andloga, se obtiene el coeficiente b,,. Multiplicando a la ec. (2.25) por —pux}, (maz2) mas
la ec. (2.27) multiplicada por x,(maz2), se tiene

bn [H2Xn(Maw2) (), (72) — mapix;, (Mawa)Ca(w2)] + mapx;, (Ma2)n(22) — paXn(maz2)i;, (22)
1 X5 (Mam2 )y (mag) — xn(max2) 1, (mox2)]

fn:

ahora si se multiplica a la ec. (2.25) por —ui), (mex2) mas la ec. (2.27) multiplicada por ¥, (maz2), se
tiene

b [12G, (T2) P (M22) — mapiCn(w2)1y, (Max2)] + maopithn (22);, (Max2) — pi2tn (Mmax2)iy, (2)
X2 (Maza )by, (Maze) — Xpn(moze)Y, (Maxs)]

Un = )

donde Bﬁf) = v,/ fn, entonces

bn, (112G, (2)Pn (Maxa) — mapGn(w2)Y;, (Maz2)] + maptpn (22)1;, (Mawa) — prathn(maz2)iy, (22)

B2 — ,
" b [H2Xa(mar2) () (T2) — mapx), (Mma2)Cn(T2)] + mapx), (Mar2)Yn(T2) — paXn(maze)dy, (22)
finalmente

(2.29)

Las secciones transversales de esparcimiento, extinciéon y absorcion, dadas por las ecs. (1.58)—(1.60) [4],
son vélidas para el caso core—shell, entonces para calcular las secciones transversales Cscat, Coxt ¥ Cabs
de una particula esférica concéntrica tipo core-shell, basta con sustituir los valores calculados para a, y
by, [ecs. (2.28) y (2.29)] en las ecs. (1.58)—(1.60).
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Capitulo 3

Aproximacién cuasi—estatica

Para calcular el campo esparcido producido por un elipsoide, caracterizado por una funcién dieléctrica
€1, de semieje mayor a mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, se puede considerar la
aproximacion de que todo el elipsoide esté sujeto a un campo eléctrico de la misma intensidad y direcciéon
(dado que a < A, E no tiene variaciones significativas en la region ocupada por el elipsoide). A este
régimen se le conoce como limite cuasi—estdtico.

Se conoce como dipolo eléctrico a la configuracion de dos cargas puntuales ¢ y —g que se encuentran
separadas a una distancia d [ver Fig. 3.1], cuyo momento dipolar es = pé,, donde p = ¢d. Si las cargas
se encuentran embebidas en un medio homogéneo e infinito, caracterizado por una funcién dieléctrica e,,,
el potencial ¢ del dipolo en cualquier punto P es [4,74]

q 1 1
e (A1),
TEm \T+ T—

donde por ley de cosenos [ver Fig. 3.1]

d\? d d? 7oe, . d
2 _ .2 _ _ .2 2
ry=r +(2> Frdcos = r? (1$cos€+42>—r <1$ = d+4r2>

11 7 a2\ e
(1 )
r+ T‘( + 42>

o bien

Figura 3.1: Dipolo eléctrico.

Ya que el régimen de interés es r > d, el tercer término de la ecuacién anterior es cero. Si se aplica
una expansion de serie binomial se obtiene

11 Foe N1 é
— 2~ _ |1 d -1 3.1
Ty T ( + r2 ) r < 212 >’ (3.1)
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3. APROXIMACION CUASI-ESTATICA

entonces 1 1 oo
e,

— - — = d. 3.2

ry o T_ 2r3 (32)

Si d se aproxima a cero de tal manera que el producto gd se mantenga constante, se obtiene el potencial

de un dipolo puntual [74]
p-7  pcost

¢Dip01ar = (33)

Are,,rd  Ame,r?’

Si el momento dipolar p = &,,aEpe~ !¢, de un dipolo puntual, locahzado en z = 0 e iluminado por

un campo electromagnético incidente polarizado en la direccion é,, E= Ey expli(kz — wt)]é,, oscila con
la frecuencia del campo incidente, entonces el dipolo radia campo electromagnético, es decir, esparce un
campo eléctrico Egeat [75] dado por

. eikr i k3

Esca = . Ar A'r _'7 k 1 4
=tk (e xB), () (3.4

donde el factor de dependenc1a temporal e~** se ha omitido. Sustituyendo el momento dipolar de un
dipolo puntual en la ec. (3.4), Egscat, se puede reescribir como

ikr ;1.3 zk(r z) ;1.3 ikr
— (& ik ~ ~ ~ ik 1kz\ 5 5 5 € v
Eoor = T — (eEmaEp) éy X (&, X &) = o i (aE e’k )er X (6 X é5) = _ierE,
donde el vector de amplitud de esparcimiento es
- ik3
X=a—=E. x (& X&), 3.5
ol X (6 x &) (3.5)

con é, x (é, x é,) = sinflcos ¢ é, — é, y ademas E = Eye’**. En consecuencia, el coeficiente de extincion
esta dado por [4]
4 S 4 k3
Coxt = k—ZRe [(X . éLr)e:o} = k—ZRe [al—ﬂ (sin2 0 cos® ¢ — 1)9=0] = kRe[—iq],

pero la polarizabilidad compleja es a = a1 + iy por lo que —iae = ag — i, de manera que la parte real
de —ia es igual a la parte imaginaria de la polarizabilidad; por lo tanto

Asimismo, el coeficiente de esparcimiento esta descrito por la integral [4]

27
Cscat :/ / L2 Sln0d9d¢

k‘4 27
= [—]/ / sin? @ cos® ¢ + )sm@dﬁdqb

B 2|o¢|2k4 2 27 ) 27 )
= [T | G totos [ a0).

entonces

y se tiene que [4]




3.1. APROXIMACION CUASI-ESTATICA: ELIPSOIDE

3.1. Aproximacién cuasi—estatica: elipsoide

En esta seccion se describe el problema de esparcimiento de luz por un elipsoide centrado en el origen, con
semiejes (a, b, ¢) paralelos alos ejes é,, é,, €., respectivamente, y con dimensiones talesque A > a > b > ¢
[4]. El problema se plantea como la interaccion de una onda EM monocromatica plana sobre el sistema
que se muestra en la Fig. 3.2.

€z
A

(0,0,¢)

(0,b,0)

Ex

Figura 3.2: Geometria del problema de esparcimiento para un sistema coordenado elipsoidal centrado en el origen, con
semiejes (a,b,c), a >b > c.

Empleando un sistema de coordenadas elipsoidales (é¢, é,, é¢), conveniente para la simetria del pro-
blema, éstas se pueden relacionar con las coordenadas cartesianas por medio de [76]

1‘2 y2 22

=1 3.9
Py PrulEta (3.9)

donde a > b > ¢. La ecuacion para calcular u de la ec. (3.9) corresponde a un polinomio de tercer grado,
por lo que tiene tres raices reales diferentes &, 1, (, que se encuentra en el siguiente rango

—f<t<oo, —-bP<n<—=c, —ad®<(<-b? (3.10)
por lo cual

.’1?2 y2 Z2

=1, << 3.11
e Pre aie s (8.11a)
.’172 y2 z2

=1, b << —c?; 3.11b
a2+n+b2+n+c2+n K ¢ ( )
$2 y2 Z2

1, —a? < ¢ < —b*. (3.11c)

Zrc Ty T Ev T

Utilizando estas coordenadas elipsoidales, para una superficie en donde £ = constante, se obtienen un
elipsoide cofocal.! La superficie de la particula en cuestién, se encuentra en el lugar geométrico definido
por £ = 0. Cuando la superficie = constante, se obtiene un hiperboloide de una hoja y para cuando la
superficie ( = constante se tiene un hiperboloide de dos hojas.

L A las secciones cénicas en las que su foco coincide se les denomina cofocales. Una superficie cuadrica cuyos planos principales
son los mismos y cuyas secciones en cualquiera de estos planos son conicas cofocales es una cuadrica cofocal [77]
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Para expresar las coordenadas cartesianas en términos de las coordenadas elipsoidales, se debe resolver
el sistema de ecuaciones (3.11), el cual se puede expresar como un arreglo matricial (AX = B), de tal
forma que

1 1 1
a?+§ *+& A+¢E 2
T 1
1 1 1 9
2 4 b2 2 Y - 1 ’
a n +n c+n 22 1
1 1 1
a?+¢ P+¢ A+(¢
donde la inversa de la matriz de coeficientes es igual a
@+ @+ (24 (@’ +n)(@®+¢)  (a®+E(a®+n)(B*+n)(P+m)(@®+¢) (a2 +8E)(a®+n) (a®+) (B2 +O)(*+¢)
(a?=b?)(a?—c?)(§—n)(£—C) (b%2—a?)(a®—c*)(C—n)(n—C) (a®=b%)(a?—c*)(§-¢)(¢—n)
(@O O+ (O O* ) (°+¢) ()OO +O) B> +n)(@®+n) (B HE (0% +7) (a®+O) (B +¢) (> +()
(b2 —a?) (b2 —c?)(§—n)(§—¢) (b2—c?)(a®—b)(€—n) (n—¢) (a*=02) (6% —c)(§-0)(¢—n) ’
_ (@GP +0) (48 (@ +n) (b°+m) (P +m)(*+) (PH (P +n) (a®+0) (B +{) (*+¢)
(a®—c?)(c2=b2)(§—n)(§—C) (a*—c?)(c®=b%)(§—n)(n—¢) (a®=02)(c* =) (£-C)(¢—n)

entonces

(12 a2 7 (12
2= (22'51(@2)?02’)_( a;)r <, (3.12a)

o (PO + )12
yr = ( (:25)_( b2)—EcZ)£ b;)_ J ’ (8.12b)

2 _ (@@ +m)(+) .
S o sy (3.12¢)

Si el elipsoide se encuentra bajo un campo eléctrico incidente uniforme alineado a largo del eje €., el
potencial ¢ tiene las siguientes propiedades de simetria

¢(£C, Y, Z) = ¢(—{E, Y, Z) = (25(1’, -Y, Z) = ¢(_xv -Y, Z)v
(,25(1‘, Y, 72) = (b(*xa Y, 72) = ¢(93, -Y 72) = gf)(*l‘, —Y 72)) (313)

donde z, y, z son positivas. Es necesario que el potencial y su derivada con respecto a z sean continuos
en el plano z = 0. El campo incidente £y = Fyé, se puede describir mediante el potencial de la siguiente

forma

(@ +O(+n(E+0]"°

(2= A -~ )
Asimismo, se debe considerar un potencial de perturbaciéon ¢, el cual contiene la informacién del es-

parcimiento producido por la particula. En consecuencia, el potencial fuera de la particula ¢eyt, es la
superposicién del potencial ¢ y el potencial de perturbacién ¢,, es decir

¢9 = —Egrcos = —FEyz = —Ej (3.14)

(bext(ovnvC) = ¢(](077774) + ¢p(0777»<) (3]‘5)

Ademés, para distancias suficientemente lejanas a la particula, es decir, si & > a2, al factorizar £ de la
ec. (3.11a) se obtiene

172 y2 22

+ +
a2 b2 c2
1+2 148 7142

:§7

por lo tanto

2 2 2
x
lim = + Y = + : | =2t 2% =02
So\1+%  1+5%  1+%

entonces & ~ r2, por lo cual el potencial de perturbacién es despreciable

lim ¢, =0, (3.16)
£—o00

Sean ¢y v €1 el potencial y a la permitividad eléctrica, respectivamente, en el interior del elipsoide y
las mismas cantidades ¢ext ¥ €m, para la regién externa. Las condiciones de contorno para este sistema,
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3.1. APROXIMACION CUASI-ESTATICA: ELIPSOIDE

derivadas a partir de los requerimientos de continuidad del potencial y de la ley de Gauss, establecen que

¢int = ¢ext ) (3173')

8¢ext

c 8¢int
m ag

Ve (3.17b)

£=0

£=0

Para hacer un cambio de base de un sistema a otro, se debe encontrar un vector unitario en la direccién
de la coordenada i, que mide cémo es que cambia el vector de posicion en una direccion dada, y se define

como [78]
1 /or
€ = — ) 1=1,2,3, 1
é W (5qi> ) 3 (3.18)
donde h; es el factor de escala
oF ox\* [oy\®> [09z\°
hi=|—|= e _Z —— ) . 3.19
9q; \/(3%) * (aQi> * (3%) ( )
Por un lado, se tiene que
ox 1 9z T

T T )
si se itera el proceso anterior para y y z, se tiene que el cuadrado del primer factor de escala h; es
1 22 y? 22
2 T 73 3t 73 2|
(@482 (»*+8* (2+9)

h? =

Por otro lado, a partir de la ec. (3.9), se propone [79]

x? v 22 g(w) (3.20)

S a24u Pt+u Atu (@ +u)+u)(E+u)

donde g(u) es una funcién cubica con tres raices reales dentro del rango descrito por la ec. (3.10).
Considerando la funcion g(u) = (u — &)(u — n)(u — ¢), entonces al derivar la ec. (3.20) con respecto a u,
se obtiene

z? y? 22 g(u) 1 1 1 ( 1 1 1 )]

(a2+u)2+(b2+u)2+(02+u)2 - [f(w)]? uf£+ufn+ufg a2+u+b2+u+02+u

donde la funcion f(u) estd definida como

fw) = V/(a? + u)(B? + u) (e + u), (3.21)
entonces

i g [ ()]

Al momento de evaluar u — &, se tiene que el factor de escala h; es

e VEDE—O
2f(8) ’
analogamente
By — V(1 =801 =)
2f(m)
y
h = YE=OT=m
2£(¢)
Asimismo, el laplaciano en coordenadas generalizadas se denota como [79]
9 1 0 ([ hahs 0¢ 0 ([ hshy 0¢ 0 [ hihy 0¢
Vo= hihahs {5611 < ha 5(11) " 90 < ha a%) " 94 ( hs 5Q3>} 7 (322)
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3. APROXIMACION CUASI-ESTATICA

donde ¢ es un escalar invariante. Por lo tanto, el laplaciano en coordenadas elipsoidales es

g2 VE—n=0 & VE—9E-0 o {f(m?%ma{f@aqby
n

[f © 85] AAFEFO) o

2Mf()f(Q)  O¢ 20f(€)f(n) ¢ ¢
- A= VE=NE=OU =0 - - —n)
8F(€)f(mf(Q) ’
entonces
20y — _ AFE) 0 [, 00 Af() O [, \0b] Af(Q) 9 [, .00
VS e [f“)as}%n)(noan i e i

4

0
— 3 {o-aneg [10%] + <~ org 15|+ e -nrog 105}

23 23

donde Y se le conoce como el valor absoluto del determinante funcional [80], que es

== =8N —0).

Como resultado de lo anterior, la ecuacion de Laplace en coordenadas elipsoidales es

¢

Vo= (- 01(€) g (105 )

% o (3.23)

-7 (0 22) = mr o (1052) =0

on \""an ac \"ac) =™

la cual, a pesar de ser considerablemente simétrica, no es sencilla de resolver. Hasta este punto, se podria

buscar una solucién separable al potencial y expandir el potencial real como una suma de armoénicos

elipsoidales?, pero en vista de que la solucion a esta ecuacion esta determinada por la forma del campo

incidente, que a su vez esta descrito por el potencial (3.23), y que necesariamente cumple las condiciones
de contorno (3.15), entonces se proponen los potenciales ¢iny y ¢, de la siguiente forma

o6.0.0) o FO [ + (e + O]

donde F(&) es una funcion que satisface la ecuacion diferencial [4]

" dflgf)} - (“2 ! (g g) F(g) = 0. (3.24)

Existen dos soluciones linealmente independientes a la ecuacion diferencial (ordinaria) anterior. Se pro-
pone la primera solucién como

1O 7@

Fi€) = (2+&)"*, (3.25)

y la segunda solucién se obtendra mediante el método de reduccion de orden [82]. Como Fj (&) es solucion
de la ec. (3.24), es valido decir que F»(&) = ¢F;(£) también es solucion, para cualquier constante c. Si se
remplaza ¢ por alguna funcion ¢ = v(£), entonces se tendra una solucion de la forma

F5(§) = v(§) F1(8)-

Derivando la ecuacion anterior respecto a &

dFy(§) _ dv(§) dri(§)
S - RS o
d*Fy(§) _ d*v(§) | dv(§) dFi(8) *Fi(§)
y sustituyendo las derivadas anteriores en la ec. (3.24), se obtiene
d*v(§) | dv(§) df (§) dFy ()] _
PORE St + S | HOR© DL +2r 9= <o (3.26)

2Esta clase de funciones, junto con funciones analogas en varios sistemas de coordenadas, donde se mencionan muchas de
sus propiedades, pueden encontrarse en [81].
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Proponiendo el cambio de variable V(§) = dv(§)/d€, se tiene

df (§)
dg

L ave) 1 p@mw

2
VE & PORE 275

=)

Integrando la ecuacién anterior, se obtiene

B qi _ qm T dr(§)
vl = [ prgave = - | [ L8 2 [T0E)]

—{nlf(@]+m [F¥(9)]} = = [F¥(a)f(a)]

entonces
dv(q) 1

dg — Fi(q)f(q)’
donde dv(q)/dgq # 0, por lo que v(q) # constante. Integrando lo anterior se tiene

_ [T __da
0= | Foro

a@rﬁuale%%MY (3.27)

por lo tanto

donde, en principio, los limites de integracién son arbitrarios, sin embargo se han elegido los que aparecen
en la ec. (3.27), pues al escribir explicitamente el integrando [usando las ecs. (3.21) y (3.25)], se obtiene

dq
F(6) = Fi(e) |
¢ (@4l + 0+ +q)"

25, (§) Ptq ] 1 (va=a\ |-\ |"
= — FE | arcsin )

=0 | |(a®+q)(c2+q) (a2 — 02)1/2 a24q)|a?—c2 o

donde E(¢| k) es una integral eliptica de segundo orden definida como [83]
/1 _ 2
E(z|m)= / — "z; dt, 0<m<1, (3.28)

donde el parametro m se define como m = k2, el médulo angular es a = arcsink y ¢ es la amplitud que
cumple & = sin¢. Al evaluar el primer limite de integracion (co) de Fy(€), el primer sumando es cero, y
en el segundo la funcién arco seno es cero, por lo cual la parte angular de integral eliptica de segundo
orden sera igual a cero, obteniendo que E (0|m) = 0. Por lo anterior, las funciones F' cumplen con las
propiedades

lim F1(¢) =¢ y lim F»(¢) = 0.
£—0 £—o0
De esta forma, los potenciales ¢int y ¢, estan dados por

1/2

Gine = CLEV(O) [ +m)( + )], (3.29)
6p = CaFa(&) [(P+m)(@ + 0], (3.30)

—

donde (' y C5 son constantes que se determinan a partir de las condiciones de frontera, dadas por la ecs.
(3.17). Por un lado, de la primera condicion de contorno [ec. (3.17a)] se tiene que

1/2

R [ + 1)+ ) = = | SENGEIER O oo (@ + e +0]
entonces
C,L® <2> —Cy = Eo . (3.31)
abe (a2 = e2) (b2 — )2
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3. APROXIMACION CUASI-ESTATICA

Por otro lado, por la segunda condicion de contorno [ec. (3.17b)] se obtiene

&1Cy [(62+77)(02+C)r/2:  emB [ (2 +m)(+0) ]“2
2 (@+9) 2 @+ @ - =)
enCa [(P4+m)(@+ Q1" [ dg
Ty [ @+9) } /5F2<

+enCa (@ + O + )@ +0)) 2 {/ )

donde la integral del tercer sumando del lado derecho es®

55[/;0 F(:Jl;f@)} - i ﬁ%/gzvéiif@}

= lim {1 }d“_{l ]:_[ 1 ]
a=oo | Fi(a)f(a)] d§ [ FE(E)f(E) FHOE ]
entonces al evaluar en ¢ = 0 se obtiene
2 emEo
emCs ( bc> (L(3) — 1) —&C; = @A 02)]1/2. (3.32)

Las constantes Cy y Cy se calculan a partir de resolver el sistema de ecuaciones (3.31) y (3.32), por lo
cual, al multiplicar la ec. (3.31) por £; menos la ec. (3.32), se obtiene
b E —E&m -1
Cy = 2€. 0 (61— €m) 7 {L(3)(5175m)+5m} ,
2 [(@ =) - )

por lo tanto, al sustituir la constante Cy en la ec. (3.31), la primera constante es igual a

B Eo Em -t _
O e {[l e —emJ 1}'

Por lo anterior, es posible determinar el potencial dentro de la particula, a partir de la sustitucion de C
y F1(§) en la ec. (3.29), por lo que

Em o
Gine = ¢0{1_ {1+L(3)(51—6m)} }

(3) _
= ¢g |1 KL (&1 = &m) =¢o | — Em ;
L®) (g1 —em) +em LB (e1 —em) +em
1
LO) (g1 —ep)

Em

Por otra parte, el potencial de perturbacion de la particula es

|
—
=

entonces

Pint = bo. (3.33)

1+

Em — €1 /°° dq

abe  em Je FE(@)f(q)
2 L3 —Em
4 e zem)

bp = %o, (3.34)

Em

donde en las ecs. (3.33) y (3.34), a L®) se le conoce como factor de depolarizacion o factor geométrico,

dado por la integral
, be [ dq
L = a—/ S — 3.35
2 Jo (aF+a)f(q) (3.35)

m(z)
3Regla de Leibniz para integrales: Si una funciéon G(z) estd definida mediante la integral G(z) = / g(t) dt, entonces

n(x)

m(x) !
su funcién derivada es G’ (z) = |:/ g(t) dt:| = g[m(z)]m/(z) — g [n(z)]n'(x), donde el simbolo prima (/) representa
n(x
la derivada de la funcién respecto a su argumento [71].
4De acuerdo con las ecs. (3.33) y (3.34), el término correcto seria “factor geométrico", pero en la literatura se pueden
encontrar ambos nombres.
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3.1. APROXIMACION CUASI-ESTATICA: ELIPSOIDE

donde el superindice (j) de L indica la direccion en la que se calcula el factor de depolarizacion (direccion
del campo externo) y a; denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma direcciéon. Por ejemplo,
L®) [ver Fig. 3.2| se calcula mediante la integral

@ _abc [*  dg
L 2/0 (24 q)fla)

Asimismo, cabe mencionar que s6lo dos de los tres factores de depolarizacion L™, L2 L®) son inde-
pendientes, ya que deben cumplir la relacion [4]

LW+ 1@ 4+ 1® =1,

donde se satisface que L") < L) < L®) En el caso en que el elipsoide tenga sus semiejes iguales
(a = b = ¢), es decir una esfera, se obtiene

3 [ d a® 2 1
I r:L(l):L(z):L(S):a—/ _dg a2\ 1
2 )y @ T2 Us) @

Para distancias r muy alejadas al origen, tales que sean mucho mayores al semieje mayor a [ver Fig. 3.2],
es decir, para £ ~ r2 > a2, sucede que

OO dq o [T da 2 s
/g (62+q)f(Q)_/g q°/? 3¢

Al considerar el potencial de perturbacion

<1

0_3.

Em — €1 /°° dq
abc  em Je FE(@)f(q)
%= L0 (o — ey Lorcost),
14—

Em

si € ~ 7?2 > a?, el comportamiento asintético de ¢, esta descrito por la expresion

abc el — ey,
FEqycost 3 Em (3.36)

7’2 1+ L(?’) (51 —Em)

d)p ~
Em

Retomando el problema de un elipsoide bajo un campo EM uniforme, en donde el potencial fuera del
elipsoide es la superposiciéon del potencial aplicado con el potencial de un dipolo puntual en el origen,
esto es

¢0 + ¢p = ¢cxt = ¢0 + QSDipolara

entonces al sustituir la ec. (3.36) y el potencial de un dipolo puntual en el origen [74] en la ecuacion

anterior, se obtiene
€1 —¢€
abe | L—™
Eycosb 3em _ pcost

r2 Em + L3 (61— &m) T dwe,r?’

Em
por lo tanto, Ey genera un dipolo cuyo momento dipolar es

€1 —E&m =3

p = 4me,ab Ey. 3.37
P TEMQ c3€m T30 (21— ) 0 ( )

A partir de la ec. (3.37) es posible determinar la polarizabilidad en la direccién é,, ya que
ﬁ: EmaE)Oa

por lo tanto
3) _ 51 - gm

(
@ em +LO) (61 —ep)’
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3. APROXIMACION CUASI-ESTATICA

donde V' = 4mwabc/3 es el volumen del elipsoide. Debido a que eligié la direccion é, para calcular un
ejemplo en especifico, se puede concluir, en general, que la polarizabilidad en una direccion arbitraria j,
paralela a algin eje cartesiano es

(3.38)

3.2. Esparcimiento y absorcién de ondas electromagnéticas por
sistemas tipo core—shell elipsoidal

A partir de la aproximacion cuasi-estatica, es posible resolver el problema de esparcimiento y absorcion
por un sistema de particula elipsoidal concéntrica y cofocal core—shell, con permitividad eléctrica y per-
meabilidad magnética €1, p1 (elipsoide interior) y €9, o (elipsoide exterior), tal y como se muestra en la
Fig. 3.3. El sistema de coordenadas se define de acuerdo a los semiejes a1, by y ¢1 del elipsoide interno,

es decir
2 2 2

x Y z

=1, 3.39

ad+u bl+u A+u (3:39)

donde u puede tomar el valor de £, n, (, y cada variable se encuentra dentro de un rango definido por la
ec. (3.10)

—<é<oo, “V<n<—c, —a’<(<-b?,

Campo incidente
é (5.1

—
/
/
/
/
/
—
/

€y

Figura 3.3: Geometria del problema de esparcimiento para un sistema de elipsoides concéntricos y cofocales tipo core—shell.

Asimismo, el elipsoide exterior tiene semiejes ag, bz y c2, que cumplen con la relaciéon a? + t =
a3, b?+t = b2, 2+t = 3, que garantiza que el sistema de elipsoides sea cofocal. Definiendo la funcién [4]

(G+n)(@+0) 1"

(af =) (b — )

G(na C) =

y considerando ¢, ¢2, ¢3 como los potenciales en la region interior, intermedia y externa del elipsoide
tipo core—shell, respectivamente (ver Fig. 3.3), al igual que en el caso de un solo elipsoide, los potenciales
estan dados en términos de las soluciones a la ecuaciéon de Laplace en coordenadas elipsoidales, en donde
Fl(k)(f) y Fék)(f) estan definidas como

FME) = (3 +¢)'?, (3.40a)
FOe = [ — % (3.40D)
/f [FP©)] fila)
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con k = 1 denotando la region interior y k£ = 2 la intermedia (ver Fig. 3.3). El factor geométrico para el
elipsoide del nicleo o interior (core) y para capa o exterior (shell) esta dado por:

L) _ akbrer [ dq (k=1,2), (3.41)
=g {l(@).]* + a} fila)

donde nuevamente el superindice (j) de L indica la direccién en la que se calcula el factor de depolarizacion
y a; denota al semieje del elipsoide orientado en esa misma direccion, y la funcién fi(u) esta definida por

filw) = \J(@F +w) (5} +u)(c} +u). (3.42)
Los potenciales estan dados por [4]:
o1 = O P (©G.0), )
b2 = [N (©) + PRV ©) 6m.0). 0<e<t,
63 = oo+ CYVFP (©G(,0), t<¢,

donde el segundo sumando del potencial ¢3 representa el potencial de perturbacion y

¢ = —Eoz = —EgFP(€)G(n, ©).

Cabe senalar que tanto Fl(k)(§) como FQ(k) (€) estan presentes en las expresiones para el potencial en la

region intermedia. Las constantes C£2), C’;Q), C:gz) y Cf) se calculan a partir de las condiciones de frontera

que deben satisfacer los potenciales:

¢1 (07 m, C) = ¢2 (07 m, C)a (343&)
I 099
5187§ o = 5287§ o’ (3.43b)
¢2(t777,C) = ¢3(ta777<-)5 (343C)
O2 I3
€9 85 - £ 85 - ( )

A partir de la primera condicién de contorno [ec. (3.43a)], se tiene

2
e V9600 = [+ (

arbicy

) Lf')] FY(©GMm.0),
entonces, al calcular lo anterior sobre la superficie del nicleo, en £ = 0, se obtiene

@) A2 _ A2 2 (3)
c® —cf? = cf <a1b101)L1'

De igual manera, de la segunda condicién de contorno® [ec. (3.43b)], se tiene

o o 2
2 4 X3 ( >Lg3)

S (E+9) 6.0 = e (+67 6.0

2 2 aq b] C1

1

+ 820(2) _—
S [EYe] ae

(2 +6)"*cm,0),

y al evaluar en £ = 0 se obtiene
2 2 2 2 3
A0 = = () (17 -1)

Asimismo, de la tercera condicion de contorno [ec. (3.43c)], se tiene

o+ (21| B 60,0 = [-Ba+ o (o) 1| FP @600,

a202C2 azbaco

5Ver la nota al pie 3 sobre la integral de Leibniz.
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entonces, al calcular lo anterior sobre la superficie de la capa, en £ = t se obtiene

2 2
g I® - _gp 4 o® @
2 03 azbaco 2 0+ azbaco 2

De la cuarta condicién de frontera,” al evaluar en £ = ¢ al lado izquierdo de la ec. (3.43d), se obtiene

1

e[ @ 2 3] 12, 172 2)
= |C C — | L t G(n, C. —_——
2 I 9+ 3 <a2b202> 2 ] (C2+ ) (77 C)+E2 3 |: (C%+t) (a2b202)

} (E+0"6m.0).

y al evaluar en £ = ¢ al lado derecho de la ec. (3.43d), se obtiene

em | 2) 2
— | =F C -
2 L 0 + 4 <a2b2¢:2

1
(c3 +t) (azbaco)

>L§3)- (E+6) "G00 +emCf? {_ } (3 4+ 6.0,

por lo tanto, al igualar ambos lados de la ec. (3.43d) se tiene

2 2
e2C + 62057 () [£8) 1] = —emBo +emC? () 1§ -1).

azbaco asbaco

En resumen, se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones

c®_c? = c® (a1621c1> L. (3.44)

e10? — 6,0 = £, (a1b2101> [Lg3> - 1], (3.45)

P + o (@;m) LY = —Ey+C® (MzCJ LY, (3.46)

5202(2) + 620952) (5121)2202> {Lég') - 1] = —emkbo + Eme) (agl)22cQ) {Lég) - 1} . (3.47)

Por un lado, multiplicando la ec. (3.47) por £; menos la ec. (3.45), se tiene

2 2
0P 0@ — o) ( > L~ ey0® ( ) [ng) _ 1} 7

arbicy arbicy

entonces

2 {62 + (51 - 62) L§3):|
o,
aibici (e2 —€1)

2
Oé): 3

Por otro lado, multiplicando a la ec. (3.46) por &, [Lég) - 1} menos la ec. (3.47) multiplicada por LéB),

se tiene

2
OfY [(em— ) L8 = &) + em = e O (2 ) [B67 = 1] 1Y =B,

azbaco
- 2 . . .
entonces al sustituir el valor de la constante C’Q( ) en la ecuacion anterior, se obtiene

~1
em Eo {52 + (e1 —€2) Lg?’)} [sm + (g2 —&m) Lé?’)} (e2 —em) [L(Q?’) - 1} L§3)

+ ;
2 a1bicq (62 — &1) asbaco

o5 =

donde el término entre llaves se puede simplificar como

(arbicr) (€2 —€1)
[52 + (g1 — €2) ng)} [zsm + (62 — &m) ng)} + f(e1—e2) (62 —em) {1 — ng)} Lg?’) ’

(3.48)

donde f = @b Por un lado, desarrollando el primer producto de términos de la ec. (3.48), se obtiene
agbzcz

[52 + (g1 —&2) L(lg)] {sm + (g2 — &m) Léﬂ = &9 [ém + (g2 — &m) Lég)}

+ (61 —€2) (62 — &) ng)Lés) +em (61— e2) ng),
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por otro lado, desarrollando el segundo producto de términos de la ec. (3.48), se obtiene
fle1—e2)(e2 —em) {1 — ng)} Lg’) = fea(e1 —€2) Lé‘”
— ngg)Em (61 —e2) — fe1—e2)(e2 —em) [ng)r ,
por lo tanto, al sumar estos dos tltimos resultados, la ec. (3.48) se reduce a
€9 [am + (62 —em) Lg?’)} + ng?’)ag (e1 —e2) + (61 — €2) (Lg?’) - ngg’)) [6,” + (62 —em) Lg?’)}

o bien
[52 + (g1 —&2) (ng) — ng’)))} {sm + (g2 — &m) Lg’)} + fL§3)€2 (61 —&2),

entonces el valor de la tercera constante es igual a

_emBo (arbic1) (g2 —€1)
2 | Jez+ e —22) (L8 = L) ] [em + (e2 = ) L] + FLe2 (01 = 22)

o5 =

Para calcular la polarizabilidad del sistema, solamente es necesario calcular C’f). Entonces a partir de la
ec. (3.46), se tiene

C§2) (CLQ bg CQ)

C(Q) o €g + (51 - 52) ng) 1 L(g) EO (aszCz)
4 N L(S) a1b101 (62 — 81) + ClgbgCg 2L(3)
2 2
_ P ot (- +flea—e) L] 3 (VaEy
1 flez—e1) i \ 2@

g2 + (€1 —€2) Lg?)) + f(e2—€1) Lé?’)

f(e2 —¢1)

_ 3 (B 2057 O
o 47T 2L§3) E() (a2b202) ’

donde Vo = %’raQbQCQ es el volumen del elipsoide externo. Al sustituir el valor de C§2) en la ecuacion
anterior se obtiene

+1

3 3
C(z) _ 3 <V2E0> —Em [624—(61—62)L§)+f(62—51)Lé )]
4 T yr 3
4 \2Ly” [82 + (61— €2) (Lf’) - fLég))} {5m + (62 — &m) Lég)} + FLPes (61 — )
3 <V2Eo> ry) [52 (e2 —em) + (1 —€2) (62 — &m) (ng) - fLég’)) + fea (1 — €2)
3 ‘ f [
2P ) | o2+ 1 = 22) (2 = £L)] [em + (e = em) 9] + 118022 (61 - =2)

9

47

por lo tanto

0(2) 3 (‘/QEO (52 - Em) |:€2 + (61 - 82) (Lg?)) — ngg))} + f€2 (81 — 82)

Y ar 2 ) {52 + (e1 —€2) (ng) - fLQB))} |:5m + (62 —em) Lég)} + [Les (21 — e2)

Finalmente, para una particula elipsoidal concéntrica y cofocal tipo core—shell, iluminada por una onda
plana, se cumple que:

¢3 = ¢0 + CAEQ)FZ(Q) (f)G(U; C) = ¢)0 + ¢Dipolar,
entonces

o d
ODipotar = CVFP(€) / G0,

¢ [F20) pw

pero F1(2) (&)G(n,¢) = —¢o/ Ep, entonces

> d
¢Dip01ar = 7%04(12)/ (2)—(]2
° e [FP©] p
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3. APROXIMACION CUASI-ESTATICA

Al considerar distancias r muy alejadas al origen, tales que sean mucho mayores a su semieje mayor as,
es decir, para £ ~ r% >> a3, sucede que

OOL: OOLZ Ooﬁ:g s
/f [F2)] o) /ﬁ (3 +9) f2(0) /5 i L

entonces al sustituir el potencial de un dipolo puntual en el origen [74] en la ecuacion anterior, se obtiene

pcosd 20&2) (—=Eor cos )

de,r? 3713 Ey ’

por lo tanto, EO genera un dipolo cuyo momento dipolar es

(€2 —€m) [62 +(e1 —€2) ( fL(3)>] + fea (61 —&2) 7
[52 + (e1 —&2) (ng’) — fLés))} [ + (e2 — €m) (3)} + fL €9 (61 — €2) >

ﬁ:Em‘/Q

donde V5 es el volumen del elipsoide exterior. Para determinar la polarizabilidad en direccion é,, se debe
tomar en cuenta que
ﬁ = €mCEEO,

entonces al generalizar para cualquier direccion i, la polarizabilidad de este sistema es

(3.49)

donde Lgi) y Lg) son los factores de depolarizacion del elipsoide interno y externo, respectivamente, en
la direccion 4.

Una clase especial de elipsoides son los esferoides, los cuales tienen dos ejes con tamafios iguales,
por lo cual s6lo un factor geométrico es independiente. El esferoide prolato, donde b = ¢ y por lo tanto
L = L3 y oblato, para los que se cumple a = by L) = L), Los factores de depolarizacion, para el
caso de esferoides, son conocidos [4]. Para esferoide prolato se tiene

(3.50)

donde €2 =1 — b*/a?, mientras que para esferoides oblatos la expresion correspondiente es

(3.51)

donde

1/2 9
1—6 c
g(e)=< ) y o e=1-—.

2 2"
ez a

Los demaés factores de depolarizacion se pueden obtener usando la relacion L) 4+ L(2) 4 L) =1,



Capitulo 4

Métodos Numéricos

4.1. Meétodo de Elemento en la Frontera

En esta secciéon se describen brevemente las definiciones y ecuaciones bésicas del electromagnetismo pro-
gramadas en el codigo numérico BEM (Método de Elemento en la Frontera), desarrollado por los autores:
Garcia de Abajo, Howie y Aizpurua [10,11,84]. Este método numeérico consiste en aproximase a la frontera
de la particula por elementos de frontera de tamano finito, como tridngulos o cuadrilateros, y para las
distribuciones de carga de superficie dentro de cada elemento se utiliza un valor constante (método de
colocacion, utilizado en este trabajo) o algtin esquema de interpolacion (Método de Galerkin) [85]. En
la aproximaciéon por el método de colocacién, las distribuciones de carga superficial o se convierten en
vectores con la misma dimension N que el ntmero de elementos de frontera, y las funciones de Green
G(7,7') se convierten en matrices de dimension N x N.

4.1.1. Teoria béasica

En la deduccién que se presenta a continuacion, se adopta la notacion introducida por los autores Garcia
de Abajo y Howie [11,84]. El punto de partida es considerar a las ecuaciones de Maxwell en el espacio
de frecuencias w. Las ecuaciones de Maxwell (en sistema de unidades CGS) estan dadas por [86]

V.-B=0, Ley de Gauss magnética (4.1)
V.-E= 47 pot, Ley de Gauss eléctrica  (4.2)
ﬂ 10B
VXxE= S Ley de Faraday-Lenz (4.3)
c
L 47 . 10E
V xB= il ot g Ley de Ampére-Maxwell (4.4)

donde E es el campo eléctrico, Besel campo magnético, J_;()t ¥ Prot son las densidades totales de corriente
y carga volumétrica, € es la permitividad eléctrica del vacio, ug es la permeabilidad magnética del vacio
y c es la rapidez de las ondas electromagnéticas, donde c® = 1/equo.

Utilizando los campos auxiliares D=E+ 47rP H=EB- 471'M donde P y M son_el vector de
olarlzamon y el de magnetlzacmn respectlvamente y sustituyendo piot = Pext + Pind, Jtot = Jext +
de + Jp donde pext, Pind, Jext y de son las densidades externas e inducidas de carga y corriente
volumétrica, respectivamente y Jp = 0P /Ot es la densidad de corriente volumétrica de polarizacion, se
pueden reescribir las ecs. (4.2) y (4.4), que involucran a las fuentes, de la siguiente manera [86]

V-D= AT Pext, Ley de Gauss eléctrica  (4.5)
I 10D

VxH=2ZJ] . +-2
c c Ot

Para reescribir las ecuaciones de Maxwell en el espacio de frecuencias w, a las ecs. (4.3) y (4.4) se les
debe aplicar una transformada de Fourier [73]

Ley de Ampére-Maxwell (4.6)

f(@) Ve “tduw. (4.7)

1 oo
=— | F
\/27T [oo
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Al aplicar la transformada de Fourier al campo eléctrico y después calcular su rotacional, se obtiene

. 1 [ . T . .
VX E[t) =VX|— E(Fw e“”tdw} = —/ V x E(F,w)e” “dw,
0=V | = [ B Var YR

por otro lado, si se calcula la transformada de Fourier al campo magnético y después se deriva parcialmente
con respecto al tiempo, se obtiene

%E(F,t) = —% {\/127_ [m B’(F,w)ei‘”tdw} = \/ﬂ/ —iwB(Fw)e ! dw,

donde 7 es el vector posicion en donde se quiere evaluar los campos E'y B. A partir de las dos relaciones
anteriores, se tiene que la Ley de Faraday—Lenz en el espacio de frecuencias es

V x E = ikB, (4.8)

donde k& = w/c es la magnitud del vector de onda. Al aplicar la transformada de Fourier al campo H y
después calcular su rotacional, se obtiene

V x H(Ft) V x H(Fw)e” “tdw,

vl

y si se calcula la transformada de Fourier al vector desplazamiento eléctrico y después se deriva parcial-
mente con respecto al tiempo, se obtiene

0 -
Y B
ot (1) \/27‘1’ /

entonces, la Ley de Ampére-Maxwell en el espacio de frecuencias es

—iwD (7, w)e” ! dw,

_, 47 -

Vtzsz—mﬁ. (4.9)

El codigo numérico BEM resuelve las ecuaciones de Maxwell para un sistema finito de objetos dis-
cretizados homogéneos, en donde cada uno describe local y espacialmente una funcion dieléctrica e(w)
invariante. Con este método, las ecuaciones de Maxwell se transforman en un conjunto de ecuaciones
integro—diferenciales para las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares en la frontera de
los objetos.

La Ley de Gauss magnética indica que V - B=0 y como la divergencia del rotacional de cualquier
funcion vectorial es igual a cero, entonces

—

B=VxA (4.10)

o bien

A=lvxa 4.11
m (4.11)

donde A es el potencial vectorial. Si se sustituye la ec. (4.10) en la Ley de Faraday—Lenz en el espacio de
frecuencias [ec. (4.8)] se tiene que V x (E —ikA ) = 0 y como el rotacional del gradiente de una funcion
escalar es igual a cero, entonces . .

E=-V¢+ikA, (4.12)

donde ¢ es el potencial escalar. La definicién de E y H en términos de los potenciales A y ¢ [ecs. (4.11)
y (4.12)] satisfacen de igual manera las ecuaciones de Maxwell [ecs. (4.5) y (4.6)], entonces las ecuaciones
de Maxwell se pueden reescribir en términos de los potenciales. Sustituyendo la ec. (4.12) en (4.5) se tiene

eV-E+E-Ve=¢eV- [*V¢+ikz‘q+E~V6:*EVQQSJrikEV-A'+E-V€:4ﬂpext,

entonces

- ex 1=
V26— ikV - A= -7’22t | DF . v,
€ €

1
g(1) -2l 1o g

€ on €2 on €2

pero como
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entonces

1 ex = 1 ex 1 = 1
V2 — ikV - A= —4r? t—eE-V<>:—47r[p t+D-V<)],
€ €

€ 47 €

por lo tanto

V26— ikV - A = —dr [pe’“ + o—s} , (4.13)

€

donde oy = D -V (1). Asimismo, sustituyendo las ecs. (4.11) y (4.12) en (4.6) se tiene que

N\ ar . 19]e(-Ve+ind)]
) = ext“"E ot )

entonces

ot ’

pero como pV <ﬁ> = fin entonces

s - ua[e(w—iﬁ)l
C

[v%-v(vﬂ)}-ﬁxwz— Jow + £ ~

Al calcular la transformada de Fourier a la ecuacion anterior se obtiene

. q Ay~ ik N -
[VQA v (v : A)} = e = B iweveg) + TH (iweA) v x vy,
C C C
y ademas
V(¢ (ep)] = euV o + ¢Vep,
entonces
— — - 4 = 1 —
V2A + K2epd — v (v A ike,uqS) - [uJext  CcH X V- iw(bVeu] ,
c 47 47
por lo cual
. . . 4 .
V2A + K2epd — v (v A z’ke/ub) - —% [;uext n m} , (4.14)

4m

donde m = [iwgf)Veu +cH x Vu]

Hasta este punto, se redujeron de cuatro ecuaciones de Maxwell a tan s6lo dos, pero se encuentran
acopladas entre ellas. Se puede obtener un desacoplamiento de las ecuaciones (4.13) y (4.14) por medio de
la arbitrariedad involucrada en la definicion de los potenciales [86]. El campo H esta definido en términos
de A [ec. (4.11)] y el potencia vectorial es arbitrario en la medida en que se puede agregar el gradiente

—

de alguna funcién escalar A, entonces H se puede dejar sin cambios por medio de la transformacion
A— A'= A+ VA. (4.15)

El campo eléctrico [ec. (4.12)] también queda sin cambios, si el potencial escalar tiene la siguiente trans-
formacion
OA

¢ —d =¢— 5 (4.16)

El resultado de imponer las libertades de norma [ecs. (4.15) y (4.16)] es que se puede escoger un conjunto
de potenciales (fi ¢) que satisfagan la norma de Lorenz [11,84]

V- A= ikeug, (4.17)

por lo tanto, las ecs. (4.5) y (4.6) se pueden reducir a dos ecuaciones de onda inhomogéneas, una para ¢
y otra para A

(V2 + k2ep) ¢ = —dm |22 4 4 (4.18)
Y 4
(V2 4 i2en) A = == [T + 1] (4.19)
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Las expresiones anteriores siguen siendo vélidas para cualquier funcion dieléctrica € y permeabilidad
magnética pu dependientes del espacio en forma arbitraria. Asumiendo que el area que se desea estudiar
estd compuesta por un numero finito de objetos discretizados, se puede escribir la soluciéon a las ecs.
(4.18) y (4.19) en términos de las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares,’ o;(s) y

i_ij(s), respectivamente, definidos en la interfaz de los objetos [11,84,88]

¢;(7) = ¢§’“(F) + /E)Q- d*s G;(7,5)0(5) (4.20)

A (7) :A‘;X%F)Jr / d%s G4 (7, 5)h;(3), (4.21)
o0

donde 7 pertenece a €}, ds es el diferencia del area en las coordenadas de la interfaz 5, el subindice j es

utilizado para diferenciar entre distintos medios [ver Fig. 4.1] y los términos ¢§<Xt7 ffj"t son los potenciales
externos que satisfacen la ecuacién homogénea de Helmholtz [11,84].

0'1, ﬁl
Medio 1

Figura 4.1: Representacion esquematica de los elementos implicados en la solucién de las ecuaciones de Maxwell en presencia
de una interfaz entre dos medios mediante el Método de Elemento en la Frontera (BEM). La interfaz que se muestra en la
figura (curva solida azul) separa el medio 1 del medio 2. La normal de la interfaz fis en un punto § dado en la interfaz se
elige para dirigirse hacia el medio 2.

Por construccion, las soluciones (4.20) y (4.21) satisfacen la ecuacion homogénea de Helmholtz en todo
punto excepto en la frontera 99, que es la superficie cerrada que contiene al volumen 2; [88]. Asimismo,
la densidad de carga de superficie o; se ha escogido de tal forma que las condiciones de contorno impuestas
por las ecuaciones de Maxwell se cumplan. Como hay cierta arbitrariedad en la eleccion del potencial
externo ¢$**(7), la carga superficial no esta definida de manera tnica y por esa razon o;(5) de la ec. (4.20)
debe entenderse como una herramienta matematica en lugar de una cantidad fisica [88]. En general, la
funcion de Green G,(7,5) de la ecuacion de onda es solucion a la ecuacion de Helmholtz [11,84, 88|

(V24 k3) Gy(7.7") = —dmd (7 — 7), (4.22)

donde 7y 7 pertenecen a Q;, k; = ky/g;(w)u;(w) y se interpreta que en la raiz cuadrada hay partes
imaginarias positivas (esta eleccion de signo se asegura que los potenciales sean cero en el infinito, mien-
tras que al mismo tiempo, es consistente con el formalismo de respuesta retardada) [11,84]. Para este

caso, sblo se considera el caso homogéneo con G,;(7,§) = e<ikj‘F_F/|)/\F— 7.

Los valores de las densidades de carga y de corriente superficiales auxiliares se determinan a partir de
las condiciones de contorno (en la interfaz entre dos medios) para la componente normal y tangencial del
campo eléctrico y H, respectivamente, y la continuidad del potencial ¢ y A [ver ec. (4.10)-(4.12)], por lo

1La redefinicién correspondiente a la densidad de corriente superficial artificial es h = %fl donde % es la densidad de

corriente superficial electromagnética. Las unidades correspondientes a cada densidad de corriente son [E] =Vs/m?y

m = A/m. [87]
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tanto
$2 — 1 = 0, (4.23)
fis X (/TQ - A’l) =0, (4.24)
’fLS . (EQEQ - 6151) = Oext; (425)

Kext, (4.26)

Ng X (ﬁg — ﬁl)

donde eyt ¥ I?ext son las densidades externas de carga y corrientes externas superficiales, ng es el
vector normal a la superficie con direccion hacia arriba de la interfaz [ver Fig. 4.1]. A continuacién, por
simplificacién de notacion, se adopta una notacion matricial para que las coordenadas de la interfaz §
sean utilizadas como indices de matrices y vectores, y los productos de matrices con vectores, como G;o;,
incluyan las integrales sobre la interfaz [11,84]. Las ecs. (4.20) y (4.21) deben de tener el mismo valor de
cada lado de la interfaz que separa al medio 1 del medio 2 [ver Fig. 4.1], por lo cual [11,84]

¢S — ¢ = Groy — Goos (4.27)
y - - — —
Ag"t - A‘f"t = G1h1 — Gaho, (4.28)
donde )
¢(5) = /d3r’G‘ (I5=7")p (4.29)
J ( ) 5]_ (W) J | |) ( )
’ (@)
St/ i(w I
AS Y(3) = jT/d?’r’Gj (15 = 7"]) Joxs (7). (4.30)

Considerando el caso de un medio material no magnético (es decir, cuando p; = 1), la continuidad

de la componente tangencial del campo H y del potencial vectorial a través de la interfaz [ec. (4.24) y
(4.26)], la definicion del potencial vectorial [ecs. (4.10) y (4.11)] y aplicando la regla del triple producto
vectorial [73] se obtiene

iy X (ﬁrﬁl) = Ay X [VX (*27,4’1)}
- v{ﬁs-(}—fi}) —(ﬁS-V)(A'Q—EI)
(8- o (- )]

Sustituyendo las ecs. (4.17), (4.27) y (4.28) en la igualdad anterior se obtiene [11,84]

I
<
>

Hyhy — Hahy — ik, (Greipio1 — Gaeapinos) =7, (4.31)

donde = =
7 = (s - V) (Agxt - A‘;Xt) + ik (1 6P — 6™ eapis) (4.32)

y H ; es la derivada normal a la funcién de Green G, que debe ser tomada en ambos lados de la interfaz.
De manera mas explicita?

=
—
Sl
w|
—
Il

lm g - VG (|5 — i — 5')

n—-=0

= iy VoG (|5 — §')) + 276 (5 — 57)

Ho(5,8) = lim - VsGa (|54 nis — 5))
n—0+
— f VG (|5 — ) — 26 (5— ),

donde
fs - (§—87)
|§— 5|3

fis - VsGj (15— 5"]) = (ik;|5 — &' — 1) e*sl5=5"1,

2En [11,84] se menciona un formalismo mas detallado sobre las funciones descritas.
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Para materiales magnéticos, la proyeccion de la ec. (4.31) en 71, sigue siendo un resultado de la ec. (4.17),
pero la parte tangencial debe de ser reemplazada por [11,84]

- 1 - o 1 N . A’ext A’ext
(Rs0;G1 — t)Hy) — - hy — (20;G2 — tHa) — ~ho = [fg - 0; — £ - (715 - V)] (2 — 1) , (4.33)
H1 H2 H2 H1
con ¢ = 1,2 donde 121 y 552 son dos vectores tangenciales independientes y la derivada parcial 0; esta
tomada a lo largo de la direccion 7./, La ec. (4.33) resulta de la continuidad de la componente tangencial
del campo magnético. Finalmente, a partir de la continuidad de la componente normal del vector de
desplazamiento eléctrico [ver ecs. (4.12) y (4.25)], se obtiene [11,84]

H1€10'1 — H2620'2 — Zk’TALS . (G1€1ﬁl — GQEQEQ) = l)ext7 (434)

donde
D™ = iy - [er (kAP = V.07 ) = e (kA5 = V05|, (4:35)

es la diferencia de la magnitud del vector de desplazamiento eléctrico que se generaria en la interfaz por
las fuentes externas si todo el espacio fuera homogéneo y se llenara con un medio 7 = 2 o medio j = 1,
respectivamente.

En resumen, se ha demostrado que cuando las densidades de carga o; y corriente fzj auxiliares en la
frontera se calculan de forma autoconsistente a partir de las ecs. (4.27), (4.28), (4.31) y (4.34) entonces las
ecuaciones (4.20) y (4.21) representan la solucién a las ecuaciones de Maxwell que son cero en el infinito
y satisfacen apropiadamente las condiciones de contorno en la interfaz. Para los materiales magnéticos,
la proyeccion de la ec. (4.31) en la direccion de la interfaz sigue siendo un resultado de la ec. (4.17), pero
la parte tangencial debe de ser reemplazada por la ec. (4.33). La fuente externa se introduce a través de
términos no homogéneos, como se define en las ecs. (4.29), (4.30), (4.32) y (4.35).

4.1.2. Procedimiento numeérico

Considerando el caracter vectorial de las algunas cantidades involucradas en las ecs. (4.28), (4.31) y
(4.34), se puede construir un sistema de ocho ecuaciones lineales integrales de superficie con ocho fun-
ciones complejas desconocidas en coordenadas de la interfaz (esto es, o; y i_“;j para j = 1,2). El método
empleado consiste en discretizar las integrales de la interfaz, es decir, al reducir la dependencia espacial
de cada cantidad a un ntmero discreto N de puntos representativos distribuidos a lo largo de la interfaz
(84, para a = 1,..., N) [84]. Asociado a cada uno de estos puntos, se considera un elemento de frontera
05, tal que éste define un perfecto mallado en la interfaz.

Tanto el campo externo como las funciones complejas desconocidas (o, l_ij) se supondran que soblo
tienen pequenas variaciones entre los puntos contiguos de la discretizacion, para que puedan ser conside-
rados cercanamente constantes en cada elemento de interfaz. Los operadores que aparecen en el sistema
de ocho ecuaciones pueden ser aproximados por matrices finitas de dimension N x N. Ademas, las cargas
y corrientes de la interfaz son aproximadas por vectores complejos de dimension N, que contienen los
valores de (Uj,ﬁj) en los N puntos representativos. Se debe notar que ambos H;(5,5") y G;(|§— 5'|)
divergen en el limite 5 — 5”, sin embargo ésta es una divergencia integrable que se soluciona promedian-
do los pequenos elementos de la interfaz. Mas explicitamente, los componentes de matriz G; y vector o;
son [84]

Gjab = / ds'G; (|5, — §'|)
5S4

y
ja = 05(5a),

donde los subindices a y b etiquetan los elementos de la interfaz. Por ejemplo, § (3, — 5’) se convierte
en dqp, v s y €5 deben de ser interpretados como la diagonal de matrices con elementos 75,0 ¥ €;0ab,
respectivamente. El resultado de discretizar el sistema que involucra 8N ecuaciones lineales y 8 N variables
complejas, es que requiere un tiempo de computo proporcional a (8N)3 para llegar a la soluciéon por
el método directo de matriz invertible. Un procedimiento méas eficiente es manipulando matrices de
dimension N x N por separado, como G;. Después de cierta algebra, la solucion de las ecs. (4.27), (4.28),
(4.31) y (4.34) esta dada por (para materiales no magnéticos) [84]

oj = Gj—lzlfl {Dext o Gj/Zj/d)eXt
Fiking - AL [(61 — €3) (7 + ikiae; ™) + (251 — €15s) /Ye’ﬂ} (4.36)
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y

ﬁj = G;1A71 ’? - Ej/A'eXt + ’Lk’fls (G1€101 - G2€202) 5 (437)

donde
¢cxt — gxt _ (1)xt7 (4383)
At = At At (4.38b)
%) = H;G; Y, (4.38¢)
A=Y -, (4.38d)
Y = 6121 — 6222 + k2 (61 - 62)2 ’ﬁs . Ailﬁs, (4386)
con j° = 2,1 cuando j = 1,2. Para tener una notaciéon mas clara, el componente (ab) de la matriz

s - A7, en la ec. (4.38e) se lee como (7, - fig, )[A™]ap. Las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) son herramien-
tas matematicas eficientes que se pueden utilizar para encontrar soluciones analiticas a las ecuaciones
de Maxwell en geometrias simples (por ejemplo, planos, esferas, cilindros o esferoides) por proyeccion de
matrices y vectores en una base de funciones analiticas (por ejemplo, planos de onda o funciones de Bessel).

Asimismo, las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) pueden ser evaluadas con s6lo cuatro inversiones de matrices y
dos multiplicaciones de matrices, omitiendo la suma de matrices, la multiplicaciéon por matrices diagonales
y la multiplicacién de matrices por vectores, las cuales requieren un tiempo de calculo proporcional a N2.
Por lo tanto, el tiempo computacional de evaluar las ecs. (4.36), (4.37) y (4.38) es proporcional a 6 N3,

4.2. Método de Elementos Finitos

4.2.1. Teoria basica

La solucién de problemas dependientes del tiempo, en fisica, se pueden obtener mediante la soluciéon de
ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) que describen el sistema. Sin embargo, no existen soluciones
analiticas exactas para algunos problemas o es muy lento encontrar las soluciones [12]. En cambio, estos
problemas pueden resolverse mediante la discretizacion de las ecuaciones para aproximarse a la solucion.
El método de elementos finitos (FEM) es una aproximacion usada para resolver ecuaciones diferenciales
de manera numérica [12]. FEM toma una funcién u que debe de ser una variable dependiente en una
ecuacion diferencial parcial y aproxima a u con una funcién u, como en la siguiente ecuacion [12]

Entonces la funcién aproximada uy, es discretizada en elementos a lo largo de la geometria del problema.
Los nodos se crean entre las subsecciones y en cada nodo i hay una funcion ¥; que es la funcion base,
y un coeficiente de funciones denotadas por w,;. La funcion u puede ser aproximada por la funcién wuy,
usando una combinacion lineal de funciones basicas tales que

Up = Zui\pia (440)

donde la funcién base ¥; es continua sobre toda la geometria, pero es cero en cualquier otro lado excepto
en el nodo 1.

La Fig. 4.2(a) ejemplifica de forma unidimensional la aproximacion por el método de elementos fi-
nitos, donde u puede representar una funcion de presiéon o temperatura, a lo largo de una longitud x
de la geometria [13]. La longitud de la geometria esta dividida en siete elementos, U9 — ¥s. Una de las
ventajas del método por elementos finitos es que es 6ptimo para problemas que se desean resolver de
manera computacional, ya que la discretizacion es adaptable al problema fisico y a su geometria [13].

En la Fig. 4.2(a) las funciones base son discretizadas de manera periddica a lo largo del eje é,. Pero
dependiendo de la forma de la funciéon u es preferible tener una distribucién no uniforme de la discreti-
zacion de la funcion base. En la Fig. 4.2(b), donde la funcién u cambia de manera rapida, es necesario
tener una resolucién maés fina en la discretizacion para asi tener una mejor aproximacion a la funcion w.

El analisis del método de elementos finitos en COMSOL Multiphysics® se realiza siguiendo un flujo
de procedimiento, como se muestra en la Fig. 4.3. El método puede ser dividido en tres pasos béasicos
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(a) (b)
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Figura 4.2: Ejemplo unidimensional por el método de elementos finitos. (a) La funcién u (linea azul continua) se aproxima
con una funcién uj (linea roja punteada), que es una combinacion lineal de funciones de base (¥; se representa con lineas
negras continuas). Los coeficientes se denotan por ug a ug. (b) La funcién u es aproximada con once combinaciones lineales
no uniformemente distribuidas de funciones basicas ¥g — W1g, los coeficientes son ug — u1gp. La funcion base ¥ es distinta
de cero cerca del nodo ¢ = 1, el area debajo de la funciéon base se encuentra sombreada.

llamados pre-procedimientos, solucion y post—procedimientos [13]. Los pasos del pre-procedimiento ha-
bilitan al usuario de construir el modelo, en donde se contiene toda la informacién sobre la aplicacion del
FEM para el estudio y es conveniente dividirlo en subpasos mas pequenos [ver Fig. 4.3].

Los primeros subpasos involucran la creacién de la interconexion de la geometria (1D , 2D o 3D),
para representar el dominio del estudio y asignar las propiedades del material al dominio. Ademas las
condiciones fisicas del problema que se desea investigar se generan mediante la asignacion de fisica (o mul-
tifisica) fundamental, ecuaciones matematicas y la formulacion de elementos finitos al modelo. Después,
la aplicacion de condiciones iniciales y de frontera para el dominio bajo estudio, asi como la discretizacion
en elementos finitos, determinan la ecuacién matricial que rige al modelo.

Geometria

y
materiales

> Pre-procedimientos

Condiciones

Mallado de frontera

Ecuacién
de matriz

Solucién Post-procedimientos

Figura 4.3: Pasos basicos para realizar un anéalisis de elementos finitos en COMSOL Multiphysics®.

Este paso es seguido por la solucién del conjunto de ecuaciones algebraicas, que proporciona las solu-
ciones de nodos relacionadas con la fisica del modelo. COMSOL Multiphysics'” emplea principalmente
dos métodos para obtener la solucién del modelo llamados: método de pasos segregados y el método
totalmente acoplado.
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El método de pasos segregados genera el conjunto de ecuaciones algebraicas para cada modelo fisi-
co bajo consideracion y calcula las soluciones resultantes para cada uno de esos modelos siguiendo una
secuencia especificada por el usuario. El método totalmente acoplado genera el conjunto tnico de ecua-
ciones algebraicas para todos los modelos fisicos implicados y los implementa en un esquema de iteracién
Gnico que se repite hasta que se alcanza la convergencia. Una vez que se determinan las soluciones de
los problemas, el paso de post—procesamiento permiten al usuario evaluar los resultados del anélisis de
elementos finitos mediante graficas y exportacion de datos [13].

4.2.2. Mallado

Cuando el método de elementos finitos es adaptado a un problema con mas de una dimensioén, los resul-
tados son un grid de la funcion de base llamada malla [13]. En la Fig. 4.4 se muestran varios tipos de
celdas de funciones béasicas con diferentes configuraciones geométricas.

Rectangulo

Triangulo

Figura 4.4: Ejemplo de varios tipos de elementos de malla, tanto para problemas de dos como tres dimensiones. La forma
del elemento de malla se puede elegir para ajustarse al problema fisico o a su geometria.

El mallado también puede ser adaptado para analizar las parte importantes del modelo, como por
ejemplo en la Fig. 4.5 las partes mas cruciales, puntas de la elipsoide, tienen una mayor densidad de
elementos de mallado.
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Figura 4.5: Ejemplo del mallado aplicado a una nanoparticula elipsoidal tipo core—shell. El tamano de los elementos de
mallado se encuentra ajustado a ciertos partes de la nanoparticula, como por ejemplo, en las puntas del elipsoide se tiene
un tamano de elemento mas fino que en el resto de la nanoparticula. Las puntas de la nanoparticula son de gran interés ya
que es un punto donde hay mayor concentracién de campo eléctrico, es por ello que es méas importante tener un mallado
mas fino en las puntas de la nanoparticula al simular la nanoparticula completa.
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Capitulo 5

Resultados para sistemas de NPs
magnético/metatlicas tipo core—shell

En esta seccién presento los resultados obtenidos para las secciones transversales de absorcion, Cyps, para
NPs tipo core—shell con nicleo magnético (a—hematita [68], magnetita [69] y niquel [70]) y cascarén
metalico (oro y plata [67]) con geometria: esférica y elipsoidal (incluyendo aproximacion cuasi-estatica),
embebidas en una matriz de agua (n = 1.33). Como se muestra a continuacion, al considerar NPs elip-
soidales, se obtiene sensibilidad a la polarizaciéon de la onda incidente, y por lo tanto control sobre las
zonas de amplificacion de campo eléctrico asi como de las excitaciones plasmoénicas, al tener una respuesta
diferente para cada polarizacion [9]. Sin embargo, para el caso de elipsoides en general no existen solu-
ciones analiticas a las ecuaciones de Maxwell (salvo bajo la aproximacion cuasi—estatica para elipsoides
cofocales), por lo que se realizo el estudio a partir de métodos numéricos como BEM (Boundary Element
Method) [11,84] y FEM (Finite Element Method) [12,13].

Las dimensiones consideradas en esta tesis para las NPs magnético/metéalicas esféricas y elipsoidales
tipo core—shell, se eligieron a partir de dos factores pensando en aplicaciones biomédicas: las dimensiones
de una NP deben de ser menores a 200 nm [66] y las resonancias plasmonicas de interés deben de estar
sintonizadas dentro del rango de 650 — 900 nm del espectro electromagnético, donde la absorciéon del tejido
de la piel es minima y la transmision optica es optima [24]. En todas las graficas que se presentan en
esta seccion se delimit6 con lineas discontinuas gruesas (situadas en 650 y 900 nm) y fondo de color rojo
el rango 6ptico de minima absorcién del tejido de la piel. Las resonancias plasmoénicas tienen un ancho
determinado por el tiempo de vida media del modo, por lo que se busco que el maximo de la resonancia
se encuentre dentro del rango 675 — 875 nm (lineas discontinuas delgadas con puntos de color rojo),
garantizando tener una respuesta suficientemente grande en la zona donde el tejido de la piel absorbe
menos.

5.1. Hibridacién plasmoénica

La teoria de hibridacién plasmoénica es un método intuitivo que ayuda a calcular las resonancias plas-
monicas de nanoestructuras complejas [89-91]. Esta teoria separa la geometria de una NP compleja en
partes constituyentes mas simples y luego calcula como es que las resonancias plasmoénicas de las partes
basicas interactiian entre si para generar resonancias plasmonicas de la nanoestructura compuesta. Para
el caso especifico de NPs tipo core—shell, la respuesta plasmonica altamente dependiente de la geometria,
puede interpretarse como la interaccion o hibridacion entre las frecuencias de resonancia de los plasmones
de la nanoesfera y de la nanocavidad [ver Fig. 5.1]. Por ejemplo, las resonancias plasmonicas de una
NP esférica con 6xido de hierro en el niicleo y con cascarén metélico, como Ag o Au, pueden explicarse
como la interaccion de plasmones de una NP esférica metélica solida y una cavidad esférica dentro de un
bloque metalico [ver Fig. 5.1]|. La hibridacion de los plasmones de la esfera y de la cavidad conduce a un
modo plasmonico de acoplamiento antisimétrico (antibonding) de mayor energia (wy) y a un modo de
acoplamiento simétrico (bonding) de menor energia (w_) [89]. Como el nicleo de la NP esta compuesto
por oxido de hierro (material con alta permitividad eléctrica [60]), el plasmén de la cavidad tendra un
corrimiento hacia el rojo a una energia por debajo de la del plasmon de la esfera [ver Fig. 5.1].
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El modo plasménico de acoplamiento simétrico tiene mayor momento dipolar y se puede acoplar a una
onda EM monocromaética plana, dando lugar a una resonancia en la absorcion [ver Fig. 5.1]. La capacidad
de sintonizar las resonancias plasmoénicas de una NP tipo core—shell surge a partir de la combinaciéon del
tamano del nicleo de la NP (plasmon de cavidad) y del grosor de la capa (distancia de interaccion).

W4
Antisimétrico

Esfera

Cavidad

Simétrico
w_

Figura 5.1: Diagrama descriptivo de los niveles de energia de la hibridacién plasmoénica en una NP tipo core—shell esférica
que ocurren como resultado de la interaccién entre la esfera y la cavidad plasmoénica. El nucleo de las NPs tipo core—shell
esta4 compuesto por un material con permitividad eléctrica alta, como por ejemplo un éxido de hierro [60]. La NP tipo core—
shell presenta un modo plasmoénico de acoplamiento simétrico w— y un modo plasmoénico de acoplamiento antisimétrico w .
Los niveles de energia w. y ws representan las resonancias plasmonicas de la cavidad y de la esfera, respectivamente.

Para cascarones méas delgados (méas gruesos) se tiene una interaccion mas fuerte (mas débil), lo que
conlleva a una mayor (menor) separacion de energias entre el modo plasmonico de acoplamiento simétrico
y antisimétrico [90]. Por lo tanto, la teorfa de hibridacién plasmoénica proporciona una descripcion intuitiva
de los plasmones y se ha convertido en una guia 1til en la ingenierfa de nanoestructuras metalicas con
resonancias predecibles al aplicase a geometrias complejas [55].

5.2. Sistema de NPs esféricas

Para el caso de NPs tipo core—shell esféricas, los calculos de la secciéon transversal de absorcién, se rea-
lizaron tanto de forma analitica (haciendo uso de la extension de la solucion de Mie), como de forma
numérica (empleando los métodos numeéricos BEM y FEM).

Para las NPs que presentaron un prominente pico de resonancia del plasmoén localizado de superficie
(LSPR) en el espectro de la seccion transversal de absorcion y sintonizado dentro los 650 — 900 nm del
espectro electromagnético, se realizé un analisis de la variacion en el grosor de la capa fijando el tamano
de su nucleo, para analizar el corrimiento de la resonancia y determinar si incluso una variaciéon grande
puede dejar el pico de resonancia dentro del rango de interés.

En la Fig. 5.2 se muestran seis curvas de la secciéon transversal de absorcion, Cypg, en funcién tanto de
la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para seis
NPs esféricas con nticleo magnético («—hematita, magnetita y niquel) de radio ¢ = 27 nm y cascaron
metélico (oro y plata) de Ar = 9 nm. Se observa que el calculo realizado de manera analitica (linea
discontinua) coincide con el calculo hecho por los métodos numéricos (BEM — circulos y FEM — estrellas)
para todos los casos. De las seis curvas de la secciéon transversal de absorcién, las NPs con nicleo de
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Figura 5.2: Seccion transversal de absorciéon de NPs esféricas tipo core—shell, embebidas en agua (n = 1.33), con radio
interior a = 27 nm y un grosor de capa Ar = 9 nm, en funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala
inferior) como de la frecuencia (escala superior). Las lineas discontinuas muestran el calculo hecho de manera analitica y
los circulos (BEM) como al igual que las estrellas (FEM) son calculos hecho por métodos numéricos.

a—hematita y magnetita y cascarén de Au, al igual que la NP con ntcleo de a—hematita y cascaron
de Ag, presentan una resonancia del plasmén dipolar dentro del rango 6ptico de minima absorciéon del
tejido de la piel y las NPs con ntcleo de a—hematita presentan el doble de C,ps que para el caso con
nicleo de magnetita. Las resonancias del plasmoén dipolar para las NPs con ntcleo de a—hematita y
con cascaron de Au y Ag, estan localizadas en A = 765 nm y A = 693 nm, respectivamente (ver lineas
verticales discontinuas negras en la Fig. 5.2). Para estos dos casos, se analizo el efecto del corrimiento de
la resonancia del plasmoén dipolar al modificar el grosor de la capa, para NPs tipo core—shell embedidas
en agua (n = 1.33), con ntcleo de a—hematita de radio ¢ = 27 nm y capa tanto de oro como de plata.
En la Fig. 5.3 se muestra el efecto de la variacion del grosor de la capa de 4.5 nm a 18 nm, en pasos de
4.5 nm. Conforme se aumenta el grosor de la capa de la NP (con a—hematita en el nicleo y cascaron
de Ag o Au) la respuesta del modo plasmoénico bonding de menor energia en la seccion transversal de
absorcién tiene un corrimiento hacia el azul [ver Figs. 5.3(a) y 5.3(b)]. Por un lado, para el caso en el
que se tienen un cascaréon de Ag, el valor maximo del espectro de Cyps disminuye conforme el grosor del
cascaron aumenta [ver Fig. 5.3(a)], ya que hay una fuerza de acoplamiento débil entre el nicleo y la capa.
Por otro lado, para el caso en el que se tienen un cascaréon de Au [ver Fig. 5.3(b)], la linea discontinua de
color morado se colocé como referencia para visualizar el corrimiento hacia el rojo del modo plasmoénico
antibonding de mayor energia al momento de aumentar el tamano del cascaron.
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Figura 5.3: Seccion transversal de absorcion de NPs esféricas tipo core—shell, embebidas en agua (n = 1.33), con radio
interior @ = 27 nm y con diferentes grosores de capa, en funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala
inferior) como de la frecuencia (escala superior). El nucleo de las NPs estd compuesto por a—hematita mientras que el
material de la capa es de: (a) Agy (b) Au.
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Es importante mencionar que al aumentar el grosor de la capa en la NP con a—hematita en el ntcleo
y cascaron de Au, se encontrdé que las resonancias dipolares siguen estando dentro del rango 6ptico de
minima absorcion del tejido de la piel [ver Fig. 5.3(b)].

La distribucion de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP, en el plano que corta a la NP y
contiene su centro, inducido por una onda EM monocromatica plana en una NP esférica, con nicleo de
a—hematita de radio a = 27 nm y cascaréon de Au y Ag de Ar = 9 nm, embebida en agua (n = 1.33),
se muestran en la Fig. 5.4. Para el caso de la NP esférica con cascarén de Au, se presenta un modo
plasmoénico dipolar de acoplamiento antisimétrico y simétrico, de mayor y menor energia, en A = 505
nm y A = 765 nm, respectivamente [ver Figs. 5.4(a) y 5.4(b)]. Asimismo, para el caso de la NP esférica
con cascar6on de Ag, s6lo se presenta un modo plasmoénico dipolar de acoplamiento simétrico de menor
energia en A = 693 nm [ver Fig. 5.4(c)].
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Figura 5.4: Distribucién de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP, en el plano que corta a la NP y contiene su
centro, inducido por una onda EM monocromatica plana en NPs esféricas tipo core—shell. Las longitudes de onda en donde
se presentan las resonancias dipolares son en (a) A = 505 nm, (b) A =765 nm y (c) A = 693 nm. El nicleo (a = 27 nm) de
las NPs esféricas estd compuesto por a—hematita mientras que el material del grosor de la capa (Ar = 9 nm) es de: (a),
(b) Auy (c) Ag.

5.3. Sistema de NPs elipsoidales prolato cofocales: aproximaciéon
cuasi—estatica

Como se mencion6 al principio de este capitulo, no existen soluciones analiticas a las ecuaciones de Max-
well para el problema de esparcimiento y absorciéon de ondas electromagnéticas por un elipsoide de tamano
arbitrario, salvo para cuando el semieje mayor del elipsoide es mucho menor que la longitud de onda de
la luz incidente, lo que corresponde al régimen cuasi—estatico, introducido en el Capitulo 3. Se mostro
que para el caso de un elipsoide cofocal tipo core—shell existe una expresion para la polarizabilidad [ver
ec. (3.49)] con la que es posible calcular la seccién transversal de absorcién [ver ec. (3.8)].
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Figura 5.5: Seccién transversal de absorcién de NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core-shell, embebidas en agua
(n = 1.33), de didmetros interior y exterior, longitudinal y transversal iguales a 7, 7.8 nm y 5, 6.07 nm, respectivamente, en
funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). La grafica
de la derecha corresponde a una amplificacién de la seccion transversal de absorcién. Las lineas discontinuas muestran el
céalculo hecho bajo la aproximacién cuasi—estatica y los circulos por el método numérico BEM.
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En la Fig. 5.5 se muestran seis curvas de la seccion transversal de absorciéon, en funcion tanto de
la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para seis
NPs elipsoidales, prolato, cofocales, con nticleo magnético (a—hematita, magnetita y niquel) y cascarén
metélico (Ag y Au), donde la longitud del semieje mayor y menor del elipsoide interior son a; = 3.5 nm
y b1 = 2.5 nm, respectivamente. El elipsoide exterior con semiejes as y by debe cumplir con la relacion
a?+t = a3y b2+t = b2, garantizando que el sistema de elipsoides prolato sea cofocal. Con base a esto, las
dimensiones del semieje mayor y menor del elipsoide exterior fueron ay = 3.9 nm y by = 3.035 nm, respec-
tivamente. Asimismo, se puede observar que el calculo hecho usando la aproximacion cuasi-estatica (linea
discontinua) coincide con el célculo realizado usando el método numérico BEM (circulos) [ver Fig. 5.5].
Las NPs con nucleo de a—hematita y magnetita, y cascaréon de Ag y Au presentan resonancias dipolares
dentro del rango 6ptico de minima absorcién del tejido de la piel. Sin embargo la resonancia dipolar de la
NP con nicleo de a—hematita y cascaron de Au se encuentra en el limite (lineas discontinuas delgadas
con puntos de color rojo) del rango 6ptico de minima absorcion del tejido de la piel. Ademas, las NPs
con nucleo magnético y con cascaréon de Ag presentan un pico de mayor intensidad en la absorciéon en
comparacion a las NPs con nicleo magnético y con cascaron de Au [ver Fig. 5.5]. La grafica de la derecha
en la Fig. 5.5 muestra una amplificacion de Ch,ps, evidenciando que para el caso de una NP elipsoidal,
prolato, cofocal, con nucleo de Ni y cascarén de Ag, no se observa una resonancia dipolar en la ventana
de frecuencias estudiada.

En el caso de NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core—shell, la NP que mostré una mayor mag-
nitud en la resonancia dipolar en la seccién transversal de absorcién fue la NP con av—hematita en el
nicleo y con cascarén de Ag [ver Fig. 5.5], cuyo méximo se encuentra a A = 809 nm.
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Figura 5.6: Seccién transversal de (a) esparcimiento, (b) absorcién y (c) extincion de una NP elipsoidal, prolato, cofocal, tipo
core-shell, embebida en agua (n = 1.33), con semieje mayor y menor iguales a a1 = 3.5 nm y by = 2.5 nm, respectivamente
y con diferentes grosores de capa, en funcion tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la

frecuencia (escala superior). El nticleo de la NP esta compuesto por a—hematita mientras que el material del grosor de la
capa es de Ag.

Al tener NPs elipsoidales, prolato, cofocales, tipo core—shell tales que sus semiejes interiores y exte-

riores mayores son mucho menores que la longitud de onda de la luz incidente, la seccién transversal de
esparcimiento serd proporcional al cuadrado del volumen de la NP, dividido entre la longitud de onda a la
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cuarta potencia [ver ecs. (3.7) y (3.49)], mientras que la seccion transversal de extincion sera proporcional
al volumen de la NP dividido entre la longitud de onda [ver ec. (3.6) y (3.49)]. Asimismo, por medio del
teorema Optico es posible obtener la seccién transversal de absorcion de una NP a partir de la seccion
transversal de extincion menos la de esparcimiento. En este caso, la seccién transversal de esparcimiento
no tendra una contribucion significativa en la seccion transversal de extincion [ver Fig. 5.6(a)], por lo que
la seccion transversal de absorcion y extincion seran aproximadamente iguales [ver Figs. 5.6(b) y 5.6(c)].
La seccion transversal de esparcimiento difiere en tres 6rdenes de magnitud con la seccién transversal de
absorcion para el caso de la NP elipsoidal, prolato, cofocal con a—hematita en el nicleo y con casca-
ron de Ag [ver Fig. 5.6]. Al aumentar las dimensiones del semieje mayor y menor del elipsoide exterior
(cumpliendo la relacién a? +t = a2 y b2 +t = b2, y sin variar la dimension de los semiejes del ntcleo) la
respuesta del modo plasmoénico bonding de menor energia en la seccién transversal de absorcion tiene un
corrimiento hacia el azul [ver Fig. 5.6(b)|, pero no es posible visualizar si hay un cambio en la respuesta
del modo plasmoénico antibonding de mayor energia. Ademaés, al hacer un incremento en las dimensiones
de los semiejes exteriores de la NP (es decir, cambiando el grosor de la capa pero manteniendo fijo su
nicleo), se obtiene un corrimiento hacia el azul del méaximo de la resonancia en la Cyps [ver Fig. 5.6(a)],
como ocurrio en el caso de una esfera [ver Fig. 5.3(a)]. El tamafio del semieje mayor y menor interno del
nanoelipsoide prolato, cofocal con niicleo de a—hematita y con cascaron de Ag, se fijo en a; = 3.5 nm
y b1 = 2.5 nm, respectivamente. Las dimensiones de los semiejes mayores y menores exteriores de la NP
fueron as = 3.9 nm y by = 3.035 nm; as = 4.2 nm y by = 3.412 nm; y as = 4.5 nm y by = 3.775 nm,
respectivamente.

5.4. Sistema de NPs elipsoidales prolato

Para aplicaciones biomédicas es conveniente utilizar NPs elipsoidales prolato de mayores dimensiones
(pero menores a 200 nm [66]) en comparacion a las estudiadas bajo la aproximacion cuasi-estética (ver
Seccién 5.3), ya que es necesario que el eje longitudinal tenga mayor area de contacto e interaccion con
el receptor [54]. Sin embargo, para el caso general de NPs elipsoidales no existen soluciones analiticas a
las ecuaciones de Maxwell, por lo que se utilizaron los métodos numéricos BEM y FEM para calcular las
secciones transversales y analizar las resonancias de plasmones y propiedades 6pticas de NPs elipsoidales,
prolato, con nucleo magnético y rodeadas por una capa metélica, embebidas en agua (n = 1.33). Los
parametros L = 2r; y W = 275 denotan el largo y ancho del nucleo de la NP elipsoidal prolato (nanorice),
donde r1 y 9 son los radios del eje mayor y menor del nicleo, respectivamente [ver Fig. 5.7]. El parametro
Ar es el grosor de la capa de la NP elipsoidal prolato. En este sistema, se propone que la NP elipsoidal
prolato sea iluminada por una onda EM monocromaética plana [E'Z = E, exp(—iE -7)] a incidencia normal
y oblicua, donde el eje mayor r; de la NP se encuentra orientado en direcciéon paralela al eje €,, como se
muestra en la Fig 5.7.
E
]

| [

Figura 5.7: Diagrama esquematico de una NP elipsoidal prolato iluminada por una onda EM plana incidente, donde 6
(4ngulo de incidencia) es el dngulo que hace el vector de onda k respecto al eje é,, ¢ (dngulo azimutal) es el angulo que
hace la proyeccion del vector de onda en el plano XY respecto al eje é; y a (dngulo de polarizacion) es el angulo entre el
plano de incidencia y el vector eléctrico.

5.4.1. Incidencia normal y oblicua

Para el caso de incidencia normal y oblicua se considerdé que el nicleo magnético (a«—hematita, mag-
netita y niquel) de las NPs elipsoidales prolato tuviera un largo y ancho igual a L = 2r; = 120 nm y
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W = 2ry = 24 nm, respectivamente, y un cascarén metalico (Ag y Au) de Ar = 12 nm.

3.10 248 2.07

hw [eV]
1.77 1.55

(b)

hw [eV]

3.10 1.24 1.13

2.48

1.55 1.38
T T
® BEM —— FEM ‘ 14 : | [¢BEM ——FEM
a—Hematita/Au e | . 1] a—Hematita/Au
W Magnetita/Au e \ < ~ 12 L™ Moanetita au
B Niguel/Au ,"/ g g 0 Y
M o—Hematita/Ag “ 4 \\ ¢ — } | M o—Hematita/Ag
B Magnetita/Ag / " P S ] : M Magnetita/Ag
L] Niquel/Ag é i} ; | | m Niquel/Ag
A . 6 P
7. \‘t\. ] I
1 .‘.’?./ VS © o4 1
W27 % I
%0000 0250° 50" % % 2 ‘ |
» i::""““w"r*‘ |
I b 0
400 500 600 700 800 900 1000 1100 400 500 600 700 800 900 1000 1100
A [nm] A [nm]

Figura 5.8: Seccién transversal de absorcién de los modos (a) longitudinal (# = 90° y o« = 0°) y (b) transversal (6 = 90°
y a = 90°) de NPs elipsoidales, prolato, tipo core-shell, embebidas en agua (n = 1.33), con nucleo magnético, de largo y
ancho igual a L = 2r; = 120 nm y W = 2ry = 24 nm, respectivamente, y rodeada por una capa metalica de Ar = 12 nm,
en funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior). Las lineas
discontinuas corresponde a calculos hechos por medio de FEM, mientras que los circulos corresponden a los calculos hechos
con BEM.

En la Fig. 5.8 se muestra el calculo realizado por los métodos numéricos BEM (circulos) y FEM
(lineas discontinuas) de la seccion transversal de absorcion de seis NPs elipsoidales prolato embebidas en
agua (n = 1.33), iluminadas a incidencia normal. Se puede apreciar que la magnitud de las resonancias
del modo longitudinal ( = 90° y o = 0°) [ver Fig. 5.8(a)] son en general de mayor magnitud que para
el modo transversal (0 = 90° y o = 90°) [ver Fig 5.8(b)]. En el caso del modo longitudinal (8 = 90°
y a = 0°) todas las NPs con nicleo magnético y cascarén metélico presentan resonancias plasmoénicas
dentro del rango 6ptico de minima absorcién del tejido de la piel y las NPs elipsoidales, prolato, con
nucleo de a—hematita y magnetita con cascarén de Au presentan la mayor respuesta de resonancia plas-
moénica en A = 850 nm y A = 840 nm, respectivamente [ver Fig. 5.8(a)]. Sin embargo, en el caso del modo
transversal (0 = 90° y @ = 90°) solo la NP elipsoidal, prolato, con nicleo de a—hematita y cascaréon de
Au presenta una resonancia plasmonica, en A = 685 nm, dentro del rango 6ptico de minima absorcion
del tejido de la piel y ademéas una resonancia plasmoénica fuera, en A = 510 nm, del rango de los 650 —
900 nm del espectro electromagnético [ver Fig. 5.8(b)].

Al calcular la distribucion de carga inducida es posible determinar la naturaleza de las resonancias
plasmonicas obtenidas en la NP elipsoidal, prolato, con nicleo de a—hematita y cascarén de Au para los
modos longitudinal y transversal, por lo que se calcul6 la distribucién de la magnitud del campo eléctrico
cercano a la NP en las longitudes de onda resonantes A = 510 nm (modo transversal de mayor energia),
A = 685 nm (modo transversal de menor energia) y A = 850 nm (modo longitudinal de menor energia).
En la Fig. 5.9 se muestran las distribuciones de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP en los
planos XZ y Y Z inducidas por una onda EM monocromatica plana asociadas al modo longitudinal y
transversal, respectivamente, de la NP elipsoidal, prolato, con niicleo de a—hematita y cascaréon de Au,
embebida en agua (n = 1.33). Cuando el campo eléctrico incidente se encuentra en direcciéon paralela
(0 =90° y a = 0°) al eje mayor de la NP, se presenta un modo plasmoénico dipolar de acoplamiento
simétrico de menor energia en A = 850 nm, en la que el campo cercano se encuentra distribuido en los
extremos del eje mayor de la NP [ver Fig. 5.9(a)]. Asimismo, cuando el campo eléctrico incidente esta en
direcciéon perpendicular (6 = 90° y a = 90°) al eje mayor de la NP, ocurre un modo plasménico dipolar
de acoplamiento antisimétrico y simétrico, de mayor y menor energia, en A = 510 nm y A = 685 nm,
respectivamente [ver Figs. 5.9(b) y 5.9(c)], en la que a lo largo de los ejes menores de la NP se encuentra
distribuido el campo cercano. Por lo tanto, a partir las distribuciones de magnitud del campo eléctrico
cercano [ver Fig. 5.9] se concluye que al tener una respuesta diferente en cada polarizacion, es posible
tener control sobre las zonas de amplificaciéon de campo eléctrico y por tanto de las zonas donde habra
un incremento local de la temperatura.

De manera experimental es complicado fabricar y sintetizar un conjunto de NPs elipsoidales, prolato,
tipo core—shell completamente uniformes en dimensiones, y por lo general hay mayor incertidumbre en el
largo del nanorice pero menor incertidumbre en el cascarén [64], es por eso que se considerd que la NP
tuviera mayor (menor) variacion en el largo (cascarén). En la Fig. 5.10 se muestran las simulaciones nu-
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Figura 5.9: Distribucion de la magnitud del campo eléctrico cercano en los planos (a) XZ y (b), (¢) YZ, inducido por una
onda EM monocromatica plana a incidencia normal para el modo (a) longitudinal a A = 850 nm, (b) transversal a A = 510
nm y (c) transversal a A = 685 nm. El nucleo (r; = 60 nm y r2 = 12 nm) de la NP elipsoidal prolato est4 compuesto por
a—hematita y rodeada con Au (Ar = 12 nm).

méricas de la seccion transversal de absorcion para una NP elipsoidal, prolato, con ntcleo de a—hematita
y cascaron de Au, embebida en agua (n = 1.33), a incidencia normal para el modo longitudinal, con
variaciones en el largo y ancho del niicleo, asi como en el grosor de la capa. El interés de estudiar esta NP
se debe a que para ambas polarizaciones, el pico de LSPR cae dentro del rango de interés 650 — 900 nm
del espectro de la C,ps. Las dimensiones que se consideraron fueron: L = 120+ 16 nm, W =244+ 8 nm y
Ar = 12+4 nm [64]. De manera natural, se puede pensar que se hara un analisis de la seccion transversal
de absorcion de las 27 posibles combinaciones al variar las dimensiones L, W y Ar. Sin embargo sola-
mente se analizaron cinco casos por razones que se explicardn a continuaciéon. Primero se consideraron
los dos casos extremos, en los que la frecuencia de resonancia tiene un corrimiento maximo hacia el azul
(cuando la NP elipsoidal se asemeja més a una esfera) [ver (D en la Fig. 5.10(a)] y hacia el rojo (cuando
la NP elipsoidal es lo mas alargada posible) [ver (® en la Fig. 5.10(a)]. En todos los 25 casos restantes, las
frecuencias de resonancia caerdan entre las resonancias de los dos casos extremos. El mayor corrimiento
hacia el azul (rojo) ocurre cuando se disminuye (aumenta) el largo del niicleo y se aumenta (disminuye)
el ancho del nicleo y a su vez se mantienen fijo el valor méximo (minimo) del cascaron. Si para algtn
caso de los 27 posibles, la frecuencia de resonancia cayera fuera de la region de interés, ain asi es posible
sintonizarlo al modificar el grosor de la capa [ver Fig 5.10(b)]. Adicionalmente a los dos casos extremos,
se consideraron los casos en que hay un aumento [ver @) en la Fig. 5.10(a)] y disminucién [ver D en la
Fig. 5.10(a)] en todas las dimensiones del valor nominal (L = 2r; = 120 nm, W = 2r; =24 nm y Ar =
12 nm), ver Tabla 5.1 y el quinto caso analizado corresponde a la NP elipsoidal con los valores nominales
[ver (3) en la Fig. 5.10(a)].

Es importante destacar que si se mantiene el largo méaximo del nticleo de la NP elipsoidal (L = 136
nm), pero se disminuye el ancho del niicleo, es decir que la NP elipsoidal es més alargada (casos ), @D
y @), el pico de LSPR en el espectro de la seccién transversal de absorcion estara fuera del rango 6ptico
de minima absorcién, con un corrimiento hacia el rojo. Para los casos @ y (®), se analizé el efecto del
corrimiento del modo plasmoénico dipolar modificando sélo el grosor de la capa y fijando el largo y ancho
del nicleo. En la Fig. 5.10(b) se muestra el efecto de la variacion del grosor de la capa de 8 nm a 16
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Caso Largo L Ancho W  Grosor de capa Ar Descripciéon LSPR
[nm)] [nm)] [nm)] [nm)]
@) 104 32 16 Corrimiento maximo hacia el azul 750
® 136 32 16 Aumento en todas las dimensiones 840
120 24 12 Valor nominal 850
@ 104 16 8 Disminucion en todas las dimensiones 900
® 136 16 8 Corrimiento maximo hacia el rojo 1,050

Tabla 5.1: Tabla de los cinco casos estudiados de los 27 posibles considerando las incertidumbres experi-
mentales [64].

nm, en pasos de 4 nm. Conforme se aumenta el grosor de la capa de la NP, la frecuencias de resonancia
del modo plasmoénico dipolar en la seccién transversal de absorcién tiene un corrimiento hacia el azul,
logrando sintonizar los picos de LSPRs dentro de los 650 — 900 nm del espectro electromagnético [ver
Fig. 5.10(b)].
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Figura 5.10: Seccion transversal de absorcion de una NP elipsoidal, prolato, con ntcleo de a—hematita y cascarén de Au,
embebida en agua (n = 1.33), en funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia
(escala superior). (a) Variaciones consideradas en el largo L y ancho W del niicleo, asi como del cascaréon Ar: D L = 104
nm, W=32nmy Ar = 16 nm, @ L = 136 nm, W = 32 nm y Ar = 16 nm, L=120nm, W =24 nm y Ar = 12
nm, @D L=104nm, W =16nmy Ar=8nmy ® L =136 nm, W = 16 nm y Ar = 8 nm. (b) Casos D y (® con largo
y ancho del nicleo iguales a L = 104 nm y W = 32 nm y L = 136 nm, W = 16 nm, respectivamente, y con diferentes
grosores de capa. (¢) El ancho W del nicleo de la NP y el grosor de la capa se encuentran fijos en W = 24 nm y Ar = 12

nm, respectivamente, mientras que el largo L del nucleo se alarga en pasos de 16 nm comenzando desde L = 104 nm hasta
L =152 nm.

Dado que experimentalmente se tienen menor control en el largo del nicleo de una NP elipsoidal [64],
se considero el caso en donde sblo se modifica el largo L del nucleo de la NP, comenzado desde L = 104
nm hasta L = 152 nm, en pasos de 16 nm, manteniendo fijas las dimensiones del ancho W del ntcleo
de la NP y del grosor de la capa en W = 24 nm y Ar = 12 nm, respectivamente. Al s6lo modificar el
largo de la NP, los tinicos casos en que las resonancias plasmoénicas se encuentran dentro de rango 6ptico
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de minima absorcién del tejido de la piel es para L = 104 nm y L = 120 nm [ver Fig. 5.10(c)]. A partir
de los resultados obtenidos en las Figs. 5.10(a), 5.10(b) y 5.10(c), en el caso de fabricar y sintetizar un
conjunto de NPs elipsoidales, prolato, con niicleo de a«—hematita y cascarén de Au, embebidas en agua,
con dimensiones de largo y ancho en el nucleo iguales a L = 2r; = 120 nm y W = 2ry = 24 nm, respecti-
vamente, y cascaron de Ar = 12 nm, se puede obtener picos de LPSRs sintonizados dentro los 650 — 900
nm del espectro de la seccién transversal de absorcién, a pesar de que las NPs tengan variaciones en el
largo L y ancho W del nucleo, asi como del cascarén Ar.
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Figura 5.11: (a) Seccion transversal de absorciéon de una NP elipsoidal, prolato, con nicleo (L =2r; =120 nmy W = 2rp =
24 nm) de av—hematita y cascarén de Au (Ar = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), en funcién tanto de la longitud
de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior), para diferentes valores del angulo de
incidencia, definido como el angulo entre el vector de onda incidente y el eje é,. (b) Seccion transversal de absorcién
amplificada en un rango de 450 — 750 nm de longitud de onda.

Dado que experimentalmente las NPs pueden quedar orientadas al azar, se realizé un estudio de la
respuesta optica de NPs elipsoidales en funcién del d&ngulo de incidencia 6 de la luz incidente. Se consider6
una NP elipsoidal, prolato, con nucleo de a—hematita y cascarén de Au (Ar = 12 nm), embebida en
agua (n = 1.33), con dimensiones de largo y ancho igual a L = 2r; = 120 nm y W = 2ry = 24 nm,
respectivamente. En la Fig. 5.11 se consideraron cinco angulos de incidencia 6 = 0°, 30°, 45°, 60° y 90°, y
con excepcion de 6 = 0° y 6§ = 90°, para cada angulo, se aprecian cuatro picos de resonancia plasmonica
de superficie localizada en la seccion transversal de absorciéon: pico principal de mayor energia H;, pico
secundario de mayor energia Hs, pico secundario de menor energia Ly y pico principal de menor energia
L;. La presencia de estos cuatro picos de resonancia se debe a que tanto los plasmones de superficie
transversales (H; y L2) como los plasmones de superficie longitudinales (L) se encuentran excitados [ver
Fig. 5.11]. Al incrementar el valor de 6, el pico de resonancia dipolar (L;) de la seccion transversal de
absorcion tienen un incremento rapido en su magnitud y con un ligero corrimiento hacia el rojo [ver Fig.
5.11(a)]. Asimismo, a medida que el valor de  aumenta (excepto en § = 0° y 6 = 90°), la intensidad
del pico secundario de menor energia Lo disminuye gradualmente hasta que desaparece del espectro de
la secci6n transversal de absorcion [ver Fig. 5.11(b)].

5.4.2. Sistema ideal de una NP elipsoidal prolato

Por ultimo, se consideré el caso en que una NP elipsoidal, prolato, con nticleo de a«—hematita (L = 2r; =
120 nm y W = 2ry = 24 nm) y cascarén de Au (Ar = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), estuviera
orientada al azar, por lo que se consider6 una onda incidente tal que 6 = 45°, ¢ = 0° y a = 35.26°
para asegurar que las componentes del campo de excitacion satisfagan F; , = E; , = F; . [93], excitando
tanto los modos longitudinales como los transversales. En este caso en particular, en el espectro de la
seccion transversal de absorcion, Fig. 5.12, se muestran cuatro picos de LSPR: H; (510 nm), Hs (630 nm),
Ly (685 nm) y L; (850 nm), correspondientes a cuatro resonancias plasmonicas diferentes y donde dos
de ellas estan dentro del rango de los 650 — 900 nm del espectro electromagnético de interés [ver Fig.
5.12(a)]. Para confirmar el tipo de modo longitudinal/transversal de las cuatro resonancias plasménicas,
se calcularon las distribuciones de carga superficial en la NP elipsoidal prolato tipo core—shell, asociadas
a las longitudes de onda resonantes [ver Fig. 5.12(b)].

La teoria de hibridacion plasmoénica permite explicar el origen fisico de los cuatro picos de LSRPs
que aparecen en los espectros de la seccién transversal de absorcién de las Figs. 5.11 y 5.12, cuando la
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Figura 5.12: (a) Seccién transversal de absorciéon calculada por los métodos numéricos FEM (lineas discontinuas) y BEM

(circulos), en funcién tanto de la longitud de onda del haz incidente (escala inferior) como de la frecuencia (escala superior).

El nicleo de la NP elipsoidal prolato estd compuesto por a—hematita de dimensiones L = 2ry = 120 nm y W = 2rgy = 24

nm, rodeado por una capa de Au de Ar = 12 nm y embebida en agua (n = 1.33). (b) Distribuciones de carga superficial en
la NP elipsoidal prolato tipo core—shell, asociadas a los picos de resonancia en 850 nm (L1), 685 nm (L2), 630 nm (H2) y

510 nm (Hy).

onda EM monocromética plana incide de manera oblicua en la NP elipsoidal prolato tipo core—shell, que
puede ser modelada como un hibrido entre un elipsoide prolato sélido y una cavidad elipsoidal dentro de
un metal continuo [ver Fig. 5.13(a)]. Cuando la NP se encuentra iluminada por una onda EM plana a
indencia normal, tanto en el elipsoide prolato como en la cavidad se presenta un modo dipolar (¢ =1) y
cuadrupolar (¢ = 2). Por un lado, en el caso del modo longitudinal (§ = 90°), el modo dipolar (¢ = 1) se
encuentra a lo largo el eje mayor del elipsoide o de la cavidad, y en el modo transversal (6 = 0°) el modo
dipolar (¢ = 1) se encuentra a lo largo el eje menor del elipsoide o de la cavidad [ver Fig. 5.13(a)]. Cuando
6 es igual a 0° o 90°, sdlo existen las hibridaciones dipolar—dipolar (¢ = 1) y cuadrupolar—cuadrupolar
(¢ = 2) en la NP elipsoidal prolato tipo core—shell [ver Fig. 5.13(a)], ya que los diferentes modos tienen
prohibido interactuar [94]. Las hibridaciones coherentes de estos modos plasmonicos elementales generan
dos modos plasménicos antibonding de mayor energia en A = 510 nm y A = 685 nm, y dos modos plas-
monicos bonding de menor energia en A = 630 nm y A = 850 nm [ver Figs. 5.11 y 5.12].
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Figura 5.13: Modelo de hibridacion plasmoénica de una NP elipsoidal prolato iluminada por una onda EM plana a (a)
incidencia normal y (b) con &ngulo de incidencia 0° < 6 < 90°. En este caso se omitieron todos los signos de las cargas
inducidas, ya que la distribucién de carga superficial en la NP tipo core—shell no es homogénea en cada resonancia [ver Fig.

5.12(b)].

Sin embargo, cuando 0° < 6 < 90°, el modo dipolar (¢ = 1) se deriva del acoplamiento de dos modos
dipolares que se encuentran a lo largo del eje mayor y menor del elipsoide o de la cavidad, respectiva-
mente. La regla de seleccion de la hibridaciéon plasmoénica se relaja cuando la onda EM monocromaética
plana incide de manera oblicua a la NP elipsoidal prolato tipo core—shell [ver Fig. 5.13(b)], permitiendo
que los diferentes los modos plasmonicos interacttien entre si, por lo cual, el modo dipolar (¢ = 1) del
elipsoide prolato puede interactuar no sélo con el modo dipolar (¢ = 1) de la cavidad, sino que también
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con el modo cuadrupolar (¢ = 2) de la cavidad [94]. De la misma manera, cuando el campo eléctrico
incidente no es perpendicular o paralelo al eje mayor del NP elipsoidal prolato tipo core—shell, el modo
cuadrupolar (¢ = 2) del elipsoide prolato interactia con el modo dipolar (¢ = 1) de la cavidad.

En la Fig. 5.14 se muestra la distribucién de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP en el
plano X Z inducidas por una onda EM monocromatica plana a incidencia oblicua sobre una NP elipsoidal,
prolato, con nucleo de a«—hematita y cascaron de Au, embebida en agua (n = 1.33). A partir de las Figs.
5.12(b) y 5.14, se concluye que las diferentes distribuciones de la magnitud del campo eléctrico cercano
van de acuerdo a las distribuciones de la carga superficiales antes calculadas, en las longitudes de onda
resonantes: 850 nm (L), 685 nm (Lg), 630 nm (Hs) y 510 nm (H;). Es decir, en el pico principal de menor
energia L1 y en el pico secundario de mayor energia Hs tanto la carga positiva (+) como la negativa (—)
se encuentran distribuidas en las puntas de la NP elipsoidal prolato [ver Figs. 5.14(a) y 5.14(d)], mientras
que en el pico principal de mayor energia H; hay una distribuciéon de carga positiva y negativa a lo largo
de los laterales [ver Fig. 5.14(c)]. Por altimo, en el pico secundario de mayor energia, en medio de la NP
elipsoidal prolato se encuentra una distribucion carga negativa (—) y la carga positiva (4) esta en ambas
puntas [ver Figs. 5.14(b) y 5.12(b)].
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Figura 5.14: Distribucién de la magnitud del campo eléctrico cercano a la NP en el plano X Z, inducido por una onda EM
monocromética plana a incidencia oblicua para el pico (a) principal de menor energia en A = 850 nm, (b) secundario de
menor energfa en A = 685 nm, (c) principal de mayor energia en A = 510 nm y (d) secundario de mayor energia en A = 630
nm. El nacleo (r1 = 120 nm y r2 = 24 nm) de la NP elipsoidal prolato esta compuesto por a—hematita y rodeada con Au
(Ar = 12 nm), embebida en agua (n = 1.33), y ademas 6 = 45°, ¢ = 0° y o = 35.26°.
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Conclusiones

En este trabajo se estudié la respuesta electromagnética de nanoparticulas tipo core-shell embebidas
en agua, para dos tipos de geometrias: esférica y elipsoidal (aproximacion cuasi—estética y exacto). Las
nanoparticulas tipo core—shell tienen en el nicleo un material magnético («—hematita, magnetita o ni-
quel) y se encuentran rodeadas por un cascaréon de material metalico (oro y plata), de tal forma que la
nanoparticula tenga un componente magnético y otro metalico. La metodologia para calcular la respuesta
electromagnética de una sistema esférico tipo core—shell, se basé en la solucién tipo Mie para el calculo
de los campos electromagnéticos en todo punto del espacio y las propiedades épticas: secciéon transversal
de esparcimiento (Cscat), extincion (Cext) y absorcion (Cups). Para calcular analiticamente la respuesta
electromagnética en un sistema elipsoidal cofocal tipo core—shell, cuyo semieje mayor del cascarén es
mucho menor que la longitud de onda de la luz incidente, se consider6 que el elipsoide se encuentra sujeto
a un campo eléctrico que no tiene variaciones significativas en la regién ocupada por el elipsoide, a lo
que se le conoce como aproximaciéon cuasi—estdtica. Para el caso general de nanoparticulas elipsoidales
tipo core—shell no existen soluciones analiticas a las ecuaciones de Maxwell, por lo que se implementaron
métodos numeéricos como BEM y FEM.

Para el caso de una nanoparticula esférica tipo core—shell, con ntcleo de a—hematita y cascarén de
oro o plata, se mostré que es posible sintonizar su resonancia dipolar plasmoénica dentro del rango 650 —
900 nm del espectro de la seccién transversal de absorcion, region de transparencia del tejido de la piel,
al modificar el grosor del cascarén. Conforme se aument6 el grosor de la capa de la nanoparticula, la
frecuencia de resonancia del modo plasmoénico de acoplamiento simétrico de menor energia en la secciéon
transversal de absorciéon tuvo un corrimiento hacia el azul. Para el caso de una nanoparticula elipsoidal
tipo core—shell (aproximacion cuasi—estética), las nanoparticulas con nicleo de a—hematita y magnetita
y cascarén de oro y plata, presentan resonancias dipolares dentro del rango 6ptico de minima absorcién
del tejido de la piel, y al incrementar las dimensiones de los semiejes exteriores de la nanoparticula elip-
soidal con cascar6n de plata, se obtuvo un cambio en el maximo de la resonancia de la seccién transversal
de absorcion, con corrimiento hacia el azul, donde s6lo para un caso (as = 4.5 nm y by = 3.775 nm) la
resonancia esta fuera de la region de interés. Con estos resultados, se valida el método numérico BEM
para el célculo de la secciéon transversal de absorcidn, para el caso de una nanoparticula elipsoidal prolato
tipo core—shell, bajo la aproximacion cuasi—estatica.

En el caso de elipsoides en general, para el que no se cuenta con una soluciéon analitica, se realiza-
ron simulaciones numéricas empleando los métodos numéricos BEM y FEM de la seccién transversal
de absorcion para el caso de una nanoparticula elipsoidal, prolato, con ntucleo magnético (a«—hematita,
magnetita y niquel) y cascaréon metalico (oro y plata), embebida en agua, con largo y ancho igual a
L =2ry =120 nm y W = 2ry = 24 nm, respectivamente, y un cascaréon de Ar = 12 nm, a incidencia
normal en el modo longitudinal y transversal, en donde s6lo la nanoparticula con nacleo de a—hematita
y cascar6n de oro, muestra resonancia plasmonicas dentro del rango de los 650 — 900 nm del espectro
de la seccion transversal de absorcion en ambos modos. A partir de los resultados obtenidos en la Sub-
secciéon 5.4.1, en el caso de fabricar y sintetizar un conjunto de estas nanoparticulas con dimensiones de
largo y ancho en el nucleo iguales a L = 2r; = 120 nm y W = 2ry = 24 nm, respectivamente, y cascarén
de Ar = 12 nm, se pueden obtener resonancias plasmoénicas de superficie localizadas, sintonizadas dentro
del rango 650 — 900 nm del espectro de la seccion transversal de absorciéon, atn cuando las nanoparti-
culas tengan incertidumbres en el largo L y ancho W del nucleo, asi como del cascaron Ar. También se
mostro el caso en que si se aumenta el largo y se disminuye el ancho del nicleo de la nanoparticula, los
picos de resonancias plasmonicas de superficie localizadas estan fuera del rango de interés pero se pue-
den sintonizar dentro de los 650 — 900 nm del espectro electromagnético, aumentando el grosor de la capa.

De manera experimental las nanoparticulas pueden quedar orientadas al azar, por lo que al considerar
diferentes valores de 6 (excepto en 6 = 0° y 6 = 90°) se presentan cuatro picos de resonancia plasmo-
nica de superficie localizada en la seccion transversal de absorcion, excitando tanto a los plasmones de
superficie transversales como los plasmones de superficie longitudinales. Al incrementar el valor de 0, el
pico principal de menor energia de la secciéon transversal de absorcién tienen un incremento rapido en
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6.1. TRABAJO A FUTURO

su magnitud y con un ligero corrimiento hacia el rojo y a medida que el valor de § aumenta (excepto
en 8 =0°y 6 =090°), la intensidad del pico secundario de menor energia disminuye gradualmente hasta
que desaparece del espectro de la seccién transversal de absorcion. A partir de la teoria de hibridacion
plasmonica es posible entender el origen fisico de los cuatro picos de resonancias plasmonicas de super-
ficie localizadas que aparecen en los espectros de la seccién transversal de absorcién, cuando la onda
electromagnética monocromética plana incide de manera normal y oblicua a la nanoparticula elipsoidal
prolato tipo core—shell. Ademas, esta teoria se puede aplicar como principio de disefio de nanoestructuras
con geometrias complejas, obteniendo como resultado la implementacion selectiva de propiedades 6pticas
optimizadas en estructuras y dispositivos de dimensiéon nanométrica.

En esta tesis se propone el uso de nanoparticulas tipo core—shell, con niicleo de a—hematita y capa de
oro, con tamanos de largo y ancho en el niicleo iguales a L = 2r; = 120 nm y W = 2ry = 24 nm, respecti-
vamente, y cascaréon de Ar = 12 nm, para aplicaciones biomédicas, en particular, la resonancia magnética
nuclear, ya que si se construyen nanoparticulas magnético/metalicas se tendra la posibilidad de mante-
ner una parte magnética (permitiendo el contraste en resonancia magnética nuclear) y una contraparte
metalica, en la que es posible excitar plasmones de superficie localizados, si se ilumina la nanoparticula
con la frecuencia correcta, generando calor localizado y, una vez funcionalizadas las nanoparticulas, se
podria eliminar células malignas de manera eficiente y controlada. Para que las nanoparticulas solo se
adhieran a células malignas, estas deberan estar funcionalizadas con algin material biocompatible [22,53].
En general, una vez ancladas las nanoparticulas al tejido maligno, estas tendran una orientacion al azar,
y en este trabajo de tesis se demuestra que empleado las nanoparticulas propuestas es posible garantizar
que existen resonancias cuyas frecuencias caen dentro de la regiéon de transparencia del tejido de la piel
(650 — 900 nm del del espectro electromagnético).

6.1. Trabajo a futuro

En aplicaciones biomédicas se han encapsulado nanoparticulas con éxido de silicio (Si03) o silice, ya que
la capa de silice garantiza robustez fisica, insensibilidad a las condiciones ambientales, mejor solubilidad
y una superficie con propiedades simples de biofuncionalizaciéon y biocompatibilidad [53]. Como trabajo
a futuro, se propone realizar el calculo, por los métodos numéricos BEM, FEM y DDA (Discrete Dipole
Approximation) [95], de la seccion transversal de absorcion de una nanoparticula elipsoidal, prolato, con
nicleo de a—hematita o magnetita y cascarén de oro, encapsulada con silice. Para conservar los picos de
las resonancias plasmonicas de superficie localizadas dentro del rango de los 650 — 900 nm del espectro
de las secciones transversales, el grosor de la tercera capa de silice se espera que debera de tener entre
los cuatro y seis nanémetros [96].

Por otro lado, de manera tedrica se ha analizado con el método de multiples multipolos, la tensién
en la superficie de nanoesferoides prolatos (contrastando con la aproximacion cuasi-estatica) de oro,
nanoalambres y nanovarillas de plata para examinar el torque optico ejercido por pinzas 6pticas [97,98].
En resumen, M. K. Kuo y colaborados muestran, por métodos numéricos, que el torque éptico neto
depende de la longitud de onda de la luz y del angulo que existe entre la polarizacion del vector eléctrico
incidente y la orientaciéon del nanoesferoide prolato. Asimismo, un nanoesferoide prolato tiende a tener
una orientacion paralela (perpendicular) a la direccién de polarizacion de la onda incidente, si la longitud
de onda de las pinzas 6pticas es menor (mayor) a la de la resonancia plasmonica de superficie localizada.
Para el modo paralelo, cuanto mas larga sea la longitud de onda, mayor seré la eficiencia del torque
optico, por lo que un laser de infrarrojo cercano seria lo ¢éptimo para inducir un torque 6ptico grande
con menos calor. Por los antecedentes anteriores y con la posibilidad de girar nanoparticulas elipsoidales,
se podria manipular de manera controlada (sin perdidas de calor) la posicion de las nanoparticulas y asi
eliminar células malignas sin el riesgo de destruir células sanas. Asimismo, se podria hacer una analisis del
torque 6ptico neto de una nanoparticula elipsoidal prolato tipo core—shell para el caso exacto (utilizando
BEM, FEM y DDA) y bajo aproximacion cuasi—estéatica (comparando con BEM y DDA), comparar las
distribuciones de carga superficial obtenidas por el cambio de torque y del angulo de incidencia en la
nanoparticula y demostrar si existe o no alguna relacién entre ellas.
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