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Introduccion

En los ultimos afios se ha realizado un esfuerzo por construir modelos fle-
xibles para series de tiempo. Los modelos cldsicos, como los ARMA o los
GARCH, imponen supuestos distribucionales rigidos que resultan dificiles
de cumplir en la mayoria de los casos, limitando su aplicabilidad.

El uso de procesos estacionarios es particularmente atractivo, debido a
que las simetrias inducidas por la estacionariedad, como aquella descrita por
el Teorema de Representacion de Maitraﬂ permiten obtener una regularidad
en la serie que facilita la inferencia y da pie a la prediccién.

El desarrollo de la estadistica bayesiana no paramétrica (BNP) conllevé
la creacién de una serie de modelos inspirados por la construccion de Pitt et
al (2002) de un proceso AR con distribucién estacionaria ) dada, utilizando
una medida aleatoria como distribucion a priori para Q.

Las construcciones BNP aportan la flexibilidad necesaria para adaptarse
a datos reales, manteniendo la estacionariedad que brinda la estabilidad en
el tiempo requerida para el andlisis de las series temporales.

Una manera natural de construir un modelo no paramérico para series
temporales es construir un proceso autorregresivo tal que su distribucién
estacionaria sea una mezcla infinita de distribuciones, lo que le brinda flexi-
bilidad. Sin embargo, un problema frecuente con este tipo de modelos es la
dimensionalidad; la cual puede inducir expresiones complejas que involucren
sumas infinitas.

El primer intento de contruir un modelo de esta clase fue en (Martinez-
Ovando y Walker], [2011)), en donde se utilizé un proceso beta-Stacy para
generar los pesos que se utilizarian para el modelo de mezclas de la distri-
bucién estacionaria. Si bien esta construcciéon era flexible, el algoritmo de
estimacion resultaba tan complejo que la hacia muy ineficiente.

En (Mena y Walker, 2005) se utiliz6 una medida aleatoria para la tran-
sicién de un proceso AR(1), restringiendo a la distribucién invariante a una

familia paramétrica de distribuciones dada, lo que limitaba la flexibilidad

! (Maitral, [1977)
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del proceso resultante.
Siguiendo la idea expuesta en (Martinez-Ovando y Walker, [2011]), Antoniano-
Villalobos y Walker (2016) utilizaron una mezcla de procesos Dirichlet para

la distribucién estacionaria, f, de un proceso de Markov:

$w) = [ k(y16) n(at)
om~ PD(G(), ao)

en donde k(- | 6) es densidad para todo 6; Gy es la medida base y ag es el pa-
rametro de concentracion, ambos fijos. La diferencia clave con los enfoques
previos es la utilizacién de variables latentes para eliminar los problemas de
dimensionalidad en la verosimilitud, simplificando su estimacion.

Para la comprensién de este tltimo modelo, en el primer capitulo de es-
ta tesis se expondra la teoria bésica necesaria de probabilidad y estadistica;
procesos estocasticos y series de tiempo.

Se presentaran las definiciones y propiedades basicas de los procesos es-
tocésticos y posteriormente se tratardn dos de los modelos basicos de series
temporales, los procesos ARMA y GARCH, asi como sus propiedades, con-
diciones de estacionariedad y un esbozo de su estimacion.

Posteriormente, en el segundo capitulo se dard una introduccion a la es-
tadistica bayesiana no paramétrica, incluyendo métodos de estimacién uti-
lizando métodos Monte Carlo via cadenas de Markov. Se comenzara con
intercambiabilidad y la estadistica bayesiana, para después pasar a medidas
aleatorias y métodos numéricos.

En el tercer capitulo se expondra el modelo desarrollado en (Antoniano-
Villalobos y Walker, 2016), utilizando una reparametrizacién propia que
evita problemas numéricos en la estimacion.

Finalmente, con fin de mostrar su utilidad, en el cuarto capitulo se apli-
card este modelo en los maximos diarios de 2016 a 2018 de particulas sus-
pendidas menores a diez micrometros en la Ciudad de México, las cuales
representan una de las fuentes principales de contaminacién del aire en la

ciudad.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Procesos estocasticos

La teorfa presentada en esta seccién fue tomada de (Capasso y Bakstein)
2012)), (Robert y Casellal 2004) y (Brockwell y Davis, [2016).

Un espacio medible es una pareja (A4, .o/) en donde A es un conjunto no
vacio y &/ una o-algebra de subconjuntos de A. Un espacio de probabilidad
es una tripleta (A, «7,P), en donde (A, %) es un espacio medible y P es una
medida de probabilidad.

Definicién 1 (Proceso estocastico). Sea (2,.#,P) un espacio de probabi-
lidad, 7 un conjunto de indices y (F, %) un espacio medible. Un proceso
estocastico (E, %)-valuado sobre (2, .%,P) es una familia {X;}4c, de varia-
bles aleatorias X; : (2, #) — (E, %) para todo t € T.

El conjunto 7 representa, generalmente, al tiempo. Cuando 7 es un sub-
conjunto numerable de R, se dice que el proceso estocéstico es de tiempo
discreto; y cuando es algin intervalo de R, a tiempo continuo.

Para cada valor de t € 7, la aplicaciéon w — X;(w) es una variable aleato-
ria, mientras que si se fija w € ), se obtiene una funcién ¢t — X, (t) llamada
trayectoria del proceso.

Un modo de estudiar un proceso es mediante sus distribuciones finito
dimensionales: en general, si se tiene un proceso estocastico { X }rer, con 7
discreto, a la ley de (X1,..., X,), para algtin n, se le conoce como distribu-
cién finita dimensional, o, de manera abreviada, fids.

Las distribuciones finito dimensionales poseen, en algunos casos, ciertos
tipos de simetrias que simplifican su estudio. Una de ellas es la estaciona-
riedad.

Definicién 2 (Estacionariedad estricta). Un proceso estocastico se dice

7



CAPITULO 1. PRELIMINARES 8
estrictamente estacionario si
d
(tha"'ath):(Xt1+ha---7th+h)7 Yh>0

en donde £ denota igualdad en distribucién.

Esta propiedad hace que el proceso se mantenga estable a través del
tiempo, facilitando la estimacion al no importar en qué intervalo de tiempo
se tomen las observaciones.

Este no es el tinico tipo de estacionariedad. Existe una versién menos res-
trictiva de dicha propiedad, la cual pide solamente igualdad en los primeros

dos momentos.

Definicién 3 (Estacionariedad débil). Un proceso {X;}ier se dice estacio-

nario de seqgundo orden o débilmente estacionario si

E[X:] = pu, paratodot

y

E I:thXtQ} =E [Xt1+h Xt2+h] , para todos i1, to, t1+h7 t2+h S

Cabe destacar que, si un proceso es estrictamente estacionario, entonces
también lo es débilmente.

Cuando se modela usando un proceso estocastico, es importante definir
la estructura que sigue la dependencia entre sus variables, de tal modo que
se logre representar el fenémeno de interés.

Una forma de dependencia muy popular es la markoviana, la cual, de
forma intuitiva, nos dice que lo que pasa hoy depende tnicamente de lo que
paso ayer, es decir, la mediciéon actual depende sélo de la medicién anterior.

Esto, de manera formal, se expresa de la siguiente forma:

Definicién 4 (Proceso markoviano). Un proceso estocastico {Z;} se dice

markoviano si cumple la propiedad de Markov, es decir, si

P(Zt € dx ‘ Lt 1 =2t Ay D1 = Zl) = P(Zt € dx ‘ i1 = Zt—l)
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En particular, cuando se tiene un proceso markoviano {X;} a tiempo
discreto que toma valores en un espacio finito, se dice que {X;} es una ca-
dena de Markov.

La obtencion y el andlisis de las distribuciones finito dimensionales de un
proceso estocéstico, y en general, de un proceso markoviano, no son ta-
reas sencillas. La propiedad de Markov hace natural el uso de otro tipo de
distribucién asociada al proceso que permite caracterizarlo: la funciéon de

transiciéon.

Definicién 5 (Funcién de transicién). Sea A € #. A la funcién
P(z,s;t,A) =P(X; € A| Xs=x), t>s

se le llama funcién de probabilidad de transicién o kérnel de transicién y
describe la probabilidad de que el proceso esté en el conjunto A en el tiempo
t dado que en s estuvo en x. Cuando el proceso es a tiempo discreto se puede

simplificar la notacién eliminando los indices, haciendo

P(z,t — 1;t,A) = P(z, A)

P(z,0;n,A) = P"(z,A) = /K”fl(y,A)K(x,dy)

1.2. Series de tiempo

Cuando se toman observaciones a través del tiempo se obtiene una serie
de tiempo. Estas pueden ser vistas como muestras de una trayectoria del
proceso subyacente que genera los datos.

La modelaciéon de una serie de tiempo consiste en describir la estructura
probabilistica subyacente, haciendo inferencia sobre las transiciones o, si es
el caso, la distribucién estacionaria del proceso estocastico. La teoria basica
para ello presentada en esta seccién se basard en (Shiryaev, 1999), (Brockwell
y Davis| 2016) y (Bollerslev, 1986).

Si esta estructura se mantiene constante a través del tiempo, se habla
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entonces de un proceso estacionario. Este tipo de procesos permite que el
modelado sea relativamente simple debido a la estabilidad que presentan,
haciéndolos deseables al construir modelos.

En general, es posible discernir tres componentes en cualquier serie de

tiempo:
» Un componente de tendencia, que cambia de manera constante, (z)-
» Uno ciclico, ya sea periddico o aperiédico (y).
» Uno irregular, que fluctia de manera caética, llamado estocéstico (z).

Estos componentes pueden ser combinados de distintas maneras, de manera

que los datos observados { Xt} pueden ser escritos como
Xe=x*xyx*z,

en donde * denota suma, producto, o cualquier otra operacién. Aqui se
desarrollaran modelos lineales, es decir, modelos que corresponden a combi-
naciones lineales de estos componentes.

El componente estocéastico en los modelos descritos en este capitulo es-
td dado por un tipo especial de proceso estocastico conocido como ruido
blanco. Un proceso {e;} es un ruido blanco si E[e,] = 0, E {5721} < ooy
E [en em] = 0, para todo n # m.

Uno de los modelos béasicos de series temporales son las medias méviles.
En este, se asume que el estado X; puede ser construido a partir del ruido

blanco que genera la aleatoriedad del sistema del siguiente modo:

Definicién 6 (Proceso MA). {X;} es un proceso de medias méviles (MA)
de orden q si
X =2 +6017;4 +"'+0th7q (11)

en donde {Z;} es un ruido blanco y las {6 }7_; son constantes.

La figura 1.1 muestra una realizacién de un proceso MA(1) con pardme-
tro 8 = 0.8.
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Como las Z; son un ruido blanco, entonces E [X;] =, de donde se sigue
que un proceso MA es siempre débilmente estacionario, y si las Z; se toman

independientes e idénticamente distribuidas, estrictamente estacionario.

0 100 200 300 400 500

Figura 1.1: Realizacién de un proceso MA(1)

Poniéndolo en términos del operador de retardo, BY(X;) = X;—j, la

representacion anterior puede ser escrita como
X = 6(B)Zy,

con 0(B) =S¢ 0;B7.
Este modelo posee propiedades probabilisticas que lo hacen sencillo de ma-

nipular, para introducirlas primero enunciemos algunas definiciones.

Definicién 7 (Funcién de autocovarianza). La funcién de autocovarianza,

acv, de un proceso estocastico {X;}icr se define como
A(t,5) = B [(X; — E[X])(X, — E[X,])] = Cov (X, X,)

para cualesquiera t,s € T.

Esta funcién adquiere una forma mas simple cuando se consideran pro-

cesos estacionarios. En particular, procesos débilmente estacionarios: si los
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primeros dos momentos son constantes, entonces

V(ta 8) = Cov (Xt s Xs)

= Cov (X¢sn, Xotn)
En particular, si tomamos h = —s,
’Y(ta S) = Cov (XO 5 Xsft)

Es decir, la autocovarianza sélo depende de la separacién que haya entre las
variables, de la distancia entre s y ¢. Entonces, por simplicidad, cambiamos
la notacion a

v(s) = Cov (Xo, Xs) = Cov (Xt , Xits)

para todo s,t € 7, ycont+ s € T.
Noétese que 7(0) = Cov (X, Xo) = Var (Xo) = Var (X;) = o2, para todo
terT.

Definicién 8 (Funcién de autocorrelacién). Sea {X;}ier un proceso esto-

castico. Su funcion de autocorrelacion se define como

~ Cov (X, X_y)
a ~(0)

~ Cov (X, Xo)
(0

De aqui sigue que no sea necesario calcular la autocorrelacion para valores
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negativos de s.

Asi, para el caso MA(1), se tienen los siguientes resultados:

o214+ 6%), sih=0
v(h) = < 026, sih=+1
0, si|h| >1
1, sih=0
p(h) = 1o, sih=+1
0, si |h| >0

con h > 0y 0 el pardmetro del modelo.

Definicién 9 (Proceso autorregresivo). Un proceso {X;} se llama autorre-

gresivo (AR) de orden p si cumple
Xi=go+ 01Xy 1+ Xy o+ +0p Xy p+ey (1.2)

en donde las {¢y},_; son constantes dadas y {e;} es un ruido blanco.

0 100 200 300 400 500
t

Figura 1.2: Realizacién de un proceso AR(1)
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La figura 1.2 muestra una realizacién de un proceso AR(1) con pardmetro
¢ =0..8.
Usando el operador de retardo, ([1.2) puede ser reescrito como

(1 =1 B == ¢ BP) Xy = do + &,

0, de manera compacta,

Qb(B)Xn = Wn,

con wy, = ¢g + €. Para un AR(1), de manera recursiva se puede ver que
Xp=o(1+ X1+ + X[ )+ ¢ Xo+en+ dren1 + -+ ¢ ey,

en donde X es una variable aleatoria independiente del ruido que modela el
estado inicial del proceso. De esta manera se puede ver que las propiedades de

X, dependen del valor de ¢1, para el cual se distinguen tres casos: |¢1]| < 1,

91l =1y || > 1.
De la representacién anterior se obtiend!] que

E [Xn] = ¢'E [XO] + ¢o (1 + o1+ + ¢)71"0—1>
Var (X,) = ¢ Var (Xo) + o (1 T SR ¢>3("—1))
Cov (X, Xpop) = 61" *Var (Xo) + 0?4 (1 et qzﬁ("_k_l)) ,

para n — k > 1, y con o2 la varianza del ruido blanco.

De aqui se sigue que si [¢1] <1y E [|Xo|] < oo, entonces

Po(1 — o) b0

cuando n — oo y, si el segundo momento es finito,

2O-d) | o
=R -]

Var (X,,) = ¢2"Var (Xg) +

!(Shiryaev, |1999)
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0%
e

Esto quiere decir que el proceso { X, } se aproxima a un estado estable cuando

Cov (Xn s ank) —

n— o0y |¢1| < 1. Mas aun, si la distribucion inicial es gaussiana, es decir,

®1 o?
XONN<1—¢1’1—¢%>’

entonces {X,,} es una secuencia gaussiana estacionaria, con

%o o
_1_(251, Var(Xn)—?qb%

E [Xn]

2
)

COV (Xn, Xn k) =
-4

De aqui se sigue que

v(h) = ¢"y(0), ¥

El caso |¢1| = 0 corresponde a una caminata aleatoria, y cuando |¢1]| > 1
el proceso es explosivo, es decir, tanto la esperanza como la varianza incre-
mentan exponencialmente a la par de n.

Para un modelo AR(p) general, consideremos la factorizacién
1—¢1B—¢B° — -+ —¢,B” = (1= M\ B)(1 = \aB) - (1= \,B),

en donde las \; son todas distintas.

Si |Ai] <1 para toda i, la solucién estacionaria de
(1—-0:B—60yB%>—---—0,B")X,, = w,

como sigue:
X, =(1-XB) (1 -\B)  w,
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Noétese que las A1, A2, ..., A, son las raices de la ecuacion

N = g X — = A= =0

1 en donde las z; son las raices de la ecuacién

O, de otro modo, A\; = z;
1 — 12— oz — - — Ppz, = 0. De aqui se sigue que {X,,} es estacionaria si
todas las raices quedan fuera del circulo unitario.

Si hacemos

AP
C; = ! y
[Licksp(Xi — Ak)
ki
entonces
oo
X, = Z(Cl/\é 4 cp/\é)wn,l, (1.3)

1=0

de donde se sigue que
Y(0) = p1y(1) + -+ + ¢py(p) + 07
v(k) = ¢1y(k — 1)+ - + ¢py(k — p)

Para k = 1,2,.... La funcién de autocorrelacion, p(k),k > 0, satisface las

mismas ecuaciones, conocidas como ecuaciones de Yule- Walker.
Definicién 10 (Proceso ARMA). Al proceso {Y;} dado por
Y;f + (z)iY;f—l + -+ ¢pY't—p =&+ glgt—l +--- 4+ qut—q

en donde {e;} es un ruido blanco se le llama proceso ARMA (p,q).

Usando el operador de retardo, el proceso puede ser escrito como
¢(B)Y; = 0(B)e,

en donde ¢(B) y 6(B) son polinomios de orden p y ¢, respectivamente.
En la figura 1.3 se muestra una trayectoria de un proceso ARMA(1,1) con

pardmetros ¢ = 0.5y 6 = 0.5.
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0 100 200 300 400 500

Figura 1.3: Realizacién de un proceso ARMA(1,1)

Para poder hacer predicciones con un modelo ARMA, es necesario que
se cumpla una propiedad conocida como causalidad, la cual garantiza la

predictibilidad del proceso.

Definicién 11 (Causalidad). Un proceso ARMA(p, q) {X:} es una funcién

causal de {Z;}, o simplemente, causal, si existen constantes {1;} tal que
i || <ooy

o
X = ijzt—j, Vit
=0
Lo que es equivalente a la condicién
#(z) =1— 1z —--- — ¢pzP # 0, para todo |z| <1

De manera intuitiva, que un proceso sea causal significa que sélo depen-
de de la informacién pasada, o lo que es equivalente, que no depende del
futuro, lo que lo hace previsible por {Z;}.

La suposicién de causalidad sirve para calcular la funciéon de autocova-
rianza de un proceso ARMA, la cual puede ser derivada de la siguiente forma
(Brockwell, 2003):
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Primero tomamos el proceso ARMA(p, q) causal dado por
d(B)X; = 0(B)Z;, {Zi} ~ WN(0,0?)

con ¢p(z) =1—¢1z—--—PpzP y 0(2) = 1+60124---+60427. Como es causal,

entonces

o0
X = Z Vil j,
=0

en donde 3322412/ = 0(2)/¢(2), |z| < 1. Los coeficientes ¢ pueden calcu-

larse de la manera siguiente:
0 .
D(z) =) iz =0(2)/9(2)
7=0

si y solo si

1=z — @) (Wo+ 12+ -+ ) =1+ 012+ + 0,29
Igualando a los coeficientes de las 27, j = 0,1,..., llegamos a que
L= o
01 = Y1 — thopr

o = 1po — P11 — Yoo

p
0, =v; — Y Vpthjk
k=1

en donde 0y :=1,0; := 0 para j > g y vj := 0 para j < 0.

Una simetria importante dentro de los procesos estocésticos es la de
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invertibilidad.

Definicién 12 (Invertibilidad). Un proceso ARMA {X;} es invertible si

existe una sucesién absolutamente sumable {r;} tal que

o0
er=>» mXi
i=1

Esta condicién puede verse como que el proceso pueda representarse
como un AR(oc0). De la siguiente proposicién se desprende una condicién

mas computable para saber si un proceso ARMA es invertible o no.

Proposiciéon 1. Un proceso ARMA (p,q) es invertible si y sélo si (B) # 0
para |z| < 1, y los coeficientes m; de la representacion AR(c0) se determinan

resolviendo

Wz:OOﬂ"zj:M zl <1
() jz:lj (9(2)7 |‘—

Es decir, un proceso ARMA es invertible cuando las raices de 0(z) estan
fuera del circulo unitario.

De aqui se sigue que, claramente, los procesos autorregresivos siempre
son invertibles, y los MA sé6lo bajo las condiciones de la proposicién anterior.

Si nombramos a ¢; como la i-ésima raiz del polinomio ¢(z), y a ¥; como

la i—ésima raiz del polinomio 6(z),

Proceso Invertible Estacionario

AR(p) Siempre lpi| <1, Vi
MA(q) |9 <1, Vi Siempre

Se puede demostrar que la autocovarianza de un ARMA causal estd dada

por la siguiente formula.

v(h) = E[Xen Xe] = 0% tjhjen, h>0
j=0

Definicién 13 (Funcién de autocorrelacion parcial). La funcién de autoco-



CAPITULO 1. PRELIMINARES 20

rrelacién parcial (PACF) de un proceso estocastico {X;} estd definida como

qbkk‘ - COI'I' (Xta Xt-‘rk’ | Xt+17 cee aXt-f—k—l) 5

es decir, la PACF es el coeficiente de correlacién entre X; y X;.; dadas

todas las observaciones intermedias.

En el caso de un proceso ARMA, la PACF ¢y, es el ultimo componente
de ¢n = Ty M, con Ty = [y(i — DI2i=y v v = [v(1),7(2), ., v(B)] .

La utilidad de la funcién de autocorrelacién parcial yace en la identifi-
cacién de modelos. La siguiente tabla (Madsen, 2008) muestra el compor-
tamiento de la ACF y de la PACF para procesos AR, MA y ARMA. Asi,

ACF p(k) PACF ¢y

Decrecimiento exponencial

AR(p) o ¢, = 0 para k > p
y/o sinusoidal
Dominada por funciones
MA(q) p(k) =0 para k > ¢ exponenciales y/o sinusoidales
amortiguadas
Decaimiento exponencial Dominada por funciones
ARMA(p,q) y/o sinusoidal después exponenciales y/o sinusoidales

del lag ¢ — p después del lag p — q

un método visual para identificar el modelo apropiado consiste en graficar
la funciéon de autocorrelacion y la de autocorrelacién parcial mediante un
correlograma, y verificar los patrones que se forman. Un ejemplo de esto se
ve en la figura 1.4, en donde se ve un comportamiento de ambas funciones
acorde a un proceso ARMA(1,1).
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ACF PACF

Figura 1.4: A la izquierda, el ACF de un proceso ARMA(1,1); a la derecha,
su PACF.

Para realizar predicciones de un ARMA(p, q) {X;} causal e invertible,

expresamos el proceso en forma MA:
Xt =¢et + 161 +Poera+ -
Equivalentemente,
Xirk = €tk + V1€11k—1 + Y2Etyp-—2+ - (1.4)
Y si lo escribimos en forma inversa,
et =Xe+mXp 1 +mXi o+,

lo que significa que los ¢;,7 = ¢,t — 1,... son conocidos cuando las X;,7 =

1,2,... lo son. Entonces, si {¢;} es un ruido blanco se obtiene

vk para k <0
E [€t+k |Xt,Xt_1,...] = (15)
0 para k>0

Si usamos como predictor a la esperanza condicional, de ([1.4)) obtenemos

Xt—i—k\t =B [ Xopn | Xe, Xeo1, 00 = rer + 1601 (1.6)
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El error de prediccién se obtiene restando (1.4]) y (1.6)),

ekt = Xitk — Xogp |t = €tk + V1814k—1 + - + Y1841
por lo que la varianza del error de prediccién es

(L+yi+- + )02

ok

En particular, si asumimos que el ruido blanco es Gaussiano, se obtiene el

siguiente intervalo de confianza para X;.

Xt—l—k\tiza/Qak :Xt+k|tiza/20's\/1+¢%+"'+¢;%_1,

en donde z,/9 es el cuantil a/2 de la normal estdndar y a es el nivel de
significancia. Las constantes 1; no son conocidas, sino estimadas con base

en las observaciones.

GARCH

La dependencia introducida por los modelos ARMA indica que los datos
x¢ son generados de la densidad condicional f(z¢|x¢—1), lo que hace que la
varianza dependa de los datos anteriores, Var (z;|z;—1). Sin embargo, en
estos modelos se asume una variabilidad constante a lo largo de la serie, lo

que resulta restrictivo.

Definicién 14 (ARCH (Engle, 1982)). Sea {Y;} una serie de tiempo y {&;}
un ruido blanco. Decimos que Y; es un proceso autorregresivo condicional-
mente heterocedastico de orden ¢, ARCH(q), si se cumplen las siguientes

condiciones:

Y, =015

q (1.7)
U1t2 = o + Z OCZY?_Z

i=1
con ag >0y a; > 0.

Es decir, las observaciones pueden ser desagregadas en un componente



CAPITULO 1. PRELIMINARES 23

estocastico y en uno no aleatorio dependiente del tiempo; este dltimo de-
pendiendo de manera autorregresiva del cuadrado de las observaciones.
Es posible extender las propiedades del AR a los ARCH(q).

Teorema 1. Un proceso ARCH(q) es débilmente estacionario si y sélo si
las raices de su ecuacion caracteristica asociada caen todas dentro del circulo

unitario.

Sea ;1 la informacion disponible a tiempo t—1. La esperanza y varianza

condicional estdn dadas por las siguientes expresiones:

E [Y; | thi—1] = E [over | h—1] = 0¢ E [e¢ | 4—1] =0
ap

I e >y

Ahora, para el caso de la esperanza, se tiene que
E[Y)] =E[E[Y|¢]] =E0] =0
La autocovarianza es cero siempre, pues

Cov (Y, Ys) = Cov (0u6t, 05E5)
=o0,05Cov (g, €5)
=0

Con estos resultados e imponiendo el supuesto de distribucional Y; |1 ~
N (O, cr?), se puede obtener la funcién de verosimilitud.

Como la autocovarianza del proceso es 0 siempre, la log-verosimilitud
resulta simplemente la suma de las log-verosimilitudes gaussianas corres-
pondientes a las fidis marginales. Entonces, si I; es la log-verosimilitud de la

t-ésima observacién de una muestra de tamano n de un proceso ARCH(q),
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se tiene

1 n
1=-3"

ni:lZ

(1.8)

l Llogo? 1Y2‘2+ tant
= ——logo — ——% 4 constantes
K 2 gl 20_22

Entonces para estimar los parametros «, maximizamos [. El gradiente queda

oy 1 Y72 )

da 2077\ o7 ~
con z = (1,Y24,...,Y2,).
Asi, para encontrar los estimadores maximo verosimiles para A, igualamos
el gradiente a cero y se resuelve numéricamente el sistema de ecuaciones
correspondiente.

La estructura relativamente simple del modelo ARCH lo hace sencillo de
utilizar; sin embargo, en la prictica es comtn que se necesiten modelos méas
generales que permitan capturar la complejidad exhibida en la volatilidad
de, por ejemplo, los activos financieros.

En 1986 Tim Bollerslev introdujo los modelos autorregresivos condicio-
nalmente heteroceddsticos generalizados, (GARCH), en los cuales se intro-
duce un componente autorregresivo de las varianzas pasadas a la varianza

actual.

Definicién 15 (GARCH). Se dice que una serie de tiempo {X;} es un proce-
so autorregresivo condicionalmente heterocedastico generalizado de 6rdenes
py ¢, GARCH(p, q), si

Xy =o0re¢

q P (1.9)
of =ao+ Yy X}, + Y Bjoi
i=1 j=1

en donde {&;} es un ruido blanco, ag > 0y a;, 3; > 0.

En la figura 1.5 se muestra la trayectoria de un proceso GARCH(1,1).
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Nétese que al hacer las §; = 0, el proceso se degenera a un ARCH(q).

0.005
|

0.000

Xt

-0.005

-0.010
1

o

100 200 300 400 500

Figura 1.5: Trayectoria de un proceso GARCH(1,1)

Concentrémonos ahora en el modelo més simple, el GARCH(1,1). Este

tiene la siguiente forma:

Xy =oret

of =ag+aX? | +pof

con {e;} un ruido blanco de varianza unitaria, ag > 0y «,3 > 0. Las
condiciones de estacionariedad del proceso estd garantizada por el siguiente

teorema:

Teorema 2. Si0 <~ =E [log(ozs? + ,6’)} < o0, entonces la serie

hy = {1 + ia(et_ﬂ e a(at_i)} o,
i=1

con a(z) = ax?® + 3, converge casi seqguramente y el proceso {Z;} definido
por Zy = v/hier es la unica solucion estrictamente estacionaria del modelo
GARCH(1,1).
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De aqui se sigue que, si 7 > 0 entonces no existe ninguna solucién estricta-
mente estacionaria.

Si bien los GARCH ofrecen flexibilidad de modelado, en la practica re-
sulta restrictivo asumir que una serie observada es producto de un ruido.
Un forma popular de resolver este inconveniente es mediante el uso de un
modelo ARMA-GARCH, en el cual el proceso GARCH no es observado di-
rectamente, sino que constituye la innovacién de un proceso ARMA. Asi,
si se tiene una serie de observaciones X1, ..., X, un modelo ARMA(P, Q)-

GARCH(p, q) para ellas se plantea de la siguiente forma:

Xi—c =S a0 (Xemi —c) + e — Z]Q:l bojei—;j
€t = x/thm
hy = wo + 2 aoied; + _1 Bohi—j

El vector de parametros se denota como
d)o = (190)90) = (Ca agi, - -, A0P, b017 R 7b0Q7 90)

/
en donde 6y = (wo, o).
La estimacién de los parametros se realiza mediante maxima cuasi-verosimilitud.

Si g > @, los valores iniciales son

~ = ~2
X(), e 7X1—(q—Q)—.P7 €E—q+Qr--+>€1—q>, 005 - - ,Ul_p.

Para cualquier ¥, los valores de €(¥), para t = —q+ @Q + 1,...,n; y para
toda 6, los de 62(¢), parat = 1,...,n, pueden ser calculados de la siguiente

manera:

() =X, —c— Y ai(X—c) + 2?21 bi€i—;

o7 =0i(p) =w+ Xl e, + X0, Bioi;

M
o~
I
™

Y en el otro caso, cuando ¢ < @, los valores iniciales son

~92 ~
)(07 e 7X1—(q—Q)—P7607 - €1-Q5 005 - - .,O’lfp
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Entonces, condicionada en los valores iniciales, la log-verosimilitud Gaussia-

na esta dada por

ST iy &) s
; 6 i) = 2(2) + log 57 ()

Por lo que el estimador por maxima cuasi-verosimilitud es una solucién
medible de la ecuacion

Pp = arg min fn(go)
ped



Capitulo 2

Estadistica bayesiana no

paramétrica

2.1. Introduccién a la estadistica bayesiana

En (Goldstein, 2013) se expone que existen dos tipos de incertidumbre pre-
sentes en cualquier fendmeno: la incertidumbre aleatoria y la incertidumbre
epistémica. La incertidumbre aleatoria es aquella inherente al sistema es-
tudiado; mientras que la epistémica es aquella que se podria resolver si se
contara con mas informacion, es decir, es aquella que surge de la falta de
conocimiento de ciertos valores fijos que, en teoria, se podrian conocer.

El estudio de esta falta de informacién es el objetivo de la estadistica.
En muchos casos, los modelos que usan muchas ciencias, como la fisica, asu-
men ambientes totalmente controlados en donde la evolucién de los sistemas
dindmicos es totalmente determinista, lo que dificulta su extensién a situa-
ciones reales en donde los sistemas se ven perturbados por un sinniimero de
factores imposibles de cuantificar.

La estadistica toma en cuenta estas perturbaciones insertando un ruido
aleatorio a un modelo determinista, es decir, asume que el comportamien-
to del sistema puede ser descompuesto en una parte aleatoria y en otra no
aleatoria. A la parte aleatoria se le asigna una distribucién de probabilidad
que permite estudiarla.

Cuando se toma un modelo paramétrico para la parte aleatoria, es de-
cir, cuando se asume una distribucién Py, la incertidumbre aleatoria queda
capturada por la distribucién, mientras que la epistémica yace sobre el pa-
rametro, el cual se asume como una cantidad desconocida, pero estimable.

El enfoque frecuentista de la estadistica asume que el pardmetro es una

cantidad fija que, si bien no se conoce de entrada, es posible estimar su

28
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valor de los datos observados. El bayesiano, por el contrario, supone que el
parametro es aleatorio, por lo que se le da una distribucién inicial de pro-
babilidad, llamada distribuciéon a priori.

La justificacién para el uso de esta distribucién inicial se da cuando se

asume intercambiabilidad.

Definicién 16 (Intercambiabilidad). Una sucesién de variables aleatorias

{Xi}2, se dice intercambiable si
d
(X17 ) Xn) = (Xﬂ'(l)7 s >X7T(n))

para cualquier permutacién 7 de los indices, es decir, si las distribuciones

finito-dimensionales son invariantes ante permutaciones.

Bruno de Finetti desarrollé a principios del siglo pasado un teorema de
representacién para sucesiones de variables aleatorias intercambiables que

provee un argumento para justificar las distribuciones a priori.

Teorema 3 (Teorema de de Finetti). Sea X un espacio polaco dotado con
su o-dlgebra de Borel X. Denotemos por Px al espacio de todas las medidas
de probabilidad sobre (X,X). Una sucesion infinita de variables aleatorias
X-valuadas {X;}2, es intercambiable si existe una medida de probabilidad

Q sobre Px tal que estas, dada QQ, son independientes, es decir,

P(X,€A,.... X, €A,) = / [1PA) Q(ap),
Px j=1

para todo n > 1, y en donde Q es el limite de las distribuciones empiricas,
es decir, Q = lim,_,o % Y 0x,(A), y P~ Q.

Asi, bajo el supuesto de intercambiabilidad, este teorema garantiza la exis-
tencia de la distribucion inicial.
El proceso de inferencia bayesiana, de acuerdo a lo expuesto en (Schervish),

1996)), se resume en, dados los datos 1, ..., z, condicionalmente indepen-

dientes dada una medida a priori, se obtiene la distribucién posterior 6 | x1, . ..

usando el teorema de Bayes. Si se asume que todas las medidas involucradas

y T
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tienen densidad,

1) = A @20 10) F(0)
s In ff(xlavxn‘e)f(a)I/(de)’

[z, ...

en donde v(-) es la medida de referencia del espacio.

Si se omite la constante de normalizacion, se obtiene

fl|z1,...,2pn) < f(z1,...,2,|60) f(0) (2.1)

Una vez obtenida la distribucién posterior, se pueden obtener estimadores
puntuales para el pardmetro mediante la eleccién de una funcién de pérdida.
Si se escoge la funcién de pérdida cuadrética, L(0,0) = (0—0)2, el estimador
de bayes para el parametro se vuelve la esperanza de la distribuciéon poste-
rior, E [0 | z1,. .., 2y).

La probabilidad de obtener nuevas observaciones estd dada por la distribu-

cién predictiva.

F@hi|2neon) = [ S |0 SO]ar. oz v(d@)  (22)

En la practica, la eleccién de la distribucién a priori se conjuga con la de la
verosimilitud, es decir, con la distribucién de los datos dado el parametro.
El célculo de la distribucién posterior no siempre es numéricamente sencillo,
por lo que se buscan modelos que simplifiquen su obtencién. Una propiedad

particularmente 1til para ello es la de conjugacion.

Definicién 17 (Familia conjugada (Gelman y cols., 2013)). Una familia de
distribuciones sobre el espacio parametral ©, ( = {gs(0);¢ € ¢} se dice
conjugada para la familia paramétrica Py si la distribucion posterior ¢, € ¢

para la verosimilitud. Es decir, si ¢(f|z) € C.
Ejemplo de un modelo con esta propiedad es el beta-Bernoulli.

Ejemplo 1. Se toma una muestra iid £ = z1,...,z, de una distribucién
Bernoulli(p). Como p es una probabilidad, se debe elegir una distribucion
inicial con soporte en el [0,1]. Una distribucién con esta propiedad es la

distribucién beta.
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Como la muestra es independiente, la verosimilitud es el producto de las

marginales, es decir,

n

fz|p)=1] f(ilp)

i=1

— pE:m(l _p)nfExi

Entonces, tomando como distribucién a priori una distribucién beta con

parametros a y 3, la distribucién posterior queda

f(plz) o< f(p)f(z|p)
o p* (1 = p)PTp (L — )

o pa—l—EJ}i—l(l _ p)ﬂ—l—i—n—Zmi

Identificamos el kérnel de una distribucién Beta(a + Yz, B+ n — Y x;).
Entonces como tanto la distribucién posterior como la inicial son betas,

decimos que esta familia de distribuciones es conjugada para la Bernoulli.

La distribucién posterior del modelo anterior es un ejemplo en donde se
aprecia claramente cémo se actualiza las creencias subjetivas iniciales con
los datos obtenidos, agregandose de manera lineal. Por ejemplo, al simular
100 realizaciones independientes de una v.a. Bernoulli(0.8), y fijar los hi-
perparametros de la distribucién a priori Beta(10,10), los parametros de la
posterior se vuelven 31 y 89, centrandola alrededor del 0.8. En la figura 2.1

se muestran las densidades de ambas distribuciones.
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10
|

Densidades

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0

Figura 2.1: En rojo, distribucién a priori Beta(10,10); en azul, la distribu-
cién posterior.

En este ejemplo la propiedad de conjugacién hace que sea sencillo recono-
cer la familia distribucional a la que pertenece la distribucién posterior, pero
este no siempre es el caso. Por ejemplo, si intentamos estimar la media de
una normal con varianza 1 mediante una distribucién Cauchy de pardmetros

0y 1, es decir,

x|~ N(p, 1)

p ~ Cauchy (0, 1),
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la posterior es proporcional a
f(@) o< f@]p)f(p)

S L e

expresion que, de antemano, no corresponde a ninguna distribucién conoci-
da. Naturalmente, el siguiente paso seria intentar calcular la constante de

normalizacién, que es igual a la integral

/ 1 { L )2} 1L

——exp{ —=(x — —

wvor P T2 . (14 p?) H

la cual, de nuevo, resulta incalculable en términos de una antiderivada. Es-

to hace complicada la inferencia al sélo conocer la densidad posterior en

proporcionalidad.

2.2. Cadenas de Markov Monte Carlo

La complejidad que exhiben datos reales requiere de modelos que, en mu-
chos casos, no pueden ser manipulados de manera analitica. Existen varios
métodos de simulacién que permiten obtener informacién sobre alguna dis-
tribucién objetivo de manera numérica.

Una serie de técnicas particularmente tutiles para la estadistica bayesia-
na son los métodos de cadenas de Markov Monte Carldl] Son una serie de
algoritmos que permiten muestrear de manera aproximada una distribucién
cuando sdélo se conoce su densidad a proporcionalidad, como es el caso del
ejemplo expuesto Normal-Cauchy. Una vez realizada la simulacién, se uti-
lizan resultados asintéticos para obtener probabilidades y momentos de la
distribucién objetivo.

Los métodos MCMC tienen ese nombre porque se basan en la idea de
construir una cadena de Markov de tal modo que converja a la distribucion

deseada, para después muestrear de esta simulando una trayectoria de la

'En inglés, Markov chain Monte Carlo, MCMC.
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cadena.

El concepto de convergencia de una cadena de Markov, y en general de
cualquier proceso markoviano, se traduce en la propiedad de ergodicidad.
Para comprender esta propiedad, primero expondremos algunos conceptos
bésicos que permitan desarrollar la teoria atras, de acuerdo a lo expuesto en
(Robert y Casellal 2004).

El disenio de un algoritmo MCMC requiere que la cadena de Markov
resultante cumpla con ciertas propiedades de regularidad que permitan que
el algoritmo sea tan eficiente y preciso como se pueda. Una de ellas es la de
irreducibilidad.

Definicién 18 (Irreducibilidad). Dada una medida ¢, una cadena de Mar-
kov { X} con kérnel de transiciéon K (x,y) se dice ¢-irreducible si para todo
Ae /\ﬂ con ¢(A) > 0, existe una n tal que K"(x, A) > 0 para todo z € X
o equvalentemente, que P (74 < 00) > 0, con 74 = inf{n > 1; X,, € A}. La

cadena es fuertemente ¢-irreducible si n = 1 para todo A medible.

Intuitivamente, esta propiedad nos dice que todos los estados de la ca-
dena se comunican, es decir, que hay una probabilidad positiva de llegar a
cualquier estado desde cualquier estado. Esto es importante pues si la cade-
na construida no fuera irreducible, esta podria ser inicializada en un estado
del cual nunca podria llegar a la convergencia, volviendo inutil al algoritmo.

Ahora, la irreducibilidad sélo garantiza que todo A serd visitado por
la cadena, no dice nada sobre la frecuencia de las visitas; la convergencia
no puede ser garantizada sin un barrido méas o menos estable del espacio,

situacién que se formaliza con el concepto de recurrencia.

Definicién 19 (Recurrencia). En un espacio finito X, un estado w € X es

transitorio si el nimero esperado de visitas a este,

Ew[nw] =[E, Z]lw(Xn) ,
n=1

es finito, y es recurrente si E,[n, | = oo.

2De aqui en adelante se denotaré al espacio muestral por X, y a su o-4lgebra de Borel
por X.
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Existe un concepto un poco mas fuerte que permite construir cadenas

mas estables: la Harris-recurrencia.

Definicién 20 (Harris-recurrencia). Un conjunto A es Harris-recurrente si
P(na = 0o0) = 1. Una cadena { X7} es Harris-recurrente si existe una medida

¥ tal que es Y-irreducible y todo boreliano A € X' es Harris-recurrente.

Esta propiedad solo tiene sentido cuando X es no numerable, pues cuan-
do es numerable o finito, E [n,] = oo si y s6lo si P(n4 = c0) = 1.

Algunas veces, el comportamiento de una cadena de Markov se ve res-
tringido por condiciones deterministas, una propiedad que ejemplifica estas
condiciones es la periodicidad. Cuando el espacio de estados es contable,
el periodo d de un estado w € X es el maximo comin denominador de
{m > 1; K™(w,w) > 0}. Esto fuerza a que, dado que se visité el estado w,
el retorno a este pueda darse sélo en multiplos de d. Para generalizar esta

propiedad es necesario introducir el concepto de conjunto pequeno.

Definicién 21 (Conjunto pequeno). Un conjunto C' es pequeno si existe

m € N y una medida positiva v, tal que
K™(x,A) > ev(A), Vee(CVAeX
Entonces se extiende el concepto de periodicidad a un espacio de estados
general de la siguiente forma.

Definicién 22 (Periodicidad). Una cadena 1)-irreducible posee un ciclo de
longitud d si existen un conjunto pequeno C, un entero M y una medida de

probabilidad vy tal que d es el maximo comtn denominador de
{m >1;3,, > 0 tal que C es pequenio para vy, > dmVir}

Si d =1 se dice que la cadena es aperiddica.

El concepto de estacionariedad para cadenas de Markov se da en forma
de la distribucién estacionaria, la cual no es mas que la marginal del proceso
evaluada en cada tiempo. Esta puede ser expresada en términos del kérnel

de transicién de la manera siguiente:
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Definiciéon 23. Una medida o-finita 7 es invariante o estacionaria para el

kérnel de transiciéon K(-,-) y para su cadena asociada si
7(B) = / K(z, B)n(dz), VBeX
X

En general se busca que las cadenas construidas mediante los algoritmos
MCMC posean una distribucién invariante.

Finalmente, la dltima condicién de regularidad que se pide es el de in-
vertibilidad. Una cadena de Markov estacionaria es invertible si sus distri-
buciones finito-dimensionales son invariantes al flujo del tiempo. Es decir, si
la distribucién de X, | X,,+1 es igual a la de X, 11 | X,,.

Existen una serie de ecuaciones conocidas como de balance detallado que

caracterizan a la invertibilidad y a la estacionariedad.

Teorema 4 (Balance detallado). Si una cadena de Markov con kérnel de

transicion K satisface la siguiente ecuacion conocida como balance detallado
K(y,z)n(y) = K(z,y) n(x) (2.3)
para alguna medida de probabilidad 7 y para cada (x,y), entonces
1. 7w es la medida estacionaria de la cadena.

2. La cadena es reversible.

Demostracion. Tenemos que

por lo que
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Si se cumple balance detallado,
~ | | KG.y)yn) dedy
yJB

_ (/B K(z,y) dy) (/yﬂ(x) dx)

Como, por ser densidad, [y, K(z,y)dy = 1,

= /Bﬂ'(a:) dz

Lo cual corresponde a la medida de B bajo m, por lo que 7 es la medida
invariante de la cadena. La reversibilidad se sigue de manera directa, pues

K(y,x) es la condicional de x dado y, y m(z) es la marginal de x. O

Con estos conceptos es posible dar una nocién de convergencia para
cadenas de Markov. La existencia de la distribucién invariante hace que
sea natural el pensar que, si una cadena estacionaria converge, converja a
su distribucién estacionaria. Esta idea se ve cristalizada en el concepto de

ergodicidad.

Definicién 24 (Ergodicidad geométrica). Si una cadena {X,} es Harris-
recurrente, con distribucién estacionaria m y cumple que E;[h] < co y que

existe rp > 1 tal que

o
> Rl K (@, ) = n < oo
n=1
para cada x € A, con h > 1y || - || = supjg<p | [ 9(x) u(dz)|, entonces se

dice que es geométricamente h-ergodica.

Propiedad que implica que | K"(x,-) — 7 |, decrece a velocidad geomé-
trica.

Existe otra forma de ergodicidad mas fuerte, la ergodicidad uniforme.
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Definicién 25. Una cadena {X,} es uniformemente ergédica si

, n ) — e
g 1) =0

con [[v[lvr = supy [v(A)|.

Finalmente, existe un teorema que justifica el uso de las trayectorias de

una cadena de Markov para hacer inferencia como si fueran muestras iid.

Teorema 5 (Teorema ergbdico). Si {X,} tiene una medida invariante o-

finita 7, los siguientes enunciados son equivalentes:
1. Si f,g € LY(7), con [g(z)n(dz) # 0, y Sp(h) = % w1 h(X5), en-

e L Su) [ f ) (da)
5 5,(g) ~ Tole)w(da)

2. La cadena {X,} es Harris-recurrente.

Este teorema nos garantiza que los promedios empiricos convergen a
la esperanza, dando una version de la Ley de los Grandes Numeros para
trayectorias de cadenas de Markov, justificando el uso de los algoritmos
MCMC.

Ahora, dados estos resultados béasicos, es posible disefiar un algoritmo
que construya una cadena de Markov ergddica con distribucion estacionaria
f*, la densidad que se desea aproximar. El primero de ellos es conocido como

Metropolis-Hastings.

Algoritmo Metropolis-Hastings

Supodngase que se tiene una densidad objetivo f. Se escoge una densi-
dad condicional ¢(y | ) de tal modo que sea sencilla de simular y que o se
conozca a proporcionalidad (independiente de z), o que sea simétrica, es
decir, que ¢(z|y) = ¢(y|z). La tnica condicién sobre f es que el cociente
f(x)/q(y| z) sea conocido a proporcionalidad, independiente de x, también.
Asi, se produce una cadena de Markov {X;} con la transiciéon dada por el

siguiente algoritmo:
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Algoritmo 1 Metropolis-Hasting
Dado z¢,

1: Generar Y; ~ q(y | z¢)

2: Tomar

Y; con probabilidad p(z¢, Y7),
Ti41 =
xy con probabilidad 1 — p(x¢, Y})

con

La estacionariedad de la cadena generada estd dada por las ecuaciones de

balance detallado.

Demostracion. El kérnel de transiciéon dado por el algoritmo es el siguiente:

K(z,y) = p(z,y)q(y | z) + (1 — r(x))dz(y),

en donde r(x) = [ p(x,y)q(y | x)dx, y d,(y) es la delta de Dirac en x.
Entonces, si partimos en sumandos, como las densidades son positivas siem-

pre, para el primero se tiene que

ol )aly| 7)1 (z) = min {ffgggy |'§j§,1} aly|4)/ @)
~ min {;Ei;q(x ) aly| x>} /(@)

=min { f(y)a(z|y), a(y| =) f(x)}

Noétese que la expresién anterior es simétrica, por tanto es igual a

=ply,x)q(x|y)f(y)

Ahora, para el segundo sumando, la delta de Dirac da masa 1 cuando x = v,

por lo que es inmediato que (1 — 7(2))d»(y) = (1 — r(y))dy(x). Con esto
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concluimos que
K(z,y)f(y) = K(y, ) f(2),

por lo que Metropolis-Hasting cumple las ecuaciones de balance detallado y

f es la distribucién estacionaria. O

Dado este resultado, la ergodicidad puede ser garantizada si la cade-
na es Harris-recurrente. La demostracion de esta puede ser encontrada en
(Robert y Casellal, [2004)), v esta ligada al hecho de que la cadena generada
por Metropolis-Hasting es f-irreducible.

Como una de las propiedades claves de este algoritmo es que permi-
te aproximar mediante una densidad propuesta arbitraria cualquier densi-
dad que se conozca a proporcionalidad, el ejemplo de la seccién anterior, el
Normal-Cauchy, puede ser solucionado con Metropolis-Hasting.

Recordemos que el modelo consistia en asignar una distribucién inicial
Cauchy(u; 0, 1) a la media de una Normal(z; u,1). La posterior resultante
no pareciera ser alguna distribucién conocida, y la integral de la constante
de normalizacién no posee antiderivada, por lo que un enfoque MCMC para
simular la posterior resulta apropiado.

De manera arbitraria asignemos como distribuciéon propuesta una nor-

mal, es decir,
q(vip |2) =N (xj;ﬂ; Zt, 1)

Entonces, denotando como Z al valor muestral, la densidad objetivo es
f(x) < Cauchy(x;0,1) N (Z;x, 1)

Y como la densidad propuesta es simétrica, el algoritmo queda:
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Dado z¢,
1: Generar Y; ~ N (azfgﬂ; Ty, 1)
2: Tomar
Y; con probabilidad p(z¢, Yy),
Tt41 =
x¢ con probabilidad 1 — p(zy, Y})
con

plz,y) = min { Cauchy(y:0, N (#:9.1) 1}

Cauchy(x;0,1) N (Z;x,1)

Al implementarse el algoritmo es importante tomar en cuenta que la cadena
de Markov puede tardarse un ntmero grande de iteraciones en converger
a su distribuciéon invariante, por lo que se deben tomar las simulaciones
realizadas después del periodo de burn in que se proponga.

Si se realizan 10,000 simulaciones con un punto inicial de 5, y se toma un
periodo de burn in de 5,000 iteraciones, la esperanza posterior, es decir, el
estimador bayesiano con pérdida cuadratica, resulta de 1.3115. En la figura
2.2 se muestran las trayectorias de cuatro simulaciones bajo distintos puntos

iniciales para el modelo Cauchy-normal.

Muestreo de Gibbs

El muestreo de Gibbs es otro algoritmo MCMC en el cual se utilizan variables
aleatorias auxiliares para aproximar a la densidad objetivo.

Supéngase que se quiere simular de la densidad de la v.a. X, f(z); y
supongase que X y la variable aleatoria Y poseen densidad conjunta f(z,y).
Entonces para el caso bidimensional, el muestreo de Gibbs genera la siguiente
cadena de Markov (X, Y;):
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Figura 2.2: Cuatro trayectorias de 200 simulaciones cada una. En azul, punto
inicial 10; en verde, 0; en morado, -5; y en rojo, -10.

Algoritmo 2 Muestreo de Gibbs bietapico
1: Tomar Xg = zg
2: fort=1,2,... do

3. Generar V; ~ fy | x(-|2t-1)

4

5

Generar X ~ fx|v(-|yt)

: end for

Los componentes marginales de la cadena bidimensional generada son a su

vez cadenas de Markov, pues sus transiciones son

K(aa') = [ frixlo) fxy @ |y)d
K@.y') = [ fy1x("|2) fx v(e]y) do
las cuales dependen solamente de los valores pasados inmediatos de {X;} y

de {Yi}.

El muestreo de Gibbs se basa en que las distribuciones estacionarias de las
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subcadenas son las marginales de X y de Y, pues
fx@?) = [ fxr(@ p)dy
— [ @ 1) )y
:/fxw(x*\y) (/fY|X(y|:c) fX(;,;)dx> dy
://fXW(m*‘y)leX(ym)fX(fB)dxdy
://fXW(x*‘y)leX(yW)fX(l’)dydx
=/</fxy(x*|y)fyx(y\x)dy) Fx(z)dz

= /K(w,x*) fx(z)dx

De manera analoga para la subcadena {Y;}.
Para el caso general, supéngase que, dada una distribucién multidimen-

sional f(x1,...,2p), se puede simular de las condicionales
Xi|X1,...,Xi,1,Xi+1,...,Xp, paraizl,Q,...,p

Entonces el muestreo de Gibbs es el siguiente:

Algoritmo 3 Muestreo de Gibbs

1: Tomar z(*) = (xgt), e ,mz(,t))

2: for k=1,2,...,pdo

3:  Generar X{Hl) ~ fi(xzy |xgt), ceey x,(f))

4:  Generar X2(t+1) ~ fa(xo |x§t+1), xz(f) . ,x](,t))
5. Generar XZ(,tH) ~ fplzp | (xng), ce xz(f_ll))

6: end for
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A las densidades fi,..., f, se les llama condicionales completasEI, y al ser
unidimensionales, le dan la ventaja a este método de simplificar la simula-
cién aun en situaciones de dimensiones altas.

Puede demostrarse (Robert y Casella, 2004) mediante una extensién de
los argumentos expuestos arriba que, la cadena, y cada subcadena, gene-
rada por este algoritmo es estacionaria con distribucién invariante igual a
la distribucién de cada marginal X del vector aleatorio original. Ademas,
son Harris-recurrentes y fi-irreducibles si se cumplen ciertas condiciones de
regularidad sobre el kérnel de transiciéon y las marginales fj, y mas atn, son

ergodicas, lo que demuestra la correctez del algoritmo.

Slice sampler

Supodngase que se quiere simular de una variable aleatoria continua, X.

Su densidad puede ser vista como

lo que nos lleva al siguiente resultado:

Teorema 6 (Teorema fundamental de la simulacién). Simular X ~ f(x)

es equivalente a simular
(X, U) ~U({(z,u) : 0 <u < f(z)})

La interpretaciéon geométrica de este resultado es simple: basta con si-
mular una uniforme en el drea abajo del grafico de la densidad objetivo, y
posteriormente quedarnos solo con la primera coordenada de los vectores
simulados, como se muestra en la figura 2.3.

La ventaja de este enfoque es que, en R?, la segunda coordenada, el eje
Y, se deshecha y por ende sélo es necesario conocer de manera proporcional
la densidad objetivo, es decir, no es necesaria la constante de normalizacion.

El problema de usar este teorema es que simular abajo de una curva, si

bien es conceptualmente simple, computacionalmente no lo es.

3En inglés, full conditionals.
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f(x)
03 04 05

02

Densidad

X

Figura 2.3: Arriba, simulacién de una v.a. uniforma debajo del grafico de
la densidad de una distribucién gamma; abajo, el histograma de la primera
coordenada de los vectores muestreados.

Una forma es usar alguna variante de un algoritmo de aceptacién-rechazo,
en el cual se busca un conjunto ¢/ tal que . = {(z,u) : 0 < u < f(z)} C &
y en el cual sea sencillo simular una uniforme, se simulan los puntos y eli-
minas aquellos que no estén en .. Esto, para densidades con formas mas
complejas que una campana, es muchas veces sumamente ineficiente, pues
puede que se tenga que deshechar muchas simulaciones antes de llegar a
alguna que cumpla la condicién.

Radford Neal propuso en 1997 una solucién a este problema. En vez de

descartar valores usa una cadena de Markov que explore el conjunto .#.
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Algoritmo 4 Slice sampler bidimensional

1: Tomar Xg = xg, Uy = ugp

2: fort=1,2,... do

3. Generar Uy ~ U ([0, f(2—1)])

4:  Generar X; ~ U ({z : f(z) > w})
5

: end for

Cabe destacar que estas distribuciones corresponden a las condicionales
U|X y X |U, por lo que el slice sampler es un caso particular del muestreo
de Gibbs. Por supuesto que la validez de este algoritmo depende de que la

distribucién estacionaria de la cadena sea una uniforme sobre .. En efecto,

[ B (@) @) P (:0) | @.0)) o g () dude =

_ Lo, (@) (v) Lry)>o N duda
—// @) a(talf(a) = o) S@ilw) dud

1 z)]\U 1 >
Z/f(:r:) [O,JJ;E );( ) fy)> da

z)  p({alf(a) > v})
_ Lf@)>v
= ts® | o o
= Tjo, () (),

en donde yu(.) es la medida de referencia, en este caso, la de Lebesgue. Esto
muestra que la estacionaria es uniforme en %, validando el algoritmo. Es
importante destacar que esta prueba funciona atin cuando sélo se conoce f
a proporcionalidad, es decir, cuando en vez de f, se tiene f* tal que f = kf*
para alguna constante k, por lo que, de nuevo, no es necesaria la constante
de normalizacién.

La figura 2.3 muestra un ejemplo de un slice sampler para una distribu-
cién normal truncada. Una de las desventajas de este algoritmo es que no

siempre resulta sencillo ni computacionalmente factible simular una unifor-
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Figura 2.4: Quince primeras iteraciones de un slice sampler para una normal
N (3,1) truncada al [0, 1].

me en

= {z: f(z) = w}.

Radford Neal propuso en 2003 una modificaciéon que recreaba el slice sam-
pler original eliminando el problema de la simulacién: en vez de generar
la uniforme en o, ésta se genera en un intervalo que contenga a %. Este
intervalo se construye inciando con uno de longitud w que contenga a x;_1,

después se va agrandando el intervalo en pasos de tamafo w, es decir,
[t — w, z + W], [2r — 2w, x4 + 2w], [2r — 3w, ¢ + 3w], .. .,

hasta que ambos extremos del intervalo estén fuera de 7. Una vez que es-
to ocurra se simula una uniforme en ese intervalo, aceptiandose sélo si esté
dentro de &%, y rechazandose si pasa lo contrario.

La dificultad de este enfoque es que encontrar el parametro w que funcio-
ne bien para todas las iteraciones puede ser complicado, ya que si el intervalo
resultante es muy grande, se pueden llegar a rechazar muchos valores antes

de que alguno caiga en el conjunto de interés.
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2.2.1. Diagnéstico de convergencia

La ergodicidad de los procesos generados por los algoritmos anteriormen-
te descritos garantiza la convergencia a la distribucién objetivo cuando el
numero de iteraciones tiende a infinito. Es claro que, en la practica, al sélo
poder hacer simulaciones finitas, no sélo es necesario saber que la cadena va
a converger, también se deben tener criterios para determinar cuédndo esta
ha convergido.

Grosso modo existen tres sentidos en los que hay que verificar la conver-

gencia de la cadena:
= Convergencia a la distribucién estacionaria.
= Convergencia en media.
= Convergencia a una muestra iid.

La primera, debido a que la ergodicidad sélo garantiza la estacionariedad
de manera asintética, se refiere a la velocidad con la que la cadena explora
el soporte de la distribucion estacionaria y al grado de correlacién que la
muestra exhibe a lo largo del tiempo.

La segunda se refiere a la convergencia de los promedios empiricos

T
LS he),
t=1

N

hacia E¢[h(6)]; en donde 0" es el t-ésimo valor simulado de la cadena 0 y f
es la distribucién invariante.

El propoésito de la verificacién de esta convergencia es el saber si el pro-
ceso generado por el algoritmo explord todo el soporte de f. Esto es parti-
cularmente til cuando la distribucién objetivo es multimodal, pues puede
que la cadena se estanque en una de las modas solamente, sin visitar el resto
del espacio.

La convergencia a una muestra iid mide qué tanto se aproximan los
valores generados a la independencia. Un método para alcanzar esto es el

subsampling, el cual toma una muestra de tamafio k de la cadena {G(t)},
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de modo que se seleccionen sélo los valores n* = (%) Este método estd
justificado si la autocovarianza de la cadena decrece con el tiempo, pero, en
general, esto no siempre pasa, ademas de que la elecciéon de k£ no siempre es
sencilla. La reduccion del tamano muestral perjudica a la convergencia en
media, por lo que, en muchas ocasiones, es mejor tener una muestra muy
correlacionada que una pequeia.

El hecho de que el uso del subsampling empeora la convergencia en media

se puede ver con la siguiente proposicion.

Proposicion 2. Supongase que h € CQ(f y {00} es una cadena de Mar-

kov con distribucion estacionaria f. St

1 Tk 1 T
t kl
51:ﬂ;h(9()) Y 5k:TlZ;h(‘9( ))7
entonces la varianza de 61 satisface que
Var(61) < Var(dy)

para cada k > 1.

Demostracién. Sean 6}, ... ,5’;71 las versiones desplazadas de §, = 62. Es
decir,
1 X
0 = = 3 h(O")
t=1

Entonces, d; puede ser escrito como §; = %Zf:_ol 5,2, y en consecuencia,

=
Var (01) = Var Z Z o,
i=0

= Var (6}) /k+ " Cov (3}, 67) /k?
i#]
La estacionariedad del proceso implica que, Var (52) = Var (5?), y si se

utiliza la desigualdad de Cauchy-Schwarz, Cov (X, Y)? < Var (X) Var (Y),

4Es decir, cuyo cuadrado es f-integrable.
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se tiene que

Cov( :, 5%)2 < Var (62;) Var (5i)

= Var (67) Var (7)
Por lo que
‘cov (6%, 62)| < Var (3)
Entonces,
Var (81) = Var (6}) /k + ; Cov (8, 61) /k?
i)
< Var (67) /k+ > Var (o) /k?
]
= Var (6) /k + k(k — 1)Var (87) /k?
— Var (6)

O]

De aqui se concluye que el hecho de usar una muestra mas pequena hace
que se pierda informacién, por lo que las estimaciones resultarian de menor
calidad que aquellas realizadas con la muestra completa. Sin embargo, cuan-
do el cémputo de h(f) es costoso, esta técnica se vuelve sumamente 1til.

Hay varios enfoques para monitorear la convergencia a la estacionarie-
dad. El empirico consiste en graficar las trayectorias simuladas de modo
que puedan detectarse comportamientos erraticos que indiquen que no se
ha convergido a la distribucién invariante. Claro estd que este método sélo
funciona para detectar grandes desviaciones de la estacionariedad.

Otro método muy utilizado es el uso de pruebas no paramétricas como la
Kolmogorov-Smirnov. Si se tiene una muestra 0, de una cadena estaciona-

ria, entonces 0(1) tiene la misma distribucién que 82), por lo que basta con
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dividir la muestra en dos submuestras, QY/) y Gét), y verificar que distribuyen
igual.

Las pruebas no paramétricas, y en particular la Kolmogorov-Smirnov,
estan disenadas para muestras independientes, por lo que se debe hacer una
correccion que tome en cuenta la correlacién en las observaciones. Un modo
de hacer esto es el subsampling. Se toman G observaciones de cada sub-
muestra de modo que G sea lo suficientemente grande como para que se
desvanescan las autocorrelaciones y se alcance la cuasi independencia, y se
evalia la prueba con estas nuevas submuestras.

También es posible encontrar un buen punto de burn-in, es decir, encon-
trar el tiempo a partir del cual se alcanza la estacionariedad. Un modo de
hacer es realizar la prueba iterativamente para diferentes subconjuntos de
la muestra, por ejemplo, para las tiltimas 1000 observaciones, luego para las
ultimas 1,100, y asi sucesivamente; hasta que el p-value alcance algin nivel
arbitrario.

En contraste con la estacionariedad, la convergencia en media no es sen-
cilla de detectar. En la practica, es necesario primero que el proceso haya
explorado varias regiones del espacio de estados para poder concluir que se
ha llegado a la convergencia.

Una manera de monitorear que la media ha convergido es calcular dis-
tintos estimadores de esta de manera simultanea hasta que todos coincidan
con una precision dada. Se puede, por ejemplo, usar la media aritmética y
el estimador Rao-Blackwellizado, que no es méas que utilizar la esperanza
de un estimador base condicional a algin estadistico. Esto, de acuerdo al
teorema de Rao-Blackwell, reduce la varianza del estimador original.

Existen muchas maneras de Rao-Blackwellizar un algoritmo MCMC. Pa-
ra el caso de un muestreo de Gibbs bietapico, por ejemplo, una manera

clasica es reemplazar a
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Por

= 7 LB (1) 7]

lo cual es factible debido a que se conocen las formas distribucionales de las

condicionales completas.

2.3. Medidas aleatorias

En la préactica, uno de los problemas méas comunes en el quehacer estadis-
tico es la eleccién de una distribucién para los datos. Antes del desarrollo
del cémputo, el uso de técnicas bayesianas estaba restringido a las familias
conjugadas que simplificaban los calculos.

El aumento de poder de cémputo y la creacién de métodos como las
cadenas de Markov Monte Carlo permitieron la utilizacién de modelos mas
complejos que fueran mas adaptables a datos reales. Aun asi, la eleccion
de una familia de distribuciones contintia siendo un problema central cuya
solucion dista de alcanzarse, y por ello, se utilizan criterios de conveniencia
y simplicidad.

El teorema de de Finetti caracteriza a la distribucién conjunta de los da-
tos mediante el uso de una medida sobre un espacio de medidas, el cual, en
el caso paramétrico, se contrae a una familia de distribuciones, por ejemplo,
las gaussianas con media 6 y varianza 1. El caso no paramétrico se da cuan-
do se eliminan las restricciones sobre el espacio de medidas, haciendo que la
distribucién a priori tenga como soporte a todo el espacio de distribuciones
de probabilidad.

Comencemos primero con la teoria basica para el estudio de estos mode-
los. De aqui en adelante, sea X un espacio polaco con X su correspondiente
o-algebra de Borel. Sea M (X) el espacio de todas las medidas de probabi-
lidad sobre el espacio medible (X, X). A una variable aleatoria que toma

valores sobre M (X) se le llama medida aleatoria. De manera més precisa,

Definicién 26 ((Kallenberg, 2017)). Una medida aleatoria v es una funcién
v: M(X) x X — X tal que
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1. v(m,-) es una variable aleatoria para cada m € M (X).

2. v(-,w) es una medida de probabilidad para cada w € X

2.3.1. Proceso Dirichlet

Existen muchas maneras de construir medidas aleatorias. Dos de las més
comunes son la normalizaciéon de procesos estocasticos y el uso de construc-
ciones stick breaking; del cual, una versién particular, el proceso Dirichlet, se
utilizard en este texto. Comencemos definiendo la versién finita dimensional

de esta medida, la distribucién Dirichlet.

Definicién 27 (Distribucién Dirichlet). Sea Q@ = (Q1,...,Qk) un vector
aleatorio y sea o = (aq, ..., ;) € R¥ tal que a; > 0 para toda i. Denotemos
ay = Zle ;. Decimos que @) distribuye Dirichlet con pardmetro « si su

funcién de densidad estd dada por:

flga) = ———— Hq 1a,(9),

=1 F(O{Z =1
en donde Ay es el simplejo k-dimensional.

El soporte de esta distribucién, el simplejo k-dimensional, se define como
el conjunto de puntos en R¥ tal que la suma de sus entradas es igual a uno,

i.e.,
k
A = (ml,...,mk)ERk:inzl
i=1

En la figura 2.4 se muestra la funciéon de densidad de una distribuciéon Di-
richlet con pardmetro o = (2,3,4). Esta distribuciéon posee las siguientes

propiedades:

1. E[X)] = &,

@Q

2. Var (X;) = 500,

3. X; ~ Beta(a, ap — o).
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0.2 1
y 0

Figura 2.5: Densidad de la distribucién Dirichlet con o = (2,3, 4).

4. Si se toma una particiéon {Ay,..., A,} de {1,...,k}, entonces

(Z X Y Xiyoo ZXi> -

’iEAl iEAQ iGAn

Dir(z ai,Zai,..., Zai).

1€A, i€Ao 1€AR

Ademas, la distribucion Dirichlet es conjugada para la multinomial, pues si
se tiene una muestra independiente de una multinomial de parametros ng y
q=(q1,---,qx), con n fijo, y se toma como distribucién a priori para ¢ una

Dirichlet con hiperpardmetros o = (v, ..., ax), la posterior queda

flglz) < f(q) f(z]q)
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k k
n! f Tlon + -+ o) -1
e 114 ( 114"

x1lag! - i1 15 D) i=1

k
at+x—1
o [[ 4
i=1

El cual corresponde al kérnel de una Dirichlet con parametros a;+x1, ..., o+
xr, por lo que la distribucién Dirichlet es conjugada para la multinomial.
Es importante recalcar que, como el soporte de la Dirichlet es el simplejo
k-dimensional, cada muestra de esta distribuciéon puede considerarse como
una funciéon de masa de probabilidad, es decir, como cada muestra debe ser
positiva y sumar 1, estas pueden verse como distribuciones discretas.
Resulta natural entonces el pensar en esta distribucién al intentar cons-
truir medidas de probabilidad sobre M (X). Thomas Ferguson introdujo en
1973 el proceso Dirichlet, el cual cumple la propiedad de que sus distribu-

ciones finito dimensionales poseen esa misma, distribucién:

Definicién 28 (Proceso Dirichlet (Ferguson, T. (1973))). Sea v una medida
finita sobre un espacio polaco X y M > 0. Una medida aleatoria P sobre X
es un proceso Dirichlet de parametros a y M si, para cada particion medible
{Bi,...,B,} de X| la distribucién conjunta de (P(Bi),...,P(Bg)) es una
distribucién Dirichlet k-dimensional con pardmetros M«a(By), ..., Ma(By).

El proceso Dirichlet puede ser visto entonces como una extension de la
distribucién con el mismo nombre, lo que hace que ciertas propiedades se he-
reden. Si se considera la particién { A, A°}, entonces P(A) ~ Beta(a(A), a(A°)).
La esperanza

a(4)

E [P(A)} = (a(A) +a(AC)) = G(A)v

en donde G(A) = %. La varianza es

Var (P(A)) = G(A)G(A%)/(1 + M)

De esta expresion se sigue que, al hacer M maés grande, la variabilidad dis-

minuye, concentrandose sobre la medida G(A). Por ello a M se le conoce
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como pardmetro de precisién.

Una construccion del proceso Dirichlet particularmente 1til para la si-
mulacién es la llamada construccién stick breaking. Esta fue derivada por
Jayaram Sethuraman en 1994 y se basa en la discretez del proceso Dirichlet.

Si se toma una muestra iid mq,mo, ... de la medida centradora «, y si

se genera una sucesién de pesos {w;}32; de la siguiente forma

i—1
wr =01y wiZUiH(l—Uj), iZQ, (2.4)
j=1

con v; “d Beta(1, M), entonces el proceso
oo
P(B) =) wibm,(B), BeX
i=1

es un proceso Dirichlet con medida centradora « y parametro de concentra-
cién M.
En la figura 2.5 se muestran dos muestreos de cien simulaciones cada uno

del proceso Dirichlet, cada uno con distinto parametro de precision.

>050 >050

Figura 2.6: Cien muestras de un proceso Dirichlet con medida centradora
N (0,1). A la izquierda, pardmetro de precisién 1, a la derecha, 0.5.

La discretez del proceso Dirichlet hace que su soporte sblo contenga

medidas discretas. Ademas, el soporte depende exclusivamente del soporte
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de la medida centradora de la manera siguiente:
Sop(PD(a, M) = {u : Sop(i)  Sop(G)},

es decir, el soporte del proceso Dirichlet son todas las medidas de probabili-
dad cuyos soportes estén contenidos en el soporte de la medida centradora,
haciendo que, por ejemplo, si ésta es una distribucién gaussiana, el soporte
sea todas las distribuciones discretas real-valuadas.

Una propiedad clave de esta medida aleatoria es que ésta es conjugada

para cualquier distribuciéon P, es decir, si se tiene el modelo
Ti1,...,Tp~ P
P~ PD(a,M)

entonces la distribuciéon posterior es también un proceso Dirichlet con los
siguientes parametros:
n
M no 210

P]xl,...,:canD<M+nG+M+n - ,M—i—n) (2.5)

Esto quiere decir que la posterior es una media ponderada entre la medida
centradora a priori y la funcion de distribucién empirica. Esto indica que,
conforme se hace tender a M a 0, la distribucion se vuelve cada vez més y mas
no informativa, pues en el limite, la medida centradora consiste solamente
de la distribucién empirica.

Otra caracterizacion del proceso Dirichlet que facilita muestrear de él es
el esquema de urnas de Polya desarrollado por Blackwell y MacQueen en
1973. Este expresa las distribuciones finito-dimensionales del proceso de la
siguiente forma:

B S0 Oy (i) + MG(z)

P(:Ui|1:1,...,:13n,1)— M—l—’L—l y
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ysixy ~ ﬁ = (&, entonces

P(wn,...,ml):H J= . , n>1
bl M+i-1

Este esquema genera el siguiente algoritmo para muestrear del proceso Di-
richlet.

Algoritmo 5 Muestreo del proceso Dirichlet

1: Simula 1 ~ ﬁ.

2: Con probabilidad #(X), muestrea un valor de las ya obtenidos, y con

probabilidad nig&) regresar al paso 1.

Como ya se habia mencionado, una de las desventajas del proceso Dirichlet
es que sus muestras son discretas casi seguramente, impidiendo su uso para
estimar densidades continuas.

Una solucién para esta problematica es mezclar sus trayectorias median-
te alguna distribucién continua, usando un proceso Dirichlet como medida
mezcladora para algin kérnel paramétrico. Es decir, expresando a la densi-

dad objetivo, fy, del siguiente modo:

fo(z) = [ k(-]0) G(dO)
0= o
G ~ PD(a, M)

en donde k(- |0) es una densidad para todo 6.

Esto puede expresarse como un modelo jerarquico del siguiente modo:

xi |0; ~ fo,
0;|1G N G
G|n,M ~ PD(M, Gn)

(n, M) ~m
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Por ejemplo, podemos tomar G, = N <,U,,O'2), es decir, n = (u,0?); como
distribucién inicial se escoge a la distribucién normal-gamma inversa

Una de las aplicaciones de este tipo de modelos es el andlisis de conglo-
merados. Como el proceso Dirichlet es discreto, cada 6; latente posee una
probablidad positiva de empates, asi, sea 9;, con j=1,....ky k <n,el
nimero de valores tnicos. Sea S; = {i : §; = 07} y n; = |S;] el ntimero de 0;s
empatadas con las Q;S. De esta manera, el conjunto p, = {S1,..., Sk} forma
una particién sobre los indices bajo los cuales los datos estan etiquetados.
Cabe destacar que, como las 6;s son aleatorias, entonces los S; también lo
son.

Por conveniencia, denotemos la pertenencia a algin cluster como s; = j

si © € ;. Por definicién, s; = 1. Sea k; el nimero de ¢;s tnicos de entre

{01,...,6;}, y sea n; j la multiplicidad del j-ésimo de estos valores tnicos.
Asi,
i L] ara j=1,...,k_1
P(si=jls1,--,81-1) = szl p / ’ (2.7)
wrict J=kici+1
Denotemos s_; = (Si,...,Si—1,Si+1,---,5n). Entonces, la probabilidad ini-
cial p(p,) puede ser escrita como
n MFTTE_ (= 1)!
J=1\"%
= i|S1, ., 8-1) = 2.8
p(s) = ILpsils1, - 5i0) i+ M+n-p 8
=2
Sea 6 ; el j-ésimo valor tinico de entre las {61,...,0;}. Notese que s; = j

implica que 6; = 9;“_17j vy s; = k;—1 + 1 implica que 6; ~ Gy. De esto se tiene

que

((9 ’(91, .. Z Ni—1,5 59* (91) + MG()(Q@)

Esta expresion puede simplificarse usando que el modelo es intercambiable

sobre las 6;s.

p(6:10_3) Zn Bg:- (0:) + MGo(6;), (2.9)

5Distribucién de cuatro pardmetros que es conjugada para la normal cuando ninguno
de sus dos pardmetros son conocidos.
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en donde A_; denota al vector 6 sin el i-ésimo elemento 6;; k~ es el niimero
de valores tinicos en 0_; y 9;_ es el j-ésimo elemento tnico.
La inferencia para este modelo puede realizarse mediante métodos MCMC.

Actualizamos las 07 condicionalmente a la particién s mediante

p(0; |s,y) < Go(65) [ Jor (i),

1€S;

en donde fy+ es la distribucién de la cual se muestrean los datos.
J
Para muestrear de las s;, construimos la distribucién conjunta de s; y 6;
condicional a #_; y a y. Primero, obtenemos la distribucion posterior de 6;,

la cual es proporcional a

-
p(0i0-5,y) < Y ny fo;—(yi)dg+~(0:) + M fo, (y:) Go(6:)

j=1

Nétese que fg, (y;)Go(6;) no estd normalizada, por lo que hacemos Hy(6;) o
fo,(yi)Go(0;) con constante de normalizacién ho(y;) = [ fo(yi) Go(d8).
Entonces, como ¢; = 6] implica que s; = j, entonces la condicional

pasada puede ser escrita como la conjunta entre 6; y s;:
P, 5:10_3,y) < > k™ nj for- (yi)(sj(siwe;* (0:) + Mho(yi)d-1(si) Ho(0:)
j=1

Finalmente, marginalizamos con respecto a #; y con respecto a 6_;, y obte-

nemos

n; p(yilsi =4,y ;) paraj=1,....k

(2.10)
M ho(ys) j=k +1

p(si = jls_yy)

Con p(yi | si = 3, 5" ;) = [ for (y:) dp(65~ | y; ™).
Ahora, para actualizar los hiperparametros, nétese que la representacién

stick-breaking del proceso Dirichlet implica que, a priori, 07 |n, k i Gy, para
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j=1,...,k, por lo que

p(n]67) o< p(n

H::]w

en donde p es la distribucién inicial para 7, la cual es condicionalmente
independiente de s y y dado 0*.
Para M, fijamos una a priori gamma, es decir, M ~ Ga(a,b). Usando

la a prior: para p,, la verosimilitud para M es

p(k| M) o< M*T(M)T(M + n)

Luego, introducimos una variable latente ¢ tal que
p(p| M, k,...) =Be(M + 1,n),
lo que nos lleva a que
p(M | ¢, k) =nGal(a+ k,b—log(¢)) + (1 —m)Gala+ k — 1,b — log(e)),

con
T at+k—1

-7 n(b—log(¢))

Finalmente, el algoritmo queda:
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Algoritmo 6 Algoritmo MCMC para el modelo de mezclas del proceso
Dirichlet

fori=1,...,ndo
Muestrear s; ~ p(s;|s—,¥).
end for
forj=1,... .k do
Generar 07 ~ p(07 |s,y)
end for
Actualizar los hiperpardmetros mediante alguna distribucion de
transicion para 71 basada en la posterior condicional p(n|6*) o
pol) Ty G (65).
Para la el pardmetro de precisién, generar ¢ ~ Be(M + 1,n); después,

evaluar ;7 = %c%(lw’ y finalmente, generar
Ga(a+ k,b—lo con probabilidad
M| 6,k ~ ( () p

Ga(a+k —1,b—1log(¢)) con probabilidad 1 —

Otro modo de estimar un modelo del tipo (2.6) es aprovechando la repre-

sentacion stick-breaking, mediante la cual es posible reescribir a

fata) = [ 1(:16) G(o)

como

fo(z) = Z wik(x|8).
i=1

Ma3és atin, como los pesos son productos de variables aleatorias independien-

tes con distribucién beta,

con

w; = U H(l — ’Uj),

g<l

v; Beta(1, ¢),
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0.15
|

0.00
|

Figura 2.7: Estimacion de la densidad mediante una mezcla de procesos
Dirichlet de una mezcla de normales de varianza unitaria y con medias -8,
0 y 8. En azul, la densidad verdadera; en rojo, la estimada.

entonces su valor esperado es

1 c -1
E =
(] c+1lc+1 7

el cual decrece de manera geométrica al aumentar el indice. Esto implica que,
aunque el nimero de componentes sea infinito, los pesos eventualmente se
hacen tan pequefios que la contribucién de sus componentes a la mezcla sea
insignificante. En este espiritu, en (Ishwaran y Zarepour, |2000) se expuso un
algoritmo de estimacién que trunca la mezcla en N componentes, de modo

que se aproxima

=1
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mediante
N

Zwik(ac | 91),

i=1
para una N fija.
El algoritmo consiste en, después de truncar la suma, introducir variables
de localizacién d;, de modo que, para cada observaciéon z;, d; tome un valor
entero que indique a qué componente de la mezcla ésta pertenece. Asi, el

modelo de mezclas truncado puede verse como

xi\el,...,GN,di,. . .,dn ~ Wdi(xi|9d¢)
N
di|wi ~ > wibi (") (2.11)
k=1

(wl, .. .,wN,Gl, N ,9]\[) ~ f(w)f(ﬁ,)

en donde f(0) denota la prior para 6 y f(w) es el truncamiento del proceso
Dirichlet, de modo que los pesos sean calculados como en (2.4)).
De este modo se implementa un muestreo de Gibs en el que en cada

iteracién se muestrea de las distribuciones

fw,0]di xy,...;2n) v fdi|w,0,21,...,2,)

La eleccion del limite de truncamiento, IV, resulta del analisis de la suma

i w; (2.12)
i=N

Para esto se puede utilizar la siguiente funcién

Un(r) = (i wi)
i=N
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pues mediante esta se obtienen los momentos de (2.12]):

E {i wi] = E [Un(1)] =E [Wx(1)]
Var (UN(1)) =E [Un(2)] - E [Un(1)]

En (Ishwaran y Zarepour, 2000)) se obtiene que, si las v;s de la represntacion

stick breaking siguen una distribucién Beta(1, M), entonces

E [Un(r)] = ( M )N

M+r

la cual es claramente una funcién creciente de M, de donde se sigue que,
para valores de M pequenos, la esperanza también disminuye y se puede
tomar un valor de truncamiento menor al que se tomaria si la M fuera mas
grande.

Adtn asi, en el articulo se obtiene empiricamente que el valor de esta su-
ma es notablemente mas sensible al de N que al de M, siendo pertinente la
eleccion de un truncamiento relativamente grande para asegurar una buena

aproximacion a la suma infinita, sin importar el valor de M.

Label Switching

Un problema inherente a este tipo de modelos que puede resultar en
malas estimaciones si no se le toma en cuenta es el label switching.

En 1982 Richard Redner y Homer Walker introdujeron el término como
el fenémeno en el cual la verosimilitud de un modelo de mezclas permanece
invariante cuando se cambian las etiquetas de los componentes.

Astimase un modelo de mezclas

p(x|w,0) =wi f(x,01) +wa f(z,02) + -+ wi f(x,0)
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Si se toma una permutacién 7 de los parametros, es decir,

7T(¢) = 7'[‘(«9, W) = ((wﬂ(l)a s 7w7r(k))> (071'(1)7 R 071’(’{})))7

entonces la verosimilitud

L(0]x) =[] (wif(z,601) + - + wif(z,6%))

)

es idéntica para cualquier permutacién de los parametros. Esto crea el pro-
blema que, cuando la distribucién a priori no lleva algtin modo para distin-
guir entre los distintos componentes de la mezcla, entonces la posterior se
vuelve simétrica entre componentes, lo que dificulta estimar sus parametros
individuales.

Uno de los intentos de solucionar el label switching es el imponer res-
tricciones de identificabilidad sobre los parametros, por ejemplo, hacer p; <
po < --- < ug para las medias. Esto puede ser hecho directamente sobre el
espacio parametral, modificando la distribucién a priori, o post procesando
la muestra obtenida mediante el algoritmo MCMC, de modo que, si se tie-
nen 61,0z, ..., se aplican permutaciones {v;} de modo que v1(61),v2(02),. ..
satisfagan la condicion.

En su tesis doctoral publicada en 1997, Mathew Stephens demuestra la

justificacion de esta equivalencia usando la siguiente proposicién:

Proposicion 3. Considérese la restriccion 0 € A, en donde A es un con-
junto tal que para toda 0, v(6) € A para una Unica permutacion v = vy. Sea

g la funcion dada por g(0) = vy(0). Entonces
E[F(9(0))|x] = E[F(6)|x,0 € 4].

Esto garantiza que las medias muestrales permutadas converjan a la espe-

ranza del modelo bajo la restriccién, pues si se tienen N iteraciones del
MCMC,

3" F(g(©1) — E[F(9(©))|x] = E[F(©)|x,0 € 4]
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En la figura 2.7 se muestra el resultado de aplicar este método para un

muestreo de Gibbs para la base de datos fish del paquete bayesmix de R.

Medias

[ 2000 4000 6000 8000 10000
Iteraciones

0 2000 4000 6000 8000 10000

Iteraciones

Figura 2.8: Diez mil iteraciones de un muestreo de Gibbs para las medias de
la base de datos fish del paquete bayesmix de R. Arriba, etiquetado original;
abajo, etiquetado tras ordenar las medias.

Muestreo de especies

En (Pitman| [1996) se utilizé el esquema de urnas propuesto por Blackwell

y MacQueen para solucionar un problema comun en biologia: el muestreo
de especies, en el cual, dada una muestra de n individuos de j diferentes es-

pecies, se intenta averiguar cudntas especies desconocidas existen y estimar
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la probabildad de, si se observan m nuevos individuos, que estos provengan
de k nuevas especies.

La formalizacion de este problema permite caracterizar al proceso Diri-
chlet mediante su distribucién predictiva, lo que a su vez facilita la cons-
truccion de medidas aleatorias mas generales que puedan funcionar como
alternativa para desarrollar modelos.

Siguiendo la notacién de (Hjort, Holmes, Miller, y Walker} 2010]), un

modelo de muestreo de especies es de la siguiente forma:

Definicién 29 (Modelo de muestreo de especies). Sea (p;);>1 una secuencia
de pesos aleatorios no negativos tal que >~ p; < 1y supéngase que (&n)n>1
es una sucesién de variables aleatorias iid con funcién de distribucién no
atémica FPy. Si se toma a & como independiente de p;, entonces la medida
aleatoria
p=2 bidg+ (1= 0 | Py
Jj=1 Jj=1

es un modelo de muestreo de especies.

Cuando se da la igualdad > ;> p; = 1, se dice que p es propio, y es el
caso que se considerara de aqui en adelante.

Cuando el ntimero total de especies, j, es finita, el soporte de esta me-
dida se colapsa al simplejo j — 1-ésimo dimensional. Para el caso infinito
dimensional, puede pensarse a p; como la proporcion de la i-ésima especie,
y a & como su etiqueta asignada. Como las &; provienen de una distribucion
no atomica, entonces son distintas entre si casi seguramente, lo que implica
que especies distintas tengan etiquetas distintas con probabilidad 1. Ade-
mas, un modelo de muestreo de especies genera una serie de distribuciones

predictivas, las cuales se pueden caracterizar del siguiente modo:

Teorema 7 (Pitman, 1996). Sea (£,)n>1 una sucesion #id de variables alea-
torias condicional a una medida no atémica Py. Entonces, condicionalmente
a P, (Xn)n>1 €s una sucesion de v.a. iid si y solo si existe una coleccion de

pesos {pjn(ni,...,np:1 <5<k 1<k<nn>1} tal que X1 =& y que,
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para todo n > 1,

&nt1 con probabilidad py,1+1.n(n1, ..., N, 1)
Xop1 | X1, X =4 " " :
X, i con probabilidad py, n(n1,...,n5+1,...,n,)

en donde ky es el nimero de valores distintos X, 1,..., X} . en las obser-
b K

vaciones, X;.

Para poder hacer uso de esta caracterizacién es necesario tener un modo
de hacer inferencia sobre los pesos, para lo cual es posible usar un proceso

stick breaking,
i—1
=V, pi=Vi[[(1-Vj), parai=2,...
j=1

en donde (V) es una sucesion de variables aleatorias iid en el [0, 1]. En par-
ticular, si V; id Beta(1, a(X)), estos son generados por un proceso Dirichlet
con medida de concentracion a.

Esto permite hacer inferencia y utilizar este enfoque en diversas apli-
caciones en biologia y lingiiistica. En (Lijoi, Mena, y Prinster, 2007) se
generaliza este modelo a una familia de medidas aleatorias mas generales,
las priors tipo Gibbs, las cuales constituyen a las particiones aleatorias in-

ducidas por la siguiente distribucién conjunta:
k
P (Kn = kaNl,n =ni,.. ~aNk,n = ’I’Lk) = Vn,k H(l - O-)njfly
j=1

en donde K, es el nimero de distintas especies en una muestra de n in-
dividuos; las V;,, el nimero de individuos de la muestra que pertenecen a
la i-ésima especie; {mG :n > 1,1 < k < n} es la sucesién de pesos no
negativos; o € (0,1) y (a), es el factorial ascendenteﬁ

Las distribuciones tipo Gibbs inducen una forma simple de la probabili-
dad de muestrear una nueva especie en el muestreo n + m + 1, condicional

a las observaciones X jl:", y a que en éstas se observaron j especies distintas

%) =ala+1)---(a4+n—1).
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es
m

pri = 3 Vrnitgat 1o

V. . O'k (mak;07_n+j0)7
n?]

k=0

en donde € (n, k;0,7) es un coeficiente factorial generalizado no centrado,

1 k
€ (n,k;o,7) = ]?Z () —jo = V)n

Ademss, si ¢ — 0, esta familia de medidas colapsa en un proceso Dirichlet
con medida de concentracién «, de modo que si a(X) = 0 € (0, 00), entonces
Vok = 0%/(0)n, y D% toma la forma

m+1k0 1=k

en donde [s(l, k)| es un nimero de Stirling sin signo de primer orden.

Proceso geométrico

Otra de las formas de resolver el label switching, ademés de reestriccio-
nes de identificabilidad, es usar medidas que lleven la informacién del orden
integrada, de modo que este fendmeno no se presente.

En (Fuentes-Garcia, Mena, y Walker} 2010) se expuso una medida alea-
toria con una construcciéon simple y con esta propiedad que sirve como al-
ternativa al proceso Dirichlet: el proceso geométrico.

Se toma el siguiente modelo

1 N
f(y!N)ZN;K(y;«%)
N ~qn,

en donde gy es una distribucién sobre los enteros positivos, y se tiene una

N para cada observacién.
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Si se marginaliza IV, se tiene

0o N
fly)=>" %ZK(% 01)an
N=1 =1
=33 Dryea

N
[

I\
2
Ir

Haciendo w; = Y% 4,

F) = S w00 = [ K(y,0) P(a0),
=1

en donde

P(df) = i wy 0, (d6)
=1

Estos pesos tienen dos caracteristicas importantes:

1. Suman 1.

2. Son decrecientes, lo que hace que este modelo no presente los proble-
mas identificabilidad que ocurren con otras mediads aleatorias, como

el proceso Dirichlet.

La eleccion de la distribucién para gy repercute de manera directa en la
complejidad de la estimacién, pues no todas las elecciones llevan a formas

simples de los pesos. En (Fuentes-Garcia y cols., 2010) se toma
aqN ~ BlnNeg(27 A)?

con una distribucién Beta(a,b) como hiper-a priori para A, lo que lleva a

que los pesos sigan una distribucién geométrica, es decir son de la forma
w; = A1 —\)""

Ademads, se introduce una variable latente de localizacion, d;.
Si a las 0; se les asigna una distribuciéon a priori g, las condicionales

completas para el modelo son de la siguiente forma:
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= f(05] ) o< g(0) I1a,=; K (vi; 05).

P(Ni=N|---)=1=N)""UN > dy)

» P(A\| ) =Beta(a+2n,b—n+ > N;)

Este modelo esta fuertemente conectado con el proceso Dirichlet, pues mani-
pulando el valor esperado de los pesos obtenidos mediante su representacién

stick breaking,

1 c -1
E =
[wl] c+1lec+1
= A(1— X"

1
c+1°

pretado como una variacién de la construccién del proceso Dirichlet, en la

haciendo A = Esto significa que el proceso geométrico puede ser inter-

que se reemplaza la aleatoriedad de las v; por sus valores esperados.

Proceso Poisson-Dirichlet de dos parametros

Una generalizacién del proceso Dirichlet es el proceso Poisson-Dirichlet

de dos pardmetros, PPD, introducida en (Pitman y Yor, |1997)).

Definicién 30 (Distribucion Poisson-Dirichlet de dos parametros (Pitman
y Yor} 1997)). Sea {V;} una sucesién de variables aleatorias independientes

tal que, para0 < a <1y 8> —a,
Vi ~ Beta(l — a, 0 + ka).

Sea
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entonces, a la distribucién del vector (w0, ws, ... ), en donde w; denota a las
w; ordenadas de manera decreciente, se le conoce como distribucién Poisson-
Dirichlet de dos pardmetros, PD(a,0).

De aqui se deriva la definicion del PPD, la cual es muy similar a la del

proceso Dirichlet.

Definicién 31 (Proceso Poisson-Dirichlet de dos pardmetros). Sea {X;}9°;
una sucesion de variables aleatorias iid con distribucién H. Si se toma w; ~

PD(a,0), para i =1,..., entonces

oo
Z (o (5Xi
i=1

es un proceso Poisson-Dirichlet con pardmetros a y 6, y con medida base
H, PPD(«,0,H).

Noétese que cuando o = 0, se recupera al proceso Dirichlet. Ademas, wi >
wg > --- >0y > w; =1, casi seguramente.

La distribucion predictiva de esta medida aleatoria también admite una
representacion como un esquema de urnas de Pélya, de modo que, si se tiene
una muestra, (Xi,...,Xy), con k valores distintos, X{, X3,..., y tal que n;

de ellos son iguales a X7, entonces

0+ ka 1 &
=%+ H(d%) + (9+njz:1(nj —Oz)éxj(dx)

P(Xn_H de|X1,...,XN)

Notese que, en este caso, a diferencia del Proceso Dirichlet, hay una depen-
dencia del niimero de grupos, lo que hace que sea mas adaptable a escenarios
en los que la distribucién posterior difiera mucho de la distribucién inicial.
Ademas, su simplicidad computacional la hace una buena alternativa al pro-

ceso Dirichlet al construir modelos.



Capitulo 3

Modelo no paramétrico para
series de tiempo

estacionarias

Una de las limitaciones de los modelos clasicos de series temporales son los
supuestos distribucionales que, en muchos casos, no se cumplen al trabajar
con datos reales. De este modo, las bondades de los modelos que utilizan
procesos estacionarios pueden resultar opacadas por una mala eleccion de la
distribucién invariante de los mismos, por lo que seria deseable contar con
un modelo cuya distribucion estacionaria fuera lo suficientemente flexible
como para adaptarse a cualquier conjunto de datos a los que se ajuste.
Una solucién natural a este problema estd dada dentro de la estadistica ba-
yesiana no paramétrica. Isadora Antoniano - Villalobos y Stephen Walker
propusieron en 2015 el usar una mezcla de procesos Dirichlet a priori para
la distribucién estacionaria de un proceso de Markov, ganando asi adaptabi-
lidad sin perder las facilidades de estimacién que la estacionariedad provee.

En (Antoniano-Villalobos y Walker], 2016) se propone un modelo con
transiciones y densidad estacionaria no paramétricas, de manera que se ob-
tenga un modelo sencillo de estimar pero lo suficientemente flexible como
para poder utilizarse en muchos contextos.

Si bien es posible extender la siguiente construccién a procesos con una
estructura de dependencia de orden mas alto, por simplicidad se comienza
con un modelo normal autorregresivo de primer orden, AR(1).

Denotemos por

K@(yax) =Ny ((:%x) | (/~L7 M)?Z)

74
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a la densidad de una normal bivariada con media p € R y matriz de cova-

2:0,2 1 P
p 1

para alguna —1 < p < 1y 02 > 0, por lo que 6 = (, p, o). Claramente,

rianzas

Koly) = [ Koly|2) Kolw) do =N (] p1.0%)

por lo que es posible definir un proceso de Markov homogéneo en el tiempo

con densidad estacionaria Ky(y) a través de la probabilidad de transicién
Planss € Alan) = [ Kolylan)dy; A A
con su correspondiente densidad de transicién dada por
Ko(y| ) =N (y| g+ pla = p), (1= p?)o?)

Noétese que esto corresponde al modelo AR(1) usual, con una parametri-
zacioén escogida para garantizar estacionariedad sin condiciones adicionales
sobre los parametros.

Se define entonces una mezcla no paramétrica sobre la densidad bivaria-

da Ky(y,x), lo que preserva la estacionariedad. En el caso general tomamos

foly.a) = [ Koly.)dP(o)

En particular, f puede ser representada como
o0
fP(ya .’E) = Z ij9j (y7 IE),
j=1
en donde P es una medida de probabilidad discreta dada por

P = Z wj(ng
j=1
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n (Antoniano-Villalobos y Walker, [2016)) se toma P ~ PD, pero esta
pudiera ser remplazada por cualquier medida aleatoria con soporte sobre el
espacio de medidas de probabilidad discretas, como el proceso geométrico o
el Poisson-Dirichlet.

Andlogo al caso paramétrico, se define a la densidad de transicién como

la densidad condicional

Y wiKy, (y, )
Jj= lw]K9( )

frlylaz) =
Entonces la probabilidad de transicién estd dada por
P(zp41 GA‘xn):AfP(y‘xn)dy§ Ae A

la cual define un proceso temporalmente homogéneo estacionario de primer

orden con densidad invariante
o
=1

La transicién puede ser expresada como una mezcla no paramétrica de

densidades de transicién con pesos dependientes
p(y|z) = ij VKo, (y | x) (3.1)

donde

i) = o g @)

Una vez construido el modelo, pasemos a su estimacion.



CAPITULO 3. MODELO BAYESIANO NO PARAMETRICO 77

3.1. Funcién de verosimilitud
Consideremos una muestra X, = (zo, ..., zy). La funcién de verosimili-
tud para el modelo esta dada por

n

fp(xn) = fp(xo) [ fr(zilzi1)

- (3.3)
= fr(zo) I ] (Z wj(wi—1) Ko, (w; | ﬂfi—l)) ;
i=1 \j=1

en donde los pesos dependientes estan dados por (3.2)), y se asume que la pri-
. . . . . 0o
mera observacién proviene de la densidad estacionaria fp(zo) = 2272 w; Ky, (o).
Para simplificar la notacién, consideremos, sin pérdida de generalidad,

la verosimilitud condicional

fp(xalzo) = [[ fo(milzict) =[] (Z w;j(zi-1) K, (i | xi1)> . (3.4)

i=1 i=1 \j=1

asumiendo un punto inicial fijo Xg = xg.

Se han propuesto diferentes métodos de inferencia para el tipo de mode-
lo de verosimilitud utilizado en (3.4). En (Antoniano-Villalobos y Walker,
2016)) se utilizé la idea propuesta por Muliere y Tardella, 1998; Ishwaran y
Zarepour, 2000; Papaspiliopoulos y Roberts, 2008; Kalli et al., 2011; en la
cual se muestrea una cantidad finita, pero suficiente, de variables en cada
iteracion de la simulacién de una cadena de Markov con la distribucién es-
tacionaria deseada.

Se introduce entonces, para cada ¢, una variable de asignaciéon d; €

{1,2,...}, vy se utiliza el siguiente modelo latente:

n

fP(%xn,dn) = [] wa, (@i—1) Ko, (zi|@i-1)
i=1

im1 wa, Ko, (xi—1)Ko, (zi|2i-1)

-1 Z;; w; Ky, (wi-1)
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Ahora, de aqui en adelante considérese un kérnel Gaussiano bivariado y
mézclese sobre la media y el coeficiente de correlacién, manteniendo fija la

varianza a través de lo componentes de la mezcla. Témese entonces
Ko,(y|2) = N (y | + ps(z = ), (1 = p)o?)
Ko, (z) =N (37 | Nj7‘72>

Para este caso el denominador en (3.5 puede ser reescrito como

7nH ZwyeXp{—l (zim1 — pj)*/0? }

i=1 \j=1

Como los términos del producto estan acotados por 1, se puede utilizar que

[e.9]

Zl—c 1,

igualdad que se satisface para cualquier 0 < ¢ < 1. Por ende podemos

escribir el denominador como
1 —_
o (Z;’il wjexp {~}(xi1 - Mj)2/02}>

k

nZ 1—ijexp{—;(xl 1 — pj)%/o? }

=0

Para poder trabajar con esta suma, de manera analoga a lo expuesto en
(Ishwaran y Zarepour, 2000), truncamos a m pesos; alternativamente se
podrian utilizar variables latentes para formar un slice sampler, pero esto
resulta computacionalmente poco eficiente. Usando la primera alternativa,

el denominador queda

k

n - - 1 2,2
o Z 1—2 w; exp —§(xi_1—uj) /o
k=0 j=1
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Pero como la suma converge, la sucesién debe converger a cero, por lo que
podemos truncar para un niumero lo suficientemente grande de términos, ya
que todos los subsecuentes debieran ser tan pequenos que sean irrelevantes,
en particular, al ser una suma geométrica, entonces si truncamos la suma

en [ sumandos, el error que se tendria seria

C C C

oo l l l
1 1—(1-— 1+

S (1 — o) E:l—c _l=0=g _(+9

k=1 k=1

y si se agregaran otros t términos,
L+ol+t) _ (1+C)t(1+c>l

t+1) =
error(t + 1) . .

es decir, decreceria el error por un factor de ¢!, pues |¢| < 1, lo que puede
interpretarse como que el niimero de decimales correctos en la suma es pro-
porcional al nimero de términos que se sumarE], lo que da un criterio para
escoger el valor de truncamiento, [.

Truncando, queda

k

l m 1
o 1-— wj €x ——(Ti—1 — j20'2 3.6
(1= wew{-gei -] (3.5)

Por lo que la verosimilitud queda

n
Un H wdiN ((x’L? xi_1)|(/1/d“ Mdi)’ Z:dz)
=1

! k

Z I—Z w]exp{ 1(3611—% /O’}

k=0

n
Wy, 1
0" T] P exp { =5 o =, = pasos = a) /1 =)o) |

(
i=1 U\/l—P?gi 2

! (Bradiel [2006)
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k
1 1
exp {—2(:@1 — udi)Q/UQ} Z (1 — Z w; eXp{ (zie1 — ) /02})
k=0

L 1 Ti — Md, — Pd;\Li—1 — Hd; 2
ZHWie"P{—w((l po = palei =)
i=1

1—pdi

(1-p3)~ i:( i eXP{lleuy)/ff})k

Con di€{1,2,...,k}.

3.2. Inferencia posterior via cadenas de Markov
Monte Carlo

Para hacer inferencia sobre el modelo latente anterior, es necesario asig-
nar las distribuciones a priori a P,a oy a (w],u]7p])j:1. Para P se escoge
un proceso Dirichlet.

Para 7 = 02

, Se usa una a priori gamma, y para cada p;, una uniforme
discreta en R C (—1,1), todas independientes entre las j. Las (u;) son to-
madas iid de una medida base, en este caso de una distribucién normal.
Las distribuciones a priori determinan una densidad conjunta para todas
las variables, la cual necesita ser muestrada mediante un algoritmo MCMC.
En cada iteracién del MCMC, los (w;)7L; pueden ser calculados me-
diante wy = v y w; = v; [T07'(1 — v;). Las (v;) deben ser muestreadas de
manera independiente tomando una distribucién Beta(1,b) como prior, y la
distribucién condicional completa queda
nf

P (v;] ) ocvp” (1= )" (1 —v;)""
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n

k
l m
o<Beta(nj+1,n;r+b)HZ (1 —Z wjexp{—;(xil —Mj)Q}) )

1=1 k=0 7j=1
(3.7)

con nj = > 1(d; > j). Como no es practico simular directamente de esta
distribucién, usamos un paso Metropolis-Hastings con proposal distribution
igual al factor beta y con probabilidad de aceptacién dada por el minimo

entre 1y

Q
1 Theo <1 =S wjexp {5 (@i - “J')Q})k

en donde

@= ﬁ zl: (1 - Z wy €Xp {_72_($i—1 - Mz)Q} -

i=1k=0 I<j
k
% T
Z wy eXP{—2(l’i—1 - Ml)g} ’
1>

*
y con wj los pesos calculados con el v; propuesto.
Para las variables de localizacién, (d;), se tiene la siguiente condicional

completa:
P(di=3]--) ccw;jKp(ws,wi-1); j={1,2,...} (3.8)

Una a priori discreta, m, para el coeficiente de correlacién entre compo-

nentes, p;, resulta en una distribucién condicional discreta, con

P(pj=r|-)oc(l—r?) " n(r)

x; — prg, — (w1 — pa,))?
exp{z'_%; <( i Hd; 1_(7}21 ,U'dl)) >}’ (3‘9)
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para cada r € R. Para las medias, y;, tomando como prior una normal con

media m y precisiéon ¢, la condicional completa es

]P)(:ul| ) O(N(:ul? ‘m,t)

[T N (@i | pa, + pa, (i1 = pra), (1= p3)0 ) N (ia | g, 0%)
d;=l

Zf[lkio(l—f: w]exp{ 1 (2 1—,“]) /o })k

Usando que la normal es conjugada para la media de otra gaussiana,

Ti—Pd; Ti—1
mt T _ i
+ T—p2 Zdi,l Yy

.
(| -+) o< N | pu | C—— , +n11_p3
d; v

I N @it | pa,,7)

di=l

i:f[l;(l—i w]eXp{ 1 (zi— 1—,u]) /o })k

Usando de nuevo la misma propiedad,

XTq— Pd Ti—1
mt 2 Zdl_l TTHpa, + D=1 Ti1
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De donde se sigue que,

S Y

en donde

S=t+m—— +
= np mT
1-— p?li

Entonces usamos un paso slice sampler para muestrear de esta distribucion
en cada iteraciéon del Gibbs Sampler general.

2

Para 7 = 07, como se le fue asignada una a priori Gamma(r|a,c),

entonces la condicional es:

P(r|--) « c"Gamma(T|a,b)

n

H N (wz |, + pa; (Tim1 — pra,, (1 — P?zi)UQ) N (fl?z‘—l | ta;, 0'2)

ﬁ El: (1 - i wj exp {—;(fﬂi—l - Hj)Q/UQ})k

Usando que la gamma es conjugada para la precisién de la gaussiana,

n L 2
IP’(T| ) o o"Gamma <T\a—|— g’ b+ 211(30121 Ld;) )

n

H N (33@ | ta; + pd; (xim1 — pa,, (1 — P?li)az)
i=1

n 1 m k
> (1 =3 wyexp {3t - M)%?})
= J

1 k=0 =1

)
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oc ot 21 axp {—7‘ (b + i (@io1 — Md¢)2> }

2
n 2
—-n T Ti — Hd; — Pd;\Ti—1 — Hd;
i exp{z_2<< pa— pale >>>}
i=1 ~ Pa,
k
n m 1 5 o
HZ I—Z wjexp{—Q(xi_l—uj) Jo }
i=1k=0 j=1
n (i — )2
X exp {—7' (b—i— Zzzl(%; Ha;) +

Asi, la condicional completa es

n R )2 1> R o ;1 — )2
T(rla+2, b+ 2z (@i = pa,)” | L (@i = pdl(ﬂgz 1~ 1d;))
2 2 2 1- 2,

n 1 m k
1> (1—2 w; exp{—;m_l —W}) : (3.11)
i=1k=0 j=1
en donde I'(a, b) denota una distribucién gamma con pardmetro de forma a
y parametro de medidaﬂ b.
En este caso, de nuevo volvemos a usar un paso slice sampler para mues-
trear de esta condicional completa.

De este modo, el muestreo de Gibbs para el modelo queda

2En inglés, rate parameter, el inverso del pardmetro de escala.
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® O

%

1 ) (1)

1: Inicializa los valores iniciales d T Y P

2: fork=2,... ndo
3:  Simula d,gk) de la distribucion discreta (3.8]).
Simula v ~ (3.7) usando un paso Metropolis-Hastings.

Calcula los pesos haciendo wgk) = vgk), wl(k) = vgk) Hl<j(1 — vl(k)).
Z(k) ~ (3.10) usando un paso slice sampler.

4

5

6:  Simula p

7. Simula 7% ~ usando un paso slice sampler.
8

9

Simula pgk) de la distribucién discreta (3.9)).

. end for

Es importante recalcar que, aunque en el articulo original se expuso un
kérnel Gaussiano para el modelo latente y el algoritmo MCMC, es posible
usar otras distribuciones. Si se considera un espacio medible (X,.A) y deno-
tamos por Ky(y,x) a cualquier densidad bivariada sobre X x X con respecto
a alguna medida de referencia, para la cual las marginales son idénticas, es
decir,

Kow) = [ Ko(w.o)de 5 Kolw) = [ Koly,a)dy

De donde se sigue que

Ko(w) = [ Koly|)Ko(w) da.

y por lo tanto, la construcciéon del modelo seguiria manteniendo la estacio-
nariedad y la flexibilidad.

En (Antoniano-Villalobos y Walker} 2016) se menciona que la condicién
que las dos marginales sean iguales sélo es necesitada para garantizar la es-
tacionariedad del proceso de mezclas de Markov, por lo que si se prescindiera
de ella, atn seria posible construir un modelo autorregresivo mas general en

el cual no importe la estacionariedad.



Capitulo 4

Analisis de concentraciones

de contaminantes

En los capitulos anteriores se expuso tanto la viabilidad tedrica del modelo,
como un algoritmo que puede ser usado para estimarlo. Ahora se hara la
comprobacién de su utilidad con datos reales, asi como su comportamiento
numérico.

En 2013, el Centro Internacional de Investigacién del Cancer, IARC, por
sus siglas en inglés, lanz6é un comunicado de prensa en el cual se anunciaba
que la Organizacion Mundial de la Salud comenzaria a clasificar a la conta-
minacién del aire como cancerigena para el ser humano.

Tan sélo en 2010 se estima que, globalmente, 223,000 muertes por cancer
de pulmoén se debieron a la polucién, y el nimero de personas expuestas a
niveles riesgosos de contaminacién tendra a incrementarse conforme la den-
sidad de poblacion en megaciudades aumente debido a la migracién de zonas
rurales a urbanas.

La naturaleza dindmica de la contaminacién hace que sea dificil dise-
nar politicas publicas que mitiguen el deterioro de salud y que, al mismo
tiempo, tengan un impacto econémico minimo. La utilizacién de modelos
no paramétricos permite acomodar al dinamismo de los datos histéricos de
contaminacién sin tener que preocuparse con comportamientos multimoda-

les o colas pesadas, abriendo la puerta a un sinntimero de aplicaciones.

86



CAPITULO 4. APLICACION 87

2018-05-01

2017-11-01

w 2017-05-01
o

2
—
2016-11-01 j
N
2016-05-01
40 80 120 160

PM1

Figura 4.1: Histéricos de PMq
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Se descargaron los méximos diarios medido en IMECAs de particulas
suspendidas menores a 10 micréometros en la Ciudad de México del 2016 a
junio de 2018 (figura 4.1), esto para tener una cantidad suficiente de datos
como para alcanzar a capturar la estructura de dependencia entre estos.

Un andlisis exploratorio inicial de los datos revelé que habia cinco ob-
servaciones faltantes, por lo que se decidié imputarlas usando el promedio
de + 4 dias. Ninguna otra modificacién se le hizo a los datos.

Ademés, un analisis visual indica la presencia de un componente pe-
riédico, aproximadamente cada tres meses, y haciendo un acercamiento al
periodo de abril a julio de 2018 (figura 4.2), la media mévil de orden cuatro
muestra otro comportamiento periédico a menor escala, aproximadamente
cada semana y media, por lo que parecieran no ser estacionarios en el sentido
de una distribucién simétrica, como la normal o la ¢t de Student.

Para ajustar los hiperpardmetros del modelo se tomaron en cuenta tan-
to los estadisticos muestrales como los posibles problemas numéricos que
pudieran aparecer: tener un rango tan amplio, tanto las probabilidades de
los componentes individuales como la condicional completa de la precisién
pueden llegar a hacer underflow, lo que entorpeceria la estimacién. Por esto

se decidieron las siguientes distribuciones iniciales:

1. Para las medias, una distribucién normal N (60, 900). Esta se centra
en la media muestral y se le impone una desviacion estandar de 30

para hacerla no informativa.

2. Para la precision, es decir, la inversa de la varianza, una distribucién
Gamma(0.2,1). Se centra la esperanza en la precision muestral y se
concentra la masa en el intervalo [0,0.5] para evitar problemas de

overfitting.

3. Para el proceso Dirichlet que genera los pesos, una distribucion
Beta(1,0.7).

4. A los coeficientes de correlacién se les da una distribucién prior uni-

forme sobre el conjunto {0.001,0.002,0.003,...,0.999}.
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Figura 4.2: Histéricos de PMjg del 31 de marzo al 8 de julio de 2018. Los
puntos son los datos observados; la linea punteada azul, la media moévil de

orden cuatro.

Ademaés, se trunca el nimero de componentes a quince y la suma infinita
a diez, la cual al ser una serie geométrica nos garantiza que el valor tenga
aproximadamente diez digitos correctos.
Se corren 100,000 iteraciones del muestreo de Gibbs con un burn in de
90,000. Posteriormente se hace un adelgazamiento de la cadena, tomando un
valor cada diez iteraciones, tras lo que se procede a hacer un reordenamiento

de las subcadenas ordenando las medias para solucionar el label switching,
lo cual pudiera dificultar el cdlculo de la distribucién predictiva, (3.1)).
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Figura 4.3: Arriba, la cadena generada para la precisién después del adelga-
zamiento; abajo, el promedio acumulado de dicha cadena.

En la figura 4.3 se muestran los trace plots de las cadenas generadas para
el promedio de los coeficientes de correlacion y de las medias después del burn
in y del adelgazamiento, en donde una inspeccién visual pareciera indicar la
presencia de estacionariedad. Debido al label swtiching es dificil monitorear
la convergencia para los demés parametros, por lo que se utiliza la media

entre cada iteracién, es decir, por ejemplo, para las medias, > p;/15.
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Figura 4.4: Arriba, los promedios acumulados para las medias; abajo, para
los coeficientes de correlacién.

Para los pesos resulta poco informativa la gréfica (figura 4.4), por lo que,
para monitorear la estacionariedad de las cadena, después del burn in y el
thinning, se calculé el promedio de los pesos en cada iteracién y posterior-
mente se muestrearon aleatoriamente dos subconjuntos de quinientos puntos
muestrales cada uno, de modo que la sucesién resultante se partiera en dos,
y posteriormente se realizé la prueba de Kolmogorov-Smirnov al 95% de
confianza. El muestreo aleatorio y la prueba se repitieron mil veces, tras lo
cual se llegd a que el 95.8% de las veces, no se rechazaba la hipdtesis de

que las dos submuestras tuvieran la misma distribucién, por lo que se puede
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Figura 4.5: Densidad predictiva a un paso estimada para los maximos de
PM;. Colores més oscuros indican mayor probabilidad, P (z¢|z:—1); los
puntos, los datos observados.
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concluir que parece haberse alcanzado la estacionariedad.

Una vez realizadas las pruebas de estacionariedad de las cadenas genera-
das por el algoritmo MCMC, tanto las visuales como usando el procedimien-
to descrito en el parrafo anterior, se procedié a estimar la transicién a un
paso para ilustrar al modelo resultante (figura 4.5). También se predijeron

los niveles de contaminacién a cincuenta dias, (figura 4.6).

PMo

50

2018-06-11 2018-06-25 2018-07-09 2018-07-23 2018-08-06 2018-08-20
Semanas

Figura 4.6: Prediccion de 50 dias de contaminacién. Colores més oscuros
indican mayor probabilidad; la linea negra, la prediccién puntual; los puntos,
los valores reales registrados; la linea azul punteada, la media moévil de orden

4.

La gréfica en la figura 4.5 indica que el modelo fue lo suficientemente
flexible como para estimar de manera satisfactoria la probabilidad de transi-
cién de los datos. La prediccion, comparada con la media mévil de orden 4,
muestra que el modelo parece recuperar la estacionalidad semanal de manera

adecuada, mostrando asi su utilidad para este tipo de analisis. Se identifican
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aun asi dos debilidades: la estacionariedad y la estimacién.

Si bien la estacionariedad es en muchos casos ventajosa por la simplici-
dad que aporta a la manipulacién del proceso estocastico estimado, también
conlleva el problema de no poder conocer probabilidades sin condicionar a
datos pasados, pues para cualesquiera tiempos s, t, las marginales en ambos
son idénticas, lo que, en este caso, hace que se ignore la estacionalidad na-
tural que las concentraciones de contaminantes poseen.

También resulta problemética la sensibilidad del algoritmo de estima-
cién, pues cualquier cambio, por ligero que sea, en alguno de los hiperpa-
rametros causa problemas o de sobreestimacién o de subestimacién, lo que
indica que seria mejor utilizar métodos con mecanismos que les permitan
evitar que la cadena quede atorada en zonas de probabilidad alta, como el
Monte Carlo hamiltoniano u otros algoritmos adaptativos. Sin embargo esto
causaria a su vez un declive notorio en la eficiencia computacional, por lo que
resultaria ventajoso un estudio mas a profundidad del espacio parametral y
la implementaciéon de los métodos elegidos en un lenguaje de programacion
compilado, en vez de uno interpretado, como R. Ademads, la dificultad del
monitoreo de la estacionariedad, asi como la complejidad del algoritmo, hace
que, si se quisiera aplicar a datos mas irregulares, probablemente se requie-
ra la utilizacién de muchas més iteraciones que las que se utilizaron para
el presente trabajo, lo cual se traduciria en un largo tiempo de cémputo,
lo cual limita el uso del modelo en situaciones donde se tengan limites de

tiempo, como se da en las entidades financieras.
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Discusion

La estadistica bayesiana no paramétrica ofrece modelos altamente fle-
xibles con construcciones potencialmente méas simples que aquellas que se
tendrian que hacer en casos paramétricos para alcanzar el mismo nivel de
adaptabilidad. Sin embrago, su uso se ve limitado por la eficiencia de su
estimacion.

El aumento exponencial de poder de cémputo ha coadyuvado al desa-
rrollo de la estadistica computacional, en particular, de los métodos Monte
Carlo, los cuales se aprovechan en el enfoque bayesiano no paramétrico para
hacer inferencia.

El modelo aqui expuesto posee la virtud de ser una extensién del modelo
clasico autorregresivo, lo que lo hace altamente interpretable, y el uso de
una mezcla infinita para la distribucion estacionaria del proceso le brinda
flexibilidad, manteniendo las propiedades que la estabilidad le da otorga a
los procesos estacionarios.

Mediante pruebas computacionales se comprobé que el algoritmo MCMC
tansdimensional expuesto en (Antoniano-Villalobos y Walker] 2016) era nu-
méricamente muy inestable debido a la presencia de probabilidades muy
pequenas, lo que finalmente ocasionaba una pérdida sustancial de eficiencia
debido a la propagacién de los errores numeéricos.

Para solucionar este problema se aprovech6 que la parametrizacion ori-
ginal transformaba mediante variables latentes las sumas infinitas presentes
en series geométricas, cuya velocidad de convergencia hace factible el trun-
carlas a una precisién dada, estabilizando la estimacién.

El algoritmo resultante resulté notoriamente mas eficiente, aunque con
la desventaja de ser altamente sensible a cambios en los hiperparametros, lo
que entorpecia la convergencia de las cadenas, por lo que se optd por el uso

de métodos no aproximantes como el slice sampler.

95
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Los resultados empiricos descritos en el capitulo anterior demuestran la
validez y utilidad practica del método resultante, dejandolo abierto a op-
timizacién, sujeto a la implementacién de métodos computacionales mas
eficientes.

Uno de los posibles cambios que se le pudieran hacer al modelo para
hacer mas eficiente su estimacién es el uso de medidas aleatorias distintas
al proceso Dirichlet. En particular, el uso de pesos geométricos reduciria el
fenémeno de label switching que en este trabajo se minimizé ordenando las
medias.

El uso de kérnels distintos al gaussiano también pudiera ayudar en datos
con colas muy pesadas, en donde se necesitan muchos componentes para
capturar el comportamiento en los extremos de la distribucién; en cambio,
si se utilizaran distribuciones como la t, se necesitaria estimar menos com-
ponentes, lo que haria su estimaciéon mas eficiente computacionalmente.

Otro tipo de comportamientos méas complejos pudieran ser mejor cap-
turados utilizando estructuras de correlacién mas intrincadas, como seria el
uso de érdenes superiores de dependencia markoviana, cuya construcciéon no

cambiaria drasticamente a la expuesta en este trabajo.
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