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Introduccion.

Las areas del conocimiento que un estudiante de la licenciatura en mate-
maticas de la UNAM puede conocer no son escasas. La amplia oferta de ma-
terias permite que los estudiantes puedan conocer muchas facetas del campo
del conocimiento que hoy conocemos con el nombre genérico de ‘matematicas’
y eventualmente escoger el campo que sea de su mayor agrado. Sin embargo,
la estructura que las materias tienen dentro del plan de estudios fomenta muy
poco que los estudiantes puedan relacionar los conocimientos que adquieren en
sus diversos cursos. A su vez, no es comun encontrar profesores que enfaticen
la relacion entre las diversas areas, lo cual puede llevar a la impresion de que
lo tinico que nos permite englobarlas bajo un mismo campo del conocimien-
to es su metodologia: definiciones abstractas y formales, y a partir de ellas un

razonamiento logico deductivo que culmina en afirmaciones generales.

Sin embargo, los vinculos entre las diversas dreas de las matematicas estan
al descubierto. Es dificil no percatarse de que las construcciones abstractas de
sumas directas, cocientes, acciones de grupo, teoria de moédulos, ete., del al-
gebra son utilizadas en muchas otras ramas de las mateméticas. Tampoco es
complicado percibir que la axiomatizaciéon de la teoria de conjuntos junto con el
estudio de las operaciones conjuntistas basicas, la teoria de recursion y la teoria
de 6rdenes tienen una inmensa aplicabilidad. Sélo por poner dos ejemplos de los

muchos que existen.

El analisis matemético y mas en particular el anélisis funcional es un bello
ejemplo (ademéas de mi favorito) de un area que se presta a establecer conexiones
con muchas otras. Es evidente que el analisis funcional, y atiin més en especifico
la teoria de espacios de Banach, utiliza recurrentemente resultados de éalgebra,
en particular de dlgebra lineal. Pero también recurre enormemente a la topologia
general, y por tanto, a la teorfa de conjuntos. En agradecimiento los espacios de
Banach nos ofrecen un conocimiento mas profundo de los espacios de dimension

infinita estudiados en algebra, asi como de los espacios de funciones continuas
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de enorme importancia en la topologia, junto con muchas otras aplicaciones.

Esto convierte a la teoria de espacios de Banach en un hermoso lugar para
estudiar la interacciéon entre diversas areas de las matematicas. No es de sor-
prenderse que la historia de la teoria de estos espacios contribuya a explicar esta
virtud. Podemos fechar el nacimiento de esta teoria aproximadamente en 1920,
cuando Stefan Banach presenta su tesis doctoral. Las ideas de Cantor y Zermelo
sobre la teoria de conjuntos estaban en el ambiente, asi como la investigacion en
topologia de Hausdorff y los trabajos en anélisis de Baire, Borel y Lebesgue. Por
su parte es a partir de la definicion general ofrecida por Banach que el estudio de
espacios vectoriales generales pudo cohesionar los resultados del algebra lineal.

También es de particular interés para nuestro trabajo el desarrollo de una
teoria que en el mismo periodo histérico y en el mismo pais, Polonia, era de
suma relevancia: la teoria descriptiva de conjuntos. Esta teoria tiene las mismas
influencias que ya hemos mencionado para la teoria de espacios de Banach, pero
surge de manera mas temprana en los trabajos de Baire, Borel y Lebesgue. Su
desarrollo fue continuado en Rusia por Lusin y Suslin a partir de una famosa
escena en la que Suslin se percata de un error en un articulo de Lebesgue el cual
dio lugar al estudio de los conjuntos analiticos. Otros importantes investigadores
en esta area son los polacos Sierpinski, Kuratowski y Tarski, en honor a los cuales
se nombro a los espacios polacos.

Los paralelismos entre estas dos teorias no se reducen a sus influencias y a su
coincidencia historica y geografica. El punto de partida de ambas son los espacios
completamente metrizables, aunque la primera teoria estudia adicionalmente la
estructura de espacio vectorial, mientras que la segunda toma un enfoque més
topoldgico al considerar la propiedad de separabilidad.

A partir de la reflexion planteada en los primeros parrafos de nuestra intro-
ducciéon. Nuestra intencion es mostrar como partiendo de las herramientas que
ofrece la teoria de espacios de Banach, y de los métodos y resultados de la teoria
descriptiva de conjuntos, podemos construir un poderoso marco tebrico que le
haga justicia a la relacion que ya de por si existe entre ambas teorias.

El objetivo de la tesis es construir lo que llamamos El espacio de Borel
de los espacios de Banach separables, estudiar sus principales propiedades
y mostrar cémo su estudio ofrece profundos resultados.

Para poder realizar este objetivo lo primero que necesitamos es conocer las
propiedades basicas de los espacios de Banach, los teoremas fundamentales de
la teoria que los estudia y analizar algunas clases de espacios de Banach impor-
tantes, como los espacios separables, los espacios reflexivos y los espacios con

bases de Schauder. Asi como introducir las topologias débiles y los resultados



que éstas ofrecen. Este desarrollo da lugar a nuestro primer capitulo.

También es necesario desarrollar la teoria que nos permitird conocer nues-
tros objetos de estudio. Para esto se discuten los conceptos bésicos con los que
trabaja la teoria descriptiva. Por una parte, los espacios polacos junto con sus
propiedades basicas asi como su estrecha relacion con los conjuntos Gy, estos tl-
timos sirven como introducciéon al concepto de conjunto de Borel y a la jerarquia
de Borel. Por otra parte, estudiaremos el concepto de arbol, el cual resulta ser
una herramienta sumamente versatil. Para ejemplificar la importancia de esta
herramienta se demuestra un resultado referente a la cardinalidad de los espacios
polacos, el cual utiliza en su demostraciéon esta herramienta. También se desa-
rrollan algunos resultados sobre ciertas clases especificas de arboles que seran
necesarios en el resto del trabajo. Esto constituye nuestro segundo capitulo.

Nuestro tercer capitulo profundiza en algunos temas de la teoria descriptiva.
Por una parte se analizan los conjuntos analiticos los cuales son necesarios para
estudiar el espacio que nos proponemos construir. Ademaés se estudian los espa-
cios de Baire, los cuales ofrecen resultados que permiten comprender el estrecho
vinculo que existe entre la teoria de espacios de Banach y la teoria descripti-
va. Por ltimo, se introduce la estructura Effros-Borel, estructura indispensable
para la construccién que buscamos.

En el ultimo capitulo recopilamos la teoria desarrollada para construir el
espacio de Borel de los espacios de Banach separables. Primero se muestra que,
en un sentido informal, € (C) contiene a cualquier espacio de Banach separable
como un subespacio. Posteriormente, a través de la estructura Effros-Borel, se
le da una estructura de o-algebra al conjunto de subespacios cerrados de €'(C).
Esta construccién nos permite pensar a cualquier espacio de Banach como un
punto de este espacio. De manera que, otra vez informalmente, se reduce toda
la categoria de los espacios de Banach separables a un conjunto. Mas aun, la
o-algebra de este conjunto es tan similar a la topologia de un espacio polaco,
que podemos estudiarlo a través de las herramientas de la teoria descriptiva.

La tesis concluye exponiendo una aplicaciéon de los resultados obtenidos so-
bre este espacio que permite responder a la pregunta 49 del Libro Escocés. El
Libro Escocés es un famoso libro de problemas propuestos por un grupo de ma-
tematicos polacos el cual frecuentaban varios de nuestros protagonistas: Banach,
Mazur, Sierpinski, Kuratowski, entre otros. Sugiriendo que las coincidencias no
existen, son las teorias desarrolladas por estos brillantes matematicos polacos
trabajando en coordinacién las que nos permite solucionar la pregunta por ellos

mismos planteada.






Capitulo 1

Teoria de espacios de Banach.

1.1. Espacios normados y espacios de Banach.

En este capitulo se desarrollara la teoria basica sobre los espacios de Banach
necesaria para el resto del texto. Comenzamos asi con algunas definiciones, y
introducimos la notacién pertinente. En este texto se trabajara tinicamente con
espacios vectoriales sobre el campo de los nimeros reales o de los ntmeros
complejos y se denotara con I z cualquiera de estos dos campos. Para denotar
a un escalar en algunos de estos dos campos se utilizaran las primeras letras del
alfabeto latino: a,b,c € F, excepto en el caso en el caso de que haya notacion
especifica estandar como en los parametros: £ y s, o en el de radios de vecindades:

€ y §. Procedemos entonces con nuestra primera definicion.

Definicion 1.1. Sea V' un espacio vectorial real o complejo, decimos que V' es

un espacio normado si estd equipado con una funcion norma
.V =R

donde denotamos a ||.]|(v) por ||v|].
FEsta funcion cumple con las siguientes propiedades:
(a) Para cada v € V, ||v||> 0.
(b) Para cada v €V, ||v|]|=0< v =0.
(¢) Para cada v € V y para cada a € F, ||av||= |al||v]|.
(d) Para cada v,w € V, ||v + w||< ||v]|+||w]]-

Una nocién relacionada a la de espacio vectorial normado es la de espacio

métrico.
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Definicion 1.2. Sea X un conjunto, decimos que X es un espacio métrico si

estd equipado con una funcion métrica

d: X xX—=>R

donde denotamos a d((x,y)) por d(x,y).

FEsta funcion cumple con las siguientes propiedades:

(a) Para cada xz,y € X, d(x,y) > 0.

(b) Para cada z,y € X, d(z,y) =0z =y.

(¢) Para cada xz,y € X, d(z,y) = d(y, z).

(d) Para cada x,y,z € X, d(z,z) < d(z,y) + d(y, z).

Si ademds cada sucesion de Cauchy segin la métrica d es una sucesion con-
vergente con esta métrica, decimos que d es una métrica completa y (X,d) es

un espacio métrico completo.

Es fécil ver que cualquier norma induce una métrica d en el espacio V en el

que esta definida, de la siguiente manera:

d:VxV =R
d(v,w) = [Jv - wl].

Asi, un espacio normado es un espacio que tiene tanto estructura de espacio
vectorial como estructura de espacio métrico, y ambas estructuras se respetan
entre si.

Algunos ejemplos clésicos de espacios normados son:

(a) F, F", utilizando las operaciones y la norma usual.

(b) €a,b], el conjunto de funciones continuas del intervalo [a,b] en R con
las operaciones usuales y la norma || f||= sup{|f(z)| : = € [a, b]}.

(c) £2°, el conjunto de las sucesiones reales o complejas acotadas, utilizando
las operaciones usuales y la norma ||(z,,)nen||= sup{|z,| : n € N}.

(d) ¢P, p € (0,00) el conjunto de las sucesiones reales o complejas tales que
la serie formada por la p-ésima potencia de sus elementos converge, utilizando

las operaciones usuales y la norma ||(z,)nen||= (Z;:O:l|xn|p)1/p.

Definicién 1.3. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado donde

la métrica inducida por su norma es una métrica completa.

A lo largo de este capitulo denotaremos a los espacios de Banach con las letras
X, Y, Z y a sus elementos por las respectivas letras mintsculas: z,y,z € X.
Mientras que se reservaran las letras V' y W para espacios vectoriales normados,

asi como sus respectivas mintsculas para elementos de los mismos.
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Todos los ejemplos mencionados arriba de espacios normados son también
espacios de Banach, aunque en general no todo espacio normado es un espacio
de Banach, tal y como el conjunto Q con la estructura de espacio vectorial sobre
si mismo ilustra.

Una tercera nocién relacionada con las dos anteriores es la de espacio topo-

logico.

Definicion 1.4. Sean X un conjunto y 7 C P(X), decimos que T es una
topologia para X si se cumplen las siguientes propiedades:
(a) 2, X €T.
(b) Si A1, Ay € T entonces Ay N Ay € 7.
(c) Si{A;:i €I} Cr para algin conjunto de indices I, entonces | J A; € T.
=
Si T es una topologia para X decimos que (X,T) es un espacio topoldgico.
Todo espacio métrico es un espacio topologico cuya base es el conjunto de

bolas abiertas con radio arbitrario y centro en cualquier elemento del espacio:
B.(z)={y eV :d(z,y) <r}

En los espacios normados la topologia generada por estas bolas es llamada
la topologia de la norma. Denotaremos por By a la bola unitaria del espacio V,

es decir,

By ={veV:|ul<1}
y por Sy a su frontera.

Proposicion 1.5. Sea V' un espacio normado.
(a) La operacion suma +:V x V =V es continua.

(b) La operacion producto de vectores por escalares - : FxV — V es continua.

Corolario 1.6. Sea V un espacio normado. Las operaciones de suma con un
vector fijo y producto por un escalar fijo son homeomorfismos, es decir:

(a) Para cada v € V, +, : V. = V definida como +,(w) = v+ w es un
homeomorfismo.

(b) Para cada a € F\ {0}, o : V — V definida como -,(w) = aw es un

homeomorfismo.

La demostraciéon de esta proposiciéon es evidente a partir de las propiedades
(c¢) y (d) de la definicién de espacio normado. La demostracion del corolario es
inmediata observando que las funciones +_, y -,—1 son las funciones inversas

de +, y -, respectivamente, y por la proposicién 1.5 son continuas.
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Hasta este momento s6lo hemos introducido las propiedades basicas que rela-
cionan las estructuras de espacio vectorial, espacio métrico y espacio topologico.
Durante el resto del texto seguiremos explorando la relacién entre estos tres ti-
pos de estructura y algunas estructuras adicionales que incorporaremos més
adelante como las o-dlgebras. Sin embargo, atin no hemos encontrado alguna
propiedad, méas alla de su definicién, que haga particulares a los espacios de
Banach.

En lo que sigue vamos a estudiar con detenimiento estos espacios a través
de distintos tipos de sucesiones. Es decir, funciones que tienen como dominio al
conjunto de los naturales, con respecto a este conjunto establecemos la siguiente

notacion:

w = {a: « es un ordinal finito} = {0,1,2,...,n,...}

N={1,2,3,...,n,...} =w\ {0}.

Para estudiar las propiedades propias de los espacios de Banach vamos a
comenzar estudiando las propiedades de los espacios métricos completos. Una

util caracterizacion de éstos se puede dar a partir de los siguientes conceptos.

Definicion 1.7. Sea (X,d) un espacio métrico, definimos la funcion

diam : P(X) = R U {co}, el didmetro de cualquier subconjunto, como
diam(B) = sup{d(z,y) : x,y € B}

si B # &. En el caso en que B = &, establecemos que diam(B) = 0.
Ademds, si {B, C X : n € N} es una sucesion de conjuntos que satisface
que
lim diam(B,) =0,

n—oo

decimos que la familia tiene didmetro desvanescente.

Teorema 1.8. Sea X un espacio métrico. X es completo si y sélo si cualquier
familia {B,, C X : n € N} de didmetro desvaneciente de conjuntos cerrados no

vacios anidados tiene interseccion no vacia.

Demostracion. Sea X un espacio métrico completo y {B, C X : n € N} un
sucesion de diametro desvaneciente que satisface que para cada n € N, B,, es
cerrado no vacio y Byy1 C B,,. Como cada B,, es no vacio podemos construir
una sucesion (2, )nen tal que para cada n € N, x,, € B,,. Es claro que si k € N

y n > k entonces x € By, C B,.
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Veamos que esta sucesion es de Cauchy. Consideremos una € > 0, como
lim,,—, o diam(B,,) = 0, entonces existe N € N tal que si n > N, diam(B,,) < e.
Si n,m > N, como x,,T,, € By entonces d(xy,,x,,) < €. Esto demuestra que
(Zn)nen es una sucesion de Cauchy, y como X es un espacio métrico completo
existe x € X tal que xz,, — .

Sea k € N, entonces la subsucesion (z,+x)nen €sta contenida en By y al ser
subsucesion también converge a x. Como By es cerrado entonces x € By. Esto
demuestra que € [,y Bk, por lo que esta interseccion es no vacia.

Sea (X, d) un espacio métrico y (2, )nen una sucesion de Cauchy. Definimos
para cada m € N, 4,, = {z, : n > m} y B, = cl(4,,). Veamos que para
cada n € N, diam(4,,) = diam(B,,). Sea y € B,, y € > 0, entonces existe y’ €
A, N Be(y), es decir d(y,y') < ey y' € A,. Esto muestra que para cualesquiera
Y,z € By, d(y,z) <d(y,y') +d(y,7") +d(', z) < e+ diam(A,) + €. Por lo que
diam(B,) < diam(A4,). La desigualdad diam(A4,,) < diam(B,,) es clara pues
A, C B,. Esto demuestra la igualdad.

Veamos ademas que lim,,_,o, diam(A4,) = 0. Sea € > 0, como (z)neN €s
de Cauchy existe N € N tal que si n,m > N entonces d(z,,z,) < € /2, esto
muestra que diam(A,) < €'/2 < €.

Por hipétesis esto implica que (), Br es no vacio, sea x € (Ve Br ¥y
veamos que x, — x. Sea €’ > 0y M € N tal que diam(Bys) < €”, como
x € By y Ay C By esto implica que para cualquier n > M, d(z,,z) < €¢”. O

La siguiente parte de esta seccion introductoria esta dedicada a mostrar un
resultado especifico de los espacios de Banach y que es la clave para una buena
parte de su teorfa.

Primero necesitamos establecer la notacién que utilizaremos. Sean
A BCV,CCFyceT, definimos los conjuntos

cA={cv:ve A}
C-A={ew:ceCve A}
A+B={v+w:veAyw e B}
—A={-z:z€ A}.

Ademas necesitamos la siguiente definicion:

Definicion 1.9. Sea V' un espacio vectorial.
(a) A CV es convexo si para cada v,w € V y para cada t € [0,1] tenemos
que (tv+ (1 —t)w) € A.
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(b) A CV es absorbente si para cada v € V existe s, > 0 tal que para toda
t < s, se satisface que v € tA.

Ejemplos inmediatos de conjuntos convexos son los subespacios vectoriales de
cualquier espacio vectorial y las bolas de radio arbitrario centradas en cualquier
punto. Por otra parte, es sencillo mostrar que toda vecindad del origen es un
conjunto absorbente. Las siguientes son propiedades basicas de las nociones que

acabamos de introducir y las enunciamos sin prueba.

Proposiciéon 1.10. Sea V un espacio vectorial sobre F.

(a) A C V es convexo si y sdlo si para cualquier t,s > 0 se tiene que
tA+sA=A.

(b) Si B C A, entonces para cada a € F se cumple que aB C aA.

(c) Si A CV es convexo entonces —A es convexo.

(d) Si o es una familia de subconjuntos convexos de V entonces [« es
convezo.

(e) Si A, B,C, D son subconjuntos de V tales que A C C y B C D entonces
A+BCC+D.

(f) St A,B CV, A es absorbente y A C B, entonces B es absorbente.

(g) SV es un espacio normado y A C V es convexo, entonces cl(A) es

CONVETO.

Teorema 1.11. Sea X un espacio de Banach y sea A C X convexo, absorbente

y cerrado, entonces A es vecindad del origen.

Demostracion. Sean X y A como en las hipotesis. Consideremos B = AN —A.
Sabemos entonces que B es convexo y B = —B. Como B C A es suficiente
mostrar que B es vecindad de 0.

Dado que A y —A son absorbentes, entonces B es absorbente por lo que
B es no vacio. Veamos que int(B) # &, supongamos lo contrario, esto nos
permite construir recursivamente una sucesion de la siguiente manera: Como B
es cerrado y tiene interior vacio entonces para cada n € N, nB es un cerrado de
interior vacio por lo que X \ nB es abierto y denso. Siendo asi sea Cy una bola
cerrada de radio menor o igual a 1 contenida en X \ B. Sea n € N, supongamos
que existen C,...,C, bolas cerradas tales que para i € {1,...,n}, C; es de
radio menor o igual a %, si 4 < j entonces C; C C; y que C; € X \ ¢B. Como
X \ (n+ 1)B es un conjunto abierto y denso entonces (X \ (n+ 1)B) Nint(Cy,)

es un abierto no vacio, por lo que podemos encontrar una bola cerrada Cj,41
_1
n+1"°
Tenemos entonces una sucesion de bolas cerradas anidadas no vacias de

contenida en este conjunto de radio menor o igual a

diametro desvaneciente, como X es de Banach por el teorema 1.8, existe
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z € (),eny Cn luego para cada n € N 2 ¢ nB lo que es una clara contradic-
cién con el hecho de que B es absorbente. Por tanto int(B) # @. Por ultimo,

1 1 1 1 1 1
. .
0e B int (B) + 5 (—int (B)) C 72B+ 3 (-B) = 72B+ 72B =B

de donde 3 int (B)+ 3 (— int (B)) es una vecindad del origen contenida en B. [

La ultima parte de esta seccion presenta la notacion y las herramientas
necesarias para dar una caracterizacion de los espacios de Banach en términos
de series.

El siguiente resultado resume algunas propiedades bésicas de las series:

Proposicion 1.12. Sean V y W espacios normados. Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

(a) Si (3211 vi), ey €5 una serie convergente en' V- entonces v, — 0.

(b) Si (37 vi),en ¥ (Dimy wi), oy S0M series convergentes en V. enton-
ces (311 (vi +wi)), oy también es convergente y Y7 (x5 + yi) = Yoioq i +
>ty Ui

(¢) Si (37, vi), ey €5 convergente en V y a € F, entonces (Y1) avi), oy
es convergente Y Y oo, AU = QY oy Vj.

(d) Si (327, vi), ey €8 convergente en V y T 1V — W es un operador lineal
y continuo, entonces (31 T(v;))nen converge y (3o T(v;)) = T(D ey (vi)).

() Si (3271 Vi), ey €8 una serie convergente, entonces |32, vl |[< 3572 [vi |-

Es importante observar que el converso de (a) es falso y que en (e) no nece-
sariamente (3 . ||v;||)nen es convergente.
Como se adelantd, los espacios de Banach permiten una rica teoria sobre la

series centrada principalmente en el siguiente concepto:

Definicion 1.13. Sea V un espacio normado, una serie (311 v;), oy €5 abso-

lutamente convergente si (37, [|vil]), oy converge.

Teorema 1.14. Sea V' un espacio normado. V es un espacio de Banach si y

solo si toda serie absolutamente convergente converge.

Demostracion. Sea V un espacio normado

Supongamos que V' es de Banach. Sea € > 0 y sea (3 ;. v;), o una serie
absolutamente convergente, luego la serie de sus normas es de Cauchy por lo
que existe N € N tal que para cada n,m > N

m n
D lloil[=) sl
i=1 i=1

<€
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pero entonces suponiendo, sin pérdida de generalidad, que n < m

m n m m m n
v ull = 2wl < D lleill= X llwill= ) _lvill< e
i=1 i=1 i=n+1 i=n+1 i=1 i=1

de donde la sucesién de sumas parciales es de Cauchy y como V es de Banach,
converge.

Supongamos ahora, para demostrar por contrapositiva, que V' no es de Ba-
nach, sea entonces (z,)nen una sucesion de Cauchy en V' que no converge.
Por ser de Cauchy podemos encontrar para toda ¢ € N un natural n; tal
que para cada n,m > n;, ||z, — x,||< 27¢, refinando de ser necesario pode-
mos suponer que para cada ¢ € N n; < n;y1, como la sucesiéon es de Cauchy
y no es convergente, esta subsucesion tampoco puede ser convergente. Con-

sideremos ahora la serie (Z?il (asm+1 — a:n)) como para cada m € N,

meN
m . .
Yo (Tn, oy — Tn,) = Tn,,., — Tp, la serie no puede converger, sin embargo

es absolutamente convergente pues Y oo, ||@n,,, — Tn,||[< oy 270 = 1. O

1.2. Operadores lineales entre espacios norma-

dos.

Es una préctica comtin en matematicas que una vez definida una estruc-
tura, ésta se estudie a través de las funciones que la preservan. Las funciones
que preservan la estructura de espacio vectorial son llamadas transformaciones
lineales, como en este caso tenemos mas estructuras que la de espacio vectorial,
quisiéramos que nuestras funciones fueran transformaciones lineales y ademés
tuvieran otra propiedad, por ejemplo, la de ser continuas.

Sin embargo, como ya se habra experimentado, en muchas ocasiones demos-
trar la continuidad de una funcion no es tarea sencilla. En su lugar en el contexto
de espacios normados se definen los operadores acotados cuya definicion resulta
ser equivalente a la de transformacion lineal y continua. La clave se encuentra
en apreciar que la nocién usual de funcién acotada no resulta apropiada en este
contexto pues la tnica transformacion lineal que es una funcién acotada es la
transformacion cero: supongamos que 7' es una transformacion lineal entre dos
espacios normados, si no fuera la transformacién cero entonces existiria v € V,

tal que ||T'(v)||# 0 luego para cualquier real positivo r

r(m) @I

=pr+1li—=>r
por lo que T no puede ser una funciéon acotada. Por esta razéon nuestra definicion

1T ()]

es distinta.
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Definicion 1.15. Sean V y W espacios normados, decimos que un operador
lineal T' es un operador acotado de V en W si la imagen de conjuntos acotados
es acotada, es decir, si para cada B C'V acotado, T[B] es acotado.

Denotamos al conjunto de todos los operadores acotados de V en W por
BV,W) ysi V=W simplemente por B(V).

También para simplificar la notacion escribimos Tz en lugar de T'(z). El
siguiente resultado, cuya demostracion puede ser consultada en [Meg98] (p. 25),

muestra la relevancia de este concepto en este contexto.

Teorema 1.16. Sean V y W espacios normados y T : V. — W un operador
lineal. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) T es un operador acotado.

(b) T es continuo.

(c) T es continuo en 0.

(d) T es continuo en algin punto v € V.

(e) T es uniformemente continuo.

(f) Para alguna vencindad U de 0, T[U] es acotado en W.

(9) Existe un nimero real no negativo M tal que para toda v € V se cumple
que ||Tv|[< M[v]].

(h) sup{||Tv||: v € By} es finito.

Un ejemplo inmediato de un operador acotado surge al considerar V =W y
para cualquier a € F, el operador Tv = av.

Se sabe que el conjunto de todas las transformaciones lineales entre dos
espacios puede ser dotado de estructura de espacio vectorial. Con esta estructura
es sencillo mostrar que el conjunto de operadores acotados es un subespacio
vectorial. Otra propiedad sumamente importante de este conjunto es que puede

ser dotado de estructura de espacio normado de la siguiente manera:

Proposicion 1.17. Sean V y W dos espacios mormados. La funcion
[I]|: B(V,W) = R definida como

I T|= sup{[|Tv||: v € Bv}
es una norma en B(V,W). Ademds se satisface que
inf {M >0:Vv eV (||Tv||< M|v|])} = sup{||Tv||: v € By}

= sup{||Tv||: v € Sy} :sup{HTU| HONS V\{O}}

[|v]]
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Esta funcion solo esté bien definida para los operadores acotados segun afir-
ma el inciso (g) del teorema 1.16.

Teorema 1.18. SeanV y W espacios normados. Si W es un espacio de Banach,
entonces B(V, W) también lo es.

El anterior teorema nos da una descripcion del comportamiento de la norma
de los operadores con respecto a la suma y el producto por un escalar, el siguiente
resultado describe el comportamiento de la norma con respecto a la composicién

de operadores.

Teorema 1.19. Sean Vi, Vo y V3 espacios vectoriales normados, Ty : V1 — V5

y Ty : Vo — V3 operadores normados acotados entonces T o Ty es acotado y
[ T2 o Th|[< || T2 ||| T3]]-

Demostracion. Sean Vi, Vo, V3, T1 y 15 como en las hipotesis. Sea v € Vj

entonces
(T3 0 T)(v)]|= (| T2 (Ta (o))< (| T2/ T3 (0)]|< (T2l T1]]]]v]]
lo que demuestra el resultado. O

Es comun en matematicas que posterior a introducir las funciones que pre-
servan la estructura bajo estudio, se le otorgue un nombre especial a aquellas
funciones que tienen alguna propiedad adicional, en particular las funciones que
tienen una funcién inversa que también preserva la estructura son muy estudia-
das y regularmente reciben el nombre de isomorfismos, en este texto preferimos
utilizar este nombre en general para los operadores acotados inyectivos. La si-

guiente definiciéon deja en claro como se utilizaréan los nombres:

Definicion 1.20. Sean V y W espacios normados y T : V. — W un operador
acotado.

(a) T es un isomorfismo o isomorfismo de espacios normados si es inyectivo
y su inverso definido de T[V] en V es continuo en su dominio.

(b) T es una isometria lineal o isomorfismo isométrico si para toda v € V,
[1To]|= o]l

(¢) Decimos que V' es isomorfo a W si existe un isomorfismo suprayectivo
U de V en W. Decimos que V. y W son isométricamente isomorfos si U es
isomorfismo isométrico suprayectivo.

Finalmente, denotamos el hecho de que V' sea isomorfo a W por V= W.
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El siguiente resultado muestra una evidente relaciéon entre los conceptos pre-
viamente definidos junto con una manera tutil de asegurar que un espacio es de

Banach.

Teorema 1.21. Sean V y W espacios normados y T : V. — W un operador
acotado.
(a) Si T es un isomorfismo isométrico entonces T es un isomorfismo.

(b) SiV es de Banach y T es un isomorfismo, entonces T[V] es de Banach.

1.3. Tres teoremas fundamentales.

Esta seccion esta dedicada a demostrar tres teoremas béasicos en el estudio
de los espacios de Banach. Para poder demostrarlos necesitamos un lema el cual

requiere a su vez un poco de trabajo previo.

Definicion 1.22. Sea V' un espacio vectorial. Una seminorma es una funcion
p:V — R que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada v € V y cada a € F, p(av) = |a|p(v).

(2) Para cualquier v,w € V, p(v + w) < p(v) + p(w).

Es sencillo mostrar que una seminorma sélo toma valores no negativos pues
tenemos que p(0) = p(0-0) = 0p(0) = 0 y ademas p(0) = p(z — z) < p(x) +
p(—x) = 2p(z). De donde se sigue que la tnica propiedad que diferencia a las
normas de las seminormas es que las segundas si pueden tomar el valor cero
en un vector distinto del origen. En términos de la topologia que generan esto
significa que las vecindades del origen pueden ser extremadamente grandes pues
todos los puntos de norma cero, los cuales definen evidentemente un subespacio,
quedan contenidos en cualquiera de ellas.

Necesitamos también la siguiente definicion:

Definicion 1.23. Sean V' un espacio normado y f una funcion de V' en los

reales no negativos. Decimos que f es numerablemente subaditiva si para toda

serie (D5, i),y convergente en V. tenemos que f (30,7 vn) < 3007 f (va).

Proposicion 1.24. Sea V un espacio normado y p una seminorma sobre €l, si
p es continua entonces es numerablemente subaditiva.

Demostracion. Sean V' y p como en las hipotesis. Consideremos (321", v;), o

una serie convergente y m € N, por las propiedades de seminorma tenemos
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p (o7 vn) < Yot p(vn), pero las seminormas sélo toman valores no ne-
gativos de donde p (31", vn) < D07, p(vy,). Como m es un natural arbitra-
rio, todos los elementos de la serie estdn acotados por lo que p(zzo:l vp) <

>0, p(vn) utilizando la continuidad de p. O

El resultado converso, que es el lema que necesitamos, tiene una prueba mas

laboriosa y una hipotesis adicional.

Lema 1.25 (Lema de Zabreiko). Sean X un espacio de Banach y p una semi-

norma numerablemente subaditiva sobre él, entonces p es continua.

Demostracion. Sean X y p como en las hipotesis. Nuestro objetivo princi-
pal es mostrar que p es continua en 0 y para esto definimos el conjunto
G = {x € X : p(z) < 1}. El primer paso es mostrar que G es absorbente y
convexo. Sea t > 0 entonces tG = {z € X : p(z) < t} utilizando las propiedades
de la seminorma. Luego para cada x € X, p(z) < t implica que = € tG por lo

que G es absorbente. Consideremos ahora z,y € G y t € [0, 1] entonces
plte+ (1 =t)y) <tp(x) + (1= t)p(y) <t+(1-t)=1

de donde G es convexo. Por tanto cl(G) es cerrado, absorbente y convexo. Luego
por el teorema 1.11 existe € > 0 tal que B.(0) C cl(G).

El siguiente paso es mostrar que existe s > 0 tal que para cada z € X, ||z||< €
implica que p(z) < s. Sea x € X tal que ||z||< €, vamos a definir por recursion
una sucesion tal que para cada n € N, z,, € 27" "1G y ||z — Z;.Lzl zi||< 27 e

Como z € B.(0) C cl(G) entonces existe 1 € G tal que ||z — x1||<
27 'e. Supongamos definido el punto z,, con las propiedades mencionadas, co-
mo ||z — 7 x;][< 27e entonces (z — Y71, x5) € 27 B(0) C 27" cl(G) =
cl(27™@), luego existe x, 41 € 27 MFVFIG tal que ||z — Z;n:ll zjl|< 27+,

Tenemos entonces que para cada n € N, p(z,) < 27" y z =3 =, por
loquep(z) =p(>r an) <D>ome p(zy) < Yoo 27" =2 de aqui que s = 2
funcione.

Esto muestra que p es continua en 0 ya que si t > 0y [|z||< e§ entonces

|[7z]|< € por lo que p(x) < t. Ahora observemos que si z,y € X entonces

p(x) —p(y) < plz—y) vy ply) —p(z) < p(z —y). Luego |p(z) — p(y)| < p(z —y)
lo que claramente implica que |p(z) — p(y)| < |p(z — y) — p(0)| de donde la
continuidad en cualquier punto z € X es inmediata. O

Con este resultado podemos demostrar el primero de los teoremas funda-

mentales, s6lo nos falta definir el concepto central del resultado.
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Definicion 1.26. Sean X y Y espacios topoldgicos, f: X =Y es una funcion
abierta si para cualquier U C X abierto en X, flU] CY es abierto en'Y.

Teorema 1.27 (Teorema del mapeo abierto). Sean X, Y espacios de Banach
yT : X — Y un operador lineal acotado y suprayectivo. Entonces T es una

funcion abierta.

Demostracion. Sean X, Y y T como en las hipdtesis. Demostremos primero que
Tint(Bx)] es abierto. Comenzamos definiendo p(y) = inf{||z||: z € X, Tz = y}
para cada y € Y, quisiéramos mostrar que esta funcion cumple las hipotesis del
lema de Zabreiko. Siy € Y y a € F\{0}, entonces

play) = f{||z||: z € X, Tz = ay} = inf{||ax||: x € X,Tx =y}

= |a| - inf{||z||: z € X, Tz =y} = |a|p(y).

En el caso en que a = 0, la ecuacion es trivial: p(Oy) = 0 = Op(y). Esto prue-
ba que p cumple la primera propiedad de la seminorma. Supongamos ahora
que (30, Yi),en €S Una serie convergente. Si > p(yn) diverge a infinito la
subaditividad numerable de p seria trivial, supongamos entonces que esta can-
tidad es finita.

Sea € > 0 podemos encontrar una sucesion (z,)n,en en X tal que para cada
n €N, Ty =y, ¥ [|2a]|< p(yn) +27 "€, de donde 3577, [[zn]|< 3077 p(yn) +€
por lo que la serie converge absolutamente.

Como X es de Banach, (377, @), convergey T (307 @) = 300 Ty, =
> ome1Yn por lo que p (3507 yn) < (13000 2all< 2005 l2al|< 2202 p(yn) + e
Como € era arbitrario tenemos p (3°0— ; yn) < Doy P (Yn)-

Esto muestra la subaditividad de p. Si consideramos y1,y2 € Y podemos
construir la sucesion (y,)nen que satisface para cada n > 3, y, = 0 enton-
ces por lo demostrado previamente sabemos que p(y1 + y2) < p(y1) + p(y2)
lo que demuestra la segunda propiedad de la seminorma. Habiendo verifica-
do las hipoétesis, p es continua por el lema de Zabreiko. Al tener la igualdad
Tlint(Bx)] ={y € Y : p(y) < 1}, sabemos entonces que T[U] es abierto en Y.

Para el caso general sea U un abierto no vacio en X y = € U, luego existe
4 > 0 tal que z + dint(Bx) C U de manera que Tz + §T[int(B,)] C T[U] por
lo que T[U] es abierto. O

Corolario 1.28 (Teorema del mapeo inverso). Sean X, Y espacios de Banach y
T : X =Y un operador lineal acotado y biyectivo, entonces T es un isomorfismo

suprayectivo.
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Sea 7 una familia de operadores entre dos espacios normados V y W.
Decimos que 7 es acotada puntualmente si para cada v € V, el conjunto
{Tv : T € T} es acotado. Decimos que .7 es uniformemente acotada si para

todo B C V acotado |J T[B] es acotado. Es claro que una familia puntual-
TeT
mente acotada no necesariamente es uniformemente acotada pues si T es un

operador no acotado, entonces el conjunto {T'} es puntualmente acotado pero
no lo es uniformemente. Naturalmente uno puede preguntarse qué hipdtesis son
suficientes para que esta implicaciéon sea valida. El siguiente resultado, que es
una aplicaciéon directa del lema de Zabreiko, afirma que es suficiente suponer
que cada operador de la familia es acotado y que todos tienen como dominio el
mismo espacio de Banach.

Teorema 1.29 (Principio de acotamiento uniforme). Sean X un espacio de
Banach, V un espacio normado y 7 una familia no vacia de operadores acotados
de X enV, si para toda x € X sup{||Tz||: T € T} es finito, entonces sup{||T|:
T € T} es finito.

Demostracion. Sean X, V 'y 7 como en las hipotesis. Supongamos que
para toda x € X, sup{||Tz||: T € 7} es finito, entonces podemos definir
p: X — R como p(z) = sup{||Tz||: T € T}. Obsérvese que si a € F y
z € X, tenemos p(ax) = sup{||T(az)|: T € T} = sup{|a|||Tz||: T € T} =
la|sup{||Tz||: T € 7} = |alp(z).

Consideremos T' € .7 y (3., i), oy una serie convergente en X, entonces
17 (552 wa)ll= 155 (Taall< S lI(Twa)l[< S52, p(w) y esto implica que
p(>is i) < >ooyp(xi). De nuevo, considerando una sucesion tal que para
toda n > 3, x, = 0 tenemos que p(z1 + x2) < p(x1) + p(zr2). Esto muestra que
p cumple con las hipoétesis del lema de Zabreiko por lo que es continua.

Sea e = 1 entonces existe ¢ > 0 tal que para toda x € X ||z||< ¢ implica que
p(x) < 1 por lo que si € Bx entonces p(x) < 1/4, esto significa que para toda
T € J y para toda « € By, ||Tz||< 1/6 lo que permite concluir que para toda
T € 7 se cumple que ||T||< 1/6. O

El dltimo teorema fundamental es el siguiente:

Teorema 1.30 (Teorema de la grafica cerrada). Sean X,Y espacios de Banach
yT:X —Y un operador lineal con la siguiente propiedad:

Toda sucesion (zy),cy en X que satisface que:

(1) existe x € X tal que x,, — x, y

(2) existe y €Y tal que Tz, =y

permite concluir que Tx = y. Entonces T es acotado.
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Demostracion. Sean X, Y 'y T como en las hipdtesis. Sea
p : X — R definida por p(z) = ||Tx||, es claro que p es una seminorma. Sea
(311 @),y una serie convergente en X, si Y 2, ||Ta;|| converge, como Y es
de Banach entonces (37", T'x;),, .y converge. Es claro que

1) Y@ — Xl @y

(2) Yoy Ty — 32720, Ty
por lo que T (3272, ;) = Y oo T, esto implica que p (Yoo ;) < Yooy p(a).
Obsérvese que en el caso en que Ef;NHTle no converja, es decir, sea infinita,
esta desigualdad es inmediata. Esto prueba que p cumple las hipotesis del lema
de Zabreiko por lo que es continua. Sea asi U vecindad de 0 € X tal que p[U]
es acotado, entonces T[U] es acotado, luego por el teorema 1.16 sabemos que T

es acotado. O

En ocasiones los operadores que cumplen con las hipotesis del teorema 1.30
son llamados mapeos cerrados, razén por la cual este teorema recibe su nombre.
Se puede mostrar que esta nocién de mapeo cerrado es distinta a la definicion

topologica estandar de funcion cerrada.

1.4. El espacio dual.

Uno de los conceptos més ricos en la teoria de los espacios de Banach es el de
espacio dual. En algebra lineal se define el espacio dual de un espacio vectorial
V' como el conjunto de transformaciones lineales con dominio V' y con imagen
en el campo sobre el que el espacio esta definido. Como ha quedado en evidencia
en las paginas anteriores, la norma es una de las herramientas centrales para
estudiar un espacio de Banach, de manera que los elementos del espacio dual
que seran de nuestro interés seran aquellos sobre las cuales se pueda definir una
norma.

La siguiente definicién estd motivada por esta discusion.

Definicion 1.31. Sea V un espacio normado, el espacio dual de V' es el conjun-
to B(V,F). Denotamos a B(V,F) por V*, llamamos a sus elementos funcionales
lineales acotadas y los denotamos por v*,w* € V*.

El espacio dual algebraico de |4 es el conjunto
{f : V — F | fes una transformacion lineal}, lo denotamos por V¥#, y a sus

elementos por v¥# w# € V# .

Se puede probar que si V' es un espacio normado de dimension infinita y W

no es el espacio trivial entonces existe T : V' — W operador lineal no acotado,



24 CAPITULO 1. TEORIA DE ESPACIOS DE BANACH.

de manera que si V es de dimension infinita V* # V# por lo que la distincion
es relevante.

Nuestra primera tarea es establecer la estructura del espacio dual.

Teorema 1.32. Sea V un espacio normado, entonces la norma del operador le

otorga a V* estructura de espacio de Banach.

Este teorema por su simplicidad nos ofrece un excelente método para cons-
truir una gran cantidad de espacios de Banach.

Si bien en el caso de espacios de dimension finita es sencillo demostrar que el
espacio dual es isomorfo al espacio original, aiin no tenemos elementos que nos
permitan analizar los espacios duales en el caso general. El primer paso para
resolver este problema lo proporciona el siguiente teorema.

Teorema 1.33. Sea V' un espacio complejo normado y sea V,. el espacio nor-
mado real correspondiente.

(a) Sea f una funcional lineal compleja acotada sobre V' y sea u = Re f su
parte real, entonces u es una funcional lineal real acotada sobre V,. y para toda

v €V se tiene que
f() = u(v) —iu(iv).

(b) Sea w una funcional linea real acotada sobre V,., entonces eziste una inica
funcional lineal compleja acotada f sobre V' tal que w = Re f, f estd dada por
la formula en (a).

(c) Sea [ una funcional lineal compleja sobre V. y u = Re f. Entonces f
es una funcional lineal acotada en V' si y sdlo si u es una funcional lineal real

acotada en V.. Si alguna es acotada entonces ||f]|=||u||.

Demostracion. Comencemos con (a). Sean V', f y u como en las hipotesis. Sa-

bemos que para cada a € C a = Re (a) — i Re (ia), por lo que si v € V entonces
f(v) =Re(f(v)) —iRe(if(v)) = Re(f(v)) —iRe(f(iv)) = u(v) — u(iv)

ysiv,weVyrelk

u(rv +w) = Re (rf(v) + f(w)) =

Re (ru(v) —ar(u(v)) + u(w) — w(zw)) = ru(v) + u(w).

Esto demuestra el primer enunciado.
Prosigamos con (b). Sean V' y u como en las hip6tesis. Definamos f : V — F

como f(v) = u(v) —iu(iv). Sean a € C y v,w € V entonces
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flav + w) = u(av) — iu(iav) + u(w) — iu(iw) =
w(Re(a)v) + u(iIm(a)v) — iu(i Re(a)v) — iu(— Im(a)v) + u(w) — iu(iv) =
Re(a)u(v) + Im(a)u(iv) — i Re(a)u(iv) + i Im(a)u(v) + u(w) — iu(iw) =
au(v) — ai(u(iv)) + u(w) — wuiv) = af (v) + f(w)

por lo que f es una funcional lineal compleja. Si f’ es una funcional lineal com-
pleja tal que Re f/ = u entonces por el inciso anterior para cada v € V f/'(v) =
u(v) —iu(iv) = f(v) por lo que f es tnica. Esto demuestra el segundo enunciado.

Terminemos con (c¢). Sean V', f y u como en las hipotesis. Definimos para
cada v € V, a, € C tal que a, f(v) es un real positivo y |a,| = 1, es claro que
tal escalar siempre existe. Luego, para cada v € V, |u(v)| < |f(v)] = f(ayv) =

u(a,v) por lo que
sup{|u(v)| : v € V} <sup{|f(v)|:v eV} =

sup{f(a,v) : v € V} = sup{u(a,v) : v € V} < sup{|u(v)| : v € V}

de donde sup{|u(v)| : v € V} = sup{|f(v)| : v € V}. A partir de esta igualdad
el enunciado del inciso (¢) es inmediato. O

Utilizando este teorema podemos presentar una de las piezas claves para
estudiar los espacios duales:

Teorema 1.34 (Teorema de Hahn-Banach). Sean V un espacio normado,
W un subespacio de V' y fo : W — F una funcional lineal acotada. Entonces
fo puede ser extendida a una funcional con dominio V' con la misma norma, es
decir, existe f:V = F tal que flw = fo v ||f]|= Ifoll-

Demostracion. Sean V., Wy fy como en las hipotesis. Con base en el teore-
ma 1.33, podemos en lo que sigue considerar primero la estructura de V' como
espacio vectorial real y posteriormente pasar al caso complejo, sea entonces
ug = Re fo. El primer paso en la demostracién es extender a uy por medio de
funcionales lineales reales utilizando el lema de Zorn. En lo que sigue conside-
ramos la estructura de V' como espacio vectorial real.

Sea U < V subespacio de V' y g : U — R funcional lineal real, durante el
resto de la prueba diremos que g extiende a ug si W < U, g|w = ug y para cada

veU, g(v) <|lugl|]|v]]. Consideremos

# ={g:U — R: g es funcional lineal real y g extiende a wug}.
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Definimos una relacion < en # como g1 =< go si y sOlo si
92|dom(g1) = g1, entonces es inmediato que (#, <) es un orden parcial. Sea
% C # una cadenay W' = Uge%
g € F tal que v € dom(g), podemos definir h : W/ — R como h(v) = g(v) con

dom(g), dado que para cada v € W’ existe

g €% yvedomg, como € es cadena h queda bien definida. Sean v,w € W’
v a € R, luego existe g € € tal que av + w estd en su dominio de manera que
h(av +w) = g(av+w) = ag(v) + g(w) = ah(v) + h(w) por lo que h es funcional
lineal real. Es claro que si v € W’ h(v) = g(v) < ||uo||||v]], que W < W' y que
hlw = wuo por tanto h € # y por construcciéon para cada g € €, g = h. Esto
muestra que toda cadena en # esta superiormente acotada. Por lema de Zorn
existe u € # elemento maximal.

Lo siguiente es mostrar que dom(u) = V, supongamos que domu es un
subespacio propio de V. Sea v € V \ dom(u) y W1 = dom(u) + ({v}). Sean
w,w” € dom(u) tenemos que u(w) +u(w’) = u(w+w') < ||ul|||lw—v+w +v||<
[[ulllfw = o[+ |ul[[|w’ + v]| por lo que u(w) —[|u||[|w —v||< ||ul|[[w + v]|—u(w’)

a partir de esto podemos concluir que

sup{u(w) — ||ul|||]w — v||: w € domu} < Inf{||ul|||w + v||—u(w) : w € domu}
por lo que podemos considerar t € R tal que
sup{u(w) —||ul|||w—v]||: w € domu} <t < inf{||u||||w+v||—u(w) : w € domu}.
Asi definida ¢ tiene propiedad de que para toda w € dom(u),

w(w) +t < ffull[Jw + o]

w(w) =t < Jull[[w =]

Si w,w’ € dom(u) y a,a’ € R son tales que w + av = w’' + a’v entonces
(a —ad)v =w —w € dom(u) por lo que a = a’ y w = w’. Esto muestra que la
funcion «’ : W7 — R definida por v/(w + av) = u(w) + at esté bien definida.
Siw+ av,w’ 4+ a’'v € Wi y ¢ € R entonces

' (c(w+ av) + w' + a'v) = u'((cw +w')+ (ca+ad)v) =
cu(w) + u(w') 4+ cat + o't = cv’ (w + av) + v/ (W’ + a'v).

Ademas sic > 0, (w+ ) = ¢ (2u(w) +t) < c|ul|[|2w+v||= [|ull||w+cv]|
yu'(w—cv) =c(fu(w) —t) < cl[u]|[| 2w —v||= ||u]||[[w—cv]|. Esto muestra que
para toda w € Wy u/(w) < ||u||||w||= ||uo||||w]|, por otra parte W < dom(u) <
Wiy u'|lw = ulw = fo. Por tanto v’ € # y u < u/, lo cual contradice que u

sea elemento maximal en # . Esto nos permite concluir que domu = V.
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Obsérvese que si v € V, —u(v) = u(—v) < [|follll=v||= ||follllv]| por lo
que para cada v € V, |u(v)| < ||foll||v]|| esto implica que u es acotada y que
[lul|= || fo]|- Hasta este momento hemos considerado sélo la estructura de espacio
vectorial real de V, pero por el teorema 11 inciso (b), podemos considerar una
funcional lineal compleja acotada f con la misma norma que u y que tenga a ésta
como su parte real. Esta f es la funcional buscada pues Re(f|w) = (Re f)|w =
ulw = up invocando una vez mas el mismo resultado sabemos que existe una

tnica funcional sobre W con esta propiedad de manera que f|w = fo ademas

1= Tlull= Tluol = [[foll- 0

La demostracion de este teorema hace evidente la importancia del teorema
1.33. Lo que sigue son una serie de resultados cuya demostraciéon es inmediata
a partir del teorema de Hanh-Banach y que muestran por qué este resultado es

la pieza clave para el estudio de los espacios duales.

Corolario 1.35. Sea V un espacio normado, sea W <V un subespacio cerrado
propio de V, y v € V \ W, entonces existe v* € V* tal que |[v*||= 1, v'v =
d(v,W) y W < Kerv*.

Demostracion. Sean V., W y v como en las hipotesis. Definimos Wy = W+ ({v})
v fo: Wi — F por fo(w + cv) = cd(v, W), entonces fy es una funcional
lineal con dominio W; que cumple fy(v) = d(v,W) y para cada w € W
fo(w) =0.

SiweWyc#0

1
[folw -+ ev)| = leld(e, W) < lefljo = (<w) 1= Il + col].

Por lo que fy es acotada y ||fol|< 1. Ademéas d(v,W) = |fo(w + v)| <
[l follll(w + v)|| 1o que implica que

d(v,w) < || fol[nf{[[v — w[|: w € W} = || fo|ld(v, W).

Por tanto ||f||= 1, y podemos extender fy, a v* € V* con las propiedades

requeridas. O

Corolario 1.36. Sean V un espacio normado y v € V' \ {0}, entonces existe

v* € V* tal que |[[v*||=1 y ||v||= v*v.
Corolario 1.37. Sean V un espacio normado y v € V entonces

[oll= sup{[v*| : v" € By-}.
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Demostracion. Sean V y v como en las hipotesis. Si v = 0 la propiedad es
trivial, supongamos v # 0 entonces tenemos que para cada v* € By«, [v*v| <
[lv*[|||v]|= ||v||, por lo que |[v]||> sup{|v*v| : v € By~ }. Por el corolario 32 sea
v* € Sy~ tal que y v*v = ||v||. Por tanto ||v||= sup{|v*v| : v € By« }. O

Corolario 1.38. Sean V un espacio normado y v,w € V\ {0} tales que v # w,

entonces existe v* € V* tal que v*v # v*w.

Como ya se mostro, el espacio dual de cualquier espacio normado es un

espacio de Banach, esto representa en si una herramienta de estudio muy prove-
chosa, sin embargo, este proceso puede replicarse volviendo a esta herramienta
aun maés util.
Definicion 1.39. Sea V' un espacio vectorial normado, el espacio doble dual de
V es el espacio de Banach (V*)*, es decir, el espacio dual de V*, denotado por
V**. En general podemos definir el espacio n-ésimo dual V") recursivamente
como V1) = (Y (m)y*,

Andlogamente se pueden definir los espacios n-ésimo duales algebrdicos V##
y Vit = (V[n])#_

La primer linea de investigacién que nos ofrece este nuevo concepto parte de

la existencia de la siguiente funcion:

Definicién 1.40. Sean V un espacio normado y (V*)# el espacio dual alge-
braico de su espacio dual, definimos Q : V — (V*)# como (Q(v))(v*) = v*v y

lo llamamos el encaje candnico.

Veamos que esta funcion tiene como imagen el espacio doble dual y que

ademaés cumple otras propiedades importantes.

Teorema 1.41. Sean V un espacio normado y Q el encaje candnico. Entonces
para cadav € V, Q(v) € V**, Q es un isomorfismo isométrico y Q[V] es cerrado
st y solo si V es de Banach.

Demostracion. Sean V' y @ como en las hipoétesis. Consideremos v € V,
v}, v3 € V*yc €F, entonces (Q(v))(cvi+vf) = (cvi+v])(v) = cvi(v)+v3(v) =
c(Qv))(v}) + (Q(v))(v3), por lo que Q es lineal. Ademés |[|Q(v)||=
sup{|Q(v)(v¥)| : v* € By~} = sup{|v*v| : v* € By-} = ||v|| por el corolario
1.37. Si v € Ker @ entonces para toda v* € V*, 0 = Q(v)(v*) = v*v, apelan-
do al corolario 1.36 esto significa que v = 0, por lo que @ es un isomorfismo
isométrico.

Por ultimo, si Q[V] es cerrado entonces es de Banach por ser un subespacio

de V** de manera que por el teorema 1.21, V es de Banach. Si V' es de Banach
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entonces Q[V] es de Banach, luego es cerrado como subespacio de V** por el

mismo teorema. O

Habiendo construido este enorme universo conceptual, quisiéramos empezar
a descubrir algunas relaciones dentro de él, la primera conjetura que podemos
hacer es que si dos espacios normados son isomorfos sus duales lo seran. Lo que
sigue es un desarrollo que nos permite presentar este resultado elegantemente,

ademaés de introducir conceptos que seran utiles mas adelante.

Definicion 1.42. Sean V, W espacios vectoriales normados yT : V — W un
operador lineal entre ellos, definimos el operador adjunto algebrdico
T# . W# = V# como (T#(w#))(v) = w# (T (v)) para w# € W# yve V.

Por lo confunso de la notacién generalmente se denota v#v = (v,v#). Con
esta notacion el adjunto algebraico queda definido por (v, T#w#) = (Tv, w*),
lo cual es visualmente méas sugerente. Ademas el encaje candnico queda ilustra-
tivamente definido por (v*, Q(v)) = (v, v*).

Teorema 1.43. Sean V, W espacios vectoriales normados y T : V. — W un
operador lineal, entonces T es acotado siy sélo si T#[W*] C V*. Si T es acotado
entonces T* = T# |y~ € BW*,V*) y ||T||= ||T*|.

Demostracion. Supongamos que 1" es un operador lineal acotado. Por el teorema
1.19 para toda w* € W* tenemos que T#w* : V — F es un operador lineal
acotado, por lo que T#w* € V*.

Supongamos que T#[W*] C V*, sea A = T[By|y B = Q[A], si w* € W*
entonces sup{w**w* : w** € B} = sup{w*w : w € A} = sup{w*(Tv) : v €
By} = sup{T#(w*)v : v € By} = ||T#(w*)|| esto implica por el principio
de acotamiento uniforme que sup{||w**||: w** € B} es finito. Como @ es un
isomorfismo esto implica que A es acotado, lo que implica por el teorema 12 que
T es acotado.

Supongamos una vez més que T’ es acotado, por lo anterior T#[W*] C V*
de manera que 7|y« = T* es un operador lineal con imagen contenida en V*,

utilizando el corolario 1.37:
IT[|= sup{[|Tv||: v € By} =
sup{sup{|(Tv,w*)| : w* € By} :v € By} =
sup{|(Tv,w*)| : w* € By, y v € By} =

sup{|(v,T"w")| : v € By y w* € By} =
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sup{sup{(v,T*w*)} : v € By} : w* € By} =
sup{||T"w"*||: w* € Bw~} = ||T"|].

O

Definicion 1.44. Sean V, W espacios vectoriales normados yT : V — W un
operador lineal acotado entre ellos. Definimos el operador adjunto
T € ZW*,V*) como (v, T*w*) = (Tv,w*) para w* € W* yv e V.

Teorema 1.45. Sean V y W espacios normados y T € B(V,W) un isomor-
fismo suprayectivo entre ellos, entonces T* € ZB(W*,V*) es un isomorfismo

suprayectivo. Si T es un isomorfismo isométrico entonces T también lo es.

Demostracion. Sea w* € KerT* y v € V entonces w*v = (T'(T'v),w*) =
(T, T*w*) = 0 lo que implica que w* = 0, es decir, T* es inyectivo. Sea
v* € V*, sabemos que v*v = (v,v*T~T) = (Tv,v*T~Y) = (v, T*v*T~1) de
manera que T*(v*T~!) = v* por lo que T* es suprayectivo. Supongamos ahora

que para cada v € V, ||v||=||T||; entonces si w* € W*,
[|T*w*||= sup{(v, T*w*) : v € By} = sup{(Twv,w") : v € By }

— sup{{w,w") : w € By} = [Jw.

O

Hasta este punto hemos establecido los resultados basicos sobre el espacio
dual y hemos empezado a estudiar algunas de las relaciones entre este concepto
y otros previamente definidos. Lo primero que observamos es que el espacio dual
en el caso finito no presenta gran interés pues es facilmente demostrable que es
isomorfo al espacio original, esta propiedad implica que para cualquier natural
n, el n-ésimo dual también es isomorfo al espacio original, de acuerdo al teorema
1.45. Resulta interesante considerar variaciones de esta propiedad ;Qué ocurre
si un espacio es isomorfo a su doble dual? En este caso todos los n-ésimos duales
con n par son isomorfos y por otro lado todos los n-ésimos duales con n impar
también lo son, apelando de nuevo al teorema 1.45. Un caso particular de esta
propiedad resulta cuando el isomorfismo esta dado por el operador @, el resto

de la seccién estd dedicada a estudiar los espacios con esta propiedad.

Definicion 1.46. Sea V' un espacio vectorial normado, sea V** su doble dual y

Q :V — V** el encaje candnico, decimos que V' es reflexivo si Q es suprayectivo.
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A pesar de que la propiedad de ser reflexivo es un caso particular de ser
isomorfo al espacio doble dual, una vez mas el caso de los espacios de dimension
finita es poco interesante pues si V' es un espacio vectorial normado de dimensiéon
finita, sabemos ya que V** tiene su misma dimensién, como ) es inyectivo

entonces también es suprayectivo. Este argumento prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.47. Sea V espacio vectorial normado de dimension finita, entonces

V es reflexivo.
El siguiente teorema es inmediato a partir del teorema 1.21.

Teorema 1.48. Sea V' un espacio vectorial normado. StV es reflexivo entonces

es un espacio de Banach.

Este teorema ademés de ofrecernos una manera de comprobar si un espacio
normado es de Banach, comienza a sugerirnos la importancia de esta nueva
propiedad.

El siguiente paso es estudiar como se comporta la reflexividad bajo isomor-

fismos.

Teorema 1.49. Sean V y W espacios vectoriales normados. Si V' es reflexivo

y V=2 W entonces W es reflexivo.

Demostracion. Sean V., W como en las hipdtesis y T : V' — W un isomorfismo
suprayectivo, consideremos T : W* — V* y T** = (T*)* : V** — W** que
por teorema 1.45 son isomorfismos suprayectivos, por ultimo denotemos Qv vy
Qw los respectivos encajes canonicos de V y W

Sea w** € W** como T™* es suprayectivo existe v** € V** tal que T**v** =

w** como V es reflexivo existe v € V tal que Qv (v) = v**. Si w* € W* entonces
(w*, w*™) = (W, T Qv (v)) = (T"w*, Qv (v)) = (v, T*wW*) = (Tv,w")

por lo que Qw (Tv) = w** lo que termina la prueba.
O

Por ultimo, veamos uno de los teoremas més importantes sobre los espacios

reflexivos.

Teorema 1.50. Sea X espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y solo si

X* es reflexivo.

Demostracion. Sea X un espacio de Banach. Consideremos Qx : X — X** y

Qx~ : X* — X™* los respectivos encajes canénicos.
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Supongamos primero que X es reflexivo. Sea x*** € X***| como
(z** 0o Qx) : X — T es una composicion de operadores acotados entonces
es un operador acotado, dado que su contradominio es F entonces podemos afir-
mar que existe ¥ € X* tal que z* = ***Q x. Veamos que Qx~x* = z***, sea
y*™* € X** arbitrario entonces existe y € X tal que Qx(y) = y**, pues Qx es

suprayectivo, luego:
(yex, Qx= (7)) = (yrx, Qx+ (277 Qx)) = (™ Qx,y™) =

(5" Qx, Qxy) = (1,77 Q) = (Qxya™™") = (57, a™™).

De manera que @Qx+ es suprayectivo. Supongamos ahora que X* es reflexivo y
X no lo es. Luego Q[X] es un subespacio propio de X**, como X es de Banach,
Q[X] es cerrado de manera que por el corolario 1.35 existe x*** € X*** tal que
[lz***||= 1y Q[X] C Kerz***.

Como X* es reflexivo sea z* € X* tal que Qx~(x*) = 2*** sabemos entonces
que ||z*||=1perosiy € X

(y,2") = (2", Qxy) = (Qxy, Qx-2") = (@xy,z"™) =0

por lo que z* =0 y ||z*||= 1 esto es evidentemente una contradiccion.
Por tanto X es reflexivo.

1.5. Espacios de Banach separables.

La propiedad de un espacio de Banach de ser separable es una de las propie-
dades centrales en este trabajo pues, a pesar de ser una propiedad adicional a
su estructura bésica, resulta que puede ser estudiada tanto con las herramientas
de este capitulo, como con las herramientas del capitulo siguiente, pues resulta
ademaés ser un espacio polaco. En esta seccion solo estudiaremos las propieda-
des basicas de estos espacios y cuando hayamos desarrollado més nuestra teoria

regresaremos para analizarlos con mayor profundidad.

Definicion 1.51. Sean X wun espacio topoldgico y A C X decimos que A es
un conjunto denso en X si para todo abierto mo vacio U C X tenemos que
ANU # @.

Decimos que X es separable si existe A C X tal que A es un conjunto denso

en X y A es numerable.

FEl siguiente resultado enuncia tres propiedades bésicas sobre estos espacios.
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Proposicion 1.52. Sea X un espacio topoldgico separable:

a) S1'Y es otro espacio topoldgico y f : X — Y es una funcidn continua,
entonces la imagen de f es separable.

b) Si la topologia de X estd generada por una métrica y consideramos A C X
dotado de la topologia inducida por X, entonces A es separable.

¢) Si la topologia de X estd generada por una métrica y A C X es denso en
X, entonces para cada x € X existe una sucesion (an)nen de elementos de A
tal que a,, — x.

En el caso de los espacios normados, la estructura adicional nos proporciona
el siguiente resultado. El argumento que se utiliza en la prueba nos sera de suma

utilidad a lo largo del altimo capitulo.

Proposicion 1.53. Sean V' un espacio normado y A C'V numerable, entonces
cl((A)) es separable.

Demostracion. Sean V' 'y A como en las hipotesis. Veamos primero que (A)
es separable. Sea Q' el campo de los racionales si F = R o el subconjunto de
ntmeros complejos con parte real e imaginaria racional si F = C, de manera que
Q' es denso en .

Consideremos a A’ el conjunto de todas las combinaciones lineales de ele-
mentos de A con coeficientes en Q’. Es sencillo mostrar que A’ es numerable.

Sea v € (A) entonces existen vq,...,v, € Ay by,...,b, € F tales que
v =31 b Para cada i € {1,...n} existe una sucesion (b; ;);jen en Q' tal
que b; ; — b;. Esto significa, por la continuidad del producto por un escalar
que para cada i € 1,...,n b; jv; — b;v; y por continuidad de la suma de V,
que Y0, b ju; — >, biv;. Esto muestra que A’ es denso en (A) por lo que
es separable.

Sea U abierto en V tal que UNcl((A)) # @, sabemos entonces que UN(A) #
&, luego existe a € UN A’ 1o que muestra que A’ es denso en cl({A)) por lo que
es separable.

O

El siguiente resultado explora la relacion entre los conceptos de separabilidad

y de espacio dual.

Teorema 1.54. Sea V' un espacio normado. Si V* es separable entonces V es

separable.

Demostracion. Sea V un espacio normado, supongamos que V* es separable.

Sea {v} : n € N} un conjunto numerable y denso en V*. Escojamos para cada



34 CAPITULO 1. TEORIA DE ESPACIOS DE BANACH.

n € Na v, € By tal que |[v}v,| > £[|vi]|. Si A= {v, :n € N} y W = cl((4)),
entonces queda por demostrar que W = V.

Sea v* € V*, v* # 0, entonces existe n € N tal que |[v* — v}[|< +|[v*||. Esta

desigualdad implica que [[o]| > —|[v}, — v*||+[[v*]] > =g |[v*[[+][v*]] = F||v*]]
Por lo que
(v on| = o vn| = [vvn] + [0"vn| 2= [vgon] — [(v" = v)(vn))]
> |vpon| = |lv* = vpl] > 3llonll= o]l

> 3llvsll=gllonll > 0.

SiW # V,seav € V\ W, por el corolario 1.35 existe v* € V* tal que
[lv*||= 1, W C Kerv* y v*v = d(v, W), como ||v*||= 1 entonces v # 0. Luego,
existe n € N tal que v*v, # 0 pero v, € A C W. Por tanto v*v, = 0 pues
W C Ker v* lo cual es una contradiccion.

Por tanto W =V y por la proposicion 1.53 concluimos que V' es separable.

O

FEl siguiente resultado relaciona las propiedades de reflexividad y separabili-
dad.

Corolario 1.55. Sea V' un espacio normado reflexivo, V es separable si y sélo

si V* es separable.

Demostracion. Supongamos primero que V' un espacio normado, por el teorema
anterior, si V* es separable entonces V' es separable.

Supongamos ahora que V' un espacio normado separable y reflexivo, por la
proposicion 1.52 (a), Q[V] = V** es separable y por el teorema anterior V* es
separable. O

Mas adelante en el trabajo la propiedad de que un espacio de Banach no ten-
ga un subespacio isomorfo a ¢; sera relevante, esta propiedad toma importancia

en virtud del siguiente teorema.

Teorema 1.56. Sea X un espacio de Banach separable, entonces existe un

operador lineal acotado suprayectivo T : {1 — X.

Demostracion. Sea X como en las hipotesis. Consideremos
A={z, € Bx :neN}

denso en Bx. Si (¢,)nen € ¢1 entonces (D1, c;;) es absolutamente con-

neN
vergente y por tanto converge. Esto significa que la funcion T': {17 — X definida

por T(cp)nen = Y ioq Ci; esta bien definida. Es evidente que la funcion es
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lineal y si (cu)ncy € & entonces [IT(cnhnenl| = 150, cszill < 5% lesanl| <
Yoocileil = l|(en)nlli por lo que T es acotada.

Sea x € By, definimos por recursién la sucesién (n,,)men en
N que cumpla la propiedad de que para cadan € N, [[(z—Y1 (3)'zn,)||< (5)"
Sea n tal que ||z — z,, ||< 1/2. Si ya esta definido n; para cada j < k, como A
es denso podemos encontrar ny4q tal que ||(z — Zitll(%)lxn) |< (3)FF1.

La construccion de esta sucesion implica que z = 5 | (3)’z,,,. Definimos la
sucesion (cp)n € ¢4 como ¢, = (%)” si existe j € N tal que n =n; y ¢, =0 de
lo constrario, de manera que T(cp)n = > po i CaZn = D ioq(3)'@,, = x. Como

T es lineal si x € X \ Bx entonces HTle € X por lo que existe y € ¢, tal que
T(|z||ly) = ||=]||Ty = HxHHTlHI = x, lo que muestra que T es suprayectiva.
O

1.6. Topologias débiles.

Todos los resultados obtenidos hasta ahora referentes a alguna propiedad
topologica de un espacio normado V' han supuesto que la topologia en cues-
tién es la generada por la norma del espacio. La topologia de la norma es una
buena topologia para estudiar los espacios normados, la base de la topologia
puede ser facilmente descrita y como hemos revisado satisface propiedades muy
importantes. Sin embargo, existen varias razones por las que nos vemos en la
necesidad de buscar nuevas topologias para los espacios normados, una de las

maéas importantes esté relacionada con la propiedad de compacidad.

Definicién 1.57. Sean X un conjunto y Y C X.

a) Decimos que una familia o/ de subconjuntos de X es una cubierta de' Y

siY C | A
Acod
b) Si & es una cubierta de 'Y, decimos que % es una subcubierta de of si

B C A yRB es cubierta de Y.

Definicion 1.58. Sean X un espacio topoldgico y Y C X.

a) Decimos que una familia o7 de subconjuntos de X es una cubierta abierta
deY si o/ es cubierta de' Y y para todo A € o7, A es abierto en X.

b) Decimos que K C X es compacto si para toda cubierta abierta o/ de K

existe B una subcubierta finita de <7 .

Las siguientes proposiciones son propiedades basicas sobre los conjuntos com-

pactos.
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Proposicion 1.59. Sea X un espacio métrico, K C X es compacto si y sélo
si toda sucesion (zp)nen en K tiene una subsucesion (,, )men convergente en
K.

Proposicion 1.60. Sean X y Y dos espacios topologicos y f : X — Y una

funcion continua, si K C X es compacto entonces f[K] CY es compacto.

Una de las carateristicas més importantes de los subconjuntos compactos
de R™ es que son facilmente caracterizables segin afirma el siguiente famoso

teorema.

Teorema 1.61 (Heine-Borel). Sea K C R™ entonces K es compacto si y solo

si K es cerrado y acotado.

Es sencillo demostrar que en espacios normados la propiedad de que un
conjunto sea compacto si y solo si es cerrado y acotado es equivalente a que la
bola cerrada unitaria sea compacta. El resultado que nos invita a buscar nuevas

topologias para los espacios normados es el siguiente.

Teorema 1.62. Sea V un espacio normado, By es compacta si y sélo si 'V es

de dimension finita.

Demostracion. Sea V un espacio normado de dimension finita. Si {vy,...v,}
es base de V' y {ey,...e,} es la base candnica de R™ entonces es facil ver que
el operador T : V' — R™ definido por Tv; = e; para toda i € {1,...,n} es un
isomorfismo suprayectivo. Por ser T acotado sabemos que T'[By] es acotado por
que T~ continua, entonces T[By| = (T~1)"![By] es cerrado y por el teorema
de Heine-Borel T[By/] es compacto. Apelando de nuevo a la continuidad de 7~*
sabemos entonces que T~ ![T[By]] = By es compacto.

Por contraposicién supongamos ahora que V' es un espacio normado de di-
mension infinita. Vamos a construir por recursiéon una sucesion (2, )pen con-
tenida en By tal que si 4,5 € N entonces ||v; — v;||> 1. Podemos comenzar
escogiendo cualquier v; € By, sea n € N y supongamos que ya hemos escogido
v1,...Un € By tales quesi¢,j € {1,...,n} e i # j entonces ||v; — v;||> 1. Sea
W = ({v1,...v,}), como V es de dimensién finita podemos escoger w € V \ W
si t = d(w, W) entonces t > 0 pues por ser W de dimension finita es espacio de
Banach y por tanto es un subconjunto cerrado de V. Considerando a %w po-
demos encontrar una sucesion (un)ncn en W tal que |[$w — up||[— d(+w, W),
como (Up)n N €8 una sucesion acotada en W acotada, podemos encontrar un
subsucesion (uy,, )men convergente en W, sea u € W su punto de convergencia.

. 1 .
Entonces si v,41 =u—jwei € {l,...,n},
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1
[on+1 = vil|2 d(vns1, W) = d(u — 2w, W)

1 1 1
=d(-w, W) =-dw,W)=-t=1
t t t
Por lo que existe (v,)nen sucesion en By que no es de Cauchy, luego no
puede ser convergente, apelando a la proposicién 1.59 podemos concluir que By

no es compacto. O

Para poder definir nuevas topologias para los espacios normados necesitamos

primero revisar algunos conceptos de topologia general.

Definicion 1.63. Sea X un espacio topoldgico y T su topologia.
a) Decimos que % es una base para la topologia de X si 8 C 7 y para todo

Uer existe B C B tal queU = |J B.
Be#'
b) Decimos que € es una subbase para la topologia de X si la familia de

todas las intersecciones finitas de elementos de € es una base para la topologia
de X.

¢) Sea x € X, decimos que V. C X es una vecindad de x si existe U € T
tal que x € U y U C V. Llamamos al conjunto de todas las vecindades de x su
sistema de vecindades y lo denotamos por % (z).

d) Sea x € X, decimos que una familia de subconjuntos de X PB(x) es una
base local si B(x) C U (x) y para toda V € % (x) existe U € B(x) tal que
UcCV.

Proposicion 1.64. Sean X wun conjunto, # una familia de funciones y
{(Yy,77) : f € #} una familia de espacios topoldgicos tales que para toda
f e, el contradominio de f es Yy. Entonces existe una tnica topologia Ty
para X tal que:

a) Para toda f € W, [ es continua.

b) Si ' es una topologia que hace a toda f € W continua, entonces Ty C 7'.

Demostracion. Sean X, W y {(Yy,7f) : f € #'} como en las hipotesis. Sea
¢ ={f"'U]: fe# yUE€ s}y 7z la tnica topologia que tiene a ¢ como
subbase.

Para demostrar (a) sea f € # y U € 74 entonces f~{U] € € C 7y luego f
es continua.

Para demostrar (b) sea 7/ tal que toda f € # es continua en esa topologia
entonces para toda f € # y para todo U € 74 f~1[U] € 7/ por lo que ¢ C 7/
por ser 7' topologia esto implica que 7y C 7'.

Por la propiedad (b) esta topologia es tnica. O
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Definicion 1.65. Con la misma notacion de la proposicion 1.64, decimos que
W es una familia topologizante para X, llamamos a la topologia Ty la topologia
débil de X inducida por W y decimos que {f~'[U] : f € W yU € 74} es su

subbase estandar.

La topologia débil guarda muchas similitudes con la topologia del producto.

El siguiente resultado es basico para estudiar esta segunda topologia.

Teorema 1.66. Sean {X; : i € I} una familia de espacios topoldgicos, X =
I1 X; dotado con la topologia del producto. Sean para cada j € I, pj : X — X
iel

la proyeccion canonica p;((x;)icr) = xj, y sean Y otro espacio topoldgico y
g :Y — X. Entonces g es continua si y sélo si para cada j € I, pjog es

continua.
Este resultado tiene su analogo para la topologia débil.

Teorema 1.67. Sean X un conjunto, # wuna familia topologizante para X, Y
un espacio topologico y g : Y — X. Entonces g es continua si y sélo si para
cada f € W, f og es continua.

Demostracion. Sean #',Y y g como en las hipotesis.

Sea f € #', como g es continua y f es continua entonces f o g es continua.

Sabemos que basta verificar que la imagen inversa de abiertos subbasicos es
abierta para mostrar que una funcién es continua, para esto sea U un abierto
de la subbase estdndar de la topologia de X. Entonces existe f € # y V € 1
tal que U = f~1[V], como por hipétesis f o g es continua entonces (f o g)~1[V]
es abierto en Y pero (f o g)71[V] = g fV]] = ¢ U] por lo que g es
continua. O

Definicion 1.68. Sea # wuna familia topologizante para X, decimos que W
separa puntos si para cada x,y € X con x # y existe f € W tal que f(z) #£ f(y)

Corolario 1.69. Sean X un conjunto, # wuna familia topologizante para X y
para cada f € W sea Yy el contradominio de f. Si W separa puntos entonces
existe un homeomorfismo ¢ : X — [[ Yy definido como p(x) = (f(x))ew -
few

Demostracion. Sean # y {Y; : f € #'} como en las hipétesis, definamos ¢
como se enuncia. Por el teorema 1.67 para probar la continuidad de ¢ basta
probar la continuidad de py o ¢ para cualquier f € #. Sea fo € #, U € 7y,
entonces

(pfo o 90)_1[[]] = {l‘ eX prO(QD(Z‘)) € U}
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={r e X :pp((f(@))fer) €U ={x € X : fo(z) € U}

= fo'[U]

pero fy ! [U] es abierto por la definicion de la topologia débil, luego ¢ es continua.
Sean z,y € X si x # y entonces, como # separa puntos, existe f € # tal que
f(@) # f(y) luego p(z) = (f(z))rer # (f(y))sez = ©(y) por lo que ¢ es
inyectiva y podemos definir ¢! : Im ¢ — X.

Por el teorema 1.66, para probar la continuidad de ¢! basta probar la

continuidad de f o p~! para cualquier f € #. Sea fo € #, V € 7; entonces

(foee™ ) ' WVI={(f(@)rez € [] Yr: ol (f(@)sen)) €V}

few

={(f@)gew € [] Ys: folx) eV} =p V][ \Ime

few

pero pjiol [U] es abierto por la definicion de la topologia del producto por lo que
pj?ol [U] N Im ¢ es abierto en la imagen de ¢. Esto prueba que tanto ¢ como ¢!

son continuas lo que termina la prueba. O

En las secciones anteriores hemos estudiado las propiedades topologicas de
los espacios normados a través de la series y sucesiones. Sin embargo, las su-
cesiones solo sirven para describir una clase particular de espacios topologicos,
para poder estudiar espacios topoldgicos arbitrarios necesitamos desarrollar una

herramienta mas general.

Definicion 1.70. Sea X un conjunto.
a) Decimos que una familia .F de subconjuntos de X es un filtro en X si
NXeF yogF.
2) Si A,B € F entonces AN B.
3)S1YCX, AeF yACY entoncesY € 7.
b) Sea F un filtro, decimos que F' es una base de filtro para F si F' C F
y para todo A € .F existe A’ € .F' tal que A’ C A.
¢) Sea'Y otro conjunto, F un filtroy f : X =Y, denotamos por f(F) al
filtro generado por la base de filtro {f[A] : A € F}.
d) Sea A C X y & un filtro tal que para todo F € .F, FN A # & entonces

es evidente que la familia {ANF : F € #} es un filtro en A que denotamos por
F |a.
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La nociéon de filtro a pesar de poder ser definida en términos puramente
conjuntistas es muy util para estudiar propiedades topologicas, una de las razo-
nes centrales de esto es que el sistema de vecindades de cualquier punto de un
espacio topolédgico es un filtro, lo cual a su vez nos permite definir la nocién de

convergencia de filtros.

Definicion 1.71. Sean X un espacio topoldgico y x € X, decimos que un filtro

F converge a x st % (x) C.F y lo denotamos por F — .

Proposicion 1.72. Sean X un espacio topoldgico, B una subbase de la topologia
de X, x € X yF un filtro en X. Entonces & — x si y sdlo si para cada U € B
tal que x € U tenemos que U € F.

Demostracion. Sean X, €, x y % como en las hipotesis.

Supongamos que . — z. Si U € ¥ tal que z € U entones U € % (x) por
lo que U € #.

Supongamos que cada miembro de la subbase al que pertenece x es elemento
del filtro. Sea V' € % (x), luego existe U C X abierto tal que U CV y z € U.

Como Z es subbase existen Uy,...,U, € € talessquexz € ((U;y (U; CU.
i<n i<n
Por hipétesis Uy, ..., U, € % y como los filtros son cerrados bajo interseccio-

nes finitas, entonces (| U; € .%#. Como los filtros también son cerrados bajo
i<n

supraconjuntos entonces U,V € Z. Por lo que % (z) C 7. O

Una propiedad 1util de la convergencia de filtros es que nos permite caracte-

rizar a los conjuntos cerrados de un espacio topologico

Proposiciéon 1.73. Sea X un espacio topoldgico.

a) Sea E C X, entonces v € cl(E) si y sdlo existe un filtro F en X que
converge a x y que cumple que E € F.

b) F C X es cerrado si y sdlo si para cada filtro F en X que converge a un

punto x € X y que F |p es un filtro en F tenemos que x € F.

Demostracion. Sean X un espacio topologico y E, F' C X. Comencemos con el
inciso (a), si E = @ el enunciado es trivial, supongamos entonces E # &. Sea z €
cl(X). Consideremos el filtro % en X generado por la base
{UNA:Ue%(x)}.SiU e % (x) entonces UN A € % por lo que U € F de
manera que .# — x, como X € % (x) entonces A € .%. Luego .Z es el filtro
buscado.

Si existe .Z tal que A € ¥ y % (xz) C #, entonces para cada U € % (x)
ANU # & por lo que z € cl(X).
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Ahora probemos (b), de nuevo si F' = & el enunciado es trivial, supongamos
entonces I' # @.

Supongamos que F' C X es cerrado. Sea % un filtro en X que converge a
un punto € X y tal que % |r es un filtro en F. Por ser % |p un filtro en
F tenemos que F' € .Z y por el inciso anterior z € cl(F') como F es cerrado
F =cl(F) porlo que z € F.

Supongamos que todo filtro .# tal que .7 |r es un filtro en F'y que converge
a un punto x € X cumple que x € F. Si & € cl(F), por el inciso anterior,
podemos encontrar un filtro .# que tal que F' € % y que converge a X, como
F € .7 entonces para cada F € . FNE # & por lo que # | es un filtro en
F luego x € Fes decir F = cl(F) lo que implica que F es cerrado. O]

Una propiedad igualmente ttil de la convergencia de filtros es que nos permi-
te caracterizar la continuidad de funciones entre espacios topologicos arbitrarios.

Teorema 1.74. Sean X y Y espacios topolégicos y f : X — Y wuna funcion
entre ellos. Entonces:

a) [ es continua en v € X si y sélo si para cualquier filtro F que converga
a x tenemos que f(F) converge a f(z).

b)f es continua si y solo si para cualquier x € X y cualquier filtro F que
converga a x € X tenemos que f(F) converge a f(x) €Y.

Demostracion. Sean XY y f como en las hipotesis. Comencemos por el inciso
(a):

Sea x € X, supongamos que f es continua en z y que % es un filtro que
converge a z. Sea U € % (f(x)), por la continuidad de f, f~[U] € % (), como
F converge a z entonces fl[U] € .F lo que implica que U € f(.F), es decir
[(F) — f(z).

Sea x € X, supongamos que si un filtro converge a x entonces su imagen
converge a f(x). Consideremos el fitro % (x), como evidentemente converge a
x entonces sabemos que su imagen converge a f(x), es decir que Z (f(x)) C
f(%(x)). PorloquesiV € % (f(x)) entonces existe U € % (z) tal que f(U) CV
es decir, f es continua en x.

El inciso (b) es inmediato a partir de (a). O

Una tercera propiedad de la convergencia de filtros nos habla de su relaciéon

con las familias topologizantes.

Teorema 1.75. Sean X un conjunto, # una familia topologizante para X,
x € X y.F un filtro en X, si consideramos a X con la topologia débil inducida
por W entonces F — x siy sdlo si para cada f € W, f(F) — f(z).
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Demostracion. Sean # ', X con la topologia débil inducida por #/, z y .% como
en las hipotesis.

Supongamos % — x, si f € # sabemos que f es continua, luego por el
teorema 1.74 f(F) — f(x).

Supongamos para cada f € #, f(F#) — f(x). Sea U C X un abierto de la
subbase estandar tal que x € U, entonces existen f; € # y Vi € Y}, abierto tal
que f;'[Vi] = U luego como f1(.F) — fi(x) sabemos que Vi € f1(.F) lo que
implica que U € .%. Por la proposicion 1.72 tenemos que .% converge a x. [

Hasta este momento hemos desarrollado la teoria necesaria para estudiar
espacios topologicos en general y en particular algunos resultados sobre las fa-
milias topologizantes, ahora aplicaremos esta teoria al estudio de espacios de
Banach.

Como mencionamos previamente, en este capitulo estamos en busca de nue-
vas topologias para los espacios de Banach de dimension infinita. El estudio de
las topologia inducidas por una familia realizado en esta seccién y el de los espa-
cios duales dos secciones atras sugieren que los conjuntos de funcionales lineales
acotadas son un buen candidato a utilizar como familia topologizante. En este

capitulo vamos a definir dos topologias a partir del espacio dual.

Definicion 1.76. Sea V un espacio normado, la topologia inducida por la fa-
milia de funcionales lineales acotadas V* es llamada la topologia débil de V' y
la denotamos por o(V,V*). Si una propiedad se satisface para esta topologia de-
cimos que se satisface débilmente, por ejemplo, si V', con la topologia o(V,V*),
es un espacio compacto, entonces decimos que V' es débilmente compacto.

Si Q es el encaje candnico de V- en V** la topologia inducida por Q[V] en
V* es llamada la topologia débil* (débil estrella) y la denotamos por o(V*, V). Si
una propiedad se satisface para esta topologia decimos que se satisface débilmente®
(débilmente estrella), por ejemplo, si V' con la topologia o(V*, V) es un espacio

separable, entonces dectmos que V* es débilmente* separable.

A partir de esta definicion cualquier espacio dual V* de un espacio normado
tiene dos topologias, la débil y la débil* cada una con propiedades distintas en
el caso de que el espacio normado sea de dimension infinita. Sin embargo, al ser
topologias inducidas por subespacios del espacio V** tienen muchas propiedades
en comin, por esto vale la pena estudiar las propiedades de las topologias indu-
cidas por subespacios del espacio dual algebraico para conocer las generalidades
de estos espacios y luego pasar a sus aspectos particulares.

En las primeras paginas de este capitulo se hizo enfasis en que los espacios

normados tienen tres estructuras distintas que se relacionan muy bien. Cuando
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definimos una topologia sobre un espacio vectorial nos gustaria que respetara
la estructura algebraica que este espacio ya tiene, esta caracteristica es lo que

rescata la siguiente definicion.

Definicion 1.77. Sea V un espacio vectorial con una topologia 7, decimos que
(V,7) es un espacio vectorial topoldgico (EVT) sila suma + : V xV =V y
el productor por un escalar - : F x V. — V del espacio vectorial son funciones

continuas con respecto a esta topologia.

La proposicién 1.5 demuestra que todos los espacios normados son espacios
vectoriales topologicos. Lo menos que podriamos esperar de la topologia débil y
la débil* de un espacio normado es que también definieran espacios vectoriales
topologicos.

La herramienta central con la que contamos para estudiar la continuidad
de funciones son los filtros, es por esto que vale la pena definir varios filtros
utiles. Si V' es un espacio vectorial llamamos a las proyecciones p; : VxV — V|
pp : V xV — V definidas por pr(v,w) = v y pr(v,w) = w las proyec-
ciones izquierda y derecha de la suma. Y analogamente a p; : F x V — T,
pp : FxV — V definidas por p/(c,v) = ¢ y plr(c,v) = v, las proyecciones

izquierda y derecha del producto. Si %1, .%5 son filtros en V. Denotamos por
(F1, 72)
al filtro generado por la base de filtro
{F CV xV:p([F] € Zi,pplF| € %)}

y por
F1+ P

al filtro generado por la base de filtro
{Fl + K CV:F Gyl,Fg c 5‘\2}

de manera que
—‘r(ﬁl,yg) = «?1 + 92.

Analogamente, si ¢ es un filtro en F y % es un filtro en V', denotamos por
(gl ) gQ)
al filtro generado por la base de filtro

{G CF x V:pi[G] € %1,pp[C] € %}
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y por
Y -

al filtro generado por la base de filtro
{Gl -G CV .Gy Egl,GQ 6%2}

de manera que

(G, ) =Gy - Gy,

Proposicién 1.78. Sean V un espacio normado y W un subespacio de V¥,
sea T la topologia débil en V' generada por la familia topologizante W, entonces
(V,7) es un EVT.

Demostracion. Sean V., W y 7 como en las hipotesis y sea % un filtroen V x V
que converge a (vg, wp). Sean py : VXV = Vypp : VxV — V las proyecciones
izquierda y derecha de la suma respectivamente.

Como ambas proyecciones son continuas bajo la topologia del producto en-
tonces pr[.%] converge a vy y pp|[-#] converge a wy. Ademéas para todo A C VxV
tenemos que +[A] = pr[A] + pp[A]. Si f € W entonces

FIHAN = flprAl + pplA]] = fl{v +w v € pr[A],w € pp[A]}] =

{f(v+w) v €prlAl,w € oA} = {f(v) + f(w) : v € prAl,w € pp[A]}] =

Flpr[All + flpolAll.

De manera que

+(f(pr(F)), f(op(F)) = [(p1(F)) + f(p1(F)) = f[+]Z]].

Dado que f es continua en la topologia generada por la familia W por el teo-
rema 1.74, f(p;(F)) converge a f(vg) y f(pp(F)) converge a f(wp), por lo
que (f(pr(F)), f(pp(F)) converge a (f(vo), f(wp)). Como la suma en F es
continua +(f(pr(:F)), f(pp(F)) converge a f(vy) + f(wo) debido de nuevo al
teorema 1.74. Esto prueba, gracias a nuestra igualdad que f[+[%#]] converge a
f(+(vg.wp)). Esto demuestra que (fo+) es continua una vez mas por el teorema
1.74. Como f fue arbitraria esto prueba, por el teorema 1.67, que la suma del
espacio vectorial es continua.

La prueba de la continuidad de - : F x V' — V es analoga. O
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Habiendo probado que la topologia débil y la topologia débil* definen espa-
cios vectoriales topologicos, nuestro siguiente paso seria estudiar si existe una
norma o al menos una métrica que genere estas topologias. Se puede probar
que si el espacio normado V es de dimensién infinita entonces no existe una
métrica que genere estas topologias. Més atin, utilizando la estructura de EVT
se pueden definir sucesiones y filtros de Cauchy sin apelar a norma alguna y se
puede probar que con esta definicion los espacios de dimensién infinita resultan
no ser completos.

Si estos espacios han perdido muchas de las caracteristicas tan familiares e
importantes de los espacios de Banach ;por qué insistir tanto en su importancia?
Lo que sigue son dos resultados clasicos de topologia general necesarios para

probar el teorema que justifica la importancia de estos espacios.

Teorema 1.79 (Tychonoft). Sea {X; :i € I} una familia de espacios topoldgi-

cos, entonces [[ X; con la topologia del producto es compacto si y sdlo si para
i€l

toda i € I, X; es compacto.

Proposicion 1.80. Sean K un espacio topoldgico compacto y FF C K un con-

junto cerrado, entonces F es compacto.

Teorema 1.81 (Banach-Alaoglu). Sea V' un espacio normado, entonces By

es débil* compacto.

Demostracion. Sea V un espacio normado, para cada v € V sean I, = {c €
F:le| < |||} y IV = J] I, dotado con la topologia del producto. Sabemos
veV

que Q[V] es una familia que separa puntos pues si v*,w* € V* son tales que
para toda v € V v*(v) = w*(v) entonces v* = w*, luego por el corolario 1.69
existe una homeomorfismo ¢ : By« — IV en un subespacio de I" si dotamos a
By« de la topologia débil*. Por el teorema de Heine-Borel cada IV es un espacio
topolégico compacto y por el teorema de Tychonoff sabemos que IV también es
compacto. Por lo que por la proposicion 1.80 solo resta probar que ¢[By ] es
cerrado en IV .

Sea .# un filtro en I", tal que ¢[By+] € F y que converge a un punto

(x)vey € IP. Sean v,w € V y ¢ € F sabemos que para cualquier
¢(v*) € p[By-],

(Q(ev +w)v)evw = ((cQv) + Q(w)) (V")) cvw = c(Q(V)(v7))y + (Q(w) (V7)) w

por lo que

Pevi (Z loipye)) = 0o (Z logpyy) + 20 (Z i)
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pues sabemos que .% |,,,.] es un filtro en p[By-]. Alser V* un EVT, la suma y
el producto son continuos al restringuirlos a By «, la suma y el producto también

son continuos en @[By+| por ser homeomorfo a By, de lo que se sigue que

Pev4w (ﬁ |<P[Bv*]> — Tev+tw

cpy (9’ |¢[Bv*]) + p(w) (ﬂ |w[Bv*]) — CTy F Ty

Como F es un espacio de Hausdorff, entonces .4, = cx,+x,,. Esto significa
que si definimos a f : V — F por f(v) = x, entonces f es lineal, ademas
f(v) =z, € I, por lo que | f(v)| < [|v]| por lo que no sélo f es acotada sino que
f € By, por iltimo ¢(f) = (Q)(f)o = (F(v))u = (.)uy es decir @ € p[By-].
Por la proposicion 1.73 ¢[By ] es cerrado y por lo tanto compacto. O

1.7. Bases de Schauder.

En el estudio de espacio vectoriales con las herramientas del algebra lineal
los argumentos que apelan a la base de un espacio son muy comunes. Hay una
importante razéon por la que en los espacios de dimension infinita las bases del
espacio juegan un papel mucho més secundario, esta razén es consecuencia de

los siguiente dos teoremas.

Teorema 1.82. Sean V un espacio normado de dimension finita mayor a cero,
y vy = {v1,...,0n} una base de V, entonces cada proyeccion p; : V. — {(v;)

definida por p;(v;) = v; es un operador lineal acotado.

Demostracion. Sean V|, v y p1,...,p, como en las hipdtesis. 7 nos permite
definir una norma /- / de la siguiente manera siv € V' y ¢i,...c, € I son tales
que v =Y. ¢v; entonces /v/ =, || Es claro que /- / es una norma y
por ser V de dimension finita, la norma / -/ define un espacio de Banach.

Sea i € {1,...,n}, es claro que p; es un operador lineal, ademaés

i)l = [pi | Do || = leivil = leallloill< | D lesl | vill= fo/loill

j<n i<n

por lo que p; es acotada bajo la norma /- /.

Sea I : (V,||-||) = (V,/-/) el operador identidad, veamos que I es acotado.
Sea S={veV:/v/=1}siveSyecy,...,c, son tales que v =
entonces existe jo € {1,...n} tal que |¢;,| > 0 luego ¢j, # 0 y por ser 7y base

i<n CjVj
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entonces v # 0 lo que implica que ||v||> 0. Es decir, para toda v € S, se tiene
que ||v||> 0, ademaés es claro que S es cerrado bajo la topologia generada por
/+/yque B={veV:/ v/ <1} es compacto por el teorema 1.62, al ser S un
subconjunto cerrado de un conjunto compacto también es compacto.
Supongamos que I es no acotada, entonces existe (wy,), sucesion en B, tal
que para toda j € N, /w;/ > j por lo que si definimos la sucesion (uy), por
uj = Hleij’ es claro que para toda j € N, u; € S por lo que (uy),, es una suce-
si6n en un conjunto compacto. Si u € S es un punto a donde converge una subsu-
cesion (uy,);, entonces tenemos que ||u||= limjen||uy,, ||= lim ey /wlﬁﬂwnj [|<
limen n—lj = 0 lo que es una contradicciéon, por lo tanto I es acotada.
Entonces es claro que p; o I es un operador acotado bajo la norma ||-||.
O

Teorema 1.83. Sean X wun espacio de Banach, v una base de X y
v = {p. : X — () | 2 € v} el conjunto de las proyecciones cada una de-
finida por p.(z) = z. Sea ¥¥ el subconjunto de v* de las proyecciones que son

continuas. Entonces ’yf es finito.

Demostracion. Sean X, v, v# y 4% como en las hipétesis. Supongamos que 77
es de cardinalidad infinita, entonces podemos encontrar un conjunto
{2, € v : n € N} tal que para toda n € N, p, € ~¥. Este conjunto nos
permite construir la serie (Z?:l mzz)n ey ¥ sabemos que ésta es una serie
absolutamente convergente. Como X es un espacio de Banach, entonces la serie
converge a un punto x € X.

A pesar de que x puede expresarse como una combinacion infinita de miem-
bros de {z, € v:n € N} al ser v una base, existe una combinacion lineal finita
de sus miembros con la cual expresar a z. Esto significa que para una cantidad
infinita de elementos de {z, € v : n € N} tenemos que p,, (z) = 0.

Sea ng € N tal que Pz (z) = 0, sabemos que para toda m > ng

m 1 A 1 . s . sa

Dz (Zi:l 2i|\ziuzl) = Z”OHznOIIZ”O‘ Asi, la imagen de esta serie es la sucesion

con entradas 0 hasta n—1 y constante Wzno en adelante, esta sucesion evi-
no

dentemente no converge a cero, pero p,, - es continua y ( 2?21 ﬁzz)n eN T

23]
z lo cual nos lleva a que p., (1%, Mzi)meN — Pz, (¥) = 0, una contra-

diccién. O

Los dos teoremas anteriores muestran que las proyecciones de las bases de los
espacios de Banach de dimensién infinita no preservan la estructura topoldgica,
estructura que ha sido central en nuestro estudio. Por esto, aprovechando la
estructura de espacio métrico completo, resulta conveniente definir otro tipo de

base de los espacios de Banach.
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Definicion 1.84. Sea X un espacio de Banach, decimos que una sucesion
(Zn)nen en X es una base de Schauder de X si para cada x € X existe una
tunica sucesion (¢, )nen en F tal que =30 ¢;x;.
Para cada n € N, llamamos la n-ésima proyeccion natural al operador
P, : X — X definido como Pn(z;ﬁl cixi) = Z?zl CiT;.
Definimos ||-||(z,): X = R como
tm € N} .

oo
Z C;X; = Ssup {
(In)

i=1
Comencemos revisando las propiedades de los espacios de Banach que tienen

m
E Cii
i=1

una base de Schauder.

Proposicion 1.85. Sea X un espacio de Banach y (zy,)nen una base de Schau-
der de X, entonces:

a) X es separable.

b) {x, € X : n € N} es linealmente independiente, por lo que X es de

dimension infinita.

Demostracion. Sean X y (2, )nen como en las hipotesis. Dado que X = cl({({z,, €
X :n € N})), la proposicion 1.53 asegura que X es separable.

Por la definiciéon de base de Schauder no existe ninguna z € X que pueda
ser expresada como dos combinaciones lineales finitas de {z, € X : n € N}, lo

que implica que este conjunto es linealmente independiente. O

Nos gustaria mostrar que en un espacio de Banach las proyecciones naturales
de una base de Schauder son continuas. Siguiendo la idea de la demostracion

del teorema 1.82, vamos a definir una norma sobre los espacios que tienen bases
de Schauder.

Proposicion 1.86. Sean X un espacio de Banach y (zy,),,cn una base de Schau-
der. Entonces ||||(z,): X — R definida como

icmi :sup{ icmi :mEN}.
(1) i=1

i=1
es una norma. Ademds (X,||-||(z,)) es un espacio de Banach.

Demostracion. Sean X y (25)nen como en las hipotesis. Defiendo ||-||(z,,) como
en el enunciado es claro que [|-||(;, ) es una norma. Veamos que define un espacio
de Banach.
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Consideremos una sucesion (Y, )nen = (Zil clnxl) en X que es de

neN
Cauchy respecto a la norma ||-||(z, ). Si n1,n2 € N por una parte

o0

et = ctmoll|2a]|< | D (Cimy — i)
i=1 ($n)

y por otra parte, si ¢ > 1 entonces

n

n—1
Cnm = s Tl [= [| D (Cimy = Cimn)wi = Y (Cimy — Cimy)i
1=1

i=1

o

<2 Z(Cnl,i — Cny,i)Ti

i=1 (zn)

Esto prueba que para cualquier ¢ € N, (¢; »)nen es una sucesion de Cauchy
en F, como F es completo podemos considerar (¢;);en la sucesion tal que para
cada i € N (¢;n)n — ¢;.

Sea € > 0, como (Y2, clnxz)n

n,n’ > ney j € N entonces

en €8 de Cauchy, existe n. € N tal que si

J J 0 00
E Ci,nxi_g Cim || < E Ci,nxi_g Cin' T < €/3.
1=1 =1 1=1 =1

(zn)

Si n’ tiende a infinito tenemos que

J J
Z CinTq — Z CiT; § 6/3
=1 i=1
y en particular si n = n, y j2 > j1 > 1 tenemos que

J2 J2
E Ci,nixi_g CiZ;

1=J1 1=J1
Jji—1 Jji—

J2 J2
< E Cin i — E ;|| + E Cin Ti —
i=1 i=1 i=1

Como (Zgzl Cin.Ti)jeN €s convergente, existe je tal que si jo > ji1 > je entonces

1
ciwi|| < 2€/3.
i=1

[ gijl Cin.Ti||< €/3. Esto implica que
J2

J2 J2 J2
|| < E Ciaxi_g Cin Ti|| + E Cin Ti|| <E€.
1

Jj1= ji=1 j1=1 Ji=1
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Ast (301, ¢;zi)nen es de Cauchy respecto a la norma ||-|| y por ser X espacio
de Banach entonces Zfil cr; € X.

Ya mostramos que para cada j € N, ‘Zgzl Cin®i — Zgzl ciz;|| < €/3 por
lo que tomando el supremo sobre las j tenemos que
oo o0
||Z CinTi — Zcixi||(wn)< €.
i=1 i=1
Esto prueba que (X, |||[(z,)) es un espacio de Banach. O

Corolario 1.87. Sea X un espacio de Banach y (zy)nen una base de Schauder.
Entonces I : (X, |[-|]) = (X, ||"ll(z,)) ¥ su inverso son acotados.

Demostracion. Sean X, (2,)nen € I como en las hipotesis. Veamos que 17! es

acotada. Si x = >~ ¢;z;, entonces:

m

o0
E CiZ;

i=1

= lim
meN

< sup
meN

oo
E CiZ;
i=1

m
E CiT;
i=1

CiZ;
1

1=

(mn)

lo que prueba que [|[I7(2)||< ||z]|(s,)- Por el corolario 1.28 I también es aco-
tada. O

Teorema 1.88. Sean X un espacio de Banach y (x,)nen una base de Schauder,

entonces cada proyeccion natural P, es acotada.

Demostracion. Sean X y (,,)nen como en las hipotesis. Recurriendo a la norma
[l st m € N, entonces [|Py 300 citillwy= 200 ciill (@) <
130y ¢iwil|(z,,) POr lo que P, es acotada respecto a la norma ||-||(,,) vy I~ o
P,, o I es acotada respecto a la norma ||-||. O

A partir de este teorema es sencillo demostrar que para cualquier base de
Schauder (z,,)nen de un espacio de Banach X, las proyecciones analogas a las
proyecciones coordenadas p,,, estudiadas en los dos primeros teoremas de esta
seccion, son continuas.

Los siguientes resultados de esta secciéon estudian con mas detenimiento las

proyecciones naturales.

Teorema 1.89. Sean X un espacio de Banach y (2n)nen una base de Schauder,
entonces sup{||P,||: n € N} es finito.

Demostracion. Sean X y (2, )nen como en las hipotesis. Sabemos que si x € X

entonces sup||P,(z)||= ||z|[(,) es finito. Por el teorema anterior para cada
neN
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n € N, P, es acotada, de manera que debido al principio de acotamiento uni-
forme sup{||P,||} es finito. O
neN

Este teorema nos permite definir la siguiente constante:

Definicion 1.90. Sea X un espacio de Banach y (2,,)nen una base de Schauder
para X, llamamos constante basica de (z,)nen @ sup{||P,||: n € N}.
Si la constante bdsica de una base es igual a 1 decimos que la base es mond-

tona.

Esta constante basica es facilmente caracterizable a partir de la norma de
las proyecciones naturales.

Proposicion 1.91. Sean X un espacio de Banach y (,)nen una base de Schau-
der para X con constante basica K, entonces K es el infimo de los nimeros reales
M tales que para cualquier j € N y Y 02 cix; € X

7 e
E CiZ; E CiTy
i=1 i=1

Demostracion. Sean X y (2, )nen como en las hipotesis, a partir de la definicion

<M

de constante basica es claro que

J oo
K= sup{fnf{M >0: \|Zczxz||§ M|Zcle||} 1j € N}

i=1 i=1

J 00
= inf {M >0: HZQI‘ZHS MHZQQ?ZH,j € N}

i=1 i=1

O
A su vez esta proposicién nos permite caracterizar a las bases mondtonas.

Proposicion 1.92. Sean X un espacio de Banach y (2, )nen una base de Schau-
der para X. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) (zn,) es mondtona.

b) Para cada j € N y cada 52, cims € X, ||, cama|[< 13050, e |-

¢) Para cada j € N y cada cq,...,cj41 €F, HZLI ciwi]|< ||2:£11 citill.

d) Para cada v € X, ||7|[(4,)= ||2|].

Demostracion. Sean X y (x,)nen como en las hipotesis. Supongamos (a) en-

tonces la constante bésica es 1 lo que significa por la proposicién anterior que
12201 cimal < 112252 cmll.
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Supongamos (b) y sea j € Ny ¢1,...,¢j41 € F, definamos para cada ¢ >
Jj+1 ¢ =01luego como Y ;2 ¢;x; € X entonces || 7_; c;ixi||[< |[D oy cimil|=
1
132351 ciil |-
Si suponemos (c), sea j € Ny Y :° ¢;x; € X entonces para cualquier k > j
i . ,
122721 camal < 113252, camal| por lo que [[377_, izl |< SHIR)IHE?:l ¢;xi|| de donde
ne
D252y comil [< 13252 ciill (a, la desigualdad |[3572) comi|[> [[3072) ciill(a,) 12
conocemos de la prueba del corolario 1.87, ambas desigualdades implican (d).
Finalmente, supogamos (d). Sabemos que si > .- ¢;z; € X y j € N entonces

sup||S25° ) e |> |27, ciil| por lo que
neN

sup{[|P; (2)|l(z,): |17]|(@y= 1,7 € N} =1

siendo ambas normas equivalentes esto implica que la constante basica de (2, ) nen
es 1.

O

De manera anéloga a las bases definidas en algebra lineal, nos gustaria poder
encontrar bases normalizadas, es decir, bases de Schauder que satisfagan la
siguiente definicién:

Definicion 1.93. Sean X un espacio de Banach y (¢ )nen una base de Schau-

der, decimos que (zy)nen estd normalizada si para cadan € N, ||z,||=1.
El siguiente resultado general nos garantiza la existencia de estas bases.

Proposicion 1.94. Sea X un espacio de Banach, (25 )nen una base de Schauder
para X y (An)nen un sucesion en F de escalares no cero. Entonces (AnZp)neN

es una base de Schauder para X .

Demostracion. Sean X, (zp)nen ¥ (An)nen como en las hipotesis. Sea = € X,

entonces existe (a,)nen sucesion tnica en F tal que
(o] o0 a
i
T = E a;T; = E <> (Nizy),
. . Ai
i=1 =1
an P <z .
esto prueba que (T) es la tnica sucesiéon por medio de la cual expresamos
n neN

a z en términos de (A, )nen- O

Corolario 1.95. Sean X un espacio de Banach con base de Schauder, entonces

existe una base de Schauder normalizada para X .
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Demostracion. Sea X un espacio de Banach y (y,,)nen una base de Schauder
para X, por la proposicion 1.85 (y,)nen €s una sucesion de vectores no cero,
por lo que (||yn||)nen es una sucesion de escalares no cero. Por la proposicion

anterior entonces es base de Schauder para X, evidentemente es

. Nynll ) pen
normalizada. O
El concepto de base de Schauder se encuentra estrechamente relacionado con

la siguiente nocion:

Definicion 1.96. Sea V un espacio normado, decimos que una sucesion (Up)nen
es total en V sicl(({v, € V:neN}H)=V.

Es claro que toda base de Schauder de un espacios de Banach X es total en
X. Terminamos el capitulo estudiando un concepto que seré de suma utilidad

durante el ultimo capitulo.

Definicion 1.97. Sean X yY espacios de Banach, (zp)nen ¥ (Yn)nen Sucesio-
nes en X y Y respectivamente.

a) Decimos que (xn)nen €s equivalente a (Yn)nen st para cada (¢p)nen Su-
cesion en F tenemos que (Y| ¢;xi)nen converge si y solo si (3o i ¢iYi)nen-

b) Sea C > 1, decimos que (x,)nen es C-equivalente a (Yn)nen St para cada

keNwyay,...,ar € F tenemos que
11 E k k
C Z a;yi|| < Z a;z;|| < C Z a;Yi
i=1 i=1 i=1

Es claro que tanto ser sucesiones equivalentes como ser C-equivalentes son

relaciones de equivalencia.

Teorema 1.98. Sean X y Y espacios de Banach, (zp)nen Y (Yn)nen bases
de Schauder para X y Y respectivamente. Entonces (z,)nen €S equivalente a
(Yn)nen sty solo si existe un isomorfismo suprayectivo T : X — Y, tal que para

cadan €N, Tx, = y,.

Demostracion. Sean X, Y, (Xy)nen ¥ (Yn)nen como en las hipotesis.
Supongamos que (&, )nen es equivalente a (Y, )nen. Sea x € X, entonces exis-
te una tnica sucesion en F, (¢,,)nen tal que = o0 | ¢;z;. Definimos 7 : X — Y
como T'(3 ;2 ¢;;) = > o) ¢iy;. Como cada z € X tiene una expresion tnica
en términos de (2, )nen, T es una funcion con dominio X. Como cada y € Y
tiene una expresion unica en términos de (yn)nen, I es inyectiva y suprayec-
tiva, es evidente que T es lineal. Sea (3_;=; ¢5,i%i)nen Un sucesion convergente

en X que converge a y_ .o, ¢;x; y tal que (T (3,2, ¢n,i%i))nen converge en Y
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a Y .o, biy;. Sabemos que para cada n € N, T (3.2, ¢ni®i) = Y oy Cn.ili- Sea
k € N y consideremos las k-ésimas proyecciones naturales P, : X — X y
P/ :Y — Y, por el teorema 1.88, sabemos que ambas son acotadas, de ma-
nera que Zle Cniti = P00 enami) — Pe(Xio, cimi) = Zle Ty
Zle eni¥i = Pl iy eniyi) — POy biys) = Zle b;y;. Esto implica
que

enkZk = (P11 — Pr) (Z an$z> — (Pi+1 — Pr) (Z Ci%‘) = CLTk
i=1 i=1

Yy que

CnkYr = (Pipq — Pp) (Z anyz> — (Piy1 — Pp) (Z biyi> = bryk
i=1 i=1

lo que implica a su vez que ¢,  — cx y que ¢, — by. Esto muestra que para
cada k € N, ¢, = by, por lo que T(Y ;2 ¢iw;) = Y ooy CiYi = Y10y biyi. Esto
implica por el teorema de la grafica cerrada que T es acotado y por el teorema

del mapeo inverso que ademéas es isomorfismo. Es claro que para cada n € N,

Tz, = Yn
Supongamos ahora que existe un isomorfismo suprayectivo 7' : X — Y
tal que para cada n € N, Tz, = y,. Sea (cp)ney sucesion en F tal que
n o0 b
(3o i ci%i)nen  converge a  » =, cx;, entonces sabemos  que

(T(X°0, ciwi))nen converge a T'(Y 2, c;z;) por ser T acotado. Pero para cada
n €N,

n n

n
T(Z CiTy) = Z T, = Z il
i=1 i=1 i=1

Lo que muestra que (3.1, ¢;yi)nen converge a T(>":° | ¢;x;). Analogamente si
(¢, )nen sucesion en F tal que (3.7, ciyi)nen converge a > .-, c,y;, debido a
que T~! es acotada es claro que (3. | ¢;x;)nen converge a T—1(>°7°, cly;). Por

lo que (2,,)nen es equivalente a (Y )nen- O

Este resultado muestra que la nociéon de bases de Schauder equivalentes
se encuentra estrechamente relacionada con la nocién de isomorfismo, ademaés

sugiere una sencilla manera de construir bases equivalentes.

Teorema 1.99. Sean X yY espacios de Banach, (xn)nen ¥ (Yn)nen Sucesiones
totales en X y Y respectivamente y C > 1. Entonces (zn)nen es C-equivalente
a (Yn)nen st y solo si existe un isomorfismo suprayectivo T : X — Y tal que
para cadan € N, Tz, =y, y ||T,||T]I< C.
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Demostracion. Sean X, Y, (n)nenN, (Yn)nen y C como en las hipotesis.

Supongamos que (Z,)nen es C-equivalente a (yn)nen. Sea € X entonces
existe una sucesion (Zf;l Cn,i%i)nen en ({z, € X : n € N}) = X que converge
a x. Sabemos que esta sucesion es de Cauchy, veamos que entonces la sucesion
(Zf;l CniYi)nen €0 ({yn, € Y : n € N}) = Y es de Cauchy. Consideremos
e >0y N € N tal que si m,m’ > N y k,, > ks, entonces HZle Crm,iTi —
Zf:{ Cm/ i Ti||= |‘Zf§1(c7n,i — e i)Yil|< €/C. Sean m/,m > N, supongamos
sin pérdida de generalidad que k,,, > k;,,», entonces

Em Kyt K
E Cm,ilYi — E Cm/ iYi|| = E (Cm,i - Cm',z')yi
i=1 i=1 i=1

km

m, ")
Z(c i — Cm/ i) T

i=1

<C < €.

. . . k
Debido a que Y es espacio de Banach entonces la sucesion (D, ¢n,i¥i)nen
es convergente, denotemos su punto de convergencia por T'(z). Veamos que esta
expresion define una funcion de X en Y, es decir que T'(z) es independiente de la
eleccién de la sucesion que converge a x. Supongamos que existen dos sucesiones
k l
(Do) ani®i)nen ¥y (D% bn,i%i)nen que convergen a x, podemos suponer que
para cada n € N, k,, = [,, agregando tantos ceros como sean necesarios. Es claro
. kn .
que la sucesion (Zi:1(an,i — bm-)xi)n oy converge a cero, ademéds tenemos que

para cada n € N,

k k

X .

c E (@n,i — bn)yil| < E (Gn,i — bri)x;
i=1 i=1

por lo que la sucesion (Zf;(an,i —bn.i)Yi)nen converge a cero. Esto implica
que (Zf;l anyiyi) oY (ngl bmiyi) convergen al mismo punto. Por lo que
la  funcion T "€ : X — neiél estd bien definida. Como
cl(({yn € X : n € N})) =Y entonces T es suprayectiva. El mismo argumento
que asegura que T esté bien definida muestra que T es inyectiva cuando se usa la
segunda desigualdad que nos arroja la definiciéon de sucesiones C-equivalentes.
Es evidente que T es una transformacién lineal, ademés T cumple por construc-
cion las hipoétesis del teorema de la grafica cerrada por lo que es un operador
acotado, al ser biyectiva es un isomorfismo por el teorema del mapeo inverso.
Por definicion de T para cada n € N, Tx,, = y,.

. . k
Sea x € X entonces existe una sucesion (>,” dn i%i)nen que converge a ,
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sabemos que para cada n € N,

kn kn kn
r (z d) || S [ < 0[St
=1 =1 =1

lo que implica que ||Tz||< C||z||. Debido a que ||T|| es el infimo del conjunto

<C

de los reales positivos que satisfacen esta propiedad tenemos que ||T||< C.
Analogamente, sea y € Y entonces existe (Zle en’iyi)neN que converge a v,
sabemos que para cada n € N,

k)n kn k”
-1
T E enili ||| = E en,iTi E en,ilYi
i=1 i—1 i—1

lo que implica que ||T~'y||< Cl|y||. Una vez més, ||T!|| es el infimo del con-

<C

junto de los reales positivos que satisfacen esta propiedad por lo que ||T~||< C.
Supongamos ahora que existe un isomorfismo suprayectivo T': X — Y tal
que para cada n € N, Tz,, = y, v [|T7Y,||T||< C. Sea k € Ny ay,...,a, €
F entonces |31, aiysll= IT(X0, aia)l|< [T, @il |< OIS, anl|
por lo que LY, amll < IX amill, ademss [T, airil=

1T~ (i aiga) 1< T @il < CIIZE aill
O

Estos resultados nos muestran varias propiedades importances sobre las ba-

ses de Schauder C-equivalentes que resumimos en el siguiente corolario.

Corolario 1.100. Sean X y Y espacios de Banach, (Zn)nen ¥ (Yn)nen bases
de Schauder para X yY respectivamente.

a) Si (xp)neN Y (Yn)nen son equivalentes entonces existe C > 1 tal que
(n)neN Y (Yn)nen son C-equivalentes.

b) Si (Zn)nen ¥ (Yn)nen son C-equivalentes y C < C' entonces (Tn)nen Y
(Yn)nen son C'-equivalentes.



Capitulo 2

Teoria descriptiva de

conjuntos.

2.1. Espacios polacos y conjuntos de Borel.

En este capitulo se desarrollara la teoria descriptiva de conjuntos necesaria
para el resto de la tesis. La teoria descriptiva de conjuntos parte de las propieda-
des de los espacios polacos para desarrollar sus resultados. Los espacios polacos,
asi como los espacios de Banach, son espacios que tienen propiedades en comtuin
con R. R es un espacio vectorial sobre si mismo, con estructura de espacio nor-
mado inducida a través de la funciéon valor absoluto. Ademas, R es un espacio
métrico completo con la métrica generada por esta norma. Esto muestra que
la definicion de espacio de Banach rescata propiedades tanto algebréicas como
topoldgicas de R. Sin embargo, R tiene otra propiedad topolégica muy impor-
tante que no se incopora en la definicién general de espacio de Banach y que
estudiamos en el capitulo anterior: la propiedad de ser un espacio topolégico
separable. Esto sugiere que se pueden abstraer las propiedades topolégicas de R

en otra direccion.

Definicion 2.1. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, decimos que X es metrizable
si existe una métrica d : X x X — R tal que la topologia T de X es compatible
con d, es decir, la topologia T y la topologia generada por las bolas abiertas de
d son la misma.

Decimos que (X,7) es completamente metrizable si es metrizable con una
métrica d tal que (X, d) es un espacio métrico completo.

Decimos que (X, T) es un espacio polaco si X es separable y completamente

o7
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metrizable, en este caso decimos que T es una topologia polaca para X .

Es claro que R es un espacio polaco y que ademés cualquier espacio de
Banach separable es un espacio polaco.

Una diferencia importante entre el concepto de espacio de Banach y el de
espacio polaco es que el segundo nos ofrece nuevas maneras de construir espacios.
Podemos, por el momento, encontrar facilmente dos maneras para construir
nuevos espacios polacos.

La siguiente proposicién junto con la proposicién 1.52 nos garantiza que
cualquier subconjunto cerrado de un espacio de Banach separable es un espacio

polaco.

Proposicion 2.2. Sean (X, d) un espacio métrico completo y F' C X un subcon-
junto cerrado de X. Si denotamos por dr a la métrica restringida a F', entonces

(F,dFp) es un espacio métrico completo.

Observando que existen conjuntos cerrados de un espacio de Banach que no
son a su vez un espacio de Banach, podemos concluir que este resultado comienza,
a mostrarnos diferencias entre las propiedades de los espacios de Banach y los
polacos, sin embargo, este resultado atiin no deja en claro por qué es relevante
definir la propiedad de ser metrizable, ya que hasta ahora s6lo hemos estudiado
espacios que ya tienen una métrica natural. El siguiente resultado muestra por

qué la propiedad de metrizabilidad es importante.

Teorema 2.3. Sean X y Y dos espacios topoldgicos tales que X es completa-
mente metrizable y existe un homeomorfismo suprayectivo f : X — Y, entonces

Y es completamente metrizable.

Demostracion. Sean X, Y y f como en las hipotesis. Consideremos una métrica
dx compatible con la topologia de X. Como f es suprayectiva definimos para

cualesquiera y1,y2 € X

dy (y1,y2) = dx (f(y1), f(y2))-
Veamos que esta expresion define una métrica. Como
dx : X x X — RT U {0}

entonces

dy Y xY — RT U{0}.

Sean y1,y2 € Y tales que dy (y1,y2) = 0, entonces f(y1) = f(y2) por ser dx
métrica, por lo que y; = y2 ya que f inyectiva. Por otra parte si y € Y entonces
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dy (y,y) = dx(f(y), f(y)) = 0. Ademas es claro que para toda y1,y2 € Y,

dy (y1,y2) = dx (f(y1), f(y2)) = dx (f(y2), f(y1)) = dy (y2,y1)-

Por dltimo, si y1,y2,y3 € Y

dy (y1,y3) = dx (f(y1), f(y3))

< dx(f(y1), f(y2)) +dx (f(y2), f(y3)) = dy (y1,92) + dy (Y2, y3)-

Esto demuestra que dy es una métrica. Veamos que es compatible con la
topologia de X. Sea U C Y abierto no vacio y y € U, por ser f conti-
nua f~1[U] es abierto y f~1(y) € f~[U] por lo que existe » > 0 tal que
B, (f~'(y)) € f~[U] esto implica que B,(y) C U. Esto muestra que la topo-
logia de la métrica dx es mas fina que la topologia de X. Seay’ € Y y p > 0
entonces f1[B,(y")] = B,(f~(y')) € X que es un abierto en X, por ser f
abierta B,(y') = f[f7'[B,(y')]] C Y es abierto en X. Esto muestra que ambas
topologias coinciden.

Veamos que ademéas dy es una métrica completa. Sea (¥, )nen una sucesion
de Cauchy en Y y consideremos (f(y))nen, la cual es una sucesion en X, es claro
que esta sucesion también es de Cauchy. Al ser dx una métrica completa existe
r € X tal que f(y,) — x, y al ser f~! continua, tenemos que y, — f~ ()
por lo que (yn)nen €s convergente.

O

Este teorema junto con la proposicion 1.52 nos ofrece un resultado suma-

mente importante.

Corolario 2.4. Sean X y Y espacios topoldgicos y g : X — Y un homeo-
morfismo suprayectivo. Si X es un espacio polaco, entonces Y es un espacio

polaco.

Mostraremos ahora una tercera manera de construir espacios polacos la cual
si tiene su analogo en la teorfa de espacios de Banach. Esta vez necesitamos
trabajar un poco mas para demostrar nuestro resultado. Para esto utilizaremos
la siguiente proposicion, la cual es un resultado béasico de la teoria de espacios
métricos.

Proposicion 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y 7 la topologia generada por
d. Entonces existe una métrica acotada por 1 a la que denotamos d' que es
compatible con 7. Si d es una métrica completa, entonces d' es una métrica
completa. La métrica d' estd dada por d'(x,y) = min{1,d(x,y)}
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Teorema 2.6. Sea para cadan € N, X,, un espacio topolégico metrizable con d,
una métrica acotada por 1 compatible con su topologia. FEntonces

X = [ Xn con la topologia del producto es un espacio metrizable con la métrica
neN

d(xa y) = Z 2_ndn(-rn7 yn)
n=1

Si las métricas d,, son completas, entonces d es una métrica completa.

Demostracion. Sean {X,, : n € N} y {d, : n € N} como en las hipdtesis.
Definamos X y d como en el enunciado. Veamos primero que d es una métrica:
como para cada n € N, d, estd acotada por 1, entonces para todo z,y € X,
0 <d(z,y) <> 2 ,27™ =1lo que asegura que d : X x X — RT U {0}.

Siz,y € X y d(z,y) = 0 entonces para cada n € N, d,,(zn,yn) = 0, es
decir que para cada n € N, x,, = y,, por lo que x = y. Es claro que si z € X,

d(z,x) =3.°7 27 "d(xp, ) = 0. Por otra parte, si z,y € X, entonces

n=1

d(x,y) = Z 2_ndn(mnvyn) = Z 2_ndn(ynvxn) = d(yvx)
n=1 n=1

Por dltimo, si z,y, z € X entonces
oo
d(z,z) = Z 27, (Tpy 2n)
n=1
< Z 2_n(dn<xn7 yn) + dn<yna Zn))
n=1

=3 27" (@nyn) + D 27 dn(Yns 2n) = d(z,y) + d(y, 2).
n=1

n=1
Con esto hemos mostrado que d es métrica.

Como X puede ser dotado de la topologia producto, quisiéramos ver que esta
métrica es compatible con dicha topologia. Para cada n € N, sea p,, : X — X,
definida por p,(z) = x,, es decir, la n-ésima proyecciéon coordenada. Es claro
que si consideramos n, € N, € > 0, x,y € X y d(z,y) < 2 "€ entonces
270y (Prg ()5 Prg (¥)) = 270y (Tngs Yno) < 2211 27" (T, yn) < 2770
por lo que d,(pn(x),pn(y)) < e. Hemos mostrado entonces que para cada
z,y € X, si d(z,y) < 27™¢€ entonces dp,(Pn, (), Png (¥)) < €, esto prueba que
para cada n € N, p,, es continua, por lo que la topologia generada por d es més

fina que la topologia del producto.
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Sean ahora e >0,z € X y M € Ntal que Y~ /., 27" < €/2. Sea también
para cada m < M, Uy, = Beja(2m) C X Si U = (,,<py P [Um] entonces U

es un abierto del producto, y si y € U tenemos que

o) M o)
d(:c,y) = Z 2indn($na yn) = Z Qindn(gjmyn) + Z 27ndn(1'na yn)
n=1 n=1 n=M+1

M 0o
<D 2TM/2 4+ Y 27TM<e/24¢/2=c
n=1 n=M+1
Es decir, z € U C B.(z) C X. Esto prueba que la topologia del producto es mas
fina que la topologia generada por la métrica d, por lo que ambas topologias son
la misma, es decir, X con la topologia del producto es un espacio metrizable.
Solo resta mostrar que d es una métrica completa si cada d, lo es. Sea
(2™)nen una sucesion de Cauchy en X. Si consideramos m € Ny € > 0, sea
N € N tal que si nj,ns > N entonces d(z™,2™) < 27™e esto implica que si
ni,ne > N entonces dp, (pm (™), pm(2™?)) < €. Por lo que para cada m € N,
Dm (™) nen es de Cauchy. Como las métricas d,, son completas, para cadam € N
existe ©,, € X,, tal que p,(z") — . Si definimos x = (z;;)men € X
entonces la sucesion (z™),cn converge a x en cada coordenada, por lo que la
sucesion converge a x pues estamos trabajando con la topologia del producto.
Esto muestra que X con la topologia del producto es completamente metri-
zable. O

Llamamos a la métrica definida en el teorema anterior la métrica del pro-

ducto.

Teorema 2.7. Para cada n € N, sea X,, un espacio topoldgico separable, en-

tonces X = ] X, es separable con la topologia del producto.
neN

Demostracion. Para cada n € N, sea X,, un espacio topologico separable. Con-
sideremos para cada n € N, S,, = {s,,, : m € N} un conjunto denso numerable

en X,,. Definimos
T,={zeX:Yme{l,...,n}xm € S, Vm e N\ {1,...,n} xp, = Sm.1}.

Es claro que para toda n € N, T}, tiene la misma cardinalidad que []\,_; Sy,

el cual sabemos es numerable. Definimos entonces T' = T,, sabemos que

neN
T es un conjunto numerable.
Afirmamos que T es un conjunto denso en X. Sea V' C X un abierto bésico

en X entonces para cada ¢ € {1,...,n} existe V; C X; abierto con la propiedad
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de que V =, p; ' [Vi]. Podemos ademas considerar para cada i € {1,...,n},
z; € S; NV;. Si definimos z € X como z; = 2z;si4 € {1,...,n} y & = s;1 si
i€ N\ {1,...,n}, entonces x € T,, CT y x € V pues para cada i € {1,...,n}
x; = z; € V;. Esto muestra que T es denso en X, por lo que X es separable. [J

Corolario 2.8. Para cada n € N, sea X,, es un espacio polaco, entonces

X = [ X, es un espacio polaco.
neN

A partir de estos resultados podemos enlistar nuevos ejemplos de espacios
polacos:

(a) F¥ con la topologia del producto.

(b) (a,b) C R con la topologfa inducida como subespacio.

(¢) B.(z) CCconr >0y z € C con la topologia inducida por algin con C.

(d) (F,dr), con F' C X un subconjunto cerrado con la topologia inducida
por X y X cualquiera de los espacios de los incisos anteriores.

Lo que sigue en este capitulo es un desarrollo de otros elementos de la teo-
ria descriptiva de conjuntos teniendo como eje la busqueda de nuevos espacios
polacos.

En la teorfa de espacios métricos generales se puede observar que varias de
las propiedades de la bolas abiertas se preservan bajo intersecciones finitas no
vacias. Esta fue una de las motivaciones para el axioma de espacio topoldgico que
requiere que la interseccion finita de elementos de una topologia sea a su vez un
elemento de la topologia. En teoria descriptiva de conjuntos, las intersecciones
numerables de conjuntos abiertos poseen propiedades muy interesantes por lo

que vale la pena detenerse a estudiarlas.

Definicion 2.9. Sea X un espacio topologico y G C X un subconjunto, decimos
que G es un conjunto Gg si existe una sucesion de conjuntos (U, )nen tales que

para todan € N, U, C X es abiertoy (| U, =G.
neN

Nuestro primer resultado nos permite enlistar un buen niimero de ejemplos
de conjuntos Gy. Para esto, so6lo necesitamos describir apropiadamente a los
cerrados en espacios metrizables.

Proposicion 2.10. Sea X un espacio topologico metrizable y F C X un sub-
conjunto cerrado, entonces F = {x € X : d(x, F) = 0}.

Demostracion. Sean X y F' como en las hipotesis. Fijemos una métrica d com-
patible con la topologia de X. Si € F', como d(z,x) = 0 entonces d(z, F') = 0.
Sea z € X tal que d(z, F) = 0, si consideramos n € N y observamos que

d(z, F) < % entonces podemos afirmar que existe z,, € F tal que d(z,z,) < %
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Si definimos de esta manera una sucesion (x,)nen contenida en F' es claro que

x, — x, como F es cerrado, entonces x € F'. O]

Proposicion 2.11. Sea X un espacio métrico, d una métrica compatible con

su topologia, F' C X, subconjunto cerrado de X y para cada n € N,

Un={we X F) < %}

Entonces para cada n € N, U, es un conjunto abierto en X, Upy1 C U, y

F= ﬂUn.

neN

En particular, si F C X es un subconjunto cerrado de X, entonces F' es un

conjunto Gs.

Demostracion. Sean X y F' como en las hipdtesis. Consideremos una métrica d

en X compatible con su topologia. Definamos para cada n € N
1
U, = {x € X :dx,F) < —}.
n

Comencemos mostrando que cada uno de estos conjuntos es abierto, este
hecho es consecuencia de la siguiente igualdad:

Un= | Bzi(@).
zeF

Esta igualdad es clara pues si y € U,, entonces existe x € F tal que
d(x,y) < 1/n, por lo que y € Bi(x) de manera que y € (J,cp B1(z). Y si
2 € Upep B1(x), sea o’ € F tal 0?ue z € Bi(2'), como 2’ € F'y d(nzmc’) <1
esto implica ”que z € Uy,. Al ser U, la uniéI’{ de bolas abiertas entonces es un
abierto.

Por otra parte, si € F entonces d(z, F') = 0 por lo que para cada n € N,
d(z, F) < % lo que implica que = € (,,cy Un.

Ademas, si x € [),cy
d(xz,F) =0, al ser F cerrado esto implica que = € F.

U,, entonces para cada n € N, d(z, F) < % por lo que

Por tanto, para cadan € N, U, es abierto en X y F' = [, .y Un, esto muestra

que F' es un conjunto Gjy. O]

Una propiedad importante de los conjuntos G5 es que nos permiten estu-
diar las funciones que no son continuas en todo su dominio. Para mostrar esto

necesitamos las siguientes definiciones.
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Definicion 2.12. Sean X wun espacio topoldgico, (Y,d) un espacio métrico,
ACX y f:A—Y. Definimos la oscilacion de un punto x € X respecto a f

como
osc(z, ) = inf{diam(f[UN A]) : U C X es una vecindad abierta de x}.

Proposicion 2.13. Sean X un espacio topoldgico, Y un espacio métrico, A C X
yf: A=Y, entonces si x € A:

a) f es continua en x si y sdlo si osc(x, f) = 0.

b) El conjunto {x € X : osc(x, f) = 0} es un conjunto Gs.

¢) Si A= X, entonces el conjunto {x € X : f es continua en x} es un Gs.

Demostracion. Sean X, Y, Ay f como en las hipdtesis. Comencemos con (a):

Sea x € A, tal que f es continua en x. Sea € > 0 arbitrario, por ser f continua
en z existe U C X vecindad abierta de = tal que f[U N A] C B.(f(x)) por lo
que diam(f[U N A]) < e. Como € es arbitrario esto muestra que osc(z, f) = 0.

Sea x € A, tal que osc(z, f) = 0. Sea € > 0 arbitrario, como osc(z, f) =
0 existe U C X vecindad abierta de z tal que diam(f[U N A]) < e, por lo
que si ' € U N A entonces d(f(z), f(z')) < diam(f[U N A4]) < ¢, es decir
f(2") € Bc(f(x)). Esto muestra que f[UNA] C B.(f(x)) y como € es arbitrario
esto permite concluir que f es continua en .

Continuemos con (b), sean para cada n € N,

1
Un:{xeX:osc(x,f)<}.
n
Consideremos n € N, si U, = O entonces es trivial que U, es abierto. Si

U, # @ sea ¢ € U,, luego existe U C X vecindad abierta de x tal que
diam(f[U N A]) < L, si @’ € U como U es abierto, U es vecindad abierta
de z por lo que U es testigo de que osc(z’, f) < % Es decir, x € U C U, por lo
que U, es abierto.

Siz € X estal que osc(z, f) = 0 entonces para todan € N, osc(z, f) < % por
1

lo que € (),cn Un- Si @ € [,y Un, entonces para toda n € N, osc(z, f) <
por lo que osc(z, f) = 0.

Por lo tanto, para cada n € N, U, es abierto en X y

{r € X :osc(z, )} = ﬂ Un,.
neN
Lo que prueba que este conjunto es un Gj.
Para concluir (c) basta observar que si A = X entonces por el inciso (a)
{r € X : fescontinuaen z} = {x € X : osc(z, f) = 0} y por el inciso (b) el
segundo conjunto es un G5, de manera que el primero también lo es. O
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Esta proposicién abre la puerta para dos propiedades muy importantes de
los conjuntos Gg. La primera se encuentra relacionada con un problema muy

comin en topologia: extender funciones continuas.

Teorema 2.14 (Kuratowski). Sean X un espacio topoldgico metrizable, Y un
espacio topoldgico completamente metrizable, A C X y f : A — Y continua.
Entonces existe G C X subconjunto G tal que A C G C cl(A) y tal que existe

g: G =Y continua de manera que g es extension de f, es decir gla = f.

Demostracion. Sean X, Y, Ay f como en las hipotesis. Fijemos una métrica
dx compatible con la topologia de X y una métrica completa dy compatible
con la topologia de Y. Definimos

G=cl(A)N{z € X : osc(z, f) = 0}.

Por la proposicion 2.11 el primer intersectando es un G, por la proposicion 2.13
el segundo también lo es, es trivial observar que la interseccién numerable de
conjuntos G vuelve a serlo, por lo que G es un G y claramente A C G C cl(A)
pues A C {x € X : osc(z, f) = 0} de nuevo por la proposicion 2.13. De manera
que s6lo resta construir g.

Consideremos © € G y € > 0, como osc(z, f) = 0 existe U C X vecindad
abierta de z tal que diam(f[U N A4]) < e. Como también x € cl(A) entonces
existe una sucesion (x,)nen tal que para cadan € N, z,, € Ay x, — z, dado
que U es vecindad de x existe N € N es tal que para cadan > N, =, € U. Por
lo que diam({f(zy,) : n > N}) < ¢, es decir (f(2n))nen es de Cauchy. Como
(Y,dy) es completo existe y € Y tal que f(z,) — y.

Quisiéramos asegurar que la eleccién de y es independiente de la sucesién
considerada, para esto supongamos que existe otra sucesion (] )nen tal que
para cadan € N, 2/, € Ay 2/, — x. Por el argumento del parrafo anterior
podemos escoger ¢y € Y, tal que f(x)) — y'. Sea € > 0, escojamos § > 0
tal que si dx(z,z) < § entonces dy (f(z), f(z)) < €, escojamos N1 € N tal
que para toda n > Ny dy (f(zn),y) < €/4, también escojamos N2 € N tal que
para toda n > N dy (f(z),),v') < €/4, ademas escojamos N3 € N tal que para
toda n > N3 dx(z,,z) < 6/4 y por ultimo escojamos Ny € N tal que para
toda n > Ny dx(a),x) < §/4. Si N = max{N;.Na, N3, Ny} y n > N entonces
utilizando varias veces la desigualdad del tridngulo tenemos que:

dy (5,') < dy (9, F (@) +dy (f (), F@)+dy (F(@), £() +dy (£l )

<e/d+e/i+e/i+e/d=c¢

Por lo que y = 7/, lo que asegura que el punto de convergencia es inde-

pendiente de la elecciéon de la sucesion. Esto permite definir g : G — Y como
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g(z) = y. Siz € A podemos considerar la sucesion constante z, la cual es testigo
de que g(z) = f(x), es decir, g|la = f.

Resta mostrar que g es continua, sean x € G y V C X vecindad abierta de
x. Sean w,v € VNG, como G C cl(A) existen sucesiones (v, )nen ¥ (Wn)nen
tales que para toda n € N, w,,v, € ANV y tenemos que w,, — w, v,, —> v.
Sea, de nuevo, € > 0, como osc(w, f) = osc(v, f) = 0 existen 01,52 > 0 tal
que si dx (u,w) < d1 entonces dy (f(u), f(w)) < €y si dx(u,v) < d2 entonces
dy (f(u), f(v)) < €, asi como My, My € N tales que si n > My d(w,,w) < §/2
y sin > My d(v,,v) < §/2. Luego si n > méx{M;, Ms}, una vez mas por la
desigualdad del tridngulo:

dy (9(w), g(v)) < d(g(w), f(wn)) + d(f(wy), f(vn)) + d(f(vn), g(v))
< g +diam(f[ANV]) + g — diam(f[ANV]) + .

Como w, v € VNG, esto muestra que diam(g[VNG]) < diam(f[VNA]), como
osc(z, f) = 0 entonces osc(x, g) = 0 lo que implica de nuevo por la proposicion
2.13 que g es continua. O

A su vez, este resultado nos permite demostrar otra muy importante propie-
dad de los conjuntos Gj: estos conjuntos caraterizan a los subespacios polacos

de un espacio polaco.

Teorema 2.15. Sea X un espacio topoldgico metrizable.

a) St A C X es completamente metrizable, entonces A es un subconjunto Gy
de X.

b) Si X es completamente metrizable y B C X es un subconjunto Gg de
X, entonces B es completamente metrizable. Mds ain, B es homeomorfo a un
subconjunto cerrado de X x R“.

¢) Si X es un espacio polaco, entonces Y C X es un espacio polaco si y sdlo

si Y es un subconjunto G5 de X.

Demostracion. Sea X un espacio topologico metrizable. Comencemos con (a),
sea A C X completamente metrizable. Consideremos f : A — A definida como
f(z) = x. Al ser f la funcién identidad es continua por lo que por el teorema
2.14 existe G C X subconjunto Gs de X, tal que A C G C cl(A) y existe
g : G — A continua tal que gl = f.

Seax € G, como G C cl(A) podemos considerar una sucesion (2, )nen tal que
Tn, — x y para toda n € N, z,, € A. Por la continuidad de g sabemos entonces

que g(z,) — g(x), pero al estar esta sucesion contenida en A sabemos que
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para toda n € N, g(z,,) = f(z,) = x, por lo que z,, — g(z), al ser el punto
de convergencia tnico esto implica que g(x) = z pero g(x) € A, luego z € A.
Esto prueba que G C A por lo que G = A, lo que claramente implica que A es
un Gs.

Continuemos con (b). Supongamos que X es completamente metrizable. Es-
cojamos una métrica d completa compatible con la topologia de X. Considere-
U, =8B.

Para cada n € w, sea F,, = X \ Uy, es claro que cada F), es un cerrado en X.

mos B C X y (Upn)new una sucesion de abiertos de X tales que (.,
Utilizando estos cerrados vamos a construir una funcién de B en X x R%.

Ya hemos mostrado que para cada n € w, m € N, el conjunto
1
{re X dx,F,) < E}

es abierto en X pues F), es cerrado. Esto muestra que las funciones g, : B — R
definidas por g,(x) = d(z, F,) son continuas. Como para cada n € w, F, es
cerrado, si x € B C (X \ F,,) sabemos que 0 < d(F,,, x), esto nos permite definir

las funciones f,, : B — R por f,(x) = las cuales son continuas por ser

cada una composiciéon de funciones continuas.

A su vez podemos definir f : B — R¥ como f(z) = (fn(z))new, si conside-
ramos a R¥ con la métrica del producto entonces f es continua pues es continua
al componerse con cada una de las proyecciones.

Sabemos por el teorema 2.6 que Y = X x R¥ es completamente metrizable.
Definimos G(f) = {(z, f(z)) € Y : © € X}, veamos que G es cerrado en Y. Sea
dy una métrica compatible con la topologia de Y y (¥ )nen una sucesion tal que
para todan € N, y,, € G y que converge a y € Y. Consideremos (2, )nen tal que
para cada n € N, y, = (2, f(x,)) v (z,2) = y. Utilizando la continuidad de las
proyecciones p(y1,y2) = y1 ¥ q(y1,y2) = y2 sabemos que (f(zn))nen converge
a zy (zn)nen converge a x, esto implica, por ser f continua, que (f(zn))nen
converge a f(z). Al ser el punto de convergencia tnico tenemos que z = f(x),
por lo que y € G(f). Esto muestra que G(f) es cerrado y por la proposicion 2.2
G(f) es completamente metrizable.

Es evidente que p’ = p|(y) es continua, inyectiva y que p'[G(f)] = B, por
lo que por el teorema 2.3, B es completamente metrizable. Ademas es claro que
p'~! es continua por lo que B es homeomorfo a G(f) C X x R¥.

Por tltimo, para probar (c) supongamos que X es polaco,y Y C X. SiY es
polaco, en particular es completamente metrizable, por lo que por (a) Y es un
subconjunto Gs. Si Y es un subconjunto G, entonces es separable y por (b) es

completamente metrizable, luego es polaco. O
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Lo anterior nos permite, por una parte dar muchos mas ejemplos de espa-
cios polacos, por otra parte sugiere que el estudio de los conjuntos Gg es tan
importante como el estudio de los espacios polacos. Veamos nuevos ejemplos de
espacios polacos.

Sabemos que podemos expresar al conjunto de los racionales de la siguiente
manera: Q = {¢, : n € N}. Por lo que podemos definir para cada n € N,
Un = (—00,qn) U (gn,o0) abierto en R. Es claro que R\ Q = [, oy

que R\ Q es un G5 contenido en R un espacio polaco. Por el teorema anterior

U,, por lo

esto muestra que R \ Q es un espacio polaco.

Consideremos
A ={(zn)new € RY : {x,, : n € w} tiene como punto de adherencia a 0}.

Sabemos que {z, : n € w} tiene como punto de adherencia a cero si y sélo si
para toda € > 0 existe m € w tal que (2, € B(0)). Pero esta condicion es
equivalente a que para toda n € N exista m € w tal que (z,, € By/,(0)). Mas

aun, si ng € Ny mg € w entonces
V(Mo,no) = {(Tn)new ERY 1 T, € B% (0)} = p’r_n(l) [Bnl—o (0)]
es un abierto en la topologia del producto, por lo que

Uno = U ‘/(m,no) = {(xn)néw eR¥:3m e W(Im € BT% (O))}

0
mew

también es un abierto para cada ng € N. Como

() Un = {(@n)new € R : ¥n € NIm € w(zym € B1(0)} =4
neN

entonces A es un G5 en R“ que es un espacio polaco, por lo que A también es
un espacio polaco.

Podemos asi agregar a nuestra lista los siguientes espacios polacos:

(d) R\ Q con la topologia como subespacio de R.

(e) {(zn)new € R : {z, : n € w} tiene como punto de adherencia a 0} con
la topologfa como subespacio de R“.

(f) Cualquier subconjunto G5 de uno de los espacios polacos previamente
enlistados con la topologia inducida como subespacio.

Los conjuntos G son solo algunos de los primeros de una larga lista de
conjuntos que estudia la teoria descriptiva. Estos conjuntos surgen al combinar

el concepto de topologia con un concepto basico de la teoria de la medida.
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Definiciéon 2.16. Sea X un conjunto y ¥ C P(X).
(a) Decimos que ¥ es una o-dlgebra de subconjuntos de X si se cumplen las
stquientes propiedades:
(1) ,X € X.
(2) Si A eX entonces (X \ A) € X.
(8) Si {A, :n € N} CX es una coleccion numerable de conjuntos que

pertenecen a ¥, entonces |J A, € X.
neN
(b) Si 3 es una o-dlgebra en X, entonces decimos que (X,3) es un espacio

medible.

(¢) Dado un conjunto A C P(X) decimos que A genera a una o-dlgebra 3,
si X es la C-menor o-dlgebra de X que contiene a A.

(d) Si ademds X es un espacio topoldgico con una topologia T denotamos por
B(7) a la o-dlgebra generada por T, la llamamos la o-dlgebra de Borel de T y a

sus elementos los conjuntos de Borel, o borelianos.

La o-algebra de Borel no sé6lo es interesante porque mezcla dos de las es-
tructuras mas estudiadas en matematicas, sino porque sus elementos pueden ser
separados en conjuntos que manera jerarquizada. La jerarquia que describimos
a continuacion se conoce como la jerarquia de Borel.

Consideremos un espacio topolégico (X, 7). La jerarquia de Borel ordena a
los conjuntos de Borel a partir de la complejidad de la férmula que los describe.
Los primeros conjuntos de la jerarquia de Borel son los abiertos de la topologia,
a estos se les denota, utilizando la notaciéon légica moderna, como ¥9(X). Los
abiertos son los borelianos mas sencillos junto con los conjuntos cerrados, a estos

tltimos se los denota por I19(X), los cuales se pueden describir como

M ={FeP(X): (X\F)eX{X)}

Los borelianos que en complejidad son los inmediatamente siguientes son
tanto las intersecciones numerables de abiertos, asi como las uniones numerables
de cerrados. A los primeros los hemos denominado Gs, los cuales se denotan por

I19(X) y se pueden escribir como

ng{ﬂUn:vneN, Unez?(X)}.

neN

0 equivalentemente

(X)) = {X\ | Fu:v¥neN, F, e H?(X)}

neN



70 CAPITULO 2. TEORIA DESCRIPTIVA DE CONJUNTOS.

A las uniones numerables de cerrados las denominamos conjuntos F, y las

denotamos ¥9(X), estos conjuntos pueden ser descritos por

29(X) = { U Fu:vneN, F, e H?(X)}.

neN

Esta descripciéon muestra que los conjuntos G son los complementos de los
conjuntos F, de la misma manera que los conjuntos cerrados son los comple-
mentos de los conjuntos abiertos. Esto ilustra los pasos por medio de los cuales
se construye la jerarquia. Se inicia con una familia de conjuntos, se construye la
familia de sus complementos y a partir de ésta se construye la familia de todas
sus uniones numerables, luego se repite el proceso. Este proceso se describe a
través de una recursiéon sobre el primer ordinal no numerable w;.

Definimos por recursion sobre wy los siguientes subconjutos de la o-algebra
de Borel:

YW(X)={AeP(X): AecT}
M(X)={AcP(X):(X\A)exX)}.

Para o > 1, X0(X) = { U A, :VneN (a, <a, 4, € Hgn(X))}

M(X)={AcP(X):(X\A)ex2X)}.

A partir de estos conjuntos podemos definir para toda o < wy:

AL(X) = B3(X) () TI(X).

La relevancia de estas clases, conocidas como clases ambigiias, puede apre-
ciarse considerando el caso a = 1. Los conjuntos AY(X) = Z9(X) NI (X),
son precisamente aquellos conjuntos que son cerrados y abiertos, su estudio es
sumamente importante para las propiedades relacionadas con la conexidad de
un espacio topologico.

En caso de que (X, 7) sea metrizable, la proposicion 2.11 nos asegura que
I} (X) € I5(X)
lo cual claramente implica que
B(X) € B5(X).

Dado que es trivial que
I} (z) € B3(X)
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¥y que
D1X) € (X)),

entonces tenemos que
I (X) US(X) € Aj(X).

Este es el caso base de un argumento por induccién que demuestra que en el

siguiente diagrama todas las flechas denotan contenciéon entre conjuntos.

9 (X) MY(X) — > —=TI0(X) —> -~

Tambien se puede probar que este diagrama representa a toda la o-élgebra
de Borel, es decir que cualquier conjunto de Borel aparece eventualmente en la
jerarquia que describe este diagrama.

Un argumento mucho mas complejo muestra que en el caso que (X, 7) es un
espacio polaco no numerable las flechas del diagrama anterior denotan conten-
ciéon propia. Ademaés, bajo estas mismas hipotesis, puede mostrarse que existen
subconjuntos de X que no son conjuntos de Borel, como muestra nuestro teo-
rema 3.15.

Los resultados mencionados en estos ultimos tres parrafos quedan fuera del
objetivo de este trabajo. No obstante, vale la pena mencionarlos para dejar en
claro que la utilidad de la teoria descriptiva va mucho mas alla de lo que aqui
trabajaremos.

Sin embargo, como utilizaremos regularmente algunos de los estratos de la
jerarquia de Borel, establecemos la siguiente notaciéon que nos ayudaré poste-

riormente. Sea X un conjunto y A C P(X), definimos:

Aéz{ﬂAn:VneN,AneA},y

neN
A ={{J An:¥neN, 4, €A},
neN

Ademaés denotamos por G(X) = {A € P(X) : A € 7} al conjunto de abiertos
y por F(X) = {(X\A) € P(X): A€ 7} al conjunto de cerrados. Esto nos
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ofrece la siguiente notacion:

35(X) = (F(X))s = Fy(X)
I5(X) = (G(X))s = G5(X)
S3(X) = (Gs(X))o = Gs0(X)
5(X) = (Fo(X))s = Fos(X)

ete.
Los conjuntos de Borel tienen una estructura sumamente rica y cumplen
varias propiedades que los relacionan intimamente con los espacios polacos, lo

que resta de esta seccién se dedica a probar una de estas propiedades.

Teorema 2.17. Sea X un espacio topoldgico metrizable y separable, entonces

X tiene una base numerable para su topologia, es decir es II-numerable.

Demostracion. Sea X como en las hipdtesis. Consideremos una métrica d com-
patible con la topologia de X y sea C = {z,, € X : n € N} un conjunto denso y
numerable. Sin,m € N definimos Uy, ;, = B1 (2,) y Z = U, en{Un,m : m € N}
Sabemos que para cada n € N, {U, ,, : m emN} es numerable, por lo que # es
numerable.

Sean U C X abierto no vacio en X y x € U, por ser U abierto podemos
considerar M € N tal que Bﬁ () C U, al ser C denso existe N € N tal que
zn € B_1 (), utilizando la simetria de la métrica sabemos que € B_1_(zn) €
Bﬁ(:c) CU. Por esta razon ¢ € Un am CU.

Esto muestra que % es una base numerable para la topologia de X y por lo

tanto que X es II-numerable. O

Utilizando este resultado, si (X, 7) es un espacio polaco podemos considerar
una base numerable de su topologia Z. Como 7 se obtiene al cerrar a % bajo
uniones numerables, entonces cualquier o-algebra que contenga a % también
contiene a 7y como £ C T, es evidente que cualquier o-algebra que contenga a
T contiene a . Hemos mostrado asi que la o-algebra generada por # es B(7).

Lo que siguen son dos lemas que nos muestran la versatilidad de los espacios

polacos.

Lema 2.18. Sean (X, 7) un espacio polaco y F C X un conjunto cerrado, si
denotamos por Tr a la topologia generada por la subbase T U {F}. Entonces

(X, 7F) es polaco, F es abierto y cerrado en 7r y B(1) = B(7F)
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Demostracion. Sean X, F'y T como en las hipotesis. Sea U = X \ F', entonces
U es abierto y por el teorema 2.15 tanto F' como U son polacos. Sean dp y dy
métricas completas acotadas por 1 compatibles con la topologia relativa de F'y
U respectivamente. Definimos entonces d’ : X x X — RT U {0} como

dp(z,y) siz,y € F
d(z,y)=dy(z,y)siz,yeU

2 en otro caso.

d’ esta bien definida pues U y F son ajenos. Veamos que d’ define una métrica. Si
x,y € X, es evidente que d(z,y) > 0. Si d(x,y) = 0 entonces o bien x,y € U lo
que implica que dy (z,y) = 0 por lo que = y o bien z,y € F lo que implica que
dr(x,y) = 0 por lo que x = y. Ademas es claro que si € X o bien x € F por
lo que d'(z,z) = dp(z,x) =0 o bien € U por lo que d'(z,z) = dy(z,z) = 0.

De nuevo si z,y € X, tenemos 3 casos, si ambos estan en F, d'(z,y) =
dp(z,y) = dp(y,z) = d'(y,z), si ambos estan en U, d'(z,y) = dy(z,y) =
du(y,x) = d'(y,x), en otro caso d'(z,y) =2 = d'(y, x).

Por ultimo si z,y,z € X y los tres estan en el mismo conjunto entonces
d(z,2) =dy(z,2) < dy(z,y) +du(y,z) = d'(z,y) + d'(y,2) o bien d'(z,z2) =
dp(z,2) < dp(z,y) +dr(y,z) = d'(z,y) + d'(y,z). Si x,z estan en el mismo
conjunto pero y no, entonces tendremos d'(z,z) < 2+ 2 = d(x,y) + d(y, z). Por
altimo, si x, z estan en distintos conjuntos, entonces y no estara en el mismo
conjunto que alguno de ellos, utilizando que las métricas dp y dy son definidas
positivas, entonces d'(z,2) =2 < 24 d'(y,z) o bien d'(z,z) =2 < 2+ d'(x,y).
En cualquier caso esto muestra que d’ es métrica.

Para mostrar que d’ es métrica completa basta observar que si (z,)nen €S
de Cauchy, entonces debe existir N € N tal que para todan < N o bien x,, € F
o bien z,, € U. Pero tanto dr como dy son métricas completas por lo que en
cualquier caso (2, )nen €s convergente.

Resta mostrar que esta métrica completa es compatible con la topologia 75 .
Consideremos un abierto VC X en7pyx € X.Six € F sabemos que VNF # @
es un abierto relativo en F', luego existe 1 > r > 0 tal que V,.(z) = {y € X :
dr(z,y) <r} CVNF.Como 1> r entonces V,(z) esta propiamente contenido
en F por lo que V.(z) = {y € X : d'(z,y) < r} = B,(z) . Analogamente si
x € U podemos encontrar B,(z) € 77 con 1 > p > 0 utilizando la métrica dy .
Esto muestra que la topologia generada por d’ es mas fina que 7p.

Por otra parte, si z € X y 1 > r > 0 entonces B,(z) es un abierto de la
topologia generada por d’ que est4 contenido ya sea en U o en F por lo que es

un abierto relativo de F' o de U. Si es un abierto relativo de U como U € 7
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entonces B,(z) € 7 y por lo tanto B,(z) € 7p. Si es un abierto relativo de F,
como F' € 7 entonces B.(z) € 7r. Lo que muestra que la topologia 7 es mas
fina que la generada por d’ y por lo tanto ambas son iguales.

Como F C X entonces es separable como subespacio, sea Dr C F un
conjunto denso numerable para la topologia relativa de F'y D C X un conjunto
denso numerable para X. Si E = D U Dp, entonces E es numerable y si @ #
V' € 7r entonces o bien existe Vg C V un abierto relativo en F' no vacio por lo
que @ #VrNDp CVpNE CVNE o bien existe Vy C V un abierto en X no
vacio por lo que @ # VyND C VyNE CVNE. Esto termina de probar que
(X, 7F) es un espacio polaco.

Como F, X\ F € 7, entonces F es abierto y cerrado en 7. Dado que 7 C 7p
entonces B(7) C B(7r), como F € B(7) y 7 U {F} es base para 7p, entonces
77 C B(7) por lo que B(rr) C B(7), lo que garantiza la igualdad. O

Lema 2.19. Sean (X,7) un conjunto polaco y (Tn)new una sucesion de topolo-
gtas tales que para cada n € N, (X, 1,) es polaco y 7 C 7,. Entonces si deno-
tamos por 7, la topologia generada por la subbase |, ., Tn tenemos que (X, 7,)

es polaco. Si ademds para cada n € w, 7, C B(7), entonces B(1) = B(7,).

Demostracion. Sean (X,7) v (Tn)new como en las hipotesis. Consideremos
Y = ]],c, Xn donde para cada n € w, X;, = X y definamos f : X — YV
dada por f(x) = (z,)new donde para cada n € w, x,, = x.

Veamos primero que f[X] es cerrado en Y con la topologia del producto. Sea
(™) mew una sucesion tal que para cada n € w, y™ € f[X] y que converge a un
punto y € Y. Luego, si para cada n € w, p, : Y — X es la proyeccién canoénica
entonces para cada n € w, p,(y™) — Pn(y), como la sucesion estd en f[X]
para cada nq,ng, m € w se tiene que pp, (™) = Pn, (y™). Por lo que para cada
N1, N2, M € w tenemos que (Pn, (Y™))mew = (Pno (Y™))mew, POr lo que sus puntos
de convergencia son iguales, es decir, para cada n1,ng, € W pn, (Y) = Pn, (y), esto
muestra que y € f[X] y por lo tanto que f[X] es cerrado.

Sabemos entonces que f[X] es polaco, pues es un cerrado en Y que es un
espacio polaco. Ademas f evidentemente es inyectiva, por lo que restringiendo
su codominio a f[X] es biyectiva. Sea f~! su inversa. Si equipamos a X con la
topologia 7, entonces por una parte f es continua, pues si U C Y es un abierto
subbasico del producto existen k € w y V C X}, abierto tales que U = p; '[V].
Entonces f~} U] = f~'[p;'[V]] = V que es un abierto en la topologia 71, C 7.
Ademas f~! es continua pues si U’ C X es un abierto subbésico en X entonces
existe | € w con U' € 7y (f~1)7HU'] = fIU'] = p;{U'] N f[X] que es un
abierto de la topologia inducida en f[X]. Por lo que X es homeomorfo a f[X]
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un espacio polaco, por lo tanto es polaco.

Ahora supongamos que para cada n € w, 7, C B(7). Sea {U}}, : m € w} una
base numerable para 7,, entonces {U : m,n € w} es una subbase numerable
para T, por lo que 7, C B(7) de donde se concluye que B(r,) C B(7). Como
para cada n € N, 7 C 7, entonces 7 C 7, por lo que B(r) C B(r,). Lo que

muestra que ambas o-algebras son iguales. O

Teorema 2.20. Sea X wun espacio polaco y A C X un conjunto de Borel,
entonces existe una topologia T4 tal que 7 C 74, (X, 7a) es polaco, B(1) = B(74)
y A es abierto y cerrado en (X,74).

Demostracion. Sea (X, 7) como en las hipotesis. Consideremos
S={BC X :3r C7p|(rp es polaca ), (B, (X \ B) € 75) y (B(7) = B(75))]}

Basta mostrar que 7 C .S y que S es una o-algebra. 7 C S por el lema 2.18.
Para mostrar que S es una o-algebra observemos que la misma propiedad que
define a S asegura que es cerrado bajo complementos, consideremos entonces
(Bn)new una sucesion de elementos de S, sean para cadan € w 7, = Tp, ¥ Tw
definido como en el lema 2.19, entonces B = U,e, By, es abierto en (X, 7,) y
este es un espacio polaco que satisface B(7) = B(7,) v 7 C 7, de nuevo por el
lema 2.18, B € S. Esto muestra que B(7) C S. O

2.2. Arboles.

De manera analoga a como utilizamos los filtros para estudiar la topologia
débil de los espacios de Banach, los arboles son una herramienta combinatoria
basica utilizada en la teoria descriptiva para estudiar algunas propiedades de
los espacios polacos. Es importante notar que el concepto de drbol que vamos a
estudiar en este trabajo difiere del utilizado en la teorfa de conjuntos general o

en teoria de graficas.

Definicion 2.21. Sea X un conjunto no vacio.

a) Sean € w, denotamos por X™ al conjunto de sucesiones con dominio n e
imagen en X, es decir, cualquier s € X™ es de la forma s = (s(0),...,s(n—1)) =
(s0,---,8n—1), donde para cada i € {0,...,n— 1} se tiene que s; € X.

b) Sis e X", an le llamamos la longitud de s y escribimos long(s) = n.

c) Sis € X™ ym € w es tal que m < n entonces denotamos
S |m= (80s-+-,8m—1) de manera que s |,€ X™.

d) Denotamos al conjunto de las sucesiones finitas con imagen en X por
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X<=[Jx"
new
e) Definimos una relacion de orden en X< de la siguiente manera: si
s,t € X<¥ decimos que t extiende a s o que s es un segmento inicial de t
y escribimos s C t si existe m € w tal que t |,,= s. Si s,t € X<¥ no son
comparables en este orden escribimos s L t.
f) Definimos la operacion de concatenacion en X <% de la siguiente manera:

si s,t € X< son tales que long(s) = m y long(t) = n entonces
sTt= (80, ey Sm—1,00,- .- ,tnfl) e xntm,

Para x € X arbitrario escribimos s”x en lugar de s~ (x).

g) Denotamos por X*“ al conjunto de sucesiones con dominios w e imagen
X.

h) Sis € X¥ yn € w, denotamos s |,= (So,--.,Sn—1), de manera que
s|n€ X™. Sit=s|, para alguna n € w decimos que t es un segmento inicial
de s y escribimos t C s.

Es importante notar que en las definiciones anteriores se considera el caso
donde n = 0 para el cual X° = {@} por lo que se considera al vacio como una
sucesion finita. Este contexto es el apropiado para definir los arboles y otros
conceptos relacionado con ellos, agrupamos todos ellos en la siguiente definicion.

Definicion 2.22. Sea X un conjunto no vacio.

a) Decimos que T C X <% es un drbol en X si para cualesquierat € T ys Ct
tenemos que s € T, es decir, T' es cerrado bajo segmentos iniciales. Denotamos
por Ar(X) al conjunto de todos los drboles de X, a los elementos de un drbol
los llamamos nodos.

b) Decimos que s € X“ es una rama (infinita) de un drbol T C X <% si para
cualquier n € w tenemos que s |,€ T.

¢) Para cualquier drbol T C X<% definimos el cuerpo del drbol [T] C X

como

[T]={se€ XY :Vnew, s|,eT}.

d) Decimos que T € Ar(X) es un drbol bien podado si para cualquier s € T
existe t € T tal que s C t, es decir, t es una extension propia de s.

Un arbol se pueden representar de la siguiente manera:
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6]

N
() ) (2) (w)

\

(wvff)/(x,w) (¥, y) (y, 2) (2,2) .
. vy, 9) (v, 2, ) \\(z,w)
. (y, 2, @, )
/
(y,z,2,,...)

En este ejemplo T no es un arbol bien podado pues (z,x) y (z,z,z) no tienen
extensiones propias; se representa con una linea mas gruesa a la rama infinita
(y,z,2,2,...) € [T).

La primera propiedad importante de los arboles es que nos permiten repre-
sentar una base de la topologia del producto numerable de espacios discretos.

Proposicion 2.23. Sea X un espacio topoldgico no vacio con la topologia dis-
creta y X¥ = [[,c X con la topologia del producto. Si para cada s € X <%,
consideramos Cs = {y € X“ : s C y}, entonces {Cs : s € X<“} es una base
para la topologia de X“.

Demostracion. Sea X un espacio topologico discreto. Si s € X<“ y k = long(s),
entonces
Cs = [ pi s}l
i<k

Para cada i < k, {s;} es un abierto por tener X la topologia discreta, esto
implica que Cy es un abierto en la topologia del producto.

Sea U C X*“ un abierto basico en la topologia del producto, entonces exis-
ten Uy,...,U, € X y nq,...,n,, € w tales que U = ﬂi<mp;i1[Ui]. Sean

n=max{ni, ..., N}y

A={sc X" :Vi<m, s,, €U;}.
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Veamos que

ﬂ p;il[Ui] = U Cs.
i<m s€A
Sit e ﬂi<mp,_”1[U,»], entonces para cada i < m, t,, € U,;, por lo que
t |ns1€ Ay claramente ¢ € Cy),..> entonces t € (J,c 4 Cs. Sit € (J ey Cs,
entonces t |,41€ A, por lo que para cada i < m se tiene que t,, € U;, lo que
implica que t € (;<,, P, [Us]- Esto muestra que {C, : s € 2=} es base de la
topologia. - O

Este resultado motiva la siguiente definicion:

Definicion 2.24. Sea X un conjunto no vacio y s € X<, al conjunto
Ci={reX:sCuz}

lo llamamos el cono de s.

Al congunto {Cs : s € X<“} lo llamamos la base estindar de X*.
Obsérvese que si s,t € X<%, entonces s C ¢t si y sblo si Cy C Cj.

Proposicion 2.25. Sean X un conjunto no vacio, A C X“ y
Ta={t|ne X< :t€Anew}
Entonces Ta es un drbol bien podado.

Demostracion. Sean X un conjunto no vacio y A C X“. Si A = & entonces
T4 = @ y la proposicion es trivial. Si A # &, sea s € T4, entonces existen t € A
y n € w tales que t |,= s. Sin = 0, entonces s = & y cualquier ¢ C & pertenece
aT.Sin >0y m<n entonces s |,=t |n€ Ta. Esto prueba que T4 € Ar(X).
Sea s € T4 entonces existen t € A y n € w tales que t |,= s, luego
$ =1 |nCt |nt1€ Ta, por lo que s tiene extensiones propias en T4. Esto prueba
que T4 es bien podado. O

Debido a este resultado llamamos a T4 el arbol de A. La siguiente proposi-
cion muestra que podemos caracterizar con arboles a los conjuntos cerrados del

producto numerable de espacios discretos.

Proposicién 2.26. Sea X un conjunto no vacio con la topologia discreta.

a) SiT € Ar(X), entonces [T] es un congunto cerrado en la topologia del
producto de X“.

b) Si A C X%, entonces cl(A) = [T4].
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Demostracion. Sea X un conjunto no vacio con la topologia discreta. Comen-
cemos con (a), si T € Ar(X) veamos que

x\[mr= J c.
SE(X <w\T)

Si T = X <% ambos conjuntos son vacios. Si T # X <% entonces es claro que
X“\ [T] es no vacio. En este caso sea t € X¥ \ [T], entonces existe n € w tal
que t |,€ X<“\T, como t € Cy, entonces t € Use(x <o) Cs- Esto prueba que
X\[T] € Usex<ert) Cs-

Como T # X <% entonces

U a

SE(X <w\T)

es no vacio y podemos considerar a

te | oc.

SE(X<w\T)

Existe ¢ € X<“\ T tal que t € Cy, es decir ¢ ‘long(q): ¢. Supongamos que
t € [T], entonces para cualquier n € w se tiene que ¢ [,€ T, lo que implica que
qg=t |long(q)€ T, lo cual es una contradiccién. Por tanto t € X“ \ [T]. Esto
prueba la igualdad de conjuntos. Por la proposicion 2.23, X“ \ [T] es abierto, lo
que implica que [T] es cerrado.

Para demostrar (b) consideremos A C X%, A # &, obsérvese que A C [T4],
pues si t € A, entonces para cada n € w tenemos que t |,€ T4 por lo que
t € [T4]. Por el inciso anterior esto implica que cl(A) C [T4].

Sean entonces t € [T4] y U C X“ un abierto de la topologia del producto tal
que t € U, por la proposicion 2.23 existe n € w, n > 0, tal que Cy,, € U, pero
como ¢ € [T4], entonces ¢ |,€ T4, es decir, existe s € A tal que s |,= ¢ |,. De
esta manera s € Cy, €U y UN A # & lo que permite concluir que ¢ € cl(A).

Una vez mas el caso A = @ es trivial por lo que concluimos que cl(A4) = [T4]. O

Esta proposicion no sélo nos muestra que algunas operaciones topologicas en
X“ pueden ser descritas a través del conjunto de arboles de X, sino que ademés
nos permite mostrar que los conceptos de arbol bien podado y conjunto cerrado

en X“ tienen una estrecha relacion.

Corolario 2.27. Sea X un espacio topoldgico no vacio con la topologia discreta.
Sea ¢ : F(X¥) — {T € Ar(X) : Tes bien podado} definida como o(F) = Tp,

entonces ¢ es biyectiva, y tiene como inversa a v definida como (T) = [T).
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Demostracion. Sea X un espacio topoldgico no vacio con la topologia discreta
¥ @, ¥ como en el enunciado. Sea F € F(X?), es claro que (¢ o)(F) = F pues
(60 @)(F) = [Tx]) = cl(F) = F.

Sea T € Ar(X) bien podado. Veamos que (p o ))(T) = T. Si T = &,
entonces es trivial. Si T # @, sea t € T, como T es bien podado podemos

considerar s € [T tal que t C s, luego t = s por lo que ¢ € Tjr. Por otra

|10ng(t)
parte, si t € Tip) podemos considerar s € [T tal que s |jong+)= t, pero s € [T]]
significa que para cualquier n € w, s |,€ T, en particular ¢ € T.

Esto muestra que v es inversa de ¢ y por tanto que ambas son biyectivas. [J

Una de las razones por las que los arboles son una herramienta utilizada
en teoria descriptiva es porque nos permiten estudiar algunos espacios polacos
muy importantes. Consideremos el conjunto 2 = {0,1} con la métrica discreta.
Entonces claramente 2 es complatamente metrizable y es separable pues es finito.
Siendo asi, podemos afirmar utilizando el corolario 2.8, que 2“ con la topologia
del producto es un espacio polaco. A este espacio, denotado por C, se le conoce
como el espacio de Cantor, en breve veremos por qué es tan importante en la
teorfa descriptiva de conjuntos. Al 4rbol 2<¢ lo llamamos el arbol de Cantor.

Consideremos w con la métrica discreta. Claramente w es completamente
metrizable y separable por ser numerable, entonces de nuevo podemos afirmar
que w¥ es un espacio polaco. A este espacio, denotado por N, se le conoce como
el espacio de Baire, en las siguientes secciones podré apreciarse su importancia
para la teorfa descriptiva de conjuntos. Al arbol w<% lo llamamos el arbol de
Baire.

En lo que sigue vamos a utilizar la herramienta que proporcionan los arbo-
les para demostrar algunos resultados importantes de la teoria descriptiva de

conjuntos.

Definicion 2.28. Sea X un espacio topoldgico.

a) Decimos que © € X es un punto de condensacion si para cualquier
U e % (x), U tiene cardinalidad no numerable.

b) Decimos que x € X es un punto limite si para cualquier U € % (x) existe
ye X, x#uy, tal quey € U.

¢) Decimos que x € X es un punto aislado si {x} € U (x).

d) Decimos que X es un espacio perfecto si ninguno de sus puntos es aislado.

e) Decimos que A C X es perfecto en X si A es cerrado y perfecto en la

topologia relativa.

Los espacios perfectos son muy importantes, principalmente por su relacion

con el conjunto de Cantor. Para mostrar esto necesitamos otra definicion.
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Definicion 2.29. Sea X un conjunto, un esquema de Cantor en X es una
familia de conjuntos o = {A; C X : s € 2<¥} que satisface:

1) Para cada s € 2<% se tiene que As~o[)As—~1 = I,

2) Para cada s € 2<% e i € {0,1}, se tiene que As~; C As.

El siguiente diagrama representa un esquema de Cantor donde cada conjunto
esta contenido en cuaquiera que tenga un flecha que lo sefiale, mientras que todo

conjunto es ajeno a cualquiera a su izquiera o derecha.

Con esta definicién podemos demostrar un importante teorema clésico.

Teorema 2.30. Sea X un espacio polaco perfecto no vacio, entonces existe un

conjunto perfecto P C X y un homeomorfismo suprayectivo f :C — P.

Demostracion. Sea X como en las hipotesis. Fijemos una métrica completa d
compatible con la topologia de X. Vamos a construir un esquema de Cantor
o ={As:s€2%} en X tal que:

i) Para cada s € 2<%, se tiene que A, es abierto y no vacio.

ii) Para cada s € 2<%, se tiene que diam(A4,) < o~ long(s)

ili) Para cada s € 2<% e i € {0, 1}, se tiene que cl(As~;) C As.

La construccion de & procede por recursion sobre long(s). Para k = 0,
consideremos z € X y Ay = Bi(z). Entonces Ay satisface (i) y (ii). Para
k = n+1 supongamos que para cada s € 2" ya hemos definido A,. Sea t € 27+1,
denotemos s =t |,,. Como X es perfecto y A satisface (i), podemos considerar
xg, 21 € Ay tales que xg # @1, sean 4,72, € RY tales que By, (20), By, (z1) C

Ag. Sean también
) {rmo Ty d(sco,xl)}
r=min{ =2, =L —~— 2%

27 27 2
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Entonces definimos As~¢ = B-(z9) y As~1 = B,.(x1). Esto claramente define a
Ay, es claro que tanto Ag~g como A~ satisfacen (i) y (ii) pues por hipotesis
diam(A,) < 27 1088() entonces tenemos para i € {0,1} que r,, < 2~ 10N8()
por lo que 7y, /2 < 271008()-1 Esto hace evidente que diam(A,—;) = r <
o—long(s)—1

Sabemos que r < w por lo que Ag~1 N As~¢ = &, lo que muestra (1).
Ademés sii € {0,1} Ag~; C cl(As~;) = cl(By(x;)) C Bay(x;) C As. Por lo que
se satisface (2) y (iii). Esto muestra que & cumple lo requerido.

Vamos a utilizar a & para definir f. Consideremos s € C, para cada n € w
diam(cl(As|, )~ s(n))) < diam(A),) < 27100861 < 27n por (ii) y (iii) y es
claro que cl(A,)~sn)) € cl(Ag),) por (iii). Esto muestra que la coleccion
{cl(Ag),) : n € w} es una familia anidada de conjuntos cerrados no vacios
con didmetro evanescente, al ser d una métrica completa, por el teoremal.8

sabemos existe x € X tal que (] Ay, = () cl(4,,) = {z}. Como esta = es

new new
tnica podemos definir sin ambigiiedad f(s) = x.

Si denotamos P = f[C], entonces s6lo resta probar que f : C — P es un

homeomorfismo. Sean s,t € C tales que s # t y sea
B={new:s(n)#tn)},

como este es un subconjunto de w no vacio, podemos considerar N = min B,
porloque s |[y=1t |n y s(IN) # t(N). Por la definicion de un esquema de Cantor
tenemos que Ay, Ay, = Dy dado que f(s) € Ay, v f(t) € Aypry,
concluimos que f(s) # f(t). Por tanto f es inyectiva.
Para demostrar la continuidad vamos a utilizar la siguiente igualdad. Para
cualquier s € 2<%,
f[c‘?] =A,NP

Sea s € 2<¥. Si z € f[C;], sabemos que existe t € C, tal que z = f(t),
entonces t |10ng(s): s, como {f(t)} = [ Ay,, entonces f(t) € A;N P. Si

ncw

x € As N P, entonces existe t € C tal que x = f(t). Obsérvese que por defini-
cién, para cada n < long(s) se tiene que A, C Ay, por lo que f(t) € Ay,.
Supongamos ahora que s € t, consideremos B’ = {n < long(s) : s(n) # t(n)},
al ser este un conjunto no vacio de naturales, podemos encontrar m < long(s)
tal que s |;n=1 |, y s(m+1) # t(m+1) luego Ay, ., Ay, = F, pero f(t) €
Aglii M Ay, lo cual es una contradiccion. Por tanto s C ¢, lo que implica que
t € Cs y permite concluir que
x = f(t) € f[C].

Veamos entonces que f es continua. Sean s € Cy U € Z(f(s)), sean € w
tal que By—n (f(s)) CU. Seaz € X tal que A = B,(z), entonces r < 27771

S|n41
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y f(s) € By(z), por lo que B,(z) C By-n(f(s)). Sabemos que Cj
|=A

lnsr © C esuna

vecindad de s y que f[C, (P, por lo que

‘n+1 5|n+1

f(S) € f[cs\n+1] g A8|n+1 = Br(x) g BQ’”(f(S)) g Ua

lo que muestra que f es continua.

Veamos que f es una funcion abierta. Sean s € Cy V € % (s), sea n € w tal
que Cy), €V, como f[C, = A, NP, entonces Ay (P C f[V], dado que
f(s) € A, y A, es abierto, entonces f[V] es vecindad de f(s) en la topologia

lnsa]

relativa a P. Por lo tanto f es abierta. Asi, f es inyectiva, suprayectiva sobre
su imagen, continua y abierta, por lo tanto es un homeomorfismo suprayectivo.

Como C es un compacto, entonces P es cerrado en X. Como C es perfecto,
entonces P también lo es. O

Teorema 2.31 (Cantor-Bendixson). Sea X un espacio polaco. Entonces X
puede escribirse de manera unica como X = P U N, donde P y N son ajenos,

P es un conjunto perfecto en X y N es abierto y numerable.

Demostracion. Sea X un espacio polaco, definimos
X" ={x € X : z es un punto de condensacion}.

Sean P = X*y N = X\ X*. Si N = & el resultado es trivial. En otro caso,
por el teorema 2.17 podemos counsiderar = {U, C X : n € N} una base
numerable de la topologia. Consideremos B’ = {U,, € A : U es numerable},
veamos que N = [JZ#'. Sea x € N, como Z es base, entonces existe U € B
tal que x € U C N, por lo que U € £, lo que implica que = € |JHA'. Sea
x € |J A, entonces existe U € B’ tal que x € U, pero claramente U € % (x)
y U es numerable, por lo que z € N. Como N es una unién de abiertos es un
abierto y, por tanto, P es cerrado. Ademas %4’ es numerable pues % lo es, de
manera que N es una unién numerable de conjuntos numerables por lo que es
numerable.

Es evidente que P es perfecto, P es cerrado pues cualquier vecindad de un
punto en la cerradura de P es una vecindad de un punto en P por lo que no
puede ser numerable. Por otra parte, de la definicion de P es inmediato que no
tiene puntos aislados.

Demostremos ahora la unicidad. Consideremos X = PPUN', X' N N' = &
con P’ perfecto en X y N’ abierto numerable. Veamos que P’ C P. Si P/ = &

esto es trivial, de lo contrario sea x € P’ y U C X vecindad abierta de z,
veamos que U N P’ es perfecto con la topologia relativa. Sea y € UN P y

V C X vecindad abierta de y, como U es abierto entonces V N U es abierto en
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X. Como P’ es perfecto en X, entonces existe z € P'N(UNV) tal que y # z,
por lo que y no es un punto aislado y por lo tanto U N P’ es perfecto. Por el
teorema 2.30 existe Q € U N P’ homeomorfo al conjunto de Cantor. Pero el
conjunto de Cantor es no numerable, por tanto QQ, U N P’ y U también lo son,
esto implica que x € P. Esto prueba la contencién deseada y, por tanto, que
N=(X\P)C(X\P)=N"

Veamos ahora que N’ C N, de nuevo si N’ = & es trivial. De lo contrario
sea x € N'. Como N’ es abierto entonces N’ € % (x) y como N’ es numerable,
entonces € N. Luego P = (X \ N) C (X \ N') = P/, por loque N = N'y

P = P'. Lo que termina la demostracion. O

El teorema anterior justifica la siguiente definicién

Definicion 2.32. Sea X un espacio polaco, X = PUN con P y N ajenos,
P perfecto en X y N abierto y numerable, entonces llamamos a P el nicleo
perfecto de X.

En teoria de conjuntos, la pregunta sobre la existencia de un conjunto con
una cardinalidad mayor a la de N, pero menor a la de R fue histéricamente
muy importante. Hoy sabemos que esta pregunta no puede responderse con la
axiomatizacion de la teoria de conjuntos estandar, es decir, no podemos justificar
la existencia de un conjunto con una cardinalidad intermedia, pero tampoco
podemos probar que tal conjunto no exista. Sin embargo, para los conjuntos
que hemos estudiado si podemos ofrecer varios resultados, estos resultados se

basan en que |C| = |R|; a esta cardinalidad la denotaremos por c.
Corolario 2.33. Sea X un espacio polaco, entonces o bien | X| <Ry 6 ¢ < |X]|.

Demostracion. Sea X espacio polaco, escribamos X = P U N, con P el nucleo
perfecto de X. Si P = &, entonces X = N con N numerable, por lo que
|X| < Rg. Si P # @, por el teorema 2.30 entonces existe P/ C P homeomorfo al
conjunto de Cantor por lo que ¢ = |C| = |P'| < |P| < |X]|. O

Corolario 2.34 (Alexandrov, Hausdorff). Sea (X,7) un espacio polaco y
A € B(7), entonces o bien |A] < Rg 6 ¢ < |A|.

Demostracion. Sea X un espacio polacoy A € B(7), por el teorema 2.20, existe
una topologia 74 tal que (X,74) es polaco, A es abierto y cerrado en 74 y
B(7) = B(74). Luego A es polaco con la topologia relativa a 74. Por el corolario

anterior, entonces o bien |A] < Xy 6 ¢ < |A|. O
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Este tltimo corolario muestra que los conjuntos de Borel de cualquier espacio
polaco satisfacen la Hipotesis del Continuo, la afirmaciéon de que no existen
conjuntos de cardinalidad intermedia entre Xy y ¢. Este resultado por si mismo es
sorprendente, si bien, no podemos probar que exista un conjunto de cardinalidad
intermedia, ya hemos mostrado que de existir no puede ser un conjunto de Borel
de un espacio polaco.

El hecho de que tanto el conjunto de Cantor, como el concepto de arbol
hayan jugado un papel central en la demostracion de estos resultados nos habla
de que su estudio es sumamente relevante.

Durante las siguientes dos secciones el conjunto N va a ser de suma im-
portancia. En lo que resta de la seccion vamos a estudiar un poco mas sus
propiedades.

El hecho de que w sea un buen orden nos permite definir la siguiente relacion:

Definicién 2.35. Sean z,y € N distintos y n = min{m € w : z(m) # y(m)},

decimos que x es menor que y y escribimos x < y, si x(n) < y(n).
Proposicion 2.36. (N, <) es un orden total estricto.

Demostracion. Primero veamos que < es transitiva. Sean z,y,z € N tales que
r<yyy<ez.

Sea n =min{m € w: z(m) #y(m)} y n’ = min{m € w: y(m) # z(m)}. Es
claro que y |pv= 2 |n y que z |[,=y |n. Si n < n' entonces y |p,+1= 2 |nt+1, POr
lo que n = min{m € w : x(m) # z2(m)} y (n) < y(n) = z(n) de manera que
x < z.Sin' < n,entonces T |p41= 1Y |n+1, porlo que n’ = min{m € w : x(m) #
z(m)} y x(n') = y(n') < z(n'), de manera que < y. Por ultimo si n = n/,
entonces  |p41= Y |nt1= 2 |nt1 por lo que n = min{m € w : xz(m) # z(m)} y
z(n) < y(n) < z(n), de manera que x < y.

Por otra parte, si ¢ < y y k = min{m € w : z(m) # y(m)} entonces
x(k) < y(k) por lo que claramente es falso que y(k) < z(k), esto muestra que
no es posible que y < z.

Esto demuestra que < es un orden parcial estricto en N, el hecho de que es

un orden total es inmediato de la definicién. O

Proposicion 2.37. Sea T € Ar(w) bien podado, entonces existe ar = min[T],

a ar lo llamamos la rama mds a la izquierda de T.

Demostracion. Sea T € Ar(w) bien podado. La construccion de ar recurre a
una sucesion especial: vamos a construir por recursiéon una sucesion (s, )ne. €n
T tal que si n € w, entonces s, C s,11, long(s,) = n y ademéas para cualquier

y € [T] tal que s,, C y tenemos que $,41(n) < y(n).
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Definimos so = &, si ya esta definido s, tal que s, € T y long(s,) = n.
Sea A = {m € w: s;m € T}, por ser T bien podado A es no vacio por lo
que podemos considerar my = min A. Sea s,11 = §;, Mo, entonces s, C Sp41,
long(sp4+1) =long(sp) +1=n+1ysiye[T]y s, Cy, como y € [T] entonces
Y |ny1€ T, como s, C y, entonces y(n) € A, por lo que s,41(n) < y(n).

Sea z =

x |pn= $n € T, entonces x € [T]. Veamos que z = min[T], sea y € [T] y

new Sn, entonces sabemos que x € N, y como para cada n € w,

k= min{m € w: x(m) # y(m)}, entonces s = = [r=y |k, por lo que s; C y, lo
que implica que z(k) = sgy1(k) < y(k), de manera que = < y. O

Proposicién 2.38. Sea x € N, definimos
T ={yeN:y<uz},
entonces T es un abierto en N.

Demostracion. Sea x € N. Sea s € w<*, consideremos
E, = {m € dom(s) : z(m) # s(m)},
si Es # @ denotamos por e, a su minimo. Sea
E={sew<Y:FEs# o Ns(es) < z(es)}.

Veamos que

YUe.=%.

selk
Como siempre, basta considererar los casos donde ambos conjuntos son no
vacios. Sea y € (J,cp Cs, sea s € I, tal que y € Cs, por lo primero sabemos

que s(es) < z(es) y por lo segundo s C y, entonces y . ¥

.= S le.=
y(es) = s(es) < z(es) por lo que y < x, es decir y € 7.

Sea z € T, entonces z < x, sea n = min{m € w : z(m) # y(m)}, lo que
implica que z € C;|,, n=e,, v 2 |n (n) < x(n) por lo que z |,€ E, de manera

que 2 € J,ep Cs- O

Este resultado termina el material propio de esta seccién, sin embargo, es
pertienente realizar unas cuantas observaciones més.

De la misma manera que mostramos que el concepto de arbol bien podado
se encuentra estrechamente relacionado con los conjuntos cerrados de un espa-
cio, existen otros conceptos que nos permiten estudiar otras propiedades de los
subconjuntos de un espacio, por ejemplo la propiedad de ser perfectos. Existe

una teoria que estudia estas propiedades de los arboles, sin embargo, su estudio
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queda fuera de los objetivos de este trabajo. Para terminar la seccién presenta-
mos las siguientes definiciones y estudiamos un poco maés la herramienta que el

concepto de arbol nos permite desarrollar.

Definicion 2.39. Sea X un conjunto no vacio y T € Ar(X).

a) Decimos que T es perfecto si para cualquier s € T existen t1,to € T tales
que s Ct1, s Cto yty L to.

b) Decimos que T es bien fundado si para cualquier s € X% existe n € w
tal que s |n¢ T, es decir [T] = @. Si T no es bien fundado decimos que es mal
fundado. Denotamos el conjunto de todos los drboles bien fundados de X por
BF(X).

El concepto de arbol bien fundado se encuentra estrechamente relacionado

con la teoria de 6rdenes.

Definicién 2.40. Sea X un conjunto y < C X x X una relacion sobre X.
Decimos que < es una relacion bien fundada si cualquier A C X no vacio tiene
un elemento minimal, es decir, existe a € A tal que para cualquier b € A es
falso que b < a.

Dada < una relacion sobre X definimos T< C X <% de la siguiente manera:

(irnv"'»xla(EO) €T<<:>$0 <1 < <2XTy
y para cualquier x € X, (z) € T<.

Las siguiente dos proposiciones estudian la relaciéon entre las relaciones bien

fundadas y los arboles bien fundados.

Proposiciéon 2.41. Sea X un conjunto y < C X x X wuna relacion sobre X.
Entonces T4 € Ar(X) y T< es un drbol bien fundado si y sdlo si < es bien
fundada.

Demostracion. Sea X un conjunto y < una relaciéon sobre X. Consideremos
t € T< no vacio, t = (to,...t,) entonces t, < --- < to. Por lo que para @ #
s C t tenemos que si 1 < long(s) = k, entonces s = (to,...,tx—1) es claro que
tg—1 < -+ < to por lo que s € T, si por otra parte long(s) = 1, entonces es
evidente que s € T. Los casos donde donde ¢ 6 s son vacios son triviales. Esto
prueba que T< € Ar(X).

Para demostrar la primera implicacién por contrapuesta supongamos que <
no es bien fundada. Entonces existe A C X no vacio que no tiene elementos
minimales. Vamos a construir por recursion una sucesion t = (2, )ne. en A tal

que para cualquier n € w, Tpy1 < Tp. Sea xg € A arbitrario, supongamos que
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xn, € A ya se encuentra definido, sabemos que x, no es minimal por lo que
existe Z,11 < Zp. Esto implica que para cualquier n € w, t |,€ T, por lo que
T no es bien fundado.

De nuevo para demostrar por contrapuesta supongamos que 7~ no es bien
fundado. Sea t € X*“ tal que para cualquier n € w, t |,€ T< ysea A ={t,, € X :
n € w}. Es claro que A es no vacié y no tiene elementos minimales pues para

cualquier n € w, Tp41 € Ay g1 < Ty, Por lo que < no es bien fundada. O

Proposicion 2.42. Sea X un conjunto no vacio y T € BF(X) definimos < C
TxT comos<y<yCs. EntoncesT es un drbol bien fundado si y sdlo si <

es bien fundada.

Demostracion. Sea X un conjunto no vacio y T' € BF(X). Sea < como en el
enunciado.

Para demostrar por contraposiciéon la primera implicaciéon supongamos que
< no es bien fundada. Sea A C T no vacio que no tiene elementos minimales.
De nuevo podemos construir por recursion una sucesion (z,)ne,, en A tal que
para cualquier n € w, ,4+1 < Z, 0 equivalentemente z,, C z,41. Esto implica
que J, ¢, Tn € [T], lo que implica que T no es bien fundado.

Una vez mas para demostrar por contraposicién supongamos que 7' no es
bien fundado. Entonces existe ¢t € [T]. Sea A = {t |,€ T : n € w}. Es claro
que A es no vacio y no tiene elementos minimales, por lo que < no es bien
fundada. O

Es bien sabido que cualquier relacion bien fundada admite un principio de

recursion. Utilizando este principio podemos realizar la siguiente definicion.
Definicion 2.43. Sea X un conjunto y < una relacion sobre X. Definimos la

funcion rango p : X — ORD de la siguiente manera:

p(x) =sup{p(y) +1:y <z}
y el rango de la relacion p(<) = sup{p(z) : v € X}.
FEsto a su vez nos permite definir la funcion orden de un drbol bien fundado
T,0:T— ORD
ofx) = supfo(y) + 1: @ C y}.

y el orden del drbol, o[T] = sup{o(z) : x € T}

El siguiente resultado evidente sera utilizado mas adelante:
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Proposicion 2.44. Sea X un conjunto no vacio y < una relacion bien fundada
sobre X, entonces p(<) < card(X)". En particular si T € Ar(w) entonces
olT] < ws.

El ultimo resultado de esta seccién es sumamente ttil.

Definicion 2.45. Sean X, Y conjuntos no wvacios y <, <* relaciones bien
fundadadas respectivamente sobre X y Y. Sea ¢ : X — Y, decimos que ¢ es

mondtona si x1 < xo implica que p(x1) <* p(T2).

Proposicion 2.46. Sean X, Y conjuntos no vacios y <, <* relaciones bien
fundadadas respectivamente sobre X y Y. Sea ¢ : X — Y mondtona, entonces

para cualquier € X, p(x) < p((x)) y p(<) < p(<")-

Demostracion. Sean X, Y, <, <* y ¢ como en las hipdtesis. La prueba procede
por induccion sobre p(x). Sea x € X y supongamos que para cualquier z € X
tal que p(z) < p(x) tenemos que p(z) < p(p(z)), es claro que si z < x entonces
tenemos que p(z) < p(x), esto tiene como consecuencia que para cualquier z < z
se satisface que p(z) < p(p(z)). Esto implica que

ple) = sup{p(z) +1: 2 < 2} < sup{p(p(2)) +1: 2 < a}.

Por ser ¢ mondtona tenemos que {p(z) : z < 2z} C {y : y <* p(z)} lo que

implica que

sup{p(p(2)) +1: 2z < x} <sup{p(y) +1:y <" ¢(x)} = p(p(x)).

Estas dos desigualdades implican que p(z) < p(¢(z)). Lo que termina la
induccién. Esto tiene como consecuencia que

p(=) =sup{p(z) : x € X} < sup{p(p(z)) : v € X}

<{ply) 1y €Y} = p(=").






Capitulo 3

Conjuntos analiticos y

espacios de Borel estandares.

3.1. Conjuntos analiticos y espacios de Baire.

Durante el capitulo anterior introdujimos los conjuntos de Borel como una
familia que contiene a la topologia del espacio y que, hablando informalmente, se
parecen mucho a los conjuntos abiertos. Existe a su vez una familia que contiene
a los conjuntos de Borel y que también se parece mucho a estos. Los elementos
de esta familia se llaman conjuntos analiticos, la historia sobre su desarrollo es

sumamente apasionante.

Definicion 3.1. Sea X wun espacio polaco. Un conjunto A C X es llamado
analitico si existe un espacio polaco Y y una funcion continua f:Y — X tal
que flY] = A. Denotamos al conjunto de todos los conjuntos analiticos de X
por ¥1(X).

Para que la analogia con la construccion de los conjuntos de Borel a partir
de los conjuntos abiertos se mantuviera, lo primero que tendriamos que mostrar
es que los conjuntos de Borel son conjuntos analiticos. Gracias a los resultados

que ya conocemos esto es muy sencillo.
Proposicién 3.2. Sea (X, T) un espacio polaco, entonces B(t) C ¥1(X).

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio polaco y A € B(X), sabemos por el teore-
ma 2.20 que existe una topologia 74 tal que 7 C 74, (X,74) es polaco, A € 74
y B(7) =B(74). Definimos Id : (X,74) — (X, 7) como Id(z) = z. Es claro que

91
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Id es continua pues si U € 7 entonces Id " '[U] = U y U € 74 pues 7 C Ta.
Ademés Id[A] = A, pero A € 74 y (X, 7a) es polaco, por lo que A es un espacio
polaco con la topologia relativa, de manera que Id |4: A — X es continua con
A polaco y cumple que Id |4 [4] = A. O

Lo siguiente que quisiéramos estudiar son las similitudes entre los conjuntos
analiticos y los conjuntos de Borel. Para esto es necesario estudiar primero con
mayor detenimiento a los conjuntos analiticos. Este estudio requiere a su vez
profundizar sobre los conocimientos adquiridos en la seccién anterior, esta vez

vamos a centrar nuestra atenciéon en el espacio de Baire N.

Definicion 3.3. Sea X un conjunto, un esquema de Suslin en X es una familia
de conjuntos ¥ = {As C X : s € w<¥}. Decimos que ¥ es un esquema de Lusin

si la familia satisface:

1) Para cada s € w<“ y para cadan, m € w, sin # m entonces As—n [ As—~m =

J.

2) Para cada s € < yn € w, Ag—~, C As.

Si X es un espacio métrico y un esquema de Suslin . en X satisface que
para cada s € w<¥, lim,_, ., diam(4,) = 0, entonces decimos que el esquema

tiene un didmetro desvaneciente.

El siguiente diagrama representa un esquema de Lusin donde, al igual que
en nuestro diagrama de un esquema de Cantor, cada conjunto esta contenido
en cuaquiera que tenga un flecha que lo senale, mientras que todo conjunto es

ajeno a cualquiera a su izquiera o derecha.

RN

N /N

AV A L
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La prueba del teorema 2.30 utilizé un esquema de Cantor para construir una
funcion continua con dominio C. De manera analoga los esquemas de Suslin o de
Lusin se utilizan para construir funciones continuas, los siguientes dos resultados

ilustran cémo procede esta construccion.

Lema 3.4. Sea (X,d) un espacio métrico y % un esquema de Suslin en X con

diametro desvaneciente, si

D={seN: () A, #2}

new

entonces existe una funcion f: D — X.

Demostracion. Sean (X, d), . y D como enuncia el lema. Si D = & el resultado

es trivial. De lo contrario sea s € D,y z,y € () Ay, como para cada n € w

necw
z,y € Ay, v lim, o diam(A,) = 0, entonces sabemos que d(z,y) = 0 por
lo que » = y. Esto muestra que existe z € X, tal que (., Ay, = {z}, si

denotamos x = f(s), esta expresion define una funcion f: D — X. O

A la funcién f cuya existencia asegura el lema anterior la llamamos la funcién
asociada al esquema de Suslin o de Lusin .¥, segiin sea el caso. El siguiente lema

estudia las propiedades de esta funcion.

Teorema 3.5. Sea (X, d) un espacio métrico, . un esquema de Suslin en X
con didmetro desvaneciente y f : D — X la funcion asociada a ., entonces:

1) f es continua.

2) Si 7 es de Lusin, entonces [ es inyectiva.

3) Si para cada s € WS, Ay C U, e, As—n entonces Ag = f[D]. En parti-
cular si Ag = X, entonces X es suprayectiva.

4) Si (X,d) es completo y para cada s € w<* y cada n € w, cl(As~,) C A,
entonces D es cerrado en N'. Mds ain, si para cada s € w< Ay # &, entonces
D=N.

5) Si para cada s € w<¥, Ag es abierto y As C |J

abierta. Y para cada s € w<¥

new As—n, entonces f es

f[Csn D] = ﬂ (A, N fD]).

k<long(s)

Demostracion. Sean (X, d), . y f como en las hipdtesis. A lo largo de la prueba

la siguiente contencion va a ser de suma utilidad: para cada s € w<%

f[CsN D] C Ay n f[D].
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En realidad, vamos a demostrar algo mas general:

flesnDlc () (Ag. N FID]).
k<long(s)

Sea s € w<¥, si CsN D = & entonces la contencion es trivial, de lo contrario
sea x € f[Cs N D], entonces existe t € Cs N D tal que f(t) = z, dado que t € D
esto muestra que 2 € f[D]. Por definicion de f, x € (0, Ay, como t € C
entonces para cualquier k < long(s) tenemos que t |y= s |x por lo que para
cualquier k < long(s),z € A|s,. Asiz € ﬂkglong(s) (Ag), N f[D]). Esto prueba
la segunda contencién, la cual evidentemente implica la primera.

Comencemos con (1), sea x € f[D] y € > 0, entonces existe s € D tal
que f(s) = z, dado que . es de radio desvaneciente existe n € N tal que
diam (A, ) < €, de manera que f[Cy, N D] C Ay, N f[D] € Be(x) N f[D] por
lo que f es continua.

Continuemos con (2), supongamos que .¥ es un esquema de Lusin. Si D = &
el resultado es claro, de lo contrario sean s,t € D tales que s # ¢, entonces B =
{n € w:s(n) #t(n)} es no vacio, sea k = min B. Luego s |y=t |, como & es
un esquema de Lusin, entonces Ag)~(r) N Ay ~1(x) = D, como f(s) € [,,c,, As),
y f(t) € Nyew At » esto muestra que f(s) # f(t). Por lo que f es inyectiva.
Ag—p.
Demostremos que Ay C f[D], si Az = @ esto es claro. De lo contrario Sea

Pasemos a (3), supongamos que para cada s € w<“, Ay C U, c,
y € Ag, vamos a construir € Cs N D tal que f(x) = y, para esto necesitamos
una sucesion (S, )ne, contenida en w<* tal que para cada n € w, s, C Sp41,
long(s,) = nyy € As,. Definimos sg = &, entonces y € Ag. Si paran € w
As’\n7

entonces existe m € w tal que y € As—~,, por lo que si definimos s, 11 = s;,"m

tenemos definido s, tal que y € A, y long(s,) = n, dado que A, C U, ¢,
entonces y € Ag, ., Sn C Spp1 y long(s,y1) = long(s,) +1 = n + 1. Esto
muestra que tal sucesion existe.

Podemos definir = = J,,,, sn, entonces x € N y para cadan € w, y €
A, = Ay, por lo que y € (), o, Ag),,, es decir f(z) = y. Esto demuestra que
y € f[D]. Para mostrar que f[D] C Az de nuevo si f[D] = & esto es claro,
de lo contrario basta observar que si y € f[D] entonces existe x € D tal que
Y € Nhew Az|,» cOMO x|g = & entonces y € Ag. Esto demuestra la igualdad.

Prosigamos con (4), supongamos que (X,d) es completo y que para cada
s €w<¥ ycadan € w, cl(A;~,) C As. Una vez mas basta considerar el caso
D # @. Sea t € cl(D), como N es métrico podemos considerar (t,)ne. tal que
para cada n € w, t, € D y t, — t. Veamos que (f(t,))necw es de Cauchy
en X. Sea € > 0, como es de didmetro desvaneciente existe N € w tal que si
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n > N entonces diam(Ay, ) < e. Ademas como t, — t y Cy, es vecindad de
t existe M € w tal que si n > M, entonces t, € Cy . Sean n,m > M entonces
tn,tm € Cyy N D, por lo que f(ty,), f(tm) € Ay, N f[D], entonces tenemos que
d(f(tn), f(tm)) < diam(Ay ) < €. Esto muestra que (f(t,))necw es de Cauchy,
al ser (X, d) completo existe y € X tal que f(t,) — v.

Ahora veamos que y € ) Ay,- Seam € w, como t, — ty Cy, ., es

new
vecindad de t, existe k € w taleque sin > k, entonces t, € Cy,, ., N D. Debido
a la contencion que ya mostramos esto implica que la sucesion (f(tk+n))new
cumple que para cada n € w, f(tpyn) € Ay, N fID] € Ay,.,, ¥ por ser
subsucesion de (f(tn))new cumple que f(tg4n) — y, por lo que y € cl(4y, ., )-
Por hipotesis sabemos que cl(Ay|,,,,) € Ay lo que implica que y € Ay, . Esto
new At porloquet € Dy f(t) =y.

Por mostrar la segunda parte de (4) supongamos que ademas para cada

muestra que y € [

s € w<W A, # @. Es claro que D C N, para mostrar la otra contencioén consi-

deremos x € N. Sea m € w, entonces cl(A C Ay, por lo que

x‘m+1)

() cl(Aay,) € Aa,,

new

lo que implica que

() A(Aap) € () Aal,-

new new

Por otra parte, sea m € w, entonces A, C cl(A,, ) por lo que

m Cl(AfL"n) g Aw‘m

new

lo que implica que

new new
Esto prueba que

m CI(A:E‘”) = ﬂ 1496|71

new new

pero {cl(A4,,) : n € w} es un conjunto de cerrados anidados no vacios de dié-
metro desvanescente, al ser (X, d) completo, por el teorema 1.8, su interseccion
Ay, # D por lo que x € D.

Terminemos con (5), supongamos que para cada s € w<* y cada n € w, Ag
es abierto y A5 C

es no vacia, esto implica que ﬂnew

new As—~n. Sea s € w<Y, primero vamos a mostrar que

flcsnDl= () (Ag, N fD)).

k<long(s)
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Ya tenemos la mitad del camino recorrido. Para demostrar la contencién
faltante consideremos el caso no vacio, sea y € ﬂkglong(s) (As‘k N f[DD, vamos
a construir z € Cs N D tal que f(z) = y, para esto necesitamos una sucesion
(Sn)new contenida en w<* tal que para cada n € w, s C s, C 41, long(s,) =
long(s) + n y y € As,. Definimos sy = s, supongamos que para n € w ya
AﬁAn
entonces existe m € w tal que y € A;—,, por lo que si definimos s,41 =

tenemos definida s, que satisface s C s, y y € A,. Como A C (J, .,
s, m entonces y € Ay, 1, 8 € sy C Spq1 y long(spp1) = long(s,) +1 =
(long(s) +n) + 1. Podemos definir x = {J,,,, sn,
k <long(s) por hipétesis tenemos que y € Ay, = Ay, , si k > long(s) entonces
ye A
T [long(sy)= S0 = 8, por lo que x € Cs N D, es decir y € f[Cs N DJ.

entonces z € N. Sea k € w, si

S(h—tong(ey = Az, Por lo que y € MNhew Az, s decir f(z) = y. Ademas
Recordemos que {Cs : s € w<“} es base de la topologia de NV, por lo que para
demostrar que f es abierta basta mostrar que para cada s € w<“, f[Cs N D]

es abierto en D . Sea s € w<¥

, entonces ﬂk<1ong(s) AS|,c es abierto por ser
interseccion finita de abiertos, lo que implica que ﬂk<long(s) (As|k N f[D]) es
abierto en D, esto muestra por la igualdad ya probada que f[CsN D] es abierto.

O

Este teorema nos muestra que el problema de encontrar funciones con pro-
piedades convenientes y con dominio un subconjunto del espacio de Baire se
reduce a encontrar un esquema de Suslin donde los conjuntos que lo componen
satisfacen ciertas condiciones. A su vez la construccién de estos esquemas gene-
ralmente es por recursion, lo que simplifica atin mas el problema. Los siguientes
dos resultados ilustran el proceso que esta metodologia sugiere para construir

funciones.

Lema 3.6. Sea (X,d) un espacio métrico
1) Si F,E C X son conjuntos cerrados, entonces F'\ E es un conjunto F,.
2) Si X es separable, F C X es un conjunto Fy y € > 0, entonces existe
{F, € X :n € w} tales que para cada n € w, F, es un conjunto F,, cl(F,) C F,
diam(F,) <e¢, U F, =F ysin#m entonces F,, N F,, = &.

new - N

Demostracion. Sea (X,d) un espacio métrico. Comencemos con (1), sean
E,F C X cerrados, como X \ E es abierto existen {F,, € F(X) : n € w}
cerrados tales que F, =X\ E, por lo que

ncw - n

F\E=Fn(X\E)=Fn (U Fn> =|J(FnF,).

new new
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Es claro que para cada n € w, F'N F,, es un cerrado, por lo que esto prueba
que F'\ E es un conjunto F,.

Continuemos con (2). Supongamos que X es separable, sean FF C X un
conjunto F, y € > 0. Como F es un conjunto F,, sean {B,, C X : n € w}
cerrados tales que F' = J, o, Bn . Entonces podemos definir para cada n € w
Cyn = U,n<p Bm de manera que I =J
y Cp, C Chqa.

A su vez definimos para cadan € w, D,, = Cp,+1\C,,. Fijemos k € w, sabemos

hew Cn ¥ Para cada n € w, Cy, es cerrado

por (1) que Dy, es conjunto F, por lo que podemos considerar {E¥ C X :n € w}

cerrados tales que Dy = |J, ., E¥. Consideremos un conjunto denso numerable

new
{m € X : m € w}, y sea para cada n,m € w, F(]jl’m) = EF N cl(Bc(zn)).
De manera que para cada n,m € w, F(’fwn) es cerrado, diam(F(’jL)m)) <€y

utilizando que {z,, € X : m € w} es denso tenemos que

U Fi..o=U U EEnams =|JE=

(n,m)Ewxw new mew new

Por dltimo, consideremos el orden canénico > en w X w, para n,m,k € w y
definamos
Koy = Fom \ U Flyy,
(4,4)<(n,m)
Para k,n,m € w arbitrarios, sabemos que U(i,j)<(n,m) F(”) y FF son
conjuntos cerrados, de manera que por (1) K é“nym) es un conjunto F,. Dado que
K(kn’m) C F(kn’m) tenemos que diam(KF ) < €, como ademés F(’jl’m) C EF C

D CCri1 CFy F("fI m) €s cerrado, entonces cl(Ké“n my) € F.

Entonces tenemos que:

JUU&xtn=UUU (Fm\ U Fy

n,m)

k€wnewmew k€wne€w mew (i,9)<(n,m)
~UU U #hm=Upi= U= U=+
k€Ewn€w mew kew kEw kew

Sean m,m’,n,n’, k, k' € w. Si k # k' entonces Dy, N Dy = & por construc-
nKx N = @. Si
y N K(n, N =9, también por

ciébn, como K(n m) C Dyy K C D;,, entonces Kk

k = k' pero (n,m) # (n',m’), entonces KF

(n,m
construcciéon. Por dltimo es claro que

{Ké“nm) ck,n,m € w}

es numerable, por lo que cumplen todas las propiedades buscadas. O
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Teorema 3.7. Sea X un espacio polaco no vacio. Entonces existe un conjunto
cerrado D C Ny una biyeccion continua f: D — X.

Demostracion. Sea X un espacio polaco y d una métrica completa acotada por

1 compatible con su topologia. Vamos a construir un esquema de Lusin £ en

X tal que:
i) Para cada s € w<%, diam(4;) < 9~ long(s),
i) Ay = X.
iii) Para cada s € w<, A; = U,,c,, As—n-

iv) Para cada s € w<¥ y para cada n € w, A, es un conjunto F, y
cl(As~n) C As.

Vamos a realizar esta construccion recursivamente. Definimos Ag = X, como
d esté acotada por 1, diam(X) < 1 =20 = 9-1ong(@) ¢ claramente X es un
conjunto F,. Supongamos que para t € w<*, A; es un conjunto F, tal que
diam(4,) < 2~ 19981 Como A, es un conjunto F,, por el inciso (2) del lema
3.6 sean {F,, C X : n € w} conjuntos F, tales que para cada n € w, F, es un
conjunto F,, cl(F,) C A, diam(F},) < 2—long(t)71’ U co Fn=A;ysin#m
entonces F,, N F,, = @. Definimos para cada n € w, As~, = F,.

Debido a que A; = |
de un esquema de Lusin, la primera se satisface debido a que si n # m entonces
F,.NF, =02.

Debido a que el esquema satisface (i), por el lema 3.4 existe una funcion
f:D — X con D CN. Por (ii) y (iii), debido (3) del teorema 3.5 f es suprayec-

tiva, por (1) es continua, y al ser un esquema de Lusin por (2) f es inyectiva, es

new

new At—n, este esquema satisface la segunda condicion

decir f es una biyeccion continua. Gracias a (iv) y a (4) del mencionado teorema
D es cerrado en N. O

Este resultado puede ser mejorado por medio del siguiente resultado:

Proposicion 3.8. Sea X espacio topologico discreto no vacio, F, E C X% ce-
rrados no vacios tales que F C E. Entonces existe p : E — F continua y

suprayectiva tal que para cada x € F, ¢(x) = x.

Demostracion. Sean X, E y F como en las hipotesis. Como E, F' son cerrados
por el corolario 2.27 podemos considerar S,T € Ar(X) bien podados tales que
[S] = E y [T] = F. Definimos ¢ : S — A<“ por recursion sobre long(s) de la
siguiente manera: ¥ (&) = &. Si ¥(s) ya esta definida, consideremos = € X tal
que sTz € 5,81 sTx € T entonces Y(s™x) = s, si sz ¢ T como T es bien
podado existe y € X tal que s™y € T de manera que definimos (s™z) = s y.
Por construccion es claro que para cada s € S, long(s) = long(¢(s)) y ¥(s) € T.
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Como para cada e € Eyn € w, e |,€ 5, y long(e |,) = long(¢(e |n)),
entonces J, ., ¥(e |») € [T]. Por lo que definimos ¢ : £ — F como ¢(e) =
Uneco ¥(e [n). Sea f € F como para cada n € w ¥(f [») = f |n entonces
O(f) = Unew (f In) = Upew f |n= [, esto muestra que ¢ es suprayectiva y
que para cada f € F, ¢(f) = f. La continuidad de ¢ es clara puessi f € F' y
n € wy definimos B={s € S:9(s) = f |»}

e Cp ) ={ec Brp(e) lh=flay ={e€ Exvleln) l=fl}=J CnE

por la proposicién 2.23 esto es suficiente para demostrar la continuidad. O

Gracias a este resultado tenemos dos maneras de construir funciones con
dominio N, la primera es construir un esquema de Suslin de didmetro desvanes-
cente que satisfaga la propiedad (4) del teorema 3.5 y asegurar que cada uno de
los elementos del esquema es no vacio. La segunda es construir un funcion que
tenga como dominio un conjunto F' C A cerrado no vacio en A’ y componerla
con la funcién que esta proposicién nos asegura existe.

El siguiente resultado utiliza este segundo método, como consecuencia de él

podemos representar a los conjuntos analiticos de una manera muy conveniente.

Corolario 3.9. Sea X un espacio polaco no vacio, entonces existe una funcion

continua y suprayectiva f : N — X.

Demostracion. Sea X un espacio polaco no vacio. Por el teorema 3.7 existe
D C Ny f:D — X biyecciéon continua, como X es no vacio, D es no vacio.
Como N = w¥, por la proposicion 3.8 existe ¢ : N' — D continua y suprayectiva,

de manera que po f : ' — X es continua y suprayectiva. O

Corolario 3.10. Sea X un espacio polaco y A C X distinto del vacio. Entonces
A es analitico si y solo existe f: N — X continua tal que f[N] = A.

Demostracion. Sean X y A como en las hipotesis.

=) Supongamos primero que A es analitico, sea Y un espacio polacoy g : Y —
X continua tal que g[Y] = A, como A es no vacio entonces Y es no vacio.

Por el corolario 3.9 existe f : NV — Y continua y suprayectiva por lo que

gof: N — X es continua y (g0 f)IN] = g[f[N]] = g[Y] = A.

<) Supongamos ahora que existe f : NV — X continua tal que f[N] = A,
como N es polaco esto muestra que A es analitico.
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Con esta representacion podemos empezar a estudiar las similitudes entre

los conjuntos de Borel y los analiticos.

Definicién 3.11. Sea (X, 7) un espacio polaco y A, B C X, decimos que A, B
son Borel-separables si existe C € B(7) tal que ACC y BC X\ C.

Es claro que cualesquiera dos conjuntos de Borel ajenos son Borel-separables.

Lema 3.12. Sea (X,7) un espacio polaco, P,Q C X y {P, C X : n € w},
{Qm C X : m € w} familias de conjuntos tales que:

1) P:Unewpn yQ:Umerm-

2) Para cada n,m € w P, y Q,, son Borel-separables.

Entonces P y Q son Borel-separables.

Demostracion. Sean (X, 7),P,Q,{P, C X :nec€w}y{Qm C X :m € w} como

en las hipotesis. Si n,m € w, consideremos R, ., € B(7) tal que P, C Ry ¥

Qm € X\ Rym- Sea
R = m U Rmmv

mew new
es claro que R € B(7), veamos que PC Ry Q@ C X \ R:

Sea n € w, entonces para cualquier m € w tenemos que P, C R, ,,. Por
lo tanto para cualquier m € w, P = J,,c., Pn € U,co, Bn,m- Esto muestra que
P CMNpew Unew Bum = R.

Sea mg € w, entonces para cualquier n € w, Qn, C X \ Ry m,, s decir
para cualquier n € w, Qme N Rumy = @ por lo que (U, e, Bnime) N Qmy =
@. De esto es inmediato que (ﬂme Unecw Rn,m) N Qm, = @. Por lo tanto
(Nimew Unew Bam) N (Umew @m) = 2, es decir RNQ = @ lo que significa que
Q C X\R. O

Teorema 3.13 (Teorema de separacion de Lusin). Sea (X, 7) un espacio polaco
y A, B € ©1(X) ajenos. Entonces A y B son Borel-separables.

Demostracion. Sean (X, 7), Ay B como en las hipotesis. Supongamos sin pér-
dida de generalidad que A y B son no vacios, luego existen f : N' — Ay
g : N — B continuas y suprayectivas. Definimos para cada s € w<¥ f[Cs] = A,
y 9|Cs] = Bs. De manera que para cada s € w<%

U As"n = U f[cs"n] = f[U Cs"n] = f[Cs] = As

new necw new
Bs~, = Bs.
Supongamos que A, B no son Borel-separables. Vamos a construir por re-

y analogamente J,,,,

cursion dos sucesiones en w<% (sp)new ¥ (tn)necw tales que para cada k € w,
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long(si) = k = long(tx), sk C Skt1, th C tg+1 ¥ As,, By, no son Borel-
separables. Es claro que si s = @ y tg = &, entonces long(sg) = 0 = long(tg),
como A, B no son Borel-separables, Ay = g[Cy] = g[N] = A y anilogamente
Bg = B, por lo que sg y to cumplen lo buscado. Supongamos que s, t, € w<¥
ya estan definidos tales que long(s;) = k = long(t;) y As, y By, no son Borel-
Bi~n = By,
como As, , By, no son Borel-separables por el lema existen n,m € w tales que

separables. Sabemos que |J,,c,, As-n = As, y andlogamente |J

new new

As;n ¥ Bi-m no son Borel-separables, es claro que As;n CA,y Bi~m C By,
y que long(s;n) = k+ 1 = long(t;"m) por lo que definimos sg41 = spny
tx+1 = t;, m. Debido a las propiedades de estas dos sucesiones si x = Unew Sn
¥ ¥ = U, ey tn, entonces z,y € N.

Como f(z) € Ay f(y) € B entonces f(z) # f(y), sean U,V C X abiertos
talesque UNV £ &, f(x) e Uy f(y) € V. Como f es continua existe n € w tal
que f[Cy,] € U, como g es continua existe m € w tal que g[C,| | C V. Luego
si k = min{n,m} entonces A,|, = f[C,,] C U y By, = flCy,] €V por lo
que Ay, = As, y By, = By, son Borel-separables. Esto es evidentemente un
contradiccion por lo que A, B son Borel-separables. [

Corolario 3.14 (Teorema de Suslin). Sea (X, 7) un espacio polaco y A C X.
Entonces (X \ A), A € $1(X) si y sdlo si A € B(1).

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio polacoy A C X.

Supongamos primero que (X \ 4), A € ¥1(X). Como A y (X \ A) son ajenos,
por el teorema de separacion de Lusin existe B € B(7) talque A C By (X\A) C
X \ B. Esto claramente implica que A = B por lo que A € B(7).

Supongamos ahora que como A € B(7), entonces también X \ A € B(r),
luego por la proposiciéon 3.2, A, (X \ 4) € ¥1(X). O

Esto muestra una importante relacion entre los conjuntos de Borel y los con-
juntos analiticos. De manera anédloga a la jerarquia de Borel, existe una jerarquia
proyectiva. Consideremos (X, 7) un espacio polaco, los conjuntos analiticos son,
de nuevo, los conjuntos mas sencillos . Siguiendo la idea de la jerarquia de Borel

se define el conjunto de los conjuntos co-analiticos:

M (X) ={C e P(X): (X \C) € ¥{(X)}

Con la misma intencién con la cual se definieron los conjuntos analiticos,

podemos definir

Y3(X) ={A € P(X): A es la imagen continua de algin C € II7(X)}.
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De la misma manera que en la jerarquia de Borel podemos repetir este

proceso. Definimos por recursién sobre N,

Y1(X) ={A € P(X): A es analitico }.

Paran e N,

IL,(X) = {C € P(X) : (X \ C) € 7}

E}LH(X) ={A € P(X): A es laimagen continua de algin C € IT. (X)}.
En este contexto podemos definir para cada n € N,
AL(X) = 53 (X) 1L, (X)),

por el teorema de Suslin tenemos que Al(X) = B(7). Se puede mostrar que
también existe un diagrama analogo al de la jerarquia de Borel donde cada

flecha denota contencién entre conjuntos:

SH(X) ————> SH(X) —> - ——> TL(X) —
NS
NN N

Durante la prueba del teorema de Suslin mostramos que B(7) C X1(X) y
que B(7) C II{(X). Para cada n € N, es evidente que ¥,(X) C ¥}, ,(X) y
que II% (X) C I, , 1 (X). No exponemos la pruebas del resto de las contenciones
que muestra el diagrama pues nos desviaria del objetivo de esta seccién. Otra
analogia importante es que de nuevo el caso donde estas flechas denotan con-
tenciéon propia es el caso en el que X no es numerable. El siguiente teorema, que

tampoco vamos a demostrar, tiene ademés una gran importancia historica.

Teorema 3.15 (Suslin). Sea (X,7) espacio polaco no numerable, entonces
B(7) & Z{(X).
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A lo largo de la presente seccién hemos observando la relevancia del espacio
de Baire V, en particular por las propiedades topolégicas de las que goza. Re-
sulta curioso que este no sea el inico objeto matematico que recibe el nombre
de espacio de Baire, la historia de esto es sumamente interesante.

René Baire demostré en su tesis doctoral lo que ahora se conoce como el
teorema de la Categoria de Baire, nuestro teorema 3.17, un teorema que afirma
que los espacios completamente metrizables tienen propiedades topologicas muy
importantes. A partir de este trabajo, Bourbaki [Bou48|] defini6 como espacios
de Baire a aquellos espacios topologicos que tienen estas mismas propiedades.

En otro desarrollo de sus estudios, Baire defini6é en 1899 el espacio N, pero
su interés no consistia en estudiar a este espacio por sus propiedades topologi-
cas, sino en el marco de un estudio mas general sobre las funciones continuas.
En 1902, en una carta a Borel [Bai90]|, y siete anos desptes en su publicacion
[Bai09], Baire afirma que este espacio es 0-dimensional, recuperando la teoria
que estaba desarrollando Lebesgue. Es hasta 1928 que Sierpinski, [Sie34]|, men-
ciona en su libro de texto sobre topologia que Baire habia trabajado el espacio
N, y probablemente fue en esta mencién que nombré6 a este espacio como lo
conocemos hoy.

En esta tesis, también nos interesa estudiar los espacios de Baire segin la
definicion de Bourbaki. Valga esto como explicacién de por qué damos el mismo
nombre a conceptos distintos.

La siguiente definicién no parece muy natural a primera vista, sin embargo,
a lo largo de este trabajo hemos estado trabajando con objetos que satisfacen

esta definicion sin llamarlos con este nombre.

Definicion 3.16. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, decimos que X es un espacio
de Baire si para cualquier familia {D, C X : n € w} tal que para cada n € w,

D,, es abierto y denso, tenemos que ) D,, es denso.

new

El siguiente teorema nos muestra que estos objetos nos son muy familiares,
curiosamente un anélisis cuidadoso del segundo teorema que demostramos en
esta tesis, el teorema 1.11, revela que en realidad aquel es un resultado particular

de este teorema general.

Teorema 3.17 (Teorema de la Categoria de Baire). Sea (X,7) un espacio

completamente metrizable, entonces X es un espacio de Baire.

Demostracion. Sea (X, T) espacio completamente metrizable y d una métrica
compatible con su topologia. Sea {D,, C X : n € w} tal que para cadan € w, D,
es abierto y denso. Sea U C X abierto no vacio. Vamos a construir por recursion
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una familia {F,, C X : n € w} de didmetro desvanescente de conjuntos cerrados
no vacios anidados tal que para cada n € w, int(Fy,) # @y F, C(),,<, PmNU.
Como Dy es denso existe xg € DyNU, como Dy y U son abiertos existe 0 < r < 1
tal que B,.(xo) € Do NU, luego cl(B,/2(x0)) € Do N U, su interior es no vacio
y diam(cl(B, /2(x0))) < 1, por lo que definimos Fy = cl(B, /2(x0)).

Supongamos ahora ya definido F,, tal que F,, es cerrado, int(F,) # &,
F, C ﬂmgn D,,NU. Como int(F},) es un abierto no vacio y D,,41 es denso, sea
Tpy1 € int(F,) N Dyyq, como ademéas D, 11 es abierto, entonces existe 0 <
p < 27" ! tal que By(#p41) © Dpgr Nint(Fy,), por lo que cl(B,/a(zn41)) C
Dy, 1Nint(Fy,) y su interior es no vacio. Definimos F,, 11 = cl(B,/2(2n41)), como
F, C ﬂmén D,,NUy F+1 C Dy41Nint(F},), entonces Fj, 11 C ﬂm§n+1 D,,NU.
Ademss es claro que diam(F,, 1) <2771

Debido a que {F,, C X : n € w} es una familia de cerrados anidados no vacios
new Fn # 9, debido
a que para cadan € w, F, €., DmnNU, entonces (¢, Fr € N,e, PnNU,
por lo que (., D NU # @. Esto muestra que (), ., Dn es denso. O

de didmetro desvanesciente, por el teorema 1.8 entonces [

new

La teoria de espacios de Baire es sumamente amplia, en lo que resta de la
seccion s6lo mostramos los resultados més elementales. El anterior resultado

implica que el espacio de Baire N es un espacio de Baire.

Definicién 3.18. Sea X un espacio topoldgico, decimos que N C X es denso

en ninguna parte si int(cl(N)) = &.

Es evidente que si N es denso en ninguna parte entonces cl(N) también lo

€s.

Proposicion 3.19. Sea X un espacio topoldgico y A C X, entonces A es denso

en ninguna parte si y solo st X \ cl(A) es denso abierto.

Demostracion. Sea X espacio topologicoy A C X.

Supongamos que A es denso en ninguna parte, sea U C X abierto no vacio,
como int(cl(A)) = @, entonces U € cl(A), por lo que U N (X \ cl(A)) # &, esto
muestra que (X \cl(A)) es denso, dado que cl(A) es cerrado, entonces (X \cl(A))
es abierto.

Supongamos ahora que X \ cl(A) es denso abierto. Sea U C X abierto no
vacio, entonces U N X \ cl(A) # &, por lo que U € cl(A). Dado que int(cl(A4))
es un abierto y int(cl(A)) C cl(A)) entonces int(cl(A)) = & O

Definicion 3.20. Sea X un espacio topoldgico, decimos que A C X es magro,

o de la primera categoria (de Baire) si existe {N, : n € w} tal que para cada
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N,. St AC X no esdela

primera categoria, decimos que es de la sequnda categoria.

n € w, Ny, es denso en ninguna parte y X = J,,c,,

Proposicion 3.21. Sea X un espacio de Baire, entonces X es de la sequnda

categoria.

Demostracion. Sea X un espacio de Baire. Sea {N,, : n € w} tal que para cada
n € w, Ng es denso en ninguna parte. Entonces por la proposicién anterior
{X\cl(Ny,) : n € w} es una familia de densos abiertos en X, al ser X un espacio
de Baire, entonces (.., X \ cl(NV,,) es denso, en particular es no vacio. Sea
T €[ \peo X \ cl(V,), entonces

r¢ X\ (ﬂ X\cl(Nn)> = cl(Vn)

new new

por lo que | J,,o, Nn # X. Esto muestra que X es de la segunda categoria. [

Esta proposicién nos permite demostrar un resultado 1ltil para la teoria

descriptiva.

Proposicion 3.22. Sea X un espacio polaco perfecto no vacio y D C X denso

numerable, entonces D no es un conjunto Gs.

Demostracion. Vamos a proceder por contraposicion. Sea X un espacio topolo-
gico perfecto no vacio y D un conjunto denso numerable, supongamos que D es
un conjunto G'5. Sean para cadan € w, D,, abierto de manera que (), ., Dn = D.
Sean € w, como D C D, y D es denso, entonces D,, es denso y abierto. Por lo
que para cada n € w si N, = X \ D,, entonces N,, es denso en ninguna parte.

Si D = {z, : n € w} es claro que para cada n € w, int(cl({z,})) =
int({z,}) = &, pues X es perfecto.

Esto muestra que {N,, : n € w}U{{z,} : n € w} es una familia numerable de
conjuntos densos en ninguna parte. Ademas e, Nn = X\ (Nyeo, Pn) = X\D
por lo que (U,eo, Vo) U (Unew{zn}) = X. Esto muestra que X es la union
numerable de conjuntos densos en ninguna parte, por la proposicién anterior X
no es un espacio de Baire, por lo que no puede ser completamente metrizable

debido al teorema de la categoria de Baire. O

En teoria descriptiva se estudia la complejidad de un conjunto de Borel en
términos de la jerarquia de Borel, es decir, si A € B(X) se trata de encontrar
cudl es el minimo o € w, tal que A € ¥9(X) 6 A € TI%(X). En general esto no
es tarea sencilla, sin embargo este resultado es en muchos casos util. Si podemos

garantizar que el espacio X es perfecto no vacio y A es denso numerable en
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X entonces A ¢ TI9(X), por lo que si podemos describir a A de manera que
A € X9(X), entonces hemos encontrado la complejidad de A, pues entonces A

no pertenece a ningiin estrato igual o menor a AJ(X).

3.2. Espacios de Borel estandares y la estructura
Effros-Borel.

En la primera seccién de este capitulo introdujimos el concepto de o-dlgebra
y la o-algebra de Borel como una manera natural de construir nuevos espacios
polacos. En esta seccién estudiaremos con mayor detenimiento la estructura de
esta o-algebra.

Cuando en el primer capitulo estudiamos la estructura de los espacios de Ba-
nach muy pronto fue necesario estudiar funciones que respetaran esta estructura
por lo que definimos los operadores acotados. De manera analoga en la primera
seccion de esta capitulo, al analizar los espacios polacos, las funciones continuas
fueron sumamente importantes como funciones que respetan su estructura. De
la misma manera, existen funciones que respetan la estructura de los espacios

medibles.

Definiciéon 3.23. Sean (X, %) y (Y, X') espacios medibles

a) Si f: X — Y es una funcion que cumple que para cualquier A € ¥,
f71A] € X, entonces decimos que f es funcion medible.

b) Si f: X — Y es una funcion medible y =1 también es funcion medible,
decimos que [ es un isomorfismo entre espacios medibles y que X es isomorfo
a'Y como espacio medible.

¢) Si A C X definimos la o-dlgebra relativa a A como ¥4 = {ANB : B € ¥}.

d) Si (X,7x) y (Y, 7y) son espacios topoldgicos, ¥ = B(rx) y X' = B(ry)
y f: X — Y es funcion medible, entonces decimos que f es Borel medi-
ble. St ademds f es un isomorfismo entre espacios medibles decimos que es un
isomorfismo de Borel.

e) Decimos que (X,X) es un espacio de Borel estindar si existe un espacio
polaco (Z,77) tal que (X, X) es isomorfo como espacio medible a (Z,B(7z)). En
este caso a los elementos de X también se les llama conjuntos de Borel y a la
funciones medibles entre estos espacios funciones de Borel.

f) Sea (X,%) un espacio de Borel estindar. Decimos que A C X es un
conjunto analitico si existe un espacio polaco Y y un isomorfismo de Borel
f: X =Y tal que f[A] es analitico en'Y.
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El trabajo realizado en el segundo capitulo nos dice mucho sobre estos nue-
vos conceptos. Una primera observacion es que dados dos espacios topologicos
(X,n)y Y,7)y f: X — Y continua, sabemos que f es medible respecto a
las o-algebras B(7) y B(7’). Como en lo que sigue vamos a trabajar con fun-
ciones medibles vale la pena enunciar y demostrar rapidamente algunas de sus

propiedades:

Proposicion 3.24. Sean (X,X),(Y,Y') y (Z,%") espacios medibles:

a) Si f: X =Y yg:Y — Z son medibles, entonces go f es medible.

b) Si AC P(Y) genera a X' y para cada A € A, f~1[A] € X, entonces f es
medible.

c) Si f: X =Y esuna funcion y existe A € ¥ tal que f |a y [ |x\a son

medibles, entonces f es medible.

Demostracion. Sean (X,X),(Y,X) y (Z,%") como en las hipotesis. Para (a)
supongamos que f : X - Y y g:Y — Z son medibles, sea A € X" entonces
97 '[A] € X' por lo que (go f) HA] = g [A]] € .

El inciso (b) es consecuencia de que las im4genes inversas respetan las ope-
raciones de unién numerable y diferencia conjuntista.

Para (c) sea A € ¥ tal que f |4y f |x\4 son medibles, sea B € ¥', entonces
F3U1BL £l 4Bl € 3, pero £11(B] = £ (BN Ay £l [B] = BN X\ 4,
dado que f71[B] = (f'[B]n X \ A) U (f~'[B] N A) entonces f~'[B] € ¥. Por
lo que f es medible. O

La idea intuitiva detrds del concepto de los espacios Borel estdndar es que
un espacio es de Borel estdndar si podemos dotarlos de una topologia polaca
tal que los borelianos de esta topologia coincidan con su o-dlgebra. Con esta
interpretacion todos los resultados que ya conocemos sobre los conjuntos de
Borel y analiticos se pueden aplicar a estos nuevos conjuntos.

Una segunda observaciéon sobre los espacios de Borel estandares se puede

resumir en la siguiente proposicién.

Proposicion 3.25. Sea (X, 7) un espacio polaco y A € B(7), entonces (A, B(7)4)

es un espacio Borel estandar.

Demostracion. Sean (X,7) y A como en las hipotesis. Es claro que (A4,B(7)a)
es un espacio medible. El teorema 2.20 nos asegura que podemos darle a X una
topologia 74 tal que 7 C 74, (X, 74) es polaco, A es cerrado y abierto en 74 y
B(7) = B(74). De manera que A es polaco con la topologia relativa a 74 por ser

cerrado en el polaco (X, 74). También sabemos que las o-algebras de Borel de
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las topologias 7 y 74 restringidas a A son las mismas, es decir la identidad es

un isomorfismo de Borel. Esto prueba que (A4,B(7)4) es de Borel estandar. O

Este teorema seré de utilidad mas adelante, por ahora nos ilustra que ya co-
nocemos muchos ejemplos de espacios de Borel estandares. El siguiente resultado

es inmediato a partir del inciso (a) de la proposicion 3.24.

Proposicion 3.26. Sea X un espacio medible yY un espacio de Borel estandar

isomorfo como espacio medible a X, entonces X es Borel estandar.

Corolario 3.27. Sea (X,X) un espacio de Borel estindar y S € 3, entonces

(S,Xs) es un espacio Borel estandar.

Demostracion. Sea (X,3) un espacio de Borel estandar y S € 3. Como X es
Borel estandar existe (Y, 7) espacio polaco tal que (Y, B(7)) es isomorfo a (X, X).
Sea f: X — Y el isomorfismo entre ellos, si B = f[S], entonces B € B(r), por
lo que (B,B(7)p) es Borel estandar y f |s es isomorfismo entre este espacio y
(S,Xg). Por lo que (S,Xg) es Borel estandar. O

Una de las estructuras centrales de este trabajo es la que posee el espacio
Effros-Borel cuyas propiedades se pueden estudiar a partir de los conceptos que

acabamos de definir.

Definicién 3.28. Sea (X, ) un espacio polaco y consideremos F(X) el conjunto

de todos sus conjuntos cerrados. Sea U € T, definimos

By ={FeF(X): FnU # o}

B={By CF(X):Ue€r}.

Sea ¥ la o-dlgebra generada por 2.
Llamamos al espacio medible (F(X),X %) el espacio Effros-Borel de X. En

lo que sigue X denotard siempre a esta o-algebra.

La propiedad més importante de este espacio, la cual vamos a utilizar de
manera central en este trabajo, es que es de Borel estandar. Esta demostracion
es nuestro siguiente objetivo.

La idea de nuestro desarrollo parte de observar que trabajar con todos los
conjuntos cerrados de un espacio es muy complicado, mientras que trabajar con
conjuntos compactos es mas sencillo. Posteriormente trataremos de encontrar

una manera de ‘traducir’ conjuntos cerrados en conjuntos compactos.
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Definicion 3.29. Sea (X, 7) un espacio topoldgico, consideremos
K(X)={K C X : K es compacto en X }.

Sea U € 7, definimos

Ay ={K e K(X): KnU # @}

AV ={K € K(X): K CU}

con esto definimos

o ={Ay CF(X):Uer}| J{A" CF(X): U er}.

Sea 7o la topologia generada por of . Llamamos a To la topologia de Vietoris

de X, en lo que sigue T,y denotard siempre a esta topologia.

Proposicion 3.30. Sea (X,7) un espacio topoldgico, para V,Uy,...U, € T
definimos

UBVU ={KeK(X):(KCV),(KNU #9),...,(KNU, # 2)}.

Entonces la familia de todos estos conjuntos es una base para Te .

Demostracion. Sean Vy,...,Vy,,Uy,... Uy € 7,81 V. = () V; entonces V es
i<n
abierto y es claro que

(A" ={KeK(X):KCV}

i<n

por lo que

QAT O ) Ao ) =0 B

i<n j<m

Entonces la familia propuesta coincide con la familia de intersecciones finitas
de elementos de la subbase, por lo tanto es una base de la topologia.
O

Nuestro primero objetivo es mostrar que si X es polaco entonces (K (X), 7o)
también lo es. Para esto necesitamos definir una métrica compatible con 7. Por

esta razon recurrimos a la siguiente definion.
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Definicién 3.31. Sea (X, d) un espacio métrico con d una métrica acotada por

1, definimos

dy : K(X) x K(X) — R

como

0st K=0=K'
1lsi K=o, K' #9o
1si K+, K =9

méx{supd(x,K’), sup d(:r’,K)} si K# o #K'.
weK @' €K'

dH(KvK,) =

Llamamos a dg la métrica de Hausdorff.
Veamos que en efecto dy es una métrica.

Lema 3.32. Sea (X,d) un espacio métrico con d una métrica acotada por 1,

entonces (K (X),dm) es un espacio métrico.

Demostracion. Sea (X, d) como en las hipdtesis y dy la métrica de Hausdorff.
Sean K, K' € K(X), es claro que dy(K,K') > 0. Si dg(K, K') = 0, entonces
consideremos el caso en el que alguno de estos conjuntos es vacio: si K = &
entonces K’ = @; si K’ = & entonces K = &. Por lo que en cualquiera de estos
dos casos tenemos que K = @ = K’. Si ninguno de estos conjuntos es vacio,
supongamos que son distintos, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existe g € K \ K’, como K’ es cerrado y 2o ¢ K’ entonces existe r > 0 tal que

B, (z¢) N K' = @, por lo que d(x¢, K') > r, por tanto sup d(z, K') > r y por lo
reK

tanto dg (K, K') > r lo cual es una contradiccion. Por tanto K = K. Es claro
también que si K = K’ tanto el caso que uno sea vacio, como en el caso en que
ninguno lo sea tenemos que d(K, K) = 0.

A su vez, para cualquier de los casos, ya sea que ambos conjuntos sean vacios,
que s6lo uno lo sea o que ninguno lo sea, es claro a partir de la definicién que
dg(K,K') =dy(K',K).

Sean K, K', K" € K(X), ya sea que solo uno de ellos sea vacio o que varios
lo sean, es claro que dy (K, K") < dy(K,K')+dg(K', K") pues d esta acotada
por 1. Supongamos entonces que ninguno es vacio, sea € > 0 supongamos sin
pérdida de generalidad que dy (K, K") = suII:; d(z, K"), sea x € K tal que

z€

dug(K,K") —e<d(z,K") < dpy(K,K")
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si 2/ € K", entonces
dg(K,K") —e < d(z,K") < d(xz,z").

Sea x’ € K', utilizando la desigualdad del tridngulo tenemos que
dy(K,K") — e < d(x,2") +d(x',2")

por lo que

dy(K,K") — e <d(z,K') + d(2', K").

Esto muestra que

dy(K,K") —e < sup d(z,K') + sup d(z',K")
ceK o/ ek’

y por lo tanto

dg(K,K") — e < dy(K,K') + dg(K', K").

Como ¢ fue arbitrario entonces

dy(K,K") <dy(K,K') +duy(K',K").

Esto termina de mostrar que dy es una métrica.
O

Veamos que esta métrica es testigo de que (K(X), 7o) es polaco. Primero
necesitamos mostrar que la métrica de Hausdorff es compatible con la topologia

de Vietoris.

Lema 3.33. Sea (X, T) un espacio metrizable, entonces la métrica de Hausdorff

dp es compatible con la topologia Ter, por lo que (K(X), 7o) es metrizable.

Demostracion. Sea (X, 7) un espacio metrizable. Sea d una métrica acotada por
1 compatible con 7. Consideremos entonces (K (X), 7).

Sabemos ya que dpy es una métrica. Veamos primero que la topologia ge-
nerada por dy es mas fina que 7. Sea K € K(X) y U C K(X) un abierto
bésico de 7. tal que K € U. Supongamos primero que K = &, es claro que
Bi/2(@) = {3}, por lo que By/3(@) € U. Supongamos ahora que K # o,
entonces existen V, Uy, ..., U, C X abiertos en 7 tales que

U= BY .
Uo,...,Un
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Como K C V y V es abierto, entonces para cada = € K existe r, > 0 tal que
B, (z) €V, luego si r, = r;/2 también tenemos que B,, () C V. De manera
que
Kc | BucV.
zeK
Esto muestra que {B;, (z)}sex es una cubierta abierta de K, por lo que exis-
ten z1,...,z, € K tales que K C |

K € BY si consideramos j € {1,...,n}, entonces podemos encontrar

05--5Un
y; € K NUj, como U; es abierto existe r; > 0 tal que B, (xzj) C Uj. Sea

— 1.7 / ’
r = gmin{r, ,...,r, ,

B.(K)C BV .
Uo,...,Upn

Sea K' € B,.(K), como r < 1/2 sabemos que K’ # &, sea z € K', como
dy(K,K') < r, entonces d(z,K) < r, sea ¢ € K tal que d(z,x) < r, como
r € K existe i € {1,...,m} tal que € B,, (x;), por lo que d(z,z;) < d(z,z) +
d(w, ;) <715, + 715, = Ty, como By (z;) é V, entonces z € V. Esto muestra
que K' C V. /

Consideremos ahora j € {1,...n}, como dy (K, K') < r entonces d(y;, K') <
r,sea 2’ € K’ tal que d(y;,2") <, como r < r; entonces 2’ € B, (y;) C Uj, por

lo que K'NU; # @. Esto muestra que K’ € BVU por lo que B,.(K) C UB U
07...7 07...7 n

Lo que a su vez permite concluir que la topologian generado por dy es mas fina
que Ty .

Veamos ahora que 7, es mas fina que la topologia generada por dg. Con-
sideremos L € K(X)y p>0,si L =@y p <1 entonces B,(9) = {0} = A?,
si p > 1 entonces B,(@) = K(X) = AX. Supongamos ahora que L # @, de
nuevo si p > 1 entonces B,(L) = K(X) = A%, supongamos entonces que p < 1

i<m Bre, (z;). Por otra parte, como

T1,...Tn}, veamos que B,.(K) C K(X) cumple que

consideremos

U = B,

leL
Es claro que U’ es abierto en 7. Ademas {B,/4(l) }icL es cubierta abierta por lo
que existen lq,...,[l,» € K tales que
LS {J Byally):

i<n’

Sean para cada j € {1,...n'}
Vi = BP/4(lj)'

y veamos que

BY C B,(L).
Vo,__%/\{@}_ (L)
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Es claro que VBU/ A\ {@} es un abierto en 7, que contiene a L. Sea
0

eV

L' e VBU;// \ {@}, entonces L' CU" y L' # &, seal’ € L', como L' C U,
05-+es

n

entonces existe [ € L tal que I € B,4(1), por lo que d(I',1) < p/4 esto implica
que d(I', L) < p/4. Esta desigualdad permite concluir que

sup d(I', L) < p/4 < p.

VeK’
Por otra parte si ¢ € L entonces existe j € {1,...n'} tal que ¢ € B,/4(l;),
pero como L' € VBU;// \ {@} entonces L' N V; # @&, sea ¢’ € L' NV; luego

e V2

d(q',1;) < p/4 por lo que d(q,q') < d(q,lj) + d(l;,q") < p/4+ p/4 = p/2,

esto implica que d(q, L") < p/2. Esta ultima desigualdad permite concluir que

supd(q,L’) < p/2 < p. Por lo que di(L,L") < p, es decir que L' € B,(L).

gEK

Esto muestra que VBU/V,{L} \ {@} C B,(L), por lo que 7y es mas fina que la
0

[E A )

topologia generada por dg. Por lo tanto ambas topologias son la misma, lo que

termina la prueba. O

Para exponer los resultados que nos aseguran que (K(X),7) es polaco
si (X,7) lo es, necesitamos el siguiente resultado estandar sobre los espacios

meétricos.

Definicion 3.34. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que A C X es total-

mente acotado si para cada € > 0 existe F C X finito tal que A C |J Be(x).
xeF

Teorema 3.35. Sea (X,d) un espacio métrico, entonces K C X es compacto

sty solo si es cerrado y totalmente acotado.

El siguiente profundo resultado ilustra cémo se comporta la convergencia en
(K(X),7e).

Teorema 3.36. Sea (X,7) un espacio topoldgico completamente metrizable,

entonces (K (X), 7o) también es completamente metrizable.

Demostracion. Consideremos (X, 7) un espacio topologico completamente me-
trizable. Sea d métrica completa acotada por 1 compatible con 7, por los lemas
anteriores sabemos que (K (X), T ) es metrizable y que la métrica de Hausdorff
dy es compatible con su topologia. Resta demostrar que dy es una métrica
completa.

Sea (K, )nen una sucesion de Cauchy con la métrica dy, obsérvese que si
para todo n € N existe m > n tal que K,, = & entonces por ser ésta una

sucesion de Cauchy, a partir de cierto indice toda la sucesion es constante en &
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la cual es claramente convergente. Si esto no ocurre entonces podemos considerar
n € N tal que para toda m > n, K,, # & por lo que podemos trabajar con la
subsucesién que comienza en K,,.

Por el argumento anterior podemos suponer que (K, )nen no tiene al vacio

como elemento de la sucesion. Sean para cada n € N

:UKm

m>n

K= (1 cl(Ln)

neN

Es claro que K es cerrado pues es interseccion de conjuntos cerrados. Afir-
mamos que K es no vacio, compacto y punto de convergencia de (K,,),en. Co-
mencemos mostrado que es no vacio, para ello vamos a construir por recursiéon
una sucesion de Cauchy en X, esta misma construccion seré usada mas adelante
en la prueba por lo que vamos a incorporar un pardmetro 0 < § < 1. Paran =1
sea N1 € N tal que si 4, j > N; entonces di (K;, K;) < §/4, sea 1 € Ky, . Para
n = m + 1 supongamos que para m ya tenemos definidos x,, y N, tales que

. . . - -1 .,
Tm € Kn,, ysii,j > Ny, entonces dx(K;, K;) < 2 — S Por ser la sucesion

de compactos sucesion de Cauchy existe NV, 11 € N tal que Nypy1 > Ny, y si

R (—m—1)—1

i,5 > Nyt1 entonces dy(K;, K;) < 2 ]
—m—1

< 2 — )

, por lo que d(2,, KN, ) <
esto nos garantiza que podemos escoger y € Ky

5, por la propiedad de Ky,, sa-
g-m—1lg

bemos que dy(Kn,,, Kn,,..)

m
2—771—16
m )

i tal que d(z,,y) <
definimos entonces x,,+1 = y.

Revisemos que la sucesion {z, },en es de Cauchy, sea € > 0y n € N tal que
1/n <, sii,j > n supongamos sin pérdida de generalidad que ¢ < j, entonces

utilizando varias veces la desigualdad del tridngulo

d(wlawj) < d(x’uxn) + d ‘r’I’L?xj Z d l‘k?‘rk-‘rl + Z d xk7xk+l

<Z2_:1§ Z2 b 15<52Z

k=n k=n

2k1

911
<5y gkl

21
<éd—== 5 < de < e.
n2
Como d es una métrica completa existe x € X que es punto de convergencia
de la sucesion. Obsérvese que gracias a que la sucesion (N, )men es creciente si

consideramos n € N entonces existe NV, tal que n < N, por lo que la sucesion
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(xN,, )men @ partir de Ny, se queda contenida en U,>n Ky = Ly, al tener L,
contenida una sucesiéon que converge a = tenemos que z € cl(L,), como n fue
arbitrario esto muestra que x € K por lo que K es no vacio.

Obsérvese que ademas

o0 (o) 27]6716 o0 Ch
d(zy,2) < ;d(xk,xkﬂ) < ; — < ;2 §=6/2

Es importante notar que la elecciéon del primer elemento de la sucesion fue
arbitraria, es decir, x; puede ser cualquier elemento de K,, si K, cumple la
propiedad requerida.

Probemos que K € K(X), para esto vamos a mostrar que K es totalmente
acotado. Sea ¢ > 0y m € N tal que ¢ > 27™. Si consideramos j € N sabe-

mos que {By-m-2(Z)}sck,; es una cubierta abierta de K, por lo que existen

m

T1j,...,2n,; € Kj tales que {By-m-2(x;)}i<n, es cubierta abierta de Kj,
definimos FJ, = {x1j,...,2n, ;}. Como (Ky)nen es de Cauchy, sea n,, > m
tal que si n’,n” > n,, entonces dg (K, , K, ) < 27™2. Definimos entonces

F,= U F?,. Veamos que
MG <N

K< |J Bea).
TEF,,
Seam € Ny w € L, entonces w € K; para alguna | > m, sim <[ < n,,
entonces
w e U By-m-2(z) C U By—m-2(x).

zEF!, z€EFm,
Si nm < 1 entonces dy(K,,,,K;) < 2772 por lo que d(w, K,,, ) < 27™2,
entonces podemos encontrar y € K, tal que d(w,y) < 2™ 2y 2z € F'n tal

que y € By-m-2(z) entonces
d(w, z) < d(w,y) +d(y,z) <272 42 m"2 = 7m=L < ¢

como z € F'm C F,, entonces w € J By-m-1(x). Esto muestra que

L € Uyer,, Ba-m-1(2), por lo que

A(Ly) Ce( | Ba-m—i(2)) € |J Be-m(@) S |J Be(w).

zeF,, zeF,, zeF,,

z€EF,,

Como la cerradura de cada uno de los L, esta contenida en (J,cp Be(),
entonces su interseccién también lo estd. Esto muestra que K es totalmente

acotado, como también es cerrado entonces K € K(X).
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Veamos por altimo que es punto de acumulacion de (K, )nen. Sea, una vez
mas, € > 0y N € N tal que si i,j > N entonces dy(K;, K;) < €/4, pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que 1 > e. Consideremos n > N, si
x € K es un elemento arbitrario, como x € cl(L,) entonces existe una sucesion
(Zm)men tal que para cada m € N z,,, € K,,, con n,, > ny x, — x. Sea
m € N tal que d(z,z) < €/4, como N < n,n,, entonces dy(K,,K,, ) < /4
por lo que d(z,, K,) < €/4, sea y € K, tal que d(z,,y) < €/4 entonces
d(z,y) < d(z,xm) + d(xm,y) < €/2 por lo que d(z, K,) < ¢/2 lo que implica

que sup d(z, K,) <e.
rEK
Consideremos ahora y € K,, obsérvese que como 1 > ¢ K,, cumple la propie-

dad del primer miembro que utilizamos para construir una sucesion de Cauchy
5 péarrafos atrés, por lo que podemos definir al primer miembro de la sucesion
como yyae=94d. Seaxz € X el punto de acumulacion de la sucesiéon cons-
truida, por lo antes mostrado sabemos que d(y,z) < €/2 lo que implica que

d(y, K) < €/2 esto asegura que sup d(y, K) < e. Estas dos desigualdades prue-
yeK,
ban que dy (K, K,,) < €, lo que permite concluir que K € K(X) es punto de

acumulacion de (K,)nen. Esto termina la prueba de que dy es una métrica

completa. O

Teorema 3.37. Sea (X, T) un espacio topoldgico separable, entonces (K (X), Ter)

también es separable.

Demostracion. Sea (X, ) separable. Consideremos D C X denso y numerable
y definimos
Dyin = {K C D: K es finito}.

Es claro que para todo K € Dy, K € K(X). Ademés como D es nume-

rable, Dy, también lo es. Sea BV un abierto basico no vacio, al ser no

05---Un

vacio para cada i € {1,...,n} U; NV # &, al ser estos conjuntos abiertos y D
denso podemos escoger x1,...,2, € D tales que para cada i € {1,...,n}
x; € DN (VNU;), si lamamos @ = {x1,...x,}, entonces es claro que
Q € Dyin, Q@ C V y claramente para cada ¢ € {1,...,n} @QNU; # @. Por
lo que @ € Dy N UO,BV . Esto prueba que Dy;, es denso en (K(X), 7). O

e Un

Corolario 3.38. Sea (X, 7) espacio polaco, entonces (K(X), T ) es polaco.

Hemos logrado nuestro primer objetivo, nuestro trabajo con compactos nos
ha ofrecido un espacio similar al de Effros-Borel el cual ya sabemos es polaco.
Nuestro siguiente objetivo en la agenda es encontrar una buena manera de

pasar nuestros resultado sobre el espacio de conjuntos compactos al espacio de
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conjuntos cerrados. Quisiéramos poder asignarle a cada cerrado un compacto
que no sea muy distinto a él. El concepto de compactacion es el puente que

estamos buscando.

Definicion 3.39. Sea (X, 7) un espacio métrico separable, una compactacion
de X es un espacioY compacto y metrizable tal que existe otro conjunto Z C'Y

denso en'Y y homeomorfo a X

El problema de encontrar compactaciones para un espacio topolégico arbi-
trario no es tarea sencilla, en el caso de espacios métricos separables es muy
sencillo gracias al siguiente resultado. Para poder enunciarlo necesitamos ob-
servar lo siguiente: sabemos ya que el intervalo [0,1] C R es un espacio polaco
[0,1] =[0,1]¥ es

un espacio polaco y gracias al teorema de Tychonoff que también es compacto.

compacto. Entonces sabemos, gracias al corolario 2.8, que [, .,
Por todas estas propiedades este espacio es muy importante, se le conoce como
el cubo de Hilbert y lo denotamos por H.

Teorema 3.40. Sea (X, 7) un espacio metrizable y separable, entonces existe
un conjunto Y C H y una funcion f: X — Y tal que f es homeomorfismo. Si

X es polaco entonces Y es un Gy.

Demostracion. Sea (X, 7) metrizable y separable. Consideremos d una métrica
acotada por 1 compatible con 7y D = {z,, € X : n € N} denso y numerable.
Para cada n € N, definimos d,, : X — [0, 1] como d,(x) = d(z, z,,). Entonces,

veamos que d,, es continua, sean n € N (r,s) C R un invervalo real,

d;t [(r,9)] = di*|[0,9)\[10,7]] = d;*[10, )]\ [[0,7]] = Bu(wa) \el (By(z2))

es abierto, por lo que d,, es continua. Definimos ahora f: X — H por f(z) =
(dn(x))nen, para asegurar que f es continua basta ver que para cualquier n € N
pn o f es continua, pero p, o f = d, lo que asegura que f es continua.

f es inyectiva pues si consideramos x,y € X distintos entonces sea
0 <r=d(z,y)/4, obsérvese que r < 1, sabemos existe n € N tal que z,, € B,.(x)
por lo que es claro que z € B,.(z,) y y ¢ B, (z,) esto implica que d,(z) <ry
dn(y) >, por lo que f(z) # f(y).

Resta probar que f~! : f[X] — X es continua. Sea F cerrado en X, veamos
que f[F] es cerrado en f[X], sea h € clyx](f[F]), entonces existe y € X tal que
f(y) = h y una sucesion (y,)nen en F tal que f(y,) — f(y). Luego para cada
m € N p(f(yn)) — pm(f(y)) es decir d(zm,yn) — d(Tm,y). Sea e > 0y
m € N tal que d(z,,y) < €/2, por lo anterior podemos considerar N € N tal que
sin > N d(@m,yn) < €/2 entonces d(yn,y) < d(Yn, Tm) + d(Tm,y) < € por lo
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que ¥, — y lo que implica que y € F por ser F cerrado y que h = f(y) € f[F].
Podemos concluir que clyx)(f[F]) C f[F]y por lo tanto que clyx)(f[F]) = f[F]
es decir que f[F] es cerrado en f[X].

Esto muestra que f : X — f[X] es un homeomorfismo. Si X es polaco
entonces f[X] también lo es, como H es polaco por el teorema 2.15 f[X] es un
Gs. O

Corolario 3.41. Sea (X, 7) un espacio metrizable y separable, entonces X tiene

una compactacion.

Demostracion. Consideremos (X, 7) un espacio metrizable y separable. Por el
teorema anterior podemos encontrar Y C H homeomorfo a X es claro que cl(Y)
es compacto por ser un cerrado en H. También es claro que Y es denso en cl(Y)

por lo que cl(Y) es una compactacion de X. O

Hemos completado nuestros dos objetivos principales, lo tinico que necesi-
tamos son dos lemas técnicos para poder demostrar el teorema central de esta

seccion.

Lema 3.42. Sean (X,7) un espacio topolégico, Y C X y F CY cerrrado en
Y, entonces

a) clx(F)NY = F, es decir clx (F)NY es denso en clx (F).

b) Para cualquier U abierto en X, se tiene que F NU # & si y sdlo si
cly (F) NnU 7& .

Demostracion. Sean X, Y, F como en las hipotesis. Comencemos con (a), sa-
bemos que F C clx(F)y F CY porloque F Cclx(F)NY. Siclx(F)NY
es vacio la contencion restante es trivial, de lo contrario sea z € clx(F)NY
y V C Y abierto relativo tal que = € V, luego existe U C X abierto tal que
V =UnNY, por ser U abierto y x € clx(F) existe y € F tal que y € U, esto
significa que VN FEF = (UNY)NF # & por lo que z € F. Esto permite con-
cluir que clx(F)NY = F. Es evidente que F es denso en clx(F), por lo que
cx(F)NY también lo es.

Continuemos con (b). Sea U un abierto en X, si FNU # @ como F' C clx (F)
entonces clx (F)NU # @. Si clx(F)NU # @, sea x € clx(F) N U, entonces
podemos encontrar y € F tal que y € U, luego FNU # @. O

Lema 3.43. Sea (X, T) un espacio polaco consideremos y (K(X), 7o), entonces
C = {AU :U € T}

es una base para la o-dlgebra de Borel B(7.).
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Demostracion. Sean (X,7)y (K(X), 7o) como en las hipotesis. Denotemos por
Y% la o-algebra generada por %. Sabemos que la topologia de Vietoris estéa

generada por
o ={Ay CF(X):Uect}U{AY CF(X):Uecr}

por lo que ¥ C o7, ademés claramente &7 C B(7.) de donde € C B(7y). Esto
implica claramente que X¢ C B(7y). Para demostrar la contencion faltante
probemos que &/ C Y, basta asegurar que {AY C F(X) : U € 7} C Y¢.
Sea U € 7, sabemos que X \ U es un cerrado, por la proposicion 2.11 existe

una sucesion de abiertos {Up}nen tales que X \ U = [\ U,. Es claro que
neN

K(X)\ U Ay, € 3¢, veamos entonces que K (X)\ |J Ay, = AY.
neN neN

K € AV siysolosi K C U lo que es equivalente a que KN(X\U) = @. Esto a

su vez equivale a que exista n € N tal que KNU,, = @ pues X\U = [\ U,. Este
neN
hecho equivale a que exista n € N tal que K ¢ Ay que a su vez es equivalente

aque K ¢ |J Ay, lo que ocurre si y sdlosi K € K(X)\ U Au,.-
neN neN
Por lo que AY € Y4 de manera que &7 C Y¢. Recordemos que (K(X), 7o)

es un espacio polaco por lo que debido al teorema 2.17 es II-numerable, esto
significa que cualquier abierto es una unién de a lo mas una cantidad numerable
de intersecciones finitas de elementos de <7, dado que X¢ esta cerrada bajo esas
operaciones entonces podemos concluir que 7 C Y, lo que hace evidente que
B(T%» g E%a O]

Teorema 3.44. Sea X wun espacio polaco, entonces el espacio Effros-Borel
(F(X),X%) es de Borel estindar.

Demostracion. Sea X un espacio polaco. Consideremos Y espacio polaco com-
pactacion de X, Z C Y denso y f : X — Z homeomorfismo. Es claro que f
es un isomorfismo entre los espacios medibles (F'(X),Xz) y (F(Z),X/), por lo
que si (F(Z),%Y,) es de Borel estandar entonces (F(X),X4) también lo sera.
Definimos ¢ : F(Z) — K(Y) por ¢(F) =cly(F) y ¥ : ¢[F(Z)] — F(Z)
por Y(K) =K NZ. Por el lema 3.42 (a) si F' € F(Z) entonces cly (F)NZ =F
es decir (0 ¢)(F) = F y claramente (2 0 %)(¢(F)) = (1) 0 @)(F)) = @(F)
por lo que % es la inversa de ¢, por lo que evidentemente ¢ es biyectiva.
Consideremos (K (Y'), 7o) con 7. la topologia de Vietoris. Quisiéramos mos-
trar que @[F(Z )] es polaco con la topologia relativa a la topologia de Vietoris
de K(Y). Por otra parte cp[F (z )} tiene una o-algebra de Borel generada por la
topologfa de ¢[F(Z)] como subespacio de K(Y'), denotemos a esta o-algebra
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por B(¢[F(Z)]), mientras que F(Z) tiene su o-algebra de Effros-Borel, ¥',.
Quisiéramos también probar que ¢ define un isomorfismo de espacios medibles
entre (¢[F(2)], B@IF(2)]) ¥ (F(Z), %))

Veamos lo primero, consideremos (K (Y'), 7o) con 74 la topologia de Vieto-
ris. Vamos a mostrar que ¢[F(Z)] es un Gs con esta topologfa. Si F C Y es un
cerrado tal que F' # cly (F N Z) entonces F ¢ ¢[F(Z)] por lo que

O[F(Z)] ={F € F(Y): F = cly(Fn 2)}

={FeF({Y):(FNZ)esdensoen F}

utilizando el lema 3.42 (a).

Sabemos Z es homeomorfo al espacio polaco X por lo que también es polaco,
como ademés Y es polaco entonces por el teorema 2.15 Z es un G, debido a
esto podemos considerar {U,, : n € N} una familia de abiertos en Y tales que

(N Un = Z, también por el teorema 2.17 podemos considerar {V,, : n € N} base
neN
de la topologia de Y. Sea F € F(Y), (FN Z) es denso en F siy solo si para

cualquier abierto V' C Y tenemos que
VNF#4£0=VN{FNZ)#£D

pero () U, = Z por lo que esto es equivalente a que para cualquier abierto
neN
VY

VnF¢@:>Vm<Fn<ﬂ Um>>7é®.

meN

Si F'nN (ﬂmeN Um) es denso en F' entonces es claro que para cada m € N,
(F N Uy) es denso en F, pues F N (N,,en Um) € (F N Uy). Inversamente,
si para cada m € N, (FNU,,) es denso en F, entonces cada (F NU,,) es
un denso abierto en F' como Y es completamente metrizable y F C Y es un
cerrado, entonces F' es completamente metrizable, por lo que por teorema de
Baire (,,en(F N Um) = F 0 (N,,enUm) es denso en F. Esto muestra que

podemos escribir equivalentemente que para cualquier abierto V C Y

VmeN(VAF#2 = VN (FNU,)#2).

Dado que {V,, }nen es una base para la topologia esto es equivalente a que

VmeNVneN (V,NF#0=V,N(FNUy,) # 2)
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vy a que

YmeNVneN (V,NF=2)V (V,N(FNUy,)# 9).
Definamos entonces para cadan € N, AV» = {F € F(Y): V,NF # 2}, y
para cada n,m € N, AV»"Un = [F c F(Y): (V,NU,,)NF # @}.
Hemos mostrado entonces que

SD[F(Z)] ={FeF{Y):YneNVmeN (F¢Avn \/FGAV"ﬁUm)}
={FeF(Y):VneN(F¢A")} {FeFY):VneNVmeN (F e A"Un)}

= (FON U A ) U (N N{Fea™: Favunt,) #2})

neEN neNmeN

Es claro que UpenA"" es un abierto, por lo que F(Y)\ U,y A" es un
cerrado. También es claro que (), ey Nmen{F € A : FN (VN Up) # @} es
un conjunto Gy pues la interseccién de G5 es Gy. Utilizando que unién finita
de Gs es G y que todo cerrado es un G concluimos que @[F(Z)] es un G en
K(Y) un polaco, por el teorema 2.15 entonces ¢[F(Z)] es un espacio polaco.

Veamos ahora que ¢ es isomorfismo de espacios medibles. Consideremos un
elemento del generador de la o-algebra de Effros-Borel Y4, sean U C Y abierto

y
By ={FeF(Z):FNU # @},

elBu] = {9(F) € F(Y): FOU # o).
Por el lema 3.42 (b)
p[Bul ={p(F) e F(Y): p(F)NU # @} ={K € K(Y): KNU # @} N p[X].

Pero es claro que {K € K(Y) : KNU # @} € B(ry), por lo que
©o[BY] € B(¢[F(Z)]). Esto prueba que ¢! es una funcién medible.

Por otra parte por el lema 3.43, si V C Y es un abierto arbitrario entonces

Ay ={KcK(Y): KNV # @}

es un elemento arbitrario de un conjunto genedor de la o-élgebra de Borel B(7/).

De nuevo por el lema 3.42 (b)

YAy N fIX)] = {FeF(Z):(F)NV £ 0} ={Fe F(Z): FNV # o}



122 CAPITULO 3. CONJUNTOS ANALITICOS Y ...

pero claramente {F € F(Z) : FNV # &} € ¥/, por lo que ¢ es medible. Por
lo tanto ¢ es isomorfismo entre espacios medibles, esto prueba que (F(Z),3/,)
es Borel estandar y por lo tanto que (F(X),X4) también lo es. O

Si bien hemos logrado mostrar que para cualquier espacio polaco la estructu-
ra Effros-Borel define un espacios de Borel estandar, el estudio de estos espacios
presenta un enorme reto, es por esto que terminamos la secciéon desarrollado
una de las herramientas més importantes para su estudio. Antes necesitamos

los siguientes dos lemas:

Lema 3.45. Sean (X,d) un espacio métrico separable, V. C X un conjunto
abierto no vacio y € > 0. Entonces existe {V, C U : n € w}, tal que para cada
n € w, V;, es abierto no vacio en X, cl(V,,) CV, diam(V,,) <€ y U,eo, Va = V.

Demostracion. Sean (X, d), U C X y e como en las hipotesis, entonces F = X\U
es cerrado en X, por lo que si definimos para cada n € N

U, = {xeX:d(m,F) < %}

entonces para cada n € N, U, es un conjunto abierto en X, U,+1 C U, y

F = ﬂUn.

neN

Si para cada n € N definimos F), = X \ U,, =, entonces para cadan € N
1
F = {x €X:d(z,F)> f}.
n

F}, es un conjunto cerrado en X, F;, C F) |y

U=J Fn

neN

Como U es no vacid, dada la tltima igualdad entonces existe ng € N tal
que F},  # 3, a su vez debido a la contencion entre estos conjuntos esto implica
que para cualquier m > ng, F), # @. Por lo que si definimos para cada n €
N definimos F,, = F} ., ,
definimos F;, # @.

Ahora vamos a mostrar que para cadan € N, F,, C int(F,11). Sean € Ny
r € F,, entonces d(x, F) > nJrlnD, por lo que d(z, F) > H#H consideremos
0<r= ﬁno - m Sea y € By(x) y z € F, entonces d(x,z) < d(z,y) +
d(y, z) por lo que

entonces podemos asegurar que para cada n € N

d(y7 Z) > d(l‘, Z) - d(m,y)
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>1 1 1 1 1
—_ —Tr = — — = .
n n+ ng n+ny n+ng+1 n+ng+1

Esto implica que d(y, F) > lo que muestra que B,.(z) C F, 41, por

2 m,
lo que z € int(Fy41).

Consideremos n € N, como X es métrico separable sabemos por el inciso
(b) de la proposicion 1.52 que int(F},) es separable. Sea D,, = {x, ,, € int(F,) :
m € N} denso en int(F,). Definimos para cada m € N, V,, , = Be(zp,m) N
int(Fy,), si m € N es claro que diamV,, ,,, < €, que V,, ,, es no vacio pues
Tnm € Vp,m ¥ que es abierto pues es interseccién de abiertos. Ademés como
Vim € int(F,), entonces cl(Vi, m) C cl(int(F,)) € Foi1 € Upenfn = U,
utilizando la contencién demostrada en el parrafo anterior. Por tltimo utilizando

que D,, es separable es claro que

U Vim = int(Fy,).

meN

Por lo que

UQUanUIHt n+1 UUVnm

neN neN neNmeN

Dado que para cada n,m € N, V,, ,,, C cl(V,,.,,) C U, entonces

U=J U Vam.

neNmeN
Esto muestra que {V,,,, C U : n,m € N} cumple todas las propiedades que
enuncia el lema, como ademas este conjunto es numerable, entonces termina la
prueba.
O

Lema 3.46. Sean (X,d) un espacio métrico separable y U C X un conjunto

abierto no vacio. Entonces existe un esquema de Suslin
S ={A, C X :scw¥}

tal que:
i) Para cada s € w<¥, si s # & entonces diam(A;) < 9~ long(s)
i) Ay = U
i4) Para cada s € w<¢, Ay =, c, As—n
iv) Para cada s € w<¥ yn € w, As es abierto no vacio y cl(As~,) C As.
Ademds si f : D — U es la funcién asociada a </, entonces D =N y f es
abierta, continua, suprayectiva y para cualquier s € w<¥, f[Cs] = As.
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Demostracion. Sean (X,d) y U como en las hipotesis. Vamos a construir el
esquema .¥ por recursion. Definimos Ay = U, supongamos que para s € w<%
A ya esta definido y que Ag es abierto no vacio. Por el lema anterior existe
{V,, CU : n € w}, tal que para cada n € w, V,, es abierto no vacio en X,
A(V,) C A,, diam(V,) < 2-long@)-1 y Unew Vo = As. Si definimos para
cada n € w, As~, = V,,, entonces es claro que para cada n € w, As~, es
abierto no vacfo, diam(As~,) < 9-long(s)-1 _ o- long(s”n)7 cl(As—n) C A,y
Unecw As—n = As.

Esto demuestra que el esquema . cumple la propiedades requeridas. Sea
f: D — U la funcion asociada a ., por (1) del teorema 3.5 f es continua, por
(4) del mencionado teorema y (iv) D = A/, también por (iv) debido a (5) del
mismo teorema sabemos que [ es abierta, por ultimo gracias a (iii) y (ii) usando
(3) tenemos que f es suprayectiva.

Por ltimo, si s € w<“. Sabemos ya que

flcsnDl= () (Ay, NFID))

k<long(s)

debido una vez més al teorema 3.5. Pero para k < long(s) As C cl(4,) C Ay,
por lo que ﬂkglong(s) Ay, = As. Debido a que D = Ny que f[D] = U = Ag,

entonces tenemos que f[Cs] = A; O

Teorema 3.47 (Kuratowski-Ryll-Nardzewski). Sea X un espacio polaco no
vacio. Entonces existe una sucesion de funciones (dp)new tal que para cada n €
w, dp, : F(X) = X es funcion de Borel y para cada F € F(X), {d,(F) : n € w}
esdensoen F ysi F# &, {d,(F):ne€w} CF.

Demostracion. Sea X un espacio polaco. Por el teorema 2.17, podemos consi-
derar {U, C X : n € N} una base numerable de la topologia de X que podemos
suponer sin pérdida de generalidad so6lo tiene elementos no vacios, denotemos
X = Uy. Sea m € w, por el lema anterior podemos considerar un esquema de
Suslin .7, = {A; C U, : s € w<¢} tal que Ay = Uy, para cada s € w<¥, A,
Ag~p, si s # @ entonces diam(Ay) < o long(s)
y para cada n € w, cl(As~,) C A,.

es abierto no vacio, A, = {J,,c.,

Consideremos f,,, : N — U, la funcién asociada al esquema de Suslin 47,
por el lema anterior f,, es continua, abierta, suprayectiva y para cualquier s €
w<¥ fn][Cs] = As. Consideremos también la funcion 4, : F(X) — F(Up)
definida como i,,(F) = F N U,,. Es claro que i,, es Borel medible, pues si

U C X es un abierto arbitrario, entonces

(FeF(Up): FN(UNUy) £ 2}
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es un elemento del generador de la o-algebra de F(U,,) y

i M {F e F(Uy): FN(UNU,) # 2} ={F € F(X) :in(F)N(UNU,, # @)}

—[FeF(X):(FNU)N{UNUR) #2}={FeFX): FN({UNUp) # 2}

el cual es un elemento de la o-algebra de F'(X). Por el inciso (b) de 3.24, i, es
Borel medible.
Es claro que si F' € F(Uy,) \ {@}, entonces ar, € [TF] por lo que para

cada n € w, ar, [,€ Tr, lo que equivale a que, A N F # @, por lo que

arp|n
fm(ar,) € F, recurriendo a la definicion de f,. i
Consideremos ahora, F' € F(U,,)\ {2}, definimos Tr = {s € w<¥ : A;NF #
@}. Veamos que T es un arbol bien podado no vacio en w<*. Como Ay = Uy,
y F C U, entonces & € Tr. Vamos a demostrar por induccién que si s € Tp y
t € w<¥ tal que t C s, entonces t € Tr. Si long(s) — long(t) = 0 entonces s = ¢
por lo que t € T, supongamos que si long(s) — long(t) = n y t C s entonces
teTp.Sean s € Tp t € w<¥ tal que ¢t C sy long(s) —long(t) = n+ 1. Entonces
long(s) — long(s |iong(t)+1) = n por lo que long(s |iong)+1) € Tr es decir
FN Ay ey #9- Comot C s liong(t)+1 ¥ 1ong(s |iong(t)+1) — long(t) = 1, sea
shome(iysr = At—~n C cl(Ap~n) C Ay,
lo que implica que A; N F' # @& de manera que t € Tr. Esto prueba que Tr es

n € w, tal que s [iong(+)+1= 7N, por lo que A

un arbol.
Por otra parte si s € Tp, entonces A; N F # &, como As = Ag—n,

entonces existe n € w tal que A;~,NF # &, por lo que s n € Tr. Esto muestra

new

que T es bien podado.
Sea ar, la rama més a la izquierda de Tp. Definimos
/

g : F(Up) \ {9} = N como ¢'(F) = ar,. Vamos a mostrar que g es Borel
medible. Es claro que para cualquier s € w<%,

g [Cs] ={F € F(U,)\ {2} : ar, € Cs}.

<w

Vamos a mostrar que para s € w<% arbitrario, debido a la proposiciéon T,

es un arbol bien podado, por lo que podemos considerar ar,,_, vamos a mostrar

que
(F e FU)\ {2} :ar, € C,} =

{Fe FlU)\{9}: FNA; # Dy ¥Vt <ar. (fm(t) ¢ F)}.

Supongamos que F' € F(Uy,) \ {9}, tal que a7, € Cs. Ya mostramos més

arriba que entonces f,(ar,.) € F, como ademas se satisface que f,,[Cs] = As, ¥y
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sabemos que ar, € Cs, entonces f,,(ar.) € As, por lo que f,(ar.) € A;NF,
es decir que este conjunto es no vacio. Por otra parte, sea t < ac,, por la
proposicion 2.37 ar,_ es el elemento minimo de C;, dado que ar,. € Cs, entonces
t < ar,, < ary, debido a que ar,., es el minimo elemento de [Tr] entonces
t ¢ [Tr]. Esto implica que existe k € w tal que t [p¢& Tr, luego Ay, N F = &,
como f,(t) € Ay, , entonces fp,(t) ¢ F. Esto prueba la primera contencion.
Supongamos que F' € F(Uy,) \ {@}, tal que FN A, # @y Vt < ag,,
(fm(t) ¢ F). Sea t € [TFr|, ya mostramos entonces que f,(t) € F, por lo que
are, <t. Debido a que ar, es el minimo de [Tx], esto muestra que are, < arg.
Como ademas FFNA; # & sabemos que s € Tx, debido a que TF es bien podado
podemos considerar x € [Tf| tal que s C z, por lo primero ar, < z, por lo
segundo x € Cs. Siar, =x 6 are, = ar, entonces ar, € Cs, si are, <arp <T
sea ki = min{m € w : ar. (M) # ar.(Mm)} y k2 = min{m € w : ar,.(m) #
x(m)}, si n < long(s) como ar._,r € C, entonces ar, (n) = s(n) = z(n).
Si k1 < long(s) tendriamos que x(k1) = ar. (k1) < arg(k1), esto implica que
ko < k1 < long(s) pero entonces ar, (k2) < z(k2) = ar, (k2) = ar,(k2). Lo
cual es una evidente contradiccion. Esto implica que long(s) < ki, por lo que
aty llong(s)= @Tc, liong(sy= s 1o que implica que ar, € Cs. Esto prueba la

segunda contencién y por lo tanto la igualdad anunciada. Tenemos ademas que

{FeFUn)\{2}: FNA; # @y Vit <ar., (fm(t) € F)} =

{F € FU\{@} : FNA, # 0} ([{F € F(Un)\(2} : Yt € &, (fu(t) & F)} =

{F e FU.)\{2}: FNA, # 8} ({F € FUW)\{D)} : fu [izc, | NF = 2)} =

Ba, ({F € FUn)\{@} : fun [G7c,] NF = 2)} =

Ba, m(( )\ {2}) \ Byt )

Sabemos ya que A, es un abierto, por lo que el conjunto de la izquierda es un
basico de la estructura Effros-Borel de F'(Uy,) \ {@}, sabemos por la proposicion
2.38 que ﬁc es un abierto, pero ademas f,, es abierta por lo que f;, [WC] es
un abierto en U,,, de manera que el conjunto de la izquierda es el complemento

de un conjunto basico de la estructura Effros-Borel de F(U,,) \ {@}, por lo que
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pertenence a la o-algebra. Recordando que Cy es un abierto bésico esto muestra
gracias al inciso (b) de la proposicion 3.24 que g es Borel medible.
Sea xo € X arbitrario, definimos g : F(U,,) — N como

J(F)si F#o
o siF =g

g(F) =

Es claro que g es Borel medible, pues
{FeF(U,): F£o}={FeFU,): FNX # @} =Bx

el cual es un conjunto béasico de la estructura Effros-Borel, y por lo anterior
g |By= ¢ es Borel medible. Debido a que {F € F(U,) : F # @} = By
pertenence a la estructura Effros-Borel, entonces {@} = F(U,,) \ Bx también
pertenence a ella y trivialmente g [{¢ es Borel medible. Utilizando el inciso (c)
de la proposicion 3.24 podemos concluir que g es Borel medible.

Esto implica que si d,, = i,, o fm © g, entonces para cada F' € F(X) tal que
FNUp # @ tenemos que d,,(F) = fm(arey,, ) € FNUp. Al ser fy, continua,
entonces f,, es Borel medible, dado que también i,, y g son Borel medibles
entonces d,, es Borel medible, utilizando el inciso (a) de 3.24.

Por ultimo definimos d,, : F(X) — X como

d . (F)si FNU,, # @

A (F) =
do(F) siFNU, =2

Obsérvese que A = {F € F(X) : FNU,, # @} es un elemento de la o-algebra
de F(X)yque F(X)\A={F e F(X): FNU, = @} por lo que F(X)\ A
también es un elemento de la o-algebra de F'(X). Ahora d,,, es Borel medible al
ser restringida a A pues d,,, |a=d),, |a y d),, es Borel medible, analogamente es
claro que d,, es Borel medible al ser restringida a X \ A. Al ser d,,, Borel medible
en sus restricciones a dos conjuntos ajenos de la o-algebra de F'(X) tales que su
union es el total, entonces d,, es Borel medible, utilizando el inciso (c¢) de 3.24.
Es claro que para cadan € wy cada F € F(X)\ {@}, d,(F) € F
Por altimo, sea F' € F(X), veamos que {d,,(F):n € w} es denso en F. Sea
U C X un abierto tal que U N F # &, entonces dado que {U, C X : n € N}
es base de la topologia de X existe k € N, tal que F N Uy # &, por lo que
di(F) € F N Uy. Esto demuestra que {d,,(F):n € w} C F es denso en F.
O






Capitulo 4

Espacios universales de

Banach.

4.1. Un espacio universal para los espacios de Ba-

nach separables.

En los dos capitulos anteriores desarrollamos la teoria necesaria para estu-
diar, con un nuevo enfoque, los espacios de Banach separables. A lo largo de la
iltima seccion del capitulo 3 mostramos que el conjunto de todos los conjuntos
cerrados de un espacio polaco tiene una estructura muy rica. Sabemos ya que
cualquier subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach es a su vez un
espacio de Banach, esto significa que podemos conocer los espacios de Banach
separables estudiando la estructura Effros-Borel. Esto, a su vez, motiva la bus-
queda de espacios de Banach tales que sus subespacios reflejen de buena manera
a todos los distintos espacios de Banach separables en el sentido de que cada
espacio de Banach tenga un ‘representante’ entre sus subespacios. El concepto

de espacio universal de Banach es el que recupera esta idea.

Definicion 4.1. Sea % wuna clase de espacios de Banach separables, decimos
que un espacio de Banach separable X es universal para F si para cada espacio
Y € % existe un isomorfismo de espacios de Banach T : Y — X. Cuando F
es la clase de todos los espacios de Banach separables simplemente decimos que

X es universal.

Es importante notar que la definicién expuesta aqui difiere de la definicion

usual de espacio de Banach universal. Usualmente se pide que adicionalmente el

129
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espacio X pertenezca a la clase .%. A lo largo de este capitulo se hara evidente
por qué se utiliza esta definicién alterna.

Nuestro primer objetivo es construir el andlogo al espacio H en la teoria
de espacios polacos, para la teoria de espacios de Banach. Para esto tendremos
que considerar por separado el caso de los espacios de Banach reales del de los
espacios complejos. Para el caso real el espacio sera €(C), el conjunto de las
funciones continuas con dominio el conjunto de Cantor C e imagen R con las

operaciones usuales y con norma del supremo. Para el caso complejo sera
éc(C)={f:C— C| f es continua}.
Para demostrar esto vamos a necesitar varios resultados.

Definicion 4.2. Sea X wun espacio topoldgico. Decimos que X es Hausdorff
st para cada x,y € X distintos existen U,V C X conjuntos abiertos tales que
xelU,yeVyUNV =0g.

Lema 4.3. Sea (K, T) un espacio topoldgico compacto y 7 un topologia para K
tal que (K, 7") es Hausdorff y 7/ C 7. Entonces 7 = 7.

Demostracion. Sean (K,7) y 7' como en las hipotesis, solo resta mostrar que
7 C 7. Consideremos Idy : (K,7) — (K, 7’) definida como Id(z) = xz, es claro
que Idg es continua pues si U € 7/, Idi_(l[U] =Uer Cr.

SiV € 7, entonces K\ V es cerrado en esta topologia, al ser (K, 7) compacto
K\ V loes por lo que Idy[K \ V] es compacto en (K, 7’) debido a la continuidad
de Idg. Al ser (K, 7’) Hausdorfl entonces K \ V es cerrado en esta topologia,

por lo que V € 7. Esto muestra que 7 C 7' y por lo tanto que 7 = 7'. O

Un resultado que muestra la estrecha relacion entre la teoria descriptiva
de conjuntos y la teoria de espacios de Banach es el siguiente, no sélo por su
enunciado, sino por el método de prueba.

Teorema 4.4. Sea V un espacio normado separable, entonces By~ con la to-

pologia débil* es polaco y compacto.

Demostracion. Sea V como en las hipotesis. Sean D = {v,, : n € w} un conjunto
denso y numerable y Q : V' — V** el encaje canénico. Consideremos a By« con
la topologia inducida por Q[D].

Veamos que Q[D] separa puntos, sean v*, w* € By, si para cada n € w,
Q(vp)v* = Q(v,)w*, entonces para cada n € w, v v, = w*v,, por ser D denso

entonces v* = w*. Por lo que Q[D] separa puntos.
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Veamos también que By- con esta topologia es Hausdorff. Sean
v*, w* € By, tales que v* # w*. Por lo anterior existe n € w tal que Q(v,)v* #

Q(vp)w*. Sea r = |Q(vn)v* — Q(vy)w*|/2. Entonces claramente si

U= Q(Un)il[Br(Q(Un)v*)] yW= Q(Un)il[Br(Q(vn)w*)]

entonces U, W son abiertos, v* e U, w* e Wy UNW = @.

Es evidente que esta topologia es més gruesa que la topologia inducida por
Q[V]. Por lo que debido al lema ambas topologias coinciden. Esto implica que
By« con la topologia inducida por Q[D] es compacto, pues por el teorema de
Banach-Alaoglu By« es compacto con la topologia inducida por Q[V].

Debido a que Q[D] separa puntos, por el corolario 1.69 entonces existe un
homeomorfismo

©: By — H Q(vn)[By+].
new
Como By~ es compacto, entonces para cada n € w, Q(v,)[By~] C F es com-
pacto y en particular cerrado. Dado que F es polaco entonces para cada n € w,
Q(vy)[Byv~] es polaco. Esto implica por el corolario 2.8 que [[ Q(vy)[By+] es

new
polaco. Una vez més como By« es compacto, sabemos que ¢[By+] es compacto,

por lo que también es cerrado y polaco en la topologia relativa. Por el corolario

2.4, entonces By« es polaco.
O

Esto nos va a permitir estudiar a By a través de los resultados que ya
conocemos. Ahora vamos a empezar a construir el isomorfismo entre cualquier
espacio de Banach X y €(C) 6 6c(C). Para esto vamos a recurrir a que H
es universal para los espacios polacos, por lo que primero debemos estudiar la
relacion entre C y H.

El siguiente es un resultado bésico del analisis matematico:

Proposicion 4.5. Eziste una funcion continua y suprayectiva f : C — [0,1]
dada por f(s) =", ;Sﬁ)l

Teorema 4.6. C es homeomorfo a C* con la topologia del producto.

Demostracion. Sabemos existe una biyeccion ¢ : w — w X w, denotamos ¢(n) =
(¢1(n), p2(n)). Definimos f : C¥ — C de la siguiente manera, para n € w y
s € C¥ (f(s))(n) = (s(e1(n))(p2(n)). f es inyectiva pues si s,t € C¥ son
tales que f(s) = f(t), sean m,k € w arbitrarios, consideremos n € w tal que
¢(n) = (m,k), como (f(s))(n) = (f(t))(n) entonces (s(m))(k) = (t(m))(k),

esto muestra que s = t. f es suprayectiva pues si consideramos s € C, sea t € C¥
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tal que si n,m € wy k = ¢~ *(n,m), (t(n))(m) = s(k). Entonces si k' € w,
(f() (k') = (t(p1(K))) (p2(K")) = s(k') por lo que f(t) = s.

Veamos ahora que f es continua y abierta. Consideremos para cada n € w,
gn : C — {0,1} definida como ¢,(s) = s(n) y pn : C¥ — C definida como
Plt) = t(n).

Sea U un abierto basico en C entonces existe A C {0,1} y n € w tal que
U=q,'[A] ={s€C:s(n) € A}, entonces

U= {t e € (Her(n))) (p2(n)) € A}

= {t €C¥: oy (m) (P (1) € A} =11 ) {q;j(n) [Aﬂ :

Sabemos que q;;(n) [A] es un abierto bésico de C, por lo que

—1 —1 . L .
Py (n) [qw(n) [A]| es un abierto basico de C¥. Este argumento muestra que f
es continua, y como f es biyectiva es mismo argumento también muestra que es

abierta. Por lo que f es homeomorfismo suprayectivo. O
Corolario 4.7. Eziste una funcion continua y suprayectiva f : C — H.

Demostracion. Por la proposicion 4.5 existe una funciéon continua y suprayectiva
f:C — [0, 1], consideremos entonces g : C* — H definida de la siguiente manera,
para cadan € wy s € C¥, (g(s))(n) = f(s(n)). Veamos que g es suprayectiva,
seax € Hyn € w, como f es suprayectiva entonces existe ¢,, € C tal que
f(tn) = z(n), sea t € C¥ tal que t(n) = t,. Entonces para cualquier m € w,
(9(1))(m) = f(t(m)) = f(tm) = x(m), por lo que g(t) = z.

Veamos que g es continua, sea U C [0, 1] abierto y n € w, consideremos p,, la
n-ésima proyeccion canénica p,, : HH — [0, 1] y g, la n-ésima proyecciéon canoénica
qn : C¥Y = C.

g U]} ={tec®: (9(1))(n) € U}

={teC”: f(t(n) e U} =g, ' [f'[U]

como f y g, son continuas, entonces g~* [p,,![U]] es abierto, por lo que g es
continua.
Por el teorema anterior existe un homeomorfismo suprayectivo h : C — C%,

por lo que (f o h) : C — H es continua y suprayectiva. O

El siguiente corolario junto con el corolario 2.33 implican que la cardinalidad
de cualquier espacio polaco es finita, numerable, o la del continuo, lo cual no
deja de ser impresionante: la estructura topolégica de los espacios polacos limita
su cardinalidad.
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Corolario 4.8. Sea X un espacio polaco compacto, entonces existe una funcion

continua y suprayectiva f : C — X.

Demostracion. Sea X un espacio polaco compacto, por el teorema 3.40 existe
un conjunto Y C H y un homeomorfismo suprayectivo f : Y — X. Como X es
compacto entonces f~![X] =Y es compacto y por lo tanto cerrado en H.

Sea g : C — H continua y suprayectiva, entonces g~1[Y] es cerrado. Por la
proposicion 3.8 existe una funciéon continua y suprayectiva h : C — g~1[Y]. Por
lo tanto (fogoh):C — X es continua y suprayectiva. O

Con esto tenemos todas las piezas necesarias para mostrar el resultado anun-

ciado.

Teorema 4.9 (Banach-Mazur). Sea V' espacio normado separable real, entonces
existe un isomorfismo isométrico T : V. — € (C). En el caso complejo el operador

tiene como imagen 6¢(C).

Demostracion. Sea V un espacio normado separable real. Por el teorema 4.4
By, con la topologia débil* es polaco y compacto por lo que por el corolario
anterior existe una funcioén continua y suprayectiva ¢ : C — By .

Consideremos @ : V. — V** el encaje canonico, para v € V arbitrario,
consideremos ¢*(v) : C — R definida como (¢*(v))(s) = (Q(v) o ¢)(s). Como
tanto Q(v) como ¢ son continuas, entonces ¢*(v) es continua.

Podemos entonces considerar ¢* : V. — €(C). Veamos que ¢* es lineal, sean
v,w €V yceR,siseC entonces

(" (cv +w))(s) Q(ev +w)) = {p(s), cQ(v) + Q(w))
Q(

= c{p(s), Q) + (#(s), = c(¢"(v))(s) + (" (w)) (5)-

Esto implica que (¢*(cv + w)) = c(gp* ))(s) + (¢*(w)) por lo que ¢* es
lineal.

Veamos que ¢* es una isometria. Sea v € V', por el corolario 1.37
|[v]|= sup{|v*v| : v" € By},
como ¢ es suprayectiva entonces
[[vll= sup{|(2(t)v]) : t € C} = sup{[{p(t),Qv))| : t € C}
= sup{| (0" (v)) (1)] - t € C} = |"(V)]l.

Como ¢* es isometria entonces claramente es un operador acotado y por lo
tanto un isomorfismo isométrico. La prueba para el caso imaginario es comple-

tamente analoga. O
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Con esto hemos mostrado que € (C) es un espacio universal para los espacios
de Banach separables reales. Es decir, podemos pensar a cualquier espacio de
Banach separable real como un subespacio de €(C). Esto nos invita a utilizar
la estructura Effros-Borel de @ (C) para estudiar la categoria de los espacios de
Banach separables reales.

En lo que resta del capitulo solo vamos a utilizar que €(C) es un espacio de
Banach separable universal para los espacio de Banach separables. Es sencillo
mostrar que para cualquier espacio polaco compacto no numerable K, € (K) es
un espacio de Banach separable universal para los espacios de Banach univer-
sales. Utilizando el teorema de Cantor-Bendixson y el teorema 2.30 podemos
mostrar que existe un isomorfismo isométrico de €(C) en € (K). Habiendo mos-
trado que € (C) es universal, esto muestra que € (K) es universal. Sabiendo
ya que €(C) es separable, para mostrar que ¥ (K) es separable basta exhibir
un isomorfismo de €' (K) en €(C), el cual ya fue construido en la prueba del

teorema.

4.2. Las propiedades de EBS.

Antes de utilizar la estructura de Effros-Borel para estudiar a los espacios
de Banach separables reales, necesitamos primero entender cabalmente esta es-

tructura. Para esto el siguiente concepto resulta muy tutil.

Definicién 4.10. Sea para cada n € w, (X, %,) un espacio medible, definimos

la o-dlgebra del producto sobre el conjunto X = [[ X, a través de las pro-
new
yecciones canonicas p, : X — X,, como la o-dlgebra que tiene como conjunto

generador a
A={SCX:3ncw, IRE X, (S =p, [R])}.

En lo que sigue siempre vamos a considerar a un espacio polaco (X, 7) con
la o-algebra B(7) y a F(X) con la o-algebra Yg4. El siguiente es un resultado

bésico sobre la g-algebra del producto.

Lema 4.11. Sean para cada n € w, (Xn,Xn) y (Ya,X,) espacios medibles y

fn: X = Y, funciones medibles. Entonces la funcion
(fn)new : H Xn — H Yn
new new

definida como (fn)neu,((xn)neu,) = (fn(2))new es medible respecto a las

o-dlgebras del producto.
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Demostracion. Sean para cada n € w, (X,,%,), (Yo, X)) v fn como en las
hipotesis. Sea m € w, S € X, P [[new Yo = Ym ¥ @t [ew Xn = X las

respectivas proyecciones canénicas. Entonces

{(yn)nad € H Y, i ym € S}}

new

= {(mn)n@, € H Xn i fl(zm) € S}

(fn)newlpm' 1SN = (fn)new

new

- {(mn)m e [[Xn:ame fml[S}}

= ' [f 18]

Como f,, es medible f,.1[S] € %,,, al estar considerando la o-algebra del
producto ¢y, es medible por lo que g,,,'[f,,}[S]] pertenece a esta o-algebra. Gra-
cias al inciso (b) de la proposicion 3.24 (f,,)new es medible. O

La importancia de esta o-algebra se ilustra con el siguiente resultado.

Proposicion 4.12. Sean para cadan € w, (X,,%,) espacios de Borel estindar

st ¥ es la o-dlgebra del producto entonces | [[ Xn,X | es espacio de Borel
new
estandar.

Demostracion. Sean para cada n € w, (X,,%,) espacio de Borel estandar,
por lo que podemos considerar para cada n € w, (Y,,7,) espacio polaco y

fn + X5y = Y, isomorfismo de o-dlgebras. Consideremos a Y = [] Y, con la to-
new
pologia del producto 7, sabemos ya que Y es un espacio polaco, si denotamos a

la o-algebra del producto como Yy, entonces es claro que B(7) = Xy, por lo que
por el lema (f,)new : [] Xn — Y es medible, es claro que (fn)naw = (fi )new

new
por lo que (f)necw es isomorfismo de o-algebras lo que prueba que [[ X, es
new
espacio de Borel estandar. O

Los siguientes tres resultados comienza a mostrar coémo se relaciona este

nuevo concepto con los ya estudiados.

Proposicion 4.13. Sea X un espacio polaco, entonces
{(Z,Y)e FIX)x F(X):ZCY}

es un conjunto de Borel.
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Demostracion. Sea X como en las hipotesis. Sea {U,, € 7 : n € w} una base
numerable para la topologia de X. Consideremos a p; : F(X) x F(X) — F(X)
y p2: F(X) x F(X) — F(X) las proyecciones canénicas. Veamos que

{(2,Y)e F(X)x F(X): ZCY}
= {(Z,Y)e F(X)x F(X):Vnew|[(YNU, =2) = (ZNU, = 2)]}.

Sea (Z,Y) en el primero conjunto y n € w,como Z C Y yYNU, =g
entonces Z N U, = @. Esto prueba la primera contencién. Sea (Z,Y) en el

segundo conjunto. Consideremos
B={necw:YNU, =0},

es claro que J,,cgUn € X \ Y. Por ser X \ Y abierto y {U, € 7: n € w}
base de la topologia existe C' C w tal que |J,,c Un = X \ Y, resulta evidente
que C' C B, por lo que |J, .5 Un = X \ Y. Como (Z,Y) pertenece al segundo
conjunto tenemos que para cada n € B, ZNU, = &, esto implica que X \ Z C
UnepUn = X\ Y, es decir, Z C Y. Esto prueba la segunda contencién y por
lo tanto la igualdad.

{(Z,Y)EXxF(X): ZCY}
= ({2, Y) e F(X)x F(X): (Y NU, = @) = (ZNU, = 2)}

= ({2, Y) e F(X) x F(X): (Y NU, # @)V (ZNU, = 2)}

necw

= ﬂ ({(Z,Y) e F(X)xF(X):YNU, # 2}U{(Z,Y) € F(X)xF(X): ZnU, = @})
new
= (p2"[Bv,] U (7 '[F(X)\ Bu,])) -
new
Debido a que estamos considerando la o-algebra del producto tanto p; como
p2 son medibles, debido a que las o-dlgebras son cerradas bajo intersecciones
y uniones numerables esta expresion hace evidente que este conjunto pertenece
a la o-algebra del producto, por la proposicion 4.12 esta o-algebra define un
espacio de Borel estandar, lo que hace demuestra el resultado.
O

Proposicion 4.14. Sea X un espacio polaco, entonces
{(y,Y) e X x F(X):yeY}

es un conjunto de Borel.
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Demostracion. Sea X como en las hipotesis. Sea {U,, € 7 : n € w} una base
numerable para la topologia de X. Consideremos a p; : X x F(X) - X y
p2 1 X X F(X) — F(X) las proyecciones candnicas. Veamos que

{(y,Y)eX xF(X):yeY}

={(y,Y)eXxF(X):Vnew (Y NU, =)= (y¢ Uy}

Sea (y,Y) en el primero conjunto y n € w,comoy € Yy Y NU, = o
entonces y ¢ Y. Esto prueba la primera contencion. Sea (y,Y’) en el segundo

conjunto. Consideremos de nuevo
B={new:YNU, =0},

una vez mas podemos concluir que | J,,.5 U, = X \ Y. Como (y,Y) pertenece
al segundo conjunto tenemos que para cada n € B, y ¢ U,, esto implica que
Yy ¢ Un,cgUn = X\ Y, es decir, y € Y. Esto prueba la segunda contencion y
por lo tanto la igualdad. De nuevo

{(,Y)eX xF(X):yeY}

= ﬂ ({(y,Y)GXXF(X):(YﬂUn#Q}U{(y,Y)6X><F(X):y¢Un)})

new
= (2" [BuJUpr X\ Ua))-
new
El mismo argumento de la proposicién anterior termina la prueba de este
resultado. O

Teorema 4.15. Sea (X,7) un espacio polaco y d : (F(X),X2) — (X,B(r))

una funcion de Borel. Entonces
{YeF(X):dY)eY}ety
es decir, es un conjunto de Borel.

Demostracion. Sean X y d como en las hipotesis. Si consideramos a F'(X) con la
o-algebra de la estructura Effros-Borel, podemos considerar a X x F(X) con la
o-algebra del producto y a F/(X) x F(X) también con la o-dlgebra del producto.
Consideremos f = (d7 Idp( X)), como d e Idp(xy son funciones medibles entonces
por el lema 4.2 f es una funciéon medible.

Seaasuvez g: F(X)— F(X)x F(X) definida como g(Y) = (Y,Y), veamos
que g es medible. Sean By, Bs € Y »

g '[B1 x By ={Y € F(X):g(Y) € By x By}
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Es evidente que B; N By € X4 por ser Yg o-dlgebra. De nuevo por el
inciso (b) de la proposicion 3.24 sabemos que g es funcién medible. Por ultimo
consideremos

D={(y,Y)e X xF(X):yeY},

entonces

(fog) '[Pl ={Y € F(X):go f(F) € D}
={YeFX): f(F.F)eD}={Y € F(X): (d(F),F)) € D}
={Y e F(X):d(F) e F}.

Por la proposicién anterior D pertenence a la o-algebra del producto, como
f,g son funciones medibles entonces por el inciso (a) de la proposicion 3.24
sabemos que fog: F(X) — X x F(X) es medible, esto implica el resultado. O

Con esto tenemos todos los resultados necesarios para estudiar la estructura

de los subespacios cerrados de cualquier espacio de Banach separable.

Definicién 4.16. Sea X un espacio de Banach separable. Denotamos por Subs(X)
al conjunto que tiene como elementos a todos los subespacios vectoriales cerra-
dos de X equipado con la o-dlgebra relativa a la estructura Effros-Borel de X.
En el caso X = €(C) denotamos Subs(X) = EBS.

Teorema 4.17. Sea X un espacio de Banach separable, entonces Subs(X) es

un espacio de Borel estdndar. En particular EBS lo es.

Demostracion. Sea X espacio de Banach separable, por el teorema de Kuratowski-
Ryll-Nardewski podemos considerar una sucesion de funciones (d,)ne. tal que
para cada n € w, d,, : F(X) — X es funcién de Borel y para cada F € F(X),
{dn(F):mn € w} esdensoen F ysi F # &, {d,(F) :n € w} C F. Sea Q' el
campo de los racionales si F = R o el subconjunto de niimeros complejos con
parte real e imaginaria racional si F = C. Veamos que Y € F(X) es subespacio

de X siy soélo si
{pd,(Y) + qdp(Y) : (n,m € w) A (p,q € Q)} C Y.

SiY € F(X) es subespacio consideremos n,m € w y p,q € Q', sabemos que
al ser subespacio Y # &, lo que implica que d,,(Y), d,,(Y) € Y, de nuevo por
ser subespacio pd,(Y) + qd,,(Y) € Y.



4.2. LAS PROPIEDADES DE EBS. 139

SiY € F(X) satisface que A = {pd,,(Y)+qdn(Y) :n,m € wp,q € Q'} C Y.
Como {d,(Y) :n € w} es denso en Y ya mostramos en la proposicion 1.53 que
A, el conjunto de las combinaciones lineales de elementos de {d,,(Y) : n € w} con
coeficientes en @', es denso en cl({Y)). Por hipotesis esto implica que cl({(Y)) =
cl(A) C cl(Y) =Y, como evidentemente Y C (V') entonces Y = cl(Y) C cl((Y)),
esto muestra que Y = cl({Y)), como cl((Y)) es subespacio de X, entonces Y
también lo es.

Escribamos Q' = {¢, € Q' : n € w}. Entonces

Subs(X) = () () [ [HY € F(X) : qrdn(Y) + qudm(Y) € Y}
nEw mew kew lew

Sean n,m,k,l € w, por el corolario 1.6 ¢, : X - X y -, : X — X son
homeomorfimos por lo que en particular son funciones medibles respecto a la
o-algebra de Borel de manera que por el inciso (b) de la proposicién 3.24 -4, od,,
Y g, © dpm son medibles. Sabemos ya que la funcién g : F(X) — F(X) x F(X)
definida por g(Y) = (Y,Y) es de Borel. Por el lema 4.2 (-4, 0 dp,q, ©dm)0g
es medible, por la proposicién 1.5 4+ : X x X — X es continua, en particular
es medible, esto implica de nuevo que + 0 ((+g, ©dp,q, ©dm))0og: F(X) = X
es medible. Por tltimo, debido a la expresion ya demostrada de Subs(X) y al
teorema anterior, esto implica que Subs(X) € X 4. Debido a que la estructura
Effros-Borel de cualquier espacio polaco es de Borel estandar y al corolario 3.27,

esto implica que Subs(X) es de Borel estandar. O

La nocion de espacio universal de Banach nos permite ‘codificar’ una clase
(propia o impropia) de espacios de Banach como un subconjunto de Subs(X),
este método nos permite obtener resultados sobre la propia clase.

Intuitivamente hablando, EBS recupera toda la estructura de la categoria de
espacios de Banach separables, pues propiedades de espacios de Banach como
ser reflexivo, tener base de Schauder, tener dual separable, etc., se convierten en
subconjuntos de EBS. Al ser este un espacio de Borel estandar podemos estudiar
estas propiedades a través de la teoria descriptiva, ese es el propoésito de lo que
resta de esta seccion. La ultima secciéon del capitulo utiliza estas herramientas
para demostrar de manera elegante algunos resultados importantes de la teoria

de espacios de Banach.

Teorema 4.18. Sea X € EBS, entonces el conjunto
{((We)rew,Y) € X x Subs(X) : (yr)rew s total en Y}

es de Borel.



140 CAPITULO 4. ESPACIOS UNIVERSALES DE BANACH.

Demostracion. Sea X € EBS y Y € Subs(X). Sean (d,)nen las funciones cuya
existencia asegura el teorema Kuratowski-Ryll-Nardzewski que existen para Y.
Para (yx)kew € X¥ y Y € Subs(X), denotamos por

p(kvna malva’07 cee 7al)

las siguientes propiedades:
l)Parakcw,yp €Y
2) Para n,m,l,€ N, y ag,...a; € Q se cumple que

1
< —.
m

l
dn(Y) - Z a;yY;
1=0

Veamos que para una sucesion arbitraria (yp)rew en X tenemos que
c(({yr €Y : k € w})) =Y siy solo si para cualquier k € w y n,m,l,€ N
y ag,...a; € Q, pk,n,m,l,a,,...,a;).

Supongamos lo primero, entonces claramente {y, € Y : k € w} C Y.
Sean n,m,€ N como d,(Y) € Y consideremos A el conjunto de combina-
ciones lineales de elementos de {y, € Y : n € w} con coeficientes en Q,
por el argumento utilizado en la proposicion 1.53 sabemos que A es denso
en Y, por lo que B (d(Y)) N A # . Consideremos z en este conjunto
entonces existen | € N y ag,...q; € Q tales que Zi:o a;y; = z, ademés
1 (V) = Sicg aiyil|= lldn(Y) = 2[|< 2 pues 2 € B (du(Y)).

Supongamos lo segundo. Sea =z € Y y € > 0, sabemos existen n,m € N
tales que L < ey |[d,(Y) — z[|[< 55. Sean | € Ny ag,...,q; € Q tales que

m

[|dn(Y) — 22:0 a;yi|l|< 5= esto implica gracias a la desigualdad del tridngu-

lo que ||z — Zﬁ:o a;yi|l|< L. Esto prueba que Y C cl(({yx € Y : k € w})),
como por hipotesis {yp € Y : k € w} C Y, al ser Y subespacio de X,
{yr €Y : k € w}) CY, yalser cerrado cl({{yx €Y : k € w})) C Y, por
lo que ambos conjuntos son iguales.

Sabemos que para cada [ € N, Q' es numerable por lo que podemos escribir
Ql = {(G,QJ, .. .am‘) S Ql 1 j € N}

esto nos permite expresar:

{((yr)kew,Y) € X x Subs(X) : (yx)rew es total en Y}
=N N U U (ke ) € X2 x Subs(X) < plk,n,m, L ao, - an)}
kewneNmeNIeEN jeEN
Ademas si consideramos k € w y n,m,l,j € N tales que y, € Y y
l[dn(Y) = 22:0 aijyil|< - entonces
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1}
< —
m

{((yk)kemY) € X“ xSubs(X) 1y, € Y A

!
dn(Y) — Z i jYi
i=0

l
()
1=0

el cual claramente pertenence a la g-algebra del producto pues tanto p, como

=p,'[YInd,"

d,, son funciones medibles. Esto demuestra el resultado. O

El siguiente resultado muestra que la ‘codificacion’ que realiza EBS de la
estructura de los espacios de Banach separables reales rescata una de sus pro-
piedades importantes. Para poder demostrarlo necesitamos un lema el cual es

imporante por si mismo.

Lema 4.19. Sea X € EBS y C > 1, entonces el conjunto
{((Yn)news (Zn)new) € X X X¥ : (Yn)new €s C-equivalente a (2p)new
es de Borel.

Demostracion. Sea X € EBS y C > 1. Dadas dos sucesiones (Yn)necw ¥ (2n)new
en X, denotamos por eqq (Zf:o a;Yi, Zf:o a;z;) la propiedad de que para k € N

y ag,--..,ar € Q tengamos que
L& k k
c > awi|| <D an|| <O aw
i=0 i=0 i=0

Primero veamos el hecho que (y,,)necw sea C-equivalente a (2, )new €s equi-

valente a que para cada k € Ny ag,...,a; € Q, se satisfaga

k k
eqC(Z AiYi, Z aizi).
i=0 i=0

Es claro que si (yn )new €s C-equivalente a (2, )ne,, entonces esta propiedad se
satisface. Supongamos ahora que (Yn)new ¥ (2n)new satisfacen esta propiedad.
Sea k € Ny ag,...,a; € R. Podemos considerar para cada i € {0,...,k},

(@n,i)new € Q¥ tal que a,,; — a;. Entonces tenemos que para cada n € w

k
g Qi nZi

1=0

k
E AinYi

=0

< <C

k
E i nYi
i=0

1
c
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La convergencia de cada una de las sucesiones (an;)new implica que
k k k k

Zi:o Qi nlYi — Zi:o ajy; y que Zizo A;nT; — Zi:o a;x; lo que aunado a

las desigualdades anteriores hace evidente que

k k
E a;Yi E iz
i=0 i=0

es decir, (Yn)ncw €8s C-equivalente a (2, )necw-

k
<C Z a;Y;
i=0

c

Una vez més escribamos para cada [ € N

Q = {(aoj,...ary) € Q:je N}.

Lo previamente mostrado nos permite escribir

{((Yn)new; Zn)new) € X X X% i (Yn)new s C-equivalente a (2, )new}

k k
- ﬂ m { yn new:, Zn)nEw) S Xw X Xw eqc (Zav oyzazal ozz> } .

leNoeN 1=0 =0

Por otra parte es claro que

B2 = {(z.9) € B® 12 < Oy)

Rio = {(z,y) e R? : 2 > Cy}

son cerrados.
Sean n € w y ag,...a, € Q si consideramos (p,)new las proyecciones cano-
nicas con dominio X podemos denotar (ap1,...,an,p,) : X¥ — X"! como

((appi, -y anpo), (@opo, - - -, anDn)) + X X X9 — Xl xntt

por tltimo sea +x» : X! — X definida como +x=(zg,...,T,) = ZLO ;.
Esto nos permite considerar a la funcion

(4 xn, +xn): X" XH 5 X x X

k k
{((yn)new» (Zn)new) € X¥ x X¥: €qo <Z a;Yi, Zaizz) }

=0 =0
Zanpn((yn)) Zanp"((zn))H) € Rzéc}

1=0

= {((yn),(zn)) € XY x X*: (
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Z AnPn ((yn
i=0

-1

ﬂ{«yn),(zn)) € XY x X¥: (

= ((aoph cee 7anp0), (aopoa e 7anpn))

[
[(+xn, Xn) HAFIL DT R )]

-1 _ _

() (aop1, - -, anpo), (aopo, - - - anpn)) ™" [(+xm, +x0) " (] 1)) [chm :
Para i € {0,...,n}, a;p; = -4, o p; es funcion de Borel pues es composicion
de funciones de Borel. Esto implica que ((aopi,--.,anpo), (@opo, .- -,anpn)) €s

funcion de Borel. Es claro a partir de la proposicion 1.5 que +xn» y +xn» son
continuas por lo que son funciones de Borel, de manera que (+xn,+xn) tam-
bién es de Borel, por ultimo, ||-|| es continua, por lo que (||-||,||:||) es de Borel,
esto hace evidente que el conjunto anterior es de Borel. Lo que implica que el
resultado. O

Vale la pena notar que este lema puede ser mejorado, aunque para los fines de
esta trabajo so6lo utilizaremos el resultado que enuncia. No es dificil mostrar que
todas las funciones de Borel utilizadas en la prueba anterior son continuas. Esto
aunado a que RZ, = {(xz,y) € R? : 2 < Oy} y RE = {(z,y) e R? : 2 > Cy}
son cerrados y que las 1inicas operaciones conjuntistas utilizadas durante la
prueba son intersecciones nos permite afirmar que el anterior es un conjunto

cerrado.
Teorema 4.20. Sea X € EBS, entonces el conjunto
{(Y,Z) € Subs(X) x Subs(X): Y = 7}
es analitico. El conjunto
{(Y,Z) € Subs(X) x Subs(X) : Y es isométricamente isomorfo a Z}

también lo es.

Demostracion. Sea X € EBS y Y, Z € Subs(X), gracias al teorema 1.99 y al
corolario 1.100 sabemos que Y 2 Z si y solo si existen (Yn)new € Y, (2n)new €
Z¥ ymeNtalesque cl(({yn €Y :new})) =Y, cl({zn €Z:new})) =

Y (Yn)necw €8 m-equivalente a (z,)necw-

Por el lema para cada m € N
B = {((yn), (20),Y, Z) € (X*)? x Subs(X)? : (yn) es m-equivalente a (z,)}

es de Borel. Ademéas sabemos por el teorema 4.18 que

{((yn)nEw,Y) € X% x Subs(X) : (Yn)new es total en Y}
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es de Borel. Por lo que
D1 = {((Yn)new Zn)new, Y, Z) € (X¥)? x Subs(X)? : (Yn)new es total en Y}

Yy

Dy = {(Yn)new, (2n)new, Y, Z) € (X“)2 x Subs(X)? : (2n)new es total en Z}

son de Borel.
Sea f : (X“)? x Subs(X)? — Subs(X)? definida por f((yn), (zn),Y,Z) =
(Y, Z). Tenemos que

f K U Bm> N DN DQ] — {(Y, Z) € Subs(X) x Subs(X) : ¥ = 2}
meN

por lo que este conjunto es analitico. Observese que Y es isométricamente iso-

morfo a Z si y sélo si existen sucesiones (Yn)new € Y%, (2n)new € Z¢ tales

que cl(({yn €Y :newl) =Y, cl({zn € Z:n € w})) =2y (Yn)new €

1-equivalente a (2, )new- Por lo que

f[B1NDyN Do)
={(Y,Z) € Subs(X) x Subs(X) : Y es isométricamente isomorfo a Z}

de manera que este conjunto también es analitico.

O

Este resultado muestra que EBS rescata la relacién de isomorfismo. Estu-
diemos mas de cerca la relaciéon entre estos dos conceptos.

En lo que sigue vamos utilizar tanto la herramienta de &rboles como la es-
tructura Effros-Borel para obtener resultados sobre EBS, por lo que vale la pena
detenerse a revisar unos cuantos resultados que relacionan estas dos herramien-
tas. Sea A un conjunto con la topologia discreta, podemos considerar para cada
n € w, A™ con la topologia del producto, la cual coincide con la topologia dis-
creta. Sabemos ademas que A<“ es la union disjunta de estos conjuntos, por
lo que podemos podemos considerar a este conjunto con esta topologia, la cual
lo convierte en un espacio discreto. Esto significa que F(A<¥) = §2(A<¥), por
lo que podemos considerar a Ar(A) con la o-algebra relativa a la estructura
Effros-Borel de A.

Proposicion 4.21. Sea A un conjunto numerable con la topologia discreta,
entonces Ar(A) C F(A<¥) es un conjunto de Borel.
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Demostracion. Sea A un conjunto con la topologia discreta.

Ar(A) ={T CAY:VteTVsCt(seT)}

Como A es numerable y A<¥ =, ., A", entonces A<“ es numerable, por
lo que podemos expresar A<¥ = {t, € A<¥ : n € w}. Sea para cada S C A<¥,

ws={n€w:t, €S}, yparacada k € w, wy ={n €w: s, Ct;}. Entonces

Ar(A) ={T CA~¥:VnewrVYm e wy(s, €T)}
= ﬂ ﬂ{TgA“’:(nEwT/\men)ésneT}

new mew
= ﬂ ﬂ {TCTAY:(n€wr Amew,) = {s,}NT # o}
new mew
Debido a que A<“ es un espacio discreto, esta expresion deja en claro que
Ar(A) es un conjunto de Borel. O

Esta proposicion implica que Ar(A) como subespacio medible del espacio

Effros-Borel de A<“ es un espacio Borel estandar.

Proposicion 4.22. Sea A un conjunto numerable con la topologia discreta,
si denotamos BF(A) = {T € Ar(A) : T es un drbol bien fundado}, entonces
BF(A) € T} (Ar(A)).

Demostracion. Sea A un conjunto numerable con la topologia discreta, basta
probar que Ar(A) \ BF(A) = {T € Ar(4) : T es un arbol mal fundado} es un
conjunto analitico.

Ar(A)\BF(A) ={T € Ar(A) : Ht € A Vn e w(t|,€T)}

Sabemos por la proposicién 4.14 que

{(t,T) e A<Y x Ar(A) : t e T}

es un conjunto de Borel.
Definimos para cadan € w, f, : A — A™ como [, (t) =t |,,. Es evidente que
para cada n € w, f, es continua, por lo que (f,, Id) : AY x Ar(4) — A" x Ar(A)

es de Borel. Siendo asi, tenemos que para cada n € w,

{(t,T) € A x Ar(A) : t [,€ T} = (fo, Id) ' [{(t,T) € A<% x Ar(A) : t € T}]

por lo que es un conjunto de Borel. Esto implica a su vez que
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{(t,T) € A x Ar(A) :Vn € w (t [, T)} = [({(t,T) € A x Ar(A) : t |,€ T}
new

es un conjunto de Borel. Por altimo, sea p : A™ X Ar(A) — Ar(A) definida como

p(t,T) =T, entonces

{T'eAr(A): teA”, Vnew (t|,eT)}
=pl{(t,T) € A<Y x Ar(A) :Vn € w (t |,€ T)}]

al ser p una proyeccién esto prueba que este es un conjunto analitico. Es decir,
Ar(A)\ BF(A) € ZH(Ar(X)).
O

Esto es todo lo que necesitamos para estudiar la relacién de isomorfismo en
EBS.

Definicién 4.23. Sea X un espacio de Banach real con base de Schauder de-

notamos
NCx ={Y € EBS : X no es isomorfo a un subespacio de Y}

Es un resultado basico de la teorfa de bases de Schauder que ¢1, €([0,1])
y €(C) tienen bases de Schauder. Por lo que NCx nos permite estudiar tanto
los espacios que no contienen una copia de #1, como los espacios que no son
universales, NC¢(c). Ambas clases muy estudiadas en la teoria de espacios de
Banach.

Quisiéramos conocer algunas propiedades de los conjuntos NC x, particular-
mente si son de Borel o Analiticos. Vamos a realizar este estudio utilizando la
herramienta de arboles.

Definicion 4.24. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(én)new una base de Schauder normalizada de X, Y € EBS y C > 1. Definimos

TJ’QC(Ya X’ (en)nva C) - Y<w

de la siguiente manera, para cualquier! € w, (Yo,...,y1) € Ty (Y, X, (én)new, C)
si y sdlo si (Yo,---,1,0,...) es C-equivalente a (eg,...,e;,0,...).

La siguiente proposicion es inmediata a partir de la definiciéon de sucesiones
C-equivalentes.
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Proposicion 4.25. Sea X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(én)new una base de Schauder normalizada de X, Y € EBS y C > 1. Entonces

T;\}C(K X7 (en)nEw, O) € AI"(Y)

De manera intuitiva T3 (Y, X, (én)necw, C) recupera todos nuestros inten-
tentos de construir una sucesion C equivalente a (e,,)nec, en Y. Podemos cons-

truir otro arbol a partir de este.

Definicion 4.26. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(én)new una base de Schauder normalizada de X, Y € EBS y k € N. Considere-
mos el conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema de Kuratowski-
Ryll-Nardzewski {d,, : EBS — €(C) | n € w}. Definimos

Tne(Y, X, (en)new, k) € Ar(w)

de la siguiente manera, para cualquierl € w, (ng,...,n;) € Tne(Y, X, (en)new, k)
sty s6lo si (dny (Y),...,dn,(Y)) € THc(Y, X, (en)new, k).

Definimos también
Tnc(Y, X, (en)new) € Ar(w)

de la siguiente manera, para cualquier | € w, m € N, y t € Y
m~t € Tne(Y, X, (en)new) st y sélo sit € Tne (Y, X, (€n)new, m).

El hecho de que Tne(Y, X, (én)new, k) sea un arbol es una consecuencia
inmediata de que TR~ (Y, X, (en)new, k) 1o es. Por su parte el hecho de que
Tne (Y, X, (en)new) lo sea es consecuencia de que Tne (Y, X, (€n)new, k) o es.

Debido a que T3 (Y, X, (en)new, k) recoge nuestros intentos de construir
sucesiones k-equivalentes, Tnc (Y, X, (én)new, k) también lo hace. Por su parte
Tne (Y, X, (en)new) nos permite recoger todos los arboles Tne (Y, X, (€n)necw, k)
para cualquier £ € N y organizarlos como un arbol, es decir, este arbol recoge
todos nuestros intentos de construir un isomorfismo entre X y Y. Estas ideas

intuitivas se ven reflejadas en los siguientes resultados.

Lema 4.27. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y (en)new
una base de Schauder normalizada de X. Entonces Y € NCx si y sdlo si para
cada C > 1, Tho(Y, X, (en)new, C) es un drbol bien fundado.

Demostracion. Sean X, (e, )new como en las hipotesis y Y € EBS .
Para probar por contrapositiva, supongamos primero que existe C' > 1 tal

que TR (Y, X, (en)new, C) es mal fundado, es decir, que existe (yn),e, € Y tal
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que para cualquier I € w, (yo,-..,¥1,0,...) es C-equivalente a (eg, ..., e;,0,...),
entonces (Yn)new ¥ (én)new son C-equivalentes, lo que implica por el teorema
1.99 que X es isomorfo a cl({({y, €Y :n € w})) CY.

De nuevo, para demostrar por contrapositiva supongamos existe un isomor-
fismo U : X — Y, sea C > ||U||,||UY], entonces (en)new ¥ (U(en))new
son C-equivalente por el teorema 1.99, lo que implica que para cualquier
lew, (Ulen))new 1€ TR (Y, X, (en)new, C), es decir, que T (Y, X, (€n)new, C)
es mal fundado. O

El lema anterior asegura que T3~ (Y, X, (én)new, C) refleja apropiadamente
al conjunto NCx. El siguiente lema asegura que cualquier perturbaciéon de una
base de Schauder normalizada suficientemente pequena es una base de Schauder

equivalente a la original.

Lema 4.28. Sean X un espacio de Banach con base de Schauder y (e, )new una
base de Schauder normalizada de X con constante basica K > 1. Si (Yn)new €S

una sucesion en X, tal que para cualquier n € w,

1
n— Ynl||< 72—n—27
20— ynll< 5~

entonces (en)necw €5 una base de Schauder 2-equivalente a (Yn)new-

Demostracion. Sean X, (ep)necw ¥ (Yn)necw como en las hipotesis. Sea z € X y

(an)new la tnica sucesion tal que z = > .2 ae;. Para cualquier z € X y n € w,

1 n+1 n n+1 n
|an| = ]| Z ;e — Zaiei < Z a;e;l| + Zaiei
M li=0 i=0 i=0 i=0
o0
<2K |3 aei|| = 2K ||z

i=0
es decir, sup{|a,| : n € w} < 2K]||x]|.
Definimos U : X — X como U(Y oo aie;) = Y epai(€i — i), veamos que

esta serie converge, si x € X entonces

oo oo
Zai(ei —yi)|| <sup{lan|:n € w} Z(ei — i)
=0 i=0

o'} 1 00 L
< 2K Jo[>lles — will< 2Kl >0 27
=0 =0

1
=llall < llell
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Ademés es claro que U es lineal y por el teorema de la grafica cerrada es un
operador acotado, esta desigualdad ademas prueba que [|U||< 3 < 1. Ademés

tenemos que

SN |= [[dx |+ > U< [[Hdx ||+ Y U< 14+ ) 27" =2
1=0 =1 =1 =1

por el teorema 1.19. Esto implica que Y ;o U’ es una series absolutamen-
te convergente. Debido al teorema 1.18 sabemos que %(X) es un espacio de
Banach, por lo que el teorema 1.14 nos asegura que Zio Ul € B(X). Este
operador satisface que

iUZ(X) o(ldx—U) = f:UZ(X)—f: Ut = i(Ui—Ui'H)(X) — U9 = Idy
i=0 = ~ —

y

(Idx—U)o iUi(X) = iUi(X)*i Ut = i(ULU”l)(X) —U° = Idy

por lo que Y ;U es el operador inverso de Idx — U. Pero (Idx — U)(z) =
Socpaie; — yoeoai(ei — yi) = Yoico@iyi- Por lo que T = Idx — U es un
isomorfismo que satisface que para cada n € w, Te, = y,. Ademas ||T||<
I [HIU1IS 2 ¥ 152, VIS 2|71 2 - Bsto nos asegura que (4 )nca
es una base de Schauder, y por el teorema 1.99 es 2-equivalente a (e, )new. O

Teorema 4.29. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(én)new una base de Schauder normalizada de X. Entonces Y € NCx si y sdlo

st Tne (Y, X, (en)new) €s un drbol bien fundado.

Demostracion. Sean X, (en)new como en las hipotesis y Y € EBS .

Supongamos primero que Tnc(Y, X, (en)new) €s mal fundado. Sea t € w*,
si para cada [ € w, t [;€ Tyc (Y, X, (én)new), entonces (din41)(Y))new es t(0)-
equivalente a (en)new, lo que implica que T~ (Y, X, (én)new, t(0)) es mal fun-
dado, por lo X es isomorfo a un subespacio cerrado de Y, gracias al lema 4.27.
Esto demuestra esta implicacién por contrapositiva.

Supongamos ahora que existe un isomorfismo U : X — Y. Consideremos el
conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema de Kuratowski-Ryll-
Nardzewski {d,, : EBS — €(C) | n € w}. Como (ep,)new es base de Schauder es

claro que (U(eyp,))new también es base de Schauder de U[X], sea K su constante
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basica. Como {d,,(Y) :: n € w} es denso en Y, podemos considerar ¢ € w* tal que
para cada n € w, ||dyn) (Y)—=Ul(en)||< 527" 2. Por el lema 4.28 (dy(»)(Y))new
es equivalente a (U(en))necw, & su vez, (U(en))new €s equivalente a (€)new por
el teorema 1.98 esto muestra que (din)(Y))new ¥ (€n)new son equivalentes, por
lo que por el corolario 1.100, existe k£ € N tal que ambas son k-equivalentes.
Esto implica que para cualquier | € w, k7t ;€ Tnc(Y, X, (én)new). Lo que
demuestra por contrapositiva esta implicacion.

O

Lema 4.30. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y (en)new
una base de Schauder normalizada de X . Entonces la funcion ¢ : EBS — Ar(w)
definida como p(Y) = Tnc (Y, X, (en)necw) €s funcion de Borel.

Demostracion. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(én)new una base de Schauder normalizada de X. Sea (ng,...,n;) =t € w<¥
con ng > 1, es claro que para cualquier F' € F(w<%), F N {t} # & si y sdlo si
t € F. Por lo que

¢ By ={Y €EBS :t € Tno(Y, X, (en)new)} = Xi

PeroY € X; siy solosi (ny,...,n;) € Tne(Y, X, (en)new; Mo), lo cual ocurre
siy solo si (dn, (Y),...,dn,(Y)) € TR (Y, X, (€n)new, o), €s decir, si y solo si
(dn, (Y),...,dn, (Y),0,...) es ng-equivalente a (ep,...,€-1,0,...). Sean

E ={(zn)new € €(C)“ : (2n)new €s no-equivalente a (eq,...,e;-1,0,...)}
y fi:€(C)Y — F(C)¥ x X“(C) definida como
fl((yn)nGw) = ((yn)nGwa (607 ey €1, 07 cee ))

Es claro que para cualquier B C %(C¥) y C C X conjuntos de Borel,
7 BxC) = B,si(eq,...,e1-1,0,...) € C'y f; '[BxC] = @ en caso contrario,
por lo que f es funcion de Borel. Sabemos por el lema 4.19 que

E = {((yn)new; (2n)new) € €(C)* X XY : (Yn)new €s no-equivalente a (2, )new
es de Borel. Ademas es claro que

E = fl_l[E]
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Por lo que E; es de Borel. Consideremos (d,,, .. .,dn,) : EBS' — %(C)',
g1 : EBS — EBS' definida por f(Y) = (Y,...,Y) y h; : €(C)} — €(C)“ definida
por hi(mg,...,zi-1) = (20,.-.,21-1,0,...). Sabemos que estas funciones son de

Borel. Tenemos que
¢ Bl = g7t [(dnys ) 0B
por lo que go_l[B{t}] es de Borel. Esto prueba que ¢ es funcién de Borel. O

Teorema 4.31. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(én)new una base de Schauder normalizada de X . Entonces NCx es un conjunto

co-analitico.

Demostracion. Sean X y (en)new como en las hipotesis. Por el lema 4.30 sa-
bemos que ¢ : EBS — Ar(w) definida como ¢(Y) = Tne(Y, X, (€n)ncw) €s
funcion de Borel. Por el teorema 4.29 sabemos que f~![BF(w)] = NCx, y por

la proposicion 4.22 BF(w) es co-analitico. Por lo que NCx es co-analitico. [

4.3. Aplicaciones.

Esta secciéon esta dedicada a utilizar las propiedades de EBS, junto con
algunos otros resultados que ya conocemos, para obtener resultado sobre la
existencia de ciertos espacios de Banach universales.

El Libro escocés es un compedio de famosos problemas escrito en conjunto
por un grupo de mateméticos polacos. A mediados de la década de 1920 los
matemaéticos polacos comenzaban a formular los resultados por los que serian
ampliamente conocidos. Banach habfa ya publicado su tesis doctoral sobre los
espacios que llevan su nombre, y junto con Steinhaus, Mazur y Ulam, entre
otros hacian profundos avances en la teoria de estos espacios asi como en areas
relacionadas. Por su parte, Kuratowski y Sierpinski desarrollaban la teoria de
espacios polacos, asi como la teoria descriptiva de conjuntos a partir de esta.

Estos matemaéticos se reunian los sdbados de cada semana en la ciudad de
Ledpolis como parte de las actividades de la Sociedad Polaca de Matematicas
para realizar platicas sobre sus temas de investigacién y posteriormente acudian
va sea al Café Roma o al Café Escocés, a partir del cuél el libro toma su nombre,
para discutir. Las discuciones llevaban a problemas tan variados que en 1935
Banach decidi6 comprar un cuaderno para anotar los problemas que surgian.

Debido tanto a la notoriedad de sus colaboradores, asi como a la profundidad

de algunos de los problemas plasmados en él, el Libro escocés, y los problemas
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que recoge, han sido una fuente imporatnte de estimulo a la investigaciéon ma-
tematica, particularmente a partir de su publicacién en 1957.

El problema 49 propuesto por Banach y Mazur dice textualmente:

(Existe un espacio E de tipo (B) con la propiedad (W) que sea universal
para todos los espacios de tipo (B) con la propiedad (W)? Deberia investigarse
esta pregunta para las siguiente propiedades (W):

(1) El espacio es separable y débilmente compacto (esto es, se puede extraer
de toda sucesion acotada una subsucesion débilmente convergente).

(2) El espacio contiene una base (numerable).

(3) El espacio adjunto es separable.

A partir de las definiciones estudiadas en este trabajo podemos replantear
estas preguntas de la siguiente manera:

(1) Sea #; la clase de los espacios de Banach separables X tales que la
bola Bx es débilmente compacta. ;jExiste un espacio universal para .#; que
pertenezca a 17

(2) Sea .73 la clase de los espacios de Banach con base de Schauder. jExiste
un espacio universal para %> que pertenezca a o7

(3) Sea #3 la clase de los espacios de Banach con dual separable. j Existe un
espacio universal para %3 que pertenezca a %37

A lo largo de esta secciéon vamos a dar respuesta a cada una de estas pre-
guntas. La pregunta (2) ya ha sido respondida, debido a que €(C) tiene una
base de Schauder, el teorema de Banach-Mazur responde a esta pregunta afir-
mativamente. Las preguntas (1) y (3) se responden en los corolarios 4.41 y 4.42
respectivamente, al final del capitulo.

Es una bonita coincidencia que la teoria que utilizamos para dar respuesta
a un problema planteado por este grupo de mateméticos polacos parta de dos
teorias de las cuales los miembros de este grupo son fundadores y contribuyentes
centrales: la teoria de espacios de Banach y la teoria descriptiva de conjuntos.

Como pudimos apreciar en la secciéon anterior, una herramienta importante
para estudiar a EBS son los arboles. Debido a cualquier arbol bien fundado T
tiene un orden o(T), y a que la imagen de NCy bajo la funcion ¢ que le asocia
a X el arbol Tne(Y, X, (en)new) €s el conjunto de los arboles bien fundados,
podemos anadir a las herramientas para estudiar EBS la teoria de ordinales a
través del 6rden de estos arboles.

El siguiente es un lema que comienza a llevarnos por este camino.

Teorema 4.32 (Teorema de acotamiento para relaciones bien fundadas sobre
N). Sea < una relacion bien fundada sobre Ny analitica en N x N con la
topologia del producto. Entonces p(<) < wy.
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Demostracion. (Kunen) Sea < como en las hipotesis. Para aligerar la notacion
a lo largo de esta prueba vamos a denotar para cualquier sucesion s a s, = s(n).
Siendo < € A x A analitico, debido al corolario 3.10 existe una funcién continua
f:N = N x N tal que f[N] =<. Consideremos la grafica de f, es decir:

F={(z,y,2) eN?: f(z) = (z,y)}

Es sencillo mostrar que este conjunto es cerrado en A3 con la topologia
del producto. Sea ((Zn, Yn, 2n))necw Una sucesion convergente en F' y (x,y, z) su
punto de convergencia. Entonces debido a que las proyecciones son continuas
tenemos que z, — 2y (Zn,yn) — (2,y). Debido a lo primero y a la continui-
dad de f tenemos que (z,,yn) = f(zn) — f(2), por lo que f(z) = (z,y), es
decir (x,y,2) € F, por lo que F es cerrado.

Definimos

S C U (WS X (WS9)™ x (WS¥)"
new
de la siguiente manera, (s,s’,s”) € S si y solo si

1) para cada ¢ < long(s) = long(s’) = long(s"”) existen t,t',t" € N tales que
S() C 1, $'() C ¥, 5() ' y F(t") = (1,1,

2) para cada i < long(s), s(i) = s'(i + 1).

Definimos <* C S x S como (s, s’,s") <* (t,t',t") si

i) long(t) < long(s), long(t') < long(s’) y long(t") < long(s”).

ii) Para cada i < long(t), t() € s(@), t/(i) € s'(2) y t"(3) C " (i).

Veamos que <* es bien fundada. Supongamos lo contrario, entonces sabemos

podemos encontrar una sucesion en S, ((sn, s,,, $ir ) )ncw tal que para cada n € w,

(Sn+17 5ln+17 5Z+1) <* (5n7 S/nv Sln)

Es claro que para cada n € w, long(s,) = long(s),) = long(s]!) > n. Consi-
deremos i € Wy (Sn+i())new; (s n_H( i))new ¥ (8"in1i(i))new sucesiones en w<*.
Debido a para cada n € w, (8p41,5),,1,5n41) <* (8n,5;,5),) tenemos que para
cada n € w, sp41(i) C sn(i), 57,11(1) € s7,(0) ¥ s5141(1) S s;(i). Esto implica
que i = Uney Sn14(0) € N, = Unew 8t a(i) €Ny 22 = ey 5144(0) € V.

Por la primera propiedad de S podemos considerar para cada n € w,
tn, th, t € N tales que s, () C tp, s, (1) Ctl,, sin(i) Ctry f(&7) = (tn,t],). Vea-
mos que (L, th, t) — (z;, 2%, 2!). Sea U C N un abierto tal que (x;, 2}, z!) €
U, por ser la topologia del producto existen Uy, Uy, Us C N abiertos tales que
x; € Uy, 2 € Us, x} € Us y Uy x Uy x U3 C U. Debido a la proposicion 2.23,

existen mi,mo,m3 € w tales que Cy,jpm, S Ur, Cotjmy, € Uz y Coyjm U3,

I\/ N

3
luego sean ki, ko, ks € w tales que long(sg,+:(2)) > mq, long(sk,+i(7))



154 CAPITULO 4. ESPACIOS UNIVERSALES DE BANACH.

y long(sg,+i(i)) > mg, esto implica que para cualquier n € w tal que n >
méx{ky, k2, k3} tenemos que

C

Spti(1) ccC () cC, cU;

Ski+i ilmy =

analogamente es claro que C’S;’H(Z—) CUyy CS’TZ+71(1') C Us.

Como ademaés t,,4; € C, ) tn € C’S/Mﬁ(i) vty € Cyr (i), entonces tenemos

n+i (1 i +i
que (tn,t,,t) € U, esto prueba que la sucesion converge a (x;, z;, /). Debido

a que F es cerrado esto implica que x; < . Pero ademas si ¢ > 1,

vy = shpii) = | snsili — 1) = 24,
new new
debido a la segunda propiedad de S. Esto implica que para cada i € w, x;41 < x;,
lo cual implica que {x; : i € w} no tiene elementos minimales, por lo que < no
es bien fundada. Esto es una contradiccién, por lo que <* es bien fundada.

Es claro que la cardinalidad de S es numerable, por lo que debido a la
proposicion 2.44 p(<*) < w;. Ahora vamos a construir una funciéon mondtona
¢ : T2\ {@} — S. Sean (z,y) €<, podemos considerar z,, € N tal que
f(zay) = (2,9).

Sea s € T, si long(s) = 1 definimos ¢(s) = &, si n = long(s) > 1 definimos

@(5) = <(3(1) |n7 5(0) ‘na Z5(1),5(0) |'rb) > (5(2) |n7 3(1) |na 25(2),s(1) |n) Y

(50— 1) Js 501 — 2) s Zogo 1) s(02) ) )

Es claro que ¢(s) € Sy que si s* C s entonces p(s) <* ¢(s*). Esto implica por
la proposicion 2.46 que p[T< \ {@}] < p(9) < wy.

Por tltimos veamos que p(<) < p[T<\{2}]. Sea x € N, vamos a mostrar que
() € T satisface que p<(z) < pr_((x))). Esta prueba procede por induccion,
supongamos que para cualquier y € N tal que y < z, tenemos que p<(y) <
pr. ((y)), definimos s, = 7 y. Sea y < x, sabemos que (z) C s, y que s, € T,
ademés tenemos que si (y) C ¢ entonces s, C s,°t € T, es claro que p(t) <

=

p(s, t) por lo que
p((y)) =sup{p(t) + 1: (y) C t} <sup{p(s;t) +1:(y) St}

< sup{p(t) +1: s, C t} = p(sy).

Esto implica que
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p=<(x) =sup{p<(y) +1:y <z} =sup{pr_((y)) +1:y < =}
<sup{pr,(sy) +1:y <z} <sup{pr.(t) +1: (x) St} = pr_((x)).

Esto deja en claro que p(<) < p[T<\{@}] < w1, lo que termina la prueba. O

Corolario 4.33 (El teorema de acotamiento para BF(w)). Sea A C BF(w) un

conjunto analitico, entonces sup{o[T]: T € A} < w;.

Demostracion. Sea A C BF(w) un conjunto analitico, consideremos la relacion
<*C Ar(w) x w<* definida como (7,t) <* (S,s)siysolosiT =S € A, s,t €T
ysCt.

Veamos que < es analitica. Sea f : Ar(w) — Ar(w)? definida como f(T) =
(T, T), sabemos que si U x V es un elemento basico de la o-algebra de Ar(w)?,
entonces f; 1[U x V] =UNV, por lo que f; es funcion de Borel, lo que implica
que

JIA] = {(T,$) € (Ar())* : T = S € A}
es un conjunto analitico y por lo tanto que
B ={(T,t,5,s) € (Ar(w) x w~¥)?: T =S c A}
también lo es. Sabemos ya que
{(T,t) € Ar(w) x w<¥ : t €T}

es un elemento de la o-algebra de Ar(w) x w<“. Por lo que

C={(T,t,8,s) € (Ar(w) x w<“)?:t € TAs €S}
<)

es un elemento de la o-algebra de (Ar(w) x w<*)? y por lo tanto un conjunto

analitico. Por altimo

{(t,s) € (W<¥)?:5Ct}
es un conjunto abierto en (w<*)? por tener la topologia discreta. Por lo que
D ={(T,t,S,s) € (Ar(w) x w<*)?: s C t}
es un conjunto analitico. Como

<*>=BNCND
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entonces <* es una relacion analitica. Gracias al teorema 3.7 y a que claramente
w<¥ x A es un espacio de Borel estdndar, podemos considerar f : N — w<% x A
continua y suprayectiva. Entonces (f, f) : N? — (w<* x N')? es funcién de Borel
por lo que < = (f, f)7[<*] es un conjunto analitico.

Debido a que A C BF(w) sabemos que <* es bien fundada. Esto a su vez
implica que < es bien fundada, pues si < no fuera bien fundada existiria (2, )new
sucesion en N tal que para cada n € w, (zp41,%,) € <, por lo que para cada
n € w, (f(xni1), f(zn)) € <*, lo cual contradice el hecho de que <* es bien
fundada.

Por el teorema anterior p(<) < wy, pero f~1: w<¥ x A — N es monétona,
por lo que p(<*) < p(<) < wi. Sea n = p(<*) < wy. Para cada T € A,
fr: T — w<¥ x A definida como fr(t) = (t,7) es mondtona, por lo que para
cada T € A, o(T) < n, esto implica que sup{o(T) : T € A} < n < w;y. Lo que

termina la prueba. O

El siguiente es un teorema de Bourgain [Bou80| cuya prueba nos alejaria
demasiado del objetivo de esta secciéon, sin embargo, contamos ya con la teoria

suficiente para entender su importancia.

Teorema 4.34 (Bourgain). Sean X un espacio de Banach real con base de
Schauder y (€n)new una base de Schauder normalizada de X con constante
bdsica K. Entonces para cada o < wy existe un espacio de Banach real reflexivo
R, (X) tal que

o[TNc(Ra(X), X, (en)new, 2K)] > a

Como ultimo prerrequisito necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.35. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder, (en)new
una base de Schauder normalizada de X yY € NCx. Entonces para cualquier
Cc>1,

o[Tne (Y, X, (en)new; C)] < o[Tnc (Y, X, (en)new)]

Demostracion. Sean X 'y (ep)new como en las hipotesis. Consideremos
(Yo, yn) € T (Y, X, (en)new, C), como (Yo,...,Yn,0,...) es C-equivalente
a (eg,...,en,0...). Esto implica que para cada i < n, C~! < [|y;||< C. De-
bido a que las normas de los elementos de esta base estan acotadas, podemos
considerar la base de Schauder normalizada {”Z—EH, el m} y asegurar que es
C-equivalente a {yo,...,Yn}-

Consideremos el conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema
de Kuratowski-Ryll-Nardzewski {d,, : EBS — ¢(C) | n € w}, y K la constan-

te basica de (e,)necw, definamos para cada i < n, m; € w tal que ||dn, (V) —
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Hz—ln\|< sere 2”2, Sabemos entonces que (dp, (Y), ..., dm, (Y),0,...) es base
de Schauder 2-equivalente a {%, e ||§Z|| } Esto implica que

(dme(Y),...ydm, (Y),0,...) es 2-equivalente a {ﬁ, R HZ—“H} y por lo tanto
2C?-equivalente a (e, )new. Por lo que para cualquier k > 2C2, (my, ..., m,) €

Tne(Y, X, (en)new, k). Esto define cualquier k > 2C? una funcién

Pk - T]T/C(Y; X7 (en)nEwa C) — TNC(K X7 (en)nEwa k)

monétona. Esto implica que para cualquier k > 2C?,

O[TX/C(K X, (en)netm C)] < O[TNC(K X, (en)nEcm k)}

A suvezsit € Tne(Y, X, (en)new, k) entonces kKt € Tne(Y, X, (én)new) 1o
que también define una funcién monotona

Ui Tne (Y, X, (en)new, k) = Tne (Y, X, (en)new)
por lo que
o[Tne (Y, X, (en)new, k)] < o[Tne (Y, X, (en)new)]-
Ambas desigualdades implican el resultado. O

El resultado mas importante de esta tesis es el siguiente:

Teorema 4.36 (Bossard). Sean X un espacio de Banach real con base de Schau-
der y A € SHEBS) tal que para cada Y € EBS reflerivo existe Z € A tal que
Z =Y. Entonces existe X' € A\ NCyx.

Demostracion. Consideremos X y A como en las hipotesis. Sea (€, )ne, una
base de Schauder normalizada de X. Sabemos por el teorema 4.20 que

{(Y,Z) € Subs(X) x Subs(X): Y = 7}

es un conjunto de Borel, en particular es analitico. Es claro que EBS x A es

analitico, ademéas sabemos que

{(Y,Z) €EBS xEBS : (Y 2 Z) A (Z € A)}
= {(Y,Z) e EBSxEBS : Y = Z} N (EBS x A)

por lo que es un conjunto analitico. Sea

A~ ={Y € EBS:3Z € A (Y = Z)}.
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Si p; : EBS x EBS — EBS esta definida como p; (X1, X2) = X3, entonces

pil{(Y,Z) €EBSxEBS : (Y 2 Z) A (Z € A)}] = A=

por lo que este conjunto es analitico.

Veamos que A~ ¢ NCx. Supongamos lo contrario, consideremos la funcion
© : EBS — Ar(w) definida como ¢(Y) = Tne (Y, X, (en)new). Al ser ¢ funcion
de Borel y ser A~ analitico, entonces ¢[A~] es un conjunto analitico. Debido
a que A~ C NCx, tenemos que p[A~] C p[NCx| = BF(w). Por lo que por el

corolario 4.33 sabemos existe un ordinal n < w; tal que
sup{o[p(Y)]: Y € A~} <.
Pero por el teorema 4.34 existe R, (X) € A~ y K > 1 tal que
o[Txe(Ry(X), X, (en)new, 2K)] > 1
esto implica por el lema que
o[Tne(Ry(X), X, (en)new)] > n

lo cual es una contradiccion. Por lo tanto A~ ¢ NCx, sea Y € A~ \ NCyx,
entonces existe X’ € A tal que X’ 2 Y, es evidente que X’ ¢ NCx. O

Considerando X = %(C) en el resultado anterior tenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 4.37. Sea A € X1(EBS) tal que para cada Y € EBS reflezivo existe
Z € A tal que Z 2Y . Entonces existe X € A universal.

Corolario 4.38 (Bourgain). Sea X espacio de Banach real universal para la

clase de los espacios de Banach separables reflexivos, entonces X es universal.

Demostracion. Sea X como en las hipotesis. Sabemos por la proposiciéon 4.13
que
{(Z,Y)e FX)xF(X):ZCY}

es Borel, en F(X) x F(X), por lo que
{(Z,Y)€e EBSXEBS: ZCY}
es de Borel, como ademas

{(Z,X) € EBSxEBS: ZC X} ={(Z,Y) € EBSxEBS : Z C Y}NEBS x{X}
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entonces considerando la proyeccion p; : EBS x EBS — EBS tenemos que
pl{(Z,X) e EBSXEBS: ZC X}|={Z€EBS:ZC X}

es un conjunto analitico que cumple las hipotesis del corolario anterior. Por lo

tanto existe X’ C X universal, lo que implica que X es universal. O

Debido al corolario 1.55, la clase de los espacios de Banach separables y
reflexivos esta contenida en la clase %3, esto implica que si un espacio de Banach
es universal para la segunda clase es universal para la primera. Esta observaciéon
junto con el corolario anterior nos permiten concluir el siguiente resultado.

Corolario 4.39. Sea X espacio de Banach real separable universal para Zs,

entonces X es universal.

Debido al teorema de Banach-Alaoglu si X es un espacio de Banach y
Qs : X* — X™* es el encaje canénico entonces By« es compacta con la
topologia inducida por Q.[X*]. Mas atn, si X es reflexivo, entonces por el
teorema 1.50 X* también es reflexivo por lo que Q.[X*] = X**, por lo que
Bx -« es compacta en la topologia débil, como ademéas @ : X — X** es un
isomorfismo entre espacios de Banach, entonces Bx es compacta en la topologia
débil de X.

Esto demuestra que la clase de los espacios de Banach separables y reflexivos
esté contenida en .. Esto junto con el corolario 4.38 nos permiten concluir el

siguiente resultado.

Corolario 4.40. Sea X espacio de Banach real separable para 1, entonces X
es universal.

Nuestros ultimos resultados, corolarios inmediatos de los dos resultados pre-
vios, nos ofrecen las respuestas buscadas. Szlenk pudo probar estos resultados
utilizando una herramienta innovadora en su momento, el hecho de que hayamos
podido demostrar varios resultados considerablemente mas generales es testigo

de la elegancia y el poderio de la teoria que hemos desarrollado.

Corolario 4.41 (Szlenk). No existe un espacio de Banach real separable que

pertenezeca a F1 y sea universal para Fi.

Corolario 4.42 (Szlenk). No existe un espacio de Banach real separable que

pertenezca a F3 y sea universal para Fs.

Para terminar este capitulo quisiéramos exponer por qué esta linea de inves-
tigacion no sélo ha ofrecido poderosos resultados, sino que atn ofrece preguntas
abiertas.
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La codificacion de cada espacio de Banach separable como un punto del
espacio EBS es estandar hoy en dia. Casi todas las clases de espacios de Banach
separables han sido analizadas con esta herramienta y su complejidad en la
jerarquia de Borel ha sido calculada. A pesar de esto, resulta interesante que si

bien se ha mostrado que el conjunto
S ={X € EBS: X tiene una base de Schauder}

es un conjunto analitico, atn no se sabe si ademés es un conjunto de Borel.
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