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Introducción.

Las áreas del conocimiento que un estudiante de la licenciatura en mate-
máticas de la UNAM puede conocer no son escasas. La amplia oferta de ma-
terias permite que los estudiantes puedan conocer muchas facetas del campo
del conocimiento que hoy conocemos con el nombre genérico de ‘matemáticas’
y eventualmente escoger el campo que sea de su mayor agrado. Sin embargo,
la estructura que las materias tienen dentro del plan de estudios fomenta muy
poco que los estudiantes puedan relacionar los conocimientos que adquieren en
sus diversos cursos. A su vez, no es común encontrar profesores que enfaticen
la relación entre las diversas áreas, lo cual puede llevar a la impresión de que
lo único que nos permite englobarlas bajo un mismo campo del conocimien-
to es su metodología: definiciones abstractas y formales, y a partir de ellas un
razonamiento lógico deductivo que culmina en afirmaciones generales.

Sin embargo, los vínculos entre las diversas áreas de las matemáticas están
al descubierto. Es difícil no percatarse de que las construcciones abstractas de
sumas directas, cocientes, acciones de grupo, teoría de módulos, etc., del ál-
gebra son utilizadas en muchas otras ramas de las matemáticas. Tampoco es
complicado percibir que la axiomatización de la teoría de conjuntos junto con el
estudio de las operaciones conjuntistas básicas, la teoría de recursión y la teoría
de órdenes tienen una inmensa aplicabilidad. Sólo por poner dos ejemplos de los
muchos que existen.

El análisis matemático y más en particular el análisis funcional es un bello
ejemplo (además de mi favorito) de un área que se presta a establecer conexiones
con muchas otras. Es evidente que el análisis funcional, y aún más en específico
la teoría de espacios de Banach, utiliza recurrentemente resultados de álgebra,
en particular de álgebra lineal. Pero también recurre enormemente a la topología
general, y por tanto, a la teoría de conjuntos. En agradecimiento los espacios de
Banach nos ofrecen un conocimiento más profundo de los espacios de dimensión
infinita estudiados en álgebra, así como de los espacios de funciones continuas
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6 INTRODUCCIÓN

de enorme importancia en la topología, junto con muchas otras aplicaciones.
Esto convierte a la teoría de espacios de Banach en un hermoso lugar para

estudiar la interacción entre diversas áreas de las matemáticas. No es de sor-
prenderse que la historia de la teoría de estos espacios contribuya a explicar esta
virtud. Podemos fechar el nacimiento de esta teoría aproximadamente en 1920,
cuando Stefan Banach presenta su tesis doctoral. Las ideas de Cantor y Zermelo
sobre la teoría de conjuntos estaban en el ambiente, así como la investigación en
topología de Hausdorff y los trabajos en análisis de Baire, Borel y Lebesgue. Por
su parte es a partir de la definición general ofrecida por Banach que el estudio de
espacios vectoriales generales pudo cohesionar los resultados del álgebra lineal.

También es de particular interés para nuestro trabajo el desarrollo de una
teoría que en el mismo período histórico y en el mismo país, Polonia, era de
suma relevancia: la teoría descriptiva de conjuntos. Esta teoría tiene las mismas
influencias que ya hemos mencionado para la teoría de espacios de Banach, pero
surge de manera más temprana en los trabajos de Baire, Borel y Lebesgue. Su
desarrollo fue continuado en Rusia por Lusin y Suslin a partir de una famosa
escena en la que Suslin se percata de un error en un artículo de Lebesgue el cual
dio lugar al estudio de los conjuntos analíticos. Otros importantes investigadores
en esta área son los polacos Sierpiński, Kuratowski y Tarski, en honor a los cuales
se nombro a los espacios polacos.

Los paralelismos entre estas dos teorías no se reducen a sus influencias y a su
coincidencia histórica y geográfica. El punto de partida de ambas son los espacios
completamente metrizables, aunque la primera teoría estudia adicionalmente la
estructura de espacio vectorial, mientras que la segunda toma un enfoque más
topológico al considerar la propiedad de separabilidad.

A partir de la reflexión planteada en los primeros párrafos de nuestra intro-
ducción. Nuestra intención es mostrar como partiendo de las herramientas que
ofrece la teoría de espacios de Banach, y de los métodos y resultados de la teoría
descriptiva de conjuntos, podemos construir un poderoso marco teórico que le
haga justicia a la relación que ya de por sí existe entre ambas teorías.

El objetivo de la tesis es construir lo que llamamos El espacio de Borel
de los espacios de Banach separables, estudiar sus principales propiedades
y mostrar cómo su estudio ofrece profundos resultados.

Para poder realizar este objetivo lo primero que necesitamos es conocer las
propiedades básicas de los espacios de Banach, los teoremas fundamentales de
la teoría que los estudia y analizar algunas clases de espacios de Banach impor-
tantes, como los espacios separables, los espacios reflexivos y los espacios con
bases de Schauder. Así como introducir las topologías débiles y los resultados
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que éstas ofrecen. Este desarrollo da lugar a nuestro primer capítulo.
También es necesario desarrollar la teoría que nos permitirá conocer nues-

tros objetos de estudio. Para esto se discuten los conceptos básicos con los que
trabaja la teoría descriptiva. Por una parte, los espacios polacos junto con sus
propiedades básicas así como su estrecha relación con los conjuntos Gδ, estos úl-
timos sirven como introducción al concepto de conjunto de Borel y a la jerarquía
de Borel. Por otra parte, estudiaremos el concepto de árbol, el cual resulta ser
una herramienta sumamente versátil. Para ejemplificar la importancia de esta
herramienta se demuestra un resultado referente a la cardinalidad de los espacios
polacos, el cuál utiliza en su demostración esta herramienta. También se desa-
rrollan algunos resultados sobre ciertas clases específicas de árboles que serán
necesarios en el resto del trabajo. Esto constituye nuestro segundo capítulo.

Nuestro tercer capítulo profundiza en algunos temas de la teoría descriptiva.
Por una parte se analizan los conjuntos analíticos los cuales son necesarios para
estudiar el espacio que nos proponemos construir. Además se estudian los espa-
cios de Baire, los cuales ofrecen resultados que permiten comprender el estrecho
vínculo que existe entre la teoría de espacios de Banach y la teoría descripti-
va. Por último, se introduce la estructura Effros-Borel, estructura indispensable
para la construcción que buscamos.

En el último capítulo recopilamos la teoría desarrollada para construir el
espacio de Borel de los espacios de Banach separables. Primero se muestra que,
en un sentido informal, C (C) contiene a cualquier espacio de Banach separable
como un subespacio. Posteriormente, a través de la estructura Effros-Borel, se
le da una estructura de σ-álgebra al conjunto de subespacios cerrados de C (C).
Esta construcción nos permite pensar a cualquier espacio de Banach como un
punto de este espacio. De manera que, otra vez informalmente, se reduce toda
la categoría de los espacios de Banach separables a un conjunto. Más aún, la
σ-álgebra de este conjunto es tan similar a la topología de un espacio polaco,
que podemos estudiarlo a través de las herramientas de la teoría descriptiva.

La tesis concluye exponiendo una aplicación de los resultados obtenidos so-
bre este espacio que permite responder a la pregunta 49 del Libro Escocés. El
Libro Escocés es un famoso libro de problemas propuestos por un grupo de ma-
temáticos polacos el cual frecuentaban varios de nuestros protagonistas: Banach,
Mazur, Sierpiński, Kuratowski, entre otros. Sugiriendo que las coincidencias no
existen, son las teorías desarrolladas por estos brillantes matemáticos polacos
trabajando en coordinación las que nos permite solucionar la pregunta por ellos
mismos planteada.





Capítulo 1

Teoría de espacios de Banach.

1.1. Espacios normados y espacios de Banach.

En este capítulo se desarrollará la teoría básica sobre los espacios de Banach
necesaria para el resto del texto. Comenzamos así con algunas definiciones, y
introducimos la notación pertinente. En este texto se trabajará únicamente con
espacios vectoriales sobre el campo de los números reales o de los números
complejos y se denotará con F z cualquiera de estos dos campos. Para denotar
a un escalar en algunos de estos dos campos se utilizarán las primeras letras del
alfabeto latino: a, b, c ∈ F, excepto en el caso en el caso de que haya notación
específica estándar como en los parámetros: t y s, o en el de radios de vecindades:
ε y δ. Procedemos entonces con nuestra primera definición.

Definición 1.1. Sea V un espacio vectorial real o complejo, decimos que V es
un espacio normado si está equipado con una función norma

||.||: V → R

donde denotamos a ||.||(v) por ||v||.
Esta función cumple con las siguientes propiedades:
(a) Para cada v ∈ V , ||v||≥ 0.

(b) Para cada v ∈ V , ||v||= 0⇔ v = 0.

(c) Para cada v ∈ V y para cada a ∈ F, ||av||= |a|||v||.
(d) Para cada v, w ∈ V , ||v + w||≤ ||v||+||w||.

Una noción relacionada a la de espacio vectorial normado es la de espacio
métrico.

9



10 CAPÍTULO 1. TEORÍA DE ESPACIOS DE BANACH.

Definición 1.2. Sea X un conjunto, decimos que X es un espacio métrico si
está equipado con una función métrica

d : X ×X → R

donde denotamos a d((x, y)) por d(x, y).
Esta función cumple con las siguientes propiedades:
(a) Para cada x, y ∈ X, d(x, y) ≥ 0.

(b) Para cada x, y ∈ X, d(x, y) = 0⇔ x = y.

(c) Para cada x, y ∈ X, d(x, y) = d(y, x).

(d) Para cada x, y, z ∈ X, d(x, z) ≤ d(x, y) + d(y, z).

Si además cada sucesión de Cauchy según la métrica d es una sucesión con-
vergente con esta métrica, decimos que d es una métrica completa y (X, d) es
un espacio métrico completo.

Es fácil ver que cualquier norma induce una métrica d en el espacio V en el
que está definida, de la siguiente manera:

d : V × V → R

d(v, w) = ||v − w||.

Así, un espacio normado es un espacio que tiene tanto estructura de espacio
vectorial como estructura de espacio métrico, y ambas estructuras se respetan
entre sí.

Algunos ejemplos clásicos de espacios normados son:
(a) F, Fn, utilizando las operaciones y la norma usual.
(b) C [a, b], el conjunto de funciones continuas del intervalo [a, b] en R con

las operaciones usuales y la norma ||f ||= sup{|f(x)| : x ∈ [a, b]}.
(c) `∞, el conjunto de las sucesiones reales o complejas acotadas, utilizando

las operaciones usuales y la norma ||(xn)n∈N||= sup{|xn| : n ∈ N}.
(d) `p, p ∈ (0,∞) el conjunto de las sucesiones reales o complejas tales que

la serie formada por la p-ésima potencia de sus elementos converge, utilizando
las operaciones usuales y la norma ||(xn)n∈N||= (

∑∞
n=1|xn|p)

1/p.

Definición 1.3. Un espacio de Banach es un espacio vectorial normado donde
la métrica inducida por su norma es una métrica completa.

A lo largo de este capítulo denotaremos a los espacios de Banach con las letras
X, Y , Z y a sus elementos por las respectivas letras minúsculas: x, y, z ∈ X.
Mientras que se reservarán las letras V yW para espacios vectoriales normados,
así como sus respectivas minúsculas para elementos de los mismos.
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Todos los ejemplos mencionados arriba de espacios normados son también
espacios de Banach, aunque en general no todo espacio normado es un espacio
de Banach, tal y como el conjunto Q con la estructura de espacio vectorial sobre
sí mismo ilustra.

Una tercera noción relacionada con las dos anteriores es la de espacio topo-
lógico.

Definición 1.4. Sean X un conjunto y τ ⊆ P(X), decimos que τ es una
topología para X si se cumplen las siguientes propiedades:

(a) ∅, X ∈ τ .
(b) Si A1, A2 ∈ τ entonces A1 ∩A2 ∈ τ .
(c) Si {Ai : i ∈ I} ⊆ τ para algún conjunto de índices I, entonces

⋃
i∈I

Ai ∈ τ .

Si τ es una topología para X decimos que (X, τ) es un espacio topológico.

Todo espacio métrico es un espacio topológico cuya base es el conjunto de
bolas abiertas con radio arbitrario y centro en cualquier elemento del espacio:

Br(x) = {y ∈ V : d(x, y) < r}.

En los espacios normados la topología generada por estas bolas es llamada
la topología de la norma. Denotaremos por BV a la bola unitaria del espacio V ,
es decir,

BV = {v ∈ V : ||v||≤ 1}

y por SV a su frontera.

Proposición 1.5. Sea V un espacio normado.
(a) La operación suma + : V × V → V es continua.
(b) La operación producto de vectores por escalares · : F×V → V es continua.

Corolario 1.6. Sea V un espacio normado. Las operaciones de suma con un
vector fijo y producto por un escalar fijo son homeomorfismos, es decir:

(a) Para cada v ∈ V , +v : V → V definida como +v(w) = v + w es un
homeomorfismo.

(b) Para cada a ∈ F \ {0}, ·a : V → V definida como ·a(w) = aw es un
homeomorfismo.

La demostración de esta proposición es evidente a partir de las propiedades
(c) y (d) de la definición de espacio normado. La demostración del corolario es
inmediata observando que las funciones +−v y ·a−1 son las funciones inversas
de +v y ·a respectivamente, y por la proposición 1.5 son continuas.
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Hasta este momento sólo hemos introducido las propiedades básicas que rela-
cionan las estructuras de espacio vectorial, espacio métrico y espacio topológico.
Durante el resto del texto seguiremos explorando la relación entre estos tres ti-
pos de estructura y algunas estructuras adicionales que incorporaremos más
adelante como las σ-álgebras. Sin embargo, aún no hemos encontrado alguna
propiedad, más allá de su definición, que haga particulares a los espacios de
Banach.

En lo que sigue vamos a estudiar con detenimiento estos espacios a través
de distintos tipos de sucesiones. Es decir, funciones que tienen como dominio al
conjunto de los naturales, con respecto a este conjunto establecemos la siguiente
notación:

ω = {α : α es un ordinal finito} = {0, 1, 2, . . . , n, . . . }

N = {1, 2, 3, . . . , n, . . . } = ω \ {0}.

Para estudiar las propiedades propias de los espacios de Banach vamos a
comenzar estudiando las propiedades de los espacios métricos completos. Una
útil caracterización de éstos se puede dar a partir de los siguientes conceptos.

Definición 1.7. Sea (X, d) un espacio métrico, definimos la función
diam : P(X)→ R ∪ {∞}, el diámetro de cualquier subconjunto, como

diam(B) = sup{d(x, y) : x, y ∈ B}

si B 6= ∅. En el caso en que B = ∅, establecemos que diam(B) = 0.
Además, si {Bn ⊆ X : n ∈ N} es una sucesión de conjuntos que satisface

que
ĺım
n→∞

diam(Bn) = 0,

decimos que la familia tiene diámetro desvanescente.

Teorema 1.8. Sea X un espacio métrico. X es completo si y sólo si cualquier
familia {Bn ⊆ X : n ∈ N} de diámetro desvaneciente de conjuntos cerrados no
vacíos anidados tiene intersección no vacía.

Demostración. Sea X un espacio métrico completo y {Bn ⊆ X : n ∈ N} un
sucesión de diámetro desvaneciente que satisface que para cada n ∈ N, Bn es
cerrado no vacío y Bn+1 ⊆ Bn. Como cada Bn es no vacío podemos construir
una sucesión (xn)n∈N tal que para cada n ∈ N, xn ∈ Bn. Es claro que si k ∈ N
y n ≥ k entonces xk ∈ Bk ⊆ Bn.
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Veamos que esta sucesión es de Cauchy. Consideremos una ε > 0, como
ĺımn→∞ diam(Bn) = 0, entonces existe N ∈ N tal que si n ≥ N , diam(Bn) < ε.
Si n,m ≥ N , como xn, xm ∈ BN entonces d(xn, xm) < ε. Esto demuestra que
(xn)n∈N es una sucesión de Cauchy, y como X es un espacio métrico completo
existe x ∈ X tal que xn −→ x.

Sea k ∈ N, entonces la subsucesión (xn+k)n∈N está contenida en Bk y al ser
subsucesión también converge a x. Como Bk es cerrado entonces x ∈ Bk. Esto
demuestra que x ∈

⋂
k∈NBk, por lo que esta intersección es no vacía.

Sea (X, d) un espacio métrico y (xn)n∈N una sucesión de Cauchy. Definimos
para cada m ∈ N, Am = {xn : n ≥ m} y Bm = cl(Am). Veamos que para
cada n ∈ N, diam(An) = diam(Bn). Sea y ∈ Bn y ε > 0, entonces existe y′ ∈
An ∩Bε(y), es decir d(y, y′) < ε y y′ ∈ An. Esto muestra que para cualesquiera
y, z ∈ Bn, d(y, z) ≤ d(y, y′) + d(y′, z′) + d(z′, z) < ε+ diam(An) + ε. Por lo que
diam(Bn) ≤ diam(An). La desigualdad diam(An) ≤ diam(Bn) es clara pues
An ⊆ Bn. Esto demuestra la igualdad.

Veamos además que ĺımn→∞ diam(An) = 0. Sea ε′ > 0, como (xn)n∈N es
de Cauchy existe N ∈ N tal que si n,m ≥ N entonces d(xn, xm) < ε′/2, esto
muestra que diam(An) ≤ ε′/2 < ε′.

Por hipótesis esto implica que
⋂
k∈NBk es no vacío, sea x ∈

⋂
k∈NBk y

veamos que xn −→ x. Sea ε′′ > 0 y M ∈ N tal que diam(BM ) < ε′′, como
x ∈ BM y AM ⊆ BM esto implica que para cualquier n ≥M , d(xn, x) < ε′′.

La siguiente parte de esta sección introductoria está dedicada a mostrar un
resultado específico de los espacios de Banach y que es la clave para una buena
parte de su teoría.

Primero necesitamos establecer la notación que utilizaremos. Sean
A,B ⊆ V , C ⊆ F y c ∈ F, definimos los conjuntos

cA = {cv : v ∈ A}

C ·A = {cv : c ∈ C, v ∈ A}

A+B = {v + w : v ∈ Ay w ∈ B}

−A = {−x : x ∈ A}.

Además necesitamos la siguiente definición:

Definición 1.9. Sea V un espacio vectorial.
(a) A ⊆ V es convexo si para cada v, w ∈ V y para cada t ∈ [0, 1] tenemos

que (tv + (1− t)w) ∈ A.
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(b) A ⊆ V es absorbente si para cada v ∈ V existe sv > 0 tal que para toda
t < sv se satisface que v ∈ tA.

Ejemplos inmediatos de conjuntos convexos son los subespacios vectoriales de
cualquier espacio vectorial y las bolas de radio arbitrario centradas en cualquier
punto. Por otra parte, es sencillo mostrar que toda vecindad del origen es un
conjunto absorbente. Las siguientes son propiedades básicas de las nociones que
acabamos de introducir y las enunciamos sin prueba.

Proposición 1.10. Sea V un espacio vectorial sobre F.
(a) A ⊆ V es convexo si y sólo si para cualquier t, s > 0 se tiene que

tA+ sA = A.
(b) Si B ⊆ A, entonces para cada a ∈ F se cumple que aB ⊆ aA.
(c) Si A ⊆ V es convexo entonces −A es convexo.
(d) Si A es una familia de subconjuntos convexos de V entonces

⋂
A es

convexo.
(e) Si A,B,C,D son subconjuntos de V tales que A ⊆ C y B ⊆ D entonces

A+B ⊆ C +D.
(f) Si A,B ⊆ V , A es absorbente y A ⊆ B, entonces B es absorbente.
(g) Si V es un espacio normado y A ⊆ V es convexo, entonces cl(A) es

convexo.

Teorema 1.11. Sea X un espacio de Banach y sea A ⊆ X convexo, absorbente
y cerrado, entonces A es vecindad del origen.

Demostración. Sean X y A como en las hipótesis. Consideremos B = A ∩ −A.
Sabemos entonces que B es convexo y B = −B. Como B ⊆ A es suficiente
mostrar que B es vecindad de 0.

Dado que A y −A son absorbentes, entonces B es absorbente por lo que
B es no vacío. Veamos que int(B) 6= ∅, supongamos lo contrario, esto nos
permite construir recursivamente una sucesión de la siguiente manera: Como B
es cerrado y tiene interior vacío entonces para cada n ∈ N, nB es un cerrado de
interior vació por lo que X \ nB es abierto y denso. Siendo así sea C1 una bola
cerrada de radio menor o igual a 1 contenida en X \B. Sea n ∈ N, supongamos
que existen C1, . . . , Cn bolas cerradas tales que para i ∈ {1, . . . , n}, Ci es de
radio menor o igual a 1

i , si i ≤ j entonces Cj ⊆ Ci y que Ci ⊆ X \ iB. Como
X \ (n+ 1)B es un conjunto abierto y denso entonces (X \ (n+ 1)B) ∩ int(Cn)

es un abierto no vacío, por lo que podemos encontrar una bola cerrada Cn+1

contenida en este conjunto de radio menor o igual a 1
n+1 .

Tenemos entonces una sucesión de bolas cerradas anidadas no vacías de
diámetro desvaneciente, como X es de Banach por el teorema 1.8, existe
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x ∈
⋂
n∈N Cn luego para cada n ∈ N x 6∈ nB lo que es una clara contradic-

ción con el hecho de que B es absorbente. Por tanto int(B) 6= ∅. Por último,

0 ∈ 1

2
int (B) +

1

2
(− int (B)) ⊆ 1

2
B +

1

2
(−B) =

1

2
B +

1

2
B = B

de donde 1
2 int (B)+ 1

2 (− int (B)) es una vecindad del origen contenida en B.

La última parte de esta sección presenta la notación y las herramientas
necesarias para dar una caracterización de los espacios de Banach en términos
de series.

El siguiente resultado resume algunas propiedades básicas de las series:

Proposición 1.12. Sean V y W espacios normados. Entonces se satisfacen las
siguientes propiedades:

(a) Si (
∑n
i=1 vi)n∈N es una serie convergente en V entonces vn −→ 0.

(b) Si (
∑n
i=1 vi)n∈N y (

∑n
i=1 wi)n∈N son series convergentes en V enton-

ces (
∑n
i=1(vi + wi))n∈N también es convergente y

∑∞
i=1(xi + yi) =

∑∞
i=1 xi +∑∞

i=1 yi.
(c) Si (

∑n
i=1 vi)n∈N es convergente en V y a ∈ F, entonces (

∑n
i=1 avi)n∈N

es convergente y
∑∞
i=1 avi = a

∑∞
i=1 vi.

(d) Si (
∑n
i=1 vi)n∈N es convergente en V y T : V →W es un operador lineal

y continuo, entonces (
∑n
i=1 T (vi))n∈N converge y (

∑∞
i=1 T (vi)) = T (

∑∞
i=1(vi)).

(e) Si (
∑n
i=1 vi)n∈N es una serie convergente, entonces ||

∑∞
i=1 vi||≤

∑∞
i=1||vi||.

Es importante observar que el converso de (a) es falso y que en (e) no nece-
sariamente (

∑n
i=1||vi||)n∈N es convergente.

Como se adelantó, los espacios de Banach permiten una rica teoría sobre la
series centrada principalmente en el siguiente concepto:

Definición 1.13. Sea V un espacio normado, una serie (
∑n
i=1 vi)n∈N es abso-

lutamente convergente si (
∑n
i=1||vi||)n∈N converge.

Teorema 1.14. Sea V un espacio normado. V es un espacio de Banach si y
sólo si toda serie absolutamente convergente converge.

Demostración. Sea V un espacio normado
Supongamos que V es de Banach. Sea ε > 0 y sea (

∑n
i=1 vi)n∈N una serie

absolutamente convergente, luego la serie de sus normas es de Cauchy por lo
que existe N ∈ N tal que para cada n,m ≥ N∣∣∣∣∣

m∑
i=1

||vi||−
n∑
i=1

||vi||

∣∣∣∣∣ < ε
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pero entonces suponiendo, sin pérdida de generalidad, que n ≤ m∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

vi −
n∑
i=1

vi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

m∑
i=n+1

vi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

m∑
i=n+1

||vi||=
m∑
i=1

||vi||−
n∑
i=1

||vi||< ε

de donde la sucesión de sumas parciales es de Cauchy y como V es de Banach,
converge.

Supongamos ahora, para demostrar por contrapositiva, que V no es de Ba-
nach, sea entonces (xn)n∈N una sucesión de Cauchy en V que no converge.
Por ser de Cauchy podemos encontrar para toda i ∈ N un natural ni tal
que para cada n,m ≥ ni, ||xn − xm||< 2−i, refinando de ser necesario pode-
mos suponer que para cada i ∈ N ni < ni+1, como la sucesión es de Cauchy
y no es convergente, esta subsucesión tampoco puede ser convergente. Con-
sideremos ahora la serie

(∑m
i=1

(
xni+1

− xni
))
m∈N como para cada m ∈ N,∑m

i=1(xni+1 − xni) = xnm+1 − xn1 la serie no puede converger, sin embargo
es absolutamente convergente pues

∑∞
i=1||xni+1 − xni ||<

∑∞
i=1 2−i = 1.

1.2. Operadores lineales entre espacios norma-
dos.

Es una práctica común en matemáticas que una vez definida una estruc-
tura, ésta se estudie a través de las funciones que la preservan. Las funciones
que preservan la estructura de espacio vectorial son llamadas transformaciones
lineales, como en este caso tenemos más estructuras que la de espacio vectorial,
quisiéramos que nuestras funciones fueran transformaciones lineales y además
tuvieran otra propiedad, por ejemplo, la de ser continuas.

Sin embargo, como ya se habrá experimentado, en muchas ocasiones demos-
trar la continuidad de una función no es tarea sencilla. En su lugar en el contexto
de espacios normados se definen los operadores acotados cuya definición resulta
ser equivalente a la de transformación lineal y continua. La clave se encuentra
en apreciar que la noción usual de función acotada no resulta apropiada en este
contexto pues la única transformación lineal que es una función acotada es la
transformación cero: supongamos que T es una transformación lineal entre dos
espacios normados, si no fuera la transformación cero entonces existiría v ∈ V ,
tal que ||T (v)||6= 0 luego para cualquier real positivo r∣∣∣∣∣∣∣∣T ( r + 1

||T (v)||
v

)∣∣∣∣∣∣∣∣ = |r + 1| ||T (v)||
||T (v)||

> r

por lo que T no puede ser una función acotada. Por esta razón nuestra definición
es distinta.
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Definición 1.15. Sean V y W espacios normados, decimos que un operador
lineal T es un operador acotado de V en W si la imagen de conjuntos acotados
es acotada, es decir, si para cada B ⊆ V acotado, T [B] es acotado.

Denotamos al conjunto de todos los operadores acotados de V en W por
B(V,W ) y si V = W simplemente por B(V ).

También para simplificar la notación escribimos Tx en lugar de T (x). El
siguiente resultado, cuya demostración puede ser consultada en [Meg98] (p. 25),
muestra la relevancia de este concepto en este contexto.

Teorema 1.16. Sean V y W espacios normados y T : V → W un operador
lineal. Entonces las siguientes propiedades son equivalentes:

(a) T es un operador acotado.
(b) T es continuo.
(c) T es continuo en 0.
(d) T es continuo en algún punto v ∈ V .
(e) T es uniformemente continuo.
(f) Para alguna vencindad U de 0, T [U ] es acotado en W .
(g) Existe un número real no negativo M tal que para toda v ∈ V se cumple

que ||Tv||≤M ||v||.
(h) sup{||Tv||: v ∈ BV } es finito.

Un ejemplo inmediato de un operador acotado surge al considerar V = W y
para cualquier a ∈ F, el operador Tv = av.

Se sabe que el conjunto de todas las transformaciones lineales entre dos
espacios puede ser dotado de estructura de espacio vectorial. Con esta estructura
es sencillo mostrar que el conjunto de operadores acotados es un subespacio
vectorial. Otra propiedad sumamente importante de este conjunto es que puede
ser dotado de estructura de espacio normado de la siguiente manera:

Proposición 1.17. Sean V y W dos espacios normados. La función
||·||: B(V,W )→ R definida como

||T ||= sup{||Tv||: v ∈ BV }

es una norma en B(V,W ). Además se satisface que

ı́nf {M ≥ 0 : ∀v ∈ V (||Tv||≤M ||v||)} = sup{||Tv||: v ∈ BV }

= sup{||Tv||: v ∈ SV } = sup
{
||Tv||
||v||

: v ∈ V \ {0}
}
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Esta función sólo está bien definida para los operadores acotados según afir-
ma el inciso (g) del teorema 1.16.

Teorema 1.18. Sean V yW espacios normados. SiW es un espacio de Banach,
entonces B(V,W ) también lo es.

El anterior teorema nos da una descripción del comportamiento de la norma
de los operadores con respecto a la suma y el producto por un escalar, el siguiente
resultado describe el comportamiento de la norma con respecto a la composición
de operadores.

Teorema 1.19. Sean V1, V2 y V3 espacios vectoriales normados, T1 : V1 → V2

y T2 : V2 → V3 operadores normados acotados entonces T2 ◦ T1 es acotado y
||T2 ◦ T1||≤ ||T2||||T1||.

Demostración. Sean V1, V2, V3, T1 y T2 como en las hipótesis. Sea v ∈ V1

entonces

||(T2 ◦ T1)(v)||= ||T2
(
T1(v)

)
||≤ ||T2||||T1(v)||≤ ||T2||||T1||||v||

lo que demuestra el resultado.

Es común en matemáticas que posterior a introducir las funciones que pre-
servan la estructura bajo estudio, se le otorgue un nombre especial a aquellas
funciones que tienen alguna propiedad adicional, en particular las funciones que
tienen una función inversa que también preserva la estructura son muy estudia-
das y regularmente reciben el nombre de isomorfismos, en este texto preferimos
utilizar este nombre en general para los operadores acotados inyectivos. La si-
guiente definición deja en claro cómo se utilizarán los nombres:

Definición 1.20. Sean V y W espacios normados y T : V → W un operador
acotado.

(a) T es un isomorfismo o isomorfismo de espacios normados si es inyectivo
y su inverso definido de T [V ] en V es continuo en su dominio.

(b) T es una isometría lineal o isomorfismo isométrico si para toda v ∈ V ,
||Tv||= ||v||.

(c) Decimos que V es isomorfo a W si existe un isomorfismo suprayectivo
U de V en W . Decimos que V y W son isométricamente isomorfos si U es
isomorfismo isométrico suprayectivo.

Finalmente, denotamos el hecho de que V sea isomorfo a W por V ∼= W .
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El siguiente resultado muestra una evidente relación entre los conceptos pre-
viamente definidos junto con una manera útil de asegurar que un espacio es de
Banach.

Teorema 1.21. Sean V y W espacios normados y T : V → W un operador
acotado.

(a) Si T es un isomorfismo isométrico entonces T es un isomorfismo.
(b) Si V es de Banach y T es un isomorfismo, entonces T [V ] es de Banach.

1.3. Tres teoremas fundamentales.

Esta sección está dedicada a demostrar tres teoremas básicos en el estudio
de los espacios de Banach. Para poder demostrarlos necesitamos un lema el cual
requiere a su vez un poco de trabajo previo.

Definición 1.22. Sea V un espacio vectorial. Una seminorma es una función
p : V → R que satisface las siguientes condiciones:

(1) Para cada v ∈ V y cada a ∈ F, p(av) = |a|p(v).
(2) Para cualquier v, w ∈ V , p(v + w) ≤ p(v) + p(w).

Es sencillo mostrar que una seminorma sólo toma valores no negativos pues
tenemos que p(0) = p(0 · 0) = 0p(0) = 0 y además p(0) = p(x − x) ≤ p(x) +

p(−x) = 2p(x). De donde se sigue que la única propiedad que diferencia a las
normas de las seminormas es que las segundas sí pueden tomar el valor cero
en un vector distinto del origen. En términos de la topología que generan esto
significa que las vecindades del origen pueden ser extremadamente grandes pues
todos los puntos de norma cero, los cuales definen evidentemente un subespacio,
quedan contenidos en cualquiera de ellas.

Necesitamos también la siguiente definición:

Definición 1.23. Sean V un espacio normado y f una función de V en los
reales no negativos. Decimos que f es numerablemente subaditiva si para toda
serie (

∑n
i=1 vi)n∈N convergente en V tenemos que f (

∑∞
n=1 vn) ≤

∑∞
n=1 f (vn).

Proposición 1.24. Sea V un espacio normado y p una seminorma sobre él, si
p es continua entonces es numerablemente subaditiva.

Demostración. Sean V y p como en las hipótesis. Consideremos (
∑n
i=1 vi)n∈N

una serie convergente y m ∈ N, por las propiedades de seminorma tenemos
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p (
∑m
n=1 vn) ≤

∑m
n=1 p (vn), pero las seminormas sólo toman valores no ne-

gativos de donde p (
∑m
n=1 vn) ≤

∑∞
n=1 p(vn). Como m es un natural arbitra-

rio, todos los elementos de la serie están acotados por lo que p (
∑∞
n=1 vn) ≤∑∞

n=1 p (vn) utilizando la continuidad de p.

El resultado converso, que es el lema que necesitamos, tiene una prueba más
laboriosa y una hipótesis adicional.

Lema 1.25 (Lema de Zabreiko). Sean X un espacio de Banach y p una semi-
norma numerablemente subaditiva sobre él, entonces p es continua.

Demostración. Sean X y p como en las hipótesis. Nuestro objetivo princi-
pal es mostrar que p es continua en 0 y para esto definimos el conjunto
G = {x ∈ X : p(x) < 1}. El primer paso es mostrar que G es absorbente y
convexo. Sea t > 0 entonces tG = {x ∈ X : p(x) < t} utilizando las propiedades
de la seminorma. Luego para cada x ∈ X, p(x) < t implica que x ∈ tG por lo
que G es absorbente. Consideremos ahora x, y ∈ G y t ∈ [0, 1] entonces

p(tx+ (1− t)y) ≤ tp(x) + (1− t)p(y) < t+ (1− t) = 1

de donde G es convexo. Por tanto cl(G) es cerrado, absorbente y convexo. Luego
por el teorema 1.11 existe ε > 0 tal que Bε(0) ⊆ cl(G).

El siguiente paso es mostrar que existe s > 0 tal que para cada x ∈ X, ||x||< ε

implica que p(x) < s. Sea x ∈ X tal que ||x||< ε, vamos a definir por recursión
una sucesión tal que para cada n ∈ N, xn ∈ 2−n+1G y ||x−

∑n
j=1 xj ||< 2−nε.

Como x ∈ Bε(0) ⊆ cl(G) entonces existe x1 ∈ G tal que ||x − x1||<
2−1ε. Supongamos definido el punto xm con las propiedades mencionadas, co-
mo ||x−

∑m
j=1 xj ||< 2−mε entonces (x−

∑m
j=1 xj) ∈ 2−mBε(0) ⊆ 2−m cl(G) =

cl(2−mG), luego existe xm+1 ∈ 2−(m+1)+1G tal que ||x−
∑m+1
j=1 xj ||< 2−(m+1)ε.

Tenemos entonces que para cada n ∈ N, p(xn) < 2−n+1 y x =
∑∞
n=1 xn por

lo que p(x) = p (
∑∞
n=1 xn) ≤

∑∞
n=1 p (xn) <

∑∞
n=1 2−n+1 = 2 de aquí que s = 2

funcione.
Esto muestra que p es continua en 0 ya que si t > 0 y ||x||< ε ts entonces

|| stx||< ε por lo que p(x) < t. Ahora observemos que si x, y ∈ X entonces
p(x)− p(y) ≤ p(x− y) y p(y)− p(x) ≤ p(x− y). Luego |p(x)− p(y)| ≤ p(x− y)

lo que claramente implica que |p(x) − p(y)| ≤ |p(x − y) − p(0)| de donde la
continuidad en cualquier punto x ∈ X es inmediata.

Con este resultado podemos demostrar el primero de los teoremas funda-
mentales, sólo nos falta definir el concepto central del resultado.
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Definición 1.26. Sean X y Y espacios topológicos, f : X → Y es una función
abierta si para cualquier U ⊆ X abierto en X, f [U ] ⊆ Y es abierto en Y .

Teorema 1.27 (Teorema del mapeo abierto). Sean X, Y espacios de Banach
y T : X → Y un operador lineal acotado y suprayectivo. Entonces T es una
función abierta.

Demostración. Sean X, Y y T como en las hipótesis. Demostremos primero que
T [int(BX)] es abierto. Comenzamos definiendo p(y) = ı́nf{||x||: x ∈ X,Tx = y}
para cada y ∈ Y , quisiéramos mostrar que esta función cumple las hipótesis del
lema de Zabreiko. Si y ∈ Y y a ∈ F\{0}, entonces

p(ay) = ı́nf{||x||: x ∈ X,Tx = ay} = ı́nf{||ax||: x ∈ X,Tx = y}

= |a| · ı́nf{||x||: x ∈ X,Tx = y} = |a|p(y).

En el caso en que a = 0, la ecuación es trivial: p(0y) = 0 = 0p(y). Esto prue-
ba que p cumple la primera propiedad de la seminorma. Supongamos ahora
que (

∑n
i=1 yi)n∈N es una serie convergente. Si

∑∞
n=1 p(yn) diverge a infinito la

subaditividad numerable de p sería trivial, supongamos entonces que esta can-
tidad es finita.

Sea ε > 0 podemos encontrar una sucesión (xn)n∈N en X tal que para cada
n ∈ N, Txn = yn y ||xn||< p(yn) + 2−nε, de donde

∑∞
n=1||xn||≤

∑∞
n=1 p(yn) + ε

por lo que la serie converge absolutamente.
ComoX es de Banach, (

∑n
i=1 xi)n∈N converge y T (

∑∞
n=1 xn) =

∑∞
n=1 Txn =∑∞

n=1 yn por lo que p (
∑∞
n=1 yn) ≤ ||

∑∞
n=1 xn||≤

∑∞
n=1||xn||≤

∑∞
n=1 p(yn) + ε.

Como ε era arbitrario tenemos p (
∑∞
n=1 yn) ≤

∑∞
n=1 p (yn).

Esto muestra la subaditividad de p. Si consideramos y1, y2 ∈ Y podemos
construir la sucesión (yn)n∈N que satisface para cada n ≥ 3, yn = 0 enton-
ces por lo demostrado previamente sabemos que p(y1 + y2) ≤ p(y1) + p(y2)

lo que demuestra la segunda propiedad de la seminorma. Habiendo verifica-
do las hipótesis, p es continua por el lema de Zabreiko. Al tener la igualdad
T [int(BX)] = {y ∈ Y : p(y) < 1}, sabemos entonces que T [U ] es abierto en Y .

Para el caso general sea U un abierto no vacío en X y x ∈ U , luego existe
δ > 0 tal que x + δ int(BX) ⊆ U de manera que Tx + δT [int(Bx)] ⊆ T [U ] por
lo que T [U ] es abierto.

Corolario 1.28 (Teorema del mapeo inverso). Sean X, Y espacios de Banach y
T : X → Y un operador lineal acotado y biyectivo, entonces T es un isomorfismo
suprayectivo.
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Sea T una familia de operadores entre dos espacios normados V y W .
Decimos que T es acotada puntualmente si para cada v ∈ V , el conjunto
{Tv : T ∈ T } es acotado. Decimos que T es uniformemente acotada si para
todo B ⊆ V acotado

⋃
T∈T

T [B] es acotado. Es claro que una familia puntual-

mente acotada no necesariamente es uniformemente acotada pues si T es un
operador no acotado, entonces el conjunto {T} es puntualmente acotado pero
no lo es uniformemente. Naturalmente uno puede preguntarse qué hipótesis son
suficientes para que esta implicación sea válida. El siguiente resultado, que es
una aplicación directa del lema de Zabreiko, afirma que es suficiente suponer
que cada operador de la familia es acotado y que todos tienen como dominio el
mismo espacio de Banach.

Teorema 1.29 (Principio de acotamiento uniforme). Sean X un espacio de
Banach, V un espacio normado y T una familia no vacía de operadores acotados
de X en V , si para toda x ∈ X sup{||Tx||: T ∈ T } es finito, entonces sup{||T ||:
T ∈ T } es finito.

Demostración. Sean X, V y T como en las hipótesis. Supongamos que
para toda x ∈ X, sup{||Tx||: T ∈ T } es finito, entonces podemos definir
p : X → R como p(x) = sup{||Tx||: T ∈ T }. Obsérvese que si a ∈ F y
x ∈ X, tenemos p(ax) = sup{||T (ax)||: T ∈ T } = sup{|a|||Tx||: T ∈ T } =

|a| sup{||Tx||: T ∈ T } = |a|p(x).
Consideremos T ∈ T y (

∑n
i=1 xi)n∈N una serie convergente en X, entonces

||T (
∑∞
i=1 xi)||= ||

∑∞
i=1 (Txi)||≤

∑∞
i=1||(Txi)||≤

∑∞
i=1 p (xi) y esto implica que

p (
∑∞
i=1 xi) ≤

∑∞
i=1 p (xi). De nuevo, considerando una sucesión tal que para

toda n ≥ 3, xn = 0 tenemos que p(x1 + x2) ≤ p(x1) + p(x2). Esto muestra que
p cumple con las hipótesis del lema de Zabreiko por lo que es continua.

Sea ε = 1 entonces existe δ > 0 tal que para toda x ∈ X ||x||< δ implica que
p(x) < 1 por lo que si x ∈ BX entonces p(x) < 1/δ, esto significa que para toda
T ∈ T y para toda x ∈ BX , ||Tx||< 1/δ lo que permite concluir que para toda
T ∈ T se cumple que ||T ||< 1/δ.

El último teorema fundamental es el siguiente:

Teorema 1.30 (Teorema de la gráfica cerrada). Sean X,Y espacios de Banach
y T : X → Y un operador lineal con la siguiente propiedad:

Toda sucesión (xn)n∈N en X que satisface que:
(1) existe x ∈ X tal que xn → x, y
(2) existe y ∈ Y tal que Txn → y

permite concluir que Tx = y. Entonces T es acotado.
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Demostración. Sean X, Y y T como en las hipótesis. Sea
p : X → R definida por p(x) = ||Tx||, es claro que p es una seminorma. Sea
(
∑n
i=1 xi)n∈N una serie convergente en X, si

∑∞
i=1||Txi|| converge, como Y es

de Banach entonces (
∑n
i=1 Txi)n∈N converge. Es claro que

(1)
∑n
i=1 xi −→

∑∞
i=1 xi y

(2)
∑n
i=1 Txi −→

∑∞
i=1 Txi

por lo que T (
∑∞
i=1 xi) =

∑∞
i=1 Txi, esto implica que p (

∑∞
i=1 xi) ≤

∑∞
i=1 p(xi).

Obsérvese que en el caso en que
∑∞
i∈N||Txi|| no converja, es decir, sea infinita,

esta desigualdad es inmediata. Esto prueba que p cumple las hipótesis del lema
de Zabreiko por lo que es continua. Sea así U vecindad de 0 ∈ X tal que p[U ]

es acotado, entonces T [U ] es acotado, luego por el teorema 1.16 sabemos que T
es acotado.

En ocasiones los operadores que cumplen con las hipótesis del teorema 1.30
son llamados mapeos cerrados, razón por la cual este teorema recibe su nombre.
Se puede mostrar que esta noción de mapeo cerrado es distinta a la definición
topológica estándar de función cerrada.

1.4. El espacio dual.

Uno de los conceptos más ricos en la teoría de los espacios de Banach es el de
espacio dual. En álgebra lineal se define el espacio dual de un espacio vectorial
V como el conjunto de transformaciones lineales con dominio V y con imagen
en el campo sobre el que el espacio está definido. Como ha quedado en evidencia
en las páginas anteriores, la norma es una de las herramientas centrales para
estudiar un espacio de Banach, de manera que los elementos del espacio dual
que serán de nuestro interés serán aquellos sobre las cuales se pueda definir una
norma.

La siguiente definición está motivada por esta discusión.

Definición 1.31. Sea V un espacio normado, el espacio dual de V es el conjun-
to B(V,F). Denotamos a B(V,F) por V ∗, llamamos a sus elementos funcionales
lineales acotadas y los denotamos por v∗, w∗ ∈ V ∗.

El espacio dual algebraico de V es el conjunto
{f : V → F | f es una transformación lineal}, lo denotamos por V #, y a sus
elementos por v#, w# ∈ V # .

Se puede probar que si V es un espacio normado de dimensión infinita y W
no es el espacio trivial entonces existe T : V → W operador lineal no acotado,
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de manera que si V es de dimensión infinita V ∗ 6= V # por lo que la distinción
es relevante.

Nuestra primera tarea es establecer la estructura del espacio dual.

Teorema 1.32. Sea V un espacio normado, entonces la norma del operador le
otorga a V ∗ estructura de espacio de Banach.

Este teorema por su simplicidad nos ofrece un excelente método para cons-
truir una gran cantidad de espacios de Banach.

Si bien en el caso de espacios de dimensión finita es sencillo demostrar que el
espacio dual es isomorfo al espacio original, aún no tenemos elementos que nos
permitan analizar los espacios duales en el caso general. El primer paso para
resolver este problema lo proporciona el siguiente teorema.

Teorema 1.33. Sea V un espacio complejo normado y sea Vr el espacio nor-
mado real correspondiente.

(a) Sea f una funcional lineal compleja acotada sobre V y sea u = Re f su
parte real, entonces u es una funcional lineal real acotada sobre Vr y para toda
v ∈ V se tiene que

f(v) = u(v)− iu(iv).

(b) Sea u una funcional linea real acotada sobre Vr, entonces existe una única
funcional lineal compleja acotada f sobre V tal que u = Re f , f está dada por
la fórmula en (a).

(c) Sea f una funcional lineal compleja sobre V y u = Re f . Entonces f
es una funcional lineal acotada en V si y sólo si u es una funcional lineal real
acotada en Vr. Si alguna es acotada entonces ||f ||= ||u||.

Demostración. Comencemos con (a). Sean V , f y u como en las hipótesis. Sa-
bemos que para cada a ∈ C a = Re (a)− iRe (ia), por lo que si v ∈ V entonces

f(v) = Re (f(v))− iRe (if(v)) = Re (f(v))− iRe (f(iv)) = u(v)− iu(iv)

y si v, w ∈ V y r ∈ R

u(rv + w) = Re
(
rf(v) + f(w)

)
=

Re
(
ru(v)− ir(u(iv)) + u(w)− iu(iw)

)
= ru(v) + u(w).

Esto demuestra el primer enunciado.
Prosigamos con (b). Sean V y u como en las hipótesis. Definamos f : V → F

como f(v) = u(v)− iu(iv). Sean a ∈ C y v, w ∈ V entonces
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f(av + w) = u(av)− iu(iav) + u(w)− iu(iw) =

u(Re(a)v) + u(i Im(a)v)− iu(iRe(a)v)− iu(− Im(a)v) + u(w)− iu(iw) =

Re(a)u(v) + Im(a)u(iv)− iRe(a)u(iv) + i Im(a)u(v) + u(w)− iu(iw) =

au(v)− ai(u(iv)) + u(w)− iu(iw) = af(v) + f(w)

por lo que f es una funcional lineal compleja. Si f ′ es una funcional lineal com-
pleja tal que Re f ′ = u entonces por el inciso anterior para cada v ∈ V f ′(v) =

u(v)−iu(iv) = f(v) por lo que f es única. Esto demuestra el segundo enunciado.
Terminemos con (c). Sean V , f y u como en las hipótesis. Definimos para

cada v ∈ V , av ∈ C tal que avf(v) es un real positivo y |av| = 1, es claro que
tal escalar siempre existe. Luego, para cada v ∈ V , |u(v)| ≤ |f(v)| = f(avv) =

u(avv) por lo que

sup{|u(v)| : v ∈ V } ≤ sup{|f(v)| : v ∈ V } =

sup{f(avv) : v ∈ V } = sup{u(avv) : v ∈ V } ≤ sup{|u(v)| : v ∈ V }

de donde sup{|u(v)| : v ∈ V } = sup{|f(v)| : v ∈ V }. A partir de esta igualdad
el enunciado del inciso (c) es inmediato.

Utilizando este teorema podemos presentar una de las piezas claves para
estudiar los espacios duales:

Teorema 1.34 (Teorema de Hahn-Banach). Sean V un espacio normado,
W un subespacio de V y f0 : W → F una funcional lineal acotada. Entonces
f0 puede ser extendida a una funcional con dominio V con la misma norma, es
decir, existe f : V → F tal que f |W = f0 y ||f ||= ||f0||.

Demostración. Sean V , W y f0 como en las hipótesis. Con base en el teore-
ma 1.33, podemos en lo que sigue considerar primero la estructura de V como
espacio vectorial real y posteriormente pasar al caso complejo, sea entonces
u0 = Re f0. El primer paso en la demostración es extender a u0 por medio de
funcionales lineales reales utilizando el lema de Zorn. En lo que sigue conside-
ramos la estructura de V como espacio vectorial real.

Sea U ≤ V subespacio de V y g : U → R funcional lineal real, durante el
resto de la prueba diremos que g extiende a u0 si W ≤ U , g|W = u0 y para cada
v ∈ U , g(v) ≤ ||u0||||v||. Consideremos

W = {g : U → R : g es funcional lineal real y g extiende a u0}.
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Definimos una relación � en W como g1 � g2 si y sólo si
g2|dom(g1)

= g1, entonces es inmediato que (W ,�) es un orden parcial. Sea
C ⊆ W una cadena y W ′ =

⋃
g∈C dom(g), dado que para cada v ∈ W ′ existe

g ∈ C tal que v ∈ dom(g), podemos definir h : W ′ → R como h(v) = g(v) con
g ∈ C y v ∈ dom g, como C es cadena h queda bien definida. Sean v, w ∈ W ′

y a ∈ R, luego existe g ∈ C tal que av + w está en su dominio de manera que
h(av+w) = g(av+w) = ag(v) + g(w) = ah(v) +h(w) por lo que h es funcional
lineal real. Es claro que si v ∈ W ′, h(v) = g(v) ≤ ||u0||||v||, que W ≤W ′ y que
h|W = u0 por tanto h ∈ W y por construcción para cada g ∈ C , g � h. Esto
muestra que toda cadena en W está superiormente acotada. Por lema de Zorn
existe u ∈ W elemento maximal.

Lo siguiente es mostrar que dom(u) = V , supongamos que domu es un
subespacio propio de V . Sea v ∈ V \ dom(u) y W1 = dom(u) + 〈{v}〉. Sean
w,w′ ∈ dom(u) tenemos que u(w)+u(w′) = u(w+w′) ≤ ||u||||w−v+w′+v||≤
||u||||w− v||+||u||||w′+ v|| por lo que u(w)− ||u||||w− v||≤ ||u||||w′+ v||−u(w′)

a partir de esto podemos concluir que

sup{u(w)− ||u||||w − v||: w ∈ domu} ≤ ı́nf{||u||||w + v||−u(w) : w ∈ domu}

por lo que podemos considerar t ∈ R tal que

sup{u(w)−||u||||w−v||: w ∈ domu} ≤ t ≤ ı́nf{||u||||w+v||−u(w) : w ∈ domu}.

Así definida t tiene propiedad de que para toda w ∈ dom(u),

u(w) + t ≤ ||u||||w + v||

y
u(w)− t ≤ ||u||||w − v||.

Si w,w′ ∈ dom(u) y a, a′ ∈ R son tales que w + av = w′ + a′v entonces
(a− a′)v = w′ − w ∈ dom(u) por lo que a = a′ y w = w′. Esto muestra que la
función u′ : W1 → R definida por u′(w + av) = u(w) + at está bien definida.

Si w + av, w′ + a′v ∈W1 y c ∈ R entonces

u′(c(w + av) + w′ + a′v) = u′
(

(cw + w′) + (ca+ a′)v
)

=

cu(w) + u(w′) + cat+ a′t = cu′(w + av) + u′(w′ + a′v).

Además si c > 0, u′(w + cv) = c
(
1
cu(w) + t

)
≤ c||u|||| 1cw+v||= ||u||||w+cv||

y u′(w − cv) = c
(
1
cu(w)− t

)
≤ c||u|||| 1cw−v||= ||u||||w−cv||. Esto muestra que

para toda w ∈ W1 u
′(w) ≤ ||u||||w||= ||u0||||w||, por otra parte W ≤ dom(u) ≤

W1 y u′|W = u|W = f0. Por tanto u′ ∈ W y u ≺ u′, lo cual contradice que u
sea elemento maximal en W . Esto nos permite concluir que domu = V .
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Obsérvese que si v ∈ V , −u(v) = u(−v) ≤ ||f0||||−v||= ||f0||||v|| por lo
que para cada v ∈ V , |u(v)| ≤ ||f0||||v|| esto implica que u es acotada y que
||u||= ||f0||. Hasta este momento hemos considerado sólo la estructura de espacio
vectorial real de V , pero por el teorema 11 inciso (b), podemos considerar una
funcional lineal compleja acotada f con la misma norma que u y que tenga a ésta
como su parte real. Esta f es la funcional buscada pues Re(f |W ) = (Re f)|W =

u|W = u0 invocando una vez más el mismo resultado sabemos que existe una
única funcional sobre W con esta propiedad de manera que f |W = f0 además
||f ||= ||u||= ||u0||= ||f0||.

La demostración de este teorema hace evidente la importancia del teorema
1.33. Lo que sigue son una serie de resultados cuya demostración es inmediata
a partir del teorema de Hanh-Banach y que muestran por qué este resultado es
la pieza clave para el estudio de los espacios duales.

Corolario 1.35. Sea V un espacio normado, sea W ≤ V un subespacio cerrado
propio de V , y v ∈ V \W , entonces existe v∗ ∈ V ∗ tal que ||v∗||= 1, v∗v =

d(v,W ) y W ≤ Ker v∗.

Demostración. Sean V ,W y v como en las hipótesis. DefinimosW1 = W+〈{v}〉
y f0 : W1 → F por f0(w + cv) = cd(v,W ), entonces f0 es una funcional
lineal con dominio W1 que cumple f0(v) = d(v,W ) y para cada w ∈ W

f0(w) = 0.
Si w ∈W y c 6= 0

|f0(w + cv)| = |c|d(v,W ) ≤ |c|||v −
(1

c
w
)
||= ||w + cv||.

Por lo que f0 es acotada y ||f0||≤ 1. Además d(v,W ) = |f0(w + v)| ≤
||f0||||(w + v)|| lo que implica que

d(v, w) ≤ ||f0||́ınf{||v − w||: w ∈W} = ||f0||d(v,W ).

Por tanto ||f ||= 1, y podemos extender f0 a v∗ ∈ V ∗ con las propiedades
requeridas.

Corolario 1.36. Sean V un espacio normado y v ∈ V \ {0}, entonces existe
v∗ ∈ V ∗ tal que ||v∗||= 1 y ||v||= v∗v.

Corolario 1.37. Sean V un espacio normado y v ∈ V entonces

||v||= sup{|v∗v| : v∗ ∈ BV ∗}.
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Demostración. Sean V y v como en las hipótesis. Si v = 0 la propiedad es
trivial, supongamos v 6= 0 entonces tenemos que para cada v∗ ∈ BV ∗ , |v∗v| ≤
||v∗||||v||= ||v||, por lo que ||v||≥ sup{|v∗v| : v ∈ BV ∗}. Por el corolario 32 sea
v∗ ∈ SV ∗ tal que y v∗v = ||v||. Por tanto ||v||= sup{|v∗v| : v ∈ BV ∗}.

Corolario 1.38. Sean V un espacio normado y v, w ∈ V \{0} tales que v 6= w,
entonces existe v∗ ∈ V ∗ tal que v∗v 6= v∗w.

Como ya se mostró, el espacio dual de cualquier espacio normado es un
espacio de Banach, esto representa en sí una herramienta de estudio muy prove-
chosa, sin embargo, este proceso puede replicarse volviendo a esta herramienta
aún más útil.

Definición 1.39. Sea V un espacio vectorial normado, el espacio doble dual de
V es el espacio de Banach (V ∗)∗, es decir, el espacio dual de V ∗, denotado por
V ∗∗. En general podemos definir el espacio n-ésimo dual V (n) recursivamente
como V (n+1) = (V (n))∗.

Análogamente se pueden definir los espacios n-ésimo duales algebráicos V ##

y V [n+1] = (V [n])#.

La primer línea de investigación que nos ofrece este nuevo concepto parte de
la existencia de la siguiente función:

Definición 1.40. Sean V un espacio normado y (V ∗)# el espacio dual alge-
braico de su espacio dual, definimos Q : V → (V ∗)# como

(
Q(v)

)
(v∗) = v∗v y

lo llamamos el encaje canónico.

Veamos que esta función tiene como imagen el espacio doble dual y que
además cumple otras propiedades importantes.

Teorema 1.41. Sean V un espacio normado y Q el encaje canónico. Entonces
para cada v ∈ V , Q(v) ∈ V ∗∗, Q es un isomorfismo isométrico y Q[V ] es cerrado
si y sólo si V es de Banach.

Demostración. Sean V y Q como en las hipótesis. Consideremos v ∈ V ,
v∗1 , v

∗
2 ∈ V ∗ y c ∈ F, entonces

(
Q(v)

)
(cv∗1+v∗1) = (cv∗1+v∗1)(v) = cv∗1(v)+v∗2(v) =

c
(
Q(v)

)
(v∗1) +

(
Q(v)

)
(v∗2), por lo que Q es lineal. Además ||Q(v)||=

sup{|Q(v)(v∗)| : v∗ ∈ BV ∗} = sup{|v∗v| : v∗ ∈ BV ∗} = ||v|| por el corolario
1.37. Si v ∈ KerQ entonces para toda v∗ ∈ V ∗, 0 = Q(v)(v∗) = v∗v, apelan-
do al corolario 1.36 esto significa que v = 0, por lo que Q es un isomorfismo
isométrico.

Por último, si Q[V ] es cerrado entonces es de Banach por ser un subespacio
de V ∗∗ de manera que por el teorema 1.21, V es de Banach. Si V es de Banach
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entonces Q[V ] es de Banach, luego es cerrado como subespacio de V ∗∗ por el
mismo teorema.

Habiendo construido este enorme universo conceptual, quisiéramos empezar
a descubrir algunas relaciones dentro de él, la primera conjetura que podemos
hacer es que si dos espacios normados son isomorfos sus duales lo serán. Lo que
sigue es un desarrollo que nos permite presentar este resultado elegantemente,
además de introducir conceptos que serán útiles más adelante.

Definición 1.42. Sean V , W espacios vectoriales normados y T : V → W un
operador lineal entre ellos, definimos el operador adjunto algebráico
T# : W# → V # como

(
T#(w#)

)
(v) = w#

(
T (v)

)
para w# ∈W# y v ∈ V .

Por lo confunso de la notación generalmente se denota v#v = 〈v, v#〉. Con
esta notación el adjunto algebráico queda definido por 〈v, T#w#〉 = 〈Tv,w#〉,
lo cual es visualmente más sugerente. Además el encaje canónico queda ilustra-
tivamente definido por 〈v∗, Q(v)〉 = 〈v, v∗〉.

Teorema 1.43. Sean V , W espacios vectoriales normados y T : V → W un
operador lineal, entonces T es acotado si y sólo si T#[W ∗] ⊆ V ∗. Si T es acotado
entonces T ∗ = T#|W∗ ∈ B(W ∗, V ∗) y ||T ||= ||T ∗||.

Demostración. Supongamos que T es un operador lineal acotado. Por el teorema
1.19 para toda w∗ ∈ W ∗ tenemos que T#w∗ : V → F es un operador lineal
acotado, por lo que T#w∗ ∈ V ∗.

Supongamos que T#[W ∗] ⊆ V ∗, sea A = T [BV ] y B = Q[A], si w∗ ∈ W ∗

entonces sup{w∗∗w∗ : w∗∗ ∈ B} = sup{w∗w : w ∈ A} = sup{w∗(Tv) : v ∈
BV } = sup{T#(w∗)v : v ∈ BV } = ||T#(w∗)|| esto implica por el principio
de acotamiento uniforme que sup{||w∗∗||: w∗∗ ∈ B} es finito. Como Q es un
isomorfismo esto implica que A es acotado, lo que implica por el teorema 12 que
T es acotado.

Supongamos una vez más que T es acotado, por lo anterior T#[W ∗] ⊆ V ∗

de manera que T#|W∗ = T ∗ es un operador lineal con imagen contenida en V ∗,
utilizando el corolario 1.37:

||T ||= sup{||Tv||: v ∈ BV } =

sup{sup{|〈Tv,w∗〉| : w∗ ∈ BW∗} : v ∈ BV } =

sup{|〈Tv,w∗〉| : w∗ ∈ BW∗ y v ∈ BV } =

sup{|〈v, T ∗w∗〉| : v ∈ BV y w∗ ∈ BW∗} =
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sup{sup{〈v, T ∗w∗〉} : v ∈ BV } : w∗ ∈ BW∗} =

sup{||T ∗w∗||: w∗ ∈ BW∗} = ||T ∗||.

Definición 1.44. Sean V , W espacios vectoriales normados y T : V → W un
operador lineal acotado entre ellos. Definimos el operador adjunto
T ∗ ∈ B(W ∗, V ∗) como 〈v, T ∗w∗〉 = 〈Tv,w∗〉 para w∗ ∈W ∗ y v ∈ V .

Teorema 1.45. Sean V y W espacios normados y T ∈ B(V,W ) un isomor-
fismo suprayectivo entre ellos, entonces T ∗ ∈ B(W ∗, V ∗) es un isomorfismo
suprayectivo. Si T es un isomorfismo isométrico entonces T ∗ también lo es.

Demostración. Sea w∗ ∈ KerT ∗ y v ∈ V entonces w∗v = 〈T
(
T−1v

)
, w∗〉 =

〈T−1v, T ∗w∗〉 = 0 lo que implica que w∗ = 0, es decir, T ∗ es inyectivo. Sea
v∗ ∈ V ∗, sabemos que v∗v = 〈v, v∗T−1T 〉 = 〈Tv, v∗T−1〉 = 〈v, T ∗v∗T−1〉 de
manera que T ∗(v∗T−1) = v∗ por lo que T ∗ es suprayectivo. Supongamos ahora
que para cada v ∈ V , ||v||= ||Tv||; entonces si w∗ ∈W ∗,

||T ∗w∗||= sup{〈v, T ∗w∗〉 : v ∈ BV } = sup{〈Tv,w∗〉 : v ∈ BV }

= sup{〈w,w∗〉 : w ∈ BW } = ||w∗||.

Hasta este punto hemos establecido los resultados básicos sobre el espacio
dual y hemos empezado a estudiar algunas de las relaciones entre este concepto
y otros previamente definidos. Lo primero que observamos es que el espacio dual
en el caso finito no presenta gran interés pues es fácilmente demostrable que es
isomorfo al espacio original, esta propiedad implica que para cualquier natural
n, el n-ésimo dual también es isomorfo al espacio original, de acuerdo al teorema
1.45. Resulta interesante considerar variaciones de esta propiedad ¿Qué ocurre
si un espacio es isomorfo a su doble dual? En este caso todos los n-ésimos duales
con n par son isomorfos y por otro lado todos los n-ésimos duales con n impar
también lo son, apelando de nuevo al teorema 1.45. Un caso particular de esta
propiedad resulta cuando el isomorfismo está dado por el operador Q, el resto
de la sección está dedicada a estudiar los espacios con esta propiedad.

Definición 1.46. Sea V un espacio vectorial normado, sea V ∗∗ su doble dual y
Q : V → V ∗∗ el encaje canónico, decimos que V es reflexivo si Q es suprayectivo.
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A pesar de que la propiedad de ser reflexivo es un caso particular de ser
isomorfo al espacio doble dual, una vez más el caso de los espacios de dimensión
finita es poco interesante pues si V es un espacio vectorial normado de dimensión
finita, sabemos ya que V ∗∗ tiene su misma dimensión, como Q es inyectivo
entonces también es suprayectivo. Este argumento prueba el siguiente teorema.

Teorema 1.47. Sea V espacio vectorial normado de dimensión finita, entonces
V es reflexivo.

El siguiente teorema es inmediato a partir del teorema 1.21.

Teorema 1.48. Sea V un espacio vectorial normado. Si V es reflexivo entonces
es un espacio de Banach.

Este teorema además de ofrecernos una manera de comprobar si un espacio
normado es de Banach, comienza a sugerirnos la importancia de esta nueva
propiedad.

El siguiente paso es estudiar cómo se comporta la reflexividad bajo isomor-
fismos.

Teorema 1.49. Sean V y W espacios vectoriales normados. Si V es reflexivo
y V ∼= W entonces W es reflexivo.

Demostración. Sean V , W como en las hipótesis y T : V →W un isomorfismo
suprayectivo, consideremos T ∗ : W ∗ → V ∗ y T ∗∗ = (T ∗)∗ : V ∗∗ → W ∗∗, que
por teorema 1.45 son isomorfismos suprayectivos, por último denotemos QV y
QW los respectivos encajes canónicos de V y W

Sea w∗∗ ∈W ∗∗ como T ∗∗ es suprayectivo existe v∗∗ ∈ V ∗∗ tal que T ∗∗v∗∗ =

w∗∗ como V es reflexivo existe v ∈ V tal que QV (v) = v∗∗. Si w∗ ∈W ∗ entonces

〈w∗, w∗∗〉 = 〈w∗, T ∗∗QV (v)〉 = 〈T ∗w∗, QV (v)〉 = 〈v, T ∗w∗〉 = 〈Tv,w∗〉

por lo que QW (Tv) = w∗∗ lo que termina la prueba.

Por último, veamos uno de los teoremas más importantes sobre los espacios
reflexivos.

Teorema 1.50. Sea X espacio de Banach, entonces X es reflexivo si y sólo si
X∗ es reflexivo.

Demostración. Sea X un espacio de Banach. Consideremos QX : X → X∗∗ y
QX∗ : X∗ → X∗∗∗ los respectivos encajes canónicos.
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Supongamos primero que X es reflexivo. Sea x∗∗∗ ∈ X∗∗∗, como
(x∗∗∗ ◦ QX) : X → F es una composición de operadores acotados entonces
es un operador acotado, dado que su contradominio es F entonces podemos afir-
mar que existe x∗ ∈ X∗ tal que x∗ = x∗∗∗QX . Veamos que QX∗x∗ = x∗∗∗, sea
y∗∗ ∈ X∗∗ arbitrario entonces existe y ∈ X tal que QX(y) = y∗∗, pues QX es
suprayectivo, luego:

〈y∗∗, QX∗(x∗)〉 = 〈y∗∗, QX∗(x∗∗∗QX)〉 = 〈x∗∗∗QX , y∗∗〉 =

〈x∗∗∗QX , QXy〉 = 〈y, x∗∗∗QX〉 = 〈QXy, x∗∗∗〉 = 〈y∗∗, x∗∗∗〉.

De manera que QX∗ es suprayectivo. Supongamos ahora que X∗ es reflexivo y
X no lo es. Luego Q[X] es un subespacio propio de X∗∗, como X es de Banach,
Q[X] es cerrado de manera que por el corolario 1.35 existe x∗∗∗ ∈ X∗∗∗ tal que
||x∗∗∗||= 1 y Q[X] ⊆ Kerx∗∗∗.

Como X∗ es reflexivo sea x∗ ∈ X∗ tal que QX∗(x∗) = x∗∗∗ sabemos entonces
que ||x∗||= 1 pero si y ∈ X

〈y, x∗〉 = 〈x∗, QXy〉 = 〈QXy,QX∗x∗〉 = 〈QXy, x∗∗∗〉 = 0

por lo que x∗ = 0 y ||x∗||= 1 esto es evidentemente una contradicción.
Por tanto X es reflexivo.

1.5. Espacios de Banach separables.

La propiedad de un espacio de Banach de ser separable es una de las propie-
dades centrales en este trabajo pues, a pesar de ser una propiedad adicional a
su estructura básica, resulta que puede ser estudiada tanto con las herramientas
de este capítulo, como con las herramientas del capítulo siguiente, pues resulta
además ser un espacio polaco. En esta sección sólo estudiaremos las propieda-
des básicas de estos espacios y cuando hayamos desarrollado más nuestra teoría
regresaremos para analizarlos con mayor profundidad.

Definición 1.51. Sean X un espacio topológico y A ⊆ X decimos que A es
un conjunto denso en X si para todo abierto no vacío U ⊆ X tenemos que
A ∩ U 6= ∅.

Decimos que X es separable si existe A ⊆ X tal que A es un conjunto denso
en X y A es numerable.

El siguiente resultado enuncia tres propiedades básicas sobre estos espacios.
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Proposición 1.52. Sea X un espacio topológico separable:
a) Si Y es otro espacio topológico y f : X → Y es una función continua,

entonces la imagen de f es separable.
b) Si la topología de X está generada por una métrica y consideramos A ⊆ X

dotado de la topología inducida por X, entonces A es separable.
c) Si la topología de X está generada por una métrica y A ⊆ X es denso en

X, entonces para cada x ∈ X existe una sucesión (an)n∈N de elementos de A
tal que an −→ x.

En el caso de los espacios normados, la estructura adicional nos proporciona
el siguiente resultado. El argumento que se utiliza en la prueba nos será de suma
utilidad a lo largo del último capítulo.

Proposición 1.53. Sean V un espacio normado y A ⊆ V numerable, entonces
cl(〈A〉) es separable.

Demostración. Sean V y A como en las hipótesis. Veamos primero que 〈A〉
es separable. Sea Q′ el campo de los racionales si F = R o el subconjunto de
números complejos con parte real e imaginaria racional si F = C, de manera que
Q′ es denso en F.

Consideremos a A′ el conjunto de todas las combinaciones lineales de ele-
mentos de A con coeficientes en Q′. Es sencillo mostrar que A′ es numerable.

Sea v ∈ 〈A〉 entonces existen v1, . . . , vn ∈ A y b1, . . . , bn ∈ F tales que
v =

∑n
i=1 bivi. Para cada i ∈ {1, . . . n} existe una sucesión (bi,j)j∈N en Q′ tal

que bi,j −→ bi. Esto significa, por la continuidad del producto por un escalar
que para cada i ∈ 1, . . . , n bi,jvi −→ bivi y por continuidad de la suma de V ,
que

∑n
i=1 bi,jvi −→

∑n
i=1 bivi. Esto muestra que A′ es denso en 〈A〉 por lo que

es separable.
Sea U abierto en V tal que U ∩cl(〈A〉) 6= ∅, sabemos entonces que U ∩〈A〉 6=

∅, luego existe a ∈ U ∩A′ lo que muestra que A′ es denso en cl(〈A〉) por lo que
es separable.

El siguiente resultado explora la relación entre los conceptos de separabilidad
y de espacio dual.

Teorema 1.54. Sea V un espacio normado. Si V ∗ es separable entonces V es
separable.

Demostración. Sea V un espacio normado, supongamos que V ∗ es separable.
Sea {v∗n : n ∈ N} un conjunto numerable y denso en V ∗. Escojamos para cada
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n ∈ N a vn ∈ BV tal que |v∗nvn| ≥ 1
2 ||v

∗
n||. Si A = {vn : n ∈ N} y W = cl (〈A〉),

entonces queda por demostrar que W = V .
Sea v∗ ∈ V ∗, v∗ 6= 0, entonces existe n ∈ N tal que ||v∗ − v∗n||< 1

4 ||v
∗||. Esta

desigualdad implica que ||v∗n|| ≥ −||v∗n − v∗||+||v∗|| > − 1
4 ||v

∗||+||v∗|| = 3
4 ||v

∗||
Por lo que
|v∗vn| = |v∗nvn| − |v∗nvn|+ |v∗vn| ≥ |v∗nvn| − |(v∗ − v∗n)(vn)|

≥ |v∗nvn| − ||v∗ − v∗n|| > 1
2 ||v

∗
n||− 1

4 ||v
∗||

> 1
2 ||v

∗
n||− 1

3 ||v
∗
n|| > 0.

Si W 6= V , sea v ∈ V \ W , por el corolario 1.35 existe v∗ ∈ V ∗ tal que
||v∗||= 1, W ⊆ Ker v∗ y v∗v = d(v,W ), como ||v∗||= 1 entonces v 6= 0. Luego,
existe n ∈ N tal que v∗vn 6= 0 pero vn ∈ A ⊆ W . Por tanto v∗vn = 0 pues
W ⊆ Ker v∗ lo cual es una contradicción.

Por tanto W = V y por la proposición 1.53 concluimos que V es separable.

El siguiente resultado relaciona las propiedades de reflexividad y separabili-
dad.

Corolario 1.55. Sea V un espacio normado reflexivo, V es separable si y sólo
si V ∗ es separable.

Demostración. Supongamos primero que V un espacio normado, por el teorema
anterior, si V ∗ es separable entonces V es separable.

Supongamos ahora que V un espacio normado separable y reflexivo, por la
proposición 1.52 (a), Q[V ] = V ∗∗ es separable y por el teorema anterior V ∗ es
separable.

Más adelante en el trabajo la propiedad de que un espacio de Banach no ten-
ga un subespacio isomorfo a `1 será relevante, esta propiedad toma importancia
en virtud del siguiente teorema.

Teorema 1.56. Sea X un espacio de Banach separable, entonces existe un
operador lineal acotado suprayectivo T : `1 → X.

Demostración. Sea X como en las hipótesis. Consideremos

A = {xn ∈ BX : n ∈ N}

denso en BX . Si (cn)n∈N ∈ `1 entonces (
∑n
i=1 cixi)n∈N es absolutamente con-

vergente y por tanto converge. Esto significa que la función T : `1 → X definida
por T (cn)n∈N =

∑∞
i=1 cixi está bien definida. Es evidente que la función es
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lineal y si (cn)n∈N ∈ `1 entonces ||T (cn)n∈N|| = ||
∑∞
i=1 cixi|| ≤

∑∞
i=1||cixi|| ≤∑∞

i=1|ci| = ||(cn)n||1 por lo que T es acotada.
Sea x ∈ BX , definimos por recursión la sucesión (nm)m∈N en

N que cumpla la propiedad de que para cada n ∈ N, ||(x−
∑n
i=1( 1

2 )ixni)||< ( 1
2 )n.

Sea n1 tal que ||x− xn1
||< 1/2. Si ya está definido nj para cada j ≤ k, como A

es denso podemos encontrar nk+1 tal que ||(x−
∑k+1
i=1 ( 1

2 )ixni)||< ( 1
2 )k+1.

La construcción de esta sucesión implica que x =
∑∞
i=1( 1

2 )ixni . Definimos la
sucesión (cn)n ∈ `1 como cn = ( 1

2 )n si existe j ∈ N tal que n = nj y cn = 0 de
lo constrario, de manera que T (cn)n =

∑∞
n=1 cnxn =

∑∞
i=1( 1

2 )ixni = x. Como
T es lineal si x ∈ X \ BX entonces 1

||x||x ∈ X por lo que existe y ∈ `p tal que
T (||x||y) = ||x||Ty = ||x|| 1

||x||x = x, lo que muestra que T es suprayectiva.

1.6. Topologías débiles.

Todos los resultados obtenidos hasta ahora referentes a alguna propiedad
topológica de un espacio normado V han supuesto que la topología en cues-
tión es la generada por la norma del espacio. La topología de la norma es una
buena topología para estudiar los espacios normados, la base de la topología
puede ser fácilmente descrita y como hemos revisado satisface propiedades muy
importantes. Sin embargo, existen varias razones por las que nos vemos en la
necesidad de buscar nuevas topologías para los espacios normados, una de las
más importantes está relacionada con la propiedad de compacidad.

Definición 1.57. Sean X un conjunto y Y ⊆ X.
a) Decimos que una familia A de subconjuntos de X es una cubierta de Y

si Y ⊆
⋃

A∈A

A.

b) Si A es una cubierta de Y , decimos que B es una subcubierta de A si
B ⊆ A y B es cubierta de Y .

Definición 1.58. Sean X un espacio topológico y Y ⊆ X.
a) Decimos que una familia A de subconjuntos de X es una cubierta abierta

de Y si A es cubierta de Y y para todo A ∈ A , A es abierto en X.
b) Decimos que K ⊆ X es compacto si para toda cubierta abierta A de K

existe B una subcubierta finita de A .

Las siguientes proposiciones son propiedades básicas sobre los conjuntos com-
pactos.
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Proposición 1.59. Sea X un espacio métrico, K ⊆ X es compacto si y sólo
si toda sucesión (xn)n∈N en K tiene una subsucesión (xnm)m∈N convergente en
K.

Proposición 1.60. Sean X y Y dos espacios topológicos y f : X → Y una
función continua, si K ⊆ X es compacto entonces f [K] ⊆ Y es compacto.

Una de las caraterísticas más importantes de los subconjuntos compactos
de Rn es que son facilmente caracterizables según afirma el siguiente famoso
teorema.

Teorema 1.61 (Heine-Borel). Sea K ⊆ Rn entonces K es compacto si y sólo
si K es cerrado y acotado.

Es sencillo demostrar que en espacios normados la propiedad de que un
conjunto sea compacto si y sólo si es cerrado y acotado es equivalente a que la
bola cerrada unitaria sea compacta. El resultado que nos invita a buscar nuevas
topologías para los espacios normados es el siguiente.

Teorema 1.62. Sea V un espacio normado, BV es compacta sí y sólo si V es
de dimensión finita.

Demostración. Sea V un espacio normado de dimensión finita. Si {v1, . . . vn}
es base de V y {e1, . . . en} es la base canónica de Rn entonces es fácil ver que
el operador T : V → Rn definido por Tvi = ei para toda i ∈ {1, . . . , n} es un
isomorfismo suprayectivo. Por ser T acotado sabemos que T [BV ] es acotado por
que T−1 continua, entonces T [BV ] = (T−1)−1[BV ] es cerrado y por el teorema
de Heine-Borel T [BV ] es compacto. Apelando de nuevo a la continuidad de T−1

sabemos entonces que T−1[T [BV ]] = BV es compacto.
Por contraposición supongamos ahora que V es un espacio normado de di-

mensión infinita. Vamos a construir por recursión una sucesión (xn)n∈N con-
tenida en BV tal que si i, j ∈ N entonces ||vi − vj ||≥ 1. Podemos comenzar
escogiendo cualquier v1 ∈ BV , sea n ∈ N y supongamos que ya hemos escogido
v1, . . . vn ∈ BV tales que si i, j ∈ {1, . . . , n} e i 6= j entonces ||vi − vj ||≥ 1. Sea
W = 〈{v1, . . . vn}〉, como V es de dimensión finita podemos escoger w ∈ V \W
si t = d(w,W ) entonces t > 0 pues por ser W de dimensión finita es espacio de
Banach y por tanto es un subconjunto cerrado de V . Considerando a 1

tw po-
demos encontrar una sucesión (un)n∈N en W tal que || 1tw − un||−→ d( 1

tw,W ),
como (un)n∈N es una sucesión acotada en W acotada, podemos encontrar un
subsucesión (unm)m∈N convergente en W , sea u ∈W su punto de convergencia.
Entonces si vn+1 = u− 1

tw e i ∈ {1, . . . , n},
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||vn+1 − vi||≥ d(vn+1,W ) = d(u− 1

t
w,W )

= d(
1

t
w,W ) =

1

t
d(w,W ) =

1

t
t = 1.

Por lo que existe (vn)n∈N sucesión en BV que no es de Cauchy, luego no
puede ser convergente, apelando a la proposición 1.59 podemos concluir que BV
no es compacto.

Para poder definir nuevas topologías para los espacios normados necesitamos
primero revisar algunos conceptos de topología general.

Definición 1.63. Sea X un espacio topológico y τ su topología.
a) Decimos que B es una base para la topología de X si B ⊆ τ y para todo

U ∈ τ existe B′ ⊆ B tal que U =
⋃

B∈B′
B.

b) Decimos que C es una subbase para la topología de X si la familia de
todas las intersecciones finitas de elementos de C es una base para la topología
de X.

c) Sea x ∈ X, decimos que V ⊆ X es una vecindad de x si existe U ∈ τ

tal que x ∈ U y U ⊆ V . Llamamos al conjunto de todas las vecindades de x su
sistema de vecindades y lo denotamos por U (x).

d) Sea x ∈ X, decimos que una familia de subconjuntos de X B(x) es una
base local si B(x) ⊆ U (x) y para toda V ∈ U (x) existe U ∈ B(x) tal que
U ⊆ V .

Proposición 1.64. Sean X un conjunto, W una familia de funciones y
{(Yf , τf ) : f ∈ W } una familia de espacios topológicos tales que para toda
f ∈ W , el contradominio de f es Yf . Entonces existe una única topología τW
para X tal que:

a) Para toda f ∈ W , f es continua.
b) Si τ ′ es una topología que hace a toda f ∈ W continua, entonces τW ⊆ τ ′.

Demostración. Sean X, W y {(Yf , τf ) : f ∈ W } como en las hipótesis. Sea
C = {f−1[U ] : f ∈ W y U ∈ τf} y τF la única topología que tiene a C como
subbase.

Para demostrar (a) sea f ∈ W y U ∈ τf entonces f−1[U ] ∈ C ⊆ τW luego f
es continua.

Para demostrar (b) sea τ ′ tal que toda f ∈ W es continua en esa topología
entonces para toda f ∈ W y para todo U ∈ τf f−1[U ] ∈ τ ′ por lo que C ⊆ τ ′

por ser τ ′ topología esto implica que τW ⊆ τ ′.
Por la propiedad (b) esta topología es única.
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Definición 1.65. Con la misma notación de la proposición 1.64, decimos que
W es una familia topologizante para X, llamamos a la topología τW la topología
débil de X inducida por W y decimos que {f−1[U ] : f ∈ W y U ∈ τf} es su
subbase estándar.

La topología débil guarda muchas similitudes con la topología del producto.
El siguiente resultado es básico para estudiar esta segunda topología.

Teorema 1.66. Sean {Xi : i ∈ I} una familia de espacios topológicos, X =∏
i∈I

Xi dotado con la topología del producto. Sean para cada j ∈ I, pj : X → Xj

la proyección canónica pj((xi)i∈I) = xj, y sean Y otro espacio topológico y
g : Y → X. Entonces g es continua si y sólo si para cada j ∈ I, pj ◦ g es
continua.

Este resultado tiene su análogo para la topología débil.

Teorema 1.67. Sean X un conjunto, W una familia topologizante para X, Y
un espacio topológico y g : Y → X. Entonces g es continua si y sólo si para
cada f ∈ W , f ◦ g es continua.

Demostración. Sean W , Y y g como en las hipótesis.
Sea f ∈ W , como g es continua y f es continua entonces f ◦ g es continua.
Sabemos que basta verificar que la imagen inversa de abiertos subbásicos es

abierta para mostrar que una función es continua, para esto sea U un abierto
de la subbase estándar de la topología de X. Entonces existe f ∈ W y V ∈ τf
tal que U = f−1[V ], como por hipótesis f ◦ g es continua entonces (f ◦ g)−1[V ]

es abierto en Y pero (f ◦ g)−1[V ] = g−1[f−1[V ]] = g−1[U ] por lo que g es
continua.

Definición 1.68. Sea W una familia topologizante para X, decimos que W

separa puntos si para cada x, y ∈ X con x 6= y existe f ∈ W tal que f(x) 6= f(y)

Corolario 1.69. Sean X un conjunto, W una familia topologizante para X y
para cada f ∈ W sea Yf el contradominio de f . Si W separa puntos entonces
existe un homeomorfismo ϕ : X →

∏
f∈W

Yf definido como ϕ(x) = (f(x))f∈W .

Demostración. Sean W y {Yf : f ∈ W } como en las hipótesis, definamos ϕ
como se enuncia. Por el teorema 1.67 para probar la continuidad de ϕ basta
probar la continuidad de pf ◦ ϕ para cualquier f ∈ W . Sea f0 ∈ W , U ∈ τf0
entonces

(pf0 ◦ ϕ)−1[U ] = {x ∈ X : pf0(ϕ(x)) ∈ U}
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= {x ∈ X : pf0((f(x))f∈F ) ∈ U} = {x ∈ X : f0(x) ∈ U}

= f−10 [U ]

pero f−10 [U ] es abierto por la definición de la topología débil, luego ϕ es continua.
Sean x, y ∈ X si x 6= y entonces, como W separa puntos, existe f ∈ W tal que
f(x) 6= f(y) luego ϕ(x) = (f(x))f∈F 6= (f(y))f∈F = ϕ(y) por lo que ϕ es
inyectiva y podemos definir ϕ−1 : Imϕ→ X.

Por el teorema 1.66, para probar la continuidad de ϕ−1 basta probar la
continuidad de f ◦ ϕ−1 para cualquier f ∈ W . Sea f0 ∈ W , V ∈ τf entonces

(f0 ◦ ϕ−1)−1[V ] = {(f(x))f∈F ∈
∏
f∈W

Yf : f0(ϕ−1((f(x))f∈W )) ∈ V }

= {(f(x))f∈W ∈
∏
f∈W

Yf : f0(x) ∈ V } = p−1f0 [V ]
⋂

Imϕ

pero p−1f0 [U ] es abierto por la definición de la topología del producto por lo que
p−1f0 [U ]∩ Imϕ es abierto en la imagen de ϕ. Esto prueba que tanto ϕ como ϕ−1

son continuas lo que termina la prueba.

En las secciones anteriores hemos estudiado las propiedades topológicas de
los espacios normados a través de la series y sucesiones. Sin embargo, las su-
cesiones sólo sirven para describir una clase particular de espacios topológicos,
para poder estudiar espacios topológicos arbitrarios necesitamos desarrollar una
herramienta más general.

Definición 1.70. Sea X un conjunto.
a) Decimos que una familia F de subconjuntos de X es un filtro en X si

1) X ∈ F y ∅ 6∈ F .
2) Si A,B ∈ F entonces A ∩B.
3) Si Y ⊆ X, A ∈ F y A ⊆ Y entonces Y ∈ F .

b) Sea F un filtro, decimos que F ′ es una base de filtro para F si F ′ ⊆ F

y para todo A ∈ F existe A′ ∈ F ′ tal que A′ ⊆ A.
c) Sea Y otro conjunto, F un filtro y f : X → Y , denotamos por f(F ) al

filtro generado por la base de filtro {f [A] : A ∈ F}.
d) Sea A ⊆ X y F un filtro tal que para todo F ∈ F , F ∩ A 6= ∅ entonces

es evidente que la familia {A∩F : F ∈ F} es un filtro en A que denotamos por
F |A.
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La noción de filtro a pesar de poder ser definida en términos puramente
conjuntistas es muy útil para estudiar propiedades topológicas, una de las razo-
nes centrales de esto es que el sistema de vecindades de cualquier punto de un
espacio topológico es un filtro, lo cual a su vez nos permite definir la noción de
convergencia de filtros.

Definición 1.71. Sean X un espacio topológico y x ∈ X, decimos que un filtro
F converge a x si U (x) ⊆ F y lo denotamos por F −→ x.

Proposición 1.72. Sean X un espacio topológico, B una subbase de la topología
de X, x ∈ X y F un filtro en X. Entonces F −→ x si y sólo si para cada U ∈ B

tal que x ∈ U tenemos que U ∈ F .

Demostración. Sean X, C , x y F como en las hipótesis.
Supongamos que F −→ x. Si U ∈ C tal que x ∈ U entones U ∈ U (x) por

lo que U ∈ F .
Supongamos que cada miembro de la subbase al que pertenece x es elemento

del filtro. Sea V ∈ U (x), luego existe U ⊆ X abierto tal que U ⊆ V y x ∈ U .
Como B es subbase existen U1, . . . , Un ∈ C tales que x ∈

⋂
i≤n

Ui y
⋂
i≤n

Ui ⊆ U .

Por hipótesis U1, . . . , Un ∈ F y como los filtros son cerrados bajo interseccio-
nes finitas, entonces

⋂
i≤n

Ui ∈ F . Como los filtros también son cerrados bajo

supraconjuntos entonces U, V ∈ F . Por lo que U (x) ⊆ F .

Una propiedad útil de la convergencia de filtros es que nos permite caracte-
rizar a los conjuntos cerrados de un espacio topológico

Proposición 1.73. Sea X un espacio topológico.
a) Sea E ⊆ X, entonces x ∈ cl(E) si y sólo existe un filtro F en X que

converge a x y que cumple que E ∈ F .
b) F ⊆ X es cerrado si y sólo si para cada filtro F en X que converge a un

punto x ∈ X y que F |F es un filtro en F tenemos que x ∈ F .

Demostración. Sean X un espacio topológico y E,F ⊆ X. Comencemos con el
inciso (a), si E = ∅ el enunciado es trivial, supongamos entonces E 6= ∅. Sea x ∈
cl(X). Consideremos el filtro F en X generado por la base
{U ∩ A : U ∈ U (x)} . Si U ∈ U (x) entonces U ∩ A ∈ F por lo que U ∈ F de
manera que F −→ x, como X ∈ U (x) entonces A ∈ F . Luego F es el filtro
buscado.

Si existe F tal que A ∈ F y U (x) ⊆ F , entonces para cada U ∈ U (x)

A ∩ U 6= ∅ por lo que x ∈ cl(X).
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Ahora probemos (b), de nuevo si F = ∅ el enunciado es trivial, supongamos
entonces F 6= ∅.

Supongamos que F ⊆ X es cerrado. Sea F un filtro en X que converge a
un punto x ∈ X y tal que F |F es un filtro en F . Por ser F |F un filtro en
F tenemos que F ∈ F y por el inciso anterior x ∈ cl(F ) como F es cerrado
F = cl(F ) por lo que x ∈ F .

Supongamos que todo filtro F tal que F |F es un filtro en F y que converge
a un punto x ∈ X cumple que x ∈ F . Si x ∈ cl(F ), por el inciso anterior,
podemos encontrar un filtro F que tal que F ∈ F y que converge a X, como
F ∈ F entonces para cada E ∈ F F ∩ E 6= ∅ por lo que F |F es un filtro en
F luego x ∈ F ,es decir F = cl(F ) lo que implica que F es cerrado.

Una propiedad igualmente útil de la convergencia de filtros es que nos permi-
te caracterizar la continuidad de funciones entre espacios topológicos arbitrarios.

Teorema 1.74. Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función
entre ellos. Entonces:

a) f es continua en x ∈ X si y sólo si para cualquier filtro F que converga
a x tenemos que f(F ) converge a f(x).

b)f es continua si y sólo si para cualquier x ∈ X y cualquier filtro F que
converga a x ∈ X tenemos que f(F ) converge a f(x) ∈ Y .

Demostración. Sean X,Y y f como en las hipótesis. Comencemos por el inciso
(a):

Sea x ∈ X, supongamos que f es continua en x y que F es un filtro que
converge a x. Sea U ∈ U (f(x)), por la continuidad de f , f−1[U ] ∈ U (x), como
F converge a x entonces f−1[U ] ∈ F lo que implica que U ∈ f(F ), es decir
f(F ) −→ f(x).

Sea x ∈ X, supongamos que si un filtro converge a x entonces su imagen
converge a f(x). Consideremos el fitro U (x), como evidentemente converge a
x entonces sabemos que su imagen converge a f(x), es decir que U (f(x)) ⊆
f(U (x)). Por lo que si V ∈ U (f(x)) entonces existe U ∈ U (x) tal que f(U) ⊆ V
es decir, f es continua en x.

El inciso (b) es inmediato a partir de (a).

Una tercera propiedad de la convergencia de filtros nos habla de su relación
con las familias topologizantes.

Teorema 1.75. Sean X un conjunto, W una familia topologizante para X,
x ∈ X y F un filtro en X, si consideramos a X con la topología débil inducida
por W entonces F −→ x si y sólo si para cada f ∈ W , f(F ) −→ f(x).
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Demostración. Sean W , X con la topología débil inducida por W , x y F como
en las hipótesis.

Supongamos F −→ x, si f ∈ W sabemos que f es continua, luego por el
teorema 1.74 f(F ) −→ f(x).

Supongamos para cada f ∈ W , f(F ) −→ f(x). Sea U ⊆ X un abierto de la
subbase estándar tal que x ∈ U , entonces existen f1 ∈ W y V1 ∈ Yf1 abierto tal
que f−11 [V1] = U luego como f1(F ) −→ f1(x) sabemos que V1 ∈ f1(F ) lo que
implica que U ∈ F . Por la proposición 1.72 tenemos que F converge a x.

Hasta este momento hemos desarrollado la teoría necesaria para estudiar
espacios topológicos en general y en particular algunos resultados sobre las fa-
milias topologizantes, ahora aplicaremos esta teoría al estudio de espacios de
Banach.

Como mencionamos previamente, en este capítulo estamos en busca de nue-
vas topologías para los espacios de Banach de dimensión infinita. El estudio de
las topología inducidas por una familia realizado en esta sección y el de los espa-
cios duales dos secciones atrás sugieren que los conjuntos de funcionales lineales
acotadas son un buen candidato a utilizar como familia topologizante. En este
capítulo vamos a definir dos topologías a partir del espacio dual.

Definición 1.76. Sea V un espacio normado, la topología inducida por la fa-
milia de funcionales lineales acotadas V ∗ es llamada la topología débil de V y
la denotamos por σ(V, V ∗). Si una propiedad se satisface para esta topología de-
cimos que se satisface débilmente, por ejemplo, si V , con la topología σ(V, V ∗),
es un espacio compacto, entonces decimos que V es débilmente compacto.

Si Q es el encaje canónico de V en V ∗∗ la topología inducida por Q[V ] en
V ∗ es llamada la topología débil* (débil estrella) y la denotamos por σ(V ∗, V ). Si
una propiedad se satisface para esta topología decimos que se satisface débilmente∗

(débilmente estrella), por ejemplo, si V con la topología σ(V ∗, V ) es un espacio
separable, entonces decimos que V ∗ es débilmente∗ separable.

A partir de esta definición cualquier espacio dual V ∗ de un espacio normado
tiene dos topologías, la débil y la débil* cada una con propiedades distintas en
el caso de que el espacio normado sea de dimensión infinita. Sin embargo, al ser
topologías inducidas por subespacios del espacio V ∗∗ tienen muchas propiedades
en común, por esto vale la pena estudiar las propiedades de las topologías indu-
cidas por subespacios del espacio dual algebráico para conocer las generalidades
de estos espacios y luego pasar a sus aspectos particulares.

En las primeras páginas de este capítulo se hizo enfásis en que los espacios
normados tienen tres estructuras distintas que se relacionan muy bien. Cuando
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definimos una topología sobre un espacio vectorial nos gustaría que respetara
la estructura algebráica que este espacio ya tiene, esta característica es lo que
rescata la siguiente definición.

Definición 1.77. Sea V un espacio vectorial con una topología τ , decimos que
(V, τ) es un espacio vectorial topológico (EVT) si la suma + : V × V → V y
el productor por un escalar · : F × V → V del espacio vectorial son funciones
continuas con respecto a esta topología.

La proposición 1.5 demuestra que todos los espacios normados son espacios
vectoriales topológicos. Lo menos que podríamos esperar de la topología débil y
la débil* de un espacio normado es que también definieran espacios vectoriales
topológicos.

La herramienta central con la que contamos para estudiar la continuidad
de funciones son los filtros, es por esto que vale la pena definir varios filtros
útiles. Si V es un espacio vectorial llamamos a las proyecciones pI : V ×V → V ,
pD : V × V → V definidas por pL(v, w) = v y pR(v, w) = w las proyec-
ciones izquierda y derecha de la suma. Y análogamente a p′I : F × V → F,
p′D : F × V → V definidas por p′L(c, v) = c y p′R(c, v) = v, las proyecciones
izquierda y derecha del producto. Si F1,F2 son filtros en V . Denotamos por

(F1,F2)

al filtro generado por la base de filtro

{F ⊆ V × V : pI [F ] ∈ F1, pD[F ] ∈ F2)}

y por
F1 + F2

al filtro generado por la base de filtro

{F1 + F2 ⊆ V : F1 ∈ F1, F2 ∈ F2}

de manera que
+(F1,F2) = F1 + F2.

Análogamente, si G1 es un filtro en F y G2 es un filtro en V , denotamos por

(G1,G2)

al filtro generado por la base de filtro

{G ⊆ F× V : p′I [G] ∈ G1, p
′
D[C] ∈ G2}
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y por

G1 · G2

al filtro generado por la base de filtro

{G1 ·G2 ⊆ V : G1 ∈ G1, G2 ∈ G2}

de manera que

·(G1,G2) = G1 · G2.

Proposición 1.78. Sean V un espacio normado y W un subespacio de V #,
sea τ la topología débil en V generada por la familia topologizante W , entonces
(V, τ) es un EVT.

Demostración. Sean V , W y τ como en las hipótesis y sea F un filtro en V ×V
que converge a (v0, w0). Sean pI : V ×V → V y pD : V ×V → V las proyecciones
izquierda y derecha de la suma respectivamente.

Como ambas proyecciones son continuas bajo la topología del producto en-
tonces pI [F ] converge a v0 y pD[F ] converge a w0. Además para todo A ⊆ V ×V
tenemos que +[A] = pI [A] + pD[A]. Si f ∈W entonces

f [+[A]] = f [pI [A] + pD[A]] = f [{v + w : v ∈ pI [A], w ∈ pD[A]}] =

{f(v + w) : v ∈ pI [A], w ∈ pD[A]}] = {f(v) + f(w) : v ∈ pI [A], w ∈ pD[A]}] =

f [pI [A]] + f [pD[A]].

De manera que

+(f(pI(F )), f(pD(F )) = f(pI(F )) + f(pI(F )) = f [+[F ]].

Dado que f es continua en la topología generada por la familia W por el teo-
rema 1.74, f(pI(F )) converge a f(v0) y f(pD(F )) converge a f(w0), por lo
que (f(pI(F )), f(pD(F )) converge a (f(v0), f(w0)). Como la suma en F es
continua +(f(pI(F )), f(pD(F )) converge a f(v0) + f(w0) debido de nuevo al
teorema 1.74. Esto prueba, gracias a nuestra igualdad que f [+[F ]] converge a
f(+(v0.w0)). Esto demuestra que (f ◦+) es continua una vez más por el teorema
1.74. Como f fue arbitraria esto prueba, por el teorema 1.67, que la suma del
espacio vectorial es continua.

La prueba de la continuidad de · : F× V → V es análoga.
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Habiendo probado que la topología débil y la topología débil* definen espa-
cios vectoriales topológicos, nuestro siguiente paso sería estudiar si existe una
norma o al menos una métrica que genere estas topologías. Se puede probar
que si el espacio normado V es de dimensión infinita entonces no existe una
métrica que genere estas topologías. Más aún, utilizando la estructura de EVT
se pueden definir sucesiones y filtros de Cauchy sin apelar a norma alguna y se
puede probar que con esta definición los espacios de dimensión infinita resultan
no ser completos.

Si estos espacios han perdido muchas de las características tan familiares e
importantes de los espacios de Banach ¿por qué insistir tanto en su importancia?
Lo que sigue son dos resultados clásicos de topología general necesarios para
probar el teorema que justifica la importancia de estos espacios.

Teorema 1.79 (Tychonoff). Sea {Xi : i ∈ I} una familia de espacios topológi-
cos, entonces

∏
i∈I

Xi con la topología del producto es compacto si y sólo si para

toda i ∈ I, Xi es compacto.

Proposición 1.80. Sean K un espacio topológico compacto y F ⊆ K un con-
junto cerrado, entonces F es compacto.

Teorema 1.81 (Banach-Alaoglu). Sea V un espacio normado, entonces BV ∗
es débil* compacto.

Demostración. Sea V un espacio normado, para cada v ∈ V sean Iv = {c ∈
F : |c| ≤ ||v||} y IV =

∏
v∈V

Iv dotado con la topología del producto. Sabemos

que Q[V ] es una familia que separa puntos pues si v∗, w∗ ∈ V ∗ son tales que
para toda v ∈ V v∗(v) = w∗(v) entonces v∗ = w∗, luego por el corolario 1.69
existe una homeomorfismo ϕ : BV ∗ → IV en un subespacio de IV si dotamos a
BV ∗ de la topología débil*. Por el teorema de Heine-Borel cada Iv es un espacio
topológico compacto y por el teorema de Tychonoff sabemos que IV también es
compacto. Por lo que por la proposición 1.80 sólo resta probar que ϕ[BV ∗ ] es
cerrado en IV .

Sea F un filtro en IV , tal que ϕ[BV ∗ ] ∈ F y que converge a un punto
(xv)v∈V ∈ IB . Sean v, w ∈ V y c ∈ F sabemos que para cualquier
ϕ(v∗) ∈ ϕ[BV ∗ ],

(Q(cv +w)v∗)cv+w = ((cQ(v) +Q(w))(v∗))cv+w = c(Q(v)(v∗))v + (Q(w)(v∗))w

por lo que

pcv+w

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
= cpv

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
+ pw

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
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pues sabemos que F |ϕ[BV ∗ ] es un filtro en ϕ[BV ∗ ]. Al ser V ∗ un EVT, la suma y
el producto son continuos al restringuirlos a BV ∗ , la suma y el producto también
son continuos en ϕ[BV ∗ ] por ser homeomorfo a BV ∗ , de lo que se sigue que

pcv+w

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
−→ xcv+w

y
cpv

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
+ p(w)

(
F |ϕ[BV ∗ ]

)
−→ cxv + xw.

Como F es un espacio de Hausdorff, entonces xcv+w = cxv+xw. Esto significa
que si definimos a f : V → F por f(v) = xv entonces f es lineal, además
f(v) = xv ∈ Iv por lo que |f(v)| ≤ ||v|| por lo que no sólo f es acotada sino que
f ∈ BV ∗ , por último ϕ(f) = (Q(v)(f))v = (f(v))v = (xv)v, es decir x ∈ ϕ[BV ∗ ].
Por la proposición 1.73 ϕ[BV ∗ ] es cerrado y por lo tanto compacto.

1.7. Bases de Schauder.

En el estudio de espacio vectoriales con las herramientas del álgebra lineal
los argumentos que apelan a la base de un espacio son muy comunes. Hay una
importante razón por la que en los espacios de dimensión infinita las bases del
espacio juegan un papel mucho más secundario, esta razón es consecuencia de
los siguiente dos teoremas.

Teorema 1.82. Sean V un espacio normado de dimensión finita mayor a cero,
y γ = {v1, . . . , vn} una base de V , entonces cada proyección pi : V → 〈vi〉
definida por pi(vi) = vi es un operador lineal acotado.

Demostración. Sean V , γ y p1, . . . , pn como en las hipótesis. γ nos permite
definir una norma / · / de la siguiente manera si v ∈ V y c1, . . . cn ∈ F son tales
que v =

∑
i≤n civi entonces /v/ =

∑
i≤n|ci|. Es claro que / · / es una norma y

por ser V de dimensión finita, la norma / · / define un espacio de Banach.
Sea i ∈ {1, . . . , n}, es claro que pi es un operador lineal, además

|pi(v)| =

∣∣∣∣∣∣pi
∑
j≤n

cjvj

∣∣∣∣∣∣ = |civi| = |ci|||vi||≤

∑
j≤n

|cj |

 ||vi||= /v/||vi||

por lo que pi es acotada bajo la norma / · /.
Sea I : (V, ||·||)→ (V, / · /) el operador identidad, veamos que I es acotado.

Sea S = {v ∈ V : /v/ = 1}, si v ∈ S y c1, . . . , cn son tales que v =
∑
j≤n cjvj

entonces existe j0 ∈ {1, . . . n} tal que |cj0 | > 0 luego cj0 6= 0 y por ser γ base
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entonces v 6= 0 lo que implica que ||v||> 0. Es decir, para toda v ∈ S, se tiene
que ||v||> 0, además es claro que S es cerrado bajo la topología generada por
/ · / y que B = {v ∈ V : /v/ ≤ 1} es compacto por el teorema 1.62, al ser S un
subconjunto cerrado de un conjunto compacto también es compacto.

Supongamos que I es no acotada, entonces existe (wn)n sucesión en Bv tal
que para toda j ∈ N, /wj/ ≥ j por lo que si definimos la sucesión (un)n por
uj = 1

||wj ||wj , es claro que para toda j ∈ N, uj ∈ S por lo que (un)n es una suce-
sión en un conjunto compacto. Si u ∈ S es un punto a donde converge una subsu-
cesión (unj )j , entonces tenemos que ||u||= ĺımj∈N||unj ||= ĺımj∈N

1
/wnj /

||wnj ||≤
ĺımj∈N

1
nj

= 0 lo que es una contradicción, por lo tanto I es acotada.
Entonces es claro que pi ◦ I es un operador acotado bajo la norma ||·||.

Teorema 1.83. Sean X un espacio de Banach, γ una base de X y
γ# = {pz : X → 〈z〉 | z ∈ γ} el conjunto de las proyecciones cada una de-
finida por pz(z) = z. Sea γ#c el subconjunto de γ# de las proyecciones que son
continuas. Entonces γ#c es finito.

Demostración. Sean X, γ, γ# y γ#c como en las hipótesis. Supongamos que γ#c
es de cardinalidad infinita, entonces podemos encontrar un conjunto
{zn ∈ γ : n ∈ N} tal que para toda n ∈ N, pzn ∈ γ#c . Este conjunto nos
permite construir la serie

(∑n
i=1

1
2i||zi||zi

)
n∈N y sabemos que ésta es una serie

absolutamente convergente. Como X es un espacio de Banach, entonces la serie
converge a un punto x ∈ X.

A pesar de que x puede expresarse como una combinación infinita de miem-
bros de {zn ∈ γ : n ∈ N} al ser γ una base, existe una combinación lineal finita
de sus miembros con la cual expresar a x. Esto significa que para una cantidad
infinita de elementos de {zn ∈ γ : n ∈ N} tenemos que pzn(x) = 0.

Sea n0 ∈ N tal que pzn0
(x) = 0, sabemos que para toda m ≥ n0

pzn0

(∑m
i=1

1
2i||zi||zi

)
= 1

2n0 ||zn0
||zn0 . Así, la imagen de esta serie es la sucesión

con entradas 0 hasta n−1 y constante 1
2n0 ||zn0

||zn0 en adelante, esta sucesión evi-
dentemente no converge a cero, pero pzn0

es continua y
(∑n

i=1
1

2i||zi||zi
)
n∈N −→

x lo cual nos lleva a que pzn0

(∑m
i=1

1
2i||zi||zi

)
m∈N −→ pzn0

(x) = 0, una contra-
dicción.

Los dos teoremas anteriores muestran que las proyecciones de las bases de los
espacios de Banach de dimensión infinita no preservan la estructura topológica,
estructura que ha sido central en nuestro estudio. Por esto, aprovechando la
estructura de espacio métrico completo, resulta conveniente definir otro tipo de
base de los espacios de Banach.
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Definición 1.84. Sea X un espacio de Banach, decimos que una sucesión
(xn)n∈N en X es una base de Schauder de X si para cada x ∈ X existe una
única sucesión (cn)n∈N en F tal que x =

∑∞
i=1 cixi.

Para cada n ∈ N, llamamos la n-ésima proyección natural al operador
Pn : X → X definido como Pn

(∑∞
i=1 cixi

)
=
∑n
i=1 cixi.

Definimos ||·||(xn): X → R como∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

= sup

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ : m ∈ N

}
.

Comencemos revisando las propiedades de los espacios de Banach que tienen
una base de Schauder.

Proposición 1.85. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schau-
der de X, entonces:

a) X es separable.
b) {xn ∈ X : n ∈ N} es linealmente independiente, por lo que X es de

dimensión infinita.

Demostración. SeanX y (xn)n∈N como en las hipótesis. Dado queX = cl(〈{xn ∈
X : n ∈ N}〉), la proposición 1.53 asegura que X es separable.

Por la definición de base de Schauder no existe ninguna x ∈ X que pueda
ser expresada como dos combinaciones lineales finitas de {xn ∈ X : n ∈ N}, lo
que implica que este conjunto es linealmente independiente.

Nos gustaría mostrar que en un espacio de Banach las proyecciones naturales
de una base de Schauder son continuas. Siguiendo la idea de la demostración
del teorema 1.82, vamos a definir una norma sobre los espacios que tienen bases
de Schauder.

Proposición 1.86. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schau-
der. Entonces ||·||(xn): X → R definida como∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

= sup

{∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ : m ∈ N

}
.

es una norma. Además (X, ||·||(xn)) es un espacio de Banach.

Demostración. Sean X y (xn)n∈N como en las hipótesis. Defiendo ||·||(xn) como
en el enunciado es claro que ||·||(xn) es una norma. Veamos que define un espacio
de Banach.
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Consideremos una sucesión (yn)n∈N =
(∑∞

i=1 ci,nxi
)
n∈N en X que es de

Cauchy respecto a la norma ||·||(xn). Si n1, n2 ∈ N por una parte

|c1,n1 − c1,n2 |||x1||≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

(ci,n1 − ci,n2)xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

y por otra parte, si i > 1 entonces

|cn,n1 − cn,n2 |||xn||=

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=1

(ci,n1 − ci,n2)xi −
n−1∑
i=1

(ci,n1 − ci,n2)xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤ 2

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

(cn1,i − cn2,i)xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

.

Esto prueba que para cualquier i ∈ N, (ci,n)n∈N es una sucesión de Cauchy
en F, como F es completo podemos considerar (ci)i∈N la sucesión tal que para
cada i ∈ N (ci,n)n −→ ci.

Sea ε > 0, como
(∑∞

i=1 ci,nxi
)
n∈N es de Cauchy, existe nε ∈ N tal que si

n, n′ ≥ nε y j ∈ N entonces

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j∑
i=1

ci,nxi −
j∑
i=1

ci,n′xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

ci,nxi −
∞∑
i=1

ci,n′xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

< ε/3.

Si n′ tiende a infinito tenemos que∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j∑
i=1

ci,nxi −
j∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ ε/3

y en particular si n = nε y j2 ≥ j1 > 1 tenemos que∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
j2∑
i=j1

ci,nεxi −
j2∑
i=j1

cixi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣

≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j2∑
i=1

ci,nεxi −
j2∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
j1−1∑
i=1

ci,nεxi −
j1−1∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < 2ε/3.

Como (
∑j
i=1 ci,nεxi)j∈N es convergente, existe jε tal que si j2 ≥ j1 ≥ jε entonces

||
∑j2
i=j1

ci,nεxi||< ε/3. Esto implica que∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
j2∑
j1=1

cixi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
j2∑
j1=1

ci, xi −
j2∑
j1=1

ci,nεxi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
j2∑
j1=1

ci,nεxi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ < ε.
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Así (
∑n
i=1 cixi)n∈N es de Cauchy respecto a la norma ||·|| y por ser X espacio

de Banach entonces
∑∞
i=1 cixi ∈ X.

Ya mostramos que para cada j ∈ N,
∣∣∣∣∣∣∑j

i=1 ci,nxi −
∑j
i=1 cixi

∣∣∣∣∣∣ ≤ ε/3 por
lo que tomando el supremo sobre las j tenemos que

||
∞∑
i=1

ci,nxi −
∞∑
i=1

cixi||(xn)< ε.

Esto prueba que (X, ||·||(xn)) es un espacio de Banach.

Corolario 1.87. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schauder.
Entonces I : (X, ||·||)→ (X, ||·||(xn)) y su inverso son acotados.

Demostración. Sean X, (xn)n∈N e I como en las hipótesis. Veamos que I−1 es
acotada. Si x =

∑∞
i=1 cixi, entonces:

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = ĺım

m∈N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ sup

m∈N

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
m∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
(xn)

lo que prueba que ||I−1(x)||≤ ||x||(xn). Por el corolario 1.28 I también es aco-
tada.

Teorema 1.88. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schauder,
entonces cada proyección natural Pn es acotada.

Demostración. Sean X y (xn)n∈N como en las hipótesis. Recurriendo a la norma
||·||(xn), si m ∈ N, entonces ||Pm

∑∞
i=1 cixi||(xn)= ||

∑m
i=1 cixi||(xn)≤

||
∑∞
i=1 cixi||(xn) por lo que Pm es acotada respecto a la norma ||·||(xn) y I−1 ◦

Pm ◦ I es acotada respecto a la norma ||·||.

A partir de este teorema es sencillo demostrar que para cualquier base de
Schauder (xn)n∈N de un espacio de Banach X, las proyecciones análogas a las
proyecciones coordenadas pn, estudiadas en los dos primeros teoremas de esta
sección, son continuas.

Los siguientes resultados de esta sección estudian con más detenimiento las
proyecciones naturales.

Teorema 1.89. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schauder,
entonces sup{||Pn||: n ∈ N} es finito.

Demostración. Sean X y (xn)n∈N como en las hipótesis. Sabemos que si x ∈ X
entonces sup

n∈N
||Pn(x)||= ||x||(xn) es finito. Por el teorema anterior para cada
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n ∈ N, Pn es acotada, de manera que debido al principio de acotamiento uni-
forme sup

n∈N
{||Pn||} es finito.

Este teorema nos permite definir la siguiente constante:

Definición 1.90. Sea X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schauder
para X, llamamos constante básica de (xn)n∈N a sup{||Pn||: n ∈ N}.

Si la constante básica de una base es igual a 1 decimos que la base es monó-
tona.

Esta constante básica es fácilmente caracterizable a partir de la norma de
las proyecciones naturales.

Proposición 1.91. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schau-
der para X con constante básica K, entonces K es el ínfimo de los números reales
M tales que para cualquier j ∈ N y

∑∞
i=1 cixi ∈ X∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣
j∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤M

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

cixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Demostración. Sean X y (xn)n∈N como en las hipótesis, a partir de la definición
de constante básica es claro que

K = sup
{

ı́nf

{
M > 0 : ||

j∑
i=1

cixi||≤M ||
∞∑
i=1

cixi||
}

: j ∈ N
}

= ı́nf

{
M > 0 : ||

j∑
i=1

cixi||≤M ||
∞∑
i=1

cixi||, j ∈ N
}

A su vez esta proposición nos permite caracterizar a las bases monótonas.

Proposición 1.92. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schau-
der para X. Entonces las siguientes proposiciones son equivalentes:

a) (xn) es monótona.
b) Para cada j ∈ N y cada

∑∞
i=1 cixi ∈ X, ||

∑j
i=1 cixi||≤ ||

∑∞
i=1 cixi||.

c) Para cada j ∈ N y cada c1, . . . , cj+1 ∈ F, ||
∑j
i=1 cixi||≤ ||

∑j+1
i=1 cixi||.

d) Para cada x ∈ X, ||x||(xn)= ||x||.

Demostración. Sean X y (xn)n∈N como en las hipótesis. Supongamos (a) en-
tonces la constante básica es 1 lo que significa por la proposición anterior que
||
∑j
i=1 cixi||≤ ||

∑∞
i=1 cixi||.
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Supongamos (b) y sea j ∈ N y c1, . . . , cj+1 ∈ F, definamos para cada i >
j + 1 ci = 0 luego como

∑∞
i=1 cixi ∈ X entonces ||

∑j
i=1 cixi||≤ ||

∑∞
i=1 cixi||=

||
∑j+1
i=1 cixi||.
Si suponemos (c), sea j ∈ N y

∑∞
i=1 cixi ∈ X entonces para cualquier k ≥ j

||
∑j
i=1 cixi||≤ ||

∑k
i=1 cixi|| por lo que ||

∑j
i=1 cixi||≤ sup

n∈N
||
∑n
i=1 cixi|| de donde

||
∑∞
i=1 cixi||≤ ||

∑∞
i=1 cixi||(xn) la desigualdad ||

∑∞
i=1 cixi||≥ ||

∑∞
i=1 cixi||(xn) la

conocemos de la prueba del corolario 1.87, ambas desigualdades implican (d).
Finalmente, supogamos (d). Sabemos que si

∑∞
i=1 cixi ∈ X y j ∈ N entonces

sup
n∈N
||
∑∞
i=1 cixi||≥ ||

∑j
i=1 cixi|| por lo que

sup{||Pj(x)||(xn): ||x||(xn)= 1, j ∈ N} = 1

siendo ambas normas equivalentes esto implica que la constante básica de (xn)n∈N
es 1.

De manera análoga a las bases definidas en álgebra lineal, nos gustaría poder
encontrar bases normalizadas, es decir, bases de Schauder que satisfagan la
siguiente definición:

Definición 1.93. Sean X un espacio de Banach y (xn)n∈N una base de Schau-
der, decimos que (xn)n∈N está normalizada si para cada n ∈ N, ||xn||= 1.

El siguiente resultado general nos garantiza la existencia de estas bases.

Proposición 1.94. Sea X un espacio de Banach, (xn)n∈N una base de Schauder
para X y (λn)n∈N un sucesión en F de escalares no cero. Entonces (λnxn)n∈N
es una base de Schauder para X.

Demostración. Sean X, (xn)n∈N y (λn)n∈N como en las hipótesis. Sea x ∈ X,
entonces existe (an)n∈N sucesión única en F tal que

x =

∞∑
i=1

aixi =

∞∑
i=1

(
ai
λi

)
(λixi),

esto prueba que
(
an
λn

)
n∈N

es la única sucesión por medio de la cual expresamos

a x en términos de (λnxn)n∈N.

Corolario 1.95. Sean X un espacio de Banach con base de Schauder, entonces
existe una base de Schauder normalizada para X.
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Demostración. Sea X un espacio de Banach y (yn)n∈N una base de Schauder
para X, por la proposición 1.85 (yn)n∈N es una sucesión de vectores no cero,
por lo que (||yn||)n∈N es una sucesión de escalares no cero. Por la proposición
anterior entonces

(
yn
||yn||

)
n∈N

es base de Schauder para X, evidentemente es
normalizada.

El concepto de base de Schauder se encuentra estrechamente relacionado con
la siguiente noción:

Definición 1.96. Sea V un espacio normado, decimos que una sucesión (vn)n∈N
es total en V si cl(〈{vn ∈ V : n ∈ N}〉) = V .

Es claro que toda base de Schauder de un espacios de Banach X es total en
X. Terminamos el capítulo estudiando un concepto que será de suma utilidad
durante el último capítulo.

Definición 1.97. Sean X y Y espacios de Banach, (xn)n∈N y (yn)n∈N sucesio-
nes en X y Y respectivamente.

a) Decimos que (xn)n∈N es equivalente a (yn)n∈N si para cada (cn)n∈N su-
cesión en F tenemos que (

∑n
i=1 cixi)n∈N converge si y sólo si (

∑n
i=1 ciyi)n∈N.

b) Sea C ≥ 1, decimos que (xn)n∈N es C-equivalente a (yn)n∈N si para cada
k ∈ N y a1, . . . , ak ∈ F tenemos que

1

C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=1

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=1

aixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=1

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Es claro que tanto ser sucesiones equivalentes como ser C-equivalentes son
relaciones de equivalencia.

Teorema 1.98. Sean X y Y espacios de Banach, (xn)n∈N y (yn)n∈N bases
de Schauder para X y Y respectivamente. Entonces (xn)n∈N es equivalente a
(yn)n∈N si y sólo si existe un isomorfismo suprayectivo T : X → Y , tal que para
cada n ∈ N, Txn = yn.

Demostración. Sean X, Y , (xn)n∈N y (yn)n∈N como en las hipótesis.
Supongamos que (xn)n∈N es equivalente a (yn)n∈N. Sea x ∈ X, entonces exis-

te una única sucesión en F, (cn)n∈N tal que x =
∑∞
i=1 cixi. Definimos T : X → Y

como T (
∑∞
i=1 cixi) =

∑∞
i=1 ciyi. Como cada x ∈ X tiene una expresión única

en términos de (xn)n∈N, T es una función con dominio X. Como cada y ∈ Y
tiene una expresión única en términos de (yn)n∈N, T es inyectiva y suprayec-
tiva, es evidente que T es lineal. Sea (

∑∞
i=1 cn,ixi)n∈N un sucesión convergente

en X que converge a
∑∞
i=1 cixi y tal que (T (

∑∞
i=1 cn,ixi))n∈N converge en Y
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a
∑∞
i=1 biyi. Sabemos que para cada n ∈ N, T (

∑∞
i=1 cn,ixi) =

∑∞
i=1 cn,iyi. Sea

k ∈ N y consideremos las k-ésimas proyecciones naturales Pk : X → X y
P ′k : Y → Y , por el teorema 1.88, sabemos que ambas son acotadas, de ma-
nera que

∑k
i=1 cn,ixi = Pk(

∑∞
i=1 cn,ixi) −→ Pk(

∑∞
i=1 cixi) =

∑k
i=1 cixi y∑k

i=1 cn,iyi = P ′k(
∑∞
i=1 cn,iyi) −→ P ′k(

∑∞
i=1 biyi) =

∑k
i=1 biyi. Esto implica

que

cn,kxk = (Pk+1 − Pk)

( ∞∑
i=1

cn,ixi

)
−→ (Pk+1 − Pk)

( ∞∑
i=1

cixi

)
= ckxk

y que

cn,kyk = (P ′k+1 − P ′k)

( ∞∑
i=1

cn,iyi

)
−→ (P ′k+1 − P ′k)

( ∞∑
i=1

biyi

)
= bkyk

lo que implica a su vez que cn,k −→ ck y que cn,k −→ bk. Esto muestra que para
cada k ∈ N, ck = bk por lo que T (

∑∞
i=1 cixi) =

∑∞
i=1 ciyi =

∑∞
i=1 biyi. Esto

implica por el teorema de la gráfica cerrada que T es acotado y por el teorema
del mapeo inverso que además es isomorfismo. Es claro que para cada n ∈ N,
Txn = yn

Supongamos ahora que existe un isomorfismo suprayectivo T : X → Y

tal que para cada n ∈ N, Txn = yn. Sea (cn)n∈N sucesión en F tal que
(
∑n
i=1 cixi)n∈N converge a

∑∞
i=1 cixi, entonces sabemos que

(T (
∑n
i=1 cixi))n∈N converge a T (

∑∞
i=1 cixi) por ser T acotado. Pero para cada

n ∈ N,

T (

n∑
i=1

cixi) =

n∑
i=1

ciTxi =

n∑
i=1

ciyi.

Lo que muestra que (
∑n
i=1 ciyi)n∈N converge a T (

∑∞
i=1 cixi). Analogamente si

(c′n)n∈N sucesión en F tal que (
∑n
i=1 c

′
iyi)n∈N converge a

∑∞
i=1 c

′
iyi, debido a

que T−1 es acotada es claro que (
∑n
i=1 c

′
ixi)n∈N converge a T−1(

∑∞
i=1 c

′
iyi). Por

lo que (xn)n∈N es equivalente a (yn)n∈N.

Este resultado muestra que la noción de bases de Schauder equivalentes
se encuentra estrechamente relacionada con la noción de isomorfismo, además
sugiere una sencilla manera de construir bases equivalentes.

Teorema 1.99. Sean X y Y espacios de Banach, (xn)n∈N y (yn)n∈N sucesiones
totales en X y Y respectivamente y C ≥ 1. Entonces (xn)n∈N es C-equivalente
a (yn)n∈N si y sólo si existe un isomorfismo suprayectivo T : X → Y tal que
para cada n ∈ N, Txn = yn y ||T−1||, ||T ||≤ C.
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Demostración. Sean X, Y , (xn)n∈N, (yn)n∈N y C como en las hipótesis.
Supongamos que (xn)n∈N es C-equivalente a (yn)n∈N. Sea x ∈ X entonces

existe una sucesión (
∑kn
i=1 cn,ixi)n∈N en 〈{xn ∈ X : n ∈ N}〉 = X que converge

a x. Sabemos que esta sucesión es de Cauchy, veamos que entonces la sucesión
(
∑kn
i=1 cn,iyi)n∈N en 〈{yn ∈ Y : n ∈ N}〉 = Y es de Cauchy. Consideremos

ε > 0 y N ∈ N tal que si m,m′ ≥ N y km ≥ km′ , entonces ||
∑km
i=1 cm,ixi −∑km′

i=1 cm′,ixi||= ||
∑km
i=1(cm,i − cm′,i)yi||< ε/C. Sean m′,m ≥ N , supongamos

sin pérdida de generalidad que km ≥ km′ , entonces∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣
km∑
i=1

cm,iyi −
km′∑
i=1

cm′,iyi

∣∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
km∑
i=1

(cm,i − cm′,i)yi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
km∑
i=1

(cm,i − cm′,i)xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < ε.

Debido a que Y es espacio de Banach entonces la sucesión (
∑kn
i=1 cn,iyi)n∈N

es convergente, denotemos su punto de convergencia por T (x). Veamos que esta
expresión define una función de X en Y , es decir que T (x) es independiente de la
elección de la sucesión que converge a x. Supongamos que existen dos sucesiones
(
∑kn
i=1 an,ixi)n∈N y (

∑ln
i=1 bn,ixi)n∈N que convergen a x, podemos suponer que

para cada n ∈ N, kn = ln agregando tantos ceros como sean necesarios. Es claro
que la sucesión

(∑kn
i=1(an,i − bn,i)xi

)
n∈N converge a cero, además tenemos que

para cada n ∈ N,

1

C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

(an,i − bn,i)yi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

(an,i − bn,i)xi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

por lo que la sucesión (
∑kn
i=1(an,i− bn,i)yi)n∈N converge a cero. Esto implica

que
(∑kn

i=1 an,iyi

)
n∈N

y
(∑kn

i=1 bn,iyi

)
n∈N

convergen al mismo punto. Por lo que
la función T : X → Y está bien definida. Como
cl(〈{yn ∈ X : n ∈ N}〉) = Y entonces T es suprayectiva. El mismo argumento
que asegura que T está bien definida muestra que T es inyectiva cuando se usa la
segunda desigualdad que nos arroja la definición de sucesiones C-equivalentes.
Es evidente que T es una transformación lineal, además T cumple por construc-
ción las hipótesis del teorema de la gráfica cerrada por lo que es un operador
acotado, al ser biyectiva es un isomorfismo por el teorema del mapeo inverso.
Por definición de T para cada n ∈ N, Txn = yn.

Sea x ∈ X entonces existe una sucesión (
∑kn
i=1 dn,ixi)n∈N que converge a x,
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sabemos que para cada n ∈ N,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣T
(
kn∑
i=1

dn,ixi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

dn,iyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

dn,ixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

lo que implica que ||Tx||≤ C||x||. Debido a que ||T || es el ínfimo del conjunto
de los reales positivos que satisfacen esta propiedad tenemos que ||T ||≤ C.
Análogamente, sea y ∈ Y entonces existe (

∑kn
i=1 en,iyi)n∈N que converge a y,

sabemos que para cada n ∈ N,∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣T−1

(
kn∑
i=1

en,iyi

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

en,ixi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
kn∑
i=1

en,iyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

lo que implica que ||T−1y||≤ C||y||. Una vez más, ||T−1|| es el ínfimo del con-
junto de los reales positivos que satisfacen esta propiedad por lo que ||T−1||≤ C.

Supongamos ahora que existe un isomorfismo suprayectivo T : X → Y tal
que para cada n ∈ N, Txn = yn y ||T−1||, ||T ||≤ C. Sea k ∈ N y a1, . . . , ak ∈
F entonces ||

∑k
i=1 aiyi||= ||T (

∑k
i=1 aixi)||≤ ||T ||||

∑k
i=1 aixi||≤ C||

∑k
i=1 aixi||

por lo que 1
C ||
∑k
i=1 aiyi|| ≤ ||

∑k
i=1 aixi||, además ||

∑k
i=1 aixi||=

||T−1(
∑k
i=1 aiyi)||≤ ||T−1||||

∑k
i=1 aiyi||≤ C||

∑k
i=1 aiyi||.

Estos resultados nos muestran varias propiedades importances sobre las ba-
ses de Schauder C-equivalentes que resumimos en el siguiente corolario.

Corolario 1.100. Sean X y Y espacios de Banach, (xn)n∈N y (yn)n∈N bases
de Schauder para X y Y respectivamente.

a) Si (xn)n∈N y (yn)n∈N son equivalentes entonces existe C ≥ 1 tal que
(xn)n∈N y (yn)n∈N son C-equivalentes.

b) Si (xn)n∈N y (yn)n∈N son C-equivalentes y C ≤ C ′ entonces (xn)n∈N y
(yn)n∈N son C ′-equivalentes.



Capítulo 2

Teoría descriptiva de
conjuntos.

2.1. Espacios polacos y conjuntos de Borel.

En este capítulo se desarrollará la teoría descriptiva de conjuntos necesaria
para el resto de la tesis. La teoría descriptiva de conjuntos parte de las propieda-
des de los espacios polacos para desarrollar sus resultados. Los espacios polacos,
así como los espacios de Banach, son espacios que tienen propiedades en común
con R. R es un espacio vectorial sobre sí mismo, con estructura de espacio nor-
mado inducida a través de la función valor absoluto. Además, R es un espacio
métrico completo con la métrica generada por esta norma. Esto muestra que
la definición de espacio de Banach rescata propiedades tanto algebráicas como
topológicas de R. Sin embargo, R tiene otra propiedad topológica muy impor-
tante que no se incopora en la definición general de espacio de Banach y que
estudiamos en el capítulo anterior: la propiedad de ser un espacio topológico
separable. Esto sugiere que se pueden abstraer las propiedades topológicas de R
en otra dirección.

Definición 2.1. Sea (X, τ) un espacio topológico, decimos que X es metrizable
si existe una métrica d : X ×X → R tal que la topología τ de X es compatible
con d, es decir, la topología τ y la topología generada por las bolas abiertas de
d son la misma.

Decimos que (X, τ) es completamente metrizable si es metrizable con una
métrica d tal que (X, d) es un espacio métrico completo.

Decimos que (X, τ) es un espacio polaco si X es separable y completamente
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metrizable, en este caso decimos que τ es una topología polaca para X.

Es claro que R es un espacio polaco y que además cualquier espacio de
Banach separable es un espacio polaco.

Una diferencia importante entre el concepto de espacio de Banach y el de
espacio polaco es que el segundo nos ofrece nuevas maneras de construir espacios.
Podemos, por el momento, encontrar fácilmente dos maneras para construir
nuevos espacios polacos.

La siguiente proposición junto con la proposición 1.52 nos garantiza que
cualquier subconjunto cerrado de un espacio de Banach separable es un espacio
polaco.

Proposición 2.2. Sean (X, d) un espacio métrico completo y F ⊆ X un subcon-
junto cerrado de X. Si denotamos por dF a la métrica restringida a F , entonces
(F, dF ) es un espacio métrico completo.

Observando que existen conjuntos cerrados de un espacio de Banach que no
son a su vez un espacio de Banach, podemos concluir que este resultado comienza
a mostrarnos diferencias entre las propiedades de los espacios de Banach y los
polacos, sin embargo, este resultado aún no deja en claro por qué es relevante
definir la propiedad de ser metrizable, ya que hasta ahora sólo hemos estudiado
espacios que ya tienen una métrica natural. El siguiente resultado muestra por
qué la propiedad de metrizabilidad es importante.

Teorema 2.3. Sean X y Y dos espacios topológicos tales que X es completa-
mente metrizable y existe un homeomorfismo suprayectivo f : X → Y , entonces
Y es completamente metrizable.

Demostración. Sean X, Y y f como en las hipótesis. Consideremos una métrica
dX compatible con la topología de X. Como f es suprayectiva definimos para
cualesquiera y1, y2 ∈ X

dY (y1, y2) = dX(f(y1), f(y2)).

Veamos que esta expresión define una métrica. Como

dX : X ×X −→ R+ ∪ {0}

entonces
dY : Y × Y −→ R+ ∪ {0}.

Sean y1, y2 ∈ Y tales que dY (y1, y2) = 0, entonces f(y1) = f(y2) por ser dX
métrica, por lo que y1 = y2 ya que f inyectiva. Por otra parte si y ∈ Y entonces
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dY (y, y) = dX(f(y), f(y)) = 0. Además es claro que para toda y1, y2 ∈ Y ,

dY (y1, y2) = dX(f(y1), f(y2)) = dX(f(y2), f(y1)) = dY (y2, y1).

Por último, si y1, y2, y3 ∈ Y

dY (y1, y3) = dX(f(y1), f(y3))

≤ dX(f(y1), f(y2)) + dX(f(y2), f(y3)) = dY (y1, y2) + dY (y2, y3).

Esto demuestra que dY es una métrica. Veamos que es compatible con la
topología de X. Sea U ⊆ Y abierto no vacío y y ∈ U , por ser f conti-
nua f−1[U ] es abierto y f−1(y) ∈ f−1[U ] por lo que existe r > 0 tal que
Br(f

−1(y)) ⊆ f−1[U ] esto implica que Br(y) ⊆ U . Esto muestra que la topo-
logía de la métrica dX es más fina que la topología de X. Sea y′ ∈ Y y ρ > 0

entonces f−1[Bρ(y
′)] = Bρ(f

−1(y′)) ⊆ X que es un abierto en X, por ser f
abierta Bρ(y′) = f [f−1[Bρ(y

′)]] ⊆ Y es abierto en X. Esto muestra que ambas
topologías coinciden.

Veamos que además dX es una métrica completa. Sea (yn)n∈N una sucesión
de Cauchy en Y y consideremos (f(y))n∈N, la cual es una sucesión en X, es claro
que esta sucesión también es de Cauchy. Al ser dX una métrica completa existe
x ∈ X tal que f(yn) −→ x, y al ser f−1 continua, tenemos que yn −→ f−1(x)

por lo que (yn)n∈N es convergente.

Este teorema junto con la proposición 1.52 nos ofrece un resultado suma-
mente importante.

Corolario 2.4. Sean X y Y espacios topológicos y g : X → Y un homeo-
morfismo suprayectivo. Si X es un espacio polaco, entonces Y es un espacio
polaco.

Mostraremos ahora una tercera manera de construir espacios polacos la cual
sí tiene su análogo en la teoría de espacios de Banach. Esta vez necesitamos
trabajar un poco más para demostrar nuestro resultado. Para esto utilizaremos
la siguiente proposición, la cual es un resultado básico de la teoría de espacios
métricos.

Proposición 2.5. Sea (X, d) un espacio métrico y τ la topología generada por
d. Entonces existe una métrica acotada por 1 a la que denotamos d′ que es
compatible con τ . Si d es una métrica completa, entonces d′ es una métrica
completa. La métrica d′ está dada por d′(x, y) = mı́n{1, d(x, y)}
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Teorema 2.6. Sea para cada n ∈ N, Xn un espacio topológico metrizable con dn
una métrica acotada por 1 compatible con su topología. Entonces
X =

∏
n∈N

Xn con la topología del producto es un espacio metrizable con la métrica

d(x, y) =

∞∑
n=1

2−ndn(xn, yn).

Si las métricas dn son completas, entonces d es una métrica completa.

Demostración. Sean {Xn : n ∈ N} y {dn : n ∈ N} como en las hipótesis.
Definamos X y d como en el enunciado. Veamos primero que d es una métrica:
como para cada n ∈ N, dn está acotada por 1, entonces para todo x, y ∈ X,
0 ≤ d(x, y) ≤

∑∞
n=1 2−n = 1 lo que asegura que d : X ×X → R+ ∪ {0}.

Si x, y ∈ X y d(x, y) = 0 entonces para cada n ∈ N, dn(xn, yn) = 0, es
decir que para cada n ∈ N, xn = yn, por lo que x = y. Es claro que si x ∈ X,
d(x, x) =

∑∞
n=1 2−ndn(xn, xn) = 0. Por otra parte, si x, y ∈ X, entonces

d(x, y) =

∞∑
n=1

2−ndn(xn, yn) =

∞∑
n=1

2−ndn(yn, xn) = d(y, x).

Por último, si x, y, z ∈ X entonces

d(x, z) =

∞∑
n=1

2−ndn(xn, zn)

≤
∞∑
n=1

2−n(dn(xn, yn) + dn(yn, zn))

=

∞∑
n=1

2−ndn(xn, yn) +

∞∑
n=1

2−ndn(yn, zn) = d(x, y) + d(y, z).

Con esto hemos mostrado que d es métrica.
Como X puede ser dotado de la topología producto, quisiéramos ver que esta

métrica es compatible con dicha topología. Para cada n ∈ N, sea pn : X → Xn

definida por pn(x) = xn, es decir, la n-ésima proyección coordenada. Es claro
que si consideramos no ∈ N, ε > 0, x, y ∈ X y d(x, y) < 2−n0ε entonces
2−n0dn0

(pn0
(x), pn0

(y)) = 2−n0dn0
(xn0

, yn0
) ≤

∑∞
n=1 2−ndn(xn, yn) < 2−n0ε

por lo que dn(pn(x), pn(y)) < ε. Hemos mostrado entonces que para cada
x, y ∈ X, si d(x, y) < 2−n0ε entonces dn0(pn0(x), pn0(y)) < ε, esto prueba que
para cada n ∈ N, pn es continua, por lo que la topología generada por d es más
fina que la topología del producto.
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Sean ahora ε > 0, x ∈ X y M ∈ N tal que
∑∞
n=M+1 2−n < ε/2. Sea también

para cada m ≤ M , Um = Bε/2(xm) ⊆ Xm. Si U =
⋂
m≤M p−1m [Um] entonces U

es un abierto del producto, y si y ∈ U tenemos que

d(x, y) =

∞∑
n=1

2−ndn(xn, yn) =

M∑
n=1

2−ndn(xn, yn) +

∞∑
n=M+1

2−ndn(xn, yn)

<

M∑
n=1

2−nε/2 +

∞∑
n=M+1

2−n < ε/2 + ε/2 = ε.

Es decir, x ∈ U ⊆ Bε(x) ⊆ X. Esto prueba que la topología del producto es más
fina que la topología generada por la métrica d, por lo que ambas topologías son
la misma, es decir, X con la topología del producto es un espacio metrizable.

Sólo resta mostrar que d es una métrica completa si cada dn lo es. Sea
(xn)n∈N una sucesión de Cauchy en X. Si consideramos m ∈ N y ε > 0, sea
N ∈ N tal que si n1, n2 ≥ N entonces d(xn1 , xn2) < 2−mε esto implica que si
n1, n2 ≥ N entonces dm(pm(xn1), pm(xn2)) < ε. Por lo que para cada m ∈ N,
pm(xn)n∈N es de Cauchy. Como las métricas dm son completas, para cadam ∈ N
existe xm ∈ Xm tal que pm(xn) −→ xm. Si definimos x = (xm)m∈N ∈ X

entonces la sucesión (xn)n∈N converge a x en cada coordenada, por lo que la
sucesión converge a x pues estamos trabajando con la topología del producto.

Esto muestra que X con la topología del producto es completamente metri-
zable.

Llamamos a la métrica definida en el teorema anterior la métrica del pro-
ducto.

Teorema 2.7. Para cada n ∈ N, sea Xn un espacio topológico separable, en-
tonces X =

∏
n∈N

Xn es separable con la topología del producto.

Demostración. Para cada n ∈ N, sea Xn un espacio topológico separable. Con-
sideremos para cada n ∈ N, Sn = {sn,m : m ∈ N} un conjunto denso numerable
en Xn. Definimos

Tn = {x ∈ X : ∀m ∈ {1, . . . , n}xm ∈ Sm,∀m ∈ N \ {1, . . . , n}xm = sm,1}.

Es claro que para toda n ∈ N, Tn tiene la misma cardinalidad que
∏n
m=1 Sm,

el cual sabemos es numerable. Definimos entonces T =
⋃
n∈N Tn, sabemos que

T es un conjunto numerable.
Afirmamos que T es un conjunto denso en X. Sea V ⊆ X un abierto básico

en X entonces para cada i ∈ {1, . . . , n} existe Vi ⊆ Xi abierto con la propiedad
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de que V =
⋂n
i=1 p

−1
i [Vi]. Podemos además considerar para cada i ∈ {1, . . . , n},

zi ∈ Si ∩ Vi. Si definimos x ∈ X como xi = zi si i ∈ {1, . . . , n} y xi = si,1 si
i ∈ N \ {1, . . . , n}, entonces x ∈ Tn ⊆ T y x ∈ V pues para cada i ∈ {1, . . . , n}
xi = zi ∈ Vi. Esto muestra que T es denso en X, por lo que X es separable.

Corolario 2.8. Para cada n ∈ N, sea Xn es un espacio polaco, entonces
X =

∏
n∈N

Xn es un espacio polaco.

A partir de estos resultados podemos enlistar nuevos ejemplos de espacios
polacos:

(a) Fω con la topología del producto.
(b) (a, b) ⊂ R con la topología inducida como subespacio.
(c) Br(z) ⊆ C con r > 0 y z ∈ C con la topología inducida por algún con C.
(d) (F, dF ), con F ⊆ X un subconjunto cerrado con la topología inducida

por X y X cualquiera de los espacios de los incisos anteriores.
Lo que sigue en este capítulo es un desarrollo de otros elementos de la teo-

ría descriptiva de conjuntos teniendo como eje la búsqueda de nuevos espacios
polacos.

En la teoría de espacios métricos generales se puede observar que varias de
las propiedades de la bolas abiertas se preservan bajo intersecciones finitas no
vacías. Esta fue una de las motivaciones para el axioma de espacio topológico que
requiere que la intersección finita de elementos de una topología sea a su vez un
elemento de la topología. En teoría descriptiva de conjuntos, las intersecciones
numerables de conjuntos abiertos poseen propiedades muy interesantes por lo
que vale la pena detenerse a estudiarlas.

Definición 2.9. Sea X un espacio topológico y G ⊆ X un subconjunto, decimos
que G es un conjunto Gδ si existe una sucesión de conjuntos (Un)n∈N tales que
para toda n ∈ N, Un ⊆ X es abierto y

⋂
n∈N

Un = G.

Nuestro primer resultado nos permite enlistar un buen número de ejemplos
de conjuntos Gδ. Para esto, sólo necesitamos describir apropiadamente a los
cerrados en espacios metrizables.

Proposición 2.10. Sea X un espacio topológico metrizable y F ⊆ X un sub-
conjunto cerrado, entonces F = {x ∈ X : d(x, F ) = 0}.

Demostración. Sean X y F como en las hipótesis. Fijemos una métrica d com-
patible con la topología de X. Si x ∈ F , como d(x, x) = 0 entonces d(x, F ) = 0.

Sea x ∈ X tal que d(x, F ) = 0, si consideramos n ∈ N y observamos que
d(x, F ) < 1

n entonces podemos afirmar que existe xn ∈ F tal que d(x, xn) < 1
n .
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Si definimos de esta manera una sucesión (xn)n∈N contenida en F es claro que
xn −→ x, como F es cerrado, entonces x ∈ F .

Proposición 2.11. Sea X un espacio métrico, d una métrica compatible con
su topología, F ⊆ X, subconjunto cerrado de X y para cada n ∈ N,

Un =
{
x ∈ X : d(x, F ) <

1

n

}
.

Entonces para cada n ∈ N, Un es un conjunto abierto en X, Un+1 ⊆ Un y

F =
⋂
n∈N

Un.

En particular, si F ⊆ X es un subconjunto cerrado de X, entonces F es un
conjunto Gδ.

Demostración. Sean X y F como en las hipótesis. Consideremos una métrica d
en X compatible con su topología. Definamos para cada n ∈ N

Un =
{
x ∈ X : d(x, F ) <

1

n

}
.

Comencemos mostrando que cada uno de estos conjuntos es abierto, este
hecho es consecuencia de la siguiente igualdad:

Un =
⋃
x∈F

B 1
n

(x).

Esta igualdad es clara pues si y ∈ Un, entonces existe x ∈ F tal que
d(x, y) < 1/n, por lo que y ∈ B 1

n
(x) de manera que y ∈

⋃
x∈F B 1

n
(x). Y si

z ∈
⋃
x∈F B 1

n
(x), sea x′ ∈ F tal que z ∈ B 1

n
(x′), como x′ ∈ F y d(z, x′) < 1

n

esto implica que z ∈ Un. Al ser Un la unión de bolas abiertas entonces es un
abierto.

Por otra parte, si x ∈ F entonces d(x, F ) = 0 por lo que para cada n ∈ N,
d(x, F ) < 1

n lo que implica que x ∈
⋂
n∈N Un.

Además, si x ∈
⋂
n∈N Un entonces para cada n ∈ N, d(x, F ) < 1

n por lo que
d(x, F ) = 0, al ser F cerrado esto implica que x ∈ F .

Por tanto, para cada n ∈ N, Un es abierto enX y F =
⋂
n∈N Un, esto muestra

que F es un conjunto Gδ.

Una propiedad importante de los conjuntos Gδ es que nos permiten estu-
diar las funciones que no son continuas en todo su dominio. Para mostrar esto
necesitamos las siguientes definiciones.



64 CAPÍTULO 2. TEORÍA DESCRIPTIVA DE CONJUNTOS.

Definición 2.12. Sean X un espacio topológico, (Y, d) un espacio métrico,
A ⊆ X y f : A → Y . Definimos la oscilación de un punto x ∈ X respecto a f
como

osc(x, f) = ı́nf{diam(f [U ∩A]) : U ⊆ X es una vecindad abierta de x}.

Proposición 2.13. Sean X un espacio topológico, Y un espacio métrico, A ⊆ X
y f : A→ Y , entonces si x ∈ A:

a) f es continua en x si y sólo si osc(x, f) = 0.
b) El conjunto {x ∈ X : osc(x, f) = 0} es un conjunto Gδ.
c) Si A = X, entonces el conjunto {x ∈ X : f es continua en x} es un Gδ.

Demostración. Sean X, Y , A y f como en las hipótesis. Comencemos con (a):
Sea x ∈ A, tal que f es continua en x. Sea ε > 0 arbitrario, por ser f continua

en x existe U ⊆ X vecindad abierta de x tal que f [U ∩ A] ⊆ Bε(f(x)) por lo
que diam(f [U ∩A]) < ε. Como ε es arbitrario esto muestra que osc(x, f) = 0.

Sea x ∈ A, tal que osc(x, f) = 0. Sea ε > 0 arbitrario, como osc(x, f) =

0 existe U ⊆ X vecindad abierta de x tal que diam(f [U ∩ A]) < ε, por lo
que si x′ ∈ U ∩ A entonces d(f(x), f(x′)) ≤ diam(f [U ∩ A]) < ε, es decir
f(x′) ∈ Bε(f(x)). Esto muestra que f [U ∩A] ⊆ Bε(f(x)) y como ε es arbitrario
esto permite concluir que f es continua en x.

Continuemos con (b), sean para cada n ∈ N,

Un =

{
x ∈ X : osc(x, f) <

1

n

}
.

Consideremos n ∈ N, si Un = ∅ entonces es trivial que Un es abierto. Si
Un 6= ∅ sea x ∈ Un, luego existe U ⊆ X vecindad abierta de x tal que
diam(f [U ∩ A]) < 1

n , si x′ ∈ U como U es abierto, U es vecindad abierta
de x por lo que U es testigo de que osc(x′, f) < 1

n . Es decir, x ∈ U ⊆ Un, por lo
que Un es abierto.

Si x ∈ X es tal que osc(x, f) = 0 entonces para toda n ∈ N, osc(x, f) < 1
n por

lo que x ∈
⋂
n∈N Un. Si x ∈

⋂
n∈N Un, entonces para toda n ∈ N, osc(x, f) < 1

n

por lo que osc(x, f) = 0.
Por lo tanto, para cada n ∈ N, Un es abierto en X y

{x ∈ X : osc(x, f)} =
⋂
n∈N

Un.

Lo que prueba que este conjunto es un Gδ.
Para concluir (c) basta observar que si A = X entonces por el inciso (a)

{x ∈ X : f es continua en x} = {x ∈ X : osc(x, f) = 0} y por el inciso (b) el
segundo conjunto es un Gδ, de manera que el primero también lo es.
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Esta proposición abre la puerta para dos propiedades muy importantes de
los conjuntos Gδ. La primera se encuentra relacionada con un problema muy
común en topología: extender funciones continuas.

Teorema 2.14 (Kuratowski). Sean X un espacio topológico metrizable, Y un
espacio topológico completamente metrizable, A ⊆ X y f : A → Y continua.
Entonces existe G ⊆ X subconjunto Gδ tal que A ⊆ G ⊆ cl(A) y tal que existe
g : G→ Y continua de manera que g es extensión de f , es decir g|A = f .

Demostración. Sean X, Y , A y f como en las hipótesis. Fijemos una métrica
dX compatible con la topología de X y una métrica completa dY compatible
con la topología de Y . Definimos

G = cl(A) ∩ {x ∈ X : osc(x, f) = 0}.

Por la proposición 2.11 el primer intersectando es un Gδ, por la proposición 2.13
el segundo también lo es, es trivial observar que la intersección numerable de
conjuntos Gδ vuelve a serlo, por lo que G es un Gδ y claramente A ⊆ G ⊆ cl(A)

pues A ⊆ {x ∈ X : osc(x, f) = 0} de nuevo por la proposición 2.13. De manera
que sólo resta construir g.

Consideremos x ∈ G y ε > 0, como osc(x, f) = 0 existe U ⊆ X vecindad
abierta de x tal que diam(f [U ∩ A]) < ε. Como también x ∈ cl(A) entonces
existe una sucesión (xn)n∈N tal que para cada n ∈ N, xn ∈ A y xn −→ x, dado
que U es vecindad de x existe N ∈ N es tal que para cada n ≥ N , xn ∈ U . Por
lo que diam({f(xn) : n ≥ N}) < ε, es decir (f(xn))n∈N es de Cauchy. Como
(Y, dY ) es completo existe y ∈ Y tal que f(xn) −→ y.

Quisiéramos asegurar que la elección de y es independiente de la sucesión
considerada, para esto supongamos que existe otra sucesión (x′n)n∈N tal que
para cada n ∈ N, x′n ∈ A y x′n −→ x. Por el argumento del párrafo anterior
podemos escoger y′ ∈ Y , tal que f(x′n) −→ y′. Sea ε > 0, escojamos δ > 0

tal que si dX(z, x) < δ entonces dY (f(z), f(x)) < ε, escojamos N1 ∈ N tal
que para toda n ≥ N1 dY (f(xn), y) < ε/4, también escojamos N2 ∈ N tal que
para toda n ≥ N2 dY (f(x′n), y′) < ε/4, además escojamos N3 ∈ N tal que para
toda n ≥ N3 dX(xn, x) < δ/4 y por último escojamos N4 ∈ N tal que para
toda n ≥ N4 dX(x′n, x) < δ/4. Si N = máx{N1.N2, N3, N4} y n ≥ N entonces
utilizando varias veces la desigualdad del triángulo tenemos que:

dY (y, y′) ≤ dY (y, f(xn))+dY (f(xn), f(x))+dY (f(x), f(x′n))+dY (f(x′n, y
′))

< ε/4 + ε/4 + ε/4 + ε/4 = ε

Por lo que y = y′, lo que asegura que el punto de convergencia es inde-
pendiente de la elección de la sucesión. Esto permite definir g : G → Y como
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g(x) = y. Si x ∈ A podemos considerar la sucesión constante x, la cual es testigo
de que g(x) = f(x), es decir, g|A = f .

Resta mostrar que g es continua, sean x ∈ G y V ⊆ X vecindad abierta de
x. Sean w, v ∈ V ∩ G, como G ⊆ cl(A) existen sucesiones (vn)n∈N y (wn)n∈N
tales que para toda n ∈ N, wn, vn ∈ A ∩ V y tenemos que wn −→ w, vn −→ v.
Sea, de nuevo, ε > 0, como osc(w, f) = osc(v, f) = 0 existen δ1, δ2 > 0 tal
que si dX(u,w) < δ1 entonces dY (f(u), f(w)) < ε y si dX(u, v) < δ2 entonces
dY (f(u), f(v)) < ε, así como M1,M2 ∈ N tales que si n ≥ M1 d(wn, w) < δ/2

y si n ≥ M2 d(vn, v) < δ/2. Luego si n ≥ máx{M1,M2}, una vez más por la
desigualdad del triángulo:

dY (g(w), g(v)) ≤ d(g(w), f(wn)) + d(f(wn), f(vn)) + d(f(vn), g(v))

<
ε

2
+ diam(f [A ∩ V ]) +

ε

2
= diam(f [A ∩ V ]) + ε.

Como w, v ∈ V ∩G, esto muestra que diam(g[V ∩G]) ≤ diam(f [V ∩A]), como
osc(x, f) = 0 entonces osc(x, g) = 0 lo que implica de nuevo por la proposición
2.13 que g es continua.

A su vez, este resultado nos permite demostrar otra muy importante propie-
dad de los conjuntos Gδ: estos conjuntos caraterizan a los subespacios polacos
de un espacio polaco.

Teorema 2.15. Sea X un espacio topológico metrizable.
a) Si A ⊆ X es completamente metrizable, entonces A es un subconjunto Gδ

de X.
b) Si X es completamente metrizable y B ⊆ X es un subconjunto Gδ de

X, entonces B es completamente metrizable. Más aún, B es homeomorfo a un
subconjunto cerrado de X × Rω.

c) Si X es un espacio polaco, entonces Y ⊆ X es un espacio polaco si y sólo
si Y es un subconjunto Gδ de X.

Demostración. Sea X un espacio topológico metrizable. Comencemos con (a),
sea A ⊆ X completamente metrizable. Consideremos f : A→ A definida como
f(x) = x. Al ser f la función identidad es continua por lo que por el teorema
2.14 existe G ⊆ X subconjunto Gδ de X, tal que A ⊆ G ⊆ cl(A) y existe
g : G→ A continua tal que g|A = f .

Sea x ∈ G, comoG ⊆ cl(A) podemos considerar una sucesión (xn)n∈N tal que
xn −→ x y para toda n ∈ N, xn ∈ A. Por la continuidad de g sabemos entonces
que g(xn) −→ g(x), pero al estar esta sucesión contenida en A sabemos que
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para toda n ∈ N, g(xn) = f(xn) = xn por lo que xn −→ g(x), al ser el punto
de convergencia único esto implica que g(x) = x pero g(x) ∈ A, luego x ∈ A.
Esto prueba que G ⊆ A por lo que G = A, lo que claramente implica que A es
un Gδ.

Continuemos con (b). Supongamos que X es completamente metrizable. Es-
cojamos una métrica d completa compatible con la topología de X. Considere-
mos B ⊆ X y (Un)n∈ω una sucesión de abiertos de X tales que

⋂
n∈ω Un = B.

Para cada n ∈ ω, sea Fn = X \ Un, es claro que cada Fn es un cerrado en X.
Utilizando estos cerrados vamos a construir una función de B en X × Rω.

Ya hemos mostrado que para cada n ∈ ω, m ∈ N, el conjunto

{x ∈ X : d(x, Fn) <
1

m
}

es abierto en X pues Fn es cerrado. Esto muestra que las funciones gn : B → R
definidas por gn(x) = d(x, Fn) son continuas. Como para cada n ∈ ω, Fn es
cerrado, si x ∈ B ⊆ (X \Fn) sabemos que 0 < d(Fn, x), esto nos permite definir
las funciones fn : B → R por fn(x) = 1

d(Fn,x)
, las cuales son continuas por ser

cada una composición de funciones continuas.

A su vez podemos definir f : B → Rω como f(x) = (fn(x))n∈ω, si conside-
ramos a Rω con la métrica del producto entonces f es continua pues es continua
al componerse con cada una de las proyecciones.

Sabemos por el teorema 2.6 que Y = X ×Rω es completamente metrizable.
Definimos G(f) = {(x, f(x)) ∈ Y : x ∈ X}, veamos que G es cerrado en Y . Sea
dY una métrica compatible con la topología de Y y (yn)n∈N una sucesión tal que
para toda n ∈ N, yn ∈ G y que converge a y ∈ Y . Consideremos (xn)n∈N tal que
para cada n ∈ N, yn = (xn, f(xn)) y (x, z) = y. Utilizando la continuidad de las
proyecciones p(y1, y2) = y1 y q(y1, y2) = y2 sabemos que (f(xn))n∈N converge
a z y (xn)n∈N converge a x, esto implica, por ser f continua, que (f(xn))n∈N
converge a f(x). Al ser el punto de convergencia único tenemos que z = f(x),
por lo que y ∈ G(f). Esto muestra que G(f) es cerrado y por la proposición 2.2
G(f) es completamente metrizable.

Es evidente que p′ = p|G(f) es continua, inyectiva y que p′[G(f)] = B, por
lo que por el teorema 2.3, B es completamente metrizable. Además es claro que
p′−1 es continua por lo que B es homeomorfo a G(f) ⊆ X × Rω.

Por último, para probar (c) supongamos que X es polaco, y Y ⊆ X. Si Y es
polaco, en particular es completamente metrizable, por lo que por (a) Y es un
subconjunto Gδ. Si Y es un subconjunto Gδ, entonces es separable y por (b) es
completamente metrizable, luego es polaco.
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Lo anterior nos permite, por una parte dar muchos más ejemplos de espa-
cios polacos, por otra parte sugiere que el estudio de los conjuntos Gδ es tan
importante como el estudio de los espacios polacos. Veamos nuevos ejemplos de
espacios polacos.

Sabemos que podemos expresar al conjunto de los racionales de la siguiente
manera: Q = {qn : n ∈ N}. Por lo que podemos definir para cada n ∈ N,
Un = (−∞, qn) ∪ (qn,∞) abierto en R. Es claro que R \ Q =

⋂
n∈N Un, por lo

que R \ Q es un Gδ contenido en R un espacio polaco. Por el teorema anterior
esto muestra que R \Q es un espacio polaco.

Consideremos

A = {(xn)n∈ω ∈ Rω : {xn : n ∈ ω} tiene como punto de adherencia a 0}.

Sabemos que {xn : n ∈ ω} tiene como punto de adherencia a cero si y sólo si
para toda ε > 0 existe m ∈ ω tal que (xm ∈ Bε(0)). Pero esta condición es
equivalente a que para toda n ∈ N exista m ∈ ω tal que (xm ∈ B1/n(0)). Más
áun, si n0 ∈ N y m0 ∈ ω entonces

V(m0,n0) = {(xn)n∈ω ∈ Rω : xm0 ∈ B 1
n0

(0)} = p−1m0
[B 1

n0

(0)]

es un abierto en la topología del producto, por lo que

Un0 =
⋃
m∈ω

V(m,n0) = {(xn)n∈ω ∈ Rω : ∃m ∈ ω(xm ∈ B 1
n0

(0))}

también es un abierto para cada n0 ∈ N. Como⋂
n∈N

Un = {(xn)n∈ω ∈ Rω : ∀n ∈ N∃m ∈ ω(xm ∈ B 1
n

(0))} = A

entonces A es un Gδ en Rω que es un espacio polaco, por lo que A también es
un espacio polaco.

Podemos así agregar a nuestra lista los siguientes espacios polacos:
(d) R \Q con la topología como subespacio de R.
(e) {(xn)n∈ω ∈ Rω : {xn : n ∈ ω} tiene como punto de adherencia a 0} con

la topología como subespacio de Rω.
(f) Cualquier subconjunto Gδ de uno de los espacios polacos previamente

enlistados con la topología inducida como subespacio.
Los conjuntos Gδ son sólo algunos de los primeros de una larga lista de

conjuntos que estudia la teoría descriptiva. Estos conjuntos surgen al combinar
el concepto de topología con un concepto básico de la teoría de la medida.
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Definición 2.16. Sea X un conjunto y Σ ⊆ P(X).
(a) Decimos que Σ es una σ-álgebra de subconjuntos de X si se cumplen las

siguientes propiedades:
(1) ∅, X ∈ Σ.
(2) Si A ∈ Σ entonces (X \A) ∈ Σ.
(3) Si {An : n ∈ N} ⊆ Σ es una colección numerable de conjuntos que
pertenecen a Σ, entonces

⋃
n∈N

An ∈ Σ.

(b) Si Σ es una σ-álgebra en X, entonces decimos que (X,Σ) es un espacio
medible.

(c) Dado un conjunto A ⊆ P(X) decimos que A genera a una σ-álgebra Σ,
si Σ es la ⊆-menor σ-álgebra de X que contiene a A.

(d) Si además X es un espacio topológico con una topología τ denotamos por
B(τ) a la σ-álgebra generada por τ , la llamamos la σ-álgebra de Borel de τ y a
sus elementos los conjuntos de Borel, o borelianos.

La σ-álgebra de Borel no sólo es interesante porque mezcla dos de las es-
tructuras más estudiadas en matemáticas, sino porque sus elementos pueden ser
separados en conjuntos que manera jerarquizada. La jerarquía que describimos
a continuación se conoce como la jerarquía de Borel.

Consideremos un espacio topológico (X, τ). La jerarquía de Borel ordena a
los conjuntos de Borel a partir de la complejidad de la fórmula que los describe.
Los primeros conjuntos de la jerarquía de Borel son los abiertos de la topología,
a estos se les denota, utilizando la notación lógica moderna, como Σ0

1(X). Los
abiertos son los borelianos más sencillos junto con los conjuntos cerrados, a estos
últimos se los denota por Π0

1(X), los cuales se pueden describir como

Π0
1 = {F ∈ P(X) : (X \ F ) ∈ Σ1

0(X)}.

Los borelianos que en complejidad son los inmediatamente siguientes son
tanto las intersecciones numerables de abiertos, así como las uniones numerables
de cerrados. A los primeros los hemos denominado Gδ, los cuales se denotan por
Π0

2(X) y se pueden escribir como

Π0
2 =

{⋂
n∈N

Un : ∀n ∈ N, Un ∈ Σ0
1(X)

}
.

o equivalentemente

Π0
2(X) =

{
X \

⋃
n∈N

Fn : ∀n ∈ N, Fn ∈ Π0
1(X)

}
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A las uniones numerables de cerrados las denominamos conjuntos Fσ y las
denotamos Σ0

2(X), estos conjuntos pueden ser descritos por

Σ0
2(X) =

{⋃
n∈N

Fn : ∀n ∈ N, Fn ∈ Π0
1(X)

}
.

Esta descripción muestra que los conjuntos Gδ son los complementos de los
conjuntos Fσ de la misma manera que los conjuntos cerrados son los comple-
mentos de los conjuntos abiertos. Esto ilustra los pasos por medio de los cuales
se construye la jerarquía. Se inicia con una familia de conjuntos, se construye la
familia de sus complementos y a partir de ésta se construye la familia de todas
sus uniones numerables, luego se repite el proceso. Este proceso se describe a
través de una recursión sobre el primer ordinal no numerable ω1.

Definimos por recursión sobre ω1 los siguientes subconjutos de la σ-álgebra
de Borel:

Σ0
1(X) = {A ∈ P(X) : A ∈ τ}

Π0
1(X) = {A ∈ P(X) : (X \A) ∈ Σ0

1(X)}.

Para α > 1, Σ0
α(X) =

{⋃
n∈ω

An : ∀n ∈ N
(
αn < α, An ∈ Π0

αn(X)
)}

Π0
α(X) = {A ∈ P(X) : (X \A) ∈ Σ0

α(X)}.

A partir de estos conjuntos podemos definir para toda α < ω1:

∆0
α(X) = Σ0

α(X)
⋂

Π0
α(X).

La relevancia de estas clases, conocidas como clases ambigüas, puede apre-
ciarse considerando el caso α = 1. Los conjuntos ∆0

1(X) = Σ0
1(X)

⋂
Π0

1(X),
son precisamente aquellos conjuntos que son cerrados y abiertos, su estudio es
sumamente importante para las propiedades relacionadas con la conexidad de
un espacio topológico.

En caso de que (X, τ) sea metrizable, la proposición 2.11 nos asegura que

Π0
1(X) ⊆ Π0

2(X)

lo cual claramente implica que

Σ0
1(X) ⊆ Σ0

2(X).

Dado que es trivial que
Π0

1(x) ⊆ Σ0
2(X)
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y que
Σ0

1(X) ⊆ Π0
2(X),

entonces tenemos que
Π0

1(X) ∪ Σ0
1(X) ⊆ ∆0

2(X).

Este es el caso base de un argumento por inducción que demuestra que en el
siguiente diagrama todas las flechas denotan contención entre conjuntos.

Σ0
1(X)

""

// Σ0
2(X) // · · · // Σ0

α(X) // · · ·

∆0
1(X)

<<

""

// ∆0
2(X)

<<

""

// · · · // ∆0
α(X)

<<

""

// · · ·

Π0
1(X)

<<

// Π0
2(X) // · · · // Π0

α(X) // · · ·

Tambien se puede probar que este diagrama representa a toda la σ-álgebra
de Borel, es decir que cualquier conjunto de Borel aparece eventualmente en la
jerarquía que describe este diagrama.

Un argumento mucho más complejo muestra que en el caso que (X, τ) es un
espacio polaco no numerable las flechas del diagrama anterior denotan conten-
ción propia. Además, bajo estas mismas hipótesis, puede mostrarse que existen
subconjuntos de X que no son conjuntos de Borel, como muestra nuestro teo-
rema 3.15.

Los resultados mencionados en estos últimos tres párrafos quedan fuera del
objetivo de este trabajo. No obstante, vale la pena mencionarlos para dejar en
claro que la utilidad de la teoría descriptiva va mucho más allá de lo que aquí
trabajaremos.

Sin embargo, como utilizaremos regularmente algunos de los estratos de la
jerarquía de Borel, establecemos la siguiente notación que nos ayudará poste-
riormente. Sea X un conjunto y A ⊆ P(X), definimos:

Aδ =
{ ⋂
n∈N

An : ∀n ∈ N, An ∈ A
}
, y

Aσ =
{ ⋃
n∈N

An : ∀n ∈ N, An ∈ A
}
.

Además denotamos por G(X) = {A ∈ P(X) : A ∈ τ} al conjunto de abiertos
y por F (X) = {(X \ A) ∈ P(X) : A ∈ τ} al conjunto de cerrados. Esto nos
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ofrece la siguiente notación:

Σ0
1(X) = G(X)

Π0
1(X) = F (X)

Σ0
2(X) = (F (X))σ = Fσ(X)

Π0
2(X) = (G(X))δ = Gδ(X)

Σ0
3(X) = (Gδ(X))σ = Gδσ(X)

Π0
3(X) = (Fσ(X))δ = Fσδ(X)

etc.
Los conjuntos de Borel tienen una estructura sumamente rica y cumplen

varias propiedades que los relacionan intimamente con los espacios polacos, lo
que resta de esta sección se dedica a probar una de estas propiedades.

Teorema 2.17. Sea X un espacio topológico metrizable y separable, entonces
X tiene una base numerable para su topología, es decir es II-numerable.

Demostración. Sea X como en las hipótesis. Consideremos una métrica d com-
patible con la topología de X y sea C = {xn ∈ X : n ∈ N} un conjunto denso y
numerable. Si n,m ∈ N definimos Un,m = B 1

m
(xn) y B =

⋃
n∈N{Un,m : m ∈ N}.

Sabemos que para cada n ∈ N, {Un,m : m ∈ N} es numerable, por lo que B es
numerable.

Sean U ⊆ X abierto no vacío en X y x ∈ U , por ser U abierto podemos
considerar M ∈ N tal que B 1

M
(x) ⊆ U , al ser C denso existe N ∈ N tal que

xN ∈ B 1
2M

(x), utilizando la simetría de la métrica sabemos que x ∈ B 1
2M

(xN ) ⊆
B 1
M

(x) ⊆ U . Por esta razón x ∈ UN,2M ⊆ U .
Esto muestra que B es una base numerable para la topología de X y por lo

tanto que X es II-numerable.

Utilizando este resultado, si (X, τ) es un espacio polaco podemos considerar
una base numerable de su topología B. Como τ se obtiene al cerrar a B bajo
uniones numerables, entonces cualquier σ-álgebra que contenga a B también
contiene a τ y como B ⊆ τ , es evidente que cualquier σ-álgebra que contenga a
τ contiene a B. Hemos mostrado así que la σ-álgebra generada por B es B(τ).

Lo que siguen son dos lemas que nos muestran la versatilidad de los espacios
polacos.

Lema 2.18. Sean (X, τ) un espacio polaco y F ⊆ X un conjunto cerrado, si
denotamos por τF a la topología generada por la subbase τ ∪ {F}. Entonces
(X, τF ) es polaco, F es abierto y cerrado en τF y B(τ) = B(τF )
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Demostración. Sean X, F y τF como en las hipótesis. Sea U = X \F , entonces
U es abierto y por el teorema 2.15 tanto F como U son polacos. Sean dF y dU
métricas completas acotadas por 1 compatibles con la topología relativa de F y
U respectivamente. Definimos entonces d′ : X ×X → R+ ∪ {0} como

d′(x, y) =


dF (x, y) si x, y ∈ F

dU (x, y) si x, y ∈ U

2 en otro caso.

d′ está bien definida pues U y F son ajenos. Veamos que d′ define una métrica. Si
x, y ∈ X, es evidente que d(x, y) ≥ 0. Si d(x, y) = 0 entonces o bien x, y ∈ U lo
que implica que dU (x, y) = 0 por lo que x = y o bien x, y ∈ F lo que implica que
dF (x, y) = 0 por lo que x = y. Además es claro que si x ∈ X o bien x ∈ F por
lo que d′(x, x) = dF (x, x) = 0 o bien x ∈ U por lo que d′(x, x) = dU (x, x) = 0.

De nuevo si x, y ∈ X, tenemos 3 casos, si ambos están en F , d′(x, y) =

dF (x, y) = dF (y, x) = d′(y, x), si ambos están en U , d′(x, y) = dU (x, y) =

dU (y, x) = d′(y, x), en otro caso d′(x, y) = 2 = d′(y, x).
Por último si x, y, z ∈ X y los tres están en el mismo conjunto entonces

d′(x, z) = dU (x, z) ≤ dU (x, y) + dU (y, z) = d′(x, y) + d′(y, z) o bien d′(x, z) =

dF (x, z) ≤ dF (x, y) + dF (y, z) = d′(x, y) + d′(y, z). Si x, z están en el mismo
conjunto pero y no, entonces tendremos d′(x, z) ≤ 2 + 2 = d(x, y) + d(y, z). Por
último, si x, z están en distintos conjuntos, entonces y no estará en el mismo
conjunto que alguno de ellos, utilizando que las métricas dF y dU son definidas
positivas, entonces d′(x, z) = 2 ≤ 2 + d′(y, z) o bien d′(x, z) = 2 ≤ 2 + d′(x, y).
En cualquier caso esto muestra que d′ es métrica.

Para mostrar que d′ es métrica completa basta observar que si (xn)n∈N es
de Cauchy, entonces debe existir N ∈ N tal que para toda n ≤ N o bien xn ∈ F
o bien xn ∈ U . Pero tanto dF como dU son métricas completas por lo que en
cualquier caso (xn)n∈N es convergente.

Resta mostrar que esta métrica completa es compatible con la topología τF .
Consideremos un abierto V ⊆ X en τF y x ∈ X. Si x ∈ F sabemos que V ∩F 6= ∅
es un abierto relativo en F , luego existe 1 > r > 0 tal que Vr(x) = {y ∈ X :

dF (x, y) < r} ⊆ V ∩F . Como 1 > r entonces Vr(x) está propiamente contenido
en F por lo que Vr(x) = {y ∈ X : d′(x, y) < r} = Br(x) . Análogamente si
x ∈ U podemos encontrar Bρ(x) ∈ τF con 1 > ρ > 0 utilizando la métrica dU .
Esto muestra que la topología generada por d′ es más fina que τF .

Por otra parte, si x ∈ X y 1 > r > 0 entonces Br(x) es un abierto de la
topología generada por d′ que está contenido ya sea en U o en F por lo que es
un abierto relativo de F o de U . Si es un abierto relativo de U como U ∈ τ
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entonces Br(x) ∈ τ y por lo tanto Br(x) ∈ τF . Si es un abierto relativo de F ,
como F ∈ τF entonces Br(x) ∈ τF . Lo que muestra que la topología τF es más
fina que la generada por d′ y por lo tanto ambas son iguales.

Como F ⊆ X entonces es separable como subespacio, sea DF ⊆ F un
conjunto denso numerable para la topología relativa de F y D ⊆ X un conjunto
denso numerable para X. Si E = D ∪ DF , entonces E es numerable y si ∅ 6=
V ∈ τF entonces o bien existe VF ⊆ V un abierto relativo en F no vacío por lo
que ∅ 6= VF ∩DF ⊆ VF ∩E ⊆ V ∩E o bien existe VU ⊆ V un abierto en X no
vacío por lo que ∅ 6= VU ∩D ⊆ VU ∩ E ⊆ V ∩ E. Esto termina de probar que
(X, τF ) es un espacio polaco.

Como F,X\F ∈ τF , entonces F es abierto y cerrado en τF . Dado que τ ⊆ τF
entonces B(τ) ⊆ B(τF ), como F ∈ B(τ) y τ ∪ {F} es base para τF , entonces
τF ⊆ B(τ) por lo que B(τF ) ⊆ B(τ), lo que garantiza la igualdad.

Lema 2.19. Sean (X, τ) un conjunto polaco y (τn)n∈ω una sucesión de topolo-
gías tales que para cada n ∈ N, (X, τn) es polaco y τ ⊆ τn. Entonces si deno-
tamos por τω la topología generada por la subbase

⋃
n∈ω τn tenemos que (X, τω)

es polaco. Si además para cada n ∈ ω, τn ⊆ B(τ), entonces B(τ) = B(τω).

Demostración. Sean (X, τ) y (τn)n∈ω como en las hipótesis. Consideremos
Y =

∏
n∈ωXn donde para cada n ∈ ω, Xn = X y definamos f : X → Y

dada por f(x) = (xn)n∈ω donde para cada n ∈ ω, xn = x.
Veamos primero que f [X] es cerrado en Y con la topología del producto. Sea

(ym)m∈ω una sucesión tal que para cada n ∈ ω, ym ∈ f [X] y que converge a un
punto y ∈ Y . Luego, si para cada n ∈ ω, pn : Y → X es la proyección canónica
entonces para cada n ∈ ω, pn(ym) −→ pn(y), como la sucesión está en f [X]

para cada n1, n2,m ∈ ω se tiene que pn1
(ym) = pn2

(ym). Por lo que para cada
n1, n2,m ∈ ω tenemos que (pn1

(ym))m∈ω = (pn2
(ym))m∈ω, por lo que sus puntos

de convergencia son iguales, es decir, para cada n1, n2,∈ ω pn1(y) = pn2(y), esto
muestra que y ∈ f [X] y por lo tanto que f [X] es cerrado.

Sabemos entonces que f [X] es polaco, pues es un cerrado en Y que es un
espacio polaco. Además f evidentemente es inyectiva, por lo que restringiendo
su codominio a f [X] es biyectiva. Sea f−1 su inversa. Si equipamos a X con la
topología τω, entonces por una parte f es continua, pues si U ⊆ Y es un abierto
subbásico del producto existen k ∈ ω y V ⊆ Xk abierto tales que U = p−1k [V ].
Entonces f−1[U ] = f−1[p−1k [V ]] = V que es un abierto en la topología τk ⊆ τω.
Además f−1 es continua pues si U ′ ⊆ X es un abierto subbásico en X entonces
existe l ∈ ω con U ′ ∈ τl y (f−1)−1[U ′] = f [U ′] = p−1n [U ′] ∩ f [X] que es un
abierto de la topología inducida en f [X]. Por lo que X es homeomorfo a f [X]
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un espacio polaco, por lo tanto es polaco.
Ahora supongamos que para cada n ∈ ω, τn ⊆ B(τ). Sea {Unm : m ∈ ω} una

base numerable para τn, entonces {Unm : m,n ∈ ω} es una subbase numerable
para τω, por lo que τω ⊆ B(τ) de donde se concluye que B(τω) ⊆ B(τ). Como
para cada n ∈ N, τ ⊆ τn entonces τ ⊆ τω por lo que B(τ) ⊆ B(τω). Lo que
muestra que ambas σ-álgebras son iguales.

Teorema 2.20. Sea X un espacio polaco y A ⊆ X un conjunto de Borel,
entonces existe una topología τA tal que τ ⊆ τA, (X, τA) es polaco, B(τ) = B(τA)

y A es abierto y cerrado en (X, τA).

Demostración. Sea (X, τ) como en las hipótesis. Consideremos

S = {B ⊆ X : ∃τ ⊆ τB [(τB es polaca ), (B, (X \B) ∈ τB) y (B(τ) = B(τB))]}

Basta mostrar que τ ⊆ S y que S es una σ-álgebra. τ ⊆ S por el lema 2.18.
Para mostrar que S es una σ-álgebra observemos que la misma propiedad que
define a S asegura que es cerrado bajo complementos, consideremos entonces
(Bn)n∈ω una sucesión de elementos de S, sean para cada n ∈ ω τn = τBn y τω
definido como en el lema 2.19, entonces B = ∪n∈ωBn es abierto en (X, τω) y
este es un espacio polaco que satisface B(τ) = B(τω) y τ ⊆ τω, de nuevo por el
lema 2.18, B ∈ S. Esto muestra que B(τ) ⊆ S.

2.2. Árboles.

De manera análoga a como utilizamos los filtros para estudiar la topología
débil de los espacios de Banach, los árboles son una herramienta combinatoria
básica utilizada en la teoría descriptiva para estudiar algunas propiedades de
los espacios polacos. Es importante notar que el concepto de árbol que vamos a
estudiar en este trabajo difiere del utilizado en la teoría de conjuntos general o
en teoría de gráficas.

Definición 2.21. Sea X un conjunto no vacío.
a) Sea n ∈ ω, denotamos por Xn al conjunto de sucesiones con dominio n e

imagen en X, es decir, cualquier s ∈ Xn es de la forma s = (s(0), . . . , s(n−1)) =

(s0, . . . , sn−1), donde para cada i ∈ {0, . . . , n− 1} se tiene que si ∈ X.
b) Si s ∈ Xn, a n le llamamos la longitud de s y escribimos long(s) = n.
c) Si s ∈ Xn y m ∈ ω es tal que m ≤ n entonces denotamos

s |m= (s0, . . . , sm−1) de manera que s |m∈ Xm.
d) Denotamos al conjunto de las sucesiones finitas con imagen en X por
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X<ω =
⋃
n∈ω

Xn.

e) Definimos una relación de orden en X<ω de la siguiente manera: si
s, t ∈ X<ω decimos que t extiende a s o que s es un segmento inicial de t

y escribimos s ⊆ t si existe m ∈ ω tal que t |m= s. Si s, t ∈ X<ω no son
comparables en este orden escribimos s ⊥ t.

f) Definimos la operación de concatenación en X<ω de la siguiente manera:
si s, t ∈ X<ω son tales que long(s) = m y long(t) = n entonces

s_t = (s0, . . . , sm−1, t0, . . . , tn−1) ∈ Xn+m.

Para x ∈ X arbitrario escribimos s_x en lugar de s_(x).
g) Denotamos por Xω al conjunto de sucesiones con dominios ω e imagen

X.
h) Si s ∈ Xω y n ∈ ω, denotamos s |n= (s0, . . . , sn−1), de manera que

s |n∈ Xn. Si t = s |n para alguna n ∈ ω decimos que t es un segmento inicial
de s y escribimos t ⊆ s.

Es importante notar que en las definiciones anteriores se considera el caso
donde n = 0 para el cual X0 = {∅} por lo que se considera al vacío como una
sucesión finita. Este contexto es el apropiado para definir los árboles y otros
conceptos relacionado con ellos, agrupamos todos ellos en la siguiente definición.

Definición 2.22. Sea X un conjunto no vacío.
a) Decimos que T ⊆ X<ω es un árbol en X si para cualesquiera t ∈ T y s ⊆ t

tenemos que s ∈ T , es decir, T es cerrado bajo segmentos iniciales. Denotamos
por Ar(X) al conjunto de todos los árboles de X, a los elementos de un árbol
los llamamos nodos.

b) Decimos que s ∈ Xω es una rama (infinita) de un árbol T ⊆ X<ω si para
cualquier n ∈ ω tenemos que s |n∈ T .

c) Para cualquier árbol T ⊆ X<ω definimos el cuerpo del árbol [T ] ⊆ Xω

como

[T ] = {s ∈ Xω : ∀n ∈ ω, s |n∈ T}.

d) Decimos que T ∈ Ar(X) es un árbol bien podado si para cualquier s ∈ T
existe t ∈ T tal que s ( t, es decir, t es una extensión propia de s.

Un árbol se pueden representar de la siguiente manera:
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∅

(x) (y) (z) (w)

(x, x) (x,w) (y, y) (y, z) (z, z) •

• (y, y, y) (y, z, x) (z, z, x)

• (y, z, x, x)

yy
(y, z, x, x, . . . )

En este ejemplo T no es un árbol bien podado pues (x, x) y (z, z, x) no tienen
extensiones propias; se representa con una línea más gruesa a la rama infinita
(y, z, x, x, . . . ) ∈ [T ].

La primera propiedad importante de los árboles es que nos permiten repre-
sentar una base de la topología del producto numerable de espacios discretos.

Proposición 2.23. Sea X un espacio topológico no vacío con la topología dis-
creta y Xω =

∏
n∈ωX con la topología del producto. Si para cada s ∈ X<ω,

consideramos Cs = {y ∈ Xω : s ⊆ y}, entonces {Cs : s ∈ X<ω} es una base
para la topología de Xω.

Demostración. Sea X un espacio topológico discreto. Si s ∈ X<ω y k = long(s),
entonces

Cs =
⋂
i<k

p−1i [{si}].

Para cada i < k, {si} es un abierto por tener X la topología discreta, esto
implica que Cs es un abierto en la topología del producto.

Sea U ⊆ Xω un abierto básico en la topología del producto, entonces exis-
ten U1, . . . , Um ⊆ X y n1, . . . , nm ∈ ω tales que U =

⋂
i≤m p

−1
ni [Ui]. Sean

n = máx{n1, . . . , nm} y

A = {s ∈ Xn+1 : ∀i ≤ m, sni ∈ Ui}.
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Veamos que ⋂
i≤m

p−1ni [Ui] =
⋃
s∈A

Cs.

Si t ∈
⋂
i≤m p

−1
ni [Ui], entonces para cada i ≤ m, tni ∈ Ui, por lo que

t |n+1∈ A y claramente t ∈ Ct|n+1
, entonces t ∈

⋃
s∈A Cs. Si t ∈

⋃
s∈A Cs,

entonces t |n+1∈ A, por lo que para cada i ≤ m se tiene que tni ∈ Ui, lo que
implica que t ∈

⋂
i≤m p

−1
ni [Ui]. Esto muestra que {Cs : s ∈ x<ω} es base de la

topología.

Este resultado motiva la siguiente definición:

Definición 2.24. Sea X un conjunto no vacío y s ∈ X<ω, al conjunto

Cs = {x ∈ X : s ⊆ x}

lo llamamos el cono de s.
Al conjunto {Cs : s ∈ X<ω} lo llamamos la base estándar de Xω.

Obsérvese que si s, t ∈ X<ω, entonces s ⊆ t si y sólo si Ct ⊆ Cs.

Proposición 2.25. Sean X un conjunto no vacío, A ⊆ Xω y

TA = {t |n∈ X<ω : t ∈ A,n ∈ ω}.

Entonces TA es un árbol bien podado.

Demostración. Sean X un conjunto no vacío y A ⊆ Xω. Si A = ∅ entonces
TA = ∅ y la proposición es trivial. Si A 6= ∅, sea s ∈ TA, entonces existen t ∈ A
y n ∈ ω tales que t |n= s. Si n = 0, entonces s = ∅ y cualquier q ⊆ ∅ pertenece
a T . Si n > 0 y m ≤ n entonces s |m= t |m∈ TA. Esto prueba que TA ∈ Ar(X).

Sea s ∈ TA entonces existen t ∈ A y n ∈ ω tales que t |n= s, luego
s = t |n⊆ t |n+1∈ TA, por lo que s tiene extensiones propias en TA. Esto prueba
que TA es bien podado.

Debido a este resultado llamamos a TA el árbol de A. La siguiente proposi-
ción muestra que podemos caracterizar con árboles a los conjuntos cerrados del
producto numerable de espacios discretos.

Proposición 2.26. Sea X un conjunto no vacío con la topología discreta.
a) Si T ∈ Ar(X), entonces [T ] es un conjunto cerrado en la topología del

producto de Xω.
b) Si A ⊆ Xω, entonces cl(A) = [TA].
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Demostración. Sea X un conjunto no vacío con la topología discreta. Comen-
cemos con (a), si T ∈ Ar(X) veamos que

Xω \ [T ] =
⋃

s∈(X<ω\T )

Cs.

Si T = X<ω ambos conjuntos son vacíos. Si T 6= X<ω entonces es claro que
Xω \ [T ] es no vacío. En este caso sea t ∈ Xω \ [T ], entonces existe n ∈ ω tal
que t |n∈ X<ω \T , como t ∈ Ct|n entonces t ∈

⋃
s∈(X<ω\T ) Cs. Esto prueba que

Xω \ [T ] ⊆
⋃
s∈(X<ω\T ) Cs.

Como T 6= X<ω entonces ⋃
s∈(X<ω\T )

Cs

es no vacío y podemos considerar a

t ∈
⋃

s∈(X<ω\T )

Cs.

Existe q ∈ X<ω \ T tal que t ∈ Cq, es decir t |long(q)= q. Supongamos que
t ∈ [T ], entonces para cualquier n ∈ ω se tiene que t |n∈ T , lo que implica que
q = t |long(q)∈ T , lo cual es una contradicción. Por tanto t ∈ Xω \ [T ]. Esto
prueba la igualdad de conjuntos. Por la proposición 2.23, Xω \ [T ] es abierto, lo
que implica que [T ] es cerrado.

Para demostrar (b) consideremos A ⊆ Xω, A 6= ∅, obsérvese que A ⊆ [TA],
pues si t ∈ A, entonces para cada n ∈ ω tenemos que t |n∈ TA por lo que
t ∈ [TA]. Por el inciso anterior esto implica que cl(A) ⊆ [TA].

Sean entonces t ∈ [TA] y U ⊆ Xω un abierto de la topología del producto tal
que t ∈ U , por la proposición 2.23 existe n ∈ ω, n > 0, tal que Ct|n ⊆ U , pero
como t ∈ [TA], entonces t |n∈ TA, es decir, existe s ∈ A tal que s |n= t |n. De
esta manera s ∈ Ct|n ⊆ U y U ∩ A 6= ∅ lo que permite concluir que t ∈ cl(A).
Una vez más el caso A = ∅ es trivial por lo que concluimos que cl(A) = [TA].

Esta proposición no sólo nos muestra que algunas operaciones topológicas en
Xω pueden ser descritas a través del conjunto de árboles de X, sino que además
nos permite mostrar que los conceptos de árbol bien podado y conjunto cerrado
en Xω tienen una estrecha relación.

Corolario 2.27. Sea X un espacio topológico no vacío con la topología discreta.
Sea ϕ : F (Xω) −→ {T ∈ Ar(X) : T es bien podado} definida como ϕ(F ) = TF ,
entonces ϕ es biyectiva, y tiene como inversa a ψ definida como ψ(T ) = [T ].
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Demostración. Sea X un espacio topológico no vacío con la topología discreta
y ϕ, ψ como en el enunciado. Sea F ∈ F (Xω), es claro que (ψ ◦ϕ)(F ) = F pues
(ψ ◦ ϕ)(F ) = [TF ] = cl(F ) = F .

Sea T ∈ Ar(X) bien podado. Veamos que (ϕ ◦ ψ)(T ) = T . Si T = ∅,
entonces es trivial. Si T 6= ∅, sea t ∈ T , como T es bien podado podemos
considerar s ∈ [T ] tal que t ⊆ s, luego t = s |long(t) por lo que t ∈ T[T ]. Por otra
parte, si t ∈ T[T ] podemos considerar s ∈ [T ] tal que s |long(t)= t, pero s ∈ [T ]

significa que para cualquier n ∈ ω, s |n∈ T , en particular t ∈ T .
Esto muestra que ψ es inversa de ϕ y por tanto que ambas son biyectivas.

Una de las razones por las que los árboles son una herramienta utilizada
en teoría descriptiva es porque nos permiten estudiar algunos espacios polacos
muy importantes. Consideremos el conjunto 2 = {0, 1} con la métrica discreta.
Entonces claramente 2 es complatamente metrizable y es separable pues es finito.
Siendo así, podemos afirmar utilizando el corolario 2.8, que 2ω con la topología
del producto es un espacio polaco. A este espacio, denotado por C, se le conoce
como el espacio de Cantor, en breve veremos por qué es tan importante en la
teoría descriptiva de conjuntos. Al árbol 2<ω lo llamamos el árbol de Cantor.

Consideremos ω con la métrica discreta. Claramente ω es completamente
metrizable y separable por ser numerable, entonces de nuevo podemos afirmar
que ωω es un espacio polaco. A este espacio, denotado por N , se le conoce como
el espacio de Baire, en las siguientes secciones podrá apreciarse su importancia
para la teoría descriptiva de conjuntos. Al árbol ω<ω lo llamamos el árbol de
Baire.

En lo que sigue vamos a utilizar la herramienta que proporcionan los árbo-
les para demostrar algunos resultados importantes de la teoría descriptiva de
conjuntos.

Definición 2.28. Sea X un espacio topológico.
a) Decimos que x ∈ X es un punto de condensación si para cualquier

U ∈ U (x), U tiene cardinalidad no numerable.
b) Decimos que x ∈ X es un punto límite si para cualquier U ∈ U (x) existe

y ∈ X, x 6= y, tal que y ∈ U .
c) Decimos que x ∈ X es un punto aislado si {x} ∈ U (x).
d) Decimos que X es un espacio perfecto si ninguno de sus puntos es aislado.
e) Decimos que A ⊆ X es perfecto en X si A es cerrado y perfecto en la

topología relativa.

Los espacios perfectos son muy importantes, principalmente por su relación
con el conjunto de Cantor. Para mostrar esto necesitamos otra definición.
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Definición 2.29. Sea X un conjunto, un esquema de Cantor en X es una
familia de conjuntos A = {As ⊆ X : s ∈ 2<ω} que satisface:

1) Para cada s ∈ 2<ω se tiene que As_0

⋂
As_1 = ∅,

2) Para cada s ∈ 2<ω e i ∈ {0, 1}, se tiene que As_i ⊆ As.

El siguiente diagrama representa un esquema de Cantor donde cada conjunto
está contenido en cuaquiera que tenga un flecha que lo señale, mientras que todo
conjunto es ajeno a cualquiera a su izquiera o derecha.

A∅

A(0)

ww
A(1)

''

A(1,0)

}}
A(1,1)

!!
A(0,0)

}}
A(0,1)

!!

A(0,0,0)

��

A(0,0,1)

��

A(0,0,0)

��

A(0,0,1)

��

A(0,0,0)

��

A(0,0,1)

��

A(0,0,0)

��

A(0,0,1)

��



 �� 

 �� 
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 �� 

 �� 

 �� 

 �� 

 ��
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Con esta definición podemos demostrar un importante teorema clásico.

Teorema 2.30. Sea X un espacio polaco perfecto no vacío, entonces existe un
conjunto perfecto P ⊆ X y un homeomorfismo suprayectivo f : C −→ P .

Demostración. Sea X como en las hipótesis. Fijemos una métrica completa d
compatible con la topología de X. Vamos a construir un esquema de Cantor
A = {As : s ∈ 2<ω} en X tal que:

i) Para cada s ∈ 2<ω, se tiene que As es abierto y no vacío.
ii) Para cada s ∈ 2<ω, se tiene que diam(As) ≤ 2− long(s).
iii) Para cada s ∈ 2<ω e i ∈ {0, 1}, se tiene que cl(As_i) ⊆ As.
La construcción de A procede por recursión sobre long(s). Para k = 0,

consideremos x ∈ X y A∅ = B1(x). Entonces A∅ satisface (i) y (ii). Para
k = n+1 supongamos que para cada s ∈ 2n ya hemos definido As. Sea t ∈ 2n+1,
denotemos s = t |n. Como X es perfecto y As satisface (i), podemos considerar
x0, x1 ∈ As tales que x0 6= x1, sean rx0

, rx1
∈ R+ tales que Brx0 (x0), Brx1 (x1) ⊆

As. Sean también

r = mı́n

{
rx0

2
,
rx1

2
,
d(x0, x1)

2

}
.
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Entonces definimos As_0 = Br(x0) y As_1 = Br(x1). Esto claramente define a
At, es claro que tanto As_0 como As_1 satisfacen (i) y (ii) pues por hipótesis
diam(As) ≤ 2− long(s) entonces tenemos para i ∈ {0, 1} que rxi ≤ 2− long(s)

por lo que rxi/2 ≤ 2− long(s)−1. Esto hace evidente que diam(As_i) = r ≤
2− long(s)−1.

Sabemos que r ≤ d(x0,x1)
2 por lo que As_1 ∩ As_0 = ∅, lo que muestra (1).

Además si i ∈ {0, 1} As_i ⊆ cl(As_i) = cl(Br(xi)) ⊆ B2r(xi) ⊆ As. Por lo que
se satisface (2) y (iii). Esto muestra que A cumple lo requerido.

Vamos a utilizar a A para definir f . Consideremos s ∈ C, para cada n ∈ ω
diam(cl(A(s|n)_s(n))) ≤ diam(As|n) ≤ 2− long(s|n) ≤ 2−n, por (ii) y (iii) y es
claro que cl(A(s|n)_s(n)) ⊆ cl(As|n) por (iii). Esto muestra que la colección
{cl(As|n) : n ∈ ω} es una familia anidada de conjuntos cerrados no vacíos
con diámetro evanescente, al ser d una métrica completa, por el teorema1.8
sabemos existe x ∈ X tal que

⋂
n∈ω

As|n =
⋂
n∈ω

cl(As|n) = {x}. Como esta x es

única podemos definir sin ambigüedad f(s) = x.
Si denotamos P = f [C], entonces sólo resta probar que f : C −→ P es un

homeomorfismo. Sean s, t ∈ C tales que s 6= t y sea

B = {n ∈ ω : s(n) 6= t(n)},

como este es un subconjunto de ω no vacío, podemos considerar N = mı́nB,
por lo que s |N= t |N y s(N) 6= t(N). Por la definición de un esquema de Cantor
tenemos que As|N+1

⋂
At|N+1

= ∅ y dado que f(s) ∈ As|N+1
y f(t) ∈ At|N+1

,
concluimos que f(s) 6= f(t). Por tanto f es inyectiva.

Para demostrar la continuidad vamos a utilizar la siguiente igualdad. Para
cualquier s ∈ 2<ω,

f [Cs] = As ∩ P

Sea s ∈ 2<ω. Si x ∈ f [Cs], sabemos que existe t ∈ Cs tal que x = f(t),
entonces t |long(s)= s, como {f(t)} =

⋂
n∈ω

At|n , entonces f(t) ∈ As ∩ P . Si

x ∈ As ∩ P , entonces existe t ∈ C tal que x = f(t). Obsérvese que por defini-
ción, para cada n ≤ long(s) se tiene que As ⊆ As|n , por lo que f(t) ∈ As|n .
Supongamos ahora que s 6⊆ t, consideremos B′ = {n < long(s) : s(n) 6= t(n)},
al ser este un conjunto no vacío de naturales, podemos encontrar m < long(s)

tal que s |m= t |m y s(m+1) 6= t(m+1) luego As|n+1

⋂
At|n+1

= ∅, pero f(t) ∈
As|n+1

⋂
At|n+1

, lo cual es una contradicción. Por tanto s ⊆ t, lo que implica que
t ∈ Cs y permite concluir que
x = f(t) ∈ f [Cs].

Veamos entonces que f es continua. Sean s ∈ C y U ∈ U (f(s)), sea n ∈ ω
tal que B2−n(f(s)) ⊆ U . Sea x ∈ X tal que As|n+1

= Br(x), entonces r ≤ 2−n−1
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y f(s) ∈ Br(x), por lo que Br(x) ⊆ B2−n(f(s)). Sabemos que Cs|n+1
⊆ C es una

vecindad de s y que f [Cs|n+1
] = As|n+1

⋂
P , por lo que

f(s) ∈ f [Cs|n+1
] ⊆ As|n+1

= Br(x) ⊆ B2−n(f(s)) ⊆ U,

lo que muestra que f es continua.
Veamos que f es una función abierta. Sean s ∈ C y V ∈ U (s), sea n ∈ ω tal

que Cs|n ⊆ V , como f [Cs|n+1
] = As|n

⋂
P , entonces As|n

⋂
P ⊆ f [V ], dado que

f(s) ∈ An y An es abierto, entonces f [V ] es vecindad de f(s) en la topología
relativa a P . Por lo tanto f es abierta. Así, f es inyectiva, suprayectiva sobre
su imagen, continua y abierta, por lo tanto es un homeomorfismo suprayectivo.

Como C es un compacto, entonces P es cerrado en X. Como C es perfecto,
entonces P también lo es.

Teorema 2.31 (Cantor-Bendixson). Sea X un espacio polaco. Entonces X
puede escribirse de manera única como X = P ∪N , donde P y N son ajenos,
P es un conjunto perfecto en X y N es abierto y numerable.

Demostración. Sea X un espacio polaco, definimos

X∗ = {x ∈ X : x es un punto de condensación}.

Sean P = X∗ y N = X \ X∗. Si N = ∅ el resultado es trivial. En otro caso,
por el teorema 2.17 podemos considerar B = {Un ⊆ X : n ∈ N} una base
numerable de la topología. Consideremos B′ = {Un ∈ B : U es numerable},
veamos que N =

⋃
B′. Sea x ∈ N , como B es base, entonces existe U ∈ B

tal que x ∈ U ⊆ N , por lo que U ∈ B′, lo que implica que x ∈
⋃

B′. Sea
x ∈

⋃
B′, entonces existe U ∈ B′ tal que x ∈ U , pero claramente U ∈ U (x)

y U es numerable, por lo que x ∈ N . Como N es una unión de abiertos es un
abierto y, por tanto, P es cerrado. Además B′ es numerable pues B lo es, de
manera que N es una unión numerable de conjuntos numerables por lo que es
numerable.

Es evidente que P es perfecto, P es cerrado pues cualquier vecindad de un
punto en la cerradura de P es una vecindad de un punto en P por lo que no
puede ser numerable. Por otra parte, de la definición de P es inmediato que no
tiene puntos aislados.

Demostremos ahora la unicidad. Consideremos X = P ′ ∪N ′, X ′ ∩N ′ = ∅
con P ′ perfecto en X y N ′ abierto numerable. Veamos que P ′ ⊆ P . Si P ′ = ∅
esto es trivial, de lo contrario sea x ∈ P ′ y U ⊆ X vecindad abierta de x,
veamos que U ∩ P ′ es perfecto con la topología relativa. Sea y ∈ U ∩ P ′ y
V ⊂ X vecindad abierta de y, como U es abierto entonces V ∩ U es abierto en
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X. Como P ′ es perfecto en X, entonces existe z ∈ P ′ ∩ (U ∩ V ) tal que y 6= z,
por lo que y no es un punto aislado y por lo tanto U ∩ P ′ es perfecto. Por el
teorema 2.30 existe Q ⊆ U ∩ P ′ homeomorfo al conjunto de Cantor. Pero el
conjunto de Cantor es no numerable, por tanto Q, U ∩ P ′ y U también lo son,
esto implica que x ∈ P . Esto prueba la contención deseada y, por tanto, que
N = (X \ P ) ⊆ (X \ P ′) = N ′.

Veamos ahora que N ′ ⊆ N , de nuevo si N ′ = ∅ es trivial. De lo contrario
sea x ∈ N ′. Como N ′ es abierto entonces N ′ ∈ U (x) y como N ′ es numerable,
entonces x ∈ N . Luego P = (X \ N) ⊆ (X \ N ′) = P ′, por lo que N = N ′ y
P = P ′. Lo que termina la demostración.

El teorema anterior justifica la siguiente definición

Definición 2.32. Sea X un espacio polaco, X = P ∪ N con P y N ajenos,
P perfecto en X y N abierto y numerable, entonces llamamos a P el núcleo
perfecto de X.

En teoría de conjuntos, la pregunta sobre la existencia de un conjunto con
una cardinalidad mayor a la de N, pero menor a la de R fue históricamente
muy importante. Hoy sabemos que esta pregunta no puede responderse con la
axiomatización de la teoría de conjuntos estándar, es decir, no podemos justificar
la existencia de un conjunto con una cardinalidad intermedia, pero tampoco
podemos probar que tal conjunto no exista. Sin embargo, para los conjuntos
que hemos estudiado sí podemos ofrecer varios resultados, estos resultados se
basan en que |C| = |R|; a esta cardinalidad la denotaremos por c.

Corolario 2.33. Sea X un espacio polaco, entonces o bien |X| ≤ ℵ0 ó c ≤ |X|.

Demostración. Sea X espacio polaco, escribamos X = P ∪N , con P el núcleo
perfecto de X. Si P = ∅, entonces X = N con N numerable, por lo que
|X| ≤ ℵ0. Si P 6= ∅, por el teorema 2.30 entonces existe P ′ ⊆ P homeomorfo al
conjunto de Cantor por lo que c = |C| = |P ′| ≤ |P | ≤ |X|.

Corolario 2.34 (Alexandrov, Hausdorff). Sea (X, τ) un espacio polaco y
A ∈ B(τ), entonces o bien |A| ≤ ℵ0 ó c ≤ |A|.

Demostración. Sea X un espacio polaco y A ∈ B(τ), por el teorema 2.20, existe
una topología τA tal que (X, τA) es polaco, A es abierto y cerrado en τA y
B(τ) = B(τA). Luego A es polaco con la topología relativa a τA. Por el corolario
anterior, entonces o bien |A| ≤ ℵ0 ó c ≤ |A|.
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Este último corolario muestra que los conjuntos de Borel de cualquier espacio
polaco satisfacen la Hipótesis del Continuo, la afirmación de que no existen
conjuntos de cardinalidad intermedia entre ℵ0 y c. Este resultado por sí mismo es
sorprendente, si bien, no podemos probar que exista un conjunto de cardinalidad
intermedia, ya hemos mostrado que de existir no puede ser un conjunto de Borel
de un espacio polaco.

El hecho de que tanto el conjunto de Cantor, como el concepto de árbol
hayan jugado un papel central en la demostración de estos resultados nos habla
de que su estudio es sumamente relevante.

Durante las siguientes dos secciones el conjunto N va a ser de suma im-
portancia. En lo que resta de la sección vamos a estudiar un poco más sus
propiedades.

El hecho de que ω sea un buen orden nos permite definir la siguiente relación:

Definición 2.35. Sean x, y ∈ N distintos y n = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= y(m)},
decimos que x es menor que y y escribimos x < y, si x(n) < y(n).

Proposición 2.36. (N , <) es un orden total estricto.

Demostración. Primero veamos que < es transitiva. Sean x, y, z ∈ N tales que
x < y y y < z.

Sea n = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= y(m)} y n′ = mı́n{m ∈ ω : y(m) 6= z(m)}. Es
claro que y |n′= z |n′ y que x |n= y |n. Si n < n′ entonces y |n+1= z |n+1, por
lo que n = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= z(m)} y x(n) < y(n) = z(n) de manera que
x < z. Si n′ < n, entonces x |n′+1= y |n′+1, por lo que n′ = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6=
z(m)} y x(n′) = y(n′) < z(n′), de manera que x < y. Por último si n = n′,
entonces x |n+1= y |n+1= z |n+1 por lo que n = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= z(m)} y
x(n) < y(n) < z(n), de manera que x < y.

Por otra parte, si x < y y k = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= y(m)} entonces
x(k) < y(k) por lo que claramente es falso que y(k) < x(k), esto muestra que
no es posible que y < x.

Esto demuestra que < es un orden parcial estricto en N , el hecho de que es
un orden total es inmediato de la definición.

Proposición 2.37. Sea T ∈ Ar(ω) bien podado, entonces existe aT = mı́n[T ],
a aT lo llamamos la rama más a la izquierda de T .

Demostración. Sea T ∈ Ar(ω) bien podado. La construcción de aT recurre a
una sucesión especial: vamos a construir por recursión una sucesión (sn)n∈ω en
T tal que si n ∈ ω, entonces sn ⊆ sn+1, long(sn) = n y además para cualquier
y ∈ [T ] tal que sn ⊆ y tenemos que sn+1(n) ≤ y(n).
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Definimos s0 = ∅, si ya está definido sn tal que sn ∈ T y long(sn) = n.
Sea A = {m ∈ ω : s_n m ∈ T}, por ser T bien podado A es no vacío por lo
que podemos considerar m0 = mı́nA. Sea sn+1 = s_n m0, entonces sn ⊆ sn+1,
long(sn+1) = long(sn) + 1 = n+ 1 y si y ∈ [T ] y sn ⊆ y, como y ∈ [T ] entonces
y |n+1∈ T , como sn ⊆ y, entonces y(n) ∈ A, por lo que sn+1(n) ≤ y(n).

Sea x =
⋃
n∈ω sn, entonces sabemos que x ∈ N , y como para cada n ∈ ω,

x |n= sn ∈ T , entonces x ∈ [T ]. Veamos que x = mı́n[T ], sea y ∈ [T ] y
k = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= y(m)}, entonces sk = x |k= y |k, por lo que sk ⊆ y, lo
que implica que x(k) = sk+1(k) ≤ y(k), de manera que x ≤ y.

Proposición 2.38. Sea x ∈ N , definimos

←−x = {y ∈ N : y < x},

entonces ←−x es un abierto en N .

Demostración. Sea x ∈ N . Sea s ∈ ω<ω, consideremos

Es = {m ∈ dom(s) : x(m) 6= s(m)},

si Es 6= ∅ denotamos por es a su mínimo. Sea

E = {s ∈ ω<ω : Es 6= ∅ ∧ s(es) < x(es)}.

Veamos que ⋃
s∈E

Cs =←−x .

Como siempre, basta considererar los casos donde ambos conjuntos son no
vacíos. Sea y ∈

⋃
s∈E Cs, sea s ∈ E, tal que y ∈ Cs, por lo primero sabemos

que s(es) < x(es) y por lo segundo s ⊆ y, entonces y |es= s |es= x |es y
y(es) = s(es) < x(es) por lo que y < x, es decir y ∈ ←−x .

Sea z ∈ ←−x , entonces z < x, sea n = mı́n{m ∈ ω : x(m) 6= y(m)}, lo que
implica que z ∈ Cz|n , n = ez|n y z |n (n) < x(n) por lo que z |n∈ E, de manera
que z ∈

⋃
s∈E Cs.

Este resultado termina el material propio de esta sección, sin embargo, es
pertienente realizar unas cuantas observaciones más.

De la misma manera que mostramos que el concepto de árbol bien podado
se encuentra estrechamente relacionado con los conjuntos cerrados de un espa-
cio, existen otros conceptos que nos permiten estudiar otras propiedades de los
subconjuntos de un espacio, por ejemplo la propiedad de ser perfectos. Existe
una teoría que estudia estas propiedades de los árboles, sin embargo, su estudio
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queda fuera de los objetivos de este trabajo. Para terminar la sección presenta-
mos las siguientes definiciones y estudiamos un poco más la herramienta que el
concepto de árbol nos permite desarrollar.

Definición 2.39. Sea X un conjunto no vacío y T ∈ Ar(X).
a) Decimos que T es perfecto si para cualquier s ∈ T existen t1, t2 ∈ T tales

que s ⊆ t1, s ⊆ t2 y t1 ⊥ t2.
b) Decimos que T es bien fundado si para cualquier s ∈ Xω existe n ∈ ω

tal que s |n /∈ T , es decir [T ] = ∅. Si T no es bien fundado decimos que es mal
fundado. Denotamos el conjunto de todos los árboles bien fundados de X por
BF(X).

El concepto de árbol bien fundado se encuentra estrechamente relacionado
con la teoría de órdenes.

Definición 2.40. Sea X un conjunto y ≺ ⊆ X × X una relación sobre X.
Decimos que ≺ es una relación bien fundada si cualquier A ⊆ X no vacío tiene
un elemento minimal, es decir, existe a ∈ A tal que para cualquier b ∈ A es
falso que b ≺ a.

Dada ≺ una relación sobre X definimos T≺ ⊆ X<ω de la siguiente manera:

(xn, . . . , x1, x0) ∈ T≺ ⇔ x0 ≺ x1 ≺ · · · ≺ xn

y para cualquier x ∈ X, (x) ∈ T≺.

Las siguiente dos proposiciones estudian la relación entre las relaciones bien
fundadas y los árboles bien fundados.

Proposición 2.41. Sea X un conjunto y ≺ ⊆ X × X una relación sobre X.
Entonces T≺ ∈ Ar(X) y T≺ es un árbol bien fundado si y sólo si ≺ es bien
fundada.

Demostración. Sea X un conjunto y ≺ una relación sobre X. Consideremos
t ∈ T≺ no vacío, t = (t0, . . . tn) entonces tn ≺ · · · ≺ t0. Por lo que para ∅ 6=
s ⊆ t tenemos que si 1 < long(s) = k, entonces s = (t0, . . . , tk−1) es claro que
tk−1 ≺ · · · ≺ t0 por lo que s ∈ T≺, si por otra parte long(s) = 1, entonces es
evidente que s ∈ T≺. Los casos donde donde t ó s son vacíos son triviales. Esto
prueba que T≺ ∈ Ar(X).

Para demostrar la primera implicación por contrapuesta supongamos que ≺
no es bien fundada. Entonces existe A ⊆ X no vacío que no tiene elementos
minimales. Vamos a construir por recursión una sucesión t = (xn)n∈ω en A tal
que para cualquier n ∈ ω, xn+1 ≺ xn. Sea x0 ∈ A arbitrario, supongamos que
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xn ∈ A ya se encuentra definido, sabemos que xn no es minimal por lo que
existe xn+1 ≺ xn. Esto implica que para cualquier n ∈ ω, t |n∈ T≺, por lo que
T≺ no es bien fundado.

De nuevo para demostrar por contrapuesta supongamos que T≺ no es bien
fundado. Sea t ∈ Xω tal que para cualquier n ∈ ω, t |n∈ T≺ y sea A = {tn ∈ X :

n ∈ ω}. Es claro que A es no vació y no tiene elementos minimales pues para
cualquier n ∈ ω, xn+1 ∈ A y xn+1 ≺ xn. Por lo que ≺ no es bien fundada.

Proposición 2.42. Sea X un conjunto no vacío y T ∈ BF(X) definimos ≺ ⊆
T × T como s ≺ y ⇔ y ( s. Entonces T es un árbol bien fundado si y sólo si ≺
es bien fundada.

Demostración. Sea X un conjunto no vacío y T ∈ BF(X). Sea ≺ como en el
enunciado.

Para demostrar por contraposición la primera implicación supongamos que
≺ no es bien fundada. Sea A ⊆ T no vacío que no tiene elementos minimales.
De nuevo podemos construir por recursión una sucesión (xn)n∈ω en A tal que
para cualquier n ∈ ω, xn+1 ≺ xn o equivalentemente xn ( xn+1. Esto implica
que

⋃
n∈ω xn ∈ [T ], lo que implica que T no es bien fundado.

Una vez más para demostrar por contraposición supongamos que T no es
bien fundado. Entonces existe t ∈ [T ]. Sea A = {t |n∈ T : n ∈ ω}. Es claro
que A es no vacío y no tiene elementos minimales, por lo que ≺ no es bien
fundada.

Es bien sabido que cualquier relación bien fundada admite un principio de
recursión. Utilizando este principio podemos realizar la siguiente definición.

Definición 2.43. Sea X un conjunto y ≺ una relación sobre X. Definimos la
función rango ρ : X → ORD de la siguiente manera:

ρ(x) = sup{ρ(y) + 1 : y ≺ x}

y el rango de la relación ρ(≺) = sup{ρ(x) : x ∈ X}.
Esto a su vez nos permite definir la función orden de un árbol bien fundado

T , o : T → ORD

o(x) = sup{o(y) + 1 : x ( y}.

y el orden del árbol, o[T ] = sup{o(x) : x ∈ T}

El siguiente resultado evidente será utilizado más adelante:
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Proposición 2.44. Sea X un conjunto no vacío y ≺ una relación bien fundada
sobre X, entonces ρ(≺) < card(X)+. En particular si T ∈ Ar(ω) entonces
o[T ] < ω1.

El último resultado de esta sección es sumamente útil.

Definición 2.45. Sean X, Y conjuntos no vacíos y ≺, ≺∗ relaciones bien
fundadadas respectivamente sobre X y Y . Sea ϕ : X → Y , decimos que ϕ es
monótona si x1 ≺ x2 implica que ϕ(x1) ≺∗ ϕ(x2).

Proposición 2.46. Sean X, Y conjuntos no vacíos y ≺, ≺∗ relaciones bien
fundadadas respectivamente sobre X y Y . Sea ϕ : X → Y monótona, entonces
para cualquier x ∈ X, ρ(x) ≤ ρ(ϕ(x)) y ρ(≺) ≤ ρ(≺∗).

Demostración. Sean X, Y , ≺, ≺∗ y ϕ como en las hipótesis. La prueba procede
por inducción sobre ρ(x). Sea x ∈ X y supongamos que para cualquier z ∈ X
tal que ρ(z) ≤ ρ(x) tenemos que ρ(z) ≤ ρ(ϕ(z)), es claro que si z ≺ x entonces
tenemos que ρ(z) ≤ ρ(x), esto tiene como consecuencia que para cualquier z ≺ x
se satisface que ρ(z) ≤ ρ(ϕ(z)). Esto implica que

ρ(x) = sup{ρ(z) + 1 : z ≺ x} ≤ sup{ρ(ϕ(z)) + 1 : z ≺ x}.

Por ser ϕ monótona tenemos que {ϕ(z) : z ≺ x} ⊆ {y : y ≺∗ ϕ(x)} lo que
implica que

sup{ρ(ϕ(z)) + 1 : z ≺ x} ≤ sup{ρ(y) + 1 : y ≺∗ ϕ(x)} = ρ(ϕ(x)).

Estas dos desigualdades implican que ρ(x) ≤ ρ(ϕ(x)). Lo que termina la
inducción. Esto tiene como consecuencia que

ρ(≺) = sup{ρ(x) : x ∈ X} ≤ sup{ρ(ϕ(x)) : x ∈ X}

≤ {ρ(y) : y ∈ Y } = ρ(≺∗).





Capítulo 3

Conjuntos analíticos y
espacios de Borel estándares.

3.1. Conjuntos analíticos y espacios de Baire.

Durante el capítulo anterior introdujimos los conjuntos de Borel como una
familia que contiene a la topología del espacio y que, hablando informalmente, se
parecen mucho a los conjuntos abiertos. Existe a su vez una familia que contiene
a los conjuntos de Borel y que también se parece mucho a estos. Los elementos
de esta familia se llaman conjuntos analíticos, la historia sobre su desarrollo es
sumamente apasionante.

Definición 3.1. Sea X un espacio polaco. Un conjunto A ⊆ X es llamado
analítico si existe un espacio polaco Y y una función continua f : Y → X tal
que f [Y ] = A. Denotamos al conjunto de todos los conjuntos analíticos de X
por Σ1

1(X).

Para que la analogía con la construcción de los conjuntos de Borel a partir
de los conjuntos abiertos se mantuviera, lo primero que tendríamos que mostrar
es que los conjuntos de Borel son conjuntos analíticos. Gracias a los resultados
que ya conocemos esto es muy sencillo.

Proposición 3.2. Sea (X, τ) un espacio polaco, entonces B(τ) ⊆ Σ1
1(X).

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco y A ∈ B(X), sabemos por el teore-
ma 2.20 que existe una topología τA tal que τ ⊆ τA, (X, τA) es polaco, A ∈ τA
y B(τ) = B(τA). Definimos Id : (X, τA)→ (X, τ) como Id(x) = x. Es claro que

91
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Id es continua pues si U ∈ τ entonces Id−1[U ] = U y U ∈ τA pues τ ⊆ τA.
Además Id[A] = A, pero A ∈ τA y (X, τA) es polaco, por lo que A es un espacio
polaco con la topología relativa, de manera que Id |A: A → X es continua con
A polaco y cumple que Id |A [A] = A.

Lo siguiente que quisiéramos estudiar son las similitudes entre los conjuntos
analíticos y los conjuntos de Borel. Para esto es necesario estudiar primero con
mayor detenimiento a los conjuntos analíticos. Este estudio requiere a su vez
profundizar sobre los conocimientos adquiridos en la sección anterior, esta vez
vamos a centrar nuestra atención en el espacio de Baire N .

Definición 3.3. Sea X un conjunto, un esquema de Suslin en X es una familia
de conjuntos S = {As ⊆ X : s ∈ ω<ω}. Decimos que S es un esquema de Lusin
si la familia satisface:

1) Para cada s ∈ ω<ω y para cada n,m ∈ ω, si n 6= m entonces As_n
⋂
As_m =

∅.
2) Para cada s ∈ ω<ω y n ∈ ω, As_n ⊆ As.
Si X es un espacio métrico y un esquema de Suslin S en X satisface que

para cada s ∈ ω<ω, ĺımn→∞ diam(An) = 0, entonces decimos que el esquema
tiene un diámetro desvaneciente.

El siguiente diagrama representa un esquema de Lusin donde, al igual que
en nuestro diagrama de un esquema de Cantor, cada conjunto está contenido
en cuaquiera que tenga un flecha que lo señale, mientras que todo conjunto es
ajeno a cualquiera a su izquiera o derecha.
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La prueba del teorema 2.30 utilizó un esquema de Cantor para construir una
función continua con dominio C. De manera análoga los esquemas de Suslin o de
Lusin se utilizan para construir funciones continuas, los siguientes dos resultados
ilustran cómo procede esta construcción.

Lema 3.4. Sea (X, d) un espacio métrico y S un esquema de Suslin en X con
diámetro desvaneciente, si

D = {s ∈ N :
⋂
n∈ω

As|n 6= ∅}

entonces existe una función f : D → X.

Demostración. Sean (X, d), S y D como enuncia el lema. Si D = ∅ el resultado
es trivial. De lo contrario sea s ∈ D, y x, y ∈

⋂
n∈ω As|n como para cada n ∈ ω

x, y ∈ As|n y ĺımn→∞ diam(An) = 0, entonces sabemos que d(x, y) = 0 por
lo que x = y. Esto muestra que existe x ∈ X, tal que

⋂
n∈ω As|n = {x}, si

denotamos x = f(s), esta expresión define una función f : D → X.

A la función f cuya existencia asegura el lema anterior la llamamos la función
asociada al esquema de Suslin o de Lusin S , según sea el caso. El siguiente lema
estudia las propiedades de esta función.

Teorema 3.5. Sea (X, d) un espacio métrico, S un esquema de Suslin en X

con diámetro desvaneciente y f : D → X la función asociada a S , entonces:
1) f es continua.
2) Si S es de Lusin, entonces f es inyectiva.
3) Si para cada s ∈ ω<ω, As ⊆

⋃
n∈ω As_n entonces A∅ = f [D]. En parti-

cular si A∅ = X, entonces X es suprayectiva.
4) Si (X, d) es completo y para cada s ∈ ω<ω y cada n ∈ ω, cl(As_n) ⊆ As,

entonces D es cerrado en N . Más aún, si para cada s ∈ ω<ω As 6= ∅, entonces
D = N .

5) Si para cada s ∈ ω<ω, As es abierto y As ⊆
⋃
n∈ω As_n, entonces f es

abierta. Y para cada s ∈ ω<ω

f [Cs ∩D] =
⋂

k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
.

Demostración. Sean (X, d), S y f como en las hipótesis. A lo largo de la prueba
la siguiente contención va a ser de suma utilidad: para cada s ∈ ω<ω

f [Cs ∩D] ⊆ As ∩ f [D].
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En realidad, vamos a demostrar algo más general:

f [Cs ∩D] ⊆
⋂

k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
.

Sea s ∈ ω<ω, si Cs ∩D = ∅ entonces la contención es trivial, de lo contrario
sea x ∈ f [Cs ∩D], entonces existe t ∈ Cs ∩D tal que f(t) = x, dado que t ∈ D
esto muestra que x ∈ f [D]. Por definición de f , x ∈

⋂
n∈ω At|n como t ∈ Cs

entonces para cualquier k ≤ long(s) tenemos que t |k= s |k por lo que para
cualquier k ≤ long(s), x ∈ A |sk . Así x ∈

⋂
k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
. Esto prueba

la segunda contención, la cual evidentemente implica la primera.
Comencemos con (1), sea x ∈ f [D] y ε > 0, entonces existe s ∈ D tal

que f(s) = x, dado que S es de radio desvaneciente existe n ∈ N tal que
diam(As|n) < ε, de manera que f [Cs|n ∩D] ⊆ As|n ∩ f [D] ⊆ Bε(x) ∩ f [D] por
lo que f es continua.

Continuemos con (2), supongamos que S es un esquema de Lusin. Si D = ∅
el resultado es claro, de lo contrario sean s, t ∈ D tales que s 6= t, entonces B =

{n ∈ ω : s(n) 6= t(n)} es no vacío, sea k = mı́nB. Luego s |k= t |k, como A es
un esquema de Lusin, entonces As|_k s(k)∩At|_k t(k) = ∅, como f(s) ∈

⋂
n∈ω As|n

y f(t) ∈
⋂
n∈ω At|n , esto muestra que f(s) 6= f(t). Por lo que f es inyectiva.

Pasemos a (3), supongamos que para cada s ∈ ω<ω, As ⊆
⋃
n∈ω As_n.

Demostremos que A∅ ⊆ f [D], si A∅ = ∅ esto es claro. De lo contrario Sea
y ∈ A∅, vamos a construir x ∈ Cs ∩D tal que f(x) = y, para esto necesitamos
una sucesión (sn)n∈ω contenida en ω<ω tal que para cada n ∈ ω, sn ⊆ sn+1,
long(sn) = n y y ∈ Asn . Definimos s0 = ∅, entonces y ∈ A∅. Si para n ∈ ω
tenemos definido sn tal que y ∈ Asn y long(sn) = n, dado que As ⊆

⋃
n∈ω As_n,

entonces existe m ∈ ω tal que y ∈ As_n m, por lo que si definimos sn+1 = s_n m

entonces y ∈ Asn+1 , sn ⊆ sn+1 y long(sn+1) = long(sn) + 1 = n + 1. Esto
muestra que tal sucesión existe.

Podemos definir x =
⋃
n∈ω sn, entonces x ∈ N y para cada n ∈ ω, y ∈

Asn = Ax|n , por lo que y ∈
⋂
n∈ω Ax|n , es decir f(x) = y. Esto demuestra que

y ∈ f [D]. Para mostrar que f [D] ⊆ A∅ de nuevo si f [D] = ∅ esto es claro,
de lo contrario basta observar que si y ∈ f [D] entonces existe x ∈ D tal que
y ∈

⋂
n∈ω Ax|n , como x|0 = ∅ entonces y ∈ A∅. Esto demuestra la igualdad.

Prosigamos con (4), supongamos que (X, d) es completo y que para cada
s ∈ ω<ω, y cada n ∈ ω, cl(As_n) ⊆ As. Una vez más basta considerar el caso
D 6= ∅. Sea t ∈ cl(D), como N es métrico podemos considerar (tn)n∈ω tal que
para cada n ∈ ω, tn ∈ D y tn −→ t. Veamos que (f(tn))n∈ω es de Cauchy
en X. Sea ε > 0, como es de diámetro desvaneciente existe N ∈ ω tal que si
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n ≥ N entonces diam(At|n) < ε. Además como tn −→ t y Ct|N es vecindad de
t existe M ∈ ω tal que si n ≥ M , entonces tn ∈ Ct|N . Sean n,m ≥ M entonces
tn, tm ∈ Ct|N ∩D, por lo que f(tn), f(tm) ∈ At|N ∩ f [D], entonces tenemos que
d(f(tn), f(tm)) ≤ diam(At|N ) < ε. Esto muestra que (f(tn))n∈ω es de Cauchy,
al ser (X, d) completo existe y ∈ X tal que f(tn) −→ y.

Ahora veamos que y ∈
⋂
n∈ω At|n . Sea m ∈ ω, como tn −→ t y Ct|m+1

es
vecindad de t, existe k ∈ ω tal que si n ≥ k, entonces tn ∈ Ct|m+1

∩D. Debido
a la contención que ya mostramos esto implica que la sucesión (f(tk+n))n∈ω

cumple que para cada n ∈ ω, f(tk+n) ∈ At|m+1
∩ f [D] ⊆ At|m+1

y por ser
subsucesión de (f(tn))n∈ω cumple que f(tk+n) −→ y, por lo que y ∈ cl(At|m+1

).
Por hipótesis sabemos que cl(At|m+1

) ⊆ At|m lo que implica que y ∈ At|m . Esto
muestra que y ∈

⋂
n∈ω At|n , por lo que t ∈ D y f(t) = y.

Por mostrar la segunda parte de (4) supongamos que además para cada
s ∈ ω<ω As 6= ∅. Es claro que D ⊆ N , para mostrar la otra contención consi-
deremos x ∈ N . Sea m ∈ ω, entonces cl(Ax|m+1

) ⊆ Ax|m por lo que⋂
n∈ω

cl(Ax|n) ⊆ Ax|m

lo que implica que ⋂
n∈ω

cl(Ax|n) ⊆
⋂
n∈ω

Ax|n .

Por otra parte, sea m ∈ ω, entonces Ax|m ⊆ cl(Ax|m) por lo que⋂
n∈ω

cl(Ax|n) ⊆ Ax|m

lo que implica que ⋂
n∈ω

cl(Ax|n) ⊆
⋂
n∈ω

Ax|n

Esto prueba que ⋂
n∈ω

cl(Ax|n) =
⋂
n∈ω

Ax|n

pero {cl(Ax|n) : n ∈ ω} es un conjunto de cerrados anidados no vacíos de diá-
metro desvanescente, al ser (X, d) completo, por el teorema 1.8, su intersección
es no vacía, esto implica que

⋂
n∈ω Ax|n 6= ∅ por lo que x ∈ D.

Terminemos con (5), supongamos que para cada s ∈ ω<ω y cada n ∈ ω, As
es abierto y As ⊆

⋃
n∈ω As_n. Sea s ∈ ω<ω, primero vamos a mostrar que

f [Cs ∩D] =
⋂

k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
.
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Ya tenemos la mitad del camino recorrido. Para demostrar la contención
faltante consideremos el caso no vacío, sea y ∈

⋂
k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
, vamos

a construir x ∈ Cs ∩ D tal que f(x) = y, para esto necesitamos una sucesión
(sn)n∈ω contenida en ω<ω tal que para cada n ∈ ω, s ⊆ sn ⊆ sn+1, long(sn) =

long(s) + n y y ∈ Asn . Definimos s0 = s, supongamos que para n ∈ ω ya
tenemos definida sn que satisface s ⊆ sn y y ∈ Asn . Como As ⊆

⋃
n∈ω As_n

entonces existe m ∈ ω tal que y ∈ As_n m, por lo que si definimos sn+1 =

s_n m entonces y ∈ Asn+1 , s ⊆ sn ⊆ sn+1 y long(sn+1) = long(sn) + 1 =

(long(s) + n) + 1. Podemos definir x =
⋃
n∈ω sn, entonces x ∈ N . Sea k ∈ ω, si

k ≤ long(s) por hipótesis tenemos que y ∈ As|k = Ax|k , si k > long(s) entonces
y ∈ As(k−long(s)) = Ax|k , por lo que y ∈

⋂
n∈ω Ax|n , es decir f(x) = y. Además

x |long(s0)= s0 = s, por lo que x ∈ Cs ∩D, es decir y ∈ f [Cs ∩D].
Recordemos que {Cs : s ∈ ω<ω} es base de la topología deN , por lo que para

demostrar que f es abierta basta mostrar que para cada s ∈ ω<ω, f [Cs ∩ D]

es abierto en D . Sea s ∈ ω<ω, entonces
⋂
k≤long(s)As|k es abierto por ser

intersección finita de abiertos, lo que implica que
⋂
k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
es

abierto en D, esto muestra por la igualdad ya probada que f [Cs∩D] es abierto.

Este teorema nos muestra que el problema de encontrar funciones con pro-
piedades convenientes y con dominio un subconjunto del espacio de Baire se
reduce a encontrar un esquema de Suslin donde los conjuntos que lo componen
satisfacen ciertas condiciones. A su vez la construcción de estos esquemas gene-
ralmente es por recursión, lo que simplifica aún más el problema. Los siguientes
dos resultados ilustran el proceso que esta metodología sugiere para construir
funciones.

Lema 3.6. Sea (X, d) un espacio métrico
1) Si F,E ⊆ X son conjuntos cerrados, entonces F \ E es un conjunto Fσ.
2) Si X es separable, F ⊆ X es un conjunto Fσ y ε > 0, entonces existe

{Fn ⊆ X : n ∈ ω} tales que para cada n ∈ ω, Fn es un conjunto Fσ, cl(Fn) ⊆ F ,
diam(Fn) < ε,

⋃
n∈ω Fn = F y si n 6= m entonces Fn ∩ Fm = ∅.

Demostración. Sea (X, d) un espacio métrico. Comencemos con (1), sean
E,F ⊆ X cerrados, como X \ E es abierto existen {Fn ∈ F (X) : n ∈ ω}
cerrados tales que

⋃
n∈ω Fn = X \ E, por lo que

F \ E = F ∩ (X \ E) = F ∩

(⋃
n∈ω

Fn

)
=
⋃
n∈ω

(F ∩ Fn) .
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Es claro que para cada n ∈ ω, F ∩ Fn es un cerrado, por lo que esto prueba
que F \ E es un conjunto Fσ.

Continuemos con (2). Supongamos que X es separable, sean F ⊆ X un
conjunto Fσ y ε > 0. Como F es un conjunto Fσ, sean {Bn ⊆ X : n ∈ ω}
cerrados tales que F =

⋃
n∈ω Bn . Entonces podemos definir para cada n ∈ ω

Cn =
⋃
m≤nBm de manera que F =

⋃
n∈ω Cn y para cada n ∈ ω, Cn es cerrado

y Cn ⊆ Cn+1.
A su vez definimos para cada n ∈ ω,Dn = Cn+1\Cn. Fijemos k ∈ ω, sabemos

por (1) que Dk es conjunto Fσ por lo que podemos considerar {Ekn ⊆ X : n ∈ ω}
cerrados tales que Dk =

⋃
n∈ω E

k
n. Consideremos un conjunto denso numerable

{xm ∈ X : m ∈ ω}, y sea para cada n,m ∈ ω, F k(n,m) = Ekn ∩ cl(Bε(xm)).
De manera que para cada n,m ∈ ω, F k(n,m) es cerrado, diam(F k(n,m)) < ε y
utilizando que {xm ∈ X : m ∈ ω} es denso tenemos que⋃

(n,m)∈ω×ω

F k(n,m) =
⋃
n∈ω

⋃
m∈ω

(
Ekn ∩ cl(Bε(xm))

)
=
⋃
n∈ω

Ekn = Dk.

Por último, consideremos el orden canónico ≥ en ω × ω, para n,m, k ∈ ω y
definamos

Kk
(n,m) = F k(n,m) \

⋃
(i,j)<(n,m)

F k(i,j).

Para k, n,m ∈ ω arbitrarios, sabemos que
⋃

(i,j)<(n,m) F
k
(i,j) y F k(n,m) son

conjuntos cerrados, de manera que por (1) Kk
(n,m) es un conjunto Fσ. Dado que

Kk
(n,m) ⊆ F k(n,m) tenemos que diam(Kk

n,m) < ε, como además F k(n,m) ⊆ Ekn ⊆
Dk ⊆ Ck+1 ⊆ F y F k(n,m) es cerrado, entonces cl(K

k
(n,m)) ⊆ F .

Entonces tenemos que:

⋃
k∈ω

⋃
n∈ω

⋃
m∈ω

Kk
(n,m) =

⋃
k∈ω

⋃
n∈ω

⋃
m∈ω

F k(n,m) \
⋃

(i,j)<(n,m)

F k(i,j)


=
⋃
k∈ω

⋃
n∈ω

⋃
m∈ω

F k(n,m) =
⋃
k∈ω

Dk =
⋃
k∈ω

Ck+1 \ Ck =
⋃
k∈ω

Ck = F.

Sean m,m′, n, n′, k, k′ ∈ ω. Si k 6= k′ entonces Dk ∩Dk′ = ∅ por construc-
ción, como Kk

(n,m) ⊆ Dk y Kk′

n′,m′ ⊆ D′k, entonces K
k
(n,m) ∩ K

k′

(n′,m′) = ∅. Si
k = k′ pero (n,m) 6= (n′,m′), entonces Kk

(n,m) ∩ K
k′

(n′,m′) = ∅, también por
construcción. Por último es claro que

{Kk
(n,m) : k, n,m ∈ ω}

es numerable, por lo que cumplen todas las propiedades buscadas.
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Teorema 3.7. Sea X un espacio polaco no vacío. Entonces existe un conjunto
cerrado D ⊆ N y una biyección continua f : D → X.

Demostración. Sea X un espacio polaco y d una métrica completa acotada por
1 compatible con su topología. Vamos a construir un esquema de Lusin L en
X tal que:

i) Para cada s ∈ ω<ω, diam(As) ≤ 2− long(s).
ii) A∅ = X.
iii) Para cada s ∈ ω<ω, As =

⋃
n∈ω As_n.

iv) Para cada s ∈ ω<ω y para cada n ∈ ω, As es un conjunto Fσ y
cl(As_n) ⊆ As.

Vamos a realizar esta construcción recursivamente. Definimos A∅ = X, como
d está acotada por 1, diam(X) ≤ 1 = 20 = 2− long(∅) y claramente X es un
conjunto Fσ. Supongamos que para t ∈ ω<ω, At es un conjunto Fσ tal que
diam(At) ≤ 2− long(t). Como At es un conjunto Fσ, por el inciso (2) del lema
3.6 sean {Fn ⊆ X : n ∈ ω} conjuntos Fσ tales que para cada n ∈ ω, Fn es un
conjunto Fσ, cl(Fn) ⊆ At, diam(Fn) < 2− long(t)−1,

⋃
n∈ω Fn = At y si n 6= m

entonces Fn ∩ Fm = ∅. Definimos para cada n ∈ ω, As_n = Fn.
Debido a que At =

⋃
n∈ω At_n, este esquema satisface la segunda condición

de un esquema de Lusin, la primera se satisface debido a que si n 6= m entonces
Fn ∩ Fm = ∅.

Debido a que el esquema satisface (i), por el lema 3.4 existe una función
f : D → X con D ⊆ N . Por (ii) y (iii), debido (3) del teorema 3.5 f es suprayec-
tiva, por (1) es continua, y al ser un esquema de Lusin por (2) f es inyectiva, es
decir f es una biyección continua. Gracias a (iv) y a (4) del mencionado teorema
D es cerrado en N .

Este resultado puede ser mejorado por medio del siguiente resultado:

Proposición 3.8. Sea X espacio topológico discreto no vacío, F,E ⊆ Xω ce-
rrados no vacíos tales que F ⊆ E. Entonces existe ϕ : E → F continua y
suprayectiva tal que para cada x ∈ F , φ(x) = x.

Demostración. Sean X,E y F como en las hipótesis. Como E,F son cerrados
por el corolario 2.27 podemos considerar S, T ∈ Ar(X) bien podados tales que
[S] = E y [T ] = F . Definimos ψ : S → A<ω por recursión sobre long(s) de la
siguiente manera: ψ(∅) = ∅. Si ψ(s) ya está definida, consideremos x ∈ X tal
que s_x ∈ S, si s_x ∈ T entonces ψ(s_x) = s_x, si s_x /∈ T como T es bien
podado existe y ∈ X tal que s_y ∈ T de manera que definimos ψ(s_x) = s_y.
Por construcción es claro que para cada s ∈ S, long(s) = long(ψ(s)) y ψ(s) ∈ T .
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Como para cada e ∈ E y n ∈ ω, e |n∈ S, y long(e |n) = long(ψ(e |n)),
entonces

⋃
n∈ω ψ(e |n) ∈ [T ]. Por lo que definimos ϕ : E → F como ϕ(e) =⋃

n∈ω ψ(e |n). Sea f ∈ F como para cada n ∈ ω ψ(f |n) = f |n entonces
ϕ(f) =

⋃
n∈ω ψ(f |n) =

⋃
n∈ω f |n= f , esto muestra que ϕ es suprayectiva y

que para cada f ∈ F , ϕ(f) = f . La continuidad de ϕ es clara pues si f ∈ F y
n ∈ ω y definimos B = {s ∈ S : ψ(s) = f |n}

ϕ−1[Cf |n ] = {e ∈ E : ϕ(e) |n= f |n} = {e ∈ E : ψ(e |n) |n= f |n} =
⋃
s∈B

Cs ∩ E

por la proposición 2.23 esto es suficiente para demostrar la continuidad.

Gracias a este resultado tenemos dos maneras de construir funciones con
dominio N , la primera es construir un esquema de Suslin de diámetro desvanes-
cente que satisfaga la propiedad (4) del teorema 3.5 y asegurar que cada uno de
los elementos del esquema es no vacío. La segunda es construir un función que
tenga como dominio un conjunto F ⊆ N cerrado no vacío en N y componerla
con la función que esta proposición nos asegura existe.

El siguiente resultado utiliza este segundo método, como consecuencia de él
podemos representar a los conjuntos analíticos de una manera muy conveniente.

Corolario 3.9. Sea X un espacio polaco no vacío, entonces existe una función
continua y suprayectiva f : N → X.

Demostración. Sea X un espacio polaco no vacío. Por el teorema 3.7 existe
D ⊆ N y f : D → X biyección continua, como X es no vacío, D es no vacío.
ComoN = ωω, por la proposición 3.8 existe ϕ : N → D continua y suprayectiva,
de manera que ϕ ◦ f : N → X es continua y suprayectiva.

Corolario 3.10. Sea X un espacio polaco y A ⊆ X distinto del vacío. Entonces
A es analítico si y sólo existe f : N → X continua tal que f [N ] = A.

Demostración. Sean X y A como en las hipótesis.

⇒) Supongamos primero que A es analítico, sea Y un espacio polaco y g : Y →
X continua tal que g[Y ] = A, como A es no vacío entonces Y es no vacío.
Por el corolario 3.9 existe f : N → Y continua y suprayectiva por lo que
g ◦ f : N → X es continua y (g ◦ f)[N ] = g[f [N ]] = g[Y ] = A.

⇐) Supongamos ahora que existe f : N → X continua tal que f [N ] = A,
como N es polaco esto muestra que A es analítico.
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Con esta representación podemos empezar a estudiar las similitudes entre
los conjuntos de Borel y los analíticos.

Definición 3.11. Sea (X, τ) un espacio polaco y A,B ⊆ X, decimos que A,B
son Borel-separables si existe C ∈ B(τ) tal que A ⊆ C y B ⊆ X \ C.

Es claro que cualesquiera dos conjuntos de Borel ajenos son Borel-separables.

Lema 3.12. Sea (X, τ) un espacio polaco, P,Q ⊆ X y {Pn ⊆ X : n ∈ ω},
{Qm ⊆ X : m ∈ ω} familias de conjuntos tales que:

1) P =
⋃
n∈ω Pn y Q =

⋃
m∈ω Qm.

2) Para cada n,m ∈ ω Pn y Qm son Borel-separables.
Entonces P y Q son Borel-separables.

Demostración. Sean (X, τ), P,Q, {Pn ⊆ X : n ∈ ω} y {Qm ⊆ X : m ∈ ω} como
en las hipótesis. Si n,m ∈ ω, consideremos Rn,m ∈ B(τ) tal que Pn ⊆ Rn,m y
Qm ⊆ X \Rn,m. Sea

R =
⋂
m∈ω

⋃
n∈ω

Rn,m,

es claro que R ∈ B(τ), veamos que P ⊆ R y Q ⊆ X \R:
Sea n ∈ ω, entonces para cualquier m ∈ ω tenemos que Pn ⊆ Rn,m. Por

lo tanto para cualquier m ∈ ω, P =
⋃
n∈ω Pn ⊆

⋃
n∈ω Rn,m. Esto muestra que

P ⊆
⋂
m∈ω

⋃
n∈ω Rn,m = R.

Sea m0 ∈ ω, entonces para cualquier n ∈ ω, Qm0 ⊆ X \ Rn,m0 , es decir
para cualquier n ∈ ω, Qm0 ∩ Rn,m0 = ∅ por lo que

(⋃
n∈ω Rn,m0

)
∩ Qm0 =

∅. De esto es inmediato que
(⋂

m∈ω
⋃
n∈ω Rn,m

)
∩ Qm0

= ∅. Por lo tanto(⋂
m∈ω

⋃
n∈ω Rn,m

)
∩
(⋃

m∈ω Qm
)

= ∅, es decir R∩Q = ∅ lo que significa que
Q ⊆ X \R.

Teorema 3.13 (Teorema de separación de Lusin). Sea (X, τ) un espacio polaco
y A,B ∈ Σ1

1(X) ajenos. Entonces A y B son Borel-separables.

Demostración. Sean (X, τ), A y B como en las hipótesis. Supongamos sin pér-
dida de generalidad que A y B son no vacíos, luego existen f : N → A y
g : N → B continuas y suprayectivas. Definimos para cada s ∈ ω<ω f [Cs] = As

y g[Cs] = Bs. De manera que para cada s ∈ ω<ω

⋃
n∈ω

As_n =
⋃
n∈ω

f [Cs_n] = f [
⋃
n∈ω

Cs_n] = f [Cs] = As

y analogamente
⋃
n∈ω Bs_n = Bs.

Supongamos que A,B no son Borel-separables. Vamos a construir por re-
cursión dos sucesiones en ω<ω (sn)n∈ω y (tn)n∈ω tales que para cada k ∈ ω,
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long(sk) = k = long(tk), sk ⊆ sk+1, tk ⊆ tk+1 y Ask , Btk no son Borel-
separables. Es claro que si s0 = ∅ y t0 = ∅, entonces long(s0) = 0 = long(t0),
como A,B no son Borel-separables, A∅ = g[C∅] = g[N ] = A y análogamente
B∅ = B, por lo que s0 y t0 cumplen lo buscado. Supongamos que sk, tk ∈ ω<ω

ya están definidos tales que long(sk) = k = long(tk) y Ask y Btk no son Borel-
separables. Sabemos que

⋃
n∈ω As_k n = Ask y análogamente

⋃
n∈ω Bt_k n = Btk ,

como Ask , Btk no son Borel-separables por el lema existen n,m ∈ ω tales que
As_k n y Bt_k m no son Borel-separables, es claro que As_k n ⊆ Ask y Bt_k m ⊆ Btk
y que long(s_k n) = k + 1 = long(t_k m) por lo que definimos sk+1 = s_k n y
tk+1 = t_k m. Debido a las propiedades de estas dos sucesiones si x =

⋃
n∈ω sn

y y =
⋃
n∈ω tn, entonces x, y ∈ N .

Como f(x) ∈ A y f(y) ∈ B entonces f(x) 6= f(y), sean U, V ⊆ X abiertos
tales que U ∩V 6= ∅, f(x) ∈ U y f(y) ∈ V . Como f es continua existe n ∈ ω tal
que f [Cx|n ] ⊆ U , como g es continua existe m ∈ ω tal que g[Cy|m ] ⊆ V . Luego
si k = mı́n{n,m} entonces Ax|k = f [Cx|k ] ⊆ U y By|k = f [Cy|k ] ⊆ V por lo
que Ax|k = Ask y By|k = Btk son Borel-separables. Esto es evidentemente un
contradicción por lo que A,B son Borel-separables.

Corolario 3.14 (Teorema de Suslin). Sea (X, τ) un espacio polaco y A ⊆ X.
Entonces (X \A), A ∈ Σ1

1(X) si y sólo si A ∈ B(τ).

Demostración. Sea (X, τ) un espacio polaco y A ⊆ X.
Supongamos primero que (X \A), A ∈ Σ1

1(X). Como A y (X \A) son ajenos,
por el teorema de separación de Lusin existe B ∈ B(τ) tal que A ⊆ B y (X\A) ⊆
X \B. Esto claramente implica que A = B por lo que A ∈ B(τ).

Supongamos ahora que como A ∈ B(τ), entonces también X \ A ∈ B(τ),
luego por la proposición 3.2, A, (X \A) ∈ Σ1

1(X).

Esto muestra una importante relación entre los conjuntos de Borel y los con-
juntos analíticos. De manera análoga a la jerarquía de Borel, existe una jerarquía
proyectiva. Consideremos (X, τ) un espacio polaco, los conjuntos analíticos son,
de nuevo, los conjuntos más sencillos . Siguiendo la idea de la jerarquía de Borel
se define el conjunto de los conjuntos co-analíticos:

Π1
1(X) = {C ∈ P(X) : (X \ C) ∈ Σ1

1(X)}

Con la misma intención con la cual se definieron los conjuntos analíticos,
podemos definir

Σ1
2(X) = {A ∈ P(X) : A es la imagen continua de algún C ∈ Π1

1(X)}.
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De la misma manera que en la jerarquía de Borel podemos repetir este
proceso. Definimos por recursión sobre N,

Σ1
1(X) = {A ∈ P(X) : A es analítico }.

Para n ∈ N,

Π1
n(X) = {C ∈ P(X) : (X \ C) ∈ Σn1}

Σ1
n+1(X) = {A ∈ P(X) : A es la imagen continua de algún C ∈ Π1

n(X)}.

En este contexto podemos definir para cada n ∈ N,

∆1
n(X) = Σ1

n(X) ∩Π1
n(X),

por el teorema de Suslin tenemos que ∆1
1(X) = B(τ). Se puede mostrar que

también existe un diagrama análogo al de la jerarquía de Borel donde cada
flecha denota contención entre conjuntos:

Σ1
1(X)

""

// Σ1
2(X) // · · · // Σ1

n(X) // · · ·

B(τ)

==

//

!!

∆1
2(X)

""

<<

// · · · // ∆1
n(X) //

""

<<

· · ·

Π1
1(X)

<<

// Π1
2(X) // · · · // Π1

n(X) // · · ·

Durante la prueba del teorema de Suslin mostramos que B(τ) ⊆ Σ1
1(X) y

que B(τ) ⊆ Π1
1(X). Para cada n ∈ N, es evidente que Σ1

n(X) ⊆ Σ1
n+1(X) y

que Π1
n(X) ⊆ Π1

n+1(X). No exponemos la pruebas del resto de las contenciones
que muestra el diagrama pues nos desviaría del objetivo de esta sección. Otra
analogía importante es que de nuevo el caso donde estas flechas denotan con-
tención propia es el caso en el que X no es numerable. El siguiente teorema, que
tampoco vamos a demostrar, tiene además una gran importancia histórica.

Teorema 3.15 (Suslin). Sea (X, τ) espacio polaco no numerable, entonces
B(τ) ( Σ1

1(X).
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A lo largo de la presente sección hemos observando la relevancia del espacio
de Baire N , en particular por las propiedades topológicas de las que goza. Re-
sulta curioso que este no sea el único objeto matemático que recibe el nombre
de espacio de Baire, la historia de esto es sumamente interesante.

René Baire demostró en su tesis doctoral lo que ahora se conoce como el
teorema de la Categoría de Baire, nuestro teorema 3.17, un teorema que afirma
que los espacios completamente metrizables tienen propiedades topológicas muy
importantes. A partir de este trabajo, Bourbaki [Bou48] definió como espacios
de Baire a aquellos espacios topológicos que tienen estas mismas propiedades.

En otro desarrollo de sus estudios, Baire definió en 1899 el espacio N , pero
su interés no consistía en estudiar a este espacio por sus propiedades topológi-
cas, sino en el marco de un estudio más general sobre las funciones continuas.
En 1902, en una carta a Borel [Bai90], y siete años despúes en su publicación
[Bai09], Baire afirma que este espacio es 0-dimensional, recuperando la teoría
que estaba desarrollando Lebesgue. Es hasta 1928 que Sierpiński, [Sie34], men-
ciona en su libro de texto sobre topología que Baire había trabajado el espacio
N , y probablemente fue en esta mención que nombró a este espacio como lo
conocemos hoy.

En esta tesis, también nos interesa estudiar los espacios de Baire según la
definición de Bourbaki. Valga esto como explicación de por qué damos el mismo
nombre a conceptos distintos.

La siguiente definición no parece muy natural a primera vista, sin embargo,
a lo largo de este trabajo hemos estado trabajando con objetos que satisfacen
esta definición sin llamarlos con este nombre.

Definición 3.16. Sea (X, τ) un espacio topológico, decimos que X es un espacio
de Baire si para cualquier familia {Dn ⊆ X : n ∈ ω} tal que para cada n ∈ ω,
Dn es abierto y denso, tenemos que

⋂
n∈ωDn es denso.

El siguiente teorema nos muestra que estos objetos nos son muy familiares,
curiosamente un análisis cuidadoso del segundo teorema que demostramos en
esta tesis, el teorema 1.11, revela que en realidad aquel es un resultado particular
de este teorema general.

Teorema 3.17 (Teorema de la Categoría de Baire). Sea (X, τ) un espacio
completamente metrizable, entonces X es un espacio de Baire.

Demostración. Sea (X, τ) espacio completamente metrizable y d una métrica
compatible con su topología. Sea {Dn ⊆ X : n ∈ ω} tal que para cada n ∈ ω, Dn

es abierto y denso. Sea U ⊆ X abierto no vacío. Vamos a construir por recursión
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una familia {Fn ⊆ X : n ∈ ω} de diámetro desvanescente de conjuntos cerrados
no vacíos anidados tal que para cada n ∈ ω, int(Fn) 6= ∅ y Fn ⊆

⋂
m≤nDm∩U .

ComoD0 es denso existe x0 ∈ D0∩U , comoD0 y U son abiertos existe 0 < r < 1

tal que Br(x0) ⊆ D0 ∩ U , luego cl(Br/2(x0)) ⊆ D0 ∩ U , su interior es no vacío
y diam(cl(Br/2(x0))) ≤ 1, por lo que definimos F0 = cl(Br/2(x0)).

Supongamos ahora ya definido Fn tal que Fn es cerrado, int(Fn) 6= ∅,
Fn ⊆

⋂
m≤nDm∩U . Como int(Fn) es un abierto no vacío y Dn+1 es denso, sea

xn+1 ∈ int(Fn) ∩ Dn+1, como además Dn+1 es abierto, entonces existe 0 <

ρ < 2−n−1 tal que Bρ(xn+1) ⊆ Dn+1 ∩ int(Fn), por lo que cl(Bρ/2(xn+1)) ⊆
Dn+1∩int(Fn) y su interior es no vacío. Definimos Fn+1 = cl(Bρ/2(xn+1)), como
Fn ⊆

⋂
m≤nDm∩U y Fn+1 ⊆ Dn+1∩int(Fn), entonces Fn+1 ⊆

⋂
m≤n+1Dm∩U .

Además es claro que diam(Fn+1) ≤ 2−n−1.
Debido a que {Fn ⊆ X : n ∈ ω} es una familia de cerrados anidados no vacíos

de diámetro desvanesciente, por el teorema 1.8 entonces
⋂
n∈ω Fn 6= ∅, debido

a que para cada n ∈ ω, Fn ⊆
⋂
m≤nDm∩U , entonces

⋂
n∈ω Fn ⊆

⋂
n∈ωDn∩U ,

por lo que
⋂
n∈ωDn ∩ U 6= ∅. Esto muestra que

⋂
n∈ωDn es denso.

La teoría de espacios de Baire es sumamente amplia, en lo que resta de la
sección sólo mostramos los resultados más elementales. El anterior resultado
implica que el espacio de Baire N es un espacio de Baire.

Definición 3.18. Sea X un espacio topológico, decimos que N ⊆ X es denso
en ninguna parte si int(cl(N)) = ∅.

Es evidente que si N es denso en ninguna parte entonces cl(N) también lo
es.

Proposición 3.19. Sea X un espacio topológico y A ⊆ X, entonces A es denso
en ninguna parte si y sólo si X \ cl(A) es denso abierto.

Demostración. Sea X espacio topológico y A ⊆ X.
Supongamos que A es denso en ninguna parte, sea U ⊆ X abierto no vacío,

como int(cl(A)) = ∅, entonces U 6⊆ cl(A), por lo que U ∩ (X \ cl(A)) 6= ∅, esto
muestra que (X \cl(A)) es denso, dado que cl(A) es cerrado, entonces (X \cl(A))

es abierto.
Supongamos ahora que X \ cl(A) es denso abierto. Sea U ⊆ X abierto no

vacío, entonces U ∩X \ cl(A) 6= ∅, por lo que U 6⊆ cl(A). Dado que int(cl(A))

es un abierto y int(cl(A)) ⊆ cl(A)) entonces int(cl(A)) = ∅

Definición 3.20. Sea X un espacio topológico, decimos que A ⊆ X es magro,
o de la primera categoría (de Baire) si existe {Nn : n ∈ ω} tal que para cada
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n ∈ ω, Nn es denso en ninguna parte y X =
⋃
n∈ω Nn. Si A ⊆ X no es de la

primera categoría, decimos que es de la segunda categoría.

Proposición 3.21. Sea X un espacio de Baire, entonces X es de la segunda
categoría.

Demostración. Sea X un espacio de Baire. Sea {Nn : n ∈ ω} tal que para cada
n ∈ ω, Ns es denso en ninguna parte. Entonces por la proposición anterior
{X \cl(Nn) : n ∈ ω} es una familia de densos abiertos en X, al ser X un espacio
de Baire, entonces

⋂
n∈ωX \ cl(Nn) es denso, en particular es no vacío. Sea

x ∈
⋂
n∈ωX \ cl(Nn), entonces

x /∈ X \

(⋂
n∈ω

X \ cl(Nn)

)
=
⋃
n∈ω

cl(Nn)

por lo que
⋃
n∈ω Nn 6= X. Esto muestra que X es de la segunda categoría.

Esta proposición nos permite demostrar un resultado últil para la teoría
descriptiva.

Proposición 3.22. Sea X un espacio polaco perfecto no vacío y D ⊆ X denso
numerable, entonces D no es un conjunto Gδ.

Demostración. Vamos a proceder por contraposición. Sea X un espacio topoló-
gico perfecto no vacío y D un conjunto denso numerable, supongamos que D es
un conjuntoGδ. Sean para cada n ∈ ω,Dn abierto de manera que

⋂
n∈ωDn = D.

Sea n ∈ ω, como D ⊆ Dn y D es denso, entonces Dn es denso y abierto. Por lo
que para cada n ∈ ω si Nn = X \Dn entonces Nn es denso en ninguna parte.

Si D = {xn : n ∈ ω} es claro que para cada n ∈ ω, int(cl({xn})) =

int({xn}) = ∅, pues X es perfecto.
Esto muestra que {Nn : n ∈ ω}∪{{xn} : n ∈ ω} es una familia numerable de

conjuntos densos en ninguna parte. Además
⋃
n∈ω Nn = X\

(⋂
n∈ωDn

)
= X\D

por lo que
(⋃

n∈ω Nn
)⋃ (⋃

n∈ω{xn}
)

= X. Esto muestra que X es la unión
numerable de conjuntos densos en ninguna parte, por la proposición anterior X
no es un espacio de Baire, por lo que no puede ser completamente metrizable
debido al teorema de la categoría de Baire.

En teoría descriptiva se estudia la complejidad de un conjunto de Borel en
términos de la jerarquía de Borel, es decir, si A ∈ B(X) se trata de encontrar
cuál es el mínimo α ∈ ω, tal que A ∈ Σ0

α(X) ó A ∈ Π0
α(X). En general esto no

es tarea sencilla, sin embargo este resultado es en muchos casos útil. Si podemos
garantizar que el espacio X es perfecto no vacío y A es denso numerable en
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X entonces A /∈ Π0
2(X), por lo que si podemos describir a A de manera que

A ∈ Σ0
2(X), entonces hemos encontrado la complejidad de A, pues entonces A

no pertenece a ningún estrato igual o menor a ∆0
2(X).

3.2. Espacios de Borel estándares y la estructura
Effros-Borel.

En la primera sección de este capítulo introdujimos el concepto de σ-álgebra
y la σ-álgebra de Borel como una manera natural de construir nuevos espacios
polacos. En esta sección estudiaremos con mayor detenimiento la estructura de
esta σ-álgebra.

Cuando en el primer capítulo estudiamos la estructura de los espacios de Ba-
nach muy pronto fue necesario estudiar funciones que respetaran esta estructura
por lo que definimos los operadores acotados. De manera ánaloga en la primera
sección de esta capítulo, al analizar los espacios polacos, las funciones continuas
fueron sumamente importantes como funciones que respetan su estructura. De
la misma manera, existen funciones que respetan la estructura de los espacios
medibles.

Definición 3.23. Sean (X,Σ) y (Y,Σ′) espacios medibles
a) Si f : X −→ Y es una función que cumple que para cualquier A ∈ Σ′,

f−1[A] ∈ Σ, entonces decimos que f es función medible.
b) Si f : X −→ Y es una función medible y f−1 también es función medible,

decimos que f es un isomorfismo entre espacios medibles y que X es isomorfo
a Y como espacio medible.

c) Si A ⊆ X definimos la σ-álgebra relativa a A como ΣA = {A∩B : B ∈ Σ}.
d) Si (X, τX) y (Y, τY ) son espacios topológicos, Σ = B(τX) y Σ′ = B(τY )

y f : X −→ Y es función medible, entonces decimos que f es Borel medi-
ble. Si además f es un isomorfismo entre espacios medibles decimos que es un
isomorfismo de Borel.

e) Decimos que (X,Σ) es un espacio de Borel estándar si existe un espacio
polaco (Z, τZ) tal que (X,Σ) es isomorfo como espacio medible a (Z,B(τZ)). En
este caso a los elementos de Σ también se les llama conjuntos de Borel y a la
funciones medibles entre estos espacios funciones de Borel.

f) Sea (X,Σ) un espacio de Borel estándar. Decimos que A ⊆ X es un
conjunto analítico si existe un espacio polaco Y y un isomorfismo de Borel
f : X → Y tal que f [A] es analítico en Y .
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El trabajo realizado en el segundo capítulo nos dice mucho sobre estos nue-
vos conceptos. Una primera observación es que dados dos espacios topológicos
(X, τ) y (Y, τ ′) y f : X → Y continua, sabemos que f es medible respecto a
las σ-álgebras B(τ) y B(τ ′). Como en lo que sigue vamos a trabajar con fun-
ciones medibles vale la pena enunciar y demostrar rápidamente algunas de sus
propiedades:

Proposición 3.24. Sean (X,Σ), (Y,Σ′) y (Z,Σ′′) espacios medibles:
a) Si f : X → Y y g : Y → Z son medibles, entonces g ◦ f es medible.
b) Si A ⊆ P(Y ) genera a Σ′ y para cada A ∈ A, f−1[A] ∈ Σ, entonces f es

medible.
c) Si f : X → Y es una función y existe A ∈ Σ tal que f |A y f |X\A son

medibles, entonces f es medible.

Demostración. Sean (X,Σ), (Y,Σ′) y (Z,Σ′′) como en las hipótesis. Para (a)
supongamos que f : X → Y y g : Y → Z son medibles, sea A ∈ Σ′′, entonces
g−1[A] ∈ Σ′ por lo que (g ◦ f)−1[A] = f−1[g−1[A]] ∈ Σ.

El inciso (b) es consecuencia de que las imágenes inversas respetan las ope-
raciones de unión numerable y diferencia conjuntista.

Para (c) sea A ∈ Σ tal que f |A y f |X\A son medibles, sea B ∈ Σ′, entonces
f−1A [B], f−1X\A[B] ∈ Σ, pero f−1A [B] = f−1[B] ∩ A y f−1X\A[B] = f−1[B] ∩X \ A,
dado que f−1[B] =

(
f−1[B] ∩X \A

)⋃ (
f−1[B] ∩A

)
entonces f−1[B] ∈ Σ. Por

lo que f es medible.

La idea intuitiva detrás del concepto de los espacios Borel estándar es que
un espacio es de Borel estándar si podemos dotarlos de una topología polaca
tal que los borelianos de esta topología coincidan con su σ-álgebra. Con esta
interpretación todos los resultados que ya conocemos sobre los conjuntos de
Borel y analíticos se pueden aplicar a estos nuevos conjuntos.

Una segunda observación sobre los espacios de Borel estándares se puede
resumir en la siguiente proposición.

Proposición 3.25. Sea (X, τ) un espacio polaco y A ∈ B(τ), entonces (A,B(τ)A)

es un espacio Borel estándar.

Demostración. Sean (X, τ) y A como en las hipótesis. Es claro que (A,B(τ)A)

es un espacio medible. El teorema 2.20 nos asegura que podemos darle a X una
topología τA tal que τ ⊆ τA, (X, τA) es polaco, A es cerrado y abierto en τA y
B(τ) = B(τA). De manera que A es polaco con la topología relativa a τA por ser
cerrado en el polaco (X, τA). También sabemos que las σ-álgebras de Borel de
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las topologías τ y τA restringidas a A son las mismas, es decir la identidad es
un isomorfismo de Borel. Esto prueba que (A,B(τ)A) es de Borel estándar.

Este teorema será de utilidad más adelante, por ahora nos ilustra que ya co-
nocemos muchos ejemplos de espacios de Borel estándares. El siguiente resultado
es inmediato a partir del inciso (a) de la proposición 3.24.

Proposición 3.26. Sea X un espacio medible y Y un espacio de Borel estándar
isomorfo como espacio medible a X, entonces X es Borel estándar.

Corolario 3.27. Sea (X,Σ) un espacio de Borel estándar y S ∈ Σ, entonces
(S,ΣS) es un espacio Borel estándar.

Demostración. Sea (X,Σ) un espacio de Borel estándar y S ∈ Σ. Como X es
Borel estándar existe (Y, τ) espacio polaco tal que (Y,B(τ)) es isomorfo a (X,Σ).
Sea f : X → Y el isomorfismo entre ellos, si B = f [S], entonces B ∈ B(τ), por
lo que (B,B(τ)B) es Borel estándar y f |S es isomorfismo entre este espacio y
(S,ΣS). Por lo que (S,ΣS) es Borel estándar.

Una de las estructuras centrales de este trabajo es la que posee el espacio
Effros-Borel cuyas propiedades se pueden estudiar a partir de los conceptos que
acabamos de definir.

Definición 3.28. Sea (X, τ) un espacio polaco y consideremos F (X) el conjunto
de todos sus conjuntos cerrados. Sea U ∈ τ , definimos

BU = {F ∈ F (X) : F ∩ U 6= ∅}

y

B = {BU ⊆ F (X) : U ∈ τ}.

Sea ΣB la σ-álgebra generada por B.
Llamamos al espacio medible (F (X),ΣB) el espacio Effros-Borel de X. En

lo que sigue ΣB denotará siempre a esta σ-algebra.

La propiedad más importante de este espacio, la cual vamos a utilizar de
manera central en este trabajo, es que es de Borel estándar. Esta demostración
es nuestro siguiente objetivo.

La idea de nuestro desarrollo parte de observar que trabajar con todos los
conjuntos cerrados de un espacio es muy complicado, mientras que trabajar con
conjuntos compactos es más sencillo. Posteriormente trataremos de encontrar
una manera de ‘traducir’ conjuntos cerrados en conjuntos compactos.
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Definición 3.29. Sea (X, τ) un espacio topológico, consideremos

K(X) = {K ⊆ X : K es compacto en X}.

Sea U ∈ τ , definimos

AU = {K ∈ K(X) : K ∩ U 6= ∅}

y

AU = {K ∈ K(X) : K ⊆ U}

con esto definimos

A = {AU ⊆ F (X) : U ∈ τ}
⋃
{AU ⊆ F (X) : U ∈ τ}.

Sea τA la topología generada por A . Llamamos a τA la topología de Vietoris
de X, en lo que sigue τA denotará siempre a esta topología.

Proposición 3.30. Sea (X, τ) un espacio topológico, para V,U0, . . . Un ∈ τ

definimos

BV
U0,...,Un

= {K ∈ K(X) : (K ⊆ V ), (K ∩ U0 6= ∅), . . . , (K ∩ Un 6= ∅)}.

Entonces la familia de todos estos conjuntos es una base para τA .

Demostración. Sean V0, . . . , Vn, U0, . . . Um ∈ τ , si V =
⋂
i≤n

Vi entonces V es

abierto y es claro que ⋂
i≤n

AVi = {K ∈ K(X) : K ⊆ V }

por lo que ⋂
i≤n

AVi

⋂⋂
j≤m

AUj

 = BV
U0,...,Um

.

Entonces la familia propuesta coincide con la familia de intersecciones finitas
de elementos de la subbase, por lo tanto es una base de la topología.

Nuestro primero objetivo es mostrar que si X es polaco entonces (K(X), τA )

también lo es. Para esto necesitamos definir una métrica compatible con τ . Por
esta razón recurrimos a la siguiente definión.
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Definición 3.31. Sea (X, d) un espacio métrico con d una métrica acotada por
1, definimos

dH : K(X)×K(X) −→ R

como

dH(K,K ′) =



0 si K = ∅ = K ′

1 si K = ∅,K ′ 6= ∅

1 si K 6= ∅,K ′ = ∅

máx

{
sup
x∈K

d(x,K ′), sup
x′∈K′

d(x′,K)

}
si K 6= ∅ 6= K ′.

Llamamos a dH la métrica de Hausdorff.

Veamos que en efecto dH es una métrica.

Lema 3.32. Sea (X, d) un espacio métrico con d una métrica acotada por 1,
entonces (K(X), dH) es un espacio métrico.

Demostración. Sea (X, d) como en las hipótesis y dH la métrica de Hausdorff.
Sean K,K ′ ∈ K(X), es claro que dH(K,K ′) ≥ 0. Si dH(K,K ′) = 0, entonces
consideremos el caso en el que alguno de estos conjuntos es vacío: si K = ∅
entonces K ′ = ∅; si K ′ = ∅ entonces K = ∅. Por lo que en cualquiera de estos
dos casos tenemos que K = ∅ = K ′. Si ninguno de estos conjuntos es vacío,
supongamos que son distintos, podemos suponer sin pérdida de generalidad que
existe x0 ∈ K \K ′, como K ′ es cerrado y x0 /∈ K ′ entonces existe r > 0 tal que
Br(x0) ∩K ′ = ∅, por lo que d(x0,K

′) ≥ r, por tanto sup
x∈K

d(x,K ′) ≥ r y por lo

tanto dH(K,K ′) ≥ r lo cual es una contradicción. Por tanto K = K ′. Es claro
también que si K = K ′ tanto el caso que uno sea vacío, como en el caso en que
ninguno lo sea tenemos que d(K,K) = 0.

A su vez, para cualquier de los casos, ya sea que ambos conjuntos sean vacíos,
que sólo uno lo sea o que ninguno lo sea, es claro a partir de la definición que
dH(K,K ′) = dH(K ′,K).

Sean K,K ′,K ′′ ∈ K(X), ya sea que sólo uno de ellos sea vacío o que varios
lo sean, es claro que dH(K,K ′′) ≤ dH(K,K ′)+dH(K ′,K ′′) pues d está acotada
por 1. Supongamos entonces que ninguno es vacío, sea ε > 0 supongamos sin
pérdida de generalidad que dH(K,K ′′) = sup

x∈K
d(x,K ′′), sea x ∈ K tal que

dH(K,K ′′)− ε < d(x,K ′′) ≤ dH(K,K ′′)
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si x′′ ∈ K ′′, entonces

dH(K,K ′′)− ε < d(x,K ′′) ≤ d(x, x′′).

Sea x′ ∈ K ′, utilizando la desigualdad del triángulo tenemos que

dH(K,K ′′)− ε < d(x, x′) + d(x′, x′′)

por lo que

dH(K,K ′′)− ε ≤ d(x,K ′) + d(x′,K ′′).

Esto muestra que

dH(K,K ′′)− ε ≤ sup
x∈K

d(x,K ′) + sup
x′∈K′

d(x′,K ′′)

y por lo tanto

dH(K,K ′′)− ε ≤ dH(K,K ′) + dH(K ′,K ′′).

Como ε fue arbitrario entonces

dH(K,K ′′) ≤ dH(K,K ′) + dH(K ′,K ′′).

Esto termina de mostrar que dH es una métrica.

Veamos que esta métrica es testigo de que (K(X), τA ) es polaco. Primero
necesitamos mostrar que la métrica de Hausdorff es compatible con la topología
de Vietoris.

Lema 3.33. Sea (X, τ) un espacio metrizable, entonces la métrica de Hausdorff
dH es compatible con la topología τA , por lo que (K(X), τA ) es metrizable.

Demostración. Sea (X, τ) un espacio metrizable. Sea d una métrica acotada por
1 compatible con τ . Consideremos entonces (K(X), τA ).

Sabemos ya que dH es una métrica. Veamos primero que la topología ge-
nerada por dH es más fina que τA . Sea K ∈ K(X) y U ⊆ K(X) un abierto
básico de τA tal que K ∈ U . Supongamos primero que K = ∅, es claro que
B1/2(∅) = {∅}, por lo que B1/2(∅) ⊆ U . Supongamos ahora que K 6= ∅,
entonces existen V,U0, . . . , Un ⊆ X abiertos en τ tales que

U = BV
U0,...,Un

.
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Como K ⊆ V y V es abierto, entonces para cada x ∈ K existe rx > 0 tal que
Brx(x) ⊆ V , luego si r′x = rx/2 también tenemos que Br′x(x) ⊆ V . De manera
que

K ⊆
⋃
x∈K

Br′x(x) ⊆ V.

Esto muestra que {Br′x(x)}x∈K es una cubierta abierta de K, por lo que exis-
ten x1, . . . , xm ∈ K tales que K ⊆

⋃
i≤mBr′xi

(xi). Por otra parte, como
K ∈ BV

U0,...,Un
si consideramos j ∈ {1, . . . , n}, entonces podemos encontrar

yj ∈ K ∩ Uj , como Uj es abierto existe rj > 0 tal que Brj (xj) ⊆ Uj . Sea
r = 1

2 mı́n{r′x1
, . . . , r′xm , r1, . . . rn}, veamos que Br(K) ⊆ K(X) cumple que

Br(K) ⊆ BV
U0,...,Un

.

Sea K ′ ∈ Br(K), como r ≤ 1/2 sabemos que K ′ 6= ∅, sea z ∈ K ′, como
dH(K,K ′) < r, entonces d(z,K) < r, sea x ∈ K tal que d(z, x) < r, como
x ∈ K existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que x ∈ Br′xi (xi), por lo que d(z, xi) ≤ d(z, x) +

d(x, xi) < r′xi + r′xi = rxi , como Brxi (xi) ⊆ V , entonces z ∈ V . Esto muestra
que K ′ ⊆ V .

Consideremos ahora j ∈ {1, . . . n}, como dH(K,K ′) < r entonces d(yj ,K
′) <

r, sea z′ ∈ K ′ tal que d(yj , z
′) < r, como r < rj entonces z′ ∈ Brj (yj) ⊆ Uj , por

lo que K ′∩Uj 6= ∅. Esto muestra que K ′ ∈ BV
U0,...,Un

por lo que Br(K) ⊆ BV
U0,...,Un

.

Lo que a su vez permite concluir que la topología generado por dH es más fina
que τA .

Veamos ahora que τA es más fina que la topología generada por dH . Con-
sideremos L ∈ K(X) y ρ > 0, si L = ∅ y ρ < 1 entonces Bρ(∅) = {∅} = A∅,
si ρ ≥ 1 entonces Bρ(∅) = K(X) = AX . Supongamos ahora que L 6= ∅, de
nuevo si ρ ≥ 1 entonces Bρ(L) = K(X) = AX , supongamos entonces que ρ < 1

consideremos

U ′ =
⋃
l∈L

Bρ/4(l).

Es claro que U ′ es abierto en τ . Además {Bρ/4(l)}l∈L es cubierta abierta por lo
que existen l1, . . . , ln′ ∈ K tales que

L ⊆
⋃
i≤n′

Bρ/4(lj).

Sean para cada j ∈ {1, . . . n′}

Vj = Bρ/4(lj).

y veamos que
BU

′

V0,...,Vn′
\ {∅} ⊆ Bρ(L).
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Es claro que BU
′

V0,...,V ′n
\ {∅} es un abierto en τA que contiene a L. Sea

L′ ∈ BU
′

V0,...,V ′n
\ {∅}, entonces L′ ⊆ U ′ y L′ 6= ∅, sea l′ ∈ L′, como L′ ⊆ U ′,

entonces existe l ∈ L tal que l′ ∈ Bρ/4(l), por lo que d(l′, l) < ρ/4 esto implica
que d(l′, L) < ρ/4. Esta desigualdad permite concluir que

sup
l′∈K′

d(l′, L) ≤ ρ/4 < ρ.

Por otra parte si q ∈ L entonces existe j ∈ {1, . . . n′} tal que q ∈ Bρ/4(lj),
pero como L′ ∈ BU

′

V0,...,V ′n
\ {∅} entonces L′ ∩ Vj 6= ∅, sea q′ ∈ L′ ∩ Vj luego

d(q′, lj) < ρ/4 por lo que d(q, q′) ≤ d(q, lj) + d(lj , q
′) < ρ/4 + ρ/4 = ρ/2,

esto implica que d(q, L′) < ρ/2. Esta última desigualdad permite concluir que
sup
q∈K

d(q, L′) ≤ ρ/2 < ρ. Por lo que dH(L,L′) < ρ, es decir que L′ ∈ Bρ(L).

Esto muestra que BU
′

V0,...,V ′n
{L} \ {∅} ⊆ Bρ(L), por lo que τA es más fina que la

topología generada por dH . Por lo tanto ambas topologías son la misma, lo que
termina la prueba.

Para exponer los resultados que nos aseguran que (K(X), τA ) es polaco
si (X, τ) lo es, necesitamos el siguiente resultado estándar sobre los espacios
métricos.

Definición 3.34. Sea (X, d) un espacio métrico, decimos que A ⊆ X es total-
mente acotado si para cada ε > 0 existe F ⊆ X finito tal que A ⊆

⋃
x∈F

Bε(x).

Teorema 3.35. Sea (X, d) un espacio métrico, entonces K ⊆ X es compacto
si y sólo si es cerrado y totalmente acotado.

El siguiente profundo resultado ilustra cómo se comporta la convergencia en
(K(X), τA ).

Teorema 3.36. Sea (X, τ) un espacio topológico completamente metrizable,
entonces (K(X), τA ) también es completamente metrizable.

Demostración. Consideremos (X, τ) un espacio topológico completamente me-
trizable. Sea d métrica completa acotada por 1 compatible con τ , por los lemas
anteriores sabemos que (K(X), τA ) es metrizable y que la métrica de Hausdorff
dH es compatible con su topología. Resta demostrar que dH es una métrica
completa.

Sea (Kn)n∈N una sucesión de Cauchy con la métrica dH , obsérvese que si
para todo n ∈ N existe m ≥ n tal que Km = ∅ entonces por ser ésta una
sucesión de Cauchy, a partir de cierto índice toda la sucesión es constante en ∅
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la cual es claramente convergente. Si esto no ocurre entonces podemos considerar
n ∈ N tal que para toda m ≥ n, Km 6= ∅ por lo que podemos trabajar con la
subsucesión que comienza en Kn.

Por el argumento anterior podemos suponer que (Kn)n∈N no tiene al vacío
como elemento de la sucesión. Sean para cada n ∈ N

Ln =
⋃
m≥n

Km

y
K =

⋂
n∈N

cl(Ln).

Es claro que K es cerrado pues es intersección de conjuntos cerrados. Afir-
mamos que K es no vacío, compacto y punto de convergencia de (Kn)n∈N. Co-
mencemos mostrado que es no vacío, para ello vamos a construir por recursión
una sucesión de Cauchy en X, esta misma construcción será usada más adelante
en la prueba por lo que vamos a incorporar un parámetro 0 < δ < 1. Para n = 1

sea N1 ∈ N tal que si i, j ≥ N1 entonces dH(Ki,Kj) < δ/4, sea x1 ∈ KN1
. Para

n = m + 1 supongamos que para m ya tenemos definidos xm y Nm tales que
xm ∈ KNm y si i, j ≥ Nm entonces dX(Ki,Kj) <

2−m−1δ
m . Por ser la sucesión

de compactos sucesión de Cauchy existe Nm+1 ∈ N tal que Nm+1 > Nm y si
i, j ≥ Nm+1 entonces dH(Ki,Kj) <

2(−m−1)−1δ
m+1 , por la propiedad de KNm sa-

bemos que dH(KNm ,KNm+1) < 2−m−1δ
m , por lo que d(xm,KNm+1) < 2−m−1δ

m ,
esto nos garantiza que podemos escoger y ∈ KNm+1

tal que d(xm, y) < 2−m−1δ
m ,

definimos entonces xm+1 = y.
Revisemos que la sucesión {xn}n∈N es de Cauchy, sea ε > 0 y n ∈ N tal que

1/n < ε, si i, j ≥ n supongamos sin pérdida de generalidad que i ≤ j, entonces
utilizando varias veces la desigualdad del triángulo

d(xi, xj) ≤ d(xi, xn) + d(xn, xj) ≤
i−1∑
k=n

d(xk, xk+1) +

j−1∑
k=n

d(xk, xk+1)

<

i−1∑
k=n

2−k−1δ

k
+

j−1∑
k=n

2−k−1δ

k
≤ δ2

j−1∑
k=n

2−k−1

k
≤ δ 2

n

j−1∑
k=1

2−k−1

< δ
2

n

1

2
= δ

1

n
< δε < ε.

Como d es una métrica completa existe x ∈ X que es punto de convergencia
de la sucesión. Obsérvese que gracias a que la sucesión (Nm)m∈N es creciente si
consideramos n ∈ N entonces existe Nm tal que n < Nm por lo que la sucesión
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(xNm)m∈N a partir de Nm se queda contenida en ∪m≥nKm = Ln, al tener Ln
contenida una sucesión que converge a x tenemos que x ∈ cl(Ln), como n fue
arbitrario esto muestra que x ∈ K por lo que K es no vacío.

Obsérvese que además

d(x1, x) ≤
∞∑
k=1

d(xk, xk+1) <

∞∑
k=1

2−k−1δ

k
<

∞∑
k=1

2−k−1δ = δ/2

Es importante notar que la elección del primer elemento de la sucesión fue
arbitraria, es decir, x1 puede ser cualquier elemento de Kn, si Kn cumple la
propiedad requerida.

Probemos que K ∈ K(X), para esto vamos a mostrar que K es totalmente
acotado. Sea ε > 0 y m ∈ N tal que ε > 2−m. Si consideramos j ∈ N sabe-
mos que {B2−m−2(x)}x∈Kj es una cubierta abierta de Kj , por lo que existen
x1,j , . . . , xnj ,j ∈ Kj tales que {B2−m−2(xi,j)}i≤nj es cubierta abierta de Kj ,
definimos F jm = {x1,j , . . . , xnj ,j}. Como (Kn)n∈N es de Cauchy, sea nm > m

tal que si n′, n′′ ≥ nm entonces dH(Kn′ ,Kn′′) < 2−m−2. Definimos entonces
Fm =

⋃
m≤j≤nm

F jm. Veamos que

K ⊆
⋃
x∈Fm

Bε(x).

Sea m ∈ N y w ∈ Lm, entonces w ∈ Kl para alguna l ≥ m, si m ≤ l ≤ nm

entonces
w ∈

⋃
x∈F lm

B2−m−2(x) ⊆
⋃
x∈Fm

B2−m−2(x).

Si nm < l entonces dH(Knm ,Kl) < 2−m−2 por lo que d(w,Knm) < 2−m−2,
entonces podemos encontrar y ∈ Knm tal que d(w, y) < 2−m−2 y z ∈ Fnmm tal
que y ∈ B2−m−2(z) entonces

d(w, z) ≤ d(w, y) + d(y, z) < 2−m−2 + 2−m−2 = 2−m−1 < ε,

como z ∈ Fnmm ⊆ Fm entonces w ∈
⋃
x∈Fm B2−m−1(x). Esto muestra que

Lm ⊆
⋃
x∈Fm B2−m−1(x), por lo que

cl(Lm) ⊆ cl(
⋃
x∈Fm

B2−m−1(x)) ⊆
⋃
x∈Fm

B2−m(x) ⊆
⋃
x∈Fm

Bε(x).

Como la cerradura de cada uno de los Lm está contenida en
⋃
x∈Fm Bε(x),

entonces su intersección también lo está. Esto muestra que K es totalmente
acotado, como también es cerrado entonces K ∈ K(X).
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Veamos por último que es punto de acumulación de (Kn)n∈N. Sea, una vez
más, ε > 0 y N ∈ N tal que si i, j ≥ N entonces dH(Ki,Kj) < ε/4, pode-
mos suponer sin pérdida de generalidad que 1 ≥ ε. Consideremos n ≥ N , si
x ∈ K es un elemento arbitrario, como x ∈ cl(Ln) entonces existe una sucesión
(xm)m∈N tal que para cada m ∈ N xm ∈ Knm con nm > n y xm −→ x. Sea
m ∈ N tal que d(xm, x) < ε/4, como N ≤ n, nm entonces dH(Kn,Knm) < ε/4

por lo que d(xm,Kn) < ε/4, sea y ∈ Kn tal que d(xm, y) < ε/4 entonces
d(x, y) ≤ d(x, xm) + d(xm, y) < ε/2 por lo que d(x,Kn) < ε/2 lo que implica
que sup

x∈K
d(x,Kn) < ε.

Consideremos ahora y ∈ Kn obsérvese que como 1 ≥ ε Kn cumple la propie-
dad del primer miembro que utilizamos para construir una sucesión de Cauchy
5 párrafos atrás, por lo que podemos definir al primer miembro de la sucesión
como y y a ε = δ. Sea x ∈ X el punto de acumulación de la sucesión cons-
truida, por lo antes mostrado sabemos que d(y, x) < ε/2 lo que implica que
d(y,K) < ε/2 esto asegura que sup

y∈Kn
d(y,K) < ε. Estas dos desigualdades prue-

ban que dH(K,Kn) < ε, lo que permite concluir que K ∈ K(X) es punto de
acumulación de (Kn)n∈N. Esto termina la prueba de que dH es una métrica
completa.

Teorema 3.37. Sea (X, τ) un espacio topológico separable, entonces (K(X), τA )

también es separable.

Demostración. Sea (X, τ) separable. Consideremos D ⊆ X denso y numerable
y definimos

Dfin = {K ⊆ D : K es finito}.

Es claro que para todo K ∈ Dfin, K ∈ K(X). Además como D es nume-
rable, Dfin también lo es. Sea BV

U0,...,Un
un abierto básico no vacío, al ser no

vacío para cada i ∈ {1, . . . , n} Ui ∩ V 6= ∅, al ser estos conjuntos abiertos y D
denso podemos escoger x1, . . . , xn ∈ D tales que para cada i ∈ {1, . . . , n}
xi ∈ D ∩ (V ∩ Ui), si llamamos Q = {x1, . . . xn}, entonces es claro que
Q ∈ Dfin, Q ⊆ V y claramente para cada i ∈ {1, . . . , n} Q ∩ Ui 6= ∅. Por
lo que Q ∈ Dfin ∩ BV

U0,...,Un
. Esto prueba que Dfin es denso en (K(X), τA ).

Corolario 3.38. Sea (X, τ) espacio polaco, entonces (K(X), τA ) es polaco.

Hemos logrado nuestro primer objetivo, nuestro trabajo con compactos nos
ha ofrecido un espacio similar al de Effros-Borel el cual ya sabemos es polaco.
Nuestro siguiente objetivo en la agenda es encontrar una buena manera de
pasar nuestros resultado sobre el espacio de conjuntos compactos al espacio de
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conjuntos cerrados. Quisiéramos poder asignarle a cada cerrado un compacto
que no sea muy distinto a él. El concepto de compactación es el puente que
estamos buscando.

Definición 3.39. Sea (X, τ) un espacio métrico separable, una compactación
de X es un espacio Y compacto y metrizable tal que existe otro conjunto Z ⊆ Y
denso en Y y homeomorfo a X

El problema de encontrar compactaciones para un espacio topológico arbi-
trario no es tarea sencilla, en el caso de espacios métricos separables es muy
sencillo gracias al siguiente resultado. Para poder enunciarlo necesitamos ob-
servar lo siguiente: sabemos ya que el intervalo [0, 1] ⊆ R es un espacio polaco
compacto. Entonces sabemos, gracias al corolario 2.8, que

∏
n∈ω[0, 1] = [0, 1]ω es

un espacio polaco y gracias al teorema de Tychonoff que también es compacto.
Por todas estas propiedades este espacio es muy importante, se le conoce como
el cubo de Hilbert y lo denotamos por H.

Teorema 3.40. Sea (X, τ) un espacio metrizable y separable, entonces existe
un conjunto Y ⊆ H y una función f : X → Y tal que f es homeomorfismo. Si
X es polaco entonces Y es un Gδ.

Demostración. Sea (X, τ) metrizable y separable. Consideremos d una métrica
acotada por 1 compatible con τ y D = {xn ∈ X : n ∈ N} denso y numerable.
Para cada n ∈ N, definimos dn : X −→ [0, 1] como dn(x) = d(x, xn). Entonces,
veamos que dn es continua, sean n ∈ N (r, s) ⊆ R un invervalo real,

d−1n
[
(r, s)

]
= d−1n

[
[0, s)\ [[0, r]

]
= d−1n

[
[0, s)

]
\d−1n

[
[0, r]

]
= Bs(xn)\cl

(
Br(xn)

)
es abierto, por lo que dn es continua. Definimos ahora f : X −→ H por f(x) =

(dn(x))n∈N, para asegurar que f es continua basta ver que para cualquier n ∈ N
pn ◦ f es continua, pero pn ◦ f = dn lo que asegura que f es continua.

f es inyectiva pues si consideramos x, y ∈ X distintos entonces sea
0 < r = d(x, y)/4, obsérvese que r < 1, sabemos existe n ∈ N tal que xn ∈ Br(x)

por lo que es claro que x ∈ Br(xn) y y /∈ Br(xn) esto implica que dn(x) < r y
dn(y) ≥ r, por lo que f(x) 6= f(y).

Resta probar que f−1 : f [X] −→ X es continua. Sea F cerrado en X, veamos
que f [F ] es cerrado en f [X], sea h ∈ clf [X](f [F ]), entonces existe y ∈ X tal que
f(y) = h y una sucesión (yn)n∈N en F tal que f(yn) −→ f(y). Luego para cada
m ∈ N pm(f(yn)) −→ pm(f(y)) es decir d(xm, yn) −→ d(xm, y). Sea ε > 0 y
m ∈ N tal que d(xm, y) < ε/2, por lo anterior podemos considerar N ∈ N tal que
si n ≥ N d(xm, yn) < ε/2 entonces d(yn, y) ≤ d(yn, xm) + d(xm, y) < ε por lo
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que yn −→ y lo que implica que y ∈ F por ser F cerrado y que h = f(y) ∈ f [F ].
Podemos concluir que clf [X](f [F ]) ⊆ f [F ] y por lo tanto que clf [X](f [F ]) = f [F ]

es decir que f [F ] es cerrado en f [X].
Esto muestra que f : X → f [X] es un homeomorfismo. Si X es polaco

entonces f [X] también lo es, como H es polaco por el teorema 2.15 f [X] es un
Gδ.

Corolario 3.41. Sea (X, τ) un espacio metrizable y separable, entonces X tiene
una compactación.

Demostración. Consideremos (X, τ) un espacio metrizable y separable. Por el
teorema anterior podemos encontrar Y ⊆ H homeomorfo a X es claro que cl(Y )

es compacto por ser un cerrado en H. También es claro que Y es denso en cl(Y )

por lo que cl(Y ) es una compactación de X.

Hemos completado nuestros dos objetivos principales, lo único que necesi-
tamos son dos lemas técnicos para poder demostrar el teorema central de esta
sección.

Lema 3.42. Sean (X, τ) un espacio topológico, Y ⊆ X y F ⊆ Y cerrrado en
Y , entonces

a) clX(F ) ∩ Y = F , es decir clX(F ) ∩ Y es denso en clX(F ).
b) Para cualquier U abierto en X, se tiene que F ∩ U 6= ∅ si y sólo si

clX(F ) ∩ U 6= ∅.

Demostración. Sean X, Y , F como en las hipótesis. Comencemos con (a), sa-
bemos que F ⊆ clX(F ) y F ⊆ Y por lo que F ⊆ clX(F ) ∩ Y . Si clX(F ) ∩ Y
es vacío la contención restante es trivial, de lo contrario sea x ∈ clX(F ) ∩ Y
y V ⊆ Y abierto relativo tal que x ∈ V , luego existe U ⊆ X abierto tal que
V = U ∩ Y , por ser U abierto y x ∈ clX(F ) existe y ∈ F tal que y ∈ U , esto
significa que V ∩ F = (U ∩ Y ) ∩ F 6= ∅ por lo que x ∈ F . Esto permite con-
cluir que clX(F ) ∩ Y = F . Es evidente que F es denso en clX(F ), por lo que
clX(F ) ∩ Y también lo es.

Continuemos con (b). Sea U un abierto en X, si F∩U 6= ∅ como F ⊆ clX(F )

entonces clX(F ) ∩ U 6= ∅. Si clX(F ) ∩ U 6= ∅, sea x ∈ clX(F ) ∩ U , entonces
podemos encontrar y ∈ F tal que y ∈ U , luego F ∩ U 6= ∅.

Lema 3.43. Sea (X, τ) un espacio polaco consideremos y (K(X), τA ), entonces

C = {AU : U ∈ τ}

es una base para la σ-álgebra de Borel B(τA ).
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Demostración. Sean (X, τ) y (K(X), τA ) como en las hipótesis. Denotemos por
ΣC la σ-álgebra generada por C . Sabemos que la topología de Vietoris está
generada por

A = {AU ⊆ F (X) : U ∈ τ} ∪ {AU ⊆ F (X) : U ∈ τ}

por lo que C ⊆ A , además claramente A ⊆ B(τA ) de donde C ⊆ B(τA ). Esto
implica claramente que ΣC ⊆ B(τA ). Para demostrar la contención faltante
probemos que A ⊆ ΣC , basta asegurar que {AU ⊆ F (X) : U ∈ τ} ⊆ ΣC .
Sea U ∈ τ , sabemos que X \ U es un cerrado, por la proposición 2.11 existe
una sucesión de abiertos {Un}n∈N tales que X \ U =

⋂
n∈N

Un. Es claro que

K(X) \
⋃
n∈N

AUn ∈ ΣC , veamos entonces que K(X) \
⋃
n∈N

AUn = AU .

K ∈ AU si y sólo siK ⊆ U lo que es equivalente a queK∩(X\U) = ∅. Esto a
su vez equivale a que exista n ∈ N tal que K∩Un = ∅ pues X\U =

⋂
n∈N

Un. Este

hecho equivale a que exista n ∈ N tal que K /∈ AU que a su vez es equivalente
a que K /∈

⋃
n∈N

AUn lo que ocurre si y sólo si K ∈ K(X) \
⋃
n∈N

AUn .

Por lo que AU ∈ ΣC de manera que A ⊆ ΣC . Recordemos que (K(X), τA )

es un espacio polaco por lo que debido al teorema 2.17 es II-numerable, esto
significa que cualquier abierto es una unión de a lo más una cantidad numerable
de intersecciones finitas de elementos de A , dado que ΣC está cerrada bajo esas
operaciones entonces podemos concluir que τA ⊆ ΣC , lo que hace evidente que
B(τA ) ⊆ ΣC .

Teorema 3.44. Sea X un espacio polaco, entonces el espacio Effros-Borel
(F (X),ΣB) es de Borel estándar.

Demostración. Sea X un espacio polaco. Consideremos Y espacio polaco com-
pactación de X, Z ⊆ Y denso y f : X −→ Z homeomorfismo. Es claro que f
es un isomorfismo entre los espacios medibles (F (X),ΣB) y (F (Z),Σ′B), por lo
que si (F (Z),Σ′B) es de Borel estándar entonces (F (X),ΣB) también lo será.

Definimos ϕ : F (Z) −→ K(Y ) por ϕ(F ) = clY (F ) y ψ : ϕ
[
F (Z)

]
−→ F (Z)

por ψ(K) = K ∩ Z. Por el lema 3.42 (a) si F ∈ F (Z) entonces clY (F ) ∩ Z = F

es decir (ψ ◦ ϕ)(F ) = F y claramente (ϕ ◦ ψ)(ϕ(F )) = ϕ
(
(ψ ◦ ϕ)(F )

)
= ϕ(F )

por lo que ψ es la inversa de ϕ, por lo que evidentemente ϕ es biyectiva.
Consideremos (K(Y ), τA ) con τA la topología de Vietoris. Quisiéramos mos-

trar que ϕ
[
F (Z)

]
es polaco con la topología relativa a la topología de Vietoris

de K(Y ). Por otra parte ϕ
[
F (Z)

]
tiene una σ-álgebra de Borel generada por la

topología de ϕ
[
F (Z)

]
como subespacio de K(Y ), denotemos a esta σ-álgebra
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por B(ϕ[F (Z)]), mientras que F (Z) tiene su σ-álgebra de Effros-Borel, Σ′B.
Quisiéramos también probar que ϕ define un isomorfismo de espacios medibles
entre (ϕ

[
F (Z)

]
,B(ϕ[F (Z)])) y (F (Z),Σ′B)

Veamos lo primero, consideremos (K(Y ), τA ) con τA la topología de Vieto-
ris. Vamos a mostrar que ϕ

[
F (Z)

]
es un Gδ con esta topología. Si F ⊆ Y es un

cerrado tal que F 6= clY (F ∩ Z) entonces F /∈ ϕ
[
F (Z)

]
por lo que

ϕ
[
F (Z)

]
= {F ∈ F (Y ) : F = clY (F ∩ Z)}

= {F ∈ F (Y ) : (F ∩ Z) es denso en F}

utilizando el lema 3.42 (a).
Sabemos Z es homeomorfo al espacio polaco X por lo que también es polaco,

como además Y es polaco entonces por el teorema 2.15 Z es un Gδ, debido a
esto podemos considerar {Un : n ∈ N} una familia de abiertos en Y tales que⋂
n∈N

Un = Z, también por el teorema 2.17 podemos considerar {Vn : n ∈ N} base

de la topología de Y . Sea F ∈ F (Y ), (F ∩ Z) es denso en F si y sólo si para
cualquier abierto V ⊆ Y tenemos que

V ∩ F 6= ∅ =⇒ V ∩ (F ∩ Z) 6= ∅

pero
⋂
n∈N

Un = Z por lo que esto es equivalente a que para cualquier abierto

V ⊆ Y

V ∩ F 6= ∅ =⇒ V ∩

(
F ∩

( ⋂
m∈N

Um

))
6= ∅.

Si F ∩
(⋂

m∈N Um
)
es denso en F entonces es claro que para cada m ∈ N,

(F ∩ Um) es denso en F , pues F ∩
(⋂

m∈N Um
)
⊆ (F ∩ Um). Inversamente,

si para cada m ∈ N, (F ∩ Um) es denso en F , entonces cada (F ∩ Um) es
un denso abierto en F como Y es completamente metrizable y F ⊆ Y es un
cerrado, entonces F es completamente metrizable, por lo que por teorema de
Baire

⋂
m∈N(F ∩ Um) = F ∩

(⋂
m∈N Um

)
es denso en F . Esto muestra que

podemos escribir equivalentemente que para cualquier abierto V ⊆ Y

∀m ∈ N (V ∩ F 6= ∅ =⇒ V ∩ (F ∩ Um) 6= ∅).

Dado que {Vn}n∈N es una base para la topología esto es equivalente a que

∀m ∈ N ∀n ∈ N
(
Vn ∩ F 6= ∅ =⇒ Vn ∩ (F ∩ Um) 6= ∅

)
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y a que

∀m ∈ N ∀n ∈ N (Vn ∩ F = ∅) ∨
(
Vn ∩ (F ∩ Um) 6= ∅

)
.

Definamos entonces para cada n ∈ N, AVn = {F ∈ F (Y ) : Vn ∩ F 6= ∅}, y
para cada n,m ∈ N, AVn∩Um = {F ∈ F (Y ) : (Vn ∩ Um) ∩ F 6= ∅}.

Hemos mostrado entonces que

ϕ
[
F (Z)

]
= {F ∈ F (Y ) : ∀n ∈ N ∀m ∈ N

(
F /∈ AVn ∨ F ∈ AVn∩Um

)
}

= {F ∈ F (Y ) : ∀n ∈ N
(
F /∈ AVn)}

⋃
{F ∈ F (Y ) : ∀n ∈ N ∀m ∈ N

(
F ∈ AVn∩Um

)
}

=
(
F (Y ) \

⋃
n∈N

AVn
)⋃( ⋂

n∈N

⋂
m∈N
{F ∈ AVn : F ∩ (Vn ∩ Um) 6= ∅}

)
Es claro que ∪n∈NAVn es un abierto, por lo que F (Y ) \

⋃
n∈NA

Vn es un
cerrado. También es claro que

⋂
n∈N

⋂
m∈N{F ∈ AVn : F ∩ (Vn ∩ Um) 6= ∅} es

un conjunto Gδ pues la intersección de Gδ es Gδ. Utilizando que unión finita
de Gδ es Gδ y que todo cerrado es un Gδ concluimos que ϕ

[
F (Z)

]
es un Gδ en

K(Y ) un polaco, por el teorema 2.15 entonces ϕ
[
F (Z)

]
es un espacio polaco.

Veamos ahora que ϕ es isomorfismo de espacios medibles. Consideremos un
elemento del generador de la σ-álgebra de Effros-Borel ΣB, sean U ⊆ Y abierto
y

BU = {F ∈ F (Z) : F ∩ U 6= ∅},

y
ϕ[BU ] = {ϕ(F ) ∈ F (Y ) : F ∩ U 6= ∅}.

Por el lema 3.42 (b)

ϕ[BU ] = {ϕ(F ) ∈ F (Y ) : ϕ(F ) ∩ U 6= ∅} = {K ∈ K(Y ) : K ∩ U 6= ∅} ∩ ϕ[X].

Pero es claro que {K ∈ K(Y ) : K ∩ U 6= ∅} ∈ B(τA ), por lo que
ϕ[BU ] ∈ B(ϕ[F (Z)]). Esto prueba que ϕ−1 es una función medible.

Por otra parte por el lema 3.43, si V ⊆ Y es un abierto arbitrario entonces

AV = {K ∈ K(Y ) : K ∩ V 6= ∅}

es un elemento arbitrario de un conjunto genedor de la σ-álgebra de Borel B(τA ).
De nuevo por el lema 3.42 (b)

ψ[AV ∩ f [X]] = {F ∈ F (Z) : cl(F ) ∩ V 6= ∅} = {F ∈ F (Z) : F ∩ V 6= ∅}
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pero claramente {F ∈ F (Z) : F ∩ V 6= ∅} ∈ Σ′B por lo que ϕ es medible. Por
lo tanto ϕ es isomorfismo entre espacios medibles, esto prueba que (F (Z),Σ′B)

es Borel estándar y por lo tanto que (F (X),ΣB) también lo es.

Si bien hemos logrado mostrar que para cualquier espacio polaco la estructu-
ra Effros-Borel define un espacios de Borel estándar, el estudio de estos espacios
presenta un enorme reto, es por esto que terminamos la sección desarrollado
una de las herramientas más importantes para su estudio. Antes necesitamos
los siguientes dos lemas:

Lema 3.45. Sean (X, d) un espacio métrico separable, V ⊆ X un conjunto
abierto no vacío y ε > 0. Entonces existe {Vn ⊆ U : n ∈ ω}, tal que para cada
n ∈ ω, Vn es abierto no vacío en X, cl(Vn) ⊆ V , diam(Vn) < ε y

⋃
n∈ω Vn = V .

Demostración. Sean (X, d), U ⊆ X y ε como en las hipótesis, entonces F = X\U
es cerrado en X, por lo que si definimos para cada n ∈ N

Un =
{
x ∈ X : d(x, F ) <

1

n

}
,

entonces para cada n ∈ N, Un es un conjunto abierto en X, Un+1 ⊆ Un y

F =
⋂
n∈N

Un.

Si para cada n ∈ N definimos F ′n = X \ Un =, entonces para cada n ∈ N

F ′n =
{
x ∈ X : d(x, F ) ≥ 1

n

}
.

F ′n es un conjunto cerrado en X, F ′n ⊆ F ′n+1 y

U =
⋃
n∈N

Fn.

Como U es no vació, dada la última igualdad entonces existe n0 ∈ N tal
que F ′n0

6= ∅, a su vez debido a la contención entre estos conjuntos esto implica
que para cualquier m ≥ n0, F ′m 6= ∅. Por lo que si definimos para cada n ∈
N definimos Fn = F ′n+n0

, entonces podemos asegurar que para cada n ∈ N
definimos Fn 6= ∅.

Ahora vamos a mostrar que para cada n ∈ N, Fn ⊆ int(Fn+1). Sea n ∈ N y
x ∈ Fn, entonces d(x, F ) ≥ 1

n+n0
, por lo que d(x, F ) > 1

n+n0+1 consideremos
0 < r = 1

n+n0
− 1

n+n0+1 . Sea y ∈ Br(x) y z ∈ F , entonces d(x, z) ≤ d(x, y) +

d(y, z) por lo que

d(y, z) ≥ d(x, z)− d(x, y)
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≥ 1

n
− r =

1

n+ n0
−
(

1

n+ n0
− 1

n+ n0 + 1

)
=

1

n+ n0 + 1
.

Esto implica que d(y, F ) ≥ 1
n+n0+1 , lo que muestra que Br(x) ⊆ Fn+1, por

lo que x ∈ int(Fn+1).
Consideremos n ∈ N, como X es métrico separable sabemos por el inciso

(b) de la proposición 1.52 que int(Fn) es separable. Sea Dn = {xn,m ∈ int(Fn) :

m ∈ N} denso en int(Fn). Definimos para cada m ∈ N, Vn,m = Bε(xn,m) ∩
int(Fn), si m ∈ N es claro que diamVn,m < ε, que Vn,m es no vacío pues
xn,m ∈ Vn,m y que es abierto pues es intersección de abiertos. Además como
Vn,m ⊆ int(Fn), entonces cl(Vn,m) ⊆ cl(int(Fn)) ⊆ Fn+1 ⊆

⋃
n∈N Fn = U ,

utilizando la contención demostrada en el párrafo anterior. Por último utilizando
que Dn es separable es claro que⋃

m∈N
Vn,m = int(Fn).

Por lo que

U ⊆
⋃
n∈N

Fn ⊆
⋃
n∈N

int(Fn+1) =
⋃
n∈N

⋃
m∈N

Vn,m.

Dado que para cada n,m ∈ N, Vn,m ⊆ cl(Vn,m) ⊆ U , entonces

U =
⋃
n∈N

⋃
m∈N

Vn,m.

Esto muestra que {Vn,m ⊆ U : n,m ∈ N} cumple todas las propiedades que
enuncia el lema, como además este conjunto es numerable, entonces termina la
prueba.

Lema 3.46. Sean (X, d) un espacio métrico separable y U ⊆ X un conjunto
abierto no vacío. Entonces existe un esquema de Suslin

S = {As ⊆ X : s ∈ ω<ω}

tal que:
i) Para cada s ∈ ω<ω, si s 6= ∅ entonces diam(As) ≤ 2− long(s)

ii) A∅ = U

iii) Para cada s ∈ ω<ω, As =
⋃
n∈ω As_n

iv) Para cada s ∈ ω<ω y n ∈ ω, As es abierto no vacío y cl(As_n) ⊆ As.
Además si f : D → U es la función asociada a A , entonces D = N y f es

abierta, continua, suprayectiva y para cualquier s ∈ ω<ω, f [Cs] = As.
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Demostración. Sean (X, d) y U como en las hipótesis. Vamos a construir el
esquema S por recursión. Definimos A∅ = U , supongamos que para s ∈ ω<ω

As ya está definido y que As es abierto no vacío. Por el lema anterior existe
{Vn ⊆ U : n ∈ ω}, tal que para cada n ∈ ω, Vn es abierto no vacío en X,
cl(Vn) ⊆ As, diam(Vn) < 2− long(s)−1 y

⋃
n∈ω Vn = As. Si definimos para

cada n ∈ ω, As_n = Vn, entonces es claro que para cada n ∈ ω, As_n es
abierto no vacío, diam(As_n) ≤ 2− long(s)−1 = 2− long(s

_n), cl(As_n) ⊆ As, y⋃
n∈ω As_n = As.
Esto demuestra que el esquema S cumple la propiedades requeridas. Sea

f : D → U la función asociada a S , por (1) del teorema 3.5 f es continua, por
(4) del mencionado teorema y (iv) D = N , también por (iv) debido a (5) del
mismo teorema sabemos que f es abierta, por último gracias a (iii) y (ii) usando
(3) tenemos que f es suprayectiva.

Por último, si s ∈ ω<ω. Sabemos ya que

f [Cs ∩D] =
⋂

k≤long(s)

(
As|k ∩ f [D]

)
debido una vez más al teorema 3.5. Pero para k ≤ long(s) As ⊆ cl(As) ⊆ As|k,
por lo que

⋂
k≤long(s)As|k = As. Debido a que D = N y que f [D] = U = A∅,

entonces tenemos que f [Cs] = As

Teorema 3.47 (Kuratowski-Ryll-Nardzewski). Sea X un espacio polaco no
vacío. Entonces existe una sucesión de funciones (dn)n∈ω tal que para cada n ∈
ω, dn : F (X)→ X es función de Borel y para cada F ∈ F (X), {dn(F ) : n ∈ ω}
es denso en F y si F 6= ∅, {dn(F ) : n ∈ ω} ⊆ F .

Demostración. Sea X un espacio polaco. Por el teorema 2.17, podemos consi-
derar {Un ⊆ X : n ∈ N} una base numerable de la topología de X que podemos
suponer sin pérdida de generalidad sólo tiene elementos no vacíos, denotemos
X = U0. Sea m ∈ ω, por el lema anterior podemos considerar un esquema de
Suslin Sm = {As ⊆ Um : s ∈ ω<ω} tal que A∅ = Um, para cada s ∈ ω<ω, As
es abierto no vacío, As =

⋃
n∈ω As_n, si s 6= ∅ entonces diam(As) ≤ 2− long(s)

y para cada n ∈ ω, cl(As_n) ⊆ As.
Consideremos fm : N → Um la función asociada al esquema de Suslin Am,

por el lema anterior fm es continua, abierta, suprayectiva y para cualquier s ∈
ω<ω, fm[Cs] = As. Consideremos también la función im : F (X) → F (Um)

definida como im(F ) = F ∩ Um. Es claro que im es Borel medible, pues si
U ⊆ X es un abierto arbitrario, entonces

{F ∈ F (Um) : F ∩ (U ∩ Um) 6= ∅}
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es un elemento del generador de la σ-álgebra de F (Um) y

i−1m [{F ∈ F (Um) : F ∩ (U ∩ Um) 6= ∅}] = {F ∈ F (X) : im(F ) ∩ (U ∩ Um 6= ∅)}

= {F ∈ F (X) : (F ∩ Um) ∩ (U ∩ Um) 6= ∅} = {F ∈ F (X) : F ∩ (U ∩ Um) 6= ∅}

el cual es un elemento de la σ-álgebra de F (X). Por el inciso (b) de 3.24, im es
Borel medible.

Es claro que si F ∈ F (Um) \ {∅}, entonces aTF ∈ [TF ] por lo que para
cada n ∈ ω, aTF |n∈ TF , lo que equivale a que, AaTF |n ∩ F 6= ∅, por lo que
fm(aTF ) ∈ F , recurriendo a la definición de fm.

Consideremos ahora, F ∈ F (Um)\{∅}, definimos TF = {s ∈ ω<ω : As∩F 6=
∅}. Veamos que TF es un árbol bien podado no vacío en ω<ω. Como A∅ = Um,
y F ⊆ Um, entonces ∅ ∈ TF . Vamos a demostrar por inducción que si s ∈ TF y
t ∈ ω<ω tal que t ⊆ s, entonces t ∈ TF . Si long(s)− long(t) = 0 entonces s = t

por lo que t ∈ TF , supongamos que si long(s) − long(t) = n y t ⊆ s entonces
t ∈ TF . Sean s ∈ TF t ∈ ω<ω tal que t ⊆ s y long(s)− long(t) = n+ 1. Entonces
long(s) − long(s |long(t)+1) = n por lo que long(s |long(t)+1) ∈ TF es decir
F ∩ As|long(t)+1

6= ∅. Como t ⊆ s |long(t)+1 y long(s |long(t)+1)− long(t) = 1, sea
n ∈ ω, tal que s |long(t)+1= t_n, por lo que As|long(t)+1

= At_n ⊆ cl(At_n) ⊆ At,
lo que implica que At ∩ F 6= ∅ de manera que t ∈ TF . Esto prueba que TF es
un árbol.

Por otra parte si s ∈ TF , entonces As ∩ F 6= ∅, como As =
⋃
n∈ω As_n,

entonces existe n ∈ ω tal que As_n∩F 6= ∅, por lo que s_n ∈ TF . Esto muestra
que TF es bien podado.

Sea aTF la rama más a la izquierda de TF . Definimos
g′ : F (Um) \ {∅} → N como g′(F ) = aTF . Vamos a mostrar que g es Borel
medible. Es claro que para cualquier s ∈ ω<ω,

g′−1 [Cs] = {F ∈ F (Um) \ {∅} : aTF ∈ Cs}.

Vamos a mostrar que para s ∈ ω<ω arbitrario, debido a la proposición TCs
es un árbol bien podado, por lo que podemos considerar aTCs , vamos a mostrar
que

{F ∈ F (Um) \ {∅} : aTF ∈ Cs} =

{F ∈ F (Um) \ {∅} : F ∩As 6= ∅ y ∀t < aTCs (fm(t) /∈ F )}.

Supongamos que F ∈ F (Um) \ {∅}, tal que aTF ∈ Cs. Ya mostramos más
arriba que entonces fm(aTF ) ∈ F , como además se satisface que fm[Cs] = As, y
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sabemos que aTF ∈ Cs, entonces fm(aTF ) ∈ As, por lo que fm(aTF ) ∈ As ∩ F ,
es decir que este conjunto es no vacío. Por otra parte, sea t < aCs , por la
proposición 2.37 aTCs es el elemento mínimo de Cs, dado que aTF ∈ Cs, entonces
t < aTCs ≤ aTF , debido a que aTF , es el mínimo elemento de [TF ] entonces
t /∈ [TF ]. Esto implica que existe k ∈ ω tal que t |k /∈ TF , luego At|k ∩ F = ∅,
como fm(t) ∈ At|k , entonces fm(t) /∈ F . Esto prueba la primera contención.

Supongamos que F ∈ F (Um) \ {∅}, tal que F ∩ As 6= ∅ y ∀t < aTCs
(fm(t) /∈ F ). Sea t ∈ [TF ], ya mostramos entonces que fm(t) ∈ F , por lo que
aTCs ≤ t. Debido a que aTF es el mínimo de [TF ], esto muestra que aTCs ≤ aTF .
Como además F ∩As 6= ∅ sabemos que s ∈ TF , debido a que TF es bien podado
podemos considerar x ∈ [TF ] tal que s ⊆ x, por lo primero aTF ≤ x, por lo
segundo x ∈ Cs. Si aTF = x ó aTCs = aTF entonces aTF ∈ Cs, si aTCs < aTF < x

sea k1 = mı́n{m ∈ ω : aTCs (m) 6= aTF (m)} y k2 = mı́n{m ∈ ω : aTF (m) 6=
x(m)}, si n < long(s) como aTCs , x ∈ Cs entonces aTCs (n) = s(n) = x(n).
Si k1 < long(s) tendríamos que x(k1) = aTCs (k1) < aTF (k1), esto implica que
k2 < k1 < long(s) pero entonces aTF (k2) < x(k2) = aTCs (k2) = aTF (k2). Lo
cual es una evidente contradicción. Esto implica que long(s) ≤ k1, por lo que
aTF |long(s)= aTCs |long(s)= s lo que implica que aTF ∈ Cs. Esto prueba la
segunda contención y por lo tanto la igualdad anunciada. Tenemos además que

{F ∈ F (Um) \ {∅} : F ∩As 6= ∅ y ∀t < aTCs (fm(t) /∈ F )} =

{F ∈ F (Um)\{∅} : F∩As 6= ∅}
⋂
{F ∈ F (Um)\{∅} : ∀t ∈ ←−−aTCs (fm(t) /∈ F )} =

{F ∈ F (Um)\{∅} : F ∩As 6= ∅}
⋂
{F ∈ F (Um)\{∅} : fm

[←−−aTCs
]
∩F = ∅)} =

BAs
⋂
{F ∈ F (Um) \ {∅} : fm

[←−−aTCs
]
∩ F = ∅)} =

BAs
⋂((

F (Um) \ {∅}
)
\Bfm[←−−−aTCs

]

)
.

Sabemos ya que As es un abierto, por lo que el conjunto de la izquierda es un
básico de la estructura Effros-Borel de F (Um)\{∅}, sabemos por la proposición
2.38 que ←−−aTCs es un abierto, pero además fm es abierta por lo que fm[←−−aTCs ] es
un abierto en Um, de manera que el conjunto de la izquierda es el complemento
de un conjunto básico de la estructura Effros-Borel de F (Um) \ {∅}, por lo que
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pertenence a la σ-álgebra. Recordando que Cs es un abierto básico esto muestra
gracias al inciso (b) de la proposición 3.24 que g es Borel medible.

Sea x0 ∈ X arbitrario, definimos g : F (Um)→ N como

g(F ) =

g′(F ) si F 6= ∅

x0 si F = ∅

Es claro que g es Borel medible, pues

{F ∈ F (Um) : F 6= ∅} = {F ∈ F (Um) : F ∩X 6= ∅} = BX

el cual es un conjunto básico de la estructura Effros-Borel, y por lo anterior
g |B∅= g′ es Borel medible. Debido a que {F ∈ F (Um) : F 6= ∅} = BX

pertenence a la estructura Effros-Borel, entonces {∅} = F (Um) \ BX también
pertenence a ella y trivialmente g |{∅} es Borel medible. Utilizando el inciso (c)
de la proposición 3.24 podemos concluir que g es Borel medible.

Esto implica que si d′m = im ◦ fm ◦ g, entonces para cada F ∈ F (X) tal que
F ∩Um 6= ∅ tenemos que d′m(F ) = fm(aTF∩Um ) ∈ F ∩Um. Al ser fm continua,
entonces fm es Borel medible, dado que también im y g son Borel medibles
entonces d′m es Borel medible, utilizando el inciso (a) de 3.24.

Por último definimos dm : F (X)→ X como

dm(F ) =

d′m(F ) si F ∩ Um 6= ∅

d′0(F ) si F ∩ Um = ∅
.

Obsérvese que A = {F ∈ F (X) : F∩Um 6= ∅} es un elemento de la σ-álgebra
de F (X) y que F (X) \ A = {F ∈ F (X) : F ∩ Um = ∅} por lo que F (X) \ A
también es un elemento de la σ-álgebra de F (X). Ahora dm es Borel medible al
ser restringida a A pues dm |A= d′m |A y d′m es Borel medible, analogamente es
claro que dm es Borel medible al ser restringida a X \A. Al ser dm Borel medible
en sus restricciones a dos conjuntos ajenos de la σ-álgebra de F (X) tales que su
unión es el total, entonces dm es Borel medible, utilizando el inciso (c) de 3.24.
Es claro que para cada n ∈ ω y cada F ∈ F (X) \ {∅}, dn(F ) ∈ F

Por último, sea F ∈ F (X), veamos que {dn(F ) : n ∈ ω} es denso en F . Sea
U ⊆ X un abierto tal que U ∩ F 6= ∅, entonces dado que {Un ⊆ X : n ∈ N}
es base de la topología de X existe k ∈ N, tal que F ∩ Uk 6= ∅, por lo que
dk(F ) ∈ F ∩ Uk. Esto demuestra que {dn(F ) : n ∈ ω} ⊆ F es denso en F .





Capítulo 4

Espacios universales de
Banach.

4.1. Un espacio universal para los espacios de Ba-
nach separables.

En los dos capítulos anteriores desarrollamos la teoría necesaria para estu-
diar, con un nuevo enfoque, los espacios de Banach separables. A lo largo de la
última sección del capítulo 3 mostramos que el conjunto de todos los conjuntos
cerrados de un espacio polaco tiene una estructura muy rica. Sabemos ya que
cualquier subespacio vectorial cerrado de un espacio de Banach es a su vez un
espacio de Banach, esto significa que podemos conocer los espacios de Banach
separables estudiando la estructura Effros-Borel. Esto, a su vez, motiva la bús-
queda de espacios de Banach tales que sus subespacios reflejen de buena manera
a todos los distintos espacios de Banach separables en el sentido de que cada
espacio de Banach tenga un ‘representante’ entre sus subespacios. El concepto
de espacio universal de Banach es el que recupera esta idea.

Definición 4.1. Sea F una clase de espacios de Banach separables, decimos
que un espacio de Banach separable X es universal para F si para cada espacio
Y ∈ F existe un isomorfismo de espacios de Banach T : Y → X. Cuando F

es la clase de todos los espacios de Banach separables simplemente decimos que
X es universal.

Es importante notar que la definición expuesta aquí difiere de la definición
usual de espacio de Banach universal. Usualmente se pide que adicionalmente el
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espacio X pertenezca a la clase F . A lo largo de este capítulo se hará evidente
por qué se utiliza esta definición alterna.

Nuestro primer objetivo es construir el análogo al espacio H en la teoría
de espacios polacos, para la teoría de espacios de Banach. Para esto tendremos
que considerar por separado el caso de los espacios de Banach reales del de los
espacios complejos. Para el caso real el espacio será C (C), el conjunto de las
funciones continuas con dominio el conjunto de Cantor C e imagen R con las
operaciones usuales y con norma del supremo. Para el caso complejo será

CC(C) = {f : C → C | f es continua}.

Para demostrar esto vamos a necesitar varios resultados.

Definición 4.2. Sea X un espacio topológico. Decimos que X es Hausdorff
si para cada x, y ∈ X distintos existen U, V ⊆ X conjuntos abiertos tales que
x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Lema 4.3. Sea (K, τ) un espacio topológico compacto y τ ′ un topología para K
tal que (K, τ ′) es Hausdorff y τ ′ ⊆ τ . Entonces τ = τ ′.

Demostración. Sean (K, τ) y τ ′ como en las hipótesis, sólo resta mostrar que
τ ⊆ τ ′. Consideremos IdK : (K, τ)→ (K, τ ′) definida como Id(x) = x, es claro
que IdK es continua pues si U ∈ τ ′, Id−1K [U ] = U ∈ τ ′ ⊆ τ .

Si V ∈ τ , entonces K \V es cerrado en esta topología, al ser (K, τ) compacto
K \V lo es por lo que Idk[K \V ] es compacto en (K, τ ′) debido a la continuidad
de IdK . Al ser (K, τ ′) Hausdorff entonces K \ V es cerrado en esta topología,
por lo que V ∈ τ ′. Esto muestra que τ ⊆ τ ′ y por lo tanto que τ = τ ′.

Un resultado que muestra la estrecha relación entre la teoría descriptiva
de conjuntos y la teoría de espacios de Banach es el siguiente, no sólo por su
enunciado, sino por el método de prueba.

Teorema 4.4. Sea V un espacio normado separable, entonces BV ∗ con la to-
pología débil* es polaco y compacto.

Demostración. Sea V como en las hipótesis. Sean D = {vn : n ∈ ω} un conjunto
denso y numerable y Q : V → V ∗∗ el encaje canónico. Consideremos a BV ∗ con
la topología inducida por Q[D].

Veamos que Q[D] separa puntos, sean v∗, w∗ ∈ BV ∗ , si para cada n ∈ ω,
Q(vn)v∗ = Q(vn)w∗, entonces para cada n ∈ ω, v∗vn = w∗vn, por ser D denso
entonces v∗ = w∗. Por lo que Q[D] separa puntos.
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Veamos también que BV ∗ con esta topología es Hausdorff. Sean
v∗, w∗ ∈ BV ∗ , tales que v∗ 6= w∗. Por lo anterior existe n ∈ ω tal que Q(vn)v∗ 6=
Q(vn)w∗. Sea r = |Q(vn)v∗ −Q(vn)w∗|/2. Entonces claramente si

U = Q(vn)−1[Br(Q(vn)v∗)] y W = Q(vn)−1[Br(Q(vn)w∗)]

entonces U,W son abiertos, v∗ ∈ U , w∗ ∈W y U ∩W = ∅.
Es evidente que esta topología es más gruesa que la topología inducida por

Q[V ]. Por lo que debido al lema ambas topologías coinciden. Esto implica que
BV ∗ con la topología inducida por Q[D] es compacto, pues por el teorema de
Banach-Alaoglu BV ∗ es compacto con la topología inducida por Q[V ].

Debido a que Q[D] separa puntos, por el corolario 1.69 entonces existe un
homeomorfismo

ϕ : BV ∗ →
∏
n∈ω

Q(vn)[BV ∗ ].

Como BV ∗ es compacto, entonces para cada n ∈ ω, Q(vn)[BV ∗ ] ⊆ F es com-
pacto y en particular cerrado. Dado que F es polaco entonces para cada n ∈ ω,
Q(vn)[BV ∗ ] es polaco. Esto implica por el corolario 2.8 que

∏
n∈ω

Q(vn)[BV ∗ ] es

polaco. Una vez más como BV ∗ es compacto, sabemos que ϕ[BV ∗ ] es compacto,
por lo que también es cerrado y polaco en la topología relativa. Por el corolario
2.4, entonces BV ∗ es polaco.

Esto nos va a permitir estudiar a BV ∗ a través de los resultados que ya
conocemos. Ahora vamos a empezar a construir el isomorfismo entre cualquier
espacio de Banach X y C (C) ó CC(C). Para esto vamos a recurrir a que H
es universal para los espacios polacos, por lo que primero debemos estudiar la
relación entre C y H.

El siguiente es un resultado básico del análisis matemático:

Proposición 4.5. Existe una función continua y suprayectiva f : C → [0, 1]

dada por f(s) =
∑∞
n=0

s(n)
2n+1 .

Teorema 4.6. C es homeomorfo a Cω con la topología del producto.

Demostración. Sabemos existe una biyección ϕ : ω → ω×ω, denotamos ϕ(n) =

(ϕ1(n), ϕ2(n)). Definimos f : Cω → C de la siguiente manera, para n ∈ ω y
s ∈ Cω,

(
f(s)

)
(n) =

(
s(ϕ1(n))

)
(ϕ2(n)). f es inyectiva pues si s, t ∈ Cω son

tales que f(s) = f(t), sean m, k ∈ ω arbitrarios, consideremos n ∈ ω tal que
ϕ(n) = (m, k), como

(
f(s)

)
(n) =

(
f(t)

)
(n) entonces

(
s(m)

)
(k) =

(
t(m)

)
(k),

esto muestra que s = t. f es suprayectiva pues si consideramos s ∈ C, sea t ∈ Cω
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tal que si n,m ∈ ω y k = ϕ−1(n,m),
(
t(n)

)
(m) = s(k). Entonces si k′ ∈ ω,(

f(t)
)
(k′) =

(
t(ϕ1(k′))

)
(ϕ2(k′)) = s(k′) por lo que f(t) = s.

Veamos ahora que f es continua y abierta. Consideremos para cada n ∈ ω,
qn : C → {0, 1} definida como qn(s) = s(n) y pn : Cω → C definida como
pn(t) = t(n).

Sea U un abierto básico en C entonces existe A ⊆ {0, 1} y n ∈ ω tal que
U = q−1n [A] = {s ∈ C : s(n) ∈ A}, entonces

f−1[U ] =
{
t ∈ Cω :

(
t(ϕ1(n))

)
(ϕ2(n)) ∈ A

}
=
{
t ∈ Cω : qϕ2(n)(pϕ1(n)(t)) ∈ A

}
= p−1ϕ1(n)

[
q−1ϕ2(n)

[A]
]
.

Sabemos que q−1ϕ2(n)
[A] es un abierto básico de C, por lo que

p−1ϕ1(n)

[
q−1ϕ2(n)

[A]
]
es un abierto básico de Cω. Este argumento muestra que f

es continua, y como f es biyectiva es mismo argumento también muestra que es
abierta. Por lo que f es homeomorfismo suprayectivo.

Corolario 4.7. Existe una función continua y suprayectiva f : C → H.

Demostración. Por la proposición 4.5 existe una función continua y suprayectiva
f : C → [0, 1], consideremos entonces g : Cω → H definida de la siguiente manera,
para cada n ∈ ω y s ∈ Cω,

(
g(s)

)
(n) = f(s(n)). Veamos que g es suprayectiva,

sea x ∈ H y n ∈ ω, como f es suprayectiva entonces existe tn ∈ C tal que
f(tn) = x(n), sea t ∈ Cω tal que t(n) = tn. Entonces para cualquier m ∈ ω,(
g(t)

)
(m) = f(t(m)) = f(tm) = x(m), por lo que g(t) = x.

Veamos que g es continua, sea U ⊆ [0, 1] abierto y n ∈ ω, consideremos pn la
n-ésima proyección canónica pn : H→ [0, 1] y qn la n-ésima proyección canónica
qn : Cω → C.

g−1
[
p−1n [U ]

]
= {t ∈ Cω :

(
g(t)

)
(n) ∈ U}

= {t ∈ Cω : f(t(n)) ∈ U} = q−1n [f−1[U ]]

como f y qn son continuas, entonces g−1
[
p−1n [U ]

]
es abierto, por lo que g es

continua.
Por el teorema anterior existe un homeomorfismo suprayectivo h : C → Cω,

por lo que (f ◦ h) : C → H es continua y suprayectiva.

El siguiente corolario junto con el corolario 2.33 implican que la cardinalidad
de cualquier espacio polaco es finita, numerable, o la del continuo, lo cual no
deja de ser impresionante: la estructura topológica de los espacios polacos limita
su cardinalidad.
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Corolario 4.8. Sea X un espacio polaco compacto, entonces existe una función
continua y suprayectiva f : C → X.

Demostración. Sea X un espacio polaco compacto, por el teorema 3.40 existe
un conjunto Y ⊆ H y un homeomorfismo suprayectivo f : Y → X. Como X es
compacto entonces f−1[X] = Y es compacto y por lo tanto cerrado en H.

Sea g : C → H continua y suprayectiva, entonces g−1[Y ] es cerrado. Por la
proposición 3.8 existe una función continua y suprayectiva h : C → g−1[Y ]. Por
lo tanto (f ◦ g ◦ h) : C → X es continua y suprayectiva.

Con esto tenemos todas las piezas necesarias para mostrar el resultado anun-
ciado.

Teorema 4.9 (Banach-Mazur). Sea V espacio normado separable real, entonces
existe un isomorfismo isométrico T : V → C (C). En el caso complejo el operador
tiene como imagen CC(C).

Demostración. Sea V un espacio normado separable real. Por el teorema 4.4
BV ∗ con la topología débil* es polaco y compacto por lo que por el corolario
anterior existe una función continua y suprayectiva ϕ : C → BV ∗.

Consideremos Q : V → V ∗∗ el encaje canónico, para v ∈ V arbitrario,
consideremos ϕ∗(v) : C → R definida como

(
ϕ∗(v)

)
(s) =

(
Q(v) ◦ ϕ

)
(s). Como

tanto Q(v) como ϕ son continuas, entonces ϕ∗(v) es continua.
Podemos entonces considerar ϕ∗ : V → C (C). Veamos que ϕ∗ es lineal, sean

v, w ∈ V y c ∈ R, si s ∈ C entonces(
ϕ∗(cv + w)

)
(s) = 〈ϕ(s), Q(cv + w)〉 = 〈ϕ(s), cQ(v) +Q(w)〉

= c〈ϕ(s), Q(v)〉+ 〈ϕ(s), Q(w)〉 = c
(
ϕ∗(v)

)
(s) +

(
ϕ∗(w)

)
(s).

Esto implica que
(
ϕ∗(cv + w)

)
= c

(
ϕ∗(v)

)
(s) +

(
ϕ∗(w)

)
por lo que ϕ∗ es

lineal.
Veamos que ϕ∗ es una isometría. Sea v ∈ V , por el corolario 1.37

||v||= sup{|v∗v| : v∗ ∈ BV ∗},

como ϕ es suprayectiva entonces

||v||= sup{|
(
ϕ(t)v|

)
: t ∈ C} = sup{|〈ϕ(t), Q(v)〉| : t ∈ C}

= sup{|
(
ϕ∗(v)

)
(t)| : t ∈ C} = ||ϕ∗(v)||.

Como ϕ∗ es isometría entonces claramente es un operador acotado y por lo
tanto un isomorfismo isométrico. La prueba para el caso imaginario es comple-
tamente análoga.
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Con esto hemos mostrado que C (C) es un espacio universal para los espacios
de Banach separables reales. Es decir, podemos pensar a cualquier espacio de
Banach separable real como un subespacio de C (C). Esto nos invita a utilizar
la estructura Effros-Borel de C (C) para estudiar la categoría de los espacios de
Banach separables reales.

En lo que resta del capítulo sólo vamos a utilizar que C (C) es un espacio de
Banach separable universal para los espacio de Banach separables. Es sencillo
mostrar que para cualquier espacio polaco compacto no numerable K, C (K) es
un espacio de Banach separable universal para los espacios de Banach univer-
sales. Utilizando el teorema de Cantor-Bendixson y el teorema 2.30 podemos
mostrar que existe un isomorfismo isométrico de C (C) en C (K). Habiendo mos-
trado que C (C) es universal, esto muestra que C (K) es universal. Sabiendo
ya que C (C) es separable, para mostrar que C (K) es separable basta exhibir
un isomorfismo de C (K) en C (C), el cuál ya fue construido en la prueba del
teorema.

4.2. Las propiedades de EBS.

Antes de utilizar la estructura de Effros-Borel para estudiar a los espacios
de Banach separables reales, necesitamos primero entender cabalmente esta es-
tructura. Para esto el siguiente concepto resulta muy útil.

Definición 4.10. Sea para cada n ∈ ω, (Xn,Σn) un espacio medible, definimos
la σ-álgebra del producto sobre el conjunto X =

∏
n∈ω

Xn a través de las pro-

yecciones canónicas pn : X → Xn, como la σ-álgebra que tiene como conjunto
generador a

A = {S ⊆ X : ∃n ∈ ω, ∃R ∈ Σn(S = p−1n [R])}.

En lo que sigue siempre vamos a considerar a un espacio polaco (X, τ) con
la σ-álgebra B(τ) y a F (X) con la σ-álgebra ΣB. El siguiente es un resultado
básico sobre la σ-álgebra del producto.

Lema 4.11. Sean para cada n ∈ ω, (Xn,Σn) y (Yn,Σ
′
n) espacios medibles y

fn : Xn → Yn funciones medibles. Entonces la función

(fn)n∈ω :
∏
n∈ω

Xn →
∏
n∈ω

Yn

definida como (fn)n∈ω
(
(xn)n∈ω

)
= (fn(x))n∈ω es medible respecto a las

σ-álgebras del producto.
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Demostración. Sean para cada n ∈ ω, (Xn,Σn), (Yn,Σ
′
n) y fn como en las

hipótesis. Sea m ∈ ω, S ∈ Σm, pm :
∏
n∈ω Yn → Ym y qm :

∏
n∈ωXn → Xm las

respectivas proyecciones canónicas. Entonces

(fn)−1n∈ω[p−1m [S]] = (fn)−1n∈ω

[{
(yn)n∈ω ∈

∏
n∈ω

Yn : ym ∈ S

}]

=

{
(xn)n∈ω ∈

∏
n∈ω

Xn : fm(xm) ∈ S

}

=

{
(xn)n∈ω ∈

∏
n∈ω

Xn : xm ∈ f−1m [S]

}
= q−1m [f−1m [S]].

Como fm es medible f−1m [S] ∈ Σm, al estar considerando la σ-álgebra del
producto qm es medible por lo que q−1m [f−1m [S]] pertenece a esta σ-álgebra. Gra-
cias al inciso (b) de la proposición 3.24 (fn)n∈ω es medible.

La importancia de esta σ-álgebra se ilustra con el siguiente resultado.

Proposición 4.12. Sean para cada n ∈ ω, (Xn,Σn) espacios de Borel estándar

si Σ es la σ-álgebra del producto entonces
( ∏
n∈ω

Xn,Σ

)
es espacio de Borel

estándar.

Demostración. Sean para cada n ∈ ω, (Xn,Σn) espacio de Borel estándar,
por lo que podemos considerar para cada n ∈ ω, (Yn, τn) espacio polaco y
fn : Xn → Yn isomorfismo de σ-álgebras. Consideremos a Y =

∏
n∈ω

Yn con la to-

pología del producto τ , sabemos ya que Y es un espacio polaco, si denotamos a
la σ-álgebra del producto como ΣY , entonces es claro que B(τ) = ΣY , por lo que
por el lema (fn)n∈ω :

∏
n∈ω

Xn → Y es medible, es claro que (fn)−1n∈ω = (f−1n )n∈ω

por lo que (fn)n∈ω es isomorfismo de σ-álgebras lo que prueba que
∏
n∈ω

Xn es

espacio de Borel estándar.

Los siguientes tres resultados comienza a mostrar cómo se relaciona este
nuevo concepto con los ya estudiados.

Proposición 4.13. Sea X un espacio polaco, entonces

{(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : Z ⊆ Y }

es un conjunto de Borel.
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Demostración. Sea X como en las hipótesis. Sea {Un ∈ τ : n ∈ ω} una base
numerable para la topología de X. Consideremos a p1 : F (X)× F (X)→ F (X)

y p2 : F (X)× F (X)→ F (X) las proyecciones canónicas. Veamos que

{(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : Z ⊆ Y }

= {(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : ∀n ∈ ω [(Y ∩ Un = ∅)⇒ (Z ∩ Un = ∅)]}.

Sea (Z, Y ) en el primero conjunto y n ∈ ω, como Z ⊆ Y y Y ∩ Un = ∅
entonces Z ∩ Un = ∅. Esto prueba la primera contención. Sea (Z, Y ) en el
segundo conjunto. Consideremos

B = {n ∈ ω : Y ∩ Un = ∅},

es claro que
⋃
n∈B Un ⊆ X \ Y . Por ser X \ Y abierto y {Un ∈ τ : n ∈ ω}

base de la topología existe C ⊆ ω tal que
⋃
n∈C Un = X \ Y , resulta evidente

que C ⊆ B, por lo que
⋃
n∈B Un = X \ Y . Como (Z, Y ) pertenece al segundo

conjunto tenemos que para cada n ∈ B, Z ∩ Un = ∅, esto implica que X \ Z ⊆⋃
n∈B Un = X \ Y , es decir, Z ⊆ Y . Esto prueba la segunda contención y por

lo tanto la igualdad.

{(Z, Y ) ∈ X × F (X) : Z ⊆ Y }

=
⋂
n∈ω
{(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : (Y ∩ Un = ∅)⇒ (Z ∩ Un = ∅)}

=
⋂
n∈ω
{(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : (Y ∩ Un 6= ∅) ∨ (Z ∩ Un = ∅)}

=
⋂
n∈ω

(
{(Z, Y ) ∈ F (X)×F (X) : Y ∩Un 6= ∅}∪{(Z, Y ) ∈ F (X)×F (X) : Z∩Un = ∅}

)
=
⋂
n∈ω

(
p−12 [BUn ] ∪ (p−11 [F (X) \BUn ])

)
.

Debido a que estamos considerando la σ-álgebra del producto tanto p1 como
p2 son medibles, debido a que las σ-álgebras son cerradas bajo intersecciones
y uniones numerables esta expresión hace evidente que este conjunto pertenece
a la σ-álgebra del producto, por la proposición 4.12 esta σ-álgebra define un
espacio de Borel estándar, lo que hace demuestra el resultado.

Proposición 4.14. Sea X un espacio polaco, entonces

{(y, Y ) ∈ X × F (X) : y ∈ Y }

es un conjunto de Borel.
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Demostración. Sea X como en las hipótesis. Sea {Un ∈ τ : n ∈ ω} una base
numerable para la topología de X. Consideremos a p1 : X × F (X) → X y
p2 : X × F (X)→ F (X) las proyecciones canónicas. Veamos que

{(y, Y ) ∈ X × F (X) : y ∈ Y }

= {(y, Y ) ∈ X × F (X) : ∀n ∈ ω (Y ∩ Un = ∅)⇒ (y /∈ Un)}.

Sea (y, Y ) en el primero conjunto y n ∈ ω, como y ∈ Y y Y ∩ Un = ∅
entonces y /∈ Y . Esto prueba la primera contención. Sea (y, Y ) en el segundo
conjunto. Consideremos de nuevo

B = {n ∈ ω : Y ∩ Un = ∅},

una vez más podemos concluir que
⋃
n∈B Un = X \ Y . Como (y, Y ) pertenece

al segundo conjunto tenemos que para cada n ∈ B, y /∈ Un, esto implica que
y /∈

⋃
n∈B Un = X \ Y , es decir, y ∈ Y . Esto prueba la segunda contención y

por lo tanto la igualdad. De nuevo

{(y, Y ) ∈ X × F (X) : y ∈ Y }

=
⋂
n∈ω

(
{(y, Y ) ∈ X ×F (X) : (Y ∩Un 6= ∅} ∪ {(y, Y ) ∈ X ×F (X) : y /∈ Un)}

)
=
⋂
n∈ω

(
p−12 [BUn ] ∪ p−11 [X \ Un]

)
.

El mismo argumento de la proposición anterior termina la prueba de este
resultado.

Teorema 4.15. Sea (X, τ) un espacio polaco y d : (F (X),ΣB) → (X,B(τ))

una función de Borel. Entonces

{Y ∈ F (X) : d(Y ) ∈ Y } ∈ ΣB

es decir, es un conjunto de Borel.

Demostración. Sean X y d como en las hipótesis. Si consideramos a F (X) con la
σ-álgebra de la estructura Effros-Borel, podemos considerar a X ×F (X) con la
σ-álgebra del producto y a F (X)×F (X) también con la σ-álgebra del producto.
Consideremos f =

(
d, IdF (X)

)
, como d e IdF (X) son funciones medibles entonces

por el lema 4.2 f es una función medible.
Sea a su vez g : F (X)→ F (X)×F (X) definida como g(Y ) = (Y, Y ), veamos

que g es medible. Sean B1, B2 ∈ ΣB

g−1[B1 ×B2] = {Y ∈ F (X) : g(Y ) ∈ B1 ×B2}
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= {Y ∈ F (X) : (g(Y ) ∈ B1) ∧ (g(Y ) ∈ B2)} = B1 ∩B2.

Es evidente que B1 ∩ B2 ∈ ΣB por ser ΣB σ-álgebra. De nuevo por el
inciso (b) de la proposición 3.24 sabemos que g es función medible. Por último
consideremos

D = {(y, Y ) ∈ X × F (X) : y ∈ Y },

entonces

(f ◦ g)−1[D] = {Y ∈ F (X) : g ◦ f(F ) ∈ D}

= {Y ∈ F (X) : f((F, F )) ∈ D} = {Y ∈ F (X) : (d(F ), F )) ∈ D}

= {Y ∈ F (X) : d(F ) ∈ F}.

Por la proposición anterior D pertenence a la σ-álgebra del producto, como
f, g son funciones medibles entonces por el inciso (a) de la proposición 3.24
sabemos que f ◦g : F (X)→ X×F (X) es medible, esto implica el resultado.

Con esto tenemos todos los resultados necesarios para estudiar la estructura
de los subespacios cerrados de cualquier espacio de Banach separable.

Definición 4.16. Sea X un espacio de Banach separable. Denotamos por Subs(X)

al conjunto que tiene como elementos a todos los subespacios vectoriales cerra-
dos de X equipado con la σ-álgebra relativa a la estructura Effros-Borel de X.
En el caso X = C (C) denotamos Subs(X) = EBS.

Teorema 4.17. Sea X un espacio de Banach separable, entonces Subs(X) es
un espacio de Borel estándar. En particular EBS lo es.

Demostración. SeaX espacio de Banach separable, por el teorema de Kuratowski-
Ryll-Nardewski podemos considerar una sucesión de funciones (dn)n∈ω tal que
para cada n ∈ ω, dn : F (X) → X es función de Borel y para cada F ∈ F (X),
{dn(F ) : n ∈ ω} es denso en F y si F 6= ∅, {dn(F ) : n ∈ ω} ⊆ F . Sea Q′ el
campo de los racionales si F = R o el subconjunto de números complejos con
parte real e imaginaria racional si F = C. Veamos que Y ∈ F (X) es subespacio
de X si y sólo si

{pdn(Y ) + qdm(Y ) : (n,m ∈ ω) ∧ (p, q ∈ Q′)} ⊆ Y.

Si Y ∈ F (X) es subespacio consideremos n,m ∈ ω y p, q ∈ Q′, sabemos que
al ser subespacio Y 6= ∅, lo que implica que dn(Y ), dm(Y ) ∈ Y , de nuevo por
ser subespacio pdn(Y ) + qdm(Y ) ∈ Y .
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Si Y ∈ F (X) satisface que A = {pdn(Y )+qdm(Y ) : n,m ∈ ω p, q ∈ Q′} ⊆ Y .
Como {dn(Y ) : n ∈ ω} es denso en Y ya mostramos en la proposición 1.53 que
A, el conjunto de las combinaciones lineales de elementos de {dn(Y ) : n ∈ ω} con
coeficientes en Q′, es denso en cl(〈Y 〉). Por hipótesis esto implica que cl(〈Y 〉) =

cl(A) ⊆ cl(Y ) = Y , como evidentemente Y ⊆ 〈Y 〉 entonces Y = cl(Y ) ⊆ cl(〈Y 〉),
esto muestra que Y = cl(〈Y 〉), como cl(〈Y 〉) es subespacio de X, entonces Y
también lo es.

Escribamos Q′ = {qn ∈ Q′ : n ∈ ω}. Entonces

Subs(X) =
⋂
n∈ω

⋂
m∈ω

⋂
k∈ω

⋂
l∈ω

{Y ∈ F (X) : qkdn(Y ) + qldm(Y ) ∈ Y }.

Sean n,m, k, l ∈ ω, por el corolario 1.6 ·qk : X → X y ·ql : X → X son
homeomorfimos por lo que en particular son funciones medibles respecto a la
σ-álgebra de Borel de manera que por el inciso (b) de la proposición 3.24 ·qk ◦dn
y ·ql ◦ dm son medibles. Sabemos ya que la función g : F (X) → F (X) × F (X)

definida por g(Y ) = (Y, Y ) es de Borel. Por el lema 4.2 (·qk ◦ dn, ·ql ◦ dm) ◦ g
es medible, por la proposición 1.5 + : X × X → X es continua, en particular
es medible, esto implica de nuevo que + ◦ ((·qk ◦ dn, ·ql ◦ dm)) ◦ g : F (X) → X

es medible. Por último, debido a la expresión ya demostrada de Subs(X) y al
teorema anterior, esto implica que Subs(X) ∈ ΣB. Debido a que la estructura
Effros-Borel de cualquier espacio polaco es de Borel estándar y al corolario 3.27,
esto implica que Subs(X) es de Borel estándar.

La noción de espacio universal de Banach nos permite ‘codificar’ una clase
(propia o impropia) de espacios de Banach como un subconjunto de Subs(X),
este método nos permite obtener resultados sobre la propia clase.

Intuitivamente hablando, EBS recupera toda la estructura de la categoría de
espacios de Banach separables, pues propiedades de espacios de Banach como
ser reflexivo, tener base de Schauder, tener dual separable, etc., se convierten en
subconjuntos de EBS. Al ser este un espacio de Borel estándar podemos estudiar
estas propiedades a través de la teoría descriptiva, ese es el propósito de lo que
resta de esta sección. La última sección del capítulo utiliza estas herramientas
para demostrar de manera elegante algunos resultados importantes de la teoría
de espacios de Banach.

Teorema 4.18. Sea X ∈ EBS, entonces el conjunto

{
(
(yk)k∈ω, Y

)
∈ Xω × Subs(X) : (yk)k∈ω es total en Y }

es de Borel.
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Demostración. Sea X ∈ EBS y Y ∈ Subs(X). Sean (dn)n∈N las funciones cuya
existencia asegura el teorema Kuratowski-Ryll-Nardzewski que existen para Y .

Para (yk)k∈ω ∈ Xω y Y ∈ Subs(X), denotamos por

p(k, n,m, l, ao, . . . , al)

las siguientes propiedades:
1) Para k ∈ ω, yk ∈ Y
2) Para n,m, l,∈ N, y a0, . . . al ∈ Q se cumple que∣∣∣∣∣

∣∣∣∣∣dn(Y )−
l∑
i=0

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < 1

m
.

Veamos que para una sucesión arbitraria (yk)k∈ω en X tenemos que
cl(〈{yk ∈ Y : k ∈ ω}〉) = Y si y sólo si para cualquier k ∈ ω y n,m, l,∈ N
y a0, . . . al ∈ Q, p(k, n,m, l, ao, . . . , al).

Supongamos lo primero, entonces claramente {yk ∈ Y : k ∈ ω} ⊆ Y .
Sean n,m,∈ N como dn(Y ) ∈ Y consideremos A el conjunto de combina-
ciones lineales de elementos de {yn ∈ Y : n ∈ ω} con coeficientes en Q,
por el argumento utilizado en la proposición 1.53 sabemos que A es denso
en Y , por lo que B 1

m
(dn(Y )) ∩ A 6= ∅. Consideremos z en este conjunto

entonces existen l ∈ N y a0, . . . al ∈ Q tales que
∑l
i=0 aiyi = z, además

||dn(Y )−
∑l
i=0 aiyi||= ||dn(Y )− z||< 1

m pues z ∈ B 1
m

(dn(Y )).
Supongamos lo segundo. Sea x ∈ Y y ε > 0, sabemos existen n,m ∈ N

tales que 1
m < ε y ||dn(Y ) − x||< 1

2m . Sean l ∈ N y a0, . . . , al ∈ Q tales que
||dn(Y ) −

∑l
i=0 aiyi||<

1
2m esto implica gracias a la desigualdad del triángu-

lo que ||x −
∑l
i=0 aiyi||<

1
m . Esto prueba que Y ⊆ cl(〈{yk ∈ Y : k ∈ ω}〉),

como por hipótesis {yk ∈ Y : k ∈ ω} ⊆ Y , al ser Y subespacio de X,
〈{yk ∈ Y : k ∈ ω}〉 ⊆ Y , y al ser cerrado cl(〈{yk ∈ Y : k ∈ ω}〉) ⊆ Y , por
lo que ambos conjuntos son iguales.

Sabemos que para cada l ∈ N, Ql es numerable por lo que podemos escribir

Ql = {(a0,j , . . . al,j) ∈ Ql : j ∈ N}

esto nos permite expresar:

{(
(yk)k∈ω, Y

)
∈ Xω × Subs(X) : (yk)k∈ω es total en Y

}
=
⋂
k∈ω

⋂
n∈N

⋂
m∈N

⋃
l∈N

⋃
j∈N

{(
(yk)k∈ω, Y

)
∈ Xω × Subs(X) : p(k, n,m, l, a0,j , . . . , al,j)

}
Además si consideramos k ∈ ω y n,m, l, j ∈ N tales que yk ∈ Y y

||dn(Y )−
∑l
i=0 ai,jyi||<

1
m entonces
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{(
(yk)k∈ω, Y

)
∈ Xω × Subs(X) : yk ∈ Y ∧

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣dn(Y )−

l∑
i=0

ai,jyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ < 1

m

}

= p−1k [Y ] ∩ d−1n

[
B 1
m

(
l∑
i=0

ai,jyi

)]
el cual claramente pertenence a la σ-álgebra del producto pues tanto pk como
dn son funciones medibles. Esto demuestra el resultado.

El siguiente resultado muestra que la ‘codificación’ que realiza EBS de la
estructura de los espacios de Banach separables reales rescata una de sus pro-
piedades importantes. Para poder demostrarlo necesitamos un lema el cual es
imporante por sí mismo.

Lema 4.19. Sea X ∈ EBS y C ≥ 1, entonces el conjunto

{((yn)n∈ω, (zn)n∈ω) ∈ Xω ×Xω : (yn)n∈ω es C-equivalente a (zn)n∈ω}

es de Borel.

Demostración. Sea X ∈ EBS y C ≥ 1. Dadas dos sucesiones (yn)n∈ω y (zn)n∈ω

en X, denotamos por eqC(
∑k
i=0 aiyi,

∑k
i=0 aizi) la propiedad de que para k ∈ N

y a0, . . . , ak ∈ Q tengamos que

1

C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aizi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .

Primero veamos el hecho que (yn)n∈ω sea C-equivalente a (zn)n∈ω es equi-
valente a que para cada k ∈ N y a0, . . . , ak ∈ Q, se satisfaga

eqC(

k∑
i=0

aiyi,

k∑
i=0

aizi).

Es claro que si (yn)n∈ω es C-equivalente a (zn)n∈ω entonces esta propiedad se
satisface. Supongamos ahora que (yn)n∈ω y (zn)n∈ω satisfacen esta propiedad.
Sea k ∈ N y a0, . . . , ak ∈ R. Podemos considerar para cada i ∈ {0, . . . , k},
(an,i)n∈ω ∈ Qω tal que an,i −→ ai. Entonces tenemos que para cada n ∈ ω

1

C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

ai,nyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

ai,nzi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

ai,nyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ .
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La convergencia de cada una de las sucesiones (an,i)n∈ω implica que∑k
i=0 ai,nyi −→

∑k
i=0 aiyi y que

∑k
i=0 ai,nxi −→

∑k
i=0 aixi lo que aunado a

las desigualdades anteriores hace evidente que

1

C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aizi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ C

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
k∑
i=0

aiyi

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

es decir, (yn)n∈ω es C-equivalente a (zn)n∈ω.
Una vez más escribamos para cada l ∈ N

Ql = {(a0,j , . . . al,j) ∈ Ql : j ∈ N}.

Lo previamente mostrado nos permite escribir

{((yn)n∈ω, (zn)n∈ω) ∈ Xω ×Xω : (yn)n∈ω es C-equivalente a (zn)n∈ω}

=
⋂
l∈N

⋂
o∈N

{
((yn)n∈ω, (zn)n∈ω) ∈ Xω ×Xω : eqC

(
k∑
i=0

ai,oyi,

k∑
i=0

ai,ozi

)}
.

Por otra parte es claro que

R2
≤C = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ Cy}

y
R2
≥C = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ Cy}

son cerrados.
Sean n ∈ ω y a0, . . . an ∈ Q si consideramos (pn)n∈ω las proyecciones canó-

nicas con dominio Xω podemos denotar (a1p1, . . . , anpn) : Xω → Xn+1 como
la función tal que (a0p1, . . . , anp0)((yn)n∈ω) = (a0y0, . . . , anyn),

((a0p1, . . . , anp0), (a0p0, . . . , anpn)) : Xω ×Xω → Xn+1 ×Xn+1,

por último sea +Xn : Xn+1 → X definida como +Xn(x0, . . . , xn) =
∑n
i=0 xi.

Esto nos permite considerar a la función

(+Xn ,+Xn) : Xn+1 ×Xn+1 → X ×X

{
((yn)n∈ω, (zn)n∈ω) ∈ Xω ×Xω : eqC

(
k∑
i=0

aiyi,

k∑
i=0

aizi

)}

=

{
((yn), (zn)) ∈ Xω ×Xω :

(∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=0

anpn
(
(yn)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=0

anpn
(
(zn)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
)
∈ R2

≤C

}
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⋂{
((yn), (zn)) ∈ Xω ×Xω :

(∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=0

anpn
(
(yn)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ,
∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=0

anpn
(
(zn)

)∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
)
∈ R2

≥C

}
= ((a0p1, . . . , anp0), (a0p0, . . . , anpn))

−1 [
(+Xn ,+Xn)−1[(||·||, ||·||)−1[R2

≤C ]]
]⋂

((a0p1, . . . , anp0), (a0p0, . . . , anpn))
−1 [

(+Xn ,+Xn)−1[(||·||, ||·||)−1[R2
≥C ]]

]
.

Para i ∈ {0, . . . , n}, aipi = ·ai ◦ pi es función de Borel pues es composición
de funciones de Borel. Esto implica que ((a0p1, . . . , anp0), (a0p0, . . . , anpn)) es
función de Borel. Es claro a partir de la proposición 1.5 que +Xn y +Xn son
continuas por lo que son funciones de Borel, de manera que (+Xn ,+Xn) tam-
bién es de Borel, por último, ||·|| es continua, por lo que (||·||, ||·||) es de Borel,
esto hace evidente que el conjunto anterior es de Borel. Lo que implica que el
resultado.

Vale la pena notar que este lema puede ser mejorado, aunque para los fines de
esta trabajo sólo utilizaremos el resultado que enuncia. No es difícil mostrar que
todas las funciones de Borel utilizadas en la prueba anterior son continuas. Esto
aunado a que R2

≤C = {(x, y) ∈ R2 : x ≤ Cy} y R2
≥C = {(x, y) ∈ R2 : x ≥ Cy}

son cerrados y que las únicas operaciones conjuntistas utilizadas durante la
prueba son intersecciones nos permite afirmar que el anterior es un conjunto
cerrado.

Teorema 4.20. Sea X ∈ EBS, entonces el conjunto

{(Y,Z) ∈ Subs(X)× Subs(X) : Y ∼= Z}

es analítico. El conjunto

{(Y, Z) ∈ Subs(X)× Subs(X) : Y es isométricamente isomorfo a Z}

también lo es.

Demostración. Sea X ∈ EBS y Y,Z ∈ Subs(X), gracias al teorema 1.99 y al
corolario 1.100 sabemos que Y ∼= Z si y sólo si existen (yn)n∈ω ∈ Y ω, (zn)n∈ω ∈
Zω y m ∈ N tales que cl(〈{yn ∈ Y : n ∈ ω}〉) = Y , cl(〈{zn ∈ Z : n ∈ ω}〉) = Z

y (yn)n∈ω es m-equivalente a (zn)n∈ω.
Por el lema para cada m ∈ N

Bm = {((yn), (zn), Y, Z) ∈ (Xω)2 × Subs(X)2 : (yn) es m-equivalente a (zn)}

es de Borel. Además sabemos por el teorema 4.18 que

{
(
(yn)n∈ω, Y

)
∈ Xω × Subs(X) : (yn)n∈ω es total en Y }
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es de Borel. Por lo que

D1 = {((yn)n∈ω, (zn)n∈ω, Y, Z) ∈ (Xω)2 × Subs(X)2 : (yn)n∈ω es total en Y }

y

D2 = {((yn)n∈ω, (zn)n∈ω, Y, Z) ∈ (Xω)2 × Subs(X)2 : (zn)n∈ω es total en Z}

son de Borel.
Sea f : (Xω)2 × Subs(X)2 → Subs(X)2 definida por f((yn), (zn), Y, Z) =

(Y, Z). Tenemos que

f

[( ⋃
m∈N

Bm

)
∩D1 ∩D2

]
= {(Y,Z) ∈ Subs(X)× Subs(X) : Y ∼= Z}

por lo que este conjunto es analítico. Observese que Y es isométricamente iso-
morfo a Z si y sólo si existen sucesiones (yn)n∈ω ∈ Y ω, (zn)n∈ω ∈ Zω tales
que cl(〈{yn ∈ Y : n ∈ ω}〉) = Y , cl(〈{zn ∈ Z : n ∈ ω}〉) = Z y (yn)n∈ω es
1-equivalente a (zn)n∈ω. Por lo que

f [B1 ∩D1 ∩D2]

= {(Y, Z) ∈ Subs(X)× Subs(X) : Y es isométricamente isomorfo a Z}

de manera que este conjunto también es analítico.

Este resultado muestra que EBS rescata la relación de isomorfismo. Estu-
diemos más de cerca la relación entre estos dos conceptos.

En lo que sigue vamos utilizar tanto la herramienta de árboles como la es-
tructura Effros-Borel para obtener resultados sobre EBS, por lo que vale la pena
detenerse a revisar unos cuantos resultados que relacionan estas dos herramien-
tas. Sea A un conjunto con la topología discreta, podemos considerar para cada
n ∈ ω, An con la topología del producto, la cual coincide con la topología dis-
creta. Sabemos además que A<ω es la unión disjunta de estos conjuntos, por
lo que podemos podemos considerar a este conjunto con esta topología, la cual
lo convierte en un espacio discreto. Esto significa que F (A<ω) = ℘(A<ω), por
lo que podemos considerar a Ar(A) con la σ-álgebra relativa a la estructura
Effros-Borel de A.

Proposición 4.21. Sea A un conjunto numerable con la topología discreta,
entonces Ar(A) ⊆ F (A<ω) es un conjunto de Borel.



4.2. LAS PROPIEDADES DE EBS. 145

Demostración. Sea A un conjunto con la topología discreta.

Ar(A) = {T ⊆ A<ω : ∀t ∈ T ∀s ⊆ t (s ∈ T )}

Como A es numerable y A<ω =
⋃
n∈ω A

n, entonces A<ω es numerable, por
lo que podemos expresar A<ω = {tn ∈ A<ω : n ∈ ω}. Sea para cada S ⊆ A<ω,
ωS = {n ∈ ω : tn ∈ S}, y para cada k ∈ ω, ωk = {n ∈ ω : sn ⊆ tk}. Entonces

Ar(A) = {T ⊆ A<ω : ∀n ∈ ωT ∀m ∈ ωn(sn ∈ T )}

=
⋂
n∈ω

⋂
m∈ω
{T ⊆ A<ω : (n ∈ ωT ∧m ∈ ωn)⇒ sn ∈ T}

=
⋂
n∈ω

⋂
m∈ω
{T ⊆ A<ω : (n ∈ ωT ∧m ∈ ωn)⇒ {sn} ∩ T 6= ∅}.

Debido a que A<ω es un espacio discreto, esta expresión deja en claro que
Ar(A) es un conjunto de Borel.

Esta proposición implica que Ar(A) como subespacio medible del espacio
Effros-Borel de A<ω es un espacio Borel estándar.

Proposición 4.22. Sea A un conjunto numerable con la topología discreta,
si denotamos BF(A) = {T ∈ Ar(A) : T es un árbol bien fundado}, entonces
BF(A) ∈ Π1

1(Ar(A)).

Demostración. Sea A un conjunto numerable con la topología discreta, basta
probar que Ar(A) \ BF(A) = {T ∈ Ar(A) : T es un árbol mal fundado} es un
conjunto analítico.

Ar(A) \ BF(A) = {T ∈ Ar(A) : ∃t ∈ Aω ∀n ∈ ω(t |n∈ T )}

Sabemos por la proposición 4.14 que

{(t, T ) ∈ A<ω ×Ar(A) : t ∈ T}

es un conjunto de Borel.
Definimos para cada n ∈ ω, fn : Aω → An como fn(t) = t |n. Es evidente que

para cada n ∈ ω, fn es continua, por lo que (fn, Id) : Aω×Ar(A)→ An×Ar(A)

es de Borel. Siendo así, tenemos que para cada n ∈ ω,

{(t, T ) ∈ Aω ×Ar(A) : t |n∈ T} = (fn, Id)−1[{(t, T ) ∈ A<ω ×Ar(A) : t ∈ T}]

por lo que es un conjunto de Borel. Esto implica a su vez que
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{(t, T ) ∈ Aω ×Ar(A) : ∀n ∈ ω (t |n∈ T )} =
⋂
n∈ω
{(t, T ) ∈ Aω ×Ar(A) : t |n∈ T}

es un conjunto de Borel. Por último, sea p : An×Ar(A)→ Ar(A) definida como
p(t, T ) = T , entonces

{T ∈ Ar(A) : ∃t ∈ Aω, ∀n ∈ ω (t |n∈ T )}

= p[{(t, T ) ∈ A<ω ×Ar(A) : ∀n ∈ ω (t |n∈ T )}]

al ser p una proyección esto prueba que este es un conjunto analítico. Es decir,
Ar(A) \ BF(A) ∈ Σ1

1(Ar(X)).

Esto es todo lo que necesitamos para estudiar la relación de isomorfismo en
EBS.

Definición 4.23. Sea X un espacio de Banach real con base de Schauder de-
notamos

NCX = {Y ∈ EBS : X no es isomorfo a un subespacio de Y }

Es un resultado básico de la teoría de bases de Schauder que `1, C ([0, 1])

y C (C) tienen bases de Schauder. Por lo que NCX nos permite estudiar tanto
los espacios que no contienen una copia de `1, como los espacios que no son
universales, NCC (C). Ambas clases muy estudiadas en la teoría de espacios de
Banach.

Quisiéramos conocer algunas propiedades de los conjuntos NCX , particular-
mente si son de Borel o Analíticos. Vamos a realizar este estudio utilizando la
herramienta de árboles.

Definición 4.24. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X, Y ∈ EBS y C ≥ 1. Definimos

T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) ⊆ Y <ω

de la siguiente manera, para cualquier l ∈ ω, (y0, . . . , yl) ∈ T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C)

si y sólo si (y0, . . . , yl, 0, . . . ) es C-equivalente a (e0, . . . , el, 0, . . . ).

La siguiente proposición es inmediata a partir de la definición de sucesiones
C-equivalentes.
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Proposición 4.25. Sea X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X, Y ∈ EBS y C ≥ 1. Entonces

T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) ∈ Ar(Y ).

De manera intuitiva T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) recupera todos nuestros inten-
tentos de construir una sucesión C equivalente a (en)n∈ω en Y . Podemos cons-
truir otro árbol a partir de este.

Definición 4.26. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder,
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X, Y ∈ EBS y k ∈ N. Considere-
mos el conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema de Kuratowski-
Ryll-Nardzewski {dn : EBS→ C (C) | n ∈ ω}. Definimos

TNC(Y,X, (en)n∈ω, k) ∈ Ar(ω)

de la siguiente manera, para cualquier l ∈ ω, (n0, . . . , nl) ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)

si y sólo si (dn0
(Y ), . . . , dnl(Y )) ∈ T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, k).

Definimos también

TNC(Y,X, (en)n∈ω) ∈ Ar(ω)

de la siguiente manera, para cualquier l ∈ ω, m ∈ N, y t ∈ Y l,
m_t ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω) si y sólo si t ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω,m).

El hecho de que TNC(Y,X, (en)n∈ω, k) sea un árbol es una consecuencia
inmediata de que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, k) lo es. Por su parte el hecho de que
TNC(Y,X, (en)n∈ω) lo sea es consecuencia de que TNC(Y,X, (en)n∈ω, k) lo es.

Debido a que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, k) recoge nuestros intentos de construir
sucesiones k-equivalentes, TNC(Y,X, (en)n∈ω, k) también lo hace. Por su parte
TNC(Y,X, (en)n∈ω) nos permite recoger todos los árboles TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)

para cualquier k ∈ N y organizarlos como un árbol, es decir, este árbol recoge
todos nuestros intentos de construir un isomorfismo entre X y Y . Estas ideas
intuitivas se ven reflejadas en los siguientes resultados.

Lema 4.27. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y (en)n∈ω

una base de Schauder normalizada de X. Entonces Y ∈ NCX si y sólo si para
cada C ≥ 1, T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) es un árbol bien fundado.

Demostración. Sean X, (en)n∈ω como en las hipótesis y Y ∈ EBS .
Para probar por contrapositiva, supongamos primero que existe C ≥ 1 tal

que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) es mal fundado, es decir, que existe (yn)n∈ω ∈ Y ω tal
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que para cualquier l ∈ ω, (y0, . . . , yl, 0, . . . ) es C-equivalente a (e0, . . . , el, 0, . . . ),
entonces (yn)n∈ω y (en)n∈ω son C-equivalentes, lo que implica por el teorema
1.99 que X es isomorfo a cl(〈{yn ∈ Y : n ∈ ω}〉) ⊆ Y .

De nuevo, para demostrar por contrapositiva supongamos existe un isomor-
fismo U : X → Y , sea C ≥ ||U ||, ||U−1||, entonces (en)n∈ω y (U(en))n∈ω

son C-equivalente por el teorema 1.99, lo que implica que para cualquier
l ∈ ω, (U(en))n∈ω |l∈ T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C), es decir, que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C)

es mal fundado.

El lema anterior asegura que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C) refleja apropiadamente
al conjunto NCX . El siguiente lema asegura que cualquier perturbación de una
base de Schauder normalizada suficientemente pequeña es una base de Schauder
equivalente a la original.

Lema 4.28. Sean X un espacio de Banach con base de Schauder y (en)n∈ω una
base de Schauder normalizada de X con constante básica K ≥ 1. Si (yn)n∈ω es
una sucesión en X, tal que para cualquier n ∈ ω,

||xn − yn||<
1

2K
2−n−2,

entonces (en)n∈ω es una base de Schauder 2-equivalente a (yn)n∈ω.

Demostración. Sean X, (en)n∈ω y (yn)n∈ω como en las hipótesis. Sea x ∈ X y
(an)n∈ω la única sucesión tal que x =

∑∞
i=0 aiei. Para cualquier x ∈ X y n ∈ ω,

|an| =
1

||xn||

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n+1∑
i=0

aiei −
n∑
i=0

aiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n+1∑
i=0

aiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣+

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
n∑
i=0

aiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤ 2K

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

aiei

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ = 2K||x||

es decir, sup{|an| : n ∈ ω} ≤ 2K||x||.
Definimos U : X → X como U(

∑∞
i=0 aiei) =

∑∞
i=0 ai(ei − yi), veamos que

esta serie converge, si x ∈ X entonces∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

ai(ei − yi)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣ ≤ sup{|an| : n ∈ ω}

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣
∞∑
i=0

(ei − yi)

∣∣∣∣∣
∣∣∣∣∣

≤ 2K||x||
∞∑
i=0

||ei − yi||≤ 2K||x|| 1

2K

∞∑
i=0

2−i−2

= ||x||1
2
< ||x||.



4.2. LAS PROPIEDADES DE EBS. 149

Además es claro que U es lineal y por el teorema de la gráfica cerrada es un
operador acotado, esta desigualdad además prueba que ||U ||≤ 1

2 < 1. Además
tenemos que

∞∑
i=0

||U i||= ||IdX ||+
∞∑
i=1

||U i||≤ ||IdX ||+
∞∑
i=1

||U ||i≤ 1 +

∞∑
i=1

2−i = 2

por el teorema 1.19. Esto implica que
∑∞
i=0 U

i es una series absolutamen-
te convergente. Debido al teorema 1.18 sabemos que B(X) es un espacio de
Banach, por lo que el teorema 1.14 nos asegura que

∑∞
i=0 U

i ∈ B(X). Este
operador satisface que

[ ∞∑
i=0

U i(X)

]
◦(IdX−U) =

∞∑
i=0

U i(X)−
∞∑
i=1

U i =

∞∑
i=0

(U i−U i+1)(X) = U0 = IdX

y

(IdX−U)◦

[ ∞∑
i=0

U i(X)

]
=

∞∑
i=0

U i(X)−
∞∑
i=1

U i =

∞∑
i=0

(U i−U i+1)(X) = U0 = IdX

por lo que
∑∞
i=0 U

i es el operador inverso de IdX − U . Pero (IdX − U)(x) =∑∞
i=0 aiei −

∑∞
i=0 ai(ei − yi) =

∑∞
i=0 aiyi. Por lo que T = IdX − U es un

isomorfismo que satisface que para cada n ∈ ω, Ten = yn. Además ||T ||≤
||IdX ||+||U ||≤ 2 y ||

∑∞
i=0 U

i||≤
∑∞
i=0||U i||≤ 2 . Esto nos asegura que (yn)n∈ω

es una base de Schauder, y por el teorema 1.99 es 2-equivalente a (en)n∈ω.

Teorema 4.29. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X. Entonces Y ∈ NCX si y sólo
si TNC(Y,X, (en)n∈ω) es un árbol bien fundado.

Demostración. Sean X, (en)n∈ω como en las hipótesis y Y ∈ EBS .
Supongamos primero que TNC(Y,X, (en)n∈ω) es mal fundado. Sea t ∈ ωω,

si para cada l ∈ ω, t |l∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω), entonces (dt(n+1)(Y ))n∈ω es t(0)-
equivalente a (en)n∈ω, lo que implica que T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, t(0)) es mal fun-
dado, por lo X es isomorfo a un subespacio cerrado de Y , gracias al lema 4.27.
Esto demuestra esta implicación por contrapositiva.

Supongamos ahora que existe un isomorfismo U : X → Y . Consideremos el
conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema de Kuratowski-Ryll-
Nardzewski {dn : EBS→ C (C) | n ∈ ω}. Como (en)n∈ω es base de Schauder es
claro que (U(en))n∈ω también es base de Schauder de U [X], sea K su constante
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básica. Como {dn(Y ) :: n ∈ ω} es denso en Y , podemos considerar t ∈ ωω tal que
para cada n ∈ ω, ||dt(n)(Y )−U(en)||< 1

2K 2−n−2. Por el lema 4.28 (dt(n)(Y ))n∈ω

es equivalente a (U(en))n∈ω, a su vez, (U(en))n∈ω es equivalente a (en)n∈ω por
el teorema 1.98 esto muestra que (dt(n)(Y ))n∈ω y (en)n∈ω son equivalentes, por
lo que por el corolario 1.100, existe k ∈ N tal que ambas son k-equivalentes.
Esto implica que para cualquier l ∈ ω, k_t |l∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω). Lo que
demuestra por contrapositiva esta implicación.

Lema 4.30. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y (en)n∈ω

una base de Schauder normalizada de X. Entonces la función ϕ : EBS→ Ar(w)

definida como ϕ(Y ) = TNC(Y,X, (en)n∈ω) es función de Borel.

Demostración. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X. Sea (n0, . . . , nl) = t ∈ ω<ω

con n0 ≥ 1, es claro que para cualquier F ∈ F (ω<ω), F ∩ {t} 6= ∅ si y sólo si
t ∈ F . Por lo que

ϕ−1[B{t}] = {Y ∈ EBS : t ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω)} = Xt

Pero Y ∈ Xt si y sólo si (n1, . . . , nl) ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω, n0), lo cual ocurre
si y sólo si (dn1

(Y ), . . . , dnl(Y )) ∈ T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, n0), es decir, si y sólo si
(dn1

(Y ), . . . , dnl(Y ), 0, . . . ) es n0-equivalente a (e0, . . . , el−1, 0, . . . ). Sean

El = {(zn)n∈ω ∈ C (C)ω : (zn)n∈ω es n0-equivalente a (e0, . . . , el−1, 0, . . . )}

y fl : C (C)ω → C (C)ω ×Xω(C) definida como

fl((yn)n∈ω) = ((yn)n∈ω, (e0, . . . , el−1, 0, . . . )).

Es claro que para cualquier B ⊆ C (Cω) y C ⊆ Xω conjuntos de Borel,
f−1l [B×C] = B, si (e0, . . . , el−1, 0, . . . ) ∈ C y f−1l [B×C] = ∅ en caso contrario,
por lo que f es función de Borel. Sabemos por el lema 4.19 que

E = {((yn)n∈ω, (zn)n∈ω) ∈ C (C)ω ×Xω : (yn)n∈ω es n0-equivalente a (zn)n∈ω}

es de Borel. Además es claro que

El = f−1l [E]
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Por lo que El es de Borel. Consideremos (dn1 , . . . , dnl) : EBSl → C (C)l,
gl : EBS→ EBSl definida por f(Y ) = (Y, . . . , Y ) y hl : C (C)l → C (C)ω definida
por hl(m0, . . . , zl−1) = (z0, . . . , zl−1, 0, . . . ). Sabemos que estas funciones son de
Borel. Tenemos que

ϕ−1[B{t}] = g−1l

[
(dn1

, . . . , dnl)
−1[h−1l [El]

]]
por lo que ϕ−1[B{t}] es de Borel. Esto prueba que ϕ es función de Borel.

Teorema 4.31. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder y
(en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X. Entonces NCX es un conjunto
co-analítico.

Demostración. Sean X y (en)n∈ω como en las hipótesis. Por el lema 4.30 sa-
bemos que ϕ : EBS → Ar(w) definida como ϕ(Y ) = TNC(Y,X, (en)n∈ω) es
función de Borel. Por el teorema 4.29 sabemos que f−1[BF(ω)] = NCX , y por
la proposición 4.22 BF(ω) es co-analítico. Por lo que NCX es co-analítico.

4.3. Aplicaciones.

Esta sección esta dedicada a utilizar las propiedades de EBS, junto con
algunos otros resultados que ya conocemos, para obtener resultado sobre la
existencia de ciertos espacios de Banach universales.

El Libro escocés es un compedio de famosos problemas escrito en conjunto
por un grupo de matemáticos polacos. A mediados de la década de 1920 los
matemáticos polacos comenzaban a formular los resultados por los que serían
ampliamente conocidos. Banach había ya publicado su tesis doctoral sobre los
espacios que llevan su nombre, y junto con Steinhaus, Mazur y Ulam, entre
otros hacían profundos avances en la teoría de estos espacios así como en áreas
relacionadas. Por su parte, Kuratowski y Sierpiński desarrollaban la teoría de
espacios polacos, así como la teoría descriptiva de conjuntos a partir de esta.

Estos matemáticos se reunían los sábados de cada semana en la ciudad de
Leópolis como parte de las actividades de la Sociedad Polaca de Matemáticas
para realizar pláticas sobre sus temas de investigación y posteriormente acudían
ya sea al Café Roma o al Café Escocés, a partir del cuál el libro toma su nombre,
para discutir. Las discuciones llevaban a problemas tan variados que en 1935
Banach decidió comprar un cuaderno para anotar los problemas que surgían.

Debido tanto a la notoriedad de sus colaboradores, así como a la profundidad
de algunos de los problemas plasmados en él, el Libro escocés, y los problemas
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que recoge, han sido una fuente imporatnte de estímulo a la investigación ma-
temática, particularmente a partir de su publicación en 1957.

El problema 49 propuesto por Banach y Mazur dice textualmente:
¿Existe un espacio E de tipo (B) con la propiedad (W) que sea universal

para todos los espacios de tipo (B) con la propiedad (W)? Debería investigarse
esta pregunta para las siguiente propiedades (W):

(1) El espacio es separable y débilmente compacto (esto es, se puede extraer
de toda sucesión acotada una subsucesión débilmente convergente).

(2) El espacio contiene una base (numerable).
(3) El espacio adjunto es separable.
A partir de las definiciones estudiadas en este trabajo podemos replantear

estas preguntas de la siguiente manera:
(1) Sea F1 la clase de los espacios de Banach separables X tales que la

bola BX es débilmente compacta. ¿Existe un espacio universal para F1 que
pertenezca a F1?

(2) Sea F2 la clase de los espacios de Banach con base de Schauder. ¿Existe
un espacio universal para F2 que pertenezca a F2?

(3) Sea F3 la clase de los espacios de Banach con dual separable. ¿Existe un
espacio universal para F3 que pertenezca a F3?

A lo largo de esta sección vamos a dar respuesta a cada una de estas pre-
guntas. La pregunta (2) ya ha sido respondida, debido a que C (C) tiene una
base de Schauder, el teorema de Banach-Mazur responde a esta pregunta afir-
mativamente. Las preguntas (1) y (3) se responden en los corolarios 4.41 y 4.42
respectivamente, al final del capítulo.

Es una bonita coincidencia que la teoría que utilizamos para dar respuesta
a un problema planteado por este grupo de matemáticos polacos parta de dos
teorías de las cuales los miembros de este grupo son fundadores y contribuyentes
centrales: la teoría de espacios de Banach y la teoría descriptiva de conjuntos.

Como pudimos apreciar en la sección anterior, una herramienta importante
para estudiar a EBS son los árboles. Debido a cualquier árbol bien fundado T
tiene un orden o(T ), y a que la imagen de NCY bajo la función ϕ que le asocia
a X el árbol TNC(Y,X, (en)n∈ω) es el conjunto de los árboles bien fundados,
podemos añadir a las herramientas para estudiar EBS la teoría de ordinales a
través del órden de estos árboles.

El siguiente es un lema que comienza a llevarnos por este camino.

Teorema 4.32 (Teorema de acotamiento para relaciones bien fundadas sobre
N ). Sea ≺ una relación bien fundada sobre N y analítica en N × N con la
topología del producto. Entonces ρ(≺) < ω1.
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Demostración. (Kunen) Sea ≺ como en las hipótesis. Para aligerar la notación
a lo largo de esta prueba vamos a denotar para cualquier sucesión s a sn = s(n).
Siendo≺ ⊆ N×N analítico, debido al corolario 3.10 existe una función continua
f : N → N ×N tal que f [N ] =≺. Consideremos la gráfica de f , es decir:

F = {(x, y, z) ∈ N 3 : f(z) = (x, y)}

Es sencillo mostrar que este conjunto es cerrado en N 3 con la topología
del producto. Sea ((xn, yn, zn))n∈ω una sucesión convergente en F y (x, y, z) su
punto de convergencia. Entonces debido a que las proyecciones son continuas
tenemos que zn −→ z y (xn, yn) −→ (x, y). Debido a lo primero y a la continui-
dad de f tenemos que (xn, yn) = f(zn) −→ f(z), por lo que f(z) = (x, y), es
decir (x, y, z) ∈ F , por lo que F es cerrado.

Definimos

S ⊆
⋃
n∈ω

(ω<ω)n × (ω<ω)n × (ω<ω)n

de la siguiente manera, (s, s′, s′′) ∈ S si y sólo si
1) para cada i < long(s) = long(s′) = long(s′′) existen t, t′, t′′ ∈ N tales que

s(i) ⊆ t, s′(i) ⊆ t′, s′′(i) ⊆ t′′ y f(t′′) = (t, t′).
2) para cada i < long(s), s(i) = s′(i+ 1).
Definimos ≺∗⊆ S × S como (s, s′, s′′) ≺∗ (t, t′, t′′) si
i) long(t) < long(s), long(t′) < long(s′) y long(t′′) < long(s′′).
ii) Para cada i < long(t), t(i) ( s(i), t′(i) ( s′(i) y t′′(i) ( s′′(i).
Veamos que ≺∗ es bien fundada. Supongamos lo contrario, entonces sabemos

podemos encontrar una sucesión en S, ((sn, s
′
n, s
′′
n))n∈ω tal que para cada n ∈ ω,

(sn+1, s
′
n+1, s

′′
n+1) ≺∗ (sn, s

′
n, s
′
n)

Es claro que para cada n ∈ ω, long(sn) = long(s′n) = long(s′′n) ≥ n. Consi-
deremos i ∈ ω y (sn+i(i))n∈ω, (s′n+i(i))n∈ω y (s′in+i(i))n∈ω sucesiones en ω<ω.
Debido a para cada n ∈ ω, (sn+1, s

′
n+1, s

′′
n+1) ≺∗ (sn, s

′
ns
′′
n) tenemos que para

cada n ∈ ω, sn+1(i) ( sn(i), s′n+1(i) ( s′n(i) y s′′n+1(i) ( s′′n(i). Esto implica
que xi =

⋃
n∈ω sn+i(i) ∈ N , x′i =

⋃
n∈ω s

′
n+i(i) ∈ N y x′′i =

⋃
n∈ω s

′′
n+i(i) ∈ N .

Por la primera propiedad de S podemos considerar para cada n ∈ ω,
tn, t

′
n, t
′′
n ∈ N tales que sn(i) ⊆ tn, s′n(i) ⊆ t′n, s′′n(i) ⊆ t′′n y f(t′′n) = (tn, t

′
n). Vea-

mos que (tn, t
′
n, t
′′
n) −→ (xi, x

′
i, x
′′
i ). Sea U ⊆ N 3 un abierto tal que (xi, x

′
i, x
′′
i ) ∈

U , por ser la topología del producto existen U1, U2, U3 ⊆ N abiertos tales que
xi ∈ U1, x′i ∈ U2, x′′i ∈ U3 y U1 × U2 × U3 ⊆ U . Debido a la proposición 2.23,
existen m1,m2,m3 ∈ ω tales que Cxi|m1

⊆ U1, Cx′i|m2
⊆ U2 y Cx′i|m3

⊆ U3,
luego sean k1, k2, k3 ∈ ω tales que long(sk1+i(i)) ≥ m1, long(sk2+i(i)) ≥ m2
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y long(sk3+i(i)) ≥ m3, esto implica que para cualquier n ∈ ω tal que n ≥
máx{k1, k2, k3} tenemos que

Csn+i(i) ⊆ Csk1+i(i) ⊆ Cxi|m1
⊆ U1

analogamente es claro que Cs′n+i(i)
⊆ U2 y Cs′′n+i(i)

⊆ U3.
Como además tn+i ∈ Csn+i(i), t

′
n ∈ Cs′n+i(i)

y t′′n ∈ Cs′′n+i(i)
, entonces tenemos

que (tn, t
′
n, t
′′
n) ∈ U , esto prueba que la sucesión converge a (xi, x

′
i, x
′′
i ). Debido

a que F es cerrado esto implica que xi ≺ x′i. Pero además si i > 1,

x′i =
⋃
n∈ω

s′n+i(i) =
⋃
n∈ω

sn+i(i− 1) = xi−1,

debido a la segunda propiedad de S. Esto implica que para cada i ∈ ω, xi+1 ≺ xi,
lo cual implica que {xi : i ∈ ω} no tiene elementos minimales, por lo que ≺ no
es bien fundada. Esto es una contradicción, por lo que ≺∗ es bien fundada.

Es claro que la cardinalidad de S es numerable, por lo que debido a la
proposición 2.44 ρ(≺∗) < ω1. Ahora vamos a construir una función monótona
ϕ : T≺ \ {∅} → S. Sean (x, y) ∈≺, podemos considerar zx,y ∈ N tal que
f(zx,y) = (x, y).

Sea s ∈ T≺, si long(s) = 1 definimos ϕ(s) = ∅, si n = long(s) > 1 definimos

ϕ(s) =

((
s(1) |n, s(0) |n, zs(1),s(0) |n

)
,
(
s(2) |n, s(1) |n, zs(2),s(1) |n

)
, . . . ,

(
s(n− 1) |n, s(n− 2) |n, zs(n−1),s(n−2) |n

))
.

Es claro que ϕ(s) ∈ S y que si s∗ ( s entonces ϕ(s) ≺∗ ϕ(s∗). Esto implica por
la proposición 2.46 que ρ[T≺ \ {∅}] ≤ ρ(S) < ω1.

Por últimos veamos que ρ(≺) ≤ ρ[T≺\{∅}]. Sea x ∈ N , vamos a mostrar que
(x) ∈ T≺ satisface que ρ≺(x) ≤ ρT≺((x))). Esta prueba procede por inducción,
supongamos que para cualquier y ∈ N tal que y ≺ x, tenemos que ρ≺(y) ≤
ρT≺((y)), definimos sy = x_y. Sea y ≺ x, sabemos que (x) ( sy y que sy ∈ T≺,
además tenemos que si (y) ( t entonces sy ( s_y t ∈ T≺, es claro que ρ(t) ≤
ρ(s_y t) por lo que

ρ((y)) = sup{ρ(t) + 1 : (y) ( t} ≤ sup{ρ(s_y t) + 1 : (y) ( t}

≤ sup{ρ(t) + 1 : sy ( t} = ρ(sy).

Esto implica que
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ρ≺(x) = sup{ρ≺(y) + 1 : y ≺ x} = sup{ρT≺((y)) + 1 : y ≺ x}

≤ sup{ρT≺(sy) + 1 : y ≺ x} ≤ sup{ρT≺(t) + 1 : (x) ( t} = ρT≺((x)).

Esto deja en claro que ρ(≺) ≤ ρ[T≺\{∅}] < ω1, lo que termina la prueba.

Corolario 4.33 (El teorema de acotamiento para BF(ω)). Sea A ⊆ BF(ω) un
conjunto analítico, entonces sup{o[T ] : T ∈ A} < ω1.

Demostración. Sea A ⊆ BF(ω) un conjunto analítico, consideremos la relación
≺∗⊆ Ar(ω)×ω<ω definida como (T, t) ≺∗ (S, s) si y sólo si T = S ∈ A, s, t ∈ T
y s ( t.

Veamos que ≺ es analítica. Sea f1 : Ar(ω)→ Ar(ω)2 definida como f1(T ) =

(T, T ), sabemos que si U × V es un elemento básico de la σ-álgebra de Ar(ω)2,
entonces f−11 [U × V ] = U ∩ V , por lo que f1 es función de Borel, lo que implica
que

f [A] = {(T, S) ∈ (Ar(ω))2 : T = S ∈ A}

es un conjunto analítico y por lo tanto que

B = {(T, t, S, s) ∈ (Ar(ω)× ω<ω)2 : T = S ∈ A}

también lo es. Sabemos ya que

{(T, t) ∈ Ar(ω)× ω<ω : t ∈ T}

es un elemento de la σ-álgebra de Ar(ω)× ω<ω. Por lo que

C = {(T, t, S, s) ∈ (Ar(ω)× ω<ω)2 : t ∈ T ∧ s ∈ S}

es un elemento de la σ-álgebra de (Ar(ω) × ω<ω)2 y por lo tanto un conjunto
analítico. Por último

{(t, s) ∈ (ω<ω)2 : s ( t}

es un conjunto abierto en (ω<ω)2 por tener la topología discreta. Por lo que

D = {(T, t, S, s) ∈ (Ar(ω)× ω<ω)2 : s ( t}

es un conjunto analítico. Como

≺∗= B ∩ C ∩D
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entonces ≺∗ es una relación analítica. Gracias al teorema 3.7 y a que claramente
ω<ω×A es un espacio de Borel estándar, podemos considerar f : N → ω<ω×A
continua y suprayectiva. Entonces (f, f) : N 2 → (ω<ω×N )2 es función de Borel
por lo que ≺ = (f, f)−1[≺∗] es un conjunto analítico.

Debido a que A ⊆ BF(ω) sabemos que ≺∗ es bien fundada. Esto a su vez
implica que ≺ es bien fundada, pues si ≺ no fuera bien fundada existiría (xn)n∈ω

sucesión en N tal que para cada n ∈ ω, (xn+1, xn) ∈ ≺, por lo que para cada
n ∈ ω, (f(xn+1), f(xn)) ∈ ≺∗, lo cual contradice el hecho de que ≺∗ es bien
fundada.

Por el teorema anterior ρ(≺) < ω1, pero f−1 : ω<ω × A→ N es monótona,
por lo que ρ(≺∗) ≤ ρ(≺) < ω1. Sea η = ρ(≺∗) < ω1. Para cada T ∈ A,
fT : T → ω<ω × A definida como fT (t) = (t, T ) es monótona, por lo que para
cada T ∈ A, o(T ) ≤ η, esto implica que sup{o(T ) : T ∈ A} ≤ η < ω1. Lo que
termina la prueba.

El siguiente es un teorema de Bourgain [Bou80] cuya prueba nos alejaría
demasiado del objetivo de esta sección, sin embargo, contamos ya con la teoría
suficiente para entender su importancia.

Teorema 4.34 (Bourgain). Sean X un espacio de Banach real con base de
Schauder y (en)n∈ω una base de Schauder normalizada de X con constante
básica K. Entonces para cada α < ω1 existe un espacio de Banach real reflexivo
Rα(X) tal que

o[T ∗NC(Rα(X), X, (en)n∈ω, 2K)] ≥ α

Como último prerrequisito necesitamos el siguiente lema.

Lema 4.35. Sean X un espacio de Banach real con base de Schauder, (en)n∈ω

una base de Schauder normalizada de X y Y ∈ NCX . Entonces para cualquier
C ≥ 1,

o[T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C)] ≤ o[TNC(Y,X, (en)n∈ω)]

Demostración. Sean X y (en)n∈ω como en las hipótesis. Consideremos
(y0, . . . , yn) ∈ T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C), como (y0, . . . , yn, 0, . . . ) es C-equivalente
a (e0, . . . , en, 0 . . . ). Esto implica que para cada i ≤ n, C−1 ≤ ||yi||≤ C. De-
bido a que las normas de los elementos de esta base están acotadas, podemos
considerar la base de Schauder normalizada

{
y0
||y0|| , . . . ,

yn
||yn||

}
y asegurar que es

C-equivalente a {y0, . . . , yn}.
Consideremos el conjunto de funciones cuya existencia asegura el teorema

de Kuratowski-Ryll-Nardzewski {dn : EBS → C (C) | n ∈ ω}, y K la constan-
te básica de (en)n∈ω, definamos para cada i ≤ n, mi ∈ ω tal que ||dmi(Y ) −



4.3. APLICACIONES. 157

yi
||yi|| ||<

1
2C2K 2−i−2. Sabemos entonces que (dm0(Y ), . . . , dmn(Y ), 0, . . . ) es base

de Schauder 2-equivalente a
{

y0
||y0|| , . . . ,

yn
||yn||

}
. Esto implica que

(dm0
(Y ), . . . , dmn(Y ), 0, . . . ) es 2-equivalente a

{
y0
||y0|| , . . . ,

yn
||yn||

}
y por lo tanto

2C2-equivalente a (en)n∈ω. Por lo que para cualquier k ≥ 2C2, (m0, . . . ,mn) ∈
TNC(Y,X, (en)n∈ω, k). Esto define cualquier k ≥ 2C2 una función

ϕk : T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C)→ TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)

monótona. Esto implica que para cualquier k ≥ 2C2,

o[T ∗NC(Y,X, (en)n∈ω, C)] ≤ o[TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)].

A su vez si t ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω, k) entonces k_t ∈ TNC(Y,X, (en)n∈ω) lo
que también define una función monótona

ψk : TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)→ TNC(Y,X, (en)n∈ω)

por lo que

o[TNC(Y,X, (en)n∈ω, k)] ≤ o[TNC(Y,X, (en)n∈ω)].

Ambas desigualdades implican el resultado.

El resultado más importante de esta tesis es el siguiente:

Teorema 4.36 (Bossard). Sean X un espacio de Banach real con base de Schau-
der y A ∈ Σ1

1(EBS) tal que para cada Y ∈ EBS reflexivo existe Z ∈ A tal que
Z ∼= Y . Entonces existe X ′ ∈ A \NCX .

Demostración. Consideremos X y A como en las hipótesis. Sea (en)n∈ω una
base de Schauder normalizada de X. Sabemos por el teorema 4.20 que

{(Y,Z) ∈ Subs(X)× Subs(X) : Y ∼= Z}

es un conjunto de Borel, en particular es analítico. Es claro que EBS×A es
analítico, además sabemos que

{(Y, Z) ∈ EBS×EBS : (Y ∼= Z) ∧ (Z ∈ A)}

= {(Y, Z) ∈ EBS×EBS : Y ∼= Z} ∩ (EBS×A)

por lo que es un conjunto analítico. Sea

A∼= = {Y ∈ EBS : ∃Z ∈ A (Y ∼= Z)}.
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Si p1 : EBS×EBS→ EBS está definida como p1(X1, X2) = X1, entonces

p1[{(Y, Z) ∈ EBS×EBS : (Y ∼= Z) ∧ (Z ∈ A)}] = A∼=

por lo que este conjunto es analítico.
Veamos que A∼= * NCX . Supongamos lo contrario, consideremos la función

ϕ : EBS → Ar(w) definida como ϕ(Y ) = TNC(Y,X, (en)n∈ω). Al ser ϕ función
de Borel y ser A∼= analítico, entonces ϕ[A∼=] es un conjunto analítico. Debido
a que A∼= ⊆ NCX , tenemos que ϕ[A∼=] ⊆ ϕ[NCX ] = BF(ω). Por lo que por el
corolario 4.33 sabemos existe un ordinal η < ω1 tal que

sup{o[ϕ(Y )] : Y ∈ A∼=} ≤ η.

Pero por el teorema 4.34 existe Rη(X) ∈ A∼= y K ≥ 1 tal que

o[T ∗NC(Rη(X), X, (en)n∈ω, 2K)] > η

esto implica por el lema que

o[TNC(Rη(X), X, (en)n∈ω)] > η

lo cual es una contradicción. Por lo tanto A∼= * NCX , sea Y ∈ A∼= \ NCX ,
entonces existe X ′ ∈ A tal que X ′ ∼= Y , es evidente que X ′ /∈ NCX .

Considerando X = C (C) en el resultado anterior tenemos el siguiente coro-
lario.

Corolario 4.37. Sea A ∈ Σ1
1(EBS) tal que para cada Y ∈ EBS reflexivo existe

Z ∈ A tal que Z ∼= Y . Entonces existe X ∈ A universal.

Corolario 4.38 (Bourgain). Sea X espacio de Banach real universal para la
clase de los espacios de Banach separables reflexivos, entonces X es universal.

Demostración. Sea X como en las hipótesis. Sabemos por la proposición 4.13
que

{(Z, Y ) ∈ F (X)× F (X) : Z ⊆ Y }

es Borel, en F (X)× F (X), por lo que

{(Z, Y ) ∈ EBS×EBS : Z ⊆ Y }

es de Borel, como además

{(Z,X) ∈ EBS×EBS : Z ⊆ X} = {(Z, Y ) ∈ EBS×EBS : Z ⊆ Y }∩EBS×{X}
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entonces considerando la proyección p1 : EBS×EBS→ EBS tenemos que

p1[{(Z,X) ∈ EBS×EBS : Z ⊆ X}] = {Z ∈ EBS : Z ⊆ X}

es un conjunto analítico que cumple las hipótesis del corolario anterior. Por lo
tanto existe X ′ ⊆ X universal, lo que implica que X es universal.

Debido al corolario 1.55, la clase de los espacios de Banach separables y
reflexivos está contenida en la clase F3, esto implica que si un espacio de Banach
es universal para la segunda clase es universal para la primera. Esta observación
junto con el corolario anterior nos permiten concluir el siguiente resultado.

Corolario 4.39. Sea X espacio de Banach real separable universal para F3,
entonces X es universal.

Debido al teorema de Banach-Alaoglu si X es un espacio de Banach y
Q∗ : X∗ → X∗∗∗ es el encaje canónico entonces BX∗∗ es compacta con la
topología inducida por Q∗[X∗]. Más aún, si X es reflexivo, entonces por el
teorema 1.50 X∗ también es reflexivo por lo que Q∗[X∗] = X∗∗, por lo que
BX∗∗ es compacta en la topología débil, como además Q : X → X∗∗ es un
isomorfismo entre espacios de Banach, entonces BX es compacta en la topología
débil de X.

Esto demuestra que la clase de los espacios de Banach separables y reflexivos
está contenida en F1. Esto junto con el corolario 4.38 nos permiten concluir el
siguiente resultado.

Corolario 4.40. Sea X espacio de Banach real separable para F1, entonces X
es universal.

Nuestros últimos resultados, corolarios inmediatos de los dos resultados pre-
vios, nos ofrecen las respuestas buscadas. Szlenk pudo probar estos resultados
utilizando una herramienta innovadora en su momento, el hecho de que hayamos
podido demostrar varios resultados considerablemente más generales es testigo
de la elegancia y el poderío de la teoría que hemos desarrollado.

Corolario 4.41 (Szlenk). No existe un espacio de Banach real separable que
pertenezca a F1 y sea universal para F1.

Corolario 4.42 (Szlenk). No existe un espacio de Banach real separable que
pertenezca a F3 y sea universal para F3.

Para terminar este capítulo quisiéramos exponer por qué esta línea de inves-
tigación no sólo ha ofrecido poderosos resultados, sino que aún ofrece preguntas
abiertas.
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La codificación de cada espacio de Banach separable como un punto del
espacio EBS es estándar hoy en día. Casi todas las clases de espacios de Banach
separables han sido analizadas con esta herramienta y su complejidad en la
jerarquía de Borel ha sido calculada. A pesar de esto, resulta interesante que si
bien se ha mostrado que el conjunto

S = {X ∈ EBS : X tiene una base de Schauder}

es un conjunto analítico, aún no se sabe si además es un conjunto de Borel.
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