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4.3. HS(6, 3) agrupada como una gráfica bipartita balanceada. . . 74
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iv
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Resumen

La topoloǵıa de una red de interconexión es importante en computación
paralela; en particular, la red de interconexión hiperestrella, que es un h́ıbri-
do de las redes hipercubo y estrella, supera en rendimiento al hipercubo y
algunas de sus variantes, en lo concerniente al costo de la red, utilizando el
producto del grado y el diámetro como medida.

Se revisarán algunas propiedades de la gráfica hiperestrella como la sime-
tŕıa, conexidad e inmersión, además de un algoritmo de enrutamiento y un
algoritmo simple de vecindad de difusión de la información.

Se analizará la gráfica hiperestrella desde el punto de vista tanto topológico
como algoŕıtmico. Respecto a las propiedades topológicas, se trata de esta-
blecer relaciones entre la hiperestrella con las gráficas impares, hipercubo y
toro. También se da una ecuación formal para el área de la superficie de la
gráfica.

Se presentan dos algoritmos de enrutamiento, uno para la hiperestrella con
forma regular y otro para la variante doblada, también se revisa un algorit-
mo simple de difusión de la información para la hiperestrella. Además, se
demuestra que la hiperestrella doblada, tiene tolerancia a fallos óptima.
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Introducción

Un sistema con varios procesadores necesita de medios de comunicación
entre ellos, por lo cual será necesaria una v́ıa de comunicación, para unir
f́ısicamente la memoria compartida a todos los procesadores o para el inter-
cambio de datos entre ellos, conectados mediante una red de interconexión.

El modelo de una red de interconexión como una gráfica, donde un pro-
cesador se puede representar como un vértice, y un canal de comunicación
entre ellos, se representa como una arista, desempeña un papel importante
en los aspectos de comunicación de la red.

El cómputo paralelo es importante para aplicaciones que demandan alto ren-
dimiento el cual depende en gran medida de las propiedades topológicas de
la gráfica elegida para ella.

Las propiedades relativas a la topoloǵıa son relevantes para la comunica-
ción en la red de interconexión, ya que repercuten en un menor tiempo de
transmisión de los mensajes y en el rendimiento de una computadora paralela.

El modelo gráfico que tiene un menor grado y diámetro se considera más
conveniente, porque esto implica un menor costo en la implementación del
hardware, además de menor tiempo en la transmisión de los mensajes.

En esta tesis se avanza en el entendimiento de la gráfica Hiperestrella y su
variante la Hiperestrella doblada las cuales fueron propuestas por Lee, [13] y
Kim, [14] se ilustran sus propiedades para mejorar su comprensión, se hace
más perceptible la correspondencia con otras gráficas al trazar sus modelos
con relación a la hiperestrella. En general se pretende divulgar el conocimien-
to de la red de interconexión hiperestrella de tal manera que sea más fácil de

2



comprender.

Este trabajo está organizado de la siguiente forma:

En el caṕıtulo 1 se exponen las bases teóricas del cómputo paralelo, ne-
cesarias para la comprensión del ámbito en el que se desarrollan las redes de
interconexión, abarca desde los modelos de cómputo paralelo hasta algunas
topoloǵıas de redes de interconexión, sin dejar de lado la parte algoŕıtmica.

Durante el caṕıtulo 2 se introduce la gráfica hiperestrella , se ven sus propie-
dades topológicas como son grado, diámetro, simetŕıa, escalabilidad, conec-
tividad e inmersión de otras gráficas. Estas propiedades dan soporte teórico
a los temas principales de una red de interconexión. Además, se ve un algo-
ritmo de enrutamiento para construir una ruta más corta.

El caṕıtulo 3 es de las propiedades de la gráfica hiperestrella, su relación
con las gráficas pares e impares, además del área de la superficie para la
hiperestrella, tomando en cuenta principalmente su versión regular.

Para el caṕıtulo 4 se consideran las caracteŕısticas de comunicación de la
hiperestrella, se presenta un esquema de difusión uno a todos en la hiperes-
trella, además de la vecindad de difusión de la información, en el modelo de
un solo puerto.

Se demuestra que la gráfica hiperestrella regular es bipartita balanceada.
Para terminar el caṕıtulo, se demuestran propiedades relacionadas con cami-
nos entre vecinos de un vértice fuente fijo.

En el caṕıtulo 5 se presenta una variación de la gráfica hiperestrella lla-
mada gráfica hiperestrella doblada. Entre otras cosas, se verá un algoritmo
de enrutamiento, sus propiedades, la relación con otras gráficas y su toleran-
cia a fallos.

Finalmente, se presentan las conclusiones de este trabajo y dos anexos con
conceptos básicos de álgebra superior y teoŕıa de gráficas.
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Caṕıtulo 1

Modelos de cómputo en
paralelo

Un sistema con varios procesadores necesita de medios de comunicación
entre dichos procesadores, esta función de comunicación puede realizarse
básicamente de dos formas:

1. Intercambio de información mediante accesos a la memoria por parte
de los diversos procesadores. En este caso se establece la comunicación
mediante lectura y escritura a una memoria compartida.

2. A través del env́ıo de copias de información desde cada uno de los
procesadores hacia los demás elementos de proceso con los que se
quiera comunicar, en una memoria distribuida. Los modelos de paso
de mensajes están basados en primitivas de comunicación entre los
procesadores.

En ambos casos será necesaria una v́ıa de comunicación, para unir f́ısicamente
la memoria compartida a todos los procesadores o para el intercambio de
datos entre los procesadores, conectados mediante una red de interconexión.
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1.1. Taxonomı́as de arquitecturas paralelas

Una clasificación básica de las arquitecturas de computadoras se llama
taxonomı́a de Flynn, [3]. Organiza las arquitecturas en cuatro categoŕıas
basadas en la presencia de uno o varios flujos de instrucciones y datos.

Definición 1 Una secuencia de instrucciones es un conjunto de instruc-
ciones secuenciales para ser ejecutado por un solo procesador; mientras que
la secuencia de datos es el flujo secuencial de los datos requeridos por la
secuencia de instrucciones.

Las cuatro categoŕıas de Flynn son los siguientes:

Instrucción simple, flujo de datos simple, SISD
(Single Instruction, Single Data Stream)

Una computadora SISD es una máquina secuencial general, en la que
solamente una instrucción se ejecuta en cualquier momento. No hay
paralelismo ni en la instrucción ni en el flujo de datos en esta clase de
equipos, de los cuales pocos se fabrican en la actualidad, ya que las
computadoras de hoy en d́ıa utilizan pequeños grados de paralelismo,
para lograr una mayor eficiencia. En la mayoŕıa de las situaciones, son
capaces de ejecutar simultáneamente dos o más instrucciones.

Instrucción múltiple, flujo de datos simple, MISD
(Multiple Instruction, Single Data Stream)

Esto significa que varias instrucciones operan en una sola pieza de datos.
Hay dos maneras de interpretar la organización de una máquina MISD.
Una es aquella que contiene N procesadores, cada uno con su propia
unidad de control y todos los procesadores comparten una unidad de
memoria común. En este tipo de equipos, el paralelismo se consigue
mediante el uso de varias unidades funcionales para realizar diferentes
operaciones sobre los mismos datos, pero en la práctica, no existe una
implementación conocida de esta clase de equipos. Otra manera es con-
siderar una clase de máquinas en las que los datos fluyen a través de
una serie de unidades de procesamiento con un gran pipeline, como son
los arreglos sistólicos y procesadores vectoriales.
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Instrucción simple, flujo de datos múltiple, SIMD
(Single Instruction, Multiple Data Stream)

Una computadora SIMD consiste de N procesadores idénticos, cada
uno con memoria local propia para almacenar datos. Todos los pro-
cesadores funcionan bajo el control de un flujo de instrucciones único
expedido por una unidad de control central. Los procesadores operan
de forma sincronizada: en cada fase, todos los procesadores ejecutan la
misma instrucción en un elemento de datos diferente. Las computado-
ras SIMD son más versátiles que las computadoras de MISD.

Instrucción múltiple, flujo de datos múltiple, MIMD
(Multiple Instruction, Multiple Data Stream)

En una computadora MIMD, múltiples procesadores autónomos ejecu-
tan simultáneamente distintas instrucciones en datos diferentes, donde
cada procesador tiene su propia unidad de control y memoria local.
Por lo tanto, los procesadores están ejecutando potencialmente distin-
tos programas en diferentes datos mientras se resuelven subproblemas
distintos dentro de un mismo problema. Esto hace a las computadoras
MIMD más potentes que las otras tres clases de computadoras.

1.2. El modelo PRAM (Parallel Random

Access Machine)

La máquina paralela de acceso aleatorio, que se muestra en la figura 1.1,
se compone de un grupo de procesadores idénticos, una memoria común que
es compartida por estos procesadores y una unidad de acceso a la memoria,
[1]. Cada procesador es similar a la máquina de acceso aleatorio, excepto que
su CPU puede acceder a localidades tanto de su memoria local de acceso
aleatorio, como a su memoria común, [18].

1.2.1. Acceso a la Memoria

En un paso de ejecución determinado, un procesador puede realizar algún
cálculo, leer o escribir en la memoria compartida. Dependiendo de si está
permitido o no que dos o más procesadores puedan leer o escribir en la misma
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Unidad de acceso a la memoria

RAM

P
1

RAM

P
2

RAM

P
n

Memoria compartida

Figura 1.1: Máquina de memoria compartida.

posición de memoria a la vez, los equipos bajo el modelo PRAM pueden ser
clasificados en cuatro grupos:

Lectura exclusiva, escritura exclusiva, EREW
(Exclusive Read, Exclusive Write)

Es el modelo más restrictivo, solo un procesador puede leer el contenido
de una posición determinada de memoria y solo un procesador puede
escribir en una posición determinada de memoria, durante una unidad
de tiempo. En este escenario ningún conflicto se producirá cuando los
procesadores acceden a sus datos.

Lectura exclusiva, escritura simultánea, ERCW
(Exclusive Read, Concurrent Write)

Varios procesadores puede escribir en una localidad determinada de
memoria a la vez, pero solo un procesador puede leer una localidad de
memoria. Este modelo PRAM es poco práctico.

Lectura concurrente, escritura exclusiva, CREW
(Concurrent Read, Exclusive Write)

Durante una unidad de tiempo, varios procesadores pueden leer una
posición determinada de memoria, pero solo un procesador puede es-
cribir en ella.
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Lectura concurrente, escritura simultánea, CRCW
(Concurrent Read, Concurrent Write)

Varios procesadores pueden leer o escribir en la misma localidad de
memoria al mismo tiempo. En teoŕıa, este modelo es el más poderoso
de los cuatro, pero representa un extremo el cual no refleja la realidad
como la conocemos, [18].

Los conflictos son inevitables, cuando se permite una instrucción de escritura
concurrente en un modelo PRAM. Con el fin de decidir el contenido
resultante de instrucciones sobre una posición de memoria espećıfica, cuando
varios procesadores intentan escribir simultáneamente en ese lugar, se deben
adoptar algunos métodos al ejecutar una instrucción de escritura concurrente.
Estos métodos incluyen:

1. Escritura concurrente prioritaria
Se asignan prioridades a los procesadores, sólo se le permite escribir al
procesador con la prioridad más alta. El algoritmo determina cuando
se adecuan las prioridades.

2. Escritura concurrente común
Sólo se les permite escribir a los procesadores, si están tratando
de hacerlo con el mismo valor. En este caso, un procesador que se
selecciona arbitrariamente tiene éxito. La instrucción se indicará como
sigue:

(a) Falla común: Si los valores por escribir en una localidad de
memoria no son todos iguales, entonces el contenido de la localidad
de memoria no se modifica.

(b) Colisión común: Esta instrucción requiere una etiqueta de
”fracaso”, que se almacena en la localidad de memoria, en caso de
que la escritura concurrente no tenga éxito, debido a que dos o mas
procesadores intentan escribir valores diferentes.

(c) Falla segura común: Aqúı el fracaso no es tolerado. El algoritmo
se debe diseñar de tal manera que, cuando varios procesadores deseen
escribir en la misma localidad de memoria, deben tratar de escribir
el mismo valor. En cualquier otro caso, la ejecución del algoritmo se
termina, [1].
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3. Escritura concurrente arbitraria
De todos los procesadores que intentan escribir simultáneamente, en
una localidad de memoria, cualquiera puede tener éxito sin afectar
la exactitud del algoritmo. Sin embargo, el algoritmo debe especificar
exactamente, cómo se va a seleccionar al procesador que escribió de
manera exitosa.

4. Escritura concurrente aleatoria
Aqúı, el procesador que tiene éxito en la escritura es elegido por
un proceso aleatorio. Esta instrucción la pueden usar algoritmos que
incluyen un elemento aleatorio en su ejecución.

5. Escritura concurrente combinada: En este modelo de escritura
simultánea, todos los valores que esos procesadores pretenden escribir
concurrentemente en la misma localidad de memoria se combinan en
un valor único, para después registrarse en esa localidad de memoria.
Esta instrucción tiene varias formas, dependiendo de la función que el
algoritmo tiene que usar, para combinar los valores antes de guardar el
resultado. Las variantes disponibles son las siguientes:

(a) Funciones aritméticas: Los valores que se escriben son sumados
ó multiplicados.
(b) Funciones lógicas: Un conjunto de valores lógicos se pueden
combinar usando las expresiones AND, OR y XOR. Las negaciones de
estas funciones también están disponibles, llamadas NAND, NOR y NXOR

respectivamente.
(c) Función de selección: Se seleccionan los valores más pequeños o
más grandes para ser escritos en una localidad de memoria.

1.3. Análisis de algoritmos paralelos

Un algoritmo paralelo puede ser significativamente más rápido que la
mejor posible solución secuencial. Los criterios más importantes que se usan
para analizar un algoritmo paralelo son: tiempo de ejecución, cuántos
procesadores usa y el número total de pasos que ejecuta. Un criterio
no tan ampliamente usado es la probabilidad de éxito para completar
la tarea.
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Tiempo de ejecución

Está definido como el tiempo tomado por el algoritmo, para resolver un
problema en una computadora. Espećıficamente, es el tiempo transcurrido
entre el momento en que el primer procesador en una computadora en pa-
ralelo empieza a operar en la entrada inicial y el momento en que el último
procesador termina produciendo la salida final.

Se tiene que poner atención al peor caso, que es el tiempo requerido para
resolver el ejemplar más dif́ıcil del problema, usando este algoritmo, [1].

Usualmente se cuentan cuántos pasos elementales son ejecutados por un al-
goritmo cuando se resuelve un problema en el peor caso, como una medida
del tiempo de ejecución. Existen dos tipos diferentes de pasos elementales:

1. Pasos de cómputo: Es una operación aritmética o lógica ejecutada en
uno o dos datos dentro de un procesador, como la suma, comparación
e intercambio de dos números.

2. Pasos de enrutamiento: Tienen lugar cuando un dato de tamaño cons-
tante es transmitido de un procesador a otro procesador v́ıa memoria
compartida o una red de interconexión.

Cada paso de cómputo toma un número constante de unidades de tiempo,
mientras que, un paso de enrutamiento, depende de la distancia entre los
procesadores. El tiempo que tarda un paso de enrutamiento, depende de si
los procesadores comparten una memoria común o se comunican mediante
una red de interconexión.

El tiempo de ejecución de un algoritmo paralelo está en función del tamaño
de la entrada. Para un problema de tamaño N , se usa t(N) para denotar
el número de unidades de tiempo del peor caso, requeridas por el algoritmo
paralelo. Se usa p(N) para denotar el número de procesadores usados por un
algoritmo paralelo para resolver un problema de tamaño N .

Costo

El costo denotado por c(N), de un algoritmo paralelo para un problema
de tamaño N , es una cota superior del número total de pasos elementales
ejecutados, está definido como c(N)= t(N)×p(N).
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Número de procesadores

Otro criterio para la medida del rendimiento de un algoritmo paralelo es
el número de procesadores que usa. Existen varias razones para incluir este
número en el análisis, entre ellas están las siguientes:

1. Se prefiere el algoritmo que usa menos procesadores, el menos costoso.
Al tratar de mantener todos los procesadores ocupados, mientras se
resuelve un problema, una computadora paralela puede necesitar un
tiempo de ejecución mayor, que si hubiera usado menos procesadores.

2. Si dos algoritmos usan la misma cantidad de procesadores, esto sugiere
que se necesita encontrar otro criterio para evaluar los algoritmos.

3. En algunos casos, un tiempo óptimo, o cierta velocidad de procesa-
miento, solo se puede alcanzar con un número dado de procesadores.

4. Puede ser que el desempeño de un algoritmo paralelo baje de manera
grave, si el número de procesadores cae por debajo de cierto valor.

5. Si existe una cota inferior en el número total de pasos requeridos para
resolver un problema, entonces elegir un cierto número de procesadores
pone una cota inferior en el tiempo de ejecución de un algoritmo
paralelo.

6. Un número mı́nimo de procesadores se puede necesitar para garantizar
el éxito de los cálculos.

7. La estructura de una computadora paralela para la cual un algoritmo
esta destinado, puede no adaptarse al número de procesadores
requeridos por el algoritmo.

1.4. Redes de interconexión

A diferencia de las máquinas de memoria compartida, los procesadores
en una red de interconexión están conectados entre śı, por medio de enlaces
directos, con el fin de afectar el intercambio de datos. Cada procesador tiene
su propia memoria local, inaccesible a los demás, además de que se tienen
M ubicaciones de memoria distribuidas entre los N procesadores; los enlaces
entre un par de procesadores tienen ĺıneas de comunicación de doble v́ıa,
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en otras palabras, dos procesadores conectados por un enlace pueden inter-
cambiar datos simultáneamente. También se les llama vecinos.

La comunicación entre los distintos procesadores, debe realizarse median-
te paso de mensajes, es importante entonces que la longitud de la ruta más
grande que conecta dos procesadores sea lo más pequeña posible, dicha lon-
gitud se conoce como diámetro; el diámetro representa una cota sobre el
número de saltos que realizaŕıa un mensaje para llegar de un procesador a
otro. También son importantes los algoritmos de enrutamiento que marcan
las rutas que deben seguir los mensajes para evitar las colisiones, ya que to-
dos los procesadores env́ıan información a la vez.

Usualmente los procesadores con memoria distribuida, tienen menor capa-
cidad de memoria que el único elemento de memoria de un procesador con
memoria compartida; entonces los datos necesarios para resolver un proble-
ma, deben distribuirse de forma adecuada entre los procesadores, intentando
minimizar la duplicación de datos y equilibrar la carga entre los distintos
procesadores.

Cuando se diseñan redes de interconexión se deben tomar ciertas conside-
raciones, entre las cuales están:

1. Topoloǵıa. La topoloǵıa de las redes de interconexión; es decir, la
forma en que están conectados los N procesadores.

2. Número de vecinos. Cuando el número de vecinos de un procesador
es constante ó una función de N , se supone que un procesador puede
enviar y recibir datos a un número constante de vecinos en una unidad
de tiempo.

3. Tamaño constante de mensajes por transmisión. Cada mensaje
que un procesador pretende transmitir se considera un dato de tamaño
fijo. Si m datos son enviados desde un procesador a otro, entonces se
necesitan m transmisiones.

4. Tiempo de iniciación constante por comunicación. Sea P un
procesador con x vecinos. El valor de x puede ser determinado por una
función que depende de N , el número de procesadores o puede ser un
valor constante, con el fin de seleccionar uno de sus vecinos para la
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transmisión, el procesador P necesita un tiempo determinado que se
define en función de x.

5. Tiempo constante por v́ınculo. Si el v́ınculo que conecta dos
procesadores tiene longitud l, entonces el tiempo para recorrer el
v́ınculo está en función de l.

6. Tiempo constante para recibir un dato. Si un procesador tiene
x vecinos, donde x puede ser constante o una función de N , entonces
necesita tiempo que está en función de x, para seleccionar un vecino
del cual recibirá los datos.

7. Tiempo constante por acceso a la memoria. Cada procesador
tiene una memoria de tamaño M/N . Si un procesador es la fuente o
el destino de un dato, debe leer o escribir el dato en su memoria. Esto
toma tiempo que esta en función de M/N .

8. Comunicación estática. A menos que otra cosa sea establecida, se
supone que las rutas están predefinidas. En otras palabras, la dirección
del procesador destino se usa para encontrar una ruta más corta desde
el procesador origen, [1].

9. Sincrońıa. Se supone que todos los procesadores operan de manera
śıncrona. En un paso que requiere tiempo constante, un procesador
puede recibir datos desde un número constante de vecinos, realizar un
cálculo, además de enviar datos a un número constante de vecinos.

10. Procesador. Cada procesador en la red puede realizar operaciones y
acceder a su propia memoria local, además de comunicarse con sus
vecinos, mediante puertos que tiene a su disposición.

La red de interconexión se modela usualmente, como una gráfica no dirigida
G = (V,E). El conjunto de vértices V de G representa los procesadores de
la red de interconexión, las aristas en E representan los enlaces entre pares
de procesadores vecinos. Existe una arista entre dos vértices en G si y solo
si existe un enlace directo entre dos procesadores correspondientes en la red
de interconexión.

A lo largo de esta tesis, se usarán los términos red de interconexión y gráfi-
ca de manera indistinta. Por lo tanto, los criterios usados para evaluar una
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gráfica no dirigida también son adecuados para el análisis de la red de inter-
conexión correspondiente.

Definición 2 La tolerancia a fallos de una red es la propiedad que
permite, que ésta siga funcionando cuando algunos de sus componentes fallan.

Usualmente las redes y, por tanto, las gráficas que las modelan, son conexos.
Es deseable que una red se mantenga conexa si algún fallo se produce. Una
medida de tolerancia a fallos en gráficas, corresponde a la eliminación de
vértices o aristas.

Las redes de interconexión también están clasificadas en dos modelos, basa-
dos en la cantidad de vecinos con los cuales un procesador se puede comunicar
al mismo tiempo.

Definición 3 En el modelo de un solo puerto, cada procesador, o
realmente el router asociado, puede enviar o recibir solo un mensaje en cada
ciclo de comunicación, [17].

Definición 4 En el submodelo de SIMD conocido como modelo de
comunicación todo puerto se permite la transmisión y recepción desde un
procesador hacia todos sus vecinos a la vez, [17].

Los problemas de comunicación en las redes de interconexión son a menudo
considerados por separado para estos dos modelos diferentes.

1.4.1. Arreglo lineal y Anillo

En la red de interconexión denominada arreglo lineal, cada procesador
está conectado a dos vecinos, excepto para los dos procesadores en los
extremos, los cuales tienen solo un vecino. Por lo tanto, todos los procesadores
de esta red de interconexión forman un arreglo unidimensional. Una red de
interconexión arreglo lineal se muestra en la figura 1.2. Se puede ver que el
máximo grado del arreglo lineal de tamaño N es 2 y el diámetro es O(N). Si
los dos procesadores en los extremos están conectados por un enlace directo,
entonces se forma un caso especial del arreglo lineal, denominada red de
interconexión anillo.
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Figura 1.2: Arreglo lineal con 5 procesadores.

1.4.2. Malla

La gráfica no dirigida correspondiente a la red de interconexión
denominada malla 2-dimensional Mn, es un arreglo de dos dimensiones. El
procesador en la fila i y la columna j es denotado por Pi,j sus vecinos serán
Pi−1,j, Pi+1,j, Pi,j−1 y Pi,j+1, si existen. Excepto para los procesadores en las
filas y columnas en el contorno, todos los procesadores tienen cuatro vecinos.
Los procesadores en las filas y columnas del contorno tienen menos de cuatro
vecinos. Aśı, el máximo grado de la malla es 4. Se puede demostrar que el
diámetro de una malla con m filas y n columnas es O(m+ n).

Figura 1.3: Malla de 3 × 3.

Otra forma de definir y generalizar la malla es como el producto cartesiano
de n rutas Pm1 × Pm2 × . . .× Pmn , donde Pmi

es la ruta con mi vértices; de
la misma forma, una red de interconexión 2-dimensional denominada Toro
y denotada por Tn, está definida como el producto cartesiano de n ciclos
Cm1 ×Cm2 × . . .×Cmn , donde Cmi

es un ciclo con mi vértices. Las mallas y
los toros son ampliamente usados en arquitecturas de computadoras, [8].
La figura 1.3 muestra una malla de 3× 3, los ı́ndices de fila y de columna se
muestran en la gráfica.

1.4.3. Hipercubo

Un hipercubo n-dimensional Qn consiste de N = 2n procesadores
conectados como sigue: Cada procesador está etiquetado por un número
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binario de n-bits. Dos procesadores están conectados uno al otro si y solo
si sus etiquetas binarias difieren exactamente en una posición de bit, [8]. Qn

se puede definir recursivamente usando el producto cartesiano como sigue:

Qn =

{
K2 n = 1

Qn−1 ×K2 n ≥ 2

El máximo grado y diámetro de un hipercubo n-dimensional son ambos
n. Podŕıa decirse que la gráfica hipercubo es la más usada como red
de interconexión, aunque existen muchas variantes del hipercubo; en este
apartado solo se dará una breve introducción a tres de estas variantes. La
figura 1.4 muestra los hipercubos Q2, Q3 y Q4.

Figura 1.4: Hipercubos (a) Q2 (b) Q3 (c) Q4.

1.4.3.1. Cubo torcido (Twisted cube)

Sea C cualquier 4-ciclo en Qn. Además, sean (u, x) y (v, y) dos aristas
independientes (no comparten un vértice extremo) cualesquiera en C. La
gráfica n-cubo torcido TQn, se construye como sigue: Se eliminan las aristas
(u, x) y (v, y) de Qn y se conectan mediante aristas, el vértice u con el vértice
y, además de v con x. Es decir, TQn = Qn−{(u, x), (v, y)}+ {(u, y), (v, x)}.
El cubo torcido TQn tiene un diámetro de ⌈n

2
⌉, es n-regular, [8] y se observa

16



que tiene el mismo número de vértices y aristas que Qn. Además, TQn tiene
dos hipercubos Qn−1 como subgráficas ajenas, [20].

Los cubos torcidos TQ2, TQ3 y TQ4 se muestran en la figura 1.6. El cubo

Figura 1.5: Gráficas (a) TQ2, (b) TQ3 y (c) TQ4.

puede ser torcido alrededor de cualquier 4-ciclo, el Qn torcido canónicamente
es aquel cuyos vértices u, v, x, y y tienen las etiquetas:
b(u) = 000 . . . 0, b(v) = 010 . . . 0, b(x) = 100 . . . 0, b(y) = 110 . . . 0.

1.4.3.2. Hipercubo doblado (Folded hypercube)

El hipercubo doblado fue propuesto para reducir aún más la congestión de
tráfico y diámetro, con una pequeña sobrecarga de hardware. Un hipercubo
doblado de dimensión n, denotado como FQn, se puede construir de
un hipercubo Qn, agregando aristas que conecten cualquier vértice u =
u1u2 . . . un−1un a ū = ū1ū2 . . . ūn−1ūn, donde ūi = 1 − ui es el complemento
de ui, con lo cual se agregan 2n−1 aristas complementarias, [8].

17



Figura 1.6: (a) FQ2, (b) FQ3 y (c) FQ4.

El hipercubo doblado FQn tiene el mismo conjunto de vértices que el
hipercubo con la misma dimensión, su conjunto de aristas contiene las
aristas de Qn. El hipercubo es una subgráfica de expansión del hipercubo
doblado correspondiente. Se define el peso de Hamming como el número
de śımbolos diferentes de 0, una arista (u, v) está en FQn si y solo si el peso de
Hamming H(u XOR v) = 1 o H(u XOR v) = n. En otras palabras, dos vértices
están conectados si y solo si su representación binaria difiere en 1 bit o son
complemento una de la otra. Se muestran en la figura 1.7 los hipercubos
doblados de dimensión n, donde n ∈ {2, 3, 4}.

1.4.4. n-Estrella

Para un entero n, n ≥ 2, una red de interconexión n-estrella Sn tiene n!
vértices, la etiqueta v = u1u2 . . . un de cada procesador Pv es una permu-
tación de los śımbolos en el conjunto N = {1, 2, . . . , n}, donde ui ∈ N . El
procesador Pv está conectado por una arista a cada uno de los n−1 procesa-
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dores Pu, donde u se obtiene al intercambiar los śımbolos primero e i-ésimo
de v.

La n-estrella Sn es una gráfica con el conjunto de vértices

V (Sn) = {u1u2 . . . un|ui ∈ N y ui ̸= uj para i ̸= j}.

Las aristas se definen de la siguiente manera: u1u2 . . . ui . . . un es adyacente a
v1v2 . . . vi . . . vn por una arista en dimensión i, con 2 ≤ i ≤ n, si vj = uj para
j /∈ {1, i}, v1 = ui y vi = u1, [8]. La figura 1.7 muestra las gráficas S2, S3,
S4, se puede ver en la figura 1.8 otra representación de las mismas gráficas.
La red de interconexión n-estrella es regular con grado n − 1, diámetro n,

Figura 1.7: Gráficas n-estrella con n ∈ {2, 3, 4}.

bipartita, transitiva por vértices y transitiva por aristas.
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Figura 1.8: Gráficas n-estrella con n ∈ {2, 3, 4}.
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Caṕıtulo 2

La red de interconexión
Hiperestrella

En este caṕıtulo se revisarán las propiedades topológicas de la gráfica
hiperestrella, tales como escalabilidad, conexidad, diámetro y simetŕıa, las
cuales son relevantes para la comunicación en la red de interconexión, ya
que repercuten en un menor tiempo de transmisión de los mensajes y en
el rendimiento de una computadora paralela. Se revisará la inmersión de las
gráficas hipercubo y toro en la hiperestrella, lo cual es muy útil para expandir
las propiedades de otras gráficas en la hiperestrella.

2.1. Definición

En las redes de interconexión, se prefiere un grado máximo y diámetro
pequeño, ya que existe un elemento de compensación entre el grado máximo,
relacionado con el costo del hardware y el diámetro, vinculado con el tiempo
de transmisión de los mensajes. Por lo tanto, si se define como medida del
costo de una red interconexión el grado × diámetro, entonces la gráfica hi-
perestrella tiene menor costo de red que el hipercubo, porque posee grado
y diámetro menor, [14].

La gráfica hiperestrella se define formalmente como sigue:

Definición 5 En la gráfica hiperestrella, denotada por HS(n, k), un vérti-
ce se representa con la cadena de n bits s1s2 . . . si . . . sn, si ∈ {0, 1}, donde k
de los n bits son iguales a 1, con k < n.
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Figura 2.1: Gráfica hiperestrella HS(6,3).

Dos vértices u = s1s2 . . . si−1sisi+1 . . . sn y v = sis2 . . . si−1s1si+1 . . . sn están
conectados por una arista (u, v) ∈ E(HS (n, k)), si y sólo si si es el com-
plemento de s1, la cadena de bits de v se obtiene al intercambiar s1 y si,
2 ≤ i ≤ n, en la cadena de bits de u, [14]. Es decir, HS(n, k) se define como:

V (HS(n, k)) = {s1s2 . . . si . . . sn : con si ∈ {0, 1} y Σn
j=1sj = k},

E(HS(n, k)) = {(u, v): u = s1s2 . . . si . . . sn, v = sis2 . . . s1 . . . sn y s1 = s̄i}.

Ya que los vértices de HS(n, k) se pueden representar como k-combinaciones
en el conjunto de las cadenas de n bits, tales que el número de unos es k y
el de ceros es n − k, el total de vértices en HS(n, k) es

(
n
k

)
=

n!

k!(n− k)!
. La

figura 2.1 muestra una hiperestrella con n = 6 y k = 3.

2.1.1. Automorfismo

Sean X = {1, 2, . . . , n} y Xk la familia de subconjuntos de X con k ele-
mentos. S(n, k) es la gráfica con conjunto de vértices Xk, donde dos vértices
v = {x1, . . . , xk} y w = {y1, . . . , yk} son adyacentes si y sólo si |v∩w| = k−1,
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1 pertenece a uno y solamente uno de los conjuntos v o w. En otras palabras
w se obtiene a partir de v mediante la sustitución de un elemento y ∈ X− v,
1 se sustituye con w si 1 ∈ v, además sustituyendo x ∈ v con 1 si 1 /∈ v, [19].

Sea A un subconjunto de X, la función caracteŕıstica de A es la función
χA : X → {0, 1} tal que χA(x) = 1 si y sólo si x ∈ A. Por lo tanto A→ χA es
una función biyectiva entre la familia de subconjuntos de X y el conjunto de
secuencias de {0, 1} de longitud n. Las gráficas Γ1 = (V1, E1) y Γ2 = (V2, E2)
son llamadas isomorfas, si existe una función biyectiva α : V1 → V2 tal que,
{a, b} ∈ E1 si y sólo si {α(a), α(b)} ∈ E2 para todo a, b ∈ V1. En tal caso la
función biyectiva α se denomina isomorfismo.

Se tiene que las gráficas HS(n, k) y S(n, k) son isomorfas, de hecho la co-
rrespondencia A → χA es un isomorfismo entre S(n, k) y HS(n, k), [19]. La
figura 2.2 muestra la gráfica S(6, 3), donde el conjunto {x, y, z} es denotado
por xyz.

Figura 2.2: Gráfica S(6, 3).

Un automorfismo de una gráfica Γ es un isomorfismo de Γ con śı misma.
El conjunto de todos los automorfismos de Γ, con la operación de compo-
sición de funciones, es un grupo, denominado grupo de automorfismos para
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Γ y se denota Aut(Γ). Una permutación de un conjunto es una función
biyectiva con śı mismo. El grupo de todas las permutaciones de un conjunto
V se denota como Sym(V ), o sólo Sym(n), donde |V | = n, [19].

Un grupo de permutaciones G en V es un subgrupo de Sym(V ). En este
caso se dice que G actúa en V . Si Γ es una gráfica con el conjunto de vértices
V , entonces se puede ver cada automorfismo como una permutación de V , aśı
Aut(Γ) es un grupo de permutaciones. Sea G que actúa en V , se dice que G
es transitiva, o G actúa de manera transitiva en V, si existe sólo una órbita1.
Esto significa que dados cualesquiera dos elementos u y v de V , existe un
elemento β de G tal que β(u) = v.

A la gráfica Γ se le llama transitiva por vértices si Aut(Γ) actúa de mane-
ra transitiva sobre V (Γ). La acción de Aut(Γ) en V (Γ) induce una acción en
E(Γ) por la regla β{x, y} = {β(x), β(y)}, β ∈ Aut(Γ), y Γ es llamada transi-
tiva por aristas si esta acción es transitiva. La gráfica Γ se llama simétrica,
si para todos los vértices u, v, x, y de Γ tales que u y v son adyacentes y x e
y son adyacentes existe un automorfismo α tal que α(u) = x, y, α(v) = y. Se
puede observar que una gráfica simétrica es transitiva por vértices y transi-
tiva por aristas. Mirafzal, demostró entre otras cosas que la gráfica S(n, k)
es simétrica, [19].

2.2. Propiedades topológicas

En general, el rendimiento de una computadora paralela depende en gran
medida de las propiedades topológicas de la gráfica elegida para ella. Las
propiedades como son el grado máximo y diámetro, no sólo tienen impor-
tancia en teoŕıa de gráficas y combinatoria, también tienen relevancia para
las aplicaciones en las redes comerciales, ya que significa un menor gasto en
cuanto a hardware y menor tiempo de transmisión en la comunicación.

El conjunto de vértices de la gráfica hiperestrella HS(n, k), con n ≥ 3 y
1 ≤ k ≤ n − 1, es el conjunto de cadenas binarias {0, 1} de longitud n con
exactamente k unos, dos vértices son adyacentes si y sólo si uno se puede
obtener del otro intercambiando el bit más significativo con un bit diferente;

1La órbita de un vértice v en una gráfica G es el conjunto de todos los vértices α(v)
tal que α es un automorfismo de G.
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es decir, 1 con 0 ó 0 y 1, en otra posición.
La hiperestrella es una gráfica bipartita, con conjuntos de bipartición V0(n, k)
y V1(n, k), los cuales son el conjunto de vértices de HS(n, k) con 0, 1, en la
posición más significativa respectivamente. Se puede utilizar V0 y V1 en lugar
de V0(n, k) y V1(n, k). De esta manera, HS(n, k) tiene

(
n
k

)
vértices, cada

vértice en V0 tiene grado k, además todo vértice en V1 tiene grado igual a
n − k. Por lo tanto, la gráfica hiperestrella es irregular, en general, y sólo
regular cuando n = 2k, [10].
En la sección 4.2.1 se ampliará el tema de la hiperestrella como una gráfica
bipartita.

2.2.1. Escalabilidad

De manera informal se puede decir que la escalibilidad es la expansión
de la gráfica sin que ésta pierda sus propiedades; por lo cual no se puede
agregar un número arbitrario de vértices y aristas. Agrupando los vértices de
HS(n, k) dependiendo de si el valor del bit menos significativo es 1 o 0 en su
etiqueta, se puede descomponer HS(n, k) en dos subgráficas HS(n− 1, k) y
HS(n− 1, k − 1).

Ejemplo 1 Para la cadena de bits 10010 el bit más significativo es 1 y el
menos significativo es 0

Teorema 1 [14] La gráfica hiperestrella HS(n, k) es isomorfa a la gráfica
hiperestrella HS(n, n− k).

Ya que HS(n, k) es isomorfa a HS(n, n− k), se supone k ≤ n
2
.

Una gráfica regular hiperestrella HS(n, k) se puede construir a partir de
dos gráficas irregulares, HS(n − 1, k − 1) y HS(n − 1, k), n > 2, n = 2k,
agregándole aristas a HS(n − 1, k − 1) y HS(n − 1, k). La construcción se
hace de la siguiente manera:

Sea ⟨s1s2 . . . sn−1⟩ una cadena de bits para un vértice en la gráfica hiper-
estrella HS(n − 1, k − 1). El número de vértices, para los cuales s1 = 1 y

cuyo grado es n − k resulta ser
(

n− 2
k − 2

)
. En el caso s1 = 0, el número de

tales vértices es
(

n− 2
k − 1

)
y tienen grado k − 1.
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Sea ⟨s′1s′2 . . . s′n−1⟩ una cadena de bits para un vértice en HS(n − 1, k), en-
tonces el número de vértices cuyo śımbolo s′1 = 1 y con grado n − k − 1 es(

n− 2
k − 1

)
. Cuando s′1 = 0, el número de tales vértices es

(
n− 2
k

)
y tienen

grado k.

Para cualesquiera dos vértices u en HS(n − 1, k − 1) y v en HS(n − 1, k)
con u = s1 . . . sn−1 y v = s′1 . . . s

′
n−1, se tiene que u y v están conectados

si s1 = s̄′1 y si = s′i, 2 ≤ i ≤ n − 1, se agregan nuevos bits sn y s′n a u
y v, respectivamente. Además, para la cadena de n bits en HS(n, k), sn =
1 y s′n = 0, ya que el número de śımbolos 1 es k, se agrega un bit nuevo a
HS(n−1, k−1) que debe ser 1 y se agrega un bit nuevo a HS(n−1, k) el cual
debe ser 0. El número de vértices cuyo śımbolo s1 es 0 en HS(n− 1, k− 1) y

el número de vértices cuyo śımbolo s′1 = 1 enHS(n−1, k) resulta ser
(

n− 2
k − 1

)
.

De esta manera, el grado de los vértices conectados entre HS(n− 1, k− 1) y
HS(n−1, k) es k. Por lo tanto, la gráfica generada al conectarHS(n−1, k−1)
y HS(n − 1, k) es una gráfica regular de grado k y el número de vértices(

n− 1
k − 1

)
+

(
n− 1
k

)
=

(
n
k

)
, que da como resultado HS(n, k).

Ejemplo 2 Se mostrará cómo generar la gráfica HS(6,3) a partir de las
gráficas HS(5,2) y HS(5,3). El procedimiento es el siguiente.

Figura 2.3: HS(5,2) izquierda y HS(5,3) derecha.

La gráfica HS(5,2) tiene
(

4
1

)
=

4!

1!(4− 1)!
=

4!

3!
= 4 vértices, cuyo bit s1 es 1 y

tienen grado 3, estos vértices son v1 = 10001, v2 = 11000, v3 = 10100, v4
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= 10010. Además,
(

4
2

)
=

4!

2!(4− 2)!
=

4!

4
= 3! = 6 vértices, cuyo bit s1 es 0 y

tienen grado 2, estos vértices son v5 = 01001, v6 = 00101, v7 = 00011, v8 =
01100, v9 = 01010, v10 = 00110.

Figura 2.4: HS(5,2) izquierda conectada a HS(5,3) derecha.

En la gráfica HS(5,3) hay
(

4
2

)
= 6 vértices, cuyo bit s′1 es 1 y tienen grado

2, estos vértices son u1 = 11001, u2 = 11100, u3 = 10101, u4 = 11010, u5
= 10011, u6 = 10110. Además,

(
4
1

)
= 4 vértices, cuyo bit s′1 es 0 y tienen

grado 3, estos vértices son u7 = 01101, u8 = 01011, u9 = 01110, u10 = 00111.
La figura 2.3 muestra a HS(5,2) y HS(5,3) con los vértices descritos ante-
riormente.
Se deben crear las aristas (v5, u1), (v6, u3), (v7, u5), (v8, u2), (v9, u4), (v10, u6),
ya que s1 = s̄′1 y s2s3s4s5 = s′2s

′
3s

′
4s

′
5, entonces cambia su grado a 3, quedando

la gráfica como en la figura 2.4.

Se agrega en la parte menos significativa un bit s6 = 1 a los vértices que
conforman HS(5,2), además se añade en la parte menos significativa un bit
s′6 = 0 a los vértices que conforman HS(5,3); de esta manera, se tienen(

5
2

)
+

(
5
2

)
=

(
6
3

)
= 20 vértices con grado 3, los cuales tienen 3 bits iguales

a 0 y 3 bits con etiqueta 1. La figura 2.5 muestra el resultado final, también
se puede acomodar de tal forma que quede como en la figura 2.6.♢
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Figura 2.5: HS(6,3) generada a partir de HS(5,2) izquierda y HS(5,3)
derecha.

2.2.2. Conexidad

Una buena red de comunicaciones es dif́ıcil de interrumpir. Se pretende
entonces conservar el servicio de la red, asegurando que los restos de posibles
transmisiones permanezcan conectados en la gráfica, incluso cuando fallen
algunos vértices o aristas. Cuando los enlaces de comunicación son caros, se
quieren alcanzar estos objetivos con pocas aristas, [8]. En las redes de inter-
conexión, la conexidad por vértices o la conexidad por aristas es una medida
importante para evaluar que la red es todav́ıa funcional.

Para una gráfica G, su conexidad por vértices se denota por κ(G), su co-
nexidad por aristas se denota por λ(G) y su grado mı́nimo se denota por
δ(G) estos tres parámetros se relacionan de la siguiente manera:

κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G) (2.1)

Como se definió anteriormente, la tolerancia a fallos de una red está
estrechamente relacionada con la conexidad de la gráfica.

Teorema 2 [14] Para una gráfica hiperestrella HS(2n, n), se tiene que:
κ(HS(2n, n)) = λ(HS(2n, n)) = n.

Demostración: La idea principal de la demostración consiste en verificar que
al quitar cualquier subconjunto de n− 1 vértices, la gráfica sigue siendo co-
nexa.
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Figura 2.6: HS(6,3) etiquetada con los vértices de HS(5,2) y HS(5,3).

Sea P un conjunto de n − 1 vértices el cual será eliminado de HS(2n, n).
Sea s1 el bit más significativo (primer bit) en la cadena que representa los
vértices en P .

Caso 1. s1 = 0, para todos los vértices en P .
Si existe un vértice u en HS(2n, n) que tiene todos los n − 1 vecinos
en P , entonces existe al menos un vecino de u con s1 = 0. Si algunos
vecinos de u no están en P , se puede ver que HS(2n, n) sigue conexa.
s1 = 1, para todos los vértices en P .
Si existe un vértice v en HS(2n, n) que tiene todos los n − 1 vecinos
en P , entonces existe al menos un vecino de v con s1 = 1. Si algunos
vecinos de v no están en P , se puede ver que HS(2n, n) sigue conexa.

Caso 2. El primer bit s1, es 1 para algunos vértices en P .
Todos los vértices en HS(2n, n) tienen grado n; además, los n vértices
incidentes a un vértice u están conectados a u tienen su bit más
significativo igual al complemento del bit correspondiente de u. Por
lo tanto, si n − 1 vértices en P son tales que su bit más significativo
es igual a 1 y vértices con su bit más significativo igual a 0, entonces
HS(2n, n) es siempre conexa.
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De los casos anteriores, se concluye que HS(2n, n) es conexa, si se eliminan
a lo más n− 1 vértices de ella.

Se muestra que κ(HS(2n, n)) ≥ n. Además, ya que HS(2n, n) es una gráfi-
ca regular de grado n, se tiene que δ(HS(2n, n)) = n, lo que implica que
κ(HS(2n, n)) ≤ n. Por la ecuación 2.1 se concluye que,λ(HS(2n, n)) = n.
De manera similar, se puede demostrar que λ(HS(2n, n)) = n. 2

Figura 2.7: HS(6,3) ejemplo del Teorema 2.

Ejemplo 3 En la figura 2.7 se muestraHS(6, 3), se puede ver que al eliminar
las aristas {(100011, 000111), (100101, 000111), (100110, 000111)}, marcadas
con ĺıneas punteadas en la figura la gráfica se vuelve disconexa. ♢

Ejemplo 4 En la figura 2.7 se puede ver que al eliminar los vértices
sombreados {011001, 011100, 011010} la gráfica se vuelve disconexa. ♢

2.2.3. Diámetro

El diámetro es un parámetro importante para las redes de interconexión,
puede utilizarse para comparar las caracteŕısticas de rendimiento relativo en
las diferentes redes, mide el máximo retraso en la transmisión del mensaje
de un procesador a otro.
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Algoritmo de enrutamiento

Sean S y D los vértices fuente y destino, los cuales pueden ser cualquier
vértice diferente uno del otro en la gráfica hiperestrella HS(2n, n), entonces
la ruta más corta entre S y D se puede considerar como el proceso de cam-
biar la cadena de bits de S a D. A continuación se describe un esquema de
enrutamiento para construir la ruta más corta.

Para dos vértices S = s1s2 . . . sn y D = d1d2 . . . dn, sea R = r1r2 . . . rn la
cadena de bits que se obtiene al aplicar la operación XOR entre S y D. Se usa
⊕ para representar al operador de bits XOR. Se usará el termino i-arista el
cual se detallará en las propiedades de simetŕıa. Cada i-arista que conduce
a dos i-ésimos bits idénticos donde ri = 1, pertenecen a una ruta más cor-
ta. Una ruta se extiende de forma continua, siempre que exista un bit 1 en R.

Sea PS el conjunto de vértices de una ruta más corta de S a D, en HS(2n, n)
que denota la gráfica hiperestrella regular. Inicialmente, PS = {S}. En cada
paso de la recursión se satisface la condición ri = 1, un bit desde el vértice
fuente S se corrige, para ser idéntico a su bit correspondiente en el vértice
de destino D, el número de bits diferentes entre S y D se reduce en 1 e-
xactamente. Aśı, se puede ver que el algoritmo es óptimo en términos de la
longitud de una ruta.

El Algoritmo 1, presenta un pseudocódigo para construir una ruta más corta,
entre cualesquiera dos vértices en la gráfica hiperestrella regular HS(2n, n).
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Algoritmo 1 Ruta más corta 1.

Entrada: Gráfica hiperestrella HS(2n, n); vértice fuente S; vértice destino
D; conjunto de vértices de una ruta más corta de S a D, PS

Salida: PS

1: Ruta más corta 1(HS, S,D, PS)
2: if (S = D) then
3: return PS

4: end if
5: obtener R← r1r2 . . . ri . . . rn, donde ri ← si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ n
6: p← {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n}
7: Sea S ′ un vértice tal que (S, S ′) es una j-arista
8: q ← {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n}, donde los j-ésimos bits

están en S y S ′ complemento
9: if (|p| > 0) then

10: Encontrar un vértice S ′ tal que (S, S ′) es una i-arista donde
i ← mı́n {p ∩ q}

11: PS ← PS ∪ {S ′}
12: S ← S ′

13: end if
14: return Ruta más corta 1(HS, S,D, PS)
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Ejemplo 5 Se mostrará cómo funciona el algoritmo para el vértice fuente
S = 000111 y destino D = 111000 en HS = HS(6,3).

Llamada 1:
Ruta más corta 1(HS = HS(6, 3), S=000111, D=111000, PS={000111})

Como((S = 000111) ̸= (D = 111000)) se obtiene
R = r1r2r3r4r5r6 = 111111, donde ri = si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ n;
Se tiene p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {2, 3, 4, 5, 6} y
q = {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n} =
{{4 | (000111, 100011) ∈ E(HS)}, {5 | (000111, 100101) ∈ E(HS)},
{6 | (000111, 100110) ∈ E(HS)}} = {4, 5, 6}

donde los j-ésimos bits están en S y S ′ complemento;
Como ((|p|=5)> 0) entonces

encontrar un vértice S ′ tal que (S, S ′) es una i-arista, donde
i = mı́n{p ∩ q} = mı́n{{2, 3, 4, 5, 6} ∩ {4, 5, 6}} =
mı́n{4, 5, 6} = 4;

PS = {000111}
∪
{100011} = {000111, 100011};

S = 100011;
llamar Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=100011, D=111000,
PS = {000111, 100011});

Llamada 2:
Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=100011, D=111000,
PS= {000111, 100011})

Como ((S = 100011) ̸= (D = 111000)) entonces
R = r1r2r3r4r5r6 = 011011, donde ri = si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ n;
Por lo cual p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {2, 3, 5, 6} y
q = {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n} =
{{4 | (100011, 000111) ∈ E(HS)}, {2 | (100011, 010011) ∈ E(HS)},
{3 | (100011, 001011) ∈ E(HS)}} = {4, 2, 3}

donde los j-ésimos bits están en S y S ′ complemento;
Como ((|p|=4)> 0) entonces

encontrar un vértice S ′ tal que (S, S ′) es una i-arista, donde
i = mı́n{p ∩ q} = mı́n{{2, 3, 5, 6} ∩ {4, 2, 3}} =
mı́n{2, 3} = 2;

PS = {000111, 100011}
∪
{010011} = {000111, 100011, 010011};

S = 010011;
llamar Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=010011, D=111000,
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PS={000111, 100011, 010011});

Llamada 3:
Ruta más corta 1(HS=HS, S=010011, D=111000,
PS= {000111, 100011, 010011})

((S = 010011) ̸= (D = 111000)) se obtiene
R = 101011, ri = si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ n;
Entonces p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {3, 5, 6} y
q = {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n} = {2, 5, 6}
Como ((|p|=3)> 0) entonces

i = mı́n{p ∩ q} = mı́n{{3, 5, 6} ∩ {2, 5, 6}} = 5;
Ahora PS = {000111, 100011, 010011}

∪
{110001} =

{000111, 100011, 010011, 110001};
Además S = 110001;

llamar Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=110001, D=111000,
PS = {000111, 100011, 010011, 110001});

Llamada 4:
Ruta más corta 1((HS=HS(6, 3), S=110001, D=111000,

PS = {000111, 100011, 010011, 110001}))
((S = 110001) ̸= (D = 111000)) se obtiene
R = 001001.
p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {3, 6} y
q = {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n} = {5, 4, 3}
Como ((|p|=2)> 0) entonces

i = mı́n{p ∩ q} = mı́n{{3, 6} ∩ {5, 4, 3}} = 3;
PS = {000111, 100011, 010011, 110001}

∪
{011001} =

{000111, 100011, 010011, 110001, 011001};
S = 011001;

llamar Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=011001, D=111000,
PS = {000111, 100011, 010011, 110001, 011001});

Llamada 5:
Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=011001, D=111000,

PS = {000111, 100011, 010011, 110001, 011001})
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Como ((S = 011001) ̸= (D = 111000)) entonces
R = 100001.
p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {6} y
q = {j | (S, S ′) ∈ E(HS(n, k)), 2 ≤ j ≤ n} = {3, 2, 6}
Como ((|p|=1)> 0)

i = mı́n{p ∩ q} = mı́n{6} ∩ {3, 2, 6}} = 6;
PS = {000111, 100011, 010011, 110001}

∪
{011001} =

{000111, 100011, 010011, 110001, 011001, 111000};
S = 111000;

llamar Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=111000, D=111000,
PS = {000111, 100011, 010011, 110001, 011001, 111000});

Llamada 6:
Ruta más corta 1(HS=HS(6, 3), S=111000, D=111000,

PS = {000111, 100011, 010011, 110001, 011001, 111000})
Ya que ((S = 111000) = (D = 111000)) entonces

Regresar PS={000111, 100011, 010011, 110001, 011001, 111000};
♢

Teorema 3 [14] El diámetro de una gráfica hiperestrella HS(n, k) es
D(HS(n, k)) = n− 1.

Demostración: Para determinar el diámetro en HS(n, k) se aplica el algorit-
mo Ruta más corta 1 a la gráfica HS(n, k), además de la trayectoria PS

obtenida se calcula el máximo número de ı́ndices i, 2 ≤ i ≤ n, tal que ri es
1 en el algoritmo Ruta más corta 1.

Dependiendo de k, se puede tener diferentes valores para el diámetro de
HS(n, k):

D(HS(n, k)) =


2 si k = 1
n− 1 si k = n/2
2k si k < n/2

Las gráficas hiperestrella HS(n, k) cuya k es 1 tienen estructura de estrella.
Es decir, n − 1 vértices son incidentes a un mismo vértice; por lo tanto, el
diámetro deHS(n, k) es 2. Ejemplo de esto sonHS(3, 1),HS(4, 1) yHS(5, 1)
las cuales se muestran en la figura 2.8.
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Figura 2.8: Hiperestrellas (a) HS(3,1), (b) HS(4,1), (c) HS(5,1).

Sean u y v dos vértices en una gráfica hiperestrella regular tal que n = 2k,
se aplica la operación XOR a sus cadenas de bits. Entonces el máximo número
de bits tales que ri es 1 en el algoritmo es n. Sin embargo, después de pasar
desde u hacia los otros n− 1 vértices, las cadenas de bits de u y v se vuelven
idénticas; por lo cual le toma n− 1 pasos al algoritmo corregir todos los bits
diferentes. Aśı, el diámetro de HS(n, n/2) es n−1, esto lo podemos observar
en las figuras 2.1 HS(6, 3) y 2.15 HS(4, 2).

Para una gráfica hiperestrella irregular tal que k < n/2, el máximo número
de ı́ndices i tales que ri = 1 es 2k. Suponiendo que k < n/2, entonces éste
es un diámetro menor que n − 1. El obtenido en el caso anterior se puede
observar en la figura 2.3 a HS(5, 2), que cumple con estas caracteŕısticas.
Por lo tanto, se concluye que el diámetro de una gráfica hiperestrellaHS(n, k)
es n− 1. 2

Ejemplo 6 Para n = 6 y k = 3 la distancia entre los vértices 111000
y 000111 de HS(6, 3) es D(111000, 000111) = d(111000, 000111) =
|(111000, 011010), (011010, 101010), (101010, 001110), (001110, 100110),
(100110, 000111)| = 5. Esta distancia coincide con p, que es la longitud máxi-
ma de ri como se ve en la llamada 1 del Ejemplo 5; aśı mismo coincide con
la longitud de la ruta PS generada en ese mismo ejemplo. ♢

2.2.4. Propiedades de simetŕıa

La simetŕıa es una caracteŕıstica importante para la mayoŕıa de los
modelos gráficos en las redes de interconexión. Para una red de interconexión
simétrica, la carga puede ser distribuida uniformemente a través de todos los
vértices, reduciendo problemas de congestión. Por otra parte, la simetŕıa hace
el diseño de algoritmos de enrutamiento más fáciles, ya que permite definir
una ruta entre cualesquiera dos nodos a asignarse al enrutamiento entre un
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vértice arbitrario y un vértice espećıfico, [13].

Se escribirá el vértice

n︷ ︸︸ ︷
0 . . . 0

n︷ ︸︸ ︷
1 . . . 1 en HS(2n, n) como 0n1n. Sea d(u, v)

la distancia de u = u1u2 . . . u2n a v = v1v2 . . . v2n. Se puede decir que
d(u, v) = Σ2n

i=2ri, ya que la cadena de bits R = r1r2 . . . r2n es resultado de usar
la operación XOR, donde ri = ui⊕ vi. Sea R− el conjunto de las posiciones de
bits i tal que ri = 1.

Definición 6 Una arista que conecta dos vértices u y v es llamada i-arista
si es el resultado de intercambiar el primer bit de u con su i-ésimo bit. Para
la gráfica hiperestrella, el i-ésimo bit es complemento del primero.

Ejemplo 7 En HS(6, 3), el vértice 011001 es adyacente al vértice 110001,
por una 3-arista. ♢

Definición 7 Para un vértice u, se denota P = ⟨k1, k2, . . . , kt⟩ como la ruta
que se obtiene al empezar desde u, que lleva a su vecino usando una k1-arista,
el cual llega a su vecino al utilizar una k2-arista, aśı sucesivamente hasta el
último vecino que usa una kt-arista, suponiendo que cada arista está presente
en la gráfica.

Ejemplo 8 Para el vértice u = 000111, la secuencia ⟨4,2,6⟩ representa la
ruta 000111−100011−010011−110010 en HS(6, 3), pero la secuencia ⟨4,5,6⟩
no representa una ruta, porque el segundo movimiento no esta permitido, ya
que cambia dos bits 1. ♢

Cada ruta se puede representar de esta forma, pero cada secuencia no
representa una ruta para un vértice inicial dado. Se observa que si
k1, k2, . . . , kt representa una ruta de u a v, entonces se pueden permutar los
elementos de la secuencia ki con i par y permutar los elementos con sub́ındice
impar, ante lo cual todav́ıa se tiene una ruta de u a v con la misma longitud.
Otras permutaciones no corresponden a una ruta.

Ejemplo 9 Para el vértice u = 000111, se intercambian los sub́ındices pares
e impares de la secuencia ⟨4,2,6,3⟩, que representa la ruta
000111− 100011− 010011− 110010− 011010 para obtener ⟨6,3,4,2⟩, la cual
representa la ruta 000111−100110−001110−101010−011010 con la misma
longitud que para la secuencia ⟨4,2,6,3⟩ en HS(6, 3). ♢
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Lo mismo se aplica para una ruta más corta. Dos rutas son internamente
disjuntas por vértices si solamente tienen en común el vértice final y el
inicial.

Lema 1 [15] La longitud del ciclo más corto en HS(2n, n) es 6.

Demostración Ya que HS(2n, n) es una gráfica bipartita, no puede contener
ciclos impares. Si existe un ciclo de longitud 4 en HS(2n, n), entonces según
la definición 7, debe ser de la forma C = ⟨k1, k2, k1, k2⟩ ya que el recorrido es
a través de una i-arista.

Si se supone el primer bit del vértice fuente como 0, entonces el k1-ésimo
bit debe ser 1, el k2-ésimo bit debe ser 0. Después de la aplicación de la k1-
arista, k2-arista al vértice fuente, se termina con un vértice con su primer bit
0, k1-ésimo bit 0, k2-ésimo bit 1. Aśı que para el siguiente vértice, no se puede
usar la k1-arista ya que cambiaŕıa dos ceros, lo cual es una contradicción.

Por lo tanto no existe un ciclo de longitud 4 en HS(2n, n). La siguiente
opción es un ciclo de longitud 6, y este tipo de ciclos existe. Por ejemplo, se
tiene:

0000. . .1111 ↔ 1000. . .0111 ↔ 0100. . .0111 ↔ 1100. . .0110
↔ 0100. . .1110 ↔ 1000. . .1110 ↔ 0000. . .1111

Aśı se completa la demostración. 2

Lema 2 [15] Sean u, v dos vértices en HS(2n, n), además sean P y Q rutas
de u a v con longitud ρ ≥ 3, donde P :⟨k1, k2, . . . , kρ⟩ y Q : ⟨m1,m2, . . . ,mρ⟩,
donde k1, k2, . . . , kρ son todos diferentes. No existen vértices internos comunes
en P y Q si y sólo si, para todo i, 1 ≤ i < ρ, se tiene que {k1, k2, . . . , ki} ̸=
{m1,m2, . . . ,mi}.

Demostración. Como k1, k2, . . . , kρ son todos diferentes, ya que se siguió la
ruta P de u a v, estos bits se moverán exactamente una vez, aśı, en el or-
den de Q para terminar en el mismo vértice, se tiene que {k1, k2, . . . , kρ} =
{m1,m2, . . . ,mρ}. Primero, se supone que no existen vértices internos comu-
nes entre P y Q. Entonces, para i, 1 ≤ i < ρ, las subrutas representadas por
⟨k1, k2, . . . , ki⟩ y ⟨m1,m2, . . . ,mi⟩ terminan en vértices diferentes, entonces
se tiene que {k1, k2, . . . , ki} ̸= {m1,m2, . . . ,mi}.
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Para el otro sentido, se supone {k1, k2,. . ., ki} ̸= {m1,m2, . . . ,mi} para todo
1 ≤ i < ρ. Suponga que existe un vértice interno común w en las dos rutas, y
las subrutas a w están representadas por ⟨k1, k2, . . . , kj⟩ y ⟨m1,m2, . . . ,mp⟩,
donde j y p son menores que ρ. Ya que en el trayecto de la ruta representada
por ⟨k1, k2, . . . , kj⟩ cada bit correspondiente se cambia exactamente una vez
y m1,m2, . . . ,mp son todos diferentes, se tiene que j = p y {k1, k2, . . . , kj} =
{m1,m2, . . . ,mj}. 2

Figura 2.9: Ejemplo Lema 2.

Ejemplo 10 En la figura 2.9 se muestran las rutas P : ⟨u, k1, k2, k3, k4, v⟩ y
Q: ⟨u,m1,m2,m3,m4, v⟩ con vértice inicial u = 000111 y final v = 111000
comunes se ve claramente, que los vértices {k1, k2, k3, k4} ̸= {m1,m2,m3,m4}
por lo cual P y Q son rutas diferentes. ♢

Lema 3 [15] Sean u, v, w vértices en HS(2n, n) con v ̸= w, sea P =
⟨k1, k2, . . . , kρ⟩ una ruta de u a v y sea Q = ⟨m1,m2, . . . ,mσ⟩ una ruta de
u a w, con longitud ρ, σ ≥ 3, además se supone que k1, k2, . . . , kρ son todos
diferentes y m1,m2, . . . ,mσ son todos diferentes. No existen vértices internos
comunes en P y Q si y sólo si, para cada i, 1 ≤ i ≤ min {ρ, σ}, se tiene que
{k1, k2, . . . , ki} ̸= {m1,m2, . . . ,mi}.
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Demostración. En primer lugar, se supone que no hay vértices internos en
común entre P y Q. Entonces, para i, 1 ≤ i ≤ min {ρ, σ}, las subrutas
representadas por ⟨k1, k2, . . . , ki⟩ y ⟨m1,m2, . . . ,mi⟩ terminan en vértices di-
ferentes, donde i = ρ = σ porque v ̸= w. Ya que en el trayecto de cada subruta
cada bit correspondiente a un elemento de estas secuencias se coloca exacta-
mente una vez, entonces se tiene que {k1, k2, . . . , ki} ̸= {m1,m2, . . . ,mi}.

Para el otro sentido, se supone que {k1, k2, . . . , ki} ̸= {m1,m2, . . . ,mi} para
cada i, con 1 ≤ i ≤ min {ρ, σ}. Por contradicción, se supone que existe un
vértice en común z ̸= u en las dos rutas y que las subrutas a z están respec-
tivamente representadas por ⟨k1, k2, . . . , kj⟩ y ⟨m1,m2, . . . ,mp⟩, donde j ≤ ρ
y p ≤ σ. Ya que en el trayecto de la ruta representada por ⟨k1, k2, . . . , kj⟩
cada bit correspondiente se coloca exactamente una vez, m1,m2, . . . ,mp son
todos diferentes también, se tiene que j = p ≤ min {ρ, σ} y {k1, k2, . . . , kj}
= {m1,m2, . . . ,mj}, lo cual es una contradicción. 2

Figura 2.10: Ejemplo Lema 3.

Ejemplo 11 En la figura 2.10 se muestran las rutas P y Q con vértice inicial
u = 000111 común y finales v = 011100, w = 011010 diferentes, se ve que las
rutas P : ⟨u, k1, k2, k3, v⟩ y Q: ⟨u,m1,m2,m3, w⟩ son diferentes. ♢
Propiedad 1 Para un vértice w en una ruta P de u a v, se toma en cuenta
una i-arista que conecta w con su vecino w′. Si i ∈ R− y una arista (w,w′)
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está en P , entonces la arista (w,w′) lleva a una ruta más corta de u a v, [13].

Definición 8 Para dos vértices u y v en HS(2n, n), un vértice w en una
ruta de u a v se dice que está en el nivel Lm si d(u, v) es m, [13].

Propiedad 2 Para un vértice u en HS(2n, n), cualesquiera dos rutas P :
⟨k1, k2, . . . , kt⟩ yQ: ⟨h1, h2, . . . , ht⟩ de u llevan al mismo vértice, si el conjunto
de números con ı́ndices pares en P y Q son el mismo, además el conjunto de
números con ı́ndices impares en P y Q son también el mismo, [13].

Definición 9 Para un vértice u = u1 . . . u2n en HS(2n, n), un árbol
relacionado Tu enraizado en u consiste en n hojas de u, c1, . . . , cn y n − 1
hojas de c1, g1, . . . , gn−1, [13].

Sea Iu = ⟨i1, . . . , i2n−1⟩ una secuencia de i-aristas en un árbol relacionado
Tu tal que u, cj están conectados por una ij-arista, además c1, gk están
conectados por una in+k-arista. De manera similar, se considera una secuencia
Iv = ⟨i′1, . . . , i′2n−1⟩ para un vértice v. Un vértice u relacionado a un vértice
v se puede construir usando las siguientes Reglas de asignación:

Regla 1. Si u1 = v1, entonces u1 se relaciona con v1, uij se relaciona con
vi′j para ij ∈ Iu e i′j ∈ Iv .

Regla 2. Si u1 = v1 , entonces u1 se relaciona con v1, uij se relaciona con
vi′j para ij ∈ Iu e i′j ∈ Iv.

Ejemplo 12 Sean u = 010110 y v = 000111 dos vértices en HS(6, 3),
entonces se tienen árboles de relación, Tu y Tv como se muestra en la figura
2.11. A partir de Tu, se tiene una secuencia Iu = ⟨2,4,5,3,6⟩, y a partir de Tv
hay una secuencia Iv = ⟨4,5,6,2,3⟩. Ya que u1 = v1 = 0, u se puede relacionar
con v por la Regla 1. ♢
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Figura 2.11: Árbol para u = 010110 y v = 000111 usando la Regla 1.

Ejemplo 13 Sean u = 110001 y v = 001011 dos vértices en HS(6, 3),
entonces se tienen árboles de relación, Tu y Tv que se muestran en la figura
2.12. De forma similar, se tienen dos secuencias Iu = ⟨3,4,5,2,6⟩ e Iv =
⟨3,5,6,2,4⟩. Puesto que u1 = v1 = 0, u se puede relacionar con v por la
Regla 2. ♢

Figura 2.12: Árbol para u = 110001 y v = 001011 usando la Regla 2.

Existe un automorfismo de la gráfica que relaciona u con v mediante las
Reglas de asignación antes dadas, [13].

Teorema 4 [13] Una gráfica hiperestrella HS(2n, n) es simétrica por
vértices.

Se puede reducir el enrutamiento entre dos vértices u′ y v′ al enrutamiento de
un vértice arbitrario u a un vértice especial v; es decir, 0n1n. Si se encuentra
una ruta P : ⟨p1, p2, . . . , pt⟩ de u′ a v′, entonces se puede reducir la ruta P a
la ruta Q: ⟨q1, q2, . . . , qt⟩ de u a v tal que pi se relaciona con qi por medio de
las Reglas de asignación para dos vértices v′ y v.

Ejemplo 14 Considere una ruta P : ⟨6,4,3,2⟩ entre 001011 y 010110 en
HS(6, 3) cuyos árboles relacionados para 010110 y 000111 se muestran en
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la figura 2.11. Entonces la trayectoria P se reduce a una ruta Q: ⟨3, 5, 2, 4⟩
entre 011001 y 000111, el cual se puede ver en la figura 2.13. ♢

Figura 2.13: Árbol para u = 011001 y v = 000111 con una ruta Q: ⟨3, 5, 2, 4⟩.

Lema 4 [13] Para un vértice u = 0n1n en HS(2n, n), una subgráfica que
consta de vértices en Li, 0 ≤ i ≤ n− 1, y una subgráfica formada de vértices
en Lj, n ≤ j ≤ 2n− 1, son simétricas.

Demostración. El número de vértices en HS(2n, n) es
(

2n
n

)
. Para construir

una ruta más corta, se hace por medio de i-aristas donde n+1 ≤ i ≤ 2n y a
través de j-aristas, 2 ≤ j ≤ n, alternando i, j. Por lo tanto, no existe arista
entre los vértices en el mismo nivel o entre los vértices en los niveles Li y
Lj tal que |Li − Lj| ≥ 2. Un vértice v = 1n0n está en L2n−1 y u se puede
conectar a él por una ruta P = ⟨n+ 1, 2, n+ 2, 3, . . . , 2n, n⟩.

Ya que una ruta más corta desde u se puede construir por medio de i, j-
aristas únicas, n + 1 ≤ i ≤ 2n y 2 ≤ j ≤ n, alternando i, j, entonces
cualquier ruta más corta ⟨k1, . . . , kt⟩ desde u a un vértice tiene los mismos
conjuntos de números con ı́ndices pares e impares como P . Por lo tanto, por
la Propiedad 2, el vértice v es único en L2n−1.

Los vértices en L1 están conectados a u por medio de i-aristas, n+1 ≤ i ≤ 2n,
los vértices en L2n−2 están conectados a v por las mismas i-aristas. Para un
vértice u′ en L1, algunos vértices u

′′, . . . , u′′′ en L2 están conectados a u′ por
medio de j-aristas, 2 ≤ j ≤ n, algunos vértices v′′ (= u′′),. . ., v′′′ (= u′′′) en
L2n−3 están conectados a un vértice v′ (= u′) por las mismas j-aristas, aśı
sucesivamente.
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En otras palabras, los vértices en Li y vértices en L2n−i−1, 0 ≤ i ≤ n − 1,
son complementos, el número de vértices y aristas correspondientes a estos
niveles son también las mismas. 2

Ejemplo 15 El número de vértices en HS(4, 2) es
(

4
2

)
=

4!

2!(4− 2)!
=

4!

4
= 3!

= 6. Para construir una ruta más corta, se hace por medio de i, j-aristas
alternadas, con 3 ≤ i ≤ 4 y j = 2, para el vértice v = 1100 en L3 y u =
0011, se puede observar que u, v están conectados por una ruta P : ⟨3,2,4⟩
en HS(4, 2), según la definición 7 y tomando los valores i, j de los intervalos
dados.

El vértice u1 = 1001 en L1 está conectado a u por medio de una 3-arista,
u1 y u2 = 0101 en L2 están conectados a través de una 2-arista, u2 está co-
nectado a v por medio de una 4-arista aplicando la definición 6 en cada caso.

Figura 2.14: Gráfica HS(4, 2) con niveles.

Se puede notar que u1 = 0110 = v2 que está en L2, u2 = 1010 = v1 en
L1, además u = 1100 = v, entonces se pueden usar las mismas i, j-aristas
alternadas para construir una ruta que vaya de v a u, como se muestra en la
figura 2.14, el número de vértices y aristas correspondientes a estos niveles
son las mismas por lo tanto las subgráficas que constan de vértices en L1 y
L2 son simétricas. ♢
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2.3. Inmersión de otras gráficas

La inmersión eficiente es otra propiedad favorable para una red de
interconexión. Parte de su importancia se basa en el hecho de que ésta es
una generalización, para decidir si una gráfica es subgráfica de otra. Esto es
de particular interés ya que se puede ser capaz de adaptar las propiedades y
algoritmos obtenidos para una gráfica en otra.

Definición 10 Sean G = (V,E) y G′ = (V ′, E ′) gráficas y P (G′) denota el
conjunto de rutas en G′. Se dice que (ϕ, ρ) es una inmersión de G en G′ si
ϕ : V → V ′ y ρ : E → P (G′) son funciones inyectivas tales que (u, v) ∈ E si
y sólo si ρ(u, v) es una ruta entre ϕ(u) y ϕ(v), esas rutas son internamente
disjuntas por vértices, además el conjunto de vértices internos de las rutas en
ρ(E) y ϕ(V ) son ajenos. En términos de teoŕıa de gráficas, G es homeomórfica
a una subgráfica de G′, [10].

Una de las medidas más comunes del costo de la inmersión es la dilatación
de la inmersión, que mide el retardo de la comunicación.

Definición 11 La dilatación de una arista e = (u, v) en la gráfica G es la
longitud de la trayectoria de ρ(e) y la dilatación de la inmersión es el
valor máximo entre todas las dilataciones de las aristas.

Si la inmersión es débil, entonces usamos la terminoloǵıa de dilatación débil.
Finalmente, un caso especial de inmersión es el isomorfismo de gráficas. La
inmersión (ϕ,ρ) de G en G′ es un isomorfismo si ϕ es una función biyectiva,
ρ(u, v) = (ϕ(u),ϕ(v)) para cada (u, v) ∈ E y ρ es una función biyectiva de
E en E ′. Ya que ρ se induce mediante ϕ, es suficiente e incluso habitual,
referirse a ϕ como un isomorfismo.

Un hipercubo Qn se puede representar como una gráfica con n + 1 niveles.
La figura 2.15 es una representación en niveles de Q4.

Definición 12 El nivel en un hipercubo es el conjunto de vértices,
formados por cadenas binarias de longitud n, que contienen i śımbolos 1
donde 0 ≤ i ≤ n − 1 y está representado por Ln

i . Por lo cual se tiene que
cada arista en Qn, une un vértice en Ln

i con un vértice en Ln
i+1, para alguna

i, 0 ≤ i ≤ n− 1.

Ejemplo 16 Se describirán los niveles de Q4, donde cada vértice está
representado por las cadenas binarias de longitud 4, con las siguientes
caracteŕısticas:
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Figura 2.15: Hipercubo Q4 en niveles.

Se comienza con L4
0={0000} el cual no cuenta con śımbolos 1, el conjunto

L4
1={1000, 0100, 0010, 0001} con un śımbolo 1 en cada vértice, L4

2={1100,
1010, 1001, 0110, 0101, 0011} con dos śımbolos 1, L4

3={1110, 1101, 1001,
1011, 0111} con tres śımbolos 1. ♢

Definición 13 Se denota comoQn
i a la gráfica inducida por los vértices entre

Ln
i y Ln

i+1, para 0 ≤ i ≤ n − 1, algunos autores la denominan gráfica de
nivel medio o cubo medio, [15]. Se puede observar que Qn

i es una gráfica
bipartita. En la figura 2.16 se tiene la gráfica Q4

1 inducida por los vértices
entre L4

1 y L4
2.

Figura 2.16: Particiones L4
1 y L4

2 de Q4
1.

Sean s1 y s2 dos cadenas binarias. La distancia de Hamming entre s1 y s2 es el
número de bits en que difieren. Por lo tanto, dos vértices enQn son adyacentes
si y sólo si su distancia de Hamming es 1. La distancia de Hamming también
se puede usar para describir la adyacencia de hiperestrellas.
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Definición 14 Sea s una cadena binaria no vaćıa. Se define trunc(s) como
la función para indicar la cadena obtenida a partir de s quitando el bit
más significativo. Entonces, para HS(n, k), u ∈ V0(n, k) y v ∈ V1(n, k) son
adyacentes si y sólo si trunc(u) y trunc(v) tienen distancia de Hamming 1,
aśı el único bit en el cual ambos difieren es 1 en trunc(u) y 0 en trunc(v) ya
que u y v tienen exactamente k śımbolos 1.

Teorema 5 [10] Sea n ≥ 2. Entonces Qn
i es isomorfo a HS(n+ 1, i+ 1).

Demostración Los conjuntos de bipartición para Qn
i son Ln

i y Ln
i+1. Se vuel-

ven a etiquetar los vértices de Ln
i agregando un 1 como bit más significativo,

para los vértices de Ln
i+1 se agrega un 0 como bit más significativo. Lo ante-

rior se hace para cada cadena binaria con la cual se etiquetan los vértices y
se nombra los conjuntos resultantes Mn

i , M
n
i+1 respectivamente.

Por lo cual todos los vértices son ahora cadenas binarias de longitud n + 1
con exactamente i + 1 śımbolos 1. Por otra parte, u ∈ Mn

i y v ∈ Mn
i+1 son

adyacentes si y sólo si trunc(u) y trunc(v) tienen distancia de Hamming 1.2

Ejemplo 17 Se muestra como obtener la Hiperestrella isomorfa a Q4
1.

Figura 2.17: Particiones M4
1 y M4

2 de Q4
1.

Sean L4
1 y L4

2 los conjuntos de bipartición para Q4
1, figura 2.16. Se agrega

un 1 como bit más significativo a cada vértice en L4
1 y un 0 como bit más

significativo a cada vértice en L4
2 para de esta manera obtener M4

1 y M4
2 , lo

cual se observa en la figura 2.17. Finalmente se pueden acomodar los vérti-
ces y aristas para dar forma aHS(5, 2), la cual se muestra en la figura 2.18.♢

Como resultado inmediato del teorema anterior se tiene lo siguiente.

Corolario 1 [10] Sea n ≥ 2. Entonces Qn se puede dividir en n hiperestrellas
ajenas por aristas, tales hiperestrellas son isomorfas a HS(n+ 1, i+ 1) para
i = 0, 1, . . . , n− 1.
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Figura 2.18: Gráfica Hiperestrella HS(5, 2).

Teorema 6 [10] Sea n ≥ 2. Entonces el hipercubo Qn puede ser encajado
en la hiperestrella HS(2n, n) con dilatación 2.

Demostración: Durante esta prueba, se utiliza s1s2 para denotar la conca-
tenación de las dos cadenas binarias s1 y s2, además s̄1 y s̄2 como el com-
plemento de s1 y s2 respectivamente, donde se reemplaza cada 0 por 1 y
viceversa. Para todo vértice v ∈ V (Qn) se define ϕ(v) = vv̄. Entonces ϕ(v)
es una cadena binaria de longitud 2n con exactamente n śımbolos 1. Por lo
tanto ϕ : V (Qn)→ V (HS(2n, n)) es una función inyectiva.

Ahora se consideran las aristas de Qn. Sea e ∈ E(Qn). Hay dos casos:

Caso 1. Los dos vértices adyacentes difieren en el bit más significativo.
Entonces se puede suponer que tienen la forma 0s y 1s, donde s es
una cadena binaria de longitud n − 1. Se define ρ(e) como la ruta de
longitud 1 (0s1s̄, 1s0s̄) en HS(2n, n).

Caso 2. Los dos vértices adyacentes no difieren en el bit más significativo.
Entonces se puede suponer que tienen la forma as10s2 y as11s2 donde
s1, s2 son cadenas binarias, posiblemente vaćıas.
Si a = 0, se define ρ(e) como la ruta de longitud 2:
(0s10s21s11s2, 1s10s21s10s2, 0s11s21s10s2).
Si a = 1, se define ρ(e) como la ruta de longitud 2:
(1s10s20s11s2, 0s11s20s11s2, 1s11s20s10s2).
Se puede observar que el vértice interno no pertenece a ϕ(V (Qn)).
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Entonces ρ es la función inyectiva requerida. Por construcción, cada vértice
en Qn está relacionado con un vértice en HS(2n, n) con la propiedad de que
la primera mitad de la cadena es el complemento de la segunda mitad.

Además, el vértice en el centro de la ruta de longitud 2 en la imagen de
ρ tiene la siguiente propiedad: la primera y la segunda mitad de la cadena
coinciden exactamente en dos posiciones, incluyendo la primera posición. Por
lo tanto, identifica únicamente a la preimagen de la ruta. Aśı, la imagen de
ρ consiste en rutas internamente disjuntas por vértices. 2

Ejemplo 18 Se describirá el proceso, mediante el cual el hipercubo Q3 será
inmerso en la hiperestrella HS(6, 3).

Se define el conjunto de vértices en Q3 como V (Q3) = {v1, v2, v3, v4, v5, v6,
v7, v8}; donde v1 = 000, v2 = 100, v3 = 010, v4 = 001, v5 = 110, v6 = 101, v7
= 011, v8 = 111; las aristas de Q3 como E(Q3) = {e1, e2, e3, e4, e5, e6, e7, e8,
e9, e10, e11, e12 }; donde e1 = (v1,v2), e2 = (v1,v3), e3 = (v1,v4), e4 = (v2,v5),
e5 = (v2,v6), e6 = (v3,v5), e7 = (v3,v7), e8 = (v4,v6), e9 = (v4,v7), e10 = (v5,v8),
e11 = (v6,v8), e12 = (v7,v8). La gráfica resultante se muestra en la figura 2.19.

Figura 2.19: Gráfica Q3 etiquetada con vértices y aristas.
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Ahora ϕ(V (Q3)) = {v1v̄1, v2v̄2, v3v̄3, v4v̄4, v5v̄5, v6v̄6, v7v̄7, v8v̄8} = {(000111),
(100011), (010101), (001110), (110001), (101010), (011100), (111000)} = {u1,
u2, u3, u4, u5, u6, u7, u8}, estos vértices que se acaban de crear están en
HS(6, 3), además a cada vértice de Q3 le corresponde un vértice en HS(6, 3).

La función ρ(E(Q3)) se aplica sobre las aristas de la siguiente manera:
Las aristas e1, e6, e8 y e12 tienen vértices adyacentes que difieren en el bit
más significativo, ρ es la ruta de longitud 1 (0s1s̄, 1s0s̄); es decir, la primera
mitad del vértice es complemento de la segunda mitad, por lo cual {ρ(e1),
ρ(e6), ρ(e8), ρ(e12)} = {(000111,100011), (010101,110001), (001110,101010),
(011100,111000)} = {(u1, u2), (u3, u5), (u4, u6), (u7, u8)}.

Figura 2.20: Gráfica Q3 inmersa en HS(6, 3).

Las aristas e2, e3, e7 y e9 tienen vértices adyacentes con el bit más signi-
ficativo igual a 0, ρ es la ruta de longitud 2 (0s10s21s11s2, 1s10s21s10s2,
0s11s21s10s2), por lo cual {ρ(e2), ρ(e3), ρ(e7), ρ(e9)} = {(000111, 100101,
010101), (000111, 100110, 001110), (010101, 110100, 011100), (001110,
101100, 011100)} = {(u1, u9, u3), (u1, u10, u4), (u3, u11, u7), (u4, u12, u7)}
se observa que para ρ(e2), ρ(e9) s1 = ∅ además s2 = ∅ en ρ(e3), ρ(e7).
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Las aristas e4, e5, e10 y e11 tienen vértices adyacentes con el bit más sig-
nificativo igual a 1, ρ es la ruta de longitud 2, (1s10s20s11s2, 0s11s20s11s2,
1s11s20s10s2), por lo cual {ρ(e4),ρ(e5),ρ(e10),ρ(e11)} = {(100011, 010011,
110001), (100011, 001011, 101010), (110001, 011001, 111000), (101010,
011010, 111000)} = {(u2, u13, u5), (u2, u14, u6), (u5, u15, u8), (u6, u16, u8)};
observe que para ρ(e5), ρ(e10) s2 = ∅ además s1 = ∅ en ρ(e4), ρ(e12).

Los vértices u9 . . . u16 no pertenecen a ϕ(V (Q3)), además de tener la pro-
piedad de que la primera y la segunda mitad de la cadena coinciden exacta-
mente en dos posiciones, incluyendo la primera posición. En la figura 2.20 se
muestra el resultado de la inmersión y las rutas generadas. ♢

Inmersión de un toro en una hiperestrella

Las gráficas llamadas toro Tn de n × n son mallas que en sus filas y
columnas tienen conexiones en anillo, esto contribuye a disminuir su diámetro
a la mitad y los convierte en estructuras simétricas. El toro Tn con n ≥ 2
tiene el conjunto de vértices {(i, j): 1 ≤ i, j ≤ n}2. Dos vértices (i1, j1) e (i2,
j2) son adyacentes si y sólo si, se cumple una de las siguientes condiciones:

1. i1 = i2 y | j1 − j2 |≡ 1 mod n.

2. j1 = j2 e | i1 − i2 |≡ 1 mod n.

En términos de teoŕıa de gráficas, Tn es Cn×Cn. La figura 2.21 muestra T4.

Teorema 7 [10] Sea n ≥ 2. Entonces Tn puede ser encajado en HS(2(n +
1), n+ 1) con dilatación débil 2.

Demostración Sea S un subconjunto de {1, 2, . . . , n}. Se define αn(S) como
la cadena binaria de longitud n, donde la k-ésima posición es 1 si y sólo si
k ∈ S. Si S = {t} es un conjunto unitario, se simplifica la notación y se
escribe αn(t) en lugar de αn({t}). Ahora, para cada vértice (i, j) ∈ V (Tn), se
define ϕ(i, j) = 0αn(i)1αn(j).

Entonces ϕ(i, j) es una cadena binaria de longitud 2(n+1) con exactamente

2Aunque la definición tradicional de toro es sobre el conjunto {0, 1, 2, . . ., n− 1}, esta
definición equivalente es más útil para la función biyectiva dada en el teorema 2.
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Figura 2.21: Gráfica T4.

(n+1) 1’s. Se observa que ϕ : V (Tn)→ V (HS(2(n+1), n+1)) es una función
inyectiva. Se considera una arista e ∈ Tn. Entonces se tienen los siguientes
casos.

Caso 1. Suponga que e es la arista entre (i, j1) e (i, j2). Entonces se define
ρ(e) como la ruta (0αn(i)1αn(j1), 1αn(i)1αn({j1, j2}), 0αn(i)1αn(j2)).

Caso 2. Suponga que e es la arista entre (i1, j) e (i2, j). Entonces se define
ρ(e) como la ruta (0αn(i1)1αn(j), 1αn(∅)1αn(j), 0αn(i2)1αn(j)).2

Ejemplo 19 Se ilustra la demostración del teorema 7 haciendo la inmersión
de T2 en HS(6, 3).

Sea n = 2 y S = {1, 2}, se define α2(S) como la cadena binaria de longi-
tud 2, donde la k-ésima posición es 1 si y sólo si k ∈ S, para cada vértice
(i, j) ∈ V (T2), se usará ϕ(i, j) = 0α2(i)1α2(j).
Entonces HS(2(n+ 1), n+ 1) = HS(6, 3), para {(1,1), (1,2), (2,1), (2,2)} ∈
V (T2), por lo cual, ϕ(1, 1) = 0α2(1)1α2(1) = 0101α2(1) = 010110 = 010101,
ϕ(1, 2) = 0α2(1)1α2(2) = 0α2(1)101 = 010110, ϕ(2, 1) = 0α2(2)1α2(1) =
001101, ϕ(2, 2) = 0α2(2)1α2(2) = 001110, estos se muestran en la figura
2.22, además de las aristas de T2.

Entonces tenemos que cada ϕ(i, j) es una cadena binaria de longitud 6 con
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exactamente tres śımbolos 1. ϕ : V (T2) → V (HS(6, 3)) es una función in-
yectiva. Para las aristas {e1, e2, e3, e4} en T2. Se tienen los siguientes casos:

Figura 2.22: Gráfica T2 con algunos vértices de V (HS(6, 3)).

1. e1 es la arista entre (i, j1) = (1, 1) e (i, j2) = (1, 2).
Se define ρ(e1) como la ruta (0α2(i)1α2(j1), 1α2(i)1α2({j1, j2}), 0α2(i)1α2(j2)) =
(0α2(1)1α2(1), 1α2(1)1α2({1, 2}), 0α2(1)1α2(2)) = (010101, 110100,
010110).

2. e2 es la arista entre (i, j1) = (2, 1) e (i, j2) = (2, 2).
Se tiene que ρ(e2) es la ruta (0α2(i)1α2(j1), 1α2(i)1α2({j1, j2}), 0α2(i)1α2(j2))
= (001101, 101100, 001110).

3. e3 es la arista entre (i1, j) = (1, 1) e (i2, j) = (2, 1).
Entonces se define ρ(e3) como la ruta (0α2(i1)1α2(j), 1α2(∅)1α2(j), 0α2(i2)1α2(j)) =
(0α2(1)1α2(1), 1α2(∅)1α2(1), 0α2(2)1α2(1)) = (010101, 100101, 001101).

4. e4 es la arista entre (i1, j) = (1, 2) e (i2, j) = (2, 2).
Se tiene que ρ(e3) es la ruta (0α2(i1)1α2(j), 1α2(∅)1α2(j), 0α2(i2)1α2(j))
= (010110, 100110, 001110).

El resultado de la inmersión de T2 en HS(6, 3) se presenta en la figura 2.23.
♢
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Figura 2.23: Gráfica T2 inmersa en HS(6, 3).
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Caṕıtulo 3

Propiedades de la gráfica
hiperestrella

En este caṕıtulo se revisarán las gráficas pares e impares y su relación
con la gráfica hiperestrella; además se verá el área de la superficie para la
hiperestrella, un tema que tiene importancia para el diseño de algoritmos y
rendimiento de la red de interconexión.

3.1. Relación con otras gráficas

Se analizarán, en esta sección, dos clases de gráficas, vistas como
redes de interconexión, que están estrechamente relacionadas con la gráfica
hiperestrella, éstas son las gráficas pares e impares, además se hará un
acercamiento a algunas de las relaciones con la gráfica hiperestrella.

3.1.1. Gráfica impar

Las gráficas impares en el contexto de la teoŕıa de gráficas, pertenecen a la
familia de las gráficas simétricas, además son una subclase de las gráficas de
Kneser, después fueron estudiadas como una potencial red de interconexión.
Las gráficas impares como redes de interconexión se pueden definir de la
siguiente manera:

Definición 15 Sea n un entero impar con n = 2δ− 1, δ ≥ 2. El conjunto de
vértices de la gráfica impar Oδ es el conjunto de cadenas binarias de longitud
n con exactamente δ śımbolos 1. Dos vértices están conectados si y sólo si
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Figura 3.1: Gráficas impares (a) O2, (b) O3.

difieren en todos menos en un bit, [10]. Es decir, si y sólo si coinciden en
exactamente un bit. Esto significa que, dos vértices son adyacentes si y sólo
si su distancia de Hamming es 2δ − 2.

Se tiene entonces que la gráfica impar O2 es la gráfica completa K3; es decir,
un triángulo, O3 es la Gráfica de Petersen, mientras que O4 es una gráfica
4-regular de orden 35. En las figuras 3.1 y 3.2 se muestran O2, O3 y O4,
respectivamente.

Definición 16 Sea V 1
δ el conjunto de vértices en la gráfica HS(2n, n), cuyo

bit más significativo es 1; sea V 0
δ el conjunto de vértices, cuyo bit más

significativo es 0, con exactamente δ śımbolos 1, [10].

Proposición 1 Si δ ≥ 2, entonces dos vértices en V 0
δ no son adyacentes,

[10].

Demostración. Si se supone que dos vértices de la forma 0α y 0β en V 0
δ son

adyacentes, entonces α = β̄, pero cada α y β tienen exactamente δ− 2 ceros
y δ unos, lo cual es una contradicción.2

Sea O−1
δ la gráfica que se obtiene borrándole a Oδ las aristas entre los vértices

en V 1
δ . En la figura 3.3 se puede ver O−1

4 . Entonces la proposición anterior
implica que O−1

δ es bipartita con biparticiones V 0
δ y V 1

δ , posteriormente se
verá que es de hecho una hiperestrella.

Proposición 2 Una gráfica Oδ es regular con N =
(

2δ − 1
δ

)
vértices, tiene

grado δ y diámetro δ − 1.
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Figura 3.2: Gráfica O4.

Proposición 3 El grado y el diámetro de Oδ son asintóticos de O(log2
√
N),

donde N es el número de vértices en la red.

Relación con la hiperestrella

La gráfica impar Oδ tiene el mismo número de vértices que la gráfica
hiperestrella HS(2δ − 1, δ), las cadenas que representan sus vértices están
formadas por la misma cantidad de ceros y unos, pero la cardinalidad de las
aristas es diferente. Como se mencionó anteriormente, la relación con O−1

δ es
mejor ya que coinciden también en el número de aristas, estas caracteŕısticas
se detallarán más adelante.

Teorema 8 [10] Si δ ≥ 2, entonces O−1
δ es isomorfa a HS(2δ − 1, δ).

Demostración. Se define ϕ : V (O−1
δ ) → V (HS(2δ − 1, δ)) como sigue. Si 1α

es un vértice de O−1
δ , entonces se define ϕ(1α) = 1α; si 0α es un vértice de

O−1
δ , entonces se define ϕ(0α) = 0α. Ahora, se considera 1α, un vértice de

O−1
δ . Se tiene que α posee exactamente δ− 1 ceros y δ− 1 unos, entonces un

vecino de 1α debe ser de la forma 0β, donde β tiene exactamente δ unos y
δ − 2 ceros, la distancia de Hamming entre 1α y 0β es igual a 2δ − 2.

Por lo tanto, α y β tienen exactamente un bit en común y tal bit es el
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Figura 3.3: Gráfica O−1
4 .

śımbolo 1. Aśı, cada 1α y 0β tienen longitud 2δ− 1 con exactamente δ unos,
la distancia de Hamming entre α y β es igual a 1. Por lo tanto, 1α y 0β son
adyacentes enHS(2δ−1, δ). De esta forma queda terminada la demostración.
2

Figura 3.4: (a) Gráfica O3 intermedia y (b) HS(5, 3).

Ejemplo 20 Se mostrará que la gráfica O−1
3 es isomorfa a HS(5, 3).

La gráfica impar O3, ilustrada en la figura 3.4 (a), tiene el mismo número de
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vértices que la gráfica HS(5, 3), ilustrada en la figura 3.4 (b), los vértices cu-
yo primer bit es 1 tienen la forma 1α con α = b2b3b4b5, además dichos vértices
tienen dos vecinos con primer bit 0; cuya forma es 0β con β = b′2b

′
3b

′
4b

′
5.

Se aplica la función ϕ : V (O−1
3 ) → V (HS(5, 3)) a cada vértice v ∈ V (O−1

3 ),
la figura 3.4 (a) sin las aristas con ĺıneas punteadas, muestra O−1

3 , obteniendo
los resultados que se muestran en la tabla 3.1.

i v βi ϕ(0βi) = 0βi v αi ϕ(1αi) = 1αi

1 00111 0111 00111 11010 1010 10101
2 01101 1101 01101 11100 1100 10011
3 01011 1011 01011 11001 1001 10110
4 01110 1110 01110 10110 0110 11001
5 10011 0011 11100
6 10101 0101 11010

Tabla 3.1: Función ϕ : V (O−1
3 )→ V (HS(5, 3)) sobre los vértices de O−1

3 .

Se observa en los vértices de O−1
3 que α1, α2, α3, α4, α5, α6 tienen dos ce-

ros y dos unos, los vecinos de cada 1αi son de la forma 0βi cada βi tiene tres
unos y un cero, la distancia de Hamming entre 1αi y 0βi es 4, se puede notar
que βi y αi tienen en común el bit 1 en la posición mostrada en la tabla 3.2.

β1 y α1 β1 y α2 β1 y α3 β2 y α1 β2 y α4 β2 y α5

Posición 4 3 5 2 3 5
β3 y α2 β3 y α4 β3 y α6 β4 y α6 β4 y α5 β4 y α3

Posición 2 4 5 3 4 2

Tabla 3.2: Bit 1 en común entre βi y αi.

Cada 1αi y 0βi tiene longitud 5 con tres unos y dos ceros, la distancia de
Hamming entre αi y βi es uno, de esta manera 1αi y 0βi son adyacentes en
HS(5, 3) como se ve en la figura 3.4 (b). ♢

En el Teorema 1 se destacó que HS(n, k) es isomorfa a HS(n, n−k). Además
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suponiendo que n ≥ 4 y 2 ≤ k ≤ n−2. Sea G0 la subgráfica de HS(n, k) con
el valor 0 en la n-ésima posición, sea G1 la subgráfica de HS(n, k) con valor
de 1 en la n-ésima posición. Entonces G0 es isomorfa a HS(n− 1, k), G1 es
isomorfa a HS(n− 1, k − 1).

Se puede ver en la figura 2.5 que HS(6, 3) está formada por un gráfica iso-
morfa a HS(5, 2), la subgráfica de la izquierda con un 1 en la sexta posición,
además una gráfica isomorfa a HS(5, 3), la subgráfica de la derecha con un 0
en la sexta posición. Con esta observación y el Teorema 8 se tienen las bases
para el siguiente resultado.

Corolario 2 [10] Para δ ≥ 2, se tiene que HS(2δ, δ) y HS(2δ, δ + 1) son
subgráficas ajenas por vértices inducidas por O−1

δ+1. En particular, cada
HS(2δ, δ) y HS(2δ, δ + 1) puede ser inmersa en O−1

δ+1 con dilatación 1.

En el siguiente resultado se verá, que existe una gráfica impar que contiene
cada copia de la hiperestrella, para cadenas binarias de longitud fija.

Corolario 3 [10] Sea n ≥ 3, entonces para 1 ≤ k ≤ n − 1, HS(n, k) puede
ser inmersa o encajada en O−1

n+1 con dilatación 1.

Demostración. Usando la estructura recursiva de la hiperestrella repetida-
mente, se puede ver que HS(n, k), para cada k, 1 ≤ k ≤ n − 1, es una
subgráfica de HS(2n − 2, n − 1). Por lo tanto, cada una de ellas puede ser
inmersa en O−1

n+1 por el Corolario 2. 2

3.1.2. Gráfica par

La gráfica par fue usada por primera vez como una clase de redes de inter-
conexión eficientes en 1989, [4]. Posee algunas caracteŕısticas atractivas, tales
como: Capacidad de máxima tolerancia a fallos, mayor densidad, facilidad de
auto-diagnóstico; además, admite algoritmos sencillos de enrutamiento dis-
tribuido para la red defectuosa y la red sin fallos.

El algoritmo de autodiagnóstico es semidistribuido, está basado en una es-
tructura combinatoria conocida como la matriz de Hadamard. El esquema de
diagnóstico tiene alto grado de tolerancia a fallos, que se aproxima asintóti-
camente a un nivel del 100%.
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Definición 17 Sea n un entero impar de la forma n = 2δ − 3 para δ > 1.
Sean W1, W2 dos conjuntos de cadenas binarias con longitud n, tal que el
peso de Hamming de cada cadena en W1 es δ− 1 y en W2 es δ− 2. Entonces,
el conjunto de vértices V de la gráfica par Eδ es V = W1 ∪W2, el conjunto
de aristas E = {(x, y) | x ∈ W1, y ∈ W2, H(x, y) = 1 ó n}, [20].

Es decir, los vértices de una gráfica par son cadenas binarias de longitud
2δ−3, todas estas cadenas tienen δ−1 ó δ−2 śımbolos 1. Dos vértices están
conectados si difieren en un bit o son complementarios entre śı.

Figura 3.5: Gráfica par E4 con 20 vértices, grado 4 y diámetro 3.

Ejemplo 21 La figura 3.5 muestra una gráfica par con 20 vértices, dado
que δ = 4, se tienen cadenas binarias de longitud 5 con dos o tres ceros. En
particular, el vértice x = 00011 ∈ W2 tiene dos bits con valor 1; tiene como
vértices adyacentes a y1 = 11100, y2 = 01011, y3 = 00111, y4 = 10011. Se
tiene que H(x, y1) = H(00011, 11100) = 5, aśı que y1 es el complementario
de x. Para los otros vecinos se tiene que H(x, yi) = 1, i = 2, 3, 4; es decir,
difieren en un sólo bit. Algo similar ocurre con los otros vértices de E4. ♢

Proposición 4 Una gráfica Eδ es regular, con grado δ y tiene
(

2δ − 2
δ − 1

)
vértices. Su diámetro es δ − 1, [20].

En la figura 3.5 se observa que los 20 vértices de E4 tienen 4 vértices
adyacentes, se puede determinar que el diámetro de E4 es 3.

61



Proposición 5 El grado y el diámetro de Eδ es proporcional a log2
√
N ,

donde N es el número de vértices en la red, [20].

Como ya se vio antes, una gráfica en capas consiste en vértices que se en-
cuentran en t + 1 capas, numeradas de L0 a Lt, tal que cada vértice está
en una capa y cada arista conecta vértices en capas consecutivas. Se tiene
que Eδ es una gráfica en capas que van desde L0 a Lδ−1. En la figura 3.6 se
muestra E4 en capas.

Figura 3.6: Gráfica par E4 en capas.

Al estudiar las propiedades de la hiperestrella doblada, se verá que la gráfica
hiperestrella puede construirse al eliminar todas las aristas de la hiperestrella
doblada correspondiente que conectan dos vértices cuyas cadenas binarias son
complementarias entre śı, por lo cual se puede obtener el resultado siguiente:

Teorema 9 [20] La gráfica hiperestrella HS(2δ− 2, δ− 1) es una gráfica de
expansión de la gráfica par Eδ, donde δ ≥ 2.

3.2. Área de la superficie (surface area)

Calcular el número de vértices a una distancia dada de un determinado
vértice en la red, o área de la superficie, es otro tema importante, en el sentido
de que puede llevar a un mejor entendimiento de la red. Tales expresiones
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son muy útiles cuando se estudian temas diferentes de la red, como diseño de
VLSI, colocación de recursos, diseñar algoritmos colectivos de comunicación
y análisis del rendimiento de la red, [7].

Definición 18 El área de la superficie Ai de una gráfica G es el número de
vértices de G cuya distancia desde un vértice determinado es exactamente i.
En otras palabras, Ai es el área o superficie de una esfera virtual con radio i
desde un vértice determinado como el vértice central, [9].

Esta cantidad, llamada área de la superficie, está especialmente bien definida
para las gráficas simétricas por vértices, como el área de la superficie para
cualquier vértice en una gráfica simétrica por vértices G igual que para cual-
quier otro vértice en G.

Ya que HS(2n, n) es simétrica por vértices, hay que enfocarse en el área
de la superficie de un vértice espećıfico, en este caso, el vértice de identidad,
I = 0n1n.

Una gráfica hiperestrella regular HS(2n, n) es una gráfica no dirigida que

consiste en
(

2n
n

)
vértices, donde un vértice está representado por la ca-

dena de 2n bits de la forma s1s2 . . . s2n tal que la cardinalidad del conjunto
{i | 1 ≤ i ≤ 2n, si = 1} es n.

Lema 5 [20] Cualquier ruta más corta P = ⟨k1, k2, . . . , kt⟩1 desde el
vértice identidad I a un vértice espećıfico en la gráfica hiperestrella regular
HS(2n, n) tiene el mismo conjunto de números (k1, k3, . . . , ki, . . .), con i
impar y (k2, k4, . . . , kj, . . .), con j par.

Se hace referencia al conjunto (k1, k3, . . . , ki, . . .), con i impar como Snon,
el conjunto (k2, k4, . . . , kj, . . .), con j par como Spar. Nótese aqúı que cada
número en el conjunto Snon está entre n + 1 y 2n, además cada número en
el conjunto Spar está entre 2 y n.

Aśı, se puede ver que el número de vértices a cierta distancia de I está
determinado por el número de combinaciones diferentes de Snon y Spar, esto
se nota en el ejemplo 9 del caṕıtulo 2.

Teorema 10 [20] El área de la superficie para la hiperestrella regular
HS(2n, n) con radio i es:

1Según la definición 7 del caṕıtulo 2.

63



A(n, i) =
n(n− 1)2(n− 2)2 . . . (n− ⌊ i

2
⌋)2

⌊ i
2
⌋!⌈ i

2
⌉!

donde ⌊x⌋ = máx{k ∈ Z | k ≤ x} y ⌈y⌉ = mı́n{k ∈ Z | y ≤ k}.

Ejemplo 22 En la figura 3.7 se muestran los vértices 0101, 0110 que están
a distancia 2 del vértice 0011 en HS(4, 2). Entonces se tiene que

A(2, 2) =
(2− ⌊1

2
⌋)(2− ⌊2

2
⌋)

⌊2
2
⌋!⌈2

2
⌉!

=
(2− 0)(2− 1)

1!1!
=

(2)(1)

1
= 2

♢

Figura 3.7: Vértices a distancia 2 de 0011 en HS(4, 2).

Ejemplo 23 Considere la gráfica de la figura 3.8, se observa que los vértices
110001, 101001, 110100, 101100, 110010, 101010 están a distancia 3 del
vértice 000111 en HS(6, 3). Entonces se tiene que

A(3, 3) =
(3− ⌊1

2
⌋)(3− ⌊2

2
⌋)(3− ⌊3

2
⌋)

⌊3
2
⌋!⌈3

2
⌉!

=
(3− 0)(3− 1)(3− 1)

1!2!
=

(3)(2)2

2
= 6

♢

Ejemplo 24 La tabla 3.1 muestra el área de la superficie de la hiperestrella
HS(2n, n) con valores de n desde 2 hasta 6, con radio i = 1, . . . , 11. En otras
palabras, se tiene A(n, i) con 1 ≤ i ≤ 11 y 2 ≤ n ≤ 6. ♢
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Figura 3.8: Vértices a distancia 3 de 000111 en HS(6, 3).

Radio 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11
HS(4,2) 2 2 1
HS(6,3) 3 6 6 3 1
HS(8,4) 4 12 18 18 12 4 1
HS(10,5) 5 20 40 60 60 40 20 5 1
HS(12,6) 6 30 75 150 200 200 150 75 30 6 1

Tabla 3.3: Área de la superficie de la hiperestrella HS(2n, n).
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Caṕıtulo 4

Caracteŕısticas de comunicación
en la hiperestrella

El modelo de una red de interconexión como una gráfica, donde un pro-
cesador se puede representar como un vértice, y un canal de comunicación
entre procesadores, se representa como una arista entre vértices, desempeña
un papel importante en los aspectos de comunicación de la red.

El modelo gráfico que tiene un menor grado y diámetro se considera más
conveniente, porque esto implica un menor costo en la implementación del
hardware, además de menor tiempo en la transmisión de los mensajes, [13].

4.1. Difusión de la información

Definición 19 Difusión de la información es la propagación de un
mensaje, tan pronto como sea posible, desde el procesador fuente, a todos los
procesadores usando los enlaces de la red1, de modo que al final, cada cada
procesador tiene acceso o ”conoce”, el mensaje. A esto a veces se le conoce
como comunicación de uno a todos, [17].

Por lo tanto, una difusión de la información ineficiente puede ser un cuello
de botella en el rendimiento de las redes multiprocesador. En la difusión
de la información se colocan una serie de llamadas a lo largo de las ĺıneas

1Recuerde que se usa red para abreviar red de interconexión y gráfica para nombrar al
modelo de la misma.
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de comunicación en la red. En cualquier momento, los procesadores con los
cuales se entable la comunicación, contribuyen al proceso de transferencia de
la información, comunicándose con uno de su vecinos desinformados.

Definición 20 Un árbol dirigido es una gráfica dirigida orientada cuya
gráfica subyacente es un árbol. Un árbol dirigido T se llama un árbol
enraizado si existe un vértice r de T , llamado ráız, tal que para cada vértice
v de T , hay una ruta desde r hasta v en T .

Sea T un árbol enraizado. Es común dibujar a T con la ráız r en la parte
superior, en el nivel 1. Los vértices adyacentes a r se sitúan un nivel por
debajo, en el nivel 2. Cualquier vértice adyacente desde un vértice en el nivel
2 está en el nivel 3 y aśı sucesivamente. En general, cada vértice en el nivel
i > 1 es adyacente desde exactamente un vértice a nivel (i− 1).

Un vértice x en un árbol enraizado con ráız r está en el nivel i si y sólo
si la ruta de r a x en T tiene longitud (i− 1). Cada arista está dirigida desde
un vértice en algun nivel j a un vértice en el nivel (j + 1). El mayor entero
h para el cual existe un vértice en el nivel h en un árbol enraizado se llama
altura, [8].

El método más común para encontrar un algoritmo de difusión de la in-
formación es utilizar un árbol de expansión. Al implementar un algoritmo de
difusión de la información, está inmerso un árbol de difusión, el cual es un
árbol de expansión con el procesador fuente como la ráız, [12].

En el caṕıtulo I se definió el modelo de un sólo puerto, el cual es más razo-
nable y usado en la practica, donde un procesador puede transmitir y recibir
simultáneamente la información a través de un canal incidente.

Teorema 11 Cualquier algoritmo de difusión de la información de una red
en el modelo de un sólo puerto con N procesadores debe requerir tiempo
Ω(log N), [20].

Demostración. En cada unidad de tiempo, un procesador con el mensaje, sólo
puede enviarlo a uno de sus vecinos, aśı que después de cada paso, el número
de procesadores que han recibido el mensaje, pueden a lo más ser el doble.
Existen N procesadores en la red, por lo tanto, el menor tiempo necesario
para realizar la difusión de la información es Ω(logN). 2
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Esto significa que para el modelo de un sólo puerto, el ĺımite inferior pa-
ra la difusión de la información esta dado por Ω(log N).

Ejemplo 25 En la figura 4.1 se muestra la difusión de la información en
el modelo de un sólo puerto, para la gráfica O−1

3 , mediante un árbol de
expansión el cual tiene como vértice fuente a 00111.

Figura 4.1: Árbol de expansión para O−1
3 .

También en el caṕıtulo 1 se hizo la definición del modelo todo puerto, donde
todos los canales incidentes a un procesador se pueden utilizar simultánea-
mente para la transmisión y recepción de la información.

Cuando se considera la difusión de la información en una red en el modelo
todo puerto, el menor tiempo requerido está acotado por el diámetro de la
gráfica, porque éste es el mı́nimo tiempo necesario para que el mensaje se
env́ıe desde un vértice al vértice más alejado de él, [20].

Definición 21 Se define el tráfico en una red de interconexión como el
número total de mensajes intercambiados.

En el modelo todo puerto, además de tiempo, o número de pasos de
comunicación requerido, otro de los criterios del algoritmo es el tráfico. Esto
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significa que es deseable minimizar tanto el tiempo como el tráfico, este último
se disminuye al minimizar la redundancia, lo que significa reducir el número
de veces que un vértice recibe el mismo mensaje, [20].

4.1.1. Esquema de difusión de la información uno a
todos en HS(2n, n)

Definición 22 Difusión de la información uno a todos es un mecanismo para
esparcir la información desde un vértice designado en una gráfica a todos los
otros vértices en la gráfica.

Para la difusión de la información desde un vértice origen, se define un árbol
de expansión enraizado en el vértice fuente de HS(2n, n). Se supone como
el vértice ráız u a 0n1n, pero la construcción se puede generalizar para los
árboles enraizados en vértices arbitrarios, [13].

Sea Padre(v) la función que representa al vértice en el nivel superior a
v padre, del cual se desprenden niveles inferiores hijos representados con
la función Hijos(v), entonces para el nivel superior a padre es decir a
= Padre(Padre(v)), hay que remarcar que Padre(v) está relacionada con
Hijos(v) por medio de aristas.

Sea I = {i|ri = ai ⊕ vi = 1}, se define i0 ∈ I e i1 ∈ I, con 1 ≤ i0 ≤ n e
n+1 ≤ i1 ≤ 2n cuando v está en un nivel par e 1 ≤ i1 ≤ n e n+1 ≤ i0 ≤ 2n
cuando v está en un nivel impar. También, sea rh = 0 para todo h ∈ Ψ
donde Ψ = {i1+1, i1+2, . . . , 2n} o Ψ = {i1+1, i1+2, . . . , n}, en el primer y
segundo ejemplar, respectivamente. Es decir, Ψ es el conjunto de corrimiento
de ceros en R desde la i1-ésima posición, [13].

Definición 23 Sea u el vértice fuente 0n1n. Entonces un árbol de expansión
ST (u) enraizado en u se define por las funciones Padre(v) e Hijos(v) de la
siguiente forma:

Hijos(v) = h-arista 2 de v para toda h en Ψ.
Padre(v) = i0-arista de v.

Para el vértice fuente u = v, sea i1 = n y Padre(v) = ∅ y para los hijos de
u, sea i1 = 1 y I = {i|ri = ui ⊕ vi = 1}. Se puede ver que los hijos de v son

2De acuerdo con la definición 6.
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los vértices conectados por h-aristas para todos los h en Ψ y el padre de v es
el vértice conectado por una i0-arista.

Ejemplo 26 Se explicarán las funciones de la definición 23 para el vértice
v = 010011 en HS(6, 3). Para llegar desde el vértice fuente u = 000111 en
ST (u) hasta v que esta en L2 se hace a través de una 4-arista y otra 2-arista.

En el caso de los vértices a = Padre(Padre(v)) = 000111 y v se tiene que
I = {i|ri = ai ⊕ vi = 1} = {2, 4}, i0 = 2, i1 = 4 ya que v se encuentra en un
nivel par, además Ψ = {i1 + 1, i1 + 2} = {5, 6}.

Para Hijos(v) se tiene que v está conectado a 110001 por medio de una
5-arista, además v está relacionado con 110010 a través de una 6-arista. En
el caso de Padre(v) se llega desde v a 100011 por medio de una 2-arista; un
proceso similar se sigue para todos los vértices en ST (u). ♢

Ejemplo 27 Se revisa el caso cuando u = v en el árbol ST (u) de HS(6, 3),
por definición i1 = 3 entonces Ψ = {i1 + 1, i1 + 2, i1 + 3} = {4, 5, 6} y
Padre(v) = ∅. Analizando a los hijos de u, se tiene que i1 = 1 entonces Ψ =
{i1+1, i1+2} = {2, 3}, cuando v = 100011; I = {i|ri = ui⊕vi = 1} = {1, 4},
en el caso v = 100101; I = {i|ri = ui ⊕ vi = 1} = {1, 5}, para v =100110
I = {i|ri = ui ⊕ vi = 1} = {1, 6}.

Se puede ver que los hijos de 100011, 100101, 100110 son los vértices co-
nectados por h-aristas para todos los h en Ψ, y el padre de 100011, 100101,
100110 es el vértice conectado por una i0-arista. ♢

Teorema 12 [13] Para el vértice fuente u = 0n1n, el árbol de expansión
ST (u) tiene una altura óptima igual a 2n− 1.

Demostración. Para cualquier vértice w en ST (u), considere una cadena de
bits R = r1r2 . . . r2n que se obtiene al aplicar la operación XOR bit a bit sobre
w y u, y sea R− el conjunto de bits en la posición i, tal que ri = vi ⊕ ui.

Entonces la función de Padre(w) encuentra una i0 arista de w tal que
i0 ∈ R−. Aśı, por la Propiedad 1, la arista (w, Padre(w)) conduce a una
ruta más corta hacia u. Puesto que la gráfica hiperestrella es simétrica por
vértices, la altura de ST (u) es igual al diámetro de la gráfica hiperestrella.
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Espećıficamente, si w = 1n0n, entonces las aristas que conectan a w y u en
ST (u) construyen una ruta más corta entre w y u de longitud 2n− 1, [13].2

En este esquema de difusión, se restringe la comunicación a un sólo puer-
to a la vez. Se mencionará brevemente el esquema:
Primero, el vértice fuente u env́ıa un mensajeM al hijo u1 más a la izquierda,
se tiene como resultado que u y u1 guardan el mensaje M . Entonces u env́ıa
M a el siguiente hijo más a la izquierda u2, y u1 env́ıa M a su hijo más a la
izquierda. Se continua esta operación hasta que todos los vértices en ST (u)
reciben el mensaje M . Este esquema toma un tiempo de 2n − 1, lo cual es
óptimo.

Figura 4.2: Árbol de expansión para HS(6, 3).

Ejemplo 28 Se explicará el esquema de difusión para HS(6, 3). En el paso
1, el vértice fuente 000111 env́ıa un mensaje M a través de una 4-arista a
su hijo más a la izquierda en este caso 100011 por lo cual 000111 y 100011
guardan el mensaje M .
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En el segundo paso el vértice fuente 000111 env́ıaM a el siguiente hijo más a
la izquierda 100101 a través de una 5-arista y 100011 env́ıa env́ıa M a través
de una 2-arista a su hijo 010011, aśı sucesivamente para todos los vértices en
el árbol ST (000111) de HS(6, 3) que se puede ver en la figura 4.2. Los cinco
pasos del esquema, que dan un tiempo de 2n− 1, se pueden ver en la tabla
4.1. ♢

Paso 1 2 3 4 5
vértice 000111 000111 000111 100101 100110
i-arista 4 5 6 3 3
vértice 100011 100101 100110 001101 001110
vértice 100011 100011 100110 001011
i-arista 2 3 2 6
vértice 010011 001011 010110 101010
vértice 100101 010011 001101
i-arista 2 6 6
vértice 010101 110010 101100
vértice 010011 001011 110010
i-arista 5 5 3
vértice 110001 101001 011010
vértice 010101 110100
i-arista 6 3
vértice 110100 011100
vértice 110001 011001
i-arista 3 6
vértice 011001 111000

Tabla 4.1: Pasos del esquema de difusión uno a todos en HS(6, 3).
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4.2. Vecindad de difusión de la información

Inicialmente, la vecindad de difusión de la información se uso como una
herramienta para simular un sólo paso del modelo todo puerto, usando el
modelo de un solo puerto en una red dada.

Definición 24 La vecindad de difusión de la información esta
relacionado a la difusión de un mensaje desde el vértice fuente a todos sus
vértices adyacentes.

De aqúı en adelante se considerará el problema de vecindad de difusión de la
información para el modelo de un sólo puerto.

4.2.1. Vecindad de difusión de la información en el
modelo de un sólo puerto HS(2n, n)

Teorema 13 [20] Cualquier algoritmo de vecindad de difusión de la
información en una red con grado máximo d debe requerir tiempo Ω(log d).

Demostración. En cada unidad de tiempo, un procesador con el mensaje pue-
de únicamente enviarlo a uno de sus vecinos, aśı que después de cada paso, el
número de vecinos que han recibido el mensaje puede ser a lo más el doble.
El número máximo de vecinos de un procesador en la red es d, por lo tanto
el menor tiempo necesario para resolver el problema de vecindad de difusión
de la información es Ω(log d). 2

Ya que HS(2n, n) es una gráfica regular, entonces tiene grado n. Aśı, la
cota inferior para la vecindad de difusión de la información en HS(2n, n) es
Ω(log n).

Como se demostró en el caṕıtulo 2, las gráficas hiperestrella regulares son
simétricas por vértices. Sin pérdida de generalidad, se supone que el vértice
fuente para la vecindad de difusión de la información es el vértice identidad
I = 0n1n.

Teorema 14 [20] La gráfica hiperestrella regular HS(2n, n) es una gráfica
bipartita balanceada.

Demostración Se hace una partición de los vértices de HS(2n, n) en dos
conjuntos U y V . El conjunto U contiene todos los vértices cuyo primer bit
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Figura 4.3: HS(6, 3) agrupada como una gráfica bipartita balanceada.

es 1 y V contiene todos los vértices cuyo primer bit es 0. Cada arista de

HS(2n, n) conecta un vértice en U a uno en V y |U| = |V|=
(

2n− 1
n

)
, de

este modo HS(2n, n) es una gráfica bipartita balanceada. 2

Teorema 15 [20] Cualquier par de vecinos del vértice fuente 0n1n están
conectados por una ruta de longitud 4, estas rutas entre diferentes pares de
vecinos son ajenos por vértices.

Demostración Cualquier vecino del vértice fuente 0n1n se obtiene al inter-
cambiar el primer 0 del vértice fuente con un 1 del vértice vecino. Por lo
tanto cualesquiera dos vecinos de él son diferentes en exactamente 2 bits en
la posición p y q, donde n+ 1 ≤ p ≤ 2n y n+ 1 ≤ q ≤ 2n.

Entonces estos dos vecinos están conectados por la ruta [i, q, p, i] donde
2 ≤ i ≤ n. Éstos dos vecinos y el vértice fuente están en el mismo ciclo
[p, i, q, p, i, q], porque dos pares de vecinos diferentes tienen p y q diferentes,
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estos ciclos están obligados a ser ajenos por vértices, excepto los que compar-
ten el vértice fuente 0n1n. Por lo tanto, las rutas de longitud 4 que conectan
pares de vecinos son ajenos por vértices. 2

El teorema anterior permite ver el vértice fuente junto con sus n vecinos
como una gráfica completa, en el sentido de que cualesquiera dos vértices
están conectados por una ruta de longitud constante.

Figura 4.4: Gráfica HS(8, 4).

Ejemplo 29 En la figura 4.4 se pueden ver los vecinos 10000111, 10001011
del vértice fuente 00001111, estos vecinos están conectados por la ruta
P1=[i, q, p, i] = [4, 6, 5, 4]. Además están en el mismo ciclo C1=[p, i, q, p, i, q]
= [5, 4, 6, 5, 4, 6] con el vértice fuente.

Los vecinos 10001110, 10001101 están conectados por la ruta P2=[i, q, p, i]
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= [4, 7, 8, 4] y están en el ciclo C2=[p, i, q, p, i, q] = [8, 4, 7, 8, 4, 7] con el vérti-
ce fuente, entonces para los dos pares de vecinos dados, los ciclos C1, C2 son
diferentes y las rutas P1 y P2 de longitud 4 son ajenos por vértices. ♢

Se puede diseñar un algoritmo simple de vecindad de difusión de la infor-
mación, para HS(2n, n), basado en la técnica de duplicación recursiva
donde a cada paso, se duplica el número de vecinos con el mensaje, mediante
el uso de un conjunto ajeno por vértices de rutas de longitud constante entre
vecinos.

Se denota al vecino que se obtiene al cambiar el primer bit del vértice fuente
con el n+ i-ésimo bit, 1 ≤ i ≤ n, como el i-ésimo vecino del vértice de fuente.

Inicialmente, sólo el vértice fuente 0n1n en HS(2n, n) tiene el mensaje
que será enviado a todos sus vecinos.

Para el primer paso, el vértice fuente env́ıa el mensaje a sus primeros
vecinos a través del enlace directo.

En el paso i, i ≥ 2, el vértice fuente env́ıa el mensaje a su vecino
2i−1-ésimo. Si el vecino j tiene el mensaje, entonces en este paso, se
env́ıa el mensaje al vecino j + 2i−1 a través de la ruta de longitud 4
[2, j + 2i−1, j, 2].

El proceso continúa hasta que todos los vecinos del vértice fuente tienen
el mensaje.

Ejemplo 30 En HS(14, 7), la vecindad de difusión de la información se
forma de acuerdo al siguiente patrón.

Paso 0: Sólo 00000001111111, tiene el mensaje

Paso 1: Se env́ıa el mensaje al 1er. vecino del vértice fuente
(S → 1) 00000001111111 → 10000000111111

Paso 2: El vértice fuente env́ıa el mensaje al 2o. vecino
(S → 2) 00000001111111 → 10000001011111

El 1er. vecino env́ıa el mensaje al 3er. vecino a través de la ruta
[2, j + 2i−1, j, 2] = [2, 8 + 22−1, 8, 2] = [2, 10, 8, 2]
(1 → 3)10000000111111 → 01000000111111 → 11000000101111
→ 01000001101111 → 10000001101111
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Paso 3: El vértice fuente env́ıa el mensaje al 4to. vecino
(S → 4) 00000001111111 → 10000001110111

El 1er. vecino env́ıa el mensaje al 5to. vecino a través de la ruta
[2, j + 2i−1, j, 2] = [2, 8 + 23−1, 8, 2] = [2, 12, 8, 2]
(1 → 5) 10000000111111 → 01000000111111 → 11000000111011
→ 01000001111011 → 10000001111011

El 2o. vecino env́ıa el mensaje al 6to. vecino a través de la ruta
[2, j + 2i−1, j, 2] = [2, 9 + 23−1, 9, 2] = [2, 13, 9, 2]
(2 → 6) 10000001011111 → 01000001011111 → 11000001011101
→ 01000001111101 → 10000001111101

El 3er. vecino env́ıa el mensaje al 7o. vecino a través de la ruta
[2, j + 2i−1, j, 2] = [2, 10 + 23−1, 10, 2] = [2, 14, 10, 2]
(3 → 7) 10000001101111 → 01000001101111 → 11000001101110
→ 01000001111110 → 1000000111110 ♢
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Caṕıtulo 5

Hiperestrella doblada

En este caṕıtulo se revisarán las gráficas hiperestrella dobladas
FHS(2n, n), estas fueron introducidas como un modelo competitivo para
los hipercubos y para las gráficas estrella. Estas variaciones de la hiperestre-
lla son gráficas bipartitas, simétricas por vértices, aunque no simétricas por
aristas, y además, tienen un diámetro con valor de n. También se muestra un
algoritmo de enrutamiento, el automorfismo para FHS(2n, n) y su relación
con otras gráficas.

5.1. Introducción

Una gráfica hiperestrella doblada, FHS(2n, n), es una gráfica en la cual
se agregan aristas al conectar cualesquiera dos vértices cuyas cadenas de bits
son complementarias en la gráfica hiperestrella HS(2n, n).

Definición 25 Una gráfica hiperestrella doblada FHS(2n, n) se define
como:

V (FHS(2n, n)) = V (HS(2n, n))
e(FHS(2n, n)) = e(HS(2n, n)) ∪ e,

donde

e = {(u, v) | u = s1s2 . . . s2n, v = s1s2 . . . s2n}
Una arista en el conjunto de aristas e se llamará arista complementaria.
Dados dos vértices u y v, se denota una arista complementaria conectándolos
como (u, v)c. La figura 5.1 muestra una gráfica hiperestrella doblada
FHS(6, 3), [14].
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Figura 5.1: Gráfica hiperestrella doblada FHS(6, 3).

5.2. Algoritmo de enrutamiento

Sea R = r1r2 . . . r2n una cadena de bits que se obtiene al realizar ope-
raciones XOR entre el vértice fuente S y el vértice destino D. Además, sea
M el conjunto de vértices cuya cantidad de 1’s es mayor que n. Cuando un
vértice pertenece a el conjunto M , el esquema de enrutamiento para una
gráfica hiperestrella doblada FHS(2n, n) elige primero un vértice tal que
utilice aristas complementarias eficientemente. El Algoritmo 2 presenta un
pseudocódigo del algoritmo de enrutamiento, denominado Ruta más corta
2.

El algoritmo Ruta más corta 2 construye el conjunto de vértices PS en
una ruta más corta desde S a D. Inicialmente, PS = {S}, [14].

Ejemplo 31 Se muestra el algoritmo Ruta más corta 2 con vértice origen
S = 000111 y destino D = 111000 en la gráfica FHS = FHS(6, 3).

Llamada 1:
Ruta más corta 2(FHS = FHS(6, 3), S = 000111, D = 111000, PS =
{000111})

k=0;
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Algoritmo 2 Ruta más corta 2.

Entrada: Gráfica hiperestrella doblada regular FHS; vértice fuente S;
vértice destino D; conjunto de vértices de una ruta más corta de S a
D, PS.

Salida: PS.

1: Ruta más corta 2(FHS, S, D, PS)
2: k=0
3: if (S = D) then
4: return PS

5: end if
6: obtener R← r1r2 . . . ri . . . r2n,

donde ri ← si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ 2n
7: p← {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ 2n}
8: Sea S ′ un vértice tal que (S, S ′)c es una i-arista
9: q1 ← (S, S ′)c

10: Sea S ′′ un vértice tal que (S, S ′′) es una j-arista
11: q2 ← {j | (S, S ′′) ∈ E(FHS(2n, n))− q1},

donde los j-ésimos bits están en S y S ′′ complemento
12: for i = 2; i ≤ 2n do
13: if (ri = 1) then
14: k ← k + 1
15: end if
16: i← i+ 1
17: end for
18: if (k > n) then
19: PS ← PS ∪ {S ′}
20: S ← S ′

21: else
22: if (|p| > 0) then
23: Encontrar un vértice S ′′ tal que (S, S ′′) es una j-arista, donde

j ← mı́n{p ∩ q2}
24: PS ← PS ∪ {S ′′}
25: S ← S ′′

26: end if
27: end if
28: return Ruta más corta 2(FHS, S, D, PS)
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Como((S = 000111) ̸= (D = 111000)) Se obtiene
R = r1r2r3r4r5r6 = 111111, donde ri = si ⊕ di, 1 ≤ i ≤ 2n;
Sea p = {i | ri = 1, 2 ≤ i ≤ n} = {2, 3, 4, 5, 6}, q1 = (000111, 111000)c y
q2 = {j | (S, S ′′) ∈ e(FHS(2n, n)) − q1} = {{4 | (000111, 100011) ∈

e(HS(6, 3))}, {5 | (000111, 100101) ∈ e(HS(6, 3))}, {6 | (000111, 100110) ∈
e(HS(6, 3))}} = {4, 5, 6}

donde los j-ésimos bits están en S y S ′′ complemento;
Ya que ri = 1 para i = 2,3,4,5,6, entonces

∑5
k=1 1 = 5

Como k = 5 > n = 3 Se tiene que
PS = 000111 ∪ {111000} = {000111, 111000};
S = {111000};

Ruta más corta 2(FHS = FHS(6, 3), S = 111000, D = 111000, PS =
{000111, 111000})

Llamada 2:
Ruta más corta 2(FHS = FHS(6, 3), S = 111000, D = 111000, PS =
{000111, 111000})

k=0;
Como((S = 111000) = (D = 111000)) Entonces

regresar PS = {000111, 111000};
♢

Automorfismo

Un automorfismo de la gráfica hiperestrella doblada FHS(2k, k) es la
gráfica cuyos vértices son idénticos al conjunto de vértices del automorfis-
mo de la gráfica hiperestrella HS(2k, k) y cuyo conjunto de aristas e2 =
e1 ∪ {{v, v̄}|v ∈ V1}, donde e1 y V1 son el conjunto de aristas y vértices
de HS(2k, k), respectivamente. Se puede ver que esta gráfica es un gráfica
bipartita regular de grado k + 1. Se puede demostrar que el diámetro del
automorfismo de FHS(2k, k) es k, mientras que el diámetro del automorfis-
mo de HS(2k, k) es 2k − 1. Se puede demostrar también que esta gráfica es
transitiva por vértices, aśı su conexidad por aristas es máximo; es decir, k+1.

Sea v un vértice de un automorfismo para FHS(2k, k). Se puede suponer
que v = {1, x2, . . . , xk}, entonces N(v) = {{yi, x2, . . . , xk}, 1 ≤ i ≤ k}
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∪ {{y1, ..., yk}}, donde X = {1, x2, . . . , xk, y1, . . . , yk}. entonces para cada
w ∈ N(v) y w ̸= v̄, w̄ es el único vértice que está en N(v̄) y adyacente a
w. Por lo tanto, si {v, w} es una arista de esta gráfica y v ̸= w̄, entonces
el 4-ciclo vww̄v̄ es el único 4-ciclo que contiene esta arista, mientras que si
w = v̄, entonces cualquier 4-ciclo vv̄ūu, donde u es adyacente a v, contie-
ne esta arista. Sea uwvv̄ una 3-ruta de el automorfismos de FHS(2k, k) y
u ̸= w̄, entonces se puede demostrar que el 6-ciclo uwvv̄w̄ū es el único 6-ciclo
que contiene esta 3-ruta, [19].

5.3. Propiedades de la gráfica hiperestrella

doblada

Dado que la gráfica hiperestrella puede ser construida por la eliminación
de todas las aristas de la hiperestrella doblada correspondiente que conectan
dos vértices cuyas cadenas binarias son complementarias entre śı, se tienen
las siguientes propiedades:
Cada ruta se puede representar de acuerdo a la definición 7 agregando las
aristas complementarias c, aunque no necesariamente represente una ruta.

Si k1, k2..., kt son todos números enteros diferentes, ⟨k1, k2..., kt⟩ represen-
ta una ruta de u a v, entonces se puede permutar el ki con ı́ndice par e
intercambiar los ki con ı́ndice impar y todav́ıa se tiene una ruta de u a v de
la misma longitud, otras permutaciones no equivalen a rutas.

Ejemplo 32 Para u = 000111, ⟨4, 2, 6⟩ representa la ruta 000111−100011−
010011 − 110010, ⟨5, 3, c⟩ representa 000111 − 100101 − 001101 − 110010,
mientras ⟨c, 5, 3⟩ representa 000111−111000−011010−110010 en FHS(6, 3).
Por otra parte, ⟨4, 6, 2⟩ no representa una ruta. ♢

Del mismo modo, si c está entre los ki, entonces primero se quita c, se
intercambian los números restantes en posiciones pares y permutan los
números restantes en posiciones impares, entonces se inserta c donde sea
de regreso en la secuencia, para conseguir otra ruta de u a v de la misma
longitud. Lo mismo se aplica a las rutas más cortas.

Lema 6 [11] Sean u y v dos vértices de FHS(2n, n) y sean P y Q dos
caminos con longitud ρ ≥ 3 de u a v representados por ⟨a1, . . . , aρ⟩ y
⟨b1, . . . , bρ⟩, respectivamente. Supongamos que a1 . . . , aρ son todos diferentes,
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b1 . . . , bρ es una permutación de a1, . . . , aρ, ninguna secuencia contiene c,
y los números en las posiciones impares en a1, . . . , aρ forman algunas
versiones permutadas ćıclicamente de los números en las posiciones impares
en b1, . . . , bρ. Además, si ρ es par, se supone que aρ ̸= bρ. Entonces P y Q
son rutas, y conectándolas forman un ciclo par de longitud 2ρ.

Demostración. Ya que c no se encuentra entre los números que representan
las rutas y a1, . . . , aρ son todos diferentes, tanto P y Q son rutas y al unirse
se crea un camino cerrado. Supongamos que existe un vértice común w ̸= u,
v en las dos rutas. Entonces si las rutas de u a w se representan por las
subsecuencias ⟨a1, . . . , ai⟩ y ⟨b1, . . . , bj⟩ para algunos i, j < ρ, y k aparece en
una de las subsecuencias pero no en la otra, entonces el k-ésimo bit del últi-
mo vértice seŕıa diferente de las dos subrutas, por lo que ambos no pueden
terminar en w. Aśı, a1, . . . , ai debe ser una permutación de b1, . . . , bj, por lo
tanto i = j.

Ya que los números en las posiciones impares en a1, . . . , aρ forman una ver-
sión ćıclica permutada de b1, . . . , bρ, la secuencia a1, . . . , ai sólo puede ser una
permutación de b1, . . . , bj si ambos contienen todos los elementos en las po-
siciones impares. Cuando ρ es impar, esto implica que i = ρ, pero entonces
w = v. Por último, si ρ es par, se debe tener i = ρ− 1, pero entonces por la
suposición de que aρ ̸= bρ, entonces a1, . . . , aρ−1 no es una permutación de
b1, . . . , bρ−1, lo cual es una contradicción. Por lo tanto P y Q son internamen-
te disjuntas por vértices, y conectándolas forman un ciclo par de longitud 2ρ.
2

Lema 7 [11] Sea P un camino en FHS(2n, n) el cual contiene exactamente
una i-arista para cada i, i = 2, . . . , 2n y exactamente una c-arista. Entonces
P es un ciclo.

Demostración. Sea u un vértice arbitrario de FHS(2n, n) en P . Ya que P
contiene exactamente una i-arista para i = 2, . . . , 2n y una c-arista, saliendo
de u cada bit se intercambia dos veces, aśı P es cerrado. Se puede ver que
ninguna subruta de P puede ser cerrada, por lo tanto, es un ciclo.2

Se puede generalizar el lema 6 para rutas que contienen exactamente una
c-arista:

Lema 8 [11] Sean u y v dos vértices en FHS(2n, n) y sean P y Q dos
caminos con longitud 2 ≤ ρ ≤ 2n− 1 de u a v representados por [a1, . . . , aρ]
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y [b1, . . . , bρ], respectivamente. Se supone que a1, . . . , aρ son todos diferentes,
b1, . . . , bρ es una permutación de a1, . . . , aρ, aρ ̸= bρ, ambas secuencias
contienen exactamente una c-arista, pero c no es el primer elemento de
ambas secuencias, y cuando c se borra de ambas secuencias, los números
restantes en posiciones impares en la primera secuencia forman alguna versión
permutada ćıclica de los números restantes en las posiciones impares en la
segunda secuencia. Además, si ρ es impar, y c aparece entre los dos últimos
elementos en ambas secuencias, suponga que los últimos elementos de las
secuencias después de borrar c son diferentes. Entonces, la conexión de P y
Q forma un ciclo par de longitud 2ρ.

Demostración. Ya que a1, . . . , aρ son todos diferentes, después de quitar c
existen ρ − 1 ≤ 2n − 2 elementos dejados, por tanto al menos un número
entero m tal que 2 ≤ m ≤ 2n falta en ellos. Aśı para cada subsecuencia no
vaćıa de a1, . . . , aρ, si contiene c, entonces sustituye el m-ésimo bit exacta-
mente una vez, por otra parte cada bit correspondiente a cualquier elemento
de esta subsecuencia es cambiado exactamente una vez, por tanto el camino
correspondiente no puede ser cerrado.

Aśı, tanto P como Q son rutas, y la unión de ellas crea un camino cerrado.
Suponga que existe un vértice común w ̸= u, v en las dos rutas. Entonces
si las rutas de u a w están representados por las subsecuencias ⟨a1, . . . , ai⟩ y
⟨b1, . . . , bj⟩ para algunos, i, j < ρ, y k aparece en una de las subsecuencias,
pero no en la otra, entonces el k-ésimo bit del último vértice seŕıa diferente
en las dos subrutas, por tanto no pueden terminar ambas en w. Entonces
a1, . . . , ai debe ser una permutación de b1, . . . , bj, por lo que i = j, y c debe
aparecer en ambos o ninguno.

Ya que c no es el primer elemento en ninguna de las secuencias, se tiene
i > 1; por lo tanto cada subsecuencia contiene el primer elemento diferente
de c de la secuencia correspondiente. Ya que los números en posiciones impa-
res en a1, . . . , aρ después de borrar c forman una versión permutada ćıclica de
b1, . . . , bρ después de borrar c, la secuencia a1, . . . , ai, puede únicamente ser
una permutación de b1, . . . , bi si ambos contienen todos los elementos en posi-
ciones impares en a1, . . . , aρ después de borrar c. Aśı pueden existir a lo más
dos elementos no contenidos en la subsecuencia, c y el último elemento en una
posición par cuando ρ es impar. Cuando ρ es par, se tiene que i = ρ−1, enton-
ces c es el último elemento de ambas secuencias, contradiciendo la suposición.
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Finalmente, si ρ es impar, se tiene que i = ρ − 2 o i = ρ − 1. Cuando
i = ρ− 2, esto implica que los dos últimos elementos de las secuencias son el
mismo (uno de los cuales es c), por lo tanto después de suprimir c, los últimos
elementos son lo mismo, lo cual es una contradicción. Cuando i = ρ − 1, se
consigue que aρ = bρ, otra vez una contradicción. Por lo tanto, P y Q son
internamente disjuntas por vértices, y conectándolas constituyen un ciclo par
de longitud 2ρ. 2

5.4. Relación con otras gráficas

Teorema 16 [11] FHS(2n, n) es una gráfica bipartita que es simétrica por
vértices pero no simétrica por aristas.

Demostración. Los vértices que empiezan con 0 forman un lado de la bipar-
tición, los vértices que empiezan con 1 forman la otra parte.

Sea ϕi,j la operación para el intercambio del i-ésimo y j-ésimo bit de una
cadena para 2 ≤ i < j ≤ 2n. Se puede comprobar que ϕi,j y el complemen-
to de la cadena de bits que representan a un vértice, son automorfismos de
FHS(2n, n) para todo 2 ≤ i < j ≤ 2n, además utilizando composiciones de
estos automorfismos, se puede asignar cualquier vértice a cualquier vértice,
aśı FHS(2n, n) es simétrica por vértices.
FHS(2n, n) no es simétrica por aristas ya que cualquiera de sus aristas com-
plementarias es parte de algún 4-ciclo de la forma ⟨c, i, c, i⟩, pero cualquier
i-arista está contenida en un sólo 4-ciclo para 2 ≤ i ≤ 2n. Utilizando el au-
tomorfismo antes expuesto, se puede mostrar que hay dos clases equivalentes
en las aristas. 2

Teorema 17 [20] La gráfica par Eδ, δ ≥ 2, es isomorfa a la gráfica
hiperestrella doblada FHS(2δ − 2, δ − 1).

Demostración. Se define una asignación, ϕ : V (eδ) → V (FHS(2δ−2,δ−1))
como sigue. Si α es un vértice de eδ, y α ∈ W1, (el peso de Hamming de α
es δ−1), entonces se define ϕ(α) = 0α. Si β es un vértice de eδ, y β ∈ W2,
(el peso de Hamming de β es δ−2), entonces se define ϕ(β) = 1β. Ahora
considere α, un vértice de eδ, α ∈ W1. entonces el vecino de α debe estar en
la forma β, β ∈ W2. Si α y β son adyacentes, entonces se tienen dos casos:
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Figura 5.2: FHS(6, 3) agrupada como una gráfica bipartita balanceada.

1. La distancia de Hamming entre α y β es 1, ellos difieren en un bit
(por ejemplo la posición l). Además, ese bit diferente es 1 en α, y es
0 en β. Por lo tanto, 0α y 1β ambos tienen δ−1 1’s y δ−1 0’s, lo cual
significa que existe ambos vértices en FHS(2δ−2,δ−1). Y 1β puede ser
obtenido de 0α mediante el intercambio del primer 0 con el l-ésimo bit
(1). Aśı, 0α y 1β son adyacentes en FHS(2δ−2,δ−1).

2. La distancia de Hamming entre α y β es 2δ−3, los cuales son
complementarios uno al otro. Aśı, 0α y 1β son todav́ıa complementarios
el uno al otro. Lo cual significa que son adyacentes en FHS(2δ−2,δ−1).
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Con lo que se termina la demostración. 2
Ya que cada vértice en ϕ(V (Tn)) comienza con un 0 y tiene un sólo 1 en la
primera mitad de la cadena, los vértices internos de las rutas generadas en
los casos 1 y 2 no están en ϕ(V (Tn)). Por lo tanto, utilizando los conceptos
expuestos para FHS(2(n+ 1), n+ 1).

Teorema 18 [10] Sea n ≥ 2, entonces Tn puede ser inmerso o encajado en
HS(2(n+ 1), n+ 1) con dilatación 4.

Si se define ψ(i, j) = 1αn(i)0αn(j), entonces al intercambiar el papel del 1 y
0, además de definir µ(e) como la ruta 1αn(i)0αn(j1), 0αn({i1, i2})1αn(j),
1αn(i2)0αn(j2) para el caso 2, donde e es la arista entre (i1, j) e (i2, j),
entonces las rutas del caso 2 serán internamente disjuntas por vértices.
Esto implica que Tn puede ser inmerso en HS(2(n+ 1), n+ 1) parcialmente
doblada, entonces sea PFHS(2(n + 1), n + 1) la gráfica que se obtiene de
HS(2(n+1), n+1) mediante la identificación de pares de vértices de la forma
0α1β y 1α0β, donde α es una cadena binaria de longitud n con exactamente
un 1 y β es una cadena binaria de longitud n con exactamente un 0. Entonces,
para cada vértice (i, j) ∈ V (Tn), se define ζ(i, j) = 0αn(i)1αn(j), el cual es
el mismo que 1αn(i)0αn(j) en PFHS(2(n+ 1), n+ 1). Por otra parte, para
e ∈ e(Tn), se define τ(e) = ρ(e) en el caso 1 y τ(e) = µ(e) en el caso 2.

Teorema 19 [10] Sea n ≥ 2. entonces Tn puede ser encajado en
PFHS(2(n+ 1), n+ 1) con dilatación 2.

Se puede ver que el número de vértices en FHS(2n, n) es el mismo que el de
HS(2n, n), mientras que el grado de FHS(2n, n) es n + 1. El diámetro de
una gráfica hiperestrella HS(2n, n) es 2n − 1 si las cadenas de bits de dos
vértices son complemento uno del otro. Por otra parte, tales vértices están
conectados por una arista en FHS(2n, n), aśı, el diámetro de FHS(2n, n) es
n.
Dado que el costo de la red está definido como grado×diámetro, el costo de la
red de una gráfica hiperestrella doblada FHS(2n, n) es n2 + n. Por lo tanto,
la gráfica hiperestrella doblada tiene mejor desempeño al hipercubo y sus
variantes con el mismo número de vértices en términos del costo de la red. Las
comparaciones entre hiperestrella doblada y otras redes de interconexión se
presentan en la tabla 5.1, donde HCN son las siglas en ingles de Hierarchical
Cubic Networks, [14].
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Modelo de Red Tamaño Grado Diámetro Costo de la red
Hipercubo 2n n n n2

Hipercubo Doblado 2n n+ 1 ⌈n
2
⌉ ≈ 0.5n2

Cubo Múltiple Trenzado 2n n ⌈n+1
2
⌉ ≈ 0.5n2

HCN(n
2
, n
2
) 2n n

2
+ 1 n

2
+ ⌊n+2

6
⌋+ 1 ≈ 0.33n2

HS(2k, k)

(
2k
k

)
k 2k − 1 2k2 − k

FHS(2k, k)

(
2k
k

)
k + 1 k k2 + k

Tabla 5.1: Comparación entre FHS y otras redes, donde n = 2k.

5.5. Tolerancia a fallos

Las rutas ajenas por vértices en una red de interconexión tienen cierta
importancia, porque el tiempo de transmisión del mensaje puede reducirse
debido a que el mensaje se divide en paquetes y se transmite al mismo tiempo
a través varias rutas, también una ruta alternativa se puede establecer cuando
vértices y aristas fallan en la trayectoria de enrutamiento. De aqúı en adelante
se usara operación σi como la aplicación de la definición 7 sobre i.

Teorema 20 [11] El número de rutas ajenas por vértices entre cualesquiera
dos vértices u, v ∈ FHS(2n, n) es el máximo posible y es igual a n+ 1.
Las longitudes de estas rutas son:

Caso 1 d(u, v) es par.

Caso 1.1 d(u, v) < n.
Existen d(u, v)/2 rutas de longitud d(u, v). Las rutas restantes son de
igual longitud, la cual es d(u, v) + 2.

Caso 1.2 d(u, v) = n.
Existen n+ 1 rutas de longitud n

Caso 2 d(u, v) es impar.

Caso 2.1 d(u, v) < n.
Existen (d(u, v) + 1)/2 rutas de longitud d(u, v). Existe una ruta de
longitud d(u, v) = 2. las rutas restantes son de longitud d(u, v) + 4.
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Caso 2.2 d(u, v) = n.
Existen n+ 1 rutas de longitud n

Demostración. Se probará el teorema mediante la construcción de todas las
rutas ajenas por vértices para los dos casos anteriores. A través de esta cons-
trucción las longitudes y el número de estas rutas pueden ser verificadas.
Caso 1: d(u, v) es par.

Caso 1.1: d(u, v) < n. Para la primera ruta entre los vértices u y v con
longitud d(u, v), se puede utilizar el algoritmo de enrutamiento Ruta más
corta 2 para encontrarla. Suponga que la ruta más corta encontrada de esta
manera es ⟨k1, k2, . . . , kd(u,v)⟩. Entonces las otras d(u, v)/2 − 1 rutas ajenas
por vértices con longitud d(u, v) son las siguientes:

⟨k3, k4, . . . , kd(u,v)−1, kd(u,v), k1, k2⟩
⟨k5, k6, . . . , k1, k2, k3, k4⟩

...
⟨kd(u,v)−1, kd(u,v), k1, k2, . . . , kd(u,v)−3, kd(u,v)−2⟩

En otras palabras, estas rutas se obtienen mediante el desplazamiento ćıclico
de la ruta ⟨k1, k2, . . . , kd(u,v)⟩ 2i(1 ≤ i ≤ d(u, v)/2 − 1) operaciones a la
izquierda.
Estas rutas llegan al mismo vértice, ya que todos tienen el mismo conjunto
de operaciones sobre los niveles pares e impares. Se va a demostrar que todas
estas rutas son ajenas por vértices.
Considere dos rutas:

P1 = ⟨k1, k2, . . . , kd(u,v)⟩ y Pi = ⟨k2i−1, k2i, . . . , kd(u,v)−1, kd(u,v), k2i−3, k2i−2⟩

donde Pi se puede obtener a partir de P1 desplazando ćıclicamente todas sus
operaciones 2i posiciones a la izquierda. Después de aplicar una operación σj
a un vértice en cualquier ruta, el valor del bit en la posición j debe seguir
siendo el mismo como un movimiento a lo largo de los vértices presentes en
una ruta hasta que otra operación σj se lleve a cabo.
Por lo tanto, los vértices en P1 son diferentes de los vértices en Pi, al menos en
la posición k1 para los primeros d(u, v)− 2i+2 vértices. Además, el segundo
vértice a d(u, v)− 2i+ 3-ésima en estas dos rutas son diferentes en al menos
la posición k2. Un uso repetido de este argumento llevará a la conclusión de
que todos los vértices en estas dos rutas son ajenas.
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Supongamos que existe otra ruta ⟨p1, p2, . . . , pd(u,v)⟩ que es de longitud d(u, v)
y ajena por vértices con las d(u, v)/2 rutas listadas anteriormente. Porque
cada ruta más corta entre dos vértices debe aplicar el mismo conjunto de
operaciones a niveles pares e impares, p1 ∈ {k1, k3, . . . , kd(u,v)−1}, lo cual es
una contradicción con la hipótesis de que esta ruta es ajena por vértices con
las rutas anteriores. Por lo tanto, el número de tales rutas ajenas por vértices
más cortas no puede exceder d(u, v)/2.
El caso cuando una c-arista está involucrada puede ser fácilmente demostrado
usando el argumento anterior. la ruta de distancia más corta entre el vértice
u y v es d(u, v) y todos esas rutas ya están elegidos, por lo tanto, las rutas
alternas deben ser de longitud mayor que d(u, v). las rutas alternas no pueden
ser de longitud d(u, v) + 1, de lo contrario se introduce un ciclo de longitud
2d(u, v) + 1, el cual es impar.
Ya que la hiperestrella doblada no admite ciclos con longitud impar, la si-
guiente opción para las rutas alternas es una ruta de longitud d(u, v) + 2.
Para construir las rutas alternas de longitud d(u, v)+2, se tienen que utilizar
los otros vecinos del vértice fuente que no han sido usados en las rutas más
cortas con d(u, v)/2. Lo cual significa que la primera operación no puede
estar en el conjunto {k1, k3, . . . , kd(u,v)−1}. A decir la operación kn irá desde
el vértice fuente a tal vecino, entonces todas las rutas alternas están dadas
de la siguiente forma:

⟨kn, kd(u,v), kd(u,v)−1, . . . , k2, k1, kn⟩

Ya que kn /∈ {k1, k2, . . . , kd(u,v)}, el bit kn no se cambiará hasta que la última
operación, la cual es σkn otra vez y esta operación cambia el bit kn de regreso
al valor que estaba en el vértice fuente. Debido a que los vértices fuente y
destino únicamente difieren en los bits k1, k2, . . . , kd(u,v), esta secuencia de
operaciones llevará a el vértice destino v.
Observe que la secuencia entre los dos kn en los extremos es el reverso de una
ruta más corta, esto es para asegurar que las operaciones son tomadas en el
tipo adecuado de niveles (nivel par o nivel impar), el reverso de cualquier
ruta más corta bastará, el argumento es el mismo. Todos estas rutas utilizan
el mismo conjunto de operaciones, excepto el primero y el último, por lo que
todos estas rutas son ajenas por vértices. El caso cuando [kn] es una c-arista,
se puede demostrar usando el mismo argumento.
Para este punto se ha utilizado cada vecino del vértice fuente para encontrar
una ruta ajena por vértices, aśı que el número total de rutas ajenas por
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vértices entre dos vértices en este caso es el grado de la gráfica, el cual es
n+ 1.

Ejemplo 33 En FHS(8,4), u = 00001111, v = 00010111, d(u, v) = 2. El
número entre paréntesis es la posición del bit que está siendo cambiada a
cada paso. La ruta 1 de longitud dos es:

00001111(5) → 10000111(4) → 00010111

Las cuatro rutas ajenas por vértices de longitud cuatro son:

00001111(c) → 11110000(5) → 01111000(4) → 11101000(c) → 00010111
00001111(6) → 10001011(4) → 00011011(5) → 10010011(6) → 00010111
00001111(7) → 10001101(4) → 00011101(5) → 10010101(7) → 00010111
00001111(8) → 10001110(4) → 00011110(5) → 10010110(8) → 00010111

♢
Caso 1.2: d(u, v) = n. Para este caso, primero se obtienen las d(u, v)/2 =
n/2 rutas más cortas como se hizo en el caso 1.1. Suponga que los bits
(excluyendo el primer bit) en las posiciones e1, e2, . . . , en−1 son los mismos en
u y v. Si se intercambia el primer bit con cualquiera de estos n − 1 bits, se
obtiene un bit ”más alejado”del vértice destino. Sin embargo, el uso de una
c-arista irá de un vértice a distancia d del destino a un vértice a distancia
2n−1−d del destino. Por lo tanto, se pueden cambiar los bits en las posiciones
e1, e2, . . . , en−1, para hacer al vértice a una distancia n + (n − 1) = 2n − 1
del vértice v, y entonces usar la c-arista, para hacer al vértice resultante
(2n−1)− (2n−1) = 0 arista de v, la cual es v. Como una cuestión de hecho,
se pueden cambiar los bits e1, e2, . . . , en−1 y usar la c-arista en cualquier
orden, todav́ıa se llega a v después de n aristas.

Ejemplo 34 En FHS(8,4), u = 0000111, v = 00110011, d(u, v) = 4. Las
cinco rutas ajenas por vértices de longitud cuatro son:

00001111(5) → 10000111(3) → 00100111(6) → 10100011(4) → 00110011
00001111(6) → 10001011(4) → 00011011(5) → 10010011(3) → 00110011
00001111(c) → 11110000(7) → 01110010(2) → 10110010(8) → 00110011
00001111(7) → 10001101(2) → 01001101(8) → 11001100(c) → 00110011
00001111(8) → 10001110(c) → 01110001(2) → 10110001(7) → 00110011
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♢
Caso 2: d(u, v) es impar.

Caso 2.1: d(u, v) < n. Todav́ıa se usa el algoritmo de enrutamiento de
la ruta más corta para encontrar la primera ruta más corta, se dice que la
ruta es [k1, k2, . . . , kd(u,v)], entonces los otras rutas ajenas por vértices más
cortos entre el vértice u y v son listados como sigue:

⟨k3, k2, k5, k4, . . . , kd(u,v), kd(u,v)−1, k1⟩
⟨k5, k2, k7, k4, . . . , k1, kd(u,v)−1, k3⟩

...
⟨kd(u,v), k2, k1, k4, . . . , kd(u,v)−4, kd(u,v)−1, kd(u,v)−2⟩

Es decir, únicamente se desplazaron ćıclicamente las operaciones aplicadas en
los niveles impares a la izquierda, una operación por tiempo. Las operaciones
aplicadas sobre los niveles pares son las mismas para todos las rutas.
Es fácil ver que todos son de la misma longitud, que es la distancia entre el
vértice u y v, y todas son rutas legibles de u a v. El número de estas rutas
es igual al número de operaciones aplicadas en los niveles impares, el cual
es (d(u, v) + 1)/2 = (n+ 1)/2. Estas rutas son ajenas por vértices lo cual se
puede demostrar con argumentos similares a los usados en el caso 1.
Entonces, una ruta alterna de longitud d(u, v) + 2 es:

⟨c, k1, k2, . . . , kd(u,v), c⟩

La justificación es la misma que en el caso 1.1.
Las otras n− (d(u, v) + 1)/2 rutas ajenas por vértices están en la forma:

⟨p, q, k1, k2, . . . , kd(u,v), p, q⟩

La arista [p] conecta el vértice u a un vecino que no es utilizado en las rutas
más cortas anteriores. Por lo tanto cambia el bit p que es el mismo en los
vértices u y v. Pero la segunda aparición de p en la secuencia cambia este bit
de nuevo.
La arista [q] es un paso redundante para asegurar que las aristas [k1], [k2]. . .
están en el tipo de nivel correcto (nivel par o impar). Además, si no existe tal
arista como [q], entonces es imposible hacer estas rutas ajenas por vértices.
Y todos los bits en las posiciones k1, k2, . . . , kd(u,v) son cambiados por esta
secuencia de operaciones.
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Ejemplo 35 En FHS(8,4), u = 00001111, v = 10010011, d(u, v) = 3. Las
dos rutas ajenas por vértices de longitud tres son:

00001111(5) → 10000111(4) → 00010111(6) → 10010011
00001111(6) → 10001011(4) → 00011011(5) → 10010011

El única ruta usando la c-arista es:

00001111(c) → 11110000(5) → 01111000(4) → 11101000(6)
→ 01101100(c) → 10010011

Las dos rutas ajenas por vértices de longitud siete son:

00001111(7) → 10001101(2) →01001101(5) → 11000101(4) → 01010101(6)
→ 11010001(7) → 01010011(2) → 10010011

00001111(8) → 10001110(2) → 01001110(5) → 11000110(4) → 01010110(6)
→ 11010010(8) → 01010011(2) → 10010011 ♢

Caso 2.2: d(u, v) = n. Las primeras (d(u, v)+1)/2 = (n+1)/2 rutas ajenas
por vértices más cortas son los mismos que en el caso 2.1. Las otras rutas
más cortas, se pueden construir de la misma forma que en el caso 1.2, la cual
es combinar cambiando los bits que están en el mismo u y v y usando una
c-arista, la justificación es también la misma.

Ejemplo 36 En FHS (6, 3), u = 010101, v = 110010, d(u, v) = 3. Las
cuatro rutas ajenas por vértices de longitud tres son:

010101(4) → 110001(5) → 010011(6) → 110010
010101(6) → 110100(5) → 010110(4) → 110010
010101(2) → 100101(3) → 001101(c) → 110010

010101(c) → 101010(2) → 011010(3) → 110010 ♢
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Conclusiones

En esta tesis, se amplió el conocimiento topológico de la red de interco-
nexión hiperestrella principalmente en su forma regular HS(2n, n).

Esta red es un h́ıbrido de las gráficas estrella e hipercubo, por lo cual posee
algunas de las propiedades de ambas. Mediante el estudio de las propiedades
topológicas de la hiperestrella, isomorfismo con el cubo medio, área de la
superficie, vecindad de difusión de la información, aśı como de las relaciones
topológicas de las gráficas impares, pares, hipercubo, toro con la hiperestre-
lla, se estableció la idoneidad de esta gráfica como una red de interconexión.

La gráfica hiperestrella regular HS(2n, n) se puede descomponer en dos
subgráficas idénticas. En cuanto a la vecindad de difusión de la informa-
ción se dan las bases para un algoritmo simple. Para la variante de la hiper-
estrella, denominada hiperestrella doblada FHS(2n, n), se proporcionaron
algunos parámetros básicos, como el tamaño, grado, diámetro y esquema de
ruta más corta.

En esta tesis se analizaron algunas buenas propiedades de FHS(2n, n). Se
expuso la demostración de que la FHS(2n, n) es simétrica por vértices,
además de la construcción del número máximo de rutas ajenas por vérti-
ces en FHS(2n, n) entre cualquier par de vértices. También se sugirió un
algoritmo enrutamiento para HS(2n, n) y FHS(2n, n).
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Apéndice A

Álgebra superior

En este apéndice se presenta una breve introducción sobre Álgebra
Superior, principalmente algunos de los conceptos usados en el desarrollo
de la tesis, como son: conjuntos, funciones y cálculo combinatorio.

Definición 26 Un conjunto es una colección, clase o agrupación de objetos
bien definidos y diferenciables entre si, llamados elementos del conjunto.
Se dirá que dos conjuntos son iguales si tienen los mismos elementos.
Se usarán las letras mayúsculas, A, B, C, etcétera, para los conjuntos y las
minúsculas a, b, c, . . . , n,m, etcetera para los elementos. Para especificar los
elementos de un conjunto se usarán llaves, por ejemplo A = {a, b, c}.

Para denotar que un elemento x pertenece al conjunto A se escribirá x ∈ A.
Cuando un elemento x no pertenezca al conjunto A se escribirá x /∈ A.
El śımbolo ∅ se usará para describir el conjunto que no tiene elementos, a
este conjunto se le llama el conjunto vaćıo.

Definición 27 Una familia de conjuntos o una colección de conjuntos
es un conjunto F cuyos elementos son a su vez conjuntos.

Definición 28 Sean A y B conjuntos, se dice que B es un subconjunto de
A, si cada elemento de B lo es también de A, se denota B ⊆ A. Si B no es
subconjunto de A se emplea la notación B ̸⊆ A.
Por lo tanto, de la definición de subconjunto se tiene que ∅ ⊆ A para todo
conjunto A, ya que de otra manera existe x en ∅ tal que x ̸∈ A, lo cual
contradice que ∅ no tiene elementos.
Obsérvese que si B ⊆ A, se tiene x ∈ B implica que x ∈ A y, viceversa, si
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para todo x ∈ B se tiene x ∈ A, entonces B ⊆ A. En general, cuando la
proposición P se cumple si y sólo si se cumple la proposición Q, escribiremos
P ⇔ Q.

Definición 29 La unión de dos conjuntos A y B, denotado por A ∪ B,
se define como el conjunto:

{x | x ∈ A o x ∈ B}.

Las propiedades siguientes son consecuencia inmediata de la definición.

A ⊆ A ∪B, B ⊆ A ∪B,

A ∪B = B ∪ A (conmutatividad),

(A ∪B) ∪ C = A ∪ (B ∪ C) (asociatividad).

Definición 30 La intersección de dos conjuntos A y B, denotado por
A ∩B, se define como:

{x | x ∈ A y x ∈ B}.

De nuevo se sigue de manera inmediata que

A ∩B ⊆ A, A ∩B ⊆ B,

A ∩B = B ∩ A (conmutatividad),

(A ∩B) ∩ C = A ∩ (B ∩ C) (asociatividad).

Definición 31 Sea X un conjunto universal y A un subconjunto de X. Se
define el complemento del conjunto A, denotado por Ac o Ā, como los
elementos de X que no pertenecen a A, espećıficamente

{x | x ∈ X y x ̸∈ A}.

El complemento de un conjunto vaŕıa si el universal donde actúa cambia,
por ejemplo, el complemento de A = {1, 2} en X = {1, 2, 3} es {3} pero en
X = {1, 2, 3, 4} es {3, 4}. Las propiedades básicas de la complementación son:

(Ac)c = A,

A ∪ Ac = X,
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A ∩ Ac = ∅,

A ⊆ B ⇔ Bc ⊆ Ac.

Definición 32 La diferencia entre dos conjuntos A y B, denotado por A−B,
es el conjunto:

{x | x ∈ A y x ̸∈ B}.

Nótese que A−B = A ∩Bc.

Definición 33 Sea A un conjunto, las parejas ordenadas de A son
aquéllas de la forma (a, b), tal que a ∈ A y b ∈ A. También se pueden
considerar parejas ordenadas de un par de conjuntos A y B, de tal manera
que el primer término esté en A y el segundo en B.

Definición 34 Sean A y B conjuntos, el producto cartesiano de A y B,
denotado por A×B, es el conjunto de parejas ordenadas

{(a, b) | a ∈ A y b ∈ B}.

Obsérvese que (a, b) = (c, d) si y sólo si a = c y b = d.

Definición 35 Sean A y B conjuntos, una relación entre A y B es un
subconjunto de A×B.
Por ejemplo, si A = {a} y B = {1, 2}, A × B tiene 2 relaciones de un
elemento R1 = {(a, 1)} y R2 = {(a, 2)}, también tiene una sola relación de
2 elementos (la total) R3 = {(a, 1), (a, 2)} y finalmente contiene la relación
vaćıa, es decir,∅, por lo que A×B tiene exactamente 4 relaciones.

Definición 36 El dominio de una relación R ⊆ A × B, denotado por
DR, se define como:

{a ∈ A | existe b ∈ B, tal que (a, b) ∈ R}

Definición 37 La imagen de una relación R ⊆ A×B, denotado por IR,
se define como:

{b ∈ B | existe a ∈ A, tal que (a, b) ∈ R}.

El codominio de una relación A × B es el segundo factor B, obsérvese
que la imagen de una relación siempre es un subconjunto del codominio.

97



Definición 38 SeaR una relación entreA yB. Se dice queR es una función
si R cumple las siguientes dos condiciones:

DR = A, es decir, para todo x ∈ A existe b ∈ B tal que (a, b) ∈ R.

Cada elemento en A tiene asociado un único elemento en B, es decir,
si (x, y1) ∈ R y (x, y2) ∈ R, entonces necesariamente y1 = y2.

Si R ⊆ A×B es una función, la pareja (x, y) ∈ R se escribirá como (x, f(x))
y la función se denotará por:

f : A −→ B o A
f−→ B

y se dirá que f(x) es la imagen de x bajo f . El conjunto A se le llama el
dominio de la función y B es el codominio.
Obsérvese que dos funciones f : A −→ B y g : C −→ D son iguales si y sólo
si

A = C,

B = D,

f(x) = g(x) para todo x ∈ A.

Esto nos permite reformular nuestra definición: Una función f : A −→ B
es una regla de correspondencia que a cada elemento del conjunto A le asocia
uno y sólo un elemento de B.
En resumen, una función consiste de tres cosas: dos conjuntos (dominio y
codominio) y una regla de correspondencia.

Definición 39 La función identidad f : A −→ A, denotado por IA, tiene
como regla de correspondencia f(a) = a para todo a ∈ A.

Definición 40 La imagen de una función f : A −→ B, denotado por
Imf , se define como

{b ∈ B | existe a ∈ A, f(a) = b}.

Observése que Imf es un subconjunto del codominio de la función.

Definición 41 Si el codominio de una función coincide con el dominio de
otra se puede construir una nueva función.
Sean f : A −→ B y g : B −→ C funciones, se puede construir entonces una
nueva función con dominio A, codominio C y con regla de correspondencia
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x −→ g(f(x)) (f seguida de g).

A esta función se le llama f compuesta con (o seguida de) g y se denota
por g ◦ f . También, se escribe g ◦ f(x) = g(f(x)).
Obsérvese que si f : A −→ B es una función, entonces

IB ◦ f = f y f ◦ IA = f .

donde IB, IA son las identidades en B y A respectivamente.

Definición 42 Una función f : A −→ B se llama inyectiva si para todo
x1, x2 ∈ A, tales que x1 ̸= x2, se tiene que f(x1) ̸= f(x2).

Definición 43 Sea f : A −→ B una función. Se dice que f es suprayectiva
(o sobre) si Imf = B, es decir, si para todo y ∈ B existe x ∈ A tal que
f(x) = y.

Definición 44 Una función que es inyectiva y suprayectiva se le llama
biyectiva.

Definición 45 Dados dos conjuntos A y B se dice que tienen la misma
cardinalidad si existe una función f : A −→ B biyectiva.
Se usará el śımbolo In para denotar el conjunto de los primeros n naturales,

In = {1, 2, 3, . . . , n} = {a ∈ N | 1 ≤ a ≤ n}.1

Definición 46 Un conjunto A es finito si existe una biyección (función
biyectiva)

f : A −→ In,

para alguna n ∈ N. En este caso se dice que el cardinal de A o número de
elementos del conjunto, denotado por |A|, es n.

Definición 47 Sea A un conjunto que no es finito, entonces se dice que A
es infinito.

Definición 48 Una relación R ⊆ A × A se le llama de equivalencia si
satisface:

1N = {1, 2, 3, . . .} denota el conjunto de los números naturales.
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(a, a) ∈ R para todo a ∈ A (reflexividad),

si (a, b) ∈ R, entonces (b, a) ∈ R (simetŕıa),

si (a, b) ∈ R y (b, c) ∈ R, entonces (a, c) ∈ R (transitividad).

Obsérvese que la simetŕıa se puede expresar como:

(a, b) ∈ R⇔ (b, a) ∈ R.

Dada cualquier relación de equivalencia R, se escribirá

a ∼ b si (a, b) ∈ R.

Definición 49 Sea A un conjunto, una partición P de A consiste de una
familia de subconjuntos de A, {Ai}i∈I tal que

si Ai ̸= Aj, entonces Ai ∩ Aj = ∅,

Ai ̸= ∅ para todo i ∈ I,∪
i∈I Ai = A.

Definición 50 Un grupo es un conjunto G con una operación binaria
asociativa, que se le llama usualmente producto, de tal manera que cada
elemento de G tiene un inverso, existe un elemento neutro, y el producto es
asociativo.

Definición 51 Sea A un conjunto de n elementos, las ordenaciones con
repetición de A tomadas de m en m son las funciones f : Im −→ A, donde
Im = {1, 2, . . . ,m}.
El śımbolo ORm

n = nm denota el número de ordenaciones con repetición de
un conjunto A de n elementos tomados de m en m, es decir, el número de
elementos del producto cartesiano Am.

Definición 52 Dado A un conjunto de n elementos y m ≤ n, las
ordenaciones sin repetición de los elementos de A tomadas de m en m son
las funciones inyectivas del conjunto Im en A.
Se observa que la inyectividad es la condición que establece que no haya
repeticiones. Se denotará por Om

n al número de ordenaciones sin repetición
en un conjunto de n elementos tomados de m en m; además se tiene que
Om

n = n(n− 1) . . . (n−m+ 1).
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Definición 53 Dado n un número natural se define el factorial de n,
denotado por n!, como

n(n− 1)(n− 2) . . . 3 · 2 · 1.

Por convención 0! = 1.

Definición 54 Las permutaciones de un conjunto A son las funciones
biyectivas de A en A. El número de éstas se denota por Pn; además se tiene
que Pn = On

n = n!
(n−n)!

= n!.

Definición 55 Sea A un conjunto de n elementos y 0 ≤ m ≤ n, a los
subconjuntos de A que tienen m elementos se les llama combinaciones de los
n elementos de A tomados de m en m. El número de éstas se denota por
Cm

n = n!
m!(n−m)!

.

Teorema 21 [2] (teorema de Pascal) Sean n,m enteros no negativos tales
que n ≥ m,

Cm
n = Cm

n−1 + Cm−1
n−1 .
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Apéndice B

Teoŕıa de gráficas

En este apéndice se presenta una breve introducción a la Teoŕıa de
Gráficas, para establecer la notación y conceptos usados durante el desarrollo
de la tesis. Estos conceptos son la base teórica para las redes de interconexión.

Definición 56 Una gráfica consiste de un conjunto finito no vaćıo V (G)
de objetos llamados vértices, junto con un conjunto E(G) de parejas no
ordenadas de elementos de V (G), llamadas aristas (las parejas no ordenadas
se denotarán por (u, v)).
Para mostrar que una gráfica G tiene un conjunto de vértices V (G) y un
conjunto de aristas E(G), algunas veces se escribe G = (V,E).

Definición 57 Una digráfica o gráfica dirigida D es una pareja D =
(V,E) donde V (D) es un conjunto finito no vaćıo de vértices y E(D) es un
conjunto de parejas ordenadas de elementos de V (D), que denotan flechas o
arcos. Las aristas se denotan por parejas ordenadas, (u, v) denota la flecha o
arco que tiene como vértice inicial a u y como vértice final a v.

Definición 58 La gráfica subyacente G de D es la gráfica tal que V (G) =
V (D) y hay exactamente una arista entre u y v en G si y sólo si existe una
flecha entre u y v en D.

Definición 59 El número de vértices de una gráfica G es el orden de G,
denotado por |G|. El número de aristas es el tamaño, escrito como ∥G∥.

Definición 60 Si una arista e = (u, v) ∈ E, entonces los vértices u y v se
dice que son adyacentes o vecinos y la arista e se dice que es incidente
en estos vértices.
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Definición 61 Sean G1 = (V1, E1) y G2 = (V2, E2) dos gráficas. Si V2(G2) ⊆
V1(G1) y E2(G2) ⊆ E1(G1), entonces G2 es una subgráfica de G1 y se denota
por G2 ⊆ G1. También se puede decir que G1 contiene a G2.

Definición 62 Una gráfica es regular si todos sus vértices tienen el mismo
grado.
Si el grado de una gráfica es n para todos los vértices en particular, a esta
gráfica se le llama n-regular.

Definición 63 Un camino en una gráfica G = (V,E) es una secuencia
alternada de vértices y aristas v1e1v2 . . . vn−1en−1vn, que empieza y termina
en vértices, de tal manera que cada arista es incidente a los vértices anterior
y posterior en la sucesión.
Se dice que este camino une a v1 y vn, también se puede denotar como
v1v2v3 . . . vn, las aristas se vuelven evidentes por el contexto; algunas veces
es llamado un v1-vn camino. Su longitud es el número de aristas que lo
conforman, en este caso es igual a n − 1. Un camino cerrado que no repite
vértices, salvo el primero y el último es llamado ciclo.

Definición 64 Un paseo es un camino donde todas sus aristas son distintas.
Un camino o paseo es cerrado si el primero y último vértice son iguales.
Un paseo cerrado se llama circuito.

Definición 65 Una ruta es un camino que pasa por una serie de vértices
una sola vez. Es decir, es aquel que no pasa dos veces por un mismo vértice,
salvo, excepcionalmente, que el vértice que se repite sea el inicial y final.
P (G) denota el conjunto de rutas en G.
Una ruta es un paseo que no repite vértices. Un ciclo es un paseo cerrado sin
vértices repetidos excepto que el primero y último vértice son iguales.

Definición 66 La distancia entre un par de vértices u y v en G, es igual a
la longitud de la ruta más corta que une a u y v. Se denota como d(u, v).

Definición 67 La excentricidad de un vértice u en una gráfica G, escrito
ϵ(u), es el máximo de sus distancias a cualquier vértice de G; esto es,
ϵ(u) = máx{d(x, u) | x ∈ V (G)}.

Definición 68 El diámetro de G denotado como, D(G), se define como
máx{ϵ(u) | u ∈ V (G)}.
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Definición 69 El radio de G denotado como, r(G), se define como
mı́n{ϵ(u) | u ∈ V (G)}.

Definición 70 El grado de un vértice v ∈ V (G) es igual al número de
aristas en G que son incidentes en v.
El número δ(G) = mı́n{d(x) | x ∈ V (G)} es el grado mı́nimo de G y
∆(G) = máx{d(x) | x ∈ V (G)} es el grado máximo de G.

Definición 71 Dos vértices están conectados si existe un camino entre
ellos. Si dos vértices están conectados, entonces dichos vértices pueden estar
conectados por varios caminos.

Definición 72 Una gráfica es conexa si para todo par de vértices existe
una ruta que los une.

Definición 73 Sean u y v dos vértices diferentes de una gráfica conexa G.
Dos rutas que unen u y v son llamadas disjuntas por aristas si no tienen
aristas en común.

Definición 74 Una subgráfica conexa H de una gráfica G se llama una
componente de G si H no está contenida en ninguna subgráfica conexa
de G que tenga más vértices o aristas que H. Si una gráfica tiene un solo
componente, la gráfica es conexa.

Definición 75 La conexidad por vértices de una gráfica G, denotada
como κ(G), es el mı́nimo número de vértices, que deben ser eliminados de G
para obtener una gráfica disconexa o trivial.

Definición 76 La conexidad por aristas de una gráficaG, denotada como
λ(G), es el mı́nimo número de aristas cuya eliminación de G producen una
gráfica disconexa o trivial.

Definición 77 Un conjunto de vértices de corte para una gráfica G es
un conjunto V0(G) ⊆ V (G) tal que G − V0(G) es disconexa. Una gráfica es
k-conexa si cada conjunto de vértices de corte de cardinalidad mı́nima tiene
al menos k vértices. La conexidad por vértices de G, es el tamaño mı́nimo
de un conjunto de vértices de corte.
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Definición 78 Un conjunto de aristas de corte para una gráfica G es
un conjunto E0(G) ⊆ E(G) tal que G− E0(G) es disconexa. Una gráfica es
l-conexa si cada conjunto de aristas de corte de cardinalidad mı́nima tiene al
menos l aristas. La conexidad por aristas de G, es el tamaño mı́nimo de
un conjunto de aristas de corte. Por lo tanto, una gráfica tiene conexidad
0 si y sólo si está desconectada o es la gráfica que consiste de un vértice.

Teorema 22 [6] Si G es una gráfica simple, entonces κ(G) ≤ λ(G) ≤ δ(G).

Definición 79 Sean G = (V,E) y G′ = (V ′, E ′) dos gráficas. Decimos que
G y G′ son isomorfas (escrito G ∼= G′ ) si existe una función biyectiva
ϕ : V (G) → V ′(G′) tal que (x, y) ∈ E(G) si y sólo si (ϕ(x), ϕ(y)) ∈ E ′(G′)
para cualesquiera x, y ∈ V (G). La relación ϕ se llama un isomorfismo; si
G = G′ entonces ϕ es un automorfismo. En general no distinguimos entre
gráficas isomorfas, y escribimos G = G′ en vez de G ∼= G′.

Definición 80 Una gráfica G = (V,E) se dice que es simétrica por
vértices si, para cada par de vértices u y v, existe un automorfismo de
la gráfica que relaciona u con v. Una gráfica se dice que es simétrica por
aristas si para cada par de aristas, a y b, existe un automorfismo de la gráfica
que relaciona a con b.

Definición 81 Una ruta o ciclo en una gráfica G, es llamado un ruta o
ciclo Hamiltoniano si recorre todos los vértices de G exactamente una vez.
G es llamada Hamiltoniana si existe un ciclo Hamiltoniano en G.

Definición 82 Una gráfica bipartita B es una gráfica cuyos vértices se
pueden dividir en dos conjuntos distintos U(B) y V (B) tal que cada arista
conecta un vértice en U(B) a uno en V (B); es decir, U(B) y V (B) son
conjuntos independientes. Si | U(B) | = | V (B) |, entonces es llamada una
gráfica bipartita balanceada.

Teorema 23 Una gráfica es bipartita si y solo si no contiene ciclos de
longitud impar.

Definición 83 Una gráfica T es un árbol si y sólo si es conexa y no tiene
ciclos.
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Definición 84 Sea G = (V,E) una gráfica conexa con pesos sobre sus
aristas, donde V (G) representa el conjunto de vértices y E(G) representa
el conjunto de aristas. Un árbol de expansión ST de G es una subgráfica de
G que tiene todos los vértices de G y además, es árbol. El peso total de un
árbol de expansión es la suma de todos los pesos de las aristas de ST . Un
árbol de expansión mı́nimo de G es un árbol de expansión de G cuyo peso
total es el mı́nimo, entre todos los árboles de expansión de G.
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