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Introduccién

Casi todos los fendémenos y dispositivos electromagnéticos son el resultado de la inter-
accion entre ondas y materia. Aprovechando este conocimiento, cientificos e ingenieros
han sintetizado materiales artificiales con el objetivo de tener un mejor control sobre las
ondas electromagnéticas. Ademaés, los centros tecnologicos, cientificos y de investigacion,
han focalizado su atencién en microestructuras (del orden de 107% m) y nanoestructuras
(del orden de 10~ m) modernas que exhiben propiedades 6pticas excéntricas. A estos ma-
teriales se les ha asignado el nombre de metamateriales; haciendo referencia a materiales
que no se comportan de manera convencional.

En términos generales, estos materiales muestran caracteristicas extraordinarias cuando
responden a cambios o alteraciones del medio circundante (luz, sonido, temperatura, voltaje,
etc.). Esencialmente, la investigacion de metamateriales esta relacionada con la innovacion
y la explotacién de los parametros espaciales de las propiedades electromagnéticas, mejor
conocida como respuesta optica.

Para la creacién y caracterizaciéon de estos nuevos materiales, es necesario comprender
que la mayoria de los fenémenos electromagnéticos obedecen a las ecuaciones de Maxwell,
las cuales son un conjunto de ecuaciones que describen la interaccion entre campos, fuentes
y la composicion de los materiales. Al afectar un sistema, se puede influir en la organizacion
de las cargas eléctricas y en los dipolos magnéticos del medio; y los campos pueden inducir
polarizacién y magnetizacién en cierto grado, dependiendo del material en cuestion.

Las propiedades electromagnéticas de un material estan determinadas por dos parame-
tros fisicos: la permitividad € y la permeabilidad p las cuales describen el acoplamiento
eléctrico y magnético de un material, respectivamente. Estos dos pardmetros, acompana-
dos de otros dos valores relacionados — el indice de refraccion n = ,/ue y la impedancia
Z = \/u/e — son esencialmente parametros macroscopicos porque se usan para describir la
respuesta media global del material como un todo. Por otro lado, en la escala macroscopica,
las caracteristicas y respuestas detalladas de las estructuras inhomogéneas son promediadas
de tal forma que se pueden establecer relaciones entre los campos vectoriales macroscépicos
de las ecuaciones de Maxwell, llamadas: campo eléctrico E, campo magnético H, vector




2 Introduccién

de desplazamiento eléctrico o vector de densidad eléctrica de flujo D y densidad de flujo
magnético B. Este es el origen de los pardmetros de permitividad y permeabilidad de los
materiales [I].

En el campo de la fisica 6ptica, estos fendémenos se describen frecuentemente a través
de los valores de transmitancia y reflectancia de la luz con un cierto retardo, tomando en
cuenta también la dispersiéon y la absorciéon del material.

De forma particular, en el presente trabajo se describe y se analiza uno de los sistemas
que ha tenido méas auge en las dltimas décadas en el ramo de los metamateriales épticos: se
trata de sistemas compuestos por nanoparticulas metalicas embebidas en matri-
ces dieléctricas transparentes. Estas estructuras prometen aplicaciones mas eficientes en
comunicaciones, optoelectrénica, almacenamiento y procesamiento de informacion, biosen-
sores, iméagenes con superresolucion, invisibilidad, etc. [2]. Esto obedece a que la respuesta
Optica de estas nanoparticulas metélicas embebidas en dieléctricos, muestra una oscilaciéon
colectiva de los electrones de conduccién, provocando que el material en conjunto, muestre
un fenémeno conocido como resonancia del plasmoén de superficie (Surface Plasmon
Resonance, SPR, por sus siglas en inglés).

En los siguientes capitulos de esta tesis se describe la produccién y caracterizacion de
un sistema particular conformado por tres muestras de nanoparticulas de oro; una de ellas
con geometria esférica y las dos restantes con geometria esferoidal prolata, implantadas
en matrices de silice. El formalismo fisico se adquiere de los modelos de: Mie-Drude-
Lorentz-Sommerfeld que dan sustento a la respuesta Optica del material debido a la
funcion dieléctrica de la interfaz metal-dieléctrico.

Por otro lado, se describe y se hace uso del método numérico conocido como T-Matrix,
creado originalmente por investigadores de la NASA, para simular la dispersién de granos
de polvo interplanetarios e interestelares con diferentes geometrias (del orden de 10~5m),
el cual fue modificado por un grupo de cientificos del Instituto de Fisica de la U.N.A.M.
para su aplicaciéon en el campo de las nanoparticulas metélicas embebidas en dieléctricos.

Finalmente, a través de los espectros de absorciéon experimentales y simulados don-
de se observan las resonancias del plasmoén de superficie localizadas, y a través de varias
micrografias obtenidas por TEM, se obtiene un panorama mas completo de las caracteris-
ticas morfologicas y de los tamanos de las nanoparticulas de oro contenidas en las muestras.

A partir de esta informacién, se adquieren herramientas para tener un mejor control de
la distribuciéon de tamamos y alargamientos de las nanoparticulas que se manufacturan en
el Instituto de Fisica de la U.N.A.M.




Capitulo 1

Implantacién, formacion y deformacion de
nanoparticulas metalicas

1.1. Nanoparticulas metalicas contenidas dentro de una matriz
dieléctrica

Se han desarrollado diversos métodos para fabricar distintos tipos de nanocompuestos
como: implantacion iénica, sol-gel, ablacion laser, etc. Sin embargo, independientemente del
método de fabricacion, las aplicaciones practicas de estos materiales dependen fuertemente
de parametros como el tamafio y la forma de las nanoparticulas (NPs), la fraccion de volu-
men ocupada, la homogeneidad en la distribucién y su composicién.

1.1.1. Implantacién de iones

Cada uno de los métodos utilizados para fabricar nanocompuestos tiene sus propias
limitantes. Aunque la implantacion de iones no es tan versatil como otras técnicas, atn
conserva ventajas atractivas. Por ejemplo, se ha comprobado que la implantacién de iones
(seguida de un recocido térmico) es un método muy tutil para obtener grandes fracciones
de volumen de NPs embebidas en matrices solidas. Adicionalmente, dichas nanoparticulas
se encuentran localizadas a una profundidad bien definida, ya que ésta es controlada prin-
cipalmente por la energia con la que se implantan los iones [3].

El método de implantacion de iones es utilizado para introducir iones que viajan a altas
velocidades en el interior de materiales sélidos.

Durante el trayecto del i6n, éste va expulsando atomos del material sélido que penetra,
dejando vacancias y a su vez creando nuevos proyectiles, es decir, los d4tomos expulsados

3
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repiten el proceso anterior, desplazando dtomos hasta que pierden toda su energia y que-
dan implantados a una cierta profundidad en el interior. Asi es como se forman cascadas
de colisiones dentro del material, las cuales crean desplazamientos. Estas colisiones crean
desplazamientos de materia los cuales son identificados como danos en el material. Global-
mente es posible obtener la informacion del dafio que produce la irradiacién i6nica sobre
el material irradiado utilizando simulaciones de Monte Carlo. En el presente trabajo no se
profundiza sobre este tema.

Debido a que las propiedades fisicas y quimicas del sustrato cambian en presencia de
estos iones, se obtiene un material de composiciéon diferente comparado con el material que
se tenfa inicialmente [4]. De esta manera, la caracterizacion del nuevo material también se
basa en el estudio de la interaccion de las particulas cargadas con la materia.

El conocimiento de este fenémeno ha ocasionado una revolucién tecnologica y ha da-
do lugar al nacimiento de la metalurgia i6nica, cuyo proposito es la creaciéon controlada
de nuevas fases y precipitados en las capas superficiales de los sustratos, para mejorar las
propiedades de friccion, desgaste, dureza, corrosion, etc. El campo que estudia los procesos
de interaccion de particulas atémicas con la materia, es un 4rea de enorme actividad por
razones de interés basico y por multiples aplicaciones tecnologicas.

Siguiendo esta linea, una de las aplicaciones tecnologicas ampliamente difundida en
nuestros dfas, y que concierne a esta tesis, es la implantaciéon de iones de elementos metali-
cos sobre matrices de silice, que posteriormente, a partir de ciertos tratamientos, permitiran
la formaciéon de nanoparticulas. Estos nanoctimulos presentan propiedades que los hacen
atractivos para aplicaciones en optoelectréonica: como es el caso de compuertas Opticas y
guias de onda activas.

El éxito del uso de esta técnica depende de lograr un total entendimiento de los procesos
involucrados en la sintesis y en el control apropiado de estas nanoestructuras embebidas a
diferentes profundidades determinadas por la energia de implantacion.

Por ello, es muy importante poder conocer con exactitud céomo es la distribuciéon de los
iones implantados en el interior del material. En la actualidad, los desarrollos tedricos han
permitido simular, a través de programas de computo, los efectos que se producen durante
la implantacién, ademés de establecer algunas aproximaciones que permiten la predicciéon
de la forma en la que se distribuiran los iones implantados.
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Acelerador Pelletrén

Para la implantacién de iones se requiere de un dispositivo el cual se conoce como
implantador i6énico o acelerador de particulas. Los aceleradores, comtnmente utilizados
para la implantacion, son de tipo electrostatico: placas paralelas, Van de Graaff, Pelletron,
Tandetron, etc. En general, la estructura del proceso tecnologico se divide en cuatro fases,

ver figura

i)

ii)

iii)

iv)

Fuente de iones. El Pelletron cuenta con dos fuentes de iones negativos. La primera,
llamada SNICS (Source of Negative Ions by Cesium Sputtering), puede producir una
gran variedad de iones negativos a partir de un material sélido usado como cétodo.
Los iones son producidos mediante erosiéon iénica del solido por atomos de C's. En
este trabajo se usaron placas sélidas de Si y Au para la produccién de iones, los cua-
les, posteriormente seran implantados en matrices de SiOs. La segunda es una fuente
de radiofrecuencia que ioniza gas, llamada Alphatross; esta disenada especificamente
para producir iones negativos de He™ y poder analizar materiales por retrodispersion
nuclear.

Sistema de aceleracion. A continuacion, los iones negativos (generados por alguna
de las dos fuentes) son dirigidos hacia el acelerador mediante un electroiman inyector.
Adentro del tubo acelerador una serie de platos equipotenciales de voltaje positivo
ascendente, acelera los iones hasta el centro del tubo, donde se encuentra la terminal
de alto voltaje con un valor maximo de 3 MeV.

Sistema de deflexion 6 barrido. A la salida del tubo acelerador se encuentra un
cuadrupolo que enfoca nuevamente el haz i6nico.

Camara de implantacién. Los iones son dirigidos hacia la trayectoria final deseada
para realizar la implantacion de iones en un material (linea de implantacion) o su
caracterizacion (linea de analisis). Por lo tanto, la densidad de proyectiles implantados
dependera del area seleccionada. Al ntimero total de proyectiles por unidad de area
que llega a la muestra, se le llama afluencia y se denota con el simbolo ¢:

_ it
-k

Por sencillez, se ha supuesto que la intensidad de corriente eléctrica i, no cambia
durante todo el tiempo ¢t que dura la irradiacion sobre el area de superficie A; @ es
la carga de cada proyectil.

¢ (1.1)
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Fuente de iones

(Sdlidos) Linea Rayos X
Electroiman ) s
N Electroiman N
Inyector . Analizador 0 —
= P o
_ Z o=
1 (e r—————C] - . Linea
@ ==t — :”I;%:me 4 Fﬂm Implantacion
! — o é
T = Cuadrupolo
Magnético
: Acelerador Tandem
Fuente de iones Peletron 9SDH-2 1 metro RBS

(Gases)

Figura 1.1: Fases del proceso de implantacion.

Cambiando la energia en el acelerador de particulas, se pueden modificar las caracte-
risticas del haz incidente y de esta forma producir resultados diferentes sobre la superficie
en cuestion. Ademas, modificando el angulo de incidencia del haz de iones se puede modi-
ficar la generacién de dafio durante la implantacion y el alcance promedio de los proyectiles.

Debido a la diversidad de experimentos que se pueden realizar modificando las variables
y condiciones de corriente, tiempo o area, se sabe que la técnica de implantaciéon es muy
versatil y posee un inmenso alcance de aplicaciones.

1.1.2. Matriz de diéxido de silicio

La silice se caracteriza por una alta transparencia en la region visible y ultravioleta del
espectro electromagnético debido a la banda prohibida de 9 eV que existe entre la banda
de valencia y la banda de conduccién; estas mismas propiedades le confieren su cualidad
como excelente aislante, lo que la hace tan atractiva para la industria microelectrénica.

Existen més de 100 tipos de diéxido de silicio, sin embargo, en este trabajo se realizan
implantaciones sobre sustratos de didzido de silicio amorfo, también conocida como silice
porosa, 6 cominmente "silice”, figura

Las propiedades del atomo de silicio se pueden inferir de la estructura electrénica que
se encuentra registrada en la tabla periédica de los elementos: (1522322]963323]92), con los
cuatro electrones de valencia que se encuentran en las capas externas se forman enlaces
covalentes con dtomos vecinos, por otro lado, a través de varios métodos se ha demostrado
que los atomos de silicio forman estructuras cristalinas tetraédricas tipo diamante.
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SiO, Cristalino SiO, Amorfo
(Quarzo) (Vidrio)

®Si @0

Figura 1.2: Dicxido de silicio en su estructura cristalina y en su estructura amorfa.

1.2. Formacién y crecimiento de nanoparticulas de oro

Una vez que se han implantado los iones metélicos de oro dentro de la matriz de silice,
(como se menciond en el apartado anterior) se continia con otros dos procedimientos para
obtener un aglomerado nanoscépico bien definido de particulas llamados "nucleacion" y
"crecimiento".

A la fecha, no ha sido posible obtener una descripciéon completa de la teoria de la nu-
cleacion de nanoctimulos, debido a la complejidad de los miltiples procesos que en ella se
llevan a cabo. Sin embargo, se puede realizar una descripciéon general.

La teoria basica de la nucleacién indica que este proceso comienza cuando la temperatu-
ra sobre la matriz de silice que contiene los iones implantados de oro, es lo suficientemente
alta como para que los iones sobrepasen las barreras del potencial interatémico establecidas
dentro del solido, exhibiendo una movilidad suficientemente alta dentro de la red. La nu-
cleacion y crecimiento pueden ser gobernados por el coeficiente de difusion, pero también
por la afinidad quimica [5] [6]. La primera da pie a un crecimiento lineal en el tiempo,
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mientras que la segunda, a una dependencia temporal del tipo raiz cuadrada. Ademés, un
punto importante que se debe tener en cuenta es que el efecto de difusiéon y las diferentes
afinidades quimicas son fuertemente afectadas por la presencia de los distintos tipos de
defectos dentro del material, lo cual involucra una evolucién diferente en el tiempo y en la
temperatura [7], [8].

1.2.1. Formacién de nanoparticulas

En un sistema a cierta temperatura, donde se encuentra una concentracién de soluto
(iones de Au) superior al limite de solubilidad de otro elemento (cristal madre, solvente 6
matriz de silicio), ocurrird de forma esponténea la condensacion del soluto, es decir: pe-
quenas particulas sélidas de dimensiones criticas, se formarédn dentro de la matriz. A este
proceso se le conoce como nucleacion.

De acuerdo a la secuencia de formacion de granos cristalinos, después de la nucleacion,
los ciimulos pasan por una etapa de crecimiento de grano. La solucién analitica exacta del
proceso de crecimiento de un camulo esférico es muy dificil de obtener, por tal motivo se
han empleado diversas aproximaciones que se acercan a la solucién real.

La ecuacion de contorno que describe la difusion de cada uno de los solutos ¢ es de la
siguiente forma, [IT]:

(1.2)

Donde D es el coeficiente volumétrico de difusion (el cual se considera independiente
de la posicion) y C = C(r,t) es el campo de concentracion en la matriz alrededor del
precipitado.

1.2.2. Coeficiente de difusion

La difusién en sélidos es uno de los problemas teéricos més complejos de la fisica del
estado solido y la ciencia de materiales, debido a que intervienen varios parametros en el
calculo del coeficiente de difusién. Sin embargo, en cuanto a la dependencia con la tempe-
ratura, empiricamente se ha determinado que el coeficiente de difusién se comporta en un
amplio intervalo de temperatura segtn la expresion, [12]:

—Eq
D= Doeﬁ (13)
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Donde E, es la energfa necesaria para que la particula venza la barrera de potencial,
también conocida como Energia de Activacion de Arrhenius [9], [10], y pase de un sitio a
otro, Dy es la constante de difusién que es independiente de la temperatura, R es la cons-
tante universal de los gases 83145%% y T la temperatura absoluta. A esa forma funcional
de D se le denomina relaciéon de Arrhenius, la cual se utiliza para modelar la variacion de
temperatura de coeficientes de difusiéon, poblacién de vacancias cristalinas, velocidad de

afluencia, y muchas otras reacciones o procesos inducidos térmicamente.

La difusién de los metales nobles en el silicio ocurre mayormente a través del mecanis-
mo intersticial, [40]. En este mecanismo, los atomos de soluto que se encuentran ocupando
sitios intersticiales de la matriz, se difunden por medio de saltos de un sitio intersticial a
otro vecino. Este mecanismo predomina debido a la poca o ninguna interaccién quimica
de estos metales con el silicio. Eso evita que los atomos de metal se conviertan en defectos
sustitucionales en la red, que es una condicién necesaria para que existan otros mecanismos
de difusion.

1.3. Deformacién de nanoparticulas metalicas por irradiacion
iénica

En la actualidad existen varios grupos de investigacion cientifica que, ademés de produ-
cir NPs metélicas embebidas en dieléctricos, irradian las muestras con diferentes tipos de
iones muy energéticos para deformarlas.

Las muestras que se analizan en este trabajo, se han irradiado con iones de silicio a alta
energia, de esta forma, los iones de silicio se incorporan a la matriz sin afectar la respuesta
optica del material.

Se ha observado que al someter a las NPs metalicas embebidas en silice a la irradiacion
con iones energéticos de S%, algunas de las NPs se deforman, de manera que quedan alarga-
das en la direccion del haz del S, obteniendo una forma elipsoidal. Ademas, se sabe que el
grado de elongacién o excentricidad de las NPs depende de la afluencia y de la energia de
irradiacion. De esta forma se cuenta con un material anisotropico creado por la irradiaciéon
que depende de esos dos parametros. En la figura se ilustra el proceso de irradiacion y
deformacion de las NPs metalicas.
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Figura 1.3: Irradiacion con St a un dngulo de —45 con respecto a la normal de la matriz
de silice.

1.3.1. Modelos de deformacién

En la literatura existen dos modelos que intentan explicar los mecanismos de deforma-
cion de las NPs metalicas [42]:

1. El modelo de flujo plastico. El ion de Si al atravesar la matriz de silice crea
un flujo viscoelastico que produce una expansion sobre el mallado interno de la matriz en
direccién perpendicular a su trayectoria. Por lo que la presiéon que se genera en la malla
podria comprimir las NPs metalicas.

2. El modelo D’Orleans. El autor de este modelo combina la formacién de trazas con
el modelo de flujo plastico. En el modelo de trazas, las NPs se funden a consecuencia del
ion que provoca la deformacion, de modo tal que las NPs metalicas fluyen a través de la
traza que generdé el i6n. De acuerdo a lo anterior se ha pensado en tres posibles casos:

a) La NP de metal tiene un tamano por debajo del cual, con el paso del ién a través
de ella, se deposita la energia suficiente para evaporarla. Por lo que los fragmentos o
atomos del metal podrian incorporarse a otras NPs cercanas a su vecindad si es que
existen, o quedarse dispersas dentro de la matriz.

b) La NP de metal tiene el tamafio suficiente para fundirse y ésta pudiera fluir a través
de la traza del i6n, a consecuencia de que, entre la NP metalica y la silice, existen di-
ferencias entre los coeficientes de expansion térmica y conductividad térmica durante
el proceso.
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¢) La NP de metal tiene un tamano grande, donde el paso del i6n no le deposita sufi-
ciente energia para que ocurra la fusién, entonces no ocurre ninguna deformacion.
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Capitulo 1

Implantacién, formacién y deformacién de nanoparticulas metélicas




Capitulo 2

Electrodinamica clasica en la materia

2.1. Ecuaciones de Maxwell

La descripcion clasica de los fenémenos electrodinamicos que se conoce hoy en dia se
basa en los trabajos de J. C. Maxwell, quien resumi6 en 1865 las leyes aisladas de Coulomb,
Ampére y Faraday en una forma unificada. Estas ecuaciones se presentan aqui como ecua-
ciones diferenciales parciales lineales:

V-D = p (
V.-B = 0
oD

VxH-= =3 (2.3)
0B

En este caso, E vy H denotan los vectores de campo eléctrico y magnético, respectiva-
mente, p es la densidad de cargas eléctricas libres y J es la densidad de corriente de carga
eléctrica.

Para conocer el comportamiento de los campos electromagnéticos adentro de un mate-
rial se requieren ecuaciones adicionales: el desplazamiento dieléctrico D y la densidad de
flujo magnético B con la respuesta dieléctrica del medio considerado. Las relaciones cons-
titutivas son:

13
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D = ¢eE=¢E+P (2.5)
B = popH = po(H+ M)

Las cuales describen la relaciéon entre la polarizaciéon eléctrica P y la magnetizacion
M del medio y los vectores del campo externo E o H; ¢y = 8.854 x 10712Fm™"! y po =
47 x 107" N A2 son constantes naturales en el vacio y representan la constante dieléctrica y
la permeabilidad; las constantes de proporcionalidad € y u denotan la constante dieléctrica
y la permeabilidad del material.

Se debe tener presente que, las relaciones constitutivas se mantienen solo en el caso de
que el medio sea lineal.

Ademas, se supone que el medio es homogéneo e isotropico y su respuesta ante un campo
aplicado es local e instantaneo. Si se cumplen estos supuestos, entonces la constante dieléc-
trica y la permeabilidad solo dependen de la frecuencia. La descripcién de todos los campos
dependientes del tiempo, estéd dada por los harmoénicos esféricos. Esta es la dependencia del
tiempo de los campos por un factor de la forma e 7“*. Al combinar las ecuaciones
y con las ecuaciones [2.5] y 2.6] se llega a las ecuaciones de Maxwell en un medio sin
cargas libres y corrientes J en el dominio de la frecuencia:

V-(E) = 0 (2.7)
V-B =0 (2.8)
VxH = —jweE (2.9)
VxE = +jweB (2.10)

A partir de este sistema de ecuaciones, se puede explicar la evolucién espacial y tempo-
ral de la energia electromagnética calculando los campos considerando su interaccién con
la materia.

Por lo tanto, las ecuaciones vectoriales de onda para el campo eléctrico y magnético se
pueden obtener:
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VZE+EE = 0 (2.11)
VPH+EH = 0 (2.12)

Con ellas se describe la propagacién de ondas electromagnéticas en un medio sin cargas.
A partir de estas ecuaciones, se produce el numero de onda k = w/c cuya velocidad de
propagacion ¢ de ondas electromagnéticas en el medio es ¢ = (eeo,uuo)_l/ 2. La ecuacion
de onda vectorial es el punto de partida para el calculo de las propiedades 6pticas de las
nanoparticulas metalicas. En el caso de una onda electromagnética plana incidente, debe
resolverse la ecuacién de onda vectorial.

2.1.1. Condiciones de Frontera

Las ecuaciones de Maxwell son validas para puntos en donde ¢ y p varian de manera
continua. Cuando se estd sobre una superficie de contacto (interfaz) que distingue entre un
medio y otro, existe la posibilidad de que se genere una discontinuidad en la frontera. De
esta manera, los vectores E y H pueden no ser continuos en dicho lugar. Es por esto que
en estas interfaces se imponen las siguientes condiciones de frontera:

[Eafuera (I‘) - Eadentro (I‘)}

X fy
A 2.13
[Hafue'ra(r) - Hadent'ro(r)} Xn, = 0 ( )

Para r en la interfaz = {

En donde 1 es el vector normal que apunta hacia afuera de la superficie del medio. Las
ecuaciones indican que tanto las componentes tangenciales de E como las de H son
continuas en las fronteras de dos medios con caracteristicas diferentes.

Por lo tanto n denota el vector normal en la superficie limite de los dos medios. Ademés
de la geometria de la particula y el indice de refraccion /€, del medio circundante, la
funcién dieléctrica dependiente de la frecuencia del material del que esté constituida la par-
ticula €(w) = €1(w) + jea(w) juega un papel importante, ver Apéndice [Cl La permeabilidad
del medio de las particulas p juega un rol subordinado para los materiales considerados en
este trabajo; el oro es un material no magnético, por lo que se puede establecer u = 1. Més
adelante, en otro apartado se describira la funcion dieléctrica e(w).
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2.2. De las ecuaciones de Maxwell a la ecuacién de Helmholtz

En este apartado se presentan las ecuaciones de Maxwell, y se muestra cémo estas
ecuaciones son la base para obtener la ecuaciéon de onda y posteriormente la ecuaciéon de
Helmholtz. Ademas, se explica la teoria para obtener la soluciéon de la ecuacién de onda
vectorial a partir de la solucién escalar, es decir, de acuerdo a esta teoria una vez que
se cuenta con las soluciones escalares, es posible construir las soluciones vectoriales de la
ecuacién de Helmholtz.

2.2.1. Ecuacién de onda

Las ecuaciones de Maxwell son un conjunto de cuatro ecuaciones que describen comple-
tamente el fendémeno electromagnético, ellas expresan como las cargas eléctricas producen
campos eléctricos, los campos magnéticos variantes en el tiempo producen campos eléctri-
cos, la ausencia experimental de monopolos magnéticos, como una corriente eléctrica y los
campos eléctricos variantes en el tiempo producen campos magnéticos. La interdependencia
de los campos eléctricos y magnéticos es un punto clave de la descripciéon de la naturaleza
ondulatoria de la radiacién de campos oscilantes.

Una funcién bésica de las ecuaciones de Maxwell para los campos electromagnéticos es
la existencia de las soluciones de onda viajeras que representan el transporte de energia de
un punto a otro. En este sentido, en un medio simple no conductor, con ausencia de fuentes,
las ecuaciones [2.142.4] se reescriben como sigue:

0B

E=— 2.14
v ox - (2.14)
\Y E=0 (2.15)
\Y B=0 (2.16)

OE

B= — 2.1

V X ) 20) ot ( 7)

La ecuacion [2.14] es la ley de induccién de Faraday, la ecuacion [2.15] es la Ley eléctrica
de Gauss, la ecuacion [2.16] es la Ley magnética de Gauss y la ecuacion 2.17] es la Ley de
circuitos de Ampeére.

Tomando como base estas ecuaciones podemos obtener la ecuacion de onda [14]. Cuan-
do el operador rotacional es aplicado en ambos lados de las ecuaciones[2.14)y 2.17] se obtiene:
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0

V(V-E)-V’E = —o; [V xB] (2.18)
V(V-B)-V’B = uoeogt [V x E] (2.19)

De acuerdo con las ecuaciones y [2.16] la divergencia de E y B es cero, y sustitu-
yendo las ecuaciones [2.14] y [2.17] en el rotacional, la ecuaciéon de onda tanto para el campo
eléctrico como para el magnético es:

{Vz - 012552} {E} =0 (2.20)

L_ Tos campos E y B dependen de la posicién y el tiempo. Si separa-

VH0€o

mos la componente temporal asumiendo un comportamiento armonico, es decir, teniendo
una solucién temporal e/“*, entonces sustituyendo esta solucién en la ecuacién se tiene:

Donde ¢ =

[V + k7] {E} =0 (2.21)

Esta es la ecuacion vectorial de Helmholtz, donde k = w/c es el namero de onda y
representa la magnitud del vector de onda k = (kx, ky, kz), asociado con la direccion de
propagacion de la onda.

Es importante mencionar que en este apartado nos centraremos tinicamente en valores
reales de k para esta ecuacién, ya que esto especifica que sélo estan permitidas soluciones
oscilatorias propagantes. Més adelante se analizaran los valores complejos los cuales repre-
sentan que existen soluciones oscilatorias evanescentes o crecientes.

2.2.2. Solucién de la Ecuacion Vectorial de Helmholtz

La solucion E o B de esta ecuacién es una funcion vectorial, con la cual podemos estu-
diar propiedades fisicas tales como la polarizacién, el momento angular, el momento lineal,
los cuales son determinados por la solucién rigurosa de la ecuacion vectorial de onda. Sin
embargo, esta ecuacion en su forma vectorial es extremadamente dificil de resolver [14], [15].
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Las soluciones completas de la ecuacién de onda vectorial aplicables a problemas con valo-
res en la frontera, se conocen en la actualidad tnicamente para ciertos sistemas separables
[14]. Esto fue planteado por Stratton en 1941, sin embargo, hoy en dia atn esta pendiente
encontrar la solucion de la ecuaciéon de onda vectorial para algunos sistemas de coordenadas.

Una manera de resolver la ecuacion de onda vectorial es especificar las componentes del
campo vectorial para cada una de las tres coordenadas del sistema de coordenadas tridi-
mensionales para el cual se esté resolviendo; esto reduce el problema a obtener tres campos
escalares [15]. Posteriormente a partir de las soluciones escalares se construyen las solucio-
nes vectoriales, (realizar este procedimiento no es trivial). En este sentido, se trabaja para
encontrar las soluciones tinicamente para el campo eléctrico E o para el campo magnético
B, teniendo presente que estan estrechamente relacionados por las ecuaciones de Maxwell
y con las restricciones pertinentes como senalé Sommerfeld.

Es importante enfatizar, que las ondas planas no satisfacen la condiciéon de radiacion de
Sommerfeld, ya que incluso la condicién E = 0 no se lleva a cabo en el infinito, es decir, las
ondas nunca se atentian, Apéndice [B]

Trabajando con E, tnicamente cuando la ecuacién de onda vectorial se resuelve en
coordenadas rectangulares, las tres ecuaciones independientes quedan de la siguiente ma-
nera [14]:

VZEj + k2E] =0, (j:XaY7Z) (222)

El operador escalar V2 puede ser expresado en coordenadas curvilineas tal como en
coordenadas rectangulares utilizando los factores de escala propios del sistema coordenado.
Ademas, todos estos campos escalares tienen la propiedad de invariancia bajo una trans-
formacion de las coordenadas.

Ahora se muestra como a partir de la solucion escalar es posible construir la solucién
vectorial.

La identidad del operador Laplaciano V? actuando sobre un vector V?E = VV - E —
V x (V x E) y al sustituir en la ecuaciéon para E, se puede escribir:

V(V-E)-Vx (VXE)+EkE=0 (2.23)
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Entonces, una forma de resolver la ecuacién vectorial es reemplazarla por un sis-
tema simultaneo de tres ecuaciones escalares, sin embargo, la ecuacién para los sistemas
coordenados mas complejos, resulta impractico. En este caso se comienza por la ecuacién
escalar de Helmholtz, donde la funcién escalar E, es una solucién de esta ecuacion:

V2E+K*E=0 (2.24)

Después se construyen tres soluciones vectoriales independientes como se muestra [14]:

L=VE
N = %VXM

Donde a es una constante vectorial de longitud unitaria. L, M y N son funciones vec-
toriales, y si ademés L se sustituye dentro de la ecuacion [2.23] se tiene:

V(V-L)-Vx(VxL)+kL= 0
V(V-VE) -V x (VxVE) +k*VE= 0 (2.26)
V(VPE+K’E)= 0

Por lo tanto, L satisface la ecuacién de onda vectorial. Asumimos que la funcién vec-
torial M tiene divergencia cero V - M = 0, por esa razén es posible definir N = %V x M
sustituyendo en la ecuacion [2.23] asumiendo que k es una constante:

V(V-N) =V x (VxN)+k’N =
[V(V-VXxM) =V x[Vx(VxM)]+k’V x M| =

Vx[-Vx(VxM)]=
Vx [V(V-M) -V x (VxM)+ kM| =

T =

(2.27)

o o o o
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Por consiguiente, N satisface la ecuacion y también V - N = 0. Ahora para la
funciéon M reemplazando en la ecuacién se tiene:

V(V-M) -V x (VxM)+k*M =

VM + k*°M =

V3(V x aE) + k*(V x aE) =

V2VExa+ EV xa)+k[VExa+ EV xa)] =
VXVE x a) + k*(VE x a) =

(V3(VE) 4+ k*VE)Va =

[V(VPE+ K*E)] xa=

(2.28)

o O O O O o O

Por lo tanto, M también satisface la ecuacion [2.23]

De esta manera se demuestra que L, M y N satisfacen la ecuacién vectorial de Helm-
holtz. Si se hubiera propuesto la funcion vectorial N con divergencia cero también se en-
contraria que M tendria divergencia cero. Debido a estos argumentos de simetria se escribe
M como sigue:

M = %v x N (2.29)

Por otro lado, L = VEy M = V x aF, de esta forma M = L x a, por lo tanto, se
deduce que el vector M es perpendicular al vector L, o:

L-M=0 (2.30)

Las funciones vectoriales L, M y N tienen ciertas propiedades notables que surgen di-
rectamente de sus definiciones. Estas son:
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V x L =0

2.31
V.-L=V?’E=—-k’E (2:31)

Las soluciones particulares de la ecuacién son continuas, y de valor dnico para
un dominio dado, forman un conjunto discreto de soluciones particulares E,,. Existen tres
soluciones vectoriales Ly, M,, y N,, de la ecuacion 2.23] que son no-coplanares entre si, las
cuales estan asociadas con cada funcién caracteristica F,,. Presumiblemente la ecuacién de
onda puede ser representada como una combinaciéon de las funciones vectoriales caracte-
risticas; ya que L,, M,, y N, poseen propiedades ortogonales. Cuando la funcién dada es
puramente solenoidal, es decir con divergencia igual a cero, la expansién se hace inicamen-
te en términos de M,, y IN,,. Sin embargo, si la divergencia de la funcién no se anula, los
términos de L,, deben ser incluidos.

Entonces el campo vectorial se puede representar por una expansion en términos de es-

tas funciones vectoriales caracteristicas y debido a la independencia lineal de las funciones
podemos elegir los coeficientes para que se satisfaga la ecuacion [15], [14]:

E =) (anLy + b,M, + cuNy) (2.32)

Los coeficientes ay, b, y ¢, son nimeros complejos.

De este modo se encuentra que teniendo la solucién escalar de la ecuaciéon de Helmholtz
es posible construir su solucién vectorial.

Para profundizar en este tema, se ha incluido a detalle una descripciéon de las coorde-
nadas rotacionales en el Apéndice [A]




22

Capitulo 2  Electrodinamica clasica en la materia




Capitulo 3

Propiedades 6pticas de nanoctimulos
metalicos embebidos en silice

3.1. Plasmones de superficie localizados

Los plasmones superficiales (SP, surface plasmon) son oscilaciones de carga colectiva,
los cuales ocurren en la interfase entre un conductor y un dieléctrico. Estos pueden tener
forma de ondas electromagnéticas las cuales se propagan a lo largo de la frontera entre el
conductor y el dieléctrico y son conocidas como plasmones superficiales polaritones (SPPs,
surface plasmon polaritons).

Por otro lado, también existen las oscilaciones localizadas de los electrones sobre nano-
particulas metalicas rodeadas por un dieléctrico llamadas plasmones superficiales localizados
(LSP, localized surface plasmon).

Estos plasmones de superficie localizados son excitaciones de los electrones de conduc-
cion de las estructuras nanometalicas que no se propagan y que se encuentran acopladas
con el campo electromagnético.

De manera natural, surge el problema de dispersiéon para una nanoparticula conductora
en un campo electromagnético oscilante.

Debido a que el gas de electrones esta restringido a un cierto volumen relacionado con
el que ocupa la nanoparticula, el desplazamiento total de los electrones con respecto a los
iones positivos de la red da lugar a una fuerza restauradora que a su vez genera resonancias
especificas de oscilaciéon dependiendo de la geometria, del tamanio y del tipo de metal de la
nanoparticula, asi como también del medio circundante, [5I]. Esta resonancia conduce a la
amplificacién del campo tanto adentro de la nanoparticula, como en la zona de campo cer-
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cano fuera de la nanoparticula. Esta resonancia se llama resonancia de plasmon localizada
(LSPR, localized surface plasmon resonance).

El objetivo principal de la plasmoénica consiste en estudiar el comportamiento y las pro-
piedades de los plasmones superficiales a partir de los procesos de interaccion de la radiacién
electromagnética con los electrones de conduccién en interfases o nanoestructuras metalicas
contiguas con algtun dieléctrico.

En el presente trabajo se explora la fisica de plasmones superficiales localizados consi-
derando la interaccién de nanoparticulas metalicas de oro con una onda electromagnética
para dar lugar a la condicién de resonancia.

3.1.1. Extincién, absorcién y dispersién

La intensidad de luz que se propaga a través de un medio que contiene particulas pe-
quenas se atenta debido a una combinacién de dos fendémenos: dispersion y absorcion. Un
ejemplo de atenuacién de luz dominada por dispersién es un haz de luz que pasa a través
de una espesa niebla. Por el contrario, cuando la luz pasa a través de un vaso lleno de agua,
la intensidad de luz se atenta debido a la absorcion.

La ecuacién que describe este fenémeno estda dada por:

I(z) = Ipe "07e* (3.1)

En donde I es conocida como intensidad 6 irradiancia, Iy es la intensidad del haz de luz
entrante, /(z) es la intensidad del haz saliente, después de haber atravesado una distancia z,
ng es el namero de particulas por unidad de volumen y o¢y €s la seccion eficaz de extincion
de una sola particula. El calculo de la extincién del rayo de luz esta dado por:

Oext = Ogbs + Osca (32)

Donde gups ¥ 0scq son las secciones eficaces de absorcion y dispersion de una sola par-
ticula, respectivamente.
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3.1.2. Densidad Optica

En los experimentos de absorcion 6ptica, un haz de luz monocromatica de intensidad I
incide sobre una muestra de espesor z. Tras la interacciéon entre el haz y la muestra, parte
de la radiacién incidente la habré absorbido la misma muestra, por lo que, en general, la
intensidad del haz emergente I(z) sera distinta a la del haz incidente Ij.

La Ley de Beer Lambert permite calcular de forma indirecta la secciéon eficaz de extin-
cion, oegt, por medio del calculo de la transmitancia y la absorbancia. La figura 3.1, muestra
el decremento de la intensidad de luz I(z), después de atravesar un material.

A la cantidad de luz que es transmitida a través de un material traslicido se le llama
transmaitancia:

1
T=— 3.3
- (33)
El porcentaje de la transmitancia es:
1
%T =100 x — (3.4)
Iy

A partir de la transmitancia se puede conocer la cantidad de luz que absorbi6 la muestra:
en la literatura, también se refieren a la absorbancia como densidad dptica (OD, Optical
Density).

A=DO = log% (3.5)

Por lo que la ecuacion [3.1] se reescribe como:

I(z) = Ipe™** (3.6)
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I, 12
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Figura 3.1: Densidad Optica

Donde a recibe el nombre de coeficiente de extincién. Dicho coeficiente depende de los
procesos de interaccién entre el haz y la muestra, es decir, tanto de la longitud de onda de
la radiacién como de la estructura electronica de la muestra. Por tanto, analizando el coefi-
ciente de extincion en funcion de la energia del haz incidente se puede obtener informacion
relevante sobre la estructura electrénica de la muestra.

Cuando la luz pasa a través de un material dieléctrico transparente el cual contiene
cimulos metélicos en su interior, ésta puede ser absorbida o dispersada por el medio. El
coeficiente a puede asociarse con la seccion eficaz de extincion oe,; v ésta, a su vez, con las
secciones de absorcién o4 y de dispersion ggeq:

a=Coep =C (Uabs + Usca) (37)

Donde C' es una constante que depende de la densidad de camulos en la muestra.

En este trabajo se considera el caso especial de NPs metalicas de oro; como consecuen-
cia de sus reducidas dimensiones, estan dominadas por una oscilacién colectiva coherente
de sus electrones que se encuentran en la banda de conduccién. A esta oscilacién colectiva
se le conoce como plasmones superficiales polaritones. Como se mencion6é anteriormente,
el término plasmoén es usado para referirse a las oscilaciones de plasma en metales. El
término polariton se refiere a una oscilaciéon del plasma cuya excitacién se debe a ondas
electromagnéticas y el término superficie se utiliza porque una polarizacién superficial es
el origen de la oscilacién del plasma.

Es importante distinguir entre las diferentes configuraciones de interfaces: dieléctrico-
metal, dieléctrico-NPs-metélicas que se pueden generar para abordar el problema, establecer
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Particula metalica

Nube de electrones

Figura 3.2: Representacion de la interaccion de un metal pequeno ¢ nanoparticula con un
haz de luz b) radiacion dipolar c) cuadrupolo: radiacion de particulas mds grandes.

las condiciones de contorno adecuadas y proponer un modelo que lo describa adecuadamen-
te.

Una representacion de la interaccion entre un campo electromagnético entrante y una
particula metalica se muestra en la figura [3.2h. La luz incidente es capaz de propagarse a
través de la particula. El campo eléctrico dentro de la particula impulsa los electrones de
la banda de conduccién colectivamente con respecto a los iones positivos fijos que forman
una malla. Como resultado, aparece una diferencia de carga neta sobre la superficie en un
lado de la particula. Su atraccién con los iones reticulares en el lado opuesto conduce a una
fuerza restauradora. Por lo tanto, se genera una oscilaciéon de plasma como consecuencia de
esta diferencia de densidad de carga.

Si la frecuencia de la luz incidente esté en resonancia con la oscilacion del plasma, se
genera una amplitud considerable, limitada solo por el amortiguamiento respectivo del sis-
tema.
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La frecuencia de resonancia esté4 determinada principalmente por la magnitud de la
fuerza de restauraciéon. Esta fuerza depende de la separaciéon de las cargas superficiales,
es decir, las dimensiones de la particula, y la polarizabilidad del medio entre las cargas y
alrededor de las cargas. En otras palabras, depende de la polarizabilidad del medio y
de los electrones de la particula de metal. En el caso més simple, la superficie cargada
que se alterna, forma un dipolo oscilante, que irradia ondas electromagnéticas. Este mode-
lo simple para plasmones de particulas se asemeja al fendmeno que ocurre en una antena

Optica, figura [3.2p.

La interaccion de la luz con una particula pequena se puede describir mediante la electro-
dindmica clasica. Sin embargo, esta descripcion se basa en el conocimiento de los parametros
de los materiales, particularmente a través de la funcion dieléctrica compleja también co-
nocida en la literatura como constante dieléctrica compleja €, ver Apéndice [C

3.2. Teoria de Mie

La solucién general del problema de interaccién de una sola esfera homogénea de radio
R, con un campo electromagnético incidente fue desarrollado por primera vez por G. Mie
en 1908 [19]. Mie present6 una solucion a las ecuaciones de Maxwell que describen los es-
pectros de extincion de particulas esféricas de tamanos arbitrarios incrustadas en un medio
homogéneo.

Una de las razones por las cuales la teoria de Mie ha seguido siendo importante du-
rante tanto tiempo se debe a que es la tnica solucién simple y exacta de las ecuaciones de
Maxwell para particulas esféricas. Por otro lado, la descripciéon de Mie introduce la funcion
dieléctrica e(w, R) y la frecuencia angular w para tratar el problema de la composicion del
material, ademas incorporé los efectos de tamano.

La simetria esférica sugiere el uso de una extensién multipolar de los campos, dando a los
calculos de Mie una serie de oscilaciones multipolares (dipolo, cuadrupolo, etc.) para la ab-
sorcion y la seccion eficaz de dispersion de las particulas en funcién del radio de la particula.

El espectro de extincién se compone de la suma de modos de absorcién y dispersion,
cada uno de los cuales tiene una contribucién que depende del tamano de la particula. Los
modos de orden superior se vuelven mas dominantes al aumentar el tamafo de la particula.
Fisicamente, esto se puede explicar por el hecho de que, para particulas mas grandes, la luz
no puede polarizar las nanoparticulas homogéneamente y los efectos de retardo producen
la excitacion de los modos de orden superior [20], [2I]. Este efecto esta representado en la

figura [3.2.
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Aunque la teoria de Mie describe con precision los espectros de extincién 6ptica de na-
noparticulas metélicas esféricas, no explica el proceso fisico, es decir, la oscilacién colectiva
de los electrones de la banda de conduccién. El término de plasmoén para las resonancias
de Mie fue propuesto primero por Schopper en 1931, [20], [22].

3.3. Modelos microscépicos

Un marco semiclésico para describir las propiedades épticas de los metales es el Modelo
de Drude-Lorentz-Sommerfeld [20], [21], [23]. Sommerfeld (Apéndice[B]) agregé correcciones
a los modelos clasicos de Lorentz y de Drude debido al principio de exclusion de Pauli (dis-
tribucion de velocidad de Fermi-Dirac). Méas tarde, fue modificado para incluir la influencia
de la estructura de bandas en soélidos, es decir, se tom6 en cuenta el acoplamiento de los
electrones libres al nucleo iénico, descrito por una masa efectiva. A pesar de sus aproxima-
ciones, este modelo describe muchas propiedades de los metales con éxito. Los resultados
obtenidos son formalmente idénticos a los tratamientos mecanico-cuanticos, aunque las can-
tidades se interpretan de manera diferente.

El principal desacuerdo de la descripciéon clésica es que no explica la respuesta 6ptica
en las frecuencias del ultravioleta, debido a las transiciones entre bandas. Una imagen mas
realista de la interaccién de la luz con los 4tomos que la teoria clasica de Lorentz fue des-
crita fenomenologicamente por Einstein [24] por tres procesos radiativos bésicos: absorcion,
emision espontanea y emision estimulada, ya que la mecéanica cuantica es necesaria para
una comprension completa. Sin embargo, este tema se encuentra fuera del alcance de este
trabajo.

Dentro del modelo de Lorentz, los electrones en un material aislante se tratan como
simples osciladores armoénicos amortiguados, es decir, resortes, sujetos a la fuerza motriz
de la aplicaciéon de un campo electromagnético. El detalle de este modelo se describe a
continuacion.

3.3.1. Modelo del oscilador dipolar (modelo de Lorentz)
Se observan las fuerzas que una carga eléctrica experimenta cuando un campo eléctrico

esta presente, figura y

1. El campo eléctrico ejerce una fuerza sobre el electrén:

Fo = ¢E (3.8)
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ESTADO DE EQUILIBRIO
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Figura 3.3: Modelo de Lorentz. Sin campo eléctrico aplicado.
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Figura 3.4: Modelo de Lorentz. Aplicando un campo eléctrico.

2. Sin embargo, el electrén es atraido por el niicleo debido a que el electron se encuentra
ligado. Esto da lugar a una fuerza de restauracién proporcional al desplazamiento, x:

F, = —kx (3.9)

3. El electron experimenta una fuerza de friccién proporcional a su velocidad, v = dx/dt:

F, = myv = my dx/dt (3.10)
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tiempo

Figura 3.5: Movimiento armdnico simple.

A esto se le conoce como amortiguacion.

d*x

De acuerdo a la Ley de Newton, la suma de todas las fuerzas es: ¥F = ma = mﬁ

Se puede notar que en la ausencia de un campo eléctrico y considerando que la friccion
es despreciable, la tnica fuerza que actta es la fuerza restauradora. Es decir:

d2
md—t}; — —kx (3.11)

La ecuacion anterior es conocida como "movimiento armdnico simple" o "movimiento
libre no amortiguado", figura |3.5]

En donde la frecuencia natural es: w@ = k/m. En ausencia de una fuerza motriz, los
electrones que se encuentran ligados al nucleo oscilan con una frecuencia natural wy.

Si regresamos a la presencia de luz, podemos escribir la ley de Newton para el caso
cuando la luz incide en un atomo.

El campo eléctrico oscilante, ejerce una fuerza sobre el electréon que lo hace oscilar. Ana-
diendo la fuerza de restauraciéon y friccion, se obtiene la ecuacién de movimiento del electron.

d? d
mﬁ); =—eE — kx — m’yd—)t( (3.12)
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Recordemos que el campo eléctrico E de la luz lo podemos escribir como:

E = Eg cos(kz — wt) (3.13)
E = Eg¢/ (kz=t) (3.14)

La expresion exponencial nos permite un facil manejo de las ecuaciones. A esta repre-
sentacion, en la rama de circuitos eléctricos y electrénicos se le conoce como fasores.

E = Egel b7t = Byelkre—iwt (3.15)

Esto nos permite escribir la ecuacién de movimiento como:

d*x dx
— +

e s
i wix = ——Eoe Jwt (3.16)

La ecuacion es una ecuacion diferencial que se debe resolver. La forma maés facil es
realizando la siguiente suposicion: si el campo eléctrico E de la luz, oscila a una frecuencia
angular de w, se puede intuir que los electrones en el material oscilen a la misma frecuencia
angular. De esta manera la posiciéon de los electrones como funcién del tiempo estara dada
de la siguiente forma:

x = Ae I (3.17)
d .
d—}; = —jwAe I (3.18)
d? :
e Vo (3.19)
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Sustituyendo [3.17], [3.18 y [3.19] en la ecuaciéon de movimiento [3.16] nos queda que:

—w?Ae 9 jywAe I f R ATV = —EEoe_j"Jt (3.20)
m

Despejando A

*éEg/m

o 3.21
wi — w? — jyw ( )

Al sustituir A en la ecuacion B.IT

—ek
<= —, eEg/m

#e_j“t (3.22)
wh — w* — Jyw

Este movimiento oscilatorio de un electréon significa que tenemos un dipolo oscilante,
con un momento dipolar p:

p=—éx (3.23)

De esta forma, tenemos una polarizacién eléctrica oscilante P:

P = —Nex (3.24)

Para la mayoria de los materiales P oc E, la cual puede ser descrito como:

P = (¢ — 1)eoE (3.25)
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Asi

Neé? 1 ,
P= Nex= ¢ Ee 9%t (3.26)

2 .
m wi —w? — jyw

Al comparar estas dos ecuaciones podemos escribir:

_ Neé? 1

eom (wi — w? — jyw)

(3.27)

€ — 1

La ecuacion anterior depende de la frecuencia y es un ntimero complejo. Esto significa
que la permitividad tiene una parte real y una parte imaginaria.

e = €1(w) + jea(w) (3.28)
Se puede resolver facilmente:
Real ) ) )
Ne wi —w
e(w) =1+ 0 . 3.29
) (% e el (329
Imaginaria
N 2
ea(w) = ~2 had (3.30)

eom [(wf —w?)? + (jyw)?]

La funcién dieléctrica resultante de un aislante, de acuerdo al modelo de Lorentz, tam-
bién se encuentra en la literatura como:

2

w
€Lorentz — 1+ (QQ — w2p> _ i’yw (331)
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Donde 2 es la frecuencia de resonancia del oscilador, v es una constante de amortigua-
cion, que representa la pérdida de energia del electrén oscilante ligado, debido a la emisiéon
de radiacién electromagnética. La frecuencia resonante ) corresponde, dentro de la des-
cripcion de Einstein, al fenémeno de una frecuencia de transicion atémica entre dos niveles
atémicos de energia. La amortiguacion clasica es anadloga al proceso cuantico de emisiéon
espontanea. La frecuencia de plasma w), esta determinada por la densidad de electrones de
conduccion nz y su masa efectiva m* como:

(3.32)

Siendo e la carga del electrén. Por lo tanto, en términos de wy, y €2, las partes real e
imaginaria de la funcién dieléctrica compleja se pueden reescribir de la siguiente forma:

Real
2 2
— 2 (€ —w?)
€ = l4w,- (2 — )2 4 7% (3.33)
Imaginaria
& = w- hed (3.34)

P02 — w?)? + 20?2

Asi se demuestra que al ser un namero complejo la permitividad ¢,., implica que el indice
de refraccién n también lo es:

n &6 (3.35)

Es decir:

n=mnj+ jng (3.36)
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Entonces:

(1 + jna)? = e1 + jer (3.37)

Lo que significa que:
€ =n? —ni (3.38)
€ = 2711712 (3.39)

Para describir las propiedades 6pticas de los sélidos, es comun usar el indice de refrac-
cion complejo 7, (recordar que solamente se consideran materiales no magnéticos), a partir

de:

72 = (n+jk)? =c=¢e1 + jeo (3.40)

Donde n es el indice de refraccion (real) y k es el coeficiente de extinciéon. En adicion,
la reflectividad R de so6lidos en incidencia normal esta dada por:

n—1)2 + k2
R:EnH;QL€2 (3.41)

3.3.2.  Aproximacién cuasi-estatica

Para nanoparticulas que son mucho mas pequenas que la longitud de onda de la luz inci-
dente, solo la oscilacién dipolar contribuye significativamente a la seccion eficaz de extincion
Oext- La seccién eficaz de extincidn se puede calcular en este caso bajo la llamada aproxima-
cién cuasiestatica, presentada por primera vez por Rayleigh, quien estudi6 la dispersién de
la luz de pequenas particulas [25]. Dentro de esta aproximacion, el campo eléctrico dentro
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de la particula es uniforme e induce una oscilaciéon dipolar. Esto es mas un problema de
electrostatica que electrodinamica. El campo eléctrico E(t) de una onda de luz que incide
en una nanoparticula, con dimensiones mucho més pequenas que la longitud de onda e
incrustado en un medio con constante dieléctrica €, induce un momento dipolar:

p(t) = eoemaE(t) (3.42)

La constante dieléctrica es una constante para una fuerza dada del campo eléctrico E,
pero es una funciéon de su frecuencia w.

En la ecuacion [3:42] e es la constante dieléctrica del vacio y « es la polarizabilidad de la
particula. Esta polarizabilidad se obtiene a partir de las constantes dieléctricas dependientes
de la frecuencia de la particula y del medio donde se encuentra incrustada, asi como de las
dimensiones de la particula. Para una esfera de volumen V, la polarizabilidad esta dada por
la expresion de Clausius-Mossotti:

€—€m

=3V—— 3.43
@ €+ 2¢pm, ( )

Donde € = €1 + i€y es la funcion dieléctrica compleja de la esfera. Las secciones eficaces
de dispersiéon y de absorcion son:

8mwt
Tscaw) =~ |o(w)[? (3.44)
oun@) = T Imfafw)} y (3.45)
Uext(w) = Ogbs + Osca (346)

Donde c es la velocidad de la luz y w es la frecuencia angular. Como se puede ver arriba,
la absorcion de la luz es proporcional a la polarizabilidad, en otras palabras, al volumen de
las particulas, mientras que la dispersién va como el cuadrado del volumen. Por lo tanto, la
dispersién domina la extincién de la luz para particulas grandes, mientras que la absorcién
domina la extincién para particulas pequenas.
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En este caso, la absorcién domina la extincién, por lo que la dispersién puede ser des-
cartada [20], [21]. Por lo tanto, se puede suponer a partir de ahora que:

Oext(W) > Oaps (3.47)

De la ecuacion [3:43] la polarizabilidad, y por lo tanto la absorciéon, muestran un com-
portamiento de resonancia si los denominadores desaparecen. Dado que &, se toma como
una constante real a frecuencias Opticas, es posible encontrar una resonancia [20] bajo la
condicion:

[e1(w) + 2€,)% + [e2(w)]* = Minimo (3.48)

Esto significa que es necesaria una parte negativa de €;. Para el caso de un e pequeno,
es decir €3 < 1, significa una dependencia débil de la frecuencia. Por lo que la condicién de
resonancia tiene la siguiente relacion:

€1 = —2€em, (3.49)

Si €2 se define como la frecuencia de resonancia que cumple esta condicién, en el caso de
una esfera incrustada en un medio arbitrario, es decir, €, = 1, la seccioén eficaz de absorcién
se puede expresar como [26]:

Ve [a(@) - 1Pew)
Uabs<w7 Q) - c [61 (w) — €1 (Q)]z + [62(0‘))]2

(3.50)

3.3.3. Constante dieléctrica

La teoria electrodindmica se ha utilizado hasta aqui para describir las propiedades 6pti-
cas lineales de particulas pequeias. Pero los parametros del material todavia son necesarios,
particularmente la funcion dieléctrica compleja e(w) de las nanoparticulas metalicas. La par-
te real e imaginaria de la funcién dieléctrica describen la polarizaciéon de la materia y la
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energia disipada bajo la interaccién con un campo electromagnético, respectivamente. La
interaccion de la luz con la materia condujo al desarrollo de la fisica cuantica a principios
del siglo XX. Sin los nuevos conceptos introducidos, por ejemplo, por Planck [27] y Einstein
[28],[29], esta interaccion no podria ser completamente entendida. Esté fuera del alcance de
este trabajo dar una descripcién detallada de mecénica cuéntica con respecto a esta inter-
accion. Sin embargo, una descripcion cualitativa desde el punto de vista cuéntico y clasico
serd considerado en esta seccion para describir la funcién dieléctrica de las nanoparticulas
metéalicas.

Para comprender la interaccién de la luz con la materia, debe tenerse en cuenta la es-
tructura de la muestra. Como ejemplo de un metal noble, y debido a que los experimentos
que se realizaron en este trabajo son con NPs de oro, a continuacion se describen algunas ca-
racteristicas. Un 4tomo de oro tiene la siguiente configuracion electronica: [Xe]4 f145d'06s!.
Las propiedades fisicas del oro estan determinadas por los electrones externos. La estructura
de energia de banda de multiples d4tomos (bulk) se debe a su configuracion electronica, que
se representa esquematicamente en la figura [3.6] En una buena aproximacién, las bandas
correspondientes a los estados f también se pueden considerar inertes, como los electrones
internos. Sin embargo, los electrones d conducen a un conjunto de cinco bandas complica-
das, es decir, cada banda corresponde a los valores posibles del momento angular y éstas
yacen solo alrededor de dos electronvolts por debajo de la energia de Fermi y por encima
de la parte inferior de la banda s — p de conduccién. Dicha estructura de banda tiene con-
secuencias importantes para las propiedades 6pticas del oro.

Es importante tener en cuenta el siguiente hecho: el trabajo trata con particulas que se
encuentran entre los limites indicados como: atomo y bulto. En la figura [3.6p, se puede ver
una vez mas que las NPs representan un estado de la materia en el estado de transicion
entre solidos en bulto (bulk) y atomos individuales. La pregunta es, si es posible tratar
las particulas como materia en bulto y usar las constantes 6pticas de los sélidos, lo que
simplificaria el problema. En otras palabras, la pregunta es a qué tamano las NPs de metal
presentan un comportamiento en bulto. Este problema también se puede formular como
"cuantos atomos debe contener un clister para presentar propiedades metalicas y para ser
descrito adecuadamente por la fisica del estado sélido".

La energia de Fermi del oro es de aproximadamente 5 eV, la cual indica el ancho de
la banda de conduccién. Por lo tanto, la transicién tiene lugar cuando N es mayor que
N ~ 5eV/0.026eV =~ 200 atomos, que corresponde a un grupo esférico con un radio de
aproximadamente R ~ /Nra, ~ lnm, siendo el radio atémico del oro a temperatura
ambiente 74, ~ 0.16nm. De hecho, las particulas con un radio de aproximadamente 2 nm
exhiben bandas electronicas bien establecidas [31].

Por lo tanto, en las siguientes secciones, las funciones épticas més importantes de los
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Figura 3.6: a) Representacion de la formacion de bandas de energia del oro en bulto y de
su configuracion electrénica. b) Diagrama energético de los electrones externos de un dtomo
de oro y de oro en bulto, [30].

metales de bulto se discuten primero, y luego se aplican a las NPs metélicas, tomando
siempre en cuenta las particulas con un tamaino mayor a 1 nm. Mas tarde se discutiran los
efectos de tamafio de estas funciones opticas.

3.3.4. Constantes oOpticas

Las dependencias espectrales de las constantes 6pticas para este modelo estan represen-
tadas en la figura

La region I corresponde a frecuencias mucho méas pequenas que la frecuencia de reso-
nancia, siendo més precisos, la resonancia a la cual la polarizabilidad electrénica contribuye
a la constante dieléctrica. Incluye la region visible de los espectros desde aproximadamente
2 eV hasta 3 eV. Para estas energias de fotones, el material no absorbe, es decir, la parte
imaginaria de la constante dieléctrica, asi como el indice de refraccién son insignificantes,
y entonces 7n? = e;. Esta parte del grafico se caracteriza por una transparencia alta, es
decir una absorcién insignificante y una reflectividad pequena [32]. Aislantes como el vidrio
de cuarzo tienen un indice de refraccién en promedio constante de aproximadamente 1.5
en esta region [20]. Estos materiales son transparentes a la luz visible. Debe mencionarse
que el modelo no incluye correcciones del campo local, no es cuantitativamente aplicable
a materiales altamente i6nicos. Por otra parte, la dependencia espectral de las constantes
Opticas representadas en la figura en donde se observa que no existen otras posibles
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Figura 3.7: a) Dependencias espectrales de las constantes dpticas de un aislante descrito
por el modelo de Lorentz: a) Parte real €1 e imaginaria €2, de la funcion dieléctrica compleja
€; b) parte real n, y parte imaginaria k , del indice de refraccion complejo nu; y c) reflectividad
R en incidencia normal.

contribuciones a la funcién dieléctrica compleja que la polarizabilidad eléctrica. La discu-
sion de otras posibles contribuciones debido, por ejemplo, a los movimientos i6nicos pueden
ser ignorados, ya que no ocurren en las frecuencias épticas, pero si a frecuencias mas bajas,
debido a la gran masa de iones en comparacién con los electrones.

La Region II se caracteriza por una fuerte absorcién, que también se asocia con una
region de alta reflectividad. Esta alta reflectividad solo permite una pequena fracciéon de luz
que pasa a través de la superficie limite del material. Esta luz se ateniia rapidamente. De
hecho, todos los materiales (solidos y liquidos) presentan absorcion fuerte de luz a frecuen-
cias ultravioletas. Para explicar este comportamiento, es necesario considerar la estructura
de bulto de la banda. Tal estructura se representa esquematicamente para un aislante en la
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Figura 3.8: a) Representacion de la banda del diagrama para un aislante b) un metal noble.
En donde k es el vector de onda del electron.

figura [3.8h. En esta parte del espectro, la energia del fotén coincide con las diferencias de
energia entre niveles llenos y vacios, lo que resulta en una zona amplia de alta absorcion.

La transicion entre bandas representada en la figura [3.8h. indica el umbral de energia
para estas transiciones, que corresponde a la llamada brecha de la banda de energia de
un aislante. Tanto el cuarzo como el zafiro presentan, por ejemplo, una banda ancha maés
grande que 8 ¢V [31], [33].

En la region III, es decir, cuando w > ), los electrones responden como si fueran
electrones libres. Dentro del modelo de Lorentz, esto se debe a que la energia del foton es
mucho més grande que la energia de enlace del electréon. Para buenos aislantes, esta regiéon
se encuentra dentro del ultravioleta lejano y no se puede detectar visualmente. Para frecuen-
cias altas como en la parte IIT y IV, el comportamiento de un aislante es cualitativamente
cercano al de un metal ideal.

En el modelo de Drude, la representaciéon microscépica de un metal ideal es una nube
de electrones independientes y libres que se mueven aleatoriamente hasta que colisionan
con un centro (defectos de malla, fonones). Debajo de un campo externo, los electrones son
acelerados y ocurren colisiones aleatorias. De hecho, solo los electrones cerca del nivel de
Fermi se aceleran, y no pueden cambiar su nivel energético debido al principio de Pauli.
Bajo este modelo, la funcién dieléctrica de un metal se describe como:

w2

€Drude = €libre = 1- W'Z])OJ/T (351)
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Figura 3.9: Dependencias espectrales de las constantes dpticas de un metal descritas por
el modelo de Drude: a) Parte real €1 e imaginaria €2, de la funcidn dieléctrica compleja €;
b) reflectividad R a incidencia normal.

En donde 7 es el tiempo de relajaciéon de los electrones. De nuevo, las partes real e
imaginaria son:

Real
w272
6 = 1—ﬁ (3.52)
Imaginaria
ng
€ = m (3.53)

Es importante mencionar que el modelo de Drude se obtiene directamente del modelo de
Lorentz igualando la frecuencia de resonancia del oscilador a cero, es decir, los electrones de
conduccién de un metal no estan ligados. Ademas, la constante de amortiguacion del metal
es expresado como v = 1/7. Por esta razon, las propiedades 6pticas de un metal de electro-
nes libres se parecen a los de un aislante a altas frecuencias (region I11 y IV). Las constantes
Opticas y la reflectividad de un metal de electrones libres estan representados en la figura[3.9]

Como se puede ver en la figura [3.9b, para un metal ideal, la reflectividad es casi unita-
ria para frecuencias por debajo de la frecuencia del plasma, que generalmente incluye solo
lo visible. Este efecto caracteristico de los metales es conocido como brillo metalico. Por
encima de estos valores, el metal es transparente y la reflectividad disminuye rapidamente
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con una frecuencia creciente. Justo a la frecuencia del plasma, la parte real de la constan-
te dieléctrica es cero. Al mismo tiempo, la parte imaginaria es despreciable. Por lo tanto,
€(wp = 0), es un efecto asociado a una oscilacién de plasma, es decir, todo los electrones
estan oscilando en fase.

La frecuencia de plasma de los metales generalmente se encuentra en la parte del espec-
tro del visible o en el ultravioleta [20]. Una mirada mas de cerca a las propiedades opticas
de los metales nobles, debe incluir su estructura de banda. Un diagrama de la banda de un
metal noble se muestra en la figura[3.8p. Presenta una conduccion en la banda parcialmente
llena y un conjunto de bandas d llenas méas bajas y relativamente planas [32], [34], [35]. En
la figura [3:8p, se representan dos transiciones diferentes.

El primero se conoce como transicion intrabanda, ya que involucra solo una banda. Co-
rresponde a la excitacion de un electrén cerca del nivel de Fermi a otro estado en la misma
banda, por encima del nivel de Fermi. De hecho, tal transicién solo es posible a través de
la interacciéon de fonones. En otras palabras, para los metales tipo Drude, la colisién de
electrones es el tinico mecanismo de absorcién de energfa. Tales transiciones estan descritas
por el modelo de Drude y solo ocurren en metales. En aislantes, como se muestra en la[3.8h,
la banda de energia debajo del nivel de Fermi esta completamente llena. Por esta razoén, los
electrones solo se pueden excitar a una banda superior; no existen estados de energia vacios
dentro de la misma banda. Esta es la razoén por la cual los aislantes tales como los vidrios
son transparentes a la luz visible, mientras que los metales presentan su brillo caracteristico.

La segunda transicion, llamada transicion interbanda, es la excitacion de un electréon a
una banda diferente, en este caso desde una banda d llena inferior a la superficie de Fermi
[34], [35]. Dichas transiciones entre bandas tienen una energia umbral. Esto se ilustra para
un aislante en la figura [3.8h. Para los metales nobles, las bandas d se encuentran a varios
electronvolts por debajo de la energia de Fermi [34], [35]. Esto significa que las transiciones
entre bandas tienen lugar en las cercanfas del ultravioleta, o incluso en el visible. La es-
tructura de la banda representada en la figura [3.8y su influencia en la respuesta optica de
la materia no puede explicarse por teorias clasicas y solo se puede entender considerando
un modelo mecénico-cudntico. La expresion de la funcién dieléctrica dentro de un modelo
cuantico se escribe como [21], [36]:

fijws
(szj —w?) — jw/7;

ew)y=1+% (3.54)

Esta expresion es formalmente idéntica a la extension clasica del modelo de Lorentz
para un oscilador multiple. Pero las interpretaciones de cada término son bastante diferen-
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tes. Mientras ) es la frecuencia de resonancia del oscilador armoénico en el modelo clasico,
ﬁQij es la diferencia de energfa entre el estado inicial i y el estado excitado j. En el modelo
clasico, 7 es el tiempo medio de colision de los electrones libres, mientras que j7; es la
probabilidad de transiciéon desde el estado excitado j a todos los demés estados cuanticos.
Por otro lado, 1/7 representa el coeficiente de Einstein para emision esponténea. Las fuer-
zas del oscilador f;; representan la probabilidad de una excitacion del estado ¢ al estado .
Clasicamente, f;; representa la fraccion de atomos de un sistema que tiene la frecuencia de
resonancia €;; y la constante de amortiguacion 1/7;. Estos valores se calculan a través de
los elementos de la matriz del operador de momento dipolar.

Como se ha indicado, las propiedades Opticas de los metales nobles son fuertemente
influenciadas por las bandas d. Estas bandas corresponden a electrones que son ligados
de manera més fuerte. Por esta razoén, desde un punto de vista clasico, los metales nobles
exhiben aspectos de los modelos de Lorentz y de Drude. Es decir, ambos electrones libres
y enlazados contribuyen a la funcién dieléctrica. La fisica del estado s6lido describe estas
diferentes aportaciones como contribuciones de transicién interbanda e intrabanda. Por esta
razén, una expresion apropiada de la constante dieléctrica para los metales reales seré:

E(w) = elibre(w) + Ebandas(w) (355)

Donde €pgndas representa la contribucion interbandas. Esta separacion estd permitida,
ya que cada contribucion tiene lugar en diferentes regiones del espectro [20], [21], [32], [34],
[35]. Las transiciones interbanda tienen lugar a bajas energias de fotones, mientras que
las transiciones intrabanda tienen lugar a mayores energias de fotones. La estructura de
la banda conduce a una extensa regién de absorciéon del espectro. Esto puede describirse
cualitativamente por un oscilador clasico €pgndas = E€Lorent> con suficiente fuerza y amorti-
guamiento para obtener una fuerte absorciéon en un amplio rango de frecuencias. El modelo
de Drude describe con muy buena aproximacién las contribuciones de las transiciciones
intrabanda a bajas frecuencias [35].

3.4. Nanoparticulas de metales nobles

Las propiedades 6pticas de las NPs metalicas esféricas se discuten a continuacion te-
niendo en cuenta la funcién dieléctrica de los metales nobles.

La seccién eficaz de absorcion de una esfera de metal similar a la de Drude obtenida
dentro de la aproximacién cuasiestatica se simplifica como:
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Vuw? 1/27
2¢ (w—9Q)2+(1/27)2

Oabs(w, Q) = (3.56)

Donde se ha usado la expresion [3.51] para la constante dieléctrica de los electrones li-
bres [26]. Como se vera mas adelante, la frecuencia de resonancia (2 esta tipicamente en el
visible o cerca de la regién ultravioleta del espectro. Para los metales nobles, el tiempo de
relajacion de los electrones es del orden de varios femtosegundos, es decir, 7 ~ 30fs [20],
[21], [32], que corresponde a h/7 ~ 0.02 eV. Por lo tanto, en la region de la resonancia
1/7 < Qy la condiciéon de resonancia m para una esfera metalica se reduce a:

w

Donde nuevamente, la expresion [3.51] para la constante dieléctrica de electrones libres,
ha sido usada. Esta expresion indica que las ocurrencias de plasmones en el bulto w = w, y
en una pequena particula esférica w = {2 tienen lugar a diferentes frecuencias. La expresion
[3:57 indica que la seccion eficaz de absorcion espectral sigue una Linea Lorentziana, como
se representa esquematicamente en la figura [3.10] Por esta razon, la resonancia de plasmoén
superficial se interpreta generalmente como un oscilador armoénico amortiguado.

Una linea de Lorentz se caracteriza por su posicion central A2 y la anchura a media
altura (FWHM, Full Width at Half Maximum) AI' = h/27. El ancho y la amplitud son
independientes de la frecuencia de resonancia. Estos pardmetros son variables experimen-
tales que brindan informacién importante sobre la oscilacién del plasma.

Centrandose primero en la dependencia espectral de la resonancia, se sostiene que la
frecuencia de resonancia es independiente del tamano de la particula. En contraste, la mag-
nitud de la absorcion, es decir, su amplitud es proporcional al volumen de la particula. El
ancho de la resonancia del plasmoén esta directamente relacionado con el proceso de amor-
tiguamiento de la oscilacién del plasma. De acuerdo con el modelo ideal de los metales, las
colisiones electronicas son el inico mecanismo de relajacion. Pero hay dos tipos diferentes
de procesos de relajacion que se pueden distinguir, los cuales consisten en la disipacién de
energia y desfase.

Dado que la resonancia de Mie consiste en una oscilaciéon colectiva y coherente de elec-
trones, su vida ttil se caracteriza por el tiempo de desfase de esa oscilacién. Un tiempo de
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Figura 3.10: Seccion eficaz de absorcion espectral de un metal tipo Drude para nanoparti-
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Figura 3.11: Seccion de absorcion espectral de una sola nanoparticula de Au incrustado
en diferentes medios.

relajacion de aproximadamente 30 fs corresponde a un ancho de resonancia de aproximada-
mente 10 MeV. Debido a que el periodo de la oscilacién del campo eléctrico a frecuencias
opticas (~ 10 Hz) no es mas que de unos pocos fs, los electrones libres oscilan varios
ciclos antes de que ocurra el desfase. En general, la medicién del ancho de resonancia debe
indicar si aparecen otros mecanismos de amortiguacion [37].
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En principio, para particulas libres, solo unos pocos metales como los alcalinos, Ag, Al, Hg

0 Mg presentan una resonancia de plasmon razonable, debido al pequetio valor de e [20].
Sin embargo, el medio incrustado influye fuertemente en este comportamiento. Introducir
los clusters en matrices transparentes con alto indice de refracciéon altera las condiciones
electrodinamicas en la frontera de la superficie de la particula. La dependencia de la frecuen-
cia de resonancia en el medio €,,, cambia la resonancia del plasmoén, lo que resulta en una
resonancia de plasmoén bien definida a consecuencia de las contribuciones interbanda.
Debido a la contribucién del medio a la polarizaciéon, la carga superficial en la particula
metélica es mas baja que la de una particula libre. La disminucién de la carga superficial
conduce a una fuerza de restauracién mas pequena que, a su vez, cambia la frecuencia de
resonancia hacia el rojo. En la figura|3.11] se observa el efecto de la seccion eficaz de absor-
cién de particulas de oro incrustadas en cuatro medios diferentes en orden del indice de
refraccion creciente: vacio, cuarzo, zafiro y rutilo.

3.4.1. Efectos de tamafo

Se demostré que el problema de la interaccion de la luz con pequefias particulas de
metal se simplifica enormemente dentro de la aproximacién cuasiestatica. En este limite, la
polarizacién dentro de las particulas es homogénea. Como resultado, la dependencia de la
polarizabilidad de las particulas en su geometria es muy simple. En el caso esférico, como
se ha visto por la expresion de Clausius-Mossotti, la polarizabilidad es simplemente pro-
porcional al volumen e independiente de la longitud de onda.

El rango de validez de esta descripciéon viene dado por la relaciéon entre el tamano de
las particulas y la longitud de onda de la luz, [20], [38]. La condicién de resonancia para las
particulas de oro esféricas se cumple para aproximadamente 500 nm. Por lo tanto, la apro-
ximacién cuasiestatica se cumple para las particulas con un radio mas pequeno que 10nm
en el caso del oro. Para particulas mayores, los efectos de retraso deben ser tomados en
cuenta. La polarizaciéon ya no es homogénea y, por lo tanto, debe considerarse la dependen-
cia del tiempo. En la expresion de la polarizabilidad, ademas del volumen, aparecen nuevos
términos geométricos, en este caso, acoplados a la longitud de onda de la luz. Se habla de
un factor de despolarizacion, que indica la aparicién de un mecanismo de amortiguaciéon
de la resonancia. Esta despolarizacién dinamica altera la condicién de resonancia, cau-
sando cambios drasticos hacia el rojo con el aumento de tamano. Ademés, la dispersion,
es decir, la amortiguaciéon de la radiacién, provoca un fuerte ensanchamiento y aumenta la
amplitud de la extincion de particulas. Asimismo, la polarizacion no homogénea conduce a
distribuciones de carga multipolar de orden superior (cuadrupolar, octopolar, etc.).

El modelo cuasiestatico falla para tamanos grandes, sin embargo, se describe dentro
de la aproximaciéon cuasiestatica por la dependencia de la frecuencia de resonancia con la
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densidad de electrones. Para tamanos aiin mas pequenos, se deben considerar los efectos de
tamano cuantico.

Ademas de la complejidad del problema electrodindmico de la interacciéon de la luz con
particulas de diferentes tamanos (efecto de tamano extrinseco), es necesaria otra considera-
cion importante. La funcion dieléctrica €(w) del metal también depende del tamano de las
particulas metalicas (efecto de tamano intrinseco). Como se ha visto para los metales idea-
les, el tinico mecanismo que opera es la colision de electrones. Siempre que las dimensiones
de la particula sean comparables a la del camino libre medio de los electrones de conduccién,
las colisiones de electrones contra la superficie de la particula contribuirdn como un nuevo
e importante mecanismo de amortiguacion. Como consecuencia, aparece una dependencia
del tamano de la constante dieléctrica, es decir, € = €(R).

3.4.2. Nanoparticulas no-esféricas

Para los elipsoides rotacionales, la expresion de la polarizabilidad dada por la relaciéon de
Clausius-Mossotti ya no es vélida. Sin embargo, es posible una solucién analitica adicional
para particulas elipticas y esferoidales y se llama solucion de Mie-Gans [43]. Las carac-
teristicas de dispersion para particulas esferoidales prolatas y oblatas se pueden calcular,
siempre que se ajusten a una aproximacion cuasiestatica.

Los tres valores principales «aq, ag, a3 del tensor de polarizabilidad se pueden calcular
con [43]:

V 1
i == |\ i+ .
« 1 (L > (3.58)

€ — 1

Los factores geométricos L; estan relacionados con la forma de la particula y siempre
cumplen la regla de la suma: Ly + Lo + L3 = 1. Por lo tanto, para una esfera obtenemos

L; = - para todo 7 e inmediatamente se recupera la relacion Clausius-Mossotti, ecuacién
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Figura 3.12: a) izquierda, Prolata a > b = c b) derecha, Oblata a < b = c.
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Para una relaciéon arbitraria del semieje a, b y ¢ de la particula, el factor L; puede ser
calculado a partir de:

> abe - ds
L; = 3 1 1
0 2(s4a?)2 (s+b2)2% (s+c?)2

(3.59)

Los factores anteriores son llamados factores de despolarizacion L;, los cuales son una
medida de la excentricidad.

Por otra parte, la oscilaciéon de plasma depende de la orientacion relativa de la nano-
particula y la polarizaciéon del campo eléctrico, no se puede describir como una cantidad
escalar, sino como un tensor. El tensor se representa matematicamente como una matriz
diagonal en un sistema definido por los ejes elipsoides. Uno de los elementos diagonales de
la matriz representa las oscilaciones de los electrones a lo largo del eje corto de la particula,
es decir, perpendicular al soporte. Los otros dos son idénticos y corresponden a la oscilacién
de los electrones a lo largo de los ejes grandes de la particula, es decir, paralela al soporte.

Como consecuencia, si la particula se irradia con luz p-polarizada bajo un angulo oblicuo
de incidencia, la resonancia de plasmoén se divide en dos modos. Estos se identifican como
modo (1,1) y modo (1,0). Este efecto se ilustra en la figura

A
E,

modo (1,1)
b, &

modo (1,0)

o, /au.

Polarizaciéon p

v

Photon energy / eV

Figura 3.13: Representacion de una oscilacion de plasma en una particula elipsoidal du-
rante la irradiacion con luz p-polarizada con incidencia oblicua.

Esto significa que el comportamiento espectral de la absorcion de las particulas es de-
pendiente de la forma, de acuerdo a la relacion axial § de la particula. Sin embargo,
se debe tener en cuenta que la condicion de resonancia es independiente del tamano de la
particula.
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Este es formalmente el mismo resultado que el extraido para particulas esféricas. La
unica diferencia es el valor de la frecuencia de resonancia, el cual depende de la forma de la
particula. Cada modo se caracteriza por una linea de forma lorentziana, cuya posicion de
resonancia estd directamente relacionada con la relacion axial 7 de las particulas. Cualita-
tivamente, en el caso del oro, el modo (1,0) es totalmente amortiguado por las transiciones
interbanda y no son observables.
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Capitulo 4

Método computacional T-Matrix

Existe un gran interés en los calculos computacionales que representen la luz dispersada
por particulas nanoesféricas, ya sean naturales o artificiales.

Para emplear métodos computacionales que calculen la dispersion de un objeto, o un
sistema discreto de dipolos, el método T-matrix, el cual también se conoce como el método
del campo nulo (NFM, null-field method) o método de la condicion de frontera extendida
(EBCM, extended boundary condition method), es una herramienta poderosa que se uti-
liza para obtener toda la informacién sobre las caracteristicas de dispersién de una o varias
particulas con diferentes geometrias, ademés de guardar dicha informaciéon dentro de una
matriz.

41. Antecedentes del método T-Matrix para el calculo de la
dispersién

Inicialmente, durante el periodo de 1965-1979, P.C. Waterman [44] desarroll6 el codigo
T-matrix para el campo electromagnético dispersado por un solo objeto. En esta formu-
lacion inicial se utilizaba el principio de Huygens para conductores perfectos y particulas
dieléctricas. Sin embargo, a pesar de que los articulos de Waterman contienen informacion
exhaustiva de las caracteristicas principales del método, no fue sino hasta 1975 que P.W.
Barber y C. Yeh, hicieron famoso el método al publicar un articulo, en la rama de 6pti-
ca aplicada, en donde formularon el mismo método usando el teorema de equivalencia de
Shelkunov, y lo llamaron método de la condicion de frontera extendida (EBCM). Posterior-
mente, el desarrollo del método fue ampliado por Arora y Peterson [45] para el calculo de
la dispersiéon de miltiples objetos, utilizando el método computacional del campo nulo.

Cabe resaltar que, aunque varios grupos de investigacion cientifica han seguido desarro-
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llando el método T-Matrix, atin existen problemas derivados de los calculos computacionales
para configuraciones especificas de particulas dispersoras, ya que, para ciertas condiciones,
el método numeérico se vuelve inestable. Desde el punto de vista computacional, los proble-
mas de precision sobre sistemas cuyas particulas esféricas dispersoras son de gran tamano,
estan estrechamente ligados con los calculos en las integrales que definen la matriz de tran-
sicion.

4.2, Formulaciéon del método numeérico

El método de la matriz T (T-Matrix), el cual esta basado en las ecuaciones de Maxwell,
es un método computacional que se utiliza para determinar las propiedades de las NPs a
partir de la interaccién con la energia electromagnética.

En principio se trata de un codigo escrito en lenguaje FORTRAN 77 desarrollado por
NASA Radiation Scientific Program, en el que se pueden simular ciimulos de NPs de
diferentes tamanos y geometrias, interaccionando con energia electromagnética de diferen-
tes longitudes de onda.

Las caracteristicas electromagnéticas del campo dispersado por cimulos de NPs pueden
ser calculadas numéricamente a partir de simulaciones, o pueden ser medidas experimental-
mente en el laboratorio. Sin embargo, a pesar de algunas limitaciones que pudieran existir
en ambos métodos, la simulacién por computadora no involucra el alto costo de los materia-
les o el equipo instrumental, ademas de que el tiempo requerido para obtener los resultados
deseados es mucho més corto.

De esta manera, las técnicas computacionales son més flexibles y en este sentido, el
método T-Matrix es conveniente y eficiente para calcular numéricamente el coeficiente y/o
el espectro de absorcién de una o el promedio de un conjunto de NPs con caracteristicas
propias, calculandolas a cualquier inclinacién con respecto a la luz incidente.

4.2.1. Descripcién del codigo

En el formalismo de la teoria de Jones, el campo eléctrico disperso E***(r) se expresa
en términos del campo eléctrico incidente E“(r) y la matriz de amplitud J, de modo que:

sca eik’r JQ J3 inc
B (r) = & (J4 J1>E (r) (4.1)

En el punto de referencia del laboratorio, el campo eléctrico incidente E™(r) se expresa
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Figura 4.1: Sistema de referencia del laboratorio.

CcOomo:

Einc( ) Emcee + E nc —» (4.2)

. 2w Ny,
En la ecuacion k= 3 es el nimero de onda en el vacio.

Las siguientes relaciones se usan para calcular los coeficientes J; (i = 1,2,3,4) de la
matriz de amplitud a partir de los coeficientes T% (i, j = 1,2, 3,4) de la matriz de transicion
T (T-Matrix) con respecto a la particula [4.11}
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Sabiendo eso:
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mnn (n + 1) n/ (n/ + 1)

exp [jm (6™ — 6] (47)

X

Con j2 = —1

mdg,, (6)

T (0) = sin (0)
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La ecuacién da los Polinomios de Legendre P, (cos ()) segun la expresion de las
funciones de Wigner d* ., (6):

(4.9)

P c0s(0) = (1) | 5750 g 0 (1.10)

4.2.2. Expresion de la matriz T

La matriz T est4 compuesta por dos submatrices:

T=—(ReQ) Q" (4.11)

Los elementos de la matriz Q se obtienen a partir de las relaciones -

i)%nm/n/ = —jk’okJ?nlnm/n/ - jk‘Q‘]rannm’n/ (412)
L2 = —dkok A s — GKETE (4.13)
%,}nm/n/ - —ijkJEr?nm/n/ - ijJ#}nm/n/ (414)
zr%nm’n’ = _jkok‘]}r?nm’n’ - jk2Jr2nlnm’n’ (415)
Con

Jrlrmm’n’ RgM s (k()?’, 0, ¢) X M_m’n’ (kru 0, ¢)

2 | m .| RgM,y (kor, 0, 0) X N s (kr, 0, 6)

J’r2nlnm’n’ a (_1) /dsn RgN (k‘(]?", 0, ¢) X M:m’n’ (]f?”, 0, (Z)) (416)

J2 RgN iy (Kor, 0, ) x N (kr, 0, )
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Donde ky = Q”AN 2 es el nimero de onda dentro de la particula, dS es el elemento de
superficie y n la normal a la superficie S de la particula.

Las funciones de onda esféricas M,,,, v N, Se expresan a continuacion,

M, (k7) = (=1)™ dpy BV (kr) Cpa (0) exp (jmo) (4.17)
N (kr) = (~1)" dy, {W;:l)hﬁ}’ (kr) Py (6) + % (krnf? (kr))/ Boun (e)} (4.18)
— d m — jm n
B (0) = €95 dom (0) + € n (9 “om (9) (4.19)
o (6) = 6L (0) = 3 5 (6) (4.20)
m+1 ]2
dy = [Mn(w] (4.22)

. 1 . L .
Las funciones h%) corresponden a las funciones esféricas de Hankel de primer orden. La

relacion da la expresion de las funciones de Wigner d! , () segiin los polinomios de
Legendre P, (cos (6)):

Al (6) = 5™ PR (cos (6)) (4.23)

mm

Finalmente, para obtener las expresiones de las funciones RgM,,., v RgN s, se rem-

plazan en las ecuaciones y las funciones esféricas de Hankel de primer orden hg)
por las funciones esféricas de Bessel de primer orden j,.

Los elementos de la matriz RgQ se obtienen gracias a las relaciones -

RgQM = —jkokRgJ> — jk?RgJ'? (4.24)

mnm'n mnm'n’ mnm’n’
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RgQ;)%nm’n’ = —jkokRngllnm/n/ — ijRgJTZn%Im’n’ (425)
RgQ?! . = —jkokRgJ?? ., —jk?RgJ! . (4.26)
RgQ* . = —jkokRgJ}2 .., — jk*RgJ*L ., (4.27)
Con:
RgJ,Enm,n, RgM,y (kor, 0, 0) x RgM_ (1,0, ¢)
RgJ e | _  ym RgM,ryy (kor, 0,¢) X RgN s (kr, 0, ¢)
Rgsor " | =D / AN RNy (kor, 0, 8) x RgM e k0, 0) | (125)
Rg‘]’rzn2nm’n’ RgN /s (k‘o?", 0, ¢) X RgN_m/n’ (k?", 0, (b)

Sabiendo que dS corresponde al elemento de superficie y i a la superficie normal S de
la particula.

La simetria del problema conduce naturalmente a la elecciéon de las funciones de onda
esféricas de vectores (VSWF, vector spherical wavefunctions, por sus siglas en inglés) M,
y Ninn, (revisar la subseccion , ya que son separables en una parte radial y una parte
angular, y cada VSWF individual es una solucién para las ecuaciones de Maxwell.

La atraccion de usar estas funciones como base para representar el campo electromag-
nético en una forma homogénea en un medio dieléctrico homogéneo (sin cargas) es que
cada funcién individual es una solucién a las ecuaciones de Maxwell y, dado que las VSWF
forman un conjunto completo ortogonal, cualquier campo coherente puede representarse
como una suma de VSWFs normalizado.

Ahora que se ha definido una base para los campos incidente y dispersado, se debe de-
terminar cémo estan relacionados. El campo dispersado esta determinado de manera tnica
por el campo incidente sobre la superficie de la particula, y debe ser tal que se satisfacen
las condiciones de contorno eléctrico y magnético en una interfaz dieléctrica por el campo
externo total y el campo interno de la particula [46].

Una vez que se conoce la forma de expandir el campo externo en términos de los coefi-
cientes (Pmn, ¢mn), entonces se puede calcular el campo dispersado por cualquier particula
individual expuesto a un campo EM.
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De esta manera, el campo eléctrico incidente E*“(r), y el dispersado E*“*(r), se expre-
san en términos de series de los vectores armonicos esféricos (apéndice M., v Ny como:

Emc Z Z [@mn RgM o (k1) + by RGN o, (k7)) (4.29)

n=1n=-—m

E*“(r Z Z DM (1) 4 Grin N (k)] (4.30)

n=1n=—m

En donde la linealidad de las ecuaciones de Maxwell permite relacionar los coeficientes
del campo dispersado (Pmn, @mn) con los coeficientes del campo incidente (@, bmn) & través
de los elementos de la matriz de transiciéon T:

Dmn = Z E m,n,am n + Trfnm,n,bm n | (4.31)
n'=1m'=-n
Qmn = Z Z ! ,am/nl + Tfnznm,n, bm'n] (4.32)
n'=1m'=—n
p| T al T 712 a
q - b | T21 T22 b

La relacion entre los coeficientes de expansion del campo incidente y el campo interno
es lineal y esta dada por:

c
d

> Q

‘ Qll Q12

Q21 Q22

Donde los elementos de la matriz Q son integrales bidimensionales que deben ser nu-
méricamente evaluadas sobre la superficie de la particula y dependen del tamafio de las
particulas, forma, indice de refraccion y orientacién. Los coeficientes de campo dispersos se
expresan en términos de los coeficientes de campo interno como:
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Cc

p|_ | RgQ" RgQ"
q | d

RgQ21 RgQQZ

Nuevamente los elementos de la matriz RgQ son integrales bidimensionales sobre la
superficie de las particulas. Ademéas de las expansiones del campo incidente y el campo
dispersado, dados por las ecuaciones [£:31] y [1.32] el campo interno también se expande de
la siguiente forma:

o0 n

E™ () =" " [cmnRgMpn(2hr) + dyn RgNpp (wkir)] (4.33)

n=1ln=—m

En donde x es el indice de refraccion de la particula relativo al del medio circundante.

Para encontrar los elementos de la matriz es necesario conocer la manera en la que dis-
persa el promedio de las particulas que se encuentran embebidas en el material, ya que T es
una matriz que describe el comportamiento de dispersion de las particulas, debido a que los
elementos de la matriz T dependen del tamano, la forma, composicién y orientacion de las
particulas, pero no de la naturaleza del campo incidente o dispersado. Por lo que la matriz
puede ser calculada bajo el sistema de referencia natural (a lo largo del eje z de revolucion)
y después ser promediada tomando en cuenta todas las direcciones de la luz dispersada e
incidente, que equivale al promedio de la orientacion de las particulas en el sistema [47].

4.2.3. Consideraciones generales

El método de la matriz T se puede usar para ondas escalares u ondas vectoriales con
diferentes geometrias, con las tinicas restricciones que la geometria del problema permita la
expansion de las ondas como series discretas en términos de funciones propias ortogonales,
que la respuesta del dispersor a la onda incidente sea lineal, y que la serie de expansion
para las ondas se pueda truncar en un nimero finito de términos.

La matriz T solo depende de la particula: su composicién, tamano, forma y orientacion;
y es independiente del campo incidente. Esto significa que, para cualquier particula, la ma-
triz T necesita ser calculada una sola vez, y luego puede ser usada sin tener que repetir
ese célculo. Esta es una ventaja significativa sobre muchos otros métodos de calculo de
dispersion, donde todo el célculo se debe repetir [46].
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En principio, cualquier método para calcular la dispersién por la particula se puede usar
para calcular la matriz T. Sin embargo, el método elegido casi de manera universal es el

EBCM [48].

En el EBCM, el campo interno dentro de la particula se expande en términos de VSWF
regulares. Por lo tanto, el método esté restringido a particulas homogéneas e isotropicas.
En lugar de considerar directamente el acoplamiento de los campos incidente y dispersado,
el acoplamiento entre el incidente y el interno (la matriz RgQ), y los campos dispersa-
dos e internos (la matriz Q) se calculan, y la matriz T se encuentra a partir de estos
(T = —RgQQ™!). Las matrices RgQ y Q son del mismo tamafio que la matriz T, con O
(N3 ..) elementos. Los elementos de estas matrices se encuentran integrando sobre la su-
perficie del dispersor, una operacién que requiere O(N?2,,,) tiempo por elemento, por lo que
se espera que el cdlculo de las matrices RgQ y Q requiera O(NP, ) tiempo computacional.
Si la inversion directa es facil, el calculo real de la matriz T, toma O(NS,.) tiempo. En la
practica, el célculo de las matrices RgQ y Q domina el tiempo computacional [49].

Por otro lado, se sabe que la matriz T de Waterman, es una de las técnicas exactas mas
potentes para la dispersion de la luz de particulas no esféricas basada en la resolucion de las
ecuaciones de Maxwell. Sin embargo, este método puede presentar problemas de convergen-
cia cuando cualquiera de las variables que definen la particula de dispersion (parametro de
tamano, desviacion de la esfericidad, indice de refraccion) se vuelve demasiado extrema. Los
cédlculos de la matriz T estdndar estan mal implementados para particulas con una parte
imaginaria pequena o nula del indice de refraccién, debido al fuerte efecto de la estructura
de ondulacién.

El origen de la inestabilidad numérica del procedimiento estandar de la matriz T para
valores extremos de las caracteristicas de las particulas se puede explicar de la siguiente
manera. Los calculos basados en el método de condicién de contorno extendido (EBCM)
suponen la representacion de la matriz T, donde los elementos de las matrices Q y RgQ son
integrales sobre la superficie de la particula. La inversiéon numérica de la matriz Q se realiza
generalmente utilizando la Eliminacion Gaussiana estandar (GE). Desafortunadamente, el
calculo de la matriz inversa Q! es un procedimiento afectado fuertemente por errores de
redondeo y por el hecho de que los diferentes elementos de la matriz Q pueden diferir en
muchos 6rdenes de magnitud.

4.3. Absorciéon 6ptica mediante el método T-Matrix
La dispersién de las particulas esta totalmente descrita por el promedio de extincion

del ensamble C¢.t, la dispersion Csqq, la secciéon eficaz por particula y la dimensiéon de la
matriz de dispersion normalizada de Stokes:
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a1(©) bI(O) 0 0
b)) a20) o 0
FO=1"0" 0 as0) b20)

0 0 —k2(0) ai(0)

En donde O es el angulo de dispersion, es decir, el d&ngulo entre el haz incidente y el
dispersado. Esta matriz de dispersion describe la transicion del vector de Stokes del rayo
incidente, I;y., en el vector de Stokes del rayo dispersado, Is.,, siempre que ambos vectores
se encuentren definidos con respecto al plano de dispersion:

Clscanodv
Tooo = TRQF(@)IW (4.34)

En donde ng es la densidad del ntimero de particulas, y R es la distancia desde el ele-
mento de volumen hasta el punto de observacion.

Finalmente, a partir de los elementos de la matriz T, las secciones eficaces de extincion
y dispersion, promediadas sobre la distribucién uniforme de una particula no esférica estan
dadas por:

n

27_(_ Nmax
Cext = _?Re Z Z [Trlrmm T+ TT}’LTLWL n] (435)

nmaac Nmaz

5 25 35 S Sl wh ol

n=1 n’=1 m=—nm/=—n’ =1 j=1

(4.36)

Una vez que se realiza la simulacién con todos los parametros de entrada requeridos
para obtener los elementos de la matriz T, es posible obtener una buena aproximacion del
coeficiente de extincién para poder contrastarla con una muestra real.
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Capitulo 5

Procedimiento Experimental

5.1. Método de preparacién de nanoparticulas de oro embebidas en silice

La preparacion de las nanoparticulas consta de tres etapas: a) la implantacion de oro
dentro de la silice, b) el recocido u horneado para la formacién de NPs y ¢) la irradiacion
i6nica para deformarlas.

Implantacién

Para realizar las implantaciones se empled el acelerador electrostatico tipo Tandem de
3 MeV (National Electrostatic Corp, modelo 9SDH-2 Pelletron) del Instituto de Fisica de
la UNAM, [50].

La técnica que se utilizé fue la de implantacion idnica profunda, la cual consiste en
implantar metales con energias mayores a 1 MeV sobre la matriz de silice, de esta forma
se asegura que no queden en la superficie del sustrato, a la vez que permanecen protegidos
del medio ambiente por la propia matriz.

La implantacion se realizo con iones de Au’t a energias de 2 MeV, sobre tres placas
cuadradas (de dimensiones 2.0 x 2.0 em? y espesor de 0.1 cm) de SiO9 amorfo de tipo NSG
ED-C de alta pureza.

Después se empled la técnica de Espectrometria de Retrodispersion de Rutherford
(RBS, Rutherford Backscattering Spectrometry) para determinar el perfil de concentra-
cion en profundidad de los diferentes elementos presentes en las muestras, figura [5.1] en
especial, los metales implantados y para determinar las afluencias de implantacién. Los
espectros RBS se obtuvieron en el acelerador Pelletron, figura [I.1

65
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Figura 5.1: Densidad dptica para una muestra de oro recién implantada y después de la
nucleacion de las NPs.

La afluencia a la que se implant6 la matriz de silicio fue de 2.16 x 1016A—u27 con un
angulo de 80°C, con respecto al vector normal de la superficie. Se sabe que esta es una
inclinacion 6ptima para lograr detectar la deformacion de las NPs de oro al momento de
visualizarlas a través del microscopio.

Tratamientos térmicos

Los trabajos previos del Grupo de Fenomenos en Sistemas Microestructurados (FES-
MI), del Instituto de Fisica (IF') de la U.N.A.M. indican que para conseguir que se formen
las NPs de oro, es necesario hornear las muestras en una mufla a 1100°C en una atmosfera
oxidante (aire), durante 1 hora, medida a partir de que se alcanza la temperatura que se
desea hasta que se apaga el suministro de calor. En la figura [5.2] se muestra esquematica-
mente el sistema de calentamiento.

El tratamiento térmico incluye tres periodos que son: una rampa inicial de calentamien-
to de unos pocos minutos, seguida por un periodo de temperatura constante durante el cual
se toma el tiempo y finalmente un largo espacio de tiempo de enfriamiento de varias horas.
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Figura 5.2: Sistema de calentamiento.

Deformacion

Una vez que las NPs se han nucleado y crecido, se utiliza el acelerador nuevamente para
deformarlas, irradiandolas con atomos de silicio.

La primera muestra implantada a 80 no fue irradiada con dtomos de silicio.

. . : . St
La segunda muestra implantada a 80 fue irradiada con una afluencia de 0.5 x 1016—27
cm

a 10 MeV.

St
La tercera muestra implantada a 80 fue irradiada con una afluencia de 0.5 x 1016—2,
cm

a 12 MeV.

- Implantacién de Au® a 2 MeV Irradiacién de silicio a 80°
Identificador| Geometria — = = .
Angulo Afluencia (iones/cm®) | Afluencia (iones/cm”) Energia (MeV)
Muestra 1 Redondas 0 0
Muestra 2 80° 2.16x10% 16 10
Elongadas 0.5x10
Muestra 3 12

Figura 5.3: Banco de muestras.

5.2. Medicién de la absorcién éptica

Se obtuvieron espectros de absorcién optica para cada muestra. Para ello se empleo el
equipo Perkin-Elmer 330 double-beam spectrophotometer (en el Inst. de Fisica, UNAM),
en el rango de longitudes de onda de 300 nm a 850 nm.

La fibra optica propaga la luz desde la fuente de luz no polarizada hasta la lente que a
su vez dirige el camino del haz hasta el polarizador. El haz incidente se polariza linealmente
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a través del polarizador justo antes de atravesar la muestra que se coloca en la platina o
porta muestras rotatorio. El haz transmitido se propaga desde el soporte hasta el detector
por medio de la fibra. Finalmente, un ordenador recopila la informacién y genera el espectro
de absorcion.

Lentes

Polarizadores l

Espectrofotometro
Convertidor A/D
]

Fibra Cableala

Portamuestras C)ptica computadefa

Figura 5.4: Sistema para variar la polarizacion de la luz y la orientacion de la muestra.

5.3.  Caracterizacién optica de nanoparticulas de oro implantadas en silice

TEM: La Microscopia Electronica de Transmision se realizé en el microscopio FEG
2010 marca Jeol de 200 KeV, del Instituto de Fisica de la UNAM. La resolucion del equipo
es de 1.9 A punto a punto. El sistema cuenta con unidad STEM con detectores de "campo
claro" (brightfield) y contraste Z, para identificar la profundidad.




Capitulo 6

Resultados y Discusion

En el presente trabajo, se analizaron las caracteristicas de tres muestras de dioxido de
silicio, a las cuales se les implantaron iones de oro empleando el acelerador de particulas
tipo Pelletron modelo 9SDH-2 del Instituto de Fisica de la U.N.A.M. Después de un tra-
tamiento térmico al que fueron sometidas las muestras, se confirmoé la formacion de NPs
esféricas de oro, a través de la técnica de absorcién 6ptica.

Posteriormente, dos de las muestras fueron irradiadas a 80°con iones de silicio Si3* a 10

S
MeV y 12 MeV, ambas con una afluencia de 0.5 x 1016—2. De esta manera se obtuvieron

c
nanoparticulas esferoidales alargadas y se obtuvo el espectro de absorciéon de cada muestra.

Para la observacion directa de las NPs deformadas, de cada muestra se obtuvieron al-
rededor de 70 micrografias por medio del Microscopio Electronico de Transmision (TEM)
(cada una con un promedio de 40 NPs bien definidas). Mas adelante se muestra una micro-
graffa representativa de cada muestra: ver figuras y 6.9

Con ayuda de un software de codigo libre llamado DigitalMicrograph, se importaron
todas las micrografias y con la herramienta "regla" de la interfaz grafica de usuario, se
realizo la medicion del radio (para particulas esféricas) y la excentricidad (para particulas
elongadas) de cada una de las NPs.

Una vez que se obtuvieron esas mediciones, los datos generados se utilizaron como
pardmetros de entrada del cédigo T-Matrix, junto con otros datos que describen las ca-
racteristicas fisicas del sistema (Apéndice @, para obtener el cédlculo de los espectros de
Densidad Optica.

Finalmente se compararon los resultados experimentales con el método computacional
T-Matrix.

69
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Primera Muestra:

La figura [6.1] muestra una micrografia representativa del banco de micrografias de NPs
esféricas sin irradiacion, las cuales se generaron por medio de la técnica de contraste Z,
que consiste en mostrar con tonos més claros y brillantes los materiales con mayor niimero
atémico, lo que permite identificar casi individualmente cada nanoparticula.

Con esta informacién visual se obtuvo un promedio de los tamanos de las NPs esféricas
el cual se aprecia en la figura los radios varian desde 1.25 nm hasta 6.5 nm. Los radios
que se repiten con mas frecuencia estan entre los 5.0 nm y 5.25 nm; la suma de ambos
representa el 22 % del total, como se observa en la grafica de distribucion de tamanos.

Figura 6.1: Micrografia en contraste Z. NPs Redondas.

Esta distribucién de tamanos se ingresé al codigo computacional T-Matrix el cual generd
el espectro de absorcién correspondiente, considerando también como parametros de entra-
da el indice de refraccion del oro y el de la matriz de silice. Ver la linea gris de la figura[6.3|b.

Debido a que la simetria de las NPs es esférica, el espectro de absorcién permanece inva-
riante ante las diferentes polarizaciones de luz y se observa una resonancia de plasmon bien
definida la cual concuerda con la teoria que se planted en la seccién En la literatura es
comin encontrar que para nanoparticulas de oro embebidas en silice con un radio menor a
10 nm, la longitud de onda, en donde el pico es méximo, tiene un valor alrededor de los 525
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Distribucion de tamanos
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Figura 6.2: Primera muestra. Particulas esféricas. Distribucion de tamanos.
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Figura 6.3: Primera muestra. Particulas esféricas de oro a) Espectro de absorcion expe-
rimental, b) Espectro de absorcion generado con el cédigo T-Matriz. Para cualquier dngulo
de polarizacion ambas grdficas se traslapan, y el punto mdzimo de ambas coincide en 525
nm.




72 Capitulo 6 Resultados y Discusién

nm como se vio en la figura [3.11] del tercer capitulo de este trabajo, el cual concuerda con
los efectos del indice de refraccion de acuerdo al tipo de material del que esta compuesta la
matriz, es decir, el material que circunda las NP.

Por otro lado, cuando se realiza la comparacién entre el espectro de absorciéon de na-
noparticulas de oro simuladas con el codigo T-Matrix, contra el espectro de absorcién
experimental, figura se observa que son idénticas. Esto se debe a que los parametros
de entrada de la simulacién, para particulas esféricas, ha sido perfeccionada a lo largo del
tiempo por diferentes investigadores y programadores cientificos, previos y posteriores al
trabajo de Mishchenko. Por lo que este fenémeno, que implica la dispersion exacta de Gus-
tav Mie, para geometrias estrictamente esféricas, es muy conocido y relativamente facil de
encontrar en la literatura cientifica. De esta forma se puede considerar este primer espectro
como punto de referencia para el estudio de otros sistemas que presenten configuraciones
diferentes.

Segunda Muestra:

La siguiente figura muestra una micrografia representativa del banco de microgra-
fias de NPs elongadas con una energia de implantacion de 10 MeV, las cuales se generaron
por medio de la técnica de contraste Z. Sin embargo, se encontré un filtro de convolucion
(el cual se encuentra como una herramienta dentro de la paqueteria DigitalMicrograph) que
permite delinear con mejor precision los bordes de las NPs;, Cuando dos NPs se tras-
lapan, en la micrografia de la derecha se puede observar mejor las NPs que se encuentran
en primer plano y las que se encuentran en segundo plano. Como ejemplo se han indexado
sobre ambas micrografias dos NPs con el nimero 1 y 2.

Para simular la respuesta 6ptica de NPs metélicas con geometria prolata, se necesitd
calcular previamente un parametro llamado radio equivalente, que corresponde al radio que
tendria la NP elongada, si esta fuera esférica.

También se incluyeron 6 angulos especificos como parametros de entrada, los cuales
representan la polarizaciéon de la luz: desde un estado inicial correspondiente a una polari-
zacion vertical de 90°, linea de color amarilla, hasta un estado de polarizaciéon horizontal a
0°, linea de color negra, figura Para una mejor lectura de dicha figura, se han colocado
de forma independiente los seis grados de polarizacién para cada espectro de absorciéon ex-
perimental con su correspondiente curva simulada a través del codigo T-Matrix, [6.6]

De acuerdo a los datos obtenidos, el rango varia desde 1.75 nm hasta 6.75 nm de radio
equivalente. Los tamafios que se repiten con mas frecuencia son de 4.5 nm, 4.75 nm y 5.0
nm; la suma de los tres representa aproximadamente el 30 % del total, como se observa en
la gréfica de distribucion de tamaiios,
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(b)

Figura 6.4: a) Detalle de una micrografia en contraste Z, indexando dos NPs con los nime-
ros 1y 2. b) Detalle de otra micrografia dando sequimiento a NPs senaladas con el niimero
1 y 2 de la microrafia anterior, con un filtro de convolucion del software DigitalMicrograph
para detectar bordes. FElongadas a 10 MeV.

Ademés, se agrega una grafica con la distribucion de las excentricidades, es decir, las
razon del eje mayor entre el eje menor. A partir de estos célculos, se encuentra que las tres
excentricidades mas representativas de la muestra tienen un valor de 1.4 nm, 1.5 nm y 1.7

nm, .75}

Cualitativamente se observa que las curvas simuladas por el codigo T-Matrix (lineas
punteadas), siempre quedan por arriba de las curvas experimentales, y conforme el dngulo
de polarizacién disminuye, los puntos maximos de las curvas experimentales, se desplazan
hacia la izquierda y su amplitud se reduce, provocando una separacién con respecto a las
curvas simuladas.

Para un analisis cuantitativo, en [6.8] se han calculado los valores de FWHM anchura
a media altura (FWHM, Full Width at Half Maximum) y la longitud de onda en donde
se encuentra el pico maximo de los 6 espectros de densidad 6ptica experimentales, y
se han contrastado contra los valores de sus respectivos espectros simulados por el codigo
T-Matrix de las figuras en [6.6
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Espectro de Absorcién Optica
Irradiacion de silicio a 10 MeV

Polarizacién

90° Exp

125 72° Exp

—54% Exp

—36° Exp
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—0° Exp

90° T-Mx

72° T-Mx
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-==-36" T-Mx

---18" T-Mx
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Figura 6.5: Segunda muestra. Particulas alargadas de oro. Espectro de Absorcion con
diferentes polarizaciones de luz.

En la cuarta columna de la tabla[6.8] se observa que en 4 de los 6 espectros, el ancho del
plasmoén simulado es més grande que el experimental. Se confirma lo que se habia descrito
cualitativamente que, al disminuir el 4ngulo de polarizacién, el ancho de los 12 plasmones
disminuye.

Por otro lado, la séptima columna mide la diferencia que hay entre la longitud de onda
del punto méaximo del espectro experimental contra el simulado de las figuras en [6.6] La
longitud de onda de los 12 espectros se corren hacia la izquierda conforme el angulo de
polarizacién disminuye, ademas en 5 de los 6 espectros, la longitud de onda maxima de los
espectros simulados quedan a la derecha de los espectros experimentales. Finalmente cabe
destacar que para los dos dltimos registros que contienen los d&ngulos 0°y 18°, no se aprecia
una diferencia sustancial. Habria que investigar si esto se debe a algiin ajuste que debe
realizarse sobre el codigo T-Matrix o si se debe a la propia naturaleza de la resonancia del
plasmon en el modo (1,0) para polarizaciones con dngulos pequerios.

Tercera Muestra:
La siguiente figura muestra una micrografia representativa del banco de micrografias

de NPs elongadas con una energia de implantaciéon de 12 MeV, las cuales se generaron por
medio de la técnica de contraste Z.
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Para simular la respuesta 6ptica de NPs metélicas con geometria prolata, se necesito
calcular previamente un pardmetro llamado radio equivalente, que corresponde al radio que
tendria la NP elongada, si esta fuera esférica.

También se incluyeron 6 angulos especificos como parametros de entrada, los cuales
representan la polarizaciéon de la luz: desde un estado inicial correspondiente a una polari-
zacion vertical de 90°, linea de color amarilla, hasta un estado de polarizacion horizontal a
0°, linea de color negra, figura[6.10} Para una mejor lectura de dicha figura, se han coloca-
do de forma independiente los seis grados de polarizaciéon para cada espectro de absorcion
experimental con su correspondiente curva simulada a través del codigo T-Matrix, [6.11]

De acuerdo a los datos obtenidos, el rango que contiene el 50 % del total de los datos
varia desde 4.0 nm hasta 5.0 nm de radio equivalente, como se observa en la grafica de
distribucién de tamanos.

Ademas, las tres excentricidades mas representativas de la muestra tienen un valor de
1.5 nm, 1.6 nm y 1.7 nm.

Cualitativamente se observa que las curvas simuladas por el codigo T-Matrix (lineas
punteadas), siempre quedan por arriba de la linea experimental, y conforme el dngulo
de polarizacién disminuye, los puntos maximos de las curvas experimentales, se desplazan
hacia la izquierda y su amplitud se reduce, separandose con respecto a las curvas simuladas.

Para un analisis cuantitativo, en [6.13] se han calculado los valores de FWHM y la lon-
gitud de onda en donde se encuentra el pico maximo de los 6 espectros de densidad
6ptica experimentales, y se han contrastado contra los valores de sus respectivos espectros
simulados por el codigo T-Matrix de las figuras en El mismo procedimiento que se
realizé para la muestra dos se replicdé para la muestra tres.

Segunda Muestra vs Tercera Muestra:

En la figura [6.14] se aprecia una grafica comparativa de la distribucion de tamarfios de
NPs elongadas a 10 MeV y 12 MeV que se mostraron por separado en las figuras y
[6.124] En ella se destaca que conforme la energfa de irradiacion es mayor, el niamero de NPs
que se forma con un radio equivalente mayor a 5.50 nm decrece. Para ambas energias, el
grosor de la poblacion de NPs se concentra entre 3.5 nm y 5.5 nm.

Finalmente, a partir de las mediciones de densidad 6ptica que se realizaron sobre NPs
elongadas, dificilmente se podria afirmar el tamafno o las caracteristicas de las NPs que
componen las muestras. Por el momento, lo tinico que se podria asegurar de un espectro
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que presenta dos crestas (una méxima y una minima), para dos polarizaciones lineales
perpendicuares entre si, del campo eléctrico incidente es que contiene en su mayoria una
distribuciéon de particulas alargadas. Por lo que se puede afirmar que los espectros de den-
sidad 6ptica distan mucho de ser las "huellas 6pticas" que caracterizan de forma unica a
las NPs alargadas tal y como se conoce en la literatura que si ocurre para NPs esféricas,
[42], [49].
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Figura 6.6: Segunda muestra. Particulas alargadas de oro. Comparativo del espectro de
absorcion experimental vs. codigo T-Matriz. a)90° b)72° ¢)54° d)36° e)18° £)0°.
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Distribucién de tamanos -

Frecuencia
o
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1.30
140

Excentricidad (nm)

Radio equivalente (nm)

(a) (b)

Figura 6.7: Segunda muestra. Particulas esferoidales. Distribucion de tamanos. a) Radio
equivalente b) distribucion de excentricidades.

10 MeV
Polariza FWHM Exp FWHM T-Mx diferencia FWHM Lamnda Exp Lamnda T-Mx diferencia Lamnda
90° 116 118 2 583 584 1
72° 153 115 -38 583 577 -b
54° 122 107 -15 560 571 11
36° 55 99 44 514 542 28
18° 36 50 14 507 526 19
0° 36 50 14 507 525 18

Figura 6.8: FWHM y longitud de onda (\) del valor mdzimo de cada cresta de la figura

[6-4
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20 om.

Figura 6.9: Micrografia en contraste Z. Elongadas a 12 MeV.

Li5
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Figura 6.10: Tercera muestra. Particulas alargadas. Espectro de Absorcion con diferentes
polarizaciones de luz.
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Figura 6.11:
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Tercera muestra. Particulas alargadas de oro. Comparativo del espectro de

absorcion experimental vs. cédigo T-Matriz. a)90° b)72° ¢)54° d)36° e)18° £)0°.
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Figura 6.12: Tercera muestra. Particulas esferoidales. Distribucion de tamanos. a) Radio

equivalente b) excentricidad.

12 MeV
Polariza FWHM Exp FWHM T-Mx diferencia FWHM Lamnda Exp Lamnda T-Mx diferencia Lamnda
90° 114 119 5 584 585 1
72° 153 114 -39 582 575 -7
54° 122 105 -17 562 571 9
36° 45 81 36 513 540 27
18° 36 51 15 507 527 20
0° 37 51 14 508 525 17

Figura 6.13: FWHM y longitud de

[61]]

onda (A) del valor mdzimo de cada cresta de la figura
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Distribucion de tamaios NPs elongadas
10 MeV vs. 12 MeV

010 MeV
oo 198 34T £12 Mev
031 051, oy
0.11 4 }
00 0.04 —T- ¢ =
0.00 0.02 0.38 577 1,97 1.522.88 315047 640 757 874 1122
1.00 150 2.00 250 3.00 3.50 4.00 450 5.00 5.50 6.00 6.50 7.00

Radio equivalente (nm)

Figura 6.14: Grdfica comparativa de la distribucion de tamarios entre particulas alargadas
de 10 MeV (burbujas de color verde) contra particulas alargadas de 12 MeV (burbujas
naranjas) . El eje ”y” representa la energia de irradiacion, mientras que el drea de la
burbuja representa la frecuencia con la que se forman NPs de diferentes radios equivalentes
de acuerdo a la coordenada del eje ”x”.




Conclusiones

A lo largo de este proyecto, se explor6 de forma tedrica y practica la fisica de plasmones
superficiales localizados, considerando la interaccién de nanoparticulas metalicas de oro con
una onda electromagnética dando lugar a la condicién de resonancia.

Se obtuvieron nanoparticulas esféricas metélicas embebidas en una matriz de silice de
alta pureza, sintetizadas por medio de implantacién de iones de Au?T, con energia de 2
MeV y con tratamientos térmicos especificos.

Después se logré modificar la forma de las NPs mediante la irradiacién con iones de
silicio S73%t de alta energia: a 10 MeV y 12 MeV.

Se determinaron dos tipos de geometrias: esférica para las nanoparticulas no irradiadas
y esferoidales o elongadas para las particulas irradiadas. Se determinaron las geometrias de
las nanoparticulas en tres muestras a partir de sus espectros de absorcion y sus micrografias
realizadas a través de Microscopia Electronica de Transmision. El alargamiento coincidio
con con la direcciéon de incidencia del haz de iones de silicio.

Sin embargo, se observé que no es posible obtener informacién precisa del grado de
alargamiento, o de los tamanos de las particulas que componen las muestras, tinicamente
con los espectros de absorcién. Los espectros de densidad 6ptica no representan de forma
dnica a las NPs alargadas.

Se compararon los resultados experimentales con la simulaciéon T-Matrix, desarrollada
por la NASA | y fue posible asociar el espectro experimental de absorcién resultante con el
espectro simulado debido a que se implementaron las variables asociadas al estudio de NPs;
de acuerdo a esto, se incluyeron en los parametros de entrada del codigo T-Matrix, datos
y estadisticos conocidos sobre el tamano y la geometria promedio de las nanoparticulas
incrustadas de los tres sustratos. En las micrografifas de las nanoparticulas elongadas [6.4] y
se observo la diversidad de geometrias que coexisten en la misma muestra ademas de
que las distribuciones no son homogéneas.
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Aunque se obtuvo una muy buena aproximacion para las nanoparticulas de geometria
esférica y para los espectros de absorcion de las particulas elongadas con una polarizacion
de 90°, los errores se atribuyen a no tener en cuenta la totalidad de las caracteristicas fisicas
de las NPs de oro incrustadas en la matriz de silice.

La estadistica que se obtiene de las micrografias ain representa una fragil descripciéon
de la poblacién total de nanoparticulas debido a que el niimero de nanoparticulas que se
pueden contar por cada micrografia no es representativo.

Sin embargo, los resultados indican que el método de T-Matrix del grupo de Mishchenko

es bastante adecuado para la caracterizaciéon de nanoparticulas de oro que se producen en
el Instituto de Fisica de la U.N.A.M.

Finalmente podemos vislumbrar que los avances actuales del poder computacional y las
técnicas de fabricacién, serdn explorados en la busqueda de nuevas propiedades electromag-
néticas sin precedentes.

Excepto por nuestra propia creatividad, y anhelo, es dificil imaginar algun factor funda-
mental que pueda limitar las capacidades de los metamateriales 6pticos y como consecuencia
que el ser humano logre controlar en su totalidad los flujos de luz.
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Apéndice A
Coordenadas Rotacionales

Estos sistemas de coordenadas tienen en comiin las superficies con simetria de rotaciéon
sobre el eje z.

A.1l. Coordenadas Esféricas

Este sistema de coordenadas, junto con los sistemas rectangulares y cilindricos circula-
res son los mas conocidos. Este sistema es ampliamente utilizado en problemas donde se
tiene simetria respecto a un punto, por ejemplo, las fuentes puntuales. La transformacion
de coordenadas esféricas (r, 6, ¢) coordenadas rectangulares esta definida por las siguientes
relaciones

x = rsinf cos ¢
y =rsinfsingp (A.1)

z=rcosb

Donde r € [0,00) es la coordenada radial, 6 € [0, 7] es la coordenada polar ¢ € [0, 27]
es la coordenada azimutal. r estd dado en unidades de longitud, 8 y ¢ son &dngulos y son
adimensionales. Los correspondientes factores de escala son:

h, =1
hg =r (A.2)
hy, =rsinf
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N
RN
§~§\§\ ‘

(a) Esfera (b) Cono (c) Semiplano

Figura A.1: Superficies corespondientes a las coordenadas esféricas.

La ecuacién de Helmholtz para este sistema es:

10 ( ,0F 1 9(. OF 1 0*E 5,
7~287~<T8r>+r2s,m98<81n080)+r2sir1298@ HE=0  (A3)

En la figura se muestran las superficies que describen este sistema: a) para r cons-
tante tenemos esferas centradas en el origen, inicia en un punto cuando r = 0 e incrementa
su tamano de acuerdo con el valor de r; b) para fconstante tenemos conos de revolucion
con vértice en el origen, con eje en el eje z, cuando # = 0 tenemos una linea sobre la parte
positiva del eje z, al incrementar 6 el valor del radio del cono comienza a incrementar, en
otras palabras, el cono se abre, hasta formar un plano en el origen perpendicular al eje z
cuando # = 7, al continuar incrementando el valor de 6, el radio del cono decrece, es decir,
el cono se cierra, pero ahora hacia la parte negativa del eje z, hasta convertirse en una linea
sobre la parte negativa del eje z cuando § = 7; y en c¢) para ¢ constante, tenemos medios
planos verticales saliendo del eje z, girando sobre el eje z en direccién opuesta a las maneci-
llas del reloj, de acuerdo al valor del &ngulo ¢, el contorno de este semiplano es circular. La
interseccion de las tres superficies la presentamos en la figura [A.2] un error que ocurre al
representar las superficies de este sistema coordenado es mostrar dos conos al mismo tiem-
po, asignando dos valores a 6 simultaneamente, y en realidad solo debe estar un cono que
se abre y se cierra desde la parte positiva del eje z hasta la parte negativa de este mismo eje.
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Figura A.2: Sistema de coordenadas esféricas.

A.2. Coordenadas Esferoidales Prolatas

Este sistema tridimensional es generado por la rotaciéon de una elipse bidimensional
alrededor de su eje mayor. Las coordenadas esferoidales prolatas son bastante importan-
tes en fisica, principalmente por su utilidad en el tratamiento de problemas denominados
< doscentros >. Por ejemplo estos dos-centros podrian corresponder a los dos puntos
focales de un elipsoide e hiperboloide de revolucion [14]. Para transformar de coordenadas
esferoidales alargadas (£, 7, ¢) a coordenadas rectangulares (x,y, z), tomando como eje de
simetria el eje z, tenemos las siguientes relaciones:

x = dsinh £ sinncos
y = dsinh sinnsin ¢ (A.4)
z = dcosh & cosn

Donde, de manera equivalente al sistema esférico £ € [0,00) es la variable radial,
n € [0,7] es la variable polar y 6 € [0,27] es la variable azimutal, d es la mitad de la
distancia entre los puntos focales del sistema coincidiendo exactamente en el origen. Estas
tres variables son adimensionales, las dimensiones son proporcionadas por la constante d y
estd en unidades de longitud. Los correspondientes factores de escala son:
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[N

he =d (sinh2 ¢ + sin? 77)

[
—~

>

(@)
~

hy =d (sinh2 € + sin? 77)
h, =dsinh £ sinn

Para este sistema, la ecuacién de Helmholtz resulta:

1 g i h£67E i 1 g i aiE sinh? € + sin? 7 82E+
sinh £ O¢ m o€ sinn On m"an sinh? &sin?n ) 0%¢p?

k*d? (sinh® ¢ + sin®n) E =0 (A.6)

Sin embargo existe otra forma mas conveniente de representar las coordenadas esferoi-
dales alargadas, esto es: haciendo el cambio de variable, £ = cosh £ y n = cosh 7, resulta:

N

w:d(§2—1) (1—772)%00390
y=d(€ -1 (1-n) sing (A7)
z=d&n

Con estos nuevos valores: £ € [1,00), n € (—=1;1) y ¢ € [0,27). Las superficies perma-
necen sin cambios.

Los correspondientes factores de escala para esta representacién son:

hy =d (512 - 772) 2 (A.8)
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Con los cambios anteriores, la ecuacién de Helmholtz es:

8£ (52 _n2) aQE

902 2p i o
+377[( n)an]+(§2_1)(1_n2)8(p2+kd({ n)E 0

(A.9)

Este sistema, es descrito por las siguientes superficies que podemos observar en la figura
: a) Para £ constante, un esferoide con eje mayor a lo largo del eje z. Es importante
recordar que este esferoide es un elipsoide de revolucion, cuando & = 0 es una linea que
conecta los dos puntos focales, de acuerdo al incremento en los valores de &, la superficie
toma la forma del esferoide y crece de acuerdo a estos valores, pero permanecen fijos los
puntos focales; en b) para 7 constante, tenemos un cono hiperbolico de revolucion, cuando
1 = 0 solo es una linea en la parte positiva del eje z iniciando en el foco, al incrementar su
valor el cono hiperbélico se forma y se va abriendo cada vez méas a la vez que se desplaza
hacia el origen hasta formar un plano en este punto perpendicular el eje z cuandon = 7/2,
al continuar incrementando su valor, este toma nuevamente la forma de cono hiperbdlico,
pero ahora en la parte negativa del eje z, se va cerrando hasta hacerlo completamente, for-
mando una linea en el eje negativo z, iniciando en z = —d cuando n = 7; finalmente ¢) para
 constante, se tiene un medio plano a través del eje z, girando sobre este eje de acuerdo
al valor del angulo ¢. En la figura [A.4] podemos ver las tres superficies simultaneamente,
resaltando el tnico punto de interseccion.

Es importante mencionar que si suponemos un caso extremo, donde la distancia interfo-
cal se va colapsando y ambos focos se reducen a uno solo, la simetria cambiara de esferoidal
a esférica, es decir, tendremos el sistema de coordenadas esféricas.

A.3. Separabilidad de la ecuacién tridimensional de Helmholtz

A continuacién se obtienen la familia completa de ecuaciones diferenciales ordinarias en
la cuales la ecuacién de Helmholtz es separable.

En la seccion 4.1 se llevo a cabo la separacion de variables de la ecuacion de Helmholtz;
empleando la técnica tradicional se mostraron las operaciones algebraicas que conllevan a
la separacion de esta ecuacion diferencial parcial.
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(a) esferaProlato (b) conoProlato (c) semiplanoProlato

Figura A.3: Superficies de las coordenadas esferoidales prolatas. a)  constante, b) n cons-
tante y c) ¢ constante.

Figura A.4: Sistema de coordenadas esferoidales prolatas
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Al llevar a cabo la separacion se busca en todo momento que las ecuaciones resultantes
sean apropiadas para la representacion de ondas viajeras.

En el método de separacién de variables lo que se busca es transformar el problema
de resolver una ecuacion diferencial parcial de tres variables a resolver el problema de tres
ecuaciones diferenciales ordinarias, una para cada variable. En algunos casos, aplicando
esta técnica, a la ecuacion de Helmholtz en sus diferentes sistemas de coordenadas es alge-
braicamente directo, pero en algunos se requiere de cambios de variable que no son triviales.

Separaciéon de variables

La técnica utilizada comtinmente para encontrar la soluciéon de la ecuacion tridimensio-
na de Helmholtz, es Separacion de variables, es decir, la ecuacion diferencial parcial con n
variables independientes es separada en n ecuaciones diferenciales ordinarias. Cada separa-
ci6n introduce una constante, denominada constante de separacion, de esta manera, si se
tienen n variables, se pueden introducir n — 1 constantes |14, 11].

El proceso tradicional de separaciéon de variables, consiste en proponer que la solucién
es una funcién de las tres variables independientes, como el producto de tres funciones, una
funcién para cada variable. Esta propuesta de solucién es sustituida dentro de la ecuaciéon
diferencial, se llevan a cabo las derivadas, y posteriormente se divide toda la ecuacion entre
la solucién propuesta.

Més tarde, se busca a través de operaciones algebraicas, que de un lado de la igualdad
se pueda tener una parte de la ecuacién que sélo contenga una de las variables y en el otro
lado los términos con el resto de las variables.

Una vez que se tiene lo anterior, ambos lados de la ecuacién son independientes, y pos-
teriormente se puede proponer que son iguales a una constante, denominada constante de
separacion, de esta manera, se tiene que repetir el proceso de separacién con el lado de
la ecuacién que contiene las dos variables restantes, y asi se obtienen las tres ecuaciones
diferenciales ordinarias. Este proceso se repite para los dos sistemas de coordenadas que se
presentan en esta tesis.

Coordenadas Esféricas (r,0, ¢)
La ecuacién de Helmholtz en coordenadas esféricas es la que se present6 en

10 [ ,0F 1 o(. OFE 1 0*FE 5,
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Con el fin de aplicar separacién de variables se sugiere la solucion:

E(r,0,0) = R(r)©(0)®(y) (A.11)

La cual se sustituye en la ecuacion anterior y se desarrollan las derivadas:

1 d ( ,dR 1 d de 1 d*®
— [0d— (r*— ————R®— | sinf— O——F—— E*RO® =0 (A.12
72 [ dr (T dr > e <sm df ) +H 2 sin? 0 dyp? TRR ( )

Ahora se divide entre RO®Py se expande la ecuacion:

1 d [ 4dR 1 df. dO 1 &P,
R (P [P N T L iy - Al
r2R dr (T dr) * r?©sin6 d (Sm d0> M r2® sin? 6 dp? * 0 (A.13)

2

Después multiplicamos por 72 sin? @ para obtener:

1 d dR 1 d de 1 d*®
22| L @ [ oGl I B (PN b 2l -2 & A.14
rosm [r (r dr>+r2®sin0d(smed0>+k] D dp? ( )

Como el diferencial de la derecha no depende de r o 6, podemos igualar a la constante
m?, luego tomando el lado derecho de la igualdad, se tiene:

1d*®

2
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El lado izquierdo de la igualdad se escribe como:

1 d [ 4dR 1 df. .dO 9 m?
il ik R H— k? = A.16
r2R dr <T dr > T 26smod <s1n do > * r2 sin? 0 ( )
Multiplicando por r? y ordenando los términos:
1d [ ,dR g 9 1 df. ,d®© m?
—— — kEr® = — - 0— A7
Rdr (T dr) " T T Osnbd (Sm a0 ) " sn?0 (A.17)

Ahora las variables se encuentran separadas. A continuacion se iguala a la constante
n(n+ 1). De el lado derecho de esta igualdad tenemos:

1 df. ,dO m?
1 d do m?
_ Z [ sing—= - 1)6 = Al
sinf d (sm d9> * sin29®n (n+1)6=0 (A.19)

Esta ecuacion diferencial ordinaria es la ecuacion asociada de Legendre. Tomando el
lado izquierdo de la ecuacion [A.I7}

Ld [ ,dR 2,2 _
R <’r dr)—i-kr =n(n+1)
d [ ,dRY\ 2 9
dr<r mﬂ)-n(n—&—l)R k“r“R (A.20)
d [ dR\ S [n(n+1)R
dT<T dr)—r |: 7"2 k*R

4 <r2dR> + [*r* —n(n+1)]R=0 (A.21)
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La ecuaciéon es conocida como ecuacidon esférica de Bessel. Entonces el conjunto
de ecuaciones diferenciales ordinarias es:

d (erR) + [*? —n(n+1)]R=0

dr dr
1 d doe m?
— [ sinfd— = A.22
sin0d<81n0d9> Sm29@+n(n+1)@ 0 ( )
d*® )

Coordenadas Esferoidales Prolatas (£,7, )

La forma algebraica de la ecuacion de Helmholtz para las coordenadas esferoidales pro-
latas es la que se obtuvo en

9 2 2 8%E
%@ -0 5]+ 5 [0 5+ @ e € - =0
(A.23)

Para resolver la ecuacion diferencial, se propone una solucién parecida a la anterior pero
con las nuevas coordenadas de la forma E(§,n,¢) = R(£)O(n)®(¢) que al reemplazar en
la ecuacién anterior, se encuentra que:

d dR d de
aq)d—g [(5 1) dg] + RO [(1 — 1) dn]
2 .9
RO (6 ) d?® 1 E242 (62 _ 7]2) RO® =0 (A.24)

Esna-m
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Ahora se divide entre RO®:

(A.25)

(€-1)(1-n)

Se multiplica por ey Y al reacomodar los términos:

E-1)(1-7")d dR d
eomn €V E| T @ me a0 )

1 d?®

+Ed? (- 1) (1 —n?) = S d? (A.26)

Nuevamente el término del lado derecho de la igualdad depende solo de ¢, asi que se
puede igualar la expresion a la constante m? y se obtiene:

1 d*® 9
e A2
D dp? mn (A.27)
d*®

+E2d* (€ — 1) (1 —n?) =m? (A.29)
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2 2

(52(_61)% y al reacomodar los términos:

Para separar las funciones se multiplica por

1d 1d de m2 (€2 — p?
EI& |:(§2 — 1) df:| + 6% |:(1 — 772) d77:| k2 d? (52 _ 7]2) _ (52 _(1) q i 7)72) (A.30)

El término de la derecha es:

2(¢2 2 2 2
7271 o )2 = = 5y T 2m (A.31)
E-)A-n?) Q-1 (-1
Al reacomodar la ecuacion [A.32] queda los siguiente:
- 1) = - (1= -~
i (€1 G|+ @y = gy () ] 4 ey
(A.32)

Ahora las variables se encuentran separadas, entonces el término de la izquierda se pue-
de igualar a la constante a, ,:

1d [,5 dR] 55, m®>

Rd¢ {(E -1 df] R NGED (4.33)
d d 2

;dg [(52 - dﬂ = nm ~RAE <52m— 1) (A3

— [(52 ~1) ZJ;} — <an,m B L ) R=0 (A.35)




Sec. A.3 Separabilidad de la ecuacion tridimensional de Helmholtz 99

Y para el término de la derecha de la ecuacion

—_——— 1-— —_ k*d = Un,m A.
©dn [( n>dn]+(1—n2)+ T (4.36)
Sl = —apm + _m A.
@dn[( n)dﬁ] an,m + k°d“n +(1_ 2 (A.37)
dn [( ) dn CTR) (4.38)

Finalmente se realizan las derivadas y de esta manera se obtiene el conjunto de ecua-
ciones diferenciales ordinarias:

d’R dR m?
2_ 4 2e ™t (o, 2422 _
(¢ )d§2+gle an, kd£+(§2_1)R 0
d’e doO m?
(1_n2)dn2_2ndq7+<a”’m_k2d2n2_(1—n2)>620 (A.39)
2
Q—i—mQ@Z

dp?
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Apéndice B
Condicion de radiacién de Sommerfeld

La condicién de radiaciéon, gobierna el comportamiento de los campos a grandes distan-
cias y estd basado en el principio de causalidad.

Si se quiere mostrar que una solucién de la ecuacién de Helmholtz, se puede represen-
tar una onda propagante, la condicién de desvanecimiento en el infinito por si sola no es
sufciente. Por lo tanto, si se tiene un problema 6ptico en el cual las fuentes estan en el
dominio finito (con una distribucion discreta o continua), y la cual puede ser resuelta para
un numero de onda k dado, siempre se puede agregar una funcién Eg a la solucion. Por
lo tanto los problemas de oscilacion (en contraste con los problemas de potencial) no son
unicamente determinados por las fuentes en el dominio finito.

Por esta razon, es necesario considerar una condicién mas rigurosa al infinito, esta es
la condicion de radiacion. Sommerfeld [38] escribi6 textualmente la condicion de radiacion:
"las fuentes deben ser fuentes, no huecos, de energia. La energia que es radiada de una
fuente debe desvanecerse en el infinito; la energia no debe ser radiada desde el infinito en
las singularidades del campo, las ondas planas son excluidas ya que para ellas incluso con
la condicién E = 0 no se lleva a cabo en el infnito. Esta condicién es representada por la
siguiente ecuacion:

T—>00

lim r (g:f + zku) =0 (B.1)

Esta se le llama en general condiciéon de radiacién y se aplicard a todos los problemas
opticos, acusticos y electrodinamicos de oscilacién que se generan por las fuentes en el do-
minio finito. Para el caso de un ntimero arbitrario de dimensiones h, la condicién toma la
forma general:
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-1 [ Ou
If 2 | — +1 = B.2
im r 2 (67" —|—zl<:u> 0 (B.2)

Desde el punto de vista fisico, se pueden considerar dos valores para h, h = 2 para las
coordenadas clasificadas como cilindricas y h = 3 para el resto de las coordenadas.

Para cada sistema de coordenadas, tinicamente una de las coordenadas variables es la
que va a satisfacer la condicién de Sommerfeld, y esta es la coordenada radial para la cual
su limite superior es infinito.




Apéndice C
Funcion dieléctrica compleja

La constante dieléctrica compleja también es conocida como la constante dieléctrica
compleja 6 permitividad y se representa en un diagrama vectorial como en la figura[C.I} la
componente real y la componente imaginaria estan desfasadas 90°. El eje imaginario (/')
forma un angulo 0 con el eje real (¢..). La pérdida relativa de un material es la relacion entre

la pérdida de energia y la energia almacenada.

| i
. Sr
Figura C.1: Funcion Dieléctrica Compleja

Por otra parte, la constante dieléctrica de un medio material depende de su susceptibi-
lidad eléctrica x, a través de la relacion € = eg(1 + x), y que x no es mas que la relacion
entre la polarizacién y el campo eléctrico: P = ¢yxE. Dado que la relacién entre campo
eléctrico y polarizacion es lineal, las partes real e imaginaria de la susceptibilidad eléctrica,
y por lo tanto de la constante dieléctrica, no son independientes entre si, sino que estan
relacionadas a través de las relaciones de Kramers-Kronig:

T w/2 _ w2

1 Lp [ W)
(W) -1 P/o d (C.1)
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y 1 owle W) -1,
€ (w) = 71_P/O [w’Q( —)w2 ]dw (C.2)

Esto significa que, en muchos casos, basta con medir uno de los parametros épticos de
un material en un rango espectral suficientemente amplio, y a través de las ecuaciones
y se pueden determinar los demas.




Apéndice D
Lineas principales del cédigo T-Matrix

El programa principal escrito por Michael I. Mishchenko y Larry D. Travis cuenta con
2074 lineas de codigo. El nombre del archivo es ampld.lp.f, el cual se encuentra disponible
en internet en el siguiente link: Proyecto T-Matrix. Para conocer a detalle el trabajo de
ambos, se puede ingresar a la siguiente liga: https://www.giss.nasa.gov/staff/
mmishchenko/t matrix.htmll

Parametros de Entrada

AXI - Radio equivalente de la esfera.

RAT - Tamafio de la particula en términos del radio.
LAM - Longitud de onda de luz incidente.

MRR y MRI: partes reales e imaginarias del indice de
refraccidn.

EPS: Forma de las particulas.

> 1 esferoides oblatos.

< 1 esferoides prolatos.

Parametros de Salida

Elementos de la matriz de amplitud 2x2

Elementos de la matriz de fase 4x4

Elementos de la matriz de dispersién, F;;(0O).
CEXT y CSCA - seccidn transversal de extincidén y
dispersidn.
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Apéndice E

Expansion en series del campo
electromagnético

El método general esta basado en la linealidad de las ecuaciones de Maxwell, las cuales
se pueden representar como una expansion de series del campo electromagnético que inci-
de sobre un objeto y la expansién de series del campo electromagnético dispersado por el
mismo, usando funciones de onda esféricas [3].

En las simulaciones de propagacién electromagnética, los coeficientes de expansion del
campo incidente y los coeficientes de expansion del campo dispersado son asociados, a partir
de la ecuacién de Helmholtz, por una matriz infinita. A esta matriz de transicion infinita
se le denomina T-matrix, y las propiedades electromagnéticas de dispersiéon de un objeto
se encuentran completamente descritas por ésta.

En el método de la matriz de transicién, T-Matrix, se representa el campo electromag-
nético incidente E™(r), y el campo electromagnético dispersado E*“%(r), como la variacion
espacial de un conjunto ortogonal de soluciones de la ecuacién de Laplace en coordenadas
esféricas. Es decir, ya que la ecuaciéon de Laplace es una ecuaciéon diferencial de segundo
orden que pone rigurosas restricciones a la funciéon de onda ¢(x,y, z), entonces, ¢ puede ser
escrita como el producto de una funciéon de r, R(r), y una funcién de los angulos 6 y 1,
©(60,1). De esta manera ¢ queda expresada como el producto de ambas funciones:

¢ = R(r)0(0, ) (E.1)

A la funcién O se le llama armoénico esférico o armoénico de superficie ya que esta rela-
cionada solamente con los dngulos, figura Ademés, © es un producto de una funcién
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Zonal Tesseral Sectoral
Figura E.1: Clasificacion de los de armdnicos esféricos por su dependencia con la latitud
y la longitud.

de 6 llamada polinomio asociado de Legendre, y una funcién de ¥ que es exponencial:

O7(0, ) = Ne"™? P (cosh) (E.2)

Donde ©7" se llama funcién armoénica esférica de grado [ y orden m, P/™ es el polinomio
asociado de Legendre, N es una constante de normalizacion, mientras que 6 y ¢ represen-
tan las variables angulares (el dngulo azimutal o colatitud y el dngulo polar o longitud,
respectivamente).
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