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Introducción

La noción de modalidad se refiere a la manera de ser verdad de las cosas en cuanto a cómo
pueden, cómo deben o cómo no pueden ser las cosas, en lugar de a cómo en realidad son.

La lógica modal se puede pensar, en términos generales, como la lógica de diferentes tipos
de modalidades o de maneras de ser verdad, por ejemplo la lógica alética (la de las modalidades
de necesidad o “necesariamente” y de posibilidad o ”posiblemente”), la epistémica (“es sabido
que”), la deóntica (“es obligatorio que”), la temporal (“ha sido el caso que”), entre otras. Como
estos operadores tienen características lógicas en común, la etiqueta de lógica modal se utiliza
indistintamente, aunque en sentido estricto, el término “lógica modal” está reservado para la
lógica de las modalidades aléticas (necesidad y posibilidad) y a las demás se les llama por su
propio nombre, como por ejemplo, lógica deóntica o lógica temporal.

El razonamiento humano tiende a considerar o hacer juicios sobre lo que es posible y ne-
cesario; a considerar e imaginar que las cosas pudieron haber sido diferentes a como son y a
que algunas cosas pudieron no haber sucedido. Este tipo de juicios, que nosotros llamamos mo-
dales, son esenciales en el razonamiento humano y en la argumentación filosófica. De ahí nace
el interés por formalizar los argumentos modales. En el contexto lógico, lo que la modalidad
significa “(...) es que la evaluación e interpretación de los enunciados modales ha de realizarse
no sólo en función de su acción descriptiva de la realidad, en tanto que se adecuen a ella, sino
también en función de una especie de autorreferencia que se da por el hecho de que los opera-
dores modales indican -de un modo que habrá de ser determinado- la relación que el enunciado
modalizado, esto es, el enunciado que cae bajo el alcance de un operador modal, mantiene con
otros enunciados de la teoría ”1.

Muchos estudios sobre el significado y el uso lógico de la modalidad comienzan desde Aristó-
teles, aunque hay razones para pensar que el concepto de necesidad existía desde antes. La lógica
modal es una herramienta muy útil que contribuye al análisis lógico de los lenguajes naturales
y al igual que el significado de la modalidad, fue evolucionando a lo largo de la historia.

Comencemos en la antigüedad clásica. El silogismo modal estuvo presente en la obra lógica
de Aristóteles. Él puso las nociones de posibilidad y necesidad tanto en su teoría metafísica
como en su estudio del razonamiento humano. Esto se ilustra con su definición de silogismo (o
deducción válida): “Una deducción es un discurso en el que ciertas cosas han sido supuestas, algo
distinto a lo que ha sido supuesto resulta de la necesidad porque estas cosas son” 2. Aristóteles
trabajaba la noción de posibilidad de dos maneras, la primera era la manera en la que nosotros

1[Lamillar, 2004]
2Traducción libre de [Cresswell et al., 2016, pág. 2]
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lo pensamos en la lógica modal actual, esta manera incluye la necesidad; y la segunda manera
es a lo que ahora se le llama contingencia, es decir que una proposición p es contingente si no es
necesariamente verdadera ni necesariamente falsa. Entonces, en la obra de Aristóteles, aparecen
ya las ideas naturales de las modalidades, pero siempre aparecen unas definidas en términos de
otras. Los estoicos y megáricos también tuvieron sus contribuciones en esta época pero éstos no
dieron muchos frutos en el periodo medieval por la falta de conocimiento de sus trabajos.

Después, en la Edad Media, se encuentran discusiones más explícitas sobre las nociones de
posibilidad y necesidad. La más famosa discusión medieval que involucra cuestiones de lógica
modal, es probablemente protagonizada por Anselmo de Canterbury y su argumento en favor
de la existencia de Dios. Éste razona diciendo que si Dios es posible, es decir, si la idea de un
ser totalmente perfecto y necesario es posible, entonces Dios existe y negarlo sería incurrir en
una contradicción; esto hace depender toda su argumentación en las nociones de necesidad y
posibilidad. De hecho, este argumento se podría formalizar en el lenguaje objeto de modo que
resultaría en lo que posteriormente será un teorema del sistema S5 de Lewis (♦�φ → φ). La
distinción entre modalidades de re (acerca del objeto) y las modalidades de dicto (acerca de la
proposición), son quizás la contribución más importante de esta época a la lógica modal, sin
embargo, en los siglos posteriores no se le dio un seguimiento lógico a estas ideas. En los trabajos
sobre lógica más importantes desde el Renacimiento hasta el siglo XIX, no se trata el silogismo
modal. En este periodo tampoco hubo muchas contribuciones por los lógicos de la época a esta
ciencia, a excepción de Leibniz.

Fue hasta el siglo XIX, que varios personajes, hicieron contribuciones contundentes a la lógica
como ciencia. Por ejemplo, Peano y Frege, quienes no trataron la modalidad en sus obras pues su
interés principal era el lenguaje de la aritmética y de las matemáticas en general. Sin embargo,
hubo un lógico, Hugh MacColl, quien en 1877 publicó en las actas de la sociedad matemática
londinense y ahí indirectamente introdujo la noción de posibilidad en su sistema. Más tarde, esto
dio lugar a consideraciones más amplias sobre una lógica modal, las cuales C.I. Lewis aprovechó
para convertirse en 1912 en el fundador de la lógica moderna de las modalidades.

El principal interés de Lewis al iniciar sus investigaciones sobre las modalidades era evitar
las paradojas de la implicación material. Lewis propuso el desarrollo de una lógica axiomática
en la que la implicación tuviera otro sentido. En su trabajo A Survey of Symbolic Logic, Lewis
desarrolló una teoría de la implicación estricta que se convirtió en la formalización del sistema de
las modalidades clásicas. Después, junto con C.H.Langford, escribió un segundo libro: Symbolic
Logic en el que utiliza un lenguaje con variables proposicionales y tres símbolos primitivos (∼
negación, · conjunción y ♦ posibilidad) y definiendo a partir de ellos el símbolo ↪→ tal que, con
p y q letras proposicionales,

(p ↪→ q) :=∼ ♦(p · ∼ q).

En esta obra se desarrollan dos sistemas más débiles (S1 y S2) a partir del sistema desarrollado
en A Survey of Symbolic Logic (S3), y en un apéndice aparecen otros dos sistemas (S4 y S5)
a partir de las observaciones de O. Becker en cuanto a la reducción de las modalidades de A
Survey of Symbolic Logic. El procedimiento es solo sintáctico, generando los teoremas de sus
sistemas mediante axiomas y reglas de inferencia. La semántica todavía es un poco intuitiva
y como no hay lectura única de los operadores modales, se originan varias lógicas o sistemas
lógicos modales.
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La semántica para esta lógica no tuvo un desarrollo muy profundo hasta que las bases de la
teoría de modelos estuvieron suficientemente fortalecidas. Fue Rudolf Carnap quien con su obra
Meaning and Necessity en 1947, marcó un punto de referencia para lo que ahora se denomina
semántica de mundos posibles. S. Kripke fue quien se encargó de desarrollar la semántica de
los mundos posibles en sus aspectos de teoría de modelos. Kripke tomó como base las ideas de
Carnap pero cambió la noción maximal de validez por una más universal, entendió a los mundos
posible como índices o puntos e introdujo una relación de accesibilidad entre mundos. Hubo
también otros lógicos en los cincuentas y principios de los sesentas que propusieron innovaciones
a la semántica de mundos posibles de Carnap. Kanger (1957), Montague (1960), Hintinkka (1961)
y Prior (1957). Todos pensaron en una relación de accesibilidad entre mundos y Hintikka (1961)
también acogió una nueva noción de validez que requería verdad en todo conjunto arbitrario de
mundos. Pero la versión de la semántica de mundos posibles de Kripke fue la más popular porque
tuvo más innovaciones. La semántica de los mundos posibles fundamentada en las estructuras
kripkeanas ha conformado las bases de la investigación semántica de la multitud de lógicas no
clásicas. Aunque en esta época además surgieron otras ideas y aportaciones. Por ejemplo, la
de poder considerar a los cuantificadores como operadores modales (Montague, 1960). También
Arthur Prior fue de los primeros lógicos en enfatizar en que el sistema S5 puede ser traducido en
un fragmento de la lógica de primer orden (1977). Cabe mencionar también, sobre esta época, que
la lógica modal se convirtió en el principal vehículo técnico de la lógica filosófica y que fueron
los lógicos de esta época, como ya se mecionó anteriormente, los que desarrollaron sistemas
y nociones asociadas que fueron muy útiles para la filosofía, y fue ahí cuando se acuñaron
los términos como "lógica epistémica", "lógica modal", "lógica deóntica", "lógica temporal",
etcétera.

Después, en los setentas, la fase filosófica pudo ser formalizada y se consolidó una teoría
matemática. En esta transformación participaron autores como Blok, Fine, Goldblatt, Gabbay,
Segerberg y Thomason. También la lógica modal se expandió a áreas como la lingüística, eco-
nomía y ciencias de la computación. Y la expansión continuó, en los noventas, los lenguajes
modales comenzaron a utilizarse en estudios de gramática, lenguajes de bases de datos, y más
recientemente, en diseño web y la estructura de espacios vectoriales usada en procesamiento
matemático de imágenes.

Este trabajo está dedicado a hacer un recorrido sobre las cuestiones básicas y generales de
las lógicas modales. Su objetivo principal es que cualquier estudiante de licenciatura con conoci-
mientos de lógica clásica pueda tener una buena aproximación a la lógica modal. En el trabajo
se hace un estudio sintáctico del lenguaje modal más sencillo y se sigue el estudio semántico de
[Blackburn et al., 2002] de los lenguajes modales en general, utilizando la semántica de mundos
posibles (o de Kripke). También se presentan al final, un par de semánticas alternativas para
los lenguajes modales.

Se espera que el lector este familiarizado con la lógica clásica, tanto lógica proposicional como
lógica de primer orden y sus resultados principales. Sin embargo, en el apéndice se encuentra un
pequeño recordatorio de lógica de primer orden y sus resultados que se utilizarán en esta tesis.
También es bueno que el lector tenga un conocimiento de algunas nociones básicas de teoría de
modelos como son: submodelos, equivalencia elemental y extensiones elementales.

El trabajo se divide fundamentalmente en dos partes: un estudio semántico y un estudio sin-
táctico y se desarrolla en cinco capítulos. Para comenzar, el primer capítulo está dedicado a dar
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las nociones básicas, es decir, a construir el lenguaje modal, dar ejemplos de las interpretaciones
más usuales que se le dan, definir los conceptos de los que se hará uso más adelante y convenir
la notación básica que se utilizará durante todo el texto. El estudio semántico se encuentra
desarrollado en los capítulos dos, tres y cinco y el capítulo cuarto es exclusivamente un estudio
sintáctico. En específico, en el segundo capítulo se hace uso de la semántica de mundos posibles
para estudiar a los modelos de las lógicas modales, se estudian las operaciones que se pueden
hacer entre ellos y la expresividad de la lógica modal, este estudio es el basado en el recorrido
que se hace en [Blackburn et al., 2002]. El tercer capítulo está dedicado a estudiar qué propieda-
des relacionales se le necesita pedir a los frames para que validen ciertas fórmulas del lenguaje.
Después, el cuarto capítulo es un estudio sintáctico del lenguaje modal y sus axiomatizaciones;
está restringido al lenguaje básico modal y se estudian los sistemas normales de lógica modal,
que son las estructuras sintácticas que corresponden a la semántica de mundos posibles. Y por
último, se dan un par de ejemplos de otras semánticas posibles para las lógicas modales: una
topológica, una algebraica y se da un vistazo a un concepto semántico de las lógicas modales:
las bisimulaciones, desde la teoría de juegos.
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Capítulo 1

Nociones Básicas

En este capítulo nos dedicaremos a presentar las nociones básicas con las que trabajaremos

a lo largo del texto, definiciones de cuestiones semánticas y sintácticas y algunos ejemplos

que ayudarán al lector a familiarizarse con dichas definiciones. También convendremos algunas

notaciones que se utilizarán más adelante.

1.1. Sobre el lenguaje modal

Primero veamos cómo se construye el lenguaje que estaremos estudiando a lo largo del texto:

el lenguaje modal. Trabajaremos con un lenguaje con varios operadores modales de aridades

distintas. El lenguaje modal se construye a partir de un tipo de semejanza y un conjunto de

letras proposicionales.

Definición 1.1.1 (Tipo de semejanza modal). Un tipo de semejanza modal τ es un par (O, ρ)

donde O es un conjunto no vacío (de operadores modales) y ρ es una función ρ : O −→ N que a

cada operador 4 ∈ O le asigna una aridad, la cual indica la cantidad de argumentos a los que

4 puede ser aplicado.

Notación. Generalmente denotaremos a los elementos de O por 40,41, . . . , etc. Y cuando el

contexto deja clara la aridad de los operadores no se distingue entre τ y O.

Notación. Sea 4 ∈ O, si ρ(4) = 1, denotaremos a 4 por ♦. Es decir, a los operadores modales

de aridad uno, los denotamos por ♦ y los llamamos ‘diamantes’.

Notación. Cuando el tipo de semejanza tiene muchos diamantes, a veces en lugar de usar sub-

índices ( ♦1,♦2, . . .) usamos la notación 〈a1〉 , 〈a2〉 , . . . para alguna colección de letras.

1



Definición 1.1.2 (Lenguaje Modal). Un lenguaje modal LM(τ,Φ) se construye a partir de un

tipo de semejanza τ , un conjunto de átomos o letras proposicionales Φ, la constante de falsedad

(⊥) y un conjunto de operadores lógicos. El conjunto de símbolos del lenguaje queda definido

entonces, como sigue:

LM(τ,Φ) = τ ∪ Φ ∪ {⊥} ∪ {¬,∨}.

Definición 1.1.3 (Fórmulas del lenguaje modal). Una expresión φ del lenguaje LM(τ,Φ)

pertenece al conjunto de fórmulas del lenguaje (FORM(τ,Φ)), si cumple alguna de las siguientes

condiciones:

(i) φ = p para alguna p ∈ Φ.

(ii) φ = ⊥.

(iii) φ = ¬ψ, con ψ ∈ FORM(τ,Φ).

(iv) φ = ψ1 ∨ ψ2, con ψ1, ψ2 ∈ FORM(τ,Φ).

(v) φ = 4(ψ1, . . . , ψρ(4)), con ψi ∈ FORM(τ,Φ) y 4 ∈ τ .

Notación. Usaremos las letras p0, p1, p2, . . ., o p, q, r, s para referirnos a los átomos.

Definición 1.1.4 (Operador dual). Para cada operador modal M∈ O no nulo, (i.e. ρ(4) > 0),

su operador dual se define como O(φ1, . . . , φn) := ¬4(¬φ1, . . . ,¬φn). Al dual de un operador

de aridad al menos dos se le llama nabla. Y el dual del diamante (♦) es la caja (�).

Definición 1.1.5 (Subfórmulas). Dada una fórmula modal φ, se define recursivamente su con-

junto de subfórmulas de φ, Sf(φ) como:

Sf(p) = {p} para toda p ∈ Φ.

Sf(⊥) = ⊥.

Sf(¬φ) = {¬φ} ∪ Sf(φ).

Sf(φ ∨ ψ) = {φ ∨ ψ} ∪ Sf(φ) ∪ Sf(ψ).

Sf(4(φ1, φ2, . . . , φn)) = {4(φ1, φ2, . . . , φn)} ∪ Sf(φ1) ∪ Sf(φ2) ∪ · · · ∪ Sf(φn).
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Definición 1.1.6 (Grado de una fórmula). Con τ un tipo de semejanza, definimos el grado de

una τ -fórmula como sigue:

gr(p) = 0, para toda p ∈ Φ

gr(⊥) = 0

gr(¬φ) = gr(φ)

gr(φ ∨ ψ) = max{gr(φ), gr(ψ)}

gr(4(φ1, . . . , φn)) = 1 +max{gr(φ1), . . . , gr(φn)}

1.2. Ejemplos de lenguajes modales y sus interpretaciones

Ejemplo 1.2.1 (Lenguaje Básico Modal). El lenguaje básico modal se construye usando un

tipo de semejanza τ0 = {♦} , donde ♦ es un operador modal de aridad uno (“diamante”) ; y un

conjunto a lo más numerable, Φ de átomos.

El operador dual del diamante es � (“caja”) que según la definición 1.1.4 de operador dual, está

definido como �φ := ¬♦¬φ.

Las fórmulas del lenguaje básico modal quedan determinadas por la definición 1.1.3 como sigue:

φ := p | ⊥ | ¬φ |φ ∨ ψ |♦φ.

Para el lenguaje básico modal existen tres interpretaciones comunes de los operadores dia-

mante (♦) y caja (�). La primera y más usada es que el diamante es interpretado como “po-

siblemente”, así, ♦φ es leído como “posiblemente φ” o “es posible que φ”. De este modo, la

interpretación de �φ sería “no es posible que no φ”, o sea “necesariamente φ” o “es necesario que

φ”. Ejemplos de fórmulas que parecen ser verdaderas en este lenguaje y bajo esta interpretación

son, cualquier instancia de �φ → φ (“cualquier cosa que necesariamente es, lo es”) y �φ→ ♦φ

(“si algo necesariamente es, entonces posiblemente es”). Más adelante profundizaremos más en

la veracidad de estas fórmulas.

En lógica epistémica, que es la que razona sobre el conocimiento, en lugar de escribirse �φ

se escribe Kφ ya que esto se intepreta como “el agente sabe que φ” (por knowledge, la palabra en

3



inglés para conocimiento). En este caso, la fórmula Kφ → φ también parece ser verdadera, ya

que si el agente sabe que φ, entonces φ debe ser cierto; esto porque se habla de conocimiento, no

de rumores o creencias. Instancias de otras fórmulas son más difíciles de encontrar verdaderas

bajo esta interpretación, por ejemplo Kφ → KKφ (“si el agente sabe algo, entonces sabe que

lo sabe”). Después quedará más claro con un estudio semántico.

Por último, en lógica de la demostración, �φ se interpreta como “es demostrable que φ (en

alguna teoría aritmética)”. En este caso, la fórmula �φ → φ (“si φ es demostrable, entonces es

verdadero”) también suena plausible.

Más adelante se hará un estudio con mayor detalle de este lenguaje.

Ejemplo 1.2.2 (Lenguaje Básico Temporal). El lenguaje básico temporal se construye a

partir de un tipo de semejanza que consta de dos operadores modales de aridad uno (diamantes)

O = {〈F 〉, 〈P 〉}. Los operadores modales de este lenguaje se denotan así por la interpretación

que se le da. 〈F 〉φ se interpreta como “φ será verdad en algún momento en el Futuro”; y 〈P 〉φ se

interpreta como “φ fue verdadero en algún momento en el Pasado”. 〈F 〉 se suele escribir como

F y 〈P 〉 como P y sus duales como G y H respectivamente; ya que Gφ es por definición “no φ

no será verdadero en algún momento en el futuro”, es decir “φ será verdadero en todo momento

en el futuro” y Hφ es “no φ no fue verdadero en algún momento en el pasado”, i.e. “φ ha sido

verdadero en todo momento”. La G y la H son por las frases en inglés: ‘Going to be’ (será) y

‘Has been’ (ha sido).

Hay algunas fórmulas interesantes en este lenguaje, por ejemplo: Pφ → GPφ , “si algo

sucedió en el pasado, siempre habrá sucedido”; que parece un buen candidato para ser verdadera.

1.3. Frames, modelos y nociones de verdad

Definición 1.3.1. Una estructura relacional es una tupla F tal que su primer componente es

un conjunto no vacío W , llamado dominio de F, y las demás componentes son relaciones en W .

Asumimos que una estructura relacional tiene al menos una relación. A los elementos de W los

llamaremos puntos, nodos, mundos o estados. Algunos ejemplos de estructuras relacionales son:

Ejemplo 1.3.2 (Órdenes). Órdenes parciales estrictos, es decir, parejas (W,R) en las que R es

irreflexiva (∀x¬Rxx) y transitiva (∀x∀y∀z((Rxy∧Ryz)→ Rxz)). Si además cumple tricotomía
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(∀x∀y(Rxy ∨ Ryx ∨ x = y)), es un orden lineal, que también es una estructura relacional. Por

ejemplo, si hacemos W = {1, 2, 3, 4, 6, 8, 12, 24} y definimos R tal que Rxy si y solo si x y y son

diferentes y x|y; obtenemos un orden parcial estricto que podemos representar así:

1

3

2

6

4

12

8

24

(W,R) :

Con el mismo conjunto de mundos W , pero con R′ definida así: Rxy si y sólo si x < y,

obtenemos un orden lineal:

1 2 3 4 6 8 12 24

(W,R′) :

Otros ejemplos de órdenes lineales son: (N, <), (Z, <), (Q, <), (R, <).

Ejemplo 1.3.3 (Árboles Finitos). Para definir un árbol nos conviene primero tener un par de

conceptos a la mano.

Definición 1.3.4. Sea W 6= ∅ y R una relación binaria en W . Entonces la cerradura transitiva

de R, R+, es la relación transitiva más pequeña (en W ) que contiene a R. Es decir,

R+ =
⋂
{R′ |R′ es una relación binaria transitiva en W y R ⊆ R′}

Más aún, R∗, la cerradura reflexiva transitiva de R es la relación reflexiva y transitiva (en W )

más chica que contiene a R, esta es:

R∗ =
⋂
{R′ |R′ es una relación binaria reflexiva y transitiva en W y R ⊆ R′}

Notemos que R+uv si y sólo si hay una sucesión de elementos de W , u = w0, w1, . . . , wn = v

tales que para cada i < n tenemos que Rwiwi+1, es decir, que R+uv si v es alcanzable desde u

en una cantidad finita de R-transiciones. Ahora sí, definamos lo que es un árbol.
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Definición 1.3.5. Un árbol T es una estructura relacional (T, S) donde:

(i) T , que es el conjunto de mundos, contiene un único mundo r tal que para todo t ∈ T

diferente de r, S∗rt. Dicho elemento r es llamado raíz de árbol.

(ii) Todo elemento de T diferente de r tiene un único S- predecesor. Es decir, para cada t 6= r

existe un único t′ ∈ T tal que St′t.

(iii) S es acíclica. Es decir, que para todo t no sucede que S+tt. (De esto se sigue que S es

irreflexiva.)

El siguiente diagrama ilustra un árbol T = (T, S) en donde T = {r, s, t, u, v} y S =

{(r, s), (r, t), (s, u), (s, v)}:

r

s t

u v

T :

Ahora pasemos a definir las estructuras sobre las que estaremos trabajando.

Definición 1.3.6 (Frame). Sea τ un tipo de semejanza modal. Un τ -frame es una tupla F que

tiene como elementos los siguientes:

(i) Un conjunto no vacío W . (El dominio de F).

(ii) Para cada n ≥ 0 y cada operador modal n-ario M∈ τ , una relación (n+1)-aria RM en W .

Así, un frame es nada más que una estructura relacional.

Notación. Si el tipo de semejanza τ tiene una cantidad finita de operadores modales

M1,M2, . . . ,Mn, simplemente denotamos al frame como F = (W,RM1 , RM2 , . . . , RMn). De lo con-

trario lo denotamos como F = (W,RM)M∈τ o como F = (W, {RM| M∈ τ}).
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Definición 1.3.7 (Modelo). Para un tipo de semejanza τ y un τ -frame, definimos un τ -modelo

(basado en el frame F) como una pareja M = (F, V ) donde F es el frame y V : Φ −→ P(W )

es una valuación que asigna a cada átomo p, V (p) el conjunto de mundos de W donde p es

asignado verdadero.

Notación. También escribiremos a los modelos como M = (W,R4, V )M∈τ y entenderemos por

que un estado está en un modelo (w ∈ M), que dicho estado sea elemento del universo del

modelo (w ∈W ).

Definición 1.3.8 (Satisfacción). Sea w un estado en el modelo M = (W,R4, V )4∈τ . Definimos

recursivamente que una fórmula φ sea satisfecha en el modelo M por el estado w (M, w  φ) si:

M, w  p si y sólo si , w ε V (p), con p ∈ Φ.

M, w ⊥ nunca.

M, w  ¬φ si y sólo si no sucede M, w  φ.

M, w  φ ∨ ψ si y sólo si M, w  φ o M, w  ψ

M, w  4(φ1, φ2, . . . , φn) si y sólo si existen w1, w2, . . . , wn ∈W tales que

R4(w,w1, w2, . . . , wn) y M, wi  φi para toda i ∈ {1, ..., n}.

También se dice que w hace verdadera a φ en el modelo M.

A lo largo del texto usaremos las abreviaturas clásicas de la conjunción, implicación, el bicon-

dicional y la constante de verdad (“top”). Es decir: φ ∧ ψ := ¬(¬φ ∨ ¬ψ), φ→ ψ := (¬φ ∨ ψ),

φ↔ ψ := (φ→ ψ) ∧ (ψ → φ) y > := ¬⊥.

Si M no satisface a φ en w, escribimos M, w 1 φ y decimos que la fórmula φ es falsa o refutada

en el estado w de M.

Observación. De la definición anterior (satisfacción), obtenemos la cláusula de satisfacción para

el operador dual de 4:

M, w  O(φ1, φ2, . . . , φn) si y sólo si para cualesquiera w1, w2, . . . , wn ∈W, si

R4(w,w1, w2, . . . , wn), entonces M, wi  φi para todo i ∈ {1, . . . , n}.
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En un modelo M, la valuación V se puede extender naturalmente a una valuación para todas

las fórmulas. A esta nueva valuación la denotaremos también por V por simplicidad. Así, el

conjunto V (φ) es el conjunto de mundos en los cuales la fórmula φ es verdadera:

V (φ) = {w |M, w  φ}

Definición 1.3.9 (Verdad global). Una fórmula φ es (globalmente) verdadera en un modelo

M, (Notación: M  φ) si es satisfecha en todos los mundos del modelo. i.e. M, w  φ para todo

w ∈W .

Decimos que la fórmula φ es satisfacible en un modelo M si es satisfecha por algún mundo

w ∈ M. De este modo, una fórmula es falsificable o refutable en un modelo, si su negación es

satisfacible.

Notación. Si Σ es un conjunto de fórmulas y w es un estado de M, M, w  Σ significa que

M, w  φ para toda φ ∈ Σ.

Un conjunto de fórmulas Σ es (globalmente) verdadero, (satisfacible, respectivamente) en un

modelo M si M, w  Σ , para todo estado w ∈M (algún estado w ∈M, respectivamente).

Definición 1.3.10 (Verdad universal). Una fórmula φ es verdadera en una clase C de modelos1,

(Not: C φ), si para todo M ∈ C, M  φ. Y φ es verdadera o universalmente verdadera

(Notación:  φ) si es verdadera en la clase de todos los modelos. i.e.  φ si y sólo si M, w  φ

para todo w ∈M y para todo M.

Definición 1.3.11 (Validez de fórmulas). Decimos que una fórmula φ es válida en un estado w

de un frame F (Not: F, w  φ) si es satisfecha en w en todo modelo M basado en F. φ es válida

en un frame F (Not: F  φ ) si es válida en todos los mundos de F. Una fórmula es válida en

una clase F de frames (Not: F  φ) si es válida en F para todo F ∈ F; y es válida (Not:  φ)

si es válida en la clase de todos los frames. Por último, el conjunto de fórmulas válidas en una

clase F de frames es la lógica de F, denotada por ΛF.

1Una clase de modelos es simplemente una colección de modelos
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Ejemplo 1.3.12 (Satisfacción). Consideremos el frame F = (W,R) donde W = {w1, w2,

w3, w4, w5} y Rwiwj si y sólo si j = i+ 1

w1 w2 w3 w4 w5

F :

Sea Φ = {p, q, r}. Escogemos una valuación V : Φ −→ P(W ) tal que V (p) = {w2, w3, w4, w5},

V (q) = {w3, w4} y V (r) = ∅. Si tomamos a M = (F, V ), es fácil verificar que M, w1  �(r ∨ p)

y que M, w2  (p→ ♦q). Para ver que M  �p, por definición hay que ver que en todo w de M

se satisface �p; es claro que w1, w2, w3 y w4 lo satisfacen porque en w2, w3, w4 y w5 se satisface

p, y w5 también satisface �p por vacuidad (ya que w5 no tiene sucesores).

Nota 1.3.13. Todo punto final en un modelo (i.e. todo punto que no tenga sucesores) satisface

cualquier fórmula de la forma �ψ. Y más en general, para un operador modal de aridad n, si

para un punto w en un modelo M no existen w1, . . . , wn tales que R4(w,w1, . . . , wn) entonces

w satisface cualquier fórmula de la forma O(φ1, . . . , φn) (por vacuidad).

Ejemplo 1.3.14 (Validez). Primero consideremos la fórmula ♦(p∨q)→ (♦p∨♦q), del lenguaje

básico modal LM(τ0,Φ), donde p, q ∈ Φ. Dicha fórmula es válida en todos los frames. Para

mostrar esto, sea F un frame y w ∈ F un estado de él; además sea V una valuación cualquiera

sobre F. Por la definición 1.3.8 de satisfacción, hay que mostrar que si (F, V ), w  ♦(p ∨ q)

entonces (F, V ), w  (♦p ∨ ♦q). Así, supongamos que (F, V ), w  ♦(p ∨ q), entonces por la

definición 1.3.8, existe un estado v de F tal que Rwv y (F, V ), v  p ∨ q, lo que implica que

(F, V ), v  p o (F, V ), v  q, y como v es sucesor de w, (F, V ), w  (♦p∨♦q). Por lo tanto dicha

fórmula es válida.

Ahora consideremos la fórmula, �p→ p, del mismo lenguaje que la anterior, con p ∈ Φ. Esta

fórmula no es válida en todos los frames. Para probarlo, consideremos un frame F = (W,R) que

tenga por dominio un conjunto con un solo punto: W = {b} y la relación vacía R = ∅. Debemos

considerar una valuación V para este frame, tal que en el modelo (F, V ) no se verifique la fórmula.

Sea V (p) = ∅ para toda p ∈ Φ. Tenemos que (F, V ), b  �p por vacuidad pero (F, V ), b 1 p ya

que V (p) = ∅. Por lo tanto la fórmula no es válida en todos los frames.
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Sin embargo, hay una clase de frames en la cual la fórmula �p→ p sí es válida: la clase de

frames reflexivos, es decir, los frames cuya relación sea reflexiva. Para probar esto, sea F = (W,R)

un frame reflexivo, hay que mostrar que para cualquier estado w de F y cualquier valuación V

de F, si (F, V ), w  �p, entonces (F, V ), w  p. Así, supongamos entonces que (F, V ), w  �p,

así, para todo w′ tal que Rww′, (F, V ), w′  p; y como R es reflexiva, entonces, Rww, por lo

tanto (F, V ), w  p. Y entonces (F, V ), w  �p → p. Ideas de este tipo las trataremos más

profundamente en el Capítulo 3.

Ejemplo 1.3.15 (Frames y modelos bidireccionales). Recordando el lenguaje básico tempo-

ral que fue presentado en el ejemplo 1.2.2; éste tiene dos operadores modales unarios: F y P .

Entonces, tomando en cuenta la definición 1.3.7, un modelo M para el lenguaje básico tem-

poral debe constar de dos relaciones RF y RP , para interpretar los operadores modales F y

P , respectivamente. Pero la mayoría de los modelos que cumplen con tener dos relaciones, no

satisfacen nuestra interpretación, así que debemos trabajar en frames tales que RP sea la rela-

ción conversa de RF . Es decir, que ∀x, y(RFxy ←→ RP yx). Normalmente escribiremos como

R∨ a la relación conversa de R. Y a un frame de la forma (W,R,R∨) lo llamaremos un frame

bidireccional. Claramente por un modelo bidireccional, nos referimos a un modelo basado en un

frame bidireccional.

Dicho esto, siempre interpretaremos con modelos bidireccionales al lenguaje básico temporal.

Así, si M = (W,R,R∨, V ) es un modelo bidireccional, entonces:

M, w  Fφ si y sólo si existe v ∈M tal que Rwv y M, v  φ

M, w  Pφ si y sólo si existe v ∈M tal que R∨wv y M, v  φ

Dado que ha sido posible establecer la segunda relación en términos de la primera, no necesitamos

usar más a R∨. Las cláusulas anteriores pueden quedar de la siguiente manera, interpretando el

lenguaje básico temporal en un frame (W,R):

M, w  Fφ si y sólo si existe v ∈M tal que Rwv y M, v  φ

M, w  Pφ si y sólo si existe v ∈M tal que Rvw y M, v  φ
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Dichas cláusulas capturan bien la información de la interpretación que queremos darle al lenguaje

temporal: F mira hacia adelante a lo largo de R y P mira hacia atrás a lo largo de R. Pero

además, para que la interpretación fuera meramente temporal, tendríamos que ponerle algunas

restricciones a la relación, por ejemplo, que sea transitiva para capturar el flujo del tiempo, pero

por ahora hemos puesto en claro la interacción entre los dos operadores modales.

Hasta ahora se han revisado los niveles de verdad de las fórmulas modales pero no nos hemos

aproximado a lo que significa en lógica modal la consecuencia lógica, es decir, que un conjunto

de fórmulas implique lógicamente una fórmula.

Definición 1.3.16 (Consecuencia semántica local). Sean τ un tipo de semejanza modal, S una

clase de estructuras de tipo τ (una clase de modelos o frames), Σ un conjunto de τ -fórmulas

y φ una τ -fórmula. Decimos que φ es una consecuencia semántica local de Σ sobre la clase S

(Notación: Σ S φ) si para todo modelo M de S y todo punto w de M, si M, w  Σ, entonces

M, w  φ.

Cabe aclarar que al hablar de una clase de estructuras S y un modelo M de S, si la clase es de

modelos solamente significa que M es un modelo de la clase, y si la clase es de frames, significa

que M es un modelo basado en un frame F de S.

Esta definición nos dice que cada que Σ (el conjunto de premisas) es verdadero en un punto de

un modelo de S, entonces φ (la conclusión) es verdadera en el mismo modelo en el mismo punto.

Es decir, que se garantiza la verdad localmente. También hay que notar que depende de la clase

de estructuras donde se este trabajando, esto queda más claro con el siguiente ejemplo.

Ejemplo 1.3.17. En el lenguaje básico modal, si Ref es la clase de los frames reflexivos, entonces

tenemos que

{�φ} Ref φ

Y sin embargo, φ no es una consecuencia semántica local de {�φ} en la clase de todos los

frames. Esto ya lo probamos en el ejemplo 1.3.14.

También existe una variante de esta definición ya que la consecuencia lógica local no es la única

manera de capturar la idea de la implicación lógica.
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Definición 1.3.18 (Consecuencia Semántica Global). Sean τ,S,Σ y φ como en la definición

anterior. Decimos que φ es una consecuencia semántica global de Σ sobre la clase S (Not: Σ gS φ)

si y sólo si para toda estructura G de S, si G  Σ, entonces G  φ, donde  se refiere al nivel

de verdad correspondiente (validez en frames y verdad global en modelos).

Ejemplo 1.3.19. Este es un buen ejemplo para identificar la diferencia entre la consecuencia

local y global. En el lenguaje básico modal, consideremos las fórmulas p y �p. Es fácil ver que p

no implica localmente a �p. Pero globalmente sí, ya que si p es verdadero en todos los mundos

de un modelo, particularmente lo es en los sucesores de cada mundo.

1.4. Preliminares sintácticos

Para los fines de esta sección nos restringiremos al tipo de semejanza básico modal, es decir

τ0 = {♦}, y con ello daremos las nociones básicas sintácticas que utilizaremos más adelante.

Esto implica que el estudio sintáctico que se hará en este trabajo es restringido al lenguaje que

sólo consta de un operador modal unario (♦).

Definición 1.4.1. Definimos recursivamente la n-ésima iteración de ♦ como sigue:

(i) ♦0φ = φ

(ii) ∀n ∈ ω, ♦n+1φ = ♦(♦nφ)

Definición 1.4.2 (Reemplazo). Sean φ, ψ y χ τ0-fórmulas. Definimos a φ[ψ/χ] como la fórmula

que resulta de reemplazar todas las ocurrencias de ψ por χ en la fórmula φ.

Por ejemplo si φ es la fórmula (p ∧ q) → (¬p ∨ r), con p, q, r ∈ Φ, ψ es la fórmula p y χ es

la fórmula ¬q ∧ r, entonces φ[ψ/χ] es la siguiente fórmula:

((¬q ∧ r) ∧ q)→ (¬(¬q ∧ r) ∨ r).

Definición 1.4.3 (Esquema). Por un esquema entenderemos un conjunto de fórmulas que

tengan una estructura en particular. Por ejemplo, nos referiremos al esquema T: �φ→ φ, que

sería el conjunto

{T[φ/ψ] |ψ es una τ0 − fórmula }.
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Definición 1.4.4 (Decidibilidad). Sea Γ un conjunto de τ0-fórmulas. Decimos que Γ es decidible

si existe un método efectivo para determinar si cualquier fórmula del lenguaje pertenece o no

pertenece al conjunto Γ.

Definición 1.4.5 (Efectividad Numerable). Decimos que un conjunto de fórmulas Γ es efecti-

vamente numerable si existe un procedimiento efectivo que pueda afirmar, de cualquier fórmula

en Γ, que está en Γ. Si un conjunto tiene esta propiedad, se dice que tiene una prueba positiva de

pertenencia. Y similarmente, una prueba negativa, es una prueba positiva para el complemento

de Γ.

No es difícil ver que Γ es decidible si y solo si él y su complemento son efectivamente

numerables.

Ahora hablaremos de las reglas de inferencia. En general, una regla de inferencia tiene la

siguiente forma, con φ1, . . . , φn, φ, todas τ0-fórmulas:

φ1, . . . , φn
φ

En este caso, φ1, . . . , φn se llaman las hipótesis de la regla y φ es la conclusión. Decimos que

un conjunto de fórmulas es cerrado bajo una regla de inferencia o simplemente que tiene la regla

de inferencia si que el conjunto contenga las hipótesis implica que contiene la conclusión, o si

n = 0, que contenga la conclusión. Presentamos algunos ejemplos de reglas de inferencia para

el lenguaje modal con sus nombres usuales:

MP. (Modus Ponens)
φ→ ψ , φ

ψ

RN. (Regla de Necesidad)
φ

�φ

RPL.
φ1, . . . , φn

φ
(n ≥ 0), donde φ es consecuencia tautológica de φ1, . . . , φn

Nota 1.4.6. Una tautología en el contexto modal es una instancia de una tautología proposicio-

nal. Recordemos que una tautología (proposicional) es una fórmula que es verdadera en cualquier

asignación de valores de verdad de sus átomos. También este concepto aplica para fórmulas mo-

dales, una tautología es una fórmula que es verdadera en cualquier modelo (independientemente

de la valuación).
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Que la fórmula φ sea consecuencia tautológica (proposicionalmente) de ψ es que para cual-

quier asignación, si ψ es verdadera, entonces φ lo es también. Y en el contexto modal, ser

consecuencia tautológica se puede pensar como que el modo de inferencia es proposicionalmente

correcto. De igual manera, que φ sea consecuencia tautológica (modalmente) de ψ, es que φ es

verdadera en cualquier modelo en que ψ lo sea.

Definición 1.4.7 (Sistema Lógico Modal). Decimos que un conjunto de fórmulas es un sistema

lógico modal o es una lógica modal si es cerrado bajo las reglas de inferencia RPL.

En otras palabras una lógica modal es un conjunto de fórmulas cerrado bajo cualquier modo

de inferencia proposicionalmente correcto. Notemos que ser cerrado bajo RPL implica contener

a todas las tautologías (cuando n = 0).

Notación. Denotaremos al conjunto de tautologías por PL.

Definición 1.4.8 (Teorema). Sean Σ una lógica modal y φ una fórmula. Decimos que φ es un

teorema de Σ (Not: `Σ φ) si y solo si φ ∈ Σ.

Como los sistemas lógicos son conjuntos de fórmulas, entonces la fuerza relativa se mide por

medio de la inclusión, es decir, un sistema lógico es al menos tan fuerte como un sistema Σ

(es un Σ- sistema o una Σ-lógica) si contiene todo teorema de Σ. Nótese que Σ es siempre un

Σ-sistema.

Ejemplo 1.4.9. (i) La colección de todas las fórmulas es una lógica modal. Se llama la lógica

inconsistente.

(ii) Sea {Σi | i ∈ I} una colección de sistemas lógicos. Entonces
⋂
i∈I Σi es un sistema lógico.

(iii) Si F es una clase de estructuras (frames o modelos). Definimos el conjunto ΣF como

ΣF = {φ |F  φ para todo F ∈ F}. Si F es una clase de frames, ΣF es una lógica. Y si

F = {F}, la denotamos por ΣF en lugar de Σ{F}.

Proposición 1.4.10. (i) PL es una lógica modal.

(ii) Todo sistema lógico modal es un PL-sistema.

(iii) PL es el menor sistema lógico modal.
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Prueba. (i) Sean φ1, . . . , φn fórmulas en PL, es decir, tautologías, y sea φ una consecuencia

tautológica de ellas, entonces φ es también una tautología (φ ∈ PL). Por lo tanto PL es una

lógica. Para (ii) notemos que la regla RPL, cuando n = 0, dice que φ (la conclusión) es

una tautología, así que todo sistema lógico (por ser cerrado bajo RPL) contiene a todas las

tautologías, es decir a PL. Y (iii) es consecuencia directa de (i) y (ii). •

Como ya tenemos la noción de teorema en un sistema lógico, definiremos las nociones de dedu-

cibilidad y consistencia.

Definición 1.4.11 (Deducibilidad). Sean, φ una τ0-fórmula y Γ un conjunto de τ0-fórmulas

de un sistema lógico modal Σ. Decimos que φ es deducible a partir de Γ en el sistema Σ o

es Σ-deducible a partir de Γ, (Not: Γ `Σ φ) si y solo si Σ contiene un teorema de la forma

(φ1 ∧ φ2 ∧ · · · ∧ φn) → φ, con φi ∈ Γ para toda i = 1, . . . , n, es decir, si existen φ1, . . . , φn ∈ Γ

(n ≥ 0) tales que `Σ (φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ φ.

Definición 1.4.12. Sean, Σ un sistema lógico modal y Γ un conjunto de fórmulas de Σ. Decimos

que Γ es deductivamente cerrado, o Σ-cerrado, si Γ contiene a todas las fórmulas que son

Σ-deducibles a partir de él, i.e. Γ es Σ-cerrado si y sólo si φ ∈ Γ para toda φ tal que Γ `Σ φ.

Definición 1.4.13 (Consistencia). Sean, Σ un sistema lógico modal y Γ ⊆ Σ. Decimos que Γ

es consistente en Σ (Not: ConΣΓ) si la fórmula ⊥ no es Σ-deducible a partir de Γ, i.e. si no

Γ `Σ ⊥. Y es inconsistente en Σ (Not: CønΣΓ) si Γ `Σ ⊥.

Una definición equivalente es que ConΣΓ si y sólo si no existe una fórmula φ tal que Γ `Σ φ y

Γ `Σ ¬φ.

Enunciaremos algunos resultados sencillos de consistencia, pero no los probaremos porque

son clásicos y las pruebas se salen de nuestro objetivo.

Proposición 1.4.14. Sea Γ un conjunto de fórmulas tal que ConΣΓ, entonces:

(i) Si φ ∈ Γ, entonces Γ `Σ φ.

(ii) Γ `Σ φ si y sólo si CønΣΓ ∪ {¬φ}.

(iii) ConΣΓ ∪ {φ} si y sólo si no Γ `Σ ¬φ.
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Pasaremos a definir las nociones de axiomatización y demostración, en los sistemas lógicos.

De una regla de inferencia, decimos que es razonable si existe un método efectivo de decir cuando

fórmulas del sistema están relacionadas por la regla de inferencia como hipótesis y conclusión.

Por ejemplo, la regla MP es razonable porque hay un método efectivo de decidir si tres fórmulas

son de la forma φ → ψ, φ y ψ. Luego, todo sistema lógico Σ puede ser considerado como el

conjunto de fórmulas generadas por algún subconjunto Γ de teoremas por un conjunto de reglas

de inferencia. Esto lo podemos afirmar porque trivialmente Σ es generado por el conjunto Σ por

la regla:
φ

φ
.

Definición 1.4.15 (Axiomatización). Sean, Σ un sistema lógico modal y Γ ⊆ Σ un subconjunto

de teoremas de Σ. Si Γ genera a Σ por medio de un conjunto de reglas de inferencia y además,

Γ es decidible y las reglas de inferencia son razonables y una cantidad finita, decimos que Σ es

axiomatizable. Y Γ se llama el conjunto de axiomas de Σ.

Los axiomas junto con las reglas de inferencia constituyen una axiomatización de un sistema.

No todos los sistemas son axiomatizables, por ejemplo el conjunto de fórmulas verdaderas

en un mundo de un modelo es un sistema pero no será axiomatizable. Los sistemas que vamos a

trabajar serán casi todos axiomatizables. Los sistemas axiomatizables son importantes porque

admiten la noción de demostración.

Definición 1.4.16 (Demostración). En un sistema axiomatizable, una demostración es una

secuencia finita de fórmulas en la cual cada fórmula o es un axioma, o es consecuencia de las

anteriores por medio de alguna regla de inferencia.

Una demostración, demuestra su última fórmula.

Y en los sistemas axiomatizables, los teoremas son exactamente las fórmulas para las cuales

existe una demostración.

Regresando un poco al concepto de decidibilidad, podemos observar que es una cuestión

decidible si una sucesión de fórmulas es una demostración relativa a una axiomatización de

un sistema. Ya que una fórmula aparece en una demostración si y sólo si está en el conjunto

(decidible) de axiomas o se obtiene de fórmulas anteriores por medio de una regla de inferencia

razonable. Esto implica que hay una prueba positiva de pertenencia al conjunto de teoremas
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de un sistema axiomatizable. Veamos: las demostraciones del sistema pueden ser efectivamente

enumeradas como p1, p2, p3, . . . , de tal manera que si una fórmula es un teorema, aparecerá al

final de una demostración pn, es decir después de inspeccionar las n primeras demostraciones.

Este puede no ser un método muy efectivo pero nos asegura que si algo es un teorema, aparecerá

después de una cantidad finita de pasos. Sin embargo, si algo no es un teorema, nunca aparecerá

al final de una demostración y nada nos puede asegurar que lo sabremos después de una cantidad

finita de pasos. De esta manera, tenemos una prueba positiva (y no una negativa) para saber

si algo es un teorema. En general, una axiomatización solo implica la existencia de una prueba

positiva para ver que algo es un teorema del sistema.

Definición 1.4.17. (Conjuntos Σ-maximales) Sea Σ un sistema lógico. Un conjunto Γ de fór-

mulas es maximal en Σ (Not: MaxΣ Γ) si y sólo si es Σ-consistente y sólo tiene extensiones

propias Σ-inconsistentes. Formalmente, MaxΣ Γ si y sólo si

(1) ConΣΓ.

(2) Para toda φ fórmula si ConΣΓ ∪ {φ}, entonces φ ∈ Γ.

Definición 1.4.18 (Correctud). Sea Σ un sistema de lógica modal. Decimos que Σ es correcto

con respecto a una clase F de frames si y sólo si cada teorema de Σ es válido en F. Es decir, si

para toda fórmula φ, `Σ φ implica F  φ.

Definición 1.4.19 (Completud). Un sistema de lógica modal Σ es fuertemente completo con

respecto a una clase F de frames (o modelos) si y sólo si para todo conjunto de fórmulas Γ∪{φ},

si Γ F φ, entonces Γ `Σ φ, i.e. si φ es consecuencia semántica de Γ sobre F, entonces es

Σ-deducible a partir de Γ.

Y Σ es (débilmente) completo con respecto a F si para toda fórmula φ, si F  φ implica que

`Σ φ.

Proposición 1.4.20. Un sistema lógico Σ es fuertemente completo con respecto a una clase de

estructuras F si y solo si todo conjunto de fórmulas Γ tal que ConΣΓ es satisfacible en alguna

estructura F ∈ F.

Prueba. (⇐) Por contrapositiva. Supongamos que Σ no es fuertemente completo con respecto

a una clase de estructuras F. Entonces existe un conjunto de fórmulas Γ ∪ {φ} tal que Γ F φ
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pero Γ 0Σ φ. Entonces ConΣΓ ∪ {¬φ} (proposición 1.4.14)(ii) pero Γ ∪ {¬φ} no es satisfacible

en alguna estructura F de F.

•

El Sistema S5

Haremos un pequeño estudio de un sistema lógico de los más sencillos: S5. Lo examinaremos

desde un punto de vista axiomático para ilustrar un poco más las nociones que acabamos de

definir. Veremos una axiomatización, reglas de inferencia del sistema y varios teoremas. Una

axiomatización para S5 es la siguiente:

Los axiomas son los esquemas:

T. �φ→ φ.

5. ♦φ→ �♦φ.

K. �(φ→ ψ)→ (�φ→ �ψ).

Df♦. ♦φ→ ¬�¬φ.

PL. φ. Donde φ es una tautología (de la lógica proposicional).

Y las reglas de inferencia son:

RN.
φ

�φ

MP.
φ→ ψ , φ

ψ

Entonces cualquier fórmula instancia de un axioma es un teorema de S5, y las reglas de

inferencia nos dicen que cuando las hipótesis son un teorema, entonces la conclusión lo es.

Proposición 1.4.21. S5 es un sistema lógico modal.

Prueba. Para ver que es un sistema lógico hay que ver que es cerrado bajo la regla de inferencia

RPL:

RPL.
φ1, . . . , φn

φ
, donde φ es una consecuencia tautológica de φ1, . . . , φn.
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Supongamos que φ1, . . . , φn son teoremas de S5 y que φ es consecuencia tautológica de ellos.

Esto implica que φ es verdadero en cualquier mundo de cualquier modelo en que φ1, . . . , φn lo

sean, lo que implica que la fórmula φ1 → (. . . (φn → φ) . . . ) es una tautología (∈ PL), por lo que

es un teorema de S5. Y como φ1, . . . , φn son teoremas, aplicando n veces MP, φ es un teorema,

por lo que S5 es cerrado bajo RPL .

•

Nótese que MP es un caso particular de RPL (n = 2), pero RPL incluye los axiomas PL,

cuando n = 0. Así que es indiferente si en nuestra axiomatización escogemos tener MP y PL o

solamente RPL. La primera es más tradicional y la segunda más simple.

Como S5 es un sistema lógico, tienen sentido las demás nociones que vimos anteriormente.

Recordando la definición 1.4.16 de una demostración, veremos como ejemplo la demostración de

que el esquema T♦: φ→ ♦φ es un teorema de S5. Enunciaremos la secuencia finita de fórmulas

y a la derecha anotaremos de qué axiomas o reglas de inferencia son instancias:

1.�¬φ→ ¬φ T

2.φ→ ¬�¬φ 1, PL (contrapositiva)

3.♦φ←→ ¬�¬φ Df♦

4.φ→ ♦φ 2,3, PL (silogismo hipotético)

Otros ejemplos de demostraciones son las de los esquemas D: �φ → ♦φ y B: φ → �♦φ.

Para ambas ya podemos usar T♦ porque ya probamos que es un teorema.

Para D: �φ→ ♦φ:

1.�φ→ φ T

2.φ→ ♦φ T♦

3.�φ→ ♦φ 1, 2, PL (silogismo hipotético)

19



Y para B: φ→ �♦φ:

1.♦φ→ �♦φ 5

2.φ→ ♦φ T♦

3.φ→ �♦φ 1, 2, PL (transitividad de→ )

Ahora, usando este método de demostración, podemos enunciar más reglas de inferencia y

probar que S5 tiene esas reglas.

RM.
φ→ ψ

�φ→ �ψ

RE.
φ←→ ψ

�φ←→ �ψ

Para ver que S5 es cerrado bajo las reglas RM y RE, hay que probar que la conclusión de

la regla es un teorema siempre que las hipótesis lo son.

Proposición 1.4.22. S5 es cerrado bajo las reglas de inferencia RM y RE

Prueba. Primero veamos que tiene a RM:

1.φ→ ψ hipótesis

2.�(φ→ ψ) 1, RN

3.�(φ→ ψ)→ (�φ→ �ψ) K

4.�φ→ �ψ 2, 3, MP

La prueba de que contiene regla RE se sigue directamente de la de RM. •

Otras reglas de inferencia importantes que tiene el sistema S5 pero que ya no nos detendre-

mos a probar, son las reglas RK y RR:

RK.
(φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ φ

(�φ1 ∧ · · · ∧�φn)→ �φ
(n ≥ 0)
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RR.
(φ ∧ ψ)→ χ

(�φ ∧�ψ)→ �χ

Otros teoremas son:

4. �φ→ ��φ N. �>

M. �(φ ∧ ψ)→ (�φ ∧�ψ) C. (�φ ∧�ψ)→ �(φ ∧ ψ)

Y otra axiomatización para el sistema, resulta de tener como axiomas a los esquemas T, B,

4, K, DF♦, y PL y como reglas de inferencia a RN y MP. Si llamamos por un momento S5’

al conjunto de fórmulas generadas por esta nueva axiomatización, es claro que todo teorema de

S5 es teorema de S5’ ya que probamos los axiomas y reglas de inferencia de S5’ a partir de

S5. Y el recíproco es muy sencillo de probar porque se reduce a ver que el esquema 5 es teorema

de S5’ , cosa que no es difćil pero no haremos aquí. Con esto vemos que los dos sistemas son el

mismo y por lo tanto, no es más que otra axiomatización de S5.

Más adelante en este trabajo estudiaremos otras lógicas modales generadas por distintas

axiomatizaciones, agregando o quitando axiomas.

21



Capítulo 2

Modelos

En este capítulo estudiaremos una de las estructuras semánticas que ya presentamos en el

capítulo anterior: los modelos. El estudio de este capítulo sigue el estudio hecho en [Blackburn

et al., 2002], capítulos I y II. Veremos dos relaciones muy importantes en el contexto de los

modelos: equivalencia modal y bisimilitud. También definiremos otras maneras de relacionar

modelos y estableceremos las relaciones entre todas ellas en el sentido de la implicación, pero

enfatizaremos mucho en la relación entre equivalencia modal y bisimilitud. Estudiaremos la

expresividad modal de los modelos, es decir, veremos maneras de construir modelos que preserven

la satisfacción de fórmulas modales.

También exploraremos la relación que tiene la lógica modal con la lógica de primer orden, a

través de la traducción estándar y el Teorema de Caracterización de Van Benthem. Y veremos

dos resultados de que equivalencia modal implica bisimilitud pero no en el mismo modelo, si no

en otros lugares: en la extensión a un ultrafiltro (por medio de la definición y construcción de

modelos modalmente saturados) y en la ultrapotencia (por medio de la definición y construcción

de modelos ω-saturados).

Y cerraremos el capítulo viendo qué propiedades tienen que cumplir los modelos para que

puedan ser definibles por un conjunto de fórmulas modales.
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2.1. Operaciones que preservan satisfacción de fórmulas

Se dice que una propiedad es preservada en dos estructuras si la segunda estructura tiene la

propiedad siempre que la primera la tiene. Y se dice que una propiedad es invariante bajo una

operación cuando la propiedad se preserva en ambas direcciones entre la estructura original y

la estructura resultante de haber aplicado la operación. Entonces, nos interesa ver cuándo dos

estructuras o dos puntos en distintas estructuras son “indistinguibles” para el lenguaje modal,

en el sentido de que satisfacen las mismas fórmulas.

Definición 2.1.1 (Teoría semántica). Sea τ un tipo de semejanza modal, M y M′ τ -modelos

y w y w′ estados en M y M′ respectivamente. Se define la τ -teoría (semántica) de w como el

conjunto de todas las fórmulas que son satisfechas por w en M, i.e. {φ |M, w  φ }. Decimos

que w y w′ son modalmente equivalentes (Not: w! w′) si sus teorías son iguales, es decir, si

{φ |M, w  φ } = {φ |M, w′  φ }.

La τ -teoría de un modelo M es el conjunto de τ -fórmulas satisfechas por todos sus esta-

dos, esto es, {φ |M  φ}. Y finalmente, dos modelos M y M′ son modalmente equivalentes

(M!M′) si tienen las mismas τ -teorías.

En este momento la propiedad que nos interesa que sea preservada por las estructuras es

la satisfacción de fórmulas, es decir, nos interesa que la estructura original y la estructura

resultante de aplicarle alguna operación sean modalmente equivalentes. Veremos tres maneras

de operar modelos para obtener nuevos.

Uniones Ajenas

Definición 2.1.2 (Dominios Ajenos). Sean, τ un tipo de semejanza y M = (W,R4, V )4∈τ

y M′ = (W ′, R′4, V
′)4∈τ dos τ -modelos. Decimos que M y M′ tienen dominios ajenos si

W ∩W ′ = ∅.

Definición 2.1.3 (Unión Ajena). Sea Mi = (Wi, R4i
, Vi)4i∈τ (i ∈ I) una colección de

τ -modelos con dominios ajenos. Definimos un modelo que llamaremos la unión ajena como⊎
i Mi = (W,R4, V )4∈τ donde W =

⋃
i∈IWi, por cada 4 ∈ τ , R4 =

⋃
i∈I R4i

y para cada

átomo p, V (P ) =
⋃
i∈I Vi(p).
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Ejemplo 2.1.4. Tenemos estos dos modelos,M yN del lenguaje básico modal, donde las flechas

denotan las R o R′-transiciones, respectivamente:

v w0 w1 w2 w3

M : N :

Como sus dominios son ajenos, podemos construir su unión ajena, M ]N:

v w0 w1 w2 w3

M ]N

Y como no se altera la manera en que los estados de cada modelo están relacionados, ni

la manera en que está distribuida la información atómica (los átomos o letras proposicionales

que son verdaderos en cada mundo), entonces el modelo M ]N junta la información de ambos

modelos sin cambiarla. Como acabamos de construir un modelo nuevo a partir de un par ya

existente, siguiendo la línea del estudio de la satisfacción de fórmulas, es natural preguntarse si

las fórmulas que se satisfacen en algún mundo de algún modelo original son las mismas que se

satisfacen en el mismo mundo del nuevo modelo; y viceversa. La respuesta es sí y lo probamos

a continuación.

Proposición 2.1.5. Sean τ un tipo de semejanza modal y para cada i ∈ I, Mi un τ -modelo.

Entonces, para toda fórmula φ, para cada i ∈ I y cada w de Mi, tenemos que Mi, w  φ si y

sólo si
⊎
iMi, w  φ.

Prueba. Sean i ∈ I, w ∈Mi y φ una τ -fórmula. La prueba se hará por inducción sobre la com-

plejidad de φ. Si φ es una letra proposicional p ∈ Φ, entonces Mi, w  p, si y solo si w ∈ Vi(p), si

y solo si w ∈
⋃
i∈I Vi(p), si y solo si

⊎
iMi, w  p. Si φ es ⊥, φ es falsa en todo mundo de ambos

modelos, así que ya tenemos la equivalencia. Ahora, supongamos que la equivalencia se da para

fórmulas que tienen a lo más n conectivos (n ∈ ω). Así, hay que probarlo para fórmulas con n+1

conectivos. Caso 1: supongamos que φ es de la forma ¬ψ; entonces Mi, w  ¬ψ si y solo si no su-

cede que Mi, w  ψ, pero como ψ es una fórmula de a lo más n conectivos, entonces Mi, w 1 ψ si
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y solo si no sucede que
⊎
iMi, w  ψ si y solo si

⊎
iMi, w  ¬ψ. Caso 2: si φ es de la forma ψ∨χ,

entonces Mi, w  ψ ∨ χ si y solo si Mi, w  ψ o Mi, w  χ y por hipótesis de inducción, esto

sucede si y solo si
⊎
iMi, w  ψ o

⊎
iMi, w  χ si y solo si

⊎
iMi, w  ψ∨χ. Finalmente para el

último caso: si φ es de la forma 4(φ1, φ2, . . . , φn); supongamos primero que Mi, w  φ, entonces

existen w1, w2, . . . , wn en Wi tales que R4i
(w,w1, w2, . . . , wn) y Mi, wj  φj para toda j en

{1, . . . , n}, esto implica que hay w1, w2, . . . , wn ∈
⋃
i∈IWi = W tales que R4(w,w1, w2, . . . , wn)

y por hipótesis de inducción,
⊎
iMi, w  4(φ1, φ2, . . . , φn). Para la otra implicación, su-

pongamos que
⊎
iMi, w  4(φ1, φ2, . . . , φn), entonces existen w1, w2, . . . , wn ∈

⋃
i∈I tales que

R4k
(w,w1, w2, . . . , wn) y

⊎
iMi, wj  φj para toda j ∈ {1, . . . , n} y para alguna k ∈ I; como

los universos son ajenos, y w ∈ Wi, entonces R4i
(w,w1, w2, . . . , wn) y w1, w2, . . . , wn ∈ Wi,

además, por hipótesis de inducción, Mi, wj  φj para toda j ∈ {1, . . . , n}, por lo tanto

Mi, w  4(φ1, φ2, . . . , φn). Y con esto concluímos que la equivalencia sucede para todo i ∈ I,

para toda fómula φ, y todo estado w ∈Mi. •

Este tipo de pruebas se harán muy a menudo y de ahora en adelante no tan detalladas. Usual-

mente los casos base, (para p ∈ Φ y la constante ⊥) y los casos para operadores booleanos,

son triviales y no tiene sentido escribirlos a detalle; el que más nos interesará será el caso para

operadores modales y normalmente ese sí se abordará con suficiente detalle.

La proposición anterior nos dice que la satisfacción de fórmulas modales es invariante bajo

uniones ajenas o en otras palabras, que cualquier uniendo es modalmente equivalente a la unión

ajena.

Submodelos Generados

Con las uniones ajenas somos capaces de construir modelos más grandes que los que ya

tenemos, es decir, modelos con más puntos. Ahora haremos lo inverso, construir modelos más

pequeños, de manera que se preserve la satisfacibilidad. Dicho de otra manera, veremos una

manera segura de deshacernos de mundos sin afectar la satisfacibilidad de fórmulas.

Definición 2.1.6 (Submodelo). Sean, τ un tipo de semejanza y F = (W ′, R′4)4∈τ y

F′ = (W ′, R′4)4∈τ τ -frames. Decimos que F′ es subframe de F si y solo si W ′ ⊂ W , para cada

4 ∈ τ , R′4 es la restricción de R4, es decir, R′4 = R4 ∩ (W ′ ×W ′).

25



Y para cualesquiera dos modelos M = (F, V ) y M′ = (F′, V ′), M′ es submodelo de M si F′ es

subframe de F y V ′ es la restricción de V a W ′, es decir, para toda p ∈ Φ, V ′(p) = V (p) ∩W ′.

Definición 2.1.7 (Submodelo Generado). Sea, τ un tipo de semejanza modal. Decimos que un

modelo M′ = (W ′, R′4, V
′)4∈τ es un submodelo generado de un modelo M = (W,R4, V )4∈τ

(Not: M′�M) si y solo si M′ es submodelo de M y para todo 4 ∈ τ se cumple que:

si u ∈M′ y R4(u, u1, . . . , un), entonces u1, u2, . . . , un ∈M′.

En el lenguaje básico modal, esta última condición de la definición quedaría determinada como:

Si w ∈M′ y Rwv, entonces v ∈M′.

Si M es un modelo y X un subconjunto del dominio de M, el submodelo generado por X

es el menor submodelo generado de M cuyo dominio contenga a X. Por último, un modelo con

raíz es un modelo que es generado por un conjunto unitario, cuyo único elemento es llamado

la raíz del modelo. Análogamente surgen las nociones de frame generado por un conjunto X y

frame con raíz (es la misma noción pero dejando de lado a la valuación).

Otra manera de ver a un frame con raíz (cuando el tipo de semejanza τ solo contiene

diamantes) es a partir del conjunto de puntos alcanzables desde un estado. Un camino en un

frame F = (W,R〈ai〉)〈ai〉∈τ es una secuencia finita ~w = w0Ra1w1 . . . Rakwk donde wiRaiwi+1

para algunos operadores modales 〈a1〉 , . . . , 〈ak〉 ∈ τ ; un camino de este tipo tiene longitud k y

raíz w0. Un camino de longitud cero, es nada más su raíz ~w = (w0). Para un mundo w ∈ W

denotamos por ~W [w] al conjunto de todos los caminos con raíz w. Para todo camino ~w (de

longitud k) definimos la función ‘estado terminal’ f como f(~w) = wk, que manda cada camino a

su estado terminal. De este modo, W [w] = {f(~w)|~w ∈ ~W [w]} es el conjunto de todos los puntos

que son alcanzables desde w. Y a M′ el submodelo generado de M, un τ -modelo basado en el

frame F, tal que tiene como universo a W [w] y las relaciones y valuación están definidas como

usualmente (las restricciones de las originales al nuevo universo), lo llamaremos el submodelo

generado por w.
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Proposición 2.1.8. Sean, τ un tipo de semejanza modal y M y M′ τ -modelos tales que M′ es

un submodelo generado de M. Entonces, para cada fórmula modal φ y cada elemento w de M′,

tenemos que M′, w  φ ⇔ M, w  φ.

Prueba. Haremos la prueba por inducción sobre la complejidad de la fórmula φ. Entonces, sean

M′ = (W ′, R′4, V
′)4∈τ y M = (W,R4, V )4∈τ tales que M′ � M; y sea w ∈ M′. Si φ es un

átomo p ∈ Φ, entonces M′, w  p, si y solo si w ∈ V ′(p), si y solo si w ∈ V (p) ∩W ′, si y solo

si w ∈ V (p), si y solo si M, w  p. Si φ es ⊥, es claro. Ahora suponemos que la equivalencia se

da para fórmulas con n conectivos. Si φ es de la forma ¬ψ: M′, w  ¬ψ si y solo si no sucede

que M′, w  ψ, por hipótesis de inducción, esto equivale a que no M, w  ψ y por definición, es

equivalente a que M, w  ¬ψ. Si φ es de la forma ψ ∨ χ: M′, w  ψ ∨ χ si y solo si M′, w  ψ

o M′, w  χ lo cual, por hipótesis de inducción, sucede si y solo si M, w  ψ o M, w  χ y por

definición es equivalente a que M, w  ψ ∨ χ. Finalmente, si φ es de la forma 4(φ1, φ2, . . . , φn):

M′, w  φ si y solo si existen w1, w2, . . . , wn ∈ W ′ tales que R′4(w,w1, . . . , wn) y M′, wi  φi

para toda i ∈ {1, . . . , n}, si y solo si existen w1, w2, . . . , wn ∈ W tales que R4(w,w1, . . . , wn)

(ya que W ′ ⊂ W y R′4 = R4 ∩ (W ′ ×W ′)) y M, wi  φi para toda i ∈ {1, . . . , n} lo que por

hipótesis de inducción, equivale a que ⇔ M, w  φ. Con esto queda probada la equivalencia.

•

Al igual que en el caso de las uniones ajenas, este resultado nos dice que la satisfacción

modal es invariante bajo submodelos generados. Hay que notar además que las uniones ajenas

son un caso particular de esto, ya que en un modelo que sea unión ajena de otros, cualquier

uniendo será un submodelo generado de la unión ajena.

Morfismos

La idea de morfismo o función que preserva estructura siempre es muy importante en mate-

máticas. Ahora veremos qué tipo de morfismos son adecuados para los operadores modales, es

decir cuáles preservan satisfacción. Iremos aproximando esa idea empezando por la idea general

de homomorfismo, luego homomorfismo fuerte, encaje e isomorfismo, para llegar a morfismo

acotado, que será el de mayor interés.
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Definición 2.1.9 (Homomorfismo). Sean, τ un tipo de semejanza modal y M y M′ dos τ -

modelos. Un homomorfismo f de M en M′ (Not: f : M →h M′) es una función de W en W ′,

que cumple las siguientes condiciones:

(i) Para cada letra proposicional p y cada elemento w de M, si w ∈ V (p),

entonces f(w) ∈ V ′(p).

(ii) Para cada n > 0, cada 4 ∈ τ n- ario, y cada (n + 1)-ada w̄ de M, si w̄ ∈ R4, entonces

f(w̄) ∈ R′4. (La condición de homomorfismo).

En este caso llamamos a M la fuente y a M′ el objetivo. Para el lenguaje básico, la condición

de homomorfismo es la siguiente:

Si Rwv, entonces R′f(w)f(v).

Esta condición asegura que se preserven en el objetivo los vínculos relacionales de la fuente.

Siguiendo el razonamiento que hemos hecho de cada operación presentada, toca preguntarnos

si la satisfacción de fórmulas modales será invariante bajo homomorfismos. La respuesta es que

no, ya que la estructura de la fuente se refleja en el objetivo pero no al revés. El siguiente ejemplo

lo esclarece.

Ejemplo 2.1.10. Consideremos los siguientes modelos:

w

v

w′

v′1v′0 v′2

M : M′ :

p p

Y consideremos el lenguaje LM(τ0,Φ) donde Φ = {p} y valuaciones V y V ′ tales que

V (p) = {v} y V ′(p) = {v′2}, además tomemos la función f : M → M′ tal que f(w) = w′ y

f(v) = v′2. Es fácil ver que f es un homomorfismo y además que M, w  �p pero M′, f(w) 1 �p,

por lo que w y f(w) no son modalmente equivalentes.

Ahora haremos más fuerte la definición. La manera natural de hacer esto es convertir las impli-

caciones en equivalencias:
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Definición 2.1.11 (Homomorfismo fuerte, encaje e isomorfismo). Sean, τ un tipo de semejanza

modal y M y M′ τ -modelos. Un homomorfismo fuerte de M en M′ (Not: f : M→hf M′) es un

homomorfismo f : M→h M′ que cumple las siguientes versiones más fuertes de (i) y (ii):

(i) Para cada letra proposicional p y cada elemento w de M, w ∈ V (p), si y sólo si

f(w) ∈ V ′(p).

(ii) Para cada n > 0, cada 4 ∈ τ n- ario, y cada (n + 1)-ada w̄ de M, w̄ ∈ R4, si y solo si

f(w̄) ∈ R′4. (La condición de homomorfismo fuerte).

Decimos que un homomorfismo fuerte f : M→hf M′ es un encaje de M en M′ si es inyectivo.

Y un isomorfismo es un homomorfismo fuerte biyectivo. En tal caso, decimos que M y M′ son

isomorfos (Not: M ∼= M′).

Esta vez la condición (ii) en el lenguaje básico modal dice:

Rwv si y solo si Rf(w)f(v).

Esta definición nos asegura que se preserven los vínculos relacionales de la fuente al objetivo

y viceversa. Así que, esta vez sí tenemos algunos resultados de preservación de satisfacción.

Proposición 2.1.12. Si τ es un tipo de semejanza modal y M y M′ son τ -modelos, entonces:

(I) Para todo w en M y w′ en M′, si hay un homomorfismo fuerte suprayectivo

f : M→hf M′ tal que f(w) = w′, entonces w y w′ son modalmente equivalentes.

(II) Si M ∼= M′, entonces M!M′

Prueba. Para (I): supongamos que existe f : M →hf M′ homomorfismo fuerte suprayectivo.

Hay que probar que M, w  φ si y solo si M′, w′  φ para toda τ -fórmula φ. Procederemos

por inducción sobre φ. Si φ es una letra proposicional o la constante ⊥, es trivial y para ope-

radores booleanos es rutinario. El caso de interés es cuando φ es de la forma 4(φ1, φ2, . . . , φn):

supongamos que M, w  φ, entonces existen w1, . . . , wn ∈ W tales que R4(w,w1, . . . , wn) y

M, wi  φi para toda i ∈ {1, . . . , n}, por la cláusula (ii) de la definición 2.1.11, tenemos que

R′4(f(w), f(w1), . . . , f(wn)) y por hipótesis de inducción, M′, f(wi)  φi, lo que implica que
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M′, f(w)  φ. Ahora para la conversa, si M′, f(w)  φ, existen w′1, w
′
2, . . . , w

′
n ∈ W ′ tales

que R′4(f(w), w′1, . . . , w
′
n) y para cada i ∈ {1, . . . , n}, M′, w′i  φi. Como f es suprayectiva,

hay w1, . . . , wn tales que f(wi) = w′i para toda i. Así, R4(w1, . . . , wn) por la cláusula (ii)

de la definición 2.1.11, y por hipótesis de inducción, M, wi  φi para toda i. Por lo tanto

M, w  4(φ1, . . . , φn), con lo que queda demostrado (I).

La demostración de (II) se sigue directamente de (I). •

Pero este resultado no satisface completamente nuestras necesidades, en el sentido de que sí

preserva la satisfacibilidad modal pero aún hay muchos morfismos que preservan satisfacibilidad

de fórmulas y que no cumplen con ser homomorfismos fuertes, es decir, la noción de homomor-

fismo fuerte es demasiado fuerte. El concepto que definiremos a continuación es un poco más

sutil.

Definición 2.1.13 (Morfismo Acotado). Sean, τ un tipo de semejanza modal y M y M′

τ -modelos. Un morfismo acotado (Not: f : M −→ M′) es una función f de M en M′ que

cumple:

(i) w y f(w) satisfacen los mismos átomos.

(ii) Para todo 4 ∈ τ , R4(w,w1, . . . , wn) implica R′4(f(w), f(w1), . . . , f(wn)).

(iii) Si R′4(f(w), w′1, . . . , w
′
n) entonces existen w1, . . . , wn tales que R4(w,w1, . . . , wn) y

f(wi) = w′i para toda i ∈ {i, . . . , n}. (La condición hacia atrás)

Si existe un morfismo acotado suprayectivo f : M −→ M′, decimos que M′ es una imagen

mórfica acotada de M y lo escribimos como M�M′.

La idea de la condición hacia atrás es muy importante para la lógica modal y es la idea básica

de las bisimulaciones, que presentaremos un poco más adelante.

Ejemplo 2.1.14. Veamos un ejemplo de un morfismo acotado en el lenguaje básico modal

donde Φ = {p}. Consideremos a los modelos M = (W,R, V ) y M′ = (W ′, R′, V ′) tales que:

W = N, Rmn si y sólo si n = m+ 1 y V (p) = {n ∈ N |n es par }

W ′ = {e, o}, R′ = {(e, o), (o, e)} y V ′(p) = {e}
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0 1 2 3 4 5

e o

. . .

M :

M′ :

Y sea f : M→M′ definida de la siguiente manera:

f(n) =

 e si n es par

o si n es impar

Es fácil ver que f no es un homomorfismo fuerte. Sin embargo, sí es un morfismo acotado,

para ello tiene que cumplir las condiciones (i), (ii) y (iii) de la definición 2.1.13. La condición (i)

se cumple trivialmente. Para la segunda condición, si Rmn, suponiendo que m es par, f(m) = e

y n = m+ 1, por lo que n es impar y f(n) = o y efectivamente R′(f(m), f(n)); si m es impar,

es análogo. Para (iii), sea n un elemento arbitrario de W tal que R′(f(n), w). Supongamos que

n es par, entonces f(n) = e y w tiene que ser o, y como n es par, n+ 1 es impar y f(n+ 1) = o,

entonces n+1 es el elemento que buscamos. El caso en que n es impar es completamente análogo.

En la siguiente proposición vemos que las fórmulas modales son invariantes bajo morfismos

acotados.

Proposición 2.1.15. Sean, τ un tipo de semejanza modal y M y M′ τ -modelos tales que

f : M −→M′ es un morfismo acotado. Entonces, para cada τ -fórmula φ y cada elemento w de

M, tenemos que M, w  φ si y sólo si M′, f(w)  φ.

Prueba. Supongamos que M y M′ son τ -modelos y w ∈ M. Procedemos por inducción sobre

φ. El caso base y los casos para operadores booleanos son inmediatos. Nos concentraremos en

verificar la equivalencia para cuando φ es un operador modal de aridad n, es decir φ es de la

forma 4(φ1, . . . , φn).

(⇒) Supongamos que M, w  φ, entonces existen w1, w2, . . . , wn ∈W tales que

R4(w,w1, . . . , wn) y para toda i, M, wi  φi. Por la cláusula (ii) de la definición 2.1.13
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R′4(f(w), f(w1), . . . , f(wn)) y por hipótesis de inducción, M′, f(wi)  φi. Entonces

M′, f(w)  φ.

(⇐) Supongamos ahora que M′, f(w)  φ, entonces existen w′1, . . . , w′n tales que

R′4(f(w), w′1, . . . , w
′
n) y M′, w′i  φi para toda i. Por (iii) de la definición 2.1.13, existen

w1, . . . , wn ∈ W tales que R4(w,w1, . . . , wn) y f(wi) = w′i para toda i ∈ {i, . . . , n}; y por

hipótesis de inducción, M′, f(wi)  φi para toda i. Así, M, w  φ. Y queda entonces demostrada

la equivalencia. •

Ahora veremos unas aplicaciones de los resultados de invarianza de fórmulas modales que aca-

bamos de obtener.

Como primer aplicación de los submodelos generados y morfismos acotados, mostraremos que

toda fórmula satisfacible, es satisfecha en un modelo tipo árbol. Es decir, que las lógicas modales

tienen la propiedad del modelo tipo árbol.

Si τ es un tipo de semejanza que solo contiene diamantes, es decir que si M = (W,R1, R2, . . . , V )

es un τ -modelo, entonces Ri es una relación binaria en W para toda i. Entonces, decimos que

M es un modelo tipo árbol si la estructura (W,
⋃
iRi, V ) es un árbol.

Proposición 2.1.16. Sea τ un tipo de semejanza que contenga solo diamantes. Entonces para

cualquier modelo con raíz M, existe un modelo tipo árbol tal que M′ �M. Así, cualquier fórmula

satisfacible es satisfacible en un modelo tipo árbol.

Prueba. Sea w la raíz del modelo. Construiremos el modelo M′ como sigue: los mundos de

M′ serán las sucesiones finitas (w, u1, . . . , un) tales que n ≥ 0 y para algunos operadores mo-

dales 〈a1〉 , 〈a2〉 , . . . , 〈an〉 ∈ τ hay un camino wRa1u1 . . . Ranun en M. Para cada 〈a〉 ∈ τ ,

(w, u1, . . . , un)R′a(w, v1, . . . , vm) si y sólo si m = n + 1 y ui = vi para toda i = 1, . . . , n y

Raunvm. Es decir, R′a relaciona dos sucesiones si la segunda extiende a la primera con un esta-

do de M que es sucesor (en M) del último estado de la primera secuencia. Y para definir V ′,

tenemos que (w, u1, . . . , un) ∈ V ′(p) si y solo si un ∈ V (p) para toda p ∈ Φ.

Es fácil ver que el morfismo ‘estado terminal’ f : M′ −→ M definido como anteriormente

((w, u1, . . . , un) 7−→ un) es un morfismo acotado suprayectivo. Las primeras dos condiciones de

la definición 2.1.13 (de morfismo acotado) son triviales por cómo construimos a M′. Probaremos
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únicamente la tercera. Sea 〈a〉 ∈ τ , supongamos que u = f((w, u1, . . . , un)) (u = un, por la

definición de f) y uRav para algún v ∈ M, entonces (w, u1, . . . , u, v) es un mundo de M′ y

además (w, u1, . . . , un−1, u)R′a(w, u1, . . . , u, v) y f((w, u1, . . . , u, v)) = v, por lo tanto, f es un

morfismo acotado. También es fácil ver que es sobre. Así, por la proposición 2.1.15, M′ y M son

modalmente equivalentes.

Para ver que toda τ -fórmula satisfacible es satisfacible en un modelo tipo árbol, supongamos

que φ es una fórmula satisfecha en algún τ -modelo M en un punto w de M. Consideremos M1

el submodelo generado por w. Por la proposición 2.1.8, M1, w  φ, y M1 es un modelo con raíz

y podemos construir un modelo tipo árbol M′1 que siga haciendo verdad a φ como lo acabamos

de describir. •

Esta manera de construir un modelo tipo árbol es muy usada y se le llama desdoblamiento o

desenmarañamiento de árbol.

Operadores modales no definibles

Otra aplicación de la preservación de satisfaccción bajo las operaciones que vimos, es que se

pueden usar para probar que hay operadores modales que no pueden ser definidos a partir de

otros.

Ejemplo 2.1.17. Los operadores modales definidos son abreviaturas de otros que nos serán

útiles, por ejemplo, sabemos que �φ es la abreviatura para ¬♦¬φ; o también definimos re-

cursivamente a partir de ♦φ el operador modal ♦nφ para n ∈ ω (véase la definición 1.4.1). Y

mientras que para mostrar que un operador modal es definible a partir de otro(s) basta con dar

la definición, no es tan fácil mostrar que un operador modal no es definible. Para esto usaremos

los resultados de invarianza que acabamos de presentar. Para este ejemplo, consideremos el ope-

rador modal global. El diamante global (denotado por E ) tiene como relación de accesibilidad,

la reación universal W ×W (i.e. RE = W ×W ). Así:

M, w  Eφ si y sólo si M, v  φ para algún estado v de M.

Su dual, la caja global (denotado por A), se interpreta como sigue:

M, w  Aφ si y sólo si M, v  φ para todo estado v de M.
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Este operador modal no es definible en el lenguaje básico modal. Lo interesante es cómo probarlo:

haremos uso de la proposición 2.1.5. Supongamos que podemos definir A. Bajo esta suposición,

tendríamos una expresión α(p) que solo consistiera de símbolos del lenguaje básico tal que para

cualquier modelo M, M, w  α(p) si y sólo si M  p. Esto nos llevará a una contradicción.

Sea M1 un modelo tal que p sea verdad en todas partes y M2 uno en el que p sea verdad en

ninguna parte. Si w es un punto de M1, tenemos que M1, w  α(p), como α(p) contiene puros

símbolos del lenguaje básico modal, por la proposición 2.1.5, tenemos que M1 ]M2, w  α(p).

Lo anterior implica que M1 ]M2, v  p para todo v ∈M2, lo que por la proposición 2.1.5, nos

dice que M2  p, que es la contradicción que buscábamos. Y como A no es definible y su dual

es E, entonces E tampoco es definible. Así, la caja y el diamante global no son definibles en el

lenguaje básico modal. Si se quisiera tener el operador modal global, se tendría que introducir

como primitiva o restringir el estudio a clases de modelos donde sí sea definible, pero esto no es

lo que queremos ilustrar en este momento.

Ejemplo 2.1.18. Recordando el lenguaje básico temporal, igual que en el ejemplo anterior,

probaremos que el operador modal que mira para atrás (P ) no puede ser definido en términos

del operador ♦ que mira hacia enfrente. Primero recordemos la cláusula de satisfacción del

operador modal P :

M, w  Pφ si y sólo si existe v tal que Rvw y M, v  φ,

donde R sería la relación asociada al operador modal ♦. Suponiendo que sí se puede definir P en

términos de ♦, tendríamos una expresión β(p) que sólo consistiera de símbolos del lenguaje básico

(átomos, la constante ⊥, operadores booleanos y el operador modal ♦) tal que M, w  β(p) si y

solo si existe v tal que Rvw∧M, v  p. Sea M1 = (W,R, V ) un modelo con raíz w0, tal que R es

transitiva y tal que p es cierto solamente en w0. Sea w 6= w0. Tenemos que M1, w  β(p) porque

la relación es transitiva. Y ahora consideremos M2 el submodelo generado por w. Entonces

M2, w 1 β(p) porque no hay v ∈M2 tal que Rvw. Pero como v ∈M2 y M2 �M1, por prop.

2.1.8, β(p) debería ser satisfecha en M2 por w. Lo que es una contradicción y muestra usando

invarianza bajo submodelos generados que P no puede ser definida a partir de ♦.
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2.2. Bisimulaciones

Los resultados de invarianza que acabamos de ver tienen en común que tratan con cier-

tas relaciones entre modelos en las que en los estados ‘relacionados’ se satisfacen los mismos

átomos y siempre que se puede hacer una transición en un modelo, se puede hacer una tran-

sición correspondiente en el otro modelo. Esta es la idea básica de una bisimulación: que los

estados relacionados tengan la misma información atómica y que se puedan hacer transiciones

correspondientes entre los estados de ambos modelos.

Definición 2.2.1 (Bisimulación). Sean, τ un tipo de semejanza modal y M = (W,R4, V )4∈τ

y M′ = (W ′, R′4, V
′)4∈τ τ -modelos. Una relación binaria no vacía Z ⊆W ×W ′ es una bisimu-

lación entre M y M′ (Not: Z : M�M′) si ocurre:

(i) Si wZw′, entonces w y w′ satisfacen las mismas letras proposicionales.

(ii) Si wZw′ y R4(w,w1, w2, . . . , wn) entonces existen w′1, w′2, . . . w′n ∈W ′ tales que

R′4(w′, w′1, . . . , w
′
n) y wiZw′i para toda i = 1, . . . , n. (la condición hacia adelante).

(iii) Si wZw′ y R′4(w′, w′1, w
′
2, . . . , w

′
n) entonces existen w1, w2, . . . , wn ∈W tales que

R4(w,w1, w2, . . . , wn) y wiZw′i para toda i = 1, . . . , n. (la condición hacia atrás).

Cuando una bisimulación Z relaciona dos estados w ∈ M y w′ ∈ M′, se dice que w y w′

son bisimilares y se escribe Z : M, w �M′, w′ o simplemente w � w′ si el contexto es claro. Si

existe una bisimulación Z tal que Z : M, w � M′, w′, lo abreviamos como M, w � M′, w′. Y

de igual manera, si existe una bisimulación entre M y M′ simplemente escribimos M�M′.

Para concretar un poco este concepto pensemos en el lenguaje básico modal, las tres cláusulas

de bisimulación quedarían determinadas como sigue:

(i’) Si wZw′, entonces w y w′ cumplen los mismos átomos.

(ii’) Si wZw′ y Rwv entonces existe v′ ∈W ′ tal que R′w′v′ y vZv′ (la condición hacia adelante).

(iii’) Si wZw′ y R′w′v′ entonces existe v ∈W tal que Rwv y vZv′ (la condición hacia atrás).

El siguiente esquema ayuda a ver gráficamente la condición hacia atrás:
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w

v v′

w′
M :

: M′

R R′

Z

Z

La idea es que el diagrama siempre debe estar completo, es decir, si tenemos una trayectoria en

M′ por R′ y de M a M′ por Z, esta debe completarse reflejándose por el ‘eje horizontal’ y el

‘eje vertical’.

Ejemplo 2.2.2. Los modelos M y M′ de la Figura 2-1 son bisimilares,. Para probarlo basta

con dar la relación Z que relacione a los estados de M y los de M′ y que cumpla con las

tres condiciones de la definición 2.2.1 (en este caso las condiciones (i′), (ii′) y (iii′) dadas

anteriormente, porque los modelos son del lenguaje básico modal). La relación es

Z = {(1, a), (2, b), (2, c), (3, d), (4, e), (5, e)} y es fácil ver que cumple las tres condiciones.

1 2 3

4

5

a

b

c

d e
p q p

q

q

p

q

q

p q
M : : M′

Figura 2-1: Modelos Bisimilares

Ya que hemos entendido qué es una bisimulación, podemos darnos cuenta de que las cons-

trucciones presentadas en los resultados de invarianza (uniones ajenas, submodelos generados, y

morfismos acotados) son todas bisimulaciones. Esto lo probaremos en la siguiente proposición.

Proposición 2.2.3. Sea τ un tipo de semejanza modal y sean M, M′, y Mi con i ∈ I, τ -modelos,

entonces:

(i) Si M ∼= M′, entonces M�M′.

(ii) Para todo i ∈ I y todo w ∈Mi, Mi, w �
⊎
iMi, w.
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(iii) Si M′�M, entonces M′, w �M, w, para todo w ∈M′.

(iv) Si M�M′, entonces M, w �M′, f(w) para todo w ∈M.

Prueba. Para (i). Como M ∼= M′, entonces existe f : M −→ M′ homomorfismo fuerte biyec-

tivo. Es fácil ver que la misma f nos da la bisimulación buscada. La primera condición de la

definición 2.2.1 está dada trivialmente por la primera condición de ser homomorfismo fuerte.

Para la segunda, se usa la condición de homomorfismo fuerte y para la tercera, la condición de

homomorfismo fuerte junto con que f es biyectiva.

Para (ii). Sea i ∈ I y w ∈ Mi, definimos la relación Z = {(w,w)|w ∈ Mi}. Para ver

que es bisimulación: la primera condición se da trivialmente, luego para la condición hacia

adelante, si R4i
(w,w1, . . . , wn) entonces R4(w,w1, . . . , wn) por la definición de R4 y para la

condición hacia atrás, si R4(w,w1, . . . , wn) como los dominios son ajenos y w ∈ M′, entonces

R4i
(w,w1, . . . , wn). Y así, Mi, w �

⊎
iMi, w.

Para (iii). Tomamos Z = {(w,w)|w ∈ M′}. Las primeras dos condiciones de la definición

2.2.1 son triviales y muy similares al caso anterior. La tercera también es fácil usando la condición

de ser submodelo generado.

Y por último, para (iv), como M −→ M′, existe f un morfismo acotado suprayectivo. Esa

misma f es la bisimulación. La prueba es trivial con las tres condiciones de morfismo acotado. •

Teorema 2.2.4. Sean, τ un tipo de semejanza modal y M y M′ τ -modelos tales que M�M′.

Para toda τ -fórmula φ y para cualesquiera w ∈ W y w′ ∈ W ′ se cumple que w � w′ implica

w! w′.

Prueba. Por inducción sobre φ. Si φ es una letra proposicional, es inmediato por la condición

(i) de la definición 2.2.1. Para ⊥ es trivial. Y si φ tiene sólo operadores booleanos es fácil por la

hipótesis de inducción.

Nos concentraremos en el caso en que φ es de la forma 4(φ1, . . . , φn).

(⇒) Supongamos que M, w  φ, entonces existen w1, . . . , wn tales que R4(w, . . . , wn) y

M, wi  φi para i = 1, . . . , n, luego por la condición hacia adelante, tenemos que existen

w′1, . . . , w
′
n ∈W ′ tales que R′4(w′, w′1, . . . , w

′
n) y wi � w′i para toda i, entonces por hipótesis de

inducción, M′, w′i  φi para toda i, y así, M′, w′  4(φ1, . . . , φn).
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(⇐) Para la conversa, supongamos que M′, w′  φ, entonces existen w′1, . . . , w
′
n ∈ W ′ tales

que R′4(w′, w′1, . . . , w
′
n) y M′, w′i  φi para toda i = 1, . . . , n, y por la condición hacia atrás,

existen w1, . . . , wn ∈W tales que R4(w,w1, . . . , wn) y wi � w′i para i = 1, . . . , n, entonces por

hipótesis de inducción, M, wi  φi para toda i = 1, . . . , n y por lo tanto, M, w  φ. •

Este teorema nos dice que la satisfacción es invariante bajo bisimulaciones, lo que nos da,

junto con la proposición 2.2.3, una prueba alternativa para las pruebas de la invarianza bajo

uniones ajenas, submodelos generados y morfismos acotados (proposiciones 2.1.5, 2.1.8 y 2.1.15).

Ahora es prudente preguntarnos si el recíproco del teorema 2.2.4 es verdadero, es decir, si

tenemos dos modelos que son modalmente equivalentes, ¿entonces son bisimilares? la respuesta

es que no y quedará más claro en el siguiente ejemplo.

Figura 2-2: Modelos modalmente equivalentes y no bisimilares

Ejemplo 2.2.5. Consideremos el lenguaje básico modaly trabajemos con un conjunto de áto-

mos vacío. Definamos los modelos M y N como en la figura 2-2, donde las flechas denotan

R-transiciones. Ambos modelos tienen, para cada n > 0 una rama finita de longitud n, pero la

diferencia es que N tiene una rama de longitud infinita. No es difícil mostrar que w y w′ son

modalmente equivalentes. Pero a pesar de que son modalmente equivalentes, no hay una bisi-

mulación entre M y N que los relacione. Supongamos que hay una bisimulación Z que relaciona

a w y w′. Como wRw′,por la condición hacia atrás,hay v0 tal que wRv0 y v0Zv
′
0, donde v′0 es el
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primer sucesor de w′ en el camino infinito de N. Supongamos que n es la longitud del camino

(maximal) que va por w y v0 y sean w, v0, . . . , vn−1 los puntos del camino. Como v0Rv1, hay v′1

tal que v′0R′v′1 y v1Zv
′
1. De esta manera, aplicando las condiciones de bisimulación n− 1 veces,

obtenemos puntos v′1, . . . , v′n−1 tales que forman un camino de w′, por v′0 en la rama infinita de

N tales que w′Rv′0Rv′1R . . . Rv′n−1 y viZv′i para toda i. Ahora, sea x el sucesor de v′n−1 entonces

existe vn ∈ M tal que vn−1Rvn y vnZx lo cual es una contradicción porque el camino ya era

maximal.

Sin embargo, se puede dar una “versión restringida” del converso del teorema. Ya que, al

menos en el ejemplo, el problema parece ser la rama infinita; para τ un tipo de semejanza y

M un τ -modelo, decimos que M es imagen finito si para cada estado w en M y cada operador

4 ∈ τ , el conjunto {(v1, . . . , vn)|R4(w, v1, . . . , vn)} es finito. Nótese que la restricción no está

en la cantidad de relaciones que tenga el modelo, si no en que todas sean imagen finitas.

Teorema 2.2.6 (De Hennessy-Milner). Sea τ un tipo de semejanza modal y sean M y M′ dos

modelos imagen finitos. Entonces para todos w ∈M y w′ ∈M′, w � w′ si y solo si w! w′.

Prueba. (⇒) Esta implicación está dada por el teorema 2.2.4.

(⇐) Veamos que la misma relación! es una bisimulación, i.e. que cumple las tres condiciones

de la definición 2.2.1. Supongamos que w! w′; la primer condición es trivial ya que si w y

w′ satisfacen las mismas fórmulas, en particular satisfacen los mismos átomos. Para la segunda,

supongamos que R4(w,w1, . . . , wn); para probarla por contradicción, supongamos que no existe

n-ada (w′1, . . . , w
′
n) en M′ tal que R′4(w′, w′1, . . . , w

′
n) y wi ! w′i para i = 1, . . . , n. Ahora,

consideremos el conjunto S′ = {(v1, . . . , vn)|R′4(w′, v1, . . . , vn)} que debe ser no vacío, porque

de lo contrario, M′, w′  O(⊥, . . . ,⊥), que sería una contradicción ya que w! w′ y como w sí

tiene sucesores, M, w  4(>, . . . ,>). Además, como M′ es imagen finito, S′ es finito, entonces

sea S′ = {(v1
1, . . . , v

1
n), . . . , (vm1 , . . . , v

m
n )}. Entonces por lo que supusimos, para cada n-ada de

S′, existe una fórmula ψi tal que M, wi  ψi y M′, w′j 1 ψi para alguna j ∈ {1, . . . , n}. Entonces,

M, w  4(ψ1 ∧ · · · ∧ψn, . . . , ψ1 ∧ · · · ∧ψn) y M′, w′ 1 4(ψ1 ∧ · · · ∧ψn, . . . , ψ1 ∧ · · · ∧ψn), lo que

contradice que w! w′. La prueba para la tercera condición es completamente análoga. •
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2.3. Relación entre las maneras de relacionar modelos

Hasta ahora hemos visto varias maneras de relacionar modelos, éstas son: que exista un ho-

momorfismo fuerte, ser isomorfos, ser modalmente equivalentes, que haya un morfismo acotado,

ser imagen mórfica (que hay un morfismo acotado suprayectivo), y ser bisimilares (M→hf M′,

M ∼= M′, M ! M′, M −→ M′, M � M′, M � M′ respectivamente). Antes de continuar

con el estudio de las bisimulaciones, estableceremos cómo podemos relacionar dichas maneras

de realcionar modelos, en el sentido de saber cómo se implican, para ver cuáles son más fuertes

y cuáles más débiles. Solamente ordenaremos algunos resultados que ya probamos y otros que

son triviales.

Notación. Para facilitar la notación y el vocabulario, en esta sección, nos referiremos a que

una relación implica otra si siempre que un par de modelos cumplen con la primera relación,

cumplen con la segunda. Por ejemplo al decir que isomorfismo implica equivalencia modal nos

referiremos a que siempre que dos modelos son isomorfos, son modalmente equivalentes. Esto lo

escribiremos como: ∼= ⇒ !.

Así, recordemos primero algunos resultados que ya hemos probado,

La proposición 2.1.12 nos dice que ∼= ⇒ !. (isomorfismo implica equivalencia modal)

La proposición 2.1.15 nos da la implicación: −→ ⇒ !. (que haya un morfismo acotado

entre los modelos implica que son modalmente equivalentes)

Por la proposición 2.2.3 tenemos:

(i) ∼= ⇒ � (isomorfismo implica bisimilitud)

(ii) � ⇒ � (que el segundo modelo sea imagen mórfica del primero implica que son

bisimilares)

Por el teorema 2.2.4 sabemos que: � ⇒ !. (bisimilitud implica equivalencia modal)

También hay algunos que son triviales:

∼= ⇒ →hf , ya que el isomorfismo es un homomorfismo fuerte y además biyectivo.

� ⇒ −→, porque � es un morfismo acotado pero también suprayectivo.
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∼=

→hf

� −→

� !

Figura 2-3: Implicaciones entre las maneras de relacionar modelos.

∼= ⇒ �, ya que el regreso de la condición de homomorfismo fuerte junto con que es

biyectivo, implican la condición hacia atrás del morfismo acotado.

Ahora, veamos algunas implicaciones que no se dan y las condiciones que les hacen falta:

� ; −→. No se cumple el regreso de la condición de homomorfismo fuerte, se cumpliría

si le pedimos inyectividad.

−→ ; !. Necesita ser biyectiva.

−→ ; �. Necesita suprayectividad para cumplir la condición hacia atrás.

Con este pequeño análisis podemos observar que la relación más fuerte de todas es el isomorfismo,

ya que implica a todas las demás. Y la más débil es la equivalencia modal, que es implicada por

casi todas, y luego le sigue la bisimilitud. Esto se observa mejor en el diagrama 2-3. En dicho

diagrama las flechas (⇒)que usamos en las afirmaciones anteriores están representadas por

flechas sencillas.

2.4. Modelos finitos

Ahora veremos qué tan expresivos pueden ser los modelos finitos en cuanto a fórmulas

modales, es decir, queremos saber si con modelos “pequeños” podemos satisfacer las mismas

fórmulas que con modelos grandes; probaremos que los lenguajes modales tienen la propiedad
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del modelo finito, es decir, que si una fórmula es satisfacible en un modelo cualquiera, entonces

es satisfacible en un modelo finito.

Definición 2.4.1 (Propiedad del modelo finito). Sean, τ un tipo de semejanza modal y M una

clase de τ -modelos. Decimos que τ tiene la propiedad del modelo finito con respecto a M si se

cumple la siguiente condición: para toda τ -fórmula φ, si φ es satisfacible en un modelo en M,

entonces φ es satisfacible en un modelo finito.

Como únicamente nos concentraremos en el caso en que la clase M es la de todos los

τ -modelos, solo diremos ‘propiedad del modelo finito’. Discutiremos dos maneras de construir

modelos finitos. La primera es elegir cuidadosamente un submodelo finito del modelo que satis-

face las fórmulas; y la segunda es definiendo una estructura cociente adecuada.

Seleccionar un submodelo finito

Recordando la definición 1.1.6 del grado de una fórmula, podemos interpretar al grado como

la cantidad de operadores modales anidados que tiene la fórmula.

Primero probaremos algunos resultados y daremos algunas definiciones que después iremos

ensamblando para construir un modelo finito que preserve satisfacibilidad.

Proposición 2.4.2. Sea τ un tipo de semejanza modal finito y supongamos que Φ el conjunto

de átomos también es finito, entonces:

(i) Para toda n, hay una cantidad finita de τ -fórmulas de grado a lo más n, salvo equivalencia

modal.

(ii) Para toda n, todo τ -modelo M y todo estado w de M, el conjunto de fórmulas de grado a

lo más n que son satisfechas por w, es equivalente a una sola fórmula.

Prueba. Probaremos (i) por inducción sobre n. Para n = 0 es trivial ya que Φ es finito. Supon-

gamos que se cumple para n y veamos el caso de n+ 1; primero notemos que cualquier fórmula

φ tal que gr(φ) ≤ n+ 1 es de la forma 4(φ1, . . . , φn) con gr(φi) ≤ n para toda i = 1, . . . , n. Por

hipótesis de inducción, sabemos que solo hay una cantidad finita de combinaciones booleanas de

átomos y fórmulas 4(φ1, . . . , φn) donde cada φi tiene grado a lo más n. Así, hay una cantidad
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finita de fórmulas de grado a lo más n+ 1. Luego, (ii) se sigue de (i) ya que si hay una cantidad

finita de fórmulas de grado a lo más n, podemos tomar la conjunción de todas las que son

satisfechas por un estado w en un modelo M. •

Ahora, definiremos una manera de aproximar una bisimulación de manera finita.

Definición 2.4.3 (n-Bisimulación). Sea τ un tipo de semejanza modal y seanM yM′ τ -modelos

y w y w′ estados en M y M′ respectivamente. Decimos que w y w′ son n-bisimilares (Not:

w �n w
′) si existe una sucesión Zn ⊆ · · · ⊆ Z0 de relaciones en W ×W ′ tales que se cumple:

(i) wZnw′.

(ii) Si vZ0v
′, entonces v y v′ cumplen los mismos átomos.

(iii) Si vZi+1v
′ y R4(v, v1, . . . , vn), entonces existen v′1, . . . , v′n ∈W ′ tales que

R′4(v′, v′1, . . . , v
′
n) y vjZiv′j para toda j.

(iv) Si vZi+1v
′ y R′4(v′, v′1, . . . , v

′
n), entonces existen v1, . . . , vn ∈W tales que

R4(v, v1, . . . , vn) y vjZiv′j para toda j.

Es claro que si w � w′, entonces w �n w′ para toda n, pero el recíproco no es cierto.

Veamos una definición que concierne a modelos con raíz y que nos ayudará tanto ahora, para

probarlo, como después para seguir desarrollando los conceptos para la prueba de la propiedad

del modelo finito.

Definición 2.4.4 (Altura). Sea τ un tipo de semejanza modal que sólo contenga diamantes y

M = (W,R1, . . . , Rn, . . . , V ) un modelo con raíz w. Definimos inductivamente la altura de un

estado como sigue:

alt(w) = 0 si y solo si w es la raíz de M.

alt(w) = n+ 1 si y solo si existe v tal que vRiw para alguna Ri y alt(v) = n y a w no se

le ha asignado una altura menor a n+ 1.

La altura del modelo M es el máximo n tal que hay un estado con altura n en M, si el máximo

no existe, la altura de M es infinita.
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Para un número natural k, la restricción de M a k (Not: M � k) es el submodelo (no necesa-

riamente da un submodelo generado) de M que contiene solamente a los estados con altura a

lo más k. Estictamente, M � k = (Wk, R1k, . . . , Rnk, . . . , Vk), donde Wk = {w | alt(w) ≤ k},

Rik = Ri ∩ (Wk ×Wk) y para cada p ∈ Φ, Vk(p) = V (p) ∩Wk.

Esencialmente, la restricción de M a k nos da un submodelo en el que todos los puntos son

alcanzables desde la raíz en a lo más k pasos.

Ejemplo 2.4.5. Ahora sí, veamos que no necesariamente w �n w
′ para toda n implica w � w′.

Recordemos el ejemplo 2.2.5. Ya se probó que los estados w y w′ de esos modelos no son

bisimilares, pero ahora probemos que son n-bisimilares para toda n. Sea n un natural, definimos

Zi = {(v, v′) | alt(v) = alt(v′) ≤ n− i y v y v′ están en una rama de longitud al menos n}

para cada i ∈ {0, . . . , n}. Nótese que efectivamente Zn ⊆ · · · ⊆ Z0. Veamos que esta sucesión de

relaciones en W ×W ′ es una n-bisimulación que relaciona a w con w′. Primero, es fácil ver que

wZnw
′ ya que w y w′ tienen ambos altura cero y se encuentran en cualquier rama, por lo tanto se

cumple la condición (i) de la definición. La condición (ii) se cumple trivialmente porque estamos

trabajando con un conjunto vacío de proposiciones. Ahora, para la condición (iii), si vZi+1v
′ y

Rvu, entonces alt(u) ≤ n− i y como u está en la misma rama que v, entonces u también está en

una rama de longitud al menos n; además como v′ está en una rama de longitud al menos n y

alt(v′) ≤ n− (i+ 1), entonces v′ tiene un R′-sucesor, digamos u′ que cumple que alt(u′) ≤ n− i

y u′ está en una rama de longitud al menos n (la misma que v′), por lo tanto uZiu′ y R′v′u′. La

prueba de la condición (iv) es análoga. Esto muestra que n-bisimilitud para toda n no implica

bisimilitud.

Veamos ahora que para los lenguajes que tienen una cantidad finita de átomos, hay una

correspondencia entre equivalencia modal y n-bisimilitud para toda n, pero primero una obser-

vación.

Observación. Sean, τ un tipo de semejanza modal, M y M′ dos τ -modelos y w ∈M y w′ ∈M′

estados. Si w y w′ cumplen los mismos átomos y φ es una τ -fórmula tal que gr(φ) = 0, es decir,

que φ no tiene operadore modales, entonces M, w  φ si y sólo si M′, w′  φ.
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Prueba. Por inducción sobre φ. Si φ es de la forma p (φ
 p) para alguna p ∈ Φ, trivialmente se

da la equivalencia, igual que si φ
 ⊥. Ahora veamos para los operadores booleanos: si φ
 ¬ψ,

entonces M, w  φ, si y solo si no M, w  ψ, por hipótesis de inducción, esto equivale a que

no M′, w′  ψ, y esto sucede si y solo si M′, w′  φ. Ahora, si φ 
 ψ ∨ χ: M, w  φ si y

solo si M, w  ψ o M, w  χ, por hipótesis de inducción, esto sucede si y solo si M′, w′  ψ o

M′, w′  χ y esto es equivalente a que M′, w′  φ. •

Proposición 2.4.6. Sean, τ un tipo de semejanza modal finito, Φ el conjunto de átomos también

finito. Y sean M y M′ modelos para LM(τ,Φ). Entonces para cualesquiera w ∈M y w′ ∈M′,

los siguientes son equivalentes:

(i) w �n w
′,

(ii) w y w′ coinciden en todas las fórmulas modales de grado a lo más n.

Y así, ‘n-bisimilitud para toda n’ y equivalencia modal coinciden como relaciones entre es-

tados.

Prueba. Procederemos por inducción sobre n para demostrar (i) ⇒ (ii). Para el caso en que

n = 0, w y w′ coinciden en las letras proposicionales y entonces por la observación anterior,

w y w′ coinciden en las fórmulas de grado 0. Suponemos que la implicación se cumple para n.

Ahora supongamos que w �n+1 w
′ y gr(φ) ≤ n + 1. Notemos que w �n+1 implica w �m w′

para toda m ≤ n + 1. Entonces si gr(φ) < n + 1 ya se da la equivalencia modal por hipótesis

de inducción. Así, supongamos que gr(φ) = n+ 1, sin pérdida de generalidad podemos suponer

que φ es de la forma 4(φ1, . . . , φn) con gr(φi) < n+ 1.

(⇒) Si M, w  φ, entonces existen w1, . . . , wn tales que R4(w,w1, . . . , wn) y para toda i,

M, wi  φi. Como w �n+1 w
′, entonces wZn+1w

′ y como R4(w,w1, . . . , wn), entonces existen

v1, . . . , vn ∈W ′ tales que R′4(w′, v1, . . . , vn) y wiZnvi para toda i (por las condiciones (i) y (iii)

de n-bisimulación). Es fácil ver que wi �n vi para toda i; y como M, wi  φi para toda i, por

hipótesis de inducción, M′, vi  φi para toda i y por lo tanto, M′, w′  4(φ1, . . . , φn).

(⇐) La implicación recíproca es completamente análoga.

Ahora, para (ii) implica (i), adoptemos como notación que w!i w
′ quiere decir que w y w′

coinciden en las fórmulas de grado a lo más i. Veremos que la relación!n es una n-bisimulación.
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Definimos la relación Zi para toda i ∈ {0, . . . , n} como sigue:

Zi = {(v, v′) | v!i v
′}.

Es claro que Zn ⊆ · · · ⊆ Z0. La condición (i) de la definición 2.4.3 de n-bisimulación, se cumple

por hipótesis ya que w !n w′, y (ii) se cumple trivialmente ya que vZ0v
′ quiere decir que

v y v′ coinciden en las fórmulas de grado cero, y éstas contienen a los átomos. Ahora, para

(iii), supongamos que vZi+1v
′ y R4(v, v1, . . . , vn), y supongamos además, para proceder por

contradicción, que no existe n-ada (v′1, . . . , v
′
n) de elementos de M′ tal que R′(v′, v′1, . . . , v′n) y

vj!i v
′
j para toda j. Consideremos entonces el conjunto S′ = {(v′1, . . . , v′n) |R′(v′, v′1, . . . , v′n)}

afirmamos que es no vacío, ya que si fuera vacío, entoncesM′, v′  O(⊥, . . . ,⊥), y esto implicaría,

por hipótesis queM, v  O(⊥, . . . ,⊥), lo que sería una contradicción porque estamos suponiendo

que v sí tiene sucesores. Como sí existe n-ada tal que R′4(v′, v′1, . . . , v
′
n), entonces no sucede que

para toda j, vj !i v
′
j . Sea j tal que (vj , v

′
j) /∈ Zi, entonces existe φj fórmula modal tal que

gr(φj) ≤ i y M, vj  φj y M′, v′j 1 φj . Entonces tenemos que gr(4(>, . . . , φj , . . . ,>)) ≤ i+ 1 y

es claro que M, v  4(>, . . . , φj , . . . ,>) pero M′, v′ 1 (>, . . . , φj , . . . ,>) lo que contradice que

v!i+1 v
′. El caso de la condición (iv) es análogo. Por lo tanto, w!n w

′.

•

Ahora, para seguir con la construcción y unificar lo que hemos estado trabajando, veremos

un lema que da pie a la construcción.

Lema 2.4.7. Sea τ un tipo de semejanza modal que solo contiene diamantes. Sea M un τ -

modelo con raíz y k un número natural. Entonces, para cada estado w de M � k, tenemos que

(M � k), w �l M, w con l = k − alt(w).

Prueba. Sea w en M � k. Definimos una relación Zi = {(v, v) | alt(v) ≤ k − i} por cada i en

{0, . . . , l}. Es claro que Zl ⊆ · · · ⊆ Z0, así que probaremos las otras cuatro condiciones de

la definición 2.4.3 para ver que es una l- bisimulación. Para (i), tenemos que alt(w) = k − l

entonces wZlw. Para (ii), si vZ0v, es claro que v y v cumplen los mismos átomos. Para (iii),

supongamos que vZi+1v y R′vu para alguna R′ de M � k, sabemos que alt(v) ≤ k − (i + 1)

entonces alt(u) ≤ k− (i+ 1) + 1 = k− i, entonces existe u′ a saber u′ = u tal que Rvu y uZiu.

Por último para (iv), supongamos que vZi+1v y que Rvu para alguna R de M, entonces como
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alt(v) ≤ k − (i + 1), tenemos que alt(u) ≤ k − i y además como i + 1 > 0, u ∈ (M � k), y así

existe u′ a saber u′ = u tal que R′vu y uZiu. Por lo tanto, (M � k), w �l M, w. •

Teorema 2.4.8 (Propiedad del Modelo Finito - Por selección). Sea τ un tipo de semejanza

modal que solo contenga diamantes, y sea φ una τ -fórmula. Si φ es satisfacible, es satisfacible

en un modelo finito.

Prueba. Sea φ una τ -fórmula y sea gr(φ) = k. Primero restringimos τ y Φ a los operadores

modales y átomos que ocurren en φ, así ya trabajamos con un lenguaje con tipo de semejanza

y un conjunto de átomos finitos.

Sean M y w tales que M, w  φ, esto porque φ es satisfacible. Entonces existe, por la proposición

2.1.16, M1 con raíz w1 tal que M1, w1  φ. Así, sea M2 = M1 � k, entonces por el lema 2.4.7

tenemos que M2, w1 �k M1, w1 ya que alt(w1) = 0. Como φ es de grado k, por la proposición

2.4.6 tenemos que M2, w1  φ.

Definimos de manera inductiva para n ≤ k conjuntos finitos de estados S0, . . . , Sk:

·) S0 = {w1}

·) Para Sn+1: Sea v ∈ Sn Por la proposición 2.4.2. hay una cantidad finita de fórmulas de

grado a lo más k, sean estas ψ1, . . . , ψm. Para cada fórmula de estas que sea de la forma

〈a〉χ (para algún operador modal 〈a〉 de τ restringido) y tal que M2, v  〈a〉χ, escójase un

estado u ∈ M2 tal que vRau y M2, u  χ. Agréguense todos los estados u de este tipo,a

Sn+1, y esto para todo v ∈ Sn. Entonces Sn+1 resulta de todos los puntos seleccionados

de esta manera. Sn+1 es finito por construcción.

Finalmente, M3 se define como sigue: dom(M3) = S0 ∪S1 ∪ · · · ∪Sk y las relaciones y valuación

de M3 son las de M2 restringidas al dominio de M3. Es claro que M3 es finito por la manera

en que se construyó.

Sólo falta ver que M3, w1 �k M2, w1 pero es claro si definimos una relación Z entre M2 y M3

como: Z = {(v, v) | alt(v) ≤ k − i} para i ∈ {0, . . . , k}. Y así, M3, w1  φ, como queríamos

probar. •
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Sin embargo, este método tiene una desventaja que se presenta cuando el modelo que tenemos

cumple propiedades relacionales importantes, porque el modelo resultante siempre es de tipo

árbol, entonces las propiedades de las relaciones casi siempre se pierden. Viéndolo de esta manera,

en la práctica es más difícil utilizar este método que el de filtraciones, que veremos a continuación.

Filtraciones

Esta es la manera clásica de construir modelos finitos, y la diferencia con la que vimos

anteriormente es que en la selección, se desechan los estados que no tienen información útil, y

al hacer una filtración, identificaremos como uno, la mayor cantidad de estados posible.

Definición 2.4.9. Sea τ un tipo de semejanza modal. Decimos que un conjunto Σ es cerrrado

bajo subfórmulas si para toda τ -fórmula φ ∈ Σ, Sf(φ) ⊆ Σ, donde Sf(φ) es el conjunto del

subfórmulas de φ definido en 1.1.5.

Definición 2.4.10. Sean, τ un tipo de semejanza modal, M = (W,R4, V )4∈τ un τ -modelo y

Σ un conjunto de τ -fórmulas cerrado bajo subfórmulas.

Sea!Σ la relación en W definida como:

w!Σ v si y solo si para toda φ en Σ, M, w  φ ⇔ M, v  φ.

Como!Σ es una relación de equivalencia, denotaremos a la clase de equivalencia del estado

w módulo !Σ como |w|Σ o más a menudo |w|, si no se presta a confusión. A la función que

manda w 7−→ |w| se lle lama la función natural. Y sea WΣ = {|w|Σ | w ∈W}.

Si hay un modelo Mf
Σ = (W f , Rf4, V

f ) tal que:

(i) W f = WΣ.

(ii) Si R4(w, v1, . . . , vn) entonces Rf4(|w|, |v1|, . . . , |vn).

(iii) Si Rf4(|w|, |v1|, . . . , |vn|) entonces para todas φ1, φ2, . . . , φn ∈ Σ, si

4(φ1, . . . , φn) ∈ Σ y M, vi  φi, entonces M, w  4(φ1, . . . , φn).

(iv) V f (p) = {|w| | M, w  p} para toda letra proposicional p ∈ Φ.

Entonces el modelo Mf
Σ se llama la τ -filtración de M por Σ.
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La condición (ii) de la definición nos garantiza que la función natural es un homomorfismo,

y por la condición (iii) pareciera ser un morfismo acotado, pero no lo es ya que solamente se

preservan las fórmulas del conjunto Σ cerrado bajo subfórmulas.

Ejemplo 2.4.11. Consideremos en el lenguaje LM(τ0,Φ) con el conjunto Φ = {p, q}, al modelo

M = (N, R, V ) donde R = {(0, 1), (0, 2), (1, 3)}∪{(n, n+1) |n > 1} y V es tal que V (p) = N\{0}

y V (q) = {2}. Sea Σ = {♦p, p}, un conjunto claramente cerrado bajo subfórmulas. Entonces el

modelo N = (W,R′, V ′), donde W = {|0|, |1|}, R′ = {(|0|, |1|), (|1|, |1|)} y V ′(p) = {|1|}, es una

filtración de M por Σ. Como se ilustra en el siguiente dibujo:

0

1

2

3 4

|0| |1|

. . .

M :

N :

En este ejemplo se muestra claramente por qué la filtración N no es una imagen mórfica de

M, ya que cualquier morfismo acotado tendría que preservar a la fórmula q y la función natural

no la preserva, pero no hay problema para ser una filtración porque q no está en el conjunto Σ.

Ahora veremos que la filtración de un modelo es finita si el conjunto de fórmulas por el cual

se filtra es finito.

Proposición 2.4.12. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea Σ un conjunto finito de τ -fórmulas

cerrado bajo subfórmulas. Si M es un τ -modelo y Mf es una filtración de M por Σ, entonces

Mf contiene a lo más 2|Σ| mundos (donde |Σ| es el tamaño de Σ).

Prueba. Definimos una función g : WΣ −→ P(Σ) como
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g(|w|) = {φ ∈ Σ | M, w  φ}. Esta función está bien definida porque si v ∈ |w|, entonces

g(|v|) = {φ ∈ Σ | M, v  φ} pero como w, v ∈ |w| entonces M, v  φ si y sólo si M, w  φ.

Y es inyectiva porque si suponemos que g(|w|) = g(|v|), entonces {φ ∈ Σ | M, w  φ} =

{φ ∈ Σ | M, v  φ} lo que implica que M, v  φ si y sólo si M, w  φ y por lo tanto, |w| = |v|.

Así, |WΣ| ≤ |P(Σ)| = 2|Σ|, de lo que concluimos que |WΣ| es finito si Σ lo es. •

Teorema 2.4.13 (Teorema de Filtración). Sea τ un tipo de semejanza modal y sea el modelo

Mf = (WΣ, R
f
4, V

f )4∈τ una filtración de un τ -modelo M por un conjunto Σ cerrado bajo

subfórmulas. Entonces para toda φ ∈ Σ y todo estado w de M, M, w  φ si y solo si Mf , |w|  φ.

Prueba. Por inducción sobre φ. Si φ es un átomo p ∈ Σ: M, w, p si y solo si |w| ∈ V f (p) por

definición de V f . Si φ es ⊥, es inmediato.

Para el caso de las fórmulas booleanas es fácil de probar tomando en cuenta que el hecho de que

Σ sea cerrado bajo subfórmulas garantiza que podamos usar la hipótesis de inducción.

Si φ es de la forma 4(φ1, . . . , φn) y φ ∈ Σ: si M, w  φ, entonces existen v1, . . . , vn ∈ M tales

que R4(w, v1, . . . , vn) y M, vi  φi para toda i. Entonces por la condición (ii) de la definición

2.4.10, tenemos que Rf4(|w|, |v1|, . . . , |vn|) y como toda φi es una subfórmula de φ, entonces,

φi ∈ Σ, así que por hipótesis de inducción, Mf , |vi|  φi; por lo tanto Mf , |w|  φ. Por último,

suponiendo que Mf , |w|  φ, implica que hay |v1|, . . . , |vn| tales que Rf4(|w|, |v1|, . . . , |vn|) y

Mf , |vi|  φi. Como φ ∈ Σ, entonces φ1, . . . , φn ∈ Σ, y por hipótesis de inducción, M, vi  φi.

Y de esto, por la condición (iii) de la definición 2.4.10, se deduce que M, w  φ.

•

Teorema 2.4.14 (Propiedad del Modelo Finito - Por Filtraciones). Sean, τ un tipo de semejanza

y φ una τ -fórmula. Si φ es satisfacible, entonces φ es satisfacible en un modelo finito. Más aún,

es satisfacible en un modelo que tiene a lo más 2m estados, donde m es el tamaño del conjunto

de subfórmulas de φ.

Prueba. Sea φ una fórmula satisfacible y sean M y w un τ -modelo y un mundo de éste tales

que M, w  φ. Sea Σ = {ψ |ψ ∈ Sf(φ)}. Claramente Σ es cerrado bajo subfórmulas y es finito,

así que tomemos Mf una filtración de M por Σ. Sabemos por la proposición 2.4.12 que Mf es

finito y tiene a lo más 2|Σ| estados. Y además por el teorema 2.4.13 sabemos que M, w  φ si y

sólo si Mf , |w|  φ, así que φ es satisfacible en un modelo con a lo más 2|Σ| estados. •
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Nota 2.4.15. Para lo que sigue de filtraciones nos restringiremos al lenguaje básico modal.

Es importante notar que a pesar de que ya hemos estado trabajando con filtraciones, no se ha

probado que existan, porque la definición de filtración (def 2.4.10) solamente le pide cosas a las

relaciones del modelo que será la filtración. Así que a continuación presentamos dos relaciones

que dan lugar a filtraciones denominadas la más fina y la más gruesa, respectivamente:

(i) Rs|w||v| si y solo si existe w′ ∈ |w| y existe v′ ∈ |v| tales que Rw′v′ (es la que da lugar a

la filtración más fina).

(ii) Rg|w||v| si y solo si para toda fórmula ♦φ ∈ Σ: M, v  φ implica M, w  ♦φ (esta da

lugar a la filtración más gruesa).

Probaremos ahora que en efecto estas relaciones generan filtraciones.

Proposición 2.4.16. Sean, M = (W,R, V ) un modelo del lenguaje básico modal y Σ un con-

junto de fórmulas modales cerrado bajo subfórmulas. WΣ el conjunto de clases de equivalencia

inducido por!Σ y Vf la valuación estándar en WΣ.

Entonces, los modelos Ms = (WΣ, R
s, V f ) y Mg = (WΣ, R

g, V f ) son filtraciones de M sobre

Σ y además si Mf = (WΣ, R
f , V f ) es cualquier filtración sobre Σ, entonces Rs ⊆ Rf ⊆ Rg.

Prueba. Primero veamos que Ms es una filtración: las condiciones (i) y (iv) de la definición

2.4.10 son triviales, para la condición (ii) supongamos que Rvw, como w ∈ |w| y v ∈ |v|,

entonces Rs|w||v|, y para (iii), supongamos que Rs|w||v|, φ ∈ Σ, ♦φ ∈ Σ y M, v  φ, como

Rs|w||v|, entonces existen, w′ ∈ |w| y v′ ∈ |v| tales que w′Rv′. Como v′ ∈ |v|, entonces v′!Σ v

lo que implica que M, v′  φ y por lo tanto M, w′  ♦φ pero como w′ ∈ |w|, entonces w′!Σ w

y por lo tanto M, w  ♦φ. Así, Ms es una filtración de M por Σ.

Para ver que Mg es filtración, de igual manera (i) y (iv) son inmediatas. Para (ii), supongamos

que Rwv y sea ♦φ una fórmula tal que M, v  φ, como Rwv, entonces M, w  ♦φ y por lo

tanto, Rg|w||v|. La condición (iii) también es inmediata por la definición de Rg. Por lo tanto,

Mg es una filtración de M por Σ.

Ahora, sea Mf una filtración de M por Σ. Supongamos que (|w|, |v|) ∈ Rs, es decir, Rswv,

entonces existe w′ ∈ |w| y v′ ∈ |v| tales que Rw′v′, como Mf es filtración, entonces Rf |w′||v′|

pero como |w′| = |w| y |v′| = |v|, entonces Rf |w||v|. Así, Rs ⊆ Rf . Ahora, si Rf |w||v|, entonces,
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para toda fórmula φ ∈ Σ, si ♦φ ∈ Σ y M, v  φ, entonces M, w  ♦φ, esto claramente implica

que Rg|w||v|. Por lo tanto Rs ⊆ Rf ⊆ Rg. •

Como se indicó anteriormente, las filtraciones son mucho mejores que el método de selección

para respetar las propiedades de las relaciones. Es muy sencillo probar que para un modelo, las

condiciones de reflexividad (∀xRxx) y serialidad (∀w∃w′(Rww′)) se preservan bajo filtraciones.

Pero no todas las propiedades se preservan bajo cualquier filtración, más bien tendremos que

pensar en filtraciones especiales que preserven las propiedades que nos interesan. Por ejemplo

la filtración más fina preserva la simetría. Veremos un ejemplo más.

Ejemplo 2.4.17. Sea M un modelo del lenguaje básico modal y Σ un conjunto de fórmulas

modales cerrado bajo subfórmulas. Sea WΣ el conjunto de clases de equivalencia definidas por

la relación!Σ; definimos la relación Rt ⊆WΣ ×WΣ como:

Rt|w||v| si y sólo si para toda ♦φ, si φ ∈ Σ y M, v  φ ∨ ♦φ, entonces M, w  ♦φ

Veamos que Mt = (WΣ, R
t, V f ) es una filtración de M y que además si M es transitivo,

entonces Mt lo es.

Primero veamos que efectivamente Mt es una filtración de M, como en los casos similares

que ya probamos, las condiciones (i) y (iv) son triviales, para la (ii), supongamos que Rwv,

♦φ ∈ Σ y que M, v  φ ∨ ♦φ, si M, v  φ entonces es trivial que M, w  ♦φ, en cambio si

M, v  ♦φ, entonces existe un u ∈ W tal que Rvu y M, u  φ, pero como M es transitivo,

entonces Rwu y M, w  ♦φ, por lo tanto Rt|w||v|. Ahora, para (iii), supongamos que Rt|w||v|

y sea φ ∈ Σ tal que ♦φ ∈ Σ y M, v  φ, entonces M, v  φ∨♦φ, lo que implica que M, w  ♦φ.

Por lo tanto Mt es una filtración de M.

Ahora supongamos que M es transitivo, veamos que Mt es transitivo. Sean w, v, u ∈W tales

que Rt|w||v| y Rt|v||u|. Sea φ tal que ♦φ ∈ Σ y M, u  φ∨♦φ, como Rt|v||u|, entonces tenemos

que M, v  ♦φ y esto implica que M, v  φ ∨ ♦φ y como Rt|w||v| entonces M, w  ♦φ, con lo

cual tenemos que Rt|w||u|.

En resumen, vimos dos maneras de construir modelos finitos que preservan la expresividad

modal, es decir, que a partir de un modelo “grande”, tenemos dos métodos para construir un
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modelo “pequeño” y que además satisface las mismas fórmulas.

2.5. Saturación modal y un primer resultado de bisimilitud en

otro lugar

En esta sección presentamos una nueva herramienta para construir modelos a partir de los

ya dados: la extensión a ultrafiltros. Primero veremos las clases de modelos con la propiedad de

Hennessy-Milner y el concepto de modelos modalmente saturados; la extensión a ultrafiltros será

la manera de construir modelos modalmente saturados. Esto después nos llevará al resultado

central de la sección que es: equivalencia modal implica bisimilitud en otro lugar (la extensión a

un ultrafiltro).

Ya sabemos que bisimilitud implica equivalencia modal (por el teorema 2.2.4) y que el

recíproco no es necesariamente cierto, pero por el teorema 2.2.6 (de Hennessy-Milner), sabemos

que es cierto en el caso de los modelos imagen-finitos. Ahora generalizaremos esa noción.

Definición 2.5.1 (Clases de Hennessy-Milner). Sean τ un tipo de semejanza modal y K una

clase de τ -modelos. Decimos que K es una clase de Hennessy-Milner o K tiene la propiedad de

Hennessy-Milner si para cada par de modelos M y M′ en K, y cada par de mundos w ∈ M y

w′ ∈M′, si w! w′, entonces w � w′.

De acuerdo con esta definición, la clase de los modelos imagen-finitos, es una clase de

Hennessy-Milner. El concepto de saturación modal (o m-saturación, para hacerlo más corto), es

una generalización del concepto de ser imagen-finito.

En el lenguaje básico modal, sea M = (W,R, V ) un modelo y sea w un estado del mo-

delo. Supongamos que Σ = {φ0, φ1, φ2, . . . } es un conjunto infinito de fórmulas tales que si

{w0, w1, . . . } son los sucesores de w, en wi se satiface
∧n
i=0 φi. Y si no hay un sucesor v de w

tal que en v se satisfagan todas las fórmulas al mismo tiempo, entonces el modelo está de cierta

manera incompleto. Esto es lo que se trata de evitar con la definición de m-saturación.

Nota 2.5.2. En el lenguaje básico modal, si M = (W,R, V ) es un modelo, X ⊆ W y Σ un

conjunto de fórmulas. Decimos que Σ es satisfacible en el conjunto X si existe u ∈ X tal que

M, u  Σ.
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Y decimos que Σ es finitamente satisfacible en el conjunto X si todo subconjunto finito de

Σ es satisfacible en X.

Definición 2.5.3 (M-saturación). Sea τ un tipo de semejanza modal y sea M = (W,R4, V )4∈τ

un τ -modelo, decimos que M es m-saturado si para todo estado w de M y para todo 4 ∈ τ y

toda secuencia Σ1,Σ2, . . . ,Σn de conjuntos de fórmulas modales se cumple que:

Si para toda secuencia de subconjuntos finitos ∆1 ⊆ Σ1,∆2 ⊆ Σ2, . . . ,∆n ⊆ Σn, hay mundos

v1, v2, . . . , vn tales que R4(w, v1, . . . , vn) yM, v1  ∆1, . . . ,M, vn  ∆n entonces existen estados

v1, v2, . . . , vn de M tales que R4(w, v1, . . . , vn) y M, v1  Σ1, . . . , M, vn  Σn.

En el lenguaje básico modal la definición anterior queda un poco más sencilla de asimilar.

Definición 2.5.4 (M-saturación en el lenguaje básico modal). Sea M = (W,R, V ) un modelo

del lenguaje básico, y sea Σ un conjunto de fórmulas. El modelo M es m-saturado si para todo

estado w ∈W se satisface:

Si Σ es finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores de w, entonces Σ es satisfacible

en el conjunto de sucesores de w.

La clase de modelos saturados es de Hennessy-Milner. Lo vemos en la siguiente proposición.

Proposición 2.5.5. Sea τ un tipo de semejanza modal. La clase de los τ -modelos m-saturados

tiene la propiedad de Hennesy-Milner.

Prueba. Sean M = (W,R4, V )4∈τ y M′ = (W ′, R′4, V
′)4∈τ τ -modelos m-saturados tales que

M ! M′. Hay que probar que existe una bisimulación entre M y M′, en este caso será la

misma relación!.

La condición (i) de la definición 2.2.1 (de bisimulación) es trivial, ya que cualesquiera dos

estados que sean modalmente equivalentes, en particular satisfacen los mismos átomos. Proba-

remos ahora la condición hacia adelante: sean w ∈ M y w′ ∈ M′ tales que w! w′ y sean

u1, . . . , un ∈M tales que R4(w, u1, . . . , un). Definimos, para cada i, el conjunto

Σi = {φ |M, ui  φ}. Es claro que para toda sucesión ∆1 ⊆ Σ1, . . . ,∆n ⊆ Σn de subconjuntos

finitos, M, ui  ∆i (para toda 1 ≤ n) y por tanto, M, ui 
∧

∆i(para toda 1 ≤ n). Entonces, por

la definición 1.3.8 de satisfacción, tenemos que M, w  4(
∧

∆1, . . . ,
∧

∆n), y como por hipóte-

sis, w! w′, entonces, M′, w′  4(
∧

∆1, . . . ,
∧

∆n). Por tanto, para cada secuencia de subcon-

juntos finitos ∆, existen v′1∆
, . . . , v′n∆

∈M′, tales que M′, v′i∆ 
∧

∆i y R4(w′, v′1∆
, . . . , v′n∆

). Y
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por la m-saturación de M′, hay v′1, . . . , v′n ∈ M′ tales que R4(w′, v′1, . . . , v
′
n) y M′, v′i  Σi, es

decir que vi! v′i, lo que prueba la condición hacia adelante.

La condición hacia atrás es completamente análoga. •

Extensión a Ultrafiltros

La extensión a ultrafiltros es una nueva manera de construir modelos. Será, de hecho, la

manera de construir modelos m-saturados, o equivalentemente, que tengan la propiedad de

Hennessy-Milner, por la prop 2.5.5. Esencialmente, la extensión a ultrafiltros lo que hace es

añadir estados al modelo para hacerlo m-saturado.

Definición 2.5.6. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea F = (W.R4)4∈τ un τ -frame. Para

cada relación R4 del frame, definimos las operaciones m4 y mδ
4 en la potencia de W , P(W ),

como:

m4(X1, . . . , Xn) = {w ∈W | existen w1, . . . , wn tales que

R4(w,w1, . . . , wn) y wi ∈ Xi para toda i}

mδ
4(X1, . . . , Xn) = {w ∈W | para todos w1, . . . , wn, si R4(w,w1, . . . , wn)

entonces hay un i tal que wi ∈ Xi}

En el lenguaje básico, las operaciones quedan definidas como sigue:

m♦(X) = {w ∈ W | existe v tal que Rwv y v ∈ X}, que se puede interpretar como el

conjunto de mundos que pueden ver a los estados de X.

mδ
♦(X) = {w ∈ W | para todo v, si Rwv, entonces v ∈ X}, que se interpreta como el

conjunto de mundos que solo ven estados de X.

Y con respecto a esto, y a la valuación de un τ -modelo M = (W,R4, V )4∈τ , vale la pena

hacer la siguiente proposición:

Proposición 2.5.7. Sean, τ un tipo de semejanza modal y M = (W,R4, V )4∈τ un τ -modelo.

Entonces:
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(i) V (¬φ) = W \ V (φ)

(ii) V (φ ∧ ψ) = V (φ) ∩ V (ψ)

(iii) V (φ ∨ ψ) = V (φ) ∪ V (ψ)

(iv) V (4(φ1, . . . , φn)) = m4(V (φ1), . . . , V (φn))

(v) V (O(φ1, . . . , φn)) = mδ
4(V (φ1), . . . , V (φn))

Prueba. La prueba para todos los incisos es similar y son casi inmediatas, así que solo probaremos

(i) y (iv): para (i), tenemos que V (¬φ) = {w ∈ W |M, w  ¬φ} = {w ∈ W |M, w 1 φ} =

W \V (φ). Y para (iv), V (4(φ1, . . . , φn)) = {w ∈W |M, w  4(φ1, . . . , φn)} = {w ∈W | existen

v1, . . . , vn tales que R4(w, v1, . . . , vn) y para toda i,M, vi  φi} = {w ∈ W | existen v1, . . . , vn

tales que R4(w, v1, . . . , vn) y para toda i, vi ∈ V (φi)} = m4(V (φ1), . . . , V (φn)). •

Además tenemos quem4 ymδ
4 son duales en el sentido que establece la siguiente proposición.

Proposición 2.5.8. Sean, τ un tipo de semejanza y F = (W,R4)4∈τ un τ -frame. Para cada

operador modal 4 ∈ τ y cada n-ada de subconjuntos de W , X1, . . . , Xn, tenemos que:

mδ
4(X1, . . . , Xn) = W \m4(W \X1, . . . ,W \Xn).

Prueba. W\m4(W\X1, . . . ,W\Xn) = {w ∈W | no existen v1, . . . , vn tales queR4(w, v1, . . . , vn)

y para toda i, wi ∈ W \ Xi} = {w ∈ W | para todos v1, . . . , vn si R4(w, v1, . . . , vn), entonces

wi /∈ W \ Xi para toda i} = {w ∈ W | para todos v1, . . . , vn si R4(w, v1, . . . , vn), entonces

wi ∈ Xi para alguna i} = mδ
4(X1, . . . , Xn). •

Ahora sí, definimos la extensión a ultrafiltros. Los mundos de la extensión serán los ultrafil-

tros sobre el dominio del modelo original.

Definición 2.5.9 (Extensión a Ultrafiltros). Sean, τ un tipo de semejanza modal y

F = (W,R4)4∈τ un τ - frame. La extensión a ultrafiltros ueF de F se define como el frame

ueF = (Uf(W ), Rue4 )4∈τ , donde Uf(W ) es el conjunto de todos los ultrafiltros sobre W y

Rue4 (w0, w1, . . . , wn) si y solo si m4(X1, . . . , Xn) ∈ w0 siempre que Xi ∈ wi para toda i.
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Y la extensión a ultrafiltros de un modelo M = (F, V ) es el modelo ueM = (ueF, V ue) donde

para toda p ∈ Φ, V ue(p) es el conjunto de ultrafiltros tales que V (p) es un elemento.

Recordemos a los ultrafiltros principales sobre un conjunto W . Sea w un elemento de W , el

ultrafiltro principal πw generado por w es el filtro generado por el conjunto unitario {w}, que es

πw = {X ⊆ W |w ∈ X}. Es fácil ver que πw es ultrafiltro: que es filtro es claro porque w ∈ W

implica que w ∈ πw; ahora, si X,Y ∈ πw, entonces w ∈ X y w ∈ Y , y entonces w ∈ X ∩ Y ,

lo que implica que X ∩ Y ∈ πw; luego, si X ∈ πw y X ⊆ Z ⊆ W , entonces como w ∈ X,

w ∈ Z, entonces Z ∈ πw. Por lo tanto πw es filtro, luego es propio porque no contiene al vacío,

y finalmente, X ∈ πw si y solo si w ∈ X, si y solo si w /∈ (W \ X) y esto equivale a que

(W \X) /∈ πw.

Si consideramos la función f : F −→ ueF tal que f(w) = πw, podemos ver fácilmente que es un

homomorfismo fuerte, ya que:

R4(w0, w1, . . . , wn) es equivalente a que existan v1, . . . , vn tales que R4(w0, v1, . . . , vn) y vi ∈ Xi

para toda i y para todos X1, . . . , Xn ⊆ W tales que wi ∈ Xi (a saber los mismos w1, . . . , wn)

w0 ∈ m4(X1, . . . , Xn) para todos X1, . . . , Xn ⊆ W tales que wi ∈ Xi, y esto sucede si y solo

si m4(X1, . . . , Xn) ∈ πw0 para todos X1, . . . , Xn ⊆ W tales que Xi ∈ πwi , y por definición de

Rue, esto es que Rue(πw0 , πw1 , . . . , πwn).

Y es inyectivo, por lo tanto, F es isomorfo a un submodelo (no necesariamente un submodelo

generado) de ueF.

Nota 2.5.10. A partir de este momento, en esta sección nos restringiremos al lenguaje básico

modal.

Lema 2.5.11. Sean, τ0 el tipo de semejanza del lenguaje básico modal, M = (W,R, V ) un

τ0-modelo y u y v ultrafiltros sobre W . Entonces Rue(u, v) si y solo si {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u} ⊆ v.

Prueba. Sabemos que Rue(u, v) equivale a que, si X ∈ v entonces m♦(X) ∈ u. Supongamos

ahora que {Y |mδ
♦(X) ∈ u} ⊆ v. Entonces sea X ∈ v, y supongamos que m♦(X) /∈ u, pero

tenemos que m♦(X) = W \mδ
♦(W \ X) (por la proposición 2.5.8), entonces mδ

♦(W \ X) ∈ u,

lo que implica que (W \X) ∈ v, y esto implica que X /∈ v, lo cual es una contradicción. Por lo

que m♦(X) ∈ u implica que Rueuv.
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Ahora, suponiendo que Rueuv, sea X ∈ {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u} entonces mδ

♦(X) ∈ u, lo que

implica que W \ (m♦(W \X)) ∈ u, entonces m♦(W \X) /∈ u y como Rueuv, entonces W \X /∈ v

lo que implica que X ∈ v. Por lo tanto {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u} ⊆ v. •

Proposición 2.5.12. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea M un τ -modelo. Para toda

fórmula φ y todo ultrafiltro u sobre W , el dominio de M, V (φ) ∈ u si y solo si ueM, u  φ. Por

consiguiente, para todo estado w de M, tenemos que w! πw.

Prueba. Que V (φ) ∈ u si y solo si ueM, u  φ, lo probaremos por inducción sobre φ. Primero, si

φ es un átomo p ∈ Φ, es claro por la definición de V ue (V (p) ∈ u si y solo si u ∈ V ue(p)). Si φ es

una fórmula booleana, es sencillo, así que sólo probaremos el caso de la negación para ilustrarlo:

si φ es de la forma ¬ψ, V (¬ψ) ∈ u por la proposición 2.5.7, esto equivale a que (W \V (ψ)) ∈ u,

y esto si y solo si V (ψ) /∈ u, lo que por hipótesis de inducción es equivalente a que ueM, u 1 ψ,

y esto sucede si y solo si ueM, u  ¬ψ.

Ahora, el caso en el que φ es de la forma ♦ψ requiere un poco más de trabajo. Primero supon-

gamos que ueM, u  ♦ψ, entonces existe u′ ultrafiltro sobre W tal que ueM, u′  ψ y Rueuu′,

entonces, por hipótesis de inducción, V (ψ) ∈ u′ y como Rueuu′ entonces m♦(V (ψ)) ∈ u pero

m♦(V (ψ)) = V (♦ψ), entonces V (♦ψ) ∈ u.

Ahora, supongamos que V (♦ψ) ∈ u. Consideremos el conjunto u′0 := {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u}, veamos

que es cerrado bajo intersección: sean Y,Z ∈ u′0, tenemos quemδ
♦(Y ) ∈ u y mδ

♦(Z) ∈ u entonces,

como u es filtro, mδ
♦(Y ) ∩mδ

♦(Z) ∈ u, es fácil ver que mδ
♦(Y ) ∩mδ

♦(Z) = mδ
♦(X ∩ Y ), así que

mδ
♦(X ∩ Y ) ∈ u y por lo tanto Y ∩ Z ∈ u′0.

Veremos ahora que para cualquier Y ∈ u′0, Y ∩V (ψ) 6= ∅: sea Y ∈ u′0, entoncesmδ
♦(Y ) ∈ u. Como

u es cerrado bajo intersecciones y no contiene al vacío, existe x ∈ mδ
♦(Y ) ∩ V (♦ψ), entonces x

debe tener un sucesor en V (ψ), digamos y. Pero como x ∈ mδ
♦(Y ), entonces y ∈ Y , por lo tanto

existe y ∈ Y ∩ V (ψ).

Como ya vimos que u′0 es cerrado bajo intersecciones y para cualquier Y ∈ u′0, Y ∩ V (ψ) 6= ∅

entonces el conjunto u′0 ∪{V (ψ)} tiene la propiedad de la intersección finita (PIF, véase A.3.3).

Y por lo tanto existe u′ ultrafiltro tal que u′0 ∪ {V (ψ)} ⊆ u′, entonces por el lema 2.5.11 u′ es

sucesor de u, i.e Rueuu′, y como V (ψ) ∈ u′, por hipótesis de inducción, ueM, u′  ψ. Por lo

tanto, ueM, u  ♦ψ.
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Por último, probemos que w! πw: M, w  φ si y solo si w ∈ V (φ) si y solo si V (φ) ∈ πw, por

lo anterior esto equivale a que ueM, πw  φ. •

Proposición 2.5.13. Sean, τ un tipo de semejanza modal y M un τ -modelo. Entonces ueM es

m-saturado.

Prueba. La prueba se realizará solo para el lenguaje básico modal. Consideremos al modelo

M = (W,R, V ) del leguaje básico. Consideremos u ∈ Uf(W ) (un estado de ueM y Σ un

conjunto de fórmulas modales que es finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores de u.

Definimos el conjunto:

∆ = {V (φ) |φ ∈ Σ′} ∪ {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u}

donde Σ′ es el conjunto de conjunciones finitas de fórmulas en Σ.

Afirmación 1. ∆ tiene la PIF.

Es claro que {V (φ) |φ ∈ Σ′} y {Y |mδ
♦(Y ) ∈ u} son cerrados bajo intersección. Falta ver que

para cualesquiera φ ∈ Σ′ y Y ⊆W tal que mδ
♦(Y ) ∈ u, se cumple que V (φ) ∩ Y 6= ∅: si φ ∈ Σ′,

por la forma en que está definido Σ, existe u′′ sucesor de u tal que ueM, u′′  φ y esto pasa si y

solo si V (φ) ∈ u′′ (por la proposición 2.5.12). Luego mδ
♦(Y ) ∈ u y por el lema 2.5.11, se concluye

que Y ∈ u′′. Así, tenemos que V (φ) ∩ Y ∈ u′′ y como u′′ no contiene al vacío, V (φ) ∩ Y 6= ∅ y

esto prueba la afirmación.

Por el teorema del ultrafiltro, ∆ se puede extender a un ultrafiltro u′, y por el lema 2.5.11, es

sucesor de u y es claro que satisface a Σ.

•

Ahora ya tenemos todo lo necesario para probar el resultado fuerte de esta sección. Ya

tenemos la proposición 2.5.12 que es un resultado de invarianza de fórmulas modales bajo

extensiones a ultrafiltros, y la proposición 2.5.13 que establece que la extensión a ultrafiltros es

modalmente saturada. Si combinamos estos resultados obtenemos:

Teorema 2.5.14. Sean, τ un tipo de semejanza modal, M y M′ τ -modelos y w y w′ mundos

de M y M′ respectivamente. Entonces

M, w!M′, w′ si y sólo si ueM, πw � ueM′, πw′
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.

Prueba. Si M, w ! M′, w′, por la proposición 2.5.12, tenemos que M, w ! ueM, πw y

M′, w′ ! ueM′, πw′ , entonces ueM, πw ! ueM′, πw′ y por las proposiciones 2.5.13 y 2.5.5,

se cumple que ueM, πw � ueM′, πw′ . Y recíprocamente, si ueM, πw � ueM′, πw′ , sabemos

que ueM, πw ! ueM′, πw′ y como M, w ! ueM, πw y M′, w′ ! ueM′, πw′ , por lo tanto

M, w!M′, w′. •

Con esto ya tenemos el primer resultado de bisimilitud en otro lugar, es decir, que equiva-

lencia modal implica bisimilitud pero en otros modelos construidos a partir de los primeros, en

este caso es en la extensión a un ultrafiltro. Más adelante tendremos un segundo resultado de

bisimilitud en otro lugar.

2.6. Traducción estándar

Hasta ahora hemos estado estudiando lógica modal como un sistema formal aislado, pero

ahora lo vincularemos con la lógica de primer orden. La manera de relacionarlas es la traducción

estándar, que nos permitirá, como su nombre lo indica, traducir las fórmulas modales a fórmulas

de primer orden. Primero definiremos el lenguaje al que traduciremos las fórmulas modales.

Definición 2.6.1 (Lenguaje de Correspondencia). Sea τ un tipo de semejanza modal y sea Φ

un conjunto de átomos. Entonces L1
τ (Φ) es el lenguaje de primer orden cuyo tipo de semejanza

consta de letras predicativas unarias P0, P1, P2, . . . cuya interpretación corresponde al conjunto

de mundos donde p0, p1, p2, . . . ∈ Φ son verdaderas respectivamente, y un símbolo relacional

(n+1)-ario R4 por cada operador modal n-ario 4 ∈ τ . Escribiremos α(x) para referirnos a una

fórmula de primer orden con una variable libre x.

Definición 2.6.2 (Traducción estándar). Sea x una variable de primer orden. Definimos re-

cursivamente la traducción estándar STx que toma fórmulas modales y las lleva a fórmulas de

primer orden en L1
τ (Φ) como sigue:

STx(p) = P (x)

STx(⊥) = x 6= x
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STx(¬φ) = ¬STx(φ)

STx(φ ∨ ψ) = STx(φ) ∨ STx(ψ)

STx(4(φ1, φ2, . . . , φn)) = ∃y1 . . . ∃yn (R4(x, y1, . . . , yn) ∧ STy1(φ1)∧ · · · ∧STyn(φn)),

donde y1, . . . , yn son variables libres que no han sido usadas en la traducción.

Esta definición se extiende naturalmente a los demás operadores. Por ejemplo, usando que

O es el operador dual de 4, tenemos que:

STx(O(φ1, . . . , φn)) = ∀y1 . . . ∀yn(R4(x, y1, . . . , yn)→ (STy1(φ1) ∧ · · · ∧ STyn(φn))).

La traducción estándar parece ser la reescritura de la cláusula de satisfacción modal pero en

primer orden. Por como está definida, una traducción estándar siempre tiene exactamente una

variable libre, que se encarga de representar al estado en el que nos encontramos, es decir, que

su trabajo es replicar la noción local del lenguaje modal a partir de una noción global.

Ejemplo 2.6.3. Tomemos la fórmula (p → �♦p) con p una letra proposicional. Nos servirá

primero ver cómo son las traducciones estándar de fórmulas del tipo ♦φ y �φ:

∗ STx(♦φ) = ∃y(Rxy ∧ STy(φ))

∗ STx(�φ) = ∀y(Rxy → STy(φ))

Ahora sí, veamos cómo es la traducción estándar de p→ �♦p:

STx(p→ �♦p) = STx(p)→ (STx(�♦p)) = P (x)→ (∀y1Rxy1 → STy1(♦p))

= P (x)→ (∀y1Rxy1 → (∃y2(Ry1y2 ∧ P (y2)))).

Esta manera de definir la traducción estándar permite el uso de cualquier variable libre que

no haya sido usada antes, así que la traducción estándar de una fórmula no es única. Esto lo

arreglaremos después.

Los modelos de LM(τ,Φ) pueden ser vistos como modelos del lenguaje L1
τ (Φ). Ya que para

cada operador modal 4 ∈ τ , L1
τ (Φ) contiene un símbolo relacional R4 de aridad ρ(4) + 1 y
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por cada letra proposicional que contenga Φ, L1
τ (Φ) contiene una letra predicativa. Entonces un

modelo M de dicho LM(τ,Φ), es de la siguiente manera: M = (W,R4, V )4∈τ , y este tiene todo

lo necesario para interpretar a los elementos de L1
τ (Φ), porque cada relación (n + 1)-aria R4

puede ser usada para interpretar cada símbolo relacional R4 (hasta los llamamos igual), y para

cada p ∈ Φ, el conjunto V (pi) puede interpretar a la letra predicativa Pi que le corresponde a

pi. De esta manera, no es necesario distinguir los modelos del lenguaje modal de los de primer

orden. Usaremos modelos modales para trabajar con las fórmulas de primer orden que sean

traducción estándar de fórmulas modales.

Nota 2.6.4. Se recomienda al lector, si es que en este punto no lo ha hecho, hacer una pausa y

revisar la sección A.1 del Apéndice sobre el lenguaje de primer orden para familiarizarse con los

conceptos y notación que se manejan en esta sección.

Teorema 2.6.5 (Correspondencia Local y Global en Modelos). Sean, τ un tipo de semejanza

modal y φ una τ -fórmula. Entonces:

(i) Para todo modelo M y estado w en M, M, w  φ si y solo si M |= STx(φ)[w].

(ii) Para todo modelo M: M  φ si y solo si M |= ∀xSTx(φ).

Prueba. Para (i) procederemos por inducción sobre φ.

Si φ es un átomo digamos p ∈ Φ, por la definición 2.6.2, tenemos que M |= STx(p)[w] si y

sólo si M |= P (x)[w], por satisfacción de Tarski, esto equivale a que w ∈ PM, donde PM es la

interpretación en M de P , que como lo definimos es el conjunto de mundos donde es verdadero

su correspondiente átomo p de Φ, así que w ∈ V (p) si y sólo si M, w  p.

Si φ es ⊥, es trivial. Y probarlo para las fórmulas booleanas ¬φ y φ ∨ ψ es inmediato por la

hipótesis de inducción.

El caso de interés es cuando φ es de la forma 4(φ1, . . . , φn). En este caso tenemos por la defi-

nición 2.6.2 que M |= STx(4(φ1, . . . , φn))[w], si y solo si M |= ∃y1 . . . ∃yn(R4(x, y1, . . . , yn) ∧

STy1(φ1) ∧ . . . ∧ STyn(φn))[w], lo cual por satisfacción de Tarski es equivalente a que existan

v1, . . . , vn en M tales que M |= R4(x, y1, . . . , yn) ∧ STy1(φ1) ∧ . . . ∧ STyn(φn)[w, v1, . . . , vn],

de nuevo por satisfacción de Tarski, es equivalente a que hayan v1, . . . , vn en M tales que

M |= R4(x, y1, . . . , yn)[w, v1, . . . , vn] y M |= STy1(φ1)[w, v1, . . . , vn] y . . . y

M |= STyn(φn)[w, v1, . . . , vn] si y sólo si (por hipótesis de inducción y por la interpretación
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de R4) hay v1, . . . , vn tales que R4(w, v1, . . . , vn) y para toda i, M, vi  φi, por lo tanto

M, w  4(φ1, . . . , φn).

Y (ii) se sigue de (i): supongamos que M  φ, esto es equivalente a que para todo w ∈M,

M, w  φ, lo que por (i), equivale a que para todo w ∈M, M |= STx(φ)[w], lo que por Tarski

sucede si y solo si M |= ∀xSTx(φ). •

Este teorema establece una conexión entre los lenguajes modales y los lenguajes de primer

orden que entre otras cosas, nos puede ayudar a identificar propiedades que la lógica modal

hereda de la lógica de primer orden. Por ejemplo, sabemos que la lógica de primer orden tiene

la propiedad de compacidad: si tenemos un conjunto de fórmulas de primer orden tal que todo

subconjunto finito es satisfacible, entonces el conjunto es satisfacible. Por el teorema anterior,

la lógica modal debe cumplirlo también: sea Σ un conjunto de fórmulas modales tal que todo

subconjunto finito de Σ es satisfacible, consideremos el conjunto Γ = {STx(φ) |φ ∈ Σ} por el

teorema 2.6.5, inciso (i), todo subconjunto finito de Γ es satisfacible y así, Γ lo es, y de nuevo

por el inciso (i) del teorema 2.6.5, Σ es satisfacible.

Lo siguiente que podemos preguntarnos a partir del teorema 2.6.5 es si todas las fórmulas de

primer orden (del lenguaje de correspondencia adecuado) son la traducción estándar de fórmulas

modales, (porque al revés es claro que es cierto: toda fórmula modal tiene una correspondiente

fórmula de primer orden, a saber su traducción estándar) que en principio y por un argumento

puramente sintáctico no será cierto, porque la traducción estándar sólo contiene cuantificadores

acotados. Pero entonces ¿toda fórmula de primer orden será equivalente a la traducción estándar

de una fórmula modal? La respuesta a esta pregunta también es no.

Observación. Si recordamos el ejemplo 2.2.2, donde se presentan dos modelos bisimilares, po-

dremos observar que una de las diferencias entre la lógica modal y la de primer orden es la de

preservar satisfacción bajo bisimulaciones. En dicho ejemplo, en el modelo M′ tenemos que se

satisface la fórmula de primer orden:

∃y1∃y2∃y3(y1 6= y2 ∧ y2 6= y3 ∧ y3 6= y1 ∧ Rxy1 ∧ Rxy3 ∧ Ry1y2 ∧ Ry3y2)

que establece que hay una estructura de tipo diamante en el modelo. Pero es claro que esta

misma fórmula no es satisfecha por el modelo M del mismo ejemplo, a pesar de que se probó
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que los modelos son bisimilares.

Esta observación ilustra mucho mejor la respuesta a la pregunta anterior, ya que una fórmula

que no se preserva bajo bisimulaciones no puede ser equivalente a la traducción estándar de una

fórmula modal.

De esto concluimos que las fórmulas de primer orden que son equivalentes a la traducción

estándar de fórmulas modales, son un subconjunto propio del lenguaje de correspondencia (el

de primer orden).

Ahora procedemos a hacer una observación que nos ayudará a arreglar el problema de la

unicidad de la traducción estándar de una fórmula. Supongamos que las variables del lenguaje

L1
τ (Φ) fueron ordenadas de alguna manera, entonces el fragmento de n variables de L1

τ (Φ) es

aquel que contiene las fórmulas que contienen solamente las primeras n variables del lenguaje.

Entonces un lenguaje modal que tenga operadores modales de aridad a lo más n podrá ser

traducido al fragmento de n+ 1 variables de L1
τ (Φ). Veremos cómo en la siguiente proposición:

Proposición 2.6.6. (i) Si τ es un tipo de semejanza que solo contiene diamantes, entonces

toda τ -fórmula φ es equivalente a una fórmula de primer orden que contiene a lo más dos

variables.

(ii) En general, si τ no contiene operadores 4 que sean de aridad mayor que n, entonces todas

las τ -fórmulas serán equivalentes a fórmulas de primer orden con a lo más n+1 variables.

Prueba. Para (i), supongamos que τ contiene únicamente los operadores 〈a〉 , 〈b〉 , . . . (todos de

aridad uno). Sean x e y dos variables distintas. Definimos dos variantes de la traducción estándar

como sigue:

STx(p) = P (x)

STx(⊥) = x 6= x

STx(¬φ) = ¬STx(φ)

STx(φ ∨ ψ) = STx(φ) ∨ STx(ψ)

STx(〈a〉φ) = ∃y(Raxy ∧ STy(φ))
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y,

STy(p) = P (y)

STy(⊥) = y 6= y

STy(¬φ) = ¬STy(φ)

STy(φ ∨ ψ) = STy(φ) ∨ STy(ψ)

STy(〈a〉φ) = ∃x(Rayx ∧ STx(φ))

Y de esta manera, para toda φ, STx(φ) contiene a lo más dos variables (x e y) y STx es

equivalente a la definición original de la traducción estándar.

Para el caso general ((ii)), hay que fijar n+1 variables, y análogamente definir n+1 variantes

de la traducción estándar. La prueba es directa. •

Ejemplo 2.6.7. Ahora aplicaremos esta manera de definir la traducción estándar al ejemplo

2.6.3, con la fórmula (p→ �♦p):

STx(p→ �♦p) = STx(p)→ (STx(�♦p)) = P (x)→ (∀yRxy → STy(♦p))

= P (x)→ (∀yRxy → (∃x(Ryx ∧ P (x)))).

Y el resultado de la traducción estándar es una fórmula de primer orden con dos variables

nada más; porque saltamos de una variable a otra. Entonces, en vez de tener una traducción

con tres variables como en el ejemplo 2.6.3, ya tenemos una sólo con dos.

Volviendo a nuestra discusión respecto a qué subconjunto de las fórmulas de primer orden

será el que corresponda a las que son equivalentes a la traducción estándar de una fórmula

modal, podemos preguntarnos, por ejemplo, si toda fórmula de primer orden que contenga a lo

más dos variables será equivalente a la traducción de una fórmula del lenguaje básico modal.

La respuesta es no y se ve con un sencillo ejemplo de una fórmula de primer orden con una sola

variable que no es equivalente a la traducción estándar de una fórmula modal.

Observación. La fórmula de primer orden Rxx no es equivalente a la traducción estándar de

una fórmula modal.
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Prueba. Consideremos Rxx, y supongamos que φ es una fórmula modal tal que STx(φ) es

equivalente a Rxx. Sea M = (W,R, V ) donde W = {w} y R = {(w,w)}, y la valuación puede

ser cualquiera, nos es indiferente.

Es claro queM |= Rxx[w]. Consideremos ahoraN = (Z, <, V ∗). Se cumple queN |= ¬Rxx[v]

para todo v ∈ Z.

Sea Z la relación que vincula a cada entero de N con w, el único estado de M. Y supongamos

que V y V ∗ son tales que Z es una bisimulación (por ejemplo, que todos los puntos hacen verdad

a todas las letras proposicionales en ambos modelos).

Como M |= Rxx[w], entonces por el teorema 2.6.5, M, w  φ, ya que Rxx es equivalente a

STx(φ). Pero para todo z ∈ Z, z � w, entonces N, z  φ⇒ (teo 2.6.5) N |= STx(φ)[z], entonces

N |= Rxx[z], lo cual es una contradicción.

Por lo tanto Rxx no es equivalente a la traducción estándar de una fórmula modal. •

En la siguiente sección seguiremos trabajando sobre esto, y podremos definir bien, por me-

dio del Teorema de Caracterización de Van Benthem, las fórmulas de primer orden que son

equivalentes a la traducción estándar de una fórmula modal (las que son invariantes bajo bisi-

mulaciones).

Nota 2.6.8. Para adaptar estas ideas al lenguaje básico temporal es necesario agregar una cláu-

sula a la definición de traducción estándar para traducir el operador que mira hacia atrás:

STx(Pφ) = ∃y(Ryx ∧ STy(φ)).

2.7. El segundo resultado de bisimulitud en otro lugar y el teo-

rema de caracterización de Van Benthem

En esta sección veremos un resultado (el Lema de Detour) que nos servirá para dos pro-

pósitos: el primero es obtener un segundo resultado de bisimilitud en otro lugar, a saber en la

ultrapotencia; y el segundo es averiguar cuál es el fragmento de la lógica de primer orden que

corresponde a la lógica modal, siguiendo la discusión de la sección anterior (2.6). Para ambos

propósitos necesitamos definir algunos conceptos de primer orden para llegar al concepto de

modelos ω-saturados.
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Definición 2.7.1 (n- tipo). Un n-tipo es un conjunto Γ = Γ(~x) de fórmulas de primer orden,

todas con las variables libres ~x = (x1, . . . , xn).

Trabajaremos solamente con 1-tipos, es decir con conjuntos Γ(x) de fórmulas de primer orden

con una sola variable libre. Usualmente a los 1-tipos los llamamos solamente tipos.

Definición 2.7.2 (Realización de tipos). Sea M un modelo de primer orden. Decimos que M

realiza a Γ(x) si existe w, un elemento del modeloM tal que para toda fórmula γ ∈ Γ,M |= γ[w].

Entonces podemos pensar a un tipo Γ(x) de un lenguaje de primer orden dado como un conjunto

de características. Y si el tipo es realizado en un modelo M, podríamos pensar que hay un mundo

w del modelo, que cumple al mismo tiempo con todas las características dadas por el conjunto Γ.

Definición 2.7.3 (Extensión del lenguaje y expansión del modelo). Sea M un modelo de un

lenguaje de primer orden L dado y sea W el dominio de M. Para A tal que A ⊆ W , LA es el

lenguaje obtenido a partir de L agregando una constante nueva a por cada elemento a ∈ A.

Y el modelo MA es la expansión de M a una estructura para LA en la que cada a es

interpretada como a.

Notación. Si A consta de un solo elemento, por ejemplo A = {a}, denotamos a LA como La y

a MA como Ma

Ahora definiremos α-saturación, pero en realidad sólo nos interesarán los modelos α-saturados

para α = ω. Daremos primero una definición informal de α-saturación que nos servirá como defi-

nición en la práctica, que es equivalente a la definición formal y que además sugiere una similitud

con la definición de m-saturación.

Un modelo M es α-saturado si y solo si, para todo n < α y todo conjunto Γ de fórmulas de la

forma γ(x1, . . . , xn, x), sucede que: si (a1, . . . , an) es una n-ada tal que para todo conjunto finito

∆ ⊆ Γ, existe un b∆ tal que M |= γ(x1, . . . , xn, x)[a1, . . . , an, b∆] para toda γ ∈ Γ, entonces

existe un b tal que M |= γ(x1, . . . , xn, x)[a1, . . . , an, b] para toda γ ∈ Γ.

Con esta definición, tenemos que los modelos m-saturados y los ω-saturados son ricos en el

sentido de que realizan muchos tipos Γ(x), sin embargo, los ω-saturados realizan la cantidad

máxima de tipos. Definamos formalmente ω-saturación.
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Definición 2.7.4. Sea α ≤ ω. Un modelo M es α-saturado si para todo subconjunto A ⊆W de

tamaño menor que α, la expansión MA realiza todo tipo Γ(x) de fórmulas del lenguaje extendido

LA, que sea consistente con la teoría de primer orden de MA.

Ejemplo 2.7.5. Ejemplos de modelos ω-saturados son el orden de los racionales, (Q, <) y

cualquier modelo finito. En cambio, el orden de los naturales (N, <) no es un modelo ω-saturado.

Teorema 2.7.6. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea M un τ -modelo. Si M es ω-saturado,

entonces M es m-saturado. Y así, la clase de modelos contablemente saturados tiene la propiedad

de Hennessy-Milner.

Prueba. Se hará únicamente para el lenguaje básico modal. Sea M = (W,R, V ) y supongamos

que, visto como modelo de primer orden, es ω-saturado. Sea w un estado de M y consideremos

un conjunto de fórmulas modales Σ que sea finitamente satisfacible en el conjunto de sucesores

de w.

Definimos el conjunto Σ′ como Σ′ = {Rwx} ∪ STx(Σ), donde entendemos a STx(Σ) como

el conjunto {STx(φ) |φ ∈ Σ}. Consideremos {w} ⊆ W y la extensión del lenguaje Lw y la

expansión del modelo Mw. Notemos que Σ′ es un tipo y que además es consistente con la teoría

de Mw, ya que Mw realiza a cada subconjunto finito de Σ′ a saber en algún sucesor de w. Por

la ω- saturación de M, hay un estado v en el cual Σ′ es realizado. Como Mw |= Rwx[v], es claro

que v es un sucesor de w. Entonces por el teorema 2.6.5 y el hecho de que Mw |= STx(φ)[v]

para toda φ ∈ Σ, se sigue que M, v  Σ. Y de esta manera Σ es satisfacible en el conjunto de

sucesores de w. Por lo tanto M es m-saturado. •

Para esta prueba sólo se necesitó 2-saturación, porque nos restringimos al lenguaje básico

modal.

Veremos ahora, el resultado más fuerte de esta sección: (el lema de Detour) y para ello es

probable que sea prudente recordar la definición de encaje elemental (A.2.4).

Teorema 2.7.7 (Lema de Detour). Sea τ un tipo de semejanza modal, sean M y N τ -modelos

y w ∈M y v ∈ N estados de los modelos. Las siguientes son equivalentes:

(i) Para toda fórmula modal φ: M, w  φ si y solo si N, v  φ.

(ii) Existe una bisimulación Z : ueM, πw � ueN, πv.
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(iii) Existen modelos contablemente saturados M∗ y N∗, estados w∗ ∈M∗ y v∗ ∈ N∗ y encajes

elementales f : M �M∗ y g : N � N∗ tales que:

(1) f(w) = w∗ y g(v) = v∗.

(2) M∗, w∗ � N∗, v∗.

Un poco más adelante haremos la prueba pero mientras analicemos qué dice el lema de

Detour: la equivalencia entre (i) y (ii) es el resultado que ya teníamos probado por el teorema

2.5.14 de bisimilitud en algún otro lugar, así que lo interesante en este caso es la equivalencia

(i) ⇔ (iii), que esencialmente establece que M, w y N, v son modalmente equivalentes si y

sólo si hay extensiones elementales de ellos, M∗, w∗ y N∗, v∗ que son modelos contablemente

saturados, y como M, w y N, v son modalmente equivalentes, entonces lo son M∗, w∗ y N∗, v∗

y por el teorema 2.7.6, son bisimilares. En resumen, esto es el segundo resultado de bisimilitud

en algún otro lugar, siendo ese otro lugar una ultrapotencia adecuada.

Antes de probarlo, veamos cómo se obtienen dichos modelos contablemente saturados.

Construcción de Modelos Contablemente Saturados

Ahora veremos cómo se contruyen modelos que resultan ser contablemente saturados y a

partir de ellos probaremos también el lema de Detour. Dicha construcción es la de ultraproducto,

se recomienda revisarla en la definición A.3.11 del Apéndice.

La siguiente proposición afirma que un modelo es modalmente equivalente a su ultrapotencia.

Proposición 2.7.8. Sea
∏
U M una ultrapotencia de M. Entonces, para toda fórmula modal φ,

M, w  φ si y solo si
∏
U M, [fw]U  φ, donde fw es la función constante tal que fw(i) = w

para todo i ∈ I.

Prueba. Por inducción sobre φ. Si φ es un átomo p ∈ Φ: tenemos que M, w  p si y sólo si

w ∈ V (p) si y sólo si fw(i) ∈ V (p) para toda i ∈ I, si y sólo si {i ∈ I | fw(i) ∈ V (p)} = I ∈ U ,

si y sólo si [fw]U ∈ VU (p) si y sólo si
∏
U M, [fw]U  p. Los casos de fórmulas booleanas son

inmediatos. Ahora, si φ es de la forma4(φ1, . . . , φn):M, w  φ si y sólo si existen v1, . . . , vn ∈W

tales que R4(φ1, . . . , φn) y M, vj  φj para toda j, si y sólo si existen v1, . . . , vn ∈ W tales
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que R4(fw(i), fv1(i), . . . , fvn(i)) para toda i ∈ I y M, fvj (i)  φj para toda j = 1, . . . , n y

para toda i ∈ I si y sólo si existen v1, . . . , vn tales que {i ∈ I | R4(fw(i), fv1(i), . . . , fvn(i))}

= I ∈ U y por hipótesis de inducción
∏
U M, [fvj ]U  φj para toda j y esto si y sólo si existen

fv1 , . . . , fvn ∈ WU tales que R4U ([fw]U , [fv1 ]U , . . . , [fvn ]U ) y
∏
U M, [fvj ]U  φj para toda j, y

esto equivale a lo que queríamos probar:
∏
U M, [fw]U  φ. •

Para construir modelos contablemente saturados, se usan ultraproductos, pero no cuales-

quiera, son ultraproductos basados en ultrafiltros contablemente incompletos. Decimos que un

ultrafiltro es contablemente incompleto si no es cerrado bajo intersecciones numerables (pero sí

tiene que ser cerrado bajo intersecciones finitas). Un ejemplo de ultrafiltros de este tipo es el

siguiente: consideremos el conjunto de los naturales N y un ultrafiltro U sobre N que no contenga

ningún conjunto singular {n}; así, para toda n ∈ N, (N \ {n}) ∈ U pero

⋂
n∈N

(N \ {n}) = ∅ /∈ U

Así que U es contablemente incompleto.

La prueba del siguiente resultado se puede consultar en [Chang y Keisler, 1990]

Lema 2.7.9. Sean L un lenguaje numerable de primer orden, U un ultrafiltro contablemente

incompleto sobre un conjunto no vacío I, y M un L-modelo. La ultrapotencia
∏
U M es conta-

blemente saturada.

Teorema 2.7.10. Sea τ un tipo de semejanza modal y sean M y N τ -modelos y w ∈M y v ∈ N

estados en ellos. Los siguientes son equivalentes:

(i) Para toda fórmula modal φ: M, w  φ si y sólo si N, v  φ.

(ii) Existen ultrapotencias
∏
U M y

∏
U N y una bisimulación Z :

∏
U M, [fw]U �

∏
U N, [fv]U

que relaciona a [fw]U con [fv]U donde fw y fv son las funciones constantes que manda a

cada índice a w y v respectivamente.

Prueba. Para (ii) ⇒ (i), por la proposición 2.7.8, tenemos queM, w  φ si y sólo si
∏
U M, [fw]U

 φ, por hipótesis, como son bisimilares, esto es equivalente a que
∏
U N, [fv]U  φ y de nuevo

por proposición 2.7.8, equivale a que N, v  φ.
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Para (i) ⇒ (ii), supongamos que M, w  φ si y sólo si N, v  φ. Hay que construir ultra-

potencias de M y N sobre algún ultrafiltro, que sean bisimilares. Consideremos al conjunto de

números naturales N como conjunto de índices y sea U un ultrafiltro contablemente incompleto

sobre N, como el del ejemplo anterior. Por el lema 2.7.9,
∏
U M y

∏
U N son contablemente

saturadas.

Ahora veamos que [fw]U y [fv]U son modalmente equivalentes: para cualquier fórmula modal φ,∏
uM, [fw]U  φ si y sólo si (por proposición 2.7.8) M, w  φ si y sólo si (por hipótesis) N, v  φ

si y sólo si (de nuevo por proposición 2.7.8)
∏
uN, [fv]U  φ. Como son modalmente equivalentes

y
∏
U M y

∏
U N son contablemente saturadas, por el teorema 2.7.6, son m-saturadas, entonces

equivalencia modal implica bisimilitud. Por lo tanto existe Z :
∏
U M, [fw]U �

∏
U N, [fv]U . •

Una vez probado este teorema (2.7.10), el Lema de Detour(lema 2.7.7) también queda de-

mostrado ya que es consecuencia inmediata de él junto con el teorema 2.5.14. Con este resultado

queda claro que “bisimilitud en otro lugar” puede significar ‘en la extensión a ultrafiltros’ o ‘en

ciertas ultrapotencias’.

El teorema de Caracterización de Van Benthem

Para cumplir el segundo propósito de esta sección, veremos un teorema que caracteriza bien

la relación entre lógica de primer orden y lógica modal: el teorema de caracterización de Van

Benthem.

Definición 2.7.11. Una fórmula de primer orden α(x) en L1
τ (Φ) es invariante bajo bisimula-

ciones si para todo par de modelos M y N, cualesquiera mundos w ∈M y v ∈ N, si wZv, con

Z : M� N una bisimulación, se tiene que M |= α(x)[w] si y sólo si N |= α(x)[v].

Teorema 2.7.12 (Teorema de Caracterización de Van Benthem). Sea α(x) una fórmula de pri-

mer orden en L1
τ (Φ). Entonces α(x) es invariante bajo bisimulaciones si y solo si es (equivalente

a) la traducción estándar de una τ - fórmula modal.

Prueba. Sean M y N τ -modelos y w ∈ M y v ∈ N estados. (⇐) Es consecuencia directa del

teorema 2.2.6: Si α(x) es (equivalente a) la traducción estándar de φ una fórmula modal, y Z

es una bisimulación entre M y N tal que wZv, entonces M |= α(x)[w], por el teorema 2.6.5 es
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equivalente a que M, w  φ si y solo si (teo 2.2.6) N, v  φ, y de nuevo por el teorema 2.6.5,

sucede si y sólo si N |= α(x)[v]. Así α(x) es invariante bajo bisimulaciones.

(⇒) Supongamos que α(x) es una fórmula invariante bajo bisimulaciones. Definamos el

conjunto COM(α) como el conjunto de consecuencias modales de α:

COM(α) = {STx(φ) |φ es una fórmula modal y α(x) |= STx(φ) }.

Primero probemos que COM(α) |= α(x). i.e. si M |= COM(α)[w], entonces M |= α(x)[w].

(Véase sección A.1 del Apéndice para la definición de consecuencia semántica.)

Supongamos que M |= COM(α)[w] y consideremos el conjunto:

T (x) = {STx(φ) |M |= STx(φ)[w] }.

Probemos que T (x)∪ {α(x)} es consistente. Supongamos que es inconsistente. Por compacidad

(teorema A.1.3), hay un subconjunto finito T0(x) ⊆ T (x) tal que |= α(x) → ¬
∧
T0(x), lo que

implica que ¬
∧
T0(x) ∈ COM(α), entonces como M |= COM(α)[w], M |= ¬

∧
T0(x), lo cual

es una contradicción ya que T0(x) ⊆ T (x) y por la definición de T (x), M |=
∧
T0(x). Por lo

tanto T (x) ∪ {α(x)} es consistente.

Así, sean N, v un modelo y un estado en él tales que N |= T (x) ∪ {α(x)}[v]. Veamos que

w y v son modalmente equivalentes: si M, w  φ, entonces STx(φ) ∈ T (x), y esto implica

que N |= STx(φ)[v] de lo que se sigue que N, v  φ. Recíprocamente, si M, w 1 φ, entonces

M, w  ¬φ, entonces STx(¬φ) ∈ T (x), y se sigue que N |= STx(¬φ)[v], entonces N, v  ¬φ y

por lo tanto, N, v 1 φ.

Como equivalencia modal no siempre implica bisimilitud, necesitamos el lema de Detour para

completar la prueba. Por el lema de Detour, existen dos modelos ω-saturados M∗, w∗ y N∗, v∗

tales que M∗, w∗ � N∗, v∗. Entonces la situación que tenemos es como en el diagrama:
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M, w

M∗, w∗

N, v

N∗, v∗�

� �

Sabemos que la verdad de fórmulas de primer orden se preserva bajo encajes elementales, en-

tonces, tenemos que N |= α(x)[v] implica que N∗ |= α(x)[v]. Como α(x) es invariante bajo

bisimulaciones, entonces M∗ |= α(x)[w] y de nuevo, por invarianza bajo encajes elementales,

M |= α(x)[w]. Por lo tanto, COM(α) |= α(x).

Ya tenemos que COM(α) |= α(x). Por el teorema de compacidad, hay un subconjunto finito

X ⊆ COM(α) tal que X |= α(x). Entonces, |=
∧
X → α(x). Además, trivialmente, por la

definición de COM(α), tenemos que |= α(x) →
∧
X. Por lo tanto |=

∧
X ←→ α(x). Y como

toda fórmula en X es la traducción estándar de una fórmula modal, entonces también lo es
∧
X

y por lo tanto, α(x).

•

Nota 2.7.13. Un segundo resultado de bisimilitud en otro lugar sí es necesario porque la verdad

de fórmulas de primer orden no necesariamente se preserva bajo extensiones a ultrafiltros.

2.8. Definibilidad de modelos

En esta sección presentaremos el concepto de definibilidad y veremos cuáles propiedades de

modelos son definibles por medio de fórmulas modales. Este resultado parte del teorema 2.7.10

y lo trabajaremos en términos de modelos puntuales.

Primero definiremos varios conceptos.

Definición 2.8.1. Sea τ un tipo de semejanza modal. Un modelo puntual es una pareja (M, w)

donde M es un τ -modelo y w un estado de M.

Definición 2.8.2. Una clase de modelos puntuales K es cerrada bajo bisimulaciones si (M, w)

está en K y M, w � N, v implica que (N, v) está en K.
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Definición 2.8.3. Una clase de modelos puntuales K es cerrada bajo ultraproductos si cualquier

ultraproducto
∏
U (Mi, wi) de una familia de modelos puntuales (Mi, wi) de K también está en

K.

Notación. Si K es una clase de modelos puntuales, entonces K̄ denota al complemento de K con

respecto a la clase de todos los modelos puntuales.

Definición 2.8.4 (Definibilidad). Una clase de modelos puntuales K es definible por un conjunto

de fórmulas modales si existe un conjunto Γ de fórmulas modales tal que para cada modelo

puntual de (M, w) tenemos que (M, w) está en K si y sólo si para toda γ ∈ Γ, M, w  γ.

Y decimos que K es definible por una sola fórmula modal si es definible por un conjunto singular.

En los siguientes teoremas veremos las condiciones necesarias y suficientes para que una clase

de modelos puntuales sea definible. Pero antes de probar los teoremas, veamos un lema que nos

servirá para las pruebas.

Lema 2.8.5. Si Σ es un conjunto de fórmulas y K una clase de modelos puntuales cerrada

bajo ultraproductos en la que Σ es finitamente satisfacible, entonces Σ es satisfacible en un

ultraproducto en K.

Prueba. Definiremos el ultraproducto adecuado. Primero definamos al conjunto de índices I,

como la colección de subconjuntos finitos de Σ:

I = {Σ0 ⊆ Σ |Σ0 es finito }.

Como Σ es finitamente satisfacible en K, entonces para cada i ∈ I existe un modelo puntual

(Ni, vi) en K tal que Ni, vi  i. Construiremos ahora un ultrafiltro sobre I: para cada σ ∈ Σ, sea

σ̂ el conjunto de todos los Σ0 ∈ I tales que σ ∈ Σ0. Observemos que {σ1, . . . , σn} ∈ σ̂1∩· · ·∩ σ̂n,

entonces el conjunto E = {σ̂ |σ ∈ Σ} tiene la PIF, por lo que podemos extenderlo a un ultrafiltro

U sobre I (por el corolario A.3.8 del apéndice). Con esto queda bien definido el ultraproducto∏
U Ni.

Ahora definiremos fU , un estado que cumpla que
∏
U Ni, fU  Σ. Denotamos por Wi al

dominio del modelo Ni y sea f ∈
∏
i∈IWi la función tal que f(i) = vi para toda i (fvi como la

habíamos denotado anteriormente).
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Resta probar que efectivamente
∏
U Ni, [fvi ]U  Σ. Para cada Σ0 ∈ σ̂, tenemos que σ ∈ Σ0,

y entonces Ni, vi  σ. Entonces para cada σ ∈ Σ, σ̂ ⊆ {Σ0 ∈ I |Ni, vi  σ} y como σ̂ ∈ U ,

entonces {Σ0 ∈ I |Ni, vi  σ} ∈ U , entonces por el teorema de Łoś (A.3.12) combinado con el

teorema 2.6.5,
∏
U Ni, [fvi ]U  σ. Y por lo tanto, Σ es satisfacible en un ultraproducto en K. •

Teorema 2.8.6. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea K una clase de modelos puntuales.

Son equivalentes:

(i) K es definible por un conjunto de fórmulas

(ii) K es cerrado bajo bisimulaciones y ultraproductos. Y K̄ es cerrado bajo ultrapotencias.

Prueba. (i) ⇒ (ii): Supongamos que K es definible por un conjunto Γ de fórmulas modales.

Para ver que es cerrado bajo bisimulaciones, sea (M, w) un modelo puntual en K y sea (N, v)

un modelo puntual tal que (M, w)� (N, v). Como M, w  Γ y bisimilitud implica equivalencia

modal (teorema 2.2.4), entonces N, v  Γ y por lo tanto (N, v) está en K y por lo tanto es

cerrado bajo bisimulaciones.

Ahora, sea {(Mi, wi) | i ∈ I} una familia de modelos puntuales en K. Por (i) tenemos que

Mi, wi  γ para cualesquiera i ∈ I y γ ∈ Γ. Consideremos la función fwi ∈
∏
i∈I Mi tal

que fwi(i) = wi para toda i. Entonces, dado un ultrafiltro U sobre I, [fwi ]U ∈
∏
U Mi. Como

Mi, wi  γ para toda γ ∈ Γ, entonces por el Teorema de Correspondencia Local y Global en

modelos (2.6.5), Mi |= STx(γ)[wi] que por la definición de fwi , es equivalente a que Mi |=

STx(γ)[fwi(i)] para toda i, lo que implica que el conjunto {i ∈ I |Mi |= STx(γ)[fwi(i)]} ∈ U , y

por la condición (ii) del teorema de Łoś (A.3.12),
∏
U Mi |= STx(γ)[[fwi ]U ] y de nuevo por el

teorema 2.6.5,
∏
U Mi, [fwi ]U  γ para toda γ ∈ Γ. Por lo tanto, (

∏
U Mi, [fwi ]U ) es un modelo

puntual que está en K. Se conluye que K es cerrado bajo ultraproductos.

Por último, sea (M, w) un modelo puntual en K̄ y sea U un ultrafiltro sobre un conjunto de

índices I. Como (M, w) está en K̄, existe una fórmula γ ∈ Γ tal que M, w 1 γ, entonces

M, w  ¬γ, por el segundo inciso del teorema de Loś’s,
∏
U M, [fw]U  ¬γ, entonces∏

U M, [fw]U 1 γ, por lo que (
∏
U M, [fw]U ) no está en K, y por tanto pertenece a K̄.

Para (ii) ⇒ (i), supongamos que K y K̄ cumplen las condiciones de clausura establecidas

en (ii).
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Definimos el conjunto T como el conjunto de fórmulas modales que son verdaderas en K:

T = {φ | para todo (M, w) en K : M, w  φ}.

Es claro que todo modelo de K satisface T , por como lo definimos. Ahora veamos que todo

modelo que satisface T , está en K.

Sea (M, w) tal que M, w  T . Sea Σ la teoría de w, i.e. Σ = {φ |M, w  φ}. Tenemos que Σ

es finitamente satisfacible en K, pues de lo contrario existiría Σ′ = {σ1, . . . , σn} ⊆ Σ tal que Σ′

no es satisfacible en K, entonces para todo modelo puntual (N, v) de K, N, v 1 σ1 ∧ · · · ∧ σn,

entonces N, v  ¬(σ1 ∧ · · · ∧ σn) para todo (N, v) de K, en particular M, w  ¬(σ1 ∧ · · · ∧ σn),

lo cual es una contradicción.

Del lema 2.8.5 y del hecho de que K es cerrado bajo ultraproductos, tenemos que Σ es

satisfacible en un modelo puntual (N, v) de K. Pero N, v  Σ implica que v y w del modelo

puntual original (M, w) son modalmente equivalentes, porque Σ es la teoría de w. Entonces, por

el teorema 2.7.10, existe un ultrafiltro U ′ tal que

∏
U ′

(N, v), [fv]U ′ �
∏
U ′

(M, w), [fw]U ′ .

Por la cerradura bajo ultraproductos de K, el modelo puntual
∏
U ′(N, v), [fv]U ′ pertenece a K;

por cerradura bajo bisimulaciones de K,
∏
U ′(M, w), [fw]U ′ está en K; y por la cerradura bajo

ultrapotencias de K̄, (M, w) pertenece a K, ya que si (M, w) no perteneciera a K, entonces

(M, w), [fw]U ′ estaría en K̄. Y por lo tanto T es el conjunto que define a K. •

Teorema 2.8.7. Sea τ un tipo de semejanza modal y sea K una clase de τ -modelos puntuales.

Los siguientes son equivalentes:

(i) K es definible por una fórmula modal.

(ii) Tanto K como K̄ son cerrados bajo bisimulaciones y ultraproductos.

Prueba. Para (i) ⇒ (ii), la prueba es análoga a la de (i) ⇒ (ii) del teorema anterior (2.8.6).

Para (ii) ⇒ (i), supongamos que K y K̄ cumplen las condiciones de cerradura que pide (ii).

Como ambos son cerrados bajo ultraproductos, existen T1 y T2 conjuntos de fórmulas modales
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que definen a K y a K̄ respectivamente, por el teorema 2.8.6. Su unión es inconsistente, es decir

que no existe modelo puntual (M, w) tal que M, w  T1∪T2. Entonces, por compacidad, existen

{σ1, . . . , σn} ⊆ T1 y {φ1, . . . , φm} ⊆ T2 tales que para todo modelo puntual (M, w):

M, w  σ1 ∧ · · · ∧ σn → ¬φ1 ∨ · · · ∨ ¬φm

Veamos que σ1 ∧ · · · ∧σn es en efecto la fórmula que define a K. Sabemos que para todo modelo

puntual (M, w) de K,M, w  σ1∧· · ·∧σn, por definición. Recíprocamente, siM, w  σ1∧· · ·∧σn,

entonces M, w  ¬φ1 ∨ · · · ∨ ¬φm, es decir, M, w  ¬(φ1 ∧ · · · ∧ φm) y por tanto M, w 1 T2 por

lo que (M, w) no pertenece a K̄, entonces (M, w) está en K. •
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Capítulo 3

Definibilidad de Frames

En este capítulo definiremos algunas clases de frames (determinadas por ciertas propiedades

de sus relaciones) con fórmulas modales. Este capítulo descansa en la noción de validez en frames.

Cuya definición ya vimos (1.3.11) pero la recordaremos y extenderemos un poco. Además, en este

capítulo nos restringimos al lenguaje básico modal (LM(τ0,Φ)) y por consecuente, trabajaremos

con frames que tengan una sola relación binaria.

3.1. Definibilidad

Recordemos primero las definiciones.

Definición 3.1.1 (Validez). Sea τ un tipo de semejanza modal y sea φ una τ -fórmula. Decimos

que φ es válida en un estado w de un τ -frame F (Not: F, w  φ) si φ es verdadera en el estado

w de todo modelo (F, V ) basado en F.

φ es válida en un frame F (Not: F  φ) si es válida en todos los estados de F.

Una fórmula φ es válida en una clase K de frames (Not:K  φ) si es válida en todo frame F de

K

Notación. A la clase de frames donde una fórmula φ es válida, la denotamos por Frφ.

La definición de validez de una fórmula se puede extender a conjuntos de fórmulas de manera

natural: un conjunto Γ de τ -fórmulas es válido en un τ -frame (Not: F  Γ ) si toda γ ∈ Γ es
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válida en F; y un conjunto Γ de fórmulas es válido en una clase K de frames (Not: K  Γ), si Γ

es válido en todo frame F de K.

Notación. A la clase de τ -frames en la que un conjunto Γ de τ -fórmulas es válido, la denotamos

por FrΓ.

Vamos a decir que una fórmula modal define a una clase de frames si la fórmula determina

exactamente a los frames que están en la clase a través del concepto de validez. Formalmente:

Definición 3.1.2. Sean, τ un tipo de semejanza modal , φ una τ -fórmula y K una clase de

τ -frames. Decimos que φ define (o caracteriza) a K si para todo frame F:

F pertenece a K si y solo si F  φ

Igualmente, si Γ es un conjunto de τ -fórmulas, Γ define a K si para todo frame F :

F está en K si y solo si F  Γ

Y decimos que una clase de frames es definible si existe un conjunto de fórmulas (o una fórmula)

que lo define.

A veces diremos que una conjunto de fórmulas define una propiedad (por ejemplo, reflexividad);

con esto nos referimos a que el conjunto de fórmulas define a la clase de frames que poseen

dicha propiedad. Por ejemplo, la fórmula �φ→ φ define la reflexividad, esto se ve en el ejemplo

1.3.17. También le llamaremos con el nombre de la propiedad de la relación a la clase de frames

cuya relación posea dicha propiedad, por ejemplo, a la clase de frames cuya relación es reflexiva

le llamaremos la clase de frames reflexivos.

3.2. Sobre las Relaciones

Ya que el estudio de definibilidad de los frames va muy ligado a las propiedades que poseen

sus relaciones, vale la pena recordar algunas propiedades y convenciones en cuanto a ellas.

Definición 3.2.1. Sean, τ0 el tipo de semejanza básico modal y F = (W,R) un τ0-frame.

Entonces decimos que la relación R:
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(a) Es seriada si ∀w ∈W (∃v ∈W (Rwv)).

(b) Es reflexiva si ∀w ∈W (Rww).

(c) Es simétrica si ∀w, v ∈W (Rwv → Rvw).

(d) Es transitiva si ∀w, v, u ∈W ((Rwv ∧Rvu)→ Rwu).

(e) Es euclidiana si ∀w, v, u ∈W ((Rwv ∧Rwu)→ Rvu).

(f) Es incestual si ∀w, v, u ∈W (Rwv ∧Rwu→ ∃x ∈W (Rvx ∧Rux)).

Como ya sabemos y hemos estado usando, Rwv denota que ‘w está relacionado con v’ o

que ‘v es alcanzable desde w’ o que ‘v se encuentra a un R-transición de w’, pero también

nos interesa poder expresar cuando un estado w puede alcanzar a un estado v por medio de n

R-transiciones. Para esto la siguiente definición.

Definición 3.2.2. Sean, τ0 el tipo de semejanza básico modal, F = (W,R) un τ0-frame y w y v

estados de F. Para n ≥ 0, definimos recursivamente la relación Rn –el n-ésimo producto relativo

de R consigo misma– como sigue:

1. R0wv si y solo si w = v.

2. Para n > 0, Rnwv si y solo si existe u ∈W tal que Rwu y Rn−1uv.

Si recordamos la definición 1.4.1 de la n-ésima iteración de un operador modal, podemos rela-

cionarla con Rn mediante la siguiente proposición.

Proposición 3.2.3. Sean, τ0 un tipo de semejanza, φ una τ0-fórmula, F = (W,R) un τ0-frame

y V una valuación tal que M = (F, V ) es un τ0-modelo basado en F. Entonces:

(i) M, w  ♦nφ si y solo si existe v ∈W tal que Rnwv y M, w  φ.

(ii) M, w  �nφ si y solo si para todo v ∈W tal que Rnwv, M, w  φ.

Prueba. Hagamos la prueba de (i) por inducción sobre n. Para n = 0 es trivial ya que ♦0φ = φ

y R0wv si y sólo si w = v. Ahora supongamos que se cumple para un n natural. Y supongamos

primero que M, w  ♦n+1φ, entonces Mw  ♦♦nφ. Por definición tenemos que existe u ∈ W
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tal que Rwu y M, u  ♦nφ, pero por hipótesis de inducción, esto es que existe u ∈ W tal que

Rwu y existe v ∈ W tal que Rnuv y M, v  φ. Pero por definición de Rn+1, eso se traduce en

que hay un v ∈W tal que Rn+1wv y M, v  φ. El recíproco es completamente análogo y por lo

tanto se cumple (i). La prueba de (ii) es muy similar. •

Con esto podemos definir una última propiedad de una relación R.

Definición 3.2.4. Sean τ0 y F como en la definición anterior (3.2.1). Decimos que R es

(k, l,m, n)- incestual si:

∀w, v, u ∈W (Rkwv ∧Rmwu→ (∃x ∈W (Rlvx ∧Rnux))).

3.3. Algunos Esquemas Importantes

En esta sección veremos ciertos esquemas que tomarán mayor importancia más adelante pero

ahora haremos un estudio de ellos desde la perspectiva de la definibilidad, es decir, veremos qué

clases de frames define cada uno. Primero enunciaremos los esquemas, con sus nombres más

usuales:

Acotación 3.3.1. Sean, τ0 el tipo de semejanza básico modal y φ y ψ τ0-fórmulas. Consideremos

los siguientes esquemas:

K. �(φ→ ψ)→ (�φ→ �ψ).

D. �φ→ ♦φ.

T. �φ→ φ.

B. φ→ �♦φ.

4. �φ→ ��φ.

5. ♦φ→ �♦φ.

G. ♦�φ→ �♦φ.

No todos los esquemas anteriores son válidos en la clase de todos los frames. Es fácil mostrar

que (a excepción de K) todos son refutables en algún modelo y para alguna valuación.
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Proposición 3.3.2. El esquema K es válido en la clase de todos los τ0-frames.

Prueba. Sean, F = (W,R) un τ0-frame, V una valuación y w un estado en el modelo (F, V ).

Supongamos que (F, V ), w  �(φ→ ψ), es decir, que para todo estado v ∈W, Rwv implica que

(F, V ), v  φ → ψ, lo que por definición de satisfacción es que para todo v ∈ W tal que Rwv,

(F, V ), v  φ implica (F, V ), v  ψ, entonces, para todo v ∈W tal queRwv, (F, V ), v  φ implica

que para todo v ∈ W tal que Rwv, (F, V ), v  ψ. Y así, tenemos que (F, V ), w  �φ → �ψ.

Por lo tanto K es válido en la clase de todos los τ0-frames. •

Pero entonces nos interesa saber en qué clase de modelos son válidos cada uno de los esquemas

anteriores.

Proposición 3.3.3. Los esquemas siguientes son válidos en la clase de frames indicada en cada

caso:

(1) D: seriados

(2) T: reflexivos

(3) B: simétricos

(4) 4: transitivos

(5) 5: euclidianos

(6) G: incestuales

Prueba. Haremos las pruebas para (1), (3) y (5). Para todos, sean, F un τ0-frame y V una

valuación tal que M = (F, V ) es un τ0-modelo basado en F y además sean, φ una τ0-fórmula y

w ∈W .

(1) Recordemos que D: �φ→ ♦φ. Supongamos que F es seriado y que M, w  �φ, enton-

ces para todo v ∈W tal que Rwv, M, v  φ. Como R es seriado, en efecto existe un estado

v tal que Rwv, entonces M, w  ♦φ. Y por lo tanto si F es un frame seriado, F  D.

(3) Recordemos: B: φ→ �♦φ. Supongamos que F es simétrico y que M, w  φ. Sea v ∈M

tal que Rwv, como R es simétrica, entonces Rvw y como M, w  φ, entonces M, v  ♦φ,
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y como v fue arbitrario, para todo v ∈ W tal que Rwv, M, v  ♦φ y por lo tanto

M, w  �♦φ. Podemos concluir que para todo τ0-frame simétrico F, F  B.

(5) Recordemos: 5: ♦φ→ �♦φ. Supongamos que F es euclidiano y queM, w  ♦φ, entonces

existe v ∈ W tal que Rwv y M, v  φ. Sea u tal que Rwu, como R es euclidiana, Ruv y

como M, v  φ, entonces M, u  ♦φ y como u fue arbitrario, entonces M, w  �♦φ. Por

lo tanto si F es un τ0-frame euclidiano, entonces F  5.

Las pruebas de (2), (4) y (6) son muy similares. •

En la proposición anterior solo probamos que si un frame tiene una propiedad entonces valida

una fórmula, pero para ver que cada fórmula define a su respectiva clase de frames, hace falta

ver el recíproco.

Proposición 3.3.4. Para los siguientes esquemas y propiedades, si un frame valida el esquema,

entonces pertenece a la clase de frames indicada.

(1) Seriados: D.

(2) Reflexivos: T.

(3) Simétricos: B.

(4) Transitivos: 4.

(5) Euclidianos: 5.

(6) Incestuales: G.

Prueba. Esta vez solo haremos las pruebas para (2), (4) y (6). Todas las pruebas serán por

contrapositiva, y para todas sean, τ0 el tipo de semejanza básico modal y F un τ0-frame.

(2) Supongamos que F no es reflexivo, así que existe w ∈ W tal que ¬Rww. Sea p ∈ Φ y

sea V una valuación tal que V (p) = W \ {w}, entonces si M = (F, V ), M, w  �p pero

M, w 1 p. Así que si F no es reflexivo, no valida D.
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(4) Supongamos que F no es transitivo. Entonces existen w, v, u ∈W tales que Rwv y Rvu pero

no Rwu. Sea p ∈ Φ y V una valuación tal que V (p) = {v ∈ W |Rwv}. Si M = (F, V ),

es claro, por como está definida V que M, w  �p y como ¬Rwu, u /∈ V (p) entonces,

M, w 1 p, entonces M, w 1 �p, entonces M, w 1 ��p. Por lo tanto F 1 �φ→ ��φ.

(6) Supongamos que F no es incestual. Entonces sean w, v, u ∈ W tales que Rwv y Rwu y

sea x ∈ W tal que Rux pero ¬Rvx. Sea p ∈ Φ y V una valuación tal que V (p) = {x ∈

W |Rux}. Entonces si M = (F, V ), entonces M, x  p y entonces M, u 1 �p y entonces

M, w 1 ♦�p, pero M, v 1 ♦p y entonces M, w 1 �p. Por lo tanto F 1 ♦�φ→ �♦φ.

Las pruebas de (1), (3) y (5) son muy similares. •

Podemos concluir de las últimas dos proposiciones que cada esquema define a su clase de

frames correspondiente.

El Esquema Gk,l,m,n

Acotación 3.3.5. Sea τ0 el tipo de semejanza básico modal y φ una τ0-fórmula. Entonces por

esquema Gk,l,m,n entendemos:

Gk,l,m,n: ♦k�lφ→ �m♦nφ.

Proposición 3.3.6. El esquema Gk,l,m,n define a la clase de los frames (k, l,m, n)-incestuales.

Prueba. Primero probaremos que si F es un τ0-frame (k, l,m, n)-incestual, entonces F valida

el esquema Gk,l,m,n. Sean V una valuación, M = (F, V ) y w ∈ W tales que M, w  ♦k�lφ,

entonces existe v ∈ W tal que Rkwv y para todo x ∈ W tal que Rlvx, M, x  φ. Y queremos

probar que M, w  �m♦nφ; así que sea u ∈W tal que Rmwu. Tenemos entonces que v y u son

tales que Rkwv y Rmwu, entonces por (k, l,m, n)-incestualidad, existe x ∈ W tal que Rlvx y

Rnux, entonces como M, w  ♦k�lφ, dicho x cumple también que M, w  φ. Y por lo tanto

M, w  �m♦nφ.

Ahora, para probar que si F  ♦k�lφ → �m♦nφ, entonces F es (k, l,m, n)-incestual, pro-

cederemos por contrapositiva. Supongamos que F no es (k, l,m, n)-incestual. Entonces hay

w, v, u ∈ W tales que Rkwv, Rmwu y sea x ∈ W tal que Rlvx y ¬Rnux. Sea p ∈ Φ y V
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una valuación tal que V (p) = {x ∈W |Rlvx}, entonces si M = (F, V ), M, x  p, y como Rlvx,

M, v  �lφ y por lo tanto M, w  ♦k�lp. Pero como ¬Rnux, entonces M, u 1 ♦p, por lo que

M, w 1 �m♦np.

Así concluimos que Gk,l,m,n define a la clase de los frames (k, l,m, n)-incestuales. •

Y podemos ver entonces, que las proposiciones 3.3.3 y 3.3.4 son corolarios de esta proposición

si notamos que los esquemas D, T, B, 4, 5 y G son instancias del esquema Gk,l,m,n y que las

propiedades de serialidad, reflexividad, simetría, transitividad, euclidianidad e incestualidad son,

respectivamente 0, 1, 0, 1-, 0, 1, 0, 0-, 0, 0, 1, 1-, 0, 1, 2, 0-, 1, 0, 1, 1- y 1, 1, 1, 1- incestualidad.

Con esto terminamos un pequeño estudio de cómo ciertas fórmulas modales pueden definir

a una clase de frames.
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Capítulo 4

Sistemas Normales de Lógica Modal

En este capítulo haremos un breve estudio sintáctico de las lógicas modales. Al igual que el

capítulo anterior, estará restringido al lenguaje básico modal LM(τ0,Φ). También nos restringi-

remos a los sistemas normales de lógica modal y más aún, a aquellos que tienen como axiomas,

todas las combinaciones de los esquemas que vimos en el capítulo anterior, presentaremos a to-

dos estos sistemas y estudiaremos su relación en cuanto a la inclusión. Los sistemas normales de

lógica modal son aquellos que responden a la semántica de mundos posibles (o de Kripke), es por

eso que son los de interés para este trabajo. Veremos caracterizaciones de cada sistema, algunos

teoremas y reglas de inferencia. Y finalmente veremos con respecto a qué clases de frames son

correctos y completos cada uno de los sistemas normales.

4.1. Sistemas Normales de Lógica Modal

Recordemos la definición 1.4.7 de un sistema lógico modal o lógica modal. Ahora nos con-

centraremos en cierto tipo de estos sistemas: los sistemas normales.

Definición 4.1.1. Un sistema normal de lógica modal es un sistema lógico que contiene el

esquema Df♦: ♦φ←→ ¬�¬φ y es cerrado bajo la regla de inferencia RK.

RK:
(φ1 ∧ · · · ∧ φn)→ φ

(�φ1 ∧ · · · ∧�φn)→ �φ
(n ≥ 0)

Existen algunos teoremas y reglas de inferencia que son válidos en todos los sistemas nor-
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males, como lo muestra la siguiente proposición.

Proposición 4.1.2. Todo sistema normal de lógica modal tiene las siguientes reglas de inferen-

cia y teoremas:

RN.
φ

�φ
RM.

φ→ ψ

�φ→ �ψ

RR.
(φ ∧ ψ)→ χ

(�φ ∧�ψ)→ �χ
RE.

φ←→ ψ

�φ←→ �ψ

N. �> M. �(φ ∧ ψ)→ (�φ ∧�ψ)

C. (�φ ∧�ψ)→ �(φ ∧ ψ) R. �(φ ∧ ψ)←→ (�φ ∧�ψ)

K. �(φ→ ψ)→ (�φ→ �ψ)

Prueba. Sea Σ un sistema normal, por la proposición 1.4.10, PL está contenido en Σ. Este hecho

lo usaremos bastante. Es claro que RN, RM y RR son instancias de RK para n = 0, n = 1 y

n = 2, respectivamente, por lo tanto son válidas en cualquier sistema normal.

Ahora, para RE. Supongamos que `Σ φ ←→ ψ, entonces por PL, `Σ φ → ψ y ` ψ → φ,

por RM, `Σ �φ→ �ψ y `Σ �ψ → �φ y de nuevo por PL, concluimos que `Σ �φ←→ �ψ.

Para N. Por PL, tenemos que `Σ > y por RN, `Σ �>.

Y para K. Por PL, sabemos que `Σ ((φ → ψ) ∧ φ) → ψ, entonces por RR, `Σ (�(φ →

ψ) ∧�φ)→ �ψ), entonces por PL, `Σ �(φ→ ψ)→ (�φ→ �ψ).

Por último, para C. Como (φ ∧ ψ) → (φ → ψ) es una tautología, entonces por PL `Σ

(φ ∧ ψ)→ (φ ∧ ψ) y por RR, `Σ (�φ ∧�ψ)→ �(φ ∧ ψ).

No se harán las pruebas de M y R pero son sencillas y muy similares a las que ya se

hicieron. •

El esquema Df♦, junto con la regla de inferencia RK, nos brinda una caracterización para

los sistemas normales. Pero como ya vimos que hay otros esquemas y reglas de inferencia que

cumplen todos los sistemas normales, entonces veremos otras caracterizaciones de los sistemas
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normales.

Proposición 4.1.3. Sea Σ un sistema lógico modal que contiene al esquema Df♦. Entonces Σ

es normal si y solo si cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) Contiene el esquema K y es cerrado bajo RN.

(ii) Contiene el esquema N y es cerrado bajo RR.

(iii) Contiene a los esquemas N y C y es cerrado bajo RM.

(iv) Contiene a los esquemas N, C y M y es cerrado bajo RE.

Prueba. Sea Σ un sistema lógico modal que contiene al esquema Df♦. La proposición anterior

(4.1.2) prueba la implicación de izquierda a derecha de cada inciso, entonces sólo probaremos la

otra.

Para (i) procederemos por inducción sobre n, ya que hay que probar que Σ contiene a RK.

Para el caso en que n = 0, es simplemente RN. Así que supongamos que se cumple para un

natural k < n, es decir que si `Σ (φ1 ∧ · · · ∧ φk)→ φ), entonces `Σ (�φ1 ∧ · · · ∧�φk)→ �φ.

Supongamos ahora que `Σ (φ1∧· · ·∧φn)→ φ. Por PL, tenemos que `Σ (φ1∧· · ·∧φn−1)→

(φn → φ). Por hipótesis de inducción, `Σ (�φ1 ∧ · · · ∧ �φn−1) → �(φn → φ) y por K y PL,

esto implica que `Σ (�φ1 ∧ · · · ∧ �φn−1) → (�φn → �φ) y finalmente, de nuevo por PL,

`Σ (�φ1 ∧ · · · ∧�φn)→ �φ.

Ahora para (ii), supongamos que Σ contiene al esquema N y es cerrado bajo RR. Vamos a

utilizar la caracterización que acabamos de probar en (i), así que hay que probar que contiene al

esquema K y es cerrado bajo RN. Para ver que contiene a K, véase la prueba de la proposición

anterior (4.1.2), ahí probamos K a partir de RR; ahora veamos que es cerrado bajo RN:

supongamos que `Σ φ, pero por PL, tenemos que `Σ (> ∧ >) → φ, ahora por RR, `Σ (�> ∧

�>)→ �φ, por N, tenemos que `Σ �>, lo que implica que `Σ �φ.

Para la prueba de (iii) se puede usar (ii) y para la de (iv), (iii). •

Daremos dos proposiciones análogas a 4.1.2 y 4.1.3 pero que tratan de esquemas y reglas de

inferencia que tienen predominantemente al operador modal ♦ en lugar de �, aunque no nos

detendremos en las pruebas ya que son similares a las anteriores.
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Proposición 4.1.4. Un sistema normal de lógica modal tiene los siguientes teoremas y reglas

de inferencia:

RK♦.
φ→ (φ1 ∨ · · · ∨ φn)

♦φ→ (♦φ1 ∨ · · · ∨ ♦φn)
(n ≥ 0)

RN♦.
¬φ
¬♦φ

RM♦.
φ→ ψ

♦φ→ ♦ψ

RR♦.
φ→ (ψ ∨ χ)

♦φ→ (♦ψ) ∨ ♦χ)
RE♦.

φ←→ ψ

♦φ←→ ♦ψ

N♦. ¬♦⊥ M♦. (♦φ ∨ ♦ψ)→ ♦(φ ∨ ψ)

C♦. ♦(φ ∨ ψ)→ (♦φ ∨ ♦ψ) R♦. ♦(φ ∨ ψ)←→ (♦φ ∨ ♦ψ)

K♦. (¬♦φ ∧ ♦ψ)→ ♦(¬φ ∧ ψ) Df�. �φ←→ ¬♦¬φ

Proposición 4.1.5. Sea Σ un sistema lógico modal que contiene al esquema Df�. Entonces Σ

es normal si y solo si cumple alguna de las siguientes condiciones:

(i) Es cerrado bajo RK♦.

(ii) Contiene el esquema K♦ y es cerrado bajo RN♦.

(iii) Contiene al esquema N♦ y es cerrado bajo RR♦.

(iv) Contiene a los esquemas N♦ y C♦ y es cerrado bajo RM♦.

(v) Contiene a N♦, C♦ y M♦ y es cerrado bajo RE♦.

4.2. La regla de reemplazo y la dualidad en los sistemas normales

En esta sección hablaremos de dos conceptos: la regla de reemplazo y un par de operadores

de dualidad. Estos nos darán más teoremas y reglas de inferencia para los sistemas normales de

lógica modal.

Comenzaremos con la regla de reemplazo:

REP.
φ←→ φ′

ψ ←→ ψ[φ/φ′]
,
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que recordando la definición 1.4.2, ψ[φ/φ′] es cualquier fórmula que resulte de reemplazar

cero o más ocurrencias de φ en ψ por φ′.

Proposición 4.2.1. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Entonces Σ tiene como regla de

inferencia a REP.

Prueba. Sea Σ un sistema normal y supongamos que `Σ φ ←→ φ′. Si φ y ψ son la misma

fórmula entonces es trivial porque ψ[φ/φ′] es o bien ψ o φ′, y tendríamos, en el primer caso,

que `Σ ψ ←→ ψ, que es siempre cierto, o en el segundo caso, que `Σ φ ←→ φ′ que es cierto

por hipótesis. Así que supongamos que son diferentes. Haremos la prueba por inducción sobre

la complejidad de ψ.

Si ψ es una letra proposicional, digamos p para alguna p ∈ Φ. Como tenemos que p y φ

son diferentes, entonces no hay ocurrencias de φ en p y ψ[φ/φ′] = p, entonces trivialmente

`Σ p←→ ψ[φ/φ′]. Si ψ es la constante ⊥, es totalmente análogo.

Si ψ es de la forma ¬χ.Tenemos por hipótesis de inducción que `Σ χ←→ χ[φ/φ′], entonces

por PL, `Σ ¬χ←→ ¬χ[φ/φ′]. El caso en que ψ es de la forma χ ∨ α, es análogo.

Ahora, si ψ es de la forma ♦χ. Por hipótesis de inducción, `Σ χ ←→ χ[φ/φ′], y por la

regla RE♦ (que probamos en 4.1.4), tenemos que `Σ ♦χ ←→ ♦(χ[φ/φ′]), pero es fácil ver que

♦(χ[φ/φ′]) = ♦χ[φ/φ′], entonces `Σ ♦χ←→ ♦χ[φ/φ′], que es lo que se quería probar. •

Ahora, definiremos el operador de dualidad para fórmulas.

Definición 4.2.2 (Dualidad de fórmulas). La fórmula dual φ∗ de una fórmula φ se define

recursivamente de la siguiente manera:

(i) p∗ = ¬p para toda p ∈ Φ.

(ii) ⊥∗ = >.

(iii) (¬φ)∗ = ¬(φ)∗.

(iv) (φ ∨ ψ)∗ = φ∗ ∧ ψ∗.

(v) (♦φ)∗ = �(φ)∗.

A partir de esta definición podemos deducir fácilmente las de las demás fórmulas:
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Afirmación 2. La definción de dualidad para los demás operadores queda definida como:

>∗ = ⊥.

(φ ∧ ψ)∗ = φ∗ ∨ ψ∗.

(φ→ ψ)∗ = ¬(φ)∗ ∧ (ψ)∗.

(φ←→ ψ)∗ = φ∗ ←→ ¬(ψ)∗.

(�φ)∗ = ♦(φ)∗.

Proposición 4.2.3. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Entonces Σ tiene los siguientes

teoremas y reglas de inferencia referentes a la fórmula dual:

(i) φ←→ ¬φ∗

(ii)
φ

¬φ∗
¬φ
φ∗

(iii)
φ→ ψ

ψ∗ → φ∗
.

(iv)
φ←→ ψ

φ∗ ←→ ψ∗
.

Prueba. Sea Σ un sistema normal de lógica modal y sea φ ∈ Σ. únicamente haremos la prueba

de (i) ya que los demás son corolarios de los anteriores y sencillos de probar. Procederemos

por inducción. Si φ es una letra proposicional, tenemos por PL que `Σ p ←→ ¬¬p y como

¬p = p∗, entonces `Σ φ ←→ ¬φ∗. Si φ es la constante ⊥, entonces por PL `Σ ⊥ ←→ ¬>

y entonces, por la definición del operador dual `Σ ⊥ ←→ ¬⊥∗. Si φ es de la forma ¬ψ, por

hipótesis de inducción, tenemos que `Σ ψ ←→ ¬ψ∗, entonces por PL, `Σ ¬ψ ←→ ¬(¬ψ∗).

Si φ es de la forma ψ ∨ χ, entonces, tenemos por hipótesis de inducción que `Σ ψ ←→ ¬ψ∗y

que `Σ χ ←→ ¬χ∗, entonces por la regla de reemplazo y PL, `Σ ψ ∨ χ ←→ ¬ψ∗ ∨ ¬χ∗ y

es fácil ver que `Σ ¬ψ∗ ∨ ¬χ∗ ←→ ¬(ψ ∨ χ)∗ y por lo tanto `Σ ψ ∨ χ ←→ ¬(ψ ∨ χ)∗. Y

finalmente, si φ es de la forma ♦ψ, por hipótesis de inducción y la regla de reemplazo, tenemos

que `Σ ♦ψ ←→ ♦(¬ψ∗) y por Df�, `Σ ♦(¬ψ∗) ←→ ¬�ψ∗ y tenemos que (♦ψ)∗ = �ψ∗, lo

cual concluye la prueba. •
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Como ejemplos de esta última proposición, tenemos que en un sistema normal Σ es siempre

un teorema la fórmula ♦> ←→ ¬�⊥. Y que siempre que (♦φ ∨ ♦¬φ) sea un teorema, entonces

lo será ¬(�φ ∧ �¬φ). Ambos son fáciles de verificar usando las condiciones (i) y (ii) de la

proposición anterior.

Observación. Sea S un esquema en un sistema normal Σ. Supongamos que en S predomina el

operador modal � (♦). Hemos hablado del esquema dual S♦ (S�). Este esquema dual S♦ (S�)

resulta ser exactamente una instancia de ¬S∗.

Por último para esta sección, definiremos otro operador de dualidad y enunciaremos algunas

proposiciones que se referirán a este operador y nos darán información de cuándo podemos

intercambiar los operadores � y ♦.

Definición 4.2.4 (Modalidad y modalidad dual). Definimos a una modalidad α como una

sucesión finita y posiblemente vacía de operadores modales (� y ♦) y el operador de negación

(¬).

Para cada modalidad α, definimos su modalidad dual α∗ que es la modalidad que resulta de

intercambiar � por ♦ y viceversa en α.

Por ejemplo, si α = ¬♦¬�♦, entonces α∗ = ¬�¬♦�.

Decimos que una modalidad es afirmativa si contiene una cantidad par de ocurrencias del

operador ¬.

Notación. Denotaremos a las modalidades con las primeras letras del alfabeto griego α, β, γ, . . .

Es importante notar que los dos operadores duales son distintos a pesar de que los denotamos

igual.

Proposición 4.2.5. Sean, Σ un sistema normal de lógica modal, α y β modalidades y φ cual-

quier τ0-fórmula.Entonces:

(i) `Σ αφ←→ ¬α∗¬φ.

(ii) `Σ αφ si y solo si `Σ ¬α∗¬φ.

(iii) `Σ αφ→ βφ para toda φ si y solo si `Σ β∗φ→ α∗φ para toda φ.

(iv) αφ←→ βφ para toda φ si y solo si `Σ α∗φ←→ β∗φ para toda φ.
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Como aplicación de esto vemos que un sistema normal contiene al equema 4: �φ→ ��φ si

y solo si contiene al esquema dual 4♦: ♦♦φ→ ♦φ.

Proposición 4.2.6. Sean, Σ un sistema normal de lógica modal y α y β modalidades afirmati-

vas. Entonces Σ contiene al esquema S: αφ → βφ como teorema si y solo si contiene a alguno

de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

S♦. β∗φ→ α∗φ.

RS.
φ→ ψ

αφ→ βψ
.

RS♦.
φ→ ψ

β∗φ→ α∗ψ
.

Estas proposiciones nos brindan herramientas para conocer más teoremas de los sistemas

normales.

4.3. Extensiones del sistema K

Para poder hablar de extensiones, es recomendable que el lector se remita a la definición

1.4.8 de teorema, donde también se habla de Σ-sistemas, con Σ un sistema lógico modal.

El sistema normal más pequeño, K, tiene como teoremas lo generado por Df♦, RK y la

lógica proposicional. Entonces, todos los sistemas normales son K-sistemas. Para hablar de los

sistemas normales vamos a escribir KS1S2 . . . cuando nos refiramos a la lógica modal normal

que tenga como teoremas a los esquemas S1, S2, . . . . Más formalmente:

KS1S2 . . . Sn = el sistema normal más pequeño que contiene a S1, S2, . . . , Sn

Nota 4.3.1. El orden en que pongamos a los teoremas es irrelevante. Por ejemplo, el sistema

KT4B es exactamente el mismo sistema que KBT4.

Por otro lado, cuando no se agrega algún esquema de estos como teorema, tenemos por

definición a K, que es el sistema más pequeño.

Entonces en lo que sigue nos vamos a interesar en las extensiones de K que resultan de

agregar como teoremas a los esquemas D, T, B, 4 y 5 (para recordar los esquemas, revísese la

acotación 3.3.1).
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KTB

KT

KT5

KT4

KDB

KD KD4

KD45

KD5

KB

K K4

KB4

K45

K5

Figura 4-1: Extensiones Normales del Sistema K

Existen quince sistemas normales distintos obtenidos de agregar al sistema más pequeño

(K), dichos esquemas como teoremas en todas sus combinaciones posibles. Estos quince sistemas

están ilustrados en la figura 4-1. En esta figura la inclusión de los sistemas está representada

por líneas; es decir, las extensiones de un sistema son las que se encuentran conectadas con este

por una línea y están a la derecha de él.

La mayoría de las inclusiones son obvias, sin embargo, probaremos algunas. Podemos obser-

var que en el diagrama no aparecen todas las combinaciones posibles de los esquemas pero se

puede mostrar que cualquiera de las que no aparecen es idéntica a alguna de las que que sí está

en el diagrama. Aunque algunos de estos casos son obvios, por ejemplo que KDT es la misma
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que KT.

De estos quince sistemas, los que han sido más relevantes a lo largo de la historia son KD,

KT, KTB, KT4 y KT5. KD es considerada como la lógica deontica básica y KT como la

lógica alética básica, y normalmente se refiere a ellas simplemente como D y T respectivamente.

Luego, el sistema KTB es conocido como el sistema Brouwersche (a veces solo B) y KT4 y

KT5 son conocidos como los sistemas de Lewis, S4 y S5, respectivamente.

El estudio que haremos de los sistemas será breve y no profundizaremos mucho en las prue-

bas de las proposiciones. Estudiaremos los sistemas KD, KT, KB, K4, K5 y sus extensiones

normales. En la siguiente proposición tenemos una caracterización para cada uno de estos sis-

temas.

Proposición 4.3.2. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Entonces:

1. Σ es un KD-sistema si y solo si tiene a RD.

2. Σ es un KT-sistema si y solo si tiene a T♦, a RT o a RT♦.

3. Σ es un KB-sistema si y solo si tiene a B♦, a RB o a RB♦.

4. Σ es un K4-sistema siy solo si tiene a 4♦, a R4 o a R4♦.

5. Σ es un K5-sistema si y solo si tiene a 5♦, a R5 o a R5♦.

Nota 4.3.3. Los teoremas y reglas de inferencia a los que nos referimos en la proposición anterior

son aquellos que se construyen a partir de modalidades afirmativas de la manera en que se hace

en la proposición 4.2.6.

Y de hecho la prueba de 4.3.2 es una consecuencia inmediata de la proposición 4.2.6, ya que

las modalidades en los esquemas D, T, B, 4 y 5 son afirmativas.

Antes de empezar el estudio de las extensiones de cada uno de los sistemas, nos conviene

dar una definición.

Definición 4.3.4. Sea S un esquema y k ≥ 0. Entonces Sk es el esquema resultante de reem-

plazar cada operador modal � y ♦ en S por �k y ♦k respectivamente.

Y el esquema S( )k es el esquema resultante de reemplazar cada modalidad α en S por αk

(que es la k-ésima iteración de la modalidad α).
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KD-sistemas normales.

Proposición 4.3.5. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Σ es un KD-sistema si y solo

si tiene alguno de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

RP.
φ

♦φ
P. ♦>

O. ♦φ ∨ ♦¬φ RP�.
¬φ
¬�φ

P�. ¬�⊥ O�. ¬(�φ ∧�¬φ).

Y más en general, Σ es un KD-sistema si y solo si tiene alguno de los teoremas o reglas de

inferencia: Dk, RDk, RP k, P k, Ok, RP�k, P�k y O�k, para cualquier k > 0.

KT-sistemas normales. A la lógica KT también se le llama T o M.

Proposición 4.3.6. Todo KT-sistema normal es un KD-sistema normal.

Prueba. [Prueba.] El esquema D (�φ → ♦φ) se sigue por PL de T (�φ → φ) y T♦ (φ →

♦φ). •

Así que todos los teoremas y reglas de inferencia que tienen los KD-sistemas, mencionados

anteriormente, también los cumplen los KT-sistemas. Pero no son suficientes.

Proposición 4.3.7. Sea Σ un KT-sistema normal. Entonces Σ tiene los siguientes teoremas y

reglas de inferencia: T k, T♦k, RT k y RT♦k, para toda k > 0.

KB-sistemas normales.

Proposición 4.3.8. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Σ es un KB-sistema si y solo

si tiene alguno de los siguientes teoremas y reglas de inferencia:
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X. �(♦φ→ ψ)→ (φ→ �ψ) X♦. �(φ→ �ψ)→ (♦φ→ ψ)

RX.
♦φ→ ψ

φ→ �ψ
RX♦.

φ→ �ψ
♦φ→ ψ

Más en general, todo KB-sistema normal tiene los siguientes teoremas y reglas de inferencia:

Bk, B♦k, RBk, RB♦k, RXk, RX♦k, B( )k, B♦( )k, RB( )k y RB♦( )k para toda k > 0.

Además tenemos en los KB-sistemas, que el esquema 4 es un teorema si y solo si el esquema

5 lo es.

Proposición 4.3.9. Un sistema normal de lógica modal Σ es un KB4-sistema si y solo si es

un KB5-sistema.

Así el sistema KB4 es exactamente el mismo que el KB5.

K4-sistemas normales.

Consideremos la siguiente generalización del esquema 4:

4′k. �φ→ �k�φ

.

Proposición 4.3.10. Cualquier K4-sistema normal tiene como teoremas y reglas de inferencia

a 4′k, 4♦′k, R4′k y R4♦′k, para toda k > 0.

Observación. Para Σ un K4-sistema, Σ ∪ {♦♦φ} es inconsistente. Ya que de lo contrario, por

4♦, tendríamos que ♦φ es un teorema, y en particular lo sería ♦⊥, lo cual contradice N♦.

K5-sistemas normales.

Consideremos la generalización del esquema 5:

5′k. ♦φ→ �k♦φ.
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Proposición 4.3.11. Todo K5-sistema normal tiene los teoremas y reglas de inferencia: 5′k,

5♦′k, R5′k y R5♦′k para toda k > 0.

El sistema normal más fuerte que podemos obtener con los esquemas D, T, B, 4 y 5 es

KT5, que es mejor conocido como S5. Como ya vimos antes, existen varias axiomatizaciones

para este sistema normal, las cuales enunciamos en la siguiente proposición.

Proposición 4.3.12. Sea Σ un sistema normal de lógica modal. Σ es un KT5-sistema si y solo

si tiene como teoremas:

(1) T, B y 4, o

(2) D, B y 4, o

(3) D, B y 5

De esta manera, entonces tenemos que KT5 = KTB4 = KDB4 = KDB5.

La prueba se sigue del estudio previo que hicimos de S5 y de la proposición 4.3.6. No nos

detendremos a probarlo con detalle.

Ahora ya podemos afirmar que el diagrama 4-1 es correcto en cuanto a las inclusiones de los

sistemas normales. La mayoría son claras porque se trata de la definición simplemente. Pero para

el resto, con las proposiciones anteriores, podemos ver que se dan las inclusiones; por ejemplo,

por la proposición 4.3.6, tenemos que KD ⊆ KT, KDB ⊆ KTB y KD4 ⊆ KT4. Por la

proposición 4.3.9, tenemos que K45 ⊆ KB4 y por la proposición 4.3.12, tenemos que KT5 es

una extensión de KTB, KT4, KD45 y KB4.

4.4. Modalidades

Recordemos que una modalidad es una sucesión finita de los operadores �, ♦ y ¬, incluyendo

la sucesión vacía, que denotaremos por ·.

Es natural preguntarnos, dada una fórmula φ cuántas fórmulas realmente distintas podemos

formar a partir de ella agregando modalidades. Esto es semejante, por ejemplo, en topología

a preguntarnos cuántos conjuntos verdaderamente diferentes podemos obtener de un conjunto
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dado, aplicando los operadores complemento, interior y cerradura. El desarrollo de esta sección

responderá esta pregunta sin profundizar mucho en las pruebas.

Definición 4.4.1. Sean α y β dos modalidades de un sistema normal Σ. Decimos que α implica

a β si para toda fórmula φ, la fórmula αφ→ βφ es un teorema de Σ.

Y decimos que α y β son equivalentes en un sistema lógico si para toda fórmula φ, la fórmula

αφ←→ βφ es un teorema del sistema. En otro caso, decimos que α y β son distintas.

A las fórmulas del tipo αφ ←→ βφ regularmente las llamamos leyes de reducción, en el

sentido de que una modalidad puede ser reducida a la otra.

En algunos sistemas de lógica modal sucede que hay una clase finita de modalidades tal que

cualquier modalidad es equivalente a una de la clase. Y es por medio de una lista de leyes de

reducción que se puede probar esto. Las leyes de reducción solamente nos dan una cota superior

para la cantidad de modalidades distintas en un sistema de lógica modal.

Por ejemplo en el sistema S5 (KT5), hay a lo más seis modalidades diferentes, a saber,

·,�,♦ y sus negaciones(¬,¬� y ¬♦). Esto se verifica con las siguientes leyes de reducción:

1. �φ←→ ��φ.

2. ♦φ←→ ♦♦φ.

3. �φ←→ ♦�φ.

4. ♦φ←→ �♦φ.

Así, cualquier sucesión de los operadores ♦, � y ¬ puede ser reducida a solo uno de ellos.

Hagamos un ejemplo para ilustrar esto: sea φ la fórmula ¬��♦¬�♦ψ. Lo que haremos primero

es usar Df�, Df♦ y PL para ir sustituyendo las modalidades de tal manera que se recorra

la negación hasta la izquierda. Entonces, φ es equivalente a ¬��¬��♦ψ y repitiendo pasos

similares, llegamos a que φ es equivalente a ♦♦��♦ψ; y luego, por la regla de reducción 1,

tenemos que es equivalente a ♦��♦ψ, y así aplicando similarmente las leyes de reducción,

llegamos a que φ es equivalente a ♦ψ.

Dos sistemas pueden tener las mismas modalidades diferentes pero ser distintos en los patro-

nes de implicación entre ellas. Por ejemplo los sistemas S5 y KD45, ambos tienen las modali-

dades ·,♦,� y sus negaciones pero KD45 no tiene los teoremas de S5: �φ→ φ y φ→ ♦φ. Más
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Figura 4-2: Implicaciones entre las modalidades de un KT4-sistema

aún, puede haber sistemas lógicos que tengan las mismas modalidades y las mismas implicaciones

entre ellas pero que sean diferentes sistemas.

De todos los sistemas normales que se forman con los esquemas D, T, B, 4 y 5, solo siete

tienen una cantidad finita de modalidades distintas, a saber, KT4, K5, KD5, K45, KB4,

KD45 y KT5.

De estos, KT4 y K5 tienen a lo más catorce modalidades distintas, KD5, K45 y KB4

tienen a lo más diez y KD45 y KT5 tienen a lo más seis.

Los otros ocho sistemas tienen una cantidad infinita de modalidades distintas, y esto se

prueba viendo que para todas n > m ≥ 0, el esquema �mφ←→ �nφ no es un teorema de cada

sistema. Porque de esta manera la modalidad �nφ no tendría leyes de reducción que la haga

equivalente a otras y entonces todas las modalidades de este tipo serían distintas.

Ejemplo 4.4.2. Como ejemplo probaremos que todo KT4-sistema tiene a lo más catorce mo-

dalidades distintas: ·,�,♦,�♦,♦�,�♦�,♦�♦ y sus negaciones. Y con implicaciones entre las

afirmativas como en el diagrama:

Para probarlo basta con ver que las siguientes reglas de reducción son teoremas de cualquier

KT4 sistema:

�φ←→ ��φ ♦φ←→ ♦♦φ

♦�φ←→ ♦�♦�φ �♦φ←→ �♦�♦φ
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Las reglas de la derecha son duales de las de la izquierda, así que nos basta con probar

las de la izquierda; la primera se sigue de T, 4 y RM. Para ♦�φ ←→ ♦�♦�φ haremos la

demostración. Primero para la implicación de izquierda a derecha:

1. �φ→ ♦�φ T♦

2. ��φ→ �♦�φ 1, RM

3. �φ→ ��φ 4

4. �φ→ �♦�φ 2, 3, PL (silogismo hipotético)

5. ♦�φ→ ♦�♦�φ 4, RM♦

Y de derecha a izquierda:

1. �♦�φ→ ♦�φ T

2. ♦�♦�φ→ ♦♦�φ 1RM♦

3. ♦♦�φ→ ♦�φ 4♦

4. ♦�♦�φ→ ♦�φ 2, 3, PL (silogismo hipotético)

Para probar las implicaciones entre las modalidades afirmativas (figura 4-2) basta con probar

las cuatro de arriba porque las de abajo son las duales. De esas cuatro, dos son instancias de

T, y una está probada en la línea 4 de la primera de las dos pruebas anteriores, sólo resta

�♦�→ �♦φ pero esta es consecuencia directa de T, RM, y RM♦.

Las pruebas de los otros sistemas son muy similares, con sus respectivas leyes de reducción.

De hecho cada sistema de los que mencionamos tiene exactamente esa cantidad de modalidades

diferentes. Para probar que dicha cantidad es la mínima, hay que probar que de entre las

modalidades que mencionamos, no hay un par que sean equivalentes. Dados los fines de esta

sección ya no profundizaremos en esto.
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4.5. Correctud

En esta sección veremos el teorema básico de correctud de sistemas normales y con eso

probaremos que los sistemas que hemos estado trabajando (los de la figura 4-1) son distintos.

Para esto es convieniente para el lector recordar la definición 1.4.18 de correctud que está en la

sección 1.4.

Lema 4.5.1. Sean, F una clase de frames y φ, φ1, . . . , φn fórmulas. Entonces:

1. Si F  φ1, . . .F  φn, entonces F  φ, donde φ es consecuencia tautológica de φ1, . . . , φn.

(i.e. la regla RPL preserva validez en una clase de frames).

2. Para n ≥ 0, si F  (φ1 ∧ · · · ∧ φn) → φ, entonces F  (�φ1 ∧ · · · ∧ �φn) → �φ. (i.e la

regla RK perserva validez en una clase de frames).

3. F  ♦φ←→ ¬�¬φ (i.e. el esquema Df♦ es válido en cualquier clase de frames).

Prueba. Para 1: Para la prueba de 1 requerimos dos afirmaciones que no probaremos pero son

sencillas:

(i) Si ψ es una tautología, entonces F  ψ.

(ii) Si F  ψ → χ y F  ψ, entonces F  χ.

Supongamos que φ es consecuencia tautológica de φ1, . . . , φn. Entonces la fórmula φ1 →

(. . . (φn → φ) . . . ) es una tautología, y por (i), es válida en la clase F. Luego, aplicando n veces

(ii), tenemos que F  φ.

Para 2: Igual que en el inciso anterior haremos uso de dos afirmaciones sin detenernos a

probarlas:

(i) Si F  ψ, entonces F  �ψ.

(ii) F  �(ψ → χ)→ (�ψ → �χ).

La prueba es por inducción; el caso n = 0 es la afirmación (i). Supongamos que se cumple

para todo k < n. Entonces, supongamos que F  (φ1 ∧ · · · ∧ φn) → φ, por PL F  (φ1 ∧ · · · ∧

φn−1)→ (φn → φ), entonces por hipótesis de inducción, F  (�φ1 ∧ · · · ∧�φn)→ �(φn → φ),
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por (ii), F  (�φ1 ∧ · · · ∧ �φn) → (�φn → �φ) y por PL, F  (�φ1 ∧ · · · ∧ �φn) → �φ, que

es lo que queríamos probar.

La prueba de 3, se sigue de las definiciones de validez y satisfacción. •

Teorema 4.5.2. Sean S1, S2, . . . , Sn esquemas válidos en las clases de frames F1,F2, . . . ,Fn

respectivamente. Entonces el sistema normal KS1S2 . . . Sn es correcto con respecto a la clase de

frames F1 ∩ · · · ∩ Fn.

Prueba. Como para toda i = 1, . . . , n, tenemos que Fi  Si, entonces F1 ∩ · · · ∩ Fn  Si. Por

tanto sólo faltará ver que la clase F1 ∩ · · · ∩ Fn valida al esquema Df♦ y que las reglas RK y

RPL preservan validez. Pero esto es inmediato del lema anterior (4.5.1). •

Como el sistema normal más pequeño (K) está axiomatizado por Df♦, RK y RPL, obte-

nemos el siguiente corolario:

Corolario 4.5.3. Sea F una clase de frames arbitraria. El sistema K es correcto con respecto

a F.

El teorema 4.5.2 tiene una importante conexión con las extensiones de K, ya que como en

la sección 3.3 vimos en cuáles clases de frames son válidos cada uno de los axiomas D, T, B, 4

y 5, entonces podemos saber con respecto a qué clases son correctos los sistemas que extienden

a K. Por ejemplo, como D, T, B, 4 y 5 son válidos en las clases de frames seriados, reflexivos,

simétricos, transitivos y euclidianos respectivamente, entonces por el teorema 4.5.2, KD, KT,

KB, K4 y K5 son correctos con respecto a dichas clases de frames. En general, por el teorema

4.5.2 y la proposición 3.3.3, podemos elaborar la tabla 4-3 donde se indica con respecto a qué

clase es correcto cada sistema de las catorce extensiones de K que hemos estado trabajando.

En la sección 4.3 vimos una serie de proposiciones que establecían las contenciones entre

los sistemas, pero gracias al teorema de correctud podemos mostrar que son diferentes para así

obtener la contención propia.

Proposición 4.5.4. Los quince sistemas de la figura 4-1 son diferentes.

Prueba. Para mostrar que un sistema Σ es diferente de un sistema Σ′, basta con mostrar un

modelo de Σ en el que no sea verdadero algún teorema de Σ′, entonces usaremos este argumento

para mostrar que las extensiones de K son distintas.
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seriados reflexivos simétricos transitivos euclidianos
KD •
KT •
KB •
K4 •
K5 •
KDB • •
KD4 • •
KD5 • •
K45 • •
KD45 • • •

KB4 • •
• •

KTB • •
KT4 (S4) • •

KT5 (S5)

• •
• • •

• • •
• • •

Figura 4-3: Correctud de los sistemas normales que extienden a K

Consideremos los siguientes modelos:

(1) W = {a, b, c} (distintos); R = {(a, a), (b, b), (c, c), (a, b), (b, a), (b, c), (c, b)} y V tal que

V (p) = {a, b} y V (q) = {a} para toda q 6= p.

(2) W = {a, b} (distintos); R = {(a, a), (b, b), (a, b)} y V tal que V (p) = {a} para toda p ∈ Φ.

(3) W = {a, b} (distintos); R = {(a, b), (b, b)} y V tal que V (p) = {b} para toda p ∈ Φ.

(4) W = {a}; R = ∅ y V = ∅.

(5) W = {a, b, c} (distintos); R = {(a, b), (b, b), (b, c), (c, c)} y V tal que V (p) = {b} para toda

p ∈ Φ.

(6) W = {a, b} (distintos); R = {(a, b), (b, a)} y V tal que V (p) = {b} para toda p ∈ Φ.

Primero analicemos el modelo (1). Tenemos que es un modelo reflexivo y simétrico y en el

que (1), a 1 �p → ��p y (1), b 1 ♦q → �♦q que son instancias de 4 y 5 respectivamente.

Por el teorema 4.5.2 (1) es modelo del sistema KTB y de todos los sistemas de los que éste
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es extensión. Pero como falsifica instancias de 4 y 5, no puede ser modelo de cualquiera que

contenga esos teoremas. Por lo tanto todos sistemas de los que KTB es extensión, son diferentes

de todos los demás.

Ahora, en cuanto al modelo (2)tenemos que este es un modelo reflexivo y transitivo en el que

(2), a 1 p → �♦p y (2), a 1 ♦p → �♦p, que son instancias de B y 5. Es decir (por el teorema

4.5.2) que es modelo de KT4 y todos los sistemas de los que es extensión pero no es modelo

de cualquiera que tenga como teorema a los esquemas B y 5. Por lo tanto dichos sistemas son

distintos.

El modelo (3) es un modelo serial, transitivo y euclidiano, que por el teorema 4.5.2, es un

modelo del sistema KD45. Y tenemos que (3), a 1 �p → p y (3), a 1 ¬p → �♦¬p, por lo que

falsifica instancias de T y B. Así que los sistemas KD45 y aquellos de los que es extensión, son

diferentes a los demás del diagrama.

El modelo (4) es simétrico y transitivo, por lo que por el teorema 4.5.2, es modelo del sistema

KB4 y todos los que éste contiene. Por otro lado, (4), a 1 �p→ ♦p que es una instancia de D.

Entonces estos sistemas son diferentes a todos los demás del diagrama porque todos los demás

contienen a D como teorema.

El modelo (5) es seriado y euclidiano, entonces por el teorema 4.5.2, es modelo del sistema

KD5 y todos los sistemas que extiende. Pero (5), a 1 �p → ��p, que es una instancia de 4.

Por lo tanto KD5 y los sistemas que extiende son distintos a todos los sistemas del diagrama

que contienen a 4.

Por último, el modelo (6) es seriado y simétrico, por lo que gracias al teorema 4.5.2 sabemos

que es modelo del sistema KDB y todos los sistemas que extiende. Pero como (6), a 1 �p→ p,

que es una instancia de T, entonces KDB y los sistemas que extiende son distintos a todos los

sistemas del diagrama que contienen al esquema T.

Es fácil corroborar que estos seis argumentos son suficientes para que todos los sistemas del

diagrama resulten diferentes entre sí, pero ya no profundizaremos en ello. •
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4.6. Completud

Ahora pasaremos a ver algunos resultados de completud en los sistemas normales de lógica

modal (recordar la definición 1.4.19). Primero trabajaremos con conjuntos Σ-maximales, para

un sistema lógico Σ y daremos algunos lemas que nos serán útiles para probar los resultados de

completud que nos interesan.

Conjuntos Σ-maximales

Recordemos qué es un conjunto Σ-maximal (definición 1.4.17). Dado un sistema lógico Σ,

Γ un conjunto de fórmulas es Σ-maximal si es Σ-consistente y todas sus extensiones propias

son inconsistentes. Ahora daremos ciertas propiedades de los conjuntos Σ-maximales que es

conveniente tener en mente.

Proposición 4.6.1. Sea Γ un conjunto de fórmulas modales tal que MaxΣ Γ, entonces:

(1) Γ es cerrado bajo MP, i.e. si φ, φ→ ψ ∈ Γ, entonces ψ ∈ Γ.

(2) φ ∈ Γ si y solo si Γ `Σ φ.

(3) Σ ⊆ Γ

(4) Para toda fórmula φ, o bien φ ∈ Γ o ¬φ ∈ Γ.

(5) Para cualesquiera fórmulas φ, ψ, φ ∨ ψ ∈ Γ si y solo si φ ∈ Γ o ψ ∈ Γ.

Prueba. Solo haremos la prueba de (2) y de (4).

Para (2). (⇒) Proposición 1.4.14(i).

(⇐) Para el converso, supongamos que Γ `Σ φ y que φ /∈ Γ. Como MaxΣΓ, y φ /∈ Γ, entonces

CønΣΓ∪{φ}, entonces por la proposición 1.4.14(iii), Γ `Σ ¬φ. Lo cual es una contradicción con

la consistencia de Γ. Por lo tanto φ ∈ Γ.

Ahora, para (4). Supongamos que φ ∈ Γ. Si ¬φ ∈ Γ, entonces CønΣΓ (definición 1.4.13), por

lo que ¬φ /∈ Γ. Así que no sucede que ambas estén en Γ; hace falta ver que alguna debe estar.

Supongamos que φ /∈ Γ y ¬φ /∈ Γ,por (2), Γ 0Σ φ y Γ 0Σ ¬φ, entonces por proposición 1.4.14

(ii), ConΣΓ ∪ {¬φ} y ConΣΓ ∪ {φ}, lo que por definición implica que φ ∈ Γ y ¬φ ∈ Γ, que es

una contradicción. •
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La siguiente proposición, conocida como Lema de Lindenbaum, afirma que todo conjunto

consistente de un sistema tiene una extensión maximal.

Proposición 4.6.2 (Lema de Lindenbaum). Sea Γ un conjunto de fórmulas. Si ConΣΓ, entonces

existe ∆ tal que:

(i) Γ ⊆ ∆.

(ii) MaxΣ ∆.

La prueba del lema de Lindenbaum es clásica, así que solo haremos un esbozo.

Prueba. Como nuestro lenguaje es numerable, sea φ0, φ1, φ2, . . . una enumeración de las fórmulas

del lenguaje. Definiremos recursivamente como sigue los conjuntos ∆i para toda i ∈ N:

∆0 = Γ

∆n+1 =

 ∆n ∪ {φn}, si ∆n ∪ {φn} es consistente

∆n ∪ {¬φn}, en otro caso

De esta manera construimos a ∆ =
⋃
n≥0 ∆n. Para terminar habría que probar que: (1) ∆n

es consistente para toda n; (2) Para toda φ fórmula, solo una de φ o ¬φ pertenece a ∆; (3) si

∆ `Σ φ, entonces φ ∈ ∆; y (4) MaxΣ.

•

Enseguida probaremos una última proposición en cuanto a conjuntos Σ-maximales que nos

será útil.

Proposición 4.6.3. Sea Γ un conjunto de fórmulas. Entonces:

(i) Γ `Σ φ si y solo si φ ∈ ∆ para todo MaxΣ∆ tal que Γ ⊆ ∆.

(ii) `Σ φ si y solo si φ ∈ ∆ para todo MaxΣ ∆.
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Prueba. Como(ii) se sigue sencillamente de (i), solo haremos la prueba de (i).

(⇒) Supongamos que Γ `Σ φ. Sea ∆ tal que MaxΣ ∆ y Γ ⊆ ∆. Es fácil ver que como Γ ⊆ ∆ y

Γ `Σ φ, entonces ∆ `Σ φ y por la proposición 4.6.1(1), φ ∈ ∆. (⇐) Supongamos que Γ 0Σ φ,

entonces (es fácil probar que) ConΓ ∪ {¬φ}. Por el Lema de Lindenbaum, hay un conjunto ∆

que es extensión Σ-maximal de este, y es claro que también es extensión de Γ. Como ¬φ ∈ ∆,

por la proposición 4.6.1(5), φ /∈ ∆, lo que contradice las hipótesis y prueba lo que queríamos. •

Ahora definifremos el conjunto de prueba de una fórmula φ, que será el conjunto de conjuntos

Σ-maximales que la contienen.

Definición 4.6.4. Sean, Σ un sistema lógico modal y φ una fórmula. Definimos el conjunto de

prueba de φ con respecto a Σ (Not: |φ|Σ) como: |φ|Σ = {MaxΣ Γ : φ ∈ Γ}.

La siguiente herramienta que nos interesa para probar los resultados de correctud es un tipo

de modelos llamados modelos canónicos.

Modelos Canónicos

Dado Σ un sistema normal de lógica modal, nos interesan los modelos canónicos de este.

Definición 4.6.5. El modelo canónico para el sistema normal Σ es el modeloMΣ = (WΣ, RΣ, V Σ)

tal que:

(i) WΣ = {Γ |MaxΣ Γ}

(ii) RΣwv si y solo si para toda fórmula φ, φ ∈ v implica que ♦φ ∈ w. Esta relación es llamada

la relación canónica.

(iii) V Σ(p) = |p|Σ para toda p ∈ Φ. V Σ es la valuación canónica.

El frame FΣ = (WΣ, RΣ) es el frame canónico para Σ.

La valuación canónica empata la noción de verdad de una letra proposicional en un mundo w

con su pertenencia a dicho mundo w, la meta que queremos alcanzar con los modelos canónicos

es la de extender esta coincidencia de verdad con pertenencia a todas las fórmulas.

Otra manera de caracterizar a los modelos canónicos por su relación es la siguiente:
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Proposición 4.6.6. Para el modelo canónico de Σ, MΣ = (WΣ, RΣ, V Σ),

RΣwv si y sólo si para toda fórmula ψ, �ψ ∈ w implica que ψ ∈ v.

Prueba. (⇒) Supongamos que RΣwv. Además supongamos que φ /∈ v. Como MaxΣv, por la

proposición 4.6.1(4), ¬φ ∈ v. Como RΣwv, ♦¬φ ∈ w, lo que equivale a que ¬�φ ∈ w, entonces

�φ /∈ w. Que es la contrapositiva de lo que queríamos probar.

(⇐) Análogamente, supongamos que para toda fórmula ψ, �ψ ∈ w implica que ψ ∈ v.

También supongamos que ♦ψ /∈ w. Esto implica que ¬♦ψ ∈ w, por lo que �¬ψ ∈ w, entonces

por hipótesis ¬ψ ∈ v, entonces ψ /∈ v. •

Probemos ahora que realmente existen conjuntos maximales relacionados de esta manera.

Proposición 4.6.7. Sean, Σ un sistema normal de lógica modal y w ∈WΣ. Si ♦φ ∈ w entonces

hay un estado v ∈WΣ tal que RΣwv y φ ∈ v.

Prueba. Sea w ∈WΣ. Supongamos que ♦φ ∈ w. Vamos a construir al estado v que necesitamos.

Sea v− = {φ} ∪ {ψ |�ψ ∈ w}. Primero vamos a probar que v− es consistente. Para ello,

supongamos que no lo es, entonces por la proposición 1.4.14(ii), {ψ |�ψ ∈ w} `Σ ¬ψ. Así, hay

ψ1, . . . , ψn tales que `Σ (ψ1∧· · ·∧ψn)→ ¬ψ. Por la reglaRM, tenemos que `Σ �(ψ1∧· · ·∧ψn)→

�¬ψ. Por otro lado, como (ψ1 ∧ ψn) → (ψ1 ∧ ψn) es una tautología, entonces es un teorema

para cualquier sistema normal y por la regla RK, (�ψ1 ∧ · · · ∧�ψn)→ �(ψ1 ∧ · · · ∧ ψn) es un

teorema de cualquier sistema normal. Entonces por PL, `Σ (�ψ1 ∧ · · · ∧ �ψn) → �¬φ. Como

�ψ1, . . . ,�ψn ∈ w y MaxΣw, entonces �ψ1 ∧ · · · ∧ �ψn ∈ w. También como Σ ⊆ w (ya que

MaxΣw), �ψ1∧· · ·∧ψn → �¬φ ∈ w y además como w es cerrado bajo MP, entonces �¬φ ∈ w,

lo que por Df♦ implica que ¬♦φ ∈ w, que es una contradicción con que MaxΣw y ♦φ ∈ w. Por

lo tanto, v− es consistente.

Luego, por el lema de Lindenbaum (4.6.2), existe v ∈ WΣ tal que v− ⊆ v. Y además por

construcción tenemos que φ ∈ v y que para toda fórmula ψ, �ψ ∈ w implica que ψ ∈ v. Por lo

tanto, RΣwv. •

Ahora probaremos el lema que logra extender la coincidencia de las nociones de verdad en

un mundo y pertenencia en el mismo para todas las fórmulas en un modelo canónico.
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Lema 4.6.8. Sea M un modelo canónico para un sistema normal de lógica modal Σ. Para todo

w ∈M,

M, w  φ si y solo si φ ∈ w.

Es decir, V (φ) = |φ|Σ.

Prueba. La prueba se hará por inducción sobre la complejidad de φ. Si φ es una letra proposi-

cional p ∈ Φ, tenemos que V (p) = |p|Σ por definición de modelo canónico. Si φ es ⊥, V (⊥) = ∅

y por la proposición 4.6.1(4), ⊥ /∈ Γ para todo MaxΣ Γ, entonces |⊥|Σ = ∅. Si φ es de la forma

¬ψ, V (¬ψ) = W \V (ψ) y por hipótesis de inducción, V (ψ) = |ψ|Σ, entonces V (¬ψ) = W \|ψ|Σ;

por otro lado |ψ|Σ = {MaxΣΓ |¬ψ ∈ Γ} = {MaxΣ |φ /∈ Γ} = W \ |ψ|Σ. El caso en el que φ es

de la forma φ ∨ χ es inmediato si se sigue un razonamiento parecido. Y por último, si φ es de

la forma ♦ψ tenemos por definición que M, w  ♦ψ si y solo si para algún v ∈M tal que Rwv,

M, v  φ, por hipótesis de inducción esto sucede si y solo si para algún v ∈ M tal que Rwv,

ψ ∈ v y por definición, eso sucede si y solo si ♦φ ∈ w. •

Ya tenemos lo suficiente para probar el teorema fundamental de correctud.

Teorema 4.6.9 (Teorema del Modelo Canónico). Todo sistema normal de lógica modal es

fuertemente completo con respecto a su modelo canónico.

Prueba. Sea Σ un sistema normal de lógica modal y sea Γ un conjunto Σ-consistente de fórmulas.

Por el lema de Lindenbaum, existe un conjunto ∆ tal que Γ ⊆ ∆ y MaxΣ ∆. Entonces ∆ ∈WΣ

y para toda fórmula φ ∈ Γ, φ ∈ ∆ y entonces por el lema 4.6.8, MΣ,∆  φ. Así Γ es satisfacible

en el mundo ∆ del modelo canónico de Σ. •

Ahora ya somos capaces de probar que algunos de los sistemas normales que han sido de

nuestro interés son fuertemente completos con respecto a ciertas clases de frames (a estas alturas

ya nos debemos imaginar qué clase de frames corresponde a cada uno). Y aunque parezca lejano

porque el teorema del modelo canónico nos garantiza que un sistema normal es fuertemente

completo para una clase de modelos (la que solo tiene al modelo canónico del sistema normal),

en efecto el teorema 4.6.9 implica directamente los siguientes resultados.

Proposición 4.6.10. El sistema K es fuertemente completo con respecto a la clase de todos los

frames.
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Prueba. Por la proposición 1.4.20 solo basta con encontrar para un conjunto Γ de fórmulas tal

que ConΣΓ, un modelo M basado en un frame cualquiera y un estado w de M, tal que M, w  Γ.

Sea M = (FK, V K) el modelo canónico de K y sea ∆ tal que Γ ⊆ ∆ y MaxK∆. Por el lema

4.6.8, MK,∆  Γ. •

En los siguientes resultados de completud, la técnica que usaremos para mostrar que un

sistema normal Σ es completo con respecto a una clase F de frames consta solo en mostrar

que el frame canónico de Σ pertenece a F. A esta técnica se le conoce como completud por

canonicidad.

Proposición 4.6.11. El sistema normal K4 es fuertemente completo con respecto a la clase de

frames transitivos.

Prueba. Sea Γ un conjunto de fórmulas tal que ConK4Γ. Tenemos que encontrar un modelo

(F, V ) y un estado w del modelo tal que (F, V ), w  Γ y F sea transitivo. Sea (WK4, RK4, vK4)

el modelo canónico paraK4. Por el teorema 4.6.9, lo primero se cumple. Falta probar que el frame

canónico para K4 es transitivo. Sean w, v, u ∈ WK4 tales que RK4wv y RK4vu. Supongamos

que para una fórmula φ, φ ∈ u, entonces como RK4vu, ♦φ ∈ v y como RK4wv, ♦♦φ ∈ w. Pero

como MaxK4w (K4 ⊆ w), ♦♦φ→ ♦φ ∈ w y por MP, ♦φ ∈ w. Por lo tanto, RK4wu y FK4 es

transitivo. •

Esta prueba demuestra algo más fuerte: que cualquier sistema que contenga el esquema 4

(K4-sistema) es fuertemente completo con respecto a la clase de frames transitivos.

Por otro lado, todos estos resultados sugieren que existe una conexión entre definibilidad de

frames y completud, ya que en la sección 3.1 vimos, por ejemplo que el esquema 4 define la

propiedad de transitividad.

Proposición 4.6.12. Los sistemas KD, KT, KB y K5 son fuertemente completos con respecto

a las clases de frames seriados, reflexivos, simétricos y euclidianos respectivamente.

Prueba. Para la primer afirmación basta con probar que el modelo canónico paraKD es seriado.

Sea w un mundo del modelo canónico para KD. Como w es tal que MaxKDw, w contiene la

fórmula �φ → ♦φ, entonces contiene a una instancia de esta que es �> → ♦>. Como todo
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sistema normal contiene a >, por RN también contiene a �>. Entonces por MP, ♦> ∈ w. Por

el lema 4.6.7, existe un mundo v tal que RKDwv.

Para la segunda afirmación hay que probar que el modelo canónico para KT es reflexivo. Sea

w ∈WKT. Supongamos que φ ∈ w. Como MaxKTw, entonces φ→ ♦φ ∈ w y como w es cerrado

bajo MP, ♦φ. Por lo tanto RKTww.

Para la tercer afirmación probaremos que el modelo canónico para KB es simétrico. Sean w, v ∈

WKB tales que RKBwv. Supongamos que φ ∈ w. Como MaxKBw, φ → �♦φ ∈ w, y por MP,

�♦φ ∈ w. Por la proposición 4.6.6, ♦φ ∈ v. Por lo tanto RKBvw.

Por último, para la cuarta afirmación, probemos que el modelo canónico para K5 es euclidiano.

Sean w, v, u ∈ WK5 mundos tales que RK5wv y RK5wu, para ver que es euclidiano, hay que

probar que RK5vu. Para esto, sea φ ∈ u. Como RK5wu, ♦φ ∈ w. Pero como el sistema contiene

al esquema 5, entonces ♦φ → �♦φ ∈ w y por cerradura bajo MP, �♦φφ ∈ w. Luego, como

RK5wv, entonces ♦φ ∈ v. Por lo tanto RK5wv y entonces RK5 es euclidiana. •

De nuevo se ve la aparente relación entre definibilidad y la estructura de frames canónicos.

Como ya habíamos visto, los esquemas D, T, B y 5 definen las propiedades de serialidad,

reflexividad, simetría y euclidiana respectivamente. Además, en este caso, igual que en el anterior,

las pruebas nos dicen aún más de lo que pide la proposición: cualquier KD( KT, KB o K5)-

sistema normal Σ es fuertemente completo con respecto a la clase de frames seriados (reflexivos,

simétricos o euclidianos). Esto nos lleva a poder “sumar” estos resultados para sistemas que

contengan más de un esquema de los que hemos estado trabajando. En la siguiente proposición

damos dos ejemplos de esto.

Proposición 4.6.13. El sistema S4 es fuertemente completo con respecto a la clase de frames

reflexivos y transitivos. Y el sistema S5 es fuertemente completo con respecto a la clase de

frames cuya relación es de equivalencia.

Prueba. Como la prueba de la proposición 4.6.11 garantiza que cualquier sistema que contenga

al esquema 4 es fuertemente completo con respecto a la clase de frames transitivos y la prueba de

la segunda afirmación de la proposición 4.6.12 garantiza que cualquier sistema que contenga al

esquema T es fuertemente completo con respecto a la clase de los frames reflexivos y el sistema
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S4 los contiene a los dos, se sigue que es fuertemente completo cpn respecto a la clase de frames

que tienen ambas propiedades.

Para S5, análogamente se sigue de la segunda y tercera afirmación de la proposición 4.6.12

y de la proposición 4.6.11. •

Podemos concluir que definitivamente los modelos canónicos son muy útiles para probar los

resultados de completud. Y además que es muy evidente que existe algún vínculo entre que una

fórmula defina a la clase de frames caracterizada por cierta propiedad y que cualquier sistema

normal de lógica modal que contenga a dicha fórmula sea completo con respecto a la misma

clase. Esta relación es estudiada por medio del concepto de canonicidad de una fórmula, de un

sistema normal y de una fórmula para una propiedad. No ahondaremos más en este tema en

este trabajo pero es importante evidenciar que la relación existe y al lector que este interesado

en indagar más sobre canonicidad se le sugiere revisar [Blackburn et al., 2002].
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Otras Semánticas para el Lenguaje

Modal

Mostraremos ahora un par de ejemplos de semánticas alternativas para la lógica modal.

5.1. Una semántica topológica para el lenguaje básico modal

En esta sección mostraremos brevemente una semántica alternativa para el lenguaje básico

modal. Esta semántica estará basada en espacios topológicos, por lo que primero daremos unas

definiciones.

Definición 5.1.1 (Topología). Sea X un conjunto no vacío. Una topología τ para X es una

colección τ ⊆ P(X) tal que:

(i) ∅ ∈ τ y X ∈ τ .

(ii) Si A,B ∈ τ , entonces A ∩B ∈ τ .

(iii) Si A ⊆ τ , entonces
⋃
A ∈ τ .

A los elementos de τ les llamamos abiertos. Y un subconjunto B ⊆ X es cerrado si y solo si

X \B es abierto.

Entonces, un espacio topológico es un par (X, τ) de un conjunto con su topología, acostum-

braremos llamar al espacio (X, τ) solamenteX por practicidad. Y por un subespacio topológico de

X, entenderemos un subconjunto A ⊆ X dotado con una topología relativa τA = {B∩A |B ∈ τ}.
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Definición 5.1.2 (Interior y Cerradura). Sea A ⊆ X. El interior en X de A (Not: intX(A)) es

el abierto más grande contenido en A. Es decir, intX(A) =
⋃
{B ⊆ X |B ⊆ A y B ∈ τ}.

La cerradura en X de A (Not: clX(A)) es el cerrado más pequeño que contiene a A. Es decir,

clX(A) =
⋂
{C ⊆ X |A ⊆ C y C es cerrado}. Nótese que clX(A) = X \ (intX(X \A)).

En ambos casos se puede omitir el subíndice que indica el espacio si éste es claro por el

contexto.

Ahora sí pasemos a definir la semántica topológica. En esta semántica, las fórmulas modales

denotarán regiones de un espacio topológico. Las regiones del espacio topológico denotadas por

las letras proposicionales están determinadas de antemano por una valuación y los operadores

∨,¬,♦ se interpretan como unión, complemento y cerradura, respectivamente.

En este punto es recomendable recordar la construcción del lenguaje básico modal LM(τ0,Φ)

(ejemplo 1.2.1).

Definición 5.1.3 (Modelo Topológico). Un modelo topológico M es una pareja M = (X,V )

donde X = (X, τ) es un espacio topológico y V es una función valuación V : Φ −→ P(X).

Definición 5.1.4 (Satisfacción). La satisfacción de una τ0-fórmula φ en un punto w de un

modelo topológico M se define recursivamente como sigue:

M, w  ⊥ nunca.

M, w  p si y sólo si w ∈ V (p).

M, w  ¬φ si y sólo si no sucede que M, w  φ.

M, w  φ ∨ ψ si y sólo si M, w  φ o M, w  ψ.

M, w  ♦φ si y sólo si para todo A ∈ τ si w ∈ A, existe v ∈ A tal que M, v  φ.

Bajo esta definición, no es difícil ver que las interpretaciones de los operadores ∧ y � como

intersección e interior, son consistentes con las definiciones de satisfacción.

Naturalmente extendemos la noción de satisfacción a la de verdad y validez de la siguiente

manera. Si A ⊆ X y si M, w  φ para todo w ∈ A, escribimos A  φ. Más aún, escribimos

M  φ si M, w  φ para todo w ∈ X. En este caso decimos que φ es verdadera en el modelo M.
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Y decimos que φ es válida en X (Not: X  φ) si (X,V )  φ para toda valuación V . Y si K es

una clase de espacios topológicos, escribimos K  φ si X  φ para todo espacio X ∈ K.

De esta manera, cada fórmula φ define, en un modelo M a un conjunto de puntos del espacio

topológico: los puntos donde φ es verdadera. Así, podemos extender la valuación V del modelo,

a una función, que abusando de la notación, denotaremos también V , donde V (φ) es el conjunto

de puntos donde φ es verdadera.

Observación. Es interesante observar y no es difícil de probar las siguientes igualdades.

(i) V (♦φ) = cl(V (φ)).

(ii) V (�φ) = int(V (φ)).

También se extienden de manera usual las nociones de verdad y validez a un conjunto Γ de

τ0-fórmulas. Es decir, por ejemplo, X  Γ si y solo si X  γ para toda γ ∈ Γ.

Por último, daremos un ejemplo de una fórmula modal que define una clase de espacios

topológicos. Para esto conviene recordar la definición de definibilidad que aunque fue dada para

modelos puntuales, es naturalmente adaptable a modelos (definición 2.8.4).

Ejemplo 5.1.5. Para este ejemplo nos interesa la clase de los espacios hereditariamente irreso-

lubles. Primero nos conviene definir dichos espacios.

Definición 5.1.6 (Espacios hereditariamente irresolubles). Un subconjunto A ⊆ X es denso

en X si clX(A) = X. Un espacio topológico es irresoluble si no puede ser descompuesto en

dos subconjuntos densos ajenos. Y es hereditariamente irresoluble si todos sus subespacios son

irresolubles.

Afirmación 5.1.7. La τ0-fórmula �(�(p → �p) → p) → �p define a la clase de los espacios

topológicos hereditariamente irresolubles.

La prueba de esto se puede encontrar en [Ten Cate et al., 2009]. E igualmente el artículo se

le recomienda al lector que este interesado en indagar más sobre esta semántica topológica para

el lenguaje básico modal.
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5.2. Una semántica algebraica

Es posible establecer una semántica algebraica para diversas lógicas modales de una forma

relativamente simple: identificando a las fórmulas modales como términos (o bien polinomios) y

evaluarlas en un tipo apropiado de estructura algebraica. Por tanto, resulta natural preguntarnos

qué clases de álgebras resultan adecuadas para la lógica modal. Esto es, necesitamos identificar

una clase de álgebras con una estructura lo suficientemente robusta para poder representar en

ellas las fórmulas, conectivos y operadores presentes en la lógica. Tales estructuras resultan ser

las denominadas álgebras booleanas con operadores.

Definición 5.2.1 (Álgebra de Boole). Una álgebra de Boole (o álgebra booleana) es una es-

tructura B = (B,+, ·,− , 0, 1) tal que B es un conjunto no vacío, las operaciones + y · son

operaciones binarias conmutativas y asociativas tales que cada una distributiva sobre la otra,
− es una operación unaria y 0, 1 son elementos distintos de B que satisfacen las siguientes

propiedades:

1. (B,+, ·) es una retícula distributiva.

2. Para cualquier x ∈ B, x · 0 = 0 y x+ 1 = 1 .

3. Para cualquier x ∈ B, x · x− = 0 y x+ x− = 1 .

Una propiedad importante es que las álgebras booleanas están estrechamente relacionadas

con la lógica proposicional, donde · corresponde al conectivo ∧, la operación binaria + correspon-

de al conectivo binario ∨, mientras que el operador unario ¬ tiene asociada la operación unaria
−. Finalmente, el conectivo binario ↔ corresponde a la igualdad en la estructura algebraica y

los elementos mínimo y máximo del álgebra booleana corresponden a ⊥ y > respectivamente.

Por tanto, únicamente basta considerar álgebras booleanas con un operador adicional adecuado

que permita interpretar a la modalidad ♦

Definición 5.2.2. (Álgebras booleanas con operadores) Una álgebra booleana con operadores

es una pareja (B,m), donde B es una álgebra booleana y m es un operador unario en B que

satisface las ecuaciones m(0) = 0 y m(x+ y) = m(x) +m(y) para cualesquiera x, y.

Notemos que, al identificar al operador m con ♦, las dos ecuaciones previas tienen asociadas

las fórmulas modales ♦(φ ∨ ψ)↔ (♦φ ∨ ♦ψ) y ♦⊥ ↔ ⊥.
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La forma de interpretar el lenguaje básico modal en una álgebra booleana con operadores

dada, y posteriormente extender tal interpretación a todas las fórmulas modales, se da como

ocurre regularmente: empleando valuaciones.

Definición 5.2.3. Sea (B,m) una álgebra booleana con operadores, dondeB = (B,+.·,− , 0, 1).

Una valuación es una función V : Φ → B que cumple las siguientes propiedades para cuales-

quiera fórmulas φ, ψ:

V (φ ∨ ψ) = V (φ) + V (ψ) y V (φ ∧ ψ) = V (φ) · V (ψ),

V (¬φ) = (V (φ))−,

V (♦φ) = m(V (φ)).

Empleando la técnica usual de lógica algebraica basada en la construcción del álgebra de

Lindembaum-Tarski de una lógica dada, es posible demostrar el siguiente resultado correspon-

diente a la lógica modal K.

Teorema 5.2.4. Una fórmula modal φ es un teorema en la lógica modal K si y sólo si V (φ) = 1

para toda álgebra booleana (B,m) y toda valuación V definida en ella.

De hecho, es posible obtener un resultado más fuerte que el anterior que permite caracterizar

a todas las extensiones axiomáticas de K (esto es, la colección de lógicas normales) mediante

clases de álgebras booleanas con operadores, de la siguiente forma

Proposición 5.2.5. Dado un sistema normal de lógica modal Γ, es posible encontrar una clase

C de álgebras booleanas con operadores, de tal forma que una fórmula modal φ es un teorema en

Γ siempre y cuando para cualquier álgebra modal con operadores perteneciente a C y cualquier

valuación en dicha álgebra se cumple que V (φ) = 1.

El lector que este interesado en profundizar en este tema, se le recomienda revisar [Goldblatt,

2003]

5.3. Las bisimulaciones vistas desde la teoría de juegos

En esta sección veremos cómo se pueden definir las bisimulaciones desde la perspectiva de la

teoría de juegos. Este es un tercer ejemplo de otras perspectiavs semánticas para la lógica modal.
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No entraremos en mucho detalle de teoría de juegos, solamente daremos la idea intuitiva basada

en una sección de [Goranko y Otto, 2007]. También para profundizar más en la semántica de

la lógica modal vista de la teoría de juegos se le recomienda al lector consultar [Van Benthem,

2010].

Nos restringiremos al lenguaje básico modal LM(τ0,Φ), que recordando, solo tiene un ope-

rador unario (♦) en su tipo de semejanza. Consideremos dos τ0-modelos M = (W,R, V ) y

M′ = (W ′, R′, V ′). Se define un juego que llamaremos el juego de bisimulación sobre M y M′

que consiste de dos jugadoras: I, a la que llamaremos la retadora y II, a la que llamaremos la

defensora y una canica en un mundo de M y otra en un mundo de M′ que indican el mundo

o estado actual de cada modelo. Una configuración del juego consiste de una ubicación de las

canicas y se describe por una pareja de modelos puntuales ((M, w), (M′, w′)), donde w y w′ son

los mundos de M y M′, respectivamente, donde se ubican las canicas.

En una ronda del juego, la jugadora I escoge una canica, la mueve por una R (o R′)-transición

y la coloca en un sucesor del mundo donde se encontraba la canica. La jugadora II responde, en

el otro modelo, moviendo la canica por una R′ (o R)-transición a un sucesor. Después de que

cada jugadora hace su movimiento, la configuración cambia.

En este juego, II pierde cuando no puede responder a la jugada de I, es decir, si la canica

que le toca mover se encuentra en un mundo que ya no tiene sucesores, o cuando los mundos

de la nueva configuración no satisfacen a los mismos átomos. En cambio, I pierde cuando ya no

puede hacer otra jugada porque ambas canicas están en mundos sin sucesores o cuando existe

una sucesión infinita de rondas jugadas de acuerdo con las reglas.

Decimos que la jugadora II tiene una estrategia ganadora en un juego de bisimulación que

empieza en la configuración ((M, w), (M′, w′)) si es capaz de responder a cualquier jugada de

I de manera que le garanticen ganar el juego ya sea porque I se queda sin poder hacer más

jugadas o porque II puede responder de ‘buena manera’ infinitamente.

Entonces, podemos pensar que la jugadora I reta la condición de bisimilitud de los modelos

de los cuales consiste el juego, mientras que la jugadora II la defiende.

Proposición 5.3.1. En un juego de bisimulación que tiene como configuración inicial a la pareja

((M, w), (M′, w′)), la jugadora II tiene una estrategia ganadora si y solo si M, w �M′, w′.
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Efectivamente, una bisimulación Z : M � M′ es una estrategia ganadora para la jugadora

II. Por un lado, garantiza que en cualquier configuración, los mundos en que se encuentran las

canicas, satisfacen los mismos átomos y las condiciones hacia atrás y hacia adelante garantizan

que para cualquier canica que elija mover I, siempre habrá una buena respuesta de II. Y recí-

procamente, si II gana el juego, las parejas (w,w′) de mundos de cada configuración definida

por cada ronda del juego, inducen una bisimulación.
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Conclusiones

Este trabajo hace un recorrido general de la lógica modal de tal manera que cualquier persona

con conocimientos generales de lógica clásica pueda conseguir un buen panorama de la lógica

modal y de una manera accesible. En el trabajo se hace un estudio semántico de los modelos

y frames de Kripke, un estudio sintáctico de las lógicas que corresponden a dicha semántica, se

relacionan ambos puntos de vista por medio de los resultados de correctud y completud, y al

final se presentan otras perspectivas semánticas para las lógicas modales.

En los capítulos segundo y tercero se hace el estudio semántico. En el desarrollo del segundo

capítulo se presentaron una variedad de herramientas semánticas útiles para estudiar a las

lógicas modales, desde las más sencillas como los morfismos, hasta otras más complejas como la

extensión a ultrafiltro o las ultrapotencias.También se relaciona la lógica modal con la lógica de

primer orden. El tercer capítulo se ocupa de ver qué fórmulas definen a los frames caracterizados

por ciertas propiedades de interés. De este par de capítulos se puede concluir que que la lógica

modal es bastante expresiva, ya que su estudio semántico es bastante rico.

En el cuarto capítulo, restringido al lenguaje básico modal se hace un estudio de los sistemas

normales y sus axiomatizaciones, se hacen pruebas sintácticas y se estudian los operadores

modales y las modalidades. En dicho capítulo se puede observar que la dualidad de los operadores

modales se asemeja a la de los cuantificadores en la lógica de primer orden. Y también se hace

evidente que como el lenguaje se construye de una manera sencilla, el estudio sintáctico no se

vuelve demasiado complicado.

Al principio, podría parecer que la lógica modal es una extensión que enriquece la expre-

sividad de la lógica clásica por medio de los operadores modales. Como ya se mencionó antes,

hay una semejanza entre los operadores modales y los cuantificadores de la lógica clásica que
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es bastante interesante ya que efectivamente los operadores modales fungen de alguna manera

como cuantificadores pero localmente, restringidos a los mundos accesibles desde el mundo en el

que se encuentre. Esto nos lleva a ver entonces, por otro lado, a la lógica modal como fragmento

de la lógica clásica, hecho que se formaliza con el Teorema de Caracterización de Van Benthem,

visto en el segundo capítulo.

Finalmente, sería bueno resltar que una de las bondades de la lógica modal es que al partir

de un lenguaje proposicional, su estudio sintáctico es bastante sencillo para la riqueza en ex-

presividad que ofrece su semántica. Y una gran ventaja de dicha semántica (tipo Kripke) es el

estudio local que nos permite hacer, en el sentido de que en cada mundo del frame o modelo,

tenemos un modelo de la lógica proposicional.
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Apéndice A

Lógica de Primer Orden

Este apéndice está dedicado a profundizar un poco más en algunas nociones sobre lógica de

primer orden, teoría de modelos y la construcción del ultraproducto que se usan a lo largo del

texto sin ser cuidadosamente definidas.

A.1. Lenguaje y Modelos de Primer Orden

El lenguaje de primer orden se construye a partir de un tipo de semejanza ρ, que es un conjunto,

posiblemente vacío que tiene la siguiente forma:

ρ = (
⋃
n∈Z+

Rn) ∪ (
⋃
n∈Z+

Fn) ∪ C,

donde para toda n ∈ Z+, Rn es un conjunto de símbolos llamados letras relacionales, cuya

aridad es n, Fn es un conjunto de símbolos llamados letras funcionales cuya aridad es n; y C

es un conjunto de símbolos llamados constantes. Se pide que un símbolo no sea una sucesión de

otros. Dado un tipo de semejanza, construimos el lenguaje para este. Así que en lo que sigue,

suponemos que ρ es un tipo de semejanza fijo.

Después, tenemos un conjunto L1
ρ al que llamamos alfabeto formal que será el conjunto de

símbolos que usará el lenguaje. Este conjunto es de la siguiente forma:

L1
ρ = ρ ∪ {vi | i ∈ N} ∪ {≈} ∪ {¬,∨} ∪ {(, ), , } ∪ {∃},
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donde cada uniendo es, el tipo de semejanza, un conjunto numerable de variables, un conjunto

que contiene un símbolo de igualdad, un conjunto de conectivos lógicos, un conjunto de símbolos

auxiliares y un conjunto de cuantificadores, respectivamente.

Notación. En la denotación del lenguaje L1
ρ, ρ claramente hace referencia al tipo de semejanza y

el 1 hace referencia a que el lenguaje es de primer orden. Pero alguno o ambos se pueden omitir

si el contexto lo permite.

Notación. A los elementos del conjunto de variables los denotaremos a veces por las últimas

letras del alfabeto: . . . , x, y, z. A los elementos del conjunto de constantes los solemos denotar

por la letra c y cuando sea necesario, por ci con i en algún conjunto J posiblemente los naturales.

Lo siguiente que hay que construir son los términos. Un término t se construye recursivamente

mediante la fórmula:

t := x | c | f(t1, t2, . . . , tn),

donde f es una letra funcional de aridad n.

Luego, una fórmula atómica β queda definida recursivamente por medio de la fórmula:

β := t1 ≈ t2 |R(t1, t2, . . . , tn),

donde R es una letra relacional de aridad n y ti para i ∈ {1, . . . , n} son términos.

Y por último, una fórmula α se construye mediante la fórmula:

α := β | ¬α |α ∨ α′ | ∃xα.

Los demás conectivos lógicos (∧,→,←→) se definen de la manera usual, igual que el otro

cuantificador (∀).

Decimos que una ocurrencia de una variable x en una fórmula α es acotada si y solo si x es

la variable de un cuantificador o está en el alcance de un cuantificador, en la fórmula. En otro

caso la ocurrencia de x es libre en la fórmula α. Y entonces un enunciado es una fórmula cuyas

variables son todas acotadas.

Un modelo para un lenguaje de primer orden, debe contener suficientes elementos para interpre-

tar cada componente del lenguaje, es decir debe contener relaciones para interpretar las letras
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relacionales, funciones para interpretar las letras funcionales, y además la aridad de éstas debe-

rán coincidir con la aridad de los símbolos que interpretan; y también un modelo deberá contener

suficientes elementos distinguidos para interpretar a las constantes del lenguaje. Entonces, un

modelo para un lenguaje de primer orden L1
ρ es una tupla A = (A,R,O, E), donde A es un con-

junto no vacío (el dominio o universo); R es un conjunto de relaciones sobre A, i.e. si R ∈ R,

entonces R ⊆ An para alguna n; O es un conjunto de funciones u operaciones en el dominio, es

decir, si f ∈ O, entonces f : An → A para alguna n; y E es un conjunto de elementos distiguidos

de A. Un modelo es una estructura relacional, ya que podemos ver a las funciones n-arias como

relaciones (n+ 1)-arias y a los elementos distinguidos como relaciones 0-arias.

Notación. A la interpretación de letra relacional R (o letra funcional f o constante c) en el

modelo A, la denotaremos por RA (o fA o cA, respectivamente).

Como nuestro lenguaje también consta de variables, necesitamos interpretarlas. Dado un mo-

delo A, definimos una asignación como una función s que a cada variable x del lenguaje le

asigna xA un elemento de A. Entonces, para intepretar un término t en el modelo A, bajo la

asignación s (Not: tA[s]) necesitamos dar una definición recursiva: xA[s] = s(x), cA[s] = cA y

(f(t1, . . . , tn))A[s] = fA(tA1 [s], . . . , tAn [s]).

Definición A.1.1. Si tenemos una asignación s, entonces s(vn/a) (a ∈ A) será la asignación

que se obtiene a partir de s al reemplazar el valor de s(vn) por a. Esto se extiende naturalmente

para: s(v1/a1, . . . , vm/am).

Ahora definiremos la relación de satisfacción de Tarski (|=). Cuando interpretamos una fórmula,

en un modelo y bajo una asignación, esta puede ser verdadera o falsa en el modelo así que

A |= α[s] denotará que la fórmula α es satisfecha (verdadera) en el modelo A bajo la asignación

[s]. Y esto se define recursivamente para las fórmulas como sigue: para el caso de las fórmulas

atómicas, tenemos que A |= (t1 ≈ t2)[s] si y solo si tA1 [s] = tA2 [s] y que A |= P (t1, . . . , tn)[s] si y

solo si (tA1 [s], . . . , tAn [s]) ∈ PA.

Para las fórmulas booleanas se extiende fácilmente, es decir, si α y β son fórmulas, entonces

A |= ¬α[s] si y solo si no sucede que A |= α[s] y A |= α ∨ β[s] si y solo si A |= α[s] o A |= β[s].

Por último para el cuantificador existencial, A |= ∃xα[s] si y solo si existe un elemento a ∈ A

tal que A |= α[s(x/a)].
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Luego, decimos que una fórmula α es verdadera en un modelo A si se satisface en el modelo bajo

cualquier asignación s. Y es falsa si para toda asignación, la fórmula no se satisface en el modelo.

Además α es universalmente verdadera si es verdadera en cualquier modelo y es universalmente

falsa si es falsa en cualquier modelo.

Es sencillo probar que para toda fórmula α, si las asignaciones s y s′ coinciden en todas las

variables libres de α, entonces A |= α[s] si y solo si A |= α[s′]. Por lo que solo nos interesan los

valores de la asignación en las variables libres de α. Esto nos lleva a dos cosas, la primera:

Notación. Si α(x1, . . . , xn) es una fórmula tal que x1, . . . , xn ocurren libres,A es un modelo

y a1, . . . , an son elementos de A, entonces A |= α[a1, . . . , an] significa que la fórmula se está

evaluando en la asignación s tal que s(xi) = ai para toda i = 1, . . . , n.

Y la segunda: que si un enunciado α es satisfecho en un modelo A bajo una asignación s

(A |= α[s], entonces es satisfecho bajo cualquier asignación en dicho modelo, es decir es verdadero

en el modelo (A |= α)).

Por último hablaremos de la consecuencia semántica: diremos que una fórmula γ es conse-

cuencia semántica de un conjunto Γ de fórmulas (Not: Γ |= γ) si y solo si para cualquier modelo

A y cualquier asignación s,

A |= α[s] para toda α ∈ Γ implica que A |= γ[s].

También es conveniente mencionar algunas propiedades que cumple la lógica de primer orden.

Hablemos un poco de nociones sintácticas.

La lógica de primer orden en general es indecidible, es decir, que no existe un procedimiento

efectivo que dada una fórmula de primer orden nos diga, si la fórmula es válida o no. Sin embargo,

es recursivamente enumerable, es decir, que existe un proceso efectivo para generar todas las

fórmulas válidas.

La manera en que se puede probar que un sistema es recursivamente enumerable es dar un

sistema de prueba correcto y completo. Ejemplos de sistemas de prueba son sistemas axiomá-

ticos o sistemas de secuentes. Para los fines de este trabajo, solo nos interesarán los sistemas

axiomáticos.

Una demostración (en un sistema axiomático) es una sucesión finita de fórmulas tal que cada
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fórmula o es un axioma o se sigue de las anteriores por medio de alguna regla de inferencia.

Escribiremos ` α para referirnos a que la fórmula de primer orden α se puede demostrar o tiene

una demostración en un sistema axiomático. Y Γ ` α para decir que α es deducible a partir de

las fórmulas de Γ. Sería deseable entonces que las nociones de ser deducible y de ser verdadero

empataran. De hecho empatan.

Proposición A.1.2 (Teorema de completud correctud extendido). Sean Γ un conjunto de

fórmulas de un lenguaje de primer orden L1
ρ y α una fórmula del mismo lenguaje. Entonces

Γ ` α si y solo si Γ |= α. Si Γ = ∅, entonces tenemos que ` α si y solo si |= α.

Correctud es la implicación de izquierda a derecha de la proposición anterior y completud

es la de derecha a izquierda. Generalmente la más sencilla de probar es la de correctud. Ambas

pruebas y un estudio sintáctico mucho más profundo se puede encontrar en [Enderton, 2001].

También hay otro resultado importante de la lógica de primer orden que es importante tener

en mente.

Proposición A.1.3 (Compacidad). Sea Σ un conjunto de fórmulas de primer orden. Si todo

subconjunto finito de Σ es satisfacible, entonces Σ es satisfacible.

Estos resultados son de suma importancia en lógica de primer orden y se derivan de un

estudio mucho más profundo. Se le sugiere al lector revisar [Chang y Keisler, 1990] y [Enderton,

2001] para conocerlo más a fondo ya que escapa del objetivo de esta tesis pero es de suma

importancia.

A.2. Nociones de Teoría de Modelos

Definición A.2.1 (Submodelo). Sean A y B modelos. Diremos que A es submodelo de B

(Notación: A ⊆ B) si y solo si:

(i) A ⊆ B.

(ii) Para toda letra relacional R de aridad n, tenemos que RA = RB ∩An.

(iii) Para toda letra funcional f de aridad n, tenemos que fA = fB �An .

(iv) Para toda constante ci, tenemos que cA = cB.
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En esta caso, decimos también que B es una extensión de A.

Definición A.2.2 (Equivalencia elemental). Sean A y B modelos. Diremos que A y B son

elementalmente equivalentes (Not: A ≡ B) si y solo si para todo enunciado ϕ, se cumple que

A |= ϕ si y solo si B |= ϕ.

Que A sea extensión de B no garantiza que A y B hagan verdaderas a las mismas fórmulas,

pero para eso la siguiente definición.

Definición A.2.3 (Extensión elemental). Sean A y B modelos. Diremos que B es extensión

elemental de A (Not: A 4 B) si y solo si:

(i) A ⊆ B

(ii) Para toda fórmula de primer orden α(x1, . . . , xn), y para n-ada (a1, . . . , an) de elementos

en A, se cumple que A |= α[a1, . . . , an] si y solo si B |= α[a1, . . . , an].

En este caso también diremos que A es un submodelo elemental de A.

Definición A.2.4 (Encaje elemental). Una función f : A → B es un encaje elemental (No-

tación: f : A 4 B) si y solo si para toda fórmula α(x1, . . . , xn), y para n-ada (a1, . . . , an) de

elementos en A, sucede que A |= α[a1, . . . , an] si y solo si B |= α[f(a1), . . . , f(an)]

Definición A.2.5 (Isomorfismo). Sean A y B modelos. Diremos que A y B son isomorfos si y

solo si existe f , una función biyectiva tal que h : A→ B y:

(i) Para cada letra relacional R de aridad n en ρ, se cumple que RA(a1, . . . , an) si y solo si

RB(h(a1), . . . , h(an)).

(ii) Para cada letra funcional f de aridad n en ρ, se cumple que

h(fA(a1, . . . , an)) = fB(h(a1), . . . , h(an)).

(iii) Para toda constante c, se cumple que h(cA) = cB.

En este caso decimos que h es un isomorfismo entre A y B (Not: h : A ∼= B). También podemos

decir que A y B son isomorfos (Not: A ∼= B).
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Que dos modelos sean isomorfos quiere decir que matemáticamente son la misma estructura,

lo que nos lleva a la siguiente proposición.

Proposición A.2.6. Sean, A y B modelos, f : A ∼= B, α(x1, . . . , xn) una fórmula de primer

orden a1, . . . , an ∈ A, entonces

A |= α[a1, . . . , an] si y solo si B |= α[f(a1), . . . , f(an)]

Hemos estado trabajando con las estructuras, pero también será útil enriquecer el lenguaje

a uno en el que todo elemento del modelo sea un elemento distinguido, o coloquialmente, que

todo elemento del modelo tenga un nombre.

Definición A.2.7 (Expansión del lenguaje). Sean, L1
ρ un lenguaje de primer orden y A un

modelo para este. Expandiremos a L1
ρ a un nuevo lenguaje LA = L1

ρ ∪ {ca | a ∈ A} añadiedo

una nueva constante, ca por cada elemento a del dominio de A, A. Después se puede expandir

A al modelo AA = (A, a)a∈A del lenguaje LA, haciendo a cada elemento de A, un elemento

distinguido. Cada constante nueva ca de LA se interpreta como el correspondiente elemento

distinguido a.

Proposición A.2.8. El modelo B es una extensión elemental del modelo A si y solo si A ⊆ B

y (A, a)a∈A ≡ (B, a)a∈A.

A.3. Ultraproductos

Los ultraproductos sirven para construir modelos nuevos a partir de otros. Para poder llegar

a la construcción de ultraproducto primero necesitamos algunas nociones como la de filtro y

ultrafiltro.

Definición A.3.1 (Filtro). Sea W un conjunto no vacío. Y sea F ⊂ P(W ). Decimos que F es

un filtro sobre W si y solo si:

(i) W ∈ F .

(ii) Si X ∈ F y Y ∈ F , entonces X ∩ Y ∈ F .
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(iii) Si X,Y ⊂W , X ⊂ Y y X ∈ F , entonces Y ∈ F .

Si F es distinto de P(W ) entonces decimos que F es propio.

Ejemplo A.3.2. Algunos ejemplos sencillos de filtros son:

(a) El filtro trivial F = {W}.

(b) Sea W un conjunto infinito, entonces F = {X ⊂W |W \X es finito } es un filtro, a éste se

le conoce como el filtro cofinito.

Definición A.3.3 (PIF). Sea G una familia de conjuntos. Decimos que G tiene la propiedad de

intersección finita (PIF) si todo subconjunto finito {X1, . . . , Xn} ⊂ G de elementos de G tiene

intersección no vacía, i.e X1 ∩X2 ∩ · · · ∩Xn 6= ∅

Observación. No es muy complicado probar que la intersección de funa familia de filtros es a su

vez un filtro.

Definición A.3.4 (Filtro generado). Sea G ⊂ W . Definimos al filtro F generado por G como

la intersección de todos los filtros sobre W que contienen a G, formalmente:

F =
⋂
{D |D es un filtro sobre W y G ⊂ D}.

Nos interesan unos filtros en específico, unos que cumplen una condición extra.

Definición A.3.5 (Ultrafiltro). Un filtro U sobre un conjunto W es un ultrafiltro si y solo si

para todo X ⊂W, o X ∈ U o W \X ∈ U.

Un filtro F sobre W es maximal si no existe un filtro F ′ sobre W tal que F 6= F ′ y F ⊂ F ′.

Existen además otras caracterizaciones para un ultrafiltro.

Proposición A.3.6. Sea U un filtro sobre un conjunto W . Son equivalentes:

1. U es un ultrafiltro.

2. U es maximal.
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3. Si X,Y ⊂W y X ∪ Y ⊂ U , entonces X ∈ U o Y ∈ U .

Presentaremos ahora un resultado muy importante del que se hace uso varias veces a lo largo

del texto.

Teorema A.3.7 (Teorema del Ultrafiltro). Sea W un conjunto no vacío. Todo filtro F sobre

W puede ser extendido a un ultrafiltro.

Como todo conjunto con la propiedad de intersección finita puede extenderse a un filtro

(la prueba de esta afirmación puede encontrarse en [Jech, 2002, Teorema 7.5]), obtenemos el

siguiente corolario del teorema.

Corolario A.3.8. Sea G ⊂ P(W ). Si G tiene la PIF, G se puede extender a un ultrafiltro sobre

W .

Existen unos ultrafiltros en particular que nos serán muy útiles en la construcción del ultra-

producto.

Definición A.3.9 (Ultrafiltro principal). Sean, W un conjunto no vacío y w ∈W . El ultrafiltro

principal πw generado por w es el filtro generado por el conjunto unitario {w}. Es decir {X ⊆

W |w ∈ X}.

No es difćil checar que realmente es un ultrafiltro.

En general, para el lector que quiera profundizar más en la teoría de filtros, se le sugiere

revisar [Jech, 2002].

Ya podemos empezar la construcción de las ultrapotencias, primero lo vamos a hacer para

conjuntos y después para modelos, ya que es una manera más sencilla de asimilarlo.

Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto no vacío de índices I. Supongamos que para cada

i ∈ I, Ai es un conjunto no vacío. Sea C =
∏
i∈I Ai el producto cartesiano de estos conjuntos.

Entonces, C es el conunto de todas las funciones f : I →
⋃
i∈I Ai tales que f(i) ∈ Ai para

toda i ∈ I. Definiremos la relación de ser U -equivalentes (∼U ), de tal manera que dos funciones

f, g ∈ C serán U -equivalentes (Not: f ∼U g) si y solo si {i ∈ I | f(i) = g(i)} ∈ U . No es difícil ver

que ∼U es una relación de equivalencia. Entonces es natural pensar en la clase de equivalencia

de una función f módulo ∼U , que denotaremos por fU , i.e fU = {g ∈ C | f ∼U g}.
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Definición A.3.10 (Ultraproducto de conjuntos). El ultraproducto de Ai módulo U , es el

conjunto de todas las clases de equivalencia de ∼U . Lo denotaremos por
∏
U Ai. Entonces,

∏
U

Ai = {fU | f ∈
∏
i∈I

Ai}.

Cuando todos los conjuntos Ai son el mismo, es decir Ai = A para toda i ∈ I, el ultrapro-

ducto se llama ultrapotencia de A módulo U y se denota por
∏
U A.

Ya podemos aplicar esta idea a modelos.

Definición A.3.11 (Ultraproducto de modelos). Sean, L1
ρ un lenguaje de primer orden, I un

conjunto de índices y Ai (i ∈ I) modelos para L1
ρ. El ultraproducto

∏
U Ai de Ai módulo U es

el modelo tal que:

(i) El dominio o universo AU de
∏
U Ai es el conjunto

∏
U Ai, donde Ai es el dominio de Ai

para toda i ∈ I.

(ii) Sean, R una letra relacional de aridad n y Ri = RAi (i ∈ I). La relación R
∏

U Ai , que

escribiremos como RU , para facilitar la notación, está dada por:

RU (f1
U , . . . , f

n
U ) si y solo si {i ∈ I |Ri(f1(i), . . . , fn(i))} ∈ U.

(iii) Sean, h una letra funcional de aridad n y hi = hAi (i ∈ I). La función h
∏

U Ai , que

denotaremos por hU por cuestiones de notación, está definida por:

hU (f1
U , . . . , f

n
U ) = {(i, hi(f1(i), . . . , fn(i)) | i ∈ I}U .

(iv) Sea c una constante y ci = cAi su interpretación en el modelo Ai (i ∈ I). La interpretación

de c en el modelo
∏
U Ai, que denotaremos como cU , está definida como sigue:

cU = {(i, ci) | i ∈ I}U .

No es difícil ver que las condiciones anteriores tienen sentido porque solo dependen de las
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clases de equivalencia f1
U , . . . , f

n
U . Veamos ahora un resultado importante en cuanto al ultrapro-

ducto.

Teorema A.3.12 (Teorema de Łoś). Sea U un ultrafiltro sobre un conjunto no vacío I. Para

cada i ∈ I, sea Ai un modelo. Entonces:

(i) Para cada término t(x1, . . . , xn) y cualesquiera f1
U , . . . , f

n
U elementos de A =

∏
U Ai, se

cumple que,

tA[x1/f
1
U , . . . , xn/f

n
U ] = {(i, tAi [f1(i), . . . , fn(i)]) | i ∈ I}U .

(ii) Para cualquier fórmula de primer orden α(x1, . . . , xn) y cualesquiera f1
U , . . . , f

n
U elementos

de
∏
U Ai, se cumple que,

∏
U

Ai |= α[f1
U , . . . , f

n
U ] si y solo si {i ∈ I |Ai |= α[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U.

Prueba. Solo probaremos la segunda afirmación. Procederemos por inducción sobre la comple-

jidad de α. Si α es una fórmula atómica, la equivalencia se da por definición y por la afirmación

(i). Luego, si α es de la forma ¬β(x1, . . . , xn), supongamos que la equivalencia se cumple para

β(x1, . . . , xn). Así,

∏
U

Ai |= α[f1
U , . . . , f

n
U ] si y solo si no

∏
U

Ai |= β[f1
U , . . . , f

n
U ]

si y solo si {i ∈ I |Ai |= β[f1(i), . . . , fn(i)]} /∈ U

si y solo si {i ∈ I |Ai 2 β[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

si y solo si {i ∈ I |Ai |= α[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

La segunda equivalencia se tiene por hipótesis inductiva y la tercera porque U es ultrafiltro,

la cuarta es por definición de α.

Ahora, el caso en que α es de la forma β∨γ. Es análogo al anterior usando que los filtros son

cerrados bajo supraconjuntos. Por último, si α(x1, . . . , xn) es de la forma ∃x0β(x0, x1, . . . .xn),
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tenemos que

∏
U

Ai |= α[f1
U , . . . , f

n
U ] si y solo si existe un f0

U tal que
∏
U

Ai |= β[f0
U , f

1
U , . . . , f

n
U ]

si y solo si existe un f0
U tal que

{i ∈ I |Ai |= β[f0(i), f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

implica que {i ∈ I |Ai |= α[f1(i), . . . , fn(i)]} ∈ U

Y para que la cuarta afirmación implique la tercera basta con elegir una función f0 ∈
∏
i∈I

que sirva como testigo de que {i ∈ I |Ai |= β[f0(i), f1(i), . . . , fn(i)} ∈ U . Entonces la tercera y

cuarta afirmaciones son equivalentes y con esto queda probado el resultado. •

Corolario A.3.13. Sea
∏
U A una ultrapotencia de un modelo A. Para todo enunciado de primer

orden α, A |= α si y solo si
∏
U A |= α.

Luego, consideremos la la llamada función diagonal d, que es un encaje natural de un modelo

A en cada una de sus ultrapotencias
∏
U A que está definida como sigue:

a 7−→ fa donde fa(i) = a para toda i ∈ I.

Corolario A.3.14. Sean, A un modelo y
∏
U A una ultrapotencia de A. La función diagonal d

es un encaje elemental d : A 4
∏
U A.
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