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2.1.2. Mı́nimos cuadrados móviles . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 9

2.1.3. Funciones base . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11

2.1.4. Funciones peso . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 13

2.1.5. Dominio de influencia . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 16

2.1.6. Discretización de las ecuaciones . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 18

2.1.7. Aplicación de condiciones de frontera . . . . . . . . . . . . . . . . . . 19
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5.2. Efecto de parámetros del método numérico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 63

5.3. Software . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 66

6. Conclusiones 67
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Nomenclatura

Acrónimos

DEM Método de elementos difusos (Difusse Elements Method)

EFGM Metodo de Galerkin libre de elementos (Element Free Galerkin Method)

FEA Análisis por elementos finitos (Finite Element Analysis)

FEM Método de elementos finitos (Finite Element Method)

SPH Método de part́ıculas (Smooth Particle Hydrodynamics)

EDP Ecuación diferencial parcial

E.G. Error global
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Supeŕındices

A−1 Inversa de la matriz A

AT Transpuesta de la matriz A

Sub́ındices

ux Derivada con respecto a la variable x



Resumen

Como una herramienta adicional para el desarrollo de modelos matemáticos de interés

metalúrgico, en este trabajo se presentan problemas clásicos de elasticidad lineal y conducción

de calor resueltos usando el método de Galerkin libre de elementos (EFGM ). Los códigos

están desarrollados en Mathematica para los problemas unidimensionales y Mathematica

mas algunos comandos de Matlab para los problemas bidimensionales. Se analizó el tipo de

convergencia y la rapidez de convergencia del método numérico aśı como el efecto de algunos

parámetros caracteŕısticos del método numérico sobre la rapidez de convergencia.



Caṕıtulo 1

Introducción

La ingenieŕıa de procesos es una parte fundamental de la ingenieŕıa metalúrgica, siendo un

complemento al conocimiento emṕırico generado por la operación de la planta y los ensayos

bajo norma. El control y la optimización de los procesos de obtención de materiales y de

manufactura de productos es esencial a fin de asegurar las exigencias actuales de calidad que

resultan de ciclos de innovación tecnológica. Para lograr este objetivo, es necesario aplicar

herramientas de modelado y simulación; ya sea para diagnosticar un proceso existente o

desarrollar nuevas y mejores formas de producción.

Las herramientas más importantes en ingenieŕıa de procesos son los modelos matemáticos,

los modelos f́ısicos, las mediciones en planta aśı como las mediciones en plantas piloto.1

Un modelo matemático es un conjunto de ecuaciones que representan un proceso o al-

guna de sus partes, tratando de identificar cuales son las variables que mas influyen en los

resultados[1].

Los modelos matemáticos se clasifican en:

Modelos emṕıricos

1Aunque pueden tener una secuencia jerárquica, estas herramientas se usan al mismo tiempo para lograr
un impacto mayor a escala industrial.

2
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Modelos semi-emṕıricos

Modelos mecańısticos o determińısticos

Modelos poblacionales

Modelos probabiĺısticos o estocásticos

El amplio uso de los modelos determińısticos radica en que tienen la gran ventaja de no

requerir ajustes experimentales que los hagan perder validez cuando se vaŕıan las condiciones

de operación [1].

Para representar las relaciones entre variables dependientes e independientes en un mo-

delo matemático se puede hacer uso de una amplia variedad de expresiones matemáticas:

desde ecuaciones algebraicas para una visión global hasta ecuaciones diferenciales ordinarias

o parciales para un análisis infinitesimal2. Estas últimas son de interés porque representan

cambios de un campo con respecto a una o más variables independientes, convirtiéndose en

un instrumento idóneo para predecir la evolución de campos (escalares y vectoriales) tales

como: campo térmico, campo de concentración, campo de velocidad, etc. Como punto de

partida, la teoŕıa de las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) asegura que la solución de

este tipo de objetos existe y es única bajo ciertas condiciones3[2].

Debido a la complejidad de los procesos metalúrgicos, las soluciones anaĺıticas son de poco

alcance práctico para resolver modelos matemáticos que se aproximen a la realidad, es decir,

que tengan pocas simplificaciones. Lo deseable seŕıa poder obtener resultados confiables,

aunque sean aproximados, de modelos matemáticos que representen fielmente las condiciones

del proceso. En respuesta a este problema se ha desarrollado una amplia gama de métodos

numéricos para resolver ecuaciones diferenciales, desde los más antiguos y sencillos tales como

diferencias finitas, hasta el más usado hoy en d́ıa que es el método de elementos finitos.

2Otros tipos de ecuaciones son: ecuaciones integrales,integro-diferenciales y variacionales.
3Esto lo afirma el teorema de Lax-Milgram para problemas eĺıpticos; para problemas parabólicos e hi-

perbólicos se usa este teorema y algunas otras suposiciones, siempre y cuando el problema sea bien planteado.
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En las últimas dos décadas también han surgido los llamados métodos sin malla, (meshless

y meshfree) que sirven para resolver problemas en los que el método de elementos finitos

pierde exactitud o no es la mejor herramienta para resolver el problema4.

4Un panorama a veinte años del desarrollo inicial y una clasificación exhaustiva de los métodos meshfree
se encuentra en [3] .
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Marco teórico

Una gran cantidad de problemas requieren una solución rápida - aunque aproximada -

o simplemente no se pueden resolver anaĺıticamente, dado que no existen las herramientas

teóricas para expresar la solución a partir de funciones conocidas. En este contexto surgen

los métodos numéricos, para reducir la solución del problema matemático representado en un

modelo determińıstico a una serie de operaciones aritmético-lógicas (algoritmo) que pueden

introducirse a una computadora, lo que arroja valores numéricos como resultado [4].

Las soluciones numéricas son aproximadas y nunca representarán fielmente a la realidad;

su exactitud depende de factores como:

Diferencias entre el fenómeno f́ısico y el modelo matemático

Parámetros de entrada incorrectos

Limitaciones del método numérico seleccionado

Errores de redondeo

Tres conceptos que se deben tomar en cuenta al seleccionar el método numérico más

adecuado son:

5
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Aproximación: Se refiere al grado de aproximación de un modelo numérico discreto con

respecto al modelo continuo (diferencial o integral).

Estabilidad: Es la dependencia del algoritmo a la propagación de errores iniciales du-

rante el cálculo; un método es inestable cuando los errores se vuelven muy grandes y

su propagación se sale de control.

Convergencia: Significa que la solución numérica disminuye su diferencia con respecto

a la exacta cuando el tamaño de la partición del dominio tiende a cero. La rapidez de

convergencia de un método numérico puede ser sublineal, lineal o superlineal.

Aunque los algoritmos numéricos siempre han existido, no fue sino hasta los siglos XIX y

XX que, con la aparición de herramientas como calculadoras y computadoras, se convirtieron

en parte vital del desarrollo cient́ıfico y tecnológico; por supuesto, la evolución de los métodos

numéricos es relativamente lenta, si se compara con el vertiginoso avance en herramientas

de cómputo.

El método de elementos finitos (FEM o FEA) fue creado como respuesta a la necesidad

de resolver problemas de elasticidad y análisis estructural por parte de ingenieros civiles y

aeronáuticos; comenzando el siglo XX, Courant presentó trabajos donde sentaba las bases

del método de elementos finitos usando el procedimiento diseñado por Galerkin a inicios del

siglo XX [5].

En la década de los 50’s Clough et. al., presentaron un art́ıculo donde establecieron el

alcance del método de elementos finitos para resolver problemas de ingenieŕıa y, un poco

más tarde, Zienkiewicz empezó a aclarar el panorama matemático detrás de FEM [5].

El método ganó popularidad durante los años 60’s y 70’s. Actualmente, los programas de

cómputo basados en el método de elementos finitos son distribuido ampliamente y son una

herramienta útil para resolver problemas de distorsión, electromagnetismo, transferencia de

calor y dinámica de fluidos, entre otros.
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Sin embargo, el FEM no es tan confiable cuando se enfrenta a problemas tales como

el crecimiento de grietas de trayectoria aleatoria, transformaciones de fase con cambios de

frontera y algunos otros; sobre todo, pierde exactitud y consume una gran cantidad de tiempo

de cálculo cuando el dominio geométrico sufre grandes deformaciones, que es caracteŕıstico

de procesos de conformado mecánico, i.e., laminación, trefilado, forja, etc. [6].

La forma más común de abordar este tipo de problemas consiste en re-mallar, es decir,

reconstruir la malla del dominio a cada paso de cálculo. Esta alternativa arroja resultados

aceptables pero a un costo computacional muy alto (tiempo de cómputo alto)[7].

Una forma de evitar el problema de re-mallado consiste en desarrollar métodos “libres

de malla”(meshfree) o “sin malla” (meshless) [6, 7, 8]. El inicio de estos métodos se puede

rastrear a los últimos años de la década de los 70’s, cuando Monaghan et al. presentaron el

método de part́ıculas SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) aśı como en algunos trabajos

de diferencias finitas generalizadas [3]. En los primeros años de la década de 1990, surgieron

varios métodos aplicados a problemas de elasticidad en sólidos y dinámica de fractura; uno de

los primeros en alcanzar popularidad por sus caracteŕısticas parecidas al método de elementos

finitos fue el método de Galerkin Libre de Elementos (EFGM ) [6].

El nombre “libre de elementos” en EFGM no significa que la discretización del dominio

no sea necesaria, sino que no se requiere una malla geométrica conectada (diagrama de Vo-

ronoi) como soporte para desarrollar el algoritmo de solución [6]. Esto quiere decir que la

aproximación de la solución se construye completamente a partir de los nodos de la discreti-

zación espacial. Es este método el que se usa en esta tesis para estudiar problemas “tipo” de

elasticidad y de conducción de calor, tanto en estado estacionario como no estacionario.
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2.1. El método de Galerkin libre de elementos

La técnica para resolver las ecuaciones diferenciales que definen matemáticamente a los

problemas tipo que se resolverán en este proyecto es el método de Galerkin Libre de Ele-

mentos (EFGM ), que fue desarrollado por Belytschko et al. y está basado en el método de

elemento difuso (DEM ) de Nayroles et al. [6, 8]1.

Este método solo requiere un conjunto de nodos y una descripción de las fronteras para

construir la solución, mientras que la conectividad entre los nodos y las funciones forma se

construye mediante el método de Mı́nimos Cuadrados Móviles (MLS ).

Aunque el EFGM es un método sin malla respecto a la construcción de la función forma,

se requiere una rejilla de integración para llevar a cabo la evaluación numérica de las integrales

que se obtienen al discretizar la ecuación gobernante; por su parte, la discretización de la

ecuación gobernante se obtiene usando formas débiles con restricciones [6, 7, 8].

2.1.1. Funciones forma

Una parte fundamental de los métodos sin malla es la construcción de las funciones forma

[8]. En general las funciones forma deben cumplir las propiedades siguientes:

Distribución nodal arbitraria

Estabilidad

Consistencia

Soporte compacto

Eficiencia

1Cabe mencionar que esta es la primera vez que se trabaja con este método numérico en el Departamento
de Ingenieŕıa Metalúrgica de la Facultad de Qúımica.
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Compatibilidad

Independencia lineal

Las funciones forma se construyen de acuerdo a la elección del método numérico; sin

embargo, el cumplimiento de cada uno de los requisitos listados ĺıneas arriba facilita la

implementación y exactitud de la solución. La creación de funciones forma es uno de los

problemas más importantes en los métodos libres de malla (meshfree) [8].

Una propiedad adicional es el criterio de la delta de Kronecker, que se define en la Ec.

(2.1)

φi(xj) =


1 cuando i = j

0 cuando i 6= j

(2.1)

Las funciones forma que cumplen la delta de Kronecker son interpolantes, mientras que

las que no cumplen esa propiedad son llamadas “aproximantes”.

2.1.2. Mı́nimos cuadrados móviles

El método de mı́nimos cuadrados móviles (MLS ) fue introducido por Lancaster y Saulkas

para suavizar e interpolar datos de relieves geográficos y se usa para construir las funciones

forma en algunos métodos sin malla. Cuando se utiliza un número adecuado de nodos, la

aproximación de la variable de campo es suave y continua en todo el dominio. [6, 8, 9].

EFGM usa MLS para obtener la variable de campo u(x) en el dominio Ω por medio de

una aproximación uh(x) [8]. La aproximación en el punto x se construye como una serie que

tiene la forma de la Ec. (2.2).

uh(x) =
m∑
i

pi(x)ai(x) = pT (x)a(x) (2.2)
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En la Ec. (2.2) p(x) es la base de la aproximación (ver Sección 2.1.3 ) y las a(x) son los

coeficientes de esa aproximación, m es el número de monomios en la función base p. Lo que

busca hacer el método MLS es minimizar la norma ponderada descrita por la Ec. (2.3), que

es una norma tipo L2 (Euclidiana).

J =
N∑
i=1

wi(x− xi)(pT (xi)a(x)− ui)2 (2.3)

wi es una función peso mientras que ui es el parámetro nodal en el nodo i-ésimo. Al

minimizar esta norma (∂J
∂a

= 0), se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas dado por la

Ec. (2.4).

A(x)a(x) = B(x)ds (2.4)

La matriz A se le llama matriz de momentos y se calcula de acuerdo a la Ec.(2.5)

A(x) =
N∑
i

wi(x)pT (xi)p(xi) (2.5)

La matriz B se forma por el producto de la Ec.(2.6), mientras que ds es un vector que

contiene los parámetros nodales para todos los nodos en el dominio soporte.

B(x) = [w1(x)p(x1), w2(x)p(x2), ..., wn(x)p(xn)] (2.6)

La Ec.(2.4) se puede resolver para los coeficientes a(x) si la matriz de momentos es

invertible.

a(x) = A−1(x)B(x)ds (2.7)

La Ec. (2.7) se sustituye en la Ec. (2.2) para obtener la función forma en MLS (Ec. (2.8))
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de la aproximación uh(x).

uh(x) =
N∑
i=1

φi(x)ui = pTA−1Biui (2.8)

Para obtener las derivadas espaciales de la variable de campo, se requieren derivadas de la

función forma φi(x). La derivada con respecto a x se muestra la Ec. (2.9). Expresiones para

las demás derivadas direccionales y cruzadas se encuentran en [8], mientras que fórmulas de

descomposición LU para derivadas de orden superior se encuentran en [7, 10].

Φi,x = pT,xA
−1Bi + pTA−1

,x Bi + pTA−1Bi,x (2.9)

Se debe recalcar que las funciones forma en MLS no cumplen el criterio de la delta de

Kronecker, por lo cual los parámetros nodales ui no son los valores nodales de la variable de

campo uh(xi), que entonces depende de todos los ui en el dominio soporte del nodo i-ésimo;

esta propiedad complica la aplicación de condiciones de frontera esenciales.

2.1.3. Funciones base

En los métodos libres de malla, la construcción de las funciones forma depende de las

funciones base, que casi siempre son polinomios; esto asegura que la función forma sea

completa [8]. En la Figura 2.1 se muestra una pirámide para la construcción de polinomios.

Para construir la función base de acuerdo a la dimensión del problema, se toma el nivel

correspondiente al orden de la aproximación del polinomio deseado y se construye un vector

con cada uno de los términos del escalón de la pirámide de Pascal.

Los términos correspondientes a polinomios lineales y cuadráticos para una y dos dimen-

siones se muestran en la Tabla 2.1
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Figura 2.1: Pirámide de Pascal para construir funciones base polinomiales [8].

Tabla 2.1: Bases polinomiales más comunes

1D 2D

Constante [1] [1]

Linear [1, x] [1, x, y]

Cuadrático [1, x, x2] [1, x, y, x2, y2, xy]

La ventaja del uso de polinomios como funciones base radica en que el primer término

siempre es la función unitaria y que el siguiente conjunto de funciones son las coordenadas

del nodo (si se usa al menos un polinomio lineal). De esta manera se puede guardar la

información de la posición de cada nodo dentro de la función base, ahorrando memoria de

la máquina.
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2.1.4. Funciones peso

Las funciones peso (wi(x)) juegan un papel importante en los métodos libres de malla. La

caracteŕıstica principal de la función peso es que debe ser diferente de cero solo en un pequeño

dominio alrededor del nodo, llamado dominio de influencia del nodo i-ésimo (Ver la Sección

2.1.5 ). Los diversos tipos de función peso afectan directamente la exactitud numérica, pero

todas esas funciones deben de cumplir las siguientes caracteŕısticas:

wi(x) > 0 dentro del subdominio Ωx

wi = 0 fuera del subdominio Ωx

wi debe ser una función monótona decreciente

La función peso elegida afecta a la aproximación uh. En más detalle, el tamaño del soporte

dmi de la función peso wi asociada con el nodo i debe ser lo suficientemente grande como

para evitar errores en la integración numérica. Las funciones peso están definidas en el radio

normalizado r = |x−xi|. La Tabla 2.2 muestra algunas de las funciones peso más utilizadas

junto con sus derivadas espaciales (obtenidas usando la regla de la cadena). La Figura 2.2

muestra las gráficas de las funciones peso de la Tabla 2.2; se observa que son simétricas y

tienen forma de campana [6, 7, 8].
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Tabla 2.2: Funciones peso y sus derivadas.

Nombre Función w Derivada dw

Gaussiana


exp (−(2.5r)2) 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1


−5 exp (−(2.5r)2) 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1

Racional


1

r2+0.1
0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1


−2r

(r2+0.1)2
0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1

Hiperbólica


sech(r + 3) 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1


−sech(r + 3)tanh(r + 3) 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1

Spline cúbico



2
3
− 4r2 + 4r3 r ≤ 1

2

4
3
− 4r + 4r2 − 4

3
r3 1

2
< r ≤ 1

0 r > 1


−8r + 12r2 r ≤ 1

2

−4 + 8r − 4r2 1
2
< r ≤ 1

0 r > 1

Spline cúartico


1− 6r2 + 8r3 − 3r4 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1


−12r + 24r2 − 12r3 0 ≤ r ≤ 1

0 r > 1
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(a) Gaussiana (b) Racional

(c) Hiperbólica (d) Spline cúbico

(e) Spline cúartico

Figura 2.2: Gráfica de las funciones peso mas usadas en los métodos sin malla.
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Una propiedad importante de las funciones peso es la continuidad. Si la función peso

posee cierta continuidad, entonces la función forma hereda la misma continuidad. También

se requiere que los dominios de influencia de cada nodo cubiertos por la función peso se

traslapen, de tal forma que cubran todo el dominio del problema (Ω).

2.1.5. Dominio de influencia

Para resolver el problema computacionalmente se requiere de un conjunto de nodos dis-

tribuidos en el dominio del cuerpo y en sus fronteras. La densidad de la distribución de los

nodos depende de la exactitud deseada y de los recursos computacionales disponibles. La

distribución de los nodos no necesita ser regular: se puede poner una densidad mayor en un

área donde el gradiente (el cambio con la posición) del campo de interés sea mayor [6, 8].

En los métodos libres de malla existe una diferencia entre dominio soporte y dominio de

influencia. De acuerdo a Liu [8], el dominio de influencia se define como el dominio en el

que un nodo tiene cierta injerencia, es decir, el dominio de influencia está asociado con un

nodo. Por otra parte, el dominio soporte se asocia con un punto de interés (xq) que puede

estar en un nodo pero no es necesario que lo esté; por lo general, está asociado a un punto

de integración. Los nodos que estén dentro del dominio soporte del punto xq contribuyen a

calcular la función forma.

El uso del concepto de dominio de influencia nodal funciona para controlar la contribución

a la aproximación de una gran cantidad de nodos distribuidos de forma irregular. En ese caso,

cada nodo contribuye a la construcción de la función forma del punto xq mientras esté en su

dominio de influencia; esto previene que algún nodo tenga mayor influencia que otros.

En la Figura 2.3 se presenta un ejemplo de un dominio irregular, con nodos distribuidos

de la misma manera, pero con puntos de integración distribuidos de forma regular.
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Figura 2.3: Representación de dominios de influencia y soporte.

La dimensión del dominio soporte se calcula de acuerdo a la Ec. (2.10).

ds = dmaxdc (2.10)

En la Ec. (2.10), dc es una longitud caracteŕıstica (que en el caso de una discretización

uniforme es la distancia entre nodos vecinos) mientras que dmax es un coeficiente que puede

tomar valores de 1 a 4, es decir, f́ısicamente es un múltiplo de la longitud entre nodos [8].

Para obtener buenos resultados, Liu [8] recomienda valores de 2.0 a 3.0.

La utilidad de este coeficiente dmax radica en asegurar un número suficiente de nodos en

el dominio soporte, lo que implica que la matriz de momentos sea invertible; si el valor de

dmax ≤ 1, la matriz A se vuelve singular y no se puede resolver el problema.
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2.1.6. Discretización de las ecuaciones

Los métodos numéricos para resolver EDP’s discretizan a la ecuación gobernante para

transformarla en un sistema de ecuaciones algebraicas, usualmente simultáneas. El sistema

de ecuaciones algebraicas simultáneas (SEAS) se puede obtener de la misma manera que en

FEM, esto es a partir de formas débiles (Bubnov–Galerkin, Petrov–Galerkin, etcétera) [8] o

principios variacionales [10]. Un corolario importante es que ambos métodos deben dar las

mismas ecuaciones si existe un principio variacional natural.2

A su vez, las formas débiles son un subconjunto de los métodos de residuos pesados que

se pueden escribir como la Ec. (2.11). En esta ecuación R representa un residuo (del dominio

o de la frontera) mientras que Wi es un peso que cambia de definición de acuerdo al método

usado. En esencia, representa la condición de que la solución exacta y la aproximada son

similares, por lo que el promedio ponderado del residuo es cero.

∫
Ω

WiRdΩ = 0 (2.11)

Por otra parte, un principio variacional requiere un funcional Π como el de la Ec. (2.12).

La solución que hace a ese funcional cero requiere que pequeños cambios del funcional δΠ

(“variación”) también sean cero.

Π =

∫
Ω

F (ui, ui,j, ...)dV +

∫
Γ

E(ui, ui,j, ...)dS (2.12)

Sustituyendo la aproximación de la variable de campo y tomando variaciones con respecto

a los coeficientes a se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas de la Ec. (2.13).

∂Π

∂a
= Ka− f (2.13)

2Una discusión a detalle de estos procedimientos se encuentra en el libro de Zienkiewicz, The finite element
method, its basis and fundamentals. Este procedimiento no cambia entre elemento finito y los métodos sin
malla; aqúı solo se describe un panorama muy general
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Dependiendo de la variable de campo, la matriz K se llama de rigidez (stiffness) o de con-

ductividad (conductivity) mientras que el vector f representa cargas externas o internas (flux

y generación, respectivamente) por lo que aplica inmediatamente las condiciones naturales

del problema.

2.1.7. Aplicación de condiciones de frontera

Como se mencionó en la subsección 2.1.6, las condiciones naturales se incluyen en el

vector f. Sin embargo, falta aplicar las condiciones esenciales (si existen).

Hay varias formas de aplicar este tipo de condiciones de frontera; algunas son:

Multiplicadores de Lagrange

Método de penalización

Método de Nitsche

En esta tesis se usaron multiplicadores de Lagrange debido a que es un método muy

preciso. Sin embargo, como las funciones forma no poseen el criterio de la delta de Kronecker,

por ser aproximantes y no interpolantes, es más dif́ıcil implementarlo computacionalmente,

ya que el número de condición de la matriz K es muy pequeño, por los grados de libertad

añadidos. Esto se pude solucionar usando métodos de descomposición (pseudo-inversa) o

algún método iterativo (Gauss-Siedel). [7]

Para obtener un principio variacional restringido usando la técnica de multiplicadores de

Lagrange se deben agregar las restricciones en la Ec. (2.12), para obtener un nuevo funcional

correspondiente a la Ec. (2.14).

Π = Π +

∫
Γ

λE(u)dS (2.14)
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El vector λ, es el vector de los multiplicadores de Lagrange cuando las restricciones son

solo sobre la frontera. Por un procedimiento similar al de la subsección 2.1.6 se obtiene el

sistema de ecuaciones aumentado de la Ec. (2.15), que es equivalente a las Ecs.(2.17) y (2.17).

K G

GT 0


uλ
 =

fq
 (2.15)

Ku+Gλ− f = 0 (2.16)

GTu− q = 0 (2.17)

Cada término se calcula de acuerdo a las Ecs. (2.18)-(2.21).

Kij =

∫
Ω

BT
i DBjdΩ (2.18)

Gik = −
∫

Γu

ΦiNkdΓ (2.19)

fi =

∫
Γt

ΦitdΓ +

∫
Ω

ΦibdΩ (2.20)

qk = −
∫

Γu

NkudΓ (2.21)

Finalmente, las integrales se evalúan numéricamente para obtener el campo de interés. Se

optó por el uso de reglas de cuadratura Gaussiana: de un punto (regla del trapecio, n = 1)

para sistemas 1D y de 4 puntos por dirección para sistemas 2D (n = 4). En la tabla 2.3 los

valores wi son valores predefinidos dependiendo del numero de puntos de la cuadratura y los

valores ti son las imágenes bajo una función de deformación del intervalo [a, b] al segmento

[−1, 1] [11].
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Tabla 2.3: Valores de pesos y ráıces para 1,2,3 y 4 puntos de cuadratura [11].

Puntos Pesos (wi) Ráıces (ti)

1 w1 = 2.0000000 t1 = 0.000000

2 w1 = 1.0000000 t1 = −0.577350269

w2 = 1.0000000 t2 = 0.577350269

3 w1 = 0.5555556 t1 = −0.774596669

w2 = 0.8888889 t2 = 0.0

w3 = 0.5555556 t3 = 0.774596669

4 w1 = 0.3478548 t1 = −0.861136312

w2 = 0.6521452 t2 = −0.339981044

w3 = 0.6521452 t3 = 0.339981044

w4 = 0.3478548 t4 = 0.861136312



Caṕıtulo 3

Hipótesis y objetivo

Hipótesis

El método de Galerkin libre de elementos tiene convergencia de tipo asintótica, con

rapidez de convergencia lineal.

Objetivo

Resolver problemas clásicos de elasticidad y conducción de calor tanto en estado estacio-

nario como no estacionario (modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,

respectivamente) por medio de la implementación de programas de cómputo basados en el

método de Galerkin libre de elementos.

22



Caṕıtulo 4

Metodoloǵıa y resultados

Para desarrollar cada uno de los modelos matemáticos que se trabajaron en esta tesis, se

realizaron los pasos siguientes:

Descripción

Formulación matemática

Desarrollo del método numérico de solución

Implementación en computadora del método numérico de solución

Verificación

Se comienza con la descripción del problema a resolver, incluyendo un esquema repre-

sentativo. La formulación matemática consta de la ecuación gobernante y las condiciones a

la frontera y/o inicial que modela al sistema espećıfico a estudiar. El desarrollo del método

numérico consiste en aplicar la metodoloǵıa que permite discretizar a la ecuación gobernan-

te, resultando en un sistema de ecuaciones algebraica simultáneas (SEAS). Para la etapa

de implementación en computadora, se seleccionó Mathematica debido a su capacidad para

manejar vectores y tensores mediante“listas”; cabe mencionar que existe una licencia para

uso interno en la UNAM de Mathematica, razón adicional para utilizarlo.

23
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Finalmente, la verificación se realiza comparando los resultados numéricos con soluciones

anaĺıticas o numéricas (FEM ) (cuando las soluciones anaĺıticas no están disponibles).

Se seleccionaron seis problemas a resolver:

1. Deformación de una viga en voladizo1 (cantilever) con una carga interna distribuida

en la longitud de la viga (i.e. variable con la posición), en estado estacionario

2. Transporte de enerǵıa por conducción en una placa rectangular con generación de calor

constante en estado estacionario

3. Transporte de enerǵıa por conducción en una placa rectangular con generación variable

(con la posición) en estado no estacionario

4. Deformación de una viga con una carga externa no lineal (cuadrática)

5. Transporte de enerǵıa por conducción en una barra rectangular, sin generación de calor,

en estado estacionario

6. Transporte de enerǵıa por conducción en una barra rectangular, sin generación de calor,

en estado no estacionario

Los programas comerciales para la solución de modelos matemáticos descritos por ecua-

ciones diferenciales aprovechan las semejanzas entre las diversas formulaciones matemáticas

de los problemas a resolver. Es por eso que, en este trabajo, se aprovechó la analoǵıa (limi-

tada) que existe entre problemas de elasticidad lineal y problemas de conducción de calor.

Esta analoǵıa se construye a partir de que ambos problemas pueden modelarse por ecua-

ciones diferenciales; esto también sucedió en el desarrollo histórico del Método de elementos

finitos (FEM ), siendo NASTRAN el primer código que resolvió problemas de conducción de

calor a partir de problemas de elasticidad lineal [5]. Las analoǵıas se ilustran en la Figura

4.1 y se muestran en la Tabla 4.1 [12].

1Se refiere a una estructura cuya sección transversal es pequeña comparada con su longitud, con el soporte
en la pared necesario para que no caiga
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(a)

(b)

Figura 4.1: Diagramas de las relaciones entre las variables en problemas de a) elasticidad y

b) calor
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Tabla 4.1: Analoǵıa de los modelos matemáticos de elasticidad y conducción de calor.

Elasticidad de sólidos Conducción de calor

Ecuación constitutiva σij = Cijklεij q = k∇T

Cantidades

análogas

σij : Tensor de esfuerzos q : Vector de flux de calor

Cijkl: Tensor de constantes elásticas k : Matriz de conductividad térmica

u: Vector de desplazamientos T : Temperatura

εij: Tensor de deformaciones ∇T : Vector de gradiente térmico

Con base a esta tabla, es posible re-usar parte del código de un problema de elasticidad

lineal para resolver un problema de conducción de calor, haciendo cambios de tensores a

vectores y de vectores a escalares. Esta es la estrategia que se siguió en este trabajo. Un

punto importante a considerar es que los seis componentes de la variable de campo (tres des-

plazamientos y tres rotaciones) de un problema elástico se reducen a uno solo (temperatura)

en el problema de conducción de calor.

Un diagrama de flujo “grueso” de como implementar EFGM en computadora (para

sistemas en estado estacionario) se muestra en la Figura 4.2. Para los problemas en estado

no estacionario se agrega un ciclo controlado por un ı́ndice asociado al tiempo que repite el

diagrama de flujo anterior tantas veces como pasos de tiempo se deseen.
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Fin

Resolver el sistema de ecuaciones para obtener el campo

Aplicar las condiciones de frontera esenciales

Datos de

entrada

Calcular y ensamblar el vector de carga f

Ensamblar la matriz K global 

Búsqueda en todos los dominios de influencia para 

determinar los nodos en la interpolación

Calcular la matriz K en el punto de cuadratura

Calcular la función forma en el punto de cuadratura

Ciclo sobre 
puntos de cuadratura

Ciclo sobre 
celdas de integración

Figura 4.2: Diagrama de flujo grueso de EFGM.
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Los resultados de este caṕıtulo se obtuvieron con el spline cúbico como función peso y un

dmax de 1.001, para estudiar el efecto del número de nodos sobre la exactitud de la solución.

Por otra parte, en el Cap. 5, se variaron el tamaño de celda, la función peso y el parámetro

de escala para analizar las propiedades numéricas del método.

4.1. Problemas en estado estacionario

4.1.1. Elasticidad 1-D

Descripción

En esta sub-sección se estudia el problema de la viga en voladizo en una dimensión.

Consiste en una viga de longitud L, que está sujeta a una carga interna b(x) = x. En la

Figura 4.3 se muestra un esquema del problema de interés. Las propiedades mecánicas se

consideran constantes y, como la carga no vaŕıa con el tiempo, el sistema está en estado

estacionario. El objetivo es obtener el campo de desplazamiento en la dirección x: u(x).

Formulación del modelo matemático

La expresión matemática que describe el problema descrito anteriormente corresponde a

la Ec. (4.1).

Euxx + x = 0 (4.1)

Esta es una ecuación diferencial ordinaria de segundo orden, autónoma. Ambas derivadas

son con respecto a la posición x. En la Ec. (4.1), E es el módulo de Young del material de

la viga, y la carga interna a la que está sometida es una carga que depende de la posición

linealmente.

Las condiciones de frontera de este problema son:
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C.F. 1 : u(0) = 0

C.F. 2 : ux(L) = 0

La primera corresponde a un valor especificado de desplazamiento en el extremo de la

viga; en este caso vale 0, indicando que la barra esta fija a la pared. La segunda condición

de frontera describe que el desplazamiento u(x) es constante en el otro extremo de la viga,

lo que también puede interpretarse como una carga nula en ese extremo.

y

x

L

Figura 4.3: Barra elástica 1D

La Ec. (4.2) es la solución anaĺıtica a este problema; esta solución se obtuvo por el método

de variables separables, aplicando las condiciones de frontera mencionadas anteriormente.

u(x) =
1

E

[
1

2
x+

x3

6

]
(4.2)

Usando el procedimiento descrito en el marco teórico, las ecuaciones nodales están dadas
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por las Ecs. (4.3)-(4.6):

Kij =

∫ 1

0

ΦT
i,xEΦj,xdx (4.3)

Gik = −Φk|x=0 (4.4)

fi =

∫ 1

0

Φi x dx (4.5)

qk = −uk (4.6)

El sistema de ecuaciones simultáneas en forma matricial corresponde a la Ec. (4.7)

K G

GT 0


uλ
 =

fq
 (4.7)

Verificación

Los resultados del método EFGM para el problema de la viga elástica en una dimensión

se muestran a continuación. Para este problema se considera una viga de aleación A-356

con módulo de Young de (72.4GPa), área transversal unitaria y 10 m de longitud. La carga

externa (condición natural) es 0. En la Figura 4.4 se muestran los valores calculados con

EFGM para 5 y 10 nodos, junto con la solución anaĺıtica de la Ec. (4.2). Los datos discretos

muestran un comportamiento regular y se observa que, conforme aumenta el número de

nodos, aumenta la exactitud de la solución.
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(a)

(b)

Figura 4.4: Efecto del número de nodos en la exactitud de la solución: (a) 5 nodos, (b) 20

nodos; problema de elasticidad 1D.
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4.1.2. Elasticidad 2-D

Descripción

Se considera el problema de una viga de Timoshenko, de longitud L, a la cual se le aplica

una tracción variable (de tipo parabólico) en el extremo libre. La viga tiene altura D y

ancho unitario. Además, se supone que está bajo un estado de esfuerzos plano. El sistema

se muestra esquemáticamente en la Figura 4.5. Las propiedades mecánicas se consideran

constantes.

El objetivo es calcular el campo de desplazamiento, cuyas componentes son el desplaza-

miento en la dirección x y el desplazamiento en la dirección y, u(x, y) y v(x, y), respectiva-

mente.

Formulación del modelo matemático

La expresión que describe este problema (formulada en términos de esfuerzos) corresponde

a la Ec. (4.8).

∇ : σ = 0 (4.8)

Las condiciones de frontera para este problema son:

σ · n = t en ΓL

u = u0 en Γ0

La primera condición es una carga externa especificada en la orilla derecha. La segunda

condición es una condición esencial, que fija al desplazamiento en la orilla izquierda y n es

la normal unitaria a la frontera de tracción.
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y

x

L

A

P

D

Figura 4.5: Barra de Timoshenko.

La solución anaĺıtica para el campo de desplazamiento en x (u(x, y)) esta dada por la

Ec. (4.9) y por la Ec. (4.10) para desplazamiento en y (v(x, y))[6, 7, 8].

u(x, y) = − Py

6EI

[
(6L− 3x)x+ (2 + ν)(y2 − D2

4
)

]
(4.9)

v(x, y) = − P

6EI

[
3νy2(L− x) + (4 + 5ν)

D2x

4
+ (3L− x)x2

]
(4.10)

Donde I es el momento de inercia, que se calcula de acuerdo a la Ec. (4.11) [8, 7, 6]:

I =
D3

12
(4.11)

Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.12)-(4.15).

Kij =

∫
Ω

BT
i DBjdΩ (4.12)

Gik = −
∫

Γu

ΦiNkdΓ (4.13)
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fi =

∫
Γt

ΦitdΓ (4.14)

qk = −
∫

Γu

NkudΓ (4.15)

El operador B, el interpolador Nk y el tensor de deformación para esfuerzo plano D

corresponden a las Ecs. (4.16), (4.17) y (4.18), respectivamente.

Bi =


Φi,x 0

0 Φi,y

Φi,y Φi,x

 (4.16)

Nk =

Nk 0

0 Nk

 (4.17)

D =
E

1− ν2


1 ν 0

ν 1 0

0 0 1−ν
2

 (4.18)

El sistema de ecuaciones simultáneas lo representa la Ec. (4.19).

 K G

GT 0


u

λ

 =

 f

q

 (4.19)

Verificación

Este problema fue resuelto para una viga de latón de longitud L = 48m, ancho D =

12m, módulo de Young de 3× 107 Pa, módulo de Poisson ν = 0.3 y carga P = 100MPa

(distribuida en forma parabólica) sobre la frontera del extremo derecho de la viga.

La deflexión de la viga, calculada con 21 nodos en cada lado (441 nodos totales) distri-

buidos de forma uniforme, se muestra en la Figura 4.6; la deformación esta escalada por un
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factor de 100.

Figura 4.6: Deflexión de la viga del problema de elasticidad en dos dimensiones, factor de

escala de 100X.

Los resultados de la componente y del desplazamiento (v(x, y)), para 11 nodos colocados

a lo largo del eje x se muestran en la Figura 4.7 (a). Los valores de v(x, y) a lo largo de

esa ĺınea siguen una forma parabólica, que corresponde a la carga que se aplicó en la orilla

derecha. El desplazamiento u(x, y) en la ĺınea media de la viga (segmento AB en la Figura

4.5) obtenido con 11 nodos se compara con los valores de la solución anaĺıtica (Ec. (4.10))

en la Figura 4.7; los resultados muestran una buena similitud con la solución anaĺıtica. El

valor máximo de la deflección en el eje y es de -0.0089 m, que es idéntico al valor anaĺıtico

correspondiente.
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(a)

(b)

Figura 4.7: Solución numérica (puntos) y anaĺıtica (ĺınea): (a) desplazamiento en x a lo largo

de la mitad de la viga (y = 0), (b) desplazamiento en y en el extremo de la viga (x = L);

problema de elasticidad en dos dimensiones.
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4.1.3. Conducción de calor 1-D

Descripción

Se estudia un problema de conducción de calor, en estado estable, para flujo 1D a lo largo

de una placa de longitud L, considerando una fuente de calor constante. Las propiedades

termof́ısicas se consideran constantes. El objetivo es obtener el campo de temperatura T (x).

Formulación del modelo matemático

La ecuación gobernante (ecuación diferencial ordinaria) para este caso corresponde a la

Ec. (4.20):

kTxx + qgen = 0 (4.20)

Las condiciones de frontera se escriben a continuación:

C.F. 1 : T (0) = T1

C.F. 2 : Tx(L) = 0

La primera condición especifica una temperatura en el extremo izquierdo, mientras que

la segunda condición es de aislamiento (o simetŕıa) en la orilla derecha.
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y

x

L

Figura 4.8: Esquema de la placa correspondiente al problema de conducción de enerǵıa 1D.

En la Ec. (4.21) se presenta la solución anaĺıtica a este problema. Esta solución se obtuvo

resolviendo la Ec. (4.20) por el método de variables separables y aplicando las condiciones

de frontera correspondientes.

T (x) =
qgenx

k

[
L− x

2

]
+ T1 (4.21)

Usando el procedimiento descrito en el marco teórico, las ecuaciones nodales son las Ecs.

(4.22)-(4.25):

Kij =

∫ 1

0

ΦT
i,xkΦj,xdx (4.22)

Gik = −Φk|x=0 (4.23)

fi =

∫ 1

0

Φi qgen dx (4.24)

qk = −Tk (4.25)
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El sistema de ecuaciones simultáneas en forma matricial corresponde a la Ec. (4.26)

K G

GT 0


Tλ

 =

fq
 (4.26)

Verificación

El problema se resolvió para una placa de acero AISI 1018, con conductividad térmica

k = 51.9 W
m2°C , longitud y área unitarias. La temperatura especificada T1 (condición esencial)

fue 1000 °C. La generación dentro de la placa es de 1.0× 105 W
m3 . En la Figura 4.9, los

resultados numéricos se comparan con la solución anaĺıtica dada por la Ec. (4.21). Al igual

que en el problema de elasticidad (ver 4.1.1), para el problema de conducción se observa en

la Figura 4.9 que la solución es más exacta conforme aumenta el número de nodos.
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(a)

(b)

Figura 4.9: Efecto del número de nodos en la exactitud de la solución, (a) 5 nodos, (b) 20

nodos; problema de conducción de calor 1D
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4.1.4. Conducción de calor 2-D

Descripción

Para el problema de conducción de calor en dos dimensiones se tomó una barra rectan-

gular de largo L y ancho H, que cumple la ecuación de Laplace para dos dimensiones. El

sistema se muestra en la Figura 4.10.

y

L

H

Figura 4.10: Esquema del problema de conducción de calor 2D

Formulación del modelo matemático

La ecuación de Laplace bidimensional, en coordenadas cartesianas, es la Ec. (4.27).

∇2T = 0 (4.27)
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Las condiciones de frontera se enlistan a continuación:

T (0, y) = T1 en Γ1

T (x, 0) = T1 en Γ2

T (L, y) = T1 en Γ3

T (x,D) = T2 en Γ4

La solución anaĺıtica para este problema se encuentra en [13]; la Ec. (4.28) muestra la

expresión correspondiente.

T (x, y) = (T1 − T2)
2

π

∞∑
n=1

(−1)n+1 + 1

n
sin(

nπx

L
)
sinh(nπy

L
)

sinh(nπD
L

)
+ T1 (4.28)

Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.29)-(4.38).

Kij =

∫
Ω

BT
i

k 0

0 k

BjdΩ (4.29)

G1ik = −
∫

Γ1

ΦiNkdΓ1 (4.30)

G2ik = −
∫

Γ2

ΦiNkdΓ2 (4.31)

G3ik = −
∫

Γ3

ΦiNkdΓ3 (4.32)

G4ik = −
∫

Γ4

ΦiNkdΓ4 (4.33)

fi = 0 (4.34)

q1k = −
∫

Γ1

NkT1dΓ1 (4.35)
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q2k = −
∫

Γ2

NkT1dΓ2 (4.36)

q3k = −
∫

Γ3

NkT1dΓ3 (4.37)

q4k = −
∫

Γ4

NkT2dΓ4 (4.38)

En este caso, el operador B tiene la forma de la Ec. (4.39), mientras que el interpolador

Nk corresponde a la Ec. (4.17).

Bi =

Φi,x

Φi,y

 (4.39)

El sistema de ecuaciones simultáneas es la Ec. (4.60).



K G1 G2 G3 G4

G1T 0 0 0 0

G2T 0 0 0 0

G3T 0 0 0 0

G4T 0 0 0 0





T

λ1

λ2

λ3

λ4


=



f

q1

q2

q3

q4


(4.40)

Verificación

La solución numérica se generó para una barra de ancho y largo unitarios, fabricada de un

acero aleado (40 % Ni) con conductividad térmica de 10 W
m°C . Las temperaturas especificadas

en las fronteras de la barra son:

T (0, y) = 100 °C en Γ1

T (x, 0) = 100 °C en Γ2

T (L, y) = 100 °C en Γ3
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T (x,D) = 500 °C en Γ4

La superficie y el contorno de temperaturas de la Figura 4.11 se obtuvieron con 21 nodos

en cada lado de la barra (441 nodos totales), distribuidos de forma regular.
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(a)

(b)

Figura 4.11: Resultados obtenidos numéricamente con 21 nodos: (a) campo de temperatura,

(b) contornos de temperatura; problema de conducción de calor 2D en estado estable.
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La comparación entre los valores anaĺıticos de temperatura y los datos numéricos obteni-

dos con once nodos a largo de una ĺınea colocada a la mitad de la altura de la barra (y=0.5)

en función de la posición x se muestran en la Figura 4.12 (a), mientras que las temperaturas

en el extremo derecho de la barra se grafican en la Figura 4.12 (b). Los resultados muestran

buena concordancia entre ambas soluciones. Los valores anaĺıticos se obtuvieron tomando

100 términos de la suma infinita.
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(a)

(b)

Figura 4.12: Solución numérica (puntos) obtenida con 11 nodos por lado y solución anaĺıtica

(ĺıneas): (a) temperatura a lo largo de la mitad de la barra (y = 0.5), (b) temperatura en el

extremo de la barra (x = 1); problema de conducción de calor 2D en estado estable.
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4.2. Problemas en estado no estacionario

El método θ

Al igual que en el caso del método de elementos finitos, cuando el campo de interés

depende de la posición y el tiempo es necesario descomponerlo de una forma similar al método

de separación de variables, con la diferencia que se desean valores discretos de tiempo. Un

método estándar es resolver la parte dependiente del tiempo usando diferencias finitas. Como

la ecuación diferencial también depende del tiempo, surge un nuevo término en las ecuaciones

nodales: la matriz [C] (de capacitancia para la ecuación de calor).

El método θ introduce una razón entre pasos de tiempo, la razón θ, que varia de 0 a 1.

Se define de acuerdo a la Ec. (4.41).

θ =
t− tn−1

tn − tn−1

(4.41)

Usando la Ec. (4.41) y derivando con respecto al tiempo las ecuaciones nodales, se obtiene

un sistema de ecuaciones simultáneas para cada intervalo de tiempo (∆t), que corresponde

a la Ec. (4.42). [
K?

]
=

{
T

}
n

{
f ?
}

(4.42)

La matriz

[
K?

]
y el vector

{
f ?
}

corresponden a las Ecs. (4.43) y (4.44), respectivamente.

La ventaja de este método radica en que los casos clásicos de diferencias finitas están incluidos

con solo variar el parámetro θ; mas aún, se obtienen esquemas que pueden funcionar mejor

que las técnicas tradicionales de diferencias finitas [5].

[
K?

]
=

1

∆tn

[
C

]
+ θ

[
K

]
(4.43)
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f ?
}

= (1− θ)
{
f

}
n−1

+ θ

{
f

}
n

+ (
1

∆tn

[
C

]
− (1− θ)

[
K

]
)

{
T

}
n−1

(4.44)

Para los ejercicios de verificación en esta sección se compararon los resultados calculados

con EFGM con valores obtenidos usando el comando NDSolve de Mathematica (utilizando

FEM en la parte espacial y el método de lineas en la parte temporal).

4.2.1. Conducción de calor 1-D en estado no estacionario

Descripción

Se estudia un problema de conducción de calor, en estado no estacionario, definido por

una placa de longitud L, aislada en las superficies superior e inferior (provocando flujo de

calor 1D a lo largo de la dirección x), considerando una fuente de calor periódica que depende

de la posición. Las propiedades termof́ısicas se consideran constantes. El sistema se muestra

esquemáticamente en la Figura 4.13. El objetivo es obtener el campo de temperatura T (x, t).

Formulación del modelo matemático

La ecuación gobernante (ecuación diferencial parcial) para este caso corresponde a la Ec.

(4.45).

−kTxx + 2 sin (
x

2
) cos (

x

2
) = ρCpTt (4.45)

Las condiciones de frontera se escriben a continuación, ambas condiciones son de tipo

Dirichlet:

C.F.1: T (0, t) = T1

C.F.2: T (L, t) = T2

La primera condición especifica una temperatura en el extremo izquierdo; la condición en

la orilla derecha es una temperatura diferente a T1. La condición inicial corresponde a una
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temperatura uniforme en todo el dominio; las ecuaciones nodales son las Ecs. (4.46)-(4.52):

C.I: T (x, 0) = Tini

y

x

L

Figura 4.13: Esquema de la placa correspondiente al problema de conducción de enerǵıa 1D,

en estado no estacionario.

Kij =

∫ L

0

ΦT
i,xkΦj,xdx (4.46)

Cij =

∫ L

0

ΦT
i ρCpΦjdx (4.47)

G1ik = −Φk|x=0 (4.48)

G2ik = −Φk|x=L (4.49)

fi =

∫ L

0

Φi 2 sin (
x

2
) cos (

x

2
) dx (4.50)

q1k = −T1k (4.51)

q2k = −T2k (4.52)
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Aplicando la técnica de Cranck-Nicholson2 (θ = 0.5) al sistema de ecuaciones simultaneas

se obtiene el sistema de ecuaciones de la Ec. (4.53).


K? + C G1 G2

G1T 0 0

G2T 0 0




T

λ1

λ2

 =


f?

q1

q2

 (4.53)

Verificación

El problema se resolvió para una placa rectangular de aleación de cobre, con una con-

ductividad térmica de k = 386 W
m °C , longitud de 2m y área unitaria. La placa tiene una

densidad de 8954 kg
m3 y Cp = 383.1 J

kg °C . Las temperaturas especificadas son: T1 = 100 °C en

el extremo izquierdo de la placa y T2 = 0 °C en el extremo derecho. La condición inicial es

de Tini = 0 °C en toda la placa.

La Figura 4.14 muestra el efecto del número de nodos sobre los resultados numéricos,

comparados con datos obtenidos por medio de NDSolve en Mathematica con un ∆t = 100 s.

En la Figura 4.14 (a) se observa que 10 nodos no son suficientes para obtener una bue-

na aproximación en la orilla derecha; claramente al aumentar el número de nodos, ambas

soluciones numéricas son muy parecidas, como se muestra en la Figura 4.14 (b).

2Se utiliza el método de Crank-Nicholson por ser el esquema de diferencias finitas más utilizado.
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(a)

(b)

Figura 4.14: Efecto del número de nodos en la exactitud de la solución, (a) 10 nodos, (b)

50 nodos con un muestreo cada 8 datos; problema de conducción de calor 1D en estado no

estacionario
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4.2.2. Conducción de calor 2-D en estado no estacionario

Descripción

Para el problema de conducción en dos dimensiones en estado no estacionario se consideró

una barra rectangular de largo L y ancho H (ver Figura 4.15) que cumple con la ecuación

de conducción dependiente del tiempo.

y

L

H

Figura 4.15: Esquema del problema de conducción de calor 2D.

Formulación del modelo matemático

La ecuación de conducción de calor bidimensional en coordenadas cartesianas dependiente

del tiempo, sin generación, es la Ec. (4.54).

∇2T = ρCpTt (4.54)

Las condiciones de frontera se enlistan a continuación:

T (0, y) = T1 en Γ1
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Ty = 0 en Γ2

−kTx = −h(T (L, y, t)− T∞) en Γ3

−kTy = −h(T (x,D, t)− T∞) en Γ4

La primera condición aplica una temperatura fija (condición esencial) en el extremo

izquierdo de la barra, mientras que la segunda es una condición de simetŕıa en la parte inferior

de la barra; las ultimas dos ecuaciones corresponden a condiciones de frontera convectivas,

caracterizadas por un coeficiente de transferencia de calor.

Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.55)-(4.59).

Kij =

∫
Ω

BT
i

k 0

0 k

BjdΩ +

∫
Γ3

ΦT
i hΦjdΓ3 +

∫
Γ4

ΦT
i hΦjdΓ4 (4.55)

Cij =

∫
Ω

ΦT
i ρCpΦjdΩ (4.56)

Gik = −
∫

Γ1

ΦiNkdΓ1 (4.57)

fi =

∫
Γ3

ΦT
i hT∞ΦjdΓ3 +

∫
Γ4

ΦT
i hT∞ΦjdΓ4 (4.58)

qk = −
∫

Γ1

NkT1dΓ1 (4.59)

Al igual que en el problema de conducción de calor 2D estable, el operador B tiene la

forma de la Ec. (4.39), mientras que el interpolador Nk corresponde a la Ec. (4.17). De nuevo,

se utilizó el método de Crank-Nicholson.

El sistema de ecuaciones simultáneas es la Ec. (4.60).

K? G

GT 0


T

λ

 =

f?

q

 (4.60)
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Verificación

La solución numérica se generó para una barra de aleación de cobre, de ancho y largo

unitarios; la barra tiene una temperatura inicial de 50°C; el material tiene conductividad

térmica de 386 W
m °C , densidad de 8954 kg

m3 y Cp de 383.1 J
kg °C . La temperatura especificada en

el extremo izquierdo de la barra es de 200 °C, mientras que la temperatura del medio en las

caras superior y derecha es de 320 °C, con un coeficiente convectivo de 200 W
m2°C .

La superficies y los contornos de la figura 4.16 se obtuvieron con un ∆t = 50 s durante

5000 s usando una discretización de 21 nodos en cada lado de la barra (441 nodos totales),

ordenados de forma regular.
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(a) 500 s (b) 5000 s

(c) 500 s (d) 5000 s

Figura 4.16: Campo de temperatura: (a) 500 s y (b) 5000 s y contorno de temperatura: (c)

500 s y (d) 5000 s, obtenidos numéricamente con 21 nodos por lado; problema de conducción

de calor 2D en estado no estacionario.
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En la Figura 4.17 se observa la comparación entre los valores numéricos obtenidos por

EFGM y FEM con una discretización de 11 nodos por lado y un ∆t = 50 s por 5000 s. Los

perfiles en y = 0.5 y x = 1 a 500 s y 5000 s muestran buena correspondencia entre los valores

de ambos métodos.

(a) (b)

Figura 4.17: Solución numérica EFGM vs FEM : (a) temperatura a largo de la mitad de la

barra (y = 0.5), (b) temperatura en el extremo de la barra (x = 1); problema de conducción

de calor 2D en estado no estacionario.



Caṕıtulo 5

Discusión de resultados

El estudio del comportamiento numérico de las diferentes soluciones obtenidas, aśı como

el cálculo de un error global con respecto a las soluciones anaĺıticas y FEM se desarrolla en

esta sección.

5.1. Error global y rapidez de convergencia

El error global (Ec. (5.1)) de un método numérico se utiliza para estudiar la exactitud de

la solución numérica. Este error se obtiene como la ráız del error nodo a nodo (una diferencia

entre el valor anaĺıtico y el numérico), a fin de normalizar el error; este resultado se divide

entre el valor máximo de la variable de campo. La Ec. (5.1) es muy parecida a la norma L2.

E.G. =
1

uexactmax

√√√√ 1

nnodes

nnodes∑
i=1

|uexact − unum| (5.1)

El aumento de la exactitud de la solución numérica conforme aumenta el número de

nodos es una caracteŕıstica de todos los métodos numéricos; EFGM no es la excepción. En

la Figura 5.1 se gráfica el efecto del número de nodos sobre el error global para todos los

58
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problemas de esta tesis. El comportamiento del valor del error global disminuye conforme

se aumenta el número de nodos. Esto indica que aunque se aumentara el número de nodos

significativamente, el ĺımite del error será cero; en otras palabras, es un método asintótica-

mente convergente. Es de destacar en la Figura 5.1 (d) que el error, aunque es asintótico,

parece no tender a cero. Esto es debido al efecto del abrupto cambio de temperatura en las

esquinas, que el método no es capaz de capturar fidedignamente. En las Figuras 5.1 (e) y (f)

se observa que la exactitud de la solución numérica es mejor cuando el problema se aproxima

al estado estacionario, i.e., tiempos largos.
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(a) Elasticidad 1D (b) Elasticidad 2D

(c) Calor 1D (d) Calor 2D

(e) Calor 1D no estacionario (f) Calor 2D no estacionario

Figura 5.1: Efecto del número de nodos sobre el error global.
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Una vez que se cuenta con una herramienta para medir la exactitud global de la solución,

se puede estudiar el comportamiento de la solución numérica con respecto a la discretización

del dominio. [5].

Esta herramienta es la rapidez de convergencia (R.C.), que se define como la pendiente

de una gráfica del log10 del error global en función del log10 del tamaño del intervalo entre

los nodos de la discretización1[7]. Una expresión anaĺıtica para calcular la rapidez de con-

vergencia es la Ec. (5.2), donde E.G.new y E.G.old son los errores globales calculados con la

longitud de intervalo hnew y hold respectivamente.

R.C. =
log10

E.G.new

E.G.old

log10
hnew

hold

(5.2)

La Figura 5.2 muestra las gráficas a partir de las que se obtienen las rapideces de con-

vergencia, mientras que la Tabla 5.1 contiene los valores obtenidos con dmax = 1.001 y el

spline cúbico como función peso, para cada problema del Cap. 4. En casi todos los casos,

la rapidez de convergencia es cercana a uno; esto quiere decir que el error global disminuya

tanto como decrezca la separación entre nodos.

1En esta tesis solo se analizaron discretizaciones regulares por lo cual el tamaño de intervalo es igual y
constante en todas direcciones
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(a) Elasticidad 1D (b) Elasticidad 2D

(c) Calor 1D (d) Calor 2D

(e) Calor 1D no estacionario (f) Calor 2D no estacionario

Figura 5.2: Efecto del tamaño del intervalo entre nodos sobre el error global (escala log-log).
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Tabla 5.1: Rapidez de convergencia de todos los problemas.

Problema Rapidez de convergencia

Elasticidad 1D 2.703

Elasticidad 2D 1.105

Calor 1D estable 1.960

Calor 2D estable 1.043

Calor 1D inestable

1000 s
0.9446

Calor 1D inestable

5000 s
0.9936

Calor 2D inestable

500 s
1.0721

Calor 2D inestable

5000 s
1.0654

5.2. Efecto de parámetros del método numérico

Usando las herramientas de la Sección 5.1 se analizó el efecto de los parámetros más

importantes en EFGM, que son:

Tamaño de la celda de integración

Parámetro de escala dmax

Función peso
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Para comparar los diferentes parámetros, se eligió variarlos en el problema de conducción

de calor en estado estacionario, por ser el caso en el que se obtuvo la velocidad de convergencia

más baja de los casos 2D de la Tabla 5.1.

En la Tabla 5.2 se tabulan los resultados obtenidos cuando se aumenta el parámetro

de escala dmax; estos datos muestran que la mejor rapidez de convergencia se da cuando

dmax = 2.0.

Tabla 5.2: Efecto del parámetro de escala dmax sobre la rapidez de convergencia: problema

de conducción de calor 2D estacionario.

dmax Rapidez de convergencia

1.001 1.043

2.0 1.301

3.0 1.191

4.0 1.083

La Tabla 5.3 considera diferentes razones entre número de nodos y número de celdas de

integración. Esto implica que, a mayor valor de la razón el tamaño de las celdas es menor

que el intervalo entre nodos. Los resultados arrojan que, si el tamaño de celda es mayor o

igual a la distancia entre nodos, la rapidez de convergencia no cambia.2

2Aunque en este trabajo no se midió el tiempo de cómputo (por ser problemas sencillos), cuando se
disminuye significativamente el tamaño de la celda de integración, el tiempo de cómputo se incrementa
sensiblemente.
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Tabla 5.3: Efecto del tamaño de celda sobre la rapidez de convergencia, problema de con-

ducción de calor 2D estacionario

Celdas
Nodos

Rapidez de convergencia

0.5 1.041

1.0 1.043

10 1.043

Finalmente, se consideraron las diversas funciones peso de la Tabla 2.2. Los resultados

se muestran en la Tabla 5.4. Se observa que la rapidez de convergencia aumenta ligeramente

si se utiliza un spline cuártico como función peso, mientras que las demás funciones peso

producen valores de rapidez de convergencia prácticamente iguales.

Tabla 5.4: Efecto de la función peso sobre la rapidez de convergencia; problema de conducción

de calor 2D en estado estacionario.

Función peso Rapidez de convergencia

Gaussiana 1.043

Racional 1.044

Hiperbólica 1.043

Spline cúbico 1.043

Spline cuártico 1.083

Tomando en cuenta la información contenida en las tablas, la combinación que arroja

una mejor rapidez de convergencia para el problema de conducción de calor 2D en estado
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estacionario es con dmax de 1.5, razón unitaria de celdas de integración y nodos, usando un

spline cuártico como función peso.

5.3. Software

Por ser Mathematica un lenguaje de cálculo simbólico, desarrollado para resolver proble-

mas matemáticos complejos, se pensó que la implementación del método seŕıa relativamente

simple; sin embargo, al comparar con algunas funciones nativas de MATLAB se encontró que

éstas no tienen un equivalente directo en Mathematica. Esto representó un problema mayor

durante la implementación del método numérico en los problemas 2D, lo cual se solventó

instalando un paquete adicional llamado MATLink.

El paquete MATLink 3permite usar instrucciones exclusivas de MATLAB dentro de códi-

go de Mathematica, simplemente declarando al inicio de un notebook las funciones que se

desean utilizar. Este adendum permitió exportar datos de soluciones anaĺıticas y numéricas

entre ambos software, permitiendo explotar las caracteŕısticas más apropiadas de los dos

programas de cómputo.

Otra caracteŕıstica de la implementación del método usada en este trabajo, que dificultó

la programación, fue el uso de la técnica de multiplicadores de Lagrange4, ya que obliga a

formar una matriz aumentada.

3Este paquete de cómputo se encuentra disponible gratuitamente en http://matlink.org/
4Las repercusiones numéricas de usar esta técnica se explicaron en la Sección 2.1.7
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Conclusiones

Se logró implementar el método de Galerkin libre de elementos para problemas de elas-

ticidad lineal y conducción de calor tanto en estado estacionario como no estacionario; los

resultados se verificaron usando soluciones anaĺıticas y numéricas. Los códigos construidos

para los casos de una dimensión están en lenguaje Wolfram-Mathemtica, mientras que pa-

ra los problemas 2D están en un h́ıbrido Wolfram-MATLAB. A partir de los resultados

obtenidos se sigue que:

La hipótesis se comprobó como verdadera, al obtenerse resultados que muestran que

la convergencia es asintótica y que la rapidez de convergencia es lineal.

El parámetro de escala dmax produce una mejor rapidez de convergencia cuando está

en el intervalo 1.5-2.0.

A partir de un tamaño de celda de integración igual a la separación entre nodos, la

rapidez de convergencia ya no cambia.

El spline cuártico produce un ligero aumento en la rapidez de convergencia.
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