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Resumen

Como una herramienta adicional para el desarrollo de modelos matematicos de interés
metalirgico, en este trabajo se presentan problemas clasicos de elasticidad lineal y conduccién
de calor resueltos usando el método de Galerkin libre de elementos (EFGM). Los c6digos
estan desarrollados en Mathematica para los problemas unidimensionales y Mathematica
mas algunos comandos de Matlab para los problemas bidimensionales. Se analiz6 el tipo de
convergencia y la rapidez de convergencia del método numérico asi como el efecto de algunos

parametros caracteristicos del método numérico sobre la rapidez de convergencia.



Capitulo 1

Introduccion

La ingenieria de procesos es una parte fundamental de la ingenieria metalurgica, siendo un
complemento al conocimiento empirico generado por la operacién de la planta y los ensayos
bajo norma. El control y la optimizacion de los procesos de obtencion de materiales y de
manufactura de productos es esencial a fin de asegurar las exigencias actuales de calidad que
resultan de ciclos de innovacion tecnolégica. Para lograr este objetivo, es necesario aplicar
herramientas de modelado y simulacion; ya sea para diagnosticar un proceso existente o

desarrollar nuevas y mejores formas de produccion.

Las herramientas mas importantes en ingenieria de procesos son los modelos matematicos,

los modelos fisicos, las mediciones en planta asi como las mediciones en plantas piloto.!

Un modelo matemaético es un conjunto de ecuaciones que representan un proceso o al-
guna de sus partes, tratando de identificar cuales son las variables que mas influyen en los

resultados[1].

Los modelos matemaéaticos se clasifican en:

= Modelos empiricos

! Aunque pueden tener una secuencia jerdrquica, estas herramientas se usan al mismo tiempo para lograr
un impacto mayor a escala industrial.



CAPITULO 1. INTRODUCCION 3

Modelos semi-empiricos

Modelos mecanisticos o deterministicos

Modelos poblacionales

Modelos probabilisticos o estocésticos

El amplio uso de los modelos deterministicos radica en que tienen la gran ventaja de no
requerir ajustes experimentales que los hagan perder validez cuando se varian las condiciones

de operacién [1].

Para representar las relaciones entre variables dependientes e independientes en un mo-
delo matematico se puede hacer uso de una amplia variedad de expresiones matematicas:
desde ecuaciones algebraicas para una visién global hasta ecuaciones diferenciales ordinarias
o parciales para un analisis infinitesimal?. Estas tltimas son de interés porque representan
cambios de un campo con respecto a una o mas variables independientes, convirtiéndose en
un instrumento idéneo para predecir la evolucién de campos (escalares y vectoriales) tales
como: campo térmico, campo de concentracion, campo de velocidad, etc. Como punto de
partida, la teorfa de las ecuaciones diferenciales parciales (EDPs) asegura que la solucién de

este tipo de objetos existe y es tinica bajo ciertas condiciones®[2].

Debido a la complejidad de los procesos metalirgicos, las soluciones analiticas son de poco
alcance practico para resolver modelos matematicos que se aproximen a la realidad, es decir,
que tengan pocas simplificaciones. Lo deseable seria poder obtener resultados confiables,
aunque sean aproximados, de modelos matematicos que representen fielmente las condiciones
del proceso. En respuesta a este problema se ha desarrollado una amplia gama de métodos
numéricos para resolver ecuaciones diferenciales, desde los mas antiguos y sencillos tales como

diferencias finitas, hasta el mas usado hoy en dia que es el método de elementos finitos.

20tros tipos de ecuaciones son: ecuaciones integrales,integro-diferenciales y variacionales.
3Esto lo afirma el teorema de Lax-Milgram para problemas elipticos; para problemas parabdlicos e hi-
perbdlicos se usa este teorema y algunas otras suposiciones, siempre y cuando el problema sea bien planteado.
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En las dltimas dos décadas también han surgido los llamados métodos sin malla, (meshless
y meshfree) que sirven para resolver problemas en los que el método de elementos finitos

pierde exactitud o no es la mejor herramienta para resolver el problema?.

4Un panorama a veinte afos del desarrollo inicial y una clasificacién exhaustiva de los métodos meshfree
se encuentra en [3] .



Capitulo 2

Marco teorico

Una gran cantidad de problemas requieren una solucién rapida - aunque aproximada -
o simplemente no se pueden resolver analiticamente, dado que no existen las herramientas
tedricas para expresar la solucién a partir de funciones conocidas. En este contexto surgen
los métodos numéricos, para reducir la solucién del problema matematico representado en un
modelo deterministico a una serie de operaciones aritmético-légicas (algoritmo) que pueden

introducirse a una computadora, lo que arroja valores numéricos como resultado [4].

Las soluciones numéricas son aproximadas y nunca representaran fielmente a la realidad;

su exactitud depende de factores como:

Diferencias entre el fenémeno fisico y el modelo matematico

Pardmetros de entrada incorrectos

Limitaciones del método numérico seleccionado

Errores de redondeo

Tres conceptos que se deben tomar en cuenta al seleccionar el método numérico méas

adecuado son:
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= Aproximacién: Se refiere al grado de aproximacion de un modelo numérico discreto con

respecto al modelo continuo (diferencial o integral).

= Estabilidad: Es la dependencia del algoritmo a la propagacién de errores iniciales du-
rante el calculo; un método es inestable cuando los errores se vuelven muy grandes y

su propagacién se sale de control.

» Convergencia: Significa que la soluciéon numérica disminuye su diferencia con respecto
a la exacta cuando el tamano de la particiéon del dominio tiende a cero. La rapidez de

convergencia de un método numérico puede ser sublineal, lineal o superlineal.

Aunque los algoritmos numéricos siempre han existido, no fue sino hasta los siglos XIX y
XX que, con la apariciéon de herramientas como calculadoras y computadoras, se convirtieron
en parte vital del desarrollo cientifico y tecnolégico; por supuesto, la evolucion de los métodos
numéricos es relativamente lenta, si se compara con el vertiginoso avance en herramientas

de computo.

El método de elementos finitos (FEM o FEA) fue creado como respuesta a la necesidad
de resolver problemas de elasticidad y andlisis estructural por parte de ingenieros civiles y
aeronauticos; comenzando el siglo XX, Courant present6 trabajos donde sentaba las bases

del método de elementos finitos usando el procedimiento disenado por Galerkin a inicios del

siglo XX [5].

En la década de los 50’s Clough et. al., presentaron un articulo donde establecieron el
alcance del método de elementos finitos para resolver problemas de ingenieria y, un poco

més tarde, Zienkiewicz empezé a aclarar el panorama matemético detras de FEM [5].

El método gané popularidad durante los anos 60’s y 70’s. Actualmente, los programas de
computo basados en el método de elementos finitos son distribuido ampliamente y son una
herramienta ttil para resolver problemas de distorsion, electromagnetismo, transferencia de

calor y dindmica de fluidos, entre otros.
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Sin embargo, el FEM no es tan confiable cuando se enfrenta a problemas tales como
el crecimiento de grietas de trayectoria aleatoria, transformaciones de fase con cambios de
frontera y algunos otros; sobre todo, pierde exactitud y consume una gran cantidad de tiempo
de calculo cuando el dominio geométrico sufre grandes deformaciones, que es caracteristico

de procesos de conformado mecanico, i.e., laminacién, trefilado, forja, etc. [6].

La forma mas comun de abordar este tipo de problemas consiste en re-mallar, es decir,
reconstruir la malla del dominio a cada paso de calculo. Esta alternativa arroja resultados

aceptables pero a un costo computacional muy alto (tiempo de cémputo alto)[7].

Una forma de evitar el problema de re-mallado consiste en desarrollar métodos “libres
de malla” (meshfree) o “sin malla” (meshless) [6, 7, 8]. El inicio de estos métodos se puede
rastrear a los tltimos anos de la década de los 70’s, cuando Monaghan et al. presentaron el
método de particulas SPH (Smooth Particle Hydrodynamics) asi como en algunos trabajos
de diferencias finitas generalizadas [3]. En los primeros afos de la década de 1990, surgieron
varios métodos aplicados a problemas de elasticidad en sélidos y dindmica de fractura; uno de

los primeros en alcanzar popularidad por sus caracteristicas parecidas al método de elementos

finitos fue el método de Galerkin Libre de Elementos (EFGM) [6].

El nombre “libre de elementos” en EFGM no significa que la discretizacion del dominio
no sea necesaria, sino que no se requiere una malla geométrica conectada (diagrama de Vo-
ronoi) como soporte para desarrollar el algoritmo de solucién [6]. Esto quiere decir que la
aproximaciéon de la solucion se construye completamente a partir de los nodos de la discreti-
zacion espacial. Es este método el que se usa en esta tesis para estudiar problemas “tipo” de

elasticidad y de conduccién de calor, tanto en estado estacionario como no estacionario.
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2.1. El método de Galerkin libre de elementos

La técnica para resolver las ecuaciones diferenciales que definen matematicamente a los
problemas tipo que se resolveran en este proyecto es el método de Galerkin Libre de Ele-
mentos (EFGM), que fue desarrollado por Belytschko et al. y estd basado en el método de
elemento difuso (DEM) de Nayroles et al. [6, 8]'.

Este método solo requiere un conjunto de nodos y una descripcion de las fronteras para
construir la solucién, mientras que la conectividad entre los nodos y las funciones forma se

construye mediante el método de Minimos Cuadrados Méviles (MLS).

Aunque el EFGM es un método sin malla respecto a la construccion de la funcion forma,
se requiere una rejilla de integracion para llevar a cabo la evaluacion numérica de las integrales
que se obtienen al discretizar la ecuaciéon gobernante; por su parte, la discretizacién de la

ecuacion gobernante se obtiene usando formas débiles con restricciones [6, 7, 8.

2.1.1. Funciones forma

Una parte fundamental de los métodos sin malla es la construccion de las funciones forma

[8]. En general las funciones forma deben cumplir las propiedades siguientes:

Distribucién nodal arbitraria

Estabilidad

Consistencia

Soporte compacto

» Fficiencia

!Cabe mencionar que esta es la primera vez que se trabaja con este método numérico en el Departamento
de Ingenieria Metaldrgica de la Facultad de Quimica.



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 9
= Compatibilidad

= Independencia lineal

Las funciones forma se construyen de acuerdo a la eleccion del método numérico; sin
embargo, el cumplimiento de cada uno de los requisitos listados lineas arriba facilita la
implementacion y exactitud de la solucion. La creacién de funciones forma es uno de los

problemas mds importantes en los métodos libres de malla (meshfree) [8].

Una propiedad adicional es el criterio de la delta de Kronecker, que se define en la Ec.

(2.1)

1 cuando 1=
i) = (2.1)
0 cuando 1# ]

Las funciones forma que cumplen la delta de Kronecker son interpolantes, mientras que

las que no cumplen esa propiedad son llamadas “aproximantes”.

2.1.2. Minimos cuadrados moviles

El método de minimos cuadrados méviles (MLS) fue introducido por Lancaster y Saulkas
para suavizar e interpolar datos de relieves geograficos y se usa para construir las funciones
forma en algunos métodos sin malla. Cuando se utiliza un ntimero adecuado de nodos, la

aproximacién de la variable de campo es suave y continua en todo el dominio. [6, 8, 9].

EFGM usa MLS para obtener la variable de campo u(x) en el dominio €2 por medio de
una aproximacién u(z) [8]. La aproximacién en el punto x se construye como una serie que

tiene la forma de la Ec. (2.2).

u''(z) = ZPi(X)ai(X) =p' (x)a(x) (2.2)
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En la Ec. (2.2) p(x) es la base de la aproximacién (ver Seccién 2.1.3 ) y las a(x) son los
coeficientes de esa aproximacion, m es el nimero de monomios en la funcién base p. Lo que
busca hacer el método MLS es minimizar la norma ponderada descrita por la Ec. (2.3), que

es una norma tipo Ls (Euclidiana).

J = Z wi(z — ;) (pT (x;)a(x) — u;)? (2.3)

w; es una funciéon peso mientras que u; es el parametro nodal en el nodo i-ésimo. Al

minimizar esta norma (% = 0), se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas dado por la

Ec. (2.4).

A(x)a(x) = B(x)d, (2.4)

La matriz A se le llama matriz de momentos y se calcula de acuerdo a la Ec.(2.5)
N
A(x) = sz’<x)pT(Xi>p(Xi) (2.5)

La matriz B se forma por el producto de la Ec.(2.6), mientras que ds es un vector que

contiene los parametros nodales para todos los nodos en el dominio soporte.
B(x) = [w1(x)p(x1), w2(X)p(xX2), ..., wn (X)P(Xn)] (2.6)

La Ec.(2.4) se puede resolver para los coeficientes a(x) si la matriz de momentos es

invertible.

a(x) = A1 (x)B(x)d, (2.7)

La Ec. (2.7) se sustituye en la Ec. (2.2) para obtener la funcién forma en MLS (Ec. (2.8))



CAPITULO 2. MARCO TEORICO 11

de la aproximacién u(z).
N
u'(z) = ¢i(x)u; = p" A7 By, (2.8)
i=1

Para obtener las derivadas espaciales de la variable de campo, se requieren derivadas de la
funcién forma ¢;(x). La derivada con respecto a x se muestra la Ec. (2.9). Expresiones para
las demds derivadas direccionales y cruzadas se encuentran en [8], mientras que férmulas de

descomposicién LU para derivadas de orden superior se encuentran en [7, 10].

P, =pL,A'B;+p"A'B;+p"A7'B;, (2.9)

Se debe recalcar que las funciones forma en MLS no cumplen el criterio de la delta de
Kronecker, por lo cual los parametros nodales u; no son los valores nodales de la variable de
campo u"(x;), que entonces depende de todos los u; en el dominio soporte del nodo i-ésimo;

esta propiedad complica la aplicacién de condiciones de frontera esenciales.

2.1.3. Funciones base

En los métodos libres de malla, la construccién de las funciones forma depende de las
funciones base, que casi siempre son polinomios; esto asegura que la funciéon forma sea
completa [8]. En la Figura 2.1 se muestra una pirdmide para la construccién de polinomios.
Para construir la funcién base de acuerdo a la dimensién del problema, se toma el nivel
correspondiente al orden de la aproximacién del polinomio deseado y se construye un vector

con cada uno de los términos del escalén de la piramide de Pascal.

Los términos correspondientes a polinomios lineales y cuadraticos para una y dos dimen-

siones se muestran en la Tabla 2.1
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Términos \
constantes: 1 \
4
términos
Términos > 10
lineales: 3 términos
20
términos
Términos > ) 35.
cuadraticos: 6 términos
y3 Términos
cubicos: 10 )
y4 Términos
cuéarticos: 15 j

Figura 2.1: Pirdmide de Pascal para construir funciones base polinomiales [8].

Tabla 2.1: Bases polinomiales més comunes

1D 2D
Constante  [1] 1]
Linear 1, x] 11, x, y]

Cuadratico [1,z,22] [1,z,y,2% y? xy]

La ventaja del uso de polinomios como funciones base radica en que el primer término
siempre es la funcion unitaria y que el siguiente conjunto de funciones son las coordenadas
del nodo (si se usa al menos un polinomio lineal). De esta manera se puede guardar la
informacion de la posicién de cada nodo dentro de la funcién base, ahorrando memoria de

la maquina.
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2.1.4. Funciones peso

Las funciones peso (w;(z)) juegan un papel importante en los métodos libres de malla. La
caracteristica principal de la funcion peso es que debe ser diferente de cero solo en un pequeno
dominio alrededor del nodo, llamado dominio de influencia del nodo i-ésimo (Ver la Seccién
2.1.5 ). Los diversos tipos de funcién peso afectan directamente la exactitud numérica, pero

todas esas funciones deben de cumplir las siguientes caracteristicas:

» w;(z) > 0 dentro del subdominio €2,
s w; = 0 fuera del subdominio €2,

= w,; debe ser una funcién mondtona decreciente

La funcién peso elegida afecta a la aproximacién u”. En més detalle, el tamafo del soporte
dm; de la funciéon peso w; asociada con el nodo i debe ser lo suficientemente grande como
para evitar errores en la integracién numérica. Las funciones peso estan definidas en el radio
normalizado r = |x — x;|. La Tabla 2.2 muestra algunas de las funciones peso mas utilizadas
junto con sus derivadas espaciales (obtenidas usando la regla de la cadena). La Figura 2.2
muestra las gréaficas de las funciones peso de la Tabla 2.2; se observa que son simétricas y

tienen forma de campana [6, 7, 8].
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Tabla 2.2: Funciones peso y sus derivadas.

Nombre Funcion w Derivada dw
exp (—(257)%) 0<r<1 —5exp (—(2.5r)?) 0<r<1
Gaussiana
0 r>1 0 r>1
1 —2r
. r24+0.1 O<r<1 (r2+0.1)2 0<r<I1
Racional
0 r>1 0 r>1
sech(r+3) 0<r<1 —sech(r + 3)tanh(r +3) 0<r<1
Hiperbdlica
0 r>1 0 r>1

( (

%—4r2+47‘3 rgé —8r + 1212 ’I’S%

Spline cibico s—dr+4r?—3r® L<r<i —44+8r—4r? ;<r<l1

0 r>1 0 r>1
\ \
(

1—6r24+8P—3rt 0<r<1 —12r+24r2 — 1213 0<r<1

Spline ciaartico <
0 r>1 0 r>1

\
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Funcion peso, w(r)

Funcién peso, w(r)
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(e) Spline ciartico

Figura 2.2: Grafica de las funciones peso mas usadas en los métodos sin malla.
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Una propiedad importante de las funciones peso es la continuidad. Si la funciéon peso
posee cierta continuidad, entonces la funcién forma hereda la misma continuidad. También
se requiere que los dominios de influencia de cada nodo cubiertos por la funcién peso se

traslapen, de tal forma que cubran todo el dominio del problema (2).

2.1.5. Dominio de influencia

Para resolver el problema computacionalmente se requiere de un conjunto de nodos dis-
tribuidos en el dominio del cuerpo y en sus fronteras. La densidad de la distribucion de los
nodos depende de la exactitud deseada y de los recursos computacionales disponibles. La
distribucion de los nodos no necesita ser regular: se puede poner una densidad mayor en un

area donde el gradiente (el cambio con la posicién) del campo de interés sea mayor [6, 8].

En los métodos libres de malla existe una diferencia entre dominio soporte y dominio de
influencia. De acuerdo a Liu [8], el dominio de influencia se define como el dominio en el
que un nodo tiene cierta injerencia, es decir, el dominio de influencia esta asociado con un
nodo. Por otra parte, el dominio soporte se asocia con un punto de interés (z,) que puede
estar en un nodo pero no es necesario que lo esté; por lo general, esta asociado a un punto
de integracion. Los nodos que estén dentro del dominio soporte del punto z, contribuyen a

calcular la funcién forma.

El uso del concepto de dominio de influencia nodal funciona para controlar la contribucion
a la aproximacién de una gran cantidad de nodos distribuidos de forma irregular. En ese caso,
cada nodo contribuye a la construccién de la funcién forma del punto z, mientras esté en su

dominio de influencia; esto previene que algin nodo tenga mayor influencia que otros.

En la Figura 2.3 se presenta un ejemplo de un dominio irregular, con nodos distribuidos

de la misma manera, pero con puntos de integracién distribuidos de forma regular.
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Celda de integracién Dominio soporte del punto de integracion 4 v
A DRSS ..,.".’..2:-— ...... 3- )\
&\ : — D : i Superficie de flux % X

Frontera del 5
dominio, ' 17

P TRYPY ey

____________________ Frontera

“{” {'. "E“\'j{ﬁ)"i"."i" ' natural, I';
cfu'u\io *sin’aiay sis nasis w

.....................

. e A Rl et R
8.8 g.g #.8 8 88 8.8 8.8 o
v L e,

e ' P

Frontera
esencial, g ;

e Nodo

# Punto de integracién

—— Frontera del dominio

Rejilla de integracién

Figura 2.3: Representacion de dominios de influencia y soporte.

La dimension del dominio soporte se calcula de acuerdo a la Ec. (2.10).

dy = dyasd, (2.10)

En la Ec. (2.10), d. es una longitud caracteristica (que en el caso de una discretizacién
uniforme es la distancia entre nodos vecinos) mientras que d,,q, es un coeficiente que puede
tomar valores de 1 a 4, es decir, fisicamente es un multiplo de la longitud entre nodos [8].

Para obtener buenos resultados, Liu [8] recomienda valores de 2.0 a 3.0.

La utilidad de este coeficiente d,,,, radica en asegurar un nimero suficiente de nodos en
el dominio soporte, lo que implica que la matriz de momentos sea invertible; si el valor de

Amae < 1, la matriz A se vuelve singular y no se puede resolver el problema.
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2.1.6. Discretizacion de las ecuaciones

Los métodos numéricos para resolver EDP’s discretizan a la ecuacion gobernante para
transformarla en un sistema de ecuaciones algebraicas, usualmente simultaneas. El sistema
de ecuaciones algebraicas simultdneas (SEAS) se puede obtener de la misma manera que en
FEM, esto es a partir de formas débiles (Bubnov—Galerkin, Petrov—Galerkin, etcétera) [8] o
principios variacionales [10]. Un corolario importante es que ambos métodos deben dar las

mismas ecuaciones si existe un principio variacional natural.?

A su vez, las formas débiles son un subconjunto de los métodos de residuos pesados que
se pueden escribir como la Ec. (2.11). En esta ecuacién R representa un residuo (del dominio
o de la frontera) mientras que W; es un peso que cambia de definicién de acuerdo al método
usado. En esencia, representa la condicién de que la solucion exacta y la aproximada son

similares, por lo que el promedio ponderado del residuo es cero.

/ W;RdQ = 0 (2.11)
Q

Por otra parte, un principio variacional requiere un funcional IT como el de la Ec. (2.12).
La solucién que hace a ese funcional cero requiere que pequenos cambios del funcional dII

(“variacién”) también sean cero.
Q r

Sustituyendo la aproximacion de la variable de campo y tomando variaciones con respecto

a los coeficientes a se obtiene el sistema de ecuaciones algebraicas de la Ec. (2.13).

oIl
on —Ka-f (2.13)

2Una discusién a detalle de estos procedimientos se encuentra en el libro de Zienkiewicz, The finite element
method, its basis and fundamentals. Este procedimiento no cambia entre elemento finito y los métodos sin
malla; aqui solo se describe un panorama muy general
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Dependiendo de la variable de campo, la matriz K se llama de rigidez (stiffness) o de con-
ductividad (conductivity) mientras que el vector f representa cargas externas o internas (fluz
y generacién, respectivamente) por lo que aplica inmediatamente las condiciones naturales

del problema.

2.1.7. Aplicacién de condiciones de frontera

Como se menciond en la subseccion 2.1.6, las condiciones naturales se incluyen en el

vector f. Sin embargo, falta aplicar las condiciones esenciales (si existen).

Hay varias formas de aplicar este tipo de condiciones de frontera; algunas son:

= Multiplicadores de Lagrange
= Método de penalizacién

s Método de Nitsche

En esta tesis se usaron multiplicadores de Lagrange debido a que es un método muy
preciso. Sin embargo, como las funciones forma no poseen el criterio de la delta de Kronecker,
por ser aproximantes y no interpolantes, es mas dificil implementarlo computacionalmente,
yva que el nimero de condicién de la matriz K es muy pequeno, por los grados de libertad
anadidos. Esto se pude solucionar usando métodos de descomposicién (pseudo-inversa) o

algiin método iterativo (Gauss-Siedel). [7]

Para obtener un principio variacional restringido usando la técnica de multiplicadores de
Lagrange se deben agregar las restricciones en la Ec. (2.12), para obtener un nuevo funcional

correspondiente a la Ec. (2.14).

O=1I+ / AE(u)dS (2.14)
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El vector A, es el vector de los multiplicadores de Lagrange cuando las restricciones son
solo sobre la frontera. Por un procedimiento similar al de la subseccién 2.1.6 se obtiene el

sistema de ecuaciones aumentado de la Ec. (2.15), que es equivalente a las Ecs.(2.17) y (2.17).

K G| |u f
- (2.15)

GT 0 A q
Ku+G\—f = 0 (2.16)
G'u—q = 0 (2.17)

Cada término se calcula de acuerdo a las Ecs. (2.18)-(2.21).
K;; = / B/DB;d (2.18)
Q
G = —/ O,Ndl (2.19)
£, — / B4l + / ;b9 (2.20)
Ty Q
Q= —/ Nyudl (2.21)
Ty

Finalmente, las integrales se evalian numéricamente para obtener el campo de interés. Se
optd por el uso de reglas de cuadratura Gaussiana: de un punto (regla del trapecio, n = 1)
para sistemas 1D y de 4 puntos por direccién para sistemas 2D (n = 4). En la tabla 2.3 los
valores w; son valores predefinidos dependiendo del numero de puntos de la cuadratura y los

valores t; son las imdgenes bajo una funcién de deformacién del intervalo [a, b] al segmento

[—1,1] [11].
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Tabla 2.3: Valores de pesos y raices para 1,2,3 y 4 puntos de cuadratura [11].

Puntos

Pesos (w;)

Raices (t;)

w; = 2.0000000

t; = 0.000000

w; = 1.0000000
wo = 1.0000000

t; = —0.577350269
to = 0.577350269

w; = 0.5555556
wy = (.8888889
ws = 0.5555556

t1 = —0.774596669
1o =0.0
t3 = 0.774596669

wy = 0.3478548
wo = 0.6521452
ws = 0.6521452
wy = 0.3478548

t; = —0.861136312
to = —0.339981044
13 = 0.339981044
t4 = 0.861136312

21



Capitulo 3

Hipodtesis y objetivo

Hipoétesis

El método de Galerkin libre de elementos tiene convergencia de tipo asintdtica, con

rapidez de convergencia lineal.

Objetivo

Resolver problemas clasicos de elasticidad y conduccion de calor tanto en estado estacio-
nario como no estacionario (modelados por ecuaciones diferenciales ordinarias y parciales,
respectivamente) por medio de la implementacién de programas de cémputo basados en el

método de Galerkin libre de elementos.

22



Capitulo 4

Metodologia y resultados

Para desarrollar cada uno de los modelos matematicos que se trabajaron en esta tesis, se

realizaron los pasos siguientes:

Descripcion

Formulacién matematica

Desarrollo del método numérico de solucién

Implementacion en computadora del método numérico de solucién

Verificacion

Se comienza con la descripcion del problema a resolver, incluyendo un esquema repre-
sentativo. La formulacion matematica consta de la ecuacion gobernante y las condiciones a
la frontera y/o inicial que modela al sistema especifico a estudiar. El desarrollo del método
numérico consiste en aplicar la metodologia que permite discretizar a la ecuacion gobernan-
te, resultando en un sistema de ecuaciones algebraica simultdneas (SEAS). Para la etapa
de implementacion en computadora, se seleccion6 Mathematica debido a su capacidad para
manejar vectores y tensores mediante “listas”; cabe mencionar que existe una licencia para

uso interno en la UNAM de Mathematica, razén adicional para utilizarlo.
23
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Finalmente, la verificacion se realiza comparando los resultados numéricos con soluciones

analiticas o numéricas (FEM) (cuando las soluciones analiticas no estédn disponibles).

Se seleccionaron seis problemas a resolver:

1. Deformacién de una viga en voladizo! (cantilever) con una carga interna distribuida

en la longitud de la viga (i.e. variable con la posicién), en estado estacionario

2. Transporte de energia por conduccién en una placa rectangular con generacién de calor

constante en estado estacionario

3. Transporte de energia por conduccién en una placa rectangular con generacién variable

(con la posicién) en estado no estacionario
4. Deformacién de una viga con una carga externa no lineal (cuadratica)

5. Transporte de energia por conduccién en una barra rectangular, sin generacion de calor,

en estado estacionario

6. Transporte de energia por conduccién en una barra rectangular, sin generacion de calor,

en estado no estacionario

Los programas comerciales para la solucion de modelos matematicos descritos por ecua-
ciones diferenciales aprovechan las semejanzas entre las diversas formulaciones matemaéticas
de los problemas a resolver. Es por eso que, en este trabajo, se aproveché la analogia (limi-
tada) que existe entre problemas de elasticidad lineal y problemas de conduccién de calor.
Esta analogia se construye a partir de que ambos problemas pueden modelarse por ecua-
ciones diferenciales; esto también sucedié en el desarrollo histérico del Método de elementos
finitos (FEM), siendo NASTRAN el primer c6digo que resolvié problemas de conduccién de
calor a partir de problemas de elasticidad lineal [5]. Las analogias se ilustran en la Figura

4.1 y se muestran en la Tabla 4.1 [12].

1Se refiere a una estructura cuya seccién transversal es pequeiia comparada con su longitud, con el soporte
en la pared necesario para que no caiga
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2 T

Ar

Fuerzas
Externas
F;,T;

Relaciones de

Equilibrio Compatibilidad|

Esfuerzos Deformacién

Tij

€ij

Ecuaciones Constitutivas

Balance Gradiente

dT
Ecuacion Constitutiva dX

(b)
Figura 4.1: Diagramas de las relaciones entre las variables en problemas de a) elasticidad y

b) calor
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Tabla 4.1: Analogia de los modelos matematicos de elasticidad y conduccién de calor.

Elasticidad de sélidos Conduccién de calor
Ecuacién constitutiva 0ij = Cijri€ij q=kVT
o;; + Tensor de esfuerzos q : Vector de flux de calor

Cijr: Tensor de constantes elasticas k : Matriz de conductividad térmica
Cantidades
u: Vector de desplazamientos T : Temperatura
analogas
€;;: Tensor de deformaciones VT : Vector de gradiente térmico

Con base a esta tabla, es posible re-usar parte del codigo de un problema de elasticidad
lineal para resolver un problema de conducciéon de calor, haciendo cambios de tensores a
vectores y de vectores a escalares. Esta es la estrategia que se siguié en este trabajo. Un
punto importante a considerar es que los seis componentes de la variable de campo (tres des-
plazamientos y tres rotaciones) de un problema eléstico se reducen a uno solo (temperatura)

en el problema de conducciéon de calor.

Un diagrama de flujo “grueso” de como implementar EFGM en computadora (para
sistemas en estado estacionario) se muestra en la Figura 4.2. Para los problemas en estado
no estacionario se agrega un ciclo controlado por un indice asociado al tiempo que repite el

diagrama de flujo anterior tantas veces como pasos de tiempo se deseen.
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entrada

Ciclo sobre

celdas de integracion

Ciclo sobre

puntos de cuadratura

Busqueda en todos los dominios de influencia para

determinar los nodos en la interpolacion

y

Calcular la funcién forma en el punto de cuadratura

Calcular la matriz K en el punto de cuadratura

y

Ensamblar la matriz K global

A
\j/

Calcular y ensamblar el vector de carga 1

O-
\j/

Aplicar las condiciones de frontera esenciales

Resolver el sistema de ecuaciones para obtener el campo

Fin

Figura 4.2: Diagrama de flujo grueso de EFGM.
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Los resultados de este capitulo se obtuvieron con el spline ciibico como funcién peso y un
dmae de 1.001, para estudiar el efecto del niimero de nodos sobre la exactitud de la solucién.
Por otra parte, en el Cap. 5, se variaron el tamano de celda, la funcién peso y el parametro

de escala para analizar las propiedades numéricas del método.

4.1. Problemas en estado estacionario

4.1.1. Elasticidad 1-D

Descripcién

En esta sub-seccion se estudia el problema de la viga en voladizo en una dimension.
Consiste en una viga de longitud L, que estd sujeta a una carga interna b(z) = z. En la
Figura 4.3 se muestra un esquema del problema de interés. Las propiedades mecédnicas se
consideran constantes y, como la carga no varia con el tiempo, el sistema esta en estado

estacionario. El objetivo es obtener el campo de desplazamiento en la direccién z: u(z).

Formulacién del modelo matematico

La expresion matematica que describe el problema descrito anteriormente corresponde a
la Ec. (4.1).
Fu,, +x =0 (4.1)

Esta es una ecuacién diferencial ordinaria de segundo orden, auténoma. Ambas derivadas
son con respecto a la posicién z. En la Ec. (4.1), E es el médulo de Young del material de
la viga, y la carga interna a la que estd sometida es una carga que depende de la posicién

linealmente.

Las condiciones de frontera de este problema son:
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C.F.1:u(0)=0

C.F.2:u,(L)=0

La primera corresponde a un valor especificado de desplazamiento en el extremo de la
viga; en este caso vale 0, indicando que la barra esta fija a la pared. La segunda condicion
de frontera describe que el desplazamiento u(zx) es constante en el otro extremo de la viga,

lo que también puede interpretarse como una carga nula en ese extremo.

L

Figura 4.3: Barra elastica 1D

La Ec. (4.2) es la solucién analitica a este problema; esta solucién se obtuvo por el método

de variables separables, aplicando las condiciones de frontera mencionadas anteriormente.

(4.2)

Usando el procedimiento descrito en el marco tedrico, las ecuaciones nodales estan dadas
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por las Ecs. (4.3)-(4.6):
1
K, = / o] E®; dx (4.3)
0

Gir = —Pifa=o (4.4)
1
0

qp = — Uy (4.6)

El sistema de ecuaciones simultdaneas en forma matricial corresponde a la Ec. (4.7)

K G| |u f
GT 0] |\ q

Verificacion

Los resultados del método EFGM para el problema de la viga elastica en una dimension
se muestran a continuacién. Para este problema se considera una viga de aleacion A-356
con médulo de Young de (72.4 GPa), area transversal unitaria y 10 m de longitud. La carga
externa (condicién natural) es 0. En la Figura 4.4 se muestran los valores calculados con
EFGM para 5y 10 nodos, junto con la solucién analitica de la Ec. (4.2). Los datos discretos
muestran un comportamiento regular y se observa que, conforme aumenta el nimero de

nodos, aumenta la exactitud de la solucién.
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Figura 4.4: Efecto del nimero de nodos en la exactitud de la solucién: (a) 5 nodos, (b) 20

nodos; problema de elasticidad 1D.
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4.1.2. Elasticidad 2-D

Descripcién

Se considera el problema de una viga de Timoshenko, de longitud L, a la cual se le aplica
una traccion variable (de tipo parabdlico) en el extremo libre. La viga tiene altura D y
ancho unitario. Ademads, se supone que estd bajo un estado de esfuerzos plano. El sistema
se muestra esquematicamente en la Figura 4.5. Las propiedades mecanicas se consideran

constantes.

El objetivo es calcular el campo de desplazamiento, cuyas componentes son el desplaza-
miento en la direccién x y el desplazamiento en la direccion y, u(z,y) y v(x,y), respectiva-

mente.

Formulacién del modelo matematico

La expresién que describe este problema (formulada en términos de esfuerzos) corresponde
a la Ec. (4.8).
Vie=0 (4.8)

Las condiciones de frontera para este problema son:

c-n=ten Iy

u=ug en Fo

La primera condicién es una carga externa especificada en la orilla derecha. La segunda
condicién es una condicién esencial, que fija al desplazamiento en la orilla izquierda y n es

la normal unitaria a la frontera de traccidn.
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A

L

Figura 4.5: Barra de Timoshenko.

La solucién analitica para el campo de desplazamiento en z (u(x,y)) esta dada por la

Ec. (4.9) y por la Ec. (4.10) para desplazamiento en y (v(z,y))[6, 7, 8].

w(z,y) = —(% [(6L _3e)r 4+ (24 )y — %)] (4.9)
v(z,y) = _6% [SJ/yQ(L —z)+ (4+ 5u)¥ + (3L — x)xz} (4.10)

Donde I es el momento de inercia, que se calcula de acuerdo a la Ec. (4.11) [8, 7, 6]:

D3
I =— 4.11
Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.12)-(4.15).
K, = /Q B/DB;d (4.12)

Gir = — / O,N,,dTl (4.13)
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£, = / P, tdl (4.14)

It
qr=— | Nyudl (4.15)

El operador B, el interpolador N y el tensor de deformacién para esfuerzo plano D

corresponden a las Ecs. (4.16), (4.17) y (4.18), respectivamente.

®,, 0
Bi=|0 &, (4.16)
(I)z',y (I)z T
Np 0
N = (4.17)
0 Ng
1 v 0
E
D= 4.18
T—z|v 1 0 (4.18)
00 5
El sistema de ecuaciones simultédneas lo representa la Ec. (4.19).
K G| |u f
= (4.19)
GT 0o |A q

Verificacion

Este problema fue resuelto para una viga de latén de longitud L = 48 m, ancho D =
12m, médulo de Young de 3 x 107 Pa, mddulo de Poisson v = 0.3 y carga P = 100 M Pa

(distribuida en forma parabdlica) sobre la frontera del extremo derecho de la viga.

La deflexién de la viga, calculada con 21 nodos en cada lado (441 nodos totales) distri-

buidos de forma uniforme, se muestra en la Figura 4.6; la deformacién esta escalada por un
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factor de 100.

Ancho, m

Largo, m

Figura 4.6: Deflexion de la viga del problema de elasticidad en dos dimensiones, factor de

escala de 100X.

Los resultados de la componente y del desplazamiento (v(z,y)), para 11 nodos colocados
a lo largo del eje z se muestran en la Figura 4.7 (a). Los valores de v(x,y) a lo largo de
esa linea siguen una forma parabdlica, que corresponde a la carga que se aplico en la orilla
derecha. Fl desplazamiento u(x,y) en la linea media de la viga (segmento AB en la Figura
4.5) obtenido con 11 nodos se compara con los valores de la solucién analitica (Ec. (4.10))
en la Figura 4.7; los resultados muestran una buena similitud con la solucién analitica. El
valor maximo de la defleccién en el eje y es de -0.0089 m, que es idéntico al valor analitico

correspondiente.
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Figura 4.7: Solucién numérica (puntos) y analitica (linea): (a) desplazamiento en z a lo largo

de la mitad de la viga (y = 0), (b) desplazamiento en y en el extremo de la viga (z = L);

problema de elasticidad en dos dimensiones.
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4.1.3. Conduccion de calor 1-D
Descripcién

Se estudia un problema de conduccion de calor, en estado estable, para flujo 1D a lo largo
de una placa de longitud L, considerando una fuente de calor constante. Las propiedades

termofisicas se consideran constantes. El objetivo es obtener el campo de temperatura 7'(z).

Formulacién del modelo matematico

La ecuacién gobernante (ecuacién diferencial ordinaria) para este caso corresponde a la

Ec. (4.20):

kT$$ + Qgen = 0 (420)

Las condiciones de frontera se escriben a continuacién:

CF1:T(0)=T,

C.F.2: T,(L)=0

La primera condicién especifica una temperatura en el extremo izquierdo, mientras que

la segunda condicién es de aislamiento (o simetria) en la orilla derecha.
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A

Tl QQen:Q d—T:O

L

Figura 4.8: Esquema de la placa correspondiente al problema de conduccién de energia 1D.

En la Ec. (4.21) se presenta la solucién analitica a este problema. Esta solucién se obtuvo
resolviendo la Ec. (4.20) por el método de variables separables y aplicando las condiciones

de frontera correspondientes.

T(z) = dn2 L- g} + T (4.21)

Usando el procedimiento descrito en el marco tedrico, las ecuaciones nodales son las Ecs.

(4.22)-(4.25):

1
K;j = / O] kP dx (4.22)
0
Gir = —Pp|.—0 (4.23)
1
fi = / (1)1 Ggen dx (424)
0

q, = — Ty (4.25)
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El sistema de ecuaciones simultaneas en forma matricial corresponde a la Ec. (4.26)

R R G (4.26)

GT 0 A q

Verificacion

El problema se resolvié para una placa de acero AISI 1018, con conductividad térmica
k= 51.9%00, longitud y 4rea unitarias. La temperatura especificada T} (condicién esencial)
fue 1000°C. La generacién dentro de la placa es de 1.0 x 105%. En la Figura 4.9, los
resultados numéricos se comparan con la solucién analitica dada por la Ec. (4.21). Al igual

que en el problema de elasticidad (ver 4.1.1), para el problema de conduccién se observa en

la Figura 4.9 que la solucién es mas exacta conforme aumenta el niimero de nodos.
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Figura 4.9: Efecto del nimero de nodos en la exactitud de la solucién, (a) 5 nodos, (b) 20

nodos; problema de conduccion de calor 1D
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4.1.4. Conduccion de calor 2-D
Descripcién

Para el problema de conduccién de calor en dos dimensiones se tomd una barra rectan-
gular de largo L y ancho H, que cumple la ecuacion de Laplace para dos dimensiones. El

sistema se muestra en la Figura 4.10.

y

T, I \‘
- F4

Figura 4.10: Esquema del problema de conducciéon de calor 2D

Formulacién del modelo matematico

La ecuacién de Laplace bidimensional, en coordenadas cartesianas, es la Ec. (4.27).

VT =0 (4.27)
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Las condiciones de frontera se enlistan a continuacion:

T(0,y) =T en Iy

T(xz,0)="1T; en Iy
T(Ly)=Ti —en Ty

T(x,D) =T, en [y

La solucién analitica para este problema se encuentra en [13]; la Ec. (4.28) muestra la

expresion correspondiente.

2 o= (=) +1  nmz, sinh("F)
T(a,y) = (L -T)= ) >n sin(“1) ey * (4.28)
n=1

Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.29)-(4.38).

ko
K, = / B’ B, d( (4.29)
{ 0 k
Gly = — / ®,N,dT, (4.30)
I'1
G2 = — / O,Ndl, (4.31)
I'>
G3; = — / O,N,dl; (4.32)
I's
T4
f,=0 (4.34)

I
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q2k = — NledFQ
Iy

q3k = — Nledrg
I's

q4k = —/ NkngF4
Iy

43

(4.36)

(4.37)

(4.38)

En este caso, el operador B tiene la forma de la Ec. (4.39), mientras que el interpolador

N, corresponde a la Ec. (4.17).

El sistema de ecuaciones simultédneas es la Ec. (4.60).

Verificacion

(K G1 G2 G3 G4| (1]
GiI"¥ 0 0o 0 o0 A1
G2 0 0o 0 o0 Ay f =
G3" 0 0 0 0 A3
G4" 0 0 0 0] |

\q4)

ql
q2

q3

(4.39)

(4.40)

La solucion numeérica se gener6 para una barra de ancho y largo unitarios, fabricada de un

acero aleado (40 % Ni) con conductividad térmica de 10%. Las temperaturas especificadas

en las fronteras de la barra son:

T(0,y) = 100°C en Iy

T(z,0) =100°C en Iy

T(L,y) =100°C en I3
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T(x,D) =500°C en Iy

La superficie y el contorno de temperaturas de la Figura 4.11 se obtuvieron con 21 nodos

en cada lado de la barra (441 nodos totales), distribuidos de forma regular.
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Figura 4.11: Resultados obtenidos numéricamente con 21 nodos: (a) campo de temperatura,

(b) contornos de temperatura; problema de conduccién de calor 2D en estado estable.
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La comparacién entre los valores analiticos de temperatura y los datos numéricos obteni-
dos con once nodos a largo de una linea colocada a la mitad de la altura de la barra (y=0.5)
en funcién de la posicién x se muestran en la Figura 4.12 (a), mientras que las temperaturas
en el extremo derecho de la barra se grafican en la Figura 4.12 (b). Los resultados muestran
buena concordancia entre ambas soluciones. Los valores analiticos se obtuvieron tomando

100 términos de la suma infinita.
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Figura 4.12: Solucién numérica (puntos) obtenida con 11 nodos por lado y solucién analitica
(lineas): (a) temperatura a lo largo de la mitad de la barra (y = 0.5), (b) temperatura en el

extremo de la barra (z = 1); problema de conduccién de calor 2D en estado estable.
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4.2. Problemas en estado no estacionario

El método ¢

Al igual que en el caso del método de elementos finitos, cuando el campo de interés
depende de la posicion y el tiempo es necesario descomponerlo de una forma similar al método
de separacién de variables, con la diferencia que se desean valores discretos de tiempo. Un
método estandar es resolver la parte dependiente del tiempo usando diferencias finitas. Como
la ecuacién diferencial también depende del tiempo, surge un nuevo término en las ecuaciones

nodales: la matriz [C] (de capacitancia para la ecuacién de calor).

El método # introduce una razén entre pasos de tiempo, la razén 6, que varia de 0 a 1.

Se define de acuerdo a la Ec. (4.41).

= 4.41
tn - tn—l ( )

Usando la Ec. (4.41) y derivando con respecto al tiempo las ecuaciones nodales, se obtiene

un sistema de ecuaciones simultaneas para cada intervalo de tiempo (At), que corresponde

-4

La matriz {K*] y el vector { f*} corresponden a las Ecs. (4.43) y (4.44), respectivamente.

a la Ec. (4.42).

La ventaja de este método radica en que los casos clasicos de diferencias finitas estan incluidos
con solo variar el parametro 6; mas ain, se obtienen esquemas que pueden funcionar mejor

que las técnicas tradicionales de diferencias finitas [5].

<] =zl o[ e
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(r}=a-ofd ol vk [-uar) .

Para los ejercicios de verificacién en esta seccion se compararon los resultados calculados

con EFGM con valores obtenidos usando el comando NDSolve de Mathematica (utilizando

FEM en la parte espacial y el método de lineas en la parte temporal).

4.2.1. Conduccion de calor 1-D en estado no estacionario
Descripciéon

Se estudia un problema de conduccién de calor, en estado no estacionario, definido por
una placa de longitud L, aislada en las superficies superior e inferior (provocando flujo de
calor 1D alo largo de la direccién z), considerando una fuente de calor periddica que depende
de la posicién. Las propiedades termofisicas se consideran constantes. El sistema se muestra

esqueméaticamente en la Figura 4.13. El objetivo es obtener el campo de temperatura T'(z, t).

Formulacién del modelo matematico

La ecuacién gobernante (ecuacién diferencial parcial) para este caso corresponde a la Ec.
(4.45).
. T x
—kT,y + 2sin (5) cos (5) = pC, T, (4.45)

Las condiciones de frontera se escriben a continuacién, ambas condiciones son de tipo
Dirichlet:
C.F.1: T(0,t) =T

CF.2: T(L,t) =T,

La primera condicién especifica una temperatura en el extremo izquierdo; la condicién en

la orilla derecha es una temperatura diferente a 7. La condicién inicial corresponde a una
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temperatura uniforme en todo el dominio; las ecuaciones nodales son las Ecs. (4.46)-(4.52):

CL T(x,0) =T

(270002002000 Y

Tl\A Qgen = 2sin () cos (5) -
T(:E, 0) = sz / X
. 0 |

Figura 4.13: Esquema de la placa correspondiente al problema de conduccién de energia 1D,

en estado no estacionario.

L
K, = / O] kP dx (4.46)
0
L
Ci = / ! pC,®;dx (4.47)
0
G]-ik - _CI)k|33:0 (448)
G2y = —Ppl,=r (4.49)
L T T
f, = / ®; 2sin (=) cos (=) dx (4.50)
0 2 2
ql, = —-T1, (4.51)

q2, = —T2, (4.52)
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Aplicando la técnica de Cranck-Nicholson? (6 = 0.5) al sistema de ecuaciones simultaneas

se obtiene el sistema de ecuaciones de la Ec. (4.53).

K'+C G1 G2| [T £
g1 0 o0 M =13ql (4.53)
G27 0 0 Ao q2

Verificacion

El problema se resolvié para una placa rectangular de aleaciéon de cobre, con una con-
ductividad térmica de k = 386% , longitud de 2m y area unitaria. La placa tiene una
densidad de 8954 % y Cp, = 383.1 kg%c. Las temperaturas especificadas son: 77 = 100 °C' en
el extremo izquierdo de la placa y To = 0°C' en el extremo derecho. La condicién inicial es

de T;,; = 0°C en toda la placa.

La Figura 4.14 muestra el efecto del nimero de nodos sobre los resultados numéricos,
comparados con datos obtenidos por medio de NDSolve en Mathematica con un At = 100 s.
En la Figura 4.14 (a) se observa que 10 nodos no son suficientes para obtener una bue-
na aproximacién en la orilla derecha; claramente al aumentar el nimero de nodos, ambas

soluciones numéricas son muy parecidas, como se muestra en la Figura 4.14 (b).

2Se utiliza el método de Crank-Nicholson por ser el esquema de diferencias finitas més utilizado.



CAPITULO 4. METODOLOGIA Y RESULTADOS

Temperatura, °C

Temperatura, °C

1ook

80

60

40

100 &

80

60

40

T

EFGMO s
EFGM 1000 s
EFGM 2000 s
EFGM 3000 s |-
EFGM 4000 s
EFGM 5000 s
FEM O s

FEM 1000 s 7
FEM 2000 s
FEM 3000 s
FEM 4000 s
FEM 5000 s

mD>400)

0.5

1.0 1.5 20

Distancia, m

(a)

~. _
N \-.$ ————— —  FEM5000s

A EFGMO0s

® EFGM 1000 s
Q EFGM 2000 s
v EFGM 3000s |
A EFGM 4000 s
| EFGM 5000 s
FEMOs

FEM 1000 s
FEM 2000 s
FEM 3000 s
FEM 4000 s

Distancia, m

(b)

52

Figura 4.14: Efecto del nimero de nodos en la exactitud de la solucién, (a) 10 nodos, (b)

50 nodos con un muestreo cada 8 datos; problema de conduccion de calor 1D en estado no

estacionario
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4.2.2. Conduccion de calor 2-D en estado no estacionario

Descripcién

Para el problema de conduccién en dos dimensiones en estado no estacionario se consideré
una barra rectangular de largo L y ancho H (ver Figura 4.15) que cumple con la ecuacién

de conduccion dependiente del tiempo.

y
Tl )/}]ﬂ TOO
- F4
Qgen = 0
H
T T(.Z', Y, 0) = Tini
' T
3
X
aT _ Iy
oy
L

Figura 4.15: Esquema del problema de conduccién de calor 2D.

Formulacién del modelo matematico

La ecuacion de conducciéon de calor bidimensional en coordenadas cartesianas dependiente

del tiempo, sin generacion, es la Ec. (4.54).

VT = pC,T; (4.54)

Las condiciones de frontera se enlistan a continuacion:

T0,y) =T en I
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T,=0 en Iy
—kT, = —h(T(L,y,t) — Tw) en Is
—kT, = —h(T'(z,D,t) — Tw) en [y
La primera condicién aplica una temperatura fija (condicién esencial) en el extremo
izquierdo de la barra, mientras que la segunda es una condicién de simetria en la parte inferior

de la barra; las ultimas dos ecuaciones corresponden a condiciones de frontera convectivas,

caracterizadas por un coeficiente de transferencia de calor.

Las ecuaciones nodales de este problema son las Ecs. (4.55)-(4.59).

k0
K = / B! B,dQ + / &I hd;dl3 + / O] h®;dl'y (4.55)
2 0 k Ls te
Q
Gy, = — / ®;Ndl'y (4.57)
Iy
f, = / O/ hTo®;dl's + / ® W ®;dl (4.58)
Fg 1—“4
q =— | N.Tdly (4.59)
'

Al igual que en el problema de conduccién de calor 2D estable, el operador B tiene la
forma de la Ec. (4.39), mientras que el interpolador Ny, corresponde a la Ec. (4.17). De nuevo,

se utilizd el método de Crank-Nicholson.

El sistema de ecuaciones simulténeas es la Ec. (4.60).

— (4.60)
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Verificacion

La solucién numérica se generd para una barra de aleacion de cobre, de ancho y largo
unitarios; la barra tiene una temperatura inicial de 50°C'; el material tiene conductividad
térmica de 386%, densidad de 8954% y C, de 383.1]%%0. La temperatura especificada en

el extremo izquierdo de la barra es de 200 °C', mientras que la temperatura del medio en las

w

caras superior y derecha es de 320 °C', con un coeficiente convectivo de 200—.

La superficies y los contornos de la figura 4.16 se obtuvieron con un At = 50 s durante
5000 s usando una discretizacién de 21 nodos en cada lado de la barra (441 nodos totales),

ordenados de forma regular.



CAPITULO 4.

200

METODOLOGIA Y RESULTADOS

56

300
“© 150 280
< &
§ o 260
g % 240
g_ 100 g
# £ 220
= 200
. 180
! 1
0.5 s 1
. 06 08 05
Ancho.m ° o2 Lngo,m Ancho, m 0 o rargo; m
(a) 500 s (b) 5000 s
1.0
& 1.0
180 150 120 9
0.8 |
0.8 -
E 06
) € 06~
= -
:
0.4 |
< & 04r
02|
180150 120 90 60 0.2
00 | ‘ ' ' 0.0 ' . ‘
0.0 0.2 0.4 0.6 0.8 1.0 0.0 45 - -

Longitud, m

(c) 500 s

Longitud, m

(d) 5000 s

Figura 4.16: Campo de temperatura: (a) 500 s y (b) 5000 s y contorno de temperatura: (c)

500 s y (d) 5000 s, obtenidos numéricamente con 21 nodos por lado; problema de conduccién

de calor 2D en estado no estacionario.

290

280

270

260

250

240

230

220

210

200



CAPITULO 4. METODOLOGIA Y RESULTADOS 57

En la Figura 4.17 se observa la comparacién entre los valores numéricos obtenidos por
EFGM y FEM con una discretizacion de 11 nodos por lado y un At = 50 s por 5000 s. Los

perfilesen y = 0.5 y x = 1 a 500 s y 5000 s muestran buena correspondencia entre los valores

de ambos métodos.
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Figura 4.17: Solucién numérica EFGM vs FEM: (a) temperatura a largo de la mitad de la

barra (y = 0.5), (b) temperatura en el extremo de la barra (x = 1); problema de conduccién

de calor 2D en estado no estacionario.



Capitulo 5

Discusion de resultados

El estudio del comportamiento numérico de las diferentes soluciones obtenidas, asi como
el calculo de un error global con respecto a las soluciones analiticas y FEM se desarrolla en

esta seccion.

5.1. Error global y rapidez de convergencia

El error global (Ec. (5.1)) de un método numérico se utiliza para estudiar la exactitud de
la solucién numérica. Este error se obtiene como la raiz del error nodo a nodo (una diferencia
entre el valor analitico y el numérico), a fin de normalizar el error; este resultado se divide

entre el valor maximo de la variable de campo. La Ec. (5.1) es muy parecida a la norma Ls.

nnodes

1 1
EG. - S Juseact — (5.1)

ugract\| nnodes

El aumento de la exactitud de la solucidon numérica conforme aumenta el nimero de
nodos es una caracteristica de todos los métodos numéricos; FFGM no es la excepcién. En

la Figura 5.1 se gréafica el efecto del niimero de nodos sobre el error global para todos los

o8
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problemas de esta tesis. El comportamiento del valor del error global disminuye conforme
se aumenta el nimero de nodos. Esto indica que aunque se aumentara el nimero de nodos
significativamente, el limite del error sera cero; en otras palabras, es un método asintética-
mente convergente. Es de destacar en la Figura 5.1 (d) que el error, aunque es asintético,
parece no tender a cero. Esto es debido al efecto del abrupto cambio de temperatura en las
esquinas, que el método no es capaz de capturar fidedignamente. En las Figuras 5.1 (e) y (f)
se observa que la exactitud de la solucién numérica es mejor cuando el problema se aproxima

al estado estacionario, i.e., tiempos largos.
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Figura 5.1: Efecto del nimero de nodos sobre el error global.
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Una vez que se cuenta con una herramienta para medir la exactitud global de la solucién,
se puede estudiar el comportamiento de la solucién numeérica con respecto a la discretizacion

del dominio. [5].

Esta herramienta es la rapidez de convergencia (R.C.), que se define como la pendiente
de una grafica del log,, del error global en funcién del log,;, del tamano del intervalo entre
los nodos de la discretizacién![7]. Una expresién analitica para calcular la rapidez de con-
vergencia es la Ec. (5.2), donde E.G.per, v E.G. o4 son los errores globales calculados con la

longitud de intervalo h,e. ¥ hog respectivamente.

E.G.pew

R — B0 s

(5.2)

h7b€w
logy Rotd

La Figura 5.2 muestra las graficas a partir de las que se obtienen las rapideces de con-
vergencia, mientras que la Tabla 5.1 contiene los valores obtenidos con d,,,, = 1.001 y el
spline cibico como funcién peso, para cada problema del Cap. 4. En casi todos los casos,
la rapidez de convergencia es cercana a uno; esto quiere decir que el error global disminuya

tanto como decrezca la separacion entre nodos.

'En esta tesis solo se analizaron discretizaciones regulares por lo cual el tamafio de intervalo es igual y
constante en todas direcciones
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Tabla 5.1: Rapidez de convergencia de todos los problemas.

Problema Rapidez de convergencia
Elasticidad 1D 2.703
Elasticidad 2D 1.105

Calor 1D estable 1.960
Calor 2D estable 1.043
Calor 1D inestable
0.9446
1000 s
Calor 1D inestable
0.9936
5000 s
Calor 2D inestable
1.0721
500 s
Calor 2D inestable
1.0654

5000 s

5.2. Efecto de parametros del método numeérico

Usando las herramientas de la Seccion 5.1 se analizo el efecto de los parametros més

importantes en FFGM, que son:

= Tamano de la celda de integracién
s Parametro de escala d,,q.

= Funcion peso
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Para comparar los diferentes parametros, se eligié variarlos en el problema de conduccion
de calor en estado estacionario, por ser el caso en el que se obtuvo la velocidad de convergencia

mas baja de los casos 2D de la Tabla 5.1.

En la Tabla 5.2 se tabulan los resultados obtenidos cuando se aumenta el parametro
de escala d,,q.; estos datos muestran que la mejor rapidez de convergencia se da cuando

oz = 2.0.

Tabla 5.2: Efecto del parametro de escala d,,,, sobre la rapidez de convergencia: problema

de conduccion de calor 2D estacionario.

dmae Rapidez de convergencia

1.001 1.043
2.0 1.301
3.0 1.191
4.0 1.083

La Tabla 5.3 considera diferentes razones entre niimero de nodos y nimero de celdas de
integracion. Esto implica que, a mayor valor de la razén el tamano de las celdas es menor
que el intervalo entre nodos. Los resultados arrojan que, si el tamano de celda es mayor o

igual a la distancia entre nodos, la rapidez de convergencia no cambia.?

2Aunque en este trabajo no se midié el tiempo de cémputo (por ser problemas sencillos), cuando se
disminuye significativamente el tamano de la celda de integracién, el tiempo de cémputo se incrementa
sensiblemente.
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Tabla 5.3: Efecto del tamano de celda sobre la rapidez de convergencia, problema de con-

duccién de calor 2D estacionario

Celdas : :
odee  Rapidez de convergencia

0.5 1.041
1.0 1.043
10 1.043

Finalmente, se consideraron las diversas funciones peso de la Tabla 2.2. Los resultados
se muestran en la Tabla 5.4. Se observa que la rapidez de convergencia aumenta ligeramente
si se utiliza un spline cuartico como funcién peso, mientras que las demas funciones peso

producen valores de rapidez de convergencia practicamente iguales.

Tabla 5.4: Efecto de la funcién peso sobre la rapidez de convergencia; problema de conduccién

de calor 2D en estado estacionario.

Funcién peso  Rapidez de convergencia

Gaussiana 1.043
Racional 1.044
Hiperbdlica 1.043
Spline cibico 1.043
Spline cuartico 1.083

Tomando en cuenta la informacién contenida en las tablas, la combinaciéon que arroja

una mejor rapidez de convergencia para el problema de conducciéon de calor 2D en estado
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estacionario es con d,,.; de 1.5, razén unitaria de celdas de integracion y nodos, usando un

spline cuartico como funcién peso.

5.3. Software

Por ser Mathematica un lenguaje de calculo simbdlico, desarrollado para resolver proble-
mas matematicos complejos, se penso que la implementacion del método seria relativamente
simple; sin embargo, al comparar con algunas funciones nativas de MATLAB se encontr6 que
éstas no tienen un equivalente directo en Mathematica. Esto representé un problema mayor
durante la implementacion del método numérico en los problemas 2D, lo cual se solvento

instalando un paquete adicional llamado MATLink.

El paquete MATLink ?permite usar instrucciones exclusivas de MATLAB dentro de cédi-
go de Mathematica, simplemente declarando al inicio de un notebook las funciones que se
desean utilizar. Este adendum permitié exportar datos de soluciones analiticas y numéricas
entre ambos software, permitiendo explotar las caracteristicas méas apropiadas de los dos

programas de cémputo.

Otra caracteristica de la implementacion del método usada en este trabajo, que dificulto
la programacion, fue el uso de la técnica de multiplicadores de Lagrange?, ya que obliga a

formar una matriz aumentada.

3Este paquete de computo se encuentra disponible gratuitamente en http://matlink.org/
4Las repercusiones numéricas de usar esta técnica se explicaron en la Seccién 2.1.7
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Conclusiones

Se logré implementar el método de Galerkin libre de elementos para problemas de elas-
ticidad lineal y conduccion de calor tanto en estado estacionario como no estacionario; los
resultados se verificaron usando soluciones analiticas y numéricas. Los cddigos construidos
para los casos de una dimension estan en lenguaje Wolfram-Mathemtica, mientras que pa-
ra los problemas 2D estan en un hibrido Wolfram-MATLAB. A partir de los resultados

obtenidos se sigue que:

= La hipdtesis se comprobd como verdadera, al obtenerse resultados que muestran que

la convergencia es asintotica y que la rapidez de convergencia es lineal.

= El pardmetro de escala d,,., produce una mejor rapidez de convergencia cuando esta

en el intervalo 1.5-2.0.

= A partir de un tamano de celda de integracién igual a la separacion entre nodos, la

rapidez de convergencia ya no cambia.

= El spline cuartico produce un ligero aumento en la rapidez de convergencia.
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