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Pérez

4. Datos del sinodal 2
Dr
Alejandro
Alvarado
Garćıa
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Finalmente, agradezco el apoyo brindado por DGAPA-UNAM a través del Progra-
ma de Apoyo a Proyectos de Investigación e Innovación Tecnológica (PAPIIT) en el
proyecto con clave IN100517 y con nombre Técnicas reticulares y categóricas con apli-
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Introducción

En la teoŕıa de grupos abelianos es un problema conocido el describir a los grupos G
cuyo anillo de endomorfismos End(G) es conmutativo, e inversamente describir a los
anillos conmutativos que son isomorfos a un anillo de endomorfismos de algún grupo
abeliano. Los resultados conocidos son de dos tipos: cuando G tiene torsión entonces
tenemos una clasificación completa de ambas partes del problema; mientras que si G
es libre de torsión no es posible tal clasificación [4].

El propósito de esta tesis, que es basada en el art́ıculo Modules with abelian endo-
morphism rings [2], es generalizar este problema a teoŕıa de módulos. Para ello, se
consideran módulos cuyo anillo de endomorfismos es ’casi conmutativo’. Por ejemplo,
se describirán clases de módulos cuyo anillo de endomorfismos tienen idempotentes con-
mutativos, o en los cuales ideales derechos o izquierdos, según sea el caso, son ideales
bilaterales. También se consideran módulos para los cuales los sumandos directos tienen
complementos únicos o son totalmente invariantes, dónde estas propiedades serán equi-
valentes a que el anillo de endomorfismos del módulo tenga idempotentes conmutativos.

En el caṕıtulo 2 se dan resultados importantes relacionados con la teoŕıa de idempoten-
tes, se define la subconmutatividad, se describen anillos en los cuales ideales derechos
que son sumandos directos son únicamente complementados y se describen anillos en
los cuales ideales unilaterales resultan ideales bilaterales. En el caṕıtulo 3, se prueba
que estas propiedades son equivalentes a que el anillo R sea abeliano, es decir, los
idempotentes de R conmutan con todo elemento del anillo. Finalmente en los caṕıtulos
4 y 5, los resultados de los caṕıtulos 2 y 3 se aplican a anillos de endomorfismos de
módulos. En el caṕıtulo 4, por ejemplo, vemos que si los sumandos del anillo de en-
domorfismos del módulo M, End (M), son únicamente complementados, entonces los
sumandos del módulo M también son únicamente complementados. Finalmente en el
caṕıtulo 5, se caracterizan a los submódulos totalmente invariantes y a los sumandos
directos de un módulo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo G denota un grupo abeliano, R denota un anillo asociativo
con identidad y Mod-R la categoŕıa de R-módulos derechos unitarios. Cuando sea
impĺıcito que trabajamos con un anillo R, entenderemos por módulo un R módulo
derecho unitario y por morfismo un Mod-R morfismo. Si M ∈ Mod-R y N es un
submódulo de M , escribimos N 6M y si N es un sumando directo de M lo denotamos
N 6⊕ M . En particular, si R es un anillo, I 6 R significa que I es un ideal derecho
de R. Denotamos al centro del anillo por Z = Z(R) y al conjunto de idempotentes de
R por E = E(R). Para M y N Mod-R derechos, Hom (M,N)=HomR (M,N) indica el
grupo aditivo de R-homomorfismos de M en N y End (M)=EndR (M,M) el anillo de
R-endomorfismos de M .

1.1. Introducción a la teoŕıa de idempotentes

En esta primera sección se darán definiciones y resultados introductorios a la teoŕıa de
idempotentes.

Definición 1.1.1. Un idempotente en un anillo R, es un elemento de R, digamos e,
tal que:

e = e2

Observación 1.1.2. Al conjunto de idempotentes de un anillo R lo denotamos por:

E = E(R) = {e ∈ R | e = e2}

Las siguientes son definiciones que caracterizan ciertos tipos de idempotentes, los cuales
serán importantes en los siguientes caṕıtulos del trabajo.

Definición 1.1.3. Sea e ∈ E, e es propio si e 6= 0 o e 6= 1.

Definición 1.1.4. Sean e, f ∈ E, decimos que e y f son ortogonales si ef = fe = 0.

Definición 1.1.5. Un anillo R es abeliano si E(R) ⊆ Z(R), es decir, los idempoten-
tes del anillo son centrales.

2



1.1. INTRODUCCIÓN A LA TEORÍA DE IDEMPOTENTES 3

Ahora se darán teoremas importantes referentes a esta teoŕıa.

Proposición 1.1.6. El orden en E 6, definido por: e 6 f si y sólo si ef = fe = e, es
un COPO (conjunto parcialmente ordenado).

Demostración.
Sean e, f, g ∈ E.
P.D.1 6 es reflexiva.
Como e es un idempotente, entonces e = e2 = (e)(e). Aśı, e 6 e.
P.D.2 6 es antisimétrica.
Supongamos e 6 f y f 6 e. Como e 6 f , ef = fe = e y como f 6 e, fe = ef = f .
Por lo tanto, e = ef = fe = f .
P.D.3 6 es transitiva.
Supongamos e 6 f y f 6 g. Aśı, ef = fe = e y fg = gf = f . De donde:

eg = (ef)g = e(fg) = ef = e
ge = g(fe) = (gf)e = fe = e

Por lo tanto, eg = ge = e, lo que implica que e 6 g.
∴ (E,6) es un COPO.

Definición 1.1.7. Sea e ∈ E, e 6= 0. A e elemento mı́nimo respecto a 6, le llamamos
idempotente primitivo.

Definición 1.1.8. A un subconjunto {e1, e2, ..., en} de R, le llamamos un conjunto
ortogonal máximo de idempotentes primitivos en R, si para toda i ∈ {1, ..., n}, ei es un
idempotente primitivo y para toda i, j ∈ {1, ..., n}, i 6= j, ei y ej son ortogonales. Y el
subconjunto es máximo con estas propiedades.

Proposición 1.1.9. Si e ∈ E, definimos ē = 1− e. Entonces:
(i) ē ∈ E.
(ii) e y ē son ortogonales.
(iii) Si e es central, entonces ē es central.
(iv) ¯̄e = e

Demostración.
Sea e ∈ E.
P.D.1 ē ∈ E.

(ē)(ē) = (1− e)(1− e) = 1− e− e+ e2 = 1− 2e+ e2.

Como e ∈ E, e = e2. Aśı,

1− 2e+ e2 = 1− 2e+ e = 1− e.
ē2 = (ē)(ē) = 1− e = ē.

∴ ē ∈ E.
P.D.2 e y ē son ortogonales.
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(e)(ē) = (e)(1− e) = e− e2 = e− e = 0

∴ e y ē son ortogonales.

P.D.3 Si e ∈ Z(R), entonces ē ∈ Z(R).
Sea r ∈ R.
Como e ∈ Z(R), entonces er = re. Aśı,

(1− e)(r) = r − er = r − re = (r)(1− e).

∴ ē ∈ Z(R).

P.D.4 ¯̄e = e

¯̄e = 1− (1− e) = 1− 1 + e = e

Proposición 1.1.10. Sea R un anillo y sea e ∈ E. e es primitivo si y sólo si e = f1+f2,
donde f1, f2 ∈ E, f1, f2 6= 0, f1 y f2 son ortogonales, entonces e = f1 o e = f2.

Demostración.
=⇒ Supongamos que e es primitivo.
Luego si e = f1 + f2, donde f1, f2 son idempotentes ortogonales no cero. Aśı, de
e = f1 + f2, se sigue que e− f2 = f1, aśı f1(e− f2) = f1f1. De donde, f1e− f1f2 = f1.
Como f1 y f2 son ortogonales, f1f2 = 0. Aśı, f1e = f1. Por otro lado, (e−f2)f1 = f1f1,
de donde se sigue que ef1 = f1. Por lo tanto, f1e = ef1 = f1. Aśı, f1 6 e, pero como e
es primitivo, entonces e = f1.

⇐= Supongamos que si e = f1 +f2, donde f1 y f2 son idempotentes no cero ortogonales
de R, entonces e = f1 o e = f2.
Sea 0 6= f ∈ E, tal que f 6 e, i. e., ef = fe = f . Notemos que, fe+f̄ e = fe+(1−f)e =
fe+e−fe = e. Aśı, e = fe+ f̄ e. Afirmamos que fe y f̄ e son idempotentes ortogonales
no cero. Es claro que fe y f̄ e no son cero. Para ver que son idempotentes,

(fe)(fe) = (fe)(ef) = fe2f = f(ef) = f(fe) = f 2e = fe
(f̄ e)(f̄ e) = (e− fe)(e− fe) = e2 − e(fe)− fe2 + fefe = e− ef − fe+ fe = e− ef =

e− fe = f̄ e

Por otro lado para verificar que son ortogonales,

(fe)(f̄ e) = fe(e− fe) = fe− fe(fe) = fe− fe = 0

Aśı, por hipótesis como e = fe+ f̄ e, donde fe y f̄ e son idempotentes no cero ortogona-
les, entonces e = fe o e = f̄ e. Si e = fe, entonces e = f . Por lo que e es primitivo. Y si
e = f̄ e, entonces e = e−fe, aśı e = e−f , de donde f = 0, lo cual es una contradicción.
Por lo que e = fe, y aśı, e es primitivo.
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Proposición 1.1.11. Si e ∈ E es propio, entonces R = eR
⊕

ēR es una descomposi-
ción directa propia de R, considerado como un R-módulo derecho.

Demostración.
P.D.1 Todo r ∈ R se puede escribir como r = r1 + r2, donde r1 ∈ eR y r2 ∈ ēR.
Sea r ∈ R. Aśı, er ∈ eR y (1− e)r ∈ ēR. Notemos que, er+ (1− e)r = er+ r− er = r.
∴ Todo r ∈ R se ve como r = er + ēr, donde er ∈ eR y ēr ∈ ēR.
P.D.2 eR ∩ ēR = {0}.
Sea x ∈ eR ∩ ēR, luego ∃ r1, r2 ∈ R tal que x = er1 y x = ēr2. De donde,

er1 = (1− e)(r2) = r2 − er2.

Multiplicando ambos lados de la igualdad por e,

e(er1) = e(r2 − er2)
e2r1 = er2 − e2r2

er1 = er2 − er2

er1 = 0

Por lo que, x = 0. Y aśı, eR ∩ ēR = {0}.
∴ R = eR

⊕
ēR.

Notemos que la descomposición es propia, ya que e ∈ E es propio, i.e., e 6= 0 o e 6= 1.
Si e 6= 0, eR 6= {0} y si e 6= 1, entonces ēR 6= {0}.

Proposición 1.1.12. Sea R un anillo y sea e ∈ E. e es primitivo si y sólo si eR es
un sumando ideal derecho mı́nimo.

Demostración.
=⇒ Supongamos e es primitivo.
Aśı, e 6= 0. De donde, por la proposición 1.1.11, R = eR

⊕
ēR. Aśı, eR es un sumando

ideal derecho. Si eR = I
⊕

J , con I, J ideales derechos de R, luego e = i + j, donde
i ∈ I, j ∈ J . Como e es idempotente, luego e2 = (i+ j)2 = i2 + ij+ ji+ j2 = i+ j = e.
Como I es ideal derecho, luego i2, ij ∈ I, aśı i2 + ij ∈ I, de igual forma como J es
ideal derecho, j2 + ji ∈ J . Aśı, si (i2 + ij) + (ji + j2) = i + j, entonces, i2 + ij = i y
ji+ j2 = j. De donde, i(i+ j) = i y j(i+ j) = j. Por lo que, ie = i y je = j. También
de ji + j2 = j, se sigue que ji = j − j2. Ahora, notemos que como i − j = ie − je,
luego 0 = ie− je− i+ j = (i− j)e− i+ j = (i− j)(i+ j)− i+ j = i2 − j2 − i+ j =
i2− i+ j − j2 = i2− i+ ji = i2 + ji− i = (i+ j − 1)i = (e− 1)i. Por lo que 0 = ei− i,
aśı ei = i. Por lo tanto, ie = ei = i. Aśı, i 6 e. Como e es primitivo, luego e = i.
Probaremos que I = iR. Como i ∈ I e I es un ideal bilateral, luego iR ⊆ I.
Ahora, sea a ∈ I. Notemos que I ⊆ I

⊕
J = eR. Aśı, existe r ∈ R tal que a = er. Aśı,

a = (i+ j)r = ir+ jr. Luego jr = a− ir ∈ I. Pero, jr ∈ J . Por lo que, jr ∈ I ∩ J = 0,
aśı jr = 0. Por lo tanto, a = ir ∈ iR. De donde, I ⊆ iR.
∴ I = iR.
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Como e = i, luego iR = I = eR. Por lo tanto, eR es un sumando ideal derecho mı́nimo.

⇐= Supongamos eR sumando ideal derecho mı́nimo de R.
Supongamos que e = f1 + f2, donde f1 y f2 son idempotentes no cero ortogonales de
R. Afirmamos que eR = f1R

⊕
f2R.

Como e = f1 + f2, luego er = (f1 + f2)r = f1r + f2r, donde f1r ∈ f1R y f2r ∈ f2R.
Y si tomamos x ∈ f1R ∩ f2R, luego existen r, r′ tales que x = f1r = f2r

′. Aśı,
f1x = f1r = f1f2r

′ = 0. Por lo que, x = f1r = 0. Por lo tanto, f1R ∩ f2R = 0.
∴ eR = f1R

⊕
f2R.

Por hipótesis eR es mı́nimo, aśı eR = f1R o eR = f2R. Si eR = f1R, luego existe r
tal que e = f1r. Pero e = f1 + f2, por lo que f1r = f1 + f2. Aśı, f1(f1r) = f1(f1 + f2),
de donde se sique que f1r = f1. Por lo tanto, e = f1. De manera análoga si eR = f2R,
e = f2. Por lo que e = f1 o e = f2. Por la proposición 1.1.10, e es primitivo.

Observación 1.1.13. Se pueden probar resultados totalmente análogos para los módu-
los izquierdos Re y Rē.

Ahora, veremos resultados importantes relacionados con las propiedades de idempo-
tentes en el anillo de endomorfismos del módulo M .

Proposición 1.1.14. Sea ε ∈ End(M), ε un idempotente propio. Entonces, ε deter-
mina una descomposición directa no trivial M = Im(ε)

⊕
Nuc(ε).

Demostración.
Sea ε ∈ End(M), ε un idempotente propio.
Afirmamos que M = ε(M)

⊕
ε̄(M).

Sea m ∈ M , ε(m) ∈ ε(M) y ε̄(m) ∈ ε̄(M). Aśı, m = ε(m) − ε(m) + m; m = ε(m) +
m− ε(m); m = ε(m) + ε̄(m).
P.D. ε(M) ∩ ε̄(M) = {0}.
Sea x ∈ ε(M) ∩ ε̄(M). Aśı, ∃ m1,m2 ∈M tal que ε̄(m2) = x = ε(m1). Por lo que:

ε(m1) = m2 − ε(m2).

Aplicando ε en ambos lados de esta ecuación, tenemos:

ε(ε(m1)) = ε(m2 − ε(m2)).

Recordemos que ε ∈ End(M) y es un idempotente de End(M), aśı ε abre sumas y
ε2 = ε. Por lo que nuestra ecuación queda de la siguiente forma:

ε(m1) = ε(m2)− ε(m2)
ε(m1) = 0
x = 0

∴ ε(M) ∩ ε̄(M) = {0}.
∴M = ε(M)

⊕
ε̄(M).

Notemos que ε(M) = Im(ε) y Nuc(ε) = ε̄(M).
⊆ | Sea m ∈ Nuc(ε). Luego, ε(m) = 0. Aśı,
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m = m− 0 = m− ε(m) = ε̄(m).

∴ m ∈ ε̄(M).
⊇ | Sea ε̄(m) ∈ ε̄(M). Aśı,

ε(ε̄(m)) = ε(m− ε(m)) = ε(m)− ε2(m) = ε(m)− ε(m) = 0.

∴ ε̄(m) ∈ Nuc(ε).
∴ ε̄(M) = Nuc(ε) y ε(M) = Im(ε).
∴M = Im(ε)

⊕
Nuc(ε).

Observemos que la descomposición directa es no trivial ya que ε es un idempotente
propio.

Proposición 1.1.15. Sea M ∈ Mod−R. Si M = N
⊕

K es una descomposición de
M , donde N,K 6= 0, entonces ∃! idempotente ε ∈ End(M), tal que ε|N = id y ε|K = 0.

Demostración.
Definimos ε de la siguiente forma:

ε : N
⊕

K −→ N
⊕

K
n+ k 7−→ n

P.D.1 ε ∈ End(M).
Sean x1, x2 ∈ M y sea r ∈ R. Como M = N

⊕
K, ∃n1, n2 ∈ N y ∃k1, k2 ∈ K tal que

x1 = n1 + k1 y x2 = n2 + k2.
Aśı,

ε(x1 + x2) = ε((n1 + k1) + (n2 + k2))

ε(x1 + x2) = ε((n1 + n2) + (k1 + k2))

ε(x1 + x2) = n1 + n2

ε(x1 + x2) = ε(n1 + k1) + ε(n2 + k2)

ε(x1 + x2) = ε(x1) + ε(x2)

∴ ε abre sumas.

ε(x1r) = ε((n1 + k1)r)

ε(x1r) = ε(n1r + k1r)

ε(x1r) = n1r

ε(x1r) = ε(n1 + k1)r

ε(x1r) = ε(x1)r

∴ ε saca escalares.
∴ ε ∈ End(M).

P.D.2 ε es un idempotente.
Sea m ∈M . Aśı, ∃n ∈ N y ∃k ∈ K tal que m = n+ k.
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ε2(m) = ε2(n+ k) = ε(ε(n+ k)) = ε(n) = n = ε(n+ k) = ε(m)

P.D.3 ε|N = id y ε|K = 0.
La función ε que definimos es la proyección de M en N. Aśı, es claro que de la definición
se sigue que ε|N = id y ε|K = 0.

P.D.4 La unicidad.
Sea g ∈ End(M) un idempotente tal que g|N = id y g|K = 0.
Aśı ∀n ∈ N , ∀k ∈ K,

g(n+ k) = g(n) + g(k) = n+ 0 = n = ε(n+ k)

∴ ε es única con estas propiedades.

Observación 1.1.16. Decimos que N
⊕

K es la descomposición correspondiente a ε
y que ε es el idempotente correspondiente a la descomposición M = N

⊕
K.

Proposición 1.1.17. Sea M ∈ Mod−R. Si M es un módulo inescindible, entonces
los únicos idempotentes en End(M) son el cero y la identidad.

Demostración Sea f ∈ E(End(M)). Supongamos que f 6= 0. Aśı, por la proposi-
ción 1.1.14, M = f(M)

⊕
f̄(M). Como M es inescindible, entonces M = f(M) o

M = f̄(M).
Si M = f(M), luego f̄(M) = 0, por lo que Id−f(M) = 0, aśı ∀m ∈M , Id(m)−f(m) =
0, lo que implica que f = Id.
Si M = f̄(M), entonces f(M) = 0, lo que implica que f = 0, lo cual es una contradic-
ción.
∴ Los únicos idempotentes en End(M) son el cero y la identidad.

1.2. Conceptos adicionales

En esta sección daremos conceptos y resultados relacionados con la teoŕıa de anillos,
la teoŕıa de módulos y la teoŕıa de ret́ıculas que resultan relevantes para este trabajo.

Definición 1.2.1. Sea R un anillo. Decimos que u ∈ R es una unidad del anillo si
∃v ∈ R tal que uv = vu = 1R. Al grupo de unidades de R lo denotamos U(R) = U .

Definición 1.2.2. Sea R un anillo, sea S ⊆ R, S 6= ∅. S es conmutativo si:

∀s1, s2 ∈ S s1s2 = s2s1

Definición 1.2.3. Una ret́ıcula es un COPO (conjunto parcialmente ordenado) (A,≤),
que cumple que ∀a, b ∈ A, existe el ı́nfimo y el supremo de {a, b}, denotados por a ∧ b
y a ∨ b respectivamente.
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Definición 1.2.4. Una ret́ıcula completa es un conjunto parcialmente ordenado (A,≤),
que cumple que ∀B ⊆ A, existe el ı́nfimo y el supremo de B, denotados por

∧
B y

∨
B

respectivamente.

Definición 1.2.5. Sea (A,≤) una ret́ıcula. Decimos que la ret́ıcula es acotada si
∃ 0, 1 ∈ A tal que:

∀a ∈ A, a ∧ 1 = a y a ∨ 1 = 1.
∀a ∈ A, a ∧ 0 = 0 y a ∨ 0 = a.

Definición 1.2.6. Sea (A,≤) una ret́ıcula acotada. Decimos que (A,≤) es una ret́ıcula
complementada si ∀a ∈ A, a tiene complemento, es decir:

∀a ∈ A ∃b ∈ A tal que a ∨ b = 1 y a ∧ b = 0.

Definición 1.2.7. Sea (A,≤) una ret́ıcula. La ret́ıcula es distributiva si ∀a, b, c ∈ A,
se cumple:

a ∧ (b ∨ c) = (a ∧ b) ∨ (a ∧ c).

Definición 1.2.8. Sea (A,≤) una ret́ıcula. Decimos que (A,≤,∧,∨) es un álgebra de
Boole si es una ret́ıcula complementada distributiva.

Definición 1.2.9. Sean A,B álgebras Booleanas. f : A → B es un homomorfismo si
∀a1, a2 ∈ A:
1. f(a1 ∨A a2) = f(a1) ∨B f(a2)
2. f(a1 ∧A a2) = f(a1) ∧B f(a2)
3. f(0A) = 0B
4. f(1A) = 1B
Decimos que f es un isomorfismo de álgebras booleanas si f es un homomorfismo biyec-
tivo.

Definición 1.2.10. Sea M ∈ Mod−R y sea N 6 M . Decimos que N es totalmente
invariante si ∀f ∈ End(M), f(N) ⊆ N .

Definición 1.2.11. Sea M ∈ Mod−R, M = N
⊕

K. Decimos que N es únicamente
complementado, si ∀J 6M tal que J es un complemento para N en M, J ' K.

Definición 1.2.12. Sea M ∈Mod−R y sea H ⊆M , denotamos por HM al submódulo
de M generado por H. Donde

HM = {x ∈M | x =
n∑
i=1

hiri donde ri ∈ R, hi ∈ H}

Definición 1.2.13. Sea {Nλ}Λ una familia de R-módulos derechos y M ∈Mod−R. M
es un producto subdirecto de {Nλ}Λ si existe un monomorfismo ϕ : M −→

∏
Λ{Nλ}Λ

tal que para toda λ ∈ Λ, πλϕ es un epimorfismo, donde πλ es la proyección de
∏

Λ{Nλ}Λ

en Nλ.
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Definición 1.2.14. Sean A,B,C ∈Mod−R.

0→ A
α−→ B

β−→ C → 0 es una sucesión exacta corta si:
1. α es inyectiva.
2. β es sobreyectiva.
3. Im α = Nuc β

Teorema 1.2.15. Sean M,M ′, N,N ′ ∈Mod−R. Entonces,

HomR(M
⊕

M ′, N) ∼= HomR(M,N)
⊕

HomR(M ′, N)

HomR(M,N
⊕

N ′) ∼= HomR(M,N)
⊕

HomR(M,N ′)

Demostración.
Definamos:

ϕ : HomR(M
⊕

M ′, N) −→ HomR(M,N)
⊕

HomR(M ′, N)
ϕ(f)(m,m′) = (f(m, 0), f(0,m′))

P.D.1 ϕ es un homomorfismo.
Sean f, g ∈ HomR(M

⊕
M ′, N), sea r ∈ R.

Primero veamos que, ϕ(f + g) = ϕ(f) + ϕ(g). Aśı, sea (m,m′) ∈M
⊕

M ′.

ϕ(f + g)(m,m′) = ((f + g)(m, 0), (f + g)(0,m′))

= (f(m, 0) + g(m, 0), f(0,m′) + g(0,m′))

= (f(m, 0), f(0,m′)) + (g(m, 0), (g(0,m′))

= ϕ(f)(m,m′) + ϕ(g)(m,m′)

= ϕ(f) + ϕ(g)(m,m′)

∴ ϕ es un homomorfismo.
P.D.2 ϕ es inyectiva.
Sea f ∈ HomR(M

⊕
M ′, N).

ϕ(f) = 0⇔ ∀(m,m′) ∈M
⊕

M ′, ϕ(f)(m,m′) = 0

⇔ ∀(m,m′) ∈M
⊕

M ′, (f(m, 0), f(0,m′)) = 0

⇔ ∀(m,m′) ∈M
⊕

M ′, f(m, 0) = 0 y f(0,m′) = 0

⇔ ∀(m,m′) ∈M
⊕

M ′, f(m,m′) = 0

⇔ f = 0

∴ ϕ es inyectiva.
P.D.3 ϕ es suprayectiva.
Sea (f, g) ∈ HomR(M,N)

⊕
HomR(M ′, N). Definamos h : M

⊕
M ′ −→ N , h((m,m′)) =

f(m) + g(m′).
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Notemos que h ∈ HomR(M
⊕

M ′, N).
Sean (m,m′), (m1,m

′
1) ∈M

⊕
M ′, y sea r ∈ R. Aśı:

h((m,m′) + (m1,m
′
1)) = h((m+m1,m

′ +m′1))

= f(m+m1) + g(m′ +m′1)

= f(m) + f(m1) + g(m′) + g(m′1)

= f(m) + g(m′) + f(m1) + g(m′1)

= h((m,m′)) + h((m1,m
′
1))

∴ h abre sumas.

h((m,m′)r) = h((mr,m′r))

= f(mr) + g(m′r)

= (f(m) + g(m′))r

= h((m,m′))r

∴ h ∈ HomR(M
⊕

M ′, N).
Notemos que,

ϕ(h)(m,m′) = (h(m, 0), h(0,m′))

= (f(m) + g(0), f(0) + g(m′))

= (f(m, 0) + g(0,m′))

∴ ϕ(h) = (f, g).
∴ ϕ es suprayectiva.
∴ ϕ es un isomorfismo.
Análogamente, se prueba que HomR(M,N

⊕
N ′) ∼= HomR(M,N)

⊕
HomR(M,N ′).



Caṕıtulo 2

Sumandos de anillos con
complementos únicos

En esta sección, se examina la conexión entre un idempotente e central y la unici-
dad de los complementos del sumando directo eR. Empezamos con algunos resultados
elementales.

Proposición 2.0.1. Sea R un anillo. Sea RR = I
⊕

J una descomposición directa de
R, donde I, J son ideales derechos. Entonces, existe e ∈ E tal que I = eR y J = ēR.

Demostración.
Como 1 ∈ R, entonces,

1 = e+ f , donde e ∈ I, f ∈ J .

Luego,

e = (1)e = (e+ f)e = e2 + fe

Pero e ∈ I tiene una expresión única, e = e+ 0. Entonces e2 + fe = e+ 0 =⇒ e2 = e
y fe = 0. Puesto que e2 ∈ I y fe ∈ J .
∴ e ∈ E.
Afirmamos que I = eR.
Sea i ∈ I, como 1 = e+ f ,

i = (1)i = (e+ f)i = ei+ fi

Notemos que como I, J son ideales derechos y e ∈ I y f ∈ J , se tiene que ei ∈ I y
fi ∈ J . Por otro lado, i ∈ I tiene una expresión única: i = i+ 0, por lo que:

i+ 0 = ei+ fi

Lo que implica que i = ei y 0 = fi.
∴ I ⊆ eR.
Como e ∈ I e I es un ideal derecho, entonces eR ⊆ I.
∴ I = eR.
Por otro lado, probemos que J = fR.
Sea j ∈ J , como 1 = e+ f ,

12
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j = (1)j = e+ f(j) = ej + fj

Notemos que como I, J son ideales derechos y e ∈ I y f ∈ J , se tiene que ej ∈ I y
fj ∈ J . Por otro lado, j ∈ J tiene una expresión única: j = 0 + j, por lo que,

0 + j = ej + fj

Lo que implica que 0 = ej y j = fj.
∴ J ⊆ fR.
Como f ∈ J y J es un ideal derecho, entonces fR ⊆ J .
∴ J = fR.
Observación. 1 = e+ f =⇒ 1− e = e+ f − e =⇒ 1− e = f
∴ J = ēR
∴ RR = eR

⊕
ēR.

Proposición 2.0.2. Sea R un anillo. Sea e ∈ E y u ∈ U . Entonces euR = eR.

Demostración.
Sea r ∈ R. Aśı, eur ∈ euR. eur = e(ur) ∈ eR. Por lo tanto, euR ⊆ eR.
Por otro lado, er ∈ eR. Como u ∈ U , entonces ∃v ∈ R tal que uv = vu = 1. Y aśı,
er = e(1)r = e(uv)r = eu(vr) ∈ euR. Por lo tanto, eR ⊆ euR.
∴ euR = eR.

Proposición 2.0.3. Sea R un anillo y sean e, f ∈ E(R). Las siguientes condiciones
son equivalentes:
(i) eR = fR.
(ii) ef = f y fe = e.
(iii) Existe r ∈ R tal que f = e+ erē.
(iv) Existe u ∈ U(R) tal que f = eu.
(v) Rē = Rf̄ .

Demostración.
(i)⇒ (ii) Como e ∈ eR = fR, ∃r1 ∈ R tal que e = fr1. Aśı,

e− fe = fr1 − f(fr1) = fr1 − f 2r1 = fr1 − fr1 = 0
e− fe = 0
e = fe

Ahora, como f ∈ fR = eR, ∃r2 ∈ R tal que f = er2. Aśı,

f − ef = er2 − e(er2) = er2 − e2r2 = er2 − er2 = 0
f − ef = 0
f = ef
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(ii)⇒ (iii) Notemos que,

e+ ef ē = e+ ef(1− e) = e+ ef − efe

Por hipótesis, ef = f y fe = e, aśı:

e+ ef − efe = e+ f − e(e) = e+ f − e = f

∴ e+ ef ē = f .
∴ ∃f ∈ R, tal que f = e+ ef ē.

(iii)⇒ (iv) Por hipótesis ∃r ∈ R tal que f = e+ erē. Sea u = 1 + erē. Probemos que
u ∈ U .
Consideremos v = 1− erē, aśı,

uv = (1 + erē)(1− erē) = (1 + erē)− (1 + erē)(erē) = 1 + erē− erē− erēerē

Recordemos que e y ē son ortogonales, por lo que,

1 + erē− erē− erēerē = 1 + erē− erē+ 0 = 1

∴ uv = 1
Por otro lado,

vu = (1− erē)(1 + erē) = (1 + erē)− (erē)(1 + erē) = 1 + erē− erē− erēerē = 1

∴ vu = 1.
∴ u ∈ U .
Aśı, como por hipótesis f = e+ erē y e ∈ E, tenemos lo siguiente:

f = e+ e2rē
f = e(1 + erē)

f = eu

(iv)⇒ (i) Por hipótesis ∃u ∈ U(R), tal que f = eu.
Por proposición 2.0.2, sabemos que euR = eR. Aśı,

fR = (eu)R = eR
fR = eR

(ii)⇒ (v)
P.D.1 Rē ⊆ Rf̄ .
Sea rē ∈ Rē. Por hipótesis ef = f , aśı:

1− e = 1− e− f + f = 1− e− f + ef = 1− e− (1− e)f = (1− e)(1− f)

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad,

rē = r(1− e) = r(1− e)(1− f) = (r − re)(1− f) = (r − re)f̄
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Por lo que, rē = (r − re)f̄ ∈ Rf̄ .
∴ Rē ⊆ Rf̄ .
P.D.2 Rf̄ ⊆ Rē.
Sea rf̄ ∈ Rf̄ . Como por hipótesis fe = e:

1− f = 1− f − e+ e = 1− f − e+ fe = 1− f − (1− f)e = (1− f)(1− e)

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad:

rf̄ = r(1− f) = r(1− f)(1− e) = (r − rf)(1− e) = (r − re)ē

Por lo que, rf̄ = (r − rf)ē ∈ Rē.
∴ Rf̄ ⊆ Rē.
∴ Rē = Rf̄ .
(v)⇒ (ii) Como ē = 1(1− e) ∈ Rē = Rf̄ , entonces ∃r1 ∈ R tal que:

1− e = r1(1− f) = r1 − r1f .

Por otro lado, como f̄ = 1(1− f) ∈ Rf̄ = Rē, entonces ∃r2 ∈ R tal que:

1− f = r2(1− e) = r2 − r2e.

Por lo que: e = 1− r1 + r1f y f = 1− r2 + r2e. Aśı,

ef = (1− r1 + r1f)f = f − r1f + r1f
2 = f − r1f + r1f = f

fe = (1− r2 + r2e)e = e− r2e+ r2e
2 = e− r2e+ r2e = e

∴ ef = f y fe = e.

Los complementos directos de un sumando directo que es ideal derecho pueden carac-
terizarse de la siguiente forma.

Lema 2.0.4. Sea R un anillo, sean e, g ∈ E y R = eR
⊕

gR. Entonces gR = (ē−erē)R
para alguna r ∈ R adecuada. De manera inversa, para todo r ∈ R, (ē − erē)R es un
complemento directo para eR.

Demostración. De acuerdo con la proposición 2.0.1 ∃f ∈ E tal que eR = fR y
gR = f̄R. Aśı, por la proposición 2.0.3 ∃r ∈ R tal que:

f = e+ erē

Y aśı,

f̄ = 1− f = 1− (e+ erē) = 1− e− erē = ē− erē

Entonces,

gR = f̄R = (ē− erē)R
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De manera inversa, sea r ∈ R. Veamos que (ē− erē)R es un complemento directo para
eR. Consideremos f = e+ erē, y veamos que f ∈ E.

f 2 = (f)(f) = (e+ erē)(e+ erē) = (e+ erē)e+ (e+ erē)(erē) =
e2 + erēe+ e2rē+ erēerē = e+ erē = f

∴ f ∈ E.
Entonces por la proposición 1.1.11 R = fR

⊕
f̄R.

P.D.1 fR = eR
Sea s ∈ R, fs ∈ fR. Como f = e + erē, entonces fs = (e + erē)s = e(1 + rē)s =
e(s+ rēs) ∈ eR.
∴ fR ⊆ eR.
Por otro lado, notemos que:

(e+erē)(1−erē) = (e+erē)−(e+erē)(erē) = e+erē−e2rē+erēerē) = e+erē−erē = e

Aśı, es ∈ eR y,

es = (e+ erē)(1− erē)s = f(s− erēs)

Por lo que, es = f(s− erēs) ∈ fR.
∴ eR ⊆ fR.
∴ eR = fR.
P.D.2 f̄R = (ē− erē)R
Como f = e+ erē, entonces:

f̄ = 1− f = 1− e− erē = ē− erē

∴ f̄R = (ē− erē)R.
∴ R = eR

⊕
(ē− erē)R.

∴ (ē− erē)R es un complemento directo para eR.

Definición 2.0.5. Decimos que eR tiene complemento único, o es únicamente com-
plementado, si R = eR

⊕
gR implica que ēR = gR.

Proposición 2.0.6. eR tiene complemento único si y sólo si eRē = 0.

Demostración.
=⇒ Supongamos que eR tiene complemento único.
Por el lema 2.0.4 sabemos que ∀r ∈ R (ē− erē)R es un complemento directo para eR
y como eR es únicamente complementado entonces,

∀r ∈ R, (ē− erē)R = ēR

Ahora, por la proposición 2.0.3 tenemos que ∀r ∈ R:

(ē− erē)ē = ē
(ē)2 − er(ē)2 = ē
ē− erē = ē



17

Lo que implica que: ∀r ∈ R erē = 0.
∴ eRē = 0.
⇐= Supongamos que eRē = 0.
Por el lema 2.0.4 todos los complementos de eR son de la forma (ē − erē)R. Como
eRē = 0, tenemos que, ē − erē = ē. Aśı, si todos los complementos de eR son de la
forma (ē−erē)R, entonces (ē−erē)R = ēR. Por lo tanto eR tiene complemento único.

Observación 2.0.7. Análogamente, eR es el complemento directo único de ēR, es
decir ēR es únicamente complementado, si y sólo si ēRe = 0.

Ahora consideremos, no sólo cuándo el complemento de eR es único, sino cuándo su
idempotente generador, ē, lo es.

Proposición 2.0.8. Sea R un anillo, e, f ∈ E y R = eR
⊕

fR. Entonces f = ē si y
sólo si ef = fe.

Demostración.
=⇒ Supongamos f = ē.
Recordemos que e y ē son ortogonales, eē = ēe = 0.

ef = eē = 0
fe = ēe = 0

∴ ef = fe.
⇐= Supongamos ef = fe. Veamos que fR = (ef)R

⊕
(ēf)R. Para ello, observemos

primero que ēf = f ē.

ēf = (1− e)f = f − ef = f − fe = f(1− e) = f ē

Notemos que,
(ef)R = (fe)R ⊆ fR

(ēf)R = (f ē)R ⊆ fR

Y como (ef)R ⊆ eR y (ēf)R ⊆ ēR, y eR ∩ ēR = {0}, entonces (ef)R ∩ (ēf)R = {0}.
∴ (ef)R

⊕
(ēf)R ⊆ fR.

Por otro lado, sea fr ∈ fR, aśı,

fr = (f+0)r = (f+ef−ef)r = (ef+f−ef)r = (ef+(1−e)f)r = efr+(1−e)fr = efr+ēfr

fr = efr + ēfr ∈ (ef)R
⊕

(ēf)R

∴ fR ⊆ (ef)R
⊕

(ēf)R.
∴ fR = (ef)R

⊕
(ēf)R.

Ahora, notemos que (ef)R = (fe)R ⊆ eR ∩ fR = {0}. Por lo que ef = 0. Y aśı,
(ef)R = 0.
∴ fR = (ēf)R.
fR = (ēf)R ⊆ ēR.
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Afirmamos que ēR ⊆ fR. Sea ēr ∈ ēR. Como R = eR
⊕

fR, entonces ∃s, t ∈ R tal
que r = es+ ft. Aśı,

ēr = (1− e)r = (1− e)(es+ ft) = es+ ft− e2s− eft = es+ ft− es = ft

ēr = ft ∈ fR
∴ ēR ⊆ fR.
∴ ēR = fR.
Como ē ∈ ēR = fR y f ∈ fR = ēR entonces ∃r1, r2 ∈ R tal que,

ē = fr1 y f = ēr2.

Ahora,
f ē = f(fr1) = f 2r1 = fr1 = ē

ēf = ē(ēr2) = (ē)2r2 = ēr2 = f

Ya probamos que f ē = ēf . Por lo que ē = f ē = ēf = f .
∴ ē = f .

Una propiedad similar concierne a los ideales derechos, que conmutan, generados por
idempotentes.

Proposición 2.0.9. Sea R un anillo, e, f ∈ E y R = eR
⊕

fR. Si ēRfR = fRēR,
entonces fR = ēR.

Demostración.
P.D.1 ēR ⊆ (ēf)R
Sea ēr ∈ eR. Como R = eR

⊕
fR y r ∈ R, entonces ∃r1, r2 ∈ R tales que r = er1+fr2.

Aśı,
ēr = ē(er1 + fr2) = ēer1 + ēfr2 = ēfr2

∴ ēr = ēfr2 ∈ (ēf)R.
∴ ēR ⊆ (ēf)R.

P.D.2 (ēf)R ⊆ ēRfR
Sea (ēf)r ∈ (ēf)R. Luego,

(ēf)r = ē(1)f(r)

∴ (ēf)r = ē(1)f(r) ∈ ēRfR.
∴ (ēf)R ⊆ ēRfR.

P.D.3. fRēR ⊆ fR

Sea
n∑
i=1

friēsi ∈ fRēR donde ∀i ∈ {1, ..., n} ri, si ∈ R. Aśı,

n∑
i=1

friēsi = f(
n∑
i=1

riēsi) ∈ fR
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Por lo tanto,
n∑
i=1

friēsi ∈ fR.

∴ fRēR ⊆ fR.

Aśı, tenemos que:

ēR ⊆ (ēf)R ⊆ ēRfR = fRēR ⊆ fR

∴ ēR ⊆ fR.

P.D.4 fR ⊆ fRēR
Por hipótesis R = eR

⊕
fR, aśı por el lema 2.0.4 ∃r ∈ R tal que fR = (ē − erē)R.

Sea fr1 ∈ fR, aśı ∃r2 ∈ R tal que fr1 = (ē− erē)r2.

fr1 = f(fr1) = f(ēr2 − erēr2) = f ēr2 − ferēr2

fr1 = f ēr2 − ferēr2 = f(1)ēr2 + f(−er)ē(r2) ∈ fRēR

∴ fr1 ∈ fRēR
∴ fR ⊆ fRēR.
P.D.5 ēRfR ⊆ ēR

Sea
n∑
i=1

ērifsi ∈ ēRfR donde ∀i ∈ {1, ..., n} ri, si ∈ R. Aśı,

n∑
i=1

ērifsi = ē(
n∑
i=1

rifsi) ∈ ēR

Por lo tanto,
n∑
i=1

ērifsi ∈ ēR.

∴ ēRfR ⊆ ēR.

Y aśı,

fR ⊆ fRēR = ēRfR ⊆ ēR

∴ ēR = fR.

Una propiedad de los elementos idempotentes de un anillo relacionada con la comple-
mentación única es la subconmutatividad.

Definición 2.0.10. [6] Un elemento a ∈ R es subconmutativo derecho si Ra ⊆ aR y es
subconmutativo izquierdo si aR ⊆ Ra. Decimos que a es subconmutativo si es subcon-
mutativo izquierdo y subconmutativo derecho. Un subconjunto de R es subconmutativo
derecho (izquierdo) si cada uno de sus elementos lo es.

El concepto de subconmutatividad ’por un lado’ aparece frecuentemente en la literatura
de teoŕıa de anillos bajo distintos nombres. Por ejemplo, Birkenmeier [1] define que un
idempotente e ∈ E es semicentral derecho (izquierdo) si eR = eRe (Re = eRe).
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Proposición 2.0.11. Sea R un anillo, e ∈ E(R). e es semicentral izquierdo si y sólo
si e es subconmutativo derecho.

Demostración.
=⇒ Supongamos e semicentral izquierdo.
Como e es semicentral izquierdo, entonces Re = eRe. Observemos que eRe ⊆ eR.
Si ere ∈ eRe, entonces ere = e(re) ∈ eR.
∴ Re ⊆ eR.
∴ e es subconmutativo derecho.
⇐= Supongamos e subconmutativo derecho.
Es claro que eRe ⊆ Re. Por otro lado, si re ∈ Re, como e es subconmutativo derecho,
entonces ∃s ∈ R tal que:

re = es

Multiplicando por e ambos lados de la igualdad tenemos que,

e(re) = e(es)
ere = e2s

ere = es = re

Por lo que re = ere ∈ eRe.
∴ Re ⊆ eRe.
∴ Re = eRe.
∴ e es semicentral izquierdo.

La subconmutatividad resulta importante en este contexto puesto que si α ∈ End(M)
es subconmutativo derecho, entonces ∀β ∈ End(M), β(α(M)) ⊆ α(M), i.e., α(M) es
totalmente invariante.
Ahora se muestra que un idempotente e es subconmutativo izquierdo si y sólo si eR
tiene complemento único.

Proposición 2.0.12. Sea R un anillo y sea e ∈ E(R). Las siguientes condiciones son
equivalentes:
(i) e es subconmutativo izquierdo.
(ii) eRē = 0.
(iii) ē es subconmutativo derecho.
(iv) eR es únicamente complementado.

Demostración.
(i)⇐⇒ (ii)
=⇒ Supongamos eR ⊆ Re. Aśı, ∀r ∈ R, er ∈ Re. Afirmamos que eRē ⊆ Reē.
Sea erē ∈ eRē, aśı ∃r1 ∈ R, tal que,

erē = (er)ē = (r1e)ē = r1(eē) ∈ Reē

∴ eRē ⊆ Reē.
Observemos que Reē = 0. Puesto que e y ē son ortogonales.
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∴ eRē ⊆ Reē = 0
∴ eRē = 0.
⇐= Supongamos eRē = 0. Sea er ∈ eR. Observemos que r = r+re−re = re+r−re =
re+ r(1− e) = re+ rē. Aśı,

er = e(re+ rē) = ere+ erē = ere = (er)e

∴ er = (er)e ∈ Re
∴ eR ⊆ Re
∴ e es subconmutativo izquierdo.

(ii)⇐⇒ (iii)
=⇒ Supongamos eRē = 0. Sea rē ∈ Rē. Notemos que r = r + er− er = er + r− er =
er + (1− e)r = er + ēr. Aśı,

rē = (er + ēr)ē = erē+ ērē = ērē

∴ rē = ē(rē) ∈ ēR
∴ Rē ⊆ ēR
∴ ē es subconmutativo derecho.
⇐= Supongamos Rē ⊆ ēR. Sea erē ∈ eRē, como Rē ⊆ ēR, entonces ∃r1 ∈ R tal que
rē = ēr1. Aśı,

erē = e(rē) = e(ēr1) = (eē)r1 = 0

∴ eRē = 0.

(ii)⇐⇒ (iv) Esto está probado en la proposición 2.0.6.

Una condición relacionada a la conmutatividad en anillos es cuando ideales ’uni-
laterales’ resultan ser ideales bilaterales.

Definición 2.0.13. Un anillo R es llamado dúo derecho (izquierdo) si todo ideal de-
recho (izquierdo) de R es ideal bilateral.

Proposición 2.0.14. Un anillo R es dúo derecho (izquierdo) si y sólo si el anillo es
subconmutativo derecho (izquierdo).

Demostración.
=⇒ Supongamos que R es dúo derecho.
Sea a ∈ R. Como aR es un ideal derecho, y R es dúo derecho, tenemos que aR es
también un ideal izquierdo. Y aśı, como a ∈ aR ideal izquierdo, entonces: ∀r ∈ R,
ra ∈ aR.
∴ Ra ⊆ aR.
∴ ∀a ∈ R a es subconmutativo derecho.
∴ R es subconmutativo derecho.
⇐= Supongamos que R es subconmutativo derecho.



22 CAPÍTULO 2. SUMANDOS DE ANILLOS CON COMPLEMENTOS ÚNICOS

Sea I ideal derecho de R, y sea i ∈ I. Aśı, como i ∈ R y R es subconmutativo derecho,
Ri ⊆ iR. Pero iR ⊆ I pues I es ideal derecho. Por lo que,

Ri ⊆ iR ⊆ I

∴ ∀i ∈ I, Ri ⊆ I
∴ I es ideal izquierdo.
∴ R es dúo derecho.



Caṕıtulo 3

Anillos abelianos

En esta sección, se muestra la conexión entre R abeliano y la subconmutatividad de
E(R). Por otro lado, se verán resultados de suponer que el anillo es abeliano. Final-
mente, damos una caracterización de R como anillo abeliano.

Recordemos que un anillo R es abeliano si E(R) ⊆ Z(R). Un resultado sorprendente
obtenido por Lam [5] es el siguiente:

Proposición 3.0.1. Sea R un anillo, con E su conjunto de idempotentes. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:
(i) R es abeliano.
(ii) E es conmutativo.
(iii) ∀e ∈ E, e conmuta con f ∈ E si eR ∼= fR.

Demostración.
(i)⇒ (ii)
Si R es abeliano, ∀e ∈ E ∀r ∈ R er = re. Aśı, si f ∈ E ⊆ R, entonces ∀e ∈ E ef = fe.
∴ ∀e, f ∈ E ef = fe.
∴ E es conmutativo.

(ii)⇒ (iii)
Si E es conmutativo, entonces ∀e ∈ E, e conmuta con todo f ∈ E. En particular,
∀e ∈ E, e conmuta con f ∈ E si eR ∼= fR.

(iii)⇒ (i) Sea e ∈ E, r ∈ R. Observemos que (e+ erē), (ē+ ēre) ∈ E.

(e+ erē)(e+ erē) = (e+ erē)e+ (e+ erē)(erē) = e2 + erēe+ e2rē+ erēerē = e+ erē
(ē+ ēre)(ē+ ēre) = (ē+ ēre)ē+ (ē+ ēre)ēre = (ē)2 + ēreē+ (ē)2re+ ēreēre = ē+ ēre

∴ (e+ erē), (ē+ ēre) ∈ E.
Notemos que,

e(e+ erē) = e2 + e2rē = e+ erē

(e+ erē)e = e2 + erēe = e

23
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ē(ē+ ēre) = (ē)2 + (ē)2re = ē+ ēre

(ē+ ēre)ē = (ē)2 + ēreē = ē

Entonces por la proposición 2.0.3, se tiene que eR = (e+ erē)R y ēR = (ē+ ēre)R.
∴ eR ∼= (e+ erē)R y ēR ∼= (ē+ ēre)R.
Aśı, por la hipótesis sabemos:

e(e+ erē) = (e+ erē)e
ē(ē+ ēre) = (ē+ ēre)ē

Lo que implica que,

e+ erē = e
ē+ ēre = ē

Aśı, erē = 0 y ēre = 0.

0 = erē = er(1− e) = er − ere =⇒ er = ere
0 = ēre = (1− e)re = re− ere =⇒ re = ere

∴ er = ere = re
∴ er = re
∴ R es abeliano.

Consecuentemente a esta proposición, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.0.2. Sea R un anillo y E su conjunto de idempotentes. Son equivalentes:
(i) E es conmutativo.
(ii) R es abeliano.
(iii) Todo ideal derecho generado por un idempotente es únicamente complementado.
(iv) E es subconmutativo.

Demostración.
(i)⇒ (ii) Proposición 3.0.1.

(ii)⇒ (iii) Sea e ∈ E.
Como R es abeliano, entonces ∀r ∈ R, er = re. Aśı, ∀e ∈ E, eR ⊆ Re.
∴ ∀e ∈ E, e es subconmutativo izquierdo.
Entonces, de la proposición 2.0.12, se sigue que:
∀e ∈ E, eR tiene complemento único.
∴ Todo ideal derecho generado por un idempotente es únicamente complementado.

(iii)⇒ (iv) Sea e ∈ E.
eR y ēR son únicamente complementados por hipótesis. Como eR tiene complemento
único, por la proposición 2.0.12, tenemos que e es subconmutativo izquierdo. Por otro
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lado, como ēR tiene complemento único, entonces por la proposición 2.0.12, ¯̄e es sub-
conmutativo derecho, i.e., e es subconmutativo derecho.
∴ ∀e ∈ E, e es subconmutativo.
∴ E es subconmutativo.

(iv) ⇒ (i) Sea e ∈ E. e y ē son subconmutativos por hipótesis. En particular, e y ē
son subconmutativos izquierdos. Por la proposición 2.0.12 eRē = 0 y ēR¯̄e = 0, i.e.,
eRē = 0 y ēRe = 0. Veamos que ∀r ∈ R, r = re+ rē.

re+ rē = re+ r(1− e) = re+ r − re = r

Aśı, sea f ∈ E.

fe = e(fe) + ē(fe) = efe = efe+ 0 = efe+ ef ē = (ef)e+ (ef)ē = ef

Notemos que la primera igualdad se sigue de la proposición 1.1.11, la segunda igualdad
del hecho que ēRe = 0, la cuarta igualdad de que eRē = 0 y la sexta se sigue de la
observación.
∴ ∀e, f ∈ E, ef = fe.
∴ E es conmutativo.

Ejemplo 3.0.3. Ahora daremos un ejemplo de un anillo abeliano no conmutativo.
Para ello, sea {Di | i ∈ I} un conjunto de anillos con división, no isomorfos indicados
por un conjunto arbitrario I, no todos campo. Sea R =

∏
i∈I
Di. Consideremos R como

R-módulo derecho, y notemos que E(R) = {(ai)i∈I | ai = 0Di
o ai = 1Di

}.
Sea (ai)i∈I ∈ E(R), donde ∀i ai ∈ Di. Aśı,

(ai)i∈I = (ai)
2
i∈I = (a2

i )i∈I

Lo que implica que ∀i ∈ I,

ai = a2
i

a2
i − ai = 0

ai(ai − 1) = 0

Aśı tenemos los siguientes dos casos,
Si ai = 0.
Si ai 6= 0, como Di es un anillo con división y ai 6= 0, ∃a−1

i ∈ Di tal que aia
−1
i =

a−1
i ai = 1. Aśı,

a−1
i ai(ai − 1) = (a−1

i )0

ai − 1 = 0

ai = 1

∴ (ai)i∈I ∈ {(ai)i∈I | ai = 0Di
o ai = 1Di

}
∴ E(R) ⊆ {(ai)i∈I | ai = 0Di

o ai = 1Di
}
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Ahora, sea (ai)i∈I ∈ {(ai)i∈I | ai = 0Di
o ai = 1Di

}.

(ai)
2
i∈I = (aiai)i∈I = (a2

i )i∈I

Como ∀i ∈ I ai = 1 o ai = 0, entonces a2
i = ai. Por lo tanto,

(a2
i )i∈I = (ai)i∈I

∴ (ai)
2
i∈I = (ai)i∈I .

∴ (ai)i∈I ∈ E(R).
∴ {(ai)i∈I | ai = 0Di

o ai = 1Di
} ⊆ E(R).

∴ E(R) = {(ai)i∈I | ai = 0Di
o ai = 1Di

}.
Afirmamos lo siguiente, si e ∈ E(R), eRē = 0.
Sea e = (ai)i∈I ∈ E(R), aśı si (bi)i∈I ∈ R,

(ai)i∈I(bi)i∈I((1)i∈I − (ai)i∈I) = (ai)i∈I(bi)i∈I(1− ai)i∈I ∈ eRē

Como e ∈ E, entonces por la observación anterior ∀i ∈ I ai = 0 o ai = 1. Aśı,

(ai)i∈I(bi)i∈I(1− ai)i∈I = 0

. ∴ ∀e ∈ E, eRē = 0.
Por la proposición 2.0.12, ∀e ∈ E, eR es únicamente complementado. De lo que pode-
mos concluir, bajo el teorema 3.0.2, que R es un anillo abeliano.
Por otro lado, por la construcción de R ∃j ∈ I tal que Dj no es un campo. Por lo que
∃x, y ∈ Dj tales que xy 6= yx.
Ahora consideremos los siguientes elementos de R,

(ai)i∈I donde ai = 0 ∀i i 6= j y ai = x si i = j.
(bi)i∈I donde bi = 0 ∀i i 6= j y bi = y si i = j.

Aśı,

(ai)i∈I(bi)i∈I = (aibi)i∈I donde aibi = 0 ∀i i 6= j y aibi = xy si i = j
(bi)i∈I(ai)i∈I = (biai)i∈I donde biai = 0 ∀i i 6= j y biai = yx si i = j

Como xy 6= yx, entonces:

(ai)i∈I(bi)i∈I = (aibi)i∈I 6= (biai)i∈I = (bi)i∈I(ai)i∈I

∴ R no es conmutativo.
∴ R es un anillo abeliano no conmutativo.

Los anillos abelianos tienen muchas propiedades en común con los anillos conmutativos;
por ejemplo, hemos visto que los complementos y los idempotentes generadores de
ideales generados por idempotentes son únicos. Otra propiedad se da en la siguiente
proposición.
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Proposición 3.0.4. Si R es un anillo abeliano, entonces E es un álgebra de Boole
respecto al orden natural ef ≤ e.

Demostración. Supongamos R anillo abeliano.
P.D.1 E es una ret́ıcula.
Por la proposición 1.1.6, sabemos que E es un COPO. Sean e, f ∈ E. Como R es
abeliano y e, f son idempotentes,

(ef)(ef) = e(fe)f = e(ef)f = ef
(ef)e = e(ef) = ef y f(ef) = (ef)f = ef

Entonces, ef ∈ E y por definición de ≤, ef ≤ e y ef ≤ f .
Si g ∈ E es tal que g ≤ e y g ≤ f , entonces:

ge = eg = g y gf = gf = g

Aśı,
g(ef) = (ef)g = e(fg) = eg = g

∴ g ≤ ef .
∴ e ∧ f = ı́nf {e, f} = ef
∴ ∀e, f ∈ E existe el ı́nfimo de e y f.
Por otro lado,

(e+f−ef)(e+f−ef) = e2 +fe−efe+ef +f 2−ef 2−e2f−fef +efef = e+f−ef
(e+ f − ef)e = e(e+ f − ef) = e2 + ef − e2f = e+ ef − ef = e
f(e+ f − ef) = (e+ f − ef)f = ef + f 2 − ef 2 = ef + f − ef = f

Aśı, (e+ f − ef) ∈ E, e ≤ (e+ f − ef) y f ≤ (e+ f − ef).
Si g ∈ E es tal que e ≤ g y f ≤ g, entonces:

eg = ge = e y fg = gf = f

De donde,

g(e+ f − ef) = (e+ f − ef)g = eg + fg − efg = e+ f − ef

∴ (e+ f − ef) ≤ g.
∴ e ∨ f = sup {e, f} = e+ f − ef
∴ ∀e, f ∈ E existe el supremo de e y f .
∴ E es una ret́ıcula.
P.D.2 E es una ret́ıcula acotada.
Consideremos a los elementos 0, 1 ∈ E. Aśı, si e ∈ E,

e(1) = 1(e) = e y e(0) = 0(e) = 0

Por lo que ∀e ∈ E e ≤ 1 y 0 ≤ e.

e ∧ 1 = e y e ∨ 1 = 1
e ∧ 0 = 0 y e ∨ 0 = e



28 CAPÍTULO 3. ANILLOS ABELIANOS

∴ E es una ret́ıcula acotada.
P.D.3 E es una ret́ıcula complementada.
Sea e ∈ E, aśı ∃ē ∈ E tal que:

e ∧ ē = e(ē) = 0 e ∨ ē = e+ ē− eē = e+ 1− e = 1

∴ E es una ret́ıcula complementada.
P.D.3 E es una ret́ıcula distributiva.
Sean e, f, g ∈ E. Notemos lo siguiente,

e ∧ (f ∨ g) = e ∧ (f + g − fg) = e(f + g − fg) = ef + eg − efg

Por otro lado,

(e ∧ f) ∨ (e ∧ g) = ef ∨ eg = ef + eg − efeg = ef + eg − e(ef)g = ef + eg − efg

∴ e ∧ (f ∨ g) = (e ∧ f) ∨ (e ∧ g)
∴ E es una ret́ıcula distributiva.
∴ E es un álgebra de Boole.

Corolario 3.0.5. Sea R un anillo abeliano y sea L el conjunto de ideales derechos de
R generados por un idempotente, ordenados por la inclusión. Entonces L es un álgebra
de Boole y la función e 7→ eR de E en L es un isomorfismo de álgebras de Boole.

Demostración.
P.D.1 L es un álgebra de Boole, respecto a la inclusión.
Es claro que (L,⊆) es un COPO (conjunto parcialmente ordenado). Ahora, veamos
que es una ret́ıcula. Sean eR, fR ∈ L, donde e, f ∈ E.
De la proposición anterior, 3.0.4, sabemos que ef ∈ E, por lo que (ef)R ∈ L. Notemos
que:

(ef)R ⊆ eR y (ef)R = (fe)R ⊆ fR

Y si gR ∈ L, fuese tal que gR ⊆ eR y gR ⊆ fR, entonces tomemos gr1 ∈ gR. Aśı,
gr1 = er2 p.a. r2 ∈ R y g = fr3 p.a. r3 ∈ R. Como R es abeliano,

gr1 = g2r1 = gr1g = er2(fr3) = efr2r3

∴ gr1 = (ef)r2r3 ∈ (ef)R.
∴ gR ⊆ (ef)R.
∴ eR ∧ fR = ı́nf {eR, fR} = (ef)R.
Por otro lado, por la proposición anterior, 3.0.4, (e+ f − ef) ∈ E, por lo que
(e+ f − ef)R ∈ L. Notemos que si er ∈ eR y fr ∈ fR,

er = e2r = e2r+fer−fer = e2r+f(er)−fe(er) = e(er)+f(er)−ef(er) = (e+f−ef)(er)

fr = f 2r = f 2r + efr − efr = e(fr) + f(fr)− ef(fr) = (e+ f − ef)(fr)

Y por lo tanto eR ⊆ (e+ f − ef)R y fR ⊆ (e+ f − ef)R. Y si gR ∈ L, fuese tal que
eR ⊆ gR y fR ⊆ gR. Entonces tomemos (e+ f − ef)r ∈ (e+ f − ef)R, aśı:
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er = gr1 p.a. r1 ∈ R
fr = gr2 p.a. r2 ∈ R

efr = e(fr) = gr3 p.a. r3 ∈ R
Por lo tanto,

(e+ f − ef)r = er + fr − efr = gr1 + gr2 − gr3 = g(r1 + r2 − r3)

∴ (e+ f − ef)r = g(r1 + r2 − r3) ∈ gR.
∴ (e+ f − ef)R ⊆ gR.
∴ eR ∨ fR = sup {eR, fR} = (e+ f − ef)R.
∴ L es una ret́ıcula.
Consideremos a (0)R = 0 ∈ L y (1)R = R ∈ L. Sea eR ∈ L, aśı:

eR ∧ 0 = (e)0R = 0 y eR ∨ 0 = (e+ 0− (e)0)R = eR
eR ∧ 1 = (e)1R = eR y eR ∨ 1 = (e+ 1− (e)1)R = R

∴ L es una ret́ıcula acotada.
Ahora consideremos eR ∈ L, y veamos que ēR es su complemento. Para ello notemos
lo siguiente,

eR ∧ ēR = (eē)R = 0

eR ∨ ēR = (e+ ē− eē)R = R

∴ L es una ret́ıcula complementada.
Por último, veamos que L es una ret́ıcula distributiva. Sean eR, fR, gR ∈ L. Notemos,

eR ∧ (fR ∨ gR) = eR ∧ (f + g − fg)R = (e(f + g − fg))R
(eR ∧ fR) ∨ (eR ∧ gR) = (ef)R ∨ (eg)R = (ef + eg − efeg)R

Por la proposición 3.0.4, e(f + g− fg) = ef + ef − efeg, entonces (e(f + g− fg))R =
(ef + eg − efeg)R.
∴ eR ∧ (fR ∨ gR) = (eR ∧ fR) ∨ (eR ∧ gR)
∴ L es una ret́ıcula distributiva.
∴ L es un álgebra de Boole.
P.D.2 La función h tal que e 7→ eR de E en L es un isomorfismo de álgebras de Boole.
Sean e, f ∈ E.

h(e ∧E f) = h(ef) = (ef)R = eR ∧L fR = h(e) ∧L h(f)

h(e ∨E f) = h(e+ f − ef) = (e+ f − ef)R = eR ∨L fR = h(e) ∨L h(f)

h(0E) = (0)R = 0 = 0L

h(1E) = (1)R = R = 1L

∴ h es un homomorfismo.
Ahora supongamos que h(e) = h(f), i.e., eR = fR. Aśı, por la proposición 2.0.3,
tenemos que ef = f y fe = e, pero por hipótesis R es abeliano, aśı, f = ef = fe = e.
∴ e = f .
∴ h es inyectiva.
Y si eR ∈ L, entonces ∃e ∈ E tal que h(e) = eR.
∴ h es suprayectiva.
∴ h es un isomorfismo de álgebras de Boole.
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Definición 3.0.6. Sea R un anillo. R es Dedekind finito si ∀a, b ∈ R, ab = 1 implica
que ba = 1.

Proposición 3.0.7. Si R es un anillo abeliano, entonces R es Dedekind finito.

Demostración.
Sean a, b ∈ R tales que ab = 1. Notemos que,

ba = b(1)a = b(ab)a = (ba)(ba)

∴ ba ∈ E.
Como R es un anillo abeliano, entonces por el teorema 3.0.2, E es subconmutativo, de
donde ba ∈ E es subconmutativo. En particular, ba es subconmutativo izquierdo. Aśı,
por la proposición 2.0.12, (ba)R(1− ba) = 0. Como b ∈ R,

(ba)b(1− ba) = 0
a(ba)b(1− ba) = (a)0 = 0

(ab)(ab)(1− ba) = 0
(1)(1− ba) = 0

1 = ba

∴ R es Dedekind finito.

Observación 3.0.8. El converso de la proposición anterior es falso.
Para ello, consideremos al anillo de matrices de 2x2 con coeficientes en R, M2(R).
P.D.1 M2(R) es Dedekind finito.

Sean

(
a b
c d

)
,

(
e f
g h

)
∈M2(R). Supongamos que:

(
a b
c d

)(
e f
g h

)
=

(
1 0
0 1

)
Demostremos que, (

e f
g h

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
Es decir, supongamos:

ae+ bg = 1 (3.1)

af + bh = 0 (3.2)

ce+ dg = 0 (3.3)

cf + dh = 1 (3.4)
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Y demostremos lo siguiente:

ea+ fc = 1

eb+ fd = 0

ga+ hc = 0

gb+ hd = 1

Observación. a = 0⇔ h = 0
⇒ Si a = 0, entonces ae + bg = 1 implica que bg = 1, de donde b 6= 0. Por otro lado,
como af + bh = 0, entonces bh = 0, y como b 6= 0, h = 0.
⇐ Si h = 0, entonces cf + dh = 1 implica que cf = 1, por lo que f 6= 0. Por otro lado,
como af + bh = 0, entonces af = 0, y como f 6= 0, a = 0.

Observación. e = 0⇔ d = 0
⇒ Si e = 0, entonces ae + bg = 1 implica que bg = 1, de donde g 6= 0. Por otro lado,
como ce+ dg = 0, entonces dg = 0, y como g 6= 0, d = 0.
⇐ Si d = 0, entonces cf + dh = 1 implica que cf = 1, por lo que c 6= 0. Por otro lado,
como ce+ dg = 0, entonces ce = 0, y como c 6= 0, e = 0.

Caso 1. a = 0
Si a = 0, entonces,

ae+ bg = 1 =⇒ bg = 1
af + bh = 0 =⇒ bh = 0

Como R es un campo, entonces bg = 1 =⇒ b, h 6= 0 y b = 1
g
; por la observación

sabemos que si a = 0, entonces h = 0. Aśı, nuestra hipótesis queda de la siguiente
forma,

bg = 1

bh = 0

ce+ dg = 0

cf = 1

Notemos que cf = 1, implica c, f 6= 0 y f = 1
c
.

Aśı,

ea+ fc = 0 + cf = cf = 1

eb+ fd = e(
1

g
) + (

1

c
)d =

e

g
+
d

c
=
ec+ gd

gc
=
ce+ dg

gc
=

0

gc
= 0

ga+ hc = 0 + 0 = 0

gb+ hd = gb+ 0 = gb = bg = 1

Por lo tanto,
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e f
g h

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
Caso 2. e = 0
Análogo al caso 1.

Caso 3. a, e, d, h 6= 0
Observación. ae = dh y bg = cf .
De las ecuaciones (3.2) y (3.3) de la hipótesis, se sigue que:

c =
−dg
e

f =
−bh
a

Por la ecuación (3.4), tenemos:

cf + dh = 1

(
−dg
e

)(
−bh
a

) + dh = 1

dgbh

ea
+ dh = 1

dhbg

ae
+ dh = 1

dh(
bg

ae
+ 1) = 1

bg

ae
+ 1 =

1

dh
bg + ae

ae
=

1

dh
ae+ bg

ae
=

1

dh

Ahora, por la ecuación (3.1) ae+ bg = 1, por lo que:

1

ae
=

1

dh
=⇒ ae = dh

Por otro lado, por (3.1) y (3.4),

1− ae = bg

1− dh = bg

cf = bg

∴ ae = dh y bg = cf .
Por (3.4) cf + dh = 1 y sabemos que dh = ae, por lo que ae + cf = 1. Como R es un
campo, ea+ fc = ae+ cf = 1.
Por (3.1) ae + bg = 1 y sabemos que ae = dh, por lo que dh + bg = 1. Como R es un
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campo, gb+ hd = dh+ bg = 1.
De (3.3) c = −dg

e
y sabemos que cf = bg. Aśı,

(
−dg
e

)f = bg

−df
e

= b

− df = be

be+ df = 0

Aśı, como R es campo eb+ fd = be+ df = 0.
Por (3.3) c = −dg

e
y sabemos que ae = dh, aśı a = dh

e
.

ag = (
dh

e
)g = −(

−dg
e

)h = −ch

∴ ag + ch = 0.
Como R es campo, ga+ hc = ag + ch = 0.
Por lo tanto,

ea+ fc = 1

eb+ fd = 0

ga+ hc = 0

gb+ hd = 1

Y aśı, (
e f
g h

)(
a b
c d

)
=

(
1 0
0 1

)
∴M2(R) es Dedekind finito.
P.D.2 M2(R) no es un anillo abeliano.

Consideremos

(
1 0
1 0

)
∈M2(R) y probemos que

(
1 0
1 0

)
∈ E(M2(R)).(

1 0
1 0

)(
1 0
1 0

)
=

(
1 0
1 0

)
∴

(
1 0
1 0

)
∈ E(M2(R)).

Ahora, consideremos

(
0 1
0 1

)
∈M2(R). Aśı,(

1 0
1 0

)(
0 1
0 1

)
=

(
0 1
0 1

)
(

0 1
0 1

)(
1 0
1 0

)
=

(
1 0
1 0

)
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Por lo que, (
1 0
1 0

)(
0 1
0 1

)
6=
(

0 1
0 1

)(
1 0
1 0

)

∴

(
1 0
1 0

)
no conmuta con todo elemento de M2(R).

∴M2(R) no es abeliano.
∴M2(R) es un anillo Dedekind finito que no es abeliano.
Notemos que en vez de R se puede tomar K un campo y la prueba se sigue de igual
forma.

Proposición 3.0.9. Sea R un anillo abeliano y sean e, f ∈ E. Entonces (ef)R =
eRfR = eR ∩ fR.

Demostración.
Sea efr ∈ (ef)R, aśı efr = e(1)fr ∈ eRfR.
∴ (ef)R ⊆ eRfR.

Sea
n∑
i=1

erifsi ∈ eRfR. Como R es abeliano,

n∑
i=1

erifsi = e(
n∑
i=1

rifsi)

n∑
i=1

erifsi =
n∑
i=1

ferisi = f(
n∑
i=1

erisi)

∴
n∑
i=1

erifsi ∈ eR ∩ fR.

∴ eRfR ⊆ eR ∩ fR.
∴ (ef)R ⊆ eRfR ⊆ eR ∩ fR.
Sea x ∈ eR ∩ fR, aśı x = er = fs p.a. r, s ∈ R. Como er = fs, entonces e2r = efs,
x = er = efs ∈ (ef)R.
∴ eR ∩ fR ⊆ (ef)R.
∴ (ef)R = eRfR = eR ∩ fR.

Finalmente, consideramos la semiconmutatividad de E.

Definición 3.0.10. [3] Sea R un anillo. Decimos que X ⊆ R es semiconmutativo si
∀a, b ∈ X, ab = 0 implica que aRb = 0.

Proposición 3.0.11. E es semiconmutativo si y sólo si R es abeliano.



35

Demostración.
=⇒ Supongamos E semiconmutativo.
Aśı ∀e ∈ E, como eē = 0, entonces eRē = 0. Por la proposición 2.0.6, ∀e ∈ E, eR tiene
complemento único. Y por el teorema 3.0.2, R es abeliano.
⇐= Supongamos R abeliano.
Sean e, f ∈ E tales que ef = 0. Ahora, tomemos erf ∈ eRf ; como R es abeliano,
erf = (ef)r = (0)r = 0.
∴ eRf = 0.
∴ E es semiconmutativo.



Caṕıtulo 4

Módulos con anillos de
endomorfismos abelianos

En este caṕıtulo se muestra cómo los resultados del caṕıtulo anterior aplican a anillos
de endomorfismos de módulos.

4.1. Módulos endabelianos

Definición 4.1.1. Sea M ∈Mod−R, un R módulo derecho unitario. M es un módulo
endabeliano si su anillo de endomorfismos, End(M), es abeliano.

Proposición 4.1.2. Sea M ∈ Mod−R. Si M = J
⊕

K, entonces las proyecciones
asociadas εJ y εK, son los idempotentes únicamente determinados en E(End(M)),
para los cuales J = Im εJ = Nuc εK y K = Im εK = Nuc εJ . Aśı, εK = ε̄J .

Demostración.
Por la proposición 1.1.15, sabemos que existen dos idempotentes únicos, εJ y εK ,
tales que εJ |J = id, εJ |K = 0 y εK |K = id, εK |J = 0. Aśı, J = Im εJ = Nuc εK y
K = Im εK = Nuc εJ .
Ahora, sea m = j + k ∈M , p.a. j ∈ J , k ∈ K. Aśı,

ε̄J(m) = ε̄J(j + k) = j + k − εJ(j + k) = j + k − j = k = εK(j + k) = εK(m)

∴ εK = ε̄J .

Ahora, se muestra que los sumandos de M están determinados únicamente por los
ideales derechos generados por idempotentes y viceversa.

Lema 4.1.3. Sea M = J
⊕

K. Entonces εJEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ J}.

Demostración.
Sea εJf ∈ εJEnd(M), y sea m ∈M . Como εJ es la proyección en J , entonces para toda
m ∈ M , εJ(m) ∈ J . Por otro lado, como f ∈ End(M), entonces para toda m ∈ M ,

36
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f(m) ∈M .
Aśı, εJf(m) ∈ J .
∴ εJEnd(M) ⊆ {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ J}.
Por otro lado, sea f ∈ End(M), tal que f(M) ⊆ J . Afirmamos que f = εJf .
Sea m ∈M , como f(m) ∈ J , entonces εJf(m) = f(m).
∴ f ∈ εJEnd(M).
∴ {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ J} ⊆ εJEnd(M).
∴ εJEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ J}.

Lema 4.1.4. De manera inversa al lema anterior, sea ε ∈ E(End(M)) y sea J el
submódulo de M generado por {εf(M) | f ∈ End(M)}. Entonces M = J

⊕
K, εJ = ε

y εK = ε̄.

Demostración.
Sean J el submóduulo de M generado por {εf(M) | f ∈ End(M)}, y K el submódulo
de M generado por {ε̄f(M) | f ∈ End(M)}.
Notemos que, m = ε(m) + m − ε(m), es decir, m = ε(m) + ε̄(m), donde ε(m) ∈ J y
ε̄(m) ∈ K. Probaremos que J ∩K = 0. Sea m ∈ J ∩K, aśı,

n∑
i=1

εfi(mi)ri = m =
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj

Donde ∀i, j ∈ {1, ..., n} fi, fj ∈ End(M), mi,mj ∈ M y ri, rj ∈ R. Aśı, si aplicamos ε̄
a m, tenemos:

ε̄(m) = ε̄(
n∑
i=1

εfi(mi)ri) =
n∑
i=1

ε̄εfi(mi)ri = 0

ε̄(m) = ε̄(
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj) =
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj = m

∴ m = 0
∴ J ∩K = 0.
∴M = J

⊕
K.

Por otro lado, sea m ∈ M , como M = J
⊕

K, m =
n∑
i=1

εfi(mi)ri +
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj. De

donde

ε(m) = ε(
n∑
i=1

εfi(mi)ri +
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj) =
n∑
i=1

εfi(mi)ri = εJ(m)

ε̄(m) = ε̄(
n∑
i=1

εfi(mi)ri +
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj) =
n∑
j=1

ε̄fj(mj)rj = εK(m)

∴ εJ = ε y εK = ε̄.
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Lema 4.1.5. Sea M ∈Mod−R, M = J
⊕

K. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:
(i) J es únicamente complementado en M .
(ii) εJEnd(M) es únicamente complementado en End(M), considerado como un End(M)
módulo derecho.
(iii) εJEnd(M)εK = 0.
(iv) K es totalmente invariante en M .

Demostración.
(i)⇒ (ii)
Primero probemos que si L es un sumando complementario de J en M , entonces
εLEnd(M) es un sumando complementario de εJEnd(M) en End(M).
Aśı, estamos suponiendo que M = J

⊕
L. Sea α ∈ End(M), ∀m ∈ M , α(m) = j + l

p. a. j ∈ J , l ∈ L.
Por otro lado,

εJ ◦ α(m) = εJ(α(m)) = εJ(j + l) = j
εL ◦ α(m) = εL(α(m)) = εL(j + l) = l

Por lo tanto, (εJ ◦ α + εL ◦ α)(m) = j + l = α(m).
∴ εJ ◦ α + εL ◦ α = α.
Ahora, sea f ∈ εJEnd(M)∩εLEnd(M), aśı como estamos suponiendo que M = J

⊕
L,

por el lema 4.1.3, sabemos:

εJEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ J}
εLEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ L}

Por lo que f ∈ J ∩ L = 0.
∴ f = 0.
∴ εJEnd(M) ∩ εLEnd(M) = 0.
∴ End(M) = εJEnd(M)

⊕
εLEnd(M).

∴ εLEnd(M) es un sumando complementario de εJEnd(M).
Aśı, como por hipótesis J es únicamente complementado en M , entonces se sigue que
εJEnd(M) es únicamente complementado en End(M).

(ii)⇒ (i)
Sea L un sumando de M . Probemos que si εLEnd(M) es un sumando complementario
para εJEnd(M) en End(M), entonces L es un sumando complementario para J en M .
Aśı, estamos suponiendo que End(M) = εJEnd(M)

⊕
εLEnd(M); de donde existen

f, g ∈ End(M) tales que,

id = εJ ◦ f + εL ◦ g

Aśı,

id(m) = (εJ ◦ f + εL ◦ g)(m)
id(m) = εJ ◦ f(m) + εL ◦ g(m)
m = εJ(f(m)) + εL(g(m))
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Donde εJ(f(m)) ∈ J y εL(g(m)) ∈ L, por lo que m = j + l, donde j = εJ(f(m)) y
lεL(g(m)).
Ahora, si m ∈ J ∩ L, existen j ∈ J y l ∈ L tal que m = j = l. Observemos que,

0 = εJ(l) = εJ(m) = εJ(j) = j

∴ m = 0
∴ J ∩ L = 0.
∴M = J

⊕
L.

Por hipótesis εJEnd(M) es únicamente complementado en End(M), entonces se sigue
que J es únicamente complementado en M .

(ii)⇒ (iii)
Como εJEnd(M) es únicamente complementado, entonces por la proposición 2.0.6
εJEnd(M)ε̄J = 0. Pero como M = J

⊕
K, entonces por la proposición 4.1.2, ε̄J = εK .

∴ εJEnd(M)εK = 0.

(iii)⇒ (ii)
Como M = J

⊕
K, entonces por la proposición 4.1.2, ε̄J = εK . Aśı, por hipótesis

εJEnd(M)ε̄J = 0, entonces por la proposición 2.0.6, εJEnd(M) es únicamente com-
plementado en End(M).

(iii)⇔ (iv)
Probemos primero que K es totalmente invariante si y sólo si HomR(K, J) = 0.
=⇒ Supongamos K totalmente invariante. Sea f ∈ HomR(K, J). Notemos que f se
puede extender a un endomorfismo de M en M , de la siguiente forma:

f ′ : M −→M
f ′(j + k) = f(k)

Es claro que f ′ ∈ End(M). Por definición de f ′ y como f ∈ HomR(K, J), Im f ′ = J .
Por hipótesisK es totalmente invariante, aśı ∀k ∈ K f ′(k) = f(k) ∈ K. Pero Im f ′ = J .
Aśı ∀k ∈ K f ′(k) = f(k) ∈ K ∩ J = 0.
∴ f = 0.
∴ HomR(K, J) = 0.
⇐= Supongamos HomR(K, J) = 0.
Sea f ∈ End(M). Por teorema 1.2.15, tenemos que:

End(M) = HomR(J, J)
⊕

HomR(J,K)
⊕

HomR(K, J)
⊕

HomR(K,K)

Aśı, f = f1+f2+f3+f4, donde f1 ∈ HomR(J, J), f2 ∈ HomR(J,K), f3 ∈ HomR(K, J)
y f4 ∈ HomR(K,K). Sea k ∈ K.

f(k) = (f3 + f4)(k)

Pero, por hipótesis HomR(K, J) = 0, aśı f3 = 0. Por lo tanto,



40CAPÍTULO 4. MÓDULOS CON ANILLOS DE ENDOMORFISMOS ABELIANOS

f(k) = f4(k)

Donde f4 ∈ HomR(K,K). Por lo que ∀k ∈ K, f(k) ∈ K.
∴ K es totalmente invariante.
Afirmamos que HomR(K, J) = εJEnd(M)εK . Sea f ∈ End(M) y sea m = j+ k ∈M ,
p. a. j ∈ J , k ∈ K. Aśı,

εJ ◦ f ◦ εK(j + k) = εJ(f(k))

Por lo que εJ ◦ f ◦ εK ∈ HomR(K, J).
∴ εJEnd(M)εK ⊆ HomR(K, J).
Por otro lado, si f ∈ HomR(K, J), luego

εJ ◦ f ◦ εK(k) = εJ(f(εK(k))) = εJ(f(k)) = f(k)

∴ f ∈ εJEnd(M)εK .
∴ HomR(K, J) ⊆ εJEnd(M)εK .
∴ HomR(K, J) = εJEnd(M)εK .
Aśı, K es totalmente invariante ⇐⇒ HomR(K, J) = 0 ⇐⇒ εJEnd(M)εK = 0.
∴ K es totalmente invariante si y sólo si εJEnd(M)εK = 0.

Teorema 4.1.6. Sea M ∈Mod−R. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) todos los sumandos directos de M son únicamente complementados.
(ii) M es un módulo endabeliano.
(iii) todos los sumandos directos de M son totalmente invariantes.

Demostración.
(i)⇔ (iii) Es directo del lema 4.1.5.

(i)⇒ (ii) Supongamos que todo sumando directo de M es únicamente complementado.
Sea εEnd(M) un ideal derecho generado por el idempotente ε ∈ E(End(M)). Por el le-
ma 4.1.4, M = J

⊕
K, donde J es el submódulo generado por{εf(M) | f ∈ End(M)}

y ε = εJ .
Notemos que para todo ideal derecho generado por un idempotente, existe J , sumando
de M , tal que, εEnd(M) = εJEnd(M).
Por hipótesis, J es únicamente complementado, entonces por el lema 4.1.5, εJEnd(M)
es únicamente complementado. Aśı, por lo observación, tenemos que todo ideal derecho
generado por un idempotente es únicamente complementado, lo que implica que, por
el teorema 3.0.2, End(M) es abeliano.
∴M es un módulo endabeliano.

(ii)⇒ (i) Supongamos End(M) es abeliano.
Por el teorema 3.0.2, todo ideal derecho generado por un idempotente tiene comple-
mento único.
Recordemos que para todo J sumando directo de M , εJ , la proyección asociada, es un
idempotente en End(M). Aśı, εJEnd(M) es únicamente complementado, entonces por
el lema 4.1.5, J es únicamente complementado.
∴ Todo sumando directo de M es únicamente complementado.
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4.2. Módulos casi conmutativos

Definición 4.2.1. Un anillo R con su conjunto de idempotentes E es llamado casi
conmutativo si:
(1) R es abeliano.
(2) Para todo 0 6= a ∈ R, existe e ∈ E idempontente primitivo tal que ea 6= 0.

Definición 4.2.2. Sea M ∈Mod−R. Decimos que M es un módulo casi conmutativo
si End(M) es casi conmutativo.

Observación 4.2.3. La condición (2) implica que todo idempotente no cero en E
domina a un idempotente primitivo, esto es, para todo 0 6= e ∈ E, existe f ∈ E, f un
idempotente primitivo tal que fe = f = ef .

El siguiente teorema describe la estructura de los anillos casi conmutativos.

Teorema 4.2.4. Sea R un anillo casi conmutativo, y sea F un conjunto ortogonal
máximo de idempotentes primitivos en R. Entonces R es un producto subdirecto de
{eR | e ∈ F}, que contiene a

⊕
e∈F

eR. Es decir,⊕
e∈F

eR 6 R 6
∏
e∈F

eR

Demostración.
R en general no es el anillo trivial, aśı existe a ∈ R, a 6= 0. Como R es un anillo
casi conmutativo, para a ∈ R, existe e ∈ E idempotente primitivo tal que ea 6= 0.
Aśı, el conjunto de los idempotentes primitivos es distinto al vaćıo. Consideremos H =
{Ai | Ai es un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales}. H es claramente
un conjunto parcialmente ordenado con la inclusión ⊆ entre conjuntos. Es no vaćıo ya
que existe Ai = {e} ∈ H. Y si Ai1 ⊆ Ai2 ⊆ ... es un cadena en H, luego

⋃
j∈N

Aij es

la cota superior. Luego,
⋃
j∈N

Aij ∈ H, ya que si e ∈
⋃
j∈N

Aij, luego e ∈ Ain para alguna

n ∈ N, como Ain ∈ H, luego e es primitivo. Por otro lado si e, f ∈
⋃
j∈N

Aij, luego

e ∈ Ain y f ∈ Ail para algunos n, l ∈ N. Sin perdida de generalidad, por la propiedad
de cadena, Ain ⊆ Ail, luego e ∈ Ail. Como Ail ∈ H, luego e y f son ortogonales. Por
lo que

⋃
j∈N

Aij ∈ H. Aśı por el Lema de Zorn, existe F un conjunto ortogonal máximo

de idempotentes primitivos en R.
Aśı, sea F un conjunto ortogonal máximo de idempotentes primitivos en R. Definamos:

θ : R −→
∏
e∈F

eR

r 7−→ (er)e∈F

Veamos que θ es un monomorfismo de R módulos derechos y preserva la multiplicación.
Sean r1, r2, r ∈ R. Aśı,
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θ(r1 + r2) = (e(r1 + r2)) = (er1 + er2) = (er1) + (er2) = θ(r1) + θ(r2)
θ(r1r) = (e(r1r)) = ((er1)r) = (er1)r = θ(r1)r

∴ θ es un homomorfismo de módulos.
Sea x ∈ Nuc(θ). Supongamos que x 6= 0, como R es un anillo casi conmutativo, luego
existe f un idempotente primitivo tal que fx 6= 0. Por otro lado, como x ∈ Nuc(θ),
θ(x) = 0, i.e. ex = 0 para toda e ∈ F . Aśı, f /∈ F. Pero ∀e ∈ F, fe = ef = f o
fe = 0. Si fe = f , luego fex = fx 6= 0. Pero fex = f(0) = 0. Por lo que fe = 0 para
toda e ∈ F. Aśı, F ∪ {f} es un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales que
contiene propiamente a F , pero F es máximo, por lo que tenemos una contradicción.
Aśı, Nuc(θ) = 0.
∴ θ es un monomorfismo.
Por otro lado, θ(r1r2) = (e(r1r2)) = (eer1r2) = (er1er2) = (er1)(er2) = θ(r1)θ(r2). Aśı,
θ preserva la multiplicación.
∴ θ es un encaje.
Para ver que es un producto subdirecto consideremos πe las proyecciones de

∏
e∈F

eR en

eR y veamos que πe ◦ θ es un epimorfismo para toda e ∈ F.
Como para toda e ∈ F, πe es un morfismo y θ es un morfismo, luego para toda
e ∈ F, πe ◦ θ es un morfismo. Sea e ∈ F, y sea er ∈ eR. Existe r ∈ R, tal que
πe ◦ θ(r) = πe(θ(r)) = πe(er) = er. Aśı, para toda e ∈ F, πe ◦ θ es un epimorfismo. Y
por lo tanto, R es un producto subdirecto de {eR | e ∈ F}.
Por otro lado, para toda e ∈ F, eR ⊆ R. Como

⊕
e∈F

eR es el supremo de {eR | e ∈ F},

luego
⊕
e∈F

eR 6 R. Aśı,

⊕
e∈F

eR 6 R 6
∏
e∈F

eR

Corolario 4.2.5. Si R es un anillo casi conmutativo, entonces R es un producto sub-
directo de ideales inescindibles.

Demostración. Por el teorema anterior, R es un producto subdirecto de {eR | e ∈ F},
donde para toda e ∈ F , e es un idempotente primitivo. Por la proposición 1.1.12, para
toda e ∈ F , eR es un ideal inescindible. Aśı, R es un producto subdirecto de ideales
inescindibles.

Observación 4.2.6. Notemos que la condición de pedirle a R que sea abeliano se puede
debilitar a pedirle a R que sus idempotentes primitivos sean centrales.

Definición 4.2.7. Una familia M de R- módulos derechos es ŕıgida si para todos
L,N ∈M, L � N , Hom(L,N) = 0.

Nuestro teorema principal de estrucuta es el siguiente:
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Teorema 4.2.8. Sea M ∈ Mod−R. M es un módulo casi conmutativo si y sólo si
existe una familia ŕıgidaM de R-módulos derechos inescindibles totalmente invariantes
tales que, ⊕

N∈M
N 6M 6

∏
N∈M

N y Hom(M�⊕
N∈M

N,M) = 0.

Demostración.
=⇒ Supongamos que M es un módulo casi conmutativo.
Como M es un módulo casi conmutativo, End(M) es un anillo casi conmutativo. Aśı,
por el corolario 4.2.5, End(M) es un producto subdirecto de {eR | e ∈ F} donde eR
son ideales inescindibles generados por idempotentes primitivos y F es un conjunto
ortogonal máximo de idempotentes primitivos.
Llamemos Jγ a los submódulos de M generados por {γf(M) | f ∈ End(M)}, donde
γ ∈ F . Sea M = {Jγ}. Notemos que por el lema 4.1.4, ∀γ ∈ F , Jγ es un sumando de
M . Afirmamos que M es una familia ŕıgida.
Sean N,L ∈ M, N � L. Sea f ∈ Hom(N,L). Como M es un módulo endabeliano,
por el teorema 4.1.6, todos los sumandos directos de M son totalmente invariantes,
aśı N es totalmente invariante. Por lo que f(N) ⊆ N ∩ L. Por otro lado, N = Jα y
L = Jβ, donde α, β ∈ F , es decir son idempotentes primitivos ortogonales. Aśı, ∀n ∈ N ,
f(n) = n′ = l, donde n′ ∈ N y l ∈ L.

n′ =
k∑
i=1

αfi(mi)ri = f(n) = l =
r∑
j=1

βgj(m
′
j)r
′
j

Donde ∀i, j, fi, gj ∈ End(M), mi,m
′
j ∈M y ri, r

′
j ∈ R. Aśı, por un lado,

α(n′) = α(
k∑
i=1

αfi(mi)ri) =
k∑
i=1

ααfi(mi)ri =
k∑
i=1

αfi(mi)ri = n′.

Por otro lado como α y β son ortogonales,

α(l) = α(
r∑
j=1

βgj(m
′
j)r
′
j) =

r∑
j=1

αβgj(m
′
j)r
′
j = 0

Aśı, ∀n ∈ N f(n) = n′ = α(n′) = α(l) = 0. Por lo que Hom(N,L) = 0.
∴M es una familia ŕıdiga de R módulos derechos.
Ahora, afirmamos que ∀Jγ ∈M, Jγ es inescindible. Sea γ ∈ F , supongamos Jγ = A⊕B.
Notemos que, por la proposición 1.1.12, ∀γ ∈ F , γEnd(M) es un sumando ideal derecho

mı́nimo, es decir, es un submódulo de End(M) inescindible. Aśı, ∀
n∑
i=1

γfi(mi)ri ∈ Jγ,

existen a ∈ A, b ∈ B tales que
n∑
i=1

γfi(mi)ri = a + b. Notemos que γEnd(M) =

εAEnd(M)⊕ εBEnd(M), donde εA es la proyección sobre A y εB la proyección sobre
B.
⊆ Si γ ◦ f ∈ γEnd(M), luego ∀m ∈M , γ ◦ f(m) ∈ Jγ, aśı ∀m ∈M , γ ◦ f(m) = a+ b,
para algunos a ∈ A y b ∈ B. De donde, εA(γ ◦ f(m)) = a y εB(γ ◦ f(m)) = b.
Aśı, ∀m ∈ M , γ ◦ f(m) = a + b = εA(γ ◦ f) + εB(γ ◦ f)(m). Por lo que, γ ◦ f =
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εA(γ ◦ f) + εB(γ ◦ f) ∈ εAEnd(M)⊕ εBEnd(M).
⊇ Por el lema 4.1.3, εAEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ A} y εBEnd(M) = {f ∈
End(M) | f(M) ⊆ B}. Aśı, tomemos f + g ∈ εAEnd(M)⊕ εBEnd(M).

Observemos que ∀a ∈ A, b ∈ B, γ(a) = a y γ(b) = b. Como a ∈ Jγ, a =
n∑
i=1

γfi(mi)ri.

Luego γ(a) = γ(
n∑
i=1

γfi(mi)ri) =
n∑
i=1

γfi(mi)ri = a. Análogamente, b = γ(b).

Aśı, ∀m ∈M , existen a ∈ A y b ∈ B, tales que a+ b = f + g(m). Pero γ(f + g(m)) =
γ(a+ b) = γ(a) + γ(b) = a+ b = f + g(m). Por lo que f + g = γ(f + g) ∈ γEnd(M).
∴ γEnd(M) = εAEnd(M) ⊕ εBEnd(M). Como γEnd(M) es inescindible, entonces,
sin pérdida de generalidad, γEnd(M) = εAEnd(M), lo que implica que el submódulo
generado por γEnd(M), que es Jγ, es igual al submódulo generado por εAEnd(M). El

submódulo generado por εAEnd(M) es A, para ello es fácil ver que si
n∑
i=1

εAfi(mi)ri ∈

εAEnd(M)M , entonces
n∑
i=1

εAfi(mi)ri ∈ A, por definición de εA. Y si tomamos a ∈ A,

luego a = εA(id(a)) ∈ εAEnd(M)M . Por lo que Jγ = A.
∴ Jγ es inescindible. Aśı, la familia M es una familia ŕıgida de R-módulos derechos
inescindibles. Como cada N ∈M es un sumando de M , luego ∀N ∈M, N 6M . Por
lo que,

⊕
N∈M

N 6M .

Consideremos N ∈ M. Llamemos ρN a las proyecciones de M en cada sumando N .
También existen πN :

∏
N∈M

N −→ N las proyección canónica del producto en N . Aśı,

por la propiedad universal del producto existe una única f : M −→
∏

N∈M
N , tal que

πNf = ρN . Notemos que Nuc(f) = ∩N∈MNuc(N) = ∩γ∈FNuc(Jγ) = 0. Por lo que f
es una función inyectiva. Aśı, M 6

∏
N∈M

N . De donde podemos concluir que,

⊕
N∈M

N 6M 6
∏

N∈M
N

Por otro lado, consideremos la siguiente sucesión,

0→
⊕
N∈M

N
i−→M

ρ−→M�⊕
N∈M

N → 0

Dnde i es la inclusión y ρ es la proyección canónica. Aśı, es claro que la sucesión

es exacta. Si tomamos ϕ ∈ Hom(M�⊕
N∈M

N,M), luego ϕρ ∈ End(M). Por lo que,

(ϕρ)| ⊕
N∈M

N = 0. Por lo que como ∀m ∈M , γ(m) ∈
⊕
N∈M

N , entonces ∀γ ∈ F , γϕρ = 0.

Si ϕ 6= 0, luego ϕρ 6= 0 y como ϕρ ∈ End(M) y End(M) es casi conmutativo, lue-
go existe β ∈ E(End(M)) primitivo tal que β(ϕρ) 6= 0. Pero entonces β /∈ F . Pero
∀γ ∈ F , γβ = βγ = β o βγ = 0. Si γβ = β, luego 0 6= β(ϕρ) = βγ(ϕρ) = 0.
Lo cual es una contradicción. Por lo tanto, βγ = 0. Lo que implicaŕıa que β ∈ F . Lo

cua también es una contradicción. Aśı, ϕ = 0. Y por lo tanto, Hom(M�⊕
N∈M

N,M) = 0.
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⇐= Supongamos que existe una familia ŕıgidaM de R-módulos derechos inescindibles

totalmente invariantes tales que
⊕
N∈M

N 6M 6
∏

N∈M
N y Hom(M�⊕

N∈M
N,M) = 0.

Como cada N es totalmente invariante, cada End(N) es un ideal sumando de End(M).
Su suma es directa, ya que si N,L ∈ M, como la familia M es ŕıgida y N y L son
totalmente invariantes, End(N) ∩ End(L) = {0}. Aśı,

⊕
N∈M

End(N) 6 End(M). Por

otro lado, consideremos la siguiente función:

θ : End(M) −→
∏
N∈M

End(N)

f 7→ (εNf)

Veamos que θ es un monomorfismo. Para ello, sean f, g, h ∈ End(M).

θ(f + g) = (εN(f + g)) = (εNf + εNg) = (εNf) + (εNg) = θ(f) + θ(g)

θ(fh) = (εNfh) = (εNf)h = θ(f)h

∴ θ es un homomorfismo.
Si f ∈ Nuc(θ), luego θ(f) = 0, es decir (εNf) = 0, aśı ∀N ∈ M, εNf = 0. Aśı,
f(
⊕
N∈M

N) = 0. Por otro lado, si f ∈ End(M) tal que f(
⊕
N∈M

N) = 0, luego ∀N ∈ M,

εNf = 0. Por lo que θ(f) = (εNf) = 0. Aśı, f ∈ Nuc(θ).
∴ Nuc(θ) = {f ∈ End(M) | f(

⊕
N∈M

N) = 0}. Por hipótesis Hom(M�⊕
N∈M

N,M) = 0,

por lo que Nuc(θ) = {f ∈ End(M) | f(
⊕
N∈M

N) = 0} = 0. Y por lo tanto, θ es un

monomorfismo. De donde,⊕
N∈M

End(N) 6 End(M) 6
∏

N∈M
End(N)

Sea α ∈ E(End(M)), un idempotente. Como ∀N ∈ M, N es inescindible, luego
por la proposición 1.1.17, ∀N ∈ M, los únicos idempotentes en End(N) son 0 y la
identidad. Por lo que, E(

∏
N∈M

End(N)) = {(γ)N∈M | γ = 0 o γ = id}. Aśı, como

End(M) 6
∏

N∈M
End(N), α = (γj)N∈M, como α es idempotente en M , α = αα =

(γj)N∈M(γj)N∈M = (γjγj)N∈M = (γj)N∈M. Por lo que (γ)N∈M es un idempotente en∏
N∈M

End(N), de donde, α ∈ {(γ)N∈M | γ = 0 o γ = id}. Aśı, si f ∈ End(M), luego

f ∈
∏

N∈M
End(N), por lo que f = (fi)N∈M. Veamos que como α ∈ {(γ)N∈M | γ =

0 o γ = id}, luego ∀j, γj = 0 o γj = id. Aśı,

αf = (γj)N∈M(fi)N∈M = (γjfi)N∈M = (fiγj)N∈M = (fi)N∈M(γj)N∈M = fα

Por lo que los idempotentes en End(M) son centrales. Por lo tanto, End(M) es abe-
liano.
Sea 0 6= f ∈ End(M). Como End(M)

∏
N∈M

End(N), luego f = (γi)N∈M, donde existe
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i tal que γi 6= 0. Aśı, si consideremos e = (αj)N∈M, donde αj = 0 para toda j 6= i, y
αi = 1. Es claro que e es un idempotente primitivo y que fe 6= 0. Aśı, End(M) es un
anillo casi conmutativo.
∴M es un módulo casi conmutativo.



Caṕıtulo 5

Submódulos totalmente invariantes
de M

Nos conciernen propiedades de End(M) que impliquen que ciertas clases de submódu-
los de M son totalmente invariantes. Por ejemplo, en el caṕıtulo 4 se probó que los
sumandos directos del módulo M son totalmente invariantes si y sólo si M es un módulo
endabeliano. Con esto en mente, damos las siguientes definiciones.

Definición 5.0.1. Sea M ∈Mod−R. Decimos que M es estable si todas las imágenes
de los endomorfismos de M son totalmente invariantes.

Definición 5.0.2. Sea M ∈Mod−R. Decimos que M es subestable si todos los núclos
de los endomorfismos de M son totalmente invariantes.

Recordemos que en el caṕıtulo 2, se hizo la siguiente observación: si α ∈ End(M)
es subconmutativo derecho, entonces α(M) es totalmente invariante. Por lo que si
End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es un módulo estable.

Proposición 5.0.3. Sea M ∈ Mod−R. Supongamos que End(M) es conmutativo,
entonces M es estable y subestable.

Demostración.
Sea α ∈ End(M).
P.D.1 Im(α) es totalmente invariante.
Sea β ∈ End(M), tomemos β(α(m)) ∈ βIm(α). Como End(M) es conmutativo,

β(α(m)) = α(β(m))

Pero α(β(m)) ∈ Im(α).
∴ β(α(m)) ∈ Im(α).
∴ Im(α) es totalmente invariante.
P.D.2 Nuc(α) es totalmente invariante.
Sea β ∈ End(M), tomemos β(m) ∈ βNuc(α). Como End(M) es conmutativo y m ∈
Nuc(α), entonces,

α(β(m)) = β(α(m)) = β(0) = 0

47
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∴ β(m) ∈ Nuc(α(.
∴ Nuc(α) es totalmente invariante.
∴M es estable y subestable.

Nuestro objetivo es explicar las relaciones entre la (sub)estabilidad de M y la subcon-
mutatividad de End(M).

Proposición 5.0.4. Sea M ∈Mod−R y sea α ∈ End(M).
(i) Si α es subconmutativo izquierdo entonces Nuc(α) es totalmente invariante.
(ii) Si Im(α) es un sumando de M y Nuc(α) es totalemnte invariante, entonces α es
subconmutativo izquierdo.

Demostración.
P.D.1 Si α es subconmutativo izquierdo entonces Nuc(α) es totalmente invariante.
Supongamos que αEnd(M) ⊆ End(M)α. Sea β ∈ End(M) y sea m ∈ Nuc(α). Aśı
existe h ∈ End(M) tal que,

α(β(x)) = h(α(x)) = h(0) = 0

∴ β(x) ∈ Nuc(α).
∴ Nuc(α) es totalmente invariante.

P.D.2 Si Im(α) es un sumando de M y Nuc(α) es totalemnte invariante, entonces
α es subconmutativo izquierdo.
Supongamos que M = Im(α)

⊕
H. Sea β ∈ End(M). Definimos:

γ : M −→M
γ(α(m)) = α(β(m))

γ(h) = 0

Donde α(m) ∈ Im(α) y h ∈ H.
Notemos que γ está bien definida ya que si

α(m1) = α(m2)
α(m1)− α(m2) = 0
α(m1 −m2) = 0

∴ (m1−m2) ∈ Nuc(α). Como Nuc(α) es totalmente invariante, entonces β(m1−m2) ∈
Nuc(α), i. e., α(β(m1 −m2)) = 0. Por lo que,

α(β(m1)) = α(β(m2))
γ(α(m1)) = γ(α(m2))

∴ γ está bien definida.
Por otro lado, γ ∈ End(M), ya que si α(m1) + h1, α(m2) + h2 ∈ M = Im(α)

⊕
H y
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r ∈ R, entonces:

γ((α(m1) + h1) + (α(m2) + h2)) = γ(α(m1 +m2) + (h1 + h2))

= α(β(m1 +m2))

= α(β(m1)) + α(β(m2)

= γ(α(m1) + h1) + γ(α(m2) + h2)

γ((α(m1) + h1)r) = γ(α(m1r) + h1r)

= α(β(m1r))

= (α(β(m1))r

= (γ(α(m1) + h1))r

∴ γ ∈ End(M).
Aśı, ∀m ∈M , ∀β ∈ End(M), existe γ ∈ End(M), tal que α(β(m)) = γ(α(m)).
∴ αEnd(M) ⊆ End(M)α.
∴ α es subconmutativo izquierdo.

Corolario 5.0.5. Sea M ∈ Mod−R. Si α ∈ End(M) es un idempotente o un epi-
morfismo, entonces α es subconmutativo izquierdo si y sólo si Nuc(α) es totalmente
invariante.

Demostración.
=⇒ Supongamos α subconmutativo izquierdo.
Se sigue de la proposición anterior, 5.0.4 (i).
⇐= Supongamos Nuc(α) totalmente invariante.
Por hipótesis, α ∈ End(M) es un idempotente o un epimorfismo. Si α es un idempo-
tente, entonces por la proposición 1.1.14, Im(α) es un sumando de M . Y si α fuese
un epimorfismo, entonces Im(α) = M . En cualquier caso, Im(α) es un sumando de
M . Por hipótesis, Nuc(α) es totalmente invariante, aśı como también Im(α) es un
sumando de M , entonces por la proposición 5.0.4(ii), α es subconmutativo izquierdo.

Por otro lado, tenemos la siguiente proposición.

Proposición 5.0.6. Sea M ∈Mod−R y sea α ∈ End(M).
(i) Si α es subconmutativo derecho entonces Im(α) es totalmente invariante.
(ii) Si α es un monomorfismo y Im(α) es totalemnte invariante, entonces α es sub-
conmutativo derecho.

Demostración.
P.D.1 Si α es subconmutativo derecho entonces Im(α) es totalmente invariante.
Sea β ∈ End(M) y sea α(m) ∈ Im(α). Como α es subconmutativo derecho, entonces
existe γ ∈ End(M) tal que, β ◦ α = α ◦ γ. Aśı,

β(α(m)) = α(γ(m))
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∴ β(α(m)) ∈ Im(α).
∴ Im(α) es totalmente invariante.

P.D.2 Si α es un monomorfismo y Im(α) es totalemnte invariante, entonces α es
subconmutativo derecho.
Como Im(α) es totalmente invariante, entonces ∀β ∈ End(M), ∀x ∈M , existe m ∈M
tal que β ◦ α(x) = α(m).
Si m′ ∈ M es tal que α(m′) = β(α(x)), entonces α(m′) = α(m) y como α es un mo-
nomorfismo, entonces m′ = m. Aśı, podemos concluir que ∀x ∈ M , existe una única
m ∈M , tal que β ◦ α(x) = α(m). Ahora, con esto en mente, definamos:

γ : M =⇒M
γ(x) = m

Donde m es la única m que existe, para x ∈ M , tal que β ◦ α(x) = α(m). Por la
unicidad de m, γ está bien definida.
Por otro lado, γ ∈ End(M). Sean x, y ∈M , r ∈ R.

γ(x+ y) = m

Donde β ◦ α(x+ y) = α(m).
Para x ∈M ∃!a ∈M tal que β ◦ α(x) = α(a). Aśı, γ(x) = a.
Para y ∈M ∃!b ∈M tal que β ◦ α(y) = α(b). Aśı, γ(y) = b.
Por lo tanto,

β(α(x)) + β(α(y)) = α(a) + α(b)
β(α(x+ y)) = α(a+ b)

∴ α(m) = α(a+ b). Como α es inyectiva, m = a+ b.

γ(x+ y) = m = a+ b = γ(x) + γ(y)

Por otro lado,

γ(xr) = m′

Donde β ◦ α(xr) = α(m′).
Para x ∈M ∃!a′ ∈M tal que β ◦ α(x) = α(a′). Aśı, γ(x) = a′.
De donde,

β(α(x))r = α(a′)r
β(α(xr) = α(a′r)

∴ α(m′) = α(a′r). Como α es un monomorfismo, m′ = a′r.
Aśı,

γ(xr) = m′ = a′r = γ(x)r

∴ γ ∈ End(M).
Probemos que β ◦α = α ◦ γ. Sea x ∈M , aśı existe un único m ∈M tal que β ◦α(x) =
α(m). Aśı, γ(x) = m. Por lo que ∀x ∈M ,
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β ◦ α(x) = α(m)
β(α(x)) = α(γ(x))

∴ ∀β ∈ End(M), existe γ ∈ End(M) tal que β ◦ α = α ◦ γ.
∴ End(M)α ⊆ αEnd(M).
∴ α es subconmutativo derecho.

Corolario 5.0.7. Sea M ∈ Mod−R. Si α ∈ End(M) es un idempotente o un mo-
nomorfismo, entonces α es subconmutativo derecho si y sólo si Im(α) es totalmente
invariante.

Demostración.
=⇒ Supongamos α subconmutativo derecho.
Se sigue de la proposición anterior, 5.0.6 (i).
⇐= Supongamos Im(α) totalmente invariante.
Caso 1. α idempotente.
Sea β ∈ End(M), como Im(α) es totalmente invariante, β(Im(α)) ⊆ Im(α). Aśı,
∀m ∈M , existe m′ ∈M , tal que β(α(m)) = α(m′).
Afirmamos que β ◦ α = α ◦ (β ◦ α). Por un lado, para x ∈ M , existe y ∈ M , tal que
β(α(x)) = α(y). Aśı como α es idempotente,

α ◦ (β ◦ α)(x) = α(β(α(x))

= α(α(y))

= α(y)

= β(α(x))

= β ◦ α(x)

∴ β ◦ α = α ◦ (β ◦ α).
∴ End(M)α ⊆ αEnd(M).
∴ α es subconmutativo derecho.

Caso 2. α monomorfismo.
Como α es un monomorfismo y Im(α) es totalmente invariante, entonces por la pro-
posición 5.0.6 (ii), α es subconmutativo derecho.

Corolario 5.0.8. Sea M ∈Mod−R.
(i) Si End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es estable. El converso es cierto
si todo endomorfismo es un monomorfismo.
(ii) Si End(M) es subconmutativo izquierdo, entonces M es subestable. El converso es
cierto si todo endomorfismo es un epimorfismo.

Demostración.
P.D.1 Si End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es estable. El converso es
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cierto si todo endomorfismo es un monomorfismo.
=⇒ Supongamos End(M) subconmutativo derecho.
∀α ∈ End(M), α es subconmutativo derecho. Entonces, por la proposición 5.0.6 (i),
∀α ∈ End(M), Im(α) es totalmente invariante.
∴M es estable.

⇐= Supongamos M estable y todo endomorfismo es mónico.
Aśı, ∀α ∈ End(M), Im(α) es totalmente invariante y α es un monomorfismo, entonces
por la proposición 5.0.6 (ii), ∀α ∈ End(M), α es subconmutativo derecho.
∴ End(M) es subconmutativo derecho.

P.D.2 Si End(M) es subconmutativo izquierdo, entonces M es subestable. El converso
es cierto si todo endomorfismo es un epimorfismo.
=⇒ Supongamos End(M) subconmutativo izquierdo.
∀α ∈ End(M), α es subconmutativo izquierdo, entonces por la proposición 5.0.4,
∀α ∈ End(M), Nuc(α) es totalmente invariante.
∴M es subestable.
⇐= Supongamos M subestable y todo endomorfismo es un epimorfismo.
ComoM es subestable, ∀α ∈ End(M),Nuc(α) es totalmente invariante, y por hipótesis
∀α ∈ End(M), α es un epimorfismo. Aśı, por el corolario 5.0.5, ∀α ∈ End(M), α es
subconmutativo izquierdo.
∴ End(M) es subconmutativo izquierdo.

Proposición 5.0.9. Sea M ∈ Mod−R. Si ε ∈ End(M) es un idempotente central,
entonces M = Im(ε)

⊕
Nuc(ε), donde cada sumando es totalmente invariante en M .

Demostración.
Como ε es un idempotente, entonces por la proposición 1.1.14, M = Im(ε)

⊕
Nuc(ε).

P.D.1 Im(ε) es totalmente invariante.
Sea h ∈ End(M), y sea ε(x) ∈ Im(ε). Aśı, h(ε(x)) ∈ h(Im(ε)). Como ε es central,

h(ε(x)) = ε(h(x))

∴ h(ε(x)) ∈ Im(ε).
∴ h(Im(ε)) ⊆ Im(ε).
∴ Im(ε) es totalmente invariante.

P.D.2 Nuc(ε) es totalmente invariante.
Sea h ∈ End(M), y sea x ∈ Nuc(ε). Aśı, h(x) ∈ h(Nuc(ε)). Como ε es central,

ε(h(x)) = h(ε(x)) = h(0) = 0
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∴ h(x) ∈ Nuc(ε).
∴ h(Nuc(ε)) ⊆ Nuc(ε).
∴ Nuc(ε) es totalmente invariante.

Observación 5.0.10. De la proposición anterior, si Im(ε) y Nuc(ε) son totalmente in-
variantes, entonces por el lema 4.1.5, Im(ε) y Nuc(ε) son únicamente complementados
en M .

Ahora queremos abordar el converso de la proposición 5.0.9, es decir, si M es la suma
directa de dos módulos totalmente invariantes, ¿son éstos la imagen y núcleo de un
idempotente central en End(M)? En general, si H es un submódulo totalmente inva-
riante de M , ¿cuándo es H un sumando con un complemento totalmente invariante?

Primero consideremos la relación entre los submódulos totalmente invariantes de M
y los ideales bilaterales de End(M). Sea H el conjunto de los submódulos totalmente
invariantes de M y sea I el conjunto de ideales bilaterales de End(M).

Proposición 5.0.11. H e I son ret́ıculas completas.

Demostración.
P.D.1 H es una ret́ıcula completa.
Es claro que (H, ⊆) es un conjunto parcialmente ordenado.
Tomemos F ⊆ H.
Afirmamos que

⋂
F∈F

F es el ı́nfimo de F .

Primero, veamos que
⋂
F∈F

F es totalmente invariante. Para ello, tomemos h ∈ End(M)

y sea x ∈
⋂
F∈F

F . Aśı, h(x) ∈ h(
⋂
F∈F

F ).

Como x ∈
⋂
F∈F

F , entonces ∀F ∈ F , x ∈ F . Pero toda F ∈ F es totalmente invariante

por hipótesis, lo que implica que ∀F ∈ F , h(x) ∈ F .
∴ h(x) ∈

⋂
F∈F

F .

∴
⋂
F∈F

F ∈ H.

Es claro que, ∀F ∈ F ,
⋂
F∈F

F ⊆ F .

Sea S tal que ∀F ∈ F , S ⊆ F . Si s ∈ S, luego ∀F ∈ F , s ∈ F . Por lo que s ∈
⋂
F∈F

F .

∴ S ⊆
⋂
F∈F

F .

∴
⋂
F∈F

F es el ı́nfimo de F.

Afirmamos que
∑
F∈F

F es el supremo de F .

F = {Fα}α∈I . Sea xα1 + ...+ xαn ∈ F . Sea h ∈ End(M).

h(xα1 + ...+ xαn) = h(xα1) + ...+ h(xαn)
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Como ∀i, xαi ∈ Fαi, y Fαi es totalmente invariante, entonces ∀i, h(xαi) ∈ Fαi. Por lo
tanto,

h(xα1 + ...+ xαn) = h(xα1) + ...+ h(xαn) ∈ Fα1 + ...+ Fαn ⊆
∑
F∈F

F

∴
∑
F∈F

F es totalmente invariante.

∴
∑
F∈F

F ∈ H.

Es claro que, ∀F ∈ F , F ⊆
∑
F∈F

F .

Sea S ∈ H tal que, ∀F ∈ F , F ⊆ S. Y tomemos, fα1 + ... + fαn ∈
∑
F∈F

F . Donde ∀i,

fαi ∈ Fαi. Como ∀i, Fαi ⊆ S, entonces fα1 + ...+ fαn ∈ S.
∴
∑
F∈F

F ⊆ S.

∴
∑
F∈F

F es el supremo de F .

∴ F tiene supremo e ı́nfimo.
∴ H es una ret́ıcula completa.

P.D.2 I es una ret́ıcula completa.
Es claro que (I, ⊆) es un conjunto parcialmente ordenado.
Tomemos J ⊆ I y afirmamos que

⋂
J∈J

J es el ı́nfimo de J .

Notemos que como todo J ∈ J es un ideal bileteral de End(M), entonces
⋂
J∈J

J es un

ideal bilateral de End(M).
∴
⋂
J∈J

J ∈ I.

Es claro que ∀J ∈ J ,
⋂
J∈J

J ⊆ J .

Y sea S ∈ I, tal que ∀J ∈ J , S ⊆ J . Aśı, si s ∈ S, entonces ∀J ∈ J , s ∈ J . Por lo
que s ∈

⋂
J∈J

J .

∴ S ⊆
⋂
J∈J

J .

∴
⋂
J∈J

J es el ı́nfimo de J .

Ahora, probemos que
∑
J∈J

J es el supremo de J .

Es claro que
∑
J∈J

J es un ideal bilateral de End(M), ya que ∀J ∈ J , J es un ideal

bilateral de End(M).
∴
∑
J∈J

J ∈ I.

También es claro que por definición de la suma de ideales, ∀J ∈ J , J ⊆
∑
J∈J

J .

Por otro lado, sea S ∈ I tal que ∀J ∈ J , J ⊆ S. Consideremos J = {Jα}α∈I . Aśı,
tomemos x = x1 + ... + xn ∈

∑
J∈J

J , donde ∀i, xi ∈ Jαi. Como ∀J ∈ J , J ⊆ S, luego

x1, ..., xn ∈ S, y S es un ideal, por lo que x1 + ...+ xn ∈ S.
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∴
∑
J∈J

J ⊆ S.

∴
∑
J∈J

J es el supremo de J .

∴ I es una ret́ıcula completa.

Denotamos por Hop la ret́ıcula opuesta de H.
Hop = (H,≤) tal que H ≤ K si y sólo si K ⊆ H.

Para todo H ∈ H, sean

H ′ = Ann(H) = {α ∈ End(M) | α(H) = 0}

H∗ = Ann(M�H) = {α ∈ End(M) | α(M) ⊆ H}

Proposición 5.0.12. Sea H ∈ H. Entonces, H ′ y H∗ son elementos de I.

Demostración.
P.D.1 H ′ ∈ I.
Claramente, H ′ ⊆ End(M).
Si α = 0, entonces α(H) = 0. Por lo que, H ′ 6= ∅.
Sean α, β ∈ H ′. Si h ∈ H,

α + β(h) = α(h) + β(h) = 0 + 0 = 0

−α(h) = −(α(h)) = 0

∴ α + β ∈ H ′ y −α ∈ H ′.
∴ H ′ es un subgrupo aditivo de End(M).
Ahora, sea α ∈ H ′, sea β ∈ End(M) y sea h ∈ H. Como H es totalmente invariante,
β(h) ∈ H. Aśı,

α ◦ β(h) = α(β(h)) = 0

β ◦ α(h) = β(α(h)) = β(0) = 0

∴ α ◦ β ∈ H ′ y β ◦ α ∈ H ′.
∴ H ′ es un ideal bilateral de End(M).
∴ H ′ ∈ I.

P.D.2 H∗ ∈ I.
Claramente, H∗ ⊆ End(M).
Si α = 0, luego α(M) = {0} ⊆ H. Por lo que, H∗ 6= ∅.
Sean α, β ∈ H∗. Como H es cerrado bajo sumas, si m ∈M ,

α + β(m) = α(m) + β(m) ⊆ H

−α(m) = −(α(m)) ⊆ H
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∴ α + β, −α ∈ H∗.
∴ H∗ es un subgrupo aditivo de End(M).
Ahora, sea α ∈ H∗, sea β ∈ End(M) y sea m ∈M .
α ◦ β(m) = α(β(m)). Donde β(m) ∈M y como α ∈ H∗, luego α(β(m)) ∈ H.
∴ α ◦ β ∈ H∗.
β ◦ α(m) = β(α(m)) Como α ∈ H∗, α(m) ∈ H, y como H es totalmente invariante
β(α(m)) ∈ H.
∴ β ◦ α ∈ H∗.
∴ H∗ es un ideal bilateral de End(M).
∴ H∗ ∈ I.

Definamos, para todo I ∈ I,

I ′ = {a ∈M | Ia = 0}

I∗ = IM, el submódulo de M generado por {α(a) | α ∈ I y a ∈M}

Proposición 5.0.13. Sea I ∈ I. Entonces, I ′ y I∗ son elementos de H.

Demostración.
P.D.1 I ′ ∈ H.
Claramente, I ′ ⊆M .
Para toda i ∈ I, i(0) = 0. Por lo que, 0 ∈ I ′. Por lo tanto, I ′ 6= ∅.
Si a, b ∈ I ′, y si α ∈ I. Luego,

α(a+ b) = α(a) + α(b) = 0

Puesto que a, b ∈ I ′, α(a) = 0 = α(b).
∴ a+ b ∈ I ′.
Por otro lado, α(−a) = α(a)(−1) = 0.
∴ −a ∈ I ′.
∴ I ′ es un subgrupo de M .
Sea r ∈ R, sea a ∈ I ′ y sea α ∈ I.

α(ar) = α(a)r = 0(r) = 0

∴ ar ∈ I ′.
∴ I ′ es un submódulo de M .
Ahora, tomemos h ∈ End(M), y sea h(a) ∈ h(I ′). Sea α ∈ I.
Como I es un ideal bilateral de End(M), IEnd(M) = I = End(M)I. Aśı, existen
γ ∈ End(M) y f ∈ I tales que α ◦ h = γ ◦ f . Notemos que como f ∈ I y a ∈ I ′,
f(a) = 0 Por lo que,

α(h(a)) = γ(f(a)) = γ(0) = 0

∴ h(a) ∈ I ′.
∴ h(I ′) ⊆ I ′.
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∴ I ′ es totalmente invariante.
∴ I ′ ∈ H.

P.D.2 I∗ ∈ H.
Por definición, I∗ es un submódulo de M .
Sea h ∈ End(M) y sea x = α1(a1)r1 + ...α(an)rn ∈ I∗, donde ∀i ∈ {1, ..., n}, αi ∈ I,
ai ∈M y ri ∈ R. Aśı, h(x) ∈ h(I∗).

h(x) = h(α1(a1)r1 + ...α(an)rn)

= h(α(a1)r1) + ...+ h(α(an)rn)

= h(α(a1))r1 + ...+ h(α(an))rn

= h ◦ α(a1)r1 + ...+ h ◦ α(an)rn

Como I es un ideal bilateral de End(M), entonces End(M)I = I, aśı h ◦ α ∈ I.
∴ h(x) = h ◦ α(a1)r1 + ...+ h ◦ α(an)rn ∈ I∗.
∴ h(I∗) ⊆ I∗.
∴ I∗ es totalmente invariante.
∴ I∗ ∈ H.

Definición 5.0.14. Sean (P,≤), (Q,�) conjuntos parcialmente ordenados. Sean
Θ : P −→ Q, Θ(x) = x∗ y Ψ : Q −→ P , Ψ(y) = y∗ cualesquiera dos correspondencias
tales que:
(i) Si x1 ≤ x2, entonces x∗2 � x∗1.
(ii) Si y1 ≤ y2, entonces y+

2 � y+
1 .

(iii) x ≤ (x∗)+ y y � (y+)∗.
A Θ y Ψ se les llaman correspondencias de Galois entre P y Q.

Proposición 5.0.15. Sean

Θ′ : H −→ I
H 7−→ H ′

Ψ′ : I −→ H
I 7−→ I ′

Θ∗ : Hop −→ I
H 7−→ H∗

Ψ∗ : I −→ Hop

I 7−→ I∗

Entonces,
(i) Θ′ y Ψ′ son correspondencias de Galois entre H y I.
(ii) Θ∗ y Ψ∗ son correspondencias de Galois entre Hop y I.

Demostración.
P.D.1 Θ′ y Ψ′ son correspondencias de Galois entre H y I.
Por la proposición 5.0.11, (H,⊆) y (I,⊆) son conjuntos parcialmente ordenados.
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Sean H,K ∈ H, supongamos H ⊆ K.
Tomemos α ∈ K ′. Aśı, α(K) = 0. Pero como H ⊆ K, entonces α(H) = 0. Por lo que,
α ∈ H ′.
∴ K ′ ⊆ H ′.
Sean I, J ∈ I, supongamos I ⊆ J .
Tomemos a ∈ J ′. Aśı, ∀α ∈ J , α(a) = 0. Pero I ⊆ J , aśı ∀β ∈ I, β(a) = 0. Por lo que,
a ∈ I ′.
∴ J ′ ⊆ I ′.
Sean H ∈ H, I ∈ I.
Sea h ∈ H. Notemos que: (H ′)′ = {a ∈ M | H ′(a) = 0}. Sea α ∈ H ′, por definición de
H ′, α(h) = 0. Por lo que h ∈ (H ′)′.
∴ H ⊆ (H ′)′.
Sea β ∈ I. Notemos que: (I ′)′ = {α ∈ End(M) | α(I ′) = 0}. Sea a ∈ I ′, por definición
de I ′, β(a) = 0. Por lo que β ∈ (I ′)′.
∴ I ⊆ (I ′)′.
∴ Θ′ y Ψ′ son correspondencias de Galois entre H y I.

P.D.2 Θ∗ y Ψ∗ son correspondencias de Galois entre Hop y I.
Por la proposición 5.0.11, Hop y I son conjuntos parcialmente ordenados.
Sean H,K ∈ Hop. Supongamos H ≤ K.
Sea α ∈ K∗, aśı α(M) ⊆ K. Como H ≤ K, entonces K ⊆ H, aśı α(M) ⊆ H. Por lo
que α ∈ H∗.
∴ K∗ ⊆ H∗.
Sean I, J ∈ I. Supongamos I ⊆ J .
Sea x = α1(a1)r1 + ...α(an)rn ∈ I∗, donde ∀i ∈ {1, ..., n}, αi ∈ I, ai ∈M y ri ∈ R. Pero
como I ⊆ J , ∀i, αi ∈ J . Entonces x = α1(a1)r1 + ...α(an)rn ∈ I∗, donde ∀i ∈ {1, ..., n},
αi ∈ J , ai ∈M y ri ∈ R. Por lo que, x ∈ J∗.
∴ I∗ ⊆ J∗ ⇔ J∗ ≤ I∗.
Sean H ∈ H, I ∈ I.
Notemos que (H∗)∗ es el submódulo de M generado por {α(a) | α ∈ H∗ y a ∈ M}.
Aśı, si h ∈ (H∗)∗, h =

n∑
i=1

αi(ai)ri, donde ∀i, αi ∈ H∗, ai ∈M y ri ∈ R.

Como ∀i, αi ∈ H∗, entonces αi(ai) ∈ H. Como H es un R-módulo derecho, entonces
n∑
i=1

αi(ai)ri ∈ H. Aśı, h ∈ H.

∴ (H∗)∗ ⊆ H ⇔ H ≤ (H∗)∗.
Sea β ∈ I. Notemos que: (I∗)∗ = {α ∈ End(M) | α(M) ⊆ I∗}. Como β ∈ I, entonces
es claro que β(M) ∈ I∗. Aśı, β ∈ (I∗)∗.
∴ I ⊆ (I∗)∗.
∴ Θ∗ y Ψ∗ son correspondencias de Galois entre Hop y I.

Observación 5.0.16. Notemos que por la proposición anterior, en particular, para
todo H ∈ H, H ⊆ (H ′)′ y (H∗)∗ ⊆ H. Y para toda I ∈ I, I ⊆ (I ′)′ e I ⊆ (I∗)∗.
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Definición 5.0.17. Sean H ∈ H, I ∈ I. Decimos que H es ’-cerrado si H = (H ′)′

y ∗-cerrado si H = (H∗)∗. Y decimos que I es ’-cerrado si I = (I ′)′ y ∗-cerrado si
I = (I∗)∗.

Proposición 5.0.18. Sean H ∈ H, I ∈ I.
(i) H es ’-cerrado si y sólo si H = I ′ para algún I ∈ I.
(ii) I es ’-cerrado si y sólo si I = H ′ para algún H ∈ H.
(iii) H es ∗-cerrado si y sólo śı H = I∗ para algún I ∈ I.
(iv) I es ∗-cerrado si y sólo si I = H∗ para algún H ∈ H.

Demostración.
P.D.1 H es ’-cerrado si y sólo si H = I ′ para algún I ∈ I.
=⇒ Supongamos H ’-cerrado.
Sea I = H ′ ∈ I, aśı I ′ = (H ′)′. Como H es ’-cerrado, entonces H = (H ′)′, por lo que
I ′ = H.
⇐= Supongamos H = I ′ para algún I ∈ I. Si H = I ′, entonces H ′ = (I ′)′, pero por
la observación 5.0.16, I ⊆ (I ′)′, aśı I ⊆ H ′, por la proposición 5.0.15, (H ′)′ ⊆ I ′, pero
I ′ = H, aśı (H ′)′ ⊆ H Y por la observación 5.0.16, H ⊆ (H ′)′. Por lo que H = (H ′)′.
Las demostraciones de (ii), (iii) y (iv) son completamente análogas a la demostración
de (i).

Teorema 5.0.19. Sea M ∈Mod−R. Sea End(M) = I
⊕

J , donde I, J ∈ I. Entonces
I es generado por un idempotente central y es únicamente complementado.

Demostración.
De la proposición 2.0.1, se sigue que existe α ∈ E(End(M)) tal que I = αEnd(M) y
J = ᾱEnd(M)
Sea γ ∈ End(M). Aśı,

Id = α + ᾱ
γ = γα + γᾱ
γ = αγ + ᾱγ

Como I, J son ideales bilaterales, γα ∈ I y γᾱ ∈ J . También αγ ∈ I y ᾱγ ∈ J . Aśı,

γα + γᾱ = αγ + ᾱγ

Donde γα, αγ ∈ I y γᾱ, ᾱγ ∈ J . Por lo tanto, γα = αγ y γᾱ = ᾱγ.
∴ α es central.
∴ I está generado por un idempotente central.
Probemos que αEnd(M)ᾱ = 0. Sea αγᾱ ∈ αEnd(M)ᾱ. Por un lado, como α ∈ I e I
es un ideal bilateral, entonces αγᾱ = α(γᾱ) ∈ I. Por otro lado, como ᾱ ∈ J y J es un
ideal bilateral, entonces αγᾱ = (αγ)ᾱ ∈ J . Aśı, αγᾱ ∈ I ∩ J .
∴ αγᾱ = 0.
Ahora, por la proposición 2.0.12, αEnd(M) es únicamente complementado.
∴ I es únicamente complementado.
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Teorema 5.0.20. Sea M ∈ Mod−R. M = H
⊕

K, donde H,K ∈ H. Entonces, H
es imagen de un idempotente central y es únicamente complementado.

Demostración.
Por la proposición 4.1.2, existe un único εH ∈ E(End(M)) tal que H = Im(εH) y
Nuc(εH) = K.
Aśı, M = Im(εH)

⊕
Nuc(εH). Sea β ∈ End(M). Sea m = h+ k ∈M , donde h ∈ H y

k ∈ K. Luego,

β(εH(h+ k)) = β(h)

Por otro lado,

εH(β(h+ k)) = εH(β(h) + β(k))

Como h ∈ H y H es totalmente invariante, entonces β(h) ∈ H. De igual forma, k ∈ K
y K es totalmente invariante, aśı β(k) ∈ K.
Por lo que,

εH(β(h) + β(k)) = β(h)

Por lo tanto βεH = εHβ.
∴ εH es un idempotente central.
∴ H = Im(εH), es imagen de un idempotente central.
Como K es totalmente invariante, entonces por el lema 4.1.5, H es únicamente com-
plementado en M .

Observación 5.0.21. Notemos que en el teorema 5.0.19, es importante pedir que am-
bos sumandos sean ideales bilaterales. Ya que podemos tener el siguiente caso:

Consideremos el siguiente anillo R =

(
Q 0
R R

)
. Analicemos sus ideales izquierdos y sus

ideales derechos.

Si

(
A 0
B C

)
es un ideal izquierdo de R, luego:

(
Q 0
R R

)(
A 0
B C

)
=

(
QA 0

RA+ RB RC

)
⊆
(
A 0
B C

)
Lo que implica que QA ⊆ A, RC ⊆ C y RA+RB ⊆ B. Aśı, A = 0 o A = Q, C es un
subespacio de R. Si A = 0, como RA + RB ⊆ B, luego B es un subespacio de R; y si
A = Q, luego B = R. Aśı, los ideales izquierdos son los siguientes:(

0 0
0 0

)
,

(
0 0
R 0

)
,

(
0 0
0 R

)
,

(
0 0
X Y

)
,

(
0 0
R R

)
,

(
Q 0
R 0

)
,

(
Q 0
R R

)
.
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Donde la colección de parejas (x, y), con x ∈ X y y ∈ Y , consituye un subespacio

vectorial de R×R. Ahora analicemos los ideales derechos de R. Sea

(
A 0
B C

)
un ideal

derecho de R, luego:(
A 0
B C

)(
Q 0
R R

)
=

(
AQ 0

BQ+ CR CR

)
⊆
(
A 0
B C

)
Lo que implica que AQ ⊆ A, BQ + CR ⊆ B y CR ⊆ C. Aśı, A = 0 o A = Q,
C = 0 o C = R. Si C = R, como BQ + CR ⊆ B, luego B = R; y si C = 0, luego
BQ ⊆ B ⊆ R, por lo que B es un Q-subespacio vectorial de R. Aśı, los ideales derechos
son los siguientes:(

0 0
0 0

)
,

(
0 0
S 0

)
,

(
0 0
R 0

)
,

(
0 0
R R

)
,

(
Q 0
0 0

)
,

(
Q 0
S 0

)
,

(
Q 0
R 0

)
,

(
Q 0
R R

)
.

Donde S es un Q subespacio vectorial de R. Aśı los ideales bilaterales de R son:(
0 0
0 0

)
,

(
0 0
R 0

)
,

(
0 0
R R

)
,

(
Q 0
R 0

)
,

(
Q 0
R R

)
.

Sea I =

(
Q 0
R 0

)
, donde I es un ideal bilateral de R. Notemos que R = I

⊕(
0 0
0 R

)
.

Pero

(
0 0
0 R

)
no es un ideal bilateral (sólo es ideal izquierdo). Es más, I es esencial

en R como ideal derecho, y aśı la intersección de I con cualquier ideal derecho es

distinta de 0. Por lo que, R = I
⊕(

0 0
0 R

)
es una descomposición de R en ideales

izquierdos pero no derechos. De igual forma si consideremos J =

(
0 0
R R

)
. Luego

R = J
⊕(

Q 0
0 0

)
. Donde

(
Q 0
0 0

)
no es un ideal derecho y J es esencial como ideal

izquierdo. Aśı, R = J
⊕(

Q 0
0 0

)
es una descomposición de R en ideales derechos pero

no izquierdos.
De este ejemplo podemos concluir que en el teorema 5.0.19, es importante pedir que
en la descomposición del anillo ambos sumandos sean ideales bilaterales de él.

Observación 5.0.22. Le podemos pedir condiciones al anillo R para asegurar que si
R = I

⊕
J , donde I es un ideal bilateral, J también sea ideal bilateral. Para ello

consideremos las siguientes definiciones.

Definición 5.0.23. Un ideal bilateral propio I de R es primo si para toda pareja de
ideales P y Q de R tales que PQ ⊆ I, se tiene que P ⊆ I o Q ⊆ I.

Definición 5.0.24. R es anillo primo si {0} es ideal primo.

Definición 5.0.25. Un ideal bilateral propio I de R es semiprimo si para todo ideal
P tal que P 2 ⊆ I, entonces P ⊆ I.
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Definición 5.0.26. R es anillo semiprimo si {0} es ideal semiprimo.

De aqúı, tenemos el siguiente teorema que asegura que en la descomposición de R =
I
⊕

J , donde I es bilateral, J también lo sea.

Teorema 5.0.27. Si R es anillo semiprimo y R = I
⊕

J donde I es ideal bilateral y
J es un ideal izquierdo, entonces J es ideal bilateral.

Ahora, se describen condiciones para I ∈ I y para H ∈ H que aseguren que son
sumandos de End(M) y M , respectivamente.

Proposición 5.0.28. Sea I ∈ I. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) I es sumando de End(M).
(ii) I es ’-cerrado, I ∩ (I ′)∗ = 0 y todo endomorfismo de I ′ se extiende a un endomor-
fismo de M .

(iii) I es ∗-cerrado, I ∩ (I∗)′ = 0 y todo endomorfismo de M�I∗ se alza a un endomor-
fismo de M .
Si estas condiciones se satisfacen, entonces M = I ′

⊕
I∗.

Demostración.
(i)⇒ (ii) Supongamos que I es sumando de End(M), entonces por el teorema 5.0.19,
existe α idempotente central tal que αEnd(M) = I y End(M) = αEnd(M)

⊕
ᾱEnd(M).

Afirmamos que ᾱ(M) = I ′.
Sea m ∈ M , ᾱ(m) ∈ ᾱ(M). Y sea αγ ∈ I = αEnd(M). Aśı como α es central,
αγᾱ(m) = γαᾱ(m) = 0. Por lo tanto, ᾱ(m) ∈ I ′.
∴ ᾱ(M) ⊆ I ′.
Sea a ∈ I ′. Como α ∈ I, α(a) = 0. Aśı, a = a − o = a − α(a) = ᾱ(a). Por lo tanto,
a ∈ ᾱ(M).
∴ ᾱ(M) = I ′.
Llamemos H = ᾱ(M) = I ′ ∈ H.
Afirmamos que H ′ = I.
Sea β ∈ H ′. Aśı, ∀m ∈M ,

β(ᾱ(m)) = 0
β(Id(m)− α(m)) = 0
β(m)− β(α(m)) = 0
β(m) = β(α(m))
β(m) = α(β(m))

∴ β = αβ ∈ αEnd(M) = I.
∴ H ′ ⊆ I.
Sea αγ ∈ I. Y sea ᾱ(m) ∈ H. Como α es central, αγ(ᾱ(m)) = γα(ᾱ(m)) = 0. Por lo
tanto αγ ∈ H ′.
∴ H ′ = I.
Por la proposición 5.0.18, como I = H ′ para H ∈ H, entonces I es ’-cerrado.
Afirmamos que H = Nuc(α).
Sea ᾱ(m) ∈ H. Luego, α(ᾱ(m)) = 0. Por lo que, ᾱ(m) ∈ Nuc(α).
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Sea a ∈ Nuc(α), luego a = a− o = a− α(a) = ᾱ(a). Por lo que, a ∈ H.
∴ H = Nuc(α).
Afirmamos que (I ′)∗ = ᾱEnd(M).
Notemos que I ′ = H = Nuc(α). Sea β ∈ (I ′)∗. Aśı, ∀m ∈ M , β(m) ∈ Nuc(α), es
decir, α(β(m)) = 0. Aśı, β(m) = β(m)− 0 = β(m)− α(β(m)) = ᾱ(β(m)). Por lo que
β = ᾱβ ∈ ᾱEnd(M).
∴ (I ′)∗ ⊆ ᾱEnd(M).
Sea ᾱβ ∈ ᾱEnd(M). Aśı, ∀m ∈ M , α(ᾱβ)(m) = 0. Entonces, ∀m ∈ M , ᾱβ(m) ∈
Nuc(α). Por lo tanto, ᾱβ(m) ∈ (I ′)∗.
∴ (I ′)∗ = ᾱEnd(M).
Pero como αEnd(M) ∩ ᾱEnd(M) = 0, entonces I ∩ (I ′)∗ = 0.
Por último, afirmamos que I∗ = Im(α).

Sea
n∑
i=1

(αβi(mi))ri, donde ∀i, αβi ∈ I, mi ∈ M , ri ∈ R. Luego,
n∑
i=1

(αβi(mi))ri =

α(
n∑
i=1

βi(miri)) ∈ Im(α).

∴ I∗ ⊆ Im(α).
Si α(m) ∈ Im(α), como α ∈ I, α(m) ∈ I∗.
∴ I∗ = Im(α).
Como α ∈ End(M) es un idempotente central, entonces por la proposición 5.0.9,
M = Im(α)

⊕
Nuc(α). Pero Nuc(α) = I ′ y Im(α) = I∗. Por lo tanto, M = I ′

⊕
I∗.

Sea ε ∈ End(I ′). Definamos

εM : I ′ ⊕ I∗ −→ I ′ ⊕ I∗

a+ b 7→ ε(a)

Donde a ∈ I ′ y b ∈ I∗.
Veamos que εM ∈ End(M). Sean r ∈ R, a1 + b1, a2 + b2 ∈ M tales que a1, a2 ∈ I ′ y
b1, b2 ∈ I∗. Aśı,

εM((a1 + b1) + (a2 + b2)) = εM((a1 + a2) + (b1 + b2))

= ε(a1 + a2)

= ε(a1) + ε(a2)

= εM(a1 + b1) + ε(a2 + b2)

εM((a1 + b1)r) = εM(a1r + b1r)

= ε(a1r)

= ε(a1)r

= εM(a1 + b1)r

∴ εM ∈ End(M).
Y por como definimos εM , εM |′I = ε.
∴ todo endomorfismo de I ′ se extiende a un endomorfismo de M .
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(ii) ⇒ (i) Supongamos que I = (I ′)′, I ∩ (I ′)∗ = 0 y que todo endomorfismo de I ′ se
extiende a un endomorfismo de M .
Consideremos la siguiente sucesión:

I ′′
ι
↪→ End(M)

ρ
� End(M)I

′

Donde End(M)I
′

es el anillo de endomorfismos de I ′ que pueden extenderse a endo-
morfismos de M , ι es la inclusión y ρ la restricción. Notemos que ρ está bien definida
puesto que I ′ es un módulo totalmente invariante. ι es inyectiva y ρ es suprayectiva,
pues por hipótesis todo endomorfismo de I ′ se extiende a un endomorfismo de M .
Como ι es inyectiva, Imι = I ′′. Veamos que Im(ι) = I ′′ = Nuc(ρ).
Sea β ∈ I ′′, luego ρ(β) = β|′I . Como β ∈ I ′′, entonces ∵ (I ′) = 0. Por lo tanto,
ρ(β) = β|′I = 0.
∴ β ∈ Nuc(ρ).
Sea α ∈ Nuc(ρ). Aśı, ρ(α) = 0, es decir α′I = 0. Por lo que, α(I ′) = 0, lo que implica
que α ∈ I ′′.
∴ Im(ι) = I ′′ = Nuc(ρ).
Por lo tanto la sucesión,

I ′′
ι
↪→ End(M)

ρ
� End(M)I

′

es exacta. Como todo endomorfismo de I ′ se extiende a uno de M , entonces podemos
definir,

f : End(M)I
′ −→ End(M)

α 7→ αM

Donde αM es el endomorfismo que se obtiene de extender α a un endomorfismo de M .
Notemos que ρ ◦ f = idEnd(M)I

′ . Aśı, la sucesión se escinde. Por lo tanto,

End(M) ∼= I ′′
⊕

End(M)I
′

Como I es ’-cerrado, entonces I ′′ = I.
Aśı, End(M) ∼= I

⊕
End(I ′). Como todo endomorfismo de I ′ se extiende a uno de M ,

entonces End(M)I
′
= End(I ′). Aśı, End(M) ∼= I

⊕
End(I ′).

∴ I es un sumando de End(M).

(i)⇒ (iii) Supongamos que I es sumando de End(M), entonces por el teorema 5.0.19,
existe α idempotente central tal que αEnd(M) = I y End(M) = αEnd(M)

⊕
ᾱEnd(M).

Probemos que I∗ = α(M).

Sea x ∈ I∗, aśı x =
n∑
i=1

α ◦ γi(mi)ri donde ∀i, α ◦ γi ∈ I = αEnd(M), mi ∈M y ri ∈ R.

Luego,
n∑
i=1

α ◦ γi(mi)ri = α(
n∑
i=1

γi(mi)ri) ∈ α(M).

∴ I∗ ⊆ α(M).
Si α(m) ∈ α(M), como α ∈ I, α(m) ∈ I∗.
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∴ I∗ = α(M).
Llamemos I∗ = α(M) = H ∈ H.
Ahora, veamos que H∗ = I.
Sea β ∈ H∗. Aśı β(M) ⊆ α(M). Aśı, ∀m ∈ M , existe m′ ∈ M tal que β(m) = α(m′).
Notemos que ∀m ∈M , como α es un idempotente,

β(m) = α(m′)
α ◦ β(m) = α(m′)
α ◦ β(m) = β(m)

Por lo tanto β = α ◦ β ∈ I.
∴ H∗ ⊆ I.
Ahora, si tomamos α◦γ ∈ I, luego α◦γ(m) ∈ α(M). Por lo tanto, α◦γ ∈ α(M)∗ = H∗.
∴ H∗ = I.
Por la proposición 5.0.18, como I = H∗ para H ∈ H, entonces I es *-cerrado.
Probemos que α(M)′ = ᾱEnd(M).
Sea β ∈ α(M)′, aśı β(α(M)) = 0. Notemos que como α es central, ∀m ∈M ,

β(m) = β(m)− 0

= β(m)− β(α(m))

= β(m)− α(β(m))

= (Id− α)(β(m))

= ᾱ(β(m))

Por lo tanto, β = ᾱ ◦ β ∈ ᾱEnd(M).
∴ α(M)′ ⊆ ᾱEnd(M).
Por otro lado, sea ᾱ ◦ γ ∈ ᾱEnd(M) y m ∈ M . Como α es central, entonces ᾱ ◦
γ(α(m)) = γ(ᾱα(m)) = 0. Por lo tanto, ᾱ ◦ γ ∈ α(M)′.
∴ α(M)′ = ᾱEnd(M).
Aśı, ᾱEnd(M) = α(M)′ = (I∗)′. Como αEnd(M)∩ᾱEnd(M) = 0, entonces I∩(I∗)′ =
0.
Afirmamos que Nuc(α) = I ′.
Sea a ∈ Nuc(α) y sea α◦β ∈ I. Luego como α es central, α◦β(a) = β◦α(a) = β(0) = 0.
Por lo tanto, a ∈ I ′.
Sea a ∈ I ′. Como α ∈ I, α(a) = 0. Por lo tanto, a ∈ Nuc(α).
∴ Nuc(α) = I ′.
Como α ∈ End(M) es un idempotente central, entonces por la proposición 5.0.9,
M = Im(α)

⊕
Nuc(α). Pero Nuc(α) = I ′ y Im(α) = I∗. Por lo tanto, M = I ′

⊕
I∗.

Sea ε ∈ End(M�I∗). Notemos que, como M = I ′
⊕

I∗, entonces ∀m ∈ M , m = a + b
donde a ∈ I ′ y b ∈ I∗. Aśı, ∀m ∈ M , m + I∗ = (a + b) + I∗ = a + I∗. Por lo que si
m = a + b, m′ = a′ + b′, donde a, a′ ∈ I ′ y b, b′ ∈ I∗ y ε(m + I∗) = m′ + I∗, entonces
ε(m+ I∗) = ε(a+ I∗) = m′ + I∗ = a′ + I∗.
Definamos,

ε∗M : I ′ ⊕ I∗ −→ I ′ ⊕ I∗

a+ b 7→ a′
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Donde a, a′ ∈ I ′, b ∈ I∗ y ε(a+ b+ I∗) = a′ + I∗.
Notemos que ε∗M está bien definida. Si a+I∗ = a1 +I∗, entonces ε(a+I∗) = ε(a1 +I∗),
por lo que a′+ I∗ = a′1 + I∗. Aśı, a′−a′1 ∈ I∗. Pero como a, a′ ∈ I ′, entonces a−a′ ∈ I ′.
Por lo tanto, a′ − a′1 ∈ I ′ ∩ I∗ = 0. Aśı, a′ − a′1 = 0. Es decir, a′ = a′1. Por lo tanto, ε∗M
está bien definida.
Veamos que ε∗M ∈ End(M). Sean r ∈ R, a1 + b1, a2 + b2 ∈ M tales que a1, a2 ∈ I ′ y

b1, b2 ∈ I∗. Notemos que como ε ∈ End(M�I∗),

(a1 + a2)′ = ε((a1 + a2) + I∗)

= ε((a1 + b1) + I∗ + (a2 + b2) + I∗)

= ε((a1 + b1) + I∗) + ε((a2 + b2) + I∗)

= a′1 + a′2

Aśı,

ε∗M((a1 + b1) + (a2 + b2)) = ε∗M((a1 + a2) + (b1 + b2))

= (a1 + a2)′

= a′1 + a′2
= ε∗M(a1 + b1) + ε∗M(a2 + b2)

Ahora como ε ∈ End(M�I∗),

(a1r)
′ = ε(a1r + I∗)

= ε(((a1 + b1) + I∗)r)

= ε((a1 + b1) + I∗)r

= a′1r

Por lo que,

ε∗M((a1 + b1)r) = ε∗M(a1r + b1r)

= (a1r)
′

= a′1r

= ε∗M(a1 + b1)r

∴ ε∗M ∈ End(M).

∴ todo endomorfismo de M�I∗ se alza a un endomorfismo de M .

(iii)⇒ (i) Supongamos que I es ∗-cerrado, I ∩ (I∗)′ = 0 y todo endomorfismo de M�I∗
se alza a un endomorfismo de M .
Consideremos la siguiente sucesión:

(I∗)∗
m
↪→ End(M)

n
� End(M)

M�I∗
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Donde End(M)
M�I∗ es el anillo de endomorfismos de M�I∗ que se alzan a endomorfis-

mos de M , m es la inclusión y n la siguiente función:

n : End(M) −→ End(M)
M�I∗

f 7−→ f̄

Donde,

f̄ : M�I∗ →
M�I∗

m+ I∗ 7→ f(m) + I∗

f̄ está bien definida ya que si m1 + I∗ = m2 + I∗, luego m1 − m2 ∈ I∗, pero I∗ es
un submódulo de M totalmente invariante, por lo que, f(m1 − m2) ∈ I∗, es decir

f(m1)+I∗ = f(m2)+I∗. Aśı, f̄(m1 +I∗) = f̄(m2 +I∗). Es claro que f̄ ∈ End(M)
M�I∗ ,

puesto que f ∈ End(M).
Como m es la inclusión, m es inyectiva. n es suprayectiva ya que por hipótesis todo

endomorfismo de End(M)
M�I∗ se alza a un endomorfismo deM , aśı si α ∈ End(M)

M�I∗ ,
existe β ∈ End(M) tal que β(m) = m′, donde α(m + I∗) = m′ + I∗. Aśı, n(β) = β̄,
β̄(m+ I∗) = β(m) + I∗ = m′ + I∗ = α(m+ I∗). Por lo tanto, existe β ∈ End(M), tal
que n(β) = α. Lo que implica que n es suprayectiva.
Ahora, veamos que Im(m) = (I∗)∗ = Nuc(n).
Sea α ∈ (I∗)∗. Luego n(α) = ᾱ, donde ᾱ(m + I∗) = α(m) + I∗. Pero como α ∈ (I∗)∗,
∀m ∈M , α(m) ∈ I∗. Aśı, α(m) + I∗ = I∗. Por lo tanto, n(α) = 0. Lo que implica que,
α ∈ Nuc(n).
∴ (I∗)∗ ⊆ Nuc(n).
Sea α ∈ Nuc(n), aśı ∀m ∈M , ᾱ(m+ I∗) = I∗. Por definición, ᾱ(m+ I∗) = α(m) + I∗,
aśı ∀m ∈ M , α(m) + I∗ = I∗. Por lo que ∀m ∈ M , α(m) ∈ I∗. Lo que implica que,
α ∈ (I∗)∗.
∴ (I∗)∗ = Nuc(n).
Aśı la sucesión,

(I∗)∗
m
↪→ End(M)

n
� End(M)

M�I∗

es exacta. Como todo endomorfismo de M�I∗ se alza a uno de M , entonces la sucesión
se escinde. Por lo tanto,

End(M) ∼= (I∗)∗
⊕

End(M)
M�I∗ .

Como I es ∗-cerrado, entonces I = (I∗)∗. Aśı,End(M) ∼= I
⊕

End(M)
M�I∗ .

∴ I es un sumando de End(M).
Aśı, (iii)⇔ (i)⇔ (ii). Y de suponer (i) ya probamos que M = I ′

⊕
I∗.
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Proposición 5.0.29. Sea H ∈ H. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) H es sumando de M . Con complemento K ∈ H.
(ii) H es ’-cerrado, H ′ ∩ H∗ = 0 y todo endomorfismo de H se extiende a un endo-
morfismo de M .

(iii) H es ∗-cerrado, H∗ ∩ H ′ = 0 y todo endomorfismo de M�H se alza a un endo-
morfismo de M .
Si estas condiciones se satisfacen, entonces End(M) = H ′

⊕
H∗.

Demostración.
(i) ⇒ (ii) Supongamos que H es un sumando de M con complemento K ∈ H. Aśı,
M = H

⊕
K = K

⊕
H. Entonces por el teorema 5.0.20, K = Im(εK) y H = Nuc(εK),

donde εK es un idempotente central. Por la proposición 1.1.9, ε̄K también es central.
Sea I = εKEnd(M), L = ε̄KEnd(M). Como εK ∈ E(End(M)), por la proposición
1.1.11, End(M) = I

⊕
L. Notemos que I, L ∈ I, pues εK y ε̄K son centrales.

Afirmamos que H = I ′. Para ello tomemos a ∈ H = Nuc(εK), y sea εK ◦ α ∈ I =
εKEnd(M). Luego como εK es central, εK ◦α(a) = α(εK(a)) = 0. Por lo tanto, a ∈ I ′.
∴ H ⊆ I ′.
Sea a ∈ I ′, como εK = εK ◦ id, luego εK ∈ I. Aśı, εK(a) = 0. Y por lo tanto,
a ∈ Nuc(εK) = H.
∴ H = I ′.
Por la proposición 5.0.18 se sigue que H es ’-cerrado.
Ahora, veamos que I = H ′.
Sea εK ◦ α ∈ I y sea a ∈ Nuc(εK), luego como εK es central, εK ◦ α = α(εK(a)) = 0,
por lo que εK ◦ α ∈ H ′.
∴ I ⊆ H ′.
Sea β ∈ H ′ y sea m = k + h ∈ M , donde k ∈ K y h ∈ H. Luego como β ∈ H ′ y
εK es central, ∀m ∈ M , εK ◦ β(m) = εK(β(k + h)) = εK(β(k) + β(h)) = εK(β(k)) =
β(εK(k)) = β(k) = β(k) + β(h) = β(k + h) = β(m). Por lo tanto, β = εK ◦ β ∈ I.
∴ I = H ′.
Probemos que L = H∗.
Como M = H

⊕
K, por la proposición 4.1.3, εHEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆

H}, pero por la proposición 4.1.2, εH = ε̄K , aśı ε̄KEnd(M) = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆
H}. Pero por definición, H∗ = {f ∈ End(M) | f(M) ⊆ H}, por lo que
H∗ = ε̄KEnd(M) = L.
Como End(M) = I

⊕
L, luego I ∩ L = 0, es decir H ′ ∩H∗ = 0. De aqúı también se

sigue que End(M) = H ′
⊕

H∗.
Sea β ∈ End(H), definamos

βM : H ⊕K −→ H ⊕K
h+ k 7−→ β(h)

Veamos que βM ∈ End(M). Sean h1 + k1, h2 + k2 ∈ M , donde h1, h2 ∈ H, k1, k2 ∈ K
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y sea r ∈ R.

βM((h1 + k1) + (h2 + k2)) = βM((h1 + h2) + (k1 + k2))

= β(h1 + h2)

= β(h1) + β(h2)

= βM(h1 + k1) + βM(h2 + k2)

βM((h1 + k1)r) = βM(h1r + k1r)

= β(h1r)

= β(h1)r

= βM(h1 + k1)r

∴ βM ∈ End(M). Es claro que βM |H = β. Por lo que todo endomorfismo de H se
extiende a un endomorfismo de M .

(ii)⇒ (i) Supongamos que H es ’-cerrado, H ′ ∩H∗ = 0 y todo endomorfismo de H se
extiende a un endomorfismo de M .
Por hipótesis H es ’-cerrado, aśı de la proposición 5.0.18, se sigue que existe I ∈ I,
tal que H = I ′. En la proposición 5.0.28, se probó que End(M) ∼= I ′′ ⊕ End(M)I

′
.

Aśı, End(M) ∼= H ′ ⊕ End(M)H . Como todo endomorfismo de H se extiende a un
endomorfismo de M , End(M)H ∼= {β ∈ End(M) | β(M) ⊆ H} = H∗. De donde,
End(M) = H ′ ⊕H∗, con H ′, H∗ ∈ I. Por el teorema 5.0.19, existe α un idempotente
central tal que H ′ = αEnd(M) y H∗ = ᾱEnd(M). Como α es un idempotente central,
entonces por la proposición 5.0.9, M = Im(α)

⊕
Nuc(α), donde Im(α), Nuc(α) ∈ H.

Probemos que Nuc(α) = (αEnd(M))′.
Sea a ∈ Nuc(α), y sea α ◦ β ∈ αEnd(M). Como α es central, entonces α ◦ β(a) =
β ◦ α(a) = β(α(a)) = 0. Por lo tanto, a ∈ (αEnd(M))′.
∴ Nuc(α) ⊆ (αEnd(M))′.
Sea a ∈ (αEnd(M))′, como α ∈ αEnd(M), luego α(a) = 0. Por lo tanto, a ∈ Nuc(α).
∴ Nuc(α) = (αEnd(M))′.
Aśı, Nuc(α) = (αEnd(M))′ = H ′′ = H. Por lo que M = H

⊕
Im(α).

∴ H es un sumando de M , con complemento Im(α) ∈ H.

(i)⇒ (iii) Supongamos que H es un sumando de M con complemento K ∈ H.
Aśı, M = H

⊕
K. Entonces por el teorema 5.0.20, H = Im(εH) y K = Nuc(εH),

donde εH es un idempotente central. Por la proposición 1.1.9, ε̄H también es central.
Sea I = εHEnd(M), L = ε̄HEnd(M). Como εH ∈ E(End(M)), por la proposición
1.1.11, End(M) = I

⊕
L. Notemos que I, L ∈ I, pues εH y ε̄H son centrales.

Afirmamos que H = I∗.
Sea εH(m) ∈ H = Im(εH). Aśı, εH(m) = εH ◦ Id(m) ∈ (εHEnd(M))∗ = I∗. Por lo
tanto, εH(m) ∈ I∗.
∴ H ⊆ I∗.

Sea
n∑
i=1

εH ◦ γi(mi)ri ∈ I∗, luego
n∑
i=1

εH ◦ γi(mi)ri = εH(
n∑
i=1

γi(mi)ri ∈ Im(εH) = H. Por
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lo tanto,
n∑
i=1

εH ◦ γi(mi)ri ∈ Im(εH) = H.

∴ H = I∗.
Por la proposición 5.0.18 se sigue que H es ∗-cerrado.
Probemos que I = H∗.
Sea εH ◦ α ∈ I. ∀m ∈M , εH ◦ α(m) ∈ Im(εH). Por lo tanto, εH ◦ α ∈ H∗.
∴ I ⊆ H∗. Sea β ∈ H∗. Luego, β(M) ⊆ Im(εH) = H, por lo que ∀m ∈M , εH(f(m)) =
f(m). Por lo tanto, f = εH ◦ f ∈ I.
∴ I = H∗.
Veamos que L = H ′. Sea ε̄H ◦ γ ∈ L, y sea εH(m) ∈ Im(εH). Luego como ε̄H es
central y ε̄H y εH son ortogonales, ε̄H ◦ γ(εH(m)) = γ(ε̄H(εH(m))) = 0. Por lo tanto,
ε̄H ◦ γ ∈ H ′.
∴ L ⊆ H ′.
Sea β ∈ H ′, luego ∀m ∈ M , β(εH(m)) = 0. Aśı, ∀m ∈ M , ε̄H ◦ β(m) = β(m) −
εH(β(m)) = β(m)− β(εH(m)) = β(m). Por lo tanto β = ε̄H ◦ β ∈ L.
∴ L = H ′.
Como End(M) = I

⊕
L, luego I ∩L = 0, por lo que H∗ ∩H ′ = 0. De aqúı también se

sigue que End(M) = H∗
⊕

H ′.

Sea ε ∈ End(M�H). Notemos que, como M = K
⊕

H, entonces ∀m ∈ M , m = a + b
donde a ∈ K y b ∈ H. Aśı, ∀m ∈ M , m + H = (a + b) + H = a + H. Por lo que si
m = a + b, m′ = a′ + b′, donde a, a′ ∈ K y b, b′ ∈ H y ε(m + H) = m′ + H, entonces
ε(m+H) = ε(a+H) = m′ +H = a′ +H.
Definamos,

εM : K ⊕H −→ K ⊕H
a+ b 7→ a′

Donde a, a′ ∈ K, b ∈ H y ε((a+ b) +H) = a′ +H.
Notemos que εM está bien definida. Si a+H = a1 +H, entonces ε(a+H) = ε(a1 +H),
por lo que a′+H = a′1 +H. Aśı, a′−a′1 ∈ H. Pero como a, a′ ∈ K, entonces a−a′ ∈ K.
Por lo tanto, a′− a′1 ∈ K ∩H = 0. Aśı, a′− a′1 = 0. Es decir, a′ = a′1. Por lo tanto, εM
está bien definida.
Veamos que εM ∈ End(M). Sean r ∈ R, a1 + b1, a2 + b2 ∈ M tales que a1, a2 ∈ K y

b1, b2 ∈ H. Notemos que como ε ∈ End(M�H),

(a1 + a2)′ = ε((a1 + a2) +H)

= ε((a1 + b1) +H + (a2 + b2) +H)

= ε((a1 + b1) +H) + ε((a2 + b2) +H)

= a′1 + a′2

Aśı,

εM((a1 + b1) + (a2 + b2)) = εM((a1 + a2) + (b1 + b2))

= (a1 + a2)′

= a′1 + a′2
= εM(a1 + b1) + εM(a2 + b2)
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Ahora como ε ∈ End(M�H),

(a1r)
′ = ε(a1r +H)

= ε(((a1 + b1) +H)r)

= ε((a1 + b1) +H)r

= a′1r

Por lo que,

εM((a1 + b1)r) = εM(a1r + b1r)

= (a1r)
′

= a′1r

= εM(a1 + b1)r

∴ εM ∈ End(M).

∴ todo endomorfismo de M�H se alza a un endomorfismo de M .

(iii)⇒ (i) Supongamos H es ∗-cerrado, H∗ ∩H ′ = 0 y todo endomorfismo de M�H se
alza a un endomorfismo de M .
Por hipótesis H es ∗-cerrado, aśı de la proposición 5.0.18, se sigue que existe I ∈ I, tal

que H = I∗. En la proposición 5.0.28, se probó que End(M) ∼= (I∗)∗ ⊕ End(M)
M�I∗ .

Aśı, End(M) ∼= H∗ ⊕ End(M)
M�H . Como todo endomorfismo de M�H se alza a un

endomorfismo de M , End(M)
M�H ∼= {β ∈ End(M) | β(H) = 0} = H ′. De donde,

End(M) = H∗ ⊕H ′, con H ′, H∗ ∈ I. Por el teorema 5.0.19, existe α un idempotente
central tal que H∗ = αEnd(M) y H ′ = ᾱEnd(M). Como α es un idempotente central,
entonces por la proposición 5.0.9, M = Im(α)

⊕
Nuc(α), donde Im(α), Nuc(α) ∈ H.

Afirmamos que Im(α) = (αEnd(M))∗.
Sea α(m) ∈ Im(α), luego α(m) = α ◦ id(m) ∈ (αEnd(M))∗. Por lo tanto, α(m) ∈
(αEnd(M))∗.
∴ Im(α) ⊆ (αEnd(M))∗.

Sea
n∑
i=1

α ◦ γi(mi)ri ∈ (αEnd(M))∗, donde ∀i, α ◦ γi ∈ αEnd(M), mi ∈ M y ri ∈ R.

Luego,
n∑
i=1

α◦γi(mi)ri = α(
n∑
i=1

γi(mi)ri) ∈ Im(α).Por lo tanto,
n∑
i=1

α◦γi(mi)ri ∈ Im(α).

∴ Im(α) = (αEnd(M))∗.
Aśı, Im(α) = (αEnd(M))∗ = (H∗)∗ = H. Por lo que M = H

⊕
Nuc(α).

∴ H es un sumando de M , con complemento Nuc(α) ∈ H.
Aśı, (iii)⇔ (i)⇔ (ii). Y de suponer (i) se sigue que End(M) = H ′

⊕
H∗.

Los criterios en las proposiciones 5.0.28 y 5.0.29, simplifican el caso si End(M) es
abeliano ya que por el teorema 4.1.6 todos los sumandos directos seŕıan totalmente
invariantes. El siguiente teorema es inmedianto.
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Teorema 5.0.30. Sea R un anillo y M ∈Mod−R, un módulo endabeliano. Sea H un
submódulo de M , I un ideal bilateral de End(M).
(i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) H es un sumando directo de M .
(b) H es totalmente invariante y ’-cerrado, H ′ ∩ H∗ = 0 y todo endomorfismo

de H se extiende a un endomorfismo de M .
(c) H es totalmente invariante y ∗-cerrado, H∗ ∩ H ′ = 0 y todo endomorfismo

de M�H se alza a un endomorfismo de M .
En este caso, End(M) = H ′

⊕
H∗.

(ii) Las siguentes condiciones son equivalentes:
(a) I es un sumando directo de End(M).
(b) I es ’-cerrado, I ∩ (I ′)∗ = 0 y todo endomorfismo de I ′ se extiende a un

endomorfismo de M .

(c) I es ∗-cerrado, I ∩ (I∗)′ = 0 y todo endomorfismo de M�I∗ se alza a un
endomorfismo de M .
En este caso, M = I ′

⊕
I∗.
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