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Introduccion

En la teoria de grupos abelianos es un problema conocido el describir a los grupos G
cuyo anillo de endomorfismos End(G) es conmutativo, e inversamente describir a los
anillos conmutativos que son isomorfos a un anillo de endomorfismos de algin grupo
abeliano. Los resultados conocidos son de dos tipos: cuando G tiene torsién entonces
tenemos una clasificacién completa de ambas partes del problema; mientras que si G
es libre de torsién no es posible tal clasificacién [4].

El proposito de esta tesis, que es basada en el articulo Modules with abelian endo-
morphism rings [2], es generalizar este problema a teoria de mddulos. Para ello, se
consideran modulos cuyo anillo de endomorfismos es ’'casi conmutativo’. Por ejemplo,
se describiran clases de médulos cuyo anillo de endomorfismos tienen idempotentes con-
mutativos, o en los cuales ideales derechos o izquierdos, segin sea el caso, son ideales
bilaterales. También se consideran médulos para los cuales los sumandos directos tienen
complementos tnicos o son totalmente invariantes, donde estas propiedades seran equi-
valentes a que el anillo de endomorfismos del médulo tenga idempotentes conmutativos.

En el capitulo 2 se dan resultados importantes relacionados con la teoria de idempoten-
tes, se define la subconmutatividad, se describen anillos en los cuales ideales derechos
que son sumandos directos son unicamente complementados y se describen anillos en
los cuales ideales unilaterales resultan ideales bilaterales. En el capitulo 3, se prueba
que estas propiedades son equivalentes a que el anillo R sea abeliano, es decir, los
idempotentes de R conmutan con todo elemento del anillo. Finalmente en los capitulos
4 y 5, los resultados de los capitulos 2 y 3 se aplican a anillos de endomorfismos de
modulos. En el capitulo 4, por ejemplo, vemos que si los sumandos del anillo de en-
domorfismos del médulo M, End (M), son tinicamente complementados, entonces los
sumandos del médulo M también son Unicamente complementados. Finalmente en el
capitulo 5, se caracterizan a los submdédulos totalmente invariantes y a los sumandos
directos de un modulo.



Capitulo 1

Preliminares

A lo largo de este trabajo G denota un grupo abeliano, R denota un anillo asociativo
con identidad y Mod-R la categoria de R-moddulos derechos unitarios. Cuando sea
implicito que trabajamos con un anillo R, entenderemos por médulo un R moddulo
derecho unitario y por morfismo un Mod-R morfismo. Si M € Mod-R y N es un
submédulo de M, escribimos N < M y si N es un sumando directo de M lo denotamos
N <g M. En particular, si i es un anillo, I < R significa que I es un ideal derecho
de R. Denotamos al centro del anillo por Z = Z(R) y al conjunto de idempotentes de
R por E = E(R). Para M y N Mod-R derechos, Hom (M, N)=Hompg (M, N) indica el
grupo aditivo de R-homomorfismos de M en N y End (M)=Endg (M, M) el anillo de
R-endomorfismos de M.

1.1. Introduccién a la teoria de idempotentes

En esta primera seccion se daran definiciones y resultados introductorios a la teoria de
idempotentes.

Definicién 1.1.1. Un idempotente en un anillo R, es un elemento de R, digamos e,

tal que:

63:62

Observaciéon 1.1.2. Al conjunto de idempotentes de un anillo R lo denotamos por:
E=ER)={c€R|e=¢*}

Las siguientes son definiciones que caracterizan ciertos tipos de idempotentes, los cuales
seran importantes en los siguientes capitulos del trabajo.

Definicién 1.1.3. Sea e € E, e es propio sie #0 o e # 1.
Definicién 1.1.4. Sean e, f € E, decimos que e y f son ortogonales si ef = fe = 0.

Definicién 1.1.5. Un anillo R es abeliano si E(R) C Z(R), es decir, los idempoten-
tes del anillo son centrales.
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Ahora se daran teoremas importantes referentes a esta teoria.

Proposicion 1.1.6. El orden en E <, definido por: e < f si y solo sief = fe =¢, es
un COPO (conjunto parcialmente ordenado).

Demostracion.

Sean e, f,g € E.

P.D.1 < es reflexiva.

Como e es un idempotente, entonces e = e? = (e)(e). Asi, e < e.

P.D.2 < es antisimétrica.

Supongamos e < fy f <e. Comoe < f,ef = fe=eycomo f <e, fe=ef =Ff.
Por lo tanto, e = ef = fe = f.

P.D.3 < es transitiva.

Supongamos e < fy f<g. Asi,ef = fe=ey fg=gf = f. De donde:

eg=(eflg=e(fg)=ef=e
ge=g(fe)=(gf)e=fe=e

Por lo tanto, eg = ge = e, lo que implica que e < g.
- (E, <) es un COPO.

]

Definicién 1.1.7. Sea e € E, e # 0. A e elemento minimo respecto a <, le llamamos
1dempotente primitivo.

Definicién 1.1.8. A un subconjunto {ei,es,....,e,} de R, le llamamos un conjunto
ortogonal mdzimo de idempotentes primitivos en R, si para todai € {1,...,n}, ¢; es un
idempotente primitivo y para toda i,j € {1,...,n}, i # j, e; y e; son ortogonales. Y el
subconjunto es mdximo con estas propiedades.

Proposiciéon 1.1.9. Sie € F, definimos e =1 — e. Entonces:
(1) e€ E.

(17) e y € son ortogonales.

(1ii) Si e es central, entonces € es central.

() e=e

Demostracién.
Seae € F.
P.D.1eckE.

ee)=1-e)(l—e)=1l—e—e+e2=1—2e+ ¢
Como e € E, e = €2. Asi,

1-2e+e?=1-2e+e=1—c.
e2=(e)e)=1—-e=c¢.
S.ee k.
P.D.2 ey e son ortogonales.
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(e)e)=(e)(1—€e)=e—e*=e—e=0

.. ey € son ortogonales.

P.D.3 Sie € Z(R), entonces € € Z(R).
Sear € R.
Como e € Z(R), entonces er = re. Asi,

(I—e)(r)=r—er=r—re=(r)(1—e).

e € Z(R).

=1l—-(1l—-e)=1—-1+e=e

Il

O

Proposicién 1.1.10. Sea R un anillo y sea e € E. e es primitivo si y solo sie = f1+ fo,
donde f1, fo € E, f1, fo #0, f1 y fo son ortogonales, entonces e = f1 0 e = fs.

Demostracion.

= Supongamos que e es primitivo.

Luego si e = f; + fo, donde fi, fo son idempotentes ortogonales no cero. Asi, de
e = fi1+ fy, se sigue que e — fo = f1, asf fi(e — fo) = fif1. De donde, fie — fif2 = fi.
Como f1 y fo son ortogonales, fifo = 0. Asi, fie = f1. Por otro lado, (e — f2) f1 = fif1,
de donde se sigue que ef; = fi. Por lo tanto, fie = ef; = fi. Asi, f; < e, pero como e
es primitivo, entonces e = f7.

<= Supongamos que si e = f;+ f5, donde f; y f> son idempotentes no cero ortogonales
de R, entonces e = f; 0 e = fs.

Sea0 # f € E,talque f <e,i.e.,ef = fe = f. Notemos que, fe+fe = fe+(1—f)e =
fe+e—fe=e. Asi, e = fe+ fe. Afirmamos que fe y fe son idempotentes ortogonales
no cero. Es claro que fe y fe no son cero. Para ver que son idempotentes,

- (fe)(fe) = (fe)(ef) = fe*f = flef) = f(fe) = fPe= fe
(fe)(fe) = (e — fe)(e— fe) :62—e(fe);flevaefe:e—ef—fe+fe:e—ef:

Por otro lado para verificar que son ortogonales,

(fe)(fe) = fele — fe) = fe — fe(fe) = fe — fe =0

Asi, por hipétesis como e = fe+ fe, donde fey fe son idempotentes no cero ortogona-
les, entonces e = fe o e = fe. Si e = fe, entonces e = f. Por lo que e es primitivo. Y si
e = fe, entonces e = e— fe, asi e = e— f, de donde f = 0, lo cual es una contradiccién.
Por lo que e = fe, y asi, e es primitivo.
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]

Proposicién 1.1.11. Sie € E es propio, entonces R = eR@ eR es una descomposi-
cion directa propia de R, considerado como un R-mddulo derecho.

Demostracion.

P.D.1 Todo r € R se puede escribir como r = ry; +ry, donde r; € eR y ry € €R.
Sear € R. Asi, er € eRy (1 —e)r € eR. Notemos que, er + (1 —e)r =er+r—er =r.
.. Todo r € R se ve como r = er 4+ ér, donde er € eR y er € eR.

P.D.2 eRNeR = {0}.

Sea x € eRNeR, luego dry,r, € R tal que x = ery y © = éry. De donde,

er; = (1 —e)(ry) =1y — ers.
Multiplicando ambos lados de la igualdad por e,

e(ery) = e(ry — ers)
627"1 = €Ty — 627”2
€er1y = €erg — €9

er;1 =0

Por lo que, z = 0. Y asi, eRNeR = {0}.

.R=ecR@eR.

Notemos que la descomposicion es propia, ya que e € E es propio, i.e., e # 0 0 e # 1.
Sie#0,eR # {0} ysie##1, entonces eR # {0}.

]

Proposicién 1.1.12. Sea R un anillo y sea e € E. e es primitivo si y solo si eR es
un sumando tdeal derecho minimo.

Demostracion.

= Supongamos € es primitivo.

Asi, e # 0. De donde, por la proposicién 1.1.11, R = eR@ eR. Asi, eR es un sumando
ideal derecho. Si eR = I @ J, con I, J ideales derechos de R, luego e = i + j, donde
ie€l,je J. Como e es idempotente, luego e? = (i +j)> =i*+ij+ji+j2=i+j=c.
Como I es ideal derecho, luego i?,ij € I, asi i> +ij € I, de igual forma como .J es
ideal derecho, j2 + ji € J. Asi, si (1% +ij) + (ji + j?) = i + j, entonces, i* +ij =i y
ji+j%=j. Dedonde, i(i+j) =1y j(i+j) =j. Porlo que, ie =iy je = j. También
de ji 4+ j% = j, se sigue que ji = j — j2. Ahora, notemos que como i — j = ie — je,
luego 0 =ie—je—i+j=(G—jfle—i+j=(—j)i+j)—i+j=>—j2—i+j=
i?—itj—j*=i*—i+ji=i*+ji—i=(i+j—1)i = (e —1)i. Porlo que 0 = ei — 1,
asi ei = 1. Por lo tanto, e = et = i. Asi, i < e. Como e es primitivo, luego e = i.
Probaremos que I = ¢R. Como ¢ € [ e I es un ideal bilateral, luego iR C I.

Ahora, sea a € I. Notemos que I C I @ J = eR. Asi, existe r € R tal que a = er. Asi,
a= (i+j)r =ir+jr. Luego jr = a—ir € I. Pero, jr € J. Por lo que, jr € INJ =0,
asi jr = 0. Por lo tanto, a = ir € «R. De donde, I C iR.

S =R,
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Como e = 1, luego 1R = I = eR. Por lo tanto, eR es un sumando ideal derecho minimo.

<= Supongamos eR sumando ideal derecho minimo de R.

Supongamos que e = f; + f5, donde f; y fo son idempotentes no cero ortogonales de
R. Afirmamos que eR = fiREP foR

Como e = f1 + fo, luego er = (f1 + fo)r = fir + for, donde fir € fiRy for € foR

Y si tomamos x € fiR N foR, luego existen r,r’ tales que © = fir = for’. Asi,
fix = fir = fifor’ = 0. Por lo que, x = fir = 0. Por lo tanto, fiRN foR = 0.
SeR=fIRP foR

Por hipétesis eR es minimo, asi eR = fiR o eR = foR. Si eR = fiR, luego existe r
tal que e = fir. Pero e = fi + fa, por lo que fir = fi + fao. Asi, fi(fir) = fi(f1 + f2),
de donde se sique que fir = f;. Por lo tanto, e = f;. De manera andloga si eR = foR
e = fy. Por lo que e = f; 0 e = f,. Por la proposiciéon 1.1.10, e es primitivo.

]

Observacion 1.1.13. Se pueden probar resultados totalmente andlogos para los modu-
los izquierdos Re y Re.

Ahora, veremos resultados importantes relacionados con las propiedades de idempo-
tentes en el anillo de endomorfismos del médulo M.

Proposicién 1.1.14. Sea ¢ € End(M), ¢ un idempotente propio. Entonces, ¢ deter-
mina una descomposicion directa no trivial M = Im(e) @ Nuc(e).

Demostracién.

Sea ¢ € End(M), € un idempotente propio.

Afirmamos que M = e(M) P e(M).

Sea m € M, 5( ) €e(M)yée(m)e&(M). Ast, m = e(m) —e(m) +m; m = e(m) +
m —e(m); m = e(m) + £(m),

P.D. £(M) 1 £(M) = {0},

Sea x € e(M)NE(M). Asi, 3my, mg € M tal que E(my) = 2 = (my). Por lo que:

€(m1) = My — €(m2).
Aplicando € en ambos lados de esta ecuacién, tenemos:
e(e(mi)) = e(ma — £(my)).

Recordemos que ¢ € End(M) y es un idempotente de End(M), asi € abre sumas y
g2 = ¢. Por lo que nuestra ecuacién queda de la siguiente forma:

e(my) = e(ma) — e(my)
€<m1) =0
z=0

e(M)neg(M) ={0}.
S M=e(M)Pe(M).
Notemos que (M) = Im(e) y Nuc(e)

= é(M)
C | Sea m € Nuc(e). Luego, e(m) = 0. Asi
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m=m—0=m—e(m) =&(m).

o.&(m) € Nuc(e).

S.E(M) = Nuc(e) y e(M) = Im(e).

2o M = Im(e) @ Nucle).

Observemos que la descomposicion directa es no trivial ya que € es un idempotente
propio.

O

Proposicién 1.1.15. Sea M € Mod—R. Si M = N@ K es una descomposicion de
M, donde N, K # 0, entonces 3! idempotente ¢ € End(M), tal que e|y = id y e|x = 0.

Demostracioén.
Definimos ¢ de la siguiente forma:

e NPK—-NPK
n+k— n

P.D.1 ¢ € End(M).

Sean x1,29 € M y sear € R. Como M = NP K, Iny,ny € N y Jky, ky € K tal que
x1:n1+k1yx2:n2+k2.

Asi,

( )
8(%1 + 1'2) = 8((711 + n2> + (lﬁ + kg))
e(xry 4+ z2) =ny +no
e(xy1 4+ x2) = e(ny + k1) + e(ng + k2)
e(x1 + x2) = e(21) + e(xq)

.. € abre sumas.

e(zyr) = e((ny + k1)r)
e(xyr) = e(nmr + kir)
e(xyr) = myr

e(xyr) = e(ny + ky)r
e(xyr) = e(xy)r

.. € saca escalares.

c.e € End(M).

P.D.2 ¢ es un idempotente.
Seam € M. Asi, dn € N y dk € K tal que m =n + k.
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e2(m)=¢e*(n+k)=cle(n+k))=c(n)=n=c(n+k)=¢e(m)

P.D.3 E‘N =1id y 8|K =0.
La funciéon e que definimos es la proyeccion de M en N. Asi, es claro que de la definicién
se sigue que €|y = id y €| = 0.

P.D.4 La unicidad.
Sea g € End(M) un idempotente tal que g|y = id y g|x = 0.
AsiVn e N,Vk e K,

gn+k)=gn)+gk)=n+0=n=c(n+k)
.. € es Unica con estas propiedades.
O

Observacion 1.1.16. Decimos que N € K es la descomposicion correspondiente a €
y que ¢ es el idempotente correspondiente a la descomposicion M = N @ K.

Proposicién 1.1.17. Sea M € Mod—R. Si M es un maodulo inescindible, entonces
los tinicos idempotentes en End(M) son el cero y la identidad.

Demostracién Sea f € E(End(M)). Supongamos que f # 0. Asi, por la proposi-
cién 1.1.14, M = f(M)@ f(M). Como M es inescindible, entonces M = f(M) o
M = f(M). )

Si M = f(M),luego f(M) = 0, por lo que Id— f(M) = 0, asi Vm € M, Id(m)—f(m) =
0, lo que implica que f = Id.

Si M = f(M), entonces f(M) = 0, lo que implica que f = 0, lo cual es una contradic-
cion.

.. Los tnicos idempotentes en End(M) son el cero y la identidad.

1.2. Conceptos adicionales

En esta seccion daremos conceptos y resultados relacionados con la teoria de anillos,
la teoria de moédulos y la teoria de reticulas que resultan relevantes para este trabajo.

Definicién 1.2.1. Sea R un anillo. Decimos que u € R es una unidad del anillo si
Jv € R tal que uv = vu = 1x. Al grupo de unidades de R lo denotamos U(R) =U.

Definicién 1.2.2. Sea R un anillo, sea S C R, S # (0. S es conmutativo si:
\V/Sl, Sy € S S§182 = S9851

Definicién 1.2.3. Una reticula es un COPO (conjunto parcialmente ordenado) (A, <),
que cumple que Ya,b € A, existe el infimo y el supremo de {a, b}, denotados por a A'b
y a \V b respectivamente.
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Definicién 1.2.4. Una reticula completa es un conjunto parcialmente ordenado (A, <),
que cumple que VB C A, existe el infimo y el supremo de B, denotados por N B y \/ B
respectivamente.

Definicién 1.2.5. Sea (A, <) una reticula. Decimos que la reticula es acotada si
30,1 € A tal que:

Vaoe A, aNl=ayaV1=1.
Vae A, aNO=0yaV0=a.

Definicién 1.2.6. Sea (A, <) una reticula acotada. Decimos que (A, <) es una reticula
complementada si Va € A, a tiene complemento, es decir:

Vaoe Adbe Atal queavVb=1yaNnb=0.

Definicién 1.2.7. Sea (A, <) una reticula. La reticula es distributiva si Va,b,c € A,
se cumple:

aN(bVe)=(aNb)V(aAc).

Definicién 1.2.8. Sea (A, <) una reticula. Decimos que (A, <,A,V) es un dlgebra de
Boole si es una reticula complementada distributiva.

Definicién 1.2.9. Sean A, B dlgebras Booleanas. f : A — B es un homomorfismo si
Vayi,ay € A:

1. f(a1 Vaaz) = f(a1) Vg f(az)

2. f(a1 ANaaz) = f(ar) A f(a2)

5. f(04) =0p

4- f(1a) =15

Decimos que f es un isomorfismo de dalgebras booleanas si f es un homomorfismo biyec-
tivo.

Definicién 1.2.10. Sea M € Mod—R y sea N < M. Decimos que N es totalmente
invariante siVf € End(M), f(N) C N.

Definicién 1.2.11. Sea M € Mod—R, M = N @ K. Decimos que N es unicamente
complementado, st ¥J < M tal que J es un complemento para N en M, J ~ K.

Definicién 1.2.12. Sea M € Mod—R y sea H C M, denotamos por HM al submddulo
de M generado por H. Donde

HM:{IEM|x:Zhiridonden-ER, h; € H}

=1

Definicién 1.2.13. Sea {Ny}a una familia de R-mddulos derechos y M € Mod—R. M
es un producto subdirecto de {N)}a si existe un monomorfismo ¢ : M — [[,{Na}a
tal que para toda X € A\, mxp es un epimorfismo, donde 7y es la proyeccion de [ [, {Nx}a
en Ny.
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Definicién 1.2.14. Sean A, B,C € Mod—R.

0> A3 B ﬁ) C — 0 es una sucesion exacta corta si:
1. «a es inyectiva.

2. B es sobreyectiva.
3. Im a = Nuc 8

Teorema 1.2.15. Sean M, M', N, N' € Mod—R. Entonces,

Homp(M @ M’,N) = Homgp(M,N) @ Homp(M', N)

Homp(M, N @ N') = Homp(M, N) @ Homp(M, N')

Demostracidn.
Definamos:

o: Homp(M @ M',N) — Hompr(M,N)@ Homg(M', N)
p(f)(m,m’) = (f(m,0), f(0,m"))

P.D.1 ¢ es un homomorfismo.
Sean f,g € Homg(M @ M’',N), sea r € R.
Primero veamos que, ¢(f + g) = ¢(f) + ¢(g). Asi, sea (m,m') € M @ M'.

p(f +g)(m,m’) = ((f + 9)(m,0), (f + 9)(0,m))

= (f(m,0) +g(m,0), £(0,m") + (0, m"))
(f(m,0), £(0,m")) + (g(m, 0), (9(0,m"))
(

(

e(f)(m,m) + ¢(g)(m, m')
= o(f) + (g)(m,m)
.. ¢ es un homomorfismo.

P.D.2 ¢ es inyectiva.
Sea f € Homr(M @ M',N).

p(f) =0 & V(m,m') € MEPM', ¢(f)(m,m') =0
& V(m,m') e ME@M', (f(m,0), f(0,m')) =0
& V(m,m') e M@ M, f(m,0)=0y f(0,m') =0
< V(m,m') € M@M’, f(m,m')y =0
& f =

.. (p es inyectiva.
P.D.3 ¢ es suprayectiva.

Sea (f,g) € Homgr(M,N)@ Homg(M', N). Definamos h : M @ M’ — N, h((m,m')) =

f(m) + g(m).
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Notemos que h € Homg(M @ M', N).
Sean (m,m’), (my,m}) € M@ M’', y sear € R. Asi:

h((m,m') + (my,m})) = h((m + my,m' +m)))
= f(m+mq) + g(m' +m})
= f(m) + f(m1) + g(m') + g(m})
= f(m) +

= h(

g(m') + f(m1) + g(m})
(m, m")) + h((my, m}))

.. h abre sumas.

S he Homr(M @ M',N).
Notemos que,

(k) = (f,9)

.. (p es suprayectiva.

.. ¢ es un isomorfismo.

Andlogamente, se prueba que Homg(M, N @ N') =2 Homg(M,N) @ Homr(M, N').

]



Capitulo 2

Sumandos de anillos con
complementos inicos

En esta seccién, se examina la conexién entre un idempotente e central y la unici-
dad de los complementos del sumando directo eR. Empezamos con algunos resultados
elementales.

Proposicién 2.0.1. Sea R un anillo. Sea Rr = I @ J una descomposicion directa de
R, donde I,J son ideales derechos. Entonces, existe e € E tal que [ = eR y J = ¢eR.

Demostracion.
Como 1 € R, entonces,

l=e+ f,dondeecl, feJ.
Luego,
e=(1)e=(e+ fle=¢e*+ fe

Pero e € I tiene una expresién tnica, e = e + 0. Entonces e 4+ fe =e+0 = e? =c¢
v fe =0. Puesto que e> € I y fe € J.

s.ee b

Afirmamos que I = eR.

Sea i € I, como 1 =ce+ f,

i=()i=(e+ f)i=ei+ fi

Notemos que como I,.J son ideales derechos y e € [ 'y f € J, se tiene que ei € [ y
fi € J. Por otro lado, ¢« € I tiene una expresion unica: ¢ = ¢ + 0, por lo que:

1+0=-ei+ fi
Lo que implica que ¢ = ei y 0 = fi.
S I CeR.
Como e € I e I es un ideal derecho, entonces eR C I.
s I =eR.

Por otro lado, probemos que J = fR.
Sea j € J,comol=¢e+ f,

12
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j=W)j=e+f(j)=ej+ [fj

Notemos que como I, J son ideales derechos y e € I 'y f € J, se tiene que ej € I y
fj € J. Por otro lado, j € J tiene una expresion tnica: 7 = 0 + 7, por lo que,

O+j=ej+fj
Lo que implica que 0 =ej y 7 = fJ.
-.JC fR.
Como f € J y J es un ideal derecho, entonces fR C J.
o.J = fR.

Observacion. l =e+ f = 1l—e=e+f—e = 1—e=f
c.J=¢eR
.'.RRZGR@éR.

Proposicién 2.0.2. Sea R un anillo. Sea e € E yu € U. Entonces euR = eR.

Demostracioén.

Sea r € R. Asi, eur € euR. eur = e(ur) € eR. Por lo tanto, euR C eR.

Por otro lado, er € eR. Como u € U, entonces Fv € R tal que uv = vu = 1. Y asi,
er = e(1)r = e(uv)r = eu(vr) € euR. Por lo tanto, eR C euR.

S.euR =eR.

]

Proposicién 2.0.3. Sea R un anillo y sean e, f € E(R). Las siguientes condiciones
son equivalentes:

(i) eR = fR.

(ii) ef = fy fe=e.

(i1i) Existe r € R tal que f = e + ere.

(iv) Ezxiste uw € U(R) tal que f = eu.

(v) Ré = Rf.

Demostracién.
(i) = (it) Como e € eR = fR, Ir; € R tal que e = fry. Asi,

e—fe=fri—f(fri)=fri—fri=fri— fri=0
e—fe=0
e = fe

Ahora, como f € fR=¢eR, dry € R tal que f = ery. Asi,

f—ef =ery—elery) =ery—e’ry =erg —ery =0

f—ef=0
f=ef
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(77) = (i7i) Notemos que,
etefe=e+ef(l—e)=e+ef—efe
Por hipdtesis, ef = fy fe = e, asi:
et+ef—efe=e+f—ele)=e+f—e=f

setefe=f.
S.3f € R, tal que f =e+efe.

(73i) = (iv) Por hipétesis Ir € R tal que f = e + eré. Sea u = 1 + erée. Probemos que
uel.
Consideremos v = 1 — erée, asi,

uwv = (1 +ere)(1 —ere) = (14 ere) — (1 +ere)(ere) = 1+ ere — ere — ereere
Recordemos que e y € son ortogonales, por lo que,
l+ere—ere—ereecre=14ere—ere+0=1

Souv =1
Por otro lado,

vu = (1 —ere)(l+eré)=(1+ere)— (ere)(1+ere) =1+ ere — ere — eréere = 1

coou = 1.
SueU.
Asi, como por hipétesis f = e+ erey e € E, tenemos lo siguiente:

f=ec+e*re
f=e(l+ere
f=eu

(1v) = (i) Por hipétesis Ju € U(R), tal que f = eu.
Por proposicién 2.0.2, sabemos que euR = eR. Asi,

fR=(eu)R =¢eR
fR=eR

(i) = (v)
P.D.1 Re C Rf.
Sea ré € Re. Por hipédtesis ef = f, ast:

l—e=1l—-e—f4+f=1l—-e—f+ef=1—-e—(1—-e)f=(1—-¢)(1—f)

Multiplicando por r ambos lados de la igualdad,

re=r(l—e)=r(l—e)(1—-f)=@r—-re)1—f)=(r—re)f
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Por lo que, ré = (r —re)f € Rf.

. Re C Rf.

P.D.2 Rf C Re.

Sea rf € Rf. Como por hipétesis fe = e:

l—f=1—f—e+e=1—f—e+fe=1—f—(1—=fle=(1-f)(1—¢e)
Multiplicando por r ambos lados de la igualdad:
rF=r(l=f) == P -e) = (r—rf)1—e) = (r — re)e

Por lo que, rf=(r—rf)e € Re.

. Rf C Re.

o Re=Rf. )

(v) = (i) Como e = 1(1 —e) € Re = Rf, entonces 3r, € R tal que:
l—e=ri(1—f)=r —nrf.

Por otro lado, como f = 1(1 — f) € Rf = Re, entonces Iry € R tal que:
1—f=mry(l—e)=ry—ree.

Porloque:e=1—ri+rmfy f=1—ry+re Asi,
ef=Q—rm+nf)f=f-rnf+nfPf=f-rf+rnf=F

fe=(1—ry+rme)le=c—ryet+ree? =e—me+me=c

cef=fy fe=e.
O

Los complementos directos de un sumando directo que es ideal derecho pueden carac-
terizarse de la siguiente forma.

Lema 2.0.4. Sea R un anillo, seane,g € E y R =eRE gR. Entonces gR = (é—eré)R
para alguna r € R adecuada. De manera inversa, para todo r € R, (€ — eré)R es un
complemento directo para eR.

Demostracion. De acuerdo con la proposiciéon 2.0.1 3f € F tal que eR = fRy
gR = fR. Asi, por la proposiciéon 2.0.3 dr € R tal que:

f=e+ere
Y asi,
f=1l—f=1—(etere)=1—c—ecré==¢e—ere

Entonces,

gR=fR=(é¢—erée)R



16 CAPITULO 2. SUMANDOS DE ANILLOS CON COMPLEMENTOS UNICOS

De manera inversa, sea r € R. Veamos que (€ — erée) R es un complemento directo para
eR. Consideremos f = e + ere, y veamos que f € F.

2= (f)(f) = (e +eré)(e+ere) = (e +eré)e+ (e + eré)(ere) =
e? + erée + e*ré + eréeré = e +erée = f

L JEER. B
Entonces por la proposicién 1.1.11 R = fREP fR.
P.D.1 fR=¢eR

Sea s € R, fs € fR. Como f = e + eré, entonces fs = (e + eré)s = e(l + re)s =
e(s+res) € eR.

. fR CeR.

Por otro lado, notemos que:

(e+eré)(1—ere) = (e+ere)—(e+ere)(ere) = et+eré—e’*ré+ereere) = e+eré—ere = e
Asi, es € eR y,
es = (e +ere)(1 —eré)s = f(s — eres)

Por lo que, es = f(s — erés) € fR.
s.eRC fR.

c.eR=fR.

P.D.2 fR= (e —ere)R

Como f = e + ere, entonces:

f=1—f=1—c—ere=c¢—ere

. fR=(e—eré)R.
..R=eR&(e —ere)R.

.. (6 — eré)R es un complemento directo para eR.
[l

Definicién 2.0.5. Decimos que eR tiene complemento unico, o es unicamente com-
plementado, si R = eR@ gR implica que eR = gR.

Proposicién 2.0.6. eR tiene complemento unico si y solo si eRe = 0.

Demostracion.

—> Supongamos que eR tiene complemento unico.

Por el lema 2.0.4 sabemos que Vr € R (€ — eré) R es un complemento directo para eR
y como eR es inicamente complementado entonces,

Vr € R, (e —erée)R=¢eR

Ahora, por la proposicion 2.0.3 tenemos que Vr € R:



17

Lo que implica que: Vr € R ere = 0.

c.eRe=0.

<= Supongamos que eRRe = 0.

Por el lema 2.0.4 todos los complementos de eR son de la forma (e — ere)R. Como
eRRe = 0, tenemos que, € — ere = e. Asi, si todos los complementos de eR son de la
forma (e — ere) R, entonces (€ —eré) R = eR. Por lo tanto eR tiene complemento tnico.

[]

Observacién 2.0.7. Andlogamente, eR es el complemento directo unico de eR, es
decir eR es unicamente complementado, si y solo si eRe = 0.

Ahora consideremos, no sélo cuando el complemento de eR es unico, sino cuando su
idempotente generador, e, lo es.

Proposicién 2.0.8. Sea R un anillo, e, f € E y R =eR@ fR. Entonces f =€ si y
solo si ef = fe.

Demostracion.

= Supongamos f = e.

Recordemos que e y € son ortogonales, ee = ée = 0.
ef =ee=0
fe=ee=0

sef = fe.
<= Supongamos ef = fe. Veamos que fR = (ef)RE(ef)R. Para ello, observemos
primero que ef = fe.

ef=(A—-e)f=f—ef=f—-fe=f(l—¢)=fe

Notemos que,

(ef)R=(fe)RC fR

ef)R=(fe)RC fR
Y como (ef)RCeRy (ef)R CeR,y eRNeR = {0}, entonces (ef)RN (ef)R = {0}.
. (ef)RD(ef)R C fR.

Por otro lado, sea fr € fR, asi,
fr=(f+0)r = (f+ef—ef)r = (ef+f—ef)r = (ef+(1—e)f)r = efr+(1—e)fr = efr+efr

fr=efr+eéfre(ef)REPESR

 fRC (e/)RD(ENR.

. fR=(ef)RP(ef)R.

Ahora, notemos que (ef)R = (fe)R C eRN fR = {0}. Por lo que ef = 0. Y asi,
(ef)R = 0.

. fR=(ef)R.

fR=(ef)R C eR.
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Afirmamos que éR C fR. Sea er € éR. Como R = eR fR, entonces Is,t € R tal
que r = es + ft. Asi,

er=(1—e)r=(1—e)(es+ ft) =es+ ft —e*s —eft = es+ ft —es = ft

er=fte fR
. eRC fR.
S.eR= fR.
ComoeceR=fRy f € fR=eR entonces dry,rs € R tal que,
e=friy f=ers.

Ahora,

fe=f(fr)=fri=fri=e

ef =eé(ery) = (e)’ro=éry = f
Ya probamos que fe =¢ef. Porloque e = fe=ef = f.
se=f.

m

Una propiedad similar concierne a los ideales derechos, que conmutan, generados por
idempotentes.

Proposicién 2.0.9. Sea R un anillo, e,f € E y R =eR@P fR. Si eRfR = fReR,
entonces fR = eR.

Demostracion.
P.D.1 eRC (ef)R
Seaer € eR. Como R =eR@ fRyr € R, entonces Iry, 5 € R tales que r = ery+ frs.
Asi,
er = é(ery + fro) = éery +efry = efry
.er=ceéfry € (ef)R.
.eR C (ef)R.

P.D.2 (¢f)R C eRfR
Sea (ef)r € (ef)R. Luego,

c(ef)r=e(l)f(r) e eRfR.
- (ef)R C eRfR.

P.D.3. fReRC fR
Sea Y fres; € fReR donde Vi € {1,...,n} r;,;s; € R. Asi,

=1

i fries; = f(i ries;) € fR
i=1 i=1
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n

Por lo tanto, > fres; € fR.
i=1
. fRER C fR.
Asi, tenemos que:
eERC (efYRCeRfR= fReRC fR
.eR C fR.
P.D.j fRC fReR

Por hipétesis R = eR@D fR, asi por el lema 2.0.4 Ir € R tal que fR = (¢ — ere)R.
Sea fry € fR, asi 3r, € R tal que fr| = (€ — eré)rs.

fri = f(fr1) = f(ery — erery) = féry — ferers

fr1 = fery — ferery = f(1)ers + f(—er)é(rs) € fRER

f?“l € fRéR
. fRC fReR.
P.D.5 eRfR C eR

Sea Y er;fs; € eRfR donde Vi € {1,....,n} r;,s; € R. Asi,

=1

i é?"l-fsi = é(i TifSi) €eR
=1 1

1=

n
Por lo tanto, > er;fs; € eR.

=1
- eRfR CéR.
Y asi,
fRC fRéR = éRfR C eR
- eR=fR.

]

Una propiedad de los elementos idempotentes de un anillo relacionada con la comple-
mentacion unica es la subconmutatividad.

Definicién 2.0.10. [6] Un elemento a € R es subconmutativo derecho si Ra C aR y es
subconmutativo izquierdo si aR C Ra. Decimos que a es subconmutativo si es subcon-
mutativo izquierdo y subconmutativo derecho. Un subconjunto de R es subconmutativo
derecho (izquierdo) si cada uno de sus elementos lo es.

El concepto de subconmutatividad "por un lado’ aparece frecuentemente en la literatura
de teorfa de anillos bajo distintos nombres. Por ejemplo, Birkenmeier [1] define que un
idempotente e € E' es semicentral derecho (izquierdo) si eR = eRe (Re = eRe).
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Proposicién 2.0.11. Sea R un anillo, e € E(R). e es semicentral izquierdo si y solo
si e es subconmutativo derecho.

Demostracioén.
— Supongamos e semicentral izquierdo.
Como e es semicentral izquierdo, entonces Re = eRe. Observemos que eRe C eR.
Si ere € eRe, entonces ere = e(re) € eR.
. Re CeR.
.. e es subconmutativo derecho.
<= Supongamos e subconmutativo derecho.
Es claro que eRe C Re. Por otro lado, si re € Re, como e es subconmutativo derecho,
entonces ds € R tal que:
re =es

Multiplicando por e ambos lados de la igualdad tenemos que,

e(re) = e(es)
ere = e%s

€ere = es =re

Por lo que re = ere € eRe.
.. Re C eRe.
.. Re = eRe.

.. e es semicentral izquierdo.
m

La subconmutatividad resulta importante en este contexto puesto que si a € End(M)
es subconmutativo derecho, entonces V5 € End(M), f(a(M)) C a(M), i.e., a(M) es
totalmente invariante.

Ahora se muestra que un idempotente e es subconmutativo izquierdo si y sélo si eR
tiene complemento tnico.

Proposicién 2.0.12. Sea R un anillo y sea e € E(R). Las siquientes condiciones son
equivalentes:

(i) e es subconmutativo izquierdo.

(i1) eRe = 0.

(7ii) € es subconmutativo derecho.

(iv) eR es unicamente complementado.

Demostracion.
— Supongamos eR C Re. Asi, Vr € R, er € Re. Afirmamos que eRe C Ree.
Sea ere € eRe, asi dr; € R, tal que,

eré = (er)e = (re)e = ri(ee) € Ree

.. eRe C Ree.
Observemos que Ree = 0. Puesto que e y é son ortogonales.
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c.eRe C Ree =0

c.eRe = 0.

<= Supongamos eRé = 0. Sea er € eR. Observemos que r = r+re—re =re+r—re =
re+r(l —e) =re+re. Asi,

er =e(re+re) = ere + ere = ere = (er)e

c.er = (er)e € Re
.eR C Re

.. e es subconmutativo izquierdo.

(1) <= (4i1)
—> Supongamos eRe = 0. Sea re € Re. Notemos que r =r+er—er=er+r —er =
er+ (1 —e)r=er+er. Asi,

ré = (er + ér)e = ere + ére = ere

c.re =¢(re) € eR
..ReCeéeR
.. € es subconmutativo derecho.
<= Supongamos Re C eR. Sea ere € eRe, como Re C eR, entonces dr; € R tal que
re = ery. Asi,
ere = e(re) = e(er;) = (ee)r; =0

. eRe = 0.
(17) <= (iv) Esto esta probado en la proposicién 2.0.6.
O]

Una condicién relacionada a la conmutatividad en anillos es cuando ideales ’'uni-
laterales’ resultan ser ideales bilaterales.

Definicién 2.0.13. Un anillo R es llamado dio derecho (izquierdo) si todo ideal de-
recho (izquierdo) de R es ideal bilateral.

Proposicién 2.0.14. Un anillo R es dio derecho (izquierdo) si y solo si el anillo es
subconmutativo derecho (izquierdo).

Demostracion.

—> Supongamos que R es dio derecho.

Sea a € R. Como aR es un ideal derecho, y R es dio derecho, tenemos que aR es
también un ideal izquierdo. Y asi, como a € aR ideal izquierdo, entonces: Vr € R,
ra € aR.

. Ra CaR.

..Va € R a es subconmutativo derecho.

.. R es subconmutativo derecho.

<= Supongamos que R es subconmutativo derecho.



22 CAPITULO 2. SUMANDOS DE ANILLOS CON COMPLEMENTOS UNICOS

Sea I ideal derecho de R, y sea i € I. Asi, como i € Ry R es subconmutativo derecho,
Ri CiR. Pero 1R C I pues I es ideal derecho. Por lo que,

RiCiRC I
s Viel RiC 1

.. I es ideal izquierdo.
. R es duo derecho.



Capitulo 3

Anillos abelianos

En esta seccion, se muestra la conexién entre R abeliano y la subconmutatividad de
E(R). Por otro lado, se veran resultados de suponer que el anillo es abeliano. Final-
mente, damos una caracterizacion de R como anillo abeliano.

Recordemos que un anillo R es abeliano si E(R) C Z(R). Un resultado sorprendente
obtenido por Lam [5] es el siguiente:

Proposicién 3.0.1. Sea R un anillo, con E su conjunto de idempotentes. Las siguien-
tes condiciones son equivalentes:

(i) R es abeliano.

(ii) E es conmutativo.

(iii) Ve € E, e conmuta con f € FE sieR = fR.

Demostracién.
Si R es abeliano, Ve € EVr € Rer =re. Asi, si f € E C R, entonces Ve € F ef = fe.
~Ve, fe Eef = fe.

.. B es conmutativo.

Si E es conmutativo, entonces Ve € FE, e conmuta con todo f € E. En particular,
Ve € E, e conmuta con f € F si eR = fR.

(i1i) = (i) Sea e € E, r € R. Observemos que (e + ere), (e + ere) € E.

(e + eré)(e+ere) = (e +eré)e + (e + ere)(ere) = €* + erée + €°ré + ereere = e + ere
(e+ere)(e+ere) = (e+ere)e+ (e+ ere)ere = (€)* + eree + (€)’re + ereere = €+ éere

. (e+ere), (e+ere) € E.
Notemos que,
e(e +eré) =e* +e*rée=e+ere

(e +eré)e=e® +erée =e

23
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e(e+ere) = (€)> + (é)’re = & + ére
(e +ere)e = (e)* +eree =e
Entonces por la proposicién 2.0.3, se tiene que eR = (e + eré)Ry eR = (€ + ere)R.

seR=(e+ere)RyeR= (e+ere)R.
Asi, por la hipdtesis sabemos:

e(e + ere) = (e + ere)e
é(e+ere) = (e+ere)e

Lo que implica que,

et ere=c¢e
et+ere=¢e€

Asi, ere =0y ere = 0.

O=ere=er(l—e)=er—ere = er=cre
O=eéere=(l—e)re=re—ere = re=ere

C.er=ere=re
Ler=re
.. R es abeliano.

Consecuentemente a esta proposicién, tenemos el siguiente teorema.

Teorema 3.0.2. Sea R un anillo y E su conjunto de idempotentes. Son equivalentes:
(i) E es conmutativo.

(ii) R es abeliano.

(iii) Todo ideal derecho generado por un idempotente es unicamente complementado.
(iv) E es subconmutativo.

Demostracién.
(1) = (di) Proposicién 3.0.1.

(i1) = (tii) Sea e € E.

Como R es abeliano, entonces Vi € R, er = re. Asi, Ve € E, eR C Re.

.. Ve € FE, e es subconmutativo izquierdo.

Entonces, de la proposicion 2.0.12; se sigue que:

Ve € E, eR tiene complemento tnico.

.. Todo ideal derecho generado por un idempotente es inicamente complementado.

(i7i) = (iv) Sea e € E.
eR y eR son unicamente complementados por hipotesis. Como eR tiene complemento
unico, por la proposicién 2.0.12, tenemos que e es subconmutativo izquierdo. Por otro
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lado, como éR tiene complemento tinico, entonces por la proposicion 2.0.12, € es sub-
conmutativo derecho, i.e., e es subconmutativo derecho.

. Ve € E, e es subconmutativo.

.. E es subconmutativo.

(iv) = (i) Sea e € E. e y € son subconmutativos por hipdtesis. En particular, e y e
son subconmutativos izquierdos. Por la proposicién 2.0.12 eRe = 0 y eRe = 0, i.e.,
eRe =0y eRe=0. Veamos que Vr € R, r = re + re.

re+re=re+r(l—e)=re+r—re=r
Asi, sea f € F.

fe=e(fe)+eée(fe)=efe=efe+0=cefe+efe=(efle+ (ef)e=ef

Notemos que la primera igualdad se sigue de la proposicion 1.1.11, la segunda igualdad
del hecho que eRe = 0, la cuarta igualdad de que eRe = 0 y la sexta se sigue de la
observacion.

~Ve,f € E, ef = fe.

. F es conmutativo.
O]

Ejemplo 3.0.3. Ahora daremos un ejemplo de un anillo abeliano no conmutativo.
Para ello, sea {D; | ¢ € I} un conjunto de anillos con divisién, no isomorfos indicados

por un conjunto arbitrario I, no todos campo. Sea R = [[ D;. Consideremos R como
iel

R-médulo derecho, y notemos que E(R) = {(a;)icr | a; = 0p, 0 a; = 1p,}.

Sea (a;)icr € E(R), donde Vi a; € D;. Asi,

(@i)ier = (ai)ie; = (a7 )iex
Lo que implica que Vi € I,
a; = a?

a?—a; =0
al(az—l):()

Asi tenemos los siguientes dos casos,
Si a; # 0, como D; es un anillo con divisién y a; # 0, Ja;
a; 'a; = 1. Asi,

e D; tal que aiai_l =

a; tai(a; — 1) = (a; )0
a; — 1=0
a; = 1

(ai)iel € {(ai)iel | a; = ODi 0 a; = 1Di}
" E(R) Q {(ai)ie[ | a; = ODi o a; = 1Dz}



26 CAPITULO 3. ANILLOS ABELIANOS

Ahora, sea (a;)icr € {(ai)ier | a@; =0p, 0 a; = 1p,}.
(ai)ier = (@iai)ier = (a7)ier
Como Vi € I a; =1 0 a; = 0, entonces a? = a;. Por lo tanto,
(a?)ier = (ai)ier

c(@i)ie = (aier.

(ai)ig € E(R)

{(ai)iel | a; = ODi oa; = 1Dz} - E(R)

. E(R) = {(ai)ig | a; = ODi o a; = 1D1}
Afirmamos lo siguiente, si e € E(R), eRe = 0.
Sea e = (a;)ier € E(R), asi si (b;)ier € R,

(ai)ier(bi)ier(D)ier — (ai)ier) = (ai)ier(bi)ier(1 — a;)icr € eRe
Como e € E, entonces por la observacion anterior Vi € I a; =0 o a; = 1. Asi,
(ai)ier(bi)ier(1 — a;)icr =0

...VYee E, eRe = 0.

Por la proposicién 2.0.12, Ve € E, eR es tinicamente complementado. De lo que pode-
mos concluir, bajo el teorema 3.0.2, que R es un anillo abeliano.

Por otro lado, por la construccién de R 35 € I tal que D; no es un campo. Por lo que
Jdz,y € D; tales que zy # yx.

Ahora consideremos los siguientes elementos de R,

(a;)ie; donde a; =0Vii#jya;=xsii=]j.
(bi)ieldondebiZOVii#jybi:ysii:j‘

Asi,

(a;)icr(bi)icr = (@ib;)icr donde ab; =0 Vii# jy a;by =xysii=j
(bi)z'el(@i)iel = (biai)iel donde bja; =0 Vit # jyba;=yxrsii=j

Como xy # yx, entonces:
(ai)iel(bi)iel = (aibi)iel 7é (biai)iel = (bi)iel(ai)ie]

.. R no es conmutativo.
. R es un anillo abeliano no conmutativo.

]

Los anillos abelianos tienen muchas propiedades en comiin con los anillos conmutativos;
por ejemplo, hemos visto que los complementos y los idempotentes generadores de
ideales generados por idempotentes son tnicos. Otra propiedad se da en la siguiente
proposicién.
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Proposicién 3.0.4. Si R es un anillo abeliano, entonces E es un dlgebra de Boole
respecto al orden natural ef < e.

Demostracién. Supongamos R anillo abeliano.

P.D.1 FE es una reticula.

Por la proposicién 1.1.6, sabemos que E es un COPO. Sean e, f € E. Como R es
abeliano y e, f son idempotentes,

(ef)(ef) =e(fe)f =elef)f =ef
(efle=celef)=efy flef) = (ef)f=ef
Entonces, ef € E y por definiciéon de <, ef <eyef < f.
Sige Festal que g <ey g < f, entonces:
ge=eg=9ygf=9f=g

Asi,

glef) =(eflg=elfg)=eg=yg
sg<ef.
seNf=inf{e, f} =ef

.. Ve, f € E existe el infimo de e y f.
Por otro lado,

(et f—ef)(etf—ef)=e+fe—efetef+f?—ef’—e’f—fef+efef=c+[f—cf
(e+f—ef)e=ele+f—ef)=e*+ef—c*f=e+ef —ef =¢
fletf—ef)=(et+f—ef)f=ef+f—efP=cf+f—ef=]

Asl, (e+ f—ef)eE,e<(e+f—ef)y f<(e+[f—ef)
Sige Festal quee < gy f < g, entonces:

eg=ge=cy fg=gf=1Ff
De donde,

gle+f—ef)=(e+f—eflg=ecg+fg—cfg=ce+ f—ef

sle+ f—ef)<g.

seVf=supie fl=e+f—ef

.. Ve, f € E existe el supremo de e y f.

.. E es una reticula.

P.D.2 FE es una reticula acotada.

Consideremos a los elementos 0,1 € E. Asi, sie € E,

e(l)y=1(e) =eye(0)=0(e) =0
PorloqueVee Fe<1y0<e.

eNl=eyeVl=1
eAN0=0yeV0=e
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.. E/ es una reticula acotada.
P.D.3 FE es una reticula complementada.
Sea e € F, asi Je € E tal que:

eNe=¢ec(e)=0eVe=et+e—ee=e+1—e=1

.. E es una reticula complementada.
P.D.3 E es una reticula distributiva.
Sean e, f,g € E. Notemos lo siguiente,

eN(fVg)=eN(f+g—fg)=elf+g—fg)=ef+eg—efg

Por otro lado,
(enNf)V(eng)=efVeg=ef+eg—efeg=cf +eg—elef)g=cef +eg—efg

seN(fVg)=(enf)V(eNg)
.. IV es una reticula distributiva.
.. E es un élgebra de Boole.

]

Corolario 3.0.5. Sea R un anillo abeliano y sea L el conjunto de ideales derechos de
R generados por un idempotente, ordenados por la inclusion. Entonces L es un dlgebra
de Boole y la funcion e — eR de E en L es un isomorfismo de dlgebras de Boole.

Demostracion.

P.D.1 L es un algebra de Boole, respecto a la inclusién.

Es claro que (L,C) es un COPO (conjunto parcialmente ordenado). Ahora, veamos
que es una reticula. Sean eR, fR € L, donde ¢, f € F.

De la proposicién anterior, 3.0.4, sabemos que ef € E, por lo que (ef)R € L. Notemos
que:

(ef)RCeRy (ef)R=(fe)RC [R
Y si gR € L, fuese tal que gR C eR y gR C fR, entonces tomemos gr; € gR. Asi,
gri =ery p.a. 79 € Ry g= frz p.a. r3 € R. Como R es abeliano,
gri = g*r1 = grig = ero(frs3) = efrors

cogry = (ef)rars € (ef)R.

S.gR C (ef)R.

.eRNA fR=inf {eR, fR} = (ef)R.

Por otro lado, por la proposicién anterior, 3.0.4, (e + f —ef) € E, por lo que
(e+ f—ef)R € L. Notemos que si er € eRy fr € fR,

er = e*r = e*r+fer—fer = e’r+f(er)—fe(er) = e(er)+f(er)—ef(er) = (e+f—ef)(er)
fr=Fr=fr+efr—efr=e(fr)+ f(fr)—ef(fr)=(e+f—ef)(fr)

Y porlo tanto eR C (e+ f—ef)Ry fRC (e+ f—ef)R. Y si gR € L, fuese tal que
eRC gRy fR C gR. Entonces tomemos (e + f —ef)r € (e+ f — ef)R, ast:



29

er=gr; p.a.r € R
fr=gropa.r eR
efr=e(fr)=grspa.r3€R

Por lo tanto,
(e+f—ef)r=er+ fr—efr=gri+gro—grs=g(ri+r.—rs)

e+ f—ef)r=g(ri+r—13) € gR.

e+ f—ef)RC gR.

s.eRV fR=sup {eR, fR} = (e+ f—ef)R

.. L es una reticula.

Consideremos a (0))R=0€ Ly (1)R=R € L. Sea eR € L, ast:

eRANO=(e)0R=0yeRV0O=(e+0—(e)0)R=¢eR
eRN1=(e)lR=eRyeRV1=(e+1—(e)])R=R

.. L es una reticula acotada.
Ahora consideremos eR € L, y veamos que eR es su complemento. Para ello notemos
lo siguiente,

eRNeR = (ee)R=0
eRVeR=(e+ée—ee)R=R

.. L es una reticula complementada.
Por ultimo, veamos que L es una reticula distributiva. Sean eR, f R, gR € L. Notemos,

eRN(fRV gR) =eRA(f+9—fg)R=(e(f+9—fo)R
(eRNfR)V (eRANgR) = (ef)RV (eg)R= (ef +eg —efeg)R

Por la proposicién 3.0.4, e(f +g— fg) = ef +ef —efeg, entonces (e(f+g— fg))R =
(ef +eg—efeg)R

SeRA(fRVgR)=(eRA fR)V (eRAgR)

.. L es una reticula distributiva.

.. L es un algebra de Boole.

P.D.2 La funcién h tal que e — eR de E en L es un isomorfismo de algebras de Boole.
Sean e, f € E.

h(e Ag f) = h(ef) = (ef)R = eR AL fR = h(e) A h(f)

heVg f)=h(e+f—ef)=(e+ f—ef)R=eRVy fR=h(e) VL h(f)
h(0g) = (0)R =0 =0

h(lg) = (R =R =1,

.. h es un homomorfismo.

Ahora supongamos que h(e) = h(f), i.e., eR = fR. Asi, por la proposiciéon 2.0.3,
tenemos que ef = f y fe = e, pero por hipdtesis R es abeliano, asi, f =ef = fe=e.
se=f.

.. h es inyectiva.

Y si eR € L, entonces Je € E tal que h(e) = eR.

.. h es suprayectiva.

.. h es un isomorfismo de dlgebras de Boole.
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]

Definicién 3.0.6. Sea R un anillo. R es Dedekind finito si Va,b € R, ab =1 implica
que ba = 1.

Proposicién 3.0.7. Si R es un anillo abeliano, entonces R es Dedekind finito.

Demostracion.
Sean a,b € R tales que ab = 1. Notemos que,

ba = b(1)a = b(ab)a = (ba)(ba)

Soba e B
Como R es un anillo abeliano, entonces por el teorema 3.0.2, E es subconmutativo, de

donde ba € E es subconmutativo. En particular, ba es subconmutativo izquierdo. Asi,
por la proposicién 2.0.12; (ba)R(1 — ba) = 0. Como b € R,

(ba)b(1 —ba) =0
a(ba)b(l —ba) = (a)0 =0
(ab)(ab)(1 —ba) =0
(1)(1 —ba) =0
1 =ba

.. R es Dedekind finito.

Observacion 3.0.8. El converso de la proposicion anterior es falso.
Para ello, consideremos al anillo de matrices de 222 con coeficientes en R, My(R).
P.D.1 M5(R) es Dedekind finito.

a b e
Sean (C d)’ (g £> € Ms(R). Supongamos que:

(0 ) -60)

Demostremos que,

Es decir, supongamos:

ae+bg =1 (3.1)
af +bh =0 (3.2)
ce+dg=0 (3.3)
cf+dh=1 (3.4)
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Y demostremos lo siguiente:

ea+ fc=1
eb+ fd=20
ga+hc=0
gb+hd =1

Observacion. a =0< h =0

= Si a = 0, entonces ae + bg = 1 implica que bg = 1, de donde b # 0. Por otro lado,
como af + bh = 0, entonces bh = 0, y como b # 0, h = 0.

< Si h =0, entonces cf + dh = 1 implica que cf = 1, por lo que f # 0. Por otro lado,
como af 4+ bh = 0, entonces af =0, y como f # 0, a = 0.

Observacion. e=0<d =10

= Si e = 0, entonces ae + bg = 1 implica que bg = 1, de donde g # 0. Por otro lado,
como ce + dg = 0, entonces dg = 0, y como g # 0, d = 0.

< Sid =0, entonces cf + dh = 1 implica que cf = 1, por lo que ¢ # 0. Por otro lado,
como ce + dg = 0, entonces ce = 0, y como ¢ # 0, e = 0.

Caso 1l.a=0
Si a = 0, entonces,

ae+bg=1 = bg=1
af +bh=0 = bh =0

Como R es un campo, entonces bg =1 = bh #0y b = é; por la observacion
sabemos que si a = 0, entonces h = 0. Asi, nuestra hipdtesis queda de la siguiente
forma,

bg =1
bh =0
ce+dg =0
cf =1
Notemos que c¢f = 1, implica ¢, f 0y f = %
Asi,
ea+ fc=0+cf=cf=1
1 1 e d e+gd ce+d 0
bt fd=e(x)+(C)d="+-="F =
g c g c ge gc gc

ga+hc=04+0=0
gb+hd=gb+0=gb=0g=1

Por lo tanto,
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FIPRE

Caso 2. e=0
Analogo al caso 1.

Caso 3. a,e,d,h #0
Observaciéon. ae = dh y bg = cf.
De las ecuaciones (3.2) y (3.3) de la hipdtesis, se sigue que:
—dg
c=—=
e

—bh

Por la ecuacién (3.4), tenemos:

bg + ae 1

ae _%
ae+bg 1

ae  dh

Ahora, por la ecuacion (3.1) ae + bg = 1, por lo que:

1 1
% = % = ae =dh
Por otro lado, por (3.1) y (3.4),
1 —ae=bg
1 —dh =byg
cf =bg

c.ae=dh y bg =cf.

Por (3.4) ¢f +dh = 1 y sabemos que dh = ae, por lo que ae + cf = 1. Como R es un
campo, ea + fc=ae+cf = 1.

Por (3.1) ae + bg = 1 y sabemos que ae = dh, por lo que dh + bg = 1. Como R es un
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campo, gb + hd = dh + bg = 1.

De (3.3) ¢ = _ng y sabemos que ¢f = bg. Asi,
—dg
“SIr—p
(—)f=bg
__f -}
e
—df = be
be+df =0
Asi, como R es campo eb + fd = be + df = 0.
Por (3.3) ¢ = _ng y sabemos que ae = dh, asi a = %.
dh —dg
ag = (L)g = ~(CZ)h = —ch

(& €

coag+ch =0.
Como R es campo, ga + hc = ag + ch = 0.
Por lo tanto,

ea+ fe=1
eb+ fd=0
ga+hc=0
gb+hd=1

Y asi,

COCD-6Y)

. M3(R) es Dedekind finito.
P.D.2 M5(R) no es un anillo abeliano.

Consideremos <} 8) € M,(R) y probemos que G O) € E(My(R)).
1 0\ /1 0\ (10
1 0)\1 o) \10
(10
. (1 O) € E(M(R)).
Ahora, consideremos (8 D € My(R). Asi,
10\ /0 1\ (01
1 0/\0o 1) \0 1
0 1y /1 0\ (10
01 1 0) \10
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o)) 266

(1 O) no conmuta con todo elemento de Ms(R).

Por lo que,

10

. M5(R) no es abeliano.

. M5(R) es un anillo Dedekind finito que no es abeliano.

Notemos que en vez de R se puede tomar K un campo y la prueba se sigue de igual
forma.

]

Proposicién 3.0.9. Sea R un anillo abeliano y sean e, f € E. Entonces (ef)R =
eRfR=e¢RN fR.

Demostracion.
Sea efr € (ef)R, asi efr =e(1)fr € eRfR.
. (ef)R CeRfR.

n

Sea Y er;fs; € eRfR. Como R es abeliano,
i=1

n

i erifsi=e(>_rifs;)
i=1 i=1

i erifsi=)_ feris; = f(i eris;)
=1 i=1

=1

sy erifsi € eRN fR.

“eRfRC eRN [R.

S (efYRCeRfRCeRN fR.

Seax € eRN fR, asi v = er = fs p.a. r,s € R. Como er = fs, entonces e?r = efs,
r=er=cefs € (ef)R.

S.eRN fR C (ef)R.

s.(ef)R=eRfR=eRN fR.

Finalmente, consideramos la semiconmutatividad de E.

Definicién 3.0.10. [3] Sea R un anillo. Decimos que X C R es semiconmutativo si
Va,b € X, ab = 0 implica que aRb = 0.

Proposicién 3.0.11. E es semiconmutativo si y sélo si R es abeliano.
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Demostracion.

= Supongamos E semiconmutativo.

Asi Ve € E, como ee = 0, entonces e Ré = 0. Por la proposicién 2.0.6, Ve € E, eR tiene
complemento tnico. Y por el teorema 3.0.2, R es abeliano.

<= Supongamos R abeliano.

Sean e, f € E tales que ef = 0. Ahora, tomemos erf € eRf; como R es abeliano,
erf = (ef)r=(0)r=0.

ceRf =0.

. F es semiconmutativo.



Capitulo 4

Modulos con anillos de
endomorfismos abelianos

En este capitulo se muestra cémo los resultados del capitulo anterior aplican a anillos
de endomorfismos de médulos.

4.1. Modulos endabelianos

Definicién 4.1.1. Sea M € Mod—R, un R médulo derecho unitario. M es un modulo
endabeliano si su anillo de endomorfismos, End(M), es abeliano.

Proposicién 4.1.2. Sea M € Mod—R. Si M = J@ K, entonces las proyecciones
asociadas €5 y €k, son los idempotentes unicamente determinados en E(End(M)),
para los cuales J =Ime; = Nuceg y K =Imeg = Nuce;. Asi, ex = €.

Demostracion.

Por la proposiciéon 1.1.15, sabemos que existen dos idempotentes tnicos, €5 v €k,
tales que ey|; = id, ejlx = 0y ex|x = id, ex|; = 0. Asi, J = Ime; = Nuceg y
K =Imeg = Nucey.

Ahora, seam=j+k e M,p.a.je J, ke K. Asi,

im)=c;(j+k)=j+k—c;(+k)=j+k—j=k=cx(j+k)=ck(m)
CLEK = €.
]

Ahora, se muestra que los sumandos de M estan determinados tnicamente por los
ideales derechos generados por idempotentes y viceversa.

Lema 4.1.3. Sea M = J@ K. Entonces e ;End(M) ={f € End(M) | f(M) C J}.

Demostracion.
Seae;f € eyEnd(M),yseam € M. Como € es la proyeccién en J, entonces para toda
m € M, e;(m) € J. Por otro lado, como f € End(M), entonces para toda m € M,

36
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f(m) e M.

ASf, Ejf(m) e J.

segEnd(M) C{f € EndM) | f(M) C J}.

Por otro lado, sea f € End(M), tal que f(M) C J. Afirmamos que f =¢,f.
Sea m € M, como f(m) € J, entonces e;f(m) = f(m).

f S a;End(M)

s Af € EndM) | f(M) CJ} CeyEnd(M).

cegEnd(M) ={f € End(M) | f(M) C J}.

O

Lema 4.1.4. De manera inversa al lema anterior, sea ¢ € E(End(M)) y sea J el
submddulo de M generado por {ef(M) | f € End(M)}. Entonces M = JP K, e;=¢

Y Exg = E.

Demostracion.
Sean J el submdduulo de M generado por {ef(M) | f € End(M)}, y K el submédulo

de M generado por {€f(M) | f € End(M)}.
Notemos que, m = e(m) + m — e(m), es decir, m = e(m) 4+ &(m), donde e(m) € J y
g(m) € K. Probaremos que JN K =0. Seam € JN K, asi,

n

Y- efilmi)ri =m = ééfj(mj)rj

i=1

Donde Vi,j € {1,...,n} fi, fj € End(M), m;,m; € M y r;,r; € R. Asi, si aplicamos &
a m, tenemos:

amy:aiammmﬂzfl&ﬁmm”:o
g(m) = E(é fi(my)r;) = i:l&?fj(mj)rj =m
Som =0
L JNK =0,
M=J®K.

Por otro lado, sea m € M, como M = J@P K, m = Y efi(mi)ri + > £f;(m;)r;. De
j=1

i=1
donde

n n n

g(m) = 5(; efi(mi)ri + ;a?fj(mj)ﬁ) = ;wﬂ(mi)n = e;(m)

g(m) = &e(3_ efilmi)ri + ;gfj(mj)Tj) = i efj(my)rj = ex(m)

=1

JLEJ=EYVEK —E.
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Lema 4.1.5. Sea M € Mod—R, M = J@ K. Las siguientes condiciones son equiva-
lentes:

(i) J es unicamente complementado en M.

(i) e jEnd(M) es inicamente complementado en End(M), considerado como un End(M)
modulo derecho.

(iv) K es totalmente invariante en M.

Demostracién.

(1) = (i)

Primero probemos que si L es un sumando complementario de J en M, entonces
e End(M) es un sumando complementario de € ;End(M) en End(M).

Asi, estamos suponiendo que M = JE@ L. Sea a € End(M), Vm € M, a(m) = j + 1
p.a.jeJ,leL.

Por otro lado,

esoa(m) =e;(a(m)) =e;(j +1) =
eproa(lm)=cp(a(m)) =cp(j+1) =1
Por lo tanto, (e;oa+epoa)(m) =7+ 1= a(m).

SLEjoa+teEepoa =
Ahora, sea f € e;End(M)Ne End(M), asi como estamos suponiendo que M = J @ L,
por el lema 4.1.3, sabemos:

e;End(M) = {f € End(M) | f(M) C J}

| f
erEnd(M) ={f € End(M) | f(M)C L}

Por lo que f e JNL =0.

S f=0.

coegEnd(M)NepEnd(M) = 0.

coEnd(M) = e End(M) @ e End(M).

e End(M) es un sumando complementario de e yEnd(M).

Asi, como por hipdtesis J es inicamente complementado en M, entonces se sigue que
esEnd(M) es tinicamente complementado en End(M).

(i) = (i)

Sea L un sumando de M. Probemos que si e, End(M) es un sumando complementario
para e ;End(M) en End(M), entonces L es un sumando complementario para J en M.
Asi, estamos suponiendo que End(M) = e;End(M) @ e End(M); de donde existen
f,g € End(M) tales que,

id=cjof+4+epog
Asi,

id(m) = (gj o f +eLog)(m)
id(m) = ejy0 f(m)+eg 0 g(m)
m = e,;(f(m)) +er(g(m))



4.1. MODULOS ENDABELIANOS 39

Donde ¢,(f(m)) € J y er(g(m)) € L, por lo que m = j+ 1, donde j = €;(f(m)) y

ler(g(m)).
Ahora, sim € JN L, existen j € J y [ € L tal que m = j = [. Observemos que,

0=c¢;() =c;(m)=¢,(j) =3J

Som =0
s JNL=0.
S M=JBL.

Por hipétesis € ; End(M) es inicamente complementado en End(M), entonces se sigue
que J es unicamente complementado en M.

Como e;End(M) es dnicamente complementado, entonces por la proposicién 2.0.6
esEnd(M)e; = 0. Pero como M = J @ K, entonces por la proposicion 4.1.2, 5 = e.
coegEnd(M)eg = 0.

(idi) = (i)

Como M = J@ K, entonces por la proposicion 4.1.2, €; = ex. Asi, por hipétesis
esEnd(M)e; = 0, entonces por la proposiciéon 2.0.6, e ;End(M) es unicamente com-
plementado en End(M).

Probemos primero que K es totalmente invariante si y sélo si Homg(K, J) = 0.
— Supongamos K totalmente invariante. Sea f € Hompg(K,J). Notemos que f se
puede extender a un endomorfismo de M en M, de la siguiente forma:

ff"M— M

f'(G+k)=f(k)
Es claro que [’ € End(M). Por definicién de 'y como f € Homg(K,J), Im f' = J.
Por hipétesis K es totalmente invariante, asi Vk € K f'(k) = f(k) € K. PeroIm f' = J.
AsiVk e K f'(k) = f(k) e KNnJ=0.
S f=0.
. Homg(K,J) =0.
<= Supongamos Hompg(K,J) = 0.
Sea f € End(M). Por teorema 1.2.15, tenemos que:

End(M) = Homp(J, J) @ Homp(J, K) @ Homp(K, J) P Homp(K, K)
Asl, f = fi+ fo+ fs+ f1, donde f1 € Homp(J,J), fo € Homg(J, K), f3 € Homg(K, J)
y fa € Homg(K, K). Sea k € K.

f(k) = (fs + fa) (k)
Pero, por hipétesis Hompg(K,J) =0, asi f3 = 0. Por lo tanto,
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f(k) = fa(k)
Donde f, € Homg(K, K). Por lo que Vk € K, f(k) € K.
.. K es totalmente invariante.
Afirmamos que Homg(K, J) = e;End(M)ek. Sea f € End(M) yseam = j+k € M,
p.a.jeJ, ke K. Asi,

ejofoex(j+k)=es(f(k)
Por lo que 50 foex € Homg(K, J).
segEnd(M)ex € Hompg(K, J).
Por otro lado, si f € Hompg(K, J), luego

eso foex(k) =es(f(ex(k))) = es(f(k) = f(k)
S f€esEnd(M)ek.
HomR(K, J) g 6]E7’Ld(M)€K.
S.Homg(K,J) =e;End(M)ek.
Asi, K es totalmente invariante <= Hompg(K,J) =0 <= e;End(M)ex = 0.
.. K es totalmente invariante si y sélo si e;End(M)ex = 0.

Teorema 4.1.6. Sea M € Mod—R. Las siguientes condiciones son equivalentes:
(i) todos los sumandos directos de M son tunicamente complementados.

(ii) M es un mddulo endabeliano.

(iii) todos los sumandos directos de M son totalmente invariantes.

Demostracién.
(1) & (di7) Es directo del lema 4.1.5.

(i) = (i) Supongamos que todo sumando directo de M es tinicamente complementado.
Sea e End(M) un ideal derecho generado por el idempotente e € E(End(M)). Por el le-
ma 4.1.4, M = J@ K, donde J es el submédulo generado por{ef(M) | f € End(M)}
ye=¢yg.

Notemos que para todo ideal derecho generado por un idempotente, existe J, sumando
de M, tal que, eEnd(M) = e;End(M).

Por hipétesis, J es tinicamente complementado, entonces por el lema 4.1.5, € ; End(M)
es unicamente complementado. Asi, por lo observacion, tenemos que todo ideal derecho
generado por un idempotente es tinicamente complementado, lo que implica que, por
el teorema 3.0.2, End(M) es abeliano.

.. M es un moédulo endabeliano.

(77) = (i) Supongamos End(M) es abeliano.

Por el teorema 3.0.2, todo ideal derecho generado por un idempotente tiene comple-
mento Unico.

Recordemos que para todo J sumando directo de M, €, la proyeccién asociada, es un
idempotente en End(M). Asi, e ;End(M) es tinicamente complementado, entonces por
el lema 4.1.5, J es uinicamente complementado.

.. Todo sumando directo de M es tinicamente complementado.
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4.2. Modulos casi conmutativos

Definicién 4.2.1. Un anillo R con su conjunto de idempotentes E es llamado casi
conmutativo si:

(1) R es abeliano.
(2) Para todo 0 # a € R, existe e € E idempontente primitivo tal que ea # 0.

Definicién 4.2.2. Sea M € Mod—R. Decimos que M es un modulo casi conmutativo
si End(M) es casi conmutativo.

Observacion 4.2.3. La condicidn (2) implica que todo idempotente no cero en E
domina a un idempotente primitivo, esto es, para todo 0 # e € E, existe f € E, f un
idempotente primitivo tal que fe = f =ef.

El siguiente teorema describe la estructura de los anillos casi conmutativos.

Teorema 4.2.4. Sea R un anillo casi conmutativo, y sea F un conjunto ortogonal
mdzximo de idempotentes primitivos en R. Entonces R es un producto subdirecto de
{eR | e € F'}, que contiene a @ eR. Es decir,

ecF

PeR<RL []eR

ecF eckF
Demostracion.
R en general no es el anillo trivial, asi existe a € R, a # 0. Como R es un anillo
casi conmutativo, para a € R, existe e € E idempotente primitivo tal que ea # 0.
Asi, el conjunto de los idempotentes primitivos es distinto al vacio. Consideremos H =
{A; | A; es un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales}. H es claramente
un conjunto parcialmente ordenado con la inclusiéon C entre conjuntos. Es no vacio ya
que existe A; = {e} € H. Y si A;; € A;p C ... es un cadena en H, luego |J A;; es

jEN
la cota superior. Luego, |J Ai; € H, ya que si e € |J Ajj, luego e € A;;, para alguna
jEN jEN
n € N, como A;, € H, luego e es primitivo. Por otro lado si e, f € |J A;j, luego
jEN

e € A,y [ € Ay para algunos n, [ € N. Sin perdida de generalidad, por la propiedad
de cadena, A;, C A;, luego e € A;;. Como A;; € H, luego e v f son ortogonales. Por

lo que |J Ai; € H. Asi por el Lema de Zorn, existe F un conjunto ortogonal maximo
jEN

de idempotentes primitivos en R.

Asi, sea F un conjunto ortogonal maximo de idempotentes primitivos en R. Definamos:

0: R— H eR
eeF
r—> (€r)ecr

Veamos que € es un monomorfismo de R mdédulos derechos y preserva la multiplicacion.
Sean ri,ry, 7 € R. Asi,
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O(r1 + o) = (e(ry +12)) = (ery + ery) = (ery) + (erg) = 6(r1) + 0(rs)
O(rir) = (e(rir)) = ((ery)r) = (ery)r = 0(ry)r

.. 0 es un homomorfismo de médulos.

Sea x € Nuc(0). Supongamos que = # 0, como R es un anillo casi conmutativo, luego
existe f un idempotente primitivo tal que fz # 0. Por otro lado, como z € Nuc(0),
O(x) = 0, i.e. ex = 0 para todae € F. Asi, f ¢ F. PeroVe € F, fe =ef = f o
fe=0.8Si fe= f, luego fex = fx # 0. Pero fex = f(0) = 0. Por lo que fe = 0 para
toda e € F. Asi, FU{f} es un conjunto de idempotentes primitivos ortogonales que
contiene propiamente a F', pero F' es maximo, por lo que tenemos una contradiccion.
Asi, Nuc(f) = 0.

.. B es un monomorfismo.

Por otro lado, 0(ri1m3) = (e(rir2)) = (eerire) = (eriers) = (ery)(ers) = 6(r1)0(r2). Asi,
6 preserva la multiplicacién.

.. 0 es un encaje.

Para ver que es un producto subdirecto consideremos 7, las proyecciones de [] eR en
ecF
eR y veamos que 7, o f es un epimorfismo para toda e € F.

Como para toda e € F, 7, es un morfismo y 6 es un morfismo, luego para toda
e € F, m, 060 es un morfismo. Sea e € F, y sea er € eR. Existe r € R, tal que
Te 0 0(r) = m.(0(r)) = me(er) = er. Asi, para toda e € F, 7, 0 § es un epimorfismo. Y
por lo tanto, R es un producto subdirecto de {eR | e € F'}.

Por otro lado, para toda e € F, eR C R. Como € eR es el supremo de {eR | e € F},

ecF
luego @ eR < R. Asi,

eeF

ecF ecF

]

Corolario 4.2.5. §i R es un anillo casi conmutativo, entonces R es un producto sub-
directo de ideales inescindibles.

Demostracién. Por el teorema anterior, R es un producto subdirecto de {eR | e € F'},
donde para toda e € F', e es un idempotente primitivo. Por la proposicion 1.1.12, para
toda e € F, eR es un ideal inescindible. Asi, R es un producto subdirecto de ideales
inescindibles.

]

Observacion 4.2.6. Notemos que la condicion de pedirle a R que sea abeliano se puede
debilitar a pedirle a R que sus idempotentes primitivos sean centrales.

Definicién 4.2.7. Una familia M de R- mddulos derechos es rigida si para todos
L NeM,L%N, Hom(L,N)=0.

Nuestro teorema principal de estrucuta es el siguiente:
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Teorema 4.2.8. Sea M € Mod—R. M es un modulo casi conmutativo si y solo st
existe una familia rigida M de R-mddulos derechos inescindibles totalmente invariantes
tales que,

@ N<M< ] NyHom(M/ gy y, M) =0.
NeM NeM NeMm

Demostracién.

—> Supongamos que M es un médulo casi conmutativo.

Como M es un médulo casi conmutativo, End(M) es un anillo casi conmutativo. Asi,
por el corolario 4.2.5, End(M) es un producto subdirecto de {eR | e € F'} donde eR
son ideales inescindibles generados por idempotentes primitivos y F' es un conjunto
ortogonal maximo de idempotentes primitivos.

Llamemos J,, a los submddulos de M generados por {vf(M) | f € End(M)}, donde
v € F. Sea M = {J,}. Notemos que por el lema 4.1.4, Vy € F', J, es un sumando de
M. Afirmamos que M es una familia rigida.

Sean N,L € M, N 2 L. Sea f € Hom(N, L). Como M es un médulo endabeliano,
por el teorema 4.1.6, todos los sumandos directos de M son totalmente invariantes,
asi N es totalmente invariante. Por lo que f(N) € N N L. Por otro lado, N = J, y
L = Jg,donde a, § € F, es decir son idempotentes primitivos ortogonales. Asi, Vn € N,
f(n)=n"=1,donden’ € Nyle L.

1=

n' =3 afi(m)r; = f(n) =1= éﬁgj(mé')ﬁ'

[y

Donde Vi, j, f;,g; € End(M), m;,m; € M y r;,r; € R. Asi, por un lado,

k k

a(n') = O‘(Z O‘fz(mz)rz) = z‘iaafi(mi)n = Z Oéfi(mi)n- =n'.

i=1 i=1
Por otro lado como « y 3 son ortogonales,

r

a(l) = a(é Bg;j(mj)ry) = > aBg;(mj)r; =0

j=1

Asi, Vn e N f(n) =n' = a(n’) = a(l) = 0. Por lo que Hom(N, L) = 0.

.. M es una familia ridiga de R modulos derechos.

Ahora, afirmamos que V.J, € M, J, es inescindible. Sea v € F’, supongamos J, = ADB.
Notemos que, por la proposicién 1.1.12, Vy € F, yEnd(M) es un sumando ideal derecho

minimo, es decir, es un submédulo de End(M) inescindible. Asi, VY~ v f;(m;)r; € J,,
=1

existen a € A, b € B tales que Y ~vfi(m;)r; = a + b. Notemos que yEnd(M) =
i=1
eaEnd(M) @ egEnd(M), donde €4 es la proyeccién sobre A y ep la proyeccién sobre

B.

C Siyo fevyEnd(M),luego Ym € M, vyo f(m) € J,, asi Vm € M, vo f(m) =a+0b,
para algunos a € A y b € B. De donde, e4(y o f(m)) = ay eg(yo f(m)) = b.
Asi, Vm € M, yo f(m) = a+b = ca(yo f)+ep(yo f)(m). Por lo que, yo f =
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ealyof)+ep(yof)€eabnd(M)®egEnd(M).
DO Por el lema 4.1.3, esEnd(M) = {f € End(M) | f(M) C A} y egEnd(M) ={f €
End(M) | f(M) C B}. Asi, tomemos f + g € esEnd(M) @ egEnd(M).

Observemos que Va € A, b € B, y(a) =ay y(b) =b. Como a € J,, a = > vfi(m;)r;.
i=1

Luego vy(a) = v(>_ vfilmi)ri) = >_ v fi(mi)ri = a. Andlogamente, b = ~(b).

i=1 i=1
Asi, Vm € M, existen a € Ay b € B, tales que a+b= f + g(m). Pero v(f + g(m)) =
Y(a+b) =~(a)+v(b)=a+b= f+g(m). Porlo que f+g=~(f+g) € yEnd(M).
SoyEnd(M) = eaEnd(M) @ egEnd(M). Como yEnd(M) es inescindible, entonces,
sin pérdida de generalidad, yEnd(M) = esEnd(M), lo que implica que el submédulo
generado por yEnd(M), que es J,, es igual al submddulo generado por €4 End(M). El

submédulo generado por e4End(M) es A, para ello es facil ver que si > eafi(m;)r; €
i=1

eaEnd(M)M, entonces > eafi(m;)r; € A, por definicién de 4. Y si tomamos a € A,

=1
luego a = e4(id(a)) € eaEnd(M)M. Por lo que J, = A.
.. Jy es inescindible. Asfi, la familia M es una familia rigida de R-médulos derechos
inescindibles. Como cada N € M es un sumando de M, luego VN € M, N < M. Por

loque, @ N < M.
NeM
Consideremos N € M. Llamemos py a las proyecciones de M en cada sumando N.

También existen 7y : [[ N — N las proyeccién candnica del producto en N. Asi,
NeM
por la propiedad universal del producto existe una tnica f : M — [[ N, tal que
NeM
mnf = pn. Notemos que Nuc(f) = NyemNuc(N) = NyepNuc(J,) = 0. Por lo que f

es una funcién inyectiva. Asi, M < [ N. De donde podemos concluir que,
NeM

B NKML I N
NeM NeM

Por otro lado, consideremos la siguiente sucesién,

0— @ NAM&M/EB N0
NeMm NeM

Dnde ¢ es la inclusién y p es la proyeccion candnica. Asi, es claro que la sucesion
es exacta. Si tomamos ¢ € Hom(M/@ N M), luego pp € End(M). Por lo que,

NeMm
(ep)] @ ~ =0.Porlo que como Vm € M, y(m) € @ N, entonces Vy € F, ypp = 0.
NeMm NeM
Si ¢ # 0, luego wp # 0y como pp € End(M) y End(M) es casi conmutativo, lue-

go existe 5 € E(End(M)) primitivo tal que S(pp) # 0. Pero entonces 5 ¢ F. Pero

Vy € F,98 = By =B o py =0 S8 =B, luego 0 # B(wp) = By(pp) = 0.

Lo cual es una contradiccién. Por lo tanto, Sy = 0. Lo que implicaria que § € F'. Lo

cua también es una contradiccion. Asi, ¢ = 0. Y por lo tanto, Ham(M/ D N M) =0.
NeM
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<= Supongamos que existe una familia rigida M de R-mddulos derechos inescindibles

totalmente invariantes tales que @ N <M < [[ Ny Hom(M/® N> M) =0.
NeM NeM N

Como cada N es totalmente invariante, cada End(N) es un ideal sumando de End(M).

Su suma es directa, ya que si N, L € M, como la familia M es rigida y N y L son

totalmente invariantes, End(N) N End(L) = {0}. Asi, €@ End(N) < End(M). Por
NeM
otro lado, consideremos la siguiente funcion:

0:End(M) — ] End(N)
NeM

fr(enf)
Veamos que 6 es un monomorfismo. Para ello, sean f, g, h € End(M).

O0(f +g) = (en(f+9) = (enf+eng) = (enf) + (eng) = 0(f) +0(g)
0(fh) = (enfh) = (enf)h = 0(f)h

.. 8 es un homomorfismo.

Si f € Nuc(f), luego 0(f) = 0, es decir (exf) = 0, asi VN € M, eyf = 0. Asi,
f( @ N)=0. Por otro lado, si f € End(M) tal que f( @ N) =0, luego VN € M,

NeM NeM
enf =0.Porlo que §(f) = (enf) =0. Asi, f € Nuc(6).
- Nuc(9) = {f € End(M) | f( @ N) = 0}. Por hipétesis Hom(M/EB N M) =0,
NeM v

por lo que Nuc(f) = {f € End(M) | f( @ N) =0} = 0. Y por lo tanto, § es un

NeM
monomorfismo. De donde,

@ End(N) < End(M)< [] End(N)

NeM NeM

Sea a € FE(End(M)), un idempotente. Como YN € M, N es inescindible, luego

por la proposicién 1.1.17, VN € M, los tnicos idempotentes en End(N) son 0 y la

identidad. Por lo que, E( [[ End(N)) = {(7)vem | ¥ = 0 0 v = id}. Asi, como
NeM

End(M) < [] End(N), a = (vj)nem, como « es idempotente en M, a = an =
NeM
(Vi) Nem (Vi) nem = (V575)vem = (Vj)nem- Por lo que (7)nem es un idempotente en
[I End(N), de donde, a € {(7)nem | ¥y =00y =1id}. Asi, si f € End(M), luego
NeM

f € [I End(N), por lo que f = (fi)nem. Veamos que como o« € {(V)yem | 7 =
NeM

00~ =1id}, luego Vj, v, = 0 0 v; = id. Asi,

af = (V) vem(fi)vem = (Vifi)nvem = (fivj)vem = (fi) vem (V) vem = fa

Por lo que los idempotentes en End(M) son centrales. Por lo tanto, End(M) es abe-
liano.

Sea 0 # f € End(M). Como End(M) [] End(N), luego f = (vi)nem, donde existe
NeM
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i tal que 7; # 0. Asi, si consideremos e = (a;)nvem, donde a; = 0 para toda j # i, y
a; = 1. Es claro que e es un idempotente primitivo y que fe # 0. Asi, End(M) es un
anillo casi conmutativo.

.. M es un médulo casi conmutativo.



Capitulo 5

Submododulos totalmente invariantes
de M

Nos conciernen propiedades de End(M) que impliquen que ciertas clases de submédu-
los de M son totalmente invariantes. Por ejemplo, en el capitulo 4 se probd que los
sumandos directos del médulo M son totalmente invariantes si y sélo si M es un médulo
endabeliano. Con esto en mente, damos las siguientes definiciones.

Definicién 5.0.1. Sea M € Mod—R. Decimos que M es estable si todas las imdgenes
de los endomorfismos de M son totalmente invariantes.

Definicién 5.0.2. Sea M € Mod—R. Decimos que M es subestable si todos los niclos
de los endomorfismos de M son totalmente invariantes.

Recordemos que en el capitulo 2, se hizo la siguiente observacién: si « € End(M)
es subconmutativo derecho, entonces a(M) es totalmente invariante. Por lo que si
End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es un mdédulo estable.

Proposicién 5.0.3. Sea M € Mod—R. Supongamos que End(M) es conmutativo,
entonces M es estable y subestable.

Demostracion.

Sea o € End(M).

P.D.1 Im(«) es totalmente invariante.

Sea 3 € End(M), tomemos f(a(m)) € fIm(a). Como End(M) es conmutativo,

Bla(m)) = a(f(m))

Pero a(f(m)) € Im(«).

o B(a(m)) € Im(a).

. Im(«) es totalmente invariante.

P.D.2 Nuc(a) es totalmente invariante.

Sea 8 € End(M), tomemos (m) € BNuc(a). Como End(M) es conmutativo y m €
Nuc(a), entonces,
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o B(m) € Nuc(of.
. Nuc(a) es totalmente invariante.
.. M es estable y subestable.

]

Nuestro objetivo es explicar las relaciones entre la (sub)estabilidad de M y la subcon-
mutatividad de End(M).

Proposicién 5.0.4. Sea M € Mod—R y sea o € End(M).

(i) Si a es subconmutativo izquierdo entonces Nuc(a) es totalmente invariante.

(ii) Si Im(c) es un sumando de M y Nuc(a) es totalemnte invariante, entonces « es
subconmutativo izquierdo.

Demostracion.

P.D.1 Si « es subconmutativo izquierdo entonces Nuc(a) es totalmente invariante.
Supongamos que aEnd(M) C End(M)a. Sea € End(M) y sea m € Nuc(a). Asi
existe h € End(M) tal que,

o B(x) € Nue(a).

. Nuc(a) es totalmente invariante.

P.D.2 Si Im(a) es un sumando de M y Nuc(a) es totalemnte invariante, entonces
a es subconmutativo izquierdo.
Supongamos que M = Im(a) @ H. Sea 5 € End(M). Definimos:

y:M— M
Y(e(m)) = a(B(m))
v(h) =0

Donde a(m) € Im(a) y h € H.
Notemos que 7 esta bien definida ya que si

a(my) = a(ms)
a(my) —a(ms) =0
a(m; —msg) =0

. (m1—mg) € Nue(a). Como Nuc(a) es totalmente invariante, entonces f(m; —my) €
Nuc(a), i. e., a(B(m; —ms2)) = 0. Por lo que,

a(B(my)) = a(B(ms2))
Y(a(mi)) = v(a(m2))

..y estd bien definida.
Por otro lado, v € End(M), ya que si a(my) + hy,a(ms) +hy € M = Im(a) P H y
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r € R, entonces:

Y((a(ma) + hi) + (a(mz) + ha)) = y(a(my + ma) + (h1 + hg))

ooy € End(M).
Asi, Ym € M, Vj € End(M), existe v € End(M), tal que a(B(m)) = v(a(m)).
SoabEnd(M) C End(M)a.

...« es subconmutativo izquierdo.

O

Corolario 5.0.5. Sea M € Mod—R. Si o € End(M) es un idempotente o un epi-
morfismo, entonces « es subconmutativo izquierdo si y sélo si Nuc(a) es totalmente
wmvariante.

Demostracion.

— Supongamos « subconmutativo izquierdo.

Se sigue de la proposicién anterior, 5.0.4 (i).

<= Supongamos Nuc(a) totalmente invariante.

Por hipétesis, a € End(M) es un idempotente o un epimorfismo. Si o es un idempo-
tente, entonces por la proposicién 1.1.14, Im(«) es un sumando de M. Y si a fuese
un epimorfismo, entonces I'm(a) = M. En cualquier caso, Im(a) es un sumando de
M. Por hipétesis, Nuc(a) es totalmente invariante, asi como también I'm(a) es un
sumando de M, entonces por la proposicién 5.0.4(ii), o es subconmutativo izquierdo.

m
Por otro lado, tenemos la siguiente proposicion.

Proposicién 5.0.6. Sea M € Mod—R y sea o € End(M).

(i) Si a es subconmutativo derecho entonces Im(a) es totalmente invariante.

(i1) Si a es un monomorfismo y Im(«) es totalemnte invariante, entonces « es sub-
conmutativo derecho.

Demostracién.

P.D.1 Si v es subconmutativo derecho entonces Im(«) es totalmente invariante.

Sea € End(M) y sea a(m) € Im(«). Como « es subconmutativo derecho, entonces
existe v € End(M) tal que, foa = ao~. Asi,

Bla(m)) = aly(m))
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- Bla(m)) € Im(a).

. Im(«) es totalmente invariante.

P.D.2 Si a es un monomorfismo y Im(a) es totalemnte invariante, entonces « es
subconmutativo derecho.

Como I'm(«) es totalmente invariante, entonces V3 € End(M), Vo € M, existe m € M
tal que 5o a(z) = a(m).

Sim’ € M es tal que a(m’) = f(a(z)), entonces a(m’) = a(m) y como « es un mo-
nomorfismo, entonces m’ = m. Asi, podemos concluir que Vx € M, existe una tnica
m € M, tal que 5o a(x) = a(m). Ahora, con esto en mente, definamos:

vy M= M
V(@) =m
Donde m es la dnica m que existe, para x € M, tal que § o a(x) = «a(m). Por la

unicidad de m, v esta bien definida.
Por otro lado, v € End(M). Sean z,y € M, r € R.

Y +y)=m
Donde S o a(x +y) = a(m).
Para x € M 3la € M tal que o a(x) = a(a). Asi, y(z) = a.
Para y € M 3b € M tal que B o a(y) = a(b). Asi, v(y) = b.
Por lo tanto,

a(a) + a(b)

Bla(z)) + Blaly)) =
=ala+0b)

Bla(z +y))

oa(m) = a(a+b). Como « es inyectiva, m = a + b.

Y +y)=m=a+b=~(z)+7(y)

Por otro lado,

/

v(zr) =m

Donde S o a(xr) = a(m/).
Para z € M 3la’ € M tal que foa(z) = a(a’). Asi, y(z) = d.
De donde,

Bla(z))r = ala’)r
Bla(zr) = ala'r)

a(m') = a(a'r). Como a es un monomorfismo, m’ = a'r.

ooy € End(M).
Probemos que foa = ao~y. Sea x € M, asi existe un tnico m € M tal que foa(z) =
a(m). Asi, y(z) = m. Por lo que Vo € M,
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Boa(z) = a(m)
Bla(z)) = aly(z))

o.VB € End(M), existe v € End(M) tal que foa =ao.
S End(M)a € aEnd(M).
..« es subconmutativo derecho.

]

Corolario 5.0.7. Sea M € Mod—R. Si o € End(M) es un idempotente o un mo-
nomorfismo, entonces « es subconmutativo derecho si y solo si Im(a) es totalmente
mvariante.

Demostracién.

— Supongamos « subconmutativo derecho.

Se sigue de la proposicién anterior, 5.0.6 (i).

<= Supongamos Im(«) totalmente invariante.

Caso 1. «a idempotente.

Sea f € End(M), como Im(«a) es totalmente invariante, S(Im(a)) C Im(a). Asi,
Vm € M, existe m’ € M, tal que B(a(m)) = a(m’).

Afirmamos que oo = ao (S o«). Por un lado, para x € M, existe y € M, tal que
Bla(x)) = a(y). Asi como «a es idempotente,

S Poa=ao(foa).
S End(M)a C aEnd(M).

..« es subconmutativo derecho.

Caso 2. a monomorfismo.
Como « es un monomorfismo y I'm(«) es totalmente invariante, entonces por la pro-
posicién 5.0.6 (ii), a es subconmutativo derecho.

]

Corolario 5.0.8. Sea M € Mod—R.

(i) St End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es estable. El converso es cierto
st todo endomorfismo es un monomorfismo.

(i1) Si End(M) es subconmutativo izquierdo, entonces M es subestable. El converso es
cierto si todo endomorfismo es un epimorfismo.

Demostracion.
P.D.1 Si End(M) es subconmutativo derecho, entonces M es estable. El converso es



52 CAPITULO 5. SUBMODULOS TOTALMENTE INVARIANTES DE M

cierto si todo endomorfismo es un monomorfismo.

—> Supongamos End(M) subconmutativo derecho.

Va € End(M), a es subconmutativo derecho. Entonces, por la proposicién 5.0.6 (i),
Va € End(M), Im(«) es totalmente invariante.

.. M es estable.

<= Supongamos M estable y todo endomorfismo es ménico.

Asi, Vo € End(M), Im(a) es totalmente invariante y a es un monomorfismo, entonces
por la proposicién 5.0.6 (ii), Vo € End(M), « es subconmutativo derecho.

. End(M) es subconmutativo derecho.

P.D.2 Si End(M) es subconmutativo izquierdo, entonces M es subestable. El converso
es cierto si todo endomorfismo es un epimorfismo.

— Supongamos End(M) subconmutativo izquierdo.

Va € End(M), a es subconmutativo izquierdo, entonces por la proposicién 5.0.4,
Va € End(M), Nuc(a) es totalmente invariante.

.. M es subestable.

<= Supongamos M subestable y todo endomorfismo es un epimorfismo.

Como M es subestable, Voo € End(M ), Nuc(a) es totalmente invariante, y por hipétesis
Va € End(M), o es un epimorfismo. Asi, por el corolario 5.0.5, Voo € End(M), « es
subconmutativo izquierdo.

. End(M) es subconmutativo izquierdo.

]

Proposicién 5.0.9. Sea M € Mod—R. Si e € End(M) es un idempotente central,
entonces M = Im(e) @ Nuc(e), donde cada sumando es totalmente invariante en M.

Demostracion.
Como ¢ es un idempotente, entonces por la proposicién 1.1.14, M = Im(e) @ Nuc(e).

P.D.1 Im(e) es totalmente invariante.
Sea h € End(M), y sea e(x) € Im(e). Asi, h(e(x)) € h(Im(e)). Como € es central,

. h(e(x)) € Im(e).
S h(Im(e)) C Im(e).
.. Im(e) es totalmente invariante.

P.D.2 Nuc(e) es totalmente invariante.
Sea h € End(M), y sea x € Nuc(e). Asi, h(z) € h(Nuc(e)). Como ¢ es central,



53

o h(z) € Nuc(e).
2 h(Nuc(e)) € Nuc(e).
.. Nuc(e) es totalmente invariante.

]

Observacién 5.0.10. De la proposicién anterior, si Im(e) y Nuc(e) son totalmente in-
variantes, entonces por el lema 4.1.5, Im(e) y Nuc(e) son unicamente complementados
en M.

Ahora queremos abordar el converso de la proposicion 5.0.9, es decir, si M es la suma
directa de dos modulos totalmente invariantes, ;json éstos la imagen y nicleo de un
idempotente central en End(M)? En general, si H es un submddulo totalmente inva-
riante de M, jcudndo es H un sumando con un complemento totalmente invariante?

Primero consideremos la relacién entre los submdédulos totalmente invariantes de M
y los ideales bilaterales de End(M). Sea H el conjunto de los submddulos totalmente
invariantes de M y sea Z el conjunto de ideales bilaterales de End(M).

Proposicién 5.0.11. H e Z son reticulas completas.

Demostracion.

P.D.1 H es una reticula completa.

Es claro que (H, C) es un conjunto parcialmente ordenado.
Tomemos F C H.

Afirmamos que () F es el infimo de F.

FeF
Primero, veamos que (| F' es totalmente invariante. Para ello, tomemos h € End(M)
FeF

yseax € (| F.Asi, h(z) € h( (| F).

FeF FeF
Como x € () F, entonces VF € F, x € F. Pero toda F' € F es totalmente invariante

FeF

por hipétesis, lo que implica que VF € F, h(x) € F.
Sh(z)e N F.

FeF
S FeH.

FeF
Es claro que, VF € F, (| FF C F.
FeF
Sea S tal que VF € F, SCF.Sis€ S, luegoVF € F,s€ F. Porloque s€ [\ F.
FeF
LSC N F.
FeF
o () F es el infimo de F.
FeF

Afirmamos que Y F es el supremo de F.
FeF
F =AF,}acr Sea xo1 + ... + Ton € F. Sea h € End(M).

hMzor + -+ Tan) = h(Ta1) + ... + h(xan)
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Como Vi, x,; € Fii, v Fu; es totalmente invariante, entonces Vi, h(z,;) € Fyu;. Por lo
tanto,

h(Ta1 + - + Tan) = h(Ta1) + . + 2(Tan) € Far + . + Fan € Y F
FeF

. > F es totalmente invariante.

FeF
Sy, FeH.

FeF
Es claro que, VF € F, F C Y  F.

FEF
Sea S € H tal que, VF € F, F C S.Y tomemos, fo1 + ... + fan € >, F. Donde Vi,
FeF

fai € Fui. Como Vi, F,; C S, entonces fo1 + ... + fan € 5.
Sy, FCS.

FeF
", > F es el supremo de F.

FeF
.. F tiene supremo e infimo.

.".'H es una reticula completa.

P.D.2 T es una reticula completa.
Es claro que (Z, C) es un conjunto parcialmente ordenado.

Tomemos J C Z y afirmamos que () J es el infimo de J.
JeJ
Notemos que como todo J € J es un ideal bileteral de End(M), entonces (] J es un

JeJg
ideal bilateral de End(M).
N JEeT.
JeJg
Es claro que VJ € J, (| J C J.
JeJg
YseaSeZ talqueVJ e J, S CJ. Asi, sis €S, entonces VJ € J, s € J. Por lo
que s € () J.
JeJ
LSC N J
JeJg
. [ J es el infimo de J.
JeJg
Ahora, probemos que Y J es el supremo de [J.
JeJg
Es claro que ) J es un ideal bilateral de End(M), ya que VJ € J, J es un ideal
JeJg
bilateral de End(M).
oy, JeT.
JeJg
También es claro que por definicién de la suma de ideales, VJ € J, J C > J.
JeJg

Por otro lado, sea S € Z tal que VJ € J, J C S. Consideremos J = {J, }acs. Asi,

tomemos x = x; + ... + x, € >, J, donde Vi, z; € Jy;. Como VJ € T, J C S, luego
JeJg
r1,...,Tn €5,y S es un ideal, por lo que 1 + ... + z, € S.
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Y JCs.
JeJg

.y J es el supremo de J.
JeJg

.. Z es una reticula completa.

Denotamos por H la reticula opuesta de H.
H?P = (H,<) tal que H < K siysblosi K C H.

Para todo H € H, sean
H = Ann(H) ={a € End(M) | a(H) =0}

H* = Ann(M/4p) = {a € End(M) | (M) C H}
Proposicién 5.0.12. Sea H € H. Entonces, H' y H* son elementos de T.

Demostracién.

P.D.1 H €T.

Claramente, H C End(M).

Si a = 0, entonces a(H) = 0. Por lo que, H' # ().
Sean o, f € H'. Si h € H,

a+ph)=ah)+ph)=0+0=0

sa+pfeH y—aeH.

. H' es un subgrupo aditivo de End(M).

Ahora, sea o € H', sea § € End(M) y sea h € H. Como H es totalmente invariante,
B(h) € H. Asi,

ao f(h) = a(B(h)) =0
foa(h) = pBalh)) = 5(0) =0

SaofeH ypoacH.
. H' es un ideal bilateral de End(M).
S H eT.

P.D.2 H* €T.

Claramente, H* C End(M).

Si a =0, luego a(M) = {0} C H. Por lo que, H* # ().

Sean «, 8 € H*. Como H es cerrado bajo sumas, si m € M,

a+ B(m) =a(m)+ B(m) C H

—a(m) = —(a(m)) € H
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Lo+ B, —ae H.

.. H* es un subgrupo aditivo de End(M).

Ahora, sea o € H*, sea f € End(M) y seam € M.

ao fB(m) = a(f(m)). Donde f(m) € M y como a € H*, luego a(f(m)) € H.
S.aofe H"

Boa(m) = p(a(m)) Como a € H*, a(m) € H, y como H es totalmente invariante
B(a(m)) € H.

S Poa € H*.

.. H* es un ideal bilateral de End(M).

SoHT e T

Definamos, para todo I € Z,
I'={ae M| Ia=0}
I =IM, el submédulo de M generado por {a(a) |« € [ ya € M}
Proposicién 5.0.13. Sea [ € Z. Entonces, I' y I* son elementos de H.

Demostracion.

PD.11eH.

Claramente, I’ C M.

Para toda ¢ € I, i(0) = 0. Por lo que, 0 € I'. Por lo tanto, I’ # ().
Sia,bel ysiaéel. Luego,

ala+0b) = ala) + a(b) =0

Puesto que a,b € I', a(a) = 0 = «a(b).
sa+bel.

Por otro lado, a(—a) = a(a)(—1) = 0.
So—aell

.. I’ es un subgrupo de M.

Sear € R seaa€ ' yseaa€l.

alar) =ala)r =0(r) =0

coar el

. 1" es un submédulo de M.

Ahora, tomemos h € End(M), y sea h(a) € h(I'). Sea « € I.

Como I es un ideal bilateral de End(M), IEnd(M) = I = End(M)I. Asi, existen
v € End(M) y f € I tales que ao h = v o f. Notemos que como f € [ ya € I
f(a) =0 Por lo que,

< hia) €T
(I C T



. I' es totalmente invariante.

S I'eH.

P.D2 1" c™H.

Por definicion, I* es un submédulo de M.

Sea h € End(M) y sea x = ay(ay)ry + ...a(a,)r, € I*, donde Vi € {1, ...,

a; € My r; € R. Asi, h(z) € h(I*).

h(z) = h(ai(a)r + ...aa,)r,)
= h(a(a))r) + ... + h(a(a,)ry)
= h(a(ay))ry + ... + h(a(ay))ry
=hoafa))r + ...+ hoa(a,)r,

Como [ es un ideal bilateral de End(M), entonces End(M)I =1, ast ho«o € 1.

S h(z) =hoala)ry + ... + hoalay)r, € I*.
L h(I*) C I
I es totalmente invariante.

I eH.

Definicién 5.0.14. Sean (P, <), (Q, =) conjuntos parcialmente ordenados. Sean
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n}, o; € 1,

O

©:P—Q,0x) =xyV:Q— P, V(y) =y* cualesquiera dos correspondencias

tales que:

(i) Si xy < 9, entonces xi < a7,
(ii) Siy1 <y, entonces yi = y; .
(iii) v < ()" yy 2 ()"

A © y WV se les llaman correspondencias de Galois entre P y Q.

Proposicién 5.0.15. Sean

O H—T v .7 —H
H— H' I— T

O H?P —T U T — HP
Hw— H* I— I
Entonces,

(i) © y ¥ son correspondencias de Galois entre H y Z.
(i) ©F y U* son correspondencias de Galois entre HP y T.

Demostracioén.
P.D.1 © y ¥ son correspondencias de Galois entre H y Z.

Por la proposicién 5.0.11, (H, <) y (Z, C) son conjuntos parcialmente ordenados.
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Sean H, K € ‘H, supongamos H C K.

Tomemos o € K'. Asi, a(K) = 0. Pero como H C K, entonces o(H) = 0. Por lo que,
aeH.

K CH.

Sean I,.J € Z, supongamos [ C J.

Tomemos a € J'. Asi, Va € J, a(a) = 0. Pero I C J, asi V§ € I, B(a) = 0. Por lo que,
a€cl

T C I

Sean H e H, I €T.

Sea h € H. Notemos que: (H') ={a € M | H'(a) = 0}. Sea a € H', por definicién de
H', a(h) = 0. Por lo que h € (H')'.

- H C (Hl)/.

Sea 3 € I. Notemos que: (I') = {a € End(M) | a(I') = 0}. Sea a € I', por definicién
de I’; B(a) = 0. Por lo que g € (I').

.. Oy U son correspondencias de Galois entre H y Z.

P.D.2 ©* y U* son correspondencias de Galois entre H? y 7.

Por la proposicion 5.0.11, H y Z son conjuntos parcialmente ordenados.

Sean H, K € H°. Supongamos H < K.

Sea aw € K*, asi a(M) C K. Como H < K, entonces K C H, asi (M) C H. Por lo
que o € H*.

SKTCHR

Sean I,.J € Z. Supongamos I C J.

Sea x = aq(ay)ry +...a(ay)r, € I*, donde Vi € {1,...,n}, a; € I, a; € M y r; € R. Pero
como I C J, Vi, a; € J. Entonces © = ay(ay)r +...aay)r, € I*, donde Vi € {1,...,n},
a; € J,a;, € M yr; € R. Porlo que, x € J*.

LI C T e J LT

Sean H e H, I €.

Notemos que (H*)* es el submédulo de M generado por {a(a) | « € H* y a € M}.

Asi, si h € (H*)*, h =) ay(a;)r;, donde Vi, o; € H*, a; € M y r; € R.
i—1

K3
Como Vi, a; € H*, entonces «;(a;) € H. Como H es un R-médulo derecho, entonces
n

> aj(a;)r; € H. Asi, h € H.

i=1

S (H*CH<< H<(HY)

Sea (8 € I. Notemos que: (I*)* = {a € End(M) | «(M) C I*}. Como S € I, entonces
es claro que S(M) € I*. Asi, 5 € (I*)*.

S C ()

.. ©" v U* son correspondencias de Galois entre H? vy Z.

]

Observacién 5.0.16. Notemos que por la proposicion anterior, en particular, para
todo He H, HC (H') y (H*)* C H. Y para toda I € Z, I C (I') eI C (I*)*.
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Definicién 5.0.17. Sean H € H, I € Z. Decimos que H es -cerrado si H = (H')'
y *-cerrado si H = (H*)*. Y decimos que I es ’~cerrado si I = (I') y *-cerrado si
I = (1"

Proposicién 5.0.18. Sean H e H, I € T.

(i) H es -cerrado si y sélo st H = 1" para algin I € T.
(ii) I es -cerrado si y sdlo si I = H' para algin H € H.
(iii) H es *-cerrado si y solo si H = I* para algin I € T.
(v) I es *-cerrado si y sélo si I = H* para algin H € H.

Demostracién.

P.D.1 H es ’-cerrado si y s6lo si H = I’ para algin I € Z.

— Supongamos H ’-cerrado.

Sea [ = H € Z,asi I' = (H')'. Como H es ’~cerrado, entonces H = (H')’, por lo que
I'=H.

<= Supongamos H = [’ para algin [ € Z. Si H = I, entonces H' = (I')’, pero por
la observacion 5.0.16, I C (I'), asi I C H’, por la proposicién 5.0.15, (H') C I', pero
I'=H, asi (H') C H'Y por la observacién 5.0.16, H C (H')". Por lo que H = (H')'.
Las demostraciones de (ii), (iii) y (iv) son completamente andlogas a la demostracién
de (i).

]

Teorema 5.0.19. Sea M € Mod—R. Sea End(M) =1 J, donde I, J € I. Entonces
I es generado por un idempotente central y es unicamente complementado.

Demostracién.
De la proposicién 2.0.1, se sigue que existe a € E(End(M)) tal que I = aEnd(M) y
J =aFEnd(M)
Sea v € End(M). Asi,
Id=a+a
v =ya+ ya
v =oy + ay

Como I, J son ideales bilaterales, ya € [ y ya € J. También ay € [ y ay € J. Asi,
ya+ya=ay +ay

Donde ya,ay € I y ya, &y € J. Por lo tanto, va = ay y v& = ary.

..« es central.

.. I esta generado por un idempotente central.

Probemos que aEnd(M)a = 0. Sea aya € aEnd(M)a. Por un lado, como o € [ e [
es un ideal bilateral, entonces aya = a(ya) € I. Por otro lado, como @ € J y J es un
ideal bilateral, entonces aya = (ay)a € J. Asi, aya € I N J.

coaya = 0.

Ahora, por la proposicién 2.0.12, aEnd(M) es tinicamente complementado.

.. I es inicamente complementado.
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]

Teorema 5.0.20. Sea M € Mod—R. M = H@ K, donde H, K € H. Entonces, H
es tmagen de un idempotente central y es unicamente complementado.

Demostracion.

Por la proposicién 4.1.2, existe un dnico ey € E(End(M)) tal que H = Im(eg) y
Nuc(eg) = K.

Asi, M = Im(eg) @ Nuc(ey). Sea 5 € End(M). Seam =h+k € M,donde h € H'y
k € K. Luego,

Blen(h +k)) = B(h)

Por otro lado,

en(B(h+k)) = en(B(h) + 5(k))

Como h € H y H es totalmente invariante, entonces f(h) € H. De igual forma, k € K
y K es totalmente invariante, asi §(k) € K.
Por lo que,

en(B(h) + B(k)) = B(h)

Por lo tanto ey = ey f.

.. €y es un idempotente central.

.. H =1Im(ey), es imagen de un idempotente central.

Como K es totalmente invariante, entonces por el lema 4.1.5, H es Unicamente com-
plementado en M.

]

Observaciéon 5.0.21. Notemos que en el teorema 5.0.19, es importante pedir que am-
bos sumandos sean ideales bilaterales. Ya que podemos tener el siguiente caso:

Q

R R) . Analicemos sus ideales izquierdos y sus

Consideremos el siguiente anillo R = <
ideales derechos.
S (A 0

"\B ¢

es un ideal izquierdo de R, luego:

Q 0\ /A 0\ QA 0 c A 0
R R/)\B C) \RA+RB RC) = \B C
Lo que implica que QA C A, RCCCyRA+RBC B. Asi, A=00A=Q, C es un

subespacio de R. Si A = 0, como RA 4+ RB C B, luego B es un subespacio de R; y si
A =Q, luego B = R. Asi, los ideales izquierdos son los siguientes:

b o) (2 o)} G &) (5 v) (& ) (2 0) (5 2)
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Donde la coleccién de parejas (x,y), con x € X y y € Y, consituye un subespacio

O) un ideal

vectorial de R x R. Ahora analicemos los ideales derechos de R. Sea ( B C

derecho de R, luego:

A 0)/Q 0) AQ 0 c A 0

B C)\R R) \BQ+CR CR) =\B C
Lo que implica que AQ C A, BQ+CR C By CR C C. Asi, A =00 A = Q,
C=00C=R.SiC =R, como BQ+CR C B, luego B =R; ysiC =0, luego

BQ C B C R, por lo que B es un Q-subespacio vectorial de R. Asi, los ideales derechos
son los siguientes:

(0} (5 )& o) (& ) (60) (5 0) (2 0) (= =)

Donde S es un QQ subespacio vectorial de R. Asi los ideales bilaterales de R son:

(o) (& o) (&) (2 0) (= »)

Sea [ = G% 8), donde I es un ideal bilateral de R. Notemos que R = I (8 Ig>

Pero 8 ]1%) no es un ideal bilateral (sélo es ideal izquierdo). Es méds, I es esencial

en R como ideal derecho, y asi la interseccién de I con cualquier ideal derecho es

distinta de 0. Por lo que, R = I (8 ]1%) es una descomposiciéon de R en ideales
0

izquierdos pero no derechos. De igual forma si consideremos J = <]R ]1%) Luego

R=J6& (% 8) Donde ((g 8) no es un ideal derecho y J es esencial como ideal

izquierdo. Asi, R = J &P <% 8) es una descomposicion de R en ideales derechos pero
no izquierdos.
De este ejemplo podemos concluir que en el teorema 5.0.19, es importante pedir que

en la descomposicion del anillo ambos sumandos sean ideales bilaterales de él.

Observacién 5.0.22. Le podemos pedir condiciones al anillo R para asegurar que si
R = I J, donde I es un ideal bilateral, J también sea ideal bilateral. Para ello
consideremos las siguientes definiciones.

Definicién 5.0.23. Un ideal bilateral propio I de R es primo si para toda pareja de
tdeales P y @@ de R tales que PQ) C I, se tiene que P C I o Q) C I.

Definicién 5.0.24. R es anillo primo si {0} es ideal primo.

Definicién 5.0.25. Un ideal bilateral propio I de R es semiprimo si para todo ideal
P tal que P?> C I, entonces P C 1.
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Definicién 5.0.26. R es anillo semiprimo si {0} es ideal semiprimo.

De aqui, tenemos el siguiente teorema que asegura que en la descomposicion de R =
I J, donde I es bilateral, J también lo sea.

Teorema 5.0.27. Si R es anillo semiprimo y R = I @ J donde I es ideal bilateral y
J es un ideal izquierdo, entonces J es ideal bilateral.

Ahora, se describen condiciones para I € 7 y para H € H que aseguren que son
sumandos de End(M) y M, respectivamente.

Proposicién 5.0.28. Sea I € Z. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) I es sumando de End(M).

(i1) I es -cerrado, I N (I')* =0 y todo endomorfismo de I' se extiende a un endomor-
fismo de M.

(iii) I es *-cerrado, I N (I*) =0 y todo endomorfismo de M/]* se alza a un endomor-
fismo de M.

Si estas condiciones se satisfacen, entonces M = I' @ I*.

Demostracioén.

(1) = (4i) Supongamos que [ es sumando de End(M ), entonces por el teorema 5.0.19,
existe a idempotente central tal que aEnd(M) = I y End(M) = aEnd(M) @ aEnd(M).
Afirmamos que a(M) =TI

Sea m € M, a(m) € a(M). Y sea ay € I = aEnd(M). Asi como « es central,
aya(m) = yaa(m) = 0. Por lo tanto, a(m) € I'.

ca(M)Cr.

Sea a € I'. Como o € I, a(a) = 0. Asi, a = a — 0 = a — a(a) = a(a). Por lo tanto,
a€a(M).

sa(M)=1T.

Llamemos H = a(M) =1 € H.

Afirmamos que H' = I.

Sea f € H'. Asi, Ym € M,

Ala(m)) =0
AId(m) — a(m)) =0
B(m) = Bla(m)) =0
B(m) = B(a(m))
p(m) = a(B(m))
LB=af €akEndM)=1.
H CT.
Sea ay € 1. Y sea a(m) € H. Como « es central, ay(a(m)) = ya(a(m)) = 0. Por lo
tanto ay € H'.
S H =1

Por la proposicién 5.0.18, como I = H' para H € H, entonces I es ’-cerrado.
Afirmamos que H = Nuc(a).
Sea a(m) € H. Luego, a(@(m)) = 0. Por lo que, a(m) € Nuc(«).
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Sea a € Nuc(a), luego a =a — o =a — a(a) = a(a). Por lo que, a € H.

. H = Nuc(a).

Afirmamos que (I')* = aEnd(M).

Notemos que I” = H = Nuc(a). Sea ( " Asi, Vm e M, f(m) € Nuc(a), es
decir, a(B(m)) = 0. Asi, f(m) = B(m ) = B(m) — a(B(m)) = a(B(m)). Por lo que
g =ap e abEnd(M).

(I CaEnd(M).

Sea aff € abEnd(M). Asi, Vm € M, a(af)(m) = 0. Entonces, Vm € M, af(m) €
Nuc(a). Por lo tanto, af(m) € (I')*.

(I =aEnd(M).

Pero como aEnd(M)NaEnd(M) = 0, entonces I N (I')* = 0.

Por ultimo, afirmamos que I* = I'm(a).

Sea > (api(m;))r;, donde Vi, af; € I, m; € M, r; € R. Luego, > (af;(m;))r; =

i:l =1

(Z Bl(mzrz)) S Im(Oé)

I*Clm( ).
Sla( ) € Im(a), como a € I, a(m) € I*.
S =Im(a).

Como a € End(M) es un idempotente central, entonces por la proposicién 5.0.9,
M = Im(a) @ Nuc(a). Pero Nuc(a) = I' y Im(«) = I*. Por lo tanto, M = I' @ I*.
Sea € € End(I’). Definamos
em:I'el* —I'el”
a+bw— e(a)

Dondea e I’y b e I*.
Veamos que €y € End(M). Sean r € R, aj + by, as + by € M tales que aj,as € I’y
bl,bz e I~ ASf,

m((ar +01) + (a2 + b)) = enr((a1 + az) + (b1 + b2))
= 8(@1 + CLQ)
=¢e(ay) +e(ag)
= €M(a1 + bl) + 8(@2 + bg)

m((ar +b1)r) = em(arr + bir)
= e(ayr)
=¢e(ay)r
= em(ar +by)r

) ;L
Y por como definimos ey, ey} = €.
. todo endomorfismo de I’ se extiende a un endomorfismo de M.
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(77) = (i) Supongamos que I = (I')’, IN(I')* = 0 y que todo endomorfismo de I’ se
extiende a un endomorfismo de M.
Consideremos la siguiente sucesion:

1" <% End(M) 5 End(M)"

Donde End(M)" es el anillo de endomorfismos de I’ que pueden extenderse a endo-
morfismos de M, ¢ es la inclusién y p la restriccion. Notemos que p estd bien definida
puesto que I’ es un médulo totalmente invariante. ¢ es inyectiva y p es suprayectiva,
pues por hipédtesis todo endomorfismo de I’ se extiende a un endomorfismo de M.
Como ¢ es inyectiva, I'me = I". Veamos que Im(t) = I”" = Nuc(p).

Sea € 1", luego p(B) = B;. Como f € I”, entonces .- (I') = 0. Por lo tanto,
p(8) = I} = 0.

o B € Nuc(p).

Sea a € Nuc(p). Asi, p(a) = 0, es decir o = 0. Por lo que, a(I’) = 0, lo que implica
que a € 1",

2o Im(e) = 1" = Nuce(p).

Por lo tanto la sucesion,

I" <% End(M) 5 End(M)"
es exacta. Como todo endomorfismo de I’ se extiende a uno de M, entonces podemos

definir,

f: End(M)" — End(M)

o= O

Donde aj; es el endomorfismo que se obtiene de extender o a un endomorfismo de M.
Notemos que po f = sznd( My’ Asi, la sucesién se escinde. Por lo tanto,

End(M) = I" @ End(M)"

Como I es ’-cerrado, entonces 1" = 1.

Asi, End(M) = I & End(I"). Como todo endomorfismo de I’ se extiende a uno de M,
entonces End(M)" = End(I'). Asi, End(M) = I @ End(I').

. I es un sumando de End(M).

(i) = (i77) Supongamos que [ es sumando de End(M), entonces por el teorema 5.0.19,
existe o idempotente central tal que a End(M) = Iy End(M) = aEnd(M) @ aEnd(M).
Probemos que I* = a(M).

Sea x € I*, asi x = > ao~;(m;)r; donde Vi, ooy, € I = aEnd(M), m; € My r; € R.

=1
n

Luego, ’712105 o Y;(mi)r; = 04(; Yi(mi)r:) € a(M).

I CalM).
Si a(m) € a(M), como « € I, a(m) € I*.
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I =o(M).

Llamemos I* = a(M) = H € H.

Ahora, veamos que H* = I.

Sea f € H*. Asi B(M) C o(M). Asi, Ym € M, existe m’ € M tal que S(m) = a(m’).
Notemos que Vm € M, como « es un idempotente,

p(m) = a(m’)

ao f(m) = a(m’)

ao f(m) = B(m)
Por lo tanto S =a o f € I.
SCHYC L
Ahora, si tomamos aoy € I, luego aoy(m) € a(M). Por lo tanto, cvoy € ao(M)* = H*.
coHY=1.
Por la proposicién 5.0.18, como I = H* para H € H, entonces I es *-cerrado.
Probemos que a(M)" = aEnd(M).
Sea B € a(M)', asi f(a(M)) = 0. Notemos que como « es central, Vm € M,

p(m) = ()0

Por lo tanto, § = ao 8 € aEnd(M).

a(M) C aEnd(M).
Por otro lado, sea a oy € aEnd(M) y m € M. Como « es central, entonces & o
v(a(m)) = y(aa(m)) = 0. Por lo tanto, & oy € a(M)'.
soa(M) =aEnd(M).
Ast, aEnd(M) = a(M)" = (I*)". Como aEnd(M)NaEnd(M) = 0, entonces IN(I*) =
0.
Afirmamos que Nuc(a) = 1"
Sea a € Nuc(a) y sea aofs € I. Luego como « es central, aof(a) = foa(a) = 5(0) = 0.
Por lo tanto, a € I'.
Sea a € I'. Como a € I, a(a) = 0. Por lo tanto, a € Nuc(«).
oo Nuce(a) =T,
Como o € End(M) es un idempotente central, entonces por la proposicién 5.0.9,
M = Im(a) @ Nuc(a). Pero Nuc(a) = I' y Im(a) = I*. Por lo tanto, M = I' @ I*.
Sea € € End(M/[*). Notemos que, como M = I' @ I*, entonces Vm € M, m =a +b
dondea € I'ybe I*. Asi, Vim € M, m+ I* = (a+b) + [* = a + I*. Por lo que si
m=a+0b m =d+0V,donde a,a’ € I'y b,/ € I*y e(m+ [*) =m' + I*, entonces
em+1I*)=cla+I*)=m'+ I* =d + I*.
Definamos,

ey l'el —Iel”
a+b—d
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Donde a,a’ € I'be I*ye(a+ b+ I*) =d + I".

Notemos que €}, estd bien definida. Si a+I* = ay + I*, entonces e(a+I*) = e(a; +I*),
por lo que a' +I* = a} + I*. Asi, a’ —a) € I*. Pero como a,a’ € I, entonces a—a’ € I'.
Por lo tanto, @’ —a} € I'NI* = 0. Asi, @’ — a] = 0. Es decir, a’ = a/. Por lo tanto, £},
estd bien definida.

Veamos que €}, € End(M). Sean r € R, aj + by, as + by € M tales que aj,as € I’ y
b1, by € I'*. Notemos que como ¢ € End(M/[*),

(a1 + CLQ)/ ==

€
€
=€
a
Asi,

87\/[((@1 + bl) + (CLQ + bg)) = 87\/[((611 + CLQ) + (bl + bz))
= (a1 + (Iz)/
= a) + a
= 5}‘\4(a1 + bl) + €*M(CL2 + bg)

Ahora como € € End(M/I*),

(a17r) = e(ayr + I¥)
=e(((ay + b))+ I")r)
= 5((a1 + bl) + I*)T‘

= ar

Por lo que,

eul(ar +bi)r) = ey (arr + bir)
= (arr)
= ayr

= 8&(@1 + bl)T

cL e € End(M).
.. todo endomorfismo de M/ 7+ se alza a un endomorfismo de M.

(73i) = (i) Supongamos que [ es *-cerrado, I N ([*)" = 0 y todo endomorfismo de M/]*
se alza a un endomorfismo de M.
Consideremos la siguiente sucesion:

(I')* &5 End(M) - End(M)"1*
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Donde End(M )M/ I* es el anillo de endomorfismos de M/ T+ que se alzan a endomorfis-
mos de M, m es la inclusién y n la siguiente funcion:

n: End(M) —s End(M)"/"
f—r

Donde,

f estd bien definida ya que si m; + I* = my + I*, luego my — my € I*, pero I* es
un submédulo de M totalmente invariante, por lo que, f(m; — mgy) € I*, es decir
f(my)+1I* = f(mg) +1*. Asi, f(my+1%) = f(mg+I7). Es claro que f € End(M)M/I*,
puesto que f € End(M).

Como m es la inclusién, m es inyectiva. n es suprayectiva ya que por hipdtesis todo
endomorfismo de End(M)"1* se alza a un endomorfismo de M, asisi o € End(M)"/r,
existe 8 € End(M) tal que S(m) = m’, donde a(m + I*) = m/ + I*. Asi, n(3) = 3,
B(m +I*) = B(m) + I* = m’ + I* = a(m + I*). Por lo tanto, existe 3 € End(M), tal
que n(f) = a. Lo que implica que n es suprayectiva.

Ahora, veamos que I'm(m) = (I*)* = Nuc(n).

Sea a € (I*)*. Luego n(a) = @, donde &(m + I*) = a(m) + I*. Pero como o € (I*)*,
Vm € M, a(m) € I*. Asi, a(m)+ I* = I'*. Por lo tanto, n(«) = 0. Lo que implica que,
a € Nuc(n).

(%) € Nuce(n).

Sea a € Nuc(n), asi Vm € M, a(m + I*) = I*. Por definicién, a(m + I*) = a(m) + I*,
asi Ym € M, a(m) + I* = I*. Por lo que Ym € M, a(m) € I*. Lo que implica que,
a € (I*)*.

o () = Nuce(n).

Asi la sucesion,

(I*)* & End(M) = BEnd(M)"1

es exacta. Como todo endomorfismo de M/ 7+ se alza a uno de M, entonces la sucesion
se escinde. Por lo tanto,

End(M) = (I*)* @ End(M)"1*.
Como I es *-cerrado, entonces I = (I*)*. As{,End(M) = 16D End(M)M/I*.

. I es un sumando de End(M).
Asi, (iii) < (i) < (4i). Y de suponer (i) ya probamos que M = I' @ I*.
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Proposicién 5.0.29. Sea H € ‘H. Las siguientes condiciones son equivalentes:

(i) H es sumando de M. Con complemento K € H.

(i) H es -cerrado, H' N H* = 0 y todo endomorfismo de H se extiende a un endo-
morfismo de M.

(iii) H es *-cerrado, H* N H' = 0 y todo endomorfismo de M/H se alza a un endo-
morfismo de M.

Si estas condiciones se satisfacen, entonces End(M) = H' @ H*.

Demostracién.

(1) = (i) Supongamos que H es un sumando de M con complemento K € H. Asi,
M =HE K = K @ H. Entonces por el teorema 5.0.20, K = Im(cg)y H = Nuc(eg),
donde e es un idempotente central. Por la proposiciéon 1.1.9, €k también es central.
Sea I = exEnd(M), L = exEnd(M). Como e € E(End(M)), por la proposicién
1.1.11, End(M) = I @ L. Notemos que I, L € Z, pues i y £ son centrales.
Afirmamos que H = [I'. Para ello tomemos a € H = Nuc(ek), y sea ex oa € I =
exEnd(M). Luego como g es central, ex oa(a) = a(ek(a)) = 0. Por lo tanto, a € I'.
LHCT.

Sea a € I') como €x = e oid, luego ex € I. Asi, ex(a) = 0. Y por lo tanto,
a € Nuc(eg) = H.
LH=T.

Por la proposicion 5.0.18 se sigue que H es ’-cerrado.

Ahora, veamos que [ = H'.

Sea ex oa € I y sea a € Nuc(eg), luego como ek es central, ex o = a(eg(a)) = 0,
por lo que ex o € H'.

I CH.

Sea B € H yseam =k+h € M, donde k € Ky h € H. Luego como 3 € H' y
e es central, Vim € M, ex o f(m) = ex(B(k + h)) = ex(B(k) + B(h)) = ex(B(k)) =
Blex(k)) = B(k) = B(k) + B(h) = B(k + h) = B(m). Por lo tanto, § =ex o f € I.
S I=H.

Probemos que L = H*.

Como M = H @ K, por la proposicién 4.1.3, ey End(M) = {f € End(M) | f(M)
H}, pero por la proposicién 4.1.2, ey = €k, asi eg End(M) = {f € End(M) | f(M)
H}. Pero por definicion, H* = {f € End(M) | f(M) C H}, por lo que

H* =ecgEnd(M) = L.

Como End(M) =I1@ L, luego INL =0, es decir H' N H* = 0. De aqui también se
sigue que End(M) = H' @ H*.

Sea § € End(H), definamos

NN

By HOK — Ho K
h+kv+— B(h)

Veamos que By € End(M). Sean hy + ki, hy + ko € M, donde hy,hy € H, ky,ky € K
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ysear € R.

Bu((hy + kr) + (he + k2)) = Bu((ha + ha) + (k1 + k2))
= B(h1 + hy)
= B(h1) + B(h2)
= 5M<h1 + k‘1) + 5M<h2 + k‘Q)

Bar((hy + k1)r) = B (har + ki)
= 5(}117“)
= 5(h1)7"
= By (hy + k1)

o By € End(M). Es claro que By|g = 5. Por lo que todo endomorfismo de H se
extiende a un endomorfismo de M.

(i1) = (1) Supongamos que H es -cerrado, H' N H* = 0 y todo endomorfismo de H se
extiende a un endomorfismo de M.

Por hipétesis H es ’-cerrado, asi de la proposicion 5.0.18, se sigue que existe I € Z,
tal que H = I'. En la proposicién 5.0.28, se probé que End(M) = I” @ End(M)".
Asi, End(M) =2 H' & End(M)". Como todo endomorfismo de H se extiende a un
endomorfismo de M, End(M)? = {8 € End(M) | (M) C H} = H*. De donde,
End(M) = H' & H*, con H', H* € Z. Por el teorema 5.0.19, existe « un idempotente
central tal que H' = aFEnd(M) y H* = aFEnd(M). Como « es un idempotente central,
entonces por la proposicién 5.0.9, M = Im(«) @ Nuc(a), donde I'm(a), Nuc(a) € H.
Probemos que Nuc(a) = (aEnd(M))'.

Sea a € Nuc(a), y sea ao 3 € aEnd(M). Como « es central, entonces o o (a) =
poala)=p(a(a)) =0. Por lo tanto, a € (aEnd(M))'.

o Nue(a) C (aEnd(M))'.

Sea a € (aEnd(M))', como o € aEnd(M), luego a(a) = 0. Por lo tanto, a € Nuc(«).
o Nuc(a) = (aEnd(M))'.

Asi, Nuc(a) = (eEnd(M)) = H” = H. Por lo que M = H @ Im(«).

. H es un sumando de M, con complemento Im(«) € H.

(1) = (4i7) Supongamos que H es un sumando de M con complemento K € H.

Asi, M = H@ K. Entonces por el teorema 5.0.20, H = Im(ey) y K = Nuc(ey),
donde ey es un idempotente central. Por la proposicién 1.1.9, €5 también es central.
Sea I = egEnd(M), L = egEnd(M). Como ey € E(End(M)), por la proposicién
1.1.11, End(M) = I L. Notemos que I, L € Z, pues €y y £ son centrales.
Afirmamos que H = I*.

Sea eg(m) € H = Im(eg). Asi, eg(m) = eg o Id(m) € (egEnd(M))* = I*. Por lo
tanto, eg(m) € I*.

SoH < I~ .

Sea Y egovyi(my)r; € I*, luego Y g oy(my)ri = eu (D vi(mi)r; € Im(egy) = H. Por
=1 =1 =1
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lo tanto, > ey o vi(m;)r; € Im(ey) = H.
H=1
Por la proposicién 5.0.18 se sigue que H es *-cerrado.
Probemos que I = H*.
Seacgoaecl.Vme M, egoa(m) € Im(ey). Por lo tanto, ey o v € H*.
2.1 C H*. Sea 8 € H*. Luego, (M) C Im(ey) = H, por lo que Vm € M, eg(f(m)) =
f(m). Por lo tanto, f =ego f e l.
s =H*
Veamos que L = H'. Sea ey oy € L, y sea eg(m) € Im(ey). Luego como £p es
central y €y y e son ortogonales, g o y(eg(m)) = y(eu(em(m))) = 0. Por lo tanto,
egoy € H.
. LCH.
Sea f € H', luego Vm € M, B(eg(m)) = 0. Asi, Vm € M, g o B(m) = B(m) —
eg(B(m)) = B(m) — B(eg(m)) = S(m). Por lo tanto f =y of € L.
S L=H".
Como End(M) =1 L, luego INL =0, por lo que H*N H' = 0. De aqui también se
sigue que End(M) = H* P H'.
Sea € € End(M/H). Notemos que, como M = K @ H, entonces Vm € M, m =a+b
dondea € K ybe H. Asi, Vm € M, m+ H = (a+b) + H = a+ H. Por lo que si
m=a+b, m =d+V,donde a,a’ € Ky bb € Hye(m+ H)=m'+ H, entonces
em+H)=¢c¢la+H)=m'+H=d +H.
Definamos,

ey KOH —KoOH

a+b—d

Donde a,a’ € K, be Hye((a+b)+ H)=d + H.
Notemos que ), estd bien definida. Si a+ H = a; + H, entonces e(a+ H) = e(a; + H),
porlo que '+ H = a\+ H. Asi, ' —a € H. Pero como a,d’ € K, entonces a—a’ € K.
Por lo tanto, a’ —a} € KN H = 0. Asi, a’ — a} = 0. Es decir, a’ = a}. Por lo tanto, ),
esta bien definida.
Veamos que )y € End(M). Sean r € R, a1 + by, as + by € M tales que aj,a9 € K y
b1, by € H. Notemos que como ¢ € End(]\/[/H)7

(aq +a2), =e((a1 +az) + H)
=ce((ag + b))+ H + (ag+ b)) + H)
=c((a1 + b)) + H) +e((az + b2) + H)

— dh +d,
Asi,
em((ar +b1) + (a2 + b)) = en((ar + az) + (b1 + b2))
= (CLl + CLQ)/
=a) + aj

=enlar + b1) + enr(ag + bo)
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Ahora como ¢ € End(M/H),

(a17) = e(ayr + H)
(ay +b1) + H)r)

a1+b1)+H)T

—~

€

€
=c

a
Por lo que,

env((ag + by)r) = ep(ayr + byr)
= (alr)/
= ayr

= EM(CL1 + bl)T

.. todo endomorfismo de M/ 77 se alza a un endomorfismo de M.

(73i) = (i) Supongamos H es *-cerrado, H* N H' = 0 y todo endomorfismo de M/H se
alza a un endomorfismo de M.

Por hipétesis H es *-cerrado, asi de la proposicién 5.0.18, se sigue que existe [ € Z, tal
que H = I*. En la proposicién 5.0.28, se probé que End(M) = (I*)* ® End(M)M/I*.
Asi, End(M) = H* & End(M)M/H. Como todo endomorfismo de M/H se alza a un

endomorfismo de M, End(M)M/H = {f € End(M) | B(H) = 0} = H'. De donde,
End(M) = H*® H', con H'| H* € Z. Por el teorema 5.0.19, existe a un idempotente
central tal que H* = aEnd(M) y H' = aEnd(M). Como « es un idempotente central,
entonces por la proposicién 5.0.9, M = Im(«) @ Nuc(a), donde I'm(a), Nuc(a) € H.
Afirmamos que Im(«) = (aEnd(M))*.

Sea a(m) € Im(«), luego a(m) = o id(m) € (aEnd(M))*. Por lo tanto, a(m) €
(aEnd(M))*.

oAm(a) C (aEnd(M))*.

Sea > aoy;(m;)r; € (aEnd(M))*, donde Vi, a oy; € aEnd(M), m; € M y r; € R.

=1
n

Luego, > aovy;(my)r; = a(d vi(my)r;) € Im(a).Por lo tanto, > aov;(m;)r; € Im(a).
i=1 i=1 i=1

S Im(a) = (aEnd(M))*.

Asi, Im(«) = («End(M))* = (H*)* = H. Por lo que M = H @ Nuc(a).

.. H es un sumando de M, con complemento Nuc(a) € H.

Asi, (ii1) < (i) < (i7). Y de suponer (i) se sigue que End(M) = H' @ H*.

O

Los criterios en las proposiciones 5.0.28 y 5.0.29, simplifican el caso si End(M) es
abeliano ya que por el teorema 4.1.6 todos los sumandos directos serian totalmente
invariantes. El siguiente teorema es inmedianto.
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Teorema 5.0.30. Sea R un anillo y M € Mod—R, un modulo endabeliano. Sea H un
submddulo de M, I un ideal bilateral de End(M).
(i) Las siguientes condiciones son equivalentes:

(a) H es un sumando directo de M.

(b) H es totalmente invariante y -cerrado, H' N H* = 0 y todo endomorfismo
de H se extiende a un endomorfismo de M.

(¢) H es totalmente invariante y *-cerrado, H* N H' = 0 y todo endomorfismo

de M/H se alza a un endomorfismo de M.
En este caso, End(M) = H' @ H*.

(i) Las siguentes condiciones son equivalentes:

(a) I es un sumando directo de End(M).

(b) I es -cerrado, I N (I')* = 0 y todo endomorfismo de I' se extiende a un
endomorfismo de M.

(c) I es *-cerrado, I N (I*)" = 0 y todo endomorfismo de M/[* se alza a un
endomorfismo de M.
En este caso, M = I' P I*.
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