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Introduccion

El Problema de Goldbach surge en el afio de 1742, en una carta escrita por Christian Gold-

bach para Leonard Euler. En la carta, Goldbach conjeturaba que:
Todo numero entero par mayor que 2 se puede escribir como la suma de dos numeros primos.

Este es uno de los problemas abiertos mas famosos que existen en la teoria de los ntimeros
y es conocido como la Conjetura de Goldbach. De manera posterior, durante el mismo afo,
Goldbach hizo otra conjetura, la cual era una version més débil a la anterior. Esta segunda

conjetura decia que:
Todo numero impar mayor que 5 se puede escribir como la suma de tres nimeros primos.

Este segundo problema, conocido como el Problema débil de Goldbach o el Problema ternario
de Goldbach, es el problema central de esta tesis, y fue un problema que tuvo avances importantes
muy importantes a lo largo de la historia, hasta el ano 2013 que fue totalmente demostrado.

El primer avance fuerte que se hizo al Problema débil de Goldbach fue a manos de G.
H. Hardy y J. E. Littlewood [8], en 1923. Ellos demostraron, asumiendo la veracidad de la
hipotesis de Riemann, que el Problema Débil de Goldbach se cumplia para cualquier entero
impar suficientemente grande.

En 1930, Snirel'man [9] demostré la existencia de un entero k tal que cualquier entero mayor
que 1 se podia escribir como la suma de a lo més k& ntimeros primos. Por este camino, el dltimo
avance que se realizé fue el 2012 en un trabajo de Terence Tao [10], el cual dice que cualquier
entero impar mayor que 1 se puede escribir como la suma de a lo mas 5 ntimeros primos.

En 1937, I. M. Vinogradov [11] demostré que el Problema débil de Goldbach se cumplia
para cualquier entero impar suficientemente grande, sin depender de la hipdtesis de Riemann.

La parte fundamental en esta demostracion es su teorema que establece la estimacion

ST Am)A(m2)A(n) = ]f [ (1 - (p_ll)z) [ (1 * @_11)3) *o <<1<>;VJ2V>A>

ni1+na2+nz=N p|N pYN

para cualquier A > 0. Su demostracién empleaba el Teorema de Siegel-Walfisz [12], el cual
establece una estimacion para el niimero de primos acotados por x en la progresién aritmética

a + ng, dada por
Li(x)

©(q)

)

+ O($e_c‘/@)

n(x;q,a) =

II



I11

donde (a,q) = 1, ¢ < (logz)™ y ¢ = cpr. Con esto, Vinogradov establecié que existe una
constante absoluta C tal que cualquier entero impar mayor que C se puede escribir como la
suma de tres nameros primos, sin embargo, no especifico el valor de dicha constante. El primero
en establecer un valor explicito para la constante de Vinogradov fue K. Borozdin [13] en 1956,
quien determiné que C' = 33" era una cota valida, es decir, cualquier entero impar mayor
que 33" se puede escribir como suma de tres nimeros primos. Con el paso del tiempo, esta
constante se fue mejorando, por mencionar algin ejemplo, en el 2002, M. C. Liu y T. Wang [14]

3100

demostraron que e era una cota vélida.

En 1997 Deshouiller, Effinger, Te Riele y Zinoviev [15] demostraron que, asumiendo nueva-
mente la veracidad de la hipétesis de Riemann, cualquier entero impar mayor que 5 se podia

escribir como suma de tres nimeros primos.

Finalmente, H. Helfgott en el afio 2013, con una serie de articulos, afirmé que cualquier entero
impar mayor que 5 se podia escribir como suma de tres nimeros primos. Con tres articulos,
subidos a arXiv ([16],[17],[18]), Helfgott afirma que cualquier entero impar mayor que 1027 se
puede escribir como suma de tres nimeros primos. En un cuarto articulo, H. Helfgott y D.
Platt [19] afirman haber demostrado computacionalmente que cualquier entero impar menor
que 8.875 - 10%Y se puede escribir como suma de tres niimeros primos. Aunque la demostracién
de Helfgott es aceptada por la comunidad matematica, hasta el momento no ha sido publicada

en ninguna revista de arbitraje.

La meta de esta tesis es concluir el resultado que Vinogradov presenté en 1937 acerca del
Problema ternario de Goldbach, y en el proceso seran demostrados muchos otros resultados
importantes de la Teoria de Niimeros, relacionados con la funcién ¢ de Riemann y las funciones
L de Dirichlet.

En el Capitulo 1 se presentardn algunos resultados clasicos de la Teoria de los Numeros,
que seran necesarios en demostraciones posteriores, como la Féormula de Sumacién de Abel y el
Teorema de Aproximacion de Dirichlet. Ademéds se dard una muy breve introduccién a métodos
trigonométricos que son muy usados en la Teoria de los Nimeros y que seran el punto de partida
para la demostracion de Vinogradov del Problema Ternario de Goldbach. Finalmente, se dedica

una amplia seccién a resultados relacionados con Caracteres de Dirichlet.

En el Capitulo 2 se estudiaran las funciones ¢ de Riemann y las funciones L de Dirichlet. Los
resultados que se presentaran son aportaciones de Riemann, Dirichlet, von Mangoldt, Hadamard,
Vallée Poussin y Hurwitz. Asi mismo, se presenta la Identidad de Vaughan de 1977, la cual es ttil

para hacer buenas estimaciones para sumas de la forma Z f(n)A(n). En este capitulo también
n<N
se demuestra la Férmula del Nimero de Clase de Dirichlet, conjeturada en 1932 por Jacobi, y

demostrada en 1939. Aunque estos tltimos dos resultados no fueron usados en la demostracién
original de Vinogradov al Problema Ternario de Goldbach, serdn aplicados en la demostraciéon
que se presenta en esta tesis.

En el Capitulo 3 se estudian los ceros no triviales de la funcién ¢ de Riemann y de las funciones
L de Dirichlet, asi como regiones donde estas funciones son libres de ceros. Los resultados

relacionados con los ceros de la funcién ( de Riemann son aportaciones de Vallée Poussin y
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Hadamard, pero la demostracién que se expondra en esta tesis es de Mertens. Para los ceros de
las funciones L de Dirichlet, se sigue la misma linea de razonamiento que con la funcién ¢ de
Riemann, pero se anaden conclusiones importantes de Gronwall, Titchmarsh, Landau y Page.
Este capitulo también contiene trabajo de von Mangoldt acerca del niimero de ceros no triviales
con parte imaginaria acotada. Finalmente, se presentan algunas estimaciones para las funciones
U(z)y ¥(z,x), dadas por von Mangoldt, y los Teoremas de Siegel y Siegel-Walfisz.

En el Capitulo 4, se demuestra el Teorema de Vinogradov para el Problema ternario de
Goldbach, partiendo de la identidad trivial

1
J(N) = J ( Z €2ﬂa(p1+p2+p3N)> da,
0 p; primo

donde J(N) representa la cantidad de maneras de escribir a N como suma de tres nimeros

primos.



Capitulo 1

Preliminares

1.1. Sumas trigonométricas

Una suma trigonométrica es una suma de la forma

M

Z eZm’F(m)'

r=1

Un resultado que ha sido primordial en el desarrollo de la teoria de los nimeros es la aplicacion

de sumas trigonométricas en congruencias aditivas. El punto de partida es la identidad

q_l 1 —
1 Z J2mina/q _ 1 si = 0(mod gq), (1)
=0 0 si  # 0(mod q),

L

la cual se cumple para cualquier g € N.
Existe una identidad muy similar a la ecuacién (1.1), que en vez de caracterizar una con-

gruencia, caracteriza una igualdad. Dicha identidad es

L 1 sia =0,
J e MYy = (1.2)
0 0 si a € Z\{0}.

Teorema 1.1. Para cualquier n € N y a entero primo relativo a n se cumple la igualdad

n
Z QWZW_M )

(-1

Demostracion. Veamos primero que es cierto cuando n es potencia de primo. Si n es primo, se

sigue de la ecuacion (1.1). Para n = p® con p primo y a = 2 se sigue de que

p” . ot , Pl .
Z 62m“—a Z 627rz 62 e ’; -0
=1 =1 k=0

(Lp*)=1 (lp*)=1
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La demostracién se sigue de lo anterior, ya que ambos lados de la ecuacién a demostrar son

multiplicativos. |

1.2. Teorema de aproximacion de Dirichlet

Teorema 1.2 (Teorema de aproximacién de Dirichlet). Sea a« € R y 1 < @, entonces existen

a,q enteros, con 1 < ¢ < Q y (a,q) =1, tales que

< —.

qQ

o —

a
q

Demostracion. Para cada 0 < j < @, considérese el intervalo

I j j+1
oI+ QI+ )

Consideremos los numeros {a}, {2a}, ..., {|@]a} y los siguientes tres casos:
Caso 1: Si algiin {ga} pertenece a I, se tendria que 0 < ag — |ag| < o1 J+1’ de donde
1 1
o _ lad]

¢ | Tal@I+D) T e@

Caso 2: Si algin {ga} pertenece a I|g), se tendrfa que _LQJ% < ag—]ag]—1 < 0, de donde

Caso 3: Si no sucede nunguna de las anteriores, por principio de casillas se tiene que existen

1< qg <q < Q tales que {aqi},{ag2} € I;, para algin 1 < j < @ — 1, entonces [ij+1 <

g — |agi| < [ J+1 Entonces |aga — aq1 — |agz] + |ag1]] < J+1’ de donde

1 1

lage] — [evqn ] -
QI+ —q1) @—a1

q2 —q1

o —

1.3. Formula de Sumacién de Abel

Teorema 1.3. Sean ¢, € C, f(x) € C'la,b] y C(z) = Z cn. Entonces, se da la igualdad

a<n<b

D1 enf(n J C(uw) f'(uw)du + C(b) f(b).

a<n<b
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Demostracion. Veamos primero que

b

b [a] b]—
- [ ewr@ain =" e@rwin - Y
a a |'

t=[a]

1 b

t+1
L W= | clol)s i

Como C(a) = 0, se tiene que

b [b]—1
—J Clu)f'(wydu = — Y C)(F(t+1) = f(t)) —C(IbD(f(b) — f(1b])
a t=[al

5]
= F@C) —ct—1) +Clal) f([al) — () f(b)
t=[a]+1
0] b
= D, af@®+C(a)f(fal) = CO)f(b) = Y, cif(t) = C(b) f (D).
t=[a]+1 t=a

1.4. Caracteres de Dirichlet

Definicion 1.4. Sea ¢ > 1 entero. Un caracter de Dirichlet médulo g es una funcién x : Z — C
tal que:

e Y es g-periddica,

e x(n) =0< (n,q) > 1,

e Y es completamente multiplicativa.

Proposicion 1.5. Todo x caracter de Dirichlet mddulo q cumple las siguientes propiedades:
(1) x(1)=1,
(ii) Si h es el orden de a mddulo q, entonces x(a)* = 1,

(ii7) En particular, x(a) es una p(q)-ésima raiz de la unidad para toda a € Z con (a,q) = 1.

Demostracion. (i)] Se tiene que x(1) = x(1-1) = x(1)?, y como x(1) # 0, entonces x(1) = 1.
(i1)] Sea h el orden de a médulo g, entonces x(a)" = x(a”) = x(1) = 1.

(7i7)] Se sigue del inciso anterior y de que, por el Teorema de Euler, el orden de a mdédulo ¢
divide a ¢(q). [ |

Definicion 1.6. Sea ¢ = p® para algin p > 2 primo, sea ¢ una raiz primitiva moédulo g y
sea X = {n € Z : (n,q) = 1}. Una funcion de indice médulo ¢ relativa a g es una funcién
v:X —{0,1,2,...,0(q) — 1} tal que g™ = n(mod q) para cualquier n € X.

v(ab) —

Observacién 1.7. Si (ab,q) = 1, entonces v(ab) = v(a) + v(b)(mod ¢(q)), puesto que g
ab = g¥(@ . g*®(mod q).

Teorema 1.8. Sea ¢ = p® con p un nimero primo, y « € N. Ezisten exdctamente p(q) caracteres

de Dirichlet mddulo q.
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Demostracion. Se analizara primero el caso p # 2. Sea g una raiz primitiva moédulo ¢, y v la

funcién de indice médulo ¢ relativa a g. Para cada k € {0,1,2,...,(q) — 1} se define la funcién
2mikv(n)
e @ si (n,q) =1,
Xk(n) = .
0 si (n,q) > 1.
Veamos que estas funciones son un caracter para cualquier k € {0,1,2,...,¢(q) — 1}. xx es una

funcién ¢-periédica, puesto que (n,q) = (n + ¢,q) = 1 implica que v(n) = v(q + n)(mod p(q));

también cumple que yi(n) = 0 < (n,q) > 1; y es completamente multiplicativa ya que, si p | ab,
2miv(ab) 2miv(a)+v(b) 2miv(a) 2miv(b)
entonces y(ab) = e #@ =¢e @ =e 2@ -e ¢@ = y(a)-x(b)y, sip | ab, entonces

x(ab) = 0 < plab < pla o p|b < x(a) - x(b) = 0. Estos ¢(q) caracteres son distintos entre si,
2mik 2mil

ya que xx = X; implicaria que xx(g) = xi(g), es decir, ev(@ = e»@ ya que v(g) = 1, de donde

k = . No existen més caracteres, ya que si x es caracter, x(g) es raiz ¢(q) —ésima de la unidad, y
por la multipplicidad de x se extiende de manera tnica a uno de los caracteres ya mencionados.
Para el caso g = 2 sélo existe el caracter trivial; y para ¢ = 4 esta el caracter trivial y el

caracter que cumple x(4t + 3) = —1 para cualquier k entero.
Analicemos ahora el caso ¢ = 2% con a > 3. El orden de 5 médulo 2% es 2% 2, ya que:

e su orden divide a 2°72 porque las potencias de 5 médulo 2% son un subgrupo del grupo

multiplicativo formado por los elementos de la forma 4a + 1 médulo 2%;

—1=06-1D)6G+1)(*+1)---(5

2x—3 ga—4

e si fuera menor 293, en particular 2%5 +1), lo cual

es falso.

De lo anterior se deduce que —1 y 5 generan a Z3.. Se toman las funciones vg : Z\2Z — Zs
y 01 1 Z\2Z — Ziga— tales que m = (—1)*0™)(5)"10) (mod 2%). Para cada (k,1) € Zg X Zga—2 se

define la funcion
kvo(m) | vy (m)
2

627Ti( oa—2

si2 ) m,

0 si2 0.

Xki(m) =

De manera analoga al caso p # 2, se puede ver xj; es multiplicativa, ¢-periddica y que
Xki(m) =0 < (m,q) > 0. Cada uno de estos caracteres es distinto, pues (k,1) # (k',1") si y s6lo
si (Xk, (1), xk1(5)) # (xww(=1), xwr(5)), ya que la definicién de xj; se extiende de manera
tnica conociendo xj;(—1) y de xx:(5). De lo anterior también se puede ver que no hay mas
caracteres, ya que dado un caracter Y, se tiene que x(—1) € {1,—1} y x(5) es raiz 2°~2-ésima

de la unidad,y se extiende de manera tnica a uno de los p(2%) caracteres ya mencionados. W

Teorema 1.9. Para todo q € N existen exdctamente ¢(q) caracteres mddulo q.

Demostracion. El caso ¢ = 1 es claro. Sea 1 < g = 2%p{* - - p**. Sea x(n, p”) un caracter médulo
p?, entonces la funcién x(n) := x(n,2%) - x(n, pi*) - - - x(n, pi'*) es un caracter médulo ¢, ya que:
e es multiplicativa y ¢g-periédica ya que cada x(n,p?) lo es;
e x(n) =0 < x(n,p?) = 0 para algin p divisor de ¢, si y sélo si (n,p) > 1< (n,q) > 1.

Veamos que son todos distintos y que no hay més caracteres. Para esto, tomemos g; raiz primitiva
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médulo p;", y sea n; solucién del sistema de congruencias

ni =4 1(mod p;’)  paraj #1i,
1 (mod 2%),

y en caso que « = 1, tomamos
np=ny=1 sia=1,
5(mod 2¢), —1(mod 2%),
nyg = ( a? y ng= ( a_) sia>=2.
1(mod pjj), 1(mod pjj)’
Tomemos dos de estos caracteres x y x’. Si x(5,p;") # X' (-, p;"), en particular se tendria que

X(1i) = x(na, p) # X' (n5) = ¥'(ny), ¥ lo andlogo sucede si x(2) # x'(,2°). Entonces
con esta construccion se obtienen p(2%) - p(p]?) - - - @(pi*) = ¢(q) caracteres distintos.

Veamos que estos sonat_odos los caracteres médulo g. Sea x un caracter médulo ¢. Notemos
que X(ni)w(p?i) = X(nf(pil) = x(1) = 1, por lo que x(n;) es raiz ¢(p;")-ésima de la unidad.
Se hace lo andlogo para 2%. Sean x(-,p;"), x(-,2%) los caracteres que mandan n; a x(n;), (y
dependiendo del valor de «, que mandan ng y/o n§ a x(no) y a x(ng). Como todo entero n con

(n,q) = 1 se puede representar de manera unica médulo ¢ como

n= (nf)")”g -ng® - nit - ny*(mod q),

donde v; € {0,1,...,¢(p;") — 1}, y dependiendo del valor de «, se tiene que v y v son nulos o

deben cumplir vy € {0,1,...,2% 2} ¢ € {0,1}. Entonces

X(1) = x(n)"0 x(1n0)"x ()" - -~ x(ne)"* = x(n, 2*)x(n, p") - - x(n, ).

Por lo tanto, era uno de los ¢(q) caracteres ya mencionados. [ |

Definicion 1.10. Se define y denota el caracter principal médulo g al caracter

0 si (n,q) > 1,
Xo(n) =
1 si(n,q) =

Teorema 1.11. Los caracteres mddulo q forman un grupo isomorfo al grupo Zj.

Demostracion. Es un grupo ya que:

e es cerrado, pues dados x y X’ caracteres mddulo g, xx’' := x - X' es caracter. Es ¢-periddico
ya que xx'(n) = x(n)x'(n) = x(n + ¢)x'(n + q) = xx'(n + q); también es multiplicativo pues
xx'(ab) = x(ab)x'(ab) = x(a)x(b)x'(a)X'(b) = xx'(a)xx'(b); y ademds xx'(n) = 0= (n,q) > 1;
* Xo funge como el inverso, pues xxo(n) = x(n)xo(n) = x(n) = xo(n)x(n) = xox(n);



6 CAPITULO 1. PRELIMINARES

¢ Si x es caracter, entonces
X*(n) :=

es un caracter, y cumple xx*(n) = xo(n) = x*x(n).
Por lo tanto, los caracteres médulo g forman un grupo.
Usando la notacién de la demostracién anterior, tenemos que el grupo de unidades de Z; es:

U(Zy) =G XL al)x---xZ

©(p; e(pit)

VAR siae {0, 1},

Lo X liga—2 sia = 2.

donde @G =

La identificacién estd determinada por f(x) = ([mg], [mo], ..., [mu]), donde ([mg], [mo]) € G; ¥

[mi] € Z,,y son tales que

LA NS - STV R Ol

Notese que lo anterior no depende del representante que se tome. f define una biyeccién pues

es inyectiva y [U(Z)| = ¢(q) = #{x : x caracter médulo ¢}. Ademds es un morfismo, ya que si

F(x) = (m§,mo,my,...,my) y f(X') = (mg,mg,mi, ..., m}), entonces
Fxx') = (m§ +m,mo + my,my +mf,...,mg+my)
puesto que xx'(a) = x(a)x'(a). Por lo tanto son isomorfos. [ ]

Teorema 1.12. Los caracteres modulo q tienen las siguientes propiedades:

D S {F0 e
n=0 0 en otro caso.

3 (q) sin = 1(mod q),
i) Y xm) =47
x(mod q)

0 en otro caso.

Demostracion. i] Si x = xo, como xo(n) es igual a 1 para los ¢(q) valores de n que son primos
relativos a ¢, y cero en los otros casos, es claro que la suma resulta ¢(q).

Si x # Xxo, entonces existe m € {0,1,2,...,q — 1} con (m,q) = 1 tal que x(m) ¢ {0,1}.
Luego, como (m,q) = 1, tenemos que {0, m,2m,3m,...,(¢ — 1)m} forman una clase completa

de residuos mdédulo ¢, por lo que
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q—1
y dada la eleccién de m se concluye que 2 x(n) = 0.

n=0
ii] Si n = 1(mod q) se tiene que x(n) = 1 para cada uno de los ¢(q) caracteres distintos, por lo

que la suma resulta ¢(q). Si (n,q) > 1 es claro, pues x(n) = 0 para cualquier caracter.
Sin # 1(mod q) y (n,q) = 1, existe un x tal que x(n) # 1. Esto se puede deducir del hecho

M1 1243

de que (retomando la notacién del Teorema 1.9) n = (nS)“(’)l= -np® - nft - -nf*(mod ¢) con algin

2TV

~ k)
i # 0. Tomando x como el caracter que manda (n§)"o -ne® -ni'---ny* e M , para

e(pe~)  con pirllg sips # 2,
M = {2073 con 2%||g si pr =2y pk = po,

2 SianQYMEZMSa

se tendria que x(n) # 1. Ademas, x(n) # 0 puesto que (n,q) = 1. Como los caracteres forman

un grupo, se obtiene la igualdad

Y, xm)= Y @) =xm) Y, x(0).

x(mod gq) x(mod q) x(mod q)
Como x(n) ¢ {0,1} se concluye que 2 x(n) = 0. [ |
x(mod q)

Corolario 1.13. Si (a,q) = 1, entonces

1 Z @) = 1 si n = a(mod q),

90((1) (mod q) 0 en otro caso.

Demostracién. Notemos primero que x(a) = x(a*), donde aa* = 1(mod ¢q). Sea N = na*. Del

Teorema 1.12 se sigue que

1 1 1 si N=1(mod gq),
@ > x(@)x(n) = @ V) =
g x(mod g) via x(mod q) 0 en otro caso.
Observando que na® = N = 1(mod ¢) si y sélo si n = a(mod ¢), se deduce el Corolario. [ ]

Definicion 1.14. Sea y un caracter médulo q. Se dice que x es un caracter imprimitivo moédulo
q si existe ¢* < ¢ tal que x(n), restringida a los enteros n que son primos relativos a ¢, es ¢*

periddica. En otro caso se dird que x es un caracter primitivo médulo q.

Observacién 1.15. Sea x un caracter médulo g, y sean ¢q1, g2 € N tales que x es g1 periddico y
q2 periddico cuando se restringe a los enteros n que son primos relativos a ¢, entonces también

es (q1, q2) periddico.

Proposicién 1.16. Sea x caracter imprimitivo mddulo q, y sea q¢* el menor periodo de x(n)
restringido a los enteros n que son primos relativos a q. Entonces existe unico caracter primitivo

x* mddulo ¢* tal que x(n) = x*(n)xo(n), donde xo es el caracter principal modulo q.
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Demostracion. Definase x*(n) como

0 si (n,q*) > 1,
x*(n) = 1 x(n) si (n,q) =1,
x(n+q*t)  si(n,¢*)=1,(n,q) >1y (n+q*tq) =1

Veamos que dicha funcién estd bien definida. Solo es necesario analizar el tercer caso:
e Por la Observacién 1.15, se deduce que ¢*|q, pues en caso contrario se contradirfa la minima-
lidad del periodo con (g*, q).
e Sea ¢ el méximo divisor de ¢ tal que (g, ¢*) = 1, esto garantiza la existencia de una ¢ tal que
(n+¢*t,q) = 1. Como (n,q¢*) = 1 se deduce que (n + ¢*t,q) = 1.
e x*(n) no depende de la eleccién de t, ya que x es ¢* periédica restringida a los n que son
primos relativos a gq.
Veamos que x* es un caracter médulo ¢* ya que:
e x*(n) =0< (n,q*) > 1.
e Partiendo en casos se sigue que x* es ¢* periddica.
e \* es multiplicativa. Se sigue de la multiplicidad de x y de que:
- x*(m)x*(n) # 0 < x*(mn) # 0y
- X*(n)x*(m) = x(m + t1g*)x(n + t2g*) = x(nm + ¢*(t1 + t2 + titag®)) = x*(nm).
Se tiene que x* es caracter primitivo modulo ¢* pues en caso contrario, se contradiria la

minimalidad del periodo de x. Por cémo se definid, se sigue que

0 =x*(n)xo(n) si (n,q) > 1
x(n) =

por lo que x(n) = x*(n)xo(n). |

Definicién 1.17. Dados y y x™ como en la proposicién anterior, se dird que x* induce a x o

que x es inducido por x*.

Observaciéon 1.18. Si ¢*|q¢ y x™ es caracter primitivo médulo ¢*, entonces existe unico x

caracter médulo ¢ inducido por x*.

Proposicién 1.19. Sea ¢ = p{'p5* -+ pi* y x(n) = x(n,p*) -+ x(n,pi'*) caracter médulo q.

Se tiene que x(n) es primitivo si y solo si cada x(n,pi") es primitivo.

Demostracidn. =] Supongamos que x(n,p]") no es primitivo, entonces existe 5 < «; tal que

X(n, %) = x*(n, 27 ) x0(n, p2), por lo que
x(n) = x(n, p) -+ x(n, %) = x* (1, 97 ) x0(n, pS)x(n, pS2) - - - x(n, p*)

= X* (1, py)x (1, 52) - X (10, 58 ) x0 (ns SY) = X(n, @) x0(n, ),
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donde ¢ = p? Py pzk, entonces el caracter x* que induce a X, induce también a x, por lo cual
no serfa primitivo. Entonces x(n, pi"*) es primitivo para cada t.
<] Supdngase que x no es primitivo, entonces es inducido por el caracter primitivo x*, el

cual es producto de caracteres primitivos x*(n) = X*(n,p?l) ceex® (n,p’g"’), donde 3; < oy con

desigualdad estricta para alguna t. Sean x(n,p;") el caracter inducido por x*(n, pf “), por lo que

x(n) = x*(n)xo(n) = x*(n, p5) - x* (n, P xo0(n, p21) - - - x0 (0, i)
= x(n,p™") - x(n,pr*) = x(n, pI) - - - x(n, %),

y como la representacién es unica se tiene que x(n,pi*) = Xo(n,p?)x*(n,pf *}, contradiciendo

la primitividad de alguno de ellos. Por lo tanto, x si es primitivo. |

Definicion 1.20. Se dice que un caracter x es real si s6lo toma valores reales.

Proposicién 1.21. Sea p > 2 primo. Existe unico caracter real primitivo mdédulo p, el cual
estd dado por el simbolo de Kronecker (%); y para o = 2 no existen caracteres reales primitivos

modulo p®.
Demostracion. Sea x un caracter médulo p®, entonces

omi—tv()
€ pail(p_l) Si (n7p) = ]‘?
x(n) =
0 si p|n,

para algin 0 < t < p® !(p —1). Como v(n) = 1 para algiin n entero, para que el caracter sea

a—l(

real se necesita que %p p—1)[t. Sit = 0, el caracter es el caracter principal, el cual no es

primitivo. Si t = $p® 1(p — 1), el caracter estd dado por x(n) = em(n) = (1)) i (n,p) = 1.

Entonces x es inducido por el caracter primitivo médulo p dado por
<ﬁ> Sl(nap) = 17 n
xp(n) = 4 \7 | - () .
0 si p|n, p
|

Proposicion 1.22. Eziste un caracter real primitivo mddulo 4, dos caracteres reales primitivos

modulo 8, y para cualquier otra potencia de 2 no existen caracteres reales primitivos.

Demostracion. Mddulo 2 es claro, pues sélo existe el caracter principal. Médulo 2% con a > 3

un caracter estd dado por

62m(#+ t";g”‘_g”>)

si(2,n) =1,
0 si 2|n.

x(n) =

Como existe n tal que v(0) y v*(n) = 1, para que sea un caracter real se tiene que 2% 3[t*. Asf,

el caracter resulta ser un caracter inducido y por lo tanto, no primitivo.
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Para el caso médulo 4, sélo existe el caracter principal y el caracter primitivo

1 si n = 1(mod 4),
xa(n) =< —1 sin = —1(mod 4),
0 si 2|n.

Para el caso médulo 8 tiene cuatro caracteres, dos inducidos por los caracteres moédulo 4, y

otros dos caracteres reales primitivos dados por

1 sin = £1(mod ),
xs(n) < —1 si n = +£3(mod ), y xs(n)xa(n).
0 si 2|n,

Proposicion 1.23. Cada caracter real primitivo modulo q se puede representar con el simbolo

de Kronecker como x(n) = (%) para cada n > 0.

Demostracién. Dado p primo impar se define p’ = (—1)% p. Notemos que:

. () =(-D*F  si2fn }:<—4)’

0 si2 | n, n
n?-1
n) ()= sizyn (8)
xXs\n) = = N
0 si2 | n, n

o~ (¢) (3)- () - (3)

Como el simbolo de Kronecker tiene la propiedad de que, para cualquier n > 1 se da la igualdad

(%) (%) = (%b) y, por la descomposicién de caracteres, se concluye la demostracion. |

Definiciéon 1.24. Dado x caracter médulo ¢ se define su suma gaussiana como
d 2mim
T(x) = Y] x(m)e @ .
m=1

Proposicion 1.25. Para cualquier n € N y x caracter primitivo mdodulo q se tiene que

X)) = 3 x(h)e

h=1
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Demostracion. Se dividird la demostracion en tres casos.

Caso 1. (n,q) = 1: Se sigue de que

q srim q
o Tim 27minh
:ZX(m) n)e a Z (nh)x(n)e ¢ =
m=1 h=1

o 2minh
X(h)e a

q
=1

h

Caso 2. (n,q) > 1 y g|n: Este caso es cierto ya que x(n)7(}) =0, y

q

g 27mnh 4 2mih
Z = D x(h)e™ e = Y x(h) = 0.
h=1 h=1

h=1

Caso 3. (n,q) > 1y q t n: Sea % = %, donde (n1,q1) =1, y sea ¢a = q%' En este caso sucede
que x(n)7(X) = 0, y {ugi1 +v : 0 < v < q1,0 < u < g2} es un sistema completo de residuos

modulo g, entonces

q 2777,nh q 2mingh a1=lga—1 2ming (ugq +v) qi—1 2TFZ’VL1’U g2-1
Ey the I :ZZ (ug1 +v)e a Ze a Z Y(uqr +v).
h=1 h=1 v=0 u=0 u=0
q2—1
Basta ver que Z X(ug1 +v) = 0 para cualquier v € {0,1,2,...,¢q; — 1}. Como x es un caracter
u=0

primitivo, existe un entero ¢ = 1(mod ¢1) tal que x(c) # 1, entonces

q2—1 q2—1 q2—

X(c) Z X(uqr +v) = Z X(cuqr + cv) Z X(ugq + v)

g2—1
y como X(c) ¢ {0, 1} se concluye que 2 X(ug1+v) = 0, obteniendo la veracidad de este caso. W
u=0

Teorema 1.26. Para cualquier caracter primitivo x modulo q se tiene que
()| = ¢"/*.

Demostracion. Por el Lema anterior, para cualquier n entero se tiene que

27in(h1—hg)

@) = x()7(R) - X()7() = Y, Y, X()x(ha)e

De aqui se sigue que

q q q
POITCOP = RIxmPIT0or = 2 3, 2

2min(h1—hg)

Y (h1)x(hg)e 4

|| MQ

21rzn(h1 ho)
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de donde se deduce que |7(x)| = ¢'/%. [



Capitulo 2

La funcion ( de Riemann y las

funciones L de Dirichlet

2.1. La funcién ( de Riemann

La funcion ¢ de Riemann esta definida para toda s € C con R(s) > 1, como

[oe]
1
=
n=1
N

1
La funcién ¢ es holomorfa en R(s) > 1 puesto que, si tomamos (n(s) = Z — yd>1si
n

n=1

R(s) = d, entonces

1 | 1
ot —ntal < 33 5% [ 55t = G

Entonces, en cualquier compacto del semiplano R(s) > 1, (x(s) converge uniformemente a ((s)
cuando N — o0, y como (n(s) es holomorfa en todo el plano, se concluye que ((s) es holomorfa

en R(s) > 1
Teorema 2.1 (Identidad de Euler). Sea s € C con R(s) > 1, entonces se tiene la igualdad

)= TT ==

p primo ps

Demostracion. Por los Teoremas A.2 y A.3 se tiene que el producto converge a una funcién

analitica. Veamos que

M

1 1 1 1
S EE e 0
DY R(s)—1
n=1 n’ n tal que n’ n>M tal que n (&) %(S)M ()
pln=p<M pln=p<M

13
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cuando M — 0. La demostracion se sigue de esto y de que

1 1 1 1
I (T B e
n tal que p<M
pln=p<M p primo p primo

Definicién 2.2. Para cada x € R con > 0 se definen las funciones 6(z) y w(z) como

oe) 0
e(x): Z efmrnQ Z —maxn?

n=—auw

No es dificil ver que dichas funciones estan bien definidas pues su convergencia se deduce

facilmente de la integral Gaussiana, que cumple la igualdad

cO
f e~(at=tP gy — VT
—

a

Teorema 2.3 (Ecuacién funcional de la funcién 0). Para cualquier x > 0 se tiene que

6 (;) _ 0.

Ca2 .
Demostracion. Sea h(t) = e~ Como h es una funcién entera y h(z+iy) < 17,7 para cualquier

a > 0, se puede apiicar la Férmula de Sumacién de Poisson (Teorema D.4) a la funcién h. Si
w .
— J h(t)e—27rztndt
-0

es la transformada de Fourier de h, entonces

= > h(n) = =) f Je 2Tt = ) f et = 2mitn gy

neZ nEZ neZ neZ

771'(\/7t+ 7Tn 1 (1)
=) e =z Par=Ne ™ YT __ " g(2).
"L S v

Corolario 2.4 (Ecuacién funcional de la funcién w). Para cualquier x € R con x > 0 se tiene

MCE) :f—;ﬂ/%-w(x).

la tqualdad

Teorema 2.5. Para todo s € C con R(s) > 1 se cumple la igualdad

77l (%) ¢(s) = 8(81—1) + Loow(m)[x_ > 4zl da.
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Demostracion. Haciendo un cambio de variable a la funcién I' se obtiene la igualdad

S N 2 s
r <7> =n'm2 L e ™Yy ldy, (2.1)

por lo que

-2 S S [” —mn2z_S-1 * -1 ! 51 * -1
w21 (7) ¢(s) = Z e x2 dr = w(z)r2 dr = | w(x)z2 de+ | w(x)r2 dz.
2 n=1+0

0 0 1

Haciendo otro cambio de variable y usando la ecuacién funcional para w (Teorema 2.4), se deduce

que
1 S 0 S 0 1 S 0 S
J w(z)z2 " de +J w(z)z:tdr = J w <) e de + J w(z)z2td
0 1 1 z 1
1 0 —1l—s 1 0 S 0 S 0 S
== J T dy — - J x 2 de + f w(z)r~ s dw + J w(z)zr2 tdx
2 2 1 1
]. ]. 0 S S ]_ 0O S S
=153 +J1 w(:z:)[xf%1 +x2 Ydr = SGo1) + L w(x)[xf% +x2 Ydz.
|

Definiciéon 2.6. Para cada s € C se define la funcién £ como

_s+1

£(s) = (1 +s(s—1) wa(az)[x g 1]dx> .

2 1

(SIS

Como w(z) decae de manera exponencial, se sigue que la funcién £(s) es entera.

Proposicién 2.7 (Ecuacién funcional de la funcién ). Para cualquier s € C se tiene que
£(s) =¢(1—s).
Demostracion. Se sigue de la definicién de la funcién &. [ |

Teorema 2.8. La funcion ( de Riemman tiene continuacion meromorfa en C, cuyo inico polo

se localiza en s = 1 y es stimple. Dicha extension estd dada por la ecuacion

§) = ———&(s).
(= e
Demostracion. Por el Teorema 2.5, la igualdad es cierta cuando R(s) > 1. Por continuacién
analitica, bastaria ver que el lado derecho de la igualdad es una funcién meromorfa con tnico
polo en s = 1, el cual es simple. Como I'(s) y £(s) son analiticas y I'(s) no se anula, la funcién
resulta ser holomorfa. Como I'(s) tiene polo simple en s = 0 el polo del factor % se anula, y

como £(1) = % yT (%) = 4/, dicha funcién tiene un unico polo simple en s = 1. |
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Teorema 2.9 (Ecuacién funcional de la funcién ¢ de Riemann). Para cualquier s € C\{0,1} se

cumple la igualdad
s 1-—-
7T (2) ¢l = 20 (2 ) ¢1 - ),
2 2
y para s € {0,1} el residuo de ambos lados de la igualdad coincide.
Demostracion. Se sigue de la ecuacién funcional de la funcién £(s) y del Teorema 2.8. [
Proposicién 2.10. FEl residuo de ((s) en s =1 es 1.

Demostracion. Se sigue de que

o3 2/

Res,— =lim(s — 1)—————£&(s) = =1
s 1C(S) SLH%(S )8(8—1)F (%)5(5) F(%)g( )
|
Teorema 2.11. La funcion ¢ de Riemman tiene ceros en {0, —2,—4,—6,...}, y sus otros ceros

se localizan en la region 0 < R(s) < 1.

Demostracion. Por la Identidad de Euler (ver Teorema 2.1), la funcién ¢ no tiene ceros en

R(s) > 1, ya que

1 1
<= IT === Il v
p primo p p primo p
1
lo cual es mayor que 0 ya que, por el Teorema A.2 y como Z O absolutamente con-
p primo p
vergente, se tiene que
1

p primo

Para R(s) < 0, usando la ecuacién funcional de la funcién ¢ y el Teorema C.7 se tiene que

¢(1-5) |
[ (3) 0 (52 sen (452)
s+1

De aqui que, en R(s) < 0, sus ceros son los polos de ' (%), pues los de I’ ( 5 ) se anulan con los

ceros de sen (1;s)ﬂ y ¢(1 — s) no se anula en R(s) < 0. Entonces los ceros de ((s) en R(s) <0

estdan en {—2,—4,—6,...}. |
Proposicién 2.12. En la region R(s) > 0 se cumple la igualdad

C(s) = s—% —i—l—sj ii}ldx.

1

Demostracion. Si R(s) > 1 se tiene que
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1 * |z} 1 * |z}
ZSL xsdnt:—sJ;L xSde:S_l—i-l—sL xSHd:U.

Ahora, nétese que la integral converge absolutamente en la regién R(s) > 0, y uniformemente en

R(s) = § para cualquier § > 0, por lo tanto, es holomorfa. Por extensién analitica se da igualdad

en la regién R(s) > 0. [ |

2.2. L-funciones de Dirichlet

Definicién 2.13. Para cada x caracter médulo g y s € C tal que R(s) > 1 se define la L-funcion

de Dirichlet relativa a x (o simplemente L-funcién) como

L(s,x) := 2 X(n>

s
n=1 n

Es claro que las L-funciones convergen en R(s) > 1, ya que

o
n=1

Proposicién 2.14. Para cualquier x caracter de Dirichlet se tiene que la funcion L(s,x) es

x(n)

31 | 1
<Z<1+J —dr=1+——.
= 1 x8 s—1

holomorfa en la region R(s) > 1.

N
n
Demostracion. Sean fy(s) = Z LS) y 0 > 1. Veamos que si R(s) > 0, se tiene que
n
n=1

nd JN—l 0 v (6 —1)(N —1)0-1"

Entonces fy(s) converge uniformemente a L(s, ) cuando N — o en cualquier compacto del
semiplano R(s) > 1, y como fx(s) es holomorfa en todo el plano, se concluye que L(s, x) es

holomorfa en esta region. |

Teorema 2.15 (Identidad de Euler). Para toda L-funcion de Dirichlet y s € C con R(s) > 1 se

tiene la igualdad

1
L(s,x) = H T X

p primo 1- s
Demostracion. Como Z &];) converge y —&f) # —1 para cualquier p primo, por el
p primo P
Teorema A.2 se tiene que el producto H [1 — X(f)] existe y es distinto de 0, por lo que su
; p
p primo

reciproco también existe. Notemos que

H 1 . Z x(n)
x(p) s
p<M I ps p primo n

p primo plneps<M
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Entonces
0 e}
x(n) 1 x(n) 1
_ _ <
Z ns H 1 — x(®) ' Z ns | Z nR(s)
n=1 psM ps n=1 n>M
p primo tal que p|n para
algin p>M primo
< ! 0
R(s)MRE) 1 Koo
por lo tanto, este producto converge a L(s, x). |

Proposicién 2.16. Sea xq el caracter principal mddulo q y s € C. Si R(s) > 1 se tiene que

Lo =< TT (1-2):

ps
plg

p primo
Demostracion. Se deduce directamente de la Identidad de Euler de las funciones ¢ y L(s, xp). W

Teorema 2.17. La funcion L(s, xo) se puede extender de manera meromorfa en todo el plano

con solo un polo en s =1, con residuo

1
I (1 — ) _eld
pla P a

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2.12 y la Proposicién 2.16, y de que ((s) es holomorfa

1
en C\{1} y de que H (1 - ) es constante. [
plg

Proposicién 2.18. Sea x # xo, entonces para cualquier s € C con R(s) > 0 se cumple la

* R(z)
L(S7X) = S\Il $5+1 dx?

igualdad

donde R(x) = Z x(n).

n<w

Demostracion. Nétese que la funcién R(x) es g—periddica, y por lo tanto es acotada. Luego, si

R(s) > 1, se tiene que

o x(n)  © 1 1 © R(x
L(s,x) = n; bes) = nz:]l R(n) (n - (n—i—l)) = s xs(ﬂ)dx.

1

Nétese que la integral es absolutamente convergente en la regién R(s) > 0 y converge uniforme-
mente en la regién R(s) > § para cualquier § > 0, por lo tanto, dicha integral es analitica en

R(s) > 0, y por la unicidad de la extensién analitica, la igualdad se cumple en dicha regién. W

Proposicion 2.19. Sea x un caracter imprimitivo mddulo q, y x* el caracter primitivo mddulo
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q* que induce a x entonces, para cualquier s € C con R(s) > 0 se tiene que

20 = o) TT (1-22).

Demostracion. Para R(s) > 1 se tiene que

e O ()"

p primo 204
p primo

[.0-52)" 1 (-2 1 (-57)

S
p plq plg
p primo

p primo
p primo
|

La igualdad se sigue en R(s) > 0 por la unicidad de la extensién analitica.

Definiciéon 2.20. Dado caracter x médulo ¢ y € R con z > 0 se definen las funciones

0

Oz, )= Y. x(n)e @,
n=—aw
w n27rac
ba(z,x) = D nx(n)e @
—00

Teorema 2.21 (Ecuacién funcional de 61 y 03). Sea x > 0 y x un caracter primitivo médulo q,

entonces .
_ q2 I _
T(X)el(x7X) = iel X |
2 T
o1
_ g 1 _
T(X)QQ({E7X) = TQQ X
T2 Zz
Demostracion. Sea h(t) = e~ T2mita Ngtese que h es una funcién entera y que para cualquier
a2
£— entonces, aplicando la Férmula de Sumacién de Poisson

a > 0 se tiene que h(o +it) « {3
(Teorema D.4) a h(t) y usando la integral gaussiana se tiene que

Z o TEn?2mina _ 2 h(n) = 2 JOOOO h(t)e 2mitn gy — Z J

neZ nez "y nez "y

o0 2 )
et —2mit(n—a) dt
oe)

neZ
:ZG(I)J eﬂ(ﬁt+lf/5a)dt:2€7(m) ﬁzize -
nez —®© neZ VL \/E neZ

La ecuaciéon funcional de #; se cumple, ya que

wa:nQ q 2wimn q - Cm
T(Y)@l(x’x) = Z e d Y(m)eT = Y(m) Z e*W5n2+2mn?
m=1 neZ

neZ m=1
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2

q m 1 ot 1
- S xm e S L S s D L S - (L),

m=1 neZ m=1 T2 1e7, 332

Si se deriva respecto de « la igualdad que se dedujo con la Férmula de Sumacién de Poisson,

se tiene que

, —ran242mi —2m _m(nta)®
2mi Z ne~ T F2mina 3 2 (n+a)e” = .
nez T2 pez

Entonces, la ecuacién funcional de 05 se cumple, ya que

r@a(ex) = Yne S xm)r(D) = Ve T Y wm)e

neZ neZ m=1

q 3 q w(n+ﬂ)2q

—Tzn +27rzmn 2 m

Z Z ne a =i Z xX(m) (n + ) e o
m=1 nez T2 m=1 neZ q

1 g 5 1 ) 1

p) m(ng+m) 2 _m? g2 1

= zq—3 Z 2 (ng+m)(ng+m)e” =a = zq—d xX(Dle  wa = zq—392 (,X) .

R p—— T2 ez x2 z

Teorema 2.22. Las funciones L tienen extension meromorfa en todo el plano. Dos representa-

citones posibles son

1 T(X) J1
o) =1 q1/2 —; s
m [L T 92($ X)dr + —— @ L 02(z,X)d ] )

Demostracion. Veamos primero que se cumplen las igualdades en R(s) > 0. Fijando y = % en

© 1/2 oo .
f 210, (s, x)dx + qf x glel(s,x)d:c] ,

la ecuacién (2.1), se obtiene la primer férmula ya que

™

N|w

2T (g) L(s,x) =

1 o0 q% o0 s+1
QL 19, (z, x)dz + &) L r 01(x,X)dz.

La segunda férmula se deduce al cambiar s por s + 1y y = % en la ecuacién (2.1), ya que

S S 1
T erlq JEIF(S—; )L(sx J szx)xz’dx
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1(® a1 1t a1
= f Oa(x, x)x 2 d:c—i—f O2(x, x)r 2 dx
2h 2Jo

1 (® s— 1 (® 1 —s—
2Jl 02(aj,x)x21da:+2£ 02 (x,x) 27T dw

L 0 = dr + iq% " 0 ~3d
= — 2 2
5 L o(x, X)x T 370 Jl o(z, X)x .

La igualdad en todo el plano se sigue de que dichas integrales estan bien definidas para cualquier

s € C ya que 0y y 02 decaen de manera exponencial. |

Teorema 2.23 (Ecuacién funcional de las funciones L). Dado x caracter primitivo se cumple

la igualdad

. - ‘
‘e (150) -0 = (5) L six(-1) =1,
T2 2 T(x)m2 2
1—-2 . 541
q 2 S _ 1q2 s+1 .
1_§F<1—§> L(1-s,X) = S+1F< 5 )L(s,x) st x(=1) = —1.
= LR

Demostracion. Para cualquier caracter primitivo se tiene que

2

2mim

D, x(me s
m=1

> 0.

i 2mim g _ 2mim
XM - x(—D)7(x) = D) x(m)e” = Y X(m)e @ =
m=1 m=1
Si x(—1) = 1, entonces 7(x)7(X) = q ¥y, si x(—1) = —1, entonces 7(x)7(Y) = —¢. Usando estas

igualdades y el Teorema 2.22, se concluye. |

Teorema 2.24. Para cualquier x caracter primitivo la funcidn L(s,x) es libre de ceros en la
region R(s) > 1. Si x(—1) = 1, entonces los ceros de L(s,x) en la region R(s) < 0 son los
puntos s € {0,—2,—4,—6,...}; y si x(=1) = —1, son los puntos s € {—1,—-3,—5,...}.

Demostracion. Como se vio en la demostracién de la Identidad de Euler (Teorema 2.15), se
tiene que L(s,x) # 0 en R(s) > 1. Por el Teorema 2.23 es claro que los ceros en la region
R(s) < 0 coincide con los polos de T’ (%) odel (%), dependiendo el caso, ya que en dicha

regiéon L(1 —s,X) no genera ceros. El resultado se sigue de los ceros que genera la funciéon I'. W

Definicién 2.25. Para cualquier caracter primitivo se define la funcién £(s, x) como

0= (2) e (Sr ) o

donde
1—x(-1) _Jo six(-1)=1,
2 1 six(—1)=-1.
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Corolario 2.26 (Ecuacién funcional de la funcién &(z, x)). Para cualquier caracter primitivo
x se cumple la igualdad
Z'axq%

5(1 - SvY) = T(X)

£(s,%x)-

2.3. Identidad de Vaughan

Definicion 2.27. Se define la funcion A de Von Mangoldt, A : N — R, como

logp si n = p® para algin p primo y « entero,

A(n) =

0 en otro caso.

La identidad de Vaughan es un método para aproximar sumas del tipo Z f(n)A(n), donde

n<N
f es una funcién aritmética.

Definicién 2.28. Se definen las funciones A;(n), para i € {1,2,3,4}, como

A(n) sin<U,

Ai(n) = . Aa(n) == > Alm)p(d),
0 sin>U, mdin
m < U
a<sVv
As(n) = D, p(d)log(h), Ma(n) == D) Alm) > p(d),
hd =n mk =n d|k
d<Vv m > U da<Vv
k>1

para cualesquiera U, V ntmeros positivos.

a0
Teorema 2.29 (Teorema de Unicidad de Series de Dirichlet). Sean F(s) = Z f("Z) y G(s) =
n=1

n
i g(n)
n= n?
Si

dos series de Dirichlet absolutamente convergentes en el semiplano complejo R(s) > 0.
1

F(s) = G(s) en R(s) > o9, entonces f(n) = g(n) para todo n € N.

Demostracion. Sea h(n) = f(n) —g(n), y sea s = o + it con ¢ > ¢ > 0p. Supongamos que N es
el minimo natural tal que h(IN) # 0, entonces

N n=N+1 n?
Por lo tanto,
o0 e}
h(n) N° h(n)
|h(N)|:‘Ns P S mre P et
n=N+1 n=N+1

v haciendo tender o a o0, se concluye la demostracion. |
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Teorema 2.30 (Identidad de Vaughan). Para cualquier funcion aritmética f se tiene la igualdad

Z f(n)A(n) = 51 + 52 + 53 + 54,
n<N
donde
Si= 3 fmhin).

n<N
Demostracion. Claramente bastaria demostrar que A(n) = A1(n) + Aa(n) + Az(n) + Ay(n) para
cualquier n € N. Sean U,V < N y s € C con Re(s) > 1. Sean

¢'(s)
()

=ﬂ$—«@ﬂ@w$—C@G®+(— —F@)u—q$m@w

La derivada logaritmica de la Identidad de Euler de la funcién ¢ (Teorema 2.1) es

entonces

S Aln A(s 1 Alm d & logr d
Ay ($ ) (3 ) (5 ) (3 (5 )
n=1 m<U r=1 m<U a<sv r=1 a<sv

=1 n=1rmd=n n=1
m<U
%
o [ logr pd) < p(d)logh v As(n)
| <TZ:1 r ((KV ds) nzjlhdgn (dh)® Z]1 n’
d<v
(A ¢ Alm) 1_(“1)( u@))_( A@)(_ mw)
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- 30 - g 2oo) - B e 3 0)

gzg 7">U1 d|m =1 mk=n d|k

S m>

kd1 a<v g d<v
o]

Ay(n
-3 ),

Por la unicidad de los coeficientes de las series de Dirichlet (Teorema 2.29) se sigue que
A(n) =M\ (n) + Ag(n) + Ag(n) + A4(n),

con lo que se concluye la demostracién. |

2.4. La Férmula de Dirichlet para el Niimero de Clases

Una forma cuadrdtica F(z,y) es una expresién de la forma F(z,y) = ax® + bxy + cy?, donde
a,b,c € Z. El discriminante de una forma cuadratica estd definido por Ap = b? — 4ac. Otra

forma de representar una forma cuadratica es con la expresiéon

F(z,y) = <x y) (g ) (;> ’

Dada g = <a ?) € SLy(Z) se define como ¢gF a la forma
K

)o(;)

Definiciéon 2.31. Se dice que una forma cuadratica F' representa al entero n si existen enteros

o N

o Nlo

gF (z,y) = <x y) g" (

[N

x1,y1 tales que F(x1,y1) = n.

Definicién 2.32. Se dice que dos formas cuadréticas Fi(x,y) y Fa(z,y) son equivalentes si

existe g € SLo(Z) tal que Fy = gFy. Esto se denotard por Fy ~ Fb.

No es dificil ver que la equivalencia de formas cuadraticas es una relacion de equivalencia
y que, si dos formas son equivalentes entonces tienen el mismo discriminante. Ademas, es claro
que dos formas equivalentes representan a los mismos enteros.

Notemos que los posibles discriminantes son A = b? — 4ac = 0,1(mod 4) y, para cada uno

de estos, existe al menos una forma cuadratica dada por

r? — %yQ si A = 0(mod 4),

F(z,y) =
2 oy + 152 Ay2 si A = 1(mod 4).

A estas formas se les llama formas principales.

Teorema 2.33. Sea A € Z no cuadrado perfecto. Entonces hay un niumero finito de clases de

equivalencia de formas cuadrdticas de discriminante A.
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Demostracion. Sea F(x,y) = ax? + bry + cy? una forma cuadrética con discriminante A. Sea
Ap = {j € Z\{0} : j se puede representar por F'} y a’ = min{|a| : a € Ao}, entonces existen «,

enteros primos relativos entre si tales que a’ = aa? + bak + ck?. Sean [ y & enteros tales que

G:(O‘ 6)F~F.
)

Si G(z,y) = a'2? + b"zy + 'y?, entonces por la minimalidad de a’, se tiene que |a'| < |¢”|. Sea

ad — Bk =1, y definase

1 —
n tal que [b" — 2a'n| <[d'| y sea H = (0 1n> G, entonces H ~ F'y

H(z,y) = d'z® + (b — 2a'n)zy + (a'n® — 0"n + ")y? = d'2® + Vay + o,
donde |b'| < |a’| < |c/|. Nétese que |A] = [(b')2 —4a'c| = 4]a’c| — |V|? = 3|a’|?. Por lo tanto, |a’|
1A

y |b'| esdn acotados por 4/ 5" y ¢’ se determina de manera tnica por a’,b’. Entonces hay una

cantidad finita de relaciones de equivalencia con determinante A. |

De aqui en adelante sélo se consideraran formas cuadraticas con |b] < |a| < ||, y con a # 0.
Se dird que una forma cuadratica F(z,y) = ax? + bxy + cy? es primitiva si (a,b,c) = 1. Ademés
se dird que F' es indefinida si su discriminante es positivo; positiva definida si Ap <0y a > 0;

y negativa definida si Ap <0y a < 0.

Definicién 2.34. Para cada determinante A no cuadrado perfecto, se define el numero de clase

como

.
la cantidad de clases de equivalencia de formas cuadraticas

primitivas con discriminante A si A >0,
h(A) = <
la cantidad de clases de equivalencia de formas cuadraticas
| primitivas positivo definidas con discriminante A si A <0.

Si todas las formas cuadréticas de discriminante A son primitivas, se dird que A es un

discriminante fundamental.

Proposicién 2.35. A € Z es un discriminante fundamental si y sélo si A # m2k para todo
m>1yk=0,1(mod 4).

Demostracion. Si A = m%k para algtin m > 1y k = 0, 1(mod 4) entonces no es un discriminante
fundamental. Para ver esto, basta con tomar la forma principal de discriminante & y multiplicar
sus coeficientes por m, lo cual resulta en una forma no primitiva de discriminante A.

Si A # m?k para cualquier m > 1y k = 0,1(mod 4) entonces es un discriminante funda-
mental. Supéngase que no lo es, entonces una forma cuadrética axz? + bry + cy? no primitiva de
discriminante A, entonces (a,b,c) =1 > 1,y asif A = [? ((%)2 — 4%), lo que es una contradic-

cién. [ |
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Definicion 2.36. Se dice que una forma cuadratica F' representa propiamente a un entero n si

existen x,y € Z primos relativos entre si tales que F(z,y) = n.

Proposicién 2.37. Dada una forma cuadrditca F(x,y) = ax?+bry+cy? yn € Z, las siguientes
afirmaciones son equivalentes:

i| F' representa propiamente a n,

ii] F es equivalente a una forma cuadrdtica G = nx® + may + ly?, con m? = A(mod 4n) y

0 <m < 2n, donde A es el discriminante de F'.

B

a
Demostracion. ii]= i] Si G(x,y) = nz? + may +1y? y 5 F = G, entonces F representa a
K

n, ya que como n = G(1,0) se tiene que F(la + 05,1k + 00) = G(1,0) = n.
i]= ii] Si F representa propiamente a n, entonces existen enteros «, x coprimos tales que

n = ac® + bak + ck?. Sean 3,6 tales que ad — Bk = 1, entonces

Feo(® Aro( =
) %l’.

La congruencia buscada se cumple ya que A = (m/)?2 — 4l'n. Sea N tal que 0 < m’' — 2nN < n,

1 =N
entonces tomando H = 01 G ~ F se concluye. |

Teorema 2.38. Sean k,A€Z con k>0 y (k,A) = 1. El nimero de soluciones médulo 4k de
la ecuacion z? = A(mod 4k) es
A
9 =
Ik

t libre de
cuadrados

donde (%) representa al simbolo de Kronecker.

Demostracion. En el caso de que A sea impar se tiene que A = 1(mod 4). Sea k primo relativo
a A, entonces (A, 4k) = 1. Se tiene entonces que para cualquier potencia de primo p! que divida

a 4k, el nimero de soluciones de la congruencia 2 = A(mod 4k) es

2 sip=2,l=2,
2(1+(g)) sip=21>2

<1+ (g)) sip> 2.

Por el Teorema Chino del Residuo se puede deducir que, en este caso, el niimero de soluciones

de 22 = A(mod 4k) es R R
I 0(G)-2 3 (6)

p primo t libre de
cuadrados

En caso de que A sea par, se tiene que k es impar y 4|A. Entonces hay dos soluciones de
22 = A(mod 4), y (1 + (%)) soluciones de 22 = A(mod p') para cada primo divisor de k. Por
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Teorema Chino del Residuo se deduce que en este caso hay

11 (5)-2 2 (5

plk
p primo t libre de
cuadrados

soluciones de la congruencia 22 = A(mod 4k). [ |

Sea F' una forma cuadratica de discriminante A. Por la Proposicién 2.37, para cada k que
F representa propiamente, existe un entero [ tinico tal que 12 = A(mod 4k) y 0 < [ < 2k.

Para un discriminante fijo A, se denotard por Fi, Fb, ..., Fja) a un sistema de representantes
de las clases de equivalencia de formas cuadraticas primitivas de discriminante A (en caso de
que A < 0, se consideran tnicamente las positivo definidas), y supondremos, sin pérdida de
generalidad, que el coeficiente de 22 de cada uno de estos representantes es positivo.

Dado k, se denotara por Ra (k) al nimero de representantes de las clases de equivalencia de

formas cuadréticas primitivas de discriminante A que representan a k.

Definicién 2.39. Se dird que g € SLy(Z) es una transformacion automorfa de la forma cuadréti-
ca FsigF =F.

Teorema 2.40. Sea F(z,y) = ax? +bxy+ cy? una forma cuadrdtica primitiva de discriminante

A. Las transformaciones automorfas de F estdn dadas por las matrices

t—bu
( 2 _cu>
t+bu |
au 2

donde t,u son solucién de la Ecuacion de Pell t> — Au? = 4.

Demostracion. Sean t,u soluciones de t? — Au? = 4. Como t? — Au? = 0(mod 2), b = A(mod 2)
y t + Au = t? & Au?(mod 2) se tiene que % € Z. Por otro lado, como
t—but+ bu N t2 + (dac — b*)u? 1?2 — Au?

2 5 au - cu = 1 = 1 =1,

se tiene que

Podemos escribir entonces

t—bu 2 t —bu t+bu t+bu \?
gF(z,y) =a 5T~ cuy +0b 5 T cuy aux + 5 Y +c | aux + 5 Y

= a1z’ + bixry + clyQ.

Notemos que

t—bu\? t—b
a1=a< 2u> —i—b( 2u)(au)+c(au)2=Z(tQ—(bu)2+4acu2)=Z(tQ—Auz)za
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b = 2a (t _Qbu(—cu)) +b [(W) - acu2] + 2¢(au) (t gb“)

b b b
= 2auc(bu) + 1 [t? — b*u® — dacu®]| = E(t2 — b*u® + dacu?) = E(t2 — Au?) =b,

y despejando del discriminante, ¢; = ¢. Por lo tanto, g es una transformacién automorfa de F.

r s
Ahora, dada g = ( ) una transformacién automorfa de F', se tiene que
m n

az® 4+ bry + cy® = F(z,y) = gF(x,y) = a(rz + sy)? + b(rz + sy)(mz + ny) + c(mz + ny)?,

de donde a = ar? + brm + cm?, b = 2ars + b(rn + sm) + 2cmn y ¢ = as® + bsn + cn?. Por la
igualdad de b y como rn — sm = 1 se tiene que 0 = ars + bsm + cmn. De estas ecuaciones se
deduce que

2

as = ar’s + brms + cm?s = em(ms — nr) = —cm,

an = ar’n + brmn + em®n = ar(rn — sm) + bm(rn — sm) = ar + bm,

entonces a(n —r) = bm. Entonces alem y albm, y como (a, b, c) = 1 por ser primitiva, se deduce
que a|lm, y por lo tanto m = au para algin entero u. Como as = —em = —cau se tiene que

s = —cu, y como a(n —r) = bm = bau se tiene que n — r = bu, entonces

(n+71)2=(n—r)?+4nr = b*u® + 4(1 4+ sm) = b’u® + 4 — dacu® = Au® + 4.

t+bu t—
2

Seat =mn+r, entonces > — Au> =4y n = yr= 21’“, de donde se ve que la matriz g es

de la forma que se buscaba demostrar. |

Es claro de aqui que, el nimero de transformaciones automorfas para cada forma cuadratica F'

de discriminante A es:
281 A< —4, 481 A=—4, 6siA=-3, oo si A > 0.

Denotaremos por Wa a dicho ntimero, pero en el caso A > 0 se considerard Wa = 1. En el caso
de que A > 0 se denotaré a la solucién fundamental ¢ +u+/A de la ecuacién de Pell t2 — Au? = 4

por €,.

Proposicién 2.41. Si k € Z se puede representar por la forma cuadrdtica F de discriminante
2az+(b+vVA)y <&

. L . <
A > 0, entonces eziste una unica representacion F(x,y) tal que 1 < 2ar (b VA N

s _ —btA r_ —b—vA
Demostracién. Sean 6 = =3t= y 0" = =53

ax?+bry+cy? = a(z—0y)(z—0"y). Supongamos que F(x,y) = F(X,Y) =k, con z,y, X,Y > 0,

, vy sea tg + upvVA = €,. Notemos primero que

entonces (X,Y) = g(z,y), donde g es una transformacién automorfa de F' como la descrita
en el Teorema 2.40. De aqui se puede deducir que x — fy = %(t — uV/A)X — 0Y) y que



2.4. LA FORMULA DE DIRICHLET PARA EL NUMERO DE CLASES 29

r—0'y=3(t+uVA)X —0Y),y donde t +uvA = € para alguna m > 0. Entonces

z—0y t+uVA)(X—0Y) , X-0V

1
_2 _ _
t—0y  lt—u/A) X —0Y) & X-6Y

De esto se sigue claramente la demostracién. |

Observacion 2.42. Sea k € Z un entero representado propiamente por F, y sean xq, yg enteros
primos relativos entre si tales que F'(zg,y0) = k. Entonces, existen unicos enteros r,[,s con
12 = A(mod 4k), 0 <1 < 2k y sxg — ryo = 1 tales que

TV P o kX2 1 IXY +mY?
Yo S

y 12— A = 4km.

Proposicién 2.43. Sea | € Z tal que 1> = A(mod 4k) con 0 < | < 2k con A < 0, entonces

existen exdctamente Wa representaciones propias de k asociadas a l.

Demostracion. Sea k solucién de la forma cuadrética F'(x,y) positivo definida con discriminante
A < 0. Consideremos F1, ..., Fja) un sistema de representantes de formas primitivas positivo
definida de discriminante A, y sea [ que cumpla las hipdtesis del enunciado. Consideremos la
forma G(z,y) = kx? + lzy + my? de discriminante A, entonces G es equivalente a exdctamente
una de las formas del sistema de representantes, digamos G = ¢Fj, entonces F} representa
propiamente a k, y las representaciones de k asociadas a [ provienen de F. De aqui que hay
una biyeccion entre las representaciones propias de k asociadas a [ y las matrices g tales que
gF1 = G. Notese que cualquier matriz que cumpla lo anterior es de la forma gh, donde h es una

matriz automorfa a F;. Entonces hay Wa representaciones propias de k asociadas a (. |

Teorema 2.44. Dados k€ N y A€ Z con (A k) =1, se tiene la igualdad

Ra(k) = Wa Y] (?) |

m

Demostracion. El nimero de representaciones propias de k por las formas del sistema reducido
es A
Wa - #{l: 1> = A(mod 4k),0 <1 < 2k} = Wa 2 (t) .
tlk

t libre de
cuadrados

Las representaciones impropias se deducen de la misma forma, considerando los enteros de la

forma 4. Entonces

a?
A A A
RA(k):WAE Z (t):WAZ Z (W)ZWAZ(t)'
30 ik 00 ik o
W1k 4 libre de @IE | Jibre de
cuadrados cuadrados
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Recordemos que cada caracter de Dirichlet real primitivo se puede representar por el simbolo

de Kronecker x,(n) = (%) Se denotara por

Proposicion 2.45. Dado A € Z se tiene que

. HA(N)  _ o(JA])
A =N T War A B xa)-

Demostracion. Denotemos por A(N; A, n) = Z 1. Se tiene que

1<kt
(k,A)=1
= Ra(k) = -
Wa N Wa-N 424 N den ke N
(k,A)=1 (k,A)=
SLS(R) y e (A) e
N n=1 n 1<k< Y n=1 n N
(k,A)=1

Notemos que

avan = N 1= ¥ R =% T ut)=Lui)| ]

1<k 1<k< Y jl(k,A) a1k
(k,A)=1 Jl

-y “(j) +0(a) - ]Z*‘JTAA") +0(A),
n

Podemos deducir entonces que

CAMN;AR) L e(JAD) | O(A]D) — e(A])
N TN TN DA TN T Al

para finalmente concluir que

n

i, P20y iy S () ARy 08

1 =
N—o0 ANl—r>noo N A |A|
n=1

Ahora, se denotara por Ra(k, F') al nimero de representaciones de k por una forma cuadréti-
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h(A)
ca I fija, y se define HA(N, F) = Z Ra(k, F). Es claro que Ra(k) = Z Ra(k, Fy).
1<k<N n=1

(k,A)=1

HA(Na Fn)
N

Veremos ahora que A}im existe y depende unicamente de A.
—0

Lema 2.46. Sea m e N y sea E una elipse o un sector de una hipérbola, centrada en el origen.
Sea I el drea de E. Si a E se le aplica la transformacion T : R? — R? tal que T(z,y) =
(Vex,+/ey); y Ulc) es el nimero de puntos enteros en T(E) tales que

x = xo(mod m) Y y = yo(mod m)

para algunos xo,yo € Z fijos, entonces

I
tim 249 _ —.
c—0 C m

To+rm — Yotsm
VL AV Sea
J{(c) el niimero de estos cuadrados que tienen su vértice inferior izquierdo en E, entonces J(c) =

U(c). Luego
1—“ drdy = Tim J(&)"

c—00 C

Demostracion. Consideremos la cuadricula formada por las rectas x =

I
de donde se concluye que — = lim
m c—0  C

Proposiciéon 2.47. Dado A € Z se cumple la igualdad

2r_ o(|A])

si A <0,
i HAWNE) Al 1A
Now N lBea 9(A) G A > 0.

VA A

Demostracion. Consideremos primero el caso A < 0. Sea U(c, zo, yo) el nimero de soluciones de

0 < F(z,y) < ¢, con z = zp(mod |A]) y y = yo(mod |Al). Entonces

HA(T,F) = ), Ra(k,F)= > Ulexy).
1<k<c a,y(mod |Al)
(k,A)=1 (F(.y),8)=1

El drea de la region |F(z,y)| <1 es \/2& y, por lo tanto,

. Ha(c, F) . Ule,z,y) ot  27p(|A)

lim === = lim Y = Y s = (A Ay = =0

o z,y(mod |A[) ¢ x,y(mod |Al) ‘A| / ‘A / ‘ ‘A| /
(F(z9),A)=1 (F(2y),A)=1

Ahora consideremos el caso A > 0. Sea U(c, xo, yo) el nimero de soluciones de 0 < F'(z,y) <
¢, con z = zg(mod A),y = yo(mod A) y 1 < |&| < 2, donde L = 2az + (b + VA y
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L' = 2az + (b — v/A)y. Por el Teorema 2.41 podemos deducir que

HA(T,F) = Z Ra(k, F) = Z Ule,z,y).
1<k<e z,y(mod |A[)
(k,A)=1 (F(z,y),A)=1
IsH<ed

log e

El drea de la regién |F(z,y)| < 1 que cumple las condiciones anteriores es —52, entonces
., Ha(c, F) ) Ule,x,y) loge,
. N N D A\
z,y(mod |A[) z,y(mod |A[)
(F(z,y),A)=1 (F(zy),A)=1

_ logeA _ IOgEA(p(|AD

Teorema 2.48 (Férmula de Dirichlet para el Numero de Clase). Para cualquier caracter real
XA Se tiene que

WAVRT(1,x,) siA<O

VA 101, xA) si A > 0.

log.

h(A) =

Demostracion. Se sigue de la Proposicién 2.47 y de que

h(A) lim Ha(N Fa) _ o Ha(N) _ Wap(JA])

N—a N N—w N |A|

L(1, x,)-



Capitulo 3

El Teorema de Siegel-Walfisz

3.1. Los ceros no triviales de las funciones ( y L

En esta seccién se demostrara que la funcién ¢ de Riemann y las L-funciones de Dirichlet
tienen una infinidad de ceros no triviales y se estableceran regiones en las que estas funciones
son libres de ceros. A lo largo de la seccién se consideraran unicamente caracteres primitivos, a

menos de que se afirme lo contrario.
Teorema 3.1. Las funciones £(s) y &(s,x) son funciones de orden 1.

Demostracion. Por la ecuacion funcional de £(s) (Teorema 2.7), es claro que basta demostrar que

s(s= 1T (3) €Gs).

1
&(s) es de orden 1 en R(s) = 3. Por el Teorema 2.8 sabemos que &(s) = 53
Tenemos que

cils|

. < e8!

s

2m2

e de la Férmula de Stirling (Teorema C.14) se deduce que ‘F (%)‘ < ec2lsllogls] e la regién

larg s| < 3,

7 {=}

.’IJS+1

dz y, como R(s) = 1, se

1
e por la Proposicién 2.12 sabemos que ((s) = P +1+ SJ 3

1
2

por lo que (s — 1)¢(s) « e8!,

tiene que

- « 1 do — 1 <9
=) xRe(s)Hx_;R(S)\’

De todo anterior se concluye que £(s) es una funcién de orden 1.

Por la ecuacién funcional de £(s, ) (Corolario 2.26) y como el Teorema 1.26 implica que

1
1% g2
‘ (q) = 1, bastarfa ver que £(z, x) es de orden 1 en la regién R(s) > 1. Tenemos que
X
_%(S'HLX)
o | L < ef4logals|
q
e por la Proposicién 2.18 se tiene que
R(z)
s+l dz,

Q0
L(s,x) = s f
1
33
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donde R(x) = Z x(n). Como R(z) estd acotada, se deduce que |L(s, x)| < cs|s| < e®slsl.

n<T

™

— X (s+ay) 1

2

Se concluye entonces que £(s, x) = () r (2(8 + ax)> L(s,x) es de orden 1. [
q

Corolario 3.2. Las funciones ((s) y L(s,x) tienen una infinidad de ceros no triviales que

coinciden con los ceros de las funciones £(s) y &(s, x), respectivamente.

Demostracion. Cuando s tiende a +o0, ((s) y L(s, x) tienden a 1y, por el Teorema C.14 sabemos
que I'(s) ~ e1°85. Como consecuencia de esto y de las ecuaciones funcionales de £(s) y de &(s, x),

y de la Proposicién B.8, se tiene que las funciones £(s) y £(s, x) tienen una infinidad de ceros.

2ms  &(s) 2 g )

Como ((s) = —— y L(s,x) = () — =2~ y por el Teorema 2.11 y
s(s =1)T (3) q L (3(s + ay))

el Teorema 2.24, es claro que sus ceros no triviales coinciden con los ceros de £(s) y £(s,x). W

De ahora en adelante se denotaran por p, = B, + iV, y 0n = Bn + 1%, a los ceros de las
funciones ¢ y L(s, x), respectivamente. Aunque gn,Bm’yn dependan del caracter, no se hard

distincion en la notacién a menos de que sea necesario.
oo

Por la Proposicién B.5 se tiene que, para cualquier € > 0 las series Z |1 =V Z |Q |1 v
n= 1

convergen; y, como se vio en la demostracién del Corolario 3.2, ni (s ) ni L(s, X), son O( clsly

entonces, por la Proposicién B.9, se deduce que las series 2 ‘ Z divergen.
pnl

n=1

Como £(s) y &(s, x) son de orden 1, existen Ay, By, AX, Bx tales que

§(s) = et H (1 - S) ern y £(s,x) = e B H (1 — 5) een.

n=1 Pn nei On

In!

De lo anterior, y por cémo estan definidos £(s) y (s, x), se deduce que sus derivadas logaritmicas

SOo1n

- ) LYy _ ¢, 11y, 1DGs+D
Z::(S_pn pn>_C(s)+s—1 210gﬂ-+2r(%8+1)7 (3.1)

/ 0 I 71
1 L 1 1I"(5(s +
5(57 1 \5 = 0On Qn L(s,x) 2 ¢ 2T(5(s+ay))

Proposicion 3.3. Ag = log% y By = —%’y -1+ %log 47, donde v es la constante de Fuler.

1

1 1 1
Demostracion. Notemos primero que 0 = £(0) = £(1) = 577751“ (2) h’n%(s —1)((s) = 5 de

donde se deduce que Ag = log %

Por otro lado, tenemos que By = = — + + —logm —

GO0 _ 0 __y, [€0), 1], 1, 1I(3)
€0~ Ten T Tl T ey
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Sea I(s) = J:O(ac - [x]) L —dz, entonces

iy [ 99 4 L] - g S0 610

() 51 (5 — 1)(s

s—1

i S —sl(s) — L5 — (s = 1)I(s) — s(s — 1)I'(s)
s—1 s—s(s—1)I(s
1—sI(s)—(s—1)I(s) — nr
i LS8 = (= DI s D) gy
s—1 s—s(s—1)I(s
y como
© x|z (1 " |x] o, [
I(l):J1 > da:znlgigo L Edm_ 1 :1:2d$ = logn—z J —d:L‘
1 1 1
= lim (logn —(1+=4+-+--+=)+1)=1—
ngréo(ogn (+2+3+ +n)+> v,
(3
deducimos que By = —v + %logﬂ — lr ((5)) Tomando la derivada logaritmica del producto de
2
Weierstrass (Teorema C.11) de I' (35 + 1) en s = 1 se concluye que
1 1 &1 1 11 11
By=—-—v+-=1 = — — =——y+-=1 —1+4log2=—1——v+ = log4m.
0 ’y+2 og7r+27+;1<2n 2n+1) 27—1—2 ogT + log 27—1—2 og 4m

Del teorema anterior se deduce facilmente que By < 0. Notemos que los ceros no triviales de (
y L(s,x) tienen las siguientes propiedades:

e por la ecuacién funcional de £(s) y como ((s) = ¢(3) se tiene que si s es cero de ¢ entonces 3,
1—sy1—75loson,

e por la ecuacién funcional de &(s, x) y como L(s, x) = L(3,X) se tiene que si s es cero de L(s, x)
entonces L(1 —35,x) = L(5,Xx) = L(1 —s,X) = 0.

Ahora se mostrara una relacién entre By y B, con sus respectivos ceros.

Proposicién 3.4. Se cumplen las igualdades

e e e
Tn

Y= X Mgty v RBI=- Y-
=1
>0

Demostracion. Usando la ecuacién (3.1) tenemos que

B 3 (L b) - e (L),
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por lo que

o0
1 1 2
—2By = + +—.
’ Z(‘S_pn 1—s—pn pn)

n=1

Como p, es cero siy sélo si lo es 1 — py,, se tiene que

o Z (2)

Pn

y como p, es cero siy sélo si lo es py, se concluye que

- o i_ o0 1 o 25,
—Ho= 2 a Z (ﬁn'i'l'yn Bn_17n> Z BEL"—’WQL.

'yn>0 ’yn>0

Para calcular (B, ) notemos primero que, por la ecuacién (3.4), se tiene que

p-S00_ 00, (1 1)

1—"0n On

n=1

Como B, €5 , podemos deducir que BX = By. Entonces

(Sx)
& 1
Z:: (1—@n Qn)’

Como L(s,x) = 0siy sélosi L(1 —s,X) = 0, concluimos que

R(B,) = —% i R (1 + ) nzla%l

Lema 3.5. Para toda 6 € R se cumple la desigualdad
0<3+4cosf + cos26.

Demostracion. Se sigue de que 0 < 2(1+cos)? = 2+4cos20+2cos? = 2+4cosf+cos20. W
Proposicién 3.6. La funcion ¢ no tiene ceros en la recta R(s) = 1.

Demostracion. Notemos primero que

log((s) = )] log (1 ) > 2 = ) Empms, (3.3)

p primo pé p primom=1 p primo m=1

por lo tanto,

Rlog (s Z Z

p primo m= 1

— cos(tlogp™).
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Supongamos que o + it es cero de . Usando lo anterior y el Lema 3.5 se tiene que
3log (o) + 4Rlog ((o + it) + Rlog ((o + 2it) > 0,

por lo tanto ¢3(o)|¢*(o + it)((o + 2it)| = 1. Cuando o ~ 1 se tiene que

1
o—1’

(o) ~

[Clo+it)] <cilo —1), [C(o+2it)] < e,

para algunas constantes ci,co. Llegamos entonces a una contradiccién, pues con lo anterior
tendriamos que
lim ¢3(0)|¢* (o +it)¢(o + 2it)| = 0.

o1t

Teorema 3.7. La funcidn ((s) = ((o +it) no tiene ceros en la region

-
log([t] + 2)

para alguna constante positiva absoluta c.
Demostracion. Veremos primero que no hay ceros, aparte de los triviales, con [t| < 2. De la

Proposicion 3.3 se puede calcular que By > —0.03. Supongamos que hay un cero 3, + i, con

|| < 2. Como los ceros no triviales son simétricos respecto a la recta R(s) = 1, podemos

suponer que 5; < (3, < 1. Por la Proposicién 3.4 se tiene que —0.03 < —2 5, entonces

B
B2 +
podemos deducir que |vy,| > 2. Por la simetria de los ceros respecto al eje real basta con

demostrar el teorema para el semiplano superior. Por la ecuacién (3.1) sabemos que

C/(S)zBo—Sl+110g7r—1F,( 2( 1)'

§—=Pn  Pn

Consideraremos ahora s = o +it con o € [1,2] y t > 2. De la férmula de Stirling (Teorema C.14)

y la ecuacién anterior se deduce que

#(6) <o x5 7)

1 1
+ ) > (, de donde
S — Pn Pn

para alguna constante positiva ¢;. Como o = 1, se cumple que R (

e (S <t

deducimos que

: o ¢(s) _ 0 A _ <0 AM) tiogn
Como la derivada logaritmica de ((s) en R(s) > 1 es — (s = 7;1 el nZ::l et 87 por
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el Lema 3.5 se puede deducir que

[ ssea] [

Por la ecuacién (3.1) y el Teorema C.15, existen constantes A; y As tales que, si tomamos

t = v, > 2, entonces

¢'(o +it) (o + 2it)

!
x40 _ oA ow

1
2 < Al - —R>—— = < Aslog 27y,
(o) So—1 Clo+it) 285 g, Clo+2it) ~ 2085
: (o —1 .
Por lo tanto, 0 < % + Aqlogy, — ﬁ, es decir, 8, < o — T (o (_ 1)A4)log7n' Fijando
4 0 c
o= 1+10g7 con § < A se concluye que 3, < (1— 3+A45) oz < 1—m.

Ahora se hard una estimacién similar para las funciones L. Por conveniencia, se denotard
por £ = logq + log(]t| + 2) al hablar de un caracter x médulo ¢ y de un nimero complejo con

parte imaginaria ¢. Primero veamos que la Identidad de Euler (Teorema 2.15) implica que

(3.4)

ns’

L'(s,x) _ D logp x i

p°

p primo

ademads, para cualquier caracter y médulo ¢ y x* su caracter inducido se cumple la desigualdad

L L *k £
L(s,x) 3 L(syx*) | logp X (p)f(ogp)() X (p)*()

(5,%) (s, x*) b e P° (1 — X ) s (1 P )
Zlogp ( ) Zlogp log q. (3.5)
plq ps plq

En el caso de estar considerando un caracter principal, dicha desigualdad se toma restando CC((S))
en vez de LX)
L(s,x*) *

Por la ecuacién (3.4), la Proposicién 3.4 y el Teorema C.15, existe ¢ > 0 tal que, para

cualquier caracter primitivo x* y s = o + it complejo con o € (1,2), se tiene que

r *
+ %w_mz

L'(o+it,x*) 1 g 1
i y log =+ =
L(o +it,x*) 2 2 T(5(s +ayx))

<clL—NR

3.6
157 On S — On ( )

DI o=

Usando esta desigualdad, junto con la ecuacién (3.5), se llega a que existe ¢ > 0 tal que para

cualquier caracter no principal x se cumple la desigualdad

L's.x) <cL-%R !

L(57X) §— 0On (37)
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para cualquier n, y tal que también se cumple la desigualdad

L'(o, x0) 1
— L. 3.8
LU,X0)<O'—1+C (38)

—

Lema 3.8. Sea x un caracter complejo mddulo q, entonces la funcion L(o +it, x) no tiene ceros
en la region

c

o=>1——

L

donde ¢ es una constante positiva absoluta.

Demostracion. Por el Lema 3.5 y la ecuacién (3.4) se tiene la desigualdad

_3L’(a, Xo) 4§RL/(J +it,x) §RL’(U + 2it, x?)

L(a, x0) L(o + it, x) L(o + 2it, x?)

. Aln
:; TEO)

(3 + 4R(x(m)e=E") + RGP (m)e21087) ) > 0,

3 4
De las ecuaciones (3.7) y (3.8), y tomando t = 4, se deduce que 0 < p— + AL — R
o— o— B,
Fijando 0 = 1 + % tenemos que
Ao 4
<l4+—=[(1-——F1—).
Bn L ( 3+ AlAg)

Es suficiente considerar Ao < A; para concluir la demostracion. [ |
Lema 3.9. Sea x un caracter real no principal mddulo q, s10 <6 < c y |yn| = lo‘;q, entonces
A )

<1l——,
Bn i

donde ¢ es una constante positiva absoluta.

Demostracién. Como Y es caracter real se tiene que yg = x?. De manera similar que en la

demostracién del lema anterior, tomando ¢ = 4,, se deduce que

3 4
0< —

—+R — + A1 L.
c—1 o-p, o —1+4 27, !

Como se esta considerando 5, = % > %, y sise tomaoc =1+ %, se tiene que %m < %
Por lo tanto, Uan < 16£+555A1M. Si se toma § < % = ¢ se concluye que
. 200 )
<og——7——"-—<1——.
Pn (16 + 5A10)L 5L
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Lema 3.10. Sea x un caracter real no principal médulo g, 0 <6 < c y 0 < |9, entonces

g
‘<@;

B?’L <1l- 1 )
0g4q
donde ¢ es una constante positiva absoluta.

Demostracion. Como X es un caracter real, sus ceros son simétricos respecto al eje real, entonces

—Ais no = Lo

1 Cls) _ S AM) _ & xmAm) | L(ox)
o1 G S Th T &

n=1
2(0 — Bn)
(U - Bn)Q + 'AYrQL

se tiene que |§,| < 1ogq =3(c-1)< %(O‘—Bn).

1 1
<A210gq—( + — ):Aglogq—

0—0n 00

24
logq’

Sisetoma0<5,0<|’yn|<lo‘;qyazl—i-

Por lo tanto,

1 8 . 5 16
0< — +A3logq— —— =B <1+— (2 — 2 ),
Sl TS T = o < +logq( 5(26A3+1)>

Si se considera § < ﬁ, se concluye la demostracién. |

Corolario 3.11. Sea x un caracter real no principal médulo ¢ y 0 < § < ¢, donde ¢ es la misma
constante que la del lema anterior. La funcién L(s,x) no tiene mds de dos ceros reales 1, 02

con

Ql,Q2>1—l .
0gq

Demostracion. Se procede como en la demostracion anterior, pero tomando o1 y g2 en vez de

Teorema 3.12. Eziste una constante c tal que, en la region

1— ¢
o> log qt|

1 — 567 si|t] <1,

silt| =1,

e L(o +it,x) es libre de ceros para cualquier caracter complejo x,

e L(o +it,x) es libre de ceros, salvo posiblemente un cero real, para cualquier caracter real x.
Demostracion. Se sigue claramente de los resultados previos. |

Lema 3.13. Sean x1 y X2 caracteres reales primitivos modulo q1 y qo, respectivamente, y sean

G1,09 ceros reales de L(s,x1) y L(s, x2), respectivamente. Entonces

C
log qigo’

mfn{@’l,é'g} <1-—

donde ¢ es una constante absoluta.
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Demostracion. Notese que x1x2 es un caracter real no principal médulo giqo entonces, para

cualquier o € (1,2) se tiene que

nO’

03 A0+ a1+ natm =~ S0 - HLE)

n=1
1 1 1

< 2A1logqige — — — — + .
oc—01 o0c—09 o0—1

Por lo tanto,

1
— 7 <24ilogqigp + —.
o — min{d1, 62} o—1

Sisefijac=1+ ﬁ, se deduce que
o 2
min{sy,62} <1+ ——— (1 - —— ),
{1, 02} log q1q2 ( 20A1 + 1)
y si se toma § < ﬁ fijo, se concluye la demostracion. |

Del lema que se acaba de demostrar se pueden deducir directamente los siguientes dos corolarios.

Corolario 3.14. Para cada q existe a lo mds para un caracter real x mddulo q tal que la funcion

L(s,x) tiene un cero real & con

R c
o>1-— ,
logq
donde c es una constante absoluta.
Corolario 3.15. Sean q1 < g2 < --- todos los mddulos para los que existe x; caracter real

é

e donde ¢ es un tercio de la
1

primitivo mddulo q; tal que L(s, x;) tiene un cero real 6; > 1 —

constante del Lema 3.13. Entonces qj41 > qJZ-.

Corolario 3.16. Eziste ¢ > 0 tal que para cualquier z = 3 hay a lo mds un caracter real primitivo

c
log z*

X cuyo mddulo estd acotado por z tal que L(s,x) tienen un cero real & tal que 6 > 1 —

Demostracion. Sea c = % la mitad de la constante ¢ del Lema 3.13, y supdéngase que existen dos

caracteres x1, Y2 con ceros 61,09 > 1 — logz, entonces
A ¢
61,09 >1— ———,
log q1¢2
teniendo una contradiccion. [ |

De lo anterior es facil deducir que, para una constante ¢ adecuada, si existe un caracter real

c
log z

que los Unicos caracteres cuyo médulo acotado por z que tienen algin cero con esta propiedad,

primitivo x* para un médulo ¢ < z tal que la funcién L(s, x*) tiene un cero 6 > 1 — implica

son los caracteres que induce el caracter y*.
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Por la Férmula del Nimero de Clase de Dirichlet (Teorema 2.48), y como h{D) > 1, podemos

deducir que para cualquier caracter real primitivo y existe una constante absoluta c tal que

(S

L(1,x) > cq 2.

o0
n
Teorema 3.17. Para cualquier caracter no pricnipal x, las series Z X(S Z X logn
n

n=1
coinciden con las funciones L(s,x) y L'(s,x) en el semiplano R(s) > 0, respectwamente.

(n)

nS

M8
&<

Demostracion. Notemos primero que, por el criterio de convergencia de Dirichlet, la serie
1

n
converge para s € RT.

)

Seae >0,y s =0+it con o >e Sea M > 0 tal que

< M, para todo = > 1.

2

n<e

Aplicando la Férmula de sumacién de Abel (Teorema 1.3) con ¢, = Xn—?) y f(z) = 7%, se tiene
que
X b
D CH— — Cla)a* + (s — e)f Ct)E="dr.
a<n<b a

Por lo tanto,

X

g — €

b _
M7 +ac ) +|s — e|Mf 17 Lgt < 2Ma (1 Ll S') .
a

a<n<b

Haciendo tender a — oo, se tiene que la serie converge puntualmente por el criterio de Cauchy.

Denotando por Ly (s, x) a la serie

& x(n)

tenemos que las funciones Ly (s, x) son analiticas y convergen uniformemente en cada compacto

)

del semiplano R(s) > 0, por lo tanto, la serie Z es analitica en el semiplano R(s) > 0,

n=1

o x(n)

y como una extensién analitica es tnica, se sigue que L(s, x) 2 S en R(s) > 0. De lo
n
=1
© n

anterior también se deduce que L'(s, x) 2 log n. |
Proposicion 3.18. Eriste una constante absoluta c tal que, si 1 — loéq < o £ 1, entonces

|L(o,x)| <clogg y  |L'(0,X)| <clog®q

para cualquier caracter x no principal.

x(n)
nO’

. Para

ee}
Demostracion. Por el Teorema 3.17, sabemos que si o > 0, entonces L(o, x Z

n=1
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1

a>1—logq

se tiene que

c1logq

o x(n)| _ 5

y aplicando la Férmula de sumacion de Abel (Teorema 1.3) se tiene que

Slo

i x(n) = lim X lim i x(n) — NZ:l x(n) ( ! ! > ‘
ngt1 N | S S N N7 2 a1 (n+1) neo
N
El primer resultado se sigue de las dos desigualdades.
Del Teorema 3.17 también sabemos que, si ¢ > 0, entonces L'(c, x) i XT(LZL log n. Por

—_

n=
1

lo tanto, si 0 > 1 — ogg’

se tiene que

—logn

5 x(n)

q
< Z logqE < log2q
n=1 n

y usando nuevamente la Férmula de sumacién de Abel, se tiene que

x(n logn = hm Z x(n logn
n=q+1 n=q+1
N N-1
log N log(n+1) logn
< I — _
NS | Ne Z x(n) Z x(n) ( (n+1)° ne
n=qg+1 n=qg+1
log ol log log 1
< 2lmax | Y xm)| + 2L < TR = 1 R log g = eloga.
@ N | q° i
De estas dos desigualdades se sigue el segundo resultado. |

3.2. La densidad de los ceros no triviales de las funciones ( y L.

Se denotard por Rp al rectangulo delimitado por los vértices —1,2,2+4T, —1+¢T. SeaT € R
tal que en la recta J(s) = T, la funcién ¢ no tiene ceros. Por el principio del argumento y la
ecuacién funcional de £(s) se tiene que el nimero de ceros dentro de Ry, que se denotard por
N(T), es
1 '(s

£6s)

N(T) = 270 Jop, &(s) T on oRr

(arg&(s))'ds

Notemos que £(s) es real y no se anula en el eje real, por lo que

2
J_l(argf(s))'ds = 0.
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Sea L1 la trayectoria por la frontera de R, en sentido contrario al de las manecillas del reloj,
que va de 2 a % +iT;y Lo de % +iT a —1. Como {(o + it) = £(1 — o +it) y por la ecuacién

funcional de £ se tiene que

JM(argg(s))’ds - | (@rzeyas

Lo

entonces
1
7N(T) = J (arg&(s)) ds = J (arg(s — 1) + arg T arg F(§s + 1) + arg(s))'ds.
L1 Ll

Como ) )
f (arg(s — 1)) ds = arg (z’T — ) = _1+0(T 1),
L 2) "~ 2

T
J (argw_%s)'ds = ——logm,
I 2

y por la férmula de Stirling se consluye que

1 ' 1 5
J (argT'(= s—i—l))'ds:J SlogT fs+1 ds = SlogD' | =iT + -
Ly L1 2 4
1 1 1 1
51 5 3 1 3 10 .
—Z—i-zarg (2ZT) —i—zarg (1—1—”) +O0(T™)

leog T—fT—i- Tlog 1+ —
1 1 1 3
= _Tlog=T — =T + = Th.
51 log 5 +-m+0O(T )

2T
8

Entonces

T T T 7 _
N(T) = ﬂlOg%_T—i_S—i_G( Y+ 0T,

donde G(T') = 71TL (arg ((s)) ds

Lema 3.19. Para T suficientemente grande se tiene que
o0
= O(logT).
nz=:1 T )

Demostracion. Si s =2+ it yt > 2 se tiene que

|3 At
n=1

o6}
A
Z (n) cos(tlogn) <

n=1

' L0

y como

¢'(2 +it) > 1 1
—%M<C110gt—;1§ﬁ<+>,
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se deduce que

& 1
Rl—— ) <cylogt.

Con esto se concluye la demostracion, ya que

S - - .
2, At (-2 2%2—1—1'(15—%) < 2%(24-@'25—,0”) < Azlogt

n=1

Corolario 3.20. El numero de ceros no triviales de la funcion ( de Riemman con parte imagi-
naria en el intervalo [T — 1,T + 1] es O(logT).

Corolario 3.21. Para cualquier T grande se tiene que

& 1
—— = 0O(logT).

2 goay = OteT)
’yn(jé[T—l,T-‘rl]

Lema 3.22. Para T suficientemente grande tal que ningun cero de ¢ tenga parte imaginaria T,

y para cualquier o € [—1,2], se tiene que

('(o +1iT) = 1

LI Sl — 4+ 0(logT

(o +14T) ;1 s i —p, OlesT)
lyn—T|<1

Demostracion. Se denotara por s = o + iT. Notemos que, si |y, — T'| = 1, entonces

1 1 2—o0 3

_ — < ,
s—pp 2417 —py, [(s = pn)(2 + 1T — pp)| v — T

y por el Corolario 3.21 la suma sobre todos estos términos es O(log T'). Por la ecuacién (3.1), y

aplicando en esta ecuacion el Teorema 3.4 y la férmula de Stirling, tenemos que

¢'(s) 1 (35 +1) °°< 1 1)
=By——+ -logm— = + el
¢(s) 0 —1 7% 2T (s +1) 7;1 S—=Pn  Pn
o 1 © 1 © 1 1
= +O(log T) = + ~ +O(log T
N trotken= N s ) (s_pn S ) (log T)
|'7n_T‘<1 |’Yn—T|21
(e8]
= 2 + O(logT)
n=1 §=Pn
"Yn_T|<1
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eit logn

. ¢'(s) o An) :
Como en o = 2 se tiene que — =1+ Z 3 se puede deducir que
n=2

¢(s) n

LT CI( )
2 S
G(T) =01 —i—J Ry ds.
) @ arir G(s)
Por el Lema 3.22 se tiene que
1 - 1 .
5 +iT CI(S) 5 +iT 0 1
Ry dSZJ ——— + O(logT) [ds = O(logT).
LHT ¢(s) 24T ,;1 o+il" — pn (logT) (logT)

|yn—T|<1

Entonces se puede concluir el siguiente Teorema.

Teorema 3.23. Para cualquier T' > 0 tenemos que

T T T
log — — — + O(log 7).

N(T) = —
() 2T 2r 2w

Dado un caracter x primitivo médulo ¢ se denotard por N(T,x) al nimero de ceros no
triviales de la funcién L(s,y) dentro del rectangulo RT, donde Ry es el rectangulo que tiene
como vértices los puntos % — T, % + 4T, —% + 47, —% —1T". Como dicho rectdngulo contiene a un

cero no trivial de L(s, x), yaseaen s =0 6 s = —1, se tiene que
27{N(T) + 1] = | (arg(és. ) ds.
T

Sean L y Lo las trayectorias por la frontera de Ry de % —iT a % +:¢T", y su complemento, ambos

en sentido contrario al de las manecillas del reloj. Por la ecuacién funcional de &(s, x) sabemos

que arg (o +it, x) = arg&(1 — o +it, x) + ¢, donde ¢ no depende de o + it, entonces

35+3 11 1 ’
<arg <%> 2T +argD <s + ax) + arg L(§ +4T, X)> ds

A[N(T,x) + 1] :f oty

Ly
q T 1 !
=Tlog=+Tlog— —T +O(1) + arg L | — + 4T, x ds.
T 2 I 2
Lema 3.24. Para cualquier caracter x primitivo mddulo q se tiene que

= 1
7;1 T+ (T =3, = O(log ¢(|T| + 2)).

Demostracion. La demostracién es analoga a la del Lema 3.19. |

Lema 3.25. Sea x un caracter primitivo modulo q. Para T > 2 tal que T' no coincide con la
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parte imaginaria de ningin cero de L(s,x), y para o € (—%, %) se tiene que

L'(s,x) _ i L O(logq(T +2)
L(s, x) 4 g4l — g, a '
[4m—T'|<1
Demostracion. La demostracién es analoga a la del Lema 3.22. |

Teorema 3.26. Para cualquier T > 2 y x caracter primitivo mddulo q se tiene que

T T T
N(T,x) = —log =2 — O(logT + logq).
s 27
Demostracion. La demostracién es andloga a la del Teorema 3.23. |

3.3. Las funciones ¥ (z) y ¥(z, x)

Definicion 3.27. Para cada real z > 1 se define la funcion

(x) = D} An)

n<e
Lema 3.28. Sea y,T,c > 0 y sean
0 s10 <y <1,
c+iT y
(y)=435 siy=1, (y.1) =5 s
1 sty > 1,

entonces

min{1, sty # 1,
15.T) — o) < { ¥ L ) 0

sty = 1.

Nlo

Demostracion. Si 0 <y < 1 la funcién % — 0 uniformemente cuando R(s) — +o0. Aplicando

el Teorema del Residuo podemos deducir que

1 o—iT , s 1 o+iT

I(y,T):i y*ds—i de

27t Josr S 21t Jopir S

Notemos que

0+iT 0 c

y° 1 J R(s) Y
—ds| € = y déR(S) = .
£+iT 5 T ) T|logy|

Denotando por 7 a la trayectoria conformada por el arco de circunferencia de radio R = +/c? + T2

en sentido de las manecillas del reloj de ¢ — i1 a ¢ + iT', se tiene que

C

1
ds < —ﬂ'Ry— < 9.

yS
s 2w R

1
I(y,T)| < —



48 CAPITULO 3. EL TEOREMA DE SIEGEL-WALFISZ

Entonces queda demostrado si 0 < y < 1.

Para y > 1 se hace el mismo procedimiento que cuando y € (0, 1), pero se toman las integrales
hacia —o0 o el complemento del arco de circunferencia, dependiendo el caso. Como y? tiene un

polo en 0 con residuo 1, queda demostrado este caso.

Cuando y = 1 se sigue de que

1 (T 2 1 (e 1 11 (™ 1
RSN (P LA N S
21 Jo 2+t TJo 1+u? 2 7wz 14 u?
y como esta tltima integral estd acotada por £, se conluye la demostracion. |

Del lema anterior se puede deducir que para cualesquiera y > 0,c¢ > 1 se cumple la igualdad

1 c+1i00 s
— | Lds=a),

218 Joioo S
para demostrar esta igualdad basta hacer tender 7' — oo en el lema. Definiendo la funcién

Uo(z) = ¥(z) — $A(z) podemos deducir del lema anterior que

0 C+100 s 1 c+100 (’(s) 5

1

\IIO(.T) = ﬁnZI A(TL) JCloo iy ds = % i — C(S) ?dS (39)

Si se denota T )
B 1 c+1i C (1’) 8
st =g [ e ]
se tiene que
Wo(z) — J(z, T)| < i A(n) (f)cmm 1t 1, A@ (3.10)
0 ’ = n " T)log(x/n)| T ’
n#x

Se denotara por {x) a la distancia que hay entre z y la potencia de primo mds cercana a x,

distinta de z.

Lema 3.29. Para cualquier x = 2 y T > 0 se tiene que

z(log z)?

[Wo(x) — J(z,T)| « T —i—(logm)ml’n{l,T?@}.

1
log

Demostracion. Sea ¢ = 1 +

entonces 0 < _CC,((;)) < S_% Entonces se tiene que

—. Como se vio en la demostracién del Teorema 3.7, si s > 1,

< . —c 1 RS e z('(c) wlogx
2 A g € L A« —pe g«
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Sea x_ la mayor potencia de primo que es menor que x, entonces

x T—x_ rT—xT_
logz—log(l— )2 .
T T T
Para n e (%x,x,) enteroy0<z_—n=a< %x, entonces
x T_ a a
log — = log — = —log (1 — ) > —.
n n T_ T_
Entonces

_ 1 T log T
A ‘N «1 m<1 —
L Ay <logemin Lo+ 1 3 S

ne(%x,x) aszz

x } zlog?
+ .
xr—x_) T

« | n<l
ogxmm{ T

Se puede hacer lo andlogo cuando sumamos los términos n € (z, %a:) considerando, en vez de z_,
a la menor potencia de primo mayor que z. Con lo anterior y por la ecuacién (3.10) se concluye

la demostracion. [ |

Teorema 3.30. Para cualquier x = 2 se cumple la igualdad

Demostracion. Sea S la trayectoria que recorre la frontera del rectangulo con vértices en los

puntos ¢ — iT,c +¢T,—U + it,-U — i1, donde ¢ = 1 + loéw y U es un natural impar. Por el

Teorema de los Residuos, y usando la ecuacién (3.1) y la derivada logaritmica del producto de

Weiestrass (Teorema C.11) para calcular los residuos, se deduce la igualdad

1 d)], _ oz ((0) z
2mi S[C(S)]Sds_x_ 7;1 P C(0) _0<§<U —2m’
[yn|<T 2

Del Corolario 3.20 se puede deducir que existen 7”s tan grandes como se quieran tales que

v =T » @ para cualquier n € N. Por el Lema 3.22, si R(s) € (—1,2), entonces

/ o0 1
i((j)) = Z s= o + O(logT).
|7n7i?1|<1

Como la suma anterior tiene O(log7T) sumandos y cada sumando vale O(logT), se deduce que
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<) O(log2 T'). Entonces

ctiT _CI(S):| xis ; C
JliiT [ C(s) | s ds « log Tfl

Con los Teoremas C.4, C.7 y C.13 se puede deducir la igualdad

r (4
r(-5)

Combinando esta igualdad con la ecuacuacién funcional de ¢ (Teorema 2.9) se tiene que

o+iT

do «
o+iT

log? T JC o « zlog®T
1 Tlogx

— 7221 cos (Ws) T'(s). (3.11)

C(1— 5) = 2= 7=%(cos %ﬂs)f‘(s)g(s).

Tomando la derivada logaritmica de la funcién anterior, se tiene que para cualquier s tal que
R(s) > 2, se da la igualdad

¢(1—s) 1 I"(s)  ¢'(s)
———~ = —log2 —logm — —tan —7ws + + .
¢(1—s) 22 I'(s) = ¢(s)
Notemos que tan i7s estd acotado si |s — (2k 4+ 1)| > & para cualquier k € N. Como ya se ha
dicho antes, 1;((;)) < logls| y % es acotado por una constante en $(s) > 2. Se deduce entonces

que —%’((11:85)) « log|s| en R(s) > 2y, por lo tanto, que % « log2|s| en R(s) < —1, siempre y

cuando |s — 2k| > % para cualquier k£ € N. Entonces, se tiene que
—-UiT ! s 1 2T -U 1 2T
f {—C (S)] s « 28 J 2 do « =BT
—14iT C(s) | s T Ja Txlogx

JUHT {_C'(S)} e log 2U JT T log2U

—ds < r Vdt « —2",
v L C(s) ] s U Jr Uzl

Entonces, se tiene que

Y

f { C’(s)}xs zlog?T  log2T  Tlog2U
- + +
S1

—ds «
C(s) | s § Tlogx  Txlogx UzV

Donde S es el recorrido que hace S sin incluir el intervalo de ¢ — ¢T" a ¢ + ¢T. Haciendo tender

U — o y usando el Lema 3.29 se deduce que

n=1
[n|<T

y haciendo tender T'— o0 en esta iltima igualdad, se obtiene la ecuaciéon buscada. |
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Teorema 3.31. Para cualquier x = 2 entero se tiene que

U(x) — z « zeVioss,

donde ¢ es una constante positiva.

Demostracion. Recordemos que, por el Teorema 3.7, existe ¢ > 0 tal que, si |v,| < T, entonces

C

L < 1— .
b < logT

logT
Por lo tanto, |#"| = 2%» < xe “eT  y con esto se deduce que

e¢] e¢] e¢]
TPn _loga 1 _cloga 1 1 N(T)  losz
L xe TloeT — =xe losT — =]+ re loeT
> > Y (7)o

=1 Pn el |’Yn’ ne1 "Yn|
[n|<T [n|<T Iyl <T
oz N(T T N(t L logx T logt _logz
= e ClosT (;) —i—J (t )dt) = ze “lET O <logT + f Ofdt) « z(logT)%e CTos T,
2 2

Como se vio en la demostracion anterior, se tiene que

_ o aPr (0) 1 1 zlog?(xT) ) x
Uo(x) =z — 7;1 o _C(())_QIOg(l_xQ)+O<T+10gxmln{l’T<z>})7
[y <T

por lo tanto,

log x 12 T
g +xog(:c)

U(z) — z « z(logT)%e “loeT T + log z min {1

x
"T(xy )
Si se toma T de modo que (log T')? = log z, se deduce que

U(z) — x « z(logx)e” V18T 4 g(logz)2e VBT,

y con esto se concluye la demostracion. |

Definicion 3.32. Para = > 1 y cualquier caracter Y, se definen

1

Wrx) = D x(mAm) y ol x) = ¥z, x) ~ 5x(x)A).

Teorema 3.33. Para cualquier x = 2 y cualquier caracter x primitivo mddulo q, se da la

igualdad

0 0 ay—2n 2
xx xlog” qxT , x
Zzz —(1—ay logm—bx—z - 2n+0 (T + (log x) mm{l, T<x>}> ,
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Demostracion. Procediendo de una manera muy similar que al tratar la funcién ¥o(z), si toma-

mos S como en la demostraciéon anterior y usando el Teorema del Residuo llegamos a que

— n
1 { L'(s,x) xsd ) |VZ,,LLT<1T m<§
2t Jg | L(s,x) | s & xon p2m
— —logz — by — si x(—=1) =1
nz—:l n * gU —2
| <T e

y también, de manera similar, se deduce que

r(logz)? ) I~
|‘I’O($,X) - J(z,T, X)‘ < 7 + (log ) mm{l7 T<a:>}

donde

1 c+iT L’(S X) s
J(z,T,x) = — _ B2
@100 = 5 T[ L(s,x)]

Por el Lema 3.24 sabemos que el nimero de ceros con parte imaginaria en [1°— 1,7 + 1]

S

es O(log ¢T). Entonces, existen 7"s tan grandes como se quieran de modo que, para cualquier

n € N, se cumple que |5, — T| » logqu. Con lo anterior, y por el Lema 3.25, se tiene que, si
L'(o +1T, x) 9

T > 2 € (—1,2), entonces ———=> « (log¢T')*. Por lo tanto

T|>2yoe(-1,2), Lo+ iT.y) (log ¢T')

ctiT l s 2
f {_L(s,x)] a* o tloggT)®
S

1+ir L L(s,x) Tlog

De manera similar que con la funcién ¢, usando la ecuacién funcional de L(s, x) (Teorema 2.23)
y la ecuacién (3.11) se tiene que

L(1-s,x) = 6()()21_871'_5(]8_% cos (;7‘((8 — ax)) I'(s)L(s,X),

donde |e(x)| = 1. Se deduce entonces que

—U=+iT / s
f [_L(S,X)}afds « TloggT
14T L(s,x) | s T log x

—U—iT /
L s T1 U
f [_ (sax)} o P logqU
vir L L(s;x) | s Ulogx
Haciendo tender U a infinito se termina la demostracion.

|
Por simplicidad se considerara x entero y T' < z, de donde se deduce la férmula
0O On 1 2
V() =— > b +0 (W) . (3.12)
n=1 On T

[n|<T
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De la derivada logaritmica de L(s, x) (ecuacién (3.4)) tenemos que

1\ L) 1w 1T +ay)
B +Z (S_Qn Qn) ! "

1
2
= — —log —_— =
L(s,x) 2 ~q  2TD(5(s+ay))
Si se evaliia la ecuacion anterior en 2 y se restan, se deduce que

Do) _ 1TGG+a)) | & (1
L(S’X) 2 F(%(S +G’X)) +nZ::1 < 2 - Qn) '

Por la ecuacién anterior y por la derivada logaritmica del producto de Weierstrass (Teorema

C.11), es tiene que
o [ 1 1
by = O(1) — — .
-om-3 (54 52o)
Por el Lema 3.24 aplicado a T" = 0 se tiene que
0 ee)
=2 « « O(logq).
21 — On Z \Qn(Z — 0n)| Z |2 - (logq)
im|= \%\>1
y que
e 0} 1 0
« « O(logq)
ngl 2= 0n 7;1 12 = enl
[9m <1 [Anl<1
Por lo tanto,
&1
by = — Z — + O(log q).
n=1 n
im|<1

Por lo anterior y usando la ecuacién (3.12) se concluye el siguiente Lema.

T y x caracter primitivo modulo q se tiene que

Lema 3.34. Para cualesquiera 2 < T <
0 0 2
o 1 xlog” qx
U(z,x) =— Z + Z +O<>.
|'Yn‘<T "AYn|<1

Teorema 3.35. Para cualesquier 2 <T < x y x caracter primitivo modulo q se tiene que

01 0 on 1 2
z v +o(w+xilogx),

T

en caso de que el caracter x tenga un cero excepcional 01 como el que menciona el Teorema

3.12, y Z denota la suma que no considera los ceros p1 y 1 — 01; y en caso de que x no tenga
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dicho cero, simplemente tenemos la formula

Wo - 3 o ()
T,X) = — — ]
n=1 On T

[An|<T

Demostracion. Podemos suponer que la constante ¢ del Teorema 3.12 es menor que i, y tomare-

mos como punto de partida el Lema anterior. Por el Teorema 3.26 y como 1o;q <R(on) <1-—

para los ceros no excepcionales con parte imaginaria menor que 1, se tiene que

c
log g

o1 =l zlog? qx
Z — K Z logq « log? ¢ « —=—-,
n=1 On n=1 T
[9m <1 [n]<1

De aqui se deduce la afirmacion cuando x no cuenta con cero excepcional. En caso de que x

tenga un cero excepcional se deduce que que

O & 1— 2
o gt —1 -1 xlog® qx
Vie,x)=— > - - +o( gq)
= on 01 l—o T
Pim|<T
B i* o g9 glmo Lo (avlog2 qx)
“oom o 1—o0 T '
Pim|<T
A | 1
Por el teorema del valor medio tenemos que . < x4 logx, de donde se conluye la
-0
demostracion. |

Corolario 3.36. Sea x natural y T real, con 2 <T < x y x caracter no principal modulo q, se

tiene que
01 LOx pon log?
U(z,x) = S 2 40 (x & 9T | 4i loga:) ,
01 n—1 On T
im|<T

en caso de que el caracter x tenga un cero excepcional o1 como el que menciona el Teorema
*

3.12, y Z denota la suma que no considera los ceros p1 y 1 — 01; y en caso de que X no tenga

dicho cero, simplemente tenemos la férmula

U(x,x) = — i ™10 (wIOgQ qx)
7 n=1 On T
[l <T

Demostracion. El resultado se sigue del Teorema 3.35 y de que, si x* es el caracter inducido por

X, se cumple la estimacion

[U(w,x) = Uz, x*) = ), An)= >, D, logp<«logzlogg.
ngx plg  k<log,z
(n,q)>1 p primo
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3.4. El Teorema de Siegel-Walfisz

A lo largo de la seccién se denotard por F'(s) al producto ((s)L(s,x1)L(s,x2)L(s, x1Xx2),
donde x1 y X2 son caracteres reales primitivos médulo q; y ¢2, respectivamente, para algunos
@1 # @2. F(s) es una funcién analitica en C\{1}, y en el 1 tiene un polo simple con residuo
r = L(1,x1)L(1, x2)L(1, x1x2). De manera similar a la demostracién de la Proposicién 3.6, se

demuestra la igualdad

log F'(s 2

p primo m= 1

(™)L + x2(p™)],

y de lo anterior se deduce que
e}

n=1

3‘3

en R(s) > 1, donde a; =1y a,, = 0 para toda m. Notemos que
F(k k i a—n 10gn
=
Entonces, el desarrollo en series de Taylor de F'(s) en s = 2 es
o
F(s)= > bm(2—5)"
m=

donde b,, = 0 para toda m y by = 1. El radio de convergencia de esta serie es 1. Notemos que

la funcién F'(s) — ;= es entera, por lo tanto

y converge en todo el plano.

Como se vio en el Teorema 3.1, si x es un caracter no principal médulo g, se tiene que

* R(z)
L(s,x) = SJ; o dx,

Q0
1
donde R(x) = Z x(n) < ¢. Porlo tanto, L(s, x) < qsf1 de. Entonces existe una constante

n<x

c tal que |F(s)| < c(qig2)? sobre la circunferencia |s — 2| = 2, y L5 es también acotado por

c(q1q2)? en dicha circunferencia. Por las desigualdades de Cauchy para funciones holomorfas se

deduce que

2 m
lbm — 7| < 2cqiq3 <3> : (3.13)
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Proposicion 3.37. Si g < s <1 se tiene que

1 cr i
F(s) > 271 (Q1Q2)8(1 )
—s

para alguna constante ¢ > 0.

Demostracion. Por la ecuacién (3.13) se tiene que, para cualquier M natural,

2 by — 7|(2 = 5)™ Z 20q1q2< 2—5))m

[ee} m 3 M o
< 2cqi 3 Z ( > <aqie (4) <oadige T,

de donde
1

M—
F(s)—s 1—7“2 —clq%qge*%zl—r

m=0

(2—-s)M -1 M
1—s

29
—c1491g3¢e 4.

1 M
4

Escojiendo una M fija tal que %671 <c@ge 1 < %, se llega a la desigualdad

1 (2-sM r 1 (2-sM

F(s) > = — > = —p—
S T e g R g
F F
para s € (%7 1), ya que r = hrq C((S)) Sl_l')I{lJr C((j)) > 0. Como %e_i < 01(1%(]%6_% implica que

M < 8logqiqo + co, se deduce que
(2 o S)M _ eMlog(2fs) < €M(lfs) < 03((]1(]2)8(175).

Por lo tanto,

1 r
F z_
(5)>2 €37

S (q1q2)%0 )

para toda s € (—%,1). [

Teorema 3.38 (Siegel). Para cualquier € > 0 existen constantes positivas C1(€) y Ca(e) tales

que, st x es un caracter real primitivo modulo q, entonces
L(1,x) > Ci(e)g”

y, si s >1—Ch(e)q™¢, entonces L(s, x) # 0.

Demostracion. Sea € > (. Hay dos casos a considerar:

e Si existe un caracter real primitivo y; tal que L(f1,x1) = 0 para algun 51 € (1 — <, 1),
entonces F'(51) = 0 independientemente de ya,

e Si no existe algtin caracter real primitivo con cero en (1 — 15 1), entonces para cualquier

B e (1—15,1), se tiene que F(f1) < 0, pues L(s, x) es positivo en s = 1 y no cambia de signo
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en (1 —5,1), y ¢(s) es negativo en (0, 1).
En cualquiera de los casos se tiene que F'(f1) < 0. Aplicando esto en la Proposicién 3.37 se

tiene que
1 —_8(1—
cr > 5(1 — B1)(q1g2) 30—A),

Consideraremos ahora (1, x1 fijos (ya sea como los del primer caso o elegidos al azar en el
segundo caso). Por la Proposicién 3.18 tenemos que, para cualquier caracter real primitivo xo

médulo g > g1, se cumple la estimacion

r = L(1,x1)L(1, x2) L(1, x1x2) < ¢3log q1 log q1g2L(1, x2).
De las dos desigualdades se concluye que

(1-p1) 1 -5 1 —e
>C3q >ng )
log g2 2 loggo 2

-8
L(1, x2) > c3q,

donde c3 depende tinicamente de x1 y, por lo tanto, depende tinicamente de €. La veracidad para
cuando g2 < ¢, se sigue de que podemos ajustar la constante c3 a una constante C1(¢€) que sirva

para estos casos finitos.

Ahora se demostrara la cota para los ceros. Sea € > 0 y ¢ lo suficientemente grande para
que se cumpla la desigualdad 1 — @
pues L(1,x) > C; (%) ¢ 2>0C (5) q~¢. Supongamos que existe un cero real o de L(s,y) con

1-C; (%) q ¢ < o < 1. Por el Teorema del Valor Medio, existe o’ € (o,1) tal que

<1-C1(5)q ¢ Se puede suponer que C(e) > Ci (5),

L(1>X) = L(LX) - L(U7X) = L/(0/7X)(1 - U)'

Por la Proposicién 3.18, existe una constante ¢ tal que L'(o”, x) < clog? g. Por lo tanto,

L(1,x) < ¢(1 —o)log?q < cCy (%) q “log?q,

y para ¢ suficientemente grande tal que clog?q < ¢2, se llegarfa a que, L(1,x) < C; (%) q

. ol

teniendo una contradiccién. De lo anterior se concluye la segunda parte del teorema.

Definicion 3.39. Dado x > 1, y ¢, a enteros con ¢ > 0, se define

U(z;q,a) = Z A(n).

n<w
n=a(mod q)

Teorema 3.40 (Siegel-Walfisz). Para cada M > 0 existe Cpy > 0 tal que

x v
U(z;q,a) = —— 4 O (ge Cmvioer
(7:0,9) ©(q) ( )

de manera uniforme siempre y cuando q < (log ).
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1 —
Demostracion. Por el Corolario 1.13 se tiene que ¥(z;q,a) = — Z x(a)¥(z,x). Por el

v(q) iaod )

Teorema 3.31 se sigue que

n (p(lq) X(ﬂ% ) x(@)¥(z,x) + O <g0(1q) (xe—Cx/@ + log? qx)) .

X#X0

E

U(z;q,a) =

~—

©(q

Por el Corolario 3.36 sabemos que, para cualquier y caracter no principal médulo gy 2 < T < z,

se tiene que

x o o rlog? g
ey = o ro (e
on T

+ 21 log ac) ,
0]

n=1
"7n|<T

donde g es el posible cero excepcional y €, € {0, —1}. Por el Teorema de Siegel (Teorema 3.38)
Ca(e)

se tiene que, para cualquier € > 0, existe Cs(€) tal que % <pyp<1l-— g por lo cual

290 1_C2(a
— <K T a“
00

Como se hizo en la demostracion del Teorema 3.31, pero aplicando el Teorema 3.12 y la estima-

cién de N(T,x), se deduce que

On c
P T (log qT)?,

2

QO «
n=1
1</ |<T

On

:L‘Qn

& ml_@(log q)°.

2

[Conm
n=1
0<[im|<1

On

Por lo tanto, para cualquier caracter x no principal médulo g, se tiene que

Ca(e)

zlog? qx - — _ e
ﬂ—kx%logas—kxl 4 xRt (log qT)? + 2 ea (log ¢)°.

\I/ =

Fijando T = eV1°87 y ¢ = ﬁ se tiene que
U(x,y) « ze”MVIoeT,

Podemos entonces concluir que

L S @)U (x L (pemeVIoEE {1002 02
Heen) = o o 2 X 0+0 (g (70 +1ogtax)
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Definicién 3.41. Para cualesquiera z > 2, ¢,a € Ny (a,q) = 1 se define

m(wiga)= DL

psT
p primo
p=a(mod q)

es decir, m(x;q,a) es la funcién que cuenta a los primos menores o iguales que x que son con-

gruentes con a(mod q).

Definicién 3.42. Para cualquier z > 2 se define la funcién Li(x) como

Li(x) =Jx ! ds.

5 log s

Teorema 3.43 (Siegel-Walfisz). Para cada M > 0 existe Cpy > 0 tal que

m(x;q,a) = Li(z) ze—Vios®
(w39,a) = Z05 + O %)

de manera uniforme siempre y cuando q < (logx)M.

A
Demostracion. Denotemos 71 (z;q,a) = Z l(n) Se puede deducir facilmente que
= ogn
nEaT(Lmﬁd q)

T U(t; U(x:
f ( ,CJQ,CL)dtJr (ﬂf,q,a).
o tlog”t log =

o1 1
mi{z;q,a) = Z A(n)f t10g2tdt + Tog Z A(n) =

n<x n n<x
n=a(mod q) n=a(mod q)

Aplicando ahora el Teorema 3.40 se tiene que

© 1 " v ,—cy/logl re—cVIogT
Wl(x;q,a)zf 02 dt + @1 + f 02 dt + ]
2 ©(q)log“t ¢(q)logx 9 log®t ogx

1 (" 1\ x
= —— | t{-——) dt+—— +0(ze VI8
©(q) L ( 1Ogt> ©(q)logx ( )

1 Jx 1 < t )x X _ \/17
= dt — + ———— + 0 (xe V8"
©(q) Jo logt p(g)logt ),y ¢(q)logx ( )

Finalmente, como

A(n & 1 < (R
meew= % pE=3 Y m=w<x;q,a>+0<2 (mf)>,
m= < Wz

n=a(mod q) ;];pri\nq)
p™=a(mod q)
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=0 (x% log x>7 se concluye la demostracion. |



Capitulo 4

El Problema Ternario de Goldbach

En este capitulo se demostrard que el Problema Ternario de Goldbach tiene solucién para
cualquier N suficientemente grande. Este resultado fue demostrado por Vinogradov en 1937. Se
denotara por J(NN) a la cantidad de formas distintas de representar a N como suma de tres

numeros primos, contando las posibles permutaciones, es decir

J(N) = #{p1 +p2+p3 =N : p1,p2,ps son primos}.

Por la ecuacién (1.2), se tiene la siguiente representacion

3
1 1
J(N) — J ( Z e27ria(P1+P2+P3—N)> do = J < Z 627riap> e—27riaNda

0 0

p; primo p< N
p primo
e 5 (4.1)
_ J ( Z eQm’ap) efZﬂiaNda
—R p<N
p primo
Noétese que E1 y Eo dependen de N. Se usaran las constantes A = 6, B = 8, 7 = (logLN)B’

Q=(logN)yR= % Se definen también los conjuntos

a 1 a 1

ey U [ooled]

¢=QO0<a<q—1 L4 4T 4 4T
(a,g)=1

1 1
B, = [—, 1— ] \E}.
T T

Se denotard por S(a) = Sy(a) = Z e?™P  Entonces

p<N
p primo

1—1
J(N) = f S(a)Pe=2ioN g,

61
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Definiendo J;(N j S(a)3e 2N doy, vesulta que J(N) = Jy(N) + Jo(N).

Se demostrars mas adelante que, para N impar suficientemente grande, se cumplen las
igualdades
N? N?
JIN) = ——=0(N)+ O | ——— 4.2
()= g™ 0 () 2
N2

Jo(N) =0 | ———— 4.3
=0 () )

donde % <o(N) < 7;)—2 De estas igualdades se puede deducir el siguiente teorema.

Teorema 4.1 (Vinogradov). Para N impar suficientemente grande, existen p1,ps,ps nimeros
primos tales que

N = py + p2 + p3.

El resto del capitulo consiste en demostrar las ecuaciones (4.2) y (4.3).

4.1. Estimacién para J;(N)

Proposicién 4.2. Para N suficientemente grande se tiene que
i) los intervalos de E1 son ajenos,

i1) la medida de Lebesgue de Ey estd acotada por 2Q

Demostracion. Sea N suficientemente grande tal que se cumpla la desigualdad

N
2Q =2(log N) < ——— =7,
Q ( og ) (log N)B T
Tomemos todos los centros de los intervalos de la definiciéon de Fq y consideremos dos de ellos

que sean consecutivos, digamos (;il < q%. Veamos que los intervalos con dichos centros son ajenos,

ya que
a 1 b 1
—t — < ——— S apT+@E<but—qg < @+ q < (b — ag)T.
a a7 g2 Q2T
Por fracciones de Farey sabemos que bg; —age = 1, concluyendo asi que los intervales son ajenos
pues

q1+q2 <2Q <71 = (b1 — ago)T.

Para la cota de su medida de Lebesgue basta ver que

Sien])-3 ¥ 2
S (PR 2oy X
q<Q 0(<a<)q 11 <|: qT q qT q<Q O(<a<)q 1 ar q<Q

a,q a,q

De aqui en adelante se considerara N suficientemente grande, tal que asegure que 2Q) < 7.
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Se denotara por M(z) a la suma
N eZm'zn

M(z) = :
- logn

Lema 4.3. Sea o = % +2€F), donde0<a<qg<Quylaq) =1ylz < q%- Entonces

« :M z e~ cVig N
Sta) = M )+0(N g )

para toda N suficientemente grande.

Demostracion. Se tiene que

S(a):s< > Sl = N PTrenizr 4 O(VN).

p<N VN<p<N
p primo p primo

Como ¢ < Q = (log N)* < (log N)A%B < /N, lo anterior se reescribe como

Zq: Z 277i%p627rizp + O Zq: Z 627”%[ eQﬂin + O(\/N)

=1 <p<N =1 <p<N
(Lg)=1 p primo (Lg)=1 p primo
p=l(mod gq) p=l(mod q)

de donde se obtiene la igualdad

S(a) = Zq: ezm(y[ 2 eQmZp] + O(VN).

=1 VN <p<N
( ,q) 1 p primo
p=Il{mod q)
Denotemos
T() =T,1) = Z 2mizp _ Z (T(n;q,1) — (n — 1;q,1)) 2mizn
VN<p<N VN<n<VN
p primo
p=l(mod q)

Aplicando la Férmula de Sumacién de Abel (Teorema 1.3) para
cn = 1l(n;¢,1) — (n — 1;¢,1), fn) = e¥mn,

C(U) = Z Cp = H(U, q, l) + O(\/N)v
VN<n<u

y usando el Teorema de Siegel-Walfisz (Teorema 3.43) para C(u), se tiene que

Ty = Y cufn f C(u) f'(u)du + C(N) f(N)
VN<n<N

63
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= _JN Li(u) 1 (u) + L’i(N)f(N) + O<J\J/VN (ue—c\/@ + ﬁ) ]z|du> i O(Ne_c\/m)

vN ¢(9) ©(q)
o N Li(u) ' Li(N) o1 o
N
EEOR )u_m+fﬁ llogu™ T g TV HOW o

B Lz(\/ﬁ)f(\/ﬁ) " N &du-kO(Ne*clm)
VN #(q) logu

N f(u) JVIog N N f(u) log N
= J ————du+ O(Ne~ V8 ") = J — 2= _du + O(Ne~VIos Ny,
VN ¢(q) logu 5 ¢(q)logu
Por lo tanto,
q N 27rzzu
(o) 2 el
:1 ©(q) J3 logu

Lg)=1

+ O (N(f”m) .

Veamos ahora que, si u € [n,n + 1], se tiene que

1 1 1
= +0 ,
logu logn nlog®n

por lo que, haciendo uso del Teorema del Valor Medio,

n+1 627rizu 627rizn n+1 e27rizu e27rizn ) e271'izu e27rizn
U — = — du| € max —

n log u logn n log u logn ue[n,n+1] | logu logn
) d eQﬂ’izx 27m'z€27riz:1: eZTrizx 27T|Z| 1 (log N)B
< max |— — 5 < + 57— < ,

z€[n,n+1] | dx logx x log xlog®x logn  nlog“n N

por lo que se puede deducir que
N 627rizu N 627rizn B
du = + O( log N )
J3 log u 2 logn (log )
n=

3

Con lo anterior y usando el Teorema 1.1 se puede concluir que
q ol 1 N 2mizu

S (a + z) = Z ™ f ¢ du
q w(q) J3 logu

=1
(l,g)=1

+0 (Nefc“/m)

(1(]( Zq: 27”) ) + O(Ne C3W) QOEZ;M(Z) + O(Ne*%m).
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Teorema 4.4. Para N suficientemente grande se cumple la igualdad

Ji(N) = a6 + O<N2(log N)—A—l) + O(N2(1og N)QA—QB>,

donde

_ & _ - ) \ e 2migN
_ qz_:l’r(Q), 1(a) =(a,N) = (p(9))? a; |

Demostracion. Notemos primero que

ay 1 3
Jl (N) — 53(a)672m'aNd Z Z Jq qT ( Z 627riap> 672m‘aNda
Ey q<Q O<a<q qT pgN
(a,q)=1 p primo

1

3
= Z JW (M(q) M(z)+ O (Nefcm) ) e 2GRN,

=0 0fatq -2 \P)
(a,q)=1
1
= Z JW ( HS(Q) M?(z)+ 0O <N3(fcvl°gN) )eQﬂi(ZH)Ndz
g<Q 0<a<q *q% i (q)
(a,9)=1
1
_ Z Mg(Q) —2mieN | 17 MS(Z)€—27riszz +0 (QNSe—c\/logN>
q<Q 0<a<gq . (q _q% T
(a,q)=1
1
_ 2 /ig(Q) —2mieN | 97 M3(Z)6—27riszZ +0 <N26—61\/10gN) )
¢<Q 0<a<q ¥ (q ~ar
(a,q)=1

Sea sy, = Z 2mizk Para |z] < 3 se tiene la estimacién

sen(7rz( —2))
sen(mz)

Z 2mwizk

por lo tanto,

[M(2)] =

N
Z Sp — Sp—1

= logn

N-
SN Z 1
logN log3 (logn log(n + 1)) '

n=3

Sl N LY L
el 2] i \logn  log(n +1) |z]
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Asi, tenemos que J1(N) es igual a

1

Z Z :U’ ) 727(2’%]\7 ((5— T M3( ) 7271'@sz2, f M3 ) 27riszZ> +0 (N2efcl\/m> )

q<Q O<a<q q

(a,9)=1

Por la estimacion para M(z), se tiene que

. )
< |7 s < @) < (@) = N (og NP

entonces
myq) —orie _ e JIo
Ji(N) = > 3(( ))e ’ qN<5+O(N2(logN)2A 23)) +0(N2e 1 gN)
q<Q O0<a<gq LAV
(aﬂq =1

=4 Z IU’(Q) 6727T’L'%N +0 (NQ(IOgN)QAizB) +0 <N26701\/m)

=9 1) 2 e N 40 (N?(log N)QA*QB) .

Usando la conocida estimacion o = O(loglogn) (ver [3, pp. 267]) tenemos que

p(q) —omitN _ u q) 2EN _ 1
2<p3(q) 2, - 2, +O(Z 2((1))

a<Q 0<a<q 7>Q #(a) 0<a<q Q"7
(a.)-1 (0=t
log log )? =
=U+O<Z (("5(;‘5(1)> <o+0<(loglogQ4)2 > + 2 3)
>Q 4 Q<q<Q! q g>Q* 1*

<o+0 <10§2N> = o + O((log N)~A+1).

Entonces J1(N) = do + O(6(log N)~4+1) + O(N?(log N)24~28). Como

%
<J M de NJ 2 Z lognlogm

1
2

N2
1ogn - <<logN>2> ’

J1(N) = 60 + O(N%(log N)~471) + O(N?%(log N)?4A72B),

‘(5‘ — ' M3(Z)ef27riszz

1
2

N
n=3

se tiene que
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Lema 4.5. Para N grande se tiene la igualdad

N? N?
0= 2(log N)3 +O<(logN)4>'

N eszn
Demostracion. Definase My(z) = . Nétese que
= log N
N 2mizn 2mizn N N
e e 1 1 1 N -2
M(z) — My(2)| < = ~ - < dx —
M (2) o(z)] 7;3 logn  log N 7;3 <logn log N) L log v log N
x JN 1y J N J 2 2 N
= - =z x — = x — .
log x , 2 log x logN = log N 9 (logz)? log2  logN  (log N)2
r=

Sea d§p = J2 (My(2))3e=2™*N 4z, entonces

|0—do

(M3(2) = M(2)) e "N dz| < J M (2)~ Mo (2) || M2 () +2M (2) Mo (=) + M3(2) | d=

|
‘ N|=

1
2

2

(log N)*

1
N
M? ME(2)|dz «
Sy IUOCRRGEIE
Esta tultima desigualdad se cumple ya que, por la ecuacién (1.2), se tiene
2m (n1—n2)z

N
N
M?(2)|d _J <<«ﬁ+
Jl )Idz Z Z 1Ogn1logn2 Z:: log N log N

2 2n1 3 na=

|

27rz(n1 n2)z N
log N Z log N log N

- [ Y %

2n1 3TL2 3

w\»—'

Como

1 N e2mizn 3 oriaN 1 1 N—6
_ —2miz _ 1=~ N —n—
% J_ log N dz = (log N)3 Z (log N)3 Z ( n—5)

n=3 3<ni,no,n3<N n=3
ni+ng+nz=N

1 N —5){(N -6 N? N
- (log N)3 <(N_5)(N_8)+3_( ) )> B 2( )3 +O<( 3)’

se puede concluir que

=0 ((grvy) = s (g *© (e ) = 2w+ (o)

SIS
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Lema 4.6. Se cumple la igualdad

o= o(N) = ll_][v (1—(,7_11)2) H (”(p—ll)3>

y, existen Dy, Dy > 0 tales que D1 < o(N) < Dy para todo N impar.

Demostracion. Denotemos por R(q) = Z ¢ 7N Veamos que R(gq) es multiplicativa ya

0<a<q
(a,q)=1
que, si (q1,q2) = 1, se tiene que

— 9 _ q1T+(12y
R(qqu) _ Z e 27”(11(12 Z Z 21 N
0<a<qiq2 0z <qe O0<y<qr
(a,q1q2)=1 (z,q2)=1 (y,q1)=1
— L — Y
= ( Z e 2mq2N>( 2 e 2mf11N> = R(q1)R(q2).
0z <qa 0<y<q1
(z,q2)=1 (y,q1)=1
o e : A e
omo R(q), pn(q) v »(g) son multiplicativas, se tiene que v(q) = 5( )R(q) es multiplicativa.
12\

1 log1 2
<<(0g 08 q)

Notemos que |y(q)| <
v*(q) q?

0
, por lo tanto, Z ~v(q) converge. Ademsds se tiene que

(log logq ))

—lim [ (+9@ +90D) +-) = [1 Q0+30) +167) +--),

psT p primo
p primo

U=Z’y(q)=xlggo<2 (

gsw

VM

y como para cualquier k& > 1, y(p*) = 0 ya que u(p¥) = 0, se deduce que o = H (1 +~(p)).
p primo
Veamos ahora que, por el Teorema 1.1, se cumple que para todo primo p,

1 _omie N — si p|N
v(p) = _( —1)3 2 e T = (f ) .

concluyendo entonces que
o=0(N)= H (1—1> H (1+1)
(p—1)2 (p—1)3)

p|N pIN
p primo p primo

Ahora, para ver que o estd acotado por abajo basta ver que, si N es impar, entonces

- 11 (o5) 1 () (o) IL (- 52om)

p primo p primo p=3



4.2. ESTIMACION PARA J(N) 69

()

p primo

Para ver que o esta acotado por arriba basta ver que

1 (- 5) TGt < I ()

. p primo
p primo p primo

=2 [] <1+(p_11)3><2 1 (1+p12>=2g(2)=7;2.

p pr>igl0 p primo
p=

Teorema 4.7. Para todo N impar suficientemente grande se tiene que

N2 NZ?
N = Sogyp” T O (agN)) |

Demostracion. Partiendo del Teorema 4.4 y aplicando los Lemas 4.5 y 4.6 se tiene que
J1(N) =00+ O (Nz(log N)_A—l) + O(N?(log N)?4-2B)

2 2
= 2(10]:;]\7)30 + 00 ((10?]\7)4) +0 (N2(log N)_A_l) + O(N2%(log N)2A—2B)

2 N2
2log 2”7 T <<1og N>4) |

4.2. Estimacién para Jy(N)

Proposicion 4.8. Dado a € Es, existen a,q enteros primos relativos entre si con QQ < q <7 y

0 <a<q, tales que

N

1
q?

Demostracion. Por el Teorema de aproximacién de Dirichlet (Teorema 1.2) sabemos que existen

a, q enteros primos relativos entre si con 1 < ¢ <7y 0 < a < ¢ tales que

1<1
— < .

ar g

a
a——| <

Como a ¢ FE7, no existe ¢ < ) con las propiedades anteriores. Por lo tanto, @ < ¢, como se

buscaba demostrar. [ |
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Se denotard por S(a) a la suma

Una relacién entre S(a) y S() que puede deducirse facilmente con la Férmula de Sumacién de

Abel se presenta en el siguiente lema.

Lema 4.9. Se tiene la igualdad

N S(w) S(N)
S(a) = — du + + O(VN log? N).
(OZ) th U10g2 U U lOgN ( 0og )

Demostracion. Se aplicara la Férmula de Sumacion de Abel (Teorema 1.3) para S(a), con

log n e?mzn si n es primo,
Cn =
0 en otro caso.
C(u) = Z Cn
1.9<n<u
Entonces
S(a) = Z (C eQm‘zn)L _ _JN C(u);du +C(N) 1 .
1.9<n<N " logn 1.9 ulog?u log N
Notese que

n=2

0 logy u
Cu) = S(u) — Z Z logp €™ " = S(u) + O <logu Z {’/ﬂ) = S(u) + O(v/ulog? u),

n=2p"<u

por lo que se concluye que

) = — [ et dus et
- 1.9 ulog?u log N
N S(u) N 1 S(N)
= - du+ | O|—=)du+:—2+O(VNlog>N
L,gulogQu " L,g (ﬁ) “ log N ( og” N)

~

N A
S(u) S(N) /N o2
=— du + + O(V N log” N).

L.Q U10g2 U u IOgN ( og )

Teorema 4.10. Para cualquier a € R, y U,V reales positivos se tiene que

DT Ay « (W + Wa + Wa + W) (log N),

n<N
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donde
Wy = 2 A(n)e*mion W3 = Z Z log me?™ianm
n<U n<V | N
n
W2 _ 2 Z e27rzomm W4 _ 2 A(n) Z wm€27rwmm ’
n<UV | g N U<n<X Vamg
n \% n
con Wy, = Z wu(d).
dm
<V

Demostracion. Por la Identidad de Vaughan (Teorema 2.30) se tiene que

Z A(n)e?mion — 2 Ay (n)e?™on 4 Z Ay (n)e?™om 4 Z Az(n)e?™on 4 Z Ay(n)emion,

n<N n<N n<N n<N n<N
Se concluira acotando cada una de estas sumas como sigue

i] Z Al(n)eQTriom _ Z A(n)e%riom =W1,

n<N n<U
ii] Z A2 (n)e27riom _ Z Z A(m)u(d) 627rian _ Z A(m)u(d) eQm’amdr
n<N n<N mdr=n mdr<N
m<U m<U
d<v <V
< 2 10gN e?m’amdr _ logN Z 2 e27rion“n _ W2 IOgN,
gig' r<Ao n<UV | g IO
i) | Y As(n)e®™ = | Y YT pu(d)log he’™ | = | > pu(d)log he?™n
n<N n<N hd=n hd<n
<V d<Vv
< Z Z log he27riahd — Wg,
d<V hg%

% % i 2wt

iv] Z Ay(n)e?mion| =
n<N n<N mk=n d|k
m>U d<vV
k>1 =
_ Z A(m)< Z M(d)>€2m’amkz _ Z A(m)wke%riamk = Wy.
mk<N dlk mk<N
m>U d<V m>U
k>V k>V

Definicién 4.11. Se definird la funcién ||, : R — [0, 3] como
|z = min{{z}, 1 - {a}}.

Lema 4.12. Sean @ = ¢ + q%, donde (a,q) = 1, ¢ = 1 y |0] < 1. Entonces, para cualquier

a
q



72 CAPITULO 4. EL PROBLEMA TERNARIO DE GOLDBACH

BeR,U>0,P>=1 se cumple la desigualdad

a 1 P
min{U, ———— 7 <5 —+1) (U +qlogq).
2 ) <3 (5 +1) @ s

Demostracion. Es suficiente ver que para cualquier k € N se cumple la desigualdad

kq q

1 1
min U, ———— = ) min U, < 5(U + qlogq).
x(kzi)qul { laz + B« } 3;1 { laz + alk — 1)q + Bl« } (U + qlogq)

Sean =« <(k —g+1+ l%J) + (. Se tiene que

. 1 : 1
min < U, < min < U, .
ch::l { |am+a(kz—1)q+5|*} Izq { |aa;+a(k—1)q+ﬁ|*}
2

Noétese que

Ox
a 0 ar + 0x ax+ {na} + =
>x+n:nq+2_ lnal ¢

q q q q

a:c+77=<+2
9 49

Oz
Como {nq} + %

también lo hace ax + |nq|, se concluye que

2 1 1
Z mln{U, |aaz+a(k‘—1)q+[3|*}: Eimm U,i

__4q
T=—3

< 2, y como cuando x recorre un sistema completo de residuos moédulo g,

Lema 4.13. Sean o = ¢ + %, donde (a,q) =1,q9>1y|0| <1. Para cualquier C =2 y N > 1

se tiene que

T
N 1 N

Z min {, } < ( +T + q) log(2¢T).
t oty q

Demostracion. Sean

N 1 N 1
Ry = Zmin —— Ry = min{ —, —— ».
t 7 |ot]s . t 7 |at].

q
i<z

wiha
/A

Notemos que, si t < %, se puede escribir

1 1

|at | N

G
q+q

at ot
q - q>

* *
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donde n = at y |6(n)| < % Nétese que cuando ¢ recorre los niimeros 1,2, ..., 4, los niimeros at

y —at son todos distintos modulo ¢, entonces

L (N N
& — —i—qlogq) « — + Lloggq
q (L 2, q

N o N
« “log2T + 3(1 b 24444 2lo8 T 100 g « ( + T) log(2¢T).
q q

Por lo tanto

i T (7 7ve) st

Teorema 4.14. Sea o € Fy. Entonces se cumple la estimacion

2 A(n) 627riom

n<N

« (Jvffl/2 NS N1/2q1/2) (log N)®.

a 0
Demostracion. Sea o = 2 —i-?, con@Q <qg<7,0<a<gq, (a,q) =1yl0] <1.Se puede suponer

que N > g, ya que en otro caso, la suma se estima trivialmente por Nlog N « N1/241/2 log N.

Usando el Teorema 4.10 y su notacién, para U,V = N%/5 se deducen las siguientes cotas

Z A(n)€27rian

Cota para Wj: Es claro que Wy = < Z logn < N5 log N.

n<U n<U
Cota para Ws: Notemos primero que, trivialmente

Z e27rzomm <P
m<P

2 Imicmm | sen{ranP) 1 1

e = . = < < .
2
= e?mian — | sen(man) |sen(mran)| = |an|.

Entonces, por el Lema 4.13 se tiene que
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. N 1 N
e2mianm < 2 mm{ } &« ( + N4/5 + q> log N.
" lan|s q

n<N4/5

Wy =
n<UV

mé%

Cota para Ws: Usando la Férmula de Sumacién de Abel (Teorema 1.3) para ¢ = e>™onF y

f(k) = logk se tiene que

N
_ ' Jn (2 Qﬂlans) %dS + 2 2mianm IOgJZ‘

m<s < N

Z (log m) eZﬂ'ianm

N
1<m<;

1

N
n N 1 1 N 1 N
<J mln{ } d5+m1n{ }logN & mln{ }logN

1 o]y Jam|, " |an] .

y nuevamente, por el Lema 4.13, se tiene que

_ W E Ny 2
W3—2 & Z mln{n,|an|*}logN<<(q+N —l—q)(logN).

n<V n<N2/5

Z log meZﬂ’ianm

N
<N
ms

Z u(d)| < d(m), donde d(m) denota el nimero

dlm
dsV
de divisores de m (ver [4, pp. 233]). Usando la estimacién del problema del nimero de divisores

« rlogx, se deduce que

Cota para Wy: Notemos primero que |wy,| =

de Dirichlet que dice que Z d(n)

n<x
Dllwml? < ) dm)® = ) d(ww) < > d(u)dv) <2 ) d(u) Y] d(v)
m<k m<k uv<k uv<k u<kl/2 vé%

2k+1

& Z d(u log—<<k:10gk 2 7)<</<;10gk 2+ Z 2

u<kl/2 u<kl/2 1<k<log, k1/2 u= 2k+1

< klogk (2 +2(log4 + log8 + - - - + log 2”°g2(’€1/2)1)>
< klogk(2+3+4+---+logk) < k(logk)®.

Notemos también que, para j fijo, se tiene que

NN 1 N 1 N
min ,——— | < min L —+T+ log(2qT).
% min )« 5 min (T « (5 7 va) st

k+#j k .] |Oé(k—j)|* 0<t<T
0<k<T

Entonces

Z wme%rzomm

V<m<%

« (logN)* > ,

M<n<2M

2 A(TL) Z wme27rianm

N N
U<n<yr Vam<i
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por lo tanto

2

= M(logN)* > wpWye?mion(mma)
M<n<2M
V<m1,m2<%

Wi « M(logN)* )
M<n<2M

Z wm62momm

V<m<%

< M(log N)* Z | Wiy Wins |

V<m1,m2\%

2 e?m’an(ml —ma)

M<n<mfn{2M,mll,ml2}

N 1
& M(log NY*M = (log N)3 + M(log N)* 2 42 m{M,—
(log V) M(Og ) (log N) Z N(Wml Winy) Min la(mi — ma)|s
V<mi,me<y;
mi#ms
1
« N3 (log N)7 4+ M(log N)* w Qmin{M,}
(log V) (log N) Z NI ma a(mr —ma)|s
V<m1,m2<M
mi1#me
1
= N¥5(1og N)" + M(log N)* w? ml’n{M,}
(og )T+ M(logN)* 3, wh | D) [a(m —ma)ls
V<TTL1§M V<m2<ﬁ
ma#mi1

1
< N5 (log N)7 + M (log N)* w? min{M,}
(oa )"+ Mlog M)t D, wmi| 2 s — )l
V<m1<ﬁ V<TTL2§M
ma#mai
N N 1
< N®¥5(log N)™ + M(log N)* 2 w2, 2 ml’n{,,}
N N m1 my |a(mi —ma)ls
V<mi<y; V<mo<y;
mo#m1

N N
« N¥°(log N)T + M(log N)* dwk, (q ot q) log N
<N
=M

N N\’ (N N?
& N8/5(logN)7+MlogN5M <logM> <+N3/5+q> « (log N)® (+N8/5+Nq>.
q q

Por lo tanto,

V<m1

W, < (Nq*1/2 NS N1/2q1/2) (log N)*.
Entonces se puede conluir que

N

A(n)eZ™Om « (W1 + Wa + Wy + Wy) log N « (Ng~ % + N¥° 4 NY241/2)(log N)°.

n=1
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at (% y 0] < 1, entonces

5100 ()

Demostracion. Por el Lema 4.9 y el Teorema 4.14 se deduce que

Corolario 4.15. Sia€ Ey, con a =

N S(u) S(N)
S(a) = — du + +O(WNlog? N
(@) qubg% wt oy + 0N log? )

du

_ fN O((Ng~ '/ + N*/5 + N'/2q1/)(log N))
1.9 ulog?u

—1/2 4/5 1/2,1/2 5
QNG NP+ RGN0 ) | g )

=0 ((Nq*l/2 + N5 4 N1/2q1/2)(logN)5) .

N 1 1 :
Luego, como g < T = W y a § W, se tiene que

N N N
510 =0 (g~ ) = ()

Teorema 4.16. Se cumple la estimacion

Demostracion. Se sigue de que

Jo(N) = S3(a)e~ 2N oy < S3(a)|da « ——s
) = [ s 18l « s [

—L Z 1<<7
~ (log Ny & (log N)*’

=

p primo



Apéndice A
Productos infinitos

Definicién A.1l. Dada una sucesién de nimeros complejos {uy}nen, se define su producto

infinito como

Teorema A.2. Supdngase que {un}nen €s una sucesion de nimeros complejos que, como serie,
a0

converge absolutamente. Entonces, el producto infinito H(l + uy,) existe.

n=1

Demostracion. Para ver que la norma converge basta con observar que

N
<1
< lim [T+ [ual)

N
< lim elnl = 1fm exp |un |un| .
Nﬁoon_1 N—w

N
Se necesita también que exista k € N tal que A}l’m H (1 + up) # 0. Tomando k € N tal que

Q0
2 |un| < 1, tenemos que
n=~k
N N N
]\}linoo I_Ik(l—i-un = H (1 —Juy|) = hinool— Zk|un| > 0,
n= n==k n=

por lo tanto, basta ver que el argumento converge.
Recordemos que |arctan(x)| < |z|. Por la convergencia absoluta de {uy, }nen, existe N € N tal

que |u,| < 1 para cualquier n = N; y asi se tiene que arg(1l + u,) < arctan(2|u,|) < 2|u,|, Vn =
1

77
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N. De aqui que

0 M
arg <H(1+un)> = ]Vlfl’inoo arg (H(l +un)>|
n=1 n=1
M
= hm Z arg(l + uy,) 2 arg(l + up) + hm Z arg(l + up,)
n=1 * n=N+1
N M
Z arg(l +up)| + ]Vl[iLnOO Z larg(1 + uy)|
n=1 n=N+1
N M
Z arg(l + up)| + z\}linoo Z |2up, |
n=1 n=N-+1
y por hipdtesis, este limite existe. Entonces el argumento también converge. |

Teorema A.3. Supdngase que {fn}nen es una sucesion de funciones complejas acotadas en
e}

D c C, tales que 2 | fn(2)| converge uniformemente en D. Entonces

n=1
e}
1_[ + fulz
converge uniformemente en D, y f(z9) = 0 sty sélo si fr(z0) = —1 para alguna cantidad finita

de naturales n.

Demostracion. Como cada f, es acotada en D y la serie converge uniformemente, se tiene que

la suma Z | fn(z)] es acotada en D.

Notemos que los productos parciales Fy(z) = (1 + fu(2)) estdn acotados por e para

1=

n=1

cualesquiera N € Ny z € D, donde C es la cota de Z | fn(2)| (se puede ver claramente que esto
n=1
sucede en la demostracion del Teorema A.2). Entonces para todo € > 0, existe N, € N tal que

Z|fn )| <e Vze D

n=N,
De aqui que
1f() = Fn.(2)| = [Fx(2)l| ] (4 fa(2) -1
n=Ne+1

< [Fn.(2)[(ef = 1) < 2€|F.(2)] < 2Ce

Por lo tanto converge uniformemente.
Notemos que si f,(z0) = —1 para alguna zp € D y alguna Ny € N, entonces Fy(zp) = 0 para

cualquier N = Ny, y en consecuencia f(zg) = 0.
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Para el regreso, notemos que como la convergencia de la serie es uniforme, dada 0 < € < % se

e 0}
tiene que 2 | fn(2)| < € para cualquier z € D. Supongamos que f,(z9) # —1 para toda n € N,
n=Ne
como |f(z) — Fn.(2)| < 2¢|Fn_(2)] se tiene que |f(z)| = (1 — 2¢)|Fn.(2)| > 0. Observemos que

se necesita que suceda para s6lo una cantidad finita de naturales para que esté bien definido el

producto. |



Apéndice B

Funciones de orden 1

Definicion B.1. Sea f una funcion entera. Se dice que f es de orden finito si
f(z) = O™ cuando |z| — ©
para algiin a = 0. En caso de tener orden finito, el orden de f se define como
ay = inf{a € R : « testifica que f tiene orden finito}.

No es dificil ver que si f es de orden a entonces existen A, B > 0 tales que |f(z)| < AeBI#l”
para cualquier z € C. También se puede deducir, por el Teorema de Liuoville, que si f es de

orden finito y no es una funcién constante, entonces ay > 0.

Proposicion B.2. Sea f holomorfa en Q y que no se anula en esa region, con ) simplemente

conexo. Entonces, existe g holomorfa en Q tal que f(z) = e9(2).

Demostracion. Sea zg € 2 y para cualquier z € 2 se define

f'(w)
y. J(w)

g(z) := dw + C,

donde v, es una trayectoria de zg a z dentro de 2. Notese que, por el Teorema de Cauchy, la
definicién de g(z) no depende de la eleccién de +,. Se tiene entonces que g es holomorfa en
Qydz) = % Como d%(f(z)efg(z)) = 0, se deduce que f(z)e 9% es constante. Eligiendo
C = log f(z0), tenemos que f(z)e 9 = f(z)e=9(*0) = 1 para cualquier z € Q. Por lo tanto,
f(z) = e9®), [ ]

Teorema B.3. Sea f una funcién entera, sin ceros y de orden finito. Entonces, existe polinomio
g(2) tal que f(z) = e9).

Demostracion. De la Proposiciéon B.2, sabemos que g(z) = log f(z) para alguna rama del lo-
garitmo. Sea « el orden de f, entonces existe ¢ si |z| = R y R suficientemente grande se tiene
que

[R(g(2))| = log| f(2)| < cR™.

80



Haciendo el desarrollo en serie de Taylor en el origen de g(z), se tiene

o8]
2 (an + iby)

por lo que, para z = Re | se tiene la igualdad
[e¢]
R(g(2)) = Z (anR" cos(nd)) — b, R" sen(nd)).
n=0

Podemos suponer, sin pérdida de generalidad, que g(0) = 0. Entonces, para n >
21 2 )
ma, R" = J anR"cos*(n@)dh = J cos(nf)R(g(Re™)).
0 0

Por lo tanto,

21
T|an|R™ < f IR(g(Re™®))|d6 < 2mcR™.
0

81

1 se tiene que

De lo anterior, se deduce que |a,| < 2¢R* ™y, como R se puede elegir arbitrariamente grande

concluimos que si @ < n, entonces a,, = 0. De manera similar se llega a que b, = 0 cuando

a < n. Por lo tanto, g(z) es un polinomio.

Observacién B.4. Si f(z) = ¢9®*) donde g(z) un polinomio de grado k, entonces f(z) tiene

orden k.

Proposicién B.5. Sea f una funcion de orden o que mo se anula en z =0, y sea 8 > «. Para

R suficientemente grande se tiene que
T(R) = O(R?)
donde Y(R) es el nimero de ceros de f(z) en Bgr(0).

Demostracion. Sea Ry > 0 tal que, si |z| > Ry, entonces |f(z)] < el*!

21,22, -+, 27(R) los ceros de f en Bpg. Sea
@ oy
F(z) = .
@=s 11
Por el principio del méximo se tiene que |F(0)| < ln‘nagx |F'(2)], por lo que
| £(0)] JerP_ 1
R S gla?fgf 2)| H ]z (2R)T®)

de donde se concluye que T(R) = O(RP).

B.SeaRzRoy
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Corolario B.6. Sea f de orden a, con f(0) # 0 y con una cantidad infinita de ceros en z1, za, . . .
ee)

contados con multiplicidad. Entonces, para cualquier 8 > «, la suma Z | |B converge.
7L

Demostracion. Sea a < § < 8y Ry suficientemente grande. Para cualquier R = Ry = 1 se tiene
que Y(R) = O(R?). Entonces

0 1 1 © Rk+1
Z\zn|522 ‘n|ﬁ+2 Z W\ Z ))

n=1 lzn|<R k=1 gk <z |<Rk+1 k=1
|
<C+ RO (Z ) < .
B—0\k
Zi (RF9)
|
Teorema B.7. Sea f una funcion de orden 1, con f(0) # 0 y con ceros en z1, 29, ... contados

con multiplicidad (podria ser una cantidad finita de ceros). Entonces, existen A, B € C tales que
0 5 B
f(z) = eATB2 (1—) e=n.
(2) L[l -

Demostracion. Para cada z € C fijo, se tiene que

B 2
(1—2)6271:14-0('22)
Zn 22

donde la constante implicita no depende de n. Por el Corolario B.6 y el Teorema A.2, el producto
o) 5 ;
P(z) := 1——)e=
@=11(-1)

converge. Como la constante implicita estd acotada en cada compacto de C, P(z) converge

uniformemente en cada compacto de C y por el Teorema A.3, P(z) es una funcién holomorfa.
Nétese que F(z) = % es entera y no tiene ceros, pues f(z) y P(z) son enteras y tienen

los mismos ceros con la misma multiplicidad. Por el Teorema B.3 seria suficiente demostrar que

F(z) es de orden 1.
1
Sea 1, = |z,|. Por el Corolario B.6 se tiene que Z — < 00, lo que implica que existen
— Tn

R e R* tan grandes como se quieran tales que
e}
Re¢U:= U[rn —ri,rn +r72l]
n=1

Por el Principio del Méximo, es suficiente demostrar que, para todo R € RT\ U, se cumple que

F(z) = O(el1'™) para cualquier € > 0.
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Sean

De la misma forma que se demostré que P(z) era una funcién holomorfa, se ve que cada P;(z)

es entera. Sea R € RT\ U, entonces, para |z| = R se tiene que

|2 _ R 2 —_ € €
|P5(2)| = H ( _’Z‘) e Tenl > H e C<|zn\) > efcR2(2R) 43 > 663R1+7.

2R<|zn

Entonces |P(z)| = |P1(2)||P2(2)||P3(2)| > e~ R para cualquier |z| = Ry € > 0, y como
f(z)=0 <e|z|1+7>, entonces

Fz) = f(z)) =0 (ezll+5elzl+%> — o (™)

con lo que queda demostrado. |

Proposicién B.8. Sea f una funcién de orden 1 con f(0) # 0. Si f(z) # O(e?)) cuando

|z| = o0, entonces f tiene una infinidad de ceros.

Demostracion. Si f tuviera una cantidad finita de ceros en z1, 29, ..., 2z contados con multipli-

cidad, se tendria que

k k
z z 9zl
If(z)] = et Bz H (1 — ) ez | < ‘e"”BZ‘ H e’ lenl =0 (ecm)
n=1 “n n=1
para z suficientemente grande, llegando a una contradiccién. |
Proposiciéon B.9. Sea f una funcion de orden 1, y sean zi,zo,... sus ceros contados con

0
1
multiplicidad. Si Z —— converge, entonces |f(z)| < e para algunos a y b reales positivos.

n:1|zn‘
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Demostracion. Si la serie convergiera, se tendria que

o0 . .
€A+BZ H 1- 2 Vezn
Zn,

n=1

0
2|z L
< |6A+BZ| H 2R < |6A+BZ|6M\Z| < eAHBM)2|

n=1

[f(2)| =




Apéndice C
La funcion I’

La funcién I'(s) se define, para R(s) > 0 como

0

I(s) := J e~ 't571dt.
0

Dicha funcién estd bien definida, pues e 51 es continua en [0,00) y e #*° 1 = O (t%) La

funcién e~'t*~! es holomorfa en R(s) > 0 para cada t € RT fija, y es continua sobre s y ¢, por

lo tanto,

[h(s) := J et lat

es holomorfa en 0 < a < R(s) < b < . En la misma regién se tiene que I'j,(s) — T'(s)

uniformemente, ya que, tomando s = g + iy con a < o < b se tiene que

1

s o0 1 Q0
IT(s) = Tp(s)] < f e 't7 lat +J e ‘7 ldt < J et at +J e b tdt
0

n 0 n

1 Ly
<—+c| e 2dt—0
na

n
cuando n — 0. Por lo tanto, I' es holomorfa en R(s) > 0.

Lema C.1. Si Re(s) > 0, entonces I'(s + 1) = sI'(s).

Demostracion. Integrando por partes se tiene que si ®(s) > 0, entonces

n n n
e ts =— J e ttsdt + sf e tt5 7 dt
t=1 1 1
y haciendo n — o« queda demostrado el Lema. |
Q0
Nétese que T'(1) = J e 'dt = 1. Usando el lema anterior se tiene el siguiente corolario.
0

Corolario C.2. Para cualquier n € N se tiene que I'(n + 1) = n!.

Teorema C.3. La funcion I' se puede extender de manera meromorfa a todo el plano. Sus polos

(="

n!

se localizan en s € {0,—1,—2,...} y el residuo de " en s = —n es

85
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Demostracion. Por el Lema C.1 se tiene que la funcién fn(s) [(s+m) ) coincide con

. = 5(s+D)(s+m—1
I'(s) en R(s) > 0. Entonces I'), es extension meromorfa de I" en R(s) > —n. Por la unicidad de la
extension meromirfa se deduce que se puede extender a todo el plano complejo meromorfamente.

Sis=—kconke{0,1,2,...} y k <n, entonces

. ) (s —k)'(s +n) I'(n —k)
Reso——I'm(s) = Jm, s+ 1) (stn—1)  (n—1—kI(-1)(~2)- (k)

(n—k—1Dn! 7l

(n—k=DI=DF _ (-)"

Teorema C.4. La relacion sI'(s) = T'(s + 1) se extiende a C\{0,—1,—-2,...}.

Proposicién C.5. La funcion I' se puede representar en todo el plano como

® n Iv'e]
2 f et
=0 n + 8

1

Demostracién. Usando la serie de Taylor de e~ y el Teorema de la Convergencia Dominada de

Lebesgue se tiene que, si R(s) > 0, se cumple la igualdad

1 . L 1 ®© (_ ntn-i-s 1 0 (_1)n
e ‘t7dt = f J —dt = —_—
JO ) 2 Zo nl(n +s)

n=

Por lo tanto la proposicién es cierta para R(s) > 1.
0
La funcién f e 't5 1dt es entera, ya que e 't* ! es continua en (s,t) € C x (1,0) y; para
1
cada t € (1,0) fijo, e7'*~1 es holomorfa en s.

( "

Sea R > 0. Veamos que Z nts)

es meromorfa en Bgr(0) pues, si N > 2R se tiene que

e} 0
—1)" 1 1
Z:n‘((n—i)-s) EZE_)O
n=M n=M
. (="
cuando M — oo, por lo que converge uniformemente en Br(0), por lo tanto Z ————— es
nl(n +s)
(=" :
holomorfa. Entonces 2 ———— es meromorfa y la igualdad se da en todo el plano. |
L nl(n + s)
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Lema C.6. Si0 < a <1 se tiene que

0 Vafl T
dv = .
o 14w senma

Demostracion. Haciendo el cambio de variable v — e* se tiene que

s y‘l_l ] ar
J dv = J R
0o 1+v _o 1 +e*
Los polos del integrando son simples y se localizan en z = (2k + 1)mi para cualquier k € Z
— (2k + 1)7i)e*s
y tienen residuo lim (s — (2k + 1)mi)e

s—(2k+1)mi 1+ es
conformada por la frontera del rectangulo con vértices en —R, R, R + 2wt — R 4+ 2wt y aplicando

= —2+ D™ Tomando dp como la trayectoria

ami

dr = —2mie®™". Notemos que

el Teorema del Residuo se tiene que XaR ff—;

R+271 0z eaR —-R 0z
J ~dz| < 2r— y J —dz| <
R 1+e et —1 _Raomi L t+e

y cuando R — o0, ambas integrales se hacen 0. Por otro lado

—R+2mi az -R ax
f A e%MJ ¢ _dr
R+27i 1 + e® R 1 + e®

se deduce que

) ) 0 pax
—2mie®™ = (1 — ¢2™a) J —d,
_ol+e
de donde se concluye '
0 6(1:6 d _27.‘.Z'ea7rz T
x = — = .
O R 1 —e?ma  genma

™

Teorema C.7. Para cualquier s € C se tiene que I'(s)['(1 — 5) = T—.

Demostracion. Se sigue del Teorema C.3 y el Corolario C.2 que los niimeros enteros son todos

T
senms "

los polos de I'(s)['(1 — s), y son polos simples; al igual que la funcién Notemos que, si

0 < s < 1 se cumple la igualdad

o6} Q0
L(1-s)= f e “u tdu = tf e t(vt) Sdv,
0

para cualquier ¢ > 0. Entonces

0

M- 1) - |

0

00 00
e~ TIN(1 — s)dt = J e~ tst (tf e_”t(yt)_sdy) dt

0 0

a0 —S

0 0
= J J et =S dtdy = J Y = T __T
o Jo o 1+v senm(l —s) senws
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Como la igualdad se da en un conjunto con puntos de acumulacion, dicha igualdad es cierta en

todo el plano. |

Corolario C.8. T (;) = /7.

Teorema C.9 (Representacién de Gauss para la funcién I'). Para R(s) > 0 se da la igualdad

Demostracion. Se tiene que

I'(s) = J 571 1im (1 — ) dt = lim | ¢! (1 — ) dt.
0 n—a0 n n—0o0 0 n

Usando ahora integracién por partes tenemos que
"1 "1
8 (e
0 S n n

n
n t\" 1 t
f 5t (1 — ) dt = —t* (1 - )
0 n S n
n t n—I1
S (1 — ) dt.
ns Jy n

t=0
Si se repite el proceso de integracién por partes se llega a que

Jntsl 1t ndt: n! Jnt“”ldt: n!-n¥n
0 n n?s(s+1)---(s+n—-1) Jy n"s(s +1)---(s+n)

Entonces

l.
I'(s) = lim nen = lim

n—-w (s +1)---(s+n) nawyl_[(l_%)il'

Definicion C.10. Se define la constante v de Euler como

n
1
v = lim (Z - —logn) .
n—ow \ & j
Jj=1
Teorema C.11 (Producto de Weierstrass). Para cada s € C se tiene la igualdad
1 © s -1
T(s) =~ eJ (1—1—,) .
0=t 1] (14

Demostracion. Si R(s) > 0 se tiene que

n _1 S...S
n , e s\—1 s
() = %U( ) (1+3) ¢
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=57 n N —1 R
= lim | | (1—1—,) ei.
S n—ow 7

7j=1

-1 2
s s s

Por el Teorema A.3 el limite existe y es una funcién entera, pues (1 + > ei =14+0 (2)
J J

2
s
y 2 —5 converge uniformemente en cualquier compacto de C. Entonces se da la igualdad en

j=1
R(s) > 0y, por la unicidad de una extensién analitica, se concluye la demostracién. |

Corolario C.12. La funcion I' no tiene ceros en C.

Teorema C.13 (Férmula de duplicacién de Legendre). Para cualquier s € C se tiene la igualdad

Ixsn*<s+-1>:=21—%wércmy

2

Demostracion. No es dificil ver, ayudados del producto de Weierstrass, que

0 I'(s) _ = 1
ds T'(s) nZ::O (s +n)?

Nétese que I'(s)I'(s + ) y I'(2s) tienen los mismos polos. Para cualquier s ¢ {0, -1, -1,—3,...}

se tiene que

or o I'(s - 2 < o I'(2
o (5)+ Z Z Z =2 (5)‘
0sT'(s)  0sT(s (s+n)? Z(s+n +1 (25 +n)? 0s T'(2s)

Integrando lo anterior se tiene que, para algunas constantes a, b se cumple la igualdad

L(s)I'(s + %) = ¥ (25).

Evaluandoen s =1y s = %, con ayuda del Teorema C.7 y el Corolario C.8 se puede concluir

1
que eaerb — 217257.(5' [
La demostracién de los siguientes famosos teoremas se encuentran en [1, pp 204].

Teorema C.14 (Férmula de Stirling). Sea 6 > 0. Cuando |s| — oo la funcion T' cumple la

aproTIMacion

1 1
logI'(s) = (3 — 2) logs — s+ 3 log 27 + O(Js| 1)
en la region —m + 0 < args < m — 4.

Teorema C.15. Sea 0 > 0. Cuando |s| — © la funcion T' cumple la aproximacion

= log s + O(|s|71)

en la region —m + 0 < args < m — 4.



Apéndice D
Formula de sumacion de Poisson

Se denotara por F, al conjunto de funciones f tales que

e f es holomorfa en S, = {z € C: |¥(2)| < a},

e existe A > 0 tal que f(x + iy) < H% siempre que x € R, |y| < a,
y se denotard por F = U Fa.

aeR™

Definicion D.1. Para cada f € F se define su transformada de Fourier como

s) = J_OO f(z)e= 2%y,

Teorema D.2. Si f € F, para alguna a > 0, entonces |f(s)| < Be 2™l para todo 0 < b < a.

Demostracion. El caso b = 0 se sigue de que f es acotada, pues

fors [ | Z e[

En caso de que s = 0 se sigue de que

f(x)

627rixs

p dr = Ar.

~ 0 0 1
) < f F@)lde < A LO L

—0

En caso de que 0 < b < a y 0 < s y usando el Teorema de Cauchy se tiene que

R—

= lim J f 27rmsd
b

—R—ib ' R—i ' R 4
= lim (J f(x)e*™ @ dy 4 J f(z)e?™ @8 dy + J f(m)ezmmdx> .
R —R—ib R—ib

R—

Notemos que

zb
f 727rz:vs dx

—27rt5
J’f 2m(th)s’dt<fA€ Jdt_
0

90
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La misma cota se tiene para la integral de R — ib a R. Finalmente

00 A —27mbs
e —
do < Ame=270s,

0
< J |f($ o ib)e—Qm(w—ib)s’daj < J

R—ib o
f(x)e_ LS 0 o
J—R—ib —0 e 1+ a2

Haciendo tender R a infinito se concluye este caso.
Para el caso 0 < b < ay s < 0 se hace del mismo modo que el anterior, salvo que se considera

la integral sobre el rectangulo con vértices en —R, —R + ib, R + ib, R. [ |
Del Teorema anterior se deduce facilmente que si f € F, entonces f € F.

Teorema D.3 (Férmula de Inversion de Fourier). Si f € F entonces para cualquier x € R se

tiene que

fa) = [ fopemeas

Demostracion. Usando el Teorema de Fubini-Tonelli se tiene que

w ~ . m w . . .
J f(S)eQW”CSdS _ J J f(u _ ib)e—27r7,(u—zb)s€27r7,xsdud8
0 0 J-owo
o0 o) o
_ J f(u . Zb) J e—?ﬂz(u—zb—x)sdsdu
-0 0

1 du = 1 (* f(u-—1ib)

S du.
omb + 2mi(u —z) . 2mi ) g u—ib—a "

_ foow Fu— ib)

De manera similar se tiene que

©  f(u+ ib)

o Uu+ib—z

0 i 1
TS Jo — du.
foo f(s)e s 5s u

Sea R > |z|. Por el Teorema de Cauchy, se tiene que

f) = 5 [ IO

2 oCR 2 —T

dz,

donde Crg es el rectangulo que tiene por vértices a los puntos R — ib, R + ib, — R + ib, — R — ib.

Como

+R—ib # — L

JiR-ﬁ-ib f(Z) 2l < fiR-Hb |f(2’)| 5 < A fiR-ﬁ-ib 1 "

A
S hra lz—al T T 1+R2 gy |2 —af

y esto ultimo tiende a 0 cuando R tiende a oo, concluyendo que

flz) = 1( : f(“_ib)dmf_oo f(“”b)du> - ro F(s)e2m57 ds.

o U—tb—x w Uu+ib—z —w

Teorema D.4 (Férmula de sumacién de Poisson). Si f € F, entonces 2 f(n) =Y f(n).

neZ neZ
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Demostracion. Notemos primero que la funcion ﬁ tiene polos simples para cada z € Z con

: 1 : fz) s : : f(z)
residuo 5. Como f es holomorfa se tiene que sz~ tiene polos simples con residuo 55— para

cada z € Z, a menos que f tenga un cero ahi. Sea a > 0 tal que fe F, y 0 <b < a,y sea Cy el

rectangulo con vértices en N + % —ib, N + % +ib,—N — % +1ib, —N — % —1b. Por el Teorema de

Z f(n)zf eziizildz

~N<n<N CnN

Cauchy se deduce que

Notemos también que

A b 1
< lim T J 5 dz = 0.
Nowl+ (N +35)2 )y 1+e 2™

dz

lim
N—o0

J+(N+é)+z‘b f(z)

TP
+(N+1)—ip €T =1

Entonces concluimos que

) N+%—ib f(z) N+%+ib f(Z)
2, fm) = lim ( | R e | e 10

—N—%-&-ib e2miz _

0

N+21—ib . . N+2+4ib © ,
= lHm J f(z)6—27rzz 2 6—27rznzd2 o J f(Z) 2 627rmzdz
n=0

1. 1.
—N—5—ib n=0 —N—35+ib

0 N1 —ib 0 N+14ib
. 2 —2mi(n+1)z . ? 2minz
= im f(z)e dz + E lim f(z)e dz
. nZON—)OO —N—%-‘rl’b

_ i JOO f(z)e—%ri(n-i-l)zdz + i JOO f(z)e%mzdz _ Z f(n)
n=0v—®

neZ
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