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Resumen

La dinamica de fluidos computacionales o DFC es un drea que se encuentra en
la interseccién de: las matematicas aplicadas, las ciencias de la computacion, la
mecanica de fluidos y la ingenieria aeronduticaj se encarga de analizar y resolver
problemas sobre el comportamiento de los fluidos. A pesar de los grandes avances
tecnoldgicos y una mayor capacidad de computo derivada de éstos, aun resulta
computacionalmente extenuante generar simulaciones con un alto grado de exac-
titud, por lo que es comun el surgimiento de nuevos e innovadores algoritmos
para combatir este problema.

Por otra parte, en el area de ciencias de la computacion, el modelo de redes neuro-
nales ha demostrado ser apropiado para una gran y diversa cantidad de tareas en
diferentes dominios debido, entre otras cosas, a su propiedad como aproximador
universal de funciones [34, 66] y a su intrinseca compatibilidad con tecnologias
de cémputo en paralelo.

En esta tesis se hace una exploracién y un analisis de diversos algoritmos basados
en redes neuronales en tareas relacionadas a la DFC. De manera mas especifica,
se examina el desempeno que éstos tienen en la simulacion de fluidos compresibles
e incompresibles en donde la tarea puntual yace en la prediccién de propiedades
termodinamicas que definen el estado actual del sistema.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Perspectiva histérica de la DFC

La busqueda de un modelo que represente fielmente la dindmica de fluidos tiene
una larga historia. En 1822, Claude-Louis Navier y en 1845 George Stokes formu-
laron, de manera independiente y por vez primera, las ecuaciones que describen la
dindmica de los fluidos [51], llamadas actualmente ecuaciones de Navier-Stokes.
Estas fueron derivadas de tres principios de conservacion en la fisica. El primero
de éstos dicta que la tasa de cambio de momento en una particula de fluido es
igual a la suma de las fuerzas que actian sobre ésta [73] i.e. La Segunda Ley de
Newton. El segundo principio se expresa por la ecuacion de continuidad y des-
cribe la conservacion de masa. Finalmente, el ultimo principio es derivado de la
primera ley de la termodinamica y describe que la tasa de cambio de energia es
igual a la suma de la tasa de adicién de calor y de la tasa de trabajo hecha en una
particula de fluido [73], a ésta tltima comdinmente se le conoce como ecuacién de
estado.

Durante el siglo XIX, las aplicaciones derivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes
fueron restringidas a problemas simplificados y de topologia sencilla, en aras de
poder obtener soluciones analiticas; esto debido a que el esfuerzo que conlleva la
aplicacion de métodos numéricos en forma manual es intratable incluso en pro-
blemas bidimensionales.

Una de la primeras contribuciones al area de la DFC data de 1910, en donde L.F.
Richardson [58] introduce el método de diferencias finitas para la aproximacién de
soluciones aritméticas. Su trabajo descansa sobre computadoras humanas a una
velocidad de 2,000 operaciones por semana durante tres anos [79]. Progresivamen-
te, la simulacion de fluidos por computadora se comenzo a desarrollar durante las




1.1 Perspectiva historica de la DFC

primeras décadas del siglo XX; sin embargo, debido a la baja capacidad compu-
tacional de aquellos anos, ésta se concentré en aplicaciones bidimensionales.

Los grandes avances en la DFC fueron relegados hasta el advenimiento de los
semiconductores en la década de los 40 gracias a un dramaético incremento en el
poder de computo [79]; que entre otras cosas, dio como resultado el nacimiento
de las primeras supercomputadoras. Una de éstas, la CDC 6,600 fungié como
buque insignia de esta nueva generacion de ordenadores y podia realizar hasta 3
millones de operaciones de punto flotante por segundo, lo que la mantuvo como
la computadora mas rapida de 1964 a 1969; como consecuencia, surgieron las pri-
meras simulaciones de fluidos tridimensionales. Aunado a esto, se establecieron

firmemente algunos principios y algoritmos de la DFC (flujo potencial, ecuaciones
de Euler, RANS) [36].

De manera histoérica, el desarrollo de la DFC en la década de 1970 fue ocasionado
por las necesidades de la comunidad aeroespacial [3], en donde el crecimiento fue
nuevamente impulsado por un aumento en la capacidad computacional. Duran-
te estos anos, surgié el método de volimenes [33]; adicionalmente, apareci6 el
algoritmo SIMPLE que proporciona una solucién iterativa a las ecuaciones de
Navier-Stokes y el modelo k — € para el tratamiento de fluidos con turbulencia.
Ambos son ain usados hoy en dia por programas comerciales para la simulacion
de fluidos [79].

La transicion del nivel tedrico al practico ocurrié durante la década de los ochen-
tas y noventas, gracias al surgimiento de codigos comerciales flexibles. Se elimind
en cierta medida la necesidad de desarrollar codigo privado en las empresas vy,
por consiguiente, aumenté el niimero de firmas que se valian de la DFC para el
desarrollo de proyectos [79].

Desde su nacimiento, la DFC ha planteado grandes retos en cuanto a tratabili-
dad computacional debido a la enorme cantidad de operaciones necesarias para
la simulacién de un fluido [29]; poniéndolo en perspectiva, algunas simulaciones
pueden llegar a requerir varios meses para alcanzar el estado estacionario. El
problema se vuelve notorio cuando entendemos la naturaleza iterativa que ocu-
rre en la industria durante el desarrollo de un producto; més atn, encontramos
aplicaciones que requieren de una simulaciéon de fluidos en tiempo real, como es
el caso de los entornos virtuales [76], el de los videojuegos y en la supervisién y
monitoreo de sistemas dinamicos. En los ultimos anos se han propuesto nuevas
metodologias y algoritmos en pos de resolver este problema [77] [69].




1.2 Conceptos basicos de fluidos

1.2. Conceptos basicos de fluidos

Los fluidos se clasifican en compresibles e incompresibles; los primeros son aque-
llos cuyo volumen puede variar mientras que los segundos en los que permanece
constante [8]. En la realidad, todos los fluidos cambian en cierto grado su volumen,
pero el cambio de éste es tan pequeno que para una gran cantidad de aplicacio-
nes (e.g. animacién por computadora) se puede hacer una buena aproximacién
tratandolos como incompresibles. Por otra parte, no es recomendable hacer esta
aproximacion si se trabaja con escenarios en donde el volumen del fluido varia
considerablemente, como en el caso de un estampido sénico o de ondas de choque
[8].

En la simulaciéon de fluidos existen dos enfoques principales para especificar el
campo de flujo, estos son, el marco de referencia Euleriano y el Lagrangiano [51].

= En la perspectiva Euleriana, la especificacién de un campo de flujo es re-
presentada como funcién de la posicién x y del tiempo ¢; e.g. la velocidad
de flujo puede ser escrita como u(x, t); de manera abstracta, podemos decir
que es un manera de ver el movimiento del fluido que se enfoca en posicio-
nes especificas del espacio en las que el fluido se desplaza con el pasar del
tiempo [5].

= Por otra parte, en la especificacién Lagrangiana se sigue a parcelas indivi-
duales de fluido a través del tiempo. Para identificar parcelas especificas se
utiliza un campo vectorial a independiente del tiempo ¢, el cual es normal-
mente definido en ¢ = 0 [57]. De esta manera podemos escribir la posicién
del flujo como x(a,t).

Finalmente, cabe mencionar que existen ciertas aplicaciones en donde las con-
diciones extremas de presion y de temperatura llevan a trabajar con fluidos su-
percriticos o FS. Estos se caracterizan por no tener una separacién de rasgos
determinante entre la fase liquida y la sdlida, i.e. pueden disolver materiales co-
mo los liquidos y efusionar como un gas. Una sustancia es catalogada como FS
una vez que sus condiciones de presion y temperatura son superiores a su punto
critico (ver figura 1.1 [6]).
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Figura 1.1: Diagrama de fases de presién y temperatura mostrando el punto

critico del diéxido de carbono

1.3. Conceptos basicos de inteligencia artificial

Las Ciencias de la Computacién son el campo que se dedica al estudio sistemético
de algoritmos y estructuras de datos [19]. Dentro de ésta, se le conoce cominmen-
te como inteligencia artificial o IA al subcampo encargado de resolver tareas que
cotidianamente realizan los humanos, e.g. comprension, movimiento, reconoci-
miento de imégenes, capacidad de comunicacién, traduccién, trabajo creativo,
negociacion, etc [60].

Dentro de la IA estd el drea de aprendizaje de maquinas o AM, el cual se encarga
del estudio de algoritmos que aprenden de la experiencia o de los datos [11], dicho
de otro modo, se busca que a partir de un conjunto de datos y un problema a
resolver, se encuentre de manera auténoma (sin participacién del programador)
una solucion a éste. Finalmente, el aprendizaje profundo o AP es una seccién del
AM dedicada al estudio e implementacién de algoritmos modulares, i.e. méto-
dos capaces de estructurarse en cascadas o capas en donde cada una de éstas
representa una abstraccién del problema inicial [13, 72]. La figura 1.2 muestra un
esquema de las areas anteriormente mencionadas.

”De manera formal, se dice que una maquina aprende con respecto a una tarea
T, una métrica de desempeno D y una experiencia E si el sistema de manera
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Figura 1.2: Diagrama con relacion jerarquica de disciplinas en inteligencia artifi-

cial.

contundente mejora su desempeno D en la tarea T después de una experiencia
E”[48]. Ademds, podemos tener dos tipos principales de aprendizaje: supervisado
y no supervisado.

En el aprendizaje supervisado, el objetivo es aprender una funcién de mapeo que
convierta un vector de entradas x; a uno de salidas y; dado un conjunto de datos
D = {(wl,yz)}fil En el aprendizaje no supervisado, la entrada del algoritmo
unicamente es el conjunto de datos D = {wi}fvzl, y el objetivo es encontrar pa-
trones que sean considerados més que ruido estructurado [52].

Durante el proceso de entrenamiento, una practica comun e importante es generar
una particién de D en dos subconjuntos denominados entrenamiento y prueba.
El primero de éstos se utiliza para entrenar el modelo y el segundo para validar
los resultados con miras a demostrar que el algoritmo es capaz de generalizar el
conocimiento aprendido y procesar entradas nunca antes vistas.

En esta tesis, se hace uso de redes neuronales o RN y de redes neuronales con-
volucionales o RNC, ambas forman parte del campo de aprendizaje de maquinas
y normalmente son entrenadas a través del algoritmo del descenso del gradiente.
La forma de medir el desempeno de estos métodos es a través de una funcion de
costo que evalua la distancia que existe entre el valor actual y el deseado.
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1.4. Justificacion

Gracias a los recientes avances tecnolégicos y a una mayor capacidad de computo,
la DFC es usada rutinariamente en una gran cantidad de areas y disciplinas [12],
algunas de las mas relevantes son: ingenieria aeroespacial, diseno de edificios, in-
dustria quimica, industria de alimentos, medicina, ingenieria nuclear, ingenieria
petroquimica, ingenieria naval, ingenieria automotriz, sistemas de aguas residua-
les y plantas de energia. De manera general, las principales razones para utilizar
la DFC en la industria son:

= Reduccién en el precio del producto derivado de una disminucién en el costo
de la etapa de desarrollo.

Generacion y solucion de modelos de optimizacion.

Reduccion de la necesidad de experimentos fisicos.

Tiempo de lanzamiento al mercado disminuido.

Mejora en diseno del producto.

En pos de llegar a una apreciacién de la utilidad de la DFC en la industria, se
analizaran algunos de los casos mas importantes.

En la industria aeronautica, el uso de la DFC en el diseno de aeronaves comer-
ciales estd bien documentado [65]. La fortaleza de la DFC yace en su habilidad
para generar datos de vuelo a través de simulaciones por computadora a un bajo
costo en comparacion con pruebas en tuneles de viento y de vuelos en tiempo
real; ademads, es comun su aplicacion en problemas de minimizacién e.g. encon-
trar la geometria ideal de un perfil alar para reducir el arrastre o maximizar la
sustentacion [30].

La aplicacion de la DFC es relativamente reciente en el diseno de edificios. El
objetivo es crear ambientes térmicamente confortables y saludables haciendo uso
optimo de la energia. Ademas, existen importantes intereses econémicos y am-
bientales; por ejemplo, en Estados Unidos los edificios son responsables de un
tercio de la energia primaria utilizada y dos tercios de toda la energia consumida

1].

Existen varias areas de oportunidad en el interior de un edificio. Los sistemas de
aire acondicionado, por ejemplo, pueden ser optimizados para maximizar el con-
fort de sus ocupantes. Para los sistemas de control y dispersion de contaminantes
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se pueden encontrar las particiones de cuartos, diseno de pasillos y localizacion
de muebles que favorezcan a sus ocupantes; finalmente, se puede hacer un estudio
de la ventilacién natural del edificio [78].

La DFC historicamente ha otorgado gran valor a la industria automotriz; por
ejemplo, ha sido utilizada como herramienta auxiliar durante el diseno de au-
tomoviles y ha permitido una reduccién en los costos de produccién [14]. De ma-
nera concreta, algunas de las aplicaciones mas importantes de la DFC son: estudio
de la dindamica exterior de la carroceria, simulacién del proceso de combustion,
diseno del control de clima, andlisis del enfriamiento del motor, sistemas de esca-
pe, maquinaria rotacional (ventiladores, convertidores de torque, frenos de disco),
enfriamiento y proteccién del capd, entre otras. Existen dos retos principales en
esta industria: la simulacion precisa de fluidos y la obtencién réapida de resultados.

Menos intuitivo pero igualmente relevante, es la aplicacion de la DFC en la in-
dustria de la comida, en ésta, las areas mas relevantes de aplicacion son: procesos
de mezclas, deshidratacion, cocinado, esterilizaciéon y almacenamiento en frio. El
objetivo principal es la mejora de la calidad, la seguridad y el tiempo de vida de
la comida en almacén [74].

La medicina puede utilizar la DFC para la prevencion y el tratamiento de enferme-
dades; por ejemplo, es posible definir las condiciones de estrés y fuerza suficientes
para la ruptura de una vena o arteria, lo cual puede resultar en un aneurisma.
También puede utilizarla como una herramienta para la exploracion rapida de
hipétesis, lo cual resulta en una investigacién dindmica [59].

Las anteriores aplicaciones no son sino un pequeno subconjunto del total; mas
aun, todas estan relacionadas con importantes actividades o con el bienestar hu-
mano. Por esto, es indudable que el entendimiento y simulacién de fluidos ha
traido grandes beneficios a la sociedad.

1.5. Planteamiento del problema

En esta tesis se busca estimar la densidad y la presién de un flujo compresible
y uno incompresible respectivamente. Por lo tanto, se planted la tarea como un
problema de regresion.

Para el desarrollo del trabajo con respecto al fluido compresible se colaboré con el
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alumno de doctorado de la UNAM Christian Lagarza, quien suministro el codigo
para la generacion de simulaciones utilizado en esta tesis. De manera especifica, el
fluido con el que se trata se encuentra en estado supercritico y es estudiado para
entender el comportamiento del proceso de combustién en cohetes de combustion
liquida [61].

En éste, el calculo mas costoso durante cada ciclo de la iteracion se da en el
computo de la densidad. Para computar esta, se utiliza la ecuacion de estado de
Peng-Robinson [55]. De manera explicita la podemos escribir como:

RT 0 (T) (11)
v—> v2 + dlbU + d2b2 )
Donde P es la presion, T' la temperatura, R la constante universal de los gases, v
el volumen molar, # (T') y b son pardmetros computados con respecto a la tempe-
ratura y presion critica y (dy,ds) = (2, —1). Definiendo D(v) = v* + dibv + dab?
podemos reescribir (1.1) como:

P =

_RT  0(T)

“w—b D(v)
Multiplicando la ecuacién (1.2) por (v — b) y por D(v) se genera un polinomio de
tercer grado sobre el volumen molar con la siguiente forma:

(1.2)

n=3
f(ﬂf) = GOUS + Cll'U2 + a2V + a3 = Z an,kvk (13)
k=0

En donde v,a; € R. De manera explicita, podemos escribir los coeficientes de
(1.3) de la siguiente forma:

ap =P (1.4)
ay = Pdib — (RT — b) (1.5)
ay = Pdyb® — (RT — b) dib+ 6 (1.6)
a3 = —b[0 + (RT — b) dy)] (1.7)

Podemos encontrar la densidad dividiendo la masa molar W entre el volumen
molar. Esto es:

(1.8)

w
p:_
(%

Si dividimos (1.3) entre ag obtenemos:
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g(v) = v + bov? + brv + by (1.9)
En donde:

a1

by = — 1.10

. (1.10
)

by = — 1.11

o= (111)
as

by = —= 1.12

- (112

Debido a que las raices de (1.3) son las mismas que las de (1.9), podemos trasladar
el problema hacia la solucién de esta ultima. Ademas, si definimos el vector de
raices de (1.9) como A = [A;, Ao, A3]7, podemos reescribir g(v) como:

n=3
g(v) = [T - ) (1.13)
i=1
El problema se puede resolver utilizando técnicas de AM al encontrar las raices de
(1.13) a través de una RN; mds atin, podemos incorporar restricciones mateméti-
cas sobre la RN para facilitar la tarea de aprendizaje. Estas tltimas representan
informacion adicional del problema, y en términos generales, pueden ser descri-
tas como relaciones o limitantes tedricas sobre los valores que puede tomar una
variable.

Por otra parte, para un fluido incompresible dentro del marco de especificacién
Euleriano la variable que requiere mayor cémputo es la presion [69]. En la figura
1.3 se muestra una secuencia de pasos basica que normalmente se toma para la
simulacién de fluidos incompresibles [77]. Durante la iteracién del algoritmo, el
célculo de la funcién Proyeccién() toma alrededor del 85 % del tiempo del ciclo
(medicién empirica sobre simulaciones personales para un fluido incompresible
no viscoso utilizando el método del gradiente conjugado precondicionado [4]); en
ésta, se resuelve la ecuacién de Poisson y se computa la presién para posterior-
mente calcular la velocidad.

Tomando en cuenta esto, podemos proponer el computo de la presion a través de
un algoritmo de AM cuyas entradas sean:

1. La topologia del problema representada por un arreglo de valores binarios.
2. La velocidad de adveccion.

3. La presion en el instante de tiempo anterior.
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Algoritmo - Solucion Euleriana

Entrada:
u,(x) =velocidad en el tiempo n.

f =fuerzas externas.

Salida:
Un+1(x) =velocidad en el
siguiente tiempo n+1.

Para cada rejilla hacer:
up(x) = Adveccion(u,(x))
up(x) =up(x) + f

Un+1(X) = Projeccion(ul(x))
termina Para

Figura 1.3: Ejemplo del algoritmo para la simulacién de un fluido incompresible

Poniéndolo en perspectiva, el diagrama de la figura 1.4 detalla el procedimiento a
seguir. En éste, el bloque Red Neuronal Convolucional es usado para el computo
de la presion y sustituye al cémputo de la funcién Proyeccion().

G{ed Neuronal ConvolucionaD

. Adicién de i e
| Velocidad de fup | Proyeccion ||
Adveccién Fuerzas de Presién
Externas

n n+1

Simulacién de fluido

Simulacién de fluido en paso n + 1

en paso n

Figura 1.4: Diagrama de de flujo para la simulacién de fluidos incompresible

1.6. Objetivos

Objetivo general

Implementar algoritmos de aprendizaje de maquinas en el campo de la DFC para
la prediccion de propiedades termodinamicas en fluidos compresibles e incom-
presibles, analizando el efecto de éstos en la precision y el tiempo de computo
demandado.
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Objetivos especificos

» Entrenar una RN con restricciones capaz de predecir la densidad dentro de
un espacio de simulacién tridimensional para un fluido compresible.

= Generar una base de datos con simulaciones de fluidos incompresibles no
viscosos de una fase en un espacio bidimensional a través de algoritmos
clasicos pertenecientes al area de la DFC.

= Entrenar una RNC para realizar la prediccién de la presién dentro de un
espacio de simulaciéon bidimensional para un fluido incompresible.

= Disenar un algoritmo de aprendizaje innovador para el calculo de la presion
en un fluido incompresible tomando en cuenta que V - 4 = 0.

= Comparar la eficiencia entre los métodos clasicos y los basados en AM,
tomando en cuenta las condiciones especificas del flujo.

= Validar ambos modelos entrenados a través de datos obtenidos de la ejecu-
ci6én de simulaciones mediante métodos clasicos.

1.7. Hipodtesis

Hipoétesis general

Las RN y las RNC han sido usadas extensamente en visiéon por computadora; por
ejemplo, en tareas de clasificacién de imédgenes debido a su gran desempeno. Sin
embargo, también es posible ver este tipo de métodos en tareas de regresion como
en el trabajo de C. Chen et al. [9], en donde se entrené una RNC para inferir
a través de una imagen: el dngulo del automévil con respecto a la carretera, la
distancia contra la marca de carril y el espacio entre diversos vehiculos. De ma-
nera similar, Alexander Toshev y Christian Szegedy entrenaron una RNC capaz
de localizar las articulaciones humanas [70], esto es, a partir de una imagen, la
RNC computa las coordenadas de las articulaciones del cuerpo.

Los problemas de regresion en RN no se limitan a la estimacién de un ntmero
pequeno de variables; por ejemplo, en el trabajo de K. Sirinukunwattana et al.
[64] se entrena una RNC para la deteccién de los niicleos de células relacionadas
con el cancer de colon. Para esto, la entrada a la red es una imagen con el tejido
celular a estudiar y la salida es otra imagen (de igual dimensién que la de entra-
da) en donde el valor de cada pixel representa la probabilidad de que éste sea el
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centro de la célula en cuestion.

De esta manera, y tomando en cuenta la anterior evidencia, se postula la siguiente
hipotesis:

La densidad en un fluido compresible y la presion en uno incompresible son pro-
piedades termodindmicas computables a través de un modelo de aprendizaje de
magquinas basado en redes neuronales.

Hipétesis especifica

Uno de los resultados mas importantes con respecto a las RN es el estableci-
miento tedrico riguroso por parte de Kolmogorov [34] y A. Sprecher [66] acerca
de las cualidades de éstas como aproximadores de funciones universales una vez
que son propiamente entrenadas. Por esta razon, la seleccion de un algoritmo de
entrenamiento es de vital importancia.

Uno de los algoritmos de aprendizaje mas utilizados y eficientes es el del des-
censo del gradiente. Sin embargo, éste tiene importantes inconvenientes que han
sido ampliamente estudiados; por ejemplo, en algunas aplicaciones puede tener
una tasa de aprendizaje lenta y en general se corre el peligro de no converger
a un minimo global [42]; ademaés, es posible enfrentar el problema de sobreajus-
te, esto es, presentar un buen desempeno tinicamente sobre el conjunto de prueba.

Dimitris A. Karas y Stavros J. Perantonis presentaron una mejora al algoritmo
del descenso del gradiente [31] que incorpora informacién a priori a través de
restricciones utilizando el método de multiplicadores de Lagrange.

La principal razén para incorporar este tipo de restricciones es debido a que
normalmente en el algoritmo del descenso del gradiente la funciéon de costo es
complicada y contiene regiones planas y depresiones profundas [27], lo que lleva
en muchas ocasiones a soluciones no 6ptimas y a largos tiempos de entrenamiento.

Con base en estas observaciones, se postula la siguiente hipotesis:

El diseno de un algoritmo de AM basado en RN que incorpore restricciones en su
algoritmo de aprendizaje puede generar mejores estimaciones (en este caso sobre
las propiedades termodindmicas de un fluido) y adquirir una mayor capacidad de
generalizacion que su homdlogo no restringido.
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1.8. Metodologia

De manera general, podemos describir tres pasos fundamentales para la imple-
mentacién de los modelos descritos en esta tesis:

1. Generar una simulacién o un conjunto de simulaciones a través de algorit-
mos clasicos/tradicionales.

2. Utilizar los datos obtenidos en el paso 1 para el entrenamiento de los algo-
ritmos. En este caso se usa una RN para el fluido compresible y una RNC
para el incompresible.

3. Una vez entrenado el modelo, de ser necesario, se valida a través de un
conjunto de datos de prueba.

1.9. Aportes

Los principales aportes de esta tesis son:

= Kl diseno de un algoritmo de aprendizaje innovador para la estimacién de
la presion de un fluido incompresible en un espacio de simulacién bidimen-
sional.

» El desarrollo de un modelo basado en RN para estimar la densidad de un
fluido compresible en un espacio de simulacion tridimensional.

= La creacion de una base de datos de fluidos incompresibles utilizando dife-
rentes geometrias y condiciones iniciales en un espacio de simulacion bidi-
mensional. Dicha base de datos se hara publica.

= Una referencia de diseno de algoritmos de AM para la simulacion de fluidos.
Actualmente existen muy pocos trabajos que funjan como puente entre estas
dos areas.

13



1.10 Organizacion de la tesis

1.10. Organizacién de la tesis

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

» Fn el capitulo 2 se hace un resumen del estado del arte.
= En el capitulo 3 se explica a detalle el funcionamiento de las RN y las RNC.

= En el capitulo 4 se explica la teoria, el desarrollo y los resultados obtenidos
del algoritmo de AM utilizado en la prediccion de la densidad en un fluido
compresible.

= En el capitulo 5 se presentan la teoria, el desarrollo y los resultados obte-
nidos del algoritmo de AM utilizado en la predicciéon de la presién en un
fluido incompresible.

= En el capitulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo asi como un anali-
sis para posibles investigaciones futuras.
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Capitulo 2

Estado del arte

En este capitulo se analizan los principales y recientes trabajos relacionados con
la presente tesis. En primer lugar, se muestran los avances de la DFC haciendo
énfasis en los métodos impulsados por datos; es importante notar que la biblio-
grafia sobre este tema es extensa y sélo se menciona lo que se consideré més
relevante para esta tesis. También se muestran los trabajos que unen el poder
generalizador de las RN con el algebra linear y las ecuaciones diferenciales. Asi-
mismo, se presentan los recientes esfuerzos que han surgido para incorporar las
RN en las simulaciones de fluidos, esto es, trabajo relacionado con la fisica im-
pulsada por datos. Finalmente se muestra el uso y resultados de las restricciones
sobre el algoritmo del descenso del gradiete en las RN.

2.1. Avances en la DFC

En 1999 Stam et al. mostraron que los métodos Eulerianos pueden resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes de manera estable [67], en contraste con los Lagran-
gianos [51]. Afios mds tarde, los mismos autores sugirierén el uso del método
iterativo denominado Gauss-Seidel para la solucién de la ecuacién de Poisson
[68]. Aunque éste todavia es utilizado, estd siendo remplazado por el método
PCG publicado por N. Foster y R. Fedkiw en el 2001 [17]. A. McAdams et al.
publicaron una técnica para acelerar el computo de la ecuacién de Poisson en
forma de un paso de pre-procesamiento paralelo [44]; sin embargo, es muy dificil
de implementar y paralelizar [69].

Ademas de buscar una reduccion en el tiempo de de cémputo de los algoritmos
utilizados para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, se puede tratar de re-
ducir la dimensién del problema; por ejemplo, Zhu et al. propusieron hacer una
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malla de dimensiones irregulares en donde se disminuye el tamano en los lugares
de interés, mientras que se aumenta en aquellos poco relevantes [80]. De mane-
ra similar, Treuille et al. demostraron que es posible realizar una reduccién del
espacio de simulacién, esto es, disminuir la dimensionalidad de los vectores que
definen el estado actual del sistema a un espacio de representaciéon [71]; lo que
se busca es realizar operaciones sobre este vector reducido para posteriormente,
a través de una transformacion, regresar al espacio original. Finalmente, se han
propuesto metodologias para la generacién rapida pero poco precisa de simula-
ciones [49].

Por otra parte, recientemente se han desarrollado diferentes métodos para acelerar
las simulaciones de fluidos a través de algoritmos impulsados por datos. Entre
los mas importantes destaca el trabajo de M. Lentine et al. [43], en donde se
generan nuevas simulaciones a través de otras previamente computadas utilizando
métodos de interpolaciéon. Otra idea importante es presentada nuevamente por
A. Treuille et al. [71] en donde se utiliza la transformacién de Garlekin para
generar el computo de la dindmica del fluido a través de una combinacion lineal
de simulaciones pre-procesadas.

2.2. Redes neuronales en aplicaciones de alge-

bra lineal

El algebra lineal o AL es una rama de las matematicas que estudia las relaciones
lineales de ecuaciones y su representacién a través de matrices y espacios vec-
toriales; se encuentra normalmente presente en simulaciones numéricas de fisica,
quimica, ingenieria, economia, finanzas, etc. Por la necesidad de computar resul-
tados en estas dreas surgio el campo del algebra lineal numérica, cuyo objetivo es
el estudio de algoritmos para realizar cdlculos de AL [2].

Desde un punto de vista tedrico, varios problemas del AL estan resueltos; sin
embargo, el constante e impresionante progreso en el poder computacional ha
transformado los problemas tedricos en practicos. Es indispensable que los al-
goritmos encargados de computar operaciones de AL sean eficientes tanto en
memoria como en tiempo de cémputo y estables (pequenos errores en la entrada
del algoritmo generan pequenos errores en la salida de éste) [39].

Las RN han sido utilizadas de manera satisfactoria para atacar este problema.
Por ejemplo, Zheru Chi et al. [26] disenaron una red neuronal capaz de resolver
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un sistema de ecuaciones lineales; Z. R. Ghassabi et al. [18] y D.S. Huang [25]
disenaron de manera independiente una RN para la inversién de matrices singu-
lares; S. Perantonis et al. [56] crearon una red neuronal para la factorizacién de
polinomios; R. Hormis et al. [Hormis et al.] disenaron una RN para la separacion
de polinomios bidimensionales en un producto de polinomios de una sola variable.

Mas relacionado a la presente tesis es el trabajo D. S. Huang et al. [25], quienes
disenaron una RN para encontrar las raices de un polinomio arbitrario. De ma-
nera especifica, se buscé encontrar las raices de:

p(Z) = apz" + alz"! +...+a, = Zan_kzk (2-1)
k=0

Donde a,z € C'y n es el grado del polinomio.

Ademés de resolver problemas similares, los trabajos [26], [24], [56], [25] tienen
en comun el uso de restricciones en redes neuronales; mas atn, la metodologia
seguida por estos trabajos es similar y se puede resumir en los siguientes puntos:

= Diseno de la arquitectura de la RN.

» Inclusién de restricciones al algoritmo de aprendizaje (dadas por la natura-
leza del problema).

= Derivacién del nuevo algoritmo de aprendizaje a través de la funcion de error
con la informacion de las restricciones y del método de multiplicadores de
Lagrange.

= Obtencién y andlisis de resultados.

Finalmente, cabe destacar que en todos los trabajos ya mencionados, el uso de res-
tricciones mejord la convergencia de uno a dos 6rdenes de magnitud manteniendo
la precision constante.
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2.3. Redes neuronales en la solucion de ecuacio-

nes diferenciales

El analisis numérico de las ecuaciones diferenciales resulta 1til en areas como la
fisica, las matemaéticas aplicadas, la ingenieria eléctrica, la bioquimica, entre otras
[41], para entender fenémenos complejos que son dificiles o imposibles de tratar
de forma analitica. De manera general, lo que se busca es resolver una ecuacion
diferencial ya sea ordinaria o parcial de la forma [37]:

f(x, Vep(x), Vi(x),...) =0, (2.2)

sujeta a ciertas condiciones de frontera (e.g. Dirichlet o0 Neumann), en donde
x = (21,...,2,) y ¥(x) es la solucién a computar. La hipdtesis para sustentar
el uso de RN en este problema se debe a que éstas pueden aproximar cualquier
funcién a una precisién arbitraria [34, 37, 66]; ademds de esto, es favorable su
eleccion debido a su intrinseca compatibilidad con tecnologias de computo en pa-
ralelo.

Existen tres principales métodos para utilizar las RN en la solucién de ecuaciones
diferenciales:

1. Discretizar el dominio (e.g. diferencias finitas) y utilizar las RN para resolver
las ecuaciones algebraicas resultantes.

2. Buscar los pardametros a través de una RN de un spline (curva diferenciable
definida en porciones mediante polinomios) que represente la solucion a la
ecuaciéon diferencial.

3. Mediante un proceso iterativo buscar una solucion a la ecuacién diferen-
cial: ¥(x) = A(x) + F(x, N(x,w)), en donde el término A(x) no contiene
pardmetros ajustables y satisface las condiciones de frontera, N(-) repre-
senta la salida de la RN y F(-) es una funcién de propuesta de solucién.

Los métodos (1) y (2) se basan en la aproximacion de ecuaciones algebraicas. De
manera especifica, la primera puede ser resuelta a través de restricciones como se
muestra en [24]; sin embargo, al utilizar diferencias finitas como método de discre-
tizacion, se acarrea un error intrinseco y para minimizarlo es necesario disminuir
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el tamano de la malla, lo que aumenta el tiempo de cémputo [20]. La segunda
propuesta tiene la desventaja de necesitar un gran niimero de pardametros para la
RN; ademas, no es sencillo extender esta técnica a dominios multidimensionales
[37]. Finalmente, en la propuesta (3) se tiene el problema de proponer de manera
explicita y manual la funcién F(-).

2.4. Aprendizaje de maquinas en la simulacién

de fluidos

El AM ha demostrado ser eficiente en una gran y diversa cantidad de disciplinas
[38]; entre ellas destacan biologfa, fisica, quimica e ingenieria eléctrica. Reciente-
mente ha surgido el campo de la fisica impulsada por datos, la cual tiene como
objetivo simular sistemas fisicos. Uno de estos sistemas es la simulacién de fluidos
por computadora.

L. Ladicky et al. en el 2015 publicaron un articulo en el que generan simulaciones
de diversos fluidos incompresibles en un marco de referencia Lagrangiano a través
del método de bosques aleatorios [7], [28]. En éste, se ataca uno de los principa-
les problemas para generar simulaciones con alta precision: las restricciones que
existen sobre el paso del tiempo para asegurar la estabilidad numérica. Las dos
principales contribuciones de Ladicky et al. son:

1. Posibilidad de generar simulaciones con un At mayor preservando la preci-
sién, en comparacién con los algoritmos cldsicos (no impulsados por datos).

2. Diseno de un vector de caracteristicas que representa de manera completa
el estado de una particula, el cual es lo suficientemente rico para codificar
toda la informacién necesaria en aras de predecir el siguiente estado del
sistema.

Por otra parte, Yang et al. [77] abordaron el problema de la simulacién de fluidos
desde una perspectiva Euleriana. Su trabajo se concentra en reemplazar el algo-
ritmo iterativo clasico para la solucion de la presién en fluidos incompresibles por
una RN que tiene como entradas el estado de la presion en el estado anterior, el
vector de velocidad y la topologia del problema. A pesar de que en los resultados
se logré un aumento en la velocidad de computo, se vio degradada la precision
de la solucion. Esto es debido a que en la RN no se tomé en cuenta la condicion
de incompresibilidad de manera explicita; ademas, no se muestra la capacidad de
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generalizacion de la red, ya que se trabaja con una cantidad reducida de simula-
ciones.

Para resolver los problemas presentados por Yang et al. [77], J. Tompson et al.
[69] disenaron una RNC para resolver el mismo problema, esto es, computar la
presion. Ademas, incluyeron la condicion de divergencia que mantienen los fluidos
incompresibles: Vu = 0. Para esto, conmutarén la propuesta de un sistema de
aprendizaje supervisado por uno no supervisado. Dicho de otra manera, la funcién
de error de la red no representa la distancia entre la presion predicha y la deseada,
sino la magnitud de la divergencia del vector de velocidad obtenida a través de la
salida de la red. No obstante, son dos las principales desventajas de este método:

= No se incluye a la presion en el estado anterior como entrada de la red, la
cual ha demostrado ser valiosa en otras arquitecturas [77].

= La red presenta largos tiempos de entrenamiento, lo cual resulta en una
desventaja cuando se busca obtener una gran capacidad de generalizacién
utilizando una base de datos grande.

2.5. Restricciones en redes neuronales

Como se menciond en el capitulo 1, las RN han sido sujeto de estudio en anos
recientes debido a sus interesantes cualidades de generalizacién y a su flexibilidad
para ser usadas en problemas tanto de clasificacion como de regresion [31]. Para
su entrenamiento se utiliza el algoritmo del descenso del gradiente, el cual busca
adaptar de manera iterativa los parametros de la RN hasta obtener una funcién
de salida conforme a los datos de entrenamiento.

Este algoritmo fue uno de los primeros en usarse para entrenar RN y probable-
mente sea el mas popular [31]; sin embargo, se le ha criticado por ser lento para
converger a una solucién[15], ineficiente para alcanzar un alto grado de generali-
dad [50] y biolégicamente improbable (las neuronas humanas "aprenden’ de otra
manera) [10]. Por estas razones, entre otras, es importante enriquecer el algorit-
mo de aprendizaje en las RN teniendo como prioridad el aumento de la velocidad
de convergencia, la conservacién de la precision y la mejora en la capacidad de
generalizacion.

Para encontrar una solucién al problema, varios trabajos han propuesto modifi-
caciones al algoritmo del descenso del gradiente. Por ejemplo, Y. LeCun propuso
restringir la arquitectura y los pesos de la red [40], Patrice Simard et al. diseniaron
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2.5 Restricciones en redes neuronales

una nueva métrica de error que puede servir para el entrenamiento de redes neu-
ronales [63], T. Kathirvalavakumar y S. Jeyaseeli propusieron entrenar las capas
de la RN con diferentes funciones de error [32] y Fei Han et al. propusieron un
algoritmo de aprendizaje que toma en cuenta derivadas de orden superior [21]. A
pesar de que todos estos trabajos mejoraron en alguna medida el desempeno del
algoritmo de aprendizaje, ninguno incorpora informacién adicional del problema
a éste.

A. Karras y J. Perantonis propusieron incorporar informacién adicional del pro-
blema al algoritmo del descenso del gradiente en forma de restricciones sobre la
funcién de error [31]; para esto, utilizan el método de los multiplicadores de La-
grange deduciendo asi un nuevo algoritmo para la actualizaciéon de pesos en cada
iteracién. El nuevo algoritmo llamado ALECO ha resultado en una disminucién

en el tiempo de convergencia y en una mayor capacidad de generalizaciéon de la
red [24, 25, 26, 31].
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Capitulo 3

Introduccidon a las redes neuronales

El desarrollo de las redes neuronales tiene ya mas de 60 anos y fue producto del
deseo de generar un modelo matematico y computacional que intentara emular
algunas de las fortalezas de las neuronas biolégicas [16]. En 1943 McCulloch y
Pitts introdujeron un modelo simplificado de neurona artificial [45], el cual podia
realizar tareas computacionales similares a las de una compuerta logica.

Posteriormente, el cientifico Frank Rosenblatt desarrollaria en la década de los 50
el perceptron, el cual es un tipo especial de neurona artificial [53] que de manera
general se puede interpretar como una funcién de mapeo F : (X,0) — {0,1}
en donde X es la entrada del perceptron y © es el conjunto de parametros que
lo caracterizan. Este desarrollo generd un entusiasmo en la comunidad cientifica
y dio como resultado el diseno de diversas neuronas artificiales con sus respec-
tivas reglas y algoritmos de entrenamiento para definir sus parametros ©. Entre
las neuronas artificiales méas importantes, destaca ADALINE (’Adaptative Linear
Combiner’) con la subsecuente regla delta para la seleccién de pardmetros; ésta
ultima seria precursora del algoritmo de retropropagacion.

En 1969 Minsky y Papert publicaron su libro titulado ”Perceptrones” [47] en el
cual explican las limitaciones de las neuronas artificiales, en especifico, mencionan
los tipos de funciones y aproximaciones que pueden hacer. Debido en gran parte a
esta publicacion, el momento que tenia la investigacion en neuronas artificiales se
desvanecié durante la siguiente década. Solo algunos investigadores continuaron,
entre ellos los mas destacados son: Teuvo Kohonen, Stephen Grossberg, James
Anderson y Kunihiko Fukushima [35].

Al inicio de la década de los 80 todavia se encontraba abierto el problema de entre-
namiento para las RN, esto es, como encontrar de manera eficiente los parametros
© de una serie de neuronas artificiales interconectadas. El primer precursor del
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3.1 El perceptrén

algoritmo que resolveria este problema fue publicado en 1974 por P.J. Werbos
[75] en donde se establecen los principios para propagar informacién de la capa
de salida hacia las capas ocultas. De manera independiente, Parker en 1985 [54]
y LeCun en 1986 [16] llegaron al mismo método. Sin embargo, no fue hasta que
Geoffrey Hinton et al. definieron e hicieron conocido el ARP como método para
encontrar los pardmetros de una red neuronal multicapa [62].

El éxito de las RN en recientes afios es debido (ademés del algoritmo de retropro-
pagacion) a la gran cantidad de informacién disponible para el entrenamiento de
modelos y a una capacidad de computo en constante crecimiento que ha permitido
el diseno de redes cada vez més profundas. Existe una gran variedad de redes neu-
ronales en la actualidad, en las siguientes secciones se introduce el perceptron, la
neurona artificial, las redes neuronales multicapa y las redes neuronales convolu-
cionales, las cuales seran utilizadas para la generacion de modelos en los capitulos
4vy5.

3.1. El perceptrén

El perceptron como se mencioné anteriormente, es una unidad de computo que
toma un vector de entrada & = [x1, Zo, - - -x,,]|T, un vector de pesos w = [wy, wo, - -
‘wy]T, un valor de umbral u y calcula una funcién de salida O(z,w, u) en donde
O €{0,1} y w;,u € R. La salida esta definida de la siguiente manera [53]:

0 s ijjxj <u

O, w,u) = { 1 s Y, wir;>u (3.1)

En la figura 3.1 se muestra un diagrama general del perceptron. Aunque no es
parte de la convencién, aqui se introduce la nomenclatura de capa de entrada y
capa de salida en referencia al vector de entrada « y a la salida O. Pese a que en
este ejemplo la capa de salida solo contiene una neurona, esta no es la norma, y
en general, se puede tener un nimero arbitrario de éstas.

Es importante no confundir los circulos que rodean a las entradas xq, xo,- - -, T,
con neuronas, éstos son utilizados por convencién en la comunidad cientifica y no
simbolizan nada en especifico. Otra cosa importante a destacar es que el sentido
de las conexiones solamente va de izquierda a derecha, esto es, de la capa de
entrada a la capa de salida, lo que implica que el perceptrén se puede representar
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3.1 El perceptrén

como una grafica sin ciclos. A este tipo de redes se les conoce como redes neuro-
nales prealimentadas.

Salida

Capa de .
ent]::da Capa de salida

Figura 3.1: Diagrama general del perceptrén

Una vez establecidos los principios de operacién del perceptrén, es sencillo ver
como se puede utilizar esta unidad de cémputo para el calculo de funciones logicas.
Por ejemplo, supongamos que queremos disenar dos perceptrones P, y P, para
el cémputo de la conjuncién y disyuncién légica respectivamente (cada una de
estas funciones para dos entradas binarias). Con este fin, definimos & = |21, z]7,
w; = wy = [1,1]7, u; = 1 y uy = 0. En esta notacién, los subindices sobre w y
u hacen referencia al perceptron al que pertenecen.

Evaluando la salida del primer perceptron para cualquier posible entrada x po-
demos corroborar que se computa la conjuncién légica. Oy([0,0]%, [1,1]7,1) = 0,
01([0,1)7,1,1]7,1) = 0, O1([1,0]7, [1,1)%,1) = 0 y O:([1,1]7,[1,1]7,1) = 1. Po-
demos verificar de similar manera los resultados del segundo perceptrén y compro-
bar que calcula la disyuncién 16gica. O ([0, 0]7, [1,1]7,0) = 0, O5([0, 1]7, [1, 1], 0) =
1, O5([1,07,[1,1]7,0) = 1 y Oo([1, 1]7,[1,1]7,0) = 1.

X: X:
0 0
1 1
0 0
1 1

= =]
Cali=l =1 = R
s oo
-t = | =T

Figura 3.2: Conjuncién légica (izquierda) y disyuncién légica (derecha)
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3.2 La neurona artificial

3.2. La neurona artificial

El perceptrén es un tipo especial de neurona artificial que computa una funcion
de umbral sobre la suma de cada una de las entradas multiplicada por su peso
correspondiente. Si pasamos el valor del umbral al lado izquierdo de la desigual-
dad podemos reescribir (3.1) de la siguiente manera (por convencién la variable
b se ha utilizado para indicar el negativo del umbral de la neurona i.e. b = —u, y
se le conoce como sesgo):

0 S? ijj$j+b§0

O(CB,'lU, b) - { 1 S? Zj wjxj + b >0 (32)

De manera general, definimos a una neurona artificial como una unidad de pro-
cesamiento de informacion que estd basada y comparte caracteristicas con la
neurona biolégica humana. Esta se ve caracterizada por un vector de pesos
w = [wy,wy,- -, wy]T, un valor de sesgo b y una funcién de activacién f(-).
La salida de la neurona se obtiene al aplicar la funcién de activacion a la suma
de cada una de las entradas multiplicadas por sus respectivos pesos mas el ses-

go, esto es, O = f (ZJ w;T; + b), tomando en cuenta que Zj w;x; es igual a

w!x podemos reescribir la salida como O = f (wTa: + b). Al contrario que en el
perceptron, la variable O no tiene que ser binaria y puede tomar valores reales o
complejos.

La figura 3.3 representa un diagrama general de una neurona artificial, en ésta, la
neurona ha sido dividida en dos partes para hacer énfasis en el orden de computo,
esto es, primero se computa w’ x + b y después la funcién de activacién.

En el caso del perceptron, se defini6 el valor de los pesos w; en forma manual; sin
embargo, esto resulta impractico en arquitecturas y en problemas mas complejos.
La solucién es disenar un algoritmo capaz de encontrar este conjunto de pesos de
manera automatica.
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3.3 Redes neuronales multicapa

Salida

Capa de .
ent]::da Capa de salida

Figura 3.3: Diagrama general de una neurona artificial

3.3. Redes neuronales multicapa

Cuando hablamos de redes neuronales multicapa o RNM nos referimos a una in-
terconexion de neuronas artificiales con el objetivo de generar una mejor funcién
de mapeo entre las entradas y la salida deseada en comparacién con la neurona
artificial. La figura 3.4 muestra un diagrama general que describe a las RNM que
poseen una neurona en la capa de salida. La notacién capa oculta hace referencia
a las neuronas que no son ni parte de la capa de entrada ni de la de salida, los
términos capa 1, capa 2, ..., capa M han sido utilizados para agrupar a las neuro-
nas por bloques de cémputo. Finalmente, se utilizara el término capa de entrada
y capa 0 de manera intercambiable.

Para denotar un peso especifico de la red utilizaremos la notacién wzmj en donde
1 denota el indice de la neurona donde inicia la conexion en la capa [ — 1y j la
del fin de ésta en la capa [ e.g. w?]z representa el peso que existe entre la primera
neurona de la capa 1 y la segunda neurona de la capa 2. También denotamos co-
mo W a la matriz de pesos de la capa I. De manera explicita la escribimos como:

!
1,1 Wa w:[%,,]1 k11,1
U U U 1]
Wio Woo W3y ki_1,2
1 I ! 1
wl w£}3 wy:a w:[a,]:s wl[q},l,?; (3.3)
1 ! 1 !
e whh, wih e wll
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3.3 Redes neuronales multicapa

Capa 1 Capa 2 Capa M-1 Capa M
[ wiM]

Capa de v Capa de salida

irada
e Capas ocultas

Figura 3.4: Diagrama general de una red neuronal multicapa.

En la ecuacién (3.3) la variable k; representa el nimero de neuronas en la capa .

1 . .1

Denotamos el sesgo de cada neurona como bp en donde i representa el indice de
. 2

la neurona en la capa 1 a la cual nos referimos, e.g. bg] representa el sesgo de la

tercera neurona de la segunda capa. Asimismo, denotaremos a bl como el vector

de sesgos de la capa [. De manera explicita lo escribimos como:

Recordando el funcionamiento de la neurona artificial, vemos que cada neurona
realiza dos operaciones de manera secuencial, primero calcula la suma del pro-
ducto de las entradas con sus respectivos pesos agregandole a ésta el sesgo de la
neurona, después evaliia este resultado a través de una funcién de activacién f(-).
Durante las siguientes paginas, al resultado de la primera parte se le denotara
con la letra Z y al de la segunda con la A. Para una neurona artificial podemos
escribir:
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3.3 Redes neuronales multicapa

Z=w'z+b (3.5)

A=f(2) (3.6)

Para las RNM introducimos de manera similar la variable Z!l = [z%”, zg]7 > Z,Efl]]T
en donde zl[l] representa la salida de la neurona i de la capa 1 previo a la evaluacién
de la funcién de activacién. Asimismo, definimos la variable AY = [a[ll}, a[2”, ---a%}]T

en donde al! = f(2I").

A manera de ilustracion, en lo que resta de la seccién se obtendra la salida de
la RNM que se muestra en la figura 3.5. Vemos que X = [x1,z5]7 (sélo es una
entrada o patrén de entrenamiento) y que tenemos dos matrices de pesos W
y WE: ademés, pese a que en la figura no se muestran de manera explicita los
sesgos de las neuronas (por cuestiones estéticas y de convencién), en este ejercicio
st los tomaremos en cuenta.

Capa de  Capa oculta Capa de salida
enirada

Figura 3.5: Ejemplo red neuronal multicapa.

Siguiendo la notacién previamente mostrada, definimos las matrices W y W
como:

(1] (1]
wll,l w21,1
1
witl= 1wl wl) (3.7)
(1] (1]
Wi3 Was
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3.3 Redes neuronales multicapa

2 2 2
w2 — [wf, wl, wf | (3.8)

Una vez en este formato, podemos encontrar Z1 al multiplicar W por x y
posteriormente sumando el sesgo, esto es, Z1 = Wllg + b1, Para obtener la
matriz AM aplicamos la funcién de activacién f a cada elemento de la matriz
ZM | dicho de otro modo, AN = f(Z1). La salida de la red neuronal (antes de
la aplicacién de la funcién de activacién) se denota como Z!2! y se calcula a través
de la multiplicacién de los pesos de la segunda capa con la salida de las neuronas
de la primera capa maés el sesgo, poniéndolo en ecuacién: Z12 = W21 AN 4 2,
Finalmente, la salida de la red neuronal se obtiene al aplicar la funcién de acti-
vacién a cada elemento de Z[ esto es, O = A%l = f(Z[3),

Si analizamos el tamano de la entrada en el ejemplo anterior, vemos que x es
un vector de dos filas por una columna, de manera mas compacta podemos es-
cribir esto como: S(x) = (2,1). Haciendo un proceso similar para las matrices
de pesos tenemos que S(WH) = (3,2) y S(WE) = (1,3). A partir de estas
tres tuplas, podemos deducir el tamano del resto de las matrices. Por ejemplo,
S(Z1) = S(Witlp 4+ b)) — (3,1) y S(Z12) — S(W2 AL 4+ pi2)) — (1.1). Las
matrices Al y APl tienen el mismo tamano que ZM y Z[ respectivamente.
Por lo tanto, la salida de la red neuronal es un escalar.

A manera de resumen, las ecuaciones que describen el procesamiento de la RNM
son:

zM = wilg 4 plt) (3.9)
Al = f(Z) (3.10)
ZB — wiA AR 4 pl2 (3.11)
O = AP = f(z13) (3.12)
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3.4 Funciones de costo

Hasta este punto se ha planteado la entrada como un solo vector; sin embargo,
es muy comun que se requiera el procesamiento de multiples entradas de ma-
nera simultanea, para esto, redefinimos a la entrada como una matriz en donde
cada columna es una instancia o patrén a computar. Esto lo escribimos como:
X =[xy, @2, -, xp), en donde x; = [2;1,Tia, - -]7. En este escenario, es facil
demostrar que las ecuaciones (3.9 - 3.12) siguen siendo vélidas; sin embargo, los
tamanos de las matrices varian.

Analizando de nuevo los tamanos de las matrices, pero tomando en cuenta que X
es una matriz que consta de p vectores de entrenamiento, vemos que S(ZM) =
SWILX +blll) = (3,p), S(Z2) = S(WELAD 4 bi21) = (1,p), S(AM) = (3,p)
y S(AP) = (1,p). Como podemos apreciar, en este caso la salida de la RNM es
un vector con p elementos en donde el i componente representa la salida de la
red cuando se ingresa a ésta el vector Xj.

3.4. Funciones de costo

Se mencion6 anteriormente que es posible encontrar a través del algoritmo del
descenso del gradiente el conjunto de pesos que acerque la salida de la red neu-
ronal al valor deseado. Esto se logra a través de un proceso iterativo en donde en
cada ciclo se intenta mejorar el desempeno de la red. Para lograr esto, es necesario
evaluar qué tan cerca o lejos se esta del objetivo en cada iteracion; las funciones
de costo cumplen esta meta.

Existen diversas funciones de costo y la seleccion de alguna dependera de la natu-
raleza del problema a tratar. En especifico, de si se trata de una tarea de regresion
o clasificacién. Ademads, las funciones de costo tienen que poseer dos propiedades
(las cuales se aclararan en la seccién de retropropagacion).

1. La funcién de costo total debe de poder ser escrita como la suma del costo
de cada instancia o patrén de entrenamiento de X.

2. La funcién de costo debe de poder evaluarse a partir de la salida de la ulti-
ma capa de la RN.

Para problemas de regresion univariable, una de las funciones de costo mas uti-
lizadas es la del error cuadratico medio, la cual podemos escribir de la siguiente
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3.5 Funciones de activacion

manera: ECM = 35 Z§=1(Ti — 0;)?, en donde el termino O; representa la salida
de la red neuronal para la instancia a; y el termino 7T; representa la salida deseada
o real del sistema para la misma entrada. La suma es sobre el nimero de patrones
de entrenamiento.

Para problemas de clasificacién binaria, una de las funciones de costo mas utili-
zadas es la de entropfa cruzada, la cual se define como: C'= —4 Zle Tiin(O;) +
(1 — T;)in(1 — O;). Durante el resto de la tesis nos interesaremos mas por pro-
blemas de regresiéon y no se mencionara més a las funciones de costo especificas
para problemas de clasificacion.

3.5. Funciones de activacion

Hasta este punto, no se ha definido ninguna funcién de activacion especifica; co-
mo veremos, éstas se seleccionan dependiendo de la naturaleza del problema y
s6lo cuentan con una restriccion: no pueden ser lineales en las capas ocultas. La
razén de esto es que si se utiliza una funcién de activacion lineal en las capas
ocultas, la red neuronal no es capaz de aprender patrones no lineales. Para ver
esto, retomemos las ecuaciones (3.9 - 3.12) con un pequenio cambio, redefinamos
Ay AP g partir del uso de la funcién identidad, esto es:

Al =z — wilx 4 plil (3.13)

A2l Z02) _ py2 gl pl2) (3.14)
Sustituyendo (3.13) en (3.14) tenemos:

Al = wRl(whlx 4 pltl) 1 pl2 (3.15)

O lo que es lo mismo:

Al — (WERwI X+ (Wlp 4 pl2)) (3.16)

Realizando las siguientes definiciones:

w' =wiwll (3.17)

b = whklpltl 4 pl2 (3.18)
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3.6 El algoritmo del descenso del gradiente

Es posible reescribir (3.16) como:

A —W'X + b (3.19)

Podemos darnos cuenta que la funcion que se esta aproximando resulta una com-
binacién lineal de las entradas, los pesos y los sesgos. Por esta razén, es comun
encontrar en la literatura funciones de activacién no lineales, entre estas, destacan
tres por ser las mas utilizadas y por ser la base de otras, estas son: la funcion
sigmoide, la tangente hiperbdlica y la ReLLU. La figura 3.6 muestra la gréfica de
éstas. A pesar de su gran importancia en la literatura, no se detallaran mas éstas
ya que en la presente tesis no se utilizan (con excepcién de la ReLU la cual se
detallard cuando se utilice); sin embargo, se hard uso de una funcién de activacién
logaritmica, la cual se explicara en el capitulo 4.

-10 = o 5 1 -10 -5 [ 5 1 -10 -5 0 5 1

ReLU Sigmoide Tangente Hiperbélica

Figura 3.6: Funciones de activaciéon comunes

3.6. El algoritmo del descenso del gradiente

Vimos que la funcién de costo es una métrica para evaluar lo cercano o lejano que
se esta de la funcién a representar por la red neuronal. Dependiendo de la funcion
de costo, se busca obtener el minimo o el maximo de ésta. En el caso especifico de
la funcién del ECM se busca minimizar el valor. Para encontrar éste, es comtn
hacer uso del algoritmo del descenso del gradiente.

Denotaremos a la funcién de costo con la letra maytscula C y vemos que esta en
funcion de los pesos y del sesgo de la red. Ahora, supongamos que estamos mo-
delando una RN sin sesgo, por lo tanto, C'(W); més atin, nuestra RN sélo tiene
un peso, y lo denotamos como wy. La figura 3.7 muestra una grafica ejemplo que
podria representar a nuestra funcion de costo.
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3.6 El algoritmo del descenso del gradiente

Figura 3.7: Ejemplo de funcién de costo

Graficamente, podemos ver que obtenemos un minimo global al establecer w; = 0;
sin embargo, esto es rara vez posible debido al niimero de pardmetros de la red,
asi que lo que se busca es un algoritmo para encontrar este minimo de mane-
ra automdtica. Supongamos que actualmente nuestra red se encuentra carac-
terizada con w; = 5; si calculamos la pendiente en este punto, obtenemos la
tasa de crecimiento de w con respecto al costo, si ésta es positiva implica que
C(wy +0wy) > C(wy) y C(wy —dwy) < C(wy). En otras palabras, cuando la tasa
de crecimiento es positiva, una reduccion en el parametro w; de magnitud dw,
disminuye la funcién de costo, por otra parte, cuando la tasa de crecimiento es
negativa, un aumento en el parametro w; de magnitud dw; disminuye la funcién
de costo. La figura 3.8 contiene la pendiente en el punto a tratar.

Figura 3.8: Pendiente de la funcién costo en w; =5

Habiendo establecido lo anterior, podemos deducir un algoritmo iterativo para
disminuir la funciéon de costo en cada ciclo. Definimos la regla de actualizacion
de parametros de la siguiente manera:
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3.7 El algoritmo de retropropagacion

w; — w; — (TA x dc(wl)) (3.20)

Wy

La variable TA es una constante y es el acrénimo de tasa de aprendizaje. Si la
derivada de la funcion de costo con respecto a w; nos da la direccién en la que se
debe de cambiar w; para reducir la funciéon de costo, la TA nos da la magnitud
de este cambio. En la practica, la TA se selecciona de manera empirica.

Cuando tratamos con funciones de costo multivariables podemos aplicar el mismo
principio, pero en lugar de utilizar la derivada de un solo parametro computamos
el gradiente de la matriz de pesos. Notamos que S(VW) = S(W) y que Vuw; ;
es la derivada parcial de la funcién de costo con respecto al componente w; ;. De
manera concreta podemos escribir:

Wl « Wil —(TAx vWwl) (3.21)

3.7. El algoritmo de retropropagacion

Como hemos visto, nuestro objetivo es encontrar el conjunto de pesos que dis-
minuyan la funciéon de costo de la red a través del algoritmo del descenso del
gradiente. E1 ARP nos permite encontrar el gradiente de cada uno de los pardame-
tros; para lograrlo, éste propaga la tasa de cambio del error a través de las capas
de la red hasta alcanzar al parametro en cuestion haciendo uso de la regla de
la cadena para derivadas parciales. Para entender el procedimiento, veamos un
ejemplo. La figura 3.9 muestra la RN a estudiar.

En este caso, tenemos una RN de tres capas. Supongamos que estamos interesa-
dos en conocer el gradiente de la matriz de pesos W para un solo patrén de
entrenamiento . Dicho de otra manera, se requiere computar:

oOF OF OF OF
2]
vwiz = 2wl ol ull (3.22)

4,1
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3.7 El algoritmo de retropropagacion

Capa de  Capa oculta Capa de salida
enirada

Figura 3.9: Red neuronal ejemplo a estudiar.

Si el problema es de clasificacion, utilizamos la funcién de entropia cruzada como
nuestro costo. Denotamos ésta con la letra mayuscula E. De las secciones ante-
riores vemos que F = —(T - In(O) + (1 —=T) - In(1 — O) (en donde O es la salida
de la red y T es el valor deseado). Empezaremos calculando el primer elemento
del gradiente en la ecuacién (3.22). Utilizando la regla de la cadena podemos
obtenerlo de la siguiente manera:

E E Z[2]
9B _9B 90 9 (3.23)

De izquierda a derecha, el primer término de la expresion (3.23) se calcula de la
siguiente forma:

OE (T 1—T>_ O-T (3.24)

20  \O 1-0) 0(1-0)

Por otra parte, podemos obtener la derivada parcial de la salida de la red con
respecto a Z!2 de la siguiente manera:
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3.7 El algoritmo de retropropagacion

Finalmente, podemos calcular el tercer elemento como:

0z o (WA 4 pl2))

LH 4 b[12]>

(3.25)

(3.26)

(3.27)

ol Ow’)
oz121 0 (wf]la[ll] + wg]laﬂ[l] + w:[f]lagu + wE]la
Owﬂ B &Uﬂ
0z
] M
Owy

Sustituyendo (3.24, 3.25 y 3.28) en (3.23):

OE O-T '
810%27]1 O(1 -

(212 g
oy (2%l

(3.28)

(3.29)

De manera similar podemos obtener los valores de cada uno de los elementos
restantes del vector VW2, A manera de resumen escribimos:

r OF
wil || o2
—_ o-T /
ol _ | it | _ | ooy (2
N am || (2
owy) 08:79)) ,
31[32] 0(170 - f(Zz”
L Owyy ( )

)
; A (3.30)
)
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3.8 Redes neuronales convolucionales

1000 1200 600 "800 1000 1200

Figura 3.10: A la izquierda imagen original, a la derecha imagen con resultado

3.8. Redes neuronales convolucionales

En la literatura de visién por computadora, es comtn el uso de filtros (denota-
dos con la letra F') para obtener patrones o caracteristicas de una imagen I. Un
filtro es una matriz cuadrada de tamano f. Para hacer uso de éste y obtener las
propiedades deseadas de la imagen, se hace uso de la operacién de convolucion,
la cual se denota con el simbolo *.

En la figura 3.10 se muestra un ejemplo de convoluciéon para la obtencién de bor-
des verticales. A la izquierda estd la imagen original con dimensiones (800, 600,
3) v a la derecha la imagen resultado de dimensiones (800, 600). Para llegar a
ésta ultima, primero se convierte la original a blanco y negro, posteriormente se le
aplica la operacién de convolucién con un filtro de deteccién de bordes verticales.
El filtro F utilizado fue:

10 —1
F=|10 -1 (3.31)
10 —1

Anteriormente, una practica comin era proponer los valores de la matriz F de
manera manual y analizarlos resultados empiricamente. Por supuesto, el proceso
era lento y hasta cierto punto subjetivo. Con las RNC se resolvié en gran parte
este problema, ya que la red permite aprender los valores del filtro de manera
automatica; mas adin, nos permite concatenar filtros en cascada para capturar
resultados mas complejos, tarea que resultaria practicamente imposible de lograr
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3.9 Convolucién

en forma manual.

Figura 3.11: Direccién de convolucion

3.9. Convolucion

En esta seccién se presenta la operacion de convoluciéon. Supongamos que tene-
mos una matriz bidimensional de entrada I de dimensiones (n1,ns), un filtro F
de dimensiones (f1, f2) y queremos obtener el resultado de la convolucién de la
primera con la segunda, esto es, I x F'. El tamano de la matriz de salida O serd
((n1 — fi+1),(ng — fo +1)). Los indices para referirnos a elementos de ambas
matrices comienzan en 0 y su sentido es de arriba hacia abajo para filas y de
izquierda a derecha para columnas, como se muestra en la figura 3.11.

Expresamos el resultado de la convolucion para cada elemento de la matriz de
salida O de la siguiente manera:

fi—1f2—1

Oi,j = Z Z [i+m,j+nFm,n (332)

m=0 n=0

A manera de ejemplo, la figura 3.12 muestra el cdlculo de la matriz O a partir de

dos matrices seleccionadas aleatoriamente (una representa la entrada I y la otra
el filtro F).

Para calcular el elemento O de ésta, escribimos:

2 2
OO,O = Z Z ]m,nFm,n (333)

m=0 n=0

Oovo = looFoo + loaFog + -+ laaFo (3.34)
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3.9 Convolucién

6|1]|1]2]3
0|6 |66 2 5|1]|6 172|164 125
0/5|9)1|8|=+|3]|1]5]|=|147/218/191
110|/9|6|2 1196 155|161|232
0|1/ 5|6]|6

I F O

Figura 3.12: Ejemplo de operacién de convolucion

Opp=304+1+64+0+6+30+0+45+54 =172 (3.35)

En la figura 3.12 se remarcaron 9 elementos de la matriz I y 1 de la matriz O con
rojo para indicar que los primeros son los Unicos que intervienen en el computo
del segundo. Podemos visualizar el proceso de convolucién de manera gréafica al
imaginar una ventana sobre la matriz I de igual tamano al filtro que se desliza a
paso de una unidad de izquierda a derecha y de arriba a abajo en donde se reali-
za una multiplicacién elemento por elemento entre los componentes que contiene
esta ventana y el filtro, dando como resultado cada uno de los elementos de la
matriz de salida.

Si la matriz de entrada I tiene tres dimensiones (nj,ns,ns), el filtro F' tiene
que corresponder a ésta en profundidad y serda de dimensiones (fi, fo,n3). La
salida O de la convolucién entre I y F' es bidimensional y tiene dimensiones
((ny — f1 +1),(ng — fo +1)). De similar manera podemos definir el resultado de
la convolucién para cada elemento en la matriz O de la siguiente forma:

fi=1fo—1 f3—1

Om’ = Z Z Z [i+m,j+n,k+lFm,n,l (336)

m=0 n=0 [=0

En secciones anteriores, mostramos la importancia de utilizar funciones de acti-
vaciéon no lineales; en las RNC se utiliza esta misma idea. Una capa convolucional
se obtiene a partir del calculo de 4 partes.
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3.10 Convolucién simétrica

1. La convolucién entre entre la matriz de entrada y el filtro, i.e. (I x F)
2. Adicién del sesgo a cada elemento de la matriz resultado de la convolucién.
3. Aplicacion una funcion de activacién no lineal en cada elemento.

4. Tmplementacién de una capa de muestreo (opcional y se detallard méas ade-
lante).

De manera concreta, definimos los elementos del proceso de convolucién de una
capa convolucional para entradas tridimensionales (antes de aplicar la funcién de
activacién) de la siguiente manera:

fi—1 fo—1 f3—1

Zig = > LiymjinmitFuni + (3.37)

m=0 n=0 [=0

Aplicando la funcién de activacion tenemos:

fi—=1 fa—1 f3-1
Aij=f (Z Z Z LivmjtnotiEmmi + b) (3.38)

m=0 n=0 [=0

3.10. Convolucion simétrica

Viendo los resultados de la secciéon anterior, notamos que la salida del proceso
de convolucién es de menor tamano a la imagen original. En muchos casos, este
fenémeno no es deseado y se busca que la matriz de salida tenga las mismas di-
mensiones que la de entrada. Para lograrlo, se amplia ésta a través de un proceso
llamado rellenado, en el cual se agregan p columnas y filas saturadas de ceros en
los limites de la matriz de entrada. En la figura 3.13 se hace un rellenado con
p =1 a la matriz de la izquierda. Si la imagen de entrada I) tiene dimensiones
(n1,n2), la imagen de salida I® tendrd dimensiones (n; + 2p, ny + 2p).

Previo a la operacién de convolucién es posible rellenar la matriz de entrada con
un valor especifico p para lograr que la matriz de salida tenga las mismas di-
mensiones que ésta. Cuando esto ocurre, hablamos de una convolucion simétrica.
Finalmente, mencionar que no es una practica comun el utilizar este método para
el canal de profundidad (en caso de que se trate con una imagen tridimensional).
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3.11 Capa de muestreo

oj0j0|O0|O0O|O]|O
611|123 o(6(1]1]{2|3]|0
0O|6|6|6 |2 0O(j0(6|6[(6|2|0
0(5/9(1|8| —» |0|0|5|9|1]|8]0
110/9|6|2 0|1|0|9|6]|2]|0
0O|1|/5|6]|6 O(o0o|1|5|6|6]|0

o(0ojojofjo|0]|O

Figura 3.13: Ejemplo de rellenado con p =1

3.11. Capa de muestreo

En algunas ocasiones, después de la convolucion se utiliza un proceso de mues-
treo. En la gran mayoria de casos éste es de dos tipos: de maximo muestreo y de
muestreo promedio. En ambas se define un tamano de filtro f y un paso s.

Supongamos que tenemos una matriz de entrada I de dimensiones (ny,ns) a la
cual deseamos aplicar una capa de muestreo, para esto, nos centramos en una
subregién de I de dimensiones (f,f) abarcando desde la primera hasta la fila f-1.
Desplazamos la regién S elementos de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
El resultado de la capa de muestreo es el valor méaximo de ésta region en cada
desplazamiento en caso de utilizar una capa de maximo muestreo y el valor pro-
medio en caso de hacer uso de una capa de muestreo promedio.

En la figura 3.14 se muestra un ejemplo de la aplicacién de una capa de maximo
muestreo. En ésta, la matriz de entrada es de dimensiones (4,4) y S = f = 2. La
primera regién es marcada con color rojo; en ésta, el valor maximo que encontra-
mos es 6, por lo que éste pasa como resultado a la matriz de salida. Posteriormente,
deslizamos la regiéon dos unidades a la derecha y vemos que nuevamente el 6 es
el valor maximo. Como no se puede deslizar méas la region hacia la derecha, la
movemos hacia abajo y empezamos nuevamente los desplazamientos de izquierda
a derecha. Las dimensiones de la matriz de salida son (n; — f + 1, ng — f +1).
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3.12 Dispersion de conexiones y division de parametros

611112

0| 6|6 |6 |Mximo | 66
>

0 5 9 1 Muestreo 5

11019 |6

Figura 3.14: Ejemplo de capa de maximo muestreo.

3.12. Dispersién de conexiones y divisiéon de parame-

tros

Las RNC tienen dos propiedades importantes: la dispersion de conexiones y la
distribucién de parametros. Para entenderlas, resulta 1til transformar el proceso
de convolucién en una RN tradicional. En la figura 3.15 se muestra en la izquier-
da una matriz de entrada con 9 valores, un filtro de 4 elementos y una matriz
resultado con 4 componentes; a la derecha encontramos la RN tradicional que
modela esta operacion. Para facilitar la visualizacion sélo se muestra el peso w;.

Como podemos ver en la imagen, la red no estd completamente conectada. Ca-
da salida depende unicamente de 4 conexiones; ademas, a pesar de que existen
16 conexiones, uinicamente se necesitan 4 pesos. Esta dispersion de conexiones y
compartimiento de pesos es una de las razones por la que las RNC se han desta-
cado, ya que nos permiten modelar y procesar entradas de gran tamano con un
numero relativamente pequeno de parametros.

3.13. Ejemplo de red neuronal convolucional y

notacion

En esta seccion detallamos una pequena RNC y definimos la notacién que se usara
en el resto de la tesis. En la figura 3.16 tenemos una red de dos capas, en la prime-
ra unicamente se realiza la operacion de convolucion y en la segunda, ademas del
proceso de convolucién, se incluye una capa de maximo muestreo. Notamos nueva-
mente que por convencion a la capa de entrada se le denota también como capa 0.
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3.13 Ejemplo de red neuronal convolucional y notacion

X1 X2| X3

Xa| X5 | X6 | * =

X7 | Xs| Xo

Figura 3.15: Propiedades de las redes neuronales convolucionales.

Entrada CONV1 CONV2 M2

7 é;i
3 3 ]

1 1

0

oo »

f=2
s 1

wg »
mp N
=
5
o
]

Maximo
Muestreo

(5,5,6)

(6,6,6)
(8,8,8) (8,8,8)

Capa 0 Capa 1 Capa 2

Figura 3.16: Ejemplo de red neuronal convolucional

Se utilizard la notacion Al pero ahora para referirse al resultado del proceso
de convolucién después de anadir el sesgo y aplicar la funcién de activacion, por
ejemplo, en la figura 3.16 A hace referencia al tensor de dimensiones (8,8,8)
situada abajo del indicador CONV1. ZW hard referencia a la matriz o tensor
resultado del proceso de convolucién previo a la aplicacién de la funciéon de acti-
vacién. Importante notar que Z no se muestra graficamente en la figura 3.16.

Las flechas entre matrices indican el flujo y procesamiento de datos, los parame-
tros que se muestran arriba y abajo de éstas resumen y nos indican qué tipo de
operacioén se llevo a cabo y cémo se implementé. Recordamos que los parametros
p, S, v f son el rellenado, el paso y el tamano del filtro.
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3.14 Algoritmo de retropropagacion

6|17|7|8|1|5
9(8|9(4(3]|0 Wi | Wa [ W3 Aco| Aos| Aoz Ass
3[(5[(0[2[3[8| * |Wa|Ws Ws| = |Auo|Aus| Az| As
113(3|3|7]|0 Wy | We | We Azo| Az Azl Azs
119|19(0|4]|7 Aso| Asi| Asz| Ass
3(2|7|2(0]|0

X W A

Figura 3.17: Ejemplo de RNC.

Finalmente, notamos dos cosas: el tipo de convolucion para la primera capa de la
figura 3.16 es simétrica, ya que mantiene las dimensiones de la entrada. En segun-
do lugar, por convencion se agrupa al proceso de convolucién con el de muestreo
en una misma capa, lo que facilita y reduce el nimero de indices y capas descritas.

3.14. Algoritmo de retropropagacion

Al igual que en la implementacién de la RNM, el ARP hace uso de la regla de
la cadena en calculo multivariable para obtener el cambio de los parametros. En
la figura 3.17 se muestra una pequenna RNC, la cual va a fungir como ejemplo de
implementacion.

Como predmbulo, vemos que en la imagen se muestra explicitamente el filtro, lo
cual no es comun; sin embargo, en este ejemplo nos servira para detallar el pro-
ceso de retropropagacién. Como podemos apreciar, la RNC consta de una sola
capa, la cual utiliza la funcién de activaciéon ReLU; ademas, a pesar de que no se
muestra en la imagen, se considerard el sesgo. No se aplica el proceso de rellenado
y el paso es de 1 elemento por movimiento. Finalmente, mencionamos que por el
momento sélo se introduce una patron de entrenamiento.

Definimos (i, j), (m, n) y (a, ) como los indices de las matrices X, W' y A res-
pectivamente. Por cuestiones practicas, denotamos a AN, Z[ plH v W como
A, Z, by W respectivamente. Supongamos que deseamos que la suma sobre los
elementos de la matriz A sea igual a una cantidad predeterminada T, en este
caso 250. Podemos definir nuestra funcién de costo como:
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3.14 Algoritmo de retropropagacion

E=_(T-Y) (3.39)
En donde:
Y=Y Aus (3.40)
a,B

El siguiente paso es calcular el gradiente de la matriz W y del sesgo b. Aplicando
la regla de la cadena podemos escribir:
oF oF Jy 0A 0Z

w0V 0A 9Z ow, (341)

OE _DE 0V 0A 0Z 12

Desarrollando las ecuaciones (3.41) y (3.42) llegamos a las siguientes expresiones:

OE ,
w1 s = _(T — Y) Z Z ReLU (ZOCﬁ)Xa-‘rm,,ﬂ-‘rn/ (343)
m’'n > B
E
%b —(T=Y) Z Z ReLU (Za,5) (3.44)

Habiendo calculado las dos expresiones anteriores, podemos hacer uso del algo-
ritmo del descenso del gradiente para actualizar los pardmetros de nuestra red.
Para lograr esto, utilizamos las siguientes dos ecuaciones:

Wyt 4 Wyt (TA* OF ) (3.45)
wm/,n/
ow
— | TA x+ — A4
b b ( * ab) (3.46)
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3.14 Algoritmo de retropropagacion

Teniendo nuestras ecuaciones para actualizar los parametros de la red en cada
iteracion, podemos entrenar el modelo. En la figura 3.18 se muestra la grafica de
costo contra el nimero de iteraciéon. En este caso, el costo se reduce de manera
drastica en los primeros ciclos y se acerca a 0. En la figura 3.19 se muestra la
evolucién del costo en las primeras diez iteraciones, la matriz de pesos W y el
sesgo b del ultimo ciclo.

35000

30000

25000 -

20000 -

Costo

15000 -

10000 -

5000 -

Iteracién

Figura 3.18: Gréfica de costo contra iteracion.

W

9.13

costo 9:
0: 3.90

costo

costo 1: 11,659.22
costo 2: 4,375.17
costo 3: 1,641.80 1.25]-0.07|0.56
costo 4 640.71
costo 5: 273.80 1.78(1.39(-1.38
costo 6: 117.00
costo 7: 50.00
costo 8 21.36 0.60]-0.52|-0.45
9
1

b = 0.30

Figura 3.19: Resultados de la RNC ejemplo

46



Capitulo 4
Prediccion de la densidad en un fluido

compresible

Como preambulo, hago mencién y agradecimiento al estudiante de doctorado
Christian Lagarza, quien es el autor del codigo para la simulacion del fluido com-
presible que sera utilizada durante el resto del capitulo.

En esta seccion se detallara la teoria de redes neuronales en la solucion de raices
de polinomios y se mostrara la implementacién de ésta en un caso de aplicacion
para la simulacion de un fluido compresible. El fluido a tratar es nitrégeno en
condiciones supercriticas en un espacio de simulacién de dimensiones (128, 128,
350), dando un total de 5,734,400 particulas.

Retomando lo que se mencioné en el capitulo 1, de manera general podemos
expresar un polinomio como:

n

f(z) =apx" + arxpq1 + a2ty 1+ 4+ ap1x+a, = Z ap_p® (4.1)
k=0

En donde z,a; € C. Dividiendo (4.1) entre ay obtenemos:
p(x) = 2" + box" '+ by P4+ by + by, (4.2)

Debido a que las raices de (4.1) son las mismas que las de (4.2), podemos trasladar
el problema hacia la solucién de (4.2). Ademas, si definimos un vector de raices
A = [A1, A2, A3, ...]T € C, podemos reescribir (4.2) como:

p(x) = H@; —\) (4.3)
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4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

El objetivo entonces es buscar una solucién para las raices de (4.3). En este caso se
utilizaran RN y se propondran dos métodos de solucién. El primero planteado for
Huang et al. [25] hace uso de restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento, el
segundo, desarrollado personalmente en esta tesis, sugiere el uso de restricciones
sobre los pesos de la red.

4.1. Meétodo 1: Restricciones sobre el algoritmo

de entrenamiento

Como se menciond en el capitulo 1, es posible incorporar restricciones sobre el
algoritmo de aprendizaje para mejorar el tiempo de convergencia y la generalidad
de la red. Huang et al. [25] propusieron la incorporacién de las identidades de
Newton [46] al algoritmo de aprendizaje, las cuales podemos escribir para un
polinomio arbitrario como:

<I>1:Sl+a1:0
(I)QZSQ—l—(IlSl—i-Q(ZQ:O

(4.4)
<I>m = Sm +alSm—1 +- anSm—n =0
En donde 5, es el m momento de raiz. Y se define como:
S = A AT AT =) A (4.5)
i=1

dSm _
dx;

m restriccién, en donde m € {0 < Z < n}. Aterrizando las anteriores ecuaciones
en un ejemplo, supongamos que tenemos un polinomio de quinto grado en la
forma:

Ademas, Sy = n y vemos que ( m)\zn_l). El simbolo ®,,, hace referencia a la

p(z) = z° + a0x4 + a1 2° + apr? + azw + ay (4.6)

Para este polinomio, podemos calcular las identidades de Newton como:
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4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

(I)l 1 0 0 0 0 aq Sl
(DZ Sl 2 0 0 0 a9 SQ
Oy = (S S 3 0 0| |as| + |5 (4.7)
(I)4 Sg SQ Sl 4 0 Qy S4
(I)5 S4 53 SQ Sl 5 as 55

Una vez establecidas las restricciones que se usaran en este método, podemos
pasar al disenio de la arquitectura de la RN, el cual puede ser de dos tipos: Sigma
y Pi. En las siguientes dos secciones se detallan cada una de éstas; sin embargo,
para contrastar el efecto de las restricciones, primero se implementan estas dos
arquitecturas sin ellas.

4.1.1. Arquitectura Pi sin restricciones

Esta primera red consta de tres capas, la primera de éstas contiene dos neuronas,
la segunda n (el grado del polinomio) y la tercera solamente una. Un patrén de
entrada @ para esta red es un vector de la forma: & = [—1, x]T, en donde = € C.
Definimos la matriz de pesos W de la siguiente forma:

(17

ol | I
Wip Wy 1 Wy 1

wiil— | . =1 . (4.8)
wi), wil] (1w,

Como podemos ver, los pesos entre la entrada = y la capa oculta se definen con
la constante 1; lo que en otras palabras significa que solamente los pesos que se
encuentran entre la entrada marcada con -1 y la capa oculta seran entrenados.
Por otra parte, definimos la matriz de pesos W2 como:

T
wiy 1"
2
wy 1
w2 — | _ . (4.9)
wg}l 1

Habiendo establecido los parametros de la red, mencionamos que no existe funcién
de activacion ni sesgo para ninguna de sus capas, mas adelante se mostrara porqué
se toma esta decision.
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4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

Capa de  Capa oculta Capa de salida
entrada

Figura 4.1: Modelo Pi - Huang.

Para entender el razonamiento detras del diseno de la arquitectura, veamos lo
que se computa en la capa oculta. Recordamos que la salida de ésta se denota
con ZM ?7 es un vector que contiene las salidas de cada una de las neuronas, i.e.
zW = 0 2T notamos que en esta ocasion AN = Z1 y finalmente
precisamos que:

Al = Z[1 — yil 4lol (4.10)
En donde Al es la matriz que contiene las entradas y es de dimensiones (2, P).
Podemos escribir la salida de cada una de las neuronas de la capa oculta como:

o = 2 = (2 — wll) (4.11)

7
Pasando a la capa de salida, notamos que nuevamente no existe funcion de acti-
vacién, por lo que al igual que en la capa 1, AP = Z[2 Para calcular la salida
definimos a la neurona como una unidad de multiplicacién sobre sus entradas, o
lo que es lo mismo, sobre la salida de las neuronas de la capa oculta. De manera
concreta, podemos escribir la salida de la segunda capa como:

Al2l — Zl2 — HGEI] (4.12)
i=1

Sustituyendo (4.11) en (4.12):

0 = AP = ](z - wl) (4.13)

’
i=1
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4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

Si comparamos las ecuaciones (4.13) y (4.3) vemos que la unica diferencia es el
sustraendo dentro de la multiplicacién, en otras palabras, si los pesos de la red se
eligen con igual valor a las raices del polinomio, la salida de la red representara
a éste. En capitulos anteriores se mostré cémo una RN puede actualizar sus
parametros hasta alcanzar una salida deseada, en este caso, los parametros por
aprender representan las raices del polinomio y el valor deseado es la evaluacion
de éste.

4.1.1.1. Algoritmo de aprendizaje

Para la arquitectura pi definimos la funciéon de costo como:

P

1

E= T,—- 0O 4.14

51T, -0, (114)
p=1

Podemos utilizar el algoritmo de retropropagaciéon para encontrar la tasa de cam-

bio del costo con respecto a los pesos de la red de la siguiente forma:

OE  0F ‘ 00,
6w[211 a 20, Bw[ﬂ

S

(4.15)

Empezando por el primer término del lado derecho de la igualdad y recordando

aT O
PZ\T O, - N, = Oy (4.16)
P
1 T,-0,
=—=>Y |T,-0, 417
1 P
=5 > (T, -0,) (4.18)
p=1

Por otra parte, podemos obtener el segundo término de la siguiente manera:
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w i
-l ) o) - (o)

— (;,; - @{1) (4.21)

En esta tltima ecuacién, R = {j : j € Z,1 < j < n,j # i}. Sustituyendo (4.18)
y (4.21) en (4.15):

- [1 PZ(T 0,) H(:c—wg”z)) (4.22)

Finalmente, podemos utilizar el algoritmo del descenso del gradiente para actua-
lizar los pesos de la red en cada iteracion de la siguiente forma:

or
Wl e ull - (TA ) (423

ows]

4.1.1.2. Resultados

Debido a que la definicién de la ultima capa en la red funge como un operador
de multiplicacién, se ha demostrado empiricamente [25] que la superficie de la
funcién de costo es irregular y no convexa, por lo que encontrar un minimo global
resulta dificil para el algoritmo del descenso del gradiente. Esta arquitectura no
va a ser utilizada en el resto de la tesis por su pobre desempeno; sin embargo, es
importante mostrar un ejemplo de su implementacién para contrastar resultados
con el resto de las arquitecturas.

Supongamos que queremos encontrar las raices del polinomio:

p(r) = 2° — 4a* + 4.432% — 0.1642% — 1.464x + 0.144 (4.24)

En este caso, nuestra red tendra 5 neuronas en la capa oculta. Ademas; defini-
mos los hiperparametros de la red como: P = 50, TA = 0.00005, iteraciones =
2,000, 000. En la figura 4.2 se muestra el valor de la funcién de costo con respecto
al niimero de iteracién.

o2



4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

0.08

0.06

Costo

0.04

0.02

10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000

Iteracion

Figura 4.2: Costo contra iteracién de modelo Pi.

Como podemos ver, la funcion de costo se reduce en las primeras 40,000 itera-
ciones (aproximadamente) y después continua un camino asintético hacia cero.
Puede parecer que la aproximaciéon de las raices es buena ya que el costo se apro-
xima a cero; sin embargo, para una gran cantidad de aplicaciones en fisica se
requiere de una alta precisiéon. Veamos ahora las aproximaciones de las raices. La
figura 4.3 muestra las 5 aproximaciones de éstas por la red en negro y en rojo el
valor real.

Es importante destacar el lento aprendizaje de la red, a ésta le toma millones de
iteraciones alcanzar aproximaciones aceptables en algunas raices, por lo que no
podra ser utilizada en aplicaciones donde la velocidad de cémputo es un factor
importante. En cuanto a resultados se refiere, sélo la primera, la tercera y la quin-
ta raiz logran alcanzar valores aceptables, el resto de las raices de la red tienen
un mal desempeno.

El vector de raices del polinomio es:

A=[1.2,20.1,-0.5,1.2] (4.25)

Por otro lado, las raices resultado de la red son:

w = [—0.4994, 1.2847,0.1007, 1.1164, 1.9982] (4.26)
Podemos definir la siguiente métrica para medir el desempetio de la red:

n
)\Z-—wl-

(4.27)
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En donde d representa el error relativo promedio. Utilizando los valores en (4.25)
y en (4.26) podemos computar (4.27). En este caso: d = 0.02987.

14

!
I3
>

Valor Raiz
Valor Raiz

|
o
@

04
500000 1000000 1500000 2000000 0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000

Iteracién Iteracion

Valor Raiz
Valor Raiz

-0.4

0 500000 1000000 1500000 2000000 2500000 0 500000 1000000 1500000 2000000

Iteracién Iteracion

2.2

2.0

Valor Raiz

[ 500000 1000000 1500000 2000000
ot
Iteracién

Figura 4.3: Costo contra iteracion para las raices del modelo Pi.

4.1.2. Arquitectura Sigma sin restricciones

El modelo Sigma propuesto por Huang et al. es muy similar al modelo Pi. Sin
embargo, existen diferencias especificas que producen cambios en el comporta-
miento, velocidad y consistencia de la red. En primer lugar, destacamos que las
matrices de pesos W y W2 y las entradas de la red no presentan cambios;
por otra parte, se agrega una funcién de activacién sobre la capa oculta, la cual
definimos como:
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) =mn(]-1) (4.28)
Otro cambio importante ocurre en la capa de salida, en la anterior arquitectura la
Unica neurona de esta capa funge como operador de multiplicacion, en contraste,
en la red Sigma, la neurona de la capa de salida produce la suma de los resultados
de la capa oculta. En la figura 4.4 se muestra la arquitectura de este modelo.

Capa 1 Capa 2

Capa de  Capa oculta Capa de salida
entrada

Figura 4.4: Modelo Sigma - Huang.

Las ecuaciones que caracterizan a esta red son:

zW — witl gl (4.29)
AN = 1n |Z0] = 1n |[W AL (4.30)
Al2l — w2l 4l (4.31)

Para esclarecer el proceso interno de la red, podemos escribir la salida de cada
una de las neuronas pertenecientes a la capa oculta de la siguiente manera (para
un patrén de entrenamiento):

zlm = (x - w%) (4.32)

agl] = ln|zl[1]| =In ‘x - wgll (4.33)

Ademas, podemos escribir la salida de la red para un patréon de entrenamiento
como:
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O=Aa=1In ‘x — wgl]l

+in ‘x — wgl]z

+---4in )Ji — wQL (4.34)

Por otra parte, si aplicamos nuestra funcién de activacién en la ecuacion (4.3)
obtenemos:

n

[T —x)

=1

In =Inl(x—XM)(x—X) - (x—\)| (4.35)

=n|z—MN|+In|x— | +---+Injz— A\, (4.36)

Si comparamos las ecuaciones (4.34) y (4.36) vemos que la tnica diferencia se
encuentra en los sustraendos de cada expresiéon. En otras palabras, nuestra red
equivale al logaritmo natural del valor absoluto del polinomio a tratar, si y sélo
si, los pesos de la red wgl son iguales a las raices del polinomio.

4.1.2.1. Algoritmo de aprendizaje

Nuevamente utilizaremos la misma funcion de costo:

1 n
= 5>, - 0, (4.37)
=1

Para realizar el proceso de aprendizaje utilizando el algoritmo del descenso del
gradiente necesitamos computar la derivada del error con respecto a los pesos
[ ] . Para esto, podemos escribir:

oE _ OE 00,
8w[21]- 00, 8w[2171

N2

(4.38)

El primer término del lado derecho de la igualdad lo podemos calcular de la
siguiente forma:

_:_Z|T 0, - =l 0' (4.39)
= PZ|T O, - ‘T OI (4.40)

1 P
- P (T 0,) (4.41)
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Para calcular el segundo término recordamos que dlgix) = % De esta manera:
00 0
—[i: i {ln‘x—w;”—I—ln’aj—w%‘—I—---+ln‘x—w[21j1 +} (4.42)
8w2,i 8w27i
1]
0 T — Wy,
= nlz—wll|= -2 (4.43)
o] o [
2,Z ‘ZE - w2’,b
Sustituyendo las ecuaciones (4.41) y (4.43) en (4.38):
OE 1 < x — wgl]-
- = — T,—0,) — (4.44)
[1] Z( p p 2
s P p=1 x — wﬂ

Finalmente, podemos definir el algoritmo de aprendizaje a través de la siguiente
regla de actualizacién de pesos:

wl e wll — [ TAx — (4.45)
2,0 2,0 9 [1]
Wy ;
oo7 bl | ]
o 0041
=l
(7]
Y ‘
O 003}
0 5000 10000 15000

Iteracién

Figura 4.5: Costo contra iteracién modelo Sigma.

4.1.2.2. Resultados

Lo que se espera de esta arquitectura es una mejor aproximacién de las raices y
una reduccién del tiempo de computo. Probemos nuevamente con el polinomio
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descrito en (4.24). En la figura 4.5 se muestra la funcién de costo contra el nimero
de iteracion.

Nuevamente vemos que es dificil interpretar el desempeno de la red a partir de
la grafica de costo. Para resolver esto, en la figura 4.6 se muestra en negro la
aproximacion de la red y en rojo el valor objetivo.

14 —-0.45
-0.50
12 -
M : ~0.55
1.0 - s -0.60
N ; : ; ; ; i : : &N
S & -0.65
08 —
% 9 070
©
> : >
0.6 - - -0.75
-0.80
0.4
-0.85
02 ; ; ; ; ; ; ; ‘ ~0.90 ; ; ; ‘ ; ; ; ;
0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
Iteracidn Iteracion
25
1.3F
2.0
1.2
N Nt
© ©
& o4
l_
S S
o T 10
> >
0.5
0.9
20000 20000 50000 80000 100000 0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
)
Iteracién Iteracion

0.1

o
o

Valor Raiz
s
2

-0.2

-0.3

0 10000 20000 30000 40000 50000 60000 70000 80000 90000
Iteracion

Figura 4.6: Aproximacién de pesos contra iteracién.
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El vector de raices resultado de la red es:

w = [1.2317, —0.5001, 1.1560, 2.0138, 0.1000] (4.46)

Recordando que las raices reales del polinomio son: A = [1.2,—0.5,1.2,2,0.1],
nuestra métrica de distancia es: d = 0.0140. Claramente podemos ver que el
desempeno de la red mejord, no sélo aumento la precisién de las raices, sino que
disminuyé el nimero de iteraciones necesarias drasticamente; sin embargo, a la
red aun le toma un gran nimero de ciclos obtener una buena aproximacion, por
lo que no es factible utilizarla como método alternativo en la gran mayoria de
aplicaciones.

4.1.3. Arquitectura Sigma con restricciones

En esta seccién se detallarda e implementara la red neuronal Sigma incluyendo
las restricciones mencionadas al inicio del capitulo 4. Se denotara con la letra
maytscula Phi al vector de restricciones del polinomio, esto es, ® = [y, Dy, - - -, <I>3]T.

Anteriormente definimos nuestra regla de actualizacion de pesos como:

E
whh e whl — ( aa m) (4.47)
Wy ;

Si introducimos la variable t para representar el nimero de iteraciéon, podemos
expresar (4.47) como:

oF
whi(t 4+ 1) = whi(t) — (TA P [11) (4.48)
w21
Entonces:
Awll = — (TA aEl ) (4.49)
’ 8w£1

Si las variaciones en los pesos son lo suficientemente pequenos, podemos aFI"OXI-
1

mar el cambio de éstos a través de su primer diferencial, i.e. AwQZ ~ dwsy,, de

manera similar, podemos aproximar el cambio en la funciéon de error como:

aE 1 aE 1 8E 1
B = —-dwb} + —dwlh + -+ —duwb) (4.50)
W1 Ows 5 Owy ,,
Jidw}) (4.51)

=1
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En donde J; = [1 Aunado a esto, vemos que inicialmente ® # 0, por lo que

definimos un Vector dQ de igual dimensiones a ® cuyo propdsito es acercar ésta
a su objetivo (cero) en cada ciclo. Por otra parte, podemos escribir el diferencial
de ® como:

Ad® = [dDy,dD,, - - -, dD,,]" (4.52)
Od 0P

d® = — - dwy] + -+ —r - dui), (4.53)
anl 2.n

Z dwl) (4.54)

=1

En donde:
o o 08 !
8 8 ows ;
Por otra parte, incorporamos una segunda restriccio’n sobre el algoritmo de apren-
dizaje, en términos generales ésta nos sirve para restringir la magnltud de cambio

1]
de los pesos de la red, lo que nos permite aproximar dw£ a Aw2 de manera
arbitraria. Escribimos esta segunda restriccion como:

" 2
3 (dwg{l) — (5P)> (4.56)
i=1
En donde 0P es una constante elegida en forma manual. El objetivo del nuevo
algoritmo de aprendizaje es tener el mayor cambio posible de la funciéon de costo
respetando las dos restricciones presentadas. Este problema se puede resolver a
través del método de los multiplicadores de Lagrange de la siguiente forma:

L=dE+ (6QT — d®T) -V + ((6P)2 - i (dw[;})z) u (4.57)

i=0
En donde p es un escalar y V.= [V, Vs, - - -, Vn]T. Ambos son coeficientes de
Lagrange. Incorporando (4.55) y (4.51) en (4.57):

n n n 2
L= Jdul + <6QT -y Fl.waQl) v+ ((513)2 . (dwgg) > 1 (4.58)
=1 7

i=1 =0

Para maximizar el diferencial de la funcién de costo tenemos que obtener el
gradiente del Lagrangiano e igualarlo a 0. Esto es:
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— aL —_

V=] | =0 (4.59)

L 2,n =

Cada uno de los elementos de este vector lo podemos obtener de la siguiente
manera;
oL
P Ji — FIV — 2udwl} = 0 (4.60)
Ws ;
Podemos reescribir y resolver para el diferencial de pesos:

J; — FTV = 2uduw) (4.61)

gl = BV

2,1 2;“ 2M
La ecuacién (4.62) representa nuestro nuevo algoritmo de actualizacion de pesos.
Huang et al. demostraron en [26] como obtener los valores de p y V. En el

capitulo 5 se deriva un algoritmo similar para la RNC en donde se detalla este
procedimiento.

(4.62)

4.1.3.1. Resultados

Inicialmente podemos probar el polinomio examinado con las anteriores arquitec-
turas y contrastar resultados. En primer lugar veremos el polinomio:

p(z) = 2° — 4z* + 4.432° — 0.1642% — 1.4642 + 0.144 (4.63)

Recordamos que para éste, A = [1.2,—0.5,2,1.2,0.1] y utilizando el modelo Sig-
ma con restricciones obtenemos la grafica de la figura 4.7.

Claramente, el tiempo de cémputo disminuy6 drasticamente en comparacién con
las dos anteriores arquitecturas, esto debido a que en la implementacién de res-
tricciones se busca alcanzar un maximo del diferencial de la funcién de error en
cada iteracién (respetando las restricciones impuestas). En la figura 4.8 se mues-
tran las raices estimadas por la red en negro y en rojo la raiz real.
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Figura 4.7: Costo contra iteracién para modelo Sigma con restricciones.
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Figura 4.8: Raices estimadas por la red.
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Figura 4.9: Costo contra iteracion.

Como era de esperarse, las raices aproximadas por la red siguieron el mismo
comportamiento que la funciéon de costo, y en tan solo 60 iteraciones obtenemos
un valor de distancia con d = 0.00009656. Las raices aproximadas por la red
durante la iteracion nimero 60 fueron:

1.20000101 — 2.89592317 - 10794
—0.5 + 4.37883007 - 1071
w = [1.99999991 + 7.50878973 - 10~ 14 (4.64)
1.199999 + 2.89593640 - 10~
0.09999999 — 1.77985832 - 107%%

Por otra parte, podemos probar la arquitectura en polinomios con raices comple-
jas. Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en conocer las raices del
siguiente polinomio:

p(z) =2+ (B3 +i)2” + (2+2i)x* —2* + (=3 — i)z + (=2 — 2i) (4.65)

El vector de raices de éste ultimo es: A = [—i,—1,—2,—1 — 4,4, 1]. En la figura
4.9 se muestra la grafica de costo contra iteracion al implementar la arquitectura
Sigma con restricciones para este polinomio.

También podemos ver el resultado de las raices. En la figura 4.10 se muestran en
negro la parte real de las raices aproximadas por la red y en rojo el valor objetivo.
En la figura 4.11 se visualiza la correspondiente parte imaginaria.
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Figura 4.10: Raices reales aproximadas por la red.

Al cabo de 60 iteraciones, las raices aproximadas por la red fueron:

[ 1.19964954 - 107%% — 9.99999994 - 1079 ]
—9.99999996 - 10~ — 8.77014956 - 10~
—2.00000000 + 5.55700803 - 101%
—1.00000000 — 9.99999996 - 1014
—1.14158480 - 107% + 9.99999999 - 107914
| 9.99999999 - 1077 — 4.96326824 - 10~1%

(4.66)
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Figura 4.11: Raices imaginarias aproximadas por la red.

La distancia entre las raices reales y las aproximadas por la red es: d = 1.11640 -
107Y. Claramente las restricciones le permitieron a la arquitectura aprender de
manera mas rapida y llegar a un menor error en un reducido nimero de iteracio-
nes.

En la seccion pasada se habld acerca del concepto de consistencia; sin embargo,
no se definio. El objetivo de esta medicion es estimar el niimero de iteraciones
promedio necesarias para encontrar las raices de un polinomio, para esto se cred
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Figura 4.12: Numero de iteraciones contra grado del polinomio.

una base de datos con polinomios de grado 3 a grado 10 con un total de 7,000
instancias (1,000 para cada grado). En la figura 4.12 se muestran los resultados
de éste analisis.

Como se ha mostrado, la RN puede aproximar con un grado de error arbitrario
las raices de los polinomios. Los resultados que se muestran en la figura 4.12 son
producto de una aproximacién con un error menor o igual a 1710,

4.2. Método 2: Restricciones sobre los pesos de

la red

En las secciones pasadas, se mostré como incorporar las identidades de Newton
sobre el algoritmo de aprendizaje, lo que permitié una réapida convergencia y
mayor precisién; sin embargo, en muchas aplicaciones no es necesario computar
todas las raices en paralelo. En la presentacién de este segundo método para la
incorporacién de restricciones se deducira un modelo para el cémputo de raices
en serie, lo que otorgard una ganancia en la velocidad de cémputo.

En primer lugar, presentamos las restricciones por incorporar a la RN. Las formu-
las de Vieta son un conjunto de ecuaciones que relacionan a los coeficientes de
un polinomio con sus raices; supongamos que tenemos el siguiente polinomio (en
donde ag = 1):

p(l‘) = CLOZL‘n —+ alfL’n_l + a2xn—2 + -+ Ap—1T + (7% (467)
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Las correspondientes formulas de Vieta son:

Wi+ 1wz + -+ W, = —ag
(wiwg + wiwg + -« +) + (wawz + ) + - =@
- (4.68)

wyws - - wy, = (—1)"ay,

Podemos agrupar cada una de las anteriores restricciones en un vector denotado
con la letra ®. Este tiene n elementos (1 por restriccién), en otras palabras:
D =[P, Dy, -, (IDn]T. De manera general, podemos escribir el £ componente del
vector ® como:

®, = > Wi wiy - - wi, = (—1)Fa (4.69)

1< <9< <ip<n

En donde 4,15, - -, i € N. En la siguiente seccién se mostrara como incorporar
estas restricciones a los pesos de la red para encontrar raices de manera secuencial.

4.2.1. Arquitectura Pi y Sigma

Supongamos que deseamos encontrar una raiz del polinomio mostrado en (4.67),
para esto, lo reescribimos en funcién de sus raices:

p(x) =(x — M) (x— Ao) -+ - (x — wy) (4.70)

Si definimos la funcién g(x) como:

glx)=(x—=X)(x—=A3)--- (x = \p) (4.71)
Podemos reescribir(4.70) de la siguiente manera:
p(z) = (z — A1) g(2) (4.72)
Por otra parte, podemos expandir la ecuacién (4.71) como:

9(x) = box" ™t + by 4 bpx™ T - by g + Dy (4.73)

Notamos que by = 1 y que b;(A1, \a, - - -, A\,) para i # 0. Podemos construir una
arquitectura Sigma y una Pi para modelar p(x) tomando en cuenta g(x). La fi-
gura 4.13 y 4.14 muestran ambas redes.
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0 = px

Figura 4.13: Arquitectura Pi.

O = In|f)|

Figura 4.14: Arquitectura Sigma.
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Podemos describir la salida de la red de la arquitectura Pi con las siguientes
ecuaciones:

zW — wilgol (4.74)

Alll — Z0] (4.75)
2

z® =] q" (4.76)
=1

o =2z3 (4.77)

Por su parte, las ecuaciones que describen la salida de la red Sigma son:

z — wilgll (4.78)

AM = in | ZM] (4.79)

z12 — w2l gl (4.80)

o =2z3 (4.81)

En ambas arquitecturas definimos W2 = [1,1]". Como podemos ver (z — w)

vy g(x) o all v al' se obtienen a partir de W y AP De éstas tltimas dos,

solamente W contiene las aproximaciones de las raices; por lo tanto, para
encontrar raices de manera secuencial tenemos que reescribir W en funcién de
una sola raiz e.g., wy. Inicialmente podemos escribir de manera explicita W
como:

w |:_bn—1 bn—2 bn—3 bn—4 T bO (482)
Por consiguiente, el problema se reduce a reescribir los coeficientes de g(x) en
términos de w;. Para esto, podemos reescribir la ecuacion (4.69) de la siguiente
manera:

1=11 <2< <1 <n 1<t <2< <1 <n
= w E Wiy Wiy * - Wy, + E Wi, Wiy * - W, (4.84)
2<ia << <n 2<i1 <o << <n
k—1 k
() M wb 4 (1) (4.85)

Sustituyendo este tultimo resultado en el lado izquierdo de la ecuacién (4.69),
tenemos que:
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4.2 Método 2: Restricciones sobre los pesos de la red

(=) wbp g + (=1) b = (=1)* ay, (4.86)
(=1 be = (=1)* ar, — (1) wibgs (4.87)
bk = ai + wlbk,1 (488)

En este punto hemos mostrado cémo escribir el k coeficiente del polinomio g(x) en
términos del coeficiente k-1 de éste mismo. Finalmente, remarcamos que by = 1
y por consiguiente b; = a; + w1, por lo que podemos notar que es posible escribir
los coeficientes de g(x) en términos de la primera raiz de p(x) y por lo tanto
reescribir W en funcién de ésta.

4.2.2. Algoritmo de aprendizaje

Al igual que en las secciones pasadas, escribimos nuestra regla de actualizacion
de pesos como:

OF
wy < wy — TAx S (4.89)

En esta ocasién no se utilizé la notacion tradicional para referirnos a un peso
, 1. e - (1]
especifico de la red e.g. w; ;; en su lugar se utiliza w; para describir el peso wy

ya que como podemos ver en la ecuacién (4.82), éste es el inico que aisla a w;.

En primer lugar derivaremos el algoritmo de aprendizaje para la arquitectura Pi.
Para esto necesitamos obtener el término 68_51‘ Definimos nuestra funcién de error
como:

P
1
E=_5 > (T, - 0,) (4.90)
p=1

Podemos calcular la derivada parcial de la funcién de error con respecto a w; de
la siguiente forma:

OE _ 0E 90,
awl N 80,, 8w1

El primer término del lado derecho de la ecuacion anterior lo podemos escribir
como:

(4.91)
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4.2 Método 2: Restricciones sobre los pesos de la red

P

%150, 12

p=1

A 1 90y .
Por otra parte, para encontrar el término vemos que:
3 w1

Op = (zp —w1) g (2, w1, A) (4.93)

En donde A es el vector de coeficientes de p(x). Habiendo descrito esto, podemos
computar la derivada parcial de O, con respecto a w; de la siguiente forma:

00, Oz, —w)
— A
ow, ow, g (@p,wi, A) +

8g (l.P’ wy, A)
8w1

(2, —wy) (4.94)

Para calcular los términos de la anterior ecuacién, vemos que:

O(zp — w1)
=1 4.
9w (4.95)
’ 0g(xp, wy, A)
g (zp,wi, A) = ngl (4.96)
Sustituyendo (4.95) y (4.96) en (4.94):
00, /
0. = 9@ w0, A) + g (25, w1, A) (2 — wn) (4.97)
w1y
Sustituyendo (4.97) y (4.92) en (4.91):
OE 1 ,
w0, =7 Z (T, — Op) {9 (zp, w1, A) — g (2p, w1, A) (2, — wl)} (4.98)
p=1

Con esto, se define completamente el modelo de aprendizaje para la arquitectura
Pi. Para detallar este procedimiento para la red Sigma, podemos volver a utili-
zar la regla de actualizacién de pesos definida en (4.89); ademés, la funcién de
error y su derivada con respecto a O, permanecen intactas. Nuevamente necesi-
tamos encontrar la derivada de la funcién de error con respecto a wq, para esto
escribimos:

OFE  OF ‘80p
ow, 00, Ow

(4.99)

Podemos escribir O, como:

O, = Inl|zx, —w| +In|g(x,)| (4.100)
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Y su derivada con respecto a w; de la siguiente manera:

90, _ dlnlzy—wi| _dlnlg(zy)|

4.101
ow, ow, ow, ( )
Es facil demostrar que:
0 ln|x, — w| T —w
= — 4.102
dwy 2z — wy | ( )
dIn|g(xp,, wy, A)| _ 9(zp, w1, A)g (2, w1, A) (4.103)

Oy |9y, wr, A)[?

Sustituyendo las ecuaciones (4.102) y (4.103) en (4.101) y ésta dltima en (4.99)
tenemos:

8w1 P iz — wi|? |9(ap, wr, A)|

ve 4 i T O { — Wy g(Ip,whA)gl(ZL’p,wl,A)} (4104)

4.2.3. Resultados de la arquitectura Sigma

En esta seccion solamente se muestran los resultados obtenidos a través de la
arquitectura Sigma por ser la mas relevante. Supongamos que estamos interesados
en conocer la raiz positiva del polinomio:

flx)y=2*+2* -2 -1 (4.105)

Para éste, el vector de raices es: A = [—1, —1, 1]T. Implementando la arquitectu-
ra Sigma con restricciones sobre los pesos, obtenemos la grafica de costo contra
iteracion de la figura 4.15.

Como podemos ver, el costo disminuye més rapido en comparaciéon con arquitec-
turas anteriores; sin embargo, notamos la existencia de picos y cambios abruptos,
lo cual nos indica que la funcién de costo posiblemente posea estas propiedades.
En la figura 4.16 se muestra el comportamiento de la aproximacion de la raiz
contra el nimero de iteracion.

De manera similar a escenarios anteriores, en azul se muestra el valor aproximado
por la arquitectura y en rojo el valor real de la raiz. Ahora supongamos que
estamos interesados en conocer la raiz positiva del siguiente polinomio:

flz) =2 +1.72° — 1.22* — 1.32 — 0.2 (4.106)
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Costo

o 5 1(‘) 1‘5 20
Iteracion

Figura 4.15: Costo contra iteracién arquitectura Sigma.

1] 5 1[‘) 15 0
Iteracion

Figura 4.16: w; contra iteracién de la arquitectura Sigma.

73



4.2 Método 2: Restricciones sobre los pesos de la red

15

Costo

10

05

0o T T
] 5 10 15 20

Iteracion

Figura 4.17: - Costo contra iteracién arquitectura Sigma segundo polinomio.

15 F

05 -

oo I I
] 5 10 15 20

Iteracion

Figura 4.18: w; contra iteracién arquitectura Sigma segundo polinomio.

Para este polinomio tenemos que A = [—2, —0.5, —0.2, 1]T. La figura 4.17 muestra
el costo contra el nimero de iteracién.

Al igual que con el polinomio anterior, podemos graficar la aproximacion de la
raiz contra el nimero de iteracion. La figura 4.18 muestra este resultado.

Como podemos ver en este caso, a pesar de que la curva de costo es suave, no se
llega al valor deseado (marcado con rojo). Ademads, ya que podemos escribir 17!
en funcion de wy, es posible ver la funcién de costo en términos de éste. La figura
4.19 muestra este resultado para el primer polinomio.

Como esperabamos, la superficie de la funcién de error presenta picos y valles. Ve-
mos que existe un minimo (aunque no global) cerca de la raiz w; = 1; sin embargo,
alrededor de ésta encontramos que la pendiente es cercana a 0, lo que dificulta
su aproximacion. Analizando estos resultados, vemos que es posible encontrar
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1

12

10 |

Figura 4.19: Superficie de la funcién de costo.

raices con este modelo; sin embargo, no es consistente y debido a la naturaleza
de la funcién de costo y a los hiperparametros de la red, se corre el riesgo de no
aproximar correctamente las raices.

4.3. Redes neuronales para el computo de den-

sidad en un fluido compresible

Retomando lo mencionado al inicio del capitulo 4, es posible utilizar las arquitec-
turas previamente mostradas para el calculo de la densidad. El fluido en cuestion
es nitrégeno en estado supercritico con un total de 5,734,400 particulas, el al-
goritmo toma como entrada la presion, la temperatura y un cierto nimero de
variables caracteristicas del fluido para formar un polinomio de tercer grado cuya
raiz real positiva representa el inverso de la densidad. En la figura 4.20 se muestra
un diagrama de flujo con los pasos seguidos durante esta implementacién.

Variables
Caracteristicas

[}

e o e o
A . ® .. 4 . ® ..
—>|%® "o o® || Cocficientes |>|%0 "o o
o ® ° e %o
[—— o i LK $e°°e

Presién Densidad
Temperatura

Figura 4.20: Diagrama de flujo de implementaciéon para la estimacién de la

densidad.
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Figura 4.21: Corte bidimensional del campo de velocidades.

En primer lugar, se obtienen los campos de presion y temperatura a través de
algoritmos tradicionales. Estos se incorporan en conjunto con las variables ca-
racteristicas del fluido para formar los coeficientes de los polinomios a resolver
(uno por cada nodo). Finalmente, se obtiene la raiz real positiva del polinomio
formado y se invierte para obtener la densidad en ese punto.

En aras de entender mas el tipo de fluido a tratar, en la figura 4.21 se muestra
un corte bidimensional del campo de velocidades.

La intensidad de la imagen indica la magnitud de la velocidad. Como podemos
ver, el fluido empieza con una gran velocidad cerca de la fuente y conforme avanza
desaselera. Para este mismo instante de tiempo, podemos obtener en la misma
perspectiva el campo de temperatura y de presion. En la figura 4.22 se muestran
ambos.

La temperatura varia de 126 a 298 grados Celsius, y como podemos ver, el fluido
esta siendo inyectado a un espacio con una alta temperatura; por otra parte,
el campo de presion es practicamente homogéneo. El rango de ésta va de 3.25 -
10 a 4.5 - 105 pascales. Dadas estas circunstancias, el nitrégeno se encuentra en
condiciones supercriticas. Una vez en este punto y como se mostro en el capitulo
1, podemos generar los coeficientes del polinomio a resolver para cada uno de los
nodos de la siguiente forma:

ag =P (4.107)
a; = Pdyb — (RT — b) (4.108)
ag = Pdyb® — (RT — b) dib+ 0 (4.109)
az = —b[0+ (RT — b) dyb] (4.110)

Una vez calculados los coeficientes, podemos implementar nuestra RN, para esto,
se eligié el modelo Sigma de Huang et al. con restricciones. A pesar de que el
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Temperatura

Presidn

Figura 4.22: Corte bidimensional mostrando el cmapo de temperatura (arriba) y

de presion (abajo).

modelo de restricciones sobre los pesos de red es mas rapido, su inestabilidad no
lo hace el mejor candidato para la tarea. En la figura 4.23 se muestra el campo
de densidad computado con un método tradicional (Cardano) y con la RN.
Para el entrenamiento de cada red se utilizé una inicializacién aleatoria de los
pesos; ademas, para cada nodo se delimito el nimero de iteraciones maximas a
500. Esta ultima condicién es la causante de que el resultado producido por la
RN en la figura 4.23 posea puntos donde no se converge al resultado (pequenias
manchas blancas). En la figura 4.24 se muestra el histograma de iteraciones pro-
ducido durante el computo del campo de la densidad.

Con respecto a la forma de entrenar las RN, podriamos inicializar los pesos de
manera aleatoria (como se hizo en el resultado anterior); lo que serfa el mejor
método si el valor de la densidad en cada punto de la malla fuera independiente
del resto; sin embargo, claramente ese no es el caso para esta aplicacion. Las res-
tricciones impuestas sobre el modelo matematico del fluido limitan el nimero de
valores que la densidad puede tomar, por lo cual es importante definir un método
que tome en consideracion la distribucién de esté.

Para resolver esto, podemos inicializar los parametros de la RN a través del re-
sultado de las raices de algiin nodo adyacente. Para entender esto, imaginemos
que estamos simulando el mismo problema pero en un espacio de simulacién bi-
dimensional, la figura 4.25 muestra dos maneras de lograrlo; las flechas indican
los caminos de cémputo a seguir.
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Densidad Cardano

Densidad Red Neuronal

Figura 4.23: Comparativa del campo de densidad.

10

1
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10*

1

10°

MNumero de instancias

10°

10°
100 200 300 400 500

lteraciones

Figura 4.24: Histograma del ntimero de iteraciones.
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MNumero de instancias

40 B0
lteraciones

Figura 4.26: Histograma del nimero de iteraciones con camino de computo.

NN

Figura 4.25: Posibles caminos de computo para un fluido en un espacio

bidimensional.

Por camino de computo me refiero al orden secuencial en el que se computa la
densidad, en donde se inicializan los pesos de cada RN con los resultados obteni-
dos en el procesamiento del nodo anterior.

Incorporando el concepto de camino de computo, obtenemos el histograma de
iteraciones de la figura 4.26.

Por otra parte, también es posible utilizar esta forma de entrenamiento incorpo-
rando coémputo en paralelo. Para esto, se puede atacar el problema de dos mane-
ras. En primer lugar, simplemente se pueden convertir los caminos de computo en
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planos de cémputo, i.e., es posible inicializar los pesos que se encuentren dentro
de un plano en el espacio de simulacion a partir del resultado de las raices de las
neuronas de un plano adyacente.

Si lo que se busca es implementar paralelizacién sobre todo el espacio de simula-
cién, se tienen que hacer unos ajustes sobre la funcién de costo. La metodologia
a seguir en este caso es la siguiente:

s Generar una base de datos de entrenamiento con los resultados de las raices
con N polinomios.

= Entrenar una RN que aproxime de la mejor manera al conjunto de polino-
mios de la base de datos.

» Inicializar los pesos de futuras RN a partir de los resultados obtenidos.

Para lograr el segundo punto, como se menciond, es necesario modificar la funcién
de costo para incorporar informacion acerca de todos los polinomios en lugar de
uno solo. Esto se puede conseguir de la siguiente forma :

N P
E—gpszm_Oz’ (4.111)

n=1 p=1

La red entrenada con la funcién de costo presentada en (4.111) aproximara al
polinomio que mejor representa al conjunto de N polinomios en la base de datos.

Por otra parte, también es posible inicializar los pesos de cada red en la posicién
a en el espacio de simulaciéon a través de las raices computadas por la neurona en
la posicion « de la iteracion anterior. Por supuesto, este método conlleva como
desventaja el uso de memoria adicional, el cudl escala de manera lineal con el
nimero de nodos en el espacio de simulacion. Implementado este concepto, obte-
nemos el histograma de la figura 4.27.

Para comparar el método aqui presentado, podemos obtener el campo de densi-
dad a través de otros algoritmos. Con vistas a esto, y con ayuda de la libreria
NumPy (librearia de Python enfocada al procesamiento y soporte de matrices),
la cual incorpora un algoritmo para la obtencion de raices basado en el computo
de los vectores propios de la matriz companera del polinomio a tratar [23], es
posible obtener los resultados de la figura 4.28, en ésta, se muestra el campo de
densidad obtenido con ayuda de la libreria NumPy (arriba) y a través de la RN
con inicializacién de pesos con el estado anterior.
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MNumero de instancias

20 30
lteraciones

Figura 4.27: Histograma del ntimero de iteraciones para el método de inicializa-

cién de pesos a través del estado anterior.

Para la comparacién, se utilizara la medida de error propuesta en la ecuacién
(4.111), a la que se le denominara como el promedio del error cuadrético medio
o PECM, de manera explicita:

T
PECM = WZZm—OiE (4.112)
n=1 p=1

Para obtener el campo de densidad mostrado en la figura 4.28 a partir de la RN,
se establecié como condicién de paro al llegar a un error por nodo menor o igual
a 1X1072°; por lo tanto, este también es el valor del PECM. Por otra parte,
utilizando la libreria NumPy, se obtuvo un PECM de 1X1073%. Por otra parte,
si comparamos la velocidad promedio de cémputo, veremos que el algoritmo que
utiliza redes neuronales es 16 veces mas lento. Por lo tanto, a pesar de que este
método se puede utilizar para computar el campo de densidad con un grado de
precision arbitrario; para este caso particular de aplicacién, no es el mas eficiente.
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Densidad NumPy

Densidad Red Neuronal

Figura 4.28: Comparativa del campo de densidad.
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Capitulo 5
Prediccion de la presion en un fluido

incompresible

Como se mencioné anteriormente, la simulacién de fluidos por computadora re-
quiere de grandes cantidades de recursos computacionales; esto no es excepcion
para los fluidos incompresibles, en donde se requiere resolver la ecuacién de Pois-
son (para los métodos eulerianos). Para esto, usualmente se utilizan métodos
numeéricos iterativos, lo que vuelve a éste procedimiento uno de los mas costosos.

Una de las posibles soluciones a éste problema es intentar predecir el valor de la
presion a través de un algoritmo de aprendizaje de maquinas eliminando la nece-
sidad de utilizar un algoritmo iterativo. Un posible diagrama general de computo
para lograr esto se muestra en la figura 5.1.

Como podemos ver, el primer paso consiste en computar la velocidad ignorando
el término de la presién, posteriormente se le agregan fuerzas externas para des-
pués fungir como entrada al calculo de la presion. Para este tltimo punto, vemos

Aprendizaje de
Maéquinas
o ® ® 9 o ® ® 9
. ., ® g [ ] ® b [ ]

Slrn(tillacwn eil »|®e ° o |—»|Fuerzas externas |—»|® @ ° o |—» | Simulacién en
cuadro actua ° L ] L J siguiente cuadro
® ® [ I ®
o g © 0o o © 0 g
Adveccién Proyeccion

Figura 5.1: Diagrama general a implementar.
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en el diagrama de la figura 5.1 un recuadro con las palabras <Aprendizaje de
Maquinas> para simbolizar que el algoritmo de inteligencia artificial reemplaza
al tradicional.

Una vez establecido esto, tenemos que seleccionar un algoritmo de aprendizaje
de maquinas adecuado para esta situacion y definir las entradas y salidas de éste;
ademas, es necesario generar una base de datos para asegurarnos de que nuestro
algoritmo tenga una gran capacidad de generalizacion.

En formulaciones tradicionales, la presion es obtenida al resolver la ecuacién de
Poisson [69]:

1
At
En donde p; es la presion en el tiempo ¢ y uy es la velocidad computada sin
tener en consideracion la presion pero incluyendo las fuerzas externas que actian
sobre el sistema en el tiempo ¢; en lo que resta del capitulo se referird a u; como
velocidad de adveccién.

Vip = —V - u} (5.1)

Teniendo en cuenta esto, podemos establecer a la velocidad de adveccién en el
tiempo t — 1 como entrada del algoritmo; ademds, sabemos que la salida es la
presion. Para facilitar el aprendizaje del algoritmo, podemos incorporar dos en-
tradas adicionales, la topologia y la presion en el tiempo ¢ — 1. La primera se
agrega debido a que la geometria del espacio de simulacién tiene un impacto
directo sobre los valores que la presion puede tomar; la segunda se anexa para
incorporar informacién histérica pasada del sistema.

En las siguientes secciones se detallaran las entradas y las salidas del algoritmo;
sin embargo, por ahora es importante notar que cada una de las entradas es una
matriz de igual tamano que el espacio de simulacién. Para el procesamiento de
éste tipo de datos es comun y ha resultado eficiente el uso de redes neuronales
convolucionales debido a las conexiones dispersas y a los pesos compartidos (pro-
piedades explicadas en el capitulo 3). Por esta razon, en esta tesis se opté por
desarrollar el algoritmo utilizando redes neuronales convolucionales
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5.1 Base de datos

(L dn i e

Figura 5.2: Muestra de obstdculos utilizados.

5.1. Base de datos

Para generar la base de datos se utilizo el software Mantaflow creado por Tobias
Pfaff y Nils Thuerey. Mantaflow es un programa de cédigo abierto enfocado a la
investigacion de la simulacién de fluidos. Esta programado en c++; sin embargo,
posee una interfaz en Python para lograr un facil y rapido desarrollo de simula-
ciones; ademas, la interfaz con Python permite el uso de librerias especializadas
en inteligencia artificial y algebra lineal como Numpy y PyTorch.

Debido al tiempo que toma hacer una base de datos de simulaciones y entrenar la
RNC, se optd por generar simulaciones en un espacio bidimensional. De manera
especifica, cada simulacién tiene una resolucién de 128 X 128 y el nimero total
de simulaciones es de 2,574 (cada una con 140 pasos de tiempo), lo que en total
nos da 360,360 escenas o patrones de entrenamiento.

Para realizar las simulaciones, se recolecté un conjunto de 143 imagenes de libre
acceso y uso de internet en dos resoluciones: 32x32 y 64x64, dando un total de 286
imagenes. Estas fungen como obstaculos para el fluido y aseguran una diversidad
de estados en la base de datos. En la figura 5.2 se muestra un subconjunto de
los obstéculos seleccionados (preprocesados para tinicamente tener dos colores:
blanco y negro). Finalmente, para cada uno de estos obstdculos se generaron 9
simulaciones (3 variaciones en la posiciéon y 3 del tamano de la fuente) lo que
da el total de 2,574 simulaciones. Una muestra de las simulaciones realizadas se
presenta en la figura 5.3.

Como se habia mencionado, se requiere de 3 entradas: la velocidad, la topologia
y la presién en el tiempo t — 1. Para formar la base de datos, éstas tres fueron
tomadas de Mantaflow y convertidas en arreglos de la libreria NumPy para final-
mente ser guardadas en memoria en formato binario. La tres entradas y la salida
del algoritmo poseen la misma dimension de 128 X 128.
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5.2 Método 1: Red neuronal convolucional sin restricciones sobre el algoritmo de
entrenamiento

Figura 5.3: Muestra de simulaciones realizadas.

A la matriz de topologia se le denotara con la letra minuscula o, y a un valor
predeterminado de ésta como o(x; ;). Esta matriz se define como:

1 si obstaculo en x; ;
0(%’,]‘) = { ! (5'2)

0 de otra manera

5.2. Método 1: Red neuronal convolucional sin
restricciones sobre el algoritmo de entrena-

miento

La primera arquitectura utilizada se muestra en la figura 5.4, su lectura es de

arriba a abajo, en donde la entrada es un tensor de dimensiones (n[lo], n[zo], ng)])7

n[lo] =4, n[zo] = 128, ng)] = 128 y la salida por su parte es de dimensiones (71[17]7

n[27], ng}) en donde n[lﬁ] =1, n[26] =128y ngﬂ = 128.

En la presente arquitectura existen cuatro procesos distintos de convolucion, los
cuales seran denominados como: Conv 1, Conv 2, Conv 3 y Conv 4. También
se tiene un procedimiento de submuestreo y otro de remuestreo para reducir e
incrementar respectivamente la dimension de las matrices.

Conv 1 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 4,128, 128) en donde
P representa el nimero de instancias o patrones de entrenamiento a procesar de
la base de datos. La salida es un volumen de dimensiones (P,8,128,128). Esto
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Entrada
Y
Conv 1
Y
Conv 1l
+ D D
Conv 2 | Conv 2 B Conv 2
Y Y Y
Conv 2 Conv 2 Conv 2
J U
Conv 3
v
Conv 4
Y
Salida

Figura 5.4: Arquitectura de red neuronal convolucional.

implica que esta capa utiliza 8 filtros y que la convolucion es simétrica; dado que
los filtros son de dimensiones (3,3) se utiliz6 un rellenado y un desplazamiento
de una unidad.

Conv 2 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 8,128, 128) y entrega
como salida otro de dimensiones (P,8,128,128). Las dimensiones de los filtros
son iguales a las de Conv 1, esto es, (3,3). La convolucién nuevamente es simétri-
ca, por lo que se vuelve a utilizar un rellenado y un desplazamiento de una unidad.

Conv 3 toma como entrada un tensor de dimensiones (P,24,128,128) y entrega
otro de dimensiones (P, 24,128, 128). Ademas, utiliza 24 filtros de dimensiones
(1, 1), un desplazamiento de una unidad y no utiliza rellenado; dadas estas ca-
racteristicas, la convolucién es simétrica.
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Conv 4 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 24,128, 128) y entrega
otro de dimensiones (P, 1,128,128) el cual es el resultado de la prediccién de la
presion. Los filtros son de dimensiones (1, 1), el desplazamiento es de una unidad
y no se utiliza rellenado. Al igual que en las anteriores convoluciones, esta opera-
cion es simétrica.

El proceso de submuestreo se simboliza con la letra maytscula D en la figura
5.4; para realizar éste, se utilizé el procedimiento de méaximo muestreo descrito
en el capitulo 3 con un filtro de dimensiones (2,2) y un desplazamiento de dos
unidades. Como resultado de ésto, el volumen de entrada es reducido de (P, n4,
ng, ng) a (P,ni,ng,n3). Por otra parte, para el remuestreo se utilizé un método
de interpolacién bilinear con el objetivo de convertir un volumen de dimensiones
(P,ny, 2, %) a otro de tamano (P, ni, 2ny, 2n3).

Previo a el entrenamiento de la RNC, se dividi6 la base de datos en dos conjun-
tos, uno de entrenamiento y otro de prueba. El primero contiene el 80 % de las
instancias, lo que equivale a 247,200 ejemplos; el segundo contiene el resto de las
instancias, lo que equivale a 61,800 ejemplos.

Se utilizaron dos tarjetas de video Nvidia GeForce GTX 1080 de 8 GB de memo-
ria para el entrenamiento de la red. Debido a la capacidad limitada de memoria
y al tamano de la base de datos, es necesario dividir ésta ultima en subsecciones
o baches; al nimero de elementos en estas regiones se le denominara tamano de
bache. Definiendo la taza de aprendizaje con la constante 0.0005, el tamano de
bache con 500 y utilizando la funcién de costo del error cuadratico medio obte-
nemos la imagen de la figura 5.5.

Cada vez que el algoritmo recorre completamente la base de datos, diremos que
se ha logrado una época. Podemos medir el ECM para el subconjunto de en-
trenamiento y de prueba al término de cada una de éstas. Las figuras 5.6 y 5.7
muestran estos resultados, y como podemos ver, los valores son similares para
ambos conjuntos; no obstante, durante cada época el error del conjunto de entre-
namiento es menor al de prueba.

En la siguiente tabla se resumen algunos de los resultados obtenidos por la red.
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Figura 5.5: ECM para cada bache de la base de datos
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Figura 5.6: Costo contra época en el conjunto de entrenamiento.
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Figura 5.7: Costo contra época en el conjunto de prueba.
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5.3 Método 2: Red neuronal convolucional con restricciones sobre el algoritmo
de entrenamiento

Figura 5.8: Simulacién ejemplo utilizando RNC.

Epoca ECM entrenamiento | ECM prueba
0 1.00012251 1.04269791
1 0.8333058 0.87364825
2 0.07239872 0.07560173
5 0.04622882 0.04872293
10 0.03483063 0.03266048
20 0.02839928 0.03007941
30 0.02485611 0.02624044
40 0.02313225 0.02431603
48 0.02223536 0.02331508

Una vez entrenada la red, es posible incluirla al ciclo de generacion de cada
simulaciéon para ver su desempeno. Siguiendo esta logica, obtenemos la imagen
de la figura 5.8. Como podemos ver, el fluido en general se muestra de manera
inestable y muy poco preciso.

5.3. Método 2: Red neuronal convolucional con
restricciones sobre el algoritmo de entrena-

miento

Una de las mayores debilidades del método propuesto anteriormente es la falta
de restricciones impuestas sobre el valor que la presion puede tomar, ya que
en ningun punto se incluye informacion acerca de la divergencia del vector de
velocidad, el cual para un fluido incompresible debe ser igual a cero, esto es:

V-u=0 (5.3)

Inspirado en los modelos de restricciones presentados en el capitulo 4 y desa-
rrollados por D. Karras y S. Perantonis [31] es posible crear un algoritmo de
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Velocidad

Topf_Jlogla | RNC | PresiOn

PresiOn

Velocidad

Topologia | —1 , = |

opf_JIog ‘ RNC PresiOn Velocidad Divergencia
PresiOn

Figura 5.9: Diagrama de cémputo previo (arriba), diagrama de cémputo actual

(abajo).

aprendizaje que incorpore informacién sobre la divergencia del vector de veloci-
dad en la RNC. El primer paso para lograr esto es extender nuestro diagrama de
cémputo y poner a la divergencia en funcién de la salida de la red, y por ende, de
los pesos de ésta. La figura 5.9 muestra el previo y el nuevo esquema de computo
utilizado.

Como se puede ver, el nuevo esquema de computo incluye dos pasos adicionales,
en primer lugar se utiliza la presion calculada por la red para corregir el valor
de la velocidad de adveccion, para esto, simplemente se sustrae el gradiente de la
presion de la velocidad de adveccion; en segundo lugar, se calcula la divergencia
de este nuevo campo de velocidad.

Lo que se busca con el modelo de restricciones es reducir el valor de la funcién de
costo en cada iteraciéon tomando en cuenta ciertas limitaciones sobre los valores
que ésta puede tomar. Para esto, notamos que si los cambios sobre los pesos de la
red son lo suficientemente pequenos, éstos pueden ser aproximados por su primer
diferencial, en otras palabras:

De manera similar, es posible aproximar los cambios sobre la funcién de costo y
sobre la divergencia de la velocidad inducidos por los cambios en los pesos de la
red a través de sus primeros diferenciales. De manera concreta:

AE ~ dE (5.5)

A(V-u)~dV-u (5.6)
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Estrictamente, la divergencia de la velocidad presentada en la ecuacién (5.6) es
una matriz de igual dimensiones al espacio de simulacién; sin embargo, en esta
ocasion, y durante el resto de la seccion, utilizaremos la notacion V - u para
referirnos al valor promedio de la divergencia de la velocidad, y por lo tanto, sera
un escalar. Habiendo establecido esto, buscamos maximizar el diferencial de la
funcion de costo sometido a las siguientes condiciones:

n

> (dw;)* = (6P)” (5.7)

i=1
dV -u = 0Q (5.8)

En la condicién de la ecuacién (5.7) exigimos que la suma de los cambios en
los pesos se mantenga acorde con la constante 6 P. El objetivo es tener un hiper-
parametro que nos permita especificar la precisién que queremos que se mantenga
en las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6).

Por otra parte, la condicién de la ecuacién (5.8) nos permite establecer 6Q) como
el diferencial de la divergencia en cada iteracién. Dicho de otra forma, durante
cada ciclo del entrenamiento, el valor de la divergencia es diferente de cero; para
resolver esto, definimos un valor para el diferencial de la divergencia con el objeti-
vo de acercar ésta a su objetivo (cero) y de disminuir el valor de la funcién de error.

Podemos expandir el valor del diferencial de la funciéon de error de la siguiente
forma:

dE = g—fldwl + g—idwg +- 4 aawEndwn (5.9)
B — é gfi du; (5.10)
dE = En: Jidw; (5.11)
Por otra parte: .
AV - u = agw'l'“’dwl + agw' Ly + -+ 8(;}'”“05% (5.12)
wvou=S 2 dw, (5.13)
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dV-u:iFidwi

i=1
En donde:
oF
J; =
awi
oV -u
Fi -
8"&)1'

(5.14)

(5.15)

(5.16)

Utilizando la metodologia del método de multiplicadores de Lagrange establece-
mos que se busca maximizar el diferencial de la funcién de costo sujeto a (5.7) y

(5.8). Para esto definimos las funciones R; y Rs de la siguiente forma:

n

R1<dw17 dw27 S dwTZ) - Z(dw%>2

=1

Rg(dwl, de, Ty dwn) = Z f‘jZdU)Z
i=1

De esta manera, exigimos que:

VdE = MVR; + AoV Ry

Por otra parte, vemos que:

VAE = [Jy, Jo, - -, "
VR = [dwy, dws, - - -, dw,]"

VEBy = [}y, By, B
Incorporando (5.20), (5.21) y (5.22) en (5.19):

Ji = 2 \1dw; + Ao
Resolviendo para el diferencial del peso w;:

i AF

TN 2N

dwi

(5.17)

(5.18)

(5.19)

(5.20)
(5.21)

(5.22)

(5.23)

(5.24)

Tomando en cuenta las ecuaciones (5.7), (5.8) y (5.24), tenemos un sistema de 3

ecuaciones y 3 incognitas (dw;, A1, A2). Sustituyendo (5.24) en (5.8):
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Ji - )\gFl

n

> (Fidi = \F}) = 6Q (5.26)

=1

1
2)\

1 n n ) B
o (Z FiJ; — Ao 2 F; ) = 6Q (5.27)

i=1
Introduciendo las variables auxiliares A y B definidas como: A = Z?:lFiJi,
B =3%"", F?. Podemos reescribir (5.27) de la siguiente forma:

1
o (A—X\B) =6Q (5.28)
Ay = % (5.29)

Por otra parte, sustituyendo (5.24) en (5.7):

n - /\ F 2
> (%) = (6P)* (5.30)
=1

> (TP =200 diF+ M FY) = 4X] (5P)? (5.31)

i=1
Introduciendo la variable auxiliar C'= 3" | .J; podemos reescribir (5.31) como:

C' —2A\; + BX\2 = 4)\2 (5 P)° (5.32)
Sustituyendo (5.29) en (5.32):

2
C—24 (%) +B (%) — 4\2(6P)? (5.33)

Simplificando y resolviendo para A, es posible llegar a la siguiente expresion:

M=o |—— B (5.34)

Llegado a este resultado, utilizamos (5.24) en conjunto con (5.29) y (5.38) como
nuestra regla para la actualizacién de pesos, esto es:
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Ji AoF;

W o T

Por otra parte, para poder utilizar (5.35) es necesario definir P y 6@). Como se

menciond, el objetivo de 6() es acercar a la divergencia de la velocidad en cada

iteracion a su objetivo (cero), por lo que la podemos definir como: 60Q) = —kV - u,

el signo negativo en la anterior expresion asegura la convergencia de la divergencia

al valor deseado (y por ende, la reduccién de la funcién de costo). La constante

de proporcionalidad k es un hiperparametro elegido por el usuario, a la cual se le
demanda que: k € {R > 0}.

(5.35)

La constante 0 P representa la precision con la que queremos aproximar a Aw;, AE
y A (V - u) y puede ser simplemente definida por un niimero pequeno (e.g. P =
0.001); sin embargo, esto puede llevar a tiempos mas largos de entrenamiento.
Una solucién a esto fue propuesta por Huang et. al. [26] en donde se comienza
con un valor grande y se disminuye con el paso de las iteraciones, de manera
explicita:

5P(0) = 6Py (5.36)

~+|®

3P(t) = 6P, (1 e ) (5.37)

En donde 0F, y © son hiperparametros definidos previo al entrenamiento por
el usuario, con la tnica restriccion: © € {R > 0}. Finalmente, notamos que la
ecuacién (5.38) puede tomar dos valores (uno para el valor positivo y otro para el
negativo de la raiz cuadrada), es posible demostrar que para alcanzar un méximo
sobre el diferencial de la funcién de costo es necesario tomar en cuenta tinicamente
el valor negativo [31], [25]. De esta manera, tenemos que:

1 C-4
(0P)" — “F3

Con esto, queda completamente definido el algoritmo de entrenamiento de la
RNC; sin embargo, la implementacion del modelo se deja como tarea para una
futura investigacion.
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Capitulo 6

Conclusiones

En el capitulo 4 se mostraron varios métodos para la soluciéon de las raices de
polinomios, incluyendo las ventajas y desventajas de cada uno de estos; también
se analizé y visualizé el beneficio que existe al incorporar restricciones sobre el
algoritmo de aprendizaje y los pesos de la red. De manera concreta, el primero de
estos paradigmas sirve para el computo de raices en paralelo y el segundo para
su procesamiento de manera secuencial.

Como se mostré en la segunda parte del capitulo 4, estos métodos pueden ser
utilizados en la simulacion de fluidos. En este caso, por cuestiones de consistencia
se eligié el método de restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento. Gracias
a la naturaleza de las redes neuronales y a la forma en que se planteo el problema,
es posible disminuir el error sobre la funciéon de costo de manera arbitraria; sin
embargo, se tiene que considerar que a mayor exigencia de precision, mayor sera
tiempo de computo.

Por otra parte, se mostré como utilizar la distribucién del campo de densidad pa-
ra inicializar los pesos de las redes neuronales, lo que resulté en una disminucion
sustancial en el tiempo de computo. A pesar de las medidas implementadas, el
algoritmo basado en redes neuronales no pudo superar en rendimiento al tradi-
cional; sin embargo, dado que el primero de estos escala de manera lineal con el
grado del polinomio, resulta imposible descartar su utilidad en otras aplicaciones;
por ejemplo, ya que la precision de la red es un hiperparametro impuesto por el
usuario, es posible obtener aproximaciones de las raices en cortos plazos de tiem-

po.

Es importante destacar que la implementacién de todos los métodos para la so-
lucion de raices fueron programados en Python, por lo que es posible obtener un
incremento en el desempeno de éstos utilizando lenguajes compilados y de bajo
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nivel como c++. Por otra parte, queda como incognita saber si es posible la im-
plementacion de un modelo que incorpore tanto restricciones sobre el algoritmo
de aprendizaje como sobre los pesos de la red.

En el capitulo 5, por otra parte, se abordo el problema utilizando el marco tedrico
de los fluidos incompresibles. Se genero una base de datos con un total de 309,000
escenas en un espacio de simulacién bidimensional, y se fraseo el problema de pre-
decir el valor de la presién como una tarea de aprendizaje supervisado.

En la implementacién, se utilizo una RNC para obtener el campo de presiones; sin
embargo, los resultados de ésta no fueron alentadores. Una de las razones de esto
posiblemente sea la complejidad que conlleva aproximar a través de un proceso de
regresion 16, 384 presentes en la capa de salida. Para resolver esto, en la segunda
parte del capitulo 5 se propone y deduce un algoritmo de aprendizaje innovador
para la RNC, el cual incluye informacion a priori del problema a tratar, en este
caso, sobre la divergencia del vector de velocidad. La implementacion y andlisis
de este 1ltimo modelo queda propuesto como trabajo futuro.
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