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Resumen

La dinámica de fluidos computacionales o DFC es un área que se encuentra en
la intersección de: las matemáticas aplicadas, las ciencias de la computación, la
mecánica de fluidos y la ingenieŕıa aeronáutica¡ se encarga de analizar y resolver
problemas sobre el comportamiento de los fluidos. A pesar de los grandes avances
tecnológicos y una mayor capacidad de cómputo derivada de éstos, aún resulta
computacionalmente extenuante generar simulaciones con un alto grado de exac-
titud, por lo que es común el surgimiento de nuevos e innovadores algoritmos
para combatir este problema.

Por otra parte, en el área de ciencias de la computación, el modelo de redes neuro-
nales ha demostrado ser apropiado para una gran y diversa cantidad de tareas en
diferentes dominios debido, entre otras cosas, a su propiedad como aproximador
universal de funciones [34, 66] y a su intŕınseca compatibilidad con tecnoloǵıas
de cómputo en paralelo.

En esta tesis se hace una exploración y un análisis de diversos algoritmos basados
en redes neuronales en tareas relacionadas a la DFC. De manera más espećıfica,
se examina el desempeño que éstos tienen en la simulación de fluidos compresibles
e incompresibles en donde la tarea puntual yace en la predicción de propiedades
termodinámicas que definen el estado actual del sistema.
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Índice general
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1.7. Hipótesis . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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Caṕıtulo 1

Introducción

1.1. Perspectiva histórica de la DFC

La búsqueda de un modelo que represente fielmente la dinámica de fluidos tiene
una larga historia. En 1822, Claude-Louis Navier y en 1845 George Stokes formu-
laron, de manera independiente y por vez primera, las ecuaciones que describen la
dinámica de los fluidos [51], llamadas actualmente ecuaciones de Navier-Stokes.
Éstas fueron derivadas de tres principios de conservación en la f́ısica. El primero
de éstos dicta que la tasa de cambio de momento en una part́ıcula de fluido es
igual a la suma de las fuerzas que actúan sobre ésta [73] i.e. La Segunda Ley de
Newton. El segundo principio se expresa por la ecuación de continuidad y des-
cribe la conservación de masa. Finalmente, el último principio es derivado de la
primera ley de la termodinámica y describe que la tasa de cambio de enerǵıa es
igual a la suma de la tasa de adición de calor y de la tasa de trabajo hecha en una
part́ıcula de fluido [73], a ésta última comúnmente se le conoce como ecuación de
estado.

Durante el siglo XIX, las aplicaciones derivadas de las ecuaciones de Navier-Stokes
fueron restringidas a problemas simplificados y de topoloǵıa sencilla, en aras de
poder obtener soluciones anaĺıticas; esto debido a que el esfuerzo que conlleva la
aplicación de métodos numéricos en forma manual es intratable incluso en pro-
blemas bidimensionales.

Una de la primeras contribuciones al área de la DFC data de 1910, en donde L.F.
Richardson [58] introduce el método de diferencias finitas para la aproximación de
soluciones aritméticas. Su trabajo descansa sobre computadoras humanas a una
velocidad de 2,000 operaciones por semana durante tres años [79]. Progresivamen-
te, la simulación de fluidos por computadora se comenzó a desarrollar durante las

1



1.1 Perspectiva histórica de la DFC

primeras décadas del siglo XX; sin embargo, debido a la baja capacidad compu-
tacional de aquellos años, ésta se concentró en aplicaciones bidimensionales.

Los grandes avances en la DFC fueron relegados hasta el advenimiento de los
semiconductores en la década de los 40 gracias a un dramático incremento en el
poder de cómputo [79]; que entre otras cosas, dio como resultado el nacimiento
de las primeras supercomputadoras. Una de éstas, la CDC 6,600 fungió como
buque insignia de esta nueva generación de ordenadores y pod́ıa realizar hasta 3
millones de operaciones de punto flotante por segundo, lo que la mantuvo como
la computadora más rápida de 1964 a 1969; como consecuencia, surgieron las pri-
meras simulaciones de fluidos tridimensionales. Aunado a esto, se establecieron
firmemente algunos principios y algoritmos de la DFC (flujo potencial, ecuaciones
de Euler, RANS) [36].

De manera histórica, el desarrollo de la DFC en la década de 1970 fue ocasionado
por las necesidades de la comunidad aeroespacial [3], en donde el crecimiento fue
nuevamente impulsado por un aumento en la capacidad computacional. Duran-
te estos años, surgió el método de volúmenes [33]; adicionalmente, apareció el
algoritmo SIMPLE que proporciona una solución iterativa a las ecuaciones de
Navier-Stokes y el modelo k − ε para el tratamiento de fluidos con turbulencia.
Ambos son aún usados hoy en d́ıa por programas comerciales para la simulación
de fluidos [79].

La transición del nivel teórico al práctico ocurrió durante la década de los ochen-
tas y noventas, gracias al surgimiento de códigos comerciales flexibles. Se eliminó
en cierta medida la necesidad de desarrollar código privado en las empresas y,
por consiguiente, aumentó el número de firmas que se vaĺıan de la DFC para el
desarrollo de proyectos [79].

Desde su nacimiento, la DFC ha planteado grandes retos en cuanto a tratabili-
dad computacional debido a la enorme cantidad de operaciones necesarias para
la simulación de un fluido [29]; poniéndolo en perspectiva, algunas simulaciones
pueden llegar a requerir varios meses para alcanzar el estado estacionario. El
problema se vuelve notorio cuando entendemos la naturaleza iterativa que ocu-
rre en la industria durante el desarrollo de un producto; más aún, encontramos
aplicaciones que requieren de una simulación de fluidos en tiempo real, como es
el caso de los entornos virtuales [76], el de los videojuegos y en la supervisión y
monitoreo de sistemas dinámicos. En los últimos años se han propuesto nuevas
metodoloǵıas y algoritmos en pos de resolver este problema [77] [69].

2



1.2 Conceptos básicos de fluidos

1.2. Conceptos básicos de fluidos

Los fluidos se clasifican en compresibles e incompresibles; los primeros son aque-
llos cuyo volumen puede variar mientras que los segundos en los que permanece
constante [8]. En la realidad, todos los fluidos cambian en cierto grado su volumen,
pero el cambio de éste es tan pequeño que para una gran cantidad de aplicacio-
nes (e.g. animación por computadora) se puede hacer una buena aproximación
tratándolos como incompresibles. Por otra parte, no es recomendable hacer esta
aproximación si se trabaja con escenarios en donde el volumen del fluido vaŕıa
considerablemente, como en el caso de un estampido sónico o de ondas de choque
[8].

En la simulación de fluidos existen dos enfoques principales para especificar el
campo de flujo, estos son, el marco de referencia Euleriano y el Lagrangiano [51].

En la perspectiva Euleriana, la especificación de un campo de flujo es re-
presentada como función de la posición x y del tiempo t; e.g. la velocidad
de flujo puede ser escrita como u(x, t); de manera abstracta, podemos decir
que es un manera de ver el movimiento del fluido que se enfoca en posicio-
nes espećıficas del espacio en las que el fluido se desplaza con el pasar del
tiempo [5].

Por otra parte, en la especificación Lagrangiana se sigue a parcelas indivi-
duales de fluido a través del tiempo. Para identificar parcelas espećıficas se
utiliza un campo vectorial a independiente del tiempo t, el cual es normal-
mente definido en t = 0 [57]. De esta manera podemos escribir la posición
del flujo como x(a, t).

Finalmente, cabe mencionar que existen ciertas aplicaciones en donde las con-
diciones extremas de presión y de temperatura llevan a trabajar con fluidos su-
percŕıticos o FS. Éstos se caracterizan por no tener una separación de rasgos
determinante entre la fase ĺıquida y la sólida, i.e. pueden disolver materiales co-
mo los ĺıquidos y efusionar como un gas. Una sustancia es catalogada como FS
una vez que sus condiciones de presión y temperatura son superiores a su punto
cŕıtico (ver figura 1.1 [6]).

3



1.3 Conceptos básicos de inteligencia artificial

Figura 1.1: Diagrama de fases de presión y temperatura mostrando el punto

cŕıtico del dióxido de carbono

1.3. Conceptos básicos de inteligencia artificial

Las Ciencias de la Computación son el campo que se dedica al estudio sistemático
de algoritmos y estructuras de datos [19]. Dentro de ésta, se le conoce comúnmen-
te como inteligencia artificial o IA al subcampo encargado de resolver tareas que
cotidianamente realizan los humanos, e.g. comprensión, movimiento, reconoci-
miento de imágenes, capacidad de comunicación, traducción, trabajo creativo,
negociación, etc [60].

Dentro de la IA está el área de aprendizaje de máquinas o AM, el cual se encarga
del estudio de algoritmos que aprenden de la experiencia o de los datos [11], dicho
de otro modo, se busca que a partir de un conjunto de datos y un problema a
resolver, se encuentre de manera autónoma (sin participación del programador)
una solución a éste. Finalmente, el aprendizaje profundo o AP es una sección del
AM dedicada al estudio e implementación de algoritmos modulares, i.e. méto-
dos capaces de estructurarse en cascadas o capas en donde cada una de éstas
representa una abstracción del problema inicial [13, 72]. La figura 1.2 muestra un
esquema de las áreas anteriormente mencionadas.

”De manera formal, se dice que una máquina aprende con respecto a una tarea
T, una métrica de desempeño D y una experiencia E si el sistema de manera

4



1.3 Conceptos básicos de inteligencia artificial

Figura 1.2: Diagrama con relación jerárquica de disciplinas en inteligencia artifi-

cial.

contundente mejora su desempeño D en la tarea T después de una experiencia
E”[48]. Además, podemos tener dos tipos principales de aprendizaje: supervisado
y no supervisado.

En el aprendizaje supervisado, el objetivo es aprender una función de mapeo que
convierta un vector de entradas xi a uno de salidas yi dado un conjunto de datos
D = {(xi,yi)}Ni=1. En el aprendizaje no supervisado, la entrada del algoritmo

únicamente es el conjunto de datos D = {xi}Ni=1, y el objetivo es encontrar pa-
trones que sean considerados más que ruido estructurado [52].

Durante el proceso de entrenamiento, una práctica común e importante es generar
una partición de D en dos subconjuntos denominados entrenamiento y prueba.
El primero de éstos se utiliza para entrenar el modelo y el segundo para validar
los resultados con miras a demostrar que el algoritmo es capaz de generalizar el
conocimiento aprendido y procesar entradas nunca antes vistas.

En esta tesis, se hace uso de redes neuronales o RN y de redes neuronales con-
volucionales o RNC, ambas forman parte del campo de aprendizaje de máquinas
y normalmente son entrenadas a través del algoritmo del descenso del gradiente.
La forma de medir el desempeño de estos métodos es a través de una función de
costo que evalúa la distancia que existe entre el valor actual y el deseado.
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1.4 Justificación

1.4. Justificación

Gracias a los recientes avances tecnológicos y a una mayor capacidad de cómputo,
la DFC es usada rutinariamente en una gran cantidad de áreas y disciplinas [12],
algunas de las más relevantes son: ingenieŕıa aeroespacial, diseño de edificios, in-
dustria qúımica, industria de alimentos, medicina, ingenieŕıa nuclear, ingenieŕıa
petroqúımica, ingenieŕıa naval, ingenieŕıa automotriz, sistemas de aguas residua-
les y plantas de enerǵıa. De manera general, las principales razones para utilizar
la DFC en la industria son:

Reducción en el precio del producto derivado de una disminución en el costo
de la etapa de desarrollo.

Generación y solución de modelos de optimización.

Reducción de la necesidad de experimentos f́ısicos.

Tiempo de lanzamiento al mercado disminuido.

Mejora en diseño del producto.

En pos de llegar a una apreciación de la utilidad de la DFC en la industria, se
analizarán algunos de los casos más importantes.

En la industria aeronáutica, el uso de la DFC en el diseño de aeronaves comer-
ciales está bien documentado [65]. La fortaleza de la DFC yace en su habilidad
para generar datos de vuelo a través de simulaciones por computadora a un bajo
costo en comparación con pruebas en túneles de viento y de vuelos en tiempo
real; además, es común su aplicación en problemas de minimización e.g. encon-
trar la geometŕıa ideal de un perfil alar para reducir el arrastre o maximizar la
sustentación [30].

La aplicación de la DFC es relativamente reciente en el diseño de edificios. El
objetivo es crear ambientes térmicamente confortables y saludables haciendo uso
óptimo de la enerǵıa. Además, existen importantes intereses económicos y am-
bientales; por ejemplo, en Estados Unidos los edificios son responsables de un
tercio de la enerǵıa primaria utilizada y dos tercios de toda la enerǵıa consumida
[1].

Existen varias áreas de oportunidad en el interior de un edificio. Los sistemas de
aire acondicionado, por ejemplo, pueden ser optimizados para maximizar el con-
fort de sus ocupantes. Para los sistemas de control y dispersión de contaminantes

6



1.5 Planteamiento del problema

se pueden encontrar las particiones de cuartos, diseño de pasillos y localización
de muebles que favorezcan a sus ocupantes; finalmente, se puede hacer un estudio
de la ventilación natural del edificio [78].

La DFC históricamente ha otorgado gran valor a la industria automotriz; por
ejemplo, ha sido utilizada como herramienta auxiliar durante el diseño de au-
tomóviles y ha permitido una reducción en los costos de producción [14]. De ma-
nera concreta, algunas de las aplicaciones más importantes de la DFC son: estudio
de la dinámica exterior de la carroceŕıa, simulación del proceso de combustión,
diseño del control de clima, análisis del enfriamiento del motor, sistemas de esca-
pe, maquinaria rotacional (ventiladores, convertidores de torque, frenos de disco),
enfriamiento y protección del capó, entre otras. Existen dos retos principales en
esta industria: la simulación precisa de fluidos y la obtención rápida de resultados.

Menos intuitivo pero igualmente relevante, es la aplicación de la DFC en la in-
dustria de la comida, en ésta, las áreas más relevantes de aplicación son: procesos
de mezclas, deshidratación, cocinado, esterilización y almacenamiento en fŕıo. El
objetivo principal es la mejora de la calidad, la seguridad y el tiempo de vida de
la comida en almacén [74].

La medicina puede utilizar la DFC para la prevención y el tratamiento de enferme-
dades; por ejemplo, es posible definir las condiciones de estrés y fuerza suficientes
para la ruptura de una vena o arteria, lo cual puede resultar en un aneurisma.
También puede utilizarla como una herramienta para la exploración rápida de
hipótesis, lo cual resulta en una investigación dinámica [59].

Las anteriores aplicaciones no son sino un pequeño subconjunto del total; más
aún, todas están relacionadas con importantes actividades o con el bienestar hu-
mano. Por esto, es indudable que el entendimiento y simulación de fluidos ha
tráıdo grandes beneficios a la sociedad.

1.5. Planteamiento del problema

En esta tesis se busca estimar la densidad y la presión de un flujo compresible
y uno incompresible respectivamente. Por lo tanto, se planteó la tarea como un
problema de regresión.

Para el desarrollo del trabajo con respecto al fluido compresible se colaboró con el
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1.5 Planteamiento del problema

alumno de doctorado de la UNAM Christian Lagarza, quien suministro el código
para la generación de simulaciones utilizado en esta tesis. De manera espećıfica, el
fluido con el que se trata se encuentra en estado supercŕıtico y es estudiado para
entender el comportamiento del proceso de combustión en cohetes de combustión
ĺıquida [61].

En éste, el cálculo más costoso durante cada ciclo de la iteración se da en el
cómputo de la densidad. Para computar esta, se utiliza la ecuación de estado de
Peng-Robinson [55]. De manera expĺıcita la podemos escribir como:

P =
RT

v − b
− θ (T )

v2 + d1bv + d2b2
(1.1)

Donde P es la presión, T la temperatura, R la constante universal de los gases, v
el volumen molar, θ (T ) y b son parámetros computados con respecto a la tempe-
ratura y presión cŕıtica y (d1, d2) = (2,−1). Definiendo D(v) = v2 + d1bv + d2b

2

podemos reescribir (1.1) como:

P =
RT

v − b
− θ (T )

D(v)
(1.2)

Multiplicando la ecuación (1.2) por (v − b) y por D(v) se genera un polinomio de
tercer grado sobre el volumen molar con la siguiente forma:

f(x) = a0v
3 + a1v

2 + a2v + a3 =
n=3∑
k=0

an−kv
k (1.3)

En donde v, ai ∈ R. De manera expĺıcita, podemos escribir los coeficientes de
(1.3) de la siguiente forma:

a0 = P (1.4)

a1 = Pd1b− (RT − b) (1.5)

a2 = Pd2b
2 − (RT − b) d1b+ θ (1.6)

a3 = −b [θ + (RT − b) d2b] (1.7)

Podemos encontrar la densidad dividiendo la masa molar W entre el volumen
molar. Esto es:

ρ =
W

v
(1.8)

Si dividimos (1.3) entre a0 obtenemos:
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g(v) = v3 + b0v
2 + b1v + b2 (1.9)

En donde:

b0 =
a1
a0

(1.10)

b0 =
a2
a0

(1.11)

b0 =
a3
a0

(1.12)

Debido a que las ráıces de (1.3) son las mismas que las de (1.9), podemos trasladar
el problema hacia la solución de esta última. Además, si definimos el vector de
ráıces de (1.9) como λ = [λ1, λ2, λ3]

T , podemos reescribir g(v) como:

g(v) =
n=3∏
i=1

(x− λi) (1.13)

El problema se puede resolver utilizando técnicas de AM al encontrar las ráıces de
(1.13) a través de una RN; más aún, podemos incorporar restricciones matemáti-
cas sobre la RN para facilitar la tarea de aprendizaje. Éstas últimas representan
información adicional del problema, y en términos generales, pueden ser descri-
tas como relaciones o limitantes teóricas sobre los valores que puede tomar una
variable.

Por otra parte, para un fluido incompresible dentro del marco de especificación
Euleriano la variable que requiere mayor cómputo es la presión [69]. En la figura
1.3 se muestra una secuencia de pasos básica que normalmente se toma para la
simulación de fluidos incompresibles [77]. Durante la iteración del algoritmo, el
cálculo de la función Proyección() toma alrededor del 85 % del tiempo del ciclo
(medición emṕırica sobre simulaciones personales para un fluido incompresible
no viscoso utilizando el método del gradiente conjugado precondicionado [4]); en
ésta, se resuelve la ecuación de Poisson y se computa la presión para posterior-
mente calcular la velocidad.

Tomando en cuenta esto, podemos proponer el cómputo de la presión a través de
un algoritmo de AM cuyas entradas sean:

1. La topoloǵıa del problema representada por un arreglo de valores binarios.

2. La velocidad de advección.

3. La presión en el instante de tiempo anterior.
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Figura 1.3: Ejemplo del algoritmo para la simulación de un fluido incompresible

Poniéndolo en perspectiva, el diagrama de la figura 1.4 detalla el procedimiento a
seguir. En éste, el bloque Red Neuronal Convolucional es usado para el computo
de la presión y sustituye al cómputo de la función Proyección().

Figura 1.4: Diagrama de de flujo para la simulación de fluidos incompresible

1.6. Objetivos

Objetivo general

Implementar algoritmos de aprendizaje de máquinas en el campo de la DFC para
la predicción de propiedades termodinámicas en fluidos compresibles e incom-
presibles, analizando el efecto de éstos en la precisión y el tiempo de cómputo
demandado.
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Objetivos espećıficos

Entrenar una RN con restricciones capaz de predecir la densidad dentro de
un espacio de simulación tridimensional para un fluido compresible.

Generar una base de datos con simulaciones de fluidos incompresibles no
viscosos de una fase en un espacio bidimensional a través de algoritmos
clásicos pertenecientes al área de la DFC.

Entrenar una RNC para realizar la predicción de la presión dentro de un
espacio de simulación bidimensional para un fluido incompresible.

Diseñar un algoritmo de aprendizaje innovador para el cálculo de la presión
en un fluido incompresible tomando en cuenta que ∇ · ~u = 0.

Comparar la eficiencia entre los métodos clásicos y los basados en AM,
tomando en cuenta las condiciones espećıficas del flujo.

Validar ambos modelos entrenados a través de datos obtenidos de la ejecu-
ción de simulaciones mediante métodos clásicos.

1.7. Hipótesis

Hipótesis general

Las RN y las RNC han sido usadas extensamente en visión por computadora; por
ejemplo, en tareas de clasificación de imágenes debido a su gran desempeño. Sin
embargo, también es posible ver este tipo de métodos en tareas de regresión como
en el trabajo de C. Chen et al. [9], en donde se entrenó una RNC para inferir
a través de una imagen: el ángulo del automóvil con respecto a la carretera, la
distancia contra la marca de carril y el espacio entre diversos veh́ıculos. De ma-
nera similar, Alexander Toshev y Christian Szegedy entrenaron una RNC capaz
de localizar las articulaciones humanas [70], esto es, a partir de una imagen, la
RNC computa las coordenadas de las articulaciones del cuerpo.

Los problemas de regresión en RN no se limitan a la estimación de un número
pequeño de variables; por ejemplo, en el trabajo de K. Sirinukunwattana et al.
[64] se entrena una RNC para la detección de los núcleos de células relacionadas
con el cáncer de colon. Para esto, la entrada a la red es una imagen con el tejido
celular a estudiar y la salida es otra imagen (de igual dimensión que la de entra-
da) en donde el valor de cada ṕıxel representa la probabilidad de que éste sea el
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centro de la célula en cuestión.

De esta manera, y tomando en cuenta la anterior evidencia, se postula la siguiente
hipótesis:

La densidad en un fluido compresible y la presión en uno incompresible son pro-
piedades termodinámicas computables a través de un modelo de aprendizaje de
máquinas basado en redes neuronales.

Hipótesis espećıfica

Uno de los resultados más importantes con respecto a las RN es el estableci-
miento teórico riguroso por parte de Kolmogorov [34] y A. Sprecher [66] acerca
de las cualidades de éstas como aproximadores de funciones universales una vez
que son propiamente entrenadas. Por esta razón, la selección de un algoritmo de
entrenamiento es de vital importancia.

Uno de los algoritmos de aprendizaje más utilizados y eficientes es el del des-
censo del gradiente. Sin embargo, éste tiene importantes inconvenientes que han
sido ampliamente estudiados; por ejemplo, en algunas aplicaciones puede tener
una tasa de aprendizaje lenta y en general se corre el peligro de no converger
a un mı́nimo global [42]; además, es posible enfrentar el problema de sobreajus-
te, esto es, presentar un buen desempeño únicamente sobre el conjunto de prueba.

Dimitris A. Karas y Stavros J. Perantonis presentaron una mejora al algoritmo
del descenso del gradiente [31] que incorpora información a priori a través de
restricciones utilizando el método de multiplicadores de Lagrange.

La principal razón para incorporar este tipo de restricciones es debido a que
normalmente en el algoritmo del descenso del gradiente la función de costo es
complicada y contiene regiones planas y depresiones profundas [27], lo que lleva
en muchas ocasiones a soluciones no óptimas y a largos tiempos de entrenamiento.

Con base en estas observaciones, se postula la siguiente hipótesis:

El diseño de un algoritmo de AM basado en RN que incorpore restricciones en su
algoritmo de aprendizaje puede generar mejores estimaciones (en este caso sobre
las propiedades termodinámicas de un fluido) y adquirir una mayor capacidad de
generalización que su homólogo no restringido.
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1.8. Metodoloǵıa

De manera general, podemos describir tres pasos fundamentales para la imple-
mentación de los modelos descritos en esta tesis:

1. Generar una simulación o un conjunto de simulaciones a través de algorit-
mos clásicos/tradicionales.

2. Utilizar los datos obtenidos en el paso 1 para el entrenamiento de los algo-
ritmos. En este caso se usa una RN para el fluido compresible y una RNC
para el incompresible.

3. Una vez entrenado el modelo, de ser necesario, se valida a través de un
conjunto de datos de prueba.

1.9. Aportes

Los principales aportes de esta tesis son:

El diseño de un algoritmo de aprendizaje innovador para la estimación de
la presión de un fluido incompresible en un espacio de simulación bidimen-
sional.

El desarrollo de un modelo basado en RN para estimar la densidad de un
fluido compresible en un espacio de simulación tridimensional.

La creación de una base de datos de fluidos incompresibles utilizando dife-
rentes geometŕıas y condiciones iniciales en un espacio de simulación bidi-
mensional. Dicha base de datos se hará pública.

Una referencia de diseño de algoritmos de AM para la simulación de fluidos.
Actualmente existen muy pocos trabajos que funjan como puente entre estas
dos áreas.
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1.10. Organización de la tesis

La tesis se encuentra organizada de la siguiente manera:

En el caṕıtulo 2 se hace un resumen del estado del arte.

En el caṕıtulo 3 se explica a detalle el funcionamiento de las RN y las RNC.

En el caṕıtulo 4 se explica la teoŕıa, el desarrollo y los resultados obtenidos
del algoritmo de AM utilizado en la predicción de la densidad en un fluido
compresible.

En el caṕıtulo 5 se presentan la teoŕıa, el desarrollo y los resultados obte-
nidos del algoritmo de AM utilizado en la predicción de la presión en un
fluido incompresible.

En el caṕıtulo 6 se presentan las conclusiones del trabajo aśı como un análi-
sis para posibles investigaciones futuras.
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Caṕıtulo 2

Estado del arte

En este caṕıtulo se analizan los principales y recientes trabajos relacionados con
la presente tesis. En primer lugar, se muestran los avances de la DFC haciendo
énfasis en los métodos impulsados por datos; es importante notar que la biblio-
graf́ıa sobre este tema es extensa y sólo se menciona lo que se consideró más
relevante para esta tesis. También se muestran los trabajos que unen el poder
generalizador de las RN con el álgebra linear y las ecuaciones diferenciales. Asi-
mismo, se presentan los recientes esfuerzos que han surgido para incorporar las
RN en las simulaciones de fluidos, esto es, trabajo relacionado con la f́ısica im-
pulsada por datos. Finalmente se muestra el uso y resultados de las restricciones
sobre el algoritmo del descenso del gradiete en las RN.

2.1. Avances en la DFC

En 1999 Stam et al. mostraron que los métodos Eulerianos pueden resolver las
ecuaciones de Navier-Stokes de manera estable [67], en contraste con los Lagran-
gianos [51]. Años más tarde, los mismos autores sugirierón el uso del método
iterativo denominado Gauss-Seidel para la solución de la ecuación de Poisson
[68]. Aunque éste todav́ıa es utilizado, está siendo remplazado por el método
PCG publicado por N. Foster y R. Fedkiw en el 2001 [17]. A. McAdams et al.
publicaron una técnica para acelerar el cómputo de la ecuación de Poisson en
forma de un paso de pre-procesamiento paralelo [44]; sin embargo, es muy dif́ıcil
de implementar y paralelizar [69].

Además de buscar una reducción en el tiempo de de cómputo de los algoritmos
utilizados para resolver las ecuaciones de Navier-Stokes, se puede tratar de re-
ducir la dimensión del problema; por ejemplo, Zhu et al. propusieron hacer una
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malla de dimensiones irregulares en donde se disminuye el tamaño en los lugares
de interés, mientras que se aumenta en aquellos poco relevantes [80]. De mane-
ra similar, Treuille et al. demostraron que es posible realizar una reducción del
espacio de simulación, esto es, disminuir la dimensionalidad de los vectores que
definen el estado actual del sistema a un espacio de representación [71]; lo que
se busca es realizar operaciones sobre este vector reducido para posteriormente,
a través de una transformación, regresar al espacio original. Finalmente, se han
propuesto metodoloǵıas para la generación rápida pero poco precisa de simula-
ciones [49].

Por otra parte, recientemente se han desarrollado diferentes métodos para acelerar
las simulaciones de fluidos a través de algoritmos impulsados por datos. Entre
los mas importantes destaca el trabajo de M. Lentine et al. [43], en donde se
generan nuevas simulaciones a través de otras previamente computadas utilizando
métodos de interpolación. Otra idea importante es presentada nuevamente por
A. Treuille et al. [71] en donde se utiliza la transformación de Garlekin para
generar el cómputo de la dinámica del fluido a través de una combinación lineal
de simulaciones pre-procesadas.

2.2. Redes neuronales en aplicaciones de álge-

bra lineal

El álgebra lineal o AL es una rama de las matemáticas que estudia las relaciones
lineales de ecuaciones y su representación a través de matrices y espacios vec-
toriales; se encuentra normalmente presente en simulaciones numéricas de f́ısica,
qúımica, ingenieŕıa, economı́a, finanzas, etc. Por la necesidad de computar resul-
tados en estas áreas surgió el campo del álgebra lineal numérica, cuyo objetivo es
el estudio de algoritmos para realizar cálculos de AL [2].

Desde un punto de vista teórico, varios problemas del AL están resueltos; sin
embargo, el constante e impresionante progreso en el poder computacional ha
transformado los problemas teóricos en prácticos. Es indispensable que los al-
goritmos encargados de computar operaciones de AL sean eficientes tanto en
memoria como en tiempo de cómputo y estables (pequeños errores en la entrada
del algoritmo generan pequeños errores en la salida de éste) [39].

Las RN han sido utilizadas de manera satisfactoria para atacar este problema.
Por ejemplo, Zheru Chi et al. [26] diseñaron una red neuronal capaz de resolver
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un sistema de ecuaciones lineales; Z. R. Ghassabi et al. [18] y D.S. Huang [25]
diseñaron de manera independiente una RN para la inversión de matrices singu-
lares; S. Perantonis et al. [56] crearon una red neuronal para la factorización de
polinomios; R. Hormis et al. [Hormis et al.] diseñaron una RN para la separación
de polinomios bidimensionales en un producto de polinomios de una sola variable.

Más relacionado a la presente tesis es el trabajo D. S. Huang et al. [25], quienes
diseñaron una RN para encontrar las ráıces de un polinomio arbitrario. De ma-
nera espećıfica, se buscó encontrar las ráıces de:

p(z) = a0z
n + a1zn−1 + ...+ an =

n∑
k=0

an−kz
k (2.1)

Donde a, z ∈ C y n es el grado del polinomio.

Además de resolver problemas similares, los trabajos [26], [24], [56], [25] tienen
en común el uso de restricciones en redes neuronales; más aún, la metodoloǵıa
seguida por estos trabajos es similar y se puede resumir en los siguientes puntos:

Diseño de la arquitectura de la RN.

Inclusión de restricciones al algoritmo de aprendizaje (dadas por la natura-
leza del problema).

Derivación del nuevo algoritmo de aprendizaje a través de la función de error
con la información de las restricciones y del método de multiplicadores de
Lagrange.

Obtención y análisis de resultados.

Finalmente, cabe destacar que en todos los trabajos ya mencionados, el uso de res-
tricciones mejoró la convergencia de uno a dos órdenes de magnitud manteniendo
la precisión constante.
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2.3. Redes neuronales en la solución de ecuacio-

nes diferenciales

El análisis numérico de las ecuaciones diferenciales resulta útil en áreas como la
f́ısica, las matemáticas aplicadas, la ingenieŕıa eléctrica, la bioqúımica, entre otras
[41], para entender fenómenos complejos que son dif́ıciles o imposibles de tratar
de forma anaĺıtica. De manera general, lo que se busca es resolver una ecuación
diferencial ya sea ordinaria o parcial de la forma [37]:

f(x,∇ψ(x),∇2ψ(x), ...) = 0, (2.2)

sujeta a ciertas condiciones de frontera (e.g. Dirichlet o Neumann), en donde
x = (x1, ..., xn) y ψ(x) es la solución a computar. La hipótesis para sustentar
el uso de RN en este problema se debe a que éstas pueden aproximar cualquier
función a una precisión arbitraria [34, 37, 66]; además de esto, es favorable su
elección debido a su intŕınseca compatibilidad con tecnoloǵıas de cómputo en pa-
ralelo.

Existen tres principales métodos para utilizar las RN en la solución de ecuaciones
diferenciales:

1. Discretizar el dominio (e.g. diferencias finitas) y utilizar las RN para resolver
las ecuaciones algebraicas resultantes.

2. Buscar los parámetros a través de una RN de un spline (curva diferenciable
definida en porciones mediante polinomios) que represente la solución a la
ecuación diferencial.

3. Mediante un proceso iterativo buscar una solución a la ecuación diferen-
cial: ψ(x) = A(x) + F (x, N(x,w)), en donde el término A(x) no contiene
parámetros ajustables y satisface las condiciones de frontera, N(·) repre-
senta la salida de la RN y F (·) es una función de propuesta de solución.

Los métodos (1) y (2) se basan en la aproximación de ecuaciones algebraicas. De
manera espećıfica, la primera puede ser resuelta a través de restricciones como se
muestra en [24]; sin embargo, al utilizar diferencias finitas como método de discre-
tización, se acarrea un error intŕınseco y para minimizarlo es necesario disminuir
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el tamaño de la malla, lo que aumenta el tiempo de cómputo [20]. La segunda
propuesta tiene la desventaja de necesitar un gran número de parámetros para la
RN; además, no es sencillo extender esta técnica a dominios multidimensionales
[37]. Finalmente, en la propuesta (3) se tiene el problema de proponer de manera
expĺıcita y manual la función F (·).

2.4. Aprendizaje de máquinas en la simulación

de fluidos

El AM ha demostrado ser eficiente en una gran y diversa cantidad de disciplinas
[38]; entre ellas destacan bioloǵıa, f́ısica, qúımica e ingenieŕıa eléctrica. Reciente-
mente ha surgido el campo de la f́ısica impulsada por datos, la cual tiene como
objetivo simular sistemas f́ısicos. Uno de estos sistemas es la simulación de fluidos
por computadora.

L. Ladický et al. en el 2015 publicaron un art́ıculo en el que generan simulaciones
de diversos fluidos incompresibles en un marco de referencia Lagrangiano a través
del método de bosques aleatorios [7], [28]. En éste, se ataca uno de los principa-
les problemas para generar simulaciones con alta precisión: las restricciones que
existen sobre el paso del tiempo para asegurar la estabilidad numérica. Las dos
principales contribuciones de Ladický et al. son:

1. Posibilidad de generar simulaciones con un ∆t mayor preservando la preci-
sión, en comparación con los algoritmos clásicos (no impulsados por datos).

2. Diseño de un vector de caracteŕısticas que representa de manera completa
el estado de una part́ıcula, el cual es lo suficientemente rico para codificar
toda la información necesaria en aras de predecir el siguiente estado del
sistema.

Por otra parte, Yang et al. [77] abordaron el problema de la simulación de fluidos
desde una perspectiva Euleriana. Su trabajo se concentra en reemplazar el algo-
ritmo iterativo clásico para la solución de la presión en fluidos incompresibles por
una RN que tiene como entradas el estado de la presión en el estado anterior, el
vector de velocidad y la topoloǵıa del problema. A pesar de que en los resultados
se logró un aumento en la velocidad de cómputo, se vio degradada la precisión
de la solución. Esto es debido a que en la RN no se tomó en cuenta la condición
de incompresibilidad de manera expĺıcita; además, no se muestra la capacidad de
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2.5 Restricciones en redes neuronales

generalización de la red, ya que se trabaja con una cantidad reducida de simula-
ciones.

Para resolver los problemas presentados por Yang et al. [77], J. Tompson et al.
[69] diseñaron una RNC para resolver el mismo problema, esto es, computar la
presión. Además, incluyeron la condición de divergencia que mantienen los fluidos
incompresibles: ∇~u = 0. Para esto, conmutarón la propuesta de un sistema de
aprendizaje supervisado por uno no supervisado. Dicho de otra manera, la función
de error de la red no representa la distancia entre la presión predicha y la deseada,
sino la magnitud de la divergencia del vector de velocidad obtenida a través de la
salida de la red. No obstante, son dos las principales desventajas de este método:

No se incluye a la presión en el estado anterior como entrada de la red, la
cual ha demostrado ser valiosa en otras arquitecturas [77].

La red presenta largos tiempos de entrenamiento, lo cual resulta en una
desventaja cuando se busca obtener una gran capacidad de generalización
utilizando una base de datos grande.

2.5. Restricciones en redes neuronales

Como se mencionó en el caṕıtulo 1, las RN han sido sujeto de estudio en años
recientes debido a sus interesantes cualidades de generalización y a su flexibilidad
para ser usadas en problemas tanto de clasificación como de regresión [31]. Para
su entrenamiento se utiliza el algoritmo del descenso del gradiente, el cual busca
adaptar de manera iterativa los parámetros de la RN hasta obtener una función
de salida conforme a los datos de entrenamiento.

Este algoritmo fue uno de los primeros en usarse para entrenar RN y probable-
mente sea el más popular [31]; sin embargo, se le ha criticado por ser lento para
converger a una solución[15], ineficiente para alcanzar un alto grado de generali-
dad [50] y biológicamente improbable (las neuronas humanas ’aprenden’ de otra
manera) [10]. Por estas razones, entre otras, es importante enriquecer el algorit-
mo de aprendizaje en las RN teniendo como prioridad el aumento de la velocidad
de convergencia, la conservación de la precisión y la mejora en la capacidad de
generalización.

Para encontrar una solución al problema, varios trabajos han propuesto modifi-
caciones al algoritmo del descenso del gradiente. Por ejemplo, Y. LeCun propuso
restringir la arquitectura y los pesos de la red [40], Patrice Simard et al. diseñaron
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2.5 Restricciones en redes neuronales

una nueva métrica de error que puede servir para el entrenamiento de redes neu-
ronales [63], T. Kathirvalavakumar y S. Jeyaseeli propusieron entrenar las capas
de la RN con diferentes funciones de error [32] y Fei Han et al. propusieron un
algoritmo de aprendizaje que toma en cuenta derivadas de orden superior [21]. A
pesar de que todos estos trabajos mejoraron en alguna medida el desempeño del
algoritmo de aprendizaje, ninguno incorpora información adicional del problema
a éste.

A. Karras y J. Perantonis propusieron incorporar información adicional del pro-
blema al algoritmo del descenso del gradiente en forma de restricciones sobre la
función de error [31]; para esto, utilizan el método de los multiplicadores de La-
grange deduciendo aśı un nuevo algoritmo para la actualización de pesos en cada
iteración. El nuevo algoritmo llamado ALECO ha resultado en una disminución
en el tiempo de convergencia y en una mayor capacidad de generalización de la
red [24, 25, 26, 31].
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Caṕıtulo 3

Introducción a las redes neuronales

El desarrollo de las redes neuronales tiene ya más de 60 años y fue producto del
deseo de generar un modelo matemático y computacional que intentara emular
algunas de las fortalezas de las neuronas biológicas [16]. En 1943 McCulloch y
Pitts introdujeron un modelo simplificado de neurona artificial [45], el cual pod́ıa
realizar tareas computacionales similares a las de una compuerta lógica.

Posteriormente, el cient́ıfico Frank Rosenblatt desarrollaŕıa en la década de los 50
el perceptrón, el cual es un tipo especial de neurona artificial [53] que de manera
general se puede interpretar como una función de mapeo F : (X,Θ) → {0, 1}
en donde X es la entrada del perceptrón y Θ es el conjunto de parámetros que
lo caracterizan. Este desarrollo generó un entusiasmo en la comunidad cient́ıfica
y dio como resultado el diseño de diversas neuronas artificiales con sus respec-
tivas reglas y algoritmos de entrenamiento para definir sus parámetros Θ. Entre
las neuronas artificiales más importantes, destaca ADALINE (’Adaptative Linear
Combiner’) con la subsecuente regla delta para la selección de parámetros; ésta
última seŕıa precursora del algoritmo de retropropagación.

En 1969 Minsky y Papert publicaron su libro titulado ”Perceptrones”[47] en el
cual explican las limitaciones de las neuronas artificiales, en espećıfico, mencionan
los tipos de funciones y aproximaciones que pueden hacer. Debido en gran parte a
esta publicación, el momento que teńıa la investigación en neuronas artificiales se
desvaneció durante la siguiente década. Sólo algunos investigadores continuaron,
entre ellos los más destacados son: Teuvo Kohonen, Stephen Grossberg, James
Anderson y Kunihiko Fukushima [35].

Al inicio de la década de los 80 todav́ıa se encontraba abierto el problema de entre-
namiento para las RN, esto es, cómo encontrar de manera eficiente los parámetros
Θ de una serie de neuronas artificiales interconectadas. El primer precursor del
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3.1 El perceptrón

algoritmo que resolveŕıa este problema fue publicado en 1974 por P.J. Werbos
[75] en donde se establecen los principios para propagar información de la capa
de salida hacia las capas ocultas. De manera independiente, Parker en 1985 [54]
y LeCun en 1986 [16] llegaron al mismo método. Sin embargo, no fue hasta que
Geoffrey Hinton et al. definieron e hicieron conocido el ARP como método para
encontrar los parámetros de una red neuronal multicapa [62].

El éxito de las RN en recientes años es debido (además del algoritmo de retropro-
pagación) a la gran cantidad de información disponible para el entrenamiento de
modelos y a una capacidad de cómputo en constante crecimiento que ha permitido
el diseño de redes cada vez más profundas. Existe una gran variedad de redes neu-
ronales en la actualidad, en las siguientes secciones se introduce el perceptrón, la
neurona artificial, las redes neuronales multicapa y las redes neuronales convolu-
cionales, las cuales serán utilizadas para la generación de modelos en los caṕıtulos
4 y 5.

3.1. El perceptrón

El perceptrón como se mencionó anteriormente, es una unidad de cómputo que
toma un vector de entrada x = [x1, x2, · · ·xn]T , un vector de pesos w = [w1, w2, · ·
·wn]T , un valor de umbral u y calcula una función de salida O(x,w, u) en donde
O ∈ {0, 1} y wi, u ∈ R. La salida está definida de la siguiente manera [53]:

O(x,w, u) =

{
0 si

∑
j wjxj ≤ u

1 si
∑

j wjxj > u
(3.1)

En la figura 3.1 se muestra un diagrama general del perceptrón. Aunque no es
parte de la convención, aqúı se introduce la nomenclatura de capa de entrada y
capa de salida en referencia al vector de entrada x y a la salida O. Pese a que en
este ejemplo la capa de salida sólo contiene una neurona, esta no es la norma, y
en general, se puede tener un número arbitrario de éstas.

Es importante no confundir los ćırculos que rodean a las entradas x1, x2, · · ·, xn
con neuronas, éstos son utilizados por convención en la comunidad cient́ıfica y no
simbolizan nada en espećıfico. Otra cosa importante a destacar es que el sentido
de las conexiones solamente va de izquierda a derecha, esto es, de la capa de
entrada a la capa de salida, lo que implica que el perceptrón se puede representar
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3.1 El perceptrón

como una gráfica sin ciclos. A este tipo de redes se les conoce como redes neuro-
nales prealimentadas.

Figura 3.1: Diagrama general del perceptrón

Una vez establecidos los principios de operación del perceptrón, es sencillo ver
cómo se puede utilizar esta unidad de cómputo para el cálculo de funciones lógicas.
Por ejemplo, supongamos que queremos diseñar dos perceptrones P1 y P2 para
el cómputo de la conjunción y disyunción lógica respectivamente (cada una de
estas funciones para dos entradas binarias). Con este fin, definimos x = [x1, x2]

T ,
w1 = w2 = [1, 1]T , u1 = 1 y u2 = 0. En esta notación, los sub́ındices sobre w y
u hacen referencia al perceptrón al que pertenecen.

Evaluando la salida del primer perceptrón para cualquier posible entrada x po-
demos corroborar que se computa la conjunción lógica. O1([0, 0]T , [1, 1]T , 1) = 0,
O1([0, 1]T , [1, 1]T , 1) = 0, O1([1, 0]T , [1, 1]T , 1) = 0 y O1([1, 1]T , [1, 1]T , 1) = 1. Po-
demos verificar de similar manera los resultados del segundo perceptrón y compro-
bar que calcula la disyunción lógica.O2([0, 0]T , [1, 1]T , 0) = 0,O2([0, 1]T , [1, 1]T , 0) =
1, O2([1, 0]T , [1, 1]T , 0) = 1 y O2([1, 1]T , [1, 1]T , 0) = 1.

Figura 3.2: Conjunción lógica (izquierda) y disyunción lógica (derecha)
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3.2 La neurona artificial

3.2. La neurona artificial

El perceptrón es un tipo especial de neurona artificial que computa una función
de umbral sobre la suma de cada una de las entradas multiplicada por su peso
correspondiente. Si pasamos el valor del umbral al lado izquierdo de la desigual-
dad podemos reescribir (3.1) de la siguiente manera (por convención la variable
b se ha utilizado para indicar el negativo del umbral de la neurona i.e. b = −u, y
se le conoce como sesgo):

O(x,w, b) =

{
0 si

∑
j wjxj + b ≤ 0

1 si
∑

j wjxj + b > 0
(3.2)

De manera general, definimos a una neurona artificial como una unidad de pro-
cesamiento de información que está basada y comparte caracteŕısticas con la
neurona biológica humana. Ésta se ve caracterizada por un vector de pesos
w = [w1, w2, · · ·, wn]T , un valor de sesgo b y una función de activación f(·).
La salida de la neurona se obtiene al aplicar la función de activación a la suma
de cada una de las entradas multiplicadas por sus respectivos pesos más el ses-

go, esto es, O = f
(∑

j wjxj + b
)

, tomando en cuenta que
∑

j wjxj es igual a

wTx podemos reescribir la salida como O = f
(
wTx+ b

)
. Al contrario que en el

perceptrón, la variable O no tiene que ser binaria y puede tomar valores reales o
complejos.

La figura 3.3 representa un diagrama general de una neurona artificial, en ésta, la
neurona ha sido dividida en dos partes para hacer énfasis en el orden de cómputo,
esto es, primero se computa wTx+ b y después la función de activación.

En el caso del perceptrón, se definió el valor de los pesos wi en forma manual; sin
embargo, esto resulta impractico en arquitecturas y en problemas más complejos.
La solución es diseñar un algoritmo capaz de encontrar este conjunto de pesos de
manera automática.
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3.3 Redes neuronales multicapa

Figura 3.3: Diagrama general de una neurona artificial

3.3. Redes neuronales multicapa

Cuando hablamos de redes neuronales multicapa o RNM nos referimos a una in-
terconexión de neuronas artificiales con el objetivo de generar una mejor función
de mapeo entre las entradas y la salida deseada en comparación con la neurona
artificial. La figura 3.4 muestra un diagrama general que describe a las RNM que
poseen una neurona en la capa de salida. La notación capa oculta hace referencia
a las neuronas que no son ni parte de la capa de entrada ni de la de salida, los
términos capa 1, capa 2, ..., capa M han sido utilizados para agrupar a las neuro-
nas por bloques de cómputo. Finalmente, se utilizará el término capa de entrada
y capa 0 de manera intercambiable.

Para denotar un peso espećıfico de la red utilizaremos la notación w
[l]
i,j en donde

i denota el ı́ndice de la neurona donde inicia la conexión en la capa l − 1 y j la
del fin de ésta en la capa l e.g. w

[2]
1,2 representa el peso que existe entre la primera

neurona de la capa 1 y la segunda neurona de la capa 2. También denotamos co-
moW [l] a la matriz de pesos de la capa l. De manera expĺıcita la escribimos como:

W [l] =



w
[l]
1,1 w

[l]
2,1 w

[l]
3,1 · · · w

[l]
kl−1,1

w
[l]
1,2 w

[l]
2,2 w

[l]
3,2 · · · w

[l]
kl−1,2

w
[l]
1,3 w

[l]
2,3 w

[l]
3,3 · · · w

[l]
kl−1,3

· · · · ·
· · · · ·

w
[l]
1,kl

w
[l]
2,kl

w
[l]
3,kl

· · · w
[l]
kl−1,kl


(3.3)
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3.3 Redes neuronales multicapa

Figura 3.4: Diagrama general de una red neuronal multicapa.

En la ecuación (3.3) la variable kl representa el número de neuronas en la capa l.

Denotamos el sesgo de cada neurona como b
[l]
i en donde i representa el ı́ndice de

la neurona en la capa l a la cual nos referimos, e.g. b
[2]
3 representa el sesgo de la

tercera neurona de la segunda capa. Asimismo, denotaremos a b[l] como el vector
de sesgos de la capa l. De manera expĺıcita lo escribimos como:

b[l] =


b
[l]
1

b
[l]
2

·
·
b
[l]
kl

 (3.4)

Recordando el funcionamiento de la neurona artificial, vemos que cada neurona
realiza dos operaciones de manera secuencial, primero calcula la suma del pro-
ducto de las entradas con sus respectivos pesos agregándole a ésta el sesgo de la
neurona, después evalúa este resultado a través de una función de activación f(·).
Durante las siguientes páginas, al resultado de la primera parte se le denotará
con la letra Z y al de la segunda con la A. Para una neurona artificial podemos
escribir:
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3.3 Redes neuronales multicapa

Z = wTx+ b (3.5)

A = f (Z) (3.6)

Para las RNM introducimos de manera similar la variable Z [l] = [z
[l]
1 , z

[l]
2 , · · ·z

[l]
kl

]T

en donde z
[l]
i representa la salida de la neurona i de la capa l previo a la evaluación

de la función de activación. Asimismo, definimos la variableA[l] = [a
[l]
1 , a

[l]
2 , ···a

[l]
kl

]T

en donde a
[l]
i = f(z

[l]
i ).

A manera de ilustración, en lo que resta de la sección se obtendrá la salida de
la RNM que se muestra en la figura 3.5. Vemos que X = [x1, x2]

T (sólo es una
entrada o patrón de entrenamiento) y que tenemos dos matrices de pesos W [1]

y W [2]; además, pese a que en la figura no se muestran de manera explicita los
sesgos de las neuronas (por cuestiones estéticas y de convención), en este ejercicio
śı los tomaremos en cuenta.

Figura 3.5: Ejemplo red neuronal multicapa.

Siguiendo la notación previamente mostrada, definimos las matrices W [1] y W [2]

como:

W [1] =

 w
[1]
1,1 w

[1]
2,1

w
[1]
1,2 w

[1]
2,2

w
[1]
1,3 w

[1]
2,3

 (3.7)
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3.3 Redes neuronales multicapa

W [2] =
[
w

[2]
1,1, w

[2]
2,1, w

[2]
3,1

]
(3.8)

Una vez en este formato, podemos encontrar Z [1] al multiplicar W [1] por x y
posteriormente sumando el sesgo, esto es, Z [1] = W [1]x + b[1]. Para obtener la
matriz A[1] aplicamos la función de activación f a cada elemento de la matriz
Z [1], dicho de otro modo, A[1] = f(Z [1]). La salida de la red neuronal (antes de
la aplicación de la función de activación) se denota como Z [2] y se calcula a través
de la multiplicación de los pesos de la segunda capa con la salida de las neuronas
de la primera capa más el sesgo, poniéndolo en ecuación: Z [2] = W [2]A[1] + b[2].
Finalmente, la salida de la red neuronal se obtiene al aplicar la función de acti-
vación a cada elemento de Z [2], esto es, O = A[2] = f(Z [2]).

Si analizamos el tamaño de la entrada en el ejemplo anterior, vemos que x es
un vector de dos filas por una columna, de manera mas compacta podemos es-
cribir esto como: S(x) = (2, 1). Haciendo un proceso similar para las matrices
de pesos tenemos que S(W [1]) = (3, 2) y S(W [2]) = (1, 3). A partir de estas
tres tuplas, podemos deducir el tamaño del resto de las matrices. Por ejemplo,
S(Z [1]) = S(W [1]x + b[1]) = (3, 1) y S(Z [2]) = S(W [2]A[1] + b[2]) = (1, 1). Las
matrices A[1] y A[2] tienen el mismo tamaño que Z [1] y Z [2] respectivamente.
Por lo tanto, la salida de la red neuronal es un escalar.

A manera de resumen, las ecuaciones que describen el procesamiento de la RNM
son:

Z [1] = W [1]x+ b[1] (3.9)

A[1] = f(Z [1]) (3.10)

Z [2] = W [2]A[1] + b[2] (3.11)

O = A[2] = f(Z [2]) (3.12)
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3.4 Funciones de costo

Hasta este punto se ha planteado la entrada como un solo vector; sin embargo,
es muy común que se requiera el procesamiento de múltiples entradas de ma-
nera simultánea, para esto, redefinimos a la entrada como una matriz en donde
cada columna es una instancia o patrón a computar. Esto lo escribimos como:
X = [x1,x2, · · ·,xp], en donde xi = [xi,1, xi,2, · · ·]T . En este escenario, es fácil
demostrar que las ecuaciones (3.9 - 3.12) siguen siendo válidas; sin embargo, los
tamaños de las matrices vaŕıan.

Analizando de nuevo los tamaños de las matrices, pero tomando en cuenta que X
es una matriz que consta de p vectores de entrenamiento, vemos que S(Z [1]) =
S(W [1]X + b[1]) = (3, p), S(Z [2]) = S(W [2]A[1] + b[2]) = (1, p), S(A[1]) = (3, p)
y S(A[2]) = (1, p). Como podemos apreciar, en este caso la salida de la RNM es
un vector con p elementos en donde el i componente representa la salida de la
red cuando se ingresa a ésta el vector Xi.

3.4. Funciones de costo

Se mencionó anteriormente que es posible encontrar a través del algoritmo del
descenso del gradiente el conjunto de pesos que acerque la salida de la red neu-
ronal al valor deseado. Esto se logra a través de un proceso iterativo en donde en
cada ciclo se intenta mejorar el desempeño de la red. Para lograr esto, es necesario
evaluar qué tan cerca o lejos se está del objetivo en cada iteración; las funciones
de costo cumplen esta meta.

Existen diversas funciones de costo y la selección de alguna dependerá de la natu-
raleza del problema a tratar. En espećıfico, de si se trata de una tarea de regresión
o clasificación. Además, las funciones de costo tienen que poseer dos propiedades
(las cuales se aclararán en la sección de retropropagación).

1. La función de costo total debe de poder ser escrita como la suma del costo
de cada instancia o patrón de entrenamiento de X.

2. La función de costo debe de poder evaluarse a partir de la salida de la últi-
ma capa de la RN.

Para problemas de regresión univariable, una de las funciones de costo más uti-
lizadas es la del error cuadrático medio, la cual podemos escribir de la siguiente
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3.5 Funciones de activación

manera: ECM = 1
2P

∑P
p=1(Ti−Oi)

2, en donde el termino Oi representa la salida
de la red neuronal para la instancia xi y el termino Ti representa la salida deseada
o real del sistema para la misma entrada. La suma es sobre el número de patrones
de entrenamiento.

Para problemas de clasificación binaria, una de las funciones de costo más utili-
zadas es la de entroṕıa cruzada, la cual se define como: C = − 1

P

∑P
p=1 Tiln(Oi) +

(1 − Ti)ln(1 − Oi). Durante el resto de la tesis nos interesaremos más por pro-
blemas de regresión y no se mencionara más a las funciones de costo espećıficas
para problemas de clasificación.

3.5. Funciones de activación

Hasta este punto, no se ha definido ninguna función de activación espećıfica; co-
mo veremos, éstas se seleccionan dependiendo de la naturaleza del problema y
sólo cuentan con una restricción: no pueden ser lineales en las capas ocultas. La
razón de esto es que si se utiliza una función de activación lineal en las capas
ocultas, la red neuronal no es capaz de aprender patrones no lineales. Para ver
esto, retomemos las ecuaciones (3.9 - 3.12) con un pequeño cambio, redefinamos
A[1] y A[2] a partir del uso de la función identidad, esto es:

A[1] = Z [1] = W [1]X + b[1] (3.13)

A[2] = Z [2] = W [2]A[1] + b[2] (3.14)

Sustituyendo (3.13) en (3.14) tenemos:

A[2] = W [2](W [1]X + b[1]) + b[2] (3.15)

O lo que es lo mismo:

A[2] = (W [2]W [1])X + (W [2]b[1] + b[2]) (3.16)

Realizando las siguientes definiciones:

W
′ ≡W [2]W [1] (3.17)

b
′ ≡W [2]b[1] + b[2] (3.18)
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3.6 El algoritmo del descenso del gradiente

Es posible reescribir (3.16) como:

A[2] = W
′
X + b

′
(3.19)

Podemos darnos cuenta que la función que se está aproximando resulta una com-
binación lineal de las entradas, los pesos y los sesgos. Por esta razón, es común
encontrar en la literatura funciones de activación no lineales, entre estas, destacan
tres por ser las más utilizadas y por ser la base de otras, estas son: la función
sigmoide, la tangente hiperbólica y la ReLU. La figura 3.6 muestra la gráfica de
éstas. A pesar de su gran importancia en la literatura, no se detallarán más éstas
ya que en la presente tesis no se utilizan (con excepción de la ReLU la cual se
detallará cuando se utilice); sin embargo, se hará uso de una función de activación
logaŕıtmica, la cual se explicará en el caṕıtulo 4.

Figura 3.6: Funciones de activación comunes

3.6. El algoritmo del descenso del gradiente

Vimos que la función de costo es una métrica para evaluar lo cercano o lejano que
se está de la función a representar por la red neuronal. Dependiendo de la función
de costo, se busca obtener el mı́nimo o el máximo de ésta. En el caso espećıfico de
la función del ECM se busca minimizar el valor. Para encontrar éste, es común
hacer uso del algoritmo del descenso del gradiente.

Denotaremos a la función de costo con la letra mayúscula C y vemos que está en
función de los pesos y del sesgo de la red. Ahora, supongamos que estamos mo-
delando una RN sin sesgo, por lo tanto, C(W ); más aún, nuestra RN sólo tiene
un peso, y lo denotamos como w1. La figura 3.7 muestra una gráfica ejemplo que
podŕıa representar a nuestra función de costo.
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3.6 El algoritmo del descenso del gradiente

Figura 3.7: Ejemplo de función de costo

Gráficamente, podemos ver que obtenemos un mı́nimo global al establecer w1 = 0;
sin embargo, esto es rara vez posible debido al número de parámetros de la red,
aśı que lo que se busca es un algoritmo para encontrar este mı́nimo de mane-
ra automática. Supongamos que actualmente nuestra red se encuentra carac-
terizada con w1 = 5; si calculamos la pendiente en este punto, obtenemos la
tasa de crecimiento de w con respecto al costo, si ésta es positiva implica que
C(w1 + δw1) > C(w1) y C(w1− δw1) < C(w1). En otras palabras, cuando la tasa
de crecimiento es positiva, una reducción en el parámetro w1 de magnitud δw1

disminuye la función de costo, por otra parte, cuando la tasa de crecimiento es
negativa, un aumento en el parámetro w1 de magnitud δw1 disminuye la función
de costo. La figura 3.8 contiene la pendiente en el punto a tratar.

Figura 3.8: Pendiente de la función costo en w1 = 5

Habiendo establecido lo anterior, podemos deducir un algoritmo iterativo para
disminuir la función de costo en cada ciclo. Definimos la regla de actualización
de parámetros de la siguiente manera:

33



3.7 El algoritmo de retropropagación

wi ←− wi −
(
TA ∗ dC(w1)

dw1

)
(3.20)

La variable TA es una constante y es el acrónimo de tasa de aprendizaje. Si la
derivada de la función de costo con respecto a w1 nos da la dirección en la que se
debe de cambiar w1 para reducir la función de costo, la TA nos da la magnitud
de este cambio. En la práctica, la TA se selecciona de manera emṕırica.

Cuando tratamos con funciones de costo multivariables podemos aplicar el mismo
principio, pero en lugar de utilizar la derivada de un solo parámetro computamos
el gradiente de la matriz de pesos. Notamos que S(∇W ) = S(W ) y que ∇wi,j
es la derivada parcial de la función de costo con respecto al componente wi,j. De
manera concreta podemos escribir:

W [i] ←−W [i] −
(
TA ∗ ∇W [i]

)
(3.21)

3.7. El algoritmo de retropropagación

Como hemos visto, nuestro objetivo es encontrar el conjunto de pesos que dis-
minuyan la función de costo de la red a través del algoritmo del descenso del
gradiente. El ARP nos permite encontrar el gradiente de cada uno de los paráme-
tros; para lograrlo, éste propaga la tasa de cambio del error a través de las capas
de la red hasta alcanzar al parámetro en cuestión haciendo uso de la regla de
la cadena para derivadas parciales. Para entender el procedimiento, veamos un
ejemplo. La figura 3.9 muestra la RN a estudiar.

En este caso, tenemos una RN de tres capas. Supongamos que estamos interesa-
dos en conocer el gradiente de la matriz de pesos W [2] para un solo patrón de
entrenamiento x. Dicho de otra manera, se requiere computar:

∇W [2] =
[

∂E

∂w
[2]
1,1

, ∂E

∂w
[2]
2,1

, ∂E

∂w
[2]
3,1

, ∂E

∂w
[2]
4,1

]
(3.22)
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3.7 El algoritmo de retropropagación

Figura 3.9: Red neuronal ejemplo a estudiar.

Si el problema es de clasificación, utilizamos la función de entroṕıa cruzada como
nuestro costo. Denotamos ésta con la letra mayúscula E. De las secciones ante-
riores vemos que E = −(T · ln(O) + (1− T ) · ln(1−O) (en donde O es la salida
de la red y T es el valor deseado). Empezaremos calculando el primer elemento
del gradiente en la ecuación (3.22). Utilizando la regla de la cadena podemos
obtenerlo de la siguiente manera:

∂E

∂w
[2]
1,1

=
∂E

∂O
· ∂O

∂Z [2]
· ∂Z

[2]

∂w
[2]
1,1

(3.23)

De izquierda a derecha, el primer término de la expresión (3.23) se calcula de la
siguiente forma:

∂E

∂O
= −

(
T

O
− 1− T

1−O

)
=

O − T
O(1−O)

(3.24)

Por otra parte, podemos obtener la derivada parcial de la salida de la red con
respecto a Z [2] de la siguiente manera:
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3.7 El algoritmo de retropropagación

∂O

∂Z [2]
=
∂ f(Z [2])

∂Z [2]
= f

′
(Z [2]) (3.25)

Finalmente, podemos calcular el tercer elemento como:

∂Z [2]

∂w
[2]
1,1

=
∂
(
W [2]A[1] + b[2]

)
∂w

[2]
1,1

(3.26)

∂Z [2]

∂w
[2]
1,1

=
∂
(
w

[2]
1,1a

[1]
1 + w

[2]
2,1a12[1] + w

[2]
3,1a

[1]
3 + w

[2]
4,1a

[1]
4 + b

[2]
1

)
∂w

[2]
1,1

(3.27)

∂Z [2]

∂w
[2]
1,1

= a
[1]
1 (3.28)

Sustituyendo (3.24, 3.25 y 3.28) en (3.23):

∂E

∂w
[2]
1,1

=
O − T

O(1−O)
· f ′(Z [2]) · a[1]1 (3.29)

De manera similar podemos obtener los valores de cada uno de los elementos
restantes del vector ∇W [2]. A manera de resumen escribimos:

∇W [2]T =


∂E

∂w
[2]
1,1

∂E

∂w
[2]
2,1

∂E

∂w
[2]
3,1

∂E

∂w
[2]
4,1

 =


(O−T )
O(1−O)

· f ′(Z [2]) · a[1]1
(O−T )
O(1−O)

· f ′(Z [2]) · a[1]2
(O−T )
O(1−O)

· f ′(Z [2]) · a[1]3
(O−T )
O(1−O)

· f ′(Z [2]) · a[1]4

 (3.30)

36



3.8 Redes neuronales convolucionales

Figura 3.10: A la izquierda imagen original, a la derecha imagen con resultado

3.8. Redes neuronales convolucionales

En la literatura de visión por computadora, es común el uso de filtros (denota-
dos con la letra F ) para obtener patrones o caracteŕısticas de una imagen I. Un
filtro es una matriz cuadrada de tamaño f. Para hacer uso de éste y obtener las
propiedades deseadas de la imagen, se hace uso de la operación de convolución,
la cual se denota con el śımbolo *.

En la figura 3.10 se muestra un ejemplo de convolución para la obtención de bor-
des verticales. A la izquierda está la imagen original con dimensiones (800, 600,
3) y a la derecha la imagen resultado de dimensiones (800, 600). Para llegar a
ésta última, primero se convierte la original a blanco y negro, posteriormente se le
aplica la operación de convolución con un filtro de detección de bordes verticales.
El filtro F utilizado fue:

F =

 1 0 −1
1 0 −1
1 0 −1

 (3.31)

Anteriormente, una práctica común era proponer los valores de la matriz F de
manera manual y analizarlos resultados emṕıricamente. Por supuesto, el proceso
era lento y hasta cierto punto subjetivo. Con las RNC se resolvió en gran parte
este problema, ya que la red permite aprender los valores del filtro de manera
automática; más aún, nos permite concatenar filtros en cascada para capturar
resultados mas complejos, tarea que resultaŕıa prácticamente imposible de lograr
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3.9 Convolución

en forma manual.

Figura 3.11: Dirección de convolución

3.9. Convolución

En esta sección se presenta la operación de convolución. Supongamos que tene-
mos una matriz bidimensional de entrada I de dimensiones (n1, n2), un filtro F
de dimensiones (f1, f2) y queremos obtener el resultado de la convolución de la
primera con la segunda, esto es, I ∗ F . El tamaño de la matriz de salida O será
((n1 − f1 + 1),(n2 − f2 + 1)). Los ı́ndices para referirnos a elementos de ambas
matrices comienzan en 0 y su sentido es de arriba hacia abajo para filas y de
izquierda a derecha para columnas, como se muestra en la figura 3.11.

Expresamos el resultado de la convolución para cada elemento de la matriz de
salida O de la siguiente manera:

Oi,j =

f1−1∑
m=0

f2−1∑
n=0

Ii+m,j+nFm,n (3.32)

A manera de ejemplo, la figura 3.12 muestra el cálculo de la matriz O a partir de
dos matrices seleccionadas aleatoriamente (una representa la entrada I y la otra
el filtro F ).

Para calcular el elemento O0,0 de ésta, escribimos:

O0,0 =
2∑

m=0

2∑
n=0

Im,nFm,n (3.33)

O0,0 = I0,0F0,0 + I0,1F0,1 + · · ·+ I2,2F2,2 (3.34)
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3.9 Convolución

Figura 3.12: Ejemplo de operación de convolución

O0,0 = 30 + 1 + 6 + 0 + 6 + 30 + 0 + 45 + 54 = 172 (3.35)

En la figura 3.12 se remarcaron 9 elementos de la matriz I y 1 de la matriz O con
rojo para indicar que los primeros son los únicos que intervienen en el computo
del segundo. Podemos visualizar el proceso de convolución de manera gráfica al
imaginar una ventana sobre la matriz I de igual tamaño al filtro que se desliza a
paso de una unidad de izquierda a derecha y de arriba a abajo en donde se reali-
za una multiplicación elemento por elemento entre los componentes que contiene
esta ventana y el filtro, dando como resultado cada uno de los elementos de la
matriz de salida.

Si la matriz de entrada I tiene tres dimensiones (n1, n2, n3), el filtro F tiene
que corresponder a ésta en profundidad y será de dimensiones (f1, f2, n3). La
salida O de la convolución entre I y F es bidimensional y tiene dimensiones
((n1 − f1 + 1),(n2 − f2 + 1)). De similar manera podemos definir el resultado de
la convolución para cada elemento en la matriz O de la siguiente forma:

Oi,j =

f1−1∑
m=0

f2−1∑
n=0

f3−1∑
l=0

Ii+m,j+n,k+lFm,n,l (3.36)

En secciones anteriores, mostramos la importancia de utilizar funciones de acti-
vación no lineales; en las RNC se utiliza esta misma idea. Una capa convolucional
se obtiene a partir del cálculo de 4 partes.
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3.10 Convolución simétrica

1. La convolución entre entre la matriz de entrada y el filtro, i.e. (I ∗ F )

2. Adición del sesgo a cada elemento de la matriz resultado de la convolución.

3. Aplicación una función de activación no lineal en cada elemento.

4. Implementación de una capa de muestreo (opcional y se detallará más ade-
lante).

De manera concreta, definimos los elementos del proceso de convolución de una
capa convolucional para entradas tridimensionales (antes de aplicar la función de
activación) de la siguiente manera:

Zi,j =

f1−1∑
m=0

f2−1∑
n=0

f3−1∑
l=0

Ii+m,j+n,k+lFm,n,l + b (3.37)

Aplicando la función de activación tenemos:

Ai,j = f

(
f1−1∑
m=0

f2−1∑
n=0

f3−1∑
l=0

Ii+m,j+n,k+lFm,n,l + b

)
(3.38)

3.10. Convolución simétrica

Viendo los resultados de la sección anterior, notamos que la salida del proceso
de convolución es de menor tamaño a la imagen original. En muchos casos, este
fenómeno no es deseado y se busca que la matriz de salida tenga las mismas di-
mensiones que la de entrada. Para lograrlo, se ampĺıa ésta a través de un proceso
llamado rellenado, en el cual se agregan p columnas y filas saturadas de ceros en
los limites de la matriz de entrada. En la figura 3.13 se hace un rellenado con
p = 1 a la matriz de la izquierda. Si la imagen de entrada I(1) tiene dimensiones
(n1, n2), la imagen de salida I(2) tendrá dimensiones (n1 + 2p, n2 + 2p).

Previo a la operación de convolución es posible rellenar la matriz de entrada con
un valor espećıfico p para lograr que la matriz de salida tenga las mismas di-
mensiones que ésta. Cuando esto ocurre, hablamos de una convolución simétrica.
Finalmente, mencionar que no es una práctica común el utilizar este método para
el canal de profundidad (en caso de que se trate con una imagen tridimensional).
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3.11 Capa de muestreo

Figura 3.13: Ejemplo de rellenado con p = 1

3.11. Capa de muestreo

En algunas ocasiones, después de la convolución se utiliza un proceso de mues-
treo. En la gran mayoŕıa de casos éste es de dos tipos: de máximo muestreo y de
muestreo promedio. En ambas se define un tamaño de filtro f y un paso s.

Supongamos que tenemos una matriz de entrada I de dimensiones (n1, n2) a la
cual deseamos aplicar una capa de muestreo, para esto, nos centramos en una
subregión de I de dimensiones (f,f) abarcando desde la primera hasta la fila f-1.
Desplazamos la región S elementos de izquierda a derecha y de arriba a abajo.
El resultado de la capa de muestreo es el valor máximo de ésta región en cada
desplazamiento en caso de utilizar una capa de máximo muestreo y el valor pro-
medio en caso de hacer uso de una capa de muestreo promedio.

En la figura 3.14 se muestra un ejemplo de la aplicación de una capa de máximo
muestreo. En ésta, la matriz de entrada es de dimensiones (4,4) y S = f = 2. La
primera región es marcada con color rojo; en ésta, el valor máximo que encontra-
mos es 6, por lo que éste pasa como resultado a la matriz de salida. Posteriormente,
deslizamos la región dos unidades a la derecha y vemos que nuevamente el 6 es
el valor máximo. Como no se puede deslizar más la región hacia la derecha, la
movemos hacia abajo y empezamos nuevamente los desplazamientos de izquierda
a derecha. Las dimensiones de la matriz de salida son (n1 − f + 1, n2 − f + 1).
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3.12 Dispersión de conexiones y división de parámetros

Figura 3.14: Ejemplo de capa de máximo muestreo.

3.12. Dispersión de conexiones y división de paráme-

tros

Las RNC tienen dos propiedades importantes: la dispersión de conexiones y la
distribución de parámetros. Para entenderlas, resulta útil transformar el proceso
de convolución en una RN tradicional. En la figura 3.15 se muestra en la izquier-
da una matriz de entrada con 9 valores, un filtro de 4 elementos y una matriz
resultado con 4 componentes; a la derecha encontramos la RN tradicional que
modela esta operación. Para facilitar la visualización sólo se muestra el peso w1.

Como podemos ver en la imagen, la red no está completamente conectada. Ca-
da salida depende únicamente de 4 conexiones; además, a pesar de que existen
16 conexiones, únicamente se necesitan 4 pesos. Esta dispersión de conexiones y
compartimiento de pesos es una de las razones por la que las RNC se han desta-
cado, ya que nos permiten modelar y procesar entradas de gran tamaño con un
número relativamente pequeño de parámetros.

3.13. Ejemplo de red neuronal convolucional y

notación

En esta sección detallamos una pequeña RNC y definimos la notación que se usará
en el resto de la tesis. En la figura 3.16 tenemos una red de dos capas, en la prime-
ra únicamente se realiza la operación de convolución y en la segunda, además del
proceso de convolución, se incluye una capa de máximo muestreo. Notamos nueva-
mente que por convención a la capa de entrada se le denota también como capa 0.
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3.13 Ejemplo de red neuronal convolucional y notación

Figura 3.15: Propiedades de las redes neuronales convolucionales.

Figura 3.16: Ejemplo de red neuronal convolucional

Se utilizará la notación A[l] pero ahora para referirse al resultado del proceso
de convolución después de añadir el sesgo y aplicar la función de activación, por
ejemplo, en la figura 3.16 A[1] hace referencia al tensor de dimensiones (8,8,8)
situada abajo del indicador CONV1. Z [l] hará referencia a la matriz o tensor
resultado del proceso de convolución previo a la aplicación de la función de acti-
vación. Importante notar que Z [l] no se muestra gráficamente en la figura 3.16.

Las flechas entre matrices indican el flujo y procesamiento de datos, los paráme-
tros que se muestran arriba y abajo de éstas resumen y nos indican qué tipo de
operación se llevó a cabo y cómo se implementó. Recordamos que los parámetros
p, S, y f son el rellenado, el paso y el tamaño del filtro.
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3.14 Algoritmo de retropropagación

Figura 3.17: Ejemplo de RNC.

Finalmente, notamos dos cosas: el tipo de convolución para la primera capa de la
figura 3.16 es simétrica, ya que mantiene las dimensiones de la entrada. En segun-
do lugar, por convención se agrupa al proceso de convolución con el de muestreo
en una misma capa, lo que facilita y reduce el número de ı́ndices y capas descritas.

3.14. Algoritmo de retropropagación

Al igual que en la implementación de la RNM, el ARP hace uso de la regla de
la cadena en cálculo multivariable para obtener el cambio de los parámetros. En
la figura 3.17 se muestra una pequeña RNC, la cual va a fungir como ejemplo de
implementación.

Como preámbulo, vemos que en la imagen se muestra expĺıcitamente el filtro, lo
cual no es común; sin embargo, en este ejemplo nos servirá para detallar el pro-
ceso de retropropagación. Como podemos apreciar, la RNC consta de una sola
capa, la cual utiliza la función de activación ReLU; además, a pesar de que no se
muestra en la imagen, se considerará el sesgo. No se aplica el proceso de rellenado
y el paso es de 1 elemento por movimiento. Finalmente, mencionamos que por el
momento sólo se introduce una patrón de entrenamiento.

Definimos (i, j), (m, n) y (α, β) como los ı́ndices de las matrices X, W y A res-
pectivamente. Por cuestiones prácticas, denotamos a A[1], Z [1], b[1] y W [1] como
A, Z, b y W respectivamente. Supongamos que deseamos que la suma sobre los
elementos de la matriz A sea igual a una cantidad predeterminada T, en este
caso 250. Podemos definir nuestra función de costo como:
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3.14 Algoritmo de retropropagación

E =
1

2
(T − Y )2 (3.39)

En donde:

Y =
∑
α,β

Aα,β (3.40)

El siguiente paso es calcular el gradiente de la matriz W y del sesgo b. Aplicando
la regla de la cadena podemos escribir:

∂E

∂wm′ ,n′
=
∂E

∂Y
· ∂y
∂A
· ∂A
∂Z
· ∂Z

∂wm′ ,n′
(3.41)

∂E

∂b
=
∂E

∂y
· ∂Y
∂A
· ∂A
∂Z
· ∂Z
∂b

(3.42)

Desarrollando las ecuaciones (3.41) y (3.42) llegamos a las siguientes expresiones:

∂E

∂wm′ ,n′
= −(T − Y )

∑
α

∑
β

ReLU
′
(Zα,β)Xα+m′ ,β+n′ (3.43)

∂E

∂b
= −(T − Y )

∑
α

∑
β

ReLU
′
(Zα,β) (3.44)

Habiendo calculado las dos expresiones anteriores, podemos hacer uso del algo-
ritmo del descenso del gradiente para actualizar los parámetros de nuestra red.
Para lograr esto, utilizamos las siguientes dos ecuaciones:

wm′ ,n′ ←− wm′ ,n′ −

(
TA ∗ ∂E

wm′ ,n′

)
(3.45)

b←− b−
(
TA ∗ ∂W

∂b

)
(3.46)
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3.14 Algoritmo de retropropagación

Teniendo nuestras ecuaciones para actualizar los parámetros de la red en cada
iteración, podemos entrenar el modelo. En la figura 3.18 se muestra la gráfica de
costo contra el número de iteración. En este caso, el costo se reduce de manera
drástica en los primeros ciclos y se acerca a 0. En la figura 3.19 se muestra la
evolución del costo en las primeras diez iteraciones, la matriz de pesos W y el
sesgo b del último ciclo.

Figura 3.18: Gráfica de costo contra iteración.

Figura 3.19: Resultados de la RNC ejemplo
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Caṕıtulo 4

Predicción de la densidad en un fluido

compresible

Como preámbulo, hago mención y agradecimiento al estudiante de doctorado
Christian Lagarza, quien es el autor del código para la simulación del fluido com-
presible que será utilizada durante el resto del caṕıtulo.

En esta sección se detallará la teoŕıa de redes neuronales en la solución de ráıces
de polinomios y se mostrará la implementación de ésta en un caso de aplicación
para la simulación de un fluido compresible. El fluido a tratar es nitrógeno en
condiciones supercŕıticas en un espacio de simulación de dimensiones (128, 128,
350), dando un total de 5,734,400 part́ıculas.

Retomando lo que se mencionó en el caṕıtulo 1, de manera general podemos
expresar un polinomio como:

f(x) = a0x
n + a1xn−1 + a2xn−1 + · · ·+ an−1x+ an =

n∑
k=0

an−kx
k (4.1)

En donde x, ai ∈ C. Dividiendo (4.1) entre a0 obtenemos:

p(x) = xn + b0x
n−1 + b1x

n−2 + · · ·+ bn−1x+ bn (4.2)

Debido a que las ráıces de (4.1) son las mismas que las de (4.2), podemos trasladar
el problema hacia la solución de (4.2). Además, si definimos un vector de ráıces
λ = [λ1, λ2, λ3, ...]

T ∈ C, podemos reescribir (4.2) como:

p(x) =
n∏
i=1

(x− λi) (4.3)
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El objetivo entonces es buscar una solución para las ráıces de (4.3). En este caso se
utilizaran RN y se propondrán dos métodos de solución. El primero planteado for
Huang et al. [25] hace uso de restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento, el
segundo, desarrollado personalmente en esta tesis, sugiere el uso de restricciones
sobre los pesos de la red.

4.1. Método 1: Restricciones sobre el algoritmo

de entrenamiento

Como se mencionó en el caṕıtulo 1, es posible incorporar restricciones sobre el
algoritmo de aprendizaje para mejorar el tiempo de convergencia y la generalidad
de la red. Huang et al. [25] propusieron la incorporación de las identidades de
Newton [46] al algoritmo de aprendizaje, las cuales podemos escribir para un
polinomio arbitrario como:

Φ1 = S1 + a1 = 0

Φ2 = S2 + a1S1 + 2a2 = 0

·
·

Φm = Sm + a1Sm−1 + · · ·+ anSm−n = 0

(4.4)

En donde Sm es el m momento de ráız. Y se define como:

Sm = λm1 + λm2 + · · ·+ λmn =
n∑
i=1

λmi (4.5)

Además, S0 = n y vemos que
(
dSm

dλi
= mλm−1i

)
. El śımbolo Φm hace referencia a la

m restricción, en donde m ∈ {0 ≤ Z ≤ n}. Aterrizando las anteriores ecuaciones
en un ejemplo, supongamos que tenemos un polinomio de quinto grado en la
forma:

p(x) = x5 + a0x
4 + a1x

3 + a2x
2 + a3x+ a4 (4.6)

Para este polinomio, podemos calcular las identidades de Newton como:
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Φ1

Φ2

Φ3

Φ4

Φ5

 =


1 0 0 0 0
S1 2 0 0 0
S2 S1 3 0 0
S3 S2 S1 4 0
S4 S3 S2 S1 5



a1
a2
a3
a4
a5

+


S1

S2

S3

S4

S5

 (4.7)

Una vez establecidas las restricciones que se usarán en este método, podemos
pasar al diseño de la arquitectura de la RN, el cual puede ser de dos tipos: Sigma
y Pi. En las siguientes dos secciones se detallan cada una de éstas; sin embargo,
para contrastar el efecto de las restricciones, primero se implementan estas dos
arquitecturas sin ellas.

4.1.1. Arquitectura Pi sin restricciones

Esta primera red consta de tres capas, la primera de éstas contiene dos neuronas,
la segunda n (el grado del polinomio) y la tercera solamente una. Un patrón de
entrada x para esta red es un vector de la forma: x = [−1, x]T , en donde x ∈ C.
Definimos la matriz de pesos W [1] de la siguiente forma:

W [1] =


w

[1]
1,1 w

[1]
2,1

w
[1]
1,2 w

[1]
2,1

· ·
· ·

w
[1]
1,n w

[1]
2,n

 =


1 w

[1]
2,1

1 w
[1]
2,1

· ·
· ·
1 w

[1]
2,n

 (4.8)

Como podemos ver, los pesos entre la entrada x y la capa oculta se definen con
la constante 1; lo que en otras palabras significa que solamente los pesos que se
encuentran entre la entrada marcada con -1 y la capa oculta serán entrenados.
Por otra parte, definimos la matriz de pesos W [2] como:

W [2] =


w

[2]
1,1

w
[2]
2,1

·
·

w
[2]
n,1


T

=


1
1
·
·
1


T

(4.9)

Habiendo establecido los parámetros de la red, mencionamos que no existe función
de activación ni sesgo para ninguna de sus capas, más adelante se mostrará porqué
se toma esta decisión.
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Figura 4.1: Modelo Pi - Huang.

Para entender el razonamiento detrás del diseño de la arquitectura, veamos lo
que se computa en la capa oculta. Recordamos que la salida de ésta se denota
con Z [1] y es un vector que contiene las salidas de cada una de las neuronas, i.e.
Z [1] = [z

[1]
1 z

[1]
2 · · · z[1]n ]T ; notamos que en esta ocasión A[1] = Z [1] y finalmente

precisamos que:

A[1] = Z [1] = W [1]A[0] (4.10)

En donde A[0] es la matriz que contiene las entradas y es de dimensiones (2, P ).
Podemos escribir la salida de cada una de las neuronas de la capa oculta como:

a
[1]
i = z

[1]
i = (x− w[1]

2,i) (4.11)

Pasando a la capa de salida, notamos que nuevamente no existe función de acti-
vación, por lo que al igual que en la capa 1, A[2] = Z [2]. Para calcular la salida
definimos a la neurona como una unidad de multiplicación sobre sus entradas, o
lo que es lo mismo, sobre la salida de las neuronas de la capa oculta. De manera
concreta, podemos escribir la salida de la segunda capa como:

A[2] = Z [2] =
n∏
i=1

a
[1]
i (4.12)

Sustituyendo (4.11) en (4.12):

O = A[2] =
n∏
i=1

(z − w[1]
2,i) (4.13)
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Si comparamos las ecuaciones (4.13) y (4.3) vemos que la única diferencia es el
sustraendo dentro de la multiplicación, en otras palabras, si los pesos de la red se
eligen con igual valor a las ráıces del polinomio, la salida de la red representará
a éste. En caṕıtulos anteriores se mostró cómo una RN puede actualizar sus
parámetros hasta alcanzar una salida deseada, en este caso, los parámetros por
aprender representan las ráıces del polinomio y el valor deseado es la evaluación
de éste.

4.1.1.1. Algoritmo de aprendizaje

Para la arquitectura pi definimos la función de costo como:

E =
1

2P

P∑
p=1

|Tp −Op|2 (4.14)

Podemos utilizar el algoritmo de retropropagación para encontrar la tasa de cam-
bio del costo con respecto a los pesos de la red de la siguiente forma:

∂E

∂w
[1]
2,i

=
∂E

∂Op

· ∂Op

∂w
[1]
2,i

(4.15)

Empezando por el primer término del lado derecho de la igualdad y recordando
que d|x|

dx
= x
|x| :

∂E

∂Op

=
1

P

P∑
p=1

|Tp −Op| ·
∂|Tp −Op|

∂Op

(4.16)

= − 1

P

P∑
p=1

|Tp −Op| ·
Tp −Op

|Tp −Op|
(4.17)

= − 1

P

P∑
p=1

(Tp −Op) (4.18)

Por otra parte, podemos obtener el segundo término de la siguiente manera:
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∂Op

∂w
[1]
2,i

=
∂

∂w
[1]
2,i

n∏
i=1

(
x− w[1]

2,i

)
(4.19)

=
∂

∂w
[1]
2,i

(
x− w[1]

2,1

)(
x− w[1]

2,2

)
· · ·
(
x− w[1]

2,n

)
(4.20)

= −
∏
i∈R

(
x− w[1]

2,i

)
(4.21)

En esta última ecuación, R = {j : j ∈ Z, 1 ≤ j ≤ n, j 6= i}. Sustituyendo (4.18)
y (4.21) en (4.15):

∂E

∂w
[1]
2,i

=
1

P

P∑
p=1

(
(Tp −Op) ·

∏
i∈R

(
x− w[1]

2,i

))
(4.22)

Finalmente, podemos utilizar el algoritmo del descenso del gradiente para actua-
lizar los pesos de la red en cada iteración de la siguiente forma:

w
[1]
2,i ←− w

[1]
2,i −

(
TA ∗ ∂E

∂w
[1]
2,i

)
(4.23)

4.1.1.2. Resultados

Debido a que la definición de la última capa en la red funge como un operador
de multiplicación, se ha demostrado emṕıricamente [25] que la superficie de la
función de costo es irregular y no convexa, por lo que encontrar un mı́nimo global
resulta dif́ıcil para el algoritmo del descenso del gradiente. Esta arquitectura no
va a ser utilizada en el resto de la tesis por su pobre desempeño; sin embargo, es
importante mostrar un ejemplo de su implementación para contrastar resultados
con el resto de las arquitecturas.

Supongamos que queremos encontrar las ráıces del polinomio:

p(x) = x5 − 4x4 + 4.43x3 − 0.164x2 − 1.464x+ 0.144 (4.24)

En este caso, nuestra red tendrá 5 neuronas en la capa oculta. Además; defini-
mos los hiperparámetros de la red como: P = 50, TA = 0.00005, iteraciones =
2, 000, 000. En la figura 4.2 se muestra el valor de la función de costo con respecto
al número de iteración.
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Figura 4.2: Costo contra iteración de modelo Pi.

Como podemos ver, la función de costo se reduce en las primeras 40,000 itera-
ciones (aproximadamente) y después continua un camino asintótico hacia cero.
Puede parecer que la aproximación de las ráıces es buena ya que el costo se apro-
xima a cero; sin embargo, para una gran cantidad de aplicaciones en f́ısica se
requiere de una alta precisión. Veamos ahora las aproximaciones de las ráıces. La
figura 4.3 muestra las 5 aproximaciones de éstas por la red en negro y en rojo el
valor real.

Es importante destacar el lento aprendizaje de la red, a ésta le toma millones de
iteraciones alcanzar aproximaciones aceptables en algunas ráıces, por lo que no
podrá ser utilizada en aplicaciones donde la velocidad de cómputo es un factor
importante. En cuanto a resultados se refiere, sólo la primera, la tercera y la quin-
ta ráız logran alcanzar valores aceptables, el resto de las ráıces de la red tienen
un mal desempeño.

El vector de ráıces del polinomio es:

λ = [1.2, 2, 0.1,−0.5, 1.2] (4.25)

Por otro lado, las ráıces resultado de la red son:

w = [−0.4994, 1.2847, 0.1007, 1.1164, 1.9982] (4.26)

Podemos definir la siguiente métrica para medir el desempeño de la red:

d =
1

n

n∑
i=1

∣∣∣∣λi − wiλi

∣∣∣∣ (4.27)
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En donde d representa el error relativo promedio. Utilizando los valores en (4.25)
y en (4.26) podemos computar (4.27). En este caso: d = 0.02987.

Figura 4.3: Costo contra iteración para las ráıces del modelo Pi.

4.1.2. Arquitectura Sigma sin restricciones

El modelo Sigma propuesto por Huang et al. es muy similar al modelo Pi. Sin
embargo, existen diferencias espećıficas que producen cambios en el comporta-
miento, velocidad y consistencia de la red. En primer lugar, destacamos que las
matrices de pesos W [1] y W [2] y las entradas de la red no presentan cambios;
por otra parte, se agrega una función de activación sobre la capa oculta, la cual
definimos como:
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f(·) = ln (| · |) (4.28)

Otro cambio importante ocurre en la capa de salida, en la anterior arquitectura la
única neurona de esta capa funge como operador de multiplicación, en contraste,
en la red Sigma, la neurona de la capa de salida produce la suma de los resultados
de la capa oculta. En la figura 4.4 se muestra la arquitectura de este modelo.

Figura 4.4: Modelo Sigma - Huang.

Las ecuaciones que caracterizan a esta red son:

Z [1] = W [1]A[0] (4.29)

A[1] = ln
∣∣Z [1]

∣∣ = ln
∣∣W [1]A[0]

∣∣ (4.30)

A[2] = W [2]A[1] (4.31)

Para esclarecer el proceso interno de la red, podemos escribir la salida de cada
una de las neuronas pertenecientes a la capa oculta de la siguiente manera (para
un patrón de entrenamiento):

z
[1]
i =

(
x− w[1]

2,i

)
(4.32)

a
[1]
i = ln|z[1]i | = ln

∣∣∣x− w[1]
2,i

∣∣∣ (4.33)

Además, podemos escribir la salida de la red para un patrón de entrenamiento
como:
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O = A[2] = ln
∣∣∣x− w[1]

2,1

∣∣∣+ ln
∣∣∣x− w[1]

2,2

∣∣∣+ · · ·+ ln
∣∣∣x− w[1]

2,n

∣∣∣ (4.34)

Por otra parte, si aplicamos nuestra función de activación en la ecuación (4.3)
obtenemos:

ln

∣∣∣∣∣
n∏
i=1

(x− λi)

∣∣∣∣∣ = ln |(x− λ1)(x− λ2) · · · (x− λn)| (4.35)

= ln |x− λ1|+ ln |x− λ2|+ · · ·+ ln |x− λn| (4.36)

Si comparamos las ecuaciones (4.34) y (4.36) vemos que la única diferencia se
encuentra en los sustraendos de cada expresión. En otras palabras, nuestra red
equivale al logaritmo natural del valor absoluto del polinomio a tratar, si y sólo
si, los pesos de la red w

[1]
2,i son iguales a las ráıces del polinomio.

4.1.2.1. Algoritmo de aprendizaje

Nuevamente utilizaremos la misma función de costo:

E =
1

2P

n∑
i=1

|Tp −Op|2 (4.37)

Para realizar el proceso de aprendizaje utilizando el algoritmo del descenso del
gradiente necesitamos computar la derivada del error con respecto a los pesos
w

[1]
2,i. Para esto, podemos escribir:

∂E

∂w
[1]
2,i

=
∂E

∂Op

· ∂Op

∂w
[1]
2,i

(4.38)

El primer término del lado derecho de la igualdad lo podemos calcular de la
siguiente forma:

∂E

∂Op

=
1

P

P∑
p=1

|Tp −Op| ·
∂|Tp −Op|

∂Op

(4.39)

= − 1

P

P∑
p=1

|Tp −Op| ·
Tp −Op

|Tp −Op|
(4.40)

= − 1

P

P∑
p=1

(Tp −Op) (4.41)
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Para calcular el segundo término recordamos que dln(x)
dx

= 1
x
. De esta manera:

∂Op

∂w
[1]
2,i

=
∂

∂w
[1]
2,i

{
ln
∣∣∣x− w[1]

2,1

∣∣∣+ ln
∣∣∣x− w[1]

2,2

∣∣∣+ · · ·+ ln
∣∣∣x− w[1]

2,n

∣∣∣+} (4.42)

=
∂

∂w
[1]
2,i

ln
∣∣∣x− w[1]

2,i

∣∣∣ = −
x− w[1]

2,i∣∣∣x− w[1]
2,i

∣∣∣2 (4.43)

Sustituyendo las ecuaciones (4.41) y (4.43) en (4.38):

∂E

∂w
[1]
2,i

=
1

P

P∑
p=1

(Tp −Op) ·
x− w[1]

2,i∣∣∣x− w[1]
2,i

∣∣∣2 (4.44)

Finalmente, podemos definir el algoritmo de aprendizaje a través de la siguiente
regla de actualización de pesos:

w
[1]
2,i ←− w

[1]
2,i −

(
TA ∗ ∂E

∂w
[1]
2,i

)
(4.45)

Figura 4.5: Costo contra iteración modelo Sigma.

4.1.2.2. Resultados

Lo que se espera de esta arquitectura es una mejor aproximación de las ráıces y
una reducción del tiempo de cómputo. Probemos nuevamente con el polinomio
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descrito en (4.24). En la figura 4.5 se muestra la función de costo contra el número
de iteración.

Nuevamente vemos que es dif́ıcil interpretar el desempeño de la red a partir de
la gráfica de costo. Para resolver esto, en la figura 4.6 se muestra en negro la
aproximación de la red y en rojo el valor objetivo.

Figura 4.6: Aproximación de pesos contra iteración.
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El vector de ráıces resultado de la red es:

w = [1.2317,−0.5001, 1.1560, 2.0138, 0.1000] (4.46)

Recordando que las ráıces reales del polinomio son: λ = [1.2,−0.5, 1.2, 2, 0.1],
nuestra métrica de distancia es: d = 0.0140. Claramente podemos ver que el
desempeño de la red mejoró, no sólo aumentó la precisión de las ráıces, sino que
disminuyó el número de iteraciones necesarias drásticamente; sin embargo, a la
red aún le toma un gran número de ciclos obtener una buena aproximación, por
lo que no es factible utilizarla como método alternativo en la gran mayoŕıa de
aplicaciones.

4.1.3. Arquitectura Sigma con restricciones

En esta sección se detallará e implementará la red neuronal Sigma incluyendo
las restricciones mencionadas al inicio del caṕıtulo 4. Se denotará con la letra
mayúscula Phi al vector de restricciones del polinomio, esto es, Φ = [Φ1,Φ2, · · ·,Φ3]

T .

Anteriormente definimos nuestra regla de actualización de pesos como:

w
[1]
2,i ←− w

[1]
2,i −

(
TA · ∂E

∂w
[1]
2,i

)
(4.47)

Si introducimos la variable t para representar el número de iteración, podemos
expresar (4.47) como:

w
[1]
2,i(t+ 1) = w

[1]
2,i(t)−

(
TA · ∂E

∂w
[1]
2,i

)
(4.48)

Entonces:

∆w
[1]
2,i = −

(
TA · ∂E

∂w
[1]
2,i

)
(4.49)

Si las variaciones en los pesos son lo suficientemente pequeños, podemos aproxi-
mar el cambio de éstos a través de su primer diferencial, i.e. ∆w

[1]
2,i ≈ dw

[1]
2,i, de

manera similar, podemos aproximar el cambio en la función de error como:

dE =
∂E

∂w
[1]
2,1

dw
[1]
2,1 +

∂E

∂w
[1]
2,2

dw
[1]
2,2 + · · ·+ ∂E

∂w
[1]
2,n

dw
[1]
2,n (4.50)

=
n∑
i=1

Jidw
[1]
2,i (4.51)

59



4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

En donde Ji = ∂E

w
[1]
2,i

. Aunado a esto, vemos que inicialmente Φ 6= 0, por lo que

definimos un vector δQ de igual dimensiones a Φ cuyo propósito es acercar ésta
a su objetivo (cero) en cada ciclo. Por otra parte, podemos escribir el diferencial
de Φ como:

dΦ = [dΦ1, dΦ1, · · ·, dΦn, ]
T (4.52)

dΦ =
∂Φ

∂w
[1]
2,1

· dw[1]
2,1 + · · ·+ ∂Φ

∂w
[1]
2,n

· dw[1]
2,n (4.53)

=
n∑
i=1

Fi · dw[1]
2,i (4.54)

En donde:

Fi =

[
∂Φ1

∂w
[1]
2,i

,
∂Φ2

∂w
[1]
2,i

, · · ·, ∂Φn

∂w
[1]
2,i

]T
(4.55)

Por otra parte, incorporamos una segunda restricción sobre el algoritmo de apren-
dizaje, en términos generales ésta nos sirve para restringir la magnitud de cambio
de los pesos de la red, lo que nos permite aproximar dw

[1]
2,i a ∆w

[1]
2,i de manera

arbitraria. Escribimos esta segunda restricción como:

n∑
i=1

(
dw

[1]
2,i

)2
= (δP )2 (4.56)

En donde δP es una constante elegida en forma manual. El objetivo del nuevo
algoritmo de aprendizaje es tener el mayor cambio posible de la función de costo
respetando las dos restricciones presentadas. Este problema se puede resolver a
través del método de los multiplicadores de Lagrange de la siguiente forma:

L = dE +
(
δQT − dΦT

)
· V +

(
(δP )2 −

n∑
i=0

(
dw

[1]
2,i

)2)
· µ (4.57)

En donde µ es un escalar y V = [V1, V2, · · ·, Vn]T . Ambos son coeficientes de
Lagrange. Incorporando (4.55) y (4.51) en (4.57):

L =
n∑
i=1

Jidw
[1]
2,i +

(
δQT −

n∑
i=1

F T
i dw

[1]
2,i

)
V +

(
(δP )2 −

n∑
i=0

(
dw

[1]
2,i

)2)
µ (4.58)

Para maximizar el diferencial de la función de costo tenemos que obtener el
gradiente del Lagrangiano e igualarlo a 0. Esto es:
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∇L =



∂L

∂w
[1]
2,1

∂L

∂w
[1]
2,2

·
·
∂L

∂w
[1]
2,n

 = 0 (4.59)

Cada uno de los elementos de este vector lo podemos obtener de la siguiente
manera:

∂L

∂w
[1]
2,i

= Ji − F T
i V − 2µdw

[1]
2,i = 0 (4.60)

Podemos reescribir y resolver para el diferencial de pesos:

Ji − F T
i V = 2µdw

[1]
2,i (4.61)

dw
[1]
2,i =

J1
2µ
−
F T

i V

2µ
(4.62)

La ecuación (4.62) representa nuestro nuevo algoritmo de actualización de pesos.
Huang et al. demostraron en [26] como obtener los valores de µ y V . En el
caṕıtulo 5 se deriva un algoritmo similar para la RNC en donde se detalla este
procedimiento.

4.1.3.1. Resultados

Inicialmente podemos probar el polinomio examinado con las anteriores arquitec-
turas y contrastar resultados. En primer lugar veremos el polinomio:

p(x) = x5 − 4x4 + 4.43x3 − 0.164x2 − 1.464x+ 0.144 (4.63)

Recordamos que para éste, λ = [1.2,−0.5, 2, 1.2, 0.1] y utilizando el modelo Sig-
ma con restricciones obtenemos la gráfica de la figura 4.7.

Claramente, el tiempo de cómputo disminuyó drásticamente en comparación con
las dos anteriores arquitecturas, esto debido a que en la implementación de res-
tricciones se busca alcanzar un máximo del diferencial de la función de error en
cada iteración (respetando las restricciones impuestas). En la figura 4.8 se mues-
tran las ráıces estimadas por la red en negro y en rojo la ráız real.
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4.1 Método 1: Restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento

Figura 4.7: Costo contra iteración para modelo Sigma con restricciones.

Figura 4.8: Ráıces estimadas por la red.
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Figura 4.9: Costo contra iteración.

Como era de esperarse, las ráıces aproximadas por la red siguieron el mismo
comportamiento que la función de costo, y en tan solo 60 iteraciones obtenemos
un valor de distancia con d = 0.00009656. Las ráıces aproximadas por la red
durante la iteración número 60 fueron:

w =


1.20000101− 2.89592317 · 10−04i
−0.5 + 4.37883007 · 10−10i

1.99999991 + 7.50878973 · 10−11i
1.199999 + 2.89593640 · 10−04i

0.09999999− 1.77985832 · 10−09i

 (4.64)

Por otra parte, podemos probar la arquitectura en polinomios con ráıces comple-
jas. Por ejemplo, supongamos que estamos interesados en conocer las ráıces del
siguiente polinomio:

p(x) = x6 + (3 + i)x5 + (2 + 2i)x4 − x2 + (−3− i)x+ (−2− 2i) (4.65)

El vector de ráıces de éste último es: λ = [−i,−1,−2,−1− i, i, 1]. En la figura
4.9 se muestra la gráfica de costo contra iteración al implementar la arquitectura
Sigma con restricciones para este polinomio.

También podemos ver el resultado de las ráıces. En la figura 4.10 se muestran en
negro la parte real de las ráıces aproximadas por la red y en rojo el valor objetivo.
En la figura 4.11 se visualiza la correspondiente parte imaginaria.
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Figura 4.10: Ráıces reales aproximadas por la red.

Al cabo de 60 iteraciones, las ráıces aproximadas por la red fueron:

w =


1.19964954 · 10−09 − 9.99999994 · 10−01i
−9.99999996 · 10−01 − 8.77014956 · 10−09i
−2.00000000 + 5.55700803 · 10−10i
−1.00000000− 9.99999996 · 10−01i

−1.14158480 · 10−09 + 9.99999999 · 10−01i
9.99999999 · 10−01 − 4.96326824 · 10−10i

 (4.66)
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Figura 4.11: Ráıces imaginarias aproximadas por la red.

La distancia entre las ráıces reales y las aproximadas por la red es: d = 1.11640 ·
10−9. Claramente las restricciones le permitieron a la arquitectura aprender de
manera más rápida y llegar a un menor error en un reducido número de iteracio-
nes.

En la sección pasada se habló acerca del concepto de consistencia; sin embargo,
no se definió. El objetivo de esta medición es estimar el número de iteraciones
promedio necesarias para encontrar las ráıces de un polinomio, para esto se creó
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Figura 4.12: Número de iteraciones contra grado del polinomio.

una base de datos con polinomios de grado 3 a grado 10 con un total de 7,000
instancias (1,000 para cada grado). En la figura 4.12 se muestran los resultados
de éste análisis.

Como se ha mostrado, la RN puede aproximar con un grado de error arbitrario
las ráıces de los polinomios. Los resultados que se muestran en la figura 4.12 son
producto de una aproximación con un error menor o igual a 1−10.

4.2. Método 2: Restricciones sobre los pesos de

la red

En las secciones pasadas, se mostró cómo incorporar las identidades de Newton
sobre el algoritmo de aprendizaje, lo que permitió una rápida convergencia y
mayor precisión; sin embargo, en muchas aplicaciones no es necesario computar
todas las ráıces en paralelo. En la presentación de este segundo método para la
incorporación de restricciones se deducirá un modelo para el cómputo de ráıces
en serie, lo que otorgará una ganancia en la velocidad de cómputo.

En primer lugar, presentamos las restricciones por incorporar a la RN. Las fórmu-
las de Vieta son un conjunto de ecuaciones que relacionan a los coeficientes de
un polinomio con sus ráıces; supongamos que tenemos el siguiente polinomio (en
donde a0 = 1):

p(x) = a0x
n + a1x

n−1 + a2x
n−2 + · · ·+ an−1x+ an (4.67)

66
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Las correspondientes fórmulas de Vieta son:

w1 + w2 + · · ·+ wn = −a0
(w1w2 + w1w3 + · · ·) + (w2w3 + · · ·) + · · · = a1

·
·

w1w2 · · · wn = (−1)nan

(4.68)

Podemos agrupar cada una de las anteriores restricciones en un vector denotado
con la letra Φ. Éste tiene n elementos (1 por restricción), en otras palabras:
Φ = [Φ1,Φ2, · · ·,Φn]T . De manera general, podemos escribir el k componente del
vector Φ como:

Φk =
∑

1≤i1<i2<···<ik≤n

wi1wi2 · · · wik = (−1)kak (4.69)

En donde i1, i2, · · ·, ik ∈ N. En la siguiente sección se mostrará cómo incorporar
estas restricciones a los pesos de la red para encontrar ráıces de manera secuencial.

4.2.1. Arquitectura Pi y Sigma

Supongamos que deseamos encontrar una ráız del polinomio mostrado en (4.67),
para esto, lo reescribimos en función de sus ráıces:

p(x) = (x− λ1) (x− λ2) · · · (x− wn) (4.70)

Si definimos la función g(x) como:

g(x) = (x− λ2) (x− λ3) · · · (x− λn) (4.71)

Podemos reescribir(4.70) de la siguiente manera:

p(x) = (x− λ1) g(x) (4.72)

Por otra parte, podemos expandir la ecuación (4.71) como:

g(x) = b0x
n−1 + b1x

n−2 + b2x
n−3 + · · ·+ bn−1x+ bn (4.73)

Notamos que b0 = 1 y que bi(λ1, λ2, · · ·, λn) para i 6= 0. Podemos construir una
arquitectura Sigma y una Pi para modelar p(x) tomando en cuenta g(x). La fi-
gura 4.13 y 4.14 muestran ambas redes.
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Figura 4.13: Arquitectura Pi.

Figura 4.14: Arquitectura Sigma.

68



4.2 Método 2: Restricciones sobre los pesos de la red

Podemos describir la salida de la red de la arquitectura Pi con las siguientes
ecuaciones:

Z [1] = W [1]A[0] (4.74)

A[1] = Z [1] (4.75)

Z [2] =
2∏
i=1

a
[1]
i (4.76)

O = Z [2] (4.77)

Por su parte, las ecuaciones que describen la salida de la red Sigma son:

Z [1] = W [1]A[0] (4.78)

A[1] = ln
∣∣Z [1]

∣∣ (4.79)

Z [2] = W [2]A[1] (4.80)

O = Z [2] (4.81)

En ambas arquitecturas definimos W [2] = [1, 1]T . Como podemos ver (x− w1)

y g(x) o a
[1]
1 y a

[1]
2 se obtienen a partir de W [1] y A[0]. De éstas últimas dos,

solamente W [1] contiene las aproximaciones de las ráıces; por lo tanto, para
encontrar ráıces de manera secuencial tenemos que reescribir W [1] en función de
una sola ráız e.g., w1. Inicialmente podemos escribir de manera expĺıcita W [1]

como:

W [1] =

[
w1 1 0 0 · · · 0
−bn−1 bn−2 bn−3 bn−4 · · · b0

]
(4.82)

Por consiguiente, el problema se reduce a reescribir los coeficientes de g(x) en
términos de w1. Para esto, podemos reescribir la ecuación (4.69) de la siguiente
manera:

Φk =
∑

1=i1<i2<···<ik≤n

wi1wi2 · · · wik +
∑

1<i1<i2<···<ik≤n

wi1wi2 · · · wik (4.83)

= w1

∑
2≤i2<···<ik≤n

wi2wi3 · · · wik +
∑

2≤i1<i2<···<ik≤n

wi1wi2 · · · wik (4.84)

= (−1)k−1w1bk−1 + (−1)k bk (4.85)

Sustituyendo este último resultado en el lado izquierdo de la ecuación (4.69),
tenemos que:

69



4.2 Método 2: Restricciones sobre los pesos de la red

(−1)k−1w1bk−1 + (−1)k bk = (−1)k ak (4.86)

(−1)k bk = (−1)k ak − (−1)k−1w1bk−1 (4.87)

bk = ak + w1bk−1 (4.88)

En este punto hemos mostrado cómo escribir el k coeficiente del polinomio g(x) en
términos del coeficiente k-1 de éste mismo. Finalmente, remarcamos que b0 = 1
y por consiguiente b1 = a1 +w1, por lo que podemos notar que es posible escribir
los coeficientes de g(x) en términos de la primera ráız de p(x) y por lo tanto
reescribir W [1] en función de ésta.

4.2.2. Algoritmo de aprendizaje

Al igual que en las secciones pasadas, escribimos nuestra regla de actualización
de pesos como:

w1 ←− w1 − TA ∗
∂E

∂w1

(4.89)

En esta ocasión no se utilizó la notación tradicional para referirnos a un peso
espećıfico de la red e.g. w

[l]
i,j; en su lugar se utiliza w1 para describir el peso w

[1]
0,0

ya que como podemos ver en la ecuación (4.82), éste es el único que áısla a w1.

En primer lugar derivaremos el algoritmo de aprendizaje para la arquitectura Pi.
Para esto necesitamos obtener el término ∂E

∂w1
. Definimos nuestra función de error

como:

E =
1

2P

P∑
p=1

(Tp −Op)
2 (4.90)

Podemos calcular la derivada parcial de la función de error con respecto a w1 de
la siguiente forma:

∂E

∂w1

=
∂E

∂Op

· ∂Op

∂w1

(4.91)

El primer término del lado derecho de la ecuación anterior lo podemos escribir
como:
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∂E

∂Op

= − 1

P

P∑
p=1

(Tp −Op) (4.92)

Por otra parte, para encontrar el término ∂Op

∂w1
vemos que:

Op = (xp − w1) g (xp, w1, A) (4.93)

En donde A es el vector de coeficientes de p(x). Habiendo descrito esto, podemos
computar la derivada parcial de Op con respecto a w1 de la siguiente forma:

∂Op

∂w1

=
∂(xp − w1)

∂w1

g (xp, w1, A) +
∂g (xp, w1, A)

∂w1

(xp − w1) (4.94)

Para calcular los términos de la anterior ecuación, vemos que:

∂(xp − w1)

∂w1

= −1 (4.95)

g
′
(xp, w1, A) ≡ ∂g(xp, w1, A)

∂w1

(4.96)

Sustituyendo (4.95) y (4.96) en (4.94):

∂Op

∂w1

= −g (xp, w1, A) + g
′
(xp, w1, A) (xp − w1) (4.97)

Sustituyendo (4.97) y (4.92) en (4.91):

∂E

∂w1

=
1

P

P∑
p=1

(Tp −Op)
{
g (xp, w1, A)− g′ (xp, w1, A) (xp − w1)

}
(4.98)

Con esto, se define completamente el modelo de aprendizaje para la arquitectura
Pi. Para detallar este procedimiento para la red Sigma, podemos volver a utili-
zar la regla de actualización de pesos definida en (4.89); además, la función de
error y su derivada con respecto a Op permanecen intactas. Nuevamente necesi-
tamos encontrar la derivada de la función de error con respecto a w1, para esto
escribimos:

∂E

∂w1

=
∂E

∂Op

· ∂Op

∂w1

(4.99)

Podemos escribir Op como:

Op = ln |xp − w1|+ ln |g(xp)| (4.100)
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Y su derivada con respecto a w1 de la siguiente manera:

∂Op

∂w1

=
∂ ln |xp − w1|

∂w1

+
∂ ln |g(xp)|

∂w1

(4.101)

Es fácil demostrar que:

∂ ln |xp − w1|
∂w1

= − x− w1

|x− w1|2
(4.102)

∂ ln |g(xp, w1, A)|
∂w1

=
g(xp, w1, A)g

′
(xp, w1, A)

|g(xp, w1, A)|2
(4.103)

Sustituyendo las ecuaciones (4.102) y (4.103) en (4.101) y ésta última en (4.99)
tenemos:

∂E

∂w1

=
1

P

P∑
p=1

(Tp −Op)

{
xp − w1

|x− w1|2
− g(xp, w1, A)g

′
(xp, w1, A)

|g(xp, w1, A)|2

}
(4.104)

4.2.3. Resultados de la arquitectura Sigma

En esta sección solamente se muestran los resultados obtenidos a través de la
arquitectura Sigma por ser la más relevante. Supongamos que estamos interesados
en conocer la ráız positiva del polinomio:

f(x) = x3 + x2 − x− 1 (4.105)

Para éste, el vector de ráıces es: λ = [−1,−1, 1]T . Implementando la arquitectu-
ra Sigma con restricciones sobre los pesos, obtenemos la gráfica de costo contra
iteración de la figura 4.15.

Como podemos ver, el costo disminuye más rápido en comparación con arquitec-
turas anteriores; sin embargo, notamos la existencia de picos y cambios abruptos,
lo cual nos indica que la función de costo posiblemente posea estas propiedades.
En la figura 4.16 se muestra el comportamiento de la aproximación de la ráız
contra el número de iteración.

De manera similar a escenarios anteriores, en azul se muestra el valor aproximado
por la arquitectura y en rojo el valor real de la ráız. Ahora supongamos que
estamos interesados en conocer la ráız positiva del siguiente polinomio:

f(x) = x4 + 1.7x3 − 1.2x2 − 1.3x− 0.2 (4.106)
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Figura 4.15: Costo contra iteración arquitectura Sigma.

Figura 4.16: w1 contra iteración de la arquitectura Sigma.
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Figura 4.17: - Costo contra iteración arquitectura Sigma segundo polinomio.

Figura 4.18: w1 contra iteración arquitectura Sigma segundo polinomio.

Para este polinomio tenemos que λ = [−2,−0.5,−0.2, 1]T . La figura 4.17 muestra
el costo contra el número de iteración.

Al igual que con el polinomio anterior, podemos graficar la aproximación de la
ráız contra el número de iteración. La figura 4.18 muestra este resultado.

Como podemos ver en este caso, a pesar de que la curva de costo es suave, no se
llega al valor deseado (marcado con rojo). Además, ya que podemos escribir W [1]

en función de w1, es posible ver la función de costo en términos de éste. La figura
4.19 muestra este resultado para el primer polinomio.

Como esperábamos, la superficie de la función de error presenta picos y valles. Ve-
mos que existe un mı́nimo (aunque no global) cerca de la ráız w1 = 1; sin embargo,
alrededor de ésta encontramos que la pendiente es cercana a 0, lo que dificulta
su aproximación. Analizando estos resultados, vemos que es posible encontrar
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Figura 4.19: Superficie de la función de costo.

ráıces con este modelo; sin embargo, no es consistente y debido a la naturaleza
de la función de costo y a los hiperparámetros de la red, se corre el riesgo de no
aproximar correctamente las ráıces.

4.3. Redes neuronales para el cómputo de den-

sidad en un fluido compresible

Retomando lo mencionado al inicio del caṕıtulo 4, es posible utilizar las arquitec-
turas previamente mostradas para el cálculo de la densidad. El fluido en cuestión
es nitrógeno en estado supercŕıtico con un total de 5,734,400 part́ıculas, el al-
goritmo toma como entrada la presión, la temperatura y un cierto número de
variables caracteŕısticas del fluido para formar un polinomio de tercer grado cuya
ráız real positiva representa el inverso de la densidad. En la figura 4.20 se muestra
un diagrama de flujo con los pasos seguidos durante esta implementación.

Figura 4.20: Diagrama de flujo de implementación para la estimación de la

densidad.
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Figura 4.21: Corte bidimensional del campo de velocidades.

En primer lugar, se obtienen los campos de presión y temperatura a través de
algoritmos tradicionales. Éstos se incorporan en conjunto con las variables ca-
racteŕısticas del fluido para formar los coeficientes de los polinomios a resolver
(uno por cada nodo). Finalmente, se obtiene la ráız real positiva del polinomio
formado y se invierte para obtener la densidad en ese punto.

En aras de entender más el tipo de fluido a tratar, en la figura 4.21 se muestra
un corte bidimensional del campo de velocidades.

La intensidad de la imagen indica la magnitud de la velocidad. Como podemos
ver, el fluido empieza con una gran velocidad cerca de la fuente y conforme avanza
desaselera. Para este mismo instante de tiempo, podemos obtener en la misma
perspectiva el campo de temperatura y de presión. En la figura 4.22 se muestran
ambos.

La temperatura vaŕıa de 126 a 298 grados Celsius, y como podemos ver, el fluido
está siendo inyectado a un espacio con una alta temperatura; por otra parte,
el campo de presión es prácticamente homogéneo. El rango de ésta va de 3.25 ·
106 a 4.5 · 106 pascales. Dadas estas circunstancias, el nitrógeno se encuentra en
condiciones supercŕıticas. Una vez en este punto y como se mostro en el caṕıtulo
1, podemos generar los coeficientes del polinomio a resolver para cada uno de los
nodos de la siguiente forma:

a0 = P (4.107)

a1 = Pd1b− (RT − b) (4.108)

a2 = Pd2b
2 − (RT − b) d1b+ θ (4.109)

a3 = −b [θ + (RT − b) d2b] (4.110)

Una vez calculados los coeficientes, podemos implementar nuestra RN, para esto,
se eligió el modelo Sigma de Huang et al. con restricciones. A pesar de que el
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Figura 4.22: Corte bidimensional mostrando el cmapo de temperatura (arriba) y

de presión (abajo).

modelo de restricciones sobre los pesos de red es más rápido, su inestabilidad no
lo hace el mejor candidato para la tarea. En la figura 4.23 se muestra el campo
de densidad computado con un método tradicional (Cardano) y con la RN.
Para el entrenamiento de cada red se utilizó una inicialización aleatoria de los
pesos; además, para cada nodo se delimito el número de iteraciones máximas a
500. Esta última condición es la causante de que el resultado producido por la
RN en la figura 4.23 posea puntos donde no se converge al resultado (pequeñas
manchas blancas). En la figura 4.24 se muestra el histograma de iteraciones pro-
ducido durante el computo del campo de la densidad.

Con respecto a la forma de entrenar las RN, podŕıamos inicializar los pesos de
manera aleatoria (como se hizo en el resultado anterior); lo que seŕıa el mejor
método si el valor de la densidad en cada punto de la malla fuera independiente
del resto; sin embargo, claramente ese no es el caso para esta aplicación. Las res-
tricciones impuestas sobre el modelo matemático del fluido limitan el número de
valores que la densidad puede tomar, por lo cual es importante definir un método
que tome en consideración la distribución de está.

Para resolver esto, podemos inicializar los parámetros de la RN a través del re-
sultado de las ráıces de algún nodo adyacente. Para entender esto, imaginemos
que estamos simulando el mismo problema pero en un espacio de simulación bi-
dimensional, la figura 4.25 muestra dos maneras de lograrlo; las flechas indican
los caminos de cómputo a seguir.
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Figura 4.23: Comparativa del campo de densidad.

Figura 4.24: Histograma del número de iteraciones.
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Figura 4.26: Histograma del número de iteraciones con camino de cómputo.

Figura 4.25: Posibles caminos de cómputo para un fluido en un espacio

bidimensional.

Por camino de cómputo me refiero al orden secuencial en el que se computa la
densidad, en donde se inicializan los pesos de cada RN con los resultados obteni-
dos en el procesamiento del nodo anterior.

Incorporando el concepto de camino de cómputo, obtenemos el histograma de
iteraciones de la figura 4.26.

Por otra parte, también es posible utilizar esta forma de entrenamiento incorpo-
rando cómputo en paralelo. Para esto, se puede atacar el problema de dos mane-
ras. En primer lugar, simplemente se pueden convertir los caminos de cómputo en
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planos de cómputo, i.e., es posible inicializar los pesos que se encuentren dentro
de un plano en el espacio de simulación a partir del resultado de las ráıces de las
neuronas de un plano adyacente.

Si lo que se busca es implementar paralelización sobre todo el espacio de simula-
ción, se tienen que hacer unos ajustes sobre la función de costo. La metodoloǵıa
a seguir en este caso es la siguiente:

Generar una base de datos de entrenamiento con los resultados de las ráıces
con N polinomios.

Entrenar una RN que aproxime de la mejor manera al conjunto de polino-
mios de la base de datos.

Inicializar los pesos de futuras RN a partir de los resultados obtenidos.

Para lograr el segundo punto, como se mencionó, es necesario modificar la función
de costo para incorporar información acerca de todos los polinomios en lugar de
uno solo. Esto se puede conseguir de la siguiente forma :

E =
1

2PN

N∑
n=1

P∑
p=1

|Ti −Oi|2 (4.111)

La red entrenada con la función de costo presentada en (4.111) aproximará al
polinomio que mejor representa al conjunto de N polinomios en la base de datos.

Por otra parte, también es posible inicializar los pesos de cada red en la posición
α en el espacio de simulación a través de las ráıces computadas por la neurona en
la posición α de la iteración anterior. Por supuesto, este método conlleva como
desventaja el uso de memoria adicional, el cuál escala de manera lineal con el
número de nodos en el espacio de simulación. Implementado este concepto, obte-
nemos el histograma de la figura 4.27.

Para comparar el método aqúı presentado, podemos obtener el campo de densi-
dad a través de otros algoritmos. Con vistas a esto, y con ayuda de la libreŕıa
NumPy (libreaŕıa de Python enfocada al procesamiento y soporte de matrices),
la cual incorpora un algoritmo para la obtención de ráıces basado en el cómputo
de los vectores propios de la matriz compañera del polinomio a tratar [23], es
posible obtener los resultados de la figura 4.28, en ésta, se muestra el campo de
densidad obtenido con ayuda de la libreŕıa NumPy (arriba) y a través de la RN
con inicialización de pesos con el estado anterior.
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4.3 Redes neuronales para el cómputo de densidad en un fluido compresible

Figura 4.27: Histograma del número de iteraciones para el método de inicializa-

ción de pesos a través del estado anterior.

Para la comparación, se utilizará la medida de error propuesta en la ecuación
(4.111), a la que se le denominara como el promedio del error cuadrático medio
o PECM, de manera expĺıcita:

PECM =
1

2PN

N∑
n=1

P∑
p=1

|Ti −Oi|2 (4.112)

Para obtener el campo de densidad mostrado en la figura 4.28 a partir de la RN,
se estableció como condición de paro al llegar a un error por nodo menor o igual
a 1X10−20; por lo tanto, este también es el valor del PECM. Por otra parte,
utilizando la libreŕıa NumPy, se obtuvo un PECM de 1X10−30. Por otra parte,
si comparamos la velocidad promedio de cómputo, veremos que el algoritmo que
utiliza redes neuronales es 16 veces más lento. Por lo tanto, a pesar de que este
método se puede utilizar para computar el campo de densidad con un grado de
precisión arbitrario; para este caso particular de aplicación, no es el más eficiente.
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4.3 Redes neuronales para el cómputo de densidad en un fluido compresible

Figura 4.28: Comparativa del campo de densidad.
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Caṕıtulo 5

Predicción de la presión en un fluido

incompresible

Como se mencionó anteriormente, la simulación de fluidos por computadora re-
quiere de grandes cantidades de recursos computacionales; esto no es excepción
para los fluidos incompresibles, en donde se requiere resolver la ecuación de Pois-
son (para los métodos eulerianos). Para esto, usualmente se utilizan métodos
numéricos iterativos, lo que vuelve a éste procedimiento uno de los más costosos.

Una de las posibles soluciones a éste problema es intentar predecir el valor de la
presión a través de un algoritmo de aprendizaje de máquinas eliminando la nece-
sidad de utilizar un algoritmo iterativo. Un posible diagrama general de cómputo
para lograr esto se muestra en la figura 5.1.

Como podemos ver, el primer paso consiste en computar la velocidad ignorando
el término de la presión, posteriormente se le agregan fuerzas externas para des-
pués fungir como entrada al cálculo de la presión. Para este último punto, vemos

Figura 5.1: Diagrama general a implementar.
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en el diagrama de la figura 5.1 un recuadro con las palabras <Aprendizaje de
Máquinas> para simbolizar que el algoritmo de inteligencia artificial reemplaza
al tradicional.

Una vez establecido esto, tenemos que seleccionar un algoritmo de aprendizaje
de máquinas adecuado para esta situación y definir las entradas y salidas de éste;
además, es necesario generar una base de datos para asegurarnos de que nuestro
algoritmo tenga una gran capacidad de generalización.

En formulaciones tradicionales, la presión es obtenida al resolver la ecuación de
Poisson [69]:

∇2pt =
1

∆t
∇ · u∗

t (5.1)

En donde pt es la presión en el tiempo t y u∗
t es la velocidad computada sin

tener en consideración la presión pero incluyendo las fuerzas externas que actúan
sobre el sistema en el tiempo t; en lo que resta del caṕıtulo se referirá a u∗t como
velocidad de advección.

Teniendo en cuenta esto, podemos establecer a la velocidad de advección en el
tiempo t − 1 como entrada del algoritmo; además, sabemos que la salida es la
presión. Para facilitar el aprendizaje del algoritmo, podemos incorporar dos en-
tradas adicionales, la topoloǵıa y la presión en el tiempo t − 1. La primera se
agrega debido a que la geometŕıa del espacio de simulación tiene un impacto
directo sobre los valores que la presión puede tomar; la segunda se anexa para
incorporar información histórica pasada del sistema.

En las siguientes secciones se detallarán las entradas y las salidas del algoritmo;
sin embargo, por ahora es importante notar que cada una de las entradas es una
matriz de igual tamaño que el espacio de simulación. Para el procesamiento de
éste tipo de datos es común y ha resultado eficiente el uso de redes neuronales
convolucionales debido a las conexiones dispersas y a los pesos compartidos (pro-
piedades explicadas en el caṕıtulo 3). Por esta razón, en esta tesis se optó por
desarrollar el algoritmo utilizando redes neuronales convolucionales
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5.1 Base de datos

Figura 5.2: Muestra de obstáculos utilizados.

5.1. Base de datos

Para generar la base de datos se utilizó el software Mantaflow creado por Tobias
Pfaff y Nils Thuerey. Mantaflow es un programa de código abierto enfocado a la
investigación de la simulación de fluidos. Está programado en c++; sin embargo,
posee una interfaz en Python para lograr un fácil y rápido desarrollo de simula-
ciones; además, la interfaz con Python permite el uso de libreŕıas especializadas
en inteligencia artificial y álgebra lineal como Numpy y PyTorch.

Debido al tiempo que toma hacer una base de datos de simulaciones y entrenar la
RNC, se optó por generar simulaciones en un espacio bidimensional. De manera
espećıfica, cada simulación tiene una resolución de 128 X 128 y el número total
de simulaciones es de 2,574 (cada una con 140 pasos de tiempo), lo que en total
nos da 360,360 escenas o patrones de entrenamiento.

Para realizar las simulaciones, se recolectó un conjunto de 143 imágenes de libre
acceso y uso de internet en dos resoluciones: 32x32 y 64x64, dando un total de 286
imágenes. Éstas fungen como obstáculos para el fluido y aseguran una diversidad
de estados en la base de datos. En la figura 5.2 se muestra un subconjunto de
los obstáculos seleccionados (preprocesados para únicamente tener dos colores:
blanco y negro). Finalmente, para cada uno de estos obstáculos se generaron 9
simulaciones (3 variaciones en la posición y 3 del tamaño de la fuente) lo que
da el total de 2,574 simulaciones. Una muestra de las simulaciones realizadas se
presenta en la figura 5.3.

Como se hab́ıa mencionado, se requiere de 3 entradas: la velocidad, la topoloǵıa
y la presión en el tiempo t − 1. Para formar la base de datos, éstas tres fueron
tomadas de Mantaflow y convertidas en arreglos de la libreŕıa NumPy para final-
mente ser guardadas en memoria en formato binario. La tres entradas y la salida
del algoritmo poseen la misma dimensión de 128 X 128.
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5.2 Método 1: Red neuronal convolucional sin restricciones sobre el algoritmo de
entrenamiento

Figura 5.3: Muestra de simulaciones realizadas.

A la matriz de topoloǵıa se le denotará con la letra minúscula o, y a un valor
predeterminado de ésta como o(xi,j). Esta matriz se define como:

o(xi,j) =

{
1 si obstáculo en xi,j
0 de otra manera

(5.2)

5.2. Método 1: Red neuronal convolucional sin

restricciones sobre el algoritmo de entrena-

miento

La primera arquitectura utilizada se muestra en la figura 5.4, su lectura es de
arriba a abajo, en donde la entrada es un tensor de dimensiones (n

[0]
1 , n

[0]
2 , n

[0]
3 ),

n
[0]
1 = 4, n

[0]
2 = 128, n

[0]
3 = 128 y la salida por su parte es de dimensiones (n

[7]
1 ,

n
[7]
2 , n

[7]
3 ) en donde n

[6]
1 = 1, n

[6]
2 = 128 y n

[6]
3 = 128.

En la presente arquitectura existen cuatro procesos distintos de convolución, los
cuales serán denominados como: Conv 1, Conv 2, Conv 3 y Conv 4. También
se tiene un procedimiento de submuestreo y otro de remuestreo para reducir e
incrementar respectivamente la dimensión de las matrices.

Conv 1 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 4, 128, 128) en donde
P representa el número de instancias o patrones de entrenamiento a procesar de
la base de datos. La salida es un volumen de dimensiones (P, 8, 128, 128). Esto
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5.2 Método 1: Red neuronal convolucional sin restricciones sobre el algoritmo de
entrenamiento

Figura 5.4: Arquitectura de red neuronal convolucional.

implica que esta capa utiliza 8 filtros y que la convolución es simétrica; dado que
los filtros son de dimensiones (3, 3) se utilizó un rellenado y un desplazamiento
de una unidad.

Conv 2 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 8, 128, 128) y entrega
como salida otro de dimensiones (P, 8, 128, 128). Las dimensiones de los filtros
son iguales a las de Conv 1, esto es, (3, 3). La convolución nuevamente es simétri-
ca, por lo que se vuelve a utilizar un rellenado y un desplazamiento de una unidad.

Conv 3 toma como entrada un tensor de dimensiones (P, 24, 128, 128) y entrega
otro de dimensiones (P, 24, 128, 128). Además, utiliza 24 filtros de dimensiones
(1, 1), un desplazamiento de una unidad y no utiliza rellenado; dadas estas ca-
racteŕısticas, la convolución es simétrica.
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5.2 Método 1: Red neuronal convolucional sin restricciones sobre el algoritmo de
entrenamiento

Conv 4 toma como entrada un volumen de dimensiones (P, 24, 128, 128) y entrega
otro de dimensiones (P, 1, 128, 128) el cual es el resultado de la predicción de la
presión. Los filtros son de dimensiones (1, 1), el desplazamiento es de una unidad
y no se utiliza rellenado. Al igual que en las anteriores convoluciones, esta opera-
ción es simétrica.

El proceso de submuestreo se simboliza con la letra mayúscula D en la figura
5.4; para realizar éste, se utilizó el procedimiento de máximo muestreo descrito
en el caṕıtulo 3 con un filtro de dimensiones (2, 2) y un desplazamiento de dos
unidades. Como resultado de ésto, el volumen de entrada es reducido de (P, n1,
n2, n3) a (P, n1, n2, n3). Por otra parte, para el remuestreo se utilizó un método
de interpolación bilinear con el objetivo de convertir un volumen de dimensiones
(P, n1,

n2

2
, n3

2
) a otro de tamaño (P, n1, 2n2, 2n3).

Previo a el entrenamiento de la RNC, se dividió la base de datos en dos conjun-
tos, uno de entrenamiento y otro de prueba. El primero contiene el 80 % de las
instancias, lo que equivale a 247,200 ejemplos; el segundo contiene el resto de las
instancias, lo que equivale a 61,800 ejemplos.

Se utilizaron dos tarjetas de video Nvidia GeForce GTX 1080 de 8 GB de memo-
ria para el entrenamiento de la red. Debido a la capacidad limitada de memoria
y al tamaño de la base de datos, es necesario dividir ésta última en subsecciones
o baches; al número de elementos en estas regiones se le denominara tamaño de
bache. Definiendo la taza de aprendizaje con la constante 0.0005, el tamaño de
bache con 500 y utilizando la función de costo del error cuadrático medio obte-
nemos la imagen de la figura 5.5.

Cada vez que el algoritmo recorre completamente la base de datos, diremos que
se ha logrado una época. Podemos medir el ECM para el subconjunto de en-
trenamiento y de prueba al término de cada una de éstas. Las figuras 5.6 y 5.7
muestran estos resultados, y como podemos ver, los valores son similares para
ambos conjuntos; no obstante, durante cada época el error del conjunto de entre-
namiento es menor al de prueba.

En la siguiente tabla se resumen algunos de los resultados obtenidos por la red.
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5.2 Método 1: Red neuronal convolucional sin restricciones sobre el algoritmo de
entrenamiento

Figura 5.5: ECM para cada bache de la base de datos

Figura 5.6: Costo contra época en el conjunto de entrenamiento.

Figura 5.7: Costo contra época en el conjunto de prueba.
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5.3 Método 2: Red neuronal convolucional con restricciones sobre el algoritmo
de entrenamiento

Figura 5.8: Simulación ejemplo utilizando RNC.

Época ECM entrenamiento ECM prueba
0 1.00012251 1.04269791
1 0.8333058 0.87364825
2 0.07239872 0.07560173
5 0.04622882 0.04872293
10 0.03483063 0.03266048
20 0.02839928 0.03007941
30 0.02485611 0.02624044
40 0.02313225 0.02431603
48 0.02223536 0.02331508

Una vez entrenada la red, es posible incluirla al ciclo de generación de cada
simulación para ver su desempeño. Siguiendo esta lógica, obtenemos la imagen
de la figura 5.8. Como podemos ver, el fluido en general se muestra de manera
inestable y muy poco preciso.

5.3. Método 2: Red neuronal convolucional con

restricciones sobre el algoritmo de entrena-

miento

Una de las mayores debilidades del método propuesto anteriormente es la falta
de restricciones impuestas sobre el valor que la presión puede tomar, ya que
en ningún punto se incluye información acerca de la divergencia del vector de
velocidad, el cual para un fluido incompresible debe ser igual a cero, esto es:

∇ · u = 0 (5.3)

Inspirado en los modelos de restricciones presentados en el caṕıtulo 4 y desa-
rrollados por D. Karras y S. Perantonis [31] es posible crear un algoritmo de
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5.3 Método 2: Red neuronal convolucional con restricciones sobre el algoritmo
de entrenamiento

Figura 5.9: Diagrama de cómputo previo (arriba), diagrama de cómputo actual

(abajo).

aprendizaje que incorpore información sobre la divergencia del vector de veloci-
dad en la RNC. El primer paso para lograr esto es extender nuestro diagrama de
cómputo y poner a la divergencia en función de la salida de la red, y por ende, de
los pesos de ésta. La figura 5.9 muestra el previo y el nuevo esquema de cómputo
utilizado.

Como se puede ver, el nuevo esquema de cómputo incluye dos pasos adicionales,
en primer lugar se utiliza la presión calculada por la red para corregir el valor
de la velocidad de advección, para esto, simplemente se sustrae el gradiente de la
presión de la velocidad de advección; en segundo lugar, se calcula la divergencia
de este nuevo campo de velocidad.

Lo que se busca con el modelo de restricciones es reducir el valor de la función de
costo en cada iteración tomando en cuenta ciertas limitaciones sobre los valores
que ésta puede tomar. Para esto, notamos que si los cambios sobre los pesos de la
red son lo suficientemente pequeños, éstos pueden ser aproximados por su primer
diferencial, en otras palabras:

∆wi ≈ dwi (5.4)

De manera similar, es posible aproximar los cambios sobre la función de costo y
sobre la divergencia de la velocidad inducidos por los cambios en los pesos de la
red a través de sus primeros diferenciales. De manera concreta:

∆E ≈ dE (5.5)

∆ (∇ · u) ≈ d∇ · u (5.6)
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5.3 Método 2: Red neuronal convolucional con restricciones sobre el algoritmo
de entrenamiento

Estrictamente, la divergencia de la velocidad presentada en la ecuación (5.6) es
una matriz de igual dimensiones al espacio de simulación; sin embargo, en esta
ocasión, y durante el resto de la sección, utilizaremos la notación ∇ · u para
referirnos al valor promedio de la divergencia de la velocidad, y por lo tanto, será
un escalar. Habiendo establecido esto, buscamos maximizar el diferencial de la
función de costo sometido a las siguientes condiciones:

n∑
i=1

(dwi)
2 = (δP )2 (5.7)

d∇ · u = δQ (5.8)

En la condición de la ecuación (5.7) exigimos que la suma de los cambios en
los pesos se mantenga acorde con la constante δP . El objetivo es tener un hiper-
parámetro que nos permita especificar la precisión que queremos que se mantenga
en las ecuaciones (5.4), (5.5) y (5.6).

Por otra parte, la condición de la ecuación (5.8) nos permite establecer δQ como
el diferencial de la divergencia en cada iteración. Dicho de otra forma, durante
cada ciclo del entrenamiento, el valor de la divergencia es diferente de cero; para
resolver esto, definimos un valor para el diferencial de la divergencia con el objeti-
vo de acercar ésta a su objetivo (cero) y de disminuir el valor de la función de error.

Podemos expandir el valor del diferencial de la función de error de la siguiente
forma:

dE =
∂E

∂w1

dw1 +
∂E

∂w2

dw2 + · · ·+ ∂E

∂wn
dwn (5.9)

dE =
n∑
i=1

∂E

∂wi
dwi (5.10)

dE =
n∑
i=1

Jidwi (5.11)

Por otra parte:

d∇ · u =
∂∇ · u
∂w1

dw1 +
∂∇ · u
∂w2

dw2 + · · ·+ ∂∇ · u
∂wn

dwn (5.12)

d∇ · u =
n∑
i=1

∂∇ · u
∂wi

dwi (5.13)
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d∇ · u =
n∑
i=1

Fidwi (5.14)

En donde:

Ji =
∂E

∂wi
(5.15)

Fi =
∂∇ · u
∂wi

(5.16)

Utilizando la metodoloǵıa del método de multiplicadores de Lagrange establece-
mos que se busca maximizar el diferencial de la función de costo sujeto a (5.7) y
(5.8). Para esto definimos las funciones R1 y R2 de la siguiente forma:

R1(dw1, dw2, · · ·, dwn) =
n∑
i=1

(dwi)
2 (5.17)

R2(dw1, dw2, · · ·, dwn) =
n∑
i=1

Fidwi (5.18)

De esta manera, exigimos que:

∇dE = λ1∇R1 + λ2∇R2 (5.19)

Por otra parte, vemos que:

∇dE = [J1, J2, · · ·, Jn]T (5.20)

∇R1 = [dw1, dw2, · · ·, dwn]T (5.21)

∇R2 = [F1, F2, · · ·, Fn]T (5.22)

Incorporando (5.20), (5.21) y (5.22) en (5.19):

Ji = 2λ1dwi + λ2Fi (5.23)

Resolviendo para el diferencial del peso wi:

dwi =
Ji

2λ1
− λ2Fi

2λ1
(5.24)

Tomando en cuenta las ecuaciones (5.7), (5.8) y (5.24), tenemos un sistema de 3
ecuaciones y 3 incógnitas (dwi, λ1, λ2). Sustituyendo (5.24) en (5.8):
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n∑
i=1

Fi

(
Ji − λ2Fi

2λ1

)
= δQ (5.25)

1

2λ1

n∑
i=1

(
FiJi − λ2F 2

i

)
= δQ (5.26)

1

2λ1

(
n∑
i=1

FiJi − λ2
n∑
i=1

F 2
i

)
= δQ (5.27)

Introduciendo las variables auxiliares A y B definidas como: A =
∑n

i=1 FiJi,
B =

∑n
i=1 F

2
i . Podemos reescribir (5.27) de la siguiente forma:

1

2λ1
(A− λ2B) = δQ (5.28)

λ2 =
A− 2λ1δQ

B
(5.29)

Por otra parte, sustituyendo (5.24) en (5.7):

n∑
i=1

(
Ji − λ2Fi

2λ1

)2

= (δP )2 (5.30)

n∑
i=1

(
J2
i − 2λ2JiFi + λ22F

2
i

)
= 4λ21 (δP )2 (5.31)

Introduciendo la variable auxiliar C =
∑n

i=1 Ji podemos reescribir (5.31) como:

C − 2Aλ2 +Bλ22 = 4λ21 (δP )2 (5.32)

Sustituyendo (5.29) en (5.32):

C − 2A

(
A− 2λ1δQ

B

)
+B

(
A− 2λ1δQ

B

)2

= 4λ21 (δP )2 (5.33)

Simplificando y resolviendo para λ1, es posible llegar a la siguiente expresión:

λ1 =
1

2

√√√√ C − A2

B

(δP )2 − (δQ)2

B2

(5.34)

Llegado a este resultado, utilizamos (5.24) en conjunto con (5.29) y (5.38) como
nuestra regla para la actualización de pesos, esto es:
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5.3 Método 2: Red neuronal convolucional con restricciones sobre el algoritmo
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wi ←− wi +
Ji

2λ1
− λ2Fi

2λ1
(5.35)

Por otra parte, para poder utilizar (5.35) es necesario definir δP y δQ. Como se
mencionó, el objetivo de δQ es acercar a la divergencia de la velocidad en cada
iteración a su objetivo (cero), por lo que la podemos definir como: δQ = −k∇·u,
el signo negativo en la anterior expresión asegura la convergencia de la divergencia
al valor deseado (y por ende, la reducción de la función de costo). La constante
de proporcionalidad k es un hiperparámetro elegido por el usuario, a la cual se le
demanda que: k ∈ {R > 0}.

La constante δP representa la precisión con la que queremos aproximar a ∆wi, ∆E
y ∆ (∇ · u) y puede ser simplemente definida por un número pequeño (e.g. δP =
0.001); sin embargo, esto puede llevar a tiempos más largos de entrenamiento.
Una solución a esto fue propuesta por Huang et. al. [26] en donde se comienza
con un valor grande y se disminuye con el paso de las iteraciones, de manera
expĺıcita:

δP (0) = δP0 (5.36)

δP (t) = δP0

(
1− e−

Θ
t

)
(5.37)

En donde δP0 y Θ son hiperparámetros definidos previo al entrenamiento por
el usuario, con la única restriccion: Θ ∈ {R > 0}. Finalmente, notamos que la
ecuación (5.38) puede tomar dos valores (uno para el valor positivo y otro para el
negativo de la ráız cuadrada), es posible demostrar que para alcanzar un máximo
sobre el diferencial de la función de costo es necesario tomar en cuenta únicamente
el valor negativo [31], [25]. De esta manera, tenemos que:

λ1 = −1

2

∣∣∣∣∣∣
√√√√ C − A2

B

(δP )2 − (δQ)2

B2

∣∣∣∣∣∣ (5.38)

Con esto, queda completamente definido el algoritmo de entrenamiento de la
RNC; sin embargo, la implementación del modelo se deja como tarea para una
futura investigación.
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En el caṕıtulo 4 se mostraron varios métodos para la solución de las ráıces de
polinomios, incluyendo las ventajas y desventajas de cada uno de estos; también
se analizó y visualizó el beneficio que existe al incorporar restricciones sobre el
algoritmo de aprendizaje y los pesos de la red. De manera concreta, el primero de
estos paradigmas sirve para el cómputo de ráıces en paralelo y el segundo para
su procesamiento de manera secuencial.

Como se mostró en la segunda parte del caṕıtulo 4, estos métodos pueden ser
utilizados en la simulación de fluidos. En este caso, por cuestiones de consistencia
se eligió el método de restricciones sobre el algoritmo de entrenamiento. Gracias
a la naturaleza de las redes neuronales y a la forma en que se planteó el problema,
es posible disminuir el error sobre la función de costo de manera arbitraŕıa; sin
embargo, se tiene que considerar que a mayor exigencia de precisión, mayor será
tiempo de cómputo.

Por otra parte, se mostró como utilizar la distribución del campo de densidad pa-
ra inicializar los pesos de las redes neuronales, lo que resultó en una disminución
sustancial en el tiempo de cómputo. A pesar de las medidas implementadas, el
algoritmo basado en redes neuronales no pudo superar en rendimiento al tradi-
cional; sin embargo, dado que el primero de estos escala de manera lineal con el
grado del polinomio, resulta imposible descartar su utilidad en otras aplicaciones;
por ejemplo, ya que la precisión de la red es un hiperparámetro impuesto por el
usuario, es posible obtener aproximaciones de las ráıces en cortos plazos de tiem-
po.

Es importante destacar que la implementación de todos los métodos para la so-
lución de ráıces fueron programados en Python, por lo que es posible obtener un
incremento en el desempeño de éstos utilizando lenguajes compilados y de bajo
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nivel como c++. Por otra parte, queda como incógnita saber si es posible la im-
plementación de un modelo que incorpore tanto restricciones sobre el algoritmo
de aprendizaje como sobre los pesos de la red.

En el caṕıtulo 5, por otra parte, se abordo el problema utilizando el marco teórico
de los fluidos incompresibles. Se genero una base de datos con un total de 309,000
escenas en un espacio de simulación bidimensional, y se fraseo el problema de pre-
decir el valor de la presión como una tarea de aprendizaje supervisado.

En la implementación, se utilizo una RNC para obtener el campo de presiones; sin
embargo, los resultados de ésta no fueron alentadores. Una de las razones de esto
posiblemente sea la complejidad que conlleva aproximar a través de un proceso de
regresión 16, 384 presentes en la capa de salida. Para resolver esto, en la segunda
parte del caṕıtulo 5 se propone y deduce un algoritmo de aprendizaje innovador
para la RNC, el cual incluye información a priori del problema a tratar, en este
caso, sobre la divergencia del vector de velocidad. La implementación y análisis
de este último modelo queda propuesto como trabajo futuro.
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