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Notacion

La notacién utilizada en este trabajo se lista a continuacién por orden de aparicién.

H — Hamiltoniano de un sistema.
q — Coordenadas generalizadas.
P — Momentos generalizados.

R — Conjunto de los reales.
a>b — Valor a mayor que b.

a>b — Valor a mayor o igual que b.

a <b — Valor a menor que b.

a<b — Valor a menor o igual que b.

x — Estados de un sistema dinamico.

Ty — Punto deseado del espacio de estados.

T — Vector velocidad en el espacio de estados.

Gx — Punto deseado en las coordenadas generalizadas.

B — Matriz de fuerza de entrada.

U — Entradas de control en un sistema dindamico.

Bu — Fuerzas generalizadas externas.

m — Dimensién de las entradas wu.

Y — Salidas de un sistema Hamiltoniano.

m — Dimensién de las salidas de un sistema Hamiltoniano.

J — Matriz de interconexién del sistema Hamiltoniano.

Dy — Espacio de estados.

g — Matriz de incidencia de entradas al sistema.

IR — Matriz de incidencia de entradas asociada a propiedades disipativas.
UR — Entradas de control asociadas a propiedades disipativas.

YR — Salidas del sistema Hamiltoniano asociadas a propiedades disipativas.
Fr — Funcién estdtica entre up y yg.

0 — Matriz de ceros de la dimensién correspondiente.

A>=0 — Matriz A es definida positiva, cumple con 2" Az > 0, Vz # 0.
A= B — Matriz A — B es definida positiva.

A>=0 — Matriz A es semidefinida positiva, cumple con 2z Az > 0, Vz # 0.

A > B — Matriz A — B es semidefinida positiva.
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0. NOTACION

A =<0 — Matriz A es definida negativa (Hurwitz), cumple con z' Az < 0, ¥z # 0.
A< B — Matriz A — B es definida negativa (Hurwitz).
A =<0 — Matriz A es semidefinida negativa, cumple con z' Az < 0, Vz # 0.
A< B — Matriz A — B es semidefinida negativa.
R — Matriz de disipacién del sistema Hamiltoniano.
Jg — Matriz de interconexién del sistema Hamiltoniano deseado.
Ry — Matriz de disipacion del sistema Hamiltoniano deseado.
Ha — Hamiltoniano deseado.
t — La variable tiempo.
— Subconjunto de los reales asociado a la variable tiempo t.
gt — Aniquilador izquierdo de g(z).
Us — Entrada necesaria para mantener el sistema en x,.
f — Sistema general deterministico.
ox — Desplazamiento virtual de z.
oz — Velocidad virtual de x.
Anaz — El valor propio maximo de una matriz.
Js — Parte simétrica del Jacobiano de un sistema.
g — Condiciones iniciales de un sistema dindmico.
1533 — Cota inferior de J;.
D, — Region de contraccion.
I, — Matriz identidad.
R, — Bola de radio constante r.
x* — Trayectoria deseada o admisible del espacio de estados.
C] — Transformacién de coordenadas dx a dz.
M,P  — Meétrica del cuadrado de la longitud entre dx y §z.
F — Jacobiano generalizado de dz.
Jsmr — Parte simétrica del Jacobiano con respecto a la métrica M.
By — Cota inferior de Jgy.
JsF — Parte simétrica del Jacobiano F'.
BF — Cota inferior de Jp.
u* — Entrada necesaria para mantener el sistema en x*.
Ay — Estructura de Dirac para el sistema Hamiltoniano deseado.
o — Cota superior del Hessiano del Hamiltoniano deseado.
Q9 — Cota inferior del Hessiano del Hamiltoniano deseado.
N — Matriz asociada a la existencia de solucién de la Ecuacion de Riccati.
o — Valores singulares de una matriz.
o2 — Minimo valor sobre el barrido w del cuadrado del valor singular minimo.

w — Variable de frecuencia.
Zref — Salida plana o trayectoria de referencia.
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h — Salida plana propuesta en funcién de los estados admisibles.

g — Cambio de coordenadas de Z,.r a z*.

(0 — Cambio de coordenadas de Z..y a u*.

Zref — Vector de salidas planas y sus derivadas temporales.

Y — Cambio de coordenadas de Z..y a * y u*.

L,Ly, Lo — Valor de inductancia.

C — Valor de capacitancia.

R, R, R — Valor de resistencia.

G — Valor de conductancia.

Ha — Hamiltoniano artificial.

ke — Constante contra-electromotriz del motor de corriente directa.
Wy — Velocidad angular mecénica del rotor.

Tm — Friccién viscosa en el rotor.

Im — Inercia en el rotor.

a1 — Valor de interconexion deseada en el motor CD.

aii, a9 — Valor de amortiguamiento deseado en el motor CD.
r,ry,re — Parametro de diseno.

7 — Funcién auxiliar para el disenio de tIDA-PBC.

rd1 — Amortiguamiento deseado en el motor CD.

ai,as — Area transversal de la tuberia en el sistema de tanques.

Ay, Ay — Area transversal del tanque en el sistema de tanques.

Gr — Constante de gravedad en la tierra.

ky — Constante de la bomba.

rd — Valor de amortiguamiento deseado en el sistema de tanques.
¢ — Funcién auxiliar para el diseno de tIDA-PBC.

k — Constante de la bobina del levitador magnético.

Cp — Distancia entre balin y borde de la bobina del levitador magnético.
mp — Masa del balin del levitador magnético.

o — Valor de interconexién deseada en el levitador magnético.

Tq — Valor de amortiguamiento deseado en el levitador magnético.
d — Constante contra-electromotriz del PMSM.

Ny — Numero de pares de polos del PMSM.

rq1,Td2,Tdg3 — Amortiguamiento deseado en el PMSM.

L — Funcién auxiliar para el diseno de tIDA-PBC.

Rp — Ecuacién de Riccati.
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Capitulo 1

Introduccion

1.1. Motivacion

Hay problemas de control de seguimiento de trayectorias aplicados en la ingenieria,
como son los servomecanismos, sistemas de maquinado CNC, impresiones 3D, robdética,
vehiculos auténomos, drones, motores, circuitos, entre muchas aplicaciones mas. En los
sistemas lineales ya esta resuelto el problema de seguimiento de trayectorias, pero para
los sistemas no lineales, es ain tema abierto en la teoria de control. A pesar de propo-
nerse soluciones que funcionan en los sistemas lineales, utilizando las coordenadas del
error, en los sistemas no lineales generalmente es dificil obtener las coordenadas de la
dindmica del error sin perder la estructura con propiedades requeridas para aplicar un
controlador no lineal.

El control en sistemas con estructura Hamiltoniana controlada por puerto (PCH?)
ha mostrado ser util debido a que agrupa sus propiedades de energia, interconexién y
disipacién de manera sencilla, lo que facilita comprender al sistema fisicamente y hacer
intuitivo proponer un controlador para este. El uso de estos sistemas es una alterna-
tiva a los controladores que cancelan no linealidades (pueden destruir la estructura
del sistema), de alta ganancia (alto consumo de energia del actuador) y por coorde-
nadas del error (comportamientos no intuitivos). La metodologia del control basado
en pasividad con inyeccién de amortiguamiento (IDA-PB(C') ha mostrado ser util para
el control de sistemas no lineales con estructura Hamiltoniana, cuenta con numerosas
ventajas como: alto desempeiio, es posible analizar de manera cualitativa el consumo
de energia, y permite un analisis y disefio de controlador con intuicién fisica del sistema.

En trabajos como; [33], [36], [51], [32] y [35] se han mostrado distintas metodologias

Los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto tienen una estructura que representa a la
interconexién entre elementos almacenadores de energia, donde la funcién de energia se llama el Ha-

miltoniano.




1. INTRODUCCION

para la regulacion de algiin punto deseado, utilizando el control basado en pasividad
(PBC, IDA-PBC, Moldeo de energia, CbI). Debido al éxito que ha tenido la meto-
dologia IDA-PBC y a su gran rango de aplicaciones [33], se ha intentado extender
para seguimiento de trayectorias, trabajando con la estabilizacion de las coordenadas
del error [5], [12], transformaciones canénicas generalizadas [11], linealizacién [18], des-
plazamiento virtual [40], teorfa de contraccién [50], entre otros métodos. De los antes
citados, el método més sencillo e intuitivo es el de [50], que a pesar de estar limitado por
una clase especial de sistemas PCH, es simple debido a que se busca tener un sistema
en lazo cerrado contrayente el cudl va a seguir las trayectorias marcadas en funcién de
la energia en lazo cerrado variante en el tiempo.

1.2. Antecedentes

En busca de extender la metodologia IDA-PBC' para el seguimiento de trayectorias
se han propuesto varios caminos, los cuales son:

= La dindmica del error: El sistema PCH se transforma a través de las coordenadas
del error y entonces se busca la estabilizacion a cero de dichas coordenadas. En
trabajos como [5], [12], entre otros més se consigue estabilizar el error. El obstacu-
lo principal es que al transformarse el sistema PCH con coordenadas del error,
generalmente el nuevo sistema transformado no tiene forma PCH, es por esto que
no es posible aplicar la metodologia IDA-PBC, la razén frecuentemente se debe a
que el Hamiltoniano no tiene forma cuadrética o depende de estados cruzados. La
desventaja de esta propuesta radica en que la comprension e intuicién del sistema
fisico se sacrifica, ya que la dindmica del error oculta las propiedades del sistema
original.

» Transformaciones candnicas generalizadas: En [11] y [10], se busca resolver el
obstaculo antes mencionado, proponiendo una transformaciéon dependiente del
tiempo (Transformacién canénica generalizada) para tenerse de nuevo un sistema
PCH pero también dependiente del tiempo. El obstaculo principal de este trabajo
es que dicha transformacion se obtiene resolviendo un sistema de ecuaciones dife-
renciales parciales, que usualmente es dificil [39]. Como desventajas se tienen que:
estd limitado a una clase de sistemas PCH, obtener velocidades altas de conver-
gencia se dificulta debido a que estd relacionada a las transformaciones candnicas
generalizadas junto con el IDA-PBC aplicado al sistema transformado, y pierde
completamente la interpretacién fisica trabajando con el sistema transformado.

= Dindmicas del error lineales locales: En linealizacién [18] y [20], se propone linea-
lizar la dinamica del error en del origen, una vez con el sistema lineal variante
en el tiempo se le aplica IDA-PBC. El obstaculo de este camino es evitar sin-
gularidades en el procedimiento ya que al linealizar en el error nulo se llegan a
incongruencias con el procedimiento IDA-PBC. Entre las desventajas estdn que
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se dificulta probar estabilidad en el sentido de Lyapunov por tenerse sistemas
PCH no auténomos y que al linealizar se limita el rendimiento debido a que no
se toman en consideracién las no linealidades del sistema.

» Desplazamiento virtual (v-dPBC'): En [40], se propone trabajar con el disefio de
un sistema virtual que estd asociado al sistema original y en el cual se busca
que las dindmicas del sistema cerrado sean diferencialmente pasivas y tienda a los
puntos de equilibrio deseados del sistema virtual. Este controlador estd basado en
pasividad, no es la metodologia IDA-PBC. El obstaculo de este camino es que los
calculos para obtener la ley de control son complejos y se utiliza teoria matemaética
avanzada para el campo ingenieril. Como ventaja se tiene que se puede elegir
un sistema virtual con las mismas propiedades que el original, permitiendo la
intuicion fisica para el diseno del control. La desventaja es que no se basa en la
metodologia IDA-PBC, por este motivo, no se adquieren todos los beneficios de
utilizar este método.

» Sistemas PCH contrayentes (t/DA-PBC), en [50], se propone extender la metodo-
logia del IDA-PBC' y todas sus propiedades de la regulacién de puntos deseados
al seguimiento de trayectorias deseadas. Se propone un sistema deseado contra-
yente, y junto con la teoria de contraccién [27], se prueba que el sistema deseado
va a converger a las trayectorias admisibles del sistema de manera exponencial.
El obstaculo de este camino es realizar las pruebas de que el sistema deseado es
contrayente, y ademds cumplir todas las condiciones para aplicar la metodologia
IDA-PBC dadas en [36], ya que la metodologia agrega funciones variantes en el
tiempo en el Hamiltoniano deseado. Algunas de las ventajas es su “sencillez” ya
que es una extensiéon de la metodologia IDA-PBC, el sistema converge de ma-
nera exponencial y es intuitivo en el disefio. Como desventaja el sistema en lazo
cerrado estd limitado a una clase de sistemas PCH.

En los trabajos donde se utiliza la dindmica del error ([5], [12], [11], [10] y [20]) se
omite una de las grandes ventajas de la metodologia IDA-PBC, que es la interpreta-
cion fisica del sistema deseado, ya que en las coordenadas del error, si es que se logra
representar de forma Hamiltoniana, pierde dicha interpretacion a causa de que se tiene
una funcién de energia del error, una estructura de interconexién y una estructura de
disipacién del error.

El camino propuesto en [50] parece ser una solucion viable, ya que el tIDA-PBC es el
método més sencillo e intuitivo en comparacion a los otros antes mencionados. Hereda
las ventajas y propiedades de la metodologia IDA-PBC, ademés de que se rescata la
pericia obtenida del diseno de controladores IDA-PBC para regulacién. A pesar de estar
limitado por una clase especial de sistemas PCH en el lazo cerrado y en consecuencia la
clase de sistemas en donde se puede hacer seguimiento de trayectorias via tIDA-PBC,
es posible trabajar con varios sistemas si se reformula su modelado como en [41], o si
se cumplen ciertos requisitos en la Ecuacién de matching o de acoplamiento’.

!Esta ecuacién se propone en [36] y analiza los canales subactuados del sistema a controlar. Es una
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1.3. Planteamiento del problema
El problema a resolver en esta Tesis se define en el siguiente parrafo:

Resolver el problema de seguimiento de trayectorias con la clase de sistemas PCH, y
basado en la metodologia de disenno tIDA-PBC propuesta por [50], proponer un procedi-
miento general y estructurado paso a paso, para ilustrar la eficacia, intuicion y facilidad
del diserio de controladores por tIDA-PBC, aplicdndolo a diferentes sistemas PCH.

1.4. Contribuciones

La principal contribucion de este trabajo es mostrar de manera sistematica, el proce-
dimiento en diferentes aplicaciones (sistemas eléctricos, electromecanicos e hidraulicos),
la metodologia del controlador tIDA-PBC via teoria de contraccién con convergencia
exponencial. Mostrando que con herramientas matemaéticas como las propiedades de
planitud diferencial y el complemento de Schur se facilita el diseno del controlador, asi
como ilustrar sus limitaciones en la clase de sistemas PCH.

Se aplicaron los procedimientos propuestos paso a paso facilitando; el andlisis de
sistemas PCH contrayentes, la existencia de trayectorias de referencia, la existencia de
la regiéon de contraccién, y mejoras en el desempeinio, estos se abordaron con analisis
matricial, teoria de planitud diferencial y conocimientos de control basado en pasividad.

1.5. Estructura de la Tesis

Esta Tesis estd organizada de la siguiente manera:

= En el Capitulo 2 se habla de los preliminares necesarios para el desarrollo del
controlador.

= En el Capitulo 3 se aborda en el procedimiento sistematico para el diseno de los
controladores en diferentes sistemas dindmicos.

= En el Capitulo 4 se mencionan las conclusiones obtenidas de la realizacién de esta
Tesis asi como plantear el trabajo a futuro.

de las condiciones para la existencia de una ley de control que lleve el sistema original a uno deseado.




Capitulo 2

Preliminares

2.1. Sistemas Hamiltonianos

Los sistemas Hamiltonianos, propuestos por William Rowan Hamilton en el siglo
XIX, son una reformulaciéon de la mecdnica cldsica de Newton, pero con la principal
ventaja de que describe la evolucion temporal de un sistema con ecuaciones diferenciales
de primer orden y en consecuencia permite integrar de manera mas sencilla que los
sistemas Lagrangianos'.

Los sistemas Hamiltonianos permiten una obtencién de modelo mas sencilla de los
sistemas dindmicos, esto comparado con el método de ecuaciones de Newton, ya que se
basa en analizar la energia de cada elemento de un sistema y de su interconexiéon con
otros elementos. A pesar de que los sistemas Lagrangianos se modelan de una forma
similar, el conjunto de sistemas que se pueden modelar con el método Hamiltoniano es
mayor que con el método Lagrangiano.

La forma candnica de expresar a los sistemas Hamiltonianos es:

oH . oH .
_87% = Pi, 87)1 =4q;
donde:
Pi, q; son los pares de coordenadas candnicas conjugadas.

El Hamiltoniano siempre acota por arriba al Lagrangiano porque en este tltimo
se tiene la resta de la energia cinética con la potencial o viceversa, pero la derivada

'Es una reformulacién de la mecénica cldsica en la cual se utilizan los conceptos de energia poten-
cial y cinética, teniéndose un sistema de ecuaciones diferenciales de segundo orden en funcién de las
coordenadas generalizadas y sus velocidades. Tiene la ventaja de que es invariante a los cambios de

coordenadas ya que no depende de la referencia.
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temporal del Hamiltoniano no siempre acota por arriba la derivada temporal del La-
grangiano. Ya que el Hamiltoniano contiene informacién de la energia del sistema, si se
cumple que su derivada temporal es cero para todo tiempo ¢:

H(t)=0 Vt,

entonces implica que el sistema conserva su energia.
Si se toma el Hamiltoniano H como funcién candidata de Lyapunov:
H R — R,
que cumple al evaluar el Hamiltoniano en un punto x.,

H(zs) =0, H(z) >0 Vo #x,,

y si al obtener la derivada temporal se tiene que:

o= (Z2) s <o

entonces de la teoria de estabilidad de Lyapunov se puede concluir que el punto x, es

estable en el sentido de Lyapunov.

2.1.1. Maximos y minimos relativos de H

Para el analisis de la estabilidad de los puntos z,, es necesario obtener los puntos
maximos y minimos del Hamiltoniano, los cuales cumplen con:

(q*,()) ‘ vq,pH(Q*,G) =0

-
donde se define a V,,H(q,p) como V,,H(q,p) = [%(q,p), %(q,p)} :

Una vez con los puntos méximos y minimos, y con el Hessiano:

’H  O*H
) 0q0q  0qOp q
Vi H(a,p) = o=,
2H  0*H P
Opdq  OpOp

se analiza si x, es un punto maximo o minimo de H con el criterio de Sylvester.

= Si los menores principales son mayores a cero en Vg pH(q*,()), T4 €s un minimo
.
relativo.

= Si los menores principales pares son mayores a cero y los menores principales
impares son menores a cero en Vg pH(q*, 0), z, es un maximo relativo.
9.

= Si los menores principales son diferentes a cero y no cumple con ninguno de los
casos anteriores en ngpH(q*, 0), z, es un punto silla.




2.1 Sistemas Hamiltonianos

2.1.2. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto

Estos sistemas son el resultado del modelado de sistemas fisicos, que son la inter-
conexién de elementos almacenadores de energia independientes con parametros con-
centrados y conservativos con entrada. En [46] son llamados como PCH systems (por
sus siglas en inglés), y definidos como un conjunto de sistemas Hamiltonianos donde la
entrada se encuentra en los puertos de los momentos generalizados p. Dichos sistemas
tienen la siguiente estructura:

oH

q= %(q,p),
: OH
p=——5-(¢,p) + Bla)u, (2.1)
q
OH
= BT (q)==
y (q) ap (¢:p),
donde (¢,p) = (q1,---,qk,,P1,---,Dk,) son las coordenadas y momentos generalizados,

u € R™ son las entradas de control, y € R son las salidas del sistema, B(q) es la
matriz de fuerza de entrada y B(q)u son las fuerzas generalizadas externas.

Si m < k,, entonces el sistema (2.1) es subactuado, y si m = kj,, el sistema (2.1) es
completamente actuado.

El sistema (2.1) y usando las coordenadas x = (¢, p) se puede reacomodar y gene-
ralizar como:

= J(x)VH(x) + g(x) u,

y=g' (z)VH(), 22)

donde z € Dy C R" son las variables de estado que se encuentran en el espacio de esta-
dos Dy, J(z) = —J T () es la matriz de interconexién del sistema, H(z,t) : I x R* — R
es una funcién escalar con I C R que representa a la energia total en el sistema, g(x)
es la matriz de incidencia de entradas al sistema, u € R™ son las entradas al sistema.
Por facilidad de notacién, se define a VH(x) £ %(w).

Una de las propiedades principales de los sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto (2.2) es su balance de energia,

H(x(t) = u' (y(t),

el cual se puede interpretar fisicamente que el sistema conserva la energia, y se concluye
que el sistema (2.2) es conservativo cuando u = 0.
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2.1.3. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con disipacién

Debido a que la gran mayoria de los sistemas fisicos que se modelan siempre disipan
la energia, en [46] se definen los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con di-
sipacién (PCHD' por sus siglas en inglés), se llega a esta estructura con el siguiente
procedimiento.

Considerando que en el sistema (2.2), las fuerzas generalizadas externas g(x)u se
representan como:

U
UR

lo(2) gR<x>]=[ ]:g<w>u+gR<x>uR, (2.3)

entonces se supone una nueva salida que es:

][] o

donde ug,yr € R™ son las entradas y salidas del sistema a los cuales se les asocian
las propiedades disipativas.

Las entradas asociadas a las propiedades disipativas estan relacionadas de la si-
guiente forma con las salidas asociadas a las propiedades disipativas:

URr = —FR(yR), (2.5)

donde Fg : R™ — R™ es una relacién estatica que satisface y;iF r(yr) > 0.

A partir del desarrollo matematico en [46], la relacién Fr se puede obtener a partir
de una funcién R : R — R dado que cumple Fr(ygr) = %(ng).

Finalmente, sustituyendo a (2.5) en (2.3),y junto con (2.4), se tiene al sistema (2.2)
con términos disipativos:

&= (J(x) - ]R(x))VH(x) +g(a)u,

(2.6)
y=g (z)VH(x),

'Por facilidad de notacién, se considera PCH como los sistemas Hamiltonianos controlados por

puerto disipativos tanto como los no disipativos.
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(IDA-PBC)

donde el nuevo término es R(x) = R (z) = 0, que resulta ser la matriz de disipacién
del sistema.

La formulacién de sistemas dindmicos como sistemas Hamiltonianos controlados por
puerto con disipaciéon permite analizar sus dindmicas y propiedades de estabilidad de
manera sencilla, ya que se dividen en una matriz de disipacién, una de interconexién,
una de entradas al sistema y una funcién de energia, todas son estructuras compatibles
con el analisis de estabilidad de Lyapunov.

2.2. Control basado en pasividad por asignacién de inter-
conexién y amortiguamiento (IDA-PBC)

El control basado en pasividad (PBC por sus siglas en inglés), es una metodologia
para el diseno de controladores, fue propuesto en [34], en donde la idea principal es
pasivizar al sistema con una funcién de energia con un punto minimo en el valor desea-
do al que se desea regular. Ha probado ser una manera sistematica y sencilla para
controlar sistemas Lagrangianos completamente actuados, en especifico para sistemas
mecénicos, como es visto en [37]. Los problemas de regulacién se pueden resolver mol-
deando la energia potencial, con la ventaja de preservar la estructura Lagrangiana en el
sistema en lazo cerrado. Pero en el caso de sistemas mecanicos subactuados, eléctricos
y electromecanicos, se necesita el moldeo de la energia total del sistema, por lo que fue
necesario extender la metodologia de diseno a los sistemas con estructura Hamiltoniana.

El control basado en pasividad por asignacién de interconexién y amortiguamiento
(IDA-PBC por sus siglas en inglés) es la extensién de la metodologia de diseno de
controladores antes mencionada, entre sus ventajas se tienen segin [36] que:

= El sistema en lazo cerrado mantiene la estructura Hamiltoniana y explota todas
sus propiedades estructurales.

= Permite el moldeo completo de energia del sistema y atn asi se preserva la estruc-
tura Hamiltoniana en el sistema en lazo cerrado, a diferencia de la metodologia
PBC( en sistemas Lagrangianos que solo pueden moldear la energia potencial para
preservar su estructura.

= La funcién de energia del mapeo pasivo resulta ser la funcién total de energia del
sistema en lazo cerrado.

» Se trabaja con sistemas Hamiltonianos controlados por puerto (PCH) con o sin
disipacién, el cual es un conjunto mas grande de sistemas que permiten modelarse
con esta estructura (que con el Lagrangiano), ya que todos los modelos Lagran-
gianos pueden representarse en forma PCH, pero no siempre un sistema PCH
puede representarse en forma Lagrangiana.
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» Es una metodologia universalmente estabilizante, esto es, que se generan todos
los controladores asintéticamente estabilizadores para sistemas PCH si y sélo si
se prueba que la salida es detectable.

= La metodologia permite la intuicién fisica del sistema deseado, por lo que se puede
disenar de manera mas eficiente.

Entre las desventajas de esta metodologia se tiene que:

= Se requiere resolver un sistema de ecuaciones diferenciales parciales, que en gene-
ral, no es sencillo [36].

= Se tienen demasiados grados de libertad, y para diseniar un controlador con el
desempenio deseado se debe de tener cierta experiencia y conocimiento de las
propiedades fisicas del modelo.

El proceso de esta metodologia mencionado en [36] es fijar la estructura deseada
de interconexién y disipacion del sistema, se obtiene un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales, en donde se tiene un conjunto de todas las funciones de energia que
cumplen las restricciones. Se elige una funcién de energia que cumpla con dicho siste-
ma de ecuaciones y ademds que tenga un valor minimo en el punto deseado al que se
desea converger. Finalmente se obtiene la ley de control la cual proviene de despejar la
entrada del sistema.

El objetivo del IDA-PBC es: Dado un sistema PCH (2.6) encontrar un control
u = B(z) en funcién de los estados del sistema que al conectarse en lazo cerrado, este
tenga la siguiente formas:

i = (Ja(x) ~ Ro(2)) VHaz).

donde la funcién de energia H4 tiene un punto minimo local en el punto deseado de equi-
librio @x, Jg(z) = —J] (z) es la matriz de interconexién deseada y Ry(z) = R} (z) = 0
es la matriz de amortiguamiento deseado.

Esta metodologia se basa en la propiedad de pasividad, cualidad en la que se puede
entender que el sistema no genera por si mismo energia, sino que sélo la procesa y
disipa, en algunos casos. Gracias a la propiedad de pasividad de los sistemas, se pueden
interconectar varios sistemas pasivos y tener un sistema pasivo como resultado, esto,
sumado a la teoria de estabilidad de Lyapunov y LaSalle, se puede probar la conver-
gencia del sistema a un punto deseado.

10



2.2 Control basado en pasividad por asignacion de interconexiéon y amortiguamiento
(IDA-PBC)

El procedimiento IDA-PBC es el siguiente:
Dado un sistema Hamiltoniano controlado por puertos PCH:

&= (J](x) - R(m))V’H(m) +g(z)u,
y=g (z)VH(x),

se propone el siguiente sistema PCH como el lazo cerrado del sistema:

&= (Jd(@ _ ]Rd(x)>V7-[d(x), (2.7)

donde Hg(z,t) : I x R" — R es una funcién escalar con I C R que representa a la
energia total en el sistema deseado.

La ley de control se obtiene de manera sencilla, de igualar las trayectorias del sistema
y las deseadas se tiene que:

T = (J(x) - R(x))V’H(m) +g(x)u = (Jd(af) - ]Rd(a:)>v7-[d(ac). (2.8)

a partir de la ecuacion (2.8) se despeja la entrada y se obtiene la ley de control:

w= (gT(x)g(a:)> (@) [(Jd(:n) - Rd(a;)) VH (2, 1) — (J(a:) - ]R(x)) V?—l(x)] . (2.9)

donde los pardmetros libres de disefio son del sistema deseado (2.7), sin embargo, en el
caso de los sistemas subactuados, se sabe que existen ciertas limitaciones del sistema
para llevarlo a un punto deseado con la dindmica deseada. Estas limitaciones estan
delimitadas por los canales donde no se tiene entrada directa de control, en otras
palabras, no se puede exigir cualquier dindmica a los estados donde no entra el control
directamente. Para caracterizar estas limitaciones, se tiene la Ecuacién de matching,
dada por

7{(30) - R@) VH@ | = ¢*{ (Jal2) - Ra@) ) VHa(x) }.  (210)

donde g*(z)| gt (x)g(z) = 0, es el aniquilador izquierdo de g(z).

Para cumplir con la ecuacién (2.10), se sacrifican algunas libertades del sistema
deseado, pero respetando la estructura del sistema fisico se puede llegar a obtener las
dindmicas con alto rendimiento.

11
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Otra de las condiciones es que si se desea que el sistema deseado (2.7) llegue a
converger a un punto deseado x., se tiene que cumplir que:

» La funcién de energia deseada tenga un punto minimo al menos localmente
argmin{Hq} = x, Vsz‘x* =0.

= La funcién de energia sea definida positiva al menos localmente Hy > 0, esto es
que el Hessiano sea definido positivo localmente V2Hy > 0.

» La estructura de interconexién y disipacion (J4(x) — Rg4(x)) sea Hurwitz.

Existen tres caminos para resolver la Ecuacion de matching manipulando la es-
tructura de Dirac y/o la funcién de energia del sistema en lazo cerrado:

1. IDA-PBC algebraico, donde se fija primero la funcién de energia Hg(z) y en
consecuencia la Ecuaciéon de matching se reduce a un sistema de n—m ecuaciones
algebraicas, las cuales al resolver se obtienen analiticamente los elementos de

Jd(x) y Rd(x)

2. IDA-PBC no parametrizado, donde se fija la estructura del sistema cerrado J4(x)
y Rq(x), para obtener finalmente a Hq(z) a través de la solucién de la Ecuacién de
matching que se puede reducir a un sistema de ecuaciones diferenciales parciales
mas sencillo.

3. IDA-PBC parametrizado, donde se propone la forma de H4 con los conocimientos
de la forma de energia del sistema del lazo abierto, se dejan libres las estructuras
Ja(z) y Ra(x), para finalmente resolver a la Ecuaciéon de matching como un
sistema de ecuaciones diferenciales parciales.

Con cualquiera de los tres caminos antes mencionados, se fija completamente el
sistema deseado y entonces se obtiene la ley de control de la ecuacién (2.9).

Otra consideraciéon importante, son las limitaciones de escoger el punto deseado x.
ya que para dirigir el sistema a un punto, este debe de pertenecer al espacio de estados
del sistema Dy. Los puntos de operacién admisibles del sistema (2.6) son descritos por:

i = |I(@.) = R(w.) | VH(@),, +g(@)u., @ =0. (2.11)

Si no existe una entrada u, que satisfaga la ecuacién (2.11), esto es, que mantenga
al sistema en el punto x, partiendo de ese mismo punto, entonces se concluye que si
existiese una ley de control que lleve al sistema a ese punto, no es posible mantenerlo
en un tiempo futuro.

12



2.3 Planitud diferencial

De igualar las dindmicas de los sistemas como en (2.8), pero evaluando en los puntos
de operacién admisibles se llega a:

[J(ZL'*) - R(m*)}V"H(m)‘M + g(zs)us = [Jd(llf*) - Rd(x*)}v}[d(x)’h- (2.12)

La ecuacién (2.12) se cumple para todo tiempo, ya que de lado izquierdo (2.11) es 0, y
por definicién, de lado derecho también. Esta observacién es de gran importancia en el
seguimiento de trayectorias admisibles, donde *(¢) # 0.

2.3. Planitud diferencial

El concepto de planitud diferencial propuesto en [9] y [28], es una metodologia
para analizar sistemas no lineales a partir del enfoque de salidas planas, estas tltimas
cuentan con varias propiedades mencionadas en [25], las cuales son:

= La planitud de un sistema es una propiedad geométrica del sistema, esto es, que
es independiente de la seleccién de las coordenadas.

= El analizar el sistema se vuelve sencillo operativamente.

= Un sistema es plano si uno puede encontrar un conjunto de variables llamadas
salidas planas, tal que es algebraico a partir del campo diferencial generado por
el conjunto de esas salidas.

= En caso de seguimiento de trayectorias, es facil obtenerlas analiticamente ya que
no es necesario resolver el sistema original.

A partir de la definicién en [25], un sistema plano es tal que las curvas que son
solucién del sistema & = f(x,u) se pueden mapear uno a uno a curvas ordinarias en
un espacio dado, cuya dimension es posiblemente diferente a la dimension de las curvas
del sistema original. Se puede interpretar a los sistemas planos como un cambio de
coordenadas que transforma al sistema original en su forma méas simple, donde los
calculos se vuelven triviales, ya que tanto las coordenadas como el campo vectorial se
“enderezan”, como se aprecia en la Figura 2.1.

Ln

7 -1 .
‘LA ’l{//'(] refa
Ha) T N N
3:'(1/‘(3r'(1fn )
Vo
In Zrefn

Figura 2.1: Curvas x,, & = (z1,...,2Z,-1) en las nuevas coordenadas “enderezadas”,
Zrefns Rref — (27'€f1 PRI ZTefn—l)? [25]
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Una de las aplicaciones de los sistemas planos es que sirven como una poderosa
herramienta para la obtencion analitica de las trayectorias que se pueden seguir en un
sistema dado. Al poderse representar el sistema en lazo abierto & = f(z,u), como fun-
ci6n de la salida plana y sus derivadas temporales (Figura 2.2) | es sencilla la inversién
de las dindmicas del sistema original con el fin de generar las trayectorias el cual el
sistema seguiria, suponiendo que se conoce completamente al sistema y se comporta de
manera ideal. Estas trayectorias son llamadas trayectorias de referencia o trayectorias
nominales, segun [25].

T = f(z,u)
t— (z(t). u(t))
L »
w( )151
_(a)
t = (zrep(t), .. 2.0 5(1)
L »
0

Figura 2.2: Representacién gréfica del sistema original transformado al sistema plano.

Hay que tener en cuenta que el nimero de salidas planas que se pueden proponer
como trayectorias de referencia independientes son el nimero de entradas independien-
tes del sistema original, y que las singularidades al obtener el mapeo inverso del sistema
plano no quiere decir que no sea plano el sistema, en vista de que se pueden corregir
con herramientas para anélisis de singularidades [25].

2.4. Teoria de contraccién

La teorfa de contraccién [27], es una novedosa herramienta para analizar y probar
la convergencia de las trayectorias de un sistema no lineal. Su andlisis en cierta forma
es similar al teorema de estabilidad de Lyapunov, ya que para realizar el andlisis por
contraccion, se tiene que encontrar una funcién (métrica segtn [27] ) para deducir con-
vergencia en términos de la proximidad entre las trayectorias.

La diferencia con el analisis via teoria de Lyapunov radica en que el método por
teoria de contraccién analiza las variaciones de las trayectorias del sistema (desplaza-
miento virtual), y el método de Lyapunov analiza las trayectorias cerca de un punto
de equilibrio. Esta manera de analizar el sistema de forma diferencial permite probar

14



2.4 Teoria de contraccion

convergencia exponencial utilizando la misma teoria de Lyapunov aplicado ahora al
sistema del desplazamiento virtual y con una métrica adecuada al momento de analizar
el desplazamiento virtual de las trayectorias.

También se puede utilizar como una herramienta de disenio de controladores y asi ob-
tener seguimiento de trayectorias en sistemas no lineales con convergencia exponencial.
Suponiendo una métrica adecuada, en [40] y [50] se explota esta teoria para sistemas
Hamiltonianos.

2.4.1. Analisis de convergencia en sistemas dinamicos

En [27] se menciona que intuitivamente, un sistema es estable en alguna region si sus
condiciones iniciales y/o las perturbaciones en el sistema desvanecen, esto quiere decir
que después de algiin tiempo, el comportamiento final del sistema dindmico no depende
de las condiciones iniciales y/o las perturbaciones, asi entonces, todas las trayectorias
del sistema convergen a las nominales. Si ahora analizamos de manera diferencial a es-
tas trayectorias, para comprobar si las trayectorias cercanas convergen unas con otras,
se llega al sistema virtual que mide la distancia entre estas.

Considerando un sistema general deterministico de la siguiente forma:

&= f(z,t), x € Dy CR" (2.13)

donde t € R es la variable temporal, f(z,t) : I x R" — R™ es una funcién vectorial con
I C R que representa al vector velocidad del sistema.

Se considera que (2.13) es la ecuacién de estados no forzada del lazo cerrado de
cualquier sistema realimentado con u(z,t), también se supone que todos las variables
son reales y suaves.

La ecuacion de estados (2.13) se puede considerar como el flujo de fluido en dimen-
sion n, y al obtener la variacién infinitesimal se tiene el nuevo sistema:

_9f

ox o

(z,t)ox, (2.14)

donde dz es el desplazamiento virtual'. El desplazamiento virtual se define como un
vector que va desde una trayectoria a otra cualquiera del campo vectorial (2.13) como
se muestra en la Figura 2.3.

'En [27] se define al desplazamiento virtual como el desplazamiento infinitesimal en un tiempo fijo,

y geométricamente dx define una linea tangente en forma diferencial.
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2. PRELIMINARES

Figura 2.3: Desplazamiento virtual entre dos trayectorias vecinas [27].

Si obtenemos la forma cuadrada del desplazamiento virtual' éz' 6z, geométrica-
mente estamos obteniendo el cuadrado de la distancia entre las dos trayectorias men-
cionadas.

Analizando la variacién temporal del cuadrado de la distancia virtual se tiene:

%(MT 6x) =20z 6& =20x" gi(g;, t)ox (2.15)

y suponiendo que se puede obtener el valor propio méas grande de la parte simétrica del
: of.
Jacobiano
1/0f  of"
Amaz (T, 1) = mam{/\(Js)}, Js = 2((()‘; + 6% ),
se puede acotar a (2.15) de la siguiente forma:

d, .7 of T
_ < — | <
dt(éw 0x) < Anaz <3x> < 2\ az (2, t) 6z Oz

y entonces, segin [27], la norma de la solucién del desplazamiento virtual estd acotado
por arriba de la siguiente manera:

[16|| < [|8o[efo Amas(et) dir. (2.16)

Si Anaz(,t) es uniformemente estrictamente negativo, esto es que exista una cons-
tante Sr, > 0 que cumple:

)\maa:($7t) < _/BL < 07 Va;, vt > 07

entonces se concluye convergencia exponencial de dx a cero, implicando que las trayec-
torias de x van a converger unas con otras de manera exponencial también.
Entonces, de [27] se tiene la siguiente definicién:

'En [27] se define a la forma cuadrada del desplazamiento virtual, 8z 5z, como el asociado cuadrado

de la forma tangente.
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2.4 Teoria de contraccion

Definicién 2.4.1. (Region de contraccion). Dado el sistema & = f(x,t), de la region

de espacio de estados Dg, una region abierta y conexa D. C Dy es llamada region de

p ) . 9 . . . .,
contraccion si el Jacobiano a—g es uniformemente definido negativo en esa region, esto

es que existe una constante Br, > 0 que:

1,0f of"
Jy = —Brl, <0, VYzeD, VYt>0, J, 2(8$+85E>

De manera similar, una semi regién de contraccién corresponde a la regién en la
cual el Jacobiano % es semidefinido negativo, y una regién indiferente en la cual el
Jacobiano % es antisimétrico.

Una vez definida la region de contraccion, se tiene el teorema para convergencia de

trayectorias:

Teorema 2.4.1. (Convergencia de trayectorias [27]). Dado el sistema & = f(z,t),
cualquier trayectoria x(t) que comience en una bola de radio constante R. con centro
en una trayectoria dada x*(t) y contenida para todo tiempo en la region de contraccion
D., se mantiene en esa bola y ademds converge exponencialmente a la trayectoria z*(t).
Aun mas, si todo el espacio de estados es contrayente Dy = D., entonces se garantiza

convergencia global exponencial.

El Teorema 2.4.1 proviene del siguiente razonamiento ilustrado en la Figura 2.4:
Suponiendo que existe una bola de radio constante R. con centro en una trayectoria
dada z*(t), tal que la bola siguiendo en el centro de la trayectoria siempre permanece
en la region de contracciéon D, para todo tiempo t > 0. Se deduce que, debido a que
cualquier longitud (entre ellas ||0z||) dentro de la bola R, convergen exponencialmente
a cero, entonces cualquier trayectoria z(¢) que comience en la bola R., va a permanecer
en esa bola y ademas va a converger exponencialmente al centro de la bola, que es la
trayectoria dada x*(t).

Figura 2.4: Convergencia de la trayectoria x(t) a 2*(t) en la regién contrayente D..
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2. PRELIMINARES

La evolucion temporal de las trayectorias se pueden ilustrar con la Figura 2.5, en
la cudl se observa que la trayectoria x(t) que comience en x(0), dentro de la bola R,
con radio r, converge a z*(t). O visto de otra manera, las condiciones iniciales x(0)

desvanecen con velocidad exponencial, llevando la trayectoria x(t) a una trayectoria
x*(t).

A

Figura 2.5: Evolucién temporal de la trayectoria z(t) en la regién contrayente D..

El Teorema 2.4.1 se puede extender utilizando una definicion de longitud maés ge-
neral, considerando una transformacién de coordenadas ©(z,t):

0z = Oz, (2.17)

se obtiene el cuadrado de la distancia en las nuevas coordenadas:

62" 6z =0z Moz, M(z,t)=0"6 (2.18)

donde M (z,t) representa la métrica del cuadrado de la longitud la cual es simétrica y
continuamente diferenciable. Se asume que M (z,t) es uniformemente definida positiva,
esto con el fin de que al probar que dz tiende exponencialmente a cero, implica que en
las coordenadas originales dx también convergeran a cero.
Con estas nuevas coordenadas, se realiza el mismo andlisis que en (2.15), obte-
niéndose la derivada temporal de (2.18) y junto con (2.14) se llega a:
of

d i B e g 1
%5,2— @5:L‘+@%5:E—F5z, F = <@+@8x>@ , (2.19)

donde F es el Jacobiano generalizado, ahora, premultiplicando a (2.19) por © se tiene

of of

0T 45— 0Tésw+ M50 - (@Te + M)éa; (2.20)

dt ox ox

luego, analizando el comportamiento temporal del cuadrado de la distancia en el nuevo
sistema de coordenadas y con (2.17):
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2.4 Teoria de contraccion

1(5ZT 62) =202 02 = 262" ©163

dt
se llega finalmente a la dindmica de las coordenadas originales dx:
i(é:ETM&a:) =0z’ %TM + Maf + M )z,
dt B Ox Ox

siguiendo la misma idea que en (2.16), se concluye que se va a tener convergencia
exponencial en la regién donde se cumpla que:

T
Jsm = =By M, JSM:<3£ M—l—Mgf—l-M> Bar > 0.

Con el resultado anterior usando una métrica diferente a la trivial © = I,,, se puede
generalizar la Definicién 2.4.1 de la siguiente forma.

Definicién 2.4.2. (Region de contraccion con respecto a la métrica M ). Dado el sis-
tema & = f(x,t), de la region de espacio de estados Dy, una region abierta y conexa
D. C Dy es llamada region de contraccion con respecto a una métrica uniformemen-
te definida positiva e inicialmente acotada M (z,t) = ©TO si Jor es uniformemente
definido negativo en esa region, esto es que existe una constante By > 0 que:

of’

0
Jsp 2 =By M, VxeD. Vt>O0, JSM:—MJer
ox ox

Noétese que si la métrica es definida en un conjunto compacto, entonces la regularidad
de © implica una métrica M (z,t) uniformemente definida positiva.

Se define como una regién de contraccion débil en las regiones donde f bt Amaz dt.
sélo es uniformemente negativa.

De manera similar, una semi regién de contracciéon corresponde a la region en la cual

Jsar es semidefinido negativo, y una region indiferente en la cual Jgps es antisimétrico.

Si analizamos en las coordenadas 6z con la ecuacién (2.19), se llega al mismo resul-

tado si se cumple que J,p = %(F + FT) es uniformemente definido negativo, con

T
JsF = _6FIn7 Vx € Dca vt > 07 JSF - <@@ +O° T®T+®gf® +o- T% ®T
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Una vez definida la regién de contraccién para una métrica dada, se tiene el teorema
para convergencia de trayectorias mas general:

Teorema 2.4.2. (Convergencia de trayectorias respecto a métrica M [27]). Dado el
sistema & = f(x,t), cualquier trayectoria x(t) que comience en una bola de radio cons-
tante R. con respecto a la métrica M (x,t) con centro en una trayectoria dada x*(t) y
contenida para todo tiempo en la region de contraccion o region de contraccion débil D,
con respecto a la métrica M (z,t), se mantiene en esa bola y ademds converge exponen-
cialmente a la trayectoria z*(t). Aun mas, si todo el espacio de estados es contrayente
Dy = D, con respecto a la métrica M (z,t), entonces se garantiza convergencia global

exponencial.

2.5. Seguimiento de trayectorias con IDA-PBC

En [50] y [49], se propone extender el controlador basado en pasividad para tener-
se el tIDA-PBC, del inglés (trajectory Inyection and Damping Assigment - Passivity
Based Control). En este controlador se propone utilizar la teoria de contraccién con la
metodologia conocida del IDA-PBC, realizando algunas consideraciones previas para
lograr el seguimiento de trayectorias con convergencia exponencial.

La idea de esta metodologia es que, sabiendo que el IDA-PBC permite convertir
algin sistema PCH a uno deseado también en la forma PCH, se puede disefiar dicho
sistema deseado para que sea contrayente y que en consecuencia se tengan las propie-
dades del seguimiento de trayectorias con velocidad exponencial.

De [32], a pesar de que es posible que un sistema que no sea PCH se pueda controlar
con IDA-PBC y obtener un sistema deseado en forma PCH, en la metodologia para
esta extension del controlador no se considera debido a que se pierden las ventajas de
trabajar con sistemas PCH.

Una ventaja para la clase de sistemas PCH con los que se trabaja en el tIDA-PBC
es que sus propiedades contrayentes se facilitan con la estructura de las matrices de
interconexion y al Hamiltoniano.
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2.5.1. Sistemas Hamiltonianos controlados por puerto contrayentes

Caracterizando a los sistemas Hamiltonianos controlados por puerto con propie-
dades de contraccién [27], se llega a que, si se puede llevar un sistema a uno PCH
contrayente, el sistema va a poder seguir trayectorias * con velocidad exponencial.

Suponiendo un sistema PCH como:

&= (T3 —Rg) VHa(x,t) (2.21)

donde Jg;=—J dT es la matriz constante de interconexién del sistema, Ry = R;lr = 0es
la matriz constante de disipacién del sistema, A; = J4; — Ry es una matriz constante
Hurwitz, Hg(x,t) : I x R” — R es una funcién escalar con I C R que representa a la
energia total en el sistema.

El Hamiltoniano depende de las trayectorias del sistema Hq4(x,z*,u*), pero como
las trayectorias del sistema son funciones del tiempo z*(t) ,u*(t), se observa de (2.21)
que el Hamiltoniano depende directamente del tiempo, es gracias a esto que va a poder
seguir las trayectorias deseadas variantes en el tiempo. Cabe decir que el valor minimo
del Hamiltoniano no es la trayectoria deseada, como el caso de regulacion, ahora es
el comportamiento dindmico de H4 el que va a conseguir que el sistema tienda a las
trayectorias deseadas, como se ilustra en la Figura 2.6.

min{Hq}

Figura 2.6: Comportamiento de las trayectorias x, z* y H4 en la region contrayente D..

La primera limitacién de la metodologia estd en considerar Ay constante, sin em-
bargo esta consideracion no limita de gran manera la clase de sistemas que se puedan
controlar, en [41] y [7], se enuncian modelados con estructura de Dirac y disipacién
constantes tanto para sistemas electromecdnicos y para sistemas de procesos. Aunque
esta consideracién no implica que sistemas con matrices de interconexién y disipacién
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dependientes de los estados no se les pueda aplicar la metodologia, como se verd mas
adelante en la Seccién 3.5.

Obteniendo la variacién infinitesimal de (2.21) se tiene que:

5i = Mgy = AgVP*Hg(x,t) b
ox

Y utilizando el Teorema 2.4.2, en el Apéndice A.1 se encuentra la prueba de que el
sistema (2.21) es contrayente, con este resultado, se procede al teorema para clasificar
a los sistemas PCH contrayentes.

Teorema 2.5.1. (Sistemas PCH contrayentes [50]). Dado el sistema & = Aq VHq(z,t),

con Jg = —J;, Ry = IR} =0y Ay = Jg — Rq Hurwitz, y existen constantes positivas

0 < a1 < ag tal que Hy estd acotada con:

o1, < V?ﬂ-[d(a:,t) < agl,, VreD.cCR"

donde D. C R" es la region de contraccion abierta. Entonces, el sistema & = (Jg —
Rq) VHy(z,t) es contrayente en la region D. si la matriz N no tiene valores propios

en el eje imaginario para alguna constante € > 0, donde:

Ad nAgAY ey
—(+ L, —A] | a

N £

En [50] se utiliza el siguiente lema para analizar los valores propios de N.

Lema 2.5.2. (Valores propios de N en el eje imaginario [50]). La matriz N no va a

tener valores propios en el eje imaginario si se cumple que para una constante € > 0:

nn+e)A] Ag < 621, o> 2 min,o2,,(jwl, — Aqg).

w min
La prueba del Lema 2.5.2 se encuentra en el Apéndice A.2, sin embargo, en este

trabajo se va a trabajar con un procedimiento similar para analizar los valores propios

de N a partir de [1] con el Lema 2.5.3, cuya prueba también se encuentra en el Apéndice
A.3.
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Lema 2.5.3. (Valores propios de N en el eje imaginario [1]). Existe una constante

€ > 0 tal que la matriz N no tenga valores propios en el eje imaginario si y solo si:

nl|(Ag — jwl,) P Agll <1, Yw > 0.

2.6. Seguimiento de trayectorias en sistemas Hamiltonia-
nos contrayentes

Una vez caracterizados los sistemas PCH contrayentes, se procede a la extensién de
la metodologia IDA-PBC para seguimiento de trayectorias via teoria de contraccién.
Partiendo de que la idea principal del IDA-PBC' que si un sistema en lazo abierto y un
sistema deseado son iguales en los canales donde no incide la entrada, entonces existe
un controlador tal que el sistema en lazo cerrado sea igual al sistema deseado, se puede
extender esta cualidad al seguimiento de trayectorias si dicho sistema deseado tiene
propiedades de convergencia de trayectorias.

Por las limitaciones fisicas de un sistema, un controlador no puede lograr seguir
arbitrariamente cualquier trayectoria impuesta, por ello se definen a continuacion las
trayectorias admisibles de un sistema PCH.

Definicién 2.6.1. (Trayectorias admisibles del sistema). Las trayectorias admisibles
de un sistema (2.6) son el conjunto de todas las trayectorias x*(t) : 1 C R — R" en las

cuales existe una entrada u*(t) : T C R — RN™ tales que cumplen con la igualdad (2.22)

para todo tiempo t C I, con I un conjunto abierto:

P*(t) = [J](x*(t)) - R(x*(t))}VH(a?) e T g(z*(t))u*(t), (2.22)

Teorema 2.6.1. (tIDA-PBC [27]). Sea una trayectoria admisible x*(t) del sistema
PCH (2.6) y se tienen: la matriz de interconexion del sistema deseado Jg = —J),
la matriz de disipacion del sistema deseado Rg = ]R(I = 0, la energia total en el
sistema deseado Hy(x,t) : T x R" — R con T C R y el aniquilador izquierdo de g(x)
donde g*(x) | g*-(z)g(z) = 0, los cuales satisfacen el Teorema 2.5.1 y la Ecuacion de

matching:

gL{ <J(x) . ]R(:L‘))VH(:C)} - gJ‘{ (Jd - Rd> VHq(z, t)}. (2.23)
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Si el sistema deseado evaluado en z* es igual al sistema (2.22), esto es, que las

trayectorias que puede sequir el sistema son las deseadas, T* = & ot

[J(z*) — R(z*)| VH ()

o T 9@ = (Jg — Ra)VHa(z, )

(2.24)

x*?

entonces existe una ley de control dada por (2.25):

u= (" @) 9" @)|(Ta ~ R)VHa(, 1) (J(a) - R(@))VH()]  (225)

que va a lograr que el sistema (2.6) siga las trayectorias x* en una region contrayente

D, con velocidad exponencial y la dindmica dada por el sistema en lazo cerrado.

El Hamiltoniano deseado depende de los estados y de las trayectorias admisibles,
Ha(z, x*,u*), pero ya que las trayectorias admisibles y sus entradas son dependientes

del tiempo x*(t), u*(t), se simplifica con la notacién de Hq(z,t).

La prueba del teorema anterior es la siguiente: Ya que se cumple con la Ecuacién
de matching (2.23), entonces existe una ley de control de la forma de (2.25) tal que
consiga que el sistema en lazo cerrado sea contrayente segtin el Teorema 2.5.1, entonces
el sistema va a converger exponencialmente a las trayectorias z*. B

2.7. Trayectorias de referencia

Del Teorema 2.6.1, se tiene que el sistema en lazo cerrado va a seguir las trayectorias
x*, ahora, suponiendo que una de las trayectorias admisibles o una funcién que dependa
de ellas es la que se desea imponer, se supone h(z*) = z.f(t), luego se resuelve el sistema
para obtener x*, u* en funcién de la trayectoria que se deseé imponer y sus derivadas
temporales (2.26), (2.27).

¥ = o (2refs Zrefs Zrefs - - - ,27(,2;1)), (2.26)
u* :wl(zrefaéreﬂérefa"-azq(nzgf)- (227)

Ya que z*, u* pueden ser localmente expresadas en funcién de z,..f(t) y sus deriva-
das temporales, se utiliza la teoria de planitud [25], considerando como salida plana a
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las trayectorias de referencia z,..f(t) = h(z*).

Asi, es sencillo obtener de manera sistemaética a las trayectorias admisibles y sus
entradas en funcién de z,.¢(t), utilizando las derivadas de Lie:

zﬁz)f = L?h(x*) + LngJ’flh(x*) u*.

Las derivadas de Lie se realizan hasta el punto donde aparezca la entrada del siste-
ma, luego se agrupan las salidas planas y sus derivadas en Z..:

_ZTef_
'éref
Zref 2 |Frel | = w71($*,u*)’

(a)
| Pref ]

donde ¥~ (z*,u*) : R* x R™ — R™" es un mapeo donde su inversa:

7] = vt =[]

da como resultado a las trayectorias admisibles y sus entradas en funcién de Z.f(t),
las trayectorias de referencia (2.26), (2.27).

Otro camino para obtener las trayectorias admisibles utilizado en [50] y
[49], es resolviendo el sistema de las dindmicas subactuadas. A partir de las dindmi-
cas admisibles dadas por la ecuacién (2.22), se premultiplica por ambos lados por el
aniquilador izquierdo g (2*(t)), resultando en:

gH(@h)it = gt (@) [I(@") - R(z")] VH(x)

suponiendo que una de las trayectorias admisibles es la de referencia z..¢(t), se resuelve
el sistema de ecuaciones diferenciales (2.28). Una vez con z* y &* en funcién de las
referencias z..f(t), se obtienen las entradas admisibles u* con:

(2.28)

x*?

u* = (97 (a)g(a") 9T (@) - [1") ~ R@)]VH(@),. }- (2.29)

Las ventajas de este camino es que no se necesita que el sistema sea diferencialmente
plano y ademds se disminuye el niimero de ecuaciones a resolver, debido a que el
subsistema actuado esta resuelto por la ecuacion (2.29). Pero ahora se tiene que resolver
un sistema de ecuaciones diferenciales (2.28).
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Capitulo 3
Seguimiento de trayectorias de PCH via

contracecion

tIDA-PBC en sistemas lineales

A pesar de estar resuelto el problema de seguimiento de trayectorias en sistemas
lineales, en los siguientes casos ilustrativos se busca mostrar la metodologia tIDA-PBC
propuesta con el fin de motivar la comprensién del mismo. Al trabajar con estos sis-
temas se puede rescatar la idea principal del seguimiento de trayectorias por sistemas
Hamiltonianos contrayentes. Porque en los sistemas los sistemas no lineales se tienen
propiedades tnicas, que pueden o no facilitar el procedimiento para obtener el contro-
lador, perdiéndose informacién valiosa. Mas adelante se extenderd a los sistemas no
lineales.

3.1. Circuito eléctrico con dos entradas

La siguiente aplicacion es un circuito eléctrico, con pardametros continuos y lineales.
1y xo son los flujos magnéticos en los inductores Ly y Ls, respectivamente, x3 es la
carga eléctrica en el capacitor C'. Como entradas se tienen los voltajes que inciden por
las resistencias (Figura 3.1). En este caso se busca ilustrar el procedimiento cuando
el sistema tiene mds de una entrada, ya que en [50] se propone una solucién de la
metodologia pero limitado a una entrada.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Y “
Lo D) Ly gl
<~ == </ H
G
R Ry
u9 Uq

Figura 3.1: Esquema del circuito eléctrico con dos entradas.

Con los siguientes parametros:

Tabla 3.1: Parametros en el circuito RLCG.

Pardmetro | Descripcién Valor [Unidades]
Ry valor de resistencia 270 (]

Ry valor de resistencia 330 (9]

Ly valor de inductancia 50 [mH]

Ly valor de inductancia 70 [mH]

C valor de capacitancia 2200 [1F]

G valor de conductancia 292.5[S]

3.1.1. El modelo PCH

El sistema dindmico se puede representar con la siguiente estructura PCH:

= (J(x) - R(x))V”H(J:) +g(x)u,

0 0 1 Ry 0 O 10
J=10 0 -1, R=[(0 Ry O g=10 1{,
-1 1 0 0O 0 G 0 0
= 2 0 o0
1 .’L’% x% 33% 512 9 1 ;
H(z) = §<fl Lo + E>’ V. H(z) = i~ ViH(z)= |0 £ (1)
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3.1 Circuito eléctrico con dos entradas

3.1.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodologia se proponen las estructuras de J; v Ry, vy se deja como
término libre a Hg:

0 0 1 R, 0 O
Jy;=10 0 —1|, Ry=|0 Ry 0},
-1 1 0 0 0 G
Ha(x, 2", u*) = H(x) + Halx, 2%, u”),
[V, Ha(z, 2%, u*) Vo H(x) + Vo, Ho(z, 2%, u*)
VaoHa(z, 2", u*) = |V, Halz, 2%, u*) Vo, H(2) + Vo, Ho(z, %, u*)
Ve, Ha(z, x*,u*) Vs H(x) + Vo, Ho(z, 2%, u*)

3.1.3. Ecuacién de matching

A partir del Teorema 2.6.1:

gl{ <J(x) — ]R(a:))VH(m)} = gJ‘{ (Jd — ]Rd> VHq(z, t)},

donde g es

J__OOel
9‘[0062

y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con:

10
gtg= [8 8 Zl] 0 1| =0,
2110 0
desarrollando la ecuacion:
_121 x1 + %1'3 _Rlvx Hd + vx Hd
0 0 €1 Ré 1 0 0 €1 ! 8
0 0 e — 12T — 53 =10 0 e —RoVy, Ha — Vas Ha )
—f11 + 1o — S Vo Hag+ Vi, Ha — GV Hy
se llega a:

Ve Ha = Vo, Ha + GV s Ha. (3.1)

Si se cumple la ecuacién (3.1) entonces existe una ley de control segun el Teorema
2.6.1.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.1.4. Trayectorias admisibles

Con la Definicién 2.6.1 se tiene:

(1) = [J (2*(8)) — R(ﬂ(t))} VH()| oy + 9(2" (1) (1),

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer:

) Ry 1
# =+ el
R
5= —L—zx’g — éxg + u,
1 1 G
sk * M
T3 = — lel—i—LZ Ca:3.

3.1.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a z..¢(t) £ h(z*), con h(z*) = [x% 3] "

las derivadas de Lie:

, se obtienen

frep = Lyh(e") & Loh(a*) w?, [ £ [3(a*(1) — R(a* (1)) | VH(z)

1 0
00 1 L C 00 1
L _ Lk 1 ox Gox 0 0
8T T ;% — ¢T3
. i G
Zrefi _ _%$T+%2$§_6x§
Zrefs — s — gt up |

éf:'r”ef = L?fh(x*) + Lgth(l‘*) u”

_ R 1
1 1 _GQ }L%le+o$§ 1 1 _g]|1l o
_ |7z L c 1 L L c *
— 01 _& 9 L§x2—€x§6 + 01 9 0 1| uw
L C 1 1 L C
- g —I1 T L%~ T ? 00
. __L(_ﬁ o1 +u)+L(_@m*_lxmru*)_g(_immrim*_gx*)
Zrefi| _ | LN Lyt T oM T W) T AT T gt ) T e\ i e T gt
Zref —&(— RBaow 1o +u3) — l(— L + Lo gx*) .
L Lo L,? ¢ 2 C L' T Ly B

Se agrupan las salidas planas y sus derivadas® con Z,. ¥ 2 [zre f Zref Zre f]T, teniéndose
Un mapeo Zpef = 11 (z*, u*):

1Se toman en cuenta hasta la derivada donde aparezca alguna de las salidas, por lo que Zref, NO S€

toma en cuenta en el mapeo.
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3.1 Circuito eléctrico con dos entradas

gref =

Obteniendo su inversa [z* u*]"

referencia:

_Lléreﬁ -

By daj+ug
_R1 * 1 (_ Ro 1 * _G(_
T+ sy +ut) + o (- 2as - el us) - & (

= [o 1] "
_lerefl Gzref1 Ly Zrefz
ZT‘efz
Zrefi
(% + Rl)z?“Efl + %Zrefz - (Ré‘G + é‘

. 1 R
Zrefs T Torefi T To%refs

1

* 1 % G, *
It )

I,%2 — ¢T3

= 1)(Zef), se llega a las trayectorias de

)ZT‘efl + T A T, ?refe

Otro método para la obtencién de las trayectorias de referencia es mediante la

solucién del sistema de ecuaciones diferenciales:

g* (=" (1) () = g* (=) [I(=7 () = R(z" (1)) | V()

una vez con x* y &*

A4l

3.1.6. Trayectorias deseadas evaluadas en z*

Para cumplir con el Teorema 2.6.1:

.= (Ja— Ra)VHa(z, 1) .

Desarrollando con:

. R1 1

L - Ll x’{ + = C - Rlvlea o + Vmgﬂa o
. Ry

x2 s - L2 * 5$§ - ) * VZ‘;;HG )
. 1 1 G

3| . I —a + — L - 53}§ — Vi, Hal, o

xT* (t) )

, se obtiene finalmente u*. Este camino se desarrolla en el Apéndice

z3
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.1.7. Teorema 2.6.1, obteniendo VH,(x)

z*(t)
Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones:

=z

$*7

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

R 1 R
_ﬁx; + b uf = _ﬁx; + %% = R1Via, Ha o + Vi Hal ..
R 1 R 1
_ﬁmg - Gt us = —ﬁx; — 5% = RV Hal o = VagHal ..
1 1 G 1 1 G
—Lilfﬁi' + ECC; — 6.’E§ = —Lill'i’ + ESEE — aﬁCg — vlea * + VIQHG zx va3Ha

Haciendo los desarrollos pertinentes se resuelve el sistema de ecuaciones anterior para
la obtencién de VH,(x, z*, u*)

T*’

Ve Hal,. = —(R1+ Ry + RiRoG) ™ (u} + RoGuj + uj),
Ve Hal,. = —(1+ RiG)(R1 + Ro + RiRyG) ™ (u] + ReGuj + u3) + Guy,  (3.2)
VesHa|,. = —Ri(Ri+ Ry + RiReG) ™ (uf + ReGul + ub) + u.

3.1.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.1.8.1. A ; Hurwitz

Dada la matriz Ag:

—-R; 0 1
Ag=J;—Ry = 0 —Ry -1
-1 1 -G
Usando el complemento de Schur se tiene que Ag < 0 siy solosi: Ry >0, Ro >0y
G > —futl
1412

Entonces la matriz A; es Hurwitz.

3.1.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar V2Hy con:

oI, < V3Hg < aol,, Yz e D.cC R
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3.1 Circuito eléctrico con dos entradas

Se obtiene el Hessiano del sistema deseado, y suponiendo que el Hamiltoniano artificial
solo depende de las trayectorias admisibles y sus entradas H,(x*, u*) se tiene:

1
S L
Vde: O E
0 0

Q- o o

entonces V2Hy va a estar acotado por los siguientes valores:
1 1 1 1 1 1
< ming —, —, — > — = . 3.3
“ mm{Ll’Lz’C’}’ @ maw{Ll’LQ’c} (3.3

3.1.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definiciéon de N:

A nAgAT s @
N é |: d d:| ) n= 1- )
—(n+el, _A;lr

o2
se realiza la comprobacién numérica con los parametros de la Tabla 3.1 y, a partir del
Lema 2.5.3, haciendo un barrido de w:

nl|(Ag — jwl,) T A4l <1, Vw >0,

se obtiene la siguiente grafica:

. : -1
Barrido wen 7 || (Ad-] w In) Ay Il

T T
l __________________________________
= 08 -
h=]
<
5
“E o6} o
3
I'U
< o4t i
02t n=l-a, ay :
————— 1
0 1 1 1 1
10° 10* 10? 10° 10* 10°

Frecuencia [w]
Figura 3.2: Barrido sobre w en n||(A4 — jwl,) 1 A4l|.

De la Figura 3.2, se observa que se cumple con la condicién para el cason =1— g—;,

con oy y ag obtenidos de (3.3), entonces la matriz N no tiene ningin valor propio sobre
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la regién D..

3.1.9. Proponiendo H,

Se propone a H, como en (3.2), teniéndose:

Ho =1 [(J — R)*lg u*],
VoHa = (T -R)lgu*, V2H,=0,

el cual cumple con la Ecuacion de matching, el Teorema 2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.1.10. Ley de control

Del teorema 2.6.1:

u= (g7 @) 9" @)|(I4 ~ Ra) VHa(e, 1) — (I(a) ~ R) VH(z)],

al computar la ley de control se tiene:

u= (ng)*lgT [(J —R)VH(z) + (I — R)VHa(z) — (I - R)Vﬂ(w)}v

desarrollando la ecuacién anterior se tiene finalmente la ley de control:

o 1] [t = B R+ b (B )+ B
Zrefy T %ZTefl + %Zrefz

3.1.11. Simulacién numérica y analisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.1, se realizan las simulaciones numéricas con con-
diciones iniciales zg = [0,0, 0] y las trayectorias de referencia 2.y, (t) = 0.1sen(10t) +
0.65en(30t) +0.1y 2cf,(t) = 0.25en(10t)4-0.05 para el estado x3 y x2, respectivamente.

No fue necesario implementar parametros de disefio en el controlador, ya que la mis-
ma planta al ser un sistema Hamiltoniano contrayente (Teorema 2.5.1) en lazo abierto.
Permite una obtencion de la ley de control de manera sencilla. Como la informacién de
las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano deseado Hq, se utilizé el pro-
cedimiento IDA-no parametrizado, proponiendo la estructura de Dirac como la misma

del sistema en lazo abierto.
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3.1 Circuito eléctrico con dos entradas

En la Figura 3.3 se aprecia que el sistema sigue la trayectoria de referencia de
manera casi instantdnea, asi que se procede a analizar el sistema en un lapso de tiempo
tal que se aprecie la convergencia exponencial.

Comportamiento del estado Xy

T T T T T T T T T
or = 7
X1
= NN e X
2 500} A
*
<
—
> .1000 F .
1 1 1 1 1 1 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 05 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s]

Comportamiento del estado X,
T T T T T T T

X5 X, [Whb]

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Comportamiento del estado Xg
T T T T T T T T I

| 1 | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Figura 3.3: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

De la Figura 3.4 se observa como era esperado en los sistemas lineales, que se tiene
convergencia exponencial en todos los estados, esto también debido a la naturaleza de
los sistemas eléctricos.

*

XX [Wh]

XX, [Wb]

X3 Xg [C]

-200

-400

-600

0.05
0.04
0.03
0.02

0.01

0.1
0.08
0.06
0.04

0.02

Acercamiento del estado x

Figura 3.4: Acercamiento de los estados y trayectorias de referencia.

1
- T T T T T T T T T 1
~ *
Xl
— A X —
i N L e e e P 1
T T T T T — o E——  E— 1
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s] %107
Acercamiento del estado Xy
I I I I I I — _I_ I I
- R i x|
- e St Ut SOE SU RO o e e o e e o cor- [ x2
. 7
7
L 5 i
4
7z
e
t L L L 1 L L L 1 L i
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s] x107°
Acercamiento del estado Xg
I I I I I I _I — I 1
- St G x|
B e X3
— 7z i -
e
7’
/7
L, i
= | | | | | | | | | .
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s] %107
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3.1 Circuito eléctrico con dos entradas

En el caso de las entradas de control (Figura 3.5) se observa que para ambas entra-
das el esfuerzo de control es grande comparado con las dimensiones del sistema, este
fenémeno se mantiene a pesar de comenzar las condiciones iniciales deseadas o incluso
proponiendo trayectorias de referencia que no requieran que se inyecte tanta energia.
La explicacién de este fenémeno es que la convergencia en tiempo exponencial requiere
de mucha energia para poder llevar al sistema desde las condiciones iniciales hasta la
trayectoria deseada y mantener su curso. En este caso se podria implementar pardme-
tros de disenio para ralentizar la convergencia de las trayectorias con el fin de disminuir
la energia excesiva que requiere el controlador y poder aplicarse en experimentos con-
siderando las limitaciones de los actuadores.

«10° Esfuerzo de control u,
T T T T T T T T T
or — ]
ul
e S 9 71 s 0 0 o il "y
*
S 4 F i
—
=)
6 -
-8 L L L L L L L L [l
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s]

Esfuerzo de control u,

| | | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Figura 3.5: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.2. Motor de corriente directa

La siguiente aplicacién es un motor de corriente directa, con parametros continuos y
lineales. Donde z1 es el flujo magnético en el inductor L y x5 es el momentum angular
del rotor. Como entrada se tiene al voltaje que se aplica al motor (Figura 3.6). En
este caso se busca ilustrar las ventajas de implementarse parametros de diseno pero
con el inconveniente de dificultar los calculos, esto a pesar de tratarse de un sistema
lineal. Fijando los pardametros de diseno se utilizan funciones auxiliares que se eligen con
ciertas propiedades tales que modifican de manera deseada al Hamiltoniano artificial,
pero sin afectar a las otras condiciones del Teorema 2.6.1.

T €T
Pl o
L T
S
.
. €Tg
T2 + ,_’”]_2 T"l O)r

“m

Figura 3.6: Esquema del motor de corriente directa.

Con los siguientes parametros:

Tabla 3.2: Pardmetros en el motor de corriente directa.

Pardmetro | Descripcién Valor [Unidades]

R resistencia del motor 27.4[9]

L inductancia del motor 20.5 [mH]

ke constante de par y contra-electromotriz | 0.061 [V s/rad], [N m rad/A]
Tm friccién viscosa del eje 4.97154 x 1075 [Kg m?/s]
T inercia del rotor 7.740852 x 1079 [Kg m?]

3.2.1. El modelo PCH

El sistema dindmico se puede representar con la siguiente estructura PCH:

= (J(x) - R(x))V”H(J:) +g()u,

0 —ke R 0 L
L B (A R )

2

H(:v)zl(:f+§i), vx%(x):[g}, vgﬂ(m:{% ?].
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3.2 Motor de corriente directa

3.2.2. IDA parametrizado
Con esta metodologia se proponen las estructuras de J; v Ry, vy se deja como

término libre a Hg:

o 0 ai19 . -—CL11 0
Jd o _—a12 0 :| ’ Rd o L 0 —a22:| ’

Ha(z, 2™, u*) = H(z) + Ha(z, 2*, u*),

[V, Ha(z, 2%, u*)} _

* _va-T —l—Vz Ha x,w*,u*
Vx’]-[d(;];7x U ): v ”Hd(q; " U*) 1 ( ) 1 ( ):| )
LV 22 ) )

|V, H(z) + Vo, Ha(z, 2%, u*)

3.2.3. Ecuacién de matching

A partir del Teorema 2.6.1:
gl{ <J(m) - ]R(a:))VH(m)} = gJ‘{ (Jd - Rd> VHq(z, t)},

donde g es
gJ‘ = [O el]

y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con:
g 9=1[0 e M =0,

desarrollando la ecuacion:

a b ] 11V Ha + a12Va, Hy

—TT1— g X2 _
0 e [_a12vzl7'[da22 + Ve, Hal’

[O el][%xl_f}:xQ

se llega a:
(3.4)

keVao, H — Ve, H = —a12Ve, Ha + a2V, Hy.

Si se cumple la ecuacién (3.4) entonces existe una ley de control segin el Teorema

2.6.1.

3.2.4. Trayectorias admisibles
Con la Definicién 2.6.1 se tiene:

i (1) = [1(@* (1) - R(a*(1) | VH()

o* (1) + g(x* (t))U*(t)a

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer:

39



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.2.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a z..¢(t) £ h(z*), con h(z*) = z3, se obtienen las
derivadas de Lie:

Fe ET ﬁg_@@i Tﬂx§+@u*
L L Im Jn \ L Im L
Se agrupan las salidas planas y sus derivadas con Z..r = [Zref Zref éref]T, teniéndose
un mapeo Z..r = 1 (z*, u*):
5
= ke % Tm ok
Rref = N " i} T — %$2 .
(= go1—gzas) — g (ot — Juad) + Fur
Obteniendo su inversa [z* u*]T = [0g ¥1]T = ¥(Zef), se llega a las trayectorias de
referencia:

* T
] k (Zres + J Zref)
.%'5 Zref
u*

(3.5)
icrer + (Giogs + 30 Frer + GEFS + 95 ) 7re
Otro método para la obtencion de las trayectorias de referencia es mediante la
solucién del sistema de ecuaciones diferenciales:

g (@ (0)i (1) = g () [T 1) = R (1) [ VHE)

una vez con * y &*, se obtiene finalmente u*. Este camino se desarrolla en el Apéndice
A.4.2.
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3.2 Motor de corriente directa

3.2.6. Trayectorias deseadas evaluadas en z*

Para cumplir con el Teorema 2.6.1:

T o (Jd — Rd)VHd(x,t) o
Desarrollando con:
T1|,. = a11Va, M|, +a12Va, Hal .,
Ta|,, = —a12Vg, Ha|,. + 22V, Hal,..

3.2.7. Teorema 2.6.1, obteniendo VH,(x)

z*(t)
Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la

planta, se igualan las ecuaciones:

=gz

x*?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

R ke
*
——] — — a5+ u' = anVy, Ha| . + a2V, Hal .,
L Im
ke T'm
T 7 25 = —a12Va, Ha| . + @22V, Hal .
m

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtencién de la funcién

VHe(z, 2z, u*)

T*’

3.2.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.2.8.1. A; Hurwitz

Dada la matriz Ag:

a a
Aj=J,—Ry= | ™ 2|
—ai2 a2

Usando el complemento de Schur se tiene que Az < 0 si y solo si: ags # 0, a;1 <0
2
y a9 + Zﬁ < 0.
Entonces la matriz A; es Hurwitz.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.2.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar V2Hy con:

oI, < V3Hg < asl,, Yz e D.cC R

Se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que H,, tiene la siguiente forma:

7T
H, = Fl? + FQE + plz, 2, u), (3.6)

donde T'; € R son las ganancias para aumentar el rendimiento del controlador y con
p(x, z* u*) : R x R x R™ — R, que es una funcién auxiliar.

Si fijamos el Hessiano de la funcién auxiliar p(z, z*, u*) como:

rh O
2 1
vz:u’_ I:O 1‘\2:| )

se tiene que el Hessiano del sistema deseado es:

V27-ld=[rl+}“ ! }

1
0 Te+y
entonces, V2H, va a estar acotado por los siguientes valores

1 1 1 1
o) < min{F1 + Z,Fz + Jm}’ g > ma:v{Fl + Z,I’g + Jm,}

3.2.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definicion de N:

A UAdAdT n N a1

N é b )
—(n+el, —A;— Qs

se realiza la comprobaciéon numérica con los parametros de la Tabla 3.2 y, a partir del
Lema 2.5.3, haciendo un barrido de w:

nl|(Ag — jwl,) T Ag| <1, Vw >0,
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3.2 Motor de corriente directa

se obtiene la siguiente gréfica:

: : -1
Barrido wen 7 || (Ad-j w In) Ad Il

o o
) )

I
N

nllAgiwl )ALl

o
)

O 1 1 1
10° 10t 102 10° 10*
Frecuencia [w]

Figura 3.7: Barrido sobre w en n||(Aq — jwl,) "t A4l|.

De la Figura 3.7, se observa que se cumple con la condiciéon para el peor cason ~ 1,
entonces la matriz N no tiene ningin valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la regién D..

3.2.9. Proponiendo H,

Proponiendo los valores de A; como:

'm ke

= — = = 3.7
ail rd, @22 Tod, +1° a12 T L+1 ( )
se llega a que Ag es
~Td 7T ]Ze+1
Ad - ke 17'm 5 (38)
I'L+1 _FQJm—‘rl

y a partir de H, con la forma de (3.6), se propone la funcién auxiliar pu(z,z*, u*) tal
que cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente:
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

ke ra(TEED) + (i) (25T

T'm T1L+1 Tm

O )

(3.9)

Entonces con (3.6), (3.9) y (3.7), se cumple con la Ecuacién de matching, el Teorema
2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.2.10. Ley de control

Del teorema 2.6.1:
u= (o7 @) 97 @)[(Ia— Ra) VHale, 1) — (I() ~ R(x)) VH()]

Se obtiene finalmente la ley de control con (3.8), (3.6) y (3.5).

3.2.11. Simulacion numérica y analisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.2 y con los parametros de disenio I'y = 5000,
'y = 600, 4 = 50, se realizan las simulaciones numeéricas con condiciones iniciales
zo = [0,0]" y con la trayectoria de referencial z..;(t) = 8 x 10 5sen(10t) + 4.64 x
10~ %sen(30t) + 8 x 1076 para el estado z3.

Como la informacion de las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano
deseado Hg, se utilizé el procedimiento IDA parametrizado, dejando todos los pardme-
tros libres y al final fijarlos para cumplir con el Teorema 2.6.1, fue necesario utilizar
software computacional para obtener la forma que tendria H,.

De la Figura 3.8, se aprecia que gracias a los parametros de diseno en el controlador,
se puede aumentar el desempenio deseado a pesar de que el sistema en lazo abierto ya es
contrayente. El precio a pagar fue el aumento de dificultad en los cdlculos para cumplir

'La magnitud de esta referencia se elige tal que se tenga una velocidad méaxima del rotor de 20
RPMs, si se aumenta la referencia de velocidad del rotor se van a requerir voltajes mayores en la

entrada.
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3.2 Motor de corriente directa

con el Teorema 2.6.1. También se tiene que el rotor sigue la trayectoria de referencia,
consiguiendo una convergencia alrededor del segundo de simulacién, dicho tiempo de
convergencia se puede disminuir, pero considerando que la energia solicitada por el

actuador podria aumentar.

XX [Wh]

[Kg m? / s]

*
X2,X2

[RPM]

*
r

w,w

Comportamiento del estado Xy

5
10 x10 T T T T T T T T T
X
5 AN A x|
0 - -
5+ -
Il 1 1 | Il 1 | Il Il
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]
1078 Comportamiento del estado X,
T T
15 X*2 n
10 2] |
5 —
0
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Velocidad angular del rotor w,

0.9 1

0.8

0.5 0.6 0.7

Tiempo [s]

Figura 3.8: Comportamiento de los estados, trayectorias de referencia y conversion a

RPMs del rotor.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Haciendo un acercamiento al estado x; (Figura 3.9) se observa que la velocidad de
convergencia estd relacionada a la naturaleza de los sistemas conectados, ya que los
sistemas eléctricos son de velocidad mayor a los mecédnicos.

<105 Acercamiento del estado Xy

0 I I I I I I 1 1 1
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s] x10

Figura 3.9: Acercamiento de los estados y trayectorias de referencia.

En el caso de las entradas de control (Figura 3.10) se observa que en este caso, la
entrada de control estd dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,
pero ahora se tiene un fenémeno de pico al principio de la simulacién en u, llegando a
un valor de 4.3V para luego caer subitamente a 0.2V (Figura 3.11).

Esfuerzo de control u

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1
Tiempo [s]

Figura 3.10: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

Analizando de cerca el comportamiento de la entrada, con la Figura 3.11, se tie-
ne que la entrada de control también converge exponencialmente a u*, pero con una
velocidad similar al del componente eléctrico del sistema. Si el actuador no pudiera
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3.2 Motor de corriente directa

conseguir esta variacién de voltaje, se puede disminuir la velocidad de la entrada de
control limitando la velocidad de convergencia del elemento eléctrico con los pardmetros
de diseno.

Acercamiento del esfuerzo de control u
T T T T T

T T T T
4 ] 7
u

3 ! -
>,

*:.- 2 L ]
>

1 — —

0 E 1 1 1 1 1 1 1 1 1 -

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1

Tiempo [s] x10™

Figura 3.11: Ampliacién del comportamiento de las entradas de control y trayectorias de

referencia.

tIDA-PBC en sistemas no lineales

Mostrado el procedimiento en sistemas lineales, se procede a estudiar los casos no
lineales, en los cuales debido a sus propiedades unicas para cada modelo, se resuel-
ven con variaciones ligeramente diferentes, pero la idea principal se preserva, dado un
sistema Hamiltoniano controlado por puerto, conseguir que el sistema en lazo cerrado
sea contrayente, cumpliendo con los requisitos del Teorema 2.6.1. En los siguientes ca-
sos se abordan varios obstaculos los cuales no existen en los sistemas lineales, dichos
obstéculos son:

= La region de contracciéon no es global, y si se desea hacerla global se dificulta el
célculo.

= Dejan de existir las trayectorias de referencia en ciertas regiones, llegando a es-
capes en tiempo finito o a valores complejos.

» Las trayectorias de referencia y/o las trayectorias admisibles dejan de ser funcio-
nes suaves.

= Las soluciones de la Ecuacién de matching no son intuitivas y carecen de signifi-
cado fisico.

En los siguientes casos se abordan dichos obstaculos y como se fueron resolviendo.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.3. Sistemas de tanques

La siguiente aplicacién es un sistema de tanques conectados en serie, con parame-
tros continuos. Los estados @1 y x2 son los niveles volumétricos de liquido (cm?) en
cada tanque. Como entrada u se tiene el voltaje para energizar a la la bomba (Figura
3.12). En este caso se utiliza el procedimiento propuesto como en los sistemas lineales
anteriores, mostrando que las trayectorias de referencia pueden dejar de existir y/o ser
discontinuas, y que H, va a tener una forma més compleja.

Figura 3.12: Esquema del sistema de tanques.

Con los siguientes parametros:

Tabla 3.3: Pardmetros en el sistema de tanques.

Pardmetro | Descripcién Valor [Unidades]
ap area transversal en la tuberia 1 [em?]

as drea transversal en la tuberia 1 [em?)

Ay drea transversal en el tanque 100 [cm?]

Ay drea transversal en el tanque 100 [cm?]

Ir constante de gravedad 981 [cm/s?]
k., constante de flujo en la bomba | 100 [cm3/V s]
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3.3 Sistemas de tanques

3.3.1. El modelo PCH

El sistema dindamico se puede representar con la siguiente estructura PCH:

T = (J](x) - ]R(w))VH(x) + g(x) u,

2
gr
2 29, 3 2 [2g, 3 | Am Y
Hw) =3\ 4,7 T3\ 3, %2 VaH(@) =1 "
222

3.3.2. IDA-no parametrizado
Con esta metodologia se proponen las estructuras de J; v Ry, vy se deja como

término libre a Hy:

. -0 —aq _|Ta 0
Jd__al 0:|7 lR0l_|:0 CL2:|’
Ha(x, 2", u*) = H(x) + Haolz, 25, u*),
oo Ve Ha(z, a5 u)] [V Hz) + Vi, Ha(z, 2%, u*)
VaHa(z, 2%, %) = Ve Ha(x, a5, u*) | |V, H(x) + Ve, Ha(z, 2%, u*)

3.3.3. Ecuacién de matching

A partir del Teorema 2.6.1:
gl{ <J(at) — ]R(a:))V’H(w)} = gJ‘{ (Jd — ]Rd> VHq(z, t)},

donde g es
gJ‘ = [O el]

y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con:

grg=[0 el [%“] =0,

desarrollando la ecuacion:
—1qVa, Ha — a1V, Hy

—alvxl”H o
[0 e a1V, H —aQVmH] =10 e |:alvx1Hd — a2V, Ha |’
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

se llega a:

a1V, H — a2V, H =a1Vy Hg — a2V, Ha,
y eliminando términos se llega a:

0= alvlea — GQVgCQHa. (3.10)

Si se cumple la ecuacién (3.10) entonces existe una ley de control segiin el Teorema

2.6.1.

3.3.4. Trayectorias admisibles

Con la Definicién 2.6.1 se tiene:

(1) = [J (a*(t)) — R(x*(t))} VH(@) oy + 9" (0)u* (1),

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer:

/2
.,{_ gr T+ ey u*
/2gr Qgr

3.3.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a z..¢(t) = h(z*), con h(z*) = z3, se obtienen las
derivadas de Lie:

a*(t)
29r ox
—a1y/
=0 1] . A1 +[0 1] {ko“} u*
o Bt -
29 29
=a AI ] — a2 A; x5,

_ a3gr a19r a1a2gy 1’1 CL1 29, k

As Ay VA As A \/x
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3.3 Sistemas de tanques

Se agrupan las salidas planas y sus derivadas con Z..s 2 [2pe F Zref éref]T, teniéndose
Un mapeo Zpef = 11 (z*, u*):

3

29r .k 29r .k
Zref = a1y Zy ey — a4/ 75 v%
aigr _ a%gr _ a1a2gr + a1 29r ky u*
A x

AQ Al vV A1A2
Obteniendo su inversa [z* w*]T = [1bg 1/)1]T = (Zref), se Hega a las trayectorias de
referencia:

2gr L, 2gr
x‘f (al A > (zref + az4/ Ezref>

Toy| = Zref

u 1 Ay 29, . 29, Zre 2g
() G+ ooy Fooer) s+ 2y T 28) + e+ o]

(3.11)

2

3.3.6. Trayectorias deseadas evaluadas en z*

Para cumplir con el Teorema 2.6.1:

= (Jd — Rd)VHd(w,t) *

/2 "
g alvm’H

3.3.7. Teorema 2.6.1, obteniendo VH,(x)

Desarrollando con:

1 x)

F

29r x’{ +aq Vm'Ha

)

z*(t)
Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la
planta, se igualan las ecuaciones:

.k

T T

x*?

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

/29 29 /29

—a AI ¥+ kut = —ry A: z1 "y — a1V, Ha
/29 /29y /29y /

ap AIT;U’{ —as e T3 = a1 A—lx{

x*?

1 z2
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Haciendo los desarrollos pertinentes se resuelve el sistema de ecuaciones anterior para
la obtencién de VH,(x, z*, u*)

x*:
_(axar —71a)\ [29r , ajag 29, azky, N
o=\ 2 =\ 2. Ty=\ o — W
ajy + rqa Aq aj + rqaz As aj + rqa
~ (ai(ar —71q) 29, a? 29, a1k, N
T 2 1=\ 3 Ty = | =3 u
af + rqas Ay ai + rqaz Ao ai + rqaz

3.3.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

Vi, Ha

VxQ Ha

3.3.8.1. A, Hurwitz

Dada la matriz Ag:

Ag=TJq—Rq= [_’”d _‘”} .
aq —a
Usando el complemento de Schur se tiene que Ay < 0 siy solo si: as # 0,74 >0y
a3
as + ¢ > 0.
Entonces la matriz A; es Hurwitz.

3.3.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar V2Hy con:

oI, < V3Hg < asl,, Yz e D.C R

Se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que H,, tiene la siguiente forma:

o 1 T T2 * * 2
Ha—2P<CLl+(:L2+<(.T,U )> y (312)

donde I" € R es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y ¢(x*,u*) :
R™ x R™ — RN es una funcién auxiliar.

Como el Hessiano de la funcién auxiliar ((z*,u*) no depende de los estados, no
afecta en la condicién ya que:
00
2+ _

Se tiene que el Hessiano del sistema deseado y suponiendo a; = as es:

I _gr
a? + Az

A

Vi, =

9

r _gr
a? T\ Aszs

S
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3.3 Sistemas de tanques

como se dificulta obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con ana-
lizar con el complemento de Schur si V2Hy es definida positiva, entonces si se cumple

que:
r [ gr r [ (T\?*/T a \ !
T T T
— >0, — ol — > 0.
CL% + All‘l a% + Agxg (a%) <a% + Alil,‘l)

Entonces existe un valor a; que acota por debajo, y existe un valor as que acota
por arriba si 1 # 0y xg # 0.

3.3.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario
Con la definicién de N:

Ay ﬁAdA;— n a9 _ ay

N2 ,
_(77 + E)In _A;lr (D)

se realiza la comprobacion numérica con los parametros de la Tabla 3.3 y, a partir del
Lema 2.5.3, haciendo un barrido de w:

nl|(Aq — jwl,) " Agl| <1, Vw >0,

se obtiene la siguiente gréfica:

. . -1
Barrido wen 7 || (Ad-j w In) Ay Il

o
<)

o
=)

nllAgiwl )ALl

©
~

©
N}

10°

Frecuencia [w]

Figura 3.13: Barrido sobre w en n||(Aq — jwl,) "1 A4].

De la Figura 3.13, se observa que se cumple con la condicién para el peor cason ~ 1,
entonces la matriz N no tiene ningun valor propio sobre el eje imaginario. Ya que para
frecuencias bajas el valor esta al limite, es posible que hayan regiones en los cuales el
sistema no sea contrayente, como se analiza mas tarde en las simulaciones numéricas.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Se aprecia que la variable n escala los valores del barrido, y que para valores menores a

la unidad la condicion se “relaja”, ya que la variable n esta relacionada con la extensién
)

de la region contrayente.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la regién D..

3.3.9. Proponiendo H,

A partir de H, con la forma de (3.12), se propone la funcién auxiliar {(z*,u*) tal
que cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente:

ai 29, 29, * ] @
[ 297 x| 29 | = L T2 1
¢ T(a; +7q) [(al ra) Ay o As 2 “ ] ay  ay (3.13)

Entonces con (3.12) y (3.13), se cumple con la Ecuacién de matching, el Teorema
2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.3.10. Ley de control

Del teorema 2.6.1:

u= (o @) o7 @)[(Ia— Ra) VHa(e, 1) — (I(a) ~ R(x)) VH()].

al computar la ley de control se tiene finalmente con (3.13) y (3.11):

_ 1 29y 2g, I' [z ) . x
u= o [(a1 Ta)y/ m x1 a1\/; (al—l—rd)al (al + o + ¢(z%,u ))]

3.3.11. Simulacién numérica y analisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.3 y con los parametros de diseno I' = 8, r4 = 20,
se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales zg = [1,0.5]" y con la
trayectoria de referencia z,¢¢(t) = 0.1sen(2t) 4+ 0.03sen(6t) + 1 para el estado x.

Es posible aumentar la velocidad de convergencia de los estados sin aumentar mucho
el esfuerzo de control, pero aumenta el riesgo de salir de la regiéon contrayente o la
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3.3 Sistemas de tanques

region de la existencia de trayectorias, que es cuando cualquiera de los estados es
nulo o negativo. De manera similar, las trayectorias de referencia no pueden ser cero
o ser negativas, ya que no existen en el sistema. Esto sucede debido a la naturaleza
de los tanques en los cuales no es posible que exista un nivel de volumen del liquido
negativo, esta propiedad permite dar informacién e intuicién fisica para la propuesta
de trayectorias de referencia.

Analizando la Figura 3.14, se observa que los estados convergen casi al segundo de
la simulacion la cudl es una velocidad alta a pesar de la constante de tiempo del sistema
de tanques. Los parametros de diseno se eligieron con el fin de disminuir el esfuerzo de
control, el precio a pagar al igual que el sistema anterior fue el aumento de la dificultad
en los calculos para cumplir con el Teorema 2.6.1.

Comportamiento del estado Xy

[cm?]

*

Xl’Xl

| | | | |
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Comportamiento del estado Xy
T T T T T

[cm?]

*
X2,X2

06 -

I 1 Il | Il
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 3.14: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Pasando al analisis del esfuerzo de control (Figura 3.15) se observa que en este caso,
la entrada de control esta dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,
pero se tiene al igual que el sistema anterior, un fenémeno de pico al principio de la
simulacién en u y w*. Aunque los valores del esfuerzo de control estdn dentro de los
esperados, hay que tomar en cuenta si el actuador puede conseguir la velocidad de
variacion del control, ya que si se suaviza o satura la senal, no se logra la convergencia
de las trayectorias.

Esfuerzo de control u
T T T T T

0.1

— 0.08
2,
*3

= 0.06

0.04

I 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6
Tiempo [s]

Figura 3.15: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

Analizando de cerca el fenémeno de pico (Figura 3.16), se tiene que la entrada de
control « no tiene un comportamiento de convergencia exponencial a u*, la razén es que
el sistema sale de la regién contrayente por un momento, pero debido a que esta regién
es abierta, el sistema regresa nuevamente a la region, y en consecuencia se regresa a la
convergencia exponencial.

Acercamiento del esfuerzo de control u
T T T T T

0.6
Tiempo [s]

Figura 3.16: Acercamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.
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3.4 Levitador magnético

3.4. Levitador magnético

La siguiente aplicacion es un levitador magnético. Donde x1 es el flujo magnético
en la bobina, x5 es el desplazamiento del balin y x3 es el momentum. Como entradas
se tiene el voltaje que incide en la bobina (Figura 3.17). Este caso es tratado en [50],
sin embargo, se trabaja con el en este trabajo para ilustrar las similitudes y diferencias
en el procedimiento con la metodologia tIDA-PBC. También se desea mostrar que el
controlador en el sistema ya disenado IDA-PBC (En [42]) se puede extender a un
tIDA-PBC haciendo los cambios pertinentes para seguimiento de trayectorias.

R

Figura 3.17: Esquema del levitador magnético.

Con los siguientes pardametros de [42]:

Tabla 3.4: Parametros en el levitador magnético.

Pardmetro | Descripcién Valor [Unidades]

R resistencia de la bobina 2.52[Q]

k constante de la bobina 6.4042 x 10=° [Wb m/A]
Jr constante de gravedad 9.81 [m/s?]

b distancia entre balin y borde de la bobina 5 [mm)]

mp masa del balin 0.0844 [kg]
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.4.1. El modelo PCH

El sistema dindmico se puede representar con la siguiente estructura PCH:

&= (J(x) _ ]R(x))V’H(x) +g(a)u,

0O 0 O R 0 0 1
J=10 0 1|, R=1|0 0 0|, g¢g=|0],
0 -1 0 0 00 0
(co—m2)T1
(cp — x2)x? 3 i
H( )_ % +mbgr$2+TW7 VZBH("L‘) = _% j;;mbgr ’
™y

Cb;J?Q _% O
Vit(z)= |7 0 0
0 0

3.4.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodologia se proponen las estructuras de J; v Ry, vy se deja como
término libre a H4:

0 0 -« R 0 O
Jg=10 0 1{, Rg=1(0 r, O,
o -1 0 0 0 0
Ha(z, 2", u*) = H(z) + Ho(z, 2™, u*), (3.14)
[V, Ha(z, 2%, u*) Vo H(x) + Vo, He(z, 2%, u*)
VaoHa(z, 2" u*) = |V, Halx,a*,u*) | = | Ve, H(x) + Ve, Halz, 2%, u*)
| Vs Ha(x, 2%, u*) Ve, H(x) + Vo, He(z, 2%, u*)

3.4.3. Ecuacién de matching

A partir del Teorema 2.6.1:
gJ‘{ (J(m) - ]R(x))VH(a?)} = gJ‘{ (Jd - ]Rd> VHq(z, t)},
donde g es

QL:[O er es]

y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con:
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3.4 Levitador magnético

1
gtg=1[0 e e |0| =0,
0

desarrollando la ecuacion:

R(cp—x2)T1

[ "— —RVde — anHd
[0 €1 62] % = [0 €1 62] —TangQ/Hd + vx37‘ld s
% — mbg’l“ CVVled - V;p2Hd

se llega a:

TG,VIEQHCL - VrgHa = —TavaH,
AV Ho — Vo, Ho = —aVa H.

Si se cumple la ecuacién (3.15) entonces existe una ley de control segiin el Teorema
2.6.1.

(3.15)

3.4.4. Trayectorias admisibles

Con la Definicién 2.6.1 se tiene:

P (t) = [J (2*(1)) — R(x*(t))} VH()] 0y + 9 (2" () (1),

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer:

*
.1'1:— k =+ N
*
sk L3
1172—7,
my
*\2
3T %k "

3.4.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a z..¢(t) = h(z*), con h(z*) = z3, se obtienen las
derivadas de Lie:

bres = Lih(z*) + Loh(z*)u*, f2 [J(:p*(t)) - R(x*(t))]V’H(:z:)

R(cp—x})xy

@+ (1)

J— *k 1
=[0 1 0] 2 +[0 1 0] |0
*)2
(xglk) — Mpgr 0
: T3
Zref:%v
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Zrep = L3h(*) + LyLyh(a*) u*

. R(cp—x3)xy

T 1
1 T3 1
= [O O mib . m‘sb + |:0 0 mb:| 0 U*
(xglk) — Mpgr 0
1 x* 2
Rref = b<(21k‘) _mgT>a
Zrey = L3h(x*) + LgLh(a*) u*
_R(cbf:pg)x{ 1
k
= [ 0 9 i + [ 0 of jofw
@r ™ 0
ok b9r
1 R ok *\2
SPEN QT )

Se agrupan las salidas planas y sus derivadas con Z..y £ [zref Zref Zref "z'ref]T, te-
niéndose un mapeo z..; = ¥~ (z*, u*):

— *)2
o= | L (%1,3 —mbgr)

P *)2
m,1bk< _ R(cp 22)(3”1) + :L"l(u*)

Obteniendo su inversa [2* u*]T = [ty 11]T = 1(Zef), se llega a las trayectorias de
referencia:

ZE’{ \/2mbk(2ref + gT)

3| _ Zref

| = e . (3.16)
* = -1 .

u [V2mukGres +9r)] " [mokZrer + 2mpR(ey — 2rer) (Zref + 9r)]
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3.4 Levitador magnético

3.4.6. Trayectorias deseadas evaluadas en z*

Para cumplir con el Teorema 2.6.1:

T

o = (Ja —Ra)VHa(z, 1)

T*’

Desarrollando con:

. R(cp — x3)xy  axy

1‘1 o+ = — k - mb - valHa * - av{l‘gHa %0

. ro(z%)? Tk

2| v = a(2k1) — ragMpgr + E?; - TG/VIQ%CL z* + VI3%CL )

. olcy — x35)xrt x¥)?

L3| e = — ( A 2) 1 + (211{;) — MypGr +avx1Ha . vaa o

3.4.7. Teorema 2.6.1, obteniendo VH,(x)

x* (1)

Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la
planta, se igualan las ecuaciones:

ek o .
x:mz*’

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

R(cp — x5)xy R(cy — x3)x; «ax}
_(]{2)1 _.I_ u* = — ( k 2) 1 —_— m; - RV$IHQ * - avng}-la iB*’
xx re(xh)? x5
CL'*2 acb—x*l‘* 33*2

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtencién de VH (z, x*, u*)

3.4.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.4.8.1. A; Hurwitz

Dada la matriz Ag:

-R 0 -«
Ad:Jd—Rd: 0 —Tq 1
o -1 0

Usando el complemento de Schur se tiene que Ay < 0siysolosi: R> 0,7, >0y

a #0.

Entonces la matriz A es Hurwitz.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.4.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado

Se debe poder acotar V2Hy con:

oI, < V3Hg < asl,, Yz e D.cC R

Se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que H, tiene la siguiente forma:

(o —x2)at | T/ R
Ho = % + o + roempgrrs + 5\ 5 +x9+rers + C(2*,u*) |,  (3.17)

donde I' € R es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y (z*,u*) :
R™ x ™ — R es una funcién auxiliar.

Como el Hessiano de la funcién auxiliar ¢(z*,«*) no depende de los estados, no
afecta en la condicién ya que:

V(=

o O O
o O O
o O O

Se tiene el Hessiano del sistema deseado:

rql’

r

« «

r rol
ral - el

zy 4 I
5 ko t a?
V2, =

)

o
,_JQ\’1

r

o

como se dificulta obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con ana-

lizar con el complemento de Schur si V2H, es definida positiva, entonces si se cumple
que:

re >0, I'>0, a>0, my>0, Vzr;>O0.

Entonces existe un valor oy > 0 que acota por debajo al Hessiano. Para el acota-
miento por arriba se tiene que por las propiedades de simetria del Hessiano y como se
sabe que V2Hy > 0, se cumple que Apaz(VZHa) < Tr(V2Hg). Entonces se acota por
arriba por ap = 7+ + T+ m%, +72T.
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3.4 Levitador magnético

3.4.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definicion de N:

[I>
N
U
B
N
U
s
S
>
2

N

se realiza la comprobacién numérica con los parametros de la Tabla 3.4 y, a partir del
Lema 2.5.3, haciendo un barrido de w:

nl|(Ag — jwl) " Agl| <1, Vw >0,

se obtiene la siguiente gréfica:

Barrido wen n || (A-jwl ) Al
12 T T T T

o
©

o
~

. -1
nllAgiwt )y Al
o
(o2}

o | | | | i
103 1072 10t 10° 10t 10? 10°
Frecuencia [w]

Figura 3.18: Barrido sobre w en n||(Aq — jwl,) "1 A4|.

De la Figura 3.18, se observa que la variable 1 escala los valores del barrido, y que
para valores menores a la unidad la condicién se “relaja”’, ya que la variable n esta
relacionada con la extensién de la region contrayente. La condicién se cumple para el
caso limite n < 0.8925, este valor va a estar relacionado a la regién del sistema en la
cual se va a tener seguimiento de trayectorias con convergencia exponencial. Entonces,
si se mantienen los estados en la region de contracciéon donde n < 0.8925, la matriz N
no va a tener ningin valor propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la regiéon D..
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.4.9. Proponiendo H,

A partir de H, con la forma de (3.17), se propone la funcién auxiliar {(z*,u*) tal
que cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente:

1/R L/ R(cy — a%)at  R(z*)? ary x7
¢ = T <a+ara> < ( : 2)71 2]@(11 —arymygy — mb?’ —u* ) — El+x2—|—7“ax§ .
(3.18)

Entonces con (3.17) y (3.18), se cumple con la Ecuacién de matching, el Teorema
2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.4.10. Ley de control

Del teorema 2.6.1:
u=(oT@)9() "9 (@)[(Ta ~ R)THa(z, 1) — (3(x) ~ R(x)) VH(x)].

Se obtiene finalmente la ley de control con (3.14), (3.17) y (3.16).

3.4.11. Simulacién numérica y analisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.4 y con los parametros de disefio I' = 10, a = 0.4,
rqe = 5, se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales zo = [9 X
1073,4x 1073, =5 x 1073] T y con la trayectoria de referencia Zref(t) = 1% 10~ 3sen(t) +
0.5 x 107 3sen(3t) + 2 x 1073 para el estado 5.

Para proponer las trayectorias de referencia es necesario tomar en cuenta la regién
contrayente y la regién de la existencia de trayectorias, la 1ltima relacionada con no
pedir dindmicas inadmisibles para el sistema. Como seria proponer que el balin descen-
diera con una aceleracién mayor a la de la gravedad, esto no es posible debido a que la
bobina no puede generar una fuerza repulsiva, sélo atractiva. En este caso de estudio
las condiciones iniciales fueron un factor importante para el seguimiento de trayectorias
correcto, ya que si se comienza el sistema en otras mas alejadas, se puede salir de la
region de contraccién, no obteniendo el comportamiento deseado y resultando que la
ley de control tienda a infinito.
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3.4 Levitador magnético

De la Figura 3.19, se tienen las convergencias esperadas para todos los estados,
logrando que el balin siga perfectamente la referencia propuesta, que es tal que la
bobina sea capaz de seguir.

Comportamiento del estado x

1

0.0103

2 0.010299

=

. = 0.010298

<

< 0.010297
0.010296

0.010295

3

4
Tiempo [s]

Comportamiento del estado X,

3

Comportamiento del estado x

4
Tiempo [s]

3

*

X3 Xg [Kgm/s]
o

Fa=c-JI-_-1L

o

3

4
Tiempo [s]

Figura 3.19: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Con la Figura 3.20, se observa el comportamiento en un lapso de tiempo maés corto,
donde se aprecia la diferencia de velocidades de la parte eléctrica y mecanica del sistema,
convergiendo més rapido la primera. También se tiene un fenémeno de pico en el estado
x1, el cual estd relacionado con la region de contraccion y la entrada u, siendo el canal

por donde entra el control.

Acercamiento del estado Xy

T T T T T T
0.012 - Y
—_ \ 1
Ko} N e - - X
- 1 -
E 0.011 \\\
*x =
X 001 T
—
<
0.009 |- n
0.008 | | | | | |
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tiempo [s]

Acercamiento del estado Xy

%107
T T T T T T
E
x N
<
[V
x
L 1 | Il | L
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tiempo [s]
<103 Acercamiento del estado Xg
I I T T T T
0 -r’ B e i
@ jod
~ -1 I~ 7 -
1S 1
o 21 _
X 1
1 -
*><.m 3 ! X,
< 4 -,' ----- X3 ]
I 3
Sk 1 1 1 1 1 1 7
0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7

Tiempo [s]

Figura 3.20: Acercamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3.4 Levitador magnético

Con los parametros de diseno en el controlador, se limita la velocidad de convergen-
cia del sistema con el fin de obtener un esfuerzo de control aplicable. En la entrada de
control (Figura 3.21) estd dentro de las dimensiones esperadas para el tipo de sistema,
pero se tiene un fenémeno de pico al principio de la simulacién en v y para u*. Aun-
que los valores del esfuerzo de control estan dentro de los permisibles para el sistema,
hay que tomar en cuenta si el actuador puede conseguir la velocidad de variacién del
control.

Esfuerzo de control u
T T T T T T

1.6 - .

14— T s s T T I m—— u |

u,u

08 ~ =1 5

06 I I I I I I
0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo [s]

Figura 3.21: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

Observando la entrada de control desde los primeros momentos de la simulaciéon con
la Figura 3.22, se tiene que la entrada de control sube hasta 3.7V y baja drasticamente
a 0.5V, sin embargo la entrada admisible u* no tiene este efecto, esto es porque al
comienzo el sistema se alejé de la regiéon de contraccion, para luego regresar y teniéndose
la trayectoria deseada.

4 Acercamiento del esfuerzo de control u
T T T T T T

0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7
Tiempo [s]

Figura 3.22: Ampliacién del comportamiento de las entradas de control y trayectorias de

referencia.

67



3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.5. Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

El siguiente caso es el motor sincrono de imanes permanentes, (PMSM, por sus
siglas en ingles), se estudia este sistema debido a su gran aplicacién e interés en la
industria y movilidad. De los tres modelos que se estudiaron (af, variacional [41] y
dq), se presenta el desarrollo con el modelo dq. Debido a que en los demés modelos las
trayectorias de referencia existen en una regién pequena para aplicaciones nominales
y proponer H, resulta complejo para cumplir con el Teorema 2.6.1. Asi entonces, la
aplicacién es un motor PMSM en modelo dg con dos devanados. x1 y z2 son los flujos
magnéticos en las bobinas, z3 es el momentum angular del rotor. Como entradas se
tienen los voltajes que inciden a los devanados (Figura 3.23).

Figura 3.23: Esquema del PMSM.

Con los siguientes pardmetros de [43]:

Tabla 3.5: Pardametros en el motor PMSM.

Pardmetro | Descripcién Valor [Unidades]
R resistencia del estator 0.225 [Q]

L inductancia del estator 3.8 [mH]

D constante contra-electromotriz 0.17 [Wb]

Tim friccién viscosa del eje 0[Kg m?/s]
Im inercia del rotor 0.012 [Kg m?]
np pares de polos 311]
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

3.5.1. El modelo PCH

El sistema dindamico se puede representar con la siguiente estructura PCH:

i = (I(@) - R(2)) VH(2) + glw) u + e,

0 0 NpT2 R 0 0
J=1 0 0 —np(z1+®)|, R=|0 R 0],
| —npra ny(xr + P) 0 0 0 my
1 0 0
g=10 1|, e=| 0 |,
10 0 —TL
= L0 0
1 2 2 2 L L
Ha)=5( D+ 2453, VH@) = |2, VH@)=|0 + 0
o\ L "L, L o b3
Tm Tm

3.5.2. IDA-no parametrizado

Con esta metodologia se proponen las estructuras de J; y Ry, y se deja como
término libre a Hg:

0 O 0 rqr 0 0
J d— 0 0 —npfl) , Rd = 0 Td2 0 y
10 n,® 0 0 0 17rg3

HQ(Q?,CB*,U*), (319)

3.5.3. Ecuacién de matching

A partir del Teorema 2.6.1:
gJ‘{ (J(x) . R(m))V”H(x) + 5} - gJ‘{ <Jd - Rd) VH(z, t)},
donde g es
=l o )

y es el aniquilador izquierdo ya que cumple con:
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

L_OOel
gg_|:0062

O O =
O = O
Il
=l

desarrollando la ecuacion:

—fo1+ FE s —r1Va, Ha
0 0 €1 n npP 0 0 e1
R P P — )
0 0 e —TT2 — melxg = Jn 3| = e —ngvm?'[d —Np V:chd s

[
n%l‘g — %1‘3 —TL npq)v:r:g%d - Td3vx3Hd

se llega a:

NPV, Ha — 143V Ha = (m:s(];rm)xg — 7L (3.20)

Si se cumple la ecuacién (3.20) entonces existe una ley de control segin el Teorema
2.6.1.

3.5.4. Trayectorias admisibles

Con la Definicion 2.6.1 se tiene:

# (1) = [J(x*(t)) - ]R(a;*(t))]V’H(x)

() T g(m*(t))u*(t) + e,

al desarrollar se obtienen las trayectorias admisibles que el sistema puede recorrer:

R n
% * P ko x *
r] = ——x] + =T33 +u
1 L 1 Jm 243 1
.f*_—ﬁ.%‘* Np s * P *+ *
2 L 2 Jm 1+3 Jm 3 2
n, P r
* §4 * mo_ %
Lg = —— —Xq — T,
3 L 2 Jm 3
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

3.5.5. Trayectorias de referencia

Si suponemos como salida plana a z,.¢(t) = h(z*), con h(2z*) = [2} ﬁ]T, se obtienen

las derivadas de Lie:

. * * * A * *
breg = Lgh(a) + Loh(a™)u*, - f 2 [3(a () — R(z*() | VH ()] 0
R
_fxl Ly wzxs 10
1 0 O R % np® & 10 0 *
= T P yray — 2—xk| + 0 1|wu
0 0 % T 2<I> J 173 Tm 3 00 %
| ey smay -y oo
. [ R.x | Mp, k% *
[Zrefl] _ Lxé + 7, Tar3 t U
: - 1 (np * T
Grep] |7 (FEa — et — )
rep = Lih(z*) + LgLyh(z*) u*
- R n w* ny I* .’171 + .'1?2.’173 R np I* np % 1 0
— Dpax e -7 FoT3 2
= OL JZ;@ erm —%xg _ }lm{xg _ 7} @wg n OL JTZ,@ Jme 0 1w
LJm 2 P LJm 72,
L m 2 5— %ngm m 0 0
. [ R22* * n2®(x})? n2®(z})? n2at (z})? 2R m R
Sref, _ Lgl _ np;TLV;ZQ + pLsz _ "y J72n3 _p }End _ (LJT: 4 in‘ )11321'3 _ 'u.l + npziuz
. @ Rz} Yk i Pz m
fon) | B (- Bk minnadel ) g (el - nanl o

Se agrupan las salidas planas y sus derivadas® con Z,. ¥ = [Zre f Zref Zre f]T, teniéndose

un mapeo Zpef = (@, ur):

R _* Np % ok *
—TT] + 7-xawy + Uy

Zref =
L(npq)x* i Tﬂx* i TL)
np® Rz npx{:;:%n 7[]/117(1)1‘23 Jm 3 T, ( MpPTS TmT}
LJm(_T_T_ +u2) JQ( L Jm _TL)_

1Se toman en cuenta hasta la derivada donde aparezca alguna de las salidas, por lo que Zy.. f, ho se

toma en cuenta en el mapeo.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Obteniendo su inversa [z* u*]T = 0o ¥1]T = ¥ (Zef), se llega a las trayectorias de

referencial:

EdE| Zrefy ]
x5 %%(sz’reh + PmZrefs + TL)

5| = JmZrefs

ul refy + Raresy, — E(Jmirefs + Tmzrefs +T0L)2Zrefs

_UE_ _%%(Jmirefg + TmZref, +7L) + %%(Jmimfg + TmZrefy + TL) + NpZrefy Zrefs + NpPzref |

(3.21)

Otro método para la obtencion de las trayectorias de referencia es mediante la
solucién del sistema de ecuaciones diferenciales:

g* (=" (1) () = g* (1) [T () = R(z"(1) | VH(x)

xT* (t) )

una vez con x* y i*, se obtiene finalmente u*. Este camino se desarrolla en el Apéndice
A.4.3.

3.5.6. Trayectorias deseadas evaluadas en z*

Para cumplir con el Teorema 2.6.1:

T

= = (Jd — Rd)VHd(a},t)

x*’
Desarrollando con:
. Tdl &
1 * = - L xl - levlea )
. Td? * npq) *
€2 T I 2 Jm T3 — Td2vac27'[a e np(ﬁv:cg%a p)
n,® 743
. _'"p * *
R +np®Va, Ha| o — ra3VasHal .-

'El término 77, representa a la variacién del par de carga si se supone variante en el tiempo, este
término no aparece con el método de las salidas planas, pero se puede obtener facilmente de resolver

el sistema (3.21) junto con 7 = Zref; ¥y T3 = JmZrefs-
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

3.5.7. Teorema 2.6.1, obteniendo VH,(x)

z* (1)
Como las trayectorias del sistema deseado deben cumplir con las restricciones de la
planta, se igualan las ecuaciones:

ek e

$*7

igualando elemento a elemento se tiene el siguiente sistema de ecuaciones:

R, n T
D ok * * dl %
_ffﬁl + ﬂxzxzz’ -+ Ul = _7L xl — 'I"dlvlea )
R, n n,® rq np,®

D x_* D * *x 2 % P *

—Z(L'Z — E.’I}lxg — ﬁx:g + Uy = _T$2 - ﬂfﬂ:} - TdQVg;QHa . np(I)Vm'Ha )
np® . Ty, - onmp® g3 o
T:{,‘Q — J—x3 — T = T.’L‘Q — T.CU3 + Ny vaHa o ngvzgﬂa %)

m m

el sistema de ecuaciones anterior debe de cumplirse para la obtencién de la funcién

VH(x,x*,u*)

T*’

3.5.8. Teorema 2.5.1, revisando si el sistema deseado es contrayente

3.5.8.1. A; Hurwitz

Dada la matriz Ay:

—Td1 0 0
Ag=J4—Ry = 0 —rg2 —np®
0 np<I> —Td3

Usando el complemento de Schur se tiene que Ag < 0 si: rg1 > 0, rg9 > 0y rg3 > 0.
Entonces la matriz A; es Hurwitz.

3.5.8.2. Hessiano del sistema deseado acotado
Se debe poder acotar V2Hy con:

oarl, < V3Hg < asl,, Yz e D,CR"
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Se obtiene el Hessiano del sistema deseado, suponiendo que H,, tiene la siguiente forma:

_ X2TL, rd3(rd3 —Tm) 5 | Td3 —Tm

Mo = Tds — Tm
T 2y ®)2dy 2 B,

r
xox3 + E,uQ(x, o)+’ C(z*,ur), (3.22)

wlz, a*) £z — 2} + ras(ze — x5) + np® (x5 — 2%),
donde I" € R es la ganancia para aumentar el rendimiento del controlador y p(x,z*) :
R x R = R, (%, u*) : R x R™ — R"™, son funciones auxiliares.

Debido a que el Hessiano de x ' ¢(z*,u*) es 0, no afecta en la funcién de V2H, ,
asi que se tiene que el Hessiano del sistema deseado:

14T rasT n,®T
ViHa= | rasl  f+ SRRl Rl SRR 4 ran,OT |
np® T 4 rgan, O o+ (np®)2T

como se dificulta obtener los valores propios para acotar, entonces se procede con ana-
lizar con el complemento de Schur si V2H, es definida positiva, entonces si se cumple
que:

1 rg3(rg3 — 7 1 rg3 — T 2
(L 4 M 4 7‘331_‘) <J + (np‘D)QF) 7& <d3m + Td3np‘I>F>

(np®)2Jm m np®Jy,
1
—4+I>0
I +
1 ®)°r
Im, 1+ LT

i . (np<1>)2f‘ l n ra3(ras — T'm) . 7“331“ -1 43 — T'm 4 razny P 2
Jn 1410\ (@24, | 1+ILT np®Jy | 1+L0 )

Entonces existe un valor a; > 0 que acota por debajo al Hessiano. Para el acota-
miento por arriba se tiene que por las propiedades de simetria del Hessiano y como se
sabe que V2Hy > 0, se cumple que Apaz(V2Ha) < Tr(V2Hg). Entonces se acota por
arriba por ag = Tr(V2H,).
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

3.5.8.3. Matriz N no tiene valores propios sobre el eje imaginario

Con la definicion de N:

Ad nAdA;— A aq

N é b )
—(n+el, —A;lr K Qa9

se realiza la comprobacion numérica con los parametros de la Tabla 3.5 y, a partir del
Lema 2.5.3, haciendo un barrido de w:

nl|(Ag — jwl,) " Aql| <1, Vw >0,
se obtiene la siguiente gréfica:

Barrido wen n || (A jwl ) Al

1.2

o
<)

. -1

Dl Agiwt )yt Al
o o
S [«

0 1 1 1 1 i}
103 1072 10t 10° 10* 10? 10°
Frecuencia [w]

Figura 3.24: Barrido sobre w en n||(Aq — jwl,) 1 A4ll.

De la Figura 3.24, se tiene que al igual que en los casos anteriores, 1 escala los
valores del barrido, y que para valores menores a la unidad la condicion se “relaja”. La
variable 1 estd relacionada con la extensién de la regién contrayente y varfa en funcién
de los parametros de disenio. La condicion se cumple para el caso limite n < 0.8269, este
valor va a estar relacionado a la region del sistema en la cual se va a tener seguimiento
de trayectorias con convergencia exponencial. Entonces, si se mantienen los estados en
la regién de contraccion donde n < 0.8269, la matriz N no va a tener ningin valor
propio sobre el eje imaginario.

Se concluye que el sistema deseado es contrayente en la regiéon D..
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

3.5.9. Proponiendo H,

A partir de H, con la forma de (3.22), se propone la funcién auxiliar {(z*,u*) tal
que cumpla con los requisitos anteriores, teniéndose finalmente:

1 ((B=ra1) .x _ Mp k% *
E(Tﬂfl T T t2ts T
* o ox\ A rd3 I TRt
(™, u*) = T () v(x*,ur) , (3.23)
np® * ok
ra2raz+(np®)? oz”,u”)
R (g — - —
Wa* ur) 2 oy DRt gy - T2y T2 szrds(rd; Tm)x§ _ raz(ras "’m)xg _ (ras Tm)x§7
L Im L np® (np®)2Jm np®Jm Im

donde ¢(z*,u*) : ™ x R™ — R es una funcién auxiliar.

Entonces con (3.22) y (3.23), se cumple con la Ecuacién de matching, el Teorema
2.6.1, y el Teorema 2.5.1.

3.5.10. Ley de control

Del teorema 2.6.1:
u= (g7 @) 9" (@[T~ Ra) VHa(e,1) ~ (I(x) ~ R(2)) VH(z) <],

Se obtiene finalmente la ley de control con (3.19), (3.22) y (3.21).

3.5.11. Simulacion numérica y analisis de resultados

A partir de los datos de la Tabla 3.5 y con los pardmetros de diseno I' = 10, r4; = 0.5,
rqgo = 0.5, 7q3 = 1, se realizan las simulaciones numéricas con condiciones iniciales zg =
[0,0,0]" y con las trayectorias de referencia z.f, (t) = 10msen(t) +2.66sen(3t) +53.33m
Y Zref, (t) = 0.1sen(t) para los estados x3 y x1, respectivamente. Como carga en el rotor
se supone conocido y es 77(t) = 0.5sen(5t) + 0.5.

A pesar de que el sistema es bilineal, al proponer parametros de disefio se aumenté
la dificultad en los cédlculos para cumplir con el Teorema 2.6.1. Como la informacién
de las trayectorias se encuentran dentro del Hamiltoniano deseado Hg, se utilizé el
procedimiento IDA-no parametrizado, proponiendo la estructura de Dirac con las pro-
piedades tales que Ay sea Hurwitz. Fue necesario utilizar software computacional para
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

obtener la forma que tendria H,. Una de las ventajas de trabajar con el modelo dq es
que las trayectorias de referencia existen para cualquier funcién suave propuesta.

De la Figura 3.25 se observa que se consigue el seguimiento de trayectorias. La
trayectoria de referencia del estado x2 no es el principal estado a controlar, pero ya
que se tienen dos entradas, se puede fijar esta también, con la finalidad de disminuir el
esfuerzo de control.

Comportamiento del estado Xy
0.1 T T T T T T ]

X Xy [Whb]

-0.1 | | I I | 1 ]
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s]
Comportamiento del estado Xy
0.015 T T T T T T
0.01 |
o
S 0.005 [
-)<><N
& or
x
-0.005 -
-0.01 | | | | | ]
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s]
Comportamiento del estado Xq
T T T T T T
25 =
»
N\
IS
(=)
X 2 -
x M *
. *3
x NN e X3
15 1 1 1 1 1 1
0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo [s]

Figura 3.25: Comportamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Analizando de cerca las dindmicas con la Figura 3.26, se tiene que la convergencia
de los estados es al poco tiempo de la simulacién, tanto para los elementos eléctricos
como mecanicos, esto se logré gracias a la eleccién correcta de los parametros de diseno,
homogeneizando las constantes de tiempo de cada subsistema, aunque se tiene, como
en los casos anteriores, el efecto pico.

<103 Acercamiento del estado Xy
T T T T T T

*

X Xy [Whb]

0 | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tiempo [s]

Acercamiento del estado Xy
T T T T T

0 | | | | | |
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tiempo [s]

Acercamiento del estado x
2 [ T T T T

0 1 1 1 1 1 1 N
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tiempo [s]

Figura 3.26: Acercamiento de los estados y trayectorias de referencia.
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

La trayectoria de referencia propuesta zpf, (t) tiene el fin de seguir el perfil de
velocidad del rotor en RPMs como se observa en la Figura 3.27. Dicho perfil pretende
simular la velocidad deseada en la transmisiéon de un vehiculo eléctrico. Se observa
que la velocidad de referencia varia dependiendo de las propiedades de la ruta que se
recorre, pero aun asi el controlador es capaz de seguir la velocidad deseada e incluso
con carga variable 7y,.

Velocidad angular del rotor w,

T T T T T T
2000 o o -
rd \\ e \\ ,’
/ \ / \ /
—_ L N\ 7 \ i
= 1800 , N / /
o / N \\ /
& / \ /,
« . 1600 [ \ / -
&) . \ - -
p \ 7 ~.
37 1400 ff N / N “rl
} \ S N rmif = === “y
| N ~——
1200 | 1 1 1 1 1 1 o
0 1 2 3 4 5 6 7
Tiempo [s]

Figura 3.27: Comportamiento de la velocidad del rotor y su trayectoria de referencia en

RPMs.

Analizando los primeros momentos de la simulacién con la Figura 3.28 se tiene que
el motor parte del reposo al igual que la trayectoria w}, ya que el supuesto vehiculo
comienza con el motor apagado y estatico. Debido a esto no se presenta efecto pico ni
variaciones transitorias.

Acercamiento de la velocidad angular del rotor w,

T T T T T E—
1500 [~ e .
g /’—‘,,

& 1000 - - .
*3,& ”’/‘ -

5+ 500 - “| ]
—”/ ----- “r

0""———| | | | | | ]

0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07

Tiempo [s]

Figura 3.28: Acercamiento del comportamiento de la velocidad del rotor y su trayectoria

de referencia en RPMs.
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3. SEGUIMIENTO DE TRAYECTORIAS DE PCH VIA CONTRACCION

Pasando al andlisis de los esfuerzos de control (Figura 3.29) se observa que las
dimensiones son las esperadas para el tipo de sistema, pero se tiene al igual que sistemas
anteriores, un fenémeno de pico. Asi como en casos anteriores, se tiene que los valores
del esfuerzo de control estdn dentro de los esperados, pero tomando en cuenta si el
actuador puede conseguir la velocidad de variacién del control.

En esta aplicacién los pardametros de diseno no afectaban de manera notable al
sistema, a diferencia de las trayectorias de referencia, ya que modificaban en gran
medida el comportamiento de las entradas de control «*. Finalmente, se aprecia de la
Figura 3.29, que la entrada uj estd mas relacionada al estado z; que a los demaés, y que
la entrada uj estd més relacionada al estado 3.

Esfuerzo de control u,

T T T T T
=
x
S
—
>
Tiempo [s]
Esfuerzo de control u,
150 ' ! P
> 100 .
* N
35
E\l *
S5 50 a7
)
0oL | | | | | | .
0 1 2 3 4 5 6 7

Tiempo [s]

Figura 3.29: Comportamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.
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3.5 Motor sincrono de imanes permanentes modelo dg

Se observa de la Figura 3.30 que el fenémeno de pico aparece en las entradas pero
con un comportamiento suave, ya que se escogieron las trayectorias de referencia y
condiciones iniciales tales que el esfuerzo de control sea viable para una aplicacién real.

Acercamiento del esfuerzo de control u,
0 T T T T T T

KN
o
o

T

Il 1 1 Il
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tiempo [s]

Acercamiento del esfuerzo de control u,

0 ! ! ! ! | | N
0 0.01 0.02 0.03 0.04 0.05 0.06 0.07
Tiempo [s]

Figura 3.30: Acercamiento de las entradas de control y trayectorias de referencia.

81






Capitulo 4

Conclusiones y trabajo a futuro

En esta Tesis se propuso un procedimiento paso a paso para la metodologia tIDA-
PBC reportada en [50], facilitando y sistematizando ciertos pasos como en la obtencién
de trayectorias de referencia con salidas planas y en la propuesta del Hamiltoniano ar-
tificial. Con esto es posible facilitar la comprension fisica de la metodologia. Este proce-
dimiento permite tratar con sistemas para dos o més entradas, ya que el procedimiento
general propuesto en [50], admite sistemas con una sola entrada.

Se analiz6 la aplicabilidad de la metodologia en los diferentes modelos del motor
sincrono de imanes permanentes (dg, a3, variacional [41]), siendo el modelo dq el tinico
que se logré controlar, ya que los modelos af8 y variacional no permiten este procedi-
miento pues las trayectorias de referencia existen en una region tan pequena, que no
es aplicable, al igual que se dificultan los calculos del procedimiento, pues se tiene que
analizar sistemas matriciales no lineales con funciones trigonométricas. La razén por
la cudl se pudo aplicar la metodologia en el modelo dq es que en el canal subactuado
se eliminan los términos bilineales, facilitando la Ecuacién de matching y por lo tanto
poder proponer una estructura deseada a pesar de tenerse la limitante de A4 constante.
Con esto se puede llegar a concluir que la metodologia no se limita a sistemas con J y
R constantes, sin embargo se dificulta el diseno en la Ecuacién de matching.

Existe un fenémeno de pico en todos los casos de estudio, la razén es que: debido
a que en el sistema contrayente las condiciones iniciales se “olvidan” con velocidad
exponencial, el control debe ser muy brusco para lograr esto, causando que el sistema
salga momentaneamente de la regiéon de contraccién, teniéndose un comportamiento
diferente al contrayente.

Las trayectorias de referencia ofrecen informacién valiosa para el disefio correcto y
planeacién de trayectorias. con esta informacién es posible disenar un control més efi-
ciente, en el caso especifico del PMSM, como se tienen dos entradas, es posible realizar
el seguimiento de trayectorias de dos estados, uno va a ser el momentum angular del
rotor y el otro el flujo magnético de alguno de los devanados. Ya que el flujo magnético
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se tiene como una trayectoria de referencia “libre”, esta se puede proponer de tal ma-
nera que el esfuerzo de control sea minimo, mejorando la eficiencia de este y ademas,
manteniendo el desempeno. Es importante recalcar que a pesar de tenerse estos grados
de libertad, el efecto pico va a seguir apareciendo, dependiendo de la A4 propuesta que
va a estar relacionada con la regién de contraccién.

El controlador no es robusto ante perturbaciones y/o pardmetros imprecisos, ya
que el error de seguimiento no converge a cero, pero este estd acotado y se mantiene
constante.

Usar la teoria de planitud diferencial facilita en gran medida la inversién de las
dindmicas del sistema y con el procedimiento de los corchetes de Lie se torna un pro-
ceso mas sistematico. Aunque las referencias no necesitan ser salidas planas (se pueden
tener trayectorias de referencia integro-diferenciales como en [49]), se facilita y siste-
matiza el paso para la inversién de las dindmicas del sistema.

Del desarrollo tedrico y practico, se concluye que un controlador IDA-PBC se puede
extender a un controlador tIDA-PBC, ya que comparten ciertas condiciones como la
Ecuaciéon de matching y propiedades del Hessiano deseado.

4.0.1. Trabajo futuro

Como parte del trabajo futuro queda pendiente extender la clase de sistemas PCH
contractivos a J4(x) y Rg(x), aumentando considerablemente la cantidad de sistemas
que se puedan controlar. Por otro lado, analizar la posibilidad de aumentar la robustez
del controlador ante la desviacién de parametros y ruido en las mediciones.
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Apéndice A

Apéndice A

A.1. Prueba de PCH contrayentes

Utilizando el teorema (2.4.2) el sistema (2.21) es contrayente si Jsr es uniforme-
mente negativo, suponiendo una métrica © constante, se tiene que probar que:

1
Jsr = —Brpl,, YreD, VYt>0, Jgp= 5(@AdV§Hd®_l +07 V2 A, 0T).
Con [50], partiendo de la suposicién que el Hessiano V2H, esté acotado por:

oI, < V3Hg(z,t) < asl,, Va € D.C R, (A1)

donde a; € RT es la cota inferior, as € R es la cota superior y 0 < aq < .
De la ecuacién (A.1), utilizando las dos cotas se tiene que ayl, < asl, y restando
a11, de los dos lados se tiene:

0= (042 — Ctl)In, <A2)

ahora partiendo del lado derecho de la ecuacién (A.1), V%Hd < aigly, y restando aol,
de los dos lados se tiene:

ViHg — aol, <0, (A.3)

entonces a partir de las desigualdades (A.2) y (A.3), se pueden relacionar con V2H, —
agly, <0 < (ag — aq)1,, y en consecuencia:

ngd —aol, < (042 — al)In. (A4)

La desigualdad (A.4) se va a utilizar mas tarde.
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Sea una matriz B < 0, se sabe de [3], que para alguna matriz C' premultiplicando y
posmultiplicando se tiene CBCT < 0, y si suponemos que C £ C 4 Cy, desarrollando
se llega a:

C1BC| + CoBCY — C1BC, — C,BC| < 0. (A.5)

De manera similar, ahora sea una matriz A > 0, se sabe de [3], que para alguna

matriz C' premultiplicando y posmultiplicando se tiene CAC' T > 0, y si suponemos que
C £ C) + Cy, desarrollando se llega a:

0 < C1AC] + CLACy — C1AC,) — CLACY . (A.6)

De las ecuaciones (A.5) y (A.6) se tiene la siguiente desigualdad si sign(Cy) =
sign(Cs):

C1BC{ +CyBCy —C1BCy —CoBC] < 0= —C1AC,) —CLAC] +C1AC] +CLAC, |

(A.7)
ahora, como B < A y de (A.7) se puede inferir que:
C1BCy + CoBC] < C1AC) + CLACY ,
con esto y (A.7) se llega a:
C1BCy + CyBC] < C1AC] + CLAC, , (A.8)

luego, definiendo A £ (g — a1)l,, B = V2Hy — asl,, C1 £ QA y Cy 2 677 se
cumple B < A con (A.4), entonces desarrollando (A.8) y despejando los términos del
Hessiano se tiene finalmente:

OANVIHO T +O7 TVEHGATOT < (a2—01)(0AA]OT+07TO )42 (04,0140 TA;0T).
(A.9)

Reacomodando el lado derecho de (A.9) y juntoconn 21— P2 0TO, se llega

a2

OANVEIHO O TVEHIA]OT <0 TRpO™Y, Rp = PAg+AqP+nPAGA) P+nl,,
(A.10)

y como ay > 0 junto con la forma cuadritica del lado derecho de (A.10), Jsr es uni-

formemente definida negativa si Rp es uniformemente definida negativa.
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A.2 Prueba del Lema 2.5.2

Ya que Rp tiene forma de la ecuacion de Riccati, Rp va a ser uniformemente definida
negativa si existe una solucién definida positiva P para alguna constante € > 0 en:

PAg+ AgP +nPAGA] P+ (n+ €I, = 0.

Existe una solucién definida positiva de la ecuacién de Riccati si la matriz N no
tiene valores propios en el eje imaginario, [23], donde la matriz N es:

N é Ad nAdA:ir A aq
—(7] + E)In —Ad K (6%5) '

Finalmente se concluye que Rp = —el,, y regresando a (A.10) se tiene:

QAN HO T+ 07T V2N A 0T < —ean® 'O < 28,1, (A.11)

y con ello la existencia de una Ss;r que con el teorema 2.4.2, se prueba que el sistema
(2.21) es contrayente en una regién D.. B

A.2. Prueba del Lema 2.5.2

Considerando la siguiente igualdad:

I 0 M, — A —nAgA]
1 ]()\In—N):[ d NAdAg
I,

_(77 + 6)()‘171 - Ad)_ () 77(77 + 6)(>\In - Ad)_lAdA:ir + (>\In + A:ir)

y dado que por definiciéon, A4 no tiene valores propios en el eje imaginario, se
muestra que para A = jw es un valor propio de N si y solo si:

det (n(n+e)AaAq +(jwl,—Aa)(jwl,—Ag)) = det(n(n+e)AaAq —(jwl,—Aa) (jwl,—Aq)*) = 0.

(A.12)
Por otro lado, la condicién n(n + e)A;lr Ay < oI, implica que el argumento del
determinante en (A.12) es negativo definido como se observa en el siguiente desarrollo:

n(n +€)Aq Aa < o1y
= Amin ((jwln = Ag) (jwln — Ag)*) In (A.13)
=< (jwl, — Ag)(JwI,, — Ag)™.
Se tiene que, cuando se cumpla la condicién (A.13), el argumento del determinante
en (A.12) es negativo definido, entonces el determinante en (A.12) no puede ser cero

para cualquier valor del barrido de w. Se concluye que si la condicién (A.13) se mantiene,
entonces la matriz N no va a tener valores propios en el eje imaginario. B
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A.3. Prueba del Lema 2.5.3

Considerando la matriz V:

Ay nAgA}
—(n+el, —-A5 |’
donde A} es la matriz conjugada transpuesta de la matriz Ag, y n € (0,1) es una cons-
tante. Se observa que es un caso mas general que el Lema 2.5.2, pero ya que la matriz
Ag es una matriz de valores reales y n £ 1 — g—;, ambos casos son compatibles para su
implementacién.

N £ n e (0,1),

Suponiendo que se tiene un valor propio sobre el eje imaginario, con la forma A = jw,
se tiene con el determinante que:

(A.14)

det(N — jwl,) = det < A= jwln nAA ) ,

—(n+ el —(A" +jwly)

A B

y sabiendo que det = { C D

] = det(A) det(D — CA™1B) se puede llegar de (A.14) a

la siguiente igualdad:

det(N — jwl,) = det(A — jwly,) det| — (A* + jwl,) + (n + €) [, (A — ijn)_lnAA*}
= det(A — jwl,) det[ — (A* + jwl,) + n(n + €)(A — jwl,) T AA*],

premultiplicando por la matriz identidad I,, = (—A* — jwl,) "' (—A* — jwl,) dentro del
determinante de la derecha, y sabiendo que det(AB) = det(A)det(B) se tiene que:

= det(A — jwly) det{ [— (A" 4 jwln) + (0 + (A — jwl,) TAA™] (A" — jwl,) "} (—A% — jwln)}
= det(A — jwl,) det{ [(A* + jwln)(A* + jwln) ™! — n(n + ) (A — jwln) TP AA* (A* + jwln) 7' (—A* — jw[n)}
= det(A — jwlpn) det[In — n(n + €)(A — jwln) P AA* (A* + jwln) ™) det(—A* — jwly).

Reacomodando se llega finalmente a:

det(N — jwl,) = det(A — jwl,,) det(— A" — jwl,) det[I, — n(n+ €)(A — jwl,) " AA* (A" + jwl,) '],

y como (A — jwl,) ' AA*(A* + jwl,) ™! es una matriz Hermitiana, por sus propiedades
se concluye que la matriz N no va a contar con valores propios sobre el eje imaginario si
para toda w > 0 se cumple n(n+e€)||(A—jwl,) L AA*(A*+jwl,) || < 1. Simplificando
la condicién anterior se tiene:

n|(A — jwl,) tA|| <1, Vw>0. (A.15)

Entonces existe una constante positiva € si se cumple la ecuacién (A.15) para todo
el barrido sobre w > 0. R
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A .4 Trayectorias de referencia resolviendo el sistema subactuado

A.4. Trayectorias de referencia resolviendo el sistema subac-

tuado

A.4.1. Circuito eléctrico con dos entradas

A partir del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

gH(@")i* = gt (@) [I(2") - R(z")] VH(x)

I*7
desarrollando se tiene que:

. R 1

&y —; T+ o3
0 0 €1 % 0 0 el RQ.%' 1.’L‘

5| = - =
0062 ,2( 0062 1%22103(;*7

3 —L1 T %5~ T3

luego suponiendo que x5 = Zyef, (1) y €5 = zres, (t), se resuelve el sistema de ecuaciones
diferenciales. Una vez con z* y #* en funcién de las referencias:

P G L1
Ty _lerefl O *refi + ZT@fQ
x|
Loy| = Zrefg s
*
LT3 ] L Zrefi i
%] LG g L1
Ty _lerefl Zrefl + ZT@fQ
x|
Loy| = Zrefg s
% .
LT3 ] L Zrefi i

se obtienen finalmente las entradas admisibles u*:

ut = (g7 (@")g(@) 9" @) {#" ~ [I(*) — R(")] VH(2)

desarrollando se tiene:

|:’LL’1(:| _ _L12r6f1 - (LlG + Rl)Zrefl Zrefg (Ré,G —+ é)zrefl Ry Z’f‘efg
us Zrefs T+ ézre nt i Zrefs

Con el mismo resultado que con el método de las salidas planas, se obtienen las
trayectorias x* y u* en funcién de las referencias z,ef, () y Zpef, ().
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A.4.2. Motor de corriente directa

A partir del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

g (@")i* = gt (") [I(a") - R(z")] VH(x)

x* )
desarrollando se tiene que:

@] _ —fai - jeas
b el ] -1 }[’z - e |

luego suponiendo que x5 = 2..f(t), se resuelve el sistema de ecuaciones diferenciales.
Una vez con x* y #* en funcién de las referencias:

[ﬂ] _ [;i(z%ef + S,“;zref)]

x5 Zref
[ﬂbi] _ [;fe(%ef + ?Z;Z'ref)]
2.?ref ’

se obtienen finalmente las entradas admisibles u*:

ut = (g7 (@)g() g (@) {@* = [3(") — R(@*)] V()

2
desarrollando se tiene:

L Lrm R Rrm  k
= gt + (o4 g Ve g 30 ) 7er

Con el mismo resultado que con el método de las salidas planas, se obtienen las
trayectorias z* y u* en funcién de la referencia z..¢(t).
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A.4.3. Motor sincrono de imanes permanentes modelo dq

A partir del siguiente sistema de ecuaciones diferenciales:

g (@")i* = gt (") [I(2") - R(z")] VH(z)

ot (@)e,

desarrollando se tiene que:

. R, .x Np %k
Ty LT T 7,123
0 0 €1 jj‘* o 0 0 el 7E$* _ [E*LL‘* B npéx*
00 ef |'2| [0 0 e | £ % Jni178 Jn ™50
* an*_Tﬂx*_
3 42 Tm V3 TL

luego suponiendo que &} = 2y, (t) v 5 = Jimzref,(t), se resuelve el sistema de ecua-
ciones diferenciales. Una vez con x* y * en funcién de las referencias:

x,l( Zrefi
I .
5| = ", ® (szrefg + TmZrefy + )|,
*
L3 szrefg
1”{ érefl

%%(Jmérefg + Tmiref, + )|,

szrefz

se obtienen finalmente las entradas admisibles u*:

v = (97 (@)g(@) 9" (@){@* ~ @) — R(=")] VA (a)

x* _6}7

desarrollando se tiene:

. R L .
|:U/1(:| Zrefi + fz'refl - E(szrefg + TmZrefs + TL)Z'ref2
x| = . . . .
U2 (sz'refz + T'mZrefs + TL) + (szrefg + TmZrefs + TL) + NpZrefiRrefs + npq)z'refl

np® np®

Con el mismo resultado que con el método de las salidas planas, se obtienen las
trayectorias #* y u* en funcién de las referencias zyef, () y Zref, (1).
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