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Resumen

En esta tesis atacamos dos tipos de problemas, el primer tipo se
enfoca en el estudio de poliedros ortogonales en R? y el segundo en
problemas de transversales utilizando programacién lineal. Dentro del
primer tipo, empezamos tratando el problema de la clasificacion de vér-
tices convexos y céncavos en poliedros ortogonales, la solucién de este
problema extiende el resultado de poligonos ortogonales al espacio. El
segundo problema trata la minimizacién de dngulos s6lidos en poliedros
ortogonales, para su solucién se caracterizan los poliedros ortogonales
de acuerdo al tipo de sus dngulos sélidos internos. Ademas se establecen
cotas sobre la maxima y minima suma de angulos s6lidos que un polie-
dro ortogonal puede alcanzar. Posteriormente se estudia la variante del
Problema de la Galeria de Arte: Dado un poliedro ortogonal P en R3,
encuentre un conjunto minimo de aristas guardia que vigilen P. Para
este problema se establecen cotas para vigilar poliedros ortogonales y
se introduce el concepto de 7 /2-arista guardia, como una generalizacion
de los reflectores ortogonales en el plano, este modelo de aristas guardia
es mas restrictivo ya que su rango de iluminacién es mucho menor al de
las aristas guardias conocidas en la literatura. Con este nuevo modelo
de iluminacién se encuentra una cota inferior para iluminar un poliedro
ortogonal con 7/2-aristas guardia, para la solucién a este problema se
encuentra un poliedro que puede ser extendido a una familia parame-
trizada por el nimero de aristas. Respecto a los problemas del segundo
tipo, en la tltima parte se aborda el problema de encontrar transversales
que atraviesan lineas generadas por puntos en movimiento. Las varian-
tes que se estudian son puntos que se mueven con la misma velocidad
y la misma direccién, puntos que se mueven con diferentes velocidades
y la misma direccién y por dltimo puntos que se mueven a diferentes
velocidades y en diferentes direcciones. Primero se resuelve la variante
de estos puntos en el plano y posteriormente se extiende para cualquier
dimensién fija d.
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Resumen

Los resultados que presentamos fueron publicados en Proceedings
of the 28th Canadian Conference on Compuatational Geometry, Procee-
dings of the 20th Japan Conference on Computational Geometry, Graphs
and Games y en la revista Elsevier - Information Processing Letters.
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Capitulo 1

Introduccion

Uno de los problemas méas antiguos y mas estudiados en el adrea de la
geometria computacional es el de la galeria de arte. El estudio de proble-
mas relacionados con galerias de arte resulta ser de gran importancia,
dado que se tiene una gran variedad de aplicaciones en distintas dreas de

la computacion, entre las cuales destacan: la robética [33, 54], la planea-
ci6n de movimiento [34, 39], el reconocimiento de patrones y la visién
computacional [7, 16, 49, 50], la graficacién por computadora [55, 14],
el disefio por computadora [36, 11] y las redes inaldmbricas [22].

El problema de iluminar una habitacién de forma que tenga suficien-
te luz y utilizando el menor nimero de focos posible es equivalente al
problema de la galeria de arte. Geométricamente se puede representar la
habitacién como un poligono P y a los focos como puntos en el interior
de P. Se dice que un punto p de P estd iluminado si y solo si existe un
foco f tal que el segmento que une a p con f esta contenido totalmente
en P. Es por eso que a los problemas de galerias de arte se les refiera
también como problemas de iluminacién. En ocasiones los términos de
vigilar e iluminar, asi como guardias y focos se usan indistintamente en
esta area ya que son equivalentes.

Durante una conferencia en Stanford en agosto de 1976, V. Klee
hizo la siguiente pregunta: ;Cudntos guardias son siempre suficientes
para vigilar cualquier poligono con n vértices? Poco tiempo después, V.
Chvatal [15] estableci6 lo que ahora se conoce como el Teorema de la
Galeria de Arte de Chvdtal, el cual dice que: | 5 | guardias son siempre
suficientes y a veces necesarios para vigilar un poligono simple P de n
vértices.

A partir de la publicacién del teorema de Chvatal comenzd a surgir
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una gran cantidad de trabajos de investigacién relacionado con proble-
mas de iluminacion y galerias de arte. En 1987, aparecié el libro Art
Gallery Theorems and Algorithms de J. O’Rourke [12], el primer libro
dedicado completamente al estudio de este tipo de problemas. Con la
publicacion de este libro comienzan a ser estudiadas una gran cantidad
de variantes del problema original. Posteriormente aparecen compen-
dios por T. Shermer [17] y J. Urrutia [51], los cuales contienen una gran
coleccién de resultados sobre variantes del problema de la galeria de
arte. La mayoria de estos resultados son para ambientes planos, pero
muy poca investigacién se ha desarrollado para el caso tridimensional o
de dimensiones mayores.

Otro de los problemas clasicos en la geometria computacional es el
llamado problema de la separabilidad de objectos geométricos. Algunos
ejemplos de los tipos de objectos pueden ser puntos, lineas, planos, poli-
gonos o configuraciones de puntos que cumplan con ciertas restricciones.
Algunas variantes de estos problemas pueden ser resueltos utilizando
programacién lineal en tiempo O(n). En dos articulos, Megiddo [37, 38]
demuestra que varios problemas de la geometria computacional, inclu-
yendo el problema de encontrar el circulo més pequeno que contiene
a un conjunto de puntos en el plano, el problema de separabilidad de
un conjunto de puntos rojos y azules en un espacio de dimension fija
y otros, son resueltos en tiempo lineal. En [38] Megiddo probé que la
programacién lineal en R se resuelve en O(f(d)) x n, cuando d es una
constante se resuelve en tiempo lineal.

Esta tesis surge de la motivacién de extender resultados de ilumina-
cién de poligonos a dimensiones mayores. En particular nos enfocaremos
en poliedros ortogonales; sus tipos de vértices, sus angulos s6lidos inter-
nos y la iluminacién de ellos. Respecto a la separabilidad de objectos
geométricos observamos que las variantes en la literatura son para ob-
jetos fijos, por lo que se nos hace interesante explorar variantes para
objectos en movimiento.

En el resto del capitulo se introduciran algunas definiciones y con-
ceptos que pondran en contexto esta tesis.

1.1 Terminologia basica

Definicién 1.1. Un poligono P es una sucesion ordenada de n puntos
en el plano p1,...,pn, para n > 3, llamados los vértices de P, junto
con el conjunto de segmentos de linea que unen a v; con viy1, para
i=1,....,n—1, y v, con vy, llamado conjunto de aristas de P.
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Se dice que P es simple si y sOlo si cualquier par de aristas no
consecutivas no se intersectan. Un poligono simple divide al plano en
dos regiones, una no acotada, llamada el exterior y una acotada, el
interior. Una diagonal de P es un segmento contenido en el interior de
P que une dos vértices de P no consecutivos. Por simplicidad, al decir
poligono nos referiremos a un poligono simple junto con su interior.

Llamamos a un vértice v de P convexo si el angulo interno formado
por sus dos aristas incidentes es menor o igual que 7, en otro caso v es
llamado cdncavo.

Un poligono simple es llamado ortogonal si todas sus aristas son
paralelas a los ejes coordenados x o y.

Dados dos puntos p y ¢ dentro de un poligono P, decimos que ¢ es
visible desde p si y solo si el segmento que une a p y ¢ estd totalmente
contenido en P. Decimos que los puntos de un subconjunto finito J,
contenido en P wvigilan o iluminan a P siy s6lo si cualquier punto p de
P es visible desde algtin punto u de J. El término iluminar se sigue de
la nocién de que si colocamos una fuente de luz que irradia en todas
las direcciones en cada elemento de J, P esta totalmente iluminado.
El uso del término wigilar se sigue de la nocién de que si colocamos un
guardia en cada elemento de P, todo P esta vigilado. En este documento
utilizaremos el término iluminar y vigilar de forma indistinta.

Una triangulacion 7' de un poligono P, es una divisién del interior
de P en tridngulos con interiores ajenos, de tal forma que las aristas
de estos tridngulos solamente pueden ser aristas o diagonales de P.
Las triangulaciones de poligonos juegan un papel muy importante en el
estudio de los problemas de galerias de arte ya que muchos resultados
se derivan a partir de ellas. En 1991, B. Chazelle [13] demostr6 que
cualquier poligono simple puede ser triangulado en tiempo lineal, en
2001, N. Amato et. al. [6] presentaron un algoritmo aleatorizado de
tiempo lineal esperado.

1.2 Variantes del problema de la galeria
de arte

Algunas de la restricciones que dan pie a algunas de las variantes mas
estudiadas del problema de la galeria de arte son los tipos de guardias
que vigilan la galeria y las formas de las galerias. Algunos tipos de
guardias estudiados en la literatura se enuncian a continuacion:

e Puntos guardia. Estos guardias pueden estar colocados en cual-
quier parte del P.
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Vértices guardia. En este caso, sélo se permite colocar guardias
en los vértices de P.

Aristas guardia. Los guardias son segmentos de linea escogidos
de entre las aristas de P. Existen dos variantes en la literatura,
aristas guardia cerradas y aristas guardia abiertas. Diremos que
una arista guardia es cerrada si incluye sus puntos extremos y
abierta si los excluye. A menos que se indique lo contrario, asumi-
remos que las aristas guardia son cerradas. Un punto se considera
vigilado si es visible desde algiin punto de la trayectoria de un
guardia.

Caras guardia. Los guardias son poligonos elegidos de entre las
caras del poliedro. Al igual que las aristas guardia existen caras
guardia abiertas y caras guardia cerradas. Diremos que una cara
guardia es cerrada si incluye la frontera de la cara y abierta si la
excluye.

Guardias moviles. Los guardias tienen la habilidad de moverse
sobre segmentos de linea cerrados completamente contenidos en
P.

Vértices y puntos reflectores. Al igual que los guardias, dis-
tinguimos entre los que se colocan en cualquier parte de P y los
que sélo pueden estar en los vértices de P. Los reflectores fueron
introducidos por J. Urrutia en 1990 en un taller de iluminacién en
Barbados. La motivacion de este tipo de guardias se debe a que
muchos dispositivos de vigilancia tiene un rango de visiéon limita-
do.

Moédems. Este tipo de guardias son modelados como dispositivos
inalambricos cuya senal de radio puede penetrar un niimero acota-
do de objectos. Se dice que un médem m ilumina a un punto p, si
el segmento que los une intersecta a lo mas un ntimero acotado de
objetos. Este tipo de guardias fue introducido por O. Aichholzer
et. al. en [5].

Guardias cromaticos. Para esta variante se asume que los guar-
dias tienen colores asignados. Se dice que un conjunto coloreado
de puntos G de un poligono P vigilan a P si todo elemento p de
P es visible desde al menos un elemento de G, y todos los elemen-
tos de G que ven a p tiene un color diferente. Esta variante fue
introducida por H. Erickson et. al. en [28]
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Al imponer restricciones en la forma de las galerias, surge una gran
cantidad de variantes, como son:

o Galerias tradicionales. En esta variante la galeria esta formada
por un conjunto de habitaciones rectangulares dentro de un edifi-
cio rectangular. Cualquiera dos habitaciones contiguas tienen una
puerta que las une.

e Galerias ortogonales. En este tipo de galerias se restringe a que
cada arista sea paralela a alguno de los ejes coordenados.

e Galerias con huecos. Para esta variante, se permite que la ga-
leria contenga otros poligonos, llamados huecos, cuyo interior no
se considera parte del interior de la galeria.

e Galerias curvilineas. Este tipo de galerias asume que las aristas
de la galeria son arcos de curva. Este tipo de galerias fue introdu-
cido por M. Karavelas et. al. en [32].

1.3 Algunos resultados para poligonos

A continuacién presentamos un conjunto de resultados para poligo-
nos, para ilustrar las técnicas principales en esta area de investigacién.

Figura 1.1: Triangulaciéon de P coloreada.
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1.3.1 Teorema clasico de Chvatal de la galeria de
arte

Empezamos con la prueba del teorema de la galeria de arte de Chva-
tal, el cual fue propuesto originalmente para poligonos simples. Damos
un bosquejo de la prueba de S. Fisk [24]:

Figura 1.2: Poligono que necesita | %] guardias.

Teorema 1.2. L%J guardias son siempre suficientes y a veces necesarios
para vigilar un poligono simple P con n vértices.

Prueba. Sea P un poligono simple con n vértices. Obtenemos una trian-
gulacién T de P agregando n — 2 diagonales internas. Es facil ver que
podemos colorear los vértices de P usando tres colores, representados
por los elementos del conjunto {1,2,3}, tales que cualesquiera dos vér-
tices unidos por una arista de P o una diagonal de T tienen colores
diferentes, vea figura 1.1. Esto divide el conjunto de vértices de P en
tres clases cromaticas Cq,Co, C3. Como los vértices de cada tridngulo
de T tienen colores diferentes, cada una de las clases cromaticas vigila
a P. Colocamos un guardia en cada vértice de la clase cromética més
pequena y el resultado se sigue.

Para ver que [%| guardias son algunas veces necesarios, conside-
ramos el “poligono peine” mostrado en la figura 1.2. Cada “pua” del
peine requiere un guardia, ya que ningin punto puede ver la punta de
dos puas. O

En el caso de guardia méviles O’Rourke [11] demostréd que:

Teorema 1.3. |%]| guardias méviles son suficientes y en ocasiones

necesarios para vigilar cualquier poligono con n vértices.

La figura 1.3a muestra un ejemplo de un poligono que requiere |7 |

guardias méviles para ser vigilado. Paige y Shelmer [47] se dieron cuenta
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(a) (b)

Figura 1.3: Un poligono que requiere | %] guardias méviles y los poligo-
nos de Paige y Shermer.

que si cada guardia moévil es restringido a moverse sobre una arista
del poligono, entonces |%] no son siempre suficientes. La figura 1.3b
muestra los dos tinicos contraejemplos que no cumplen la cota para
aristas guardia.

1.3.2 Galerias tradicionales

En un escenario mas realista, una galeria de arte tradicional suele
ser un edificio rectangular subdividido en habitaciones rectangulares. Se
supone que cualesquiera dos habitaciones adyacentes tiene una puerta
que las une, vea figura 1.4.

Entonces, jcon cuintos guardias podemos vigilar una galeria de arte
tradicional de n habitaciones? Observemos que cualquier guardia colo-
cado en la puerta de dos habitaciones es capaz de vigilar ambas ha-
bitaciones y dado que un guardia no puede estar en tres habitaciones

n

a la vez, entonces faltan al menos | 5] guardias para poder vigilar tal

galeria. El siguiente teorema [17] nos dice que esta cota es justa.

Teorema 1.4. Cualquier galeria de arte tradicional con n habitaciones
puede ser vigilada exactamente por | 5| guardias.

1.3.3 Galerias ortogonales

La relajacién de la estructura de galerias de arte a poligonos orto-
gonales simples permiten mejorar las cotas del nimero de guardias. El
primer resultado para este tipo de galerias fue obtenido por J. Kahn et.
al. [30]
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Figura 1.4: Galeria de arte tradicional.

Teorema 1.5. Cualquier poligono ortogonal con n vértices siempre pue-
de ser vigilado usando a lo mds | 2| vértices guardia. En ocasiones | %]

4 4
vértices guardia son necesarios.

La prueba de este teorema se basa en una técnica similar a la usada
por Fisk. La idea principal consiste en obtener una cuadrangulacién
convexa de P, lo cual induce una grafica 4-coloreable, y tomando la
clase cromética mas pequenia se obtiene la cota. Estos guardias son
ocasionalmente necesarios, por ejemplo para vigilar el “peine ortogonal”
mostrado en la figura 1.5.

Figura 1.5: Poligono que necesita | % | guardias.

Esta prueba promovié el estudio de la descomposicién de poligonos
ortogonales en cuadrilateros convexos y en subpoligonos con forma de
L, para més detalles consulte [47, 51].

Para guardias méviles en poligonos ortogonales, Aggarwal [1] demos-
tro:

Teorema 1.6. L%J guardias moviles son suficientes y en ocasiones

necesarios para vigilar cualquier poligono ortogonal con n vértices.

Esta cota es justa, la figura 1.6 muestra un ejemplo de un poligono
que cumple con la cota.
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Figura 1.6: Un poligono ortogonal que requiere [ *5£= | guardias méviles.

1.3.4 Galerias con huecos

Un poligono con huecos es un poligono P que encierra varios otros
poligonos ajenos entre si P, ..., Py, los huecos. Ninguna de las fronteras
de P, Py, ..., P, pueden intersectarse, y cada uno de los huecos es vacio.
Se dice que P acota una regiéon conexa de manera multiple con h huecos:
la region del plano interior a o en la frontera de P, pero fuera o sobre
la frontera de Py, ..., Py.

s . . - . h
Figura 1.7: Un poligono con n vértices y h huecos que requiere f%}
guardias para ser vigilado.

En 1991, Bjorling-Sachs y Sovaine [10] y Hoffmann, Kaufman y Krie-
gel [29] probaron de forma independiente el siguiente resultado para
puntos guardia:

Teorema 1.7. [%1 puntos quardia son siempre suficientes y en oca-
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stones necesarios para vigilar cualquier poligono con n vértices y h hue-
cos.

Para la cota inferior, la figura 1.7 muestra un poligono que requiere
L%J guardias para ser vigilado.
Para poligonos ortogonales con n vértices y h huecos O’Rourke [412]

demostrd que
n+ 2h
4

vértices guardia son suficientes para vigilar cualquier poligono ortogonal.

La figura 1.8 muestra una familia de poligonos ortogonales con huecos
2n

que requieren | % | vértices guardia.

] ] ] ]

Figura 1.8: Poligono con n vértices que necesita L%”J vértices guardia.

El resultado de Aggarwal fue generalizado para guardias méviles en
poligonos ortogonales con huecos por Gyory, Hoffman, Kriegel y Sher-
mer [27]. Ellos demostraron:

Teorema 1.8. L%J guardias moviles son siempre suficientes y
en ocasiones necesarios para vigilar un poligono ortogonal.

La figura 1.9 muestra un ejemplo de un poligono que cumple con la
cota.

1.3.5 Iluminacidén con reflectores ortogonales

En esta seccién presentaremos la variante de iluminacién con reflec-
tores. En los problemas anteriores asumimos que los focos emiten la luz
en todas las direcciones, sin embargo los reflectores emiten luz solamente
en una zona angular de tamaifio fijo. Entonces diremos que un reflector
fi es una fuente de luz colocada en un punto p, llamado su &apice; f;
ilumina dentro de una zona angular de tamafio «a;, y dicha zona puede
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Figura 1.9: Un poligono que requiere LWJ

guardias méviles.

ser rotada sobre su apice. Diremos que un reflector es ortogonal si su
zona angular es de tamafo 7 /2.

Para poligonos ortogonales, Estivill-Castro y Urrutia [23] demostra-
ron:

Teorema 1.9. Cualquier poligono ortogonal con n vértices puede ser
stempre iluminado usando a lo mds L%J vértices reflectores ortogona-
les. Si los reflectores pueden colocarse en cualquier parte de la frontera
del poligono, L%J son suficientes. Ambas cotas son justas.

La demostracién del teorema 1.9 fue realizada obteniendo cuatro
reglas de iluminacién. En el capitulo 4 usaremos estas reglas para po-
liedros ortogonales. Las reglas de iluminacion se definen de la siguiente
forma: las aristas de un poligono ortogonal P se clasifican en cuatro
tipos, superior, izquierda, inferior y derecha. La regla de iluminacién
superior-derecha se define como sigue: para cada vértice superior de
cada arista derecha, y para cada vértice del extremo derecho de cada
arista superior, colocamos un reflector ortogonal que ilumina el sector
angular de 5 a 37” Es fécil verificar que estos reflectores iluminan P.
Las reglas superior-izquierda, inferior-izquierda e inferior-derecha se de-
finen de forma similar. Utilizando un argumento de conteo se demuestra
que estas reglas de iluminacién usan a lo més P"g 4J reflectores. Los
ejemplos de la figura 1.10 cumplen con la cota.

Este resultado fue posteriormente extendido por Abello, Estivill-
Castro, Shermer y Urrutia [2]. Ellos demostraron:

4(h—1 s .
Teorema 1.10. V’"%MJ vértices reflectores ortogonales son siem-
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i

Figura 1.10: Poligonos ortogonales que requieren L%J reflectores or-

togonales.

pre suficientes y en ocasiones necesarios para iluminar cualquier poli-
gono ortogonal con n vértices y h huecos. La cota es justa.

La figura 1.11 muestra poligonos ortogonales con huecos que cumplen
con la cota.

-

Figura 1.11: Poligonos ortogonales con huecos que cumplen con la cota
del teorema 1.10.

1.4 Algunos resultados en poliedros

1.4.1 Tetraedralizacion de poliedros

La dificultad principal que surge cuando se intenta extender los re-
sultados estudiados en la seccién 1.3 a poliedros (la definicién formal de
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poliedro se da en el capitulo 2) es la triangulacién, esta técnica usada
en poligonos no se generaliza a dimensiones mayores. De hecho, existen
poliedros cuyo interior no puede ser partido en tetraedros sin la adicién
de vértices. El poliedro de Schonhardt (figura 1.12), es el poliedro no
convexo mas simple que no puede ser tetraedralizado sin la adicién de
nuevos vértices, no hay forma de elegir cuatro de los seis vértices sin
que el tetraedro generado quede completamente contenido dentro del
poliedro, lo que lo hace no tetraedralizable. Sin embargo, si se agrega
un vértice adicional en el centro del poliedro de Schénhardt, este puede
ser partido en ocho tetraedros.

Figura 1.12: Poliedro de Schonhardt.

En el caso de poliedros ortogonales también existen ejemplos que no
son tetraedralizables. Uno de los méas conocidos es el llamado octoplezx.
Para ver que el octoplex no es tetraedralizable, observe que existen
puntos p alrededor del centro del octoplex, tales que el segmento que
conecta a p con cualquier vértice necesariamente cruza la frontera, vea
la figura 1.13.

A continuacién se enuncian algunas cotas y resultados para el caso
del problema de la galeria de arte para poliedros.

1.4.2 Cotas en puntos guardia

La clase de poliedros ilustrado en la figura 1.14a generaliza al octo-
plex. Este poliedro simple conexo es llamado multiplex [42]. Para polie-
dros ortogonales la cota del teorema 1.11 es justa, como lo demostraron
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Figura 1.13: Octoplex.

Paterson y Yao en [14], via particionamiento de espacio binario.

Teorema 1.11. (Paterson-Yao) ©(n?/2) puntos guardia son suficientes
y ocasionalmente necesarios para vigilar un poliedro ortogonal con n
vértices.

1.4.3 Cotas en aristas guardia

Ya que existen ejemplos de poliedros que no pueden ser vigilados
por sus vértices incluso si colocamos un guardia en cada uno de ellos.
Urrutia planteé la iluminacién de poliedros con aristas guardia en [51]
v hace las siguientes observaciones:

Observacion 1.12. FExisten poliedros con e aristas que requieren al
menos .

5

6
aristas guardia para ser vigilados, para cualquier e grande.

La figura 1.15 muestra un ejemplo.
Para poliedros ortogonales, la cota inferior se demedia.

Observacion 1.13. FExisten poliedros ortogonales con e aristas que
requieren al menos

[%J +0(1)
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Figura 1.14: a) Vista externa de un multiplex. b) Corte transversal de
un multiplex con un punto en el centro de cada pequetio cubo. Alrededor
de cada punto, existen puntos que son invisibles a todos los vértices. Por
lo tanto, este tipo de poliedro no es vigilable con vértices guardia y el
nimero de puntos guardia es proporcional al nimero de estos pequefos
cubos.

Figura 1.15: Poliedro con 6k + 6 aristas que requiere k aristas guardia.

aristas guardia para ser vigilados, para e arbitrariamente grande.

La figura 1.16 muestra un ejemplo.
El mismo autor también conjetura que estas cotas inferiores son
justas.

Conjetura 1.14. Cualquier poliedro simplemente conexo homeomorfo
a la esfera con e aristas es vigilable por a lo mas

% +0(1)

aristas guardia.
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Figura 1.16: Poliedro ortogonal con 12k+12 aristas que requiere k aristas
guardia.

Conjetura 1.15. Cualquier poliedro ortogonal con e aristas es vigilable
por a lo mas

e
—+0(1
aristas gquardia.

También enuncié el siguiente teorema.

Teorema 1.16. Cualquier poliedro ortogonal con e aristas es vigilable
por a lo mas

5]

6

Después de once aios Benbernou et al. [9, 52] demostraron:

aristas guardia.

Teorema 1.17. Todo poliedro ortogonal con e aristas y género arbitra-
rio g puede siempre ser vigilado con

11 g 1
Te— 2 _
72 6
aristas guardia abiertas.
En 2012, Cano, Téth y Urrutia [12], redujeron ligeramente la cota

superior de las aristas guardia para poliedros generales.

Teorema 1.18. Cualquier poliedro con e aristas es vigilable por a lo

mas
27e
32

aristas guardia.
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1.4.4 Cotas en caras guardia

Este modelo de iluminacién fue introducido por Souvaine et al. [18]
en el 2011. Ellos demostraron para poliedros ortogonales que:

Teorema 1.19. Sea g el ndmero minimo de caras guardia cerradas sufi-
cientes para vigilar cualquier poliedro ortogonal con f caras homeomorfo

a la esfera. Entonces
f f
< g< | =
L? =9= 16

Y para poliedros generales que:

Teorema 1.20. Sea g el numero de caras guardia cerradas suficien-
tes para vigilar cualquier poliedro con f caras homeomorfo a la esfera.

FEntonces
£-3<ss
5 5 2

Viglietta [53, 52] estudi6 la variante de caras guardia abiertas y
demostro los siguientes resultados:

Teorema 1.21. Cualquier poliedro con sus caras orientadas en ¢ direc-
citones con f caras es vigilable por

-4

caras guardia abiertas (resp. cerradas).
Para el caso de poliedros ortogonales la cota se vuelve justa:

Teorema 1.22. Para vigilar un poliedro ortogonal con f caras,

g

caras guardia abiertas son suficientes y ocasionalmente necesarias.
La figura 1.17 muestra un ejemplo.

Teorema 1.23. Para vigilar un poliedro con f caras orientadas en 4
direcciones distintas,
/
4

caras guardia abiertas son siempre suficientes y en ocasiones necesarias.

La figura 1.18 muestra un ejemplo.

Viglietta en su tesis doctoral estudia no sélo la iluminacién de po-
liedros ortogonales sino también la exploracién de ellos, el autor puede
referirse a [52] para conocer mas acerca de este tipo de problemas.
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Figura 1.17: Poliedro ortogonal que requiere L%J caras guardia abiertas.

v ——

Figura 1.18: Poliedro con 4k + 3 caras que requiere k caras guardia.
Cada cara abierta ve la punta de al menos uno de los picos tetraédricos.
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1.5 Separabilidad y programacién lineal

Un problema de optimizacién tiene la forma

minimizar  fo(x)

sujetoa f; <b;, parai=1,...,m (1.1)

el vector x es la variable de optimizacion del problema, la funcién fj :
R™ — R es la funcion objetivo, las funciones f; : R — R son las
funciones de restriccion y las constantes b; son los limites o cotas, para
las restricciones. Un vector &* es llamado solucidn del problema (1.1),
si fo(x*) tiene el minimo para todos los vectores que satisfacen las
restricciones.

A continuacién damos una breve descripcién del algoritmo de Me-
giddo para resolver problemas de programacion lineal en tiempo lineal,
para el caso bidimensional. La descripcion completa para el caso n-
dimensional puede encontrarse en [38]. El algoritmo asume que la es-
tructura del programa de optimizacion es de la siguiente forma:

minimizar y
sujeto a
y>ax+b, i€l
y<ax+b, i€l
a<z<b (1.2)

con |I1| + 2] < ny —oo < a,b < co. Se definen las funciones h y g
como sigue,

g(x) =max{a;x + b;li € I }
h(z) =min{a;x + b;|i € Iz}

g v h son funciones lineales a tramos, g es convexa y h es céncava I
representa el conjunto de restricciones piso e I5 representa el conjunto de
restricciones techo del programa de programacion lineal. Un programa
de la forma (1.1) puede ser transformado a la forma (1.2) en tiempo
O(n), ver [37].

El algoritmo se puede describir en cuatro pasos:

e Emparejamiento: Se forman pares de lineas de forma arbitraria
tanto para las restricciones techo como para las restricciones piso,
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y se calculan los puntos de intersecciéon de ellas. Si hay un par
de lineas paralelas, una de ellas puede ser removida ya que es
redundante y no formara parte de la solucién final.

e Mediana: Se encuentra la mediana x,, respecto a la coordenada x
de entre los puntos de interseccién.

o Optimo relativo: Se quiere decidir en que direccion, respecto a @,
se encuentra el valor 6ptimo. Para x,, se calculan g(x,,) y h(zm)
sobre las restricciones que pasan por x,,. Se calculan las pendientes
a partir de las derivadas de g(2,,) v h(2,,). Por propiedades de
convexidad, si existe una pendiente que decrece, el valor éptimo
debe estar sobre esa direccién. En otro caso la mediana es un
minimo y el problema esta resuelto.

e Podado: Para cada par de lineas, con punto de intersecciéon opuesto
a la direccion del punto 6ptimo respecto a la mediana, removemos
la mitad de las restricciones (una de ellas no participard en la
solucién final).

En cada iteracién, se eliminan un cuarto de las restricciones del
conjunto actual. Cada uno de los pasos se resuelve en tiempo lineal en
el nimero de las restricciones. Repetir este proceso implica que el tiempo
de ejecucién T'(n) del algoritmo satisface T'(n) = O(n) + T'(3n). Por lo
tanto el tiempo total de ejecucion del algoritmo es O(n).

Este algoritmo fue utilizado por Megiddo para resolver varios pro-
blemas geométricos, de los cuales algunos son: el centro ponderado de
un arbol, el circulo més pequeno que encierra n puntos, la separabilidad
de puntos rojos y azules, separabilidad circular de puntos rojos y azules.
Este algoritmo serd de gran importancia en la solucién de los problemas
planteados en el capitulo 5.



Capitulo 2

Poliedros

En este capitulo estudiaremos el problema de la clasificacién de vér-
tices en poliedros ortogonales. Extenderemos algunos resultados de poli-
gonos en R? a poliedros en R3. La primera seccién provee algunas defini-
ciones sobre poligonos y poliedros que seran de utilidad en la demostra-
cién del resultado principal del capitulo. En la segunda seccién, primero
se presenta un resultado para poliedros ortogonales homeomorfos a la
esfera y posteriormente se extiende a poliedros ortogonales generales.

2.1 Preliminares

Definicién 2.1. Un poliedro P en R3 es un conjunto compacto acotado
por una variedad lineal a tramos.

Una cara de un poliedro es un subconjunto maximo planar de su
frontera cuyo interior es conexo y no vacio. Un poliedro es ortogonal si
todas sus caras son paralelas a los planos xy, xz o yz. Las caras de un
poliedro pueden ser poligonos con huecos, y si el poliedro es ortogonal,
entonces sus caras y sus huecos también son ortogonales. Un vértice de
un poliedro es un vértice de cualquiera de sus caras. Una arista es un
segmento de linea recta de longitud positiva minima compartida entre
dos caras y que une dos vértices del poliedro.

El género g de una superficie orientable conexa es el maximo nimero
de curvas cerradas simples que no se intersectan, y que se pueden dibujar
sobre la superficie sin separarla [10]. En términos muy generales, se
puede interpretar como el nimero de agujeros de una superficie.
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Teorema 2.2 (Teorema de Triangulacién [12]). Un poligono de n vér-
tices se puede dividir en n — 2 tridngulos mediante la adicion de n — 3
diagonales internas.

Prueba. La prueba es por induccién sobre n. El teorema es trivialmente
cierto para n = 3 ya que el poligono es un tridngulo. Sea P un poligono
con n > 4 vértices. Sea vy un vértice convexo de P y sean vq, v, v3 tres
vértices consecutivos. Buscamos una diagonal interna d. Si el segmento
v1v3 esta completamente al interior de P, es decir, sin intersectar la
frontera de P, entonces d = wivs. En otro caso el tridngulo vjvqvs
deberd contener al menos un vértice de P. Sea u el vértice més alejado
de vyvs (ver figura 2.1) y d = vou. En cualquiera de los casos, d divide
a P en dos poligonos mas pequenos P; y P,. Si P; tiene n; vértices,
i = 1,2, entonces n1 +no = n+2 ya que los puntos extremos de d estan
compartidos entre P; y P». Claramente n; > 3, i = 1,2, lo cual implica
que n; < n, i = 1,2. Aplicando hipétesis de induccién a cada poligono
resulta en una triangulaciéon para P de (ny —2) + (ng — 2) = n — 2
tridngulos, y (ny — 3) + (ne — 3) + 1 = n — 3 diagonales, incluyendo
d. O

Figura 2.1: Existencia de la diagonal de un poligono.

Corolario 2.3. La suma de los dngulos internos de un poligono simple
es (n — 2)m.

Prueba. Por el teorema 2.2, todo poligono simple de n vértices puede ser
dividido en exactamente n — 2 tridngulos usando diagonales que unen
pares de vértices del poligono, y como la suma de los angulos de un
tridngulo es m, entonces la suma de los &ngulos internos de un poligono
simple es (n — 2)7. O

Observacion 2.4. En un poligono ortogonal todos sus dngulos son de
/2 para cada vértice convexo y 3w /2 para cada vértice concavo.
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Lema 2.5 ([12]). En un poligono ortogonal de n vértices, de los cudles
k son convexos, n = 2k — 4.

Prueba. Sea r el nimero de vértices céncavos, entonces, n = k +r. Ya
que la suma de los dngulos internos de un poligono simple es (n — 2)m,
entonces,

(n— 2)m = k(r/2) + r(37/2)

Resolviendo para r y substituyendo en n = k 4 r se obtiene n = 2k — 4.
O

Se sigue del lema 2.5 el siguiente corolario,

Corolario 2.6. Elnidmero de vértices convexos en poligonos ortogonales
esk=(n+4)/2 y el nimero de vértices concavos es r = (n —4)/2.

A continuacién se enuncia una generalizacion de la férmula de Euler,
conocida como la férmula de Euler—Poincaré, la cual incluye el género
v los huecos en las caras de un poliedro.

Teorema 2.7 ([45]). Para cualquier poliedro de género g con f caras,
e aristas, v vértices y un total de h huecos en sus caras, la identidad

v—e—h+f=2-2¢g
se cumple.

Ahora estamos listos para extender algunos de estos resultados a R>.

2.2 Clasificacion de vértices en poliedros
ortogonales

Sea v un vértice de un poliedro ortogonal P. Dada una cara F de P
que contiene a v, decimos que v es un vértice convezxo, llano o concavo
de F si el angulo de F en v es menor que m, igual a 7w, o mayor que T,
respectivamente, ver figura 2.2. Obsérvese que en el plano, los vértices
llanos en poligonos no tienen mucho sentido, sin embargo, cuando se
trata de poliedros, en muchos casos un vértice puede aparecer como un
vértice llano en alguna de sus caras, ver por ejemplo la figura 3.3d.

Decimos que un vértice v de un poliedro P es convexo en las caras,
por simplicidad convero, si es convexo o llano en todas las caras de P en
las que participa. Si v es un vértice concavo en exactamente una de las
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Figura 2.2: Tipos de vértices en una cara de un poliedro ortogonal, c es
un vértice convexo, r un vértice concavo, y s un vértice llano.

caras en que participa, lo llamamos vértice céncavo de P. Probaremos
un resultado que generaliza al corolario 2.6.

Comenzamos demostrando el siguiente resultado respecto a los polie-
dros que son homeomorfos a la esfera, y cuyo 1-esqueleto es una grafica
ciibica conexa. Posteriormente extendemos este resultado a poliedros
ortogonales generales.

Teorema 2.8. Sea P un poliedro ortogonal en R® homeomorfo a la
esfera, con n = 2k vértices, y tal que su l-esqueleto es una grdfica
cubica conexa. Entonces P tiene (n+8)/2 vértices converos y (n—8)/2
vértices concavos

Prueba. Ya que cada vértice tiene grado tres, el niimero de aristas e es
3k. Por la féormula de Euler, el niimero de caras f es k + 2. El niimero
de vértices concavos en un poligono ortogonal es (n —4)/2, por lo tanto
el nimero de vértices céncavos en la cara de P es (V; —4)/2, donde V;
es el nimero de vértices en dicha cara. Entonces el nimero de vértices

céncavos de P es
k42

,,227‘/32—4. (2.1)

i=1
Multiplicando por 2 la ecuacién (2.1), tenemos
k+2 k+2

or = Zw - 24.
=1 i=1

Ya que el total de vértices es 2k y como cada vértice es incidente a tres
caras, entonces el nimero de vértices es contado tres veces cuando la
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primer suma es calculada, se obtiene

2r = 6k — 4(k + 2), equivalente a
r=*k—4.

Comon =2k, r=(n—8)/2,ycomon=c+r,c=(n+38)/2. O

A continuacién presentamos dos lemas que nos ayudardn a incorpo-
rar los vértices llanos y los huecos en las caras en el conteo de vértices
convexos y coéncavos de un poliedro ortogonal.

Lema 2.9. Considere un poligono ortogonal P con n vértices de los
cudles s son llanos. Entonces el numero de vértices concavos y convexos
de Pesr=(n—s—4)/2 yc=(n—s+4)/2, respectivamente.

Prueba. Como la suma de los dngulos internos de un poligono simple es
m(n — 2), mientras que el dngulo de cada vértice convexo es 7/2, el de
cada vértice céncavo es 37/2 y el de cada vértice llano es 7, entonces

m(n—2) = (g) c+ (3;) r+ (1)s.

Resolviendo para c y sustituyendo en n = ¢+ r 4+ s obtenemos n =
2r + s+4. Porlo tanto, r = (n—s—4)/2yc=(n—s+4)/2.
O

Ahora probaremos el siguiente lema para los poligonos ortogonales
con huecos:

Lema 2.10. Sea P un poligono ortogonal con n vértices, h huecos, y
un total de s vértices llanos. Entonces el numero de vértices concavos
y convexos son r = (n—s—+4h —4)/2 yc = (n— s —4h + 4)/2,
respectivamente.

Prueba. Obsérvese que un hueco es un poligono ortogonal tal que sus
vértices convexos son coéncavos en P, sus vértices concavos son convexos
en P y sus vértices llanos son llanos en P. Por lo tanto, usando el lema
2.9, tenemos que si m es el nimero de vértices en P sin los huecos, s,
de los cuales son llanos, y cada hueco tiene n; vértices, s; de los cuales
son llanos, entonces el nimero de vértices concavos de P es

h
n; —s; +4 m—5sm—4 mn—s+4h—4
S

Entonces se sigue automéaticamente que el niimero de vértices convexos

en Pesc=(n—s—4h+4)/2. O
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Sean ks los vértices de grado 3, k4 los vértices de grado 4, y kg los
vértices de grado 6 en el 1-esqueleto de un poliedro.

Ahora estamos listos para presentar la extension del teorema 2.8 a
poliedros ortogonales generales.

Teorema 2.11. Sea P un poliedro ortogonal en R3 conn = ks + k4 + kg
vértices y género arbitrario g. Entonces P tiene (n—3(ky+ks)+89—8)/2
vértices concavos y (n + 3(ky + ke) — 8g + 8)/2 vértices convezos.

Prueba. El ntimero de aristas e es 3k3/2 + 2k4 + 3kg. Usando la férmula
de Euler-Poincaré, el nimero de caras f es k3/2+ kg + 2kg +2+ h — 2g.
Por el lema 2.10, el nimero de vértices concavos en P es

/
poy Vizscdhi—d

2 )

(2.2)

i=1

donde V;, s;, v h; son el nimero de vértices, vértices llanos, y huecos
respectivamente, de la i-ésima cara de P.
De la ecuacion (2.2) obtenemos

f f f f
2r =) Vi— > si+» 4hi— > 4
=1 =1 =1 =1

En la primera suma contamos el ntimero total de vértices: los k3 vérti-
ces son contados tres veces, los k4 vértices son contados 4 veces y los
vértices kg son contados 6 veces. La segunda suma cuenta el ntmero
total de vértices llanos pero estos son solamente vértices k4 y estos son
contados dos veces. La tercer suma da el total del ntimero de huecos en
P. Entonces tenemos

k
2r3k3+4k4+6k62k4+4h4(23+k4+2k6+2+h2g>
2r = k3 — 2k4 — 2kg — 8 + 8g. (23)
Como n = ks + k4 + kg, tenemos
r= (n—3(k4+k6)+89—8)/2.
Yaquen=c+r,c=(n+3(ks+ks)+8—8g)/2. O

Esta es la generalizacién enunciada del corolario 2.6.
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2.3 Conclusiones

En este capitulo, hemos caracterizado los vértices convexos y cénca-
vos en poliedros ortogonales, esta es la extension natural del resultado
de poligonos ortogonales al espacio. Una de las preguntas que quedan
abiertas es si este resultado puede extenderse a poliedros generales, para
poliedros generales el tipo de dngulos en sus caras no esta acotado como
en el caso de los poliedros ortogonales por lo que este mismo tipo de
enfoque no suena factible, sin embargo si acotamos el nimero de direc-
ciones de las caras del poliedro general podriamos caracterizar algunas
familias y sentar bases para un resultado mas general.






Capitulo 3

Suma de angulos sélidos

En este capitulo se obtiene cotas superiores e inferiores sobre la su-
ma de angulos sdlidos que un poliedro ortogonal de n vértices puede
alcanzar.

3.1 Introduccion

En el plano, para medir el angulo interno de un poligono en un vér-
tice v, usualmente consideramos un circulo lo suficientemente pequerno
centrado en v y que no contenga ninguno de los otros vértices del poli-
gono, medimos la longitud de la porcién del circulo que cae dentro del
poligono, y entonces lo dividimos entre su radio. De esta forma tenemos
angulos que varian entre 0 y 27. Es bien conocido desde la antigiiedad
que la suma de los dngulos de un triangulo es 7. En el caso de un poli-
gono simple de n vértices, la suma de los angulos internos es (n — 2)w
(ver corolario 2.3). Extenderemos estas ideas a poliedros en R3.

Sea P un poliedro en R? y v un vértice de P. El dngulo sélido de P en
v se define como sigue: Considere una esfera lo suficientemente pequena
C centrada en v y que no contenga ninguno de los otros vértices del
poliedro. El tamafio del angulo de P en v es el drea de la porcién de la
frontera de € que cae dentro de P dividida por el radio de € al cuadrado.
Ya que el area de una esfera unitaria es 47, entonces el maximo tamano
de los angulos sélidos en los vértices del poliedro es a lo méas 4.

En el plano es bien conocido que la suma de angulos de un tridn-
gulo es siempre 7. Este resultado no se generaliza a tetraedros en R3,
ya que para cualquier o < 27 existe un tetraedro tal que la suma de
sus angulos sélidos es «, ver [25]. De hecho, no es dificil ver que hay
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poliedros con un nuimero arbitrariamente grande de vértices tal que la
suma de sus angulos sélidos es arbitrariamente pequena. Una forma facil
de mostrar ésto es como sigue: Encuentre un poliedro convexo P con n
vértices tal que tiene una tetraedralizacién con un ntmero cuadratico
m de tetraedros. Como la suma de los angulos s6lidos de los tetraedros
usados en la tetraedralizacién de P es la suma de los dngulos sélidos de
P, los cuales suman a lo méas 2nm, se cumple que la tetraedralizacién
contiene un tetraedro tal que la suma de sus dngulos solidos es a lo més
2"7”, la cual tiende a cero conforme m se incrementa. Esto pude ser al-
canzado usando un poliedro ciclico cuyos vértices son los n puntos de la
curva de momento {p; = (i,%,i®) : i = 1,...,n}. Es bien conocido que
tal poliedro tiene una tetraedralizacién con (n—1)? tetraedros, ver [20].
Nosotros damos otro poliedro, al cual llamamos concha de mar, ver figu-
ra 3.1. Una concha de mar de tamafio (r x r) puede ser tetraedralizada
usando (n — 1)? tetraedros.

(a) concha de mar de ta- (b) concha de mar de ta- (C) concha de mar de ta-
maio (4 X 1) maifio (4 X 2) mafo (r X r)

Figura 3.1: Poliedros convexos que tienen un ntimero cuadratico de te-
traedros.

Los vértices de una concha de mar de tamafio (r x 1) son los n
vértices de una cadena convexa contenida en un plano P en R3, més los
vértices de un segmento no paralelo a P, opuesto a la cadena convexa y
lo suficientemente lejano de ella. Una concha de mar de tamafo (r x 1)
tiene una tetraedralizacién con n — 1 tetraedros, en la figura 3.1a se
muestra una concha de mar de tamafio (4 x 1). Una concha de mar
de tamafio (r X s) tiene n + m vértices, n sobre una cadena convexa
contenida en un plano P en R® y m en una segunda cadena convexa
contenida en un plano ortogonal a P. Estas cadenas convexas estan una
frente a la otra, y a una distancia lo suficientemente lejana. Una concha
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de mar de tamaiio (r x s) tiene una tetraedralizacién con (n—1)x (m—1)
tetraedros, ver figura 3.1b.

Una concha de mar de tamafio (r X r) es convexa, y tiene una te-
traedralizacion con (n — 1)? tetraedros. Para ver esto, observe que una
concha de mar de tamafio (r X r) es la unién de n — 1 diferentes conchas
de mar de tamafio (r x 1), y a su vez cada una de ellas es la unién de
n — 1 tetraedros, ver figura 3.1c.

Obsérvese que para los poliedros ortogonales el tamano del dngulo
s6lido en cada uno de sus vértices es de al menos 7/2, y como méximo
77 /2, cada vértice de un poliedro ortogonal cubre uno, tres, cuatro,
cinco, o siete octantes, vea la figura 3.3. Asi, una pregunta natural que
surge es la siguiente: jPodemos caracterizar los poliedros ortogonales de
n vértices que minimizan, o maximizan, la suma de sus angulos sélidos?

En este capitulo se demuestra que la suma de los angulos sélidos
de cualquier poliedro ortogonal con n vértices y género arbitrario g
es al menos (n —4 + 4g)7 y a lo mucho (3n — 24 — 4g)7 , n > 8.
También damos la clasificacion de las familias de poliedros ortogonales
que alcanzan estas cotas.

3.2 Preliminares

Definicién 3.1. La curvatura Gaussiana K(v) en un vértice v de una
superficie poliédrica es 2w menos la suma de los dngulos de las caras
incidentes a v.

A la curvatura Gaussiana también se le referencia como el déficit
de un dngulo en un vértice. La figura 3.2 muestra algunos ejemplos de
curvaturas poliédricas.

La curvatura total de un poliedro se concentra en los vértices. El
siguiente teorema relaciona la curvatura total de un poliedro con su ca-
racteristica de Euler—Poincaré, en otras palabras este teorema relaciona
la geometria del poliedro con su topologia. Este teorema fue descubierto
por Descartes y posteriormente extendido por varios autores entre ellos
Gauss y Bonnet.

Teorema 3.2. (Gauss-Bonnet) Para un poliedro P con género arbitrario
9

> K(v) =2m(2 - 29). (3.1)

veP

Una demostracién del teorema se encuentra en [19]. La demostracion
se hace utilizando la féormula de Euler-Poincaré.
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7

(a) curvatura 0 ) curvatura 0
(c) curvatura /2 ) curvatura —m/2

(e) curvatura —m

Figura 3.2: Curvaturas poliédricas. Fuente: [19]
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3.3 Suma de angulos sélidos en poliedros
ortogonales

Sea P un poliedro ortogonal en R3. Clasificamos los vértices de P
segtn el tamano de los dangulos sélidos internos. Un vértice = de P se
clasifica como 1-octante si su dngulo sélido interno es 7/2 (ver figura
3.3a) y 3-octante si su dngulo s6lido interno es 37 /2 (ver figura 3.3b). Los
vértices 4-octante, 5-octante y T-octante se definen de manera similar,
como se ilustra en figuras 3.3c a 3.3f.

Sea V; el nimero de vértices de i-octantes, i = 1,3,4,5,7. La suma
de angulos de un poliedro ortogonal es

3 5% s

™
S= Vit VsVt Vst V. (32)

Ya que un poliedro ortogonal tiene n vértices,
Vi+Va4+Vi+Vs+ Vi =n. (3.3)

Obsérvese que la curvatura de los vértices de 1 octante y 7 octantes es
/2, la curvatura de los vértices de 3 octantes y 5 octantes es —7/2 y la
curvatura de los vértices de 4 octantes es —w. Aplicando el teorema 3.2,
obtenemos

S04+ Ve) = 2V + 2V4 + Vs) = 4 — dmg (3.4)

Multiplicando (3.3) por 7 y substrayendo (3.4) tenemos:

3

3
gvl+7V3,+27rv4+7”v5+gv7:m—47r+47rg (3.5)

Sumando 7V5 + 37V7 a ambos lados de (3.5) obtenemos:

Wi

3 5
g‘/1+§‘/?,+2ﬂ‘/41+§‘/5+7‘/7 =mn—4n+4rg+7Vs+3nV7 (3.6)

El lado izquierdo de (3.6) corresponde a la suma de dngulos sélidos:
S=m(n—4+4g9+ Vs +3V7) (3.7

Por lo tanto (3.7) es minimizado cuando Vs y V7 son igual a cero.
Ahora veremos que existen poliedros ortogonales cuyos vértices son
solo de 1 octante y 3 octantes, y poliedros ortogonales cuyos vértices son
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(a) vértice 1-octante (b) vértice 3-octante

2

(c) vértice 4-octante (d) vértice 4-octante

(e) vértice 5-octante (f) vértice T-octante

Figura 3.3: Clasificacién de vértices en poliedros ortogonales. La regién
esférica traslucida que se observa en cada caso corresponde al comple-
mento del angulo sélido interno del vértice del poliedro.
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solo vértices de 1 octante, 3 octantes y 4 octantes, ambos con género
arbitrario. Entonces, por (3.7) la suma de sus dngulos s6lidos es minima.

Una familia de poliedros ortogonales que minimiza la suma de an-
gulos solidos internos lo forman los poliedros ortogonales obtenidos a
partir de poligonos ortogonales en el plano de la siguiente manera: Con-
sidere un poligono ortogonal (posiblemente con huecos) P en el plano
xy de R3. Las coordenadas de cualquier punto en P son de la forma
(x1,91,0) para algtin 21, y1. Sea P; el poliedro ortogonal en R? tal que
un punto p pertenece a P; si sus coordenadas son (x1,y1,21) tal que
(z1,11,0) € P,y 0 < z; < A, donde A es un nimero real mayor que
cero. Decimos que P; es obtenido por levantamiento de P, y lo llama-
mos levantamiento de un poligono ortogonal, por simplicidad poliedro
ortogonal de levantamiento. Vea la figura 3.4a.

(a) Una familia de poliedros ortogonales de levantamiento con vér-
tices de 1 y 3 octantes que minimiza la suma de angulos sélidos.

(b) Una familia de poliedros ortogonales con vértices de 1,
3 y 4 octantes que minimiza la suma de dngulos sélidos.

Figura 3.4: Familias de poliedros que minimizan la suma de angulos
solidos.

Obsérvese que cada vértice convexo de P se convierte en un vértice
de 1 octante de P;, y cada vértice céncavo en P se convierte en un
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vértice de 3 octantes en P;, ademas g = h, donde h es el nimero de
huecos en P. Puesto que P tiene W vértices convexos y w
vértices concavos, entonces la suma de los angulos sélidos internos de
vértices de 1 octante de P; es 5 (m+4—4g) y la suma de dngulos sdlidos
internos de vértices de 3 octantes en P; es 37”(m —4+4g). Por lo tanto,
la suma de los dngulos sélidos internos de P; es w(n — 4 + 4g).

Nétese que en la ecuacion (3.7), se consideran vértices de 1 octante,
3 octantes y 4 octantes, por lo tanto, cualquier poliedro ortogonal cuyos
vértices sean sélo de 1 octante, 3 octantes y 4 octantes también mini-
mizard la suma de sus angulos sélidos. En la figura 3.4b, mostramos
cémo construir una familia de poliedros ortogonales que contienen sélo
vértices de 1 octante, 3 octantes y 4 octantes. La base de nuestra cons-
trucciéon es un poliedro ortogonal P que tiene 28 vértices. Si pegamos
k copias de P como se muestra en la figura 3.4b, obtenemos poliedros
ortogonales con 28 + 20k vértices y g = 0. La suma de angulos sélidos
internos de cada poliedro es 247, pero cuando pegamos una copia de
este poliedro se pierden cuatro vértices de 1 octante en cada poliedro.
Por lo tanto, la suma de los dngulos sélidos internos es m(24 + 20k).
Finalmente, en términos del namero de vértices la suma de los angulos
sélidos internos de P es igual a w(n — 4). Un vértice de 4 octantes se
puede ver como la unién de un vértice de 1 octante y un vértice de 3
octantes, entonces cuando se anade un vértice de 4 octantes se mantiene
la proporcién par y la suma de angulos sélidos internos es minimizada.

Enunciamos el siguiente resultado para poliedros de 1, 3 y 4 octantes.

Teorema 3.3. La minima suma de dngulos sélidos internos de un
poliedro ortogonal con n vértices y género g es (n — 4 4+ 4g)7m y es
alcanzado por poliedros que tienen solo vértices de 1 octante, 3 octantes
y 4 octantes.

La méaxima suma de dngulos sélidos internos se alcanza cuando ma-
ximizamos el nimero de vértices V7 y V5 en (3.7). Para hacer esto,
observamos que si colocamos un poliedro ortogonal P, (figura 3.5a)
que minimiza la suma de sus dngulo sblidos dentro de un cuboide P,
(figura 3.5b) entonces sus vértices de 1 octante se convierten en vértices
de 7 octantes y sus vértices de 3 octantes se convierten en vértices de
5 octantes. Sin embargo, el poliedro que resulta no cumple con nues-
tra definicién de poliedro ya que su frontera es una variedad disconexa.
Para solucionar esto, conectamos una cara de P,,;, con una de las ca-
ras de P.. La mejor forma de conectar P,,;,, es por medio de una de
sus caras que solo contenga cuatro vértices de 1 octante (dentro del cu-
boide vértices de 7 octantes), de esta forma solo cuatro vértices de 7
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octantes se convierten en vértices de 3 octantes. Juntando estas ideas,
primero obtenemos el complemento de la suma minima de angulos s6-
lidos de un poliedro con m = n — 8 vértices y después le restamos los
angulos sélidos de los vértices de 7 octantes que se volvieron vértices
de 3 octantes y los ocho vértices de 1 octante del cuboide P, esto es,
drm—7(m—12+4g)—12m, lo que resulta en (3n—24—4g)7w. Un ejemplo
de un poliedro que cumple esta cota se muestra en la figura 3.5c¢.

Teorema 3.4. La mdzima suma de dngulos solidos internos de poliedros
ortogonales con n vértices y género g es (3n — 24 — 4g)7.

(©)

Figura 3.5: a) Un poliedro ortogonal cuya suma de dngulos es minima.
b) Un cuboide. ¢) Un poliedro ortogonal que maximiza la suma de los
angulos sélidos.
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3.4 Conclusiones

En este capitulo, hemos caracterizado los poliedros ortogonales que
minimizan la suma de sus dngulos sélidos internos. Ademas establecimos
cotas sobre la maxima y minima suma de dngulos que un poliedro puede
alcanzar. Este resultado no se generaliza a poliedros generales, ya que
para cualquier o < 27 existe un tetraedro tal que la suma de sus angulos
sélidos es . Dimos un ejemplo de un poliedro que llamamos concha de
mar el cual tiene una tetraedralizacién con (n—1)? tetraedros y muestra
como podemos hacer la suma de dngulos tan pequefia como queramos.



Capitulo 4

Iluminacion de Poliedros

En el capitulo 2 se caracterizaron los vértices concavos y convexos
en poliedros ortogonales. En este capitulo utilizaremos el resultado del
teorema 2.11 para tratar una variante del Problema de Galeria de Arte
en poliedros ortogonales.

4.1 Introducciéon
La mayor parte de la investigacién sobre problemas de galeria de

arte se ha centrado en poligonos en el plano. Por ejemplo, es bien sabi-
do que todo poligono simple con n vértices siempre puede ser vigilado

con a lo més |n/3] guardias vértice, ver Chvatal [15]. Para poligonos
ortogonales |n/4] guardias vértice son siempre suficientes, véase Khan,
Klawe y Kleitman [31]. Estivill-Castro y Urrutia [23] demostraron que

todo poligono ortogonal puede ser vigilado con un méximo de 3(n—1)/8
reflectores ortogonales; es decir, guardias vértice que tienen un angulo
de visién de m/2. Méas adelante en [1] se demostrd que (3n+4(h—1))/8
guardias vértice ortogonales son siempre suficientes para proteger un
poligono ortogonal con n vértices y h huecos.

Dada una arista f de un poliedro P, un punto g € P es vigilado por
f si hay un punto p € f tal que el segmento de linea que une p a q esté
contenido en P. El problema de determinar cotas en el nimero de aristas
necesarias para vigilar un poliedro fue introducido por Urrutia [51]. El
conjeturé que cualquier poliedro con e aristas en R3 puede ser siempre
vigilado con e/6 aristas, para poliedros ortogonales conjeturé que e/12
aristas siempre son suficientes. Estas conjeturas permanecen abiertas.
Benbernou et al. [9] demostraron que todo poliedro ortogonal con e
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aristas y género arbitrario g puede siempre ser vigilado con (11/72)e —
g/6 — 1 guardias arista abiertos (es decir, excluyendo sus extremos).
Cano et al. [12] demostraron que cualquier poliedro siempre puede ser
vigilado por (27/32)e aristas guardia, y si las caras del poliedro son
todas tridngulos la cota mejora a (29/36)e.

A continuacién extenderemos el modelo de iluminacién de reflectores
ortogonales del plano, definido por Estivill-Castro y Urrutia en [23], al
espacio 3-dimensional.

4.2 Cunas ortogonales

Una cufia en R? es la interseccién, o la unién, de dos semiespacios
cuyos planos de soporte se intersectan en una linea. La linea de intersec-
cién de los planos de soporte se denomina eje de la cufia. Una cuna se
llama pequena, si es la interseccién de dos semiespacios. Se llama grande
si es la unién de dos semiespacios. Tenga en cuenta que si una cuna W
es pequenia, entonces la interseccién de W con un plano ortogonal al eje
de W, es una region angular A de tamano menor o igual a 7w, si W es
una cuna grande, entonces el tamafno de A es mayor que 7. La cuna W
se llamard a-cufia si el tamafio de A es a. Una cunia ortogonal en R3 es
la interseccién o la unién de dos semiespacios cuyos planos de soporte
son ortogonales. Si una cufla ortogonal es pequenia, es una 7/2-cufia, si
es grande es una 37 /2-cufia.

Sea e una arista de un poliedro P. Llamamos e a una a-arista guardia
de P si e vigila todos los puntos de P visibles desde e y contenidos en una
a-cufia cuyo eje contiene a e, vea la figura 4.1a. Si a = 7/2 llamamos
a e una arista guardia ortogonal. Observamos que a-aristas y aristas
guardia ortogonales son generalizaciones naturales de a-reflectores y
7 /2-reflectores en el plano. Consideramos que una «-arista guardia e
puede ser girada hasta alcanzar una orientacién final. En el resto de este
capitulo asumiremos que nuestras a-aristas siempre estan colocados de
tal manera que sus planos de soporte son paralelos a los planos zy, xz o
yz de R3. En nuestro lenguaje, las aristas guardia abiertas utilizadas por
Benbernou et al. son 37/2-aristas guardia en las que los extremos de las
aristas no estan incluidos. En nuestro trabajo probaremos un resultado
similar al que demostraron Benbernou et al., pero usando m/2-aristas
guardia.

De hecho, usaremos orto-7 /2-aristas guardia e, estos guardias vigilan
s6lo puntos p dentro de una 7/2-cufia con la restriccién adicional de que
el segmento de linea méas corto que une p a e es un segmento de linea
ortogonal a e, vea la figura 4.1b. Por simplicidad, nos referiremos a estas
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(a) a-cunia (b) 7/2-cuna

Figura 4.1: Una ilustracién de una a-cufla y una 7 /2-cuiia.

aristas guardia como 7/2-aristas guardia.

La figura 4.2 ilustra las variantes consideradas en la literatura, arista
guardia cerrada, arista guardia abierta y m/2-arista guardia. Se puede
ver que la m/2-arista guardia es un modelo mds débil ya que tiene un
rango de iluminacién mas pequenio que las aristas guardias cerradas o
abiertas.

(a) arista guardia cerrada (b) arista guardia abierta

Pl

)l
(¢) m/2-arista guardia

Figura 4.2: Tlustracién de los rangos de iluminacién (en amarillo) de
aristas guardia abiertas, cerradas y /2, respectivamente.
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Ahora que hemos definido la iluminacién con a-guardias, la sec-
cién 4.3 aborda la siguiente variante del Problema de Galeria de Arte
para poliedros ortogonales: Dado un poliedro ortogonal P en R3, en-
cuentre un conjunto minimo de 7/2-aristas guardia que vigilen P. Pro-
baremos que si P tiene k4 vértices de grado 4, kg vértices de grado 6,
género g y h huecos en sus caras, entonces podemos vigilarlo usando
como méximo (1le — kg — 3k — 129 — 24h + 12)/72 7w /2-aristas guardia.

4.3 Tluminacién con 7/2-aristas

Aplicamos los resultados obtenidos en la seccién 4.2 para atacar la
siguiente variante del Problema de la Galeria de Arte: Dado un poliedro
ortogonal P en R3, determinar un conjunto de 7/2-aristas guardia que
vigilan P.

Noétese que P tiene dos tipos de aristas: aristas convexas que cubren
un angulo sélido interno de dos octantes, vea la figura 4.3a, y aristas
céncavas que cubren un angulo sélido interno de seis octantes, 4.3b.

(a) arista 2-octante (b) arista 6-octante

Figura 4.3: Vista interior de los tipos de aristas en poliedros ortogonales.

Es fécil ver que para vigilar P es suficiente colocar una 7 /2-arista
guardia en algunas de las aristas de P. De hecho, también podemos
vigilar P colocando una 7/2-arista guardia en aristas paralelas todas al
mismo eje x, y, 0 z, llamémoslas aristas x, o y, 0 z de P, respectivamente.
Esto se deduce de los resultados demostrados en [3]. Por completud,
describimos brevemente cémo probar ésto.

Considere todas las caras de P paralelas al plano zy. Llamamos a
una cara f de P una cara superior, si para cualquier punto interior g de
f hay un € > 0 tal que cualquier punto a distancia menor o igual a € de
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q, y debajo de f pertenece al interior de P. Las caras derecha, inferior
e izquierda se definen de manera similar, ver figura 4.4.

Sea e una z-arista y f una cara superior o inferior de P. Llamamos
a e una arista derecha de f si hay un € > 0 tal que cualquier punto
a la izquierda de e en el plano de f y que diste del punto medio de e
menos de €, pertenece al interior de f. Una arista izquierda se define
de una manera similar. Dada una cara derecha (izquierda) f, las aristas
superior e inferior son definidas de forma similar a las aristas izquierdas
y derechas, ver Figura 4.4.

Definimos ahora una regla de colocacién para m/2-aristas guardia
en las z-arista de P como sigue: En la regla superior-derecha en cada
arista derecha de cada cara superior de P, y en cada arista superior
de cada cara derecha de P ponemos una 7/2-arista guardia cuyo dngu-
lo de iluminacién cubra el intervalo de direcciones 37/2 a 27. Defini-
mos tres reglas adicionales, la regla superior-izquierda, inferior-derecha
e inferior-izquierda de una manera similar, equivalentemente rotando
nuestros poliedros 90, 180 y 270 grados con respecto al eje x, y apli-
cando la regla superior-derecha al poliedro obtenido de P después de
aplicar estas rotaciones.

Observe que si colocamos m/2-aristas guardia en las z-aristas de
P usando simultdaneamente las cuatro reglas de iluminacién definidas
arriba, en cada z-arista convexa colocamos una 7 /2-arista guardia, y en
cada z-arista céncava colocamos dos 7/2-aristas guardia.

A continuacién probamos el siguiente lemas:

Lema 4.1. Sea P un poliedro ortogonal con género g y h huecos en sus
caras. Entonces P puede ser vigilado por las w/2-aristas guardia colo-
cadas en sus x-aristas mediante una de las siguientes reglas: superior-
derecha, superior-izquierda, inferior-derecha o inferior-izquierda.

Prueba. Probaremos nuestro resultado para la regla superior-derecha,
las otras reglas se pueden probar de una manera similar. Sea p un punto
en Py 8 un plano paralelo al plano yz que contiene a p. Sea @) la inter-
seccién de P con . @ consiste de un conjunto de poligonos ortogonales
contenidos en . No es dificil ver que la regla superior-derecha coloca
7 /2-vértices guardia como en la regla de vigilancia superior-derecha de
[3] que ilumina @, y por lo tanto vigila a p. De ésto se sigue nuestro
resultado. O

Algunas caras de un poliedro ortogonal P pueden tener huecos, lla-
maremos a estos huecos en las caras del poliedro como h. Cuando estos
huecos aparecen, el 1-esqueleto de P puede ser disconexo, por ejemplo
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(d)

Figura 4.4: Las figuras (a) y (b) muestran las caras superiores en azul,
las cara inferiores en verde. Las figuras (¢) y (d) muestran las caras
izquierdas en azul y las caras derechas en verde. Correspondientemen-
te en cada figura se muestran en rojo las aristas derechas, izquierdas,
superiores e inferiores.

ver figura 4.5a. En ese ejemplo hemos “tallado” un poliedro ortogonal
H en el centro de una de las caras del cuboide, llamémosle f a esta
ultima. Observe que los vértices k-octante de H se convirtieron en vér-
tices (8 — k)-octante de P, excepto por aquellos que se encuentran en
f, en este caso los vértices 1-octante de JH se convirtieron en vértices
3-octante de P, y los vértices 3-octante de H se convirtieron en vértices
l-octante de P, es decir, los vértices convexos se convierten en céncavos
y los vértices concavos se convierten en convexos. Observe que al menos
cuatro de los vértices de H en f son céncavos, y que dos de las aristas
que inciden en ellos son convexas, mientras que la otra es céncava. Por
lo tanto, nuestras reglas de vigilancia colocan solamente cuatro guardias
arista en esas aristas. Esto se utilizard en la demostracién de nuestro
siguiente teorema, ya que esto nos permitird ahorrar cuatro aristas por
cada hueco que tallamos en un poliedro ortogonal (en esa prueba colo-
caremos cinco 7/2-aristas guardia en las aristas incidentes a un vértice
céncavo de grado tres).

Hay un segundo caso en el que el 1-esqueleto de P se desconecta, y
ésto sucede cuando en vez de tallar un poliedro ortogonal, “pegamos”
H en medio de una cara f de P, vea la figura 4.5b. En este caso es
més facil ver que cuando aplicamos las reglas de vigilancia a P descritas
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arriba, los puntos de P en H estaran protegidos por aristas en H, y las
aristas en P—J pueden vigilarse con las aristas del 1-esqueleto de P—H.
Esto implica que las aristas de H en f pueden considerarse como aristas
convexas al aplicar las reglas de vigilancia descritas anteriormente. Por
lo tanto, ahorramos al menos cuatro guardias arista, una por cada arista
concava de H en f.

En ambos casos se ahorran al menos cuatro guardias por hueco.

(a) (b)

Figura 4.5: (a) Un poliedro ortogonal “tallado” dentro de otro. (b) Dos
poliedros ortogonales “pegados”.

Teorema 4.2. Sea P un poliedro ortogonal con n vértices, ky de grado
4 y kg de grado 6, con e aristas, de género g y con h huecos en las caras.
Entonces (11e — ky — 3kg — 129 — 24h +12) /72 (7/2)-aristas guardia son
siempre suficientes para vigilar el interior de P.

Prueba. Primero observamos los tipos de vértices del poliedro P, y des-
cribimos el nimero de aristas convexas y céncavas que inciden a cada
tipo de vértice.

Cada vértice 1-octante es incidente a tres aristas convexas. Cada
vértice 3-octante es incidente a dos aristas convexas y una arista con-
cava. Cada vértice 4-octante de grado cuatro es incidente a dos aristas
convexas y dos aristas concavas. Cada vértice 4-octante con grado seis
es incidente a tres aristas convexas y tres aristas concavas. Cada vérti-
ce H-octante es incidente a una arista convexa y dos aristas céncavas.
Finalmente, cada vértice 7-octante es incidente a tres aristas céncavas.

En el peor de los casos, cada vértice convexo es adyacente a tres
aristas concavas, cada vértice 4-octante de grado cuatro es adyacente a
dos aristas concavas y dos aristas convexas; cada vértice 4-octante de
grado seis es adyacente a tres aristas convexas y tres aristas céncavas, y
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cada vértice concavo es adyacente a dos aristas céncavas y a una arista
convexa.

Por el teorema 2.11, P tiene ¢ = (n+ 3(k4 + k) — 8g + 8) /2 vértices
convexos y r = (n — 3(ka + k¢) + 8¢9 — 8)/2 vértices céncavos. Recuerde
que de acuerdo con nuestra definicién, los vértices 4-octante, ya sean de
grado cuatro o seis son convexos. Entonces P tiene ¢’ = (n + ky + kg —
8g+8)/2 vértices convexos de grado tres, k4 vértices 4-octante de grado
cuatro, kg vértices 4-octante de grado seis, y r = (n—3(kq+kg)+89—8)/2
vértices concavos.

Colocamos 7 /2-aristas guardia en todas las x-aristas usando todas
las reglas de vigilancia superior-izquierda, superior-derecha, inferior-
izquierda e inferior-derecha. De forma similar, colocamos 7/2-aristas
guardia en todas las y-aristas y z-aristas de P. En total se utilizan
6¢’ + 6ky + 9k + 5r m/2-aristas guardia. Supongamos que P tiene menos
o igual z-aristas que y-aristas o z-aristas. Entonces elegimos de entre
las cuatro reglas de vigilancia aquella que coloque un niimero menor de
7 /2-aristas guardia.

Se sigue que los (6¢ 4 6k4 + 9ks + 5r) /24 7 /2-aristas guardia siempre
son suficientes para vigilar P, ya que solo utilizamos una de las cuatro
reglas de vigilancia, una direccién del tipo de aristas (z-aristas o y-
aristas o z-aristas) y cada guardia es contado dos veces (ya que los
guardias los colocamos en funcién de los vértices y cada arista tiene dos
vértices). Sustituyendo ¢’ y r en la expresién anterior, tenemos un total
de (11n + 3k4 + 9ke — 8g + 8)/48 m/2-aristas guardia.

Como P tiene h huecos en sus caras, y para cada uno de ellos ahorra-
mos cuatro guardias arista, concluimos que el ntimero total de m/2-aris-
tas guardia en P es 11n+3k4+9ks —8g—16h+8)/48. Si sustituimos el ni-
mero de aristas en términos del nimero de vértices n = (2e —ky—3kg)/3
en el ndmero de 7 /2-aristas guardia, entonces finalmente obtenemos que
(1le — kg — 3ke — 129 — 24h + 12) /72 7/2-aristas guardia son siempre
suficientes para vigilar el interior de P. O

4.4 Cota inferior para 7 /2-aristas

El modelo de iluminacién con 7 /2-aristas guardia es mucho més res-
trictivo respecto a los modelos de aristas abiertas y cerradas, ver figu-
ra 4.2. En esta seccién presentamos una cota inferior para la iluminacién
de poliedros ortogonales con 7 /2-aristas guardia.
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Figura 4.6: Poliedro ortogonal que cumple la cota del teorema 4.3

Teorema 4.3. FExisten poliedros ortogonales con e aristas tales que el
nimero de w/2-aristas guardia necesarias para vigilarlos es a lo mds
e

Prueba. Considere el poliedro P ilustrado en la figura 4.6. Estd confor-
mado por un cubo en el que cada uno de sus vértices se reemplazé por
un poliedro en forma de L. Cada L estd conformada por 21 aristas y
14 vértices. Las formas de L junto con las 12 aristas del cubo original
resultan en un poliedro con un total de 180 aristas. Mostraremos que P
requiere al menos dieciséis 7 /2-aristas guardia para ser vigilado.

Sea A el conjunto de 16 puntos rojos y negros en el interior de P
mostrados en la figura 4.7. Probaremos que ninguna arista de P puede
vigilar mas de un punto de A.

Sean p; un punto rojo y ps un punto negro en A, como se muestran
en las figuras 4.8a y 4.8b. Observe que el conjunto &; de las aristas
gruesas mostradas en la figura 4.8a tienen las tnicas aristas de P en las
que se puede colocar 7 /2-aristas guardia que ven p; y ninguna de ellas
ve ningdn otro punto en A. Observe también que el conjunto de aristas
&- mostradas en la figura 4.8b tiene las unicas aristas de P en las que
se puede colocar 7/2-aristas guardia que ven ps y ninguna de ellas ve
ningdn otro punto en A. Se sigue que ninguna 7/2-arista guardia ve
dos puntos en A. Entonces, se necesita una 7/2-arista guardia por cada
punto en A para vigilar este conjunto, y por lo tanto necesitamos por
lo menos dieciséis 7/2-aristas guardia para vigilar P.

A partir de P se puede obtener una familia de poliedros ortogonales,
pegando un nimero arbitrario de copias de P, una después de otra, como
sigue: De cada copia de P, prologue una prominencia horizontal (sin
mover el punto distinguido del caso) y péguela a una cara del cuboide
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central de la copia siguiente, véase la figura 4.9. Es facil ver que si
colocamos k copias de P, el poliedro obtenido tiene e = 180 x k vértices
€

y no puede ser vigilado con menos de 16 xk = 16 x 155 = %e 7 /2-aristas

guardia. O

4.5 Conclusiones

En este capitulo, hemos estudiado una variante del Problema de la
Galeria de Arte. Establecimos cotas para vigilar poliedros ortogonales
e introducimos el concepto de 7/2-arista guardia, como una generali-
zacion de los reflectores ortogonales en el plano, este modelo de aristas
guardia es mas restrictivo ya que su rango de iluminacién es mucho me-
nor al de las aristas guardias conocidas en la literatura. Con este nuevo
modelo de iluminacién encontramos una cota inferior para iluminar un
poliedro ortogonal con m/2-aristas guardia, para la solucién a este pro-
blema se encuentra un poliedro que puede ser extendido a una familia
parametrizada por el niimero de aristas. Las cotas establecidas fueron
derivadas gracias a la caracterizacion de los vértices convexos y concavos
del capitulo 2.
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(©)

Figura 4.7: Puntos distinguidos, los puntos rojos se colocan dentro de
las prominencias verticales y los puntos negros en las prominencias ho-
rizontales. (a) vista frontal, (b) vista superior, (c) vista a 45°.
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Figura 4.8: (a) punto distinguido p; y el conjunto de 7/2-aristas guardia
que lo vigilan (b) punto distinguido py y el conjunto de m/2-aristas
guardia que lo vigilan.

Figura 4.9: Familia de poliedros ortogonales que necesitan i—g 7 /2-aristas
guardia para vigilar el poliedro. El punto negro dentro de cada “puente”
permanece en la misma posicién como estaba en la prominencia original.



Capitulo 5

Transversales

Sea P = {p1,...,pn} un conjunto de n puntos en el plano y suponga
que en el tiempo ¢t = 0 comienzan a moverse en la direccién vertical con
velocidad unitaria; es decir, si p; = (a;, b;), en el tiempo ¢ p; se habrd
movido al punto p;(t) = (a;,b; +t). Sea I} el segmento de linea cerrado
con puntos extremos p; y p;(t), ¢ = 1,...,n. En este capitulo abordamos
el siguiente problema: Encontrar el tiempo més pequefio ¢ para el cual
hay una linea transversal £, que atraviesa a todos los segmentos de linea
I}, ..., 1. Probaremos que el problema puede resolverse en tiempo lineal.
También demostraremos que el mismo problema cuando los elementos
de P son puntos en el espacio d-dimensional R? que se mueven hacia
arriba, y a diferentes velocidades también se puede resolver en tiempo
lineal para d fijo.

5.1 Introduccién

Un problema clésico en geometria computacional que puede resolver-
se en tiempo lineal usando programacién lineal es el llamado problema
de separabilidad de puntos rojos y azules: Dados n puntos en el plano,
algunos de los cuales son rojos y otros azules, ;existe una linea que se-
pare los puntos rojos de los azules? En dos articulos Megiddo [37, 38]
demuestra que varios problemas de la geometria computacional, inclu-
yendo el problema de encontrar el circulo mas pequeno que contiene a
un conjunto de puntos en el plano y el problema de separabilidad de
un conjunto de puntos rojos y azules en un espacio de dimension fija
y otros, son resueltos en tiempo lineal. En [38] Megiddo probd que la
programacién lineal en RY se resuelve en O(f(d)) x n, cuando d es una
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constante se resuelve en tiempo lineal. La funcién f(d) es exponencial
en d. Entonces es facil ver que el problema de separabilidad de puntos
rojos y azules en R? puede reducirse a un programa de programacién
lineal en RY.

Otro problema estudiado en geometria computacional, es este: Dada

una familia de segmentos de lineas {l1,...,l,} encuentre, si existe, una
transversal que atraviese todas las {ly,...,1l,}. Es facil ver que si todas
las {l1,...,l,} son segmentos verticales, decidir si existe una transversal

y encontrarla, puede resolverse en tiempo lineal. Si los segmentos tie-
nen diferentes orientaciones, este problema puede resolverse en tiempo
O(nlogn), y este es éptimo, ver [21, &].

yﬂ yﬂ

Pe

(a) (b)

Figura 5.1: a) Representacién de un punto y su vector de velocidad
asociado a este. b) Conjunto de n puntos en el plano moviéndose en
direccién vertical a la misma velocidad.

En este capitulo resolveremos una nueva variante de problemas de
transversales que surgen de atravesar segmentos de lineas generados por
puntos en movimiento. Estos problemas pueden considerarse como un
problema hibrido combinando la separabilidad de puntos rojos y azules,
v la separabilidad de segmentos de lineas. Empezamos con el siguiente
problema:

Problema 1. Sea P = {p1,...,pn} un conjunto de n puntos en el
plano, y suponga que los elementos de P comienzan a moverse en el
tiempo ¢t = 0 a velocidad unitaria constante, ver figura 5.1a. Suponga-
mos que p; = (a;, b;). A medida que p; sube, en el tiempo ¢ el punto p;
se ha movido al punto p;(t) = (a;, b; +1), y ha recorrido un segmento de
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linea I¢ de longitud ¢, comenzando en p; y terminando en el punto p;(t).
Nuestro problema es encontrar el ¢ mas pequeno de modo que exista
una transversal ¢ que atraviese I},12,--- 17, vea figura 5.1b.

Mostraremos que el problema 1 puede resolverse en tiempo O(n).
También probaremos que las siguientes variaciones del problema ante-
rior pueden resolverse en tiempo lineal:

Problema 2. Cada punto p; se mueve en direccién vertical, a su propia
velocidad.

Problema 3. Mismo problema que arriba para p; € R? cuando d es
fija. En este caso, queremos encontrar un hiperplano que
atraviese los segmentos trazados por los puntos en mo-
vimiento.

Mostraremos que todos los problemas anteriores pueden resolverse
usando programacién lineal en R¥*! v entonces pueden resolverse en
tiempo lineal para la constante d.

5.2 Resultados anteriores relacionados

Otros problemas resueltos usando la programacién lineal en tiempo
lineal, incluyendo la separabilidad circular de dos conjuntos de puntos
Ry B fueron estudiados por O’Rourke et al. [13], ellos demostraron que
determinar si hay un circulo que contiene los puntos de R en su inte-
rior, mientras que deja los puntos de B en su exterior se puede resolver
en tiempo lineal. Para segmentos de linea en el plano, Edelsbrunner
et al. [21] presentaron un algoritmo para calcular las transversales que
atraviesan un conjunto de n segmentos de lineas (si existen) en tiempo
O(nlogn). Més tarde Avis et al. [8] presentaron un drbol de decisién
algebraico de orden fijo 2(nlogn) como cota inferior para determinar la
existencia de una transversal que atraviesa una familia de n segmentos
de lineas en el plano. Para R¢ un hiperplano que atraviesa n segmentos
se puede encontrar en O(n?) [20], en el mismo articulo un algoritmo
de orden O(n?~!'m) se presenta para encontrar un plano que atraviesa
un conjunto de m poliedros con un total de n aristas. Para objetos que
no sean lineas, Rappaport en [4(] present6 un algoritmo para encon-
trar la regién de transversales de un conjunto de n discos en tiempo
O(n). En [37] Megiddo presenté un conjunto de problemas de sepa-
racién de objetos geométricos que se pueden resolver en tiempo lineal
usando programacién lineal. En todos los documentos relacionados con
transversales y separabilidad, los conjuntos de segmentos o puntos son
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estaticos. Nuestra contribucién es la de introducir un nuevo enfoque que
trata con puntos en movimiento y segmentos que crecen con el tiempo.

En la seccién 5.3, mostramos cémo transformar un problema geo-
métrico en un problema de programacién lineal y definimos algunos
conceptos para la transformacién dual de puntos a lineas y viceversa.
En la Seccién 5.4, demostramos que todos los problemas descritos se
pueden resolver en tiempo O(n), cuando d es fijo.

5.3 Preliminares

Empezaremos definiendo algunos conceptos sobre programacién li-
neal, dualidad y continuaremos con la transformacién usada por Me-
giddo para reducir el problema de separabilidad de conjuntos de puntos
rojos y azules a un problema de programacién lineal. También presen-
taremos una breve descripcion del algoritmo de Megiddo para resolver
programas de programacion lineal en tiempo lineal. Las soluciones a los
problemas presentados aqui tienen reducciones similares.

Un problema de optimizacion tiene la forma

minimizar  fo(x)

sujetoa  f; <b;, parai=1,...,m (5.1)

el vector x es la variable de optimizacion del problema, la funcién fj :
R™ — R es la funcion objetivo, las funciones f; : R™ — R son las
funciones de restriccion y las constantes b; son los limites o cotas, para
las restricciones. Un vector * es llamado la solucion del problema (5.1),
si tiene el menor valor objetivo entre todos los vectores que satisfacen
las restricciones.

La dualidad es una transformaciéon que mapea lineas y puntos en
puntos y lineas, respectivamente, conservando algunas propiedades en
el proceso. La imagen de un objeto bajo una transformaciéon de dualidad
se llama el dual del objeto. Sea p = (a,b) un punto en le plano. La linea
dual de p, denotada por £,, es la linea no vertical con ecuacion y = ax—b.
El dual de ¢, es p.

Decimos que la transformacién de dualidad mapea objetos del plano
primal al plano dual. Ciertas propiedades que se cumplen en el plano
primal también lo hacen en plano dual:

Observacion 5.1. Sea p un punto en el plano y sea £ una linea no
vertical en el plano. La transformacion de dualidad o — ox tiene las
siguientes propiedades.
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e Preserva incidencia: p € ¢ si y solo si {* € p*.

e Preserva orden: p esta por encima de £ si y solo si £* esta por
encima de p*.

La transformacion de dualidad puede aplicarse a otros objetos y no
solo a puntos y lineas. Las definiciones sobre dualidad presentadas en
esta seccién pueden consultarse en Berg [18].

Considere un conjunto B = {p1,...,ps} de s puntos azules, y un
conjunto R = {q1,...,q:} de t puntos rojos. El problema de decidir si
existe una linea ¢ que deja todos los puntos rojos arriba de ella, y todos
los puntos azules por debajo de ella, es entonces transformado dentro
del siguiente problema de programacién lineal:

minimizar Yy
sujeto a
a;x—y—b; <0
asr—y—0;>0 (5.2)

Donde p; = (ai, b;), 1 <i < s;y q; = (a}, b)), 1 < j <t Véase figu-
ra 5.2a. Note que si existe una linea que separa el conjunto de puntos
azules de los rojos, entonces el problema de programacion lineal enun-
ciado arriba tiene una solucién factible, cualquier punto (si este existe)
en el espacio dual que este por abajo de todas las lineas azules, y por
arriba de todas las lineas rojas en el espacio dual, corresponde a una
linea que separa los puntos azules de los rojos, ver figura 5.2b. Para més

detalles, el lector es referido a Matousek [35], pdgina 21.

5.4 Puntos en movimiento

5.4.1 Transversales en lineas de segmentos
generadas por puntos en movimiento

Ahora mostramos como transformar el Problema 1 a un proble-
ma de programacion lineal. Consideramos el conjunto de puntos P =
{p1,...,pn} en R? y suponemos que en el tiempo ¢ > 0, estos se han mo-
vido al conjunto de puntos P(t) = {p1(t),...,pn(t)}, como se definieron
antes. Podemos considerar el conjunto de puntos P como un conjunto
de puntos rojos fijos, y P(¢) como un conjunto de puntos azules que
se estan moviendo hacia arriba. En el espacio dual, cada punto rojo
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(a) (b)

Figura 5.2: a) Dos conjuntos de puntos rojos y azules. b) Plano dual que
muestra las rectas correspondientes a los puntos rojos y azules.

p; = (a;,b;) se transforma a una linea ¢; con ecuacién y = a;x — b;, y
cada punto azul p;(t) € P(t) a una linea ¢; con ecuacién y = a;x —b; —t.

Ahora es facil ver que la solucién al Problema 1 es equivalente a
resolver el siguiente problema de programacion lineal en R? con variables

T, Yyt

minimizar ¢
sujeto a
a;x—1y—>b; <0
ax—y—1t—0;>0

De esta forma tenemos el siguiente resultado:

Teorema 5.2. El tiempo mds pequeno t para el cual una linea £ atraviesa
los segmentos de linea I}, ..., puede calcularse en tiempo O(n).

5.4.2 Variantes sobre puntos en movimiento

Ahora consideramos el Problema 2, la figura 5.3 los segmentos ge-
nerados por el movimiento de los puntos. De la misma forma que antes,
consideramos el conjunto de puntos P como un conjunto de puntos rojos
fijos, y P(t) como un conjunto de puntos azules que se mueven hacia
arriba a diferentes velocidades. Supongamos que cada punto p; se mueve
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hacia arriba a la velocidad s;, por lo que en el momento ¢, el punto p;
se ha movido al punto p;(t) = (a;, b; + s;t).

Luego, en el espacio dual, cada punto rojo p; = (a;,b;) se asigna
a la linea y = a;x — b;, y cada punto azul a la linea y = a;z — b; —
s;t. El problema 2 se puede expresar como el siguiente problema de
programacién lineal en R? con variables z, y v t:

minimizar ¢

sujeto a
a;x—y—>5b; <0
a;x—y—b;—sit >0
Y
A
N

»
>

X

Figura 5.3: Segmentos de lineas generados por puntos que se mueven a
diferentes velocidades y en la misma direccion.

5.4.3 Dimensién Fija

En el caso d-dimensional los problemas 1, 2 y 3 se pueden resolver
en tiempo lineal. Sea R? el espacio de los reales de dimensiéon d y p =
(ai,...,aq) un punto en R?. Como antes, en el espacio dual de RY, el
punto p = (ai,...,aq) se asigna al hiperplano con la ecuacién x4 =
a1r; + -+ ag-1T43-1 — aq.

Considere un conjunto de puntos P = {pi,...,p,} en R donde p; =
(at,... ,afi), i=1,...,n. Supongamos que en el tiempo ¢t = 0 comienzan
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a moverse hacia arriba, cada p; se mueve a su propia velocidad s;. Por
lo tanto, en el momento ¢, p; se ha movido al punto p;(t) = (at,...,a;+
sit),i=1,...,n. Sea P(t) = {p1(t),...,pn(t)}.

En el espacio dual, cada punto p; € P se transforma en un hiperplano
Tqg=alry + - +al wg_1 —aly cada punto p; € P(t) se convierte en
un hiperplano x4 = al@y + -+ + ay_,xq—1 — a}y — sit.

El caso d-dimensional se puede expresar como el siguiente problema
de programacion lineal, que se puede resolver en tiempo lineal cuando
d es una constante:

minimizar ¢
sujeto a
ajx1+ -+ ay_1Tdg—1 — g —ay <0

aixy +---dal g —xg—al—sit >0

Teorema 5.3. Para cualquier dimension fija d, los problemas 1, 2y 3
pueden resolverse en tiempo O(n).

5.5 Conclusiones

En este capitulo, hemos introducido un nuevo tipo de problemas para
los segmentos de linea generados por puntos en movimiento. Probamos
como estos problemas se pueden convertir en problemas de programa-
cién lineal y se pueden resolver en tiempo lineal. Algunos problemas
abiertos permanecen. Uno de los més interesantes es el siguiente: como
en el problema 1, considere un conjunto de puntos en el plano que co-
mienzan a moverse en el tiempo t = 0, pero ahora cada punto se mueve
con su direccién y rapidez fija (figura 5.4) encuentre los ¢ mis peque-
nos para los cuales hay (si existe) una linea que atraviesa los segmentos
de linea trazados por los puntos en movimiento. No es dificil obtener
un algoritmo para resolver este problema en tiempo O(n?logn). ;Se
podréa resolver este problema en tiempo O(nlogn)? Una forma de de-
mostrar que no podemos resolver este problema en un tiempo mejor
que O(nlogn) es el siguiente: Como se mencioné anteriormente, Avis
et al. [3] demostraron que el problema de decidir dénde hay una linea
que atraviesa un conjunto de segmentos de linea no puede ser resuel-
to mejor que O(nlogn) con el modelo de drbol de decisién algebraico.
Usando este resultado, no es dificil ver que cuando nuestros puntos se
mueven en direcciones diferentes, nuestro problema resuelve el problema
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de atravesar el conjunto de segmentos de linea de la siguiente manera:
Sea L = {l,...,l,} un conjunto de segmentos, ninguno de los cuales es
horizontal (esta restriccién se puede eliminar fécilmente aplicando una
rotacién). Para cada segmento l; sean p; y ¢; el punto final mds bajo
y el punto final més alto de [;, respectivamente. Supongamos que en el
tiempo t = 0 cada punto p; comienza a moverse hacia ¢; a una velocidad
proporcional a la longitud de [;, por lo tanto en el tiempo ¢ = 1 el punto
p; se habrd movido a la posicién del punto ¢;, ¢ = 1,...,n. Como antes,
pi(t) es la posicién de p;, y I¢ es el segmento con puntos finales p; y
pi(t). Observe que si el t mas pequeilo, para el cual existe una trans-
versal L(t) = {I},...,I}, es menor o igual a 1, entonces el conjunto L
tiene una transversal. Por lo tanto, encontrar tal ¢ no se puede hacer
mejor que O(nlogn). ;Qué hay de la complejidad del tltimo problema
en dimensiones mas altas?

Y

»
>

T

Figura 5.4: Segmentos de lineas generados por puntos que se mueven a
diferentes velocidades.
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