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La diferencia entre el poeta y el matematico es que el poeta intenta meter
su cabeza en los cielos, mientras que el matematico intenta meter los cielos
en su cabeza.

G.K. Chesterton.
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Introduccion

El siglo XX fue de suma importancia para las matematicas. Comenzando
por el planteamiento de los 23 problemas de Hilbert en 1900, hasta la demos-
tracion del ultimo teorema de Fermat por Andrew Wiles en 1995. La légica
matematica, en particular, también tuvo muchos e importantes avances. Los
trabajos de Kurt Godel hablan por si solos en este aspecto. Sin embargo, en
ese mismo siglo, Carol Karp se encontré con la necesidad de expresar una
propiedad para la cual necesitaba de una cantidad infinita de conjunciones,
por lo que desarrolld la idea de la légica infinitaria.

Este trabajo tiene como objetivo presentar una construccion asequible de
la Légica Infinitaria x, A (ambos cardinales infinitos). Asi como mencionar
algunos de sus ejemplos, limitaciones y hacer una breve comparativa entre
ella y la légica de primer orden. Es importante mencionar que utilizaremos
mucha herramienta de Teoria de Modelos, por lo mismo, le recomendamos
al lector que haya llevado un curso de Teoria de Modelos o, al menos, esté
familiarizado con los conceptos de Légica de Predicados y un manejo bésico
de la misma. Ademas, se manejan algunos temas de cardinalidad infinita. No
se profundiza en el tema pero no estd de mas mencionar su relevancia. Esto
lo mencionamos pues a lo largo del trabajo abordamos el andlisis de dife-
rentes estructuras matematicas, con la singularidad de que utilizaremos a la
Légica Infinitaria como herramienta para esto. Por lo que iremos acotando
los cardinales x, A pues su tamano llega a rebasar los objetivos planteados.
Con esto en consideracion, analizaremos un tipo especifico de Logicas Infini-
tarias, en las que las relaciones y funciones son de aridad finita. Los demas
casos no se analizaran.

La tesis se presenta en cuatro capitulos. En el primero, comenzaremos
con un breve repaso de los conceptos basicos de Légica de Predicados y
Teoria de Modelos.

En el segundo capitulo se presenta una construccion de Logica Infinitaria
como una extension de la de predicados y se estudian algunos ejemplos de
la misma.

El tercer capitulo se centra en los trabajos realizados por Carol Karp y
Dana Scott. En primer lugar analizaremos el Teorema de Karp, el cual nos



habla sobre la relacién que hay cuando dos estructuras cumplen los mismos
enunciados infinitarios y cuando son Back-and-Forth equivalentes. Después
veremos el andlisis de Scott y cémo logra capturar la nocién de isomorfismo,
entre estructuras numerables, bajo un enunciado infinitario, el Enunciado
de Scott.

Por 1ltimo, el cuarto capitulo, consiste en demostrar rigurosamente el
Teorema de Correctitud-Completud para Légicas Infinitarias wy,w. Al igual
que la demostraciéon del homénimo para Légica de Predicados, la demos-
tracién se realiza mediante una construccién de tipo Henkin. Pero, como se
verda mas adelante, el Teorema de Compacidad no se cumple en las Logicas
Infinitarias, por lo mismo el Teorema de Correctitud-Completud Extendido
falla.

II



Capitulo 1

Preliminares

[.1 Légica de Primer Orden

Como mencionamos en la introduccién, comenzaremos con un breve repaso
de las nociones importantes sobre Légica de Primer Orden, con el entendido
de que el lector ya esta familiarizado con ellos.

Definicion 1.1.1.- Un tipo de semejanza es un conjunto 7 de simbolos,
de la siguiente forma:

r=[JRaUllJ FnluC

donde R,, es un conjunto de simbolos relacionales de aridad n, F,, es un
conjunto de simbolos funcionales de aridad m y C es un conjunto de simbo-
los de constantes. Ademds, no pedimos que los uniendos sean distintos del
vacio. Supondremos que ninguin simbolo es una sucesién de otros simbolos.

Definicion I.1.2.- Sea 7 un tipo de semejanza, diremos que 2| es una
T-estructura si cumple ser un par ordenado (A, I) donde I es una funcién
con dominio 7 que valtia de la siguiente manera:

1. Para cada simbolo relacional R de aridad n, I(R,,) C A™;
2. Para cada simbolo funcional f de aridad m, I(f,,) : A™ — A; y
3. Para cada c constante, I(c) € A.

A la funcién I le llamaremos la funcién de interpretacién. Asi, dado 7 un
tipo de semejanza, denotaremos a la estructura 2 = (A, I) como sigue:

A= (A, {I(R): Re R}, {I(f): feF},{I(c):cecCl)

Por comodidad adoptaremos la siguiente notacién; para cada z € 7, I(z) =

.



Dependiendo de la situacion, también nos referiremos al universo de una
estructura 9B, cualquiera, como |B|. Finalmente, denotaremos por V; a la
clase de todas las T-estructuras.

De aqui en adelante trabajaremos con un tipo de semejanza 7 fijo.

Definiciéon 1.1.3.- Definimos el Lenguaje de primer orden del tipo T,
%, , como la unién de los siguientes conjuntos:

Zr=17U{v, :n<wlU{=}Uu{-,A}U{3}
Donde cada uno de los conjuntos anteriores representa:

el tipo de semejanza;

las variables;

simbolo de igualdad;
conectivos logicos; y
cuantificador existencial.

Denotaremos al conjunto de variables como V AR, pues lo estaremos uti-
lizando frecuentemente.

Definicion 1.1.4.- El conjunto de los términos de tipo T, es el C-menor
conjunto X, tal que:

o {v:i<wlUCC Xy
eSifeF,Cr,1<muyty,..ty € X, entonces f(t1,...,tm) € X.

A dicho conjunto lo denotaremos como TERMT y un 7-término, sera
un elemento del conjunto recién definido.

Definicion 1.1.5.- Una formula atomica del tipo T es una expresién de
alguna de las siguientes formas:

Donde, para toda i € {1,...,n} t; € TERM, y P € R,,. Al conjunto de
todas las férmulas atémicas de tipo 7 lo denotaremos como AT M.



Por comodidad, diremos que v es una formula literal del tipo T, si 1
es una férmula atémica o es la negacién de una. Al conjunto de todas las
literales lo denotaremos por LIT;.

Definicion 1.1.6.- El conjunto de todas las formulas del tipo T, es el
C-menor conjunto X, tal que:

o ATM, C X
e Sia,f € X, entonces (ma), (aNp) € X;y
e Dadax € VAR Yy ¢ € X, entonces (Jzyp) € X.

Al conjunto mencionado anteriormente lo denotaremos por L y cual-
quier objeto que sea elemento de este conjunto serd una 7-formula.

Notacién.- Dadas «, 5 € L, y © € VAR, definimos las siguientes abre-
viaturas:

e Con (a — f) nos referiremos a —(a A =f);

e Con (a V ) nos referiremos a =(—a A =3);

e Con (a > ) nos referiremos a ((« = ) A (8 = «)); ¥y
e Con (Vxa) nos referiremos a —(Iz—a).

Entenderemos que v; ocurre libre en una férmula 3, o es libre para 3, si
no esta dentro del alcance de algun cuantificador. En caso de estarlo, dire-
mos que v; es una variable acotada. Con esto en cuenta, denotaremos por
L? al conjunto de todas las 7-férmulas con exactamente n variables libres.
Y, en particular, a los elementos que se encuentren en £ los llamaremos
enunciados.

Notacién.- Dada ¢ € L7, cuando sea necesario especificar las variables
libres que aparecen en ¢, escribiremos ¢(vy,...,v,). Ademds, en ocasiones
escribiremos Z, lo cual se refiere a una sucesién de elementos (los cuales
pueden ser del universo, contantes o variables), es decir T = (z1, ..., Zp).

Definicion 1.1.7.- Sea 7 un tipo de semejanza, A € V,, t e TERM; y
s: VAR — A; denominada asignacion, definimos la interpretacion de t en

la estructura A bajo la asignacién s, denotado por t% [s], por recursién sobre
TERM,.

1. Paso base: dadas x € VAR y c € C,

3
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2. Paso recursivo: si f € F, y t1,...,tn, € TERM,, entonces
(b1, o ) [s] = FR(ET[s], oo 0 ).

Denotaremos a una asignacién s como un elemento del conjunto “A. En
donde, los indices de las variables nos permiten realizar la asignacién de las
mismas.

Definicién 1.1.8.- Sea 7 un tipo de semejanza, 21 € V., s una asignacién
para A y a € A, definimos la asignacién s(x/a) : w — A como sigue:

a T =1;
s(y) En otro caso.

s(afa)ts) = {

Ahora, presentaremos una definicién de gran importancia.

Definicién 1.1.9.- (Satisfaccion de Tarski) Dada una T-estructura A,
una asignacién s para Ay ¢ € L., definimos recursivamente 2 satisface a ¢
con s, denotado por 2 F ¢y, de la siguiente manera:

1. Paso base:

» Sity,to € TERM,, entonces 2 E (t1 =~ tg)[s} si y sélo si t3'[s] =
t3[s]

s SiRER,, yti,..,tmm € TERM,, entonces
RUE R(t1,...,tm)[s si y solo si t1]s], ..., t2[s]) € R™.

2. Paso recursivo:

= Si ¢ € L, entonces 2AF —pp, siy solo si AF ¢y

» Sip,1h € L, entonces AF (pA)(y siy sélosiFE gy E P

» Siz € VAR y ¢ € L;, entonces 2 F Jxiy, si y solo si existe
a€ A, AF Yiz/a)-

Aprovechando lo anterior, diremos que una férmula es verdadera para
una estructura dada si la estructura satisface a la férmula con cualquier asig-
nacién. Ademas, entenderemos por Férmula Universalmente Verdadera
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a cualquier formula que sea verdadera para toda estructura. Esto ultimo lo
denotaremos por F ¢.

FEl siguiente lema habla sobre las asignaciones que coinciden en las mis-
mas variables libres de alguna férmula dada. Por comodidad, escribiremos
las asignaciones explicitas, 2 F ¢(aq,...,a,). Donde los a; € A, para toda
i € {1,....,n}, y cada una representa la asignacién de la variable libre co-
rrespondiente.

Lema I.1.10.- Sean A € V., y s, s’ dos asignaciones para 2l, para toda 7-
férmula ¢ tenemos que, si s y s’ coinciden en todas las variables que ocurren
libres en ¢, entonces:

2LE pq siy solo si AE g
Corolario 1.1.11.- Dadas 2l € V; y 0 € LY, tenemos
AEF o 6AFE 0.

Las demostraciones anteriores pueden ser revisadas en [1].

Definicion 1.1.12.- Sean tg,t 7-términos, v € VAR y ¢ € L., definimos
por recursién, (t)fo, la sustitucion de ty en lugar de cada presencia libre de
la variable v en ty, (@)}, la sustitucion de t en lugar de cada presencia libre
de la variable v en @, como sigue:

= Para términos tenemos,

e sity =y,

® SitoIC,

o Si to = f(tla "‘7tn)7
(ftr,-stn))i = (), s (E0)7)-
» Para férmulas tenemos,

e Atdmicas:

o (t1~ta)f = ((t1)} =~ (t2)})



o (Rt o tn))} = RV, ooy (£0)})

— Férmulas compuestas:
v

#(mp)) = (9
(P AY)Y = ((9)F A (¥)F)

(Jzep) T =v;
x(Jzp)] =< Fz((p)f) x # vy z no aparece en t o v no aparece libre en p; y
Fz((p)2)} x # vy x aparece en t y v aparece libre en ¢.

(Donde z es la primera nueva variable, z # x, que no aparece en 3z, ni
en t.)

Teorema I.1.13.- (Sustitucién) Sean t,ty 7-términos, ¢ € L,, A € V;
y s € YA, entonces:

= 5 [s(a/ts])] = ((to)7)[s)s ¥

= AF (/s S1y s6losi AF (@)

tls)"

Corolario 1.1.14.- Si hay un 7-término ¢, tal que 2 & (gp)tx[s], entonces

Corolario I.1.15.- Para cualquier 7-término, t, tenemos

FVz(p) = (9)i-

Las demostraciones anteriores pueden ser revisadas en [1].

Definicién 1.1.16.- Dada 2 = (A, I), con 2 € V,, definimos el cardinal
de 2 como el cardinal de su universo, A. Es decir:

1R = [A]-

Definicion 1.1.17.- Dado 7 un tipo de semejanza, definimos el cardinal
del lenguaje £, como sigue:

|| = | £+
Definicion 1.1.18.- Sean A, B €V, y h: A — B.

1. Diremos que h es un Homomorfismo de 2 en B; denotado por h :
A — B, si:



= Si f es una letra funcional de aridad m y aq, ..., a,, € A, entonces
(a1, ..., am)) = fE(h(a1), ..., h(am));
= si R es una letra relacional de aridad m,
(a1, ...,an) € R* siy sélo si (h(ay), ..., h(an)) € Ry
= si ¢ es una constante, entonces
h(c*) = c®.
2. h es un Fncaje de 2 en B, denotado por h : A — B, si:

= h es un homomorfismo y

= h es una funcién inyectiva.
3. h es un Isomorfismo de 2 en B si:

= h es un encaje y

= h es una funcién suprayectiva.

Cuando la funcién h sea un isomorfismo entre 21 y ‘B, escribiremos
h: A = B. Ademés, cuando A y B sean isomorfas, escribiremos 2 = 98B,

Teorema I.1.19.- (Homomorfismo) Sea h un homomorfismo de 2 en B
y s € “A, entonces para todo t € TERM, y toda o € L, sucede:

L. h(t*[s]) = tB[h o s];
2. si a no tiene cuantificadores ni &, entonces
2AE As] si y sélo si B F Alhos]s
3. 81 h: A — By «ano tiene cuantificadores, entonces
2 E ap siy solo si B FE qeq);
4. si h es suprayectivo y a no tiene simbolo ~, entonces
AFE apg sty solo si B E qpeq; ¥
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5. si h es un isomorfismo, entonces

AE Ag] si y solo si B F Xlhos]-

La demostracion de este teorema no es parte de este trabajo y puede
ser revisada en [1] o [2]. Sin embargo, es ficil observar por qué se solicitan
dichas restricciones. Por ejemplo, dado h : (Z,+) — (Zs,+), tal que h
manda a los pares al cero y a los impares al uno. Claramente obtenemos un
homomorfismo suprayectivo y tomando ¢ € L, de la forma (x + 2z +x ~ z),
tenemos

(Za,+) F ¢ pero (Z,+) ¥ ¢.

De igual manera podemos encontrar ejemplos sencillos de los demés ca-
SOS.

Teorema 1.1.20.- Dadas 2,8 € V;, las siguientes son equivalentes:

oh:A—B
e para toda ¢(Z) € AT M, y para cualesquiera @ € A, tenemos

AFE o(@)g < B F 0(T)p(a)-

Demostracion.- Sean 2,8 € V..

=] Supongamos que h: A — B.

Sea ¢(Z,v) € L definida como ¢ (T) ~ t2(V), a € A,

2 F @(T,0)[g siy sélosi AF (t1(T) ~ t2(V))[g siy solo si t¥a] = t3[a].
Por el teorema del homomorfismo,
h(tia]) = 17 [h(@)] = 3 [h(@)] = h(t3[a)).
Entonces,
t7 [h(@)] = 13 [1(@)] siy s6lo si B E (11(T) = t2(0)) )

siy sélo si B F (T, 0)na))-
Sea R € Ry, ¢(T) € LT definida como R(ZT) y a € A,

2 p(T)[ siy solo si AF R(T)q

8



siy sélo si (23[a], ..., z>[a]) € R* siy sélo si (zP[h(@)], ..., x> [h(@)]) € R®

siy sélo si B F R(T) ) siy slo si B F @pa)-
Por lo tanto, para toda ¢(Z) € AT M, y para cualesquiera @ € A,

AFE o(T)@ & B F o(T)na@)-

<] Supongamos que para toda ¢(T) € AT M, y para cualesquiera a € A,
tenemos
AFE o(T)@ & B F o(T)na)-
Sea c € C, p(T) € L} definida como c =Ty a € A.
*

A E p(T)q) siy solo si AF (¢~ T) siy sdlosic[a] =77 [q]

siy sélo si ¢® = a.

Por hipétesis

B F p(T)[n(a)) sl y s6lo si B F (c = T)p) sty solo si cﬁ(a)] = Zfh(a)

si y sélo si ¢® = h(a).
Por lo tanto, h(c*) = h(a) = ¢®.

Sea f € Fn, (v, v)LY definida como vy =~ f(v) y aa € A.
AE 0(v0,7) gz 81y s6lo si AFE (vg & (D)) siy sélo si v [aa] = f*(v)[aa]

siy sélo si a = fA(v}adl, ..., v>[aa)).

Por hipétesis

B F ©(v0,0)n(ayn(@) Siy s6lo si B F (vo = f(V))n(a)n@)

si'y s6lo si vg [h(a)h(@)] = f*@)[h(a)h(a)]
siy sélo si h(a) = fP (WP [h(a)h(@)], ..., vE[h(a)h(@)]).

n

Por lo tanto,

(¥ (v} aa), ..., vy [aa))) = h(a) = f2 (0} [R(a) (@), .., vy [h(a) h(@)).

n

Sea R € Ry, ¢(T) € LT definida como R(T) y a € A.

2 o(T)g) siy solo si A F R(T)[g siy solo si (2¥[al, ..., x2[a)) € R*

ceey by
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si y solo si (2T [h(@)], ...,z [1(@)]) € R®siy s6lo si B F R(T) @B F o))
De donde, (z3'[a], ..., z>[a]) € R* si y sélo si (z7 [h(@)], ..., x> [h(a@)]) € R®.
Por lo tanto, h: A — B es un homomorfismo.

Ahora, sean h(ag),h(a1) € Im(h), tales que h(ag) # h(a1). Tomando
o(xo, 1) € LT definida como g ~ x1. Sucede

g [h(ag)h(ar)] # =T [h(ao)h(ar)] sty s6lo si B ¥ ©(20, 1) [h(ag)h(ar)

siy s6lo si & F p(x0, T1)[4gq,] ST ¥ sOlO si zapar] # 23 ]apai], de donde ag # a;.
Por lo tanto, h: % — Bpn

Corolario I.1.21.- Dadas 2,8 € V, h : A — B si y solo si, para toda
©(T) € LIT; y para cualesquiera @ € A, tenemos

AFE o(T)@ & B F o(T) @)

Definicién 1.1.22.- Si para todo ¢ € £ sucede que A F ¢ < B F ¢, di-
remos que las estructuras 2 y B son elementalmente equivalentes, 2 = B.

Corolario 1.1.23.- Si 2 = B, entonces 2 = B.

Definicion I.1.24.- Sean 2, B € V.. Decimos que 2 es subestructura de
B (0 B es una extension de A), A C B, si la inclusién es un encaje.

Lema 1.1.25.- Dadas 2 € V; y S C A, entonces las siguientes son
equivalentes:

1. S es el universo de alguna B tal que B C A; y

2. Para cada ¢ € C, ¥ € S; y para cada n < w, cualquier f € F de
aridad n y para todo s1,..., 5, € S, f2(s1,..., 8,) € S.

Si se cumple lo anterior, la subestructura 8 es tinica. En este caso, llamare-
mos a B la subestructura de A generada por S, denotado por (S)g. El lema
anterior puede ser verificado en [3] junto son su demostracién.

1.2 Juegos de Ehrenfeucht-Fraissé para Logica de Primer Orden

En esta seccion, analizaremos algunas relaciones entre estructuras de pri-
mer orden. Méas adelante, analizaremos las mismas relaciones vistas a través
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de la légica infinitaria. Por esto mismo para lo siguiente fijaremos un tipo
de semejanza arbitrario, 7, el cual se omitird de la notacion.

Las definiciones y resultados que veremos de ahora en adelante forman
parte de la Teorfa de Modelos y han sido sacados principalmente de [3].

Sean 2 € V; y @ una sucesion de elementos de A. Podemos agregar todos
los elementos de @ como parametros al tipo de semejanza con el que esta-
mos trabajando. Para esto tomamos una sucesién de constantes nuevas, ¢,
de la misma longitud que @, y formamos el nuevo tipo de semejanza, 7(¢),
agregandolas a 7. Asi, (2, @) resulta ser una 7(¢)-estructura donde a; = cgm’a)
para cada ¢ € I (siendo I una indexacién de la sucesién @). De igual manera,
si B €V, ybc B,dela misma longitud que ¢, hay (8,b) € V(¢ donde
(B,b)

b = ¢, para cada ¢ € I.

Observacién.- Sean 2, B € V, y supongamos que (A, a), (B,b) € Vi)
Entonces, un homomorfismo f : (2,a@) — (8, b) es lo mismo que un homo-
morfismo f:2A — B tal que f(a;) = b; para algunas 7,5 € 1. Y, un encaje
f:(2,a) < (B,b) es lo mismo que un encaje f : A — B tal que f(a;) = b;
para algunas ¢, j € I. Ademds, para toda ¢ € L,, tenemos

A E P < (Ql,ﬁ) = Pre)-

Lema I.%.l.—(Diagrama) Dadas 2,95 € V., ¢ una sucesién de constantes
y (&, @), (B,b) € V, (), entonces las siguientes son equivalentes:

1. para cada ¢ € ATMS(E), @) F e (B,b)Ep;y
2. hay f: (@)y — B tal que, fla] = b.

Este lema fue obtenido de [3] y su demostracién puede ser revisada en
el mismo.

Definicion 1.2.2.- Dada ¢ € L;, definimos el Rango de cuantificadores,
Re(p), como sigue:

e Si ¢ € AT M, entonces Re(p) = 0;
® Re(—p) = Re(p);

e Re(y An) = sup{Re(y), Re(n)};y
o Re(Fup) = Re(p) + 1.
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Definicion 1.2.3.- Dadas 2,8 € V; y n < w, diremos que A =, B si
para cualquier ¢ € LY con Re(v) < n, tenemos

AE ) o B E .

Observacion.- Claramente, dados m,n < w, con m < n, si A =, B,
entonces A =, B.

Definicion 1.2.4.- Sean A,B € V. y £ < w. El juego de Ehrenfreucht-
Fraissé de tamano &, denotado por EF¢(2,B), se juega como sigue. En el
n-ésimo paso, Vbelardo (el primer jugador) juega a,, € Ao b, € B. En el pri-
mer caso, Jloisa (el segundo jugador) responde con b, € By, en el segundo
caso, responde con a, € A. Al final del juego, las sucesiones a = (a; : i < &)
y b= (b; : i < &) han sido jugadas. A la pareja (a,b) se le llama jugada.

El objetivo de cada uno de los jugadores es ganar el juego. Para Vbelardo
esto consiste en ver que 2 2 B. Si, al finalizar el juego, Vbelardo no ha po-
dido demostrar que 2 2 B, entonces Jloisa serd la ganadora. En otras pa-
labras, Jloisa gana si y sélo si al terminar el juego EF¢(2,B), con la jugada
(a@,b) se tiene (A, @) =¢ (B, b). De no ser asi, Vbelardo sers el ganador. En
el caso de existir una serie de pasos a seguir mediante los cuales se obtiene
la victoria, ya sea para Vbelardo o dliosa, diremos que este jugador tiene
estrategia ganadora.

Notacién.- Al escribir 2 x¢ 95, nos referimos a que Jloisa tiene estra-
tegia ganadora en EF¢(2A,%B).

Observacion.- Dadas 2,8 € V.., entonces:

e Si A =B, entonces, para todo m < w, A =, B;
eSin<m<wy A=, B, entonces A =, B; y

e Dado m < w ordinal, =,, es una relacién de equivalencia en V.

Definicion 1.2.5.- Dadas 2,28 € V. y x un cardinal infinito, un siste-
ma de back-and-forth equivalente de tamano  entre 2 y B, denotado por
21 =% 9B, es una coleccién, P, no vacfa, de parejas (a@,b), donde @ € Al y
b € B¢ con ¢ < K, que cumple las siguientes:

e si (@,b) € P, entonces @ y b son de la misma longitud y (2, @) =¢ (%8, b);

e para todas (@, E) € Pyce A, hay d € B tal que (ac@d) el y
e para todas (a,b) € Py d € B, hay ¢ € A tal que (ac,bd) € P.
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De la definicién anterior, tenemos que, dadas 2A,B € V., si A = B, en-
tonces, para todo s cardinal, 24 =% B. Para esto basta tomar P = h donde
h: A — B, pues sabemos que existe.

Ahora veamos la relacién que tienen las subestructuras generadas y las
férmulas con rango de cuantificadores igual a cero.

Lema 1.2.6.- Dadas (2,a), (B,b) € V@)
(2,@) = (B, b) siy sdlo si (@)y = (b)m.
Demostracién.- Sean A, B € V,, a € Al y b € B'.
=] Supongamos que (2,a) = (B, b)
si y s6lo si, para toda ¢ € L% con Re(p) =0, (A,a) F ¢ < (B,D) E .
En particular, para toda ¢ € LIT?, (2,a) E ¢ < (%B,b) E ¢.

Donde, por el Lema del Diagrama, existe h : (a@)g < B.

Tal que h[a] = b, veamos que es suprayectiva. Sea b € (b)gs \ b, entonces
]

B’
b= tBD[p) = tBD[n(a)] = h(t@D[a)).

Por lo tanto, (@)y =2 (b)m.

<] Supongamos (@)g = (b)mp, es decir, existe h funcién tal que h : (@)y —
B
Donde, por el Lema del Diagrama, para toda ¢ € LI 70

(,a) F o < (B,b) E .

Al considerar las combinaciones booleanas de los enunciados literales, obte-
nemos, para toda ¢ € L% con Re(y) = 0,

(,a) F o < (B,b) F .

Por lo tanto, (A, @) =q (B,b)m
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Teorema 1.2.7.- Dadas 2,8 € V., si A y *B son a lo mas numerables y
A =P B!, entonces A = B.

Demostracion.- Sea P el conjunto de parejas que ratifica que 2 y 5
son back-and-forth equivalentes. Hagamos F4 = (a; : i < w) y Ep = (a; :
i < w), enumeraciones de todos los elementos de A y B, respectivamente.
Como ¢ # P, podemos tomar (@,b) € P y construyamos recursivamente la
siguiente sucesion de parejas ordenadas, todas elementos de P.

Tomemos Iy = (@, b).

Sea n < w, I,4+1 se construye como sigue:

Sin+ 1 = 2k, para alguna k € Z™, tomando a’ € A, el primer ele-
mento tal que o’ € Eq y a’ ¢ Dom(I,), sabemos que hay b’ € B tal que
I, U{(d,b)} € P. De tal forma I,,;1 = I, U {(d, ')}

Y, sin+ 1 =2k — 1, para alguna k € Z", tomando ¥’ € B, el primer
elemento tal que b’ € Ep y b’ ¢ Im(I,), sabemos que hay a’ € A tal que
I, U{(d,t')} € P. De tal forma I,41 = I,, U {(a',0)}.

Asi, obtenemos una biyeccién, I, entre 2 y B, de la forma

I= UIn.

n<w
De donde
(A, A) =0 (B, B).
Y, por el lema anterior
A= By

Lema 1.2.8.- Tomemos 7 un tipo se semejanza finito. Dada 2l € V,,
tal que |A|] = n < w. Existe un enunciado g tal que para toda B € V,,
tenemos

B F gy siy solo si A= B.

Demostracién.- Supongamos que A = {a1,...,an} yseaa = (ai, ..., an).

=] Primero definamos a ¢g. Consideremos el siguiente conjunto X,

X = {776 LIT:QUZU[E]}.

!Formalmente deberfamos de escribir R pero utilizaremos w para ser consistentes con
la notacién.
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Al estar hablando de una estructura 2l con un universo finito y un tipo de
semejanza finito, entonces |X| < w. Por lo tanto, tiene sentido hablar del
siguiente enunciado @y € £ definida como sigue,

n
31)131)2...31)“{ /\ N A Yupi1 \/ v; R Un+1i| .
neXx i=1
Ahora, supongamos que
n
B E Evlﬂvg...ﬂvn{ /\ n A Yupi1 \/ v; R vn+1}
neX i=1
entonces hay b € B" tal que
n
B E [ /\ 1N A Yupi1 \/vi zvnﬂ] .
neXx =1 o]
si y sélo si hay b € B™ tal que
n
BE N gy BEVo \vixo, g
neX 1=1

Entonces

para toda n € LIT, AEn(a) < B Enb)y |B| =n.

Sea h : B — A dada por h(b;) = a; para toda i € {1,...,n}, claramente
biyectiva. Ademds

para toda n € LIT, A F n(h(b)) < B E n(b).
Aplicando el Corolario 1.1.21, obtenemos
h:2A — B pero |A| = |B|

Por lo tanto, h es el isomorfismo buscado entre 2 y B.

<] Supongamos que A = B, por el Corolario 1.1.23, tenemos A = B. Y,
por definicién
BEoum

Es mas, tenemos también el siguiente resultado para estructuras finitas.
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Corolario 1.2.9.- Tomemos 7 un tipo se semejanza finito. Dadas 2,8 €
Vistal que [A|=n<wy |Bl=m<w,

si A =B, entonces A = B.

En otras palabras, para estructuras finitas, ser elementalmente equiva-
lente es lo mismo que ser isomorfas.

[.3 Un Sistema de Deduccién para Légica de Primer Orden

Ahora procederemos con el estudio sintactico de la Légica de Primer
Orden, para lo cual daremos una serie de axiomas y reglas de inferencia que
formaran el sistema formal que trabajaremos. Mas adelante extenderemos
este mismo sistema para trabajarlo en légicas infinitarias.

Definimos el Sistema &.

Axiomas:
1. Toda instancia de una tautologia para légica de enunciados del tipo 7;

2. Yz — ()7, donde todas las ocurrencias libres de x se sustituyen por
ten g;

3. Vz(p = ) = (¢ — V), si x no ocurre libre en ¢;
4. z~uzx;y

5.zt — [p = gy, donde |, 4 significa que algunas (posiblemente
todas o ninguna) de las ocurrencias libres de x han sido sustituidas
por t.

Reglas de inferencia:
1. (MP) 1 se infiere de ¢, ¢ — ; y

2. (Generalizacién) Vze se infiere de ¢ cuando z no es una variable libre
de la misma.

Teniendo lo anterior, recordemos algunas nociones importantes.

Una prueba en el sistema formal & es una lista finita de férmulas de £,
donde cada una de ellas es un axioma de & o es consecuencia de anteriores
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por medio de las reglas de inferencia. La férmula que aparece al final de una
demostracién en el & es un teorema de &. Esto lo denotaremos por F¢g ¢ y
@ sera la férmula con una demostracion en &.

Dados I' C Ly p € L, diremos que ¢ es demostrable o derivable en
& a partir de I si existe una sucesion finita asq, ..., o, € L tales que o, = ¢
y para cada ¢ € {1,...,n}, a; es un axioma de &, o es un miembro de I
0 es una consecuencia de anteriores mediante reglas de inferencia. Lo cual
denotaremos por I' g ¢.

Mencionamos ahora algunos teoremas importantes dentro de esta sec-
cién: para esto consideraremos I' C L,y ¢, € L.

Teorema 1.3.1.- Si ' k¢ ¢ y x no ocurre libre en ninguna férmula de
I, entonces I' - V.

Teorema 1.3.2.-''nkgs psiysélosi'Fn— .

Teorema 1.3.3.- Supongamos que I' ¢ ¢ y que ¢ es un simbolo de
constante que no ocurre en I'. Entonces hay una variable y (que no ocurre
en ) tal que T' kg Vyepy. Ademds, hay una deduccién de Vypy a partir de
I' en la que ¢ no ocurre.

Corolario I.3.4.- Supongamos que el simbolo de constante ¢ no ocurre
en pniennnienl yquel,n’ g p. Entonces I'ydzn kg ¢ v hay una
deduccién a partir de I', dzn en la que ¢ no ocurre.

Teorema 1.3.5.- (Compacidad) Si cada subconjunto finito I'y de T" es
satisfacible, entonces I' es satisfacible.

Teorema 1.3.6.- (Correctitud-Completud Extendido)
ke psiysolosiI'FE g.
Teorema 1.3.7.- (Lowenheim-Skolem) Sea I' un conjunto satisfacible

de férmulas de un lenguaje de cardinalidad A. Entonces I' es satisfacible en
alguna estructura de tamano menor o igual a .

Teorema I.3.8.- (Léwenheim-Skolem-Tarski) Sea I' un conjunto de
formulas de un lenguaje de cardinalidad A. SiI' tiene modelo, entonces tiene
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un modelo de cardinalidad a lo mas A, y supongamos que I' es satisfacible
en alguna estructura infinita. Entonces, para todo cardinal x > A, hay una
estructura de cardinalidad « en la que I' es satisfacible.

Todas las demostraciones anteriores pueden ser verificadas en [2] o [4].
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Capitulo II

Logica Infinitaria

I1.1 Logicas Infinitarias s, A

En este capitulo comenzaremos a trabajar con los lenguajes infinitarios.
Para lo cual describiremos lo que son: su construccién, cémo se trabajan y
algunos ejemplos de su poder expresivo. La construccién aqui planteada, asi
como las definiciones, se pueden verificar en [5], [6], [3] v [7].

Muchas de las definiciones que veremos en lo posterior se dardn por
entendidas, pues son andlogas a las de los lenguajes de primer orden. Las
nociones importantes las veremos formalmente y daremos algunas observa-
ciones, cuando sean pertinentes.

Definicion II.1.1.- Sean 7 un tipo de semejanza, y k, A dos cardinales
infinitos. Definimos el Lenguaje infinitario k, A del tipo 7 como la unién de
los siguientes conjuntos:

Zea(r) =7U{v,: p <maz{s,A}} U{x}U{~, A}U{3}.
Dénde cada uno de los conjuntos anteriores representa:

e ¢l tipo de semejanza;

e las variables;

e simbolo de igualdad;

e conectivos 16gicos (negacién y conjuncién sobre un conjunto, o clase,
de a lo més k férmulas); y

e cuantificador existencial (sobre un conjunto de a lo méas A cuantifican-
dos).

En el capitulo anterior definimos los tipos de semejanza y qué cualidades
deben de cumplir las relacionales y funcionales que contienen. Sin embar-
go, al hablar de légica infinitaria, la aridad de las relacionales y funcionales
puede ser infinita, pero dicha situaciéon no la analizaremos dentro de este
trabajo. Por lo mismo, manejaremos tipos de semejanza tal y como fueron
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definidos anteriormente. A los lectores interesados, les recomendamos veri-
ficar [5], [6] o [7].

Antes de pasar a las definiciones formales, es importante mencionar las
siguientes observaciones:

1. AT M, » denota a las clase de férmulas atémicas de .Z}; . Ademas, por
como se definieron los tipos de semejanza, tenemos AT M, = AT M.
De igual manera al escribir LIT nos referiremos al conjunto de las
literales infinitarias, pues coincide con las literales de primer orden.

2. Jz, representa la expresion 34,324, ...3Ta,... En donde T, es un con-
junto de p variables tal que p < A. En ocasiones ocuparemos la nota-
cién (3T : £ < n) que significa que Jx¢ para toda £ < 7, en donde
n < A para el lenguaje .Z; x. Si no se especifica alguna cota para &, es
claro que debe ser menor a .

3. A\ X denota a la conjuncién de todos los elementos de ¥. En ocasiones
utilizaremos esta misma notacién o escribiremos, /\UEE o, pues nos
resultard mas practica. Lo Unico que debemos pedirle a ¥ es que sea
de cardinalidad menor a x pues de nos ser asi, dicha conjuncién se
saldria de .2, .

4. En el capitulo anterior se mencioné el Teorema de Sustitucién. Ese
mismo Teorema se puede aplicar para las l6gicas infinitarias. De hecho,
lo usaremos en el capitulo IV.

Ahora si, para las siguientes definiciones tomaremos y fijaremos, un tipo
de semejanza 7, junto con los cardinales infinitos x, A. Por lo que omitiremos
la notacién Z,; \(7) y adoptaremos una mas sencilla, .Z, 5.

Definicion I1.1.2.- La clase de todas las expresiones del Lenguaje infi-
nitario K, A del tipo T, es la C-menor clase X, tal que:

i ATM/-@,)\ - X;
e Sia€ X, entonces (—a) € X;
e Dados p < Ay p(x1,22,...,%p,...) € X, entonces

(FT,pp(x1, 22,00, 2p,...)) € X5 Y

e Dado X C X, ¥ # ¢y |¥| < K, entonces A\ X € X.
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A la clase de todas las expresiones infinitarias k, A, la denotaremos por
EXP, .

Definicion 11.1.3.- Diremos que ¢ es una formula infinitaria s, A del
tipo T, T-formula infinitaria K, A, si Y es una expresién infinitaria kK, A y ¢
tiene menos de A variables libres.

Al la clase mencionada anteriormente la denotaremos por £y x. De igual
manera, L, se refiere a la clase de férmulas infinitarias x, A con exacta-
b
mente « variables libres.

Definicién I1.1.4.- Dada ¢ € L, ), definimos recursivamente el conjun-
to (clase) de subformulas de ¢, sub(yp), como sigue:

e Si p € AT M, entonces sub(p) = {¢};
o sub(—p) = sub(p) U{~w};
o sub(Jzp) = sub(p) U{Jzp} v sub(Vzp) = sub(p) U {Vzp};y

) sub(/\ D) = U sub(p) U {/\ D}y sub(\/ D) = U sub(p) U {\/ D}

ped ped

De igual manera, usaremos la notacién de sub® () para denotar al con-
junto de subférmulas de ¢ que tengan exactamente & variables libres, para
algin ¢ ordinal.

Analizando las definiciones y observaciones anteriores, podemos ver que
K nos acota el nimero de conjunciones que podremos aplicar dentro de una
férmula. Por el otro lado, A esta relacionado con la extension que tendran
nuestros cuantificadores. Como las formulas tienen menos de A variables
libres, se pueden cerrar nuestras férmulas bajo cuantificaciones. Con base
en lo anterior no tiene sentido que consideremos algtin lenguaje £, » con
K < A, pues el alcance de nuestros cuantificadores se ve mucho mayor de lo
que necesitamos. Por lo que, a partir de este punto sdlo consideraremos el
caso en que K > \.

Notacién.- Dado ¥ C L, ) con |X| = p, para algin p < £y dado o < A,

e Con \/ o nos referimos a —( /\ —0); ¥
oEX oEX

e Con VZ,¢ nos referimos a (3T, ¢).
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Ya aclaradas las notaciones que vamos a utilizar, haremos algunos ajustes
sobre las definiciones semanticas para poder trabajar:

1. Ajuste en las asignaciones. Recordando lo visto en la primer seccién, a
las asignaciones las identificAbamos como s € “ A, siendo A el universo
de una estructura 2 € V,, pues el nimero de variables que teniamos
eran exactamente w. Como ahora tomamos un conjunto mayor de va-
riables, k, las denotaremos como elementos del siguiente conjunto *A.

2. Verdad de Tarski para férmulas de conjuncién arbitraria. Sea ¥ C L, y,
con |X| < k. Por estar trabajando en .Z ), tenemos que A .50 €
L, x. Ahora, dada A € V. y s € "A, diremos:

A E /\ 0[5 sl y solo si para toda o € 3, AF o[y.
oeX

A partir de este punto vamos a considerar el lenguaje £ , que se define
de manera andloga a . ). La clase de sus férmulas se define como sigue:

Eoo,/\ = U En,)\

K>A

En esta variante se permiten conjunciones arbitrariamente grandes pero
nuestras férmulas siguen teniendo un nimero menor de A variables.

Definicién I1.1.5.- Dadas A, B € V. Ay B son (k, \)—elementalmente
equivalentes, lo cual denotaremos por 2 =, \ B, si para todo ¢ € Eg’/\,
tenemos

AE & BE .

La definicién anterior la podemos extender de manera natural a los len-
guajes Lo ).

A continuacién daremos algunos ejemplos donde se puede observar el
poder expresivo de los lenguajes infinitarios:

1. Si consideramos kK = A = w, ﬁw,wl resulta ser un lenguaje de primer
orden. Por lo tanto, siempre que k, A\ > w, £, ) termina siendo una
extension de Z.

! Anteriormente se mencioné que &, A deben de ser cardinales, pero por precedente
histérico se escribe %, ., en vez de Zy,,x,. Asi como, en el caso de L, w ¥ Loy 01
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2. La caracterizacién de la aritmética de los naturales en .7, ,,;: Sea N
la clase de todas las estructuras 2 € V; tales que 2 = (w, +, -, 5,0). N
coincide con la clase de todos los modelos de los siguientes enunciados:

a)
Va:( \/ T~ s”(O))

A (570) +5m(0) = 57(0))

nm<w

3. Otra caracterizacién de la aritmética de los numeros naturales en
Ly w-SeaT = (+,-,5,0), si consideramos los Axiomas de Peano (AP):

a)

VoV [s" (xg) = s (1) — xo &~ 21]
b)
VaIyls(z) ~ y]

—3z[s(z) ~ 0]

/\ /\ VzoVzy..VE,—1 [[np(mo, vy Tp—1, 0)A

n<w SOGLZ,JZ}(T)
Van[e(xo, ..y, o) — ©(20, ,s(a:n))]] — Va,p(zo, ..., Tn)

Dada cualquier estructura 2 que satisfaga AP, existe un encaje del
modelo estandar de los niimeros naturales en 2. Determinado por la
siguiente funcion, f, en donde a cada n < w le asignamos el enésimo
sucesor del cero interpretado en 2. Es decir, f : N — A dada por
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n + (s"(0))*. Al considerar los axiomas sobre la funcién sucesor, f
cumple ser un encaje. Por lo tanto, basta ver que el encaje es supra-
yectivo. El siguiente enunciado nos expresa precisamente eso,

Vx( \/ TR s"(O))

Este axioma nos dice que todos los elementos de 2 son una aplicacién
de finitas veces la funcién sucesor aplicada al cero. Por lo que el encaje
f es suprayectivo. De tal manera, podemos afirmar que si

2 E AP/\V:c(n\!wx ~ s"(O))

donde AP es la conjuncién de los Axiomas de Peano, entonces

A~ (w,+,-,s,0)

. Caracterizacién de todos los conjuntos finitos en %, ,,. Son todos los
conjuntos que son modelos del siguiente enunciado

\ [V;UOVxl...vxn( \/ x%%)}

n<w 0<i<j<n

. Caracterizaciéon de todos los buenos ordenes numerables en %, .
Tomemos 7 = {R} de tal forma que (A4,R) forme un conjunto bien
ordenado numerable. Tomando 2 = (A, R), podemos ver que 2 es
modelo de:

a)
Vr—R(z,x)

b)
V$0V$1V$2[(R($Q, :El) A\ R(ZL‘l, $2)) — 7—\{(1‘07 1‘2)]

c)

VoV [R(xo, 1) V R(z1,20) V 2o = x1]

d)
(VO : e < w) \/ [R(mnﬂ, Tn) V (Tn = Tpt1)

n<w

24



6. Caracterizacion de los grupos de torsién en .7, .. Sea T la clase de
todos los grupos de torsion. 7 coincide con la clase de todos los modelos
de los siguientes enunciados:

a)
Va(rxe = e)

b)
VaIv(z xv = e)

VoV Veo[(zo * (21 % x2)) & ((zo * 1) * x2)]

Vx( \/ e%x")

n<w

1 1_,n

En donde v" se define recursivamente como, v! = v y v =" . 0.

7. Si cambiamos el enunciado (d) del ejemplo anterior por el siguiente:
Vm[w ~eV /\ —(z" ~ e)}
1<n<w
Obtenemos a los grupos libres de torsién.

8. En £+, podemos expresar el concepto de cardinalidad menor a &
mediante el siguiente enunciado:

V@ <] A o) avy \ =)
A<k %5<)\ p<A
v #0

Observemos que este ejemplo es muy importante porque nos esta ex-
presando la cardinalidad de la estructura que lo satisface.
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9. La clase de todos los espacios topoldgicos con una base numerable en
Loy wr 22 tomando A € V; donde 2 = (X UT, X, T,€). En donde X
es un conjunto cualquiera y T es una topologia para X. Utilizaremos
las siguientes letras relacionales unarias P y A para indicar punto y
abierto, respectivamente. Ademds, se anadira £, un predicado binario.
La clase de espacios con una base numerable se axiomatiza con los
siguientes enunciados:

a)
VaoVri[€(20, 21) — (P(x0) A A(21))]

b)
(3T, - m < w) { /\ A(z;) AVz[P(z) — \/ E(z,m) | A

Vy[Pw) A\ (E(y,zp) A (Ely, ) —
k,s<w

(V €, ze) Ay C e Ay C )] A
t<w

Vhvz[E(z,h) — (\[ E(z,29) Ay C h)ﬂ

g<w

Donde z C h es la contencién, definida como
Vz[E(z,x) — E(z,h)]

10. La clase de todos los arboles de altura finita y finito nimero de ramas
en %, . tomando A = (X, P,0). En donde X es un conjunto cual-
quiera; P, una relacién binaria que representa al predecesor de algin
nodo (donde P(z,y) se refiere a que z es el predecesor inmediato de y);
y 0, una constante que representa la raiz del arbol. Cualquier modelo
de los siguientes enunciados nos representard un arbol:

a)
Vax ~ 0 «— —JyP(y,x)]

b)
VaVy[P(z,y) — —(z =~ y)]

2El lector interesado puede verificar este ejemplo en [5].
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n—1

Wy [~y ~ 0) — ((\/ 3x0- 3 P(0,20)A N P, 2i41)AP(n, )|

n<w =1

d)
Yy /\ ﬂEIaco...EIxn[ Y, x0) /\ (24, i1 /\P(a:n,y)}
n<w =1
e)
n—1
VwaVzK \/ dxg.. Elxn (w, z9) A /\ P(xi,xiv1) A P(xn,y)]/\
n<w =1
\/ EIUO...EIvm (y,v0) /\ (v, Vit1 /\P(vm,z)D —
m<w =1
p—1
\/ Eluo...Elup[ (w,up) A /\ P(uj, uir1) A P(up,z)]}
p<w =1
f)
/\ \/ V:UoVajl...me{( /\ Jug...Fup—2(P(0, ug)A
1<n<wm<w k<m
n—3
/\ P(ug, uiv1) A Plun—g,21))) — \/ T N fﬂg}
i=1 0<i<j<m
9)
n—1
Vsz[ \/ Fug...Jun [Py, up) A /\ P(uj,uir1) A Pug, 2)]V
n<w =1
q—1
\/ Jvg...3vg[P(z,v0) A /\ P(vi,viy1) A P(vg,y)]V
q<w i=1
m—1
\/ Fzg... 32 Fwo...Jwy [(P(0, z9) A /\ P(zi, xix1) ANP(xm, y))A
m,p<w =1
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p—1
(P(0,wo) A\ Plwi,wit1) A P(wp, 2))A
=1

p m
/\ﬁ(wi%y)/\/\—‘(xizz)]\/yzz
=0 i=0

Con estos enunciados caracterizamos a todos los arboles de altura
numerable y con cantidad finita de elementos en cada nivel. Si
agregamos el siguiente enunciado, que dice que podemos acotar
la cantidad de niveles del arbol, obtenemos todos los arboles de
altura finita y finito nimero de ramas.

h)
\/ YV |:—|(:L' ~0) —
n<w
m—1
\/ Jug...Juy, [P(O,uo) A /\ P(uj, uir1) A P(um,a:)]]
m<n =1
Observaciones.-

Los ejemplos anteriores nos brindan una buena perspectiva de los al-
cances que tienen los lenguajes infinitarios, ahora veamos algunas de sus
limitaciones y diferencias al compararlos con la légica de primer orden.

Lo primero a notar es que El Teorema de Compacidad falla para légicas
infinitarias. Junto con el teorema de Lowenheim-Skolem-Tarski. El siguiente
contraejemplo sirve para ambos:

Sea 7 un tipo de semejanza que tenga las constantes cg,c1, ..., Cp. Si
consideramos

= {Vx \/ TR Cp,(cw = ), (cw = 1), }

n<w

Veamos que para todo Xy C ¥, con |¥y| < w, hay 2 € V; tal que
A E 2.

Supongamos que [¥o| = m, para alguna m < w. Tenemos los siguientes
casos:
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1. SivaV

new T A Cp € Yo, sin pérdida de generalidad hagamos

Yo = {Vw \/ TR Cp,(Cw )y, (0 & Cm_Q)}.

nw

Afirmacion:
A= ({0,1,2,....m —1},0,1,2,....m — 1) F T
Basta tomar ¢; = i para cada i € {0,1,2,....m —2} y ¢, =m — 1.

2. SivzV

new T R Cp & Yo, sin pérdida de generalidad hagamos

Yo = {ﬁ(cw R Co)y -y R cm_l)}.

Podemos ver que la misma estructura del ejemplo anterior nos sirve
como modelo de este.

Ademsds, es facil ver que 2l es modelo de ¥ si y sélo si es modelo del
siguiente conjunto de enunciados:

I'= {V:c \/ T & cp, I /\ ﬁ(x%cn)}.

n<w n<w

El cual, claramente no tiene modelos. Por lo que, ¥ tampoco los tiene, con-
tradiciendo el Teorema de Compacidad.

Ahora, el siguiente enunciado no puede tener un modelo de cardinalidad
mayor a w,
Vx \/ TR Cp.
n<w

Por lo que sirve como contraejemplo para el Teorema de Loweheim-
Skolem-Tarski.

Con respecto a este tema, existe una forma de extender compacidad a lo
que se le conoce como n-compacidad, donde 7 es un cardinal infinito com-
pacto. Sin embargo, esto no se abordara en este trabajo, al lector interesado
se le recomienda verificarlo en [5] y [8].

29



Capitulo III

Resultados Importantes dentro de
la Logica Infinitaria

III.1 El Teorema de Karp

A continuacién extenderemos algunas definiciones vistas en los capitulos
precedentes para poder trabajar dentro de los lenguajes infinitarios. Algunos
de los resultados aqui obtenidos seran generalizaciones de sus correspondien-
tes.

Anteriormente, se definid el rango de cuantificadores para la logica de
primer orden, aqui lo podemos extender de la siguiente manera para consi-
derar a los enunciados que tienen una cantidad infinita de cuantificadores.

Definicién III.1.1.- Dada ¢ € L ), definimos el Rango de cuantifica-
dores, Re(p), como sigue:

o Sipe AT M, entonces Re(p) = 0;

* Re(—p) = Re(p);
o Re( )\ @) = sup{Re(p) : p € X}; ¥
peX
e Re(Jvy) = Re(p) + 1.
Observaciones.-

1. Una férmula ¢ € L cumple con Rc(yp) = 0 si y sélo si ¢ es literal
o es combinacién booleana de literales.

2. Dada una férmula ¢ € L 5 y 1 un ordinal limite. Re(p) = 7 si y sélo
si sucede una de las siguientes:
a) ¢ es de la forma —o, donde Rc(o) = 7;
b) ¢ es de la forma A X, donde, para alguna o € 3, Re(o) =n; y

¢) ¢ es de la forma A X, donde, para toda o € ¥, Rc(o) <ny
n = sup{Rc(§) : § € T}
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Notemos que el caso (b) se termina viendo, tarde o temprano, como el
caso (c). Pues si alguna o € ¥ tiene rango cuantificadores 7, con 7 ordinal
limite, entonces debe ser la conjuncién (o disyuncién) de férmulas que tienen
a 1 como supremo en el conjunto de sus rangos de cuantificadores.

Definicion II1.1.2.- Dadas 2,6 € V; vy a € OR, diremos que A =, B
si para cualquier v € 5207 ) con Re(y)) < o, tenemos

AE Y < BEY.
Observacién.- Claramente, dados «, 8 ordinales, con o < 3, si A =3 B,

entonces A =, ‘B.

Las definiciones anteriores son para los lenguajes infinitarios £ . Sin
embargo, los resultados que veremos a continuacion son para los lenguajes
infinitarios %, w.

El siguiente lema nos serd de gran utilidad para el Teorema de Karp, el
cual veremos a continuacién del mismo.

Lema I11.1.3.- Dadas A, B € V; ya € A", b € B, si (A,a) = (B, b)
y ¢ € A, entonces hay d € B tal que:
(4, @c) oo (B, bd).
Demostracién.- Sean 2,B € V, y @ € A", b € B". Supongamos que:
(2A,@) =oow (°B,D)
y existe ¢y € A, tal que para toda d € B tenemos:
(A, @co) Zoow (B, bd)
Entonces, podemos asegurar que hay, para cada d € B, 94 € EQO*}J tal

que A Yq(@,co) y B F ~pa(b, d).

De donde

AE /\ q(@, co), entonces A F Jv /\ va(a,v).
deB deB

Por hipétesis,

B N vadv).

deB
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Por Tarski, hay dy € B tal que

B E /\ Ya(b, dg) si y sélo si para cada d € B, B E 14(b, do).
deB

En particular
B F 14,(b,dp). Contradiccién.

Por lo tanto, para cada ¢ € A hay d € B tal que
(4, @c) =oo (B, bd)m

Teorema III.1.4.- (Karp) Dadas 2,B € V,, las siguientes son equiva-
lentes:

) 2A =oo,w ‘B,

) A=P By

ce) A=, B.

Demostraciéon.- Sean A, B € V..

-) = --+) Supongamos que A =, B.

a) Sea n = 0. Por hipétesis, 2 y B satisfacen a los mismos enunciados
infinitarios; en particular, a los mismos enunciados atémicos y a todas sus
combinaciones booleanas.

Por lo tanto, A =( B.

b) Sea n > 0. Supongamos que 2 =, B. La estrategia ganadora para
EF,+1(2,9B) consiste en primero jugar los n pasos de la estrategia ganadora
para EF,, (2, 9). En tal caso, si Vbelardo decide tirar a € A en el n+ 1 paso.
por el Lema II1.1.3, tenemos que hay b € B tal que (2, a@a) = (B, bb).

De igual manera, (24,@a) y (B, bb) satisfacen los mismos enunciados.

Por lo tanto, (2, aa) =o (B, bb).

El caso en donde Vbelardo tire b € B en el n + 1 paso es andlogo.

Por lo tanto, 2 =<, B.
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--) = ) Por induccién sobre la formacién de férmulas se probara que
para toda ¢ € L, vy para toda (@,b) € P,

Sea P un sistema back-and-forth equivalente de tamano w entre 2 y B.
Tomando (@,b) € P tenemos,

1) Paso Base:

(2,a) =o (B, b) si y sélo si para toda ¢ € £go,w, tal que Rc(p) = 0, tenemos

(,a) F o < (B,b) F .
En particular, para toda ¢ € LIT?, tenemos
(RLa)F o< (B,b)E
si y sélo si, para toda ¢ € LIT, tenemos
AFE g < BE P

2) Paso Inductivo:
i) Sea ¢ € L de la forma —o para alguna o € Lo .

ii) Sea ¢ € Lo, de la forma

/\0’.

ceX

Dénde X C L, y para toda o € X se cumple
AE Ola] < B FE U[E]'
Entonces

A E Pla) SL Y sélo si A E /\ Ofg) SLy sélo si A E O[q) Para toda o € X.
oceX

Aplicando la hipdtesis de induccién:

B E o) para toda o € X siysélosi‘BF /\XUW si y sélo si B F P
S
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ili) Sea ¢ € L, de la forma 3z o(z,w) con

=] A F p(a) siy sélo si A F Jzo(x,a) siy sdlo si, existe e € A tal que
2LE o(e,a) siy sélosi (™A, ae) F oq-

Podemos encontrar d € B, tal que (@e,bd) € P. Por lo que (A, @e) =g
(B,bd), de donde (B, bd) F 0y 4 siy sdlo si existe d € B tal que B F o(d, b)
siy s6lo si B F Jzo(z,b) siy sélo si B F ¢(b).

<] B E p(b) siy solo si B E Jwo(x,b) siy solo si, existe d € B tal que
B E o(d,b) siy solo si (B,bd) E opcq-

Podemos encontrar e € A, tal que (@e,bd) € P. Por lo que (2, ae) =g
(B,bd), de donde (2, ae) F oy si y sélo si existe e € A tal que A F o(e,a)
siy s6lo si A F Jxo(xz,a) siy sélo si A E ¢(a).

La induccién recién utilizada funciona cuando ¢ € Lo, y como L9, C
)
Loow, se obtiene lo que se busca.

Por lo tanto, si A =% B, entonces A =, B.

-+) = -) Supongamos que A =, B.

Sea P el conjunto de todos las posibles jugadas de longitud menor a w,
entre Vbeladro y Jloisa. Con la restricciéon que Jloisa siempre jugd mediante
su estrategia ganadora. Por lo que, para cada jugada (@,b) € P y para cada
n<w,conac A" y b€ B", tenemos (2,a) =q (B,b).

P es distinto del vacio pues dloisa tiene estrategia ganadora para toda
n < w, en particular para el juego EF((2,B). Por lo tanto, la jugada vacia
estd en P. Dicho de otra manera, ¢ € P.

Ahora, tomemos (@, b) € P. Existe n < w para la cual (a,b) es la jugada
de EF,, (A.98) y aplicando la estrategia ganadora de Jliosa podemos exten-
derla a ser la jugada de EF,,1(2,B). Es decir, para cada ¢ € A, hay d € B
tal que (a@c,bd) € Py para cada d € B, hay a € A tal que (ac, bd) € P.

Por lo tanto, A =% Bn
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I11.2 El Ana&lisis de Scott

En esta seccidén veremos el anélisis de Scott. Comenzaremos con algunas
definiciones y de ahi con la construccion del Enunciado de Scott para alguna
estructura dada.

Deﬁniciérl I11.2.1.- Dadas 2, ‘B € V7, para cada ordinal o, dadan € IN
cona € A" y b € B", se define la relaciéon (2(,a) ~o (B, b) de la siguiente
manera:

» (A,@) ~o (B, b) siy sélosi (A,a) = (B,d);

» Para todo ordinal «, (,a) ~a+17(%,5) si y sélo si para todo ¢ € A,
hay d € B tal que (2, ac) ~, (B, bd) y para todo d € B, hay ¢ € A tal
que (A, ac) ~q (B,bd); y

» Para todo ordinal limite 3, (A, @) ~z (B,b) siy sélo si (A, @) ~q (B,d)
para todo a < f.

Ademas, definimos la siguiente sucesién de Lo -férmulas, 90%[,04 (©).

Definicién II1.2.2.- Para cada @ € A< y « ordinal se define recursi-
vamente:

Sia=0,
p2o@) = N v(@).

Donde X = {y) € LIT : 2 F (@)}

Si « es un ordinal limite,
A (o A =
@a,a(”) = /\ SOE,B(U)-
B<a
Sia=p6+1,
2 — A A
Pa,p11(0) = /\ Fweg 5V, w) A Vw \/ Pab,s (U, w).
beA beA

La sucesién definida anteriormente nos sera de gran utilidad pues logra
capturar la relacién ~, y expresarla mediante la légica infinitaria. El si-
guiente lema expresa justo esto.
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Lema II1.2.3.- Dadas A,%B € V., @ € A, b € B' y o un ordinal,
entonces

(A,@) ~a (B, D) siy sélosi B F 2, (b).

Demostracién.- Sean A, B € V;, a € A, b € B' y o un ordinal.
Por induccién sobre a.

a) Sea a = 0.
(Ql,a) ~0 (%,5)

Consideremos el siguiente conjunto X:
X={¢ e LIT :AEY(a)}.

Tenemos,

Ak o2o(@) siysclosi AF A ¥(@)siysslosiBE [\ 4(b)
peX YeEX

siysélosiBE @%{70(5).

b) Sea a un ordinal limite.

(A,@) ~q (%B,d) siy sélo si para todo 8 < a, (A,a) ~p (°B,b)

si y sélo si para todo 8 < «a, B F go%yﬂ(g) siy solo si B F go%l’a(g).

c) Sea v =+ 1. ~
B E 05541(0)

siy sélo si B F /\ EIwgo%lcﬁ(g, w) A Vw \/ gp%lcﬂ(g,w)

ccA ceA
siy sélosiBF /\ Elwgpgcﬁ(g,w) y B E Vw \/ @%‘cﬁ(g,w)
ceEA ceEA

si y sélo si, para toda c € A, hay d € B tal que B F go%lc’ﬂ(g, d)

y, para toda d € B, hay c € A tal que B F 90%1@5(57 d).

Aplicando la hipotesis de induccién obtenemos,
para toda ¢ € A hay d € B, tal que (2, ac) ~z (B, bd)
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y, para toda d € B hay ¢ € A, tal que (2,ac) ~g (B, bd).
Por definicién (A, a) ~g41 (B,b).
Por lo tanto, (2A,@) ~q (B,0)m
Lema I11.2.4.- Dados 2 €V, a € OR,n < w ya€ A", se cumple
Re(g, (7)) = o

Demostracién.- Por induccién sobre a. Sean Al e V., n <wyae A"
a) Sea a =0

Re(p2o(0)) = Re( \ o(v)) = sup{Re(o(v)) : o(v) € X}
oceX

donde X = {¢p € LIT : A F ¢(a)}, entonces Rc(¢)) = 0 para cada ¢ € X.
Por lo tanto, Rc(gp%o@)) =0.

b) Tomemos ahora o« € OR limite y supongamos que para toda < a,
Re(py 5(7)) = 8.
Re(p2a(0) = Re( \ ¢25(0)) = sup{Re(¢25()) : B < a} =
B<a
sup{B: B < a} =a.
Por lo tanto, Rc(go%[’a@)) = a.

¢) Sea a = B+1 y supongamos que, paratodan <wya € A", Rc(«pgﬁ(ﬁ)) =

RC(SO%,B(E)) = RC( /\ Elw()p%cﬁ(ﬁ’w) A Vu \/ (P%dﬂ(ﬁ?u)) =

ceA deA
sup{Rc( /\ Elwcpgcwg(ﬁ,w)), Rc(Vu \/ gp%ldﬁ(@, u))}
ceA deA

Analizando, obtenemos:

Rc< /\ Elwgo%[cﬁ(@, w)) = sup{Rc(EIwgp%cﬁ(@, w)):ce A} =5+ 1.
ceA
Por el otro lado, tenemos

RC(VU \/ go%ldﬁ(i, u)) = RC( \/ @%dﬁ(ﬂ, u))+1 = Sup{Rc(go%ldﬂ@, u)):d e A}p+1
deA deA
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Por lo tanto, Rc(go%a(ﬁ)) =aom
Teorema III.2.5.- Para cualesquiera 2,8 € V, o € OR,n < wy
a€ A" be B", se cumple
(2,@) ~q (B, b) siysdlo si (A,a) =, (°B,b).
Demostracién.- Sea A, B cV,, n<wyac A", b€ B

<]
(2,a) =, (°B,b).

Entonces %5 F go% +(0)
Por lo tanto, (2, @) ~q (B,b).

=] Por induccién sobre a.

a) Sea a = 0. Por definicién,
(2,@) ~o (B, b) siy sélo si (A,a) = (B, b).

b) Sea « limite. Si
(lea) ~a (%75)7

entonces, para todo 3 < a, (%,@) ~z (B, b).
De donde, para todo 3 < a, (2,@) =g (B, b).

Sea ¢ € /Jgo’w tal que Re(p) = a, entonces (por la observacién de la defini-
cién III.1.1.), sin pérdida de generalidad, hay ¥ C L, tal que ¢ es de la

forma
\Z

y, para toda o € ¥, sucede Re(o) < a, pero o = sup{Rc(o) : 0 € ¥}.

Por hipétesis de induccién, para toda o € 3,

AEo(a) < BEo(),

siy slo si Ak [\ S(@) & B E [\ S(b) si y solo si AF p(@) < B F p(b).

Por lo tanto, (2, @) =, (B, b).
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¢)Seaa=LS+1y¢eLll,, delaforma Iy (7, z), tal que Re(p) = a
y Re(y) = 8. De donde

A F ¢(a) siy sélo si A F Jxy(a,x) siy sblo si para alguna ¢ € A, A E (a,c)
por hipétesis de induccién y para alguna d € B
B E (b, d) siy sélo si B E Jzp(b,x) siy sélo si B E o(b).

Por lo tanto, (2,a) =, (B, b)m

Corolario III1.2.6.- Para cualesquiera 2,8 € V;, a € OR,n < wy
ae A", be B™, se cumple

(2,a) =, (B,b) si y sélosi BE @%’a(g).

Ya que logramos capturar a la relacién ~, bajo un enunciado (gracias
al Lema II1.2.3), veremos que existe un ordinal 7 que logra capturar a la
misma relaciéon para todos los demads ordinales. Para este lema, definiremos
un conjunto I'g formado por las parejas del mismo universo que no nos pre-
servan la relacién ~g. Veremos que si un ordinal 3 no preserva la relacién,
ninguno mayor a él logrard preservarla.

Lema II1.2.7.- Dada 2 € V,, existe un ordinal a, o < |2A|T, tal que si
a,be Aly (,@) ~q (2,b), entonces (A, @) ~5 (A, b) para todo B ordinal.

Demostracién.- Sea 2 € V;, @,b € A!, con | < w y a ordinal. Definimos
el conjunto I',, como sigue:

o ={(@b):a,be A y (A,a) »o (A,b)}
Para demostrar este lema, basta mostrar las siguientes afirmaciones:
) 'y € I'g para toda o < f3.
) SiT'q =T'441, entonces I', = I'g para toda § > a.
--+) Existe un ordinal o, o < |A|T, tal que T, = T y1.
-) Sean «, 8 € OR tales que 8 > «. Si
(A, @) ~z5 (2A,b).
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Entonces B
(Qla a) =3 (ma b)a

en particular

(A,3) = (A.D).
Por lo tanto, (21,@) ~ (2, b).

-+) Supongamos que I'y, = I'441. Por induccién:

e Sea (3 limite y para todo oo < p < 3, se cumple I', = I',. Tenemos
(A, @) =, (A,b), entonces (A, a) =z (A,b).

Por lo tanto, I'y, = I'g.

e Sup = p+1y paratodo o < p < 3, se cumple I', =T',. Claramente
I'e € I'py1, por lo que solo veremos la otra contencién.

(a,b) ¢ T, entonces,(2A,@) ~q (2, b) si y sélo si (A, @) ~ai1 (A, b)
si y sélo si, para todo a € A hay d € B, (,ac) ~q (A, bd)
si y sélo si, para todo a € A hay d € B, (,ac) ~, (A, bd)
siy sélo si (A, @) ~p1 (A, D).
Por lo tanto, (a,b) & T 1.

-++) Supongamos que no existe a < |A|T ordinal tal que T'y, = T 41

Es decir, para todo o < |A|T ordinal ¢ # [yq1 \ Ta.

Consideremos h : |A|"T — U {(Em,bm) ¢ (@my b)) € Tart \Fa}
a<l|A|T

Donde para cada 3 < |A|*, h(B) = (ag,bs) con B < w.
Claramente h es inyectiva, de donde

A< [J A" x A" < YT 1AT x A" = 3 |4 = we |A| = |4l

n<w n<w n<w

Contradiccién.

Por lo tanto, hay a < |A|T tal que Ty, = To i1 m
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Definicién II1.2.8.- Dadas, A € V; y a € A, con | € N, definimos el
Rango de Scott para la estructura 2, Rs(2l), como sigue:

min{a < |A|T :Vn € ZTVa,b e A", (A,@) ~q (A,0) = VB > a (A,a) ~5 (A,b)}.

Ademsds, notemos que el Lema II1.2.7 nos asegura que le Rango de Scott
existe para cualquier estructura dada.

Ahora si, con toda la herramienta anterior podemos concluir esta seccién
con El Teorema del Isomorfismo de Scott. Para el cual primero definimos
formalmente el Enunciado de Scott.

Definicién II1.2.9.- Dada 2 € V;, de cardinalidad &, tal que Rs(2) =
a, definimos El Enunciado de Scott para A, ®*, como sigue:

oo
@ =pla A N\ A V(62 = e ).
I=0aeAl

Notemos que ®* € £°

rkt,w*

Teorema II1.2.10.- Dadas %, B € V, y ®* € LI, el enunciado de
Scott para 2(, con Rs(2l) = a. Entonces

A =0 B siy solo si B E Y.

Demostracién.- Sean 2,8 € V, y &% ¢ [,go,w el enunciado de Scott
para 2, con Rs(2) = a.

=] Trivial.
<] Veamos que 2 =<, B. Suponiendo

B E O3,

tenemos B F gpi" . Siy sélo si 2 =, B, en particular A =q B. Por lo que
Jloisa tiene estrategia ganadora en EFo (2, B).

Supongamos que Jloisa tiene estrategia ganadora para el juego EF,, (2, 9B),
con n < w. La estrategia ganadora de Jloisa para el juego EF,, 1 (2, %)ﬁpri—

mero consiste en jugar la estrategia ganadora de EF,, (2, B). Sea (a,b) la
jugada obtenida del juego EF,, (2, B).
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Ademsds, como B F 90?;5{0&1 si y s6lo si A =441 B si y sélo si, para todo
a € A hay b € B tal que (2,a) =, (*8,b) y, para todo b € B hay a € A tal
que (A, a) =, (B,b) si y sblosi B F w%‘}a(b). Este proceso se repite hasta
obtener B F @%a(g), por lo que B F 90%,a+1(5) siysélosi (A,a@) =1 (B, b).

De tal manera, si Vbelardo juega ¢ € A hay d € B, (%,ac) =, (B, bd).
En particular, (2(,ac) =q (B, bd).

Anélogamente, si Vbelardo juega d € B hay a € A, (,ac) =, (B, bd).
En particular, (2, ac) =q (B, bd). Es decir, 2 =<, B.

Por lo tanto, A =, ., Bm

Corolario ITI.2.11.- (Teorema de Isomorfismo de Scott.) Dadas 2,8 €
V., numerables, sucede

B E ¥ iy solo si A B.
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Capitulo IV

Existencia de Modelos y Teorema
de Correctitud-Completud para
Logicas Infinitarias wy, w

IV.1 Propiedad de Consistencia y Existencia de Modelos

Ya que tenemos bastante herramienta y un moderado entendimiento de
lo que son las Légicas Infinitarias, veremos un resultado de suma importan-
cia. Primero, comenzaremos con la siguiente definicién.

Definicién IV.1.1.- Dada ¢ € L ), definimos la negacion formal de
p, —o , como sigue:

= Sip € ATM, entonces —o ¢ es —p;

» —o () es ;

— Noes \/ oy =\ pes \ —o

peX peX peX peX

= o drpesVr—opy —oVryes dxr —o .

Lema IV.1.2.- Dada 2 € V;, para toda ¢ € L, se cumple
AE ¢ = AE— p.

Demostraciéon.- Sea A € V. y ¢ € L .

s Sipe ATM. Por definicién —o ¢ = —p.

Por lo tanto, para toda ¢ € AT M, AE — siy sélo si A F— .

= Si ¢ es de la forma —n, para alguna n € L.
A F—o @ siysélosi AFE— (—m) siy sélosi AEnsiysdlosi AE -

siy sélo si AF ¢ siy sélosi AFE —p.
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= Si p es de la forma /\neX 7, para algin X C L.

A FE—o ¢ siy sélo si A F—o /\nsiysélosiQH: \/ —o 7 siy solo si
neX neXx

existe g € X, A FE—o ng si y sélo si A E —ng si y sélo si A ¥ ng

siy sélo si A K /\ 7 iy sélosi AFE - /\ 1 si y sélo si A F .
neXx nex

= Si ¢ es de la forma Jzn(zx), para alguna n € L.
A E—o p siy s6lo si A F—o Jzn(x) siy sdlo si AE Ve — n(x) siy sélo si
para toda a € A, A F—o n(a) siy sélo si para toda a € A, AFE —n(a)
siy s6lo si A F Ve—n(z) siy sélo si A E —Jan(z) siy sélo si AE —pm

Para la construccién que haremos tomaremos C', un conjunto con una
cantidad numerable de constantes que no aparecen en 7. Este conjunto lo
agregaremos al conjunto de constantes de 7. Por lo que, a lo largo de esta
seccién trabajaremos con el tipo de semejanza 7 = C' U 7.

Definicién IV.1.3.- Dado ¥ C £, definimos el tipo de ¥, p(¥), como
el siguiente conjunto

p(X) = {s : s es un simbolo no légico de 7 y s aparece en alguna férmula de ¥}.

Definicién IV.1.4.- (Propiedad de Consistencia) Sea ¥ una coleccién de

conjuntos, o, de forma que cada uno cumple con o C L, (') y |o| < Rg. A

3 la llamaremos una Propiedad de Consistencia si para toda o € X, suceden
las siguientes:

1. si u C o, entonces p €

2. para cada ¢ € Ly, ,(7") sucede ¢ ¢ 0 0 (—p) ¢ o;

3. si —p € o, entonces existe p € X tal que o U {—o ¢} C p;

4. si (/\30€<1> 4,0) € o, entonces para cada ¢ € ® hay pu € ¥ tal que
o U{p} € us

5. si (v<p€<1> cp) € o, entonces existe p € &y u € ¥ tal que o U{¢p} C ;
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6. siVayp(x) € o, entonces para cada ¢ € C' hay p € ¥ tal que cU{¢p(c)} C
M
7. si xp(z) € o, entonces hay c € Cy p € ¥ tal que c U {p(c)} C s y

8. sea t un 7-término sin variables y sean ¢,d € C,
-) si (¢~ d) € o, entonces hay pu € ¥ tal que o U{d =~ ¢} C u;
) siert, p(t) € o, entonces hay p € ¥ tal que o U{p(c)} C u;y
) existe € X yeeCtal que c U{ext} C p.

Lema IV.1.5.- Dada ¥ una propiedad de consistencia y ¢ € 3, con
c,d,e € C, suceden las siguientes:

a) hay p € X, o C u, tal que c~ c €
b)sicxd, d~e € o, entonces c U{cre} € X;y
c) sl p, 7p Vi € o, entonces hay p € X, o C p, con ¢ € p.

Demostracién.- Sean ¥ una propiedad de consistencia y o € ¥, con
c,d,e e C.

a) Claramente hay f € C tal que o U{f =~ ¢} € 3. De donde, o0 U {c ~
f, [ = ¢} € ¥. Haciendo ¢(v) de la forma v &~ f, obtenemos cU{c~ f, f ~
¢, ¢~ c} C p, para alguna p € 3.

b) Como ¢ = d, d ~ e € o, haciendo ¢(v) de la forma v =~ e, tenemos
que hay p € ¥ tal que o U {¢(c)} C p. Por lo tanto, o U {c = e} € X.

c) Existen n € {-p, ¢} y u € X, tal que o0 U {n} C u. Ademéds, como
Y € o, sucede que n # -, por lo tanto n = 1. Obteniendo lo deseado.m

Ahora probaremos, mediante una construccién estilo Henkin, que cual-
quier propiedad de consistencia tiene modelo. Debido a la complejidad de
la construccién, la demostracién la dividiremos en varios lemas. Comenza-
remos con la siguiente construcciéon sobre una propiedad de consistencia, ¥,
dada y una o € %, fija:

Sea A el conjunto mas pequeno de 7/-enunciados wi,w tal que:

1. 0 CA;

2. si ¥ (0) € sub™(p), para alguna ¢ € A, y ¢ € C", entonces 9(¢) € A;
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3. sic,de C,entonces cx~d e A;y
4. si ~p € A, entonces — ¢ € A.

Sea g, 1, ... una enumeracién de todos los enunciados de A y tg,t1, ...
una enumeracién de todos los 7-términos sin variables.

Como ¥ es una propiedad de consistencia, hagamos
oc=09Co1 C...
donde o; € ¥ para cada i < w y:
1. si o, U{pn} € X, entonces ¢, € 0p41;

2. si 0, U{pn} € Xy pp es de la forma \/, c ¢ 0, entonces 1) € oy,41 para
alguna n € X;

3. 81 op U{pn} € Xy ¢, es de la forma Jun(v), entonces n(c) € opi1
para alguna ¢ € C;

4. c~t, € opy1 para alguna c € C.

Ademads, sea

F:UUn

n<w

diremos que dadas ¢,d € C', c~dsiysdlosicx~deT.
Lema IV.1.6.- ~ es una relacién de equivalencia en C.
Demostracion.-

Reflexividad.- dada ¢ € C, por la construccién de A, ¢ = ¢ € A. Entonces
hay n < w tal que ¢, es de la forma ¢ = c¢. Por el Lema IV.1.5, para
todo 0 € ¥, 0 U{c = ¢} € X. En particular, tomando o,, € X, tenemos
on U{en}t € X, por lo que ¢, € 0,41, es decir c ~ ¢ € op41 CT.

Por lo tanto, ¢ >~ c.

Simetria.- dadas ¢, d € C, si ¢ ~ d, entonces hay n < w tal que c ~ d €
opn. Ademas, por 3 ser una propiedad de consistencia, o, U{d =~ ¢} € 3. Por
otro lado, d ~ ¢ € A, de donde hay h < w, tal que ¢, es de la forma d = c.
De tal forma o, U {¢p} € . Por tricotomia, tenemos:
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1. Si n = h, entonces o;, U {pp} € X, entonces ¢, € o071 C T

2. Sin < h, tomando o, € X, como ¢ = d € o, C o, € X, entonces
tenemos oy, U {d =~ ¢} € ¥. De donde ¢, € o1 C T

3. Sih < n, entonces o, U{¢n} C 0,U{pn} € E. De donde o, U{pp} € X,
por lo que ¢y, € op41 CT.

En los tres casos, concluimos que d = ¢ € g1 CT.
Por lo tanto, d ~ c.

Transitividad.- dadas c¢,d,e € C. Si ¢ >~ d, d ~ e, entonces hay j < w
tal que ¢ = d, d = e € 0. Por Lema IV.1.5, 0; U {c = e} € ¥. Ademas,
c~e € A, porlo que hay k < w tal que @i, es de la forma ¢ ~ e. De donde,
oj U{pr} € X. Lo cual se reduce al mismo caso de tricotomia probado
anteriormente.

Por lo tanto, ¢ ~ cm

Con esto se asegura que ~~ es una relaciéon de equivalencia en C. Ahora,
denotemos por [c] a la ~-clase de ¢ € C. Y sea A = {[c] : ¢ € C}. Lo que
sigue es construir una interpretaciéon, 2, que tenga a A como universo y que
sea modelo de I'.

Definimos para cada R, Fn,c € p(T'); R%, F2, c* sobre A:
e para cada [t1],...,[tn] € Ay Ry € p(T),
([t1], -y [tn]) € R siy s6lo si R(ty, ..., t,) € T}

o para cada f, € p(T), fl([t2], . [tn]) = [fn(t1, - tn)]s ¥
e para cada constante ¢ € p(I'), ¢* = [c].

Veamos que las definiciones anteriores no dependen del representante.

1.- Si t es una constante del tipo 7. Por construccién hay ¢ € C tal que
~ ¢ € I', tomando en cuenta como definimos nuestra asignacién, tenemos

=[]

2.- Sitesun 7'-término de la forma f(t1(T1), ..., tn (T)) con t1 (1), «vy ton (Ui
7-términos tales que para cada i < m hay d; € C tal que d; =~ t;(¢;) € T, por
induccién [d;] = t*([e;]). Hay d € C tal que d ~ f(t1(¢1), .., tm(cm)) €Ty
tenemos d ~ f(dy,...,dy,) € I'. Por lo tanto,

(@) = £t (@), s tmEm))) = f([di)s oo, [dm]) = [ (das ..y d)] = [d]
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3.- Ademas, si R es una letra relacional de aridad n de T,
dadas c1,ca, ...,cp € T, con d; ~ ¢; para toda i < w.
Por lo tanto, si R(cy,...,¢,) € T', entonces R(dy,...,d,) € T.

De tal forma, tenemos 2 = (A, R>, F2, ™), con Ry, Fm,c € p(T).

Lema IV.1.7.- Dado t(v1,...,v,) un 7/-término y c,...,cp,d € C. Si
d=~t(cy,...,cy) €T, entonces t*([c1], ..., [cn]) = [d].

Demostracion.- Por induccién sobre la formacién de términos,

1. Sit =c € C entonces t* = ¢* =[] € A. Ademés, sit =d ¢ C
entonces hay ¢ € C tal que d ~ ¢ entonces [d] = [c] donde d* = [d].

Por lo tanto, t* =d* =[d] = [c] € A

2. Supongamos t ~ f(t1(¢1),...,tn(¢n)), donde t; es un término cerra-
do y ¢ € C para cada ¢ < n. Por construccién, para cada i €
{1,...,n} hay d; € C tal que d; ~ t;(¢), por hipétesis de induccién
[di] = t3([¢]) para cada i < n. Entonces t¥ = (f(t1(€1), ..., tn(Cn)))* =
@), .. th @) = di, - [da]) = [£(da, ..., dn)] = [d].

Por lo tanto, t* = [d]m
Lema IV.1.8.- Para todo [d] € A, hay c € p(I'), tal que [d] = [¢].
Demostracion.- Por induccion sobre la formaciéon de términos,

1.- Dada d una constante de 7, hay c € Cyn < wtalquec~d € g, CT.
Aparte, si d € C, usando lo anterior d ~ d € T

2.- Dada f una funcién de aridad n de 7, con ci,ca,...,c, € 7. Hay
d € C tal que d = f(c1,c9,...,c) € I'. Ademds, supongamos d; € C'y dj =~
f(er,ca,...,cn) € T. Entonces hay m < w tal que di = f(c1,c2,...,¢n),d =
fle1,e2, i) € 0y € X. Por lo que, oy, U{d = di} € X con ¢; de la
forma d =~ di y ¢y € A para alguna | < w. Por lo visto anteriormente,
d~dy €041 CT.
Por lo tanto, d ~ d;.

Ademsds, dada f una funcién de aridad n de 7, con ¢g, ¢1, co, ..., Cp, € T. Si
co ~ f(c1,¢2,...,cn) € Ty d; =~ ¢; paratodai € {0,...,n}, con d; € C para to-
da i € {0,...,n}. Podemos encontrar k < w tal que ¢y ~ f(c1,c2,...,cn),do =
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co,d1 = ¢y, ...,dp = ¢y € 0 Y, tenemos que o U{dy =~ f(dy,ds,...,d,)} € X.

Por otro lado, como ¢y = f(c1,co,...,¢n),do = co,d1 = 1, ..y dp = Cpy €
oy entonces c¢g ~ f(c1,¢2,...,¢n),do = co,d1 = c1,...,dy, = ¢, € A. Pues, o
estaban en oy o se fueron agregando en la construccién hasta llegar a oy.
Tomando ¢ de la forma vy =~ f(v1,...,v,) y como f(c1,...,¢Cn), €05 Cly eey Cn
son 7’-términos, obtenemos que dg ~ f(d1, ...,d,) € A.

Por lo tanto, dp ~ f(di,...,dy) € ' si y sblo si dy ~ f(dy,...,dn)m
Lema IV.1.9.- Para toda p € ', A F ¢.
Demostracién.- Sea ¢ € L, ,(7’) tal que p € T.

= Sipesdelaformat; & to, hay c¢1,c0 € C talesque ¢y ~ t1,co =ty €1,
De donde hay n < w tal que ¢ =~ t1,cy = tg,t; = to € o,. Con n(v)
de la forma ¢ & v, se obtiene o, U {c; = ¢2} € X. Habiendo h < w tal
que ¢y, es de la forma c¢; =~ ¢y. Utilizando las mismas propiedades de
antes, ¢; ~ cg € o1 C I siy sélo si [e1] = [co]. Es decir, 3 = t3,

Por lo tanto, A F t1 ~ t9.

= Si ¢ es de la forma R(ti,...,t,) con R una letra relacional de aridad
n del tipo 7. Andlogamente, hay c¢q,...,c, € C tales que para toda
i€{l,..,n}, ¢; = t; € I'. Tomando una m < w conveniente para que
R(t1,...,tn) € 0y y para toda i € {1,...,n}, ¢; = t; € o,y. De nuevo,
R(ci,y...,cp) € opy1 CT yparatodai € {1,...,n}, ¢; = t; €Eoppq siy
s6lo si para toda i € {1,...,n}, [¢;] = 3.

Por lo tanto, R(cy,...,cp) €T & ([c1], ..., [en]) € R* & AE R(cy, ..., ).
= Si p es de la forma /\neX n € I', entonces hay n < w tal que ¢ € oy,.
Por 3 ser una propiedad de consistencia, para cada 1 € X, tenemos

on U{n} € X. Por construccién de ', n € T’ para cada n € X. Por
hipétesis de induccién

para cadan € X A Ensiy sélosi AF /\17
neX

Por lo tanto, A F ¢.
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» Si p es de la forma Jz¢p(z) € T', por ¥ ser una propiedad de consis-
tencia, existe cg € C tal que o, U {1(co)} € E. Por construccién de T,
¥ (co) € T. Por hip6tesis de induccién 2 E ¥ (cp).

Supongamos que 20 ¥ Jzip(z) siy sblo si A F Ve—p(x) siy sélo si
para toda a € A, A F () [5(z/a)) Si y s6lo si para toda [c] € A, AF
ﬂlﬁ(l‘)[s(x/[cm En particular cuando Cco € [C}, A= ﬂlﬁ(x)[s(x/[q)])]

Por lo que A F ¢(co) y A FE —)(co).
Por lo tanto, 2 F 3z (x).

= Si g esdelaforma —1) € I' para alguna ¢ € L., ., entonces hay n < w
tal que =) € o,,. De donde 0,U{— ¥} € ¥. Ademads, por construccién
de A, hay h < w tal que ¢}, estd definida como — ¥ y ¢, € A. De
nuevo, aqui obtenemos que ¢y € o417 C I

Por lo tanto, — ¢ €T

Veamos por los diferentes tipos de formulas que puede tomar 1):

1. Sea 1) de la forma t; ~ to. Entonces —o 1 es de la forma —(t1 = t3)
y —(t1 = t) € I'. Por la propiedad 2 de ¥, tenemos t; ~ to ¢ I si
y s6lo si —(t1 ~ t9) siy sélo si [t1] # [t2]. Ademds, hay ¢1,c0 € T
tales que c; ~ t1,co &~ tg € I'siysélosicy ~ 1ty cy =~ tgsiy sélo
si [c1] = [t1] ¥ [ca] = [t2]. Pero £} = [c1] y t3' = [ca]. De donde

t?#t%‘ siy sOlo si A ¥t ~ ty siy sélosiAE )
Por lo tanto, 2l F—o 1.

2. Sea 1 de la forma R(ti,...,t,) para alguna letra relacional R
de 7 de aridad n. Entonces — v esta definida por —R(t1, ..., t5)
y —R(t1,...,t,) € T'. Ademds, hay ci,...,c, € C tales que pa-
ra toda i € {1,..,n}, tenemos ¢; = t; € I'. Andlogamente,
=R(c1,....,cn) €Ty R(cy,...,cn) & T'siysélosi ([c1], ..., [cn]) ¢ R
siy s6lo si A ¥ R(cq,...,cpn) siy sblo si A E =R(cq,...,cpn) siy sblo
si AE =R(t1,...,tp) si y s6lo si A FE —).

Por lo tanto, 2l F—o 1.

3. Sea 9 de la forma —n para alguna n € L, .. Entonces —o 9 esta
dada por n y n € I'. Por hipétesis de induccién A E n

Por lo tanto, 2l F—o 1.
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4. Sea 1) de la forma A\, A 7. Entonces —o ¢ estd dada por \/, . —o
nyvneA —o 7 € I'. De donde, hay n < w tal que vneA —o 1N € oy,
obteniendo los siguientes casos:

e Sin =0, entonces \/neA —on € 09 € A. De donde hay j < w
tal que ¢; = \/77,EA —o 1.

e Sin = m + 1 para alguna m < w, entonces vneA —on €
Omt+1 = Om U {pm}. Ahora, si \/,cn — 0 = om € A, se
obtiene lo deseado. Por el otro lado, si \/,cA —o 1 # om € A,
entonces \/neA —o N € oym. Denuevo, m =0o0m =p+1
para alguna p < w. Por lo tanto,

paraalgunaj<w,\/ —n=¢pjcNo \/ —n € oy CA.
neA neA

En ambos casos, se obtiene que Vne A —© 1 € A. Ademas, tenemos
para toda — n € A, —o n € A. De donde, hay p < w tal que
¢p =—o 1. Y, como ¥ es una propiedad de consistencia y como
Vyea — 1 € 0o. Entonces hay —o n € A, tal que ooU{— n} € X.
Sea ¢ < w tal que — 7 sea de la forma ¢, y ¢, € ¥ N A. De
nuevo obtenemos que —o n € o441 C I'. Aplicando la hipétesis de
induccién,
A F—on de donde AF \/ —on.
neA

Por lo tanto, A F—o 1.

5. Sea 1) de la forma Jxn(x), entonces —o 1 estd dada por Vo —o n(z)
y Vo —o n(x) € T'. De donde, hay n < w tal que Vo —o n(z) € oy,.
Obteniendo los dos casos que se trataron en el inciso anterior, es
decir

Vo —o n(z) € A.

Ademas, para toda c € C, —o n(c) € A. Y, para toda c € C, o, U
{—n(c)} € X. De donde, para toda ¢ € C, — n(c) € o1 C T

Por hipétesis de induccién, para toda ¢ € C A F— 7(c), en
particular, para toda ¢ € A, A F— n(c).

Por lo tanto, A F Vo —o n(x).

De tal manera, A EI', donde o C T

Por lo tanto, /L F om
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Teorema IV.1.10.- (Existencia de Modelos) Dada ¥ una propiedad de
consistencia y o € X, existe 2 numerable tal que A F o.

La demostracién de este teorema se obtiene mediante los lemas anterio-
res.

Corolario IV.1.11.- (Existencia de Modelos Extendido.) Dados T un
conjunto numerable de 7-enunciados wy,w y X una propiedad de consistencia
tal que para todooc € Xy d € T, c U{d} € X, entonces existe 2 numerable
tal que A F o.

La demostracién de el Corolario IV.1.11 es muy similar a la del Teore-
ma IV.1.10. Es decir, también se obtiene por los lemas previos, sélo basta
enumerar a los §’s € T y construir la cadena de ¢’s € ¥ de tal forma que
para toda n < w, &, € Opi1-

IV.2 Un Sistema Formal para Légicas Infinitarias w,w

Aqui comenzaremos a trabajar con la parte sintdctica de los lenguajes
infinitarios wq,w. Varias de las definiciones que se vieron en lo correspon-
diente al capitulo uno se preservan, sélo se haran algunas modificaciones que
se mencionan mas adelante.

Definiremos ahora un conjunto de axiomas y reglas de inferencia para
un lenguaje infinitario wi,w. Este sistema formal estd basado en los que
aparecen en [5], [2] y [4]. Por comodidad, adoptaremos el siguiente sistema
y lo llamaremos el sistema .# para %, ..

Axiomas:

1. Toda instancia de una tautologia para légica de enunciados del tipo 7;

2. Yz — ()7, donde todas las ocurrencias libres de x se sustituyen por
t en ;

3. V(o = ¢) = (¢ = V1)), si x no ocurre libre en ¢;
4. x ~ x;

5. x &t — [p = @y, donde |,y significa que algunas (posiblemente
todas o ninguna) de las ocurrencias libres de x han sido sustituidas
por t;
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6. ~p—py

7. NX — o, cono €

Reglas de inferencia:

1. (MP) % se infiere de ¢, p — ;

2. (Generalizacién) Vxy se infiere de ¢ cuando = no es una variable libre
de la misma; y

3. (Conjuncién arbitraria) ¢» — /\ ¥ se infiere cuando para cada o € X,
tenemos ¢ — o.

Como se puede ver, resulta que & C .# . Las tnicas variantes son que se
agregaron los axiomas 6, 7 y la regla de inferencia 3.

Definiciéon IV.2.1.- Una prueba en el sistema formal .# para légicas
infinitarias wi,w es una lista de longitud menor a w; de férmulas de L, .,
donde cada una es un axioma de .#Z o es consecuencia de anteriores por
medio de las reglas de inferencia. La férmula que aparece al final de una
demostracién en el .# es un teorema de .# . Esto lo denotaremos por F_, ¢.
Donde ¢ es la férmula que tiene una demostracién en . .

IV.3 Teorema de Correctitud-Completud para Logicas Infinitarias
Wi, w

En esta seccion, veremos como se relacionan la parte sintactica y la par-
te seméntica de las logicas infinitarias. Comenzaremos con el Teorema de
Correctitud para el sistema .#Z. Es decir, demostraremos que el conjunto de
axiomas elegido es un conjunto de férmulas infinitarias wi,w universalmen-
te verdaderas y que las reglas de inferencia preservan la asignacion de verdad.
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Lema IV.3.1.- Sean A € v, y t,z,y € TERM y s € “'A, entonces
tAs] = ti‘:’m[s].
Demostraciéon.- Por induccion sobre la formacion de términos.

= 2

eSit=cot=uv(conv # x), entonces t*[s] 20|

[s]. Y, sit =u,
entonces t*[s] = y*[s], por como est4 definida s.
e Sit = fy(f), donde para toda i € {1,...,n}, t3[s] = (;;,)*[s], enton-

ces 11 15) = (D) ¥l5) = S0yl s B 51) = SR o], s 31s]) =
() ]s] = #{s]m

Teorema IV.3.2.- (Correctitud para Légicas Infinitarias wy,w) Dada
oL’

wi,w?
si F 4 o entonces F o.

Demostracién.- Sea 7 un tipo de semejanza, A €V, y s € “14

1. Denotemos por TAU al conjunto de todas las tautologias. Claramente,
A E ¢ para toda ¢ € TAU

Por lo tanto, F TAU

2. Supongamos que t se puede sustituir por x en . Y supongamos que
Rl Yy, siy sélo si para todo a € A, AF Yyz/a)-
En particular, sea a = s(t),
2E Pls(a/ste)
Por el lema de sustitucién, obtenemos
AE ()F)s)-
Por lo tanto, A F Ve — ¢f.
3. Supongamos que x no aparece libre en ¢ y
AEVz(p = V) = (¢ — Vaﬂj})[s}
siy sdlo si 2 F V(e — ¥) v AF ¢ = Vi

siy s6lo si A F Va(p — ), AF @ y AF Vo
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si y sélo si para todo d € A, AF ¢ = Yrg/as AF Plsa/ay) ¥ A F Vo).
De donde, para todo d € A, A F ¢yz/q) ¥ A ¥ Vi
Es decir, 2 F Vg y A ¥ Vo). Contradiccion.
Por lo tanto, A F Vx(p — ¢) — (¢ — Vaip).

RLF x~ x siy solo si x™[s] # 2®[s], contradiccién.
Por lo tanto, A F x ~ x.
. (Por induccién sobre la formacién de férmulas) Supongamos que
AFEzriyyAFE o
e Sea ¢ de la forma t;(Z) ~ t2(¥). Entonces |, estd dada por
t1(Z) 1) ~ t2(T) |24
L E g siy sélo si AF (t1(T) = ta(T))[q siy sélo si t1s] = t3[s] si y s6lo si
t%x,ﬂ[s] = tgﬁmjt‘[s] siy sélo si A F (tl(f)‘x’ﬂ ~ tg(f)mﬂ)[s] siy sélo si QA F (cp‘x’t‘)[s].
Sea ¢ de la forma R, (7). Entonces |, estd dada por Ry (T) 54

5], .., 22[s]) € R¥ siy sélo si

ceey by

2L E |y siy sélo si (]
<m%x’t‘[s], ...,x%l%ﬂ[sb € Rlilm siy s6lo si 2 F g 414

e Sea ¢ de la forma — para alguna ¢ € Ly, ,. Entonces @, estd
dada por =, 4.

2LE pq siy solo si 2LE =)y siy solo si A F 9y siy sélo si
QF )5 45 STy SO0 st AE =)y, 415 s1y s6lo si AFE o, 44
e Sea ¢ de la forma i An con ¥, n € Ly, . Entonces ¢, 4 esta dada
POr Yz 4| A Nz 4)-
L E g siy sélosi FE (PAn)[q siy solo si AE P y AE ng siy solo si
AE Vptiis) ¥ 2AFE D520 F (Qpag) Ajat)[s) s1y s6lo st AFE @ 4.

e Sea ¢ de la forma 3y (y) para alguna ¢ € Ly, . Entonces ¢, 4 estd
dada por (3y1(y))|z ¥ €l caso de interés es cuando x = y.

RLE [y siy solo si 2 F Jrih(x)(y siy sélo si existe d € A tal que A F Yiy(,/a)
si y solo si existe d € A tal que A F ¥y, 4((s(z/d,t/a) S1 Y sOlo si AF 3$¢($)|x,t|[s]
siy s6lo si A FE @y.
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6. Sea ¢ € L, ,,- Supongamos
RF (mp +3—0 ¢)[q sy s6lo si AE (=g <r—o )4 siy solo si
AE (e =) A(—p— _'90)][5] si y solo si
AE [(~p == ) V (= ¢ = )]y si y sblo si
AE [(mp A =(— 9)) V (— o A =(=¢))]j siy solo si
AE (A =(— 9))g 0 AE (—o @ Ap)gy siy solo si

Caso 1.- Supongamos
AE (- A—(— SO))[S} siy sélo si AF Qs Y AE ~(— 90)[5}

Es decir
AE g y AF— ¢y

Lo cual contradice el Lema IV.1.2.

Caso 2.- Supongamos
AE(—pA 30)[5] siy sélo si /U F—o Pls) Y AE Pls]

Es decir
A FE—o gy y AFE 0.

Lo cual contradice el Lema IV.1.2.
Por lo tanto, A F —p <>—o .
7. Sea gg € X.

2[#( E—>a> siysélosiQH:—'( E—>a> si y sélo si
A °1s A 19

oAk (/\EAWO)H siy solosi AE A\ Sy y A F -0y

si y solo si para toda o € X2 F o y 2 F —oq

en particularl F oq, y 2 F —0q[,. Contradiccion.
Por lo tanto, para toda o € X, AF </\ > — a).

Ahora probemos que las reglas de inferencia preservan la asignacién de ver-
dad: sean ¢, € L, 0w ¥y X C Ly, w-
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1. Supongamos que
AE o yAE @ = g siysolosi AE gy AE 2@ 0 AE Py
Por lo tanto, 2L F .
2. Supongamos que x es una variable que no aparece libre en ¢ y
2LE ¢y sea a € A, entonces A F Q(z/a)-
Como esto pasa para toda a € A, entonces

AE V.

3. Supongamos que para toda o € X
2 FE ¢ — o[y sty solo si para toda o € X AE —¢y 0 AF o).
Si A E )y, entonces A F P o AF /\ Yg siy solosi AF ¢ — /\Z[s}.
Si para toda o € X 2 F o[y, entonces 2AF /\ Y5 de donde
Ak ) 0 AE N\ Ty siysélosi Ak — \ Iy,
Por lo tanto, A E ¢ — /\ Ysm

Para el Teorema de Completud, basta demostrar que el conjunto de to-
dos los conjuntos finitos de 7/-enunciados consistentes es una propiedad de
consistencia. Pues, por el Teorema de Existencia de Modelos, toda propie-
dad de consistencia tiene modelo.

Para el siguiente teorema necesitamos mucha herramienta sintactica que
no serd probada en este trabajo. En vez de eso, aprovecharemos el hecho
de que el sistema formal que estamos utilizando para Légicas Infinitarias es
una extension del de Logica de primer orden, por lo que todos los teoremas
del Célculo de predicados son teoremas de el sistema ..

Reglas sintacticas que usaremos:
e Modus Tollens (MT);
e D’Morgan;
e Adicién, si - 4 «, entonces para toda v € Ly, o bz V7,
e Conjuncién, si - 4, a y F 4 5B, entonces - 4 a A B;
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e Particularizacién, si - 4 Vxa, entonces - 4 Jxa; y
e Existencia, si F 4 a(cg), entonces -, Jxa(z).

Concluiremos este trabajo presentando una demostracién sintactica de
que el conjunto de todos los conjuntos finitos o de 7'-enunciados tales que
tienen un numero finito de constantes y no 4 — /\ o, es una propiedad de
consistencia, por lo que tiene modelo.

Teorema IV.3.2.- (Completud para Légicas Infinitarias wi,w) Dada
90 € E((.)ul,uﬂ
si F ¢ entonces F_, .

Demostracién.- Sea, ¥ C L, ., el conjunto de todos los conjuntos
finitos o de 7’-enunciados tales que tienen un ntimero finito de constantes y
no t_4, =\ 0. Veamos que ¥ cumple las ocho propiedades de una propiedad
de consistencia: sea o € X;

1. Sea pu C o, por construccién de ¥, u € .

2. sea (RS ﬁwl,w Yy supongamos que ¢, 7 € 0.

1. Fa eV Tautologia

2. FgyoV-opV \/weo\{%w)} - Adicién

3. b\ —o Abreviacién (2)

4. Faow—-No D "Morgan. Contradiccién.

Por lo tanto, ¢ ¢ 0 0 —p ¢ 0.
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3. Sea ¢ € L, tal que = € . Supongamos que o U {— ¢} ¢ X. Sea
o' = o U{— ¢}, entonces:

— =
CEO00No o s wn e

L e T e S e Sy S
N Gt W

2nlVAY)

Fa ~(NoA — @)
o =(ANo) V(= o)
o —(— @)
@

Fa [ =0 ] = ([0 p = 2] A [2p ——o ¢])

Fa [ @ = =] A= ——o ]

Fa ([0 @ = =] A[mp ——0 ¢]) = [ ——o ¢]

Fa o =
Fa (=)
e —(mp) = @
b e
Fa (No) —
Fa [(No) = =¢] = [=(Ao) vV —¢]
o —(N\No) V-
Fa e
Faw e N

Por lo tanto, Si —¢ € o, entonces o U {— ¢} € X.

Hipdtesis
Desglose o’
D’Morgan
Pues no + 4, —(Ao)
Axioma 6
Tautologia
MP(5,6)
Axioma 7
MP(7.,8)
MT(9,4)
Tautologia
MP(10,11)
Axioma 7
Tautologia
MP(13,14)
Pues no 4 —(A o)

Conjuncién (9,13). Contradiccién

4. Supongamos que A\ ® € o pero existe una ¢ € ®, tal que o U {pp} ¢
Y. Como o U {yp} sigue siendo un conjunto finito de 7’-enunciados,
entonces sucede Fyr ~(A o U{po}) Sea o’ = o U {p}, entonces:

Sl B A S o

Por lo tanto, para toda ¢ € ®, o U {p} € 3.
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o ~(N\o') Hipotesis
. ~(A\o A o) Desglose o’
Fa (o) V o D’Morgan
o (N gpar 1NN P)V =40 Desglose o
Fa _‘(/\nEU\{/\ o} nV V=@V gy D’Morgan
o ~(Npearipoym V V2 Pues ¢p € ®
o ~(Npearipoy AN D) D’Morgan
Fa —(Ao) Hipétesis. Contradiccién



5. Supongamos que \/ ® € o pero para cada ¢ € P, sucede que o U{p} ¢
Y. Como para cada ¢ € ®, 0 U{yp} sigue siendo un conjunto finito de
7'-enunciados, entonces sucede Fyr —(A o U {p}). Tomando ¢y € P,
sea o' = o U {pg}, entonces:

1. Fa —(A\o') Hipétesis

2. Foa (Ao Aeo) Desglose o

3. Fao ~(A\o)V —po D’Morgan

4. Foa [(A\o) Vel = [(Ao) — =] Tautologia

5. F/// /\0’ — TPo MP(3,4)

6. Fa No— /\<p6<1> - Regla inferencia 2

7. FalNo—= Npeo 0] — [2(A )V Ao 4] Tautologia

8. o ~(No)V Npeo ¢ MP(6,7)

9. Al TAYEA \/¢E¢, o] D’Morgan.

10. o —(N\o) Pues \/s0€<1> © € 0. Contradiccién.

Por lo tanto, para alguna ¢ € ®, o U {p} € X.

6. Supongamos que Vxy(z) € o pero para alguna ¢y € C, sucede que
oU{p(cp)} ¢ X. Tomemos gy tal que no aparece en . Como oU{p(co)}
sigue siendo un conjunto finito de 7’-enunciados, entonces no sucede

Far =(AoU{e(co)}). Sea o’ = o U {p(co)}, entonces:

L. Fa —(A\o') Hipoétesis

2. Foa =(ANo Ne(c)) Desglose o’

3. Foa —(A\o)V—e(co) D’Morgan

4. F —p(co) Pues no +_4 =(\ o)
5. k. ~p(co) = Fx—p(x) Existencia

6. oo Jz—p(x) MP(4,5)

7. by Jrop(z) - Vrp(z) Equivalencia

8. Fa —Vrp(z) MP(6,7)

9. Foa —Vee(x) V- Ao Adicién

10. Fa “(Vop(z) NN o) D "Morgan

10. Fa—(N\o) Pues Vzp(x) € 0. Contradiccién

Por lo tanto, para toda ¢ € C, o U{p(c)} € X.

60



7. Supongamos que Jzyp(x) € o pero para cada ¢ € C, sucede que o U
{p(c)} ¢ X. Sea ¢y € C donde ¢y no aparece en 0. Como o U {¢(cp)}
sigue siendo un conjunto finito de 7’-enunciados, entonces sucede

(Ao U{p(cn)}). Sea o/ = o U {p(cp)}, entonces:

1. Fa—(N\o') Hipoétesis

2. Foa (Ao Ap(c)) Desglose ¢

3. Fao—(A\o) V() D’Morgan

4. o —e(co) Pues no + 4, —(A\o)

5. oo Yre—p(x) Generalizacién

6. kg Veop(zr) = —FJzp(z) Equivalencia

7. Fo —3zp(x) MP(5,6)

8. Fo —3zp(x) V- Ao Adicién

9. Foa ~(3Fze(x) AN\ o) D’Morgan

10. Fa—(N\o) Pues Jzp(x) € 0. Contradiccion.

Por lo tanto, para alguna ¢ € C, o U {p(c)} € X.

8. ) Sean ¢,d € C'y supongamos que ¢ &~ d € ¢ pero o U{d ~ ¢} ¢ X.
Sea 0/ = 0 U{d =~ ¢}, entonces:

1. Fao—(N\o) Hipdétesis

2. Fa ~(NoANd==c) Desglose o’

3. Fao—(A\o)V-(d=c) D’Morgan

4. Fy[-(ANo)Va(d=c)]—=[(Ao) = ~(d=c)] Tautologia

5. o (No) = ~(d=c) MP(3,4)

6. Fao No— (c=d) Axioma 7

7. FaNo— (exd)]— [ AoV (cxd) Tautologia

8. o /\ oV (C ~ d) MP(7,8)

9. Fa (c=d) Puesno F 4, - Ao
10. Faw(cxmd) = [(cx=d) — (d~d) Axioma 5

11. Fa (c=d) — (d=d) MP(9,10)

12. F oy (d=d) MP(9,11)

13. Fou(d=d) —[(c=d) — (d=c)] Axioma 5

14. Fa(cx=d)— (d=c) MP(12,13)

15. Fau (d=c) MP(12,14)

16. Fao—(N\o) MT(5,15). Contradiccién.

Por lo tanto, si ¢ = d € o, entonces 0 U{d =~ c} € 3.

) Sea ¢ € C, t un término sin variables libres, p(x) € L, . Supon-
gamos que ¢ ~ t,p(t) € o pero o U{p(c)} ¢ 2. Sea o' = o U {p(c)},
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entonces:

1. Fa —(N\d') Hipdtesis

2. Fa = (ANo Ap(c)) Desglose o

3. o —(ANo)V—p(e) D’Morgan

4. F.a —e(e) Pues no F 4 —(A\ o)
5. Fao No— o(t) Axioma 7

6. FalNo—e)] = [~ ANoVe()) Tautologia

7 - (A (t) MP(4,5)

8. Foa () Pues no F_ 4 (A o)
0. Faw No— (c=t) Axioma 7

10. FyNo—(c=t)]—=[~(Ao)V(c=t) Tautologia

11. Fav—(No)V(cxt) MP(5,6)

12. Fa(cxt) Pues no + 4 —(Ao)
13. Fa(c=t)— [o(t) = p(c)] Axioma 5

14. Fa p(t) = ¢(c) MP(12,13)

15. . p(c) MP(8,14)

16. Fa —e(e) Ap(e) Conjuncion (4,15). Contradiccion.

Por lo tanto, si ¢ &= t, ¢(t) € o, entonces o U {¢(c)} € X.

-++) Sea t un término sin variables libres. Tomemos d € C tal que d
no aparece en o ni en t, tomemos o’ = o U {d ~ t} y supongamos que
o’ ¢ 3, entonces:

1. Fa —(A\d) Hipdtesis

2. Fuy-(NoNnd=t) Desglose o’

3. Fau—-(No)Vv-(d=t) D’Morgan

4. |—// ﬂ(d ~ t) Pues no |—//[ —|(/\ O')

Tomando y € VAR y y no sucede en ¢. Podemos sustituir d por y y
obtenemos.

5. o —(y~t) Sustitucion

6. Foao Yy—-(y = t) Generalizacion

7. FaVy-(y=t) = —(t=t) Axioma 2

8 Fa —(t~=t) MP(6,7). Contradiccién

Por lo tanto, para cualquer término sin variables, t, hay d € C, tal que
cU{d~t} e

Con esto se prueba que X es una propiedad de consistencia.

Por lo tanto, ¥ tiene modelog
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