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ABSTRACT

The objetive of this study is to determinate the effective mechanical properties of porous,
frectured, heterogeneous and anisotropic media by means of a self-consistent model. From

these properties are obteined patterns of dispersion and attenuation in these composite media.

An self-consistent numerical model was implemented in Matlab to predict the effective
mechanical properties of synthetic materials in order to compare the results with those
published in Sabina, et al., (2015). This same model was implemented to determine the
effective properties in typical rocks of hydrocarbon deposits, wich by their very nature are
heterogeneous and anisotropic media. To this end were used elastic properties of minerals
given in (Mavko, Mukerji, &amp; Dvorkin, 2009), mainly calcite, clay and quartz, in addition
the model considers rocks saturated of fluid such as water, oil or gas.

Were obtained and analyzed patterns of dispersion and attenuation of waves that propagate
in this type of rocks to P-wave, SH-wave and SV-wave, for a wide range of frecuencies
including bands seismic, sonic, and ultrasonic wich is useful to reconcile the measurements

of elastic parameters at different frequencies.

From the prediction of effective properties, new ternary diagrams of rock physics were made
in terms of Young module, and Poisson ratio, with which it is very easy to locate the

geomechanical properties of rocks.

Finally shows an example of application of the self-consistent model for the mineralogical
characterization of a formation, by means of the slowness of waves that cross the rocks. This

information is from a sonic log.
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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es determinar las propiedades mecanicas efectivas de medios
porosos, fracturados, heterogéneos y anisotropicos por medio de un modelo autoconsistente.
A partir de estas propiedades se obtienen patrones de dispersion y atenuacion de ondas

elasticas cuando se propagan en estos medios compuestos.

Se implementd un modelo numérico autoconsistente en Matlab para predecir las propiedades
mecanicas efectivas de materiales sintéticos con el fin de comparar los resultados con
aquellos publicados en (Sabina, et al., 2015). Este mismo modelo se implementd para
determinar las propiedades efectivas en rocas tipicas de yacimientos de hidrocarburos, que
por su misma naturaleza son medios heterogéneos y anisétropos. Para ello se usaron
propiedades elasticas de minerales dadas en (Mavko, Mukerji, & Dvorkin, 2009),
principalmente calcita, arcilla y cuarzo, ademas el modelo considera rocas saturadas de fluido

como agua, aceite o gas.

Se obtuvieron y analizaron patrones de dispersion y atenuacion de ondas que se propagan en
este tipo de rocas para onda P, onda SV y SH para un amplio rango de frecuencias incluyendo
bandas sismicas, sénicas y ultrasonicas lo que resulta Gtil para conciliar las mediciones de

pardmetros elasticos a diferentes frecuencias.

A partir de la prediccién de propiedades efectivas se construyeron nuevos diagramas
ternarios de fisica de rocas en términos de modulo de Young y razon de Poisson, con los que

es muy facil ubicar las propiedades geomecanicas de rocas.

Finalmente se muestra un ejemplo de aplicacién del modelo autoconsistente para la
caracterizacion mineraldgica de una formacién, por medio de las lentitudes de ondas que

atraviesan dichas rocas. Dicha informacion es proveniente de un registro sonico.
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INTRODUCCION

El presente trabajo tiene como finalidad determinar las propiedades efectivas de medios
compuestos y anisotropos, por medio de un esquema autoconsistente para el analisis de
propagacion de ondas en estos medios. El trabajo inicia con el esquema autoconsistente
implementado por (Sabina & Willis, 1988) para el analisis de propagacion de ondas en una
variedad de materiales sintéticos con microestructuras. El esquema expresa los principales
campos de esfuerzo y deformacion para el caso estatico o bien el esfuerzo, deformacion,
velocidad y momento de densidad para el caso dindmico, en términos de sus principales
valores sobre una sola inclusion. y analizar si este modelo sirve como herramienta para la

interpretacion de registros acusticos.

La simulacion de ondas es un campo teorico de investigacion que comenzé hace casi cuatro
décadas, en estrecha relacion con el desarrollo de la tecnologia informatica y algoritmos
numeéricos para la solucion de ecuaciones diferenciales e integrales de varias variables. Los
algoritmos de solucion de problemas usando computadoras son una herramienta importante
que proporciona una percepcién de las propagaciones de onda para una variedad de

aplicaciones.

El sonido es una forma de energia radiante de naturaleza puramente mecéanica, cuya fuerza
se transmite desde la fuente de sonido como un movimiento molecular del medio. Cada
molécula transfiere su energia a la siguiente molécula antes de regresar a su posicién original.
La velocidad de propagacion de las ondas compresionales y de corte depende de las
propiedades mecanicas elasticas de la roca, que se ven afectadas por otros parametros como
presion, porosidad, contenido y tipo de fluido, mineralogia, presencia de fracturas y
anisotropial, es decir, que las propiedades geomecénicas de las rocas dependen de la
direccién en que son examinadas; existen varios modelos que predicen la dispersiéon y

atenuacion de las ondas en un medio anisotropo debido a micro fracturas (Sabina & Willis,

1 Anisotropia: Variacion predecible de una propiedad de un material con la direccion en la que se mide, lo
cual puede producirse en todas las escalas. Para un cristal de un mineral, la variacion de las propiedades
fisicas observada en diferentes direcciones es la anisotropia. En las rocas, la variacion de la velocidad sismica
medida en sentido paralelo o perpendicular a las superficies de estratificacion es una forma de anisotropia.
Observada a menudo donde los minerales laminares, tales como las micas y las arcillas, se alinean en forma
paralela a la estratificacion depositacional a medida que se compactan los sedimentos, la anisotropia es comun
en las lutitas. (glosario Schlumberger)
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1996), (Mavko, Mukerji, & Dvorkin, 2009). Muchos esfuerzos se han enfocado en el
desarrollo de metodologias para asociar la saturacion de fluido y datos de mineralogia dentro
del anélisis de las respuestas simicas de la roca en banda completa de frecuencias

(Valdiviezo-Mijangos & Nicolas-Lopez, 2014).

El trabajo esta estructurado en ocho capitulos, en los primeros cuatro capitulos se describe el
planteamiento tedrico del método autoconsistente y se desarrollan las ecuaciones (Sabina,
Smyshlyaev, & Willis, 1993). El capitulo cinco muestra la implementacion numérica de las

ecuaciones autoconsistentes para ser resueltas por medio de aproximaciones numéricas.

El capitulo seis muestra los resultados del caso dindmico del modelo autoconsistente, en este,
se comparan los resultados numéricos con resultados del articulo (Sabina, et al., 2015), se
muestran resultados de la aplicacion del modelo a rocas por medio de graficas de velocidades
y atenuaciones de ondas contra la frecuencia. Se analizan estas curvas cuando los parametros

son adimensionales y dimensionales.

En el capitulo siete se presenta los resultados del caso estatico, en el cual se observan nuevos
diagramas ternarios de fisica de rocas basados en arcilla, cuarzo y calcita que se utilizan para
describir la variacion de litofacies? en yacimientos no convencionales®, (Valdiviezo-
Mijangos & Nicolas-Lépez, 2014), con la implementacion de que ademas de obtener
diagramas para medios isdtropos, también se obtuvieron diagramas para medios anisétropos,
en donde existen dos razones de Poisson y dos moédulos de Young, uno axial y otro
transversal al plano de laminacion. Se analiza como estos diagramas pueden contribuir a la
interpretacion de registros acusticos, también se muestra un ejemplo de aplicacion del modelo
a datos sonicos tomados en un pozo prospecto para inyeccién de CO2 en California E.U.
Finalmente en el capitulo ocho se dan conclusiones parciales y generales del modelo

autoconsistente y su utilidad en la interpretacion petrofisica de yacimientos petroleros.

2 Litofacies: Una subdivisién mapeable de una unidad estratigrafica, que puede diferenciarse por sus facies o
su litologia-la textura, la mineralogia, la granulometria y el ambiente depositacional que la gener6. (glosario
Schlumberger)

3 Yacimientos no convencionales: Término amplio para el petroleo y el gas natural producido por medios que
no cumplen los requisitos para produccion convencional. Lo que se ha calificado como "no convencional” en
un momento particular es una funcién compleja de las caracteristicas de los recursos, las tecnologias
disponibles de exploracion y produccion, el entorno econémico, y la escala, la frecuencia y la duracion de la
produccién del recurso. (glosario Schlumberger)



JUSTIFICACION

La importancia que tiene la interpretacion de la informacion que proporcionan los registros
geofisicos es tal, que ésta se utiliza para la toma de decisiones en practicamente en todas las
operaciones relacionadas con la exploracion y explotacion de hidrocarburos, ademas permite
hacer una evaluacion del potencial petrolero de un pais. En el mundo del petréleo no pareciera
que la importancia de los registros es de esa magnitud, pero asi es (Ramos-Rodriguez, et al.,
2008).

Un registro geofisico representa alguna propiedad fisica o quimica del sistema roca-fluido
como: la resistencia al paso de corriente, radiactividad natural, transmision de ondas
acusticas, respuesta de neutrones por efecto del contenido de hidrdgeno, temperatura,
contraste de salinidades entre fluidos etc. Esta informacion debe ser interpretada por medio
de ecuaciones y modelos con el fin de obtener los parametros petrofisicos deseados como
porosidad, permeabilidad, litologia, correlacion de limites entre capas, indice de saturacion
de fluido, etc.

Con ayuda de los modelos matematicos es posible traducir informacion indirecta de los
registros, en informacion que es relevante en operaciones de exploracién, perforacion,
terminacion de pozos y produccion de hidrocarburos entre otras cosas. Por esta razon se
aplicé un modelo autoconsistente cuyo objetivo es la obtencién de propiedades mecanicas
efectivas de rocas, que a su vez son Utiles para la interpretacion de parametros petrofisicos
como litologia, porosidad, contenido de fluido, anisotropia, fragilidad. Y que ademaés abre
nuevas oportunidades de investigacion dirigida a encontrar mas aplicaciones, tales como
inversion sismica, delimitacion de yacimientos no convencionales, e identificacion de zonas

con potencial para fracturamiento hidraulico.



1 Método Autoconsistente

La caracterizacion de materiales compuestos con propiedades predeterminadas requiere
desarrollar modelos de comportamiento mecanico que permitan conocer la relacion entre la
microestructura del material y su comportamiento macroscépico, (Sabina & Willis, 1988)
introdujeron un esquema de tipo autoconsistente para el analisis de ondas en un medio
compuesto, una fase continua Ilamada matriz con inclusiones esferoidales, fase dispersa. El
esquema expresa los campos de tension y deformacion para el caso estatico y la tension,
deformacion, velocidad y momento de densidad para el caso dindmico en un compuesto, en
funcidn de sus valores promedio sobre una sola inclusion y estos son encontrados resolviendo
el problema para una sola inclusién y asumiendo que el medio de referencia (matriz) es
homogéneo* y tenga las propiedades del compuesto en cuestion (Sabina, Smyshlyaev, &
Willis, 1993).

Figura 1. Esquema de un material compuesto; modelo de formacidn contenido agua y aceite.

El presente trabajo esta basado en el modelo (Sabina, et al., 2015) que fue aplicado a
materiales compuestos, con una matriz de resina epoxi e inclusiones de Al 6061 (aleacion de
aluminio endurecido que contiene como principales elementos aluminio, magnesio y silicio)
y SiC (carburo de silicio), sin embargo, en esta tesis fue aplicado a rocas heterogéneas y

anisotropas.

4 Homogéneo: Que posee la cualidad de uniformidad. Si las irregularidades se distribuyen en forma uniforme
en un material, el material es homogéneo. (glosario Schlumberger)



Los métodos autoconsistentes dan solucion a muchos problemas de fisica que no poseen
soluciones exactas, para obtener soluciones aproximadas al introducir de manera heuristica
simplificaciones basadas en ciertas hipotesis fisicamente bien fundamentadas. Por tanto, el
area de validez de estas soluciones aproximadas las determina las comparaciones con datos
experimentales. Dicha simplificacion puede llevarse a cabo mediante el cambio de las
propiedades del medio que rodea cada particula, o por el cambio del campo que actla sobre
ésta. En la actualidad existen varios trabajos en donde son aplicadas las modificaciones de
los esquemas autoconsistentes a problemas estaticos y de ondas en la fisica o la mecénica de
los medios continuos homogéneos y no homogeéeneos, entre todos estos métodos destacan
principalmente dos: el Método de Campo Efectivo (MCE) y el Método de Medio Efectivo
(MME). Estos métodos estan basados en suposiciones diferentes y en general dan diferentes

resultados cuando son aplicados. Ambos se basan en dos tipos de hipdtesis:

e Reducir el problema de muchas particulas aleatoriamente distribuidas a una
sola particula.
e Una condicién autoconsistente ',

Se utilizé el Método de Medio Efectivo. EI MME incluye aproximaciones unificadas por una
hipdtesis comun: Para la construccion de un campo interno dentro de cualquier inclusion en
un material compuesto, se asume que el medio heterogéneo fuera de dicha inclusién puede
ser reemplazado por uno homogéneo que posee las propiedades efectivas del compuesto. El

MME, se basa en las siguientes hipotesis (Gandarilla-Pérez, 2013):

I. Cada inclusion en el medio se comporta como si estuviese aislada,
dentro de un medio homogéneo con las propiedades efectivas del
compuesto.

Il.  Laonda principal en el medio heterogéneo (la particula) coincide con
la que se propaga en el medio homogéneo (la matriz).

La primera hipotesis reduce el problema de la descripcion de las interacciones entre varias
inclusiones del compuesto, al problema de una sola particula aislada, la segunda hipotesis es
la condicion de autoconsistencia. Ademas, se consider0 una particularidad en la primera
hipotesis del MME con el fin de que el modelo diera buenos resultados cuando la fraccion

volumétrica de la inclusion fuera mayor a 0.3, y es que la particula esta a su vez compuesta



por una base con las propiedades de la inclusion, rodeada por una matriz concéntrica con las

propiedades efectivas.

I.  Cada particula (o parte no homogénea) es un compuesto embebido en una
matriz con las propiedades efectivas.

La segunda hipotesis es la misma que se menciono anteriormente (11). Con esto fue posible
extender la aplicacion del método para cuando la inclusion tiene una fraccion volumétrica

mayor al 0.3.

Cabe destacar que las condiciones autoconsistentes son adaptables y aplicables a varios tipos

de problemas de ondas en medios no homogéneos

1.1 Aproximacion al problema

El objeto de estudio es un sélido con propiedades elésticas Ilamada matriz (fase continua) en
la cual se encuentran embebidas n tipos de inclusiones con diferentes propiedades elasticas
y distribuidas aleatoriamente (fase dispersa). Cada tipo de inclusion r tienen la misma forma,
tamafio y orientacion. EI compuesto ocupa un dominio Q suficientemente grande para
contener la cantidad de inclusiones referidas. En las ecuaciones tenemos las constantes

elasticas relacionadas con las ecuaciones constitutivas.

0y = Lijs&is, (1.2)

P = LiVi , (1.2)
donde los vectores o y & representan la tension y la deformacion respectivamente. La Ec.

(1.1) es la representacion de la Ley de Hook en donde la deformacion esta multiplicada por

la matriz de constantes elasticas Lijks. De igual forma P es la densidad de momento que
esta relacionada con la velocidad V multiplicada con la densidad p. (Gandarilla-Pérez, 2013)

La deformacién se relaciona con el desplazamiento a partir de la relacion de Cauchy.

1
& =§(ui,j+uj,i)- (13)



Entendemos por notacion tensorial (coma) a la derivada parcial con respecto a la componente

ou.
indicada: Ui j = e
i

En la Ec. ( 1.1) la matriz de constantes elasticas es una matriz de 36 constantes elésticas
independientes, sin embargo, para este trabajo se considera que el material tiene un plano
isotropico (plano XY), es decir, que tiene un eje de simetria transversal (eje Z) lo que
convierte la matriz en una matriz simétrica y varios de sus elementos se anulan, quedando
una matriz con Unicamente 5 constantes elasticas. Esta matriz representa el caso
Transversalmente Isétropo, T, o VTI por sus siglas en inglés (transversely isotropic with
vertical symmetry axis). La Ec. ( 1.1) entonces puedes reescribirse de forma matricial como:

0, L, L, Ls 0 0 0}fg
o, L, Ly L 0 0 0 |e
O3 L, Ly L 0 0 0 |sg 1
= ’ L == - ’
o, o 0 0 L, 0 Ofe| ™ 2“‘“ Le) (1.4)
o, 0o 0 0 0 L, O|s&
o 0 0 0 0 0 Lglg

asi mismo el tensor de momento al considerar un material transversalmente isotrépico queda

escrito como:

P pn 0 0w
P = 0 P 0 Vo | P:p'V. (1.5)
P 0 0 Py )\ Vs



2 Modelos constitutivos

2.1 Modelo de Medio Efectivo

La mayor parte de los modelos de campo efectivo y medio efectivo para materiales
heterogéneos estan basados en el anélisis de (Eshelby, 1957) sobre el comportamiento de una

inclusion elipsoidal en un medio elastico, que se explica en el subtema 2.2.

Para el modelo de medio efectivo, se define como volumen caracteristico V de un material
polifasico, a la minima fraccion de éste cuyas propiedades son iguales a las de todo el
material, es decir, el volumen minimo tal que sus propiedades sean representativas del
volumen total. Dichas propiedades se denominan efectivas. De acuerdo con esta definicion,
el sistema polifasico es un material heterogéneo cuyas propiedades se pueden considerar
estadisticamente homogéneas cuando se analiza un volumen suficientemente grande
(Gonzéles-Martinez, 2000). El volumen caracteristico estd dado por una longitud
caracteristica que es sensiblemente mayor que el tamafio de la inclusion o heterogeneidad
tipica. Dicho de otra forma, las propiedades efectivas son el promedio de las propiedades de

todos los materiales segun la fraccion volumétrica que ocupan en el compuesto.

Dentro del volumen caracteristico coexisten N-+1 fases homogéneas (matriz + N
inclusiones) de volumen V, (r =1,..., N +1) que se superponen aleatoriamente distribuidas.
Cada inclusién de tipo r tiene la misma forma, tamafio y orientacion. Consideramos el tensor
de modulos elésticos de la matriz como L,,, y la densidad de masa de la matriz como p, ;.
Una inclusion de tipo r tiene un tensor de modulos elasticos L y densidad de masa p, . Estas
inclusiones ocupan un dominio X'+€2_, donde Q, contiene al origen y X' se refiere al
centro de la inclusién en cuestion. El campo dentro del compuesto satisface la ecuacion de
movimiento.

dive=p (2.1)

donde la tension o y densidad de momento p estan relacionados con la deformacién ¢ y

la velocidad Vv a través de las relaciones constitutivas (1.1) y ( 1.2).
G:LE, p=pV. (2.2)



Con deformacion ¢, (1.3) y velocidad Vv relacionados con el desplazamiento U por:

V, = ui . (23)

Los modelos de campo medio determinan las propiedades efectivas suponiendo que la

tension y la deformacidn en cada fase estan adecuadamente representadas por sus valores

medios, (o) y (&), al igual que la densidad de momento (p) y la velocidad (V).

Definimos como promedio de estos campos a la integral:
()=](-)av
\Y
La ecuacion de movimiento ( 2.1) es lineal, por lo que el promedio resulta:

div{c) =(p) (2.4)
Las tensiones y deformaciones efectivas se obtienen integrando las tensiones vy
deformaciones medias en cada una de las fases dentro del volumen caracteristico. Esta
operacion se denomina homogenizacion y se expresa como (Sabina & Willis, 1988),
(Gonzales-Martinez, 2000).

N-+1 +1
(0)=3.0.(0), () =2.0.(2),.
N+1 N+1 (25)
<p>: _1€r<p>r’<p>: _19r<p>r’
Donde 6, es la fraccion volumétrica de la fase r y satisface:
N+1
0. =1 (2.6)

_,
Il
N

La concentracion es uniforme e igual a la fraccion volumen, pues asumimos que el material

es estadisticamente uniforme.

Con el operador (), estamos indicando el valor de la integral:

l 1 1 1. 1
(f)r(x,t):‘Q—If(x,t;x)dx, U, ={Xx"1x-x"eQ,} (27)
rlu,

6



Se puede obtener el promedio por medio de las relaciones (1.1) y ( 1.2)

(0)=316.(c), =>6,L(2),. (29

r=1 r=1
+1 N+1
<p>=r:19r<p>r:§9rpr<v>r' (2.9)

Recordemos que el indice N +1 se refiere Gnicamente a las propiedades de la matriz, mientras
que el indice I hace referencia a las propiedades de las inclusiones. Si extraemos el término

N +1 que se refiere a las propiedades de la matriz del resto de la sumatoria.

<5>:9N+1<5>N+1+ZN:‘9r (), , (2.10)

\—/_/ r :1
matriz

N inclusiones
N
<V> = 9N+1 <V>N+1 + zef <V>r )
T =1 (2.11)
N inclusiones

N
(o) =041l <€>N+l + ZH, L, <g>r ,
—— (2.12)
Matriz —_—

N inclusiones

N
(P)=0y1 Pra <V>N+g+zgr Pr <V>r :
r=1

Matriz

(2.13)

N inclusiones

Multiplicando las ecuaciones ( 2.10) y ( 2.11) por los términos L., y py., respectivamente
y extraemos el resultado de las ecuaciones (2.12) y ( 2.13)

(2.14)

<p> = Pna <V>+Zer (pr _pN+1)<V>r ,

r=1

de la misma forma que las ecuaciones ( 2.5), las relaciones de localizacion o concentracion
permiten conocer las tensiones y deformaciones en la fase r a partir de las tensiones y

deformaciones efectivas, matematicamente se expresan:



(e), =A(e). (o), =B (o), (215)

donde A es el tensor de concentracion global de deformacion mecénica y B, el tensor de

concentracion global de tension mecénica. Es inmediato demostrar que los tensores

mecanicos de concentracion global Ay B, deben satisfacer las siguientes relaciones

N+1 N+1
Z‘erAf:I’ ;9,Brzl, (2.16)

de forma similar podemos encontrar tensores de concentracion global de velocidad de ondas,

y tensor de concentracion de densidad de momento: (v) =C,(v), (p) =D (p).

Nos concentraremos en determinar los tensores de concentracion de deformacion vy
concentracion de velocidad debido a que el tensor de concentracién de tension y de densidad
de momento se pueden determinar a partir de los primeros como se demuestra en las Ecs. (

2.8) y (2.9) respetivamente.

(€),=Afe),  (v),=C(v). (2.17)
Las propiedades elasticas efectivas quedan entonces determinadas en el momento en el que

se conocen los tensores de concentracion Ay C.,, si sustituimos las Ecs. ( 2.15) en las Ecs.

(2.14).

(2.18)
< p> = Pna <V> + Zer (pr _pN+1)Cr <V> :

r=1
El problema entonces se reduce a estimar los tensores de concentracion global, hallar dichos
tensores considerando el compuesto en su totalidad requeriria de un total conocimiento de
este, es decir, la ubicacion espacial de cada inclusidn en la matriz, su tamafio, su forma etc.,
lo cual no es absolutamente posible. En su lugar, consideramos el problema para una sola

inclusion de tipo r centrada en x', embebida en un medio de referencia cuya matriz de

cofactores denotaremos por L,, y por p, asu densidad de masa. EI campo incidente en la
inclusion serd la onda U, y se construye seleccionando L, y p, de forma que el medio de

referencia pueda soportar la onda principal (u) y U, pueda ser seleccionado igual a (u).
8



2.2 El problema de Eshelby

La mayor parte de los modelos de campo medio para materiales heterogéneos estan basados
en el analisis de (Eshelby, 1957) sobre el comportamiento de una inclusién elipsoidal en un
medio elastico. Considérese un solido homogéneo con propiedades elasticas representadas
por el tensor L,. En el interior del s6lido existe una region Q que cambia de forma y genera
tensiones en la propia region y en el resto del sélido. Este campo de tensiones es complicado,
sin embargo, es posible encontrar una solucion analitica cuando la region que sufre la
transformacion tiene forma elipsoidal y su deformacion es uniforme. Eshelby ilustrd el
problema mediante un conjunto de operaciones de corte y soldadura (Gonzales-Martinez,

2000).

\ J

,-4
T
i
[
]
)

I
11
AR
LU

11

1

5 1] = H

Figura 2. Resolucién del problema de una inclusion sometida a la transformacion representada por el tensor de
Eshelby ¢'. Fuente:(Gonzales-Martinez, 2000).

e Primero se extrae la inclusién del sélido y se deforma libremente una magnitud

uniforme representada por el tensor de deformacién &' . La tension en la inclusién y
en el resto del sélido es nula.

e La inclusion no puede ser introducida directamente en su posicion inicial sin antes
aplicarle la tension necesaria para regresarla a su forma original.

e Unavez que se encuentra inserta en su posicion inicial, con su forma inicial, se retiran

las tensiones hasta alcanzar una deformacion de equilibrio en la inclusiéon &



Eshelby demostré que la deformacion de equilibrio es uniforme y esté relacionada con la

deformacion inicial segun:

g9 =S¢’ (2.19)

donde S es el tensor de Eshelby. Las tensiones en la inclusion se pueden determinar
directamente aplicando la ley de Hooke puesto que la deformacion es uniforme.

o, =Ly(s"~¢") =Ly (S~ 1)¢". (220

El tensor de Eshelby solo depende de las propiedades elasticas de la matriz y del cociente &
entre los ejes mayor y menor del elipsoide. Existen expresiones analiticas para los casos de
una fibra indefinida (6—), esferas (6=1) y discos circulares (6—0) embebidos en una matriz
isétropa; existen ademas expresiones analiticas cuando la matriz es transversalmente is6tropa
(Laws & McLaughlin, 1979). EIl tensor de Eshelby se puede evaluar de forma numérica
(Gonzales-Martinez, 2000).

2.3 Inclusion elastica equivalente

Para Eshelby hay dos formas de analizar la parte dispersa de un compuesto, como
inhomogeneidades e inclusiones, la inhomogeneidad se presenta cuando el tensor de médulos
elasticos de la fase dispersa es diferente al tensor de modulos elasticos de la matriz, mientras
que la inclusion se refiere cuando el refuerzo y la matriz presentan el mismo tensor de
moédulos elésticos y contiene auto-deformaciones, con esto se simplifica el problema
suponiendo que matriz e inclusion tienen las mismas propiedades (inclusién equivalente).
Eshelby se refirio a las auto-deformaciones como transformaciones de deformaciones libres
de tensiones, (Eshelby, 1957).

El tensor de concentracion global de deformaciones para una inhomogeneidad embebida en
una matriz con diferentes propiedades elasticas se puede abordar utilizando el concepto de
inclusion equivalente, en este esquema se transforma a la inhomogeneidad en una inclusion
producto de la auto-deformacion, es decir, si el conjunto estd sometido a una deformacion

efectiva g, la deformacion en la inhomogeneidad se puede calcular sustituyendo ésta por

10



una inclusion ficticia que tiene las mismas propiedades elasticas del medio sobre la que se ha

impuesto la deformacion inicial g7 .

TTT1
IR

T

1

1 I

Compuesto ficticio (a) {
JE ]
Il

Compuesto real (b)
' l T T

-

N -
T T
||||||
T

-

AT T

(NRNANARRNARANRA

W HHL

Figura 3. Esquema de las operaciones de corte y soldadura necesarias para obtener el tensor de concentracion,
Ai. Fuente:(Gonzales-Martinez, 2000).

Esta deformacion se calcula imponiendo que los campos de tension y deformacion en ambas
inclusiones (ficticia y real) sean idénticos. De acuerdo con la figura (anterior), la deformacion

y la tensién en la inclusion ficticia vienen expresadas por.

fic _ _.eq fic _ eq T
& =€ +<8>, O; —LO(S +<8>—8 ) (2.21)
La deformacion de la inclusion real tiene que ser igual a la de la inclusién ficticia, y la tension

en la inclusion real serd entonces:

8_real — geq + <g>, G.real — I_i <geq + <g>) . (2.22)

En donde Li es el correspondiente tensor de rigidez. La deformacion impuesta 6‘T que es

necesaria imponer para que la deformacién en ambas inclusiones (ficticia y real) sean

idénticas, se obtiene igualando las tensiones obtenidas en las Ecs. (2.21) y ( 2.22) . Entonces.
L (geq + <8>) =L, (8eq +(g)—¢&' )
Le®+ L (g) =Loe™ + Ly {e)— L&'

L&+ L (e) —(LogEOI + L, (5)) =—L,&'
(L—Ly)e +(L —Ly){e)=—Lye'
1

1



Sustituimos £* de la Ec. (2.19):

(L—Ly)Se" +(L —Ly){e) =—Lye’
(Li—Lo)(e)=-Lee" —(L - L)Se
(L-L)(e)=-¢"[(L-L)S+L]

[(L-L)s+L ] (L-L)(e)=—"[(L~L)S+L ] [(L~L)S + Lo ]

-1
e =—[(L-L)S+L ] (L-L)(e) (229
A la Ec. ( 2.23) se le conoce como ecuacion de inclusion equivalente. De esta ecuacion, la
deformacion caracteristica, para simular la inhomogeneidad, puede ser obtenida (Cherkaoui,
2006):
-1
e =-[(L-L)S+L | (L-L)e)
~ -1
& ={(L-L) [(L-L)S+L ]} (2)

R :_[SJF(Li_LO)‘LO} (€) (2.24)

La deformacién total en la inclusion viene dada por:

g=(e)+&"=(e)+Se" =A(e)

Ec.(2.17) (2.25)

Donde el término A (5) el término que se desea encontrar para sustituirlo en la Ec. ( 2.18).

12



El resultado de este desarrollo es el tensor de concentracién de la deformacién en la inclusion:

[I +SL,7H (L - LO)]_1<3> =A(e) (2.26)

La Ec. ( 2.26) es una de las formas méas simples para el tensor de concentracion de
deformacion, ya que no toma en cuenta distorsiones de los campos tensionales producidas
por las inclusiones vecinas, y debe aplicarse cuando g <<1.
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3 Resoluciéon del Problema

3.1 Ecuacidon de onda

Una onda es una perturbacion que se propaga. Las ondas mecénicas requieren un medio
material para propagarse. Una onda transporta energia, pero no transporta materia: Las
particulas vibran alrededor de la posicion de equilibrio, pero no viajan con la perturbacion.
La ecuacién de onda es una expresion matematica que nos informa de la posicién (u) de
cualquier punto (X) en cualquier instante (t). Es una ecuacion de tipo hiperbélica en
derivadas parciales que hace referencia a una funcién u(x,t) que satisface:
2

oY, (31)

ot
en donde el término V?es el laplaciano, y C es una constante equivalente a la velocidad de
propagacion de la onda. La ecuacion de onda en una dimension se expresa como una derivada

parcial:

o’u o2 o’u

— =C —. 3.2

ot? ox? (32)
Existen varias soluciones a la ecuacion diferencial ( 3.2). A continuacién, se presenta una

solucidén para una onda plana que se propaga libremente en un medio de referencia.

3.2 Expresion para una onda plana
Partiendo de la ecuacién ( 3.2), se obtiene una solucion general de la forma:

u(x,t)=f(x=xct), (3.3)
la ecuacion representa ondas de forma arbitraria que se propagan a una velocidad C en la
direccion positiva o negativa del eje (x). Cuando se trata de ondas armdnicas, podemos
expresar la funciéon f mediante funciones senos y cosenos. Una onda de este tipo tiene una

fase que se repite cada cierta distancia A, a esta distancia se le conoce como longitud de onda;

si ademas esta onda se desplaza a con una velocidad contante C, habrd un tiempo T en el cual
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la fase en un punto dado, serd la misma que en un tiempo t =0. A este tiempo T en el cual

se repite la fase, se le conoce como periodo.

Entonces estas ondas, senoidal o cosenoidal, pueden representarse respectivamente como:

. (27 2r
u(x,t) = Asin [—(x) ——(1) +¢j
A T (3.4)

0
2 2
u(x,t) = Acos[f(x)—?ﬁ(thqﬁj, (3.5)

donde A es la amplitud de laonda, ¢ es un desfasamiento, A es la longitud de onda y T es

el periodo.

Sin embargo, la funcién f también puede ser expresada como una funcién compleja, con

parte real e imaginaria, esto es Gtil en muchas aplicaciones cientificas e ingenieriles ya que
facilita las operaciones. Por lo que la siguiente ecuacion es también una solucién de la

ecuacion de onda.
27 27 .. (27 27
u(x,t) = A[COS(T(X) —?(t)j+ isin (T(X) —?(t)ﬂ . (3.6)
De la Ec. ( 3.6):

2 ,
k= - gue se conoce como numero de onda, y

2 .
W= T es la frecuencia angular.

Por lo tanto, la Ec. ( 3.6) se puede expresar en términos del nimero de onda y la frecuencia

angular como:

u(x,t) = Al cos(kx—awt)+isin(kx—wt)] (3.7)

Usado la formula de Euler " =cos(¢)+isin(¢), y sustituyendo en la Ec. (3.7), llegamos

a la ecuacion que representa la solucion de una onda plana.

u(x,t) = Ae'® (3.8)
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4 El problema de un solo dispersor

El MME, como se comento en el capitulo 1, se basa en las siguientes suposiciones:

I.  Cada inclusién en el medio se comporta como si estuviese aislada
dentro de un medio homogéneo, con las propiedades efectivas del
compuesto.

Il.  La onda principal en el medio no homogéneo coincide con la que se
propaga en el medio homogéneo.

La primera hipotesis reduce el problema de la descripcién de las interacciones entre varias
inclusiones del compuesto, al problema de una sola particula aislada, la segunda hipotesis
requiere también frecuencias bajas para ignorar la diferencia entre las velocidades del tren de
ondas en el medio heterogéneo y el medio homogéneo con las propiedades efectivas. La
interaccion de la onda con la inclusion se vuelve muy compleja cuando la longitud de onda
tiene el mismo orden de magnitud que el radio de la inclusién, de ahi que consideremos a la

inclusion a su vez un compuesto.

(P)=pu(v), con (v)=v,,
donde L,, p,, & Y V, se refieren a las propiedades en el medio de referencia (medio
efectivo).

Para el problema de un solo dispersor, una onda plana armonica que se propaga a traves del

medio de referencia es considerado de la forma ( 3.8) :

Uy (x,t)=m exp[i(kn-x—at)]. (41)

Donde m representa la polarizacion de la onda y el tamafio de la amplitud, n denota un

vector unitario que define la direccion de propagacion y k es el nUmero de onda.

Los campos de esfuerzo y deformacion estan escritos como:

oc=Le+r, P=pVv+r, (42)
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donde la polarizacion del esfuerzo 7 vy la polarizacion del impetu 7z son cero afuera de la

inclusion y satisfacen la siguiente condicidn dentro de la inclusion,

r=(L —Ly)e, m=(p,—p)V. (43)
Si sustituimos las ecuaciones (4.2) en la ecuacion de movimiento ( 2.1) podemos observar
que el desplazamiento U es idénticamente igual a 1 en un medio de referencia uniforme,
dirigido por las fuerzas 7— y por tanto puede ser representado en términos de la integral

de convolucion que envuelve la funcion de Green para un material homogéneo, es decir,

o=Le+r, P=pVv+r=pl+r,

. ou .
U=—=—iou
ot

por lo tanto,

oc=Le+r, p=-lopu+r. (4.4)
Si sustituimos las Ecs. ( 4.4) en la ecuacion de movimiento ( 2.1) se muestra que U podria

ser generada en un material homogéneo con tensor de modulos elasticos L, y densidad p,

si fuese conducido por una fuerza de cuerpo diVv 7 + i@z . Asi en términos de la funcion de

Green G, para un material homogéneo.

u(x) =u, +G =*(div r +iwr),

(4.5)
U(X)=u,—S*7—M *1
donde las componentes S y M son obtenidas de diferenciar la funcion de Green
Si (X) = _Gi(k,l)(x) , M; =—-10G;(X). (4.6)

Los paréntesis en los subindices significan simetria, el campo u, es el campo incidente en la

inclusion el cual puede ser igualado a (u) en la presente aplicacion. El simbolo * en las Ecs.

( 4.5) representa la operacion de convolucion con respecto a X . La tension y la velocidad

pueden ser obtenidas entonces por diferenciacion y representadas en la forma:
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E=6,—-S, *t—-M, *r1,
(4.7)
V=V, =S *7—M, *7
En la ecuacion anterior, las ecuaciones generalizadas S,, S,, M, y M, son obtenidas de

diferenciar la funcién de Green G:

(Sx)ia =G iy .+~ (M) =106y Ly

(4.8)
—i _ 2
(St)ijk =10G,(, | (Mt)ij =—0'Gy .
Si se despeja ¢ y v en las Ecs. ( 4.3) resulta:
-1 —
e=(L-L) 7, v=(p,—py) 7, (4.9)
y sustituyendo estas expresiones en ( 4.7) y despejando ¢, y v, tenemos:
-1
&=(L L) 7+S,*7+M, *7,
(4.10)

Vo=(p, =) S *T+M, x7,

Estas ecuaciones se resolvieron con el Método de Galerkin, tomando r y = como constantes
en la inclusion, aunque todavia dependientes de la posicion x' con respecto al centro y

satisfaciendo ( 4.9) finalmente se llega a:

" =(L —LO)_11+S_X(” s+ M s

(r) 1 S (r) 7 () (4.11)
o (r - r r
Vo =(p—p) m+S " xr+M w1,

La testa (notacion de barra) representa el valor promedio sobre la inclusion indicada por el

superindice r . Es posible comprobar que en el caso en que las inclusiones tienen un centro
de simetria, M, =S, =0. Por los que podemos despreciar estos términos reduciendo

las ecuaciones (4.11) a las siguientes expresiones:
go(r) = |:( I‘r - LO )_1 + S_x(r) :| v,

%W =[(p=p) + M |7,
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sidespejamos r y 7 :
-1 o (r -1 —=(r
T:[(Lr—LO) +SX“] ", (4.12)

- A (r 71— r
”:[(Pr—Po)l+Mt()] %" (4.13)

Si sustituimos 7 y 77 que obtuvimos en las ecuaciones ( 4.9). Obtenemos el tensor de

concentracion de tension y el tensor de concentracion de velocidad respectivamente.
e=(L-L) 7

(L-L) [(L-L) +50 T AL

{[( L-Lo) +8](L, - LO)}l &

_ SO (] _ Tom
e=[1+5(L -L)] &". (4.14)
Asi mismo se obtiene la expresién para la velocidad:

V:(pr _p0)717[

_ _ — -1
=(pr—po)l[(pr—po)1+Mt(”} "

= {|:(Pr ~—Po )71 + Mt(r):|(pr ~FPo )}71 vo(r)

> (r 1 r
v:[I+Mt()(pr—pO)] ALE (4.15)
Finalmente, si consideramos la onda plana dada en capitulo 3 se define:
h(kn):-l-jexpakn-x)dx,
" Qr Q
y los campos (&) y (v)_ definidos por la integral de ( 2.7) siguen como:
-1

(£), 0 =h, (kn)h, (=kn)[ 1+5, (L, —Ly) ] &%), (4.16)

(v), 0 =h, (kn)h, (—km)[1+ M. (p, = p)] Vo). (417)
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5 Implementacion autoconsistente

Los requerimientos de auto-consistencia se traducen en los siguientes requerimientos:
(o)=Ly(e) ,con (¢)=¢,
(P)=py{v) , con {v)=v,,

donde L,, p,, & Yy VY, se refieren a las propiedades en el medio de referencia 0 medio

efectivo. Las Ecs. ( 2.14) por lo tanto dan, para la condicién del medio ( 4.16) y ( 4.17), la

condicion autoconsistente.

= -1
N+150+z )(L LN+1)|:I+SX()(LI'_LO)] €0
(5.1)
— -1
= Pn:Vo +Z kn)( pN+1)[I + Mt(r)(pr _po)] Vo -
Si despejamos L, y p, de estas ecuaciones obtenemos la ecuacion autoconsistente

simplificada.

(5.2)

En las ecuaciones generales autoconsistentes ( 5.2), los valores iniciales para L, y p, pueden

ser cualquier valor ya que la homogenizacion de las propiedades de la matriz con las

propiedades de inclusiones convergen siempre a las propiedades efectivas; se tomaron como

valores iniciales para comenzar las iteraciones a Ly=Ly., V¥ 0, =Py, €S decir, las

propiedades efectivas tomaron los valores de las propiedades de matriz para comenzar la

homogenizacion.

20



5.1 El caso de esferoides alineados

Si consideramos que el compuesto consta de una matriz y un sélo tipo de inclusién embebida
en ella, considerado como caso bifasico. En este caso N =1y por tanto r =1, entonces el

subindice 1 denota a la inclusion y 2, es decir, N +1=2 se refiere a la matriz. Tenemos en

entonces para el conjunto =€, la expresion:

2
Ixox?axie g2
Q_{x.x1 +x2+52<a}. (5.3)

La forma de los esferoides esta sujeta por los valores de la razdn de aspecto §. Se han
estudiado diferentes tipos de reforzamiento en los compuestos a través de la razon de
aspecto, por ejemplo, & =1 es una inclusién esférica, & <1 generaundiscoy & >1 son fibras
elongadas en el eje de simetria “z” Figura 4

razén de aspecto >> 1

razén de aspecto =1

razon de aspecto << 1

Figura 4. Esferoides con diferente razén de aspecto 6<<1, =1, 5>>1.

La ecuacion autoconsistente ( 5.2) para una inclusién es:

Lo =Ly + 6 (kn)hy (—kn) (L~ L)1+ 5,0 (L - L) ],

_ 3 (5.4)
po = P, + 6, (kn)h (=kn) (o= p,)[ 1+ M, (5= ) | ",
donde:
h(kn) =h(kn &'(n,)),
o) = 3[sin(z) —32 cos(z)] | 55

z
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Como se comento en el primer capitulo, estamos considerando un Medio Transversalmente
Isétropo, cuya matriz de coeficientes tiene la forma indicada en la Ec. ( 1.4), observamos que
las 36 constantes elasticas que describen el medio se ven reducidas a so6lo cinco. Por lo que
comenzamos a trabajar con la notacion de Hill, con la que simplificamos la matriz L como

un vector de seis componentes, conocido como vector de Hill (Hill, 1965).

L=(2k,1,9,n,2m,2p), con q=1; (5.6)

Las componentes k,lI,q,n,m, p del vector, se relacionan con las de la matriz Lcomo se

muestra:
k+m k-m 1 0 0 0 L, L, Ly O 0 0
k-m k+m I 0 0 O |L, L, Ly 0 0 0
n 0 0 0 0 0 0
L=(2k,1,q,n2m2p)=| o 9 b L Ly .
0 0 02p 0 O 0 0 0 2, O 0 (5.7)
0 0 0 0 2p O o 0o 0 0 2 O
0 0O 0 0 0 2m 0 0 O© 0 0 L,-L,

Entonces con ayuda del algebra de Hill se puede pasar de una notacién matricial a una

vectorial, se presenta esta notacion:

k:%; I=q=L, n=Lg;
L11_L12 oY

m:T:Lee; p:L44-

También podemos pasar de una notacion vectorial a una matricial como en la relacién ( 5.8):
L11:k+m; L12:k_m; L33:n;
L,=1=0a; L,=p

De la misma manera se define un vector para las densidades, la matriz en este caso tiene s6lo

(5.9)

dos componentes distintas, ( 1.5), por lo que el vector que le corresponde es:

p:(pwpm),

py 0 0 p 00

0 py 0 =0 p 0}, (5.10)
0 0 py 0 0 py
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es decir:

Pi1= P = Prs
Pz = Pu.

Para mantener la correspondencia con la notacion de Hill y los valores obtenidos para S, y

M, ,éstas son también expresadas en notacion de Hill como:

S, =(2k,,1,,q,,n,,2m,, 2p,),
B (5.11)
Mt :(MI’MIII)-

Como se mostré en la ecuacion ( 4.5), los vectores S,, M, son la descomposicion de onda

plana de la funcion de Green. Retomando las ecuaciones definidas en ( 4.8):
=— 2
(Sx )ijkl - Gik,lj |(ij)(kl), (Mt)ij =— Gij.

Los tensores S, y M, quedan definidos por:

c(r 1 1 1
(S ))i,-k. - @J.Q dx J-Qr Gy (X=X") Xy 0y,
(5.12)

(M )ij = —@jgr dx'J‘Qr G; (x—x")dx

Donde, G;; es la funcién elastodindmica de Green del tiempo reducido, representacion de

la funcion de Green desarrollada por (Willis, 1980):

6o L3 UL {5( :. )gp(m}d Cen

87° N2 Cy 2¢C,,

Donde U iN es la polarizacion y Cy es la velocidad de una onda plana que se propaga en la
direccion del vector & en un medio de referencia (que son los autovectores y velocidades
de fase correspondientes) y @ es la frecuencia angular. En esta ecuacion N se refiere al tipo

de onda: 1=P, 2=SH y 3=SV.

Cabe mencionar que el vector ¢ estd dado en coordenadas esféricas en donde:
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u u

&=(8&.6,8)= [asin fcosg¢, asin@sin ¢, acos 6’} = [sin dcos¢, singsin g, 50059] :

en donde el tercer elemento del vector es igual a U que es el angulo de incidencia de la onda;

a el radio del esferoide.
Por lo tanto, se satisface:

[(Lo)ijkl 14 _Cl%l (pO)ik:|UkN =0,

N ! (5.14)
UM (), U} =1.

La unica diferencia entre la ecuacion ( 5.13) y la representacion original de Willis (1980) es

que aqui el vector U}“ es ortonormalizado con relacion al tensor o, . EI nimero de onda

asociado Kk, (o kn) se relaciona con la frecuencia de esta forma:

cy (5.15)

Sin embargo, para el manejo de las ecuaciones usamos una frecuencia angular normalizada

con respecto a la velocidad de la onda en cuestion (P, SH o SV) en la matriz Cy ,

— — a) —
Oy =T=— , O=wC .

1N

(@)

Entones en términos de la frecuencia normalizada, tenemos las siguientes ecuaciones

auxiliares:
)
Ky = aCN'm’ (5.16)
z=ky|¢], (5.17)

si obtenemos la norma de ¢ y la renombramos como ¢ :
C=lf=J&+&+& =1
=&+ &+ 507 =1,
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Finalmente, haciendo algebra llegamos a la siguiente expresion:

=|¢|= [1+(52 —l)uz]m, (5.19)

entonces la ecuacion ( 5.17) puede ser expresada en términos de &

wC
z=ky¢ = - (5.20)
CN
3(1-iz)[sinz—zcosz]e"
ey (2)= 3 ’ (5.21)
£(2)
Hy=0=73, (5.22)
Cy ¢ :
1- g(z)
Fy=o s (5.23)

Si se resuelve la Ec. (5.13), llegamos a las siguientes expresiones (Gandarilla-Pérez, 2013):

(S_x(r))ijkl = A Nzlj§_1§ U (éc);liu (§)§I (é’(f)) ds, (5.24)
(M(r) :_Zﬁg‘l M (U (E) Ru(g(&))ds. (5.25)

lo que faltaria por obtener ahora seria la forma de los vectores U iN y las expresiones de las

velocidades de fase C, que son obtenidas a partir de las ecuaciones ( 5.14), lo que se obtiene

son las siguientes expresiones en donde los subindices corresponden al tipo de onda, P=1,
SV=2y SH=3.

ko+m0 +&+u2( po_ko_mo +no_ poj+m
, P Pui Pi P

C :% Y2 526
{4u2(l—uz)[(l°+po)(q°+p°)J{k°+m° _&_i_uz(po_ko_mo_nop_ Po :| :l (5.26)
I n

PP P Pui P

25



2 _ My(L-U?)+ pou*
cio—o — TR
P

ko+mo +ﬁ+u2[ po_ko_mo +no_ po]_m
P Pui P Pui

w N

1/2

N

2
4u2(1_u2)((|o+ Po) (G0 + po)}{kﬁmo —&+u2{ Pk =My 1, - poﬂ
PP P P Pi P

Los vectores caracteristicos:

p, ?m, (u)cos ¢ w2 P, m, (u) cos ¢
0 _12 : psing u® = V2 (u)sin
U® =| p™"*m Wsing |, ., | w2 , Ui o m 9|
i ! _1/12 U =|p “cosg i (5.27)
e uN () 0 Pu My (u)
Donde:
p -1/2
ml:(Elj [po (1_u2)+nou2_p3012i|’ (5.28)

-1/2
m, =—£p—[')”J (0o + poJuv1-u?, (5.29)

2
D=p [po"'(no_ po)u2 —p3012} * Pui (%“‘ po)2 (1—U2)U2. (5.30)

La forma transversalmente isétropa de los vectores caracteristicos o eigen vectores ( 5.27) y
las velocidades de onda ( 5.26) son sustituidas en las ecuaciones ( 5.24) y ( 5.25), las

funciones S_X(r) y I\ﬁt(r) pueden ser reducidos y reescritos en términos del vector de Hill.

S_x:(zks’ls'qs’ns’2m372p5)’ Mt:(Ml’Mm).

Donde cada elemento se obtiene a partir de las siguientes integrales:
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1

1
:2—.([ m1 H +Mm, ’H }d (5.31)

1 1

qszlszmlu 1—U2mlm3[Hl—H3]dU, (5.32)
:p_m!)’u [ mH, +mH, |du, (5.33)

1 1
2m, =a£(1—u2)[mel+H2+m32H3]du, (5.34)

2 2

2 ~ 2
|.|1+u_|_|2Jr uzm_3+(1_uz)ﬂ_zw H, idu (5.35)
b P Pui AP P '

1 2 —ul
2p5=1[{{u2m—1+(l uz)m— p MmN
40

A Pui P P
M, =5 m’F, +F, +m°F, du,
L0 3 -
1 o2 2
My, :_J.I:ms F+m Fa:ldu' (5.37)
P o
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6 Resultados numéricos Caso Dinamico

6.1 Validacion del programa

Las propiedades elasticas efectivas de los sistemas shale® oil y shale gas® pueden ser
obtenidos con el método autoconsistente y a partir de él, la velocidad y atenuacion de las
ondas P y S para un amplio rango de frecuencias incluyendo bandas de frecuencias sismicas,
sonicas y ultrasénicas. EIl modelo matematico tiene la virtud de considerar las inclusiones
como solidas o liquidas embebidas en una matriz sélida tomando en cuenta la fraccion

volumen de cada una.

Con el fin de comparar los resultados y calibrar el programa, se reprodujeron algunos
resultados de los articulos (Sabina, Smyshlyaev, & Willis, 1993) y (Sabina, et al., 2015), En
el cual se usaron diferentes materiales, como se comenté al inicio del primer capitulo, el

modelo fue aplicado a una matriz de resina epoxi con inclusiones de Al 6061 y SiC.

Los siguientes resultados muestran las curvas de velocidad de fase normalizadas y las curvas
de atenuacion normalizadas de una onda P con un angulo de incidencia 6=0°, con una
fraccion volumétrica @= 0.5 y con diferentes razones de aspecto 6=0.05, 6=1 y 6=5. La matriz

es de resina epoxi y las inclusiones de Al 6061 (Sabina, Smyshlyaev, & Willis, 1993).

5 Shale. Lutita: roca sedimentaria de grano fino compuesta de limo y arcilla o lodo consolidado. L lutita es la
roca sedimentaria mas comun. (glosario Schlumberger)

6 Shale Qil (lutita bituminosa), Shale Gas (gas en lutita): Formacion que contiene hidrocarburos que no pueden

recuperarse por medio de métodos convencionales de explotacion, debido a la baja permeabilidad. (glosario
Schlumberger)
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Figura 5. Velocidad de fase vs frecuencia normalizada; (1) muestra la figura 7 del articulo Sabina et al 2015,
(2) Muestra los resultados obtenidos con el programa T1M
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Figura 6. Atenuacion vs frecuencia normalizada, (1) figura 8 (Sabina, et al., 2015), (2) Resultados obtenidos
con el programa TIM.

Se muestran en la Figura 5y Figura 6 la similitud de las graficas del modelo con los resultados
del articulo. También se reprodujeron resultados del articulo (Sabina, et al., 2015), en donde
se comparan las velocidades de fase normalizada y atenuacion normalizada de onda P entre
un compuesto C1 con un solo tipo inclusion y otro compuesto C3 con dos tipos de
inclusiones. Para ambos casos se muestran las graficas a diferentes angulos de incidencia,
0=0°, 6=45° y 6=90°. La inclusion con razén de aspecto 6=0.33 y fraccion volumen ¢=0.25

en el compuesto C1 es reemplazado por dos inclusiones con razones de aspecto 6=0.33 y
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6=5, y fraccion volumen ¢=0.25 para ambas inclusiones. La matriz fue de resina epoxi y las
inclusiones de AIG061.

Composite 1 Compaosile 3

Xy Xy

=3 Inclusions 1 Inclusions
1 Matrix = Marnix

Figura 7. llustracion de los compuestos bajo estudio, (Sabina, et al., 2015).

1os b= 0 (& ——30" @3] [—o=0(cy)
i =45 (C1), —— 45" (C3)) ——0=0°(C3)
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Figura 8. Velocidad de fase vs atenuacion; (1) figura 8 (Sabina, et al., 2015), (2) Resultados obtenidos del TIM.
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Figura 9. Atenuacion vs frecuencia normalizada; (1) figura 8 (Sabina, et al., 2015), (2) resultados del TIM.

Con las graficas anteriores se comprob6 que el programa da los resultados esperados ya que
coinciden con los resultados dados en el articulo (Sabina, et al., 2015). Con estos resultados

se calibré el algoritmo numérico realizado en Matlab.

6.2 Resultados del modelo dinamico aplicado a rocas que
presentan anisotropia

Se aplico el método autoconsistente para predecir el comportamiento de velocidades de ondas
y su atenuacion cuando pasan a traveés rocas gue se encuentran comunmente en yacimientos
de hidrocarburos. Los materiales utilizados para la modelacion fueron: Una matriz de calcita,
con inclusiones de cuarzo y arcilla; las propiedades de estas rocas se obtuvieron de (Mavko,
Mukerji, & Dvorkin, 2009) . Es importante mencionar que para las propiedades elasticas del
cuarzo se tomaron las que aparecen en la literatura como cuarzo con arcilla ya que en los
yacimientos siempre aparecen asociados estos minerales y dificilmente se encuentran puros,
esto hace que los resultados del modelo sean méas aproximados a las condiciones reales de

yacimiento.

Las siguientes figuras muestran una proporcion aproximada de la composicion de
formaciones carbonatadas arcillosas, una matriz de calcita con 25% de arcilla, 10% de cuarzo

y porosidades que van del 5 al 15% con saturacién de agua salada. Las velocidades y
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atenuaciones corresponden a inclusiones esféricas y un angulo de incidencia de 0° aunque,

por ser el caso isotropo las gréficas son las mismas a cualquier &ngulo de incidencia.
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Figura 10. Velocidad y atenuacion de onda P a través de un medio compuesto (Calcita, Arcilla, Cuarzo) y con
diferentes fracciones volumétricas de fluido.

La Figura 10 muestra el comportamiento de la velocidad y la atenuacion de una onda P a
través de un medio compuesto, contra la frecuencia angular normalizada con la velocidad P
en la matriz. Cabe mencionar que el porcentaje de fluido que se muestra en todas las graficas
corresponde a la porosidad, la cual se considera saturada al 100% del fluido en cuestion.

Se aprecia que, a baja frecuencia angular adimensional las velocidades son menores, es decir,
que la propagacion de la onda es mas lenta conforme la cantidad de fluido es mayor y la

atenuacion es mayor debido a la dispersién que provoca los fluidos.

A baja frecuencia, la longitud de onda suele corresponder con la dimension de las inclusiones
por lo que a baja frecuencia la velocidad de onda corresponde mas a las velocidades que
pasan a través de las inclusiones, asi cuando las propiedades de las inclusiones tienen menos
rigidez que la matriz, las velocidades son mas lentas y viceversa. Conforme la frecuencia va
aumentando, la longitud de onda se acorta haciendo que haya una mejor homogenizacion de
las velocidades en las inclusiones con la velocidad en matriz y se refleje como un incremento
de velocidad, ya que como se comentd anteriormente, la matriz se considero calcita a traves

de la cual las velocidades de propagacion son mayores.
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Lo anterior explica porque cuando la fraccion volumétrica de las inclusiones fluidas es
mayor, la velocidad a baja frecuencia es menor. Ademas, en la gréafica de atenuacion se
observa que la atenuacion es mayor cuando la proporcion de fluido es mayor, esto es debido
a la dispersion que se genera cuando la onda pasa a través del fluido, el maximo de atenuacién

indica la frecuencia de resonancia del compuesto.

Los mismos parametros de entrada fueron usados para obtener las gréficas de velocidad y
atenuacion de ondas SH y SV.
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Figura 11. Velocidad y atenuacién de onda SH a través del compuesto y diferentes fracciones de agua.
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Velocidad SV §=1 Atenuacién SV §=1
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Figura 12.Velocidad y atenuacion de onda SV a través del compuesto y diferentes fracciones de agua.

Las curvas de velocidad y atenuacion SH y SV son idénticas para una inclusién esférica,

puesto que en ambas direcciones las ondas atraviesan la misma superficie de inclusion.

Figura 13. Esquema de incidencia del tren de onda sobre inclusiones con una razon de aspecto 6=1, esfera. 90°
y 0° respectivamente

Cuando las inclusiones son esféricas, 6=1, el comportamiento de velocidad y atenuacion es
el mismo sin importar el angulo de incidencia de la onda, caso isétropo Figura 11 y Figura
12.

Con las mismas proporciones de minerales, se obtuvieron graficas de velocidades y
atenuacion de ondas con una razéon de aspecto de inclusiones 6=0.5 que es el caso

transversalmente isétropo (T1) con eje de simetria z.

En este caso es cuando se presenta anisotropia debido a que la respuesta de las mediciones si

es dependiente del angulo en el que se miden, se muestran los resultados para un angulo de
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incidencia de 6=0° y 6=90° con respecto a la vertical. Cabe mencionar que en los diagramas
el término agua, se refiere realmente a salmuera’ ya es el termino comun para referirse a agua

en yacimientos.

Figura 14. Esquema de incidencia del frente de onda sobre inclusiones con una razon de aspecto <1, disco.
90° y 0° respectivamente
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Figura 15. Velocidad y atenuacion de onda P con razén de aspecto 6=0.5, con incidencia axial y transversal.

En la Figura 15 se ve el comportamiento de una onda P que incide axial, 6=0°, y
transversalmente, 6=90°, en un compuesto con inclusiones con la forma elipsoidal mostrada

en la Figura 14.

Cuando las inclusiones tienen una razéon de aspecto diferente de 1, la anisotropia aparece y

crece conforme la razén de aspecto se aleja del valor de 1, esto provoca que el volumen

7 Salmuera: Agua que tiene sales disueltas, especialmente cloruro de sodio.
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porcentual de inclusiones fluidas que puede ser modelado sea menor, lo que puede tener
sentido fisico si se observa que mientras la inclusion es méas plana 6<<1, puede parecerse a
una laminacion muy delgada de grano fino, lo que supone una reduccion en la porosidad y

una alta carga litostatica y en consecuencia menos contenido de fluidos.

Segun la definicion de (Barratt & Collins, 1965), la dispersion de onda de una seccion
transversal de obstaculo tridimensional es definida como la proporcion de la tasa promedio
en la cual la energia es dispersada por el obstaculo y la tasa promedio a la cual la energia de
la onda incidente atraviesa una unidad de area perpendicular a la direccion de propagacion
de la onda, es una medida del efecto del obstaculo sobre la onda, en otras palabras, la energia
de propagacion de una onda cuando incide en una inclusion, se descompone en ondas
reflejadas, refractadas y ondas transmitidas a través obstaculo, mientras mayor es el area de
incidencia de la onda sobre la inclusion, mayor es la dispersion que ésta genera, esto explica
el comportamiento de velocidad y atenuacion cuando la onda incide axial o transversalmente

como se muestra en la Figura 15.

A continuacion, se presentan las curvas de velocidad y atenuacién para ondas SH y SV con

las mismas caracteristicas del medio compuesto.
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Figura 16. Velocidad y atenuacion de onda SH con razén de aspecto 8=0.5, con incidencia axial y transversal.
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Velocidad SV §=0.5 Atenuacién SV §=0.5
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Figura 17.Velocidad y atenuacion de onda SV con razén de aspecto 6=0.5, con incidencia axial y transversal.

De igual manera que en la onda P, las ondas SH y SV, muestran que cuando la onda atraviesa
axialmente el compuesto, el area transversal que atraviesa el frente de onda es mayor que
cuando la onda incide transversalmente (90° respecto a la vertical), lo que, como se comento

anteriormente, genera mas dispersion de energia y en consecuencia mas atenuacion.

Si se analiza con atencion la Figura 16 y Figura 17, se observa que las curvas son exactamente
las mismas cuando se trata de una incidencia a vertical (6=0°), debido a que ambas ondas de
corte inciden sobre el plano isétropo XY, sin embargo, cuando la incidencia es a 90°, las
curvas de velocidad y atenuacion no coinciden debido que la onda de corte vertical (SV)
inicialmente genera un desplazamiento vertical en la particula mientras que la onda

horizontal (SH) desplaza horizontalmente la particula, en este caso la inclusion.

Se observan diferencias entre el comportamiento de las ondas S y P, una es que el maximo
de la funcién de atenuacién se encuentra a diferentes frecuencias en ambos casos, éste punto
de inflexion se relaciona con la frecuencia de resonancia del compuesto. La velocidad de las

ondas P inicia de un menor valor que la velocidad inicial de las ondas S

Es de notarse que cuando la onda alcanza la velocidad normalizada méxima (igual a 1), la
cual corresponde a la velocidad en la calcita (matriz); en este punto la curva de atenuacion

es cero a la misma frecuencia adimensional.

37



Considerando el mismo tipo de inclusiones se hicieron graficas de onda P ahora para una
razén de aspecto 6<<1, caso TI, las velocidades y atenuaciones cambian de acuerdo con el
angulo de incidencia de la onda. Las lineas continuas son para un angulo de incidencia 6=0°

respecto a la vertical y las lineas discontinuas corresponden a un angulo 6=90°.

Las siguientes gréaficas, Figura 18,Figura 19 y Figura 20, son para una razon de aspecto 6=0.2
cuya forma es la de un plato plano. En ellas se muestran las velocidades y atenuaciones con

diferentes fracciones volumétricas de agua y también a angulos de 0° y 90°.
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Figura 18. Velocidad y atenuacion de onda P con razén de aspecto 8=0.2, y con incidencia axial y transversal
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Velocidad SH §=0.2
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Figura 19. Velocidad y atenuacion de onda SH con razon de aspecto 8=0.2, y con incidencia axial y transversal
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Figura 20. Velocidad y atenuacion de onda SV con razon de aspecto 6=0.2, y con incidencia axial y transversal

Para una razon de aspecto 6=0.2, las fracciones de fluido que pueden ser simuladas son

menores, que cuando la razon de aspecto es un poco mayor. Obsérvese también que el

contraste de velocidades y atenuaciones cuando la incidencia de onda cambia 90° es mucho

mayor debido a que también es mayor el contraste entre el diametro mayor y menor del

esferoi

de.
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Observando las graficas Figura 19 yFigura 20 nos damos cuenta de que cuando la incidencia
es vertical las velocidades y atenuaciones son exactamente las mismas, puesto que ambas
ondas atraviesan una superficie idéntica, sin importar la razon de aspecto, las ondas SH y SV
siempre incidiran sobre un circulo en el plano XY cuando la direccién de propagacion sea
vertical, sin embargo, cuando la incidencia es transversal, nétese que las velocidades y

atenuaciones son distintas.

Para el caso de la onda SH al limite de baja frecuencia obsérvese que las velocidades parten
del mismo valor a 6=0° y 6=90°. Considérese que la onda parte del centro de la inclusion y
el primer desplazamiento de la particula, en este caso la inclusion, sera no en la direccién de
propagacion del tren de onda sino en direccion vertical u horizontal segun el tipo de onda, si
imaginamos este hecho vemos que la onda SH cuando el frente de onda es sobre el eje Z (0°
respecto la vertical), va comenzar a desplazar la inclusion en la direccion del eje Y, y cuando
esta misma onda incide transversalmente (6=90°), la particula empezara su desplazamiento
también en direccion Y, en ambos casos debido a que la inclusibn comenzard su
desplazamiento en el plano isotropo XY, las velocidades a esta frecuencia inicial son las
mismas. Si ahora analizamos el desplazamiento de la SV a 0° y 90°, veremos que el primer
desplazamiento de la inclusion cuando la direccion de propagacién es a 0°, la inclusion se
movera en el eje X, y cuando la direccién de propagacion sea 90°, la inclusién comenzara su
movimiento en la direccidn del eje Z lo que hace que las velocidades no inicien igual a la

frecuencia inicial.

A continuacion, se muestra graficas que comparan las velocidades y atenuaciones de onda P,
SH y SV a diferente angulo de incidencia, con una razon de aspecto 6=0.2 (disco plano) y

una fraccion volumétrica de agua constante de 4%.
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Figura 21. Velocidad y atenuacion de ondas P, SH y SV con razén de aspecto 6=0.2, angulo de incidencia
vertical y transversal con fraccion volumétrica de agua de 4%.

En la Figura 21 las velocidades y atenuaciones de las ondas SH y SV a 6=0° son las mismas,
ambos gréficos se traslapan debido a que la direccion de propagacion es vertical como se
comentd antes, en este mismo angulo, las velocidades de la onda P son distintas por tratarse

de otro tipo de onda, onda compresional.

A continuacion, se presentan gréficas para una razon de aspecto de 6>1 cuya forma es la de
una fibra alargada sobre eje Z, Figura 22, con diferentes fracciones volumétricas de agua y
angulos de 0° y 90° respecto a la vertical.

Figura 22. Esquema de incidencia del frente de onda sobre inclusiones con una razén de aspecto 6>1, fibra
delgada, a 90° y 0° respectivamente.

41



Velocidad P, 6=4
1 —=
¢"'
0.95 o*
0.9
E
o
Q 0585
o
o
& o8
0.75
0.7
2 3 4

0.65 :
1
oa /Cp‘m

diferentes fracciones de agua.

Velocidad SH §=4

T T

Atenuacion P, 5=4
0.15 T T . :
N — Agua 4%, 0=0°
4
AN —Agua 8%, 6=0°
1
[N \‘ — Agua 12%, 6=0°
i/ N\ |=-Agua 4%, 6=90°
\
o1 I/ N\ |----Agua 8%, 6=90° |
— 1 -\, \
> 1NN |- Agua 12%, 0=90°
= I N
) Iy 1 v VL
g y WAL
—_ 1 ! 1 ‘\ AN Y
< i NV
! (LYY
3 |,” \‘ \‘ \\
0.05- I} AN 1
it A
n! N AN
n! (AR
] N\
'l,' RN
l,, ALY
,','I \\\\\\
.’, AN
!'I@ S
0 \ﬁ
1 2 3 4 5

0.95

0.75

:

:

3

0.65
1 2

diferentes fracciones de agua.

0
Figura 23. Velocidad y atenuacion de onda P con razén de aspecto 6=4, y con incidencia axial - transversal y
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Atenuacion SV §=4
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Figura 25. Velocidad y atenuacion de onda SV con razon de aspecto 6=4, y con incidencia axial - transversal y

diferentes fracciones de agua.

Cuando la razon de aspecto 6>1 la forma de la inclusion presenta un alargamiento en el eje
vertical, la atenuacion se invierte, ya que la dispersion que genera esta forma de la inclusion
es mucho menor cuando la direccion de propagacion es sobre eje Z, es decir, que la inclusion
no genera mucha resistencia al paso de la onda y por lo tanto tampoco dispersion. Ademas,

la cantidad de fluido que puede simularse es mayor que cuando se trata de una inclusion

plana, 6<1
Cuando la direccion de propagacion de las ondas es a 90° respecto a la vertical, la dispersion

generada es mayor debido al area perpendicular que atraviesa el frente de onda.

A continuacion, se muestra graficas que comparan las velocidades y atenuaciones de onda P,
SH y SV a diferente angulo de incidencia, con una razon de aspecto 6=4 (fibra alargada) y

una fraccion volumétrica de agua constante de 10%.
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Figura 26. Velocidad y atenuacion de ondas P, SH y SV con razén de aspecto 8=4, angulo de incidencia vertical
y transversal con fraccion volumétrica de agua de 10%.

Si comparamos la Figura 21 yFigura 26 comprobamos que las velocidades y atenuaciones se
invierten de acuerdo al angulo de incidencia de las ondas, nétese que las velocidades tienen
un rango similar en ambas gréaficas, sin embargo para el caso de las atenuaciones son mucho
menores cuando 6>1 que cuando 6<1. A estas diferentes formas de las inclusiones podemos
darle interpretacion geoldgica, por ejemplo, cuando 6<<1 que es el caso de un disco plano,
podemos interpretarlo como una estratificacion delgada en donde el fluido esta confinado,
este caso es representativo de los yacimientos Shale donde la porosidad es muy baja, en parte
por el tamafio de las particulas y por la presion de confinamiento que provoca la carga
litostatica en la zona, ademas la anisotropia esta muy presente en este tipo de yacimientos.
Cuando &>1, la inclusion tiene la forma de una fibra alargada cuyo sentido fisico puede
interpretarse como fracturas alineadas, por otro lado, cuando d=1 que es el caso isotropo
donde la inclusion es esférica, se puede interpretar como aquellas rocas donde la anisotropia
es muy baja, es decir, las muestras de roca no muestran un plano de laminacién aparente, la
composicion de la roca puede ser muy heterogénea pero las propiedades efectivas son iguales

medidas en cualquier direccion.
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En la siguiente gréfica, Figura 27, se muestran las curvas de velocidad y atenuacion de
diferentes fluidos con una fraccion volumétrica constante de 0.07, con razon de aspecto

6=0.5, los angulos de incidencia 0 y 90°.
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Figura 27. Velocidad y atenuacion de onda P a través de diferentes fluidos con razén de aspecto 8=0.5, y con
incidencia axial - transversal, la fraccion volumétrica de las inclusiones es constante de 6=0.07

Estas graficas muestran la similitud del comportamiento de velocidades y atenuaciones
cuando se tienen misma forma de la inclusion y misma fraccion volumétrica. Sin embargo,
los valores cambian un poco dependiendo de la diferencia de propiedades de los diferentes
tipos de fluidos, sobre todo la densidad, que es el pardmetro que mas influye para ver la

separacidn entre las curvas de los diferentes fluidos.

Es facil apreciar que la forma de la inclusién, la direccion de propagacion de las ondas, y el
porcentaje de fluido, son parametros que impactan mas en los resultados de las mediciones
de velocidad de onda que las propiedades del fluido contenido en los poros. En otras palabras,
la anisotropia y la cantidad de fluidos afectan mas las mediciones que el tipo de fluido

contenido en la formacion.
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6.3 Resultados del modelo dinamico aplicado a rocas que
presentan anisotropia con resultados dimensionales y
aplicado a bandas frecuencia sismica, sonicay
ultrasonica [Hz]

Ademas de las gréaficas anteriores donde la velocidad esta normalizada con la velocidad de
la matriz y la frecuencia angular es adimensional, se elaboraron gréaficas dimensionales con

fines ingenieriles.

Muchos esfuerzos se han enfocado en desarrollar metodologias para asociar datos de
saturacion de fluido y mineralogia dentro del andlisis de respuestas sismicas de la roca en
frecuencias de banda completa. EI método autoconsistente ha sido extendido usando datos
de laboratorio observados en mediciones de frecuencias dependientes de las velocidades de
onda P- y S- en muestras de rocas sedimentarias (Batzle, Han, & Hofmann, 2006). Ademas,
el método autoconsistente fue usado para reconciliar las propiedades elasticas observadas a
frecuencias sismicas (~30-280 Hz), de registro sonico (~8-24 kHz) y mediciones ultrasonicas
en laboratorio (~300~1000 kHz) (Sams, Neep, Worthingthon, & King, 1997). Se aplic6 un
esquema autoconsistente utilizando la definicion de frecuencia dimensional ( 6.1) para
conciliar las respuestas de frecuencias sismicas, sonicas y ultrasonicas (Valdiviezo-Mijangos
& Nicolas-Lopez, 2014).

ZD’CN‘m

wa _2zaf . . O<@ <5, o
Cum  Cum 2ra (6.1)

o =
donde: @ es la frecuencia angular adimensional, A es el radio de la inclusion en el plano
isétropo (plano XY), f es la frecuencia en Hz y Cy , es la velocidad de la onda P en la
matriz (km/s).

Se obtuvieron graficas de velocidad de fase y atenuacion considerando una matriz de calcita
con porosidad constante ¢=15% saturada de agua y aceite, también gréficas con una matriz
de Arcilla y misma proporcién de fluidos, estas graficas representan claramente la

dependencia entre el radio de la inclusion y la frecuencia.
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Figura 28. Velocidad y atenuacion de onda P con diversos radios de la inclusion y utilizados como factor de
escalamiento la banda completa de frecuencias, matriz calcita + (15%) fluido.
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Figura 29. Velocidad y atenuacion de onda P con diversos radios de la inclusion y utilizados como factor de
escalamiento la banda completa de frecuencias, matriz arcilla + (15%) fluido.

Comparando la Figura 28 yFigura 29 se observa la diferencia de velocidades en las matrices,

calcita y arcilla respectivamente, la linea horizontal de maxima velocidad es justamente la

velocidad de la matriz, entonces para el caso de la calcita la velocidad es aproximadamente

6.62 (Km/s), mientras que la velocidad en la arcilla oscila en 3.77 (Km/s).
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y la dispersion que producen las diferentes inclusiones, agua y aceite, en la grafica de

atenuacion, en ella se observa que el aceite genera mayor dispersion que el agua, sin embargo,

las velocidades en la calcita son mucho mayores que en la arcilla.

Se presentan en seguida las graficas SV con los mismos pardmetros que se usaron en las

gréficas anteriores.
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Figura 30. Velocidad y atenuacion de onda SV con diversos radios de la inclusién y utilizados como factor de
escalamiento la banda completa de frecuencias, matriz calcita + (15%) fluido.
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Figura 31. Velocidad y atenuacion de onda SV con diversos radios de la inclusion y utilizados como factor de
escalamiento la banda completa de frecuencias, matriz arcilla + (15%) fluido.
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Cabe sefialar que, como se comento anteriormente, las ondas SH y SV son idénticas cuando
se trata del caso isotropo, 6=1.

Si se comparan las velocidades de las ondas S y P se aprecia, que la onda compresional es
mucho mas veloz que las ondas de corte, asi mismo la dispersion que genera el fluido, es
mayor en la onda P que en las S.

De acuerdo con las gréficas Figura 29 Figura 31 y la Ec. ( 6.1), se observa una dependencia
de la frecuencia con el radio de la inclusion y a su vez las velocidades y atenuaciones estan
en funcion de la frecuencia, por ejemplo, cuando el radio es 0.005 [mm] las velocidades y
atenuaciones corresponden a un rango de frecuencias ultrasonicas, que son aquellas
frecuencias que se usan en mediciones de laboratorio, cuando se considera un radio de
inclusion de 0.5 [mm] las velocidades aparecen a los rangos de frecuencia del registro sénico

y cuando el radio es 50 [mm] los rangos de frecuencia son aquellos que se usan en la sismica.

Las siguientes figuras muestran la velocidad y la atenuacién de onda P con frecuencia sonica
dada por un radio de inclusién de a=0.5 (mm) y una razon de aspecto 6=1. Considerando

una matriz de calcita y diferentes inclusiones, entre ellas: arcilla, cuarzo, agua, gas y aceite.
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Figura 32. Velocidad y atenuacidn de onda P a frecuencia sonica, con matriz de calcita e inclusiones de arcilla,
cuarzo, y diferentes fluidos. Radio de inclusion constante 0.5 (mm).
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Figura 33.Velocidad y atenuacion de onda SH a frecuencia sonica, con matriz de calcita e inclusiones de arcilla,
cuarzo, y diferentes fluidos. Radio de inclusion constante 0.5 (mm).

En las figuras anteriores se muestra la influencia que tienen los diferentes tipos de inclusiones
en las velocidades y en la atenuacion, las velocidades y la atenuacion de la onda P son
mayores que de las ondas S. Si comparamos la Figura 32 Figura 33 se puede observar que
hay un desplazamiento en el eje de las frecuencias, es decir, la atenuacion méaxima de la onda
P se presenta a una mayor frecuencia, 3000 (Hz) aproximadamente, mientras que en las ondas
S la méxima atenuacién es a 1000 (Hz) de frecuencia, asi mismo, el incremento de velocidad

se da a una mayor frecuencia en la onda P que en la onda S.

También se analizan las velocidades y atenuaciones de onda P- a través de rocas compuestas
por una matriz de calcita con 20% de arcilla y 10% cuarzo debido a que son minerales
comunmente encontrados en yacimientos carbonatados. Ademas, se considero porosidad de

6% en volumen y que esta saturada completamente de aceite.
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Atenuacion-P, Cal+(20%)Cl+(10%)Qz+(6%)oil
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Figura 34. Velocidad y atenuacion de onda P, con matriz de calcita e inclusiones de arcilla, cuarzo, y 6% de
petréleo. Incidencia de onda a 0°, 45° y 90° respeto a la vertical en inclusiones con razones de aspecto 6=0.4 y

8=3. Cada tipo de inclusion se graficé en diferente frecuencia, sénica y ultrasénica.

La gréfica anterior muestra el comportamiento de velocidad y atenuacion cuando una onda
incide en diferente angulo sobre inclusiones con diferente forma; en este caso se consideraron
una razon de aspecto 6=3, y 6=0.4, grafica roja y negra respectivamente. Ademas, se
graficaron a diferentes frecuencias para visualizar con mas claridad cada una de las
inclusiones. Como se muestra en la Figura 28, 29, 30 y 31, las velocidades y atenuaciones

tienen el mismo comportamiento y magnitud a diferentes frecuencias, sismica, sonica y

ultrasonica.
Las siguientes figuras muestran la diferencia en las velocidades y atenuaciones de ondas

cuando inciden sobre inclusiones con diferente forma y a diferentes angulos. Se muestra para

cada una de las frecuencias.
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Figura 35. Velocidad y atenuacion de onda P, con matriz de calcita e inclusiones de arcilla, cuarzo, y 8% de
petréleo. A diferentes frecuencias dependientes del radio de la inclusién o= 0.005, 0.5 y 50 (mm).

En la Figura 35 se grafican la misma matriz de calcita con 20% de arcilla y 10% cuarzo, la
razén de aspecto de las inclusiones, 8=0.5, 6=1 y 8=2, y los &ngulos de incidencia de las
ondas es 6=0° y 90° sobre cada una de las inclusiones. Cabe mencionar que las gréficas en
color negro corresponden a una razon de aspecto de 1, lo que representa el caso isotropo y

por tanto el &ngulo de incidencia no influye en el resultado de las gréficas.

Se observa que la mayor dispersién de onda se presenta cuando las inclusiones tienen una
razén de aspecto 6<1, y el &ngulo de incidencia es axial, es decir, a 0° respecto la vertical,
mientras que la menor dispersion se genera en el mismo angulo, pero para una razén de
aspecto 6>1. Mientras menor sea la razon de aspecto, mayor es la atenuacion que genera
cuando la incidencia es vertical.

Con estas graficas se puede analizar el impacto que tienen las diferentes variables en las
velocidades de ondas sismicas, sénicas y ultrasonicas, estas mediciones de velocidad y
atenuacion son fuertemente dependientes de los parametros de entrada como: la forma de la
inclusion, la fraccion volumetrica de cada inclusion y las propiedades de las mismas, el
angulo en que la onda atraviesa el compuesto, y es de gran utilidad ver que la velocidad de
onda es dependiente de la frecuencia que a su vez esta estrechamente ligada con el radio de
las inclusiones.
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La composicion mineralogica de rocas representada por arcilla, cuarzo y calcita, asi como la
saturacion de fluido en la roca es considerada en el modelo dindmico. Los andlisis de
atenuacion y dispersion de ondas elésticas a través de las bandas de frecuencia en sistemas
shale son realizados mediante las propiedades mecénicas dindmicas efectivas. Estas
propiedades fueron calculadas por medio del método autoconsistente para diferentes razones

de aspecto.

Para reconciliar las propiedades elasticas medidas a diferentes frecuencias, se utiliz6 como
parametros es radio de la inclusion y frecuencia adimensional. Todos los resultados del
modelado son consistentes con la fraccion volumétrica, discriminado de espesores de

estratos, radio de la inclusion y resolucion de la longitud de onda.

6.4 Ecuacion de dispersion

La dispersion de ondas acusticas es investigada con métodos experimentales, las velocidades
a diferentes frecuencias son calculadas por la ecuacion de dispersion y han sido comparadas
con valores medidos en muestras de arenisca y lutita, los resultados implican que la
dispersion en areniscas Y lutitas esta en buen acuerdo con la ecuacién de dispersién (Zhang,
Chu, Li, & Man, 2001).

La dispersion de velocidades de ondas en rocas es un aspecto ubicuo de la exploracion
geofisica y ha sido probado en cada una de las bandas de frecuencia. El analisis de calidad
de dispersion de velocidad es necesario para aplicar los resultados de laboratorio a
interpretacion sismica y de registro sénico de pozo por medio de la extrapolaciéon de los
resultados de laboratorio a alta frecuencia, ya que el tamafio del nticleo® se restringe en orden

de centimetros. La extrapolacion se basa en la ecuacion de dispersion.

El grado de dispersion puede ser determinado si se conoce la relacion entre la velocidad de

la onda compresional v, Y la frecuencia f , esto se denota como V, ( f ) Dp muestra la

diferencia del cambio de velocidad con la frecuencia.

8 Nuicleo: Una muestra cilindrica de roca recolectada mediante de una barrena de extraccion de nicleos durante
la etapa de perforacion de pozos.
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VP\max ( f )_VP\min ( f ) %x100% -
VP\min ( f ) (6:2)

D, =

Donde DP Ilamado grado de dispersion es la magnitud del cambio fe velocidad a diferentes
frecuencias, meax(f) Y Voo ( f )son al méximo y el minimo valor de la velocidad a
diferentes frecuencias respectivamente.

El coeficiente de atencion es calculado por el método del cociente de espectro y dado por la

1
-gn(3)

Donde L es el tamafio del nicleo y A1 es la amplitud de la sefial, A0 es la amplitud de la

ecuacion:

sefial en un bloque de aluminio de el mismo tamafio que el ndcleo, el aluminio se
generalmente considerado un medo estandar sin atenuacion de onda acustica (Zhang, Chu,
Li, & Man, 2001).

El factor de calidad Q es dado por:

7 f
=V (6.4)

donde f eslafrecuencia, & es el coeficiente de atenuacion, y VP es la velocidad.

El factor de calidad Q es una medida de cuan disipativo es el material, cuando menor es Q
, mayor es la disipacion que genera el material. Hay muchas maneras de expresar Q (Mavko,
Mukerji, & Dvorkin, 2009).

La viabilidad y la racionalidad de la extrapolacién de la velocidad ha sido investigada en

orden de extrapolar la velocidad de mediciones de laboratorio en las bandas de baja

frecuencia. En el supuesto que la roca es descrita como modelo constante Q , la ecuacion de

dispersion se usa para el calculo de velocidad a diferentes frecuencias y se muestra como:

1 f
v—l:“(ﬁ]'”(f—i)’ (69
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donde @ es el factor de calidad, y \,, V, son las velocidades a dos diferentes frecuencias f,

, f, respectivamente.

El error entre el valor de las mediciones y el valor calculado de la velocidad esta dado por el
cociente del valor absoluto de la diferencia del valor medido y el valor calculado sobre el

valor medido, la expresiédn es la siguiente.

o NV .
D(m,c)(/o) :V—x100/o, (6.6)

m

donde VC , Vm son los valores calculados y los valores medidos de velocidad respectivamente.

Con ayuda de la Ec. ( 6.5), es posible predecir las velocidades a diferentes frecuencias,

conociendo las velocidades a frecuencias supersonicas medidas en laboratorio.

6.5 Identificacion del potencial de producciéon de
yacimientos no convencionales

Los yacimientos no convencionales en particular los shale son un caso especial porque son
roca generadora®, roca almacén'® y trampa al mismo tiempo, esto hace que la interpretacion
de registros sea dificil porque la mayoria de las técnicas de interpretacion de registros estan
basados en formaciones convencionales y calibrados por tipos de roca estandar como la
limolita, dolomita y arenisca. La composicion mineraldgica de los shale es muy compleja y
la variacién en la densidad, resistividad, y cantidad de material radiactivo pude causar un
serio error en la estimacién de porosidad y saturacion de fluidos. Se usan registros especiales

para identificar areas de posible produccion de hidrocarburos por medio de la localizacion de

9 Roca generadora: Una roca rica en contenido de materia organica que, si recibe calor en grado suficiente,
generard petrdleo o gas. Las rocas generadoras tipicas, normalmente lutitas o calizas, contienen
aproximadamente un 1% de materia orgéanica y al menos 0,5% de carbono orgénico total (COT). (glosario
Schlumberger)

10 Roca almacén: Es aquella roca que sea capaz de almacenar a los hidrocarburos. Generalmente tiene una
extensién geogréafica mayor a la de los yacimientos, debido a que estos estan restringidos a la trampa. La
mayor parte de las acumulaciones de petréleo en el mundo se encuentran en rocas almacenadoras clasticas o
detriticas, incluyendo las areniscas, pero en México la mayor produccion es en rocas carbonatadas. Para que
un cuerpo o estrato pueda considerarse como almacenadora debe de ser (glosario Schlumberger):

. Poroso en intervalos de 5% a 30%

. Permeable para permitir el movimiento de los fluidos

. Mostrar cierta continuidad lateral y vertical
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alta concentraciones de carbdn organico total (TOC), materia organica, composicién mineral,
y &reas propensas al desarrollo de una red de fracturas. La identificacion de estas areas es la

llave del éxito en la terminacion! de un complejo shale

Las propiedades mecanicas de la roca pueden ayudar a identificar intervalos shale propensos
a tener fracturas naturales y alta probabilidad de crear una red de fracturas durante el
fracturamiento hidréulico. (Grieser & Bray, 2007) propusieron un vinculo entre las
propiedades mecanicas de la roca, la red de fracturas creadas durante un proceso de fracking*2

y los resultados de produccion.

Una deseable combinacion de propiedades mecanicas es seleccionada para ayudar a localizar
areas en los yacimientos shale que tienen una propension a fracturarse como una red con

suficiente extension de area para impactar en los resultados de produccion.

Con ayuda de los datos del registro sénico es posible convertir las velocidades de ondas en
parametros elasticos, razon de Poisson y modulo de Young, estos parametros son de los méas
importantes y pueden ser usados para identificar intervalos de ductilidad y fragilidad en el
shale y también determinar barreras de esfuerzo. A continuacién, se muestra una grafica que

indica la region ductil y fragil.

11 Terminacion de Pozos: Es el sistema de procesos y accesorios que se instalan dentro del pozo con el objetivo
de conducir fluidos de las formaciones a la superficie o viceversa.

12 Fracking (fracturamiento hidraulico): Un tratamiento de estimulacion ejecutado en los pozos de petréleoy
gas de los yacimientos de baja permeabilidad (shale). Fluidos con disefios técnicos especiales son bombeados
a alta presion y alto régimen de bombeo en el intervalo a tratar, produciendo la apertura de una fractura
vertical con el fin de conducir los hidrocarburos desde la formacion hacia el pozo.
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modulo de Young vs razén de Poisson
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Figura 36. Razo6n de Poisson contra médulo de Young indicando las regiones ductil y fragil. (Grieser & Bray,
2007).

La Figura 36. Razon de Poisson contra modulo de Young indicando las regiones ductil y
fragil. .Figura 36 puede ser usada para identificar zonas fragiles en que son favorables para
realizar un fracturamiento hidraulico, ademas, con la aplicacion del método autoconsistente
caso estatico, que se describe en el capitulo 1, podemos conocer como cambian los
parametros de modulo de Young y razén de Poisson respecto a la direccion en que son
medidas. Esto proporciona mejor informacion de la direccion mas probable de la red de

fracturas.
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7 Resultados numéricos Caso Estatico

El modelo matematico autoconsistente tiene la virtud de considerar el analisis completo de

las propiedades elasticas para compuestos heterogéneos (Sabina & Willis, 1988).

Las ecuaciones autoconsistentes se resuelven para obtener las propiedades efectivas del
vector de Hill, con él calculamos las velocidades de las ondas P y S para todo tipo de rocas.
En el caso estatico se determinan las propiedades elésticas efectivas de los materiales
compuestos al igual que en el caso dinamico, pero ademas se pueden generar plantillas de
fisica de rocas en las que se grafican la razon de Poisson contra el modulo de Young axial y
transversal. Estas plantillas representan la integracion directa de los datos mdltiples
generados del anélisis de nucleos de pozo, registros de pozo, estudios de yacimientos y

geociencias.

Los diagramas ternarios®3 son la forma mas facil de correlacional tres componentes minerales
y son ampliamente usados. El clasico diagrama ternario basado en Arcilla, Cuarzo y
Carbonato es usado para describir las variaciones de litofacies de yacimientos respecto a la
profundidad, por ello las plantillas son una herramienta Gtil para el andlisis integrado de

maultiples datos generados por el modelado petroldgico, geofisico y geolégico.

Los yacimientos shale son un buen ejemplo de aplicacién del modelo estatico, ya que se
componen basicamente de una estructura mineral sélida e inclusiones de materia orgéanica y
fluidos, ademas de que presentan planos de laminacién heterogéneos que provocan

anisotropia.

Las definiciones isotropicas para las constantes elasticas son a veces extendidas a materiales
anisotropos (Mavko, Mukerji, & Dvorkin, 2009). Un ejemplo es el caso de un material
transversalmente isétropo (T1) con esfuerzo uniaxial aplicado a lo largo del eje de simetria

(eje 2) tal que,

033 %0 0'1120'12:‘713:022:‘723:0_

13 Diagrama ternario: Es una expresion gréafica de observaciones cuantitativas. Representa graficamente
mediante un punto la distribucion porcentual de tres variables.
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El modulo de Young y razon de Poisson axial y transversal parten de las siguientes

ecuaciones:
2
E-F —0-33—0 _ 2Cy
a~ T3 V33 c c (7.2)
&3 11 TGy
& C
Ua2031:U32:_A:—31 (72)
&y Gy +Cp '

Si el campo de esfuerzos uniaxial es rotado del eje de simetria de forma que
0, %0 O3 =07, =013 =0y =0y, =0

Entonces se puede definir otro modulo de Young y razén de Poisson (Mavko, Mukerji, &
Dvorkin, 2009).

2 2
E-f =%u_. 4 Car (=Ciy +Cpp) +Cip (—C35Cip +C51) (9
t = En 11 2 .
€1 C3Ciy +Cyy

2
& C..C., —C
=y = 2 _ GGGy
U, =0y =0y = = 2 (7.4)

&y CgCy —Cyy

_ _ _ E33 _ C31 (C11 _Clz)
U, =0, =0,, =— =
ty 13 23 C.C. —c.2 (7.9)
&n 33¥11 - V31

Si sustituimos las relaciones de las constantes elasticas ( 5.8) con los elementos del vector de
Hill (2k,|,q, n,2p, 2m), en las ecuaciones ( 7.1) - ( 7.4). obtenemos el mddulo de Young y

la razén de Poisson en términos del vector de Hill que es el que usamos en el modelo
autoconsistente (Sabina-Ciscar, Bravo-Castillero, Guinovart-Diaz, Rodriguez-Ramos, &
Valdiviezo-Mijangos, 2002).

21’
E,=n—— (7.6)

U, =7 (7.7)



£ k+m+
= (7.8)
2 E(k+m)—q2
2

np

-1 _—

np np E.
U, =K—— K+— =0, =—- (7.9)

a Ea k+m

E

Con las ecuaciones ( 7.6)-( 7.9) se puede obtener un médulo de Young y una razén de Poisson
axial y transversal para cada fraccién volumétrica de los componentes, por ejemplo, si
tenemos como valor inicial una fraccion volumétrica de 1 para el cuarzo y una fraccion
volumeétrica ¢=0 para la arcilla, obtenemos un punto que es la esquina superior izquierda del
diagrama (100% cuarzo), posteriormente va disminuyendo la fraccion volumétrica del cuarzo
y va aumentando la de la arcilla en la misma proporcién y a cada decremento de la fraccion
volumétrica del primer componente se determina un médulo de Young y una razén de
Poisson, y asi sucesivamente hasta tener 0% de cuarzo y 100% de arcilla, esto genera la linea
cuarzo-arcilla del diagrama ternario, lo mismo para obtener la linea cuarzo-calcita y calcita-
arcilla, de esta manera se generan los diagramas ternarios que relaciona el médulo de Young

y la razon de Poisson, Figura 37.

En las siguientes graficas se muestran los diagramas axial y transversal para una razén de
aspecto 6=1, es decir inclusiones esféricas. En ellas se aprecia que ambas graficas, axial y
transversal son iguales debido a que las inclusiones son esferas, las mediciones de estos

parametros elasticos son iguales sin importar la direccidn en que sean medidas, caso isotropo.

Los puntos de cada componente: cuarzo, arcilla, calcita, coincide en la grafica axial y

transversal.

Los siguientes diagramas ternarios, cuarzo, calcita, arcilla son para una razén de aspecto =1

y con algunas fracciones de agua.
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Figura 37. Diagrama axial y transversal considerando inclusiones esféricas y con algunas fracciones de agua
salada.

Para razéon de aspecto 6=1 del modelo TI reproduce los resultados del modelo isétropo,
inclusiones esféricas, con la presencia de fluido, en este caso salmuera, las propiedades
geomecénicas de la roca heterogénea se desplazan hacia los valores de la arcilla.

Cuando el porcentaje de fluido aumenta, el area que encierra el diagrama ternario se reduce
y para rocas dominadas por cuarzo y calcita, la presencia de fluido impacta mas las

propiedades elasticas que en el caso de la arcilla.

La Figura 38 muestra el comportamiento de la razon de Poisson de cada mineral con el
correspondiente incremento de la fraccion volumétrica del fluido en cuestion, en este caso

agua, asi mismo la figura 39 muestra el modulo de Young en funcion del contenido de fluido.
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Axial 5=1 Transversal 6=1
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Figura 38. Graficas razén de Poisson contra la fraccion volumétrica del agua para una razén de aspecto d=1.

Con la presencia de agua, la razén de Poisson aumenta para el cuarzo, también para la arcilla
y disminuye en la calcita. Se observa entonces que el contenido de fluidos afecta de manera

diferente a los distintos tipos de roca.

Axial 5=1 Transversal 6=1
90 90 :
~_ ~_ — Arcilla
80 80 Cuarzo/ll
\\ \\ — Calcita
70 ~ 70 ~_
60 \ 60 \
'E‘ —
a \ g \
9,50 e 0,50 —
i i
40 40
30 30
\ \
10 10
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
fraccién volumétrica del fluido fraccion volumétrica del fluido

Figura 39. Graficas del médulo de Young contra la fraccion volumétrica del agua para una razén de aspecto
d=1.

los tres tipos de roca presentan un decremento en modulo de Young conforme aumenta la

presencia de fluido, éste decremento no es el mismo en los tres casos
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Se comprobo que los templates no sélo se desplazan de lugar con el aumento de fluido, sino
que también reducen su tamafio y sufren distorsion debido a que los parametros elasticos
(mddulo de Young y razén de Poisson) de cada material tienen un comportamiento distinto
en presencia de fluido.

La siguiente grafica muestra el diagrama ternario, Figura 37, y la zona de delimitacion de
area ductil y fragil de la Figura 36.

Axial 5=1 Transversal 5=1
90 . Calcit 90 ' ‘ ' .
o5 0% agua aicita 0% aqua __calcita
gor Cuarzo gol Cuarzo
60} ‘ 15% aguz 60}
© \ o
o \ o
Q 50 O, 50
0 i
40+ 401
Region Fragil Region Fragi
307 30+
20+ 201
Region Ductil . S
Arcilla Arcilla
10 1 1 18 ! 1
0.2 0.25 0.3 0.35 .15 0.2 0.25 0.3 0.35
va vt

Figura 40. Diagrama axial y transversal considerando inclusiones esféricas y con algunas fracciones de agua
salada considerando la linea divisoria entre la region ductil y la region fragil.

Es importante mencionar que la arcilla no es estrictamente un mineral, sino un conglomerado
de diferentes minerales dependiendo el ambiente sedimentario donde fue depositado, los
principales minerales arcillosos son: Caolinita, Clorita, Illita y Montmorillonita. Esto
significa entonces que los diagramas pueden ser mejor ajustados si se conoce cudl es el tipo

de mineral arcilloso que predomina en la arcilla.

En la siguiente grafica, Figura 41, se muestra el amplio rango de parametros elasticos que
puede tener la arcilla dependiendo de la concentracion de tres de los minerales arcillosos:
Illita, Clorita y Caolinita, (no se encontrd informacion de los parametros elasticos de la
Montmorillonita)
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Figura 41. Diagrama ternario de minerales arcillosos: Illita, Clorita, Caolinita. Incluyendo las regiones fragil y
ductil

La linea verde divide la zona cuyas propiedades del material se consideran ductiles, con la
zona con propiedades fragiles. La Figura 41 muestra la posibilidad de mejorar los diagramas
ternarios calcita-cuarzo-arcilla, si se conoce el tipo de mineral arcilloso predominante. Es
decir, la arcilla cubre toda un area donde puede situarse dependiendo de la concentracién de
los minerales arcillosos, la arcilla que se consider6 en los diagramas ternarios es un promedio
entre los diferentes minerales arcillosos (lllita, Clorita y Caolinita), en la literatura se

encuentra como (arcilla Han), (Mavko 2009).
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Figura 42.Diagrama axial y transversal considerando inclusiones esféricas y con algunas fracciones de agua
incluyendo el area donde pueden situarse las propiedades arcillosas.

Los siguientes diagramas ternarios, cuarzo, calcita, arcilla, son para una razén de aspecto
6=0.5

Axial, 6=0.5 Transversal, §=0.5
90 T

0% agua Ca|Cita
0.

| Cuarzo

o

Arcilla

0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4 0.15 0.2 0.25 0.3 0.35 0.4

Figura 43. Diagramas axial y transversal para una razén de aspecto 5=0.5 y diferentes porcentajes de agua con
sal.

65



En el caso de un medio TI aparecen dos mddulos de Young y dos razones de Poisson, axial
y transversal (Mavko, Mukerji, & Dvorkin, 2009).

Cuando la razén de aspecto es diferente de 1, es cuando aparece la anisotropia, esto puede

verse en la diferencia de las trayectorias entre las dos graficas de la Figura 43

Conforme la razon de aspecto se aleja del valor 6=1, las fracciones de fluido que el modelo
admite son menores. Cuando 6<<1 significa que la forma de las inclusiones es mas plana, lo
que se traduce como un aumento de anisotropia y cuando 6 se acerca al valor de uno esa

anisotropia disminuye hasta ser el caso isétropo 6=1

Si se comparan los diagramas axial y transversal, cuando tenemos el 100% de un mineral
(vértices) ambas gréficas coinciden en esos valores debido a que ese punto estd bien
representado por las propiedades puras del material. Aunque las trayectorias de un mineral a

otro cambian debido a la forma de las inclusiones.

En ambos diagramas con la presencia de fluido se desplazan las propiedades geomecanicas

hacia la region ductil que es donde se encuentran las propiedades de la arcilla.

La Figura 43 muestra que al cambiar la forma de las inclusiones a una razéon de aspecto 6=0.5,

los diagramas axial y transversal cambian su trayectoria al pasar de un mineral a otro.

Cuando tenemos el diagrama ternario sin considerar fluido, los vértices que representan el
100% de un material, coinciden en el caso axial y transversal, sin embargo, las trayectorias
de un material a otro no son las mismas en ambas graficas. Es aqui donde se demuestra la
influencia que tiene la anisotropia en las mediciones de velocidad de ondas, ya que las
mediciones del tiempo de arribo de las ondas dependeran del angulo de medicion respecto la

orientacion de laminacion.

Cuando la anisotropia es grande la cantidad de fluido que puede ser modelada es menor,
como se comentd antes, cuando la forma de la inclusion es muy plana puede verse como una
carga vertical muy grande que deforma la forma del poro y granos y reduce la porosidad y

en consecuencia el contenido de fluidos.

Cuando se encuentran hidrocarburos en lutitas se le considera a esto un yacimiento no

convencional, porgue el fluido no tuvo la oportunidad de migrar a otra zona de menor presion,
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se quedd entrampado en la roca generadora, en este tipo de yacimientos es frecuente

encontrar una presion de formacion anormalmente alta al gradiente de presion normal.

Arena Arcilla
imm 0.01lmm
B —

Profundidad

Figura 44. Proceso de compactacion para arcilla y arena. (Schén, 2011)

La Figura 44 es una forma esquematica de representar el reacomodo de las particulas o
minerales cuando estan a mayor profundidad, es decir, sometidos a mayor presion vertical,
esto genera reduccion de porosidad y una laminacién por parte de la arcilla que luce similar

a una inclusion con forma de disco plano, 6<1.

En las siguientes gréaficas, Figura 45 Figura 46, se comparan la razon de Poisson y el médulo
de Young contra el contenido de fluido para una razén de aspecto 6=0.5 similar a las Figura
38 Figura 39 respectivamente con la diferencia de que ademas de agua, la inclusién fluida se
considero aceite y gas, fue mas util verlo a través de estas graficas que a través de los ternarios

porque es dificil ver las diferencias.
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Figura 45. Graficas razén de Poisson contra la fraccion volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=0.5

Axial 5=0.5 Transversal §=0.5
90 90
80 \ 80 ~~—_
70 70 i \
60 60l calcita con agua
= = = arcilla con agua
o o cuarzo con agua
9. 50 ©,50] weees arcilla con gas
& (VI ETELE calcita con gas
40 40| cuarzo con gas
=== calcita con aceite
30 30 ===arcilla con aceite
cuarzo con aceite
"-.'?' e —
nm""""
10 10
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
fraccion volumétrica del fluido fraccion volumétrica del fluido

Figura 46. Graficas médulo de Young contra la fraccion volumétrica del agua para una razén de aspecto 8=0.5

Para el caso del modulo de Young respecto a la fraccion volumétrica del fluido, el

comportamiento es parecido en los tres tipos de fluido, agua, aceite y gas.

Para la razon de Poisson se observa diferencia cuando el fluido es agua, aceite o gas, el
comportamiento es muy distinto en el diagrama axial y transversal, ya que en el primero las
gréficas son decreciente y en el segundo crecientes. Se observa también que, en los dos casos

las graficas cuando el fluido es aceite 0 gas estan por debajo de la grafica de agua. Esto
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demuestra que el tipo de fluido influye también en las propiedades elasticas de todo el

compuesto, asi como el &ngulo de medicion de las propiedades.

Al igual que la Figura 42 también se realizaron diagramas donde se incluye el area donde
pueden situarse las propiedades de la arcilla para razones de aspecto diferentes de uno. Véase

anexo B.

Los siguientes diagramas ternarios, cuarzo, calcita, arcilla son para una razon de aspecto

0=0.2 y con algunas fracciones de agua.

Axial Transversal

0% Agua Calcita

0% Agua Calcita
80rcuarzo 1 80r Cuarzq

‘T ‘T
o o
O, 50+ 9,50
i i
40} 40t
30 30}
20 Arcilla 20
10 r r r lo r r r
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5

Figura 47. Diagramas axial y transversal para una razén de aspecto 6=0.2 y diferentes porcentajes de agua.

La Figura 47 muestra los diagramas ternarios con diferentes proporciones de fluido, de 0 a
10%, como se mencioné anteriormente, cuando la razén de aspecto es méas lejana al valor 1,
las inclusiones tienen una forma mas compacta lo que reduce la porosidad y por lo tanto
también reduce cantidad de fluido que puede estar contenida en los poros.
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Figura 48. Graficas del pardmetro elastico, razén de Poisson respecto la fraccién volumétrica del agua para una
razén de aspecto 6=0.2.
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Figura 49. Graficas del parametro elastico, médulo de Young respecto la fraccion volumétrica del agua para
una razoén de aspecto 6=0.2

Estos dos casos en donde 6<1 tienen un comportamiento similar (Figura 45,Figura 46, Figura
48 y Figura 49). Cuando las inclusiones tienen una forma de disco y el espacio poroso
también adquiere una forma similar, cuanto mas fluido tiene la formacion, las propiedades

medidas transversalmente (90° respecto a la vertical) tienden a ser mas ddctiles, y, por el
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contrario, las propiedades en el sentido vertical son cada vez mas fragiles con el aumento de
fluido.

Con el fin de analizar el comportamienro de los pardmetros elasticos cuando la razén de

aspecto es mayor a 1, se realizaron un diagrama ternario, cuarzo, calcita, arcilla, son para una

razon de aspecto =2 y contenido de agua de hasta 15%.
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Figura 50. Diagramas axial y transversal para una razon de aspecto 8=2 (fibra alargada) y diferentes porcentajes
de agua con sal.
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Figura 51. Graficas del parametro elastico, razén de Poisson respecto la fraccion volumétrica del agua para una
razon de aspecto 6=2
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Figura 52. Graficas del parametro elastico, médulo de Young respecto la fraccion volumétrica del agua para
una razoén de aspecto =2

También se hicieron gréaficas con razon de aspecto mucho mayor a 1, que es el caso una fibra
alargada, que puede ser vista desde como microfracturas alineadas. Tal es el caso de la Figura

53, en donde se tiene una razon de aspecto 6=10 y contenido de aceite de hasta 15%.
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Figura 53.Diagramas axial y transversal para una razon de aspecto 6=10 microfractura y diferentes porcentajes
de agua con sal.
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Figura 54. Graficas del pardmetro elastico, razén de Poisson respecto la fraccién volumétrica del agua para una
razon de aspecto 6=10
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Figura 55. Graficas del parametro elastico, médulo de Young respecto la fraccion volumétrica del agua para
una razon de aspecto =10

El comportamiento de la razon de Poisson es opuesto para el caso axial y transversal. En la
parte transversal vemos que este parametro decrece de una manera no lineal, mientras que en
el caso axial el incremento es lineal y muy pequefio. Para que las propiedades del compuesto,
con el aumento de fluido, se acerque a la zona ddctil, el comportamiento de la razén de
Poisson debe ser creciente y el mdédulo de Young decreciente como fue el caso transversal

para 6<1. Ahora para el caso en que 6>1 vemos que este comportamiento se da en la direccion
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vertical, sin embargo, es este acercamiento a la zona ductil es mucho menor en magnitud que

el anteriormente mencionado.

Ademés de los diagramas ternarios que sirven como plantillas para caracterizar la roca
cualitativamente, también se realizaron diagramas quinarios. Este tipo de diagramas, con mas
de tres componentes, son Utiles para ampliar el rango de minerales que pueden encontrarse
en las rocas, ademas de clorita y caolinita, los diagramas pueden contener méas de cinco tipos
de roca 0 minerales segun el numero y tipo de minerales que se quieran analizar, haciendo

posible caracterizar con varios minerales simultaneamente, ver apéndice B.

Se muestra la comparacion del comportamiento axial y transversal de los parametros
elasticos cuando la forma de las inclusiones solidas y fluidas son planas (6<1) y alargadas
(8>1).

Axial, Calcita-Cuarzo-Arcilla Transversal, Calcita-Cuarzo-Arcilla

90 90 A
12% agua s=1 12% agua
80r 1 80f 1
70F 70f
60/ 8=5 60/
’E‘ —
a g
O, 50+ O, 50+
i (i
40f 40f
30t . 30t
20F L= 20
10 r r r 10 r r r r
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
va vt

Figura 56.. Diagramas axial y transversal que muestra las trayectorias de los parametros elésticos del modelo
isétropo hacia el modelo anisotropo para 6>>1y 8<<1, caso de la fibra alargada y disco plano respectivamente.
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Figura 57. Graficas raz6n de Poisson contra la fraccién volumétrica del agua que indica el comportamiento del
parametro eléstico cuando la razén de aspecto es 6=0.2 y 6=5
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Figura 58.. Graficas médulo de Young contra la fraccion volumétrica del agua que indica el comportamiento
del pardmetro elastico cuando la razén de aspecto es 6=0.2 y 6=5.

Es de notarse que el incremento de fluido tiene mas impacto en las propiedades cuando 6<1
que cuando 6>1, en términos geofisicos podemos concluir que la anisotropia intrinseca de la
formacion, es decir, la anisotropia por laminacion impacta mas en las propiedades elasticas

que aquella anisotropia debida a una red de fracturas.
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3=2

8=3
Figura 59. Esquema de las formas de las inclusiones en funcién de su razén de aspecto

Se muestra las diferentes formas de las inclusiones y del espacio poroso segun la razén de
aspecto. En las siguientes gréaficas se analiza el comportamiento de los parametros elasticos
en funcion de la forma de la inclusion y los poros. Para ello se considerd una porosidad del

12% saturada de agua, aceite y gas, para formaciones carbonatadas y arcillosas
respectivamente.

0.45- — Axial, CalcitatAgua(12%) 70k
\ ===-Transversal, Calcita+tAgua(12%)
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0.4 \ - . < 65
\ === Axial, CalcitatGas(12%) o
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g @ 60r
g 0.35- o
o S
o S s5¢
° - [0}
S 4 g«’w’-:"—* 3
\S " \1~: ~~~~~~~~ (_;
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Figura 60. Gréfica que representa el comportamiento de la razén de poisson y el Médulo de Young
respectivamente cuando la razon de aspecto cambia de 8<1 a 6>1. Matriz de calcita con 12% de fluido.

Ambas gréficas, Figura 60 Figura 61, son consistentes con el modelo, en todos los casos, la
interseccion de las curvas axial y trasversal coincide en una razén de aspecto de 1 que es el
caso de la esfera y por tanto el caso isotropo.
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Figura 61. Gréfica que representa el comportamiento de la razén de poisson y el Médulo de Young
respectivamente cuando la razn de aspecto cambia de 8<1 a 6>1. Matriz de Arcilla con 12% de fluido.

Las gréaficas, Figura 60 Figura 61, son distintas en magnitud debido a las propiedades de la
matriz, aunque el comportamiento es similar, en ellas se aprecia que cuando 6<1 las
pendientes son mas abruptas, lo que verifica que la anisotropia intrinseca de la formacion es
mas influyente en los parametros elasticos que la anisotropia debida a una red de fracturas.
También se puede ver las propiedades efectivas del compuesto cuando la saturacién de fluido
es agua, aceite 0 gas, de acuerdo con esto hay una mayor diferencia en las propiedades
efectivas cuando la matriz es arcilla que cuando es calcita, esto se observa en la separacion

de las curvas.

7.1 Aplicacion del modelo autoconsistente al registro
sonico del pozo Citizen Green

El valle central de California es el mas prometedor recurso para el almacenamiento de CO-

en Tierra, con una capacidad estimada de 75 a 300 Gt.

WESTCARB (Coast Regional Carbon Sequestration Partnership) perfor6 un pozo
exploratorio para evaluar el potencial de almacenamiento de CO2 de formaciones salinas
extensivas a nivel regional y gas asociado en la cuenca del suroeste de Sacramento. Se
obtuvieron diferentes registros geofisicos entre ellos el registro sénico.
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A partir de los datos del tiempo de arribo de ondas P y S del emisor al receptor, es posible
obtener las velocidades de las ondas, o registro sonico; La idea de este trabajo fue hacer una

caracterizacion mineraldgica a partir del modelo autoconsistente estatico.

Se importaron los datos de las lentitudes de onda y se obtuvieron las velocidades de las ondas
Py S. a partir de estas velocidades se obtuvieron los parametros elasticos modulo de Young

y razon de Poisson a partir de las siguientes ecuaciones

2
H=pVs (7.10)

_ 2 3,2
k—p(Vp _ZVS j (7.11)

Con el mddulo de corte x y el modulo de bulk k se determinaron cada elemento de la matriz

de coeficientes.

ko2 k-2, k-2, 0 o0 o
C11 C12 C13 0 0 O 3 3 3
c, C, C, O 0 0 k—%,u k+%y k—%y 0O 0 O
C, C, C, O 0 0 |_ 5 5 2
0O 0 o o 2c, O 0 0 0 24 0 0
0O 0 o 0 0 2C 0 0 0 0 2u O
0 0 0 0 0 2u

Con las Ecs. (5.7) se pasa de la matriz de coeficientes al vector de Hill y finalmente con las

Ecs. (7.6) a(7.9) se obtienen los pardmetros elasticos médulo de Yong y razén de Poisson.

Parte de la informacion dada fueron los limites de las formaciones que atraveso el pozo.

Tabla 1. Intervalos de profundidad de las formaciones atravesadas por el pozo Citizen Green

PROFUNDIDAD [fts]
De a FORMACION
3550 3700 Sand
3700 3800 Nortomville Shale
3800 3900 Nortomville Sanstone
4000 4500 Domengine Sandstone
4600 4700 Capa shale
4700 4800 Capa shale & gas acumulation
5000 6000 Mokelumne Sanstone
6200 6400 H & T Shale
6450 6550 Sandstone (H & T or Top of Starkey)
6600 7200 Starkey Shale
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Por cada formacion se tomaron 100 puntos para conocer la dispersion de los datos. Ademas,
con mediciones de laboratorio a nlcleos de roca se estimé una porosidad promedio de 30%

saturada con salmuera.

Se muestran la dispersion de puntos de las diferentes formaciones en un diagrama maédulo de

Young contra razon de Poisson.
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+ domengine sand
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20 * , 20l * . capa shale gas
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+
=z T +:b$;*+_ . + H&T shale
915 ) S + H&T sand
_.15 o T * +
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w w TS T
TN,
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+ : ,:”,:
+ 2l
e .
+ +
to ¥
5 5 b il ;
te
te

82 025 03 035 04 045 05 92 o025 03 035 04 045 05
va vt

Figura 62. Parametros elasticos medidos a partir de las velocidades de onda en la formacién que atraviesa el
pozo Citzen Green.

Se grafico la nube de puntos en el diagrama Figura 42 con el fin de localizar la dispersion de
puntos respecto a los principales minerales, cuarzo, calcita y arcilla. Cabe mencionar que, de
acuerdo con la informacion dada, imagenes de nucleos, saturacion de fluido y porosidad,
observamos que las rocas del yacimiento no presentaron anisotropia, es decir, no se mostro
claramente un plano de laminacion por lo que se consideré un caso isétropo, ademas las

porosidades fueron del orden del 30% con saturacion de agua.
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Figura 63. Diagrama axial y transversal considerando inclusiones esféricas y con algunas fracciones de agua
incluyendo el area donde pueden situarse las propiedades arcillosas.

Se aprecia que la nube de puntos que representa las velocidades de onda se apega mas a las

propiedades de la arcilla. Tomando esto en cuenta la caracterizacidn puede ser realizada con

8.1 015 02 025 03 035 04

los principales minerales arcillosos como se observa a continuacion.
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Figura 64. Diagrama con los principales minerales arcillosos y la posicion de los parametros elasticos de las

rocas del yacimiento.




En la Figura 64 se observa que la mejor forma de correlacionar la informacion del registro
sonico del pozo fue a través de los parametros elasticos de los diferentes minerales arcillosos
encontrados en la literatura (clorita, Illita, caolinita). EI modelo soporté una fraccién
volumétrica de fluido de 0.15, es decir el 15% en volumen de agua. Sin embargo, vemos que
la tendencia de los diagramas con el incremento de fluido va acercandose a la nube de puntos,
lo que corresponde con la informacion de porosidad dada que como se comenté antes, oscila
en 30%. Ademas, se puede observar que las propiedades de la roca no tienen una preferencia
muy marcada entre dichos minerales, es decir, que los tres minerales tienen presencia en las

rocas en proporciones aproximadas.

Razén de Poisson Médulo de Young
0.45 35 ,
\\ ——Clorita
o I— w0 —— Caolinita
. \ —lllita
0.3 E 20
]
> T
0.25 w 15
0.2 10
0.15 5
0.1 0
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
fraccion volumétrica del fluido fraccion volumétrica del fluido

Figura 65. Diagramas de la razon de Poisson y el médulo de Young respecto al incremento de la fraccién
volumétrica del fluido para cada mineral arcilloso: Clorita, Illita, Caolinita
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8 Conclusiones y recomendaciones

El objetivo de la tesis fue determinar las propiedades efectivas de medios compuestos y
anisétropos, por medio de un esquema autoconsistente para el anlisis de propagacion de
ondas en medios sintéticos y en rocas de yacimientos; usando parametros elésticos de
minerales dados en la literatura, Mavko, Mukerji, & Dvorkin (2009). Un objetivo parcial fue
hacer una implementacion numérica para resolver las ecuaciones autoconsistentes que
describen un medio transversalmente isétropo. Las ecuaciones simplificadas son un sistema
de 7 ecuaciones simultaneas no lineales que implican la evaluacion de integrales

numéricamente.

En el capitulo seis se comparan los resultados del modelo dindmico, Figura 5, Figura 6,
Figura 8 y Figura 9, con aquellos que se muestran en el articulo de Sabina, et al., (2015),
comprobando que son iguales se validé el algoritmo numérico. Se amplié la aplicacion del
método autoconsistente para determinar patrones de dispersion y atenuacion de los tres tipos
de onda: la onda P, onda SH y onda SV para un amplio rango de frecuencias de rocas que
presentan anisotropia transversal. Se noté que el comportamiento de estas ondas depende de
la fraccion volumétrica y geometria de los minerales que constituyen la roca, la porosidad
saturada en su totalidad de fluido, el tipo de fluido y el angulo de incidencia de las ondas.
Estos parametros influyen en el comportamiento de la dispersion de onda y su atenuacion,

demostrando que la anisotropia es un factor dominante en los resultados obtenidos.

La razén de aspecto permitio interpretar formaciones con propiedades isotropicas, 6=1, y
anisotropicas, 6#1. Esta anisotropia a su vez puede ser interpretada de dos maneras:
anisotropia debida a un plano de laminacion que es el tipo mas comun en yacimientos shale
(caso TI), 6<1, y debida a una red de fracturas alineadas, 6>1. Variando la razén de aspecto

y el angulo de incidencia de 0 a 90° es posible analizar varios casos de anisotropia

La porosidad o fraccion volumétrica del fluido, el tipo de fluido contenido, la litologia y
fraccion volumeétrica de cada mineral en la roca influyen también en la determinacion de las

propiedades efectivas y en consecuencia en la dispersion y atenuacion de ondas.

Se establecieron diametros de inclusion que corresponden con las frecuencias utilizadas

normalmente en registro de pozo, 0.5 mm, y mediciones de laboratorio, 0.005 (mm). Se
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aplicé un esquema autoconsistente utilizando la definicidn de frecuencia dimensional para
conciliar las respuestas de frecuencias sismicas, sonicas y ultrasonicas, encontrando que la
anisotropia y la porosidad son las propiedades que méas impactan en las propiedades elasticas

efectivas y en las dispersiones de ondas

Ademas, fueron determinadas las propiedades efectivas en el limite de baja frecuencia,
modelo estatico. Con él se realizaron nuevos diagramas ternarios de fisica de rocas que sirven
como plantillas para ubicar propiedades geomecanicas de las rocas. Para esto se determinaron
dos razones de Poisson y dos médulos de Young, uno axial y otro transversal, con estos
diagramas es facil identificar como influye la geometria de las inclusiones en los parametros
elasticos, se encontré que la anisotropia por laminacion produce mayor diferencia entre las

propiedades medidas axial y transversalmente que la anisotropia por fracturas.

Los resultados obtenidos muestran que, dependiendo de la mineralogia y de la razén de
aspecto de las inclusiones, las propiedades efectivas pueden ser mas ductiles o fragiles con
el aumento de porosidad, esto puede ayudar a interpretar zonas con mayor contenido de fluido
y zonas con mejores condiciones de fragilidad para la generacién de una red fracturas.

Finalmente se usaron los diagramas de fisica de rocas para mostrar un ejemplo de aplicacién,
al caracterizar mineralogicamente el pozo Citizen Green que es prospecto para
almacenamiento de CO; en California E.U. Con los diagramas ternarios se identifico que la
porosidad estaba del orden de 30%, la mayor parte de los estratos fue de arenisca, se hizo una
caracterizacion de acuerdo con el tipo de mineral arcilloso predominante, se encontré que las
propiedades elasticas fueron mas parecidas a las propiedades de la Illita y se observo que el
contenido de agua es mayor al %15, lo que coincide con informacion dada en el reporte. Sin
embargo, aplicar este modelo a datos de un yacimiento tipo shale, serviria de mejor ejemplo
porque podriamos caracterizar la anisotropia por medio de la razon de aspecto de inclusiones

Y poros.

Este trabajo de tesis abre nuevas oportunidades para mejorar la interpretacion petrofisica a
partir de registros acusticos y continuar la investigacion dirigida a encontrar mas
aplicaciones, tales como inversion sismica, delimitacion de yacimientos no convencionales,

e identificacion de zonas con mayor fragilidad en yacimientos shale oil/gas.
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9 APENDICES
9.1 APENDICE A

Para este trabajo se consider6 un material que tiene un plano isotropico, que tiene un plano
de simetria transversal (materiales isotropicos). En este tipo de compuestos las constantes

independientes se reducen a cinco.

0 Cn C, Cy 0 0 0 &
0, C, Cy, Cy 0 0 0 &
O3 | Ch Cy Gy O 0 0 &3
o, o 0 0 2C, O 0 &
o, 0O 0 ©O 2Cc, O s
O, 0O 0 ©O 0 0 2C, )\ &

Asi mismo el tensor de momento al considerar un material transversalmente isotropico queda

escrito como:

R Py O 0 \(v
RI1=l0 py 0|V,
P, 0 0 pullv

La idea de los métodos autoconsistentes es resolver problemas de cuerpos que no poseen

solucion analitica, introduciendo aproximaciones bien fundamentadas.

Con ayuda del algebra de Hill podemos pasar de una notacién matricial a una vectorial, En
Sabina (1993) se presenta esta notacion:
— Cll + C12

2
Cis

k

C
=C
C11 — C:12

2
p=C,

m=

= Cse
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k+m k-m | 0 0 O Cc, C, C, 0 0 0
k-m k+m | 0 0 O C, C, C, 0 0 0
L =(2k,1,q,n,2m,2p) = a a n 0 0 011G C Gy O 0 0
0O 0 02p 0 O© o 0 0 2¢, O 0
0 0 0 0 2p O o 0 0 o0 2¢, O
0 o 00 0 2m) {0 0 0 O 0 C,-C,

Entonces el producto de los vectores de Hill en realidad serian un producto de matrices que

tiene la siguiente forma:
LL =L,

(2ky, b, 0,1y, 2my, 2, ) (2K, 15, 05,15, 2m,, 2, ) = (2Ky, 1y, G5, 5, 2M, 2, )

Matricialmente seria de la siguiente manera:

k+m k-m I, 0 0 0 \k,+m, k,-m, I, O 0 0
k-m k+m I, 0 0 0 ||k,—m, k,+m, I, 0 0 0
G G n 0 0 0 g, a, N, 0 0 0 _
0 0 0 2p, 0 O 0 0 0 2p, O 0
0 0 0 0 2p, O 0 0 0 0 2p, O
0 0 0 0 2m 0 0 2m,
2k k,+2m m,+l, g, 2k k,—2mm,+l, g, 2k l,+In, 0 0 0
2k k,=2m m,+lL g, 2k k,+2mm,+l, g, 2k L+l n, 0 0 0
= 2k, ¢+ Q, 2k, g+, Q, nn+2l,q 0 0 0
0 0 0 4p,p, 0 0
0 0 0 0 4p, p, 0
0 0 0 0 0 4m m

1

2

Entonces para obtener la multiplicacion de vectores de Hill hay que multiplicar
matricialmente y despues aplicar la relacion notacion de Hill para conocer cada elemento
del vector

(2,1, 0,,n,,2m,, 2p; ) (2K, 1,,0,,0,,2m,,2p, ) = (2K, 15, 05, Ny, 2My, 2, )

Donde cada elemento del vector resultado del producto se calcularia de la siguiente forma,
siguiendo las operaciones de multiplicacion definida. Por ejemplo, para el primer elemento
se calcularia:
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(2Ky. 15,01, 2m,, 2, )
2ky =C +C, =2k ky +2m m, +1, q,)+(2k k,—2m m, +1, q,)
=2k Kk, +2m m,+1, g, +2k k,—2m m, +1, q,
k, k
=4 El ?2+2I1 d,
s 2k =k Kk, +21; q,
De manera similar se hace para obtener los demas parametros del vector Hill product.

Quedando definido el producto vectorial de la siguiente forma.

(2k;, 1,00, 2m;, 2p; )(2k,,1,,0,,0,,2m,,2p, ) =
= (klkZ + 2|lq2 kll2 + I1n2 q2n1 + k2q1 r]1r12 + 2|2ql mlmZ pl p2)

De la misma forma se puede multiplicar el tensor de densidades

(,01|,,01,|| )(pzl,pzm) = (psl,pslu)

Py 0 0 \p O 0 PP 0 0
0 py O 0 py 0 =] 0O pypy 0
0 0 p, L0 0 p, 0 0 Pl oy,

Para la elaboracion del programa podemos incluir las operaciones que corresponden a las
densidades por ser lineal, entonces el vector de Hill ya no seria de 6 componentes sino de 8

debido a que las tltimas dos componentes son las densidades.

Hi||pr0duct[(2kl,|l,ql,nl,2m1,2p1,p1’1,p1’3)(2k2,|2,q2,n2,2m2,2p2,p2’1,p2’3)]=
:(k1k2+2|1%’ kKl +n,, a,n +k,0,, nn,+2,g, mm,, p.p,, P10, p1,3p2,3)

También se definen las operaciones de inversa del vector de Hill (Hillinverse) que es en

realidad la inversa de la matriz y vectorizada nuevamente.

89



k+m k-m I 0 0 O
k-m k+m I 0 0 O
q q n 0 0 0]
0 0 02p 0 0]
0 0 0 0 2p O
0 0 0 0 0 2m
SENUON S SR ____h 0 0 0
4m,  4k,n, —4l,q, 4m,  4k,n, —4l,q, 2k,n, —21,q,
B S SRR b 0O 0 0
am, 4k,n,—4l,q, 4m, 4k,n, —4l,q, 2k,n, —21,q,
% % ke 0 0 0
2k,n, — 21,9, 2k,n, —21,q, Kony — 1,0,
0 0 0 S 0 0
2p,
0 0 0 0 i 0
2p,
0 0 0 0 0 !
2m

Quedando definida la inversa del vector de Hill como:

Hillinverse(2K,,1,,0,,n,,2M,,2p,, p,,,0,5) =

[no Lk A s iiii)
kono_2|oqo’ k0n0_2|oqo, kono_ZIOqo’ k0n0—2|0q0’ mo’ po’ p01’ Poz

Por linealidad de las ecuaciones podemos combinar las ecuaciones autoconsistentes

anteriores en unasola, simplemente aumentando al vector de Hill las dos densidades, es decir,
que el vector de Hill ya no sea éste (2k,l,q,n,2m,2p,), sino (
2k, 1, q,n,2m,2p,, p;,p,5). De esta manera se simplifico el programa realizado en

MATLAB.

Ahora vamos a ver cudles son cada una de las ecuaciones y elementos que aparecen en la

ecuacion autoconsistente. Para ello comenzaremos con las funciones auxiliares mediante las

cuales llegaremos a determinar S,

90



Las funciones auxiliares del método autoconsistente son las siguientes:

_5.¢0) F_si=¢(@)
Cols| 0]

r

Donde los términos que aparecen en las funciones son las siguientes:

&l=¢ =1+ (" —pu* "
De estas ecuaciones os términos constantes son “8” que es la razon de aspecto de la inclusion
y “u” que es cos (¢), coseno del &ngulo de incidencia de la onda.

1=k =2

El término “z” es: r

Donde “o” es la frecuencia angular y “Cr” la velocidad de fase de la onda “r”. Sin embargo,
para poder graficar los resultados debemos trabajar con una frecuencia angular normalizada,
la normalizacidn en este trabajo se realiza con respecto a la velocidad de la onda P a través
de la matriz. Por lo tanto, para fines practicos, z queda definido en el programa como:

_ nor
7= —C Cl,m

r

Asi z puede dividirse en tres segun el tipo de onda al que nos estemos refiriendo

a)noré/

r

O L (15 Ry L1 Y R CHEY

C T (u, L) c2T (u, L) c3T (U, L,)
Donde Cunm se refiere a la velocidad de fase 1 definida como onda P a través de la matriz.

Esto en el programa se denota como c1T (u, L2). Vamos entonces a definir las velocidades

de fase Cr para los tres tipos de onda y considerando las propiedades de medio efectivo.
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2

o 0 52
P ! 0 0 P
1|k0+m0 Po uz[po_ko_m0+n0 %}+[4UZ(1UZ)[(O+ 4J(qo+ 4)]+liko+mo _ Po +uz{po_ko_mo 7n07 %H ] ]

clT (u, L) = +——+
b 2| 2p 2py, 2p, Pu PP 2p, 2py, 2p, P
1/2
2 2
m,(1—u”)+ p,u
CZT :[ O( ) pO ]
2p,
121112
2
_P (|+F’0 )( +Po J _P
c3T(u, L) = E ko+mu+ Po +u? po’ko’mo_'_nD % -l au?a-u?) ’ 4 % A + ko+mo_ Po Lu? po’ku’mo_nD %
2| 2p 2py 2p, P PP 2p, 2py, 2p, P

este método es autoconsistente lo que implica que algunas funciones dependan de otras

funciones.

2 2
D= p, {%+(no —%juz — pCIT (u, LO)Z} + Py (qo +%) (1-u?)u?

I'T]:L = %l:%(l—uz)'*' n0U2 _p3C1T (U, Lo)zjl

m, =—, /%‘ (qo +%ju\/1—u2

Se definen a continuacion las funciones auxiliares €(z) y hr(z)

8(2) _ 3(1_ iZ)(SinZZ?)— 7 COS Z)eiz

(sinz—zcosz)

Z3

3
h(z) =

Si sustituimos la “z” en las funciones Hr y Fr que definimos anteriormente,

estas funciones se expresan:
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l g(w gcﬂKuL)j}
F=FIT =5t T ATk
1 ] 413
. g(w éVclT(uL)ﬂ
F-of@ L Jp _par sl erw )
&
P_g[w cﬂKuL) }
F,=FIT =5 erﬂa”“
g{w gcﬂ(ngj
H,=HIT = L)
cIT (u,L,)°¢
g[m gcﬂKngj
6@ _ly _parost ATUL)
el | c2T(u,L,)*¢’?

g(a)norg C;-II-(LL LZ) J
H, = H3T =5 ST L)
T L)L

De las ecuaciones anteriores, ¢1T, c2T, c¢3T, son funciones que dependen del angulo de
incidencia de la onda “r” y las propiedades eldsticas L2 de la matriz y LO propiedades
efectivas. Fisicamente, c1T, c2T, c3T representan las velocidades de onda P, SH y SV

respectivamente

Una vez teniendo todas las funciones auxiliares mostradas hasta el momento podemos

obtener el vector
§x(r) = [st ! Is ! qs ' ns ' 2ms ! 2 ps ' ps,l’ ps,3:|

a partir de resolver las integrales que aparecen a continuacion:

2k, === [(1-u*)[ m?H, +m’H, |du
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1 1
Iu 1-u*mm,[H,—H,]du

qS = IS = —_—
2\//), P o

= H ’H. |du
P '([u m o }

2m, :%I(l—uz)[mel +H,+m;H; |du

1 2 2 2 2 2 M2
Zps:ij uzm_1+(l uz)m +2w H1+U_H2+ u2m_3+(1_u2)m_1_2w H3 du
P Pui \ PP P P P \ P P

M= j[mlF+F +m,”F, jdu
P o

M, :p j[m F+m’F, [du

Estas integrales se resuelven de manera numérica, en el programa de MATLAB fueron

resueltas a partir de la cuadratura Gauss-Kronrod.

Finalmente se obtiene el vector §,© =[2k,,1,q,,n,,2m,,2p,, p,;, o, | Y Se sustituye en la

ecuacion autoconsistente.

_a|:L2+iﬁN (L -L){1+5(L, —Lo)jl}L(l—a)Lo

Se puede reescribir de forma desarrollada, a partir de las operaciones multiplicacion matricial
y la inversa de la matriz definidas. Quedando los elementos del vector Lo como (caso

bifasico)

~ 2(l, I)(n (0= ) + G (k, —ky)) .
=2(k, (1, =1y ) +1,(m, =np))(n (g, q0)+q ko)) + (LK, (K =Ky )+ 21 (0, = qp ) ) (L0, (0, =)+ 20, (I, =1,))

-k )(1+ns(n +2qS lp))
=2(k, (1, =1,) +1,(n, =) ) (n, (g, - q0)+q(k +(1+k +2|S(

ko =a|k, + B l+k(l-a)

Go)) (L0, (=1 ) + 20, (I, 1y ))
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(K, — k) (K, (1, = 15) +1,(n, —ny)) .
=2(kg (1, =15) + 1, (= 15) ) (N, (0 — dp) + G (ky — ko)) + (14K, (ky — ko )+ 21, (g, =0y ) ) (140, (n, —ng )+ 29, (L, 1))
(1, —1,) (14K, (i —ky) + 21, (6, —0y)) A |+hi-a)
=2(ky (1, = 1o ) + 1 (0, =) ) (N (0 — Go) + s (Ky — K ) ) + (L1+ K, (K, —ky )+ 21, (g, — o)) (141, (0, —ng )+ 29, (I, — 1))

ly=a|l, +

(nlfnz)(ns(ch7qo)+qs(k17ko)) +
=2k, (I, = 1o )+ 1,0y = 0g) ) (N (0 — ) + 0 (K, — ko)) + (L+ kg (K, =k )+ 21 (g, =0 )) 1+ ng (=g ) + 20, (1, —1,)) Lo
+0,(1-
(q17q2)(1+ns(n17n0)+2q5(|17|0)) ﬁ ! )
=2(ky (1, = 1o) +1.(n, = 1y) ) (N, (0 — ) + 0 (K, —Ky) ) + (14K, (K =Ky )+ 21, (0, =y )) (1410, (0, =1 ) + 20, (1, =1, )

9 =a|q, +

2k5(ns(ll—I0)+Is(n1—n0))(q1—qz) .
=20k, (=) + 1,00 =) (n, (0~ o)+, — ko)) + (L, (K, —ko )+ 21, (0, ) (L0, (0, =y ) + 20, (1, =) 1
(n17”2)(l+k5(k1*k0)+2|5(q17q0)) ﬂ +no( 7a)
=20k, (1 =) + 1. =) (0, (0, ~ )+, (k ko)) + (LK, (k —ko) + 21, (0~ ) (2, (m, —y ) + 20 (1, 1))

n,=aln,+

_ m1_m2 _
_o{m2 +(—1+ ms(ml—mO)J'B}LmO(l a)

l: 1+ ps(pl Jﬂ}"‘po(l_a)

~— P
=a +pyl-
Po1 Paut (1_’_ Mn O — Pm)]ﬂ_ Po( )

Pz~ P
P =a| P, B+ pul-a)
” “ [l"' My, (/713 /703)} ”

La razon de aspecto de la inclusion se describe a través de la ecuacién de una esfera
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9.2 APENDICE B

Los siguientes diagramas quinarios muestran como puede pueden relacionarse mas de tres
componentes, en este caso se usaron los materiales comunes, calcita, cuarzo, arcilla mas dos
minerales arcillosos, clorita y caolinita. También se muestran el desplazamiento de cada

componente con el correspondiente aumento de fluido.

En color azul claro se interpone el diagrama (Figura 41) de los principales minerales

arcillosos para ver su ubicacion respecto al diagrama quinario.

Axial Transversal
90 90
calcita calcita
80-cuarzo / H 0% agua 80—cuarzo ,/—\ 5
r i \‘/ r i - 0% agua
o l/'\ 5% agua 20 l/'\ 5% agua
E /—\\kX/ 10% agua “7 /—\W 10% agua
; 15% agua [ H
60 i‘/ 0 ag 60 . W 15% agua
& 50 £ \ ' 50 \
I | AN 5 AN
\ oy \
8 40 \ \ \\ i 40 \ \\
\ ) \ i
e clorita ] NN #s clorita
5 o3
20 e 20 :
J A } arcilla
10 LdUiy 7 10 faoli:iy
o Tk 0 el
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
va vt

Figura 66. Diagrama quinario axial y transversal para una razén de aspecto 6=1 y diferentes porcentajes de agua
e incluyendo el area que envuelven los minerales arcillosos.

Naturalmente el diagrama axial y transversal es el mismo puesto que se trata del caso

isotropo.
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Axial, 5=1
0.5
0.45
clorita
0.4
0.35 -
arcilla
© calcita
5 03
0.25 caolinita
0.2
cuarzo
0.15&
0.1
0 0.05 0.1 0.15
(fracc vol.)

0.2

Transversal , 8=1

0.5
0.45
clorita
0.4
0.35 arcilla
- Icit.
=~ 03 calcita
0.25 caolinita
02 cuarzo
—
0.15%
0.1
0 0.05 0.1 0.15

(fracc vol.)

0.2

Figura 67. Graficas del pardmetro eldstico de cinco materiales, razon de Poisson respecto la fraccién

volumétrica del agua para una razéon de aspecto 6=1.

Axial 8=1

90

80\\

70 ~_

60 § caleita
= cuarzo
& 50
O,
©
& 40

30

—— clorita
arcilla

10

‘ caolinita
0 r r
0 0.05 0.1 0.15 0.2

(fracc vol.)

Transversal 6=1

90

80\\

70 \\

60 § calcita
—_ cuarzo
©
$ 50
O,

i 40

30

” —— clorita

arcilla

10

‘ caolinita
0 r r
0 0.05 0.1 0.15

(fracc vol.)

0.2

Figura 68. Graficas del pardmetro elastico de cinco materiales, modulo de Young respecto la fraccion

volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=1.

A continuacién, se muestra el diagrama quinario con una razén de aspecto <1, en ellas se

muestran las trayectorias de un mineral a otro, y como cambian en la direccion axial y

transversal.
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Axial $=0.5 Transversal, §=0.5

20 90
calcita calcita
cuarzo /‘\ cuarzo
80 — \/ 0% agua 80 N
70 / 5% agua 70— —
W 10% agua

60 X 600% agua
‘T T linit
g 50 Dc(_j 50 caolinita
O, O,
Lﬁ 40 ig 40 10%agua Y

clorita
30 30 %‘ E—
]
20 20 N
10 10 o
caolinita /
0 3 0 T ‘r"" ‘r
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
va vt

Figura 69. Diagrama quinario axial y transversal para una razon de aspecto 6=0.5 y diferentes porcentajes de
agua.

Axial 5=0.5 Transversal $=0.5
0.5 0.5
0.45 0.45 clorita
0.4 - 0.4
clorita arcilla
/
0.35 — _ 035 —— calcita
. ————— arcilla g —_—
0.3 O 3
P calcita >
0.25 — 0.25
caolinita cuarzo
0.2 0.2 -
L caolinita
cuarzo
0.15E 0.15%
0.1 0.1
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
0 (fracc vol.) 6 (fracc vol.)

Figura 70. Graficas del parametro elastico de cinco materiales, razén de Poisson respecto la fraccion
volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=0.5

La Figura 70 muestra como la razon de Poisson de los diferentes minerales cambia de acuerdo
a la direccién de medicidn, algunos tienen un comportamiento contrario (axial o transversal)

como es el caso de la arcilla o calcita y otros tienen el mismo comportamiento creciente o
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decreciente en ambos casos, como la caolinita que en ambas direcciones su razon de Poisson

es creciente, aunque diferente magnitud.

Axial =0.5 Transversal 6=0.5
90 90
80 80
. \\ . \\ calcita
\ calcita cuarzo
60 alcita 60
= ™~ cuarzo _
50 T 50
a a
o, o,
S 40 i 40
30 30 clorita
— clorita — .
20 : 20 arcilla
arcilla
10 10
0 ; caolinita 0 ; caolinita
0 0.05 0.1 0.15 0 0.05 0.1 0.15
6 (fracc vol.) 6 (fracc vol.)

Figura 71. Graficas del parametro elastico de cinco materiales, modulo de Young respecto la fraccion
volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=0.5

En cuanto al mddulo de Young, vemos que, para todos los minerales, éste es decreciente
conforme aumenta la proporcion de fluido, sin embargo, para la caolinita este decremento es
muy pequefio, casi se mantiene constante por lo que la presencia de fluido lo afecta poco

elasticamente.

En las siguientes graficas se trata del analisis del mismo diagrama quinario, pero ahora con

una razon de aspecto &>1.
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Axial, =2 Transversal, =2

“\ 5% agua

% calcita % calcita
801 Cuarzg—" /’?\ 0% agua 80 uarzo ,/ ‘_," 0% agu
20 L ;:\\\/ 5% agua 70 l/ ,\ \ 5% agua
)W 10% agua 1 ///\ 10% agua
60 60 i ;: \
/\

. \ \Q‘ 15% agua ESO - \ \
4 V\ N\ e /;// \N\\\
30 /}’C'Oﬂta 30 / / ",«";;lorita

Ea [GPa]
o

10 ] 10
caolinita/” N
2/. Z- \§- S, caolinita
0 : 0 :
0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5
va vt

Figura 72. Diagrama quinario axial y transversal para una razon de aspecto 6=2 y diferentes porcentajes de agua

Axial §=2 Transversal 5=2
0.5 0.5
0.45 - 0.45
clorita
0.4 0.4 -
clorita
0.35 arcilla 0.35
calcita arcilla
(36 0.3 Z 0.3\ calcita
0.25 — 0.25 .
/ caolinita caolinita
0.2 ~_———cuarzo 0.2
—— cuarzo
0.15 0.15
0.1 0.1
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
0 (fracc vol.) 0 (fracc vol.)

Figura 73. Graficas del parametro elastico de cinco materiales, razén de Poisson respecto la fraccion
volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=2
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Axial 6=2 Transversal 5=2

90 90
70 - 70 \\
\ calcita
60 cuarzo 60 -
calcita
S50 S50 cuarzo
O, O,
& 40 {o 40
30 - 30
clorita .
20\ 20\ clorita
arcilla T —— arcilla
10 10
o ; : caolinita 0 ; ; caolinita
0 0.05 0.1 0.15 0.2 0 0.05 0.1 0.15 0.2
0 (fracc vol.) 6 (fracc vol.)

Figura 74. Graficas del parametro elastico de cinco materiales, médulo de Young respecto la fraccién
volumétrica del agua para una razon de aspecto 6=2

En algunos casos la forma de la inclusion puede ampliar el area que encierra el diagrama o
puede disminuirla. Tal es el caso de los diagramas transversales de las Figura 69.

Es importante mencionar que el comportamiento de la razon de Poisson no es lineal, para
mostrarlo, se muestran las graficas por separado de las propiedades elasticas de cada mineral

respecto a la fraccion volumétrica del fluido.

raz4n de Poisson médule de Young

I

1 1

1 ]
NI T L e m - -

e 1 1 ]

1 1 ]

1 1 ]
el o ————— = —————— - -

1 1 1

1 1 ]

. 1 1 1
R A T EEEE T EEEE R -]

1 1 1

1 ]

e 1 1 1
R il it il === Fe=m——— -1

1 ]

1 1

[ 1 1
.dE ________________ rTTTTT==" | ]

m 1 ]

1

= I 1

aaaaa

Figura 75. Gréficas de razén de Poisson y modulo de Young de la calcita contra la fraccién volumétrica de
agua, para una razon de aspecto 6=1.

101



razon de Foisson modulo de young

0.205 . .
—Cuarzo ! !
el R i REEEEEEEL EEEETEEEPEETTTR L
0138 -------- b R ERREEEE R GREEEEY
F ooigp-------- Fo--s--e- 1o---- P
S ! A
= . . .
3 0185} -------- fomoooo- At demmmee
ST EEEERRPE Y LR SEEEEREEE SEEEEEEERE
R e R R EEEEEEEEE
0.17 : : :
0 005 01 015 0.2 . ]
S (fraccvol) ¢ (fraccvol.)

Figura 76. Gréficas de razén de Poisson y modulo de Young del cuarzo contra la fraccion volumétrica de agua,
para una razon de aspecto 6=1.

razon de Poissan madulo de Young
0.348 T T 25 T T u
—Ardlla : : : : :
: : : b R R e el R .
0248 ===="="~ i i iy : :
! ! ! L ETEE EEEEREE oo .
0.344f -~ - == - reomeees SREEREEED A ) R - .
: : : e R AR EEEEE EEEEEEEEL jm - .
ab oy y o f ]
0242 : ; ; i ; ;
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m ' ' ' m ' '
A 024df------n- """" """" iy T DR 1 _______________ _, ________
0.241f-------- Toooomoe- R B e L [ BT
' ' 17p-------- P e A
e R R EEEEEEEEL PCEEEREE jm - : :
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0 008 0.1 015 0z Q 0.05 a1 0.15 0z
& (fracc vol.} & (fracc vol}

Figura 77. Graficas de razén de Poisson y médulo de Young de la arcilla contra la fraccion volumétrica de agua,
para una razéon de aspecto 6=1.

Se distingue que para los tres minerales los mddulos de Young son lineales con pendientes
diferentes, mientras que la razén de Poisson tiene comportamiento diferente para cada

mineral.

La razdn de Poisson para la calcita disminuye y para el cuarzo aumenta, pero en ambos casos

el comportamiento no es lineal, se puede ver cierta curvatura.
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la razon de Poisson para el caso de la arcilla se comporta de manera exponencial, sin

embargo, cuando la fraccion volumeétrica va de 0 a 0.05, la razén de Poisson decrece y

pasando el valor de 0.05 crece exponencialmente.

A continuacién de muestran los diagramas de las Figura 42,Figura 43Figura 47Figura

50Figura 53 con el diagrama de minerales arcillosos Figura 41.
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80— Cuarz —
N e
70 & 100@1\13—
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T o AN
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.-/
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01 015 02 025 03 035 04
va
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90
0% .
ClLiar ;af.a/"] Calcita
80-Cuarzo S ;
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70 : }
’S N
60 \10/oa§_]u'a'
T 50 @\F\O;n:rnn':
o PN\UNCNY
0) N\ \
8 40 -
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30 /-""'7
" >
10 - — :
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0
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Transversal, §=1
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