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La matemática-verdad lo trae cada matemático den-
tro de si mismo. El sufrimiento, el gozo, el triunfo,
el fracaso, los elogios y la pasión; todo eso que hay
en este arte de contrastes, de luz y sombra, de exhal-
tación y amargura, de héroes y truhanes, lo vamos
viviendo los matemáticos. Algunos caminarán todo
el tiempo sin llegar jamás a ningún lado en ese labe-
rinto mil veces peor que el del minotauro porque éste
es un camino que se recorre voluntariamente. Para el
que llega encontrar la verdad en las matemáticas, el
camino es aun más duro porque debe defenderlo con
la vida hasta la muerte. Aquel que descubrió la ver-
dad en las matemáticas y lo traiciona, preferirá no
haberlo descubierto nunca. . .

Jorge de Jesús “El Glison”
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Introducción

En Topoloǵıa, hay dos nociones de producto simétrico relacionados con
un espacio base X, uno de estos es Fn(X), el cual es un subespacio del
hiperespacio 2X , y el otro denotado mediante SPn(X) es un cociente bajo
una acción de un grupo.

Dado un espacio topológico X definimos los hiperespacios:

1. 2X = {A ⊆ X| A es cerrado}

2. Fn(X) = {A ∈ 2X | |A| ≤ n}.

El conjunto 2X se le dota de la topoloǵıa de Vietoris, y Fn(X) tiene la to-
poloǵıa de subespacio. El estudio de los hiperespacios se remonta a pricipios
de 1900 con trabajos de Hausdorff y Vietoris, mientras que el espacio Fn(X)
fue estudiado por primera vez por Borsuk y Ulam en 1931.

El otro producto simétrico SPn(X) se obtiene bajo la acción del grupo
simétrico Sn en el espacio Xn = X × · · · ×X permutando las coordenadas,
es decir:

Sn ×Xn → Xn

(σ, x) 7→ (xσ(1), · · ·xσ(n)).

El espacio cociente de Xn por esta acción es lo que denotaremos por SPn(X).
Esta construcción, que asocia a un espacio topológico X un segundo espacio
SPn(X); también asocia a una función continua f : X → Y una segunda fun-
ción continua SPn(f) : SPn(X) → SPn(Y ). Además, la asignación cumple
con las siguiente propiedades:

1) La identidad 1X : X → X, bajo la asignación SPn(−) es la identidad
en SPn(X).

ix
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2) Dado un diagrama de composición

Y
g // Z

X

f

OO

g◦f

>>

induce el diagrama conmutativo

SPn(Y )
SPn(g)// SPn(Z)

SPn(X)

SPn(f)

OO

SPn(g)◦SPn(f)

99

en otras palabras, SPn(g ◦ f) = SPn(g) ◦ SPn(f)1.

Estos productos simétricos guardan una relación entre ellos, de hecho,
de la definición de ambos productos simétricos se tiene que SP1(X) = X =
F1(X). También se puede probar de manera sencilla que SP2(X) = F2(X).

En este trabajo de tesis estudiaremos el producto simétrico SPn(X),
veremos que propiedades topológicas se preservan de X en la construcción
de SPn(X) y viceversa.

En el primer caṕıtulo se introducirá las herramientas necesarias de Teoŕıa
de Grupos y Topoloǵıa que usaremos, pues como hemos dicho, el espacio
SPn(X) es un cociente bajo la acción del grupo de permutaciones.

En el segundo caṕıtulo daremos la definición del espacio SPn(X), tam-
bién veremos qué propiedades cumple la función Pn : Xn → SPn(X) que
manda a cada elemento de Xn a su clase de equivalencia, y también dare-
mos un modelo de SPn(−), aśı como algunos encajes que resultan naturales
de la definición.

En los caṕıtulos restantes estudiaremos propiedades topológicas que se
transfieren de SPn(X) a Xn, de SPn(X) a X, de X a SPn(X) y también de
Xn a SPn(X). En el tercer caṕıtulo veremos cosas de separabilidad, de la
primera y segunda numerabilidad; en el cuarto caṕıtulo estudiaremos axio-
mas de separación, como también relaciones de metrización; en el quinto
caṕıtulo se prueban las relaciones de compacidad, compacidad secuencial,
compacidad numerable, compacidad local y también, la relación entre las
compactaciones de Stone-Cech y de Alexandroff; finalmente en el sexto ca-
pitulo veremos cómo tienen la misma dimensión SPn(X) y Xn.

1En el lenguaje de teoŕıa de categoŕıas, se tiene que la construcción SPn(−) es funtorial
en la categoŕıa de espacios topológicos.



Caṕıtulo 1

Preliminares

En este caṕıtulo se presentan todas las definiciones, resultados y notaciones
que usaremos a lo largo del texto. Iniciamos introduciendo nociones de teoŕıa
de grupos que nos serán de gran ayuda.

1.1. Teoŕıa de Grupos

Definición 1.1.1 Sea f : A → B una función. Para C ⊆ A, definimos la
imagen de C bajo f como el conjunto {f(a) ∈ B | a ∈ C}, el cual denotamos
con f(C).

Recordemos que una función f : A → B es biyectiva si es inyectiva1 y
suprayectiva2. También recordemos que una función f : A → B se dice que
es invertible si existe g : B → A una función tal que f ◦g = 1B y g◦f = 1A.
Dicha función es única y la denotaremos por f−1.

Definición 1.1.2 Dado X un conjunto, a una función biyectiva σ : X → X
le llamaremos una permutación en X. Denotamos por Sn al conjunto de
permutaciones de {1, 2, 3, . . . , n}, es decir:

Sn = {σ : {1, 2, 3, . . . , n} → {1, 2, 3, . . . , n} | σ es biyectiva}.

Definición 1.1.3 Un grupo es un conjunto no vaćıo G con una operacioń
binaria ∗ : G→ G que satisface lo siguiente:

i) Asociatividad: a ∗ (b ∗ c) = (a ∗ b) ∗ c; para a, b, c ∈ G.

ii) Neutro: existe e ∈ G tal que a ∗ e = e ∗ a = a para cualquier a ∈ G.

iii) Inverso: para todo a ∈ G existe a′ ∈ G tal que a ∗ a′ = e = a′ ∗ a. Al
elemento a′ se le llama inverso de a y se denotará como a−1.

1Una función f es inyectiva si para x 6= y en A se tiene que f(x) 6= f(y) en B.
2Una función f es suprayectiva (sobre) si f(A) = B.

1



2 Teoŕıa de Grupos

Si G es un grupo bajo la operación ∗ lo denotaremos con (G, ∗).

Notacioń 1.1.4 Si (G, ∗) es un grupo, para a ∈ G definimos las potencias
ak para k ∈ Z como:

i) si k = 0, a0 = e donde e es el neutro de G.

ii) para k ≥ 1 , hacemos:

a1 = a

a2 = a ∗ a
...

ak+1 = ak ∗ a

iii) Si −k < 0 (k > 0), definimos:

a−k = (a−1)k.

El siguiente lema nos será de muy ut́il, una prueba de este se puede
consultar en Zaldiv́ar [5].

Lema 1.1.5 El conjunto Sn es un grupo bajo la operación de composición
de funciones.

Definición 1.1.6 Dadas σ ∈ Sn y i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, a el conjunto

{σk(i) | k ∈ N}

se le llamará la órbita de i bajo σ. Al cual denotaremos como orbσ(i) a la
órbita de i bajo σ.

Observación 1.1.7 Si i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} y σ ∈ Sn, entonces la órbita de i
bajo σ es no vaćıa, ya que i = e(i) = σ0(i) ∈ orbσ(i) = {σk(i)|k ∈ N}.

El siguiente lema se sigue de la definición de órbita.

Lema 1.1.8 Sea σ ∈ Sn. Entonces las órbitas de σ son disjuntas.

Con el anterior lema damos por terminado todos los resultados y defi-
niciones acerca de teoŕıa de grupos que necesitaremos a lo largo del texto,
por lo cual, las definiciones y resultados consecuentes sólo son topológicas.
Asumiremos que el lector está familiarizado con lo que es una topoloǵıa.
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1.2. Nociones Básicas de Topoloǵıa

Definición 1.2.1 Sea (X, τ) un espacio topológico.

i) Decimos que β ⊆ τ es una base para la topoloǵıa si para todo x ∈ X
y para cualquier abierto3 V tal que x ∈ V se tiene que existe U ∈ β tal
que x ∈ U ⊆ V . Si A ⊆ X es elemento de una base para X, entonces
decimos que A es un elemento básico para la topoloǵıa de X.

ii) Decimos que βx ⊆ τ es una base local para x, si para cualquier
vecindad4 del punto existe U ∈ βx tal que x ∈ U ⊆ V .

Notemos que si X es un conjunto, τ es una topoloǵıa para X y β es una
base para dicha topoloǵıa, entonces los objetos que viven en τ son la unión
de elementos de la base β.

Lema 1.2.2 Si A es un conjunto de subconjuntos de X, entonces A es base
de una topoloǵıa si cumple con la siguiente propiedad:

U, V ∈ A y x ∈ U ∩ V ⇒ ∃ W ∈ A tal que x ∈W ⊆ U ∩ V.

Demostración. Como queremos probar que A es base para una topoloǵıa,
consideraremos A = {

⋃
U | U ⊆ A} ∪ {X} y veremos que cumple con ser

una topoloǵıa, aśı A será base para A. Primero observamos que ∅ ⊆ A y⋃
∅ = ∅, por lo que ∅ ∈ A. Ahora, nos resta probar que A es cerrado bajo

uniones de cualquier cantidad de conjuntos e intersecciones finitas.
Veamos que A es cerrado bajo uniones de cualesquiera conjuntos, sea

pues {Bα}α∈Λ ⊆ A. Entonces para todo α ∈ Λ existe Uα ⊆ A tal que
Bα =

⋃
Uα, aśı ⋃

α∈Λ

Bα =
⋃
α∈Λ

(
⋃
Uα) =

⋃
(
⋃
α∈Λ

Uα) ∈ A,

luego la unión de conjuntos que pertenecen a A también es un elemento de
A.

Para probar que A es cerrado bajo intersecciones finitas nos basta con
probar que para cualquier par de conjuntos U, V ∈ A, entonces U ∩ V ∈ A.
Aśı pues, tomemos B1, B2 ∈ A, luego existen U1, U2 ⊆ A tal que

B1 =
⋃
U1 y B2 =

⋃
U2.

3U es abierto si es elemento de la topoloǵıa τ .
4U ⊆ X es vecindad de x si existe V abierto tal que x ∈ V ⊆ U .
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Por lo que, B1∩B2 =
⋃
U1∩

⋃
U2 =

⋃
P∈U1

(
⋃
Q∈U2

(P ∩Q)). Ahora, tenemos
que para cada x ∈ B1∩B2 existen Px ∈ U1, Qx ∈ U2 tales que x ∈ Px∩Qx ⊆
B1 ∩B2, como Px, Qx ∈ A existen Wx ∈ A tal que

x ∈Wx ⊆ Px ∩Qx ⊆ B1 ∩B2.

Consideremos el conjunto

W =
⋃

x∈B1∩B2

Wx,

se sigue que W ⊆ B1∩B2; por otro lado tenemos que si y ∈ B1∩B2, entonces
y ∈Wy ⊆W , y aśı B1 ∩B2 ⊆W . De lo anterior concluimos que

B1 ∩B2 = W.

Y debido a que W es unión de elementos de A se tiene W = B1∩B2 ∈ A, por
lo que procediendo de manera inductiva tenemos que si B1, B2, . . . , Bn ∈ A,
entonces

⋂n
i=1Bi ∈ A. Finalmente tenemos que A es una topoloǵıa, y de la

definición de base se sigue que A base para A. �

Definición 1.2.3 Para X un espacio topológico y β una base para la topo-
loǵıa de X. Decimos que un subconjunto Λ de la topoloǵıa es una sub-base
para la topoloǵıa de X siempre que para todo conjunto A ∈ β se tiene que
A es unión de intersecciones finitas de elementos de Λ.

De la definición de sub-base de un espacio topológico se sigue que si X
es un conjunto y si A es una familia de subconjuntos de X, entonces A es
sub-base para alguna topoloǵıa. La manera natural de generar una topoloǵıa
dado un conjunto A es generar primero un conjunto A que se comporte como
en las hipótesis del lema anterior, para después generar una topoloǵıa con
A.

Proposición 1.2.4 Sean X un conjunto no vaćıo y A = {Aα}α∈Λ una
familia de subconjuntos de X. Entonces A es sub-base para la topoloǵıa que
tiene como base

βA = {∩α∈Λ′Aα | Λ′ ⊆ Λ, |Λ′| < |N|}.

Demostración. Por el Lema 1.2.2 nos basta con probar que si U, V ∈ βA
y x ∈ U ∩ V , entonces existe W ∈ βA tal que x ∈W ⊆ U ∩ V .
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Consideremos pues U, V ∈ βA. Entonces existen dos conjuntos finitos
Λ1,Λ2 ⊆ Λ tal que

U =
⋂
α∈Λ1

Aα y V =
⋂
α∈Λ2

Aα,

de esta manera,

U ∩ V =
( ⋂
α∈Λ1

Aα
)
∩
( ⋂
α∈Λ2

Aα
)
.

Ahora, como ⋂
α∈Λ1

Aα ∩
⋂
α∈Λ2

Aα =
⋂

α∈Λ1∪Λ2

Aα ∈ βA,

se sigue que para todo x ∈ U ∩ V existe Wx ∈ βA tal que x ∈ Wx. Por lo
tanto, el conjunto A genera una topoloǵıa en X. �

Podemos notar que, la topoloǵıa que genera el conjunto vaćıo consta de
dos elementos, a saber, el total y el conjunto vaćıo.

Definición 1.2.5 Sea f : X → Y una función entre espacios topológicos.
Decimos que:

i) f es una función continua si f−1(A) ⊆ X es abierto (cerrado5) siem-
pre que A ⊆ Y es abierto (cerrado).

ii) f es una función abierta (cerrada) si para A ⊆ X tal que A abierto
(cerrado), implica que f(A) ⊆ Y es abierto (cerrado).

iii) f es un homeomorfismo si f es biyectiva y además f y f−1 continuas.

La prueba de los siguientes teoremas se puede ver en Dugundji [3].

Teorema 1.2.6 Sea f : X → Y una función biyectiva y continua. Entonces
los siguientes enunciados son equivalentes:

i) f−1 es continua.

ii) f es abierta.

iii) f es cerrada.

5A es cerrado si X \A es abierto.
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Teorema 1.2.7 Sea Y un subespacio de X. Si A ⊆ Y es un conjunto abier-
to (cerrado) de Y , y si Y es un subconjunto abierto (cerrado) en X, entonces
A es abierto (cerrado) en X.

Definición 1.2.8 Sean X un espacio topológico y A ⊆ X. El interior de
A, el cual se denotará mediante int(A), como la unión de todos los abiertos
que están contenidos en A. La cerradura de A, el cual denotaremos por A,
es la intersección de todos los cerrados que contienen a A. Y la frontera
denotada por Fr(A), es la intersección de la cerradura de A con la cerradura
de X \A.

Se sigue que el interior y la cerradura de un conjunto serán abiertos
y cerrados respectivamente, dado que la unión de abiertos es abierta y la
intersección de cerrados es cerrada. También se siguen las siguientes equi-
valencias para la definición de cerradura y de frontera de un conjunto, cuya
prueba puede consultarse en Munkres [2].

Teorema 1.2.9 Sean X y Y espacios topológicos; sea f : X → Y una fun-
ción. Entonces son equivalentes:

i) f es continua.

ii) Para cada subconjunto A ⊆ X, se tiene que f(A) ⊆ f(A).

iii) Para cada conjunto cerrado B ⊆ Y , se tiene que f−1(B) es cerrado
en X.

iv) Para cada x ∈ X y cualquier abierto V ⊆ Y tal que f(x) ∈ V , existe
un abierto U tal que x ∈ U y f(U) ⊆ V .

La prueba de los incios de la proposición siguiente se encuentra en En-
gelking [1].

Proposición 1.2.10 Si A ⊆ X, entonces:

i) A = {x ∈ X | para toda vecindad B de x, B ∩A 6= ∅}

ii) Fr(A) = {x ∈ X | para toda vecindad U de x, se tiene que U ∩ A 6=
∅ 6= U ∩X \A}

Podemos observar de nuestra proposición que A es un conjunto cerrado
si y solamente si A es igual a su cerradura.
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Proposición 1.2.11 Si f : X → Y es una función cerrada, entonces para
todo A ⊆ X se tiene que f(A) ⊆ f(A).

Demostración. Basta notar que f(A) esta contenido en cualquier con-
junto cerrado que contiene a f(A); y que f(A) es un conjunto cerrado con
contiene a f(A), pues f es cerrada y A ⊆ A. �

Proposición 1.2.12 Si f : X → Y es una función continua y abierta, en-
tonces para todo B ⊆ X, f−1(B) = f−1(B).

Demostración. Primero veamos que f−1(B) ⊆ f−1(B), para esto sea
x /∈ f−1(B). Entonces existe U ⊆ X tal que x ∈ U y U ∩ f−1(B) = ∅. Aśı,

f(x) ∈ f(U) ⊆ y \B,

y al ser U abierto y f abierta se sigue que f(x) /∈ B. Por lo que x /∈ f−1(B),
y aśı, f−1(B) ⊆ f−1(B).
Para el regreso basta con notar que al ser f continua, entonces f−1(B) es
un cerrado tal que f−1(B) ⊆ f−1(B). Aśı, f−1(B) ⊆ f−1(B), pues f−1(B)
es el cerrado mas pequeño que contiene a f−1(B). �

Recordemos que si B ⊆ X, entonces int(B) = X \X \B.

Corolario 1.2.13 Si f : X → Y es una función continua y abierta, enton-
ces para todo B ⊆ X, f−1(int(B)) = int(f−1(B)).

Demostración. Consideremos B ⊆ Y . Luego,

f−1(int(B)) = f−1(Y \ Y \B)

= f−1(Y ) \ f−1(Y \B)

= X \ f−1(Y \B)

= X \ f−1(Y ) \ f−1(B)

= X \X \ f−1(B)

= int(f−1(B)).

(1.1)

Que es lo que queŕıamos probar. �
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Definición 1.2.14 Sean {Xα}α∈Γ una familia de espacios topológicos y
{τγ}γ∈Γ sus topoloǵıas.

i) Para cada γ ∈ Γ definimos la función proyección pγ :
∏
α∈ΓXα → Xγ

como pγ((xα)α∈Γ) = xγ .

ii) Definimos la sub-base de la topoloǵıa para el producto6
∏
γ∈ΓXγ como

β = {p−1
γ [Uγ ]|pγ es la función proyección para Xγ y Uγ ∈ τγ}.

Observamos que si X1, X2, · · · , Xn son espacios y τ1, τ2, · · · , τn sus to-
poloǵıas respectivas, entonces una base para la topoloǵıa producto es la
siguiente

β = {
n∏
i=1

Ui|Ui ∈ τi, i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}}.

Esto sucede ya que si i ∈ {1, 2, 3, · · · , n}, entonces Ui ∈ τi y
∏n
i=1 Ui =

∩ni=1p
−1
i [Ui], donde pi es la función proyección.

Pruebas de los Teoremas 1.2.15 y 1.2.16 se pueden encontrar en [3], aśı
como una demostración del Teorema 1.2.17 se encuentra en [2].

Teorema 1.2.15 Las funciones proyección son continuas, abiertas y supra-
yectivas.

Teorema 1.2.16 Sean {Yγ}γ∈Γ una familia de espacios topológicos y f :
X →

∏
γ∈Γ Yγ. Entonces f una función continua si y solamente si para cada

γ ∈ Γ, pγ ◦ f es continua.

Teorema 1.2.17 Sea {Xα}α∈Γ una familia de espacios topológicos. Para
toda α ∈ Γ consideremos Aα ⊆ Xα. Si

∏
α∈ΓXα tiene la topoloǵıa producto,

entonces ∏
α∈Γ

Aα =
∏
α∈Γ

Aα.

Definición 1.2.18 Dada una familia de conjuntos {Uα}α∈Γ de X, decimos
que:

i) {Uα}α∈Γ es una cubierta abierta de X si para toda α ∈ Γ, Uα es abierto
en X y X ⊆

⋃
α∈Γ Uα.

ii) {Vγ}γ∈Λ es una subcubierta de {Uα}α∈Γ si {Vγ}γ∈Λ ⊆ {Uα}α∈Γ y
X ⊆

⋃
γ∈Λ Vγ .

6∏
α∈Γ Xα denota el producto generalizado de conjuntos.
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1.3. Topoloǵıa de Identificación y Espacio Cociente

Esta sección, es de suma importancia para la elaboración y comprensión del
trabajo, esto debido a que, el objeto que estudiaremos será un un espacio
cociente. Empezaremos con un par de definiciones y resultados básicos.

Definición 1.3.1 Sea X un espacio topológico y Y un conjunto cualquiera.
Si p : X → Y una función suprayectiva, entonces la topoloǵıa de identifi-
cación en Y está determinada por p y es

τp = {U ⊆ Y | p(U) es abierto en X}.

De la definición anterior se sigue que si p es una función suprayectiva de
un espacio X a un conjunto Y , entonces p es una función continua cuando
a Y se le dota de la topoloǵıa de identificación. Más aún, si tenemos una
topoloǵıa en Y que haga a la función p continua, entonces dicha topoloǵıa
estará contenida en la topoloǵıa de identificación; en otras palabras, la to-
poloǵıa de identificación es la topoloǵıa más grande que hace a p continua.
Una consecuencia de la definición es el siguiente teorema, cuya prueba puede
consultarse en [6].

Teorema 1.3.2 Si X y Y son espacios topológicos y f : X → Y es una
función continua y suprayectiva que además es abierta o cerrada, entonces
la topoloǵıa de Y es la topoloǵıa de identificación.

Si f es una función continua de X en Y , se dice que f es una identifica-
ción siempre que la topoloǵıa de Y coincide con la topoloǵıa de identificación
determinada por f . Observamos que, toda función suprayectiva, continua y
abierta es una identificación, i.e., la topoloǵıa del contradominio es la de
identificación.

El siguiente lema nos será de gran utilidad para la construcción de fun-
ciones continuas y abiertas (cerradas) a través de identificaciones, la prueba
se puede encontrar en [3].

Lema 1.3.3 (Transgresión) Sean p : X → Y una identificación y h : X →
Z una función continua. Asumamos que h es constante en p−1(y) para cada
y ∈ Y . Entonces:

i) h ◦ p−1 : Y → Z es continua y el siguiente diagrama es conmutativo:
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X
h //

p

��

Z

Y
h◦p−1

>>

ii) h ◦ p−1 : Y → Z es una función abierta (cerrada) si y solo si h(U) es
abierto (cerrado) siempre que U es un abierto (cerrado) que satisface
que U = p−1 ◦ p[U ].

Definición 1.3.4 Dada R una relación de equivalencia7en un espacio
topológico X, llamaremos espacio cociente al conjunto X/R dotado con
la topoloǵıa de identificación de la función que manda a cada elemento de
X a su clase de equivalencia en X/R.

Denotaremos mediante [x] a la clase de equivalencia de x ∈ X, i.e.,
[x] = {a ∈ X| (x, a) ∈ R} ⊆ X.

Definición 1.3.5 Sean X un espacio topológico y P una partición8 de X.
Entonces:

i) Decimos que P es un espacio de descomposición cuando se le dota
de la siguiente topoloǵıa: τP = {A ⊆ P|

⋃
A es abierto en X}.

ii) V ⊆ X es abierto saturado relativo a P si existe un conjunto
abierto A del espacio de descomposición P tal que V =

⋃
A.

iii) Una descomposición P se dice semicontinua superiormente si para
F ∈ P y para U subconjunto de X abierto tal que F ⊆ U , se tiene que
hay V ⊆ X abierto tal que V es saturado relativo a la descomposición
P y F ⊆ V ⊆ U .

Como una relación de equivalencia R sobre un conjunto X induce una
partición P y viceversa, es natural preguntarnos si la topoloǵıa de descompo-
sición e identificación coinciden para la partición inducida por una relación.

7R es una relación de equivalencia en X si R ⊆ X ×X y para x, y, z ∈ X se tiene que:

1. (x, x) ∈ R .

2. Si (x, y) ∈ R, entonces (y, x) ∈ R .

3. Si (x, y), (y, z) ∈ R, entonces (x, z) ∈ R .

8Recordemos que una partición de un conjunto X es una familia A subconjunto de la
potencia de X tal que X =

⋃
A; y además si a, b ∈ A, entonces a 6= ∅ 6= b y a ∩ b = ∅.
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Dadas D una partición de X y P : X → D, donde P (x) = F si x ∈ F ∈
D, diremos que P es el mapeo natural de la partición.

Lema 1.3.6 Sean X un conjunto, P una partición de X y P : X → P el
mapeo natural. Entonces para todo U ⊆ P, P−1(U) =

⋃
U .

Demostración. Sean U ⊆ P y x ∈
⋃
U . Entonces existe F ∈ U ⊆ P tal

que x ∈ F , por lo que P (x) = F ∈ U , de donde x ∈ P−1(U). Aśı,⋃
U ⊆ P−1(U).

Por otro lado, si x ∈ P−1(U), entonces P (x) ∈ U . Además, debido a que
x ∈ P (x) se tiene que x ∈

⋃
U , por lo que,

P−1(U) ⊆
⋃
U.

Y en conclusión P−1(U) =
⋃
U. �

Los siguientes dos teoremas que aparecen en [6] nos dan la relación que
hay entre el espacio de descomposición y la topoloǵıa de identificación.

Teorema 1.3.7 La topoloǵıa en un espacio de descomposición D de X es
la topoloǵıa de identificación inducida por el mapeo natural P : X → D.

Teorema 1.3.8 Si Y está dotado de la topoloǵıa de identificación inducida
por f : X → Y , entonces Y es homeomorfo al espacio de descomposición D
cuyos elementos son los conjuntos f−1(y), y ∈ Y , bajo el homeomorfismo
h : Y → D tal que h ◦ f es el mapeo natural P : X → D.

La Definición 1.3.5 nos da herramientas para decir cuando un mapeo
natural asociada a una descomposición es cerrada, lo cual nos muestra el
siguiente teorema, cuya prueba se encuentra en [6].

Proposición 1.3.9 El mapeo natural P asociado a la descomposición D de
X es cerrado si y sólo si D es semicontinua superiormente.

Con esta proposición terminamos los resultados de descomposiciones y
cocientes que vamos a utilizar.
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Caṕıtulo 2

Algunas Propiedades de SPn(X)

En este caṕıtulo definiremos el espacio SPn(X). Dicho espacio se construirá
para cualquier natural n mayor que cero y para cualquier espacio topológico
X.

2.1. ¿Qué es SPn(X)?

Como es de esperarse, el espacio SPn(X) es un cociente topológico, por lo
que definiremos primero la siguiente relación, la cual veremos después que
es de equivalencia.

Definición 2.1.1 Dado un espacio topológico X definimos la relación ∼ en
Xn como sigue: Para (x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn, decimos que

(x1, x2, . . . , xn) ∼ (y1, y2, . . . , yn)

si existe una permutación σ ∈ Sn tal que

(x1, x2, . . . , xn) = (yσ(1), yσ(2), . . . , yσ(n)).

De la definición de ∼ se sigue que es una relación, por lo cual nos falta
ver que es de equivalencia. Introduciremos notación para hacer más ligera
la lectura de este texto.

Notación 2.1.2 Denotaremos mediante (xi)
n
i=1 a la n-ada (x1, x2, . . . , xn).

Se hará uso de las dos notaciones sin distinción a lo largo del texto.

Proposición 2.1.3 La relación ∼ de la Definición 2.1.1 es de equivalencia
en Xn.

Demostración. Para ver que ∼ es una relación de equivalencia sobre Xn

tenemos que probar tres cosas: que la relación es simétrica, que es reflexiva
y que es transitiva. Tomemos pues

(xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1, (zi)

n
i=1 ∈ Xn

13
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y veamos que:

i) La relación es reflexiva: Consideremos σ = e ∈ Sn, entonces para todo
j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, σ(j) = j, y aśı (xσ(i))

n
i=1 = (xi)

n
i=1. Luego,

(xi)
n
i=1 ∼ (xi)

n
i=1

por lo que ∼ es reflexiva.

ii) La relación es simétrica: Si (xi)
n
i=1 ∼ (yi)

n
i=1, entonces existe σ ∈ Sn

tal que (xi)
n
i=1 = (yσ(i))

n
i=1. Aśı (xσ−1(i))

n
i=1 = (yσ−1(σ(i)))

n
i=1 = (yi)

n
i=1,

y como σ−1 ∈ Sn se sigue

(yi)
n
i=1 ∼ (xi)

n
i=1,

lo cual nos dice que la relación es simétrica.

iii) La relación es transitiva: Supongamos que (xi)
n
i=1 ∼ (yi)

n
i=1 y (yi)

n
i=1 ∼

(zi)
n
i=1, entonces existen permutaciones σ1, σ2 ∈ Sn tal que (xi)

n
i=1 =

(yσ1(i))
n
i=1 y (yi)

n
i=1 = (zσ2(i))

n
i=1. De donde (xi)

n
i=1 = (yσ1(i))

n
i=1 =

(zσ2(σ2(i)))
n
i=1, y aśı,

(xi)
n
i=1 ∼ (zi)

n
i=1.

Por lo que la relación es transitiva

Con lo anterior queda probado que la relación ∼ es de equivalencia. �

Ahora ya podemos definir SPn(X).

Definición 2.1.4 Sean X un espacio topológico y n un natural mayor que
cero.

i) Definimos el espacio SPn(X) como el cociente de Xn con la relación
∼, es decir,

SPn(X) = Xn/ ∼ .

ii) Denotaremos con Pn al mapeo natural de Xn a su clase de equivalencia
en SPn(X). Y si (xi)

n
i=1 ∈ Xn escribiremos [(xi)]

n
i=1 para denotar

Pn((xi)
n
i=1).

Como Pn es una función suprayectiva notamos que cualquier elemento
de SPn(X) lo podemos escribir como [(xi)]

n
i=1. Por la sección anterior tam-

bién notamos que Pn es una función continua. A continuación probaremos
resultados sencillos de cómo se comporta la función Pn.
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Lema 2.1.5 Sea {Ui}ni=1 una familia de conjuntos de X. Entonces

P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Ui)) =
⋃

(Pn(
n∏
i=1

Ui)) =
⋃
σ∈Sn

(
n∏
i=1

Uσ(i))

Demostración. Por el Lema 1.3.6 se tiene que

P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Ui)) =
⋃

(Pn(
n∏
i=1

Ui)),

por lo que nos basta probar que P−1
n (Pn(

∏n
i=1 Ui)) =

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1 Uσ(i)).

Probemos primero que P−1
n (Pn(

∏n
i=1 Ui)) ⊆

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1 Uσ(i)), tome-

mos

(xi)
n
i=1 ∈ P−1

n (Pn(

n∏
i=1

Ui)).

Entonces Pn((xi)
n
i=1) ∈ Pn(

∏n
i=1 Ui), por lo que existe (yi)

n
i=1 ∈

∏n
i=1 Ui tal

que P((yi)
n
i=1) = Pn((xi)

n
i=1)), y aśı hay α ∈ Sn tal que

(xα(i))
n
i=1 = (yi)

n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui.

De aqúı (xi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Uα−1(i) ⊆

⋃
σ∈Sn

∏n
i=1 Uσ(i), lo que implica que

P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Ui)) ⊆
⋃
σ∈Sn

n∏
i=1

Uσ(i).

Ahora probemos que
⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1 Uσ(i)) ⊆ P−1

n (Pn(
∏n
i=1 Ui)), para esto

tomemos

(xi)
n
i=1 ∈

⋃
σ∈Sn

(
n∏
i=1

Uσ(i)).

Entonces existe α ∈ Sn tal que (xi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Uα(i), lo que implica

(xα−1(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui.

Como Pn((xα−1(i))
n
i=1) = Pn((xi)

n
i=1) se sigue que(xi)

n
i=1 ∈ P−1

n (Pn(
∏n
i=1 Ui)),

y en consecuencia ⋃
σ∈Sn

(
n∏
i=1

Uσ(i)) ⊆ P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Ui)).
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Finalmente hemos probado que

⋃
σ∈Sn

(

n∏
i=1

Uσ(i)) = P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Ui)),

por lo que se concluye el lema. �

Del Lema 1.3.6 podemos deducir la siguiente proposición que tiene pa-
recido al Lema 2.1.5 .

Proposición 2.1.6 Sea [A] ⊆ SPn(X). Entonces [A] es abierto en SPn(X)
si y solamente si

⋃
[A] es abierto en Xn.

Demostración. [A] es un abierto de SPn(X) si y solamente si P−1
n ([A])

es abierto en Xn. Por el Lema 1.3.6 tenemos que P−1
n ([A]) =

⋃
[A], pues

SPn(X) es un una descomposición. �

Proposición 2.1.7 Sean X un espacio topológico y β una base para la to-
poloǵıa. Entonces el conjunto

[β] = {Pn[

n∏
i=1

Ai]| Ai ∈ β, i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}}

es base para la topoloǵıa de SPn(X).

Demostración. Debido a que para cualquier familia de conjuntos {Bi}ni=1

de X cumple con

P−1
n (Pn(

n∏
i=1

Bi)) =
⋃
σ∈Sn

n∏
i=1

Bσ(i),

se sigue que los elementos de [β] son abiertos en SPn(X). Veamos ahora
que [β] cumple con ser base, para esto sean [U ] ⊆ SPn(X) un abierto y
[(xi)]

n
i=1 ∈ [U ]. Entonces

(xi)
n
i=1 ∈

⋃
[U ]

y además
⋃

[U ] es abierto en Xn. Aśı, para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe
un abierto Ui ⊆ X tal que

(xi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui ⊆
⋃

[U ] = P−1
n ([U ]).
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Como β es base para X existen B1, B2, . . . , Bn ∈ β tales que

(xi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Bi ⊆
n∏
i=1

Ui.

Luego,

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Bi) ⊆ Pn(
n∏
i=1

Ui) ⊆ Pn(
⋃

[U ]) = [U ].

Y como los elementos de [β] son abiertos concluimos que es base para la
topoloǵıa de SPn(X). �

Observación 2.1.8 Debido a que el espacio SPn(X) tiene la topoloǵıa de
identificación inducida por la función Pn se tiene que Pn es una función
continua.

Lema 2.1.9 La función Pn abierta y cerrada.

Demostración. Primero probemos que Pn es una función abierta, para
esto sean U ⊆ Xn abierto y [(xi)]

n
i=1 ∈ Pn(U). Entonces existe σ ∈ Sn tal

que
(xσ(i))

n
i=1 ∈ U ⊆ Xn.

Dado que U es abierto se tiene que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existen los
abiertos Ui ⊆ X tal que

(xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui ⊆ U

y aśı,

Pn((xσ(i))
n
i=1) = [(xi)]

n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Ui) ⊆ Pn(U).

Como P−1(Pn(
∏n
i=1 Ui)) =

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1 Uσ(i)) se tiene que Pn(

∏n
i=1 Ui) es

abierto, donde concluimos que Pn(U) es abierto. Por lo tanto, Pn es una
función abierta.

Ahora probaremos que Pn es una función cerrada, para esto utilizamos
la Proposición 1.3.9 y probamos que SPn(X) es una descomposición semi-
continua superiormente. Sean [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) y U ⊆ Xn abierto tal

que
[(xi)]

n
i=1 ⊆ U.
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Entonces para toda σ ∈ Sn, (xσ(i))
n
i=1 ∈ U. Aśı, para toda permutación

σ ∈ Sn existe una familia de conjuntos abiertos {Uσ,i}ni=1 de X tal que

(xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Uσ,i ⊆ U.

Para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} definamos

Ui =
⋂
{Uσ,j | 1 ≤ j ≤ n, σ ∈ Sn tales que σ(j) = i}.

Se sigue que Ui es abierto dado que es interección finita de abiertos. Además,
como xσ(j) ∈ Uσ,j se sigue que si σ(j) = i, entonces xi ∈ Uσ(j). Aśı

xi ∈ Ui ⊆ Uσ,j .

Luego, [(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

∏n
i=1 Ui), de donde

(xi)
n
i=1 ⊆ P−1

n (Pn(
n∏
i=1

Ui)),

además P−1
n (Pn(

∏n
i=1 Ui)) es abierto saturado con respecto a SPn(X) ya que

P(
∏n
i=1 Ui) es abierto en SPn(X) y

P−1
n (P(

n∏
i=1

Ui)) =
⋃
Pn(

n∏
i=1

Ui).

Sabemos que P−1
n (Pn(

∏n
i=1 Ui)) es un abierto saturado relativo a SPn(X)

que contienen a [(xi)]
n
i=1 por lo que sólo falta probar que P−1

n (P(
∏n
i=1 Ui)) ⊆

U. Consideremos (yi)
n
i=1 ∈ P−1

n (P(
∏n
i=1 Ui)), entonces existe σ ∈ Sn tal que

(yi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Uσ(i).

Debido a que xi ∈ Ui se sigue (xσ(i))
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Uσ(i), y como (xσ(i))

n
i=1 ∈∏n

i=1 Uσ,i se tiene que

n∏
i=1

Uσ(i) ⊆
n∏
i=1

Uσ,i ⊆ U,

pues aśı fue la elección de los conjuntos Ui. En conclusión

(yi)
n
i=1 ∈ U,
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por lo que SPn(X) es una descomposición semicontinua superiormente. Aśı
por la Proposición 1.3.9 se sigue que Pn es una función cerrada. �

El lema anterior nos dice que conjuntos cerrados van a conjuntos cerra-
dos, a través de la función Pn, pero esto no lo es todo, se tiene que la función
se comporta bien con la cerradura, i.e., Pn(A)) = Pn(A).

Lema 2.1.10 Pn(A) = Pn(A)

Demostración. De la Proposición 1.2.11 se sigue que Pn(A) ⊆ Pn(A), pues
Pn es cerrada. Luego, de el Teorema 1.2.9 tenemos que Pn(A) ⊆ Pn(A), ya
que la función Pn es una función continua.

Por lo tanto,

Pn(A) = Pn(A).

�

Corolario 2.1.11 Sea {Ui}ni=1 una familia de conjuntos de X. Entonces

Pn(
∏n
i=1 Ui) = Pn(

∏n
i=1 Ui) = Pn(

∏n
i=1 Ui)

Demostración. Por el Lema 2.1.10 se tiene que

Pn(

n∏
i=1

Ui) = Pn(

n∏
i=1

Ui),

y por el teorema 1.2.17 se sigue que

n∏
i=1

Ui =

n∏
i=1

Ui.

Luego,

Pn(

n∏
i=1

Ui) = Pn(

n∏
i=1

Ui),

por lo que Pn(
∏n
i=1 Ui) = Pn(

∏n
i=1 Ui) = Pn(

∏n
i=1 Ui). �

Ya vimos que la función Pn se comporta bien con la cerradura, vale la
pena preguntarse cómo se comporta con la frontera.
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Observación 2.1.12

SPn(X) \ Pn(A) = Pn(Xn \ P−1
n (Pn(A))),

esto ya que

([xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X) \ Pn(A)

si y solamente si

[(xi)]
n
i=1 ∩ P−1

n (Pn(A)) = ∅,

lo cual sucede si y sólo si

[(xi)]
n
i=1 ⊆ Xn \ P−1

n (Pn(A))

o de manera equivalente

([xi)]
n
i=1 ∈ Pn(Xn \ P−1

n (Pn(A))).

Proposición 2.1.13 Si A ⊆ Xn y [B] ⊆ SPn(X), entonces:

i) Fr(Pn(A)) ⊆ Pn(Fr(A)).

ii) Fr(P−1
n ([B]) = P−1

n (Fr([B])).

Demostración.

i) Probemos que Fr(Pn(A)) ⊆ Pn(Fr(A)) por contrapuesta. Si

[(xi)]
n
i=1 /∈ Pn(Fr(A)),

entonces existe una familia de abiertos {Ui}ni=1 de X tal que

(xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Uσ(i) ⊆ A o bien (xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Uσ(i) ⊆ Xn \A.

Observamos que si para toda σ ∈ S se tiene que
∏n
i=1 Uσ(i) ⊆ Xn \A,

entonces se sigue

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Ui) ⊆ SPn(X) \ Pn(A),
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y de esto último
[(xi)]

n
i=1 /∈ Fr(Pn(A)).

Por otro lado, si existe σ0 ∈ Sn tal que

(xσ0(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Uσ0(i) ⊆ A,

entonces

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Ui) ⊆ Pn(A),

de donde se sigue que

[(xi)]
n
i=1 /∈ Fr(Pn(A)),

pues Pn(
∏n
i=1 Ui) es abierto.

Concluimos que [(xi)]
n
i=1 /∈ Fr(Pn(A)), y aśı por contrapuesta,

Fr(Pn(A)) ⊆ Pn(Fr(A)).

ii) Consideremos [B] ⊆ Y . Luego,

Fr(P−1
n ([B])) = P−1

n ([B]) \ int(P−1
n ([B]))

= P−1
n ([B]) \ P−1

n (int[B])

= P−1
n ([B] \ int([B]))

= P−1
n (Fr[B]).

(2.1)

Donde la tercer igualdad la obtenemos de la Proposición 1.2.12 y el
Corolario 1.2.13, ya que Pn es una función continua y abierta.

�

Veamos un contraejemplo donde no se cumple que Pn(Fr(A)) ⊆ Fr(Pn(A)).

Ejemplo 2.1.14 TomemosX = [0, 1] y n = 2, veamos que existe A ⊆ [0, 1]2

tal que P2(Fr(A)) * Fr(P2(A)). Sean lo conjuntos

A1 = [7/16, 9/16]

A2 = [11/16, 13/16]

A3 = [23/32, 25/32]

A4 = [15/32, 17/32]
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y consideremos

A = (A1 ×A2) ∪ (A3 ×A4).

Entonces

P2(A) = P2(A1 ×A2 ∪A3 ×A4) = P2(A1 ×A2) ∪ P2(A3 ×A4).

Del Lema 2.1.5 tenemos que P−1
2 (P2(A1 × A2)) = (A1 × A2) ∪ (A2 × A1) y

P−1
2 (P2(A3 × A4)) = (A3 × A4) ∪ (A4 × A3), aśı notando que A3 ⊆ A1 y
A4 ⊆ A2 se sigue

P−1
2 (P2(A3 ×A4)) ⊆ P−1

2 (P2(A1 ×A2)),

lo cual sucede si P2(A3 ×A4) ⊆ P2(A1 ×A2) y aśı

P2(A) = P−1
2 (P2(A1 ×A2)).

Por otro lado, como A es la unión de dos rectángulos cerrados disjun-
tos, su frontera es la unión de las fronteras de dichos rectángulos, es decir,
Fr(A) = {7/16} ×A2 ∪ {9/16} ×A2 ∪A1 × {11/16} ∪A1 × {13/16} ∪A3 ×
{15/32} ∪A3 × {17/32} ∪ {23/32} ×A4 ∪ {25/32} ×A4.

Consideremos el punto

(23/32, 15/32) ∈ Fr(A),

debido a que A3 ⊆ int(A1) y A4 ⊆ int(A2) tenemos

(23/32, 15/32) ∈ int(A1 ×A2).

Y debido a que Pn es una función abierta se sigue que

[(23/32, 15/32)] ∈ int(Pn(A)),

y en consecuencia [(23/32, 15/32)] /∈ Fr(Pn(A)). Como

Pn((23/32, 15/32)) = [(23/32, 15/32)] ∈ Pn(Fr(A))

concluimos que

Pn(Fr(A)) * Fr(Pn(A)).
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2.2. Encajes y Modelos

Ya sabemos un poco acerca del comportamiento del mapeo natural que va
del espacio producto a nuestro cociente llamado SPn(X), ahora veremos que
SPn(X) cuenta con una copia homeomorfa de X.

Teorema 2.2.1 SPn(X) tiene un subespacio homeomorfo a X.

Demostración. Sea Hn : X → SPn(X) definida como

Hn(x) = [(xi)]
n
i=1 con xi = x para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.

Probaremos que Hn es un encaje1, primero notamos que H es función ya
que si x, y ∈ X son tal que x = y, entonces (xi)

n
i=1 = (yi)

n
i=1, donde xi = x

y yi = y para 0 ≤ i ≤ n. Aśı

Hn(x) = Pn((xi)
n
i=1) = [(xi)]

n
i=1 = [(yi)]

n
i=1 = Pn((yi)

n
i=1) = Hn(y),

teniéndose aśı que H es función. Para ver que H es un encaje nos basta que
probar tres cosas:

i) que la función es continua,

ii) que es abierta si restringimos la función al subespacio2 Hn(X) y

iii) que es inyectiva.

Y en conclusión se tendrá que SPn(X) tiene una copia de X.

i) Veamos que Hn es continua, sean pues x ∈ X y [A] ⊆ SPn(X) abierto
tal que Hn(x) ∈ [A]. Entonces P−1

n ([A]) es un abierto tal que

P−1
n (Hn(x)) ⊆ P−1

n ([A]).

Notamos que P−1
n (Hn(x)) = {(x, x, x, . . . , x)}, por lo que

(x, x, x, . . . , x) ∈ P−1
n ([A]),

1Un encaje es una función continua, abierta e inyectiva, i.e., es un homeomorfismo
sobre su imagen.

2Si X es un espacio topológico con topoloǵıa τ y Y ⊆ X, entonces la familia

τY = {Y ∩ U | U ∈ τ}

es una topoloǵıa para Y . Con esta topoloǵıa Y se le denomina subespacio de X.
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y aśı existe una familia de abiertos {Ui}ni=1 de X tal que

(x, x, x, . . . , x) ∈
n∏
i=1

Ui ⊆ P−1
n ([A]).

Consideremos el conjunto

U =
n⋂
i=1

Ui,

dado que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, x ∈ Ui, se sigue que x ∈ U ,
además U es abierto por ser intersección finita de abiertos. Ahora, si
tomamos y ∈ U , entonces

P−1
n (Hn(y)) ⊆ P−1

n (Hn(U)) ⊆ P−1
n (Pn(Un)) = Un,

como Un ⊆
∏n
i=1 Ui ⊆ P−1

n ([A]) y además Pn(P−1
n ([A])) = [A] se sigue

Hn(y) ∈ [A].

Se concluye que Hn(U) ⊆ [A], por lo que la función Hn es continua.

ii) Consideremos ahora U ⊆ X abierto y veamos que Hn(U) es abierto
en Hn(X), para esto probaremos que

Hn(U) = Pn(Un) ∩Hn(X).

Veamos que Hn(U) ⊆ Pn(Un)∩Hn(X). Si [(xi)]
n
i=1 ∈ Hn(U), entonces

existe x ∈ U tal que Hn(x) = [(xi)]
n
i=1. Luego

Hn(x) = [(x, x, x, . . . , x)] = Pn((x, x, x, . . . , x)) = [(xi)]
n
i=1,

y como x ∈ U y Hn(x) ∈ Hn(X) se sigue que

Hn(x) = [(x, x, x, . . . , x)] = [(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(Un) ∩Hn(X).

Por lo que Hn(U) ⊆ Pn(Un) ∩Hn(X).
Ahora probemos que Pn(Un)∩Hn(X) ⊆ H(U), para esto consideremos
[(xi)]

n
i=1 ∈ Pn(Un) ∩Hn(X), aśı existe σ ∈ Sn y existe x ∈ X tal que

(xσ(i))
n
i=1 ∈ Un y Hn(x) = [(xi)]

n
i=1.

Como Hn(x) = [(xi)]
n
i=1 se tiene que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n},

xi = x, y aśı
(x, x, x, . . . , x) ∈ Un.
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Donde se sigue que x ∈ U , por lo que Hn(x) = [(xi)]
n
i=1 ∈ Hn(U).

Concluimos que
Pn(Un) ∩Hn(X) ⊆ Hn(U).

De las dos contenciones se sigue que

Hn(U) = Pn(Un) ∩Hn(X),

y por lo tanto, la función Hn es abierta sobre su imagen.

iii) Finalmente se tiene que Hn es inyectiva ya que si x, y ∈ X son tales
que x 6= y, entonces (x, x, x, . . . , x) 6= (y, y, y, . . . , y), y de aqúı que

Hn(x) = [(x, x, x, . . . , x)] 6= [(y, y, y, . . . , y)] = Hn(y).

Aśı, la función es inyectiva.

Debido a que Hn es una función continua, inyectiva y abierta sobre su
imagen se sigue que Hn es un encaje. Por lo tanto, SPn(X) tiene una copia
de X. �

Este encaje no tiene por que ser cerrado, lo cual se verá en el siguiente
ejemplo. La función resultará será cerrada siempre que el espacio cumpla
con ser Hausdorff (se estudiará en los caṕıtulos posteriores).

Ejemplo 2.2.2 Consideremos los conjuntos X = {1, 2} y τ = {X, ∅}, no-
tamos que τ es una topoloǵıa para X. Veamos que H2(X) no es cerrado
en SP2(X), donde Hn es la función definida en el Teorema 2.2.1. Notamos
primero que la topoloǵıa de X2 es

τX2 = {X2, ∅}

ya que este es el producto τX2 = τ × τ . Ahora consideremos el punto

[(1, 2)] ∈ SP2(X),

se sigue que [(1, 2)] /∈ H2(X), pero cualquier vecindad3 que contenga el
punto intersecta a H(X) ya que la topoloǵıa de SP2(X) es

τSP2(X) = {SP2(X), ∅},

y aśı, SP2(X) \H2(X) no es abierto. Luego, H(X) no es cerrado, y por lo
tanto,H2 no es una función cerrada (aunque lo es sobre su imagen).

3Recordemos A es vecindad de x si existe U abierto tal que

x ∈ U ⊆ A.
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Si se tienen dos números naturales n y m, entonces una pregunta natural
que resulta de la definición del espacio SPn(X) es: ¿Si n ≤ m, entonces se
tendrá una copia de SPn(X) en SPm(X)? Y la respuesta esta pregunta es
afrimativa.

Teorema 2.2.3 Sean X un espacio topológico y n,m ∈ N tales que n ≤ m.
Fijemos a ∈ X y definamos Hn,m : SPn(X)→ SPm(X) como

Hn,m([(xi)]
n
i=1) = [[(x′i)]

m
i=1 con x′j =

{
xj si j ≤ n
a si j > n.

Entonces Hn,m es un homeomorfismo sobre su imagen.

Para hacer más ligera la lectura de la demostración será divida en varios
lemas y proposiciones.

Lema 2.2.4 Hn,m es función.

Demostración. Fijemos a ∈ X y sea Hn,m : SPn(X) → SPm(X) definida
como

Hn,m([(xi)]
n
i=1) = [[(x′i)]

m
i=1 con x′j =

{
xj si j ≤ n
a si j > n.

Veamos que Hn,m esta bien definida, para esto consideremos

[(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) tales que [(xi)]

n
i=1 = [(yi)]

n
i=1.

Como [(xi)]
n
i=1 = [(yi)]

n
i=1 se sigue que hay σ ∈ Sn tales que

(xσ(i))
n
i=1 = (yi)

n
i=1.

Definamos σ′ : {1, 2, 3, . . . ,m} → {1, 2, 3, . . . ,m} como sigue

σ′(i) =

{
σ(i) si i ≤ n
i si i > n.

De la definición de σ′ se sigue que es función, ahora probaremos que σ′ ∈ Sn,
esto se hará viendo que σ′ es inyectiva. Tomemos pues

i, j ∈ {1, 2, 3, . . . ,m} tal que i 6= j

Entonces se tienen cuatro casos: i) i, j > n, ii) i, j ≤ n, iii) i ≤ n < j y iv)
j ≤ n < i; veamos ahora que pasa en cada uno de estos casos.
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i) Si i, j > n, entonces

σ′(i) = i 6= j = σ′(j).

ii) Si i, j ≤ n, entonces debido a que σ es una función inyectiva se tiene
que

σ′(i) = σ(i) 6= σ(j) = σ′(j).

iii) Si i ≤ n < j, entonces

σ′(i) ≤ n < j = σ′(j).

iv) Si j ≤ n < i, entonces

σ′(j) ≤ n < i = σ′(i).

Y en consecuencia σ′ es una función inyectiva, y que al tener un domino
y contradominio finito con la misma cardinalidad se sigue que σ′ ∈ Sn, es
decir, σ′ es una permutación. Veamos que Hn,m([(xi)]

n
i=1) = Hn,m([(yi)]

n
i=1),

para esto supongamos que

Hn,m([(xi)]
n
i=1) = [(x′i)]

m
i=1 y Hn,m([(yi)]

n
i=1) = [(y′i)]

m
i=1.

Por la definición de Hn,m se sigue que

x′j =

{
xj si j ≤ n
a si j > n

y y′j =

{
yj si j ≤ n
a si j > n,

por lo que

(xσ′(i))
m
i=1 = (yi)

m
i=1.

Esto implica que

Hn,m([(xi)]
n
i=1) = Hn,m([(yi)]

n
i=1),

de donde se concluye que Hn,m está bien definida. �

Hemos visto que Hn,m es una función, aún nos falta ver que es continua,
abierta sobre su imagen e inyectiva.

Lema 2.2.5 Hn,m es una función inyectiva.
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Demostración. Sean [(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) tales que

Hn,m([(xi)]
n
i=1) = Hn,m([(yi)]

n
i=1).

Supongamos que Hn,m([(xi)]
n
i=1) = [(x′i)]

m
i=1 y Hn,m([(yi)]

n
i=1) = [(y′i)]

m
i=1,

con xi = x′i y yi = y′i si i ≤ n y x′i = y′i = a si n < i. Luego existe σ ∈ Sn tal
que

(xσ(i))
m
i=1 = (yi)

m
i=1.

Consideremos σ′ : {1, 2, 3, . . . , n} → {1, 2, 3, . . . , n} como

σ′(i) = σr(i),

donde r es el primer natural tal que σr(i) ≤ n. Veamos que σ′ es bi-
yectiva, lo cual se hará viendo que es inyectiva, para esto consideremos
i, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tales que i ≤ j y veamos que σ′(i) 6= σ′(j), para lo cual
se tienen cuatro casos:

i) Si σ(i), σ(j) ≤ n, entonces

σ′(i) = σ(i) y σ′(j) = σ(j),

y como σ es una función inyectiva tenemos que σ(i) 6= σ(j).

ii) Si σ(i), σ(j) > n, entonces hay ri, rj ∈ N \ {0} tales que

σ′(i) = σri(i) y σ′(j) = σrj (j).

Se tienen dos casos: caso uno j /∈ orbσ(i), caso dos j ∈ orbσ(i). Para
el caso uno del Lema 1.1.8 se sigue que para todo m, k ∈ N,

si j /∈ orbσ(i), entonces σm(j) 6= σk(i),

por lo que
si j /∈ orbσ(i), entonces σ′(i) 6= σ′(j).

Para el caso dos procederemos por contradicción, supongamos que
j ∈ orbσ(i), que σ′(i) = σri(i) = σrj (j) = σ′(j), entonces

σri−rj (i) = j.

Podemos suponer sin pérdida de genralidad que rj < ri, aśı 0 < ri −
rj ≤ ri, rj , por lo que σri−rj (i) > n ya que ri es el mı́nimo tal que

σri(i) ≤ n,
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aśı j = σri−rj (i) > n lo cual es una contradicción ya que 1 ≤ j ≤ n,
de aqúı que

si j ∈ orbσ(i), entonces σ′(i) = σri(i) 6= σrj (j) = σ′(j).

Concluimos que en cualquiera de los dos casos σ′(i) 6= σ′(j).

iii) Supongamos que σ(i) ≤ n, σ(j) > n y que σ′(i) = σ′(j), llegaremos a
una contradicción. Como σ(j) > n se sigue que existe r ∈ N mı́nimo
tal que

σ′(j) = σr(j) ≤ n.

Ahora, debido a que σ(j) > n se sigue que r > 1, y además como
σ(i) = σ′(i) = σ′(j) = σr(j), tenemos

i = σ(j)r−1 ≤ n.

lo cual es una contradicción ya que r es el mı́nimo mayor que cero tal
que σr(j) ≤ n. Concluimos que

σ′(i) 6= σ′(j).

iv) En el último caso tenemos que σ(i) > n y σ(j) ≤ n, pero esto se
prueba de manera análoga al caso anterior.

Concluimos que
si i ≤ j, entonces σ′(i) 6= σ′(j),

por lo que σ′ es inyectiva, y como su dominio y contradominio es el mismo
conjunto finito concluimos que σ′ es una biyección, más aún, como el con-
junto sobre el que esta definida es {1, 2, 3, . . . , n} se sigue que σ ∈ Sn. Ahora
probemos que (xσ′(i))

n
i=1 = (yi)

n
i=1, pues para ésto fue definida σ′.

Consideremos i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, luego se tienen dos casos de la defini-
ción de σ′:

i) El primer caso es que σ′(i) = σ(i). Como (xσ(i))
m
i=1 = (yi)

m
i=1 se tiene

que
xσ′(i) = yi.

ii) En el segundo caso se tiene que σ′(i) = σr(i) para alguna r > 1
(recordemos que este r es el mı́nimo natural tal que σr(i) ≤ n). Dado
que xσ(i) = yi y σ(i) > n se sigue que

yi = a.
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Por otro lado, como σr−1(i) > n se tiene que yσr−1(i) = a y aśı

xσ′(i) = xσ(σr−1(i)) = yσr−1(i) = a.

Concluimos que

(xσ′(i))
n
i=1 = (yi)

n
i=1,

y aśı [(xi)]
n
i=1 = [(yi)]

n
i=1. Por lo tanto, Hn,m es inyectiva. �

Del lema anterior se sigue que Hn,m es biyectiva sobre su imagen, veamos
ahora que la función es continua.

Proposición 2.2.6 Hn,m es continua.

Demostración. Sean [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X) y [U] ⊆ SPm(X) abierto tal que

Hn,m([(xi)]
n
i=1) ∈ [U].

Podemos suponer sin pérdida de generalidad que [U] es un abierto básico, aśı,
por la Proposición 2.1.7 se sigue que existe una familia de abiertos {Ui}mi=1

de X tal que

[U] = Pm(
m∏
i=1

Ui).

Tomemos [(yi)]
n
i=1 ∈ H−1

n,m([U]), luego

Hn,m([(yi)]
n
i=1) = [(y′i)]

m
i=1, donde y′j =

{
yj si j ≤ n
a si j > n.

Debido a que [(y′i)]
m
i=1 ∈ [U], existe σ ∈ Sn tal que (y′i)

m
i=1 ∈

∏m
i=1 Uσ(i). Para

toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} hagamos Vi = Uσ(i), aśı

[(yi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Vi).

Ahora probemos que Pn(
∏n
i=1 Vi) ⊆ H−1

n,m(U), para esto consideremos

[(zi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Vi),
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entonces hay σ′ ∈ Sn tal que (zσ′(i))
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Vi =

∏n
i=1 Uσ(i), y en conse-

cuencia

(zσ−1(σ′(i)))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui.

Por lo que al ser Hn,m([(zi)]
n
i=1) = [(z′i)]

m
i=1, donde z′j =

{
zj si j ≤ n
a si j > n

, y

como para i > n, zi = yi = a ∈ Ui, tenemos que

Hn,m([(zi)]
n
i=1) = [(z′i)]

m
i=1 ∈ Pm(

m∏
i=1

Ui) = [U].

Aśı se sigue

Pn(
n∏
i=1

Ui) ⊆ [U],

y por lo tanto la función Hn,m es continua. �

Solo resta probar que la función Hn,m es abierta sobre su imagen para
concluir que SPn(X) se puede encajar en SPm(X).

Proposición 2.2.7 Los conjuntos abiertos de SPn(X) a través de la fun-
ción Hn,m son abiertos en el subespacio Hn,m(SPn(X)) ⊆ SPm(X)).

Demostración. Sea pues [U ] ⊆ SPn(x) un abierto. Supongamos sin pérdi-
da de generalidad que [U ] es un abierto básico de la topoloǵıa, aśı, por la
Proposición 2.1.7 se sigue que existe una familia de abierto {Ui}ni=1 de X
tal que

[U ] = Pn(
n∏
i=1

Ui).

Para ver que Hn,m([U ]) es abierto en Hn,m(SPn(X)) tenemos que probar que
Hn,m([U ]) es la intersección de un abierto en SPm(x) con Hn,m(SPn(X)).
Para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . ,m} definamos

U ′i =

{
Ui si i ≤ n
X si i > n.

Aśı Pm(
∏m
i=1 U

′i)) es abierto ya que la función Pn es abierta y además el
producto finito de abiertos es abierto. Veamos ahora que

Hn,m([(U)]) = Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(

m∏
i=1

U ′i).
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Probemos primero que Hn,m([(U)]) ⊆ Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(
∏m
i=1 U

′i), to-
memos pues

[(xi)]
n
i=1 ∈ [U ],

luego

Hn,m([(xi)]) = [(x′i)]
m
i=1, donde x′i =

{
xi si i ≤ n
a si i > n.

Aśı existe σ ∈ Sn tal que (xσ(i))
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Ui, definamos

σ′(i) =

{
σ(i) si i ≤ n
i si i > n

.

De manera análoga a la demostración del Lema 2.2.4 tenemos que σ′ ∈ Sm,
y además

(x′i)
m
i=1 ∈

m∏
i=1

Ui.

Por lo que Hn,m([(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

∏m
i=1 Ui) ∩Hn,m(SPn(X)), y aśı,

Hn,m([(U)]) ⊆ Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(
m∏
i=1

Ui).

Ahora veamos que Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(
∏m
i=1 Ui) ⊆ Hn,m([(U)]), para esto

sea

[(x′i)]
m
i=1 ∈ Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(

m∏
i=1

Ui).

Entonces existen σ ∈ Sn y [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X) tales que

(x′σ(i))
m
i=1 ∈

m∏
i=1

Ui y Hn,m([(xi)]
n
i=1) = [(x′i)]

m
i=1.

Por la definición de Hn,m podemos suponer que x′i =

{
xi si i ≤ n
a si i > n

. Con-

sideremos σ′ : {1, 2, 3, . . . , n} → {1, 2, 3, . . . , n} como

σ′(i) = σr(i)

donde r es el primer natural tal que σr(i) ≤ n, se sigue de la demostración
del Lema 2.2.5 que σ′ ∈ Sn. Veamos que xσ′(i) ∈ Ui, y para esto se tienen
dos casos:
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i) Caso uno: Si σ(i) ≤ n, entonces

xσ′(i) = xσ(i) ∈ Ui.

ii) Caso dos: Si σ(i) > n, entonces existe r > 1 tal que σr(i) = σ′(i) con
r mı́nimo. Debido a que σ(i) > n se sigue que

para todo k ∈ orb(i), xk = a.

Aśı

si k ∈ orb(i), entonces a ∈ Uk,

y debido a que i ∈ orb(i) tenemos

xσ′(i) ∈ Ui.

Concluimos que

(xσ′(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui,

por lo que Hn,m([(U)]) ⊆ Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(
∏m
i=1 U

′i). Finalmente

Hn,m([(U)]) = Hn,m(SPn(X)) ∩ Pm(
m∏
i=1

U ′i),

lo que implica que Hn,m es abierta sobre su imagen. �

Con todo lo que hemos probado acerca de la funciónHn,m concluimos que
SPm(X) tiene un espacio homeomorfo a SPn(X). En el espacio del Ejemplo
2.2.2 podemos observar que este encaje no tiene por qué ser cerrado.

La demostración anterior (el conjunto de lemas y proposiciones) no es la
más fácil, pero la que presentamos ya que utiliza únicamente la definición
de SPn(X) e ilustra cómo es su naturaleza. En el próximo teorema daremos
un modelo de SPn(X) con X = [0, 1], de nuevo dividiremos la demostración
en varios lemas y proposiciones.

Teorema 2.2.8 Sean i, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}} tales que i ≤ j y

An = {(xi)ni=1 ∈ [0, 1]n| xi ≤ xj si i ≤ j}.

Entonces SPn([0, 1]) ' An.
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Primero construiremos la función que será el homeomorfismo que busca-
mos entre SPn([0, 1]) y An y veremos que está bien definida, para después
probar que realmente es homeomorfimo entre dichos espacios.

Lema 2.2.9 La relación ρ : [0, 1]n → An definida como

ρ((xi)
n
i=1) = (xσ(i))

n
i=1,

donde σ ∈ Sn es una permutación que cumple con xσ(1) ≤ xσ(2) ≤ · · · ≤
xσ(n) es función.

Demostración. Para ver que ρ es función nos basta con probar que la
imagen de un punto a través de la relación consta únicamente de un punto,
esto es equivalente a probar que el valor de ρ es independiente de la elección
de la permutación. Consideremos

(xi)
n
i=1 ∈ [0, 1]n y σ, σ′ ∈ Sn

tales que si 0 ≤ i < j ≤ n, entonces xσ(i) ≤ xσ(j) y xσ′(i) ≤ xσ′(j). Demos-
tremos que xσ(i) = xσ′(i) para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, lo cual se hará por
inducción.

Caso base: Probemos que xσ′(1) = xσ(1). Primero notamos de la elec-
ción de las permutaciones que para todo i ≤ n se tiene

xσ′(1) ≤ xi y xσ(1) ≤ xi,

y aśı, debido a que xσ(1) = xk y xσ′(1) = x′k para algunos k, k′ ≤ n, se
sigue que

xσ(1) ≤ xσ′(1) y xσ′(1) ≤ xσ(1),

lo cual implica que

xσ(1) = xσ′(1).

Paso inductivo: Probemos ahora que

si xσ(i) = xσ′(i), entonces xσ(i+1) = xσ′(i+1).

Para esto supongamos que xσ(i) = xσ′(i) pero xσ(i+1) 6= xσ′(i+1). Luego,
xσ(i+1) < xσ′(i+1) o bien xσ(i+1) > xσ′(i+1). Aśı, si

xσ(i) = xσ′(i) ≤ xσ(i+1) < xσ′(i+1),
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entonces existen k1, k2, . . . , ki+1 ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tales que

xk1 , xk2 , . . . , xki+1
≤ xσ′(i+1).

De aqúı que existe k > i + 1 el cual cumple con xk < xσ′(i+1), lo
cual es una contradicción, para el caso xσ(i+1) > xσ′(i+1) obtenemos
de manera análoga el mismo resultado. Finalmente concluimos

xσ(i+1) = xσ′(i+1).

Con lo anterior queda probado que

para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xσ(i) = xσ′(i).

Aśı, ρ es independiente de la permutación, y por lo tanto, ρ está bien
definida. �

Observación 2.2.10 Notamos que el conjunto β[0,1] = {(a, b)| 0 ≤ a < b ≤
1} ∪ {[0, x)| 0 < x ≤ 1} ∪ {0 ≤ y < 1} forma una base para la topoloǵıa
usual de [0, 1], pues el conjunto τR = {(a, b)| a, b ∈ R y a < b} es base de
la topoloǵıa usual de R. Además, como R es un espacio Hausdorff, se sigue
que [0, 1] es un espacio Hausdorff, esto es, si x, y ∈ [0, 1] entonces existen
U, V ∈ β[0,1] ajenos tales que x ∈ U y u ∈ V .

Proposición 2.2.11 La función ρ definida en el Lema 2.2.9 es continua.

Demostración. Sean A ⊆ An un abierto no vaćıo y (xi)
n
i=1 ∈ ρ−1(A) ⊆

[0, 1]n. Veamos que ρ−1(A) es abierto, para esto podemos suponer que exis-
ten abiertos A1, A2, . . . , An ⊆ [0, 1] tales que

A =
n∏
i=1

Ai ∩ An.

Debido a que [(xi)]
n
i=1 ∈ A existe una permutación σ ∈ Sn tal que

(xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai ∩ An y xσ(i) ≤ xσ(j), para i ≤ j.

Por la Observacion 2.2.10 tenemos que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existen
Ui ∈ β[0,1] tales que xi ∈ Ui ⊆ Ai y

si xi 6= xj , entonces Ui ∩ Uj = ∅.
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Consideremos ahora el conjunto

P = {Bi ⊆ {1, 2, 3, . . . , n}| i ∈ Bi y a, b ∈ Bi si y solo si xσ(a) = xσ(b)},

se sigue que P es una partición de {1, 2, 3, . . . , n} por como se ha definido.
Para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} hagamos

Vi =
⋂
j∈Bi

Uj .

Se sigue que {Vi}ni=1 es una familia de abiertos tales que xi ∈ Vi ⊆ Ai y
si xi 6= xj , entonces Ui ∩ Uj = ∅; pero si xi = xj , entonces Ui = Uj .

Probemos ahora que
∏n
i=1 Vi ⊆ ρ−1(A), tomemos pues

(yi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Vi.

Debido a que yi ∈ Vi ⊆ Ui ⊆ Ai se tiene

(yi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai.

Además, como {Vσ(i)}ni=1 es una familia de intervalos ajenos tal que si xσ(i) <
sσ(j), entonces para todas x ∈ Vσ(i) y y ∈ Vσ(j), x < y. Aśı

(yσ(i))
n
i=1 ∈ A,

y como (yσ(i))
n
i=1 = ρ((yi)

n
i=1 se concluye que

ρ(
∏
i=1

1nVi) ⊆ A.

De donde se sigue que
∏n
i=1 Vi ⊆ ρ−1(A), y por lo tanto, ρ es una función

continua. �

Obviamente la función ρ no es el homemorfismo ya que ni siquiera tiene
como dominio Pn([0, 1]). Si ρ fuera constante en las fibras de Pn, entonces
por el Lema 1.3.3 tendŕıamos un posible candidato para el homemorfismo.

Proposición 2.2.12 ρ es constante en P−1
n ([(xi)]

n
i=1), para todo [(xi)]

n
i=1 ∈

SPn([0, 1])
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Demostración. Sean [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn([0, 1]) y (yi)

n
i=1, (zi)

n
i=1 ∈ P−1

n ([(xi)]
n
i=1).

Entonces existen σy, σz ∈ Sn tales que

(xi)
n
i=1 = (yσy(i))

n
i=1 = (zσz(i))

n
i=1.

Por otro lado, hay σ ∈ Sn tal que xσ(i) ≤ xσ(j) para i ≤ j, y aśı

yσ(σy(i)) = zσ(σz(i)) ≤ yσ(σy(j)) = zσ(σz(j)) si i ≤ j.

Debido a que ρ es función se sigue ρ((yi)
n
i=1) = ρ((zi)

n
i=1), por lo tanto, ρ es

constante en P−1
n ([(xi)]

n
i=1) para todo [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn([0, 1]). �

Por el primer inciso del Lema 1.3.3 se tiene que

ρ ◦ P−1
n : SPn([0, 1])→ An

es continua, y además, para toda σ ∈ Sn, ρ ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1 = ρ((xσ(i))

n
i=1).

El segundo inciso del Lema 1.3.3 nos dice que la función ρ◦P−1
n será abierta

siempre y cuando cumpla con las hipótesis de la siguiente proposición.

Proposición 2.2.13 Si U ⊆ [0, 1] es un abierto tal que U = P−1
n (Pn(U)),

entonces ρ(U) es abierto.

Demostración. Sean U ⊆ [0, 1] abierto y (xi)
n
i=1 ∈ ρ(U) tal que U =

P−1
n (Pn(U)). Entonces existe (yi)

n
i=1 ∈ U tal que

ρ((yi)
n
i=1) = (xi)

n
i=1,

como U es abierto se sigue que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existen abiertos
básicos (intervalos) Ai ⊆ [0, 1] tales que

(yi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai ⊆ U.

Probemos que (xi)
n
i=1 ∈

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1Aσ(i)) ∩ An ⊆ ρ(U). Debido a que

(yi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1Ai y a que para alguna σ′ ∈ Sn, (yσ′(i))

n
i=1 = ρ((yi)

n
i=1), se

sigue

(xi)
n
i=1 = (yσ′(i))

n
i=1 ∈

⋃
σ∈Sn

(
n∏
i=1

Aσ(i)) ∩ An.

Tomemos ahora (zi)
n
i=1 ∈

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1Aσ(i)) ∩ An, entonces existe α ∈ Sn

tal que

(zα(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai,
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y como
∏n
i=1Ai ⊆ U , tenemos

(zi)
n
i=1 = ρ((zα(i))

n
i=1) ∈ ρ(

n∏
i=1

Ai) ⊆ ρ(U).

Aśı concluimos que (xi)
n
i=1 ∈

⋃
σ∈Sn(

∏n
i=1Aσ(i)) ∩An ⊆ ρ(U), y por lo tan-

to, ρ(U) es abierto en An. �

Sólo estamos a un paso de terminar de probar que ρ ◦ P−1
n es un homeo-

morfismo, para esto solo necesitamos probar que dicha función es biyectiva.

Lema 2.2.14 ρ ◦ P−1
n es biyectiva.

Demostración. Primero notamos que la función ρ ◦ P−1
n es sobre, pues

si (xi)
n
i=1 ∈ An ⊆ [0, 1]n, entonces ρ ◦ P−1

n ([(xi)]
n
i=1) = ρ((xi)

n
i=1) = (xi)

n
i=1.

Ahora, para ver que ρ ◦ P−1
n es inyectiva tomemos

[(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn([0, 1])

tal que ρ ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1) = ρ ◦ P−1

n ([(yi)]
n
i=1). Entonces existen σ, σ′ ∈ Sn

tales que

ρ ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1) = (xσ(i))

n
i=1 y ρ ◦ P−1

n ([(yi)]
n
i=1) = (yσ′(i))

n
i=1.

Además, como para toda σ′ ∈ Sn y [(zi)] ∈ SPn([0, 1]),

ρ ◦ P−1
n ([(zi)]

n
i=1) = ρ((zσ′(i))

n
i=1) ∈ [(zi)]

n
i=1,

se sigue que ρ ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1) ∈ [(xi)]

n
i=1 y ρ ◦ P−1

n ([(yi)]
n
i=1) ∈ [(yi)]

n
i=1, y

por lo tanto,
[(xi)]

n
i=1 = [(yi)]

n
i=1.

Concluyendo aśı que ρ ◦ P−1
n es inyectiva. �

Como conclusión tenemos que la función ρ ◦ P−1
n es un homeomorfismo

entre An y SPn([0, 1]).



Caṕıtulo 3

Numerabilidad y Separabilidad

3.1. Primero Numerable

La primera numerabilidad es una propiedad que habla del cardinal de bases
locales.

Definición 3.1.1 Sea X un espacio topológico. Decimos que X es primero
numerable si para cada punto x ∈ X existe una base local numerable para
x.

Queremos ver que SPn(X) es primero numerable siempre que X es un
espacio primero numerable, para esto notemos que SPn(X) es un cociente
de un producto finito de espacios topológicos, por lo que valdŕıa la pena
preguntarnos primero si es que el producto finito de espacios primero nu-
merables es numerable, lo cual es cierto y es fácil de probar, por lo que se
omite la prueba.

Proposición 3.1.2 Sean X1, X2, . . . , Xn espacios topológicos. Entonces Xi

es 1o numerable para toda i = 1, 2, 3, . . . , n si y sólo si
∏n
i=1Xi es 1o nume-

rable.

La siguiente proposición también es fácil de demostrar y de nuevo se
omitirá.

Proposición 3.1.3 1. Si X es un espacio primero numerable, entonces
todo subespacio de X es primero numerable.

2. Si X es primero numerable y Y es homeomorfo a X, entonces Y es
primero numerable.

Teorema 3.1.4 Sea X un espacio topológico. Entonces X es primero nu-
merable si y sólo si SPn(X) es primero numerable.

39
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Demostración. Supongamos que X es primero numerable y veamos que
SPn(X) también lo es. Debido a la Proposición 3.1.2 tenemos que Xn es
primero numerable, consideremos [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn(X). Como Xn es prime-

ro numerable tenemos que existe β(xi)ni=1
base local numerable de (xi)

n
i=1.

Consideremos
β[(xi)]ni=1

= {Pn(U)| U ∈ β(xi)ni=1
},

y veamos que es base local numerable para [(xi)]
n
i=1. Notamos que β[(xi)]ni=1

es numerable ya que es imagen de un conjunto numerable; además, por el
Lema 2.1.9, sus elementos son abiertos pues son la imagen de conjuntos
abiertos a través de una función abierta. Veamos ahora que β[(xi)]ni=1

es base
local, sea pues [U ] ⊆ SPn(X) un abierto que tenga a [(xi)]

n
i=1. Entonces

(xi)
n
i=1 ∈ P−1

n ([U ]),

aśı, existe V ∈ β(xi)ni=1
tal que (xi)

n
i=1 ∈ V ⊆ P−1

n ([U ]), por lo que

Pn((xi)
n
i=1) = [(xi)]

n
i=1 ∈ Pn(V ) ⊆ [U ].

De aqúı se concluye que β[(xi)]ni=1
es base local, y por lo tanto, SPn(X) es

primero numerable.

Por el Teorema 2.2.1 tenemos que SPn(X) tiene un subespacio homeo-
morfo a X, y por la Proposición 3.1.3 se sigue que dicho subespacio es
primero numerable y además todo subespacio homemorfo a el es también
primero numerable. Luego, X es primero numerable. �

Corolario 3.1.5 Xn es primero numerable si y solamente si SPn(X) es
primero numerable.

Demostración. Por el teorema anterior tenemos que SPn(X) es primero
numerable si y sólo si X es primero numerable, y por la Proposición 3.1.2
tenemos que X es primero numerable si y solamente si Xn es primero nu-
merable. Aśı, concluimos que SPn(X) es primero numerable si y sólo si Xn

es primero numerable. �

3.2. Segundo Numerable

Veamos ahora qué pasa para bases numerables del espacio X y SPn(X). La
prueba del siguiente resultado se puede consultar en [3].
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Teorema 3.2.1 i) La segunda numerabilidad es invariante ante funcio-
nes continuas, abiertas y suprayectivas.

ii) Cualquier subespacio de un segundo numerable es segundo numerable.

iii) El producto
∏
n∈NXn es segundo numerable si y solamente si para toda

n ∈ N, Xn segundo numerable.

Como corolario tenemos:

Corolario 3.2.2 Sea X un espacio topológico. Entonces los siguiente son
equivalentes.

i) X es segundo numerable,

ii) Xn es segundo numerable.

iii) SPn(X) es segundo numerable.

Demostración.

i) ⇒ ii)] Por el tercer inciso del Teorema 3.2.1 tenemos que si X es
segundo numerable, entonces Xn es segundo numerable.

ii) ⇒ iii)] Como Pn es una función continua y sobre que sale de Xn y
entra a SPn(X), se sigue del Teorema 3.2.1 que si Xn es segundo numerable,
entonces SPn(X) es segundo numerable.

iii)⇒ i)] Ahora supongamos que SPn(X) es segundo numerable. Como
X es homeomorfo a un subespacio de SPn(X), se siguen de los incisos i) y
ii) del Como Pn es una función continua y sobre que sale de Xn y entra a
SPn(X), se sigue del Teorema 3.2.1 tenemos que si Xn es segundo numera-
ble, entonces SPn(X) es segundo numerable.
que X es segundo numerable. �

3.3. Separable

Definición 3.3.1 Sea X un espacio topológico y sea A ⊆ X.

i) Decimos que A es denso en X si para todo U ⊆ X abierto no vaćıo
se tiene que U ∩A 6= ∅.
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ii) Decimos que un espacio X es separable si X tiene un conjunto denso
y numerable.

De nuevo tenemos que el ser separable se preserva bajo productos finitos
(más que eso, hasta numerables), como lo muestra el siguiente teorema que
se encuentra en [3].

Proposición 3.3.2 i) La separabilidad es invariante ante funciones con-
tinuas.

ii) Sea {Xα}α∈Γ una familia de espacios topológicos. Entonces el producto∏
α∈ΓXα es separable si y sólo si Xα es separable.

Teorema 3.3.3 Sea X un espacio topológico. Entonces X es separable si y
sólo si SPn(X) es separable.

Demostración. Supongamos que X es separable y veamos que SPn(X)
también lo es. Aśı, de la Proposición 3.3.2, pues Pn es una función continua
y X es separable.

Ahora supongamos que SPn(X) es separable y probemos que X es se-
parable. Sea [D] ⊆ SPn(X) denso numerable. Definamos

D = {x ∈ X| x = p1((xi)
n
i=1) con Pn((xi)

n
i=1) ∈ [D]}

donde p1 es la proyección a la primera coordenada. Notamos que |D| ≤
|[D]n| ≤ |Nn| = |N|, por lo que sólo resta ver que D es denso. Tomemos
U ⊆ X un abierto no vaćıo, entonces Pn(Un) es abierto, y como [D] es
denso existe [(xi)]

n
i=1 ∈ [D] tal que [(xi)]

n
i=1 ∈ Pn(Un). Aśı,

(xi)
n
i=1 ∈ Un,

por lo que p1((xi)
n
i=1) = x1 ∈ U , y como p1((xi)

n
i=1) ∈ D se sigue que

D ∩ U 6= ∅.

Finalmente concluimos que D es denso numerable, y por lo tanto, X es
separable. �

Corolario 3.3.4 Sea X un espacio topológico. Entonces Xn es separable si
y solamente si SPn(X) es separable.

Demostración. Por el segundo inciso de la Proposición 3.3.2 tenemos que
Xn es separable si y sólo si X es separable, y por el Teorema 3.3.3 tenemos
que X es separable si y sólo si SPn(X) es separable. �
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Axiomas de Separación

Algunas demostraciones de esta sección pueden simplificarse notando
que ciertas propiedades se preservan bajo funciones continuas, abiertas su-
prayectivas y/o cerradas; pero las pruebas que se muestran solo requieren
de la definición, y se exponen para ilustrar como funciona nuestro espacio
SPm(X).

4.1. T1

En el año de 1914, Hausdorff introduce la noción de espacio topológico, la
cual es diferente a la que nosotros usamos, pues en la de Hausdorff se pueden
separar dos puntos diferentes mediante vecindades ajenas. Esto último hoy
se conoce como el axioma T2, y como lo indica el número, hay axiomas
mas débiles que este. Los axiomas de separación suelen denotarse con T
(de la palabra Trenunng, que es separación en alemán), y en esta sección
estudiaremos el axioma T1.

Definición 4.1.1 Sea X un espacio topológico. Decimos que X es T1T1T1 si
para x, y ∈ X tales que x 6= y existen U, V ⊆ X abiertos; x ∈ U, y ∈ V y
x /∈ V, y /∈ U .

La demostración de la siguiente proposición se puede encontrar en [9].

Proposición 4.1.2 Sea {Xj | j ∈ J} una familia de espacios T1. Entonces∏
j∈J Xj es T1 si y sólo si para toda j ∈ J , Xj es T1.

Ahora si probemos la relación de X y SPn(X) con respecto al axioma
de separación T1.

Teorema 4.1.3 Sea X un espacio topológico. Entonces X es T1 si y sólo
si SPn(X) es T1.

43
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Demostración. Probemos que SPn(X) es T1 suponiendo que X lo es,
para esto sean [(xi)]

n
i=1, [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) tales que [(xi)]

n
i=1 6= [(yi)]

n
i=1.

Por la Proposición 4.1.2 se sigue que Xn es T1, y aśı, para α ∈ Sn hay
Uαx , Uαy ⊆ Xn tales que

(xi)
n
i=1 ∈ Uαx , (yα(i))

n
i=1 ∈ Uαy , pero (yα(i))

n
i=1 /∈ Uαx , (xi)ni=1 /∈ Uαy .

De lo anterior se sigue que para toda σ ∈ Sn, (xi)
n
i=1 ∈

⋂
α∈Sn Uαx y

(yσ(i))
n
i=1 /∈

⋂
α∈Sn Uαx , lo cual implica que

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

⋂
α∈Sn

Uαx) y [(yi)]
n
i=1 /∈ Pn(

⋂
α∈Sn

Uαx).

De la misma manera, se sigue que para toda α ∈ Sn existen abiertos
Vαx , Vαy ⊆ Xn tales que

(xα(i))
n
i=1 ∈ Vαx , (yi)ni=1 ∈ Vαy ; y (xα(i))

n
i=1 /∈ Vαy , (yi)ni=1 /∈ Vαx .

De aqúı que si σ ∈ Sn, entonces (yi)
n
i=1 ∈

⋂
α∈Sn Vαy y (xσ(i))

n
i=1 /∈

⋂
α∈Sn Vαy .

Por lo que,

[(yi)]
n
i=1 ∈ Pn(

⋂
α∈Sn

Vαy) pero [(xi)]
n
i=1 /∈ Pn(

⋂
α∈Sn

Vαy).

Y al ser Pn(
⋂
α∈Sn Uαx) y Pn(

⋂
α∈Sn Vαy) abiertos del cociente, concluimos

que SPn(X) es T1.

Ahora probemos el rećıproco, es decir, que si SPn(X) es T1, entonces X
es T1, tomemos pues x, y ∈ X tal que x 6= y. Para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
definamos xi = x y yi = y, se sigue que

[(xi)]
n
i=1 6= [(yi)]

n
i=1.

Debido a que SPn(X) es T1, existen [U ]x, [U ]y ⊆ SPn(X) abiertos tales que

[(xi)]
n
i=1 ∈ [U ]x, [(yi)]

n
i=1 ∈ [U ]y; y [(xi)]

n
i=1 /∈ [U ]y, [(yi)]

n
i=1 /∈ [U ]x.

Al ser [U ]x y [U ]y abiertos, existen colecciones de conjuntos abiertos {Ux,i}ni=1

y {Uy,i}ni=1 de X tales que

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Uxi) ⊆ [U ]x y [(yi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Uyi) ⊆ [U ]y.
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Notamos que para toda i ∈ {1, 2, 3, ..., n}, x = xi ∈ Ux,i y y = yi ∈ Uy,i.
También existen j, k ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tales que x /∈ Uy,j y y /∈ Ux,k. Luego,

x /∈
n⋂
i=1

Uy,i; y /∈
n⋂
i=1

Ux,i y x ∈
n⋂
i=1

Ux,i, y ∈
n⋂
i=1

Uy,i.

Además, como la intersección finita de abiertos es abierta, concluimos que
X cumple con ser T1. �

Como corolario tenemos:

Corolario 4.1.4 Xn es T1 si y sólo si SPn(X) es T1.

Demostración. De la Proposición 4.1.2 tenemos que Xn es T1 si y sola-
mente si X es T1, y del teorema anterior se sigue que X es T1 si y sólo si
SPn(X) es T1. De estos dos resultados concluimos que Xn es T1 si y sólo si
SPn(X) es T1. �

4.2. T2

Como hemos mencionado el axioma T2 será mas fuerte que el T1, pues en
este, los puntos se separarán mediante vecindades ajenas.

Definición 4.2.1 Un espacio topológico X se dice que es T2T2T2 o Hausdorff
si para cualquier par de puntos x, y ∈ X existen abiertos U, V ⊆ X tales
que x ∈ U , y ∈ V y U ∩ V = ∅.

Observación 4.2.2 Notamos que si x1, x2, . . . , xn son puntos en un es-
pacio T2 tales que xi 6= xj siempre que i 6= j, entonces existen abiertos
U1, U2, . . . , Un tales que

xk ∈ Uk; y si i 6= j, entonces Ui ∩ Uj = ∅.

Esto se sigue de la definición y de que la intersección finita de abiertos es
un conjunto abierto.

La prueba de la siguiente proposición puede verse en [3].

Proposición 4.2.3 X es Hausdorff si y solamente si la diagonal {(x, x) ∈
X2| x ∈ X} es cerrada en X2.
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Teorema 4.2.4 Sea X un espacio topológico. Entonces X es T2 si y sólo
si SPn(X) es T2.

Demostración. Primero veamos que si X es T2, entonces SPn(X) tam-
bién lo es. Tomemos pues [(xi)]

n
i=1, [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) tales que [(xi)]

n
i=1 6=

[(yi)]
n
i=1, entonces para toda σ, σ′ ∈ Sn,

(xσ(i))
n
i=1 6= (yσ′(i))

n
i=1.

De aqúı se tiene que para cada par σ, σ′ ∈ Sn, existe iσ,σ′ ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
tal que

xσ(iσ,σ′ )
6= yσ′(iσ,σ′ ).

Dado que X es T2 existen abiertos U1, U2, . . . , Un, V1, V2, . . . , Vn ⊆ X tales
que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xi ∈ Ui, yi ∈ Vi, y además si xi 6= yj ,
entonces Ui ∩ Vj = ∅. Definamos

[U ] = Pn(

n∏
i=1

Ui) y [V ] = Pn(

n∏
i=1

Vi),

se sigue que [U ] y [V ] son abiertos en SPn(X) tales que [(xi)]
n
i=1 ∈ [U ] y

[(yi)]
n
i=1 ∈ [V ]. Como para toda σ, σ′ ∈ Sn existe iσ,σ′ ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tal

que xσ(iσ,σ′ )
6= yσ′(iσ,σ′ ), se tiene que Uσ(iσ,σ′ )

∩ Uσ(iσ,σ′ )
= ∅, por lo que si

σ, σ′ ∈ Sn, entonces
n∏
i=1

Uσ(i) ∩
n∏
i=1

Vσ′(i) = ∅.

De aqúı que ⋃
σ∈Sn

n∏
i=1

Uσ(i) ∩
⋃

σ′∈Sn

n∏
i=1

Vσ′(i) = ∅.

Por lo que [U ] y [V ] son abiertos ajenos, y por lo tanto, SPn(X) es T2.

Ahora supongamos que SPn(X) es T2 y probemos que X es T2, sean
x, y ∈ X tales que x 6= y. Definamos para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xi = x y
yi = y. Se sigue que

[(xi)]
n
i=1 6= [(yi)]

n
i=1.

Debido a que SPn(X) es T2, existen abiertos ajenos [U ], [V ] ⊆ SPn(X) tales
que

[(xi)]
n
i=1 ∈ [U ] y [(yi)]

n
i=1 ∈ [V ].
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Por la Proposición 2.1.7 existen dos familias de abiertos {Ui}ni=1 y {Vi}ni=1

de X tales que

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Ui) ⊆ [U ] y [(yi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Vi) ⊆ [V ].

Luego, para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, x ∈ Ui y y ∈ Vi. Ya tenemos que⋂n
i=1 Ui y

⋂n
i=1 Vi son abiertos que tienen a x y y respectivamente, nos falta

probar que dichos conjuntos son ajenos. Llamemos

U =

n⋂
i=1

Ui y V =

n⋂
i=1

Vi

y supongamos que z ∈ U ∩ V . Dado que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n},
U ⊆ Ui y V ⊆ Vi, se tiene que Un ⊆

∏n
i=1 Ui y V n ⊆

∏n
i=1 Vi. Como

Pn(
∏n
i=1 Ui) ⊆ [U ] y Pn(

∏n
i=1 Vi) ⊆ [V ] se sigue que

[(z, z, z, . . . , z)] ∈ Pn(Un) ∩ Pn(V n) ⊆ Pn(
n∏
i=1

Ui) ∩ Pn(
n∏
i=1

Vi) ⊆ [U ] ∩ [V ],

lo cual es una contradicción, pues [U ] y [V ] son ajenos. Aśı, concluimos que
U y V también lo son, y por lo tanto, X es un espacio Hausdorff. �

La propiedad de ser T2 se preserva para productos como lo dicta el
siguiente teorema, cuya demostración se encuentra en [9].

Teorema 4.2.5 Sea {Xα}α∈Λ una familia de espacios topológicos. Entonces∏
α∈ΛXα es T2 si y solamente si para toda α ∈ Λ, Xα es T2.

Como consecuencia inmediata del teorema anterior y del 4.2.4 tenemos:

Corolario 4.2.6 Xn es T2 si y solamente si SPn(X) es T2.

Demostración. Por el teorema anterior tenemos que Xn es T2 si y sola-
mente si X es T2, y del Teorema 4.2.4 tenemos que X es T2 si y solamente
si SPn(X) es T2. Donde se concluye queXn es T2 si y sólo si SPn(X) es T2. �

Una propiedad de que X sea un espacio Hausdorff, es que la imagen del
encaje definido en 2.2.1 será un subespacio cerrado de SPn(X). Lo cual se
sigue del siguiente lema, cuya demostración se encuentra en [3].
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Lema 4.2.7 Sean f, g : X → Y funciones continuas con Y un espacio
Hausdorff.

i) Si A ⊆ X es un conjunto denso y f(x) = g(x) para toda x ∈ A,
entonces f = g.

ii) La gráfica1 de la función f es cerrada en X × Y .

La siguiente proposición se sigue facilmente del Lema 4.2.7.

Proposición 4.2.8 Si X es Hausdorff, entonces

∆n = {(xi)ni=1 ∈ Xn| xi = xj para toda i, j ≤ n}

es cerrado en Xn.

Demostración. Consideremos la función in : X → Xn tal que in(x) =
(x, x, . . . ., x) ∈ Xn. Como la función in es continua y Xn es Hausdorff, se
sigue del Lema 4.2.7 que {(x, in(x)) ∈ Xn| x ∈ X} es cerrado en X ×Xn.
Debido a que la función φ : X ×Xn → Xn+1 definida como

φ(x, (yi)
n
i=1) = (x, y1, y2, . . . , yn) ∈ Xn+1

es homeomorfismo y a que ∆n+1 = φ({(x, in(x)) ∈ Xn| x ∈ X}), se concluye
que ∆n+1 ⊆ Xn+1 es cerrado. �

Corolario 4.2.9 Sea X un espacio topológico. Entonces X se puede encajar
como un cerrado en SPn(X).

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.2.8 y del Teorema 2.2.1, ya
que X es homeomorfo a Pn(∆n). �

4.3. T3

El siguiente axioma de separación no separa unicamente puntos de pun-
tos, si no este también separa puntos de cerrados.

Definición 4.3.1 Dado X un espacio T2, diremos que X es T3T3T3 o regular,
si para cualquier cerrado A ⊆ X y cualquier punto x tal que x /∈ A existen
dos abiertos U, V ⊆ X tales que x ∈ U y A ⊆ V , pero U ∩ V = ∅.

1La gráfica de f : X → Y es el conjunto {(x, y) ∈ X × Y | y = f(x)}.
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La demostración de los siguientes resultados se encuentran en [3].

Proposición 4.3.2 Las siguientes tres propiedades son equivalentes:

i) X es regular.

ii) Para todo x ∈ X y una vecindad U de x, existe una vecindad V de x
tal que x ∈ V ⊆ V ⊆ U .

iii) Para todo x ∈ X y A cerrado que no tiene a x, existe una vecindad V
de x tal que V ∩A = ∅.

Como es de esperarse el producto de espacios será T3 si y solamente si
cada uno de los espacios involucrados en el producto es T3.

Teorema 4.3.3 Sean {Xγ}γ∈Γ una familia de espacio topológicos. Entonces

i) Cualquier subespacio de un espacio regular es regular.

ii)
∏
γ∈ΓXγ es T3 si y solamente si Xγ es T3 para toda γ ∈ Γ.

Proposición 4.3.4 Sea X un espacio topológico. Entonces X es T3 si y
sólo si SPn(X) es T3.

Demostración. Supongamos que X es T3 y veamos que SPn(X) también
lo es. Tomemos pues [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) y [U ] ⊆ SPn(X) abierto tales que

[(xi)]
n
i=1 ∈ [U ]. Como X es T3, el Teorema 4.3.3 nos dice que Xn es T3, por

lo que para (xi)
n
i=1 existe un abierto V ⊆ Xn tal que

(xi)
n
i=1 ∈ V ⊆ V ⊆ P−1

n ([U ]).

De donde [(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(V ) ⊆ Pn(V ) ⊆ Pn(P−1

n ([U ])) = [U ]. Debido a que
Pn(V ) = Pn(V ) y a que Pn(V ) es abierto, concluimos de la Proposición 4.3.2
que SPn(X) es T3.

Ahora probemos que si SPn(X) es T3, entonces X es T3, de nuevo lo
haremos uso de la Proposición 4.3.2. Sean x ∈ X y U un abierto tales
que x ∈ U . Entonces Pn(Un) es vecindad de [(xi)]

n
i=1, donde xi = x para

i ∈ {1, 2, 3, ..., n}, y aśı, debido a que SPn(X) es T3, existe [V ] vecindad de
[(xi)]

n
i=1 tal que

[(xi)]
n
i=1 ∈ [V ] ∈ [V ] ⊆ Pn(Un).
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Como [V ] es vecindad de [(xi)]
n
i=1 existen abiertos V1, V2, ..., Vn ⊆ Xn tales

que

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(

n∏
i=1

Vi) ⊆ [V ].

Tomando V =
⋂n
i=1 Vi, se sigue que V es un abierto tal que

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn(V n) ⊆ Pn(V n) ⊆ Pn(Un).

Como Pn(V n) = Pn(V
n
) y Pn(V

n
) ⊆ Pn(Un), tenemos que

x ∈ V ⊆ V ⊆ U.

Finalmente, de la Proposición 4.3.2 se concluye que X es T3. �

Corolario 4.3.5 Sea X un espacio topológico. Entonces Xn es T3 si y so-
lamente si SPn(X) es T3.

Demostración. Del Teorema 4.3.3 tenemos que Xn es T3 si y sólo si X es
T3, y de la Proposición anterior tenemos que X es T3 si y solamente si Xn

es T3. En consecuencia Xn es T3 si y sólo si SPn(X) también lo es. �

4.4. T31/2

La diferencia de ser T31/2
con el ser T3, es que T31/2

separa puntos de cerrados
mediante funciones continuas.

Definición 4.4.1 Decimos que un espacio Hausdorff X es T31/2
T31/2T31/2

o comple-
tamente regular, si para cualquier punto x y un conjunto cerrado A tales
que x /∈ A se tiene que existe una función continua f : X → [0, 1] tal que
f(x) = 0 y f(a) = 1, para todo a ∈ A.

El siguiente teorema y su prueba se encuentran en [3].

Teorema 4.4.2 1. Cualquier subespacio de un espacio completamente
regular es completamente regular.

2. Sea una familia {Xα}α∈Λ de espacios completamente regulares. En-
tonces para toda α ∈ Λ Xα es completamente regular si y solamente si∏
α∈ΛXα es completamente regular.
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Proposición 4.4.3 T31/2
se preserva bajo homeomorfismos.

Demostración. Sean X y Y dos espacios topológicos tal que X es com-
pletamente regular y H : X → Y un homeomorfismo. Probaremos que Y es
un espacio completamente regular. Consideremos y ∈ Y y B un conjunto
cerrado tales que y /∈ B. Como H es un homeomorfismo se tiene que H−1(B)
es un cerrado en X tal que

H−1(y) /∈ H−1(B).

Dado que X es completamente regular, existe f : X → [0, 1] continua tal
que f(x) = 0 y f(b) = 1, para b ∈ H−1(B). Aśı, f ◦H−1 : Y → [0, 1] es una
función continua que cumple con

f ◦H−1(y) = f(H−1(y)) = f(x) = 0 y f ◦H−1(B) = f(H−1(B)) = {1}.

Por lo tanto, Y es un espacio completamente regular. �

Corolario 4.4.4 Si SPn(X) es completamente regular, entonces X es com-
pletamente regular.

Demostración. Por el Teorema 2.2.1 se sigue que X es homeomorfo a un
subespacio de SPn(X), por el Teorema 4.4.2 se sigue que dicho subespacio
es completamente regular. Por la Proposición 4.4.3 se concluye que X es un
espacio completamente regular. �

Notacioń 4.4.5 Dados ε > 0 y x ∈ [0, 1], denotaremos mediante Bε(x) al
conjunto {y ∈ [0, 1] | |x− y| < ε} ⊆ [0, 1].

Proposición 4.4.6 Si {fi}ni=1 es una familia de funciones continuas de un
espacio X en el intervalo [0, 1], entonces la función F : Xn → [0, 1] definida
como F (x) = min{fi(x)| i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}} es continua.

Demostración. Sean y ∈ Xn, ε > 0 y x ∈ F−1(Bε(F (y))). Entonces
F (x) ∈ Bε(F (y)) ⊆ [0, 1], consideremos el conjunto Ω ⊆ {1, 2, 3, . . . , n}
definido como

Ω = {i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}| fi(y) = F (y)}.
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Notamos que Ω 6= ∅ debido a que para toda z ∈ X, existe jz ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
tal que F (z) = fjz(z). Hagamos

δ0 = (1/2)min{|fi(y)− fj(y)| | i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} y fi(y) 6= fj(y)}.

Se sigue que si fi(y) 6= fj(y), entonces Bδ0(fi(y))∩Bδ0(fj(y)) = ∅. Llamemos
δ = min{δ0, ε}, debido a que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} las funciones fi
son continuas tenemos que existen U1, U2, . . . , Un ⊆ X abiertos tales que
y ∈

⋂n
i=1 Ui, fi(Ui) ⊆ Bδ(fi(y)); y además si fi(y) = fj(y), entonces Ui = Uj .

Probemos ahora que
⋂
i=1 Ui ⊆ F−1(Bε(F (y))), para esto tomemos z ∈⋂

i=1 Ui, entonces para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n},

fi(z) ∈ Bδ(fi(y)) ⊆ Bδ0(fi(y)).

Notamos que si i ∈ Ω, entonces para toda j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}\Ω y para todo
w ∈ Bδ(fj(y)), fi(z) < w. Aśı, para toda w ∈

⋂
i=1 Ui, existe iw ∈ Ω tal que

fiw(w) = F (w), y como fi(Ui) ⊆ Bδ(fi(y)) =
⋂
i∈ΩBδ(fi(y)),

F (
n⋂
i=1

Ui) ⊆
⋂
i∈Ω

Bδ(fi(y)) ⊆ Bε(F (y)),

o lo que es lo mismo,

n⋂
i=1

Ui ⊆ F−1(Bε(F (y))).

Debido a que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, Ui es abierto e intersección finita
de abiertos es abierta concluimos que F−1(Bε(F (y))) es abierto, y por lo
tanto, F es una función continua. �

La Proposición 4.4.6 nos servirá para dar la función que separa puntos
de cerrados en SPn(X).

Lema 4.4.7 Sean X un espacio topológico y σ ∈ Sn una permutación. En-
tonces la función fσ : Xn → Xn definida como fσ((xi)

n
i=1) = (xσ(i))

n
i=1 es

continua.

Demostración. Veamos que fσ es continua, para esto consideremos A ⊆
Xn abierto, podemos suponer sin pérdida de generalidad que A es un abierto
básico en Xn, i.e., para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe un conjunto abierto
Ai ⊆ X tal que

A =

n∏
i=1

Ai.
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Si probamos que f−1
σ (
∏n
i=1Ai) =

∏n
i=1Aσ−1(i) se tendŕıa que f−1

σ (A) es
abierto y en consecuencia fσ seŕıa una función continua. Primero probaremos
que f−1

σ (
∏n
i=1Ai) ⊆

∏n
i=1Aσ−1(i), para esto sea (xi)

n
i=1 ∈ f−1

σ (
∏n
i=1Ai).

Entonces

fσ((xi)) = (xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai,

lo cual sucede si y solamente si para cualquier i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, se tiene
que xi ∈ Aσ−1(i). De esto último concluimos que (xi)

n
i=1 ∈

∏n
i=1Aσ−1(i), por

lo que

f−1
σ (

n∏
i=1

Ai) ⊆
n∏
i=1

Aσ−1(i).

Probemos ahora que
∏n
i=1Aσ−1(i) ⊆ f−1

σ (
∏n
i=1Ai), tomemos un punto (xi)

n
i=1 ∈∏n

i=1Aσ−1(i). Entonces para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xi ∈ Aσ−1(i), lo cual
implica que xσ(i) ∈ Ai, o de manera equivalente,

(xσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai.

Como (xσ(i))
n
i=1 = fσ((xi)

n
i=1) se tiene que fσ((xi)

n
i=1) ∈

∏n
i=1Ai, y en

consecuencia, (xi)
n
i=1 ∈ f−1

σ (
∏n
i=1Ai), por lo que

n∏
i=1

Aσ−1(i) ⊆ f−1
σ (

n∏
i=1

Ai).

Luego,
∏n
i=1Aσ−1(i) = f−1

σ (
∏n
i=1Ai), aśı tenemos que la imagen inversa de

abiertos es abierta, y por lo tanto, la función fσ es continua. �

Teorema 4.4.8 Si X es T31/2
, entonces SPn(X) es T31/2

.

Demostración. Como X es T31/2
, tenemos que Xn también lo es, sean

[(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X) y [A] un cerrado tal que [(xi)]

n
i=1 /∈ [A]. Entonces para

toda σ ∈ Sn, (xσ(i))
n
i=1) /∈ P−1

n ([A]). Aśı, como Xn es T31/2
tenemos que

existe una función continua F : Xn → [0, 1] tal que

F ((xi)
n
i=1) = 0 y F (P−1

n ([A]) ⊆ {1}.

Consideremos la función F : Xn → [0, 1] definida como

F((xi)
n
i=1) = mı́n{F ((xσ(i))

n
i=1)| σ ∈ Sn},
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notamos que F es una función tal que F({(xσ(i))
n
i=1| σ ∈ Sn}) ⊆ {0} y

F(P−1
n ([A]) ⊆ {1}. Definamos para toda σ ∈ Sn la función gσ : Xn → Xn,

como gσ((yi)
n
i=1) = (yσ(i))

n
i=1, se sigue que si {Ai}ni=1 es una familia de

conjuntos abiertos de X, entonces

g−1
σ (

n∏
i=1

Ai) =

n∏
i=1

Aσ−1(i).

Por lo que para cualquier σ ∈ Sn, gσ es una función continua, pues gσ es
continua por el Lema 4.4.7. Notamos que

F((xi)
n
i=1) = mı́n{F ◦ gσ((xi)

n
i=1)| σ ∈ Sn},

y debido a que para toda σ ∈ Sn, gσ es continua, se sigue de la Proposición
4.4.6 que F es continua, pues F también es continua. Ahora tomemos α ∈ Sn,
entonces

F((xα(i))
n
i=1) = min{F ((xσ(α(i)))

n
i=1)| σ ∈ Sn}

= min{F ((xσ(i))
n
i=1)| σ ∈ Sn}

= F((xi)
n
i=1),

(4.1)

por lo que F es una función constante sobre las fibras de Pn. Debido a que
F es una función continua y constante sobre las fibras de Pn, se tiene del
Lema de Trangresión que F ◦P−1

n : SPn(X)→ [0, 1] es una función continua.
Como F({(xσ(i))

n
i=1| σ ∈ Sn}) ⊆ {0} y F(P−1

n ([A]) ⊆ {1}, se sigue que

F ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1 = 0 y F ◦ P−1

n ([A]) ⊆ {1}.

Por lo que F◦P−1
n separa a [(xi)]

n
i=1 y [A], y además, como X es T2, SPn(X)

es T2. Por lo tanto, SPn(X) es T31/2
. �

Corolario 4.4.9 Xn es T31/2
si y solamente si Sn(X) es T31/2

.

Demostración. Por el Corolario 4.4.4 y por el Teorema 4.4.8 se sigue que
SPn(X) es T31/2

si y solamente si X es T31/2
. Por otro lado, del Teorema

4.4.2 se sigue que X es T31/2
si y sólo si Xn es T31/2

. De lo anterior junto
con que Xn es T2 si y sólo si SPn(X) también lo es se concluye el resultado. �
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4.5. T4

El axioma T4 separa conjuntos cerrados de conjuntos cerrados.

Definición 4.5.1 Decimos que un espacio Hausdorff X es T4T4T4 o normal si
para cualquier par de conjuntos cerrados ajenos A,B ⊆ X, se tiene que
existen dos conjuntos abiertos ajenos U, V ⊆ X tales que A ⊆ U y B ⊆ V .

La prueba de la siguiente proposición se encuentra en [9].

Proposición 4.5.2 i) Si X es normal y A ⊆ X es cerrado, entonces A
es normal.

ii) Sean X y Y espacios topológicos y f : X → Y una función tales que
X es normal y f es continua, cerrada y suprayectiva. Entonces Y es
normal

A diferencia de los anteriores axiomas de separación, tenemos que existe
un espacio normal X y un natural n tales que SPn(X) no es normal. Para
ver esto definamos el siguiente espacio:

Definición 4.5.3 Consideremos el conjunto S = {[a, b) ⊆ Rn| a < b}, y
llamemos S a la topoloǵıa generada por S. Definimos la recta de Sorgenfrey
como el espacio topológico (X, τ) donde X es la recta real y τ = S.

Notemos que si a, b ∈ R son tales que a < b, entonces (a, b) =
⋃
i∈N[a−

1/i, b). Esto sucede ya que (a, b) ⊆ [a − 1/i, b) para i ∈ N, y además si
x ∈

⋃
i∈N[a − 1/i, b), entonces para toda i ∈ N, x > a − i/b, luego, a ≤ x,

por lo que x ∈ (a, b), y en consecuencia⋃
i∈N

[a− 1/i, b) ⊆ (a, b).

Concluimos que los intervalos abiertos (a, b) =
⋃
i∈N[a−1/i, b) son elementos

de la topoloǵıa de la recta de Sorgenfrey. Aśı la topoloǵıa usual de R está
contenida en S, más aún, la topoloǵıa usual de Rn está contenida en Sn.

Lema 4.5.4 La recta de Sorgenfrey es normal.

Demostración. Para ver que la recta de Sorgenfrey es normal se tiene
que demostrar que la recta es un espacio Hausdorff y que se pueden separar
cerrados ajenos con abiertos ajenos, cosas que probaremos en ese mismo
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orden. Sean a, b ∈ R dos puntos tales que a 6= b. Podemos suponer sin
pérdida de generalidad que a < b, entonces

(a− (|b− a|/2), a+ (|b− a|/2)) ∩ (b− (|b− a|/2), b+ (|b− a|/2)) = ∅,

y además

a ∈ (a− (|b− a|/2), a+ (|b− a|/2)) y b ∈ (b− (|b− a|/2), b+ (|b− a|/2)).

Aśı, debido a que

(a− (|b− a|/2), a+ (|b− a|/2)), (b− (|b− a|/2), b+ (|b− a|/2)) ∈ S

se concluye que la recta de Sorgenfrey es Hausdorff.
Veamos ahora que es normal, para esto sean A,B ⊆ R dos conjuntos

cerrados ajenos. Entonces para toda a ∈ A \B, existe Ua ∈ S tal que

a ∈ Ua ⊆ R \B.

Podemos suponer que para cada a existe xa tal que Ua = [a, xa). De manera
análoga tenemos que para todo b ∈ B existe un número yb ∈ R tal que

b ∈ [b, yb) = Vb ⊆ R\A.

Consideremos
U =

⋃
a∈A

Ua y V =
⋃
b∈B

Vb,

se sigue que U y V son abiertos tales que A ⊆ U y B ⊆ V , por lo que sólo
nos falta verificar que U y V son ajenos, lo cual haremos por contradicción.
Si z ∈ U ∩ V , entonces existen a′ ∈ A y b′ ∈ B tal que Ua′ ∩ Vb′ 6= ∅, o lo
que es lo mismo,

[a, xa) ∩ [b, yb) 6= ∅.

Esto último sucede si y solamente si a ∈ [b, yb) o b ∈ [a, xa), lo cual es una
contradicción por la elección de Ua′ y Vb′ , por lo que U y V son ajenos. En
conclusión tenemos que la recta de Sorgenfrey es normal. �

Veamos que SP2(X) no es normal, donde X es la recta de Sorgenfrey.
Para el cual haremos uso de el Lema de Jones, cuya prueba puede encontrarse
en [6].

Lema 4.5.5 (Jones) Sean X es un espacio Hausdorff, D ⊆ X un conjunto
denso y S ⊆ X discreto. Si |D| ≤ |S|, entonces X no es normal.
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Si X es la recta de Sorgenfrey, notamos que Q es denso X, eso se debe
a que si a, b ∈ R y a < b, entonces como Q es denso con la topoloǵıa usual
en R se sigue que existe q ∈ Q tal que q ∈ (a, b) ⊆ [a, b), de lo anterior se
sigue Q es denso en la recta de Sorgenfrey. Por lo que P2(Q2) es denso en
SP2(X). Además, debido a que |P−1

2 [(x1, x2)]| ≤ 2, se sigue que P2(Q2) es
infinito.

Definimos el plano de Sorgenfrey como el conjunto R2 dotado con la
topoloǵıa S2, es decir, es el espacio producto de la recta de Sorgenfrey con
ella misma.

Proposición 4.5.6 Si X es la recta de Sorgenfrey, entonces SP2(X) tiene
un conjunto cerrado, discreto y no numerable.

Demostración. Consideremos el conjunto

[Γ] = {[(x1, x2)] ∈ SP2(X)| x1 = −x2}

y veamos que es un conjunto cerrado, discreto y no numerable. Notamos que
[Γ] = P2(Γ), donde Γ = {(x1, x2) ∈ X2| x1 = −x2}. Veamos que [Γ] es un
conjunto cerradoa, para esto concideremos la función F : R2 → R definida
como F (x, y) = x+ y. Debido a que F es continua con la topoloǵıa usual de
R y R2 (esto por nuestros cursos de cálculo), y además, como la topoloǵıa
usual de R2 esta contenida en la topoloǵıa S2 se sigue que F es continua con
la topoloǵıa del plano de Sorgenfrey. Como

Γ = F−1({0})

se sigue que Γ es cerrado en el plano, y aśı, como la función P2 es cerrada, [Γ]
es cerrado. Ahora veamos que [Γ] es discreto, tomemos pues x ∈ R. Entonces
[x, x+ 1)× [−x,−x+ 1) es un abierto que tiene a (x,−x); notamos que

si y ∈ [x, x+ 1), entonces − y /∈ [−x,−x+ 1)

y
si y ∈ [−x,−x+ 1), entonces y /∈ [x, x+ 1).

Por lo que ∆ ∩ [x, x + 1) × [−x,−x + 1) = {(x,−x)}, y aśı, Γ es discreto.
Luego, [Γ] es discreto pues es la imagen de un conjunto discreto a través de
una función abierta y cerrada. Finalmente, debido a que |P−1

n ([(x1, x2)])| ≤ 2
se tiene que

|[Γ]| = |Γ| = |R| > |N|.
Concluimos que [Γ] es un subconjunto cerrado, discreto y no numerable de
SP2(X). �
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Proposición 4.5.7 Si X es la recta de Sorgenfrey, entonces SP2(X) no es
normal.

Demostración. Sabemos que P2(Q2) es un denso numerable de SP2(X).
Por la Proposición 4.5.6 tenemos que [Γ] es un subespacio cerrado, discreto
y no numerable de SP2(X). Aśı, por el Lema 4.5.5 concluimos que SP2(X)
no es normal. �

Proposición 4.5.8 Sea X un espacio Hausdorff tal que Xn es normal. En-
tonces SPn(X) es normal.

Demostración. Se sigue de la Proposición 4.5.2, ya que la función Pn es
continua, cerrada y sobreyectiva. �

También tenemos que:

Teorema 4.5.9 Si SPn(X) es normal, entonces X es normal.

Demostración. Por el Corolario 4.2.9 se sigue que X se puede encajar
como un cerrado en SPn(X). Y aśı, de la Proposición 4.5.2 se sigue que X
es normal. �

4.6. Metrización

En esta sección hablaremos acerca de metrización, a continuación recorda-
remos algunas definiciones para seguir el estudio del espacio en cuestión.

Definición 4.6.1 Sea X un conjunto no vaćıo.

Decimos que una función ρ : X × X → [0,∞) es una métrica en X
siempre que para cualquiera x, y, z ∈ X se cumplan las siguientes tres
propiedades:

i) ρ(x, y) = 0 si y sólo si x = y.

ii) ρ(x, y) = ρ(y, x) .

iii) ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) (desigualdad del triangulo).

Un conjunto X dotado de una métrica ρ se le llama espacio métrico
y se denotará como (X, ρ).
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Sean (X, ρ) un espacio métrico y x ∈ X y ε ∈ (o,∞). Definimos la
bola de radio ε alrededor de x como el conjunto

Bε(x) = {y ∈ X| ρ(x, y) < ε} ⊆ X

.

Dado que para cualquier x ∈ X, ρ(x, x) = 0, se sigue que para toda
ε > 0 y para cualquier x ∈ X, x ∈ Bε(x), y en consecuencia, las bolas son
conjuntos no vaćıos.

Lema 4.6.2 Si (X, ρ) es un espacio métrico y ε un número mayor que cero,
entonces Bε(x) ⊆ {y ∈ X| ρ(x, y) ≤ ε}.

Demostración. Sea z ∈ X \ {y ∈ X| ρ(x, y) ≤ ε}. Entonces existe δ > 0
tal que

ρ(x, z) = ε+ δ.

Consideremos w ∈ Bδ(z) y supongamos que w ∈ Bε(x). Luego,

ρ(x, z) ≤ ρ(x,w) + ρ(w, z) < ε+ δ = ρ(x, z)

lo cual es una contradicción, por lo que Bε(x) ∩ Bδ(z) = ∅, lo cual implica
que z /∈ Bε(x). Concluimos que Bε(x) ⊆ {y ∈ X| ρ(x, y) ≤ ε}. �

Proposición 4.6.3 Sean (X, ρ) un espacio métrico y x ∈ X. Si εx es un
real mayor que cero y y ∈ Bεx(x), entonces existe εy ∈ (0,∞) tal que

Bεy(y) ⊆ Bεy(y) ⊆ Bεx(x).

Demostración. Sean x ∈ X, εx ∈ (0,∞) y y ∈ Bεx(x). Entonces ρ(x, y) <
εx, tomemos pues m = ρ(x, z) y εy = (min{m, εx −m})/3 y probemos que

Bεy(y) ⊆ Bεx(x). Para esto consideremos z ∈ Bεy(y), aśı,

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≤ m+ εy.

De lo anterior se siguen dos casos:

i) Si εy = m/3, entonces εy < εx/2, como consecuencia

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≤ m+ εy = m+ (m/3) < εx/2 + εx/2 = εx.

Por lo que y ∈ Bεx(x).
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ii) Si εy = (εx −m)/3, entonces εy < εx/2 , luego

ρ(x, z) ≤ ρ(x, y) + ρ(y, z) ≤ m+ εy = m+ (εx −m)/3 < εx.

En consecuencia y ∈ Bεx(x).

Por lo tanto, Bεy(y) ⊆ Bεx(x). �

Es fácil ver que todo espacio métrico es un espacio topológico tomando
como base a la familia {Bε(x)| x ∈ X y ε > 0} (ya que dicho conjunto
cumple con las hipótesis del Lema 1.2.2).

Definición 4.6.4 Sean (X, τ). Decimos que X es metrizable si existe una
métrica en X tal que la topoloǵıa generada por la métrica ρ es equivalente
a τ .

Para lo que resta del caṕıtulo denotaremos con Bε(x),Bε((xi)
n
i=1) y

Bε([(xi)]
n
i=1) las bolas de radio épsilon al rededor de los puntos x, (xi)

n
i=1 y

[(xi)]
n
i=1 en los espacios X,Xn y SPn(X) respectivamente.

Lema 4.6.5 Si X es un espacio topológico metrizable, entonces Xn es métri-
zable.

Demostración.
Sea ρ una métrica en X tal que genera la topoloǵıa de X. Consideremos

la relación δ : Xn ×Xn → (0,∞) definida por

δ((x1, x2, . . . , xn), (y1, y2, . . . , yn)) = max{ρ(xi, yi)| 0 ≤ 1 ≤ n},

se sigue de la definición de δ que es función. Nos falta probar que δ es
una métrica y que la topoloǵıa que genera es la del producto Xn. Primero
probemos que δ es una métrica, para esto sean (xi)

n
i=1, (yi)

n
i=1, (zi)

n
i=1 ∈ Xn.

Entonces:

i) Supongamos que δ((xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1) = 0, esto sucede si y solamente si

para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, ρ(xi, yi) = 0. Esto último ocurre si y sólo
si (xi)

n
i=1 = (yi)

n
i=1, pues ρ es métrica en X.

ii) Probemos que δ((xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1) = δ((yi)

n
i=1, (xi)

n
i=1). Como ρ es métri-

ca se sigue que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, ρ(xi, yi) = ρ(yi, xi). Por
lo que

max{ρ(xi, yi)| 0 ≤ i ≤ n} = max{ρ(yi, xi)| 0 ≤ i ≤ n},

y aśı, δ((xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1) = δ((yi)

n
i=1, (xi)

n
i=1).
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iii) Probemos ahora la desigualdad del triángulo. Tenemos que existe k ∈
{1, 2, 3, . . . , n} tal que δ((xi)

n
i=1, (zi)

n
i=1) = ρ(xk, zk), aśı, ρ(xk, zk) ≤

ρ(xk, yk) + ρ(yk, zk). Como

ρ(yk, zk) ≤ máx{ρ(yi, zi)| 0 ≤ i ≤ n} = δ((yi)
n
i=1, (zi)

n
i=1)

se sigue δ((xi)
n
i=1, (zi)

n
i=1) ≤ δ((xi)ni=1, (yi)

n
i=1) + δ((yi)

n
i=1, (zi)

n
i=1).

Concluimos que δ es una métrica en Xn. Sean τδ la topoloǵıa que genera
la métrica δ y τXn la topoloǵıa producto de Xn, probaremos que τδ =
τXn . Tomemos U ∈ τXn y (xi)

n
i=1 ∈ U, podemos suponer sin pérdida de

generalidad que U es un abierto básico, es decir, U =
∏n
i=1 Ui para ciertos

abiertos U1, U2, . . . , Un ⊆ X, aśı, para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe εi > 0
tal que

Bεi(xi) ⊆ Ui.

Si ε = min{εi| i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}}, entonces Bε(xi) ⊆ Ui. Probaremos
que Bε((xi)

n
i=1) = {(yi)ni=1| δ((xi)ni=1, (yi)

n
i=1) < ε} ⊆ U ⊆ Xn. Tomemos

(yi)
n
i=1 ∈ Bε((xi)

n
i=1), aśı, para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, ρ(xi, yi) < ε ≤ εi.

Por lo que

yi ∈ Bε(xi) ⊆ Bεi(xi).

Dado que Bεi(xi) ⊆ Ui, tenemos (yi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Ui = U, y aśı, Bε((xi)

n
i=1) ⊆

U. En consecuencia

τXn ⊆ τδ.

Ahora veamos que τδ ⊆ τXn , para esto sean (xi)
n
i=1 ∈ Xn y ε > 0. Tomemos

(yi)
n
i=1 ∈ Bε((xi)

n
i=1) = {(zi)ni=1| δ((xi)ni=1, (zi)

n
i=1) < ε}, y para toda i ∈

{1, 2, 3, . . . , n} consideremos

εi =

{
min{ρ(xi, yi), ε− ρ(xi, yi)}/2 si xi 6= yi

ε si xi = yi
.

Dado que ρ es una métrica que genera la topoloǵıa de X tenemos que
Br(x) es un abierto para cualquier r positivo y para cualquier x de X,
por lo que si i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, entonces Bεi(xi) es abierto. Veamos que∏n
i=1Bεi(yi) ⊆ Bε((xi)

n
i=1), para esto sea (zi)

n
i=1 ∈

∏n
i=1Bεi(yi). Entonces

para i ∈ {1, 2, 3, . . . , }, ρ(zi, yi) < εi, por lo que

ρ(xi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + ρ(yi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + εi.

Consideremos i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, se siguen tres casos:
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i) Si xi = yi, entonces

ρ(xi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + ρ(yi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + εi = 0 + ε = ε.

ii) Si xi 6= yi y εi = ρ(xi, yi), entonces ρ(xi, yi) ≤ ε/2, y aśı,

ρ(xi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + εi = ρ(xi, yi) + ρ(xi, yi) ≤ ε/2 + ε/2 = ε.

iii) Si xi 6= yi y εi = ε− ρ(xi, yi), entonces

ρ(xi, zi) ≤ ρ(xi, yi) + εi = ρ(xi, yi) + ε− ρ(xi, yi) = ε.

Por lo que (zi)
n
i=1 ∈ Bε((xi)

n
i=1), y en consecuencia

∏n
i=1Bεi(yi) ⊆ Bε((xi)

n
i=1).

Luego,
τδ ⊆ τXn .

Concluimos que τδ = τXn . Por lo tanto, Xn es metrizable. �

Corolario 4.6.6 Sea X un espacio topológico. Si ρ es una métrica que ge-
nera a la topoloǵıa de X, entonces

δ((xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1) = max{ρ(xi, yi)| 1 ≤ i ≤ n}}

es una métrica que genera la topoloǵıa producto en Xn.

Demostración. Se sigue de la demostración del Lema 4.6.5. �

Probaremos el resultado importante de esta sección, el cual es la relación
de metrizabilidad que hay entre X y SPn(X).

Teorema 4.6.7 Sea X un espacio topológico. Entonces X es metrizable si
y solamente si SPn(X) es metrizable.

Demostración. Primero supongamos que X es metrizable y veamos que
SPn(X) también lo es. Por el Lema 4.6.5 tenemos que Xn es metrizable,
tomemos pues ρ una métrica en Xn que genera la topoloǵıa producto. De-
finamos δ : SPn(X)× SPn(X)→ [0,∞) como

δ([(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = min{ρ((xσ(i))

n
i=1, (yi)

n
i=1)| σ ∈ Sn}.

Notamos que δ es función, veamos que δ es una métrica para SPn(X), para
esto consideremos [(xi)]

n
i=1, [(yi)]

n
i=1, [(zi)]

n
i=1 ∈ SPn(X), luego:
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i) Se tiene que δ([(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = 0 si y solamente si para alguna

permutación σ ∈ Sn se tiene que (xσ(i))
n
i=1 = (yi)

n
i=1), y esto sucede

si y sólo si [(xi)]
n
i=1 = [(yi)]

n
i=1. Aśı, δ([(xi)]

n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = 0 si y

solamente si [(xi)]
n
i=1 = [(yi)]

n
i=1.

ii) Probemos que δ([(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = δ([(yi)]

n
i=1, [(xi)]

n
i=1), esto sucede

ya que

δ([(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = min{ρ((xσ(i))

n
i=1, (yi)

n
i=1)| σ ∈ Sn}

= min{ρ((xi)
n
i=1, (yσ−1(i))

n
i=1)| σ ∈ Sn}

= min{ρ((yσ−1(i))
n
i=1, (xi)

n
i=1)| σ ∈ Sn}

= δ([(yi)]1≤i≤n, [(xi)]1≤i≤n)

(4.2)

iii) Probemos ahora la desigualad del triangulo, para esto supongamos que
no se cumple, es decir,

δ([(xi)]
n
i=1, [(zi)]

n
i=1) > δ([(xi)]

n
i=1, [(yi)]

n
i=1) + δ([(yi)]

n
i=1, [(zi)]

n
i=1).

Sabemos que existen σ1, σ2, σ3 ∈ Sn tales que

δ([(xi)]
n
i=1, [(yi)]

n
i=1) = ρ((xσ1(i))

n
i=1, (yi)

n
i=1)

δ([(yi)]
n
i=1, [(zi)]

n
i=1) = ρ((yσ2(i))

n
i=1, (zi)

n
i=1)

δ([(xi)]
n
i=1, [(zi)]

n
i=1) = ρ((xσ3(i))

n
i=1, (zi)

n
i=1).

(4.3)

Aśı, ρ((xσ3(i))
n
i=1, (zi)

n
i=1) > ρ((xσ1(i))

n
i=1, (yi)

n
i=1)+ρ((yσ2(i))

n
i=1, (zi)

n
i=1),

y además,

ρ((xσ1(i))
n
i=1, (yi)

n
i=1) = ρ((xσ3(i))

n
i=1, (yσ3(σ−1

1 (i)))
n
i=1)

ρ((yσ2(i))
n
i=1, (zi)

n
i=1) = ρ((yσ3(i))

n
i=1, (zσ3(σ−1

2 (i)))
n
i=1).

(4.4)

Luego,

ρ((xσ2(σ1(i)), (zi)
n
i=1) = ρ((xσ3(i))

n
i=1, (zσ3(σ−1

1 (σ−1
2 (i))))

n
i=1)

≤ ρ((xσ3(i))
n
i=1, (yσ3(σ−1

1 (i)))
n
i=1)

+ ρ((yσ3(σ−1
1 (i)))

n
i=1, (zσ3(σ−1

1 (σ−1
2 (i))))

n
i=1)

= ρ((xσ1(i))
n
i=1, (yi)

n
i=1)

+ ρ((yσ2(i))
n
i=1, (zi)

n
i=1)

< ρ((xσ3(i))
n
i=1, (zi)

n
i=1)

(4.5)
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lo cual es una contradicción, pues

ρ((xσ3(i))
n
i=1, (zi)

n
i=1) = min{(xσ(i))

n
i=1, (zi)

n
i=1| σ ∈ Sn}.

Finalmente se tiene que

δ([(xi)]
n
i=1, [(zi)]

n
i=1) ≤ δ([(xi)]ni=1, [(yi)]

n
i=1) + δ([(yi)]

n
i=1, [(zi)]

n
i=1).

Concluimos que δ es una métrica, nos falta ahora ver que la métrica genera
la topoloǵıa de SPn(X), para esto sean [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn(X) y [A] ⊆ SPn(X)

abierto tales que [(xi)]
n
i=1 ∈ [A]. Podemos suponer sin pérdida de generalidad

que [A] es un abierto básico, es decir, existe una familia {Ai}ni=1 de abiertos
de X tal que xi ∈ Ai y [A] = Pn(

∏n
i=1Ai). Como

∏n
i=1Ai es abierto en Xn

existe ε > 0 tal que

(xi)
n
i=1 ∈ Bε((xi)

n
i=1) ⊆

n∏
i=1

Ai.

Veamos que Bε([(xi)]
n
i=1) ⊆ [A], consideremos [(yi)]

n
i=1 ∈ Bε([(xi)]

n
i=1), aśı

existe σ ∈ Sn tal que ρ((yσ(i))
n
i=1, (xi)

n
i=1) < ε. Luego,

(yσ(i))
n
i=1 ∈ Bε((xi)

n
i=1),

lo cual implica que [(yi)]
n
i=1 = Pn((yi)

n
i=1) ∈ Pn(Bε((xi)

n
i=1)) ⊆ [A], de aqúı

tenemos que
Bε([(xi)]

n
i=1) ⊆ [A].

Probemos ahora que si [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X) y ε > 0, entonces Bε([(xi)]

n
i=1)

es abierto en SPn(X). Sea pues [(yi)]
n
i=1 ∈ Bε([(xi)]

n
i=1). Se sigue que existe

σ ∈ Sn tal que ρ((xi)
n
i=1, (yσ(i))

n
i=1) < ε. Debido a que Bε((xi)

n
i=1) es abierto

en Xn existe una familia de abiertos {Ui}ni=1 de X tal que

(yσ(i))
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ui ⊆ Bε((xi)
n
i=1).

Tomemos ahora [(zi)]
n
i=1 ∈ P(

∏n
i=1 Ui), entonces para alguna σ′ ∈ Sn sucede

(zσ′(i))
n
i=1 ∈

∏n
i=1 Ui ⊆ Bε((xi)

n
i=1), por lo que

δ([(xi)]
n
i=1, [(zi)]

n
i=1) ≤ ρ((xi)

n
i=1, (zσ′(i))

n
i=1) < ε.

Luego, [(zi)]
n
i=1 ∈ Bε([(xi)]

n
i=1), y aśı Pn(

∏n
i=1 Ui) ⊆ Bε([(xi)]

n
i=1), de don-

de Bε([(xi)]
n
i=1) es abierto. Concluimos que δ es una métrica que genera la
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topoloǵıa de SPn(X), y por lo tanto, SPn(X) es metrizable.

Probaremos ahora el regreso, esto es, veamos que X es metrizable su-
poniendo que SPn(X) lo es. Tomemos δ : SPn(X) × SPn(X) → [0,∞) una
métrica que genere la topoloǵıa de SPn(X) y definamos ρ : X ×X → [0,∞)
como

ρ(x, y) = δ([(x, x, x, . . . , x)], [(y, y, y, . . . , y)]).

Se sigue que ρ que es función, pues las clases [(x, x, x, . . . , x)] y [(y, y, y, . . . , y)]
constan de un solo elemento. Probemos ahora que ρ es métrica en X, para
esto consideremos x, y, z ∈ X, entonces:

i) Tenemos que ρ(x, y) = 0 si y sólo si δ([(x, x, x, . . . , x)], [(y, y, y, . . . , y)]) =
0, lo cual sucede si y sólo si [(x, x, x, . . . , x)] = [(y, y, y, . . . , y)] , y esto
sucede si y sólo si x = y.

ii) Observamos que

ρ(x, y) = δ([(x, x, x, . . . , x)], [(y, y, y, . . . , y)])

= δ([(y, y, y, . . . , y)], [(x, x, x, . . . , x)])

= ρ(y, x).

(4.6)

iii) Por último nos queda probar la desigualdad del triángulo, tenemos que

ρ(x, z) = δ([(x, x, x, . . . , x)], [(z, z, z, . . . , z)])

≤ δ([(x, x, x, . . . , x)], [(y, y, y, . . . , y)])

+ δ([(y, y, y, . . . , y)], [(z, z, z, . . . , z)])

= ρ(x, y) + ρ(y, z).

(4.7)

Concluimos que ρ es una métrica en X, probemos ahora que ρ genera la
topoloǵıa de X. Consideremos x ∈ X y A ⊆ X un abierto tal que x ∈ A,
entonces existe ε > 0 que cumple con

Bε([(x, x, x, . . . , x)]) ⊆ Pn[An].

Ahora, si y ∈ Bε(x), entonces ρ(x, y) = δ([(x, x, x, . . . , x)], [(y, y, y, . . . , y)]) <
ε, lo cual implica que [(y, y, y, . . . , y)] ∈ Pn[An], por lo que y ∈ A. De donde
se sigue que

Bε(x) ⊆ A.

Ahora veamos que las bolas son abiertas en X, para esto sean x ∈ X, ε > 0 y
y ∈ Bε(x). Entonces Bε([(x, x, x, . . . , x)]) es un abierto en SPn(X) que tiene
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como elemento a [(y, y, y, . . . , y)], por lo que existe un abierto [U ] ⊆ SPn(X)
tal que

[(y, y, y, . . . , y)] ∈ [U ] ⊆ Bε([(x, x, x, . . . , x)]).

Podemos suponer que [U ] = Pn(
∏n
i=1 Ui) para abiertos U1, U2, . . . , Un ⊆ X,

Aśı, para 0 ≤ i ≤ n, y ∈ Ui, y además

[(y, y, y, . . . , y)] ∈ Pn((
n⋂
i=1

Ui)
n) ⊆ [U ] ⊆ Bε([(x, x, x, . . . , x)]).

Aśı, si z ∈
⋂n
i=1 Ui, entonces ρ(x, z) = δ([(x, x, x, . . . , x)], [(z, z, z, . . . , z]) <

ε, de donde z ∈ Bε(x). Luego, y ∈
⋂n
i=1 Ui ⊆ Bε(x). Aśı tenemos que las

bolas son abiertas, y por lo tanto, la métrica ρ genera la topoloǵıa de X,
i.e., X es metrizable. �

Corolario 4.6.8 Sea X un espacio topológico. Entonces Xn es metrizable
si y solamente si SPn(X) es metrizable.

Demostración. Por el Lema 4.6.5 tenemos que Xn es metrizable si y sólo
si X es metrizable.Luego, del Teorema 4.6.7 se sigue que X es metrizable si y
sólo si SPn(X) es metrizable. Por lo tanto, Xn es metrizable si y solamente
si SPn(X) es metrizable. �



Caṕıtulo 5

Compacidad

En este caṕıtulo estudiaremos las relaciones de ser compacto, compacto por
sucesiones, numerablemente compacto, aśı como la relación de las compac-
taciones de X, Xn y SPn(X).

5.1. Compacto

Definición 5.1.1 Sea X un espacio topológico.

i) Decimos que X es compacto si toda cubierta abierta de X admite
una subcubierta finita.

ii) Se dice que una colección de conjuntos {Cα}α∈Γ de X tiene la propie-
dad de la intersección finita si para toda {αi}ni=1 ⊆ Γ,

⋂n
i=1Cαi 6=

∅.

La prueba de los siguientes teoremas y proposiciones se puede consultar
en [3].

Teorema 5.1.2 i) Sea {Xα}α∈Γ una familia de espacios topológicos no
vaćıos. Entonces

∏
α∈ΓXα es compacto si y sólo si Xα es compacto

para toda α ∈ Γ.

ii) Sea X un espacio topológico compacto. Si A ⊆ X cerrado, entonces A
es compacto.

Teorema 5.1.3 i) La imagen continua de un conjunto compacto es com-
pacto.

ii) Sean X,Y espacios topológicos tales que X es un espacio compacto y
Y es un espacio T2. Si f : X → Y es una función continua, entonces
f es cerrada.

67
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Proposición 5.1.4 Sea X un espacio Hausdorff. Si A,B ⊆ X son compac-
tos tales que A ∩ B 6= ∅, entonces existen abiertos U, V ⊆ X que cumplen
con A ⊆ U,B ⊆ V y V ∩ U = ∅.

Teorema 5.1.5 Sea X un espacio topológico. Entonces X es compacto si
y sólo si SPn es compacto.

Demostración. Supongamos que X es compacto y veamos que SPn(X)
también lo es. Como X es compacto se tiene de el Teorema 5.1.2 que Xn es
compacto. Además, debido a que el espacio SPn(X) es la imagen continua
de un compacto, el Teorema 5.1.3 nos dice que SPn(X) es compacto.

Ahora supongamos que SPn(X) es un espacio compacto y probemos que
X también lo es, sea pues {Uα}α∈Γ una cubierta abierta de X. Definamos

A = {Pn[
n∏
i=1

Uαi ]| i ∈ {1, 2, 3, .., n}, αi ∈ Γ}.

Notamos que los elementos de A son abiertos, veamos ahora que A es cu-
bierta de SPn(X), tomemos pues [(xi)]

n
i=1 ∈ SPn(X), entonces para toda

i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe αi ∈ Γ tal que xi ∈ Uαi , aśı

[(xi)]
n
i=1 ∈ Pn[

n∏
i=1

Uαi ] ∈ A.

Por lo que A es cubierta abierta de SPn(X). Como SPn(X) es compacto
existe Λ ⊆ Γ finito tal que

{Pn[

n∏
i=1

Ai]| i ∈ {1, 2, 3, .., n}, αi ∈ Λ}

es una subcubierta finita de A. Veamos que {Uα}α∈Λ es una subcubierta
finita de {Uα}α∈Γ, para esto sea x ∈ X. Entonces hay {αi}ni=1 ⊆ Λ tal que
[(x, x, x, . . . , x)] ∈ Pn(

∏n
i=1 Uαi), ya que {Uα}α∈Λ es subcubierta finita de

SPn(X). aśı, si i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, entonces

x ∈ Uαi .

Por lo que {Uα}α∈Λ es subcubierta finita de {Uα}α∈Γ, y en conclusión, X es
compacto. �
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Corolario 5.1.6 Xn es compacto si y solamente si SPn(X) es compacto.

Demostración. Por el teorema anterior tenemos que SPn(X) es compacto
si y solamente si X es compacto, y de Teorema 5.1.2 tenemos que X es
compacto si y solamente si Xn es compacto. �

Corolario 5.1.7 A ⊆ Xn es compacto si y solamente si Pn(A) es compacto

Demostración. Se sigue de la demostración del teorema anterior. �

5.2. Compacidad secuencial

La compacidad secuencia no se define con cubiertas abiertas sino con
sucesiones, aunque la compacidad y la compacidad secuencial llegan a ser
equivalentes en cierto tipo de espacios (como los espacios métricos).

Definición 5.2.1 Sean X un espacio topológico y {xi}i∈N es una sucesión
de puntos de X. Entonces

i) Si {ni}i∈N ⊆ N es una sucesión creciente de naturales, entonces la
sucesión {yi}i∈N definida como yi = xni es llamada subsucesión de
{xi}i∈N.

ii) Decimos que la sucesión {xi}i∈N converge a xxx (xn → x) si y sólo si
para todo abierto U ⊆ X tal que x ∈ U se tiene que existe N ∈ N tal
que xm ∈ U siempre que N ≤ m

Definición 5.2.2 Sea X un espacio topológico.

i) Se dice que X es secuencialmente compacto si y sólo si para toda
sucesión {xn}n∈N existe una subsucesión que converge en X.

ii) Si A ⊆ X decimos que x es punto de acumulación de A si para
cualquier abierto U ⊆ X tal que x ∈ U , existe a ∈ A ∩ U tal que
a 6= x.

Lema 5.2.3 Sea X un espacio primero numerable. Dada una sucesión {xi}i∈N
tal que todo elemento se repite a lo más una cantidad finita de veces. En-
tonces {xi}i∈N tiene una subsucesión convergente si y solamente si existe un
punto de acumulación de la sucesión {xi}i∈N.
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Demostración. Sea {xi}i∈N una sucesión que tiene como punto de acu-
mulación a x0 y que todo elemento se repite a lo más una cantidad finita
de veces. Consideremos pues {Ui}i∈N una base local numerable de x0, cons-
truiremos recursivamente la subsucesión {xn(i)}i∈N como sigue:

i) Para i = 1 tomemos el primer natural n(1) ∈ N de tal manera que
xn(1) ∈ U1.

ii) Suponiendo que ya se tomo n(k), definiremos n(k+ 1) como el primer
natural tal que

xn(k+1) ∈
k+1⋂
i=1

Ui y n(k + 1) > n(k)

.

De la elección de {xn(i)}i∈N, se tiene que si A es vecindad de x0, entonces
existe k ∈ N tal que

x0 ∈ Uk ⊆ A,

y como
⋂r
i=1 Ui ⊆ Uk cuando k < r, se sigue que para toda r > k, xr ∈ A .

Pero esto es que {xn(i)}i∈B converja a x0.

Probemos ahora el regreso, sean {xi}i∈N una sucesión y {xn(i)}i∈N una
subsucesión que converge a x0. Veremos que x0 es punto de acumulación de
{xi}i∈N, para esto tomemos U ⊆ X tal que x0 ∈ U , debido a que {xn(i)}i∈N
converge a x0 entonces hay N ∈ N tal que para toda m > N ,

xn(m) ∈ U.

Más aún, como los puntos de la sucesión {xi}i∈N solo se repiten una cantidad
finita de veces podemos suponer que si m > N , entonces xn(m) 6= x0. En
consecuencia tenemos que

∅ 6= ({xn(i)}i∈N ∩ U) \ {x0} ⊆ ({xi}i∈N ∩ U) \ {x0}.

Por lo tanto, x0 es punto de acumulación de {xi}i∈N. �

El siguiente lema aśı como su demostración se pueden encontrar en [2].

Lema 5.2.4 Sea X un espacio topológico. Si {xi}i∈N ⊆ X es una sucesión
que converge a x, entonces toda subsucesión {xn(i)}i∈N converge x.
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Proposición 5.2.5 Sean X1, X2, . . . , Xn espacios topológicos. Entonces
∏n
i=1Xi

es secuencialmente compacto si y sólo si para todo i ∈ {1, 2, 3, .., n}, Xi es
secuencialmente compacto.

Demostración. Supongamos que
∏n
i=1Xi es secuencialmente compac-

to, sean k ∈ {1, 2, 3, . . . , n} y {xik}i∈N una sucesión en Xk. Para toda
i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} \ {k} tomemos ai ∈ Xi, se sigue que

{(a1, a2, . . . , ak−1, x
i
k, ak+1, .., an)}i∈N

es una sucesión en
∏n
i=1Xi. Como

∏n
i=1Xi es secuencialmente compacto

tenemos que existe una subsucesión

{(a1, a2, . . . , ak−1, x
n(i)
k , ak+1, .., an)}i∈N

tal que converge a (bi)
n
i=1 ∈

∏n
i=1Xi. Veamos que la subsucesión

{xm(i)
k }i∈N ⊆ Xk

converge a bk. Sea un abierto Uk ⊆ Xk tal que bk ∈ Uk. Para todo i ∈
{1, 2, . . . , n}\{k} consideremos Ui = Xi. Debido a que

∏n
i=1 Ui es un abierto

en
∏n
i=1Xi que tiene a (bi)

n
i=1, existe r ∈ N tal que si j > r, entonces

(a1, a2, . . . , ak−1, x
m(j)
k , ak+1, .., an) ∈

n∏
i=1

Ui.

Aśı, si j > r, entonces x
m(i)
k ∈ Uk. Concluimos que {xm(j)

k }j∈N → bk, y por
lo tanto, Xk es secuencialmente compacto.

Supongamos ahora que para toda j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, Xj es secuencial-
mente compacto y sea {(xi1, xi2, . . . , xin)}i∈N una sucesión en

∏n
j=1Xj . Dado

que X1 es secuencialmente compacto y que {xi1}i∈N es una sucesión en X1

existe Λ1 ⊆ N tal que la subsucesión {xi1}i∈Λ converge a x0
1. Ahora, como

X2 es secuencialmente compacto y como {xi2}i∈Λ1 es una sucesión en X2

se tiene que hay Λ2 ⊆ Λ1 ⊆ N tal que la subsucesión {xi2}i∈Λ2 converge a
x0

2. Siguiendo de esta manera obtenemos que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
existen Λ1,Λ2, . . . ,Λn ⊆ N y (x0

j )
n
j=1 ∈

∏n
j=1Xj tales que

Λn ⊆ Λn−1 ⊆ . . . . ⊆ Λ1,

y además si j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, entonces {xij}i∈Λj converge a x0
j . Aśı, por

el Lema 5.2.4 tenemos que para j ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, la subsucesión {xij}i∈Λn
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converge a x0
j . Veamos ahora que {(xi1, xi2, . . . , xin)}i∈Λn converge al punto

(x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n). Sea pues un abierto U ⊆

∏n
i=1Xi tal que (x1, x2, . . . , xn) ∈

U. Supongamos que U es un abierto básico, es decir, para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}
existe un abierto Ui ⊆ Xi tal que U =

∏n
i=1 Ui. Dado que xj ∈ Uj y a que

{xij}i∈Λn → xj , se tiene que para toda j ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe Nj ∈ N tal

que si Nj ≤ mj , entonces x
mj
j ∈ Uj . Tomemos pues

N = max{Nj |1 ≤ j ≤ n},

se sigue que para 1 ≤ j ≤ n y para m ≥ N , xmj ∈ Uj . Aśı, si m ≥ N , entonces

(xm1 , x
m
2 , . . . , x

m
n ) ∈

∏n
i=1 Ui = U, y en consecuencia, {(xi1, xi2, . . . , xin)}i∈N

converge a (x0
1, x

0
2, . . . , x

0
n). Por lo tanto,

∏n
i=1Xi es secuencialmente compacto. �

La prueba de la siguiente proposición puede encontrarse en [3].

Proposición 5.2.6 Sea X un espacio topológico primero numerable y T1.
Si {xi}i∈N es una sucesión en X tal que xi → x y xi → y, entonces x = y.

Teorema 5.2.7 Sea X un espacio topológico T1 y primero numerable. En-
tonces X es secuencialmente compacto si y sólo si SPn(X) es secuencial-
mente compacto.

Demostración. Supongamos que X es un espacio secuencialmente com-
pacto y veamos que SPn(X) también lo es, sea pues

{[(xi1, xi2, . . . , xin)]}i∈N ⊆ SPn(X)

una sucesión. Observamos que {(xi1, xi2, . . . , xin)}i∈N es una sucesión en
∏n
i=1Xi,

aśı al Xn ser secuecialmente compacto existe una subsucesión

{(xm(i)
1 , x

m(i)
2 , . . . , xm(i)

n )}i∈N

convergente. Supongamos que la subsucesión converge a (x1, x2, . . . , xn) y
probemos que

{[(xm(i)
1 , x

m(i)
2 , . . . , xm(i)

n )]}i∈N → [(x1, x2, . . . , xn)] = Pn((x1, x2, . . . , xn)).

Consideremos U ⊆ SPn(X) un abierto tal que [(x1, x2, . . . , xn)] ∈ U, po-
demos suponer que U = Pn[

∏n
i=1 Ui], donde para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n},

Ui ⊆ X es abierto. Aśı, existe σ ∈ Sn tal que (x1, x2, . . . , xn) ∈
∏n
i=1 Uσ(i).
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Como {(xi1, xi2, . . . , xin)}i∈N es convergente, se sigue que existe N ∈ N tal
que si m(j) > m(N), entonces

(x
m(j)
1 , x

m(j)
2 . . . , xm(j)

n ) ∈
n∏
i=1

Uσ(i),

de donde

[(x
m(j)
1 , x

m(j)
2 , . . . , xm(j)

n )] ∈ Pn[

n∏
i=1

Ui] = Pn[

n∏
i=1

Uσ(i)] = U.

Por lo que {[(xi1, xi2, . . . , xin)]}i∈Λ → [(x1, x2, . . . , xn)]. Por lo tanto, SPn(X)
es secuencialmente compacto.

Veamos ahora el regreso, para esto supongamos que SPn(X) es secuen-
cialmente compacto y demostremos que X también lo es, sea pues {xi}i∈N
una sucesión en X. Entonces

{[(xi, xi, . . . , xi)]}i∈N ⊆ SPn(X)

es una sucesión, y debido a que SPn(X) es secuencialmente compacto existe
{[(xm(i), xm(i), . . . , xm(i))]}i∈N ⊆ {[(xi, xi, . . . , xi)]}i∈N subsucesión tal que

{[(xm(i), xm(i), . . . , xm(i))]}i∈N → [(y1, y2, . . . , yn)]

para algún [(y1, y2, . . . , yn)] ∈ SPn(X). Veamos ahora que {xm(i)}i∈N con-
verge a y1, para esto consideremos U1 ⊆ X un abierto tal que y1 ∈ U1.
Para toda i ∈ {2, 3, 4, . . . ., n} definamos Ui = X, se sigue que

∏n
i=1 Ui es un

abierto que tiene al punto (y1, y2, . . . ., yn), aśı

[(y1, y2, . . . ., yn)] ∈ Pn(
n∏
i=1

Ui).

Dado que Pn(
∏n
i=1 Ui) es abierto y {[(xm(i), xm(i), . . . , xm(i))]}i∈N converge

a [(y1, y2, . . . , yn)], tenemos que existe N ∈ N tal que para toda k > N ,
[(xm(k), xm(k), . . . , xm(k))] ∈ Pn(

∏n
i=1 Ui). Luego,

(xm(k), xm(k), . . . , xm(k)) ∈
n∏
i=1

Ui,

siempre que k > N . Por lo que si k > N , entonces xm(k) ∈ U1. Esto
último implica que {xm(i)}i∈N → y1. Por lo tanto, X es secuencialmente
compacto. �



74 Compacidad local

Corolario 5.2.8 Sea X un espacio topológico. Entonces Xn es secuencial-
mente compacto si y solamente si SPn(X) es secuencialmente compacto.

Demostración. Se sigue del teorema anterior y de la Proposición 5.2.5. �

5.3. Compacidad local

Definición 5.3.1 Decimos que X es localmente compacto si para todo
punto x ∈ X y para cualquier abierto U ⊆ X tal que x ∈ U , se tiene que
existe A ⊆ X abierto tal que x ∈ A ⊆ A ⊆ U , donde A es un compacto.

El lema siguiente aśı como su demostración pueden consultarse en [2].

Lema 5.3.2 Sea X un espacio compacto y T2. Si Y ⊆ X es abierto o
cerrado, entonces Y es localmente compacto.

La prueba del siguiente teorema viene en [3].

Teorema 5.3.3 i) La imagen continua de un conjunto localmente com-
pacto es localmente compacto.

ii)
∏
i∈I Xi es localmente compacto si y solamente si para toda i ∈ I, Xi

es localmente compacto y Xi es compacto excepto para una cantidad
finita de valores de i.

Teorema 5.3.4 Sea X un espacio Hausdorff. Entonces X es localmente
compacto si y sólo si SPn(X) es localmente compacto.

Demostración. Supongamos que X es localmente compacto. Por el Teo-
rema 5.3.3, Xn es localmente compacto. Como SPn(X) = Pn(Xn) y Pn es
continua, de nuevo por el Teorema 5.3.3 se sigue que SPn(X) es localmente
compacto.

Ahora probemos el rećıproco, es decir, supongamos que SPn(X) es local-
mente compacto y veamos que X también lo es. Por el Lema 2.2.1 tenemos
que X podemos encajarlo en SPn(X). Por la Proposición 4.2.8 sabemos que
X se encaja como un cerrado, y aśı, por el Lema 5.3.2 concluimos que X es
localmente compacto. �
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Corolario 5.3.5 Sea X un espacio topológico Hausdorff. Entonces Xn es
localmente compacto si y solamente si SPn(X) es localmente compacto.

Demostración. Se sigue del teorema anterior y del Teorema 5.3.3. �

5.4. Compacidad numerable

Definición 5.4.1 Decimos que un espacio topológico X es numerable-
mente compacto si toda cubierta abierta numerable tiene una subcubierta
finita de X.

La prueba de la siguiente proposición se encuentra en [3].

Proposición 5.4.2 i) La imagen continua de un espacio numerablemen-
te compacto es numerablemente compacto.

ii) Un subespacio cerrado de un espacio numerablemente compacto es nu-
merablemente compacto.

iii) Sea {Xi}i∈{1,2,3,...,n} una familia de espacios primero numerables y T2.
Si Xi es numerablemente compacto para toda 1 ≤ i ≤ n, entonces∏n
i=1Xi es numerablemente compacto.

Sin embargo, la propiedad de ser numerablemente compacto no se preser-
va para productos, ni siquiera se preserva para productos finitos. Aunque si
pedimos que dichos espacios sean primero numerable, entonces se tiene que
producto finito de numerablemente compacto es numerablemente compacto.

Teorema 5.4.3 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable. Enton-
ces X es numerablemente compacto si y sólo SPn(X) es numerablemente
compacto.

Demostración. Supongamos que X es numerablemente compacto. Por la
Proposición 5.4.2 tenemos que Xn es numerablemente compacto. Como Pn
es continua y Pn(Xn) = SPn(X), se concluye de la Proposición 5.4.2 que
SPn(X) es numerablemente compacto.

Ahora supongamos que SPn(X) es numerablemente compacto y veamos
que X también lo es. Por el Lema 2.2.1 tenemos que X podemos encajarlo en
SPn(X), y por la Proposición 4.2.8 sabemos que se encaja como un cerrado.
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Aśı, de la Proposición 5.4.2 concluimos que X es un espacio numerablemente
compacto. �

Corolario 5.4.4 Sea X un espacio Hausdorff y primero numerable. Enton-
ces Xn es numerablemente compacto si y solamente si SPn(X) es numera-
blemente compacto.

Demostración. Supongamos que Xn es numerablemente compacto. De-
bido a que Pn es continua y Pn(Xn) = SPn(X) se sigue de la Proposición
5.4.2 que SPn(X) es numerablemente compacto.

Veamos ahora el regreso, supongamos pues que SPn(X) es numerable-
mente compacto, entonces por el Teorema 5.4.3 tenemos que X es numerable
compacto. Aśı, por la Proposición 5.4.2 se sigue que Xn es numerablemente
compacto. �

5.5. Compactaciones

Una pregunta que surge del estudio de espacios topológicos no compactos
es el saber como podemos encajar un espacio de manera densa en otro que
si lo sea. ¿ Para que querŕıamos encajar un espacio? La respuesta a esta
pregunta viene de que los espacios compactos son mas ”bonitos”que los no
compactos, esto es, que cumplen con propiedades que nos hace mas fácil su
manejo.

A continuación daremos la definición de una compactación de un espacio.

Definición 5.5.1 Una compactación de un espacio X es un par ordenado
(X∗, h) que consiste de un espacio compacto y T2 X

∗ y un encaje h a algún
conjunto denso de X∗.

Veamos un ejemplo sencillo, consideremos el intervalo X = [0, 1) , X∗ =
[0, 1] y la función h : [0, 1)→ [0, 1], definida como h(x) = x. Se sigue que h
es un encaje del [0, 1) en [0, 1] y además

h[[0, 1)] = [0, 1) = [0, 1],

aśı h[[0, 1)] es denso en [0, 1], de esta manera observamos que ([0, 1], h) es
una compactación de (0, 1). Esta no es la única manera de compactar el
intervalo semi-abierto (más adelante daremos otro ejemplo).
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Notacioń 5.5.2 i) Para cualquier espacio X denotaremos con Y X al
conjunto de todas las funciones continuas con dominio X y contrado-
minio Y .

ii) Llamemos I al intervalo cerrado [0, 1] y tomemos {If |f ∈ IX} una
familia de intervalos [0, 1] indizados con IX . Llamemos PX al conjunto∏
f∈IX If ; los puntos de PX los denotaremos como {tf}.

Compactación de Stone-Cech

El siguiente lema puede consultarse en [3].

Teorema 5.5.3 Si X es un espacio completamente regular, entonces se
puede encajar en un producto de intervalos cerrados. Más precisamente, la
función p : X → PX definido como

p(x) = {f(x)f}

es un homeomorfismo de X en p[X].

Del teorema anterior podemos imaginar de que manera podemos enca-
jar de manera densa un espacio completamente regular X en un espacio
compacto X∗, de hecho, nuestro candidato es p[X], donde p es como en el
teorema anterior.

Definición 5.5.4 Sean X y p : X → PX como en el Teorema 5.5.3. En-
tonces definimos la compactación de Stone-Cech como (β(X), p), donde
β(X) = p[X].

Observamos que p[X] es compacto ya que es un subespacio cerrado de
un producto de intervalos cerrados acotados. El siguiente teorema aśı como
su demotración se encuentran en [3].

Teorema 5.5.5 Sean X un espacio completamente regular y Y un espacio
compacto. Entonces:

i) Si f : X → Y es una función continua, entonces existe una única
función continua F : β(X)→ Y tal que f = F ◦ p.

ii) (Unicidad) Para cualquier compactación (X∗, h) tal que cumple la pro-
pidedad del inciso anterior se tiene que X∗ es homeomorfo a β(X); de
hecho existe un homeomorfismo entre X∗ y β(X) tal que es la identi-
dad en X.
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iii) β(X) es la compactificación más grande para X, esto es: Si X∗ es
cualquier compactificación de X, entonces X es un cociente de β(X).

Nos gustaŕıa que β(Xn) y β(X)n fueran homeomorfos, pero esto es al-
go que no siempre sucede, de hecho hay una condición que es suficiente y
necesaria para que esto suceda, esta condición será la pseudo-compacidad.

Definición 5.5.6 Decimos que X es pseudo-compacto si para toda fun-
ción continua f : X → R existe Mf ∈ N tal que |f(x)| ≤Mf para x ∈ X.

La definición anterior nos dice que X es un espacio pseudo-compacto
siempre que todas las funciones continuas que salen de X y entran a los
reales son acotadas. El siguiente teorema prueba que la pseudo-compacidad
si es la condición que buscábamos, la demostración se encuentra en [10].

Teorema 5.5.7 (Glicksberg) Sea {Xα}α∈Λ una familia de espacios topológi-
cos completamente regulares. Entonces una condición suficiente y necesaria
para que

∏
α∈Λ βXα se homeomorfo a β(

∏
α∈ΛXα) es que Xα sea pseudo-

compacto para toda α ∈ Λ.

Armados con el teorema anterior estudiaremos la relación que hay entre
la compactación de Stone-Cech de X con la compactación de Stone-Cech de
SPn(X).

Notación 5.5.8 Denotaremos con Pn a la función que manda a cada ele-
mento de β(X)n a su clase de equivalencia en SPn(β(X)).

Lema 5.5.9 Sea X un espacio topológico completamente regular y pseudo-
compacto tal que SPn(X) es completamente regular. Entonces SPn(X) se
puede encajar como un denso en SPn(β(X)), es decir, SPn(β(X)) es una
compactación de SPn(X).

Demostración. Por el Teorema 5.5.7 notamos que β(Xn) es homeomorfo a
β(X)n. Aśı, hay un encaje P0 que manda Xn como denso al espacio β(X)n,
podemos suponer sin pérdida de generalidad que

P0((xi)
n
i=1) = (p0(xi))

n
i=1,

donde p0 es el encaje del par ordenado de la compactación de Stone-Cech
de X. Dado que P0 y Pn son funciónes continuas y abiertas, se sigue la
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composición Pn ◦P0 : Xn → SPn(β(X)) es función. Sean [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X)

y σ, σ′ ∈ Sn. Entonces

Pn ◦ P0((xσ(i))
n
i=1) = Pn((p0(xi))

n
i=1)

= [(p0(xi))
n
i=1)]

= Pn((p0(xi))
n
i=1)

= Pn ◦ P0((xσ′(i))
n
i=1).

(5.1)

Aśı, Pn ◦ P0 es una función constante sobre las fibras de Pn, donde Pn es
la función que manda los elementos de Xn a sus clases de equivalencia en
SPn(X) (como acostumbramos). Como Pn ◦ P0 es composición de encajes,
se sigue que dicha función es continua, abierta y cerrada. Aśı, por el Lema
1.3.3 tenemos que Pn ◦ P0 ◦ P−1

n es una función continua, abierta y cerrada
que va de SPn(X) en SPn(β(X)). Nos gustaŕıa que dicha función fuera el
encaje buscado, para esto nos hace falta ver que la función es inyectiva y que
Pn◦P0(SPn(X)) es denso en SPn(β(X)). Probemos primero que Pn◦P0◦P−1

n

es inyectiva, para esto observamos que si (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 ∈ Xn, entonces

Pn ◦ P0 ◦ P−1
n ((xi)

n
i=1) = Pn ◦ P0 ◦ P−1

n ((yi)
n
i=1)

si y solamente si existe σ ∈ Sn tal que p0(xσ(i))
n
i=1 = p0(yi)

n
i=1. Por lo

que, si Pn ◦ P0 ◦ P−1
n ((xi)

n
i=1) = Pn ◦ P0 ◦ P−1

n ((yi)
n
i=1), entonces para toda

i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xσ(i) = yi, pues p0 es inyectiva (por ser encaje). De aqúı

concluimos que Pn ◦ P0 ◦ P−1
n es inyectiva, y aśı la función es un encaje de

SPn(X) en SPn(β(X)). Notemos que P−1
n (SPn(X)) = Xn y que

SPn(β(X)) = Pn(β(X)n) = Pn(P0(Xn)) ⊆ Pn ◦ P0(Xn),

por lo que Pn ◦ P0 ◦ P−1
n [SPn(X)] es denso en SPn(β(X)). Por lo tanto,

SPn(β(X)) es una compactación de SPn(X). �

Proposición 5.5.10 Sea X un espacio topológico completamente regular
y pseudo-compacto tal que SPn(X) es completamente regular. Entonces el
espacio cociente SPn(β(Xn)) es homeomorfo a β(SPn(X)).

Demostración. Por el Lema 5.5.9 sabemos que SPn(β(X)) es una com-
pactación de SPn(X). Del Teorema 5.5.5 nos basta con probar que cualquier
función continua de SPn(X) a cualquier espacio compacto Y se puede exten-
der de manera continua a SPn(β(X)). Debido a que β(X)n es homeomorfo
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a β(Xn) y al art́ıculo [10] se puede suponer que el encaje P0 : Xn → β(X)n

cumple que

P0((xi)
n
i=1) = p0((xi)

n
i=1),

donde p0 es el encaje de X en β(X). Consideremos Y un espacio compacto
y f : SPn(X) → Y una función continua, se sigue que f ◦ Pn : Xn → Y
es continua. Debido a que f ◦ Pn es continua saliendo de Xn existe una
función continua H : β(X)n → Y tal que extiende a f ◦ Pn. Observamos
también que si H fuera constante en las fibras de Pn, entonces el Lema

1.3.3 (Transgresión) nos dice que H ◦ Pn
−1

será una función continua de
SPn(β(x)) en Y , y aśı, probando que dicha función es una extensión continua
de f concluiŕıamos la proposición. Veamos pues que H es constante sobre
las fibras de Pn, consideremos

(xi)
n
i=1X

n y σ ∈ Sn.

Por el Lema 4.4.7, la función fσ : β(X)n → β(X)n definida como fσ((yi)
n
i=1) =

(yσ(i))
n
i=1 es continua, y cumple con que

H((p0(xi))
n
i=1) = f(Pn((xi)

n
i=1))

= f(Pn((xσ(i))
n
i=1))

= f([(xi)]
n
i=1)

= H((p0(xσ(i)))
n
i=1)

= H ◦ fσ((p0(xi))
n
i=1).

(5.2)

De esto se sigue que si (yi)
n
i=1 ∈ P0(Xn) ⊆ β(X)n, entonces

H((yi)
n
i=1) = H ◦ fσ((yi)

n
i=1) = H((yσ(i))

n
i=1).

Luego, al ser P0(Xn) denso en β(X)n y las funciones H y fσ continuas se
tiene que H = H ◦ fσ, y aśı para σ ∈ Sn y (yi)

n
i=1 ∈ SPn(β(X)) se sigue que

H((yi)
n
i=1) = H((yσ(i))

n
i=1).

Donde se concluye que H es constante en las fibras de Pn, aśı por el Lema de

Transgresión se sigue que H◦Pn
−1

es una función continua de SPn(β(X)) en

Y . Ahora veamos que H ◦Pn
−1

extiende a f , esto es, si [(xi)]
n
i=1 ∈ SPn(X),

entonces

f([(xi)]
n
i=1) = H ◦ Pn

−1 ◦ Pn ◦ P0 ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1).
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Por la demostración del Lema 5.5.9 tenemos que

H(P0((xi)
n
i=1)) = H ◦ Pn

−1 ◦ Pn ◦ P0 ◦ P−1
n ([(xi)]

n
i=1).

Aśı

f([(xi)]
n
i=1) = f(Pn((xi)

n
i=1))

= H(P0((xi)
n
i=1))

= H ◦ Pn
−1 ◦ Pn ◦ P0 ◦ P−1

n ([(xi)]
n
i=1).

(5.3)

De aqúı concluimos que H ◦ Pn
−1

es una función continua que extiende a
f , y aśı, por el Teorema 5.5.5 se sigue que SPn(β(X)) es homeomorfo a
β(SPn(X)). �

Otra compactación que podemos estudiar es la llamada compactación
a un punto de Alexandroff, en la cual están implicados los espacios local-
mente compactos. Como lo dice su nombre la compactación cumple con la
caracteŕıstica que al espacio original solo se le agrega un punto.

Compactación a un Punto

El siguiente teorema puede consultarse en [3].

Teorema 5.5.11 (Alexandroff) Sea X un espacio topológico Hausdorff lo-
calmente compacto. Entonces:

1. X puede ser encajado en un espacio compacto X∗ de tal manera que
|X∗ \X| = 1

2. (Unicidad) Si Y ∗ y X∗ cumplen la propiedad del inciso anterior, en-
tonces X∗ y Y ∗ son homeomorfos; de hecho, existen un homeomorfis-
mo entre X∗ y Y ∗ tal que la identidad en X.

Definición 5.5.12 La compactación anterior es llamada compactación
de Alexandroff o compactación a un punto, la cual denotaremos por
(X̂, ha). La función ha : X → X̂ es el encaje del Teorema 5.5.11.

Observamos que un espacio X es se encaja como un abierto en X̂, esto
se debe a que X̂ es Hausdorff y a que |X̂ \ X| = 1 (recordemos que los
conjuntos finitos son cerrados en los espacios T2). Aśı, podemos suponer que
X es un subespacio abierto de X̂, por lo que si A ⊆ X es abierto, entonces
A ⊆ X̂ es abierto.
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Proposición 5.5.13 Sea X un espacio Hausdorff y supongamos que X̂ =
X∪{a} y X̂n = Xn∪{α}. Entonces la función F : X̂n → X̂n definida como

F ((xi)
n
i=1) =

{
(xi)

n
i=1 si xi 6= a para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}

α si xi = a para alguna i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}.

es continua.

Demostración. Sea pues A ⊆ X̂n un abierto. Entonces hay dos casos:

i) Si α /∈ A, entonces A es un abierto de Xn, por lo que F−1(A) = A.
Debido a que X es abierto en X̂, se sigue que Xn es abierto en X̂n.
Como

A ⊆ Xn ⊆ X̂n,

se concluye que A es abierto en X̂n.

ii) Si α ∈ A, entonces Xn \ A es un cerrado compacto en Xn, tomemos
(xi)

n
i=1 ∈ F−1(A) y veamos que F−1(A) es vecindad de él. Si tenemos

que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xi 6= a, se sigue que

(xi)
n
i=1 ∈ A \ {α} ⊆ Xn.

Como Xn \ A es un cerrado en Xn que no tiene al punto (xi)
n
i=1, se

tiene que para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n} existe Ai ⊆ X abierto tal que

(xi)
n
i=1 ∈

n∏
i=1

Ai ⊆ Xn \A,

y como los abiertos de X también son abiertos de X̂, se sigue que∏n
i=1Ai es abierto y esta contenido en A. Por lo que A es vecindad

de (xi)
n
i=1. Supongamos ahora que existe k ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tal que

xk = a. Debido a que Xn \ A es un cerrado compacto en Xn y a
que pi es continua se sigue que pi(X

n \ A) es compacto en X, donde
pi : X

n → X es la i-ésima proyección. Consideremos

U = p−1
k (X̂ \ pk(Xn \A)),

donde pk : X̂n → X̂ es la k-eśima proyección. Como pk(X
n \ A) es

compacto en un T2, se sigue que X̂ \ pk(Xn \ A) es abierto en X̂,
por lo que U es abierto en X̂n. Dado que Xn \ A = X

n \ A y a que
a /∈ pk(Xn \A), se sigue

(xi)
n
i=1 ∈ U.
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Como

p−1
k (X̂ \ pk(Xn \A)) = X̂n \ p−1

k (pk(X
n \A))

= X̂n \ p−1
k (pk(X

n \A))
(5.4)

y
Xn \A ⊆ p−1

k (pk(X
n \A)),

concluimos que U ∩ (Xn \A) = U ∩ (X̂n \A) = ∅, por lo que

(xi)
n
i=1 ∈ U ⊆ A.

Y aśı, A es vecindad de (xi)
n
i=1.

De lo anterior se concluye que F−1(A) es abierto, y por lo tanto, F es una
función continua. �

Proposición 5.5.14 Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto. Su-

pongamos que X̂n = Xn ∪ {α} y que ̂SPn(X) = SPn(X) ∪ {α̂} . Entonces

la función H : X̂n → ̂SPn(X) definida como

H(x) =

{
Pn((xi)

n
i=1) si x = (xi)

n
i=1 ∈ Xn

α̂ si x = α

es continua.

Demostración. Veamos que H es continua, tomemos pues A ⊆ ̂SPn(X)
un abierto, como en la demostración anterior tenemos dos casos:

i) Si α̂ /∈ A, entonces A es un abierto de SPn(X), por lo que
⋃
A =

P−1
n (A) es un abierto de Xn. Luego, por la definición de H se sigue

que ⋃
A = P−1

n (A) = H−1(A),

y aśı, H−1(A) es abierto en X̂n.

ii) Supongamos ahora que x̂ = α, nos basta con probar que X̂n \H−1(A)
es compacto. Notamos que

X̂n \H−1(A) = H−1( ̂SPn(X) \A) = P−1
n ( ̂SPn(X) \A),

y como sabemos que B ⊆ SPn(X) es compacto si y solamente si

P−1
n (B) también lo es, concluimos que X̂n \H−1(A) es compacto, por

lo que H−1(A) es abierto en X̂n.



84 Compactaciones

De lo anterior se concluye que H−1(A) es abierto, y por lo tanto, H es
continua. �

Notación 5.5.15 Denotaremos mediante P̂n a la función que manda a cada
elemento de X̂n en su en SPn(X̂).

Proposición 5.5.16 Sea X un espacio topológico localmente compacto. Su-

pongamos que X̂ = X ∪ {a}, X̂n = Xn ∪ {α} y ̂SPn(X) = SPn(X) ∪ {α̂}.
Entonces la funcioń H ◦ F : X̂n → ̂SPn(X) es constante en P̂n

−1
([y]) para

cada [y] ∈ SPn(X̂).

Demostración. Sean [y] ∈ SPn(X̂) y (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 ∈ P̂n

−1
([y]). Entonces

existe σ ∈ Sn tal que (xσ(i))
n
i=1 = (yi)

n
i=1,tenemos dos casos:

i) Para toda i ∈ {1, 2, 3, . . . , n}, xi 6= a 6= yi. Luego, (xi)
n
i=1, (yi)

n
i=1 ∈

Xn, por lo que

H(F ((xi)
n
i=1)) = H((xi)

n
i=1)

= Pn((xi)
n
i=1)

= Pn((yi)
n
i=1)

= H((yi)
n
i=1)

= H ◦ F ((yi)
n
i=1),

(5.5)

lo cual es lo que queŕıamos.

ii) Existen i, j ∈ {1, 2, 3, . . . , n} tales que xi = yj = a, de aqúı que
F ((xi)

n
i=1) = F ((yi)

n
i=1) = α, por lo que al ser H función tenemos

H ◦ F ((xi)
n
i=1) = H(α) = H ◦ F ((yi)

n
i=1),

que de nuevo es lo que queŕıamos.

De lo anterior concluimos que la funcioń H ◦F : X̂n → ̂SPn(X) es constante

en P̂n
−1

([y]), para cada [y] ∈ SPn(X̂). �

Observación 5.5.17 Notamos que la función H ◦ F : X̂n → ̂SPn(X) es
suprayectiva ya que F y H son funciones suprayectivas.

Teorema 5.5.18 Sea X un espacio Hausdorff localmente compacto. Enton-

ces ̂SPn(X) es homeomorfo a alguń cociente de SPn(X̂).
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Demostración. Por el Teorema 1.3.2 nos basta con probar que existe una

funcioń ρ : ̂SPn(X) → SPn(X̂) continua, cerrada y suprayectiva. Suponga-

mos que X̂ = X ∪ {a}, X̂n = Xn ∪ {α}, ̂SPn(X) = SPn(X) ∪ {α̂} y sean
H y F de las Proposiciones 5.5.13 y 5.5.14 respectivamente. Entonces, de la
Proposicioń 5.5.16 y el Lema de Trangresioń tenemos que

H ◦ F ◦ P̂n
−1

: SPn(X̂)→ ̂SPn(X)

es una funcioń continua; además, al ser ̂SPn(X) T2 y SPn(X̂) compacto se

tiene del Teorema 5.1.3 que H ◦ F ◦ P̂n
−1

es cerrada. Como H ◦ F : X̂n →
̂SPn(X) es suprayectiva se sigue que H ◦F ◦ P̂n

−1
también los es. De donde

se concluye el teorema. �
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Caṕıtulo 6

Dimensión

Estudiaremos la relación de dimensión entre Xn y SPn(X).

6.1. Dimensión

La dimensión (topológica) de un espacio X se definirá resursivamente.
Supondremos en este caṕıtulo que los espacios topológicos son métricos

separables.

Definición 6.1.1 (Dimensión)

i) dim(X) = −1 si y sólo si X = ∅.

ii) Ahora, supongamos que ya se definio dim(Y ) ≤ n−1 para algún 0 ≤ n
y para cualquier espacio Y . Entonces para un espacio X y un punto
p ∈ X decimos que

dimp(X) ≤ n
si existe una base local de vecindades βp de p tal que dim(Fr(B)) ≤
n− 1 para todo B ∈ βp.

iii)) dim(X) ≤ n si y sólo si dimp(X) ≤ n para todo p ∈ X.

iv) dim(X) = n si y sólo si dim(X) ≤ n y dim(X) � n− 1.

v) dimp(X) = n si y sólo si dimp(X) ≤ n y dimp(X) � n− 1.

vi) dim(X) =∞ si y sólo si dim(X) � n para todo n ∈ N.

vii) dimp(X) =∞ si y sólo si dimp(X) � n para todo n ∈ N.

Dado un espacio topológico X y Y un subespacio, es de esperarse que la
dimensión de Y sea menór o igual a a la dimensión de X. La demostración
del siguiente teorema se encuentra en [7].
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Teorema 6.1.2 (Teorema del subespacio) Sea X un espacio topológico
tal que dim(X) ≤ n. Entonces para A ⊆ X se tiene que dim(A) ≤ n.

Teorema 6.1.3 Sean X un espacio métrico separable y A ⊆ Xn. Si dim(A) ≤
m, entonces dim(Pn[A]) ≤ m.

Demostración. La demostración se hará por inducción:

i) Si A ⊆ Xn es tal que dim(A) ≤ −1, entonces dim(A) = −1. Aśı, de
la definición se sigue que

A = ∅.

Por lo que Pn(A) = ∅, lo cual implica que dim(Pn(A)) ≤ −1.

ii) Supongamos que para B ⊆ X tal que la dim(B) ≤ m − 1 se tiene
dim(Pn[B]) ≤ m− 1 y probemos que

si B ⊆ X es tal que dim(B) ≤ m, entonces dim(Pn(B)) ≤ m.

Sea pues B ⊆ X tal que dim(B) ≤ m. Entonces existe β una ba-
se de vecindades de la topoloǵıa de B tal que si U ∈ β, entonces
dim(Fr(U)) ≤ m − 1. Notamos que {Pn(U)| U ∈ β} es una base de
Pn(B), esto sucede ya que SPn(X) es un cociente. Por la Proposición
2.1.13 tenemos que para todo U ∈ β,

Fr(Pn(U)) ⊆ Pn(Fr(U)).

Por nuestra suposición, junto con que dim(Fr(U)) ≤ m− 1 se sigue

dim(Pn(Fr(U))) ≤ m− 1.

Aśı, debido a que Fr(Pn(U)) ⊆ Pn(Fr(U)) se sigue del Teorema 6.1.2
que

Fr(Pn(U)) ≤ m− 1.

Luego, {Pn(U)| U ∈ β} es un base de vecindades para Pn(B) tal que
Fr(Pn(U)) ≤ m − 1, y por la definición de dimensión se sigue que
dim(B) ≤ m, que era lo que queŕıamos probar.

Por lo tanto,

si A ⊆ Xn tal que dim(A) ≤ m, entonces dim(Pn(A) ≤ m.

�

Como consecuencia del resultado anterior tenemos lo siguiente.
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Corolario 6.1.4 Sea X un espacio métrico y separable. Si dim(Xn) ≤ m,
entonces dim(SPn(X)) ≤ m.

Demostración. Por el teorema anterior tenemos que siA ⊆ Xn y dim(A) ≤
m, entonces dim(Pn(A)) ≤ m. Por lo que si tomamos A = Xn y se cumple
que dim(Xn) ≤ m, se sigue que

dim(SPn(X)) ≤ m

debido a que SPn(X) = Pn(X). �

Corolario 6.1.5 Sea X un espacio métrico y separable. dim(SPn(X)) ≤
dim(Xn).

Demostración. Se sigue del corolario anterior notando que dim(Xn) ≤
dim(Xn). �

La prueba del siguiente teorema puede consultarse en [7].

Teorema 6.1.6 Sea f : X → Y una función cerrada y X 6= ∅. Entonces

dim(X) ≤ sup{dim(f−1(y))| y ∈ Y }+ dim(Y )

.

Corolario 6.1.7 dim(Xn) ≤ dim(SPn(X)).

Demostración. Por el Teorema 6.1.6 nos basta con demostrar que

dim(P−1
n ([(yi)]

n
i=1)) = 0

para todo [(yi)]
n
i=1 ∈ SPn(X). Consideremos d( , ) : Xn → R+ una métrica

que genera la topoloǵıa producto. Para todo σ, σ′ ∈ Sn definamos

cσ,σ′ = d((yσ(i))
n
i=1, (yσ′(i))

n
i=1.

Notamos que si (yσ(i))
n
i=1 6= (yσ′(i))

n
i=1, entonces 0 < cσ,σ′ , tomemos pues

r = min{dσ,σ′ | (yσ(i))
n
i=1 6= (yσ′(i))

n
i=1}/2.

Aśı, si (yσ(i))
n
i=1 6= (yσ′(i))

n
i=1, entonces

(yσ′(i))
n
i=1 /∈ Br((yσ(i))

n
i=1) y (yσ′(i))

n
i=1 /∈ Br((yσ(i))

n
i=1).
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Se sigue que para toda σ ∈ Sn, {(yσ(i))
n
i=1} es abierto en {(yσ′(i))ni=1}σ′∈Sn ,

por lo que
β(yi)ni=1

= {{(yσ(i))
n
i=1}| σ ∈ Sn}

es base de {(yσ′(i))ni=1}σ′∈Sn . Como para toda σ ∈ Sn, {(yσ(i))
n
i=1} es abierto,

se sigue que todos los subconjuntos de {(yσ′(i))ni=1}σ′∈Sn son abiertos, y aśı
los conjuntos unipuntuales de {(yσ′(i))ni=1}σ′∈Sn son cerrados. Por lo que,

Fr({(yσ(i))
n
i=1}) = {(yσ(i))

n
i=1} \ int({(yσ(i))

n
i=1}) = ∅,

lo cual nos dice que dim({(yσ(i))
n
i=1}σ∈Sn) ≤ 0. Debido a que [(yi)]

n
i=1 es

cualquier punto en SPn(X) y a que P−1
n ([(yi)]

n
i=1) = {(yσ′(i))ni=1}σ′∈Sn se

sigue que

sup{dim(P−1
n ([(yi)]

n
i=1)) | [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X)} ≤ 0.

Luego, del Teorema 6.1.6 tenemos que

dim(Xn) ≤ sup{dim(P−1
n ([(yi)]

n
i=1)) | [(yi)]

n
i=1 ∈ SPn(X)}+ dim(SPn(X)).

Por lo tanto,
dim(Xn) ≤ dim(SPn(X)).

�

Corolario 6.1.8 Sea X un espacio metrico y separable. Entonces dim(Xn) =
dimSPn(X).

Demostración. Por el Corolario 6.1.5 tenemos que

dim(SPn(X)) ≤ dim(Xn),

y por el Corolario 6.1.7 se sigue que

dim(Xn) ≤ dim(SPn(X)).

Por lo tanto, dim(Xn) = dimSPn(X). �
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[6] S. Willard; General Topology. Addison-Wesley Publishing Company
(1979).

[7] Sam B. Nadler; Dimension Theory: An Introduccion with Exercises.
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