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Capitulo 1

Introduccion

La idea general de la tesis es el estudio de simetrias en sistemas fisicos y
sus cargas conservadas asociadas y como estas simetrias nos permiten resolver
la dindmica de un problema. En particular se intentara describir lo que son
las simetrias Yangianas. Estas simetrias han aparecido en diversos sistemas
fisicos y recientemente ha adquirido un gran interés ya que estan relacionadas
a la integrabilidad de teorfa de campos no triviales, como el limite planar (i.e.
el limite de N grande) de la teorfa de super Yang-Mills N' =4 [1, 2].

Cuando consideramos un sistema hamiltoniano n-dimensional en mecéni-
ca clasica y queremos resolverlo, una forma de hacer esto es encontrar n
cantidades conservadas F; que sean independientes del tiempo y que estan
en involucién i.e. {F}, F;} = 0. Una forma para encontrar las cantidades F;
es utilizar el método de variables de angulo-accién entonces se dice que el
sistema es integrable si podemos encontrar n-variables de accién. Las varia-
bles de accién son cantidades constantes que contienen informacion sobre las
6rbitas del sistema y son funcién solo de las constantes de integracién.

Por otro lado, existen teorias mas generales para obtener cantidades con-
servadas como el teorema de Noether el cual dice que cuando tenemos un
sistema dinamico descrito por una accién S e invariante bajo un grupo de
simetria con un numero finito de generadores, entonces, asociado a cada
generador tenemos una corriente y una carga conservada. En esta tesis con-
sideramos el teorema de Noether desde dos puntos de vista. Por una parte
en forma Lagrangiana donde a partir de la simetria del sistema podemos
encontrar cantidades conservadas. Por otro lado, consideraremos el teorema
de Noether hamiltoniano en donde conociendo las cantidades conservadas
podemos obtener sus simetrias. Asi, por ejemplo calculamos las cantidades
conservadas de un campo central y tomando como base el vector de Laplace-
Runge-Lenz se calculan las transformaciones de simetria que genera este vec-
tor. Por ultimo encontramos una derivada total 0€) al calcular la variacién de
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L con respecto a estas transformaciones y usando la formulacién completa
obtener el vector de Laplace-Runge-Lenz.

Otra forma de generar cantidades conservadas es mediante los pares de
Lax, este método consiste en encontrar dos matrices L y M (que no son
tnicas) con las cuales podemos escribir las ecuaciones de movimiento a par-
tir de la ecuacién de Lax L = [M, L], y cuando consideramos la traza de
las potencias de L podemos obtener cargas conservadas (que no son todas
independientes); el ejemplo mas simple es el oscilador arménico de 1-dim.
Los pares de Lax nos proveen cantidades conservadas sin ayuda de la es-
tructura de Poisson, pero debido a la nocién de integrabilidad de Liouville
es necesario introducir la estructura de Poisson para asegurarnos de que las
cantidades conservadas se encuentran en involucién. Para un sistema integra-
ble, los paréntesis de Poisson entre los elementos de L tienen una estructura
especial en la cual los eigenvalores de L estan en involucién si y sélo si existe
un elemento 712 (que pertenece a la matriz r). Hay que hacer notar que r es
una matriz clasica constante que es necesario introducir para que los eigen-
valores de L se encuentren en involucion, si ademas 15 elemento de r» cumple
ri9 = —ro; entonces r satisface la ecuacién clasica de Yang-Baxter la cual
se relaciona con las ecuaciones de trenza, y de aqui con muchas estructuras
matemaéticas, como los grupos de trenza [3]. En algunos casos los pares de
Lax dependen de un parametro al que llamamos parametro espectral que se
introduce para generar las cantidades conservadas como es el caso del pro-
blema de Kepler.

Cuando una matriz Lax se encuentra en un sistema con un nimero infini-
to de grados de libertad, esta puede interpretarse como una orbita coadjunta
y podemos extender la idea de los pares de Lax a la teoria de campos eli-
giendo un algebra de Lie adecuada. En nuestro caso vamos a considerar el
grupo de Lie de lazos G y el algebra de Lie g asociada a G. El grupo G
actia en g mediante la accién adjunta que denotamos como Ad, tenemos
también la accién coadjunta (Ad*) de G en el dual g* del dlgebra g, nosotros
consideramos la version infinitesimal de las acciones del algebra de Lie g en
g v g" alas que denotamos como ad y ad* respectivamente; ademas tenemos
un algebra de lazos superior g compuesta por g y g*, decimos que g es un
algebra de lazos doble. Consideraremos una teoria de campo bidimensional
en un cilindro y el algebra de lazos g que mapea del circulo S* al 4lgebra
de Lie g. Para introducir algo de estructura en la direccién z, considera-
mos la extension central del dlgebra de lazos x al que denotamos como g y
calculamos el conmutador de dos de sus elementos. Notamos que al aplicar
la accién coadjunta ad* a los elementos del espacio dual g* de g y eligien-



do la orbita igual a uno obtenemos una expresion que podemos igualar con
L=ad"M-L (esto debido a que las ecuaciones de movimiento se pueden ver
como un flujo en la érbita coadjunta) y obtenemos la condicién de curvatura
cero QU — 0,V + [U, V] =0 (i.e. la nueva ecuacién de Lax), la cual expresa
la condicion de compatibilidad del sistema lineal asociado. Al extender esta
teoria hay que notar que la construccion de las cantidades conservadas va a
ser mas complicada, por lo cual introducimos una nueva funcién llamada la
matriz de transferencia ¥ generada a partir de los pares de Lax, esta funcién
transporta a la coneccién (U, V) (donde L = U y M = V) a lo largo de una
curva vy, en particular si 7y es la trayectoria de = € [0, 27] con el tiempo fijo,
llamamos a la funcién W(A; 27, t) = T(A,t) la matriz de monodromia, que
ademas genera cantidades conservadas si consideramos la traza de sus poten-
cias. Para tener una idea mas clara calculamos las cantidades conservadas
del modelo de Schrodinger no-lineal de forma detallada.

Hay que tener en cuenta que cuando consideramos los paréntesis de Poisson
de los eigenvalores de L podemos tener diferentes casos: cuando la estructura
es ultra local i.e, solamente tenemos 0(z — y) en la ecuacién de involucién
para L, entonces la matriz de transporte satisface las relaciones fundamen-
tales de Sklyanin y como consecuencia la traza de las potencias de la matriz
de monodromia genera cantidades de Poisson conmutativas. En cambio si
tenemos una estructura no-ultra local i.e. tenemos derivadas de d(z — y) en
la ecuacién de involucién para L, hay que escoger un par de matrices (r, s)
que satisfagan la ecuacion mixta de Yang-Baxter y a partir de ellas obtener
los paréntesis de Poisson para la matriz de monodromia (al que llamamos
paréntesis de Maillet), como ejemplo consideramos el modelo quiral.

Otro ejemplo que podemos considerar es la ecuacién de Korteweg de Vries
(KdV) que describe el movimiento de una onda solitaria a la que llamamos
solitén; cuando consideramos solo la parte lineal de la ecuacién esta admite
como solucion a las ondas armonicas y si ademas la velocidad de fase es cons-
tante obtenemos una onda dispersiva. Por otro lado cuando considerando la
ecuacién KdV completa y suponemos u(z,t) = U(x — ct) = U(z) obtenemos
como solucion a las funciones elipticas de Jacobi ¢, a las que llamamos ondas
senoidales, si consideramos z — +00 obtenemos ondas de tipo permanente
(u ondas solitarias) cuya forma no cambia con el tiempo. Las ecuaciones de
KdV pueden escribirse en términos de los pares de Lax. Existe un método
mas general para resolver este problema al que llamamos método de disper-
sion inverso clésico, en donde partimos del problema auxiliar de Schrodinger
y resolvemos para u con ¢ # 0 integrando una vez con respecto a x, entonces
tenemos nodos normalizables de 1 cuya solucién son los estados ligados y
podemos extender el problema a nodos no normalizables (con un comporta-
miento ondulante en el infinito espacial) si consideramos u constante.
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Veamos ahora qué ocurre cuando consideramos una simetria interna es-
pacio temporal infinitesimal en teoria de campos, sabemos que debido al
teorema de Noether la simetria induce una corriente conservada que cumple
la ley de conservacién. En algunos casos dependiendo de la simetria pode-
mos desarrollar la corriente en términos de los generadores de la simetria ¢,
que consideramos antihermitianos y satisfacen cierta algebra. A partir de la
corriente conservada j* podemos obtener las cargas conservadas J#. Como
ejemplo calculamos la carga conservada de un boost de Lorentz que como
veremos se puede reescribir como una integral bilocal. Cuando consideramos
corrientes y cargas conservadas de 1 + 1-dim en donde la corriente local j#
no solo se conserva sino que también satisface la condicién de curvatura ce-
ro podemos definir una corriente conservada bilocal adicional j’“ que tiene
asociada a su vez una carga conservada bilocal adicional Je. A partir de la
conservacién de la carga y la condicién de curvatura cero podemos definir
una derivada covariante D, = 0, + j, con la cual podemos construir un
numero infinito de corrientes conservadas no-locales j,(]l) y como consecuen-
cia un nimero infinito de cargas conservas no-locales J™. Como tenemos
un conjunto de cargas conservadas y sabemos que una combinacion de estas
cargas nos da también una carga conservada, podemos pensar en construir
una funcién generadora T'(u) cuya expansion en u nos de las cargas conserva-
das, hay que notar que esta funcién generadora es la matriz de monodromia
y u es el pardmetro espectral. Como ejemplo tenemos al modelo quiral de
Gross-Neveu de dimensién 141 que es una teoria integrable asintéticamente
libre y puede resolverse en el limite N grande, con N el pardmetro de la
simetria global u(N). Primero reescribimos el lagrangiano en términos de los
generadores de la simetria u(n) y obtenemos la corriente conservada, tam-
bién podemos obtener la corriente axial (sin embargo en este modelo no se
conserva). Existen algunos casos particulares en donde la simetria no local se
puede ver como una simetria de Noether por ejemplo el modelo quiral prin-
cipal de dimensién 2. Una idea que nos da este capitulo es que las simetrias
Yangianas tienen tienen que ver con la existencia de simetrias no locales.
Para entender las simetrias Yangianas introducimos el modelo de Hubbard,
en donde vamos a considerar el modelo de Hubbard como el modelo de uni-
dimensional de una banda de electrones que pueden saltar al vecino proximo.
Escribimos el hamiltoniano del modelo de Hubbard en términos de los ope-
radores de creacién y aniquilacién (u operadores de Fermi) e imponemos la
condicién de periodicidad (cp, = ¢1,4), para que el hamiltoniano sea inva-
riante bajo permutaciones ciclicas en la red. Cuando los operadores de Fermi
I actuan sobre el vacio |0) podemos construir la base de Wannier la cual

Cj7a
genera el espacio de estados del modelo de Hubbard. El hamiltoniano de Hub-



bard tiene esencialmente la estructura H = —tA + UD, donde t y U son dos
parametros reales, que establecen la escala de energia y fijan la fuerza relati-
va de las dos sumas que contribuyen al hamiltoniano. Cuando consideramos
t = 0, el hamiltoniano se reduce a H = UD, el operador D cuenta el niimero
de sitios doblemente ocupados y es diagonal en la base de Wannier. La con-
tribucion del término U D a la energia es positiva para U positiva y aumenta
con el nimeros de sitios doblemente ocupados. Esto se puede ver como una
repulsion entre electrones. Para U negativa implica atraccion en la posicion.
Por otro lado cuando consideramos U = 0 tenemos H = —tA = Hy al que
llamamos hamiltoniano de unién fuerte. Como el hamiltoniano es invariante
bajo traslaciones, Hy puede diagonalizar con una transformaciéon discreta de
Fourier a partir del cual podemos obtener la base de Bloch que genera el espa-
cio de estados de Hy. En esta base el hamiltoniano Hj es diagonal y describe
una banda de electrones que no interactiian y tiene un ancho de 4t. Debido
a que el hamiltoniano H, y el operador D no conmutan el hamiltoniano de
Hubbard no es diagonal en la base Bloch ni en la base de Wannier. La fisica
del modelo de Hubbard surge de la competencia entre las dos contribuciones
de Hy y D del hamiltoniano. La contribucion de Hy de union fuerte hace re-
ferencia a los electrones no localizados, en cambio la interaccién D favorece
la localizacién. El cociente uw = U/4t dado por la contribucién relativa de
ambos términos modifica al hamiltoniano como H = —A + 4uD.

El modelo de Hubbard tiene varias simetrias como: las permutaciones, las
simetrias espaciales (o simetrias de poligono), la transformaciones discretas
(como el salto de espin y la transformacién de Shiba ), las simetrias SO(4)
de traslaciones y las simetrias Yangianas. Para poder resolver el modelo de
Hubbard hacemos una aproximacion algebraica, para ello es necesario in-
troducir el dlgebra de Yang-Baxter. El método de dispersion inversa trata
de generalizar las ideas el teorema de Liouville. El dlgebra de Yang-Baxter
cumple con los requisitos del teorema de Liouville en el limite clasico (si este
existe). La ecuacién de Yang-Baxter (YB) (en términos de la matriz R) es
una condiciéon suficiente para la consistencia del dlgebra de Yang-Baxter. La
ecuacion de Yang Baxter es similar a la relaciéon de trenzas.

Para comprobar que las soluciones de la ecuaciéon de YB dan lugar a la
representacion del algebra de YB introducimos la matriz L ( la representa-
cién fundamental). Para entender estas ideas mejor consideramos el modelo
XXX. Para encontrar las soluciones del modelo XXX primero consideramos
un algebra apropiada, que nos proporcione una solucién de la ecuacion de YB
sin parametro espectral, posteriormente introducimos un parametro espectral
y por ultimo aplicamos el formalismo anterior para construir el modelo fun-
damental correspondiente. El operador de transposicion Pj; 1, es una simetria
del modelo XXX. Debido a que es dificil encontrar una R-matriz asociada al
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modelo de Hubbard tenemos que construir primero la R-matriz de Shastry
del modelo la cual debe satisfacer la ecuacion de Yang-Baxter. Antes de cons-
truir la R-matriz de Shastry consideramos primero el modelo XX. El modelo
XX es el modelo més general de espin 1/2 anisotrépico con interacciones de
vecinos préximos, con J, = J, = J/2y J, = 0 que se relaciona con el modelo
de unién fuerte de los fermiones sin espin mediante una transformacion de
Jordan-Wigner. El modelo XX tiene un algebra de fermiones libres );;11.

La R-matriz de Shastry se construye pegando dos copias del modelo XX
por medio de la matriz conjugacion C, antes de construir la R-matriz de
Shastry primero reescribimos la ecuacion de Yang-Baxter usando la matriz
conjugacion C' para obtener la ecuaciéon de Yang-Baxter decorada, que es
fundamental para obtener R-matriz de Shastry en su forma generalizada
(obtenida por Massarani). Para comprender mejor como obtener la R-matriz
de Shastry en esta tesis calculamos explicitamente la R-matriz de Shastry
del modelo XX. Los modelos que contienen fermiones no pueden ser mode-
los fundamentales, como es el caso del modelo de Hubbard. Para introducir
fermiones en la teoria debemos hacer una generalizacién de los operadores
de proyeccién locales, entonces es necesario introducir espacios vectoriales
graduados y algebras graduadas. El espacio vectorial graduado es un espacio
vectorial equipado con la nocién de paridad, que nos permite tratar fermiones
dentro del formalismo del método de dispersién inversa cuantico. Usando los
operadores de proyeccion locales graduados obtenemos una nueva represen-
taciéon fundamental graduada del algebra de Yang-Baxter. ( i.e. la R-matriz,
L-matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano). Como ejemplos conside-
ramos el modelo su(2)-XX y el modelo su(3)-XX.

Hay que notar que el modelo de Hubbard se puede interpretar como un
modelo fundamental graduado, entonces es posible obtener: la R-matriz, L-
matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano usando la teoria anterior.

Por 1ultimo hay que notar que hamiltoniano de Hubbard de una linea in-
finita es invariante bajo la accién de la suma directa de dos grupos cudnticos
llamados Yangianos. Un grupo cuantico, matematicamente hablando es un
algebra de Hopf. Estas algebras son bialgebras, i.e. son algebras que contienen
un producto, un coproducto y una operacién adicional llamada antipoda. Es-
tas se describen en detalle en el capitulo 2. Introducimos dos representaciones
de pares de fermiones del grupo cuantico Yangiano Y (su(2)) que conmutan
con la versién trigonométrica [4] e hiperbdlica [5, 6] del hamiltoniano de
Hubbard con salto al vecino més proximo. Para construir los generadores
de la simetria Yangiana del modelo de Hubbard usamos los operadores de
corriente local 5%, y S%,. Usando los operadores de corriente local S y S5,
reescribimos el hamiltoniano de Hubbard H y definimos un nuevo operador
J que conmuta con H. Las cargas J“ juegan el papel dentro del modelo de



Hubbard, de las cargas no locales. Ahora tenemos cargas locales correspon-
dientes a las componentes del espin total y no locales, por lo que la condicién
de curvatura cero va a convertirse en una condicion més compleja, a la que
llamaremos relacion de Yang-Serre. Hay que notar que si combinamos los
operadores J* con los operadores de espin S generamos una representacion
de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7], la cual satisface la relacién de Yang-
Serre, y asi una simetria Yangiana es un conjunto de cargas locales y no
locales que satisfacen la relacién de Yang-Serre.

El contenido de la tesis es el siguiente: en el capitulo 2 se desarroll6 la
idea de integrabilidad mediante la teoria de Liouville en la cual queremos
encontrar n cantidades conservadas independientes F; que no dependen del
tiempo y se encuentran en involucién ({F;, F;} = 0), observamos que este
es el caso de las variables de angulo accién por lo que desarrollamos algunos
ejemplos, como el oscilador arménico 1-dim y el problema de Kepler. Tenien-
do en mente la idea de cantidades conservadas introducimos el teorema de
Noether en forma Lagrangiana y Hamiltoniana. Para completar esta idea cal-
culamos las cantidades conservadas de un campo central en donde el vector
de Laplace-Runge-Lenz es el generador de las transformaciones de simetria.
Después introducimos la idea de enredamiento y observamos que existe una
relacién entre la idea de enredamiento y las variables de angulo accién en el
caso oscilador armoénico acoplado. Por tltimo incluimos otro método impor-
tante para obtener cantidades conservadas los pares de Lax, pero debido a
la nocion de integrabilidad de Liouville es necesario introducir la estructura
de Poisson para que las cantidades conservadas estan en involucién, como
consecuencia de introducir la estructura de Poisson se genera la matriz r
constante. En algunos casos en los pares de Lax dependen de un parametro
espectral, como es el caso del problema de Kepler.

En el capitulo 3 hacemos un pequeno repaso de grupos, semigrupos, mo-
noides, anillos, campos y espacios vectoriales asi como de grupos de Lie sus
algebras y representaciones, como por ejemplo el algebra de Lie de sl(2),
H(3,1) y is0(3,1). También introducimos los grupos de Poisson-Lie con los
cuales podemos obtener la ecuacién de Yang-Baxter. A partir del dlgebra de
Lie podemos generar el algebra universal envolvente correspondiente usando
el producto tensorial. Definimos las C-algebras y estudiamos las algebra aso-
ciadas con unidad, después introducimos las coalgebras y los homeomorfismo
que hay entre codlgebras, asi como las bialgebras que pueden ser de Hopf
en casos especiales. Por iltimo introducimos el dlgebra de lazos y las orbitas
coadjuntas, las cuales utilizaremos en el siguiente capitulo.

En el capitulo 4 consideramos un sistema con una simetria interna espacio-
temporal y usando el teorema de Noether podemos definir una corriente con-
servada que podemos escribir en términos de los generadores de la simetria,
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a partir de la corriente conservada obtenemos la carga conservada. Si con-
sideramos un boost de Lorentz podemos obtener una carga conservada que
podemos escribir como una integral bilocal. Al considerar que la corriente
ademas de conservarse satisface la condicion de curvatura cero podemos de-
finir una corriente conservada bilocal adicional (corriente a nivel uno) y su
correspondiente carga conservada nivel uno. A partir de la condicién de curva-
tura cero y la conservacién de la corriente definimos una derivada covariante
con la cual construimos un nimero infinito de cargas no locales conservadas
que podemos obtener mediante una funcién generadora que denotamos como
matriz de monodromia. A continuacién calculamos la corriente conservada
y la corriente axial del modelo quiral de Gross-Neveu el cual tiene una si-
metria quiral u(1). Existen algunos casos en que las simetrias no-locales se
pueden interpretar como simetrias de Noether como es el caso del modelo
quiral 2-dim. Usando el algebra de lazos y la idea de érbitas coadjuntas ex-
tendemos la idea de los pares de Lax a la teoria de campos y obtenemos la
matriz de monodromia con la cual podemos generar cantidades conservadas.
La estructura de los paréntesis de Poisson puede ser ultra local o no ultra
local dependiendo de la presencia de las derivadas de la delta de Dirac. Por
ultimo resolvemos el caso de solitones usando el método de dispersién inverso
clasico.

En el capitulo 5 desarrollamos primero algo de notacion para estudiar
el hamiltoniano de Hubbard, comenzando con los operadores de creacion y
aniquilacion, el espacio de Wannier y el de Bloch, e introducimos el operador
de nimero de particulas. A continuacion estudiamos las simetrias del modelo
de Hubbard, como las permutaciones, las simetrias espaciales, las simetrias
discretas (como el salto de espin y la transformacion de Shiba) y las simetrias
SO(4) de rotaciones. Después estudiamos el dlgebra y la ecuacién de Yang-
Baxter en términos de la matriz R e introducimos la matriz L que nos sera de
utilidad posteriormente, a continuacién calculamos la R-matriz, la L-matriz
y el hamiltoniano para el modelo X X X. Uno de los métodos para resolver
modelos relacionados con el dlgebra de Yang-Baxter es el ansatz algebraico de
Bethe el cual desarrollamos para el modelo gi(2) generalizado. Posteriormente
construimos la R-matriz de Shastry que en algunos casos es necesaria para
obtener el resultado, calculamos la R-matriz de Shastry del modelo XX
para el caso d = 2. A continuacién introducimos los operadores de Fermi
dentro del esquema usando los operadore de proyeccion locales graduados,
para ello primero tenemos que graduar el espacio vectorial i.e. agregar la
nociéon de paridad en el espacio vectorial, también debemos agregar esta
nocién a la R-matriz y L-matriz, asi como en el hamiltoniano. Desarrollamos
algunos ejemplos de la R-matriz, L-matriz y el hamiltoniano equipados con la
nocién de paridad. Por ltimo estudiamos las simetrias Yangianas del modelo



de Hubbard, asi como sus generadores. Por ultimo tenemos un capitulo de
conclusiones.
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Capitulo 2

Teorias de cantidades
conservadas

En este capitulo se discutira la idea de sistemas integrables en los cuales
tenemos cantidades conservadas que se encuentran en involucién y pueden
ser resueltos por cuadraturas a los que llamamos sistemas integrables de
Liouville. Ademéas también podemos obtener cantidades conservadas con el
teorema de Noether al considerar transformaciones infinitesimales. Estudia-
remos también el enredamiento para el oscilador armoénico y su relacién con
las variables de angulo accién, y por tltimo introduciremos la idea de pares
de Lax.

2.1. Integrabilidad en un sistema clasico

Dentro del formalismo hamiltoniano el estado de un sistema es un punto
en el espacio fase (¢*,p,). Fisicamente es un espacio 2n-dimensional con
coordenadas de posicién ¢* y momento p,,.

Partimos del Lagrangiano £(¢*,¢",t) que es la funcién que contiene toda la
informacion del sistema fisico. Consideremos la accion dada por

to
3:/ dt L, (2.1)
t1

cuando aplicamos el principio variacional a la acciéon obtenemos las siguientes
ecuaciones de segundo orden

doL oL _ .

dtoir  og " 22

11
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para describir el sistema en término de ecuaciones de primer orden uno realiza
una transformacion de Legendre para definir el hamiltoniano usando
oL

DPu = 8_q'“’ (2.3)

se tiene

H(py, ¢",t) = pud” — L, (2.4)
y sus ecuaciones de movimiento son un sistema de ecuaciones diferenciales a
primer orden que tienen la forma:

0H ) 0H
= a_a Pu=—"57 (25)
Py dq"
donde el punto se refiere a una derivada temporal. A partir de lo anterior
cualquier funcién F(q,p,t) en el espacio fase va ser F(q(t),p(t),t) y cumple:

- dF oF
F=—={H F —_— 2.
o= U Py 4+ o (2:6)

donde para cualquier funcién F'y G los paréntesis de Poisson {F, G} estan
definidos por

q'ﬂ

{F,G}zza—Fﬁ—%a—F. (2.7)

- Op* dq,  Op+ Oq,,

Para las coordenadas p,, ¢" tenemos

{". ¢y ={pu,p} =0, {¢"' p}=0", Vurvr=1, ..,4d (2.8)

Proposiciéon 1. El paréntesis de Poisson satisface las siguientes propiedades:

{F.G}=—{G,F}, (2.9)
(\Fy + uFy, GY = MF, GY + p{F, G}, (2.10)
(F G HYY + {G,{H,F}} + {H {F,G}} =0, (2.11)
(FG,HY = F{G, H} + {F, H} G, (2.12)

donde A, v son constantes y F, G, H son funciones en el espacio fase.

Cuando el hamiltoniano (2.4) depende del tiempo se sigue de (2.6) que

dH OH
—_— = 2.13
dt ot’ ( )
pero si el hamiltoniano no depende del tiempo
dH
— =0 2.14
oo, (214

lo que implica que el movimiento ocurre en la subvariedad del espacio fase
definido por H = FE constante.
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2.1.1. Teoria de Liouville

Consideremos un sistema dindmico hamiltoniano en el espacio fase M
2d-dimensional parametrizado por la variables canénicas (¢*,p,) donde p =

.,d y la funcién Hamiltoniana dada por H(¢",p,). Ademds, suponemos
que las variables candnicas satisfacen los paréntesis de Poisson (2.8). General-
mente la informacién del paréntesis de Poisson en M no degenerado es equi-
valente a la informacién de una 2-forma cerrada no degenerada, dw = 0, defi-
nida en M, llamada 2-forma simpléctica. En un espacio fase 2d-dimensional
el sistema es integrable de Liouville si se pueden encontrar d cantidades con-
servadas independientes F),, = 1, ..., d en involucion, i.e.

{F.,.F,} =0, Yu,v=1,..,d, (2.15)

donde independiente se refiere a un conjunto linealmente independiente de
uno formas de dF),. Como d es el cantidad maxima de F, y debido a que
todas se conservan tenemos {H, F,} = 0, Vi = 1,...,d a partir de lo cual
concluimos que H = H(F),) i.e. el hamiltoniano en si mismo es funcién de
las cantidades F),.

Teorema 1. Liouville. Las ecuaciones de movimiento del sistema integrable
de Liouville pueden ser resueltos por cuadraturas.

Demostracion. Consideremos la siguiente 1-forma canénica

d
a = Zpu dq", (2.16)
pn=1
y la 2-forma simpléctica en M dada por
d
w—da—deu/\dq + pu A d(dg") deu/\dq, (2.17)
pn=1

en donde utilizamos d(dg") = 0.
Queremos construir una transformacién candnica (p,,, ¢*) — (F,, ¥*) tal que
las cantidades conservadas F}, sean los nuevos momentos del sistema, es decir

d d
w=da =Y dp,Adg" = dF, Ndy", (2.18)
p=1 p=1
Si tenemos éxito al hacerlo, las ecuaciones de movimiento van a ser triviales:
by = {H,F u} =
8H (2.19)

M_{H wu}_aF QM?
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donde Q* depende solo de F' y es constante en el tiempo. En estas coorde-
nadas, las soluciones de las ecuaciones de movimiento seran:

Fult) = Fu(0), 0#() = v"(0) +1 O, (2.20)

Para construir esta transformacién canodnica, necesitamos la llamada fun-
cién generadora S*. Sea M; = {(¢",p,) € M|F,(q,p) = f.} la subvariedad
d-dimensional, para algunas constantes f,, con u =1, ..., d. Supongamos que
M puede ser resuelto para p,,, es decir, que p, = p,(f,q) en M;. Considere-
mos ahora la funcién

S(F,q) E/Caz/qipu(f,@dq“, (2.21)

90 p=1

donde la trayectoria abierta de C' se encuentra dentro de My y va del punto
(p(f,q0),9) a (p(f,q),q) (donde gy es un punto de referencia).

Suponiendo que esta funcion existe, i.e. si la integral no depende de la tra-
yectoria tenemos que p,, = %. Definiendo 9" como

oS
b= — 2.22
tenemos
dS = " (V'dF, + pudq"). (2.23)

m

Como d?S = 0, deducimos que w = dov = Y0 _ dp, Adg" = 30_, dF), Adp*.
Esto nos dice que si S es una funcién bien definida, entonces la transformacién
es canoénica.

Para demostrar que S existe, debemos probar que la integral no depende de
la trayectoria. Usando el teorema de Stokes, vamos a demostrar que:

dOd‘Mf = w]Mf =0. (224)
Sea X, el campo vectorial hamiltoniano asociado a F),, definido por dF), =

w(‘X#? ’ )?
B 0F, 0 O0F, 0
Xp = Z (Gq” dp,  Op, 0¢”

> . (2.25)

v=1
Este campo vectorial es tangente a la subvariedad M, debido a que F), se
encuentra en involucién, i.e.

XH<FV) = {Fm Fl/} =0. (226>

No hay que confundir S con S(la accién).
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Como las F), son funciones independientes, el espacio tangente a la sub-
variedad M/ se genera en cualquier punto m € M por los vectores X, |,
(e =1,...,d). Entonces w(X,, X,) = dF,(X,) = 0y hemos demostrado que
w|n, = 0 por lo tanto S existe. O

La evolucién en las nuevas coordenadas es por lo tanto lineal en el tiempo
y puede obtenerse integrando directamente.

2.2. Variables de angulo accién

La subvariedad M/ definida por la ecuacién F,(¢”,p,) = f, despliega en
general ciclos no-triviales que corresponden a una topologia no trivial, por
lo tanto, las nuevas coordenadas 1" son en principio multivaluadas. Bajo las
condiciones de compacidad y conectividad adecuadas, My es isomorfa a un
toro T; d-dimensional.

Tenemos por ejemplo, el oscilador arménico anisotrépico d-dimensional que
admite d cantidades conservadas F), en involucién y cuyo hamiltoniano estd
dado por

Hy = F, = L0+ W(¢")?) (2.27)
donde convenientemente consideramos m = 1. A partir de la expresion ante-
rior obtenemos p, = p,(q”, F,), que es necesaria para construir S (de (2.21))
con dos opciones de signo. Consideremos el caso en que la subvariedad My
es exactamente un ciclo d no trivial C),, Vi = 1, ..., d. Las variables de accién
estd definida por

I, = L pudg”. (2.28)
21 Je,

Hay que remarcar que no se suma sobre p, si no que esta fijo y depende del
ciclo. Ademés, como p, = p,(¢", F,), I, solo depende de las constantes de
movimiento F),, si suponemos que son independientes, tal que si los valores
de I, son conocidos, entonces My estd determinada.
S es una funcional generadora de tipo 2 i.e. S(P,, ¢*). Por lo tanto, podemos
considerar a S en términos de las variables I, en lugar de F}, como

S=8(l,.¢")=dS=)_ (STS I, + g—; dq“) . (2.29)
0 M

2Notemos que no es suma, 4 estd fijo
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Denotemos como 6 la variable conjugada candnica de la variable de accién

I,,, la transformacion candénica generada por S esta definida por
S oS
= — oH = — 2.30
p# aqu ) @]M 9 ( )
e imponemos
]i 06, = 2m5,”, (2.31)

es decir, que el cambio de la variable 6, en un ciclo C},, sea igual a 2.
Entonces tenemos

00" 00" 00" o ([0S
= d¢ + — dI, = — dg" = — "

o " T ar, YT o M T o (az) ¢

S o [ S )
d6, = dg" = IO gt = dg",
fiﬂ }'{, ogror, 1 T a1, Jo, og T T DI, féc Pu 04

en donde usamos que dI, = 0 a lo largo del contorno, pues I, es constante
en My, utilizando (2.28) tenemos

0 0
Y = M =2 I, =2m" 2.32
Ade oI, %cup w =2 T = 2m0, (2.52)

lo que demuestra que las variables 6, cambian una cantidad 27 a lo largo de
su correspondiente ciclo C),. Esto muestro que ¢, es una variable de angulo
parametrizada en un toro de dimension d.

Consideremos ahora algunos ejemplos.

do”

Oscilador armdnico.

El espacio fase es de dimensién dos y el hamiltoniano estd dado por

1
H = (0 + ), (2.33)

con los paréntesis de Poisson {¢,p} = 1. Considerar H = F’; para calcular la
variable de accién I debemos despejar el momento p en funcién de ¢, lo que

nos da
p=++2F —w?¢> (2.34)

Calculamos ahora la variable de accién

1 1
I= 2—7{]7 dq = 2—7{j:\/2F — w?q?dq. (2.35)
77 T
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Hay que notar que el signo positivo vale para la mitad del ciclo (en el que
se incrementa ¢) y el negativo para la otra mitad (en el que decrece ¢). Por
simetria se puede escribir esto como cuatro veces la integral que va del origen
hasta el punto de maxima elongacion en la direccion positiva, en este cuarto
de ciclo p > 0 y por tanto el raiz es positiva

4 dmazx
I=— V2F — w?q?dyq, (2.36)

21

hacemos el siguiente cambio de variable

q=1/ E sin ¢, (2.37)
w?

este cambio de variable nos define los limites de integracién, reescribimos la
integral como

/ \/2F w? 81112@25)\/2005(%5@5
/2
0

en el intervalo [0, 7r/ 2] tenemos que | cos ¢| = cos ¢, por lo tanto

AF [T/ AF [1 in(2¢) 1™
I=— cos® pde = { (p+ sin(2¢) )1
_AF (7r> _F
S wr \4) W
Si despejamos F' tenemos
F=H()=uwl, (2.39)
entonces la frecuencia de oscilacién va estar dada por
oOH
= = 2.40
Por otro lado tenemos la variable de angulo que debe satisfacer
. OH
0 = ¥ =v(I),=0=v()t+p, (2.41)

podemos sustituir el resultado que encontramos para v

0 = wt + . (2.42)
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Con los resultados anteriores podemos reescribir ¢ y p en funcién de las
variables de dngulo accién (I, 6) de la siguiente forma:

I
q= \/;sin(e); p=VIwcos#, (2.43)
la subvariedad esta dada por
My = {g = (p/w)sin, p = pcosdlp > 0, € [0,27)}

El problema de Kepler .

Histéricamente el problema de Kepler de dos cuerpos fue el primer sistema
integrable. En el marco del centro de masa, las ecuaciones de movimiento

toman la forma:
d*z; oV (r)
= T r=/x?+ 23+ 23 (2.44)

En el problema tradicional de Kepler, V(r) = 8/r (en donde 5 es una cons-
tante negativa), pero vamos a considerar cualquier potencial simétrico V(r).
Este es un sistema hamiltoniano con

3
_1 2
H= 5 ;1 p; +V(r), (2.45)

y el parentesis de Poisson {p;,z;} = d;;. El espacio fase es de dimensién 6
por lo tanto tenemos que encontrar tres cargas conservadas conmutativas.
Debido a la simetria central, el momento angular

=

J = (Jl, Jg, Jg), Jij = TiPj — TP = eiijka (246>

se conserva. €;;;, el tensor de Levi Civita totalmente antisimétrico. Las tres
componentes J; se conservan pero no son un conjunto conmutativo de Pois-
son. Sin embargo, el conjunto H, Js = Jio, J? = J2 + J2 + J2 forma un con-
junto conmutativo de Poisson. Usando el resultado anterior podemos tomar
ventaja de la conservacion de J y restringir las soluciones al plano perpendi-
cular a J donde toma lugar el movimiento. Sin embargo, vamos a demostrar
como trabaja el teorema de Liouville, y usaremos soélo las tres cantidades
conservadas. Debido a la simetria esférica del problema, es conveniente usar
coordenadas esféricas (r, 6, ¢):

21 = rsinf cos ¢, Ty = rsinfsin ¢, x3 =1 Cosb, (2.47)
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donde 6 € [0, 7] es el angulo polar.

Introducimos el momento conjugado p,, pg, ps para escribir la uno forma
canbnica a = Y p;dr; = p,dr + pedf + psdp. En estas coordenadas las can-
tidades conservadas se leen como

1 v P p
H=-(p+%2 ¢ Vv J2— g2y Lo g
2 (pr * 2 * 72 sin26’> V), Po+ in ’
(2.48)

En la superficie My correspondiente a los valores fijos de las cantidades con-
servadas, resolvemos para p en términos de las variables de posicién, lo que
nos da:

J? J2
b=\ 20—V - =y

po—Jp.  (249)

sin? @’

Notemos que en My, p, depende solo de r, pp de 8 'y p,, de ¢ (es constante). Las
variables r, 6, ¢ son llamadas variables separables. La 1-forma « restringida
en My es entonces obviamente cerrada. La funcién S del teorema de Liouville
se lee como:

/ > pudg, = / prdr + padf + pyde)

)
/\/ 2(H—-V(r ——dr—i—/\/ I3 dH—i—/ Js do.
 sinZ6
(2.5

Integramos cada una por separado.

do = [ \/J2sin?0 — J2
sin 9 / sin sin? 9

Haciendo el siguiente cambio de variable p = sinf = dp = cos0df = df =
dp — ___dp 9% __ tenemos

cosf \/l—sin29 \/1—/72
1 dp
Jp = /1/J2p2 e
PA/1—p?

Observamos que tenemos un polo en p = 0, cuyo residuo es

0)

ng%PgdG:/ J? —

/— J2
Res(p=0) = MT?) = 2mi?|J5] = =27 Js. (2.51)
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Ahora buscamos los polos en el infinito, para ello hacemos el siguiente cambio
de variable p = 1/z = dp = —1/2* dz y reescribimos la integral como

J2 dz

n=[yfrs- W( ) A=

_ 2 _ 22_
/ Jo=Jiz sz

Tenemos un polo en z = 0 y el residuo esta dado por

2
V-1
Cerramos los polos reales en el sentido horario y los polos imaginarios en

el sentido antihorario. Por ultimo, sumamos ambos polos para obtener el
resultado

Res(z =0) = —(—)2mi =2mJ. (2.52)

Jop = Res(p=0)+ Res(z =0) =2nJ —2nJ, = 2n(J — J5). (2.53)

Para J,. tenemos

d

J_/\/H V——dr_/\/2r2H V) — 2
:/\/2r2H—25r— ypl
r

Tenemos un polo en r = 0, cuyo residuo es

Res(r =0) =2miv—J? = —2mJ. (2.54)
Calculamos la raiz en el infinito haciendo r = 1/z = dr = —1/2? dz,

reescribimos la integral como

d
/\/2r2[-[ — 2f8r — J2 /\/2 1/2)2H —26(1/2) — J22 <——z)
22
dz
=— / V2H — 232 — JQZZ?.
Tenemos un polo doble en z = 0, cuyo residuo es

1 —28— )2
2\/2H — 2Bz — J222

Res(z =0) = —(=2mi) f'(z = 0)/1! = 2mi(—)=

z=0

(2.55)
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en donde f(z) = \/2H — 23z — J222, entonces

B
V2H

2
Jr:/\/Q(H—V)—%dr:%riJ—i—%m’

Por ultimo
J¢ = /dqf)Jg = J37T. (256)

Utilizando los resultados anteriores tenemos

S=Jy+Jp+ Jp =2n(J — J3) + 2miJ + 2mi

s
+ J327. 2.57
5 T (2.57)
Las variables de angulo correspondientes a nuestras variables de accién estan
dadas por

oS S oS

OH’ V=575 Vyy = 8_(]3

¢H: 8J27

(2.58)
y tenemos una evolucién temporal con las frecuencias respectivas (1,0, 0) por
la ecuacién (2.19). Por lo tanto 2 y 1, permanecen constantes, mientras
que Yy = t — ty. Esto nos da la formula estdandar para el movimiento de
Kepler

boty— | dr (2.59)
/ V20 - V@) - %

Notemos que la constancia de 1, implica:
. Js .
= —0- 2.60
sin20\/J2—sii§0 (2.60)

Esto, a su vez, implica la conservacion de Jy, Jo:

2
Ji = —Jscotfcosp —singy/ J? — 'J:; ,
Slnze (261)
J1 = —Jscot O cos ¢ — cos g/ J? — 'J?; .
sin“

tal que el movimiento toma lugar en el plano perpendicular a f, como es-
perdbamos. Vale la pena notar que el enfoque actual es el que prevalece en
la mecanica cuantica, donde los tres componentes de J no se pueden medir
simultdneamente.
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Como ya vimos existen méas cantidades conservadas aparte J2, Js v H, las
cuales son: J,, J, y el vector Laplace-Runge-Lenz.

A=pxJ+mpr, (2.62)

donde 7 es el vector unitario en la direccion radial. El niumero total de canti-
dades conservadas independientes estd dado por d+m, donde 0 <m < d—1
llamamos al sistema super-integrable. Cuando m = d — 1 lo llamamos siste-
ma méaximo super integrable. En el caso del problema de Kepler, tenemos 8
cantidades conservadas E, J?, J y ff, sin embargo, solo 5 son independientes
y tenemos 3 relaciones

3
=g A J=0, A*=m’B’+2mEJ?, (2.63)
p=1

entonces es maximo super integrable pues d = 3.

En la siguiente seccion mostraremos como encontrar las cantidades con-
servadas si conocemos las transformaciones que las generan.

2.3. Teorema de Noether

En esta seccién se describe el teorema de Noether para el caso de teoria
de campos. Los resultados son plenamente aplicables al caso de mecanica
clasica tomando en cuenta la siguiente tabla

Consideremos la variaciéon total de la accion para la teoria Clésica de
Campos

y
58 = 6 / 4% L(Dba, toa, ), (2.64)
x
y pedimos que
Ty
6S = — / d®z 0,60, (2.65)
x;

Para calcular la variacion total de la accién primero tenemos que hacer una
variacién total de la densidad Lagrangiana y del intervalo de integracién.
Variamos la densidad Lagrangiana.

oL = L'(2) — L(x), (2.66)

escribimos la variacién total usando la variacion virtual.
La variacién virtual satisface:

ozt = 0. (2.67)
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|

] Mecéanica Clasica

| Teoria Clasica de Campos |

q°(t) 04(t, 7)
Dimension 1+0 1+d
Pardmetros t ot = (29, 7) = (ct, 7)

op4 a CI)A CI)A

Ozt

Lagrangiano

L(Q7 g, ) L= f d'rg‘c(q)Aa a(DAa :L‘M)
Momento oL oL ar
Pa(t)t: og° UA = Goe7 = o1
Accién S = [dtL(q,q,t) S = [da®™1L(D4, 094, 2+)
t1 T

Variaciones Virtuales

604 = oA (z) — ()

9,004 = 50,04

Variaciones Reales

504 = @' (2') — d4(2)

Entonces para 5¢ A tenemos:

dtpa = Ys(x) = Yalz) = Yu(z) = Pa(2) + ¥i(a') = Pal)

= Pi(x) — Yy(z + 0x) + 0

= Py(x) — Py(x) — 0 Ouha(x) + 0tha.

= S¢A =0y — 5x“8uwA(:v). (268)
Para Sﬁuz/;A tenemos
00utha = O,y (w) - wA(x)
= 0y (x) = 0y (a") + Oy (2') — Outba()
= 0,y (x) — 0,0y (x4 dx) + 00,14
= Qu¥p(z) — u%(x) — 62"0,0,0a(x) + 60, a.
00,04 = 00,h 4 — 627D, 0, (). (2.69)
A partir de los resultados anteriores concluimos que:

0L = 6L — dxt 9,L, (2.70)

podemos reescribir (2.64) como:

(582//(1%’ L' (2" —/Qddx L(x). (2.71)
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Notemos lo siguiente

or! O(xH + o)

dla’ = | =L | dlx = dlx = | 6" ddx.
v o | ¢ oxv v vt ox” v
Calculamos el Jacobiano a primer orden.
CUO $O .Z‘O
NG
L () el a4gE) L ) 0(6a)
oy + = : . : =1+ :
af[f” : : : (9:10“
zd—l l‘d_l xd—l
e M 1+
(2.72)

Utilizando el resultado anterior tenemos:

55:/{2(1+3(5“

3x: ) d'w (0L + L(x)) - /Q d*e L(z)

— /Q dz <5£ + E(m)%) (2.73)

_ / a'z (5L + 60 L+ 0,027 £ () )
Q

Desarrollamos 0L

LS R X
Va 00utia (2.74)
oL - oL L\ = '
__aww“a (83u¢A5wA> — (8@1/41) 0.

Sustituimos (2.74) en (2.73)

] oL oL\ -
58 = /d (%(wﬁa (aam &pA) - (aamA) 5¢A+a#(5xﬂ.£))
[ a([oc (o oL
‘/Qd”“"([aw On (aﬁm)] ovat [aamf”’”é“’” £D

Si suponemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange son vélidas i.e.
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gz;_i - (%) = 0, solo nos queda
oL
5S:/ddaja ( 6 +5$M‘£)
90,04 Va
oL oL
dd _ v ., VoH 2.
/ z 0, (8@%5%‘ (5x 0 W@@m + 0z 5#)) (2.75)

oL oL
d _ S
/d x 0y (aawAéwA ox” (8V¢A86M¢A 6V£)) )

Comparando esta expresion con su correspondiente en Mecanica Clasica po-
demos definir:

oL
M, = R (2.76)
oL
B _sH
T = 0a 50 'L, (2.77)

donde II,4 es como un momento y T* el tensor de energia-momento. El
Teorema de Noether establece que la invariancia de la accién bajo traslaciones
espacio-temporales (0z”) da lugar a la ecuacién de continuidad 9,7} = 0.

Al principio impusimos una condicién sobre S, igualando (2.75) con (2.65),

oL oL
d — — OH =— d QH
/ d'z 0, (35%1/&4517% ox” <8VwAaanA 5V£>) /Qd x 0,00,

oL
= d — - + 60" ) =0.
/d x 8 ( ;ﬂ/’ 5¢A ox” (&,wA ;ﬂ? (5VL’) ) ) 0

Definimos la corriente J# como

oL oL
n— 22 sy — 2”0, _y SQH, 2.
J 58M¢A WA T ( ¢A88;/¢A VE) + ( 78)
entonces tenemos
/ d'z 9,J" =0 = 9,J" = 0. (2.79)
)

En el caso de mecanica clasica esta corriente se reduce a la carga conser-
vada ar ar
Q= —5q — 0t ( V@Z)A—q — E) + 092 (2.80)
dg+
Consideremos ahora una transformacién candénica que preserva los paréntesis
de Poisson bésicos en términos de las variables originales (g, p),

{Q’u, PV}(q,p) = 5MV’ {Q'u’ QV}(q,p) = O, {P/“ PV}(Q,I?) = O (281)
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En general, esta transformacion canénica se obtienen a partir de una funcio-
nal generadora que escogemos de tipo dos Fy(q, P,t) y en términos de esta
escribimos la transformaciéon identidad

Fy = ¢"P, (2.82)

tal que
or, or,
=——-=P W= —= = g". 2.83
Basandonos en los resultados anteriores construimos las transformaciones
canoénicas infinitesimales a partir de

F2 :qMPM+G(Qa Pat)a (284)

donde G = €G;. Usando (2.84) calculamos Q" y p,,

,  OF ,0G
=g 2 (2.85)
0F; oG oG
v = = Pl/ =, Pl/ = Pv — 2
D 90 + o0 = D o0 (2.86)

Notemos que si tomamos el valor de P, dado en (2.86) y lo sustituimos en
(2.85) vamos a tener un término de orden dos en ¢, como sélo contribuyen
los términos a primer orden en € la ecuacién (2.85) se reduce a

oG
Y'=q" 2.87
Q q + apy? ( )
Podemos reescribir (2.87) y (2.86) como 3
v — v + 1/7 G ,
Q" =q¢"+{¢". G} (2.88)

Pu:pu+{pu>G}'

Por otro lado, sabemos que el hamiltoniano bajo una transformacién canénica
se transforma como

OF:
K(Q>P7t) :H(qapat)+a_t27 (289)
si consideramos la transformacion dada por (2.88) obtenemos

oF,

K(¢"+{¢",G},p, +{p,,G},t) = H(q,p,t) + TR

(2.90)

3 99" _  _ 9pu 99" _ svp Opy __
esto se debe a que ooy = 0= o0 Y Bq, = ovH, o = Oupu-
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desarrollando encontramos

) OH 9G  OH G oG
H(q 7pl/7t> + 8qa 8]9@ - apa aqa - H(Qapv t) + 57
OH 9GO 0G _9G _ 2.91)

Op. 0q°  9q° op. | Ot
4G e,
—_— = H _— =

donde usamos K(¢”, p,,t) = H(q",p,,t); concluimos que G es una cantidad
conservada y genera las transformaciones de simetria dentro del teorema de
Noether

5qV:QV_qV:{qV7G}7
6pu:Pu_pu:{pr}7

ademas estas transformaciones generan una érbita en nuestro espacio de so-
luciones.

(2.92)

Ejemplo
Consideremos un campo central, con el siguiente Lagrangiano
1
L= §(:bQ + 9+ %) — b (2.93)
r

Vamos a demostrar que si aplicamos una transformacion canoénica infinitesi-
mal de la forma

Q' =q¢"+{¢".¢G;} = ¢" = Q" — ¢" = {¢". ¢G,},
= 0p = Q" —¢" = {p", ¢G,},

y el vector de Laplace-Runge-Lenz A serd el generador de la transformacion.
Vamos a comprobar si £ es invariante bajo la transformacién (2.94) i.e.

Q
SL=0 6 6L = % (2.95)

(2.94)

en donde 62 es una cantidad conservada.
Para reescribir £ en términos de los momentos, calculamos

oc . oL . oL .
_%—x py_a_y_y7 pz—&—z' (2.96)

El hamiltoniano va ser

Pz

1
sz“pu—ﬁzipx+y'py+2pz—§(¢2+92+Z'2)+§
. 5 " (2.97)

_ (2 2 2 ~
- 2(pm+py+pz)+ 7"’
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y sus correspondientes ecuaciones candnicas son

) z N y . OH 2
=g, = a =g, = e =g =
L _0H _ . OH ,_O0H _

= . = Pz Y= _(9py = Dy, = ap. =Pz

Tenemos que reescribir A en términos de p,, p, y p., consideramos 7 =
xi+yj + zk

A=Fx J+Br=Fx (FxP)+BF =7 x (Fx7)+ OF
S ln o h hR T . . . o ~ 2
= (7 ) = (P P B = (8 4§+ 27 (i 4 y) + 2h)

xi +yj + 2k
a2+ y? + 22

T A y ~
= [(pf, +p2)x — (ypy + 2p2)ps + 5;} i+ [(pi + 02y = (2pe + 2p:)py + A7 |

— (& +yy + 23) (@1 4+ 9) + k) + B

+ [(pi + )z — (2pa + ypy)p- + Bﬂ k.
(2.98)

Antes de utilizar el valor obtenido de A tenemos que comprobar que es una
cantidad conservada i.e. ff =0.
A= (@b + 20:8:)0 = (i, + vy + 202+ 2B2)pe + B + (5 + 1)
— (ypy + 2P )P — B%(m +yg+ zz)]z + [(21%2% +2p.p2)y + (03 + p2)Y
— (&ps + s + 2p: + 2D2)py — (¥ps + 2p2)Py + B% - BT—%(m +yy+ 22)]5
o 2pae + 20000)2 + B2+ 2% = (s + 3e + G0y + )

) z z, . ) NE
— (xps + ypy)D> + B; - Bﬁ(m +yy + zz)] k

— [—g(ﬁ—l—y?—i—z?)px—%ﬁ%}ﬁ—k [_g($2+y2+z2)py+ﬁ%}j
T R v
- [ Bt [ S i [ e st

Para comprobar que la accién es invariante con la simetria (2.94) usando
el teorema de Noether tenemos que calcular las transformaciones dp, y d¢”
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generadas por A.
6q”j - QV - qV = {qu7 ejAj} - {C]V> GCEAI + 6yAAy + ezAz}
X
= {q”, € [(pf, + )z — (ypy + 2p2)pa + 6;] + € [(pi +12)y
Yy z
— (pe + 2p2)py + 5;} + €. [(pi +p2)z — (aps + ypy)p- + B;} }

Para simplificar denotamos G' = ¢;4; = ¢, [(pi +p2)x — (ypy + 2p:)ps + BE]+

€y [(pi + p2)y — (xpe + 2p2)py + ﬁﬂ + €. [(P2 + 1)z — (xps + ypy)p- + BZ],
vamos a tener

o ={z,G} = € [—(ypy + 2p.)] + €, [2p2y — xpy| + €: [2p22 — xp.],
oy = {y, G} = €, [2py — ypa| + €, [—(zps + 2p.)| + €. [2py2 — yp.], (2.99)
62 = {Za G} = € [szx - pr] + 6y [2pzy - Zpy} + €z [_(xpx + ypy)] )
5px = {pxa G}
1 x? x 2T
= - {Ez’ |:p§ +pz + ﬁ; - /87’_3:| — €y [pxpy + 5%] — € [p:cpz + Bﬁ} } )
5py = {py7 G}
I Y] e 2 1 y? zZY
= - {—Ex _pypx +BT_3_ + Ey _pac +pz +6; - /Bﬁ:| — €z [pypz + Bﬁ_ } )
5pz = {pz> G}
r T2 r yz o o 1 2]
= - {_Ea: _pzpac +BT_3_ — €y _pzpy + /Bﬁ} + €, |:p$ +py +6; - BT_‘S_ } .
(2:100)

Antes de calcular 6L vamos a comprobar que %(5(]“ = 0g" = op,.

d : . L . . o .
S0t =01 = —¢ [Upy + YDy + 2p2 + 2P2] + € [2D2Y + 2Dy — Tpy — TP
g pa’

s B
= —€ p?/ +pz + ; - 7:| + €y |:ﬁxy+p:cpy + €, ﬁIZ +pa:pz

= 0py.

Para %&y =0y =0py ¥ %52 = 0Z = dp, tenemos un desarrollo similar.
Calculemos ahora la variacién de £ para comprobar si 6L = 0 o tenemos
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alguna derivada total.

1
0L = :'céi—i—3)253)+262+ﬁ—3(:c5:6+y5y+z52)
r
1 22 Ty zx
= Pz {6:10 |:p32/ +pg +ﬁ_ - 6_3:| + €y |:_pzpy - ﬁ_?)] + €, [_pxpz - ﬁ_3i|}
r r r r
xy 1y 2y
— Dy {Em [—pypm — 5—3] + ey lpi +p2 4+ f- - B—J +e [—pypz — 5—3”
r r r r
Tz Yz 1 22
— Dz {er |:_psz - Bﬁ] + €y |:_pzpy - BF} + €, |:pi +pg2/ +ﬁ; - 6ﬁ:| }

1
-+ ﬁrr_:s{xex [_<ypy + sz)] + TEy [2p:py - :pr] + xe€, [2px2 - xpz]
+ yeu 2pyx — ypa] + yey [—(xpe + 2p2)] + ye. [2py2 — yp-]
+ z€, [2p.0 — 2pg| + 26, 2py — 2py] + z€: [—(@ps + ypy)] }

= €, { 2f +5_(xa:—b—yy+zz)] + €, [_% —i—ﬁ(aﬁx%—yy—i—zz)]
+ €, [—?2—1— /B—(xx—i-yy—i-zz)}

oy (200 v () ey ()

d
= 200+ — 59 + dtm
(2.101)

consideramos 0§), = —€,28%, 6Q), = —@26% y 0§, = —€.23%. Concluimos
que tiene una derivada total.

Ahora queremos ver si podemos obtener la cantidad conservada A usando
los valores de 0€2; encontrados arriba,

> 0L oL oL

A= 8—(5 +a—(5y—|—8—5 2 408, + 082, + 082,
= Pz { €x [ypy + sz] + 6y [2p:vy xpy] + €2 [2pzz - prz]}
+ Dy {ex [2py5’3 — Ypa) + €y [—(zps + 2p.)] + €. [QPyZ —yp:]}

+ p.{€: 2p.x — 2ps) + €, 2p.y — 2py] + €. [—(xps + ypy)] }
X ya

- 26 <€x_ + eyﬁy + 62—)
T T T
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- xr

A = € {2(])3 + pg)x - 2ypxpy - Zmepz - ZB;}
Y

+é¢ {2(193 + P2y — 20papy — 22pyp: — 26;} (2.102)

z

+ €. {2(195 + D))z — 2apap. — 2ypyps — 25;} :

Concluimos que es posible obtener A (2.98) usando 6¢;.

2.4. Enredamiento

Una idea que recientemente ha atraido mucha atencién es la idea de la
complejidad [8, 9].

En donde la idea fundamental es que mediante una transformacion po-
demos pasar de un estado cuantico de referencia Wi a un estado cudntico
enredado Vg, i.e.

Vp=UVYg. (2.103)

Ademas, decimos que si U tiene una estructura polinomial P es facilmente
soluble, en cambio si U tiene una estructura no polinomial NP es dificil re-
solver el problema.

Consideremos el siguiente ejemplo, un par de osciladores arménicos acopla-
dos:

1
H =2 [} + 95+ (a} +23) + @ — 1)), (2.104)

en donde xy, xo son los indices de las posiciones espaciales, por simplici-
dad consideramos my = my = 1. Para resolver este sistema, rescribimos el
hamiltoniano en términos de los modos normales

1
H = 3 [pi + ngi +p? + w%x%] , (2.105)

donde

Ty = %(ml +1,), wl=uw?) W =w?420% (2.106)
Esta reestructuracion del problema da como resultado dos osciladores armoni-
cos simples desacoplados, y a partir de aqui resolvemos simplemente con los
eigenestados y eigenfunciones del hamiltoniano. Podemos escribir la funcién
de onda del estado base como el producto de dos funciones de onda del estado
base de los osciladores individuales:

(wyw )t
N3

1
exp |—=(wya? +w_2?)|,

Yol 3-) = Yos (24 ) (z-) = 2
(2.107)
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donde la normalizacién se elige de tal forma que [ d*z|i|> = 1. En términos

de las variables originales tenemos

Wit — B2)1/4 1
Yo(w1,22) = o Qﬁﬁ ) exp _é(wlx% +wyry +20x129) |, (2.108)
en donde
1 1
Wy = wy = §(w+ +w.), pB= §(w+ —w_) < 0. (2.109)

Lo siguiente es identificar un estado de referencia simple. Motivados por la
discusién de la complexificacién holografica [10, 11, 12], asi como cMERA[13]
elegimos el estado de referencia en donde las dos masas son entradas, llamadas
estados factorizados Gaussianos

Yr(T1, 1) = \/%exp [—%(w% +22)|. (2.110)

Para el tiempo inicial, consideramos wy como parametro libre que caracteriza
al sistema de referencia.

Ya tenemos el estado de referencia y el estado enredado, solo falta identificar
un conjunto unitario simple para construir la transformacién unitaria U, tal
que Y = Uwpg. Los operadores que aparecen naturalmente en mecanica
cuantica para el problema de dos osciladores acoplados son: las posiciones
x1, o y los momentos p; = —id;, pos = —ids, que satisfacen las relaciones
de conmutacién candnica [z, pp] = 1d4p. Podemos usar estos operadores para
construir un conjunto de entradas elementales para nuestro problema:

__ _i€xopo __ _iexop __ _i€xqPo
H=e , J, = e"oPa, K, = P,

Qab — plcTaPp (COH a % b), Qaa — eg(xap,frpaxa) — ee/2€zexapa’ ( )

en donde x5 y po son constantes complejas. El punto clave es introducir
un parametro infinitesimal € << 1 en los exponentes de los operadores. Esto
asegura que la accion de cualquiera de estas entradas produce solo un cambio
pequeno en la funcion de onda. La accién de cualquiera de las entradas puede
entenderse con los siguientes ejemplos:

Hp(wy, 19) = " “*Poq)(z1,25), cambio de fase (global),
Jip(x1, x9) = (21 + €xg, x2), cambiamos 1 por la constante ex,
Kp(xy, 29) = € ““1P%9)(x1,25), cambiamos p; por la constante epy,
Qa1 (x1,x9) = (21 + €x9,22), cambiamos x; por exg,

Qu(xry, 1) = 6%¢(€€JZ1, To), Teescalamos x; — €“xy.
(2.112)
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Cuando trabajamos con funciones de onda en el espacio de posiciones, el cam-
bio producido por K; (o K3) en el momento implica introducir una pequena
componente de la onda plana en la funcién de onda (2.112). Nos referimos
a Q11 y (oo como entradas de escalamiento, por razones obvias, pues estos
operadores escalan las coordenadas correspondientes una pequena cantidad.
Notemos que también se introduce un factor general de normalizacién, lo que
asegura que la norma de la funcion de onda se preserve. Los operadores (Qo;
y @12 combinan las posiciones x; de las masas, debido a esto el enredamiento
se incrementa entre los dos osciladores; nos referimos a estas entradas como
entradas enredadas.

Podemos extender el ensamble de entradas introduciendo en la ecuacién
(2.111) los operadores de la forma

exp {iep—oxlxg] 0 exp [z’eﬂpﬂ : (2.113)
Zo Po

También podemos introducir entradas con potencias pares superiores de x’s
y p’s en el exponente. Sin embargo, sabemos que la coleccion de entradas en
la ecuacién (2.111) es suficiente para aplicar la transformacién unitaria en
los estados de referencia especificos (2.110) para los estados enredados desea-
dos (2.108). Por simplicidad trabajamos dentro del subconjunto de todas las
posibles entradas unitarias.

Consideremos el siguiente caso:

Ur = Uhr = Q3 Q57 Q1 VR (2.114)

En donde ()17 actiia primero sobre a4 e incrementa la frecuencia de referencia
wo que aparece en frente de z% en la ecuacién (2.110) de la frecuencia w;
deseada en la ecuacién (2.108). De forma similar para las entradas Qo1 y Qa0
generan gy y ag en el circuito y son fijados de forma tnica por wy y 8 en
el estado objetivo. Los detalles de los calculos estan en el apéndice A y el
resultado final es

1 1 (wl) 1 w1 ﬂ
ap=—log | — |, g = — | ———,
1 " TV o, 2 (2.115)

1 (w1w2—52)
a3 =—log| —— .

2¢ Wo1
Ahora queremos ver si dentro de las variables de dngulo accién existe esta
estructura de enredamiento.
Consideremos primero al oscilador arménico 2-dimensional desacoplado con
el siguiente hamiltoniano:

H = 5 (pf +pj + wizt +wiya3) , (2.116)

DN | —
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notemos que el sistema es separable i.e. H = I} + F, donde

F=s(i+atad),  RB=j@+ddd). @)

Calculamos sus variables de accion

1 1
I=5L+1,=— %del + —j{md@
2T 2T

Timaz 4 T2mazx
\/2F, — wWiridr, + —/ \/2F — wazidzy
0 2m

2,.2
Wa Ty

2 Tlmaz 2 T2mazx
:—/ 2F1 1— xld T, + — / 2F2 1— d(EQ
A 2F, A 2F,

Hacemos el siguiente cambio de variable

V2F: F
T = Lsin 0, dr, = L cosd e,
w1 w1
V2F: V2F:
Ty = 2sing,  dpe = 2 cos & do.
%)

Entonces tenemos
) /2 O 9 /2 AT,
:\/ﬁ/ \/1—sin20w16089d0—|—\/2F2/ 1 — sin® cosqugb
™ 0 1 T 0

AF, (6 sin20\™? 4F (¢ sin20\"? F Fy
= +—=2(Z+ = — 42
4 TW? 0 w1 w2

2 2 4

w1 0

11 11
= g P eiei) + -5 (py + win))

1 1
Yorrs (pr% + Wlpg) + B (Ml‘% + wzl‘g) :
(2.118)

Calculemos ahora las variables de accion para el caso del oscilador arménico
acoplado con el hamiltoniano (2.105) en términos de los modos normales

1
H= - (p++w+x+—|—p —i—wx) F_+F_, (2.119)

2

en donde consideramos x4 = \/Li(xl + 1), wi = w? y wk =w? + 202

1 1
] = ]+ + _[_ = — %p+dx+ + — %p_dl‘_
2m 2
4 T+mazx > o 4 T—max 5 o
= — \/2F+—w+x+d;1:++— \/2F_ —w>x‘dr_

2\/2F+ /“w Wil wizh 2\/2F_ Fomas w?a? I
2F, Tt 2F. 7
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haciendo el siguiente cambio de variable

V2F, V2FT

Ty = sin 6, r_ = ———sing,

7
V2F V2F_
* cos @ db, dr_ = —5—cos ¢ do,
w?

dl'+ = 3
Wi

tenemos

2 /2F, [™/? V2F,
I = + / V1 —sin%6 * cosOdb
™ 0

oz
W2 [™? V2~
+ / \/1—sin? ¢ 5— C0S pd¢
T 0 w=
R F
(A)+ w_

usamos las variables originales para reescribir el resultado anterior

1 1 1
I — 2 2 2 2 2 2y _ -
2o (ph +wizy)+ S (p +wiz?) o

{w_ [(pl J;p2)2 bR (w2 ‘;952)2} +w, [(pl —2172)2 L ? (w2 —2952)2} }

1 1
= m [wl (p% +p§) - 25]71])2} + B} [Wlx% + W2$g + 25%552} .
1
(2.120)

Notamos que la parte del generador que tiene componentes espaciales es
proporcional al término que se encuentra en la exponencial de la ecuacion
(2.110), lo que quiere decir que hay una relacién entre ambas teorias.

En mecanica clasica también podemos pasar del caso desacoplado al caso
acoplado mediante una transformacion infinitesimal de la forma ¢ = Q¥ —
q¢" = {p”,G} en donde el generador de la simetria va estar dado por G =
a121p1 + Qa(T1P2 + Tap1) + A3Tapa.

{2} + 23, 0,G"} = {27 + 23, c1m1p1 + a(@1ps + Tap1) + A3Taps }
=221 (1 + aoxs) + 222 (e + aszs) (2.121)
= 20411’% + dosri29 + 20431‘%,
w1 w2

tomando oy = 5 Qg = g y Qi3 = 3 Vemos que se recupera la estructura

enredada (2.120), siendo esta transformacion equivalente a la ecuacién (2.114)
a nivel cuantico.
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2.5. Pares de Lax

El método de los pares de Lax consiste en reformular el sistema original
de ecuaciones no lineales como una condicion de compatibilidad de un sis-
tema de ecuaciones lineales asociado a dos operadores, a los que llamamos
pares de Lax.

Consideremos por ejemplo un sistema de ecuaciones de movimiento no linea-
les de 1 4+ 1 dim

Uy = F(U, Uy, Upy, -, (2.122)
donde x y t son las variables espacial y temporal, respectivamente. El vector
t(z,t), en general, tiene N componentes u; y F es una funcién no lineal en
sus argumentos.
Peter Lax demostrd que las ecuaciones diferenciales parciales no lineales in-
tegrables tienen un sistema asociado de ecuaciones diferenciales parciales
lineales en una funcién auxiliar ¢(z,t):

Lo = )\, (2.123)
¢r = Mg, (2.124)

donde L y M son operadores diferenciales lineales y ¢(x,t) es la funcién
propia de L correspondiente al valor propio A. Los operadores (L, M) son
conocidos como pares de Lax para (2.122).

La propiedad de que (2.122) sea completamente integrable se refleja en el
hecho de que los valores propios no cambian con el tiempo como veremos
a continuacién. Consideremos un operador lineal L, que depende de una
funcién u(zx,t), la variable espacial x y las derivadas espaciales g, Uyg, ...,
pero no de la variable temporal ¢ en forma explicita, de forma que tenemos

Lo =Xp, ¢ =o(x,i)
y usando el operador M, que cumple:
¢ = M¢.
Calculemos la derivada temporal de (2.123)

¢+ Loy = M + Ay,

Lip+ LMo = M\ + XM,
Lip+ LMo = ¢+ ML,
(Le + LM — LM)é = Ao
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Entonces, para el caso de funciones propias no triviales ¢(z, t) se debe cumplir
que
Li+[L,M]=0 o L,=[M,L] (2.125)

si y s6lo si Ay = 0 ( en donde usamos la definicién del conmutador [L, M| :=
LM — LM). La ecuacion (2.125) es conocida como la representacién de Lax
de una ecuacién diferencial parcial dada o como ecuacion de Lax. En algunos
casos los pares de Lax pueden ser dos matrices L y M.

De hecho, la solucién de la ecuacién (2.125) para matrices es de la forma

L(t) = g(t)L(0)g™" (1), (2.126)

donde la matriz invertible g(¢) estd determinada por

dg _4
M = 09 (2.127)
De esto se sigue que si I(L) es una funcién de L invariante por conjugacién
L — gLg™', entonces I(L(t)) es una constante del movimiento. Tales fun-
ciones son funciones de los valores propios de L. Decimos que la ecuacion de
evolucién (2.125) es isospectral, lo que significa que el espectro de L (\,) se
conserva por el tiempo de evolucion.

Los pares de Lax no son tnicos, ya que hay al menos una libertad en la
medida

d
L—gLg', M—gMg'+ d—igfl, (2.128)
donde g es una matriz invertible, funcién en el espacio fase.

Ejemplos.
Vamos a presentar un ejemplo simple para demostrar que las ecuaciones de
movimiento pueden reescribirse realmente en la forma de Lax.

» El par de Lax para el oscilador arménico (con m = 1) puede ser escrito

o L= ( ot ) M= ( w(}z e ) | i

Sustituimos los valores de L y M en (2.125).
dL _d [ p wg\ _( P wi
dt — dt\wg —p ) \wqg —p
B 0 —w/2 p wqg\ [ p wg 0 —w/2
M, L] = ( w/2 0 ) ( wq —p > ( wq —p w/2 0
_ ( ~w?q/2 wp/2 )_( wq/2  —wp/2 >

wp/2  w?q/2 —wp/2 —w?q/2



38 CAPITULO 2. TEORIAS DE CANTIDADES CONSERVADAS

igualando ambos términos encontramos

. . 2
p owq\ [ —wq wp L -
(wq _p)_< wp w2q>7 =p=—-wq q¢=p. (2.130)

qué son las ecuaciones de movimiento del oscilador armoénico. Notemos
que podemos escribir el hamiltoniano H como ;lltrLQ COMO Veremos a
continuacion

1 1
H==-trl?= Ztr pwq pwq
4 4 wqg —p wq —p

1 P? + Wi 0
= —tr 2.2 2
4 0 wq®+p

1 1
= 220" +w'¢?) = S (0° + W)
4 2

Este ejemplo puede generalizarse a n osciladores armonicos indepen-
dientes si escribimos las matrices de Lax L y M en bloques diagonales,
donde los bloques son matrices de dos por dos como arriba.

Los pares de Lax nos proveen cantidades conservadas sin utilizar la estructu-
ra de Poisson. Sin embargo, la nocién de integralidad de Liouville requiere de
la estructura de Poisson junto con la propiedad de involucién de las cantida-
des conservadas. Presentaremos ahora la forma general de los paréntesis de
Poisson entre los elementos de la matriz de Lax que nos asegura la propiedad
de involucién entre las cantidades conservadas. Suponiendo que tenemos un
par de Lax L, M, matrices de N x N y que podemos diagonalizar L de la
forma

L=UAU". (2.131)

Los elementos Ay de matriz diagonal A son cantidades conservadas.
Primero introducimos algo de notacién. Sea F;; la base canénica de las ma-
trices de N x N, (E;j)i = 065, Podemos escribir

L=>Y Ly,E;.
]

Los componentes L;; de la matriz de Lax son funciones en el espacio fase.
Sea

Li=L®l=) LjE;®l), L=1®0L=>Y L;(1®E;). (2132

i i
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El indice 1 o 2 se refiere al hecho de si la matriz L es el primero o segundo
factor en el producto tensorial g ® g. De forma similar, para T que vive en
el producto de dos copias de las matrices de N x N, tenemos

T="T= ZTz‘j,kl Ei; @ By, 1o = Z Tijr B @ Eij. (2.133)
ikl ij,kl

De forma maés general, cuando tenemos el producto tensorial con mas copias
de las matrices de N x N, denotamos por L, a la L incrustada en la posicién
a,pe. L3 =101 L®1®...y T,z ala T incrustada en la posicién o y (.
Ademas, denotamos por tr, la parcial de la traza en la posicién « del pro-
ducto tensorial. Por ejemplo

triTys = Z Tijrtr(Eij) Ex.
ikl

Definimos {L1, Lo} como la matriz de los paréntesis de Poisson entre los
elementos de L

{Li, Lo} =Y {Lij, L} Ei; ® Ey. (2.134)
ij,kl
Para un sistema integrable, los paréntesis de Poisson entre los elementos de
la matriz de Lax L pueden ser escritos de la siguiente forma especial:

Teorema 2. Los eigenvalores de L estd en involucion si y solo si existe un
elemento ro1 € g ® g, funcion de las variables del espacio fase, tal que

{L1, Lo} = [r12, Ln] = [ra1, Lol (2.135)

donde 191 = wo 19, ™ designa el operador de permutacion actuando en dos
copias de g X g.

La identidad de Jacobi en los paréntesis de Poisson, nos da la siguiente
constriccion en 7r:

(L1, [r12, 18] + [r12, 23] + [132, 713) + { L2, r13} — {Ls, m12}]+
(Lo, [r13,721] + [r23, 721] + [r2s, 731) 4+ {Ls, 7o1} — { L1, ros}]+ (2.136)
(L3, [r31, m12] + [ro1, 73] + 131, 7se] 4+ { L1, 732} — {La, 31} = 0.
En este sentido, resolver esta ecuacion significa clasificar el sistema hamilto-
niano integrable.
Si ocurre que r es constante, los tinicos términos que quedan en la ecuacién

(2.136) son los primeros. En particular, la identidad de Jacobi se satisface si
la r-matriz constante satisface

(112, T13) + [r12, 23] + [r32,713] = 0, (2.137)
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donde r es antisimétrica, rio = —ro1, esta es llamada la ecuacion clasica de
Yang-Baxter (CYBE).

Los paréntesis de Poisson (2.135) son equivalentes a la involucién de los
eigenvalores de L. Un conjunto equivalente de hamiltonianos conmutativos
H,, esta dado por la traza de las potencias de la matriz de Lax

H, = Tr(L"). (2.138)

Los hamiltonianos H,, esta en involucién, { H,, H,,} = 0 pues sus eigenvalores
son polinomios simétricos. Ademas, demostramos que la evoluciéon temporal

de la matriz de Lax L con el hamiltoniano H,, toma naturalmente la forma
de Lax.

Proposicién 2. Suponiendo que {Lq, Ly} = [ri2, L1] — [ro1, Ls]. Si consi-
deramos H, = tr(L") como los hamiltonianos, entonces las ecuaciones de
movimiento admiten la representacion de Lax

dL

e {H,, L} =[M,, L], con M,=—nTri (L} 'ry). (2.139)

Dem. Sea m = 1 en la ecuacién (A.15) y si tomamos la traza sobre el
primer espacio, llegamos a dL/dt, = [M,, L] con M,, = —ntr (L ry).
Notemos que las matrices M, no son unicas ya que si agregamos cualquier
matriz conmutativa de L no cambian las ecuaciones de movimiento.

Ejemplos: A continuacién daremos algunos ejemplos de la matriz r y de
cémo se obtienen las cargas conservadas a partir de la traza de las potencias

de L.
» La siguiente matriz es una solucién constante de CYBE
r=e®h—h®e, [he]=e. (2.140)

El algebra estd basada en el subalgebra si(2) el tridngulo de Borel
generado por el elemento h de Cartan y una rotacién denotada por e.

= La matriz ri5 del oscilador arménico no constante

w 0 1 w
o = _E ( 1 0 ) X L= EO’Q X L, (2141)

donde H = %(p2+w2q2) dalaenergiay {q,p} = 1 el paréntesis canénico
de Poisson. Los eigenvalores de L en (2.129) son +2H. Oy = trL" =
tr?> = £2H
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= Trompo de Euler
En este caso, los pares de Lax aparecen naturalmente. Introducimos las
matrices J;; = €1 Jr ¥ ij = €jpwy de 3 x 3. Entonces las ecuaciones

de movimiento ‘fi—‘t] = —wAJ se puede reescribir en forma de matriz
como:
dJ
= =10. J. 2.142
=[] (2142)

Este es un par de Lax con L = J y M = (), pero desafortunadamente
las cantidades conservadas, tr(L™), ya se anulan o son funcién de J y
por lo tanto el hamiltoniano no esta incluido en el conjunto de canti-
dades conservadas.

Para resolver este problema tenemos que hacer algunas modificacio-
nes. Introduzcamos una matriz diagonal: Z = diag(Z;,Zy,Z3) con I, =
1/2(; + I; + I;), donde (37, j, k) es una permutacién ciclica de (1, 2, 3).
Con ayuda de esta notacion tenemos

J =1IQ + QF. (2.143)

Suponiendo que todas las Z; son diferentes e imponemos que

1
L) =17 + & M()\) =\ +Q, (2.144)
donde A es un parametro libre arbitrario llamado parametro espectral.
Comprobemos que la ecuacién Lax reproducen las ecuaciones de movi-
miento, calculamos:

0=L\) —[M\),LN)] =L\ — [\ +Q,7% + %J]

1 /. .

= (J— [Q,J]), = J=[0,J].

Solo los términos con i contribuyen y nos dan las ecuaciones de mo-
vimiento. Notemos que esto nuevos pares de Lax son mejores que los

anteriores debido a que:

(2.145)

2

A2
3 3 (1. o

trL*(\) = trZ°® — ¥ J@rD* = hLIH ),

trL*(\) = trZ? — = J°,

(2.146)

por lo tanto, ahora tenemos el hamiltoniano entre las cantidades con-
servadas de la forma trL"(u).
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El punto importante es que la matriz de Lax depende de un parametro espec-
tral A que fue necesario introducir para generar las cantidades conservadas
apropiadas. Ademas, la ecuacion Lax se cumple de manera idéntica en \.

= Para el problema de Kepler tenemos los siguientes pares de Lax
L:§Z<_ﬁ b ) M=<£ 0 > (2.147)
k A*Ak )\7)\]g

El par de Lax depende de 3 variables complejas A,, p=1,...,d, y A es
el pardmetro espectral. Comprobemos que a partir de (2.147) podemos
obtener las ecuaciones de movimiento. Partimos de

dL
—=[L,M 2.148
— =L, M) (2.145)
calculamos
[L,M]=LM — ML

_ 123: 1 weanly wedn | [ dwde  —akdn

N 2 1 A— )\k kakr% {L‘kZL‘k —%xka:k %xkxk

1 . 1 wprpl — ik mdy + oy

(2.149)

Por otro lado tenemos

d_L — li 1 —TpTy — Ty TpTp + TpTy (2.150)
dt 2 Pt A— A — X — TpZr TrTr + Tulp | ’

[gualamos ambas ecuaciones tenemos

3 .o . . .
1 Z 1 —TpTr — Tl TrpTp + Trplp
244N\ —ZpTy — Ty, TpTp + TpTg

DO | —

3 .. . .
3 1 { TRTLDS — Epdy mdy + Ty }
—1 A — )\k l‘kl‘k% + %Ikxk xkxk — %xkxk
(2.151)

al igualar los elementos de la matriz tenemos solamente las siguientes
ecuaciones no triviales

"o " (2.152)
Brydy By,

Qi'kfi'k = -2 3 = {Bk(.’Bk = ——).
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Lo que se reduce a las ecuaciones de Newton

P = -k (2.153)

Notemos que el pardmetro espectral A\, no contribuye.
Veamos que podemos obtener cantidades conservadas a partir de la traza de
las potencias de L.

3 . .

1 Tk LTk
Hi—trl==5" (- ~0
L 222( A—A@*A—M) :

k=1

Hy = trL?

1 1 xk]‘:k«xli’l - :L’kl‘k.fl.fl 0
=tr— E .. L
4 )\ — >\k)<)\ — )\l) 0 —TpTpT1T] + TrpTpX 1T

_ 1 Z (TpEpad) — TpaRdd)) _ 12 @y (v dy — Trdy)
A=) A =X A=A =N)°

(2.154)

Recordando que el momento angular se puede escribir como J; = €57 ,%, si
lo multiplicamos por €;;,, tenemos

€itmJi = €im€ijkT;Tr,
Gilsz' = (6lj5mk — 5lk5mj)xjj:k; (2155)

€itmJi = TjTy, — Ty Xy

Usando el resultado anterior podemos reescribir Hy como:

1 Ikileilkc]i
Hy; = - E ) 2.156
2 QkH()\—)\k)()\—)\l) ( )

hay que recordar que € es antisimétrico, por lo que los Unicos términos que
contribuyen son i # j # k # 1, i.e.

H, — 1[ T3d2€123J1 Tod3€132.)1 T123€931J2
g = —
2LA=23)(A=A2) (A =2)(A=X3) (A= A)(A = A3)
37162132 ToT1€312J3 T1T2€31J3

HECNED S S VRO SV T Wy v RO W W TG Wy vy

)
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H, = 1 [ ($3i2 - ZE2$'3)J1 ($15U3 - !E3$'1)J2 (932551 - IE1$'2)J3}
2 LA =2)A=23)  A=A)A=X) A= M)A=N)
_ 1 [ —J1Jq n —JoJy n —J3J3 }
2 [ =M =2) A= =) A=) =)
_ 1 —JiJ; .
2 2, A=) = A

(2.157)

En H, obtenemos el cuadrado de las componentes del momento angular. Para
obtener otra cantidad conservada hay que seguir el mismo procedimiento para

Hs, Hy, ...



Capitulo 3

Interludio Matematico

En el siguiente capitulo daremos un repaso de algunas definiciones ma-
tematicas como: grupos, anillos, campos, espacios vectoriales, algebras y gru-
pos de Lie, asi como el dlgebra universal envolvente, las algebras asociativas
con unidad, las C &algebras, las codlgebras, las bidlgebras y por tltimo el
algebra de Hopf y el algebra de lazos.

3.1. Semigrupos y monoides

Definicién 1. Una operacion * en un conjunto X es una funcion x : X X
X — X, y es llamada multiplicacion.

Definicién 2. La operacion x : X x X — X es asociativa si:
rx(yxz)=(rxxy)xz, VvV, vy, z€X. (3.1)

Definicién 3. A la pareja ordenada (X,x*) se le denomina semigrupo. Por
otro lado, si * es una operacion asociativa en X y e € X entonces,

1. e es un neutro izquierdo para *, siex v =x, Vo € X.
2. e es un neutro derecho para *x, si t xe =z, Vr € X.

3. e es un neutro derecho para *, si e es un neutro izquierdo y derecho
para *.

Definicién 4. La terna (M,*,e) es un monoide si (M,*) es un semigrupo
Yy e es neulro para *.

Definicién 5. La operacion x es conmutativa si:

axb=>bxa, Va,be M. (3.2)

45
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3.2. Grupos
Definicién 6. Un grupo es un monoide (M, *,e) en el que cada elemento
tiene inverso.

Definicién 7. Si la operacion en un grupo (M, *,e) es conmutativa, entonces
se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

Definicién 8. El orden de un grupo G, es el numero de elementos del con-
Jjunto de éste.

Ejemplo 1. Son grupos finitos:
» (Q,-) (producto ordinario).

» El grupo de dos elementos e, g. Donde ¢? = e. Por ejemplo, si tomamos
1y —1 con la operaciéon multiplicacion se forma un grupo de este tipo.

Ejemplo 2. Son grupos infinitos:

= El conjunto de ntimeros reales R es un grupo abeliano con la operacién
suma. Si excluimos el 0, entonces es el grupo abeliano con la operacion
multiplicacion.
= El grupo de rotaciones de vectores en tres dimensiones.
Definicién 9. Sea G un grupo y U un subconjunto de este. Se dice que U es
un subgrupo si las operaciones de grupo cierran dentro de U.
Vg, telU=gog teU, (3.3)
Vg, eU=gtog €U. '

Definicién 10. Dados dos grupos G y G’ se dice que una aplicacion ¢ : G —
G' es un homeomorfismo, si preserva la estructura de grupo i.e.

©(g-h) = ¢(g)* p(h), (3.4)

donde - y * son las operaciones correspondientes a los grupos G y G'. Si la
aplicacion es biyectiva, se dice que es un isomorfismo.

Ejemplo 3. Son subgrupos:

» O(N): Un subgrupo de GL(N, R) formado por las matrices ortogonales
N x N, que cumplen con la condicién QO = I.

Definicién 11. Sea V un K-espacio vectorial, llamaremos endomorfismo de
V' a cualquier aplicacion lineal en la que el conjunto inicial y el conjunto final
es V', es decir, cualquier aplicacion lineal T :V — V. Si un endomorfismo
es biyectivo se dice que es un automorfismo.
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3.2.1. Representacion de grupos

Definicién 12. Dado un grupo G llamamos representacion de este, a un
homeomorfismo D : G — GL(N,K) de dicho grupo en un grupo de matrices
reales o complejas (K = R,C). Asi pues, a cada elemento g del grupo le
corresponde una matriz D(g), de tal forma que:

D(g1 © g2) = D(g2)D(91)- (3.5)
Ejemplo 4. Son representaciones:

» El grupo de rotaciones SO(n) es isomorfo al grupo de matrices ortogo-
nales con determinante 1.

» El grupo de Lorentz es isomorfo al grupo O(3,1) de matrices que dejan

invariante la métrica de Minkowski.

3.2.2. Grupos de Lie

Definicién 13. Un grupo de Lie es una variedad diferencial & de dimen-
sion finita que es también un grupo topoldgico en el cual las operaciones de
multiplicacion e inversion,

x:GxG— G, 1:G— G,

3.6
(a,b) — ab, a—at, (36)

son suaves (i.e. infinitamente diferenciables).

Ejemplo 5. Son grupos de Lie:

= R" ya que es una variedad diferenciable de dimensién n, y adicional-
mente forma un grupo topoldgico aditivo. Las operaciones de adicion
y cambio de signo son suaves.

= O(n), el grupo ortogonal es un subgrupo topolégico de GL,(R), adi-
cionalmente también es una variedad diferencial de dimensién finita.

3.3. Anillos y campos
Definicién 14. Un anillo es una quinteta (R,+,*,0,1) tal que:
1. (R,+,0) es un grupo conmutativo.

2. (R,*,1) es un monoide.
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3. * se distribuye sobre +, por ambos lados, es decir:

rx(s+1t)=(rxs)+ (r«t), Vr,s,t € R,

(s40ar=(sar)+(txr),  Vester 7

Ejemplo 6. Son anillos bajo la suma y el producto ordinario.

= (Zna+7'7071)'
n (@,—F,-’O,l).
« (R,+,-,0,1).

Definicién 15. Un anillo (R, +,%,0,1) es un
1. Anillo conmutativo si x es conmutativa.
2. Anillo con division si (R/0,x,1) es un grupo.
3. Campo si (R/0,%,1) es un grupo abeliano.
Definicién 16. Sea A un anillo, se dice que I C A es un ideal si:
1. (I,+) es un subgrupo,
2.a€A bel = abbael.

Notemos que estas propiedades nos aseguran que + y - son cerradas en
I, y por lo tanto I hereda la estructura de anillo de A. Ademads 2) implica
que [ es invariante bajo multiplicacién.

Ejemplo 7. Son ideales

= Vk, kZ es un ideal de Z.

3.4. Espacios vectoriales

Definicién 17. Un espacio vectorial A es una quinteta (V,+,e, K, : K X
V = V), tal que:

1. (V,4,e) es un grupo abeliano.
2. - K xV =V, satisface:
a) [-a=a, VNa€lV,
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b) (af)-a=a-(B-a), VYa,f€K, YaeV,
¢c) (a+pB)-a=a-a+p-a, Vo,f€K, VaeV,

d) a-(a+b)=a-a+a-b, VYaekK, Va,beV.

Los elementos de V' se denominan vectores, y los de K escalares. Es comin
representar un espacio vectorial como Vi y se lee: el campo vectorial V sobre
un campo K.

Ejemplo 8. Son espacios vectoriales:
1. (R",+,0,R,-: R x R" — R).
(al,...,an)—T—(bl,...,bn) = (a1 —|—b1,...,an +bn>

c-(a,...,a,) =(c-ay,...,c-ay,). (3.8)

3.5. Algebras de Lie

Definicién 18. Sea A un espacio vectorial de dimension r. Suponiendo que
en este espacio se define una sequnda operacion binaria x : A X A — A. Si
A cumple con las propiedades:

1. Es lineal respecto al sequndo argumento:

v(Aw1+Aows) = A1 (vkwy )+ Ao (vxws), Yo, w € A; A, Ay € R. (3.9)

2. Es antisimétrica:
VKW= —W V. (3.10)

3. Cumple con la identidad de Jacobi:

yx (vxw)+w*(y*xv)+ovx(wxy) =0, (3.11)

entonces se dice que A tiene estructura de dlgebra de Lie.

Definicién 19. Definimos el paréntesis de Poisson de dos funciones f(x,p)
y g(x,p) en un espacio fase, como el producto escalar de sus gradientes :

_ N~ (9f 99 99 Of
{f.9} =(Vf,Vg) = ; <8x“ oy O 3%) : (3.12)

_(9f _of _ (%9 %

con:
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Proposicién 3. De las propiedades (2.9-2.12) se sigue que en el espacio
fase las funciones f(x,p) forman un dlgebra de Lie respecto al paréntesis de
Poisson.

Ejemplo 9. Se denomina conmutador de dos operadores A y B en un espacio
de Hilbert al objeto definido como:

[A,B] = AB — BA. (3.14)
Proposicién 4. El conmutador satisface,
[A, B] = —[B, A],
M+ uB, €] = A[A,C] + u[B,C,
0= [A’ [B’ CH + [B> [Cv AH + [Ca [A> BHa
[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B,

(3.15)

donde A, @ son numeros complejos.

De las propiedades anteriores se sigue que, en el espacio de Hilbert, los
operadores A, B, C' forman un &algebra de Lie, respecto al conmutador.

3.5.1. Algebra de Lie s[(2)

El édlgebra de Lie gl(2) = L(M2(k)) de matrices complejas de 2 X 2 es un
algebra cuatro dimensional. Las matrices,

0 1 00 10 10
e(0o) (o) (0 h) ()

forman una base de gl(2). Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones
de conmutacion,

[E,F]=H, (3.16a)
[H,E] = 2E, (3.16b)
[H,F] = —2F. (3.16¢)

Para (3.16a) tenemos:

e ($)(40)-(28)(88)- (4 %)

Las relaciones (3.16b) y (3.16¢), asi como sus relaciones antisimétricas se
corroboran de forma similar. Estas matrices también satisfacen la relacion,

|E,[F,H]| + [F,[H,E]] + [H,[E, F)] =2[E,F] + 2[F,E|+ [H,H| =0,
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es decir, la identidad de Jacobi. De (3.16a-3.16¢), la identidad de Jacobi y
sus relaciones antisimétricas se sigue que gl(2) forman un &lgebra de Lie.

Las matrices de traza cero en gl(2) forman el subespacio sl(2) extendido en
la base {E, F, H}. La relacién

I,E|=[I,F]=[I,H] =0,

muestra que s[(2) es el ideal de gl(2) y que este es un isomorfismo entre
algebras de Lie,

gl(2) = sl(2) @ k1.
Por lo cual el estudio del algebra gl(2) se reduce al de s[(2).

3.5.2. Algebras de Lie H(3,1)

Los operadores diferenciales

(X", P, = —i0,,1), (3.17)
satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion
[X*, X" =0, (3.18a)
[Py, P)] =0, (3.18D)
[ X* P, =ik (3.18¢)

Las relaciones (3.18a-3.18c) son bilineales y antisimétricas, ademads satisfacen
la identidad de Jacobi.

[X” [X” Xp]]—i-[X”,[Xp,X”]]—l—[Xp [X“,X ] (3.19&)
(X5 (XY, Bl 4 (X7 [Bp, XM + [B, [ X, X”] = (3.19b)
[X*, [PV,PHHPV,[PWX“HH J[XH P = (3.19¢)
[Pu [P,,,P ” {PVJ [Pm Pu“ + [P [P P H = 0. (3-19d)

Calculemos (3.19¢),

[XM, [P,,, PPH = [X“,O] =0,

(B, [P, XH]] = —id [P, 1] = 0, (3.20)

[va [XH’ PI/H = iéﬁ[va 1] =0,
de (3.20) se sigue,

(X", [P, P))| + [P, [P,X"]] + [P,, [ X", P,]] = 0. (3.21)

Las relaciones (3.19a), (3.19b) y (3.19d) se comprueban de forma andloga.
De que las relaciones (3.18a-3.18¢) sea bilineales, antisimétricas y satisfagan
la identidad de Jacobi se sigue que los generadores (3.17) forman un élgebra

de Lie denotada por H(3, 1), y es conocida como el algebra de Lie del grupo
de Heisenberg-Weyl [14].
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3.5.3. Algebra de Lie iso(3,1)

Los operadores diferenciales,

P,=—i0
N (3.22)
M,, =i(x,0, — x,0,).
Satisfacen las siguientes relaciones de conmutacion,
[P,,P,] =0, (3.23a)
(M, ] mpPy, (3.23b)
[ /un ] 771/04 nuaMV,B + nu,BMVa - nVﬁMua- (323C>
Calculemos (3.23c)
[Myuw, Mag] = — (2,0, — ,0,)(2a0p — 2304) + (200 — 250a) (2,05 — 2,0,,)

= vau0p + M u0a + a0 = NusTu0a
+ M8uTaOs = NpuLady = Nap®p0y + Nov @0,
= MvaMyup = NuaMyp + NusMya — s Mya
Las relaciones (3.23a) y (3.23b) se comprueban de forma similar.

Las relaciones (3.23) son bilineales y antisimétricas, ademés de satisfacer la

identidad de Jacobi.

[P [Py Pol] + [P [Py Pu]] + (B, [P, BJJ] = 0, (3.24a)
[Mag, [P*, P*J] + [P", [P”, Mag]] + [P, [Mag, P"]} = 0, (3.24b)
[Mag, [Myw, PP]] + [My, [P?, Mag] + [P, [Map, My ]] = 0, (3.24c)
[Mag, [My, Mpo ] + [Myuns, [Mpe, Mag]] + [Mpm[MaB7MuuH 0. (3.24d)

Calculemos los siguientes conmutadores

PY ngulo — Napbs] = ngulP”, Pal — Nap[P”, Ps] = 0,
sustituimos los resultados anteriores en (3.24b)
[MOé/J” [PF, PY]] + [P*, [P, Maﬁ]] + [P, [Maﬁ’»PMH =0.

La corroboracién de (3.24a), (3.24c) y (3.24d) se realiza de forma andloga.
De que las relaciones (3.23) sean bilineales, antisimétricas y satisfagan la
relaciéon de Jacobi, se sigue que los generadores P, y M, forman un algebra
de Lie, denominada iso(3, 1).
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3.6. Grupos de Poisson-Lie

Si se consideran dos variedades de Poisson M; y Ms. El producto carte-
siano M7 x M, esta equipado con una estructura natural de Poisson, ya que
el espacio de funciones en M; X M, es el producto tensorial de funciones en
My y en M. Esto quiere decir que uno puede escribir cualquier funcion de
la forma f(z,y) =), fi(l)(m)fi@)(y), donde la suma es en general infinita y
requiere la definicién de una topologia. En este contexto definimos para dos
funciones f(x,y) y g(z,y) el paréntesis,

i 9}M1 XMy — Z {fi(l)a 9]('1)}M1 fi(2)9](2) + {fi(Q)a 9]('2)}M2 fi(l)gj(-l). (3.25)
)

Este objeto satisface las propiedades de un paréntesis de Poisson e implica
que toda funcién en M; conmuta con cualquier funciéon en Ms.
En particular si G es un grupo de Lie dotado con una estructura de Poisson,
el producto G x G también tiene una estructura de Poisson. Uno puede
preguntarse si la multiplicacién (g, h) — gh de G X G a G es compatible con
la estructura de Poisson, siendo mas precisos, si se tienen dos variedades de
Poisson M y N y un mapeo ¢ : M — N, este mapeo se denomina de Poisson,
si para cualquier dos funciones fi, fo, en N se tiene {fi 0 ¢, fr00},, =
{f1, f2} 5y © ¢. En este caso la multiplicacién es de Poisson si,

{11(gh); fo(gh)} e = {f1s ot (9h), (3.26)

donde del lado izquierdo de la ecuacién { f1(gh), fo(gh)} es vista como funcién
en G x G.

Un grupo de Poisson-Lie GG es un grupo de Lie G equipado con una estructura
de Poisson tal que la multiplicacién en G, vista como el mapeo G x G — G,
es un mapeo de Poisson.

Para describir la estructura de Poisson sobre G se usa el algebra de Lie g,

[Ea, By)y = C°,, E.. (3.27)

Los generadores E, actian como derivadas sobre toda funcién en el punto
g € G. Consideramos los campos vectoriales invariantes por la derecha (o
izquierda) V2 definidos por,

d

Viflg) = 2 f(e*g)| . (3.28)

Estos campos vectoriales forman una base en el espacio tangente T,G, con
[VE VE] = C¢,VE, por lo tanto el paréntesis de Poisson de dos funcio-
nes fi, fo € G se puede escribir como combinacién lineal de derivadas con
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coeficientes Q%(g),

{f1. F}ogg = ZQ“ (VER)(9) (Vi f)(9). (3.29)

Los coeficientes Q%(g) contienen toda la informacién de la estructura de
Poisson. De aqui, que el argumento 2% € g x g se escriba como:

=Y Q"(g)E, ® E,. (3.30)
a,b

La relacién entre la estructura de grupo de Lie y la estructura simpléctica
de G se obtiene imponiendo que los campos VZ sean localmente hamiltonia-
nos, es decir, que estos campos son generadores infinitesimales por medio de
transformaciones simplécticas.

3.7. Ecuacion de Yang-Baxter

Consideremos la siguiente definicién del paréntesis de Poisson, para dos
funciones A, B cualquiera que dependen de z.

{4, B} = 3 0(2)(0.A)(2)(B)(2). (3.31)

Notemos lo siguiente
{Za, Zb} — ch(acza)(adz ) Qab Cab d
De aqui para la identidad de Jacobi,
() oy (e 2+ ({2} ) =
{C“bdzd,zc} + {C’C“dz zb} + {Cbcdz z } =0,
Oabdec + Ccadeb Cbchda =0.
Podemos reescribir el resultado anterior como
Cdabﬂdc C de + C chda =0, (332)
si multiplicamos por Q°Q*0* v usamos 2,0 = 6,°,
CdadechCijQk“ + CdcanbQiCijQk“ + CdchdGQiCijQk“ =0,
Odabadinkaa + CdcaQic(sdeka + CdbCQiCij(Sdk =0,
C' QR+ CI, ek + CF Q" = 0,
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reescribimos la ecuacion anterior como
C' 00k 1 ¢7 QiR - Ok QPO = 0, (3.33)

Esta es la condicién que debe satisfacer €2(g) para que se cumpla la identidad
de Jacobi y es llamada ecuacion clésica de Yang-Baxter.

En la literatura cuando se relaciona la ecuacién de Yang-Baxter con los gru-
pos de Poisson-Lie, el elemento €2(g) se denomina r-matriz y se denota como
7(g). Definimos

re =1%E, @ B, ® 1,
r3 =r"E, ®1® E, (3.34)
T =11 ® E, ® B,
y calculamos sus conmutadores
[r19, 713] = 71 E,, E.] ® By ® Eq = rr®“C¢, E. ® E, ® E,
[r19, 723] = 71 E, ® [E}, E.] ® Eq = r*r*“'C%, E, ® E, ® By,
[r13,723] = 71 E, ® E. ® [Ey, Eq) = r*r“C,,F, ® E, ® E..
Podemos reescribir los resultados anteriores como:
[r12, 13] = r®r*°C* E, ® B, ® E.,
[r12, 73] = r*r*C® E, ® By, @ E.,
[r13,793] = r%"C°, E, ® Ey ® E...
Por lo tanto (3.33) es equivalente a la ecuacion,
[r12, T13] + [r12, 23] + [r13,723] = 0. (3.35)

Esta es la forma en que comunmente se presenta en la literatura la ecuacion
clasica de Yang-Baxter.

3.8. Algebra universal envolvente
Definicién 20. SiT°=C, T' =gy T" =g ® ... ® g (n veces), entonces
se define el dlgebra tensorial de g como el elemento,

T(9) = @nzoT™. (3.36)
Al subespacio de T'(g) generado por los elementos,

p
V90 € G Ga® Gb— G ® g — 1 D fabege =0, (3.37)

c=1

se le denomina ideal de T'(g) y se le denota como T.
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Definicién 21. Si g es un dlgebra de Lie sobre un campo F con una base
envolvente U(g) estd definida como el cociente entre el dlgebra tensorial T'(g)
(generada a través del producto tensorial de los elementos de g) y el ideal
I, C T(g), es decir:

U(g) = 2. (3.38)

3.8.1. Algebra universal envolvente U(sl(2))

El dlgebra universal envolvente U = U(sl(2)) es el dlgebra de polino-
mios de elementos de sl(2), por lo cual estd algebra tiene como base a
{F',Fi, H*} Uno puede demostrar por induccién que las relaciones

1,j,keN’
(3.16), implican para esta algebra,
EPH? = (H — 2pl)E”, (3.39a)
FPH? = (H + 2pl)F?, (3.39b)
[Ea Fp} = p(H + (p - 1)]>Fp—1’ (339C)
[EP,F) =p(H — (p+ 1)I)FP~*, (3.39d)

Consideremos (3.39¢), por induccién se satisface para p = 1. Para p > 1 se
tiene,

[E,FP] = [E, F?] + [E, FP"YF + FP7'[E, F)
= (p—1)(H — (p—2)D)F*>F + F*"'"H = ((p— 1)(H — pI) + H)F""!
=pFP Y (H —pIl +1)=p(H + (p— )I)FP~*.

La relacion (3.39d) se comprueba de forma andloga, mientras que (3.39a) y
(3.39b) se prueban usando doble induccién en p y g, y las relaciones EH =
(H—20Ey FH = (H + 2I)F.

3.9. Algebras asociativas con unidad y C-alge-
bras
Definicién 22. Un dlgebra asociativa con unidad (K-dlgebra), es un triplete

(A, m, i), definido sobre un espacio vectorial Ag, donde los mapeos m : A ®
A—Aei: K — A, satisfacen las siguientes propiedades:
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1. El mapeo multiplicacion m : A Q@ A — A, satisface el axioma de aso-
ciatividad expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

AR A

/@@/’ \\Qk\sA
i

ARA®A

\;@\\

A®A

FEquivalentemente: m o (moid) = mo (idom), dondei: A — A esla
aplicacion identidad a — a, y el simbolo” o” indica la composicion de
los mapeos.

2. Ezxiste un elemento unidad 1 € A que satisface la propiedad:
a-1=1-a=a, VacA. (3.40)

Este axioma de unidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

A®A

' A

A2 AQF id
A® A

Y

A2F®A !

Fquivalentemente mo(id®1) = id = mo(i®id). Dondei : F — A es un
mapeo lineal (mapeo inclusion) definido mediante i(o) = al, Va € F.
Las aplicaciones denotadas por =, representan isomorfismos naturales
entre FR A, AQ F, y A, de tal forma que: a ® a = a ® a = aa.

Con los tres diagramas anteriores es posible demostrar que realmente m
define una multiplicacién asociativa en A y que i(1) es la unidad de A con
respecto a esta multiplicacién. En efecto, denotando m(a ® b) por a-b vemos
inmediatamente que la linealidad de m equivale a los axiomas usuales de la
bilinealidad de la multiplicacién, asociatividad y existencia de la unidad 14.

(a-b)-c = (mo(m®id))(a®b®c) = (mo(idem))(a®b®c) = a-(b-c), Va,b,c € A.
Mientras que:

a-i(l)=mo[(id®i)(a®1l)]=mo[(a®i(l)]=a-i(l) =a, Vaec A
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3.9.1. Homeomorfismos entre K-algebras

Un homeomorfismo entre las K-algebras A y B es una aplicacién lineal
¢ : A — B, expresado en términos de los siguientes diagramas conmutativos:

AA—2 _BeB

A - B
F id F
liA LZB
A . B

Equivalentemente, ¢ o my4 = mp o (¢ ® ) y por otro lado, p o iy = ig.
Esto quiere decir simplemente: ¢(a-b) = ¢(a) - ¢(b), Va,b € Ay que ademas
p(la) = 1p.

Definicién 23. Una C-dlgebra es un dlgebra con unidad en donde el campo
F esC.

Ejemplo 10. El espacio vectorial R"™, con la operacion multiplicacion p :
R"” @ R™ — R", definido por:

p((z1, .o 22) @ (Y1y- -+, Un)) = (1YL, -+ -, Tnln), (3.41)

con la aplicacion unidad 1 : F — R™ definida como:

n(a) = (a,...,«a), (3.42)

satisface los tres diagramas conmutativos anteriores, por lo tanto, es un dlge-
bra asociativa con unidad sobre R.

3.10. Coalgebra

Una codlgebra es un triplete (A*, A, €), constituido por un espacio vecto-
rial A* sobre C (en este caso, en general puede ser cualquier campo F'), en
donde los mapeos, A : A* - A*® A* y € : A* — C, satisfacen las siguientes
propiedades:
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1. El mapeo comultiplicacién A : A* — A* ® A*, satisface el axioma de
coasociatividad, expresado en términos del siguiente diagrama conmu-
tativo :

A ® A*

A*/ W
x

AT® AT @ A

%

A @ A*
Equivalentemente, (id ® A)o A = (A ® id) o A.

2. Existe un elemento unidad 1 € A* que satisface la propiedad:

a*-1=1-a" (3.43)

Este axioma de counidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

A* @ A

* id

A C= A"

A ® A*

* id

A Cp A= A"
Equivalentemente, (id ® €) o A = id = (e ® id) o A.

3.10.1. Homeomorfismos entre coalgebras

Un homeomorfismo entre dos algebras A* y B* es una aplicacion lineal
p : A* — B* expresado en los siguientes diagramas conmutativos:

B*® B* A*® A

PP
ABT AAT

B* ‘ A*
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F — F
B L A

Equivalentemente tenemos las siguientes condiciones (¢®¢)oA s = Agoyp
y ademas, €g 0 = €4.

Ejemplo 11. Si C' = C[t], denota el conjunto de polinomios de una variable
sobre C, entonces la comultiplicacion y counidad, vienen dados respectiva-
mente por:

Aty =Y et
p+q=n (344)
G(tn) = 5n0'

Por la coasociatividad (para n=2),
(idR A)o A(t?) = (IdRA) PR 1+tRt+ 1)

#R11+tR1t+tRtR1+132R1+1tRt+121 ¢
=(A®id) (1 +tot+10t*) = (A®id) o A(t?).

Para mostrar que €(t") = 0 define el mapeo counidad se debe demostrar
que: (id@e)o A(t") =t"®1 y (e®id) o A(t") = 1 ®t". Para el primer caso
tenemos:

(id®¢€)o A(t") = (id ® €) ( Z P ® tq> =t"®1, (3.45)

para (e ®id) o A(t") = t" ® 1, se hace un desarrollo similar.

3.11. Relacion entre K-algebras y coalgebras

Si A es un espacio vectorial y A* = Hom(A, C) es su respectivo espacio
dual, i.e. el espacio vectorial de las funciones lineales en A. Entonces [ : A —
C debe estar en A* si:

l(aa + Bb) = al(a) + BL(b), Va,be A, «,p€C. (3.46)

Al asumir que A es una C-élgebra, tenemos el triplete (A, m,) (en donde
los mapeos m : AR A — Aei:C — A satisfacen las propiedades de aso-
ciatividad y unidad). Entonces la multiplicacién en A induce una estructura
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en A* mediante el mapeo A : A* - A* ® A*, llamada comultiplicacién o
coproducto:

Al)(a®b) =1(a-b), (3.47)
donde | € A*, y asigna a toda funciéon lineal en A una funcién bilineal en

A ® A. De la misma manera, el mapeo inclusién ¢ : C — A induce el mapeo
counidad € : A* — C, tal que:

e(l)=1), leA" (3.48)
Como consecuencia los diagramas de coasociatividad y counidad, son los res-
pectivos duales de asociatividad y unidad. Mientras que los mapeos asociados
a los homeomorfismos son equivalentes. Para obtener unos a partir de otros,

solo hay que reemplazar A por A*, ¢ por € y m por A, e invertir las direcciones
de las flechas.

3.12. Bialgebras

Definicién 24. Una bidlgebra B es una quinteta (A, m,i, A €), donde A es
un espacio vectorial sobre un campo F' dotado de las aplicaciones lineales m,
i, A, € tal que

1. (B,m,1) define un dlgebra.
2. (B,A,¢) define una codlgebra.
3. La multiplicacion m y la unidad i son homeomorfismos de la codlgebra.

4. La comultiplicacion A y la counidad € son homeomorfismos del dlgebra.

3.13. Algebra de Hopf

Definicién 25. Una bidlgebra B es llamada dlgebra de Hopf si existe un
mapeo biyectivo S : B — B, llamado antipoda, con C-dlgebra un antihomeo-
morfismo, i.e.

S(a-b) =S(b)-S(a), Va,be A, (3.49)
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y satisface el axioma de la antipoda: mo(S®id)oA = mo(id®S)oA =ioe,
o en formas de diagramas:

C
A A—"9 A9 A
N "

A \ A
C
En resumen una dlgebra de Hopf es una sexteta (A,m,i, A€, S), donde
los mapeos satisfacen los axiomas enumerados anteriormente, el espacio dual

A* de un dlgebra de Hopf A, tiene una estructura natural de dlgebra de Hopf.
En efecto, esto al definir la antipoda S* : A* — A* de la siguiente manera:

S*(1)(a) = 1(S(a)), (3.50)
donde a € A yl e A*.

Ejemplo 12. Si A es un dlgebra compleja con generadores (x,g), que sa-
tisfacen las relaciones g*> = 1, 2> = 0, grg = —x. Los elementos 1, g, z,
gz forman un espacio vectorial de A. Lo anterior aunado a las relaciones
Alg) =g®g, Alz) =2@g9+10w, e(g) =1, e(z) =0, S(g) =g =g"
y S(x) = —x definen una estructura de Hopf sobre A. Esta dlgebra es no-
conmutativa [15].

Proposicién 5. Toda dlgebra universal envolvente U(g) es un dlgebra de
Hopf con los mapeos A y S definidos por

n

A(vr-v2) = > Up(a) -+~ Vp() @ pkrt) -+ Up(m),
k=0 pe Py (3.51)

S(vvg -+ vyn) = (=1)"vy, - - - vavy,

con x1,...,T, € g y en donde P, denota el conjunto de todas las permuta-
ciones de {1,2,--- ,n}.
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3.13.1. Algebra de Hopf U(sl(2))

El algebra de Lie U(sl(2)) contiene una estructura natural de algebra de
Hopf. Para los generadores E, F', H y el elemento unidad I, se definen:

AE)=E®1+1®E,

AF)=F®1+1®F,

(H)=H®1+1® H,

A =1®1,

€(E)=¢F)=¢H)=0, eI) =1,
S(E)=—E, S(F)=—F, S(H)=—H, S(I)=1.

>

(3.52)

a) Para corroborar la asociatividad primeramente se tiene que revisar que
A define un morfismo del algebra U en el dlgebra U ® U, es decir A debe
preservar las relaciones 3.16,

IA(E), A(F)] = A(H), (3.53a)
[A(H), A(E)] = 2A(E), (3.53b)
[A(H), A(F)] = —2A(F). (3.53¢)

Calculamos (3.53a)

AE),A(F)]=(E®1+1QE)(F®1+1®F)
—(FRI4+1®F)(E®1+1®E)
=FEF®1+1®@FF-FE®1—-1®FFE
= A(E, F]) = A(H).

Para (3.53b) y (3.53c) el procedimiento es andlogo. Una vez satisfecho lo
anterior es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad.
Comprobemos para E, por un lado tenemos

(A®id)AE) = (A®id)(E®1+1QE)
=AE)R1+Al)®FE (3.54)
=FRI1I®1+10ER1I+1Q01QE,

mientras que, por otro lado
(1d@A)A(E) = (idR A E®R1+1® E)

—E® A1) +1® A(E) (3.55)
=FRQ1IQ14+1QFEFR1+1R1R E.
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De (3.54) y (3.55) se concluye que
(A ®id)A(E) = (id @ A)A(E).

La coasociatividad para F'y H se prueban de forma similar.

b) Para corroborar el axioma de counidad se tiene que revisar que e define
un morfismo del algebra U en el algebra U ® U, es decir que € satisface las
relaciones,

[e(E), e(F)] = e(H), (3.56a)
[e(H), e(E)] = 2¢(E), (3.56D)
[e(H), e(F)] = —2¢(F). (3.56¢)

Calculamos para (3.56a)

Las relaciones (3.56b) y (3.56¢), se corroboran de la misma forma. De esta
manera es posible comprobar el axioma de counidad para cada uno de los
generadores, en particular para F'

(e®id)A(F) = (e®id)(FR1+1® F)

=e(F)®1+€l)®@ F=1®F, (3:57)

por otro lado

(id® e)A(F) = (id®@ e)(F® 1+ 1® F)

=FRe¢l)+1®eF)=F®1. (3.58)

De las relaciones (3.57) y (3.58) se satisface el axioma de counidad para F.
Para revisar la counidad de E y H se procede de la misma manera.

¢) De la misma forma que en el caso del coproducto y la counidad, antes
de comprobar el axioma de counidad es necesario revisar que S define un
morfismo del dlgebra U en el algebra U ® U, es decir,

[S(E), S(F)] = S(H), (3.59a)
[S(H), S(E)] = 28(E), (3.50D)
[S(H), S(F)] = —2S(F). (3.59¢)

Para (3.59¢) tenemos

[S(E), S(F)] = S(F)S(H) — S(H)S(F)
— FH — HF = —2F = —28(F).
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Para (3.59a) y (3.59b) el procedimiento es el mismo. Satisfaciendose lo an-
terior es posible comprobar el axioma de la antipoda, en particular para H,
por un lado vamos a tener

u(S @ id)A(H)

p(S®id)(H®1+1® H)
p(S(H)®1+S5(1)® H) (3.60)
S(H)+ S(1)H=—-H + H =0,

por otro lado

p(id @ S)AH) = p(id®@ S)(H®1+1® H)
=pu(H®S(1)+1® S(H)) (3.61)
=HS(1)+ S(H)=H—-H=0.

De (3.60) y (3.61) se sigue,
p(S ®@id)A(H) = p(id @ S)A(H) = €(H).

Por lo tanto, se satisface el axioma de la antipoda para H. Para los otros
generadores la comprobacion es similar.

3.13.2. Algebra de Hopf U(H(3,1))

El 4lgebra de Lie U(H(3,1)) tiene una estructura de algebra de Hopf, al
definir para los generadores X*, P, y el elemento unidad,

XM =X'el+1le X"
P)=P,®14+1®P,,

(3.62)

e(X*) =¢€(P) =¢€(0)) =0 €(I) =1,
(X") = —X*, S(P,)=—P, S(6") =" S(I)=1.

n

a) Para demostrar que A define un morfismo tienen que satisfacerse las re-
laciones

[AX™), A(X¥)] = A(0), (3.63a)

[A(P,), A(R,)] = A(0), (3.63b)
[AX"), A(R,)] = iA(0)). (3.63c)
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Para (3.63c) tenemos,

[AX*),AP)]=(X"®@1+1X")(P,®1+1®P,)
—(Pel+1eP)(X"®1+1 X")
=X'P,®1+X'®P,+P,@X"+1®X"P,
-PX'®1-P,X'-X'®P, +—-1 P,X"
=[X*P]®1+1® X" P,)
=1A(h).

Las relaciones (3.63a) y (3.63b) se corroboran de forma andloga.
Primeramente, se mostrara que se satisface el axioma de coasociatividad para
X*. Por un lado,

(A®iIAX*) = (A®id)(X*®1+1 X*)

v " i (3.64)
=X'"RI®1+10X'®1+1®1® X,

mientras por otro,
(1d @ A)A(XH*) = (ldR A)(X* @1+ 1 X*)

3.65
=X'R114+10X"®1+1®1® X" (3.65)

De (3.64) y (3.65) se satisface el axioma para X*. Ahora veamos que se
satisface para P,, por un lado,

(A®id)AP) = (A®id)(P,®1+1®P,)
=FP®1I®1+10FP01+11® P,
en tanto que,
(id® A)A(P,) = (id® A) (P, @14+ 1® P,)
=P ®1I®1+10P®1+101® PF,.
Por lo tanto, también se satisface el axioma de coasociatividad para el caso
de P,.
b) Para mostrar que € define un morfismo se tiene que satisfacer,
[e(X*"), e(XY)] = €(0),
[e(Py), €(P,)] = €(0), (3.66)
[e(X"), e(By)] = 1€()).
Las relaciones (3.66) se satisfacen trivialmente ya que e(X#) = €(P,) =
e(0M) = 0.
Veamos que X* satisface el axioma de counidad, por un lado,
(eRA)AXH) = (e A)(X*@1+1R XH)

3.67
=e(X")@1l+el) X! =1 XH, (3.67)
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mientras que por el otro,

(id ® ) A(X") = (id® €) (X" @ 1+ 1 ® X"

3.68
=X'®Rel)+1@eX") =X'® 1. (3.68)

De las relaciones (3.67) y (3.68) se satisface este axioma de counidad para el
generador X*. Veamos que ocurre para P,, por un lado,

(e®@ A)A(P) =(e®A)P,®@1+1®P,)

3.69
:€<Py)®1+6<1)®PI/:1®PI/7 ( )

en tanto que,

(ld®e)A(P) =(id®€e)(P,®1+1®P,)

3.70
=P,®el)+1®eP,)=PFP,®1. (3.70)

De (3.69) y (3.70) también se satisface el axioma de counidad para P,.
¢) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer las relaciones,

[S(X"), S(X)] = 5(0),
[S(Pu), S(B)] = 5(0), (3.71)
[S(X*), S(P,)] =iS5(6y)-

Estas relaciones se satisfacen directamente teniendo en cuenta que S(X*) =
—X*y S(P,)=—-P,.

Para mostrar que X* satisface el axioma de la antipoda, tenemos por un
lado,

(S @ id)A(XH) = pu(S@id)(X'1+10 XH)
=u(S(X") @1+ 5(1) @ X*) (3.72)
p(—X"@1+10 X") = —X" 4+ X" =0.

Por otro,

p(id @ S)A(X™) = plid ® S)(X* @ 1+ 1@ X*)
= (X" ® S(1) + 1 ® 5(XH)) (3.73)
—u(XP@1+1® (—X") = X* — X+ =0.

De (3.72) y (3.73) se satisface el axioma de la antipoda para el generador X*.
De forma andloga se puede mostrar que P, también satisface este axioma.
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3.14. Algebra de Lazos

3.14.1. Orbitas coadjuntas y el formalismo hamilto-
niano

Al introducir la estructura simpléctica natural en el problema uno puede
dar una interpretaciéon Hamiltoniana de la ecuacién de Lax. Esto también se
usa para calcular los paréntesis de Poisson de los elementos de la matriz de
Lax en términos de la r-matriz.

Primero introducimos algo de notacion sobre la acciéon adjunta y coadjunta
de las algebras y grupos de Lie. Sea GG el grupo de Lie del algebra de Lie G.
El grupo G acttia en G mediante la accién adjunta denotada como Ad:

X = (Adg)(X)=gXg', g€G, Xe€g (3.74)

De forma similar la acciéon coadjunta de G en el dual G* del algebra de Lie
G esta definido por:

(Ad*g=)(X) = Z(Adg (X)), g€ G, X €G, Z€G". (3.75)

La version infinitesimal de estas acciones nos da la acciéon del algebra de Lie
G en G y G*, denotada como ad y ad* respectivamente y estd dada por:

adX(Y) =[X,Y], X,Y €G,

3.76
W' XZ(Y) = -Z(X.V]), X.Yeq zeg. T
Consideremos la matriz de Lax con solo una singularidad en A = 0:
LV = (gNA-(N)g™ (V) (3.77)
con A_(A\) =31 AN,y g(\) un desarrollo alrededor de A = 0. Los ele-

mentos de G son series regulares g(A) = >~ g,A". La ley del producto es el
producto puntual: (gh)(\) = g(A\)h(N). Formalmente el dlgebra de Lie G de
G estd compuesto de elementos de la forma X (A) = > 7 X, \". Su corchete
de Lie esta dado por el conmutador puntual.

El dual G* de G se puede identificar con el conjunto de matrices polares
E(A) = >, A7, donde la suma contiene un nimero finito pero arbitra-
riamente grande de términos, por la relacién

(E,X) =trresx=o(Z2(N) X (V) = Z trZp i Xy (3.78)

donde res,_, se define como el coeficiente de A~ !.
La accién coadjunta de G en G* estd definida por ((Ad*g)-Z)(X) = Z(¢g~ ' Xg)
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para = € G* y cualquier X € G. Usando el modelo anterior para G*, y como
(2,97 Xg) = (997", X) = ((9Zg")-, X), tenemos

(Ad*g) -Z2(X) = (98¢ ')- (3.79)

Esta es exactamente la ecuacién (3.77). La matriz de Lax puede entonces
interpretarse como miembro de la 6rbita coadjunta del elemento A_(\) de
G* bajo el grupo de lazo G.

Con esta interpretacion, la eucion de Lax se lee como:

L=ad'M L=[M,L] (3.80)

Esto demuestra que las ecuaciones de movimiento se puede ver como un flujo
en la orbita coadjunta.

Algunas de las herramientas descritas en este capitulo se utilizaran en el
capitulo siguiente y se desarrollan aqui para hacer la tesis sea autocontenida.
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Capitulo 4

Teorias de Campo

En este capitulo estudiaremos las corrientes locales y las no-locales, asi
como su correspondiente carga asociada, como ejemplo consideraremos el
modelo quiral de Gross-Neveu. Posteriormente estudiaremos la matriz de
monodromia y las matrices r clasicas. Por iltimo desarrollaremos el método
de dispersion inverso clésico para los solitones.

4.1. Integrabilidad y Cargas no-locales

La siguiente seccién se puede considerar como una continuacion del Teo-
rema de Noether.

4.1.1. Simetrias Locales y Bilocales

Consideremos una teoria de campo con el Lagrangiano L£(¢ 4, 0¢4), donde
¢4 representa el campo de la teoria (que no especificamos por el momento).
Suponemos que el Lagrangiano tiene una simetria interna espacio-tiempo
continua infinitesimal dada por la variacién d¢,4, entonces el cambio en el
Lagrangiano va estar dado por una derivada total

5L = 0, f" (4.1)

Debido al teorema de Noether (de la seccién 2.3) podemos definir la corriente
Ju €cOmo

oL oL
= —o0z” [ 0, — O Q* 4.2
= gbon = s (a g M) 4 (12)
la cual satisface
/ d'z 0,j" =0 = 9,j" =0, (4.3)
M

71
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la simetria induce una corriente conservada que satisface la ley de conserva-
ciéon.
Consideremos el caso en que dz¥ =0y 6Q* = fH(pa), i.e.

oL

= m&m + f*(@a). (4.4)

Dependiendo de la simetria, puede ser conveniente desarrollar la corriente en
términos de los generadores de la simetria, i.e. 7# = jkt,. El algebra de la
simetria g esta generada por los operadores t, que suponemos antihermitianos
i.e. t, = —t! y satisfacen la relacién de conmutacién

[tas o] = fade te. (4.5)

Si integramos la corriente conservada en todo el espacio obtenemos la carga
conservada

J(t) = / A1z 0t z). (4.6)

Debido a (4.3) la carga conservada cumple la ecuacion

D~ [0l o0 = = [ a09-iea) = - [ a8 e, 47

Si consideramos la dimensién espacio-tiempo d = 2, encontramos que la carga

cumple
S+
de.:lit) — _/ dS . ]1<t’x) — jl(t, S,) . jl(t, S+>7 (48)

en donde s denotan los bordes del espacio. Ahora, suponemos que la co-
. . . . T—S54 .

rriente decae en los bordes espaciales i.e. j#(t,2) — 0, como consecuencia
la carga J es independiente del tiempo i.e. ‘3—‘{ = (. Para una dimension es-
pacio temporal d = 3 consideramos un volumen infinito V' con S+ — 4o0.
Boost de Lorentz

Consideremos una transformacién de Lorentz como ejemplo de una simetria
de Noether. Infinitesimalmente, esta transformacién puede representarse co-
mo

A, =6 + N (4.9)
donde M\ = — )", Consideremos un campo escalar ¢4 tal que

Pa(@") = da(),
y " = M\ ¥ entonces

$a(2) = ¢4 (2) = G4 (A7) = Pu(w + Av) = Py () + N, 2" 0ud(2)
= 00a(z) = Pa(z’) — da(r) = =N\, 2"y (x).
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De acuerdo a lo anterior el Lagrangiano transforma de acuerdo a
0L = =N 2"0,L =—0,(\N,)2"L), (4.10)

esto se debe a la antisimetria de \*,. La corriente de Noether correspondiente
tiene la forma

oL
H=-N | ——2" — M a"L) = =N, TH " 4.11
J v <8(au¢A)x PQSA("L‘) px ) v p.l’ ) ( )
en donde T es el tensor de energia momento definido por:
oL
T = ——0,¢a(x) — 0" L. 4.12
= S (112)

Notemos que 7" no depende de la transformacién infinitesimal A\?,. La co-
rriente j* (4.11) en el espacio-tiempo d-dimensional tiene d(d — 1)/2 canti-
dades conservadas dadas por

(") = aPTH — 27T, (4.13)

que satisfacen 0,,(j#)?” = 0. Para los indices espaciales p, o = i, j, la transfor-
macién de Lorentz corresponde a una rotacion, en cambio para p, o = 0,7 una
combinacion de componentes tiempo y espacio, la transformacion representa
un boost de Lorentz. Nos interesa particularmente el espacio-tiempo 2-dim,
en donde existe sélo una transformacién de Lorentz (un boost), consideremos
el caso 07 la cual nos da una carga conservada de la forma

J% = / d e (20T — 2'T0%). (4.14)

Si el campo tiene un espin no trivial podemos agregar un término extra a
la transformacién del boost. Notemos ademas que la densidad Hamiltoniana
estd definida como la componente 00 del tensor de energia momento,

o

T = H(z) = n(z)da(z) — L, (z) = %. (4.15)

M4s atin, como la carga J% se conserva, su valor es independiente del tiempo,
entonces podemos elegir t = 2° = 0. Entonces, para d = 1 + 1 dim podemos
reescribir la carga del Boost como el primer momento del hamiltoniano

B=Jy = /dx zH(z). (4.16)
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Si suponemos que la integral va de s_ a s, podemos reescribir la carga
conservada del boost como una integral bilocal de la forma

S4 T
Bl’/ da:/ dy 1- H(z)

mddulo el término s_ [+ dzH (z) el cual es proporcional a la energfa conser-
vada y no modifica la propiedad del boost de ser una carga conservada, donde
I es la identidad. En (4.17) introducimos el producto ordenado definido por

1|H) = / do(z-H(z)— s H(z)), (4.17)

[A|B] = /joo dx /_x dy A(y)B(z). (4.18)

Notemos que el ejemplo anterior de cargas de Noether se refiere a una si-
metria espacio-temporal. A continuacién, desarrollaremos algunos ejemplos
de simetrias internas y cargas asociadas que se pueden extender a las si-
metrias bilocales. La motivacién de repasar las propiedades del boost de
Lorentz quedaran claras al discutir las simetrias Yangianas.

Simetrias Bilocales

Vamos a considerar corrientes y cargas conservadas 1 + 1-dim. Suponemos
que la corriente local j# no solo se conserva, sino que ademas es plana. Donde
ser plano quiere decir que la corriente satisface la ecuaciéon

[0y + Jus O + 0] = 0, (4.19)

i.e. define una conexién plana. De forma mas explicita, la ecuacion anterior
puede ser escrita como:

Fo1 = 0ojr — 010 + [jo, j1] = 0.
Si consideramos j, = juate ¥ [ta, ts] = favclc tenemos
00710 — O1Joa + fabe Jovjic = 0. (4.20)

Bajo la condicion de planeidad o condicion de curvatura cero, definimos una
corriente conservada bilocal adicional de la forma

x

A ” . 1 . .
]5(t7x) = Eu jua(ta ZL‘) - §fabc]l/:(ta LL') / dy jg(tvy)v (421)

—00
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la cual se conserva modulo la condiciéon de planeidad, ya que
Dl (t, ) = 0™ o (t, )

. fabc
2

x

@J’f(t,fv))/dy j?(t,y)ﬂf(t,x)@u/dy Je(t.y)

—0o0

T

. 1 .
= aﬂeuyjcw(t?x) - éfabc |:O : / dy ]S(t7 y)

bty [ dy st) + 0o [ dy 2ew)

T

. 1 . . . .
== a;ﬁleau@?x) - Efabc ]I[))<t7 l’) / dy aO]S(ta y) +jl}(t7 .T)jg(t,l’)

—00

T

: 1 : : : :
= 0,6 junlt,) = 5 foe |8(00) [ dy (<0030 ) + (et )

—00

= Ou ) + 5 ane [0, 0)G2(1,2) — G118, —00)) = (4, 2) 200, )]

L 1 | .
= a,ueu ]au<t7 37) + §fabc€;u/j[/j(ta LU)]C (t7 JJ)
= _anla(ta .CL’) + alea(tax) - []O(ta l’),jl(t,l’)]a = 07

con €' = —1, nos vamos a referir j* como la corriente a nivel cero y a j#
como la corriente a nivel uno. De la misma forma que definimos la carga
conservada para la corriente a nivel cero, definimos la correspondiente carga

conservada para la corriente a nivel uno

A T N T . 1 T . .
Ja(t) = /daﬁ 3ot x) = /dx ];(t7$)_§fabc/ /dxdy gyt z)32(t,y).

(4.22)
El orden de los términos en la integral 1-dimensional es similar a (4.17) solo
que aqui ambas fases del operador bilocal son no triviales. Reescribimos la
carga en forma compacta como

e}

Wty = [ de gie.) = S A OO (1.23)

—0o0
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donde hemos usado (4.18). Comprobemos explicitamente que bajo estas con-
diciones la carga es independiente del tiempo

o0

Gt == [ dwoniitta) - 3t [ [ do iy 0GB 0)

= — / dl‘(aljg(t, l’) - fabcjl?(tv l‘)]i(t,l‘))

~ plae [ [ do dy (@it )2 0) + 326 0S2E0)

— 0t —00) — 10(t, 00) + fne / dz JO(t,2)j1(t, z)

~ e [ [ do dyl(@usi )2t + (e, 210,20 w)

— 0t —00) — j(t,00) + fune / dw j0(t, )7 (1, z)
1 r -1 f -0 -1 f -0
—ch dr |0.(j, (t,x) [ dyje(t,y)) — gy (t,2)0 [ dyj(t,y)
1 r -0 .1 .1
- §fabc dx]b (t> w)(]c <t7 $) - ]c (t7 —OO))
_ -0 -0 -0 -1
= J8lt, o) = J2(t.00) + foe [ dagilt,w)stt,)
1, I R
- §fabc ]b <t7 OO) dyjc (tv y) + §fabc dw]b (ta I’)]c (t7 I)
1 r -0 1 1
- §fabc dx]b (t> .I‘)(jc <t7 ZL‘) — Je (t’ _OO))7

d - ) ) 1 ) )
%Ja(t) = ]g(tv _OO) - jg(ta OO) - §fabc[]b1(ta OO)JC - Jb]i(t _OO)]7
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donde usamos la condicion de planeidad y la conservacion de la corriente,

ademads considerando que
T—F00

ji(t,x) =0, (4.24)
tenemos p
—Ju(t) = 0. 4.25
Sa() (4.25)
Concluimos que la carga para la corriente a nivel uno es independiente del
tiempo.

A partir de la propiedad de conservacion y de planeidad de la corriente local
Ju obtendremos la corriente conservada bilocal y la carga asociada.

4.1.2. Cargas no locales y Formulacién de Lax

Dada la condicién de planeidad y la corriente conservada j,, podemos
definir una derivada covariante D, = 0, + j,, de tal forma que la ley de
conservaciéon y la condicién de planeidad se transforman en:

0., D] =0, = [D,,D,]=0. (4.26)

Consideremos ahora un enfoque inductivo. Supongamos que podemos cons-
truir una corriente conservada jﬁn)(x) a orden n. La conservacion de la co-
rriente implica que existe una funcién x™(z) (potencial asociado), para el
cual

i =€w0’x™,  n>0. (4.27)

Como consecuencia, la corriente adicional puede definirse como
i = D™, n> -1, (4.28)

donde (=Y = 1. Esta corriente se conserva debido a (4.26), como veremos a
continuacion

0" = "Dy = D,o"x™ = e D, D" =0, n>0,

en donde también usamos (4.27) y (4.28), que implican 9*y™ = e i =
e D,x"=V y e"[D,, D,] = —2[Dy, D] = 0.
Para comenzar la induccién consideremos (™9 = 1y j,(fl) = 0, tal que

(0) _ Pod bi
Ju’ = Jj*, que suponemos se conserva. Podemos escribir

x

i =ewdxY, == - / dy j°(y). (4.29)

—00
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entonces .
Jn=ap) = DX = 5 (x) = ju(x) / dy;"(y)- (4.30)
Por lo tanto, demostramos la existencia de la corriente conservada jl(LO) = Ju

. . (1) , .
que satisface (4.26), ademds podemos construir g,S ) = Ju» asi como un nimero

infinito de corrientes conservadas no locales y como consecuencia un nimero
infinito de cargas conservadas no-locales.

“+o00

JM = /d:c i (). (4.31)

—0o0

El parametro espectral.

Ahora tenemos un conjunto de cargas conservadas, es obvio que cualquier
combinacion lineal de estas cargas conservadas nos da también una carga
conservada. Esto nos induce a pensar en construir una funcién generadora
conservada T'(u) cuyo desarrollo en \ genere las cargas conservadas

T(\) = i AL, (4.32)

k=—1

Comencemos usando una imagen geométrica, lo que nos sugiere que en apa-
riencia tiene la forma de una derivada covariante. De hecho, vamos a definir
una nueva derivada covariante D, (\) = 0, — L,()), donde

1 . »
Lﬂ(t7 X, )‘> = m[]u(ta LC) + )\E,ull.] (tv 'T)L (433>
llamada conexién de Lax que depende de un parametro espectral A. Ademas
exigimos, que (4.26) se cumpla para toda A i.e.

[D,(AN), D, (N)] = 0. (4.34)

Lo que nos proporciona una forma compacta de escribir la condicion de pla-
neidad y la conservacién de la corriente j,. Notemos que podemos interpretar
a los componentes de L, (\) como una familia de 1-pardametros de pares de
Lax.

La ecuacion (4.34) puede interpretarse como una condicién de compatibilidad
para el llamado ”problema lineal auxiliar”

D, (\)D(t, ) = 0, (4.35)
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que representa un sistema de dos ecuaciones diferenciales de la funcién ®(¢, x).
De hecho, aplicando otra derivada covariante D, () en la ecuacién se de-
muestra que la solucién de @ solo estd bien definida si (4.34) se cumple. La
ecuacién (4.35) describe una transformacion infinitesimal generada por 0, en
la conexién L, (A).

Lo que sigue es determinar la matriz de transporte T'(¢, zo, z; A) que trans-
porta la solucién ®(t, zg, A) a lo largo del intervalo [z, z]:

O(t,x, \) =T(t, xg, x; \)DP(t, 20, A). (4.36)
Notemos que la matriz de transporte puede ser definida por las ecuaciones
DI(A)T(t’xU7$7)\> = 07 T(t,l‘o,.ﬁlfo;/\) = 1. (437)

Podemos integrar (4.37) a lo largo del eje z y obtener la solucién explicita
con una trayectoria ordenada
T(t,zo,z;\) = Pexp /da:’Ll(t,x’;)\) : (4.38)

o

Aqui P denota el ordenamiento en la trayectoria donde el crecimiento en
x es a la izquierda. Basandonos en esta expresion, definimos la matriz de
monodromia 7T'(t; A) como la matriz de transporte a lo largo de todo el eje x

T(t; \) = T(t, —00,00; \). (4.39)
Desarrollamos T'(t; A) en potencias de 1/,

1 d 1 @
TN =1—~— 2 L+

TR Ly+..

A2d(1/2)2 !

notemos que para v = 1/\ tenemos
d .
L,u(tax;v)‘vzo = Oa %L/L(tax;vﬂvzo = e,uuju(tax>7

2
Lu<t7 Z; /U)‘v=0 = 2j#(t7 x)’

dv?
y al sustituir obtenemos
1(653) = 1= [ deintt.oyt5; | [ doisttn) + [ do [ dyiot oty
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En le expresién anterior encontramos que la carga a nivel cero y nivel uno son

los primeros coeficientes del desarrollo (4.32). Suponiendo que j,(z) e 0,

podemos demostrar que en general

%T(t; A) = Lo(t, 400, NT(E: A) — T(t: \)Lo(t, —00, A) = 0. (4.40)

Es la matriz de monodromia T'(\) = T'(; A) la que realmente complementa la
funcién generadora conservada para un nimero infinito de cargas conservadas

Jm,

4.1.3. Modelo Quiral de Gross-Neveu

Repasemos algunos conceptos para el modelo Quiral de Gross-Neveu de
dimensién 1 + 1. Esta teorfa fue introducida 1947 por Gross y Neveu [16],
representa una versién 2-dim del modelo de Nambu-Jona-Lasino 4-dim [17].
Es un modelo de juguete completo para QCD. Adicionalmente, la teoria es
asintoticamente libre y puede resolverse en el limite N grande, donde N es
el parametro de simetria global u(N), ademds es una teoria integrable.

Corriente locales y no-locales. Consideremos el Lagrangiano de la
simetria quiral u(N).

N B 2 N - 2 N - 2
ﬁsz“uﬁ)wﬁ% (le“wa> - (wam) . (441)
a=1 a= a=1

Los fermiones de Dirac estdn denotados por ¢,; y 1;;" = zpj “(7°);; con 4,5 =
1,2 y los indices a fundamentales o anti-fundamentales u(NV) respectivos. Las
matrices gamma 2-dim en la representacién de Weyl tienen la forma

(01 o 0 1 B (-1 0
T=0=\ 41 ¢ ) NTW02= 1 o) B=NN= o 1/

y satisfacen el algebra de Clifford {v,,7,} = 2n,,. El Lagrangiano también
tiene una simetria quiral u(1)

Yo — €75, (4.42)

que no se rompe a nivel cuantico ya que las particulas masivas generadas
por el rompimiento espontaneo de la simetria no estdan cargadas bajo esta
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simetria y las particulas que portan una carga quiral doble se desacoplan.

,l;a (Z/g)wa _)1/11'&6—7;975 Wo(lﬁ) ei@’y5 ¢a — ¢Tae—i975 706—i975 (lﬁ>¢a
= Yl e i), = 91 (@) = 97 (D)
?Zalﬂa’&’g’l,bﬂ —>wTae_i6% 7062'975 %wwe—w% ’yoeie% wﬁ
— wTa,YOeiGVs s waww@*iﬁs e~ ’y%g
= Y1y et HIT Y 0y = oy Py
e e e N L e E

= 1p1 0075y 54 1h T 0075 s e159)

Podemos escribir el Lagrangiano de forma alternativa como

L =9 (id)va +g° (Vrutatd) (V7"tat)) (4.43)
con la suma doble sobre los indices a,b,... = 1,...,N% «a,3,...=1,..,Ny
t, = —t* son los N? generadores de u(N). A partir de ahora consideraremos

a la ecuacién (4.43) como el Lagrangiano Quiral de Gross-Neveu. Por prac-
ticidad consideremos a los generadores t, de su(/N) en lugar de u(N).

La equivalencia entre ambos Lagrangianos puede demostrarse usando la iden-
tidad de Fierz

(Y )is (V) = Gadg — (¥5)a(¥5) s (4.44)
asi, como la siguiente identidad de los generadores de u(N)
1
(ta)o(ta)? = —55553. (4.45)

La ecuacién de movimiento (Euler-Lagrange) van a ser

0 = 0,0y = 29° (V7"tat)) (Vyuta)”
0= i”y“aywa + 292 (f}/utaw)a (?nylutaw) '

Multiplicando estas ecuaciones por 9 y 1, respectivamente y usando la iden-
tidad (4.45). Combinando las dos ecuaciones de movimiento tenemos

(4.46)

(0 )V s + iy Bibg = 0, (4.47)
que implica directamente que la corriente se conserva
Ji = =207 " (ta) avs)- (4.48)

La normalizacion se escoge convenientemente. Para ver la corriente es plana,
notemos que las ecuaciones de movimiento implican

6“”@'3#(150‘%%) = 2925W (d—’a%ﬂ/”v) (1;7%1%) ) (4.49)
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donde usamos que {7V, 7,} =0y 7,75 = —€,,7" asi como la identidad (4.45).
En términos de la corriente y contrayendo con el generador t,, toma la forma

e 0,(ju)5 (ta)a = € (ju)3 ()3 (ta)a, (4.50)

y asi tenemos la condicion de curvatura cero

Ooj1a — O1J0a + [Jo, J1la = 0. (4.51)

Como consecuencia, podemos construir una corriente bilocal j de acuerdo al
procedimiento descrito anteriormente.

Corriente axial.
Consideremos ahora la corriente axial dada por,

(jaxial)g = _ZQQi&’ySVﬂtuw = ijjuaa (452>

que es la forma familiar en la teoria cuantica de campos, sin embargo en este
modelo no se conserva

0 (.]a.mal) - 8 e ]Va - _60j1a + alea 7é 0. (45?))

A pesar de ello, cuando construimos la corriente bilocal j* (la cual si se
conserva) podemos interpretar la corriente axial como el complemento no
local de la corriente bilocal.

i = Gt = 5 [ (). o0 (4.54)

—00

Algebra de Poisson y Formalismo de Lax.
Para estudiar la simetria del algebra generada por las corrientes anteriores,
definimos los paréntesis de Poisson para los fermiones de Dirac

« - — =
) 0 )
(rGy=i [ ar Z d (w D) Tas@) | @) w;a> “

Donde las flechas se introducen cuidadosamente en la estadistica de Grass-
mann de los campos e indican si la variaciéon actia sobre la funcion £ o G.
Usando la definicion de los paréntesis de Poisson podemos demostrar que la
corriente (4.48) satisface las siguientes relaciones del dlgebra

[P, W)} = 26260 — ) fased ™,

con fue la constante de estructura de su(/N). La conexién de Lax y la matriz
de monodromia pueden ser definidos como en (4.33) y (4.38), respectivamen-
te.
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4.1.4. Simetrias no-locales como Cargas de Noether

Nos podemos preguntar ahora si la simetria no local puede interpretar-
se como una simetria de Noether, pero esto solo ocurre en algunos casos
particulares [18, 19]. Para ilustrarlo, usemos algunos resultados de [18] y
consideremos el llamado modelo quiral principal 2-dim con el Lagrangiano

£ = S Tr{Dg()0g™ @), (4.55)

donde el campo g(x) es un grupo valuado i.e. un elemento del grupo G. Las
ecuaciones de movimiento toman la forma de la ecuacién de conservacion

94" =0, (4.56)
donde la corriente estd dada por
Ju =909 = —(9u97")g-
Notemos que esta corriente tiene curvatura cero, i.e. dyj1 — d1jo + [1°, 7] = 0.

5%, 3" = (97" 009, g O1g9] = (g Dog)g " Org — (g~ D1g9)g™ Doy
= —(0og ")gg 019+ (0197 )99 " Dog

4.57
= —[0o(g7"019) — 97" D0019] + 01(g~ " Dog) — g~ ' D10y (457)
= —0(g™"D1g) + 01(g™ ' Dog) = —ojr + Dujo
Ahora definimos la siguiente variaciéon de campo no-local
1 r .
Mg =~dgh® @) =5 [drelz-pin) @59

con p = t*p®, donde t* son los generadores del grupo G y las p® son constantes.
Aqui x© representa de nuevo un potencial asociado a la corriente de nivel
cero (4.29). El Lagrangiano es invariante bajo esta transformacién salvo una
derivada total y para demostrarlo reescribimos el Lagrangiano

1 1
Ez—Tr(?# )Mo (2)] = —Tr _lﬁu 2)O*g Yz
116 [0u9(2)0" g™ (z)] 16 [gf g(x)0"g™ (z)] (4.59)
= 1—6T7"[g’18u9(x)(3"9’1(56))9] = 75 bin(=3")]-

Calculamos la variacion sobre £

1 . | R
0L = =15 Tr(25u05") = = Trljudi*] = 5Tr5,0" "™, ]
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Veamos que el término anterior se puede escribir como una derivada total

Tr(j, 0" (X, p])) = Tr(5.0"(x”p) = 50" (px'?))
= Tr(j,0"(x“p) — 0" (px”)j,)
= Tr(j,0"(x"p) - ( )x( Ju = (0" X))
= Tr(j,0"(xVp) — (5" ) — (X jup)
= TT[(GMJN)XO)P‘FJM@M( 'p) = ("X ) jup
= x2(0"5,)0 — X (0"p)]
= Tr (0" (jiux"” p X©5.p))

(
= T7(0"([jus xVp))-

en donde utilizamos 0"j, = 0, si utilizamos
W — Ly gry© wloprc Lo v @ ) ”
=0, L = §TTj“a X", p] =0 iTr[(ﬁeW[a XWX+ €wi”)pl. (4.60)

La simetria de nivel uno nos da la conservacién de la corriente de Noether a

orden uno

(1) —

. .y . 1 v
Ju = —Cwld + []/uX(O)] - _e,uu[a X vX( )] (4'61>

2

La conservacion de la corriente a nivel uno implica que la corriente a nivel
cero tiene curvatura cero

0§ = —0yjy + Orjo — o, 1.

Notamos que la corriente (4.61) no tiene la forma estdandar de (4.21). De
hecho, la corriente se conserva haciendo uso de las ecuaciones de movimiento.

1) —

X" = —€wi”.

(4.61) se reduce a la forma estandar (4.21) para la corriente a nivel uno. Note-
mos que podemos comenzar el ansatz con (4.61) para determinar & ©) tal que
1) se conserva. Notablemente, la simetria anteriores pueden ser extendidas
a una familia uni paramétrica de simetrias de Noether no-locales [19]. Como
la matriz de monodromia considerada arriba, esta familia complementa la
funcion generadora para el parametro de simetrias independientes.

4.2. Matriz de Monodromia

Para un sistema con un ntimero infinito de grados de libertad, una matriz
de Lax puede interpretarse como una Orbita coadjunta. Esta interpretacién
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puede extenderse a la teoria de campo eligiendo adecuadamente el algebra
de Lie involucrada. Consideraremos la teoria de campo bidimensional en un
cilindro con la variable espacial z € [0, 27| y variable temporal t € [—o0, +00].
Para introducir la variable espacial z, consideramos el dlgebra de lazos g de
mapeos (periédicos) del circulo S' hasta alguna dlgebra de Lie g, es decir,
el mapeo S — g. El caso mas simple es elegir g igual al dlgebra de las
matrices N ® N, pero generalmente, sera un elemento de un algebra de lazos
con el parametro espectral A como en el caso de dimension infinita. Entonces,
estamos trabajando con algebras de lazo doble. Para introducir la estructura
en la direccion x, consideramos la extension central del algebra z-loop

§+CK. (4.62)

g
El conmutador de dos elementos X; = Xl(x) + ¢; K que por definicién es

2

(X1(2)0, Xo(2))dz K, (4.63)

[X1, Xo] = [Xi(z), Xa(2)] +

S~

donde (, ) es una forma bilineal invariante no degenerada en g. El espacio
dual g* de g se puede relacionar con el espacio de los pares de elementos de
la forma = = (Z(z), <) con

E(X) = /0 ﬂ(é(x),)z'(x))dx + gc. (4.64)

La accién coadjunta se define como (ad*X - Z)(Y) = —E([X,Y]) y toma la
forma

[1]:

(ad'X -E)(Y) = - / "B, [X (@), ¥ ()])dz — s / (X (@)0, Y (@))de

[

ad’X -Z = (=[Z(x), X ()] 4+ 0, X (), 0). (4.66)

[

(), X ()] + 0, X (2), Y (2))dx,
(4.65)

tal que

Vemos que ¢ es invariante bajo la acciéon coadjunta, y elegiremos conveniente-
mente drbitas con ¢ = 1. Con este ajuste, la ecuacién de Lax para L = (U, 1)
y M =V va ser:

oU — 0,V +[U,V]=0, (4.67)

que es la condicién de curvatura cero.
v . vari
Alternativamente, se puede decir que la variable x se comporta como una
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variable temporal en los sistemas de dimensién finita. Sin embargo, la cons-
truccion de cantidades conmutativas es mas complicada porque tenemos que
construir funciones invariantes bajo la accién coadjunta (4.66). La condicién
de curvatura cero (4.67) expresa la condicién de compatibilidad del sistema
lineal asociado

(0, —U)¥ =0, (O, —V)¥ =0. (4.68)

Las matrices U y V se pueden considerar como los componentes z y t de la
conexion. Esta conexion se llamard conexion de Lax. Dados U y V, el sistema
lineal (4.68) determina la matriz U bajo la multiplicacién a la derecha por
una matriz constante, que podemos fijar pidiendo W(\,0,0) = 1, con \ el
parametro espectral. Esta U se llamard funcion de onda.

Eligiendo una trayectoria v y el origen en el punto (z,t), la funcién de onda
se puede escribir como

U(z,t) = éxp [ / (Udz + th)} , (4.69)

donde ézp denota el orden de la trayectoria en la exponencial. Este es solo
el transporte paralelo a lo largo de la curva « de la conexién (U, V). Como
la conexién de Lax satisface la relacién de curvatura cero (4.67), el valor
de la exponencial % es independiente de la eleccién de la trayectoria. En
particular, si 7 es la trayectoria x € [0, 27] con el tiempo fijo ¢, llamamos a
U(2m,t) la matriz de monodromia T'(\, ¢):

T(\t) = U(\, 27, t) = éxp [ /0 " U(/\,:B,t)dx] , (4.70)

donde suponemos que U(\, z,t) y V(A x,t) dependen de un parametro es-
pectral A y como estan definidos para un tiempo fijo ¢, la variacién dt en
(4.69) no contribuye.

Proposicién 6. Supongamos que todos los campos son periddicos en x con
periodo 2. Sea T'(\,t) la matriz de monodromia y

H™ () = tr(T™(\, 1)), (4.71)

entonces, H™(X) es independiente del tiempo. Por lo tanto, las trazas de las
potencias de la matriz de monodromia generan cantidades conservadas.

Demostracion. Pensando en la exponencial con la trayectoria [a,b] como

&xp Ub U(m)dm} (14 6zU () - -~ (1 + 02U (1)),
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cona=1x; <xy<---<uwx, =Db, tal que ;.1 — x; = dx — 0, la exponencial
tiene un orden en la trayectoria, usando (4.67) y (4.68) se obtiene

27 ’
@Tij_/ delZ VAT ()l Ui
0
2w
= / dzels" V9,V 4 [V, U])elo Ve
027T 27 x
= / deel:"V(9,V + VU — UV)elo Vde
0

27
_ / dx{efz% Ud:p(axv)efow Udx + efz% devaxefox Udx
0
4 (@cefj” de)Vefom Udz},

que podemos reescribir como
2w 2m T
0T (\t) = / dx 0, (ef:v Udzy/elo Udz) .
0

Integrando tenemos

atT()\7 t) — efQQ;T Ucl:r‘/efo27T Uder efo% devefoo Udz
— VA 2m T (M ) — TV, 0, 1),

Entonces, si los campos son periédicos, tenemos V (A, 2w, t) = V(X 0,t) y la
relacién se convierte en

D,T(\t) = [V()0,8), T\ 1)]. (4.72)

Esta es la ecuacién de Lax e implica que H™ ()) es independiente del tiempo.
Desarrollando en A obtenemos un conjunto infinito de cantidades conserva-
das. ]

Es la matriz de monodromia la que desempena el papel de la matriz de
Lax en el contexto de teoria de campos.
Ejemplo

= Consideremos la densidad Lagrangiana del modelo de Schrodinger no-
lineal en la teoria de campo clasica no relativista de dim 1 + 1.

00k

L = i)' S =~ 00 — R v, (4.73)
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con k una constante de acoplo real. Primero calculamos las ecuaciones
de movimiento para este modelo, sus derivadas parciales estan dadas
por

oL 5/3 . oL h

e * * A * _ _ 7,/ %
oL o . CaL oL hy
So = gy = 2uluruly el S =m0V,

entonces tenemos

0 0L 8-(8£> oL

h 3
0t o B0 ) " gy = 0= T 00 + 2kt =0,

(4.74)

SN —%aiaw _ ihah + 26 | = 0.
(4.75)

90L (0L \_09L
Ot o \oowr) ~ ovr

Donde (4.75) es la ecuacién de Schrédinger no lineal.
Debido a que el momento canénico conjugado de v esta dado por

= % = ih*, (4.76)
O
satisface el siguiente paréntesis de Poisson
{¢(2),v"(v)} = 0(z —y). (4.77)

Calculemos ahora el hamiltoniano de la teoria

H— 7d"x(w—£)

— /d”x (mw/} ihy* a—¢ + 81¢*82¢+k|¢ 1/J|2>

—00

Consideremos el caso n = 1, i.e. solo una dimensién, y h = 1 = m
entonces tenemos

o0

2
H= /dx (g—f +I€|¢|4) : (4.78)



4.2. MATRIZ DE MONODROMIA 89

y la ecuacién de Schrodinger no-lineal (4.75) va ser

iy = —Yus + 2602, (4.79)

suponemos que la funcién compleja 1(z,t) es infinitamente diferencia-
ble en ambos argumentos.Vamos a resolver el problema (4.79) por el
método de dispersion inverso, lo que nos reduce al problema al estudio
de las caracteristicas espectrales del conjunto de operadores diferencia-
les lineales <L — L(z, \).

El par de Lax para este modelo esta dado por

L:(—ig mw*)) M:<¢§+m\¢y2 n%—mw*)

—ip Q2 Woping A — ikl

(4.80)

y depende de un parametro complejo espectral A. Podemos reescribir

L(z,\) como

A T
L(z, \) = ( _2.2;(256) “‘”“Z. %@ ) = —i%ag + ik (x)oy —ih(z)o_,

(4.81)

con

(1 0 /01 (00
5=\o -1) ““Noo) 2“7\ 10)

A partir de aqui vamos a considerar el tiempo t fijo.

Elegimos la matriz L de forma no simétrica en la constante de conexion
k, lo que nos va permitir considerar de manera uniforme tanto el caso
repulsivo k > 0, como el atractivo k < 0.

Introducimos la matriz de transicién 772(\) para un intervalo finito
[x1, x2] como la solucién de la ecuacién diferencial

O e (0) = L(aa, VT2 (V) (4582)
8%2

con la condicién inicial

T ()) = < - ) —1. (4.83)
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Enumeremos algunas propiedades de la matriz T72()).

i) (T =T 0, (4.84a)
i) TN = T30, (4.84b)
i11) a%lef(A) = —T72(AN)L(z1, M), (4.84c)
w)  TiE(\) = KT (V)K, (4.84d)
v)  detT;?(N\) =1, (4.84e)

en donde 12
0 K 9
K:<H—1/2 0 >a K =1

Las propiedades i) — iii) se siguen directamente de la definicién de
T72()). La propiedad de simetria 7v) se sigue de la propiedad analoga
del operador L )

L(z,\) = KL(z, VK, (4.85)

que podemos comprobar directamente. Notemos que (4.84d) implica
que la matriz T72(\) tiene la forma

oy [ @i (A) Kb (A
T (\) = ( o) B ) (4.86)

~—

Por tltimo, la propiedad v) se sigue de la ecuacién trL(z, ) = 0.
Sustituyendo (4.86) en (4.84e) obtenemos para A real la relacién de
"unitariedad”

lazs (VI = Kbz (VP =1, A=A (4.87)

€2

Definimos ahora las matrices de transicion T_(z, A), Ty (z, \), T'(\) pa-
ra los intervalos semi-infinitos (—oo,z| y [z, 00) y el intervalo infinito
(—00, 00), respectivamente, como los siguientes limites

T (x,\) = xllimooT‘”( Je(x, A), (4.88)
To(e,3) = lim e(—a NI, (4.89)
T\ = N lirgooe(—xQ, NT 2 (Ne(wy, A), (4.90)
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Se sigue de (4.88) que T (x, A) satisface con respecto a las variables x
la ecuacion diferencial (4.82) con la condicién de frontera z — —oo

T (x,\) —e(x,\) —— 0. (4.91)

T—r—00

Anélogamente, T, (x, \) satisface con respecto a las variables x la ecua~
cién diferencial (4.84c) con la condicién de frontera z — +00

Ty(z,A\) —e(—x,\) —— 0. (4.92)

T—>+00

Se sigue de (4.84b) que para cualquier x
TA) =Ty (2, \)T_(x,\). (4.93)

Para T (x, A) y T'(\) uno puede deducir la propiedad de simetria (4.84d)
y la propiedad de unitariedad (4.87).

Enlistamos algunas propiedades de las funciones matriciales T72(\),
T (z,\) y T(X) con respecto al parametro espectral A. T72(\) es una
funcién holomorfa en todo el plano complejo A. Los elementos a_(z, A),

b_(z,)), ay(z, ), by(z, ), a(\) se pueden extender analiticamente

al semi-plano ImA > 0, asi como los elementos a_(x,\), b_(z,\),

ay(z,N), by(x, ), a()) se pueden extender analiticamente al semi-plano

ImA < 0. Los elementos b(\), b()\), en general, se definen sélo para \
real. Para demostrar las propiedades analiticas anteriores y también la
existencia de los limites (4.88-4.92) usamos las ecuaciones integrales y
la representacién integral de T72(\), Ti(z, A) y T'(N).

Podemos reescribir las ec. (4.82-4.83) e integrar de =1 a

oT; (N) = 0xL(z, \)T; (N), = T;2(A) =1+ /de(x,A)Tfl()\),

z1

(4.94)

de forma similar para (4.84c¢-4.83)

TN = I + / daT? (A L(z, V), (4.95)

1

Queremos extraer el término del potencial V = ixktp(z)o, —ivh(z)o_ de
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L(z, \), entonces hacemos el siguiente desarrollo

T2 €2

A
T2\ =1+ /dl’e‘,L(ﬂfz, NTE(N) =1+ /d$3(—i§<73 + V(w3)) T2 (N)
1 xr1
T2 )\ T2
= [+/dq;3(—i§a3)T§f’()\) +/dx3V(:c3)T§f()\)
1 1
o xr3
A A .
=1+ /d$3<—250'3) I+ /d964(—l§0'3 + V(za)) T35 (A)
1 1
+ [ dnav Tz
T2 x2 z3
A A A
=1+ d!E3(—Z§U3) + d$3(—2503) dw4(—l§‘73)Tff()‘)

2

T2 T3
—|—/daj3/d$4(—2§0‘3)V($4)Tx14()\)+/d$3v(x3)Tx13<>\)
x 1

1
T2

o 3
A A A
= I‘i‘/dng(-’laO’g) +/d$3(—2503)/d$4(—25(73>

1 1 z1
T4

[+ / dx5(—i%ag PV )T )]

/dxg/dx4 —i— 03 V(za) Ty (N) + /dmgV(xg)T 5(N)
A
=1+ (- 2203 (r9 — 1) /dm;»,/dm —f— 03

+ d$3

/ / dry / dxg,(—igag)?’ij()\)
+ 72d1:373d1:4/
Jon [

dxy(—i= 03 m)Tfl“(/\)+/d$3V(I3)T$13()‘)

1

A -
dl’5(—Z§O'3)QV(£C5)Tx15 ()\)

€2

+ dl‘g

(4.96)
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Notemos que podemos integrar el quinto y sexto término de (4.96) por
partes; para el sexto término consideremos

3

dv = dxy U= /d:c4V(x4)Tff()\)
z1
o f
v =11y du = drs — /di(m)Tff(A)
3x3

1

usando lo anterior tenemos

To T3

A
/dl‘g/d$4(—i20'3)V(:E4)T$14(>\)
1 1

a3
= —i%O’g {x4/dx4V(x4)T;14()\)

1

/dxg acg/dx4V rq) Ty (N)
1

T2 T2
A
= —2503 {xg/dx4V(x4)T$14()\) — /da:g,gi(xg)T_,ff()\)}

1 1
x2

_ / dm(_igag)(m — )V () T2 (M)

1

(4.97)

para el quinto término de (4.96) consideramos

3 T4
dv = dx3 u = /dx4/dx5V(x5)Tfl5(/\)

v = T3 du = dxg—/dx4/da:5V x5)T2(N)
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vamos a tener

T2 3 T4
/dIg/d$4/d$5(i;Ug)QV(I5)T$15()\) = (71%0'3)2-
T x1 x1

xs3 x4 2 T3 T4
0
{x4/dx4/d:c5V(x5)T$f(>\) /d:vgxgaxs /dx4/dx5V(x5)T$f()\)
x1 1 1 T 1 1

T2 T4 T2 T3
A
= (—7;50'3)2 {gjg/dﬂ%/dﬂ?g,V(ﬂ?g,)Tgf’()\) /d$3$3/d$5V($5)T;15()\)},
1 1 X1 xr1

T2

(4.98)
para el primer término de (4.98) podemos utilizar (4.97)
T2 x4 z2
:pg/dx4/dx5V(x5)T§f()\) = 902/6&4@2 — 24)V (24) T H(N)
. (4.99)

= /dxg(xg — 22w3)V (23) T (A)

z1

para el segundo término de (4.98) consideramos

T4

dv = dxsxs u = /dm5V(x5)Tfl5(/\)
2 a i
x
v = 53 du = dxs B dxsV (x5)T,7 (M)

1
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vamos a tener

T2 T3
/d[L‘gJZg/dl’g)V(lg)T;f(/\)

z2

x% T4 T2 x% a T4
- |2 / dasV (25) T2 (\) / dung 5 [ dasVa) T2 ()
e 2 T a1
xQ o T2 x%
9 d(L’5V($5)T ()\) — /d!Eg;V(:E;;)T;?()\)

2

2 .2
_ / oy BV () T3 ()

1

(4.100)
sustituimos (4.99) y (4.100) en (4.98)
/d:vg / dxy / drs(—i= 03 V(ws)T;?(N)
2
= (—2503) dl’g(l’Q — $2$3)V($3)Txf’ ()\) — lelfg V(l’g)Txf()\)
x1 xr1
z2
A 5—2 2
— (—2503)2/611:3@ :E;xg + 3 V(:Cg)Tff()\)
1
To \ B 5
= / dxg(—zaag)?MV(xg)T;f(A)
Z1
(4.101)
ahora utilizamos (4.97) y (4.101) en (4.96) y obtenemos
A A 1
Tif (/\) =17 + (—iiUg)(l’g — .Tl) + <—i503)2§(1’2 — .T2)2 + ...+

T2 x2

+/dx3(—i%03)(m2 —x3)V (24) T () —i—/dgi(xg)Tff()\)

1 1
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A A 1
T3\ =1+ (=i50s)(w2 — 1) + (—1303)25(@ —9)% + .t
7 A ALl
+ /d:cg [I + (—i§03)(x2 —x3) + (—2503)25(1:2 - 933)2 + | Vi(3) T2 (N)

Z1
Entonces tenemos las siguientes ecuaciones integrales para 7772 ()
2
T3 (A) = e(z2 — 21, M) + / dve(zy — x, NV (2)TE(N),  (4.102)

1

T72(N) = e(wy — w1, A) + /defQ()\)V(a:)e(x —x1, ). (4.103)

La segunda ecuacion integral se obtiene de forma similar a la primera.
De (4.88), (4.102) y (4.103) tenemos la siguiente ecuacién integral

TN =ela )+ [ dyele —p VTN, (1100
y la representacion integral

T =ele )+ [ ATV ()ely: ) (4.105)
para T (z, A). Andlogamente, para (4.89), (4.102) y (4.103) obtenemos

la ecuacién integral

oo

T ) = e(-a ) + [ dTolg NV @ely — 2.3, (4100
y la representacion integral
TN =el-e )+ [ dye(-yp WD, (1107

xT

para T’ (z, A). Por tltimo, para T'(A\) usando (4.90), (4.102) y (4.103)
tenemos la siguientes dos representaciones integrales

T\ =1+ / dre(—x, \)V (z)T_(x, \), (4.108)

—0o0
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[e o]

T\ =1+ / dzTy (x, \)V (z)e(z, A). (4.109)

— 00

Para obtener la solucién de (4.102) 6 (4.102) primero escribimos explici-
tamente cada elemento.

T72(N) = e(wy — w1, A) + /dwe(xg -z, \)V(2)T; (N),

1

entonces tenemos

T2

apr(N) = emiz (@) 4 i“/dxe_ig(@_x)w(w)bx (M),

1

(4.110)
Z2
20 = i [ dzet=Ig(a)az, (),

1

para obtener xb32()\) y a3 ()\) solo conjugamos (4.110).
Para obtener la solucién de (4.110) utilizamos el método de iteracion,
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para ello escribimos la solucién en series de potencias de s

= i K" (a3?
b2 (A ZH, (b22)

(4.111)

y sustituimos en (4.110),

1

igualamos las potencias de

n=0 (a2)g) =e 202,

1
2

B0 = i [ dee ¥ Dp @), o),

1
2

A - 4.112
n=12 .. (a3?)m)(A) = Z’/dme—lz(932—93)1/;(5)([);1)(”_1)()\)’ ( )
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combinamos los resultados de (4.112) para obtener la solucién

n=0 (a22)g(\) =e 3@

z2
n=1 (ai';’)u)(A):i/dwe @052 (5 o) ()
z1
xr2 Y1
:i/ dyre ™3 =271 (y >{w?(yl+”“) / dzle”wzl)]
Tl 1
Y1
=e "2 ”xﬂ/ﬁm/ﬁaeylﬂﬁ()w 1)

T2

7)1y () = / dze'3 @D (2) (a2, )y (V)

1

T zZ2 Y1
- /sze 2 (T2=22) (1) {eig(zzm)/dyl/dzlemylZ1)¢(y1)¢(21)]

x1

X1 X1
Y1
= —iei2(@tm) / dz / dyy / dzy M2 (g o)y )1 (21)
1 1 1

x2 Yn zZ2 Y1
no (a2)(\) = e Ea) / Ay / Az / 1 / i

Al =2 W( )df(zn . w<y1> ( 1)
1

Zn+1

bz2)(n)(A) = —ie’ 15 (22+a1) dzn+ dy,, - - dy1 dzl
(n)

eiA(y1+---+yn z1—+

Z"+1>w<zn+1>w<yn>w<zn> e w(za)w(yl)w(zl)

A partir del resultado anterior podemos escribir la siguiente represen-
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tacién de series de potencias para a(\) y b(\) .

0o T2 Yn z2 Y1
a(A) = eié(“xl)[l—i—Zfﬁ”/dyn/dzn---/dyl/d21
n=1
xr1 1 1 1

O G ) (2) ()

Zn+1 zZ2

o) T2 Y1
b(\) = —iei%(xrm)Z/ﬁ" / dzpi1 / dijp - - / dy / dz
n=1 1 1 1 1

ety ===zt (2 YD ()10 () - - - (22) 0 (1) (21)
(4.113)

Podemos obtenemos un desarrollo similar para los elementos de las
matrices T4 (z, A\) y T'()\) a partir de (4.113).

Notemos lo siguiente: para £ > 0 la funcién a(\) no tiene ceros en
ImA > 0, pero para k < 0 podemos tener un nimero infinito de ceros
en la parte superior del semiplano :

a(Aj) =0, Imh; >0, j=1,.,N (4.114)

Esta propiedad del coeficiente a()) estd estrechamente relacionada con
la existencia para £ < 0 de soluciones del solitén para (4.79).

4.3. La estructura de Poisson y el problema
de no-ultra localidad

Como ya vimos, la ecuacién de curvatura cero conduce a la construccion
de un conjunto infinito de cantidades conservadas. Queremos calcular ahora
los paréntesis de Poisson de las cargas conservadas asociadas a estas corrientes
conservadas. Para eso, primero calculemos el paréntesis de Poisson de los
elementos de la matriz de monodromia.

Suponiendo que existe una relacion matricial r tal que:

{Ll('xa l A)a L2(y7 2 ,u)} = [7112()‘_:“% Ly (.Z', t, )‘)+L2(y> l M)]é(m_y)a (4115>
donde suponemos que r es una r-matriz no-dinamica de la forma

O
A=

ria(A, ) = —ra1(p, A) = (4.116)
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Consideremos la matriz de transporte de x a y a un tiempo fijo
Yy
T(\;x,y) = éxp [/ U, z)dz} , (4.117)

en particular la matriz de monodromia estd dada por T'(A) = T'(X;27,0) y
los elementos de la matriz [T;; de T'(A; z,y) son funciones en el espacio fase.

Teorema 3. Si la ecuacion (4.115) se satisface, tenemos las relaciones fun-
damentales de Sklyanin para la matriz de transporte:

{Ti (N y, ), To(psy, o)} = [rie(A 1), Ty(As y, 2) To (s y, ). (4.118)

Como consecuencia, la traza de las potencias de la matriz de monodromia
HM™(X) = Tr(T™(\), genera cantidades de Poisson conmutativos (i.e. en
involucion).

{H™ (), H™ (1)} = 0. (4.119)

Vamos a enfatizar que es el proceso de integracién involucrado en la ma-
triz de transporte el que nos lleva del paréntesis lineal de Poisson (4.115) al
paréntesis cuadréatico de Sklyanin Poisson (4.118).

El teorema demuestra que podemos tomar como hamiltoniano cualquier ele-
mento de la familia generada por H™ (1). Demostremos que la ecuacién de
movimiento correspondiente toma la forma de la condiciéon de curvatura cero.

Proposicién 7. Tomando a H™ (1) como el hamiltoniano, tenemos

U\ ) = {H(")(u),U()\,x)}

(4.120)
= 0,V ) + [V, p, ), U, )]

donde
V(N s x) = nTr (71 (p; 27, 2)r12(A, ) Th (s 2, 0)TT " (1527, 0)) - (4.121)

Esto proporciona las ecuaciones de movimiento para una jerarquia de tiem-
pos, cuando lo desarrollamos alrededor de .

Por lo tanto, las variables L y T" pueden considerarse como las variables
mas convenientes para mostrar la estructura integrable del modelo.
Con la suposicién descrita antes (4.115), la identidad de Jacobi para las
relaciones de intercambio de Sklyanin admiten de nuevo como condicién sufi-
ciente la ecuacién clasica de Yang-Baxter con parametro espectral, denotado
por

[r12(ur — ug), ri3(ur — ug)] + [ria(ur — u2), ros(us — u3)]
+ [ri3(uy — uz), ro3(u2 — uz)] = 0. (4.122)
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Los paréntesis de Poisson (4.115) son llamados ultra locales, debido a que
solo tienen la funcién delta de Dirac y no derivadas de esta. Cuando tenemos
derivadas de §(z—y)presentes, hablamos de no ultra localidad en la estructura
de Poisson.

4.3.1. Paréntesis de Maillet

Cuando los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales de los
pares de Lax tienen la forma

{Li(z,t,u), La(y, t,u')} = 6(x — y)[r_(u,u), Ly (x, t,u)]
+6(z —y)[ry (u, o)), Loy, t,u)] + 0’ (x — y) (r_(u, ') — ro(u,u)), (4.123)

i.e. es una estructura no-ultra local tenemos que escogemos un par de matrices
(r,s) que satisfagan la ecuacién mixta de Yang Baxter

(7 + s)13(ur, ug), (r — 8)12(ur, ug)] + [(r + 8)23(u2, us), (r + 8)12(u1, u2)]
+ [(r + 8)a3(u2, us), (r + 8)13(ur, uz)] = 0, (4.124)

donde ry =7r+4s, r_ =71 —s.

Los paréntesis de Poisson para la matriz de monodromia clésica T' = % /L
puede obtenerse de (4.123) mediante un tratamiento cuidadoso de la am-
bigiiedad que surge de la no ultra localidad

{T(w)®1,1@T)} = [r(u,u), T(u) @ T(u')]
— 1 TW)]s(u,u)[T(u) @ 1] + [T(u) @ 1]s(u,u")[1 @ T'(u)]. (4.125)

Tomando la traza de (4.125) podemos demostrar tranquilamente que un con-
junto infinito de cargas conservadas clasicas en involucién se generan por
TrT(u). Sin embargo, hasta ahora no se ha establecido un proceso de cuan-
tizacién de los paréntesis (4.125), a pesar de ello la s-matriz cudntica puede
obtenerse usando las simetrias del sistema.

Ejemplo

El modelo Quiral principal nos da un ejemplo estandar de la estructura de
Maillet. Esta es la teoria de un elemento de g un grupo compacto G con el
Lagrangiano

1 o ) _
L= —5157’(]#3“), Ju = (0u9)g™ ", (4.126)

que admite simetria global derecha g — ge'/, j, — j, e izquierda g — €'/g,
Ju — e'f j#e_if . v es la constante de acoplamiento en la teoria.



4.3. LA ESTRUCTURA DE POISSON Y EL PROBLEMA DE NO-ULTRA LOCALIDAD103

Debido a que no es trivial ver que j# se conserva vamos a demostrarlo. Pri-
mero notemos lo siguiente

9u(997") =0=(0u9)g " +90u9~" = (0u9)g " = —gOug".  (4.127)
Calculemos ahora las ecuaciones de movimiento

oL 1 0 1 0, . 1{8]’“}

= T r(jug?) = — o tr - (") = —otr A 2,
dg 2vdg " v 9g" 2y " dg

-
_ —%tr {(0,9)(0u9™ 97"}

- {(aug)g‘l(aug)ag_l} - _%” {(0,9)971(0u9) (=g 97}

—_— _— v i — _— v v e — 2 v
0“3%9 276%0“9#(;”] ) 27”8“0%9 Ged") 27”6“{ g 50“9}
1 4, 0(0%g) _ } 1 _ _
= 2119, 4 (B,9)g™" 1= 210, {(Bug)g 6!
. ,u{( 9)9 209 S L {(0,9)g™ 6"

1
— —;trau {(8"9)97'g7"}

1 1 1y - _ _
L {(0,0"9)g™ g7+ (0"9)(0pg™ g™ + (9"9)g ™ Dug ™"}
podemos reescribir el tercer término de la ecuacion anterior como

tr {(0"g)g 09"} = tr {—=(0"9)g g7 (0u9)g "} = tr {—g7"(0"9)g 9" (Du9) }
=tr{(9"g71)g " (9u9)} = tr {(8u9) (397 ")g ™'}
en donde utilizamos la ciclicidad de la traza, entonces tenemos
oL 1 1 1 1y 1 1y -1
"o~ o {(0.0"9)g7 g7 + (0,9)(0"g ™" )g™" + (0u9)(0*g g™}
2t {0,095 + 20,905 ™)

Usando los resultados anteriores la ecuacién de movimiento va ser

oL oL 1
o moy -1 -1 po—1y -1
90,9 g 0 7”’{(3#3 99 g +2(8,9) ("9 g™}

Oy
- <—>%tr [(0,9)(0"g g

1 . _ _
0=—_tri(9:0"9)g" g~ + (0:9)(@"9 )"}
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Podemos reescribir la ecuacién de movimiento como:
1 iy _ )
0=t {0, ((@0)g™) g7} = 0 (P9)g™) =0= 0,0, (4129)

con lo que demostramos que j* se conserva.

Con la signatura de Minkowsky 2° = ¢, 2! = z y la conservacién de j* estd
dada por 9,7" = 0yjo — 0171 = 0. Ademas podemos definir las corrientes
izquierdas y derechas como:

ir=gu= (097", i =-9""(0u9). (4.129)
estas pertenecen al dlgebra de Lie de g. Las corrientes son uniformes i.e.
Ouib ™ = 0ugl ™ = iR M =0, (4.130)

y los pares de Lax van a ser

ujo + J1 uj1 + Jjo
L= M = 4.131
1—u2’ 1—u2’ ( 3 )
entones los pares (7, s) son
1¢(u) + () 1¢(u) = ¢(u)
r(u,u’) = §WC®’ s(u,u') = —WC@@, (4.132)
con
U2
C(u) = T2 Co = Zb Kabta @ tp, (4.133)

en términos de los generadores t* del dlgebra de Lie y kg, la forma de Killing.

4.4. r-matrices Clasicas

Matematicamente el proceso de cuantizar involucra el concepto de bidlge-
bra de Lie y los llamados tripletes de Manin. El término cuantizar incorpora
el significado de completar la estructura algebraica clasica a un grupo cuanti-
co, 0 equivalentemente, obtener de una r-matriz clasica una solucion de la
ecuacion cuantica de Yang Baxter.

La cuantizacion de las relaciones de cambio de Sklyanin se obtienen simple-
mente completando la series de h en la famosa relacién RTT.

A A ~

Ty(w)Th(w)R(u — ') = R(u — )Ty (u)Ty(v), T(u) =T(u)+ O(h),
(4.135)
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donde la matriz de monodromia cudntica 7' se entiende ahora como el orden
normal de las expresiones integrales de productos clasicos. . Podemos ver que
(4.135) tiene a (4.117) cuando h — 0.

El grupo cuéantico asociado surge de este proceso de cuantizacion y se clasifi-
can: el grupo eliptico cuantico (dim(I")=2), dlgebras afines cudnticas (dim(I") =
1) y Yangianas (I' = {0}).

Esto es en efecto el trabajo matematico por transitividad del régimen clésico
al cuantico en la fisica

A, B]

{A, B} = lim

4.136
=0  ih ( )

Podemos decir que para este sistema integrable tenemos una férmula exacta
(explicitamente) de r.h.s de (4.136) como funcién de i. En este sentido las
relaciones de cambio de Sklyanin son el mejor punto de inicio para cuantizar
la teoria.

4.4.1. Propiedades analiticas

Repasemos algunas de las propiedades analiticas de la r-matriz clasica
como funcién de parametros espectrales complejos.
Ejemplo
Una forma conveniente de mostrar la relacion entre la r-matriz clasica y el
grupo cuantico asociado es el caso del Yangiano. Consideremos la llamada
r-matriz de Yang
Co

UQ—U1'

r=K

(4.137)

Esta serd el prototipo de la solucion racional de CYBE. En efecto, por defi-
nicién del Casimir Cg, tenemos [Cg, t* @ [+1®Cg| = 0 Ya y podemos probar
facilmente que (4.137) es solucién de CYBE.

Esta r-matriz clésica es la relevante para el modelo no-lineal de Schrodinger
(4.73), como demostré Sklyanin [9]. Usando este resultado fundamental, es
facil demostrar que, combinando (4.137), y (4.118) con (4.86), en particular
obtenemos que {a(u),a(u')} = 0.

De hecho, tras cuantizacién se encuentra que el modelo NLS conserva el
nimero de particulas y en cualquier sector del espacio de Fock con un ntimero
fijo de particulas se reduce a un problema de mecanica cuantica con inter-
acciones mutuas de funciones delta. Posteriormente Sklyanin demostré que
el efecto de ordenamiento normal cuantizan la r-matriz clasica (4.137) en la
R-matriz candnica Yangiana (en unidades adecuadas):

R=1®1+ix Co ,

U — U
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solucion de la ecuacion cuantica de Yang-Baxter.
Uno puede expandir la r-matriz clasica (4.137) como

T_ Co _ 2ata®la _ SNt @ty = Y tan @ tani,

R Uz — Uz — a n>0 a,n>0

donde suponemos que \Z—;| < 1 por definicién. Ahora somos capaces de atri-
buir la dependencia del parametro espectral u(usy) con el generador del pri-
mer (segundo) espacio. Esto nos permite interpretar la férmula (4.137) como
la representacion de una r-matriz, que en abstracto es un objeto que vive en
el producto tensorial de A, [g] ® Ay,[g] de dos copias grandes del algebra
A, [g] construidos a partir de g. La nocién

tan = u'ty, (4.138)

)

de (4.138) tenemos
[ta,ma Zfb’n] - Z fabctc,m+na (4139)

en términos de la constante de estructura f.. Las relaciones(4.139) se identi-
fican en este caso con el algebra A, [g] como el dlgebra de lazos £, [g] asociado
ag.

Para que tenga sentido la operacion de restar las relaciones (4.139) lejos de
una representacion especifica (4.138) de donde se ve que emerge originalmen-
te. Usando solamente estas relaciones de conmutaciéon uno puede comprobar
la expresién formal (abstracta)

r= Z Z ta,n ® ta,—n—lﬁ (4140)
a n>0

que nos da una r-matriz clasica consistente independientemente de la repre-
sentacién especifica (4.139). A su vez, el dlgebra envolvente universal U (L, [g])
del dlgebra de lazos £,[g] no es més que el limite cldsico del Yangiano )(g):

Y(g) > U(L,]g]) cuando A — 0. (4.141)

Teorema 4. Los tramos de los generadores que aparecen por separado en
cada factor de r deben formar dos subdlgebras de Lie de g.

Demostracién. Escribimos r = >, r(u)2® ® r’, donde las 2’s son un sub-
conjunto de las t’s, uno tiene que cerca del polo u; = us el CYBE se reduce

Cap(U
Z b{ur) Tea(tn — u3)([Zas 2] ® 26 ® 2q + 24 @ [2, 2¢] ® 24) = 0, (4.142)
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con alguna funcién cq(uq). Esto implica que
[Zau Zc] - Z facdzd7 (4]_43)
d

para un subconjunto de las constantes de estructura fu.. En [27], la identidad
de Jacobi se demuestra, lo que prueba que las dos longitudes discutidas arriba
forman subdlgebras de Lie de g. [

4.5. Solitones

La ecuacién de Korteweg-de Vries(KdV) es un modelo matematico que
describe el movimiento de una onda solitaria, llamada soliton. La ecuacién
original tiene la forma

2V 1 2 3 3

donde z es la variable a lo largo de un canal de dimensién uno, t es el
tiempo, n(x,t) es la elevacién de la superficie del agua por encima del nivel
de equilibrio [, g es la constante de gravitacion, « es una constante relacionada
al movimiento uniforme del liquido y ¢ es una constante definida por

1 Tl

o=-13—-—, 4.145
5 . ( )

3 1 2 1
on == g&c (—772 + -an + —08317) , (4.144)

con T la tension de capilaridad superficial y p la densidad.

Podemos obtener la forma estandar de la ecuacién Korteweg-de Vries (KdV)
con una transformacién de variables que remueve de la ecuacion toda re-
ferencia del problema fisico original. Una forma muy comin surge con la
transformacion

1 /g T 1 1

f=-,3¢ z=—2 g=—Zp—= 4.146
t=g\b 7 = —3n-3a (4.146)

con el cual obtenemos
Oru — 6udzu + O2u = 0. (4.147)

El factor numeérico del segundo término no tiene ningun significado particular.
De hecho, si consideramos la transformacién z,t — Z,t, n — u en (4.144)
podemos obtener

Opu + p0zu + vudzu + y02u = 0, (4.148)
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donde p, v # 0, v # 0 son factores numéricos que podemos elegir a voluntad.
Sin embargo, vemos a demostrar que es tutil de la forma (4.147). Quitando
las barras de la variables, la ecuacion Korteweg-de Vries (KdV) sera:

O — 6ud,u + 02u = 0. (4.149)

Hay que notar que la ecuacién satisface la propiedad de invarianza Galileana,
en el siguiente sentido:
Consideremos la transformacién

"=t aF=x—ct, u(z" ) =u (2" +ct" ")+ %c, (4.150)
entonces u* satisface
Opu* — 6u*Opeu* + 02u* = 0. (4.151)
Consideremos por el momento la ecuacién KdV lineal, i.e.
O+ OPu = 0. (4.152)
La ecuacién admite como solucién a las ondas armonicas
u(z,t) = AeF@=et), (4.153)
siempre que, para cualquier nimero de onda k, la velocidad de fase c satisfaga
c=—k* (4.154)

Las ondas para las cuales la velocidad de fase no es una constante (como una
funcién del nimero de onda) son llamadas dispersivas. La relacién (4.154)
se llama relacion de dispersién. Como la ecuacién (4.152) es lineal, cualquier
superposicién de ondas arménicas (con diferentes niimero de ondas) es nue-
vamente una solucion de (4.152). Notemos que todas las soluciones de onda
dispersivas de la ecuacién KdV lineal viaja hacia la izquierda (con un incre-
mento en el tiempo).

Regresemos a la ecuacion KdV completa y busquemos la existencia de so-
luciones especiales llamadas ondas de tipo permanentes, también llamadas
ondas viajantes u ondas progresivas. Estas son ondas que, cuando se ven en
un sistema de coordenadas particular en movimiento, tiene una forma que
no cambia con el tiempo. Suponemos entonces que:

u(z,t) =U(x —ct) = U(z) (4.155)
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Al sustituimos en la ecuacion KdV nos lleva, a la ecuacién diferencial no-
lineal ordinaria

U" — (6U + c)U' =0 (4.156)

donde las primas denotan diferenciacion con respecto a z. Integrando una
vez tenemos:

U’ —3U%—cU =m (4.157)

donde m es una constante arbitraria. Multiplicando por U’ e integrando de
nuevo encontramos

U? 3.5 c o / 2 3 2

7—§U _iU —mU=n" =U*-20"—cU”—-2mU =n (4.158)
donde n es de nuevo una constante arbitraria.
A partir de la ultima ecuacién U puede calcularse por medio de integrales
elipticas y de este resultado podemos deducir la existencia de soluciones
periédicas U(z) = U(z + T'), que puede ser expresada en términos de la
funcion eliptica de Jacobi ¢, y son por lo tanto llamadas ondas senoidales.
Consideremos ahora las soluciones de tipo permanente U(z) que son aquellas
en las que U y sus derivadas se anulan cuando z — Foo. Estas soluciones
seran llamadas ondas solitarias.
Para una onda solitaria podemos considerar en (4.157) m = 0 y en (4.158)
n = 0. Entonces tenemos

U? =U?(2U + ¢). (4.159)

La ecuacién puede integrarse simplemente y encontramos

u(z,t) =U(x —ct) = —g sech? <%\/E(x —ct+ x0)> , (4.160)

donde x( es una constante arbitraria. Mas aun:

1 4
h?z = = : 4.161
e = (coshz)? (e +e77)2 ( )

Vemos que la onda solitaria decae exponencialmente para z — Foo.
Tenemos dos observaciones importantes:

La solucion de onda solitaria solo existe para ¢ > 0. Entonces, cualquier onda
solitaria de la ecuacion KdV se mueve a la derecha (con un incremento en t).
La velocidad de propagacion de la onda solitaria ¢ es proporcional a la am-
plitud de la onda (que equivale a —c¢/2). Entonces, una onda solitaria mas
grande se mueve mas rapido que una mas pequena.
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La ecuacién de KAV también puede escribirse en términos de pares de Lax,
estos corresponden a

) 0 -1 ) — Uy —4\ — 2u
L_Z()\—u 0 )’ M_Z(4)\2—2)\u+um—2u2 Uy )

(4.162)

Las leyes de conservacién extra de la jerarquia integrable evitan que las ondas
pierdan sus perfiles a lo largo de la evolucion temporal. Vamos a discutir
un método mas general para resolver la ecuacion integral y encontrar una
solucion del solitén en una variedad de casos.

4.5.1. Meétodo de dispersion inverso clasico

Mostraremos cémo Gardner, Green, Krunkal y Miura [20] resolvieron la
ecuacion KdV, con un método que se convirtié en el procedimiento estandar
para las ecuaciones diferenciales parciales integrables.

La caracteristica principal que surge de los calculos numéricos realizados de
la ecuacién KdV, es que hay soluciones que describen multiples perfiles de
propagacién, que sin embargo se dispersan unos a otros preservando la forma
del perfil individual a lo largo del proceso. Esto es una completa sorpresa
para una ecuacion no lineal, por un lado, y se debe a una competencia en-
tre la no linealidad ¢0,¢ (tratando de concentrar el perfil) y la dispersion
D3¢ (tratando de dispersar el perfil). También muestra, de una forma como la
integrabilidad es capaz de restaurar algunas caracteristicas, que podrian pen-
sarse como parte del comportamiento lineal, en un sistema super no-lineal.
Gardner considera el problema auxiliar de Schrédinger

Optb = (u— A1), (4.163)

donde u satisface (4.149). La ecuacién (4.163) es equivalente a la primera
ecuacién de nuestro problema auxiliar lineal (4.68) 0,9 = L, después de
promover 0, en este tltimo y después de proyectarlo en la primera compo-
nente del vector. Resolvemos para u en (4.163), para v diferente de cero y
sustituyendo de nuevo en (4.149) tenemos

(ONY” + [WQr — 1Qla =0, Q=) + 95 — 3(u+ N),0.  (4.164)

Del resultado anterior vemos que si ¢ se anula suficientemente rapido para
|z| — oo, integrar la primera ecuacion de (4.164) a lo largo de toda la linea
real implica 9;\ = 0, por lo tanto A es una constante de parametro espectral.
Esto quiere decir que efectivamente estamos resolviendo la parte normalizable
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del problema espectral 9%¢) = (u — \)1p. También quiere decir que nos queda
resolver

[1VQr — 12Qle =0 e VQue = QUya, (4.165)

es sencillo comprobarlo, diferenciado la ecuacién

dx
E?

dos veces con respecto a x, C'(t) y D(t) dos constantes de integracién arbi-
traria y reutilizando (4.166) una vez, obtenemos (4.165).

En este punto, suponemos que u se anula en el espacio infinito en cualquier
tiempo dado.

mpw—oww+0@¢/x (4.166)

= Los nodos normalizables de 1, para C' = D = 0, satisfacen
0=Q(z,t) = 0 + 2 — 3X\d,0p, cuando |z| — oo,  (4.167)

cuya soluciéon son los estados ligados

+4k3 tFkn

Py — Cpe , para |z| = +oo, kn =1+ —Ay, Ay <0, (4.168)

que esperamos formen la parte discreta del problema auxiliar espectral.

= Podemos extender nuestro problema a modos no normalizables con un
comportamiento ondulante en el infinito espacial, considerando u como
constante. Para eso primero tenemos que regresar a (4.163) y deducir
por ejemplo, para k2 = X\ > 0

U — e 4 he=*T  para x — oo,

ikx

B (4.169)
Y, — ae """, para r — —o00.

Las soluciones son ondas asintoticas planas para r — 4oo llamadas
soluciones Jost. Sustituyendolas en (4.166) podemos encontrar como
soluciones D = 0, C' = 4ik® y los datos de dispersién a, b estan deter-
minados por

a(k,t) = a(k,0), b(k,t) = b(k,0)e5*"t, (4.170)

Este problema es llamado problema de dispersién directo.
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La combinacién de toda esta informacion resulta ser suficiente para recons-
truir u. Esto quiere decir que podemos reconstruir el potencial v a partir del
problema auxiliar de Schrodinger (4.163) con los datos de dispersién. Este es
el problema de dispersion inverso. Es un hecho, que si K(x,y) para y > z es
solucién de la ecuacion de Gel’fand-Levitan-Marchenco

x

K(z,y) + Blx +y) + /de(x,z)B(y—l—z) =0, (4.171)
donde
1 |
B(x) = - / dk b(k)e™™ +3 " 2eSateknr, (4.172)

en términos de los coeficientes b(k,t) de (4.170) y ¢, k, de (4.168) tenemos

d
K (1) (4,173
La teorfa detras de las ecuaciones de Gel’fand-Levitan-Marchenco esta
profundamente arraigado en la tecnologia que nos permite reconstruir el po-
tencial para el problema de Schrodinger dado a partir de los coeficientes de
reflexién y transmisién, que se encuentran en (4.172). El método de disper-
sién clasico inverso se considera como una generalizacion de la transformacion
de Fourier para un problema no lineal. Vamos a esbozar aqui un argumento
que motiva a las férmulas (4.171-4.173) en un caso simple.
Consideremos el problema espectral
0? 0?
——w+ —w=V(1)w, (4.174)
ot? 0x? (z)
donde V' (z) tiene soporte compacto [—R, R] en la direccién espacial z. Esto
quiere decir que, en la region x < —R y = > R, w satisface las ecuaciones de
onda libre, entonces podemos escribir

w=f(r—t)+g-(x+t), =z<-—R,

w=fi(x—t)+gs(z+1t), z>R. (4.175)

Consideremos ahora dos soluciones diferentes, caracterizadas por el siguiente
limites asintotico

s Caso 1
w=d(x—t), t<K-R,

w=g (r+t)+ fr(z—1), t>R (4.176)
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Para una velocidad finita de propagacion, la soluciéon se anula para
x > 1.

s Caso 2

w=06x—t)+gi(r+1t), t<-—R,

w=fi(x—t), t>R. (4.177)

En ambos casos, las funciones fi y g+ que aparecen se representaran como
perfiles suficientemente localizados. Démosle un nombre especial a la funcién

g i.e.
g-(z) = B(z). Dato de dispersién (4.178)
Nos enfocamos en el caso 2 y hacemos el ansatz
w=0(r—t)+ K(z,t)O(x — t), (4.179)

para la solucién completa (4.174), con © la funcién escalén de Heaviside.
Asumiendo que K se anula para x < —R. Proyectamos el ansatz de nuevo
en (4.174) y sumamos los términos proporcionales a d(x — t), tenemos

V(z) = Q%K(x, x). (4.180)

Notamos que si w(z,t) resuelve (4.174) también los hace w(z, —t + s) para
una constante arbitraria s. Por lo tanto

w(z,t) + 7 ds B(s)w(z,—t+ s), (4.181)

también. Si usamos el ansatz (4i79), es decir
0 —t)+ K(x,t)O(x —t) + B(x +t) + fdsB(:U +t)K(x,s), (4.182)
soluciona (4.174) y coincide con §(x — t) —1—_0;(:1: +t) cuando z < —R. Por

lo tanto, la solucién corresponde al caso 1 de arriba, entonces, debe anularse
para x > t. Esto a su vez implica

K(x,t)+ Bz +t) + / dsB(s +t)K(x,s). (4.183)

—00
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La forma usada en el caso de la ecuacion KdV involucra bésicamente la
transformacién de Fourier en el procedimiento que acabamos de bosquejar.

Como ejemplo, la solucién de un solo solitéon para la ecuacion de KdV se
obtiene del procedimiento anterior en el caso en que b = 0 y es el Unico
eigenvalor discreto A. En esta situacion, solo tenemos

B(z) = ve**, =P, (4.184)
y por lo tanto es conveniente hacer el ansatz para k de la forma
K(z,y) = K(z)eM. (4.185)

La ecuacién (4.171) se vuelve facil de resolver después de una integracién
simple para k > 0:

K(z)= —%. (4.186)
Inmediatamente de (4.173) tenemos
21.3 ,2k(—4k*t+x
w=- [Cigjk(]i;;?t—f-r) T 2/;]2’ (4.187)
si escogemos ¢? = 2k obtenemos
u = —2k?sech?[k(—4k*t + )], (4.188)

que coincide con (4.160) para ¢ = 4k* y zg = 0.



Capitulo 5

Modelo de Hubbard

Un ejemplo concreto de las simetrias Yangianas se presenta, en un modelo

mecanico de muchos cuerpos conocido como el modelo de Hubbard. El mode-
lo de Hubbard es un modelo iterativo, en donde los electrones interactiia en
una red. La estructura y la dimension de la red determinan sus caracteristi-
cas. Solo estudiaremos el caso en que la red es 1-dim, pues solo para este
caso la solucién exacta es conocida. Solo en 1-dim tenemos la oportunidad
de profundizar en la estructura de sistemas de muchos cuerpos interactuan-
tes.
Trabajaremos con las propiedades basicas del hamiltoniano de Hubbard, los
resultados se pueden generalizar en algunas casos a redes de dimension arbi-
traria. En este capitulo desarrollaremos la teoria necesaria para estudiar la
simetria Yangiana del modelo de Hubbard.

5.1. El hamiltoniano de Hubbard

Antes que nada hay que notar que existen muchas variaciones y gene-
ralizaciones del hamiltoniano original del modelo de Hubbard que se han
considerado a lo largo de los anos. Nos referiremos como el modelo de Hub-
bard al modelo 1-dim de una banda de electrones que pueden saltar al vecino
méas proximo definido por el hamiltoniano [21],

L

L
H=—tY "> (e cirnatciiaa) +UD njmyy, (5.1)

j=1 a=t,} i=1

donde c}a Y ¢j.q son los operadores de creacién y aniquilacién de los electrones
con espin a (a =T,]) que se encuentran en la 6rbita j de la red 1-dim y

Njo = c}’acm. (5.2)

115
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Ademas, tenemos que U y t son nimeros reales, que establecen la escala de
energia y fijan la fuerza relativa de las dos sumas que contribuyen al ha-
miltoniano. Imponemos la condicién de frontera periddica en los operadores
CLt1,a = C1,4. Con esta definicién el hamiltoniano es invariante bajo permu-
taciones ciclicas en la red o equivalentemente bajo traslaciones en el anillo
con L posiciones. Los operadores C},a Y Cj.q son los operadores canénicos de

Fermi y satisfacen las relaciones de anticonmutacion:

{Cj,au Ck,b} = O = {C;,CU 01];’,1)} s (53&)
{Cj,aac‘i];,b} = jk5ab7 (53b)
para 5,k =1,--- L y a,b =1, /. Los operadores de creacién c}a generan el

espacio de estados H®) del modelo de Hubbard al actuar en la red vacfa (o
estado de vacio |0)) definida por la condicién

Cj,a|0> = 07 j = ]-7 e 7L7 a :Tai . (54)

Introducimos los siguientes vectores fila para las coordenadas de electrones
y espines, x = (21,...,2n) y @ = (a1,...,ay) con z; € {1,..., L} y a; =T, .
El espacio de estados para el modelo de Hubbard estda compuesto por una
combinacion lineal de los estados

|X7 a) = CT ”'CT ‘O>7 (55>

TN,ON Z1,a1

estos son estados de electrones con espin a; que se encuentran en la posicién
z; (j =1,...,N) de la érbita atémica y son llamados estados de Wannier. El
nimero de estados linealmente independiente es necesariamente finito, pues
de acuerdo a (5.3a), los operadores de creacién en diferentes posiciones o
con espin diferente anticonmutan y (c;a)2 = 0. Una base B de estados en el
espacio se obtiene ordenando los operadores de Fermi en (5.5). Escogemos
por ejemplo

(5.6)

O R L S

Tjt1 > Tj, Gj41 > @5 Sl Tjp1 = T

donde por convencién 1<] y N = 0 es el estado del vacio |0). La base B es
llamada la base de Wannier.

El nimero total de vectores linealmente independientes de la forma (5.5)
para un numero fijo de particulas N es igual a (2]\?) Entonces la dimensién
del espacio de estados H) es

2L
D 2L\ 1
dimH™) =y~ N ) =4 (5.7)

N=0
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Podemos obtener la misma cantidad si consideramos el hecho de que tenemos
cuatro estados

10}, C;',¢|O>> ch\()), ﬁ N‘O) (5.8)

asociadas a todas las posiciones de la red. Estos estados corresponden al
estado del vacio, el estado ocupado por un electréon con espin hacia arriba o
hacia abajo y el estado doblemente ocupado respectivamente; debido a que
(c}’a)2 = 0, los electrones con el mismo espin no pueden ocupar la misma
posicién en la red. Este es el principio de Pauli que estd incorporado en la
definicion de los operadores de Fermi. El operador n}’a = c},acj,a es el operador
local de niimero de particulas por electrén con espin a en la posicion j. De

(5.3) v (5.4) tenemos

[0 k] = OkbaChyy  M5al0) =0, (5.9)
y por lo tanto
N
NjalX,a) = Z 0j o Oaar | X, Q). (5.10)
k=1

Entonces, n;,|x,a) = |x, a), si la posicién j estd ocupada por un electrén de
espin a y cero en otro caso.

La primera interpretacién del modelo de Hubbard puede obtenerse si con-
sideramos las dos contribuciones del hamiltoniano (5.1) por separado. Para
t = 0 el hamiltoniano se reduce a H = UD, donde

L
D =Y njn;,. (5.11)
j=1

Usando (5.10) podemos calcular la accién de D en el estado |x, a)

N
Dlx,a) = Z njtn;|x, a) 1j10j2,01.a, | X @)
j k=1

)

.

N
= Z nka(Si ak|X a = Z (596k7$15¢,a15ﬁak|xv a>

k,l=1
= Z Oz (0,04 00,01 + 04,0,01,0,) X, @)
1<k<I<N
= Z 5%@1 (5T,ak + 5%%)(6?,@1 + 6%@1) |X7 a) = Z 6%,331 |X7 a>'
1<k<I<N 1<k<I<N
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Donde usamos 64,4, 0, 4, = 0 y el principio de Pauli. A partir de (5.12) pode-
mos decir que todo estado |x,a) es un eigenestado del operador D, ademds
D va ser diagonal en la base de Wannier. El limite ¢ — 0 del hamiltoniano
de Hubbard (5.1) es llamado limite atémico, pues el eigenestado |x,a) des-
cribe electrones localizados en las posiciones z1, ...,y que se relaciona con
la posicién de las orbitas atémicas que ocupan los electrones.

El significado del operador D es evidente en la ecuacién (5.12). D cuenta el
numero de posiciones con ocupacién doble en el estado |x,a). La contribu-
cién del término UD a la energia es positiva para U positiva y aumenta con
el nimeros de posiciones doblemente ocupadas. Esto se puede ver como una
repulsion entre electrones. Por otro lado, para U negativa implica atraccion
en la posicién. Entonces, es natural referirse a D como el operador de inter-
accion en una posicion.

Pora el otro caso, cuando U = 0 el hamiltoniano (5.1) se convierte en

L
Hy=—tY > (cl civra+cliiatia), (5.13)
Jj=1a=1,{
al que llamamos hamiltoniano de unién fuerte. Como el hamiltoniano es
invariante bajo traslaciones, puede diagonalizarse con una transformacion
discreta de Fourier. Definimos

T

1 L
El7a — _Ze

ilj o

j?a

conl=0,..,L—-1, (5.14)
donde ¢ = 27 /L. Entonces, la transformacién inversa de Fourier es

L-1

1 o

fa=—= Y el = L 5.15

Ca e"¢, conj=1,., L. (5.15)
VL =

La ecuacién (5.15) es facil de comprobar sustituyendo en (5.14) del lado
izquierdo y usando la férmula de suma geométrica. Claramente é}L L= ElT,a.

Insertando (5.15) en (5.13) obtenemos

L—1
Hy=—2t» > cos(¢l)iu, (5.16)
=0 a=1,}

NT o ~T ~
donde n; , = ¢} ,Cla-
La transformada de Fourier deja invariantes las relaciones candnicas de an-

ticonmutacién (5.3),
{Clas Cmpy =0 = {6}@, dmb} , (5.17a)

{a,a, 5;171)} = Gumbap. (5.17b)
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Una transformacion con estas propiedades es llamada candnica. Aplicando
(5.14) al estado de la red vacia |0), obtenemos el andlogo de (5.4),

El,a|0> =0, [=0,---,L—1, a=",1. (5.18)

Por lo tanto, actuando con los operadores de creacion EZT en la red vacia |0)
obtenemos una base alternativa B. Introducimos el vector q = (¢1, ..., qn) =
(L, ..., Ix) y los estados

’q7 a> = éIZN,aN e élhal |0>7 (519)

estos estados son eigenestados del operador de momento de la red con eigen-
valores (Zjvzl ¢;) moédulo 27. El conjunto

(5.20)

B:{|q7a>€H(L) N:O,,QL },

Gj+1 = qj, Qjq1 > aj St Qji1 = G

es una base de HY). Esta base es llamada la base de Bloch. Los electrones
en los estados de Bloch |q, a) no estan localizados, pero tienen un momento
definido ¢, ..., qn.

Debido a (5.17), los andlogos de (5.9) y (5.10) se satisfacen para 7, y 6}713.
Se sigue que

N
Hyl|q,a) = —Zthos(qjﬂq, a). (5.21)
j=1

Entonces el hamiltoniano Hy de unién fuerte es diagonal en la base de Bloch
y describe una banda de electrones que no interactian, ademas la banda tie-
ne un ancho de 4t en forma de coseno.

El hamiltoniano Hy que describe la union fuerte y el operador D que cuenta
el nimero de sitios doblemente ocupados no conmutan. Por lo tanto, el ha-
miltoniano de Hubbard no puede ser diagonal en la base de Bloch ni en la
base de Wannier. La fisica del modelo de Hubbard surge de la competencia
entre las contribuciones de Hy y D del hamiltoniano (5.1). La contribucién
de Hj de unién fuerte hace referencia a los electrones no localizados, mientras
que la interaccién D favorece la localizacion.

El cociente
U

4t’
es una medida para la contribucion relativa de ambos términos y es la cons-
tante de acoplamiento intrinseca y adimensional del modelo de Hubbard.

Para nuestros propésitos, medimos la energia en unidades de t. Esto es equi-
valente a considerar ¢ = 1. Entonces el hamiltoniano (5.1) se va a convertir

u= (5.22)
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en
L

Z Z c] oCitla T CJJrl uCia) +4u Z Nj1j] - (5.23)

Jj=la=1

Ahora discutiremos brevemente la influencia de un campo magnético externo
B acoplado al espin de los electrones y un potencial quimico p. Entonces el
hamiltoniano tiene que ser modificado como

H,p=H — uN — 2BS?, (5.24)

donde introducimos el operador de niimero de particula

L
N Z N4+ Ny, ¢ (525)
j=1
y el operador
1 X
=3 > (s —nyy), (5.26)
j=1

la componente z del espin total. H y H, p tienen el mismo conjunto de
eigenestados ya que el nimero de particulas y la componente z del espin
total se conservan,

[H,N] = [H, 5% =0, (5.27)

y como [N, S%] = 0.

Esto se puede ver de la siguiente forma: introducimos el operador de niimero
de particulas para electrones con espin hacia arriba y espin hacia abajo,
respectivamente

L
= Z Nja a :Tv \l,, (528>
j=1

si sumamos sobre j en la ecuacién (5.9) tenemos
[Na, CL,b] = 5abCL7ba [Na, Ck:,b] = _5abck,b' (529)

Donde la segunda ecuacion es la conjugada Hermitiana de la primera, se sigue
de lo anterior

[Na, C;7b0k7b] [Na, C] b]ck,b + C;r',b[N‘“ Ck,b] = O, (530)
de la ultima ecuacion concluimos que

[H N,] =0, a=11, (5.31)
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De esta forma, el nimero de electrones con espin hacia arriba y espin hacia
abajo se conservan por separado. Entonces, tenemos que N = NT + N Ly
S* = %(NT — N,) también se conservan y de esto se sigue (5.27).
Denotaremos al nimero conservado de electrones con espin hacia abajo por
M vy al ntimero total conservado de electrones por N. El valor de la compo-
nente z del espin total para estados con M electrones de espin hacia abajo
es N/2— M.

Debido a la conservacién del nimero de particulas, podemos sumar el término
—2uN + uL al hamiltoniano (5.23) sin afectar sus eigenfunciones. La expre-
sién que resulta es

L L

H==>"Y (c,citra+chiiaca) +ud (1= 2n5)(1—2n5). (5.32)

j=1 a=t,} j=1

Como veremos después (5.32) tiene una simetria mayor que (5.23), si L es
par.

5.2. Simetrias

El modelo de Hubbard 1-dim tiene muchas simetrias. Algunas de ellas,
como la simetria traslacional o la simetria bajo giros de espin, que son obvias
y conmutan. A parte de estas simetria obvias, existen otras menos usuales.
Distinguimos entre simetrias independientes de la constante de acoplamiento
u y otras que por el contrario dependen de u. La existencia de estas ultimas
simetrias se relaciona con el hecho de que el modelo de Hubbard 1-dim es
exactamente soluble. Este tipo de simetrias incluye las simetrias abelianas
generadas por una serie de operadores conservados de orden mayor mutua-
mente conmutativos y la llamada simetria no-abeliana llamada Yangiana.
Nos concentramos por el momento en las simetrias independientes de u. En
el contexto del modelo de Hubbard 1-dim Heilmann y Lieb [22] fueron los
primeros en estudiar sistematicamente estas simetrias, gran parte de su anali-
sis se puede llevar a una dimensién arbitraria de la red. Las simetrias que
consideraron son de tres tipos: simetria espaciales relacionadas con la red,
simetrias conectadas con el espin y simetria asociadas con las caracteristicas
especiales del modelo de Hubbard.

5.2.1. Permutaciones

Debido a que el modelo de Hubbard esta definido en una red, el conjunto
de todas las posibles transformaciones espaciales es igual al conjunto de todas
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las permutaciones de posicién en los indices. Estas permutaciones pertenecen
al grupo de simetria &%. El primer objetivo, es por lo tanto, construir una
representacion que sea fiel a la simetria del grupo en términos de los operado-
res de Fermi. Para este proposito es suficiente construir las representaciones
de las transposiciones elementales, que generan el grupo de simetria.

Comencemos con los espines fermiénicos, {¢;,c;} = c}, c,t} =0, {cj, c,t:} =
;1 en una red 1-dim con L posiciones. Sea
Py =1—(cl —ch)(c; —¢)). (5.33)

Es facil ver que P;; permuta fermiones. Ademds tenemos las siguientes iden-
tidades

p; = Pj, P, = Pj. (5.34)
Usando los anticonmutadores fundamentales para los fermiones, tenemos
Pjci =c;Pyj, i # ], (5.35)
y de (5.34) se sigue que
Pjc; = ¢; Py, PUCZ = cTP”, PUCJ =c! PU, i j. (5.36)

Demostremos que Pjjc; = ¢;P;; se cumple,

Pycj = [1 = (cf = )(ci = ¢j)]ej = ¢; — (c] = cD)eie;

=¢;— (cdd = Neilej — ) = ¢ — (—aid + 1+ ¢e )(cj —¢)

=i —cj4 ¢+ (cdd —ad) (e — ) = ¢ +ald - c})(cj —¢)

= ¢l = (cf = c])(ei = ¢))] = e Py,
en donde utilizamos (¢;)? = 0. Por lo tanto, los operadores P;; inducen la
acciéon de transposicion en los indices de posicién de los operadores de Fermi.

Ahora mostremos que F;; genera la representacién del grupo de simetrias.
Primero, de (5.35) y (5.36) tenemos

Pj Py, = Py Py = Pjp Py, 1# 7 #k#1, (5.37)
con un calculo similar al de la ecuacién (5.35) se demuestra
PP = 1. (5.38)
Por 1ltimo, tenemos la identidad

[Pij, Pu) =0, coni,j#k,l. (5.39)
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Las relaciones (5.37-5.39) son una opcién posible para definir las relaciones
del grupo simétrico.

Formalmente, los indices i, j, k son solo etiquetas y podemos reemplazarlas
por una mas complicadas sin que pierdan su validez. Reemplazamos j — ja,
donde j es el indice de posicion y a =T, el indice de espin, tenemos:

Piagy =1~ (cl, — ¢l ) (cia — cj0)- (5.40)

Este operador de transposicién fue introducido por Heilmann y Lieb [22] en
su analisis de las simetrias del modelo de Hubbard. Describe transposiciones
simultaneas de indices de posicién y espin o en términos fisicos intercambia
electrones en las 6rbitas de Wannier.

5.2.2. Simetrias espaciales

Imaginemos que las L érbitas de Wannier del modelo de Hubbard 1-dim
forman un poligono regular con L bordes y esquinas. Las simetrias espaciales
del modelo de Hubbard son entonces simetrias del poligono. Estan generadas
por una rotacién 27 /L y por una refleccién arbitraria que mapea el poligono
en si mismo. El operador de simetria correspondiente es el operador de des-
plazamiento y el operador de paridad.

El operador de desplazamiento es una representacién del generador del sub-
grupo ciclico de orden L del grupo simétrico [22]. Para espines fermiénicos
definimos

N

Un: n—ln"'P23P127 ’I’L:2,...7L. (541)

Usando la ecuacién (5.35) podemos comprobar que

Cj_lUL, si j:2,...,L,

5.42
CLUL, si ] =1. ( )

e, = {

Esto quiere decir que U, acttia como el operador de desplazamiento izquierdo
en los operadores elementales de Fermi. Ahora, (5.41) implica que

Uz :PIQ"'PL—IL- (543)

De la ecuacién (5.38) se sigue que UL es unitario, ULﬁz = U}J(A]L = 1. El
operador Uz genera el desplazamiento a la derecha para una posicién en la
red.

Para obtener el operador de desplazamiento para electrones, tenemos que
adjuntar una etiqueta de espin a los operadores anteriores. Definimos los
operadores de desplazamiento Upy y Ur, para electrones con espin hacia
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arriba y hacia abajo al reemplazar P; ;1 en la ecuacién (5.41) por Pyt i1+ y

P, j+1, respectivamente. Observamos que [Upy, ¢j,] = [UL,, ¢;1] = 0, entonces
U =UUp,. (5.44)

que es el operador de desplazamiento izquierdo para electrones.
Usando la definicién (5.14) de ¢ , obtenemos

vél, , = el U (5.45)

De donde se sigue que U acttia diagonalmente en la base B de los estados de
Bloch, de la ecuacién (5.20), tenemos

9kt 4k | q), (5.46)

Ulg,a) = e
Obviamente, el hamiltoniano de Hubbard (5.32) es invariante bajo intercam-
bios de indice de posicién de los operadores de Fermi de j a L — j 4 1.
El operador de paridad correspondiente R, puede expresarse de forma conve-
niente en términos de los operadores U, (5.41), como un producto ordenado

Ry, =U,..Up. (5.47)

Equivalentemente, R;, se puede escribir como

[L/2]
Ry = H Pjr—_j, (5.48)
j=1

donde [L /2] denota la parte entera de L/2, que es L/2 para L pary (L—1)/2
para L impar. De (5.38) y (5.48) es claro que R? =idy Ry = RTL. Entonces
Ry es unitario y Hermitiano. Podemos definir el operador de paridad para
electrones como R = R4+, después de colocar las etiquetas de espin 1 y
1 alos operadores en (5.48).

5.2.3. El operador de momento

Los observables en mecénica cuantica estan descritos por operadores Her-
mitianos. Por esta razon nos gustaria definir el operador de momento hermi-
tiano que genera los desplazamientos en la red. Genéricamente, el operador
de momentos se define como el generador de desplazamientos espaciales infi-
nitesimales. Esta definicién, sin embargo, no funciona en una red ya que solo
podemos tener traslaciones finitas. Alternativamente, siguiendo [23] podemos
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tratar de definir el operador de momentos de la red II con las siguientes tres
condiciones:

e =1, (5.49a)
11 = IIf, (5.49h)
[H,11] = 0. (5.49¢)
Notemos que la eleccién
L—1
=6 kéer, (5.50)
k=1

que se encuentra frecuentemente en la literatura y que actia diagonalmente
en la base B de los estados de Bloch, no satisface (5.49¢). No es una cantidad
conservada para el modelo de Hubbard. Una forma de resolver este problema
viene de la condicién (5.49a) que fija el momento solo médulo 27.

Para o € C definimos

L-1 1— e—i¢La

— o —ipka _
g(a) = ;@e =T iga (5.51)

En donde aplicamos la formula de suma geométrica para obtener la segunda
ecuacién. De (5.51) se sigue que

L-1

g'(m) = Z pke k™ m=1,..., L. (5.52)

k=1

donde ¢'(m) es la derivada de g(m) con respecto a su argumento. Por lo
tanto, la inversa de Fourier es

1 .
Ok =7 > g e, k=1, L1 (5.53)

Para m = 1,..., L — 1, los coeficientes de ¢’(m) se obtienen diferenciando el
lado derecho de (5.51). Encontramos que ¢'(m) = ¢L/(e*™ — 1). Por otro
lado, de (5.52) tenemos ¢'(L) = ¢L(L — 1)/2. Entonces,

ei¢>km

L—-1
1
k= Tt k=1,.,L—-1. .54
0 ¢ﬂ;<2+e—z¢m_1)’ o (5.54)

El lado derecho de esta ecuacion es una suma de Fourier periddica que se
extiende a todos los enteros k € Z. Haciendo x = ¢k vemos que esta ecuacion
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define la ”funcién de diente de sierra” f(z) = x mod 27 sobre el conjunto
QL.

Por hipétesis, el espectro del operador de momento I que estamos buscando
estd contenido en ¢Z. Supongamos que tenemos un operador de momento
que satisface (5.47). Entonces, sustituyendo II por ¢k en (5.54) nos lleva a
la restriccién de IT médulo 27. Debido a la condicién (5.49a), obtenemos

L—1 N
1o
¢ Z_l <§ + m) . (5.55)

Entonces, no importa cudl es la forma real del operador II, pues la restric-
cién médulo 27 nos lleva a algo conocido: el lado derecho de (5.55) es un
polinomio en el operador de desplazamiento U.

Por lo tanto, podemos tomamos (5.55) como la definicién de operador de mo-
mento. Comprobemos que II definido de esta forma satisface (5.49). Primero,
usamos (5.46) y (5.54) y obtenemos

I

A L=l pmiglhitethn)m
fla.a) =03 (5 + ) la:a) = (6ot od 20) g )

— e~iom _ 1
(5.56)
Usando (5.46) y (5.56) concluimos que

eirl‘q7 a> _ ei¢(k1+"'+kN)‘q, a> _ U’q’ a>, (5'57>

para toda |q,a) € B. Entonces, (5.49a) se satisface. Para comprobar la con-
dicién (5.49b) usamos la unitariedad de U y el hecho de que UX = 1. (5.49¢)

se satisface, debido a que el hamiltoniano de Hubbard conmuta con U.

5.2.4. Simetrias mas discretas

Consideremos ahora dos transformaciones discretas: el salto de espin y
la llamada transformacién de Shiba. Ambas son ttiles para restringir el or-
den de N y M, el niumero de electrones y espines hacia abajo. Ademads, la
invariancia del hamiltoniano de Hubbard, médulo el signo de acoplamiento,
bajo la transformacion de Shiba es la razon de la aparicién de una segunda
simetria su(2) ademds de la simetria rotacional.

El hamiltoniano de Hubbard es invariante bajo la inversiéon de todos los es-
pines, causada por una transformacién de similitud con el operador

L
JO =11 Pt (5.58)
j=1



5.2. SIMETRIAS 127

Esta transformacion mapea los eigenestados con M electrones con espin hacia
abajo y N — M electrones con espin hacia arriba uno a uno a los eigenesta-
dos con M electrones espin hacia arriba y N — M electrones con espin hacia
abajo. Por lo tanto, la componente z del espin total cambia de signo. Como
consecuencia restringimos los valores positivos N/2— M de S*, cuando diago-
nalizamos el hamiltoniano de Hubbard. Es claro de la definicién del operador
de transposicién (5.38) que la transformacién (5.58) deja al estado del vacio
|0) invariante.

Consideremos una red con un numero par de posiciones. Definimos los ope-
radores

JC(LSh) = (CE,a_CL,a)(szl,a—{_clz—l,a) e (CQG—CQ#)(CLG‘{‘CL@), a :T’i ) (559)

Notemos que los signos se alternan, — para un numero par y + para un
nimero impar. Los operadores (5.59) generan una transformacién particula-
hueco en espines tipo a, acompanado por un cambio de signo cada segunda
posicién en la red. Obtenemos, por ejemplo, [st}b), cjy) =0y

sh sh i
T e (I = (=1)ich . (5.60)

Claramente para un nimero par de posiciones en la red, la parte de unién
fuerte del hamiltoniano de Hubbard (5.32) es invariante bajo las transforma-
ciones generadas por JCESh), a =T, |, donde la parte interactuante cambia de

signo. Entonces, H(U) se mapea a H(—U). La red vacia se mapea a
JiN0) = el elal0), (5.61)

que es el estado de la banda semillena completamente polarizada.

La transformacion (5.60) es llamada transformacion de Shiba. Es posible de-
finir la transformacion de Shiba para un niimero impar, pero en este caso la
parte de la unién fuerte del hamiltoniano de Hubbard (5.32) no serd inva-
riante bajo la transformacion de Shiba. Debido a las condiciones de frontera
periédicas, las dos posiciones impares en la red 1 y L seran vecinos cercanos
y los términos cIcL y cTLcl tendran un signo menos.

Para una red con un ntmero par de posiciones, podemos realizar la trans-
formacién de Shiba para los espines hacia arriba y hacia abajo. Entonces el
hamiltoniano no se altera, ya que el signo de acoplamiento cambia dos veces,
pero el estado de la red del vacio se mapea a un estado doblemente ocupado.
Por lo tanto, todos los eigenestados del hamiltoniano de Hubbard (5.32) con
N electrones se mapean a un eigenestado con 2L — N electrones y puede
restringirse a N < L, cuando diagonalizamos el hamiltoniano de Hubbard.
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El salto de espin y la transformacién de Shiba afectan al niimero de particulas
y al operador de la componente z del espin total de forma no trivial

JONJE) = N, J&S§7 ) = 5%, (5.62a)
sh) sh z sh z sh %

TN =L 4287, JMesr (M) = N - L, (5.62b)
sh) x> sh 2 sh P sh %

TN =L —25%,  JMasH (M) = L - N. (5.62¢)

Esto tiene implicaciones inmediatas en la energia libre de Gibbs para las
posiciones de la red

f(p, B, T,u) = —% In (tr {exp (_H(u) — MIZY — QBS'Z> }) . (5.63)

que determina las propiedades del equilibrio termodinamico del modelo de
Hubbard como funcién del potencial quimico u, el campo magnético B y la
temperatura 7', ademas depende paramétricamente de la constante de aco-
plamiento u. Usando la conmutatividad mutua de los operadores H, N y 57
y la invarianza de la traza en el producto de las matrices bajo permutaciones
ciclicas de las matrices concluimos con (5.62) que

f(p, B, T,u) = f(u,—B,T,u) (5.64a)
= f(Bv K, Ta _u> —p+ B (564b>
= f(-B,—u,T,—u) — u— B. (5.64c¢)

Combinando las ultimas ecuaciones obtenemos

f(/JHB?T7U>+/JJ:f(_M7BJT7U)_:u‘ (565>

Finalmente, tenemos las formulas de transformacion

JE IR (Y = 2L - N, (5.662)
TIPS (I ) = 57 (5.66b)

para una aplicacion simultanea de dos transformaciones de Shiba al operador
de ntmero de particula y al operador de la componente z del espin total que
se siguen de (5.62).

5.2.5. Simetrias SO(4)

Vimos en la seccién (5.2.1) que el hamiltoniano de Hubbard conserva la
componente z de S* del espin total y el nimero de particulas N. Ambos ope-
radores generan transformaciones en U(1). El operador S* es el generador de
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las rotaciones alrededor del eje z y el operador de nimero de particulas N
genera la transformacion global de norma. Ahora definimos los operadores S*
y SY, que son las componentes z y y del espin total. S*, SY y S* se combinan
en una representacién del dlgebra de Lie su(2) que genera al grupo SU(2)
de rotaciones en el espacio de espines. Vamos a mostrar que el hamiltoniano
de Hubbard conmuta con S*, SY y S* y por lo tanto es invariante rotacio-
nal. Para un niimero par de posiciones en la red, veremos que el niimero de
particulas es otra simetria su(2) oculta que tiene su origen en la invarianza
del signo de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard bajo la transforma-
cién de Shiba (5.60). Esta extension no abeliana de la simetria de norma es
llamada simetria n-par. En la seccién 5.8.3 veremos que estas cargas conser-
vadas jugaran el papel de las cargas locales introducidas en el capitulo 4 y
faltaria ver que estructuras jugaran el papel de las cargas no-locales.
Definimos el operador de las componentes del espin total como

L 2

1
a T a\ya o
5 = 2 Z Z Gal0®) i, =y, 2 (5.67)

j=1 a,b=1

En la segunda suma consideramos t= 1 y |= 2. Las matrices ¢® son las
matrices de Pauli:

awz((l)(l)), oy:(g_oi>, gz:<(1]_01>‘ (5.68)

Las cuales forman una base de la representacion fundamental del dlgebra de
Lie su(2) y satisfacen las relaciones de conmutacién

[0, 0°] = 207, a=ux,y,2, (5.69)

donde €77 es el tensor de antisimétria total. Los operadores de espin generan
una representacién de su(2)

(5@, SP] = ie*P1 87, a=2x9,2, (5.70)
y conmutan con el hamiltoniano de Hubbard
[H,5% =0, a=ux,vy,z. (5.71)

Para comprobar (5.70) y (5.71) usamos las relaciones fundamentales de an-
ticonmutacién (5.3) para el calculo de varios conmutadores.

Es conveniente introducir los llamados operadores de corriente. Primero de-
finimos un operador matriz de 2 x 2 S, cuyos elementos estan dados por

Sjkab = c}ackl7 para a,b=1,2. (5.72)
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Usando las relaciones fundamentales de anticonmutacion (5.3) obtenemos los
conmutadores

[S'kab7 Slmdc] = 6kl5b S 4. - 5mj5adslkbc~ (573)

J c~im a

Ademads, introducimos las proyecciones de Sj; sobre la base de ¢l(2) que
consta de las matrices de Pauli y la matriz unidad 15 de 2 x 2

Syt =tr(0®Sp), S0 = tr(Si). (5.74)

Estos son los operadores de corriente mencionados. Como consecuencia de
(5.73), obtenemos los conmutadores

(S0 Sl = 6155 — OmsSit. (5.75b)
5%, Sl = 6°7 (61S,, — 0 Sih) + i€ (8105, + GmjS)h). (5.75¢)

La ecuacién (5.75a) se obtiene considerando a = by ¢ = d en (5.73) y
sumando sobre a y ¢. Para la ecuacién (5.75b) primero multiplicamos (5.73)
por las matrices de Pauli y tomamos las trazas. Para obtener (5.75¢), tenemos
que multiplicar (5.73) por dos matrices de Pauli y usar la identidad o%0? =
58 4 e,

Notemos que 5% = %Sj‘; es el operador de espin local ("operador de densidad
de espin”) y S = 5% = n;; + nj;, es el operador de niimero de particulas
locales. Haciendo j = k'y [ = m en (5.75¢) y multiplicando por 1/4 tenemos
el conmutador

(59, 57] = 6,11 S]. (5.76)

para el operador de espin local. De esta ecuacién obtenemos (5.70) si suma-
mos sobre j y [.

El hamiltoniano (5.32) expresado en términos de los operadores S} estd dado
por

H=- Z(Sojj+1 + 84y — 2u(S%; — 1) ). (5.77)

27

En donde utilizamos
2 _ i b Py
Mg = CiCinCiaCin = C4Cin(1 = Cincjy) = €iacin = Ny,
> _ i P} Py
ni, = cj ciic; ¢ =cj (1l —cjici ) =cj ¢ =mn;,.

Usando (5.75b) obtenemos

J

1
[S%, SP] = 5(5k15f'§ — 61,5k (5.78)
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Sumando sobre I tenemos [S%,S%] = 0, que junto con (5.77) implica la
conservacién del espin total (5.71).

Usualmente se usan los operadores escalén ST = S* 4+ iSY en lugar de S* y
SY, los cuales tienen la siguiente forma explicita

L L
+ _ T - _ T
ST=) dioin ST=) o (5.79)
j=1 j=1
y cumplen las relaciones de conmutacion

[S%, 5% = £5%, [ST,57] =257, (5.80)

que se siguen de (5.70).

Es ahora el turno de la simetria n-par. Tiene su origen en la invarianza
moédulo el signo de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard (5.32) bajo la
transformacién de Shiba (5.60). Aplicamos la transformacién de Shiba (5.60)
a los operadores de espin ST y S*. Luego

L
(sh)
TSI =Y (e, = = (5.81a)
7j=1
L
sh _
IS =Y (—Wejpeir ==, (5.81D)
]:1
Sh 2 T 1 1 A 2
TN SH( TP :§Z(nﬂ+nﬂ—1) SV —L)=n" (5.81c)

El signo — en (5.81a) y (5.81b) se introduce por convencién. Aplicando la
transformacién de Shiba en (5.80) obtenemos las relaciones de conmutacién
de su(2)

7, =0t Wt =20, (5.82)
para los operadores n de paridad. Ahora definimos n* y nY
. 1 _ { _
=gt ), o0t =—5 =), (5.83)

que debido a (5.82) satisface

n* n°] =i, vy =1y, 2. (5.84)

La invarianza del hamiltoniano de Hubbard (5.32) bajo la simetria n-par se
sigue de [H(—u), S| = 0 por la aplicacién de la transformacion de Shiba

[H,n*] =0, a=uzy,z. (5.85)
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Una implicacién trivial pero importante de (5.71) y (5.85) que serd ttil méas
adelante es que el hamiltoniano de Hubbard (5.32) también conmuta con los
operadores de Casimir (S%)? y (n®)2.

Para tener una mejor comprension de las simetrias del hamiltoniano de Hub-
bard consideremos los conmutadores mutuos de los dos conjuntos de genera-
dores S® y n®. Afirmamos que

[S*7° =0, af=uzy.z (5.86)

Debido a la antisimetria, este es un conjunto de seis ecuaciones independien-

tes que hay que comprobar. Podemos, por ejemplo, comenzar con C;ch, ¢CL, .

CL,T = chc%c}ﬁcﬂ; ; que implica [S*,nT] = 0. Volteando todos los espines

obtenemos [S™,n"] = 0, por (5.80), también [S*,nT] = 0. Como " es in-
variante bajo rotaciones y 1~ es la conjugada hermitiana de n™, entonces es
invariante bajo rotaciones también. Por tltimo debido a (5.82) también es
cierto para n* y probamos (5.86).

Hemos demostrado que el hamiltoniano de Hubbard (5.32) conmuta con la
suma directa de dos representaciones de su(2). Recordemos que la invarianza
bajo la simetria n-par en la ecuacién (5.85) solo es para un numero par de
L posiciones en la red. Este hecho impone restricciones en la representaciéon
irreducibles conjuntas de espin y n-espin basados en eigenestados del hamil-
toniano de Hubbard. De las definiciones (5.26), (5.28),(5.81c) obtenemos

S* 417 = Ny — L/2. (5.87)
Se sigue de (5.81¢) y (5.82) que 7 y ™ no preservan el nimero de particulas
[H,n*] = +£2nF. (5.88)

El operador 1t crea al llamado n-par un eigenestado del hamiltoniano, = es
el correspondiente operador de aniquilacién. Como consecuencia inmediata
de las definiciones (5.81a) y (5.81b) tenemos

{U, ni} —0. (5.89)

De esta forma, el par n tiene un momento 7 en la red.

La simetria completa SO(4) = SU(2) x SU(2)/Z, solo es vélida para el ha-
miltoniano de Hubbard de la forma (5.32). Agregando el término de campo
magnético —2B.S5% se rompe la invarianza rotacional, mientras que la inva-
rianza n-par se preserva. Por otro lado, sumando un término de potencial
quimico —,uN , se rompe la simetria n-par, pero se preserva la invariancia
bajo rotaciones.



5.3. APROXIMACION ALGEBRAICA AL MODELO DE HUBBARD133

5.3. Aproximacion algebraica al modelo de
Hubbard

5.3.1. Integrabilidad

Probablemente sea justo decir que no existe ningin concepto de inte-
grabilidad en la mecanica cuantica que sea tan general como el teorema de
Liouville. Por analogia con el caso clasico discutido en el capitulo 2 supone-
mos que nos dan un hamiltoniano H contenido en un conjunto de integrales
de movimiento Fj, j = 1,..., N cudntico mutuamente conmutativo. Enton-
ces no hay un teorema general que explique como obtener el espectro y las
eigenfunciones de H a partir de relaciones de conmutacién

[F;, Fi] = 0. (5.90)

solamente. La construccién de las variables de dangulo accién no es facilmente
trasladada a la mecanica cuantica.

De alguna forma esto nos dice que necesitamos informacién adicional. Una
idea razonable es pensar en introducir el algebra conmutativa (5.90) de las
integrales cuanticas de movimiento en algin algebra més grande, donde los
estados del espacio de nuestro sistema jueguen el papel de la representacion
en el espacio de esta dlgebra. Consideremos por ejemplo, el oscilador armoénico
[24]. Este depende del dlgebra de Lie de Heisenberg

[a,a'] = 1. (5.91)

Suponiendo que nos dan una representacién de mayor peso del algebra (5.91)
i.e. la representacion tiene un estado de mayor peso |0) o estado base, tal que
al0) = 0. Suponemos ademés que a y a' son mutuamente adjuntas. Sea
H = a'a+ 3. La ecuacién (5.91) implica que [a, -] actiia como una derivada
en funciones de a', i.e. [a, (a")"] = n(a")""!. Ademds, se sigue que

H(a)"]0) = ((a)"H + [H, (a)")) [0) = (1<a*>" +lfa, <a*>”]) 0)

2
= (n+ %) (a")™0).

Entonces, los estados |n) = (a")"|0) son eigenestados del hamiltoniano H =
ala + %
La relacién con la fisica viene de representar los operadores a y a' en términos
de las variables del espacio fase como
1 4 1 1 ,
a=—(x+ip)= —=@+09,), a=—(x—ip)=

V2 V2 2

(5.92)

(z—8,), (5.93)

Sl
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que actia en el espacio de las soluciones de las funciones integrables en la
linea real. El estado de mayor peso es la soluciéon normalizada tinica

(S

x

e 2

(5.94)

de la ecuacion diferencial
ay(x) =0, (5.95)

que es el bien conocido estado base del oscilador arménico.

Notamos que el esquema anterior dependen solo de 1) del dlgebra (5.91) y 2)
la existencia del estado de mayor peso |0). El método de dispersién inversa
trata de generalizar estas ideas para algebras mas complicadas como veremos
a continuacion.

5.3.2. El algebra de Yang-Baxter

El método de dispersion inverso cuantico trata con sistemas que se basan
en un algebra cuadrética asociativa T definida en términos de sus genera-
dores Tg(A), a, B =1,...,d; A € C, por la relacién

RO\ 1) Ti(N) T2 (p) = To(p)Ti(A) R(A, ). (5.96)

En donde se ha usado la siguiente notacion

A - TN
T(u) = : : : (5.97)
Ti(\) - TiN)
Ti(\) = T(\) ® I, (5.98)
To(N) = I, @ T(N), (5.99)

donde I; es la matriz unidad de d x d. R(\, ) € End(C?® C?) es una matriz
numérica de d? x d?, llamada la matriz R. La matriz-R fija la estructura del
algebra cuadratica Tg. Suponemos que R es invertible para toda A\, u € C.
El dlgebra Tr definida asi tiene una rica subalgebra conmutativa. Multipli-
cando la ecuacién (5.96) por R™!(\, ) del lado derecho y tomando la traza
obtenemos

tr (ROW T O Do) B (0 1)) = RSO i) T8 (VTS (1) B ().
(5.100)
A partir de (5.98) y (5.99) tenemos,
5 5 5 5
Ti),(A) = T]65(N), Toy(A) = 07T, (M), (5.101)

lop 20p
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usando el resultado anterior en (5.100) obtenemos

tr (RO TR O 0) = RO i) T NG () R ()
= RO T VT2 ()RS (M)
= R 3" (A )RS5 (A ) TI(NTE ()
= G TINT ()
= TENT (1)-
(5.102)

En donde se sobreentiende la suma cuando tenemos indices dobles, por otro
lado tenemos:

tr (RO )T ()T1 (VR 1) = B3 O ) Togp (W) T (N RaF (N ),
utilizando nuevamente (5.101) obtenemos
tr (R O\ ) Lo () LAV R(A, 1) = B3 (A, )03 T ()T (W) 02 Ry (M)

= R (MR O T ()T (V)
= T () TI(N) = TT ()T (A)

— TEOTE ().
(5.103)
Con la definicion
t(\) =TJ(\) = tr(T(N)), (5.104)
obtenemos el siguiente resultado importante
[£(A), t(p)] = 0. (5.105)

Esto quiere decir que ¢(A) es la funcién generadora del dlgebra conmutativa
de Tg, i.e., si t(A) = Fy + AFy + A2Fy + - -+, entonces (5.105) implica que
[}73'7 F k] = 0.

Supongamos que se nos da una representacion de Ti en el espacio de esta-
dos de algun sistema fisico. Entonces t(\) genera un conjunto de operadores
mutuamente conmutativos que por construccién estd inmerso en el dlgebra
cuadratica Tg. Asi, por un lado, tenemos la posibilidad de cumplir con los re-
quisitos del teorema de Liouville en el limite cldsico (si este existe) y por otro
lado, las relaciones cuadraticas del algebra Tz pueden proporcionar medios
para diagonalizar simultaneamente las integrales de movimiento cuanticas,
generadas por t(A\) de manera similar al ejemplo del oscilador armoénico.

El algebra cuadratica asociativa Tg es el algebra de Yang-Baxter. T'(\) es
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la matriz de monodromia y ¢(\) es la matriz de transferencia asociada. Su
argumento complejo X es el pardmetro espectral. El espacio C? es llamado
espacio auxiliar, mientras que el nombre del espacio de la representacion del
algebra de Yang-Baxter usualmente es el espacio cuantico.

Hay que enfatizar lo siguiente

(La @ T()(T(N) @ La) # T(A) © T'(p), (5.106)

debido a que los elementos de T y Tj de la matriz de monodromia, en
general, no conmutan.

Una forma alternativa de escribir las relaciones (5.96) del dlgebra de Yang-
Baxter es usando la matriz R(), 1) con elementos

R2J (N, 1) = RES(\, ). (5.107)
Es fécil ver que (5.96) es equivalente a
RO\ p)(T(N) @ T(w)) = (T (1) @ T(A\) R, p). (5.108)

Esta formulacion es en ocasiones mas conveniente por razones de calculo.

5.3.3. Ecuacion de Yang-Baxter

La ecuacién de Yang-Baxter es una condicion suficiente para la consisten-
cia del algebra de Yang-Baxter T;. Al mismo tiempo garantiza la existencia
de una representacién no trivial de Tg.

Introducimos el dlgebra 7z en el producto tensorial C? @ C? ® C¢ de es-
pacios auxiliares, con T1(A) = T(\) @ I; ® Iy, To(A) = 1, @ T(\) ® I,
T3(A) = I, ® I, ® T(N\) y denotamos las tres posibles inclusiones canéni-
cas de la matriz-R R(\, 1) en el espacio de endomorfismos de C¢ @ C? @ C?
por Riz(A, ) v Rog(A, ). Entonces Rio(A, ) = R\, 1) @ Iy y Rog(\, 1) =
I; ® R(A, ). La tercera posibilidad no puede ser escrita de forma simple.
Del requisito (Ri3(\, p)x ® y ® z)*7 = R?;()\,u)x‘syﬁz“" concluimos que
Rli&@ = REZ(A, M)@B‘

De la definicién (5.96) del algebra de Yang-Baxter podemos ver que existen
dos formas diferentes de invertir el orden en las matrices de monodromia en
el triple producto T7(A\)T5(p)T3(v) al aplicar las R-matrices

Ria(A, 1) Ris (N, v) Ros (g, v) Ty (M) To (1) T (v)
— Ty (0) T ) Th ) Ras (A ) Ras (A, ) R 1, ), (5:109)
Ras(p, V) Riz(A, v) Rig (A, 1) Ty (M) To () Ts(v) (5.110)

= Ty(u) o (1) Ty (\) Raa (1, v) Rus(A, v) Rus (A, ).
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Obviamente, estas dos ecuaciones son siempre compatibles, si la matriz-R
satisface la ecuacion

Rio(A, ) Ris( A\, v) Rz (, v) = Ros(t, V) Ri3(A, v) Ria (A, ). (5.111)

Esta es la famosa ecuacion de Yang-Baxter. No solo es la tnica condicion
suficiente para la consistencia de 7z como un algebra asociativa, sino que
también provee la llamada representacién fundamental que estudiaremos pos-
teriormente .

La mayoria de las soluciones conocidas de la ecuacién de Yang-Baxter que
estan relacionadas a aplicaciones en fisica dependen de la diferencia de parame-
tros espectrales (i.e A — u). En estos casos, existe una matriz R(\) de un solo
argumento, tal que R(\, ) = R(A — p) es una solucién de la ecuacién de
Yang-Baxter. La matriz R de Shastry que relaciona el modelo de Hubbard
con la solucion de la ecuacién de Yang-Baxter no tiene un argumento en
forma de diferencia. Por lo tanto, introducimos la ecuacién de Yang-Baxter
en su forma més general (5.111).

5.3.4. La base estandar

Para obtener las expresiones convenientes para nuestra formulacion fi-
nal primero introducimos algo de notacion. Necesitamos introducir la ba-
se estandar en el espacio de endomorfismos, End(C?), de C?. A partir de
ahora denotaremos por e, € C% v = 1,...,d, el vector columna en don-
de la entrada en la fila 7 es la Unica distinta de cero y vale 1. El con-
junto {e € Clly =1, ...,d} es una base de C?. Sea e € End(C?), tal que
ele, = (5,€ea. Entonces {eg € Cla,B =1, ...,d} es una base de End(C?). e
es una matriz d X d en donde la entrada en la fila a y la columna § es diferente
de cero y vale 1. Por lo tanto, ¢? multiplica de acuerdo a la regla

ehed =o€l (5.112)
ya que
ege‘iep = egéieﬂ, = (52(55% = (556‘;6,0. (5.113)

Expresando el mismo factor con diferentes palabras, podemos decir también
que la base {eg} es una base del espacio de operadores en el espacio auxiliar
C?. Ahora consideremos las representaciones del dlgebra de Yang-Baxter,
donde el espacio cudntico es un producto tensorial de L veces el espacio
auxiliar C¢. Entonces, para d = 2 y L = 1, el espacio cudntico es igual a C?
y podemos interpretarlo como el espacio de estados de espin % Para d = 2
y una L arbitraria tenemos el espacio de estados de una cadena de espin %
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cuantica de longitud L. Para d > 2 el espin es reemplazado por un espin
generalizado llamado espin su(d). Para construir operadores en el espacio de
estados de una cadena de espin consideramos la inmersién de la base {e}
en End(C%)®L,

ef =1Vl @I (5.114)

El indice j = 1,...,L se llamara indice de posicién. De (5.112) y (5.114)
deducimos la regla de multiplicacion local

ejne) =6l (5.115)

Jjo v ojor

y las relaciones de conmutacion

e/ el]=0 paraj# k. (5.116)

jaor Cky

Con la ayuda de los operadores base eji podemos expresar de forma con-
veniente operadores mas complicados. Podemos, por ejemplo, expandir la
inmersién canénica R (A, 1) de la R-matriz en la ecuacién de Yang-Baxter
(5.111) en términos de ejg. Sea L = 3, entonces

Rix(A\, i) = Rggejﬁe,;; para jk = 12,13,23. (5.117)

También podemos obtener expresiones muy ttiles para el operador de trans-
posicion Pj, que juega un papel importante en la construcciéon de modelos
integrales de redes con interacciones locales

Py =ehes. (5.118)

Las siguientes propiedades de los operadores de transposicién son faciles de
comprobar. Se siguen de (5.115) y (5.116)

Pyj = Py, (5.119a)
P =d-id, (5.119b)
Pl =id, j#k, (5.119¢)
Pjre = e/ Py, (5.119d)
Pe = el Py, 1#jk (5.119¢)

De estas propiedades vemos que Pj;, induce la accién del grupo simétrico en
los fndices de posicion de las matrices e;5. Debido a (5.119d) y (5.119e), Py,
genera una representacion fiel del grupo simétrico &%,

Pj;. Py = Py Py, = Py Py (5.120)



5.3. APROXIMACION ALGEBRAICA AL MODELO DE HUBBARD 139

Combinando las definiciones (5.107) y (5.118) con (5.117) y usando (5.115)
tenemos

B )
Pjp Rk = PakRﬁa%aem Rm elmP]kek'y

— R, B 5
= gy ekae]’ypjk = Rg; ekaej’yejpeko

— P g
_Rﬁéekadpejveka Rﬂpekaej'yeka

Por (5.116) e,7 y e, conmutan, entonces

B _ o
ijRﬂk Rﬁp j’yekaeka R € (Sﬁek’a

Bp =iy~ o
= R)e;0er, = Rgﬁeﬂe,m = Rjk,
= Rjr(A\ 1) = P Rjr(\, ).
Ademas, tenemos que
PRy = PRy jene s = Ryve Pijejl

= ROWBka iy P RkiHj?
= -Pinkj = Rkipij-

Esto nos permite reescribir la ecuacién de Yang-Baxter de forma alternativa,
si multiplicamos (5.111) por PagPioPy3 = P1aPy3 P13 1o que nos da

P12P23P12R12R13R23 = P12P23R12R13R23 = P12R13P23R13R23
= P12R13R12P23R23 = R23P12R12R23
= R23R12R237

P23P12P23R23R13R12 = P23P12R23R13R12 = P23R13P12R13R12
= R12P23R23P12R12 = R12R23R12)

= R23R12R23 = R12R23R12. (5121)

Escrita de esta forma la ecuacién de Yang-Baxter es sorprendentemente si-
milar a la relacién de trenza.
Para hacer notoria esta similitud consideremos las siguientes tres trenzas:

oyo — ° °
= —
° ° — .\4_/.

01 02 03
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Cualquier trenza en B4 pueden ser escritas como una composiciéon de un
numero de estas trenzas o sus inversas. En otras palabras estas tres trenzas
generan el grupo B,. Para ver esto, consideremos una trenza arbitraria, donde
analizamos de la izquierda a la derecha la interseccion; comenzando de arriba,
si una interseccién comienza en i y finaliza en i + 1, se escribe o; 0 ;'
dependiendo de si el hilo (hebra) ¢ queda debajo o sobre la hebra i+1. Después
de llegar al final (a la derecha), la trenza se escribe como un producto de o’s
y sus inversas.
Es claro que

0103 = 0301, (5122)

mientras que las siguientes dos relaciones no son obvias

010201 = 020102,
(5.123)
090309 = 030203,

cémo podemos demostrar en

01 02 01

02 01 02

Asi las relaciones (5.123) son esencialmente equivalentes a la ecuacién de
Yang-Baxter escrita en (5.121).

Ademaés se puede demostrar que las otras relaciones entre las trenzas oy, o
y o3 también se siguen de estas relaciones y los axiomas del grupo.
Podemos generalizar este ejemplo a n hilos, el grupo B,, puede ser definido
de forma abstracta mediante la siguiente representacién:

Bn = <0‘1, ceey O-n—1|0-i0-i+10-i = 0i+10;04+1, O'Z‘O'j = O'jO'i>,

donde el primer grupo de relaciones satisface 1 < 7 < n — 2 y el segundo
grupo de relaciones |i — j| > 2. Esta representacién nos da la generalizacion
de los grupos de trenza llamados grupos de Artin. Las relaciones ciibicas,
conocidas como las relaciones trenza juegan un papel importante en la teoria
de la ecuacion de Yang-Baxter.
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De hecho, toda representacién de la relacién trenza en End(C? @ C?) nos
da un parametro espectral independiente solucién de la ecuacién de Yang-
Baxter (5.121). Nuevamente, si R(\, ;1) = R(\ — i), entonces R(\) es una
solucién diferente de (5.121).

5.3.5. Modelos Fundamentales

Ahora vamos a explicar cémo las soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter
(5.111) dan lugar a la representacién del algebra de Yang-Baxter (5.108).
Primero, usando(5.115) y (5.116), reescribimos la ecuaciéon de Yang-Baxter
en componentes

R (N )RS (N )R (i, v) = RO (10, V)R (N, ) R0 (N, ).
(5.124)
Después, introducimos la L-matriz en la posicion j para definir los elementos
de la matriz

ng()‘a :u) - Rgg()‘v /u)eji' (5125)

Estos elementos de matriz son operadores en (End(C?%))®X. La multiplicacién
de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124) por ejz implica que

RO 1) (L (A v) @ Ly(p, v) = (Li(p, v) @ LA, v) R(A, ). (5.126)

Entonces, L;(\,v) es la representacion del dlgebra de Yang-Baxter (5.108).
Esta representacién es llamada representacion fundamental.

De (5.116) y (5.127) sabemos que [L%,,5(A, vjy1), Ljs(A, v5)] = 0. Se sigue
que

RO\ p) (LA v) @ Lyj(p,v)) = (Lj(p,v) @ Ly(A, v)) RO ). (5.127)

Por lo tanto, (5.126) y (5.127) implican que el producto L1 (X, vj41)L; (A, v;)
de dos L-matrices también es una representacion del dlgebra de Yang-Baxter
(5.108). Esta representacion puede ser interpretada como la representacion
del producto tensorial de dos representaciones fundamentales. La propiedad
del algebra de Yang-Baxter, de que un producto tensorial de dos representa-
ciones es una representacion, es llamada propiedad de comultiplicacién como
se vi6 en la seccién 3.10. Mediante comultiplicaciones iteradas podemos de-
mostrar facilmente que el producto ordenado de L veces la matriz L

T(\) = L\ vr) - Li(h ), (5.128)

es una representacién del dlgebra de Yang-Baxter (5.108). La traza de la
matriz de monodromia, t(\) = tr(T()\)), pertenece por construccién a la



142 CAPITULO 5. MODELO DE HUBBARD

familia conmutativa de las matrices de transferencia, [t(\),t(u)] = 0.

La solucién R(\, ) de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124) se llama regular, si
hay valores \g, 1y de los pardametros espectrales, tal que Rg‘? (No, 0) = 5?55 :
Para una R-matriz regular se sigue de la definicién (5.125) que

ng(Ao, 1/0) = ejg. (5129)

Haciendo v; = vy para j = 1,...,L en (5.128) y usando la definicién del
operador de transposicién (5.118) obtenemos

t(No) = L% (Mo, o) -+ Lyi (Mo, o) L3, (Mo, o)

B1 B2 B B
= €15, €25, €35 " €3, (5.130)

= PPy Py =U,

donde el operador U esté definido en la tltima ecuacién de (5.130) y es el
operador de desplazamiento derecho, que es el generador del desplazamiento
ciclico de los indices de posicion.

Junto con la matriz de transferencia t(A) en si misma cada funcién diferen-
ciable de t(\) elegida adecuadamente puede ser usada como funcién genera-
dora del conjunto de los operadores mutuamente conmutativos. Una eleccion

particularmente ttil de la funcién generadora es 7(A) = In(U1#()\)). Que
desarrollada alrededor de A = A\g es
T(A) = (A= X)UH (M) + O((A = Xo)?). (5.131)

Se puede demostrar [25] que los coeficientes del desarrollo en serie son locales
en el sentido de que el coeficiente n-ésimo es una suma sobre las densidades
locales que actian de forma no trivial en n 4+ 1 posiciones vecinas como
maximo. El término para dos posiciones es

H=U"(\) = Z 14, (5.132)

donde por definicién Hy; = Hr 1 v la prima denota diferenciacién con res-
07 b
pecto el argumento, puede ser interpretado como un hamiltoniano local. Para
las densidades H,_; ; obtenemos la expresion explicita
j—1j

H = U 1t )\0 Z j—1,j —a)\Rj,Lj()\,Vo)l)\:)\O. (5133)

No es dificil comprobar esta ecuacion. Primero notemos que

t'(Mo) = OALy5 (N 1) [acreCa - €/

BrL-1

" L (5.134)
+oeee A+ elﬂL e 18r,— 28)‘ LﬁLfl()\’ VO)’)‘:)\O'



5.3. APROXIMACION ALGEBRAICA AL MODELO DE HUBBARD 143

Entonces, debido a
Bi-1 B Bi-1 B R Y 1
6j—Jlﬁj—2ejﬁj>1Hij - ej—]lﬁj—zejﬁjela)‘Rvé <>‘7 V0)|>\:>\0€j_1aej,3
B 1 sBiq B 0
=e -Zlﬂj*géaﬁj 156]8/\]%7?()‘7 V0)|)‘:)‘°€j_16j‘1

J
Bi-1 Bj—10

= €715, O (N vo) ey

Bj— Bj
= ejj15272aALjéj71 (/\7 VU) |/\:/\0

(5.135)

la ecuacion (5.133) se sigue de (5.130), (5.132) y (5.134).
Los préximos coeficientes en el desarrollo de la serie de 7(\) pueden ser
calculados de forma similar. Podemos comprobar que el segundo término es

L
1 1 .
§t"()\0) =3 > {RRj1 (N vo)lamrg — Hi oy — [Hjm1 g, Hijoal}, (5.136)

j=1

donde las condiciones de frontera periddicas en los indices son de nuevo
implicitas. Notemos que no se conoce una férmula cerrada y explicita pa-
ra el término de orden n-ésimo. Los calculos de derivadas de orden mayor de
7(A) son complicados. Una forma mads eficiente de calcular operadores conmu-
tativos de orden mayor es por medio de las relaciones de recursién generadas
por el operador de boost [26]. Los operadores de conmutacién de orden mayor
usualmente no tienen una interpretacién intuitiva simple en términos fisicos
y su forma explicita no importa mucho para las aplicaciones. En su mayoria
son interesantes por su existencia desnuda, lo que nos dice algo acerca de la
estructura matematica del modelo.

Decimos que la ecuacién (5.128) define al modelo fundamental asociado con
la R-matriz R(\,v). Si todas las v;, j = 1,..., L son iguales, el modelo es
llamado homogéneo, de forma contraria inhomogeneo. Solo los modelos ho-
mogéneos conducen al hamiltoniano local H, (5.132).

5.3.6. El modelo XXX

Las clases de soluciones de la ecuacion de Yang-Baxter a menudo se pue-
den construir considerando primero un algebra apropiada, que proporciona
una solucién de la ecuacién de Yang-Baxter sin el parametro espectral, y
el segundo paso es, intentar introducir un parametro espectral en las ecua-
ciones. Este procedimiento tiene la ventaja de que cada representacion del
algebra en cuestion ofrece una nueva solucion de la ecuacién de Yang-Baxter.
Consideremos, por ejemplo, el algebra asociativa con la unidad id definida
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en términos de los generadores A;, i = 1, ...., L, por las relaciones
AiAi 1Ay = A1 A A, (5.137a)
A A = AjA;, (5.137b)
A? = id, (5.137c)

donde por definicién Ay, = A;. Esta algebra es isomorfa al grupo algebraico
del grupo simétrico . Notemos que la relacién trenza (5.137a) es muy
similar al parametro espectral independiente de la ecuacién de Yang-Baxter
(5.121). Un pequeno calculo, demuestra que

(1d 4+ NA2) (id+ (N + p) Aq) (id + pAs) = (id+ pAy) (id 4+ (AN + ) Ag) (id + A Ay).
(5.138)
Claramente, el operador de transposicién Py, (5.118), proporciona una re-
presentacién A; = Py de (5.137). Sea P = e ® ef. Entonces, por (5.138),
la matriz R(A\) = a(\)(id + AP), con una funcién arbitraria a(\), es una so-
lucién diferente de la ecuacién de Yang-Baxter (5.121). Tengamos en cuenta
que como d = 2, 3,4, ... es arbitrario, obtenemos soluciones de la ecuacion de
Yang-Baxter de dimensién arbitrariamente alta. La funcién a(\) puede ser
introducida debido a la homogeneidad de la ecuacion de Yang-Baxter y po-
demos escogerla de tal manera que la matriz R(\) tenga una normalizacién
conveniente. Eligiendo, por ejemplo, a(\) = 1/(A + 1) encontramos

RO\)R(=)) = id. (5.139)

que se sigue de P? = id. Si la R-matriz tiene esta propiedad es llamada
unitaria.
Podemos reescalar el pardmetro espectral, A — M/ic, donde ¢ es alguna
constante de acoplamiento. Se sigue que la matriz

- ic-id + AP

R(\) = PSS (5.140)
es solucién diferente de la ecuacion de Yang-Baxter (5.121). Al introducir las
funciones

ic A

b(A) = —— A) = 141
la matriz R(\) toma la forma
R(X\) = b(N)id + ¢(\)P. (5.142)
Para el caso particular d = 2, por ejemplo, es la matriz de 4 x 4
1 0 0 O
sy | 0 b(A) e¢(N) O
R(\) = 0 c(\) b(A) 0 (5.143)
0 O 0 1
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Hemos obtenido un conjunto de soluciones para la ecuacién de Yang-Baxter
ahora podemos aplicar el formalismo de las secciones anteriores y construir
el modelo fundamental correspondiente. Hay que notar que la construccion
del modelo fundamental no es tinica y puede ser modificada por una serie
de transformaciones triviales, como saltos o reescalamientos del pardmetro
espectral, o multiplicaciones de, por ejemplo, el hamiltoniano por un ntimero.
Consideraremos libremente esta posibilidad.

Reescribir la R-matriz R(\, ) = PR(\, ) en términos de R(\, i) usando
(5.142) en componentes. Tenemos

R(A, p) = (A — p)id + b(A — p) P
=cA\—p)es ® eg + (A — p)el ® e (5.144)
= (c(X = 1)6§6] + b(A — p)d5 oY) el @ €,

las componentes de la R-matriz se pueden leer desde el lado derecho de esta
ecuacion. Se sigue que

Lig(\ 1) = (X = p)dg +b(X — p)e,5. (5.145)

Cuando b(0) = 1 y ¢(0) = 0, la R-matriz (5.144) es regular. La matriz
de monodromia del modelo fundamental correspondiente esta dado por la
ecuacién (5.128) con L,3(A, 1) a partir de (5.145). La densidad Hamiltoniana
es (comparado con (5.133))

Hj 15 = i0\Rj-15(\, 0)[x=0 = i(V'(0) + ¢'(0) P;—1;)

= (Pj—1; — 1) /¢,

donde el factor 7 se introduce para hacer la expresién hermitiana.

El operador H;_; ; estd actuando en un producto tensorial de espacios cudnti-
cos locales C? de dimensién d. Para d = 2 podemos usar la bien conocida
férmula Pj_y; = (14 09 ,0) y obtener el hamiltoniano

(5.146)

-t
2c 4

Mh

(0§ 107 — 1), (5.147)

—17J
1

.
Il

de la cadena de Heisenberg isotrépica (o XXX). Si la constante de acopla-
miento ¢ es positiva tenemos una cadena antiferromagnética, si ¢ es negativa
la cadena es ferromagnética. Para una d general el hamiltoniano

L
. 1
H=- D (P — 1), (5.148)

j=

—_
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define la llamada cadena su(d)-XXX.

La matriz de transferencia de la cadena de su(d)-XXX puede ser diagonali-
zada usando el dlgebra de Yang-Baxter (5.108). El procedimiento es llamado
el ansatz algebraico anidado de Bethe. El ansatz Bethe algebraico anidado
para la cadena su(d)-XXX fue construido por Kulish y Reshetikhin [27].

5.3.7. Ansatz algebraico de Bethe para el modelo ¢l(2)
generalizado

Los modelos relacionados con el algebra Yang-Baxter son interesantes
para los fisicos principalmente porque existen métodos poderosos para la so-
lucion del problema espectral. Uno de estos métodos es el ansatz algebraico
de Bethe. El cual se basa en el uso directo de las relaciones de conmutacién
cuadréticas (5.108) que definen el algebra de Yang-Baxter. Para que el an-
satz algebraico de Bethe funcione, debe ser posible identificar los elementos
de la matriz de monodromia como operadores de creacion y aniquilacién de
"particulas”. En particular, debe existir un estado de pseudo vacio que sea
aniquilado por todos los operadores de aniquilacion. En todos los casos cono-
cidos, donde el ansatz algebraico de Bethe ha tenido éxito hasta el momento,
los elementos de la matriz de monodromia pueden construirse de tal manera
que la matriz de monodromia actie como una matriz triangular superior en
el pseudo vacio, y el pseudo vacio sea un eigenestado de los elementos diago-
nales.

Consideremos el algebra de Yang-Baxter (5.108) con la R-matriz (5.143). La
correspondiente matriz de monodromia es la matriz de 2 x 2

T(\) = ( 383 ggig ) | (5.149)

El modelo generalizado ¢l(2) es el conjunto de todas las representaciones
(lineales) del dlgebra de Yang-Baxter (5.108) con la R-matriz (5.143), para
las cuales existe un pseudo vacio |0), tal que T'(\) actia triangularmente en

10).

AN)[0) = a(N)[0),  D(N)[0) = d(A)]0), (5.150)
C(N)[0) =0, BV)[0) = |A). (5.151)

Las funciones complejas a(A) y d(\) son llamados los pardametros del modelo
generalizado.

Vamos a denotar al espacio de representacién de una representacién dada
del modelo generalizado por H. Es claro de las relaciones de conmutacién
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cuadraticas contenidas en (5.108) y de (5.150), (5.151) que podemos suponer
que H estard compuesto por todos los vectores de la forma

b1, o piar) = B(pa)-. B(par)[0). (5.152)

La familia de matrices de transferencia que queremos diagonalizar esta dada
por

t(\) = tr(T(\) = A(\) + D(V). (5.153)

Esta es una familia conmutativa de matrices de transferencia, [t()),¢(u)] = 0,
por construccién. Por lo tanto, ¢(A) y ¢(u) tienen un sistema comun de eigen-
funciones, lo que quiere decir que los eigenvectores de t(\) son independientes
del parametro espectral A. La tarea del ansatz algebraico de Bethe para el
modelo generalizado es diagonalizar ¢(\) i.e. resolver el problema de eigen-
valores

HOV ) = AN D). (5.154)

Esta tarea se puede lograr simplemente recurriendo al algebra de Yang-Baxter
(5.108) y las propiedades (5.150), (5.151) del estado de pseudo vacio.
Tomando en cuenta que las matrices de monodromia son de (2 x 2) entonces

n (5.108) tendriamos 16 relaciones cuadraticas, de estas seleccionamos las
siguientes tres

ANB() = T HEZ BB aq) (5.1550)
DB = 2P - BB B0y (), (5.155b)
BOV)B(u) = B(u)B()). (5.155¢)

Estamos interesados en la relacién de conmutacién del producto B(p)...B(pr)
con A(X) y D(A). Esta relacién de conmutacion se pueden obtener mediante
el uso iterado de (5.155). De esta forma obtenemos

I 200

AN ] BGu) =
g . k=1 k::lcka_
~TIB™ I Bw)| AGu igzi i I1 T (5.156a)
k=1 I=1,l14k l 1,14k
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M M M 1
MMHBWF=EBW)MMHdkww
B M M b\ — 1) M 1
kr:[l B()) l:g#B(“l) D) o35 | 11 Gy (5-1560)

La demostracién de (5.156) se encuentra en .

Ahora podemos sumar las ecuaciones (5.156a) y (5.156b). Estas nos dan las
relaciones de conmutacién entre ¢(A) y el producto multiple B(u1)...B(par).
Usando el hecho de que b(\)/c(A) es una funcién impar de A obtenemos

M M 1
HBM HBM:{ ch— (MMRTTE}

H

M M b(A — pug) o 1

+ kz:; B()‘) l::!;[ékB(lu ) c()\ — uk) l:jll;lszﬁk (ﬂk - lul)
M c(pe — )

X {A(Mk)) AL (i = o) D(Mk)}

(5.157)

Por hipétesis, |0) es un eigenvector adjunto de A(\) y D(X) con eigenvalores
a(A) y d(\). Cuando actuamos con la ecuacién (5.157) en el pseudo vacio, por
lo tanto, podemos reemplazar lo operadores A(\) y D(A) por sus eigenvalores
en el pseudo vacio. Entonces la primera llave del lado derecho en (5.157) se
convierte en

M M
5.158
H c(pn — k::l c( )\ [k) ( )
La segunda llave se anula, si se cumple la siguiente relacion
d - -

a(pix) 11 12k c(p — )’

para k = 1,..., M. Entonces |V) = B(u)...B(uar)|0) es un eigenvector de
la matriz de transferencia t(\) con eigenvalor A()\) si las ecuaciones (5.159)
se cumplen. Esta ecuaciones son, por supuesto, las ecuaciones del ansatz de
Bethe.

Como aplicacion de nuestra solucion abstracta del ansatz de Bethe, consi-
deremos la cadena de espines 3-XXX. La matriz de monodromfa (5.128) es
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entonces el producto de L veces la L-matriz elemental (5.145), y de esta for-
ma define una representaciéon del dlgebra de Yang-Baxter con la R-matriz
(5.143). Un pseudo vacio apropiado es el estado ferromagnético |0) = ((1)) or,
La tnica cosa que tenemos que hacer si queremos aplicar nuestro resultado
general (5.158),(5.159) es calcular los pardmetros a(A) y d(\). Notemos que

Li(\ v)]0) = ( (1) b(cA(’;f;ﬂl’ ) 10). (5.160)
Se sigue que .
a(N) =1, d) =[] v). (5.161)

En el caso homogéneo, cuando v; = 0, j = 1, ..., L, las ecuaciones (5.158),
(5.159) y (5.161) nos dan los eigenvalores E para el hamiltoniano de espin

1-XXX (5.147). Comparando (5.132), (5.133) y (5.146) encontramos (para
L>?2)

FE =

!/ O M /

— ¢ (Nk al
=iy ) Z N (5.162)

k=1 k 1

donde puyi, k = 1,..., M estan sujetos a las ecuaciones del ansatz de Bethe
(5.159) con a(\) y d(\) de acuerdo a (5.161).

Si consideremos ur = A — ic/2 en las ecuaciones (5.159) y (5.162) y ¢ = 2
n (5.147), (5.159) y (5.162). Entonces llegamos al siguiente resultado cldsico

debido a Bethe [28].

5.3.8. Representacion grafica de la ecuacion de Yang-
Baxter

En esta seccion daremos un version complementaria sobre el método de
dispersién inversa cuantica, las R-matrices pueden ser representadas por dia-
gramas. Las relaciones entre los productos de las R-matrices se convierten
en relaciones entre graficos o reglas graficas para los calculos. El uso de estas
reglas graficas a veces simplifica las demostraciones algebraicas. El origen de
esta representacion grafica es la mecéanica estadistica de los modelos de vérti-
ces [29]. Es cuestién de gustos si uno prefiere trabajar con la representacién
algebraica o grafica.

Representemos R(A, i) por dos flechas cruzadas, una de las cuales pensamos
que lleva el pardmetro espectral A y el otro el parametro espectral p. Este
simbolo también puede considerarse como un vértice (dirigido). Adjuntamos
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los indices «, 8, v y 0 a los cuatro extremos del vértice. Los indices en las
puntas de las flechas se llaman indices salientes y los indices en las colas son
indices entrantes. La posicion de los indices en el vértice es tnico si acor-
damos ponerlos en la direccién de las manecillas del reloj, comenzando con
a como el indice saliente mas a la izquierda. De esta forma también esta-
blecemos una correspondencia unica entre los indices salientes a y 8 y los
parametros espectrales A y . Entonces, podemos identificar de manera tinica
a los elementos Rg‘? de la R-matriz con los vértices etiquetados

B

R\ p) =a

07
I

J

El punto clave que hace que la representacién grafica sea adecuada para los
calculos es simbolizar la contraccion de los indices mediante la conexion de
lineas. Entonces tenemos, por ejemplo,

B g
Rglﬁa/’()\a M)Rg:zy,,()\’ I/) = | ‘ )\ 5/1
o
o ,y//

En esta ecuacién se implica que a lo largo de la flecha de 8" a « viaja el
parametro espectral A. Esto es consistente con nuestra convencién de suma
para definir

a<~——[=0f

A

Con la ayuda de nuestra reglas podemos expresar varias identidades que
involucran R-matrices de forma grafica. Por ejemplo la ecuacién de Yang-
Baxter (5.124).

A A

X e - X
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En su forma grafica es probablemente mas facil de memorizar. La condicion
de unitariedad (5.139), va estar dada por

D G N

Finalmente, la R-matriz regular con puntos de salto (Ao, io) satisface

ey

5.4. R-matriz de Shastry

Poco después de que se cred el método de dispersién inversa cuantica,
se hizo evidente que la mayoria de los modelos que se pueden resolver me-
diante coordenadas del ansatz de Bethe se pueden conectar al algebra de
Yang-Baxter. Sin embargo, resulté ser dificil encontrar una matriz R asocia-
da al modelo Hubbard. La razén se debe al argumento de Reshetikhin [30], el
modelo de Hubbard no puede construirse como un modelo fundamental con
una matriz R en forma de diferencia (A — u). Otro obstéculo estd dado por
el hecho de que el modelo de Hubbard esta formulado en términos de grados
de libertad completamente fermiénica y no solo de espin. Este problema se
puede evitar considerando el modelo de espin relacionado con el modelo de
Hubbard mediante una transformacién de Jordan-Wigner [31]. Una matriz
R para este modelo de espin fue obtenida por B. S. Shastry en 1986 [32, 33].
El trabajo original de Shastry [32, 33| se basa mds bien en célculos de fuer-
za bruta que involucran una extensa algebra computacional. Mas adelante,
en un elegante articulo [34], se introdujo un novedoso medio algebraico, la
llamada relacién del triangulo estrellado decorado”que permitié derivar la
R-Matriz simultaneamente con una representacion peculiar del dlgebra de
Yang-Baxter. Esta construccién, sin embargo, no incluy6 una prueba que de-
muestre que la matriz R asi construida satisface la ecuacion de Yang-Baxter.
Una prueba algebraica basada en la representacién de Korepanov [35] del
algebra tetraédrica de Zamolodchikov fue dada por Shiroishi y Wadati [36].
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5.4.1. Los modelos XX

Comencemos nuestras observaciones introduciendo los modelos su(d)-XX
que nos serviran como bloque de construccién para la construccion de la R-
matriz de Shastry.

El modelo més general de espl’n—% anisotrépico con interacciones de vecinos
préoximos estd definida por el hamiltoniano

L
Hxyz = Z(ngf_ldf + Jyoi yof + J.oi,07), (5.163)

j=1

donde las condiciones de frontera periddicas, of = of, o = z,9, 2, estan
implicitas y J,, J, y J. son tres constantes de acoplamiento generalmente
distintos. Hxyz es llamado el Hamiltoniano XYZ. El Hamiltoniano XYZ se
conecta con el famoso modelo de ocho vértices de Baxter que es una solucién
de la ecuacién de Yang-Baxter [37, 38, 29]|. Para J, = J, el hamiltoniano
describe al modelo parcialmente anisotropico llamado XXZ. El caso comple-
tamente anisotrépico J, = J, = J, es llamado modelo XXX. Aqui discuti-
remos otra familia interesante de soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter
conectada con una eleccion especial de las constantes de acoplamiento en
(5.163). Para J, = J, = 2 y J, = 0 el Hamiltoniano XYZ se convierte en

L L
Y (of 07+ 0t oY) =T (o) 107 +0;,0)).  (5.164)
j=1

j=1

J
HXX:§

Al que llamamos Hamiltoniano XX o Hamiltoniano XX0. El modelo XX se
relaciona con el modelo de uniéon fuerte de los fermiones sin espin mediante
una transformacién de Jordan-Wigner.

Consideremos el algebra asociativa con la unidad definida en términos de los
generadores A;, i = 1, ..., L, por las relaciones

AiAi—l—lAi =0= AZ‘+1A1‘AZ‘+1, (5165&)
A2 = A (5.165¢)
{A7, Aina } = As, (5.165d)

donde imponemos las condiciones de frontera periddicas en los generadores.
Los corchetes en la tltima linea denotan el anticonmutador. El algebra de-
finida por (5.165) fue introducida por Massarani [39] y se denominé como
”algebra de fermiones libres”. Notemos que (5.165a) implica que A; satisface
la relacién trenza. Usando (5.165¢) y (5.165d) vemos que lo mismo ocurre
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Usando el algebra de fermiones libres (5.165) y los teoremas de suma para
las funciones trigonométricas es facil comprobar que

(cos A+ A3(1 — cos A) + Ay sin A) x [cos(A + p) + AF(1 — cos(A + )
+ Ay sin(A + p)] x (cos p+ A3(1 — cos p) + Ap sin )
= (cosp+ AJ(1 — cos ) + Ay sin ) x (cos(A + p) + A3(1 — cos(A + p))
+ Aasin(A + p)) x (cos A+ AJ(1 — cos ) + Ay sin A) .
(5.166)

La ultima ecuacion constituye una solucion abstracta de la ecuacion de Yang-

Baxter. Sea Q@ € End(D? @ D?), tal que A; Qu+1 Qe e;le Zilv es una

representacién del dlgebra de fermiones libre. Sea PV = Q2 v P®?) = id —
PW). Entonces (5.166) implica que

R(\) = PY 4+ P@ cos A + Qsin ), (5.167)

es una solucién en forma de diferencia de la ecuacién de Yang-Baxter (5.121).
Esta solucién es regular, ya que

R(0) = PW 4+ P@ = jq. (5.168)

A partir de la relaciones del dlgebra de fermiones libres concluimos que P
y P® forman un conjunto completo de operadores de proyeccion,

pPOPU) =5, PD i =1,2. (5.169)
El operador Q, que es la rafz cuadrada de PW) satisface

Mg = gph — g, (5.170a)
@9 = gp® — . (5.170Db)

Usando (5.169) y (5.170) se sigue que

R(A\)R(=\) = cos® \ - id. (5.171)

Entonces R()\)/ cos? A es unitaria. De acuerdo a la ecuacién (5.133) la densi-
dad del hamiltoniano del modelo homogéneo fundamental generado por R(\)
es

Hj15= a/\Rj—lj()‘)’/\:O = Qj 1. (5.172)

El trabajo que queda por hacer es construir representaciones del algebra de
fermiones libres (5.165). Hemos afirmado que construiriamos la R-matriz del
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modelo XX y sus generalizaciones su(d). Entonces, comparando (5.164) y
(5.172) la densidad Hamiltoniana (0¥ 07 +J,0?_j0%) = e e +el pe.
debe generar el dlgebra de fermiones libres (5.82). Tenemos, por ejemplo

(eﬁezé + eléeﬁ)(eﬁ‘%é + 62%63?)@1?62% + 61%62?)

2 1,2

(5.173)
= (e7egpesy + eppeiest)(erieqy + ephes]) =0,

y la primera relacién (5.165a) se comprueba. Las relaciones restantes (5.165)
se comprueban de forma similar. Entonces,

Q=ci®ey+e;Qei, (5.174)

generan las representaciones del dlgebra de fermiones libres (5.165).
Este resultado se generaliza directamente. Uno comprueba con calculos di-
rectos que A; = Q.1 con

d
Q= Z(aze‘f‘ ®el +27lel ®ed), (5.175)
a=2
y d = 2,3, ... genera las representaciones del algebra (5.165). Aqui = € C es
un parametro libre. Usando (5.167) obtenemos la siguiente solucién en forma
de diferencia de la ecuacién de Yang-Baxter (5.121),

d d
R(A):Z(e%(@eg—i—eg@e%)%— e%@ei—kZeg@eg COS (v
" = (5.176)
+ Z(xe‘f‘ ® el +z7tel ®ed)sina.
a=2

Esta solucién fue obtenida originalmente en [40]. Nuestros calculos siguen
el desarrollo de [39]. El modelo fundamental generado por R(\) = PR(\)
es llamado modelo su(d)-XX. Hay que tener en cuenta que estos modelos
(para d > 2) son casos especiales degenerados de los modelos XXZ de orden
mayor.

Maés adelante, cuando calculemos la expresion explicita de la R-matriz de
Shastry de 16 x 16 para el modelo de Hubbard, necesitaremos la forma explici-
ta de R(\) para el caso del espacio auxiliar de dos dimensiones, d = 2

CcOoS A 0 0 0
. 0 1 T sin A 0
R = 0 a2 'sind 1 0 (5.177)
0 0 0 CcoSs A

Hay que notar que podemos obtener la misma R-matriz (con = 1) con un
limite apropiado de la R-matriz de Baxter del modelo de ocho vértices [29].
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5.4.2. Matriz conjugacion

La R-matriz de Shastry se construye pegando dos copias del modelo XX
por medio de la matriz conjugaciéon C' € End(C?). Siguiendo [39] lo caracte-
rizamos por sus propiedades

C*=id, {C;,Qun}=0 i=1,2 (5.178a)
1
C1Q12 = Q1205 Q3, = §(Id2 — (C10y), (5.178b)

donde Q € End(C?®@C?) es una representacién de dlgebra de fermiones libres
(5.165). Regresando a nuestra representacion (5.175) es facil comprobar que

C=ef—> el (5.179)

es la matriz de conjugacién correspondiente.
Tenemos que (5.178a) implica [C;, Pl(g)] = 0 para i,j = 1,2. Entonces

CiRia(\) = Ria(=N)Ci,  i=1,2. (5.180)

La matriz de conjugacién cambia el signo del argumento de R()). Puede ser
usada para demostrar que la R-matriz del modelo XX satisface otra ecuacion
funcional aparte de la ecuacién de Yang-Baxter. Para este proposito primero
reescribimos la ecuacion de Yang-Baxter (5.111) en forma de diferencia,

Ria(A — ) Ris(A) Raz () = Raz(p) Riz(A) Ria(A — p). (5.181)

Después cambiamos A y p por v y multiplicamos (5.181) por C1C5 del lado
izquierdo y por C del lado derecho e invertimos el signo de ;1 para obtener
la llamada ecuacién de Yang-Baxter decorada

Rio(A + 1) C1Riz(A) Ras(p) = Ros(p) Ras(N)CrRiz(A + p). (5.182)

Una forma equivalente de esta ecuacién fue introducida por Shastry en [34]
y denominada "relacion de triangulo estrella decorada ”.

5.4.3. Construccion de la R-matriz

Ahora podemos introducir la R-matriz de Shastry en la forma generali-
zada construida por Massarani [41, 39]. Estd compuesta por dos copias de la
R-matriz del modelo XX (5.176) y su construccién se basa en las ecuaciones
(5.181), (5.182) y las propiedades (5.178) de la matriz de conjugacion.
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Consideremos primero un sistema que esta compuesto por dos modelos XX
que interactuan. Definimos

“(A) = R3J(Neh ®@ 1y @ €5 ® I, (5.183a)
F(A) =Ry (N1 ®@ e @ 1@ €, (5.183b)

donde R(\) es la R-matriz del modelo XX (5.176), y las matrices de trans-
posicion asociadas estan dadas por

PT:€g®[d®e§y®[d7 P¢:[d®€§®[d®€i~ (5184)

Entonces, por construccién ambas matrices r+(A\) = Pyip(A) y r (X)) = P (N),
satisfacen la ecuacién de Yang-Baxter en su forma (5.181) y como conmutan
entre si ocurre lo mismo para su producto

r(A) = r(AN)r (), (5.185)

se satisface (5.181). 7(\) actia en el producto tensorial (C?® C?) @ (C?® C?)
de dos espacios auxiliares C? @ C?. El espacio vectorial C? ® C? es isomorfo a
C¥. Entonces, podemos interpretar 7(\) como una matriz en End(C% @ C*)
si empleamos la convencién usual el @ el — el el @ el — el, etc. para el
producto tensorial de dos matrices. Entonces 7()\) es una matriz de d* x d*.
El operador de transposicién P que intercambia los factores de dos tensores
en C* ® C* est4 dado por el producto P = P,P,.
Consideremos brevemente el modelo fundamental asociado a la R-matriz
r(A). Siguiendo los pasos de la seccién anterior. Los componentes de la L-
matriz son

BN =715 (Ne, (5.186)
donde los indices griegos corren de 1 a d? y la suma sobre 7 y § estd implicita,
generamos una representacién fundamental del algebra de Yang-Baxter,

P = (V) @ L (1) = (4(1) @ A))FA = ). (5.187)

Debido a la regularidad de la R-matriz del modelo XX tenemos 7/(0) = 74.(0)+
71(0). Por lo tanto el hamiltoniano del modelo homogéneo correspondiente
es igual a

L
H=>(Ql,,+95,,), (5.188)

Jj=1

con Q7 =7 (0), o =1, . Es claro por construccién que Q' y Q% conmutan.
Estos operadores corresponden a dos inmersiones independientes de Q en
C?® C?® C?® C? El hamiltoniano (5.188) se puede entender como la suma
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directa de dos hamiltonianos XX.

Para acoplar los dos modelos XX necesitamos dos copias conmutativas, CT =
C®l;y Ct=1;®C, de la matriz de conjugacién (5.179). La matriz r())
satisface entonces (5.182) al remplazar C por CTC¥. Se sigue que

O+ 1)(C1CH @ L) (LN @ (1) = (5(0) @ L) (L © CTCHF + ).
(5.189)
La observacién original de Shastry [34] fue que (5.187) y (5.189) pueden
usarse para construir una representacion del algebra de Yang-Baxter que
se relaciona con el modelo Hubbard junto con su R-matriz. Posteriormente,
Massarani [39] noté que la construccién de Shastry se puede generalizar a la
familia de modelos XX. El procedimiento de Shastry fue el siguiente:
(i)Construyé un operador conservado 5 superior del modelo de Hubbard, i.e.
construyé un operador que conmuta con el hamiltoniano de Hubbard.
(ii) Por medio de la transformacién de Jordan-Wigner obtuvo ”operadores
de cadena de espin”, H®, 12(3) que estan relacionados con el hamiltoniano de
Hubbard y al operador conservado Is.
(iii) Supuso una L-matriz, tal que la serie de operadores conservados genera-
dos por la matriz de transferencia asociada t(\) comiencen de la forma

In(U(N) = AH®) + \2[{")

(iv) Construy6 una R-matriz, tal que su L-matriz aparece como la represen-
tacién fundamental del algebra de Yang-Baxter definida para la R-matriz.
No haremos todos los pasos de la derivacién de Shastry, pues lo que nos in-
teresa es la R-matriz.

Definimos la matriz G(h) € (C¢ @ C?) como:

G(h) = exp {hCC*/2} = cosh(h/2) + CTC* sinh(h/2), (5.190)

G(h) actua en el espacio auxiliar de (). Lo siguiente es definir las matrices
Li(\) ¥ Ly(n) como

L;(A) = GWLENG(R),  Li(p) = GOL()G(), (5.191)
Se sigue de (5.187) y (5.189) que

(G(1) @ G(h))FA = p)(G(=h) @ G(=1))(L;(A) @ L;(n))

= (Li() @ LyN))(G(=1) © G(=h))F(A = p)(G(h) @ G(I)),

(G(D) @ G(M)F(A + ) (CTC* @ L) (G(—h) ® G(=D)(L;(N) @ Lj(1))
= (Lj(p) ® Li(A))(G(=1) ® G(=h))(Tae @ CTC*)7 (A + p)(G(h) ® G(1)).
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Consideremos una combinacién lineal arbitraria de estas ecuaciones con co-
eficientes «, 5. Entonces

{(G) @ GM)[BFN = p) + (A + p)(CTCH @ 1)[(G(—h) @ G(=1)) }
(LJ(A) Ly(p)) = (Lj(n) @ L;(A))
(G(=1) @ G(=h)[BF(A = 1) + a(Ie ® CTCHFA+ w)(G(h) @ G(1)) } -

Esta ecuacién toma la forma de las relaciones definidas por el algebra de
Yang-Baxter si podemos encontrar los coeficientes «, 3 tal que los términos
entre corchetes en el lado derecho y el izquierdo de la ecuacion sean iguales,
i.e. tenemos que determinar a y ( tal que

(G(21) @ G(2R))[BF(\ — p) + aF(A + p)(CTCH @ 1))
= [BF(\ — 1) + a(lp @ CTOYF(A + w)](G(2h) @ G(21)).

Usando (5.190) y (5.180) se puede ver que esto es equivalente a

Blsinh(h) cosh(1)(CTC* @ 1) + cosh(h) sinh(1) (I, @ CTCY), #(A — p)]—
afcosh(h) cosh(1)(CTCY @ I2) + sinh(h) sinh(1) (I @ CTCY), 7\ + p)] = 0.

Por un célculo directo basado en (5.178) la ecuacién anterior se reduce aun
mas a

{Bcos(A — p)sinh(h — 1) — acos(\ + p) cosh(h — 1)} (I2 ® CTCY — CTCH @ 10)
+ {Bsin(A — p) sinh(h + 1) — asin(A + p) cosh(h + 1)}
x[QN(CTo Y —CTCv @ 1) + QY (CYo T —CTCt @ 1)) = 0.

La ultima ecuacion se satisface si y s6lo si los términos en llaves se anulan,
asi
a  cos(A—p)sinh(h —1)  sin(\ — p)sinh(h + 1) (5.192)
B cos(A+ p)cosh(h —1)  sin(\+ p)cosh(h +1) '
Estas son dos ecuaciones algebraicas. Usando los teoremas de suma para
las funciones hiperbdlicas y trigonométricas demostramos que la segunda

ecuacién en (5.192) es equivalente a

sinh(2h)  sinh(2])
sin(2A\)  sin(2u)

(5.193)

En donde el parametro u es un parametro libre que resulta ser la constante
de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard. La ecuacién (5.193) define
una funcién que expresa h en términos de A, u y [ en términos de i y u. Para
definir esta funcién de forma tinica escogemos la rama principal de la funciéon
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sinh inversa. Entonces h(A = 0) = [(u = 0) = 0. La primera ecuacion (5.192)
fija la razén «o/f como funcién de A, gy w. Como solo la razén se fija, /3
sigue siendo una funcion libre. Esto, se debe a la homogeneidad del algebra
de Yang-Baxter.

Resumiendo, hemos encontrado que la L-matriz (5.191) es una representacién
del algebra de Yang-Baxter con la R-matriz

R\, p) = B(G(1) @ G(h)) x [F(A = p) + () B)F (A + p)(CTCH © I2)]
(G(=h) ® G(-1)),
(5.194)

siempre que h y [ estan fijos como funcién de A\, p y u por (5.193), y /3
estd dado por (5.192). La matriz (5.194) es la R-matriz de Shastry en su
forma generalizada obtenida por Massarani. Nuestro calculo esta basado en
las propiedades (5.178) de la matriz de conjugacién y en la ecuacién de Yang-
Baxter decorada (5.182).

La R-matriz (5.194) es muy especial, por que no esta en forma de diferencia.
El segundo parametro espectral i es un verdadero parametro independiente.
Para p = 0 la R-matriz R(\, ) = PR(\, 1) toma la forma simple

B

R(3,0) = cosh(h)

(G(h) ® L)r(\)(G(R) @ L) (5.195)

De acuerdo a nuestra férmula general (5.125) la L-matriz asociada es

L;(\,0) = Cosi(mG(h)lj()\)G(h) = cosi(h)LjO\)’ (5.196)

con L;j()\) de (5.191). Este es un resultado interesante, pues si fijamos cual-
quier 8 de cosh(h) en (5.196) o cambiamos la definicién (5.191) podemos
interpretar L;(\) como una representacion fundamental del algebra de Yang-
Baxter. Por otro lado, (5.196) también implica que R(\, i) satisface la ecua-
cién de Yang-Baxter (5.111) para v = 0.

De hecho, la R-matriz (5.111) satisface la ecuacién de Yang-Baxter (5.111)
para toda A\, u y v. Para el caso d = 2, que corresponde al modelo de Hub-
bard, esto puede, demostrarse con la ayuda de algin algebra computacional
[32]. Para d general es necesaria una comprensién mas profunda de las propie-
dades algebraicas de los modelos XX. La ecuaciéon de Yang-Baxter decorada
(5.182) es parte de un dlgebra completa de relaciones similares. Esta es lla-
mada el algebra tetraédrica de Zamolodchikov.

La razén «/f, de la ecuacién (5.192) se hace cero para p = . Se sigue que

ROLA) = B\ ) - id. (5.197)
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Entonces R(A, i) es regular para una eleccién apropiada de la funcién G(A, p)
que no esta fija por (5.192). Ademés deducimos de la unicidad de la R-matriz
del modelo XX y de [F(A — p), #(A + )] = 0 que

RO ) R(p, A) = BN, 1) B, A) X cos* (X — pu)

(cos? (A — p1) — cos®(A + u) tanh(h — 1)) (5.198)

Entonces R(A, i) se hace unitaria para cualquiera de las dos opciones

_ cosh(h —1)

B, ) = [cos(A — p1) cosh(h — 1) & cos(A + p) sinh(h — 1)] 7.

(5.199)
A menos que digamos lo contrario, supondremos que (A, ) estd dada por
(5.199) con el signo més. Con esta eleccion de B(A, 1) tenemos (A, A) =1y
R(\, i) es también regular.
Para la interpretacién del modelo fundamental generado por R(, () aun te-
nemos que calcular el hamiltoniano para el caso homogéneo. Nos restringimos
apu=0,asi

cos(A — p)

@MM%ﬂ:Q+@+%ﬁw®@+@®ﬁﬂpu (5.200)

En donde usamos (5.195), (5.199) y (5.193). Para esta interpretacién es mas
apropiado considerar el espacio cudntico local como C?® C? en lugar de Cce.
Con la definicion

e =10 @ (ol o1, (5.201a)
e =Ip" Ve (L@l @ 1577, (5.201b)

a,B =1,...,d, el hamiltoniano se lee como

d L
1 1
H = Z Z Z(ej—al,alej,aoc + ej—l,aaej,aoi) + U’Z(CJC}L - 1)7 (5202)
j=1 a=t,} a=2 j=1

Para d = 2 podemos expresar las matrices bajo la sumas en términos de las
matrices de Pauli, entonces tenemos e? = 07, e} =0~ y C = 0 y H se

convierte en
L

L
H = Z (thl,aajja + U;—l,aaxa> +u Z(U;ﬁajz-’i - 1), (5.203)
=1 a=1,} =

que es el hamiltoniano de espin original de Shastry. El hamiltoniano es, has-
ta un giro de las condiciones de contorno, equivalente al hamiltoniano de
Hubbard mediante una transformacién de Jordan-Wigner [34].
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5.4.4. Forma explicita de la R-matriz (d=2)

La R-matriz (5.194) con d = 2 es llamada R-matriz de Shastry y esta
relacionada con el modelo de Hubbard. Recordemos que la R-matriz (5.194)
es una matriz de d* x d*. Entonces, para d = 2 la dimensién es de 16 x 16.
Para obtener su forma explicita insertamos la R-matriz (5.177) del modelo
su(2)-XX, la matriz de conjugacién (5.179), la expresion (5.192) para o/ y
(5.199) para [ en la ecuacién (5.194), y se obtiene

. 1
R(A, p) o
P1
1 P9
1 P9
P3 Pe P6 —pPs8
P10 1
P4
P6 P5 —p7 P6
1 £10
P10 1
P6 —pP7 P5 P6
P4
1 P10
—pP8 Pe P6 3
P9 1
P9 1
P1
(5.204)

Omitimos los elementos de la matriz que son cero. La construccion explicita
de esta matriz se encuentra en el apéndice C.

La R-matriz (5.204) esta construida con dos copias independientes de la
R-matriz del modelo XX. En principio, cada una de estas copias lleva un
pardmetro libre de més (el pardmetro x en (5.176)). Sin embargo, los dos
"parametros de torsion”, por ejemplo x y y, que vienen con la representaciéon
Q del algebra de fermiones libre se pueden considerar igual a la unidad,
ya que la dependencia de R(\, ) en z y y puede restaurarse mediante una
rotacion.

Siguiendo la terminologia de mecanica estadistica llamamos a las funciones
p; = pj(A, ) las cargas de Boltzmann. Nuestra notacién se toma de [42]. La
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expresion explicita para las cargas de Boltzmann es

p1(\, 1) = cos A cos pe ™! 4 sin Asin pe! ", (5.205a)
pa(\, 1) = cos A cos pe! ™" 4 sin Asin pe ', (5.205b)
cos A cos pe =t — sin A sin pel ="
ps(\, 1) = e L (5.205¢)
cos? A — sin” i
ps(h 1) = cos A cos pre! =" — S'inz)\ sin peh ! ’ (5.205d)
cos? \ — sin”
sinh(2(h — 1))

A ) = : 5.205
po(A 1) 2u(cos? \ — sin? 1) ( °)
pr(A, 1) = pa(A, 1) — ps(A, ), (5.205f)
ps(A, 1) = p1(A, 1) — ps(A, 1), (5.205g)
po(\, 1) = sin A cos pe ™" — cos Asin pe 7, (5.205h)
pro(\, 1) = sin A cos e~ — cos Asin pe! ™", (5.2051)

Los parametros A, p, h y [ estan sujetos a la constricciones (5.193). Notamos
las siguientes relaciones [42] que a menudo son ttiles en los calculos,

p1pa + popro = 1, (5.206a)
p1ps + p3ps = 2, (5.206b)
P3pP5 + ,Og =1. (5.206¢)

Existe otro conjunto de identidades que describen el comportamiento de las
cargas de Boltzmann bajo el intercambio de los argumentos A y p. Si defini-
mos (A, 1) = pj(j1, A), entonces

p1=pa,  P3=Ps5 P71 = Ps; (5.207a)
P6 = —P6, P9 = —P9, P10 = —P1o- (5.207b)

5.4.5. Invarianza de las ecuaciones de Yang-Baxter

La ecuacién de Yang-Baxter es invariante bajo varios tipos de transforma-
ciones. Consideremos el siguiente lema, en donde suponemos que R(\, i) €
End(C" ® C™) es una solucién de la ecuacion de Yang-Baxter (5.121).

Lema 1. Transformaciones de Norma. Sea V() € (C") una matriz de n xn
invertible. Entonces (V () @V (X)) RA—p)(VHAN) @V (1)) es una solucidn
de la ecuacion de Yang-Baxter (5.121).
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Dos soluciones de la ecuacién de Yang-Baxter que estan conectadas me-
diante una transformacién de norma a veces se llaman equivalentes de norma.
Por ejemplo la R-matriz de Shastry (5.194) es una norma equivalente a

R\, 1) = Br(\ — p) + (A + ) (CTCH @ Ip). (5.208)

Lema 2. Transformacion de torsion. Supongamos que V € End(C") es
wvertible y satisface la condicion

[R(A p),VeV]=0 (5.209)

Entonces las matrices (V@ L) RO\, w) (V'@ 1) y (L, V)R, p) (I, V1)
satisfacen la ecuacion de Yang-Baxter (5.121).

La transformacion de torsién puede usarse para acoplar los electrones en
el modelo de Hubbard a un campo electromagnético externo.
El Lema anterior es un caso especial.

Lema 3. Torsion generalizada [43, 44]. Sea V € End(C"®@C™) una solucidén
wnvertible de la ecuacion de Yang-Baxter

Vi2Vi3Vas = VasVigVia, (5.210)

tal que
[Ras(A, 1), VisVia] = [Ri2(A, i), VizVas] = 0. (5.211)

Entonces VRV~ es una solucion de la ecuacion de Yang-Bawter.

Consideremos el caso especial en que V' es una matriz diagonal. Entonces
(5.210) se cumple trivialmente y las tnicas restricciones sobre V' vienen de
(5.211). Es conveniente escribir V' como

(5.212)

OO O
co o
o Qoo
o oo

donde
A = diag(ay, ay, a3, a4), ..., D = diag(dy,dy, ds, dy). (5.213)
Adem3s introducimos las matrices

A = diag(ay, by, c1,dy), ..., D= diag(ay, by, cy, dy). (5.214)



164 CAPITULO 5. MODELO DE HUBBARD

Un célculo simple se demuestra que (5.211) es equivalente a
(RO 1), X @ X] = [R(A, p), X @ X] =0, (5.215)

para X = A, B,C, D. Por otro lado, la R-matriz de Shastry (5.204) tiene la
siguiente propiedad [23]: sea a, 3,7,d € C, entonces

[R(\, p), diag(ev, B,7,0) @ diag(er, 3,7,0)] =0 ad =By  (5.216)
Esto significa que (5.211) se satisface si y sélo si

T1T4 = Toxz para xr =a,b,c,d, (5.217)
a;d; = bjc; para j=1,2,3,4.

En general, nuestras suposiciones nos permiten introducir parametros adi-

cionales en la R-matriz que aparecen como constantes de acoplamiento adi-

cionales en el hamiltoniano [44]. Aqui no resolveremos las consecuencia de la

torsién diagonal general, sino que daremos dos ejemplos simples pero impor-

tantes. Primero que nada, consideremos la matriz

V = diag(1,-1,—1,1|1,—1,—1,1/1,1,1,1]1,1,1,1) (5.218)

obviamente satisface (5.217). Entonces, vamos a demostrar que

. 1
VROV = —

P4
P1
1 P9
1 —P9
P3 —P6 Pe —pPs8
—p10 1
P4
—Pe P5 P —Peé
1 P10
—pP10 1
Pe P7 P5 Pe
P4
1 P10
—pPs8 —Pe P6 P3
P9 1
P9 1
P1
(5.219)

es solucion de la ecuacién de Yang-Baxter.
Otro ejemplo de la matriz diagonal de torsion esta generada por la matriz

V = diag(1,1,—i,—i| —i,—i,1,1| — 1—,1,4,ili,i,—1, —1) (5.220)
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5.5. Meétodo de dispersién inverso cuantico
graduado

Introduciremos ahora los operadores de Fermi dentro del formalismo. Co-

mo ya vimos los modelos que contienen fermiones no pueden ser modelos fun-
damentales de la clase presentada anteriormente. Entonces para introducir
fermiones debemos hacer una generalizacién de los operadores de proyeccion
locales, sabemos que atn satisfacen (5.115), pero conmutan o anticonmutan
dependiendo de los valores de los indices «, 5 de la matriz. Entonces, es ne-
cesario introducir espacios vectoriales graduados y algebras graduadas. De
acuerdo a lo anterior a los operadores ejg los llamamos ”operadores de pro-
yeccion locales graduados”.
Con ayuda de los operadores de proyeccion locales podemos construir los
modelos fundamentales graduados casi de forma similar que en la seccién
anterior.La transformaciéon de los operadores de proyeccién fermidnicos a los
operadores de proyeccion locales graduados puede interpretarse como una
generalizacién de la transformacion de Jordan-Wigner [31] de fermiones con
nimero arbitrario de grados de libertad internos (fermiones su(n)). De hecho,
para espines fermionicos la transformacion de Jordan-Wigner se recupera. El
siguiente material se toma de los articulos [45, 46].

5.5.1. Espacios vectoriales graduados

Repasemos algunos conceptos bésicos de espacios vectoriales graduados
y el dlgebra asociativa graduada. En el contexto del método de dispersion
inverso cuantico estos conceptos fueron usados por primera vez por Kulish y
Sklyanin [47, 48]. Introduciremos las nociones de ”operadores de proyeccién
locales graduados” y los operadores de transposicion graduados.
El espacio vectorial graduado es un espacio vectorial equipado con la nocién
de par o impar, lo que nos permite tratar fermiones dentro del formalismo del
método de dispersion inversa cuantico. Comencemos con un espacio local de
dimension finita de estados V', en donde imponemos una estructura adicional,
la paridad, desde el principio. Sea V =V, ® Vi, dim Vy = m, dim V; = n.
Diremos que vy € Vy es par y v; € V; es impar. Los subespacios Vi y V4
se llaman componentes homogéneos de V. La paridad p es una funcién de
V; — Zs definida sobre las componentes homogéneas de V',

p(v;) =i, 1=0,1, v, €V, (5.221)

El espacio vectorial V' dotado con esta estructura es llamado espacio vectorial
graduado o super espacio. Vamos a fijar una base {e1, ..., €4} con paridad
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definida y definimos p(«) := p(e,).
Para introducir los operadores de Fermi en el formalismo del método de
dispersién inverso cuantico tenemos que construir un algebra de operado-
res conmutativa y anticonmutativa. Para este propédsito la paridad debe
ser extendida a los operadores en End(V) y en el producto tensorial de
estos operadores. Sea e € End(V), tal que eje, = dPe,. El conjunto
{eg € End(V)|a,5=1,....,m+ n} es una base de End(V'). Entonces, la de-
finicién
p(e) = pla) +p(B), (5.222)

induce una graduacién en End(V') considerada como un espacio vectorial.
Es fécil ver que un elemento A = Ageg € End(V') es homogéneo con paridad
p(A), siy sélo si

(_1)p(a)+p(ﬂ)Ag — (—1)”(A)Ag. (5.223)

La ecuacién anterior implica que el producto AB de dos elementos ho-
mogéneos A, B € End(V') es homogéneo con paridad

P(AB) = p(A) + p(B). (5.224)

En otras palabras, la multiplicacién de matrices en End(V') preserva la ho-
mogeneidad y por lo tanto End(V') dotado con la graduacién (5.222) es un
algebra asociativa graduada [48].

Consideremos la potencia tensorial de L veces el End(V), H = (End(V))®L.
La definicién (5.222) tiene una extensién natural de H, es decir

plel ® ... @ elt) = plon) +p(B1) + -+ + plaw) + p(BL). (5.225)

A partir de lo cual notamos que los elemento homogéneos A = Ag' el ®
... ®€PL de H con paridad p(A) estén caracterizados por la ecuacién

(_1)Ej:1(p( J)+p(ﬁj))A511...ﬂlL — (_1>p(A)AB11...BzL’ (5.226)
que generaliza (5.223). De nuevo el producto AB es homogéneo con paridad
p(AB) = p(A) + p(B), si Ay B son homogéneos. Entonces la definicién
(5.225) induce la estructura del algebra asociativa graduada en H.

Ahora definimos el super corchete

(X, Y]e = XY — (=1)PErMy x| (5.227)

para X, Y de las componentes homogéneas del End(V) y lo extendemos
linealmente a End(V') en sus dos argumentos. Entonces, End(V') dotado con
el super corchete se convierte en la super dlgebra de Lie gl(m|n). Notemos
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que la definicién anterior del super corchete tiene sentido en cualquier algebra
graduada y es particularmente valida en .

La siguiente definicién de operadores de proyeccion locales graduados [46]
serd crucial para nuestra definicién de las representaciones fundamentales
graduadas del algebra de Yang-Baxter. Definimos las matrices

e B — (_1)(p(a)+p(5))25:j+1 p(7) ISSZ:LFU Q eg Qe Q.- ® elE (5.228)

jou Yi+1 L’
donde I,,, 1, es la matriz unidad de (m+n) x (m+n) y la suma sobre indices
tensoriales dobles se sobreentiende. El indice j del lado izquierdo en (5.228)
se refiere a la posicion j-ésimo del modelo fisico de redes y es llamado indice
de posicién. Una consecuencia simple de la definicién (5.228) para j # k es
la relacion de conmutacion

ejgeki — (—1)(7’(6“)*”(5))(”(7)”(5))ekiejg. (5.229)

Se sigue de la ecuacién (5.228) que ejg es homogénea con paridad

p(e;s) = p(e) + p(B). (5.230)

Por lo tanto, de forma intuitiva, la ecuacién (5.229) nos dice que las ma-
trices impares con diferentes indices de posicién anticonmutan mutuamente,
mientras que las matrices pares conmutan con cualquier otra incluso con las
matrices impares. Para los productos de matrices ejg que actuan en la misma
posicién (5.228) implica la propiedad de proyeccién

ejoe =6 el (5.231)

Jo

Las ecuaciones (5.229) y (5.231) justifican nuestra términologia. Los ejﬁ son

analogos graduados de los operadores de proyeccion local. Los llamamos ope-
radores de proyeccion locales graduados u operadores de proyeccién, para
abreviar. Usando el super-corchete (5.227), las ecuaciones (5.229) y (5.231)
pueden combinarse en

[ejg’ ek(;]i — (5],]6(576%2 _ (_1)(p(a)+p(6))(p(v>+p(5))5a56j§)_ (5.232)
Si consideramos 7 = k en la ecuacion anterior el lado derecho nos da la
constante de estructura de la super élgebra de Lie gl(m|n) con respecto a la
base {ejg .
Como cualquier espacio vectorial de dimensiéon m + n sobre los nimeros
complejos, este espacio es isomorfo a C"™*" y podemos considerar V = C™*",
Podemos suponer ademds que nuestra base homogénea {ea € C"Ma =
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1,...,m+ n} es canonica, i.e. podemos representar los vectores e, por medio
de un vector columna donde la entrada en la fila a vale +1 y es la tnica
distinta de cero. Nuestras matrices bases e2 son matrices de (m+n) x (m+n)
donde solo la entrada en la fila o y la columna [ vale +1 y las demas cero,
y recuperamos (5.114) de (5.228) param =d y n = 0.

Observacién. El significado de (5.228) se vuelve mds evidente al considerar
un ejemplo simple. Sea m = n = 1y p(1) = 0, p(2) = 1. Luego, usando
(5.232), tenemos

[6317 ekl {6317 ekl} =0, (5233)
[6]57 €k2 {6327 ekQ} 07 (5234)
317 €k2 {6327 €k1} 5gk 631 +e; ) ks (5.235)

para j,k = 1,..., L. El corchete en (5.233) y (5.234) denota el anticonmu-
tador. Las matrices eﬁ y e]é satisfacen las relaciones de anticonmutacién
candnicas para los operadores de espin de Fermi. Por lo tanto, podemos
identificar a e,;3 — ¢; y ;5 — cf.. Si ahora introducimos las matrices de Pauli
ot =e} 07 =eby o =ef — €3 obtenemos, mediante la suma, la siguiente
representacion matricial explicita de nuestra definicién basica (5.228):

¢ =V got @ (07)20D), (5.236)
ok = If(k_l) @0~ ® (07)PLh), (5.237)

Esta es la bien conocida transformacién de Jordan-Wigner [31] en donde ex-
presamos los operadores de Fermi para espines fermiénicos en términos de
las matrices de Pauli. Por lo tanto podemos interpretar la ecuacién (5.228)
como una generalizacién de la transformacién de Jordan-Wigner. En general,
la transformacion (5.228) nos proporciona una representacién matricial no de
los operadores de Fermi, sino més general, de los operadores de proyeccion
fermionicos. La representacion de los operadores de Fermi puede obtenerse
tomando una combinacion lineal de las matrices e B ., apropiada.

Los operadores de transposicién juegan un papel 1mportante en la construc-
cién de los modelos de redes locales integrables. Introducimos la expresion
para el operador de salto en redes homogéneas. En el caso graduado la defi-
nicién del operador de transposicién requiere de la siguiente modificacion de
signo,

Py = (—1)"Peles. (5.238)

Como indica su nombre, este operador induce la accion del grupo simétrico
&L en los indices de posicién de las matrices e . Las propiedades de Pj
(para j # k) son las mismas que en el caso no graduado. Esto es facil de
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comprobar con (5.229) y (5.231).

Definamos una matriz de monodromia cuyas entradas son elementos de H.
Considéremos matrices de (m +n) x (m +n) A, B, C, D,... con entradas
en H, tal que p(A3) = p(Bg) = p(C3) = -+« = p(a) + p(8) para a, § —
1,...,m + n. Estas matrices forman un algebra asociativa, digamos A, como
p(A§BY) = p(a)+p(v). Para A, B € 2 definimos un super producto tensorial
(o producto tensorial graduado)

(A %, B)gg — (_1)(p(a)+p(6))p(w)Ang' (5.239)

Esta definicién tiene una consecuencia interesante. Sea A, B,C, D € A, tal
que
[B5, Csl+ =0, (5.240)

entonces

(A X, B)(C xs D) =AC x, BD. (5.241)

También podemos definir la super traza de una matriz A € A como

str(A) = (—1)P(@) A2, (5.242)

5.5.2. Modelos fundamentales graduados

Ahora vamos a introducir la nocién de representaciones graduadas funda-
mentales del dlgebra de Yang-Baxter [46]. Para una graduacién dada, asocia-
mos un modelo fundamental a cada solucién de la ecuacién de Yang-Baxter
(5.124) que satisfaga la condicién de compatibilidad de Kulish y Sklyanin
48],

R:&ﬁ()\’ @) = (_1)p(a)+p(ﬂ)+p(v)+p(5)R§é§()\7 1). (5.243)

Esta condicion de compatibilidad simplemente significa que ciertos elementos
de la matriz desaparecen. Para la R-matriz que satisface (5.243) definimos la
L-matriz graduada en la posicién 7,

L0 = (FPORORDO, el (5.244)
Sus propiedades se resumen a continuacién.

Lema 4. Propiedades de la L-matriz graduada:
(i)Homogeneidad. Los elementos de la L-matriz graduada son homogéneos
con paridad

p(L;5 (A p)) = pla) + p(B) (5.245)
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(i) Conmutatividad. Las entradas de la super L-matriz graduada conmutan
para diferentes indices de posicion,

[£55(A 1), Lig (v, p)]x =0, (5.246)

para j # k.
(11i)Relacion bilineal. Las entradas de L-matriz graduada en la misma red
satisfacen la relacion bilineal

RO 1) (£5(00) @4 £5(1,0)) = (L1, 0) @, L5(A0) RO ), (5.247)

donde, como en el caso no graduado (5.107), la matriz R(\, ) estd definida
por REJ (A, 1) = RIS (A, )

El lema se sigue de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124) y de la ecuacién

(5.243). La ecuacion (5.247) puede interpretarse como la definicién del alge-
bra de Yang-Baxter graduada con la R-matriz R()\, u). Llamamos a £;(\, 1)
su representacién fundamental graduada.
A partir de (5.247) podemos construir modelos de redes integrables como
en el caso no graduado. Recordemos brevemente la construccién con énfasis
en las modificaciones que aparecen debido a la graduacién. Definimos ahora
una matriz de monodromia 7 () como un producto ordenado de L veces la
L-matriz fundamental,

TN =LA\ vp). . Li(A 1), (5.248)
es decir sus elementos de matriz son

Ts(N) = L3 " (N\ve)Lp 1 (N vpa) L2 (A v). (5.249)

2

Debido a la ecuacién (5.224) los elementos de la matriz 7 (A) son homogéneos
con paridad p(75'(A)) = p(a) + p(B). La aplicacién repetida de (5.247) y
(5.241) demuestra que esta matriz de monodromia es una representacién del
algebra de Yang-Baxter graduada,

R 1) (TA) @5 T(p) = (T (1) @ T(N) B(A, o). (5.250)

La cual podemos comparar con (5.108) y debido a (5.105) y (5.243) se sigue
que

[str(T(N)), str(T ()] = 0, (5.251)

lo que nos da una analogia completa con el caso no graduado. Vemos que la
matriz de transferencia estd dada ahora por t(\) = str(7(A)).
La construccién del hamiltoniano de red local también es muy similar al
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del caso no graduado. Supongamos que R(A, ) es una solucién regular de
la ecuacién de Yang-Baxter, R?;?()\O,VO) = 5?55 para alguna Mg,y € C.
Entonces (5.244) implica que

L3N0, v0) = (=1)P PP g, (5.252)
y podemos ver que (comparando con (5.238)) como en el caso no graduado,
obtenemos el operador de desplazamiento derecho para vy = .-+ = v y
A= )‘07

t(Ao) = PiaPy3..Py_1y, = U. (5.253)

A~

Se sigue que 7(\) =€ (U '#()\)) genera una secuencia de operadores locales
[25]
(o) = (A= X)) U (Xg) + O((X — No)?), (5.254)

que, como consecuencia de (5.251), conmutan mutuamente. Como se espera-
ba, los términos locales H;_; ; en el hamiltoniano

L
H = U_lt/()\(]) - Z ijl,ja (5255)
7=1

(donde Hy1 = Hp 1) viene ahora con cierto nimero de signos menos,
Hj_yj = (—1)PO@OOG RN, 10)|amre€j_1a€,5- (5.256)

Nos gustarfa enfatizar los siguientes puntos: (i) La R-matriz R(\, i) en la
ecuacién (5.247) no se modifica debido a la graduacién. (ii) La tnica con-
dicion de compatibilidad necesaria que debe cumplirse para introducir una
representacion fundamental graduada del algebra de Yang-Baxter asociada
con la solucién de la ecuacién de Yang-Baxter es la ecuacion (5.243).

El papel de la matriz R(\, i) en el dlgebra de Yang-Baxter graduada (5.247)
es cambiar el orden de los espacios auxiliares. Este operador se introdujo
en varios modelos importantes en [49, 50, 51] y se denominé R-operador
fermionico. Una definicién general del R-operador fermiénico asociado a la
solucién R(A, p) de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124) se obtuvo en [45].
Para una graduacién dada y una solucién R(A, u) de la ecuacién de Yang-
Baxter (5.124) que es compatible con esta graduacién definimos (siguiendo
[45]) el R-operador fermidnico

RE (A p) = (=1 P@QCE B2 (N et ef . (5.257)

A continuacion resumimos sus propiedades.
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Lema 5. La propiedades del R-operador fermionico son:
(i) Paridad. El R-operador fermidnico es par

p(RI,(\ 1)) = 0. (5.258)
(11) Relacion bilineal. El R-operador fermionico satisface
R (v, ve) L\, vi) L3N, vy) = L3O\ v) Le (N v) R (v, ), (5.259)

(#1i) Ecuacion de Yang-Baxter. El R-operador fermionico satisface la siguien-
te forma de la ecuacion de Yang-Baxter,

R{Q()U M)R{?)()‘a V)Rgzz(l% V) = ,R’gi%(:ua V)R{?)()‘a V)R{2<)‘7 M) (526())

(iv) Regularidad. Si R(\, ) es reqular, decimos que R%B()\o,uo) = 5§5§,
entonces

RS (Mo, o) = P, (5.261)

J
donde Pjj; es el operador de permutacion graduado (5.238).
(v) Unitariedad. Si R(\, 1) es unitario, i.e. si

RV, ) R4 (11, ) = 65,55, (5.262)
entonces Rfk()\,,u) es unitaria en el sentido que
RIO R (1, A) = id. (5.263)

El R-operador fermidnico tiene al menos tres aplicaciones interesantes.
En primer lugar, lo necesitamos para probar el teorema de inversién [45] que
nos permite expresar los operadores de proyeccion local graduados ejg en
términos de los elementos de la matriz de monodromia (5.248). En segundo
lugar, la forma (5.260) de la ecuacién de Yang-Baxter es a veces mas conve-
niente para la construccion de modelos fermiénicos genéricos. Ilustraremos
este punto a continuacién con un ejemplo. Finalmente, es posible definir un
"operador de monodromia”[50, 51| y usar (5.260) como punto de partida
para el ansatz algebraico de Bethe. Para este propdsito, introducimos dos
posiciones fermionicas auxiliares, por ejemplo a y b y definimos

TIN) =R, (N ) RL (A ). (5.264)

Entonces
REAWTIVT (0 = T 0T R, ). (5.265)

El operador de monodromia esta conectado con la matriz de monodromia
(5.248) por la férmula

7;f()\) _ (_1)p(ﬁ)+p(a)p(6)ea§7'ﬁa(>\). (5.266)
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5.5.3. Simetrias globales de simetrias locales

Las simetrias de los modelos fundamentales que se pueden resolver me-
diante el método de dispersién inversa cudntica se comprenden de forma mas
natural en términos de las simetrias de la R-matriz correspondiente. Supon-
gamos que la R-matriz R(\, p) € End(C ® C) satisface

RO\ p),z@ I+ 1 @x] =0 (5.267)

para alguna x = xfg‘eg € gl(d) y para toda A\, u € C. Entonces la matriz de
transferencia del modelo inhomogéneo correspondiente conmuta con

X = Z Theh = Z ;. (5.268)

Un punto de partida natural para la generalizacion del caso graduado es la
ecuacion de invarianza

[R(A, ), 21+ 9] = 0 (5.269)

para el R-operador fermiénico, que se convierte en (5.267) en el caso no gra-
duado. Supongamos que R{Q()\, ) se construye a partir de una solucién da-
da de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124) compatible con alguna graduacién
p:{l,...,m+n} — Zy. Supondremos ademés que = = xgeg es homogéneo
con paridad p(z) en gl(m|n). Introduciendo la definicién del R-operador fer-

miénico (5.257) en (5.269) y comparando los coeficientes frente a elgeﬁy ob-
tenemos
RO\, )zt — a2 RS (A,
55( 1) 8 85 (A, ) (5.270)

= (1)l REY (A 1) — (~1)PPI RGN, )

donde f%gg()\,p) = (—1)p(a)p(7)Rg;’()\,,u). Usando las ecuaciones (5.223) y
(5.243) reorganizamos los signos menos en (5.270). La ecuacién (5.270) es la
ecuacion invariante bésica para la R-matriz que reemplaza a (5.267) en el
caso graduado y obviamente se convierte en (5.267) cuando la graduacién es
trivial. La ecuacion correspondiente para la L-matriz es

L5 0ma} — L5 O

5.271
= (P 0 )~ (L

y se obtiene de (5.270) al multiplicar por e . Una argumento de induccion
simple lleva de (5.271) a la ecuacion de i 1nvar1an<31a

PO —an T3 () = (CIPROXT() = (DI, (5.272)
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para la matriz de monodromia. De nuevo X = x1 + - - -+ 1. Usando la defi-
nicién (5.227) del super corchete (5.272) puede reescribirse de forma equiva-
lentemente como

T2 (). Xe = (- PP, T () = T3 (V)af). (5.273)

La ecuacién anterior es util para estudiar las propiedades de los estados de
mayor peso dentro del ansatz algebraico de Bethe. Multiplicando (5.273) por
(—1)P(®) después haciendo 8 = a, y sumando sobre o concluimos que

[str(T (M), X] =0 (5.274)

En muchos casos, la simetria de la matriz-R es evidente por construccion, por
ejemplo, cuando la matriz-R es un entrelazado de representaciones de grupos
cuanticos. Sin embargo, hay algunos ejemplos, como la matriz-R de Shastry
del modelo Hubbard, en donde las simetrias son menos obvias. Ademads, co-
mo se puede ver a partir del calculo anterior, las simetrias de la matriz de
transferencia estdn determinadas por las simetrias de R en lugar de Ry, por
lo tanto, dependen de la eleccién de la graduacion.

Se puede argumentar que, en presencia de una graduacién, la matriz R es
més fundamental que R, ya que R determina a la matriz-L (5.244), las si-
metrias del modelo y (si existe) el limite semicldsico [48]. Sustituyendo R en
la ecuacién de Yang-Baxter (5.124), obtenemos la llamada ecuacién de Yang-
Baxter graduada, que podria haberse tomado como el punto de partida en
el algebra de Yang-Baxter graduada. Sin embargo, dado que es la matriz no
graduada R, la que fija la estructura del dlgebra de Yang-Baxter (5.247), no
adoptamos este punto de vista.

5.5.4. Operadores de Fermi

Vamos a explicar ahora cémo los diversos objetos graduados introducidos
en las subsecciones anteriores pueden expresarse en términos de operadores
de Fermi. El punto clave es que, en lo que se refiere a las matrices ejg, to-
dos los calculos en las subsecciones anteriores dependen tunicamente de las
relaciones de conmutacion (5.229) y la propiedad de proyeccién (5.231). Los
operadores de proyeccion fermionicos satisface las mismas ecuaciones, en-
tonces podemos decir que las matrices ejg son representaciones matriciales
del operador de proyeccién fermiénico. Como ya vimos, las matrices ejg son
convenientes para formular una version graduada del método de dispersién
inversa cuantica. Para la interpretacién fisica de un hamiltoniano construido
a partir de una solucion dada de la ecuacién de Yang-Baxter, sin embargo,

es util introducir a los operadores de Fermi en el formalismo.



5.5. METODO DE DISPERSION INVERSO CUANTICO GRADUADO175

Para comenzar, consideremos espines de fermiones en un anillo con L posi-
ciones en la red,

{¢j,ex}t = {c},cz} =0, {cj,c,i} =0k, Jk=1,...,L. (5.275)

Es facil comprobar que las entradas (X;)§ de la matriz

1—n. c:
X]:( L Cﬂ) (5.276)

son operadores de proyeccién fermiénicos: definimos X jfj = (Xj)§; entonces

By & _ 5
X,0X0=00X,0, (5.277)
consideremos un caso particular para comprobar que se cumple la relacién
anterior
2y 1 1 2
XX = (X)X = ¢5cl,
2v 1 _ 1_ _ _ T
X =X =1-nj=1~- c;cj = ¢;cl.

J
Y 2y ! 2y 1
= A j2—52 j1

Los operadores X 5 tienen paridad, inducida por la regla de anticonmutacién

(5.275) para los operadores de Fermi. Para j # k X j;f y X kf/ anticonmutan,
si ambos estan formados por un nimero impar de operadores de Fermi, y de
otro modo conmutan. Este hecho puede expresarse como sigue. Sea p(1) = 0,
p(2) =1 yp(ng) = p(a)+p(B). Entonces ng es impar (contiene un nimero
impar de operadores de Fermi), si p(ng) = 1 y un nimero par, si p(ng) =0.

Las reglas de conmutacion para los proyectores X jf son entonces
ngng — (_1)(p(a)+p(ﬁ))(p(v)+p(5))ngXj(f' (5.278)

Ahora (5.277) y (5.278) son de la misma forma que (5.231) y (5.229), respec-
tivamente. Como los calculos en las secciones previas se basan unicamente
en (5.229) y (5.231), podemos simplemente reemplazar ejg — ng en las
ecuaciones (5.244) y (5.256).

Las representaciones fermionicas compatibles con una graduacion arbitraria
pueden construirse considerando varias especies de fermiones y productos
graduados de operadores de proyeccién. Vamos a explicar esto para el caso
de dos especies. Este es el caso mas interesante en aplicaciones, ya que po-
demos interpretar las dos especies como electrones con espin hacia arriba y
espin hacia abajo. Tenemos que agregar un indice de espin a los operadores
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de Fermi, ¢; = ¢jo, 0 =1,, {cjg,clT} = 0jk0,-. En consecuencia, hay dos
especies de operadores de proyeccion, X; 5 - X ]Uf :

Definimos los operadores de proyeccion para electrones con el producto ten-
sorial

ay
ngj - (_1)(p(cu)er(ﬁ));D(v)onle]T;s _ (in R X;) . (5.279)
Luego, de (5.277) se tiene
56 ﬁ/(sl . ﬁ 6 ﬁ/(sl
X,Bx0% = 5888, X,500 (5.280)

X jfi hereda la paridad de Xjf y X]TS . El nimero de los operadores de Fermi
contenidos en X jfj es la suma del nimero de los operadores de Fermi en ng
y X]Tj. Entonces p(ngj) = p(X]if) +p(X]TS) =p(a)+---+p(d) y el andlogo
de (5.278) también es vélido para X fj Presentamos de nuevo los operadores

de proyeccién en forma de matriz (X j)gg = X; 55,

x; = (x} @, X])

(I =ni )1 —ni) (L=mny)er (I —mnyp)  cep

_ (} —ng)ely (1 _Tnji)nﬂ —cucly —eung (5:281)
¢, (1 —njp) e ny(l _T”jT) nen
G5 Gt LG A

Donde usamos el orden estandar de los elementos de matriz del produc-
to tensorial, que corresponde a una renumeracién (11) — 1, (12) — 2,
(21) — 3, (22) — 4. Con esta convencién ngi es reemplazado por ng,

con o, = 1,2,3,4, que satisfacen (5.277) y (5.278) con la graduacién
p(1) =p4) =0,p(2) =p(3) = 1.

Notemos que los operadores fermionicos pueden recuperarse como una com-
binacién lineal de los operadores de proyeccion. Por inspeccién en la ecuacion
(5.281) obtenemos

i =Xg - X3 er=X0- X4 (5.282b)

La identificacién de los operadores de proyeccién fermionicos X jg con las
B

., hos da la representaciéon matricial de los operadores de Fermi:

matrices e;

ch=eptei =19V (e +e) @ el (—1)P0) @ @ ek (—1)P0n)
(5.283)
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de forma similar tenemos

Gu=eg—efi=1"""V @0 (07)P I, (5.280)
Gr=cefites=1L"" 0ot @ (07) ), (5.285)
cr=eff—ep =10 @ ot @ (07)BRLUHD), (5.286)

Esta es, por supuesto, una generalizacion de la transformacién de Jordan-
Wigner a los fermiones con grados de libertad en los espines.

Hasta aqui, hemos considerado el caso de espines fermiénicos en un espacio de
estados de dimension dos local y graduacién m = n = 1y el caso de electrones
con un espacio de estados de dimension cuatro y graduacién m = n = 2. Hay
cuatro posibilidades diferentes para obtener (5.229) y (5.231) en el caso del
espacio de estados de dimensién tres local, m +n = 3. Este puede obtenerse
eliminando las filas y columnas a’s de la matriz X; en la ecuacién (5.281),
a=1,2,34. (5.277) y (5.278) siguen siendo vélidas, ya que los operadores
X, son proyectores.

Es claro ahora como generalizar las consideraciones anteriores a un ntimero
arbitrario de especies de fermiones. En el caso de N especies podemos definir

B1.BNn _ N 1yag...a
onai...aif; - (XJ Qs+ Qs XJ) élmé\]fv- (5287)
Luego
Br..B 5168 _ B 8 81...0
Xjai...az]\\;Xj’Y;wx - 5711 o .5’Y]]VVXj(x11...aA1]V7 (5-288)

X BlngX o1.6N (_1)2%:1(p(aj)+p(ﬁj))(p(%)+p(5k))X 81..0n 3 Pr..BN

joa..an“ jyi AN Jn-aN“jor..an

(5.289)

que puede demostrarse por induccion sobre el niimero de especies. Donde la
graduacién es m = n = 21, El caso mds general se obtiene eliminando filas
y columnas de X en (5.287), en analogia con el ejemplo anterior.

Notemos que el operador X, aﬁ para dos especies de fermiones aparece bajo el

nombre de operadores de proyeccién de Hubbard en la literatura.

5.5.5. Ejemplos

Algunos ejemplos simples nos haran estar mas familiarizados con el for-
malismo desarrollado hasta ahora. El ejemplo méas simple no trivial nos lo
ofrece el modelo su(2)-XX con la R-matriz (5.177) y graduacién p(1) = 0,
p(2) = 1. Esta eleccién de graduacion es compatible con la R-matriz (ver
(5.243)). Para encontrar el hamiltoniano local correspondiente partimos de
la ecuacién (5.256),

Hi_y,; = (- 1)p(v)(p(a)+p('y))a/\R?{? (A, 0) | aeag ej—vlaejg’
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en donde \g = 0. Hay que notar primero lo siguiente, en una de las secciones
anteriores encontramos:

Rii(\) = cos A = R3(\)
Ri3(\) = 1=R5(\)
REZ(\) =xsinA  RA(\) =z 'sin\

a partir de lo anterior solo tenemos los siguientes elementos

Hio1y = (=100 R hoe; et
_'_(_1)17( )(p(2)+p(2 )8)\ (N ae 06, 12632
+ (—1)pOETet )3,\R12()\)]>\ 0¢5-11€55
+ (—1)PAERPD), 2 (N, ge, ueﬁ
(PO 0B e,
T (1P, B, e el

Sustituimos los valores de p(«a), p(7) v Rf;f(/\)

H; 1 ; =(—1)"0x(cos )\)|,\:06j_1116ji + (=1)%05(cos )\)|>\:0€j_212€jg
+ (_1)0@\(1)‘)\:063‘}11%3 + (_1)28)\(1”)\:06]'72126]‘%
+ (=1)*05(zsin \) |)\:06j_2116]é + (=105 (2! sin )\)|)\:oej_112eﬁ
=(—sin A)x=o0€; 16,1 4 (—sin X)[x—o€; %065

— (@ cos N)|a=oe; 41653 + (z7" cos A) [x=oe; 067

_ 1 1 2 2 1

Podemos reescribir H,;_; ; en términos de los operadores de Fermi si usamos
los operadores de proyeccion, i.e. reemplazamos e, by Xia — (Xj)g.
Hj ;= _1XJ 12X : ij—QllXﬂl
-1 2 1 1 2
=2 (Xj-1)7(X;)2 — 2(Xj-1)2(X))1,

ahora utilizamos (5.276), y sumamos sobre j

R STV S RS 0o NS G o
H;_ 1fo Cj ¢ —xcjac; = ¢y ¢ —x(—Ccicin),

L
H = Z L1 = Z x 1cJr 1Cj —l—mc}cj_l).

7=1
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Si consideramos x = —1 y redefinimos la suma podemos reescribir el resultado
anterior como

L
== (dejn+ ), (5.291)
7j=1

que es el hamiltoniano del modelo de espines de unién fuerte. Podemos ob-
tener la L-matriz correspondiente usando (5.244).

Ejgo\) — (—1)1"("””(7)}%2‘;()\)6 6

Jve

Tenemos que calcular por separado cada elemento, pero primero tenemos que
obtener R, usando R = PR, en donde P esta dado por

10 0 0

0 0 -1 0
P= 0 -1 0 0 ’

0O 0 0 -1

al hacer el producto PR obtenemos:
Ryj(A) = cos A = —R3(N),
RI3(\) =sin A = Ry (), (5.292)

en donde consideramos = —1 nuevamente y L;(u,v) = L;(p—v) = L;(N).
Ahora podemos calcular £,5()),

Li(\)=(— 1)r) +p(1)R11(z\)eﬁ + (=1)pWHP@ RIZ()) €3 = cos Ae;; — sin Aej3,
LN = (1POPORZ Ve, = —(~Ley = e,

L) = (—1P@PURE(Ne,i = —(~1)eji = e,

L3N = (~1P@PORE(Nej1 + (~1)PP PO RE (Ve 3

SN
l\D

:—sm)\eﬂ (—cos A)es,.

si reemplazamos e, b X, ; 5 , obtenemos

cos A X 1 —sin \X .2 X1

. — Jjl j2 72

£ ( X3 —sin AX,| — cos AX 3 ) ’ (5.293)
que satisface la relacién bilineal (5.247) con la R-matriz (5.292).

El siguiente ejemplo esta generado por la R-matriz del modelo su(3)-XX, i.e.
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por la R-matriz (5.176) con d = 3. Primero calculamos su correspondiente R
a partir de (5.176)

3 3
R(\) = Z(ei Re+e*®er) + [e; ®ep + Z e§®eg] cos A
a=2 a,f=2
3
+Z(xe? ®el + el ®ef)sin A
a=2
:ei®e§+e%®e§+e§®ei+eg®ei
+lel]®el+er®@es+es®es+es®es+ ey ® el cos A
+ (zel @es +xed ey + 1 ey @62 + 27 tel @ ed)sin A
=e5+estepter+e]+ed+el+ed+ ey cosA

4 7 —-1_2 1.3\ o
+ (ve5 +xes +x e+ ey)sin A,

haciendo el producto tensorial tenemos

1 T sin A
1 T sin A

= COS A ,
Ccos A

Ccos \

CcoS A
(5.294)

en donde omitimos los elementos de la matriz que son cero. A partir de la
matriz anterior obtenemos los siguientes valores:

Rit(\) = R33(\) = RED) = R3(\) = Rg%( ) = cos \,
Ri3(\) = Ry(\) = Ri3(\) = R3i(\) =
RE(\) = REB(\) =xsin), RIA(\) = Ri’é()\) =z tsin\.

Esta R-matriz es compatible con la graduacion p(1) = 0, p(2) = p(3) = 1.
Antes de sustituir los valores en (5.256) notemos lo siguiente:

Or(cos A)|x=o =sin A[xzo =0, Ox(sin\)|xz0 = cos A|n=o =1, Or(1)|a=0 =0,
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entonces s6lo contribuyen los términos con sin A, i.e.

Hj 1 =— aAR%%(A)L\:Oejfnejé - &\Rzla?()‘)’)\:o@j}nejé
+ aAR%(/\)‘A:()ej—lmeﬁ + 8/\]"?«%()‘) |>\:06j—1136j?
=—0\(x sin A)|a=o0€; 2116]5 — Oy(z sin )\)\,\Zoej_:gllejé
+ Oa(z7 ' sin \)[xmo€; 1pe;7 + Ox (@ sin ) [x=oe; 56
= — (wcos A)[x=0¢,; %1€ — (zcos N a=o€; €53

+ (27" cos A) =o€ ae,5 4 (271 cos A)[x=oe; 15651,

_ 2 1 3 1 “1/, 1 _2 1 3
= Hj ;= _x(ej—lleﬂ + 6j—116j3) +x (ej—126j1 + ej—13€j1)a (5.295)
que es la densidad Hamiltoniana en términos de los operadores de proyeccion
e ra fermionizar mos usar njun rador rmioni-
local e~ . Para fermionizar podemos usar el co to de operadores fermié

cos obtemdos de la matriz X en (5.281) al eliminar la cuarta fila y columna.
Los elementos (X})§, a, 8 = 1,2, 3, de la matriz reducida son

(1 —mny)(1 —T”n) (1 =mnz)eir (1 - ?n)
X;= (1 —niey (1 _TnJ'i)an —cucy ). (5.296)
c; (1 —mny ) cicit ng(l—nyp)
asi, obtenemos un conjunto completo de operadores de proyecciéon en el es-
pacio de estados localmente distribuidos por vectores base |0), c}T|O>, c} 110).
La ocupacion doble en las posiciones de la red esta prohibida en este espacio.
Sea ng = (X;)3, a, 8 =1,2,3. El operador
ng =1- UZZAR (5297)
proyecta el espacio local de la red de electrones en el espacio del que se excluye
la ocupacién doble. El operador de proyeccion global correspondiente es

Py = [ = njn; ). (5.298)

Jj=1

Remplazando los operadores de proyeccion local graduados ejg por X jf y
haciendo = —1 en (5.295) obtenemos el hamiltoniano local

Hj—l,j = (X] 11X]2 + Xj 11X]3) + x_l(Xg 12X X] 13X )
= — 2((X;-1)2(X)] + (X5m)3(X5)7) + 27 (X507 (X)) + (X5-1)7(X5)3)
= — (=D)[(1 = nj_1)ej14(1 = njy)eh, + Cj (1= njig)eh (1 —ny4)]
+ (=D = njmr)el (1 =nj e+ by (T=nio14)e (1 —njy)]
=[ej-1ef 1 (1= nyo1 ) (1 = nyy) + ijl,wh(l = nj-14) (1 = 1))
— [l =y ) (L= n5y) €]y (1= nm10) (1= n4)]
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en donde utilizamos [nj,a,czvb] = jkéabcLb Y [Mjas Cep] = —0jk0abCp, TECOI-
dando que no hay suma sobre j, k, a y b, y si ahora usamos {cjva, CL,b} = 0jk0ab
y agrupamos términos comunes obtenemos

Hj ;= _{(C}L',ch—LT +eh o) (=m0 ) (1 —nyy)

T T (5.299)
+ (¢ ¢-10 + ¢y ) (L —njoap) (1 — ”m)}-

Debido a que actia en el espacio sin ocupacion doble, podemos reemplazarlo
por H;_; ; %, esto nos lleva a la forma compacta del hamiltoniano

L L
H=> Hi;P=-P Y (c},citra+chy.cia) P (5.300)

j=1

Identificamos este modelo como el hamiltoniano ¢ — 0. La L-matriz (5.244)
que genera el modelo ¢ —0 como modelo fundamental graduado es de la forma
LA\ p) = Lj(A— p), para obtener £;(A — p) primero tenemos que calcular
R33(A) usando R = PR, en donde P estd dado por

10 o0 o0 o0 0 0 0 O0
o o o0 -1 0 0 0 0 O
oo o0 o0 o o0 -1 0 O
o -1 0 0 0 0 0 0 O
P=10 0 0 O -1 0 0 0 O ,
o o o0 o0 o o0 0 -1 0
o o0 -1 0 0 0 0 0 O
o o o0 o0 o0 -1 0 0 O
o o o0 o0 o0 o0 0 0 -1

al hacer el producto encontramos:

Riz(A) = cos A = —R55(\) = =R (\) = —Ry5(A) = —Rgg(N),
Riz(A) = B51(A) = Riz(A) = Rai(\) = sin ), (5.301)
Ryi(A) = Ri3(A) = R3i(\) = Riz(\) =
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Calculamos ahora los elementos de £;(\) usando (5.301),

LN = (=1PDPORENeji + (~D)PIPIRENe 3 + (1P PRI (Ve 3

jl jl

= COS )\e — sin )\e — sin )\ejg,
L) = (=" +”@R”( Jejp = —(=1)ej = e,
Liy(\) = (=1VPIRENej3 = —(—1)ejs = e,
L1 = (~)PPURENe;t = —(=1)eji = e,
L3 = (=) +”(1)1?21@)6’& + (= 1)POTERE (Ve

= —sin e 4 (—cos A)e,,
Ejg(k) = (—1)¥ +p(?’)RQS()\)ejg — Cos )\ej?;,
L) = (1POPORENe;f = —(=1)eji = e,
‘ng(/\) = (—1)PB)+2) pi2 (A)ejg — cos )\eﬂ,
L3N = (—1)P® +p(1)R31(/\)eﬁ + (— )p(3)+p(3)R33()\)6j§ = —sin Aej; — cos Aels
si ahora reemplazamos e, b X J[f , obtenemos
Li(\) =

cos AX — sin)\Q(ng +X,3) ' )l(j; ) X3 )
X7 —Ccos AX ;5 —sin AX;; —cos AX 3
(5.302)

Con esto hemos concluido la construccion de dos modelos que nos van a
servir de base para la construccién del modelo de Hubbard.

5.6. El modelo de Hubbard como modelo fun-
damental graduado

Ahora vamos a mostrar que el modelo de Hubbard se puede interpretar
como un modelo graduado fundamental. Este es un hecho importante, pues
significa que se puede aplicar la teoria general desarrollada en la seccién ante-
rior. Ademas, nos permitira volver a expresar los operadores locales de Fermi
en términos de los elementos de matriz de monodromia. Hay que enfatizar
que la eleccién de la matriz R apropiada es crucial para nuestras consideracio-
nes. Esta R-matriz apropiada no es la R-matriz original de Shastry (5.204),
sino nuestra versién modificada (5.219).



184

5.6.1. Hamiltoniano y L-matriz

CAPITULO 5. MODELO DE HUBBARD

A continuacién, denotamos a la R-matriz del lado derecho en (5.219)
como R(A, p). Elegimos la graduacién p(1) = p(4) = 0, p(2) = p(3) = 1 que

es compatible con nuestra R-matriz.

. 1
RN, 0) = —
(A,0) P
P1
1 —P9
1 —Py
P3 —P6 Pe
—p10 1
P4
—P6 P5 pP7
1
—p10 1
P6 p7 ps
—p8 —Psé Pe
P9
con
p1(A,0) = cos e,
pa(X,0) = cos Ae ™",
cos e el
A, 0) = =
p3(A,0) cos2 \ cos\’
cos e " el
A\ 0) = =
p5(A,0) cos2 \ cos \’
sinh(2h)  2usin A sin A
A 0 pr— p— p—
ps(A,0) 2ucos? A\ 2ucosA  cos\
—h
e
p7(X,0) = ps(X,0) — ps(\,0) = cos e — s
h
e
X, 0) = p1(X, 0) — ps(X,0) = cos Ae™ — =
ps(A,0) = p1(A,0) = p3(A,0) = cos Ae cos \

po(X, 0) = sin Ae ",
pro( X, 0) = sin e,

en donde consideramos p=0=1l(u=0)=0y u=

P8
—pe
P10
Pe
P4
1 P10
P3
1
P9 1
P1
(5.303)
(5.304a)
(5.304b)
(5.3040)
(5.304d)
(5.304e)
sin?0
— h 5.304f
coS A ¢ ( )
sin®6 ,
- 5.304
¢ (5:30dg)
(5.304h)
(5.304i)
sinh(2h) __ sinh(2h)

sin(2X)

~ 2sinAcos A\’

Queremos demostrar que la ecuacién (5.256) genera la densidad Hamiltonia-
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na del modelo Hubbard después de la fermionizacion apropiada. Primero,
derivamos (5.303) con respecto a A y obtenemos

8>\R()\, O)|)\:0 = u[16+

U
0 -1
0 —1
U -1 1
-1 0
—u
-1 —u -1
0 1
-1 0
1 —u 1
—u
0 1
-1 1 U
1 0
1 0
Uu
(5.305)

Donde u es el pardmetro que relaciona A y h, (5.193) y los elementos de
matriz omitidos son cero. A partir del resultado anterior tenemos

RN, 0)[xz0 = 3ARl4()\>0)|A 0= 5AR41(/\70)|A 0 = AR (X, 0)[x=0 = 2u
(9,\Rg()\,0)|,\ 0—(% 3N, 0) | 0—(% HeN)Iw 0—3>\R (A, 0)|az0 = u
3,\R 1A\, 0)[a0 = 8,\R34()\,0)|,\ 0=O\RZ(\,0)|xe0 = 0,\R43()\,0)|,\ 0=1u
OrR33 (X, 0)|x=0 = R33N, 0)[xz0 = OaR35 (N, 0)am0 = OARZ(A, 0)[r=0 = 0
RN, 0)[a0 = R (A, 0)]az0 = OnRE(A, 0)[az0 = a3 (A, 0)|r=0 = —
OARTH(X, 0)|x=0 = O R3(X, 0)[xz0 = OaR35(N, 0)[ao = OARIT(A, 0)|azo = —
RN, 0)|r=0 = O R33(X, 0)[x=0 = OaR55(N, 0)[amo = OARI (A, 0) a0 = 1
OrR33(N, 0)[az0 = R33N, 0)[azo = AR (N, 0)]az0 = O Ri5(A, 0)[r=0 = 1

(5.306)
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Desarrollamos (5.256) y sustituimos
_ 11 1 4 4 1 4 4
Hj ;= 2“(%‘—11%’1 + €, 11654 +€_14€51 + 6j—14€j4)

1 2 1 3 2 1 3 1 2 4 3 4
+ u(ejfnej2 + €5 1163 + €;12€41 + €; 13651 + € 12€4 + €5 13654

4 2 4 _3 2 1 3 1 12 1 .3
+e;_1ue5 + 6j—14€j3) T €; 59165 T €163 = €5_12€51 — €;_13€,]

2 3 1 4 4 1 2 _3 3 2 4 _ 2
T €, 501655 = €j_12€53 — €5_19€53 T €, 14€51 — €; 1655 T €5_19€5)

1 4 4 1 4 _3 3 9 2 4 3 4

+ €5 _13€50 T €5_13€j0 T €;_13€54 — €; 514651 — €, 514€50 — €; 14653
= (ej}ll + ej:l13>(ej§ + eji) - (63312 + ej}14)(€j% + ejg)
+ (ej—Sll - ej—412)(€j;> - 6]‘421) - (ej—113 - ej—214)(ej:{) - ej%)
+ u[(ejjll + 6]‘7414)(63'% + ejjb + (ej7212 + ej7313)<€j% + ejjll)
+ (ejl—ll + eji14)<eji + ejg + ejg + 6ji)]~
si sumamos un cero de la forma (e; 7, +e; 5)(es+e53) — (e +e3)(e; fp+
¢;_i3) y usando (5.227) podemos reescribir el resultado anterior como:
Hj1j= (ejfll + ej:l13)<€j% + ej?l) + (eﬁ + ejf’al)(ej}m + ej}14>
+ (ej—?’ll - ej—412)(ejé - 6]'421) + (eji{) - ejg)(ej—llza - 6]'—214)
1 4 1 a2 3 2 3 1
+u [(63'—11 + 6;‘—14)(%’1 + €j4) (6]2 + €j3)(€j—12 + 6j—13) + } .
Esta expresion puede ser fermionizada al reemplazar los operadores de pro-
yeccion graduados locales ejg con los operadores de proyeccion de Hubbard

(5.281). Recordemos que de acuerdo a nuestra convencién tenemos que usar
la transpuesta de (5.281). Entonces

Hj 1
= ((Xj-1)3 + (X-)D(X)T + (X5)3) + (X5)2 + (X)D((X-0)F + (Xj-1)3)
+ ((Xj-1)3 — (X-DD(X)T = (X5)3) + (X3 — (X)ND((X-1)F = (Xj-1)3) +u
+u [(X-0)1 + (XG-0)D (X1 + (X5)D) = (X)3 + (XD ((Xj-1)3 + (Xj-1)3)]
= el + el ejy(el, = 2] mg) +eplel g, — 2]y i)
+u [(1 = nj1y = njo1p + 205 yngoag) (1= ngy = ngp + 20y n51)
= (1 + i1y = 2ngoayngan) (ng) + ngp — 2n4yn4p) + 1}
= _C%Cj—lT - C;r‘—ijT - Chcj—li - c;f‘—ucﬂ
U[%(l —2n5_14)(1 = 2n5_1)) + %(1 —2n5p)(1 = 2n5y) + 1]-

El resultado anterior se puede reescribir como:

H; ;= —C; 1,aCja — C;r' aCi-l,a

(5.307)
+ (1= 2n, 10)(1 = 2n,14) + (1= 2n,5) (1 — 20, )] + u

2
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que es la densidad Hamiltoniana del modelo de Hubbard con u la constante
de acoplamiento.

Recordando que consideramos al segundo parametro espectral p igual a ce-
ro al derivar (5.219) para obtener la densidad Hamiltoniana. La matriz de
monodromia homogénea correspondiente estd dada por (5.248) con v; = 0,
primero tenemos que calcular R usando R = PR, en donde para este caso P
esta dado por

1000 0O0O0OOOODOOOOO OO
00 00O1O0O0OO0ODO0OO0OOOODOO0ODQO
00 00OO0OO0OOODI1TO0OO0OOODOODQO
00 00O0OO0OOODOOOOT1TO0OTQO0ODO
01000O0OO0OODOOOOODOODQO
00 0O0OO0OT1O0OO0ODO0OO0OOOODOODQO
0O0000OO0OO0OOODOTLTO0OOODOODQ
j 00 00OO0OO0OOODOOOOODLTIITO0OOQO

001 00O0O0OO0ODO0OO0OOOODOOTQO 0O/’
00 00OO0OO0OT1TO0ODO0OO0OO0OO0O®O0ODO0OO0ODOQ 0
00 00O0OO0OOODOOTL1TO0OS®O0ODOODQ
0O0000OO0OOOODOOOOODODTIITO
00 0100O0OO0ODO0OO0OO0OOOODOO0ODQ
00 00O0OO0OO0OT1TO0OO0OO0OO®ODOO0ODO
00 00O0OO0OOODOOOTLTOO0OQO0ODO
00 00OO0OOOODOOOOOOOT1

al aplicar P sobre (5.303) obtenemos
1
R(M,0) = a-
P1
—P10 1
—p10 1
—ps8 —P6 P6 P3
1 —P9
P4
Pe p7 P5 P6
P9 1
1 P9
—p6 Ps p7 —Pe
P4
P9 1

p3 —P6 Pe —p8

1 P10

1 P10
P1

(5.308)
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donde p; estan dadas en (5.304) y los elementos de R son:

A A
RIL(A,0) = RE(N,0) = Z22¢  RZ(A,0) = RE(N,0) = —Leh
P4 P4
in2\ ) sin? \
RY(A0) = RN 0) = 22 b R23() ) = R2(\.0) = — ~h
14( ) ) 41( ) ) COS)\p4 23( ) ) 32( ) ) COS)\p4
h —h
14y — R0y _ € h 23\ — R32()\ :e —h
R41( 70) R14( 70) Cos)\p4e R32( 70) R23( 70) Cos)\p4e
in A
— RIZ(),0) = —RE()\,0) = R2(X,0) = RE(),0) = p e
4
in A
— R2(\,0) = R3(A,0) = —R3(),0) = R3A(A,0) = Sl;‘ et
4
1
1
R35(X,0) = Ri3(A,0) = R35(X,0) = R33(\, 0) = o
RE(A0) = —RE(0) = —R2(\,0) = —R2(),0) = — 2
23 ) 32 ) 14 ) 41 ) COS)\,04
RE(A,0) = RE(\.0) = RI(A0) = —RU(,0) = - 2
’ ’ 3V 32370 COS \py
(5.309)

Con ayuda del resultado anterior calculamos cada uno de los elementos de
L;(A,0) y obtenemos

eh
L:(\,0) =
i(A0) cos?2 \
h i t hotod
€ fjvifjﬁ _fj»LCjT _fj»TTCj,i, —¢€ Cj,ichT (5 310)
—h —h :
| T fiwen e fj,#)gﬂ —e"c; ¢ _gJ}Tij,i
—h —h
_{mcj,i —e ey € g i 945
—E€CiACi L TG 95,165t € G9519i1
donde
fia =mnjasin X\ — (1 —n;,4)cos A, (5.311a)
Gja = Mja COSA+ (1 —nj,)sin A, (5.311b)

para a =1, ], los cdlculos detallados se encuentran en el Apéndice D.
El dlgebra de Yang-Baxter graduada (5.250) con la R-matriz (5.219) y la
matriz de monodromia (5.248) construida a partir de un producto ordenado
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de L veces la L-matriz (5.310) es el punto inicial para la solucién del ansatz
algebraico de Bethe del modelo de Hubbard.

En general, podemos mantener separado todo v; que entran en la definicién
de la matriz de monodromia (5.248).

De hecho la R-matriz (5.219) no tiene la forma de una diferencia (i.e. A — )
y tiene una consecuencia interesante [36]: el segundo pardmetro espectral
i es un parametro independiente adicional del modelo. Haciendo todos los
vj, j = 1,...,L en (5.248) igual a p obtenemos el modelo homogéneo que
depende de p y que se reduce el modelo de Hubbard para el caso especial
1 = 0. El modelo generalizado genera una familia de hamiltonianos locales,
esto se debe a la regularidad de la R-matriz (5.219) que se extiende a toda
A = p. Usando una vez mas la ecuacion (5.256), esta vez con \g = vy = u,
obtenemos el hamiltoniano

— (=) ()
H=- COSh 2[ ZZ tJ aJaCJ_ “+tj ~aCj— 1acja)
Jj=1la=1{
L

—2n;4)(1 — 2n;,) + cos®(2p)]
COSh 21) Zl (5.312)

usm 2
cosh 21)

Mh

’f T T
[ C;1Gi-1,) — €5 1¢CJ¢)( j,TCJ'—LT_Cj—LTCJ',T)
Jj=1

— (L =njy —mniy) + (L —njoay — nm)] :
En donde usamos la convencion — =] y — |=1. Las amplitudes de transicién
t;i) dependen de si las posiciones 7 — 1 y j estan ocupadas o no.

t;i_)a =ay + (Nj_10 +nja)(l —ax) +nj_1anj6(ar +a_ —2) (5.313)

para a =T, ] con
as = cosh(2]) = sinh(2]) cos(2u). (5.314)

Tales tipos de amplitudes, dependiendo de la densidad de la particula, a veces
se denominan amplitudes de salto correlacionadas.

El hamiltoniano (5.312) es hermitiano para p puramente imaginario, Re[u] =
0. La interaccién adicional en la tercer suma del lado derecho de (5.312)
acopla la corriente local de los electrones con espin hacia abajo y espin hacia
arriba y la densidad promedio de los electrones con espin hacia abajo y espin
hacia arriba en posiciones vecinas de la red. Notemos que el hamiltoniano
(5.312) es invariante bajo la inversién de espin y, hasta un cambio trivial, se
transforma en H(—u) bajo la transformacion de Shiba (5.60).

El modelo definido por (5.312) se obtuvo por primera vez en [36, 50].
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5.6.2. Simetrias

Consideremos ahora las simetrias del modelo de Hubbard desde el punto
de vista del dlgebra fundamental. Sabemos que la R-matriz R(), () no es la
que determina la simetria del modelo fundamental graduado, sino la R-matriz
graduada R(), ;1) con los elementos

RE3 (A\ 1) = (=1)P PRGN, ). (5.315)

Para discutir dos simetrias su(2) del modelo de Hubbard necesitamos la
forma explicita de ﬁi()\,u). Entonces, primero tenemos que multiplicar el
lado derecho de la ecuacién (5.219) por la matriz de permutacién P = e? ®
efi ® e ® el, a,B,7,0 = 1,2 y después tenemos que invertir el signo en la
sexta, séptima, décima y onceava fila. El resultado es la matriz

P4
p1
—P10 1
—p10 1
—pP8 —P6 P6 P3
1 —p9
—p4
—p6 —p7 —p5 —p6
P9 1
1 —P9
P6 —p5 —p7 p6
—p4
P9 1
p3 —p6 P6 —ps
1 P10
1 P10

P1
(5.316)

Notemos que R(/\, i) es simétrica y por construcciéon satisface la ecuacién
de Yang-Baxter graduada [48],

(—1)PPIeOTP N BT (N, 1) R (N V)R (11, v)

) . (5.317)
= (1PN RE (4, v )RQL,(A, V)R (O, 1)

Las dos simetrias su(2) del modelo de Hubbard estan relacionadas con las
dos subalgebras su(2) de ¢l(2|2). Introducimos la notacién

N/
Jr
[V
Q
+
®
q
M
w N
)

“®o", (5.318)
1
Yi=es—eb = 5(02 R — I, ®0%), (5.319)
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y
Si=el=0"®0", X, =ej=0 Q0 , (5.320)
1
¥, = e] —ej = 5(02 QI+ I, ®0%), (5.321)

para los generadores. Las etiquetas 's’ y ')’ se refieren a espines y n-espines,
respectivamente. Haciendo ¥ = X7 + X7 y XY = —i(¥] —¥7) para j = 5,7
encontramos las relaciones de conmutacion de su(2)

a yvB81 _ o af
(X7, %] = 2ie*¥7, (5.322)

para j = s,n, & =2,Y, 2.

Resulta que la simetria de espin y n-espin no se pueden tratar en la misma
base. La invarianza del modelo de Hubbard bajo rotaciones en el espacio de
espines es una simetria en el sentido de la seccién (5.5.3) i.e. es consecuencia
de la invariancia del dlgebra de Lie en la matriz R(\, 1). La invariancia (para
un nimero par de posiciones en la red) del hamiltoniano y las cantidades
conservadas superiores bajo rotaciones del n-espin, por otro lado, se siguen
de un razonamiento diferente.

Primero consideremos el espin. Pedimos que

RO\ ), 20 ® I+ 1, ® 5] =0, (5.323)

para o = x,y, 2. Esta condicién es facil de comprobar. Uno puede, por ejem-
plo, comprobar primero 3} mediante la multiplicacién explicita de la ma-
triz de 16 x 16. La ecuacién correspondiente para X se sigue de tomar la
transpuesta de la ecuacién invariante para X} y considerar que R()\, ) es
simétrica. Finalmente, la ecuacién para X7 se obtiene usando [XF, X = X2
y la identidad de Jacobi.

Tenemos, entonces que establecer la invariancia de R(\, i) en el sentido de
la ecuacion (5.270), con respecto a la representacién de su(2) generada por
Y% y podemos seguir el razonamiento de la seccién (5.5.3). Los operadores
globales del espacio cudntico correspondientes a las matrices >¢ son dos ope-
radores de espin temporales (5.67). Esto se sigue del andlogo graduado de
(5.268) después de la fermionizacién. Entonces (5.273) nos dice que

1
[T (M), 52‘; + 5% =0, (5.324)
para a = x, vy, z. Notemos que X¢ actia en el espacio auxiliar, pero S actua
en el espacio cuantico. La ecuacién (5.324) codifica las relaciones de conmu-

tacion de los elementos de la matriz de monodromia con los operadores de
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espin S*. Es valido tanto en el caso homogéneo como en el caso inhomogeneo.
De acuerdo a nuestra férmula general (5.274) se sigue que

[str(T (X)), 5% =0, (5.325)

para a = x,¥, z. Como consecuencia, en el caso homogéneo el hamiltoniano
y todos los operadores mutuamente conmutativos generados por 7(\) =
In(U~Lstr(T(\))) preservan el espin.

Las matrices ¥ no generan ecuaciones de invarianza como (5.323), pero sf
las siguientes relaciones

{R()\, W, SEQ L+ L@ E;t} —0 (5.326)

Estas relaciones son muy faciles de comprobar. Una de ellas se comprueba
mediante calculos explicitos, y la otra se sigue de tomar la transpuesta y usar
la simetrfa de R(\, p).

La primera implicacién de (5.326) es la ecuacién invariante

(RO 1), 52 @ L+ I @ 52 = 0. (5.327)

La demostracién depende de la identidad [A,[B,C]] = {{A,B},C}
— {{A,C}, B}, que se satisface para matrices arbitrarias y del hecho de
que [E;r ;2 | = 2. El operador de espacio cudntico correspondiente a 37 es
Ele(Xﬂl—ijf = L—N = —27%). Usando la ecuacién (5.273) obtenemos las
relaciones de conmutacion entre los elementos de la matriz de monodromia
y el operador de ntimero de particulas

[T(N), % = N =0. (5.328)

Tomando la super traza en la iltima ecuacion llegamos a

A

[str(T(A)), N] =0, (5.329)

y, por lo tanto, hemos demostrado la invariancia de todas las cantidades
conservadas superiores del modelo de Hubbard bajo las transformaciones de
norma globales.

Por el momento, trabajamos con las consecuencias de la ecuacion (5.326).
Escribamos z para cualquier E; o X, Luego, separando en componentes,
(5.326) se lee

Ry ) + 2% Ry () = Reg A\ )af + a2 RS (). (5.330)
Se sigue que

L% )y + 38 L5 (A ) = L5 p)z; + ;L5\, 1), (5.331)
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y para un numero par de posiciones en la red

L L

SN2 + 2L T (N) = =T W)Y (=12 = Y (=172, T2(N). (5.332)

j=1 j=1

La demostracién es bastante simple. Primero usamos (5.331) para demostrar
(5.332) para dos posiciones y después procedemos por induccién.
Para 2;7“ y 2, obtenemos los operadores locales en el espacio cudntico z; =

Cj1Cip Y Tj = c}Tc; 1» respectivamente y (5.332) se convierte en
[T, 1 ={TN),n7}. (5.333)

Esta ecuaciéon comprime todas las relaciones de conmutacion entre los ele-
mentos de la matriz de monodromia y n*. Tomando la supertraza llegamos
a

{str(T(\), 77} = 0. (5.334)

Por lo tanto, a diferencia de los generadores de su(2), S, 77, el operador n*
anticonmutan con la matriz de transferencia. Considerando X\ = 0 en el caso
homogéneo recuperamos nuestro resultado anterior (ver (5.29)) {U ,nTe=0.

Se sigue que la funcién generadora de las cantidades conservadas locales, 7(\)
conmuta con ni,

[r(\),n*] =0 (5.335)

Entonces, todo el conjunto de operadores mutuamente conmutativos genera-
dos por 7(A) es invariante bajo rotaciones del n-espin.

Pasemos ahora a la discusion de las simetrias discretas de la matriz de mo-
nodromia. La aplicacién del operador de giro de espin (5.58) en la matriz L
(5.310) da lugar a

JE LN 0)J® = ML(X, 0)M, (5.336)
donde
100 0
001 0
L (5.337)
000 —1

Como (J®)? = id y M? = I, concluimos que la matriz de monodromia del
modelo homogéneo satisface

JOT(N)JE = MT(A\)M. (5.338)

La ecuacion anterior describe el comportamiento de los elementos de la matriz
de monodromia bajo giros de espin. En particular, tenemos

[t(\), J®] =0, (5.339)
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recordando que t(\) = str(7(A)). Por lo tanto, no solo el hamiltoniano sino
todos lo operadores conservados superiores generados por 7(\) son invariantes
bajo inversién de espin.

Es un poco mas dificil entender el comportamiento de la L-matriz (5.310)
bajo la transformacién de Shiba generada por Jih (5.59). Consideremos un
nimero par L de posiciones en la red desde el principio. Comencemos con
a =|. Entonces las funciones f; |, g, definidas en (5.311) transforman como

sh sh

Jf )fj,i(Jf N =(1-2n;,)g;4. (5.340)
sh sh

J¢( )gj,i(‘]f D= —(1—2n;))f;.. (5.341)

La L-matriz (5.310) se convierte en

TEW L, 0fu) (M)

= (1 —2n;)((07) @ L)(0¥ ® 0°)L;(\, 0] — u) (0¥ @ o%)((0*) ' @ I).
(5.342)

Indicamos explicitamente la dependencia de la L-matriz con respecto a la
constante de acoplamiento u. Tomando en cuenta que 1 — 2n;; = e+ (1)
y que L es par, obtenemos la regla de transformacion para la matriz de
monodromia en la forma

TET N u) (T = N (0¥ @ o) T (A — u) (0¥ ® 0%).  (5.344)

A partir de aqui, se puede determinar céomo la funcién generadora 7(\)
se comporta bajo la transformacién de Shiba. Observando que str{(ay ®
o*)T (A|u) (0¥ @ 0%)} = —str {T(A|u)} encontramos

TP ) ()T = — MmN (A — ), (5.345)
IO I = O e (5.346)
T
et =1 +imn; | + %(iwnj,¢)2 + %(mnm)i" + %(imﬂ)‘* + ...
=1+imn; + %(m)znj,¢ + %(iw)?’nm + %(z’w)“nj,i 4y —nyy
(5.343)

1. 1.
(im)* + < (m)* + . Jnjy —njy

, 1.
:1+[1+m+—(m)2+i 1

2!
=1+¢"n; —njy

=1-2n;,
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Se sigue que
(sh) NS
JVT(ANuw) (7)) = 7(A] = u) + 2h(A|u) L. (5.347)

Entonces 7(A|u) es invariante bajo la transformacién de Shiva hasta un cam-
bio de signo en la constante de acoplamiento y un cambio general trivial.

Observacion. Se puede evitar el término 2h(A|u)L modificando la nor-
malizacién de la L-matriz(5.310). Si reemplazamos el factor €/ cos? \ en la
ecuacion (5.310) por 1, entonces el término 7(A|u) desaparece de las ecuacio-
nes (5.344) y (5.347). Otra posibilidad es tomar (5.347) mas simétrica si re-
definimos la funcién generadora 7(\|u). Haciendo 7(A|u) = 7(A|u) — h(Au)L
obtenemos

TEMFA ) (I = F(A] - ). (5.348)

A partir de nuestra discusion anterior deberia quedar claro que la transforma-
cion de Shiba relaciona el modelo de Hubbard con u positivo con el modelo de
Hubbard de u negativo. En lugar de trabajar con la transformacién de Shiba
para electrones con espin hacia abajo podemos equivalentemente trabajar
con la transformacion de Shiba para los electrones con espin hacia arriba.
Los operadores correspondientes th) y JT(Sh) se relacionan por una transfor-
macién de inversién de espin. Entonces, podemos aplicar la transformacién
(5.338) en la ecuacién (5.344) para obtener la regla de transformacion para
la matriz de monodromia bajo la transformaciéon de Shiba que afecta a los
espines hacia arriba. Multiplicando la ecuacién (5.344) por J®) M del lado
izquierdo y el lado derecho y usando (5.338) y M (0¥ ® 0* )M = I, ® oY,
tenemos

JENT ) () = @M (L @ o) TN~ u)(L @ 0¥). (5.349)
Debido a (5.339), la ecuacién (5.347) es invariante bajo la inversion de espin.
La accion simultanea de la transformacion de Shiba para espines hacia arriba

y hacia abajo en la matriz de monodromia se obtienen al combinar (5.344)
y (5.349),

T IT A1) = e (0" @ o) T(Nu) (0¥ @ 0%). - (5.:350)

Como consecuencia obtenemos la siguiente ecuacién invariante para la fun-
cién generadora 7(A),

T TN ) (I L) = (M), (5.351)
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5.6.3. Solucién del problema inverso cuantico

El método de dispersién inverso cuantico se basa en una transformacion

de un conjunto de "operadores de campo’locales {ejg} a un conjunto de
operadores no locales, elementos de la matriz de monodromia. Es natural
preguntar: ;Cudl es la transformacién inversa? Esta pregunta tiene una res-
puesta notablemente simple [45, 52, 53]. Aqui presentaremos el resultado de
[45], donde la transformacion inversa se construyé para modelos graduados
fundamentales.
Supongamos que tenemos una solucion de la ecuacién de Yang-Baxter (5.124)
que es regular y unitaria. Sea p la graduacién compatible con la R-matriz en
el sentido de la ecuacién (5.243) y sea T (\) la correspondiente matriz de
monodromia inhomogénea (5.248). Entonces la férmula de inversién corres-
pondiente es

e.8 = (—1)P@r() ﬁ str(T (1)) - T (vy) - H str(T (v;)). (5.352)

Notemos que debido a (5.251), no se necesita un orden para el producto del
lado derecho de (5.253).

En el caso homogéneo la férmula de inversiéon toma una forma particular-
mente simple. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto

de salto donde los elementos de la L-matriz son proporcionales a ejg (ver

(5.252)) es en Ag = vy = 0. Entonces str(7(0)) = U, donde U es el operador
de desplazamineto (5.253) y la ecuacién (5.352) se convierte en

e B — (_1)17(01)1?(5)[]"*17;5(())[7L*", (5.353)

no

Notemos que UL = 1d, entonces, la ecuacién anterior es equivalente a
) = (—1)Pr@ 70T, (5.354)

por una transformacién similar a U™,

La demostracién de (5.354) es mds simple que la demostracion de la férmula
inversa (5.352) para el modelo inhomogéneo. Solo evaluamos los elementos
de la matriz de monodromia en el punto de desplazamiento, digamos Ay =
1o = 0, donde (5.252) es vélido. Entonces

7;5(0) — (-1 p(a)p(BLfl)"Fp(IBLfl)p(6L72)+"'+p(/81)p(6)e%ﬁL71 .. 62’2?61[,2’1

(1)

= (=1 P(a)p(5)+P(ﬁ1)+---+p(ﬁL_1)€ﬁle B2 . s
E ; 187281 LB 1 (5355>
(1)



5.7. ANSATZ ALGEBRAICO DE BETHE PARA EL MODELO DE HUBBARD197

y la demostracién de (5.354) esta completa.

Ahora ilustraremos la ecuacion (5.353) con el ejemplo del modelo de Hubbard.
Es mas natural dividir la matriz de monodromia de 4 x 4 del modelo de
Hubbard en cuatro bloques de 2 x 2,

DIV Cl(N) CI(N) D)
BI(\) Al(\) AL(\) Bi(\

TO=1 oy 20 200 BO (5.356)
DA\ G2\ CA\) D))

Esta estructura de bloques refleja la simetria discreta y la simetria de SO(4),
que estd conectada a los bloques A(A) y D()A) de la matriz de monodromia.
Usando el mismo esquema de fermionizacién que en la secciones previas ob-
tenemos

chy = U H(CH(0) + B3 (0) U™, (5.357a)
cny = UMY BH0) + C2(0)UE™, (5.357b)
chy = UG5 (0) = B3 (0)UF ™, (5.357¢)
cny = UM H(B2(0) — C(0))UL™. (5.357d)

Los operadores del lado derecho son elementos de la matriz de monodromia
(5.356) evaluados en A = 0. Hay férmulas similares para los operadores de
espin locales. En el caso inhomogeneo el término Ut y UL~ son reemplaza-
dos por el producto de la super traza de 7 (\) evaluada en la inhomogeneidad.

5.7. Ansatz algebraico de Bethe para el mo-
delo de Hubbard

Para poder aplicar el ansatz algebraico de Bethe son necesarias las re-
laciones de conmutacién entre los elementos de la matriz de monodromia,
obtenidas en el algebra de Yang-Baxter, para diagonalizar la matriz de trans-
ferencia. Ademads, es necesario que la matriz de monodromia actie triangu-
larmente en un estado de pseudo vacio apropiado, de modo que el pseudo
vacio sea un estado propio de los operadores de la diagonal, este requisito
lo cumple el modelo de Hubbard. Sin embargo, no existe una receta general
para el ansatz algebraico de Bethe. Dependiendo de la estructura de la R-
matriz, el ansatz algebraico de Bethe, puede ser una tarea dificil.

Para el caso del modelo de Hubbard, la construccion del ansatz algebraico de
Bethe se mantuvo como un problema importante durante bastante tiempo.
Comentemos los motivos: (i) El dlgebra de Yang-Baxter para una R-matriz
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de 16 x 16 tiene 256 relaciones de conmutaciéon y no es una herramienta
conveniente para los célculos, siempre que no se identifique una subestruc-
tura de las relaciones de conmutacion. (i7) Ademas, la parametrizacién de
las cargas de Boltzmann de la R-matriz (5.219) en términos de A y p es
inconveniente, debido a la restriccién (5.193), y no cae en el esquema habi-
tual de clasificacién de R-matrices racionales, trigonométricas o elipticas. La
R-matriz no tiene forma de diferencia (A — p). Sabemos, sin embargo, por
la solucion del ansatz de Bethe que el "problema de espin” del modelo de
Hubbard esta intimamente relacionado con la R-matriz racional de la cadena
de espin XXX (o el modelo de 6 vértices con cargas de Boltzmann raciona-
les). Por lo tanto, debe haber una ”estructura oculta de 6 vértices” dentro del
algebra Yang-Baxter generada por la R-matriz (5.219). (i) El hecho de que
las ecuaciones de Lieb-Wu puedan ser generadas formalmente por el dlgebra
de Yang-Baxter conectada con la R-matriz invariante de 3 x 3 de gl(1|2) (ver
(43, 54]) deja la posibilidad de que hay un ansatz algebraico de Bethe que no
se basa en la R-matriz de Shastry y estd ain por descubrirse. (iv) La matriz
de monodromia contiene demasiados operadores de creacion lo que dificulta
identificar los operadores relevantes para el ansatz algebraico de Bethe.

Las dificultades relacionadas con la estructura del algebra de Yang-Baxter
para el modelo de Hubbard fueron superadas por Martins y Ramos, quienes
construyeron un ansatz algebraico de Bethe en [55, 56] (ver también [57]).
Los puntos clave en su andlisis fueron el descubrimiento de una estructura
de 6 vértices escondida dentro del algebra Yang-Baxter y una construccion
recursiva de los vectores propios, que se inspiré en la obra de Tarasov [5§]
del ansatz algebraico de Bethe para el modelo de Izergin-Korepi. Martin y
Ramos llegaron a la estructura oculta de 6 vértices a través del andlisis de
un modelo de vértice racional generado por el enlace de dos representacio-
nes cuadréticas de Y (gl(1|2)) [59]. Este enlace es un matriz de 16 x 16 con
36 cargas de Boltzmann que no se anulan en la misma posiciéon que nuestra
R-matriz (5.219).

En la siguiente seccion se introducird una simetria adicional del modelo de
Hubbard, esta no esta directamente relacionada con la estructura de 6 vérti-
ces del dlgebra de Yang-Baxter pero extiende las simetrias su(2) encontradas
anteriormente.
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5.8. La simetria Yangiana del modelo de Hub-
bard

En esta seccién estudiaremos otra pieza de la estructura algebraica del
modelo de Hubbard. Como observé por primera vez Uglov y Korepin [60],
el hamiltoniano de Hubbard de una linea infinita es invariante bajo la ac-
cién de la suma directa de dos grupos cudnticos llamados Yangianos. En [61]
se muestra el problema en un contexto mas general. Introducimos dos re-
presentaciones de pares de fermiones del grupo cudntico Yangiano Y (su(2))
que conmutan con la versién trigonométrica [4] e hiperbdlica [5, 6] del ha-
miltoniano de Hubbard con salto al vecino més préximo. En ambos casos
las representaciones son mutuamente conmutativas, entonces podemos com-
binarlas en una representacién Y (su(2)) ® Y (su(2)). Los generadores de la
simetria Yangiana del modelo de Hubbard (con salto a los vecinos préxi-
mos) y una serie de otros modelos interesantes como las cadenas de espin de
Haldane-Shastry [71, 72| se obtienen como casos especiales de nuestro resul-
tado general. Los grupos cuanticos son algebras de Hopf, como las estudiadas
en la seccién (3.13) con la caracteristica de que su coproducto A(A) no es
simétrico.

5.8.1. Introduccion

Los grupos cudnticos fueron introducidos por Drinfeld [7, 62]. Su intencién

original era poner lo que llamamos algebra de Yang-Baxter en el contexto
matematicamente mas convencional de las algebras de Hopf. Los Yangianos
son un grupo cuantico especial. Su representacion tedrica [63, 64] esta inti-
mamente relacionado con la clasificacion de sistemas cuanticos integrables
con R-matriz racionales.
Mas tarde [65] se hizo evidente que los Yangianos también juega un papel im-
portante como una simetria oculta adicional del sistema integrable y ademas
[66], los Yangianos son parte del dlgebra de la simetria de sistemas integra-
bles muy estudiados como el modelo de Heisenberg de vecinos préximos. Esta
simetria se ha estudiado por mucho tiempo, para modelos con interacciones
entre vecinos proximos, los cuales son incompatibles con las condiciones de
frontera periddicas y por esa razéon no combina con el ansatz de Bethe.
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5.8.2. Hamiltoniano de salto de rango variable

Consideramos una variante del modelo de Hubbard con amplitud de salto
mas general:

H = tjcl ,crna+ud (1= 2n5)(1 - 2ny), (5.358)
Jk j

J

donde ¢, = t;_; es una funciéon de la diferencia entre los indices de posicién
y

o o1
b { isinh(r)sinh™ (kn) paran # 0 (5.359)

n 0 paran =0

El hamiltoniano (5.358) es hermitiano si y sélo si la matriz de salto es ¢, =
tr;. Haciendo £ = a + ib en la definicién (5.359), vemos que el requisito de
hermiticidad del hamiltoniano es equivalente a a = 0 0 b = mm, m € Z.
Mas atn, para el caso b = mm es facil reconocer la equivalencia de norma
con el caso b = 0. Por lo tanto, nos limitamos a valores puramente reales o
puramente imaginarios de k. De forma maés precisa, nuestras opciones de k
son k = im/N para una red finita con N posiciones (caso trigonométrico)
y £ > 0 para una red infinita (caso hiperbdlico). La escala de energia ha
sido elegida de tal forma que la amplitud de salto entre posiciones vecinas
tiene valor absoluto 1. La suma en los indices va desde 0 a N — 1 en el
caso trigonométrico y sobre todos los enteros en el caso hiperbédlico. El limite
termodinamico del modelo trigonométrico y el limite k — 0 del modelo
hiperbélico coinciden. En ambos casos tj; se convierte en —i/(j — k). El
modelo es llamado modelo de Hubbard 1/r o modelo quiral de Hubbard. En
el limite kK — 00, el modelo hiperbdlico se convierte bajo una transformacion
local de norma en un modelo de Hubbard de vecinos cercanos.

Es interesante notar que las amplitudes de salto trigonométrica e hiperbdlica
pueden ser interpretadas como una g-deformacién de salto 1/r. La nocién de
la g-deformacidn estd definida por r, = (¢"—¢™")/(¢—q'). Haciendo ¢ igual
a e la amplitud de salto se convierte en t;;, = —i/(j — k),. Para entender el
significado de la fisica de las clases de amplitudes de salto anteriores tenemos
que considerar la relacién de dispersién del modelo libre u = 0 [5, 77, 4, 61].
Para el caso trigonométrico tenemos

N-1
™

. N
S e = N (M — ), 5.360
€(p) nz:; e —sin()(m — p) (5.360)
donde p = 2n(m + 1/2)/N, m = 0,...,N — 1. Esto nos da ¢(p) = 7 — p
en el limite termodindmico. La relacion de dispersién (5.360) es lineal en
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la primera zona de Brillouin, el modelo es quiral. Contiene sélo particulas
moviéndose a la izquierda.En el caso hiperbdlico la relacién de dispersion es

oo oo .
B o o sin(pn)

e(p) = nz:l tne?" = 2sinh(k) z:l Sinh(sn)” (5.361)
La ultima expresion se reconoce facilmente como, hasta una redefinicion de
escalas, la derivada logaritmica de la funcién theta de Jacobi 94 [67].
La transformacién local de norma c;, — €*ic;,, @, real, no altera las re-
laciones de anticonmutacion entre los operadores de Fermi. La densidad de
electrones n; = n;4+ + n;; es invariante bajo esta transformacién, de ahi
que la parte de interaccién del hamiltoniano (5.358) también sea invariante.
Esto significa que siempre podemos usar la transformacion local de norma
para modificar el término de salto a nuestra conveniencia. El modelo mo-
dificado serda completamente equivalente al modelo original. Consideremos
el ejemplo p; = jm. Esta transformacién introduce un factor (—1)7=* en la
expresion para las amplitudes de salto y cambia las relaciones de dispersion
por medio periodo. Usando esta transformacién, nuestra convencion cumplen
con la convencién de Gebhard y Ruckenstein [4]. Para recuperar el modelo
de Hubbard de vecinos cercanos en la forma familiar (5.30), no es suficiente
considerar kK — 00. Sino que ademas tenemos que aplicar una transformacién
de norma con ¢; = jm/2. Esta transformacién elimina el factor ¢ de enfrente
de la amplitud de salto, cambia la amplitud de salto a una funcién par y
modifica la relacién de dispersion por un cuarto de periodo. Por lo tanto, la
parte inferior cuadratica de la banda sinusoidal se desplaza a p = 0.
Para nuestro hamiltoniano (5.358) el papel de la transformacién de Shiba
(5.58) es tomado por

¢y =l (5.362)

Esta transformacién deja a todo hamiltoniano de la forma (5.358) con matriz
de salto antisimétrica invariante. Sin embargo, el operador de espin total se
mapea a un nuevo operador independiente. Por lo tanto, la apariciéon de dos
simetrias su(2) es genérica para los modelos de Hubbard con amplitudes de
salto antisimétricas. El modelo de Hubbard de vecinos cercanos ordinario
tiene dos simetrias su(2), ya que es equivalente al modelo con amplitudes de
salto antisimétricas obtenidas con el limite Kk — oo de la version hiperbdlica
de nuestro hamiltoniano (5.358).

5.8.3. Construccion de los generadores Yangianos

Ahora presentaremos una construccion de los generadores de la simetria
de Yangiana del hamiltoniano (5.358). Los generadores se escriben como su-
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mas que involucran los operadores de corriente local S;-)k, ks que introduci-
mos en las primeras secciones del capitulo (ver (5.72)).

El algebra de los operadores de corriente es bastante rica. Primero tenemos
los conmutadores calculados anteriormente

[k Stm) = 0k, — Oy Sis (5.363a)

J

1S9, Spr) = 0SS — 6 Stk (5.363b)

J
1S5, SP ] = 0P (5115, — OmjSii) + 1€ (611, — Gy Sph). (5.363¢)

Sin embargo, hay mas relaciones de anticonmutadores que son faciles de
derivar de forma similar a las relaciones anteriores

St + S5u St 4 280 .S = 46185, 4 201 S)y, (5.364a)
S5, + S S + S5, + SO S = 0k St + OS5 + S, + G Sh,
(5.364b)
oS + oSt + S5 S+ S5 S = 0°%(S%, (260 — Si) + S35k,
(5.364c)

— i85S 4 S0 S + S5, = 20155, + 0uSp, — 0SS (5.364d)

Las ecuaciones (5.363) y (5.364) generan una gran lista de relaciones sucesivas
menos generales si consideramos sistematicamente todas las combinaciones
posibles de indices de posicion. Al generar esta lista, puede resultar conve-
niente introducir S;-) como notacion abreviada para el operador del ntimero
de particulas.

Reescribimos el hamiltoniano (5.358) en términos de los operadores S;’k como

H=> t3Sh +2u) ((S)—1)>—1/2). (5.365)

Como el niimero de particulas N = 3 ;5] se conserva, solo el término (S7)?
es relevante en la parte de la interaccion del hamiltoniano. El otro término
puede ser removido mediante un cambio en el potencial quimico.
Olvidemos temporalmente la definicién (5.359) y consideremos el hamilto-
niano (5.365) con una matriz de salto antisimétrica no especificada t;;, =
—ty;. Para a = z,y, 2 definimos los operadores

1
Jr = > (i + hn(S) + Sp = 2))85, + 4gjne®® 87 S, (5.366)
jk
donde g y hji son funciones impares y f;; = g;; = hj; = 0 por convencién.
Usando las ecuaciones (5.363) y (5.364) se puede comprobar que H conmuta
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con J¢ si y solo si las siguientes ecuaciones funcionales para los coeficientes
se satisfacen

tik = hohj, (5.367a)
(95t — g = §hjlhkl; J#Fk#EL#], (5.367b)
iufir/ho + gjrhje = 1 zz: hjhw, 5 #k, (5.367c)
Z(fjlhkl — fuhiy) = 0. (5.367d)

l

Donde hg es un parametro libre que fija la escala para J.

Las unicas soluciones de la ecuacién (5.367) corresponden a las amplitudes
de salto del caso trigonométrico e hiperbdlico (5.359) consideradas antes. En
el caso trigonométrico encontramos

fr=0, g =geotln(j—K)/N),  hy=isin " (x(j — K)/N), (5.368)

mientras que la solucién en el caso hiperbdlico es

sinh(k)(j — k)

1
fix = Susinh(R)( — )’ 9ik =5 cot(k(j —k)),  hjr =isinh™(k(j — k)).
(5.369)
El parametro hq tiene que ser real para que J¢ sea autoadjunto. Eligien-
do hg = —sin(w/N) en el caso trigonométrico y hy = —sinh(k) en el caso

hiperbdlico regresamos a nuestra definicién (5.359) de amplitudes de salto.
Es un hecho inesperado que J“ no dependa de u en el caso trigonométrico,
donde, por lo tanto, la parte de salto y la parte de interaccion del hamilto-
niano conmuta por separado con J¢. Las cargas J% juegan el papel dentro
del modelo de Hubbard, de las cargas no locales introducidas en el capitulo
4. Sin embargo, ahora al tener varias cargas locales y varias no locales la con-
dicién de curvatura cero va a traducirse en una condicién més complicada,
la llamada relaciéon de Yang-Serre.

Los operadores J* son de un tipo diferente a los operadores conservados gene-
rados por el logaritmo de la matriz de transferencia del modelo de Hubbard.
De hecho, resulta que los operadores J“ combinados con los operadores de
espin S¢ (ver ecuacién (5.65)) generan una representacién de Y (su(2)) Yan-
giana de Drinfeld [7], es decir, los operadores de espin S® y las cantidades
conservadas J¢ satisfacen las relaciones

[S)\7 SM] = f)xuusya (5370&)
[S%, T4 = faw ", (5.370b)
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HJAa JM]? [Spv ‘]U]] + H‘]p7 ‘]0]7 [SA7 ‘]#H = _45(a>\ﬂyaﬂ’¥fﬁmf + apﬂyaﬂ’)’f)\#l’)
{S*,8°, 07}, (5.370c)

donde § = —1 en el caso trigonométrico, & = 1 en el caso hiperbdlico y
usamos las abreviaciones

Pryw = i€ (5.371a)
A pvafy = f)\apfyﬂafl/'nypOTa (5371b>
1
{1, 29,23} = 3 Z 'xixjxk (5.371c¢)
avkalia

La ecuacién (5.370a) no es mas que la relacién de conmutacion de su(2) en-
tre los operadores de espin. La ecuacién (5.370b) significa que J¢ transforma
como la representacién vectorial de su(2) y es facil confirmarlo para nues-
tra J*. (5.370c) es llamada relacién de Yang-Serre. Debido a que (5.370b)
y (5.370c) son homogéneas podemos introducido un parametro de deforma-
cién, digamos h? # 0 en el lado izquierdo de la relacién Yang-Serre (5.370c).
Debido a que este parametro solamente fija la escala de J* y no tiene un
significado fisico mas profundo lo suprimimos aqui. Las ecuaciones (5.370)
fueron comprobadas mediante calculos directos en [61]. La relacién de Yang-
Serre en el contexto de algebras de Hopf puede verse como la condicion que
el coproducto de A(S*) y A(J*) es un homomorfismo. Esto se mostrard en
el apéndice E.

Bajo la transformacién (5.362) los generadores S, J# se transforman en un
conjunto independiente de generadores S, J® de otra representacién del
Yangiano Y (su(2)). Ademas, las dos representaciones conmutan mutuamen-
te, entonces podemos combinarlas en una representacién de suma directa
Y (su(2)) ® Y(su(2)) . Su conmutatividad mutua es no trivial. Depende de
la forma especifica de las amplitudes de salto t;;, y de las ecuaciones fun-
cionales (5.367). Por lo tanto, se puede decir que es de ”origen dindmico”.
Por supuesto, aplicando una transformacion de norma local con pardametros
@; = jm/2 alos operadores S se convierten en n* y S’ se convierte en 7?.
Entonces, una de las representaciones Yangianas se extiende a la representa-
cién de espin de su(2) mientras que la otra se extiende a la representacién
n-espin.

Parece bastante dificil verificar la validez de las relaciones de Yang-Serre para
nuestros operadores J* con la formulacién original (5.370c). Podemos utilizar
la siguiente simplificacién en su lugar: sea

K = —*P[JP J] — 46(8%)2S°. (5.372)
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Luego, con un calculo un poco complicado es posible mostrar que (5.370c)
se reduce a

[J* KP] +[J?, K*] = 0. (5.373)

El lado izquierdo de (5.373) tiene una propiedad que resulta muy ttil en
calculos practicos. Esta no tiene traza. Suponiendo que nos dan un opera-
dor J¢, ya sabemos que transforma como un vector en la representacién de
su(2). Este conocimiento nos asegura la identidad [J*, K| = 0. Por lo tanto,
es suficiente demostrar que el lado izquierdo de la ecuacién (5.373) es pro-
porcional a 6*°. Esta es una simplificacién severa, ya que la simetrizacién del
conmutador produce varios términos proporcionales a 6*?, que pueden ser
despreciados de acuerdo a la definiciéon anterior. En nuestro caso la expresion
explicita de K¢ es

1 . a
K% = 5 Z {8(8gjkgjl — 5)5]555510[ + 2AlelkS‘;'Xk — 82Ajk(gjl — gkl)S?kSl
gkl

+ 4 A0 + gr) e SES] + ihyue™® (A Sh — A SE) (ST — sg.)},
(5.374)
donde Aj = fix + hjr(S) + S{ — 2). Para comprobar (5.373) tenemos que

usar la siguiente relacion entre los coeficientes de fj, g;k, hjr, ademas de las
ecuaciones funcionales definidas anteriormente

fie(git — grt) = é(fjlhkl — fuhy), JFEEKFELF], (5.375a)
o , .

9ikgit + Gagri + Gigue =7, JFRFLF], (5.375b)

Agy, +h5 =0,  j#k (5.375¢)

Donde no hay suma sobre indices repetidos y 6 = 1 en el caso hiperbélico
y 0 = —1 en el caso trigonométrico. La homogeneidad de las redes no se ha
utilizado en la comprobacién de la relaciéon Yangiana de Serre. Sin embargo,
es necesario garantizar la conmutatividad de J* con el hamiltoniano. Esta si-
tuacion es similar al caso de las simétricas yangianas de las cadenas de espin.
Por lo tanto, suponemos (como en [61]) la existencia de un hamiltoniano de
Hubbard de largo alcance con simetria Yangian en una red no homogénea.
En analogia con el caso de la cadena de espin [68], el generador de la simetria
Yangiana se podria construirse agregando ”términos potenciales” al genera-
dor de Yang de segundo orden K¢, ecuacién (5.372).

Hay que enfatizar que la simetria Yangiana no implica integrabilidad. Sin
embargo, parece probable que los modelos considerados aqui sean exacta-
mente solubles, y son casos especiales de un modelo simétrico no-Yangiano
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mas general, mas exacto y soluble, con amplitudes de salto elipticas, que se
sabe tienen operadores conservados adicionales de tipo no Yangiano [69)].

5.8.4. Casos especiales

Nuestra representacién (5.366) de los generadores J del Yangiano Y (su(2))

tiene dos parametros libres k y u en el caso hiperbdlico. Esto ofrece la posibili-
dad de considerar varios casos de limites. Otra posibilidad viene de considerar
la restriccién del espacio de estados de la cadena de espines con cada posicion
de la red ocupado exactamente por un electron. Como veremos a continua-
cién, esta restriccion tiene sentido tanto en el caso trigonométrico como en
el hiperbdlico.
Hemos demostrado anteriormente que el hamiltoniano Hubbard ordinario es
un caso especial del hamiltoniano (5.358) con amplitudes de salto hiperbdli-
co y se recupera en el limite Kk — oo a través de una transformacién de
norma local ¢;, — #/¢;,. Vamos a aplicar el mismo procedimiento al ge-
nerador de primer nivel J* de la representacién Yangiana. Para x — oo
las soluciones (5.369) de las ecuaciones funcionales (5.367) tienen los limites
fik = 0j—k1/2u, gji = signo(j — k)/2, hjr = 0. Asi obtenemos

Jo = i 3OS, - 55— 23 eSSy (5.376)
J i<k

para o = x,¥, z. Estos operadores son generadores de la simetria Yangiana
del modelo de Hubbard en una red infinita. Los generadores Yangianos Fy, F}
y Hy de Uglov y Korepin [60] son combinaciones lineales de estos operadores,
Ey =2u(J® +iJY), Fy =2u(J® —iJY) y H = 4uJ?.
Manteniendo x fijo, pero enviando u al infinito obtenemos otro caso limite
interesante.

Definamos
1
T = 3 S0 — 8- 2)S5 g SIS (537)
.k
(0% u (67
Ji = 9 ijk k- (5.378)
ik

Entonces J{* es independiente de u y
1
JY=J7 4+ =J7. (5.379)
u

Esta férmula también se mantiene para el caso trigonométrico donde fj; = 0.
Es claro, que S% y J(?, a,f = x,y, z generan la representaciéon de Y (su(2)).
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Pero cuél es el hamiltoniano invariante correspondiente a Y (su(2)).
Notemos que

1S5, Pol = [Jg' o] = 0 (5.380)

donde Py = [[;(1 — njn ) es el operador de proyeccién en el espacio con
ocupacién doble invariante en las posiciones de la red. Esto es consecuencia
de las identidades locales

1S5, Po) = [(S] + S) —2)S5., Po] =0 (5.381)

que se siguen de (5.363), (5.364). Consideremos el hamiltoniano H = T'+4uD,
donde

T = thkc;’ack,a, D= Z TN, |- (5382)
3k J

Este hamiltoniano conmuta con J¢, ya que el hamiltoniano (5.358) conmuta
con J*y [J* N] = 0. Por lo tanto,

[H,J7) = [T J5] + 4ulD, J§) + [T, Jf) + 4D, Jf) =0 (5.389)
para toda u € R. Concluimos que [D,J§| = 0, lo que demuestra nuestra
peticién anterior en el caso trigonométrico para la parte del salto y la parte
de la interaccién del hamiltoniano conmuta separadamente con J%. Ademas,
concluimos que [T, J§] = 4[J{, D] y entonces usando (5.380) y PyD = DP, =
0, tenemos

[P()Tpo, Jg[] — Po{T, Jg]PO - 4P0[J{l, D]PO - 0 (5384)
Esto significa que el hamiltoniano ¢t — 0

Hio=F Z tjkC;aCk,aPo, (5.385)
jik

con las amplitudes de salto trigonométricas e hiperbdlicas (5.359) conmutan
con los generadores Yangianos J§. De nuevo por (5.380) también conmuta
con los operadores de espin S®. Por lo tanto, los modelos ¢ — 0 trigonométri-
cos e hiperbdlicos son invariantes Yangianos.

Tenemos otra opcion para especializar més los generadores J§. La ecuacién
(5.380) implica que Sy J§ dejan el espacio con un nimero fijo de posicio-
nes doblemente ocupadas invariante. Mas atn, [J¢, N] = [S*, N] = 0. De
ello se deduce que las restricciones de J§ y S* en el espacio de estados de la
cadena de espines, por ejemplo, Hg, donde cada posiciéon de la red esta ocu-

pado exactamente por un electrén, forma una representacion del Yangiano
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Y (su(2)). Ahora, como [(S) 4 S) —2),S%] =0y S) + S{ — 2 aniquila a Hs,
la restriccién de J§ en Hg es

J§ =2 gue50 5. (5.386)
J.k

La restriccion de H;_o en H,, sin embargo elimina la identidad. Un hamilto-
niano no trivial conmutativo con J¢ tiene que construirse por medios inde-
pendientes. Usando el ansatz simple

Hg =Y sS59SE, (5.387)
7.k

para una funcién par sj; haciendo j = k obtenemos el conmutador

[He, J§) =40 > [sjlgy — gu) + sulgrs — gm)1S5 S0 57
#kAA
+ 40> singriS8(2 — SSE. (5.388)
7k

Para que esta expresién sea cero, ambas sumas tienen que desaparecer de for-
ma independiente. La cancelacién de los términos del corchete en el primera
suma es equivalente a s, = c|t;r|?, donde ¢ es la amplitud de salto (5.359) y
¢ es una constante arbitraria. Al insertar este resultado en la segunda suma
vemos que solo desaparece cuando se restringe el espacio de estados de la
cadena de espines, donde podemos reemplazar S? por 1y S5 por %05“. En
el espacio de estados de la cadena de espines, el hamiltoniano Hg se redu-
ce al bien estudiado ([70]) hamiltoniano de Haldane-Shastry [71, 72] o a su
homdlogo hiperbdlico [73]. La simetria Yangiana de estos modelos fue descu-
bierta y discutida en [74, 75].

Observacién. Finalmente deseamos senalar la siguiente sutileza: en el caso
hiperbdlico, el limite K — oo de los generadores Yangianos J¢ da

J§ =) signo(j — k)e* SSy. (5.389)
ik

Como vimos anteriormente, estos operadores (junto con los operadores de
espin correspondientes) generan la representacién de Y (su(2)) conmutativa
con el hamiltoniano

Hio=—Py Y (cl,civra+ )iy ucia) P, (5.390)
J
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del modelo ¢ — 0 usual. Uno podria ingenuamente pensar que J¢ (5.389)
podria tambien conmutar con ;5757 v por esa razén el hamiltoniano

t—J

He g =R~ (claejina+cliiacia) + T S88%,R,  (5.391)
J

J

seré invariante Yangiano. Este sin embargo, no es el caso. Debido a (5.388)
solo la restriccién de H;_; al espacio de estados de la cadena de espines,
que es equivalente al hamiltoniano de Heisenberg, conmuta con Jag. Esto se
relaciona con el hecho de que, para el modelo general J, el modelo ¢ — J no
es solucionable por el ansatz anidado de Bethe [76].
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Capitulo 6

Conclusiones

En esta tesis se obtuvieron los siguientes resultados.

Utilizando el formalismo hamiltoniano se construyeron las transformaciones
de simetria que generan al vector de Laplace-Runge-Lenz. En la literatura no
es facil encontrar estas transformaciones y ademas nunca se menciona si el
lagrangiano es invariante o no bajo estas transformaciones. En las ecuaciones
(2.99) y (2.100) se encontraron las transformaciones explicitas y en (2.101)
se mostré que el lagrangiano transforma como una derivada total.
Utilizando la teorfa de los pares de Lax (2.148) obtuvimos las ecuaciones de
movimiento para el problema de Kepler, en donde usamos los valores de L y
M dados en (2.147), los cuales dependen de un parametro espectral, con lo
que demostramos que el parametro espectral no modifica las ecuaciones de
movimiento y se mostré que la traza de las potencias de L producen cargas
conservadas.

Posteriormente en ese mismo capitulo se introdujo la idea de complejidad.
Esta idea establece que mediante una transformacién podemos pasar de un
estado cudntico de referencia a un estado cuéntico enredado ¢y = Utpgr. Por
ejemplo, cuando tenemos un par de osciladores armonicos acoplados, si los
reescribimos en términos de los modos normales obtenemos dos osciladores
armonicos desacoplados de donde podemos calcular los eigenestados y eigen-
funciones del hamiltoniano. Entonces podemos escribir la funciéon de onda
del estado acoplado como el producto de dos funciones de onda base de los
osciladores individuales en términos de las variables de modo normal y pasar
posteriormente a las coordenadas originales para ver el enredamiento. .

Para construir la transformacién U podemos usar los operadores de posi-
ciéon y momento de los osciladores para construir un conjunto de entradas del
operador unitario U, cada una de estas entradas actia en la funciéon de onda
g de forma diferente y al combinarlas podemos obtener la funcién de onda
del estado acoplado 1. En esta tesis mostramos que esta idea se puede im-
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plementar de manera clésica mediante las variables de angulo accién, cuando
calculamos las variables de dngulo accién del oscilador arménico desacopla-
do podemos mediante una transformacion candnica infinitesimal llegar a las
variables de angulo accién del oscilador arménico acoplado (al reescribir en
términos de los modos normales), lo que nos da la idea de que ambas ideas
tanto cldsica como cuédntica estan ligadas.

Posteriormente en el capitulo 4 usando los resultados de la seccién (2.3) pa-
ra el teorema de Noether obtenemos la corriente j* la cual se conserva, si
ademas satisface la condicién de curvatura cero (4.19) podemos definir una
corriente bilocal adicional j“ y su correspondiente carga J. Demostramos
explicitamente que la carga J es independiente del tiempo (4.25) y para ello
usamos la conservacién de la corriente j# y la condiciéon de curvatura cero,
asi como los limites adecuados (4.24). Posteriormente en este mismo capitu-
lo consideramos el modelo quiral de Gross-Neveu el cual tiene una simetria
quiral u(N), en esta tesis demostramos a detalle que el Lagrangiano (4.41)
es invariante bajo la simetria quiral u(1) (4.42), ademés encontramos que la
corriente axial de este modelo no se conserva (4.53), pero se puede ver como
el complemento no local de la corriente bilocal j (4.54) la cual si se conserva.
Tomando como base el resultado anterior (i.e. a las corrientes no-locales) que-
remos ver si es posible interpretar una simetria no local como una simetria
de Noether, para ello consideramos el modelo quiral principal 2-dim (4.55),
la corriente j* del modelo se conserva y tiene curvatura cero (4.57), cuando
definimos las variaciones de campo no-locales (4.58) encontramos que el La-
grangiano se transforma como una derivada total (4.60), entonces podemos
ver a la simetria no-local como una simetria de Noether no-local.

Cuando extendemos la idea de los pares de Lax a la teoria de campos gene-
ramos la matriz de monodromia a partir de la cual obtenemos las cantidades
conservadas. En esta tesis calculamos explicitamente los componentes de la
matriz de monodromia para el campo de Schrodinger no-lineal a partir del
par de Lax L (4.81). Debido a que la matriz L debe satisfacer (4.82) y (4.83)
podemos obtener 7' (4.94) la cual iteramos (infinitamente) hasta obtener
(4.102), posteriormente desarrollamos para cada elemento de la matriz T
iterando nuevamente hasta llegar a (4.113).

Para terminar este capitulo estudiamos la ecuacion Korteweg-de Vries
(KdV) que describe el movimiento de una onda solitaria (solitén), la ecua-
cién KdV original es (4.144) y cuando aplicamos la transformacion (4.146)
obtenemos la ecuacién KdV que generalmente se encuentra en la literatura
(4.147). La ecuacién KdV lineal admite como solucién a las ondas arménicas;
la ecuacion KdV completa admite como solucién a las ondas solitarias de la
forma (4.160).

Por tdltimo, se mostré explicitamente como Gardner, Green, Krunkal y
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Miura [20] desarrollaron el método de dispersion inverso cldsico para resolver
la ecuacién de KdV.

En el caso del modelo de Hubbard se estudiaron en detalle sus simetrias
(las permutaciones, las simetria espaciales, la transformaciones discretas y las
simetrias SO(4) de traslaciones). Como tenemos que hacer una aproximacién
algebraica para resolver el modelo de Hubbard introducimos el algebra de
Yang-Baxter y la ecuacién de Yang Baxter (en términos de la matriz R), asi
como la representacién fundamental (matriz L) y la R-matriz de Shastry. De-
mostramos explicitamente que usando (5.194) podemos obtener la matriz de
Shastry (5.204) para el caso d = 2. Cuando hay fermiones en la teorfa es ne-
cesario graduar el espacio i.e. introducir la nocién de paridad, como ejemplos
desarrollamos el modelo su(2)-XX y el modelo su(3)-XX. Como el modelo de
Hubbard se puede interpretar como un modelo fundamental graduado cal-
culamos: la R-matriz, L-matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano de
forma explicita. Por tdltimo notamos que el hamiltoniano de Hubbard es in-
variante bajo la acciéon de la suma directa de dos grupos cuanticos llamados
Yangianos. Los operadores J* (no locales) y los operadores de espin (locales)
generan una representacion de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7] del modelo,
la cual satisface la relacién de Yang-Serre (5.370c). Notemos que la relacién
de Yang-Serre en el contexto de algebras de Hopf puede verse como la con-
dicién que el coproducto de A(S*) y A(J®) es un homomorfismo, con lo que
demostramos que el dlgebra de Hopf tiene una aplicacion en la fisica.
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Apéndice A
r-matriz

Vamos a demostrar el teorema 2 que nos dice:
Los eigenvalores de L estan en involucién si y sélo si existe un elemento
ro1 € g ® g, funcion de las variables del espacio fase, tal que

{Ly, Lo} = [r12, L1] — [ro1, Lo] (A.1)

donde r9; = mris, ™ designa el operador de permutacién actuando en dos
copias de g ® g.

= Suponemos que los eigenvalores de L estan en involucién i.e {\;, A\;} = 0.
Recordamos que L esté diagonalizada por U, L = UAU~!. Como U es una
funcion en el espacio fase y L1 = L ® 1, Ly = 1 ® L tenemos:

{Ly, Ly} = {U:M U, U AU}

= {U, U} MU' AU + Us {Uy, Ao} MU' UG + Ua Ao {ULL U AU
+ U {1, Uo} U AUy + UhUs { Ay, Ao} U U + Uh U Ao {0, U5 UL
+ UM {UT, U} MU+ UM U {UT Y A} Uy + UnA U A {UT, U5

(A.2)

Hay que notar lo siguiente

0={L A} ={U;U; " A} ={U;, Ay U+ U {UH Ay

- a (A.3)
= {UJ,AZ} Uj L= —Uj {U] I;Az‘}

en donde 7,7 = 1,2 y no es suma sobre j.

215



216 APENDICE A. R-MATRIZ

Usando (A.3) podemos reescribir algunos términos de (A.2) como:

Uy {U, Ao} M UTTUSY = Uy {UL, Ay UTTULN UTUS
= U {U, Ao} U LU = U {UL A Y UTTUS Ly
U {A, Uy U AU = —U {Usy, A U U UL AU
= U {Us, N\ YU U Ly = U {Uy, A} Uy U Ly
UrUs Ao { A1, Uy P U = —UhUs AU U {USH A U
= U Ly {Uy, \\} Uy U = LyUy {Us, ALY USTU!
UMUs {UTY A} Uy = UnM ULUT U {UT A} U
= U MULUTH UL MY UTTUS Y = —UA U U {U, ALY UTHUS
= —L Uy {Uy, A} UTTUS Y
(A.4)

Si sumamos los cuatro términos anteriores tenemos

U {Ur, Ao} MU U+ Uy {Ay, Un} UL AU + Un U {UT A} UG

+ UiUsAs {A1, Uy ' UL = Up {UL, A} U U 'Ly — Uy {Us, M} U5 U L
+ LoUy {Uy, Ay U U — LU {Uy, A Y UTHUS?

= (U {Uy, Ay U UL, Ly) — [Up {Us, ALY U U, Ly

= [Q12, Ll] - [Q21, L2]
(A.5)

en donde tomamos q1o = Uy {Uy, A} U Uy y qor = Uy {Us, A} Uy PUT
Notemos ademas que:

0={1,U} ={U;U; "\ U;} ={U;, U} U + U; {U; 1, U;}
={U;, U} U = =U; {U; 1, U; }
0={U,1} ={U,U;U;"} ={U,,U;} U; " + U; {U;, U; '}
= {U,,U;} U = -U; {U;,U; '}

(A.6)
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Usando (A.6) podemos reescribir los siguientes términos:

UsAo {U1, Uy '} MU = Us AUy U { Uy, Uy} U PO A U
= Lo {U, Uy Uy U Ly = — Lo {UL, U} U UL T Ly

UM {UTH U} AU = Uy U O { U, Us S Uy PO AU !
=L {U, U} U Uy Ly

Ui MU Ao {UTH U} = —Ui MU AU U {U; T U} (A7)
= UM Ly {Us, U '} Uy = Uy A LU UL {UT Us P UG
= U MU Ly {Uy, Uy UM U = Ly Ly {Uy, Us} UM UL

(U, U YA U AU = {U, Us Y U UL A U U, U AU

={U, U} U LUy Ly = {U, U} U U Ly Ly

Si ahora sumamos los cuatro términos obtenemos

UpAo {U, Uy '} MUT + U A {UT, Us } AUy + Ui UsA, {UTH, U
+{U, Uy MU AU = — Loy {U, Us Y UM U Ly — Ly {UL Us Y UM US Ly
+ L1 Ly {U, Up Y U U 4+ {UL Uy U U P L Ly

(A.8)

si definimos ko = {U;, Us} U7 'U, ! vamos a tener

UsAo {U1, Uy ' MUT + Ui Ay {UT Y, Us } AoUs ™ + U Us A {UT U
+ {Uy, U2}A1U1_1A2U2_1 = —LokioLy — LikioLo + L1 Lok12 4 k19 L1 Loy
= [k127 L2]Ll - Ll [k127 LQ] = [[k127 L2]7 Ll]
(A.9)

Notemos lo siguiente
1 1
[[k127 L2]7 Ll] = 5[[k127 LQL Ll] - 5[[k217 L1]7 LQ] (A]'O)

en donde es necesario suponer que L1Ly = LoLy ie. (L®1)(1®L) = (1®
L)(L® 1)y que kjg = —ko1. Usando (A.10) en (A.9) obtenemos

UsAo {U, Uy ' MUT + Ui Ay {UT Y, U} AU + Un AU A {UT U}

1 1
+{U, U} MUTIAUS T = 5[[7512, Lo], Ly] — 5[[/@17 Ly, L]
(A.11)
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Ahora sustituimos (A.11) y (A.11) en (A.2).
{Ly, Ly} = UyUy {Ay, A} UTUS T
1 1
+ [q12, L1] — [g21, L] + 5[[74712, L], L] — 5[[14512, L], Lo

1 1
= U Uy {1, A} UTTUS + [qua + 5[’@27 Lo), L1] — [g21 + §[k21,L1]7 Lo]
= U Uy {Ay, Ao} UflUil + [r12, L] — [ro1, L],
(A.12)

en donde usamos 5 = ¢ + %[klg, Ls]. Como los eigenvalores estan en invo-
lucién i.e. {A1, Ay} = 0 tenemos el resultado deseado.

{L1, Lo} = [r12, L1] — [ro1, La). (A.13)
< Ahora suponemos que existe 15 tal que
{L1, Lo} = [r12, L1] — [ra1, Lo (A.14)
entonces en cualquier representacion se satisface
{L1, L3} = a1y, La] + [bY5", Lo] (A.15)

con

n—1 n—1m-—1

n,m_z :2 :z : n—p—1 rm—q—1 Prq

p=0 p=0 ¢=0

(A.16)

n—1 n—1m-—1

== S S L Ly AL

p=0 p=0 ¢=0

considerando la traza de (A.16) y recordando que la traza de un conmu-
tador es cero tenemos

{L1, L5} = 0 = {A7, A"} (A.17)

entonces los eigenvalores de L estan en involucion.

Consideremos un ejemplo. Vamos a construir la matriz r del oscilador
armoénico unidimensional. Sabemos que los pares de Lax del oscilador armoni-
co unidimensional son:

=(6%) e ) e



reescribimos L en términos de 6 y p y diagonalizamos L

det(L — zl) =

pcosf —x
psin 6

psin 6

—pcosf

— X

= (pcosf — x)(—pcosh — x) — p>sin® 6
(p )(=p p

= —p?cos® O+ z* — p®sin 0

Calculamos los vectores propios:

=22 —p*=0, =ux=
pcosf — p psin 6
psinf —pcost —p

(pcos® — p)x + psinfy = 0
= —2sin*(0/2)x + 2sin(0/2) cos(8/2)y = 0
= —sin(6/2)x + cos(0/2)y =0

-

pcost + p
psind

cos(0/2)
sin(6/2) )

psinf
—pcosf +p

psinfx — (pcosf — p)y =0
= 2sin(6/2) cos(/2)x + 2sin*(6/2)y = 0
= cos(0/2)x +sin(0/2)y = 0

o

concluimos que

U

sin(6/2)
—cos(6/2) )

(

cos(0/2)
sin(6/2)

*p,

) (5 )=(

) ()=

0
0

0
0

)
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(A.19)

(A.20)

(A.21)

(A.22)

(A.23)
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Usando los resultados anteriores calculamos ki3
kiz = {Uy, Ua} Uy U5 !
={U1,1U} U 'e)(1eU™")

oUu oUu oUu oU
= I 1 1 — ) =1 - - 1 —1 —1
(8p®><®3q) (®3p><3q®)}w o)
[oU oU 00U 0U
fovon v ovan oven .
1 000p T 90 0q 09 0q ~ 90 dp
00 00 {6U ou oU oU

~apap oo 20 " ® ae]w ®U) =0,

(A.24)
encontramos que para este caso ri5 = 0, ahora calculamos ¢2,
q12 = U {U1, A} U U5
=1){UxL,1A} U 'e)(1eU™!)

en](So) (o8- (o) (e e

[0U OA 0U  OA
—(1®U) _8p®8_q_a_q®ap} (U@U)

- OU00  ONdp U0 ONOp
=0 505, % 5y 9g 898q®8p@p}(U®U)

(A.25)

recordando que p = pcosf y ¢ = Zsinf y p? + w?q® = p?, tanf = & =
wq/p _
oo

(9_U_1 —sing cos§ %_ 1 0
00 2 cosg sing )’ op \0 —1)’

°;)q, calculamos las parciales

0 0. 1 d [wq p? wq wq
op ot YT o\ ) T ) T
o 0. 1 0 (wq p? w wp
og ~ o™ W = T arag B ) T v ae o) T
dp 0 5 12w?q  w?q

-/ +w2 2 - = —,

A Ty P

Op _ 0 /o a5 L2 _p

ap VP T T, Ty

(A.26)
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sustituimos el valor de las parciales
0 0
- _wq [ —sing cosg 1 0
Q12_<1®U)[ 2( cos & smg)® < -1

2 P
_wp —sing cosg 1 0 }
22 cosg sing 0 -1
B _&psin& —smg Cosg w psme 0
_<1®U)[ 202 ( cos— smg O -1

w
w sin? cos? pcos 0
_“ 2
2p2p0080( sm—>® P (O _1)}U®U

2

o

g
)
sm —sin? cos?
:(1®U 02 . 7 | ®wsinbfA
2p cos— sin 5
. 0 0
~ Y cosd Sm92 .083 ®COS€A}U®U
2p cos; sing
in@ / —sin? 0 0 ; Q
_ Sm92 6983 C983 St 2, | ®wsinQUAU
2p cos;  sing sing  —cosg
w —sin? cos? cos? sin?
— —co ( 02 . 3)( .8 2 )®COSHUAU
2p cos; sing sin 5 —cos.2
sinf [ 0 —1 w . weosl [0 —1 1
__%(1 0 >®;sm0L— 2 (1 0 >®;COS(9L

__wsin20 0 —1 ®L_wc0820 0 —1 o1
- 2p? 1 0 2p? 1 0

w 0 -1
—e (10 )er

El cual es el resultado dado en [78].

(A.27)
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Apéndice B
Ejemplo Circuitos

En esta seccién, analizaremos a profundidad algunos circuitos discretos.
En particular, consideremos el ejemplo dado en la ecuacién (2.114)

Ur = Urdr = Q23Qa1 Q11 ¥k, (B.1)

donde la funcién de onda objetivo esta dada en la ecuaciéon (2.108) y la
funcién de onda de referencia en (2.110). La cuestion es determinar los ex-
ponentes «; de la ecuacidn, i.e., el nimero de tiempos de cualquier tipo de
entrada que se aplica al circuito.

Intuitivamente, U; es una condicién de entrada que corre de la derecha a la
izquierda. La primera entrada que se aplica es (011, esta reescala el coeficien-
te 22 de la exponencial en la funcién de onda Gaussiana. Después aplicamos
(-1, haciendo que los dos osciladores se enreden y finalmente la entrada Q9
reescala 7o lo que asegura que 3 aparezca como coeficiente de correccion.
Comencemos con el andlisis cuantitativo:

lw w W
Q1 Yo(r1,2) = eEal/Q@D(ew‘lxh To) = 20 gear/2 exp [—ém% — fﬁ] ,
T

donde

1 w1

wp = XMy, = ap = 2—10g (—) ) (B.2)
€ Wo

Si ahora aplicamos la entrada 2; obtenemos
ngQflllle(l'h I2) = —0€€a1/26“m2p1 exp [—_lx% — _Oxg]
T 2 2
Wo cay/2 [ w1 5 Wo 2]
=4/ —€ exp | ——(x1 + eaox — —2
\/ = P 5 (21 ) 5 T2

wo w1 1
= [ =2 oxp [—7x2 - 5(@00 + €2 0Aw, )T — €W T3 | -
V 7

223
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Por 1ultimo, reescalamos x5 con la entrada (Qas:
55 Q51 Q11 Vo (w1, 22)

Wo w1 1
— (X eay /2 2 2.2 2
= Q%534 / € /% exp {— ] — =(wo + € 5w ) x5 — €QawT1T2

2 2
wWo w1 1
= | 2eclortas)/2 exp {—?xQ - §(w0 + €2a§w1)e2€°‘3x§ — €1 L1 Xy
V 7

[Wo . 2 Wi o9 W2 9
= ?6 (ontes)/ €xp [_7‘7:1 - 7552 - 5%%] )

(B.3)
en donde consideramos:
wy = (wWo + €ajwy)e* ™, B = eapwi e, (B.4)
Del resultado anterior podemos obtener
1 [wp I5; 1 (w1w2 — 52)
g =—|——, az3=—log| —— |, B.5
P e W1 \/wiwy — 32 57 2 Wow1 (B.5)

Haciendo un célculo simple podemos observar que el factor de normalizacién
de la funcién de onda final se convierte en:

\/ M0 pelartas)/2 (w2 — B2>1/4, (B.6)
s NZs

lo es cierto para la funcién de onda que tiene norma uno. Es lo que esperaba-
mos, las entradas de enredamiento y escalamiento, @);; v @i preservan la
norma cuando actian en la funcién de onda.

Ahora presentamos brevemente otros ejemplos de circuitos simples para
familiarizarnos mé&s. Primero, vamos a aplicar las entrada de enredamiento
antes de las entradas de escalamiento:

Yr = Usr = Q3 Q1 Q51 Yr. (B.7)

Para los propésitos de comparacién notemos que, el orden de los exponentes
estan asociados con la misma entrada que aparece en la ecuacién (B.1). Los
calculos son esencialmente como arriba y al final, solo igualamos los coefi-
cientes

Wi = weeX M, wy = (14 2aD)wee® ™, B = edgwe @), (B.8)
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Resolviendo para los exponentes «; tenemos

~ (wl) ~ 1 B ~ 1 (UJ10J2 - )
alz—log g =—-——7———, az3=—log| —— ).
2€ wWo € \/m 2€ WoWw1
(B.9)

Comparando los resultados de las ecuaciones (B.2) y (B.5) con la ecuacién
(B.9), vemos que los exponentes para las entradas de escalamiento son idénti-
cos, i.e. a1 = 1 y a3 = @3, y solo el exponente para la entrada de enreda-
miento es diferente. Como tercer ejemplo, consideremos aplicar la entrada de
enredamiento después de las entradas de escalamiento:

Yr = Usthp = Q5 Q55 Q1 ¥p. (B.10)

De nuevo nos saltamos los detalles de los calculos; encontramos los coeficien-
tes

Wy = wee® ™ wy = (%% 4 242wy, B = edpwpe®™ ™.  (B.11)

Calculando los exponentes «; tenemos
1 1 1 — B2
= mtog (L), A=t ay= g (U2 (mag)
26 wWo € W1 26 Wowq

Comparando nuevamente con los exponentes de la ecuacién (B.2) y (B.5) o la
ecuacién (B.9), vemos que como en la ecuacién (B.9), solo el exponente para
la entrada de enredamiento cambia.Consideremos un par mas de ejemplos.
Otro ejemplo interesante es

Yr = U = Q33053 Qa1 Q11) M g (B.13)

Notemos que

1 _ enf
(Qa'Qu)" Y1, x5) = e"/?y (emxl T T x2> ’ (B14)

el desarrollo es como sigue: primero, consideremos
€/2 € —1 €/2 € €
Quy = e/ (e“wy, 2) = Qu'Quutb = /%P (ewy — ee“wy, 15) . (B.15)
Entonces al actuar la combinacion dos veces tenemos

(Q2_11Q11)2¢ = 626/2@ RE (6 Ty —e€e $27$2)
= /%) (e (21 — exy) — €€, xQ) (B.16)

= /%y (6265171 —ef(e + 1)exs, 932) )
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Y la tercera vez:

(Qn' Q1) = e*/*Qy' (e*z1 — (e + 1)ex, )

B.17
>/ (6361‘1 —ef(e* 4 e + 1)61‘2,x2) ) ( )
Ahora el patron es claro, y deducimos
n—1
(Q31 Q1) = e"/2Q7 <e”5x1 — eef Z eFas, x2> . (B.18)
k=0
Puesto que
n—1 1—en
ke __
= B.1
c 11—’ (B.19)
k=0

se convierte en (B.14), como afirmamos.
Ahora, actuando el circuito Uy e igualando los coeficientes como antes, en-
contramos

_ 1 ,8 1 w1
== 1— /=2
Qg 6\/w0w1 o + ] ( wo) : (B.20)
_ 1 wiwy — B
a3 = 5 log
€ Wow1

Desarrollando @ alrededor de € = 0 , tenemos
_ 1 wo ﬂ <]. 1 ) ( wo)
=y | —————— =+ =+ 0] 1=,/
2 € W1 \/wiwy — 52 € 2 W1
— 1 ﬂ 1 + L —1
€ w1 Vwiws — 2

En general, podemos describir la forma del circuito profundo desde el
principio con un factor general 1/e seguido por un coeficiente determinado
por los parametros fisicos que caracterizan el estado objetivo y el estado
de referencia. Mas general, el circuito profundo puede estar dado por un
desarrollo en €, comenzando con el término 1/e seguido por un término finito
de términos y los términos potenciales involucran potencias positivas de €. Sin
embargo, como € < 1, determinar la complexificacién esencialmente requiere
encontrar el circuito que minimiza el coeficiente del término principal 1/e.
Comparando con el desarrollo de la aproximacién geométrica, expresamos los
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resultados en términos de las frecuencias de modo normal usando la ecuacién
(2.109). Si enfocamos nuestra atencién en el primer circuito U; de la ecuacion
(B.1), los exponentes dados en la ecuacién (B.2) y (B.5) se convierten en

]_ <(:J+‘|‘C:)_—) 1 wWo (I}_ —(;}_+
Q3 — —lOg _— |, Qg = —

€ (IJ_,_—I—(IJ_— \/2(1)4,(1)7 ’
1 200400
g = —log [ — ),
2¢ wo(Wy +@_)

Como vimos arriba, con un procedimiento mas extenso puede obtenerse el
valor de la frecuencia de referencia wqg respecto a la frecuencia de modo nor-

(B.22)

mal.
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Apéndice C

Matriz-R de Shastry

Vamos a demostrar explicitamente que a partir de (5.194) podemos ob-
tener (5.204) para el caso d = 2.
Partimos de

R(A, p) = B(G(1) © G(h))

X [FOA = p) + %m +1)(CTC @ 1p)|(G(=h) @ G(=1)),

vamos a utilizar las siguientes definiciones:

(C.1)

1

R()\) = e% ®e§ —l—eg ®€i + [e} ®€} +e§ ®e§]cos)\—|— [$65®e2 _i_x—le% ®6f]sin)\,
F(A) = (M) (),
(A = Rgi(M(ea @ i@ €3 ® L),
FLA) = RN (Ia ® g R ®el),
cosh(h — 1) | .
b= cos(A\ — pu1) [cos(A — p) cosh(h — 1) & cos(A + p) sinh(h — 1)] 7,

inh(h —1)  sin(A — ) sinh(h 4 1)

a ( )s
B cos(A+ p)cosh(h —1)  sin(A+ p) cosh(h + 1)’
C

d
=ef— Y el ct=Cwl, Ct=1,2C.

Para calcular R(\) consideramos
L (10 , (00 , (01 L (00
61_(00 27\ o1) T oo) 2T (10)

229
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entonces los productos tensoriales van a estar dados por:

0000
1.2 (10 00\ 1 00O0O0]| 3
61®€2_<00 “No1) |loo1o|=%
0000
(C4)
0000
2 @6l — 0 0 2 10y 0100 _ 2
2 1=\ o1 oo/) (o0oo000]
0000
de forma similar tenemos
1 000 0000
0000 0000
a®ea=| 90000 |= G@a=|3000 =%
0000 0001
(C.5)
0000 0000
0010 0000
0000 0000
usando los productos anteriores obtenemos
cos A 0 0 0
= 0 1 xrsin A
R(A) = 0 a2 'sin)\ 1 0 ’ (C.6)
0 0 0 cos A
a partir de lo anterior tenemos:
Rij(A) = R5(\) = cos A, Ri3(\) = B3 (\) = 1, 1)

REZ(\) =xsin), R2(\) =z'sin\

Para este ejemplo vamos a considerar z = 1 = 2~ 1.
Ahora calculamos 7(\) recordando que 7(A) = 7+(A)7 (A) y usando (C.2)

tenemos

()

(N (A) = RE(A\)(eh ® 11 @ €0 @ I) RN Ty @ €] © 1, @ e
= RENRE(N(ea @ ¢) @) @),
(C.8)



en donde «, 5,7,0 = 1,2, tenemos que desarrollar
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F(A) = RV RN (e] ®@ e @ e @ e) + RN R33 (V) (63 @ €5 © € @ €3)
+ RE(A)RB(N)(e] © €5 @ e ® €3) + R (N Rj(V)(65 @ e ®@ €3 ® e7)
+ R%K)‘)Rg(/\)(@i ® 61 ® e1 ® 62) + RHO‘)Rg%(A)(e% ® 62 ® 61 ® "31)
+ RIE(A) RN (e © €] @ e ® €3) + Rij (W) R (V) (e] © ey ® €1 ® €])
+ REBNREN)(e3 @ ef @ € @ €3) + RN R (A\)(e3 @ €5 @ €3 @ ef)
+ RE(ARI(N)(e3 © €] @ €3 ® e3) + Ry (N R (V)65 © ey ® €3 @ €])
+ RGN R (V) (6] @ e @ 3 ® e7) + Riz(VRi3(N)(e] @ e ® €3 @ €3)
+ RN RSN (e] © 63 @ €5 @ ef) + Ri3(NRH (M) (e © €5 @ €3 @ €5)
+ RN RN (e © €] @ €3 ® e3) + Riz(N) R (V) (e] @ ey ® €3 @ €])
+ RENRI A (e3 @ ef @ e @ ep) + R (N R(A) (€3 @ e] @ €1 @ €3)
+ R (A R3(V)(e3 © €5 @ e ® e7) + R (V) R35 (V) (65 © € ® €1 ® €3)
+ RN R (N)(e3 © 6] @ e @ eh) + R (MR (M) (€3 @ e5 @ €7 @ €})
+ RN R (N)(e] @ e] @ ey ® €7) + RyT (VRN (6] @ e ® €3 ® €3)
+ RN R (N)(e] @ €3 @ e @ ef) + RyT (VR (M) (€] ® €5 @ €3 @ €3)
+ Ryf(NR5i (M) (€] © €f @ €5 @ eh) + RyT (N R (M) (e @ e5 @ e3 @ €f)
+ RE (AR (V) (e @ ef @ ef ®@ e7) + R (VRN (63 @ e ® € @ €3)
+ RGN RS (A) (e © 63 @ €] @ ef) + R (N BB (M) (e © €5 @ €] @ €3)
+ R (A RT(N) (e © €] @ € ® e3) + R (VR (N) (63 @ ey ® € @ €])

(C.9)

A continuacién tenemos la matriz 7(A) de forma explicita y donde omiti-

mos los elementos de matriz que son cero.
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X 902
Y s0D \ 0D Y uIs
X 802 Y SO0 Y uIs
T X urs X urs X guis
Y SOD Y urs Y s02
X 800
X urs T X guts X urs
Y S00 Y UIS Y SO0
\ S0D Y uIs Y s0D
X uts X guts T X uts
X 4502
Y s00 Y UIS Y SOD
X guis Y uts Y uts T
Y UIs Y SO0 Y s00
Y UIS Y SO0 Y s02

X 502

()«
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Para  vamos a utilizar el siguiente resultado
cosh(h — 1)

B =——"2[cos(A — p) cosh(h — 1) £ cos(\ + p) sinh(h — 1)] !
cos(A — p)
_cosh(h—1) 1 (C.10)
~cos(A—p) pa

en donde utilizamos
pa(\, 1) = cos A cos pe! ™" + sin A sin pel !
= cos A cos pu(cosh(h — 1) — sinh(h — 1)) + sin Asin p[sinh(h — ) + cosh(h — )]
= (cos A cos p1 + sin Asin p1) cosh(h — 1) — (cos A cos pu — sin Asin ) sinh(h — [)].
Enlistamos algunas de las propiedades que utilizaremos:
cosh(h — 1) cosh(h 4 1) = cosh? h cosh® [ — sinh® hsinh? [,
sinh(h — 1) sinh(h 4 1) = sinh? h cosh® | — cosh® hsinh? [,

cosh(h — [) sinh(h + [) = cosh hsinh h 4 sinh [ cosh [,
sinh(h — 1) cosh(h + [) = cosh hsinh h — sinh [ cosh,
sinh(h — 1) cosh(h — [) = sinh h cosh h(cosh® | 4 sinh*[)

sinh [ cosh [(cosh® h + sinh® h),
cosh(h — 1) sinh(h 4 1) + sinh(h — 1) cosh(h + 1) = 2 cosh hsinh h,
cosh(h — 1) cosh(h + 1) + sinh(h — [) sinh(h + 1) = cosh? h + sinh? h,
cosh(h — 1) cosh(h 4 ) — sinh(h — [) sinh(h + ) = cosh®[ + sinh® [,
sin(A — p) cos(A + p) = sin Acos A\ — cos psin p,
cos(A — p) sin(A + p) = sin A cos A + cos psin p,
= sin(A — p) cos(A + u) + cos(A — p) sin(A + p) = 2sin A cos A,
= cos(\ — ) cos(\ + p) = cos® A — sin? p.
(C.11)
Para calcular R(\, 1) desarrollamos cada uno de los términos,
G(l) ® G(h)
= [cosh(l/2)I2 + C ® C'sinh(l/2)] ® [cosh(h/2)]2 + C ® C'sinh(h/2)]
= cosh(l/2) cosh(h/2)I4 + cosh(l/2)sinh(h/2)1;2 @ C @ C
+ sinh(1/2) cosh(h/2)C ® C ® 1,2 + sinh(l/2)sinh(h/2)C @ C @ C & C
= cosh(l/2) cosh(h/2)14 + sinh(h/2) cosh(l/2)A 4 cosh(h/2) sinh(l/2) B
+ sinh(h/2) sinh(l/2)D

= cosh (%) FE + cosh (?) F + sinh (%) G 4+ sinh <?> H.

(C.12)
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Si ahora hacemos h — —h y | — —I tenemos

G(—h) ® G(—1) = cosh (_ - l) E + cosh <_h_T(_l)) F

h
2
+sinh<_h_l>G+sinh (‘h‘—(‘”) i
2 2
= cosh (?) FE -+ cosh (hT_l) F — sinh (h;_l) GG — sinh (?) H

(C.13)
en donde consideramos
A = diag(1,-1, -1 1|1 —1,—1,1|1,—1,—1,1|1,—1,—1,1),
B:diag(l,l 1,1]—1,-1,—-1,-1| — 1,-1,-1,—1|1,1,1,1),
D = diag(1, -1, —1 1\ 1,1,1,—1| —1,1,1,—1|1, -1, —1,1),
E = diag(1,0, O 1|0,1,1,0|0,1,1,0|1 0,0,1), (C.14)
F = diag(0,1,1,0]1,0,0, 1|1 0,0,1[0,1,1,0),
G = diag(1,0,0, 1|O —1,0/0,-1,-1,0[1,0,0,1),
H = diag(0, — 1,0|1,0,0,1|1,0,0,1|0,—1,—1,0).

A partir de las definiciones anteriores notamos que G(I) ® G(h) y G(—h) ®
G(—I1) solo tienen elementos en la diagonal.
Calculemos CTC¥ ® 1,2, con d = 2

C'C'@Ip=(Co1L)1;0C)01p=00C®Ip =B, (C.15)

en donde C' = e} — e3.
Para obtener la matriz R vamos a multiplicar término a término i.e.

R\, ) = BG() @ G(h)ju X [Fim (X — 1) + %ﬁn(A +u)(CTCY @ L2 )]
(G(=h) @ G(=1))m
(C.16)

Hay que notar que algunos elementos tienen términos idénticos entonces los
calculos son los mismos.
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Para Ry; y Ry 16, entonces

Ry = ]:216,16 = Cozl(lg\h__ﬁf)) . p14 [cosh(h;l) + sinh(h—{_l)} X
[COSQ(/\ — 1) + 2258 ; Z)) (S:;I;};((Z : ll)) cos®(\ + ,u)] . [cosh(h;l) - sinh(w)
_ L [COShQ(H) - SinhQ(h;l)] (cos(A — p) cosh(h — 1) 4 cos(A + p) sinh(h — 1))
P4
1

= P [(cos A cos p + sin Asin p) cosh(h — 1) + (cos A cos p — sin Asin ) sinh(h — 1)]
4

1

= — [cos A cos p(cosh(h — 1) + sinh(h — 1)) 4 sin Asin p(cosh(h — 1) + sinh(h — 1))]
P4

_n

1
= — [cos A cos ueh_l + sin Asin uel_h]
P4

P4
(C.17)

Para R4y y Ri3.13, tenemos

Ry = Rusas = S0 eosn(P00) 4 sinn(
44 13,13 cosO— 1) pa cosh( 5 ) + sinh( 5 )

1+ e o)) o) s )

cosh(h —1) 1 [ h+1 h—i—l}x

1 9, h+1 . 9, h+1 cosh(h — 1)  sinh(h —1)

= o e s (| (R + )

1 cosh(h — 1) cos(A + ) + sinh(h — 1) cos(A — p)

T s cos(A — ) cos(A + p)

1 cosh(h —I)(cos A cos pr — sin Asin u1) + sinh(h — [)(cos A cos p + sin Asin 1)
T, cos? A — sin? ;1

1 cos Acos p(cosh(h — 1) 4 sinh(h — [)) — sin Asin pu(cosh(h — I) — sinh(h — 1))
T ; cos2 \ —sin?

1 cos Acos pe~t —sin Asinue! =" p3

s cos? — sin# P4

(C.18)

Para Rgs y 111,11, tenemos

. cosh(h—1) 1 h+1 h+1
= - L h(——) — ginh(———"
Res = R11,11 SO—1) cosh( 5 ) — sinh( )}
9 cos(A — p)sinh(h —1) h+1 ., h+l
A—p) — A | cosh(22 ptre
cos” (A — p) cos()\—l—,u)cosh(h—l)cos( + )| - | cosh( 5 ) + sinh( 5 )

(C.19)
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Res = R11,11

1 h+1 h+1
{cosh2(;_) - sinh2(i

P4

)] (cos(A — p) cosh(h — 1) — cos(X + p) sinh(h — 1))

1
= — [(cos A cos p + sin Asin p) cosh(h — 1) — (cos A cos p — sin Asin p) sinh(h — [)]
P4
1
= P [cos A cos pu(cosh(h — 1) — sinh(h — 1)) + sin Asin p(cosh(h — 1) + sinh(h — 1))]
4
_

1
= — [cos A cos pe! ™ + sin Asin ueh_l}
P4

P4
(C.20)

Para Rq77 y Rio,10, tenemos

21 = Rioto = 7Y 2 eosh(20) — sinh
R77 = Rio10 cosO— 1) cosh( 5 ) — sinh(

T o =) oo

cosh(h — ) 1{ h+1 h+6]x

_ 1 [coshZ(h—H) 3 sinh2(h + l)} <cosh(h —1) sinh(h - l))
P4 2 2 cos(A\—p)  cos(A+ p)
1 cosh(h — 1) cos(A + p) — sinh(h — 1) cos(X — p)
T s cos(A — ) cos(A + p)
1 cosh(h —I)(cos Acos . — sin Asin p) — sinh(h — 1) (cos A cos p + sin Asin )

o, cosZ A — sin? u
_ 1 cosAcos p(cosh(h — 1) — sinh(h — 1)) — sin Asin p(cosh(h — ) + sinh(h — 1))
s cos? — sin#
_ 1 cosAcos pel=" — sin A sin peh ! P
s cos? — sin# o
(C.21)
Para R7,10 y Rlog, tenemos
- - cosh(h —1) 1 h+1 . h+1
R0 = = ST 2 eosh(“) — sinh(~——
7,10 107 = s = 0 [cos ( 5 ) — sinh( )} X
. 9 cos(A — p)sinh(h —1) . 4 h+1 . h+1
A— ) — A . h(—— h(——
|:Sln (A—p) cos(h 1 1) cosh(h — 1) sin®(A + ) | - |cosh( 5 ) + sinh( )
1 h+1 h+1 h(h —1
=— cosh2(i) — sinh?( + ) cosh( )
P4 2 cos(A — u)

cos(A — p)sinh(h — 1)
cos(A + p) cosh(h — 1)

[1 — cos2(\ — p) — (1 —cos2<A+u>)}

(C.22)



R710 = Rioyz
_ 1 [cosh(h—1) sinh(h—1) 1

" ps L cos(A— ) cos(A+ p) P4
1 1 pr

= a(% - ,04) = —&(04 - P5) = _p4

Para Ry13 y R34, entonces

. . cosh(h—1) 1 h+1

Ruta = Rigs = —2 70 2 | eosh(———
4,13 13,4 cosh— 1) pa [cos ( 5 )

cos(A — p) sinh(h — 1)

cos(A + ) cosh(h — 1)

[sinQ()\ — )+
1

)

h .
= P [cosh2(2) — sinh?( 5
cos(A — p) sinh(h — 1)
[1 —cos (A= p) + cos(A + p) cosh(h — 1) (1
1 [cosh(h —1)  sinh?(h — l)] 1
pa

+1 h+l)] cosh(h —

cos(A — )

o)
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— — [cos(A — p) cosh(h — 1) — cos(A + p) sinh(h —

(C.23)
— Sinh(h;—l)] X
sin?(\ + ,u)} . [COSh(h;_Z) - mh(h i l)

— — [cos(A\ — p) cosh(h — 1) + cos(A + p) sinh(h —

cos(A — p) cos(A + ) P4
1 1 P8
= (p3 —p1) = py (p1—p3) = o
(C.24)
Para R52, R8714, 1:2973 y 1:312,15, entonces
cosh(h—l) 1 h—1 . h—1
= = = itk S A h(— h(Z—"
R52 RS 14 = R93 R12 15 = ()\ [L) o |:COS ( 5 ) + sin ( 5 ):| X
)\ h—1
[sm()\ w) cos(\ — p) — T Z)) (S:Z;h((h — l)) cos(A + p) sin(A + ,u)}

os(
(
: {cosh(h;l — smh ]

P4

1
= — [(sin Acos u — cos Asin p) cosh(h — ) —
P4

1
= — [sin A cos p(cosh(h — 1) — sinh(h — 1)) —
P4

I-h P9

— cos Asin ueh_l] =
P4

1
= — [sin A Cos e
P4

(sin A cos i + cos Asin p) sinh(h —

cos Asin p(cosh(h — 1) + sinh(h —

_ 1 [coshQ(hQZ) sin h2(2)] (sin(A — ) cosh(h — 1) — sin(A + ) sinh(h — 1))

Dl
)]

D]

Dl
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Para R25, R14’87 R379 y R15712, entonces

y _ . - cosh(h —1) 1 h—1 .. h—=1
R25 = R1478 = R379 = R15,12 = C()S(g\—,u,)) . & {Cosh() — Slnh(Q)] X
os(A — p) sinh(h — 1)
[sm()\ ) cos(A — p) —|— ( ) cosh(h — 1) cos(\ + p) sin(A + p)
h

. [cosh(h2 l ) + sinh(

= ,014 {coshQ(h2l) si nh2(2)] (sin(A — p) cosh(h — 1) + sin(A + p) sinh(h — 1))

1
= — [(sin A cos . — cos Asin ) cosh(h — 1) + (sin A cos p + cos Asin p) sinh(h — )]
P4

1

= P [sin A cos p(cosh(h — 1) 4 sinh(h — 1)) — cos Asin p(cosh(h — [) — sinh(h — 1))]
4

P10

P4

h—l

1
= — [sin Acos pe’ " — cos Asin uel_h} =

P4
Para Rao, Raz, Ri414 Y Ri5,15, entonces

. . . . cosh(h —1 1 h—1 . —1
Ros = R33 = Ri414 = Ri515 = COS(E\_M)) i [COSh(Q) - Slnh(Q)} X
cos(A — p) sinh(h — 1)
N\ —
[COS( 2 cos(A + p) cosh(h — 1)

_ 2
_ 1 [cosh(hzl) — sinh(hzl)} (cosh(h — 1) + sinh(h — 1))

cosn )|+ eomn ") —sinn ")

= P [cosh(h — ) — sinh(h — I)] (cosh(h — 1) + sinh(h —[))

1
= — [cosh?(h — 1) — sinh?(h — )] = —
94[ ( ) ( )] P4

Para Rss, Rgs, Rog vy Ri2,12, entonces

s e e _cosh(h—1) 1 h—1 . h—=1
Rs5 = Rgg = Rgg = Ri212 = s — 1) i [cosh( 5 ) + sinh( 5 )} X
cos(A — p) sinh(h — 1)
A— ) —
[COS( 2 cos(A + p) cosh(h — 1)

_ 2
_ 1 [cosh(hzl) + sinh(hzl)} (cosh(h — 1) — sinh(h — 1))

cos(\ + u)} : [Cosh(h;l) + sinh(h;l)]

= P [cosh(h — ) + sinh(h — I)] (cosh(h — 1) — sinh(h —[))
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8 . . . 1 1
R55 = Rgg = Rgg = R12712 = — [COSh2(h — l) — Sinh2(h — Z)} = —
P4 P4
Para R47, R4710, R1377 y R13710, entonces
g . . . cosh(h—1) 1 h+1 .. h+1
R47 = R4710 = R1377 = R13,10 = # - — COSh(i) + s1nh(7) X
cos(A— ) ps 2 2

) cos(A — p)sinh(h —1) . h+1 .
[sm()\ — ) — cosO\ T 1) cosh(h — 1) sin(A + u)] . [cosh(2) + smh()]

1 h+1. . h—=1]1%/sin(A—p) sin(A 4 ) .
= [cosh(z) + sinh( 5 )} (cos()\ " cosh(h —1) — cosO T 1) sinh(h — l))

1 cosh(h +1) +sinh(h +1)
~ ps cos(\— p) cos(A + p)
+ sin(A + p) cos(A — p) sinh(h — )]

1 1 .
— p4COS2>\—Sin2,u{ sin(A — ) cos(A + p)[cosh(h — 1) cosh(h + 1)
+ sinh(h + 1) cosh(h — )] — sin(\ + ) cos(A — p)[cosh(h + ) sinh(h — 1)
+ sinh(h + 1) sinh(h — 1)]}
B
~ 2pgcos? X —sin? p
+ 2(sinh A cosh h + sinh [ cosh )] — sin(A 4 p) cos(A — p)[2(cosh hsinh h

— coshlsinhl) 4+ 2sinh(h + ) sinh(h — l)]}

L st =) ST ) p i — 1) cosh(h + 1) + sinh(h — 1) sinh(h + )
2p4  cos? X\ —sin®p

+ cosh(h — ) cosh(h + [) — sinh(h — [) sinh(h + ) + 2(sinh h cosh h + sinh [ cosh )]
sin(\ + p) cos(A — p)
© cos2A—sin?p
— cosh(h + 1) cosh(h — 1) + cosh(h + 1) cosh(h — ) 4 sinh(h + 1) sinh(h — )]
1 sin(A — u) cos(A + p)

= 5 — [cosh? h + sinh? h + cosh? | + sinh?
2p4  cos? X\ —sin® p

[sin(\ — p) cos(A + ) cosh(h — 1)

{ sin(A — p) cos(A + p)[2 cosh(h — 1) cosh(h + 1)

[2(cosh hsinh h — coshlsinhl) + sinh(h + ) sinh(h — 1)

sin(A + ) cos(A — )
cos2 A — sin? ;1
[2(cosh hsinh i — cosh I sinh ) — cosh? I — sinh? [ 4 cosh? i + sinh? ]
1 sin(X — p) cos(A + p)
T 2p4 cos?A—sin?pu
sin(\ + p) cos(A — p)
© cos2A —sin?p

+ 2(sinh A cosh h + sinh [ cosh )] —

[(cosh h 4 sinh h)? + (cosh [ + sinh 1)?]

[(cosh h 4 sinh h)? — (cosh + sinh1)?]
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1 1

" 2pgcos? A —sin®p

+ (sin(X\ — ) cos(A + p) + sin(X + ) cos(A — p))(cosh 1 4 sinh 1)?]

1 1

" 2pgcos? A —sin®p

1 1

" 2pgcos? A —sin®p

+ 2(sin A cos Asinh [ cosh ! — sin p cos psinh A cosh h)]
1 1 cosh hsinh h

[coshhsinhh

[(sin(\ — ) cos(A + ) — sin(X + ) cos(A — p))(cosh b + sinh h)?

[sin A cos A(cosh h + sinh h)? — sin p cos p(cosh 1 + sinh 1)?]

[sin A cos A(cosh? h + sinh? k) — sin p cos p(cosh? I + sinh? 1)

= sin A cos A(cosh? h + sinh?
2p4 cos? \ — sin? ( )

_ coshlsinhl
coshlsinhl

1 1 1
= 7—_2[— cosh h sinh h(cosh2 h + sinh? h)
2p4 cos? \ —sin® pu

1
— — coshlsinhl(cosh? + sinh? )]
u

sin p1 cos pu(cosh? [ + sinh? 1 )]

_ 2sinh(h — ) cosh(h — 1) 2sinh(25) _p
B " Qupy(cos? N —sin®p)  pa

2upy(cos? A — sin? p)

Obtenemos el resultado deseado.

. 1
R(A, p) o
P1
1 P9
1 P9
3 P6 P6 —pP8
P10 1
P4
P6 P5 —p7 P6
1 P10
P10 1
P6 —pP7 P5 P6
P4
1 P10
—pP38 P6 P6 P3
P9 1
P9 1
P1

(C.25)




Apéndice D
L-matriz

Vamos a calcular la L-matriz a detalle para el caso en que p = 0.
Usando (5.308) calculamos cada uno de los elementos de £;(A,0)

L;1(A,0) = (=1)PWPOIRI(X, 0)e1 + (—=1)PDPRRIZ(A, 0)e 3
+ (=1)POPEIRIZ(N, 0)e 5 + (—=1)PDPORIL(A, 0)e
(A,O)X + RIA(), O)Xﬂ + RI3(\, O)X]3 +R}j(A O)X]jf

1 A
o [COSA " (X)) —sin A e"(X;)5 —sin A e"(X;); + i:l;ls/\ eh(Xj)ﬂ

,0) = (—1)7 <2>P<”R”<A 0)e;1 + (—1)PPPERI(X, 0)e,3

—1)Prp() R%i(A 0)e;5 + (—1)PPPORI(N, 0)e,

X 0) X1 — R%%(A, 0)X,;5 — R33(A\0)X,3 + R3(N,0)X 4
sinZ \ _h

51(
[ sin A\ e "(X;)] —cos\ e~ (Xj)g + prw (X;)3 + sin A eh(Xj)i]

p(3)p(1 R31()\ 0) + (_1)p(3)p(2)R32()\ O)ng
) R§§<)‘ 0) 33 ( )p(3 Rgi()‘ 0) 34
sin? \
COS A
) (— )p("‘)"”(”f’bﬁ(A 0)e;; + (—1)PAPe R“(A 0)e;)
PR Rii(A 0)e;5 + (—1)PWPH RN, 0)e;
= Rji A 0) P+ RN 0)X,3 + RSN, 0)X,3 + RiG(X,0)X

— |: sin\ e~ (XJ)% -+ €_h(Xj)§ — Ccos A\ €_h(Xj)§ + sin A €_h(Xj)i}

e"(X;)1 +sin X e"(X;)3 +sin A "(X;)3 4+ cos A eh(Xj)i}
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L5(X,0) = (=1)PPPIRE(N, 0)e s + (=)D Ry (N, 0)e

11 sin A\ 1
= Ry (X, 0) X,y + Rys(X, 0) X7 = o _(Xj)i - @(Xj)g_
L3(X,0) = (=1)PPPORB(N, 0)e 5 + (—=1)PDPIRE(N, 0)e, 7
17 sin \ 1
= R51 (X, 0)X 5 + Ryp(X, 0)X,7 = o _(Xj)i’ + E(Xj)g_
1 et
1)p(4 4 4 4
L£3,(A,0) = (=1)PMPDRIE(N, 0)e;h = RIT(A,0) X4 = o COS)\(X)
L3(X,0) = (—1)PPPORI(N, 0)e;7 + (—1)PPPE RN, 0)e,
= R2(N\0)X.2 — RE(N0)X 5 = 1 (X)) — ﬂ(X»)S
12\ j1 14\ 73 4 772 cos \ J/4
1 e
L3(A,0) = (=1)PPPOIRI(N, 0)e,3 = —R3 (N, 0)X ;5 = _ECOSA(X]'B
LA(A,0) = (=1)PPPE RN, 0)e5 + (—=1)PPPORI(N, 0)e 5
1 sin A
— “REOOX + REO0XE = =SRR8 + ()

LA, 0) = (=1)PEPORI(N, 0)e, + (=1)PFPEIRE(X, 0)e,5

— ROLOX, - RE X = |6+ R 0]
LAN0) = (CUPPOREQ 0} = ~RE0XE =~ E ()
£H0,0) = ((DPRIRE 0)e,} + (~LPOORE( 0)c]

— - REOOXE + REO0XE = - [ ER 008+ ()]
£H0,0) = (DRI 0t = REO0XE = LS00,

L5(A,0) = (=1)PEPORE(N, 0)e,7 + (—1)P PP RE(N, 0)e;s
1 [ sin\
— REOLOX + REO0X = |- 000+ ()

L;5(X,0) = (=1)PPPOREG (A, 0)e;f + (~1)PPO RGN, 0)ejs

1 [sin A
= Ry (N, 0) X7 + Rai(X, 0)X 5 = o _E(Xj)é + (Xj)i}




Ahora sustituimos el valor de X; (5.281)

243

h
Li1(X,0) = = [cos)\ e"(1—mnj) (1 —ngp) —sin X e (1 —ny))njp
, h sin? \
—sin A e"nj (1 —njp) + s njmﬁ]
o2h
= F(nﬁ sin A — (1 — nj;) cos A)(njssin A — (1 — njqp) cos A)
h
L35(X,0) = ccfs)\ [ —sin A e (1 —ny)) (1 —njp) —cos A e (1 — ny)njy
sin? A\ _ . _
p— "ni (1 —ng) +sin ) e hnjmﬁ]
cheh
= m(nﬁ sin A — (1 — njy) cos ) (njscos A + (1 — njp)sin \)
h _ _ sin? A _
L3\ 0) = — [ —sind e”"(1=ny) (1= nyp) + e (1 —nj)njs

—cos A e "y (1 —njp) +sin A e’hnﬂnﬁ]

ehe_h

cos?

‘ijll()‘a O) =

CcoS A

—/\(nﬂ cos A+ (1 —n; ) sin A)(njrsin A — (1 — njqp) cos A)

el rsin® A .
22 (1 = ngp)(1 = ngp) +sin A (1= nyp)ngy

Ccos A

+sin A e"nj (1 —nj) + cos A ehnﬂnﬁ]

2h
= —ccfsQ 5 (njpcos A+ (1 —njp)sin A)(n;r cos A + (1 — njp)sin A)
" sin A
00 = o [0 md ~ 2]
eh _ _ ,
- cos2 \ [njpsin A — (1 —njy) cos A Cis
e [ sin A
Ejé(/\’ 0= coS CL(l — i)+ @(_C;inﬁ)]
el _ _ T
= _COS2 [an sin A\ — (1 — an) Ccos /\] Cji

2h

1 _ Tor
LA, 0) = ——5~¢jicip

el sin A
L73(A0) = o (1 —nj)er — Enﬂcﬂ}
el .
=y [njysin A — (1 —njy) cos A] ¢t
h,—h
) ICAC
£j3(>‘7 0) = —mcﬂcﬁ
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el sin A
L3(X,0) = p—Y [— COS)\CLU —njp) — CLW}
eh . T
= T [njrcos A+ (1 — nyp) sin A ¢
el sin A
L7(X,0) = " {%(1 —nj) + E(_Cﬂnﬂ)]
el .
= [njysin A — (1 —njqp) cos A] ¢y
h,—h h,—h
5 _cle iy e
Li(A,0) = =~ (=cucy) = — 55
e’ [sin\
LA, 0) = — [COS)\(l —ny)el + ”NC;‘T]
€h . i
= X [njycos A+ (1 —nyy) sin A] ¢j,
, 2h o2h
L;1(A,0) = con? N CHEIt = T it
el sin A
L;5(X,0) = p—) {—@%(1 —njp) — Cji”j?}
el )
= "o [njtcos A+ (1 —njp)sin A] ¢y
el [sin\
L5(X,0) = p—Y LOS)\(l —nj)ci + mcﬂ]
oh
== [njycos A+ (1 —ny ) sin A] ¢t

si definimos

fia =1njasin X\ — (1 —n;,)cos A, (D.1a)
Gja = Mja COSA+ (1 —nj,)sin A, (D.1b)

para a =71, ], vamos a obtener

eh
Li(A0)=
i(A,0) cos? A
h + T h.to T
s —hac —hiagw —€Gu ) (py

—h —h
—fiicir € fj,*)ng —e~hel e —gj,fj,¢
—h —h
—{mcm —eTteiac) e g S 95451
—€'CirCiy  —GitCi giicit  €'951951



Apéndice E
Yang-Serre

La representacién de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7], del algebra de Lie
su(2) generada por los operadores de espin S® y las cantidades conservadas
J® satisfacen las relaciones (por conveniencia utilizaremos indices latinos)

(59,8 = funeS©, (E.1a)
(5%, T*) = fae ", (E.1b)

donde f. es la constante de estructura del algebra de Lie su(2).
La estructura de biadlgebra esta dada por una counidad trivial

€S =0=¢€(J"), €)=1, (E.2)
y el coproducto
A(SY =T®S+8°®I, AJ)=I0J'+J°I+ %fabcsb@aSC. (E.3)
Ademas necesitamos definir la antipoda para que sea un algebra de Hopf

S5 = =5 S = a4 'S (B.4)

Veamos que el coproducto preserva las relaciones (E.1a) y (E.1b)

[A(S?), A(S")] = fabeA(S), (E.5a)
[A(S), A(J")] = CaneA(J), (E.5b)
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para (E.ba) tenemos

[A(5Y),A(S")] = (I®S*+ 5@ NI RS+ 5w I)
—(IS8"+S*@)(I®S*+5°®1)
=I®5S"+5° 28" +5°®5"+5S"® 1
—I®8%S* -5 @80 - S'® 85— S§P5 @I (E.6)
=I®[S% S +[5 S @1
=1 ® fareS+ fapeS @1
= fabeA(S°)

por otro lado para (E.5b) tenemos

AS), AN =TS +S"@)I®J' +J° a1+ %fbcdSC ® S%)
—(I®J”+Jb®l+%fbcdSc®Sd)(]®S“+S“®I)
=IRSJ+S" S+ PS4+ 5T I
— IS -5 @) - RS- IS ®I
+ % FrealS° ® 5287 + 595° ® ST — ¢ @ S — 595 ® S
= I1®[9° ]+ (5", /') ® I+ 5 frea(5° ® 5%, 5] + [5°, 5 © ")
=1® fape + fareJ @I+ %fbcd[sc ® fadeS® + faceS¢ ® S
= fabel @ I+ fapeJ @1 + %[_fbcefacdse ® S = fodefaceS® ® 5]
= fac(IR I+ J°®I)— %[fbcefacd + fodeface)S¢ ® S
= fac(I @ J+J°®I)+ %fabcfcedse ® S

= fabcA(‘]c)7
(E.7)

en donde utilizamos una propiedad de las constantes de estructura

fbcefacd + fbdcface + fabcfdce - O,

= foceSacd + fodeSace = — favefeed- (ES)
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Al pedir que (E.3) sea un homomorfismo nos da la relacién de Yang-Serre

1 2
_fd[ab[‘]c}’ ‘]d] = 1O[_aabcdeg S(dsesg)’ (ElO)
2 24
en donde usamos
fabc = iﬁabca (E.lla)
Qabedef = Jadifoej fefrfijks (E.11b)

La relacién (E.9) implica la siguiente relacién

2

o
Fear[[T% %), T 4 fakl[T€, Ja), Ji] = ﬂ(aabklmnfcdk + Qedrimn fapi) SUS™I™,
(E.12)

o de forma maés conocida

2

o
(7, J°, [S<, JU) + [[J¢, 9, [J°, J*)] = ﬂ(aabklmnfcdk + earimn fapr) SUS™T™.
(E.13)

Vamos a demostrar solamente como obtener (E.9) usando el coproducto.
La demostracién sigue las ideas sugeridas en [84]. Usemos la definicién del
coproducto para A(S?) y A(J*) dadas en (E.3) y definamos la cantidad

7%= A([J% ) = [J e I —Te[J, T, (E.14)

en la que A actiia como un homomorfismo. Ahora introducimos

Ugh = fcdavcdb - fcdbvcda = —Upq, fabcuab = 07 (E15)

donde vy es totalmente antisimétrico. Ahora vamos a contraer (E.14) con
Uqp, pero primero hay que notar lo siguiente

ldonde

1
fajap ) = 30 (Faab T + faved* facad® — faacd® + favad fachT)
! (E.10)

1
,Wyyuﬁﬂ9$m+$mW+$W$+Mmy+$WW+W§W)
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A([J%, %) = [A(J), A(JY)]
- [I®JG+J“®I+%facdSC®Sd,l®Jb+J”®I+%fbef56®5f]
:1®waJﬂ+uaJﬂ®I+%ﬁwwW®wﬂJﬂ+wﬁJﬂ®Sﬁ

£ gl 8 (%, 57) 4 17,57 )
2
a_facdfbef(scse ® 8185 — 5°5¢® S/59)

3

(E.16)
Consideremos ahora los términos que solo tienen una «
faca(S @[S, T + (S, ') @ SY) + frep(S€ @ [J%, ST] + [J%, 5] ® S7)
= faca(S° @[S, I+ [S¢, J°] @ §%) + foea(S° @ [J%, 89 + [J%, 5] ® §7)
= faca(S® faeJ® + fare* @ 5 + fuea(S @ faae + face* @ S7)
= (facafave + focafade) S @ I+ (facafeve + foeaface) IS @ 5%
= fradfeaeS ® J¢ = fracface ® 57
= fapefeae(SC® J+ T ® S7).
(E.17)
Para el término con o? tenemos
facafrer(S°S° @ S4ST — 5°5¢ @ ST
= facdfrer(S°S¢ ® 598 — §¢5¢ @ S5 4+ 5¢5¢ @ S4ST — §¢8° ® S5
= facdfrer([S¢, 54 ® S487 + 5¢5° ® [S7, STT)
= facd oot (feegS® ® SST + 5S¢ ® fu459)
= facdfoes feeg(S9 ® S8 + 8787 @ S9)
(E.18)
Usando los resultados anteriores podemos reescribir (E.16) como:
A([J?, 7)) = (A7), A()]
=10 [ I+ [ )@+ 3 farcferc S ® T + T @) g 1)

2
+ %facdfbeffceg(sg X Sde + Sde ® Sg)
Usando (E.19) en (E.14) tenemos

2
zw:gmmﬂy®ﬂ+f®mw%mmmmam®ﬁﬁ+WW®WL
(E.20)
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al contraer con u,, tenemos

uabZab - %uabfabefcde(sc ® Jd + J¢ & Sd)

2

+ %uabfacdfbeffceg(sg X Sdsf + Sde ® Sg)

2

(6]
- Z(uabfacdfbeffcegsg & Sde + uabfacffbedfcegsdsf & Sg)

CY2

= Z(uabfacdfbeffcegsg & Sde + ubafbeffacdfecgsd‘sf ® Sg) (E21)

CY2

= zuabfacdfbeffceg(sg ® Sde + Sde ® Sg>

2

(6
= Z(Uijbfija - Uijafijb)facdfbeffceg(sg & Sde + Sde X Sg)

012

= —(A-B)($Y @55 + 557 @ 57
4

en donde se anula el primer término al usar (E.15) y donde A y B estan
dados por

A= Uijbfijafacdfbeffceg
B = Uijafijbfacdfbeffceg

Notemos que podemos reescribir A y B si usamos la identidad de Jacobi.
Para A tenemos:

A= Uijbfijafacdfbeffceg
= Vijp(ficafiad + feiafjad) foes feeq
= (Vjibficafjad + Vijo feiafiad) foef feeq
= _2Uijbfajdfcz’afcegfbef
= =20 faja(— feeifeag — feaefeig) foef
= 203 fajaSeei feag fref + fajaSeaefeigfoer)-

Por otro lado para B tenemos

B = Uijafijbfacdfbeffceg
= Uijbfijafbcdfaeffceg
= Vijio(fieafiaf + feiafjar) focafeeg
= (Vjivfieafjaf + Vijp feiafjaf) focaSeeq (E.24)
= — 2 fiae fajf focd feeq
= =204 fajf foca(— feie facg — face fieg)
= 2030 (fajr focdSfeie faeg + fajrfociface fieq)-

(E.22)

(E.23)



250 APENDICE E. YANG-SERRE

Por conveniencia vamos a reescribir A — B = C + D donde C'y D estan
dados por:

C = QUijb(fajdfceifcagfbef - fajffbcdfciefaeg)
D = 2”ijb<fajdfcaefcigfbef - fajffbcdfacefieg)-

Hay que notar que si renombramos los indices en C' y después aplicamos la
identidad de Jacobi obtenemos:

C = 2vip(fajafeeifeagfoer — fajf focdfeie faeg)
= 2(Vijb fajaSeeifeag frer — Vivj fevs fiad faicfecq)
= 20ijp fajaSvef(feeifeag + faicfecq) (E.26)
= 20ijp fajafvef faceficg
= —2Vijp fajdfvef feae feig,

(E.25)

si ahora renombramos los indices en el segundo término de D obtenemos

D = 2Uijb(fajdfcaefcigfbef - fajffbcdfacefieg)
- 2(Uijbfajdfcaefcigfbef - Uibjfebffjadfceaficg) (E27>
= 4Uijbfajdfcaefcigfbef = —2C.

Usando los resultados anteriores tenemos

Uab Jacd foef feeg = 2Vijo fajafeae feig foef
= 2050 feig fajafes feac
= =2V fige fida fote feae (E.28)
= —2jja figefidb fafe feve

= —20;jaQijagdf
Usando (E.28) reescribimos u,,Z%° como

U 2™ = (Vijp fija — Vijafijn) 2™
= Vijafin 2" — Vijafijp 2%
= —2Uijafz‘ijab

202

= —Tvijaaijagdf(sg X Sde -+ Sde (%9 Sg)

2

= 2050 fi WAL &—Ui iianar (S @ S4ST + 5485 @ §9). E.29
jaJij o it gdf
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Debido a que contraemos con un tensor totalmente antisimétrico, podemos
reescribir (E.29) como

2
2Uijafb[ijZa]b = %Uijaa[ija]gdf(sg ® 5757 + 5757 © §9). (E.30)

Ademas, notemos que

Alijalgdf = Qija(gdf)>
Uija(ga) (¢ @ S1ST + 5957 © §9) = aijagar (S © 5497 + 51957 @ 59)).
(E.31)

Entonces al usar (E.31) en (E.30) obtenemos
2
QUijafb[ijZa}b = %Uijaaijagdf(s(g (%9 Sde) + S(de & Sg)) (E32)

Ademas, si usamos (E.3) de forma recursiva podemos demostrar que

1
SU®8isN 488l 89 = 3 (A(SY5989) — 8Ugish g I — T ® S¥s'sT)).
(E.33)
Entonces usando (E.33) en (E.32) encontramos
2
Vija folij 2P = ‘f—zuijaaijagdf (A(SW8i8H)) — Sugish @ 1 — & S¥sish) .
(E.34)
Ahora definimos
Wi = A(898987) — 895457 @ I — I ® §95457 (E.35)
y usamos nuevamente las propiedades (E.31) en (E.34) tenemos:
ap _ & (o) _ O gf
Uijafb[ijZ = _Uijaaijagdfw = _Uijaaija(gdf)w
12 12
= =5 VijaQlijalgay W’ (E.36)
12
alb o? gdf
= Uija(fb[ijZ - ﬁa[ija}gdfw )

Como esta ultimo expresiéon es valida para cada tensor antisimétrico v;jq,

concluimos que

&2

fb[ij zb = Ea[ija]gdfwgdf7 (E-37)
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si desarrollamos Z% y W tenemos

Foiig (AT T = [T, T @ T — T [J9, J7)

2

- i‘—?awa]gdfm(sgsdsf) — 898987 @ T — I 895°87),
A for: [ g4 Jb _0‘2 o .§9GaG Sy (o [Jd b _a2 .q96dgf
(Solig [T, T 19 Ysalgdf ) = (forig[J*, J7] 12 Yidalgdf )@ 1
2
a
— 1@ (foii[JY, ") — Ea[ija]gdfsgsdsf) =0,
(E.38)
lo que se reduce a
2
a
fb[ij[Ja]v Jb] = Ea[ija]gdengSf7 (E.39)
si usamos las propiedades (E.31) obtenemos
2
fb[ij[‘]a}a Jb] = %aijagdfs(gsdsf), (E40>

que es la propiedad que deseabamos demostrar y a partir de la cual podemos
obtener la relacién de Yang-Serre mas conocida.
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