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VI ÍNDICE GENERAL



Caṕıtulo 1

Introducción

La idea general de la tesis es el estudio de simetŕıas en sistemas f́ısicos y
sus cargas conservadas asociadas y como estas simetŕıas nos permiten resolver
la dinámica de un problema. En particular se intentará describir lo que son
las simetŕıas Yangianas. Estas simetŕıas han aparecido en diversos sistemas
f́ısicos y recientemente ha adquirido un gran interés ya que están relacionadas
a la integrabilidad de teoŕıa de campos no triviales, como el ĺımite planar (i.e.
el ĺımite de N grande) de la teoŕıa de super Yang-Mills N = 4 [1, 2].

Cuando consideramos un sistema hamiltoniano n-dimensional en mecáni-
ca clásica y queremos resolverlo, una forma de hacer esto es encontrar n
cantidades conservadas Fi que sean independientes del tiempo y que están
en involución i.e. {Fj, Fi} = 0. Una forma para encontrar las cantidades Fi
es utilizar el método de variables de ángulo-acción entonces se dice que el
sistema es integrable si podemos encontrar n-variables de acción. Las varia-
bles de acción son cantidades constantes que contienen información sobre las
órbitas del sistema y son función sólo de las constantes de integración.

Por otro lado, existen teoŕıas más generales para obtener cantidades con-
servadas como el teorema de Noether el cual dice que cuando tenemos un
sistema dinámico descrito por una acción S e invariante bajo un grupo de
simetŕıa con un número finito de generadores, entonces, asociado a cada
generador tenemos una corriente y una carga conservada. En esta tesis con-
sideramos el teorema de Noether desde dos puntos de vista. Por una parte
en forma Lagrangiana donde a partir de la simetŕıa del sistema podemos
encontrar cantidades conservadas. Por otro lado, consideraremos el teorema
de Noether hamiltoniano en donde conociendo las cantidades conservadas
podemos obtener sus simetŕıas. Aśı, por ejemplo calculamos las cantidades
conservadas de un campo central y tomando como base el vector de Laplace-
Runge-Lenz se calculan las transformaciones de simetŕıa que genera este vec-
tor. Por último encontramos una derivada total δΩ al calcular la variación de

1



2 CAPÍTULO 1. INTRODUCCIÓN

L con respecto a estas transformaciones y usando la formulación completa
obtener el vector de Laplace-Runge-Lenz.

Otra forma de generar cantidades conservadas es mediante los pares de
Lax, este método consiste en encontrar dos matrices L y M (que no son
únicas) con las cuales podemos escribir las ecuaciones de movimiento a par-
tir de la ecuación de Lax L̇ = [M,L], y cuando consideramos la traza de
las potencias de L podemos obtener cargas conservadas (que no son todas
independientes); el ejemplo más simple es el oscilador armónico de 1-dim.
Los pares de Lax nos proveen cantidades conservadas sin ayuda de la es-
tructura de Poisson, pero debido a la noción de integrabilidad de Liouville
es necesario introducir la estructura de Poisson para asegurarnos de que las
cantidades conservadas se encuentran en involución. Para un sistema integra-
ble, los paréntesis de Poisson entre los elementos de L tienen una estructura
especial en la cual los eigenvalores de L están en involución si y sólo si existe
un elemento r12 (que pertenece a la matriz r). Hay que hacer notar que r es
una matriz clásica constante que es necesario introducir para que los eigen-
valores de L se encuentren en involución, si además r12 elemento de r cumple
r12 = −r21 entonces r satisface la ecuación clásica de Yang-Baxter la cual
se relaciona con las ecuaciones de trenza, y de aqúı con muchas estructuras
matemáticas, como los grupos de trenza [3]. En algunos casos los pares de
Lax dependen de un parámetro al que llamamos parámetro espectral que se
introduce para generar las cantidades conservadas como es el caso del pro-
blema de Kepler.

Cuando una matriz Lax se encuentra en un sistema con un número infini-
to de grados de libertad, está puede interpretarse como una órbita coadjunta
y podemos extender la idea de los pares de Lax a la teoŕıa de campos eli-
giendo un álgebra de Lie adecuada. En nuestro caso vamos a considerar el
grupo de Lie de lazos G y el álgebra de Lie g asociada a G. El grupo G
actúa en g mediante la acción adjunta que denotamos como Ad, tenemos
también la acción coadjunta (Ad∗) de G en el dual g∗ del álgebra g, nosotros
consideramos la versión infinitesimal de las acciones del álgebra de Lie g en
g y g∗ a las que denotamos como ad y ad∗ respectivamente; además tenemos
un álgebra de lazos superior g̃ compuesta por g y g∗, decimos que g̃ es un
álgebra de lazos doble. Consideraremos una teoŕıa de campo bidimensional
en un cilindro y el álgebra de lazos g̃ que mapea del ćırculo S1 al álgebra
de Lie g. Para introducir algo de estructura en la dirección x, considera-
mos la extensión central del álgebra de lazos x al que denotamos como ĝ y
calculamos el conmutador de dos de sus elementos. Notamos que al aplicar
la acción coadjunta ad∗ a los elementos del espacio dual ĝ∗ de ĝ y eligien-
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do la órbita igual a uno obtenemos una expresión que podemos igualar con
L̇ = ad∗M ·L (esto debido a que las ecuaciones de movimiento se pueden ver
como un flujo en la órbita coadjunta) y obtenemos la condición de curvatura
cero ∂tU − ∂xV + [U, V ] = 0 (i.e. la nueva ecuación de Lax), la cual expresa
la condición de compatibilidad del sistema lineal asociado. Al extender esta
teoŕıa hay que notar que la construcción de las cantidades conservadas va a
ser más complicada, por lo cual introducimos una nueva función llamada la
matriz de transferencia Ψ generada a partir de los pares de Lax, esta función
transporta a la conección (U, V ) (donde L = U y M = V ) a lo largo de una
curva γ, en particular si γ es la trayectoria de x ∈ [0, 2π] con el tiempo fijo,
llamamos a la función Ψ(λ; 2π, t) = T (λ, t) la matriz de monodromı́a, que
además genera cantidades conservadas si consideramos la traza de sus poten-
cias. Para tener una idea más clara calculamos las cantidades conservadas
del modelo de Schrödinger no-lineal de forma detallada.
Hay que tener en cuenta que cuando consideramos los paréntesis de Poisson
de los eigenvalores de L podemos tener diferentes casos: cuando la estructura
es ultra local i.e, solamente tenemos δ(x − y) en la ecuación de involución
para L, entonces la matriz de transporte satisface las relaciones fundamen-
tales de Sklyanin y como consecuencia la traza de las potencias de la matriz
de monodromı́a genera cantidades de Poisson conmutativas. En cambio si
tenemos una estructura no-ultra local i.e. tenemos derivadas de δ(x− y) en
la ecuación de involución para L, hay que escoger un par de matrices (r, s)
que satisfagan la ecuación mixta de Yang-Baxter y a partir de ellas obtener
los paréntesis de Poisson para la matriz de monodromı́a (al que llamamos
paréntesis de Maillet), como ejemplo consideramos el modelo quiral.

Otro ejemplo que podemos considerar es la ecuación de Korteweg de Vries
(KdV) que describe el movimiento de una onda solitaria a la que llamamos
solitón; cuando consideramos sólo la parte lineal de la ecuación esta admite
como solución a las ondas armónicas y si además la velocidad de fase es cons-
tante obtenemos una onda dispersiva. Por otro lado cuando considerando la
ecuación KdV completa y suponemos u(x, t) = U(x− ct) = U(z) obtenemos
como solución a las funciones eĺıpticas de Jacobi cn a las que llamamos ondas
senoidales, si consideramos z → ±∞ obtenemos ondas de tipo permanente
(u ondas solitarias) cuya forma no cambia con el tiempo. Las ecuaciones de
KdV pueden escribirse en términos de los pares de Lax. Existe un método
más general para resolver este problema al que llamamos método de disper-
sión inverso clásico, en donde partimos del problema auxiliar de Schrödinger
y resolvemos para u con ψ 6= 0 integrando una vez con respecto a x, entonces
tenemos nodos normalizables de ψ cuya solución son los estados ligados y
podemos extender el problema a nodos no normalizables (con un comporta-
miento ondulante en el infinito espacial) si consideramos u constante.
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Veamos ahora qué ocurre cuando consideramos una simetŕıa interna es-
pacio temporal infinitesimal en teoŕıa de campos, sabemos que debido al
teorema de Noether la simetŕıa induce una corriente conservada que cumple
la ley de conservación. En algunos casos dependiendo de la simetŕıa pode-
mos desarrollar la corriente en términos de los generadores de la simetŕıa ta
que consideramos antihermitianos y satisfacen cierta álgebra. A partir de la
corriente conservada jµ podemos obtener las cargas conservadas Jµ. Como
ejemplo calculamos la carga conservada de un boost de Lorentz que como
veremos se puede reescribir como una integral bilocal. Cuando consideramos
corrientes y cargas conservadas de 1 + 1-dim en donde la corriente local jµ

no solo se conserva sino que también satisface la condición de curvatura ce-
ro podemos definir una corriente conservada bilocal adicional ĵµ que tiene
asociada a su vez una carga conservada bilocal adicional Ĵµ. A partir de la
conservación de la carga y la condición de curvatura cero podemos definir
una derivada covariante Dµ = ∂µ + jµ con la cual podemos construir un

número infinito de corrientes conservadas no-locales j
(n)
µ y como consecuen-

cia un número infinito de cargas conservas no-locales J (n). Como tenemos
un conjunto de cargas conservadas y sabemos que una combinación de estas
cargas nos da también una carga conservada, podemos pensar en construir
una función generadora T (u) cuya expansión en u nos de las cargas conserva-
das, hay que notar que esta función generadora es la matriz de monodromı́a
y u es el parámetro espectral. Como ejemplo tenemos al modelo quiral de
Gross-Neveu de dimensión 1 + 1 que es una teoŕıa integrable asintóticamente
libre y puede resolverse en el ĺımite N grande, con N el parámetro de la
simetŕıa global u(N). Primero reescribimos el lagrangiano en términos de los
generadores de la simetŕıa u(n) y obtenemos la corriente conservada, tam-
bién podemos obtener la corriente axial (sin embargo en este modelo no se
conserva). Existen algunos casos particulares en donde la simetŕıa no local se
puede ver como una simetŕıa de Noether por ejemplo el modelo quiral prin-
cipal de dimensión 2. Una idea que nos da este caṕıtulo es que las simetŕıas
Yangianas tienen tienen que ver con la existencia de simetŕıas no locales.
Para entender las simetŕıas Yangianas introducimos el modelo de Hubbard,
en donde vamos a considerar el modelo de Hubbard como el modelo de uni-
dimensional de una banda de electrones que pueden saltar al vecino próximo.
Escribimos el hamiltoniano del modelo de Hubbard en términos de los ope-
radores de creación y aniquilación (u operadores de Fermi) e imponemos la
condición de periodicidad (cL,a = c1,a), para que el hamiltoniano sea inva-
riante bajo permutaciones ćıclicas en la red. Cuando los operadores de Fermi
c†j,a actuan sobre el vaćıo |0〉 podemos construir la base de Wannier la cual
genera el espacio de estados del modelo de Hubbard. El hamiltoniano de Hub-
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bard tiene esencialmente la estructura H = −tA+UD, donde t y U son dos
parámetros reales, que establecen la escala de enerǵıa y fijan la fuerza relati-
va de las dos sumas que contribuyen al hamiltoniano. Cuando consideramos
t = 0, el hamiltoniano se reduce a H = UD, el operador D cuenta el número
de sitios doblemente ocupados y es diagonal en la base de Wannier. La con-
tribución del término UD a la enerǵıa es positiva para U positiva y aumenta
con el números de sitios doblemente ocupados. Esto se puede ver como una
repulsión entre electrones. Para U negativa implica atracción en la posición.
Por otro lado cuando consideramos U = 0 tenemos H = −tA = H0 al que
llamamos hamiltoniano de unión fuerte. Como el hamiltoniano es invariante
bajo traslaciones, H0 puede diagonalizar con una transformación discreta de
Fourier a partir del cual podemos obtener la base de Bloch que genera el espa-
cio de estados de H0. En esta base el hamiltoniano H0 es diagonal y describe
una banda de electrones que no interactúan y tiene un ancho de 4t. Debido
a que el hamiltoniano H0 y el operador D no conmutan el hamiltoniano de
Hubbard no es diagonal en la base Bloch ni en la base de Wannier. La f́ısica
del modelo de Hubbard surge de la competencia entre las dos contribuciones
de H0 y D del hamiltoniano. La contribución de H0 de unión fuerte hace re-
ferencia a los electrones no localizados, en cambio la interacción D favorece
la localización. El cociente u = U/4t dado por la contribución relativa de
ambos términos modifica al hamiltoniano como H = −A+ 4uD.
El modelo de Hubbard tiene varias simetŕıas como: las permutaciones, las
simetŕıas espaciales (o simetŕıas de poĺıgono), la transformaciones discretas
(como el salto de esṕın y la transformación de Shiba ), las simetŕıas SO(4)
de traslaciones y las simetŕıas Yangianas. Para poder resolver el modelo de
Hubbard hacemos una aproximación algebraica, para ello es necesario in-
troducir el álgebra de Yang-Baxter. El método de dispersión inversa trata
de generalizar las ideas el teorema de Liouville. El álgebra de Yang-Baxter
cumple con los requisitos del teorema de Liouville en el ĺımite clásico (si este
existe). La ecuación de Yang-Baxter (YB) (en términos de la matriz R) es
una condición suficiente para la consistencia del álgebra de Yang-Baxter. La
ecuación de Yang Baxter es similar a la relación de trenzas.

Para comprobar que las soluciones de la ecuación de YB dan lugar a la
representación del álgebra de YB introducimos la matriz L ( la representa-
ción fundamental). Para entender estas ideas mejor consideramos el modelo
XXX. Para encontrar las soluciones del modelo XXX primero consideramos
un álgebra apropiada, que nos proporcione una solución de la ecuación de YB
sin parámetro espectral, posteriormente introducimos un parámetro espectral
y por último aplicamos el formalismo anterior para construir el modelo fun-
damental correspondiente. El operador de transposición Pii+1 es una simetŕıa
del modelo XXX. Debido a que es dif́ıcil encontrar una R-matriz asociada al
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modelo de Hubbard tenemos que construir primero la R-matriz de Shastry
del modelo la cual debe satisfacer la ecuación de Yang-Baxter. Antes de cons-
truir la R-matriz de Shastry consideramos primero el modelo XX. El modelo
XX es el modelo más general de esṕın 1/2 anisotrópico con interacciones de
vecinos próximos, con Jx = Jy = J/2 y Jz = 0 que se relaciona con el modelo
de unión fuerte de los fermiones sin esṕın mediante una transformación de
Jordan-Wigner. El modelo XX tiene un álgebra de fermiones libres Qii+1.

La R-matriz de Shastry se construye pegando dos copias del modelo XX
por medio de la matriz conjugación C, antes de construir la R-matriz de
Shastry primero reescribimos la ecuación de Yang-Baxter usando la matriz
conjugación C para obtener la ecuación de Yang-Baxter decorada, que es
fundamental para obtener R-matriz de Shastry en su forma generalizada
(obtenida por Massarani). Para comprender mejor cómo obtener la R-matriz
de Shastry en esta tesis calculamos expĺıcitamente la R-matriz de Shastry
del modelo XX. Los modelos que contienen fermiones no pueden ser mode-
los fundamentales, como es el caso del modelo de Hubbard. Para introducir
fermiones en la teoŕıa debemos hacer una generalización de los operadores
de proyección locales, entonces es necesario introducir espacios vectoriales
graduados y álgebras graduadas. El espacio vectorial graduado es un espacio
vectorial equipado con la noción de paridad, que nos permite tratar fermiones
dentro del formalismo del método de dispersión inversa cuántico. Usando los
operadores de proyección locales graduados obtenemos una nueva represen-
tación fundamental graduada del álgebra de Yang-Baxter. ( i.e. la R-matriz,
L-matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano). Como ejemplos conside-
ramos el modelo su(2)-XX y el modelo su(3)-XX.

Hay que notar que el modelo de Hubbard se puede interpretar como un
modelo fundamental graduado, entonces es posible obtener: la R-matriz, L-
matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano usando la teoŕıa anterior.

Por último hay que notar que hamiltoniano de Hubbard de una ĺınea in-
finita es invariante bajo la acción de la suma directa de dos grupos cuánticos
llamados Yangianos. Un grupo cuántico, matemáticamente hablando es un
álgebra de Hopf. Estas álgebras son bialgebras, i.e. son álgebras que contienen
un producto, un coproducto y una operación adicional llamada ant́ıpoda. Es-
tas se describen en detalle en el caṕıtulo 2. Introducimos dos representaciones
de pares de fermiones del grupo cuántico Yangiano Y (su(2)) que conmutan
con la versión trigonométrica [4] e hiperbólica [5, 6] del hamiltoniano de
Hubbard con salto al vecino más próximo. Para construir los generadores
de la simetŕıa Yangiana del modelo de Hubbard usamos los operadores de
corriente local S0

jk y Sαjk. Usando los operadores de corriente local S0
jk y Sαjk

reescribimos el hamiltoniano de Hubbard H y definimos un nuevo operador
Jα que conmuta con H. Las cargas Jα juegan el papel dentro del modelo de
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Hubbard, de las cargas no locales. Ahora tenemos cargas locales correspon-
dientes a las componentes del esṕın total y no locales, por lo que la condición
de curvatura cero va a convertirse en una condición más compleja, a la que
llamaremos relación de Yang-Serre. Hay que notar que si combinamos los
operadores Jα con los operadores de esṕın Sα generamos una representación
de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7], la cual satisface la relación de Yang-
Serre, y aśı una simetŕıa Yangiana es un conjunto de cargas locales y no
locales que satisfacen la relación de Yang-Serre.

El contenido de la tesis es el siguiente: en el caṕıtulo 2 se desarrolló la
idea de integrabilidad mediante la teoŕıa de Liouville en la cual queremos
encontrar n cantidades conservadas independientes Fi que no dependen del
tiempo y se encuentran en involución ({Fi, Fj} = 0), observamos que este
es el caso de las variables de ángulo acción por lo que desarrollamos algunos
ejemplos, como el oscilador armónico 1-dim y el problema de Kepler. Tenien-
do en mente la idea de cantidades conservadas introducimos el teorema de
Noether en forma Lagrangiana y Hamiltoniana. Para completar esta idea cal-
culamos las cantidades conservadas de un campo central en donde el vector
de Laplace-Runge-Lenz es el generador de las transformaciones de simetŕıa.
Después introducimos la idea de enredamiento y observamos que existe una
relación entre la idea de enredamiento y las variables de ángulo acción en el
caso oscilador armónico acoplado. Por último incluimos otro método impor-
tante para obtener cantidades conservadas los pares de Lax, pero debido a
la noción de integrabilidad de Liouville es necesario introducir la estructura
de Poisson para que las cantidades conservadas están en involución, como
consecuencia de introducir la estructura de Poisson se genera la matriz r
constante. En algunos casos en los pares de Lax dependen de un parámetro
espectral, como es el caso del problema de Kepler.

En el caṕıtulo 3 hacemos un pequeño repaso de grupos, semigrupos, mo-
noides, anillos, campos y espacios vectoriales aśı como de grupos de Lie sus
álgebras y representaciones, como por ejemplo el álgebra de Lie de sl(2),
H(3, 1) y iso(3, 1). También introducimos los grupos de Poisson-Lie con los
cuales podemos obtener la ecuación de Yang-Baxter. A partir del álgebra de
Lie podemos generar el álgebra universal envolvente correspondiente usando
el producto tensorial. Definimos las C-álgebras y estudiamos las algebra aso-
ciadas con unidad, después introducimos las coálgebras y los homeomorfismo
que hay entre coálgebras, aśı como las bialgebras que pueden ser de Hopf
en casos especiales. Por último introducimos el álgebra de lazos y las órbitas
coadjuntas, las cuales utilizaremos en el siguiente caṕıtulo.

En el caṕıtulo 4 consideramos un sistema con una simetŕıa interna espacio-
temporal y usando el teorema de Noether podemos definir una corriente con-
servada que podemos escribir en términos de los generadores de la simetŕıa,
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a partir de la corriente conservada obtenemos la carga conservada. Si con-
sideramos un boost de Lorentz podemos obtener una carga conservada que
podemos escribir como una integral bilocal. Al considerar que la corriente
además de conservarse satisface la condición de curvatura cero podemos de-
finir una corriente conservada bilocal adicional (corriente a nivel uno) y su
correspondiente carga conservada nivel uno. A partir de la condición de curva-
tura cero y la conservación de la corriente definimos una derivada covariante
con la cual construimos un número infinito de cargas no locales conservadas
que podemos obtener mediante una función generadora que denotamos como
matriz de monodromı́a. A continuación calculamos la corriente conservada
y la corriente axial del modelo quiral de Gross-Neveu el cual tiene una si-
metŕıa quiral u(1). Existen algunos casos en que las simetŕıas no-locales se
pueden interpretar como simetŕıas de Noether como es el caso del modelo
quiral 2-dim. Usando el álgebra de lazos y la idea de órbitas coadjuntas ex-
tendemos la idea de los pares de Lax a la teoŕıa de campos y obtenemos la
matriz de monodromı́a con la cual podemos generar cantidades conservadas.
La estructura de los paréntesis de Poisson puede ser ultra local o no ultra
local dependiendo de la presencia de las derivadas de la delta de Dirac. Por
último resolvemos el caso de solitones usando el método de dispersión inverso
clásico.

En el caṕıtulo 5 desarrollamos primero algo de notación para estudiar
el hamiltoniano de Hubbard, comenzando con los operadores de creación y
aniquilación, el espacio de Wannier y el de Bloch, e introducimos el operador
de número de part́ıculas. A continuación estudiamos las simetŕıas del modelo
de Hubbard, como las permutaciones, las simetŕıas espaciales, las simetŕıas
discretas (como el salto de esṕın y la transformación de Shiba) y las simetŕıas
SO(4) de rotaciones. Después estudiamos el álgebra y la ecuación de Yang-
Baxter en términos de la matriz R e introducimos la matriz L que nos será de
utilidad posteriormente, a continuación calculamos la R-matriz, la L-matriz
y el hamiltoniano para el modelo XXX. Uno de los métodos para resolver
modelos relacionados con el álgebra de Yang-Baxter es el ansatz algebraico de
Bethe el cual desarrollamos para el modelo gl(2) generalizado. Posteriormente
construimos la R-matriz de Shastry que en algunos casos es necesaria para
obtener el resultado, calculamos la R-matriz de Shastry del modelo XX
para el caso d = 2. A continuación introducimos los operadores de Fermi
dentro del esquema usando los operadore de proyección locales graduados,
para ello primero tenemos que graduar el espacio vectorial i.e. agregar la
noción de paridad en el espacio vectorial, también debemos agregar esta
noción a la R-matriz y L-matriz, aśı como en el hamiltoniano. Desarrollamos
algunos ejemplos de la R-matriz, L-matriz y el hamiltoniano equipados con la
noción de paridad. Por último estudiamos las simetŕıas Yangianas del modelo
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de Hubbard, aśı como sus generadores. Por último tenemos un caṕıtulo de
conclusiones.
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Caṕıtulo 2

Teoŕıas de cantidades
conservadas

En este caṕıtulo se discutirá la idea de sistemas integrables en los cuales
tenemos cantidades conservadas que se encuentran en involución y pueden
ser resueltos por cuadraturas a los que llamamos sistemas integrables de
Liouville. Además también podemos obtener cantidades conservadas con el
teorema de Noether al considerar transformaciones infinitesimales. Estudia-
remos también el enredamiento para el oscilador armónico y su relación con
las variables de ángulo acción, y por último introduciremos la idea de pares
de Lax.

2.1. Integrabilidad en un sistema clásico

Dentro del formalismo hamiltoniano el estado de un sistema es un punto
en el espacio fase (qµ, pµ). F́ısicamente es un espacio 2n-dimensional con
coordenadas de posición qµ y momento pµ.
Partimos del Lagrangiano L(qµ, q̇µ, t) que es la función que contiene toda la
información del sistema f́ısico. Consideremos la acción dada por

S =

∫ t2

t1

dt L, (2.1)

cuando aplicamos el principio variacional a la acción obtenemos las siguientes
ecuaciones de segundo orden

d

dt

∂L
∂q̇µ
− ∂L
∂qµ

= 0, (2.2)

11
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para describir el sistema en término de ecuaciones de primer orden uno realiza
una transformación de Legendre para definir el hamiltoniano usando

pµ =
∂L
∂q̇µ

, (2.3)

se tiene
H(pµ, q

µ, t) = pµq̇
µ − L, (2.4)

y sus ecuaciones de movimiento son un sistema de ecuaciones diferenciales a
primer orden que tienen la forma:

q̇µ =
∂H

∂pµ
, ṗµ = −∂H

∂qµ
, (2.5)

donde el punto se refiere a una derivada temporal. A partir de lo anterior
cualquier función F (q, p, t) en el espacio fase va ser F (q(t), p(t), t) y cumple:

Ḟ =
dF

dt
= {H,F}+

∂F

∂t
, (2.6)

donde para cualquier función F y G los paréntesis de Poisson {F,G} están
definidos por

{F,G} ≡
∑
µ

∂F

∂pµ
∂G

∂qµ
− ∂G

∂pµ
∂F

∂qµ
. (2.7)

Para las coordenadas pµ, qµ tenemos

{qµ, qν} = {pµ, pν} = 0, {qµ, pν} = δµν , ∀µ, ν = 1, ..., d. (2.8)

Proposición 1. El paréntesis de Poisson satisface las siguientes propiedades:

{F,G} = −{G,F} , (2.9)

{λF1 + µF2, G} = λ {F1, G}+ µ {F2, G} , (2.10)

{F, {G,H}}+ {G, {H,F}}+ {H, {F,G}} = 0, (2.11)

{FG,H} = F {G,H}+ {F,H}G, (2.12)

donde λ, µ son constantes y F , G, H son funciones en el espacio fase.

Cuando el hamiltoniano (2.4) depende del tiempo se sigue de (2.6) que

dH

dt
=
∂H

∂t
, (2.13)

pero si el hamiltoniano no depende del tiempo

dH

dt
= 0, (2.14)

lo que implica que el movimiento ocurre en la subvariedad del espacio fase
definido por H = E constante.
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2.1.1. Teoŕıa de Liouville

Consideremos un sistema dinámico hamiltoniano en el espacio fase M
2d-dimensional parametrizado por la variables canónicas (qµ, pµ) donde µ =
1, ..., d y la función Hamiltoniana dada por H(qµ, pµ). Además, suponemos
que las variables canónicas satisfacen los paréntesis de Poisson (2.8). General-
mente la información del paréntesis de Poisson en M no degenerado es equi-
valente a la información de una 2-forma cerrada no degenerada, dω = 0, defi-
nida en M , llamada 2-forma simpléctica. En un espacio fase 2d-dimensional
el sistema es integrable de Liouville si se pueden encontrar d cantidades con-
servadas independientes Fµ, µ = 1, ..., d en involución, i.e.

{Fµ, Fν} = 0, ∀µ, ν = 1, ..., d, (2.15)

donde independiente se refiere a un conjunto linealmente independiente de
uno formas de dFµ. Como d es el cantidad máxima de Fµ y debido a que
todas se conservan tenemos {H,Fµ} = 0, ∀µ = 1, ..., d a partir de lo cual
concluimos que H = H(Fµ) i.e. el hamiltoniano en śı mismo es función de
las cantidades Fµ.

Teorema 1. Liouville. Las ecuaciones de movimiento del sistema integrable
de Liouville pueden ser resueltos por cuadraturas.

Demostración. Consideremos la siguiente 1-forma canónica

α ≡
d∑

µ=1

pµ dq
µ, (2.16)

y la 2-forma simpléctica en M dada por

ω ≡ dα =
d∑

µ=1

dpµ ∧ dqµ + pµ ∧ d(dqµ) =
d∑

µ=1

dpµ ∧ dqµ, (2.17)

en donde utilizamos d(dqµ) = 0.
Queremos construir una transformación canónica (pµ, q

µ)→ (Fµ, ψ
µ) tal que

las cantidades conservadas Fµ sean los nuevos momentos del sistema, es decir

ω ≡ dα =
d∑

µ=1

dpµ ∧ dqµ =
d∑

µ=1

dFµ ∧ dψµ, (2.18)

Si tenemos éxito al hacerlo, las ecuaciones de movimiento van a ser triviales:

Ḟµ = {H,Fµ} = 0,

ψ̇µ = {H,ψµ} =
∂H

∂Fµ
= Ωµ,

(2.19)
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donde Ωµ depende solo de F y es constante en el tiempo. En estas coorde-
nadas, las soluciones de las ecuaciones de movimiento serán:

Fµ(t) = Fµ(0), ψµ(t) = ψµ(0) + t Ωµ. (2.20)

Para construir esta transformación canónica, necesitamos la llamada fun-
ción generadora S1. Sea Mf ≡ {(qµ, pµ) ∈M |Fµ(q, p) = fµ} la subvariedad
d-dimensional, para algunas constantes fµ, con µ = 1, ..., d. Supongamos que
Mf puede ser resuelto para pµ, es decir, que pµ = pµ(f, q) en Mf . Considere-
mos ahora la función

S(F, q) ≡
∫
C

α =

∫ q

q0

d∑
µ=1

pµ(f, q)dqµ, (2.21)

donde la trayectoria abierta de C se encuentra dentro de Mf y va del punto
(p(f, q0), q0) a (p(f, q), q) (donde q0 es un punto de referencia).
Suponiendo que esta función existe, i.e. si la integral no depende de la tra-
yectoria tenemos que pµ = ∂S

∂qµ
. Definiendo ψµ como

ψµ =
∂S

∂Fµ
, (2.22)

tenemos
dS =

∑
µ

(ψµdFµ + pµdq
µ). (2.23)

Como d2S = 0, deducimos que ω ≡ dα =
∑d

µ=1 dpµ∧dqµ =
∑d

µ=1 dFµ∧dψµ.
Esto nos dice que si S es una función bien definida, entonces la transformación
es canónica.
Para demostrar que S existe, debemos probar que la integral no depende de
la trayectoria. Usando el teorema de Stokes, vamos a demostrar que:

dα|Mf
= ω|Mf

= 0. (2.24)

Sea Xµ el campo vectorial hamiltoniano asociado a Fµ, definido por dFµ =
ω(Xµ, · ),

Xµ =
d∑

ν=1

(
∂Fµ
∂qν

∂

∂pν
− ∂Fµ
∂pν

∂

∂qν

)
. (2.25)

Este campo vectorial es tangente a la subvariedad Mf debido a que Fµ se
encuentra en involución, i.e.

Xµ(Fν) = {Fµ, Fν} = 0. (2.26)

1No hay que confundir S con S(la acción).



2.2. VARIABLES DE ÁNGULO ACCIÓN 15

Como las Fµ son funciones independientes, el espacio tangente a la sub-
variedad Mf se genera en cualquier punto m ∈ M por los vectores Xµ|m
(µ = 1, ..., d). Entonces ω(Xµ, Xν) = dFµ(Xν) = 0 y hemos demostrado que
ω|Mf

= 0 por lo tanto S existe.

La evolución en las nuevas coordenadas es por lo tanto lineal en el tiempo
y puede obtenerse integrando directamente.

2.2. Variables de ángulo acción

La subvariedad Mf definida por la ecuación Fµ(qν , pν) = fµ despliega en
general ciclos no-triviales que corresponden a una topoloǵıa no trivial, por
lo tanto, las nuevas coordenadas ψµ son en principio multivaluadas. Bajo las
condiciones de compacidad y conectividad adecuadas, Mf es isomorfa a un
toro Td d-dimensional.
Tenemos por ejemplo, el oscilador armónico anisotrópico d-dimensional que
admite d cantidades conservadas Fµ en involución y cuyo hamiltoniano está
dado por

Hµ = 2Fµ =
1

2
(p2
µ + ω2

µ(qµ)2), (2.27)

donde convenientemente consideramos m = 1. A partir de la expresión ante-
rior obtenemos pµ = pµ(qν , Fν), que es necesaria para construir S (de (2.21))
con dos opciones de signo. Consideremos el caso en que la subvariedad Mf

es exactamente un ciclo d no trivial Cµ, ∀µ = 1, ..., d. Las variables de acción
está definida por

Iµ =
1

2π

∮
Cµ

pµdq
µ. (2.28)

Hay que remarcar que no se suma sobre µ, si no que está fijo y depende del
ciclo. Además, como pµ = pµ(qν , Fν), Iµ solo depende de las constantes de
movimiento Fµ, si suponemos que son independientes, tal que si los valores
de Iµ son conocidos, entonces Mf está determinada.
S es una funcional generadora de tipo 2 i.e. S(Pµ, q

µ). Por lo tanto, podemos
considerar a S en términos de las variables Iµ en lugar de Fµ como

S = S(Iµ, q
µ)⇒ dS =

∑
µ

(
∂S

∂Iµ
dIµ +

∂S

∂qµ
dqµ
)
. (2.29)

2Notemos que no es suma, µ está fijo
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Denotemos como θµ la variable conjugada canónica de la variable de acción
Iµ, la transformación canónica generada por S está definida por

pµ =
∂S

∂qµ
, θµ =

∂S

∂Iµ
, (2.30)

e imponemos ∮
Cν

dθµ = 2πδ ν
µ , (2.31)

es decir, que el cambio de la variable θµ en un ciclo Cµ, sea igual a 2π.
Entonces tenemos

dθν =
∂θν

∂qµ
dqµ +

∂θν

∂Iν
dIµ =

∂θν

∂qµ
dqµ =

∂

∂qµ

(
∂S

∂Iν

)
dqµ,∮

Cµ

dθν =

∮
Cµ

∂2S

∂qµ∂Iν
dqµ =

∂

∂Iν

∮
Cµ

∂S

∂qµ
dqµ =

∂

∂Iν

∮
Cµ

pµ dq
µ,

en donde usamos que dIµ = 0 a lo largo del contorno, pues Iµ es constante
en Mf , utilizando (2.28) tenemos∮

Cµ

dθν =
∂

∂Iν

∮
Cµ

pµ dq
µ = 2π

∂

∂Iν
Iµ = 2πδ ν

µ , (2.32)

lo que demuestra que las variables θµ cambian una cantidad 2π a lo largo de
su correspondiente ciclo Cµ. Esto muestro que θµ es una variable de ángulo
parametrizada en un toro de dimensión d.
Consideremos ahora algunos ejemplos.

Oscilador armónico.

El espacio fase es de dimensión dos y el hamiltoniano está dado por

H =
1

2
(p2 + ω2q2), (2.33)

con los paréntesis de Poisson {q, p} = 1. Considerar H = F ; para calcular la
variable de acción I debemos despejar el momento p en función de q, lo que
nos da

p = ±
√

2F − ω2q2. (2.34)

Calculamos ahora la variable de acción

I =
1

2π

∮
p dq =

1

2π

∮
±
√

2F − ω2q2dq. (2.35)
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Hay que notar que el signo positivo vale para la mitad del ciclo (en el que
se incrementa q) y el negativo para la otra mitad (en el que decrece q). Por
simetŕıa se puede escribir esto como cuatro veces la integral que va del origen
hasta el punto de máxima elongación en la dirección positiva, en este cuarto
de ciclo p > 0 y por tanto el ráız es positiva

I =
4

2π

∫ qmax

0

√
2F − ω2q2dq, (2.36)

hacemos el siguiente cambio de variable

q =

√
2F

ω2
sinφ, (2.37)

este cambio de variable nos define los ĺımites de integración, reescribimos la
integral como

I =
2

π

∫ π/2

0

√
2F − ω2

(
2F

ω2
sin2 φ

)√
2F

ω2
cosφdφ

=
2

π

(
2F

ω

)∫ π/2

0

√
1− sin2 φ cosφdφ =

2

π
· 2F

ω

∫ π/2

0

| cosφ| cosφdφ,

en el intervalo [0, π/2] tenemos que | cosφ| = cosφ, por lo tanto

I =
4F

ωπ

∫ π/2

0

cos2 φdφ =
4F

ωπ

[
1

2
(φ+

sin(2φ)

2
)

]π/2
0

=
4F

ωπ

(π
4

)
=
F

ω
.

(2.38)

Si despejamos F tenemos

F ≡ H(I) = ωI, (2.39)

entonces la frecuencia de oscilación va estar dada por

ν =
∂H

∂I
= ω, (2.40)

Por otro lado tenemos la variable de ángulo que debe satisfacer

θ̇ =
∂H

∂I
= ν(I),⇒ θ = ν(I)t+ β, (2.41)

podemos sustituir el resultado que encontramos para ν

θ = ωt+ β. (2.42)
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Con los resultados anteriores podemos reescribir q y p en función de las
variables de ángulo acción (I, θ) de la siguiente forma:

q =

√
I

ω
sin(θ); p =

√
Iω cos θ, (2.43)

la subvariedad está dada por

Mf = {q = (ρ/ω) sinφ, p = ρ cosφ|ρ > 0, φ ∈ [0, 2π)} .

El problema de Kepler .

Históricamente el problema de Kepler de dos cuerpos fue el primer sistema
integrable. En el marco del centro de masa, las ecuaciones de movimiento
toman la forma:

d2xi
dt2

= −∂V (r)

∂xi
, r =

√
x2

1 + x2
2 + x2

3. (2.44)

En el problema tradicional de Kepler, V (r) = β/r (en donde β es una cons-
tante negativa), pero vamos a considerar cualquier potencial simétrico V (r).
Este es un sistema hamiltoniano con

H =
1

2

3∑
i=1

p2
i + V (r), (2.45)

y el parentesis de Poisson {pi, xj} = δij. El espacio fase es de dimensión 6
por lo tanto tenemos que encontrar tres cargas conservadas conmutativas.
Debido a la simetŕıa central, el momento angular

~J = (J1, J2, J3), Jij = xipj − xjpi = εijkJk, (2.46)

se conserva. εijk el tensor de Levi Civita totalmente antisimétrico. Las tres
componentes Ji se conservan pero no son un conjunto conmutativo de Pois-
son. Sin embargo, el conjunto H, J3 ≡ J12, J2 ≡ J2

3 + J2
1 + J2

2 forma un con-
junto conmutativo de Poisson. Usando el resultado anterior podemos tomar
ventaja de la conservación de ~J y restringir las soluciones al plano perpendi-
cular a ~J donde toma lugar el movimiento. Sin embargo, vamos a demostrar
como trabaja el teorema de Liouville, y usaremos sólo las tres cantidades
conservadas. Debido a la simetŕıa esférica del problema, es conveniente usar
coordenadas esféricas (r, θ, φ):

x1 = r sin θ cosφ, x2 = r sin θ sinφ, x3 = r cos θ, (2.47)
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donde θ ∈ [0, π] es el ángulo polar.
Introducimos el momento conjugado pr, pθ, pφ para escribir la uno forma
canónica α =

∑
pidxi = prdr + pθdθ + pφdφ. En estas coordenadas las can-

tidades conservadas se leen como

H =
1

2

(
p2
r +

p2
θ

r2
+

p2
φ

r2 sin2 θ

)
+ V (r), J2 = p2

θ +
p2
φ

sin2 θ
, J3 = pφ.

(2.48)

En la superficie Mf correspondiente a los valores fijos de las cantidades con-
servadas, resolvemos para p en términos de las variables de posición, lo que
nos da:

pr =

√
2 (H − V (r))− J2

r2
, pθ =

√
J2 − J2

3

sin2 θ
, pφ = J3. (2.49)

Notemos que en Mf , pr depende solo de r, pθ de θ y pφ de φ (es constante). Las
variables r, θ, φ son llamadas variables separables. La 1-forma α restringida
en Mf es entonces obviamente cerrada. La función S del teorema de Liouville
se lee como:

S =

∫ ∑
pµdqµ =

∫
(prdr + pθdθ + pφdφ)

=

∫ r
√

2 (H − V (r))− J2

r2
dr +

∫ θ
√
J2 − J2

3

sin2 θ
dθ +

∫ φ

J3 dφ.

(2.50)

Integramos cada una por separado.

Jθ =

∮
Pθdθ =

∫ √
J2 − J2

3

sin2 θ
dθ =

∫ √
J2 sin2 θ − J2

3

dθ

sin2 θ
.

Haciendo el siguiente cambio de variable ρ = sin θ ⇒ dρ = cos θdθ ⇒ dθ =
dρ

cos θ
= dρ√

1−sin2 θ

dρ√
1−ρ2

tenemos

Jθ =

∫ √
J2ρ2 − J2

3

1

ρ

dρ√
1− ρ2

.

Observamos que tenemos un polo en ρ = 0, cuyo residuo es

Res(ρ = 0) = 2πi

√
−J2

3√
1

= 2πi2|J3| = −2πJ3. (2.51)
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Ahora buscamos los polos en el infinito, para ello hacemos el siguiente cambio
de variable ρ = 1/z ⇒ dρ = −1/z2 dz y reescribimos la integral como

Jθ =

∫ √
J2

1

z2
− J2

3

z√
1− (1/z)2

(
−dz
z2

)
= −

∫ √
J2

z2
− J2

3

dz√
z2 − 1

= −
∫ √

J2 − J2
3z

2
1

z2

dz√
z2 − 1

.

Tenemos un polo en z = 0 y el residuo está dado por

Res(z = 0) = −(−)2πi

√
J2

√
−1

= 2πJ. (2.52)

Cerramos los polos reales en el sentido horario y los polos imaginarios en
el sentido antihorario. Por último, sumamos ambos polos para obtener el
resultado

Jθ = Res(ρ = 0) +Res(z = 0) = 2πJ − 2πJz = 2π(J − J3). (2.53)

Para Jr tenemos

Jr =

∫ √
2(H − V )− J2

r2
dr =

∫ √
2r2(H − V )− J2

dr

r

=

∫ √
2r2H − 2βr − J2

dr

r
.

Tenemos un polo en r = 0, cuyo residuo es

Res(r = 0) = 2πi
√
−J2 = −2πJ. (2.54)

Calculamos la ráız en el infinito haciendo r = 1/z ⇒ dr = −1/z2 dz,
reescribimos la integral como

Jr =

∫ √
2r2H − 2βr − J2

dr

r
=

∫ √
2(1/z)2H − 2β(1/z)− J2z

(
−dz
z2

)
= −

∫ √
2H − 2βz − J2z2

dz

z2
.

Tenemos un polo doble en z = 0, cuyo residuo es

Res(z = 0) = −(−2πi)f ′(z = 0)/1! = 2πi(−)
1

2

−2β − J2z√
2H − 2βz − J2z2

∣∣∣
z=0

= 2πi
β√
2H

,

(2.55)
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en donde f(z) =
√

2H − 2βz − J2z2, entonces

Jr =

∫ √
2(H − V )− J2

r2
dr = 2πiJ + 2πi

β√
2H

.

Por último

Jφ =

∫
dφJ3 = J3π. (2.56)

Utilizando los resultados anteriores tenemos

S = Jθ + Jr + Jφ = 2π(J − J3) + 2πiJ + 2πi
β√
2H

+ J32π. (2.57)

Las variables de ángulo correspondientes a nuestras variables de acción están
dadas por

ψH =
∂S

∂H
, ψJ2 =

∂S

∂J2
, ψJ3 =

∂S

∂J3

. (2.58)

y tenemos una evolución temporal con las frecuencias respectivas (1, 0, 0) por
la ecuación (2.19). Por lo tanto ψJ2 y ψJ3 permanecen constantes, mientras
que ψH = t − t0. Esto nos da la fórmula estándar para el movimiento de
Kepler

t− t0 =

∫ r dr√
2 (H − V (r))− J2

r2

(2.59)

Notemos que la constancia de ψJ3 implica:

φ̇ =
J3

sin2 θ

√
J2 − J2

3

sin2 θ

θ̇. (2.60)

Esto, a su vez, implica la conservación de J1, J2:

J1 = −J3 cot θ cosφ− sinφ

√
J2 − J2

3

sin2 θ
,

J1 = −J3 cot θ cosφ− cosφ

√
J2 − J2

3

sin2 θ
.

(2.61)

tal que el movimiento toma lugar en el plano perpendicular a ~J , como es-
perábamos. Vale la pena notar que el enfoque actual es el que prevalece en
la mecánica cuántica, donde los tres componentes de ~J no se pueden medir
simultáneamente.
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Como ya vimos existen más cantidades conservadas aparte J2, J3 y H, las
cuales son: Jx, Jy y el vector Laplace-Runge-Lenz.

~A = ~p× ~J +mβr̂, (2.62)

dónde r̂ es el vector unitario en la dirección radial. El número total de canti-
dades conservadas independientes está dado por d+m, donde 0 < m < d−1
llamamos al sistema super-integrable. Cuando m = d− 1 lo llamamos siste-
ma máximo super integrable. En el caso del problema de Kepler, tenemos 8
cantidades conservadas E, J2, ~J y ~A, sin embargo, solo 5 son independientes
y tenemos 3 relaciones

J2 =
3∑

µ=1

J2
µ,

~A · ~J = 0, A2 = m2β2 + 2mEJ2, (2.63)

entonces es máximo super integrable pues d = 3.

En la siguiente sección mostraremos como encontrar las cantidades con-
servadas si conocemos las transformaciones que las generan.

2.3. Teorema de Noether

En esta sección se describe el teorema de Noether para el caso de teoŕıa
de campos. Los resultados son plenamente aplicables al caso de mecánica
clásica tomando en cuenta la siguiente tabla

Consideremos la variación total de la acción para la teoŕıa Clásica de
Campos

δS = δ

∫ xf

xi

ddx L(∂µψA, ψA, x
µ), (2.64)

y pedimos que

δS = −
∫ xf

xi

ddx ∂µδΩ
µ. (2.65)

Para calcular la variación total de la acción primero tenemos que hacer una
variación total de la densidad Lagrangiana y del intervalo de integración.
Variamos la densidad Lagrangiana.

δL = L′(x′)− L(x), (2.66)

escribimos la variación total usando la variación virtual.
La variación virtual satisface:

δ̃xµ = 0. (2.67)
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Mecánica Clásica Teoŕıa Clásica de Campos

qa(t) ΦA(t, ~x)
Dimensión 1 + 0 1 + d
Parámetros t xµ = (x0, ~x) = (ct, ~x)

q̇a(t) = dqa

dt
∂ΦA

∂xµ
= ∂µΦA = ΦA

,µ

Lagrangiano
L(q, q̇, t) L =

∫
dx3L(ΦA, ∂ΦA, xµ)

Momento
Pa(t) = ∂L

∂q̇a
ΠA = ∂L

∂∂0ΦA
= ∂L

∂Φ̇A

Acción S =
t2∫
t1

dtL(q, q̇, t) S =
x2∫
x1

dxd+1L(ΦA, ∂ΦA, xµ)

Variaciones Virtuales
δ̃qa = q′a(t)− qa(t) δ̃ΦA = Φ′A(x)− ΦA(x)

d
dt
δ̃qa = δ̃ dq

a

dt
∂µδ̃Φ

A = δ̃∂µΦA

Variaciones Reales
δqa = q′a(t′)− qa(t) δΦA = Φ′A(x′)− ΦA(x)

Entonces para δ̃ψA tenemos:

δ̃ψA = ψ′A(x)− ψA(x) = ψ′A(x)− ψ′A(x′) + ψ′A(x′)− ψA(x)

= ψ′A(x)− ψ′A(x+ δx) + δψA

= ψ′A(x)− ψ′A(x)− δxµ∂µψA(x) + δψA.

⇒ δ̃ψA = δψA − δxµ∂µψA(x). (2.68)

Para δ̃∂µψA tenemos

δ̃∂µψA = ∂µψ
′
A(x)− ∂µψA(x)

= ∂µψ
′
A(x)− ∂µψ′A(x′) + ∂µψ

′
A(x′)− ∂µψA(x)

= ∂µψ
′
A(x)− ∂µψ′A(x+ δx) + δ∂µψA

= ∂µψ
′
A(x)− ∂µψ′A(x)− δxν∂ν∂µψA(x) + δ∂µψA.

δ̃∂µψA = δ∂µψA − δxν∂ν∂µψA(x). (2.69)

A partir de los resultados anteriores concluimos que:

δ̃L = δL − δxµ ∂µL, (2.70)

podemos reescribir (2.64) como:

δS =

∫
Ω′
ddx′ L′(x′)−

∫
Ω

ddx L(x). (2.71)
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Notemos lo siguiente

ddx′ =

∣∣∣∣∂x′µ∂xν

∣∣∣∣ ddx =

∣∣∣∣∂(xµ + δxµ)

∂xν

∣∣∣∣ ddx =

∣∣∣∣δµν +
∂(δxµ)

∂xν

∣∣∣∣ ddx.
Calculamos el Jacobiano a primer orden.

∣∣∣∣δµν +
∂(δxµ)

∂xν

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
1 + ∂(δx0)

∂x0

∂(δx0)
∂x1 . . . ∂(δx0)

∂xd−1

∂(δx1)
∂x0 1 + ∂(δx1)

∂x1 . . . ∂(δx1)
∂xd−1

...
...

. . .
...

∂(δxd−1)
∂x0

∂(δxd−1)
∂x1 . . . 1 + ∂(δxd−1)

∂xd−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
= 1 +

∂(δxµ)

∂xµ
.

(2.72)
Utilizando el resultado anterior tenemos:

δS =

∫
Ω

(
1 +

∂(δxµ)

∂xµ

)
ddx (δL+ L(x))−

∫
Ω

ddx L(x)

=

∫
Ω

ddx

(
δL+ L(x)

∂(δxµ)

∂xµ

)
=

∫
Ω

ddx
(
δ̃L+ δxµ ∂µL+ ∂µ(δxµ)L(x)

)
=

∫
Ω

ddx
(
δ̃L+ ∂µ(δxµ · L)

)
.

(2.73)

Desarrollamos δ̃L

δ̃L =
∂L
∂ψA

δ̃ψA +
∂L

∂∂µψA
δ̃∂µψA

=
∂L
∂ψA

δ̃ψA + ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δ̃ψA

)
− ∂µ

(
∂L

∂∂µψA

)
δ̃ψA.

(2.74)

Sustituimos (2.74) en (2.73)

δS =

∫
Ω

ddx

(
∂L
∂ψA

δ̃ψA + ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δ̃ψA

)
− ∂µ

(
∂L

∂∂µψA

)
δ̃ψA + ∂µ(δxµ · L)

)
=

∫
Ω

ddx

([
∂L
∂ψA

− ∂µ
(

∂L
∂∂µψA

)]
δ̃ψA + ∂µ

[
∂L

∂∂µψA
δ̃ψA + δxµ · L

])
.

Si suponemos que las ecuaciones de Euler-Lagrange son válidas i.e.
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∂L
∂ψA
− ∂µ

(
∂L

∂∂µψA

)
= 0, solo nos queda

δS =

∫
Ω

ddx ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δ̃ψA + δxµ · L

)
=

∫
Ω

ddx ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δψA −

(
δxν∂νψA

∂L
∂∂µψA

+ δxνδµνL
))

=

∫
Ω

ddx ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δψA − δxν

(
∂νψA

∂L
∂∂µψA

− δµνL
))

.

(2.75)

Comparando esta expresión con su correspondiente en Mecánica Clásica po-
demos definir:

ΠµA =
∂L

∂∂µψA
, (2.76)

T µν = ∂νψA
∂L

∂∂µψA
− δµνL, (2.77)

donde ΠµA es como un momento y T µν el tensor de enerǵıa-momento. El
Teorema de Noether establece que la invariancia de la acción bajo traslaciones
espacio-temporales (δxν) da lugar a la ecuación de continuidad ∂µT

µ
ν = 0.

Al principio impusimos una condición sobre δS, igualando (2.75) con (2.65),∫
Ω

ddx ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δψA − δxν

(
∂νψA

∂L
∂∂µψA

− δµνL
))

= −
∫

Ω

ddx ∂µδΩ
µ,

⇒
∫

Ω

ddx ∂µ

(
∂L

∂∂µψA
δψA − δxν

(
∂νψA

∂L
∂∂µψA

− δµνL
)

+ δΩµ

)
= 0.

Definimos la corriente Jµ como

Jµ =
∂L

∂∂µψA
δψA − δxν

(
∂νψA

∂L
∂∂µψA

− δµνL
)

+ δΩµ, (2.78)

entonces tenemos ∫
Ω

ddx ∂µJ
µ = 0⇒ ∂µJ

µ = 0. (2.79)

En el caso de mecánica clásica esta corriente se reduce a la carga conser-
vada

Q =
∂L
∂q̇µ

δqµ − δt
(
∂νψA

∂L
∂q̇µ

qµ − L
)

+ δΩ (2.80)

Consideremos ahora una transformación canónica que preserva los paréntesis
de Poisson básicos en términos de las variables originales (q, p),

{Qµ, Pν}(q,p) = δµν , {Qµ, Qν}(q,p) = 0, {Pµ, Pν}(q,p) = 0. (2.81)
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En general, esta transformación canónica se obtienen a partir de una funcio-
nal generadora que escogemos de tipo dos F2(q, P, t) y en términos de esta
escribimos la transformación identidad

F2 = qµPµ (2.82)

tal que

pµ =
∂F2

∂qµ
= Pµ, y Qµ =

∂F2

∂Pµ
= qµ. (2.83)

Basándonos en los resultados anteriores construimos las transformaciones
canónicas infinitesimales a partir de

F2 = qµPµ +G(q, P, t), (2.84)

donde G = εjGj. Usando (2.84) calculamos Qν y pν ,

Qν =
∂F2

∂Pν
= qν +

∂G

∂Pν
, (2.85)

pν =
∂F2

∂qν
= Pν +

∂G

∂qν
,⇒ Pν = pν −

∂G

∂qν
(2.86)

Notemos que si tomamos el valor de Pν dado en (2.86) y lo sustituimos en
(2.85) vamos a tener un término de orden dos en ε, como sólo contribuyen
los términos a primer orden en ε la ecuación (2.85) se reduce a

Qν = qν +
∂G

∂pν
, (2.87)

Podemos reescribir (2.87) y (2.86) como 3

Qν = qν + {qν , G} ,
Pν = pν + {pν , G} .

(2.88)

Por otro lado, sabemos que el hamiltoniano bajo una transformación canónica
se transforma como

K(Q,P, t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
, (2.89)

si consideramos la transformación dada por (2.88) obtenemos

K(qν + {qν , G} , pν + {pν , G} , t) = H(q, p, t) +
∂F2

∂t
, (2.90)

3esto se debe a que ∂qν

∂pµ
= 0 = ∂pν

∂qµ y ∂qν

∂qµ
= δνµ, ∂pν

∂pµ
= δνµ.
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desarrollando encontramos

H(qν , pν , t) +
∂H

∂qα
∂G

∂pα
− ∂H

∂pα

∂G

∂qα
= H(q, p, t) +

∂G

∂t
,

∂H

∂pα

∂G

∂qα
− ∂H

∂qα
∂G

∂pα
+
∂G

∂t
= 0,

dG

dt
= {G,H}+

∂G

∂t
= 0,

(2.91)

donde usamos K(qν , pν , t) = H(qν , pν , t); concluimos que G es una cantidad
conservada y genera las transformaciones de simetŕıa dentro del teorema de
Noether

δqν = Qν − qν = {qν , G} ,
δpν = Pν − pν = {pν , G} ,

(2.92)

además estas transformaciones generan una órbita en nuestro espacio de so-
luciones.

Ejemplo
Consideremos un campo central, con el siguiente Lagrangiano

L =
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2)− β

r
. (2.93)

Vamos a demostrar que si aplicamos una transformación canónica infinitesi-
mal de la forma

Qµ = qµ +
{
qµ, εjGj

}
⇒ δqµ = Qµ − qµ =

{
qµ, εjGj

}
,

⇒ δpµ = Qµ − qµ =
{
pµ, εjGj

}
,

(2.94)

y el vector de Laplace-Runge-Lenz ~A será el generador de la transformación.
Vamos a comprobar si L es invariante bajo la transformación (2.94) i.e.

δL = 0 ó δL =
dδΩ

dt
(2.95)

en donde δΩ es una cantidad conservada.
Para reescribir L en términos de los momentos, calculamos

px =
∂L
∂ẋ

= ẋ, py =
∂L
∂ẏ

= ẏ, pz =
∂L
∂ż

= ż. (2.96)

El hamiltoniano va ser

H = q̇µpµ − L = ẋpx + ẏpy + żpz −
1

2
(ẋ2 + ẏ2 + ż2) +

β

r

=
1

2
(p2
x + p2

y + p2
z) +

β

r
,

(2.97)
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y sus correspondientes ecuaciones canónicas son

−ṗx =
∂H

∂x
= −β x

r3
, −ṗy =

∂H

∂y
= −β y

r3
, −ṗz =

∂H

∂z
= −β z

r3
,

ẋ =
∂H

∂px
= px, ẏ =

∂H

∂py
= py, ż =

∂H

∂pz
= pz.

Tenemos que reescribir ~A en términos de px, py y pz, consideramos ~r =

xî+ yĵ + zk̂

~A = ~p× ~J + βr̂ = ~̇r × (~r × ~p) + βr̂ = ~̇r × (~r × ~̇r) + βr̂

= (~̇r · ~̇r)~r − (~̇r · ~r)~̇r + β
~r

r
= (ẋ2 + ẏ2 + ż2)(xî+ yĵ + zk̂)

− (xẋ+ yẏ + zż)(ẋî+ ẏĵ + żk̂) + β
xî+ yĵ + zk̂√
x2 + y2 + z2

=
[
(p2
y + p2

z)x− (ypy + zpz)px + β
x

r

]
î+
[
(p2
x + p2

z)y − (xpx + zpz)py + β
y

r

]
ĵ

+
[
(p2
x + p2

y)z − (xpx + ypy)pz + β
z

r

]
k̂.

(2.98)

Antes de utilizar el valor obtenido de ~A tenemos que comprobar que es una

cantidad conservada i.e. ~̇A = 0.

~̇A =
[
(2pyṗy + 2pzṗz)x− (ẏpy + yṗy + żpz + zṗz)px + β

ẋ

r
+ (p2

y + p2
z)ẋ

− (ypy + zpz)ṗx − β
x

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]̂
i+
[
(2pxṗx + 2pzṗz)y + (p2

x + p2
z)ẏ

− (ẋpx + xṗx + żpz + zṗz)py − (xpx + zpz)ṗy + β
ẏ

r
− β y

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]
ĵ

+
[
(2pxṗx + 2pyṗy)z + (p2

x + p2
y)ż − (ẋpx + xṗx + ẏpy + yṗy)pz

− (xpx + ypy)ṗz + β
ż

r
− β z

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]
k̂

=
[
− β

r3
(x2 + y2 + z2)px + β

px
r

]̂
i+
[
− β

r3
(x2 + y2 + z2)py + β

py
r

]
ĵ

+
[
− β

r3
(x2 + y2 + z2)pz + β

pz
r

]
k̂

=
[
− β

r
px + β

px
r

]̂
i+
[
− β

r
py + β

py
r

]
ĵ +

[
− β

r
pz + β

pz
r

]
k̂ = 0.

Para comprobar que la acción es invariante con la simetŕıa (2.94) usando
el teorema de Noether tenemos que calcular las transformaciones δpν y δqν
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generadas por ~A.

δq′ν = Qν − qν =
{
qν , εjAj

}
= {qν , εxAx + εyAy + εzAz}

=
{
qν , εx

[
(p2
y + p2

z)x− (ypy + zpz)px + β
x

r

]
+ εy

[
(p2
x + p2

z)y

− (xpx + zpz)py + β
y

r

]
+ εz

[
(p2
x + p2

y)z − (xpx + ypy)pz + β
z

r

]}
.

Para simplificar denotamosG = εjAj = εx
[
(p2
y + p2

z)x− (ypy + zpz)px + β x
r

]
+

εy

[
(p2
x + p2

z)y − (xpx + zpz)py + β y
r

]
+ εz

[
(p2
x + p2

y)z − (xpx + ypy)pz + β z
r

]
,

vamos a tener

δx = {x,G} = εx [−(ypy + zpz)] + εy [2pxy − xpy] + εz [2pxz − xpz] ,
δy = {y,G} = εx [2pyx− ypx] + εy [−(xpx + zpz)] + εz [2pyz − ypz] ,
δz = {z,G} = εx [2pzx− zpx] + εy [2pzy − zpy] + εz [−(xpx + ypy)] ,

(2.99)

δpx = {px, G}

= −
{
εx

[
p2
y + p2

z + β
1

r
− βx

2

r3

]
− εy

[
pxpy + β

xy

r3

]
− εz

[
pxpz + β

zx

r3

]}
,

δpy = {py, G}

= −
{
−εx

[
pypx + β

xy

r3

]
+ εy

[
p2
x + p2

z + β
1

r
− β y

2

r3

]
− εz

[
pypz + β

zy

r3

]}
,

δpz = {pz, G}

= −
{
−εx

[
pzpx + β

xz

r3

]
− εy

[
pzpy + β

yz

r3

]
+ εz

[
p2
x + p2

y + β
1

r
− β z

2

r3

]}
.

(2.100)

Antes de calcular δL vamos a comprobar que d
dt
δqµ = δq̇µ = δpµ.

d

dt
δx = δẋµ = −εx [ẏpy + yṗy + żpz + zṗz] + εy [2ṗxy + 2pxẏ − ẋpy − xṗy]

+ εz [2ṗxz + 2pxż − ẋpz − xṗz]

= −εx
[
p2
y + p2

z +
β

r
− βx2

r3

]
+ εy

[
β

r3
xy + pxpy

]
+ εz

[
β

r3
xz + pxpz

]
= δpx.

Para d
dt
δy = δẏ = δpy y d

dt
δz = δż = δpz tenemos un desarrollo similar.

Calculemos ahora la variación de L para comprobar si δL = 0 o tenemos
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alguna derivada total.

δL = ẋδẋ+ ẏ2δẏ + żδż + β
1

r3
(xδx+ yδy + zδz)

= −px
{
εx

[
p2
y + p2

z + β
1

r
− βx

2

r3

]
+ εy

[
−pxpy − β

xy

r3

]
+ εz

[
−pxpz − β

zx

r3

]}
− py

{
εx

[
−pypx − β

xy

r3

]
+ εy

[
p2
x + p2

z + β
1

r
− β y

2

r3

]
+ εz

[
−pypz − β

zy

r3

]}
− pz

{
εx

[
−pzpx − β

xz

r3

]
+ εy

[
−pzpy − β

yz

r3

]
+ εz

[
p2
x + p2

y + β
1

r
− β z

2

r3

]}
+ β

1

r3

{
xεx [−(ypy + zpz)] + xεy [2pxy − xpy] + xεz [2pxz − xpz]

+ yεx [2pyx− ypx] + yεy [−(xpx + zpz)] + yεz [2pyz − ypz]

+ zεx [2pzx− zpx] + zεy [2pzy − zpy] + zεz [−(xpx + ypy)]
}

= εx

[
−2β

r
ẋ+

β2x

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]
+ εy

[
−2β

r
ẏ +

β2y

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]
+ εy

[
−2β

r
ż +

β2z

r3
(xẋ+ yẏ + zż)

]
= εx

d

dt

(
−2β

x

r

)
+ εy

d

dt

(
−2β

y

r

)
+ εz

d

dt

(
−2β

z

r

)
=

d

dt
δΩx +

d

dt
δΩy +

d

dt
δΩz.

(2.101)

consideramos δΩx = −εx2β xr , δΩy = −εy2β yr y δΩz = −εz2β zr . Concluimos
que tiene una derivada total.
Ahora queremos ver si podemos obtener la cantidad conservada ~A usando
los valores de δΩj encontrados arriba,

~A =
∂L
∂ẋ

δx+
∂L
∂ẏ
δy +

∂L
∂ż
δz + δΩx + δΩy + δΩz

= px {−εx [ypy + zpz] + εy [2pxy − xpy] + εz [2pxz − xpz]}
+ py {εx [2pyx− ypx] + εy [−(xpx + zpz)] + εz [2pyz − ypz]}
+ pz {εx [2pzx− zpx] + εy [2pzy − zpy] + εz [−(xpx + ypy)]}

− 2β
(
εx
x

r
+ εyβ

y

r
+ εz

z

r

)
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~A = εx

{
2(p2

y + p2
z)x− 2ypxpy − 2zpxpz − 2β

x

r

}
+ εy

{
2(p2

x + p2
z)y − 2xpxpy − 2zpypz − 2β

y

r

}
+ εz

{
2(p2

x + p2
y)z − 2xpxpz − 2ypypz − 2β

z

r

}
.

(2.102)

Concluimos que es posible obtener ~A (2.98) usando δΩj.

2.4. Enredamiento

Una idea que recientemente ha atráıdo mucha atención es la idea de la
complejidad [8, 9].

En donde la idea fundamental es que mediante una transformación po-
demos pasar de un estado cuántico de referencia ΨR a un estado cuántico
enredado ΨE, i.e.

ΨE = UΨR. (2.103)

Además, decimos que si U tiene una estructura polinomial P es fácilmente
soluble, en cambio si U tiene una estructura no polinomial NP es dif́ıcil re-
solver el problema.
Consideremos el siguiente ejemplo, un par de osciladores armónicos acopla-
dos:

H =
1

2

[
p2

1 + p2
2 + ω2(x2

1 + x2
2) + Ω2(x1 − x2)2

]
, (2.104)

en donde x1, x2 son los ı́ndices de las posiciones espaciales, por simplici-
dad consideramos m1 = m2 = 1. Para resolver este sistema, rescribimos el
hamiltoniano en términos de los modos normales

H =
1

2

[
p2

+ + ω2
2x

2
+ + p2

− + ω2
−x

2
−
]
, (2.105)

donde

x± ≡
1√
2

(x1 ± x2), ω2
+ = ω2, ω2

− = ω2 + 2Ω2. (2.106)

Esta reestructuración del problema da como resultado dos osciladores armóni-
cos simples desacoplados, y a partir de aqúı resolvemos simplemente con los
eigenestados y eigenfunciones del hamiltoniano. Podemos escribir la función
de onda del estado base como el producto de dos funciones de onda del estado
base de los osciladores individuales:

ψ0(x+, x−) = ψ0+(x+)ψ0−(x−) =
(ω+ω−)1/4

√
π

exp

[
−1

2
(ω+x

2
+ + ω−x

2
−)

]
,

(2.107)
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donde la normalización se elige de tal forma que
∫
d2x|ψ0|2 = 1. En términos

de las variables originales tenemos

ψ0(x1, x2) =
(ω1ω2 − β2)1/4

√
π

exp

[
−1

2
(ω1x

2
1 + ω2x

2
2 + 2βx1x2)

]
, (2.108)

en donde

ω1 = ω2 =
1

2
(ω+ + ω−), β ≡ 1

2
(ω+ − ω−) < 0. (2.109)

Lo siguiente es identificar un estado de referencia simple. Motivados por la
discusión de la complexificación holográfica [10, 11, 12], aśı como cMERA[13]
elegimos el estado de referencia en donde las dos masas son entradas, llamadas
estados factorizados Gaussianos

ψR(x1, x2) =

√
ω0

π
exp

[
−ω0

2
(x2

1 + x2
2)
]
. (2.110)

Para el tiempo inicial, consideramos ω0 como parámetro libre que caracteriza
al sistema de referencia.
Ya tenemos el estado de referencia y el estado enredado, solo falta identificar
un conjunto unitario simple para construir la transformación unitaria U , tal
que ψE = UψR. Los operadores que aparecen naturalmente en mecánica
cuántica para el problema de dos osciladores acoplados son: las posiciones
x1, x2 y los momentos p1 = −i∂1, p2 = −i∂2, que satisfacen las relaciones
de conmutación canónica [xa, pb] = iδab. Podemos usar estos operadores para
construir un conjunto de entradas elementales para nuestro problema:

H = eiεx0p0 , Ja = eiεx0pa , Ka = eiεxap0 ,

Qab = eiεxapb (con a 6= b), Qaa = e
iε
2

(xapa+paxa) = eε/2eiεxapa ,
(2.111)

en donde x0 y p0 son constantes complejas. El punto clave es introducir
un parámetro infinitesimal ε << 1 en los exponentes de los operadores. Esto
asegura que la acción de cualquiera de estas entradas produce solo un cambio
pequeño en la función de onda. La acción de cualquiera de las entradas puede
entenderse con los siguientes ejemplos:

Hψ(x1, x2) = eiεx0p0ψ(x1, x2), cambio de fase (global),

J1ψ(x1, x2) = ψ(x1 + εx0, x2), cambiamos x1 por la constante εx0,

K1ψ(x1, x2) = eiεx1p0ψ(x1, x2), cambiamos p1 por la constante εp0,

Q21ψ(x1, x2) = ψ(x1 + εx2, x2), cambiamos x1 por εx2,

Q11ψ(x1, x2) = e
iε
2 ψ(eεx1, x2), reescalamos x1 → eεx1.

(2.112)
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Cuando trabajamos con funciones de onda en el espacio de posiciones, el cam-
bio producido por K1 (o K2) en el momento implica introducir una pequeña
componente de la onda plana en la función de onda (2.112). Nos referimos
a Q11 y Q22 como entradas de escalamiento, por razones obvias, pues estos
operadores escalan las coordenadas correspondientes una pequeña cantidad.
Notemos que también se introduce un factor general de normalización, lo que
asegura que la norma de la función de onda se preserve. Los operadores Q21

y Q12 combinan las posiciones xj de las masas, debido a esto el enredamiento
se incrementa entre los dos osciladores; nos referimos a estas entradas como
entradas enredadas.
Podemos extender el ensamble de entradas introduciendo en la ecuación
(2.111) los operadores de la forma

exp

[
iε
p0

x0

x1x2

]
o exp

[
iε
x0

p0

p2
1

]
. (2.113)

También podemos introducir entradas con potencias pares superiores de x’s
y p’s en el exponente. Sin embargo, sabemos que la colección de entradas en
la ecuación (2.111) es suficiente para aplicar la transformación unitaria en
los estados de referencia espećıficos (2.110) para los estados enredados desea-
dos (2.108). Por simplicidad trabajamos dentro del subconjunto de todas las
posibles entradas unitarias.
Consideremos el siguiente caso:

ψT = UψR ≡ Qα3
22Q

α2
21Q

α1
11ψR. (2.114)

En donde Q11 actúa primero sobre α1 e incrementa la frecuencia de referencia
ω0 que aparece en frente de x2

1 en la ecuación (2.110) de la frecuencia ω1

deseada en la ecuación (2.108). De forma similar para las entradas Q21 y Q22

generan α2 y α3 en el circuito y son fijados de forma única por ω2 y β en
el estado objetivo. Los detalles de los cálculos están en el apéndice A y el
resultado final es

α1 =
1

2ε
log

(
ω1

ω0

)
, α2 =

1

ε

√
ω1

ω0

β√
ω1ω2 − β2

,

α3 =
1

2ε
log

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
.

(2.115)

Ahora queremos ver si dentro de las variables de ángulo acción existe esta
estructura de enredamiento.
Consideremos primero al oscilador armónico 2-dimensional desacoplado con
el siguiente hamiltoniano:

H =
1

2

(
p2

1 + p2
2 + ω2

1x
2
1 + ω2

2x
2
2

)
, (2.116)
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notemos que el sistema es separable i.e. H = F1 + F2 donde

F1 =
1

2

(
p2

1 + ω2
1x

2
1

)
, F2 =

1

2

(
p2

2 + ω2
2x

2
2

)
. (2.117)

Calculamos sus variables de acción

I = I1 + I2 =
1

2π

∮
p1dx1 +

1

2π

∮
p2dx2

=
4

2π

∫ x1max

0

√
2F1 − ω2

1x
2
1dx1 +

4

2π

∫ x2max

0

√
2F2 − ω2

2x
2
2dx2

=
2

π

∫ x1max

0

√
2F1

√
1− ω2

1x
2
1

2F1

dx1 +
2

π

∫ x2max

0

√
2F2

√
1− ω2

2x
2
2

2F2

dx2.

Hacemos el siguiente cambio de variable

x1 =

√
2F1

ω1

sin θ, dx1 =

√
2F1

ω1

cos θ dθ,

x2 =

√
2F2

ω2

sinφ, dx2 =

√
2F2

ω2

cosφ dφ.

Entonces tenemos

I =
2

π

√
2F1

∫ π/2

0

√
1− sin2 θ

√
2F1

ω1
cos θdθ +

2

π

√
2F2

∫ π/2

0

√
1− sin2 φ

√
2F2

ω2
cosφdφ

=
4F1

πω1

(
θ

2
+

sin 2θ

4

)π/2
0

+
4F2

πω2

(
φ

2
+

sin 2φ

4

)π/2
0

=
F1

ω1
+
F2

ω2

=
1

ω1

1

2

(
p2

1 + ω2
1x

2
1

)
+

1

ω2

1

2

(
p2

2 + ω2
2x

2
2

)
=

1

2ω1ω2

(
ω2p

2
1 + ω1p

2
2

)
+

1

2

(
ω1x

2
1 + ω2x

2
2

)
.

(2.118)

Calculemos ahora las variables de acción para el caso del oscilador armónico
acoplado con el hamiltoniano (2.105) en términos de los modos normales

H =
1

2

(
p2

+ + ω2
+x

2
+ + p2

− + ω2
−x

2
−
)

= F− + F−, (2.119)

en donde consideramos x± = 1√
2
(x1 ± x2), ω2

+ = ω2 y ω2
− = ω2 + 2Ω2.

I = I+ + I− =
1

2π

∮
p+dx+ +

1

2π

∮
p−dx−

=
4

2π

∫ x+max

0

√
2F+ − ω2

+x
2
+dx+ +

4

2π

∫ x−max

0

√
2F− − ω2

−x
2
−dx−

=
2
√

2F+

π

∫ x+max

0

√
1− ω2

+x
2
+

2F+

dx+ +
2
√

2F−
π

∫ x−max

0

√
1− ω2

−x
2
−

2F−
dx−,
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haciendo el siguiente cambio de variable

x+ =

√
2F+

ω2
+

sin θ, x− =

√
2F−
ω2
−

sinφ,

dx+ =

√
2F+

ω2
+

cos θ dθ, dx− =

√
2F−
ω2
−

cosφ dφ,

tenemos

I =
2
√

2F+

π

∫ π/2

0

√
1− sin2 θ

√
2F+

ω2
+

cos θdθ

+
2
√

2F−
π

∫ π/2

0

√
1− sin2 φ

√
2F−
ω2
−

cosφdφ

=
F+

ω+

+
F−
ω−

,

usamos las variables originales para reescribir el resultado anterior

I =
1

2ω+

(p2
+ + ω2

+x
2
+) +

1

2ω−
(p2
− + ω2

−x
2
−) =

1

2ω+ω−
·{

ω−

[
(p1 + p2)2

2
+ ω2

+

(x2 + x2)2

2

]
+ ω+

[
(p1 − p2)2

2
+ ω2

−
(x2 − x2)2

2

]}
=

1

2(ω2
1 − β2)

[
ω1(p2

1 + p2
2)− 2βp1p2

]
+

1

2

[
ω1x

2
1 + ω2x

2
2 + 2βx1x2

]
.

(2.120)

Notamos que la parte del generador que tiene componentes espaciales es
proporcional al término que se encuentra en la exponencial de la ecuación
(2.110), lo que quiere decir que hay una relación entre ambas teoŕıas.

En mecánica clásica también podemos pasar del caso desacoplado al caso
acoplado mediante una transformación infinitesimal de la forma δqν = Qν −
qν = {pν , G} en donde el generador de la simetŕıa va estar dado por G =
α1x1p1 + α2(x1p2 + x2p1) + α3x2p2.{

x2
1 + x2

2, αaG
a
}

=
{
x2

1 + x2
2, α1x1p1 + α2(x1p2 + x2p1) + α3x2p2

}
= 2x1(α1x1 + α2x2) + 2x2(α2x1 + α3x2)

= 2α1x
2
1 + 4α2x1x2 + 2α3x

2
2,

(2.121)

tomando α1 = ω1

2
, α2 = β

2
y α3 = ω2

2
vemos que se recupera la estructura

enredada (2.120), siendo esta transformación equivalente a la ecuación (2.114)
a nivel cuántico.
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2.5. Pares de Lax

El método de los pares de Lax consiste en reformular el sistema original
de ecuaciones no lineales como una condición de compatibilidad de un sis-
tema de ecuaciones lineales asociado a dos operadores, a los que llamamos
pares de Lax.
Consideremos por ejemplo un sistema de ecuaciones de movimiento no linea-
les de 1 + 1 dim

~ut = ~F (~u, ~ux, ~uxx, ...), (2.122)

donde x y t son las variables espacial y temporal, respectivamente. El vector
~u(x, t), en general, tiene N componentes ui y ~F es una función no lineal en
sus argumentos.
Peter Lax demostró que las ecuaciones diferenciales parciales no lineales in-
tegrables tienen un sistema asociado de ecuaciones diferenciales parciales
lineales en una función auxiliar φ(x, t):

Lφ = λφ, (2.123)

φt = Mφ, (2.124)

donde L y M son operadores diferenciales lineales y φ(x, t) es la función
propia de L correspondiente al valor propio λ. Los operadores (L,M) son
conocidos como pares de Lax para (2.122).
La propiedad de que (2.122) sea completamente integrable se refleja en el
hecho de que los valores propios no cambian con el tiempo como veremos
a continuación. Consideremos un operador lineal L, que depende de una
función u(x, t), la variable espacial x y las derivadas espaciales ux, uxx, ...,
pero no de la variable temporal t en forma explicita, de forma que tenemos

Lφ = λφ, φ = φ(x, t).

y usando el operador M , que cumple:

φt = Mφ.

Calculemos la derivada temporal de (2.123)

φ+ Lφt = λtφ+ λφt,

Ltφ+ LMφ = λtφ+ λMφ,

Ltφ+ LMφ = λtφ+MLφ,

(Lt + LM − LM)φ = λtφ.
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Entonces, para el caso de funciones propias no triviales φ(x, t) se debe cumplir
que

Lt + [L,M ] = 0 o Lt = [M,L] (2.125)

si y sólo si λt = 0 ( en donde usamos la definición del conmutador [L,M ] :=
LM − LM). La ecuación (2.125) es conocida como la representación de Lax
de una ecuación diferencial parcial dada o como ecuación de Lax. En algunos
casos los pares de Lax pueden ser dos matrices L y M .

De hecho, la solución de la ecuación (2.125) para matrices es de la forma

L(t) = g(t)L(0)g−1(t), (2.126)

donde la matriz invertible g(t) está determinada por

M =
dg

dt
g−1 (2.127)

De esto se sigue que si I(L) es una función de L invariante por conjugación
L → gLg−1, entonces I(L(t)) es una constante del movimiento. Tales fun-
ciones son funciones de los valores propios de L. Decimos que la ecuación de
evolución (2.125) es isospectral, lo que significa que el espectro de L (λα) se
conserva por el tiempo de evolución.

Los pares de Lax no son únicos, ya que hay al menos una libertad en la
medida

L→ gLg−1, M → gMg−1 +
dg

dt
g−1, (2.128)

donde g es una matriz invertible, función en el espacio fase.
Ejemplos.
Vamos a presentar un ejemplo simple para demostrar que las ecuaciones de
movimiento pueden reescribirse realmente en la forma de Lax.

El par de Lax para el oscilador armónico (con m = 1) puede ser escrito
como

L =

(
p ωq
ωq −p

)
, M =

(
0 −ω/2
ω/2 0

)
. (2.129)

Sustituimos los valores de L y M en (2.125).

dL

dt
=

d

dt

(
p ωq
ωq −p

)
=

(
ṗ ωq̇
ωq̇ −ṗ

)
[M,L] =

(
0 −ω/2
ω/2 0

)(
p ωq
ωq −p

)
−
(

p ωq
ωq −p

)(
0 −ω/2
ω/2 0

)
=

(
−ω2q/2 ωp/2
ωp/2 ω2q/2

)
−
(

ω2q/2 −ωp/2
−ωp/2 −ω2q/2

)
,
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igualando ambos términos encontramos(
ṗ ωq̇
ωq̇ −ṗ

)
=

(
−ω2q ωp
ωp ω2q

)
, ⇒ ṗ = −ω2q q̇ = p. (2.130)

qué son las ecuaciones de movimiento del oscilador armónico. Notemos
que podemos escribir el hamiltoniano H como 1

4
trL2 como veremos a

continuación

H =
1

4
trL2 =

1

4
tr

(
p ωq
ωq −p

)(
p ωq
ωq −p

)
=

1

4
tr

(
p2 + ω2q2 0

0 ω2q2 + p2

)
=

1

4
2(p2 + ω2q2) =

1

2
(p2 + ω2q2)

Este ejemplo puede generalizarse a n osciladores armónicos indepen-
dientes si escribimos las matrices de Lax L y M en bloques diagonales,
donde los bloques son matrices de dos por dos como arriba.

Los pares de Lax nos proveen cantidades conservadas sin utilizar la estructu-
ra de Poisson. Sin embargo, la noción de integralidad de Liouville requiere de
la estructura de Poisson junto con la propiedad de involución de las cantida-
des conservadas. Presentaremos ahora la forma general de los paréntesis de
Poisson entre los elementos de la matriz de Lax que nos asegura la propiedad
de involución entre las cantidades conservadas. Suponiendo que tenemos un
par de Lax L, M , matrices de N × N y que podemos diagonalizar L de la
forma

L = UΛU−1. (2.131)

Los elementos λk de matriz diagonal Λ son cantidades conservadas.
Primero introducimos algo de notación. Sea Eij la base canónica de las ma-
trices de N ×N , (Eij)kl = δikδjl. Podemos escribir

L =
∑
ij

LijEij.

Los componentes Lij de la matriz de Lax son funciones en el espacio fase.
Sea

L1 = L⊗ 1 =
∑
ij

Lij(Eij ⊗ 1), L2 = 1⊗ L =
∑
ij

Lij(1⊗ Eij). (2.132)
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El ı́ndice 1 o 2 se refiere al hecho de si la matriz L es el primero o segundo
factor en el producto tensorial g ⊗ g. De forma similar, para T que vive en
el producto de dos copias de las matrices de N ×N , tenemos

T = T12 =
∑
ij,kl

Tij,kl Eij ⊗ Ekl, T21 =
∑
ij,kl

Tij,kl Ekl ⊗ Eij. (2.133)

De forma más general, cuando tenemos el producto tensorial con más copias
de las matrices de N ×N , denotamos por Lα a la L incrustada en la posición
α, p.ej. L3 = 1⊗ 1⊗L⊗ 1⊗ ... y Tαβ a la T incrustada en la posición α y β.
Además, denotamos por trα la parcial de la traza en la posición α del pro-
ducto tensorial. Por ejemplo

tr1T12 =
∑
ij,kl

Tij,kltr(Eij)Ekl.

Definimos {L1, L2} como la matriz de los paréntesis de Poisson entre los
elementos de L

{L1, L2} =
∑
ij,kl

{Lij, Lkl}Eij ⊗ Ekl. (2.134)

Para un sistema integrable, los paréntesis de Poisson entre los elementos de
la matriz de Lax L pueden ser escritos de la siguiente forma especial:

Teorema 2. Los eigenvalores de L está en involución si y sólo si existe un
elemento r21 ∈ g⊗ g, función de las variables del espacio fase, tal que

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2], (2.135)

donde r21 = π ◦ r12, π designa el operador de permutación actuando en dos
copias de g ⊗ g.

La identidad de Jacobi en los paréntesis de Poisson, nos da la siguiente
constricción en r:

[L1, [r12, r13] + [r12, r23] + [r32, r13] + {L2, r13} − {L3, r12}]+
[L2, [r13, r21] + [r23, r21] + [r23, r31] + {L3, r21} − {L1, r23}]+
[L3, [r31, r12] + [r21, r32] + [r31, r32] + {L1, r32} − {L2, r31}] = 0.

(2.136)

En este sentido, resolver esta ecuación significa clasificar el sistema hamilto-
niano integrable.
Si ocurre que r es constante, los únicos términos que quedan en la ecuación
(2.136) son los primeros. En particular, la identidad de Jacobi se satisface si
la r-matriz constante satisface

[r12, r13] + [r12, r23] + [r32, r13] = 0, (2.137)
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donde r es antisimétrica, r12 = −r21, esta es llamada la ecuación clásica de
Yang-Baxter (CYBE).

Los paréntesis de Poisson (2.135) son equivalentes a la involución de los
eigenvalores de L. Un conjunto equivalente de hamiltonianos conmutativos
Hn, está dado por la traza de las potencias de la matriz de Lax

Hn = Tr(Ln). (2.138)

Los hamiltonianos Hn está en involución, {Hn, Hm} = 0 pues sus eigenvalores
son polinomios simétricos. Además, demostramos que la evolución temporal
de la matriz de Lax L con el hamiltoniano Hn toma naturalmente la forma
de Lax.

Proposición 2. Suponiendo que {L1, L2} = [r12, L1] − [r21, L2]. Si consi-
deramos Hn = tr(Ln) como los hamiltonianos, entonces las ecuaciones de
movimiento admiten la representación de Lax

dL

dtn
≡ {Hn, L} = [Mn, L], con Mn = −n Tr1(Ln−1

1 r21). (2.139)

Dem. Sea m = 1 en la ecuación (A.15) y si tomamos la traza sobre el
primer espacio, llegamos a dL/dtn = [Mn, L] con Mn = −ntr1(Ln−1

1 r21).
Notemos que las matrices Mn no son únicas ya que si agregamos cualquier
matriz conmutativa de L no cambian las ecuaciones de movimiento.

Ejemplos: A continuación daremos algunos ejemplos de la matriz r y de
cómo se obtienen las cargas conservadas a partir de la traza de las potencias
de L.

La siguiente matriz es una solución constante de CYBE

r = e⊗ h− h⊗ e, [h, e] = e. (2.140)

El álgebra está basada en el subalgebra sl(2) el triángulo de Borel
generado por el elemento h de Cartan y una rotación denotada por e.

La matriz r12 del oscilador armónico no constante

r12 = − ω

4π

(
0 1
−1 0

)
⊗ L =

iω

4π
σ2 ⊗ L, (2.141)

donde H = 1
2
(p2+ω2q2) da la enerǵıa y {q, p} = 1 el paréntesis canónico

de Poisson. Los eigenvalores de L en (2.129) son ±2H. O2 = trLn =
trL2 = ±2H
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Trompo de Euler
En este caso, los pares de Lax aparecen naturalmente. Introducimos las
matrices Jij = εijkJk y Ωij = εijkωk de 3 × 3. Entonces las ecuaciones

de movimiento d ~J
dt

= −ω ∧ ~J se puede reescribir en forma de matriz
como:

dJ

dt
= [Ω, J ]. (2.142)

Este es un par de Lax con L = J y M = Ω, pero desafortunadamente
las cantidades conservadas, tr(Ln), ya se anulan o son función de ~J y
por lo tanto el hamiltoniano no está incluido en el conjunto de canti-
dades conservadas.
Para resolver este problema tenemos que hacer algunas modificacio-
nes. Introduzcamos una matriz diagonal: I = diag(I1, I2, I3) con Ik =
1/2(Ii + Ij + Ik), donde (i, j, k) es una permutación ćıclica de (1, 2, 3).
Con ayuda de esta notación tenemos

J = IΩ + ΩI. (2.143)

Suponiendo que todas las Ij son diferentes e imponemos que

L(λ) = I2 +
1

λ
J, M(λ) = λI + Ω, (2.144)

donde λ es un parámetro libre arbitrario llamado parámetro espectral.
Comprobemos que la ecuación Lax reproducen las ecuaciones de movi-
miento, calculamos:

0 = L̇(λ)− [M(λ), L(λ)] = L̇(λ)− [λI + Ω, I2 +
1

λ
J ]

=
1

λ

(
J̇ − [Ω, J ]

)
, ⇒ J̇ = [Ω, J ].

(2.145)

Solo los términos con 1
λ

contribuyen y nos dan las ecuaciones de mo-
vimiento. Notemos que esto nuevos pares de Lax son mejores que los
anteriores debido a que:

trL2(λ) = trI2 − 2

λ2
~J2,

trL3(λ) = trI6 − 3

λ2

(
1

4
(trI)2 ~J2 − I1I2I3H

)
,

(2.146)

por lo tanto, ahora tenemos el hamiltoniano entre las cantidades con-
servadas de la forma trLn(u).
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El punto importante es que la matriz de Lax depende de un parámetro espec-
tral λ que fue necesario introducir para generar las cantidades conservadas
apropiadas. Además, la ecuación Lax se cumple de manera idéntica en λ.

Para el problema de Kepler tenemos los siguientes pares de Lax

L =
1

2

∑
k

(
− xkẋk
λ−λk

xkxk
λ−λk

− ẋkẋk
λ−λk

xkẋk
λ−λk

)
, M =

(
0 −1
β
r3 0

)
, (2.147)

El par de Lax depende de 3 variables complejas λµ, µ = 1, ..., d, y λ es
el parámetro espectral. Comprobemos que a partir de (2.147) podemos
obtener las ecuaciones de movimiento. Partimos de

dL

dt
= [L,M ], (2.148)

calculamos

[L,M ] = LM −ML

=
1

2

3∑
k=1

1

λ− λk

{[
xkxk

β
r3 xkẋk

xkẋk
β
r3 ẋkẋk

]
−
[

ẋkẋk −xkẋk
− β
r3xkẋk

β
r3xkxk

]}

=
1

2

3∑
k=1

1

λ− λk

[
xkxk

β
r3 − ẋkẋk xkẋk + xkẋk

xkẋk
β
r3 + β

r3xkẋk ẋkẋk − β
r3xkxk

]
.

(2.149)

Por otro lado tenemos

dL

dt
=

1

2

3∑
k=1

1

λ− λk

[
−ẋkẋk − xkẍk ẋkxk + xkẋk
−ẍkẋk − ẋkẍk ẋkẋk + xkẍk

]
. (2.150)

Igualamos ambas ecuaciones tenemos

1

2

3∑
k=1

1

λ− λk

[
−ẋkẋk − xkẍk ẋkxk + xkẋk
−ẍkẋk − ẋkẍk ẋkẋk + xkẍk

]

=
1

2

3∑
k=1

1

λ− λk

[
xkxk

β
r3 − ẋkẋk xkẋk + xkẋk

xkẋk
β
r3 + β

r3xkẋk ẋkẋk − β
r3xkxk

]
,

(2.151)

al igualar los elementos de la matriz tenemos solamente las siguientes
ecuaciones no triviales

xkẍk = −βxkxk
r3

⇒ xk(ẍk = −βxk
r3

),

2ẋkẍk = −2
βxkẋk
r3

⇒ ẋk(ẍk = −βxk
r3

).

(2.152)
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Lo que se reduce a las ecuaciones de Newton

ẍk = −βxk
r3

. (2.153)

Notemos que el parámetro espectral λµ no contribuye.
Veamos que podemos obtener cantidades conservadas a partir de la traza de
las potencias de L.

H1 = trL =
1

2

3∑
k=1

(
− xkẋk
λ− λk

+
xkẋk
λ− λk

)
= 0,

H2 = trL2

= tr
1

4

∑
k,l

1

(λ− λk)(λ− λl)

(
xkẋkxlẋl − xkxkẋlẋl 0

0 −ẋkẋkxlxl + xkẋkxlẋl

)
=

1

4

∑
k,l

2 (xkẋkxlẋl − xkxkẋlẋl)
(λ− λk)(λ− λl)

=
1

2

∑
k,l

xkẋl(xlẋk − xkẋl)
(λ− λk)(λ− λl)

.

(2.154)

Recordando que el momento angular se puede escribir como Ji = εijkxjẋk, si
lo multiplicamos por εilm tenemos

εilmJi = εilmεijkxjẋk,

εilmJi = (δljδmk − δlkδmj)xjẋk,
εilmJi = xlẋm − xmẋl.

(2.155)

Usando el resultado anterior podemos reescribir H2 como:

H2 =
1

2

∑
k,l,i

xkẋlεilkJi
(λ− λk)(λ− λl)

, (2.156)

hay que recordar que ε es antisimétrico, por lo que los únicos términos que
contribuyen son i 6= j 6= k 6= i, i.e.

H2 =
1

2

[ x3ẋ2ε123J1

(λ− λ3)(λ− λ2)
+

x2ẋ3ε132J1

(λ− λ2)(λ− λ3)
+

x1ẋ3ε231J2

(λ− λ1)(λ− λ3)

+
x3ẋ1ε213J2

(λ− λ3)(λ− λ1)
+

x2ẋ1ε312J3

(λ− λ2)(λ− λ1)
+

x1ẋ2ε321J3

(λ− λ1)(λ− λ2)

]
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H2 =
1

2

[
(x3ẋ2 − x2ẋ3)J1

(λ− λ2)(λ− λ3)
+

(x1ẋ3 − x3ẋ1)J2

(λ− λ1)(λ− λ3)
+

(x2ẋ1 − x1ẋ2)J3

(λ− λ1)(λ− λ2)

]
=

1

2

[
−J1J1

(λ− λ2)(λ− λ3)
+

−J2J2

(λ− λ1)(λ− λ3)
+

−J3J3

(λ− λ1)(λ− λ2)

]
=

1

2

∑
i 6=j 6=k 6=i

−JiJi
(λ− λj)(λ− λk)

.

(2.157)

En H2 obtenemos el cuadrado de las componentes del momento angular. Para
obtener otra cantidad conservada hay que seguir el mismo procedimiento para
H3, H4, ...



Caṕıtulo 3

Interlúdio Matemático

En el siguiente caṕıtulo daremos un repaso de algunas definiciones ma-
temáticas como: grupos, anillos, campos, espacios vectoriales, álgebras y gru-
pos de Lie, aśı como el álgebra universal envolvente, las álgebras asociativas
con unidad, las C álgebras, las coálgebras, las biálgebras y por último el
álgebra de Hopf y el álgebra de lazos.

3.1. Semigrupos y monoides

Definición 1. Una operación ∗ en un conjunto X es una función ∗ : X ×
X → X, y es llamada multiplicación.

Definición 2. La operación ∗ : X ×X → X es asociativa si:

x ∗ (y ∗ z) = (x ∗ y) ∗ z, ∀x, y, z ∈ X. (3.1)

Definición 3. A la pareja ordenada (X, ∗) se le denomina semigrupo. Por
otro lado, si ∗ es una operación asociativa en X y e ∈ X entonces,

1. e es un neutro izquierdo para ∗, si e ∗ x = x, ∀x ∈ X.

2. e es un neutro derecho para ∗, si x ∗ e = x, ∀x ∈ X.

3. e es un neutro derecho para ∗, si e es un neutro izquierdo y derecho
para ∗.

Definición 4. La terna (M, ∗, e) es un monoide si (M, ∗) es un semigrupo
y e es neutro para ∗.

Definición 5. La operación ∗ es conmutativa si:

a ∗ b = b ∗ a, ∀a, b ∈M. (3.2)

45
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3.2. Grupos

Definición 6. Un grupo es un monoide (M, ∗, e) en el que cada elemento
tiene inverso.

Definición 7. Si la operación en un grupo (M, ∗, e) es conmutativa, entonces
se dice que el grupo es conmutativo o abeliano.

Definición 8. El orden de un grupo G, es el número de elementos del con-
junto de éste.

Ejemplo 1. Son grupos finitos:

(Q, ·) (producto ordinario).

El grupo de dos elementos e, g. Donde g2 = e. Por ejemplo, si tomamos
1 y −1 con la operación multiplicación se forma un grupo de este tipo.

Ejemplo 2. Son grupos infinitos:

El conjunto de números reales R es un grupo abeliano con la operación
suma. Si excluimos el 0, entonces es el grupo abeliano con la operación
multiplicación.

El grupo de rotaciones de vectores en tres dimensiones.

Definición 9. Sea G un grupo y U un subconjunto de este. Se dice que U es
un subgrupo si las operaciones de grupo cierran dentro de U .

∀g, g′−1 ∈ U ⇒ g ◦ g′−1 ∈ U,
∀g, g′ ∈ U ⇒ g−1 ◦ g′ ∈ U.

(3.3)

Definición 10. Dados dos grupos G y G′ se dice que una aplicación ϕ : G→
G′ es un homeomorfismo, si preserva la estructura de grupo i.e.

ϕ(g · h) = ϕ(g) ∗ ϕ(h), (3.4)

donde · y ∗ son las operaciones correspondientes a los grupos G y G′. Si la
aplicación es biyectiva, se dice que es un isomorfismo.

Ejemplo 3. Son subgrupos:

O(N): Un subgrupo de GL(N,R) formado por las matrices ortogonales
N ×N , que cumplen con la condición ΩΩt = I.

Definición 11. Sea V un K-espacio vectorial, llamaremos endomorfismo de
V a cualquier aplicación lineal en la que el conjunto inicial y el conjunto final
es V , es decir, cualquier aplicación lineal T : V → V . Si un endomorfismo
es biyectivo se dice que es un automorfismo.



3.3. ANILLOS Y CAMPOS 47

3.2.1. Representación de grupos

Definición 12. Dado un grupo G llamamos representación de este, a un
homeomorfismo D : G→ GL(N,K) de dicho grupo en un grupo de matrices
reales o complejas (K = R,C). Aśı pues, a cada elemento g del grupo le
corresponde una matriz D(g), de tal forma que:

D(g1 ◦ g2) = D(g2)D(g1). (3.5)

Ejemplo 4. Son representaciones:

El grupo de rotaciones SO(n) es isomorfo al grupo de matrices ortogo-
nales con determinante 1.

El grupo de Lorentz es isomorfo al grupo O(3, 1) de matrices que dejan
invariante la métrica de Minkowski.

3.2.2. Grupos de Lie

Definición 13. Un grupo de Lie es una variedad diferencial G de dimen-
sión finita que es también un grupo topológico en el cual las operaciones de
multiplicación e inversión,

∗ :G×G→ G, i : G→ G,

(a, b) 7→ ab, a 7→ a−1,
(3.6)

son suaves (i.e. infinitamente diferenciables).

Ejemplo 5. Son grupos de Lie:

Rn, ya que es una variedad diferenciable de dimensión n, y adicional-
mente forma un grupo topológico aditivo. Las operaciones de adición
y cambio de signo son suaves.

O(n), el grupo ortogonal es un subgrupo topológico de GLn(R), adi-
cionalmente también es una variedad diferencial de dimensión finita.

3.3. Anillos y campos

Definición 14. Un anillo es una quinteta (R,+, ∗, 0, 1) tal que:

1. (R,+, 0) es un grupo conmutativo.

2. (R, ∗, 1) es un monoide.
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3. ∗ se distribuye sobre +, por ambos lados, es decir:

r ∗ (s+ t) = (r ∗ s) + (r ∗ t), ∀r, s, t ∈ R,
(s+ t) ∗ r = (s ∗ r) + (t ∗ r), ∀r, s, t ∈ R.

(3.7)

Ejemplo 6. Son anillos bajo la suma y el producto ordinario.

(Zn,+, ·, 0, 1).

(Q,+, ·, 0, 1).

(R,+, ·, 0, 1).

Definición 15. Un anillo (R,+, ∗, 0, 1) es un

1. Anillo conmutativo si ∗ es conmutativa.

2. Anillo con división si (R/0, ∗, 1) es un grupo.

3. Campo si (R/0, ∗, 1) es un grupo abeliano.

Definición 16. Sea A un anillo, se dice que I ⊂ A es un ideal si:

1. (I,+) es un subgrupo,

2. a ∈ A, b ∈ I ⇒ ab, ba ∈ I.

Notemos que estas propiedades nos aseguran que + y · son cerradas en
I, y por lo tanto I hereda la estructura de anillo de A. Además 2) implica
que I es invariante bajo multiplicación.

Ejemplo 7. Son ideales

∀k, kZ es un ideal de Z.

3.4. Espacios vectoriales

Definición 17. Un espacio vectorial A es una quinteta (V,+, e,K, · : K ×
V → V ), tal que:

1. (V,+, e) es un grupo abeliano.

2. · : K × V → V , satisface:

a) I · a = a, ∀a ∈ V,
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b) (αβ) · a = α · (β · a), ∀α, β ∈ K, ∀a ∈ V,

c) (α + β) · a = α · a+ β · a, ∀α, β ∈ K, ∀a ∈ V,

d) α · (a+ b) = α · a+ α · b, ∀α ∈ K, ∀a, b ∈ V.

Los elementos de V se denominan vectores, y los de K escalares. Es común
representar un espacio vectorial como VK y se lee: el campo vectorial V sobre
un campo K.

Ejemplo 8. Son espacios vectoriales:

1. (Rn, +̃, 0̄,R, · : R× Rn → R).

(a1, . . . , an)+̃(b1, . . . , bn) = (a1 + b1, . . . , an + bn).

c · (a1, . . . , an) = (c · a1, . . . , c · an).
(3.8)

3.5. Álgebras de Lie

Definición 18. Sea A un espacio vectorial de dimensión r. Suponiendo que
en este espacio se define una segunda operación binaria ∗ : A × A → A. Si
A cumple con las propiedades:

1. Es lineal respecto al segundo argumento:

v∗(λ1ω1+λ2ω2) = λ1(v∗ω1)+λ2(v∗ω2), ∀v, w ∈ A; λ1, λ2 ∈ R. (3.9)

2. Es antisimétrica:
v ∗ w = −w ∗ v. (3.10)

3. Cumple con la identidad de Jacobi:

y ∗ (v ∗ w) + w ∗ (y ∗ v) + v ∗ (w ∗ y) = 0, (3.11)

entonces se dice que A tiene estructura de álgebra de Lie.

Definición 19. Definimos el paréntesis de Poisson de dos funciones f(x, p)
y g(x, p) en un espacio fase, como el producto escalar de sus gradientes :

{f, g} = 〈∇f,∇g〉 =
n∑
µ=1

(
∂f

∂xµ
∂g

∂pµ
− ∂g

∂xµ
∂f

∂pµ

)
, (3.12)

con:

∇f =

(
∂f

∂p
,−∂f

∂x

)
, ∇g =

(
∂g

∂p
,−∂g

∂x

)
. (3.13)
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Proposición 3. De las propiedades (2.9-2.12) se sigue que en el espacio
fase las funciones f(x, p) forman un álgebra de Lie respecto al paréntesis de
Poisson.

Ejemplo 9. Se denomina conmutador de dos operadores A y B en un espacio
de Hilbert al objeto definido como:

[A,B] = AB −BA. (3.14)

Proposición 4. El conmutador satisface,

[A,B] = −[B,A],

[λA+ µB,C] = λ[A,C] + µ[B,C],

0 = [A, [B,C]] + [B, [C,A]] + [C, [A,B]],

[AB,C] = A[B,C] + [A,C]B,

(3.15)

donde λ, µ son números complejos.

De las propiedades anteriores se sigue que, en el espacio de Hilbert, los
operadores A,B,C forman un álgebra de Lie, respecto al conmutador.

3.5.1. Álgebra de Lie sl(2)

El álgebra de Lie gl(2) = L(M2(k)) de matrices complejas de 2× 2 es un
álgebra cuatro dimensional. Las matrices,

E =

(
0 1
0 0

)
, F =

(
0 0
1 0

)
, H =

(
1 0
0 −1

)
, I =

(
1 0
0 1

)
,

forman una base de gl(2). Estas matrices satisfacen las siguientes relaciones
de conmutación,

[E,F ] = H, (3.16a)

[H,E] = 2E, (3.16b)

[H,F ] = −2F. (3.16c)

Para (3.16a) tenemos:

[E,F ] =

(
0 1
0 0

)(
0 0
1 0

)
−
(

0 0
1 0

)(
0 1
0 0

)
=

(
1 0
0 −1

)
= H.

Las relaciones (3.16b) y (3.16c), aśı como sus relaciones antisimétricas se
corroboran de forma similar. Estas matrices también satisfacen la relación,

[E, [F,H]] + [F, [H,E]] + [H, [E,F ]] = 2[E,F ] + 2[F,E] + [H,H] = 0,
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es decir, la identidad de Jacobi. De (3.16a-3.16c), la identidad de Jacobi y
sus relaciones antisimétricas se sigue que gl(2) forman un álgebra de Lie.
Las matrices de traza cero en gl(2) forman el subespacio sl(2) extendido en
la base {E,F,H}. La relación

[I, E] = [I, F ] = [I,H] = 0,

muestra que sl(2) es el ideal de gl(2) y que este es un isomorfismo entre
álgebras de Lie,

gl(2) ∼= sl(2)⊕ kI.
Por lo cual el estudio del álgebra gl(2) se reduce al de sl(2).

3.5.2. Álgebras de Lie H(3, 1)

Los operadores diferenciales

(Xµ, Pν = −i∂ν , I), (3.17)

satisfacen las siguientes relaciones de conmutación

[Xµ, Xν ] = 0, (3.18a)

[Pµ, Pν ] = 0, (3.18b)

[Xµ, Pν ] = iδµν . (3.18c)

Las relaciones (3.18a-3.18c) son bilineales y antisimétricas, además satisfacen
la identidad de Jacobi.

[Xµ, [Xν , Xρ]] + [Xν , [Xρ, Xµ]] + [Xρ, [Xµ, Xν ]] = 0, (3.19a)

[Xµ, [Xν , Pρ]] + [Xν , [Pρ, X
µ]] + [Pρ, [X

µ, Xν ]] = 0, (3.19b)

[Xµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, X
µ]] + [Pρ, [X

µ, Pν ]] = 0, (3.19c)

[Pµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [Pρ, Pµ]] + [Pρ, [Pµ, Pν ]] = 0. (3.19d)

Calculemos (3.19c),

[Xµ, [Pν , Pρ]] = [Xµ, 0] = 0,

[Pν , [PρX
µ]] = −iδµρ [Pν , 1] = 0,

[Pρ, [X
µ, Pν ]] = iδµν [Pρ, 1] = 0,

(3.20)

de (3.20) se sigue,

[Xµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [PρX
µ]] + [Pρ, [X

µ, Pν ]] = 0. (3.21)

Las relaciones (3.19a), (3.19b) y (3.19d) se comprueban de forma análoga.
De que las relaciones (3.18a-3.18c) sea bilineales, antisimétricas y satisfagan
la identidad de Jacobi se sigue que los generadores (3.17) forman un álgebra
de Lie denotada por H(3, 1), y es conocida como el álgebra de Lie del grupo
de Heisenberg-Weyl [14].
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3.5.3. Álgebra de Lie iso(3, 1)

Los operadores diferenciales,

Pµ = −i∂µ,
Mµν = i(xµ∂ν − xν∂µ).

(3.22)

Satisfacen las siguientes relaciones de conmutación,

[Pµ, Pν ] = 0, (3.23a)

[Mµν , Pρ] = ηνρPµ − ηµρPν , (3.23b)

[Mµν ,Mαβ] = ηναMµβ − ηµαMνβ + ηµβMνα − ηνβMµα. (3.23c)

Calculemos (3.23c)

[Mµν ,Mαβ] = −(xµ∂ν − xν∂µ)(xα∂β − xβ∂α) + (xα∂β − xβ∂α)(xµ∂ν − xν∂µ)

= −ηναxµ∂β + ηνβxµ∂α + ηµαxν∂β − ηµβxν∂α
+ ηβµxα∂ν − ηβνxα∂µ − ηαµxβ∂ν + ηανxβ∂µ

= ηναMµβ − ηµαMνβ + ηµβMνα − ηνβMµα.

Las relaciones (3.23a) y (3.23b) se comprueban de forma similar.
Las relaciones (3.23) son bilineales y antisimétricas, además de satisfacer la
identidad de Jacobi.

[Pµ, [Pν , Pρ]] + [Pν , [PρPµ]] + [Pρ, [Pµ, Pν ]] = 0, (3.24a)

[Mαβ, [P
µ, P ν ]] + [P µ, [P ν ,Mαβ]] + [P ν , [Mαβ, P

µ]] = 0, (3.24b)

[Mαβ, [Mµν , P
ρ]] + [Mµν , [P

ρ,Mαβ]] + [P ρ, [Mαβ,Mµν ]] = 0, (3.24c)

[Mαβ, [Mµν ,Mρσ]] + [Mµν , [Mρσ,Mαβ]] + [Mρσ, [Mαβ,Mµν ]] = 0. (3.24d)

Calculemos los siguientes conmutadores

[Mαβ, [P
µ, P ν ]] = 0,

[P µ, [P ν ,Mαβ]] = [P µ,−ηβνPα + ηανPβ] = −ηβν [P µ, Pα] + ηαν [P
µ, Pβ] = 0,

[P ν , [Mαβ, P
µ]] = [P ν , ηβµPα − ηαµPβ] = ηβµ[P ν , Pα]− ηαµ[P ν , Pβ] = 0,

sustituimos los resultados anteriores en (3.24b)

[Mαβ, [P
µ, P ν ]] + [P µ, [P ν ,Mαβ]] + [P ν , [Mαβ, P

µ]] = 0.

La corroboración de (3.24a), (3.24c) y (3.24d) se realiza de forma análoga.
De que las relaciones (3.23) sean bilineales, antisimétricas y satisfagan la
relación de Jacobi, se sigue que los generadores Pµ y Mµν forman un álgebra
de Lie, denominada iso(3, 1).
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3.6. Grupos de Poisson-Lie

Si se consideran dos variedades de Poisson M1 y M2. El producto carte-
siano M1 ×M2 está equipado con una estructura natural de Poisson, ya que
el espacio de funciones en M1 ×M2 es el producto tensorial de funciones en
M1 y en M2. Esto quiere decir que uno puede escribir cualquier función de
la forma f(x, y) =

∑
i f

(1)
i (x)f

(2)
i (y), donde la suma es en general infinita y

requiere la definición de una topoloǵıa. En este contexto definimos para dos
funciones f(x, y) y g(x, y) el paréntesis,

{f, g}M1×M2
=
∑
ij

{
f

(1)
i , g

(1)
j

}
M1

f
(2)
i g

(2)
j +

{
f

(2)
i , g

(2)
j

}
M2

f
(1)
i g

(1)
j . (3.25)

Este objeto satisface las propiedades de un paréntesis de Poisson e implica
que toda función en M1 conmuta con cualquier función en M2.
En particular si G es un grupo de Lie dotado con una estructura de Poisson,
el producto G × G también tiene una estructura de Poisson. Uno puede
preguntarse si la multiplicación (g, h)→ gh de G×G a G es compatible con
la estructura de Poisson, siendo más precisos, si se tienen dos variedades de
Poisson M y N y un mapeo φ : M → N , este mapeo se denomina de Poisson,
si para cualquier dos funciones f1, f2, en N se tiene {f1 ◦ φ, f2 ◦ φ}M =
{f1, f2}N ◦ φ. En este caso la multiplicación es de Poisson si,

{f1(gh), f2(gh)}G×G = {f1, f2}G (gh), (3.26)

donde del lado izquierdo de la ecuación {f1(gh), f2(gh)} es vista como función
en G×G.
Un grupo de Poisson-Lie G es un grupo de Lie G equipado con una estructura
de Poisson tal que la multiplicación en G, vista como el mapeo G×G→ G,
es un mapeo de Poisson.
Para describir la estructura de Poisson sobre G se usa el álgebra de Lie g,

[Ea, Eb]g = Cc
abEc. (3.27)

Los generadores Ea actúan como derivadas sobre toda función en el punto
g ∈ G. Consideramos los campos vectoriales invariantes por la derecha (o
izquierda) ∇R

a definidos por,

∇R
a f(g) =

d

dt
f(etEag)

∣∣∣
t=0
. (3.28)

Estos campos vectoriales forman una base en el espacio tangente TgG, con
[∇R

a ,∇R
b ] = Cc

ab∇R
c , por lo tanto el paréntesis de Poisson de dos funcio-

nes f1, f2 ∈ G se puede escribir como combinación lineal de derivadas con
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coeficientes Ωab(g),

{f1, f2}G(g) =
∑
a,b

Ωab(g)(∇R
a f1)(g)(∇R

b f2)(g). (3.29)

Los coeficientes Ωab(g) contienen toda la información de la estructura de
Poisson. De aqúı, que el argumento Ωab ∈ g× g se escriba como:

Ω(g) =
∑
a,b

Ωab(g)Ea ⊗ Eb. (3.30)

La relación entre la estructura de grupo de Lie y la estructura simpléctica
de G se obtiene imponiendo que los campos ∇R

a sean localmente hamiltonia-
nos, es decir, que estos campos son generadores infinitesimales por medio de
transformaciones simplécticas.

3.7. Ecuación de Yang-Baxter

Consideremos la siguiente definición del paréntesis de Poisson, para dos
funciones A, B cualquiera que dependen de z.

{A,B} =
∑
a,b

Ωab(z)(∂aA)(z)(∂bB)(z). (3.31)

Notemos lo siguiente{
za, zb

}
= Ωcd(∂cz

a)(∂dz
b) = Ωab = Cab

dz
d.

De aqúı para la identidad de Jacobi,{{
za, zb

}
, zc
}

+
{
{zc, za} , zb

}
+
{{
zb, zc

}
, za
}

= 0,{
Cab

dz
d, zc

}
+
{
Cca

dz
d, zb

}
+
{
Cbc

dz
d, za

}
= 0,

Cab
dΩ

dc + Cca
dΩ

db + Cbc
dΩ

da = 0.

Podemos reescribir el resultado anterior como

Cd
abΩdc + Cd

caΩdb + Cd
bcΩda = 0, (3.32)

si multiplicamos por ΩicΩjbΩka y usamos ΩabΩ
bc = δ c

a ,

Cd
abΩdcΩ

icΩjbΩka + Cd
caΩdbΩ

icΩjbΩka + Cd
bcΩdaΩ

icΩjbΩka = 0,

Cd
abδ

i
d ΩjbΩka + Cd

caΩ
icδ j

d Ωka + Cd
bcΩ

icΩjbδ k
d = 0,

Ci
abΩ

jbΩka + Cj
caΩ

icΩka + Ck
bcΩ

icΩjb = 0,
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reescribimos la ecuación anterior como

Ci
abΩ

jbΩka + Cj
abΩ

iaΩkb + Ck
abΩ

ibΩja = 0. (3.33)

Esta es la condición que debe satisfacer Ω(g) para que se cumpla la identidad
de Jacobi y es llamada ecuación clásica de Yang-Baxter.
En la literatura cuando se relaciona la ecuación de Yang-Baxter con los gru-
pos de Poisson-Lie, el elemento Ω(g) se denomina r-matriz y se denota como
r(g). Definimos

r12 = rabEa ⊗ Eb ⊗ 1,

r13 = rabEa ⊗ 1⊗ Eb,
r12 = rab1⊗ Ea ⊗ Eb,

(3.34)

y calculamos sus conmutadores

[r12, r13] = rabrcd[Ea, Ec]⊗ Eb ⊗ Ed = rabrcdCe
acEe ⊗ Eb ⊗ Ed,

[r12, r23] = rabrcdEa ⊗ [Eb, Ec]⊗ Ed = rabrcdCe
bcEa ⊗ Ee ⊗ Ed,

[r13, r23] = rabrcdEa ⊗ Ec ⊗ [Eb, Ed] = rabrcdCe
bdEa ⊗ Ec ⊗ Ee.

Podemos reescribir los resultados anteriores como:

[r12, r13] = rdbrecCa
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec,

[r12, r23] = radrecCb
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec,

[r13, r23] = radrbeCc
deEa ⊗ Eb ⊗ Ec.

Por lo tanto (3.33) es equivalente a la ecuación,

[r12, r13] + [r12, r23] + [r13, r23] = 0. (3.35)

Esta es la forma en que comúnmente se presenta en la literatura la ecuación
clásica de Yang-Baxter.

3.8. Álgebra universal envolvente

Definición 20. Si T 0 = C, T 1 = g y T n = g ⊗ . . . ⊗ g (n veces), entonces
se define el álgebra tensorial de g como el elemento,

T (g) = ⊗n≥0T
n. (3.36)

Al subespacio de T (g) generado por los elementos,

∀ga, gb ∈ g : ga ⊗ gb − gb ⊗ ga − i
p∑
c=1

fabcgc = 0, (3.37)

se le denomina ideal de T (g) y se le denota como I.
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Definición 21. Si g es un álgebra de Lie sobre un campo F con una base
p-dimensional, (ga)a∈{1,...,p} y corchete [ , ]g. Entonces el álgebra universal
envolvente U(g) está definida como el cociente entre el álgebra tensorial T (g)
(generada a través del producto tensorial de los elementos de g) y el ideal
Ig ⊂ T (g), es decir:

U(g) =
T (g)

Ig
. (3.38)

3.8.1. Álgebra universal envolvente U(sl(2))

El álgebra universal envolvente U = U(sl(2)) es el álgebra de polino-
mios de elementos de sl(2), por lo cual está álgebra tiene como base a{
Ei, F j, Hk

}
i,j,k∈N. Uno puede demostrar por inducción que las relaciones

(3.16), implican para esta álgebra,

EpHq = (H − 2pI)Ep, (3.39a)

F pHq = (H + 2pI)F p, (3.39b)

[E,F p] = p(H + (p− 1)I)F p−1, (3.39c)

[Ep, F ] = p(H − (p+ 1)I)F p−1. (3.39d)

Consideremos (3.39c), por inducción se satisface para p = 1. Para p > 1 se
tiene,

[E,F p] = [E,F p] + [E,F p−1]F + F p−1[E,F ]

= (p− 1)(H − (p− 2)I)F p−2F + F p−1H = ((p− 1)(H − pI) +H)F p−1

= pF p−1(H − pI + I) = p(H + (p− 1)I)F p−1.

La relación (3.39d) se comprueba de forma análoga, mientras que (3.39a) y
(3.39b) se prueban usando doble inducción en p y q, y las relaciones EH =
(H − 2I)E y FH = (H + 2I)F .

3.9. Álgebras asociativas con unidad y C-álge-

bras

Definición 22. Un álgebra asociativa con unidad (K-álgebra), es un triplete
(A,m, i), definido sobre un espacio vectorial AK, donde los mapeos m : A⊗
A→ A e i : K → A, satisfacen las siguientes propiedades:
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1. El mapeo multiplicación m : A ⊗ A → A, satisface el axioma de aso-
ciatividad expresado en términos del siguiente diagrama conmutativo:

A⊗ A
m

((
A⊗ A⊗ A

m⊗id
66

id⊗m ((

A

A⊗ A
m

66

Equivalentemente: m ◦ (m ◦ id) = m ◦ (id ◦m), donde i : A→ A es la
aplicación identidad a 7→ a, y el śımbolo ” ◦ ” indica la composición de
los mapeos.

2. Existe un elemento unidad 1 ∈ A que satisface la propiedad:

a · 1 = 1 · a = a, ∀a ∈ A. (3.40)

Este axioma de unidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

A⊗ A
m

##
A ∼= A⊗ F

id⊗i
77

id // A

A⊗ A
m

##
A ∼= F ⊗ A

i⊗id
77

id // A

Equivalentemente m◦(id⊗i) = id = m◦(i⊗id). Donde i : F → A es un
mapeo lineal (mapeo inclusión) definido mediante i(α) = α1, ∀α ∈ F .
Las aplicaciones denotadas por ∼=, representan isomorfismos naturales
entre F ⊗ A, A⊗ F , y A, de tal forma que: α⊗ a = a⊗ α = αa.

Con los tres diagramas anteriores es posible demostrar que realmente m
define una multiplicación asociativa en A y que i(1) es la unidad de A con
respecto a esta multiplicación. En efecto, denotando m(a⊗ b) por a · b vemos
inmediatamente que la linealidad de m equivale a los axiomas usuales de la
bilinealidad de la multiplicación, asociatividad y existencia de la unidad 1A.

(a·b)·c = (m◦(m⊗id))(a⊗b⊗c) = (m◦(id⊗m))(a⊗b⊗c) = a·(b·c), ∀a, b, c ∈ A.

Mientras que:

a · i(1) = m ◦ [(id⊗ i)(a⊗ 1)] = m ◦ [(a⊗ i(1)] = a · i(1) ≡ a, ∀a ∈ A.
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3.9.1. Homeomorfismos entre K-álgebras

Un homeomorfismo entre las K-álgebras A y B es una aplicación lineal
ϕ : A→ B, expresado en términos de los siguientes diagramas conmutativos:

A⊗ A ϕ⊗ϕ //

mA

��

B ⊗B
mB

��
A ϕ

// B

F id //

iA
��

F

iB
��

A ϕ
// B

Equivalentemente, ϕ ◦mA = mB ◦ (ϕ ⊗ ϕ) y por otro lado, ϕ ◦ iA = iB.
Esto quiere decir simplemente: ϕ(a · b) = ϕ(a) ·ϕ(b), ∀a, b ∈ A y que además
ϕ(1A) = 1B.

Definición 23. Una C-álgebra es un álgebra con unidad en donde el campo
F es C.

Ejemplo 10. El espacio vectorial Rn, con la operación multiplicación µ :
Rn ⊗ Rn → Rn, definido por:

µ((x1, . . . , x2)⊗ (y1, . . . , yn)) = (x1y1, . . . , xnyn), (3.41)

con la aplicación unidad η : F → Rn definida como:

η(α) = (α, . . . , α), (3.42)

satisface los tres diagramas conmutativos anteriores, por lo tanto, es un álge-
bra asociativa con unidad sobre R.

3.10. Coálgebra

Una coálgebra es un triplete (A∗,∆, ε), constituido por un espacio vecto-
rial A∗ sobre C (en este caso, en general puede ser cualquier campo F ), en
donde los mapeos, ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗ y ε : A∗ → C, satisfacen las siguientes
propiedades:
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1. El mapeo comultiplicación ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗, satisface el axioma de
coasociatividad, expresado en términos del siguiente diagrama conmu-
tativo :

A∗ ⊗ A∗
∆⊗id

))
A∗

∆
55

∆ ))

A∗ ⊗ A∗ ⊗ A∗

A∗ ⊗ A∗
id⊗∆

55

Equivalentemente, (id⊗∆) ◦∆ = (∆⊗ id) ◦∆.

2. Existe un elemento unidad 1 ∈ A∗ que satisface la propiedad:

a∗ · 1 = 1 · a∗. (3.43)

Este axioma de counidad se puede expresar en términos de los siguientes
diagramas conmutativos:

A∗ ⊗ A∗
id⊗ε

((
A∗

∆
66

id // A∗ ⊗ C ∼= A∗

A∗ ⊗ A∗
ε⊗id

((
A∗

∆
66

id // C⊗ A∗ ∼= A∗

Equivalentemente, (id⊗ ε) ◦∆ = id = (ε⊗ id) ◦∆.

3.10.1. Homeomorfismos entre coálgebras

Un homeomorfismo entre dos álgebras A∗ y B∗ es una aplicación lineal
ϕ : A∗ → B∗ expresado en los siguientes diagramas conmutativos:

B∗ ⊗B∗ A∗ ⊗ A∗
ϕ⊗ϕ

oo

B∗

∆B

OO

A∗
ϕoo

∆A

OO
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F F
id

oo

B

εB

OO

A
ϕoo

εA

OO

Equivalentemente tenemos las siguientes condiciones (ϕ⊗ϕ)◦∆A = ∆B◦ϕ
y además, εB ◦ ϕ = εA.

Ejemplo 11. Si C = C[t], denota el conjunto de polinomios de una variable
sobre C, entonces la comultiplicación y counidad, vienen dados respectiva-
mente por:

∆(tn) =
∑
p+q=n

tp ⊗ tq,

ε(tn) = δn0.

(3.44)

Por la coasociatividad (para n=2),

(id⊗∆) ◦∆(t2) = (id⊗∆)(t2 ⊗ 1 + t⊗ t+ 1⊗ t2)

=t2 ⊗ 1⊗ 1 + t⊗ 1⊗ t+ t⊗ t⊗ 1 + 1⊗ t2 ⊗ 1 + 1⊗ t⊗ t+ 1⊗ 1⊗ t2

=(∆⊗ id)(t2 ⊗ 1 + t⊗ t+ 1⊗ t2) = (∆⊗ id) ◦∆(t2).

Para mostrar que ε(tn) = δn0 define el mapeo counidad se debe demostrar
que: (id⊗ ε) ◦∆(tn) = tn⊗ 1 y (ε⊗ id) ◦∆(tn) = 1⊗ tn. Para el primer caso
tenemos:

(id⊗ ε) ◦∆(tn) = (id⊗ ε)

( ∑
p+q=n

tp ⊗ tq
)

= tn ⊗ 1, (3.45)

para (ε⊗ id) ◦∆(tn) = tn ⊗ 1, se hace un desarrollo similar.

3.11. Relación entre K-álgebras y coálgebras

Si A es un espacio vectorial y A∗ = Hom(A,C) es su respectivo espacio
dual, i.e. el espacio vectorial de las funciones lineales en A. Entonces l : A→
C debe estar en A∗ si:

l(αa+ βb) = αl(a) + βl(b), ∀a, b ∈ A, α, β ∈ C. (3.46)

Al asumir que A es una C-álgebra, tenemos el triplete (A,m, i) (en donde
los mapeos m : A ⊗ A → A e i : C → A satisfacen las propiedades de aso-
ciatividad y unidad). Entonces la multiplicación en A induce una estructura
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en A∗ mediante el mapeo ∆ : A∗ → A∗ ⊗ A∗, llamada comultiplicación o
coproducto:

∆(l)(a⊗ b) = l(a · b), (3.47)

donde l ∈ A∗, y asigna a toda función lineal en A una función bilineal en
A⊗ A. De la misma manera, el mapeo inclusión i : C→ A induce el mapeo
counidad ε : A∗ → C, tal que:

ε(l) = l(ε), l ∈ A∗. (3.48)

Como consecuencia los diagramas de coasociatividad y counidad, son los res-
pectivos duales de asociatividad y unidad. Mientras que los mapeos asociados
a los homeomorfismos son equivalentes. Para obtener unos a partir de otros,
solo hay que reemplazar A por A∗, i por ε y m por ∆, e invertir las direcciones
de las flechas.

3.12. Biálgebras

Definición 24. Una biálgebra B es una quinteta (A,m, i,∆, ε), donde A es
un espacio vectorial sobre un campo F dotado de las aplicaciones lineales m,
i, ∆, ε tal que

1. (B,m, i) define un álgebra.

2. (B,∆, ε) define una coálgebra.

3. La multiplicación m y la unidad i son homeomorfismos de la coálgebra.

4. La comultiplicación ∆ y la counidad ε son homeomorfismos del álgebra.

3.13. Álgebra de Hopf

Definición 25. Una biálgebra B es llamada álgebra de Hopf si existe un
mapeo biyectivo S : B → B, llamado ant́ıpoda, con C-álgebra un antihomeo-
morfismo, i.e.

S(a · b) = S(b) · S(a), ∀a, b ∈ A, (3.49)
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y satisface el axioma de la ant́ıpoda: m◦(S⊗ id)◦∆ = m◦(id⊗S)◦∆ = i◦ε,
o en formas de diagramas:

A⊗ A S⊗id // A⊗ A
m
��

A

∆

OO

##

A

{{
C

A⊗ A id⊗S // A⊗ A
m
��

A

∆

OO

##

A

{{
C

En resumen una álgebra de Hopf es una sexteta (A,m, i,∆, ε, S), donde
los mapeos satisfacen los axiomas enumerados anteriormente, el espacio dual
A∗ de un álgebra de Hopf A, tiene una estructura natural de álgebra de Hopf.
En efecto, esto al definir la ant́ıpoda S∗ : A∗ → A∗ de la siguiente manera:

S∗(l)(a) = l(S(a)), (3.50)

donde a ∈ A y l ∈ A∗.

Ejemplo 12. Si A es un álgebra compleja con generadores (x, g), que sa-
tisfacen las relaciones g2 = 1, x2 = 0, gxg = −x. Los elementos 1, g, x,
gx forman un espacio vectorial de A. Lo anterior aunado a las relaciones
∆(g) = g ⊗ g, ∆(x) = x ⊗ g + 1 ⊗ x, ε(g) = 1, ε(x) = 0, S(g) = g = g−1

y S(x) = −x definen una estructura de Hopf sobre A. Esta álgebra es no-
conmutativa [15].

Proposición 5. Toda álgebra universal envolvente U(g) es un álgebra de
Hopf con los mapeos ∆ y S definidos por

∆(v1 · · · vn) =
n∑
k=0

∑
p∈Pnk

vp(1) · · · vp(k) ⊗ vp(k+1) · · · vp(n),

S(v1v2 · · · vn) = (−1)nvn · · · v2v1,

(3.51)

con x1, . . . , xn ∈ g y en donde Pnk denota el conjunto de todas las permuta-
ciones de {1, 2, · · · , n}.
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3.13.1. Álgebra de Hopf U(sl(2))

El álgebra de Lie U(sl(2)) contiene una estructura natural de álgebra de
Hopf. Para los generadores E, F , H y el elemento unidad I, se definen:

∆(E) = E ⊗ 1 + 1⊗ E,
∆(F ) = F ⊗ 1 + 1⊗ F,
∆(H) = H ⊗ 1 + 1⊗H,
∆(I) = 1⊗ 1,

ε(E) = ε(F ) = ε(H) = 0, ε(I) = I,

S(E) = −E, S(F ) = −F, S(H) = −H, S(I) = I.

(3.52)

a) Para corroborar la asociatividad primeramente se tiene que revisar que
∆ define un morfismo del álgebra U en el álgebra U ⊗ U , es decir ∆ debe
preservar las relaciones 3.16,

[∆(E),∆(F )] = ∆(H), (3.53a)

[∆(H),∆(E)] = 2∆(E), (3.53b)

[∆(H),∆(F )] = −2∆(F ). (3.53c)

Calculamos (3.53a)

[∆(E),∆(F )] = (E ⊗ 1 + 1⊗ E)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )

− (F ⊗ 1 + 1⊗ F )(E ⊗ 1 + 1⊗ E)

= EF ⊗ 1 + 1⊗ EF − FE ⊗ 1− 1⊗ FE
= ∆([E,F ]) = ∆(H).

Para (3.53b) y (3.53c) el procedimiento es análogo. Una vez satisfecho lo
anterior es posible mostrar que se satisface el axioma de coasociatividad.
Comprobemos para E, por un lado tenemos

(∆⊗ id)∆(E) = (∆⊗ id)(E ⊗ 1 + 1⊗ E)

= ∆(E)⊗ 1 + ∆(1)⊗ E
= E ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ E ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ E,

(3.54)

mientras que, por otro lado

(id⊗∆)∆(E) = (id⊗∆)(E ⊗ 1 + 1⊗ E)

= E ⊗∆(1) + 1⊗∆(E)

= E ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ E ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ E.
(3.55)
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De (3.54) y (3.55) se concluye que

(∆⊗ id)∆(E) = (id⊗∆)∆(E).

La coasociatividad para F y H se prueban de forma similar.
b) Para corroborar el axioma de counidad se tiene que revisar que ε define
un morfismo del álgebra U en el álgebra U ⊗ U , es decir que ε satisface las
relaciones,

[ε(E), ε(F )] = ε(H), (3.56a)

[ε(H), ε(E)] = 2ε(E), (3.56b)

[ε(H), ε(F )] = −2ε(F ). (3.56c)

Calculamos para (3.56a)

[ε(E), ε(F )] = 0 = ε(H).

Las relaciones (3.56b) y (3.56c), se corroboran de la misma forma. De esta
manera es posible comprobar el axioma de counidad para cada uno de los
generadores, en particular para F

(ε⊗ id)∆(F ) = (ε⊗ id)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )

= ε(F )⊗ 1 + ε(1)⊗ F = 1⊗ F,
(3.57)

por otro lado

(id⊗ ε)∆(F ) = (id⊗ ε)(F ⊗ 1 + 1⊗ F )

= F ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(F ) = F ⊗ 1.
(3.58)

De las relaciones (3.57) y (3.58) se satisface el axioma de counidad para F .
Para revisar la counidad de E y H se procede de la misma manera.
c) De la misma forma que en el caso del coproducto y la counidad, antes
de comprobar el axioma de counidad es necesario revisar que S define un
morfismo del álgebra U en el álgebra U ⊗ U , es decir,

[S(E), S(F )] = S(H), (3.59a)

[S(H), S(E)] = 2S(E), (3.59b)

[S(H), S(F )] = −2S(F ). (3.59c)

Para (3.59c) tenemos

[S(E), S(F )] = S(F )S(H)− S(H)S(F )

= FH −HF = −2F = −2S(F ).
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Para (3.59a) y (3.59b) el procedimiento es el mismo. Satisfaciendose lo an-
terior es posible comprobar el axioma de la ant́ıpoda, en particular para H,
por un lado vamos a tener

µ(S ⊗ id)∆(H) = µ(S ⊗ id)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= µ(S(H)⊗ 1 + S(1)⊗H)

= S(H) + S(1)H = −H +H = 0,

(3.60)

por otro lado

µ(id⊗ S)∆(H) = µ(id⊗ S)(H ⊗ 1 + 1⊗H)

= µ(H ⊗ S(1) + 1⊗ S(H))

= HS(1) + S(H) = H −H = 0.

(3.61)

De (3.60) y (3.61) se sigue,

µ(S ⊗ id)∆(H) = µ(id⊗ S)∆(H) = ε(H).

Por lo tanto, se satisface el axioma de la ant́ıpoda para H. Para los otros
generadores la comprobación es similar.

3.13.2. Álgebra de Hopf U(H(3, 1))

El álgebra de Lie U(H(3, 1)) tiene una estructura de álgebra de Hopf, al
definir para los generadores Xµ, Pν y el elemento unidad,

∆(Xµ) = Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ,

∆(Pν) = Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν ,
∆(δµν ) = δµν ⊗ 1 + 1⊗ δµν ,
∆(I) = 1⊗ 1,

ε(Xµ) = ε(Pν) = ε(δµν ) = 0 ε(I) = 1,

S(Xµ) = −Xµ, S(Pν) = −Pν S(δµν ) = δµν S(I) = I.

(3.62)

a) Para demostrar que ∆ define un morfismo tienen que satisfacerse las re-
laciones

[∆(Xµ),∆(Xν)] = ∆(0), (3.63a)

[∆(Pµ),∆(Pν)] = ∆(0), (3.63b)

[∆(Xµ),∆(Pν)] = i∆(δµν ). (3.63c)
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Para (3.63c) tenemos,

[∆(Xµ),∆(Pν)] = (Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
− (Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= XµPν ⊗ 1 +Xµ ⊗ Pν + Pν ⊗Xµ + 1⊗XµPν

− PνXµ ⊗ 1− Pν ⊗Xµ −Xµ ⊗ Pν +−1⊗ PνXµ

= [Xµ, Pν ]⊗ 1 + 1⊗ [Xµ, Pν ]

= i∆(δµν ).

Las relaciones (3.63a) y (3.63b) se corroboran de forma análoga.
Primeramente, se mostrará que se satisface el axioma de coasociatividad para
Xµ. Por un lado,

(∆⊗ id)∆(Xµ) = (∆⊗ id)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= Xµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Xµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Xµ,
(3.64)

mientras por otro,

(id⊗∆)∆(Xµ) = (id⊗∆)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= Xµ ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗Xµ ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗Xµ.
(3.65)

De (3.64) y (3.65) se satisface el axioma para Xµ. Ahora veamos que se
satisface para Pν , por un lado,

(∆⊗ id)∆(Pν) = (∆⊗ id)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
= Pν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pν ,

en tanto que,

(id⊗∆)∆(Pν) = (id⊗∆)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
= Pν ⊗ 1⊗ 1 + 1⊗ Pν ⊗ 1 + 1⊗ 1⊗ Pν .

Por lo tanto, también se satisface el axioma de coasociatividad para el caso
de Pν .
b) Para mostrar que ε define un morfismo se tiene que satisfacer,

[ε(Xµ), ε(Xν)] = ε(0),

[ε(Pµ), ε(Pν)] = ε(0),

[ε(Xµ), ε(Pν)] = iε(δµν ).

(3.66)

Las relaciones (3.66) se satisfacen trivialmente ya que ε(Xµ) = ε(Pν) =
ε(δµν ) = 0.
Veamos que Xµ satisface el axioma de counidad, por un lado,

(ε⊗∆)∆(Xµ) = (ε⊗∆)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= ε(Xµ)⊗ 1 + ε(1)⊗Xµ = 1⊗Xµ,
(3.67)
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mientras que por el otro,

(id⊗ ε)∆(Xµ) = (id⊗ ε)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= Xµ ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Xµ) = Xµ ⊗ 1.
(3.68)

De las relaciones (3.67) y (3.68) se satisface este axioma de counidad para el
generador Xµ. Veamos que ocurre para Pν , por un lado,

(ε⊗∆)∆(Pν) = (ε⊗∆)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
= ε(Pν)⊗ 1 + ε(1)⊗ Pν = 1⊗ Pν ,

(3.69)

en tanto que,

(id⊗ ε)∆(Pν) = (id⊗ ε)(Pν ⊗ 1 + 1⊗ Pν)
= Pν ⊗ ε(1) + 1⊗ ε(Pν) = Pν ⊗ 1.

(3.70)

De (3.69) y (3.70) también se satisface el axioma de counidad para Pν .
c) Si S define un morfismo se tienen que satisfacer las relaciones,

[S(Xµ), S(Xν)] = S(0),

[S(Pµ), S(Pν)] = S(0),

[S(Xµ), S(Pν)] = iS(δµν ).

(3.71)

Estas relaciones se satisfacen directamente teniendo en cuenta que S(Xµ) =
−Xµ y S(Pν) = −Pν .
Para mostrar que Xµ satisface el axioma de la ant́ıpoda, tenemos por un
lado,

µ(S ⊗ id)∆(Xµ) = µ(S ⊗ id)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= µ(S(Xµ)⊗ 1 + S(1)⊗Xµ)

= µ(−Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ) = −Xµ +Xµ = 0.

(3.72)

Por otro,

µ(id⊗ S)∆(Xµ) = µ(id⊗ S)(Xµ ⊗ 1 + 1⊗Xµ)

= µ(Xµ ⊗ S(1) + 1⊗ S(Xµ))

= µ(Xµ ⊗ 1 + 1⊗ (−Xµ)) = Xµ −Xµ = 0.

(3.73)

De (3.72) y (3.73) se satisface el axioma de la ant́ıpoda para el generador Xµ.
De forma análoga se puede mostrar que Pν también satisface este axioma.
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3.14. Álgebra de Lazos

3.14.1. Órbitas coadjuntas y el formalismo hamilto-
niano

Al introducir la estructura simpléctica natural en el problema uno puede
dar una interpretación Hamiltoniana de la ecuación de Lax. Esto también se
usa para calcular los paréntesis de Poisson de los elementos de la matriz de
Lax en términos de la r-matriz.
Primero introducimos algo de notación sobre la acción adjunta y coadjunta
de las álgebras y grupos de Lie. Sea G el grupo de Lie del álgebra de Lie G.
El grupo G actúa en G mediante la acción adjunta denotada como Ad:

X → (Adg)(X) = gXg−1, g ∈ G, X ∈ G (3.74)

De forma similar la acción coadjunta de G en el dual G∗ del álgebra de Lie
G está definido por:

(Ad∗gΞ)(X) = Ξ(Adg−1(X)), g ∈ G, X ∈ G, Ξ ∈ G∗. (3.75)

La versión infinitesimal de estas acciones nos da la acción del álgebra de Lie
G en G y G∗, denotada como ad y ad∗ respectivamente y está dada por:

adX(Y ) = [X, Y ], X, Y ∈ G,
ad∗XΞ(Y ) = −Ξ([X, Y ]), X, Y ∈ G, Ξ ∈ G∗.

(3.76)

Consideremos la matriz de Lax con solo una singularidad en λ = 0:

L(λ) = (g(λ)A−(λ)g−1(λ))− (3.77)

con A−(λ) =
∑−1

r=−nArλ
r, y g(λ) un desarrollo alrededor de λ = 0. Los ele-

mentos de G son series regulares g(λ) =
∑∞

r=0 grλ
r. La ley del producto es el

producto puntual: (gh)(λ) = g(λ)h(λ). Formalmente el álgebra de Lie G de
G está compuesto de elementos de la forma X(λ) =

∑∞
r=0Xrλ

r. Su corchete
de Lie está dado por el conmutador puntual.
El dual G∗ de G se puede identificar con el conjunto de matrices polares
Ξ(λ) =

∑
r≥1 Ξrλ

−r, donde la suma contiene un número finito pero arbitra-
riamente grande de términos, por la relación

〈Ξ, X〉 ≡ trresλ=0(Ξ(λ)X(λ)) =
∑
r

trΞr+1Xr (3.78)

donde resλ=0 se define como el coeficiente de λ−1.
La acción coadjunta de G en G∗ está definida por ((Ad∗g)·Ξ)(X) = Ξ(g−1Xg)
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para Ξ ∈ G∗ y cualquier X ∈ G. Usando el modelo anterior para G∗, y como
〈Ξ, g−1Xg〉 = 〈gΞg−1, X〉 = 〈(gΞg−1)−, X〉, tenemos

(Ad∗g) · Ξ(λ) = (gΞg−1)− (3.79)

Esta es exactamente la ecuación (3.77). La matriz de Lax puede entonces
interpretarse como miembro de la órbita coadjunta del elemento A−(λ) de
G∗ bajo el grupo de lazo G.
Con esta interpretación, la eución de Lax se lee como:

L̇ = ad∗M · L = [M,L] (3.80)

Esto demuestra que las ecuaciones de movimiento se puede ver como un flujo
en la órbita coadjunta.

Algunas de las herramientas descritas en este caṕıtulo se utilizarán en el
caṕıtulo siguiente y se desarrollan aqúı para hacer la tesis sea autocontenida.
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Caṕıtulo 4

Teoŕıas de Campo

En este caṕıtulo estudiaremos las corrientes locales y las no-locales, aśı
como su correspondiente carga asociada, como ejemplo consideraremos el
modelo quiral de Gross-Neveu. Posteriormente estudiaremos la matriz de
monodromı́a y las matrices r clásicas. Por último desarrollaremos el método
de dispersión inverso clásico para los solitones.

4.1. Integrabilidad y Cargas no-locales

La siguiente sección se puede considerar como una continuación del Teo-
rema de Noether.

4.1.1. Simetŕıas Locales y Bilocales

Consideremos una teoŕıa de campo con el Lagrangiano L(φA, ∂φA), donde
φA representa el campo de la teoŕıa (que no especificamos por el momento).
Suponemos que el Lagrangiano tiene una simetŕıa interna espacio-tiempo
continúa infinitesimal dada por la variación δφA, entonces el cambio en el
Lagrangiano va estar dado por una derivada total

δL = ∂µf
µ. (4.1)

Debido al teorema de Noether (de la sección 2.3) podemos definir la corriente
jµ como

jµ =
∂L

∂∂µφA
δφA − δxν

(
∂νφA

∂L
∂∂µφA

− δµνL
)

+ δΩµ, (4.2)

la cual satisface ∫
M

ddx ∂µj
µ = 0⇒ ∂µj

µ = 0, (4.3)

71
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la simetŕıa induce una corriente conservada que satisface la ley de conserva-
ción.
Consideremos el caso en que δxν = 0 y δΩµ = fµ(φA), i.e.

jµ =
∂L

∂∂µφA
δφA + fµ(φA). (4.4)

Dependiendo de la simetŕıa, puede ser conveniente desarrollar la corriente en
términos de los generadores de la simetŕıa, i.e. jµ = jµa ta. El álgebra de la
simetŕıa g esta generada por los operadores ta que suponemos antihermitianos
i.e. ta = −t†a y satisfacen la relación de conmutación

[ta, tb] = fadc tc. (4.5)

Si integramos la corriente conservada en todo el espacio obtenemos la carga
conservada

J(t) =

∫
dd−1x j0(t, x). (4.6)

Debido a (4.3) la carga conservada cumple la ecuación

dJ(t)

dt
=

∫
V

dd−1x
d

dt
j0(t, x) = −

∫
V

dd−1x∇·~j(t, x) = −
∫
S

d~S ·~j(t, x). (4.7)

Si consideramos la dimensión espacio-tiempo d = 2, encontramos que la carga
cumple

dJ(t)

dt
= −

∫ s+

s−

dS · j1(t, x) = j1(t, s−)− j1(t, s+), (4.8)

en donde s± denotan los bordes del espacio. Ahora, suponemos que la co-

rriente decae en los bordes espaciales i.e. jµ(t, x)
x→s±−→ 0, como consecuencia

la carga J es independiente del tiempo i.e. dJ
dt

= 0. Para una dimensión es-
pacio temporal d = 3 consideramos un volumen infinito V con S± −→ ±∞.
Boost de Lorentz
Consideremos una transformación de Lorentz como ejemplo de una simetŕıa
de Noether. Infinitesimalmente, esta transformación puede representarse co-
mo

Λµ
ν = δµν + λµν , (4.9)

donde λµν = −λνµ. Consideremos un campo escalar φA tal que

φ′A(x′) = φA(x),

y x′µ = λµνx
ν , entonces

φA(x) = φ′A(x′) = φ′A(Λ−1x) = φ′A(x+ λx) = φ′A(x) + λµνx
ν∂µφ(x)

⇒ δφA(x) = φA(x′)− φA(x) = −λµνxν∂µφA(x).
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De acuerdo a lo anterior el Lagrangiano transforma de acuerdo a

δL = −λµνxν∂µL = −∂µ(λµνx
νL), (4.10)

esto se debe a la antisimetŕıa de λµν . La corriente de Noether correspondiente
tiene la forma

jµ = −λρν
(

∂L
∂(∂µφA)

xν∂ρφA(x)− δµρxνL
)

= −λρνT µρxν , (4.11)

en donde T µν es el tensor de enerǵıa momento definido por:

T µν =
∂L

∂(∂µφA)
∂νφA(x)− δµνL. (4.12)

Notemos que T µν no depende de la transformación infinitesimal λρν . La co-
rriente jµ (4.11) en el espacio-tiempo d-dimensional tiene d(d − 1)/2 canti-
dades conservadas dadas por

(jµ)ρσ = xρT µσ − xσT µρ, (4.13)

que satisfacen ∂µ(jµ)ρσ = 0. Para los ı́ndices espaciales ρ, σ = i, j, la transfor-
mación de Lorentz corresponde a una rotación, en cambio para ρ, σ = 0, i una
combinación de componentes tiempo y espacio, la transformación representa
un boost de Lorentz. Nos interesa particularmente el espacio-tiempo 2-dim,
en donde existe sólo una transformación de Lorentz (un boost), consideremos
el caso 0i la cual nos da una carga conservada de la forma

J0i =

∫
dd−1x (x0T 0i − xiT 00). (4.14)

Si el campo tiene un esṕın no trivial podemos agregar un término extra a
la transformación del boost. Notemos además que la densidad Hamiltoniana
está definida como la componente 00 del tensor de enerǵıa momento,

T 00 = H(x) = πA(x)φ̇A(x)− L, πA(x) =
∂L
∂φ̇A

. (4.15)

Más aún, como la carga J0i se conserva, su valor es independiente del tiempo,
entonces podemos elegir t = x0 = 0. Entonces, para d = 1 + 1 dim podemos
reescribir la carga del Boost como el primer momento del hamiltoniano

B ≡ J01 =

∫
dx xH(x). (4.16)
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Si suponemos que la integral va de s− a s+ podemos reescribir la carga
conservada del boost como una integral bilocal de la forma

B ∼=
∫ s+

s−

dx

∫ x

s−

dy 1 ·H(x) ≡ [I|H] =

∫ s+

s−

dx(x ·H(x)− s− ·H(x)), (4.17)

módulo el término s−
∫ s+
s−
dxH(x) el cual es proporcional a la enerǵıa conser-

vada y no modifica la propiedad del boost de ser una carga conservada, donde
I es la identidad. En (4.17) introducimos el producto ordenado definido por

[A|B] =

∫ +∞

−∞
dx

∫ x

−∞
dy A(y)B(x). (4.18)

Notemos que el ejemplo anterior de cargas de Noether se refiere a una si-
metŕıa espacio-temporal. A continuación, desarrollaremos algunos ejemplos
de simetŕıas internas y cargas asociadas que se pueden extender a las si-
metŕıas bilocales. La motivación de repasar las propiedades del boost de
Lorentz quedaran claras al discutir las simetŕıas Yangianas.
Simetŕıas Bilocales
Vamos a considerar corrientes y cargas conservadas 1 + 1-dim. Suponemos
que la corriente local jµ no solo se conserva, sino que además es plana. Donde
ser plano quiere decir que la corriente satisface la ecuación

[∂µ + jµ, ∂ν + jν ] = 0, (4.19)

i.e. define una conexión plana. De forma más expĺıcita, la ecuación anterior
puede ser escrita como:

F01 = ∂0j1 − ∂1j0 + [j0, j1] = 0.

Si consideramos jµ = jµata y [ta, tb] = fabctc tenemos

∂0j1a − ∂1j0a + fabc j0bj1c = 0. (4.20)

Bajo la condición de planeidad o condición de curvatura cero, definimos una
corriente conservada bilocal adicional de la forma

ĵµa (t, x) = εµνjνa(t, x)− 1

2
fabcj

µ
b (t, x)

x∫
−∞

dy j0
c (t, y), (4.21)
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la cual se conserva módulo la condición de planeidad, ya que

∂µĵ
µ
a (t, x) = ∂µε

µνjaν(t, x)

− fabc
2

(∂µj
µ
b (t, x))

x∫
−∞

dy j0
c (t, y) + jµb (t, x)∂µ

x∫
−∞

dy j0
c (t, y)


= ∂µε

µνjaν(t, x)− 1

2
fabc

[
0 ·

x∫
−∞

dy j0
c (t, y)

+ j0
b (t, x)∂0

x∫
−∞

dy j0
c (t, y) + j1

b (t, x)∂1

x∫
−∞

dy j0
c (t, y)

]

= ∂µε
µνjaν(t, x)− 1

2
fabc

j0
b (t, x)

x∫
−∞

dy ∂0j
0
c (t, y) + j1

b (t, x)j0
c (t, x)


= ∂µε

µνjaν(t, x)− 1

2
fabc

j0
b (t, x)

x∫
−∞

dy (−∂1j
1
c (t, y)) + j1

b (t, x)j0
c (t, x)


= ∂µε

µνjaν(t, x) +
1

2
fabc

[
j0
b (t, x)(j1

c (t, x)− j1
c (t,−∞))− j1

b (t, x)j0
c (t, x)

]
= ∂µε

µνjaν(t, x) +
1

2
fabcεµνj

µ
b (t, x)jνc (t, x)

= −∂0j1a(t, x) + ∂1j0a(t, x)− [j0(t, x), j1(t, x)]a = 0,

con ε01 = −1, nos vamos a referir jµ como la corriente a nivel cero y a ĵµ

como la corriente a nivel uno. De la misma forma que definimos la carga
conservada para la corriente a nivel cero, definimos la correspondiente carga
conservada para la corriente a nivel uno

Ĵa(t) =

∞∫
−∞

dx ĵ0
a(t, x) =

∞∫
−∞

dx j1
a(t, x)− 1

2
fabc

∞∫
−∞

x∫
−∞

dxdy j0
b (t, x)j0

c (t, y).

(4.22)
El orden de los términos en la integral 1-dimensional es similar a (4.17) solo
que aqúı ambas fases del operador bilocal son no triviales. Reescribimos la
carga en forma compacta como

Ĵa(t) =

∞∫
−∞

dx j1
a(t, x)− 1

2
fabc[j

0
b (t)|j0

c (t)], (4.23)
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donde hemos usado (4.18). Comprobemos expĺıcitamente que bajo estas con-
diciones la carga es independiente del tiempo

d

dt
Ĵa(t) = −

∞∫
−∞

dx ∂0j
1
a(t, x)− 1

2
fabc

∞∫
−∞

x∫
−∞

dx dy ∂0(j0
b (t, x)j0

c (t, y))

= −
∞∫

−∞

dx(∂1j
0
a(t, x)− fabcj0

b (t, x)j1
c (t, x))

− 1

2
fabc

∞∫
−∞

x∫
−∞

dx dy ((∂0j
0
b (t, x))j0

c (t, y) + j0
b (t, x)∂0j

0
c (t, y))

= j0
a(t,−∞)− j0

a(t,∞) + fabc

∞∫
−∞

dx j0
b (t, x)j1

c (t, x)

− 1

2
fabc

∞∫
−∞

x∫
−∞

dx dy((∂xj
1
b (t, x))j0

c (t, y) + j0
b (t, x)∂yj

1
c (t, y))

= j0
a(t,−∞)− j0

a(t,∞) + fabc

∞∫
−∞

dx j0
b (t, x)j1

c (t, x)

− 1

2
fabc

∞∫
−∞

dx

∂x(j1
b (t, x)

x∫
−∞

dyj0
c (t, y))− j1

b (t, x)∂x

x∫
−∞

dyj0
c (t, y)


− 1

2
fabc

∞∫
−∞

dxj0
b (t, x)(j1

c (t, x)− j1
c (t,−∞))

= j0
a(t,−∞)− j0

a(t,∞) + fabc

∞∫
−∞

dxj0
b (t, x)j1

c (t, x)

− 1

2
fabc j

1
b (t,∞)

∞∫
−∞

dyj0
c (t, y) +

1

2
fabc

∞∫
−∞

dxj1
b (t, x)j0

c (t, x)

− 1

2
fabc

∞∫
−∞

dxj0
b (t, x)(j1

c (t, x)− j1
c (t,−∞)),

d

dt
Ĵa(t) = j0

a(t,−∞)− j0
a(t,∞)− 1

2
fabc[j

1
b (t,∞)Jc − Jbj1

c (t,−∞)],
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donde usamos la condición de planeidad y la conservación de la corriente,
además considerando que

jµa (t, x)
x→±∞−→ 0, (4.24)

tenemos
d

dt
Ĵa(t) = 0. (4.25)

Concluimos que la carga para la corriente a nivel uno es independiente del
tiempo.
A partir de la propiedad de conservación y de planeidad de la corriente local
jµ obtendremos la corriente conservada bilocal y la carga asociada.

4.1.2. Cargas no locales y Formulación de Lax

Dada la condición de planeidad y la corriente conservada jµ, podemos
definir una derivada covariante Dµ = ∂µ + jµ, de tal forma que la ley de
conservación y la condición de planeidad se transforman en:

[∂µ, Dµ] = 0, ⇒ [Dµ, Dν ] = 0. (4.26)

Consideremos ahora un enfoque inductivo. Supongamos que podemos cons-
truir una corriente conservada j

(n)
µ (x) a orden n. La conservación de la co-

rriente implica que existe una función χ(n)(x) (potencial asociado), para el
cual

j(n)
µ = εµν∂

νχ(n), n ≥ 0. (4.27)

Como consecuencia, la corriente adicional puede definirse como

j(n+1)
µ = Dµχ

(n), n ≥ −1, (4.28)

donde χ(−1) = 1. Esta corriente se conserva debido a (4.26), como veremos a
continuación

∂µj(n+1)
µ = ∂µDµχ

(n) = Dµ∂
µχ(n) = εµνDµDνχ

(n−1) = 0, n ≥ 0,

en donde también usamos (4.27) y (4.28), que implican ∂µχ(n) = εµνj
(n)
ν =

εµνDνχ
(n−1) y εµν [Dµ, Dν ] = −2[D0, D1] = 0.

Para comenzar la inducción consideremos χ(−1) = 1 y j
(−1)
µ = 0, tal que

j
(0)
µ = jµ, que suponemos se conserva. Podemos escribir

j(0)
µ = εµν∂

νχ(0), ⇒ χ(0) = −
x∫

−∞

dy j0(y), (4.29)
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entonces

ĵµ ≡ j(1)
µ = Dµχ

(0) = εµνjν(x)− jµ(x)

x∫
−∞

dyj0(y). (4.30)

Por lo tanto, demostramos la existencia de la corriente conservada j
(0)
µ = jµ

que satisface (4.26), además podemos construir j
(1)
µ = ĵµ, aśı como un número

infinito de corrientes conservadas no locales y como consecuencia un número
infinito de cargas conservadas no-locales.

J (n) =

+∞∫
−∞

dx j
(n)
0 (x). (4.31)

El parámetro espectral.
Ahora tenemos un conjunto de cargas conservadas, es obvio que cualquier
combinación lineal de estas cargas conservadas nos da también una carga
conservada. Esto nos induce a pensar en construir una función generadora
conservada T (u) cuyo desarrollo en λ genere las cargas conservadas

T (λ) ∼=
∞∑

k=−1

λ−k−1J (k). (4.32)

Comencemos usando una imagen geométrica, lo que nos sugiere que en apa-
riencia tiene la forma de una derivada covariante. De hecho, vamos a definir
una nueva derivada covariante Dµ(λ) = ∂µ − Lµ(λ), donde

Lµ(t, x;λ) =
1

λ2 − 1
[jµ(t, x) + λεµνj

ν(t, x)], (4.33)

llamada conexión de Lax que depende de un parámetro espectral λ. Además
exigimos, que (4.26) se cumpla para toda λ i.e.

[Dµ(λ),Dν(λ)] = 0. (4.34)

Lo que nos proporciona una forma compacta de escribir la condición de pla-
neidad y la conservación de la corriente jµ. Notemos que podemos interpretar
a los componentes de Lµ(λ) como una familia de 1-parámetros de pares de
Lax.
La ecuación (4.34) puede interpretarse como una condición de compatibilidad
para el llamado ”problema lineal auxiliar”

Dµ(λ)Φ(t, x) = 0, (4.35)
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que representa un sistema de dos ecuaciones diferenciales de la función Φ(t, x).
De hecho, aplicando otra derivada covariante Dν(λ) en la ecuación se de-
muestra que la solución de Φ solo está bien definida si (4.34) se cumple. La
ecuación (4.35) describe una transformación infinitesimal generada por ∂µ en
la conexión Lµ(λ).
Lo que sigue es determinar la matriz de transporte T (t, x0, x;λ) que trans-
porta la solución Φ(t, x0, λ) a lo largo del intervalo [x0, x]:

Φ(t, x, λ) = T (t, x0, x;λ)Φ(t, x0, λ). (4.36)

Notemos que la matriz de transporte puede ser definida por las ecuaciones

D1(λ)T (t, x0, x;λ) = 0, T (t, x0, x0;λ) = 1. (4.37)

Podemos integrar (4.37) a lo largo del eje x y obtener la solución expĺıcita
con una trayectoria ordenada

T (t, x0, x;λ) = P exp

 x∫
x0

dx′L1(t, x′;λ)

 . (4.38)

Aqúı P denota el ordenamiento en la trayectoria donde el crecimiento en
x es a la izquierda. Basándonos en esta expresión, definimos la matriz de
monodromı́a T (t;λ) como la matriz de transporte a lo largo de todo el eje x

T (t;λ) ≡ T (t,−∞,∞;λ). (4.39)

Desarrollamos T (t;λ) en potencias de 1/λ,

T (t;λ) = 1− 1

λ

d

d(1/λ)
L1 +

1

λ2

d2

d(1/λ)2
L1 + ...

notemos que para v = 1/λ tenemos

Lµ(t, x; v)|v=0 = 0,
d

dv
Lµ(t, x; v)|v=0 = εµνj

µ(t, x),

d2

dv2
Lµ(t, x; v)|v=0 = 2jµ(t, x),

y al sustituir obtenemos

T (t;λ) = 1−1

λ

∞∫
−∞

dxj0(t, x)+
1

λ2

 ∞∫
−∞

dxj1(t, x) +

∞∫
−∞

dx

x∫
−∞

dyj0(t, x)j0(t, y)

 .
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En le expresión anterior encontramos que la carga a nivel cero y nivel uno son

los primeros coeficientes del desarrollo (4.32). Suponiendo que jµ(x)
x→±∞−→ 0,

podemos demostrar que en general

d

dt
T (t;λ) = L0(t,+∞, λ)T (t;λ)− T (t;λ)L0(t,−∞, λ)→ 0. (4.40)

Es la matriz de monodromı́a T (λ) ≡ T (t;λ) la que realmente complementa la
función generadora conservada para un número infinito de cargas conservadas
J (n).

4.1.3. Modelo Quiral de Gross-Neveu

Repasemos algunos conceptos para el modelo Quiral de Gross-Neveu de
dimensión 1 + 1. Esta teoŕıa fue introducida 1947 por Gross y Neveu [16],
representa una versión 2-dim del modelo de Nambu-Jona-Lasino 4-dim [17].
Es un modelo de juguete completo para QCD. Adicionalmente, la teoŕıa es
asintóticamente libre y puede resolverse en el ĺımite N grande, donde N es
el parámetro de simetŕıa global u(N), además es una teoŕıa integrable.

Corriente locales y no-locales. Consideremos el Lagrangiano de la
simetŕıa quiral u(N).

L =
N∑
α=1

ψ̄α(i��∂)ψα +
g2

2

( N∑
α=1

ψ̄αψα

)2

−

(
N∑
α=1

ψ̄αγ5ψα

)2
 . (4.41)

Los fermiones de Dirac están denotados por ψαj y ψ̄αj = ψ†αi (γ0)ij con i, j =
1, 2 y los ı́ndices α fundamentales o anti-fundamentales u(N) respectivos. Las
matrices gamma 2-dim en la representación de Weyl tienen la forma

γ0 = σ1 =

(
0 1
1 0

)
, γ1 = iσ2 =

(
0 1
−1 0

)
, γ5 = γ0γ1 =

(
−1 0
0 1

)
,

y satisfacen el álgebra de Clifford {γµ, γν} = 2ηµν . El Lagrangiano también
tiene una simetŕıa quiral u(1)

ψα → eiθγ5ψα, (4.42)

que no se rompe a nivel cuántico ya que las part́ıculas masivas generadas
por el rompimiento espontáneo de la simetŕıa no están cargadas bajo esta
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simetŕıa y las part́ıculas que portan una carga quiral doble se desacoplan.

ψ̄α(i��∂)ψα →ψ†αe−iθγ5γ0(i��∂)eiθγ5ψα = ψ†αe−iθγ5γ0e−iθγ5(i��∂)ψα

= ψ†αe−iθγ5eiθγ5γ0(i��∂)ψα = ψ†αγ0(i��∂)ψα = ψ̄α(i��∂)ψα

ψ̄αψαψ̄
βψβ →ψ†αe−iθγ5γ0eiθγ5ψαψ

†βe−iθγ5γ0eiθγ5ψβ

= ψ†αγ0eiθγ5eiθγ5ψαψ
†βe−iθγ5e−iθγ5γ0ψβ

= ψ†αγ0ψαe
2iθγ5e−2iθγ5ψ†βγ0ψβ = ψ̄αψαψ̄

βψβ

ψ̄αγ5ψαψ̄
βγ5ψβ →ψ†αe−iθγ5γ0γ5e

iθγ5ψαψ
†βe−iθγ5γ0γ5e

iθγ5ψβ

= ψ†αγ0eiθγ5γ5e
iθγ5ψαψ

†αγ0eiθγ5γ5e
iθγ5ψα

Podemos escribir el Lagrangiano de forma alternativa como

L = ψ̄α(i��∂)ψα + g2
(
ψ̄γµtaψ

) (
ψ̄γµtaψ

)
, (4.43)

con la suma doble sobre los ı́ndices a, b, ... = 1, ..., N2, α, β, ... = 1, ..., N y
ta = −t∗a son los N2 generadores de u(N). A partir de ahora consideraremos
a la ecuación (4.43) como el Lagrangiano Quiral de Gross-Neveu. Por prac-
ticidad consideremos a los generadores ta de su(N) en lugar de u(N).
La equivalencia entre ambos Lagrangianos puede demostrarse usando la iden-
tidad de Fierz

(γµ)ij(γ
µ)kl = δilδkj − (γ5)il(γ5)kj, (4.44)

aśı, como la siguiente identidad de los generadores de u(N)

(ta)
β
α(ta)

δ
γ = −1

2
δβγ δ

δ
α. (4.45)

La ecuación de movimiento (Euler-Lagrange) van a ser

0 = i∂µψ̄
αγµ − 2g2

(
ψ̄γµtaψ

) (
ψ̄γµta

)α
,

0 = iγµ∂µψα + 2g2 (γµtaψ)α
(
ψ̄γµtaψ

)
.

(4.46)

Multiplicando estas ecuaciones por ψ y ψ̄, respectivamente y usando la iden-
tidad (4.45). Combinando las dos ecuaciones de movimiento tenemos

i(∂µψ̄
α)γµψβ + iψ̄αγµ∂µψβ = 0, (4.47)

que implica directamente que la corriente se conserva

jµa = −2g2i(ψ̄αγµ(ta)
β
αψβ). (4.48)

La normalización se escoge convenientemente. Para ver la corriente es plana,
notemos que las ecuaciones de movimiento implican

εµνi∂µ(ψ̄αγνψβ) = 2g2εµν
(
ψ̄αγµψγ

) (
ψ̄γγνψβ

)
, (4.49)
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donde usamos que {γ5, γµ} = 0 y γµγ5 = −εµνγν aśı como la identidad (4.45).
En términos de la corriente y contrayendo con el generador ta, toma la forma

εµν∂µ(jν)
α
β(ta)

β
α = εµν(jµ)αγ (jν)

γ
β(ta)

β
α, (4.50)

y aśı tenemos la condición de curvatura cero

∂0j1a − ∂1j0a + [j0, j1]a = 0. (4.51)

Como consecuencia, podemos construir una corriente bilocal ĵ de acuerdo al
procedimiento descrito anteriormente.

Corriente axial.
Consideremos ahora la corriente axial dada por,

(jaxial)
µ
a = −2g2iψ̄γ5γµtaψ = εµνjνa, (4.52)

que es la forma familiar en la teoŕıa cuántica de campos, sin embargo en este
modelo no se conserva

∂µ(jaxial)
µ
a = ∂µε

µνjνa = −∂0j1a + ∂1j0a 6= 0. (4.53)

A pesar de ello, cuando construimos la corriente bilocal jµa (la cual si se
conserva) podemos interpretar la corriente axial como el complemento no
local de la corriente bilocal.

ĵµa = (jaxial)µa −
1

2

x∫
−∞

dy [jµ(x), j0(y)]a. (4.54)

Álgebra de Poisson y Formalismo de Lax.
Para estudiar la simetŕıa del álgebra generada por las corrientes anteriores,
definimos los paréntesis de Poisson para los fermiones de Dirac

{F,G} = i

∫
dx

N∑
α=1
j=1,2

F

( ←−
δ

δψ†αj (x)

~δ

δψα,j(x)
+

←−
δ

δψα,j(x)

~δ

δψ†αj

)
G.

Donde las flechas se introducen cuidadosamente en la estad́ıstica de Grass-
mann de los campos e indican si la variación actúa sobre la función F o G.
Usando la definición de los paréntesis de Poisson podemos demostrar que la
corriente (4.48) satisface las siguientes relaciones del álgebra

{jµa (x), jνb (y)} = 2g2δ(x− y)fabcj
|µ−ν|
c ,

con fabc la constante de estructura de su(N). La conexión de Lax y la matriz
de monodromı́a pueden ser definidos como en (4.33) y (4.38), respectivamen-
te.
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4.1.4. Simetŕıas no-locales como Cargas de Noether

Nos podemos preguntar ahora si la simetŕıa no local puede interpretar-
se como una simetŕıa de Noether, pero esto solo ocurre en algunos casos
particulares [18, 19]. Para ilustrarlo, usemos algunos resultados de [18] y
consideremos el llamado modelo quiral principal 2-dim con el Lagrangiano

L =
1

16
Tr[∂µg(x)∂µg−1(x)], (4.55)

donde el campo g(x) es un grupo valuado i.e. un elemento del grupo G. Las
ecuaciones de movimiento toman la forma de la ecuación de conservación

∂µj
µ = 0, (4.56)

donde la corriente está dada por

jµ ≡ g−1∂µg = −(∂µg
−1)g.

Notemos que esta corriente tiene curvatura cero, i.e. ∂0j1−∂1j0 +[j0, j1] = 0.

[j0, j1] = [g−1∂0g, g
−1∂1g] = (g−1∂0g)g−1∂1g − (g−1∂1g)g−1∂0g

= −(∂0g
−1)gg−1∂1g + (∂1g

−1)gg−1∂0g

= −[∂0(g−1∂1g)− g−1∂0∂1g] + ∂1(g−1∂0g)− g−1∂1∂0g

= −∂0(g−1∂1g) + ∂1(g−1∂0g) = −∂0j1 + ∂1j0

(4.57)

Ahora definimos la siguiente variación de campo no-local

δ(1)
ρ g = −4g[χ(0), ρ], χ(0)(x) =

1

2

∞∫
−∞

dy ε(x− y)j0(y), (4.58)

con ρ = taρa, donde ta son los generadores del grupoG y las ρa son constantes.
Aqúı χ(0) representa de nuevo un potencial asociado a la corriente de nivel
cero (4.29). El Lagrangiano es invariante bajo esta transformación salvo una
derivada total y para demostrarlo reescribimos el Lagrangiano

L =
1

16
Tr[∂µg(x)∂µg−1(x)] =

1

16
Tr[gg−1∂µg(x)∂µg−1(x)]

=
1

16
Tr[g−1∂µg(x)(∂µg−1(x))g] =

1

16
Tr[jµ(−jµ)].

(4.59)

Calculamos la variación sobre L

δ(1)
ρ L = − 1

16
Tr[2jµδj

µ] = −1

8
Tr[jµδj

µ] =
1

2
Trjµ∂

µ[χ(0), ρ]
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Veamos que el término anterior se puede escribir como una derivada total

Tr(jµ∂
µ([χ(0), ρ])) = Tr(jµ∂

µ(χ(0)ρ)− jµ∂µ(ρχ(0)))

= Tr(jµ∂
µ(χ(0)ρ)− ∂µ(ρχ(0))jµ)

= Tr(jµ∂
µ(χ(0)ρ)− (∂µρ)χ(0)jµ − ρ(∂µχ(0))jµ)

= Tr(jµ∂
µ(χ(0)ρ)− χ(0)jµ(∂µρ)− (∂µχ(0))jµρ)

= Tr[(∂µjµ)χ(0)ρ+ jµ∂
µ(χ(0)ρ)− (∂µχ(0))jµρ

− χ(0)(∂µjµ)ρ− χ(0)jµ(∂µρ)]

= Tr(∂µ(jµχ
(0)ρ− χ(0)jµρ))

= Tr(∂µ([jµ, χ
(0)]ρ)).

en donde utilizamos ∂µjµ = 0, si utilizamos

⇒ δ(1)
ρ L =

1

2
Trjµ∂

µ[χ(0), ρ] = ∂µ
1

2
Tr[(

1

2
εµν [∂

νχ(0), χ(0)] + εµνj
ν)ρ]. (4.60)

La simetŕıa de nivel uno nos da la conservación de la corriente de Noether a
orden uno

j(1)
µ = −εµνjν + [jµ, χ

(0)]− 1

2
εµν [∂

νχ(0), χ(0)]. (4.61)

La conservación de la corriente a nivel uno implica que la corriente a nivel
cero tiene curvatura cero

∂µj(1)
µ
∼= −∂0j1 + ∂1j0 − [j0, j1].

Notamos que la corriente (4.61) no tiene la forma estándar de (4.21). De
hecho, la corriente se conserva haciendo uso de las ecuaciones de movimiento.

∂µχ
(1) = −εµνjν .

(4.61) se reduce a la forma estándar (4.21) para la corriente a nivel uno. Note-
mos que podemos comenzar el ansatz con (4.61) para determinar ξ(0) tal que
j(1) se conserva. Notablemente, la simetŕıa anteriores pueden ser extendidas
a una familia uni paramétrica de simetŕıas de Noether no-locales [19]. Como
la matriz de monodromı́a considerada arriba, esta familia complementa la
función generadora para el parámetro de simetŕıas independientes.

4.2. Matriz de Monodromı́a

Para un sistema con un número infinito de grados de libertad, una matriz
de Lax puede interpretarse como una órbita coadjunta. Esta interpretación
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puede extenderse a la teoŕıa de campo eligiendo adecuadamente el álgebra
de Lie involucrada. Consideraremos la teoŕıa de campo bidimensional en un
cilindro con la variable espacial x ∈ [0, 2π] y variable temporal t ∈ [−∞,+∞].
Para introducir la variable espacial x, consideramos el álgebra de lazos g̃ de
mapeos (periódicos) del ćırculo S1 hasta alguna álgebra de Lie g, es decir,
el mapeo S1 → g. El caso más simple es elegir g igual al álgebra de las
matrices N ⊗N , pero generalmente, será un elemento de un álgebra de lazos
con el parámetro espectral λ como en el caso de dimensión infinita. Entonces,
estamos trabajando con álgebras de lazo doble. Para introducir la estructura
en la dirección x, consideramos la extensión central del álgebra x-loop

ĝ = g̃ + CK. (4.62)

El conmutador de dos elementos Xi = X̃i(x) + ciK que por definición es

[X1, X2] = [X̃1(x), X̃2(x)] +

∫ 2π

0

(X̃1(x)∂xX̃2(x))dx K, (4.63)

donde ( , ) es una forma bilineal invariante no degenerada en g. El espacio
dual ĝ∗ de ĝ se puede relacionar con el espacio de los pares de elementos de
la forma Ξ = (Ξ(x), ς) con

Ξ(X) =

∫ 2π

0

(Ξ̃(x), X̃(x))dx+ ςc. (4.64)

La acción coadjunta se define como (ad∗X · Ξ)(Y ) = −Ξ([X, Y ]) y toma la
forma

(ad∗X · Ξ)(Y ) = −
∫ 2π

0

(Ξ̃(x), [X̃(x), Ỹ (x)])dx− ς
∫ 2π

0

(X̃(x)∂xỸ (x))dx

=

∫ 2π

0

(−[Ξ̃(x), X̃(x)] + ς∂xX̃(x), Ỹ (x))dx,

(4.65)

tal que
ad∗X · Ξ = (−[Ξ̃(x), X̃(x)] + ς∂xX̃(x), 0). (4.66)

Vemos que ς es invariante bajo la acción coadjunta, y elegiremos conveniente-
mente órbitas con ς = 1. Con este ajuste, la ecuación de Lax para L = (U, 1)
y M = V va ser:

∂tU − ∂xV + [U, V ] = 0, (4.67)

que es la condición de curvatura cero.
Alternativamente, se puede decir que la variable x se comporta como una
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variable temporal en los sistemas de dimensión finita. Sin embargo, la cons-
trucción de cantidades conmutativas es más complicada porque tenemos que
construir funciones invariantes bajo la acción coadjunta (4.66). La condición
de curvatura cero (4.67) expresa la condición de compatibilidad del sistema
lineal asociado

(∂x − U)Ψ = 0, (∂t − V )Ψ = 0. (4.68)

Las matrices U y V se pueden considerar como los componentes x y t de la
conexión. Esta conexión se llamará conexión de Lax. Dados U y V , el sistema
lineal (4.68) determina la matriz Ψ bajo la multiplicación a la derecha por
una matriz constante, que podemos fijar pidiendo Ψ(λ, 0, 0) = 1, con λ el
parámetro espectral. Está Ψ se llamará función de onda.
Eligiendo una trayectoria γ y el origen en el punto (x, t), la función de onda
se puede escribir como

Ψ(x, t) =←−exp
[∫

γ

(Udx+ V dt)

]
, (4.69)

donde ←−exp denota el orden de la trayectoria en la exponencial. Este es solo
el transporte paralelo a lo largo de la curva γ de la conexión (U, V ). Como
la conexión de Lax satisface la relación de curvatura cero (4.67), el valor
de la exponencial ←−exp es independiente de la elección de la trayectoria. En
particular, si γ es la trayectoria x ∈ [0, 2π] con el tiempo fijo t, llamamos a
Ψ(2π, t) la matriz de monodromı́a T (λ, t):

T (λ, t) = Ψ(λ, 2π, t) ≡ ←−exp
[∫ 2π

0

U(λ, x, t)dx

]
, (4.70)

donde suponemos que U(λ, x, t) y V (λ, x, t) dependen de un parámetro es-
pectral λ y como están definidos para un tiempo fijo t, la variación dt en
(4.69) no contribuye.

Proposición 6. Supongamos que todos los campos son periódicos en x con
periodo 2π. Sea T (λ, t) la matriz de monodromı́a y

H(n)(λ) = tr(T n(λ, t)), (4.71)

entonces, H(n)(λ) es independiente del tiempo. Por lo tanto, las trazas de las
potencias de la matriz de monodromı́a generan cantidades conservadas.

Demostración. Pensando en la exponencial con la trayectoria [a, b] como

←−exp
[∫ b

a

U(x)dx

]
v (1 + δxU(xn)) · · · (1 + δxU(x1)),
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con a = x1 < x2 < · · · < xn = b, tal que xi+1 − xi = δx→ 0, la exponencial
tiene un orden en la trayectoria, usando (4.67) y (4.68) se obtiene

∂tT (λ, t) =

∫ 2π

0

dxe
∫ 2π
x UdxU̇(λ, t)e

∫ x
0 Udx

=

∫ 2π

0

dxe
∫ 2π
x Udx(∂xV + [V, U ])e

∫ x
0 Udx

=

∫ 2π

0

dxe
∫ 2π
x Udx(∂xV + V U − UV )e

∫ x
0 Udx

=

∫ 2π

0

dx
{
e
∫ 2π
x Udx(∂xV )e

∫ x
0 Udx + e

∫ 2π
x UdxV ∂xe

∫ x
0 Udx

+ (∂xe
∫ 2π
x Udx)V e

∫ x
0 Udx

}
,

que podemos reescribir como

∂tT (λ, t) =

∫ 2π

0

dx ∂x

(
e
∫ 2π
x UdxV e

∫ x
0 Udx

)
.

Integrando tenemos

∂tT (λ, t) = e
∫ 2π
2π UdxV e

∫ 2π
0 Udx − e

∫ 2π
0 UdxV e

∫ 0
0 Udx

= V (λ, 2π, t)T (λ, t)− T (λ, t)V (λ, 0, t).

Entonces, si los campos son periódicos, tenemos V (λ, 2π, t) = V (λ, 0, t) y la
relación se convierte en

∂tT (λ, t) = [V (λ, 0, t), T (λ, t)]. (4.72)

Esta es la ecuación de Lax e implica que H(n)(λ) es independiente del tiempo.
Desarrollando en λ obtenemos un conjunto infinito de cantidades conserva-
das.

Es la matriz de monodromı́a la que desempeña el papel de la matriz de
Lax en el contexto de teoŕıa de campos.

Ejemplo

Consideremos la densidad Lagrangiana del modelo de Schrödinger no-
lineal en la teoŕıa de campo clásica no relativista de dim 1 + 1.

L = i~ψ∗
∂ψ

∂t
− ~
m
∂iψ

∗∂iψ − κ|ψ∗ψ|2, (4.73)
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con κ una constante de acoplo real. Primero calculamos las ecuaciones
de movimiento para este modelo, sus derivadas parciales están dadas
por

∂L
∂ψ

= −2κ|ψ∗ψ|ψ∗

∂L
∂ψ∗

= i~
∂ψ

∂t
− 2κ|ψ∗ψ|ψ

,

∂L
∂ψ̇

= i~ψ∗

∂L
∂ψ̇∗

= 0

y

∂L
∂∂iψ

= − ~
m
∂iψ∗

∂L
∂∂iψ∗

= − ~
m
∂iψ.

entonces tenemos

∂

∂t

∂L
∂ψ̇

+ ∂i

(
∂L
∂∂iψ

)
− ∂L
∂ψ

= 0⇒ i~ψ̇∗ − ~
m
∂i∂

iψ∗ + 2κ|ψ∗ψ|ψ∗ = 0,

(4.74)

∂

∂t

∂L
∂ψ̇∗

+ ∂i

(
∂L
∂∂iψ∗

)
− ∂L
∂ψ∗

= 0⇒ − ~
m
∂i∂

iψ − i~ψ̇ + 2κ|ψ∗ψ|ψ = 0.

(4.75)

Donde (4.75) es la ecuación de Schrödinger no lineal.
Debido a que el momento canónico conjugado de ψ está dado por

π =
∂L
∂ψ̇

= i~ψ∗, (4.76)

satisface el siguiente paréntesis de Poisson

{ψ(x), ψ∗(y)} = δ(x− y). (4.77)

Calculemos ahora el hamiltoniano de la teoŕıa

H =

∞∫
−∞

dnx
(
πψ̇ − L

)

=

∞∫
−∞

dnx

(
i~ψ∗ψ̇ − i~ψ∗∂ψ

∂t
+

~
m
∂iψ

∗∂iψ + k|ψ∗ψ|2
)
.

Consideremos el caso n = 1, i.e. solo una dimensión, y ~ = 1 = m
entonces tenemos

H =

∞∫
−∞

dx

(
∂ψ

∂x

2

+ κ|ψ|4
)
, (4.78)
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y la ecuación de Schrödinger no-lineal (4.75) va ser

iψt = −ψxx + 2κ|ψ|2ψ, (4.79)

suponemos que la función compleja ψ(x, t) es infinitamente diferencia-
ble en ambos argumentos.Vamos a resolver el problema (4.79) por el
método de dispersión inverso, lo que nos reduce al problema al estudio
de las caracteŕısticas espectrales del conjunto de operadores diferencia-
les lineales d

dx
− L(x, λ).

El par de Lax para este modelo está dado por

L =

(
−iλ

2
iκψ∗

−iψ iλ
2

)
, M =

(
iλ

2

2
+ iκ|ψ|2 κ∂ψ

∗

∂x
− iκλψ∗

∂ψ
∂x

+ iλψ −iλ2

2
− iκ|ψ|2

)
,

(4.80)
y depende de un parámetro complejo espectral λ. Podemos reescribir
L(x, λ) como

L(x, λ) =

(
−iλ

2
iκψ̄(x)

−iψ(x) iλ
2

)
= −iλ

2
σ3 + iκψ̄(x)σ+ − iψ(x)σ−,

(4.81)
con

σ3 =

(
1 0
0 −1

)
, σ+ =

(
0 1
0 0

)
, σ− =

(
0 0
1 0

)
.

A partir de aqúı vamos a considerar el tiempo t fijo.
Elegimos la matriz L de forma no simétrica en la constante de conexión
κ, lo que nos va permitir considerar de manera uniforme tanto el caso
repulsivo κ > 0, como el atractivo κ < 0.
Introducimos la matriz de transición T x2

x1
(λ) para un intervalo finito

[x1, x2] como la solución de la ecuación diferencial

∂

∂x2

T x2
x1

(λ) = L(x2, λ)T x2
x1

(λ), (4.82)

con la condición inicial

T xx (λ) =

(
1 0
0 1

)
= I. (4.83)
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Enumeremos algunas propiedades de la matriz T x2
x1

(λ).

i) (T x2
x1

(λ))−1 = T x1
x2

(λ), (4.84a)

ii) T x3
x2

(λ)T x2
x1

(λ) = T x3
x1

(λ), (4.84b)

iii)
∂

∂x1

T x2
x1

(λ) = −T x2
x1

(λ)L(x1, λ), (4.84c)

iv) T x2
x1 (λ) = KT x2

x1
(λ̄)K, (4.84d)

v) detT x2
x1

(λ) = 1, (4.84e)

en donde

K =

(
0 κ1/2

κ−1/2 0

)
, K2 = I,

Las propiedades i) − iii) se siguen directamente de la definición de
T x2
x1

(λ). La propiedad de simetŕıa iv) se sigue de la propiedad análoga
del operador L

L(x, λ) = KL(x, λ̄)K, (4.85)

que podemos comprobar directamente. Notemos que (4.84d) implica
que la matriz T x2

x1
(λ) tiene la forma

T x1
x2

(λ) =

(
ax1
x2

(λ) κbx1
x2(λ̄)

bx1
x2

(λ) ax1
x2(λ̄)

)
. (4.86)

Por último, la propiedad v) se sigue de la ecuación trL(x, λ) = 0.
Sustituyendo (4.86) en (4.84e) obtenemos para λ real la relación de
”unitariedad”

|ax1
x2

(λ)|2 − κ|bx1
x2

(λ)|2 = 1, λ = λ̄. (4.87)

Definimos ahora las matrices de transición T−(x, λ), T+(x, λ), T (λ) pa-
ra los intervalos semi-infinitos (−∞, x] y [x,∞) y el intervalo infinito
(−∞,∞), respectivamente, como los siguientes ĺımites

T−(x, λ) = ĺım
x1→−∞

T xx1
(λ)e(x1, λ), (4.88)

T+(x, λ) = ĺım
x2→∞

e(−x2, λ)T x2
x (λ), (4.89)

T (λ) = ĺım
x1→−∞
x2→+∞

e(−x2, λ)T x2
x1

(λ)e(x1, λ), (4.90)

donde introducimos

e(x, λ) = exp(−iλ
2
σ3x).
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Se sigue de (4.88) que T−(x, λ) satisface con respecto a las variables x
la ecuación diferencial (4.82) con la condición de frontera x→ −∞

T−(x, λ)− e(x, λ) −−−−→
x→−∞

0. (4.91)

Análogamente, T+(x, λ) satisface con respecto a las variables x la ecua-
ción diferencial (4.84c) con la condición de frontera x→ +∞

T+(x, λ)− e(−x, λ) −−−−→
x→+∞

0. (4.92)

Se sigue de (4.84b) que para cualquier x

T (λ) = T+(x, λ)T−(x, λ). (4.93)

Para T±(x, λ) y T (λ) uno puede deducir la propiedad de simetŕıa (4.84d)
y la propiedad de unitariedad (4.87).
Enlistamos algunas propiedades de las funciones matriciales T x2

x1
(λ),

T±(x, λ) y T (λ) con respecto al parámetro espectral λ. T x2
x1

(λ) es una
función holomorfa en todo el plano complejo λ. Los elementos a−(x, λ),

b−(x, λ), a+(x, λ), b+(x, λ̄), a(λ) se pueden extender analiticamente

al semi-plano Imλ > 0, aśı como los elementos a−(x, λ̄), b−(x, λ̄),

a+(x, λ̄), b+(x, λ), a(λ̄) se pueden extender analiticamente al semi-plano

Imλ < 0. Los elementos b(λ), b(λ̄), en general, se definen sólo para λ
real. Para demostrar las propiedades analiticas anteriores y también la
existencia de los ĺımites (4.88-4.92) usamos las ecuaciones integrales y
la representación integral de T x2

x1
(λ), T±(x, λ) y T (λ).

Podemos reescribir las ec. (4.82-4.83) e integrar de x1 a x2

∂T xx1
(λ) = ∂xL(x, λ)T xx1

(λ), ⇒ T x2
x1

(λ) = I +

x2∫
x1

dxL(x, λ)T xx1
(λ),

(4.94)

de forma similar para (4.84c-4.83)

T x2
x1

(λ) = I +

x2∫
x1

dxT xx1
(λ)L(x, λ), (4.95)

Queremos extraer el término del potencial V = iκψ̄(x)σ+− iψ(x)σ− de
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L(x, λ), entonces hacemos el siguiente desarrollo

T x2
x1

(λ) = I +

x2∫
x1

dx3L(x3, λ)T x3
x1

(λ) = I +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3 + V (x3))T x3

x1
(λ)

= I +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)T x3

x1
(λ) +

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)

= I +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)

I +

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3 + V (x4))T x4

x1
(λ)


+

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)

= I +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3) +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)T x4

x1
(λ)

+

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)V (x4)T x4

x1
(λ) +

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)

= I +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3) +

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)·

[
I +

x4∫
x1

dx5(−iλ
2
σ3 + V (x5))T x5

x1
(λ)
]

+

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)V (x4)T x4

x1
(λ) +

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)

= I + (−iλ
2
σ3)(x2 − x1) +

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)2

+

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5(−iλ
2
σ3)3T x5

x1
(λ)

+

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5(−iλ
2
σ3)2V (x5)T x5

x1
(λ)

+

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)V (x4)T x4

x1
(λ) +

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)

(4.96)
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Notemos que podemos integrar el quinto y sexto término de (4.96) por
partes; para el sexto término consideremos

dv = dx4 u =

x3∫
x1

dx4V (x4)T x4
x1

(λ)

v = x4 du = dx3
∂

∂x3

x3∫
x1

dx4V (x4)T x4
x1

(λ)

usando lo anterior tenemos

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4(−iλ
2
σ3)V (x4)T x4

x1
(λ)

= −iλ
2
σ3


x4

x3∫
x1

dx4V (x4)T x4
x1

(λ)

x2

x1

−
x2∫
x1

dx3 x3
∂

∂x3

x3∫
x1

dx4V (x4)T x4
x1

(λ)


= −iλ

2
σ3

x2

x2∫
x1

dx4V (x4)T x4
x1

(λ)−
x2∫
x1

dx3x3V (x3)T x3
x1

(λ)


=

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)(x2 − x3)V (x3)T x3

x1
(λ)

(4.97)

para el quinto término de (4.96) consideramos

dv = dx3 u =

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

v = x3 du = dx3
∂

∂x3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)
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vamos a tener

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5(−iλ
2
σ3)2V (x5)T x5

x1
(λ) = (−iλ

2
σ3)2·


x4

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

x2

x1

−
x2∫
x1

dx3x3
∂

∂x3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)


= (−iλ

2
σ3)2

x2

x2∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)−
x2∫
x1

dx3x3

x3∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

 ,

(4.98)

para el primer término de (4.98) podemos utilizar (4.97)

x2

x2∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ) = x2

x2∫
x1

dx4(x2 − x4)V (x4)T x4
x1

(λ)

=

x2∫
x1

dx3(x2
2 − x2x3)V (x3)T x3

x1
(λ)

(4.99)

para el segundo término de (4.98) consideramos

dv = dx3x3 u =

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

v =
x2

3

2
du = dx3

∂

∂x3

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)
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vamos a tener
x2∫
x1

dx3x3

x3∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

=

x2
3

2

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

x2

x1

−
x2∫
x1

dx3
x2

3

2

∂

∂x3

x4∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)

=
x2

2

2

x2∫
x1

dx5V (x5)T x5
x1

(λ)−
x2∫
x1

dx3
x2

3

2
V (x3)T x3

x1
(λ)

=

x2∫
x1

dx3
x2

2 − x2
3

2
V (x3)T x3

x1
(λ)

(4.100)

sustituimos (4.99) y (4.100) en (4.98)

x2∫
x1

dx3

x3∫
x1

dx4

x4∫
x1

dx5(−iλ
2
σ3)2V (x5)T x5

x1
(λ)

= (−iλ
2
σ3)2


x2∫
x1

dx3(x2
2 − x2x3)V (x3)T x3

x1
(λ)−

x2∫
x1

dx3
x2

2 − x2
3

2
V (x3)T x3

x1
(λ)


= (−iλ

2
σ3)2

x2∫
x1

dx3
x2

2 − 2x2x3 + x2
3

2
V (x3)T x3

x1
(λ)

=

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)2 (x2 − x3)2

2
V (x3)T x3

x1
(λ)

(4.101)

ahora utilizamos (4.97) y (4.101) en (4.96) y obtenemos

T x2
x1

(λ) = I + (−iλ
2
σ3)(x2 − x1) + (−iλ

2
σ3)2 1

2
(x2 − x2)2 + ...+

+

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)2 1

2
(x2 − x3)2V (x3)T x3

x1
(λ)

+

x2∫
x1

dx3(−iλ
2
σ3)(x2 − x3)V (x4)T x4

x1
(λ) +

x2∫
x1

dx3V (x3)T x3
x1

(λ)
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T x2
x1

(λ) = I + (−iλ
2
σ3)(x2 − x1) + (−iλ

2
σ3)2 1

2
(x2 − x2)2 + ...+

+

x2∫
x1

dx3

[
I + (−iλ

2
σ3)(x2 − x3) + (−iλ

2
σ3)2 1

2
(x2 − x3)2 + ...

]
V (x3)T x3

x1
(λ)

Entonces tenemos las siguientes ecuaciones integrales para T x2
x1

(λ)

T x2
x1

(λ) = e(x2 − x1, λ) +

x2∫
x1

dxe(x2 − x, λ)V (x)T xx1
(λ), (4.102)

ó

T x2
x1

(λ) = e(x2 − x1, λ) +

x2∫
x1

dxT x2
x (λ)V (x)e(x− x1, λ). (4.103)

La segunda ecuación integral se obtiene de forma similar a la primera.
De (4.88), (4.102) y (4.103) tenemos la siguiente ecuación integral

T−(x, λ) = e(x, λ) +

x∫
−∞

dye(x− y, λ)V (y)T−(y, λ), (4.104)

y la representación integral

T−(x, λ) = e(x, λ) +

x∫
−∞

dyT xy (λ)V (y)e(y, λ), (4.105)

para T−(x, λ). Análogamente, para (4.89), (4.102) y (4.103) obtenemos
la ecuación integral

T+(x, λ) = e(−x, λ) +

∞∫
x

dyT+(y, λ)V (y)e(y − x, λ), (4.106)

y la representación integral

T+(x, λ) = e(−x, λ) +

−∞∫
x

dye(−y, λ)V (y)T yx (λ), (4.107)

para T+(x, λ). Por último, para T (λ) usando (4.90), (4.102) y (4.103)
tenemos la siguientes dos representaciones integrales

T (λ) = I +

∞∫
−∞

dxe(−x, λ)V (x)T−(x, λ), (4.108)
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y

T (λ) = I +

∞∫
−∞

dxT+(x, λ)V (x)e(x, λ). (4.109)

Para obtener la solución de (4.102) ó (4.102) primero escribimos expĺıci-
tamente cada elemento.

T x2
x1

(λ) = e(x2 − x1, λ) +

x2∫
x1

dxe(x2 − x, λ)V (x)T xx1
(λ),

(
ax2
x1

(λ) κbx2
x1(λ̄)

bx2
x1

(λ) ax2
x1(λ̄)

)
=

(
e−i

λ
2

(x2−x1) 0

0 ei
λ
2

(x2−x1)

)
+

x2∫
x1

dx

(
e−i

λ
2

(x2−x) 0

0 ei
λ
2

(x2−x)

)[
iκψ̄(x)

(
0 1
0 0

)
− iψ(x)

(
0 0
1 0

)]
·

(
axx1

(λ) κbxx1
(λ̄)

bxx1
(λ) axx1

(λ̄)

)
=

(
e−i

λ
2

(x2−x1) 0

0 ei
λ
2

(x2−x1)

)

+

x2∫
x1

dx

(
e−i

λ
2

(x2−x) 0

0 ei
λ
2

(x2−x)

)[
iκψ̄(x)

(
bxx1

(λ) axx1
(λ̄)

0 0

)

− iψ(x)

(
0 0

axx1
(λ) κbxx1

(λ̄)

)]
=

(
e−i

λ
2

(x2−x1) 0

0 ei
λ
2

(x2−x1)

)

+ i

x2∫
x1

dx

(
κe−i

λ
2

(x2−x)ψ̄(x)bxx1
(λ) κe−i

λ
2

(x2−x)ψ̄(x)axx1
(λ̄)

−eiλ2 (x2−x)ψ(x)axx1
(λ) −κeiλ2 (x2−x)ψ(x)bxx1

(λ̄)

)
,

entonces tenemos

ax2
x1

(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1) + iκ

x2∫
x1

dxe−i
λ
2

(x2−x)ψ̄(x)bxx1
(λ),

bx2
x1

(λ) = −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)axx1
(λ),

(4.110)

para obtener κbx2
x1(λ̄) y ax2

x1(λ̄) solo conjugamos (4.110).
Para obtener la solución de (4.110) utilizamos el método de iteración,
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para ello escribimos la solución en series de potencias de κ

ax2
x1

(λ) =
∞∑
n=0

κn(ax2
x1

)(n)(λ),

bx2
x1

(λ) =
∞∑
n=0

κn(bx2
x1

)(n)(λ),

(4.111)

y sustituimos en (4.110),

∞∑
n=0

κn(ax2
x1

)(n)(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1) + i
∞∑
n=0

κn+1

x2∫
x1

dxe−i
λ
2

(x2−x)ψ̄(x)(bxx1
)(n)(λ)

= e−i
λ
2

(x2−x1) + i
∞∑
n=1

κn
x2∫
x1

dxe−i
λ
2

(x2−x)ψ̄(x)(bxx1
)(n−1)(λ),

∞∑
n=0

κn(bx2
x1

)(n)(λ) = −i
∞∑
n=0

κn
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)(axx1
)(n)(λ),

igualamos las potencias de κ

n = 0 (ax2
x1

)(0)(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1),

(bx2
x1

)(0)(λ) = −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)(axx1
)(0)(λ),

n = 1, 2, ... (ax2
x1

)(n)(λ) = i

x2∫
x1

dxe−i
λ
2

(x2−x)ψ̄(x)(bxx1
)(n−1)(λ),

(bx2
x1

)(n)(λ) = −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)(axx1
)(n)(λ),

(4.112)
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combinamos los resultados de (4.112) para obtener la solución

n = 0 (ax2
x1

)(0)(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1)

(bx2
x1

)(0)(λ) = −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)(axx1
)(0)(λ)

= −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x1)ψ(x)e−i
λ
2

(x−x1) = −iei
λ
2

(x2+x1)

x2∫
x1

dxe−iλxψ(x)

n = 1 (ax2
x1

)(1)(λ) = i

x2∫
x1

dxe−i
λ
2

(x2−x)ψ̄(x)(bxx1
)(0)(λ)

= i

x2∫
x1

dy1e
−iλ

2
(x2−y1)ψ̄(y1)

−ieiλ2 (y1+x1)

y1∫
x1

dz1e
−iλz1ψ(z1)


= e−i

λ
2

(x2−x1)

x2∫
x1

dy1

y1∫
x1

dz1e
iλ(y1−z1)ψ̄(y1)ψ(z1)

(bx2
x1

)(1)(λ) = −i
x2∫
x1

dxei
λ
2

(x2−x)ψ(x)(axx1
)(1)(λ)

= −i
x2∫
x1

dz2e
iλ

2
(x2−z2)ψ(z2)

e−iλ2 (z2−x1)

z2∫
x1

dy1

y1∫
x1

dz1e
iλ(y1−z1)ψ̄(y1)ψ(z1)


= −iei

λ
2

(x2+x1)

x2∫
x1

dz2

z2∫
x1

dy1

y1∫
x1

dz1e
iλ(y1−z1−z2)ψ(z2)ψ̄(y1)ψ(z1)

...

n (ax2
x1

)(n)(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1)

x2∫
x1

dyn

yn∫
x1

dzn · · ·
z2∫
x1

dy1

y1∫
x1

dz1

eiλ(y1+···+yn−z1+···−zn)ψ̄(yn)ψ(zn) · · · ψ̄(y1)ψ(z1)

(bx2
x1

)(n)(λ) = −iei
λ
2

(x2+x1)

x2∫
x1

dzn+1

zn+1∫
x1

dyn · · ·
z2∫
x1

dy1

y1∫
x1

dz1

eiλ(y1+···+yn−z1−···−zn+1)ψ(zn+1)ψ̄(yn)ψ(zn) · · ·ψ(z2)ψ̄(y1)ψ(z1)

A partir del resultado anterior podemos escribir la siguiente represen-
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tación de series de potencias para a(λ) y b(λ) .

a(λ) = e−i
λ
2

(x2−x1)
[
1 +

∞∑
n=1

κn
x2∫
x1

dyn

yn∫
x1

dzn · · ·
z2∫

x1

dy1

y1∫
x1

dz1

eiλ(y1+···+yn−z1+···−zn)ψ̄(yn)ψ(zn) · · · ψ̄(y1)ψ(z1)
]

b(λ) = −iei
λ
2

(x2−x1)

∞∑
n=1

κn
x2∫
x1

dzn+1

zn+1∫
x1

dyn · · ·
z2∫

x1

dy1

y1∫
x1

dz1

eiλ(y1+···+yn−z1−···−zn+1)ψ(zn+1)ψ̄(yn)ψ(zn) · · ·ψ(z2)ψ̄(y1)ψ(z1)

(4.113)

Podemos obtenemos un desarrollo similar para los elementos de las
matrices T±(x, λ) y T (λ) a partir de (4.113).
Notemos lo siguiente: para κ > 0 la función a(λ) no tiene ceros en
Imλ > 0, pero para κ < 0 podemos tener un número infinito de ceros
en la parte superior del semiplano :

a(λj) = 0, Imλj > 0, j = 1, ..., N (4.114)

Esta propiedad del coeficiente a(λ) está estrechamente relacionada con
la existencia para κ < 0 de soluciones del solitón para (4.79).

4.3. La estructura de Poisson y el problema

de no-ultra localidad

Como ya vimos, la ecuación de curvatura cero conduce a la construcción
de un conjunto infinito de cantidades conservadas. Queremos calcular ahora
los paréntesis de Poisson de las cargas conservadas asociadas a estas corrientes
conservadas. Para eso, primero calculemos el paréntesis de Poisson de los
elementos de la matriz de monodromı́a.
Suponiendo que existe una relación matricial r tal que:

{L1(x, t, λ), L2(y, t, µ)} = [r12(λ−µ), L1(x, t, λ)+L2(y, t, µ)]δ(x−y), (4.115)

donde suponemos que r es una r-matriz no-dinámica de la forma

r12(λ, µ) = −r21(µ, λ) = − C12

λ− µ
. (4.116)
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Consideremos la matriz de transporte de x a y a un tiempo fijo

T (λ;x, y) =←−exp
[∫ y

x

U(λ, z)dz

]
, (4.117)

en particular la matriz de monodromı́a está dada por T (λ) = T (λ; 2π, 0) y
los elementos de la matriz [T ]ij de T (λ;x, y) son funciones en el espacio fase.

Teorema 3. Si la ecuación (4.115) se satisface, tenemos las relaciones fun-
damentales de Sklyanin para la matriz de transporte:

{T1(λ; y, x), T2(µ; y, x)} = [r12(λ, µ), T1(λ; y, x)T2(µ; y, x)]. (4.118)

Como consecuencia, la traza de las potencias de la matriz de monodromı́a
H(n)(λ) = Tr(T n(λ)), genera cantidades de Poisson conmutativos (i.e. en
involución). {

H(n)(λ), H(m)(µ)
}

= 0. (4.119)

Vamos a enfatizar que es el proceso de integración involucrado en la ma-
triz de transporte el que nos lleva del paréntesis lineal de Poisson (4.115) al
paréntesis cuadrático de Sklyanin Poisson (4.118).
El teorema demuestra que podemos tomar como hamiltoniano cualquier ele-
mento de la familia generada por H(n)(µ). Demostremos que la ecuación de
movimiento correspondiente toma la forma de la condición de curvatura cero.

Proposición 7. Tomando a H(n)(µ) como el hamiltoniano, tenemos

U̇(λ, x) ≡
{
H(n)(µ), U(λ, x)

}
= ∂xV

(n)(λ, µ, x) + [V (n)(λ, µ, x), U(λ, x)]
(4.120)

donde

V (n)(λ, µ;x) = nTr
(
T1(µ; 2π, x)r12(λ, µ)T1(µ;x, 0)T n−1

1 (µ; 2π, 0)
)

(4.121)

Esto proporciona las ecuaciones de movimiento para una jerarqúıa de tiem-
pos, cuando lo desarrollamos alrededor de µ.

Por lo tanto, las variables L y T pueden considerarse como las variables
más convenientes para mostrar la estructura integrable del modelo.
Con la suposición descrita antes (4.115), la identidad de Jacobi para las
relaciones de intercambio de Sklyanin admiten de nuevo como condición sufi-
ciente la ecuación clásica de Yang-Baxter con parámetro espectral, denotado
por

[r12(u1 − u2), r13(u1 − u3)] + [r12(u1 − u2), r23(u2 − u3)]

+ [r13(u1 − u3), r23(u2 − u3)] = 0. (4.122)
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Los paréntesis de Poisson (4.115) son llamados ultra locales, debido a que
solo tienen la función delta de Dirac y no derivadas de esta. Cuando tenemos
derivadas de δ(x−y)presentes, hablamos de no ultra localidad en la estructura
de Poisson.

4.3.1. Paréntesis de Maillet

Cuando los paréntesis de Poisson entre las componentes espaciales de los
pares de Lax tienen la forma

{L1(x, t, u), L2(y, t, u′)} = δ(x− y)[r−(u, u′), L1(x, t, u)]

+ δ(x− y)[r+(u, u′), L2(y, t, u′)] + δ′(x− y)(r−(u, u′)− r+(u, u′)), (4.123)

i.e. es una estructura no-ultra local tenemos que escogemos un par de matrices
(r, s) que satisfagan la ecuación mixta de Yang Baxter

[(r + s)13(u1, u3), (r − s)12(u1, u2)] + [(r + s)23(u2, u3), (r + s)12(u1, u2)]

+ [(r + s)23(u2, u3), (r + s)13(u1, u3)] = 0, (4.124)

donde r+ = r + s, r− = r − s.
Los paréntesis de Poisson para la matriz de monodromı́a clásica T =←−exp

∫
L

puede obtenerse de (4.123) mediante un tratamiento cuidadoso de la am-
bigüedad que surge de la no ultra localidad

{T (u)⊗ 1, 1⊗ T (u′)} = [r(u, u′), T (u)⊗ T (u′)]

− [1⊗ T (u′)]s(u, u′)[T (u)⊗ 1] + [T (u)⊗ 1]s(u, u′)[1⊗ T (u′)]. (4.125)

Tomando la traza de (4.125) podemos demostrar tranquilamente que un con-
junto infinito de cargas conservadas clásicas en involución se generan por
TrT (u). Sin embargo, hasta ahora no se ha establecido un proceso de cuan-
tización de los paréntesis (4.125), a pesar de ello la s-matriz cuántica puede
obtenerse usando las simetŕıas del sistema.

Ejemplo
El modelo Quiral principal nos da un ejemplo estándar de la estructura de
Maillet. Esta es la teoŕıa de un elemento de g un grupo compacto G con el
Lagrangiano

L = − 1

2γ
tr(jµj

µ), jµ = (∂µg)g−1, (4.126)

que admite simetŕıa global derecha g → geif , jµ → jµ e izquierda g → eifg,
jµ → eifjµe

−if . γ es la constante de acoplamiento en la teoŕıa.
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Debido a que no es trivial ver que jµ se conserva vamos a demostrarlo. Pri-
mero notemos lo siguiente

∂µ(gg−1) = 0 = (∂µg)g−1 + g∂µg
−1 ⇒ (∂µg)g−1 = −g∂µg−1. (4.127)

Calculemos ahora las ecuaciones de movimiento

∂L
∂g

= − 1

2γ

∂

∂g
tr(jµj

µ) = − 1

2γ
tr
∂

∂g
(jµj

µ) = − 1

2γ
tr

{
2jµ

∂jµ

∂g

}
= −1

γ
tr

{
(∂µg)g−1(∂µg)

∂g−1

∂g

}
= −1

γ
tr
{

(∂µg)g−1(∂µg)(−)g−1g−1
}

= −1

γ
tr
{

(∂µg)(∂µg
−1)g−1

}
∂µ

∂L
∂∂µg

= − 1

2γ
∂µ

∂

∂∂µg
tr(jνj

ν) = − 1

2γ
tr∂µ

∂

∂∂µg
(jνj

ν) = − 1

2γ
tr∂µ

{
2jν

∂jν

∂∂µg

}
= −1

γ
tr∂µ

{
(∂νg)g−1∂(∂νg)

∂∂µg
g−1

}
= −1

γ
tr∂µ

{
(∂νg)g−1δνµg−1

}
= −1

γ
tr∂µ

{
(∂µg)g−1g−1

}
= −1

γ
tr
{

(∂µ∂
µg)g−1g−1 + (∂µg)(∂µg

−1)g−1 + (∂µg)g−1∂µg
−1
}
,

podemos reescribir el tercer término de la ecuación anterior como

tr
{

(∂µg)g−1∂µg
−1
}

= tr
{
−(∂µg)g−1g−1(∂µg)g−1

}
= tr

{
−g−1(∂µg)g−1g−1(∂µg)

}
= tr

{
(∂µg−1)g−1(∂µg)

}
= tr

{
(∂µg)(∂µg−1)g−1

}
en donde utilizamos la ciclicidad de la traza, entonces tenemos

∂µ
∂L
∂∂µg

= −1

γ
tr
{

(∂µ∂
µg)g−1g−1 + (∂µg)(∂µg−1)g−1 + (∂µg)(∂µg−1)g−1

}
= −1

γ
tr
{

(∂µ∂
µg)g−1g−1 + 2(∂µg)(∂µg−1)g−1

}
Usando los resultados anteriores la ecuación de movimiento va ser

∂µ
∂L
∂∂µg

− ∂L
∂g

= 0 = −1

γ
tr
{

(∂µ∂
µg)g−1g−1 + 2(∂µg)(∂µg−1)g−1

}
− (−)

1

γ
tr
{

(∂µg)(∂µg−1)g−1
}

0 = −1

γ
tr
{

(∂µ∂
µg)g−1g−1 + (∂µg)(∂µg−1)g−1

}
.
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Podemos reescribir la ecuación de movimiento como:

0 = −1

γ
tr
{
∂µ
(
(∂µg)g−1

)
g−1
}
⇒ ∂µ

(
(∂µg)g−1

)
= 0 = ∂µj

µ, (4.128)

con lo que demostramos que jµ se conserva.
Con la signatura de Minkowsky x0 = t, x1 = x y la conservación de jµ está
dada por ∂µj

µ = ∂0j0 − ∂1j1 = 0. Además podemos definir las corrientes
izquierdas y derechas como:

jLµ = jµ = (∂µg)g−1, jRµ = −g−1(∂µg), (4.129)

estas pertenecen al álgebra de Lie de g. Las corrientes son uniformes i.e.

∂µj
L,R
ν − ∂νjL,Rµ − [jL,Rµ , jL,Rν ] = 0, (4.130)

y los pares de Lax van a ser

L =
uj0 + j1

1− u2
, M =

uj1 + j0

1− u2
, (4.131)

entones los pares (r, s) son

r(u, u′) =
1

2

ζ(u) + ζ(u′)

u− u′
C⊗, s(u, u′) =

1

2

ζ(u)− ζ(u′)

u− u′
C⊗, (4.132)

con

ζ(u) = γ
u2

1− u2
, C⊗ =

∑
a,b

κabta ⊗ tb, (4.133)

en términos de los generadores ta del álgebra de Lie y κab la forma de Killing.

4.4. r-matrices Clásicas

Matemáticamente el proceso de cuantizar involucra el concepto de biálge-
bra de Lie y los llamados tripletes de Manin. El término cuantizar incorpora
el significado de completar la estructura álgebraica clásica a un grupo cuánti-
co, o equivalentemente, obtener de una r-matriz clásica una solución de la
ecuación cuántica de Yang Baxter.

R12R13R23 = R23R13R12, Rij ∼ 1⊗ 1 + i~rij +O(~2). (4.134)

La cuantización de las relaciones de cambio de Sklyanin se obtienen simple-
mente completando la series de ~ en la famosa relación RTT.

T̂1(u)T̂2(u)R(u− u′) = R(u− u′)T̂2(u)T̂1(u), T̂ (u) = T (u) +O(~),

(4.135)



4.4. R-MATRICES CLÁSICAS 105

donde la matriz de monodromı́a cuántica T̂ se entiende ahora como el orden
normal de las expresiones integrales de productos clásicos. . Podemos ver que
(4.135) tiene a (4.117) cuando ~→ 0.
El grupo cuántico asociado surge de este proceso de cuantización y se clasifi-
can: el grupo eĺıptico cuántico (dim(Γ)=2), álgebras afines cuánticas (dim(Γ) =
1) y Yangianas (Γ = {0}).
Esto es en efecto el trabajo matemático por transitividad del régimen clásico
al cuántico en la f́ısica

{A,B} = ĺım
~→0

[A,B]

i~
. (4.136)

Podemos decir que para este sistema integrable tenemos una fórmula exacta
(expĺıcitamente) de r.h.s de (4.136) como función de ~. En este sentido las
relaciones de cambio de Sklyanin son el mejor punto de inicio para cuantizar
la teoŕıa.

4.4.1. Propiedades anaĺıticas

Repasemos algunas de las propiedades anaĺıticas de la r-matriz clásica
como función de parámetros espectrales complejos.
Ejemplo
Una forma conveniente de mostrar la relación entre la r-matriz clásica y el
grupo cuántico asociado es el caso del Yangiano. Consideremos la llamada
r-matriz de Yang

r = κ
C⊗

u2 − u1

. (4.137)

Esta será el prototipo de la solución racional de CYBE. En efecto, por defi-
nición del Casimir C⊗, tenemos [C⊗, ta⊗ I+ I⊗C⊗] = 0 ∀a y podemos probar
fácilmente que (4.137) es solución de CYBE.
Esta r-matriz clásica es la relevante para el modelo no-lineal de Schrödinger
(4.73), como demostró Sklyanin [9]. Usando este resultado fundamental, es
fácil demostrar que, combinando (4.137), y (4.118) con (4.86), en particular
obtenemos que {a(u), a(u′)} = 0.
De hecho, tras cuantización se encuentra que el modelo NLS conserva el
número de part́ıculas y en cualquier sector del espacio de Fock con un número
fijo de part́ıculas se reduce a un problema de mecánica cuántica con inter-
acciones mutuas de funciones delta. Posteriormente Sklyanin demostró que
el efecto de ordenamiento normal cuantizan la r-matriz clásica (4.137) en la
R-matriz canónica Yangiana (en unidades adecuadas):

R = I⊗ I + iκ
C⊗

u2 − u1

,
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solución de la ecuación cuántica de Yang-Baxter.
Uno puede expandir la r-matriz clásica (4.137) como

r

κ
=

C⊗
u2 − u1

=

∑
a ta ⊗ ta
u2 − u1

=
∑
a

∑
n≥0

tau
n
1 ⊗ tau−n−1

2 =
∑
a,n≥0

ta,n ⊗ ta,−n−1,

donde suponemos que |u1

u2
| < 1 por definición. Ahora somos capaces de atri-

buir la dependencia del parámetro espectral u1(u2) con el generador del pri-
mer (segundo) espacio. Esto nos permite interpretar la fórmula (4.137) como
la representación de una r-matriz, que en abstracto es un objeto que vive en
el producto tensorial de Au1 [g] ⊗ Au2 [g] de dos copias grandes del álgebra
Au[g] construidos a partir de g. La noción

ta,n = unta, (4.138)

de (4.138) tenemos

[ta,m, tb,n] =
∑
c

fabctc,m+n, (4.139)

en términos de la constante de estructura fabc. Las relaciones(4.139) se identi-
fican en este caso con el álgebra Au[g] como el álgebra de lazos Lu[g] asociado
a g.
Para que tenga sentido la operación de restar las relaciones (4.139) lejos de
una representación espećıfica (4.138) de donde se ve que emerge originalmen-
te. Usando solamente estas relaciones de conmutación uno puede comprobar
la expresión formal (abstracta)

r =
∑
a

∑
n≥0

ta,n ⊗ ta,−n−1, (4.140)

que nos da una r-matriz clásica consistente independientemente de la repre-
sentación espećıfica (4.139). A su vez, el álgebra envolvente universal U(Lu[g])
del álgebra de lazos Lu[g] no es más que el ĺımite clásico del Yangiano Y(g):

Y(g)→ U(Lu[g]) cuando ~→ 0. (4.141)

Teorema 4. Los tramos de los generadores que aparecen por separado en
cada factor de r deben formar dos subálgebras de Lie de g.

Demostración. Escribimos r =
∑

ab rab(u)za ⊗ rb, donde las z’s son un sub-
conjunto de las t’s, uno tiene que cerca del polo u1 = u2 el CYBE se reduce
a ∑

abcd

cab(u1)

u1 − u2

rcd(u1 − u3)([za, zc]⊗ zb ⊗ zd + za ⊗ [zb, zc]⊗ zd) = 0, (4.142)
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con alguna función cab(u1). Esto implica que

[za, zc] =
∑
d

facdzd, (4.143)

para un subconjunto de las constantes de estructura fabc. En [27], la identidad
de Jacobi se demuestra, lo que prueba que las dos longitudes discutidas arriba
forman subálgebras de Lie de g.

4.5. Solitones

La ecuación de Korteweg-de Vries(KdV) es un modelo matemático que
describe el movimiento de una onda solitaria, llamada solitón. La ecuación
original tiene la forma

∂tη =
3

2

√
g

l
∂x

(
1

2
η2 +

2

3
αη +

1

3
σ∂2

xη

)
, (4.144)

donde x es la variable a lo largo de un canal de dimensión uno, t es el
tiempo, η(x, t) es la elevación de la superficie del agua por encima del nivel
de equilibrio l, g es la constante de gravitación, α es una constante relacionada
al movimiento uniforme del ĺıquido y σ es una constante definida por

σ =
1

3
l3 − T l

ρg
, (4.145)

con T la tensión de capilaridad superficial y ρ la densidad.
Podemos obtener la forma estándar de la ecuación Korteweg-de Vries (KdV)
con una transformación de variables que remueve de la ecuación toda re-
ferencia del problema f́ısico original. Una forma muy común surge con la
transformación

t̄ =
1

2

√
g

lσ
t, x̄ = − x√

σ
, ū = −1

2
η − 1

3
α, (4.146)

con el cual obtenemos

∂t̄u− 6u∂x̄u+ ∂3
x̄u = 0. (4.147)

El factor numérico del segundo término no tiene ningún significado particular.
De hecho, si consideramos la transformación x, t → x̄, t̄, η → u en (4.144)
podemos obtener

∂t̄u+ µ∂x̄u+ νu∂x̄u+ γ∂3
x̄u = 0, (4.148)
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donde µ, ν 6= 0, γ 6= 0 son factores numéricos que podemos elegir a voluntad.
Sin embargo, vemos a demostrar que es útil de la forma (4.147). Quitando
las barras de la variables, la ecuación Korteweg-de Vries (KdV) será:

∂tu− 6u∂xu+ ∂3
xu = 0. (4.149)

Hay que notar que la ecuación satisface la propiedad de invarianza Galileana,
en el siguiente sentido:
Consideremos la transformación

t∗ = t, x∗ = x− ct, u∗(x∗, t∗) = u∗(x∗ + ct∗, t∗) +
1

6
c, (4.150)

entonces u∗ satisface

∂t∗u
∗ − 6u∗∂x∗u

∗ + ∂3
x∗u
∗ = 0. (4.151)

Consideremos por el momento la ecuación KdV lineal, i.e.

∂tu+ ∂3
xu = 0. (4.152)

La ecuación admite como solución a las ondas armónicas

u(x, t) = Aeik(x−ct), (4.153)

siempre que, para cualquier número de onda k, la velocidad de fase c satisfaga

c = −k2 (4.154)

Las ondas para las cuales la velocidad de fase no es una constante (como una
función del número de onda) son llamadas dispersivas. La relación (4.154)
se llama relación de dispersión. Como la ecuación (4.152) es lineal, cualquier
superposición de ondas armónicas (con diferentes número de ondas) es nue-
vamente una solución de (4.152). Notemos que todas las soluciones de onda
dispersivas de la ecuación KdV lineal viaja hacia la izquierda (con un incre-
mento en el tiempo).
Regresemos a la ecuación KdV completa y busquemos la existencia de so-
luciones especiales llamadas ondas de tipo permanentes, también llamadas
ondas viajantes u ondas progresivas. Estas son ondas que, cuando se ven en
un sistema de coordenadas particular en movimiento, tiene una forma que
no cambia con el tiempo. Suponemos entonces que:

u(x, t) = U(x− ct) = U(z) (4.155)



4.5. SOLITONES 109

Al sustituimos en la ecuación KdV nos lleva, a la ecuación diferencial no-
lineal ordinaria

U ′′′ − (6U + c)U ′ = 0 (4.156)

donde las primas denotan diferenciación con respecto a z. Integrando una
vez tenemos:

U ′′ − 3U2 − cU = m (4.157)

donde m es una constante arbitraria. Multiplicando por U ′ e integrando de
nuevo encontramos

U ′2

2
− 3

3
U3 − c

2
U2 −mU = n′ ⇒ U ′2 − 2U3 − cU2 − 2mU = n (4.158)

donde n es de nuevo una constante arbitraria.
A partir de la última ecuación U puede calcularse por medio de integrales
eĺıpticas y de este resultado podemos deducir la existencia de soluciones
periódicas U(z) = U(z + T ), que puede ser expresada en términos de la
función eĺıptica de Jacobi cn y son por lo tanto llamadas ondas senoidales.
Consideremos ahora las soluciones de tipo permanente U(z) que son aquellas
en las que U y sus derivadas se anulan cuando z → ∓∞. Estas soluciones
serán llamadas ondas solitarias.
Para una onda solitaria podemos considerar en (4.157) m = 0 y en (4.158)
n = 0. Entonces tenemos

U ′2 = U2(2U + c). (4.159)

La ecuación puede integrarse simplemente y encontramos

u(x, t) = U(x− ct) = − c
2

sech2

(
1

2

√
c(x− ct+ x0)

)
, (4.160)

donde x0 es una constante arbitraria. Más aun:

sech 2z =
1

(cosh z)2
=

4

(ez + e−z)2
. (4.161)

Vemos que la onda solitaria decae exponencialmente para z → ∓∞.
Tenemos dos observaciones importantes:
La solución de onda solitaria solo existe para c > 0. Entonces, cualquier onda
solitaria de la ecuación KdV se mueve a la derecha (con un incremento en t).
La velocidad de propagación de la onda solitaria c es proporcional a la am-
plitud de la onda (que equivale a −c/2). Entonces, una onda solitaria más
grande se mueve más rápido que una más pequeña.
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La ecuación de KdV también puede escribirse en términos de pares de Lax,
estos corresponden a

L = i

(
0 −1

λ− u 0

)
, M = i

(
−ux −4λ− 2u

4λ2 − 2λu+ uxx − 2u2 ux

)
.

(4.162)

Las leyes de conservación extra de la jerarqúıa integrable evitan que las ondas
pierdan sus perfiles a lo largo de la evolución temporal. Vamos a discutir
un método más general para resolver la ecuación integral y encontrar una
solución del solitón en una variedad de casos.

4.5.1. Método de dispersión inverso clásico

Mostraremos cómo Gardner, Green, Krunkal y Miura [20] resolvieron la
ecuación KdV, con un método que se convirtió en el procedimiento estándar
para las ecuaciones diferenciales parciales integrables.
La caracteŕıstica principal que surge de los cálculos numéricos realizados de
la ecuación KdV, es que hay soluciones que describen múltiples perfiles de
propagación, que sin embargo se dispersan unos a otros preservando la forma
del perfil individual a lo largo del proceso. Esto es una completa sorpresa
para una ecuación no lineal, por un lado, y se debe a una competencia en-
tre la no linealidad φ∂xφ (tratando de concentrar el perfil) y la dispersión
∂3
xφ (tratando de dispersar el perfil). También muestra, de una forma como la

integrabilidad es capaz de restaurar algunas caracteŕısticas, que podŕıan pen-
sarse como parte del comportamiento lineal, en un sistema super no-lineal.
Gardner considera el problema auxiliar de Schrödinger

∂2
xψ = (u− λ(t))ψ, (4.163)

donde u satisface (4.149). La ecuación (4.163) es equivalente a la primera
ecuación de nuestro problema auxiliar lineal (4.68) ∂xψ = Lψ, después de
promover ∂x en este último y después de proyectarlo en la primera compo-
nente del vector. Resolvemos para u en (4.163), para ψ diferente de cero y
sustituyendo de nuevo en (4.149) tenemos

(∂tλ)ψ2 + [ψQx − ψxQ]x = 0, Q = ∂tψ + ∂3
xψ − 3(u+ λ)∂xψ. (4.164)

Del resultado anterior vemos que si ψ se anula suficientemente rápido para
|x| → ∞, integrar la primera ecuación de (4.164) a lo largo de toda la ĺınea
real implica ∂tλ = 0, por lo tanto λ es una constante de parámetro espectral.
Esto quiere decir que efectivamente estamos resolviendo la parte normalizable
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del problema espectral ∂2
xψ = (u− λ)ψ. También quiere decir que nos queda

resolver

[ψQx − ψxQ]x = 0 i.e ψQxx = Qψxx, (4.165)

es sencillo comprobarlo, diferenciado la ecuación

Q(x, t) = C(t)ψ +D(t)ψ

∫ x dx

ψ2
, (4.166)

dos veces con respecto a x, C(t) y D(t) dos constantes de integración arbi-
traria y reutilizando (4.166) una vez, obtenemos (4.165).
En este punto, suponemos que u se anula en el espacio infinito en cualquier
tiempo dado.

Los nodos normalizables de ψ, para C = D = 0, satisfacen

0 = Q(x, t)→ ∂tψ + ∂3
xψ − 3λ∂xψ, cuando |x| → ∞, (4.167)

cuya solución son los estados ligados

ψn → cne
±4k3

nt∓knx, para |x| → ±∞, kn =
√
−λn, λn < 0, (4.168)

que esperamos formen la parte discreta del problema auxiliar espectral.

Podemos extender nuestro problema a modos no normalizables con un
comportamiento ondulante en el infinito espacial, considerando u como
constante. Para eso primero tenemos que regresar a (4.163) y deducir
por ejemplo, para k2 = λ > 0

ψn → e−ikx + be−ikx, para x→∞,
ψn → ae−ikx, para x→ −∞.

(4.169)

Las soluciones son ondas asintóticas planas para x → ±∞ llamadas
soluciones Jost. Sustituyendolas en (4.166) podemos encontrar como
soluciones D = 0, C = 4ik3 y los datos de dispersión a, b están deter-
minados por

a(k, t) = a(k, 0), b(k, t) = b(k, 0)e8ik3t. (4.170)

Este problema es llamado problema de dispersión directo.
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La combinación de toda esta información resulta ser suficiente para recons-
truir u. Esto quiere decir que podemos reconstruir el potencial u a partir del
problema auxiliar de Schrödinger (4.163) con los datos de dispersión. Este es
el problema de dispersión inverso. Es un hecho, que si K(x, y) para y ≥ x es
solución de la ecuación de Gel’fand-Levitan-Marchenco

K(x, y) +B(x+ y) +

x∫
−∞

dzK(x, z)B(y + z) = 0, (4.171)

donde

B(x) =
1

2π

∞∫
−∞

dk b(k)eikx +
∑
n

c2
ne
−8k3

nteknx, (4.172)

en términos de los coeficientes b(k, t) de (4.170) y cn, kn de (4.168) tenemos

u = 2
d

dx
K(x, x). (4.173)

La teoŕıa detrás de las ecuaciones de Gel’fand-Levitan-Marchenco está
profundamente arraigado en la tecnoloǵıa que nos permite reconstruir el po-
tencial para el problema de Schrödinger dado a partir de los coeficientes de
reflexión y transmisión, que se encuentran en (4.172). El método de disper-
sión clásico inverso se considera como una generalización de la transformación
de Fourier para un problema no lineal. Vamos a esbozar aqúı un argumento
que motiva a las fórmulas (4.171-4.173) en un caso simple.
Consideremos el problema espectral

− ∂2

∂t2
ω +

∂2

∂x2
ω = V (x)ω, (4.174)

donde V (x) tiene soporte compacto [−R,R] en la dirección espacial x. Esto
quiere decir que, en la región x < −R y x > R, ω satisface las ecuaciones de
onda libre, entonces podemos escribir

ω = f−(x− t) + g−(x+ t), x < −R,
ω = f+(x− t) + g+(x+ t), x > R.

(4.175)

Consideremos ahora dos soluciones diferentes, caracterizadas por el siguiente
ĺımites asintótico

Caso 1

ω = δ(x− t), t� −R,
ω = g−(x+ t) + f+(x− t), t� R.

(4.176)
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Para una velocidad finita de propagación, la solución se anula para
x > t.

Caso 2

ω = δ(x− t) + g+(x+ t), t� −R,
ω = f+(x− t), t� R.

(4.177)

En ambos casos, las funciones f± y g± que aparecen se representarán como
perfiles suficientemente localizados. Démosle un nombre especial a la función
g i.e.

g−(z) ≡ B(z). Dato de dispersión (4.178)

Nos enfocamos en el caso 2 y hacemos el ansatz

ω = δ(x− t) +K(x, t)Θ(x− t), (4.179)

para la solución completa (4.174), con Θ la función escalón de Heaviside.
Asumiendo que K se anula para x < −R. Proyectamos el ansatz de nuevo
en (4.174) y sumamos los términos proporcionales a δ(x− t), tenemos

V (x) = 2
d

dx
K(x, x). (4.180)

Notamos que si ω(x, t) resuelve (4.174) también los hace ω(x,−t + s) para
una constante arbitraria s. Por lo tanto

ω(x, t) +

∞∫
−∞

ds B(s)ω(x,−t+ s), (4.181)

también. Si usamos el ansatz (4.179), es decir

δ(x− t) +K(x, t)Θ(x− t) +B(x+ t) +

∞∫
−∞

dsB(x+ t)K(x, s), (4.182)

soluciona (4.174) y coincide con δ(x − t) + B(x + t) cuando x < −R. Por
lo tanto, la solución corresponde al caso 1 de arriba, entonces, debe anularse
para x > t. Esto a su vez implica

K(x, t) +B(x+ t) +

x∫
−∞

dsB(s+ t)K(x, s). (4.183)
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La forma usada en el caso de la ecuación KdV involucra básicamente la
transformación de Fourier en el procedimiento que acabamos de bosquejar.
Como ejemplo, la solución de un solo solitón para la ecuación de KdV se
obtiene del procedimiento anterior en el caso en que b = 0 y es el único
eigenvalor discreto λ. En esta situación, solo tenemos

B(x) = γekx, γ ≡ c2e−8k3t, (4.184)

y por lo tanto es conveniente hacer el ansatz para k de la forma

K(x, y) = K(x)eky. (4.185)

La ecuación (4.171) se vuelve fácil de resolver después de una integración
simple para k > 0:

K(x) = − 2γkekx

γe2kx + 2k
. (4.186)

Inmediatamente de (4.173) tenemos

u = − 16c2k3e2k(−4k2t+x)

[c2e2k(−4k2t+x) + 2k]2
, (4.187)

śı escogemos c2 = 2k obtenemos

u = −2k2 sech2[k(−4k2t+ x)], (4.188)

que coincide con (4.160) para c = 4k2 y x0 = 0.



Caṕıtulo 5

Modelo de Hubbard

Un ejemplo concreto de las simetŕıas Yangianas se presenta, en un modelo
mecánico de muchos cuerpos conocido como el modelo de Hubbard. El mode-
lo de Hubbard es un modelo iterativo, en donde los electrones interactúa en
una red. La estructura y la dimensión de la red determinan sus caracteŕısti-
cas. Solo estudiaremos el caso en que la red es 1-dim, pues solo para este
caso la solución exacta es conocida. Solo en 1-dim tenemos la oportunidad
de profundizar en la estructura de sistemas de muchos cuerpos interactuan-
tes.
Trabajaremos con las propiedades básicas del hamiltoniano de Hubbard, los
resultados se pueden generalizar en algunas casos a redes de dimensión arbi-
traria. En este caṕıtulo desarrollaremos la teoŕıa necesaria para estudiar la
simetŕıa Yangiana del modelo de Hubbard.

5.1. El hamiltoniano de Hubbard

Antes que nada hay que notar que existen muchas variaciones y gene-
ralizaciones del hamiltoniano original del modelo de Hubbard que se han
considerado a lo largo de los años. Nos referiremos como el modelo de Hub-
bard al modelo 1-dim de una banda de electrones que pueden saltar al vecino
más próximo definido por el hamiltoniano [21],

H = −t
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a) + U
L∑
j=1

nj,↑nj,↓, (5.1)

donde c†j,a y cj,a son los operadores de creación y aniquilación de los electrones
con espin a (a =↑, ↓) que se encuentran en la órbita j de la red 1-dim y

nj,a = c†j,acj,a. (5.2)
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Además, tenemos que U y t son números reales, que establecen la escala de
enerǵıa y fijan la fuerza relativa de las dos sumas que contribuyen al ha-
miltoniano. Imponemos la condición de frontera periódica en los operadores
cL+1,a = c1,a. Con esta definición el hamiltoniano es invariante bajo permu-
taciones ćıclicas en la red o equivalentemente bajo traslaciones en el anillo
con L posiciones. Los operadores c†j,a y cj,a son los operadores canónicos de
Fermi y satisfacen las relaciones de anticonmutación:

{cj,a, ck,b} = 0 =
{
c†j,a, c

†
k,b

}
, (5.3a){

cj,a, c
†
k,b

}
= δjkδab, (5.3b)

para j, k = 1, · · · , L y a, b =↑, ↓. Los operadores de creación c†j,a generan el

espacio de estados H(L) del modelo de Hubbard al actuar en la red vaćıa (o
estado de vaćıo |0〉) definida por la condición

cj,a|0〉 = 0, j = 1, · · · , L, a =↑, ↓ . (5.4)

Introducimos los siguientes vectores fila para las coordenadas de electrones
y espines, x = (x1, ..., xN) y a = (a1, ..., aN) con xj ∈ {1, ..., L} y aj =↑, ↓.
El espacio de estados para el modelo de Hubbard está compuesto por una
combinación lineal de los estados

|x, a〉 = c†xN ,aN · · · c
†
x1,a1
|0〉, (5.5)

estos son estados de electrones con esṕın aj que se encuentran en la posición
xj (j = 1, ..., N) de la órbita atómica y son llamados estados de Wannier. El
número de estados linealmente independiente es necesariamente finito, pues
de acuerdo a (5.3a), los operadores de creación en diferentes posiciones o
con esṕın diferente anticonmutan y (c†j,a)

2 = 0. Una base B de estados en el
espacio se obtiene ordenando los operadores de Fermi en (5.5). Escogemos
por ejemplo

B =

{
|x, a〉 ∈ H(L)

∣∣∣ N = 0, ..., 2L
xj+1 ≥ xj, aj+1 > aj si xj+1 = xj

}
, (5.6)

donde por convención ↑<↓ y N = 0 es el estado del vaćıo |0〉. La base B es
llamada la base de Wannier.
El número total de vectores linealmente independientes de la forma (5.5)
para un número fijo de part́ıculas N es igual a

(
2L
N

)
. Entonces la dimensión

del espacio de estados H(L) es

dimH(L) =
2L∑
N=0

(
2L
N

)
= 4L. (5.7)
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Podemos obtener la misma cantidad si consideramos el hecho de que tenemos
cuatro estados

|0〉, c†j,↑|0〉, c†j,↓|0〉, c†j,↑c
†
j,↓|0〉. (5.8)

asociadas a todas las posiciones de la red. Estos estados corresponden al
estado del vacio, el estado ocupado por un electrón con esṕın hacia arriba o
hacia abajo y el estado doblemente ocupado respectivamente; debido a que
(c†j,a)

2 = 0, los electrones con el mismo esṕın no pueden ocupar la misma
posición en la red. Este es el principio de Pauli que está incorporado en la
definición de los operadores de Fermi. El operador n†j,a = c†j,acj,a es el operador
local de número de part́ıculas por electrón con esṕın a en la posición j. De
(5.3) y (5.4) tenemos

[nj,a, ck,b] = δjkδabc
†
k,b, nj,a|0〉 = 0, (5.9)

y por lo tanto

nj,a|x, a〉 =
N∑
k=1

δj,xkδa,ak |x, a〉. (5.10)

Entonces, nj,a|x, a〉 = |x, a〉, si la posición j está ocupada por un electrón de
esṕın a y cero en otro caso.
La primera interpretación del modelo de Hubbard puede obtenerse si con-
sideramos las dos contribuciones del hamiltoniano (5.1) por separado. Para
t = 0 el hamiltoniano se reduce a H = UD, donde

D =
L∑
j=1

nj↑nj↓. (5.11)

Usando (5.10) podemos calcular la acción de D en el estado |x, a〉

D|x, a〉 =
L∑
j=1

nj↑nj↓|x, a〉 =
N∑

j,k=1

nj↑δj,xkδ↓,ak |x, a〉

=
N∑
k=1

nxk↑δ↓,ak |x, a〉 =
N∑

k,l=1

δxk,xlδ↓,alδ↑,ak |x, a〉

=
∑

1≤k≤l≤N

δxk,xl(δ↑,akδ↓,al + δ↓,akδ↑,al)|x, a〉

=
∑

1≤k≤l≤N

δxk,xl(δ↑,ak + δ↓,ak)(δ↑,al + δ↓,al)|x, a〉 =
∑

1≤k≤l≤N

δxk,xl |x, a〉.

(5.12)
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Donde usamos δ↑,akδ↓,ak = 0 y el principio de Pauli. A partir de (5.12) pode-
mos decir que todo estado |x, a〉 es un eigenestado del operador D, además
D va ser diagonal en la base de Wannier. El ĺımite t → 0 del hamiltoniano
de Hubbard (5.1) es llamado ĺımite atómico, pues el eigenestado |x, a〉 des-
cribe electrones localizados en las posiciones x1, ..., xN que se relaciona con
la posición de las órbitas atómicas que ocupan los electrones.
El significado del operador D es evidente en la ecuación (5.12). D cuenta el
número de posiciones con ocupación doble en el estado |x, a〉. La contribu-
ción del término UD a la enerǵıa es positiva para U positiva y aumenta con
el números de posiciones doblemente ocupadas. Esto se puede ver como una
repulsión entre electrones. Por otro lado, para U negativa implica atracción
en la posición. Entonces, es natural referirse a D como el operador de inter-
acción en una posición.
Pora el otro caso, cuando U = 0 el hamiltoniano (5.1) se convierte en

H0 = −t
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a), (5.13)

al que llamamos hamiltoniano de unión fuerte. Como el hamiltoniano es
invariante bajo traslaciones, puede diagonalizarse con una transformación
discreta de Fourier. Definimos

c̃†l,a =
1√
L

L∑
j=1

eiφljc†j,a con l = 0, ..., L− 1, (5.14)

donde φ = 2π/L. Entonces, la transformación inversa de Fourier es

c†j,a =
1√
L

L−1∑
l=0

e−iφjlc̃†l,a con j = 1, ..., L. (5.15)

La ecuación (5.15) es fácil de comprobar sustituyendo en (5.14) del lado
izquierdo y usando la fórmula de suma geométrica. Claramente c̃†l+L,a = c̃†l,a.
Insertando (5.15) en (5.13) obtenemos

H0 = −2t
L−1∑
l=0

∑
a=↑,↓

cos(φl)ñl,a, (5.16)

donde ñ†l,a = c̃†l,ac̃l,a.
La transformada de Fourier deja invariantes las relaciones canónicas de an-
ticonmutación (5.3),

{c̃l,a, c̃m,b} = 0 =
{
c̃†l,a, c̃

†
m,b

}
, (5.17a){

c̃l,a, c̃
†
m,b

}
= δlmδab. (5.17b)
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Una transformación con estas propiedades es llamada canónica. Aplicando
(5.14) al estado de la red vacia |0〉, obtenemos el análogo de (5.4),

c̃l,a|0〉 = 0, l = 0, · · · , L− 1, a =↑, ↓ . (5.18)

Por lo tanto, actuando con los operadores de creación c̃†l en la red vaćıa |0〉
obtenemos una base alternativa B̃. Introducimos el vector q = (q1, ..., qN) =
φ(l1, ..., lN) y los estados

|q, a〉 = c̃†xN ,aN · · · c̃
†
x1,a1
|0〉, (5.19)

estos estados son eigenestados del operador de momento de la red con eigen-
valores (

∑N
j=1 qj) módulo 2π. El conjunto

B̃ =

{
|q, a〉 ∈ H(L)

∣∣∣ N = 0, ..., 2L
qj+1 ≥ qj, aj+1 > aj si qj+1 = qj

}
, (5.20)

es una base de H(L). Esta base es llamada la base de Bloch. Los electrones
en los estados de Bloch |q, a〉 no estan localizados, pero tienen un momento
definido q1, ..., qN .
Debido a (5.17), los análogos de (5.9) y (5.10) se satisfacen para ñl,a y c̃†l,b.
Se sigue que

H0|q, a〉 = −2t
N∑
j=1

cos(qj)|q, a〉. (5.21)

Entonces el hamiltoniano H0 de unión fuerte es diagonal en la base de Bloch
y describe una banda de electrones que no interactúan, además la banda tie-
ne un ancho de 4t en forma de coseno.
El hamiltoniano H0 que describe la unión fuerte y el operador D que cuenta
el número de sitios doblemente ocupados no conmutan. Por lo tanto, el ha-
miltoniano de Hubbard no puede ser diagonal en la base de Bloch ni en la
base de Wannier. La f́ısica del modelo de Hubbard surge de la competencia
entre las contribuciones de H0 y D del hamiltoniano (5.1). La contribución
de H0 de unión fuerte hace referencia a los electrones no localizados, mientras
que la interacción D favorece la localización.
El cociente

u =
U

4t
, (5.22)

es una medida para la contribución relativa de ambos términos y es la cons-
tante de acoplamiento intŕınseca y adimensional del modelo de Hubbard.
Para nuestros propósitos, medimos la enerǵıa en unidades de t. Esto es equi-
valente a considerar t = 1. Entonces el hamiltoniano (5.1) se va a convertir



120 CAPÍTULO 5. MODELO DE HUBBARD

en

H = −
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a) + 4u
L∑
j=1

nj↑nj↓. (5.23)

Ahora discutiremos brevemente la influencia de un campo magnético externo
B acoplado al esṕın de los electrones y un potencial qúımico µ. Entonces el
hamiltoniano tiene que ser modificado como

Hµ,B = H − µN̂ − 2BSz, (5.24)

donde introducimos el operador de número de part́ıcula

N̂ =
L∑
j=1

(nj,↑ + nj,↓), (5.25)

y el operador

Sz =
1

2

L∑
j=1

(nj,↑ − nj,↓), (5.26)

la componente z del esṕın total. H y Hµ,B tienen el mismo conjunto de
eigenestados ya que el número de part́ıculas y la componente z del esṕın
total se conservan,

[H, N̂ ] = [H,Sz] = 0, (5.27)

y como [N̂ , Sz] = 0.
Esto se puede ver de la siguiente forma: introducimos el operador de número
de part́ıculas para electrones con esṕın hacia arriba y esṕın hacia abajo,
respectivamente

N̂a =
L∑
j=1

nj,a a =↑, ↓, (5.28)

si sumamos sobre j en la ecuación (5.9) tenemos

[N̂a, c
†
k,b] = δabc

†
k,b, [N̂a, ck,b] = −δabck,b. (5.29)

Donde la segunda ecuación es la conjugada Hermitiana de la primera, se sigue
de lo anterior

[N̂a, c
†
j,bck,b] = [N̂a, c

†
j,b]ck,b + c†j,b[N̂a, ck,b] = 0, (5.30)

de la última ecuación concluimos que

[H, N̂a] = 0, a =↑, ↓, (5.31)
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De esta forma, el número de electrones con esṕın hacia arriba y esṕın hacia
abajo se conservan por separado. Entonces, tenemos que N̂ = N̂↑ + N̂↓ y

Sz = 1
2
(N̂↑ − N̂↓) también se conservan y de esto se sigue (5.27).

Denotaremos al número conservado de electrones con esṕın hacia abajo por
M y al número total conservado de electrones por N . El valor de la compo-
nente z del esṕın total para estados con M electrones de esṕın hacia abajo
es N/2−M .
Debido a la conservación del número de part́ıculas, podemos sumar el término
−2uN̂ + uL al hamiltoniano (5.23) sin afectar sus eigenfunciones. La expre-
sión que resulta es

H = −
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a) + u

L∑
j=1

(1− 2nj↑)(1− 2nj↓). (5.32)

Como veremos después (5.32) tiene una simetŕıa mayor que (5.23), si L es
par.

5.2. Simetŕıas

El modelo de Hubbard 1-dim tiene muchas simetŕıas. Algunas de ellas,
como la simetŕıa traslacional o la simetŕıa bajo giros de esṕın, que son obvias
y conmutan. A parte de estas simetŕıa obvias, existen otras menos usuales.
Distinguimos entre simetŕıas independientes de la constante de acoplamiento
u y otras que por el contrario dependen de u. La existencia de estas últimas
simetŕıas se relaciona con el hecho de que el modelo de Hubbard 1-dim es
exactamente soluble. Este tipo de simetŕıas incluye las simetŕıas abelianas
generadas por una serie de operadores conservados de orden mayor mutua-
mente conmutativos y la llamada simetŕıa no-abeliana llamada Yangiana.
Nos concentramos por el momento en las simetŕıas independientes de u. En
el contexto del modelo de Hubbard 1-dim Heilmann y Lieb [22] fueron los
primeros en estudiar sistemáticamente estas simetŕıas, gran parte de su análi-
sis se puede llevar a una dimensión arbitraria de la red. Las simetŕıas que
consideraron son de tres tipos: simetŕıa espaciales relacionadas con la red,
simetŕıas conectadas con el esṕın y simetŕıa asociadas con las caracteŕısticas
especiales del modelo de Hubbard.

5.2.1. Permutaciones

Debido a que el modelo de Hubbard está definido en una red, el conjunto
de todas las posibles transformaciones espaciales es igual al conjunto de todas
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las permutaciones de posición en los ı́ndices. Estas permutaciones pertenecen
al grupo de simetŕıa GL. El primer objetivo, es por lo tanto, construir una
representación que sea fiel a la simetŕıa del grupo en términos de los operado-
res de Fermi. Para este propósito es suficiente construir las representaciones
de las transposiciones elementales, que generan el grupo de simetŕıa.

Comencemos con los espines fermiónicos, {cj, ck} =
{
c†j, c

†
k

}
= 0,

{
cj, c

†
k

}
=

δjk en una red 1-dim con L posiciones. Sea

Pij = 1− (c†i − c
†
j)(ci − cj). (5.33)

Es fácil ver que Pij permuta fermiones. Además tenemos las siguientes iden-
tidades

Pij = P †ij, Pij = Pji. (5.34)

Usando los anticonmutadores fundamentales para los fermiones, tenemos

Pijci = cjPij, i 6= j, (5.35)

y de (5.34) se sigue que

Pijcj = ciPij, Pijc
†
i = c†jPij, Pijc

†
j = c†iPij, i 6= j. (5.36)

Demostremos que Pijcj = ciPij se cumple,

Pijcj = [1− (c†i − c
†
j)(ci − cj)]cj = cj − (c†i − c

†
j)cicj

= cj − (c†i − c
†
j)ci(cj − ci) = cj − (−cic†i + 1 + cic

†
j)(cj − ci)

= cj − cj + ci + (cic
†
i − cic

†
j)(cj − ci) = ci + ci(c

†
i − c

†
j)(cj − ci)

= ci[1− (c†i − c
†
j)(ci − cj)] = ciPij,

en donde utilizamos (ci)
2 = 0. Por lo tanto, los operadores Pij inducen la

acción de transposición en los ı́ndices de posición de los operadores de Fermi.
Ahora mostremos que Pij genera la representación del grupo de simetŕıas.
Primero, de (5.35) y (5.36) tenemos

PijPjk = PikPij = PjkPik, i 6= j 6= k 6= i, (5.37)

con un cálculo similar al de la ecuación (5.35) se demuestra

PijPij = 1. (5.38)

Por último, tenemos la identidad

[Pij, Pkl] = 0, con i, j 6= k, l. (5.39)
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Las relaciones (5.37-5.39) son una opción posible para definir las relaciones
del grupo simétrico.
Formalmente, los ı́ndices i, j, k son solo etiquetas y podemos reemplazarlas
por una más complicadas sin que pierdan su validez. Reemplazamos j → ja,
donde j es el ı́ndice de posición y a =↑, ↓ el ı́ndice de esṕın, tenemos:

Pia,jb = 1− (c†i,a − c
†
j,b)(ci,a − cj,b). (5.40)

Este operador de transposición fue introducido por Heilmann y Lieb [22] en
su análisis de las simetŕıas del modelo de Hubbard. Describe transposiciones
simultáneas de ı́ndices de posición y esṕın o en términos f́ısicos intercambia
electrones en las órbitas de Wannier.

5.2.2. Simetŕıas espaciales

Imaginemos que las L órbitas de Wannier del modelo de Hubbard 1-dim
forman un poĺıgono regular con L bordes y esquinas. Las simetŕıas espaciales
del modelo de Hubbard son entonces simetŕıas del poĺıgono. Están generadas
por una rotación 2π/L y por una reflección arbitraria que mapea el poĺıgono
en si mismo. El operador de simetŕıa correspondiente es el operador de des-
plazamiento y el operador de paridad.
El operador de desplazamiento es una representación del generador del sub-
grupo ćıclico de orden L del grupo simétrico [22]. Para espines fermiónicos
definimos

Ûn = Pn−1n · · ·P23P12, n = 2, ..., L. (5.41)

Usando la ecuación (5.35) podemos comprobar que

ÛLcj =
{ cj−1ÛL, si j = 2, ..., L,

cLÛL, si j = 1.
(5.42)

Esto quiere decir que ÛL actúa como el operador de desplazamiento izquierdo
en los operadores elementales de Fermi. Ahora, (5.41) implica que

Û †L = P12 · · ·PL−1L. (5.43)

De la ecuación (5.38) se sigue que ÛL es unitario, ÛLÛ
†
L = Û †LÛL = 1. El

operador Û †L genera el desplazamiento a la derecha para una posición en la
red.
Para obtener el operador de desplazamiento para electrones, tenemos que
adjuntar una etiqueta de esṕın a los operadores anteriores. Definimos los
operadores de desplazamiento UL↑ y UL↓ para electrones con esṕın hacia
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arriba y hacia abajo al reemplazar Pj,j+1 en la ecuación (5.41) por Pj↑,j+1↑ y

Pj↓,j+1↓ respectivamente. Observamos que [ÛL↑, cj↓] = [ÛL↓, cj↑] = 0, entonces

Û = ÛL↑ÛL↓. (5.44)

que es el operador de desplazamiento izquierdo para electrones.
Usando la definición (5.14) de c̃k,a obtenemos

Û c̃†k,a = eiφkc̃†k,aÛ . (5.45)

De donde se sigue que Û actúa diagonalmente en la base B̃ de los estados de
Bloch, de la ecuación (5.20), tenemos

Û |q, a〉 = eiφ(k1+...+kN )|q, a〉. (5.46)

Obviamente, el hamiltoniano de Hubbard (5.32) es invariante bajo intercam-
bios de ı́ndice de posición de los operadores de Fermi de j a L− j + 1.
El operador de paridad correspondiente RL puede expresarse de forma conve-
niente en términos de los operadores Ûn, (5.41), como un producto ordenado

RL = Û2...ÛL. (5.47)

Equivalentemente, RL se puede escribir como

RL =

[L/2]∏
j=1

Pj,L−j+1, (5.48)

donde [L/2] denota la parte entera de L/2, que es L/2 para L par y (L−1)/2
para L impar. De (5.38) y (5.48) es claro que R2

L = id y RL = R†L. Entonces
RL es unitario y Hermitiano. Podemos definir el operador de paridad para
electrones como R = RL↑RL↓, después de colocar las etiquetas de esṕın ↑ y
↓ a los operadores en (5.48).

5.2.3. El operador de momento

Los observables en mecánica cuántica están descritos por operadores Her-
mitianos. Por esta razón nos gustaŕıa definir el operador de momento hermi-
tiano que genera los desplazamientos en la red. Genéricamente, el operador
de momentos se define como el generador de desplazamientos espaciales infi-
nitesimales. Esta definición, sin embargo, no funciona en una red ya que solo
podemos tener traslaciones finitas. Alternativamente, siguiendo [23] podemos
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tratar de definir el operador de momentos de la red Π̂ con las siguientes tres
condiciones:

eiΠ̂ = Û , (5.49a)

Π̂ = Π̂†, (5.49b)

[H, Π̂] = 0. (5.49c)

Notemos que la elección

Π = φ
L−1∑
k=1

kc̃†kc̃k, (5.50)

que se encuentra frecuentemente en la literatura y que actúa diagonalmente
en la base B̃ de los estados de Bloch, no satisface (5.49c). No es una cantidad
conservada para el modelo de Hubbard. Una forma de resolver este problema
viene de la condición (5.49a) que fija el momento solo módulo 2π.
Para α ∈ C definimos

g(α) :=
L−1∑
k=0

ie−iφkα = i
1− e−iφLα

1− e−iφα
. (5.51)

En donde aplicamos la formula de suma geométrica para obtener la segunda
ecuación. De (5.51) se sigue que

g′(m) =
L−1∑
k=1

φke−iφkm, m = 1, ..., L. (5.52)

donde g′(m) es la derivada de g(m) con respecto a su argumento. Por lo
tanto, la inversa de Fourier es

φk =
1

L

L∑
m=1

g′(m)eiφkm, k = 1, ..., L− 1. (5.53)

Para m = 1, ..., L − 1, los coeficientes de g′(m) se obtienen diferenciando el
lado derecho de (5.51). Encontramos que g′(m) = φL/(e−iφm − 1). Por otro
lado, de (5.52) tenemos g′(L) = φL(L− 1)/2. Entonces,

φk = φ
L−1∑
m=1

(
1

2
+

eiφkm

e−iφm − 1

)
, k = 1, ..., L− 1. (5.54)

El lado derecho de esta ecuación es una suma de Fourier periódica que se
extiende a todos los enteros k ∈ Z. Haciendo x = φk vemos que esta ecuación
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define la ”función de diente de sierra” f(x) = x mod 2π sobre el conjunto
φZ.
Por hipótesis, el espectro del operador de momento Π̂ que estamos buscando
está contenido en φZ. Supongamos que tenemos un operador de momento
que satisface (5.47). Entonces, sustituyendo Π̂ por φk en (5.54) nos lleva a
la restricción de Π̂ módulo 2π. Debido a la condición (5.49a), obtenemos

Π̂ = φ
L−1∑
m=1

(
1

2
+

Ûm

e−iφm − 1

)
. (5.55)

Entonces, no importa cuál es la forma real del operador Π, pues la restric-
ción módulo 2π nos lleva a algo conocido: el lado derecho de (5.55) es un
polinomio en el operador de desplazamiento Û .
Por lo tanto, podemos tomamos (5.55) como la definición de operador de mo-
mento. Comprobemos que Π̂ definido de esta forma satisface (5.49). Primero,
usamos (5.46) y (5.54) y obtenemos

Π̂|q, a〉 = φ
L−1∑
m=1

(
1

2
+
e−iφ(k1+...+kN )m

e−iφm − 1

)
|q, a〉 = (φ(k1+...+kN)mod 2π)|q, a〉.

(5.56)
Usando (5.46) y (5.56) concluimos que

eiΠ̂|q, a〉 = eiφ(k1+...+kN )|q, a〉 = Û |q, a〉, (5.57)

para toda |q, a〉 ∈ B̃. Entonces, (5.49a) se satisface. Para comprobar la con-
dición (5.49b) usamos la unitariedad de Û y el hecho de que ÛL = 1. (5.49c)
se satisface, debido a que el hamiltoniano de Hubbard conmuta con Û .

5.2.4. Simetŕıas más discretas

Consideremos ahora dos transformaciones discretas: el salto de esṕın y
la llamada transformación de Shiba. Ambas son útiles para restringir el or-
den de N y M , el número de electrones y espines hacia abajo. Además, la
invariancia del hamiltoniano de Hubbard, módulo el signo de acoplamiento,
bajo la transformación de Shiba es la razón de la aparición de una segunda
simetŕıa su(2) además de la simetŕıa rotacional.
El hamiltoniano de Hubbard es invariante bajo la inversión de todos los es-
pines, causada por una transformación de similitud con el operador

J (s) =
L∏
j=1

Pj↑,j↓. (5.58)
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Esta transformación mapea los eigenestados con M electrones con esṕın hacia
abajo y N −M electrones con esṕın hacia arriba uno a uno a los eigenesta-
dos con M electrones esṕın hacia arriba y N −M electrones con esṕın hacia
abajo. Por lo tanto, la componente z del esṕın total cambia de signo. Como
consecuencia restringimos los valores positivos N/2−M de Sz, cuando diago-
nalizamos el hamiltoniano de Hubbard. Es claro de la definición del operador
de transposición (5.38) que la transformación (5.58) deja al estado del vaćıo
|0〉 invariante.
Consideremos una red con un número par de posiciones. Definimos los ope-
radores

J (sh)
a = (c†L,a−cL,a)(c

†
L−1,a+cL−1,a) · · · (c†2,a−c2,a)(c

†
1,a+c1,a), a =↑, ↓ . (5.59)

Notemos que los signos se alternan, − para un número par y + para un
número impar. Los operadores (5.59) generan una transformación part́ıcula-
hueco en espines tipo a, acompañado por un cambio de signo cada segunda
posición en la red. Obtenemos, por ejemplo, [J

(sh)
↓ , cj,↑] = 0 y

J
(sh)
↓ cj,↓(J

(sh)
↓ )† = (−1)jc†j,↓. (5.60)

Claramente para un número par de posiciones en la red, la parte de unión
fuerte del hamiltoniano de Hubbard (5.32) es invariante bajo las transforma-

ciones generadas por J
(sh)
a , a =↑, ↓, donde la parte interactuante cambia de

signo. Entonces, H(U) se mapea a H(−U). La red vaćıa se mapea a

J (sh)
a |0〉 = c†L,a · · · c

†
1,a|0〉, (5.61)

que es el estado de la banda semillena completamente polarizada.
La transformación (5.60) es llamada transformación de Shiba. Es posible de-
finir la transformación de Shiba para un número impar, pero en este caso la
parte de la unión fuerte del hamiltoniano de Hubbard (5.32) no será inva-
riante bajo la transformación de Shiba. Debido a las condiciones de frontera
periódicas, las dos posiciones impares en la red 1 y L serán vecinos cercanos
y los términos c†1cL y c†Lc1 tendrán un signo menos.
Para una red con un número par de posiciones, podemos realizar la trans-
formación de Shiba para los espines hacia arriba y hacia abajo. Entonces el
hamiltoniano no se altera, ya que el signo de acoplamiento cambia dos veces,
pero el estado de la red del vaćıo se mapea a un estado doblemente ocupado.
Por lo tanto, todos los eigenestados del hamiltoniano de Hubbard (5.32) con
N electrones se mapean a un eigenestado con 2L − N electrones y puede
restringirse a N ≤ L, cuando diagonalizamos el hamiltoniano de Hubbard.
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El salto de esṕın y la transformación de Shiba afectan al número de part́ıculas
y al operador de la componente z del esṕın total de forma no trivial

J (s)N̂J (s) = N̂ , J (s)SzJ (s) = −Sz, (5.62a)

J
(sh)
↓ N̂(J

(sh)
↓ )† = L+ 2Sz, J

(sh)
↓ 2Sz(J

(sh)
↓ )† = N̂ − L, (5.62b)

J
(sh)
↑ N̂(J

(sh)
↑ )† = L− 2Sz, J

(sh)
↑ 2Sz(J

(sh)
↑ )† = L− N̂ . (5.62c)

Esto tiene implicaciones inmediatas en la enerǵıa libre de Gibbs para las
posiciones de la red

f(µ,B, T, u) = −T
L

ln

(
tr

{
exp

(
−H(u)− µN̂ − 2BSz

T

)})
, (5.63)

que determina las propiedades del equilibrio termodinámico del modelo de
Hubbard como función del potencial qúımico µ, el campo magnético B y la
temperatura T , además depende paramétricamente de la constante de aco-
plamiento u. Usando la conmutatividad mutua de los operadores H, N̂ y Sz

y la invarianza de la traza en el producto de las matrices bajo permutaciones
ćıclicas de las matrices concluimos con (5.62) que

f(µ,B, T, u) = f(µ,−B, T, u) (5.64a)

= f(B, µ, T,−u)− µ+B (5.64b)

= f(−B,−µ, T,−u)− µ−B. (5.64c)

Combinando las últimas ecuaciones obtenemos

f(µ,B, T, u) + µ = f(−µ,B, T, u)− µ. (5.65)

Finalmente, tenemos las fórmulas de transformación

J
(sh)
↑ J

(sh)
↓ N̂(J

(sh)
↓ )†(J

(sh)
↑ )† = 2L− N̂ , (5.66a)

J
(sh)
↑ J

(sh)
↓ Sz(J

(sh)
↓ )†(J

(sh)
↑ )† = −Sz. (5.66b)

para una aplicación simultánea de dos transformaciones de Shiba al operador
de número de part́ıcula y al operador de la componente z del esṕın total que
se siguen de (5.62).

5.2.5. Simetŕıas SO(4)

Vimos en la sección (5.2.1) que el hamiltoniano de Hubbard conserva la
componente z de Sz del esṕın total y el número de part́ıculas N̂ . Ambos ope-
radores generan transformaciones en U(1). El operador Sz es el generador de
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las rotaciones alrededor del eje z y el operador de número de part́ıculas N̂
genera la transformación global de norma. Ahora definimos los operadores Sx

y Sy, que son las componentes x y y del esṕın total. Sx, Sy y Sz se combinan
en una representación del álgebra de Lie su(2) que genera al grupo SU(2)
de rotaciones en el espacio de espines. Vamos a mostrar que el hamiltoniano
de Hubbard conmuta con Sx, Sy y Sz y por lo tanto es invariante rotacio-
nal. Para un número par de posiciones en la red, veremos que el número de
part́ıculas es otra simetŕıa su(2) oculta que tiene su origen en la invarianza
del signo de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard bajo la transforma-
ción de Shiba (5.60). Esta extensión no abeliana de la simetŕıa de norma es
llamada simetŕıa η-par. En la sección 5.8.3 veremos que estas cargas conser-
vadas jugarán el papel de las cargas locales introducidas en el caṕıtulo 4 y
faltaŕıa ver que estructuras jugaran el papel de las cargas no-locales.
Definimos el operador de las componentes del esṕın total como

Sα =
1

2

L∑
j=1

2∑
a,b=1

c†j,a(σ
α)abcj,b, α = x, y, z. (5.67)

En la segunda suma consideramos ↑= 1 y ↓= 2. Las matrices σα son las
matrices de Pauli:

σx =

(
0 1
1 0

)
, σy =

(
0 −i
i 0

)
, σz =

(
1 0
0 −1

)
. (5.68)

Las cuales forman una base de la representación fundamental del álgebra de
Lie su(2) y satisfacen las relaciones de conmutación

[σα, σβ] = 2iεαβγσγ, α = x, y, z, (5.69)

donde εαβγ es el tensor de antisimétria total. Los operadores de esṕın generan
una representación de su(2)

[Sα, Sβ] = iεαβγSγ, α = x, y, z, (5.70)

y conmutan con el hamiltoniano de Hubbard

[H,Sα] = 0, α = x, y, z. (5.71)

Para comprobar (5.70) y (5.71) usamos las relaciones fundamentales de an-
ticonmutación (5.3) para el cálculo de varios conmutadores.
Es conveniente introducir los llamados operadores de corriente. Primero de-
finimos un operador matriz de 2× 2 Sjk cuyos elementos están dados por

S b
jka = c†j,ack,b para a, b = 1, 2. (5.72)
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Usando las relaciones fundamentales de anticonmutación (5.3) obtenemos los
conmutadores

[S b
jka , S

d
lm c] = δklδ

b
cS

d
jm a − δmjδ d

a S
b

lk c. (5.73)

Además, introducimos las proyecciones de Sjk sobre la base de gl(2) que
consta de las matrices de Pauli y la matriz unidad I2 de 2× 2

S a
jk = tr(σαSjk), S 0

jk = tr(Sjk). (5.74)

Estos son los operadores de corriente mencionados. Como consecuencia de
(5.73), obtenemos los conmutadores

[S0
jk, S

0
lm] = δklS

0
jm − δmjS0

lk, (5.75a)

[S0
jk, S

α
lm] = δklS

α
jm − δmjSαlk, (5.75b)

[Sαjk, S
β
lm] = δαβ(δklS

0
jm − δmjS0

lk) + iεαβγ(δklS
γ
jm + δmjS

γ
lk). (5.75c)

La ecuación (5.75a) se obtiene considerando a = b y c = d en (5.73) y
sumando sobre a y c. Para la ecuación (5.75b) primero multiplicamos (5.73)
por las matrices de Pauli y tomamos las trazas. Para obtener (5.75c), tenemos
que multiplicar (5.73) por dos matrices de Pauli y usar la identidad σασβ =
δαβ + iεαβγσγ.
Notemos que Sαj = 1

2
Sαjj es el operador de esṕın local (”operador de densidad

de esṕın”) y S0
j = S0

jj = nj,↑ + nj,↓ es el operador de número de part́ıculas
locales. Haciendo j = k y l = m en (5.75c) y multiplicando por 1/4 tenemos
el conmutador

[Sαj , S
β
l ] = δjliε

αβγSγj . (5.76)

para el operador de esṕın local. De esta ecuación obtenemos (5.70) si suma-
mos sobre j y l.
El hamiltoniano (5.32) expresado en términos de los operadores S0

jk está dado
por

H = −
L∑
j=1

(S0
jj+1 + S0

j+1j − 2u(S0
jj − 1)2 + u). (5.77)

En donde utilizamos

n2
j,↑ = c†j,↑cj,↑c

†
j,↑cj,↑ = c†j,↑cj,↑(1− cj,↑c

†
j,↑) = c†j,↑cj,↑ = nj,↑,

n2
j,↓ = c†j,↓cj,↓c

†
j,↓cj,↓ = c†j,↓cj,↓(1− cj,↓c

†
j,↓) = c†j,↓cj,↓ = nj,↓.

Usando (5.75b) obtenemos

[S0
jk, S

α
l ] =

1

2
(δklS

α
jl − δljSαlk). (5.78)
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Sumando sobre l tenemos [S0
jk, S

α] = 0, que junto con (5.77) implica la
conservación del esṕın total (5.71).
Usualmente se usan los operadores escalón S± = Sx ± iSy en lugar de Sx y
Sy, los cuales tienen la siguiente forma explicita

S+ =
L∑
j=1

c†j,↑cj,↓, S− =
L∑
j=1

c†j,↓cj,↑, (5.79)

y cumplen las relaciones de conmutación

[Sz, S±] = ±S±, [S+, S−] = 2Sz, (5.80)

que se siguen de (5.70).
Es ahora el turno de la simetŕıa η-par. Tiene su origen en la invarianza
módulo el signo de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard (5.32) bajo la
transformación de Shiba (5.60). Aplicamos la transformación de Shiba (5.60)
a los operadores de esṕın S± y Sz. Luego

J
(sh)
↓ S+(J

(sh)
↓ )† =

L∑
j=1

(−1)jc†j,↑c
†
j,↓ = −η+, (5.81a)

J
(sh)
↓ S−(J

(sh)
↓ )† =

L∑
j=1

(−1)jcj,↓cj,↑ = −η−, (5.81b)

J
(sh)
↓ Sz(J

(sh)
↓ )† =

1

2

L∑
j=1

(nj,↑ + nj,↓ − 1) =
1

2
(N̂ − L) = ηz. (5.81c)

El signo − en (5.81a) y (5.81b) se introduce por convención. Aplicando la
transformación de Shiba en (5.80) obtenemos las relaciones de conmutación
de su(2)

[ηz, η±] = ±η±, [η+, η−] = 2ηz, (5.82)

para los operadores η de paridad. Ahora definimos ηx y ηy

ηx =
1

2
(η+ + η−), ηy = − i

2
(η+ − η−), (5.83)

que debido a (5.82) satisface

[ηα, ηβ] = iεαβγηγ, γ = x, y, z. (5.84)

La invarianza del hamiltoniano de Hubbard (5.32) bajo la simetŕıa η-par se
sigue de [H(−u), Sα] = 0 por la aplicación de la transformación de Shiba

[H, ηα] = 0, α = x, y, z. (5.85)
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Una implicación trivial pero importante de (5.71) y (5.85) que será útil más
adelante es que el hamiltoniano de Hubbard (5.32) también conmuta con los
operadores de Casimir (Sα)2 y (ηα)2.
Para tener una mejor comprensión de las simetŕıas del hamiltoniano de Hub-
bard consideremos los conmutadores mutuos de los dos conjuntos de genera-
dores Sα y ηβ. Afirmamos que

[Sα, ηβ] = 0, α, β = x, y, z, (5.86)

Debido a la antisimetŕıa, este es un conjunto de seis ecuaciones independien-
tes que hay que comprobar. Podemos, por ejemplo, comenzar con c†j,↑cj,↓c

†
k,↓

c†k,↑ = c†k,↓c
†
k,↑c
†
j,↑cj,↓ que implica [S+, η+] = 0. Volteando todos los espines

obtenemos [S−, η+] = 0, por (5.80), también [Sz, η+] = 0. Como η+ es in-
variante bajo rotaciones y η− es la conjugada hermitiana de η+, entonces es
invariante bajo rotaciones también. Por último debido a (5.82) también es
cierto para ηz y probamos (5.86).
Hemos demostrado que el hamiltoniano de Hubbard (5.32) conmuta con la
suma directa de dos representaciones de su(2). Recordemos que la invarianza
bajo la simetŕıa η-par en la ecuación (5.85) solo es para un número par de
L posiciones en la red. Este hecho impone restricciones en la representación
irreducibles conjuntas de esṕın y η-espin basados en eigenestados del hamil-
toniano de Hubbard. De las definiciones (5.26), (5.28),(5.81c) obtenemos

Sz + ηz = N̂↑ − L/2. (5.87)

Se sigue de (5.81c) y (5.82) que η+ y η− no preservan el número de part́ıculas

[H, η±] = ±2η±. (5.88)

El operador η+ crea al llamado η-par un eigenestado del hamiltoniano, η− es
el correspondiente operador de aniquilación. Como consecuencia inmediata
de las definiciones (5.81a) y (5.81b) tenemos{

Û , η±
}

= 0. (5.89)

De esta forma, el par η tiene un momento π en la red.
La simetŕıa completa SO(4) ∼= SU(2)× SU(2)/Z2 solo es válida para el ha-
miltoniano de Hubbard de la forma (5.32). Agregando el término de campo
magnético −2BSz se rompe la invarianza rotacional, mientras que la inva-
rianza η-par se preserva. Por otro lado, sumando un término de potencial
qúımico −µN̂ , se rompe la simetŕıa η-par, pero se preserva la invariancia
bajo rotaciones.
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5.3. Aproximación algebraica al modelo de

Hubbard

5.3.1. Integrabilidad

Probablemente sea justo decir que no existe ningún concepto de inte-
grabilidad en la mecánica cuántica que sea tan general como el teorema de
Liouville. Por analoǵıa con el caso clásico discutido en el caṕıtulo 2 supone-
mos que nos dan un hamiltoniano H contenido en un conjunto de integrales
de movimiento Fj, j = 1, ..., N cuántico mutuamente conmutativo. Enton-
ces no hay un teorema general que explique cómo obtener el espectro y las
eigenfunciones de H a partir de relaciones de conmutación

[Fj, Fk] = 0. (5.90)

solamente. La construcción de las variables de ángulo acción no es fácilmente
trasladada a la mecánica cuántica.
De alguna forma esto nos dice que necesitamos información adicional. Una
idea razonable es pensar en introducir el álgebra conmutativa (5.90) de las
integrales cuánticas de movimiento en algún álgebra más grande, donde los
estados del espacio de nuestro sistema jueguen el papel de la representación
en el espacio de esta álgebra. Consideremos por ejemplo, el oscilador armónico
[24]. Este depende del álgebra de Lie de Heisenberg

[a, a†] = 1. (5.91)

Suponiendo que nos dan una representación de mayor peso del álgebra (5.91)
i.e. la representación tiene un estado de mayor peso |0〉 o estado base, tal que
a|0〉 = 0. Suponemos además que a y a† son mutuamente adjuntas. Sea
H = a†a + 1

2
. La ecuación (5.91) implica que [a, ·] actúa como una derivada

en funciones de a†, i.e. [a, (a†)n] = n(a†)n−1. Además, se sigue que

H(a†)n|0〉 =
(
(a†)nH + [H, (a†)n]

)
|0〉 =

(
1

2
(a†)n + a†[a, (a†)n]

)
|0〉

=

(
n+

1

2

)
(a†)n|0〉.

(5.92)

Entonces, los estados |n〉 = (a†)n|0〉 son eigenestados del hamiltoniano H =
a†a+ 1

2
.

La relación con la f́ısica viene de representar los operadores a y a† en términos
de las variables del espacio fase como

a =
1√
2

(x+ ip) =
1√
2

(x+ ∂x), a† =
1√
2

(x− ip) =
1√
2

(x− ∂x), (5.93)
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que actúa en el espacio de las soluciones de las funciones integrables en la
ĺınea real. El estado de mayor peso es la solución normalizada única

ψ(x) =
e−

x2

2

√
π
, (5.94)

de la ecuación diferencial
aψ(x) = 0, (5.95)

que es el bien conocido estado base del oscilador armónico.
Notamos que el esquema anterior dependen solo de 1) del álgebra (5.91) y 2)
la existencia del estado de mayor peso |0〉. El método de dispersión inversa
trata de generalizar estas ideas para álgebras más complicadas como veremos
a continuación.

5.3.2. El álgebra de Yang-Baxter

El método de dispersión inverso cuántico trata con sistemas que se basan
en un álgebra cuadrática asociativa TR definida en términos de sus genera-
dores Tαβ (λ), α, β = 1, ..., d; λ ∈ C, por la relación

R(λ, µ)T1(λ)T2(µ) = T2(µ)T1(λ)R(λ, µ). (5.96)

En donde se ha usado la siguiente notación

T (µ) =

 T 1
1 (λ) · · · T d1 (λ)
...

...
T 1
d (λ) · · · T dd (λ)

 , (5.97)

T1(λ) = T (λ)⊗ Id, (5.98)

T2(λ) = Id ⊗ T (λ), (5.99)

donde Id es la matriz unidad de d×d. R(λ, µ) ∈ End(Cd⊗Cd) es una matriz
numérica de d2 × d2, llamada la matriz R. La matriz-R fija la estructura del
álgebra cuadrática TR. Suponemos que R es invertible para toda λ, µ ∈ C.
El álgebra TR definida aśı tiene una rica subálgebra conmutativa. Multipli-
cando la ecuación (5.96) por R−1(λ, µ) del lado derecho y tomando la traza
obtenemos

tr
(
R(λ, µ)T1(λ)T2(µ)R−1(λ, µ)

)
= Rαβ

γδ (λ, µ)T γδ1σρ(λ)T σρ2κτ (µ)R−1κτ
αβ (λ, µ).

(5.100)
A partir de (5.98) y (5.99) tenemos,

T γδ
1σρ(λ) = T γσ δ

δ
ρ(λ), T γδ

2σρ(λ) = δγσT
δ
ρ (λ), (5.101)
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usando el resultado anterior en (5.100) obtenemos

tr
(
R(λ, µ)T1(λ)T2(µ)R−1(λ, µ)

)
= Rαβ

γδ (λ, µ)T γσ (λ)δδρδ
σ
κT

ρ
τ (µ)R−1κτ

αβ (λµ)

= Rαβ
γδ (λ, µ)T γκ (λ)T δτ (µ)R−1κτ

αβ (λµ)

= R−1κτ
αβ (λ, µ)Rαβ

γδ (λ, µ)T γκ (λ)T δτ (µ)

= δκγδ
τ
δT

γ
κ (λ)T δτ (µ)

= T κκ (λ)T ττ (µ).

(5.102)

En donde se sobreentiende la suma cuando tenemos ı́ndices dobles, por otro
lado tenemos:

tr
(
R−1(λ, µ)T2(µ)T1(λ)R(λ, µ)

)
= R−1αβ

γδ (λ, µ)T γδ
2σρ(µ)T σρ

1κτ (λ)Rκτ
αβ(λ, µ),

utilizando nuevamente (5.101) obtenemos

tr
(
R−1(λ, µ)T2(µ)T1(λ)R(λ, µ)

)
= R−1αβ

γδ (λ, µ)δγσT
δ
ρ (µ)T σκ (λ)δρτR

κτ
αβ(λµ)

= Rκτ
αβ(λµ)R−1αβ

γδ (λ, µ)T δτ (µ)T γκ (λ)

= δκγδ
τ
δT

δ
τ (µ)T γκ (λ) = T ττ (µ)T κκ (λ)

= T κκ (λ)T ττ (µ).

(5.103)

Con la definición
t(λ) = T γγ (λ) = tr(T (λ)), (5.104)

obtenemos el siguiente resultado importante

[t(λ), t(µ)] = 0. (5.105)

Esto quiere decir que t(λ) es la función generadora del álgebra conmutativa
de TR, i.e., si t(λ) = F0 + λF1 + λ2F2 + · · · , entonces (5.105) implica que
[Fj, Fk] = 0.
Supongamos que se nos da una representación de TR en el espacio de esta-
dos de algún sistema f́ısico. Entonces t(λ) genera un conjunto de operadores
mutuamente conmutativos que por construcción está inmerso en el álgebra
cuadratica TR. Aśı, por un lado, tenemos la posibilidad de cumplir con los re-
quisitos del teorema de Liouville en el ĺımite clásico (si este existe) y por otro
lado, las relaciones cuadráticas del álgebra TR pueden proporcionar medios
para diagonalizar simultáneamente las integrales de movimiento cuánticas,
generadas por t(λ) de manera similar al ejemplo del oscilador armónico.
El álgebra cuadrática asociativa TR es el álgebra de Yang-Baxter. T (λ) es
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la matriz de monodromı́a y t(λ) es la matriz de transferencia asociada. Su
argumento complejo λ es el parámetro espectral. El espacio Cd es llamado
espacio auxiliar, mientras que el nombre del espacio de la representación del
álgebra de Yang-Baxter usualmente es el espacio cuántico.
Hay que enfatizar lo siguiente

(Id ⊗ T (µ))(T (λ)⊗ Id) 6= T (λ)⊗ T (µ), (5.106)

debido a que los elementos de Tαβ y T γδ de la matriz de monodromı́a, en
general, no conmutan.
Una forma alternativa de escribir las relaciones (5.96) del álgebra de Yang-
Baxter es usando la matriz Ř(λ, µ) con elementos

Řαβ
γδ (λ, µ) = Rβα

γδ (λ, µ). (5.107)

Es fácil ver que (5.96) es equivalente a

Ř(λ, µ)(T (λ)⊗ T (µ)) = (T (µ)⊗ T (λ))Ř(λ, µ). (5.108)

Esta formulación es en ocasiones más conveniente por razones de cálculo.

5.3.3. Ecuación de Yang-Baxter

La ecuación de Yang-Baxter es una condición suficiente para la consisten-
cia del álgebra de Yang-Baxter TR. Al mismo tiempo garantiza la existencia
de una representación no trivial de TR.
Introducimos el álgebra TR en el producto tensorial Cd ⊗ Cd ⊗ Cd de es-
pacios auxiliares, con T1(λ) = T (λ) ⊗ Id ⊗ Id, T2(λ) = Id ⊗ T (λ) ⊗ Id,
T3(λ) = Id ⊗ Id ⊗ T (λ) y denotamos las tres posibles inclusiones canóni-
cas de la matriz-R R(λ, µ) en el espacio de endomorfismos de Cd ⊗ Cd ⊗ Cd

por R13(λ, µ) y R23(λ, µ). Entonces R12(λ, µ) = R(λ, µ) ⊗ Id y R23(λ, µ) =
Id ⊗ R(λ, µ). La tercera posibilidad no puede ser escrita de forma simple.
Del requisito (R13(λ, µ)x ⊗ y ⊗ z)αβγ = Rαγ

δϕ(λ, µ)xδyβzϕ concluimos que

R αβγ
13δεϕ = Rαγ

δϕ(λ, µ)δβε .
De la definición (5.96) del álgebra de Yang-Baxter podemos ver que existen
dos formas diferentes de invertir el orden en las matrices de monodromı́a en
el triple producto T1(λ)T2(µ)T3(ν) al aplicar las R-matrices

R12(λ, µ)R13(λ, ν)R23(µ, ν)T1(λ)T2(µ)T3(ν)

= T3(ν)T2(µ)T1(λ)R12(λ, µ)R13(λ, ν)R23(µ, ν),
(5.109)

R23(µ, ν)R13(λ, ν)R12(λ, µ)T1(λ)T2(µ)T3(ν)

= T3(ν)T2(µ)T1(λ)R23(µ, ν)R13(λ, ν)R12(λ, µ).
(5.110)
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Obviamente, estas dos ecuaciones son siempre compatibles, si la matriz-R
satisface la ecuación

R12(λ, µ)R13(λ, ν)R23(µ, ν) = R23(µ, ν)R13(λ, ν)R12(λ, µ). (5.111)

Esta es la famosa ecuación de Yang-Baxter. No solo es la única condición
suficiente para la consistencia de TR como un álgebra asociativa, sino que
también provee la llamada representación fundamental que estudiaremos pos-
teriormente .
La mayoŕıa de las soluciones conocidas de la ecuación de Yang-Baxter que
están relacionadas a aplicaciones en f́ısica dependen de la diferencia de paráme-
tros espectrales (i.e λ−µ). En estos casos, existe una matriz R(λ) de un solo
argumento, tal que R(λ, µ) = R(λ − µ) es una solución de la ecuación de
Yang-Baxter. La matriz R de Shastry que relaciona el modelo de Hubbard
con la solución de la ecuación de Yang-Baxter no tiene un argumento en
forma de diferencia. Por lo tanto, introducimos la ecuación de Yang-Baxter
en su forma más general (5.111).

5.3.4. La base estándar

Para obtener las expresiones convenientes para nuestra formulación fi-
nal primero introducimos algo de notación. Necesitamos introducir la ba-
se estándar en el espacio de endomorfismos, End(Cd), de Cd. A partir de
ahora denotaremos por eγ ∈ Cd, γ = 1, ..., d, el vector columna en don-
de la entrada en la fila γ es la única distinta de cero y vale 1. El con-
junto

{
e ∈ Cd|γ = 1, ..., d

}
es una base de Cd. Sea eαβ ∈ End(Cd), tal que

eβαeγ = δβγ eα. Entonces
{
eβα ∈ Cd|α, β = 1, ..., d

}
es una base de End(Cd). eβα

es una matriz d×d en donde la entrada en la fila α y la columna β es diferente
de cero y vale 1. Por lo tanto, eβα multiplica de acuerdo a la regla

eβαe
δ
γ = δβγ e

δ
α, (5.112)

ya que
eβαe

δ
γeρ = eβαδ

δ
ρeγ = δδρδ

β
γ eα = δβγ e

δ
αeρ. (5.113)

Expresando el mismo factor con diferentes palabras, podemos decir también
que la base

{
eβα
}

es una base del espacio de operadores en el espacio auxiliar
Cd. Ahora consideremos las representaciones del álgebra de Yang-Baxter,
donde el espacio cuántico es un producto tensorial de L veces el espacio
auxiliar Cd. Entonces, para d = 2 y L = 1, el espacio cuántico es igual a C2

y podemos interpretarlo como el espacio de estados de esṕın 1
2
. Para d = 2

y una L arbitraria tenemos el espacio de estados de una cadena de esṕın 1
2
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cuántica de longitud L. Para d > 2 el esṕın es reemplazado por un esṕın
generalizado llamado esṕın su(d). Para construir operadores en el espacio de
estados de una cadena de esṕın consideramos la inmersión de la base

{
eβα
}

en End(Cd)⊗L,

e β
jα = I

⊗(j−1)
d ⊗ eβα ⊗ I

⊗(L−j)
d . (5.114)

El ı́ndice j = 1, ..., L se llamará ı́ndice de posición. De (5.112) y (5.114)
deducimos la regla de multiplicación local

e β
jαe

δ
jγ = δβγ e

δ
jα, (5.115)

y las relaciones de conmutación

[e β
jα, e

δ
kγ] = 0 para j 6= k. (5.116)

Con la ayuda de los operadores base e β
jα podemos expresar de forma con-

veniente operadores más complicados. Podemos, por ejemplo, expandir la
inmersión canónica Rjk(λ, µ) de la R-matriz en la ecuación de Yang-Baxter

(5.111) en términos de e β
jα. Sea L = 3, entonces

Rjk(λ, µ) = Rαγ
βδ e

β
jαe

δ
kγ para jk = 12, 13, 23. (5.117)

También podemos obtener expresiones muy útiles para el operador de trans-
posición Pjk que juega un papel importante en la construcción de modelos
integrales de redes con interacciones locales

Pjk = e β
jαe

α
kβ. (5.118)

Las siguientes propiedades de los operadores de transposición son fáciles de
comprobar. Se siguen de (5.115) y (5.116)

Pkj = Pjk, (5.119a)

Pjj = d · id, (5.119b)

P 2
jk = id, j 6= k, (5.119c)

Pjke
β
kα = e β

jαPjk, (5.119d)

Pjke
β
lα = e β

lαPjk, l 6= j, k (5.119e)

De estas propiedades vemos que Pjk induce la acción del grupo simétrico en
los ı́ndices de posición de las matrices e α

jβ . Debido a (5.119d) y (5.119e), Pjk
genera una representación fiel del grupo simétrico GL,

PjkPkl = PjlPjk = PklPjl. (5.120)
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Combinando las definiciones (5.107) y (5.118) con (5.117) y usando (5.115)
tenemos

PjkRjk = PjkR
αγ
βδ e

β
jαe

δ
kγ = Rαγ

βδ e
β
kαPjke

δ
kγ

= Rαγ
βδ e

β
kαe

δ
jγPjk = Rαγ

βδ e
β
kαe

δ
jγe

σ
jρe

ρ
kσ

= Rαγ
βδ e

β
kαδ

δ
ρe

σ
jγe

ρ
kσ = Rαγ

βρe
β
kαe

σ
jγe

ρ
kσ.

Por (5.116) e σ
jγ y e ρ

kσ conmutan, entonces

PjkRjk = Rαγ
βρe

σ
jγe

β
kαe

ρ
kσ = Rαγ

βρe
σ
jγδ

β
σe

ρ
kα

= Rαγ
σρe

σ
jγe

ρ
kα = Řγα

σρe
σ
jγe

ρ
kα = Řjk,

⇒ Řjk(λ, µ) = PjkRjk(λ, µ).

Además, tenemos que

PijRkj = PijR
αγ
σρe

σ
kαe

ρ
jγ = Rαγ

σρe
σ
kαPije

ρ
jγ

= Rαγ
σρe

σ
kαe

ρ
iγPij = RkiPij,

⇒ PijŘkj = ŘkiPij.

Esto nos permite reescribir la ecuación de Yang-Baxter de forma alternativa,
si multiplicamos (5.111) por P23P12P23 = P12P23P12 lo que nos da

P12P23P12R12R13R23 = P12P23Ř12R13R23 = P12Ř13P23R13R23

= P12Ř13R12P23R23 = Ř23P12R12Ř23

= Ř23Ř12Ř23,

P23P12P23R23R13R12 = P23P12Ř23R13R12 = P23Ř13P12R13R12

= Ř12P23R23P12R12 = Ř12Ř23Ř12,

⇒ Ř23Ř12Ř23 = Ř12Ř23Ř12. (5.121)

Escrita de esta forma la ecuación de Yang-Baxter es sorprendentemente si-
milar a la relación de trenza.
Para hacer notoria esta similitud consideremos las siguientes tres trenzas:

• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •
• • • • • •

σ1 σ2 σ3
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Cualquier trenza en B4 pueden ser escritas como una composición de un
número de estas trenzas o sus inversas. En otras palabras estas tres trenzas
generan el grupo B4. Para ver esto, consideremos una trenza arbitraria, donde
analizamos de la izquierda a la derecha la intersección; comenzando de arriba,
si una intersección comienza en i y finaliza en i + 1, se escribe σi o σ−1

i ,
dependiendo de si el hilo (hebra) i queda debajo o sobre la hebra i+1. Después
de llegar al final (a la derecha), la trenza se escribe como un producto de σ’s
y sus inversas.
Es claro que

σ1σ3 = σ3σ1, (5.122)

mientras que las siguientes dos relaciones no son obvias

σ1σ2σ1 = σ2σ1σ2,

σ2σ3σ2 = σ3σ2σ3,
(5.123)

cómo podemos demostrar en

1 • • • • 1

2 • • • • 2

3 • • • • 3

σ1 σ2 σ1

1 • • • • 1

2 • • • • 2

3 • • • • 3

σ2 σ1 σ2

Aśı las relaciones (5.123) son esencialmente equivalentes a la ecuación de
Yang-Baxter escrita en (5.121).
Además se puede demostrar que las otras relaciones entre las trenzas σ1, σ2

y σ3 también se siguen de estas relaciones y los axiomas del grupo.
Podemos generalizar este ejemplo a n hilos, el grupo Bn puede ser definido
de forma abstracta mediante la siguiente representación:

Bn = 〈σ1, ..., σn−1|σiσi+1σi = σi+1σiσi+1, σiσj = σjσi〉,

donde el primer grupo de relaciones satisface 1 ≤ i ≤ n − 2 y el segundo
grupo de relaciones |i− j| ≥ 2. Esta representación nos da la generalización
de los grupos de trenza llamados grupos de Artin. Las relaciones cúbicas,
conocidas como las relaciones trenza juegan un papel importante en la teoŕıa
de la ecuación de Yang-Baxter.
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De hecho, toda representación de la relación trenza en End(Cd ⊗ Cd) nos
da un parámetro espectral independiente solución de la ecuación de Yang-
Baxter (5.121). Nuevamente, si Ř(λ, µ) = Ř(λ − µ), entonces Ř(λ) es una
solución diferente de (5.121).

5.3.5. Modelos Fundamentales

Ahora vamos a explicar cómo las soluciones de la ecuación de Yang-Baxter
(5.111) dan lugar a la representación del álgebra de Yang-Baxter (5.108).
Primero, usando(5.115) y (5.116), reescribimos la ecuación de Yang-Baxter
en componentes

Rαβ
α′β′(λ, µ)Rα′γ

α′′γ′(λ, ν)Rβ′γ′

β′′γ′′(µ, ν) = Rβγ
β′γ′(µ, ν)Rαγ′

α′γ′′(λ, ν)Rα′β′

α′′β′′(λ, µ).
(5.124)

Después, introducimos la L-matriz en la posición j para definir los elementos
de la matriz

L α
jβ(λ, µ) = Rαγ

βδ (λ, µ)e δ
jγ. (5.125)

Estos elementos de matriz son operadores en (End(Cd))⊗L. La multiplicación

de la ecuación de Yang-Baxter (5.124) por e γ′′

jγ implica que

Ř(λ, µ) (Lj(λ, ν)⊗ Lj(µ, ν)) = (Lj(µ, ν)⊗ Lj(λ, ν)) Ř(λ, µ). (5.126)

Entonces, Lj(λ, ν) es la representación del álgebra de Yang-Baxter (5.108).
Esta representación es llamada representación fundamental.
De (5.116) y (5.127) sabemos que [Lαj+1β(λ, νj+1), Lγjδ(λ, νj)] = 0. Se sigue
que

Ř(λ, µ) (Lj(λ, ν)⊗ Lj(µ, ν)) = (Lj(µ, ν)⊗ Lj(λ, ν)) Ř(λ, µ). (5.127)

Por lo tanto, (5.126) y (5.127) implican que el producto Lj+1(λ, νj+1)Lj(λ, νj)
de dos L-matrices también es una representación del álgebra de Yang-Baxter
(5.108). Esta representación puede ser interpretada como la representación
del producto tensorial de dos representaciones fundamentales. La propiedad
del álgebra de Yang-Baxter, de que un producto tensorial de dos representa-
ciones es una representación, es llamada propiedad de comultiplicación como
se vió en la sección 3.10. Mediante comultiplicaciones iteradas podemos de-
mostrar fácilmente que el producto ordenado de L veces la matriz L

T (λ) = LL(λ, νL) · · ·L1(λ, ν1), (5.128)

es una representación del álgebra de Yang-Baxter (5.108). La traza de la
matriz de monodromı́a, t(λ) = tr(T (λ)), pertenece por construcción a la
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familia conmutativa de las matrices de transferencia, [t(λ), t(µ)] = 0.
La solución R(λ, µ) de la ecuación de Yang-Baxter (5.124) se llama regular, si
hay valores λ0, ν0 de los parámetros espectrales, tal que Rαβ

γδ (λ0, ν0) = δαδ δ
β
γ .

Para una R-matriz regular se sigue de la definición (5.125) que

L α
jβ(λ0, ν0) = e α

jβ . (5.129)

Haciendo νj = ν0 para j = 1, ..., L en (5.128) y usando la definición del
operador de transposición (5.118) obtenemos

t(λ0) = L βL
LβL−1

(λ0, ν0) · · ·L β2

2β1
(λ0, ν0)L β1

1βL
(λ0, ν0)

= e β1

1βL
e β2

2β1
e β3

3β2
· · · e βL

LβL−1

= P12P23 · · ·PL−1L = Û ,

(5.130)

donde el operador Û está definido en la última ecuación de (5.130) y es el
operador de desplazamiento derecho, que es el generador del desplazamiento
ćıclico de los ı́ndices de posición.
Junto con la matriz de transferencia t(λ) en śı misma cada función diferen-
ciable de t(λ) elegida adecuadamente puede ser usada como función genera-
dora del conjunto de los operadores mutuamente conmutativos. Una elección
particularmente útil de la función generadora es τ(λ) = ln(Û−1t(λ)). Que
desarrollada alrededor de λ = λ0 es

τ(λ) = (λ− λ0)Û−1t′(λ0) +O((λ− λ0)2). (5.131)

Se puede demostrar [25] que los coeficientes del desarrollo en serie son locales
en el sentido de que el coeficiente n-ésimo es una suma sobre las densidades
locales que actúan de forma no trivial en n + 1 posiciones vecinas como
máximo. El término para dos posiciones es

H = Û−1t′(λ0) =
L∑
j=1

Hj−1,j, (5.132)

donde por definición H0,1 = HL,1 y la prima denota diferenciación con res-
pecto el argumento, puede ser interpretado como un hamiltoniano local. Para
las densidades Hj−1,j obtenemos la expresión expĺıcita

H = Û−1t′(λ0) =
L∑
j=1

Hj−1,j = ∂λŘj−1,j(λ, ν0)|λ=λ0 . (5.133)

No es dif́ıcil comprobar esta ecuación. Primero notemos que

t′(λ0) = ∂λL
β1

1βL
(λ, ν0)|λ=λ0e

β2

2β1
· · · e βL

LβL−1

+ · · ·+ e β1

1βL
· · · e βL−1

L−1βL−2
∂λL

βL
LβL−1

(λ, ν0)|λ=λ0 .
(5.134)
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Entonces, debido a

e
βj−1

j−1βj−2
e
βj
jβj−1

Hj1,j = e
βj−1

j−1βj−2
e
βj
jβj−1

∂λŘ
αβ
γδ (λ, ν0)|λ=λ0e

γ
j−1αe

δ
jβ

= e γ
j−1βj−2

δ βj−1
α δ

βj
β ∂λR

βα
γδ (λ, ν0)|λ=λ0e

δ
j−1βj−1

= e
βj−1

j−1βj−2
∂λR

βj−1δ
βjγ

(λ, ν0)|λ=λ0e
δ
jγ

= e
βj−1

j−1βj−2
∂λL

βj
jβj−1

(λ, ν0)|λ=λ0

(5.135)

la ecuación (5.133) se sigue de (5.130), (5.132) y (5.134).
Los próximos coeficientes en el desarrollo de la serie de τ(λ) pueden ser
calculados de forma similar. Podemos comprobar que el segundo término es

1

2
t′′(λ0) =

1

2

L∑
j=1

{
∂2
λŘj−1,j(λ, ν0)|λ=λ0 −H2

j−1,j − [Hj−1,j, Hj,j−1]
}
, (5.136)

donde las condiciones de frontera periódicas en los ı́ndices son de nuevo
impĺıcitas. Notemos que no se conoce una fórmula cerrada y expĺıcita pa-
ra el término de orden n-ésimo. Los cálculos de derivadas de orden mayor de
τ(λ) son complicados. Una forma más eficiente de calcular operadores conmu-
tativos de orden mayor es por medio de las relaciones de recursión generadas
por el operador de boost [26]. Los operadores de conmutación de orden mayor
usualmente no tienen una interpretación intuitiva simple en términos f́ısicos
y su forma expĺıcita no importa mucho para las aplicaciones. En su mayoŕıa
son interesantes por su existencia desnuda, lo que nos dice algo acerca de la
estructura matemática del modelo.
Decimos que la ecuación (5.128) define al modelo fundamental asociado con
la R-matriz R(λ, ν). Si todas las νj, j = 1, ..., L son iguales, el modelo es
llamado homogéneo, de forma contraria inhomogeneo. Solo los modelos ho-
mogéneos conducen al hamiltoniano local H, (5.132).

5.3.6. El modelo XXX

Las clases de soluciones de la ecuación de Yang-Baxter a menudo se pue-
den construir considerando primero un álgebra apropiada, que proporciona
una solución de la ecuación de Yang-Baxter sin el parámetro espectral, y
el segundo paso es, intentar introducir un parámetro espectral en las ecua-
ciones. Este procedimiento tiene la ventaja de que cada representación del
álgebra en cuestión ofrece una nueva solución de la ecuación de Yang-Baxter.
Consideremos, por ejemplo, el álgebra asociativa con la unidad id definida
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en términos de los generadores Ai, i = 1, ...., L, por las relaciones

AiAi+1Ai = Ai+1AiAi+1, (5.137a)

AiAj = AjAi, (5.137b)

A2
i = id, (5.137c)

donde por definición AL+1 = A1. Esta álgebra es isomorfa al grupo algebraico
del grupo simétrico GL. Notemos que la relación trenza (5.137a) es muy
similar al parametro espectral independiente de la ecuación de Yang-Baxter
(5.121). Un pequeño cálculo, demuestra que

(id+λA2)(id+ (λ+µ)A1)(id+µA2) = (id+µA1)(id+ (λ+µ)A2)(id+λA1).
(5.138)

Claramente, el operador de transposición Pii+1 (5.118), proporciona una re-
presentación Ai = Pii+1 de (5.137). Sea P = eβα ⊗ eαβ . Entonces, por (5.138),

la matriz Ř(λ) = α(λ)(id+ λP ), con una función arbitraria α(λ), es una so-
lución diferente de la ecuación de Yang-Baxter (5.121). Tengamos en cuenta
que como d = 2, 3, 4, ... es arbitrario, obtenemos soluciones de la ecuación de
Yang-Baxter de dimensión arbitrariamente alta. La función α(λ) puede ser
introducida debido a la homogeneidad de la ecuación de Yang-Baxter y po-
demos escogerla de tal manera que la matriz Ř(λ) tenga una normalización
conveniente. Eligiendo, por ejemplo, α(λ) = 1/(λ+ 1) encontramos

Ř(λ)Ř(−λ) = id. (5.139)

que se sigue de P 2 = id. Si la R-matriz tiene esta propiedad es llamada
unitaria.
Podemos reescalar el parámetro espectral, λ → λ/ic, donde c es alguna
constante de acoplamiento. Se sigue que la matriz

Ř(λ) =
ic · id+ λP

ic+ λ
, (5.140)

es solución diferente de la ecuación de Yang-Baxter (5.121). Al introducir las
funciones

b(λ) =
ic

ic+ λ
, c(λ) =

λ

ic+ λ
, (5.141)

la matriz Ř(λ) toma la forma

Ř(λ) = b(λ)id+ c(λ)P. (5.142)

Para el caso particular d = 2, por ejemplo, es la matriz de 4× 4

Ř(λ) =


1 0 0 0
0 b(λ) c(λ) 0
0 c(λ) b(λ) 0
0 0 0 1

 . (5.143)
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Hemos obtenido un conjunto de soluciones para la ecuación de Yang-Baxter
ahora podemos aplicar el formalismo de las secciones anteriores y construir
el modelo fundamental correspondiente. Hay que notar que la construcción
del modelo fundamental no es única y puede ser modificada por una serie
de transformaciones triviales, como saltos o reescalamientos del parámetro
espectral, o multiplicaciones de, por ejemplo, el hamiltoniano por un número.
Consideraremos libremente esta posibilidad.
Reescribir la R-matriz R(λ, µ) = PŘ(λ, µ) en términos de Ř(λ, µ) usando
(5.142) en componentes. Tenemos

R(λ, µ) = c(λ− µ)id+ b(λ− µ)P

= c(λ− µ)eαα ⊗ e
β
β + b(λ− µ)eβα ⊗ eαβ

=
(
c(λ− µ)δαβ δ

γ
δ + b(λ− µ)δαδ δ

γ
β

)
eβα ⊗ eδγ,

(5.144)

las componentes de la R-matriz se pueden leer desde el lado derecho de esta
ecuación. Se sigue que

L α
jβ(λ, µ) = c(λ− µ)δαβ + b(λ− µ)e α

jβ . (5.145)

Cuando b(0) = 1 y c(0) = 0, la R-matriz (5.144) es regular. La matriz
de monodromı́a del modelo fundamental correspondiente esta dado por la
ecuación (5.128) con L α

jβ(λ, µ) a partir de (5.145). La densidad Hamiltoniana
es (comparado con (5.133))

Hj−1,j = i∂λŘj−1,j(λ, 0)|λ=0 = i(b′(0) + c′(0)Pj−1j)

= (Pj−1j − 1)/c,
(5.146)

donde el factor i se introduce para hacer la expresión hermitiana.
El operador Hj−1,j está actuando en un producto tensorial de espacios cuánti-
cos locales Cd de dimensión d. Para d = 2 podemos usar la bien conocida
fórmula Pj−1j = 1

2
(1 + σαj−1σ

α
j ) y obtener el hamiltoniano

Ĥ =
1

2c

L∑
j=1

(σαj−1σ
α
j − 1), (5.147)

de la cadena de Heisenberg isotrópica (o XXX). Si la constante de acopla-
miento c es positiva tenemos una cadena antiferromagnética, si c es negativa
la cadena es ferromagnética. Para una d general el hamiltoniano

Ĥ =
1

c

L∑
j=1

(Pj−1j − 1), (5.148)
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define la llamada cadena su(d)-XXX.
La matriz de transferencia de la cadena de su(d)-XXX puede ser diagonali-
zada usando el álgebra de Yang-Baxter (5.108). El procedimiento es llamado
el ansatz algebraico anidado de Bethe. El ansatz Bethe algebraico anidado
para la cadena su(d)-XXX fue construido por Kulish y Reshetikhin [27].

5.3.7. Ansatz algebraico de Bethe para el modelo gl(2)
generalizado

Los modelos relacionados con el álgebra Yang-Baxter son interesantes
para los f́ısicos principalmente porque existen métodos poderosos para la so-
lución del problema espectral. Uno de estos métodos es el ansatz algebraico
de Bethe. El cual se basa en el uso directo de las relaciones de conmutación
cuadráticas (5.108) que definen el álgebra de Yang-Baxter. Para que el an-
satz algebraico de Bethe funcione, debe ser posible identificar los elementos
de la matriz de monodromı́a como operadores de creación y aniquilación de
”part́ıculas”. En particular, debe existir un estado de pseudo vaćıo que sea
aniquilado por todos los operadores de aniquilación. En todos los casos cono-
cidos, donde el ansatz algebraico de Bethe ha tenido éxito hasta el momento,
los elementos de la matriz de monodromı́a pueden construirse de tal manera
que la matriz de monodromı́a actúe como una matriz triangular superior en
el pseudo vaćıo, y el pseudo vaćıo sea un eigenestado de los elementos diago-
nales.
Consideremos el álgebra de Yang-Baxter (5.108) con la R-matriz (5.143). La
correspondiente matriz de monodromı́a es la matriz de 2× 2

T (λ) =

(
A(λ) B(λ)
C(λ) D(λ)

)
. (5.149)

El modelo generalizado gl(2) es el conjunto de todas las representaciones
(lineales) del álgebra de Yang-Baxter (5.108) con la R-matriz (5.143), para
las cuales existe un pseudo vaćıo |0〉, tal que T (λ) actúa triangularmente en
|0〉.

A(λ)|0〉 = a(λ)|0〉, D(λ)|0〉 = d(λ)|0〉, (5.150)

C(λ)|0〉 = 0, B(λ)|0〉 = |λ〉. (5.151)

Las funciones complejas a(λ) y d(λ) son llamados los parámetros del modelo
generalizado.
Vamos a denotar al espacio de representación de una representación dada
del modelo generalizado por H. Es claro de las relaciones de conmutación
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cuadráticas contenidas en (5.108) y de (5.150), (5.151) que podemos suponer
que H estará compuesto por todos los vectores de la forma

|µ1, ..., µM〉 = B(µ1)...B(µM)|0〉. (5.152)

La familia de matrices de transferencia que queremos diagonalizar está dada
por

t(λ) = tr(T (λ)) = A(λ) +D(λ). (5.153)

Esta es una familia conmutativa de matrices de transferencia, [t(λ), t(µ)] = 0,
por construcción. Por lo tanto, t(λ) y t(µ) tienen un sistema común de eigen-
funciones, lo que quiere decir que los eigenvectores de t(λ) son independientes
del parámetro espectral λ. La tarea del ansatz algebraico de Bethe para el
modelo generalizado es diagonalizar t(λ) i.e. resolver el problema de eigen-
valores

t(λ)|Ψ〉 = Λ(λ)|Ψ〉. (5.154)

Esta tarea se puede lograr simplemente recurriendo al álgebra de Yang-Baxter
(5.108) y las propiedades (5.150), (5.151) del estado de pseudo vació.
Tomando en cuenta que las matrices de monodromı́a son de (2× 2) entonces
en (5.108) tendŕıamos 16 relaciones cuadráticas, de estas seleccionamos las
siguientes tres

A(λ)B(µ) =
B(µ)A(λ)

c(µ− λ)
− b(µ− λ)

c(µ− λ)
B(λ)A(µ), (5.155a)

D(λ)B(µ) =
B(µ)D(λ)

c(λ− µ)
− b(λ− µ)

c(λ− µ)
B(λ)D(µ), (5.155b)

B(λ)B(µ) = B(µ)B(λ). (5.155c)

Estamos interesados en la relación de conmutación del productoB(µ1)...B(µM)
con A(λ) y D(λ). Esta relación de conmutación se pueden obtener mediante
el uso iterado de (5.155). De esta forma obtenemos

A(λ)
M∏
k=1

B(µk) =

[
M∏
k=1

B(µk)

]
A(λ)

M∏
k=1

1

c(µk − λ)

−
M∏
k=1

[
B(λ)

M∏
l=1,l 6=k

B(µl)

]
A(µk)

b(µk − λ)

c(µk − λ)

M∏
l=1,l 6=k

1

c(µl − µk)
, (5.156a)
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D(λ)
M∏
k=1

B(µk) =

[
M∏
k=1

B(µk)

]
D(λ)

M∏
k=1

1

c(λ− µk)

−
M∏
k=1

[
B(λ)

M∏
l=1,l 6=k

B(µl)

]
D(µk)

b(λ− µk)
c(λ− µk)

M∏
l=1,l 6=k

1

c(µk − µl)
. (5.156b)

La demostración de (5.156) se encuentra en .
Ahora podemos sumar las ecuaciones (5.156a) y (5.156b). Estas nos dan las
relaciones de conmutación entre t(λ) y el producto múltiple B(µ1)...B(µM).
Usando el hecho de que b(λ)/c(λ) es una función impar de λ obtenemos

t(λ)
M∏
k=1

B(µk) =

[
M∏
k=1

B(µk)

]{
A(λ)

M∏
k=1

1

c(µk − λ)
+D(λ)

M∏
k=1

1

c(λ− µk)

}

+
M∑
k=1

[
B(λ)

M∏
l=1,l 6=k

B(µl)

]
b(λ− µk)
c(λ− µk)

M∏
l=1,l 6=k

1

c(µk − µl)

×

{
A(µk))

M∏
l=1,l 6=k

c(µk − µl)
c(µl − µk)

−D(µk)

}
.

(5.157)

Por hipótesis, |0〉 es un eigenvector adjunto de A(λ) y D(λ) con eigenvalores
a(λ) y d(λ). Cuando actuamos con la ecuación (5.157) en el pseudo vaćıo, por
lo tanto, podemos reemplazar lo operadores A(λ) y D(λ) por sus eigenvalores
en el pseudo vaćıo. Entonces la primera llave del lado derecho en (5.157) se
convierte en

Λ(λ) = a(λ)
M∏
k=1

1

c(µk − λ)
+ d(λ)

M∏
k=1

1

c(λ− µk)
. (5.158)

La segunda llave se anula, si se cumple la siguiente relación

d(µk)

a(µk)
=

M∏
l=1,l 6=k

c(µk − µl)
c(µl − µk)

, (5.159)

para k = 1, ...,M . Entonces |Ψ〉 = B(µ1)...B(µM)|0〉 es un eigenvector de
la matriz de transferencia t(λ) con eigenvalor Λ(λ) si las ecuaciones (5.159)
se cumplen. Está ecuaciones son, por supuesto, las ecuaciones del ansatz de
Bethe.
Como aplicación de nuestra solución abstracta del ansatz de Bethe, consi-
deremos la cadena de espines 1

2
-XXX. La matriz de monodromı́a (5.128) es
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entonces el producto de L veces la L-matriz elemental (5.145), y de esta for-
ma define una representación del álgebra de Yang-Baxter con la R-matriz

(5.143). Un pseudo vaćıo apropiado es el estado ferromagnético |0〉 =
(

1
0

)⊗L
.

La única cosa que tenemos que hacer si queremos aplicar nuestro resultado
general (5.158),(5.159) es calcular los parámetros a(λ) y d(λ). Notemos que

Lj(λ, νj)|0〉 =

(
1 b(λ, νj)e

1
j2

0 c(λ, νj)

)
|0〉. (5.160)

Se sigue que

a(λ) = 1, d(λ) =
L∏
j=1

c(λ, νj). (5.161)

En el caso homogéneo, cuando νj = 0, j = 1, ..., L, las ecuaciones (5.158),
(5.159) y (5.161) nos dan los eigenvalores E para el hamiltoniano de esṕın
1
2
-XXX (5.147). Comparando (5.132), (5.133) y (5.146) encontramos (para
L ≥ 2)

E = i
Λ′(0)

Λ(0)
= i

M∑
k=1

c′(µk)

c(µk)
= −

M∑
k=1

c

µk(µk + ic)
, (5.162)

donde µk, k = 1, ...,M están sujetos a las ecuaciones del ansatz de Bethe
(5.159) con a(λ) y d(λ) de acuerdo a (5.161).
Si consideremos µk = λk − ic/2 en las ecuaciones (5.159) y (5.162) y c = 2
en (5.147), (5.159) y (5.162). Entonces llegamos al siguiente resultado clásico
debido a Bethe [28].

5.3.8. Representación gráfica de la ecuación de Yang-
Baxter

En esta sección daremos un versión complementaria sobre el método de
dispersión inversa cuántica, las R-matrices pueden ser representadas por dia-
gramas. Las relaciones entre los productos de las R-matrices se convierten
en relaciones entre gráficos o reglas gráficas para los cálculos. El uso de estas
reglas gráficas a veces simplifica las demostraciones algebraicas. El origen de
esta representación gráfica es la mecánica estad́ıstica de los modelos de vérti-
ces [29]. Es cuestión de gustos si uno prefiere trabajar con la representación
algebraica o gráfica.
Representemos R(λ, µ) por dos flechas cruzadas, una de las cuales pensamos
que lleva el parámetro espectral λ y el otro el parámetro espectral µ. Este
śımbolo también puede considerarse como un vértice (dirigido). Adjuntamos
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los ı́ndices α, β, γ y δ a los cuatro extremos del vértice. Los ı́ndices en las
puntas de las flechas se llaman ı́ndices salientes y los ı́ndices en las colas son
ı́ndices entrantes. La posición de los ı́ndices en el vértice es único si acor-
damos ponerlos en la dirección de las manecillas del reloj, comenzando con
α como el ı́ndice saliente más a la izquierda. De está forma también esta-
blecemos una correspondencia única entre los ı́ndices salientes α y β y los
parámetros espectrales λ y µ. Entonces, podemos identificar de manera única
a los elementos Rαβ

γδ de la R-matriz con los vértices etiquetados

β

Rαβ
γδ (λ, µ) = α γ

λ
oo

δ

µ

OO

El punto clave que hace que la representación gráfica sea adecuada para los
cálculos es simbolizar la contracción de los ı́ndices mediante la conexión de
ĺıneas. Entonces tenemos, por ejemplo,

β γ

Rαβ
α′α′′(λ, µ)Rα′γ

β′′γ′′(λ, ν) = α β′′
λ

oo

α′′

µ

OO

γ′′
ν

OO

En esta ecuación se implica que a lo largo de la flecha de β′′ a α viaja el
parámetro espectral λ. Esto es consistente con nuestra convención de suma
para definir

α β = δαβλ
oo

Con la ayuda de nuestra reglas podemos expresar varias identidades que
involucran R-matrices de forma gráfica. Por ejemplo la ecuación de Yang-
Baxter (5.124).

λ

oo

λ

oo
=

µ

oo

µ

oo

ν

OO

ν

OO
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En su forma gráfica es probablemente más fácil de memorizar. La condición
de unitariedad (5.139), va estar dada por

µoo µoo

=
λoo λoo

Finalmente, la R-matriz regular con puntos de salto (λ0, µ0) satisface

=
λ0

oo
λ0

LL

µ0

OO

µ0

qq

5.4. R-matriz de Shastry

Poco después de que se creó el método de dispersión inversa cuántica,
se hizo evidente que la mayoŕıa de los modelos que se pueden resolver me-
diante coordenadas del ansatz de Bethe se pueden conectar al álgebra de
Yang-Baxter. Sin embargo, resultó ser dif́ıcil encontrar una matriz R asocia-
da al modelo Hubbard. La razón se debe al argumento de Reshetikhin [30], el
modelo de Hubbard no puede construirse como un modelo fundamental con
una matriz R en forma de diferencia (λ − µ). Otro obstáculo está dado por
el hecho de que el modelo de Hubbard está formulado en términos de grados
de libertad completamente fermiónica y no solo de esṕın. Este problema se
puede evitar considerando el modelo de esṕın relacionado con el modelo de
Hubbard mediante una transformación de Jordan-Wigner [31]. Una matriz
R para este modelo de esṕın fue obtenida por B. S. Shastry en 1986 [32, 33].
El trabajo original de Shastry [32, 33] se basa más bien en cálculos de fuer-
za bruta que involucran una extensa álgebra computacional. Más adelante,
en un elegante art́ıculo [34], se introdujo un novedoso medio algebraico, la
llamada relación del triángulo estrellado decorado”que permitió derivar la
R-Matriz simultáneamente con una representación peculiar del álgebra de
Yang-Baxter. Esta construcción, sin embargo, no incluyó una prueba que de-
muestre que la matriz R aśı construida satisface la ecuación de Yang-Baxter.
Una prueba algebraica basada en la representación de Korepanov [35] del
álgebra tetraédrica de Zamolodchikov fue dada por Shiroishi y Wadati [36].
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5.4.1. Los modelos XX

Comencemos nuestras observaciones introduciendo los modelos su(d)-XX
que nos servirán como bloque de construcción para la construcción de la R-
matriz de Shastry.
El modelo más general de esṕın-1

2
anisotrópico con interacciones de vecinos

próximos está definida por el hamiltoniano

HXY Z =
L∑
j=1

(Jxσ
x
j−1σ

x
j + Jyσ

y
j−1σ

y
j + Jzσ

z
j−1σ

z
j ), (5.163)

donde las condiciones de frontera periódicas, σα0 = σαL, α = x, y, z, están
impĺıcitas y Jx, Jy y Jz son tres constantes de acoplamiento generalmente
distintos. HXY Z es llamado el Hamiltoniano XYZ. El Hamiltoniano XYZ se
conecta con el famoso modelo de ocho vértices de Baxter que es una solución
de la ecuación de Yang-Baxter [37, 38, 29]. Para Jx = Jy el hamiltoniano
describe al modelo parcialmente anisotrópico llamado XXZ. El caso comple-
tamente anisotrópico Jx = Jy = Jz es llamado modelo XXX. Aqúı discuti-
remos otra familia interesante de soluciones de la ecuación de Yang-Baxter
conectada con una elección especial de las constantes de acoplamiento en
(5.163). Para Jx = Jy = J

2
y Jz = 0 el Hamiltoniano XYZ se convierte en

HXX =
J

2

L∑
j=1

(σxj−1σ
x
j + σyj−1σ

y
j ) = J

L∑
j=1

(σ+
j−1σ

−
j + σ−j−1σ

+
j ). (5.164)

Al que llamamos Hamiltoniano XX o Hamiltoniano XX0. El modelo XX se
relaciona con el modelo de unión fuerte de los fermiones sin esṕın mediante
una transformación de Jordan-Wigner.
Consideremos el álgebra asociativa con la unidad definida en términos de los
generadores Ai, i = 1, ..., L, por las relaciones

AiAi+1Ai = 0 = Ai+1AiAi+1, (5.165a)

AiAj = AjAi, para|i− j| > 1, (5.165b)

A3
i = Ai, (5.165c){
A2
i , Ai±1

}
= Ai±1, (5.165d)

donde imponemos las condiciones de frontera periódicas en los generadores.
Los corchetes en la última ĺınea denotan el anticonmutador. El álgebra de-
finida por (5.165) fue introducida por Massarani [39] y se denominó como
”álgebra de fermiones libres”. Notemos que (5.165a) implica que Ai satisface
la relación trenza. Usando (5.165c) y (5.165d) vemos que lo mismo ocurre
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para A2
i , A

2
iA

2
i+1A

2
i = 0 = A2

i+1A
2
iA

2
i+1.

Usando el álgebra de fermiones libres (5.165) y los teoremas de suma para
las funciones trigonométricas es fácil comprobar que(

cosλ+ A2
2(1− cosλ) + A2 sinλ

)
× [cos(λ+ µ) + A2

1(1− cos(λ+ µ))

+ A1 sin(λ+ µ)]×
(
cosµ+ A2

2(1− cosµ) + A2 sinµ
)

=
(
cosµ+ A2

1(1− cosµ) + A1 sinµ
)
× (cos(λ+ µ) + A2

2(1− cos(λ+ µ))

+ A2 sin(λ+ µ))×
(
cosλ+ A2

1(1− cosλ) + A1 sinλ
)
.

(5.166)

La última ecuación constituye una solución abstracta de la ecuación de Yang-
Baxter. Sea Q ∈ End(Dd ⊗ Dd), tal que Ai = Qii+1 = Qαγβδ e

β
iαe

δ
i+1γ es una

representación del álgebra de fermiones libre. Sea P (1) = Q2 y P (2) = id −
P (1). Entonces (5.166) implica que

Ř(λ) = P (1) + P (2) cosλ+Q sinλ, (5.167)

es una solución en forma de diferencia de la ecuación de Yang-Baxter (5.121).
Esta solución es regular, ya que

Ř(0) = P (1) + P (2) = id. (5.168)

A partir de la relaciones del álgebra de fermiones libres concluimos que P (1)

y P (2) forman un conjunto completo de operadores de proyección,

P (i)P (j) = δijP
(j), i, j = 1, 2. (5.169)

El operador Q, que es la ráız cuadrada de P (1) satisface

P (1)Q = QP (1) = Q, (5.170a)

P (2)Q = QP (2) = 0. (5.170b)

Usando (5.169) y (5.170) se sigue que

Ř(λ)Ř(−λ) = cos2 λ · id. (5.171)

Entonces Ř(λ)/ cos2 λ es unitaria. De acuerdo a la ecuación (5.133) la densi-
dad del hamiltoniano del modelo homogéneo fundamental generado por Ř(λ)
es

Hj−1,j = ∂λŘj−1j(λ)|λ=0 = Qj−1j. (5.172)

El trabajo que queda por hacer es construir representaciones del álgebra de
fermiones libres (5.165). Hemos afirmado que construiriamos la R-matriz del
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modelo XX y sus generalizaciones su(d). Entonces, comparando (5.164) y
(5.172) la densidad Hamiltoniana 1

2
(σxj−1σ

x
j + Jyσ

y
j−1σ

y
j ) = e 2

j−11e
1
j2 + e 1

j−12e
2
j1

debe generar el álgebra de fermiones libres (5.82). Tenemos, por ejemplo

(e 2
11e

1
22 + e 1

12e
2

21)(e 2
21e

1
32 + e 1

22e
2

31)(e 2
11e

1
22 + e 1

12e
2

21)

= (e 2
11e

1
22e

1
32 + e 1

12e
1

21e
2

31)(e 2
11e

1
22 + e 1

12e
2

21) = 0,
(5.173)

y la primera relación (5.165a) se comprueba. Las relaciones restantes (5.165)
se comprueban de forma similar. Entonces,

Q = e2
1 ⊗ e1

2 + e1
2 ⊗ e2

1, (5.174)

generan las representaciones del álgebra de fermiones libres (5.165).
Este resultado se generaliza directamente. Uno comprueba con cálculos di-
rectos que Ai = Qii+1 con

Q =
d∑

α=2

(xeα1 ⊗ e1
α + x−1e1

α ⊗ eα1 ), (5.175)

y d = 2, 3, ... genera las representaciones del álgebra (5.165). Aqúı x ∈ C es
un parámetro libre. Usando (5.167) obtenemos la siguiente solución en forma
de diferencia de la ecuación de Yang-Baxter (5.121),

Ř(λ) =
d∑

α=2

(e1
1 ⊗ eαα + eαα ⊗ e1

1) +

[
e1

1 ⊗ e1
1 +

d∑
α,β=2

eαα ⊗ e
β
β

]
cosα

+
d∑

α=2

(xeα1 ⊗ e1
α + x−1e1

α ⊗ eα1 ) sinα.

(5.176)

Esta solución fue obtenida originalmente en [40]. Nuestros cálculos siguen
el desarrollo de [39]. El modelo fundamental generado por R(λ) = PŘ(λ)
es llamado modelo su(d)-XX. Hay que tener en cuenta que estos modelos
(para d > 2) son casos especiales degenerados de los modelos XXZ de orden
mayor.
Más adelante, cuando calculemos la expresión expĺıcita de la R-matriz de
Shastry de 16×16 para el modelo de Hubbard, necesitaremos la forma expĺıci-
ta de Ř(λ) para el caso del espacio auxiliar de dos dimensiones, d = 2

Ř(λ) =


cosλ 0 0 0

0 1 x sinλ 0
0 x−1 sinλ 1 0
0 0 0 cosλ

 . (5.177)

Hay que notar que podemos obtener la misma R-matriz (con x = 1) con un
ĺımite apropiado de la R-matriz de Baxter del modelo de ocho vértices [29].
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5.4.2. Matriz conjugación

La R-matriz de Shastry se construye pegando dos copias del modelo XX
por medio de la matriz conjugación C ∈ End(Cd). Siguiendo [39] lo caracte-
rizamos por sus propiedades

C2 = id, {Ci,Q12} = 0, i = 1, 2, (5.178a)

C1Q12 = Q12C2, Q2
12 =

1

2
(Id2 − C1C2), (5.178b)

dondeQ ∈ End(Cd⊗Cd) es una representación de álgebra de fermiones libres
(5.165). Regresando a nuestra representación (5.175) es fácil comprobar que

C = e1
1 −

d∑
α=2

eαα, (5.179)

es la matriz de conjugación correspondiente.
Tenemos que (5.178a) implica [Ci, P

(j)
12 ] = 0 para i, j = 1, 2. Entonces

CiŘ12(λ) = Ř12(−λ)Ci, i = 1, 2. (5.180)

La matriz de conjugación cambia el signo del argumento de Ř(λ). Puede ser
usada para demostrar que la R-matriz del modelo XX satisface otra ecuación
funcional aparte de la ecuación de Yang-Baxter. Para este propósito primero
reescribimos la ecuación de Yang-Baxter (5.111) en forma de diferencia,

R12(λ− µ)R13(λ)R23(µ) = R23(µ)R13(λ)R12(λ− µ). (5.181)

Después cambiamos λ y µ por ν y multiplicamos (5.181) por C1C2 del lado
izquierdo y por C3 del lado derecho e invertimos el signo de µ para obtener
la llamada ecuación de Yang-Baxter decorada

R12(λ+ µ)C1R13(λ)R23(µ) = R23(µ)R13(λ)C1R12(λ+ µ). (5.182)

Una forma equivalente de esta ecuación fue introducida por Shastry en [34]
y denominada ”relación de triangulo estrella decorada ”.

5.4.3. Construcción de la R-matriz

Ahora podemos introducir la R-matriz de Shastry en la forma generali-
zada construida por Massarani [41, 39]. Está compuesta por dos copias de la
R-matriz del modelo XX (5.176) y su construcción se basa en las ecuaciones
(5.181), (5.182) y las propiedades (5.178) de la matriz de conjugación.
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Consideremos primero un sistema que está compuesto por dos modelos XX
que interactúan. Definimos

ř↑(λ) = Řαγ
βδ (λ)eβα ⊗ Id ⊗ eδγ ⊗ Id, (5.183a)

ř↓(λ) = Řαγ
βδ (λ)Id ⊗ eβα ⊗ Id ⊗ eδγ, (5.183b)

donde Ř(λ) es la R-matriz del modelo XX (5.176), y las matrices de trans-
posición asociadas están dadas por

P↑ = eβα ⊗ Id ⊗ eδγ ⊗ Id, P↓ = Id ⊗ eβα ⊗ Id ⊗ eδγ. (5.184)

Entonces, por construcción ambas matrices r↑(λ) = P↑ř↑(λ) y r↓(λ) = P↓ř↓(λ),
satisfacen la ecuación de Yang-Baxter en su forma (5.181) y como conmutan
entre śı ocurre lo mismo para su producto

r(λ) = r↑(λ)r↓(λ), (5.185)

se satisface (5.181). r(λ) actúa en el producto tensorial (Cd⊗Cd)⊗ (Cd⊗Cd)
de dos espacios auxiliares Cd⊗Cd. El espacio vectorial Cd⊗Cd es isomorfo a
Cd2

. Entonces, podemos interpretar r(λ) como una matriz en End(Cd2⊗Cd2
)

si empleamos la convención usual e1
1 ⊗ e1

1 → e1
1, e1

1 ⊗ e1
2 → e1

2, etc. para el
producto tensorial de dos matrices. Entonces r(λ) es una matriz de d4 × d4.
El operador de transposición P que intercambia los factores de dos tensores
en Cd2 ⊗ Cd2

está dado por el producto P = P↑P↓.
Consideremos brevemente el modelo fundamental asociado a la R-matriz
r(λ). Siguiendo los pasos de la sección anterior. Los componentes de la L-
matriz son

l αjβ (λ) = rαγβδ (λ)e δ
jγ, (5.186)

donde los ı́ndices griegos corren de 1 a d2 y la suma sobre γ y δ está impĺıcita,
generamos una representación fundamental del álgebra de Yang-Baxter,

ř(λ− µ)(lj(λ)⊗ lj(µ)) = (lj(µ)⊗ lj(λ))ř(λ− µ). (5.187)

Debido a la regularidad de la R-matriz del modelo XX tenemos ř′(0) = ř′↑(0)+
ř′↓(0). Por lo tanto el hamiltoniano del modelo homogéneo correspondiente
es igual a

H =
L∑
j=1

(Q↑j−1,j +Q↓j−1,j), (5.188)

con Qσ = ř′σ(0), σ =↑, ↓. Es claro por construcción que Q↑ y Q↓ conmutan.
Estos operadores corresponden a dos inmersiones independientes de Q en
Cd⊗Cd⊗Cd⊗Cd. El hamiltoniano (5.188) se puede entender como la suma
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directa de dos hamiltonianos XX.
Para acoplar los dos modelos XX necesitamos dos copias conmutativas, C↑ =
C ⊗ Id y C↓ = Id ⊗ C, de la matriz de conjugación (5.179). La matriz r(λ)
satisface entonces (5.182) al remplazar C por C↑C↓. Se sigue que

ř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)(lj(λ)⊗ lj(µ)) = (lj(µ)⊗ lj(λ))(Id2 ⊗ C↑C↓)ř(λ+ µ).
(5.189)

La observación original de Shastry [34] fue que (5.187) y (5.189) pueden
usarse para construir una representación del álgebra de Yang-Baxter que
se relaciona con el modelo Hubbard junto con su R-matriz. Posteriormente,
Massarani [39] notó que la construcción de Shastry se puede generalizar a la
familia de modelos XX. El procedimiento de Shastry fue el siguiente:
(i)Construyó un operador conservado I2 superior del modelo de Hubbard, i.e.
construyó un operador que conmuta con el hamiltoniano de Hubbard.
(ii) Por medio de la transformación de Jordan-Wigner obtuvo ”operadores

de cadena de esṕın”, H(s), I
(s)
2 que están relacionados con el hamiltoniano de

Hubbard y al operador conservado I2.
(iii) Supuso una L-matriz, tal que la serie de operadores conservados genera-
dos por la matriz de transferencia asociada t(λ) comiencen de la forma

ln(U−1t(λ)) = λH(s) + λ2I
(s)
2 .

(iv) Construyó una R-matriz, tal que su L-matriz aparece como la represen-
tación fundamental del álgebra de Yang-Baxter definida para la R-matriz.
No haremos todos los pasos de la derivación de Shastry, pues lo que nos in-
teresa es la R-matriz.
Definimos la matriz G(h) ∈ (Cd ⊗ Cd) como:

G(h) = exp
{
hC↑C↓/2

}
= cosh(h/2) + C↑C↓ sinh(h/2), (5.190)

G(h) actua en el espacio auxiliar de r(λ). Lo siguiente es definir las matrices
Lj(λ) y Lj(µ) como

Lj(λ) = G(h)lj(λ)G(h), Lj(µ) = G(l)lj(µ)G(l), (5.191)

Se sigue de (5.187) y (5.189) que

(G(l)⊗G(h))ř(λ− µ)(G(−h)⊗G(−l))(Lj(λ)⊗ Lj(µ))

= (Lj(µ)⊗ Lj(λ))(G(−l)⊗G(−h))ř(λ− µ)(G(h)⊗G(l)),

(G(l)⊗G(h))ř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)(G(−h)⊗G(−l))(Lj(λ)⊗ Lj(µ))

= (Lj(µ)⊗ Lj(λ))(G(−l)⊗G(−h))(Id2 ⊗ C↑C↓)ř(λ+ µ)(G(h)⊗G(l)).
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Consideremos una combinación lineal arbitraria de estas ecuaciones con co-
eficientes α, β. Entonces{

(G(l)⊗G(h))[βř(λ− µ) + αř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)](G(−h)⊗G(−l))
}

× (Lj(λ)⊗ Lj(µ)) = (Lj(µ)⊗ Lj(λ))

×
{

(G(−l)⊗G(−h))[βř(λ− µ) + α(Id2 ⊗ C↑C↓)ř(λ+ µ)](G(h)⊗G(l))
}
.

Esta ecuación toma la forma de las relaciones definidas por el álgebra de
Yang-Baxter si podemos encontrar los coeficientes α, β tal que los términos
entre corchetes en el lado derecho y el izquierdo de la ecuación sean iguales,
i.e. tenemos que determinar α y β tal que

(G(2l)⊗G(2h))[βř(λ− µ) + αř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)]

= [βř(λ− µ) + α(Id2 ⊗ C↑C↓)ř(λ+ µ)](G(2h)⊗G(2l)).

Usando (5.190) y (5.180) se puede ver que esto es equivalente a

β[sinh(h) cosh(l)(C↑C↓ ⊗ Id2) + cosh(h) sinh(l)(Id2 ⊗ C↑C↓), ř(λ− µ)]−
α[cosh(h) cosh(l)(C↑C↓ ⊗ Id2) + sinh(h) sinh(l)(Id2 ⊗ C↑C↓), ř(λ+ µ)] = 0.

Por un cálculo directo basado en (5.178) la ecuación anterior se reduce aún
más a

{β cos(λ− µ) sinh(h− l)− α cos(λ+ µ) cosh(h− l)} (Id2 ⊗ C↑C↓ − C↑C↓ ⊗ Id2)

+ {β sin(λ− µ) sinh(h+ l)− α sin(λ+ µ) cosh(h+ l)}
× [Q↑(C↑ ⊗ C↓ − C↑C↓ ⊗ Id2) +Q↓(C↓ ⊗ C↑ − C↑C↓ ⊗ Id2)] = 0.

La última ecuación se satisface si y sólo si los términos en llaves se anulan,
aśı

α

β
=

cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

=
sin(λ− µ) sinh(h+ l)

sin(λ+ µ) cosh(h+ l)
. (5.192)

Estas son dos ecuaciones álgebraicas. Usando los teoremas de suma para
las funciones hiperbólicas y trigonométricas demostramos que la segunda
ecuación en (5.192) es equivalente a

sinh(2h)

sin(2λ)
=

sinh(2l)

sin(2µ)
= u. (5.193)

En donde el parámetro u es un parámetro libre que resulta ser la constante
de acoplamiento del hamiltoniano de Hubbard. La ecuación (5.193) define
una función que expresa h en términos de λ, u y l en términos de µ y u. Para
definir esta función de forma única escogemos la rama principal de la función
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sinh inversa. Entonces h(λ = 0) = l(µ = 0) = 0. La primera ecuación (5.192)
fija la razón α/β como función de λ, µ y u. Como solo la razón se fija, β
sigue siendo una función libre. Esto, se debe a la homogeneidad del álgebra
de Yang-Baxter.
Resumiendo, hemos encontrado que la L-matriz (5.191) es una representación
del álgebra de Yang-Baxter con la R-matriz

Ř(λ, µ) = β((G(l)⊗G(h))× [ř(λ− µ) + (α/β)ř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)]

(G(−h)⊗G(−l)),
(5.194)

siempre que h y l están fijos como función de λ, µ y u por (5.193), y α/β
está dado por (5.192). La matriz (5.194) es la R-matriz de Shastry en su
forma generalizada obtenida por Massarani. Nuestro cálculo está basado en
las propiedades (5.178) de la matriz de conjugación y en la ecuación de Yang-
Baxter decorada (5.182).
La R-matriz (5.194) es muy especial, por que no esta en forma de diferencia.
El segundo parámetro espectral µ es un verdadero parámetro independiente.
Para µ = 0 la R-matriz R(λ, µ) = PŘ(λ, µ) toma la forma simple

R(λ, 0) =
β

cosh(h)
(G(h)⊗ Id2)r(λ)(G(h)⊗ Id2). (5.195)

De acuerdo a nuestra fórmula general (5.125) la L-matriz asociada es

Lj(λ, 0) =
β

cosh(h)
G(h)lj(λ)G(h) =

β

cosh(h)
Lj(λ), (5.196)

con Lj(λ) de (5.191). Este es un resultado interesante, pues si fijamos cual-
quier β de cosh(h) en (5.196) o cambiamos la definición (5.191) podemos
interpretar Lj(λ) como una representación fundamental del álgebra de Yang-
Baxter. Por otro lado, (5.196) también implica que R(λ, µ) satisface la ecua-
ción de Yang-Baxter (5.111) para ν = 0.
De hecho, la R-matriz (5.111) satisface la ecuación de Yang-Baxter (5.111)
para toda λ, µ y ν. Para el caso d = 2, que corresponde al modelo de Hub-
bard, esto puede, demostrarse con la ayuda de algún álgebra computacional
[32]. Para d general es necesaria una comprensión más profunda de las propie-
dades algebraicas de los modelos XX. La ecuación de Yang-Baxter decorada
(5.182) es parte de un álgebra completa de relaciones similares. Esta es lla-
mada el álgebra tetraédrica de Zamolodchikov.
La razón α/β, de la ecuación (5.192) se hace cero para µ = λ. Se sigue que

Ř(λ, λ) = β(λ, λ) · id. (5.197)
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Entonces R(λ, µ) es regular para una elección apropiada de la función β(λ, µ)
que no está fija por (5.192). Además deducimos de la unicidad de la R-matriz
del modelo XX y de [ř(λ− µ), ř(λ+ µ)] = 0 que

Ř(λ, µ)Ř(µ, λ) = β(λ, µ)β(µ, λ)× cos2(λ− µ)(
cos2(λ− µ)− cos2(λ+ µ) tanh(h− l)

)
.

(5.198)

Entonces R(λ, µ) se hace unitaria para cualquiera de las dos opciones

β(λ, µ) =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

[cos(λ− µ) cosh(h− l)± cos(λ+ µ) sinh(h− l)]−1.

(5.199)
A menos que digamos lo contrario, supondremos que β(λ, µ) está dada por
(5.199) con el signo más. Con esta elección de β(λ, µ) tenemos β(λ, λ) = 1 y
R(λ, µ) es también regular.
Para la interpretación del modelo fundamental generado por Ř(λ, µ) aún te-
nemos que calcular el hamiltoniano para el caso homogéneo. Nos restringimos
a µ = 0, aśı

∂λŘ(λ, 0)|λ=0 = Q↑ +Q↓ +
u

2
(C↑C↓ ⊗ Id2 + Id2 ⊗ C↑C↓)− u. (5.200)

En donde usamos (5.195), (5.199) y (5.193). Para esta interpretación es más
apropiado considerar el espacio cuántico local como Cd⊗Cd en lugar de Cd2

.
Con la definición

e β
j,↑α = I

⊗(j−1)

d2 ⊗ (eβα ⊗ Id)⊗ I
⊗(L−j)
d2 , (5.201a)

e β
j,↓α = I

⊗(j−1)

d2 ⊗ (Id ⊗ eβα)⊗ I⊗(L−j)
d2 , (5.201b)

α, β = 1, ..., d, el hamiltoniano se lee como

H =
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

d∑
α=2

(e α
j−1,a1e

1
j,aα + e 1

j−1,aαe
α

j,a1) + u

L∑
j=1

(C↑jC
↓
j − 1), (5.202)

Para d = 2 podemos expresar las matrices bajo la sumas en términos de las
matrices de Pauli, entonces tenemos e2

1 = σ+, e1
2 = σ− y C = σz y H se

convierte en

H =
L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(σ+
j−1,aσ

−
j,a + σ−j−1,aσ

+
j,a) + u

L∑
j=1

(σzj,↑σ
z
j,↓ − 1), (5.203)

que es el hamiltoniano de esṕın original de Shastry. El hamiltoniano es, has-
ta un giro de las condiciones de contorno, equivalente al hamiltoniano de
Hubbard mediante una transformación de Jordan-Wigner [34].
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5.4.4. Forma expĺıcita de la R-matriz (d=2)

La R-matriz (5.194) con d = 2 es llamada R-matriz de Shastry y está
relacionada con el modelo de Hubbard. Recordemos que la R-matriz (5.194)
es una matriz de d4 × d4. Entonces, para d = 2 la dimensión es de 16 × 16.
Para obtener su forma expĺıcita insertamos la R-matriz (5.177) del modelo
su(2)-XX, la matriz de conjugación (5.179), la expresión (5.192) para α/β y
(5.199) para β en la ecuación (5.194), y se obtiene

Ř(λ, µ) =
1

ρ4
·

ρ1

1 ρ9

1 ρ9

ρ3 ρ6 ρ6 −ρ8

ρ10 1
ρ4

ρ6 ρ5 −ρ7 ρ6

1 ρ10

ρ10 1
ρ6 −ρ7 ρ5 ρ6

ρ4

1 ρ10

−ρ8 ρ6 ρ6 ρ3

ρ9 1
ρ9 1

ρ1


(5.204)

Omitimos los elementos de la matriz que son cero. La construcción expĺıcita
de esta matriz se encuentra en el apéndice C.
La R-matriz (5.204) esta construida con dos copias independientes de la
R-matriz del modelo XX. En principio, cada una de estas copias lleva un
parámetro libre de más (el parámetro x en (5.176)). Sin embargo, los dos
”parámetros de torsión”, por ejemplo x y y, que vienen con la representación
Q del álgebra de fermiones libre se pueden considerar igual a la unidad,
ya que la dependencia de Ř(λ, µ) en x y y puede restaurarse mediante una
rotación.
Siguiendo la terminoloǵıa de mecánica estad́ıstica llamamos a las funciones
ρj = ρj(λ, µ) las cargas de Boltzmann. Nuestra notación se toma de [42]. La
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expresión expĺıcita para las cargas de Boltzmann es

ρ1(λ, µ) = cosλ cosµeh−l + sinλ sinµel−h, (5.205a)

ρ4(λ, µ) = cosλ cosµel−h + sinλ sinµeh−l, (5.205b)

ρ3(λ, µ) =
cosλ cosµeh−l − sinλ sinµel−h

cos2 λ− sin2 µ
, (5.205c)

ρ5(λ, µ) =
cosλ cosµel−h − sinλ sinµeh−l

cos2 λ− sin2 µ
, (5.205d)

ρ6(λ, µ) =
sinh(2(h− l))

2u(cos2 λ− sin2 µ)
, (5.205e)

ρ7(λ, µ) = ρ4(λ, µ)− ρ5(λ, µ), (5.205f)

ρ8(λ, µ) = ρ1(λ, µ)− ρ3(λ, µ), (5.205g)

ρ9(λ, µ) = sinλ cosµel−h − cosλ sinµeh−l, (5.205h)

ρ10(λ, µ) = sinλ cosµeh−1 − cosλ sinµel−h. (5.205i)

Los parámetros λ, µ, h y l están sujetos a la constricciones (5.193). Notamos
las siguientes relaciones [42] que a menudo son útiles en los cálculos,

ρ1ρ4 + ρ9ρ10 = 1, (5.206a)

ρ1ρ5 + ρ3ρ4 = 2, (5.206b)

ρ3ρ5 + ρ2
6 = 1. (5.206c)

Existe otro conjunto de identidades que describen el comportamiento de las
cargas de Boltzmann bajo el intercambio de los argumentos λ y µ. Si defini-
mos ρ̄j(λ, µ) = ρj(µ, λ), entonces

ρ̄1 = ρ4, ρ̄3 = ρ5, ρ̄7 = ρ8, (5.207a)

ρ̄6 = −ρ6, ρ̄9 = −ρ9, ρ̄10 = −ρ10. (5.207b)

5.4.5. Invarianza de las ecuaciones de Yang-Baxter

La ecuación de Yang-Baxter es invariante bajo varios tipos de transforma-
ciones. Consideremos el siguiente lema, en donde suponemos que R(λ, µ) ∈
End(Cn ⊗ Cn) es una solución de la ecuación de Yang-Baxter (5.121).

Lema 1. Transformaciones de Norma. Sea V (λ) ∈ (Cn) una matriz de n×n
invertible. Entonces (V (µ)⊗V (λ))Ř(λ−µ)(V −1(λ)⊗V −1(µ)) es una solución
de la ecuación de Yang-Baxter (5.121).
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Dos soluciones de la ecuación de Yang-Baxter que están conectadas me-
diante una transformación de norma a veces se llaman equivalentes de norma.
Por ejemplo la R-matriz de Shastry (5.194) es una norma equivalente a

Ř(λ, µ) = βř(λ− µ) + αř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2). (5.208)

Lema 2. Transformación de torsión. Supongamos que V ∈ End(Cn) es
invertible y satisface la condición

[Ř(λ, µ), V ⊗ V ] = 0 (5.209)

Entonces las matrices (V ⊗In)Ř(λ, µ)(V −1⊗In) y (In⊗V )Ř(λ, µ)(In⊗V −1)
satisfacen la ecuación de Yang-Baxter (5.121).

La transformación de torsión puede usarse para acoplar los electrones en
el modelo de Hubbard a un campo electromagnético externo.
El Lema anterior es un caso especial.

Lema 3. Torsión generalizada [43, 44]. Sea V ∈ End(Cn⊗Cn) una solución
invertible de la ecuación de Yang-Baxter

V12V13V23 = V23V13V12, (5.210)

tal que
[Ř23(λ, µ), V13V12] = [Ř12(λ, µ), V13V23] = 0. (5.211)

Entonces V ŘV −1 es una solución de la ecuación de Yang-Baxter.

Consideremos el caso especial en que V es una matriz diagonal. Entonces
(5.210) se cumple trivialmente y las únicas restricciones sobre V vienen de
(5.211). Es conveniente escribir V como

V =


A 0 0 0
0 B 0 0
0 0 C 0
0 0 0 D

 , (5.212)

donde

A = diag(a1, a2, a3, a4), ..., D = diag(d1, d2, d3, d4). (5.213)

Además introducimos las matrices

Ã = diag(a1, b1, c1, d1), ..., D̃ = diag(a4, b4, c4, d4). (5.214)
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Un cálculo simple se demuestra que (5.211) es equivalente a

[Ř(λ, µ), X ⊗X] = [Ř(λ, µ), X̃ ⊗ X̃] = 0, (5.215)

para X = A,B,C,D. Por otro lado, la R-matriz de Shastry (5.204) tiene la
siguiente propiedad [23]: sea α, β, γ, δ ∈ C, entonces

[Ř(λ, µ), diag(α, β, γ, δ)⊗ diag(α, β, γ, δ)] = 0 αδ = βγ (5.216)

Esto significa que (5.211) se satisface si y sólo si

x1x4 = x2x3 para x = a, b, c, d,

ajdj = bjcj para j = 1, 2, 3, 4.
(5.217)

En general, nuestras suposiciones nos permiten introducir parámetros adi-
cionales en la R-matriz que aparecen como constantes de acoplamiento adi-
cionales en el hamiltoniano [44]. Aqúı no resolveremos las consecuencia de la
torsión diagonal general, sino que daremos dos ejemplos simples pero impor-
tantes. Primero que nada, consideremos la matriz

V = diag(1,−1,−1, 1|1,−1,−1, 1|1, 1, 1, 1|1, 1, 1, 1) (5.218)

obviamente satisface (5.217). Entonces, vamos a demostrar que

V Ř(λ, µ)V −1 =
1

ρ4
·

ρ1
1 −ρ9

1 −ρ9
ρ3 −ρ6 ρ6 −ρ8

−ρ10 1
ρ4

−ρ6 ρ5 ρ7 −ρ6
1 ρ10

−ρ10 1
ρ6 ρ7 ρ5 ρ6

ρ4
1 ρ10

−ρ8 −ρ6 ρ6 ρ3
ρ9 1

ρ9 1
ρ1


(5.219)

es solución de la ecuación de Yang-Baxter.
Otro ejemplo de la matriz diagonal de torsión está generada por la matriz

V = diag(1, 1,−i,−i| − i,−i, 1, 1| − 1−, 1, i, i|i, i,−1,−1) (5.220)
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5.5. Método de dispersión inverso cuántico

graduado

Introduciremos ahora los operadores de Fermi dentro del formalismo. Co-
mo ya vimos los modelos que contienen fermiones no pueden ser modelos fun-
damentales de la clase presentada anteriormente. Entonces para introducir
fermiones debemos hacer una generalización de los operadores de proyección
locales, sabemos que aún satisfacen (5.115), pero conmutan o anticonmutan
dependiendo de los valores de los ı́ndices α, β de la matriz. Entonces, es ne-
cesario introducir espacios vectoriales graduados y álgebras graduadas. De
acuerdo a lo anterior a los operadores e β

jα los llamamos ”operadores de pro-
yección locales graduados”.
Con ayuda de los operadores de proyección locales podemos construir los
modelos fundamentales graduados casi de forma similar que en la sección
anterior.La transformación de los operadores de proyección fermiónicos a los
operadores de proyección locales graduados puede interpretarse como una
generalización de la transformación de Jordan-Wigner [31] de fermiones con
número arbitrario de grados de libertad internos (fermiones su(n)). De hecho,
para espines fermiónicos la transformación de Jordan-Wigner se recupera. El
siguiente material se toma de los art́ıculos [45, 46].

5.5.1. Espacios vectoriales graduados

Repasemos algunos conceptos básicos de espacios vectoriales graduados
y el álgebra asociativa graduada. En el contexto del método de dispersión
inverso cuántico estos conceptos fueron usados por primera vez por Kulish y
Sklyanin [47, 48]. Introduciremos las nociones de ”operadores de proyección
locales graduados” y los operadores de transposición graduados.
El espacio vectorial graduado es un espacio vectorial equipado con la noción
de par o impar, lo que nos permite tratar fermiones dentro del formalismo del
método de dispersión inversa cuántico. Comencemos con un espacio local de
dimensión finita de estados V , en donde imponemos una estructura adicional,
la paridad, desde el principio. Sea V = V0 ⊗ V1, dim V0 = m, dim V1 = n.
Diremos que v0 ∈ V0 es par y v1 ∈ V1 es impar. Los subespacios V0 y V1

se llaman componentes homogéneos de V . La paridad p es una función de
Vi → Z2 definida sobre las componentes homogéneas de V ,

p(vi) = i, i = 0, 1, vi ∈ Vi. (5.221)

El espacio vectorial V dotado con esta estructura es llamado espacio vectorial
graduado o super espacio. Vamos a fijar una base {e1, ..., em+n} con paridad
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definida y definimos p(α) := p(eα).
Para introducir los operadores de Fermi en el formalismo del método de
dispersión inverso cuántico tenemos que construir un álgebra de operado-
res conmutativa y anticonmutativa. Para este propósito la paridad debe
ser extendida a los operadores en End(V ) y en el producto tensorial de
estos operadores. Sea eβα ∈ End(V ), tal que eβαeγ = δβγ eα. El conjunto{
eβα ∈ End(V )|α, β = 1, ...,m+ n

}
es una base de End(V ). Entonces, la de-

finición
p(eβα) = p(α) + p(β), (5.222)

induce una graduación en End(V ) considerada como un espacio vectorial.
Es fácil ver que un elemento A = Aαβe

β
α ∈ End(V ) es homogéneo con paridad

p(A), si y sólo si
(−1)p(α)+p(β)Aαβ = (−1)p(A)Aαβ . (5.223)

La ecuación anterior implica que el producto AB de dos elementos ho-
mogéneos A,B ∈ End(V ) es homogéneo con paridad

p(AB) = p(A) + p(B). (5.224)

En otras palabras, la multiplicación de matrices en End(V ) preserva la ho-
mogeneidad y por lo tanto End(V ) dotado con la graduación (5.222) es un
álgebra asociativa graduada [48].
Consideremos la potencia tensorial de L veces el End(V ), H = (End(V ))⊗L.
La definición (5.222) tiene una extensión natural de H, es decir

p(eβ1
α1
⊗ ...⊗ eβLαL) = p(α1) + p(β1) + · · ·+ p(αL) + p(βL). (5.225)

A partir de lo cual notamos que los elemento homogéneos A = Aα1...αL
β1...βl

eβ1
α1
⊗

...⊗ eβLαL de H con paridad p(A) están caracterizados por la ecuación

(−1)
∑L
j=1(p(αj)+p(βj))Aα1...αL

β1...βl
= (−1)p(A)Aα1...αL

β1...βl
, (5.226)

que generaliza (5.223). De nuevo el producto AB es homogéneo con paridad
p(AB) = p(A) + p(B), si A y B son homogéneos. Entonces la definición
(5.225) induce la estructura del álgebra asociativa graduada en H.
Ahora definimos el super corchete

[X, Y ]± = XY − (−1)p(X)p(Y )Y X, (5.227)

para X, Y de las componentes homogéneas del End(V ) y lo extendemos
linealmente a End(V ) en sus dos argumentos. Entonces, End(V ) dotado con
el super corchete se convierte en la super álgebra de Lie gl(m|n). Notemos
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que la definición anterior del super corchete tiene sentido en cualquier álgebra
graduada y es particularmente válida en H.
La siguiente definición de operadores de proyección locales graduados [46]
será crucial para nuestra definición de las representaciones fundamentales
graduadas del álgebra de Yang-Baxter. Definimos las matrices

e β
jα = (−1)(p(α)+p(β))

∑L
k=j+1 p(γk) I

⊗(j+1)
m+n ⊗ eβα ⊗ eγj+1

γj+1
⊗ · · · ⊗ eγLγL , (5.228)

donde Im+n es la matriz unidad de (m+n)× (m+n) y la suma sobre ı́ndices
tensoriales dobles se sobreentiende. El ı́ndice j del lado izquierdo en (5.228)
se refiere a la posición j-ésimo del modelo f́ısico de redes y es llamado ı́ndice
de posición. Una consecuencia simple de la definición (5.228) para j 6= k es
la relación de conmutación

e β
jαe

δ
kγ = (−1)(p(α)+p(β))(p(γ)+p(δ))e δ

kγe
β
jα. (5.229)

Se sigue de la ecuación (5.228) que e β
jα es homogénea con paridad

p(e β
jα) = p(α) + p(β). (5.230)

Por lo tanto, de forma intuitiva, la ecuación (5.229) nos dice que las ma-
trices impares con diferentes ı́ndices de posición anticonmutan mutuamente,
mientras que las matrices pares conmutan con cualquier otra incluso con las
matrices impares. Para los productos de matrices e β

jα que actúan en la misma
posición (5.228) implica la propiedad de proyección

e β
jαe

δ
jγ = δ β

γ e
δ
jα. (5.231)

Las ecuaciones (5.229) y (5.231) justifican nuestra términologia. Los e β
jα son

análogos graduados de los operadores de proyección local. Los llamamos ope-
radores de proyección locales graduados u operadores de proyección, para
abreviar. Usando el super-corchete (5.227), las ecuaciones (5.229) y (5.231)
pueden combinarse en

[e β
jα, e

δ
kγ]± = δjk(δ

β
γ e

δ
jα − (−1)(p(α)+p(β))(p(γ)+p(δ))δ δ

α e
β
jγ). (5.232)

Si consideramos j = k en la ecuación anterior el lado derecho nos da la
constante de estructura de la super álgebra de Lie gl(m|n) con respecto a la
base

{
e β
jα

}
.

Como cualquier espacio vectorial de dimensión m + n sobre los números
complejos, este espacio es isomorfo a Cm+n y podemos considerar V = Cm+n.
Podemos suponer además que nuestra base homogénea

{
eα ∈ Cm+n|α =
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1, ...,m+ n
}

es canónica, i.e. podemos representar los vectores eα por medio
de un vector columna donde la entrada en la fila α vale +1 y es la única
distinta de cero. Nuestras matrices bases eβα son matrices de (m+n)×(m+n)
donde solo la entrada en la fila α y la columna β vale +1 y las demás cero,
y recuperamos (5.114) de (5.228) para m = d y n = 0.
Observación. El significado de (5.228) se vuelve más evidente al considerar
un ejemplo simple. Sea m = n = 1 y p(1) = 0, p(2) = 1. Luego, usando
(5.232), tenemos

[e 2
j1, e

2
k1]± =

{
e 2
j1, e

2
k1

}
= 0, (5.233)

[e 1
j2, e

1
k2]± =

{
e 1
j2, e

1
k2

}
= 0, (5.234)

[e 2
j1, e

1
k2]± =

{
e 1
j2, e

2
k1

}
= δjk(e

1
j1 + e 2

j2) = δjk, (5.235)

para j, k = 1, ..., L. El corchete en (5.233) y (5.234) denota el anticonmu-
tador. Las matrices e 2

j1 y e 1
j2 satisfacen las relaciones de anticonmutación

canónicas para los operadores de esṕın de Fermi. Por lo tanto, podemos
identificar a e 2

j1 → cj y e 1
k2 → c†k. Si ahora introducimos las matrices de Pauli

σ+ = e2
1, σ− = e1

2 y σz = e1
1 − e2

2 obtenemos, mediante la suma, la siguiente
representación matricial expĺıcita de nuestra definición básica (5.228):

cj = I
⊗(j−1)
2 ⊗ σ+ ⊗ (σz)⊗(L−j), (5.236)

c†k = I
⊗(k−1)
2 ⊗ σ− ⊗ (σz)⊗(L−k). (5.237)

Esta es la bien conocida transformación de Jordan-Wigner [31] en donde ex-
presamos los operadores de Fermi para espines fermiónicos en términos de
las matrices de Pauli. Por lo tanto podemos interpretar la ecuación (5.228)
como una generalización de la transformación de Jordan-Wigner. En general,
la transformación (5.228) nos proporciona una representación matricial no de
los operadores de Fermi, sino más general, de los operadores de proyección
fermiónicos. La representación de los operadores de Fermi puede obtenerse
tomando una combinación lineal de las matrices e β

jα apropiada.
Los operadores de transposición juegan un papel importante en la construc-
ción de los modelos de redes locales integrables. Introducimos la expresión
para el operador de salto en redes homogéneas. En el caso graduado la defi-
nición del operador de transposición requiere de la siguiente modificación de
signo,

Pjk = (−1)p(β)e β
jαe

α
kβ. (5.238)

Como indica su nombre, este operador induce la acción del grupo simétrico
GL en los ı́ndices de posición de las matrices e β

jα. Las propiedades de Pjk
(para j 6= k) son las mismas que en el caso no graduado. Esto es fácil de
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comprobar con (5.229) y (5.231).
Definamos una matriz de monodromı́a cuyas entradas son elementos de H.
Considéremos matrices de (m + n) × (m + n) A, B, C, D,... con entradas
en H, tal que p(Aαβ) = p(Bα

β ) = p(Cα
β ) = · · · = p(α) + p(β) para α, β =

1, ...,m + n. Estas matrices forman un álgebra asociativa, digamos A, como
p(AαβB

β
γ ) = p(α)+p(γ). Para A,B ∈ A definimos un super producto tensorial

(o producto tensorial graduado)

(A×s B)αγβδ = (−1)(p(α)+p(β))p(γ)AαβB
γ
δ . (5.239)

Esta definición tiene una consecuencia interesante. Sea A,B,C,D ∈ A, tal
que

[Bα
β , C

γ
δ ]± = 0, (5.240)

entonces

(A×s B)(C ×s D) = AC ×s BD. (5.241)

También podemos definir la super traza de una matriz A ∈ A como

str(A) = (−1)p(α)Aαα. (5.242)

5.5.2. Modelos fundamentales graduados

Ahora vamos a introducir la noción de representaciones graduadas funda-
mentales del álgebra de Yang-Baxter [46]. Para una graduación dada, asocia-
mos un modelo fundamental a cada solución de la ecuación de Yang-Baxter
(5.124) que satisfaga la condición de compatibilidad de Kulish y Sklyanin
[48],

Rαβ
γδ (λ, µ) = (−1)p(α)+p(β)+p(γ)+p(δ)Rαβ

γδ (λ, µ). (5.243)

Esta condición de compatibilidad simplemente significa que ciertos elementos
de la matriz desaparecen. Para la R-matriz que satisface (5.243) definimos la
L-matriz graduada en la posición j,

L α
jβ(λ, µ) = (−1)p(α)+p(γ)Rαγ

βδ (λ, µ)e δ
jγ. (5.244)

Sus propiedades se resumen a continuación.

Lema 4. Propiedades de la L-matriz graduada:
(i)Homogeneidad. Los elementos de la L-matriz graduada son homogéneos
con paridad

p(L α
jβ (λ, µ)) = p(α) + p(β) (5.245)
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(ii)Conmutatividad. Las entradas de la super L-matriz graduada conmutan
para diferentes ı́ndices de posición,

[L α
jβ (λ, µ),L γ

kδ(ν, ρ)]± = 0, (5.246)

para j 6= k.
(iii)Relación bilineal. Las entradas de L-matriz graduada en la misma red
satisfacen la relación bilineal

Ř(λ, µ) (Lj(λ, ν)⊗s Lj(µ, ν)) = (Lj(µ, ν)⊗s Lj(λ, ν)) Ř(λ, µ), (5.247)

donde, como en el caso no graduado (5.107), la matriz Ř(λ, µ) está definida
por Řαβ

γδ (λ, µ) = Rβα
γδ (λ, µ)

El lema se sigue de la ecuación de Yang-Baxter (5.124) y de la ecuación
(5.243). La ecuación (5.247) puede interpretarse como la definición del álge-
bra de Yang-Baxter graduada con la R-matriz Ř(λ, µ). Llamamos a Lj(λ, µ)
su representación fundamental graduada.
A partir de (5.247) podemos construir modelos de redes integrables como
en el caso no graduado. Recordemos brevemente la construcción con énfasis
en las modificaciones que aparecen debido a la graduación. Definimos ahora
una matriz de monodromı́a T (λ) como un producto ordenado de L veces la
L-matriz fundamental,

T (λ) = LL(λ, νL)...L1(λ, ν1), (5.248)

es decir sus elementos de matriz son

T αβ (λ) = L γL
Lβ (λ, νL)L γL−1

L−1γL
(λ, νL−1)...L α

1γ2
(λ, ν1). (5.249)

Debido a la ecuación (5.224) los elementos de la matriz T (λ) son homogéneos
con paridad p(T αβ (λ)) = p(α) + p(β). La aplicación repetida de (5.247) y
(5.241) demuestra que esta matriz de monodromı́a es una representación del
álgebra de Yang-Baxter graduada,

Ř(λ, µ) (T (λ)⊗s T (µ)) = (T (µ)⊗s T (λ)) Ř(λ, µ). (5.250)

La cual podemos comparar con (5.108) y debido a (5.105) y (5.243) se sigue
que

[str(T (λ)), str(T (µ))] = 0, (5.251)

lo que nos da una analoǵıa completa con el caso no graduado. Vemos que la
matriz de transferencia está dada ahora por t(λ) = str(T (λ)).
La construcción del hamiltoniano de red local también es muy similar al
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del caso no graduado. Supongamos que R(λ, µ) es una solución regular de
la ecuación de Yang-Baxter, Rαβ

γδ (λ0, ν0) = δαδ δ
β
γ para alguna λ0, ν0 ∈ C.

Entonces (5.244) implica que

L α
jβ(λ0, ν0) = (−1)p(α)p(β)e α

jβ , (5.252)

y podemos ver que (comparando con (5.238)) como en el caso no graduado,
obtenemos el operador de desplazamiento derecho para ν1 = · · · = νL y
λ = λ0,

t(λ0) = P12P23...PL−1L = Û . (5.253)

Se sigue que τ(λ) =∈ (Û−1t(λ)) genera una secuencia de operadores locales
[25]

τ(λ0) = (λ− λ0)Û−1t′(λ0) +O((λ− λ0)2), (5.254)

que, como consecuencia de (5.251), conmutan mutuamente. Como se espera-
ba, los términos locales Hj−1,j en el hamiltoniano

Ĥ = Û−1t′(λ0) =
L∑
j=1

Hj−1,j, (5.255)

(donde H0,1 = HL,1) viene ahora con cierto número de signos menos,

Hj−1,j = (−1)p(γ)(p(α)+p(γ))∂λŘ
αβ
γδ (λ, µ0)|λ=λ0e

γ
j−1αe

δ
jβ. (5.256)

Nos gustaŕıa enfatizar los siguientes puntos: (i) La R-matriz Ř(λ, µ) en la
ecuación (5.247) no se modifica debido a la graduación. (ii) La única con-
dición de compatibilidad necesaria que debe cumplirse para introducir una
representación fundamental graduada del álgebra de Yang-Baxter asociada
con la solución de la ecuación de Yang-Baxter es la ecuación (5.243).
El papel de la matriz Ř(λ, µ) en el álgebra de Yang-Baxter graduada (5.247)
es cambiar el orden de los espacios auxiliares. Este operador se introdujo
en varios modelos importantes en [49, 50, 51] y se denominó R-operador
fermiónico. Una definición general del R-operador fermiónico asociado a la
solución R(λ, µ) de la ecuación de Yang-Baxter (5.124) se obtuvo en [45].
Para una graduación dada y una solución R(λ, µ) de la ecuación de Yang-
Baxter (5.124) que es compatible con esta graduación definimos (siguiendo
[45]) el R-operador fermiónico

Rf
jk(λ, µ) = (−1)p(γ)+p(α)(p(β)+p(γ))Rαβ

γδ (λ, µ)eγjαe
δ
kβ. (5.257)

A continuación resumimos sus propiedades.



172 CAPÍTULO 5. MODELO DE HUBBARD

Lema 5. La propiedades del R-operador fermiónico son:
(i) Paridad. El R-operador fermiónico es par

p(Rf
jk(λ, µ)) = 0. (5.258)

(ii) Relación bilineal. El R-operador fermiónico satisface

Rf
jk(νj, νk)Lk(λ, νk)Lj(λ, νj) = Lj(λ, νj)Lk(λ, νk)Rf

jk(νj, νk), (5.259)

(iii) Ecuación de Yang-Baxter. El R-operador fermiónico satisface la siguien-
te forma de la ecuación de Yang-Baxter,

Rf
12(λ, µ)Rf

13(λ, ν)Rf
23(µ, ν) = Rf

23(µ, ν)Rf
13(λ, ν)Rf

12(λ, µ) (5.260)

(iv) Regularidad. Si R(λ, µ) es regular, decimos que Rαβ
γδ (λ0, ν0) = δαδ δ

β
γ ,

entonces
Rf
jk(λ0, ν0) = Pjk (5.261)

donde Pjk es el operador de permutación graduado (5.238).
(v) Unitariedad. Si R(λ, µ) es unitario, i.e. si

Rαβ
γδ (λ, µ)Rγδ

α′β′(µ, λ) = δαβ′δ
β
α′ , (5.262)

entonces Rf
jk(λ, µ) es unitaria en el sentido que

Rf
jk(λ, µ)Rf

kj(µ, λ) = id. (5.263)

El R-operador fermiónico tiene al menos tres aplicaciones interesantes.
En primer lugar, lo necesitamos para probar el teorema de inversión [45] que
nos permite expresar los operadores de proyección local graduados e β

jα en
términos de los elementos de la matriz de monodromı́a (5.248). En segundo
lugar, la forma (5.260) de la ecuación de Yang-Baxter es a veces más conve-
niente para la construcción de modelos fermiónicos genéricos. Ilustraremos
este punto a continuación con un ejemplo. Finalmente, es posible definir un
”operador de monodromı́a”[50, 51] y usar (5.260) como punto de partida
para el ansatz algebraico de Bethe. Para este propósito, introducimos dos
posiciones fermionicas auxiliares, por ejemplo a y b y definimos

T fa (λ) = Rf
a,L(λ, νL)...Rf

a,1(λ, ν1). (5.264)

Entonces
Rf
ab(λ, µ)T fa (λ)T fb (µ) = T fb (µ)T fa (λ)Rf

ab(λ, µ). (5.265)

El operador de monodromı́a está conectado con la matriz de monodromı́a
(5.248) por la fórmula

T fa (λ) = (−1)p(β)+p(α)p(β)e β
aαT αβ (λ). (5.266)
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5.5.3. Simetŕıas globales de simetŕıas locales

Las simetŕıas de los modelos fundamentales que se pueden resolver me-
diante el método de dispersión inversa cuántica se comprenden de forma más
natural en términos de las simetŕıas de la R-matriz correspondiente. Supon-
gamos que la R-matriz R(λ, µ) ∈ End(C⊗ C) satisface

[R(λ, µ), x⊗ Id + Id ⊗ x] = 0 (5.267)

para alguna x = xαβe
β
α ∈ gl(d) y para toda λ, µ ∈ C. Entonces la matriz de

transferencia del modelo inhomogéneo correspondiente conmuta con

X =
L∑
j=1

xαβe
β
jα =

L∑
j=1

xj. (5.268)

Un punto de partida natural para la generalización del caso graduado es la
ecuación de invarianza

[R(λ, µ), x1 + x2] = 0 (5.269)

para el R-operador fermiónico, que se convierte en (5.267) en el caso no gra-
duado. Supongamos que Rf

12(λ, µ) se construye a partir de una solución da-
da de la ecuación de Yang-Baxter (5.124) compatible con alguna graduación
p : {1, ...,m+ n} → Z2. Supondremos además que x = xαβe

β
α es homogéneo

con paridad p(x) en gl(m|n). Introduciendo la definición del R-operador fer-
miónico (5.257) en (5.269) y comparando los coeficientes frente a e β

1αe
δ

2γ ob-
tenemos

R̃αγ
β′δ(λ, µ)xβ

′

β − x
α
α′R̃

α′γ
βδ (λ, µ)

= (−1)p(x)p(α)xγγ′R̃
αγ′

βδ (λ, µ)− (−1)p(x)p(β)R̃αγ
βδ′(λ, µ)xδ

′

δ ,
(5.270)

donde R̃αγ
βδ (λ, µ) = (−1)p(α)p(γ)Rαγ

βδ (λ, µ). Usando las ecuaciones (5.223) y
(5.243) reorganizamos los signos menos en (5.270). La ecuación (5.270) es la
ecuación invariante básica para la R-matriz que reemplaza a (5.267) en el
caso graduado y obviamente se convierte en (5.267) cuando la graduación es
trivial. La ecuación correspondiente para la L-matriz es

L α
jβ′(λ, µ)xβ

′

β − x
α
α′L α′

jβ (λ, µ)

= (−1)p(x)p(α)xjLαjβ(λ, µ)− (−1)p(x)p(β)L α
jβ(λ, µ)xj,

(5.271)

y se obtiene de (5.270) al multiplicar por e δ
jγ. Una argumento de inducción

simple lleva de (5.271) a la ecuación de invariancia

T αβ′ (λ)xβ
′

β − x
α
α′T α

′

β (λ) = (−1)p(x)p(α)XT αβ (λ)− (−1)p(x)p(β)T αβ (λ)X, (5.272)
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para la matriz de monodromı́a. De nuevo X = x1 + · · ·+ xL. Usando la defi-
nición (5.227) del super corchete (5.272) puede reescribirse de forma equiva-
lentemente como

[T αβ (λ), X]± = (−1)p(x)p(α)(xαα′T α
′

β (λ)− T αβ′ (λ)xβ
′

β ). (5.273)

La ecuación anterior es útil para estudiar las propiedades de los estados de
mayor peso dentro del ansatz algebraico de Bethe. Multiplicando (5.273) por
(−1)p(α), después haciendo β = α, y sumando sobre α concluimos que

[str(T (λ)), X] = 0 (5.274)

En muchos casos, la simetŕıa de la matriz-R es evidente por construcción, por
ejemplo, cuando la matriz-R es un entrelazado de representaciones de grupos
cuánticos. Sin embargo, hay algunos ejemplos, como la matriz-R de Shastry
del modelo Hubbard, en donde las simetŕıas son menos obvias. Además, co-
mo se puede ver a partir del cálculo anterior, las simetŕıas de la matriz de
transferencia están determinadas por las simetŕıas de R̃ en lugar de R y, por
lo tanto, dependen de la elección de la graduación.
Se puede argumentar que, en presencia de una graduación, la matriz R̃ es
más fundamental que R, ya que R̃ determina a la matriz-L (5.244), las si-
metŕıas del modelo y (si existe) el ĺımite semiclásico [48]. Sustituyendo R̃ en
la ecuación de Yang-Baxter (5.124), obtenemos la llamada ecuación de Yang-
Baxter graduada, que podŕıa haberse tomado como el punto de partida en
el álgebra de Yang-Baxter graduada. Sin embargo, dado que es la matriz no
graduada Ř, la que fija la estructura del álgebra de Yang-Baxter (5.247), no
adoptamos este punto de vista.

5.5.4. Operadores de Fermi

Vamos a explicar ahora cómo los diversos objetos graduados introducidos
en las subsecciones anteriores pueden expresarse en términos de operadores
de Fermi. El punto clave es que, en lo que se refiere a las matrices e β

jα, to-
dos los cálculos en las subsecciones anteriores dependen únicamente de las
relaciones de conmutación (5.229) y la propiedad de proyección (5.231). Los
operadores de proyección fermiónicos satisface las mismas ecuaciones, en-
tonces podemos decir que las matrices e β

jα son representaciones matriciales

del operador de proyección fermiónico. Como ya vimos, las matrices e β
jα son

convenientes para formular una versión graduada del método de dispersión
inversa cuántica. Para la interpretación f́ısica de un hamiltoniano construido
a partir de una solución dada de la ecuación de Yang-Baxter, sin embargo,
es útil introducir a los operadores de Fermi en el formalismo.
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Para comenzar, consideremos espines de fermiones en un anillo con L posi-
ciones en la red,

{cj, ck} =
{
c†j, c

†
k

}
= 0,

{
cj, c

†
k

}
= δjk, j, k = 1, ..., L. (5.275)

Es fácil comprobar que las entradas (Xj)
α
β de la matriz

Xj =

(
1− nj cj
c†j nj

)
(5.276)

son operadores de proyección fermiónicos: definimos X β
jα = (Xj)

α
β ; entonces

X β
jαX

δ
jγ = δβγX

δ
jα, (5.277)

consideremos un caso particular para comprobar que se cumple la relación
anterior

X 2
j1X

1
j2 = (Xj)

1
2(Xj)

2
1 = cjc

†
j,

δ2
2X

1
j1 = (Xj)

1
1 = 1− nj = 1− c†jcj = cjc

†
j.

⇒ X 2
j1X

1
j2 = δ2

2X
1
j1

Los operadores X β
jα tienen paridad, inducida por la regla de anticonmutación

(5.275) para los operadores de Fermi. Para j 6= k X β
jα y X δ

kγ anticonmutan,
si ambos están formados por un número impar de operadores de Fermi, y de
otro modo conmutan. Este hecho puede expresarse como sigue. Sea p(1) = 0,
p(2) = 1 y p(X β

jα) = p(α)+p(β). Entonces X β
jα es impar (contiene un número

impar de operadores de Fermi), si p(X β
jα) = 1 y un número par, si p(X β

jα) = 0.

Las reglas de conmutación para los proyectores X β
jα son entonces

X β
jαX

δ
kγ = (−1)(p(α)+p(β))(p(γ)+p(δ))X δ

kγX
β
jα . (5.278)

Ahora (5.277) y (5.278) son de la misma forma que (5.231) y (5.229), respec-
tivamente. Como los cálculos en las secciones previas se basan unicamente
en (5.229) y (5.231), podemos simplemente reemplazar e β

jα → X β
jα en las

ecuaciones (5.244) y (5.256).
Las representaciones fermionicas compatibles con una graduación arbitraria
pueden construirse considerando varias especies de fermiones y productos
graduados de operadores de proyección. Vamos a explicar esto para el caso
de dos especies. Este es el caso más interesante en aplicaciones, ya que po-
demos interpretar las dos especies como electrones con esṕın hacia arriba y
esṕın hacia abajo. Tenemos que agregar un ı́ndice de esṕın a los operadores
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de Fermi, cj → cjσ, σ =↑, ↓,
{
cjσ, c

†
kτ

}
= δjkδστ . En consecuencia, hay dos

especies de operadores de proyección, X β
jα → Xσβ

jα .
Definimos los operadores de proyección para electrones con el producto ten-
sorial

X βδ
jαγ = (−1)(p(α)+p(β))p(γ)X↓βjαX

↑δ
jγ =

(
X↓j ⊗s X

↑
j

)αγ
βδ
. (5.279)

Luego, de (5.277) se tiene

X βδ
jαγX

β′δ′

jα′γ′ = δβα′δ
δ
γ′X

β′δ′

jαγ . (5.280)

X βδ
jαγ hereda la paridad de X↓βjα y X↑δjγ . El número de los operadores de Fermi

contenidos en X βδ
jαγ es la suma del número de los operadores de Fermi en X↓βjα

y X↑δjγ . Entonces p(X βδ
jαγ) = p(X↓βjα ) + p(X↑δjγ ) = p(α) + · · ·+ p(δ) y el análogo

de (5.278) también es válido para X βδ
jαγ. Presentamos de nuevo los operadores

de proyección en forma de matriz (Xj)
αγ
βδ = X βδ

jαγ,

Xj =
(
X↓j ⊗s X

↑
j

)

=


(1− nj↓)(1− nj↑) (1− nj↓)cj↑ cj↓(1− nj↑) cj↓cj↑

(1− nj↓)c†j↑ (1− nj↓)nj↑ −cj↓c†j↑ −cj↓nj↑
c†j↓(1− nj↑) c†j↓cj↑ nj↓(1− nj↑) nj↓cj↑
−c†j↓c

†
j↑ −c†j↓nj↑ nj↓c

†
j↑ nj↓nj↑

 .
(5.281)

Donde usamos el orden estándar de los elementos de matriz del produc-
to tensorial, que corresponde a una renumeración (11) → 1, (12) → 2,
(21) → 3, (22) → 4. Con esta convención X βδ

jαγ es reemplazado por X β
jα ,

con α, β = 1, 2, 3, 4, que satisfacen (5.277) y (5.278) con la graduación
p(1) = p(4) = 0, p(2) = p(3) = 1.
Notemos que los operadores fermiónicos pueden recuperarse como una com-
binación lineal de los operadores de proyección. Por inspección en la ecuación
(5.281) obtenemos

c†j↑ = X 1
j2 +X 3

j4 , cj↑ = X 2
j1 +X 4

j3 , (5.282a)

c†j↓ = X 1
j3 −X 2

j4 , cj↑ = X 3
j1 −X 4

j2 , (5.282b)

La identificación de los operadores de proyección fermiónicos X β
jα con las

matrices e β
jα nos da la representación matricial de los operadores de Fermi:

c†j↑ = e 1
j2 + e 3

j4 = I
⊗(j−1)
4 ⊗ (e1

2 + e3
4)⊗ eγj+1

γj+1
(−1)p(γj+1) ⊗ · · · ⊗ eγLγL(−1)p(γL)

= I
⊗(j−1)
4 ⊗ (I2 ⊗ σ−)⊗ (σz ⊗ σz)⊗(L−j)

= I
⊗(2j−1)
4 ⊗ σ− ⊗ (σz)⊗2(L−j),

(5.283)
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de forma similar tenemos

c†j,↓ = e 1
j3 − e 2

j4 = I
⊗2(j−1)
4 ⊗ σ− ⊗ (σz)⊗(2L−2j+1), (5.284)

cj,↑ = e 2
j1 + e 4

j3 = I
⊗(2j−1)
4 ⊗ σ+ ⊗ (σz)⊗2(L−j), (5.285)

cj↓ = e 3
j1 − e 4

j2 = I
⊗2(j−1)
4 ⊗ σ+ ⊗ (σz)⊗(2L−2j+1), (5.286)

Esta es, por supuesto, una generalización de la transformación de Jordan-
Wigner a los fermiones con grados de libertad en los espines.
Hasta aqúı, hemos considerado el caso de espines fermiónicos en un espacio de
estados de dimensión dos local y graduación m = n = 1 y el caso de electrones
con un espacio de estados de dimensión cuatro y graduación m = n = 2. Hay
cuatro posibilidades diferentes para obtener (5.229) y (5.231) en el caso del
espacio de estados de dimensión tres local, m+ n = 3. Este puede obtenerse
eliminando las filas y columnas α’s de la matriz Xj en la ecuación (5.281),
α = 1, 2, 3, 4. (5.277) y (5.278) siguen siendo válidas, ya que los operadores
X β
jα son proyectores.

Es claro ahora como generalizar las consideraciones anteriores a un número
arbitrario de especies de fermiones. En el caso de N especies podemos definir

X β1...βN
jα1...αN

= (XN
j ⊗s · · · ⊗s X1

j )α1...αN
β1...βN

. (5.287)

Luego

X β1...βN
jα1...αN

X δ1...δN
jγ1...γN

= δβ1
γ1
· · · δβNγNX

δ1...δN
jα1...αN

, (5.288)

X β1...βN
jα1...αN

X δ1...δN
jγ1...γN

= (−1)
∑N
j,k=1(p(αj)+p(βj))(p(γk)+p(δk))X δ1...δN

jγ1...γN
X β1...βN
jα1...αN

(5.289)

que puede demostrarse por inducción sobre el número de especies. Donde la
graduación es m = n = 2N−1. El caso más general se obtiene eliminando filas
y columnas de Xj en (5.287), en analoǵıa con el ejemplo anterior.

Notemos que el operador X β
jα para dos especies de fermiones aparece bajo el

nombre de operadores de proyección de Hubbard en la literatura.

5.5.5. Ejemplos

Algunos ejemplos simples nos harán estar más familiarizados con el for-
malismo desarrollado hasta ahora. El ejemplo más simple no trivial nos lo
ofrece el modelo su(2)-XX con la R-matriz (5.177) y graduación p(1) = 0,
p(2) = 1. Esta elección de graduación es compatible con la R-matriz (ver
(5.243)). Para encontrar el hamiltoniano local correspondiente partimos de
la ecuación (5.256),

Hj−1,j = (−1)p(γ)(p(α)+p(γ))∂λŘ
αβ
γδ (λ, ν0)|λ=λ0e

γ
j−1αe

δ
jβ
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en donde λ0 = 0. Hay que notar primero lo siguiente, en una de las secciones
anteriores encontramos:

Ř11
11(λ) = cosλ = Ř22

22(λ)

Ř12
12(λ) = 1 = Ř21

21(λ)

Ř12
21(λ) = x sinλ Ř21

12(λ) = x−1 sinλ

a partir de lo anterior solo tenemos los siguientes elementos

Hj−1,j = (−1)p(1)(p(1)+p(1))∂λŘ
11
11(λ)|λ=0e

1
j−11e

1
j1

+ (−1)p(2)(p(2)+p(2))∂λŘ
22
22(λ)|λ=0e

2
j−12e

2
j2

+ (−1)p(1)(p(1)+p(1))∂λŘ
12
12(λ)|λ=0e

1
j−11e

2
j2

+ (−1)p(2)(p(2)+p(2))∂λŘ
21
21(λ)|λ=0e

2
j−12e

1
j1

+ (−1)p(2)(p(1)+p(2))∂λŘ
12
21(λ)|λ=0e

2
j−11e

1
j2

+ (−1)p(1)(p(2)+p(1))∂λŘ
21
12(λ)|λ=0e

1
j−12e

2
j1.

Sustituimos los valores de p(α), p(γ) y Řαβ
γδ (λ)

Hj−1,j =(−1)0∂λ(cosλ)|λ=0e
1

j−11e
1
j1 + (−1)2∂λ(cosλ)|λ=0e

2
j−12e

2
j2

+ (−1)0∂λ(1)|λ=0e
1

j−11e
2
j2 + (−1)2∂λ(1)|λ=0e

2
j−12e

1
j1

+ (−1)1∂λ(x sinλ)|λ=0e
2

j−11e
1
j2 + (−1)0∂λ(x

−1 sinλ)|λ=0e
1

j−12e
2
j1

=(− sinλ)|λ=0e
1

j−11e
1
j1 + (− sinλ)|λ=0e

2
j−12e

2
j2

− (x cosλ)|λ=0e
2

j−11e
1
j2 + (x−1 cosλ)|λ=0e

1
j−12e

2
j1,

⇒ Hj−1,j = x−1e 1
j−12e

2
j1 − xe 2

j−11e
1
j2. (5.290)

Podemos reescribir Hj−1,j en términos de los operadores de Fermi si usamos

los operadores de proyección, i.e. reemplazamos e β
jα → X β

jα = (Xj)
α
β .

Hj−1,j =x−1X 1
j−12X

2
j1 − xX 2

j−11X
1
j2

=x−1(Xj−1)2
1(Xj)

1
2 − x(Xj−1)1

2(Xj)
2
1,

ahora utilizamos (5.276), y sumamos sobre j

Hj−1,j =x−1c†j−1cj − xcj−1c
†
j = x−1c†j−1cj − x(−c†jcj−1),

H =
L∑
j=1

Hj−1,j =
L∑
j=1

(x−1c†j−1cj + xc†jcj−1).
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Si consideramos x = −1 y redefinimos la suma podemos reescribir el resultado
anterior como

H = −
L∑
j=1

(c†jcj+1 + c†j+1cj), (5.291)

que es el hamiltoniano del modelo de espines de unión fuerte. Podemos ob-
tener la L-matriz correspondiente usando (5.244).

L α
jβ(λ) = (−1)p(α)+p(γ)Rαγ

βδ (λ)e δ
jγ.

Tenemos que calcular por separado cada elemento, pero primero tenemos que
obtener R, usando R = PŘ, en donde P está dado por

P =


1 0 0 0
0 0 −1 0
0 −1 0 0
0 0 0 −1

 ,

al hacer el producto PŘ obtenemos:

R11
11(λ) = cosλ = −R22

22(λ),

R12
12(λ) = sinλ = R21

21(λ),

R12
21(λ) = −1 = R21

12(λ),

(5.292)

en donde consideramos x = −1 nuevamente y Lj(µ, ν) = Lj(µ− ν) = Lj(λ).
Ahora podemos calcular L α

jβ(λ),

L 1
j1(λ) = (−1)p(1)+p(1)R11

11(λ)e 1
j1 + (−1)p(1)+p(2)R12

12(λ)e 2
j2 = cosλe 1

j1 − sinλe 2
j2,

L 1
j2(λ) = (−1)p(1)+p(2)R12

21(λ)e 1
j2 = −(−1)e 1

j2 = e 1
j2,

L 2
j1(λ) = (−1)p(2)+p(1)R21

12(λ)e 2
j1 = −(−1)e 2

j1 = e 2
j1,

L 2
j2(λ) = (−1)p(2)+p(1)R21

21(λ)e 1
j1 + (−1)p(2)+p(2)R22

22(λ)e 2
j2

= − sinλe 1
j1 + (− cosλ)e2

j2.

si reemplazamos e β
jα → X β

jα , obtenemos

Lj(λ) =

(
cosλX 1

j1 − sinλX 2
j2 X 1

j2

X 1
j2 − sinλX 1

j1 − cosλX 2
j2

)
, (5.293)

que satisface la relación bilineal (5.247) con la R-matriz (5.292).
El siguiente ejemplo esta generado por la R-matriz del modelo su(3)-XX, i.e.
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por la R-matriz (5.176) con d = 3. Primero calculamos su correspondiente Ř
a partir de (5.176)

Ř(λ) =
3∑

α=2

(e1
1 ⊗ eαα + eαα ⊗ e1

1) + [e1
1 ⊗ e1

1 +
3∑

α,β=2

eαα ⊗ e
β
β] cosλ

+
3∑

α=2

(xeα1 ⊗ e1
α + x−1e1

α ⊗ eα1 ) sinλ

= e1
1 ⊗ e2

2 + e1
1 ⊗ e3

3 + e2
2 ⊗ e1

1 + e3
3 ⊗ e1

1

+ [e1
1 ⊗ e1

1 + e2
2 ⊗ e2

2 + e2
2 ⊗ e3

3 + e3
3 ⊗ e2

2 + e3
3 ⊗ e3

3] cosλ

+ (xe2
1 ⊗ e1

2 + xe3
1 ⊗ e1

3 + x−1e1
2 ⊗ e2

1 + x−1e1
3 ⊗ e3

1) sinλ

= e2
2 + e3

3 + e4
4 + e7

7 + [e1
1 + e5

5 + e6
6 + e8

8 + e9
9] cosλ

+ (xe4
2 + xe7

3 + x−1e2
4 + x−1e3

7) sinλ,

haciendo el producto tensorial tenemos

Ř(λ)

=



cosλ
1 x sinλ

1 x sinλ
x−1 sinλ 1

cosλ
cosλ

x−1 sinλ 1
cosλ

cosλ


,

(5.294)

en donde omitimos los elementos de la matriz que son cero. A partir de la
matriz anterior obtenemos los siguientes valores:

Ř11
11(λ) = Ř22

22(λ) = Ř33
33(λ) = Ř23

23(λ) = Ř32
32(λ) = cosλ,

Ř12
12(λ) = Ř21

21(λ) = Ř13
13(λ) = Ř31

31(λ) = 1,

Ř12
21(λ) = Ř13

31(λ) = x sinλ, Ř21
12(λ) = Ř31

13(λ) = x−1 sinλ.

Esta R-matriz es compatible con la graduación p(1) = 0, p(2) = p(3) = 1.
Antes de sustituir los valores en (5.256) notemos lo siguiente:

∂λ(cosλ)|λ=0 = sinλ|λ=0 = 0, ∂λ(sinλ)|λ=0 = cosλ|λ=0 = 1, ∂λ(1)|λ=0 = 0,
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entonces sólo contribuyen los términos con sinλ, i.e.

Hj−1,j =− ∂λŘ12
21(λ)|λ=0e

2
j−11e

1
j2 − ∂λŘ13

31(λ)|λ=0e
3

j−11e
1
j3

+ ∂λŘ
21
12(λ)|λ=0e

1
j−12e

2
j1 + ∂λŘ

31
13(λ)|λ=0e

1
j−13e

3
j1

=− ∂λ(x sinλ)|λ=0e
2

j−11e
1
j2 − ∂λ(x sinλ)|λ=0e

3
j−11e

1
j3

+ ∂λ(x
−1 sinλ)|λ=0e

1
j−12e

2
j1 + ∂λ(x

−1 sinλ)|λ=0e
1

j−13e
3
j1

=− (x cosλ)|λ=0e
2

j−11e
1
j2 − (x cosλ)|λ=0e

3
j−11e

1
j3

+ (x−1 cosλ)|λ=0e
1

j−12e
2
j1 + (x−1 cosλ)|λ=0e

1
j−13e

3
j1,

⇒ Hj−1,j = −x(e 2
j−11e

1
j2 + e 3

j−11e
1
j3) + x−1(e 1

j−12e
2
j1 + e 1

j−13e
3
j1), (5.295)

que es la densidad Hamiltoniana en términos de los operadores de proyección
local e β

jα. Para fermionizar podemos usar el conjunto de operadores fermióni-
cos obtenidos de la matriz Xj en (5.281) al eliminar la cuarta fila y columna.
Los elementos (Xj)

α
β , α, β = 1, 2, 3, de la matriz reducida son

Xj =

 (1− nj↓)(1− nj↑) (1− nj↓)cj↑ cj↓(1− nj↑)
(1− nj↓)c†j↑ (1− nj↓)nj↑ −cj↓c†j↑
c†j↓(1− nj↑) c†j↓cj↑ nj↓(1− nj↑)

 , (5.296)

aśı, obtenemos un conjunto completo de operadores de proyección en el es-
pacio de estados localmente distribuidos por vectores base |0〉, c†j↑|0〉, c

†
j↓|0〉.

La ocupación doble en las posiciones de la red está prohibida en este espacio.
Sea X β

jα = (Xj)
α
β , α, β = 1, 2, 3. El operador

X α
jα = 1− nj↑nj↓, (5.297)

proyecta el espacio local de la red de electrones en el espacio del que se excluye
la ocupación doble. El operador de proyección global correspondiente es

P0 =
L∏
j=1

(1− nj↑nj↓). (5.298)

Remplazando los operadores de proyección local graduados e β
jα por X β

jα y
haciendo x = −1 en (5.295) obtenemos el hamiltoniano local

Hj−1,j =− x(X 2
j−11X

1
j2 +X 3

j−11X
1
j3 ) + x−1(X 1

j−12X
2
j1 +X 1

j−13X
3
j1 )

=− x((Xj−1)1
2(Xj)

2
1 + (Xj−1)1

3(Xj)
3
1) + x−1((Xj−1)2

1(Xj)
1
2 + (Xj−1)3

1(Xj)
1
3)

=− (−1)[(1− nj−1,↓)cj−1,↑(1− nj,↓)c†j,↑ + cj−1,↓(1− nj−1,↑)c
†
j,↓(1− nj,↑)]

+ (−1)[(1− nj−1,↓)c
†
j−1,↑(1− nj,↓)cj,↑ + c†j−1,↓(1− nj−1,↑)cj,↓(1− nj,↑)]

=[cj−1,↑c
†
j,↑(1− nj−1,↓)(1− nj,↓) + cj−1,↓c

†
j,↓(1− nj−1,↑)(1− nj,↑)]

− [c†j−1,↑cj,↑(1− nj−1,↓)(1− nj,↓) + c†j−1,↓cj,↓(1− nj−1,↑)(1− nj,↑)]
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en donde utilizamos [nj,a, c
†
k,b] = δjkδabc

†
k,b y [nj,a, ck,b] = −δjkδabck,b, recor-

dando que no hay suma sobre j, k, a y b, y si ahora usamos
{
cj,a, c

†
k,b

}
= δjkδab

y agrupamos términos comunes obtenemos

Hj−1,j = −
{

(c†j,↑cj−1,↑ + c†j−1,↑cj,↑)(1− nj−1,↓)(1− nj,↓)

+ (c†j,↓cj−1,↓ + c†j−1,↓cj,↓)(1− nj−1,↑)(1− nj,↑)
}
.

(5.299)

Debido a que actúa en el espacio sin ocupación doble, podemos reemplazarlo
por Hj−1,jP0, esto nos lleva a la forma compacta del hamiltoniano

H =
L∑
j=1

Hj−1,jP0 = −P0

L∑
j=1

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a)P0. (5.300)

Identificamos este modelo como el hamiltoniano t − 0. La L-matriz (5.244)
que genera el modelo t−0 como modelo fundamental graduado es de la forma
Lj(λ, µ) = Lj(λ− µ), para obtener Lj(λ− µ) primero tenemos que calcular
Rαγ
βδ (λ) usando R = PŘ, en donde P está dado por

P =



1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 −1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 −1 0 0
0 −1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 −1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 −1 0
0 0 −1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 −1 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 −1


,

al hacer el producto encontramos:

R11
11(λ) = cosλ = −R22

22(λ) = −R23
32(λ) = −R32

23(λ) = −R33
33(λ),

R12
12(λ) = R21

21(λ) = R13
13(λ) = R31

31(λ) = sinλ,

R12
21(λ) = R21

12(λ) = R13
31(λ) = R31

13(λ) = −1,

(5.301)
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Calculamos ahora los elementos de Lj(λ) usando (5.301),

L 1
j1(λ) = (−1)p(1)+p(1)R11

11(λ)e 1
j1 + (−1)p(1)+p(2)R12

12(λ)e 2
j2 + (−1)p(1)+p(3)R13

13(λ)e 3
j3

= cosλe 1
j1 − sinλe 2

j2 − sinλe 3
j3,

L 1
j2(λ) = (−1)p(1)+p(2)R12

21(λ)e 1
j2 = −(−1)e 1

j2 = e 1
j2,

L 1
j3(λ) = (−1)p(1)+p(3)R13

31(λ)e 1
j3 = −(−1)e 1

j3 = e 1
j3,

L 2
j1(λ) = (−1)p(2)+p(1)R21

12(λ)e 2
j1 = −(−1)e 2

j1 = e 2
j1,

L 2
j2(λ) = (−1)p(2)+p(1)R21

21(λ)e 1
j1 + (−1)p(2)+p(2)R22

22(λ)e 2
j2

= − sinλe 1
j1 + (− cosλ)e2

j2,

L 2
j3(λ) = (−1)p(2)+p(3)R23

32(λ)e 2
j3 = − cosλe 2

j3,

L 3
j1(λ) = (−1)p(3)+p(1)R31

13(λ)e 3
j1 = −(−1)e 3

j1 = e 3
j1,

L 3
j2(λ) = (−1)p(3)+p(2)R32

23(λ)e 3
j2 = − cosλe 3

j2,

L 3
j3(λ) = (−1)p(3)+p(1)R31

31(λ)e 1
j1 + (−1)p(3)+p(3)R33

33(λ)e 3
j3 = − sinλe 1

j1 − cosλe3
j3

si ahora reemplazamos e β
jα → X β

jα , obtenemos

Lj(λ) = cosλX 1
j1 − sinλ(X 2

j2 +X 3
j3) X 1

j2 X 1
j3

X 2
j1 − sinλX 1

j1 − cosλX 2
j2 − cosλX 2

j3

X 3
j1 − cosλX 3

j2 − sinλX 1
j1 − cosλX 3

j3

 .

(5.302)

Con esto hemos concluido la construcción de dos modelos que nos van a
servir de base para la construcción del modelo de Hubbard.

5.6. El modelo de Hubbard como modelo fun-

damental graduado

Ahora vamos a mostrar que el modelo de Hubbard se puede interpretar
como un modelo graduado fundamental. Este es un hecho importante, pues
significa que se puede aplicar la teoŕıa general desarrollada en la sección ante-
rior. Además, nos permitirá volver a expresar los operadores locales de Fermi
en términos de los elementos de matriz de monodromı́a. Hay que enfatizar
que la elección de la matriz R apropiada es crucial para nuestras consideracio-
nes. Esta R-matriz apropiada no es la R-matriz original de Shastry (5.204),
sino nuestra versión modificada (5.219).
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5.6.1. Hamiltoniano y L-matriz

A continuación, denotamos a la R-matriz del lado derecho en (5.219)
como Ř(λ, µ). Elegimos la graduación p(1) = p(4) = 0, p(2) = p(3) = 1 que
es compatible con nuestra R-matriz.

Ř(λ, 0) =
1

ρ4
·

ρ1
1 −ρ9

1 −ρ9
ρ3 −ρ6 ρ6 −ρ8

−ρ10 1
ρ4

−ρ6 ρ5 ρ7 −ρ6
1 ρ10

−ρ10 1
ρ6 ρ7 ρ5 ρ6

ρ4
1 ρ10

−ρ8 −ρ6 ρ6 ρ3
ρ9 1

ρ9 1
ρ1


(5.303)

con

ρ1(λ, 0) = cosλeh, (5.304a)

ρ4(λ, 0) = cosλe−h, (5.304b)

ρ3(λ, 0) =
cosλeh

cos2 λ
=

eh

cosλ
, (5.304c)

ρ5(λ, 0) =
cosλe−h

cos2 λ
=

e−h

cosλ
, (5.304d)

ρ6(λ, 0) =
sinh(2h)

2u cos2 λ
=

2u sinλ

2u cosλ
=

sinλ

cosλ
, (5.304e)

ρ7(λ, 0) = ρ4(λ, 0)− ρ5(λ, 0) = cosλe−h − e−h

cosλ
= −sin2 θ

cosλ
e−h, (5.304f)

ρ8(λ, 0) = ρ1(λ, 0)− ρ3(λ, 0) = cosλeh − eh

cosλ
= −sin2 θ

cosλ
eh, (5.304g)

ρ9(λ, 0) = sinλe−h, (5.304h)

ρ10(λ, 0) = sinλeh, (5.304i)

en donde consideramos µ = 0⇒ l(µ = 0) = 0 y u = sinh(2h)
sin(2λ)

= sinh(2h)
2 sinλ cosλ

.

Queremos demostrar que la ecuación (5.256) genera la densidad Hamiltonia-



5.6. EL MODELO DE HUBBARD COMO MODELO FUNDAMENTAL GRADUADO185

na del modelo Hubbard después de la fermionización apropiada. Primero,
derivamos (5.303) con respecto a λ y obtenemos

∂λŘ(λ, 0)|λ=0 = uI16+

u
0 −1

0 −1
u −1 1

−1 0
−u

−1 −u −1
0 1

−1 0
1 −u 1

−u
0 1

−1 1 u
1 0

1 0
u


(5.305)

Donde u es el parámetro que relaciona λ y h, (5.193) y los elementos de
matriz omitidos son cero. A partir del resultado anterior tenemos

∂λŘ
11
11(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

14
14(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

41
41(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

44
44(λ, 0)|λ=0 = 2u

∂λŘ
12
12(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

13
13(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

21
21(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

24
24(λ, 0)|λ=0 = u

∂λŘ
31
31(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

34
34(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

42
42(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

43
43(λ, 0)|λ=0 = u

∂λŘ
22
22(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

23
23(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

32
32(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

33
33(λ, 0)|λ=0 = 0

∂λŘ
21
12(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

12
21(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

31
13(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

13
31(λ, 0)|λ=0 = −1

∂λŘ
23
14(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

14
23(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

41
23(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

23
41(λ, 0)|λ=0 = −1

∂λŘ
32
14(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

14
32(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

42
24(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

24
42(λ, 0)|λ=0 = 1

∂λŘ
41
32(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

43
34(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

32
41(λ, 0)|λ=0 = ∂λŘ

34
43(λ, 0)|λ=0 = 1

(5.306)
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Desarrollamos (5.256) y sustituimos

Hj−1,j = 2u(e 1
j−11e

1
j1 + e 1

j−11e
4
j4 + e 4

j−14e
1
j1 + e 4

j−14e
4
j4)

+ u(e 1
j−11e

2
j2 + e 1

j−11e
3
j3 + e 2

j−12e
1
j1 + e 3

j−13e
1
j1 + e 2

j−12e
4
j4 + e 3

j−13e
4
j4

+ e 4
j−14e

2
j2 + e 4

j−14e
3
j3) + e 2

j−11e
1
j2 + e 3

j−11e
1
j3 − e 1

j−12e
2
j1 − e 1

j−13e
3
j1

+ e 2
j−11e

3
j4 − e 1

j−12e
4
j3 − e 4

j−12e
1
j3 + e 2

j−14e
3
j1 − e 3

j−11e
2
j4 + e 4

j−12e
2
j4

+ e 1
j−13e

4
j2 + e 4

j−13e
1
j2 + e 4

j−13e
3
j4 − e 3

j−14e
2
j1 − e 2

j−14e
4
j2 − e 3

j−14e
4
j3

= (e 2
j−11 + e 4

j−13)(e 1
j2 + e 3

j4)− (e 1
j−12 + e 3

j−14)(e 2
j1 + e 4

j3)

+ (e 3
j−11 − e 4

j−12)(e 1
j3 − e 2

j4)− (e 1
j−13 − e 2

j−14)(e 3
j1 − e 4

j2)

+ u[(e 1
j−11 + e 4

j−14)(e 1
j1 + e 4

j4) + (e 2
j−12 + e 3

j−13)(e 1
j1 + e 4

j4)

+ (e 1
j−11 + e 4

j−14)(e 1
j1 + e 2

j2 + e 3
j3 + e 4

j4)].

si sumamos un cero de la forma (e 2
j−12 + e 3

j−13)(e 2
j2 + e 3

j3)− (e 2
j2 + e 3

j3)(e 2
j−12 +

e 3
j−13) y usando (5.227) podemos reescribir el resultado anterior como:

Hj−1,j = (e 2
j−11 + e 4

j−13)(e 1
j2 + e 3

j4) + (e 2
j1 + e 4

j3)(e 1
j−12 + e 3

j−14)

+ (e 3
j−11 − e 4

j−12)(e 1
j3 − e 2

j4) + (e 3
j1 − e 4

j2)(e 1
j−13 − e 2

j−14)

+ u
[
(e 1
j−11 + e 4

j−14)(e 1
j1 + e 4

j4)− (e 2
j2 + e 3

j3)(e 2
j−12 + e 3

j−13) + 1
]
.

Esta expresión puede ser fermionizada al reemplazar los operadores de pro-
yección graduados locales e β

jα con los operadores de proyección de Hubbard
(5.281). Recordemos que de acuerdo a nuestra convención tenemos que usar
la transpuesta de (5.281). Entonces

Hj−1,j

= ((Xj−1)1
2 + (Xj−1)3

4)((Xj)
2
1 + (Xj)

4
3) + ((Xj)

1
2 + (Xj)

3
4)((Xj−1)2

1 + (Xj−1)4
3)

+ ((Xj−1)1
3 − (Xj−1)2

4)((Xj)
3
1 − (Xj)

4
2) + ((Xj)

1
3 − (Xj)

2
4)((Xj−1)3

1 − (Xj−1)4
2) + u

+ u
[
((Xj−1)1

1 + (Xj−1)4
4)((Xj)

1
1 + (Xj)

4
4)− ((Xj)

2
2 + (Xj)

3
3)((Xj−1)2

2 + (Xj−1)3
3)
]

= cj−1↑c
†
j↑ + cj↑c

†
j−1↑ + cj−1↓(c

†
j↓ − 2c†j↓nj↑) + cj↓(c

†
j−1↓ − 2c†j−1↓nj−1↑)

+ u
[
(1− nj−1↓ − nj−1↑ + 2nj−1↓nj−1↑)(1− nj↓ − nj↑ + 2nj↓nj↑)

− (nj−1↓ + nj−1↑ − 2nj−1↓nj−1↑)(nj↓ + nj↑ − 2nj↓nj↑) + 1
]

= −c†j↑cj−1↑ − c†j−1↑cj↑ − c
†
j↓cj−1↓ − c†j−1↓cj↓

+ u
[1

2
(1− 2nj−1↑)(1− 2nj−1↓) +

1

2
(1− 2nj↑)(1− 2nj↓) + 1

]
.

El resultado anterior se puede reescribir como:

Hj−1,j = −c†j−1,acj,a − c
†
j,acj−1,a

+
u

2
[(1− 2nj−1,↑)(1− 2nj−1,↓) + (1− 2nj,↑)(1− 2nj,↓)] + u,

(5.307)
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que es la densidad Hamiltoniana del modelo de Hubbard con u la constante
de acoplamiento.
Recordando que consideramos al segundo parámetro espectral µ igual a ce-
ro al derivar (5.219) para obtener la densidad Hamiltoniana. La matriz de
monodromı́a homogénea correspondiente está dada por (5.248) con νj = 0,
primero tenemos que calcular R usando R = PŘ, en donde para este caso P
está dado por

P =



1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0
0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0
0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1 0 0 0 0
0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 1



,

al aplicar P sobre (5.303) obtenemos

R(λ, 0) =
1

ρ4
·

ρ1
−ρ10 1

−ρ10 1
−ρ8 −ρ6 ρ6 ρ3

1 −ρ9
ρ4

ρ6 ρ7 ρ5 ρ6
ρ9 1

1 −ρ9
−ρ6 ρ5 ρ7 −ρ6

ρ4
ρ9 1

ρ3 −ρ6 ρ6 −ρ8
1 ρ10

1 ρ10
ρ1


(5.308)
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donde ρj están dadas en (5.304) y los elementos de R son:

R11
11(λ, 0) = R44

44(λ, 0) =
cosλ

ρ4

eh R22
22(λ, 0) = R33

33(λ, 0) =
cosλ

ρ4

e−h

R14
14(λ, 0) = R41

41(λ, 0) =
sin2 λ

cosλρ4

eh R23
23(λ, 0) = R32

32(λ, 0) = − sin2 λ

cosλρ4

e−h

R14
41(λ, 0) = R41

14(λ, 0) =
eh

cosλρ4

eh R23
32(λ, 0) = R32

23(λ, 0) =
e−h

cosλρ4

e−h

−R12
12(λ, 0) = −R13

13(λ, 0) = R42
42(λ, 0) = R43

43(λ, 0) =
sinλ

ρ4

eh

−R21
21(λ, 0) = R24

24(λ, 0) = −R31
31(λ, 0) = R34

34(λ, 0) =
sinλ

ρ4

e−h

R12
21(λ, 0) = R13

31(λ, 0) = R21
12(λ, 0) = R31

13(λ, 0) =
1

ρ4

R24
42(λ, 0) = R34

43(λ, 0) = R42
24(λ, 0) = R43

34(λ, 0) =
1

ρ4

R14
23(λ, 0) = −R14

32(λ, 0) = −R23
14(λ, 0) = −R23

41(λ, 0) = − sinλ

cosλρ4

R32
14(λ, 0) = R32

41(λ, 0) = R41
23(λ, 0) = −R41

32(λ, 0) = − sinλ

cosλρ4

(5.309)

Con ayuda del resultado anterior calculamos cada uno de los elementos de
Lj(λ, 0) y obtenemos

Lj(λ, 0) =
eh

cos2 λ

×


ehfj,↓fj,↑ −fj,↓c†j↑ −fj,↑c†j,↓ −ehc†j,↓c

†
j↑

−fj,↓cj,↑ e−hfj,↓)gj↑ −e−hc†j,↓cj↑ −gj,↑c†j,↓
−fj,↑cj,↓ −e−hc†j,↑cj,↓ e−hgj,↓fj↑ gj,↓c

†
j,↑

−ehcj,↑cj,↓ −gj,↑cj,↓ gj,↓cj↑ ehgj,↓gj,↑

 ,

(5.310)

donde

fj,a = nj,a sinλ− (1− nj,a) cosλ, (5.311a)

gj,a = nj,a cosλ+ (1− nj,a) sinλ, (5.311b)

para a =↑, ↓, los cálculos detallados se encuentran en el Apéndice D.
El álgebra de Yang-Baxter graduada (5.250) con la R-matriz (5.219) y la

matriz de monodromia (5.248) construida a partir de un producto ordenado
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de L veces la L-matriz (5.310) es el punto inicial para la solución del ansatz
algebraico de Bethe del modelo de Hubbard.
En general, podemos mantener separado todo νj que entran en la definición
de la matriz de monodromı́a (5.248).
De hecho la R-matriz (5.219) no tiene la forma de una diferencia (i.e. λ− µ)
y tiene una consecuencia interesante [36]: el segundo parámetro espectral
µ es un parámetro independiente adicional del modelo. Haciendo todos los
νj, j = 1, ..., L en (5.248) igual a µ obtenemos el modelo homogéneo que
depende de µ y que se reduce el modelo de Hubbard para el caso especial
µ = 0. El modelo generalizado genera una familia de hamiltonianos locales,
esto se debe a la regularidad de la R-matriz (5.219) que se extiende a toda
λ = µ. Usando una vez más la ecuación (5.256), esta vez con λ0 = ν0 = µ,
obtenemos el hamiltoniano

H = − 1

cosh(2l)

L∑
j=1

∑
a=↑,↓

(t
(−)
j,−ac

†
j,acj−1,a + t

(+)
j,−ac

†
j−1,acj,a)

+
u

cosh(2l)

L∑
j=1

[
(1− 2nj,↑)(1− 2nj,↓) + cos2(2µ)

]
+
u sin2(2µ)

cosh(2l)

L∑
j=1

[
(c†j,↓cj−1,↓ − c†j−1,↓cj,↓)(c

†
j,↑cj−1,↑ − c†j−1,↑cj,↑)

− (1− nj−1,↓ − nj,↓) + (1− nj−1,↑ − nj,↑)
]
.

(5.312)

En donde usamos la convención− ↑=↓ y− ↓=↑. Las amplitudes de transición
t
(±)
j,a dependen de si las posiciones j − 1 y j están ocupadas o no.

t
(±)
j,−a = a± + (nj−1,a + nj,a)(1− a±) + nj−1,anj,a(a+ + a− − 2) (5.313)

para a =↑, ↓ con
a± = cosh(2l)± sinh(2l) cos(2µ). (5.314)

Tales tipos de amplitudes, dependiendo de la densidad de la part́ıcula, a veces
se denominan amplitudes de salto correlacionadas.
El hamiltoniano (5.312) es hermitiano para µ puramente imaginario, Re[µ] =
0. La interacción adicional en la tercer suma del lado derecho de (5.312)
acopla la corriente local de los electrones con esṕın hacia abajo y esṕın hacia
arriba y la densidad promedio de los electrones con esṕın hacia abajo y esṕın
hacia arriba en posiciones vecinas de la red. Notemos que el hamiltoniano
(5.312) es invariante bajo la inversión de esṕın y, hasta un cambio trivial, se
transforma en H(−u) bajo la transformación de Shiba (5.60).
El modelo definido por (5.312) se obtuvo por primera vez en [36, 50].
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5.6.2. Simetŕıas

Consideremos ahora las simetŕıas del modelo de Hubbard desde el punto
de vista del álgebra fundamental. Sabemos que la R-matriz Ř(λ, µ) no es la
que determina la simetŕıa del modelo fundamental graduado, sino la R-matriz
graduada R̃(λ, µ) con los elementos

R̃αγ
βδ (λ, µ) = (−1)p(α)p(γ)Rαγ

βδ (λ, µ). (5.315)

Para discutir dos simetŕıas su(2) del modelo de Hubbard necesitamos la
forma expĺıcita de R̃(λ, µ). Entonces, primero tenemos que multiplicar el
lado derecho de la ecuación (5.219) por la matriz de permutación P = eβα ⊗
eδγ ⊗ eαβ ⊗ e

γ
δ , α, β, γ, δ = 1, 2 y después tenemos que invertir el signo en la

sexta, séptima, décima y onceava fila. El resultado es la matriz

R̃(λ, µ) =
1

ρ4
·

ρ1

−ρ10 1
−ρ10 1

−ρ8 −ρ6 ρ6 ρ3

1 −ρ9

−ρ4

−ρ6 −ρ7 −ρ5 −ρ6

ρ9 1
1 −ρ9

ρ6 −ρ5 −ρ7 ρ6

−ρ4

ρ9 1
ρ3 −ρ6 ρ6 −ρ8

1 ρ10

1 ρ10

ρ1


(5.316)

Notemos que R̃(λ, µ) es simétrica y por construcción satisface la ecuación
de Yang-Baxter graduada [48],

(−1)p(β
′)(p(γ)+p(γ′))R̃αβ

α′β′(λ, µ)R̃α′γ
α′′γ′(λ, ν)R̃β′γ′

β′′γ′′(µ, ν)

= (−1)p(β
′)(p(γ′)+p(γ′′))R̃βγ

β′γ′(µ, ν)R̃αγ′

α′γ′′(λ, ν)R̃α′β′

α′′β′′(λ, µ)
(5.317)

Las dos simetŕıas su(2) del modelo de Hubbard están relacionadas con las
dos subálgebras su(2) de gl(2|2). Introducimos la notación

Σ+
s = e3

2 = σ+ ⊗ σ−, Σ−s = e2
3 = σ− ⊗ σ+, (5.318)

Σz
s = e2

2 − e3
3 =

1

2
(σz ⊗ I2 − I2 ⊗ σz), (5.319)
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y

Σ+
η = e4

1 = σ+ ⊗ σ+, Σ−η = e1
4 = σ− ⊗ σ−, (5.320)

Σz
η = e1

1 − e4
4 =

1

2
(σz ⊗ I2 + I2 ⊗ σz), (5.321)

para los generadores. Las etiquetas ′s′ y ′η′ se refieren a espines y η-espines,
respectivamente. Haciendo Σx

j = Σ+
j + Σ−j y Σy

j = −i(Σ+
j −Σ−j ) para j = s, η

encontramos las relaciones de conmutación de su(2)

[Σα
j ,Σ

β
j ] = 2iεαβγΣγ

j , (5.322)

para j = s, η, α = x, y, z.
Resulta que la simetŕıa de esṕın y η-esṕın no se pueden tratar en la misma
base. La invarianza del modelo de Hubbard bajo rotaciones en el espacio de
espines es una simetŕıa en el sentido de la sección (5.5.3) i.e. es consecuencia
de la invariancia del álgebra de Lie en la matriz R̃(λ, µ). La invariancia (para
un número par de posiciones en la red) del hamiltoniano y las cantidades
conservadas superiores bajo rotaciones del η-esṕın, por otro lado, se siguen
de un razonamiento diferente.
Primero consideremos el esṕın. Pedimos que

[R̃(λ, µ),Σα
s ⊗ I4 + I4 ⊗ Σα

s ] = 0, (5.323)

para α = x, y, z. Esta condición es fácil de comprobar. Uno puede, por ejem-
plo, comprobar primero Σ+

s mediante la multiplicación expĺıcita de la ma-
triz de 16 × 16. La ecuación correspondiente para Σ−s se sigue de tomar la
transpuesta de la ecuación invariante para Σ+

s y considerar que R̃(λ, µ) es
simétrica. Finalmente, la ecuación para Σz

s se obtiene usando [Σ+
s ,Σ

−
s ] = Σz

s

y la identidad de Jacobi.
Tenemos, entonces que establecer la invariancia de R̃(λ, µ) en el sentido de
la ecuación (5.270), con respecto a la representación de su(2) generada por
Σα
s y podemos seguir el razonamiento de la sección (5.5.3). Los operadores

globales del espacio cuántico correspondientes a las matrices Σα
s son dos ope-

radores de esṕın temporales (5.67). Esto se sigue del análogo graduado de
(5.268) después de la fermionización. Entonces (5.273) nos dice que

[T (λ),
1

2
Σα
s + Sα] = 0, (5.324)

para α = x, y, z. Notemos que Σα
s actúa en el espacio auxiliar, pero Sα actúa

en el espacio cuántico. La ecuación (5.324) codifica las relaciones de conmu-
tación de los elementos de la matriz de monodromı́a con los operadores de
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esṕın Sα. Es válido tanto en el caso homogéneo como en el caso inhomogeneo.
De acuerdo a nuestra fórmula general (5.274) se sigue que

[str(T (λ)), Sα] = 0, (5.325)

para α = x, y, z. Como consecuencia, en el caso homogéneo el hamiltoniano
y todos los operadores mutuamente conmutativos generados por τ(λ) =
ln(Û−1str(T (λ))) preservan el esṕın.
Las matrices Σ±s no generan ecuaciones de invarianza como (5.323), pero śı
las siguientes relaciones{

R̃(λ, µ),Σ±s ⊗ I4 + I4 ⊗ Σ±s

}
= 0 (5.326)

Estas relaciones son muy fáciles de comprobar. Una de ellas se comprueba
mediante cálculos expĺıcitos, y la otra se sigue de tomar la transpuesta y usar
la simetŕıa de R̃(λ, µ).
La primera implicación de (5.326) es la ecuación invariante

[R̃(λ, µ),Σz
η ⊗ I4 + I4 ⊗ Σz

η] = 0. (5.327)

La demostración depende de la identidad [A, [B,C]] = {{A,B} , C}
− {{A,C} , B}, que se satisface para matrices arbitrarias y del hecho de
que [Σ+

η ,Σ
−
η ] = Σz

η. El operador de espacio cuántico correspondiente a Σz
η es∑L

j=1(X 1
j1−X 4

j4 = L−N̂ = −2ηz). Usando la ecuación (5.273) obtenemos las
relaciones de conmutación entre los elementos de la matriz de monodromı́a
y el operador de número de part́ıculas

[T (λ),Σz
η − N̂ ] = 0. (5.328)

Tomando la super traza en la última ecuación llegamos a

[str(T (λ)), N̂ ] = 0, (5.329)

y, por lo tanto, hemos demostrado la invariancia de todas las cantidades
conservadas superiores del modelo de Hubbard bajo las transformaciones de
norma globales.
Por el momento, trabajamos con las consecuencias de la ecuación (5.326).
Escribamos x para cualquier Σ+

η o Σ−η . Luego, separando en componentes,
(5.326) se lee

R̃αγ
β′δ(λ, µ)xβ

′

β + xαα′R̃
α′γ
βδ (λ, µ) = R̃αγ

βδ′(λ, µ)xδ
′

δ + xγγ′R̃
αγ′

βδ (λ, µ). (5.330)

Se sigue que

L α
jβ′(λ, µ)xβ

′

β + xαα′L α′

jβ (λ, µ) = L α
jβ(λ, µ)xj + xjL α

jβ(λ, µ), (5.331)
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y para un número par de posiciones en la red

T αβ′ (λ)xβ
′

β + xαα′T α
′

β (λ) = −T αβ (λ)
L∑
j=1

(−1)jxj −
L∑
j=1

(−1)jxjT αβ (λ). (5.332)

La demostración es bastante simple. Primero usamos (5.331) para demostrar
(5.332) para dos posiciones y después procedemos por inducción.
Para Σ+

η y Σ−η obtenemos los operadores locales en el espacio cuántico xj =

cj,↓cj,↑ y xj = c†j,↑c
†
j,↓, respectivamente y (5.332) se convierte en

[T (λ),Σ±η ] =
{
T (λ), η∓

}
. (5.333)

Esta ecuación comprime todas las relaciones de conmutación entre los ele-
mentos de la matriz de monodromı́a y η±. Tomando la supertraza llegamos
a {

str(T (λ)), η∓
}

= 0. (5.334)

Por lo tanto, a diferencia de los generadores de su(2), Sα, ηz, el operador η±

anticonmutan con la matriz de transferencia. Considerando λ = 0 en el caso
homogéneo recuperamos nuestro resultado anterior (ver (5.29))

{
Û , η∓

}
= 0.

Se sigue que la función generadora de las cantidades conservadas locales, τ(λ)
conmuta con η±,

[τ(λ), η±] = 0 (5.335)

Entonces, todo el conjunto de operadores mutuamente conmutativos genera-
dos por τ(λ) es invariante bajo rotaciones del η-esṕın.
Pasemos ahora a la discusión de las simetŕıas discretas de la matriz de mo-
nodromı́a. La aplicación del operador de giro de esṕın (5.58) en la matriz L
(5.310) da lugar a

J (s)L(λ, 0)J (s) = ML(λ, 0)M, (5.336)

donde

M =


1 0 0 0
0 0 1 0
0 1 0 0
0 0 0 −1

 . (5.337)

Como (J (s))2 = id y M2 = I4, concluimos que la matriz de monodromı́a del
modelo homogéneo satisface

J (s)T (λ)J (s) = MT (λ)M. (5.338)

La ecuación anterior describe el comportamiento de los elementos de la matriz
de monodromı́a bajo giros de esṕın. En particular, tenemos

[t(λ), J (s)] = 0, (5.339)
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recordando que t(λ) = str(τ(λ)). Por lo tanto, no solo el hamiltoniano sino
todos lo operadores conservados superiores generados por τ(λ) son invariantes
bajo inversión de esṕın.
Es un poco más dif́ıcil entender el comportamiento de la L-matriz (5.310)

bajo la transformación de Shiba generada por J
(sh)
a (5.59). Consideremos un

número par L de posiciones en la red desde el principio. Comencemos con
a =↓. Entonces las funciones fj,↓, gj,↓ definidas en (5.311) transforman como

J
(sh)
↓ fj,↓(J

(sh)
↓ )† = (1− 2nj,↓)gj,↓, (5.340)

J
(sh)
↓ gj,↓(J

(sh)
↓ )† = −(1− 2nj,↓)fj,↓. (5.341)

La L-matriz (5.310) se convierte en

J
(sh)
↓ Lj(λ, 0|u)(J

(sh)
↓ )†

= e2h(1− 2nj,↓)((σ
z)j ⊗ I2)(σy ⊗ σz)Lj(λ, 0| − u)(σy ⊗ σz)((σz)j−1 ⊗ I2).

(5.342)

Indicamos expĺıcitamente la dependencia de la L-matriz con respecto a la
constante de acoplamiento u. Tomando en cuenta que 1 − 2nj,↓ = eiπnj,↓(1)
y que L es par, obtenemos la regla de transformación para la matriz de
monodromı́a en la forma

J
(sh)
↓ T (λ|u)(J

(sh)
↓ )† = e2hL+iπN̂↓(σy ⊗ σz)T (λ| − u)(σy ⊗ σz). (5.344)

A partir de aqúı, se puede determinar cómo la función generadora τ(λ)
se comporta bajo la transformación de Shiba. Observando que str

{
(σy ⊗

σz)T (λ|u)(σy ⊗ σz)
}

= −str {T (λ|u)} encontramos

J
(sh)
↓ t(λ|u)(J

(sh)
↓ )† = −e2hL+iπN̂↓t(λ| − u), (5.345)

J
(sh)
↓ Û−1(J

(sh)
↓ )† = −Û−1e−iπN̂↓ . (5.346)

1

eiπnj,↓ = 1 + iπnj,↓ +
1

2!
(iπnj,↓)

2 +
1

3!
(iπnj,↓)

3 +
1

4!
(iπnj,↓)

4 + ...

= 1 + iπnj,↓ +
1

2!
(iπ)2nj,↓ +

1

3!
(iπ)3nj,↓ +

1

4!
(iπ)4nj,↓ + ...+ nj,↓ − nj,↓

= 1 + [1 + iπ +
1

2!
(iπ)2 +

1

3!
(iπ)3 +

1

4!
(iπ)4 + ...]nj,↓ − nj,↓

= 1 + eiπnj,↓ − nj,↓
= 1− 2nj,↓

(5.343)
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Se sigue que

J
(sh)
↓ τ(λ|u)(J

(sh)
↓ )† = τ(λ| − u) + 2h(λ|u)L. (5.347)

Entonces τ(λ|u) es invariante bajo la transformación de Shiva hasta un cam-
bio de signo en la constante de acoplamiento y un cambio general trivial.

Observación. Se puede evitar el término 2h(λ|u)L modificando la nor-
malización de la L-matriz(5.310). Si reemplazamos el factor eh/ cos2 λ en la
ecuación (5.310) por 1, entonces el término τ(λ|u) desaparece de las ecuacio-
nes (5.344) y (5.347). Otra posibilidad es tomar (5.347) más simétrica si re-
definimos la función generadora τ(λ|u). Haciendo τ̃(λ|u) = τ(λ|u)−h(λ|u)L
obtenemos

J
(sh)
↓ τ̃(λ|u)(J

(sh)
↓ )† = τ̃(λ| − u). (5.348)

A partir de nuestra discusión anterior debeŕıa quedar claro que la transforma-
ción de Shiba relaciona el modelo de Hubbard con u positivo con el modelo de
Hubbard de u negativo. En lugar de trabajar con la transformación de Shiba
para electrones con esṕın hacia abajo podemos equivalentemente trabajar
con la transformación de Shiba para los electrones con esṕın hacia arriba.
Los operadores correspondientes J

(sh)
↓ y J

(sh)
↑ se relacionan por una transfor-

mación de inversión de esṕın. Entonces, podemos aplicar la transformación
(5.338) en la ecuación (5.344) para obtener la regla de transformación para
la matriz de monodromı́a bajo la transformación de Shiba que afecta a los
espines hacia arriba. Multiplicando la ecuación (5.344) por J (s)M del lado
izquierdo y el lado derecho y usando (5.338) y M(σy ⊗ σz)M = I2 ⊗ σy,
tenemos

J
(sh)
↑ T (λ|u)(J

(sh)
↑ )† = e2hL+iπN̂↑(I2 ⊗ σy)T (λ| − u)(I2 ⊗ σy). (5.349)

Debido a (5.339), la ecuación (5.347) es invariante bajo la inversión de esṕın.
La acción simultánea de la transformación de Shiba para espines hacia arriba
y hacia abajo en la matriz de monodromı́a se obtienen al combinar (5.344)
y (5.349),

J
(sh)
↓ J

(sh)
↑ T (λ|u)(J

(sh)
↓ J

(sh)
↑ )† = eiπN̂(σy ⊗ σz)T (λ|u)(σy ⊗ σz). (5.350)

Como consecuencia obtenemos la siguiente ecuación invariante para la fun-
ción generadora τ(λ),

J
(sh)
↓ J

(sh)
↑ τ(λ|u)(J

(sh)
↓ J

(sh)
↑ )† = τ(λ|u). (5.351)
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5.6.3. Solución del problema inverso cuántico

El método de dispersión inverso cuántico se basa en una transformación
de un conjunto de ”operadores de campo”locales

{
e β
jα

}
a un conjunto de

operadores no locales, elementos de la matriz de monodromı́a. Es natural
preguntar: ¿Cuál es la transformación inversa? Esta pregunta tiene una res-
puesta notablemente simple [45, 52, 53]. Aqúı presentaremos el resultado de
[45], donde la transformación inversa se construyó para modelos graduados
fundamentales.
Supongamos que tenemos una solución de la ecuación de Yang-Baxter (5.124)
que es regular y unitaria. Sea p la graduación compatible con la R-matriz en
el sentido de la ecuación (5.243) y sea T (λ) la correspondiente matriz de
monodromı́a inhomogénea (5.248). Entonces la fórmula de inversión corres-
pondiente es

e β
nα = (−1)p(α)p(β)

n−1∏
j=1

str(T (νj)) · T βα (νn) ·
L∏

j=n+1

str(T (νj)). (5.352)

Notemos que debido a (5.251), no se necesita un orden para el producto del
lado derecho de (5.253).
En el caso homogéneo la fórmula de inversión toma una forma particular-
mente simple. Sin pérdida de generalidad, podemos suponer que el punto
de salto donde los elementos de la L-matriz son proporcionales a e β

jα (ver

(5.252)) es en λ0 = ν0 = 0. Entonces str(T (0)) = Û , donde Û es el operador
de desplazamineto (5.253) y la ecuación (5.352) se convierte en

e β
nα = (−1)p(α)p(β)Ûn−1T βα (0)ÛL−n. (5.353)

Notemos que ÛL = id, entonces, la ecuación anterior es equivalente a

e β
1α = (−1)p(α)p(β)T βα (0)Û−1, (5.354)

por una transformación similar a Û1−n.
La demostración de (5.354) es más simple que la demostración de la fórmula
inversa (5.352) para el modelo inhomogéneo. Solo evaluamos los elementos
de la matriz de monodromı́a en el punto de desplazamiento, digamos λ0 =
ν0 = 0, donde (5.252) es válido. Entonces

T βα (0) = (−1)p(α)p(βL−1)+p(βL−1)p(βL−2)+···+p(β1)p(β)eαLβL−1
· · · e β2

2β1
e β1

1β

= (−1)p(α)p(β)+p(β1)+···+p(βL−1)eβ1

1βe
β2

2β1
· · · e α

LβL−1

= (−1)p(α)p(β)e α
1βP12...PL−1L

= (−1)p(α)p(β)e α
1βÛ ,

(5.355)
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y la demostración de (5.354) esta completa.
Ahora ilustraremos la ecuación (5.353) con el ejemplo del modelo de Hubbard.
Es más natural dividir la matriz de monodromı́a de 4 × 4 del modelo de
Hubbard en cuatro bloques de 2× 2,

T (λ) =


D1

1(λ) C1
1(λ) C1

2(λ) D1
2(λ)

B1
1(λ) A1

1(λ) A1
2(λ) B1

2(λ)
B2

1(λ) A2
1(λ) A2

2(λ) B2
2(λ)

D2
1(λ) C2

1(λ) C2
2(λ) D2

2(λ)

 (5.356)

Esta estructura de bloques refleja la simetŕıa discreta y la simetŕıa de SO(4),
que está conectada a los bloques A(λ) y D(λ) de la matriz de monodromı́a.
Usando el mismo esquema de fermionización que en la secciones previas ob-
tenemos

c†n,↑ = Ûn−1(C1
1(0) +B2

2(0))ÛL−n, (5.357a)

cn,↑ = Ûn−1(B1
1(0) + C2

2(0))ÛL−n, (5.357b)

c†n,↓ = Ûn−1(C1
2(0)−B1

2(0))ÛL−n, (5.357c)

cn,↓ = Ûn−1(B2
1(0)− C2

1(0))ÛL−n. (5.357d)

Los operadores del lado derecho son elementos de la matriz de monodromı́a
(5.356) evaluados en λ = 0. Hay fórmulas similares para los operadores de
esṕın locales. En el caso inhomogeneo el término Ûn−1 y ÛL−n son reemplaza-
dos por el producto de la super traza de T (λ) evaluada en la inhomogeneidad.

5.7. Ansatz algebraico de Bethe para el mo-

delo de Hubbard

Para poder aplicar el ansatz algebraico de Bethe son necesarias las re-
laciones de conmutación entre los elementos de la matriz de monodromı́a,
obtenidas en el álgebra de Yang-Baxter, para diagonalizar la matriz de trans-
ferencia. Además, es necesario que la matriz de monodromı́a actúe triangu-
larmente en un estado de pseudo vaćıo apropiado, de modo que el pseudo
vaćıo sea un estado propio de los operadores de la diagonal, este requisito
lo cumple el modelo de Hubbard. Sin embargo, no existe una receta general
para el ansatz algebraico de Bethe. Dependiendo de la estructura de la R-
matriz, el ansatz algebraico de Bethe, puede ser una tarea dif́ıcil.
Para el caso del modelo de Hubbard, la construcción del ansatz algebraico de
Bethe se mantuvo como un problema importante durante bastante tiempo.
Comentemos los motivos: (i) El álgebra de Yang-Baxter para una R-matriz
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de 16 × 16 tiene 256 relaciones de conmutación y no es una herramienta
conveniente para los cálculos, siempre que no se identifique una subestruc-
tura de las relaciones de conmutación. (ii) Además, la parametrización de
las cargas de Boltzmann de la R-matriz (5.219) en términos de λ y µ es
inconveniente, debido a la restricción (5.193), y no cae en el esquema habi-
tual de clasificación de R-matrices racionales, trigonométricas o eĺıpticas. La
R-matriz no tiene forma de diferencia (λ − µ). Sabemos, sin embargo, por
la solución del ansatz de Bethe que el ”problema de esṕın” del modelo de
Hubbard está ı́ntimamente relacionado con la R-matriz racional de la cadena
de esṕın XXX (o el modelo de 6 vértices con cargas de Boltzmann raciona-
les). Por lo tanto, debe haber una ”estructura oculta de 6 vértices”dentro del
álgebra Yang-Baxter generada por la R-matriz (5.219). (iii) El hecho de que
las ecuaciones de Lieb-Wu puedan ser generadas formalmente por el álgebra
de Yang-Baxter conectada con la R-matriz invariante de 3×3 de gl(1|2) (ver
[43, 54]) deja la posibilidad de que hay un ansatz algebraico de Bethe que no
se basa en la R-matriz de Shastry y está aún por descubrirse. (iv) La matriz
de monodromı́a contiene demasiados operadores de creación lo que dificulta
identificar los operadores relevantes para el ansatz algebraico de Bethe.
Las dificultades relacionadas con la estructura del álgebra de Yang-Baxter
para el modelo de Hubbard fueron superadas por Martins y Ramos, quienes
construyeron un ansatz algebraico de Bethe en [55, 56] (ver también [57]).
Los puntos clave en su análisis fueron el descubrimiento de una estructura
de 6 vértices escondida dentro del álgebra Yang-Baxter y una construcción
recursiva de los vectores propios, que se inspiró en la obra de Tarasov [58]
del ansatz algebraico de Bethe para el modelo de Izergin-Korepi. Martin y
Ramos llegaron a la estructura oculta de 6 vértices a través del análisis de
un modelo de vértice racional generado por el enlace de dos representacio-
nes cuadráticas de Y (gl(1|2)) [59]. Este enlace es un matriz de 16 × 16 con
36 cargas de Boltzmann que no se anulan en la misma posición que nuestra
R-matriz (5.219).
En la siguiente sección se introducirá una simetŕıa adicional del modelo de
Hubbard, esta no está directamente relacionada con la estructura de 6 vérti-
ces del álgebra de Yang-Baxter pero extiende las simetŕıas su(2) encontradas
anteriormente.
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5.8. La simetŕıa Yangiana del modelo de Hub-

bard

En esta sección estudiaremos otra pieza de la estructura algebraica del
modelo de Hubbard. Como observó por primera vez Uglov y Korepin [60],
el hamiltoniano de Hubbard de una ĺınea infinita es invariante bajo la ac-
ción de la suma directa de dos grupos cuánticos llamados Yangianos. En [61]
se muestra el problema en un contexto más general. Introducimos dos re-
presentaciones de pares de fermiones del grupo cuántico Yangiano Y (su(2))
que conmutan con la versión trigonométrica [4] e hiperbólica [5, 6] del ha-
miltoniano de Hubbard con salto al vecino más próximo. En ambos casos
las representaciones son mutuamente conmutativas, entonces podemos com-
binarlas en una representación Y (su(2)) ⊗ Y (su(2)). Los generadores de la
simetŕıa Yangiana del modelo de Hubbard (con salto a los vecinos próxi-
mos) y una serie de otros modelos interesantes como las cadenas de esṕın de
Haldane-Shastry [71, 72] se obtienen como casos especiales de nuestro resul-
tado general. Los grupos cuánticos son álgebras de Hopf, como las estudiadas
en la sección (3.13) con la caracteŕıstica de que su coproducto ∆(A) no es
simétrico.

5.8.1. Introducción

Los grupos cuánticos fueron introducidos por Drinfeld [7, 62]. Su intención
original era poner lo que llamamos álgebra de Yang-Baxter en el contexto
matemáticamente más convencional de las álgebras de Hopf. Los Yangianos
son un grupo cuántico especial. Su representación teórica [63, 64] está ı́nti-
mamente relacionado con la clasificación de sistemas cuánticos integrables
con R-matriz racionales.
Más tarde [65] se hizo evidente que los Yangianos también juega un papel im-
portante como una simetŕıa oculta adicional del sistema integrable y además
[66], los Yangianos son parte del álgebra de la simetŕıa de sistemas integra-
bles muy estudiados como el modelo de Heisenberg de vecinos próximos. Esta
simetŕıa se ha estudiado por mucho tiempo, para modelos con interacciones
entre vecinos próximos, los cuales son incompatibles con las condiciones de
frontera periódicas y por esa razón no combina con el ansatz de Bethe.
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5.8.2. Hamiltoniano de salto de rango variable

Consideramos una variante del modelo de Hubbard con amplitud de salto
más general:

H =
∑
j,k

tjkc
†
j,ack,a + u

∑
j

(1− 2nj↑)(1− 2nj↓), (5.358)

donde tjk = tj−k es una función de la diferencia entre los ı́ndices de posición
y

tn =

{
−i sinh(κ) sinh−1(κn) para n 6= 0

0 para n = 0
(5.359)

El hamiltoniano (5.358) es hermitiano si y sólo si la matriz de salto es tjk =
t̄kj. Haciendo κ = a + ib en la definición (5.359), vemos que el requisito de
hermiticidad del hamiltoniano es equivalente a a = 0 o b = mπ, m ∈ Z.
Más aún, para el caso b = mπ es fácil reconocer la equivalencia de norma
con el caso b = 0. Por lo tanto, nos limitamos a valores puramente reales o
puramente imaginarios de κ. De forma más precisa, nuestras opciones de κ
son κ = iπ/N para una red finita con N posiciones (caso trigonométrico)
y κ > 0 para una red infinita (caso hiperbólico). La escala de enerǵıa ha
sido elegida de tal forma que la amplitud de salto entre posiciones vecinas
tiene valor absoluto 1. La suma en los ı́ndices va desde 0 a N − 1 en el
caso trigonométrico y sobre todos los enteros en el caso hiperbólico. El ĺımite
termodinámico del modelo trigonométrico y el ĺımite κ → 0 del modelo
hiperbólico coinciden. En ambos casos tjk se convierte en −i/(j − k). El
modelo es llamado modelo de Hubbard 1/r o modelo quiral de Hubbard. En
el ĺımite κ→∞, el modelo hiperbólico se convierte bajo una transformación
local de norma en un modelo de Hubbard de vecinos cercanos.
Es interesante notar que las amplitudes de salto trigonométrica e hiperbólica
pueden ser interpretadas como una q-deformación de salto 1/r. La noción de
la q-deformación está definida por rq = (qr−q−r)/(q−q−1). Haciendo q igual
a eκ la amplitud de salto se convierte en tjk = −i/(j − k)q. Para entender el
significado de la f́ısica de las clases de amplitudes de salto anteriores tenemos
que considerar la relación de dispersión del modelo libre u = 0 [5, 77, 4, 61].
Para el caso trigonométrico tenemos

ε(p) =
N−1∑
n=1

tne
ipn =

N

π
sin(

π

N
)(π − p), (5.360)

donde p = 2π(m + 1/2)/N , m = 0, ..., N − 1. Esto nos da ε(p) = π − p
en el ĺımite termodinámico. La relación de dispersión (5.360) es lineal en
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la primera zona de Brillouin, el modelo es quiral. Contiene sólo part́ıculas
moviéndose a la izquierda.En el caso hiperbólico la relación de dispersión es

ε(p) =
∞∑
n=1

tne
ipn = 2 sinh(κ)

∞∑
n=1

sin(pn)

sinh(κn)
. (5.361)

La última expresión se reconoce fácilmente como, hasta una redefinición de
escalas, la derivada logaŕıtmica de la función theta de Jacobi ϑ4 [67].
La transformación local de norma cj,a → eiϕjcj,a, ϕj real, no altera las re-
laciones de anticonmutación entre los operadores de Fermi. La densidad de
electrones nj = nj,↑ + nj,↓ es invariante bajo esta transformación, de ah́ı
que la parte de interacción del hamiltoniano (5.358) también sea invariante.
Esto significa que siempre podemos usar la transformación local de norma
para modificar el término de salto a nuestra conveniencia. El modelo mo-
dificado será completamente equivalente al modelo original. Consideremos
el ejemplo ϕj = jπ. Esta transformación introduce un factor (−1)j−k en la
expresión para las amplitudes de salto y cambia las relaciones de dispersión
por medio peŕıodo. Usando esta transformación, nuestra convencion cumplen
con la convención de Gebhard y Ruckenstein [4]. Para recuperar el modelo
de Hubbard de vecinos cercanos en la forma familiar (5.30), no es suficiente
considerar κ→∞. Sino que además tenemos que aplicar una transformación
de norma con ϕj = jπ/2. Esta transformación elimina el factor i de enfrente
de la amplitud de salto, cambia la amplitud de salto a una función par y
modifica la relación de dispersión por un cuarto de peŕıodo. Por lo tanto, la
parte inferior cuadrática de la banda sinusoidal se desplaza a p = 0.
Para nuestro hamiltoniano (5.358) el papel de la transformación de Shiba
(5.58) es tomado por

cj,↓ → c†j,↓. (5.362)

Esta transformación deja a todo hamiltoniano de la forma (5.358) con matriz
de salto antisimétrica invariante. Sin embargo, el operador de esṕın total se
mapea a un nuevo operador independiente. Por lo tanto, la aparición de dos
simetŕıas su(2) es genérica para los modelos de Hubbard con amplitudes de
salto antisimétricas. El modelo de Hubbard de vecinos cercanos ordinario
tiene dos simetŕıas su(2), ya que es equivalente al modelo con amplitudes de
salto antisimétricas obtenidas con el ĺımite κ→∞ de la versión hiperbólica
de nuestro hamiltoniano (5.358).

5.8.3. Construcción de los generadores Yangianos

Ahora presentaremos una construcción de los generadores de la simetŕıa
de Yangiana del hamiltoniano (5.358). Los generadores se escriben como su-
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mas que involucran los operadores de corriente local S0
jk, S

α
jk, que introduci-

mos en las primeras secciones del caṕıtulo (ver (5.72)).
El álgebra de los operadores de corriente es bastante rica. Primero tenemos
los conmutadores calculados anteriormente

[S0
jk, S

0
lm] = δklS

0
jm − δmjS0

lk, (5.363a)

[S0
jk, S

α
lm] = δklS

α
jm − δmjSαlk, (5.363b)

[Sαjk, S
β
lm] = δαβ(δklS

0
jm − δmjS0

lk) + iεαβγ(δklS
γ
jm − δmjS

γ
lk). (5.363c)

Sin embargo, hay más relaciones de anticonmutadores que son fáciles de
derivar de forma similar a las relaciones anteriores

SαjkS
α
lm + S0

jkS
0
lm + 2S0

jmS
0
lk = 4δklS

0
jm + 2δlmS

0
jk, (5.364a)

S0
jkS

α
lm + S0

lmS
α
jk + S0

lkS
α
jm + S0

jmS
α
lk = δjkS

α
lm + δlmS

α
jk + δlkS

α
jm + δjmS

α
lk,

(5.364b)

SαjkS
β
lm + SβjkS

α
lm + SαjmS

β
lk + SβjmS

α
lk = δαβ(S0

jm(2δlk − S0
lk) + SγjmS

γ
lk),

(5.364c)

− iεαβγSβjkS
γ
lm + S0

jmS
α
lk + S0

lkS
α
jm = 2δklS

α
jm + δjkS

α
lm − δlmSαjk. (5.364d)

Las ecuaciones (5.363) y (5.364) generan una gran lista de relaciones sucesivas
menos generales si consideramos sistemáticamente todas las combinaciones
posibles de ı́ndices de posición. Al generar esta lista, puede resultar conve-
niente introducir S0

j como notación abreviada para el operador del número
de part́ıculas.
Reescribimos el hamiltoniano (5.358) en términos de los operadores S0

jk como

H =
∑
j,k

tjkS
0
jk + 2u

∑
j

((S0
j − 1)2 − 1/2). (5.365)

Como el número de part́ıculas N̂ =
∑

j S
0
j se conserva, solo el término (S0

j )
2

es relevante en la parte de la interacción del hamiltoniano. El otro término
puede ser removido mediante un cambio en el potencial qúımico.
Olvidemos temporalmente la definición (5.359) y consideremos el hamilto-
niano (5.365) con una matriz de salto antisimétrica no especificada tjk =
−tkj. Para α = x, y, z definimos los operadores

Jα =
1

2

∑
j,k

[(fjk + hjk(S
0
j + S0

k − 2))Sαjk + 4gjkε
αβγSβj S

γ
k ], (5.366)

donde gjk y hjk son funciones impares y fjj = gjj = hjj = 0 por convención.
Usando las ecuaciones (5.363) y (5.364) se puede comprobar que H conmuta
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con Jα si y sólo si las siguientes ecuaciones funcionales para los coeficientes
se satisfacen

tjk = h0hjk, (5.367a)

(gjl − gkl)hjk =
i

2
hjlhkl, j 6= k 6= l 6= j, (5.367b)

iufjk/h0 + gjkhjk = − i
4

∑
l

hjlhkl, j 6= k, (5.367c)∑
l

(fjlhkl − flkhlj) = 0. (5.367d)

Donde h0 es un parámetro libre que fija la escala para Jα.
Las únicas soluciones de la ecuación (5.367) corresponden a las amplitudes
de salto del caso trigonométrico e hiperbólico (5.359) consideradas antes. En
el caso trigonométrico encontramos

fjk = 0, gjk =
1

2
cot(π(j − k)/N), hjk = i sin−1(π(j − k)/N), (5.368)

mientras que la solución en el caso hiperbólico es

fjk =
sinh(κ)(j − k)

2u sinh(κ)(j − k)
, gjk =

1

2
cot(κ(j − k)), hjk = i sinh−1(κ(j − k)).

(5.369)
El parámetro h0 tiene que ser real para que Jα sea autoadjunto. Eligien-
do h0 = − sin(π/N) en el caso trigonométrico y h0 = − sinh(κ) en el caso
hiperbólico regresamos a nuestra definición (5.359) de amplitudes de salto.
Es un hecho inesperado que Jα no dependa de u en el caso trigonométrico,
donde, por lo tanto, la parte de salto y la parte de interacción del hamilto-
niano conmuta por separado con Jα. Las cargas Jα juegan el papel dentro
del modelo de Hubbard, de las cargas no locales introducidas en el caṕıtulo
4. Sin embargo, ahora al tener varias cargas locales y varias no locales la con-
dición de curvatura cero va a traducirse en una condición más complicada,
la llamada relación de Yang-Serre.
Los operadores Jα son de un tipo diferente a los operadores conservados gene-
rados por el logaritmo de la matriz de transferencia del modelo de Hubbard.
De hecho, resulta que los operadores Jα combinados con los operadores de
esṕın Sα (ver ecuación (5.65)) generan una representación de Y (su(2)) Yan-
giana de Drinfeld [7], es decir, los operadores de esṕın Sα y las cantidades
conservadas Jα satisfacen las relaciones

[Sλ, Sµ] = fλµνS
ν , (5.370a)

[Sλ, Jµ] = fλµνJ
ν , (5.370b)
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[[Jλ, Jµ], [Sρ, Jσ]] + [[Jρ, Jσ], [Sλ, Jµ]] = −4δ(aλµναβγfρσν + aρσναβγfλµν){
Sα, Sβ, Jγ

}
, (5.370c)

donde δ = −1 en el caso trigonométrico, δ = 1 en el caso hiperbólico y
usamos las abreviaciones

fλµν = iελµν (5.371a)

aλµναβγ = fλαρfµβσfνγτfρστ , (5.371b)

{x1, x2, x3} =
1

6

∑
i 6=j 6=k 6=i

xixjxk (5.371c)

La ecuación (5.370a) no es más que la relación de conmutación de su(2) en-
tre los operadores de esṕın. La ecuación (5.370b) significa que Jα transforma
como la representación vectorial de su(2) y es fácil confirmarlo para nues-
tra Jα. (5.370c) es llamada relación de Yang-Serre. Debido a que (5.370b)
y (5.370c) son homogéneas podemos introducido un parámetro de deforma-
ción, digamos h2 6= 0 en el lado izquierdo de la relación Yang-Serre (5.370c).
Debido a que este parámetro solamente fija la escala de Jα y no tiene un
significado f́ısico más profundo lo suprimimos aqúı. Las ecuaciones (5.370)
fueron comprobadas mediante cálculos directos en [61]. La relación de Yang-
Serre en el contexto de álgebras de Hopf puede verse como la condición que
el coproducto de ∆(Sα) y ∆(Jα) es un homomorfismo. Esto se mostrará en
el apéndice E.
Bajo la transformación (5.362) los generadores Sα, Jβ se transforman en un
conjunto independiente de generadores S ′α, J ′β de otra representación del
Yangiano Y (su(2)). Además, las dos representaciones conmutan mutuamen-
te, entonces podemos combinarlas en una representación de suma directa
Y (su(2)) ⊕ Y (su(2)) . Su conmutatividad mutua es no trivial. Depende de
la forma espećıfica de las amplitudes de salto tjk y de las ecuaciones fun-
cionales (5.367). Por lo tanto, se puede decir que es de ”origen dinámico”.
Por supuesto, aplicando una transformación de norma local con parámetros
ϕj = jπ/2 a los operadores S ′± se convierten en η± y S ′z se convierte en ηz.
Entonces, una de las representaciones Yangianas se extiende a la representa-
ción de esṕın de su(2) mientras que la otra se extiende a la representación
η-esṕın.
Parece bastante dif́ıcil verificar la validez de las relaciones de Yang-Serre para
nuestros operadores Jα con la formulación original (5.370c). Podemos utilizar
la siguiente simplificación en su lugar: sea

Kα = −εαβγ[Jβ, Jγ]− 4δ(Sβ)2Sα. (5.372)
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Luego, con un cálculo un poco complicado es posible mostrar que (5.370c)
se reduce a

[Jα, Kβ] + [Jβ, Kα] = 0. (5.373)

El lado izquierdo de (5.373) tiene una propiedad que resulta muy útil en
cálculos prácticos. Esta no tiene traza. Suponiendo que nos dan un opera-
dor Jα, ya sabemos que transforma como un vector en la representación de
su(2). Este conocimiento nos asegura la identidad [Jα, Kα] = 0. Por lo tanto,
es suficiente demostrar que el lado izquierdo de la ecuación (5.373) es pro-
porcional a δαβ. Esta es una simplificación severa, ya que la simetrización del
conmutador produce varios términos proporcionales a δαβ, que pueden ser
despreciados de acuerdo a la definición anterior. En nuestro caso la expresión
expĺıcita de Kα es

Kα =
1

2

∑
j,k,l

{
8(8gjkgjl − δ)Sβj S

β
kS

α
l + 2AjlAlkS

α
jk − 8iAjk(gjl − gkl)S0

jkS
α
l

+ 4Ajk(gjl + gkl)ε
αβγSβjkS

γ
l + ihjlε

αβγ(AjkS
β
jk − AkjS

β
kj)(S

γ
jl − S

γ
lj)
}
,

(5.374)

donde Ajk = fjk + hjk(S
0
j + S0

k − 2). Para comprobar (5.373) tenemos que
usar la siguiente relación entre los coeficientes de fjk, gjk, hjk, además de las
ecuaciones funcionales definidas anteriormente

fjk(gjl − gkl) =
i

2
(fjlhkl − fklhjl), j 6= k 6= l 6= j, (5.375a)

gjkgjl + gklgkj + gljglk =
δ

4
, j 6= k 6= l 6= j, (5.375b)

4g2
jk + h2

jk = δ, j 6= k. (5.375c)

Donde no hay suma sobre ı́ndices repetidos y δ = 1 en el caso hiperbólico
y δ = −1 en el caso trigonométrico. La homogeneidad de las redes no se ha
utilizado en la comprobación de la relación Yangiana de Serre. Sin embargo,
es necesario garantizar la conmutatividad de Jα con el hamiltoniano. Esta si-
tuación es similar al caso de las simétricas yangianas de las cadenas de esṕın.
Por lo tanto, suponemos (como en [61]) la existencia de un hamiltoniano de
Hubbard de largo alcance con simetŕıa Yangian en una red no homogénea.
En analoǵıa con el caso de la cadena de esṕın [68], el generador de la simetŕıa
Yangiana se podŕıa construirse agregando ”términos potenciales” al genera-
dor de Yang de segundo orden Kα, ecuación (5.372).
Hay que enfatizar que la simetŕıa Yangiana no implica integrabilidad. Sin
embargo, parece probable que los modelos considerados aqúı sean exacta-
mente solubles, y son casos especiales de un modelo simétrico no-Yangiano
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más general, más exacto y soluble, con amplitudes de salto eĺıpticas, que se
sabe tienen operadores conservados adicionales de tipo no Yangiano [69].

5.8.4. Casos especiales

Nuestra representación (5.366) de los generadores Jα del Yangiano Y (su(2))
tiene dos parámetros libres κ y u en el caso hiperbólico. Esto ofrece la posibili-
dad de considerar varios casos de ĺımites. Otra posibilidad viene de considerar
la restricción del espacio de estados de la cadena de espines con cada posición
de la red ocupado exactamente por un electrón. Como veremos a continua-
ción, esta restricción tiene sentido tanto en el caso trigonométrico como en
el hiperbólico.
Hemos demostrado anteriormente que el hamiltoniano Hubbard ordinario es
un caso especial del hamiltoniano (5.358) con amplitudes de salto hiperbóli-
co y se recupera en el ĺımite κ → ∞ a través de una transformación de
norma local cj,a → ijcj,a. Vamos a aplicar el mismo procedimiento al ge-
nerador de primer nivel Jα de la representación Yangiana. Para κ → ∞
las soluciones (5.369) de las ecuaciones funcionales (5.367) tienen los ĺımites
fjk = δ|j−k|,1/2u, gjk = signo(j − k)/2, hjk = 0. Aśı obtenemos

Jα =
i

4u

∑
j

(Sαjj+1 − Sαjj−1)− 2
∑
j<k

εαβγSβj S
γ
k (5.376)

para α = x, y, z. Estos operadores son generadores de la simetŕıa Yangiana
del modelo de Hubbard en una red infinita. Los generadores Yangianos E1, F1

y H1 de Uglov y Korepin [60] son combinaciones lineales de estos operadores,
E1 = 2u(Jx + iJy), F1 = 2u(Jx − iJy) y H = 4uJz.
Manteniendo κ fijo, pero enviando u al infinito obtenemos otro caso ĺımite
interesante.
Definamos

Jα0 =
1

2

∑
j,k

[hjk(S
0
j − S0

k − 2)Sαjk + 4gjkε
αβγSβj S

γ
k ], (5.377)

Jα1 =
u

2

∑
j,k

fjkS
α
jk. (5.378)

Entonces Jα1 es independiente de u y

Jα = Jα1 +
1

u
Jα1 . (5.379)

Esta fórmula también se mantiene para el caso trigonométrico donde fjk = 0.

Es claro, que Sα y Jβ0 , α, β = x, y, z generan la representación de Y (su(2)).
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Pero cuál es el hamiltoniano invariante correspondiente a Y (su(2)).
Notemos que

[Sαj , P0] = [Jα0 , P0] = 0 (5.380)

donde P0 =
∏

j(1 − nj↑nj↓) es el operador de proyección en el espacio con
ocupación doble invariante en las posiciones de la red. Esto es consecuencia
de las identidades locales

[Sαj , P0] = [(S0
j + S0

k − 2)Sαjk, P0] = 0 (5.381)

que se siguen de (5.363), (5.364). Consideremos el hamiltonianoH = T+4uD,
donde

T =
∑
j,k

tjkc
†
j,ack,a, D =

∑
j

nj,↑nk,↓. (5.382)

Este hamiltoniano conmuta con Jα, ya que el hamiltoniano (5.358) conmuta
con Jα y [Jα, N̂ ] = 0. Por lo tanto,

[H, Jα] = [T, Jα0 ] + 4u[D, Jα0 ] +
1

u
[T, Jα1 ] + 4[D, Jα1 ] = 0 (5.383)

para toda u ∈ R. Concluimos que [D, Jα0 ] = 0, lo que demuestra nuestra
petición anterior en el caso trigonométrico para la parte del salto y la parte
de la interacción del hamiltoniano conmuta separadamente con Jα. Además,
concluimos que [T, Jα0 ] = 4[Jα1 , D] y entonces usando (5.380) y P0D = DP0 =
0, tenemos

[P0TP0, J
α
0 ] = P0[T, Jα0 ]P0 = 4P0[Jα1 , D]P0 = 0. (5.384)

Esto significa que el hamiltoniano t− 0

Ht−0 = P0

∑
j,k

tjkc
†
j,ack,aP0, (5.385)

con las amplitudes de salto trigonométricas e hiperbólicas (5.359) conmutan
con los generadores Yangianos Jα0 . De nuevo por (5.380) también conmuta
con los operadores de esṕın Sα. Por lo tanto, los modelos t− 0 trigonométri-
cos e hiperbólicos son invariantes Yangianos.
Tenemos otra opción para especializar más los generadores Jα0 . La ecuación
(5.380) implica que Sα y Jα0 dejan el espacio con un número fijo de posicio-
nes doblemente ocupadas invariante. Más aún, [Jα0 , N̂ ] = [Sα, N̂ ] = 0. De
ello se deduce que las restricciones de Jα0 y Sα en el espacio de estados de la
cadena de espines, por ejemplo, HS, donde cada posición de la red está ocu-
pado exactamente por un electrón, forma una representación del Yangiano
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Y (su(2)). Ahora, como [(S0
j + S0

k − 2), Sαjk] = 0 y S0
j + S0

k − 2 aniquila a HS,
la restricción de Jα0 en HS es

JαS = 2
∑
j,k

gjkε
αβγSαj S

α
k . (5.386)

La restricción de Ht−0 en Hs, sin embargo elimina la identidad. Un hamilto-
niano no trivial conmutativo con Jαs tiene que construirse por medios inde-
pendientes. Usando el ansatz simple

HS =
∑
j,k

sjkS
α
j S

α
k , (5.387)

para una función par sjk haciendo j = k obtenemos el conmutador

[HS, J
α
S ] = 4i

∑
j 6=k 6=l 6=j

[sjk(glj − glk) + sjl(gkj − gkl)]Sαj S
β
kS

β
l

+ 4i
∑
j 6=k

sjkgkjS
α
j (2− S0

k)S
0
k . (5.388)

Para que esta expresión sea cero, ambas sumas tienen que desaparecer de for-
ma independiente. La cancelación de los términos del corchete en el primera
suma es equivalente a sjk = c|tjk|2, donde tjk es la amplitud de salto (5.359) y
c es una constante arbitraria. Al insertar este resultado en la segunda suma
vemos que solo desaparece cuando se restringe el espacio de estados de la
cadena de espines, donde podemos reemplazar S0

k por 1 y Sαj por 1
2
σαj . En

el espacio de estados de la cadena de espines, el hamiltoniano HS se redu-
ce al bien estudiado ([70]) hamiltoniano de Haldane-Shastry [71, 72] o a su
homólogo hiperbólico [73]. La simetŕıa Yangiana de estos modelos fue descu-
bierta y discutida en [74, 75].
Observación. Finalmente deseamos señalar la siguiente sutileza: en el caso
hiperbólico, el ĺımite κ→∞ de los generadores Yangianos JαS da

JαS =
∑
j 6=k

signo(j − k)εαβγSαj S
α
k . (5.389)

Como vimos anteriormente, estos operadores (junto con los operadores de
esṕın correspondientes) generan la representación de Y (su(2)) conmutativa
con el hamiltoniano

Ht−0 = −P0

∑
j

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a)P0, (5.390)
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del modelo t − 0 usual. Uno podŕıa ingenuamente pensar que Jαs (5.389)
podria tambien conmutar con

∑
j S

α
j S

α
j+1 y por esa razón el hamiltoniano

t− J

Ht−J = P0[−
∑
j

(c†j,acj+1,a + c†j+1,acj,a) + J
∑
j

Sαj S
α
j+1]P0, (5.391)

será invariante Yangiano. Este sin embargo, no es el caso. Debido a (5.388)
solo la restricción de Ht−J al espacio de estados de la cadena de espines,
que es equivalente al hamiltoniano de Heisenberg, conmuta con JαS. Esto se
relaciona con el hecho de que, para el modelo general J , el modelo t− J no
es solucionable por el ansatz anidado de Bethe [76].
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Caṕıtulo 6

Conclusiones

En esta tesis se obtuvieron los siguientes resultados.
Utilizando el formalismo hamiltoniano se construyeron las transformaciones
de simetŕıa que generan al vector de Laplace-Runge-Lenz. En la literatura no
es fácil encontrar estas transformaciones y además nunca se menciona si el
lagrangiano es invariante o no bajo estas transformaciones. En las ecuaciones
(2.99) y (2.100) se encontraron las transformaciones explicitas y en (2.101)
se mostró que el lagrangiano transforma como una derivada total.
Utilizando la teoŕıa de los pares de Lax (2.148) obtuvimos las ecuaciones de
movimiento para el problema de Kepler, en donde usamos los valores de L y
M dados en (2.147), los cuales dependen de un parámetro espectral, con lo
que demostramos que el parámetro espectral no modifica las ecuaciones de
movimiento y se mostró que la traza de las potencias de L producen cargas
conservadas.

Posteriormente en ese mismo caṕıtulo se introdujo la idea de complejidad.
Esta idea establece que mediante una transformación podemos pasar de un
estado cuántico de referencia a un estado cuántico enredado ψE = UψR. Por
ejemplo, cuando tenemos un par de osciladores armónicos acoplados, si los
reescribimos en términos de los modos normales obtenemos dos osciladores
armónicos desacoplados de donde podemos calcular los eigenestados y eigen-
funciones del hamiltoniano. Entonces podemos escribir la función de onda
del estado acoplado como el producto de dos funciones de onda base de los
osciladores individuales en términos de las variables de modo normal y pasar
posteriormente a las coordenadas originales para ver el enredamiento. .

Para construir la transformación U podemos usar los operadores de posi-
ción y momento de los osciladores para construir un conjunto de entradas del
operador unitario U , cada una de estas entradas actúa en la función de onda
ψR de forma diferente y al combinarlas podemos obtener la función de onda
del estado acoplado ψE. En esta tesis mostramos que esta idea se puede im-
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plementar de manera clásica mediante las variables de ángulo acción, cuando
calculamos las variables de ángulo acción del oscilador armónico desacopla-
do podemos mediante una transformación canónica infinitesimal llegar a las
variables de ángulo acción del oscilador armónico acoplado (al reescribir en
términos de los modos normales), lo que nos da la idea de que ambas ideas
tanto clásica como cuántica están ligadas.
Posteriormente en el caṕıtulo 4 usando los resultados de la sección (2.3) pa-
ra el teorema de Noether obtenemos la corriente jµ la cual se conserva, si
además satisface la condición de curvatura cero (4.19) podemos definir una
corriente bilocal adicional ĵµ y su correspondiente carga Ĵ . Demostramos
expĺıcitamente que la carga Ĵ es independiente del tiempo (4.25) y para ello
usamos la conservación de la corriente jµ y la condición de curvatura cero,
aśı como los ĺımites adecuados (4.24). Posteriormente en este mismo caṕıtu-
lo consideramos el modelo quiral de Gross-Neveu el cual tiene una simetŕıa
quiral u(N), en esta tesis demostramos a detalle que el Lagrangiano (4.41)
es invariante bajo la simetŕıa quiral u(1) (4.42), además encontramos que la
corriente axial de este modelo no se conserva (4.53), pero se puede ver como
el complemento no local de la corriente bilocal ĵ (4.54) la cual si se conserva.
Tomando como base el resultado anterior (i.e. a las corrientes no-locales) que-
remos ver si es posible interpretar una simetŕıa no local como una simetŕıa
de Noether, para ello consideramos el modelo quiral principal 2-dim (4.55),
la corriente jµ del modelo se conserva y tiene curvatura cero (4.57), cuando
definimos las variaciones de campo no-locales (4.58) encontramos que el La-
grangiano se transforma como una derivada total (4.60), entonces podemos
ver a la simetŕıa no-local como una simetŕıa de Noether no-local.
Cuando extendemos la idea de los pares de Lax a la teoŕıa de campos gene-
ramos la matriz de monodromı́a a partir de la cual obtenemos las cantidades
conservadas. En esta tesis calculamos expĺıcitamente los componentes de la
matriz de monodromı́a para el campo de Schrödinger no-lineal a partir del
par de Lax L (4.81). Debido a que la matriz L debe satisfacer (4.82) y (4.83)
podemos obtener T (4.94) la cual iteramos (infinitamente) hasta obtener
(4.102), posteriormente desarrollamos para cada elemento de la matriz T
iterando nuevamente hasta llegar a (4.113).

Para terminar este caṕıtulo estudiamos la ecuación Korteweg-de Vries
(KdV) que describe el movimiento de una onda solitaria (solitón), la ecua-
ción KdV original es (4.144) y cuando aplicamos la transformación (4.146)
obtenemos la ecuación KdV que generalmente se encuentra en la literatura
(4.147). La ecuación KdV lineal admite como solución a las ondas armónicas;
la ecuación KdV completa admite como solución a las ondas solitarias de la
forma (4.160).

Por último, se mostró expĺıcitamente como Gardner, Green, Krunkal y
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Miura [20] desarrollaron el método de dispersión inverso clásico para resolver
la ecuación de KdV.

En el caso del modelo de Hubbard se estudiaron en detalle sus simetŕıas
(las permutaciones, las simetŕıa espaciales, la transformaciones discretas y las
simetŕıas SO(4) de traslaciones). Como tenemos que hacer una aproximación
algebraica para resolver el modelo de Hubbard introducimos el álgebra de
Yang-Baxter y la ecuación de Yang Baxter (en términos de la matriz R), aśı
como la representación fundamental (matriz L) y la R-matriz de Shastry. De-
mostramos expĺıcitamente que usando (5.194) podemos obtener la matriz de
Shastry (5.204) para el caso d = 2. Cuando hay fermiones en la teoŕıa es ne-
cesario graduar el espacio i.e. introducir la noción de paridad, como ejemplos
desarrollamos el modelo su(2)-XX y el modelo su(3)-XX. Como el modelo de
Hubbard se puede interpretar como un modelo fundamental graduado cal-
culamos: la R-matriz, L-matriz, R-matriz de Shastry, y el hamiltoniano de
forma expĺıcita. Por último notamos que el hamiltoniano de Hubbard es in-
variante bajo la acción de la suma directa de dos grupos cuánticos llamados
Yangianos. Los operadores Jα (no locales) y los operadores de esṕın (locales)
generan una representación de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7] del modelo,
la cual satisface la relación de Yang-Serre (5.370c). Notemos que la relación
de Yang-Serre en el contexto de álgebras de Hopf puede verse como la con-
dición que el coproducto de ∆(Sα) y ∆(Jα) es un homomorfismo, con lo que
demostramos que el álgebra de Hopf tiene una aplicación en la f́ısica.
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Apéndice A

r-matriz

Vamos a demostrar el teorema 2 que nos dice:
Los eigenvalores de L están en involución si y sólo si existe un elemento
r21 ∈ g⊗ g, función de las variables del espacio fase, tal que

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2] (A.1)

donde r21 = πr12, π designa el operador de permutación actuando en dos
copias de g ⊗ g.
⇒ Suponemos que los eigenvalores de L están en involución i.e {λi, λj} = 0.
Recordamos que L está diagonalizada por U , L = UΛU−1. Como U es una
función en el espacio fase y L1 = L⊗ 1, L2 = 1⊗ L tenemos:

{L1, L2} =
{
U1Λ1U

−1
1 , U2Λ2U

−1
2

}
= {U1, U2}Λ1U

−1
1 Λ2U

−1
2 + U2 {U1,Λ2}Λ1U

−1
1 U−1

2 + U2Λ2

{
U1, U

−1
2

}
Λ1U

−1
1

+ U1 {Λ1, U2}U−1
1 Λ2U

−1
2 + U1U2 {Λ1,Λ2}U−1

1 U−1
2 + U1U2Λ2

{
Λ1, U

−1
2

}
U−1

1

+ U1Λ1

{
U−1

1 , U2

}
Λ2U

−1
2 + U1Λ1U2

{
U−1

1 ,Λ2

}
U−1

2 + U1Λ1U2Λ2

{
U−1

1 , U−1
2

}
(A.2)

Hay que notar lo siguiente

0 = {I,Λi} =
{
UjU

−1
j ,Λi

}
= {Uj,Λi}U−1

j + Uj
{
U−1
j ,Λi

}
⇒ {Uj,Λi}U−1

j = −Uj
{
U−1
j ,Λi

} (A.3)

en donde i, j = 1, 2 y no es suma sobre j.
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Usando (A.3) podemos reescribir algunos términos de (A.2) como:

U2 {U1,Λ2}Λ1U
−1
1 U−1

2 = U2 {U1,Λ2}U−1
1 U1Λ1U

−1
1 U−1

2

= U2 {U1,Λ2}U−1
1 L1U

−1
2 = U2 {U1,Λ2}U−1

1 U−1
2 L1

U1 {Λ1, U2}U−1
1 Λ2U

−1
2 = −U1 {U2,Λ1}U−1

1 U−1
2 U2Λ2U

−1
2

= −U1 {U2,Λ1}U−1
1 U−1

2 L2 = −U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 L2

U1U2Λ2

{
Λ1, U

−1
2

}
U−1

1 = −U1U2Λ2U
−1
2 U2

{
U−1

2 ,Λ1

}
U−1

1

= U1L2 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 = L2U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1

U1Λ1U2

{
U−1

1 ,Λ2

}
U−1

2 = U1Λ1U2U
−1
1 U1

{
U−1

1 ,Λ2

}
U−1

2

= −U1Λ1U2U
−1
1 {U1,Λ2}U−1

1 U−1
2 = −U1Λ1U

−1
1 U2 {U1,Λ2}U−1

1 U−1
2

= −L1U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2

(A.4)

Si sumamos los cuatro términos anteriores tenemos

U2 {U1,Λ2}Λ1U
−1
1 U−1

2 + U1 {Λ1, U2}U−1
1 Λ2U

−1
2 + U1Λ1U2

{
U−1

1 ,Λ2

}
U−1

2

+ U1U2Λ2

{
Λ1, U

−1
2

}
U−1

1 = U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2 L1 − U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 L2

+ L2U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 − L1U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2

= [U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2 , L1]− [U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 , L2]

= [q12, L1]− [q21, L2]

(A.5)

en donde tomamos q12 = U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2 y q21 = U1 {U2,Λ1}U−1
2 U−1

1 .
Notemos además que:

0 = {I, Ui} =
{
UjU

−1
j , Ui

}
= {Uj, Ui}U−1

j + Uj
{
U−1
j , Ui

}
⇒ {Uj, Ui}U−1

j = −Uj
{
U−1
j , Ui

}
0 = {Ui, I} =

{
Ui, UjU

−1
j

}
= {Ui, Uj}U−1

j + Uj
{
Ui, U

−1
j

}
⇒ {Ui, Uj}U−1

j = −Uj
{
Ui, U

−1
j

} (A.6)
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Usando (A.6) podemos reescribir los siguientes términos:

U2Λ2

{
U1, U

−1
2

}
Λ1U

−1
1 = U2Λ2U

−1
2 U2

{
U1, U

−1
2

}
U−1

1 U1Λ1U
−1
1

= −L2 {U1, U2}U−1
2 U−1

1 L1 = −L2 {U1, U2}U−1
1 U−1

2 L1

U1Λ1

{
U−1

1 , U2

}
Λ2U

−1
2 = U1Λ1U

−1
1 U1

{
U−1

1 , U2

}
U−1

2 U2Λ2U
−1
2

= −L1 {U1, U2}U−1
1 U−1

2 L2

U1Λ1U2Λ2

{
U−1

1 , U−1
2

}
= −U1Λ1U2Λ2U

−1
2 U2

{
U−1

2 , U−1
1

}
= −U1Λ1L2

{
U2, U

−1
1

}
U−1

2 = U1Λ1L2U
−1
1 U1

{
U−1

1 , U2

}
U−1

2

= U1Λ1U
−1
1 L2 {U1, U2}U−1

1 U−1
2 = L1L2 {U1, U2}U−1

1 U−1
2

{U1, U2}Λ1U
−1
1 Λ2U

−1
2 = {U1, U2}U−1

1 U1Λ1U
−1
1 U−1

2 U2Λ2U
−1
2

= {U1, U2}U−1
1 L1U

−1
2 L2 = {U1, U2}U−1

1 U−1
2 L1L2

(A.7)

Si ahora sumamos los cuatro términos obtenemos

U2Λ2

{
U1, U

−1
2

}
Λ1U

−1
1 + U1Λ1

{
U−1

1 , U2

}
Λ2U

−1
2 + U1Λ1U2Λ2

{
U−1

1 , U−1
2

}
+ {U1, U2}Λ1U

−1
1 Λ2U

−1
2 = −L2 {U1, U2}U−1

1 U−1
2 L1 − L1 {U1, U2}U−1

1 U−1
2 L2

+L1L2 {U1, U2}U−1
1 U−1

2 + {U1, U2}U−1
1 U−1

2 L1L2

(A.8)

si definimos k12 = {U1, U2}U−1
1 U−1

2 vamos a tener

U2Λ2

{
U1, U

−1
2

}
Λ1U

−1
1 + U1Λ1

{
U−1

1 , U2

}
Λ2U

−1
2 + U1Λ1U2Λ2

{
U−1

1 , U−1
2

}
+ {U1, U2}Λ1U

−1
1 Λ2U

−1
2 = −L2k12L1 − L1k12L2 + L1L2k12 + k12L1L2

= [k12, L2]L1 − L1[k12, L2] = [[k12, L2], L1]

(A.9)

Notemos lo siguiente

[[k12, L2], L1] =
1

2
[[k12, L2], L1]− 1

2
[[k21, L1], L2] (A.10)

en donde es necesario suponer que L1L2 = L2L1 i.e. (L ⊗ 1)(1 ⊗ L) = (1 ⊗
L)(L⊗ 1) y que k12 = −k21. Usando (A.10) en (A.9) obtenemos

U2Λ2

{
U1, U

−1
2

}
Λ1U

−1
1 + U1Λ1

{
U−1

1 , U2

}
Λ2U

−1
2 + U1Λ1U2Λ2

{
U−1

1 , U−1
2

}
+ {U1, U2}Λ1U

−1
1 Λ2U

−1
2 =

1

2
[[k12, L2], L1]− 1

2
[[k21, L1], L2]

(A.11)
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Ahora sustituimos (A.11) y (A.11) en (A.2).

{L1, L2} = U1U2 {Λ1,Λ2}U−1
1 U−1

2

+ [q12, L1]− [q21, L2] +
1

2
[[k12, L2], L1]− 1

2
[[k12, L1], L2]

= U1U2 {Λ1,Λ2}U−1
1 U−1

2 + [q12 +
1

2
[k12, L2], L1]− [q21 +

1

2
[k21, L1], L2]

= U1U2 {Λ1,Λ2}U−1
1 U−1

2 + [r12, L1]− [r21, L2],

(A.12)

en donde usamos r12 = q12 + 1
2
[k12, L2]. Como los eigenvalores están en invo-

lución i.e. {Λ1,Λ2} = 0 tenemos el resultado deseado.

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2]. (A.13)

⇐ Ahora suponemos que existe r12 tal que

{L1, L2} = [r12, L1]− [r21, L2] (A.14)

entonces en cualquier representación se satisface

{Ln1 , Lm2 } = [an,m12 , L1] + [bn,m12 , L2] (A.15)

con

an,m12 =
n−1∑
p=0

n−1∑
p=0

m−1∑
q=0

Ln−p−1
1 Lm−q−1

2 r12L
p
1L

q
2

bn,m12 = −
n−1∑
p=0

n−1∑
p=0

m−1∑
q=0

Ln−p−1
1 Lm−q−1

2 r21L
p
1L

q
2

(A.16)

considerando la traza de (A.16) y recordando que la traza de un conmu-
tador es cero tenemos

{Ln1 , Lm2 } = 0 = {λn1 , λm2 } (A.17)

entonces los eigenvalores de L están en involución.
Consideremos un ejemplo. Vamos a construir la matriz r del oscilador

armónico unidimensional. Sabemos que los pares de Lax del oscilador armóni-
co unidimensional son:

L =

(
p ωq
ωq −p

)
, M =

(
0 −ω/2
ω/2 0

)
, (A.18)
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reescribimos L en términos de θ y ρ y diagonalizamos L

det(L− xI) =

∣∣∣∣ ρ cos θ − x ρ sin θ
ρ sin θ −ρ cos θ − x

∣∣∣∣
= (ρ cos θ − x)(−ρ cos θ − x)− ρ2 sin2 θ

= −ρ2 cos2 θ + x2 − ρ2 sin2 θ

= x2 − ρ2 = 0, ⇒ x = ±ρ,

(A.19)

Calculamos los vectores propios:

(
ρ cos θ − ρ ρ sin θ
ρ sin θ −ρ cos θ − ρ

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
(ρ cos θ − ρ)x+ ρ sin θy = 0

⇒ −2 sin2(θ/2)x+ 2 sin(θ/2) cos(θ/2)y = 0

⇒ − sin(θ/2)x+ cos(θ/2)y = 0

v1 =

(
cos(θ/2)
sin(θ/2)

)
(A.20)

(
ρ cos θ + ρ ρ sin θ
ρ sin θ −ρ cos θ + ρ

)(
x
y

)
=

(
0
0

)
ρ sin θx− (ρ cos θ − ρ)y = 0

⇒ 2 sin(θ/2) cos(θ/2)x+ 2 sin2(θ/2)y = 0

⇒ cos(θ/2)x+ sin(θ/2)y = 0

v2 =

(
sin(θ/2)
− cos(θ/2)

)
(A.21)

concluimos que

U =

(
cos(θ/2) sin(θ/2)
sin(θ/2) − cos(θ/2)

)
= U−1 (A.22)

y

Λ =

(
ρ 0
0 −ρ

)
(A.23)
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Usando los resultados anteriores calculamos k12

k12 = {U1, U2}U−1
1 U−1

2

= {U ⊗ 1, 1⊗ U} (U−1 ⊗ 1)(1⊗ U−1)

=

[(
∂U

∂p
⊗ 1

)(
1⊗ ∂U

∂q

)
−
(

1⊗ ∂U

∂p

)(
∂U

∂q
⊗ 1

)]
(U−1 ⊗ U−1)

=

[
∂U

∂p
⊗ ∂U

∂q
− ∂U

∂q
⊗ ∂U

∂p

]
(U ⊗ U)

=

[
∂U

∂θ

∂θ

∂p
⊗ ∂U

∂θ

∂θ

∂q
− ∂U

∂θ

∂θ

∂q
⊗ ∂U

∂θ

∂θ

∂p

]
(U ⊗ U)

=
∂θ

∂p

∂θ

∂p

[
∂U

∂θ
⊗ ∂U

∂θ
− ∂U

∂θ
⊗ ∂U

∂θ

]
(U ⊗ U) = 0,

(A.24)

encontramos que para este caso r12 = 0, ahora calculamos q12,

q12 = U2 {U1,Λ2}U−1
1 U−1

2

= (1⊗ U) {U ⊗ 1, 1⊗ Λ} (U−1 ⊗ 1)(1⊗ U−1)

= (1⊗ U)

[(
∂U

∂p
⊗ 1

)(
1⊗ ∂Λ

∂q

)
−
(

1⊗ ∂Λ

∂p

)(
∂U

∂q
⊗ 1

)]
(U−1 ⊗ U−1)

= (1⊗ U)

[
∂U

∂p
⊗ ∂Λ

∂q
− ∂U

∂q
⊗ ∂Λ

∂p

]
(U ⊗ U)

= (1⊗ U)

[
∂U

∂θ

∂θ

∂p
⊗ ∂Λ

∂ρ

∂ρ

∂q
− ∂U

∂θ

∂θ

∂q
⊗ ∂Λ

∂ρ

∂ρ

∂p

]
(U ⊗ U)

(A.25)

recordando que p = ρ cos θ y q = ρ
ω

sin θ y p2 + ω2q2 = ρ2, tan θ = sin θ
cos θ

=
ωq/ρ
p/ρ

= ωq
p

, calculamos las parciales

∂U

∂θ
=

1

2

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
,

∂Λ

∂ρ
=

(
1 0
0 −1

)
,

∂θ

∂p
=

∂

∂p
tan−1(ωq/p) =

1

1 + (ωq/p)2

∂

∂p

(
ωq

p

)
=

p2

p2 + ω2q2

(
−ωq
p2

)
= −ωq

ρ2
,

∂θ

∂q
=

∂

∂q
tan−1(ωq/p) =

1

1 + (ωq/p)2

∂

∂q

(
ωq

p

)
=

p2

p2 + ω2q2

(
ω

p

)
=
ωp

ρ2
,

∂ρ

∂q
=

∂

∂q

√
p2 + ω2q2 =

1

2

2ω2q

ρ
=
ω2q

ρ
,

∂ρ

∂p
=

∂

∂p

√
p2 + ω2q2 =

1

2

2p

ρ
=
p

ρ
,

(A.26)
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sustituimos el valor de las parciales

q12 = (1⊗ U)
[
− ωq

2ρ2

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ ω2q

ρ

(
1 0
0 −1

)
− ωp

2ρ2

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ p

ρ

(
1 0
0 −1

)]
U ⊗ U

= (1⊗ U)
[
− ω

2ρ2

ρ sin θ

ω

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ ω2

ρ

ρ sin θ

ω

(
1 0
0 −1

)
− ω

2ρ2
ρ cos θ

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ ρ cos θ

ρ

(
1 0
0 −1

)]
U ⊗ U

= (1⊗ U)
[
− sin θ

2ρ

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ ω sin θΛ

− ω

2ρ
cos θ

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)
⊗ cos θΛ

]
U ⊗ U

= −sin θ

2ρ

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)(
cos θ

2
sin θ

2

sin θ
2
− cos θ

2

)
⊗ ω sin θUΛU

− ω

2ρ
cos θ

(
− sin θ

2
cos θ

2

cos θ
2

sin θ
2

)(
cos θ

2
sin θ

2

sin θ
2
− cos θ

2

)
⊗ cos θUΛU

= −sin θ

2ρ

(
0 −1
1 0

)
⊗ ω

ρ
sin θL− ω cos θ

2ρ

(
0 −1
1 0

)
⊗ 1

ρ
cos θL

= −ω sin2 θ

2ρ2

(
0 −1
1 0

)
⊗ L− ω cos2 θ

2ρ2

(
0 −1
1 0

)
⊗ L

= − ω

2ρ2

(
0 −1
1 0

)
⊗ L

(A.27)

El cual es el resultado dado en [78].
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Apéndice B

Ejemplo Circuitos

En esta sección, analizaremos a profundidad algunos circuitos discretos.
En particular, consideremos el ejemplo dado en la ecuación (2.114)

ψT = U1ψR = Qα3
22Q

α2
21Q

α1
11ψR, (B.1)

donde la función de onda objetivo está dada en la ecuación (2.108) y la
función de onda de referencia en (2.110). La cuestión es determinar los ex-
ponentes αi de la ecuación, i.e., el número de tiempos de cualquier tipo de
entrada que se aplica al circuito.
Intuitivamente, U1 es una condición de entrada que corre de la derecha a la
izquierda. La primera entrada que se aplica es Q11, esta reescala el coeficien-
te x2

1 de la exponencial en la función de onda Gaussiana. Después aplicamos
Q21, haciendo que los dos osciladores se enreden y finalmente la entrada Q22

reescala x2 lo que asegura que x2
2 aparezca como coeficiente de corrección.

Comencemos con el análisis cuantitativo:

Qα1
11ψ0(x1, x2) = eεα1/2ψ(eεα1x1, x2) =

√
ω0

π
eεα1/2 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
ω0

2
x2

2

]
,

donde

ω1 ≡ e2εα1ω0 ⇒ α1 =
1

2ε
log

(
ω1

ω0

)
. (B.2)

Si ahora aplicamos la entrada Q21 obtenemos

Qα2
21Q

α1
11ψ0(x1, x2) =

√
ω0

π
eεα1/2eiεx2p1 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
ω0

2
x2

2

]
=

√
ω0

π
eεα1/2 exp

[
−ω1

2
(x1 + εα2x2)2 − ω0

2
x2

2

]
=

√
ω0

π
eεα1/2 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
1

2
(ω0 + ε2α2

2ω1)x2
2 − εα2ω1x1x2

]
.
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Por último, reescalamos x2 con la entrada Q22:

Qα3
22Q

α2
21Q

α1
11ψ0(x1, x2)

= Qα3
22

√
ω0

π
eεα1/2 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
1

2
(ω0 + ε2α2

2ω1)x2
2 − εα2ω1x1x2

]
=

√
ω0

π
eε(α1+α3)/2 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
1

2
(ω0 + ε2α2

2ω1)e2εα3x2
2 − εα2ω1x1e

εα3x2

]
=

√
ω0

π
eε(α1+α3)/2 exp

[
−ω1

2
x2

1 −
ω2

2
x2

2 − βx1x2

]
,

(B.3)

en donde consideramos:

ω2 = (ω0 + ε2α2
2ω1)e2εα3 , β = εα2ω1e

εα3 . (B.4)

Del resultado anterior podemos obtener

α2 =
1

ε

√
ω0

ω1

β√
ω1ω2 − β2

, α3 =
1

2ε
log

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
, (B.5)

Haciendo un cálculo simple podemos observar que el factor de normalización
de la función de onda final se convierte en:√

ω0

π
eε(α1+α3)/2 =

(ω1ω2 − β2)1/4

√
π

, (B.6)

lo es cierto para la función de onda que tiene norma uno. Es lo que esperába-
mos, las entradas de enredamiento y escalamiento, Qij y Qii preservan la
norma cuando actúan en la función de onda.

Ahora presentamos brevemente otros ejemplos de circuitos simples para
familiarizarnos más. Primero, vamos a aplicar las entrada de enredamiento
antes de las entradas de escalamiento:

ψT = U2ψR = Qα̃3
22Q

α̃1
11Q

α̃2
21ψR. (B.7)

Para los propósitos de comparación notemos que, el orden de los exponentes
están asociados con la misma entrada que aparece en la ecuación (B.1). Los
cálculos son esencialmente como arriba y al final, solo igualamos los coefi-
cientes

ω1 = ω0e
2εα̃1 , ω2 = (1 + ε2α̃2

2)ω0e
2εα̃3 , β = εα̃2ω0e

ε(α̃1+α̃3). (B.8)
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Resolviendo para los exponentes αi tenemos

α̃1 =
1

2ε
log

(
ω1

ω0

)
, α̃2 =

1

ε

β√
ω1ω2 − β2

, α̃3 =
1

2ε
log

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
.

(B.9)
Comparando los resultados de las ecuaciones (B.2) y (B.5) con la ecuación
(B.9), vemos que los exponentes para las entradas de escalamiento son idénti-
cos, i.e. α1 = α̃1 y α3 = α̃3, y solo el exponente para la entrada de enreda-
miento es diferente. Como tercer ejemplo, consideremos aplicar la entrada de
enredamiento después de las entradas de escalamiento:

ψT = U3ψR = Qα̂2
21Q

α̂3
22Q

α̂1
11ψR. (B.10)

De nuevo nos saltamos los detalles de los cálculos; encontramos los coeficien-
tes

ω1 = ω0e
2εα̂1 , ω2 = (e2εα̂3 + ε2α̂2

2e
2εα̂1)ω0, β = εα̃2ω0e

2εα̂1 . (B.11)

Calculando los exponentes αi tenemos

α̂1 =
1

2ε
log

(
ω1

ω0

)
, α̂2 =

1

ε

β

ω1

, α̂3 =
1

2ε
log

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
. (B.12)

Comparando nuevamente con los exponentes de la ecuación (B.2) y (B.5) o la
ecuación (B.9), vemos que como en la ecuación (B.9), solo el exponente para
la entrada de enredamiento cambia.Consideremos un par más de ejemplos.
Otro ejemplo interesante es

ψT = U4ψR = Qᾱ3
22Q

ᾱ2
21 (Q−1

21 Q11)ᾱ1ψR. (B.13)

Notemos que

(Q−1
21 Q11)nψ(x1, x2) = enε/2ψ

(
enεx1 − εeε

1− enε

1− eε
x2, x2

)
, (B.14)

el desarrollo es como sigue: primero, consideremos

Q11ψ = eε/2ψ (eεx1, x2)⇒ Q−1
21 Q11ψ = eε/2ψ (eεx1 − εeεx2, x2) . (B.15)

Entonces al actuar la combinación dos veces tenemos

(Q−1
21 Q11)2ψ = e2ε/2Q−1

21 ψ
(
e2εx1 − εeεx2, x2

)
= e2ε/2ψ

(
e2ε(x1 − εx2)− εeεx2, x2

)
= e2ε/2ψ

(
e2εx1 − eε(eε + 1)εx2, x2

)
.

(B.16)
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Y la tercera vez:

(Q−1
21 Q11)3ψ = e3ε/2Q−1

21 ψ
(
e2εx1 − eε(eε + 1)εx2, x2

)
= e3ε/2ψ

(
e3εx1 − eε(e2ε + eε + 1)εx2, x2

)
.

(B.17)

Ahora el patrón es claro, y deducimos

(Q−1
21 Q11)nψ = enε/2Q−1

21 ψ

(
enεx1 − εeε

n−1∑
k=0

ekεx2, x2

)
. (B.18)

Puesto que
n−1∑
k=0

ekε =
1− enε

1− eε
, (B.19)

se convierte en (B.14), como afirmamos.
Ahora, actuando el circuito U4 e igualando los coeficientes como antes, en-
contramos

ᾱ1 =
1

2ε
log

(
ω1

ω0

)
,

ᾱ2 =
1

ε

√
ω0ω1

β√
ω1ω2 − β2

+
1

e−ε − 1

(
1−

√
ω1

ω0

)
,

ᾱ3 =
1

2ε
log

(
ω1ω2 − β2

ω0ω1

)
.

(B.20)

Desarrollando ᾱ2 alrededor de ε ≈ 0 , tenemos

ᾱ2 =
1

ε

√
ω0

ω1

β√
ω1ω2 − β2

−
(

1

ε
+

1

2
+O

)(
1−

√
ω0

ω1

)
=

1

ε

[√
ω0

ω1

(
1 +

β√
ω1ω2 − β2

)
− 1

]
− 1

2

(
1−

√
ω0

ω1

)
+O(ε).

(B.21)

En general, podemos describir la forma del circuito profundo desde el
principio con un factor general 1/ε seguido por un coeficiente determinado
por los parámetros f́ısicos que caracterizan el estado objetivo y el estado
de referencia. Más general, el circuito profundo puede estar dado por un
desarrollo en ε, comenzando con el término 1/ε seguido por un término finito
de términos y los términos potenciales involucran potencias positivas de ε. Sin
embargo, como ε� 1, determinar la complexificación esencialmente requiere
encontrar el circuito que minimiza el coeficiente del término principal 1/ε.
Comparando con el desarrollo de la aproximación geométrica, expresamos los
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resultados en términos de las frecuencias de modo normal usando la ecuación
(2.109). Si enfocamos nuestra atención en el primer circuito U1 de la ecuación
(B.1), los exponentes dados en la ecuación (B.2) y (B.5) se convierten en

α3 =
1

2ε
log

(
ω̃+ + ω̃−−

2ω0

)
, α2 =

1

ε

√
ω0

ω̃+ + ω̃−−
ω̃− − ω̃−+√

2ω̃+ω̃−
,

α3 =
1

2ε
log

(
2ω̃+ω̃−

ω0(ω̃+ + ω̃−)

)
,

(B.22)

Como vimos arriba, con un procedimiento más extenso puede obtenerse el
valor de la frecuencia de referencia ω0 respecto a la frecuencia de modo nor-
mal.



228 APÉNDICE B. EJEMPLO CIRCUITOS



Apéndice C

Matriz-R de Shastry

Vamos a demostrar expĺıcitamente que a partir de (5.194) podemos ob-
tener (5.204) para el caso d = 2.
Partimos de

Ř(λ, µ) = β(G(l)⊗G(h))

× [ř(λ− µ) +
α

β
ř(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)](G(−h)⊗G(−l)), (C.1)

vamos a utilizar las siguientes definiciones:

Ř(λ) = e1
1 ⊗ e2

2 + e2
2 ⊗ e1

1 + [e1
1 ⊗ e1

1 + e2
2 ⊗ e2

2] cosλ+ [xe2
1 ⊗ e1

2 + x−1e1
2 ⊗ e2

1] sinλ,

ř(λ) = ř↑(λ)ř↓(λ),

ř↑(λ) = Řαγ
βδ (λ)(eβα ⊗ Id ⊗ eδγ ⊗ Id),

ř↓(λ) = Řρµ
σν(λ)(Id ⊗ eσρ ⊗ Id ⊗ eνµ),

β =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

[cos(λ− µ) cosh(h− l)± cos(λ+ µ) sinh(h− l)]−1,

α

β
=

cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

=
sin(λ− µ) sinh(h+ l)

sin(λ+ µ) cosh(h+ l)
,

C = e1
1 −

d∑
α=2

eαα, C↑ = C ⊗ Id, C↓ = Id ⊗ C.

(C.2)

Para calcular Ř(λ) consideramos

e1
1 =

(
1 0
0 0

)
, e2

2 =

(
0 0
0 1

)
, e2

1 =

(
0 1
0 0

)
, e1

2 =

(
0 0
1 0

)
,

(C.3)
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entonces los productos tensoriales van a estar dados por:

e1
1 ⊗ e2

2 =

(
1 0
0 0

)
⊗
(

0 0
0 1

)
=


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0

 = e3
3,

e2
2 ⊗ e1

1 =

(
0 0
0 1

)
⊗
(

1 0
0 0

)
=


0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = e2
2,

(C.4)

de forma similar tenemos

e1
1 ⊗ e1

1 =


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = e1
1, e2

2 ⊗ e2
2 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 1

 = e4
4,

e2
1 ⊗ e1

2 =


0 0 0 0
0 0 1 0
0 0 0 0
0 0 0 0

 = e3
2, e1

2 ⊗ e2
1 =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 1 0 0
0 0 0 0

 = e2
3,

(C.5)

usando los productos anteriores obtenemos

Ř(λ) =


cosλ 0 0 0

0 1 x sinλ
0 x−1 sinλ 1 0
0 0 0 cosλ

 , (C.6)

a partir de lo anterior tenemos:

Ř11
11(λ) = Ř22

22(λ) = cosλ, Ř12
12(λ) = Ř21

21(λ) = 1,

Ř12
21(λ) = x sinλ, Ř21

12(λ) = x−1 sinλ.
(C.7)

Para este ejemplo vamos a considerar x = 1 = x−1.
Ahora calculamos ř(λ) recordando que ř(λ) = ř↑(λ)ř↓(λ) y usando (C.2)
tenemos

ř(λ) = ř↑(λ)ř↓(λ) = Řαγ
βδ (λ)(eβα ⊗ Id ⊗ eδγ ⊗ Id)Řρµ

σν(λ)(Id ⊗ eσρ ⊗ Id ⊗ eνµ)

= Řαγ
βδ (λ)Řρµ

σν(λ)(eβα ⊗ eσρ ⊗ eδγ ⊗ eνµ).

(C.8)
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en donde α, β, γ, δ = 1, 2, tenemos que desarrollar

ř(λ) = Ř11
11(λ)Ř11

11(λ)(e1
1 ⊗ e1

1 ⊗ e1
1 ⊗ e1

1) + Ř22
22(λ)Ř22

22(λ)(e2
2 ⊗ e2

2 ⊗ e2
2 ⊗ e2

2)

+ Ř11
11(λ)Ř22

22(λ)(e1
1 ⊗ e2

2 ⊗ e1
1 ⊗ e2

2) + Ř22
22(λ)Ř11

11(λ)(e2
2 ⊗ e1

1 ⊗ e2
2 ⊗ e1

1)

+ Ř11
11(λ)Ř12

12(λ)(e1
1 ⊗ e1

1 ⊗ e1
1 ⊗ e2

2) + Ř11
11(λ)Ř21

21(λ)(e1
1 ⊗ e2

2 ⊗ e1
1 ⊗ e1

1)

+ Ř11
11(λ)Ř12

21(λ)(e1
1 ⊗ e2

1 ⊗ e1
1 ⊗ e1

2) + Ř11
11(λ)Ř21

12(λ)(e1
1 ⊗ e1

2 ⊗ e1
1 ⊗ e2

1)

+ Ř22
22(λ)Ř12

12(λ)(e2
2 ⊗ e1

1 ⊗ e2
2 ⊗ e2

2) + Ř22
22(λ)Ř21

21(λ)(e2
2 ⊗ e2

2 ⊗ e2
2 ⊗ e1

1)

+ Ř22
22(λ)Ř12

21(λ)(e2
2 ⊗ e2

1 ⊗ e2
2 ⊗ e1

2) + Ř22
22(λ)Ř21

12(λ)(e2
2 ⊗ e1

2 ⊗ e2
2 ⊗ e2

1)

+ Ř12
12(λ)Ř11

11(λ)(e1
1 ⊗ e1

1 ⊗ e2
2 ⊗ e1

1) + Ř12
12(λ)Ř12

12(λ)(e1
1 ⊗ e1

1 ⊗ e2
2 ⊗ e2

2)

+ Ř12
12(λ)Ř21

21(λ)(e1
1 ⊗ e2

2 ⊗ e2
2 ⊗ e1

1) + Ř12
12(λ)Ř22

22(λ)(e1
1 ⊗ e2

2 ⊗ e2
2 ⊗ e2

2)

+ Ř12
12(λ)Ř12

21(λ)(e1
1 ⊗ e2

1 ⊗ e2
2 ⊗ e1

2) + Ř12
12(λ)Ř21

12(λ)(e1
1 ⊗ e1

2 ⊗ e2
2 ⊗ e2

1)

+ Ř21
21(λ)Ř11

11(λ)(e2
2 ⊗ e1

1 ⊗ e1
1 ⊗ e1

1) + Ř21
21(λ)Ř12

12(λ)(e2
2 ⊗ e1

1 ⊗ e1
1 ⊗ e2

2)

+ Ř21
21(λ)Ř21

21(λ)(e2
2 ⊗ e2

2 ⊗ e1
1 ⊗ e1

1) + Ř21
21(λ)Ř22

22(λ)(e2
2 ⊗ e2

2 ⊗ e1
1 ⊗ e2

2)

+ Ř21
21(λ)Ř12

21(λ)(e2
2 ⊗ e2

1 ⊗ e1
1 ⊗ e1

2) + Ř21
21(λ)Ř21

12(λ)(e2
2 ⊗ e1

2 ⊗ e1
1 ⊗ e2

1)

+ Ř12
21(λ)Ř11

11(λ)(e2
1 ⊗ e1

1 ⊗ e1
2 ⊗ e1

1) + Ř12
21(λ)Ř12

12(λ)(e2
1 ⊗ e1

1 ⊗ e1
2 ⊗ e2

2)

+ Ř12
21(λ)Ř21

21(λ)(e2
1 ⊗ e2

2 ⊗ e1
2 ⊗ e1

1) + Ř12
21(λ)Ř22

22(λ)(e2
1 ⊗ e2

2 ⊗ e1
2 ⊗ e2

2)

+ Ř12
21(λ)Ř12

21(λ)(e2
1 ⊗ e2

1 ⊗ e1
2 ⊗ e1

2) + Ř12
21(λ)Ř21

12(λ)(e2
1 ⊗ e1

2 ⊗ e1
2 ⊗ e2

1)

+ Ř21
12(λ)Ř11

11(λ)(e1
2 ⊗ e1

1 ⊗ e2
1 ⊗ e1

1) + Ř21
12(λ)Ř12

12(λ)(e1
2 ⊗ e1

1 ⊗ e2
1 ⊗ e2

2)

+ Ř21
12(λ)Ř21

21(λ)(e1
2 ⊗ e2

2 ⊗ e2
1 ⊗ e1

1) + Ř21
12(λ)Ř22

22(λ)(e1
2 ⊗ e2

2 ⊗ e2
1 ⊗ e2

2)

+ Ř21
12(λ)Ř12

21(λ)(e1
2 ⊗ e2

1 ⊗ e2
1 ⊗ e1

2) + Ř21
12(λ)Ř21

12(λ)(e1
2 ⊗ e1

2 ⊗ e2
1 ⊗ e2

1)

(C.9)

A continuación tenemos la matriz ř(λ) de forma expĺıcita y donde omiti-
mos los elementos de matriz que son cero.
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ř
(λ

)
=
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λ
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s
λ
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s
λ
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s
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si
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n
λ

si
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λ

si
n
λ

1
si

n
2
λ
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λ
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λ
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λ
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λ
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Para β vamos a utilizar el siguiente resultado

β =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

[cos(λ− µ) cosh(h− l)± cos(λ+ µ) sinh(h− l)]−1

=
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

,

(C.10)

en donde utilizamos

ρ4(λ, µ) = cosλ cosµel−h + sinλ sinµeh−l

= cosλ cosµ(cosh(h− l)− sinh(h− l)) + sinλ sinµ[sinh(h− l) + cosh(h− l)]
= (cosλ cosµ+ sinλ sinµ) cosh(h− l)− (cosλ cosµ− sinλ sinµ) sinh(h− l)].

Enlistamos algunas de las propiedades que utilizaremos:

cosh(h− l) cosh(h+ l) = cosh2 h cosh2 l − sinh2 h sinh2 l,

sinh(h− l) sinh(h+ l) = sinh2 h cosh2 l − cosh2 h sinh2 l,

cosh(h− l) sinh(h+ l) = coshh sinhh+ sinh l cosh l,

sinh(h− l) cosh(h+ l) = coshh sinhh− sinh l cosh l,

sinh(h− l) cosh(h− l) = sinhh coshh(cosh2 l + sinh2 l)

sinh l cosh l(cosh2 h+ sinh2 h),

cosh(h− l) sinh(h+ l) + sinh(h− l) cosh(h+ l) = 2 coshh sinhh,

cosh(h− l) cosh(h+ l) + sinh(h− l) sinh(h+ l) = cosh2 h+ sinh2 h,

cosh(h− l) cosh(h+ l)− sinh(h− l) sinh(h+ l) = cosh2 l + sinh2 l,

sin(λ− µ) cos(λ+ µ) = sinλ cosλ− cosµ sinµ,

cos(λ− µ) sin(λ+ µ) = sinλ cosλ+ cosµ sinµ,

⇒ sin(λ− µ) cos(λ+ µ) + cos(λ− µ) sin(λ+ µ) = 2 sinλ cosλ,

⇒ cos(λ− µ) cos(λ+ µ) = cos2 λ− sin2 µ.

(C.11)

Para calcular Ř(λ, µ) desarrollamos cada uno de los términos,

G(l)⊗G(h)

= [cosh(l/2)Id2 + C ⊗ C sinh(l/2)]⊗ [cosh(h/2)Id2 + C ⊗ C sinh(h/2)]

= cosh(l/2) cosh(h/2)Id4 + cosh(l/2) sinh(h/2)Id2 ⊗ C ⊗ C
+ sinh(l/2) cosh(h/2)C ⊗ C ⊗ Id2 + sinh(l/2) sinh(h/2)C ⊗ C ⊗ C ⊗ C
= cosh(l/2) cosh(h/2)Id4 + sinh(h/2) cosh(l/2)A+ cosh(h/2) sinh(l/2)B

+ sinh(h/2) sinh(l/2)D

= cosh

(
h+ l

2

)
E + cosh

(
h− l

2

)
F + sinh

(
h+ l

2

)
G+ sinh

(
h− l

2

)
H.

(C.12)
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Si ahora hacemos h→ −h y l→ −l tenemos

G(−h)⊗G(−l) = cosh

(
−h− l

2

)
E + cosh

(
−h− (−l)

2

)
F

+ sinh

(
−h− l

2

)
G+ sinh

(
−h− (−l)

2

)
H

= cosh

(
h+ l

2

)
E + cosh

(
h− l

2

)
F − sinh

(
h+ l

2

)
G− sinh

(
h− l

2

)
H

(C.13)

en donde consideramos

A = diag(1,−1,−1, 1|1,−1,−1, 1|1,−1,−1, 1|1,−1,−1, 1),

B = diag(1, 1, 1, 1| − 1,−1,−1,−1| − 1,−1,−1,−1|1, 1, 1, 1),

D = diag(1,−1,−1, 1| − 1, 1, 1,−1| − 1, 1, 1,−1|1,−1,−1, 1),

E = diag(1, 0, 0, 1|0, 1, 1, 0|0, 1, 1, 0|1, 0, 0, 1),

F = diag(0, 1, 1, 0|1, 0, 0, 1|1, 0, 0, 1|0, 1, 1, 0),

G = diag(1, 0, 0, 1|0,−1,−1, 0|0,−1,−1, 0|1, 0, 0, 1),

H = diag(0,−1,−1, 0|1, 0, 0, 1|1, 0, 0, 1|0,−1,−1, 0).

(C.14)

A partir de las definiciones anteriores notamos que G(l) ⊗ G(h) y G(−h) ⊗
G(−l) solo tienen elementos en la diagonal.
Calculemos C↑C↓ ⊗ Id2 , con d = 2

C↑C↓ ⊗ Id2 = (C ⊗ Id)(Id ⊗ C)⊗ Id2 = C ⊗ C ⊗ Id2 = B, (C.15)

en donde C = e1
1 − e2

2.
Para obtener la matriz Ř vamos a multiplicar término a término i.e.

Řjk(λ, µ) = β(G(l)⊗G(h))jl × [řlm(λ− µ) +
α

β
řln(λ+ µ)(C↑C↓ ⊗ Id2)nm]

(G(−h)⊗G(−l))mk
(C.16)

Hay que notar que algunos elementos tienen términos idénticos entonces los
cálculos son los mismos.
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Para Ř11 y Ř16,16, entonces

Ř11 = Ř16,16 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
×[

cos2(λ− µ) +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos2(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

]
(cos(λ− µ) cosh(h− l) + cos(λ+ µ) sinh(h− l))

=
1

ρ4
[(cosλ cosµ+ sinλ sinµ) cosh(h− l) + (cosλ cosµ− sinλ sinµ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
[cosλ cosµ(cosh(h− l) + sinh(h− l)) + sinλ sinµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))]

=
1

ρ4

[
cosλ cosµeh−l + sinλ sinµel−h

]
=
ρ1

ρ4

(C.17)

Para Ř44 y Ř13,13, tenemos

Ř44 = Ř13,13 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
×[

1 +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

](
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

+
sinh(h− l)
cos(λ+ µ)

)
=

1

ρ4

cosh(h− l) cos(λ+ µ) + sinh(h− l) cos(λ− µ)

cos(λ− µ) cos(λ+ µ)

=
1

ρ4

cosh(h− l)(cosλ cosµ− sinλ sinµ) + sinh(h− l)(cosλ cosµ+ sinλ sinµ)

cos2 λ− sin2 µ

=
1

ρ4

cosλ cosµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))− sinλ sinµ(cosh(h− l)− sinh(h− l))
cos2 λ− sin2 µ

=
1

ρ4

cosλ cosµeh−l − sinλ sinµel−h

cosλ− sinµ
=
ρ3

ρ4

(C.18)

Para Ř66 y Ř11,11, tenemos

Ř66 = Ř11,11 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
×[

cos2(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos2(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
(C.19)
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Ř66 = Ř11,11

=
1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

]
(cos(λ− µ) cosh(h− l)− cos(λ+ µ) sinh(h− l))

=
1

ρ4
[(cosλ cosµ+ sinλ sinµ) cosh(h− l)− (cosλ cosµ− sinλ sinµ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
[cosλ cosµ(cosh(h− l)− sinh(h− l)) + sinλ sinµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))]

=
1

ρ4

[
cosλ cosµel−h + sinλ sinµeh−l

]
=
ρ4

ρ4

(C.20)

Para Ř77 y Ř10,10, tenemos

Ř77 = Ř10,10 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
×[

1− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

](
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

− sinh(h− l)
cos(λ+ µ)

)
=

1

ρ4

cosh(h− l) cos(λ+ µ)− sinh(h− l) cos(λ− µ)

cos(λ− µ) cos(λ+ µ)

=
1

ρ4

cosh(h− l)(cosλ cosµ− sinλ sinµ)− sinh(h− l)(cosλ cosµ+ sinλ sinµ)

cos2 λ− sin2 µ

=
1

ρ4

cosλ cosµ(cosh(h− l)− sinh(h− l))− sinλ sinµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))
cosλ− sinµ

=
1

ρ4

cosλ cosµel−h − sinλ sinµeh−l

cosλ− sinµ
=
ρ5

ρ4

(C.21)

Para Ř7,10 y Ř10,7, tenemos

Ř7,10 = Ř10,7 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
×[

sin2(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

sin2(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

]
cosh(h− l)
cos(λ− µ)[

1− cos2(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

(1− cos2(λ+ µ))

]
(C.22)
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Ř7,10 = Ř10,7

=
1

ρ4

[
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

− sinh(h− l)
cos(λ+ µ)

]
− 1

ρ4
[cos(λ− µ) cosh(h− l)− cos(λ+ µ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
(ρ5 − ρ4) = − 1

ρ4
(ρ4 − ρ5) = −ρ7

ρ4

(C.23)

Para Ř4,13 y Ř13,4, entonces

Ř4,13 = Ř13,4 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
×[

sin2(λ− µ) +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

sin2(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
)− sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h+ l

2
)− sinh2(

h+ l

2
)

]
cosh(h− l)
cos(λ− µ)[

1− cos2(λ− µ) +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

(1− cos2(λ+ µ))

]
=

1

ρ4

[
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

+
sinh2(h− l)
cos(λ+ µ)

]
− 1

ρ4
[cos(λ− µ) cosh(h− l) + cos(λ+ µ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
(ρ3 − ρ1) = − 1

ρ4
(ρ1 − ρ3) = −ρ8

ρ4

(C.24)

Para Ř52, Ř8,14, Ř9,3 y Ř12,15, entonces

Ř52 = Ř8,14 = Ř9,3 = Ř12,15 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

) + sinh(
h− l

2
)

]
×[

sin(λ− µ) cos(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos(λ+ µ) sin(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h− l
2

)− sinh(
h− l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h− l
2

)− sinh2(
h− l

2
)

]
(sin(λ− µ) cosh(h− l)− sin(λ+ µ) sinh(h− l))

=
1

ρ4
[(sinλ cosµ− cosλ sinµ) cosh(h− l)− (sinλ cosµ+ cosλ sinµ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
[sinλ cosµ(cosh(h− l)− sinh(h− l))− cosλ sinµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))]

=
1

ρ4

[
sinλ cosµel−h − cosλ sinµeh−l

]
=
ρ9

ρ4



238 APÉNDICE C. MATRIZ-R DE SHASTRY

Para Ř25, Ř14,8, Ř3,9 y Ř15,12, entonces

Ř25 = Ř14,8 = Ř3,9 = Ř15,12 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

)− sinh(
h− l

2
)

]
×[

sin(λ− µ) cos(λ− µ) +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos(λ+ µ) sin(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h− l
2

) + sinh(
h− l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh2(

h− l
2

)− sinh2(
h− l

2
)

]
(sin(λ− µ) cosh(h− l) + sin(λ+ µ) sinh(h− l))

=
1

ρ4
[(sinλ cosµ− cosλ sinµ) cosh(h− l) + (sinλ cosµ+ cosλ sinµ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4
[sinλ cosµ(cosh(h− l) + sinh(h− l))− cosλ sinµ(cosh(h− l)− sinh(h− l))]

=
1

ρ4

[
sinλ cosµeh−l − cosλ sinµel−h

]
=
ρ10

ρ4

Para Ř22, Ř33, Ř14,14 y Ř15,15, entonces

Ř22 = Ř33 = Ř14,14 = Ř15,15 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

)− sinh(
h− l

2
)

]
×[

cos(λ− µ) +
cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h− l
2

)− sinh(
h− l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

)− sinh(
h− l

2
)

]2

(cosh(h− l) + sinh(h− l))

=
1

ρ4
[cosh(h− l)− sinh(h− l)] (cosh(h− l) + sinh(h− l))

=
1

ρ4

[
cosh2(h− l)− sinh2(h− l)

]
=

1

ρ4

Para Ř55, Ř88, Ř99 y Ř12,12, entonces

Ř55 = Ř88 = Ř99 = Ř12,12 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

) + sinh(
h− l

2
)

]
×[

cos(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

cos(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h− l
2

) + sinh(
h− l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh(

h− l
2

) + sinh(
h− l

2
)

]2

(cosh(h− l)− sinh(h− l))

=
1

ρ4
[cosh(h− l) + sinh(h− l)] (cosh(h− l)− sinh(h− l))
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Ř55 = Ř88 = Ř99 = Ř12,12 =
1

ρ4

[
cosh2(h− l)− sinh2(h− l)

]
=

1

ρ4

Para Ř47, Ř4,10, Ř13,7 y Ř13,10, entonces

Ř47 = Ř4,10 = Ř13,7 = Ř13,10 =
cosh(h− l)
cos(λ− µ)

· 1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
×[

sin(λ− µ)− cos(λ− µ) sinh(h− l)
cos(λ+ µ) cosh(h− l)

sin(λ+ µ)

]
·
[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h+ l

2
)

]
=

1

ρ4

[
cosh(

h+ l

2
) + sinh(

h− l
2

)

]2( sin(λ− µ)

cos(λ− µ)
cosh(h− l)− sin(λ+ µ)

cos(λ+ µ)
sinh(h− l)

)
=

1

ρ4

cosh(h+ l) + sinh(h+ l)

cos(λ− µ) cos(λ+ µ)
[sin(λ− µ) cos(λ+ µ) cosh(h− l)

+ sin(λ+ µ) cos(λ− µ) sinh(h− l)]

=
1

ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ

{
sin(λ− µ) cos(λ+ µ)[cosh(h− l) cosh(h+ l)

+ sinh(h+ l) cosh(h− l)]− sin(λ+ µ) cos(λ− µ)[cosh(h+ l) sinh(h− l)

+ sinh(h+ l) sinh(h− l)]
}

=
1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ

{
sin(λ− µ) cos(λ+ µ)[2 cosh(h− l) cosh(h+ l)

+ 2(sinhh coshh+ sinh l cosh l)]− sin(λ+ µ) cos(λ− µ)[2(coshh sinhh

− cosh l sinh l) + 2 sinh(h+ l) sinh(h− l)]
}

=
1

2ρ4

sin(λ− µ) cos(λ+ µ)

cos2 λ− sin2 µ
[cosh(h− l) cosh(h+ l) + sinh(h− l) sinh(h+ l)

+ cosh(h− l) cosh(h+ l)− sinh(h− l) sinh(h+ l) + 2(sinhh coshh+ sinh l cosh l)]

− sin(λ+ µ) cos(λ− µ)

cos2 λ− sin2 µ
[2(coshh sinhh− cosh l sinh l) + sinh(h+ l) sinh(h− l)

− cosh(h+ l) cosh(h− l) + cosh(h+ l) cosh(h− l) + sinh(h+ l) sinh(h− l)]

=
1

2ρ4

sin(λ− µ) cos(λ+ µ)

cos2 λ− sin2 µ
[cosh2 h+ sinh2 h+ cosh2 l + sinh2 l

+ 2(sinhh coshh+ sinh l cosh l)]− sin(λ+ µ) cos(λ− µ)

cos2 λ− sin2 µ

[2(coshh sinhh− cosh l sinh l)− cosh2 l − sinh2 l + cosh2 h+ sinh2 h]

=
1

2ρ4

sin(λ− µ) cos(λ+ µ)

cos2 λ− sin2 µ
[(coshh+ sinhh)2 + (cosh l + sinh l)2]

− sin(λ+ µ) cos(λ− µ)

cos2 λ− sin2 µ
[(coshh+ sinhh)2 − (cosh l + sinh l)2]
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=
1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ
[(sin(λ− µ) cos(λ+ µ)− sin(λ+ µ) cos(λ− µ))(coshh+ sinhh)2

+ (sin(λ− µ) cos(λ+ µ) + sin(λ+ µ) cos(λ− µ))(cosh l + sinh l)2]

=
1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ
[sinλ cosλ(coshh+ sinhh)2 − sinµ cosµ(cosh l + sinh l)2]

=
1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ
[sinλ cosλ(cosh2 h+ sinh2 h)− sinµ cosµ(cosh2 l + sinh2 l)

+ 2(sinλ cosλ sinh l cosh l − sinµ cosµ sinhh coshh)]

=
1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ

[coshh sinhh

coshh sinhh
sinλ cosλ(cosh2 h+ sinh2 h)

− cosh l sinh l

cosh l sinh l
sinµ cosµ(cosh2 l + sinh2 l)

]
=

1

2ρ4

1

cos2 λ− sin2 µ
[
1

u
coshh sinhh(cosh2 h+ sinh2 h)

− 1

u
cosh l sinh l(cosh2 l + sinh2 l)]

=
2 sinh(h− l) cosh(h− l)

2uρ4(cos2 λ− sin2 µ)
=

2 sinh(h−l2 )

2uρ4(cos2 λ− sin2 µ)
=

ρ

ρ4

Obtenemos el resultado deseado.

Ř(λ, µ) =
1

ρ4
·

ρ1

1 ρ9

1 ρ9

ρ3 ρ6 ρ6 −ρ8

ρ10 1
ρ4

ρ6 ρ5 −ρ7 ρ6

1 ρ10

ρ10 1
ρ6 −ρ7 ρ5 ρ6

ρ4

1 ρ10

−ρ8 ρ6 ρ6 ρ3

ρ9 1
ρ9 1

ρ1


(C.25)



Apéndice D

L-matriz

Vamos a calcular la L-matriz a detalle para el caso en que µ = 0.
Usando (5.308) calculamos cada uno de los elementos de Lj(λ, 0)

L 1
j1(λ, 0) = (−1)p(1)p(1)R11

11(λ, 0)e 1
j1 + (−1)p(1)p(2)R12

12(λ, 0)e 2
j2

+ (−1)p(1)p(3)R13
13(λ, 0)e 3

j3 + (−1)p(1)p(4)R14
14(λ, 0)e 4

j4

= R11
11(λ, 0)X 1

j1 +R12
12(λ, 0)X 2

j2 +R13
13(λ, 0)X 3

j3 +R14
14(λ, 0)X 4

j4

=
1

ρ4

[
cosλ eh(Xj)

1
1 − sinλ eh(Xj)

2
2 − sinλ eh(Xj)

3
3 +

sin2 λ

cosλ
eh(Xj)

4
4

]
L 2
j2(λ, 0) = (−1)p(2)p(1)R21

21(λ, 0)e 1
j1 + (−1)p(2)p(2)R22

22(λ, 0)e 2
j2

+ (−1)p(2)p(3)R23
23(λ, 0)e 3

j3 + (−1)p(2)p(4)R24
24(λ, 0)e 4

j4

= R21
21(λ, 0)X 1

j1 −R22
22(λ, 0)X 2

j2 −R23
23(λ, 0)X 3

j3 +R24
24(λ, 0)X 4

j4

=
1

ρ4

[
− sinλ e−h(Xj)

1
1 − cosλ e−h(Xj)

2
2 +

sin2 λ

cosλ
e−h(Xj)

3
3 + sinλ e−h(Xj)

4
4

]
L 3
j3(λ, 0) = (−1)p(3)p(1)R31

31(λ, 0)e 1
j1 + (−1)p(3)p(2)R32

32(λ, 0)e 2
j2

+ (−1)p(3)p(3)R33
33(λ, 0)e 3

j3 + (−1)p(3)p(4)R34
34(λ, 0)e 4

j4

= R31
31(λ, 0)X 1

j1 −R32
32(λ, 0)X 2

j2 −R33
33(λ, 0)X 3

j3 +R34
34(λ, 0)X 4

j4

=
1

ρ4

[
− sinλ e−h(Xj)

1
1 +

sin2 λ

cosλ
e−h(Xj)

2
2 − cosλ e−h(Xj)

3
3 + sinλ e−h(Xj)

4
4

]
L 4
j4(λ, 0) = (−1)p(4)p(1)R41

41(λ, 0)e 1
j1 + (−1)p(4)p(2)R42

42(λ, 0)e 2
j2

+ (−1)p(4)p(3)R43
43(λ, 0)e 3

j3 + (−1)p(4)p(4)R44
44(λ, 0)e 4

j4

= R41
41(λ, 0)X 1

j1 +R42
42(λ, 0)X 2

j2 +R43
43(λ, 0)X 3

j3 +R44
44(λ, 0)X 4

j4

=
1

ρ4

[
sin2 λ

cosλ
eh(Xj)

1
1 + sinλ eh(Xj)

2
2 + sinλ eh(Xj)

3
3 + cosλ eh(Xj)

4
4

]
241
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L 1
j2(λ, 0) = (−1)p(1)p(2)R12

21(λ, 0)e 1
j2 + (−1)p(1)p(4)R14

23(λ, 0)e 3
j4

= R12
21(λ, 0)X 1

j2 +R14
23(λ, 0)X 3

j4 =
1

ρ4

[
(Xj)

2
1 −

sinλ

cosλ
(Xj)

4
3

]
L 1
j3(λ, 0) = (−1)p(1)p(3)R13

31(λ, 0)e 1
j3 + (−1)p(1)p(4)R14

32(λ, 0)e 2
j4

= R13
31(λ, 0)X 1

j3 +R14
32(λ, 0)X 2

j4 =
1

ρ4

[
(Xj)

3
1 +

sinλ

cosλ
(Xj)

4
2

]
L1
j4(λ, 0) = (−1)p(1)p(4)R14

41(λ, 0)e 1
j4 = R14

41(λ, 0)X 1
j4 =

1

ρ4

eh

cosλ
(Xj)

4
1

L 2
j1(λ, 0) = (−1)p(2)p(1)R21

12(λ, 0)e 2
j1 + (−1)p(2)p(3)R23

14(λ, 0)e 4
j3

= R21
12(λ, 0)X 2

j1 −R23
14(λ, 0)X 4

j3 =
1

ρ4

[
(Xj)

1
2 −

sinλ

cosλ
(Xj)

3
4

]
L 2
j3(λ, 0) = (−1)p(2)p(3)R23

32(λ, 0)e 2
j3 = −R23

32(λ, 0)X 2
j3 = − 1

ρ4

e−h

cosλ
(Xj)

3
2

L 2
j4(λ, 0) = (−1)p(2)p(3)R23

41(λ, 0)e 1
j3 + (−1)p(2)p(4)R24

42(λ, 0)e 2
j4

= −R23
41(λ, 0)X 1

j3 +R24
42(λ, 0)X 2

j4 =
1

ρ4

[
− sinλ

cosλ
(Xj)

3
1 + (Xj)

4
2

]
L 3
j1(λ, 0) = (−1)p(3)p(1)R31

13(λ, 0)e 3
j1 + (−1)p(3)p(2)R32

14(λ, 0)e 4
j2

= R31
13(λ, 0)X 3

j1 −R32
14(λ, 0)X 4

j2 =
1

ρ4

[
(Xj)

1
3 +

sinλ

cosλ
(Xj)

2
4

]
L 3
j2(λ, 0) = (−1)p(3)p(2)R32

23(λ, 0)e 3
j2 = −R32

23(λ, 0)X 3
j2 = − 1

ρ4

e−h

cosλ
(Xj)

2
3

L 3
j4(λ, 0) = (−1)p(3)p(2)R32

41(λ, 0)e 1
j2 + (−1)p(3)p(4)R34

43(λ, 0)e 3
j4

= −R32
41(λ, 0)X 1

j2 +R34
43(λ, 0)X 3

j4 =
1

ρ4

[
sinλ

cosλ
(Xj)

2
1 + (Xj)

4
3

]
L 4
j1(λ, 0) = (−1)p(4)p(1)R41

14(λ, 0)e 4
j1 = R41

14(λ, 0)X 4
j1 =

1

ρ4

eh

cosλ
(Xj)

1
4

L 4
j2(λ, 0) = (−1)p(4)p(1)R41

23(λ, 0)e 3
j1 + (−1)p(4)p(2)R42

24(λ, 0)e 4
j2

= R41
23(λ, 0)X 3

j1 +R42
24(λ, 0)X 4

j2 =
1

ρ4

[
− sinλ

cosλ
(Xj)

1
3 + (Xj)

2
4

]
L 4
j3(λ, 0) = (−1)p(4)p(1)R41

32(λ, 0)e 2
j1 + (−1)p(4)p(3)R43

34(λ, 0)e 4
j3

= R41
32(λ, 0)X 2

j1 +R43
34(λ, 0)X 4

j3 =
1

ρ4

[
sinλ

cosλ
(Xj)

1
2 + (Xj)

3
4

]
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Ahora sustituimos el valor de Xj (5.281)

L 1
j1(λ, 0) =

eh

cosλ

[
cosλ eh(1− nj↓)(1− nj↑)− sinλ eh(1− nj↓)nj↑

− sinλ ehnj↓(1− nj↑) +
sin2 λ

cosλ
ehnj↓nj↑

]
=

e2h

cos2 λ
(nj↓ sinλ− (1− nj↓) cosλ)(nj↑ sinλ− (1− nj↑) cosλ)

L 2
j2(λ, 0) =

eh

cosλ

[
− sinλ e−h(1− nj↓)(1− nj↑)− cosλ e−h(1− nj↓)nj↑

+
sin2 λ

cosλ
e−hnj↓(1− nj↑) + sinλ e−hnj↓nj↑

]
=
ehe−h

cos2 λ
(nj↓ sinλ− (1− nj↓) cosλ)(nj↑ cosλ+ (1− nj↑) sinλ)

L 3
j3(λ, 0) =

eh

cosλ

[
− sinλ e−h(1− nj↓)(1− nj↑) +

sin2 λ

cosλ
e−h(1− nj↓)nj↑

− cosλ e−hnj↓(1− nj↑) + sinλ e−hnj↓nj↑

]
=
ehe−h

cos2 λ
(nj↓ cosλ+ (1− nj↓) sinλ)(nj↑ sinλ− (1− nj↑) cosλ)

L 4
j4(λ, 0) =

eh

cosλ

[sin2 λ

cosλ
eh(1− nj↓)(1− nj↑) + sinλ eh(1− nj↓)nj↑

+ sinλ ehnj↓(1− nj↑) + cosλ ehnj↓nj↑

]
=

e2h

cos2 λ
(nj↓ cosλ+ (1− nj↓) sinλ)(nj↑ cosλ+ (1− nj↑) sinλ)

L 1
j2(λ, 0) =

eh

cosλ

[
(1− nj↓)c†j↑ −

sinλ

cosλ
nj↓c

†
j↑

]
= − eh

cos2 λ
[nj↓ sinλ− (1− nj↓) cosλ] c†j↑

L 1
j3(λ, 0) =

eh

cosλ

[
c†j↓(1− nj↑) +

sinλ

cosλ
(−c†j↓nj↑)

]
= − eh

cos2 λ
[nj↑ sinλ− (1− nj↑) cosλ] c†j↓

L 1
j4(λ, 0) = − e2h

cos2 λ
c†j↓c

†
j↑

L 2
j1(λ, 0) =

eh

cosλ

[
(1− nj↓)cj↑ −

sinλ

cosλ
nj↓cj↑

]
= − eh

cos2 λ
[nj↓ sinλ− (1− nj↓) cosλ] cj↑

L 2
j3(λ, 0) = − e

he−h

cos2 λ
c†j↓cj↑
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L 2
j4(λ, 0) =

eh

cosλ

[
− sinλ

cosλ
c†j↓(1− nj↑)− c

†
j↓nj↑

]
= − eh

cos2 λ
[nj↑ cosλ+ (1− nj↑) sinλ] c†j↓

L 3
j1(λ, 0) =

eh

cosλ

[
cj↓(1− nj↑) +

sinλ

cosλ
(−cj↓nj↑)

]
= − eh

cos2 λ
[nj↑ sinλ− (1− nj↑) cosλ] cj↓

L 3
j2(λ, 0) = − e

he−h

cos2 λ
(−cj↓c†j↑) = − e

he−h

cos2 λ
c†j↑cj↓

L 3
j4(λ, 0) =

eh

cosλ

[
sinλ

cosλ
(1− nj↓)c†j↑ + nj↓c

†
j↑

]
=

eh

cos2 λ
[nj↓ cosλ+ (1− nj↓) sinλ] c†j↑

L 4
j1(λ, 0) =

e2h

cos2 λ
cj↓cj↑ = − e2h

cos2 λ
cj↑cj↓

L 4
j2(λ, 0) =

eh

cosλ

[
− sinλ

cosλ
cj↓(1− nj↑)− cj↓nj↑

]
= − eh

cos2 λ
[nj↑ cosλ+ (1− nj↑) sinλ] cj↓

L 4
j3(λ, 0) =

eh

cosλ

[
sinλ

cosλ
(1− nj↓)cj↑ + nj↓cj↑

]
=

eh

cos2 λ
[nj↓ cosλ+ (1− nj↓) sinλ] cj↑

si definimos

fj,a = nj,a sinλ− (1− nj,a) cosλ, (D.1a)

gj,a = nj,a cosλ+ (1− nj,a) sinλ, (D.1b)

para a =↑, ↓, vamos a obtener

Lj(λ, 0) =
eh

cos2 λ

×


ehfj,↓fj,↑ −fj,↓c†j↑ −fj,↑c†j,↓ −ehc†j,↓c

†
j↑

−fj,↓cj,↑ e−hfj,↓)gj↑ −e−hc†j,↓cj↑ −gj,↑c†j,↓
−fj,↑cj,↓ −e−hc†j,↑cj,↓ e−hgj,↓fj↑ gj,↓c

†
j,↑

−ehcj,↑cj,↓ −gj,↑cj,↓ gj,↓cj↑ ehgj,↓gj,↑

 ,

(D.2)



Apéndice E

Yang-Serre

La representación de Y (su(2)) Yangiana de Drinfeld [7], del álgebra de Lie
su(2) generada por los operadores de esṕın Sα y las cantidades conservadas
Jα satisfacen las relaciones (por conveniencia utilizaremos ı́ndices latinos)

[Sa, Sb] = fabcS
c, (E.1a)

[Sa, J b] = fabcJ
c, (E.1b)

donde fabc es la constante de estructura del álgebra de Lie su(2).

La estructura de biálgebra está dada por una counidad trivial

ε(Sa) = 0 = ε(Ja), ε(I) = I, (E.2)

y el coproducto

∆(Sa) = I⊗Sa+Sa⊗ I, ∆(Ja) = I⊗Ja+Ja⊗ I+
α

2
fabcS

b⊗Sc. (E.3)

Además necesitamos definir la ant́ıpoda para que sea un álgebra de Hopf

S(Sa) = −Sa S(Ja) = −Ja +
α

2
fabcS

bSc. (E.4)

Veamos que el coproducto preserva las relaciones (E.1a) y (E.1b)

[∆(Sa),∆(Sb)] = fabc∆(Sc), (E.5a)

[∆(Sa),∆(J b)] = Cabc∆(J c), (E.5b)
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para (E.5a) tenemos

[∆(Sa),∆(Sb)] = (I ⊗ Sa + Sa ⊗ I)(I ⊗ Sb + Sb ⊗ I)

− (I ⊗ Sb + Sb ⊗ I)(I ⊗ Sa + Sa ⊗ I)

= I ⊗ SaSb + Sa ⊗ Sb + Sb ⊗ Sa + SaSb ⊗ I
− I ⊗ SbSa − Sa ⊗ Sb − Sb ⊗ Sa − SbSa ⊗ I
= I ⊗ [Sa, Sb] + [Sa, Sb]⊗ I
= I ⊗ fabcSc + fabcS

c ⊗ I
= fabc∆(Sc)

(E.6)

por otro lado para (E.5b) tenemos

[∆(Ss),∆(J b)] = (I ⊗ Sa + Sa ⊗ I)(I ⊗ J b + J b ⊗ I +
α

2
fbcdS

c ⊗ Sd)

− (I ⊗ J b + J b ⊗ I +
α

2
fbcdS

c ⊗ Sd)(I ⊗ Sa + Sa ⊗ I)

= I ⊗ SaJ b + Sa ⊗ J b + J b ⊗ Sa + SaJ b ⊗ I
− I ⊗ J bSa − Sa ⊗ J b − J b ⊗ Sa − J bSa ⊗ I

+
α

2
fbcd[S

c ⊗ SaSd + SaSc ⊗ Sd − Sc ⊗ SdSa − ScSa ⊗ Sd]

= I ⊗ [Sa, J b] + [Sa, J b]⊗ I +
α

2
fbcd(S

c ⊗ [Sa, Sd] + [Sa, Sc]⊗ Sd)

= I ⊗ fabcJ c + fabcJ
c ⊗ I +

α

2
fbcd[S

c ⊗ fadeSe + faceS
e ⊗ Sd]

= fabcI ⊗ J c + fabcJ
c ⊗ I +

α

2
[−fbcefacdSe ⊗ Sd − fbdcfaceSe ⊗ Sd]

= fabc(I ⊗ J c + J c ⊗ I)− α

2
[fbcefacd + fbdcface]S

e ⊗ Sd

= fabc(I ⊗ J c + J c ⊗ I) +
α

2
fabcfcedS

e ⊗ Sd

= fabc∆(J c),

(E.7)

en donde utilizamos una propiedad de las constantes de estructura

fbcefacd + fbdcface + fabcfdce = 0,

⇒ fbcefacd + fbdcface = −fabcfced.
(E.8)
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Al pedir que (E.3) sea un homomorfismo nos da la relación de Yang-Serre

1

2
fd[ab[J

c], Jd] = 1α
2

24
aabcdeg S

(dSeSg), (E.10)

en donde usamos

fabc = iεabc, (E.11a)

aabcdef = fadifbejfcfkfijk, (E.11b)

La relación (E.9) implica la siguiente relación

fcdk[[J
a, J b], Jk] + fabk[[J

c, Jd], Jk] =
α2

24
(aabklmnfcdk + acdklmnfabk) S

(lSmJn),

(E.12)

o de forma más conocida

[[Ja, J b], [Sc, Jd]] + [[J c, Jd], [Ja, J b]] =
α2

24
(aabklmnfcdk + acdklmnfabk) S

(lSmJn).

(E.13)

Vamos a demostrar solamente como obtener (E.9) usando el coproducto.
La demostración sigue las ideas sugeridas en [84]. Usemos la definición del
coproducto para ∆(Sa) y ∆(Ja) dadas en (E.3) y definamos la cantidad

Zab := ∆([Ja, J b])− [Ja, J b]⊗ I − I ⊗ [Ja, J b], (E.14)

en la que ∆ actúa como un homomorfismo. Ahora introducimos

uab := fcdavcdb − fcdbvcda = −uba, fabcuab = 0, (E.15)

donde vabc es totalmente antisimétrico. Ahora vamos a contraer (E.14) con
uab, pero primero hay que notar lo siguiente

1donde

fd[abJ
c] =

1

3!

(
fdabJ

c + fdbcJ
afdcaJ

b − fdacJb + fdbaJ
cfdcbJ

a
)

S(dSeSg) =
1

3!

(
SdSeSg + SeSgSd + SgSdSe + SdSgSe + SeSdSg + SgSeSd

) (E.10)
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∆([Ja, J b]) = [∆(Ja),∆(J b)]

= [I ⊗ Ja + Ja ⊗ I +
α

2
facdS

c ⊗ Sd, I ⊗ J b + J b ⊗ I +
α

2
fbefS

e ⊗ Sf ]

= I ⊗ [Ja, J b] + [Ja, J b]⊗ I +
α

2
facd(S

c ⊗ [Sd, J b] + [Sc, J b]⊗ Sd)

+
α

2
fbef (S

e ⊗ [Ja, Sf ] + [Ja, Se]⊗ Sf )

+
α2

4
facdfbef (S

cSe ⊗ SdSf − SeSc ⊗ SfSd)
(E.16)

Consideremos ahora los términos que solo tienen una α

facd(S
c ⊗ [Sd, J b] + [Sc, J b]⊗ Sd) + fbef (S

e ⊗ [Ja, Sf ] + [Ja, Se]⊗ Sf )
= facd(S

c ⊗ [Sd, J b] + [Sc, J b]⊗ Sd) + fbcd(S
c ⊗ [Ja, Sd] + [Ja, Sc]⊗ Sd)

= facd(S
c ⊗ fdbeJe + fcbeJ

e ⊗ Sd) + fbcd(S
c ⊗ fadeJe + faceJ

e ⊗ Sd)
= (facdfdbe + fbcdfade)S

c ⊗ Je + (facdfcbe + fbcdface)J
e ⊗ Sd

= fbadfcdeS
c ⊗ Je − fbacfdceJe ⊗ Sd

= fabefcde(S
c ⊗ Jd + J c ⊗ Sd).

(E.17)

Para el término con α2 tenemos

facdfbef (S
cSe ⊗ SdSf − SeSc ⊗ SfSd)

= facdfbef (S
cSe ⊗ SdSf − SeSc ⊗ SdSf + SeSc ⊗ SdSf − SeSc ⊗ SfSd)

= facdfbef ([S
c, Se]⊗ SdSf + SeSc ⊗ [Sd, Sf ])

= facdfbef (fcegS
g ⊗ SdSf + SeSc ⊗ fdfgSg)

= facdfbeffceg(S
g ⊗ SdSf + SfSd ⊗ Sg)

(E.18)

Usando los resultados anteriores podemos reescribir (E.16) como:

∆([Ja, J b]) = [∆(Ja),∆(J b)]

= I ⊗ [Ja, J b] + [Ja, J b]⊗ I +
α

2
fabefcde(S

c ⊗ Jd + J c ⊗ Sd)

+
α2

4
facdfbeffceg(S

g ⊗ SdSf + SfSd ⊗ Sg).

(E.19)

Usando (E.19) en (E.14) tenemos

Zab =
α

2
fabefcde(S

c⊗Jd +J c⊗Sd) +
α2

4
facdfbeffceg(S

g⊗SdSf +SfSd⊗Sg),
(E.20)
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al contraer con uab tenemos

uabZ
ab =

α

2
uabfabefcde(S

c ⊗ Jd + J c ⊗ Sd)

+
α2

4
uabfacdfbeffceg(S

g ⊗ SdSf + SfSd ⊗ Sg)

=
α2

4
(uabfacdfbeffcegS

g ⊗ SdSf + uabfacffbedfcegS
dSf ⊗ Sg)

=
α2

4
(uabfacdfbeffcegS

g ⊗ SdSf + ubafbeffacdfecgS
dSf ⊗ Sg)

=
α2

4
uabfacdfbeffceg(S

g ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg)

=
α2

4
(vijbfija − vijafijb)facdfbeffceg(Sg ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg)

=
α2

4
(A−B)(Sg ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg)

(E.21)

en donde se anula el primer término al usar (E.15) y donde A y B están
dados por

A = vijbfijafacdfbeffceg

B = vijafijbfacdfbeffceg
(E.22)

Notemos que podemos reescribir A y B si usamos la identidad de Jacobi.
Para A tenemos:

A = vijbfijafacdfbeffceg

= vijb(fjcafiad + fciafjad)fbeffceg

= (vjibficafjad + vijbfciafjad)fbeffceg

= −2vijbfajdfciafcegfbef

= −2vijbfajd(−fceifcag − fcaefcig)fbef
= 2vijb(fajdfceifcagfbef + fajdfcaefcigfbef ).

(E.23)

Por otro lado para B tenemos

B = vijafijbfacdfbeffceg

= vijbfijafbcdfaeffceg

= vijb(fjeafiaf + feiafjaf )fbcdfceg

= (vjibfieafjaf + vijbfeiafjaf )fbcdfceg

= −2vijbfiaefajffbcdfceg

= −2vijbfajffbcd(−fciefaeg − facefieg)
= 2vijb(fajffbcdfciefaeg + fajffbcdfacefieg).

(E.24)
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Por conveniencia vamos a reescribir A − B = C + D donde C y D están
dados por:

C = 2vijb(fajdfceifcagfbef − fajffbcdfciefaeg)
D = 2vijb(fajdfcaefcigfbef − fajffbcdfacefieg).

(E.25)

Hay que notar que si renombramos los ı́ndices en C y después aplicamos la
identidad de Jacobi obtenemos:

C = 2vijb(fajdfceifcagfbef − fajffbcdfciefaeg)
= 2(vijbfajdfceifcagfbef − vibjfebffjadfaicfecg)
= 2vijbfajdfbef (fceifcag + faicfecg)

= 2vijbfajdfbeffaecficg

= −2vijbfajdfbeffcaefcig,

(E.26)

si ahora renombramos los ı́ndices en el segundo término de D obtenemos

D = 2vijb(fajdfcaefcigfbef − fajffbcdfacefieg)
= 2(vijbfajdfcaefcigfbef − vibjfebffjadfceaficg)
= 4vijbfajdfcaefcigfbef = −2C.

(E.27)

Usando los resultados anteriores tenemos

uabfacdfbeffceg = 2vijbfajdfcaefcigfbef

= 2vijbfcigfajdfbeffcae

= −2vijbfigcfjdafbfefcae

= −2vijafigcfjdbfafefcbe

= −2vijaaijagdf

(E.28)

Usando (E.28) reescribimos uabZ
ab como

uabZ
ab = (vijbfija − vijafijb)Zab

= vijafijbZ
ba − vijafijbZab

= −2vijafijbZ
ab

= −2α2

4
vijaaijagdf (S

g ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg)

⇒ 2vijafijbZ
ab =

α2

2
vijaaijagdf (S

g ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg). (E.29)
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Debido a que contraemos con un tensor totalmente antisimétrico, podemos
reescribir (E.29) como

2vijafb[ijZ
a]b =

α2

2
vijaa[ija]gdf (S

g ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg). (E.30)

Además, notemos que

a[ija]gdf = aija(gdf),

aija(gdf)(S
g ⊗ SdSf + SdSf ⊗ Sg) = aijagdf (S(g ⊗ SdSf) + S(dSf ⊗ Sg)).

(E.31)

Entonces al usar (E.31) en (E.30) obtenemos

2vijafb[ijZ
a]b =

α2

2
vijaaijagdf (S(g ⊗ SdSf) + S(dSf ⊗ Sg)). (E.32)

Además, si usamos (E.3) de forma recursiva podemos demostrar que

S(g⊗SdSf)+S(dSf⊗Sg) =
1

3

(
∆(S(gSdSf))− S(gSdSf) ⊗ I − I ⊗ S(gSdSf)

)
.

(E.33)
Entonces usando (E.33) en (E.32) encontramos

vijafb[ijZ
a]b =

α2

12
vijaaijagdf

(
∆(S(gSdSf))− S(gSdSf) ⊗ I − I ⊗ S(gSdSf)

)
.

(E.34)
Ahora definimos

W gdf = ∆(SgSdSf )− SgSdSf ⊗ I − I ⊗ SgSdSf (E.35)

y usamos nuevamente las propiedades (E.31) en (E.34) tenemos:

vijafb[ijZ
a]b =

α2

12
vijaaijagdfW

(gdf) =
α2

12
vijaaija(gdf)W

gdf

=
α2

12
vijaa[ija]gdfW

gdf

⇒ vija(fb[ijZ
a]b =

α2

12
a[ija]gdfW

gdf ).

(E.36)

Como esta último expresión es válida para cada tensor antisimétrico vija,
concluimos que

fb[ijZ
a]b =

α2

12
a[ija]gdfW

gdf , (E.37)
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si desarrollamos Zab y W ab tenemos

fb[ij
(
∆([Ja], J b])− [Ja], J b]⊗ I − I ⊗ [Ja], J b]

)
=
α2

12
a[ija]gdf (∆(SgSdSf )− SgSdSf ⊗ I − I ⊗ SgSdSf ),

∆(fb[ij[J
a], J b]− α2

12
a[ija]gdfS

gSdSf )− (fb[ij[J
a], J b]− α2

12
a[ija]gdfS

gSdSf )⊗ I

− I ⊗ (fb[ij[J
a], J b]− α2

12
a[ija]gdfS

gSdSf ) = 0,

(E.38)

lo que se reduce a

fb[ij[J
a], J b] =

α2

12
a[ija]gdfS

gSdSf , (E.39)

si usamos las propiedades (E.31) obtenemos

fb[ij[J
a], J b] =

α2

12
aijagdfS

(gSdSf), (E.40)

que es la propiedad que deseábamos demostrar y a partir de la cual podemos
obtener la relación de Yang-Serre más conocida.
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[43] F. Göhmann, The one-dimensional Hubbard model-exact solution and
algebraic structure, Habilitationsschrift, Universität Bayreuth (2001).

[44] A. Kundu, Integrability and exact solution of correlated hopping multi-
chain electron systems, Nucl. Phys. B 618 (2001) 500.
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