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A Diana e Iktán.

“[...] hasta el fondo de todos los abismos,
hasta el último vuelo de la última ala,

cuando la carne toda no sea carne, ni el alma
sea alma.” (26-29)

Jaime Sabines, Entresuelo.
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Introducción

En [14], Wilson y Moore mostraron que para una superficie inmersa en Rn+2 la segunda forma
fundamental puede ser clasificada por una configuración que consiste de un punto y una elipse (la
elipse de curvatura) que se encuentra en el espacio normal, y que dicha configuración determina los
invariantes escalares de segundo orden. Para el caso de una superficie inmersa en R4 los invariantes
clásicos son cuatro: la curvatura Gaussiana K, la curvatura normal N, la norma del vector de curvatura
media | ~H| y la función discriminante ∆ que mide en cada punto la convexidad local de la superficie,
[11]. Estos invariantes han sido estudiados por varios autores ([11], [14], [9], [23]) siendo su clasificación
y estudio de actual interés ([1],[15]).

Para una superficie inmersa en R5, además de la curvatura Gaussiana, la norma del vector de cur-
vatura media y la función ∆ se tienen dos invariantes más: la norma de un vector ortogonal al plano
que contiene a la elipse, que puede ser entendido como el vector de curvatura normal: | ~N | y Γ el cual
está dado en términos del ángulo formado por el vector de curvatura media y el vector de curvatura
normal. En general, para una superficie inmersa en Rn+2 los cinco invariantes antes mencionados se
pueden generalizar y dar pie a un sistema completo de invariantes.

En cada punto de la superficie la segunda forma fundamental puede ser identificada con un aplica-
ción cuadrática cuyo dominio y contradominio son, respectivamente, un espacio euclidiano de dimensión
2 y un espacio euclidiano de dimensión n.

El primer objetivo de este trabajo es generalizar la clasificación del conjunto de aplicaciones
cuadráticas q : R2 → R2 hecha en [1] a aplicaciones cuadráticas q : R2 → Rn. Para n = 2 dicha
clasificación se hace en términos de cuatro invariantes, a, b, α y β, que resultan naturalmente de la
geometŕıa de la elipse de curvatura: a y b son las longitudes de los semiejes de la elipse de curvatura
y α y β las proyecciones del vector de curvatura media sobre una base ortonormal orientada positiva
determinada por las direcciones de los semiejes de la elipse. Estos invariantes están dados en términos
de los invariantes clásicos (ver teorema 1.7 de [1]).

En el primer caṕıtulo se trata esta generalización. Cuando n ≥ 3 tenemos que el vector de curva-
tura media, ~H, tiene 3 o más componentes y por lo tanto, además de los invariantes a y b debemos
considerar las proyecciones de éste con los elementos de una base ortonormal {Ni}ni=1 de Rn con N1

y N2 en las direcciones de los semiejes de la elipse, es decir con α =< ~H,N1 > y β =< ~H,N2 >.
Mostramos que es posible elegir una base ortonormal orientada positiva {Ni}ni=1 de Rn de tal manera

que < ~H,Ni >= 0, i = {4, ..., n}, y hacer entonces la clasificación agregando únicamente el invariante

γ :=< ~H,N3 > a los cuatro ya mencionados. Debido a que el espacio generado por la imagen de una
aplicación cuadrática q : R2 → Rn es a lo más de dimensión 3, y es precisamente cuando n = 3 que se
obtienen los cinco invariantes descritos anteriormente, resulta natural restringir nuestro estudio a este
caso. Por tal motivo, en el segundo caṕıtulo consideramos una aplicación cuadrática q : R2 → R3 y
caracterizamos la forma y posición de su elipse de curvatura asociada en términos de sus invariantes
numéricos.
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El segundo objetivo de este trabajo es el de estudiar la geometŕıa extŕınseca de una superficie
inmersa en R5 en términos de los invariantes escalares de segundo orden asociados a ésta, y su relación
con la teoŕıa de contacto.

En el caṕıtulo 3 se usa la aplicación de Gauss para interpretar los invariantes a, b, α, β y γ como
velocidades angulares asociadas a rotaciones infinitesimales del plano tangente de la superficie y se
generaliza el concepto de direcciones axiales introducido en [7] para el caso de superficies inmersas en
R4. En la segunda sección de este caṕıtulo se define una nueva aplicación cuadrática δ del haz tangente
de M al haz normal que mide la complejidad de la diferencial de la aplicación de Gauss, se determinan
los invariantes asociados a δ, se caracterizan los puntos umb́ılicos y de inflexión en términos de estos
y se muestra que la nulidad de δ sobre M da pie a una reducción sustancial de la codimensión, es
decir, a que M esté contenida en un subespacio af́ın de dimensión menor que 5, generalizando aśı, a
la dimensión 5, la primera parte del teorema 1.3 de [9].

Primero, en el caṕıtulo 4 utilizamos la aplicación cuadrática δ para estudiar el contacto de la
superficie con hiperplanos de R5: se muestra que el cono de direcciones degeneradas definido en [12]
coincide con el cono generado por la elipse asociada a δ, y se da una ecuación intŕınseca de direcciones
asintóticas la cual fue introducida y estudiada en coordenadas locales en [8], [12] y [18]. En [19] se define
la reducción isométrica de codimensión de una variedad inmersa en un espacio de forma. Para el caso
de una superficie en M en R5, esta noción consiste en determinar una inmersión isométrica de M (con
la métrica heredada de R5) a R4 de tal manera que la segunda forma fundamental de ésta, es isomorfa
a la proyección sobre un subfibrado de rango 2 del fibrado normal a M ⊂ R5. Aśı las propiedades
de segundo orden determinadas en este subfibrado se preservan bajo esta reducción de codimensión.
En la segunda sección se establecen condiciones necesarias y suficientes para que exista una reducción
isométrica de la codimensión. Se concluye dando un ejemplo donde se calculan los invariantes asociados
a la superficie y se muestra que para ésta existe reducción isométrica de codimensión, pero no reducción
sustancial.



Caṕıtulo 1

La clasificación de las aplicaciones
cuadráticas q : R2→ Rn módulo
isometŕıas.

En este caṕıtulo estudiamos el espacio vectorial Q(R2,Rn) de aplicaciones cuadráticas de R2 a Rn.
Suponemos que R2 y Rn están orientados de manera canónica. Consideremos los grupos de isometŕıas
que preservan la orientación de R2 y Rn: SO(2) y SO(n). Éstos actúan en Q(R2,Rn) por composición
como sigue:

SO(n)×Q(R2,Rn)× SO(2) → Q(R2,Rn)

(g1, q, g2) 7→ g1 ◦ q ◦ g2.

Estamos interesados en la descripción del conjunto cociente

SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2). (1.0.1)

Comenzamos la primera sección introduciendo formas invariantes asociadas a una aplicación cuadráti-
ca, a saber, una aplicación lineal, L, una aplicación bilineal antisimétrica A, y dos formas cuadráticas
Q y Φ. Damos una biyección, Θ, entre el conjunto de estas formas, el cual denotamos por P, y el
conjunto cociente Q(R2,R3)/SO(2). Finalizamos la sección definiendo una acción de SO(n) sobre P y
Q(R2,Rn)/SO(2) la cual induce una aplicación biyectiva Θ : SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2)→ SO(n)\P.

En la segunda sección definimos invariantes escalares sobre el conjunto (1.0.1) asociados a las for-
mas invariantes de la primera sección.

La tercera sección la dedicamos al estudio de las formas Φ y L. Damos una representación de éstas
en términos de los invariantes encontrados en la sección anterior, en una base ortonormal de Rn.

Finalmente, en la cuarta sección, damos una clasificación de los elementos de (1.0.1) en base a los
invariantes escalares obtenidos en la sección 2. Estos últimos determinan las formas invariantes de la
sección 1 módulo la acción de SO(n), y éstas, a su vez, determinan un elemento del conjunto cociente
SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2), via la biyección Θ y módulo la acción de un grupo de dos elementos G.
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1.1. Las formas asociadas a una aplicación cuadrática.

Sea q ∈ Q(R2,Rn) y ν ∈ Rn. Denotamos por Sν al operador simétrico asociado a la forma cuadrática
qν :=< q, ν >, es decir

< q(u), ν >=< Sν(u), u >, u ∈ R2.

Si ν, ν1, ν2 ∈ Rn definimos

Lq(ν) =
1

2
trSν , Qq(ν) = detSν y Aq(ν1, ν2) =

1

2
[Sν1 , Sν2 ],

donde [Sν1 , Sν2 ] denota al operador antisimétrico Sν1 ◦ Sν2 − Sν1 ◦ Sν2 , el cual identificamos con el
número real

< [Sν1 , Sν2 ](e2), e1 >;

aqúı {e1, e2} denota a la base canónica de R2. Notemos que Lq es una forma lineal, Qq es una forma
cuadrática y Aq es una forma bilineal antisimétrica definidas sobre Rn. Estas formas pueden ser
relacionadas como se indica en el siguiente lema.

Lema 1.1.1. La forma cuadrática Φq := L2
q − Qq es no negativa y la siguiente identidad se cumple:

para todo ν1, ν2 ∈ Rn

Φq(ν1)Φq(ν2) = Φ̃q(ν1, ν2)2 +Aq(ν1, ν2)2 (1.1.1)

donde Φ̃q denota la forma polar de Φq.

Demostración. Supongamos que en la base canónica de R2 se tiene

Sν1 =

(
a b
b c

)
y Sν2 =

(
e f
f g

)
.

Notemos que

Φq(ν1) = L2(ν1)−Q(ν1) =
1

4
(a+ c)2 − (ac− b2) =

1

4
(a− c)2 + b2 (1.1.2)

lo cual prueba que Φq es no negativa. Ahora

Φ̃q(ν1, ν2) =
1

4
(a− c)(e− g) + bf (1.1.3)

y

Aq(ν1, ν2) =
1

2
((a− c)f − (e− g)b) , (1.1.4)

luego

Φ̃2
q(ν1, ν2) +A2

q(ν1, ν2) =
1

16
(a− c)2(e− g)2 + b2f2 +

1

4
(a− c)2f2 +

1

4
(e− g)2b2

=

(
1

4
(a− c)2 + b2

)(
1

4
(e− g)2 + f2

)
= Φq(ν1)Φq(ν2),

lo cual prueba (1.1.1).

Denotemos por F al espacio de operadores simétricos sin traza con dominio y codominio R2, y por
So : Rn → F la transformación lineal que a cada ν ∈ Rn asocia el operador simétrico sin traza

Soν := Sν − L(ν)Id. (1.1.5)

Las formas bilineales Φ̃q y Aq pueden ser expresadas en términos de So de la siguiente manera.
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Lema 1.1.2. Las formas bilineales Φ̃q y Aq satisfacen

Φ̃q(ν, µ) =
1

2
tr(Soν ◦ Soµ) (1.1.6)

Aq(ν, µ) =
1

2
[Soν , S

o
µ] (1.1.7)

para todo µ, ν ∈ Rn.

Demostración. En efecto, dado que el operador Id conmuta con cualquier operador

[Soν , S
o
µ] = [Sν − Lq(ν)Id, Sµ − Lq(µ)Id]

= [Sν , Sµ]− Lq(µ)[Sν , Id]− Lq(ν)[Id, Sµ] + Lq(ν)Lq(µ)[Id, Id]

= [Sν , Sµ]

= 2Aq(ν, µ).

Ahora supongamos que

Sν =

(
a b
b c

)
y Sµ =

(
e f
f g

)
en la base canónica de R2. Entonces

Soν =

(
a−c

2 b
b c−a

2

)
y Soµ =

(
e−g

2 f
f g−e

2

)
,

y
1

2
tr(Soν ◦ Soµ) =

1

4
(a− c)(e− g) + bf = Φ̃q(ν, µ).

Definición 1.1.3. Sea f : Rn × Rn → R una forma bilineal. El núcleo de f es el conjunto

Ker f := {ν ∈ Rn : f(ν, µ) = 0, ∀µ ∈ Rn}.

Notemos que el operador asociado a f , que denotamos por Uf , satisface

Ker f = Ker Uf .

En efecto si ν ∈ Ker f entonces f(ν, µ) = 0, para toda µ ∈ Rn, en particular para µ = Uf (ν). En este
caso

0 = f(ν, Uf (ν)) =< Uf (ν), Uf (ν) >

lo que implica que Uf (ν) = 0. El rećıproco es inmediato.

Lema 1.1.4. Sea U : Rn → Rn un operador antisimétrico. Si U 6≡ 0, entonces la dimensión del núcleo
de U es menor o igual a n− 2.

Demostración. Mostremos que si dim(Ker U) > n− 2 entonces U ≡ 0.

Supongamos que existe un conjunto ortonormal α := {vi}n−1
i=1 de Rn tal que α ⊂ Ker U y comple-

temos α a una base ortonormal α ∪ {v} de Rn. Veamos que U (α ∪ {v}) = {0}. Como U(vi) = 0 para
i = {1, ..., n− 1} basta mostrar que U(v) = 0. Supongamos que

U(v) = λ1v1 + ...+ λn−1vn−1 + λv

para λ, λi ∈ R, i ∈ {1, ..., n− 1}. Como U es antisimétrico y α ∪ {v} es una base ortonormal
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λi = < U(v), vi >=< v,−U(vi) >= 0

λ = < U(v), v >= 0

concluyendo de esta manera que U(v) = 0 y por lo tanto U ≡ 0.

La transformación lineal So definida en (1.1.5) y la ecuación (1.1.1) nos permite establecer relaciones

entre Ker Φ̃q y Ker Aq de la siguiente manera.

Lema 1.1.5. Sea q ∈ Q(R2,Rn). Entonces

a) Ker So = Ker Φ̃q

b) Ker So ⊂ Ker Aq. Además, si Aq 6≡ 0 entonces Ker So = Ker Aq y por lo tanto Ker Aq =

Ker Φ̃q.

c) dim(Ker Φ̃q) ≥ n− 2. De hecho dim(Ker Φ̃q) = n− 2 si y sólo si Aq 6≡ 0.

Demostración. a) Sea ν ∈ Ker So. Para cada µ ∈ Rn, del Lema 1.1.2 tenemos que

Φ̃q(ν, µ) =
1

2
tr(Soν ◦ Soµ) =

1

2
tr(0) = 0,

es decir, ν ∈ Ker Φ̃q, lo que prueba queKer So ⊂ Ker Φ̃q. Para probar la otra contención consideremos

ν ∈ Ker Φ̃q y supongamos que

Soν =

(
a b
b −a

)
,

en la base canónica de R2. Entonces 0 = Φ̃q(ν, ν) = 1
2 tr S

o
ν ◦ Soν = a2 + b2 de donde tenemos que

a = b = 0 y por lo tanto Soν = 0. Concluimos que ν ∈ Ker So.y por lo tanto Ker Φ̃q ⊂ Ker So.

b) Sea ν ∈ Ker So. Del Lema 1.1.2

Aq(ν, µ) =
1

2
[Soν , S

o
µ] =

1

2
[0, Soµ] = 0

para toda µ ∈ Rn, luego ν ∈ Ker Aq y por lo tanto Ker So ⊂ Ker Aq.

Mostremos ahora que si Aq 6≡ 0 entonces Ker So = Ker Aq. Para esto notemos que es suficiente
mostrar que si ν ∈ Ker Aq entonces Φq(ν) = 0, esto debido a que Φq es semidefinida no negativa, y
por lo tanto, Φq(ν) = 0 implica que UΦ(ν) = 0; por lo tanto de la observación a la definición 1.1.3 y
del inciso anterior se tiene que ν ∈ Ker So.

Consideremos entonces ν ∈ Ker Aq y la forma lineal Φ̃q(ν, .) : Rn → R dada por µ 7→ Φ̃q(ν, µ).

Si Φ̃q(ν, .) ≡ 0 entonces Φq(ν) = 0. Supongamos entonces que Φ̃q(ν, .) 6≡ 0. En este caso

dim Ker Φ̃q(ν, .) = n− 1. Afirmamos que existe µ ∈ Ker Φ̃q(ν, .) de tal manera que Φq(µ) 6= 0,

de lo contrario para una base {µi}n−1
i=1 de Ker Φ̃q(ν, .) se tendŕıa Φq(µi) = 0 para i ∈ {1, 2, ..., n− 1} y

en este caso, de (1.1.1), Aq(µi, µ) = 0 para todo µ ∈ Rn y para todo i ∈ {1, 2, ..., n− 1} contradiciendo
el lema anterior.

Ahora como Aq(ν, µ) = 0 y µ ∈ Ker Φ̃ν , de (1.1.1) tenemos que

Φq(ν)Φq(µ) = Φ̃q(ν, µ)2 = 0
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y como Φq(µ) 6= 0, Φq(ν) = 0.

c) Como dim F = 2 entonces dim(Ker So) ≥ n−2, luego, por el inciso a) , dim(Ker Φ̃q) ≥ n−2.
Para mostrar la segunda parte de este inciso, supongamos primero que Aq 6≡ 0 y denotemos por UA al
operador antisimétrico asociado a Aq. Como Ker Aq = Ker UA, del lema anterior y del inciso a) de
este lema,

n− 2 ≤ dim(Ker Φ̃q) ≤ dim(Ker Aq) ≤ n− 2,

es decir, dim(Ker Φ̃q) = n− 2.
Para mostrar el rećıproco, supongamos que Aq ≡ 0 y que existe ν ∈ Rn tal que Φq(ν) 6= 0. Para cada

µ ∈ Ker Φ̃q(ν, .) se tiene que

Φq(ν)Φq(µ) = Φ̃q(ν, µ)2 = 0,

luego, Φq(µ) = 0 y dado que Φq es semidefinida no negativa µ ∈ Ker Φ̃q. Luego dimKer Φ̃q ≥ n−1.

En el siguiente lema damos una fórmula que nos permite expresar Sν en términos de sus formas
invariantes. Dicha expresión nos permitirá recuperar la aplicación cuadrática q asociada a Sν , módulo
la acción de SO(2) sobre q. Esta fórmula generaliza la que aparece en [1] sección 1, lema 1.2.

Lema 1.1.6. Sea q ∈ Q(R2,Rn). Existe ν0 ∈ Rn y una base ortonormal orientada de manera positiva
{e1, e2} de R2 tal que la siguiente igualdad se cumple:

Sν = Lq(ν)I + Φ̃q(ν0, ν)E1 +Aq(ν0, ν)E2, (1.1.8)

para todo ν ∈ Rn y donde E1 =

(
1 0
0 −1

)
y E2 =

(
0 1
1 0

)
.

Demostración. Si Φq 6≡ 0 existe ν0 ∈ Rn tal que Φq(ν0) = 1. Fijemos dicho ν0. Los valores propios
de Sν0 son las raices del polinomio λ2 − 2Lq(ν0) + Qq(ν0) y por lo tanto éstas son λ = Lq(ν0) ± 1.
Elegimos una base ortonormal {e1, e2} de R2 orientada de manera positiva, tal que en esa base

Sν0 = Lq(ν0)Id+ E1.

Dado que Soν = Sν − Lq(ν)Id representa un operador simétrico sin traza, éste, en principio, puede ser
escrito como

Soν = aνE1 + bνE2,

donde aν y bν pertenecen a R.

Observemos que Soν0 = E1, aśı

Φ̃q(ν0, ν) =
1

2
tr(Soν0S

o
ν) =

1

2
tr(aνE1E1 + bνE2E1) =

=
1

2
tr

(
aν −bν
bν aν

)
= aν

y

Aq(ν0, ν) =
1

2
[Soν0 , S

o
ν ] =

1

2
(aν [E1, E1] + bν [E1, E2]) = bν .

De esta manera
Sν = Lq(ν)Id+ Φ̃q(ν0, ν)E1 +Aq(ν0, ν)E2,

en la base {e1, e2}. Ahora, si Φq ≡ 0 entonces el polinomio caracteŕıstico asociado a Sν tiene una raiz
doble, es decir, Sν es una homotecia para todo ν ∈ Rn y por lo tanto Sν = Lq(ν)Id, cumpliéndose la
fórmula anterior (aqúı ν0 y {e1, e2} pueden ser elegidos arbitrariamente).
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Lema 1.1.7. Las formas Lq, Φq y Aq son invariantes bajo la acción de SO(2) sobre q, es decir, si
g ∈ SO(2) entonces

Lq◦g = Lq, Φq◦g = Φq y Aq◦g = Aq.

Demostración. Denotemos por Sq◦gν al operador asociado a la forma cuadrática < q ◦ g(.), ν > y por
Sqν al correspondiente asociado a < q(.), ν > . Puesto que g es una isometŕıa, para toda u ∈ R2 se tiene

< Sq◦gν (u), u > = < q ◦ g(u), ν >=< q(g(u)), ν >

= < Sqν(g(u)), g(u) >=< g−1 ◦ Sqν ◦ g(u), u >,

es decir, Sq◦gν ≡ g−1 ◦ Sqν ◦ g. Entonces

Lq◦g(ν) =
1

2
tr Sq◦gν =

1

2
tr g−1 ◦ Sqν ◦ g

=
1

2
tr Sqν = Lq(ν),

Φq◦g(ν) = det Sq◦gν = det g−1 ◦ Sqν ◦ g
= det Sqν = Φq(ν),

2Aq◦g(ν, µ) = [Sq◦gν , Sq◦gµ ]

= [g−1 ◦ Sqν ◦ g, g−1 ◦ Sqµ ◦ g]

= g−1 ◦ Sqµ ◦ g ◦ g−1 ◦ Sqν ◦ g − g−1 ◦ Sqν ◦ g ◦ g−1 ◦ Sqµ ◦ g
= g−1 ◦

(
Sqµ ◦ Sqν − Sqν ◦ Sqµ

)
◦ g

= Sqµ ◦ Sqν − Sqν ◦ Sqµ
= [Sqν , S

q
µ]

= 2Aq(ν, µ).

Veamos ahora que estas formas contienen toda la información de q módulo esta acción. Conside-
rando

P = {(Lq,Φq, Aq) ∈ (Rn)∗ × S2(Rn)∗ × Λ2(Rn)∗ : Φ es no negativa y (1.1.1) se cumple},

donde S2(Rn)∗ y Λ2(Rn)∗ denotan los conjuntos de las formas simétricas y antisimétricas definidas
sobre Rn, tenemos el siguiente resultado:

Proposición 1.1.8. La aplicación Θ : Q(R2,Rn)/SO(2) → P dada por Θ([q]) = (L[q],Φ[q], A[q]) es
biyectiva.

Demostración. Para probar la suprayectividad, si L, Φ y A son dados, primero elegimos ν0 tal que
Φ(ν0) = 1 (si Φ 6≡ 0) y definimos entonces Sν en la base canónica de R2 como

Sν = L(ν)Id+ Φ̃(ν0, ν)E1 +A(ν0, ν)E2 =

(
L(ν) + Φ̃(ν0, ν) A(ν0, ν)

A(ν0, ν) L(ν)− Φ̃(ν0, ν)

)
.

Sea q : R2 → Rn la aplicación cuadrática tal que para cada ν ∈ Rn

< q(u), ν >=< Sνu, u >,
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donde u está expresado en la base canónica de R2. Mostraremos que sus formas invariantes Lq, Φq y Aq
coinciden con las formas L, Φ y A dadas en un principio. Notemos primero que el operador simétrico
asociado a < q(.), µ > es Sµ, luego

Lq(µ) =
1

2
tr(Sµ) =

1

2
tr

(
L(µ) + Φ̃(ν0, µ) A(ν0, µ)

A(ν0, µ) L(µ)− Φ̃(ν0, µ)

)
= L(µ).

Por otra parte, por el Lema 1.1.1

Φq(µ) = L2
q(µ)−Qq(µ) = L2(µ)− det

(
L(µ) + Φ̃(ν0, µ) A(ν0, µ)

A(ν0, µ) L(µ)− Φ̃(ν0, µ)

)
=

= Φ̃2(ν0, µ) +A2(ν0, µ) = Φ(ν0)Φ(µ) = Φ(µ).

Veamos ahora que Aq ≡ A. Para esto notemos que

Φ(ν)Φ(µ) = Φ̃(ν, µ)2 +A(ν, µ)2 (1.1.9)

Φq(ν)Φq(µ) = Φ̃q(ν, µ)2 +Aq(ν, µ)2, (1.1.10)

de donde obtenemos Aq(ν, µ) = A(ν, µ) ó Aq(ν, µ) = −A(ν, µ), pues Φq ≡ Φ. Supongamos que
Aq(ν, µ) = −A(ν, µ). Notemos que

Aq(ν, µ) =
1

2
[Sν , Sµ] = Φ̃(ν0, ν)A(ν0, µ)− Φ̃(ν0, µ)A(ν0, ν), (1.1.11)

y que debido a que Φ(ν0) = 1 y Aq(ν0, ν0) = 0, Aq(ν0, µ) = A(ν0, µ) para toda µ ∈ Rn.
Entonces

Aq(ν0, µ) = −A(ν0, µ) y Aq(ν0, µ) = A(ν0, µ)

lo que implica que A(ν0, µ) = 0 para toda µ ∈ Rn y por lo tanto ν0 ∈ Ker A. Luego, de (1.1.11),
Aq ≡ 0 y por lo tanto A ≡ 0.

Para probar la inyectividad de Θ supongamos que Θ([q1]) = Θ([q2]). Del Lema 1.1.6 sabemos que
existen bases orientadas positivas e := {e1, e2} y f := {f1, f2} en las que

(Sq1ν , e) = Lq1(ν)I + Φ̃q1(ν0, ν)E1 +Aq1(ν0, ν)E2,

y

(Sq2ν , f) = Lq2(ν)I + Φ̃q2(ν0, ν)E1 +Aq2(ν0, ν)E2,

luego, como (L[q1],Φ[q1], A[q1]) = (L[q2],Φ[q2], A[q2]), concluimos que (Sq1ν , e) = (Sq2ν , f). Ahora,

(Sq1ν , f) = M f
e(Sq1ν , e)Me

f ,

donde M f
e denota a la matriz de cambio de base, de la base e a la base f . Por otro lado M f

e induce
una rotación en R2 dada por [σ(ν)]f =: M f

e · [ν]f , luego

(Sq1◦σν , f) = Me
f (Sq1ν , f)M f

e

= Me
f (M f

e(Sq1ν , e)Me
f )M f

e

= (Sq1ν , e)

= (Sq2ν , f).

Esto último muestra que q1 ◦ σ = q2 en la base f y por lo tanto [q1] = [q2].
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La acción natural de SO(n) sobre Q(R2,Rn)/SO(2) transforma las formas L[q], Φ[q] y A[q] como

Lg[q] = L[q] ◦ g−1, Φg[q] = Φ[q] ◦ g−1 y Ag[q] = A[q] ◦ (g−1, g−1).

En efecto, si g ∈ SO(n) entonces < g ◦ q(·), ν >=< q(·), g−1(ν) > por ser g una isometŕıa y por lo
tanto Sg◦qν = Sqg−1(ν). De esta manera tenemos que

Lg◦q(ν) =
1

2
tr(Sg◦qν ) =

1

2
tr(Sqg−1(ν)) = Lq(g

−1(ν)) = Lq ◦ g−1(ν).

Las igualdades restantes se obtienen de manera análoga.
Considerando la acción de SO(n) sobre P dada por

g(L,Φ, A) := (L ◦ g−1,Φ ◦ g−1, A ◦ (g−1, g−1))

tenemos que Θ es SO(n)− equivariante y por lo tanto induce una aplicación biyectiva

Θ : SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2)→ SO(n)\P. (1.1.12)
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1.2. Los invariantes escalares de una aplicación cuadrática.

Dado un operador ρ : Rn → Rn tenemos, asociados a éste, n invariantes numéricos bajo la acción
natural de SO(n), a saber, los números σr(ρ) que satisfacen

pρ(λ) :=
n∑
i=0

(−1)n+iσi(ρ)λn−i (1.2.1)

donde pρ(λ) es el polinomio caracteŕıstico asociado a ρ. Dichos coeficientes también son los r-ésimos
polinomios simétricos elementales asociados al operador ρ. Si (aij) es la representación de ρ en alguna
base de Rn, el r-ésimo invariante está dado por

σr(ρ) =
∑

1≤i1<...<ir≤n

det


ai1,i1 ai1,i2 · · · ai1,ir
ai2,i1 ai2,i2 · · · ai2,ir

...
...

. . .
...

air,i1 air,i2 · · · air,ir

 (1.2.2)

donde σ0(ρ) := 1. Los invariantes σ1(ρ) y σn(ρ) son conocidos como la traza y el determinante de ρ
respectivamente.

Definición 1.2.1. Consideremos

1. El vector ~H ∈ Rn tal que para toda ν ∈ Rn, < ~H, ν >= L[q](ν) y su norma

| ~H| :=
√
< ~H, ~H >.

2. El operador antisimétrico UA tal que A[q](ν, µ) =< UA(ν), µ > y el número

‖UA‖2 :=
1

2
tr(UAU

t
A).

3. Los tres números reales

K := σ1(UQ), ∆ := σ2(UQ) Γ2 := σ3(UQ),

donde UQ denota al operador simétrico de Rn asociado a la forma cuadrática Q.

En la observación 1.2.4 veremos que σ3(UQ) ≥ 0 lo que justifica la expresión anterior.

Observación 1.2.2. Para n ≥ 4 se tiene que σr(UQ) = 0, r ∈ {4, ..., n}. Para mostrar esto constru-
yamos primero una base de vectores propios de UΦ de la siguiente manera.
Definamos ~H⊥ := {ν ∈ Rn :< ~H, ν >= 0} y notemos que dim H⊥ ≥ n− 1. Del Lema 1.1.5 tenemos

que dim(Ker(UΦ)) ≥ n − 2, entonces dim(Ker UΦ ∩ ~H⊥) ≥ n − 3 y por lo tanto podemos elegir un

conjunto ortonormal {Ni}ni=4 ⊂ Ker UΦ ∩ ~H⊥. Completemos este conjunto a una base ortonormal
{Ni}ni=3 de Ker UΦ. Notemos que Ni ∈ Ker UΦ es un vector propio de UΦ cuyo valor propio es cero
y completemos el conjunto {Ni}ni=3 a una base ortonormal orientada positiva de vectores propios de
UΦ, {Ni}ni=1. En esta base

Φ[q] =


a2 0 0 · · · 0
0 b2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 , (1.2.3)

y
~H = αN1 + βN2 + γN3. (1.2.4)
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Luego
L2

[q](ν) =< ~H, ν >2= (αν1 + βν2 + γν3)2,

donde ν =
∑n
i=1 νiNi y por lo tanto

L2
[q] =



α2 αβ αγ 0 · · · 0
αβ β2 βγ 0 · · · 0
αγ βγ γ2 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 0


. (1.2.5)

Finalmente de (1.1.1)

Q[q] = L2
[q] − Φ[q] =



α2 − a2 αβ αγ 0 · · · 0
αβ β2 − b2 βγ 0 · · · 0
αγ βγ γ2 0 · · · 0
0 0 0 0 · · · 0
...

...
...

...
. . .

...
0 0 0 0 · · · 0


. (1.2.6)

De esta expresión se sigue que σr(UQ) = 0 debido a que todo menor de UQ de r × r, r ≥ 4 tiene un
renglón de ceros.

Notemos la base {Ni} no está únicamente determinada. De hecho podemos considerar la base
{−N1,−N2, ..., Nn} y obtener el mismo resultado.

Los invariantes asociados a la forma cuadrática Φ[q] pueden ser expresados en términos de los
invariantes asociados a las formas L[q], Q[q] y A[q] como lo indica el siguiente lema.

Lema 1.2.3. Los invariantes asociados a UΦ están dados por

σ1(UΦ) = | ~H|2 −K, σ2(UΦ) =
1

4
‖UA‖2 y σr(UΦ) = 0, r > 3.

Demostración. Sea {Ni}ni=1 ⊂ Rn una base como en la observación anterior. En esta base UΦ, UQ y
~H tienen la representación (1.2.3), (1.2.6) y (1.2.4) respectivamente. Por un lado σ1(UΦ) = a2 + b2 y
por otro lado

K := σ1(UQ) = α2 + β2 + γ2 − (a2 + b2) = | ~H|2 − (a2 + b2)

luego σ1(UΦ) = | ~H|2 −K. Ahora, del hecho de que UΦ =
(

Φ̃q(Ni, Nj)
)

, 1 ≤ i, j ≤ n, de (1.1.1) y de

la definición (1.2.1) tenemos que

σ2(UΦ) =
∑
i<j

[
Φq(Ni)Φq(Nj)− Φ̃q(Ni, Nj)

2
]

=
∑
i<j

Aq(Ni, Nj)
2

=
1

4

(
1

2
tr(UAU

t
A)

)
=

1

4
‖UA‖2.

De la expresión (1.2.3) y de (1.2.2) se sigue que σr(UΦ) = 0 para r > 3.
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Observación 1.2.4. Podemos dar una expresión para Γ2 := σ3(UQ) de la siguiente manera. Sea
{Ni}ni=1 una base como en la observación 1.2.2. De (1.2.6) tenemos que

Γ2 := σ3(UQ) = det

 α2 − a2 αβ αγ
αβ β2 − b2 βγ
αγ βγ γ2


= γ2det

 α2 − a2 αβ α
αβ β2 − b2 β
α β 1


= γ2det

 −a2 0 0
0 −b2 0
α β 1


= γ2a2b2.

Por otro lado, del Lema 1.2.3, σ2(UΦ) = 1
4‖UA‖

2, y de (1.2.3) tenemos que σ2(UΦ) = a2b2. Entonces

a2b2 =
1

4
‖UA‖2 (1.2.7)

y por lo tanto

γ2‖UA‖2 = 4Γ2. (1.2.8)

Observación 1.2.5. Consideremos ahora la forma bilineal antisimétrica Aq. Dado que el operador

asociado a Aq, UA, es antisimétrico, existe un único ~N ∈ R3 tal que

UA(ν) = ~N × ν, ∀ν ∈ R3. (1.2.9)

Notemos que ~N = 0 si y sólo si UA ≡ 0, es decir, ~N = 0 si y sólo si Aq ≡ 0. Si ~N 6= 0 entonces
Aq 6≡ 0 y por lo tanto, del inciso b) del Lema 1.1.5 tenemos que Ker Aq = Ker Φq. Luego, como
~N ∈ Ker Aq, pues UA( ~N) = 0, tenemos que ~N ∈ Ker Φq y por consiguiente ~N ∈ Ker UΦ.

Definición 1.2.6. El vector ~N descrito en la observación anterior es el vector de curvatura normal
asociado a q.

Observación 1.2.7. Si n = 3, en la observación 1.2.4, podemos elegir la base {N1, N2, N3} de tal

manera que N3 esté en la dirección de ~N , donde ~N es como en la observación anterior, y en este caso

γ2 =< ~H,
~N

| ~N |
>2. Por otro lado, ‖UA‖ = | ~N |, pues

‖UA‖2 = Aq(N1, N2)2 +Aq(N1, N3)2 +Aq(N2, N3)2

= < UA(N1), N2 >
2 + < UA(N1), N3 >

2 + < UA(N2), N3 >
2

= < ~N ×N1, N2 >
2 + < ~N ×N1, N3 >

2 + < ~N ×N2, N3 >
2

= < ~N,N3 >
2

= | ~N |2, (1.2.10)

y por lo tanto Γ2 = 1
4 <

~H, ~N >2. Dada la unicidad del vector ~N , definimos

Γ =
1

2
< ~H, ~N > (1.2.11)

para este caso. Notemos también que, de (1.2.7), | ~N | = 4ab.
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1.3. La reducción simultánea de L[q] y Φ[q]

En el Lema 1.2.3 de la sección anterior calculamos los invariantes σi(UΦ), i ∈ {1, ..., n}. De la
expresión (1.2.2) tenemos que el polinomio caracteŕıstico asociado a UΦ esta dado por

λn−2(λ2 − (| ~H|2 −K)λ+
1

4
| ~N |2),

y por lo tanto

a2 =
1

2

(
(| ~H|2 −K) +

√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

)
(1.3.1)

y

b2 =
1

2

(
(| ~H|2 −K)−

√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

)
(1.3.2)

con a2 y b2 como en (1.2.3).

De igual forma que a2 y b2, las componentes α, β y γ del vector ~H en alguna base de la observación 1.2.2,
pueden ser expresadas en términos de los invariantes clásicos que fueron introducidos en la sección
anterior y por lo tanto resultan ser invariantes del conjunto cociente SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2). Este

hecho lo mostramos en los siguientes lemas además de que damos una expresión para Φ[q] y ~H, y por
lo tanto para L[q], en términos de los invariantes a2, b2, α, β y γ.

Lema 1.3.1. Sea n ≥ 4 y supongamos que ‖UA‖ 6= 0. Si | ~H|2−K 6= ‖UA‖, existe una base ortonormal
de vectores propios de UΦ orientada positiva, {Ni}ni=1, en la que Φ[q] tiene la representación (1.2.3) con
a2 y b2 como en (1.3.1) y (1.3.2) respectivamente. Además esta base puede ser elegida de tal manera
que,

i) si ~H 6∈ Ker UΦ y ~H 6∈ (Ker UΦ)⊥, ~H = αN1 + βN2 + γN3 con

α =

√√√√ 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(∆ + a2| ~H|2 + b2
4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2) (1.3.3)

β =

√√√√− 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(∆ + b2| ~H|2 + a2
4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2) (1.3.4)

γ =
2|Γ|
‖UA‖

(1.3.5)

y que ésta quede determinada módulo una rotación en el espacio {N1, N2, N3}⊥.

ii) si ~H ∈ Ker UΦ y ~H 6= 0, ~H = γN3 con γ = | ~H| y que ésta quede determinada módulo la
composición de reflexiones en (Ker UΦ)⊥ respecto de las direcciónes determinadas por N1 y N2

y una rotación del espacio {N1, N2, N3}⊥.

iii) si ~H ∈ (Ker UΦ)⊥, entonces ~H 6= 0 y

a) ~H no es un vector propio de UΦ, ~H = αN1 + βN2 con

α =

√√√√ 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(
∆− 1

4
‖UA‖2 + a2| ~H|

)
(1.3.6)

y

β =

√√√√− 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(
∆− 1

4
‖UA‖2 + b2| ~H|

)
. (1.3.7)

y que ésta quede determinada módulo una rotación de Ker UΦ.
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b) ~H es un vector propio de UΦ, ~H = αN1 con α =
~H

| ~H|
, que N2 ∈ {Ni}ni=1 esté determinado

módulo signo y, una vez fijo éste, la base {Ni}ni=1 quede determinada módulo una rotación
en Ker UΦ.

iv) si ~H = 0 ésta quede determinada módulo la composición de reflexiones en (Ker UΦ)⊥ respecto
de las direcciónes determinadas por N1 y N2 y una rotación en Ker UΦ.

Demostración. i) Supongamos que ~H 6∈ Ker UΦ y ~H 6∈ (Ker UΦ)⊥. Dado que ‖UA‖ 6= 0, Ker UΦ

es un subespacio propio de UΦ de dimensión n-2 (ver Lema 1.1.5), luego podemos elegir un conjunto

ortonormal {N1, N2} ∈ (Ker UΦ)⊥ de vectores propios de UΦ tal que < ~H,N1 >> 0 y < ~H,N2 >> 0.

Ahora, como ~H 6∈ (Ker UΦ)⊥, existe N3 ∈ (Ker UΦ) \ ~H⊥ tal que < N3, ~H >> 0, luego com-
pletamos el conjunto {N1, N2, N3} a una base ortonormal orientada positiva {Ni}ni=1 de Rn tal que

{Ni}ni=4 ⊂ (Ker UΦ) ∩ ~H⊥. En esta base UΦ está representada por (1.2.3) y < ~H,Ni >= 0 para

i = 4, ..., n, es decir, ~H = αN1 + βN2 + γN3 con α, β, γ > 0. Para determinar los valores de α, β y γ
consideremos la representación (1.2.6) de Q y notemos que

∆ := σ2(UQ) = −a2β2 − b2α2 + a2b2 − (a2 + b2)γ2 (1.3.8)

y

| ~H|2 = α2 + β2 + γ2, (1.3.9)

donde a2b2 = 1
4‖UA‖

2 y γ2 = 4Γ2

‖UA‖2 (ver observación 1.2.7). Resolviendo (1.3.8)-(1.3.9) para α2 y β2

obtenemos

α2 =
1

a2 − b2

(
∆− 1

4
‖UA‖2 + a2| ~H|2 +

4Γ2

‖UA‖2
b2
)

β2 = − 1

a2 − b2

(
∆− 1

4
‖UA‖2 + b2| ~H|2 +

4Γ2

‖UA‖2
a2.

)

Finalmente notemos que a2− b2 =

√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2 y que por lo tanto se cumplen las fórmulas

(1.3.3)-(1.3.5).
Notemos que es este caso, la base {Ni}ni=1 está unicamente determinada módulo una rotación del es-
pacio {N1, N2, N3}.

ii) Si ~H ∈ Ker UΦ y ~H 6= 0, definimos N3 :=
~H

| ~H|
, elegimos un conjunto ortonormal de vectores

propios de UΦ, {N1, N2} ⊂ (Ker UΦ)⊥ y completamos {N1, N2, N3} a una base ortonormal orientada

positiva {Ni}ni=1 de Rn. En esta base UΦ tiene la representación (1.2.3) y ~H = γN3 con γ = | ~H|. En
este caso el conjunto {N1, N2} queda determinado módulo la composición de reflexiones en (Ker UΦ)⊥

respecto de los ejes determinados por N1 y N2. Una vez que fijamos el conjunto {N1, N2, N3}, la base
{Ni}ni=1 queda determinada módulo una rotación en el espacio {N1, N2, N3}⊥.

iii) Supongamos ahora que ~H ∈ (Ker UΦ)⊥ y ~H 6= 0.

a) Si ~H no es un vector propio de UΦ consideramos un conjunto ortonormal de vectores propios de

UΦ, {N1, N2} ⊂ (Ker UΦ)⊥ tal que < ~H,N1 >> 0 y < ~H,N2 >> 0, y completamos este conjunto a
una base ortonormal orientada positiva {Ni}ni=1 de Rn. En esta base UΦ tiene la representación (1.2.3)

y ~H = αN1 + βN2 con α, β > 0. Por otro lado, de (1.2.5) y (1.2.6) tenemos que

∆ := σ2

 α2 − a2 αβ 0
αβ β2 − b2 0
0 0 0

 = −a2β2 − b2α2 + a2b2 (1.3.10)
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y

| ~H|2 = α2 + β2. (1.3.11)

Resolviendo el sistema (1.3.10)-(1.3.11) para α2 y β2 obtenemos

α2 =
1

a2 − b2
(

∆− a2b2 + a2| ~H|
)

β2 = − 1

a2 − b2
(

∆− a2b2 + b2| ~H|
)

y dado que α, β > 0 se cumplen (1.3.6) y (1.3.7).
En este caso la base {Ni}ni=1 está determinada módulo una rotación en Ker UΦ.

b) Si ~H es un vector propio de UΦ definimos
~H

| ~H|
y elegimos un vector unitario N2 ∈ (Ker UΦ)⊥

tal que < N1, N2 >= 0 y completamos esta conjunto a una base ortonormal orientada positiva

{Ni}ni=1 de Rn. En esta base UΦ esta representada por (1.2.3) y ~H = αN1 con α =
~H

| ~H|
. Notemos

que {N2} ∈ {Ni}ni=1 está determinado módulo signo. Una vez que fijamos éste, la base queda determi-
nada módulo una rotación en Ker UΦ.

iv) Si ~H = 0 elegimos un conjunto ortonormal de vectores propios de UΦ, {N1, N2} ⊂ (Ker UΦ)⊥ y
completamos éste a una base ortonormal orientada positiva de Rn. En esta base UΦ esta representada
por (1.2.3). El conjunto {N1, N2} está determinado módulo la composición de reflexiones en (Ker UΦ)⊥

respecto de los ejes determinados por N1 y N2. Una vez que fijamos el conjunto {N1, N2}, la base
{Ni}ni=1 queda determinada módulo una rotación en Ker UΦ.

Notemos que si n = 3 en el lema anterior no podemos garantizar la elección de una base {Ni}3i=1

tal que las proyecciones de ~H sobre los elementos de la misma sean positivas. De hecho tenemos el
siguiente resultado.

Lema 1.3.2. Sea n = 3 y supongamos que ‖UA‖ 6= 0. Si | ~H|2−K 6= ‖UA‖, existe una base ortonormal

{N1, N2, N3} de vectores propios de UΦ orientada positiva con N3 =
~N

| ~N |
(ver observación 1.2.5) y en

la que Φ[q] tiene la representación (1.2.3). La base {N1, N2, N3} no está determinada de manera única
ya que Φ[q] tiene la misma representación en la base {−N1,−N2, N3}.
En una de estas bases, el vector ~H tiene la expresión αN1 + βN2 + γN3 donde

α2 =
1√

(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2
(∆ + a2| ~H|2 + b2

4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2) (1.3.12)

β2 = − 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(∆ + b2| ~H|2 + a2 4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2) (1.3.13)

γ =
2Γ

‖UA‖
. (1.3.14)

Notemos que por la ambigüedad en la definición de la base {Ni}3i=1, el par (α, β) está determinado
módulo signo.

Demostración. Hagamos N3 =
~N

| ~N |
, de la Observación 1.2.5 tenemos que ~N ∈ Ker UΦ. Completamos

{N3} a una base ortonormal orientada positiva de vectores propio de UΦ, {N1, N2, N3}. En esta base
Φ[q] tiene la representación (1.2.3) con a2 y b2 como en (1.3.1) y (1.3.2) respectivamente, además
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~H = αN1 + βN2 + γN3. Por otro lado, en esta base, Q[q] está dada por (1.2.6) y de manera análoga
al caso n = 4 tenemos

α2 =
1√

(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2
(∆ + a2| ~H|2 + b2

4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2)

β2 = − 1√
(| ~H|2 −K)2 − ‖UA‖2

(∆ + b2| ~H|2 + a2 4Γ2

‖UA‖2
− 1

4
‖UA‖2)

Finalmente, de la observación 1.2.7, γ = 2Γ
‖UA‖ cumpliendose aśı las fórmulas (1.3.12-1.3.14)

Lema 1.3.3. Sea n ≥ 4 y supongamos que ‖UA‖ 6= 0 y | ~H|2 −K = ‖UA‖.

i) Si ~H 6∈ Ker UΦ entonces existe una base {Ni}ni=1 de vectores propios de UΦ en la que Φq tiene
la representación (1.2.3) con

a2 = b2 =
1

2
(| ~H|2 −K). (1.3.15)

Además, en esta base, ~H = αN1 + γN3 donde

α =

√
−∆

a2
− 8

Γ2

‖UA‖2
+ a2 (1.3.16)

y

γ =
2|Γ|
‖UA‖

. (1.3.17)

ii) Si ~H ∈ Ker UΦ entonces existe una base {Ni}ni=1 de vectores propios de UΦ en la que Φq tiene

la representación (1.2.3) cumpliéndose (1.3.15) y en la que ~H = γN3 con γ = | ~H|.

En ninguno de estos dos casos la base {Ni}ni=1 está determinada de manera única.

Demostración. Dado que | ~H|2 −K = ‖UA‖, de (1.3.1) y (1.3.2) tenemos que a2 = b2 = 1
2 (| ~H|2 −K).

Notemos que si µ ∈ (Ker UΦ)⊥ entonces UΦ(µ) = a2µ, es decir, µ es vector propio de UΦ.

i) Tomando lo anterior en cuenta y suponiendo que ~H 6∈ Ker UΦ, elegimos un vector unita-

rio N2 ∈ (Ker UΦ)⊥ tal que < ~H,N2 >= 0. Notemos que N2 está determinado módulo signo pues

< ~H,−N2 >= 0. Consideramos ahora el vector unitario N1 ∈ (Ker UΦ)⊥ que satisface < N1, N2 >= 0

y< ~H,N1 >> 0. Finalmente elegimos un conjunto ortonormal {Ni}ni=3 ⊂ Ker UΦ tal que {Ni}ni=4 ⊂ ~H⊥,

N3 ∈ Ker UΦ \ ~H⊥ con < ~H,N3 >> 0, y {Ni}ni=1 sea una base orientada positiva. En esta base UΦ

tiene la representación (1.2.3) con a2 = b2 y ~H = αN1 + γN3 con α, γ > 0.
De (1.2.5) y (1.2.6) tenemos que

Qq =

 α2 − a2 0 αγ
0 −a2 0
αγ 0 γ2

 .

Luego
∆ = −a2α2 + a4 − 2a2γ2

con γ2 como en (1.2.8). Finalmente, dado que α, γ > 0

α =

√
−∆

a2
+ a2 − 8

Γ2

‖U2
A‖

γ =
2|Γ|
‖UA‖
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El vector N2 de la base {Ni}ni=1 está determinado módulo el signo. Una vez fijo éste, la base está
determinada módulo una rotación del espacio {N1, N2, N3}⊥.

ii) Si ~H ∈ T y ~H 6= 0 consideramos N3 =
~H

| ~H|
, elegimos una base ortonormal {N1, N2} para

(Ker UΦ)⊥ y completamos el conjunto {N1, N2, N3} a una base ortonormal orientada positiva {Ni}ni=1

de Rn. En esta base Φq tiene la representación (1.2.3) con a2 = b2 y ~H = αN3 con α = | ~H|.
Si ~H = 0 elegimos una base {N1, N2} para (Ker UΦ)⊥ y completamos este conjunto a una base

ortonormal {Ni}ni=1 orientada positiva para Rn. Notemos que una vez elegido el conjunto {N1, N2}, la
base {Ni}ni=1 esta determinada módulo una rotación en el espacio {N1, N2}⊥.

Lema 1.3.4. Sea n = 3 y supongamos que ‖UA‖ 6= 0 y que | ~H|2 −K = ‖UA‖.

i) Si ~H 6∈ Ker UΦ , existe una base ortonormal {N1, N2, N3} de vectores propios de UΦ orientada

positiva con N3 =
~N

| ~N |
y UΦ tiene la representación (1.2.3) con a2 = b2 y además tal que la

proyección de ~H sobre el plano {N1, N2} está en la dirección y en el sentido del vector N1. Esta

base está determinada de manera única y ~H = αN1 + γN3 con

α =

√
−∆

a2
− 8

Γ2

| ~N |2
+ a2 (1.3.18)

y

γ = 2
Γ

‖UA‖
. (1.3.19)

ii) Si ~H ∈ Ker UΦ, existe una base ortonormal {N1, N2, N3} de vectores propios de UΦ orien-

tada positiva con N3 =
~N

| ~N |
y UΦ tiene la representación (1.2.3) con a2 = b2. Esta base está

determinada módulo una rotación en el plano N⊥3 . Y en este caso ~H = γN3 con γ = 2 Γ

| ~N |
.

Demostración. i) Como ~H 6∈ Ker UΦ podemos considerar el vector N2 :=
~H× ~N
| ~H× ~N |

y completar {N1,
~N

| ~N |
}

a una base ortonormal orientada positiva {N1, N2, N3} de vectores propios de UΦ, donde N3 =
~N

| ~N |
.

Si < ~H,N1 > es positivo consideramos la base {N1, N2, N3}, en caso contrario consideramos la base
{−N1,−N2, N3} y renombramos los elementos de ésta. En esta base Φ es de la forma (1.2.3) con

a2 = b2 y ~H = αN1 + γN3, de (1.2.6) tenemos que

∆ = −a2α2 + a4 − 2a2γ2,

y por lo tanto

α2 = −∆

a2
− 2γ2 + a2.

Finalmente, de la observación 1.2.7, γ = 2 Γ

| ~N |
con lo que obtenemos (1.3.18).

ii) Si ~H ∈ Ker UΦ hacemos N3 =
~N

| ~N |
y completamos {N3} a una base ortonormal orientada po-

sitiva {N1, N2, N3} de R3. En este caso, ~H = αN1 + βN2 + γN3 con α = β = 0 y γ = 2 Γ

| ~N |
.

Observación 1.3.5. En los lemas anteriores consideramos los casos cuando ~H ∈ Ker UΦ y
~H 6∈ Ker UΦ. Este hecho puede ser descrito en términos de los números |H|, ‖UA‖ y Γ2 de la
siguiente manera.
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Supongamos que ‖UA‖ 6= 0. Elijamos una base ortonormal orientada positiva de vectores pro-

pios de UΦ, {Ni}ni=1, tal que {Ni}ni=4 ⊂ ~H⊥ y {Ni}ni=4 ⊂ Ker UΦ. Del Lema 1.1.5 tenemos que
dim(Ker UΦ) = n− 2 y por lo tanto {N1, N2} ⊂ (Ker UΦ)⊥. En esta base

~H = αN1 + βN2 + γN3,

donde γ2 = 4Γ2

‖UA‖ (ver Observación 1.2.7). Por otro lado | ~H|2 = α2 + β2 + γ2 ≥ γ2 y por lo tanto

| ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 ≥ 0. (1.3.20)

Ahora, si ~H ∈ Ker UΦ entonces α2 + β2 = 0 y por lo tanto se cumple la igualdad en la inecuación.
Si ~H 6∈ Ker UΦ entonces α2 + β2 > 0 por lo que la desigualdad es estricta. Con base en lo anterior
tenemos el siguiente resultado.

Si ‖UA‖ 6= 0 entonces ~H ∈ Ker UΦ si y sólo si | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 = 0 o de manera equivalente
~H 6∈ Ker UΦ si y solo si | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 > 0

Lema 1.3.6. Supongamos que UA = 0. Si | ~H|2 − K > ‖UA‖ entonces existe una base ortonormal
positiva {Ni}ni=1 de vectores propios de UΦ en la que

Φ[q] =


a2 0 · · · 0
0 0 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · · · 0

 (1.3.21)

con a2 = | ~H|2 −K. Además

i) si ~H 6∈ (Ker UΦ)⊥ y ~H 6∈ Ker UΦ podemos elegir la base {Ni}ni=1 de tal manera que ~H =
αN1 + βN2 con

α =

√
| ~H|2 +

∆

a2
(1.3.22)

y

β =

√
−∆

a2
. (1.3.23)

Si n ≥ 4, la base {Ni}ni=1 queda determinada módulo una rotación del espacio {N1, N2}⊥. Si
n = 3 la base {Ni}3i=1 queda determinada de manera única.

ii) si ~H ∈ (Ker UΦ)⊥ y ~H 6= 0, la base {Ni}ni=1 puede ser elegida de tal modo que ~H = αN1 con

α = | ~H|. La base {Ni}ni=1 queda determinada módulo una rotación en Ker UΦ.

iii) si ~H ∈ Ker UΦ y ~H 6= 0, podemos elegir {Ni}ni=1 de tal manera que ~H = βN2 con β = | ~H|.
En este caso N1 ∈ {Ni}ni=1 queda determinado módulo signo y una vez fijo éste, la base {Ni}ni=1

queda determinada módulo una rotación del espacio {N1, N2}⊥.

iv) si ~H = 0, N1 ∈ {Ni}ni=1 queda determinado módulo signo. Una vez fijo éste, la base {Ni}ni=1

queda determinada módulo una rotación en Ker UΦ

Demostración. Dado que ‖UA‖ 6= 0, de (1.3.1) y (1.3.2) tenemos que a2 = | ~H|2−K y b2 = 0, y por lo
tanto dim(Ker UΦ) = n− 1.

i) Si ~H 6∈ (Ker UΦ)⊥ y ~H 6∈ Ker UΦ podemos elegir de manera única un vector N1 ∈ (Ker UΦ)⊥ de

tal manera que < ~H,N1 >> 0, además, como ~H no es colineal a N1, dim(N⊥1 ∩ ~H⊥) = n − 2 y por
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lo tanto existe una única dirección N2 ∈ Ker UΦ tal que < ~H,N2 >> 0 y tal que < N2, v >= 0 para
todo v ∈ N⊥1 ∩ ~H⊥. Completamos {N1, N2} a una base ortonormal orientada positiva de Rn. En esta

base Φ[q] esta representada por (1.3.21) y ~H = αN1 + βN2, luego

L[q] =


α2 αβ 0 · · · 0
αβ β2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 (1.3.24)

y por lo tanto

Q[q] =


α2 − a2 αβ 0 · · · 0
αβ β2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 . (1.3.25)

De esta manera ∆ = σ2(UQ) = −a2β2 y por consiguiente β =
√
− ∆
a2 . Como | ~H|2 = α2 + β2 tenemos

que α =
√
| ~H|2 + ∆

a2 .

Si n = 3 hacemos N3 = N1 ×N2 y de esta manera {Ni}3i=1 queda determinada de manera única.

ii) Si ~H ∈ (Ker UΦ)⊥ y ~H 6= 0 hacemos
~H

| ~H|
y completamos {N1} a una base ortonormal positi-

va de Rn, {Ni}ni=1. En esta base Φ[q] esta dada por (1.3.21) y ~H = | ~H|N1. Además la base aśı elegida

queda determinada módulo una rotación del espacio N⊥1 .

iii) Si ~H ∈ Ker UΦ y ~H 6= 0 hacemos N2 =
~H

| ~H|
y fijamos N1 ∈ (Ker UΦ)⊥. Una vez fijo este

completamos el conjunto {N1, N2} a una base ortonormal positiva de Rn. En esta base Φ[q] esta dada

por (1.3.21) y ~H = | ~H|N2.

iv) Si ~H = 0, fijamos N1 ∈ (Ker UΦ)⊥, una vez fijo este, completamos {Ni}ni=1 a una base orto-
normal de Rn. En esta base Φ[q] está representada por (1.3.21).

Lema 1.3.7. Si | ~H|2 −K = ‖UA‖ y UA = 0 entonces Φq ≡ 0. Además existe una base ortonormal de
vectores propios de UΦ, {Ni}ni=1 en la que,

i) si ~H 6= 0, ~H = αN1 con α > 0. Ésta base queda determinada módulo una rotación del espacio
N⊥1 .

ii) si ~H = 0, esta base queda determinada módulo una rotación en Rn.

Demostración. Dado que | ~H|2 −K = ‖UA‖ y UA = 0, de (1.3.1), (1.3.2) y (1.2.3) tenemos que Φ ≡ 0.

i) En este caso ~H es un vector propio de Φq y por lo tanto podemos considerar N1 :=
~H

| ~H|
, es decir,

~H = αN1 con α = | ~H|. Completamos {N1} a una base ortonormal orientada positiva {Ni}ni=1 de Rn.
Notemos que ésta base queda determinada módulo una rotación en N⊥1

ii) Si ~H = 0, elegimos cualquier base ortonormal orientada positiva de Rn. Ésta queda determinada
módulo una rotación en Rn
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1.4. La clasificación

En esta sección damos una clasificación del conjunto SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2) en términos de los in-
variantes definidos en la sección anterior. Dados los invariantes clásicos de [q] ∈ SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2)
(ver definición 1.2.2), definimos tres funciones L, Φ y A por medio de los invariantes α, β, γ, a2 y b2

para después considerar la clase [L,Φ, A] y recuperar [q] via la biyección (1.1.12).
Como vimos en la sección anterior, si n = 3 los números α y β no siempre están determinados de

manera única (ver Lema 1.3.2). De hecho α2 y β2 determinan dos clases: la clase donde ~H = (α, β, γ)

y la clase donde ~H = (−α, β, γ) (nótese que (−α,−β, γ) y (α,−β, γ) pueden ser llevados a (α, β, γ)
y a (−α, β, γ) respectivamente via g ∈ SO(3)). Por este motivo consideramos el grupo G := {Id, g}
donde Id denota a la función identidad en R3 y g está dada por

g :=

 −1 0 0
0 1 0
0 0 1


en la base canónica de R3. De esta manera las clases antes mencionadas quedarán determinadas módulo
la acción del grupo G.

Teorema 1.4.1. (Clasificación) Sea [q] ∈ SO(n)\Q(R2,Rn)/SO(2) y | ~H|, ‖UA‖,K,∆ y Γ sus inva-
riantes.

1. Si | ~H|2 −K > ‖UA‖, ‖UA‖ 6= 0 y

i) | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 6= 0 entonces | ~H|, ‖UA‖, K, Γ y ∆ determinan [q] si n ≥ 4. Si n = 3, [q]
queda determinada módulo la acción del grupo G.

ii) | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 = 0 entonces | ~H|, ‖UA‖ y K determinan [q].

2. Si | ~H|2 −K = ‖UA‖, ‖UA‖ 6= 0 y

i) | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 6= 0 entonces los invariantes | ~H|, ‖UA‖,K,Γ y ∆ determinan [q].

ii) | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 = 0 entonces | ~H|, K y ‖UA‖ determinan [q].

3. Si | ~H|2 −K 6= ‖UA‖ y UA = 0 entonces | ~H|, K y ∆ determinan [q].

4. Si | ~H|2 −K = ‖UA‖ y UA = 0 entonces | ~H| determina [q].

Demostración. Consideremos la biyección (1.1.12)

1. Supongamos que | ~H|2 −K > ‖UA‖ y ‖UA‖ 6= 0.

i) Si n ≥ 4 y | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 6= 0 definimos

~H := (α, β, γ, 0, ..., 0); Φ :=


a2 0 0 · · · 0
0 b2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 y A =
1

2
‖UA‖


0 1 0 · · · 0
−1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 ,

con α, β y γ como en (1.3.3)-(1.3.5) y a2, b2 como en (1.3.1) y (1.3.2). Notemos que
(L,Φ, A) ∈ [L[q],Φ[q], A[q]] y por lo tanto Θ([q]) = [L,Φ, A]. Dicho de otra forma definimos
Sν a partir de (L,Φ, A) como en (1.1.8) y de esta manera obtenemos [q].

Si n = 3 definimos ~H := (α, β, γ) con α, β y γ como en (1.3.12)-(1.3.14). Por la ambigüedad
en los signos de α y β, [q] queda determinada módulo la acción del grupo G.
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ii) Si | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 = 0, definimos

~H := (0, 0, | ~H|, 0, ..., 0); Φ :=


a2 0 0 · · · 0
0 b2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 y A =
1

2
‖UA‖


0 1 0 · · · 0
−1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 ,

con a2, b2 como en (1.3.1) y (1.3.2). Notemos que (L,Φ, A) ∈ [L[q],Φ[q], A[q]]. Luego Θ([q]) =
[L,Φ, A].

2. Supongamos que | ~H|2 −K = ‖UA‖ y ‖UA‖ 6= 0.

i) Si | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 6= 0 y n ≥ 4 definimos

~H := (α, 0, γ, 0, ..., 0); Φ :=


a2 0 0 · · · 0
0 a2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 y A =
1

2
‖UA‖


0 1 0 · · · 0
−1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 ,

con α y γ como en (1.3.16) y (1.3.17) respectivamente y a2 como en (1.3.15). Notemos que
(L,Φ, A) ∈ [L[q],Φ[q], A[q]]. Luego Θ([q]) = [L,Φ, A].

Si n = 3 definimos Φ y A como antes y ~H := (α, 0, γ) con α y γ como en (1.3.18) y (1.3.19).
La aplicación [q] está determinada por Θ([q]) = [L,Φ, A].

ii) Si | ~H|2‖UA‖2 − 4Γ2 = 0 definimos

~H := (0, 0, γ, 0, ..., 0); Φ :=


a2 0 0 · · · 0
0 a2 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 y A =
1

2
‖UA‖


0 1 0 · · · 0
−1 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 ,

con γ = | ~H| y a2 como en (1.3.15). En este caso también se cumple Θ([q]) = [L,Φ, A].

3. Si | ~H|2 −K 6= ‖UA‖ y | ~N | = 0 entonces hacemos

~H := (α, β, 0, 0, ..., 0); y Φ :=


a2 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
0 0 0 · · · 0
...

...
...

. . .
...

0 0 0 · · · 0

 ,

con a2 = | ~H|2 −K y α y β como en (1.3.22) y (1.3.23). Via (1.1.12) obtenemos [q] a partir de
(L,Φ, 0).

4. Si | ~H|2 −K = ‖UA‖ y UA = 0 definimos ~H := (| ~H|, 0, ..., 0), Φ ≡ 0 y A ≡ 0. La clase [q] queda
determinada por Θ([q]) = [L, 0, 0].



Caṕıtulo 2

La elipse de Curvatura

En este caṕıtulo definimos la elipse de curvatura asociada a una aplicación cuadrática q : R2 → R3

y establecemos una relación entre este objeto y los invariantes numéricos asociados a q. Dedicamos
la primera sección al estudio del caso no degenerado de la elipse y damos una ecuación intŕınseca
de ésta (ver proposición 2.1.3). En la segunda sección se hace un estudio de la elipse cuando ésta es
degenerada.

2.1. La definición y las primeras propiedades.

Sea q ∈ Q(R2,R3). El conjunto E := {q(u) : u ∈ S1} es conocido como la elipse de curvatura
asociada a la aplicación cuadrática q.

Consideremos una base ortonormal de R2, {u, u⊥}, orientada de manera positiva. Por un lado, para
cada ν ∈ R3

< q(u) + q(u⊥), ν > = < q(u), ν > + < q(u⊥), ν >

= < Sν(u), u > + < Sν(u⊥), u⊥ >

= tr Sν = 2Lq(ν) =< 2 ~H, ν > (2.1.1)

lo que implica que q(u) + q(u⊥) = 2 ~H.

Definamos qo ∈ Q(R2,R3) como

q(u) = ~H < u, u > +qo(u). (2.1.2)

En este caso
q(u) = ~H + qo(u)

para cada u ∈ S1, y por lo tanto la elipse de curvatura asociada a q, puede ser obtenida via una
traslación por el vector ~H de la elipse de curvatura asociada a qo, que denotamos por Eo. Describamos
entonces la forma de Eo en términos de los invariantes asociados a q.

Proposición 2.1.1. Sea q ∈ Q(R2,R3). Entonces para cualquier base ortonormal {u, u⊥} de R2,
orientada de manera positiva, se tiene que

Φq(ν) =< qo(u), ν >2 + < q(u, u⊥), ν >2, ∀ν ∈ R3 (2.1.3)

y donde qo es como en (2.1.2).

27
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Demostración. Por un lado notemos que para cada u ∈ S1

qo(u) + qo(u⊥) = q(u) + q(u⊥)− 2 ~H = 2 ~H − 2 ~H = 0

y por lo tanto qo(u) = −qo(u⊥). Además

qo(u, u⊥) =
1

2
qo(u+ u⊥) = qo(

u+ u⊥√
2

) = q(
u+ u⊥√

2
)− ~H

=
1

2

{
q(u+ u⊥)− q(u)− q(u⊥)

}
= q(u, u⊥).

Por otro lado, para cada ν ∈ R3,

< qo(u), ν >=< q(u), ν > −Lq(ν) (2.1.4)

y por lo tanto

< qo(u), ν >2 + < q(u, u⊥), ν >2 = < q(u, u⊥), ν >2 − < qo(u), ν >< qo(u⊥), ν >

= < q(u, u⊥), ν >2 − (< q(u), ν > −Lq(ν))
(
< q(u⊥), ν > −Lq(ν)

)
= < q(u, u⊥), ν >2 − < q(u), ν >< q(u⊥), ν >

+ Lq(ν)
(
< q(u), ν > + < q(u⊥), ν >

)
− L2

q(ν)

= −det(Sν) + L2
q(ν) = −Qq(ν) + L2

q(ν),

es decir

Φq(ν) =< qo(u), ν >2 + < q(u, u⊥), ν >2 .

Si denotamos por Soν al operador simétrico asociado a la forma cuadrática < qo, ν >, la segunda
igualdad del parrafo anterior y la última ecuación muestran que

Φq(ν) = −det Soν . (2.1.5)

Además de (2.1.4) tenemos que Soν = Sν − Lq(ν)Id, es decir, Soν es el operador simétrico sin traza
asociado a la forma cuadrática < q, ν >. Luego del lema 1.1.5, Φq(ν) = 0 si y sólo si Soν ≡ 0.

Sea ~N como en la observación 1.2.5. De la ecuación (2.1.3) se sigue el siguiente resultado:

Proposición 2.1.2. La elipse de curvatura E es degenerada si y sólo si ~N = 0.

Demostración. Supongamos primero que ~N = 0. En este caso, de la observación 1.2.5, tenemos que la
dimensión de Ker UΦ es mayor o igual a 2, y por lo tanto podemos elegir un conjunto {ν1, ν2} ⊂ Ker Φq
linealmente independiente. De (2.1.3)

0 = Φq(νi) =< qo(u), νi >
2 + < q(u, u⊥), νi >

2 (2.1.6)

para i = 1, 2 y una base ortonormal {u, u⊥} de R2. Esto impica que

< qo(u), νi >= 0 y < qo(u, u⊥), νi >= 0
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para i = 1, 2. Por otro lado, si w = xu+ yu⊥ ∈ S1,

qo(w) = (x2 − y2)qo(u) + 2xyq(u, u⊥),

luego, < qo(w), νi >= 0 para i = 1, 2 y por lo tanto qo(w) = λ(w)~v para algún ~v ∈ {ν1, ν2}⊥ y

λ(w) ∈ R. Entonces q(w) = ~H + λ(w)~v, es decir, E es degenerada.

Ahora supongamos que E es degenerada, es decir, q(w) = ~H + λ(w)~v para todo w ∈ S1. Entonces

q0(w) = q(w) − ~H = λ(w)~v y por lo tanto < qo(w), ν >= 0 para toda ν ∈ ~v⊥. Por otro lado,

q(w,w⊥) = qo(w+w⊥

2 ), de donde se tiene que

< qo(w), ν >2 + < q(w,w⊥), ν >2= Φq(ν) = 0

para todo ν ∈ ~v⊥. Finalmente, dado que dim ~v⊥ ≥ 2, dim Ker UΦ ≥ 2, luego, del inciso c) del

lema 1.1.5 Aq ≡ 0 y por lo tanto, de la observación 1.2.5, ~N = 0.

De la proposición anterior tenemos que si ~N 6= 0 entonces E es no degenerada, de hecho podemos
elegir una base ortonormal {e1, e2} de R2 orientada de manera positiva de tal manera que qo(e1) y
q(e1, e2) sean aplicados en los semiejes de Eo (Ver [9]). Ahora, haciendo

N1 =
qo(e1)

|qo(e1)|
y N2 =

q(e1, e2)

|q(e1, e2)|
,

de (2.1.3) tenemos que

Φq(ν) = |qo(e1)|2 < N1, ν >
2 +|q(e1, e2)|2 < N2, ν >

2 (2.1.7)

para cada ν ∈ R3, y completando {N1, N2} a una base ortonormal orientada de manera positiva de
R3, {N1, N2, N3} (ver la siguiente figura),

obtenemos
Φq(x, y, z) = |qo(e1)|2x2 + |q(e1, e2)|2y2, (2.1.8)

donde ν = xN1 + yN2 + zN3. En esta base

UΦ =

 |qo(e1)|2 0 0
0 |q(e1, e2)|2 0
0 0 0

 (2.1.9)
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y por lo tanto |qo(e1)|2 y |q(e1, e2)|2 son valores propios de UΦ, que sin pérdida de generalidad, pode-
mos suponer |qo(e1)|2 = a2 y |q(e1, e2)|2 = b2, donde a2 y b2 son como en (1.3.1) y (1.3.2).

Ahora, de la observación 1.2.5, tenemos que si ~N 6= 0 entonces éste es un vector propio de UΦ

cuyo valor propio correspondiente es cero, pues ~N ∈ Ker UΦ. Notemos que en este caso Φq( ~N) = 0

y por (2.1.3) y la definición de N1 y N2 se tiene que ~N es perendicular al plano que contiene a Eo.
Luego vecN es colineal a N3. Consideremos la restricción de Φq al espacio ~N⊥. El operador simétrico
asociado a Φ| ~N⊥ es UΦ| ~N⊥

y además det UΦ| ~N⊥
= a2b2 6= 0, luego, podemos considerar U−1

Φ| ~N⊥
y

definir
Φ∗q(ν) :=< U−1

Φ| ~N⊥
(ν), ν > . (2.1.10)

En la siguiente proposición damos una ecuación intŕınseca de la elipse de curvatura en términos de Φ∗q .

Proposición 2.1.3. Sea q ∈ Q(R2,R3) tal que ~N 6= 0. Entonces ν ∈ Eo si y sólo si Φ∗q(ν) = 1.

Demostración. Sea {e1, e2} la base de R2 definida en (2.1.7) y sea w ∈ R2. Por un lado w = w1e1+w2e2

y por lo tanto

qo(w) = (w2
1 − w2

2)qo(e1) + 2w1w2q(e1, e2)

= (w2
1 − w2

2)|qo(e1)|N1 + 2w1w2|q(e1, e2)|N2

= (w2
1 − w2

2)aN1 + 2w1w2bN2. (2.1.11)

Entonces

Φ∗q(q
o(w)) = < U−1

Φ| ~N⊥
(qo(w)), qo(w) >

= <

(
1
a2 0
0 1

b2

)(
(w2

1 − w2
2)a

2w1w2b

)
, ((w2

1 − w2
2)a, 2w1w2b) >

= (w2
1 + w2

2)2, (2.1.12)

de donde se sigue que Φ∗q(q
o(w)) = 1 si y sólo si |w| = w2

1 + w2
2 = 1.

Si en la proposición anterior hacemos qo(w) = xN1 + yN2 tenemos que la elipse Eo satisface la
ecuación

x2

a2
+
y2

b2
= 1

en la base {N1, N2} de ~N⊥. Entonces los valores propios no cero de UΦ representan el cuadrado de las
longitudes de los semiejes de Eo y en consecuencia de E . Luego, de la observación 1.2.7, se tiene que el
área de E , que denotamos por área(E), está dada por

área(E) = πab =
1

2
π| ~N |. (2.1.13)

Notemos además que Eo está contenida en el plano ~N⊥ y por lo tanto E está contenida en el plano
af́ın AffE := ~H + ~N⊥. En consecuencia, Γ := 1

2 <
~H, ~N >= 0 si y sólo si AffE pasa por el origen de

R3 (Ver figura 2.1).

De hecho, la base definida en (2.1.8) satisface las condiciones del lema 1.3.2, y por lo tanto obtenemos
la siguiente forma normal de q,

q(w) = (w2
1 + w2

2) ~H + (w2
1 − w2

2)aN1 + 2w1w2bN2

(2.1.14)

=
(
(α+ a)w2

1 + (α− a)w2
2

)
N1 +

(
βw2

1 + 2bw1w2 + βw2
2

)
N2 + γ

(
w2

1 + w2
2

)
N3,
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donde α, β y γ satisfacen las ecuaciones (1.3.12)-(1.3.14).

(a) Cuando Γ 6= 0, el plano AffE no pasa por
el origen de R3.

(b) Cuando Γ = 0, el plano AffE coincide
con el plano generado por {N1, N2}. Note-
mos que en este caso, de (1.2.8), se tiene
que γ = 0.

Figura 2.1: Posición de E respecto del origen de R3, según la nulidad del invariante Γ.

Si Γ = 0, de las observaciones 1.2.4 y 1.2.7 tenemos que γ = 0 y en este caso

q(w) =
(
(α+ a)w2

1 + (α− a)w2
2

)
N1 +

(
βw2

1 + 2bw1w2 + βw2
2

)
N2 (2.1.15)

Observación 2.1.4. Sea nuevamente {N1, N2, N3} como en (2.1.8) e identifiquemos a q(θ) con q(w)
donde w = cos θu + sen θu⊥, y θ es el ángulo medido de u a w en la orientación de R2. El vector
~N determina una orientación en AffE . Si < ~N,N3 >> 0 entonces la elipse E es recorrida por la
parametrización q(θ) en el sentido antihorario, vista desde ~N ; si < ~N,N3 >< 0 entonces la elipse es
recorrida en el sentido opuesto.

Además
1

2π
| < ~N,N3 > | = área(E)

y por lo tanto podemos asignar un signo a área(E) según la orientación de E respecto de ~N .

Observación 2.1.5. Para u ∈ S1 ⊂ R2 tenemos que q(u, u⊥) está en la dirección tangente a E en
el punto q(u). En efecto, si σ : (−ε, ε) → S1 es una curva parametrizada por longitud de arco de tal
manera que σ(0) = u y σ recorra a S1 en el sentido antihorario, entonces

d

dθ
q(σ(θ), σ(θ))|t=0

= 2 q(σ(θ), σ′(θ))|t=0
= 2 q(u, u⊥)

.
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2.2. El estudio del caso degenerado

Ahora, si ~N = 0, de la observación 1.2.5 tenemos que dim Ker UΦ ≥ 2. Por otro lado la proposi-
ción 2.1.2 nos garantiza que

q(w) = ~H + λ(w)~v

para todo w ∈ S1, donde λ(w) es una función real-valuada y ~v ∈ (KerUΦ)⊥.

Entonces, si dim Ker UΦ = 3, ~v = 0 y por lo tanto E degenera en un punto, a saber, en el punto fi-
nal del vector ~H; si dim Ker UΦ = 2 entonces ~v 6= 0 y por lo tanto E degenera en un segmento de recta.

Para determinar de manera más precisa al segmento E consideremos el siguiente

Lema 2.2.1. Sea q ∈ Q(R2,R3) tal que ~N = 0. Si dim Ker UΦ = 2 entonces existe u ∈ S1 tal que
qo(u) 6= 0 y q(u, u⊥) = 0, y por lo tanto la ecuación (2.1.3) puede escribirse como

Φq(ν) =< qo(u), ν >2, (2.2.1)

para toda ν ∈ R3.

Demostración. Sea µ ∈ (Ker UΦ)⊥, µ 6= 0; y sea u ∈ S1 un vector propio de Soµ. De (2.1.5) tenemos
que Soµ(u) 6= 0, de lo contrario Φq(µ) = 0 (y por lo tanto del Lema 1.1.5 µ ∈ Ker UΦ). Entonces

< qo(u), µ >=< Soµ(u), u >= λ < u, u >6= 0

lo que implica que qo(u) 6= 0. Además

< q(u, u⊥), µ >=< Soµ(u), u⊥ >= λ < u, u⊥ >= 0,

y dado que Soν ≡ 0 para toda ν ∈ Ker UΦ (ver lema 1.1.5),

< q(u, u⊥), ν >=< Soν(u), u⊥ >= 0,

para todo ν ∈ Ker UΦ. Concluimos que q(u, u⊥) = 0.

Observación 2.2.2. Notemos que en el lema anterior podemos considerar u⊥ en lugar de u, en este
caso, dado que qo(u) = −qo(u⊥), se sigue cumpliendo la ecuación (2.2.1).

Notemos también que qo(u) es un vector propio de UΦ (ver (2.1.9)). De hecho UΦ(qo(u)) = a2qo(u)
donde a2 es como en el lema 1.3.6 y

Φq(q
o(u)) = |qo(u)|4 6= 0.

Entonces
|qo(u)|4 = Φq(q

o(u)) =< UΦ(qo(u)), qo(u) >= a2|qo(u)|2

lo que implica que a = |qo(u)|.

Proposición 2.2.3. Sea q ∈ Q(R2,R3) tal que ~N = 0 y dim Ker UΦ = 2. Entonces

E = [ ~H − aN1, ~H + aN1],

donde N1 ∈ (Ker UΦ)⊥ y |N1| = 1.

Demostración. Sea u ∈ S1 como en el lema anterior y hagamos N1 = qo(u)
|qo(u)| . De la observación anterior

tenemos que a = |qo(u)| y por lo tanto, para cada w ∈ S1,

qo(w) = qo(w1u+ w2u
⊥) = (w2

1 − w2
2)qo(u) = a(w2

1 − w2
2)N1.

Luego, q(w) = ~H + a(w2
1 − w2

2)N1 y por lo tanto E = [ ~H − aN1, ~H + aN1].
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Observación 2.2.4. Si ~H no es colineal a N1, podemos considerar una base ortonormal {N1, N2, N3}
que cumpla las caracteŕısticas del inciso i) del lema 1.3.6 y en este caso

q(w) =
(
(α+ a)w2

1 + (α− a)w2
2

)
N1 + β

(
w2

1 + w2
2

)
N2, para todo w ∈ R2, (2.2.2)

donde α y β satisfacen (1.3.22) y (1.3.23). Ver Figura 2.2.

Si ~H es colineal a N1 y no cero, entonces ~H ∈ (Ker UΦ)⊥ y por lo tanto, el inciso ii) del lema 1.3.6
garantiza que

q(w) =
(
(α+ a)w2

1 + (α− a)w2
2

)
N1 (2.2.3)

donde α = | ~H|.

Finalmente, si ~H = 0,
q(w) = a(w2

1 −w2
2)N1. (2.2.4)

Cuando ~N = 0 la colinealidad de ~H yN1 queda determinada por el invariante ∆, que fue introducido
en (1.2.1).

Proposición 2.2.5. Sea q ∈ Q(R2,R3) tal que ~N = 0 y dim Ker UΦ = 2, es decir, ta que | ~H|2−K 6= 0.

Sea también N1 como en la proposición anterior. Entonces ~H es colineal a N1 si y sólo si ∆ = 0.

Demostración. Supongamos que ~H es colineal a N1. En este caso ~H = λqo(u) y por lo tanto

q(u) = ~H + qo(u) = (λ+ 1)qo(u).

Luego, de (2.2.1), si ν ∈ Ker UΦ entonces < q(u), ν >= 0. De hecho, dado que q(u⊥) = 2 ~H − q(u) y

Ker UΦ ⊂ ~H⊥, también se tiene que < q(u⊥), ν >= 0. Por otro lado, para cada ν ∈ R3,

Q(ν) = det Sν =< q(u), ν >< q(u⊥), ν >,

pues q(u, u⊥) = 0, y por lo tanto

Q(ν, µ) =
1

2

(
< q(u), ν >< q(u⊥), µ > + < q(u⊥), ν >< q(u), µ >

)
(2.2.5)

para todo ν, µ ∈ R3. Ahora, si {N1, N2, N3} es una base ortonormal orientada positiva de R3,Q(Ni, Nj) =
0 al menos para (i, j) 6= (1, 1), pues N2, N3 ∈ Ker UΦ, luego, es esta base,

UQ =

 Q(N1) 0 0
0 0 0
0 0 0


lo que implica que σ2(UQ) = ∆ = 0.

Para mostrar el rećıproco, notemos primero que si q(u) = 0 ó q(u⊥) = 0 entonces ~H es colineal a

qo(u) pues en este caso ~H± qo(u) = 0, luego, ~H es colineal a N1. Supongamos entonces que q(u) 6= 0 y

q(u⊥) 6= 0. Como ∆ = 0 y Γ = 0 (pues ~N = 0), entonces UQ(ν) = 0 si y sólo si Q(ν) = 0, pues en este
caso Q es semidefinida no negativa o semidefinida no positiva, dependiendo del signo de σ1(UQ) = K.
Luego, para cada ν ∈ Ker UQ se tiene que

0 = Q(ν) =< q(u), ν >< q(u⊥), ν > .

Si < q(u), ν >= 0 entonces, de (2.2.5),

< q(u⊥), ν >< q(u), µ >= 0 para toda µ ∈ R3,
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Figura 2.2: La proposición 2.2.5 muestra que E degenera en un segmento no alineado con el origen si
y sólo si ∆ 6= 0.

y por lo tanto < q(u⊥), ν >= 0. Si suponemos que < q(u⊥), ν >= 0 un proceso análogo muestra que
< q(u), ν >= 0. Entonces q(u), q(u⊥) ∈ (Ker UQ)⊥, es decir, q(u) = λq(u⊥), luego

2 ~H = q(u) + q(u⊥) = (λ+ 1)q(u⊥) = (λ+ 1)( ~H − qo(u))

de donde se sigue que ~H es colineal a qo(u) y por lo tanto a N1.

La condición de que dim Ker UΦ = 2 es equivalente a la condición de que | ~H|2 −K 6= 0 ya que en

este caso el valor propio no cero de Φq satisface a2 = | ~H|2 −K.

Observación 2.2.6. En la proposición anterior el invariante K = σ1(UQ) determina la posición de
E respecto del origen de R3. A saber, si K = 0, entonces Q ≡ 0 y por lo tanto,

< q(u), ν >< q(u⊥, ν) >= 0 para todo ν ∈ R3;

luego q(u) = 0 ó q(u⊥) = 0. Ahora, de la proposición 2.2.3, tenemos que

E = [ ~H − aN1, ~H + aN1] = [q(u), q(u⊥)]

y entonces E = [0, ~H + aN1] ó E = [ ~H − aN1, 0].

Si K < 0 entonces
Q(q(u)) = |q(u)|2 < q(u⊥), q(u) >< 0

y por lo tanto q(u) está en dirección opuesta a q(u⊥); luego 0 ∈ [q(u), q(u⊥)] = E.

Si K > 0 entonces < q(u), q(u⊥) >> 0, es decir, q(u) está en la dirección de q(u⊥) y por lo tanto
0 6∈ E. Ver Figura 2.3.
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Figura 2.3: El invariante K determina la posición de E respecto del origen de R3.



Caṕıtulo 3

La aplicación de Gauss de una
superficie en R5.

En lo que sigue consideraremos una inmersión isométrica x : M → R5 de una superficie orientada,
en el espacio euclidiano de dimensión 5. De manera usual, identificamos M con su imagen x(M) y
consideramos la descomposición ortogonal TpR5 = TpM ⊕NpM para cada p ∈M . Los haces tangente
y normal a M se denotarán por TM y NM y los espacios de secciones suaves, tangentes y normales, se
denotarán por τ(M) y τ(M)⊥, respectivamente. Usaremos los śımbolos ∇ y ∇⊥ para referirmos a las
conexiones riemanniana y normal definidas sobre M y que están inducidas por la conexión riemanniana
de R5, ∇.

La segunda forma fundamental asociada a la inmersión x es el (2, 1)− tensor

II : τ(M)× τ(M) → τ(M)⊥

(X,Y ) 7→ (∇XY )⊥,

donde X y Y son extensiones locales de X y Y , respectivamente. Entonces para cada p ∈ M , la res-
tricción de II a TpM , es una aplicación cuadrática con dominio TpM ∼= R2 y codominio NpM ∼= R3,
cuyos invariantes y elipse de curvatura asociados fueron estudiados en los caṕıtulos anteriores. En este
caso, el invariante K coincide con la curvatura Gaussiana de la superficie y el vector ~H es el vector de
curvatura media. Denotaremos por IIo la parte sin traza de II.

Recordemos que para X,Y, Z ∈ τ(M) y η ∈ τ(M)⊥, la ecuación de Codazzi está dada por(
∇XII

)
(Y,Z, η) =

(
∇Y II

)
(X,Z, η), (3.0.1)

donde

(
∇XII

)
(Y,Z, η) := XII(Y, Z, η)− II(∇XY,Z, η)− II(Y,∇XZ, η)− II(Y, Z,∇⊥Xη)

y II(Y,Z, η) :=< II(Y, Z), η >. También recordemos que dado un (2, 1)-tensor, podemos definir sobre
M un (3, 1)-tensor de la siguiente manera: sea T : τ(M) × τ(M) → τ(M)⊥ un (2, 1)-tensor. Para
X,Y, Z ∈ τ(M) definimos

(∇̃T )(X,Y, Z) := ∇⊥ZT (X,Y )− T (∇ZX,Y )− T (X,∇ZY ). (3.0.2)

Cuando T = II se sigue de la ecuación de Codazzi que el (3, 1)-tensor, ∇̃II, es simétrico.

36
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Denotamos por ΛkRn al espacio vectorial de k-vectores de Rn, el cual tiene dimensión
(
n
k

)
. Defini-

mos un producto punto en ΛkRn como sigue: si u1 ∧ u2 ∧ ... ∧ uk, v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vk ∈ ΛkRn hacemos

< u1 ∧ u2 ∧ ... ∧ uk, v1 ∧ v2 ∧ ... ∧ vk >:= det (< ui, vj >), i ≤ i, j ≤ k (3.0.3)

donde el śımbolo <,> que se encuentra en el lado derecho de la igualdad denota al producto punto
usual de Rn.
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3.1. La definición de la aplicación de Gauss y una interpreta-
ción geométrica de su diferencial.

Denotamos por G5
2 a la variedad de Grasssmann de 2-planos orientados por el origen de R5.

Proposición 3.1.1. La transformación

P : G5
2 → Λ2R5

P 7→ u ∧ u⊥,

donde {u, u⊥} es una base ortonormal de P ⊂ R5 orientada de manera positiva, es inyectiva y su
imagen Q := {η ∈ ∧2R5 : |η| = 1, η ∧ η = 0} es una subvariedad de Λ2R5 de dimensión 6.

Definición 3.1.2. Sea x : M → R5 una inmersión. La aplicación de Gauss asociada a la inmersión
x es la aplicación

G : M → Q

p 7→ u ∧ u⊥,

donde {u, u⊥} es una base ortonormal de TpM , orientada de manera positiva.

Consideremos por un momento P0 ∈ G5
2 y {u, u⊥} una base ortonormal positiva de P0. Sea v ∈ R5,

v 6= 0, un vector ortogonal a P0 y denotemos por E3 al espacio generado por {u, u⊥, v} con la orientación
definida por esta base.
Si ε > 0, para cada t ∈ (−ε, ε), el bivector

u ∧
(
u⊥ cos(t‖v‖) +

v

‖v‖
sen(t‖v‖)

)
∈ Λ2R5.

puede ser identificado con el plano Pt ⊂ E3 que forma un ángulo θ(t) = t‖v‖ con el plano P0 y que
tiene en común con éste la recta R.u.

El plano Pt puede ser entendido como el plano que resulta de rotar P0 en el espacio E3 respecto del
eje R.u en el tiempo t, con velocidad angular ‖v‖.

Ahora, podemos considerar el ĺımite ĺım
t→0

Pt − P0

t
como una rotación infinitesimal de P0 en el espa-

cio E3 respecto de R.u, en el instante t = 0.
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De hecho,

ĺım
t→0

Pt − P0

t
= ĺım

t→0

u ∧
(
u⊥ cos(t‖v‖) + v

‖v‖ sen(t‖v‖)
)
− u ∧ u⊥

t

= u ∧ ĺım
t→0

(
u⊥

cos(t‖v‖)− 1

t
+

v

‖v‖
sen(t‖v‖)

t

)
= u ∧ v

‖v‖
‖v‖

= u ∧ v.

De esta manera, u ∧ v ∈ Λ2R5 puede ser interpretado como una rotación infinitesimal del plano
P0 en el 3-espacio E3 alrededor de u, con velocidad angular ‖v‖.

Ahora sea {u, u⊥}, una base ortonormal de TpM orientada de manera positiva y sea α : (−ε, ε)→M
una geodésica tal que α(0) = p y α′(0) = u. Denotemos por {u(t), u⊥(t)} al marco ortonormal tangente
a M , orientado de manera positiva respecto a la superficie M , tal que α′(t) = u(t). En este caso
∇uu = ∇uu⊥ = 0 y por lo tanto

dGp(u) =
d

dt
(G ◦ α)(t)|t=0

=
d

dt
(u(t) ∧ u⊥(t))|t=0

= u ∧ II(u, u⊥)− u⊥ ∧ II(u, u)

= ru +mu + tu, (3.1.1)

donde ru := u ∧ II(u, u⊥), mu := −u⊥ ∧ ~H y tu := −u⊥ ∧ IIo(u, u).

Notemos que ru, mu y tu representan rotaciones infinitesimales de TpM en un cierto 3− espacio:
ru representa una rotación infinitesimal en el 3 − espacio TpM ⊕ R.II(u, u⊥), en la dirección R.u
y de velocidad angular |II(u, u⊥)|; mu una rotación en el 3 − espacio TpM ⊕ R. ~H, en la dirección

R.u⊥ y de velocidad angular | ~H|, conocida como la rotación infinitesimal media, y tu una rotación en
TpM ⊕ R.II(u, u⊥) en la dirección R.u y de velocidad angular |IIo(u, u)|.

Los valores máximo y mı́nimo de las velocidades angulares |II(u, u⊥)| de ru y |IIo(u, u)| de tu son
precisamente los invariantes a y b, puesto que estos representan las longitudes de los semiejes de la
elipse de curvatura. Dichos valores son alcanzados en las direcciones ortogonales e1, e2 ∈ TpM definidas
como las preimágenes bajo la segunda forma fundamental de los vértices de la elipse de curvatura, ver
(2.1.7). De hecho, como N1 y N2 son paralelos a los ejes principales tenemos

re1 = e1 ∧ II(e1, e2) = be1 ∧N2, re2 = −e2 ∧ II(e1, e2) = −be2 ∧N2,

te1 = −e2 ∧ II(e1, e1) = −ae2 ∧N1 y te2 = e1 ∧ II(e2, e2) = ae1 ∧N1.

Las direcciones que estos generan son generalizaciones naturales de las direcciones de curvatu-
ra axial para superficies inmersas en R4, [7]. Aún más, podemos interpretar estas direcciones como
las aquellas donde las velocidades angulares consideradas anteriormente alcanzan sus valores extremos.

Consideremos ahora la rotación infinitesimal

dGp(u)−mu = ru + tu.
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Notemos que ru + tu es una rotación en el hiperplano TpM ⊕ RIIo(u, u) ⊕ RII(u, u⊥), el cual es
ortogonal a la dirección N3, por lo que no depende de la dirección u ∈ TpM . Por otro lado,

mu = −u⊥ ∧ ~H = −u⊥ ∧ αN1 − u⊥ ∧ βN2 − u⊥ ∧ γN3 (3.1.2)

y dado que N1, N2 ∈ RIIo(u, u)⊕RII(u, u⊥), el invariante γ puede ser interpretado como la velocidad

angular de la proyección de la rotación infinitesimal en el 3-espacio TpM ⊕ R. ~N3.
Ahora,

mu − u⊥ ∧ γN3 = −u⊥ ∧
(
~H − γN3

)
= −u⊥ ∧ (αN1 + βN2) , (3.1.3)

es decir, mu − u⊥ ∧ γN3 representa la proyección de la rotación infinitesimal media en el hiperplano
N⊥3 y la velocidad angular de esta rotación está determinada por los números α y β, a saber,

| ~H − γN3| =
√
α2 + β2.

Por otro lado si ~H 6= γN3, α y β tambien determinan la posición de los espacios TpM ⊕ R.N1 y

TpM ⊕ R.N2 con respecto del hiperplano TpM ⊕ R
(
~H − γN3

)
en N⊥3 : hacemos n1 =

~H−γN3

| ~H−γN3|
y

consideramos el vector n2 que cumple que {n1, n2, N3} es una base ortonormal positiva de N⊥3 ⊂ NpM ,
en este caso

N1 =
α√

α2 + β2
n1 −

β√
α2 + β2

n2, N2 =
β√

α2 + β2
n1 +

α√
α2 + β2

n2

3.2. Una nueva herramienta: La aplicación cuadrática δ.

Para u ∈ TpM definimos la aplicación cuadrática

δ(u) := −1

2
dGp(u) ∧ dGp(u). (3.2.1)

De (3.1.1) tenemos que si {u, u⊥} es una base ortonormal de TpM orientada de manera positiva
entonces

δ(u) = u ∧ u⊥ ∧ II(u, u) ∧ II(u, u⊥) (3.2.2)

Consideremos el operador de Hodge

? : Λ4R5 → Λ1R5

η 7→ ?η

donde ω ∧ ?η =< ω, η > ·1 para todo ω ∈ Λ4R5 y donde 1 es el neutro multiplicativo de Λ5R5 ≈ R .
El operador ? es un isomorfismo y debido a que <,> es definida positiva, ?? = Id, donde el primer
śımbolo ? es identificado con el operador

? : Λ1R5 → Λ4R5

η 7→ ?η.

Entonces
< u, ?δ(u) > ·1 = u ∧ ? ? δ(u) = u ∧ δ(u) = 0

y
< u⊥, ?δ(u) > ·1 = u⊥ ∧ ? ? δ(u) = u⊥ ∧ δ(u) = 0
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por lo que ?δ(u) ∈ NpM . Además ?δ(u) = II(u, u)×II(u, u⊥) donde × representa el producto vectorial
en NpM . En lo que sigue identificamos δ(u) con su imagen bajo el operador ?

δ(u) = II(u, u)× II(u, u⊥). (3.2.3)

Observación 3.2.1. Para u ∈ S1(TpM), consideremos la transformación lineal

II(u, .) : TpM → NpM

w 7→ II(u,w).

La imagen de S1(TpM) bajo II(u, .) es una elipse que denotamos por Eu, cuyo centro está en p y que
se encuentra en el plano ortogonal a δ(u). De hecho, tenemos que el área encerrada por Eu está dada
por ∫

D
1
|det II(u, .)|dA = π|det II(u, .)| = π|II(u, u)× II(u, u⊥)| = π|δ(u)|.

Ahora, para u ∈ S1(TpM), tenemos

δ(u) =
(
~H + II0(u)

)
× II(u, u⊥)

= ~H × II(u, u⊥) + II0(u)× II(u, u⊥),

por otro lado, si u = xe1 + ye2 donde {e1, e2} es una base de TpM de tal manera que IIo(e1) = aN1,
II0(e2) = −aN1 y II(e1, e2) = bN2 con {N1, N2} como en (2.1.7), entonces

II0(u)× II(u, u⊥) =
(
a(x2 − y2)N1 + 2xybN2

)
×
(
−2axyN1 + b(x2 − y2)N2

)
= ab

(
(x2 − y2)2 + 4x2y2

)
N1 ×N2

= abN3,

es decir,

δ(u) = ~H × II(u, u⊥) +
1

2
~N (3.2.4)

si la orientación de E respecto de ~N es positiva (N3 = ~N) y

δ(u) = ~H × II(u, u⊥)− 1

2
~N (3.2.5)

si la orientación de E respecto de ~N es negativa (N3 = − ~N) (ver observación 2.1.4).

De esta manera vemos que la imagen de S1(TpM) bajo δ es una elipse en NpM que denotamos por

E(δ), cuyo centro está en el punto final de 1
2
~N o − 1

2
~N , según la orientación de E respecto de ~N y el

plano que la contiene es perpendicular a ~H.

3.2.1. Los invariantes numéricos de δ y su elipse asociada.

En esta sección aplicamos a δ el análisis hecho en los caṕıtulos y secciones anteriores: calculamos
sus invariantes numéricos y en base a estos determinamos la forma y posición de su elipse asociada
E(δ). Mostramos la relación que guarda la posición de E(δ) y la correspondiente a la elipse de curvatura
E .

Los invariantes numéricos asociados a la forma cuadrática δ están dados en términos de los inva-
riantes numéricos asociados a la segunda forma fundamental.
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Proposición 3.2.2. Denotemos por Lδ la forma lineal, por Qδ la forma cuadrática y por Aδ la forma
bilineal antisimétrica asociadas a δ que resultan invariantes bajo la acción de SO(2) en TpM .

1.- El invariante asociado a Lδ está dado por 1
2 | ~N |,

2.- Los invariantes asociados a UQδ , donde UQδ es el operador simétrico que satisface Qδ(u) =<
UQδ(u), u >, están dados por

σ1(UQδ) = ∆, σ2(UQδ) = Γ2K, y σ3(UQδ) = Γ4

3.- El invariante asociado a Aδ está dado por Γ| ~H|,

donde | ~H|, K, ∆, Γ y | ~N | son los invariantes numéricos asociados a IIp.

Demostración. Sea ν ∈ NpM y denotemos por Sδν al operador simétrico que satisface

δ(u) =< Sδν(u), u > .

Por un lado,

Sδν =
(
< Sδν(u), u⊥ >

)
i,j=1,2

para cualquier base ortonormal {u, u⊥} de TpM orientada de manera positiva, de donde obtenemos

Lδ(ν) =
1

2
tr Sδν =

1

2

(
< Sδν(u), u > + < Sδν(u⊥), u⊥ >

)
= <

1

2

(
δ(u) + δ(u⊥)

)
, ν >=< ±1

2
~N, ν > .

donde el signo depende de la orientación de E respecto de ~N .
Ahora, sea {N1, N2, N3} una base como en la observación 1.2.5. En esta base II(u) = ~H + aN1,

II(u⊥) = ~H − aN1 y II(u, u⊥) = bN2. Notemos que

Qδ(ν) =< δ(u), ν >< δ(u⊥), ν > − < δ(u, u⊥), ν >2

y que si ν = ν1N1 + ν2N2 + ν3N3 entonces

< δ(u), ν > = −ν1bγ + ν3bα+ ν3ab,

< δ(u⊥), ν > = ν1bγ − ν3bα+ ν3ab,

< δ(u, u⊥), ν > = −ν2aγ + ν3aβ, (3.2.6)

y por lo tanto

UQδ =

 −b2γ2 0 b2γα
0 −a2γ2 a2βγ

b2γα a2βγ b2a2 − b2α2 − a2β2


en la base {N1, N2, N3}. Luego, de (1.3.8) y (1.2.8)

σ1(UQδ) = b2a2 − b2α2 − a2β2 − (a2 + b2)γ2 = ∆

σ2(UQδ) = a2b2γ2(α2 + β2 + γ2 − (a2 + b2))

= Γ2(| ~H|2 − (| ~H|2 −K)) = Γ2K

σ3(UQδ) = (γ2a2b2)2 = Γ4.
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Ahora, el invariante asociado a Aδ está dado por

‖Aδ‖ =
√
Aδ(N2, N3)2 +Aδ(N3, N1)2 +Aδ(N1, N2)2

donde

Aδ(Ni, Nj) = SδNi ◦ S
δ
Nj − S

δ
Nj ◦ S

δ
Ni .

Por otro lado

SδNi =

(
< δ(e1), Ni > < δ(e1, e2), Ni >

< δ(e1, e2), Ni > < δ(e1), Ni >

)
y por lo tanto, de (3.2.6)-(3.2.6)

SN1
=

(
−bγ 0

0 bγ

)
, SN2

=

(
0 −aγ
−aγ 0

)
, y SN3

=

(
bα+ ab aβ
aβ −bα+ ab

)
.

Luego

Aδ(N2, N3) = abαγ

Aδ(N3, N1) = abβγ

Aδ(N1, N2) = abγ2,

de donde se sigue que

‖Aδ‖ = abγ
√
α2 + β2 + γ2 = |Γ|| ~H|.

Observación 3.2.3. Notemos que si Ep está contenida en un plano que pasa por p, es decir, Γ = 0,
entonces E(δ) degenera en un segmento de recta perpendicular al plano que contiene a Ep (o en un
punto) puesto que en este caso el invariante asociado a Aδ se anula y σ2(UQδ) = σ3(UQδ) = 0 (Ver
proposición 2.2.5). En este caso, de la observación 2.2.6, tenemos que el invariante ∆ determina la
posición de E(δ) respecto de p (ver Figura 3.1),

i) si ∆ > 0 entonces E(δ) no contiene a p,

ii) si ∆ < 0 entonces E(δ) contiene a p sin ser un extremo,

iii) si ∆ = 0 entonces p es un extremo de E(δ).

Notemos que la condición δ(u) = 0 es equivalente a la condición de colinealidad de II(u) y II(u, u⊥).
Entonces la posición de E(δ) respecto de p determina la posición de E respecto de p, a saber, si ∆ > 0
entonces

δ(u) = II(u)× II(u, u⊥) 6= 0

para todo u ∈ TpM lo que garantiza que p se encuentra dentro de E. Si ∆ < 0 entonces deben existir
dos direcciones para las cuales II(u) y II(u, u⊥) son colineales, es decir, p está fuera de E. Finalmente,
si ∆ = 0 entonces debe existir una sola dirección para la cual δ(u) = 0, lo que implica que p pertenece
a E.

Proposición 3.2.4. Los invariantes asociados a la forma cuadrática Φδ son

σ1(Uφδ) =
| ~N |2 − 4∆

4

σ2(Uφδ) = Γ2 ~H2

σ3(Uφδ) = 0.
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Figura 3.1: Cuando Γ = 0 y ~N 6= 0, el inariante ∆ determina la posición de E respecto de p en AffE .

De la proposición anterior tenemos que el cuadrado de las longitudes de los semiejes de E(δ) están
dados por

a2(δ), b2(δ) =
1

8

(
| ~N |2 − 4∆±

√(
| ~N |2 − 4∆

)2

− 64Γ2| ~H|2
)
.

3.2.2. La reducción sustancial de codimensión en términos de δ.

Definición 3.2.5. Dada una inmersión x : M → R5 definimos el primer espacio normal de x en
p ∈M como el subespacio N1(p) ⊂ NpM generado por la segunda forma fundamental II en p, es decir

N1(p) = gen{II(x, y) : x, y ∈ TpM}. (3.2.7)

Decimos que la inmersión x es 1-regular si la dimensión de N1(p) es constante sobre M .

Definición 3.2.6. Una inmersión x : M → R5 admite una reducción de codimensión a r si existe
un subespacio vectorial af́ın de R5 de dimensión 2 + r, E2+r, 0 < r < 3, tal que x(M) ⊂ E2+r. La
inmersión x es sustancial si la codimensión de x no puede ser reducida. La codimensión más pequeña
a la que x puede ser reducida se llama codimensión sustancial de x.

En [9] se muestra que si x : M → R4 es un inmersión isométrica de una superficie conexa en el
espacio euclidiano de dimensión 4, para la cual δ ≡ 0 y dGp es no singular para cada p ∈M , entonces
x tiene codimensión sustancial 1. La siguiente proposición establece que este hecho también es cierto
para el caso de una inmersión isométrica x : M → R5; en la prueba usaremos el siguiente resultado,
debido a Erbacher, [6]:

Teorema 3.2.7. Sea x : M → R5 una inmersión 1-regular. Si N1 es un subhaz ∇⊥-paralelo de rango
0 < r < 3 entonces x tiene codimensión sustancial r.

Teorema 3.2.8. Consideremos una inmersión x : M → R5. Si dGp es no singular para todo p ∈ M
y δ ≡ 0 sobre M , entonces x tiene codimensión sustancial 1.

Demostración. Supongamos que δ ≡ 0. De la proposición 3.2.2 tenemos que para cada p ∈M , Γ = 0,
~N = 0 y ∆ = 0, luego, por la proposición 2.2.5 y la observación 2.2.4 podemos garantizar la existencia
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de bases ortonormales {e1(p), e2(p)} y {N1(p), N2(p), N3(p)} de TpM y NpM , respectivamente, tales
que

II(w) = ((α+ a)w2
1 + (α− a)w2

2)N1(p) (3.2.8)

donde w = w1e1(p) + w2e2(p). Consideremos un marco móvil {e1, e2, N1, N2, N3} definido en una
vecindad de V ⊂ M para el cual la ecuación anterior es válida para cada q ∈ V . Por el teorema
anterior, basta mostrar que x es una inmersión 1-regular y que N1 es ∇⊥-paralelo para obtener el
resultado. Veamos primero que el hecho de que dGq sea no singular para cada q ∈M garantiza que x
sea una inmersión 1-regular. Por un lado {dGq(e1), dGq(e2)} es un conjunto linealmente independiente,
por otro lado, de (3.1.1)

dGq(e1) = −e2 ∧ II(e1, e1) = −(α+ a)e2 ∧N1 y dGq(e2) = e1 ∧ II(e2, e2) = (α− a)e1 ∧N1,

puesto que II(e1, e2) = 0; entonces dGq es no singular si y sólo si (α + a) 6= 0 y (α − a) 6= 0, lo que
muestra que x es 1-regular, de hecho dim N1(q) = 1.

Ahora mostremos que N1 es ∇⊥-paralelo. Para esto notemos que si X ∈ τ(M),

∇⊥XN1 =< ∇⊥XN1, N2 > N2+ < ∇⊥XN1, N3 > N3. (3.2.9)

Por otro lado, si i = 2, 3, < II(X,Y ), Ni >= 0 para todo X,Y ∈ τ(M) y como II(e1, e2) = 0 tenemos(
∇e1II

)
(e2, e1, Ni) = − < II(e1, e2),∇⊥e1Ni >= 0,

luego, de la ecuación de Codazzi (3.0.1)

0 =
(
∇e1II

)
(e2, e1, Ni) =

(
∇e2II

)
(e1, e1, Ni)

= − < II(e1, e1),∇⊥e2Ni >
= −(α+ a) < N1,∇⊥e2Ni >,

lo que implica que < N1,∇⊥e2Ni >= 0 pues (α+ a) 6= 0. De manera análoga

0 =
(
∇e2II

)
(e1, e2, Ni) =

(
∇e1II

)
(e2, e2, Ni)

= − < II(e2, e2),∇⊥e1Ni >
= −(α− a) < N1,∇⊥e1Ni >,

de donde se tiene que < N1,∇⊥e1Ni >= 0 puesto que α − a 6= 0. Finalmente < N1,∇⊥XNi >= 0 para
i = 2, 3 y para todo X ∈ τ(M), lo que muestra que N1 es ∇⊥-paralelo, que es lo que queŕıamos.



Caṕıtulo 4

Los contactos de orden mayor de
una superficie en términos de δ

En [12] se introduce el concepto de dirección asintótica sobre una superficie M inmersa en R5, en
términos de su contacto con hiperplanos del espacio ambiente, y en [18] se presenta un análisis local
de las foliaciones definidas por tales direcciones. La herramienta principal para esta descripción es una
forma qúıntica introducida en [8] cuyos coeficientes dependen de la segunda forma fundamental. En
la primera sección de este caṕıtulo estudiamos la relación que guarda la forma cuadrática δ con el
contacto mencionado anteriormente y damos una ecuación intŕınseca equivalente a la forma qúıntica
de direcciones asintóticas.

En la segunda sección identificamos direcciones especiales sobre la superficie, en las cuales es posi-
ble obtener una reducción isométrica de la codimensión (ver [19]) y damos un ejemplo que muestra la
existencia de dichas direcciones.

4.1. El cono de direcciones degeneradas y la ecuación de di-
recciones asintóticas.

Comenzamos recordando los conceptos de función altura y dirección degenerada, y establecemos
una relación de estas direcciones con la elipse asociada a la aplicación cuadrática δ(u).

Definición 4.1.1. Sea x : M → R5 una inmersión. Para cada ν ∈ S4 ⊂ R5 definimos la función
altura en p ∈M respecto de la dirección ν como

hν : M → R
q 7→ < q, ν >,

donde M es identificada con su imagen x(M) y <,> denota el producto punto usual de R5.

Para toda ν ∈ NpM , el punto p ∈ M es un punto singular de hν . En efecto, si α : (−ε, ε)→ M es
tal que α(0) = p y α′(0) = w ∈ TpM , entonces

dhνp(w) = (hν ◦ α)′(0) =< α′(0), ν >= 0.

Definición 4.1.2. Sea w ∈ TpM , α : (−ε, ε) → M tal que α(0) = p y α′(0) = w, y ν ∈ NpM .
Definimos la Hessiana de la función altura hν en p como

Hessphν(w) =
d2(hν ◦ α)

dt2 |t=0

.

46
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Notemos que
d2(hν ◦ α)

dt2 |t=0

=< α′′(0), ν >=< IIp(w,w), ν >

y por lo tanto el operador simétrico asociado a la Hessiana de la función altura hν en p coincide con
el operador simétrico asociado a la segunda forma fundamental en p, Sν .

Definición 4.1.3. Decimos que p es un punto singular no degenerado de la función altura hν o de
igual forma, que hν tiene una singularidad de tipo Morse en p, si det(Sν) 6= 0 o de manera equivalente,
si QII(ν) 6= 0. En caso contrario decimos que p es un punto singular degenerado de hν y que ν es una
dirección degenerada de M en p.

En [12] se muestra que cuando Ep es no degenerada, y el plano que la contiene no pasa por el origen
de NpM , es decir, en términos de nuestros invariantes Γ(p) 6= 0, todas las direcciones degeneradas en
p forman un cono llamado el cono de direcciones degeneradas asociado a M en p. Notemos que este
cono es precisamente el conjunto

C := {ν ∈ NpM : QII(ν) = 0}.

Si ν ∈ NpM es una dirección degenerada entonces existe u ∈ Ker Sν , u 6= 0. Esta dirección es
llamada una dirección de contacto asociada a ν.

La aplicación cuadrática δ guarda una estrecha relación con el cono de direcciones degeneradas.

Proposición 4.1.4. Sea p ∈ M tal que Γ(p) 6= 0. El cono de direcciones degeneradas asociado a M
en p coincide con el cono generado por la elipse E(δ). De hecho, u ∈ Ker Sδ(u) y Sδ(u)(u

⊥) = ±2Γu⊥,

donde el signo en la última expresión depende de la orientación de E respecto de ~N .

Demostración. Sea u ∈ S1(TpM) y {u, u⊥} una base ortonormal orientada de manera positiva de
TpM . En esta base y puesto que δ(u) = II(u, u)× II(u, u⊥)

Sδ(u)(u) = < Sδ(u), u > u+ < Sδ(u), u
⊥ > u⊥

= < II(u), δ(u) > u+ < II(u, u⊥), δ(u) > u⊥ = 0.

Entonces u ∈ Ker Sδ(u) y por lo tanto QII(δ(u)) = 0. Ahora, usando el hecho de que δ(u) = ~H ×
II(u, u⊥)± ~N (ver (3.2.4) y (3.2.5)) tenemos

Sδ(u)(u
⊥) = < Sδ(u)(u

⊥), u⊥ > u⊥

= < II(u⊥), δ(u) > u⊥

= < ~H − II0(u),
1

2
~N + δ0(u) > u⊥

=
1

2
< ~H, ~N > u⊥− < II0(u), δ0(u) > u⊥

= ±Γu⊥+ < II0(u)× II(u, u⊥), ~H > u⊥

= ±Γu⊥+ < ±1

2
~N, ~H > u⊥

= ±2Γu⊥,

lo que concluye la prueba.

Definición 4.1.5. Sean C ⊂ Rn una curva diferenciable y H una hipersuperficie de Rn tales que
p ∈ C ∩ H. Sean α : (−ε, ε) → C ⊂ Rn una parametrización regular de C en p y g : Rn → R una
submersión tal que g−1(0) = H.

Decimos que C tiene orden de contacto k ∈ N con H en p si g ◦ αm(0) = 0 y g ◦ αk(0) 6= 0 para
m = 1, 2, ..., k − 1.
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Observación 4.1.6. La función g◦α de la proposición anterior se conoce como aplicación de contacto
para C y H. El orden de contacto no depende de la elección de α y g (ver [13]).

Definición 4.1.7. Sea M una superficie inmersa en Rn y H una hipersuperficie de Rn tales que
p ∈M ∩H. Decimos que M tiene orden de contacto k ∈ N en p y en la dirección u ∈ TpM con H, si
existe una curva C ⊂M con p ∈ C y u ∈ TpC tal que C tiene orden de contacto k con H en p.

Consideremos p ∈ M y ν ∈ NpM . La función h̃ν : R5 → R dada por h̃ν(q) =< q, ν > es una

submersión puesto que dh̃ν(ν) =< ν, ν >6= 0; además h̃−1
ν (0) coincide con el 4-plano ν⊥. Entonces, si

α : (−ε, ε)→M es una curva tal que α(0) = p y α′(0) = u, el contacto de M en p y en la dirección u

con H estará medido por el valor de las derivadas de la composición h̃ν ◦ α en t = 0. Estas derivadas
hasta orden 3 están dadas por

(h̃ν ◦ α)′(0) = < u, ν >= 0 (4.1.1)

(h̃ν ◦ α)′′(0) = < II(u, u), ν > (4.1.2)

(h̃ν ◦ α)′′′(0) = < II(u,∇α′α′|t=0) +∇⊥α′II(α′, α′)|t=0, ν > . (4.1.3)

Si ν = δ(u)
|δ(u)| , la expresión (4.1.2) y el hecho de que δ(u) = II(u, u) × II(u, u⊥) muestran que la

superficie M tiene orden de contacto ≥ 2 en p y en la dirección u con el 4-plano δ(u)⊥. De hecho,
si ν ∈ NpM es una dirección degenerada, la proposición 4.1.4 garantiza que existe u ∈ TpM tal que
ν = λδ(u). Luego, en esta dirección, la superficie tiene contacto de orden mayor o igual a 2 con ν⊥.

Dentro de todas las direcciones degeneradas, las direcciones binormales, ν ∈ NpM , son aquellas
donde el hiperplano ν⊥ que pasa a través de p tiene un contacto de orden mayor o igual a 3 con la
superficie en p. La correspondiente dirección de contacto asociada a una dirección binormal es llamada
dirección asintótica de M en p.

Proposición 4.1.8. Sean M una superficie inmersa en R5, p ∈ M y u ∈ TpM tal que δ(u) 6= 0.
Entonces M tiene orden de contacto ≥ 3, en p y en la dirección u, con el 4-plano δ(u)⊥ si y sólo si

< ∇̃II(u, u, u), δ(u)
|δ(u)| >= 0.

Demostración. Consideremos una curva α adaptada en u ∈ TpM . Por un lado, de (4.1.3) y del hecho
de que δ(u) es ortogonal en NpM al plano generado por {II(u, u), II(u, u⊥)}, tenemos que

(h̃ν ◦ α)′′′(0) = < II(u,∇α′α′|t=0) +∇⊥α′II(α′, α′)|t=0,
δ(u)

|δ(u)|
>

= < ∇⊥α′II(α′, α′)|t=0,
δ(u)

|δ(u)|
> .

Por otro lado

< (∇̃II)(u, u, u),
δ(u)

|δ(u)|
> = < ∇⊥α′II(α′, α′)|t=0 − 2II(u,∇α′α′|t=0),

δ(u)

|δ(u)|
>

= < ∇⊥α′II(α′, α′)|t=0,
δ(u)

|δ(u)|
>

= (h̃ν ◦ α)′′′(0),

de donde obtenemos el resultado.

Corolario 4.1.9. La ecuación de direcciones asintóticas introducida en [12] puede ser escrita de
manera intŕınseca como

< ∇̃II(u, u, u), δ(u) >= 0. (4.1.4)
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4.2. La reducción isométrica de codimensión.

Sean x : M2 → R5 una inmersión isométrica y ν un campo normal definido sobre M . Denotemos
por Bν al haz fibrado de rango 2 sobre M , cuya fibra en cada punto p es el plano ν⊥p ⊂ NpM ,
ortogonal a ν. Decimos que M admite una reducción isométrica de la codimensión en R4, que preserva
la proyección de la segunda forma fundamental sobre Bν , si existe una inmersión isométrica

ϕ : M → R4

que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados

ϕ : Bν → NM ⊂ R4

tal que para todo X, Y ∈ TM y µ, µ′ secciones de Bν , las siguinetes ecuaciones se cumplen

< ϕ(µ), ϕ(µ′) >=< µ, µ′ >, ϕ(IIν(X,Y )) = II(X,Y ), ϕ
(
∇BXµ

)
= ∇⊥Xϕ(µ),

donde IIν y ∇BX son las proyecciones ortogonales de la segunda forma fundamental y la conexión
normal de M ⊂ R5 sobre Bν respectivamente, y II y ∇⊥ son la segunda forma fundamental y la
conexión normal de ϕ(M) ⊂ R4, respectivamente. A una inmersión con estas propiedades le llamamos
una reducción isométrica de la codimensión de M en la dirección ν. En [19], se establecen condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de tales inmersiones para un caso más general.

Definición 4.2.1. Sea ν ∈ τ(M)⊥. Decimos que

i) ν es un campo de Codazzi, si dim(Ker Sν) = 1 y ∇⊥Xν = 0 para toda X ∈ Ker Sν .

ii) ν es un campo de Ricci si Sν ≡ 0 y se cumple la siguiente condición: si {ν1, ν2, ν3} es un marco
normal a M tal que ν = ν3 entonces∣∣∣∣ < ∇⊥Xν1, ν3 > < ∇⊥Y ν1, ν3 >

< ∇⊥Xν2, ν3 > < ∇⊥Y ν2, ν3 >

∣∣∣∣ = 0 (4.2.1)

para todo X, Y ∈ TM.

El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema 4.11 de [19]:

Teorema 4.2.2. Sea M una superficie inmersa en R5 simplemente conexa y ν ∈ τ(M)⊥.

i) Si la dimensión de Ker Sν = 1 para todo p ∈M , entonces existe una inmersión isométrica

ϕ : M → R4

que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados

ϕ : ν⊥ → TM⊥

que preserva la proyección de la segunda forma fundamental sobre ν⊥ si y sólo si ν es un campo
de Codazzi.

ii) Si la dimensión de Ker Sν = 2 para todo p ∈M , entonces existe una inmersión isométrica

ϕ : M → R4

que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados

ϕ : ν⊥ → TM⊥

que preserva la proyección de la segunda forma fundamental sobre ν⊥ si y sólo si ν es un campo
de Ricci.
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Dada una superficie inmersa en R5 y un punto p ∈ M tal que Γ(p) 6= 0, podemos construir un
campo normal local ν, de tal manera que dim(Ker Sν) = 1 como sigue: sea u un campo tangente
unitario definido en una vecindad V ⊂ M de p para la cual Γ(q) 6= 0 para todo q ∈ V . Entonces, el

campo ν = δ(u)
|δ(u)| , está bien definido pues |δq(u(q))| 6= 0 como consecuencia de que Γ(q) 6= 0. Además

de la proposición 4.1.4 se tiene que

Sδp(u(p))(u(p)) = 0 y Sδp(u(p))(u(p)⊥) = 2Γ(p)u(p)⊥

y por lo tanto dim(Ker Sν(q)) = 1 para todo q ∈ V .

Ahora, dado que Ker Sν está generado por u(p), basta mostrar que

∇⊥u ν = 0

para que ν cumpla con la definición de campo de Codazzi. La siguiente proposición caracteriza esta
última condición en términos de dos ecuaciones que debe cumplir el campo u, una de ellas es la ecuación
de direcciones asintóticas (4.1.4).

Proposición 4.2.3. Sea α : (−ε, ε) → M una curva parametrizada por longitud de arco tal que
α(0) = p y α′(0) = u, supongamos además que δ(u) 6= 0. Definamos sobre α el campo

ν(t) =
δ(α′(t))

|δ(α′(t))|
.

Entonces ν(t) es paralelo en t = 0, si y sólo si

< ∇̃II(u, u, u), δ(u) >=< ∇̃II(u, u⊥, u), δ(u) >= 0.

Demostración. Para cada u ∈ TpM , |u| = 1 tenemos que δ(u) = II(u, u)× II(u, u⊥) y por lo tanto

(∇̃δ)(u) := (∇̃δ)(u, u, u)

= ∇̃II(u, u, u)× II(u, u⊥) + II(u, u)× ∇̃II(u, u⊥, u). (4.2.2)

Por otro lado

∇⊥α′(t)ν(t)|t=0
=
∇̃δ(u)

|δ(u)|
− < ∇̃δ(u), δ(u) >

|δ(u)|3
δ(u).

Entonces, si ∇⊥α′(t)ν(t)|t=0
= 0,

∇̃δ(u) =
< ∇̃δ(u), δ(u) >

|δ(u)|2
δ(u)

lo que implica que

< ∇̃δ(u), II(u, u) >= 0 y < ∇̃δ(u), II(u, u⊥) >= 0.

De estas últimas ecuaciones y de (4.2.2) se tiene que

< ∇̃II(u, u, u)× II(u, u⊥), II(u, u) > = 0

< II(u, u)× ∇̃II(u, u⊥, u), II(u, u⊥) > = 0

de donde se sigue que

< ∇̃II(u, u, u), δ(u) >=< ∇̃II(u, u⊥, u), δ(u) >= 0.
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De manera rećıproca, si

< ∇̃II(u, u, u), δ(u) >=< ∇̃II(u, u⊥, u), δ(u) >= 0

entonces ∇̃δ(u) = λδ(u) donde λ = <∇̃δ(u),δ(u)>
|δ(u)|2 , con lo que se tendŕıa ∇⊥α′(t)ν(t)|t=0

= 0.1

Sea u ∈ TpM de tal manera que δ(u) 6= 0. Notemos que δ(u)⊥ = TpM ⊕ Ou donde Ou es un 2-
plano contenido en NpM . De hecho, como δ(u) = II(u)×II(u, u⊥), Ou coincide con el plano generado
por {II(u), II(u, u⊥)} y puesto que II(u, u⊥) es tangente a la elipse de curvatura, E , en II(u) (Ver
observación 2.1.5), este plano es tangente al cono generado por E . El plano Ou es llamado el plano
osculador de la superficie M en p, en la dirección u.

Observación 4.2.4. Notemos que si ~N = 0 y ∆ = 0, Γ = 0 y aśı todos los invariantes asociados a la
forma cuadrática δ se anulan (ver proposición 3.2.2) y por lo tanto δ ≡ 0. Entonces, si ~N = 0 y ∆ = 0,
el hiperplano osculador no está definido para ninguna dirección en TpM . Es decir, si E degenera en
un segmento colineal a p ∈ M , o en un punto, entonces no es posible definir un plano osculador en
ninguna dirección u ∈ TpM .

Para el caso donde Γ = 0 pero ~N 6= 0, el plano Ou coincide con el plano AffE , pues en este caso,
de la observación 3.2.3, se tiene que δ(u) es ortogonal a AffE para todo u ∈ TpM .

Si ~N = 0 y ∆ 6= 0, de las proposiciones 2.1.2 y 2.2.5, tenemos que E degenera en un segmento que
no está alineado con p. En este caso, al igual que en el anterior, se tiene que δ(u) es ortogonal al plano
que contiene a E y que pasa por p, el cual también denotamos por AffE , pues II(u) y II(u, u⊥) están
contenidos en este plano. Luego, el plano, Ou, coincide con AffE para toda u ∈ TpM .

De la proposición 4.2.3 y del hecho de que Ou es un plano en NpM ortogonal a δ(u), tenemos el
siguiente

Teorema 4.2.5. Sean M una superficie inmersa en R5 tal que Γ(p) 6= 0 para todo p ∈M y u ∈ τ(M)
unitario. Si

< ∇II(u, u, u), δ(u) >= 0 y < ∇II(u, u⊥, u), δ(u) >= 0,

entonces existe una inmersión isométrica ϕ : M → R4 que se extiende a un isomorfismo de haces
fibrados

ϕ : O → TM⊥

que preserva la proyección de la segunda forma fundamental sobre Ou.

El hecho de que Γ(p) 6= 0 garantiza que la codimensión sustancial de la inmersión es igual a 3, es
decir, la superficie no puede ser inmersa en un espacio euclidiano de dimensión menor a 5, preservando
su segunda forma fundamental. Este resultado se sigue del hecho de que la elipse de curvatura de una
superficie inmersa en un espacio af́ın de dimensión 4, en cada punto p ∈ M , debe estar contenida en
un plano que contiene a p, lo cual ocurre si y sólo si Γ(p) = 0.

El siguiente es un ejemplo de una superficie inmersa en R5 donde se tiene una reducción isométrica
de la codimensión en todas las direcciones pertenecientes al cono de direcciones degeneradas, puesto
que las expresiones de las últimas tres entradas son cuadráticas; sin embargo no existe una reducción
sustancial pues se muestra que Γ 6= 0. Nos apoyamos en el programa wxMaxima 15.08.2 para realizar
los cálculos.

1observación: Dado que la condición * es tensorial la hiptesis de que α sea geodésica se puede sustituir por la condicin
de que α sea regular adaptada. Es decir que esta propiedad sólo depende de la dirección ν por la que nos referimos
entonces a que el vector δ(u) es paralelo a lo largo de uıM
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Ejemplo 4.2.6. Consideremos la superficie M inmersa en R5 parametrizada por

x(u, v) = (u, v, u2 − v2, 4uv, u2 + v2).

Un cálculo directo muestra que para (u, v) 6= (0, 0)

ẽ1(u, v) := (1, 0, 2u, 4v, 2u) (4.2.3)

ẽ2(u, v) :=
(
−16uv, 16v2 + 8u2 + 1, 2 v 16v2 + 24u2 + 1, 4u(8u2 + 1), 2v(16v2 − 8u2 + 1)

)
(4.2.4)

Ñ1(u, v) :=
(
0, 0, v2 − u2,−uv, v2 + u2

)
(4.2.5)

Ñ2(u, v) := −ẽ1 × ẽ2 × Ñ1 × Ñ3 (4.2.6)

Ñ3(u, v) :=
(
2v(2v2 − u2), 2u(v2 − 2u2),−uv, u2 − v2, 0

)
(4.2.7)

forman un marco ortogonal adaptado en M , orientado de manera positiva.

Consideremos el marco ortonormal {e1(u, v), e2(u, v), N1(u, v), N2(u, v), N3(u, v)} donde ei(u, v) = ẽi(u,v)
|ẽi(u,v)| ,

i = 1, 2, y Ni(u, v) = Ñi(u,v)

|Ñi(u,v)|
para i ∈ {1, 2, 3} y definamos

e1(0, 0) := (1, 0, 0, 0, 0) (4.2.8)

e2(0, 0) := (0, 1, 0, 0, 0)) (4.2.9)

N1(0, 0) :=

(
0, 0,

1√
2
, 0,

1√
2

)
(4.2.10)

N2(0, 0) := (0, 0,− 1√
2
, 0,

1√
2

) (4.2.11)

N3(0, 0) := (0, 0, 0,−1, 0) (4.2.12)

En este marco

II(u,v)(x, y) := (II1(u,v)
(x, y), II2(u,v)

(x, y), II3(u,v)
(x, y)) (4.2.13)

donde
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C1 · II1(u,v)
(x, y) =

(
4v2
√

128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1
)
x2

+ 8uv
(
32 v2 + 8u2 + 1

)
xy

+
(
4u2(32v2 + 8u2 + 1)2

)
y2 (4.2.14)

C2 · II2(u,v)
(x, y) =

(
2u2(40v4 − 16u2v2 + v2 − 32u4 − 2u2)

)
x2

+

(
8uv(128v6 − 768u2v4 − 8v4 − 64u2v2 − v2 + 320u6 + 16u4 − u2)√

128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1

)
xy

−
(

2v2(8192v8 + 20480u2v6 + 1536v6 − 43008u4v4 + 768u2v4 + 96v4)

(128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1)

)
y2 (4.2.15)

+

(
2v2(−13312u6v2 − 4992u4v2 − 48u2v2 + 2v2 + 9728u8 − 192u6 − 120u4 − u2)

(128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1)

)
y2

C3 · II3(u,v)
(x, y) =

(
2uv

√
128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1

)
x2

+ 8(16v4 − 16u2v2 + v2 − 8u4u2)xy

−

(
2uv(1280v4 − 512u2v2 + 96v2 − 448u4 − 48u2 + 1)√

128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1

)
y2 (4.2.16)

con

C1 =
(
16 v2 + 8u2 + 1

) √
2 v4 + u2 v2 + 2u4

√
128 v4 + (64u2 + 24) v2 + 128u4 + 24u2 + 1 (4.2.17)

C2 =
(
−(16v2 + 8u2 + 1)

√
2v4 + u2v2 + 2u4

√
128v4 + (64u2 + 24)v2 + 128u4 + 24u2 + 1

)
· (4.2.18)

·
(√

16v6 + (1− 12u2)v4 + (−12u4 − u2)v2 + 16u6 + u4
)

C3 =
(
−
(
16 v2 + 8u2 + 1

) √
128 v4 + (64u2 + 24) v2 + 128u4 + 24u2 + 1

)
· (4.2.19)

·
(√

16 v6 + (1− 12u2) v4 + (−12u4 − u2) v2 + 16u6 + u4
)
,

y los invariantes clásicos asociados a la inmersión están dados por
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K(u, v) = − 16(8v2 + 8u2 + 1)

(128v4 + 64u2v2 + 24v2 + 128u4 + 24u2 + 1)2
(4.2.20)

| ~H(u, v)|2 =
4(4096v8 + 65536u2v6 + 3840v6 + 270336u4v4 + 38400u2v4 + 672v4 + 65536u6v2)

(128v4 + 64u2v2 + 24v2 + 128u4 + 24u2 + 1)3

+
4(38400u4v2 + 3456u2v2 + 44v2 + 4096u8 + 3840u6 + 672u4 + 44u2 + 1)

(128v4 + 64u2v2 + 24v2 + 128u4 + 24u2 + 1)3
(4.2.21)

∆(u, v) = − 16(16v2 + 16u2 + 1)

(128v4 + 64u2v2 + 24v2 + 128u4 + 24u2 + 1)3
(4.2.22)

| ~N(u, v)|2 =
64(256v6 + 6144u2v4 + 224v4 + 6144u4v2 + 832u2v2 + 28v2 + 256u6 + 224u4 + 28u2 + 1)

(128v4 + 64u2v2 + 24v2 + 128u4 + 24u2 + 1)4
(4.2.23)

Γ(u, v) :=
1

2
< ~H, ~N >=

1

2

(
16

(128 v4 + 64u2 v2 + 24 v2 + 128u4 + 24u2 + 1)
2

)
(4.2.24)

Del hecho de que Γ > 0 tenemos que la elipse de curvatura en cada punto de la superficie es no
degenerada y además ésta no está contenida en un plano que contenga a p.

En la proposición 4.2.3 caracterizamos un campo de Codazzi en términos de dos ecuaciones que
involucran a la derivada de la segunda forma fundamental y a la aplicación δ. En la siguiente proposición
mostramos que un campo de Ricci queda determinadao por el vector de curvatura normal y la aplicación
cuadrática δ.

Proposición 4.2.7. Sean p ∈ M y ν ∈ NpM , y supongamos que δ 6≡ 0. Entonces Sν ≡ 0 si y sólo si
Γ = 0 y ν = λδ(u) para algún λ ∈ R y para algún u ∈ TpM .

Demostración. Si δ 6≡ 0 entonces existe u ∈ TpM tal que δ(u) 6= 0. Por otro lado, si Sν ≡ 0 entonces

< Sν(u), u >=< II(u, u), ν >= 0 y < Sν(u), u⊥ >=< II(u, u⊥), ν >= 0,

luego ν = λII(u, u)× II(u, u⊥) = λδ(u); además de la proposición 4.1.4

0 = Sν(u⊥) = λSδ(u)(u
⊥) = ±2λΓu⊥,

lo que implica que Γ = 0.
La necesidad se sigue del hecho de que Sδ(u)(u

⊥) = ±2Γu⊥.

Si δ 6≡ 0 sobre una superficie M , el hecho de que ν ∈ τ(M)⊥ sea un campo de Ricci sobre M implica
que la elipse de curvatura este contenida en el plano osculador Ou para cada p ∈M , pues en este caso

Γ = 0. Además, si ~N 6= 0, el hecho de que ν sea unitario implica que ν = ± ~N

| ~N |
pues en este caso el

vector de curvatura normal, es perpendicular al plano Ou, como se vió después de la observación 4.2.4.

Por otra parte, la condición 4.2.1 es equivalente a que
{
∇⊥X

~N

| ~N |
,∇⊥Y

~N

| ~N |

}
sea linealmente dependiente

para todo X, Y ∈ τ(M) con lo que se tiene la siguiente

Proposición 4.2.8. Sea M una superficie conexa y x : M → R5 inmersión para la cual δ 6≡ 0.
Supongamos también que ~N 6= 0 sobre M ; entonces ν ∈ τ(M)⊥ es un campo de Ricci si y sólo si

ν =
~N

| ~N |
y {∇⊥X

~N

| ~N |
,∇⊥Y

~N

| ~N |
}.
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