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Introduccion

En [14], Wilson y Moore mostraron que para una superficie inmersa en R"*2? la segunda forma
fundamental puede ser clasificada por una configuracién que consiste de un punto y una elipse (la
elipse de curvatura) que se encuentra en el espacio normal, y que dicha configuracién determina los
invariantes escalares de segundo orden. Para el caso de una superficie inmersa en R?* los invariantes
clasicos son cuatro: la curvatura Gaussiana K, la curvatura normal N, la norma del vector de curvatura
media \ﬁ | v la funcién discriminante A que mide en cada punto la convexidad local de la superficie,
[11]. Estos invariantes han sido estudiados por varios autores ([11], [14], [9], [23]) siendo su clasificacién
y estudio de actual interés ([1],[15]).

Para una superficie inmersa en R®, ademés de la curvatura Gaussiana, la norma del vector de cur-
vatura media y la funcién A se tienen dos invariantes més: la norma de un vector ortogonal al plano
que contiene a la elipse, que puede ser entendido como el vector de curvatura normal: |]\7 | v T el cual
estd dado en términos del dngulo formado por el vector de curvatura media y el vector de curvatura
normal. En general, para una superficie inmersa en R"*2 los cinco invariantes antes mencionados se
pueden generalizar y dar pie a un sistema completo de invariantes.

En cada punto de la superficie la segunda forma fundamental puede ser identificada con un aplica-
cién cuadratica cuyo dominio y contradominio son, respectivamente, un espacio euclidiano de dimensién
2 y un espacio euclidiano de dimensién n.

El primer objetivo de este trabajo es generalizar la clasificacion del conjunto de aplicaciones
cuadriticas ¢ : R? — R? hecha en [1] a aplicaciones cuadraticas ¢ : R?> — R™. Para n = 2 dicha
clasificacién se hace en términos de cuatro invariantes, a, b, a y 3, que resultan naturalmente de la
geometria de la elipse de curvatura: a y b son las longitudes de los semiejes de la elipse de curvatura
y a vy (3 las proyecciones del vector de curvatura media sobre una base ortonormal orientada positiva
determinada por las direcciones de los semiejes de la elipse. Estos invariantes estdn dados en términos
de los invariantes cldsicos (ver teorema 1.7 de [1]).

En el primer capitulo se trata esta generalizacién. Cuando n > 3 tenemos que el vector de curva-
tura media, H , tiene 3 o mas componentes y por lo tanto, ademas de los invariantes a y b debemos
considerar las proyecciones de éste con los elementos de una base ortonormal {N;}?_; de R™ con Ny
y Ny en las direcciones de los semiejes de la elipse, es decir con a =< ﬁ,Nl >y [ =< ﬁ,Ng >.
Mostramos que es posible elegir una base ortonormal orientada positiva {N;}7; de R™ de tal manera
que < H ,N; >=0,i=1{4,...,n}, y hacer entonces la clasificacién agregando uinicamente el invariante
v =< H , N3 > a los cuatro ya mencionados. Debido a que el espacio generado por la imagen de una
aplicacién cuadrética ¢ : R? — R™ es a lo més de dimensién 3, y es precisamente cuando n = 3 que se
obtienen los cinco invariantes descritos anteriormente, resulta natural restringir nuestro estudio a este
caso. Por tal motivo, en el segundo capitulo consideramos una aplicacién cuadratica ¢ : R — R3 y
caracterizamos la forma y posicién de su elipse de curvatura asociada en términos de sus invariantes
numeéricos.
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El segundo objetivo de este trabajo es el de estudiar la geometria extrinseca de una superficie
inmersa en R® en términos de los invariantes escalares de segundo orden asociados a ésta, y su relacién
con la teoria de contacto.

En el capitulo 3 se usa la aplicacion de Gauss para interpretar los invariantes a, b, o, 8y v como
velocidades angulares asociadas a rotaciones infinitesimales del plano tangente de la superficie y se
generaliza el concepto de direcciones axiales introducido en [7] para el caso de superficies inmersas en
R%. En la segunda seccién de este capitulo se define una nueva aplicacién cuadratica § del haz tangente
de M al haz normal que mide la complejidad de la diferencial de la aplicacion de Gauss, se determinan
los invariantes asociados a 4, se caracterizan los puntos umbilicos y de inflexién en términos de estos
y se muestra que la nulidad de § sobre M da pie a una reduccién sustancial de la codimensién, es
decir, a que M esté contenida en un subespacio afin de dimensién menor que 5, generalizando asi, a
la dimensién 5, la primera parte del teorema 1.8 de [9].

Primero, en el capitulo 4 utilizamos la aplicacién cuadrédtica § para estudiar el contacto de la
superficie con hiperplanos de R®: se muestra que el cono de direcciones degeneradas definido en [12]
coincide con el cono generado por la elipse asociada a §, y se da una ecuacién intrinseca de direcciones
asintéticas la cual fue introducida y estudiada en coordenadas locales en [8], [12] y [18]. En [19] se define
la reduccién isométrica de codimensién de una variedad inmersa en un espacio de forma. Para el caso
de una superficie en M en R®, esta nocién consiste en determinar una inmersién isométrica de M (con
la métrica heredada de R®) a R* de tal manera que la segunda forma fundamental de ésta, es isomorfa
a la proyeccién sobre un subfibrado de rango 2 del fibrado normal a M C R®. Asi las propiedades
de segundo orden determinadas en este subfibrado se preservan bajo esta reduccién de codimensién.
En la segunda seccién se establecen condiciones necesarias y suficientes para que exista una reduccién
isométrica de la codimensién. Se concluye dando un ejemplo donde se calculan los invariantes asociados
a la superficie y se muestra que para ésta existe reduccién isométrica de codimension, pero no reduccién
sustancial.



Capitulo 1

La clasificacion de las aplicaciones
cuadriticas ¢ : R2 — R" médulo
isometrias.

En este capitulo estudiamos el espacio vectorial Q(R?,R™) de aplicaciones cuadraticas de R? a R".
Suponemos que R? y R™ estdn orientados de manera canénica. Consideremos los grupos de isometrias
que preservan la orientacién de R? y R™: SO(2) y SO(n). Estos actian en Q(R2, R™) por composicién
como sigue:

SO(n) x Q(R%,R™) x SO(2) — Q(R%R"™)
(91,9:92) = g10qoga.

Estamos interesados en la descripcién del conjunto cociente

SO(n)\Q(R?,R™)/SO(2). (1.0.1)

Comenzamos la primera seccién introduciendo formas invariantes asociadas a una aplicacién cuadrati-
ca, a saber, una aplicacién lineal, L, una aplicacién bilineal antisimétrica A, y dos formas cuadraticas
@ y ®. Damos una biyeccién, O, entre el conjunto de estas formas, el cual denotamos por P, y el
conjunto cociente Q(R? R3)/SO(2). Finalizamos la seccién definiendo una accién de SO(n) sobre Py
Q(R?,R™)/SO(2) la cual induce una aplicacién biyectiva © : SO(n)\Q(R?,R")/SO(2) — SO(n)\P.

En la segunda seccién definimos invariantes escalares sobre el conjunto (1.0.1) asociados a las for-
mas invariantes de la primera seccion.

La tercera seccion la dedicamos al estudio de las formas ® y L. Damos una representacion de éstas
en términos de los invariantes encontrados en la seccién anterior, en una base ortonormal de R”.

Finalmente, en la cuarta seccién, damos una clasificacién de los elementos de (1.0.1) en base a los
invariantes escalares obtenidos en la seccién 2. Estos ultimos determinan las formas invariantes de la
seccién 1 médulo la accién de SO(n), y éstas, a su vez, determinan un elemento del conjunto cociente
SO(n)\Q(R?,R™)/SO(2), via la biyeccién © y médulo la accién de un grupo de dos elementos G.

7



8 CAPITULO 1. CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES CUADRATICAS.

1.1. Las formas asociadas a una aplicacion cuadratica.

Sea g € Q(R%,R") y v € R™. Denotamos por S, al operador simétrico asociado a la forma cuadratica
qy =< q,v >, es decir
< qu),v >=< S, (u),u>, uecR.

Si v, vy, s € R™ definimos
1 1
L,(v)= itrSD, Qq(wv) =detS, y Ag(vi,10) = i[Sm,S,,Q],

donde [S,,,S.,] denota al operador antisimétrico S,, o Sy, — Sy, 0 .S,,, €l cual identificamos con el
nimero real
< [SVNSVz](e?)v €1 >;

aqui {e1,ea} denota a la base canénica de R?. Notemos que L, es una forma lineal, Q, es una forma
cuadratica y A, es una forma bilineal antisimétrica definidas sobre R". Estas formas pueden ser
relacionadas como se indica en el siguiente lema.

Lema 1.1.1. La forma cuadrdtica ®4 := Lg — Qg es no negativa y la siguiente identidad se cumple:
para todo v1,v5 € R™

(I)Q(Vl)q)q(VQ) = &)q(ylv VQ)Q + Aq(Vh V2)2 (111)

donde EIv>q denota la forma polar de ®,.

Demostracidn. Supongamos que en la base canénica de R? se tiene

_(a b (e f
we(32) v (i 1)

Notemos que

d,(v1) = L*(11) — Q1) = i(a +¢)? — (ac —b?) = i(a —c)? +b? (1.1.2)
lo cual prueba que ®, es no negativa. Ahora
iq(yl,uz) = i(a—c)(e—g)—i—bf (1.1.3)
Y 1
Aq, ) = 5 (@ —c)f = (e~ g)b), (1.1.4)
luego
B2Ava,va) + A1) = la— e g+ 4 a4 (e g
1 1
= (4(a —c)? + b2> <4(€ 9%+ f2>
= Pq(11)Pq(r2),

lo cual prueba (1.1.1).
O

Denotemos por F al espacio de operadores simétricos sin traza con dominio y codominio R?, y por
S° :R™ — F la transformacion lineal que a cada v € R™ asocia el operador simétrico sin traza

S0 := S, — L(v)Id. (1.1.5)

Las formas bilineales ®, y A, pueden ser expresadas en términos de S° de la siguiente manera.



1.1. LAS FORMAS ASOCIADAS A UNA APLICACION CUADRATICA. 9

Lema 1.1.2. Las formas bilineales E)q y Aq satisfacen

q)q(V7 .u)

Aq(V, 1)

1 o o
Etr(S” 0S7)) (1.1.6)

1
51525 (1.1.7)

para todo p,v € R™.

Demostracion. En efecto, dado que el operador Id conmuta con cualquier operador

150,50 = [Sv = Ly(w)1d, Sy — Le(p)1d]
=[S0, Sul = Lq(1)[Sv, Id] — Lq(v)[Id, Syu] + Lqg(v)Le(p)[1d, Id]
= [SV’ S,u]
= 24,(v, ).

Ahora supongamos que

Sr(87057) = 1(a —c)(e — g) +bf = By(v, ).

Definicién 1.1.3. Sea f : R™ x R™ — R una forma bilineal. El nicleo de f es el conjunto
Ker f:={veR": f(v,u) =0, Vu e R"}.
Notemos que el operador asociado a f, que denotamos por Uy, satisface
Ker f = Ker Uy.

En efecto si v € Ker f entonces f(v, 1) = 0, para toda p € R, en particular para p = Uy(v). En este
caso
0=f,Us(v) =< Us(),Us(v) >

lo que implica que U;(v) = 0. El reciproco es inmediato.

Lema 1.1.4. Sea U : R™ — R"™ un operador antisimétrico. St U # 0, entonces la dimension del nicleo
de U es menor o igual a n — 2.

Demostracion. Mostremos que si dim(Ker U) > n — 2 entonces U = 0.

Supongamos que existe un conjunto ortonormal a := {v;}!=}! de R” tal que o C Ker U y comple-
temos « a una base ortonormal a U {v} de R™. Veamos que U (o U {v}) = {0}. Como U(v;) = 0 para
i ={1,...,n — 1} basta mostrar que U(v) = 0. Supongamos que

U(’U) = )\1’[)1 + ...+ )\nfl’l]nfl + AV

para A\, A\; € R, i€ {1,...,n —1}. Como U es antisimétrico y o U {v} es una base ortonormal
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Ai = <U),v; >=<v,-U(v;) >=0
A= <UWw),v>=0

concluyendo de esta manera que U(v) = 0 y por lo tanto U = 0.
O

La transformacién lineal S° definida en (1.1.5) y la ecuacién (1.1.1) nos permite establecer relaciones
entre Ker ®, y Ker A, de la siguiente manera.

Lema 1.1.5. Sea ¢ € Q(R?,R"™). Entonces
a) Ker S° = Ker ®,

b) Ker 8° C Ker A,. Ademds, si Ay # 0 entonces Ker S° = Ker A, y por lo tanto Ker A, =

Ker ®,.
¢) dim(Ker <A15q) >n — 2. De hecho dim(Ker EI;q) =n—2siysdlo si A; 0.

Demostracion. a) Sea v € Ker S°. Para cada u € R™, del Lema 1.1.2 tenemos que

~ 1 1
O, (v, 1) = 5157’(53 oSy = §tr(0) =0,

es decir, v € Ker &)q, lo que prueba que Ker S° C Ker &)q. Para probar la otra contencién consideremos

o [ a b
S”(b —a>’

en la base canénica de R?. Entonces 0 = (i)q(u7 v) = 3tr S0 8% = a® + b* de donde tenemos que

v e Ker :ng y supongamos que

a =0b=0y por lo tanto S = 0. Concluimos que v € Ker 5°.y por lo tanto Ker %Q C Ker S°.

b) Sea v € Ker S°. Del Lema 1.1.2

1 o o 1 o
Aq(yaﬂ) = i[syﬂsu] = 5[07S/L] =0
para toda p € R", luego v € Ker A, y por lo tanto Ker S° C Ker A,.

Mostremos ahora que si A, # 0 entonces Ker S° = Ker A,. Para esto notemos que es suficiente
mostrar que si v € Ker A, entonces ®,(r) = 0, esto debido a que ®, es semidefinida no negativa, y
por lo tanto, ®,(r) = 0 implica que Us(r) = 0; por lo tanto de la observacién a la definicién 1.1.3 y
del inciso anterior se tiene que v € Ker S°.

Consideremos entonces v € Ker A, y la forma lineal ®,(v,.) : R* — R dada por u+— &4 (v, ).
Si &)q(u, .) = 0 entonces ®,(r) = 0. Supongamos entonces que (T)q(l/, .) # 0. En este caso
dim Ker E)q(u,.) =n — 1. Afirmamos que existe u € Ker <f>q(1/, .) de tal manera que ®,4(n) # 0,
de lo contrario para una base {y;}7=," de Ker &)q(u, .) se tendria ®4(p;) =0 parat e {1,2,...,n—1}y
en este caso, de (1.1.1), Ay(u;, ) = 0 para todo p € R™ y para todo i € {1,2,...,n — 1} contradiciendo
el lema anterior.

Ahora como A,(v,pu) =0y pu € Ker ®,, de (1.1.1) tenemos que

Dy (1) Py () = Py(v, p)* =0
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y como ®g(p) # 0, D4(v) =0.

¢) Como dim F = 2 entonces dim(Ker §°) > n—2, luego, por el inciso a) , dim(Ker ®,) > n—2.
Para mostrar la segunda parte de este inciso, supongamos primero que A, # 0 y denotemos por U4 al
operador antisimétrico asociado a A,. Como Ker A, = Ker Uy, del lema anterior y del inciso a) de
este lema, _

n—2 <dim(Ker ®;) < dim(Ker A;) <n—2,

es decir, dim(Ker &)q) =n-—2.
Para mostrar el reciproco, supongamos que A, = 0 y que existe v € R™ tal que ®,(v) # 0. Para cada
p € Ker ®,(v,.) se tiene que
Dq(1)Pg(n) = @y(v, p)* =0,
luego, @, (1) = 0y dado que @4 es semidefinida no negativa p € Ker CT)q. Luego dim Ker <T>q >n—1. O

En el siguiente lema damos una férmula que nos permite expresar S, en términos de sus formas
invariantes. Dicha expresiéon nos permitira recuperar la aplicacién cuadratica ¢ asociada a S, médulo
la accién de SO(2) sobre ¢. Esta férmula generaliza la que aparece en [1] seccidn 1, lema 1.2.

Lema 1.1.6. Sea ¢ € Q(R% R"). Eriste vy € R™ y una base ortonormal orientada de manera positiva
{e1, ez} de R? tal que la siguiente igualdad se cumple:

S, = Lyw)I + ®,(vo, v)E1 + Ay(vo,v)Es, (1.1.8)

pamtodoueR"ydondeE1:<(1) 701 ) yEgz((l) é)

Demostracion. Si ®, # 0 existe vy € R™ tal que ®,(1p) = 1. Fijemos dicho 1. Los valores propios
de S,, son las raices del polinomio A\? — 2L, (1) + Qq(v0) y por lo tanto éstas son A\ = L,(vp) £ 1.
Elegimos una base ortonormal {e;,es} de R? orientada de manera positiva, tal que en esa base

Syo = Lq(l/())_[d + El.

Dado que Sg =S, — Ly(v)Id representa un operador simétrico sin traza, éste, en principio, puede ser
escrito como
Ss - a’I/El + byE27

donde a, y b, pertenecen a R.

Observemos que Sy = FEy, as

1 1
q)q(llo,l/) = 5@“(50 SO) = *t?”(auEaEl + b,,EQE1) =

o~ v 2
1 a, —b, \ _
= 2tr( b, a, ) =a,

1
Ay(vo,v) = 5[50

Vo)

1
7] = 5 ([ B, Ba] + by [Ev, Bo]) = by

De esta manera _
Sy = Ly(w)Id + ®,(vo,v)E1 + Ay(vo,v)Ea,

en la base {e1,e2}. Ahora, si &, = 0 entonces el polinomio caracteristico asociado a S, tiene una raiz
doble, es decir, S, es una homotecia para todo v € R™ y por lo tanto S, = L,(v)Id, cumpliéndose la
férmula anterior (aqui vy y {e1, ea} pueden ser elegidos arbitrariamente). O
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Lema 1.1.7. Las formas Ly, ®, y Aq son invariantes bajo la accion de SO(2) sobre g, es decir, si
g € SO(2) entonces
Lgog = Lq, ®Pgog =Pq Yy Agog = Ay

Demostracién. Denotemos por S9°9 al operador asociado a la forma cuadrética < qo g(.),v > y por

S4 al correspondiente asociado a < ¢(.),v > . Puesto que g es una isometria, para toda u € R? se tiene

<SP(u)u> = <qog(u),v>=<qlg(u)),v>
< Si(g(u), g(u) >=< g~ " 0 Sfog(u),u>,
es decir, S9°9 = g=! 0 S9 0 g. Entonces

1 1
Lyog(v) = itr Si°9 = 5157’ g loSloyg

1
= Str 1= L),

Bog(v) = det SI° =det g7t 0 Slog
= det S = ®,(v),

2A40g(v, 1) (309, S1%9]
[97 0 Slog,g7" 08 og]
g toSlogogtoSlog—gloSlogogloSliog

= g 'o(8l081—S5l08%)og
= SloSl—SloS]

= [55,5]]

= 24,(v, ).

O

Veamos ahora que estas formas contienen toda la informacién de ¢ mdédulo esta accién. Conside-
rando

P={(Ly®,A,) € (R")* x S*(R™)* x A%(R™)* : ® es no negativa y (1.1.1) se cumple},

donde S%(R™)* y A%(R™)* denotan los conjuntos de las formas simétricas y antisimétricas definidas
sobre R™, tenemos el siguiente resultado:

Proposicién 1.1.8. La aplicacién © : Q(R?*,R")/SO(2) — P dada por ©([q]) = (Lig, Pjg, Ag)) €5
biyectiva.

Demostracion. Para probar la suprayectividad, si L, ® y A son dados, primero elegimos vy tal que
®(rp) =1 (si ® #£0) y definimos entonces S, en la base canénica de R? como

_ ~ [ Lv)+ ZIV)(Z/ V) A(vg,v)
Sv = LI+ 2(vo, 1) By + Alvo, v) Bz = < A(vo, 1/)0 L(v) — %(l/o, V) ) .

Sea ¢ : R?> = R" la aplicacién cuadritica tal que para cada v € R™

< q(u),v >=< S,u,u >,
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donde u estd expresado en la base candnica de R?. Mostraremos que sus formas invariantes Lg, @4y Ay
coinciden con las formas L, ® y A dadas en un principio. Notemos primero que el operador simétrico
asociado a < ¢(.), u > es Sy, luego

_1 _1 L(p) + ®(vo, 1) A(vg, 1) _
Fall) = gfr(S) = 5t ( Avop) LG — B, ) e
Por otra parte, por el Lema 1.1.1
D) = L)~ Quln) = L*() —det( et sl ) -
= ®(vo, p) + A% (v, 1) = D(0) @ () = B(p).

Veamos ahora que A; = A. Para esto notemos que

D)D) = B + Aw,p)? (1.19)
D,(V)Py(n) = O, 1) + Ay(v, p)?, (1.1.10)
de donde obtenemos Aq(v,p) = A(v,p) 6 Ag(v,p) = —A(v, 1), pues &, = ®. Supongamos que

Ay(v, 1) = —A(v, p). Notemos que

Ay(v,p) = %[SV,SM] = ;Iv)(Vo,l/)A(Vo,,u) — O (vg, 1) A(vo, v), (1.1.11)

y que debido a que ®(v) =1y Aq(vo,0) =0, Ag(vo, ) = Ay, 1) para toda p € R”.
Entonces
Aq(VO7/’L) = _A(V07/J') ) Aq(”Ov/’[') = A(VO?/’I/)

lo que implica que A(vg, ) = 0 para toda p € R™ y por lo tanto vy € Ker A. Luego, de (1.1.11),
Ay =0y por lo tanto A = 0.

Para probar la inyectividad de © supongamos que ©([g1]) = O([¢z]). Del Lema 1.1.6 sabemos que
existen bases orientadas positivas e := {e1,ea} y f := {f1, fo} en las que

(Sgl,e) = qu (V)I + $Q1(V0’V>E1 + Alh (VOvV)E27

<532>f) = Lg, (V)I + ;Iv)lh (V07 V)El + qu (VO’ V)EQ’
luego, como (Lig,1, Pig115 Ajgi]) = (Liga]s Plga)> Alga]), concluimos que (S, e) = (S, f). Ahora,
(Spr.f) = M:(Sgl ,e) Mg,

donde M£ denota a la matriz de cambio de base, de la base e a la base f. Por otro lado MY induce
una rotacién en R? dada por [o(v)]s = MZ - [V]¢, luego

(Speo,f) = Mg(SP,f)Mg
= Mg(ME(SE, e)Mg) M
= (Sgl ) e)
(502, £).
Esto dltimo muestra que g; o 0 = g9 en la base f y por lo tanto [g1] = [g2].
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La accién natural de SO(n) sobre Q(R?,R™)/SO(2) transforma las formas Ly, @y v Ajg como

Loy = Liggog ™!y Dy =Ppog™ 'y Agg=Ag ol 9 )
En efecto, si g € SO(n) entonces < go q(-),v >=< q(-),g~1(v) > por ser g una isometria y por lo

tanto S9°7 = ngl(u)' De esta manera tenemos que

1 w1 _ _
Lyoq0) = tr(S8°) = 51r(S1-1 ) = Lolg™ (1)) = Ly 0 g7 (),

Las igualdades restantes se obtienen de manera analoga.
Considerando la accién de SO(n) sobre P dada por

g(L,®,A):=(Log ', ®@og !, Ao (g7 g7 "))
tenemos que O es SO(n) — equivariante y por lo tanto induce una aplicacién biyectiva

0 : S0(n)\Q(R?,R™)/SO(2) — SO(n)\P. (1.1.12)
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1.2. Los invariantes escalares de una aplicacion cuadratica.

Dado un operador p : R® — R” tenemos, asociados a éste, n invariantes numéricos bajo la accién
natural de SO(n), a saber, los nimeros o,(p) que satisfacen

n

pp(N) =Y (=1)"ioi(p) A" (1.2.1)

=0

donde p, () es el polinomio caracteristico asociado a p. Dichos coeficientes también son los r-ésimos
polinomios simétricos elementales asociados al operador p. Si (a;;) es la representacién de p en alguna
base de R™, el r-ésimo invariante estéd dado por

Qiyyiy  Qigyip "7 Gigiy
Qig,iy Qigyip "7 Qig,i,
or(p) = E det . ) ) ) (1.2.2)
1<i1 <...<ir<n : : : :

aiTyil a/ir;iZ e a‘i'mir

donde o¢(p) := 1. Los invariantes o1(p) y 0,(p) son conocidos como la traza y el determinante de p
respectivamente.

Definicién 1.2.1. Consideremos

1. El vector H € R" tal que para toda v € R, < H,v >= Lig(v) y su norma

|H|:=\/< H,H >.

2. El operador antisimétrico Ua tal que Ajq(v, u) =< Ua(v), > y el mimero
1
[UAl* := Str(UaU).

3. Los tres numeros reales
K :=0,(Ug), A:=o09(Ug) T?:=03(Ug),
donde Ug denota al operador simétrico de R asociado a la forma cuadrdtica Q.
En la observacién 1.2.4 veremos que o3(Ug) > 0 lo que justifica la expresién anterior.

Observacién 1.2.2. Para n > 4 se tiene que 0,(Ug) =0, r € {4,...,n}. Para mostrar esto constru-
yamos primero una base de vectores propios de Ug de la siguiente manera.

Definamos H+ := {v eR" :< H,v>= 0} y notemos que dim H+ > n — 1. Del Lema 1.1.5 tenemos
que dim(Ker(Usg)) > n — 2, entonces dim(Ker Uy N HL) > n — 3 y por lo tanto podemos elegir un
congunto ortonormal {N;}*_, C Ker Ug N HL. Completemos este conjunto a una base ortonormal
{N;}15 de Ker Ug. Notemos que N; € Ker Ug es un vector propio de Ug cuyo valor propio es cero
y completemos el conjunto {N;}7_5 a una base ortonormal orientada positiva de vectores propios de
Ug, {N;}_,. En esta base

a2 0 0 -~ 0
0 v 0 0

Oy = Q Q Q 9 , (1.2.3)
0 0 0 0

—

H=aN; + BNQ + ’7N3. (124)



16 CAPITULO 1. CLASIFICACION DE LAS APLICACIONES CUADRATICAS.

Luego .
qu](u) =< H,v >?= (av; + fra +y153)?,

donde v =3""_, v;N; y por lo tanto

> af ay 0 - 0
af p* By 0 - 0
> ay By 4 0 - 0
Lg={ 0o 0o 0o 0 - 0 (1.2.5)
0 0 0 0 0
Finalmente de (1.1.1)
a? —a? af ay 0 0
af  pP=0> By 0 0
) ay By 0 0
Qg = Lig — Pg = 0 0 0 0 0 (1.2.6)
0 0 0 0

De esta expresion se sigue que 0,.(Ug) = 0 debido a que todo menor de Ug de r X v, r > 4 tiene un
renglon de ceros.

Notemos la base {N;} no estd dnicamente determinada. De hecho podemos considerar la base
{=N1,—Na,..., N, } y obtener el mismo resultado.

Los invariantes asociados a la forma cuadratica @, pueden ser expresados en términos de los
invariantes asociados a las formas Lig), Qg ¥ Afg como lo indica el siguiente lema.

Lema 1.2.3. Los invariantes asociados a Ug estan dados por
- 1
o1(Ue) = [H]? = K, 03(Us) = 7|Uall* v o0v(Ua) =0, r>3.

Demostracion. Sea {N;}7_; C R™ una base como en la observacién anterior. En esta base Ug, Ug ¥y

H tienen la representacién (1.2.3), (1.2.6) y (1.2.4) respectivamente. Por un lado oy (Us) = a2 + b2 y
por otro lado .
K =01(Uq) = o® + 2 + % = (a® + V%) = [H|* - (a* + %)

luego o1 (Us) = |H|? — K. Ahora, del hecho de que Up = (iq(Ni,Nj)) 1<4,j<mn,de (1.1.1) y de

la definicién (1.2.1) tenemos que

2(Us) = D7 [By(N)Bg(N;) — By(Ni, N;)?]

1<J

= ) AN, N;)?
1<J

_ 11 t

= Z <2tT(UAUA))
1 2

= ZHUAH-

De la expresién (1.2.3) y de (1.2.2) se sigue que o,(Ug) = 0 para r > 3. O
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Observacién 1.2.4. Podemos dar una expresion para I'? := o3(Ug) de la siguiente manera. Sea
{N;}, una base como en la observacién 1.2.2. De (1.2.6) tenemos que

a? —a? af ay
I?:=03(Ug) = det af B2 —-b* By
ay By
a? — a? af «
= ~%det af B2 —-v* B
« I} 1
—a®> 0 0
= ~2det 0 - 0
« 5 1
= ~202b2.

Por otro lado, del Lema 1.2.3, 02(Ug) = +||Ual?, y de (1.2.3) tenemos que o2(Us) = a®b?. Entonces

1
a’h? = 1||UA||2 (1.2.7)

y por lo tanto

Y| Ua|? = 4T (1.2.8)

Observacién 1.2.5. Consideremos ahora la forma bilineal antisimétrica A,. Dado que el operador
asociado a Ay, Ua, es antisimétrico, existe un tinico N € R3 tal que

Us(v)=N xv, VYveR3 (1.2.9)

Notemos que N =0 si y solo si Uy = 0, es decir, N =0 si y solo si Ay = 0. Si N # 0 entonces
Ay # 0 y por lo tanto, del inciso b) del Lema 1.1.5 tenemos que Ker A, = Ker ®,. Luego, como
N € Ker Ay, pues UA(]\_f) =0, tenemos que N € Ker &, y por consiguiente N € Ker Ug.

Definicion 1.2.6. El vector N descrito en la observacion anterior es el vector de curvatura normal
asociado a q.

Observacién 1.2.7. Sin = 3, en la observacion 1.2.4, podemos elegir la base {N1, Na, N3} de tal
manera que N3 esté en la direccion de N, donde N es como en la observacion anterior, y en este caso

=< H, il N_>2 Por otro lado, ||U| = |N|, pues

1UAlI” Ag(N1, Na)? + Ag(N1, N3)? + Ag(No, N3)?

= < Ua(Ny),Ny >+ < Ua(Ny), N3 >2 + < Ug(Ns), N3 >2

= <NxNp;,Ny>2+<NxNi,N;3>2+ <N x Ny, N3 >2

= < N,N;>2

= |NP, (1.2.10)

y por lo tanto I'? = % < ﬁ, N >2. Dada la unicidad del vector 1\7, definimos

1 .
r=s<dnN> (1.2.11)
para este caso. Notemos también que, de (1.2.7), |N| = 4ab.
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1.3. La reduccion simultanea de L, y ®|y

En el Lema 1.2.3 de la seccién anterior calculamos los invariantes o;(Us), i € {1,...,n}. De la
expresion (1.2.2) tenemos que el polinomio caracteristico asociado a Ug esta dado por

n— T 1=
AP0 — (| = KA+ IV )

y por lo tanto

= 5 (AR = )+ (R = 102 = JUal?) (13.1)

v =5 (0P - K) = 0 - 50 - Ul (132

con a? y b% como en (1.2.3).

De igual forma que a? y b2, las componentes «, 8y v del vector Hen alguna base de la observacion 1.2.2,
pueden ser expresadas en términos de los invariantes clasicos que fueron introducidos en la seccién
anterior y por lo tanto resultan ser invariantes del conjunto cociente SO(n)\Q(R?,R™)/SO(2). Este
hecho lo mostramos en los siguientes lemas ademds de que damos una expresion para @[, vy H , V por

lo tanto para L4, en términos de los invariantes a?, b, o, By

Lema 1.3.1. Sean > 4 y supongamos que |[Ua|| # 0. Si |H|>— K # ||U4||, eziste una base ortonormal
de vectores propios de Ug orientada positiva, {N;}7_,, en la que ®yq tiene la representacion (1.2.3) con
a? y b% como en (1.3.1) y (1.3.2) respectivamente. Ademds esta base puede ser elegida de tal manera
que,

i) si H¢ Ker Up y H & (Ker Ug)*, H = aNy + BN3 + vN3 con
1 412 1
o= (A+a?|H|? + 02 —— 5 — = 1Ual?) (1.3.3)
VUEP = K)? = U4l 1Ual® 4
1 412 1
B= |- (A+B2H?+a2—— 5 — = IlUall?) (1.3.4)
VU2 - )2 = U Ual
2|
y= oL (1.3.5)
[Uall

y que ésta quede determinada mddulo una rotacion en el espacio { N1, No, N3}

i) si H € Ker Uy y H £ 0, H = vN3 con v = |ﬁ| y que ésta quede determinada mddulo la
composicion de refleviones en (Ker Ug)® respecto de las direccidnes determinadas por Ny y No
y una rotacion del espacio {Ny, No, N3}+

iii) si H € (Ker Ug)*, entonces H # 0 y

a) H no es un vector propio de U@, = aN; + BNy con
1 1 _,
a= (A—4||UA||2+a2|H|> (1.3.6)
VUAR = K2 = ||Ual?
)
1 1 -
B= |- (A—4||UA||2+b2|H>. (1.3.7)

VUHP = K)2 = ||U?

y que ésta quede determinada mddulo una rotacion de Ker Ug.
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b) H es un vector propio de Up, H = aN; con a = l—gl, que No € {N;}_, esté determinado

mddulo signo y, una vez fijo éste, la base {N;}_; quede determinada mddulo una rotacion
en Ker Ug.

i) st H =0 ésta quede determinada mddulo la composicion de reflexiones en (Ker Ug)®: respecto
de las direcciones determinadas por N1 y Na y una rotacion en Ker Ug.

Demostracién. i) Supongamos que H & Ker Uy y H ¢ (Ker Ug)*. Dado que |Ual| # 0, Ker Us
es un subespacio propio de Us de dimensién n-2 (ver Lema 1.1.5), luego podemos elegir un conjunto
ortonormal {Ny, No} € (Ker Ug)* de vectores propios de Usg tal que < H, Ny >>0y < H,Ny >> 0.
Ahora, como H ¢ (Ker Ug)t, existe N3 € (Ker Ug) \ HL tal que < N3, H >> 0, luego com-
pletamos el conjunto {N1, No, N3} a una base ortonormal orientada positiva {N;}?_; de R™ tal que
(N}, C (Ker Ug) N H-. En esta base Uy esté representada por (1.2.3) y < H,N; >= 0 para
1 =4,...,n, es decir, H = aN, + BNs + vN3 con «, 8,7 > 0. Para determinar los valores de «, 8 y v
consideremos la representacién (1.2.6) de Q y notemos que

A = 09(Ug) = —a*B? — b*a? + a®b* — (a® + b*)y? (1.3.8)

|H> = o® + 8% + 2, (1.3.9)

donde a®b? = 1||Ual? y 7% = ﬁ (ver observacién 1.2.7). Resolviendo (1.3.8)-(1.3.9) para o? y 32
obtenemos

1 1 - 412
2 2 2 2 2
o = —— | A—-||Ua|* +a*|H|* + b
1 1 = 412
2 = ——— _(A-U 2+b2H2+a2.>
g g (B Al 4 RIER +

Finalmente notemos que a? — b? = \/(|ﬁ|2 — K)2 — ||U4|]? y que por lo tanto se cumplen las férmulas
(1.3.3)-(1.3.5).

Notemos que es este caso, la base {N;}"_; estd unicamente determinada médulo una rotacién del es-
pacio {Ny, Na, N3}.

ii) Si H € Ker Us y H # 0, definimos N3 := %, elegimos un conjunto ortonormal de vectores

propios de Us, {N1, No} C (Ker Us)* y completamos { Ny, No, N3} a una base ortonormal orientada
positiva {N;}7_, de R™. En esta base Uy tiene la representacién (1.2.3) y H = vN3 con v = |H|. En
este caso el conjunto { Ny, N2} queda determinado médulo la composicién de reflexiones en (Ker Ug)*
respecto de los ejes determinados por N7 y Na. Una vez que fijamos el conjunto { Ny, Na, N3}, la base
{N;}"_, queda determinada médulo una rotacién en el espacio { Ny, Na, N3}+.

iii) Supongamos ahora que He (Ker Ug)* y H # 0.

a) Si H no es un vector propio de Ug consideramos un conjunto ortonormal de vectores propios de
Us, {N1,Nz} C (Ker Ug)* tal que < H,N, >>0y < H,N, >> 0, y completamos este conjunto a
una base ortonormal orientada positiva {IV;}?_; de R™. En esta base Ug tiene la representacion (1.2.3)
y H = aNy + BN, con a, 8 > 0. Por otro lado, de (1.2.5) y (1.2.6) tenemos que

a? — a2 af 0
A =0y aB  BE—b> 0 | =—-a*p% b’ +a?V? (1.3.10)
0 0 0
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|HI” =a®+ . (1.3.11)
Resolviendo el sistema (1.3.10)-(1.3.11) para o2 y 32 obtenemos

9 1
a2 _ b2
1 .
2 212 2
P = g (A + oI

a (A—a2b2—|—a2|ﬁ|>

y dado que a, 8 > 0 se cumplen (1.3.6) y (1.3.7).
En este caso la base {IV;}7_; estd determinada mddulo una rotacién en Ker Usg.

b) Si H es un vector propio de Ug definimos % y elegimos un vector unitario Ny € (Ker Ug)~*

tal que < Nj,N; >= 0 y completamos esta conjunto a una base ortonormal orientada positiva

{N;}7_, de R™. En esta base Ug esta representada por (1.2.3) y H = aN; con a = % Notemos

que {N3} € {N;}™_, estd determinado médulo signo. Una vez que fijamos éste, la base queda determi-
nada moédulo una rotacién en Ker Ug.

iv) Si H = 0 elegimos un conjunto ortonormal de vectores propios de Ug, {N1, No} C (Ker Ug)* y
completamos éste a una base ortonormal orientada positiva de R™. En esta base Ug esta representada
por (1.2.3). El conjunto { N7, No} estd determinado médulo la composicién de reflexiones en (Ker Ug )+
respecto de los ejes determinados por Ni y No. Una vez que fijamos el conjunto {Ni, No}, la base
{N;}; queda determinada médulo una rotacién en Ker Us. O

Notemos que si n = 3 en el lema anterior no podemos garantizar la eleccién de una base {N;}3_;
tal que las proyecciones de H sobre los elementos de la misma sean positivas. De hecho tenemos el
siguiente resultado.

Lema 1.3.2. Sean = 3 y supongamos que |Ua|| # 0. Si |H|2— K # ||U4||, eziste una base ortonormal
N
[N
la que @) tiene la representacion (1.2.8). La base { N1, No, N3} no estd determinada de manera tnica
ya que @y tiene la misma representacion en la base {—Ny, —Naz, N3}.

{N1, Na, N3} de vectores propios de Ug orientada positiva con N3 = (ver observacion 1.2.5) y en

En una de estas bases, el vector H tiene la expresion aN1 + BN + vN3 donde

) 1 arz 1

a® = (A+a?HP + 0 — 2| Ual?) (1.3.12)
VUaE — 2~ Ul LA
1 - 4T2 1
B*=— (A + b*|H|? + a? s — = |UAl?) (1.3.13)
\/(|ﬁ‘2 _ K2 — |UA|I? [Ual? 4
2
V= (1.3.14)
1UAl

Notemos que por la ambigiiedad en la definicién de la base {N;};_, el par (o, 3) estd determinado
mddulo signo.

N
K
{N3} a una base ortonormal orientada positiva de vectores propio de Ug, { N1, N2, N3}. En esta base
P, tiene la representacién (1.2.3) con a? y b* como en (1.3.1) y (1.3.2) respectivamente, ademas

Demostracion. Hagamos N3 = de la Observacion 1.2.5 tenemos que N € Ker Us. Completamos



1.3. LA REDUCCION SIMULTANEA DE Lig Y ®(g) 21

—

H = aN; + BNs + vN3. Por otro lado, en esta base, Q) estd dada por (1.2.6) y de manera andloga
al caso n = 4 tenemos

1 - 412 1
a? = (A+a®HP + b s — UAl?)
VOE - K2~ U Ol
1 - 41?2 1
B2 = - (A +0°|H[? + a? 5 — 7 1UAl*)
VAR - K92 = JUa? Ol
Finalmente, de la observaciéon 1.2.7, v = Héil\ cumpliendose asi las férmulas (1.3.12-1.3.14) O

Lema 1.3.3. Sean > 4 y supongamos que |Ual| # 0 y |H|2 — K = |Ual|.

i) Si H ¢ Ker Ug entonces existe una base {N;}I'_; de vectores propios de Us en la que O, tiene
la representacion (1.2.3) con

1 -
a’=b = 5(|H|2 - K). (1.3.15)
Ademds, en esta base, H= aN;1 + vN3 donde
A 2
a=4/—— —8—— +a? 1.3.16
\/ R A (1.3.16)
' 2T
y= (1.3.17)
1UAl

i) Si H € Ker Uy entonces existe una base {N;}_, de vectores propios de Ug en la que ®, tiene
la. representacion (1.2.3) cumpliéndose (1.3.15) y en la que H = yN3 con ~v = |H].

En ninguno de estos dos casos la base {N;}!_, estd determinada de manera inica.

Demostracion. Dado que |H[?> — K = ||Ua4||, de (1.3.1) y (1.3.2) tenemos que a®> = bv* = L(|H|* - K).
Notemos que si p € (Ker Ug)® entonces Ug (1) = a?pu, es decir, p es vector propio de Us.

i) Tomando lo anterior en cuenta y suponiendo que H ¢ Ker Us, elegimos un vector unita-
rio Ny € (Ker Ug)t tal que < ﬁ,Ng >= 0. Notemos que Ny estd determinado mdédulo signo pues
< ﬁ, — Ny >= 0. Consideramos ahora el vector unitario N; € (Ker Ug)* que satisface < N1, Ny >= 0
y < H, Ny >> 0. Finalmente elegimos un conjunto ortonormal {N;}}_s C Ker Us tal que {N;}_, C HE,
N3 € Ker Ug \P_I’J- con < ﬁ,Ng >> 0, y {N;}7; sea una base orientada positiva. En esta base Ug
tiene la representacién (1.2.3) con a2 = b2 y H = aNy + N3 con a, v > 0.

De (1.2.5) y (1.2.6) tenemos que

a?—a? 0  ay
Qq = 0 —a*> 0
ay 0 72
Luego
A = —a?a? + a* — 2a%9?

con 2 como en (1.2.8). Finalmente, dado que «,~ > 0

A +a? -8 "
a = —— +a? = 8—+
a’ IVl

2|T|
[Uall
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El vector N2 de la base {N;}7; estd determinado mddulo el signo. Una vez fijo éste, la base esta
determinada médulo una rotacién del espacio { Ny, No, N3}+.

e

i) Si He Ty H # 0 consideramos N3 = |
(Ker Ug)* y completamos el conjunto { N1, Na, N3} a una base ortonormal orientada positiva {N;}7_,
de R™. En esta base ®, tiene la representacién (1.2.3) con a®> =b?> y H = aN3 con a = |H|.

, elegimos una base ortonormal {Nj, No} para

=

SiH=0 elegimos una base {N7, No} para (Ker Ug)® y completamos este conjunto a una base
ortonormal {N;}? ; orientada positiva para R™. Notemos que una vez elegido el conjunto { N7, N2}, la
base {N;}™_; esta determinada médulo una rotacién en el espacio { Ny, No}+. O

Lema 1.3.4. Sea n = 3 y supongamos que |Ual| # 0 y que |H|?2 — K = |U4].

i) St H ¢ Ker Us , existe una base ortonormal {Ny, No, N3} de vectores propios de Ug orientada
positiva con N3 = % y Ug tiene la representacion (1.2.3) con a* = b* y ademds tal que la

proyeccion de H sobre el plano { Ny, No} estd en la direccidn y en el sentido del vector Ny. FEsta
base estd determinada de manera unica y H = aN1 4+ yN3 con

A 2
a |N|?
/ r
=2 (1.3.19)
[UAll

i) Si H € Ker Ug, existe una base ortonormal {Ny, No, N3} de vectores propios de Ug orien-
N
[N N
determinada médulo una rotacién en el plano N3-. Y en este caso H = yN3 con v = 2%.

tada positiva con N3 = y Ug tiene la representacion (1.2.3) con a®> = b*. Esta base estd

Demostracion. i) Como H ¢ Ker Ug podemos considerar el vector Ny := XN v completar {Vy, I—Jlgl}

T |HxN]
a una base ortonormal orientada positiva { N1, No, N3} de vectores propios de Ug, donde N3 = %
Si < H , N1 > es positivo consideramos la base {N1, Na, N3}, en caso contrario consideramos la base
{—N1,—N3, N3} y renombramos los elementos de ésta. En esta base ® es de la forma (1.2.3) con

a2 =b%y H = aN, + N3, de (1.2.6) tenemos que

A = —a%a? + a* — 24242,
y por lo tanto
2 A 2 2
O =-g - 29" 4+ a”.
Finalmente, de la observacion 1.2.7, v = Qﬁ con lo que obtenemos (1.3.18).
i1) Si H € Ker Us hacemos N3 = N completamos {N3} a una base ortonormal orientada po-

5 Y
IN
sitiva { N1, N2, N3} de R3. En este caso, H = aNy + BNy + yN3 cona=3=0y v = Zﬁ.

Observacién 1.3.5. En los lemas anteriores consideramos los casos cuando H € Ker Us y
H ¢ Ker Ug. Este hecho puede ser descrito en términos de los nimeros |H|, ||[Ua| y T'? de la
siguiente manera.
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Supongamos que ||Uall # 0. Elijamos una base ortonormal orientada positiva de vectores pro-
pios de Ug, {N;}1,, tal que {N;}*, € H+ y {N;}*., C Ker Us. Del Lema 1.1.5 tenemos que
dim(Ker Ug) =n — 2 y por lo tanto {N1, No} C (Ker Ug)*. En esta base

—

H=aN; + /BNQ + ’YNg,

donde v> = H‘gju (ver Observacion 1.2.7). Por otro lado |1‘.7|2 =a?+ B2 ++2 > 42 y por lo tanto

|H?|UA|? — 412 > 0. (1.3.20)

Ahora, si H € Ker Ug entonces o2 + B2 =0 y por lo tanto se cumple la igualdad en la inecuacion.
Si H ¢ Ker Ug entonces o + 52 > 0 por lo que la desiqualdad es estricta. Con base en lo anterior
tenemos el siguiente resultado.

Si |Ual # 0 entonces H € Ker Uy si y solo si [H[?||U4||2 — 42 = 0 o de manera equivalente

H ¢ Ker Ug siy solo si [H|2||Ux |2 — 472 > 0

Lema 1.3.6. Supongamos que Uy = 0. Si |H|> — K > ||Ua| entonces existe una base ortonormal
positiva {N;}_, de vectores propios de Ugp en la que

a’> 0 0
Pyg=1 . . . . (1.3.21)
0 0 0

con a? = |H|? — K. Ademds

i) si H ¢ (Ker Up):t y H ¢ Ker Ug podemos elegir la base {N;}_, de tal manera que H =

alNy + BNy con
— A
aquHP+a§ (1.3.22)
A
BZH*;~ (1.3.23)

Sin > 4, la base {N;}; queda determinada mddulo una rotacion del espacio {Ny, No}+. Si
n =3 la base {N;}>_, queda determinada de manera inica.

i) si H e (Ker Ug): y H # 0, la base {N;}™_, puede ser elegida de tal modo que H = aNy con
a = |H|. La base {N;}_, queda determinada mddulo una rotacion en Ker Ug.

iii) si H e Ker Up y H # 0, podemos elegir {N;}, de tal manera que H = BN, con 8 = |H|.
En este caso Ny € {N;}"_, queda determinado mddulo signo y una vez fijo éste, la base {N;}7_,
queda determinada mddulo una rotacion del espacio { Ny, No}+.

—

w) si H =0, Ny € {N;}, queda determinado mddulo signo. Una vez fijo éste, la base {N;}_,
queda determinada mddulo una rotacion en Ker Ug

Demostracién. Dado que ||Ua| # 0, de (1.3.1) y (1.3.2) tenemos que a® = |H|2 — K y > = 0, y por lo
tanto dim(Ker Ug) =n — 1.
i) Si H ¢ (Ker Ug)t y H ¢ Ker Ug podemos elegir de manera tinica un vector Ny € (Ker Ug)® de

—

tal manera que < H, N; >> 0, ademds, como H o es colineal a Ny, dim(Ni- N Hﬂ) =n—2y por
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lo tanto existe una tunica direccion Ny € Ker Ug tal que < ﬁ, Ny >> 0y tal que < Na,v >= 0 para
todo v € Ni- N H+. Completamos {Ny, N2} a una base ortonormal orientada positiva de R™. En esta
base @, esta representada por (1.3.21) y H = aN; 4 SN3, luego

a> af 0 --- 0
aB B2 0 0
Ly=| 9 00 0 (1.3.24)
0 0 O 0
y por lo tanto
a?—a? aBf 0 0
af B2 0 0
Qu = o 00 0 (1.3.25)
0 0 0 0
De esta manera A = 02(Ug) = —a?? y por consiguiente 3 = 7(%. Como |ﬁ\2 = o? + B2 tenemos

quea:\/|ﬁ|2+l%.

Si n = 3 hacemos N3 = N7 X N5 y de esta manera {Ni}?:1 queda determinada de manera tunica.

ii) Si H € (Ker Ug)- y H # 0 hacemos \%I y completamos {N1} a una base ortonormal positi-
va de R, {N;}7_,. En esta base ®[, esta dada por (1.3.21) y H = |H|N;. Ademés la base asi elegida
queda determinada médulo una rotacién del espacio Ni-.

iii) Si H € Ker Uy y H # 0 hacemos Ny = % y fijamos N; € (Ker Ug)t. Una vez fijo este
completamos el conjunto { Ny, N2} a una base ortonormal positiva de R™. En esta base @[, esta dada
por (1.3.21) y H = |H|N>.

i) Si H = 0, fijamos N; € (Ker Ug)*, una vez fijo este, completamos {N;}™_, a una base orto-
normal de R”. En esta base ®(, estd representada por (1.3.21).
O

Lema 1.3.7. Si |H|? — K = |[Ual| y Ua = 0 entonces &, = 0. Ademds existe una base ortonormal de
vectores propios de Ug, {N;}_, en la que,

i) si H #0, H= Ny con a > 0. Esta base queda determinada mddulo una rotacion del espacio
NL.

—

i) si H =0, esta base queda determinada mddulo una rotacién en R™.
Demostracién. Dado que |H|?2 — K = ||Ua| y Ua =0, de (1.3.1), (1.3.2) y (1.2.3) tenemos que ® = 0.
i) En este caso H es un vector propio de ®, y por lo tanto podemos considerar N; := \%I’ es decir,
H = aN, con a = |H|. Completamos {N;} a una base ortonormal orientada positiva {N;}_, de R".

Notemos que ésta base queda determinada médulo una rotacién en Ni-

ii) Si H= 0, elegimos cualquier base ortonormal orientada positiva de R”. Esta queda determinada
modulo una rotacién en R™ O
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1.4. La clasificacion

En esta seccién damos una clasificacién del conjunto SO(n)\Q(R?,R")/SO(2) en términos de los in-
variantes definidos en la seccién anterior. Dados los invariantes cldsicos de [g] € SO(n)\Q(R?,R")/SO(2)
(ver definicién 1.2.2), definimos tres funciones L, ® y A por medio de los invariantes a, 3, v, a? y b?
para después considerar la clase [L, ®, A] y recuperar [g] via la biyeccién (1.1.12).

Como vimos en la seccién anterior, si n = 3 los nimeros « y 8 no siempre estan determinados de
manera tnica (ver Lema 1.3.2). De hecho o2 y 32 determinan dos clases: la clase donde H = (o, 8,7)
v la clase donde H = (—a, B,7) (nétese que (—a, —B,7) y (a, —fB,7) pueden ser llevados a («, 3,7)
y a (—a, B,7) respectivamente via g € SO(3)). Por este motivo consideramos el grupo G := {Id, g}
donde Id denota a la funcién identidad en R? y g estd dada por

-1 0 0
g=| 0 1 0
0 0 1

en la base canénica de R3. De esta manera las clases antes mencionadas quedaran determinadas médulo
la accion del grupo G.

Teorema 1.4.1. (Clasificacién) Sea [q] € SO(n)\Q(R2,R™)/SO(2) y |H|,|Ual, K,A y T sus inva-
riantes.

1. Si|H|> = K > |Ual, |Ual #0 y

i) |H|2|UA|? — 412 # 0 entonces |H|, ||Ua|, K, T y A determinan [q] sin > 4. Sin =3, [q]
queda determinada mddulo la accion del grupo G.

i) |H|?||U4l|? — 412 = 0 entonces |H|, |Uall y K determinan [q].
2. Si|H? = K = ||[Uall, |Uall #0 y

i) |H|?|Ua|?> — 402 # 0 entonces los invariantes |H|,||U|, K,T y A determinan [q).

i) |H|?||U4l|? — 42 = 0 entonces |H|, K y |Uall determinan [q].
3. Si|H|? — K # ||Uall y Us =0 entonces |[H|, K y A determinan [q).
4. Si|H>? = K =||Ua| y Us =0 entonces |H| determina [q].
Demostracion. Consideremos la biyeccién (1.1.12)
1. Supongamos que |H|> — K > ||U4| y [|Ual| # 0.

i) Sin>4y |H?|Ua|? - 42 # 0 definimos

2

a 0 O 0 0 1 0
0 b 0 0 ) -1 0 0
H:= (o, 8,7,0,...,0); ®:= 0 00 0 y A= §||UAH 0 00
o 0 0 --- 0 0 0 0

con a, By 7 como en (1.3.3)-(1.3.5) y a?, b* como en (1.3.1) y (1.3.2). Notemos que
(L,®,A) € [Lig, Py, Arg] v por lo tanto O([g]) = [L, ®, A]. Dicho de otra forma definimos
S, a partir de (L, ®, A) como en (1.1.8) y de esta manera obtenemos [g].

Si n = 3 definimos H := (a, B,7) con o, By como en (1.3.12)-(1.3.14). Por la ambigiiedad
en los signos de a y 3, [¢] queda determinada médulo la accién del grupo G.

o
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ii) Si|H[?|Ua|?> — 402 = 0, definimos

a> 0 0 0 0 1 0
0 b 0 0 . -1 0 0
= (0,0,|H1,0,..,0); @=| 0 0 0 = 0y as S| 0000
0 0 O 0 0 0 O

con a?, b? como en (1.3.1) y (1.3.2). Notemos que (L, ®, A) € [Liy, (g, A[g]. Luego O([q]) =
(L, ®, Al

2. Supongamos que |H|2 — K = ||U4] v ||Ua]| # 0.

i) Si|H?|Ua|?2 =402 # 0y n > 4 definimos

a?2 0 0 0 0 1 0
0 a®> 0 0 ) -1 0 0
H:=(a,0,7,0,...,0); & := 0 0 0 0 Y AZiHUAH 000
0 0 O 0 0 00

con a y y como en (1.3.16) y (1.3.17) respectivamente y a® como en (1.3.15). Notemos que
(La P, A) € [L[q]a (I)[q]7A[q]] Luego @([Q])ﬁ: [L7 D, A]
Sin = 3 definimos ® y A como antes y H := («,0,7) con a y 7 como en (1.3.18) y (1.3.19).
La aplicacién [q] estd determinada por ©([q]) = [L, @, A].

ii) Si|H[?|U4l> — 402 = 0 definimos

2

a> 0 0 0 0 10

0 a® 0 0 , ~1.0 0

H:=(0,0,7,0,..,0); &:=| 0 0 0 0 y A=Ual 0 00
0 0 0 0 0 0 0

con v = |H| y a2 como en (1.3.15). En este caso también se cumple O([q]) = [L, ®, A].

3. Si |H|?2 — K # U4l y [N| = 0 entonces hacemos

o o8,
coo
coo
coo

H:= (o, 5,0,0,..,0); y &:=
0 00 --- 0
cona? = |H?— K yay S comoen (1.3.22) y (1.3.23). Via (1.1.12) obtenemos [g] a partir de
(L, ®,0).

4. Si |ﬁ\2 — K = ||Ua| y Ua = 0 definimos H:= (|ﬁ|,0, .,0), =0y A = 0. La clase [¢] queda
determinada por ©([¢]) = [L, 0, 0].

O

o

o

o



Capitulo 2

La elipse de Curvatura

En este capitulo definimos la elipse de curvatura asociada a una aplicacién cuadrética ¢ : R? — R3
y establecemos una relacién entre este objeto y los invariantes numéricos asociados a ¢. Dedicamos
la primera seccién al estudio del caso no degenerado de la elipse y damos una ecuacién intrinseca
de ésta (ver proposicién 2.1.3). En la segunda seccién se hace un estudio de la elipse cuando ésta es
degenerada.

2.1. La definicion y las primeras propiedades.

Sea ¢ € Q(R?,R3). El conjunto &€ := {q(u) : v € S'} es conocido como la elipse de curvatura
asociada a la aplicacion cuadrdtica q.

Consideremos una base ortonormal de R?, {u, u"}, orientada de manera positiva. Por un lado, para
cada v € R?

<q(u) +qut),v> = <q),r>+<qu"),v>
= <S,(u),u>+ <8, (u"),ut >
= trS,=2L,(v)=<2H,v > (2.1.1)

lo que implica que g(u) + q(ut) = 2H.
Definamos ¢° € Q(R?,R?) como
q(u) = H < u,u > +¢°(u). (2.1.2)

En este caso
q(u) = H +¢°(u)

para cada u € S', y por lo tanto la elipse de curvatura asociada a ¢, puede ser obtenida via una
traslacién por el vector H de la elipse de curvatura asociada a ¢°, que denotamos por £°. Describamos
entonces la forma de £° en términos de los invariantes asociados a gq.

Proposicién 2.1.1. Sea ¢ € Q(R% R®). Entonces para cualquier base ortonormal {u,u'} de RZ,
orientada de manera positiva, se tiene que

P, (v) =< ¢°(v),v >? + < q(u,u’),v >%, WweR? (2.1.3)

y donde ¢° es como en (2.1.2).

27
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Demostracion. Por un lado notemos que para cada u € S*
¢°(u) + ¢°(ut) = q(u) + q(ut) — 2 = 20 — 20 =0
y por lo tanto ¢°(u) = —¢°(ut). Ademéas

L) 1 u+ut u+ut

= gqo(quuL):qo( 72 )= NG )—H

q°(u,u

= J {atu+ub) — glw) — ()}
= q(u,ut).

Por otro lado, para cada v € R?,

< ¢°(u),v >=<q(u),v > —Lq(v) (2.1.4)
y por lo tanto
<), v >+ < qlu,ut),r>? = <qu,ut),r>? — < ¢°u),v >< ¢°(ut),v >

= < Q(UHUL)JJ >2 - (< q(u)vlj > 7L11(V)) (< q(uL)aV > 7L(I(V))

= <qlu,ut),v>? - < qu),r>< qlut),r>
+ Ly(v) (< q(u),v > + < q(ut),v >) — Lg(u)

= —det(S,) + L2(v) = —Qq(v) + L2(v),
es decir
®,(v) =< ¢°(v),v >% + < q(u,ut),v >? .
O

Si denotamos por S¢ al operador simétrico asociado a la forma cuadratica < ¢°,v >, la segunda
igualdad del parrafo anterior y la 1ltima ecuacién muestran que

O, (v) = —det S;. (2.1.5)

Ademds de (2.1.4) tenemos que S = S, — L,(v)Id, es decir, S es el operador simétrico sin traza
asociado a la forma cuadrética < ¢,v >. Luego del lema 1.1.5, ®,(v) = 0 si y sélo si S = 0.

Sea N como en la observacién 1.2.5. De la ecuacién (2.1.3) se sigue el siguiente resultado:
Proposicion 2.1.2. La elipse de curvatura € es degenerada si y solo si N =0.

Demostracion. Supongamos primero que N = 0. En este caso, de la observacién 1.2.5, tenemos que la
dimensién de Ker Ug es mayor o igual a 2, y por lo tanto podemos elegir un conjunto {v1,v2} C Ker @,
linealmente independiente. De (2.1.3)

0=®,(v;) =< ¢°(u),v; > + < q(u,ub),v; >2 (2.1.6)
para i = 1,2 y una base ortonormal {u,u’} de R?. Esto impica que

<q¢(u),v; >=0 y < (uut),v; >=0
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para i = 1,2. Por otro lado, si w = zu + yut € ST,
¢°(w) = (¢ = y*)q°(u) + 2zyq(u, u™),

y por lo tanto ¢°(w) = A(w)¥ para algin ¢ € {vi,m}t y
es decir, £ es degenerada.

luego, < ¢°(w),v; >= 0 para i = 1
A(w) € R. Entonces q(w) = H + A\(w)

9

2
v,

Ahora supongamos que £ es degenerada, es decir, q(w) = H+ A(w)¥ para todo w € S*. Entonces
°(w) = q(w) — H = AMw)¥ y por lo tanto < ¢°(w),r >= 0 para toda v € §+. Por otro lado,

q(w,wt) = qo(“”‘zwL ), de donde se tiene que

< qo(w)’ v >2 + < Q(wva)aV >?= q>q(1/) =0
para todo v € ¢*. Finalmente, dado que dim v+ > 2, dim Ker Ugp > 2, luego, del inciso ¢) del
lema 1.1.5 A, = 0 y por lo tanto, de la observacién 1.2.5, N =0. O

De la proposicién anterior tenemos que si N = 0 entonces £ es no degenerada, de hecho podemos
elegir una base ortonormal {ej,es} de R? orientada de manera positiva de tal manera que ¢°(e;) y
q(e1,e2) sean aplicados en los semiejes de £° (Ver [9]). Ahora, haciendo

o]
N, - qo(e1) y Ny = aler,e2)
lg°(e1)] lq(e1, e2)]
de (2.1.3) tenemos que
D4(v) = |g°(er)” < Ni,v > +g(er, e2)]* < Na,v > (2.1.7)

para cada v € R?, y completando {Ny, N2} a una base ortonormal orientada de manera positiva de
R3, {N1, N2, N3} (ver la siguiente figura),

obtenemos
(I)Q(mvzh Z) = |q0(61)|2.’L’2 + |q(617 62)|2y2> (218)

donde v = N7 + yN2 + 2N3. En esta base
lg°(er)[? 0 0

Up = 0 lg(er,e2)[* 0 (2.1.9)
0 0 0
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y por lo tanto |¢°(e1)|? v | (e1,e2)|? son valores propios de Usg, que sin pérdida de generalidad, pode-
2
e

mos suponer |¢°(e1)|? = a® y |q(e1, e2)|? = b?, donde a® y b? son como en (1.3.1) y (1.3.2).

Ahora, de la observacion 1.2.5, tenemos que si N # 0 entonces éste es un vector propio de Ug
cuyo valor propio correspondiente es cero, pues N € Ker Us. Notemos que en este caso <I>q(J\7 )=10
y por (2.1.3) y la definicién de Ny y Na se tiene que N es perendicular al plano que contiene a £°.
Luego vecN es colineal a N3. Consideremos la restriccién de ®, al espacio N+ El operador simétrico
asociado a @‘NL es Ug, Ly ademds det Usg, L= a’b®> # 0, luego, podemos considerar qu‘l y

N N NL
definir

P;(v) =< U;&VL (v),v>. (2.1.10)

En la siguiente proposiciéon damos una ecuacion intrinseca de la elipse de curvatura en términos de ®7.
Proposicién 2.1.3. Sea ¢ € Q(R2,R3) tal que N # 0. Entonces v € E° si y sdlo si Pr(v) = 1.

Demostracion. Sea {e1, ez} la base de R? definida en (2.1.7) y sea w € R2. Por un lado w = wye; +waes
y por lo tanto

¢°(w) = (wi—w))g®(er) + 2wiwarg(er, e2)
= (wi —w3)lg"(e1)| N1 + 2wiwslq(er, e2)| N
= (w? —w?)aN; 4+ 2w wybNo. (2.1.11)
Entonces
B(w) = <Up! (@w).a’(w) >
L0 (w? —w2)a
— oZ 1 2 2_ 92
= < ( 0 L 2w b , (wf — w3)a, 2wywab) >
= (wi+w3)?, (2.1.12)
de donde se sigue que ®}(¢°(w)) = 1si y solo si |w| = w} + w3 = 1. O

Si en la proposicién anterior hacemos ¢°(w) = xNj + yN» tenemos que la elipse £° satisface la
ecuacion

en la base { Ny, No} de N-+. Entonces los valores propios no cero de Ug representan el cuadrado de las
longitudes de los semiejes de £° y en consecuencia de £. Luego, de la observacién 1.2.7, se tiene que el
area de &, que denotamos por drea(€), estd dada por

area(€) = mab = —m|N|. (2.1.13)

Notemos ademas s que £° esta contenida en el plano N Vi y por lo tanto £ esta contenida en el plano
afin Af fe := H + Nt.En consecuencia, I' := = < H N >=0si y sblo si Af fe pasa por el origen de
R3 (Ver figura 2.1).

De hecho, la base definida en (2.1.8) satisface las condiciones del lema 1.3.2, y por lo tanto obtenemos
la siguiente forma normal de ¢,

gw) = (v + w%)ﬁ + (w? — w3)aNy + 2wy wybNo
(2.1.14)
((a + a)wf + (o — a)wg) N; + (Bwf + 2bwiwsy + 5w§) No + (wf + w§) N3,
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donde «, 5y 7 satisfacen las ecuaciones (1.3.12)-(1.3.14).

(a) Cuando I' # 0, el plano Af f¢ no pasa por (b) Cuando I = 0, el plano Af fe coincide

el origen de R3. con el plano generado por { N1, N2}. Note-
mos que en este caso, de (1.2.8), se tiene
que v = 0.

Figura 2.1: Posicién de € respecto del origen de R3, segtin la nulidad del invariante T'.

Si I' = 0, de las observaciones 1.2.4 y 1.2.7 tenemos que v = 0 y en este caso
q(w) = ((a +a)w] + (o — a)w3) N1 + (8w} + 2bwywy + fw3) N, (2.1.15)

Observacién 2.1.4. Sea nuevamente { N1, No, N3} como en (2.1.8) e identifiquemos a q(0) con q(w)
donde w = cos@u + senfu’, y 6 es el dngulo medido de v ¢ w en la orientacién de R?. El vector
N determina una orientacion en Affe. Si < ]\7,N3 >> 0 entonces la elipse £ es recorrida por la
parametrizacion q(0) en el sentido antihorario, vista desde N,' 81 < ]\7'7 N3 >< 0 entonces la elipse es
recorrida en el sentido opuesto.

Ademds 1
—| < N,N3 > | = drea(€)
2

y por lo tanto podemos asignar un signo a drea(E) segin la orientacion de € respecto de N.
Observacién 2.1.5. Para u € S C R? tenemos que q(u,u') estd en la direccion tangente a € en
el punto q(u). En efecto, si o : (—€,€) — S' es una curva parametrizada por longitud de arco de tal

manera que o(0) = u y o recorra a S' en el sentido antihorario, entonces

L a(0(0),0(0))1.-y =2 a(o(6), 0/ (6)), = 2 alu,u)
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2.2. El estudio del caso degenerado

Ahora, si N = 0, de la observacion 1.2.5 tenemos que dim Ker Ug > 2. Por otro lado la proposi-
cién 2.1.2 nos garantiza que
q(w) = H + ANw)v

para todo w € S', donde A\(w) es una funcién real-valuada y 7 € (KerUs)».

Entonces, si dim Ker Ug = 3, ¥ = 0y por lo tanto £ degenera en un punto, a saber, en el punto fi-
nal del vector H; si dim Ker Ug = 2 entonces ¥ # 0 y por lo tanto £ degenera en un segmento de recta.

Para determinar de manera maés precisa al segmento £ consideremos el siguiente

Lema 2.2.1. Sea ¢ € Q(R?,R?) tal que N = 0. Si dim Ker Ug = 2 entonces existe u € S tal que
q°(u) # 0 y q(u,ut) =0, y por lo tanto la ecuacion (2.1.3) puede escribirse como

D, (V) =< ¢°(u),v >3, (2.2.1)
para toda v € R3.

Demostracion. Sea u € (Ker Ug)®, p # 0; y sea u € S' un vector propio de S5 De (2.1.5) tenemos
que S (u) # 0, de lo contrario ®,(u) = 0 (y por lo tanto del Lema 1.1.5 u € Ker Us). Entonces

< q°(u), p >=< Sp(u),u >= X <u,u>#0
lo que implica que ¢°(u) # 0. Ademds
< qlu,ut), p>=< SZ(u),ul >=A<u,ut >=0,
y dado que S¢ =0 para toda v € Ker Ug (ver lema 1.1.5),
< q(u,ut),v >=< S9(u),ut >=0,
para todo v € Ker Ug. Concluimos que q(u,u*) = 0. O

Observacién 2.2.2. Notemos que en el lema anterior podemos considerar u’

caso, dado que ¢°(u) = —q°(ut), se sigue cumpliendo la ecuacion (2.2.1).

en lugar de u, en este

Notemos también que ¢°(u) es un vector propio de Ug (ver (2.1.9)). De hecho Ug(q°(u)) = a%q°(u)
donde a® es como en el lema 1.5.6 y

®q(q°(u)) = |g°(w)[* # 0.

Entonces
|4°(u)|* = Py(g°(u)) =< Us(q°(w)), ¢°(u) >= a®|¢°(u)|?
lo que implica que a = |¢°(u)|.
Proposicién 2.2.3. Sea ¢ € Q(R2,R3) tal que N = 0 y dim Ker Up = 2. Entonces
&= [ﬁ —CLNl,H—FCLNl],
donde Ny € (Ker Ug)* y |N1| = 1.
q°(u)

Demostracion. Sea u € S' como en el lema anterior y hagamos N; = IOl De la observacion anterior

tenemos que a = |¢°(u)| y por lo tanto, para cada w € S*,
¢°(w) = ¢°(wru + wou™) = (w§ — w3)g°(u) = a(w? — wi)Ny.

Luego, q(w) = H + a(w? — wd)N, y por lo tanto € = [H — aNy, H + aNy]. O
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Observacién 2.2.4. Si H no es colineal a N1, podemos considerar una base ortonormal { N1, No, N3}
que cumpla las caracteristicas del inciso 1) del lema 1.3.6 y en este caso

q(w) = (e +a)wi + (o —a)w3) N1 + 3 (w3 + w3) N2, para todo w € R?, (2.2.2)

donde o y B satisfacen (1.3.22) y (1.8.23). Ver Figura 2.2.

Si H es colineal a Ny Yy no cero, entonces He (Ker Us)* y por lo tanto, el inciso ii) del lema 1.3.6
garantiza que
q(w) = ((a +a)wi + (a —a)wi) Ny (2.2.3)

donde o = |H].

—

Finalmente, si H =0,
q(w) = a(w? — w2)Nj. (2.2.4)

Cuando N = 0 la colinealidad de H y N1 queda determinada por el invariante A, que fue introducido
en (1.2.1).

Proposicién 2.2.5. Sea g € Q(R? R3) tal que N = 0ydim Ker Ug = 2, es decir, ta que |ﬁ|2—K #0.
Sea también N1 como en la proposicion anterior. Entonces H es colineal a N1 si y sélo si A = 0.

Demostracion. Supongamos que H es colineal a N. En este caso H = A¢°(u) y por lo tanto
g(u) = H 4 ¢°(u) = A+ 1)¢°(u),

Luego, de (2.2.1), si v € Ker Ug entonces < q(u),v >= 0. De hecho, dado que q(ut) = 2H — q(u) y
Ker Uy C H*, también se tiene que < ¢(ut),v >= 0. Por otro lado, para cada v € R3,

Q(v) =det S, =< q(u),v >< q(ur),v >,

pues q(u,u’) =0, y por lo tanto

Qv p) = = (< qlu),v >< qlut), pu >+ < qlut),v >< q(u), p >) (2.2.5)

1
2
para todo v, u € R3. Ahora, si { Ny, N2, N3} es una base ortonormal orientada positiva de R®, Q(N;, N;) =
0 al menos para (i,7) # (1,1), pues No, N3 € Ker Usg, luego, es esta base,

Q([NNi) 0 0
Ug = 0 00
0 00
lo que implica que 02(Ug) = A = 0.

Para mostrar el reciproco, notemos primero que si q(u) = 0 6 g(ut) = 0 entonces H es colineal a
q°(u) pues en este caso H+ q°(u) = 0, luego, H es colineal a N. Supongamos entonces que q(u) # 0y
q(ut) #0. Como A =0y ' =0 (pues N = 0), entonces Ug(v) = 0siy sélo si Q(v) =0, pues en este
caso () es semidefinida no negativa o semidefinida no positiva, dependiendo del signo de o1 (Ug) = K.
Luego, para cada v € Ker Ug se tiene que

0= Q(V) =< Q(u)7y >< Q(UL)J/ >
Si < q(u), v >= 0 entonces, de (2.2.5),
*)

< gur),v ><gqu),u>=0 para toda p € R3,
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N=0, A#0, |H? — K #0.
A Mo

£
=ﬁ P L
H

1)

—

N

Figura 2.2: La proposicion 2.2.5 muestra que £ degenera en un segmento no alineado con el origen si
y s6lo si A #£ 0.

y por lo tanto < g(ut),v >= 0. Si suponemos que < q(u'),v >= 0 un proceso anilogo muestra que
< q(u),v >= 0. Entonces q(u),q(ul) € (Ker Ug)t, es decir, q(u) = Ag(u'), luego

2H = q(u) + q(ut) = (A + Dg(ut) = (A + 1) (H — ¢°(u))
de donde se sigue que H es colineal a q°(u) y por lo tanto a Nj. O

La condicién de que dim Ker Ugs = 2 es equivalente a la condicién de que |ﬁ|2 — K # 0 ya que en
este caso el valor propio no cero de ®, satisface a* = |H|> — K.

Observacién 2.2.6. En la proposicion anterior el invariante K = 01(Ug) determina la posicion de
& respecto del origen de R®. A saber, si K =0, entonces Q@ = 0 y por lo tanto,

< q(u),v >< q(ut,v) >=0 para todo v € R3;
luego q(u) =0 6 q(ut) = 0. Ahora, de la proposicion 2.2.3, tenemos que
€ =[H —aNy, H +aN)] = [q(u), q(u")]
y entonces £ = [0, H + aNy] 6 € = [H — aNy,0].

Si K < 0 entonces
Q(q(u)) = lg(u)]* < q(u"), q(u) >< 0

y por lo tanto q(u) estd en direccion opuesta a q(ut); luego 0 € [q(u), q(ut)] = £.

Si K > 0 entonces < q(u),q(ut) >> 0, es decir, q(u) estd en la direccion de q(u') y por lo tanto
0¢E&. Ver Figura 2.5.
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Figura 2.3: El invariante K determina la posicién de £ respecto del origen de R3.

35



Capitulo 3

La aplicacion de (Gauss de una
superficie en R”.

En lo que sigue consideraremos una inmersién isométrica x : M — R® de una superficie orientada,
en el espacio euclidiano de dimensién 5. De manera usual, identificamos M con su imagen x(M) y
consideramos la descomposicién ortogonal T,R® = T, M & N, M para cada p € M. Los haces tangente
y normal a M se denotaran por TM y N M y los espacios de secciones suaves, tangentes y normales, se
denotaran por 7(M) y 7(M)*, respectivamente. Usaremos los simbolos V y V+ para referirmos a las
conexiones riemanniana y normal definidas sobre M y que estdn inducidas por la conexién riemanniana

de R?, V.

La segunda forma fundamental asociada a la inmersién x es el (2,1) — tensor

IT:7(M)x7(M) — 7(M)*
(XY) = (Vx5
donde X y Y son extensiones locales de X y Y, respectivamente. Entonces para cada p € M, la res-
triccién de IT a T, M, es una aplicacién cuadratica con dominio T, M = R? y codominio NyM = R3,
cuyos invariantes y elipse de curvatura asociados fueron estudiados en los capitulos anteriores. En este

caso, el invariante K coincide con la curvatura Gaussiana de la superficie y el vector H es el vector de
curvatura media. Denotaremos por 11° la parte sin traza de I1.

Recordemos que para X,Y,Z € 7(M) y n € 7(M)™*, la ecuacién de Codazzi estd dada por

(vXII) (Y, Z,n) = (vylf) (X,Z,n), (3.0.1)
donde

(VxII) (Y, Z,n) = XII(Y,Z,n) — II(VxY, Z,n) = I1(Y,VxZ,n) = II(Y, Z,Vxn)

vyI1I(Y,Z ) :=<1I(Y,Z),n >. También recordemos que dado un (2, 1)-tensor, podemos definir sobre
M un (3,1)-tensor de la siguiente manera: sea T : 7(M) x 7(M) — 7(M)* un (2,1)-tensor. Para
X,Y,Z € 7(M) definimos

(VT)(X,Y,Z) :=VET(X,Y) = T(VzX,Y) - T(X,VzY). (3.0.2)

Cuando T = IT se sigue de la ecuacién de Codazzi que el (3,1)-tensor, 6]1, es simétrico.
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Denotamos por AFR”™ al espacio vectorial de k-vectores de R™, el cual tiene dimensién (Z) Defini-
mos un producto punto en A*R™ como sigue: si w1 Aug A ... Aug,v1 ANva A ... ANvg € A*R™ hacemos

<ug Aug Ao Aug, U1 Ava AL Aoy >i=det (< ug,vy >), 1<10,5 <k (3.0.3)

donde el simbolo <, > que se encuentra en el lado derecho de la igualdad denota al producto punto
usual de R™.



38 CAPITULO 3. LA APLICACION DE GAUSS DE UNA SUPERFICIE EN R®.

3.1. La definicién de la aplicaciéon de Gauss y una interpreta-
cion geométrica de su diferencial.

Denotamos por G3 a la variedad de Grasssmann de 2-planos orientados por el origen de R®.
Proposicion 3.1.1. La transformacion

PGy — AR
P — uAu‘,

donde {u,u*} es una base ortonormal de P C R® orientada de manera positiva, es inyectiva y su
imagen Q := {n € A\’R5 : |n| = 1,7 An =0} es una subvariedad de A*R® de dimension 6.

Definicién 3.1.2. Sea x : M — R® una inmersién. La aplicacion de Gauss asociada a la inmersion
x es la aplicacion

G:M — Q
D = u/\uJ‘7

donde {u,ut} es una base ortonormal de T,M, orientada de manera positiva.

Consideremos por un momento Py € G5 y {u,u"} una base ortonormal positiva de Py. Sea v € R,
v # 0, un vector ortogonal a P y denotemos por E® al espacio generado por {u, u’, v} con la orientacién
definida por esta base.
Si e > 0, para cada t € (—¢,¢€), el bivector

uA <uL cos(t||v])) + H%H sen(t||v||)) € AR

puede ser identificado con el plano P, C E® que forma un dngulo 6(t) = t|lv|| con el plano Py y que
tiene en comun con éste la recta R.u.

El plano P, puede ser entendido como el plano que resulta de rotar Py en el espacio E? respecto del
eje R.u en el tiempo ¢, con velocidad angular ||v]|.

. I 0 e
Ahora, podemos considerar el limite hn% como una rotaciéon infinitesimal de Py en el espa-
t—

cio E? respecto de R.u, en el instante ¢ = 0.



3.1. LA APLICACION DE GAUSS. 39

De hecho,
P _ P, w A (ui cos(t]|v]]) + HZ—Hsen(tHvH)) —uAut
lim —— = Ilim
t—0 t t—0 t
—wATm ULCOS(t\IUII)*l+Lsen(t||vH)
=0 t ol t
A oo
= u — |V
[[v]]
= uANw.

De esta manera, u Av € A2R® puede ser interpretado como una rotacién infinitesimal del plano
Py en el 3-espacio E? alrededor de u, con velocidad angular ||v|.

Ahora sea {u, u'}, una base ortonormal de T, M orientada de manera positiva y sea a : (—e¢, €) — M
una geodésica tal que a(0) = py o’(0) = u. Denotemos por {u(t),u"(t)} al marco ortonormal tangente
a M, orientado de manera positiva respecto a la superficie M, tal que o'(t) = u(t). En este caso
Vot = Vyut =0y por lo tanto

dGp(u) = —(Goa)(l)

‘t:o
= ) Aut )
= uAII(u,ut) —ut ATI(u,u)

= Ty +my+ty, (3.1.1)

donde 7, := u A IT(u,ub), my == —ut A H y t, := —ut A TT(u, u).

Notemos que r,,, m, y t, representan rotaciones infinitesimales de 7, M en un cierto 3 — espacio:
T, Trepresenta una rotacién infinitesimal en el 3 — espacio T,M & R.I1 (u,ur), en la direcciéon R.u
y de velocidad angular |I1(u,u")|; m, una rotacién en el 3 — espacio T,M @ R.H, en la direccién
R.ut y de velocidad angular \ﬁ |, conocida como la rotacién infinitesimal media, y ¢, una rotacién en
T,M @ R.II(u,ut) en la direccién R.u y de velocidad angular [17°(u,u)|.

Los valores maximo y minimo de las velocidades angulares |I1(u,u")| de r, y |I1°(u,u)| de t, son
precisamente los invariantes a y b, puesto que estos representan las longitudes de los semiejes de la
elipse de curvatura. Dichos valores son alcanzados en las direcciones ortogonales ey, es € T, M definidas
como las preimagenes bajo la segunda forma fundamental de los vértices de la elipse de curvatura, ver
(2.1.7). De hecho, como Nj y N son paralelos a los ejes principales tenemos

Te, = €1 /\11(61,62) = be; A Na, Tey = —€2 /\11(61,62) = —bey A No,

te, = —ea ANlI(e1,e1) = —aea ANy y te, =e1 AIl(ea,e2) = aeq A Ny.

Las direcciones que estos generan son generalizaciones naturales de las direcciones de curvatu-
ra axial para superficies inmersas en R*, [7]. Atin més, podemos interpretar estas direcciones como
las aquellas donde las velocidades angulares consideradas anteriormente alcanzan sus valores extremos.

Consideremos ahora la rotacién infinitesimal

dGp(u) — my =1y + ty.
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Notemos que 7, + t, es una rotacién en el hiperplano T,M & RIT°(u,u) & RII(u,ut), el cual es
ortogonal a la direccién N3, por lo que no depende de la direccién u € T, M. Por otro lado,

My = —u™ A H=—utr aNy —ut A BNy —ut A ~vN3 (3.1.2)

y dado que Ny, Ny € RIT®(u,u) ®RII(u,u"), el invariante  puede ser interpretado como la velocidad

angular de la proyeccién de la rotacién infinitesimal en el 3-espacio T),M & R.Ng.
Ahora,

My — ut AyNg = —ut A (ﬁ — 7N3) =—ut A (aN7 + BN3), (3.1.3)

es decir, m,, — u™ A yN3 representa la proyeccién de la rotacién infinitesimal media en el hiperplano
N3 y la velocidad angular de esta rotacién estd determinada por los niimeros a y 3, a saber,

|H — yNs| = /o2 + 32.
Por otro lado si H # vN3, a y [ tambien determinan la posicién de los espacios T,M @© R.N; y
T,M @ R.Ny con respecto del hiperplano T,M @ R (ﬁ — *yN;;) en Nji: hacemos n; = M y

consideramos el vector ny que cumple que {ny,na, N3} es una base ortonormal positiva de N3- C N,M,
en este caso

Ny

« I} I} «
= niy — n 5 N - n + n
V2t B Jartp Dt et i
3.2. Una nueva herramienta: La aplicacién cuadratica J.

Para u € T, M definimos la aplicacién cuadratica
1
o(u) :== —ide(u) A dGp(u). (3.2.1)

De (3.1.1) tenemos que si {u,u"} es una base ortonormal de T, M orientada de manera positiva
entonces

S(u) = u Aut ATI(u,u) AT (u,ut) (3.2.2)

Consideremos el operador de Hodge

*: A'R? 5 AR
U

donde w A %1 =< w,n > -1 para todo w € A*R% y donde 1 es el neutro multiplicativo de A’R5 ~ R .
El operador % es un isomorfismo y debido a que <, > es definida positiva, *x = Id, donde el primer
simbolo « es identificado con el operador

*: A'R® — AR
n o= xn.

Entonces
<u,x0(u) > -1=uAx*xd(u) =uAd(u)=0

<ut,x0(u) > 1 =ut Ax*d(u) =ut Ad(u) =0
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por lo que x6(u) € NyM. Ademés *6(u) = I1(u,u)x II(u,u") donde x representa el producto vectorial
en N, M. En lo que sigue identificamos §(u) con su imagen bajo el operador *

§(u) = IT(u,u) x IT(u,u™). (3.2.3)
Observacién 3.2.1. Para u € S*(T,M), consideremos la transformacién lineal

II(u,.): T,M — N,M
w = I (u,w).

La imagen de S*(T,M) bajo II(u,.) es una elipse que denotamos por &,, cuyo centro estd en p y que
se encuentra en el plano ortogonal a §(u). De hecho, tenemos que el drea encerrada por &, estd dada
por

L \det I1(u,.)|dA = |det I1(u,.)| = 7|1 (u,u) x IT(u,u’)| = 7|6(u)]|.
Dl

Ahora, para u € S1(T,M), tenemos

o(u)

(ﬁ + IIO(u)) w I1(u,ut)
= H x II(u,ub) + I1I°(u) x II(u,ub),

por otro lado, si u = xe; + yea donde {e1, ez} es una base de T, M de tal manera que I1°(e1) = alNy,
II%e3) = —aN;y y II(e1,e3) = bNy con {Ny, No} como en (2.1.7), entonces

I1%(w) x IT(u,ut) = (a(z® — y*)N1 + 22ybN>) x (—2azyN; + b(z® — y*)N3)
= ab((2* —y®)* +42%y*) N1 x N,
= abNg,
es decir,
. 1.5
S(u) = H x IT(u,ut) + 3N (3.2.4)
si la orientacién de € respecto de N es positiva (N5 = N) y
. 1.5
S(u) = H x IT(u,u™) — ol (3.2.5)
si la orientacién de € respecto de N es negativa (N3 = —N) (ver observacién 2.1.4).

De esta manera vemos que la imagen de S*(7}, M) bajo § es una elipse en N, M que denotamos por
£(9), cuyo centro estd en el punto final d(i %]\7 o —%N} segtn la orientacién de & respecto de N y el
plano que la contiene es perpendicular a H.

3.2.1. Los invariantes numéricos de ¢ y su elipse asociada.

En esta seccién aplicamos a § el anélisis hecho en los capitulos y secciones anteriores: calculamos
sus invariantes numéricos y en base a estos determinamos la forma y posicién de su elipse asociada
£(6). Mostramos la relacién que guarda la posicién de £(d) y la correspondiente a la elipse de curvatura

E.

Los invariantes numéricos asociados a la forma cuadrética ¢ estdn dados en términos de los inva-
riantes numéricos asociados a la segunda forma fundamental.
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Proposicion 3.2.2. Denotemos por Lg la forma lineal, por Qs la forma cuadrdtica y por As la forma
bilineal antisimétrica asociadas a § que resultan invariantes bajo la accion de SO(2) en T, M.

1.- El invariante asociado a Ls estd dado por %|]\7|,

2.- Los invariantes asociados a Ug,, donde Ug, es el operador simétrico que satisface Qs(u) =<
Ug, (u),u >, estdn dados por

o1(Ug,) = A, 02(Ug,) =I’K, y o3(Ug,) =T"

3.- El invariante asociado a As estd dado por F\ﬁ|,
donde |H|, K, A, T y |N| son los invariantes numéricos asociados a I1,.
Demostracion. Sea v € N,M y denotemos por S¢ al operador simétrico que satisface
6(u) =< SS(u),u > .
Por un lado,

S8 = (< SO (u), ut >)i’j:1’2

para cualquier base ortonormal {u,u"} de T,M orientada de manera positiva, de donde obtenemos

1 1
Ls(v) = Etr 5% = 3 (< SS(u),u >+ < S5(ut),ut >)
1 1
= <3 (6(u) +6(uh)) v >=< :|:§N,V >

donde el signo depende de la orientacién de & respecto de N.
Ahora, sea {N1, N2, N3} una base como en la observacién 1.2.5. En esta base I1(u) = H + alNy,

IT(ut) = H —aNy y II(u,ub)=bN,. Notemos que

Qs(v) =< 6(u),v >< 6(ut),v > — < d(u,ut),v >2

y que si v = v1 N7 + 5Ny + v3 N3 entonces

<d(u),v> = —uby+vsba + vsab,
<d(ut),v> = wviby— vsba + vzab,
<S(u,ut),v> = —way+vzaf, (3.2.6)
y por lo tanto
—b%v2 0 b2ya
Ugs; = 0 —a?~? a?pBy

b2’}/Oé GQB,Y b2a2 _ b2a2 _ a2ﬁ2
en la base { N1, No, N3}. Luego, de (1.3.8) y (1.2.8)

o1(Ug,) = b*a®>—b%a® —a’B* — (> +b*)y? = A
ooUgy) = @Pr2(0® + B 472 — (a+ 1))

= T*(|H]’ - (|H] - K)) =T°K
(72042132)2 _ 1‘\4'

o3(Uq,)
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Ahora, el invariante asociado a A estd dado por

| As|| = v/As(N2, N3)2 + A5(N3, N1)2 + As(N1, No)?

donde

As(Ni, Nyj) = S, 0 Sk, =S¥, © 5%,

Por otro lado

55 _ < 6(61),Ni > < (5(61,62)7Ni >
N: < (5(61,62),Ni > < (5(61),Ni >

y por lo tanto, de (3.2.6)-(3.2.6)

_( =by O _ 0 —ay [ ba+ab af
SN1< 0 b')/)’ SN2<—G,’}/ 0 >7 Yy SN3< a,B _ba+ab>

Luego

As(N2,N3) = abay
As(N3,N1) = abBy
As(N1,N2) = aby?,

de donde se sigue que

145]| = abyy/a? + 5% + 42 = |T||H|.

O

Observacién 3.2.3. Notemos que si £, estd contenida en un plano que pasa por p, es decir, I' =0,
entonces £(6) degenera en un segmento de recta perpendicular al plano que contiene a &, (o en un
punto) puesto que en este caso el invariante asociado a As se anula y 02(Ug,) = 03(Ug,) = 0 (Ver
proposicion 2.2.5). En este caso, de la observacion 2.2.6, tenemos que el invariante A determina la
posicion de E(5) respecto de p (ver Figura 3.1),

i) st A >0 entonces £(J) no contiene a p,
ii) si A <0 entonces E(0) contiene a p sin ser un extremo,
iii) si A =0 entonces p es un extremo de E(9).

Notemos que la condicion §(u) = 0 es equivalente a la condicion de colinealidad de IT(u) y IT(u,ub).
Entonces la posicion de E(0) respecto de p determina la posicion de € respecto de p, a saber, si A >0
entonces

S(u) = IT(u) x II(u,ut) #0

para todo uw € T,M lo que garantiza que p se encuentra dentro de £. Si A < 0 entonces deben existir
dos direcciones para las cuales I1(u) y II(u,u") son colineales, es decir, p estd fuera de €. Finalmente,
si A =0 entonces debe existir una sola direccidn para la cual 6(u) = 0, lo que implica que p pertenece

af.

Proposicion 3.2.4. Los invariantes asociados a la forma cuadrdtica ®s5 son

N2 —4A
01(U¢a) = %

O'Q(U¢5) = F2ﬁ2
O'3(U¢5) = 0.
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Figura 3.1: Cuando ' =0y N # 0, el inariante A determina la posicién de &€ respecto de p en Af fe.

De la proposicién anterior tenemos que el cuadrado de las longitudes de los semiejes de £(¢) estédn
dados por

_ _ 2 s
a2(6),b2(8) = é <|N2 —4A £ \/(|N|2 - 4A> - 64F2H|2> .

3.2.2. La reduccién sustancial de codimension en términos de §.

Definicién 3.2.5. Dada una inmersion x : M — R® definimos el primer espacio normal de x en
p € M como el subespacio N1(p) C N,M generado por la sequnda forma fundamental I1 en p, es decir

Ni(p) = gen{II(z,y) : @,y € T,M}. (3.2.7)
Decimos que la inmersion x es 1-reqular si la dimension de N1(p) es constante sobre M.

Definicién 3.2.6. Una inmersion x : M — R® admite una reduccion de codimension a r si existe
un subespacio vectorial afin de R de dimension 2 +r, E**", 0 < r < 3, tal que x(M) C E*'". La
inmersion X es sustancial si la codimension de x no puede ser reducida. La codimension mds pequena
a la que x puede ser reducida se llama codimension sustancial de X.

En [9] se muestra que si x : M — R?* es un inmersién isométrica de una superficie conexa en el
espacio euclidiano de dimensién 4, para la cual 6 = 0 y dG, es no singular para cada p € M, entonces
x tiene codimensién sustancial 1. La siguiente proposicion establece que este hecho también es cierto
para el caso de una inmersién isométrica z : M — R5; en la prueba usaremos el siguiente resultado,
debido a Erbacher, [6]:

Teorema 3.2.7. Sea x : M — R® una inmersion 1-reqular. Si Ny es un subhaz V+-paralelo de rango
0 < r < 3 entonces x tiene codimension sustancial r.

Teorema 3.2.8. Consideremos una inmersion x : M — R5. Si dG, es no singular para todo p € M
y 0 =0 sobre M, entonces X tiene codimension sustancial 1.

Demostracion. Supongamos que § = 0. De la proposicién 3.2.2 tenemos que para cada p € M, I' =0,

—

N =0y A =0, luego, por la proposicién 2.2.5 y la observacién 2.2.4 podemos garantizar la existencia
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de bases ortonormales {ei(p),e2(p)} ¥y {N1(p), Na(p), N3(p)} de T,M y N, M, respectivamente, tales
que
II(w) = (o + a)wi + (@ — a)w3)Ni(p) (3.2.8)

donde w = wiey(p) + waez(p). Consideremos un marco mévil {ey, ea, N1, Na, N3} definido en una
vecindad de V' C M para el cual la ecuaciéon anterior es valida para cada ¢ € V. Por el teorema
anterior, basta mostrar que X es una inmersién 1-regular y que N; es V-t-paralelo para obtener el
resultado. Veamos primero que el hecho de que dG, sea no singular para cada ¢ € M garantiza que x
sea una inmersién 1-regular. Por un lado {dG,(e1), dG4(e2)} es un conjunto linealmente independiente,
por otro lado, de (3.1.1)

dGy(e1) = —ea N1I(e1,e1) = —(a+a)ea ANy y dGyle2) =e1 AN1I(ea,e2) = (v —a)er A Ny,

puesto que II(eq,e2) = 0; entonces dG, es no singular si y sélo si (o +a) # 0y (o —a) # 0, lo que
muestra que x es l-regular, de hecho dim Ni(q) = 1.

Ahora mostremos que N; es V*-paralelo. Para esto notemos que si X € T(M),
V% Ni =< VxNi, Ny > No+ < V% N;, N3 > Ns. (3.2.9)
Por otro lado, sii = 2,3, < [I(X,Y), N; >= 0 para todo X,Y € 7(M) y como II(e1,e3) = 0 tenemos
(Ve II) (e2,e1,N;) = — < II(e1,€2), Vi N; >=0,
luego, de la ecuacién de Codazzi (3.0.1)

0= (vellf) (62,61,Ni) = (63211) (61761,Ni)
= —<[I(€1,€1),V6L2Ni>
—(a+a) < Nl,Vj‘zNi >,

lo que implica que < Ny, VjQ N; >=0 pues (« + a) # 0. De manera andloga

0= (ﬁezll) (61,62,Ni) = (WCIH) (eg,eg,Ni)
— < 1I(ez,e2), Vo N; >
= —(a—a) <N, VLN, >,

de donde se tiene que < Ny, Vell N; >= 0 puesto que a — a # 0. Finalmente < Ny, V)L(Ni >= (0 para
i = 2,3y para todo X € 7(M), lo que muestra que N; es V+-paralelo, que es lo que querfamos. [



Capitulo 4

Los contactos de orden mayor de
una superficie en términos de 9

En [12] se introduce el concepto de direccién asintética sobre una superficie M inmersa en R, en
términos de su contacto con hiperplanos del espacio ambiente, y en [18] se presenta un andlisis local
de las foliaciones definidas por tales direcciones. La herramienta principal para esta descripcién es una
forma quintica introducida en [8] cuyos coeficientes dependen de la segunda forma fundamental. En
la primera seccion de este capitulo estudiamos la relacién que guarda la forma cuadrética d con el
contacto mencionado anteriormente y damos una ecuacién intrinseca equivalente a la forma quintica
de direcciones asintéticas.

En la segunda seccion identificamos direcciones especiales sobre la superficie, en las cuales es posi-
ble obtener una reduccién isométrica de la codimensién (ver [19]) y damos un ejemplo que muestra la
existencia de dichas direcciones.

4.1. El cono de direcciones degeneradas y la ecuacion de di-
recciones asintdticas.
Comenzamos recordando los conceptos de funcién altura y direccién degenerada, y establecemos
una relacién de estas direcciones con la elipse asociada a la aplicacién cuadrética o0 (u).

Definicién 4.1.1. Sea x : M — R5 una inmersidn. Para cada v € S* C R® definimos la funcién
altura en p € M respecto de la direccion v como

h,:M — R
q — <q,v >,

donde M es identificada con su imagen x(M) y <,> denota el producto punto usual de R>.

Para toda v € N, M, el punto p € M es un punto singular de h,. En efecto, si a : (—¢,€) — M es
tal que a(0) =py &/(0) = w € T, M, entonces

dhy, (w) = (hy 0 @)'(0) =< &(0),v >= 0.

Definicién 4.1.2. Sea w € T,M, o : (—¢,e) = M tal que a(0) = p y &/(0) = w, y v € NyM.
Definimos la Hessiana de la funcion altura h, en p como
d*(h, o )

Hessph, (w) = TER.
t=0

46
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Notemos que
d*(h, o @)
dt? =
y por lo tanto el operador simétrico asociado a la Hessiana de la funcién altura h, en p coincide con
el operador simétrico asociado a la segunda forma fundamental en p, S,,.

=< a"(0),v >=< II)(w,w),v >

Definicién 4.1.3. Decimos que p es un punto singular no degenerado de la funcion altura h, o de
igual forma, que h, tiene una singularidad de tipo Morse en p, si det(S,) # 0 o de manera equivalente,
si Qrr(v) # 0. En caso contrario decimos que p es un punto singular degenerado de h, y que v es una
direccion degenerada de M en p.

En [12] se muestra que cuando &, es no degenerada, y el plano que la contiene no pasa por el origen
de N, M, es decir, en términos de nuestros invariantes I'(p) # 0, todas las direcciones degeneradas en
p forman un cono llamado el cono de direcciones degeneradas asociado a M en p. Notemos que este
cono es precisamente el conjunto

C:= {I/ € NpM : Q][(l/) = 0}
Si v € NpM es una direcciéon degenerada entonces existe v € Ker S,, u # 0. Esta direccién es
llamada una direccion de contacto asociada a v.
La aplicacién cuadratica § guarda una estrecha relacién con el cono de direcciones degeneradas.

Proposicién 4.1.4. Sea p € M tal que T'(p) # 0. El cono de direcciones degeneradas asociado a M
en p coincide con el cono generado por la elipse £(J). De hecho, u € Ker S5y y Sseu) (ut) = £2Tut,

donde el signo en la dltima expresion depende de la orientacion de € respecto de N.

Demostracion. Sea u € S*(T,M) y {u,ut} una base ortonormal orientada de manera positiva de
T,M. En esta base y puesto que §(u) = I1(u,u) x II(u,ur)

Sg(u) (u) = < Sg(u), u > ut < S(;(u),uJ‘ >yt
= < II(u),8(u) >ut < I(u,ut),d(u) > ut =0.

Entonces u € Ker Ss,) y por lo tanto Qrr(d(u)) = 0. Ahora, usando el hecho de que 6(u) = H x
IT(u,ut) + N (ver (3.2.4) y (3.2.5)) tenemos
Sé(u)(uL) = < S&(u) (ul)auL > UJ_
= < II(ub),6(u) >ut

- 1 -
= < H-1IIu), SN+ 69 (u) > ut

1 - .
= 5<H,N>ul—<IIO(u),(50(u)>ul

= 4Tut+ < I1%u) x I (u,u™), H > u*
= 4Tult+< i%ﬁ,ﬁ >ut
= +2T'u",
lo que concluye la prueba. O

Definicién 4.1.5. Sean C C R™ una curva diferenciable y H una hipersuperficie de R™ tales que
p € CNH. Sean a : (—¢,¢) — C C R™ una parametrizacion regular de C en p y g : R — R una
submersion tal que g~ (0) = H.

Decimos que C tiene orden de contacto k € N con H en p si goa™(0) =0 y go a*(0) # 0 para
m=1,2...k—1.
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Observacion 4.1.6. La funcion goa: de la proposicion anterior se conoce como aplicacion de contacto
para C y H. El orden de contacto no depende de la eleccion de o y g (ver [13]).

Definicién 4.1.7. Sea M una superficie inmersa en R™ y H una hipersuperficie de R™ tales que
p € M NH. Decimos que M tiene orden de contacto k € N en p y en la direccion u € T, M con H, si
existe una curva C C M conp € C yu € T,C tal que C tiene orden de contacto k con H en p.

Consideremos p € M y v € N,M. La funcién hy : R5 = R dada por Tzu(q) =< ¢,V > es una
submersién puesto que dh, (v) =< v,v ># 0; ademas h;1(0) coincide con el 4-plano v*. Entonces, si
a:(—€,¢) = M es una curva tal que «(0) =p y o/(0) = u, el contacto de M en p y en la direccién u

con H estard medido por el valor de las derivadas de la composicién h, o a en t = 0. Estas derivadas
hasta orden 3 estdan dadas por

(hyoa)'(0) = <u,v>=0 (4.1.1)
(hy0a)"(0) = <II(u,u),v> (4.1.2)
(hyoa)”(0) = < II(u,Vad|i—o)+ VEII(e/ a)|s—0,v > . (4.1.3)

Siv= %, la expresién (4.1.2) y el hecho de que 6(u) = II(u,u) x II(u,u") muestran que la

superficie M tiene orden de contacto > 2 en p y en la direcciéon u con el 4-plano §(u)*. De hecho,
si v € NpM es una direccién degenerada, la proposicién 4.1.4 garantiza que existe u € T, M tal que

v = A6(u). Luego, en esta direccién, la superficie tiene contacto de orden mayor o igual a 2 con v=.

Dentro de todas las direcciones degeneradas, las direcciones binormales, v € N,M, son aquellas
donde el hiperplano v+ que pasa a través de p tiene un contacto de orden mayor o igual a 3 con la
superficie en p. La correspondiente direccién de contacto asociada a una direccién binormal es llamada
direccion asintotica de M en p.

Proposicién 4.1.8. Sean M una superficie inmersa en R, p € M yu € T,M tal que 6(u) # 0.
Entonces M tiene orden de contacto > 3, en p y en la direccion u, con el 4-plano &(u)* si y sélo si
< VII(u,u,u), \SE% >=0.

Demostracion. Consideremos una curva « adaptada en u € T, M. Por un lado, de (4.1.3) y del hecho
de que §(u) es ortogonal en N, M al plano generado por {I1(u,u), II(u,u’)}, tenemos que

o(u)

(EV o Oz)m(O) = < II(U, Va/o/|t:0) + Vi/II(O/, Oél)|t:0, W >
6(u)
= LI, oo, ———
< Vo II(d,d)|i=0, 5(w)] >
Por otro lado
S 6(“) 1 o / 5(“)
II = 1T —o— 211 @O |¢=0),
< (VII)(u,u,u), 50| > <V II(d,a")|i=o (u, Voo |t=0) 5] >
6(u)
— J_/II / / _ N\
<V II(d,a)|i=o, 50| >

= (hoa)"(0),

de donde obtenemos el resultado.
O

Corolario 4.1.9. La ecuacidn de direcciones asintdticas introducida en [12] puede ser escrita de
manera intrinseca como N
< VII(u,u,u),d(u) >=0. (4.1.4)
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4.2. La reduccion isométrica de codimension.

=4 . .7 . 7 . .
Sean x : M? — R® una inmersién isométrica y v un campo normal definido sobre M. Denotemos

por B, al haz fibrado de rango 2 sobre M, cuya fibra en cada punto p es el plano V]j- C N, M,

ortogonal a v. Decimos que M admite una reduccion isométrica de la codimension en R*, que preserva
la proyeccion de la seqgunda forma fundamental sobre B, si existe una inmersion isométrica

0: M >R
que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados
%:B, - NM cCR*
tal que para todo X, Y € TM y u, p’ secciones de B,,, las siguinetes ecuaciones se cumplen
<@(p),p(u) >=< pp' >, PUI(X.Y)) =I(X,Y), 7(Vin)=Vxp(n),

donde 11" y V?; son las proyecciones ortogonales de la segunda forma fundamental y la conexién
normal de M C R® sobre B, respectivamente, y I y V- son la segunda forma fundamental y la
conexién normal de (M) C R*, respectivamente. A una inmersién con estas propiedades le llamamos
una reduccion isométrica de la codimension de M en la direccion v. En [19], se establecen condiciones
necesarias y suficientes para la existencia de tales inmersiones para un caso més general.

Definicién 4.2.1. Sea v € 7(M)*. Decimos que
i) v es un campo de Codazz, si dim(Ker S,) =1y Vxv =0 para toda X € Ker S,,.

ii) v es un campo de Ricci si S, =0 y se cumple la siguiente condicidn: si {v1,va,v3} es un marco
normal a M tal que v = v3 entonces

< V)L(Vl,ug > < V%,Vl,I/g >

= 4.2.1
< Vxva,v3 > < Vive,vs > 0 ( )

para todo X, Y € TM.
El siguiente resultado es una consecuencia inmediata del teorema 4.11 de [19]:
Teorema 4.2.2. Sea M una superficie inmersa en R® simplemente conera y v € T(M)*.

i) Si la dimension de Ker S, = 1 para todo p € M, entonces existe una inmersion isométrica
©: M — R
que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados
B:vt s TM*t

que preserva la proyeccion de la sequnda forma fundamental sobre v+ si y sélo si v es un campo
de Codazzi.

it) Si la dimension de Ker S, = 2 para todo p € M, entonces existe una inmersién isométrica
o: M >R
que se extiende a un isomorfismo de haces fibrados
B:vt s TM*t

que preserva la proyeccion de la sequnda forma fundamental sobre vt si y sélo si v es un campo
de Ricci.
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Dada una superficie inmersa en R®> y un punto p € M tal que I'(p) # 0, podemos construir un
campo normal local v, de tal manera que dim(Ker S,) = 1 como sigue: sea u un campo tangente
unitario definido en una vecindad V' C M de p para la cual T'(¢) # 0 para todo ¢ € V. Entonces, el

campo v = %, estd bien definido pues |d4(u(g))| # 0 como consecuencia de que I'(g) # 0. Ademés
de la proposicion 4.1.4 se tiene que

Ss,(ue) (WD) =0y Ss,(u@p) (w(p)") = 2T (p)u(p)*

y por lo tanto dim(Ker S,(4)) = 1 para todo g € V.

Ahora, dado que Ker S, esta generado por u(p), basta mostrar que
Viv=0

para que v cumpla con la definicién de campo de Codazzi. La siguiente proposicién caracteriza esta
ultima condicién en términos de dos ecuaciones que debe cumplir el campo u, una de ellas es la ecuacién
de direcciones asintéticas (4.1.4).

Proposicién 4.2.3. Sea a : (—¢,€) — M wuna curva parametrizada por longitud de arco tal que
a(0) =p y &(0) = u, supongamos ademds que 6(u) # 0. Definamos sobre « el campo

Entonces v(t) es paralelo ent =0, si y sdlo si

< VII(u,u,u),0(u) >=< VII(u,u’,u),6(u) >= 0.

Demostracion. Para cada u € T, M, |u| = 1 tenemos que §(u) = I1(u,u) x I1(u,u’) y por lo tanto
(Vo) (u) = (V&) (u,u,u)
= VII(u,u,u) x IT(u,u’) + IT(u,u) x VII(u,u",u). (4.2.2)
Por otro lado _ _
i - - T2
Entonces, si V(j(t)u(t)h:o =0,
i <502

lo que implica que
< Vo(u), [T(u,u) >=0 y < Vo(u), [I(u,u’) >=0.

De estas tltimas ecuaciones y de (4.2.2) se tiene que

< VII(u,u,u) x IT(u,ut), I (u,u) > = 0

< II(u,u) x eff(u,ul,u),ff(u,ul‘) > = 0
de donde se sigue que

< VII(u,u,u),6(u) >=< VII(u,u, u),8(u) >=0.
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De manera reciproca, si
< VII(u,u,u),0(u) >=< VII(u,u",u),d(u) >=0

entonces Vi(u) = Ad(u) donde \ = %, con lo que se tendria Vi,(t)u(t)‘tzo =0.1 O

Sea u € T,M de tal manera que §(u) # 0. Notemos que §(u)t = T,M & O,, donde O, es un 2-
plano contenido en N, M. De hecho, como 6(u) = II(u) x II(u,ut), O, coincide con el plano generado
por {II(u),II(u,ut)} y puesto que II(u,u’) es tangente a la elipse de curvatura, £, en I1(u) (Ver
observacién 2.1.5), este plano es tangente al cono generado por €. El plano O, es llamado el plano

osculador de la superficie M en p, en la direccion u.

Observacion 4.2.4. Notemos que si N=0 yA=0,T =0 y asi todos los invariantes asociados a la
forma cuadrdtica § se anulan (ver proposicion 3.2.2) y por lo tanto § = 0. Entonces, si N=0 yA =0,
el hiperplano osculador no estd definido para ninguna direccion en T,M. Es decir, si £ degenera en
un segmento colineal a p € M, o en un punto, entonces no es posible definir un plano osculador en
ninguna direccion u € T, M.

Para el caso donde I' = 0 pero N # 0, el plano O, coincide con el plano Af fe, pues en este caso,
de la observacién 3.2.3, se tiene que §(u) es ortogonal a Af fs para todo u € T, M.

SiN=0 y A # 0, de las proposiciones 2.1.2 y 2.2.5, tenemos que £ degenera en un segmento que
no estd alineado con p. En este caso, al igual que en el anterior, se tiene que §(u) es ortogonal al plano
que contiene a € y que pasa por p, el cual también denotamos por Af fe, pues I1(u) y I1(u,u") estdn
contenidos en este plano. Luego, el plano, O, coincide con Af fe para toda u € T, M.

De la proposicién 4.2.3 y del hecho de que O,, es un plano en N, M ortogonal a §(u), tenemos el
siguiente

Teorema 4.2.5. Sean M una superficie inmersa en R5 tal que T'(p) # 0 para todop € M yu € 7(M)
unitario. Si

< VII(u,u,u),6(u) >=0 y < VII(u,u*,u),d(u)>=0,

entonces existe una inmersion isométrica ¢ : M — R* que se extiende a un isomorfismo de haces
fibrados
:0—-TM*

que preserva la proyeccion de la sequnda forma fundamental sobre O, .

El hecho de que I'(p) # 0 garantiza que la codimensién sustancial de la inmersién es igual a 3, es
decir, la superficie no puede ser inmersa en un espacio euclidiano de dimensién menor a 5, preservando
su segunda forma fundamental. Este resultado se sigue del hecho de que la elipse de curvatura de una
superficie inmersa en un espacio afin de dimensién 4, en cada punto p € M, debe estar contenida en
un plano que contiene a p, lo cual ocurre si y sélo si I'(p) = 0.

El siguiente es un ejemplo de una superficie inmersa en R®> donde se tiene una reduccién isométrica
de la codimensién en todas las direcciones pertenecientes al cono de direcciones degeneradas, puesto
que las expresiones de las ultimas tres entradas son cuadraticas; sin embargo no existe una reduccién
sustancial pues se muestra que I' # 0. Nos apoyamos en el programa wzMaxima 15.08.2 para realizar
los célculos.

Lobservacién: Dado que la condicién * es tensorial la hiptesis de que « sea geodésica se puede sustituir por la condicin
de que a sea regular adaptada. Es decir que esta propiedad sélo depende de la direccién v por la que nos referimos
entonces a que el vector §(u) es paralelo a lo largo de wiMl
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Ejemplo 4.2.6. Consideremos la superficie M inmersa en R® parametrizada por

x(u,v) = (u,v,u? —v?, duv, u* + v?).

Un cdlculo directo muestra que para (u,v) # (0,0)

e1(u,v) = (1,0,2u,4v,2u) (4.2.3)
ea(u,v) = (—16uv,16v” + 8u® + 1,20 16v° + 24u” + 1, 4u(8u* + 1), 20(160> — 8u® + 1)}.2.4)
N, (u,v) = (O, 0,v% — u?, —uv,v* + u2) (4.2.5)
No(u,v) = —& X & X Ny x N (4.2.6)
Ni(u,v) = (20(20® — u?), 2u(v? — 2u?), —uv, u® — v?,0) (4.2.7)

forman un marco ortogonal adaptado en M, orientado de manera positiva.

Consideremos el marco ortonormal {e1(u,v), ea(u, v), N1(u,v), Na(u,v), N3(u,v)} donde e;(u,v) = AR

i=1,2, y Ny(u,v) = &EZ Z;‘ para i € {1,2,3} y definamos

e1(0,0) := (1,0,0,0,0) (4.2.8)
e2(0,0) := (0,1,0 0,0)) (4.2.9)
N:(0,0) := < \[ 0, f) (4.2.10)
N5(0,0) := (0,0,— \f ﬁ) (4.2.11)
N3(0,0) := (0,0,0,—1,0) (4.2.12)
En este marco
II(u,v)(x7y) = (IIl(u,v)(x7y)7II2(u_"u)(x’y)7II3(u’v)(x7y)) (4213)

donde
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G-I, (2,y) (41}2\/ 12807 + (64u + 24)0% + 128u® + 24u? + 1) o2
+  Suv (321}2 +8u? + 1) Ty

+  (4®(320° + 8u® + 1)%) y° (4.2.14)

Cy- Iy, (z,y) = (2u*(400* — 16u*v” +0* — 32u* — 2u?)) &°

8uv(128v° — 768uv? — 8v* — 64u?v? — v2 + 320u’ + 16u* — u?) -
V/1280v% + (64u2 + 24)v2 + 128ut + 24u2 + 1 Y

20%(81920% + 20480u2v8 + 153605 — 43008utv?* + 768u?v* + 9601)\ ,
— y?  (4.2.15)
(128v% + (64u? + 24)v2 + 128u? + 24u? + 1)

202(—13312ubv? — 4992u*v? — 48u2v? + 202 + 9728u® — 192u® — 120u? — u?)\ ,
(12807 + (64u2 + 24)02 + 128u? + 24u2 + 1) 4

Cs- Iy, (z,y) = (2uv\/128v4 + (64u2 + 24)02 + 128ut + 24u2 + 1) 2

+  8(16v* — 16u*v? + v* — Suu?)zy

2uv(1280v* — 512u%v? + 96v2 — 448ut — 48u? + 1)\ , (4.2.16)
V12801 + (64u? + 24)v2 + 128ut + 24u? + 1 o
con
Cr = (160" +8u” +1) V2l +u2v? +2ut /128 v + (64u2 + 24) v2 + 128 ul + 2402 + 1 (4.2.17)
Cy = (—(161}2 + 86 + 1)v/20% + uv? + 2ud+/128v% + (64u2 + 24)v2 + 12804 + 24u2 + 1) : (4.2.18)
: (\/161;6 T (1 - 1202)0% + (—12u% — u?)v? + 16u6 + u4)
Cs = (— (160> + 8> +1) /1280 + (64u® + 24) v2 + 128 ul + 240 + 1) : (4.2.19)

. (\/16116—1— (1—-12u?) v* + (—12u* — u?) v2 + 16ub +u4) ,

y los invariantes cldsicos asociados a la inmersion estin dados por



54 CAPITULO 4. LOS CONTACTOS DE ORDEN MAYOR

16(8v2 4 8u? + 1)
. - 4.2.2
() (12807 + 64uv2 + 2402 + 128ut + 24u2 + 1)2 e

A4(40960° + 65536u2v° + 38400° + 270336utv* + 38400uv* + 67201 + 65536u5?)

H(uv)? =
| (u, )] (128v% + 64uv? + 2402 + 128ut + 24u? + 1)3

4(38400uv? + 3456u2v? + 44v? + 4096u® + 3840uS + 672ut 4 44u? + 1)
(128v* + 64u?v? + 2402 + 128u* + 24u? +1)3

(4.2.21)

16(16v2 + 16u> + 1)
R o 4.2.22
(u,v) (12804 + 64u2v? + 2402 + 128ut + 24u2 + 1)3 ( |

|]\7( )2 64(25605 + 6144u%v* + 2240* + 6144uto? + 832u%v? + 28v% + 25618 + 224u* + 28 AQ 5ok
u, v = i TF-Ty-rv )
’ (128v* + 64u?v? + 2402 + 128u? + 24u? + 1)* ’

D(u,v) :=

N —

I 1 16
< H,N >=— 5 (4.2.24)
2 \ (128 v + 64 u? v2 + 2402 + 128 ut + 24 u? + 1)
Del hecho de que I' > 0 tenemos que la elipse de curvatura en cada punto de la superficie es no
degenerada y ademds ésta no estd contenida en un plano que contenga a p.

En la proposicion 4.2.3 caracterizamos un campo de Codazzi en términos de dos ecuaciones que
involucran a la derivada de la segunda forma fundamental y a la aplicacion §. En la siguiente proposicién
mostramos que un campo de Ricci queda determinadao por el vector de curvatura normal y la aplicacién
cuadratica 0.

Proposicién 4.2.7. Seanp € M yv € N, M, y supongamos que § # 0. Entonces S, =0 si y solo si
I'=0yv=A(u) para algin A € R y para algin uw € T,M.

Demostracion. Sid # 0 entonces existe u € T, M tal que §(u) # 0. Por otro lado, si S, = 0 entonces
< S,(u),u>=<II(u,u),v>=0 y <8, (u),ut >=<II(u,ut),v >=0,
luego v = M I(u,u) x II(u,ut) = A§(u); ademds de la proposicién 4.1.4
0=, (u") = ASs(u)(u™) = £2ATu",

lo que implica que " = 0.
La necesidad se sigue del hecho de que Sj,, (ut) = £2l'ut. O

Si § # 0 sobre una superficie M, el hecho de que v € 7(M)= sea un campo de Ricci sobre M implica
que la elipse de curvatura este contenida en el plano osculador O, para cada p € M, pues en este caso

I' = 0. Ademas, si N # 0, el hecho de que v sea unitario implica que v = :l:‘—%| pues en este caso el

vector de curvatura normal, es perpendicular al plano O,,, como se vié después de la observacién 4.2.4.
1 N VL N

Por otra parte, la condicién 4.2.1 es equivalente a que {V XN YW} sea linealmente dependiente

para todo X, Y € 7(M) con lo que se tiene la siguiente
Proposicién 4.2.8. Sea M una superficie conexa y x : M — R® inmersion para la cual § # 0.
Supongamos también que N # 0 sobre M; entonces v € T(M)* es un campo de Ricci si y sélo si

N 1 N 1 N
V= — v Tv T= (-
ERANE R
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