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Amateurs sit and wait for inspiration, the rest of us
just get up and go to work – Stephen King
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Resumen

En este trabajo se estudian dos sistemas f́ısicos cuya descripción y solución se encuentra
tanto en la variedad R2, como de la superficie de la esfera S2. Los sistemas que se estudian
son el sistema cuántico de Zernike y el sistema de Helmholtz bajo la deformación Loren-
tziana. Ambos sistemas se resuelven en la variedad donde las simetŕıas son más evidentes, y
después de encontrar las soluciones buscadas mediante las transformaciones unitarias dadas,
se encuentran también las soluciones correspondientes en la otra variedad involucrada. Las
transformaciones unitarias entre las dos variedades garantizan en ambos sistemas, encontrar
y describir las funciones y dinámicas correspondientes entre S2 y R2.

En el sistema cuántico de Zernike, la transformación unitaria entre la semiesfera superior
y el disco unitario, es la llamada proyección vertical. El sistema cuántico de Zernike se
caracteriza por una ecuación de tipo Schrödinger en la semiesfera, que corresponde a la
ecuación diferencial de Zernike en el disco. El objetivo principal en este tema fue encontrar
tres bases de funciones del hamiltoniano cuántico de Zernike, los operadores de simetŕıa para
los tres sistemas coordenados y el álgebra asociada.

La deformación Lorentziana en el espacio de Helmholtz, se inicia por dar una construc-
ción matemática de los frentes de onda en la óptica de Helmholtz, luego se da una breve
descripción de algunos aspectos importantes de la geometŕıa del grupo de Lorentz que ayu-
dan a introducir de forma natural a la deformación Lorentziana. Finalmente, se encuentra
la deformación en los campos de onda de Helmholtz debida a un impulso relativista en la
dirección de movimiento de la luz, usando dos enfoques: uno de transformadas integrales uni-
tarias y otro de operadores diferencias de cuarto orden. En este caso, la trasformada de onda
describe una transformación unitaria que relaciona las funciones del espacio de frecuencias y
las funciones que forman una imagen y su derivada normal en el espacio de posiciones sobre
una pantalla plana.
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1. Introducción

En este trabajo se describen dos sistemas f́ısicos en regiones de la esfera S2 y el plano
R2, los dos sistemas que se estudian son el sistema cuántico de Zernike y el sistema de
Helmholtz bajo la deformación Lorentziana. Ambos sistemas se resuelven en el espacio donde
las simetŕıas son más evidentes y después de encontrar las soluciones buscadas, mediante las
transformaciones unitarias dadas, se encuentran también las soluciones correspondientes en el
otro espacio involucrado. Las transformaciones unitarias entre las dos variedades garantizan,
en ambos sistemas, encontrar y describir las funciones y dinámicas correspondientes entre S2

y R2, de manera que el producto interno de las funciones se conserve. El operador óptico de
Zernike, conmunmente usado para describir pupilas circulares en óptica, se define en el disco
D ∈ R2 y bajo la proyección ortogonal, que juega el papel de transformación unitaria entre
espacios, se encuentra el operador de Zernike cuántico en la semiesfera superior. En el caso
de la deformación Lorenziana, la tranformada de onda relaciona, de manera única, funciones
de onda en la pantalla plana con funciones sobre la esfera de direcciones, lo cual ayuda a
establecer dos enfoques, en el plano y en la esfera, para obtener la deformación Lorentziana
en los campos de onda de Helmholtz.

Cabe señalar que el tema que realicé durante mi maestŕıa, ‘funciones de posición y
momento en el ojo de pez de Maxwell monocromático’ [1], también es parte del tema ge-
neral ‘transformaciones unitarias entre esferas y planos’. En el modelo monocromático del
ojo de pez se utilizó como tranformación unitaria a la proyección estereográfica entre la es-
fera unitaria y el plano R2. Usando esta transformación se encontraron bases de posición y
momento sobre la esfera y con su respectiva proyección al plano, se determinaron las bases
correspondientes para el sistema del ojo de pez de Maxwell monocromático.

Los dos temas que se estudian en esta tesis se analizan por separado. El caṕıtulo 2 corresponde
al sistema cuántico de Zernike y el caṕıtulo 3 a la deformación Lorentziana en el espacio de
Helmholtz. La estructura de cada tema se describen a continuación.

Sistema cuántico de Zernike

En este trabajo se estudia el sistema cuántico de Zernike, el cual se encuentra a par-
tir de una transformación unitaria entre la semiesfera superior y el disco unitario, llamada
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proyección vertical. El sistema cuántico de Zernike se caracteriza por una ecuación de tipo
Schrödinger en la semiesfera, que corresponde a la ecuación diferencial de Zernike en el disco.
El objetivo principal en este tema fue encontrar tres bases de funciones del hamiltoniano
cuántico de Zernike correspondientes a tres sistemas coordenados, los operadores de simetŕıa
para cada sistema y el álgebra asociada. La organización de este estudio se realizó a través
de las siguientes secciones:

2.1. Operador de Zernike. Se define el operador de Zernike en el disco y las funciones
en las que actúa.

2.2. Condiciones a la frontera. Se establecen las condiciones a la frontera que debe
satisfacer el operador de Zernike para ser autoadjunto, las cuales llevan a una simplificación
de la ecuación diferencial de Zernike.

2.3. Polinomios de Zernike en el disco. Se describe el proceso para obtener los
polinomios de Zernike y algunas de sus propiedades.

2.3. Simetŕıas ocultas en el operador de Zernike. Se discute un poco sobre algunas
simetŕıas del operador de Zernike que no aparecen en el disco pero que en la esfera se vuelven
evidentes.

2.4. Del plano a la esfera: ecuación de Zernike tipo Schrödinger. Se encuentra
el operador de tipo Schrödinger asociado al operador de Zernike en el disco. Esto se realiza
de la siguiente manera: al operador en el disco se le aplica una transformación de similaridad
que básicamente cambia la geometŕıa euclideana, donde curvas que minimizan la enerǵıa son
rectas, a la geometŕıa hiperbólica, donde las curvas de mı́nima enerǵıa son arcos de ćırculo;
el nuevo operador diferencial obtenido por la transformación de similaridad se proyecta ver-
ticalmente del disco unitario a la semiesfera superior, a través de un cambio de coordenadas,
obteniendo aśı el operador cuántico que caracteriza al sistema cuántico de Zernike.

2.5. Sistema cuántico superintegrable de Zernike. En este apartado se reportan
tres bases de soluciones para el operador cuántico de Zernike correspondientes a tres sistemas
coordenados ortogonales. El primer sistema tiene como soluciones los polinomios de Zernike
tradicionales dados en términos de coordenadas esféricas. En el segundo y tercer sistema
se encuentran nuevos operadores de simetŕıa y las soluciones encontradas se expresan en
términos de polinomios de Legendre y Gegenbauer que proveen una nueva forma de expresar
las funciones de Zernike.

2.6. Transformación entre bases de Zernike. En la sección 2.6 se encuentran los
coeficientes de la transformación entre las tres distintas bases analizadas en la sección ante-
rior. Este apartado está basado en el art́ıculo [2] y se incluye en esta tesis sólo por ser un
complemento importante.

2.7. Álgebra superintegrable de Zernike. En la última sección se describe el álgebra
superintegrable de Zernike a través de sus generadores en la semiesfera y el disco. A esta
álgebra se le llama ‘álgebra cúbica de Higgs’ [3].
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De el material de este caṕıtulo, las secciones 2.1 y 2.6 son revisión de material de [4] y
[2] respectivamente, la sección 2.3 es revisión de los trabajos [15, 22]. El resto del material
de este caṕıtulo es aportación nueva encontrada durante el trabajo de esta tesis que aparece
publicada en [18].

Deformación Lorentziana en el espacio de Helmholtz

El objetivo de este tema es encontrar la deformación en los campos de onda de Helmholtz
debida a un impulso relativista en la dirección de movimiento de la luz, dirección z, usando
dos enfoques: uno integral y otro de operadores diferenciales. Este tema se aborda como una
aplicación de teoŕıa de grupos de Lie al sistema óptico de Helmholtz.

Del material de este caṕıtulo, las secciones 3.1 y 3.2 fueron presentadas en [5] y la sección
3.6 en los trabajos [10, 2]. En esta tesis, los dos primeros temas se reformularon para dar un
tratamiento más sitemático e intuitivo desde el punto de vista de los grupos de Lie a estas
secciones, mientras que en la sección 3.6 se utilizaron las funciones de Bessel como funciones
de prueba para realizar una comparación con el método integral. El resto del contenido en
este caṕıtulo es propuesta original en esta tesis.

Este tema está divido de la siguiente manera:

Se inicia con una construcción matemática, basada en espacios cocientes de los grupos
de Lie ISO(3) y SO(3), de la óptica Euclideana para el modelo geométrico y luego se encuentra
el espacio de frentes de onda para el espacio de Helmholtz.

Ya que se tiene una idea clara de como se construye el espacio de frentes de onda, la tras-
formada de onda describe la transformación unitaria que relaciona el espacio de frecuencias
y la pantalla plana, que constituyen el espacio fase óptico.

Para introducir de forma natural la deformación Lorentziana en el espacio de Helmholtz,
se describen algunos aspectos importantes de la geometŕıa del grupo de Lorentz que son de
utilidad en la comprensión del tema.

Este caṕıtulo está estructurado por las secciones que se describen a continuación.

3.1. Óptica Euclideana. En esta sección se describe la construcción matemática de
la óptica Euclideana que consiste en encontrar el espacio de rayos y direcciones en el caso
geométrico y el espacio de frentes de onda para el modelo ondulatorio. También se dan
algunos ejemplos de espacios cocientes de grupos y una descripción geométrica del espacio
de rayos ópticos.

3.2. Óptica de Helmholtz. Se encuentra el espacio de frentes de onda para la óptica
de Helmholtz y se describe la transformada de onda que relacionará funciones sobre la esfera
de direcciones con funciones sobre la pantalla plana.
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3.3. Grupo de Lorentz en la esfera S2. Se describe los vectores luz del grupo SO(3,1),
su métrica y el cono proyectivizado que permite describir las simetŕıas del grupo de Lorentz
sobre una esfera, que es invariante por escalas temporales.

3.4. Geometŕıa de Lorentz en óptica de Helmholtz. Se describe el procedimiento
para aplicar las simetŕıas del grupo de Lorentz al espacio de Helmholtz. Para esto, se inicia
con una representación matricial de los generadores del ‘boost’ aplicadas al cono de luz, luego
se proyectiviza a la esfera, donde se aplica naturalmente a las funciones de onda de Helmholtz.

3.5. Deformación Lorentziana en la esfera. Se define la deformación Lorentziana
como una aplicación del grupo de Lorentz a las coordenadas esféricas en S2. Se encuentran
las relaciones que definen la deformación en ángulos y las funciones de prueba sobre esfera y
plano, relacionadas entre śı a través de la trasformada de onda. Finalmente, se encuentran
los campos de onda deformados usando el enfoque integral numérico dado, nuevamente, por
la trasformada de onda entre la esfera y la pantalla plana.

3.6. Deformación Lorentziana en el plano. Se encuentra el operador de la defor-
mación relativista a través de una realización del álgebra de Lorentz. Los generadores de
boost en el plano provienen de una deformación de álgebras reportada en los trabajos pre-
vios [1, 2]. Finalmente se encuentra el campo de onda deformado, junto con su derivada
normal en términos de series de potencias de operadores diferenciales. Se muestran figuras
de aproximaciones a varios órdenes en las series de potencias.



2. Sistema cuántico de Zernike

Las funciones de Zernike o mejor conocidas como los polinomios de Zernike son un con-
junto completo de polinomios ortogonales en el interior del ćırculo, introducidos por primera
vez por Frits Zernike en su trabajo sobre microscoṕıa de contraste de fase [4], por el cual ganó
el premio Nobel en 1953. Este trabajo impulsó a la investigación alrededor de los polinomios
de Zernike haciéndolos de gran importancia en óptica por tener aplicaciones en diversas áreas,
por ejemplo: aberraciones de pupilas circulares [5, 6, 7] (en part́ıcular, aberraciones en el ojo
humano [8, 9, 10]), teoŕıa de difracción [11], diseño de espejos poligonales [12], turbulencias
atmosféricas [13] y óptica cuántica [14].

Además de todas sus aplicaciones anteriores, los polinomios circulares de Zernike son
interesantes por sus propiedades matemáticas, por ejemplo: estos polinomios constituyen la
única base completa en el interior del disco que es invariante de forma ante rotaciones [15]; las
funciones base de Zernike se pueden extender a todo el plano C2 [16] y usando los polinomios
generalizados de Zernike sobre C2 se encuentran operadores del algebra su(2) [14, 16], que
también representan al sistema del oscilador armónico.

El operador diferencial, cuyas soluciones son los polinomios circulares de Zernike, de-
finido más adelante como el operador de Zernike, se puede expresar como un hamiltoniano
para un modelo clásico o uno cuántico. En el caso clásico, que se reporta en [17], en ciertas
regiones del espacio fase, las trayectorias son cerradas. En esta tesis se estudian tres bases
de funciones, las simetŕıas y el álgebra asociada para el sistema cuántico de Zernike [18]
iniciando por la definición del operador de Zernike.

2.1. Operador de Zernike

El operador de Zernike, descrito por primera vez por Zernike en 1934 [4], es el operador
diferencial de segundo orden dado por:

Ẑ(α,β) := ∇2 + α(r · ∇)2 + β (r · ∇), (2.1)

donde α y β son parámetros reales y Ẑ actúa en el espacio de Hilbert de funciones cuadrado
integrables f (r) ∈ L2(D), D := {|r| ≤ 1} el disco unitario. El producto interno de L2(D) se

5



2.2 Condiciones a la frontera 6

define como

(f, g)D :=

∫
D

d2r f (r)∗g(r) =

∫ 1

0

r dr

∫ π

−π
dφ f(r, φ)∗g(r, φ), (2.2)

donde ∗ ı́ndica conjugación compleja.

Como sólo nos interesan las funciones solución de Ẑ(α, β)Ψ(r) = −EΨ(r) que tengan
asociados eigenvalores reales, nos concentraremos en los valores de α y β para los que el
operador Ẑ sea autoajunto. Los valores de estos parámetros se encuentran a continuación.

2.2. Condiciones a la frontera

El operador Ẑ(α, β) será autoadjunto si cumple la propiedad

(f, Ẑ(α,β)g)D = (Ẑ(α,β)f, g)D. (2.3)

para todas las funciones sobre el disco que sean de cuadrado integrable. En los trabajos [4, 20]
se afirma que α = −1 y β = −2 son las condiciones necesarias para que Z sea autoadjunto,
pero la autora de esta tesis no encontró la demostración expĺıcita de esta afirmación en
ninguna referencia, por lo se incluye a continuación.

Usando coordenadas polares (r, φ) podemos separar al operador Ẑ(α, β) (2.1) en tres
términos

Ẑ(α,β) = Ẑ1 + Ẑ
(α,β)
2 + Ẑ

(α)
3 , (2.4)

donde

Ẑ1 :=
1

r2
∂2φ, Ẑ

(α,β)
2 :=

(
1

r
+ (α + β)r

)
∂r, Ẑ

(α)
3 := (1 + αr2)∂2r . (2.5)

Observemos que si Ẑ(α, β) es autoadjunto, la parte radial y angular del operador de Zernike
deben serlo. De esta manera, aplicamos la condición (2.3) a cada término en (2.5).

La solución de la integral (2.2) correspondiente al operador Ẑ1 en (2.4) se encuentra al
integrar por partes,

(f, Ẑ1g)D = (Ẑ1f, g)D +

(
f ∗∂φg − ∂φf ∗∂φg

)∣∣∣π
φ=−π

. (2.6)

El último término de (2.6) desaparece al considerar que la función f debe ser invariante de
forma bajo rotaciones alrededor del origen (0, 0), es decir, f es proporcional a una fase de φ
sobre el disco,(

f ∗(r, φ)− ∂φf ∗(r, φ)

)∣∣∣π
φ=−π

= 0 =⇒ f(r, φ) = fm(r)
eimφ√

2π
, (2.7)

con m ∈ Z = {0,±1,±2, . . .}. La ecuación (2.7) implica que la norma de las funciones en la

frontera tienen valor constante, es decir, |f(1, φ)| = cte. Como Ẑ1 es el único sumando que
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depende de φ, se concluye que la parte angular del operador de Zernike es autoadjunta. Solo
resta comprobar que la parte radial constituida por los sumandos Ẑ2 y Ẑ3 también lo es.

Para las siguientes integrales se considera únicamente la parte radial de las funciones
f(r, φ), g(r, φ) indicadas como f (r), g(r) sin incluir el ı́ndice m que aparece en (2.7). Por
simplicidad, la integral en φ en (2.2) no se incluye. Haciendo uso nuevamente de la integra-

ción por partes, se integra el operador diferencial de primer orden Ẑ
(α,β)
2 (2.5), dando como

resultado,

(f, Ẑ2g)r = −(Ẑ2f, g)r − 2(α + β)

∫ 1

0

r dr
(
f ∗g
)

+
(

1 + (α + β)r2
)
f ∗g
∣∣∣1
0
. (2.8)

De manera análoga, integramos la parte radial del operador diferencial de segundo orden
Ẑ

(α)
3 , obteniendo

(f, Ẑ3g)r = (Ẑ3f, g)r +

∫ 1

0

dr
(

2(1 + 3αr2)(∂rf
∗)g + 6αrf ∗g

)
+

(
r(1 + αr2)

(
f ∗∂rg − (∂rf

∗)g
)
− (1 + 3αr2)f ∗g

)∣∣∣∣1
0

.

(2.9)

Por último, sumamos los términos correspondientes en (2.8) y (2.9) para encontrar las con-
diciones de frontera correspondientes a la parte radial(

f, (Ẑ3+Ẑ2)g
)
r

=
(

(Ẑ3−Ẑ2)f, g
)
r

+ 2

∫ 1

0

r dr
(

(2α− β)f ∗g + (1/r + 3αr)(∂rf
∗)g
)

+

(
r(1 + αr2)

(
f ∗∂rg − (∂rf

∗)g
)

+ r2(β − 2α)f ∗g

)∣∣∣∣1
0

.

(2.10)

En principio, las funciones f y g son arbitrarias, por lo que las condiciones para que el último
término de frontera en (2.10) se anule radica únicamente en los valores de α y β. De esta
manera, en el primer sumando de la condición de frontera debe ocurrir que 1 + α = 0, lo
que implica que α = −1. Para el segundo sumando, β − 2α = 0, que determina el valor de
β = 2α = −2. Sustituyendo los valores de α y β en (2.10),(

f, (Ẑ3+Ẑ2)g
)
r

=
(

(Ẑ3−Ẑ2)f, g
)
r

+ 2

∫ 1

0

r dr
(

(1/r − 3r)(∂rf
∗)g
)

=
(

(Ẑ3−Ẑ2)f, g
)
r

+ 2
(
Ẑ2f, g

)
r
,

donde se usa que 2
∫ 1

0
r dr (1/r − 3r)(∂rf

∗)g = 2(Ẑ2f, g)r, como se puede ver en (2.5); aśı,(
f, (Ẑ3+Ẑ2)g

)
r

=
(

(Ẑ3−Ẑ2)f, g
)
r

+ 2
(

(Ẑ2)f, g
)
r

=
(

(Ẑ3+Ẑ2)f, g
)
r
.

Con esto se demuestra que la parte radial del operador de Zernike Ẑ(α, β) cumple también

con la condición (2.3). Por tanto, el operador de Zernike Ẑ(α, β) es un operador autoadjunto.
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Además, por (2.7) se sabe que la solución de la parte angular del operador de Zernike es
proporcional a eimφ, con m ∈ Z, por lo que se concluye que las soluciones Ψ(r) del operador
de Zernike (2.1) tienen la siguiente forma

Ψ(r, φ) := R(r) eimφ. (2.11)

Sustituyendo (2.11) en el operador (2.1), se obtiene una ecuación diferencial ordinaria de
segundo orden para la función radial R(r),

r2(1− r2)d2R(r)

dr2
+ r(1− 3r2)

dR(r)

dr
−m2R(r) = −Er2R(r). (2.12)

Aśı, el operador de Zernike además de ser autoadjunto tiene funciones solución que se pueden
separar en parte radial y angular. La parte radial R(r) dependerá de los ı́ndices n y m como
se verá en la siguiente sección.

2.3. Polinomios de Zernike en el disco

En [15], Bathia y Wolf fueron los primeros en fundamentar matemáticamente que los
polinomios de Zernike forman una base de polinomios ortogonales en el interior del ćırculo,
caracterizados por las siguientes propiedades:

son invariantes en forma respecto a rotaciones alrededor del origen x = y = 0, es decir,
para cualquier rotación sólo se multiplica por una fase,

Zm
n (x, y) = Zm

n (r cos θ, r sin θ) = R(r) eimθ,

donde R(r) es un polinomio en r de grado n (n ≥ 0) y m es tal que n − |m| es un
entero positivo par. Además, R(r) tiene la misma paridad que m, es decir, R(−r) =
(−1)mR(r);

dados valores fijos en los ı́ndices n y m, el polinomio de Zernike Zm
n (r, θ) es único.

La parte radial R(r) de los polinomios de Zernike se puede encontrar aplicando el proceso
de ortogonalización de Gram-Schmidt a la secuencia r|m|, r|m|+2, r|m|+4, · · · , r|m|+2k · · · en el
intervalo [0, 1] con función de peso w(r) = r. Como resultado de aplicar este proceso de
ortogonalización se obtienen los ya conocidos polinomios de Jacobi. De esta manera, R(r) se
puede expresar como

Rm
n (r) = r|m| P (0,|m|)

nr
(2r2 − 1) = (−1)nr r|m| P (0,|m|)

nr
(1− 2r2),

donde nr := 1
2
(n− |m|).
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Otra manera de encontrar la parte radial Rm
n (r) de los polinomios de Zernike es a

través de la ecuación diferencial (2.12). Escribiendo R(r) = rmF (r2), (2.12) se convierte en
la ecuación hipergeométrica [21, Eq. 9.151],

z(1−z)F ′′ +
(

(m+1)− (m+2)z
)
F ′ − 1

4

(
m(m+2)− E

)
F = 0. (2.13)

Por simplicidad se introduce el término z = r2 y F (z) se toma únicamente como F . Dentro del
ćırculo, la ecuación (2.13) tiene como solución a la función cuadrado integrable 2F1(a, b; c; z)
con parámetros:

a± = 1
2

(
(m+1)±

√
E+1

)
, b± = 1

2

(
(m+1)∓

√
E+1

)
, c = m+ 1 = a± + b±. (2.14)

Dado que c debe ser un número entero positivo, m debe ser siempre positivo o cero, razón
por la cual en (2.12) se considerará |m| (

√
m2) en lugar de m. La solución 2F1(a, b; c; z) es una

serie infinita a menos que a o b sean enteros negativos, cosa que sucede cuando E := n(n+2)
y n − |m| = 2k ∈ Z+, lo que hace que la serie se trunque y se convierta en un polinomio.
De esta manera la enerǵıa E (2.12) queda definida a través del número cuántico principal n,
como

E = n(n+ 2), n ∈ Z+ = {0, 1, 2, . . .}, (2.15)

y al mismo tiempo, el número cuántico radial nr también es dado en términos de n por

nr := 1
2
(n− |m|) ∈ Z+. (2.16)

Eligiendo la función 2F1(a, b; c; z) con parámetros a+ y b+ descritos en (2.14), las soluciones
de la ecuación radial de Zernike (2.12) en el interior del ćırculo r ∈ [0, 1] son

Rm
n (r) := An,m

(
nr + |m|

|m|

)
r|m|

2F1(−nr, nr + |m|+ 1; |m|+ 1; r2) (2.17)

= An,m r
|m|P (|m|,0)

nr
(1−2r2), (2.18)

donde (2.18) proviene de la identidad que relaciona polinomios de Jacobi con la funciones
hipergeométricas [21, Eq. 8.962.1] y An,m es una constante.

Para la parte radial se establecen las siguientes relaciones de recurrencia, descritas
en [22, p. 551]:

(n+ 1)

(
Rm
n (r) +Rm+2

n (r)

)
− d

dr

(
Rm+1
n+1 (r)−Rm+1

n−1 (r)

)
= 0, (2.19)

2(n+ 1) r Rm
n (r)− (n+ |m|+ 2)Rm+1

n+1 (r)−Rm+1
n−1 (r) = 0, (2.20)

Rm
n (r) +Rm

n−2 − r
(
Rm−1
n−1 (r) +Rm+1

n−1 (r)

)
= 0, (2.21)

(|m|+ n)Rm
n (r) + (n− |m|)Rm

n−2(r)− 2n r Rm−1
n−1 (r) = 0, (2.22)
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Figura 2.1: Relaciones de recurrencia entre los polinomios radiales circulares de Zernike.A a) corresponde
(2.20), a b) corresponde (2.21), a c) corresponde (2.22), a d) corresponde (2.23) y a e) corresponde
(2.24). Estas relaciones de recurrencia visualmente conectan puntos dentro de la pirámide que se
muestra en la figura.

A1R
m
n−2(r) + (A3 − A2 r

2)Rm
n (r)− A4R

m
n+2(r) = 0, (2.23)

B1R
m−4
n (r)−B2R

m
n (r)−

(
B3 +

B4

r2

)
Rm−2
n (r) = 0, (2.24)

donde las constantes están dadas por

A1 =
(n+ 2)(n2 − |m|2)

2n
,

A2 = 2(n+ 1)(n+ 2),

A3 =
|m|2

n
(n+ 1) + n(n+ 3) + 2,

A4 = |m|2 − (n+ 2)2,

B1 = (|m|− 1)(n+ |m|− 2)(n− |m|+ 4),

B2 = (|m|− 3)

(
|m|(|m|− 2)− n(n+ 2)

)
,

B3 = 2(|m|− 2)

(
(|m|− 2)2 + n(n+ 2)

)
,

B4 =
4(|m|− 1)(|m|− 2)(|m|− 3)(|m|− n− 4)

(n− |m|+ 4)
.

Las funciones de Zernike se distribuyen en forma piramidal, mostradas en la figura 2.2,
y se encuentran relacionadas entre śı como se muestra en la figura 2.1. Aunque la forma
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piramidal de las funciones de Zernike parece identica a la que cumplen las funciones del
oscilador armónico bidimensional, hay que recalcar que es muy distinta, ya que las relaciones
de recurrencia en la figura 2.1 son entre 3 términos, mientras que en el oscilador 2D, los
operadores de ascenso y descenso (en las dos direcciones involucradas) producen relaciones
de 3 términos que son diagonales, y las relaciones con derivadas son diagonales entre 2
términos.

Las funciones de onda (2.18) no están normalizadas. An,m es la constante de normaliza-
ción que se puede obtener de dos maneras.

La primera es tomando la condición de frontera Rm
n (1) = 1 impuesta por Zernike en [4,

Eq. (22)], donde la constante en (2.17)–(2.18) será AZernike
n,m := (−1)nr . Esto define la base de

funciones solución a la ecuación de Zernike en el interior del ćırculo, llamadas simplemente
polinomios de Zernike circulares [22, p. 546], como

Vmn (r, φ) := r|m|P (|m|,0)
nr

(2r2−1)

{
cosmφ, si m ≥ 0,
sinmφ, si m < 0.

El comportamiento de estas funciones se muestra en la figura 2.2.

Figura 2.2: Parte real de las funciones circulares de Zernike para n = 0, 1, ..., 5. m toma valores
{−n,−n+ 2, ..., n− 2, n}, por ejemplo: para n = 5, m ∈ {−5,−3,−1, 1, 3, 5}.

La segunda manera de normalizar las funciones de Zernike, las cuales llamaremos Ψ(r, φ),
se encuentran a través de la ortogonalidad de los polinomios de Jacobi sobre r ∈ [0, 1] [21,
Eq. 7.391], ∫ 1

0

r dr
∣∣∣r|m|P (|m|,0)

nr
(1−2r2)

∣∣∣2 =
1

2(n+ 1)
. (2.25)
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Como
∫ π
−π dφ = 2π, la constante de normalización es An,m =

√
2(n+1)/2π para las funciones

Ψ(r, φ) que son solución de la ecuación Hamiltoniana de Zernike,

− Ẑ Ψm
n (r) :=

(
−∇2 + (r · ∇)2 + 2 r · ∇

)
Ψm
n (r) = n(n+ 2) Ψm

n (r). (2.26)

Las funciones de onda Ψ(r, φ) toman la forma

Ψm
n (r, φ) := (−1)nr

√
n+ 1

π
r|m|P (|m|,0)

nr
(1−2r2) eimφ, (2.27)

de acuerdo con (2.25) y n = 2nr + |m|. Además, las funciones Ψm
n (r, φ) cumplen la condición

de ortogonalidad

(Ψm
n ,Ψ

m′

n′ )D =

∫
D

d2r Ψm
n (r)∗Ψm′

n′ (r) = δn,n′ δm,m′ . (2.28)

Algunos valores interesantes de las funciones Ψ(r, φ) (2.27) son: Ψ0
0(r, φ) = 1/

√
π cuando

n = m = 0; en el centro del disco r = 0,

Ψm
n (0, φ) = 0, si m 6= 0,

Ψ0
n(0, φ) =

√
(n+1)/π, si m = 0 y n es par;

y en la frontera r = 1,

Ψm
n (1, φ) = 1

8
(n+ |m|)(n+ |m|− 2)

√
n+ 1

π
eimφ,

por lo que, la norma de las funciones de Zernike Ψm
n (1, φ) en la frontera tienen valor constante.

Simetŕıas ocultas en el operador de Zernike

Los números, cuántico radial nr, azimutal m y principal n, que se encuentran definidos
en (2.15) y (2.16), provienen de la degeneración de ±m relacionada con enerǵıa E (2.15).
Esta degeneración se puede ver claramente en la expresión n = 2nr + |m|, donde se deduce
que para un valor fijo de n hay un rango de valores que toman los números cuánticos radial
nr y azimutal m. El origen de la degeneración en el número cuántico azimutal m se debe a
simetŕıas ocultas que se pueden evidenciar al considerar restricciones adicionales asociadas a
los números cuánticos de las funciones de onda Ψm

n (r, φ) dadas por los ‘multipletes’, que se
definen a través de los valores m ∈ {n, n− 2, . . . −n}, que preservan la paridad del número
n−m. El proceso para encontrar las simetŕıas ocultas y el por qué asociar la palabra cuántico
al operador de Zernike (2.1) se explica en el siguiente apartado. Para esto, el operador (2.1)
definido sobre el disco se lleva, a través de una proyección ortogonal, a la semiesfera superior.
Este último espacio es donde el sistema cuántico de Zernike se define de manera natural y la
separación de variables en varios sistemas de coordenadas se vuelve evidente.
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Figura 2.3: Mapeo del disco unitario D a la semiesfera superior unitaria H+ en coordenadas cartesianas
{ξi}3i=1.

2.4. Del plano a la esfera: ecuación de Zernike tipo Schrödinger

El operador diferencial de Zernike (2.1) se reescribe en términos de coordinadas carte-
sianas como,

Ẑ := (1− x2)∂xx − 2xy∂xy + (1− y2)∂yy − 3(x∂x + y∂y), (2.29)

donde el operador (2.29) es autoadjunto sobre el disco D.

Antes de mapear el disco a la semiesfera superior, se realiza una trasformación de simi-
laridad [23, p. 37] al operador de Zernike (2.29),

Ŵ := AẐA−1, A(r) := (1− x2 − y2)1/4 = (1− r2)1/4, (2.30)

que proporciona un medio para transformar la ecuación hamiltoniana de Zernike (2.26) sobre

el disco D, escrita en términos de Ŵ , en una ecuación cuántica de Schrödinger sobre la
semiesfera unitaria superior H+. El nuevo operador Ŵ , que sigue actuando sobre el disco
unitario D, se puede escribir como

Ŵ = (1− x2)∂xx − 2xy∂xy + (1− y2)∂yy − 2(x∂x + y∂y)

+ 1
4
(1− x2 − y2)−1 + 3

4
.

(2.31)

Esencialmente, el operador Ŵ es como Ẑ, con la diferencia de que Ẑ es simétrico y actúa en
las funciones Ψm

n (r, φ) mientras que Ŵ ya no es simétrico y actúa en (1− r2)−1/4 Ψm
n (r, φ).

Para mapear las funciones sobre el disco D a funciones sobre la semiesfera superior H+,
al igual que en el caso clásico [17], se usan las coordenadas cartesianas {ξi}3i=1 que conforman
la proyección ortogonal (o ‘vertical’),

ξ1 = x, ξ2 = y, ξ3 =
√

1− x2 − y2 ≥ 0, (2.32)
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mostrada en la figura 2.3. La proyección (2.32) mapea el disco unitario bidimensional D
(ξ21 +ξ22 = r2) a la semiesferaH+ (ξ21 +ξ22 +ξ23 = 1, ξ3 ≥ 0), que es una superficie bidimensional
inmersa en un espacio tridimensional. Además, las derivadas en el plano se proyectan sobre
∂i := ∂/∂ξi de la siguiente manera,

∂x = ∂1 −
ξ1
ξ3
∂3, ∂y = ∂2 −

ξ2
ξ3
∂3.

Por ser una superficie curva, la semiesfera H+ tiene una matriz métrica dada por g,

g =
( 1+ξ21/ξ

2
3 ξ1ξ2/ξ

2
3

ξ1ξ2/ξ
2
3 1+ξ22/ξ

2
3

)
g := det g =

1

ξ23
=

1

1− (ξ21+ξ22)
,

ds2 =
∑2

i,j=1 gi,jdξi dξj es la métrica y los elementos de superficie d2V sobre H+ y D son

d2V (~ξ ) =
√
g dξ1 dξ2 =

dξ1 dξ2
ξ3

=
dx dy√

1− (x2+y2)
=

d2r√
1− r2

. (2.33)

Nótese que cuando ξ3 → 0 (r → 1), la medida sobre H+ crece debido al factor (
√

1− r2)−1
proveniente de la transformación (2.30), por lo que las soluciones del operador que corres-
ponda en la esfera al definido en (2.31) deben contrarrestar el crecimiento de ξ3.

Por tanto, bajo la proyección vertical, el operador Ŵ (2.31) se convierte en

Ŵ = (ξ22 + ξ23)∂11 + (ξ21 + ξ23)∂22 + (ξ21 + ξ22)∂33

− 2ξ1ξ2∂12 − 2ξ1ξ3∂13 − 2ξ2ξ3∂23 − 2ξ1∂1 − 2ξ2∂2 − 2ξ3∂3,

+
ξ21 + ξ22

4ξ23
+ 1

Ŵ = ∆LB +
ξ21 + ξ22

4ξ23
+ 1, (2.34)

donde las derivadas cruzadas estan dadas por ∂ij = ∂i∂j y ∆LB es el operador Laplace-Beltrami
de la esfera,

∆LB := L̂2
1 + L̂2

2 + L̂2
3, (2.35)

correspondiente al álgebra de Lie SO(3), que tiene como generadores de rotación al conjunto

{Li}3i=1, L̂1 := ξ3∂2 − ξ2∂3, L̂2 := ξ1∂3 − ξ3∂1, L̂3 := ξ2∂1 − ξ1∂2.

De la ecuación (2.34) se concluye que el operador Ŵ sobre la semiesferaH+ es el hamiltoniano
de la ecuación de Schrödinger,(

−1
2
∆

LB
− 1

2
ω2 ξ

2
1 + ξ22
ξ23

)
Υm
n (~ξ ) = 1

2
(E + 1)Υm

n (~ξ ), (2.36)

con ω2 = 1
4

y eigenfunciones Υm
n (~ξ ),

Υm
n (~ξ ) := A(r) Ψm

n (r) = (1− r2)1/4 Ψm
n (r, φ), Ŵ := (1− |r|)1/4 Ẑ(1− |r|)−1/4, (2.37)
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donde r es (ξ1, ξ2) o (r, φ) dependiendo de las coordenadas que se consideren y los valores
propios de enerǵıa son

E := 1
2
(E + 1) = 1

2
(n+ 1)2, n ∈ Z+. (2.38)

La relación de ortogonalidad de las funciones Υm
n (~ξ ) sobre H+ proviene del producto interno

en el disco (◦, ◦)D (2.28),

(Υm
n ,Υ

m′

n′ )H+ :=

∫
H+

d2V (~ξ ) Υm
n (~ξ )∗Υm′

n′ (~ξ ) = (Ψm
n ,Ψ

m′

n′ )D = δn,n′δm,m′ , (2.39)

Además, una condición de frontera es establecida por el factor A(r), pues las funciones de

onda Υm
n (~ξ ) (2.37) desaparecen en r = 1 ya que A(1) = 0, aśı,

Υm
n (~ξ )

∣∣∣
r=
√
ξ2
1+ξ

2
2=1

=
(

1− (ξ21 + ξ22)
)1/4

Ψm
n (~ξ )

∣∣∣√
ξ2
1+ξ

2
2=1

= (1− r2)1/4 Ψm
n (~ξ )

∣∣∣
r=1

= 0. (2.40)

Con todo esto, se concluye que el operador de Zernike en D se proyecta a la semiesfera H+ en
la ecuación tipo Schrödinger (2.36) cuyo potencial es un potencial armónico repulsivo (2.36),
con constante negativa de acoplamiento −1

2
w2 = −1

8
,

VR(~ξ ) := −ξ
2
1 + ξ22
8 ξ23

= − r2

8 (1− r2)
, (2.41)

que generaliza al oscilador atractivo superintegrable de Higgs [3, 24, 25].

2.5. Sistema cuántico superintegrable de Zernike

El oscilador repulsivo de Higgs (2.36) constituye un sistema cuántico en la semiesfera
H+ que puede ser analizado de diferentes maneras dependiendo del sistema coordenado que
se considere. Los sistemas coordenados permiten observar al sistema de diferentes ángulos,
lo que ayuda a encontrar diferentes constantes de movimiento y simetŕıas. En este trabajo
se analizan los 3 sistemas de coordenadas ortogonales sobre la esfera (pero no sobre el disco)
[26],

Sistema I: (2.42)

ξ1 = sinϑ cosϕ, ξ2 = sinϑ sinϕ, ξ3 = cosϑ, ϑ|π/20 , ϕ|2π0 ,
Sistema II: (2.43)

ξ1 = cosϑ′, ξ2 = sinϑ′ cosϕ′, ξ3 = sinϑ′ sinϕ′, ϑ′|π0 , ϕ′|π0 ,
Sistema III: (2.44)

ξ1 = sinϑ′′ sinϕ′′, ξ2 = cosϑ′′, ξ3 = sinϑ′′ cosϕ′′. ϑ′′|π0 , ϕ′′|
π/2
−π/2,

Además de los sistemas (2.42), (2.43) y (2.44) en la esfera, existe el sistema de coordenadas
eĺıpticas que es la generalización de estos tres sistemas coordenados y ha sido estudiado
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Figura 2.4: De izquierda a derecha: Sistema coordenado I (2.42), II (2.43) y III (2.42), respectivamente.
Las imagenes superiores corresponden a los sistemas de coordenadas en la semiesferaH+, y las inferiores
a los mismos sistemas sobre el disco D.

en [27]. La medida sobre H+ descrita en (2.33) es similar en los tres sistemas coordenados
(2.42)–(2.44),

d2S(~ξ) =
dξ1 dξ2
ξ3

=
d2r√

1− |r|2
= sinϑ◦ dϑ◦ dϕ◦,

donde ϑ◦, ϕ◦ representan cualquiera de las cooordenadas en (2.42)–(2.44).

A continuación se encuentran las soluciones para los tres sistemas (2.42)–(2.44) sobre la
semiesfera H+ y el disco D usando separación de variables. En la figura 2.4 se observa que
únicamente el sistema coordenado I (2.42) es ortogonal tanto en H+ como en D, mientras
que los sistemas II (2.43) y III (2.44) sólo son ortogonales en la semiesfera H+.

2.5.1. Sistema de coordenadas I

La ecuación de Schrödinger (2.36) se escribe en términos del sistema de coordenadas
(ϑ, ϕ) (2.42) como

E ΥI(ϑ, ϕ) = −
[ 1

2 sinϑ

∂

∂ϑ

(
sinϑ

∂

∂ϑ

)
+

1

2 sin2 ϑ

( ∂2

∂ϕ2

)]
ΥI(ϑ, ϕ)

− 1
8

tan2 ϑΥI(ϑ, ϕ) (2.45)

donde el potencial ‘repulsivo’ de Higgs (2.41) se convierte en

VR(ϑ) = −ξ
2
1 + ξ22
8 ξ23

= −1
8

tan2 ϑ.

Usando separación de variables en (ϑ, ϕ), las funciones de onda ΥI se escriben como
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Figura 2.5: Potencial efectivo V I
eff(ϑ) = (m2−1/4)/ sin2 ϑ−1/4 cos2 ϑ (2.47) en el intervalo ϑ ∈ (0, π/2)

evaluado en m = 0 (ĺınea continua), m = 1 (ĺınea discontinua), y m = 2 (ĺınea punteada).

ΥI(ϑ, ϕ) =
Z I(ϑ)√

sinϑ

eimϕ√
2π
, m ∈ Z,

y el operador de Zernike en H+ toma forma de una ecuación ‘singular’ de Pöschl-Teller,

− d2Z I(ϑ)

dϑ2
+

(
m2 − 1

4

sin2 ϑ
− 1

4 cos2 ϑ

)
Z I(ϑ) = 2EZ I(ϑ). (2.46)

con potencial efectivo unidimensional,

V I

eff(ϑ) =
m2 − 1

4

sin2 ϑ
− 1

4 cos2 ϑ
, (2.47)

mostrado en la figura 2.5. El potencial (2.47) tiene dos singularidades en ϑ = 0 y ϑ = 1
2
π [28,

p. 151] que pueden causar problemas al buscar soluciones bien comportadas. Una manera
de evitar este problema en el potencial es elegir soluciones que ‘anulen’ estas singularidades,
para esto se considera una extensión autoadjunta del operador (2.46) que siga conservando el
espectro positivo de enerǵıas (2.38), E = 1

2
(n+ 1)2, n ∈ Z+ y que ‘maten’ las singularidades

en ϑ = 0 y ϑ = 1
2
π de (2.47):

Z I(0) = 0, Z I(1
2
π) = 0.

La condición de frontera (2.40) se traduce en este sistema coordenado a que la función Z I se
anule cuando ϑ = 1

2
π (r = sinϑ = 1 ), es decir, Z I(1

2
π) = 0. Además se pide la condición

extra,

Z I(ϑ)/
√

cosϑ
∣∣∣
ϑ=π/2

= constante 6= 0, (2.48)

que está relacionada con el factor A(r) = (1 − r2)1/4 = (1 − (ξ21 + ξ22))1/4 =
√

cosϑ. La
condición (2.48) es necesaria para que cuando se regresen al disco, la norma de las funciones
correspondientes siga siendo una constante finita.
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Al usar el cambio de variable

Z I(ϑ) = s(|m|+
1
2
)/2(1− s)1/4f (s),

donde s := sin2 ϑ. La ecuación (2.46) se transforma en la ecuación hipergeométrica,

s(1− s)f ′′
+
(

(|m|+ 1)− s(|m|+ 2)
)
f

′ − 1
4

(
(|m|+ 1)2 − 2E

)
f = 0. (2.49)

que tiene dos soluciones: la primera solución es una función hipergeométrica que diverge
logaŕıtmicamente en s = 0, es decir, para ϑ = 0 (centro del disco r = 0), por lo que es
descartada. La segunda solución de (2.49) es regular en s = 0,

f (s) = C 2F1

(
1
2
(|m|+1 +

√
2E), 1

2
(|m|+1−

√
2E); |m|+1; s

)
, (2.50)

donde C es una constante a determinar. Análogamente a lo ocurrido en (2.14), si uno de los
dos primeros términos en (2.50) es un entero negativo o cero, la serie se trunca, convirtiendose
en un polinomio. Esto ocurre pues n ≥ |m|, lo que implica que el segundo término sea negativo,

|m|+1−
√

2E ≤ 0. (2.51)

El parámetro (2.51) define nuevamente el número cuántico radial (2.16)

nr := −1
2
(|m|+ 1−

√
2E) = 1

2
(n− |m|) ∈ Z+,

al igual que en la sección (2.3), se llama número cuántico principal a n = 2nr+ |m| y momento
angular a |m| =

√
m2.

La constante C en (2.50) se determina a partir de la condición de frontera (2.48), dando
como resultado que las funciones solución de (2.46) sean

Z I

nr,m(ϑ) = (−1)nr
√

2(n+ 1)
nr! |m|!

(nr + |m|)!
(sinϑ)|m|+1/2 (cosϑ)1/2

× 2F1(nr + 2(|m|+ 1), −nr; |m|+ 1; sin2 ϑ)

= (−1)nr
√

2(n+ 1) (sinϑ)|m|+1/2 (cosϑ)1/2P (|m|,0)
nr

(cos 2ϑ), (2.52)

P
(α,β)
n (u) son nuevamente los polinomios de Jacobi, como en (2.17). Las funciones de onda

(2.52) están normalizadas en el intervalo ϑ ∈ [0, 1
2
π] de H+,∫ π/2

0

dϑZ I

nr,m(ϑ)∗ Z I

n′
r,m

(ϑ) = δnr,n′
r
,

haciendo que las eigenfunciones Υm
n (ϑ, ϕ), de (2.39), esten ortonormalizadas.

Por tanto, las funciones de onda que son solución al sistema coordenado I (2.45) son:

ΥI(ϑ, ϕ) =
Z I(ϑ)√

sinϑ

eimϕ√
2π

= (−1)nr

√
(n+ 1)

π
(sinϑ)|m| (cosϑ)1/2P (|m|,0)

nr
(cos 2ϑ) eimϕ, (2.53)
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donde
√

cosϑ = A(r) es el factor proveniente de la transformación de similaridad (2.30). Aśı
que si queremos comparar la solución (2.53) con la solución (2.27) en el disco debemos omitir
este término y tomar el cambio de coordenadas como r = sinϑ y φ = ϕ, como se muestra en
la figura izquierda de 2.4.

2.5.2. Sistema de coordenadas II

Para el segundo sistema de coordenadas (ϑ′, ϕ′) (2.43), la ecuación de Schrödinger se
transforma en

E ΥII(ϑ′, ϕ′) = −1

2

[ 1

sinϑ′
∂

∂ϑ′

(
sinϑ′

∂

∂ϑ′

)
+

1

sin2 ϑ′

( ∂2

∂ϕ′2

)]
ΥII(ϑ′, ϕ′)

− 1

8

(
1

sin2 ϑ′ sin2 ϕ′
− 1

)
ΥII(ϑ′, ϕ′) (2.54)

donde el operador Laplaciano ∆LB (2.35) no cambia por ser invariante ante rotaciones en la
esfera y el potencial efectivo (2.41), está dado por

V II

eff = −1

8

(
1

sin2 ϑ′ sin2 ϕ′
− 1

)
. (2.55)

Al igual que en el caso anterior, el potencial (2.55) tiene singularidades cuando r =
√
ξ21 + ξ2 =

sin2 ϑ′ sin2 ϕ′ = 0. Aśı que se procede de manera análoga: se usan separación de variables y
luego se eligen soluciones que anulen las singularidades cuando ϑ′ = ϕ′ = 0.

En (2.55) podemos proponer la separación de variables,

ΥII(ϑ′, ϕ′) =
1√

sinϑ′
S(ϑ′)T (ϕ′). (2.56)

Gracias a (2.56), la ecuación diferencial (2.54) se separa en dos ecuaciones diferenciales de
primer orden con constante de separación k,

d2S

dϑ′2
+

(
2E −

k2 − 1
4

sin2 ϑ′

)
S = 0,

d2T

dϕ′2
+

(
k2 +

1

4 sin2 ϕ′

)
T = 0. (2.57)

Considerando nuevas variables µ = 1
2
ϕ′ y ν = 1

2
ϑ′, las ecuaciones (2.57) se transforman en

ecuaciones unidimensionales de Pöschl-Teller,

d2T (µ)

dµ2
+

(
4k2 +

1

4 sin2 µ
+

1

4 cos2 µ

)
T (µ) = 0, (2.58)

d2S(ν)

dν2
+

(
4E2 +

1− 4k2

4 sin2 ν
+

1− 4k2

4 cos2 µ

)
S(ν) = 0. (2.59)
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Para encontrar funciones que solucionen las ecuaciones (2.58) y (2.59) se procede similarmente
al Sistema I (ver discusión de ecuación (2.46)). La condición a la frontera (2.48) aqúı es

T (µ)/
√

cosµ
∣∣∣
µ=π/2

= constante 6= 0.

Las soluciones están dadas por

T (ϕ′) =
√

sinϕ′ Pn1(cosϕ′) y S(ϑ′) = (sinϑ′)n1+1Cn1+1
n2

(cosϑ′).

donde Cγ
n(z) y Pn(z) son polinomios de Gegenbauer y Legendre de grado n en z, respec-

tivamente. Se introducen dos números enteros n1 ∈ Z+ y n2 ∈ Z+, con n = n1 + n2, que
conservan la enerǵıa E definida en (2.38),

k = n1 + 1
2
, E = 1

2
(k + n2 + 1

2
)2 = 1

2
(n1 + n2 + 1)2 = 1

2
(n+ 1)2.

Esto recuerda el problema desacoplado de dos part́ıculas, donde n seŕıa el número cuántico
principal total.

Por tanto, la solución ortonormal a (2.54) se escribe como

ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′) = Nn1,n2 sinn1+

1
2 ϑ′ sin

1
2 ϕ′Cn1+1

n2
(cosϑ′)Pn1(cosϕ′),

donde la constante de normalización Nn1,n2 es

Nn1,n2 := 2n1+
1
2 n1!

√
(2n1 + 1)(n1 + n2 + 1)n2!

2π (2n1 + n2 + 1)!
.

Es importante señalar que la constante de separación k es el valor propio del operador Ĵ1,
que involucra al operador L̂1 de (2.52),

Ĵ1Υ
II
n1,n2

(ϑ′, ϕ′) :=

(
∂2

∂ϕ′2
+

1

4 sin2 ϕ′

)
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′)

=

(
L̂2
1 +

ξ22 + ξ23
4ξ23

)
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′) = −k2ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′),

(2.60)

con k = n1 + 1
2
.

Finalmente, a través de cosϑ′ = x y cosϕ′ = y/
√

1− x2 se regresa a las coordenadas
(x, y) en el disco D, lo que permite escribir las eigenfunciones de Zernike en el disco en
términos de otros polinomios, mostradas en la figura 2.6, como

ΨII

n1,n2
(x, y) = 2n1+

1
2 n1!

√
(2n1 + 1)(n1 + n2 + 1)n2!

2π (2n1 + n2 + 1)!

× (1− x2)n1/2Cn1+1
n2

(x)Pn1

( y√
1− x2

)
. (2.61)
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Figura 2.6: Soluciones polinomiales ΨII
n1,n2

(x, y) (2.62) sobre el disco D, con número cuántico principal
n = n1 + n2.

La nueva solución (2.61) establece una relación entre los polinomios de Jacobi y polinomios
de Gegenbauer y Legendre.

En coordenadas polares sobre el disco, las funciones ΨII
n1,n2

(x, y) se convierten en

ΨII

n1,n2
(r, θ) = 2n1+

1
2 n1!

√
(2n1 + 1)(n1 + n2 + 1)n2!

2π (2n1 + n2 + 1)!

× (1− r2 cos2 θ)n1/2Cn1+1
n2

(r cos θ)Pn1

( r sin θ√
1− r2 cos2 θ

)
. (2.62)

Nótese que las funciones (2.61) siguen siendo ortogonales en D por cumplir con la
relación de ortogonalidad (2.28), pero las coordenadas (u, v) := (x, y/

√
1− x2) no lo son.

Las coordenadas (u, v) mapean el disco D, con coordenadas (x, y), sobre un cuadrado |u| ≤ 1,
|v| ≤ 1, donde las coordenadas (u, v) son ortogonales. Usando las soluciones Ψn1,n2(x, y) =
Un1,n2 (u)Vn1 (v) en (2.61), la ecuación diferencial de Zernike (2.1) se puede escribir como

(u2−1)2
∂2Ψ

∂u2
+ 3u(u2−1)

∂Ψ

∂u
+ (1−v2)∂

2Ψ

∂v2
− 2v

∂Ψ

∂v
= E(u2 − 1)Ψ,

la cual muestra la separación de soluciones en u y v.
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Figura 2.7: Soluciones polinomiales ΨIII

l1,l2
(x, y) (2.65), en téminos de polinomios de Gegenbauer y

Legendre, sobre el disco D, con número cuántico principal n = l1 + l2. Se relacionan con ΨIII

l1,l2
(x, y)

haciendo los cambios x→ y y y → −x.

2.5.3. Sistema de coordenadas III

Al igual que en los Sistemas I (2.5.1) y II (2.5.2), el operador de Laplace-Beltrami
queda invariante ante el cambio de coordenadas. El potencial efectivo (2.41) en términos de
las coordenadas (ϑ′′, ϕ′′) es

V III

eff = −1

8

(
1

sin2 ϑ′′ cos2 ϕ′′
− 1

)
.

Este potencial de tipo Pöschl-Teller se reduce al potencial descrito en el Sistema II (2.55) si
tomamos ϑ′ → ϑ′′ y ϕ′ → ϕ′′+ 1

2
π. Debido a esta relación, las funciones solución ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′),

en el sistema coordenado III, se pueden escribir como

ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) = Nl1,l2 sinl1+

1
2 ϑ′′ cos

1
2 ϕ′′C l1+1

l2
(ϑ′′)Pl1(sinϕ′′), (ϑ′′), (2.63)

Nl1,l2 := 2l1+
1
2 l1!

√
(2l1 + 1)(l1 + l2 + 1) l2!

2π (2l1 + l2 + 1)!
,

donde n = l1 + l2, l1, l2 ∈ Z+ y el espectro de enerǵıa sigue siendo E = 1
2
(n+ 1)2 (2.38).

El operador que describe la separación de variables en (ϑ′′, ϕ′′), en este caso, es

Ĵ2Υ
III
l1,l2

(ϑ′′, ϕ′′) :=

(
∂2

∂ϕ′′2
+

1

4 cos2 ϕ′′

)
ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′)

=

(
L̂2
2 +

ξ21 + ξ23
4ξ23

)
ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) = −l2ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′)

(2.64)
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donde l := l1 + 1
2
.

Al regresar a las coordenadas (x, y) sobre el disco D, con los cambios de variable cosϑ′′ =
y y cosϕ′′ = x/

√
1− y2, las funciones de onda (2.63) se pueden expresar como

ΨIII

l1,l2
(x, y) = 2l1+

1
2 l1!

√
(2l1 + 1)(l1 + l2 + 1) l2!

2π (2l1 + l2 + 1)!

× (1− y2)l1/2 Pl1
( x√

1− y2
)
C l1+1
l2

(y). (2.65)

En coordenadas polares sobre el disco D, las funciones ΨIII
l1,l2

(x, y) se transforman en

ΨIII

l1,l2
(r, θ) = 2l1+

1
2 l1!

√
(2l1 + 1)(l1 + l2 + 1) l2!

2π (2l1 + l2 + 1)!

× (1− r2 sin2 θ)l1/2 Pl1

( r cos θ√
1− r2 sin2 θ

)
C l1+1
l2

(r sin θ).

Las funciones ΨIII
l1,l2

(x, y) coinciden con las funciones ΨII (2.61) bajo la rotación x → y y
y → −x que conecta a los sistemas II y III. El comportamiento de las funciones (2.65) se
muestra en la figura 2.7.

2.6. Transformación entre bases de Zernike

La relación entre las funciones de las distintas bases de Zernike se encuentran a través de
los coeficientes de transformación que permiten poner las funciones de una base en términos
de otra. Los coeficientes correspondientes a las bases estudiadas en esta tesis (2.42)–(2.44) se
encuentran en el art́ıculo [2] y se reportan en esta tesis como complemento. Para cada sistema
coordenado (2.42)–(2.44) existen n+1 funciones linealmente independientes, respectivamente,
que constituyen la base completa. Las distintas bases de Zernike encontradas anteriormente
se describen a continuación.

La base de funciones para el sistema original de Zernike I, mostradas en la figura 2.2, esta
dada por

ΥI

n,m(ϑ, ϕ) =

√
n+1

π
(sinϑ)|m|(cosϑ)1/2P (|m|,0)

nr
(cos 2ϑ) eimϕ,

ΨI

n,m(r, φ) = (−1)nr

√
n+1

π
r|m|P (|m|,0)

nr
(1−r2) eimφ, (2.66)

donde nr = 1
2
(n− |m|) es el número cuántico radial y (ϑ, ϕ) son coordenadas en la esfera H+

y (r, φ) en el disco D. El parámetro m ∈ {−n,−(n − 2), . . . , n + 2, n} tiene n + 1 valores
diferentes.
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Para el sistema II (2.43), orientado en la dirección del eje ξ1 ∈ H+, las funciones base
mostradas en la figura 2.6 son

ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′) = Nn1,n2 (sinϑ′)n1+

1
2 Cn1+1

n2
(cosϑ′)

√
sinϕ′ Pn1(cosϕ′),

ΨII

n1,n2
(x, y) = Nn1,n2 (1−x2)

1
2
n1 Cn1+1

n2
(x)Pn1

( y√
1−x2

)
; (2.67)

Finalmente, las funciones base del sitema III (2.44), que se encuentra orientado en el eje
ξ2 ∈ H+, son

ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) = Nl1,l2 (sinϑ′′)l1+

1
2 C l1+1

l2
(cosϑ′′)

√
cosϕ′′ Pl1(sinϕ′′),

ΨIII

l1,l2
(x, y) = Nl1,l2 Pl1

( x√
1−y2

)
(1−y2)

1
2
l1 C l1+1

l2
(y), (2.68)

donde n1 + n2 = n = l = l1 + l2 es el número cuántico principal, J
(α,β)
ν , Cα

ν y Pν son
polinomios de Jacobi, Gegenbauer y Legendre de grado ν, respectivamente. Las funciones
(2.68) son mostradas en la figura 2.7.

La constante de normalización en las ecuaciones (2.67)–(2.68) es

Nk1,k2 := 2k1 k1!

√
(2k1 + 1)(k1 + k2 + 1) k2!

π(2k1 + k2 + 1)!
,

ki ∈ Z+ que toma valores ni or li, i = 1, 2. La relación que guardan las tres bases estudiadas
en términos de los coeficientes de cambio de base, se resume en la Fig. (2.8) y se describirá
en las siguientes secciones.

2.6.1. transformación entre bases I y II

La relación entre las coordenadas de los sistemas I (2.42) y II (2.43) está dada por

cosϑ′ = sinϑ cosϕ, cosϕ′ =
sinϑ sinϕ√

1− sin2 ϑ cos2 ϕ
.

Además, las funciones en la base II (2.67) se puede poner en términos de la base I (2.66)
usando una combinación lineal de sus funciones base,

ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′) =

n∑
m=−n (2)

W n,m
n1,n2

ΥI

n,m(ϑ, ϕ), (2.69)

donde
∑n

m=−n (2) ı́ndica que m ∈ Z toma valores desde −n a n en pasos de 2.

Usando la ortogonalidad de las funciones de Legendre y Jacobi en ambas bases y
Pn1(1) = 1, P

(|m|,0)
nr (−1) = (−1)nr en (2.69), se llega a que los coeficientes de transformación
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Figura 2.8: Tres bases y sus coeficientes de transformación. El esquema muestra la relación del cambio
de base para cada base estudiada. De esta manera, la base original de Zernike [4], se ı́ndica por I, la
cual se puede expresar usando una expansión con coeficientes dados por polinomios hipergeométricos

3F2(· · · | 1), polinomios de Hahn o coeficientes de Clebsch-Gordan en las bases II and III [2]. Los
coeficientes de transformación entre las bases II y III se dan a través de polinomios hipergeométricos

4F3(· · · | 1) y polinomios de Racah.

W n,m
n1,n2

están dados en términos de las funciones hipergeométricas 3F2(· · · |1),

W n,m
n1,n2

=
in1(−1)

1
2
(m+|m|) n!(

1
2
(n1 − n2 −m)

)
!
(

1
2
(n+m)

)
!

√
2n1 + 1

n2! (n+ n1 + 1)!

× 3F2

(
−n2, n1 + 1, −1

2
(n+m)

−n, 1
2
(n1 − n2 −m) + 1

∣∣∣∣ 1).
Además, las funciones hipergeométricas 3F2(· · · |1) pueden ser relacionadas en términos de
N polinomios de Hahn de grado p y variable discreta x [31] por

Qp(x; α, β,N) := 3F2

(
−p, −x, p+ α + β + 1

−N, α + 1

∣∣∣∣ 1),
donde x, p ∈ {0, 1, . . . , N}, con lo que los coeficientes de transformación W n,m

n1,n2
se pueden

escribir como

W n,m
n1,n2

=
in1 (−1)

1
2
(m+|m|)(n!)2(

1
2
(n−m)

)
!
(

1
2
(n+m)

)
!

√
2n1 + 1

n2! (n+ n1 + 1)!

×Qn2

(
1
2
(n+m); −n− 1, −n− 1, n

)
.

Para encontrar los coeficientes de transformación que van de la base II (2.67) a la I (2.66),
se procede análogamente.
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La base de funciones I (2.66) se escribe en términos de las funciones de la base II (2.67)
como,

ΥI

n,m(ϑ, ϕ) =
n∑

n1=0

W̃ n1,n2
n,m ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′), (2.70)

donde 0 ≤ n1 ≤ n = n1 + n2 y considerando la propiedad ΥI
n,m = ΥI ∗

n,−m. De esta manera,

la suma se puede escribir de 0 a n. Los coeficientes de transformación W̃ n1,n2
n,m para este caso,

resultan ser los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo su(2),

W̃ n1,n2
n,m = (−i)n1(−1)

1
2
(m+|m|)Cn1, 0

1
2
n,− 1

2
m; 1

2
n, 1

2
m
,

ya han sido estudiados para potenciales de Pöschl-Teller en [29]. Los coeficientes de Clebsch-
Gordan Cc,γ

a,α;b,β se relacionan con las funciones hipergeométricas 3F2(· · · |1) [30] a través de

Cc,γ
a,α;b,β =

√
(2c+1)(b+c−a)!(b−β)!(c+γ)!(c−γ)!

(a+b−c)!(a−b+c)!(a+b+c+1)!(a+α)!(a−α)!(b+β)!

× δγ,α+β(2a)! (c−b+α)!

(c−b+α)! (c−a−β)!
3F2

(
−a−b+c, −a+α, b−a+c+1

−2a, c−a−β+1

∣∣∣∣ 1),
por lo que los coeficientes W n,m

n1,n2
también se puden escribir en términos de coeficientes de

Clebsch-Gordan como

W n,m
n1,n2

= in1(−1)
1
2
(m+|m|)Cn1, 0

1
2
n,− 1

2
m; 1

2
n, 1

2
m
,

con a = b = 1
2
n, α = −β = −1

2
m, y γ = 0. Esto implica la relación entre los coeficientes de

transformación,
W̃ n1,n2
n,m = (−1)n1 W n,m

n1,n2
, (2.71)

que permite pasar de una base a otra fácilmente.

2.6.2. transformación entre bases I y III

Los coeficientes de transformación entre las bases I (2.66) y III (2.67), que se llamarán

Ŵ n,m
l1,l2

, se encuentran fácilmente al notar que las coordenadas (ϑ′, ϕ′) en (2.43) están relacio-
nadas con las coordenadas del sistema III (2.44) a través del cambio de variable ϑ′ 7→ ϑ′′ y
ϕ′ 7→ ϕ′′ + 1

2
π y una fase (−1)l1 , aśı

Ŵ n,m
l1,l2

= (−1)l1 exp(−i1
2
πm)W n,m

l1,l2
,

= exp(−i1
2
πm) W̃ n1,n2

n,m ,

(2.72)
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donde W n,m
l1,l2

corresponden a (2.69), con (n1, n2) reemplazando a (l1, l2). De tal manera que

Ŵ n,m
l1,l2

se escribe expĺıcitamente como

Ŵ n,m
l1,l2

=
(−i)l1(−1)

1
2
(m+|m|) n! exp(−i1

2
πm)(

1
2
(l1 − l2 −m)

)
!
(

1
2
(n+m)

)
!

√
2l1 + 1

l2! (n+ l1 + 1)!

× 3F2

(
−l2, l1 + 1 − 1

2
(n+m)

−n, 1
2
(l1 − l2 −m) + 1

∣∣∣∣ 1)
=

(−i)l1 (−1)
1
2
(m+|m|)(n!)2(

1
2
(n−m)

)
!
(

1
2
(n+m)

)
!

√
2l1 + 1

l2! (n+ l1 + 1)!

× exp(−i1
2
πm)Ql2

(
1
2
(n+m); −n− 1, −n− 1, n

)
= (−i)l1(−1)

1
2
(m+|m|) exp(−i1

2
πm)C l1, 0

1
2
n,− 1

2
m; 1

2
n, 1

2
m
.

2.6.3. transformación entre bases II y III

En [2] se estudian dos maneras de encontrar los coeficientes de transformación entre las
funciones de las bases II (2.67) y III (2.68) que pone una base de funciones en término de la
otra, a través de

ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) =

n∑
n2=0

Un1,n2

l1,l2
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′), (2.73)

La primera forma de obtener los coeficientes Un1,n2

l1,l2
es poniendo ambas bases, II y III, en

términos de las n+ 1 funciones de la base I (2.70), a través de los coeficientes Ŵ n,m
l1,l2

y W n,m
n1,n2

,

ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) =

n∑
m=−n (2)

Ŵ n,m
l1,l2

n∑
n1=0

W̃ n1,n2
n,m ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′).

Aśı, Un1,n2

l1,l2
puede ser escrito en términos de coeficientes de Clebsch-Gordan,

Un1,n2

l1,l2
= il1+n2

n∑
k=0

(−1)l1+kC l1, 0
1
2
n, 1

2
n−k; 1

2
n,− 1

2
n+k

Cn1, 0
1
2
n, 1

2
n−k; 1

2
n,− 1

2
n+k

.

donde Un1,n2

l1,l2
∈ R y Un1,n2

l1,l2
= 0 si l1 + n2 o l2 + n1 son números impares. La segunda manera

radica en usar las paridades de los polinomios de Legendre y Gegenbauer en las funciones de
las base II (2.67) y III (2.68) que nos lleva a separar la suma (2.73) según la paridad,

(−1)l1ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) =

∑
n2 par

Un1,n2

l1,l2
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′)−

∑
n2 impar

Un1,n2

l1,l2
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′), (2.74)

(−1)l2ΥIII

l1,l2
(ϑ′′, ϕ′′) =

∑
n1 par

Un1,n2

l1,l2
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′)−

∑
n1 impar

Un1,n2

l1,l2
ΥII

n1,n2
(ϑ′, ϕ′). (2.75)
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Comparando (2.74) y (2.75) con (2.73) se deduce que cuando l1 = 2q1 es par o l1 = 2q1 + 1
es impar, las sumas sobre n2 = 2p2 par o n2 = 2p2 + 1 impar, q1, p2 ∈ Z, en (2.74) dan cero,
ya que

Un1,2p2

2q1+1,`2
= 0, Un1,2p2+1

2q1,`2
= 0.

Algo similar ocurre cuando se suma sobre n1 = 2p1 par o n1 = 2p1 + 1 impar en (2.75), pues
los coeficientes Un1,n2

l1,l2
son cero cuando l2 = 2q2 es par o l2 = 2q2 + 1 es impar

U2p1,n2

`1,2q2+1 = 0, U2p1+1,n2

`1,2q2
= 0,

para p1, q2 ∈ Z.

Considerando el hecho de que el número cuántico principal sea n = n1 + n2 = l1 + l2,
hay cuatro casos de estudio: si n es entero par (n1 y n2 pares o n1 y n2 impares) y si n es
entero impar (n1 par y n2 impar, o n1 impar y n2 par). Para que sea más sencilla la notación,
se introducen cinco ı́ndices adicionales (N , q1, q2, p1 y p2) tales que N := p1 + p2 = q1 + q2.
Además, los coeficientes de transformación encontrados se escriben en términos de polinomios
hipergeométricos 4F3 y polinomios de Racah Rn(x(x+γ+δ+1);α, β, γ, δ), x ∈ {0, 1, . . . , N}
de grado n ∈ {0, 1, 2, . . . , N}.

Estados pares de n

Las funciones para estados (2.74) donde n es par se dividen dos casos. En el primer
caso, N = 1

2
n,

ΥIII

2q1,2q2
(ϑ′′, ϕ′′) =

∑
p1,p2

U2p1,2p2

2q1,2q2
ΥII

2p1,2p2
(ϑ′, ϕ′), (2.76)

U2p1,2p2

2q1,2q2
= Λp1,p2

q1,q2 4F3

(
−p1, p1 + 1

2
, q1 + 1

2
, −q1

N + 1, 1, −N

∣∣∣∣ 1)
= Λp1,p2

q1,q2
Rq1

(
p1(p1 + 1

2
);N,−(N+1

2
),−(N+1), (N+1

2
)
)

= Λ̄p1,p2
q1,q2

Rp1

(
q1(q1 + 1

2
);N,−(N+1

2
),−(N+1), (N+1

2
)
)
.

En el segundo caso ocurre cuando N = 1
2
n− 1,

ΥIII

2q1+1,2q2+1(ϑ
′′, ϕ′′) =

∑
p1,p2

U2p1+1,2p2+1
2q1+1,2q2+1 ΥII

2p1+1,2p2+1(ϑ
′, ϕ′), (2.77)

U2p1+1,2p2+1
2q1+1,2q2+1 = Λ̄p1,p2

q1,q2 4F3

(
−p1, p1 + 3

2
, q1 + 3

2
, −q1

N + 3, 1, −N

∣∣∣∣ 1)
= Λp1,p2

q1,q2
Rq1

(
p1(p1 + 3

2
);N+2,−(N+3

2
),−(N+1), N+3

2

)
= Λ̄p1,p2

q1,q2
Rp1

(
q1(q1 + 3

2
);N+2,−(N+3

2
),−(N+1), N+3

2

)
,
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con constantes Λp1,p2
q1,q2

y Λ̄p1,p2
q1,q2

dadas por

Λp1,p2
q1,q2

= (−1)p1+q2 4q1+p1
(q1 +N)! (p1 +N)!

q2! p2!

×

√
(4q1 + 1) (4p1 + 1) (2q2)! (2p2)!

(2q1 + 2N + 1)! (2p1 + 2N + 1)!
,

Λ̄p1,p2
q1,q2

= (−1)q2+p122q1+2p1+2 (N + q1 + 2)! (N + p1 + 2)!

(N + 1)(N + 2) q2! p2!

×

√
(4p1 + 3)(4q1 + 3) (2p2 + 1)! (2q2 + 1)!

(2N + 2p1 + 4)! (2N + 2q1 + 4)!
.

Estados impares de n

Para n impares, correspondiente a la suma (2.75), las funciones de onda ΥIII, para
N = 1

2
(n− 1), se escriben de dos maneras. La primera está dada por la suma

ΥIII

2q1+1,2q2
(ϑ′′, ϕ′′) =

∑
p1,p2

U2p1,2p2+1
2q1+1,2q2

ΥII

2p1,2p2+1(ϑ
′, ϕ′), (2.78)

U2p1,2p2+1
2q1+1,2q2

= Ap1,p2
q1,q2 4F3

(
−p1, p1 + 1

2
, q1 + 3

2
, −q1

N + 2, 1, −N

∣∣∣∣ 1)
= Ap1,p2

q1,q2
Rq1

(
p1(p1 + 1

2
);N+1,−(N+1

2
),−(N+1), N+1

2

)
= Āp1,p2

q1,q2
Rp1

(
q1(q1 + 3

2
);N+1,−N−3

2
,−(N+1), N+3

2

)
,

y la segunda por

ΥIII

2q1,2q2+1(ϑ
′′, ϕ′′) =

∑
p1,p2

U2p1+1,2p2

2q1,2q2+1 ΥII

2p1+1,2p2
(ϑ′, ϕ′), (2.79)

U2p1+1,2p2

2q1,2q2+1 = Āp1,p2
q1,q2

× 4F3

(
−p1, p1 + 3

2
, q1 + 1

2
, −q1

N + 2, 1, −N

∣∣∣∣ 1)
= Ap1,p2

q1,q2
Rp1

(
q1(q1 + 1

2
);N+1,−(N+1

2
),−(N+1), N+1

2

)
= Āp1,p2

q1,q2
Rq1

(
p1(p1 + 3

2
);N+1,−N−3

2
,−(N + 1), N+3

2

)
,
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con constantes Ap1,p2
q1,q2

y Āp1,p2
q1,q2

,

Ap1,p2
q1,q2

= (−1)q2+p122q1+2p1+1 (N + q1 + 1)! (N + p1 + 1)!

(N + 1) q2! p2!

×

√
(4p1 + 1)(4q1 + 3) (2p2 + 1)! (2q2)!

(2N + 2p1 + 2)! (2N + 2q1 + 3)!
,

Āp1,p2
q1,q2

= (−1)p1+q222q1+2p1+1 (q1 +N + 1)! (p1 +N + 1)!

(N + 1) q2! p2!

×

√
(4q1 + 1) (4p1 + 3) (2q2 + 1)! (2p2)!

(2q1 + 2N + 2)! (2p1 + 2N + 3)!
.

Además de los coeficientes de transformación también es importante saber a qué tipo de
álgebra pertenece el operador de Zernike pues con esto se identifican las simetŕıas del sistema,
lo cual es descrito a continuación.

2.7. Álgebra superintegrable de Zernike

Usando los tres sistemas coordenados analizados (2.42) –(2.44), se encuentra que el

operador Ŵ en (2.34) se puede escribir en términos del operador de momento angular Ĵ3 = L̂3

y los dos operadores Ĵ1 (2.60) y Ĵ2 (2.64), que determinan las constantes de movimiento k y
l, respectivamente, como

Ŵ = Ĵ1 + Ĵ2 + Ĵ2
3 + 1

2
. (2.80)

con

Ĵ1 = L̂2
1 +

ξ22 + ξ23
4ξ23

, Ĵ2 = L̂2
2 +

ξ21 + ξ23
4ξ23

, Ĵ3 = L̂3,

donde L̂i son los operadores de momento angular (2.52) del álgebra so(3).

En la esfera, se puede construir una álgebra superintegrable a través de los operadores

Ŝ1 = Ĵ3, Ŝ2 = Ĵ1 − Ĵ2, Ŝ3 = [Ŝ1, Ŝ2] (2.81)

que generan un álgebra no lineal, llamada ‘álgebra cúbica de Higgs’ [3] y satisfacen la rela-
ciones

Ŝ3 = 2{L̂1, L̂2}+ −
ξ1ξ2
ξ23

, [Ŝ3, Ŝ1] = 4Ŝ2, [Ŝ3, Ŝ2] = 8Ŝ3
1 − 8Ŵ Ŝ1,

donde { , }+ es el anticonmutador. Para el disco D, los tres operadores que conmutan con el

operador de Zernike Ẑ están relacionados con los de la esfera a través de la transformación
de similaridad, K̂i = A−1ŜiA, inversa a la realizada en (2.30). Estos operadores están dados
por

K̂1 = y∂x − x∂y,
K̂2 = −(1− x2 − y2)(∂xx − ∂yy) + 2x∂x − 2y∂y,

K̂3 = −4(1− x2 − y2)∂xy + 4y∂x + 4x∂y,
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que cierran el álgebra en el disco D a través de las relaciones de conmutación

[K̂1, K̂2] = K̂3, [K̂3, K̂1] = 4K̂2, [K̂3, K̂2] = 8(K̂3
1 − ẐK̂1). (2.82)

Por tanto, el sistema de Zernike tiene asociada un álgebra que NO es de Lie, por lo que sus
operadores de simetŕıa en la esfera (2.81) y en el disco (2.82) no son lineales y pertenecen a
un sistema superintegrable.

2.8. Observaciones finales y trabajo futuro

Inicialmente, el tema de Zernike nos llamó la atención debido a que las funciones de
Zernike (2.27) tienen una organización piramidal semejante a la estructura que comparten
las eigenfunciones del oscilador armónico. Aunque tuvimos que renuciar a esta relación, la
idea principal siempre fue encontrar una relación del sistema de Zernike con otro sistema
f́ısico usando transformaciones unitarias.

Luego, descubrimos, gracias a pláticas con el Dr. Pogosyan, que el sistema cumpĺıa varios
requisitos para ser un sistema superintegrable y pod́ıa relacionarse con un sistema cuántico
(estudiado en esta tesis). En el sistema cuántico se logró encontrar operadores de simetŕıa,
usando la esfera, que en el disco no eran evidentes, además de que las funciones de Zernike
fueron relacionadas con los polinomios de Legendre y Gegenbauer. De este modo las funciones
de Zernike, utilizadas generalmente para describir pupilas circulares, se relacionaron con un
sistema cuántico donde aparece el potencial de Pöschl-Teller. Además se encontró otra forma
de escribir los polinomios de Zernike en el disco en términos de polinomios de Gegembaguer
y Legendre.

Quedan muchas cosas por investigar en este tema, en particular hay dos cosas inmediatas
que me quedan pendientes: encontrar los operadores de ascenso y descenso expĺıcitamente y
construir estados cuasi coherentes bidimensionales para el operador cuántico en la esfera y
ver que interpretación tienen en el disco.



Referencias

[1] Cristina Salto-Alegre and K. B. Wolf, Position and momentum bases for the monochro-
matic Maxwell fish-eye and the sphere, J. Phys. A: Math. Theor., 48, 1–17 (2015).

[2] N. M. Atakishiyev, G. S. Pogosyan, K. B. Wolf, and A. Yakhno, Interbasis expansions
in the Zernike system, J. Math. Phys. 58, 103505-1–103505-20 (2017).

[3] P. W. Higgs, Dynamical symmetries in a spherical geometry, J. Phys. A 12, 309–323
(1979).

[4] F. Zernike, Diffraction theory of cutting procedure and its improved form, the phase
contrast method, L. Foucault, Ann. Obs. Paris, 5, 700 (1934).

[5] Virendra N. Mahajan, Zernike Circle Polynomials and Optical Aberrations of Systems
with Circular Pupils, Eng. Lab Notes in Applied Optics, 33, 8121–8124 (1994).

[6] Virendra N. Mahajan, Zernike Polynomials and Optical Aberrations, Eng. Lab Notes in
Optics and Photonics News 34, 8060–8062 (1995).

[7] William J. Tango, The Circle Polynomials of Zernike and Their Applicationin Optics,
Applied physics, 13, 327–332 (1977).

[8] Larry N. Thibos et al., Standards for Reporting the Optical Aberrations of Eyes, Journal
of Refractive Surgery, 18, S652–S660 (2002).

[9] Silvia A. Comastri et al., Zernike expansion coefficients: rescaling and decentring for
different pupils and evaluation of corneal aberrations, J. Opt. A: Pure Appl. Opt., 9,
209–221 (2007).

[10] D. Gonzalez-Utrera et al., Ophthalmic Applications of Freeform Optics, Imaging and
Applied Optics, FW4B.1, OSA (2015).

[11] A. J. E. M. Janssen, New analytic results for the Zernike circle polynomials from a basic
result in the Nijboer-Zernike diffraction theory, Journal of the European Optical Society
- Rapid publications, 6, 1–32 (2011).

[12] C. Ferreira et al., Zernike-like systems in polygons and polygonal facets, Applied Optics,
54, 6575–6583 (2015).

32



REFERENCIAS 33

[13] Robert J. Noll, Zernike polynomials and atmospheric turbulence, J. Opt. Soc. Am., Vol.
66, 207–2011 (1976).

[14] A. Torre, Generalized Zernike or disc polynomials: An application in quantum optics,
Journal of Computational and Applied Mathematics, 222, 622–644 (2008).

[15] A. B. Bathia and E. Wolf, On the circle polynomials of Zernike and related orthogo-
nal sets, Mathematical Proceedings of the Cambridge Philosophical Society, 50, 40–48
(1989).

[16] A. Wünsche, Generalized Zernike or disc polynomials, J. Comp. App. Math. 174, 135–
163 (2005).

[17] G. S. Pogosyan, K. B. Wolf, and A. Yakhno, Superintegrable classical Zernike system,
J. Math. Phys. 58, 072901-1–072901-14 (2017).

[18] G. S. Pogosyan, Cristina Salto-Alegre, K. B. Wolf, and A. Yakhno, Quantum superin-
tegrable Zernike system, J. Math. Phys. 58, 072101-1–072101-13 (2017).

[19] Joo Pedro Morais,Los polinomios de Zernike en el contextodel análisis cuaterniónico,
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3. Deformación Lorentziana en el
espacio de Helmholtz

En este trabajo se construye una manera de aplicar las simetŕıas del grupo de Lorentz al
modelo monocromático de ondas de Helmholtz. Esto se realiza a partir de una fundamentación
matemática, basada en la teoŕıa de representaciones matriciales de álgebras y grupos de Lie,
y análisis armónico, aplicada a un modelo de óptica ondulatoria. Se encuentra el espacio de
frentes de onda a través de espacios cocientes de los grupos implicados.

Esta manera de construir el espacio de frentes de ondas de la óptica de Helmhotz deja
ver de manera natural como se pueden importar las simetŕıas del grupo de Lorentz y las
deformaciones que induce en los campos de onda.

Además, se hace uso de una trasformación unitaria entre la esfera de direcciones o fre-
cuencias a la pantalla plana óptica, llamada transformada de onda, que garantiza una relación
entre las variedades, esfera y plano, que constituyen el espacio fase óptico de Helmholtz. Todo
esto se incia con el modelo de la óptica Euclideana que se describe a continuación.

3.1. Óptica Euclideana

La óptica euclideana consiste en modelar rayos de luz y frentes de onda como varieda-
des obtenidas por espacios cocientes del grupo Euclideano y consiste en heredar todas las
propiedades geométricas y las simetŕıas del grupo Euclideano al espacio de rayos de luz o
de ondas en óptica. Se fundamenta en la teoŕıa de grupos de Lie [3] SO(3) e ISO(3) y sus
espacios cocientes [4].

Aunque en su mayoŕıa, el contenido de esta sección se basa en el trabajo [5], también,
se fundamenta de manera muy intuituiva, la construcción de espacios cocientes, incluyendo
algunos ejemplos sencillos y se da un enfoque geométrico de la construcción del espacio
de rayos en la óptica geométrica que pretenden simplificar la comprensión de este modelo
matemático.

35
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3.1.1. Espacio de rayos en óptica geométrica

En óptica geométrica un rayo de luz es modelado a través de ĺıneas en un espacio
tridimensional, orientadas en cualquier dirección. El espacio de todas las ĺıneas o rayos de
luz en R3 es equivalente, excepto un conjunto de medida cero, a la esfera S2 y una pantalla
P = {(x, y, 0)} = R2, es decir, si ℘ es la variedad de todos los rayos de luz en R3, entonces,
℘ ∼= S2×R2. Esta equivalencia se puede explicar de dos maneras: desde un enfoque algebraico
y desde uno geométrico.

Enfoque algebraico

El espacio de rayos de luz se puede encontrar a través de los grupos de simetŕıa asocia-
dos a los rayos de luz. Algunos enunciados útiles que simplificarán esta descripción son los
siguientes:

Figura 3.1: El grupo SO(3) se puede visualizar como el campo vectorial de todos los puntos ~p en la
superficie de la esfera S2 más sus rotaciones alrededor del vector normal en cada punto, por lo que
SO(3) ∼= S2 × SO(2).

1. El grupo euclideano ISO(3) es el grupo de simetŕıas de R3.

2. El grupo de simetŕıas que dejan fijo al punto origen es el grupo SO(3).

3. Usando las dos afirmaciones anteriores, se puede afirmar que ISO(3) = SO(3)n R3, lo
cual, también lleva a que R3 se puede ver como un espacio cociente, es decir, R3 =
SO(3)\ISO(3).

4. Otros ejemplos de espacios cocientes son R2 ∼= R\R3 y R ∼= R2\R3.

5. Un último ejemplo de espacio cociente que se confunde a menudo con el grupo SO(3)
es la la esfera S2. La identificación SO(2)\SO(3) ∼= S2 se demuestra de la siguiente
manera:
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Tómese un elemento R del grupo SO(3). Usando ángulos de Euler, esta rotación en R3

siempre se puede escribir como R = R(ψ, θ, φ) = Rz(ψ)Ry(θ)Rz(φ).

La aplicación del grupo de Rotaciones SO(3) al polo norte PN = (0, 0, 1) ∈ S2 da las
coordenadas esféricas, es decir,PN ·R(ψ, θ, φ) = (sin θ cosφ, sin θ sinφ, cos θ), pero como
no aparece el ángulo ψ en está parametrización, existen diferentes rotaciones que van a
un mismo punto en la esfera, por lo que se puede decir que para cada punto se repiten
rotaciones. Una forma sencilla de ver qué grupo forman estas rotaciones repetidas es
ver cuáles rotaciones dejan fijo el polo norte en la esfera, es decir, PN · R(ψ, θ, φ) =
PN = (0, 0, 1) si y sólo si θ = 0 = φ, por lo que

R(ψ) = R(ψ, 0, 0) =

 1 0 0
0 cosψ sinψ
0 − sinψ cosψ

 ,

y R(ψ) es una rotación en R2. De esta manera se puede afirmar que el grupo de las
rotaciones que dejan fijo el polo norte en S2 es el grupo SO(2).

Por tanto SO(2)\SO(3) ∼= S2.

En óptica euclideana, el grupo de simetŕıas de los rayos es el ISO(3), pues manda ĺıneas
de R3 en ĺıneas de R3. Para encontrar el espacio de todas las ĺıneas mediante un espacio
cociente de grupos falta encontrar el grupo de simetŕıas que dejan fija una ĺınea, para ello se
considera la ĺınea asociada al eje z en R3, el grupo de rotaciones alrededor de este eje es el
SO(2) y el grupo asociado a las translaciones a lo largo de la ĺınea es R, es decir, el grupo de
simetŕıas que dejan fija a la ĺınea que pasa por el origen orientada en el eje z es SO(2)× R.

Usando las afirmaciones anteriores se puede expresar el espacio de todas las ĺıneas tri-
dimensionales en términos de espacios cocientes como:

℘ = (SO(2)× R)\ISO(3) = (SO(2)× R)\(SO(3)× R3) ∼= S2 × R2. (3.1)

donde ∼= significa que la igualdad se cumple casi en todas partes (coinciden salvo un conjunto
de medida cero, véase la siguiente sección).

Por tanto, el espacio de rayos de luz en R3 está dado por ℘ ∼= S2 × R2.

Enfoque geométrico

Otra manera de determinar el espacio de rayos ópticos es a través de la definición de los
rayos (o ĺıneas) en R3.

Conjunto de ĺıneas en R3.
Sea ~p ∈ S2 y ~q ∈ R2, entonces el conjunto de ĺıneas en R3 queda definido como ` = {t~p+ ~q :
t ∈ R}. Es decir, un punto ~p en la superficie de la esfera define de manera única la ĺınea l
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Figura 3.2: Una ĺınea l′ en R3 que no sea paralela al plano P = {z = 0} queda definida de manera
única por el punto ~q de intersección en el plano y un punto de intersección ~p en la esfera, de la ĺınea l
obtenida por trasladar l′ al origen 0.

que pasa por el origen de la esfera. Si se considera la pantalla como P = {(x, y, 0)} = R2, un
punto ~q ∈ P trasladará la ĺınea l al punto ~q.

El método anterior reproduce todas las ĺıneas, excepto las ĺıneas horizontales que forman
un conjunto de medida cero.

Observación 1: Si se tiene un espacio de trabajo X y Q un subespacio de medida cero
(V ol(Q) = 0) y U = X \ Q. Los espacios de Hilbert correspondientes a X y U son iguales,
es decir, L2(X) = L2(U).

Usando la equivalencia ℘ ∼= S2×R2 y la observación 1, se puede afirmar que los espacios
de Hilbert correspondientes son equivalentes, es decir, L2(℘) = L2(S2)⊗ L2(R2).

3.1.2. Espacio de frentes de onda

En óptica ondulatoria, se considera a la luz como una onda, si además se considera un
modelo de óptica euclideana, una onda de luz estará caracterizada por su frente de onda
plano y su dirección dada por el vector normal al plano ~n.

Para encontrar el espacio de trabajo adecuado de la óptica ondulatoria se procede de
manera análoga al caso de los rayos de luz en óptica geométrica: se determina el espacio de
frentes de onda planos a través de espacios cocientes. Para esto, se debe conocer el grupo de
simetŕıas que mandan planos a planos en R3 y el grupo que dejan fijo a un plano.

Al igual que en el caso de los rayos de luz, el grupo Euclideano ISO(3) es el grupo de
simetŕıas que manda planos de R3 en planos de R3. Además, las simetŕıas que dejan fijo un
plano son las rotaciones alrededor del plano y las translaciones del plano, por lo que el grupo
de simetrás que fijan un plano es SO(2)×R2. Usando el mismo procedimiento algebraico que
en 3.1.1, el espacio de los frentes de onda de Helmholtz, llamado W , se determina a través
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Figura 3.3: Un plano en R3 que no sea paralelo al plano z = 0 queda definido de manera única por el
punto de inclinación ~p ∈ S2 y la intersección u del plano en el eje z.

de espacios cocientes:

W = (SO(2)× R2)\ISO(3) = (SO(2)× R2)\(SO(3)× R3) ∼= S2 × R. (3.2)

Por tanto, el espacio de Hilbert de frentes de onda en el modelo de óptica ondulatoria
esta dado por H = L2(W) ∼= L2(S2)⊗ L2(R).

3.2. Óptica de Helmholtz

Para ver las simetŕıas del grupo euclideano en el espacio de frentes de ondas W se
aplica una representación del álgebra euclideana al espacio W . Los generadores del álgebra
euclideana iso(3) sobre W son seis: tres de translación, llamados T̂i con i = 1, 2, 3, y tres de

rotación, R̂i con i = 1, 2, 3. Existen dos invariantes del álgebra ~̂T · ~̂R y T̂ 2, el primero de ellos
se anula en W , mientras que el segundo toma la siguiente forma:

T̂ 2 = T̂ 2
x + T̂ 2

y + T̂ 2
z =

1

p2z

∂2

∂u2
, (px, py, pz) ∈ S2, u ∈ R.

Para ver la aplicación del invariante T̂ 2 sobre W , basta entender el comportamiento del
laplaciano ∂2/∂u2. Para esto, se tiene en cuenta la formula de Plancherel [6] para el caso de
L2(R) ,

g ∈ L2(R), g(u) =

∫
R
G(k)eiukdk,

donde G(k) es la transformada de Fourier de g(u) y ek(u) = eiuk genera el espectro de T̂ 2 en
L2(R),

∂2

∂u2
eiuk = −k2 eiuk.
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Con esto, el espacio de Hilbert correspondiente a los frentes de onda se puede ver como [7],

L2(W) =

∫ ⊗
R
L2(S2)⊗ ek dk =

∫ ⊗
R
Hk dk, Hk = L2(S2)⊗ ek.

Las translaciones en el grupo euclideano actúan como una fase eitk en Hk. Al fijar un paráme-
tro k, se fija un espacio Hk = L2(S2), donde las funciones f ∈ Hk, tienen la la forma,

f(~p) = Φ(~p) eik(~p·~r); ~p ∈ S2, ~r ∈ R3. (3.3)

Nótese que al considerar un espacio fijo Hk = L2(S2) se esta trabajando en el espacio
de Helmholtz, donde k es un número de onda fijo, se considera un ı́ndice de refracción n = 1
y las funciones en este espacio satisfacen la ecuación de Helmholtz. Además, el producto ~p ·~r
resalta el uso de la transformada de Fourier entre la esfera unitaria S2 y la pantalla óptica
R2 que se definirá a continuación como la transformada de onda.

3.2.1. Transformada de Onda

En óptica ondulatoria, el espacio fase se compone por el espacio de frecuencias o esfera de
direcciones S2 y el espacio de posiciones dado por una pantalla plana R2. La transformada de
Fourier es una transformación unitaria que relaciona de manera única las funciones en estos
dos espacios. Por tal razón, aunque el espacio de Hilbert en óptica de Helmholtz está dado
como Hk = L2(S2), usando la transformada de Fourier, se puede usar funciones de onda en
la pantalla plana R2 sin mayor problema.

En esta sección se encontrará expĺıcitamente la transformada de Fourier entre la esfera
S2 y el plano R2 que se denominará transformada de onda. Se inicia considerando superpo-
siciones arbitrarias de onda planas f(~r) con vector de onda de magnitud constante k. Éstas
satisfacen la ecuación de Helmholtz:( ∂2

∂x2
+

∂2

∂y2
+

∂2

∂z2

)
f(~r) = −k2 f(~r), (3.4)

y se relacionan con funciones F(~p) ∈ L2(S2) a través de la transformada de Fourier,

f(~r) =
k

2π

∫
S2

dµ(~p) F(~p) eik(~p·~r) (3.5)

donde x, y, z son coordenadas cartesianas en R3, con vector de posición dado por ~r = (x, y, z)
y ~p = (px, py, pz) es un vector sobre la superficie de la esfera S2 con coordenadas dadas por

px = sin θ sinφ

py = sin θ cosφ (3.6)

pz =
√

1− p2x − p2y = cos θ,
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0 ≤ θ ≤ π, −π ≤ φ ≤ π,

y dµ(~p) es la medida sobre la esfera que se puede escribir como

dµ(~p) =
1

pz
dpx dpy = − sin θ dθ dφ = d cos θ dφ.

Luego se divide la esfera unitaria en la semiesfera superior e inferior para reducir nuestras
coordenadas a dos dimensiones (px, py) y corresponderlas a través de la transformación (3.5)
a una pantalla óptica dada por un plano en R2. La esfera unitaria S2 es dividida en dos
hemisferios usando el signo de la coordenada pz,

H+ : pz > 0; 0 ≤ θ < π
2

H− : pz < 0; π
2
< θ ≤ π.

De esta manera, una función sobre la superficie de la esfera F(~p) ∈ L2(S2) se descompone
como

F(~p) = F+(p) + F−(p)
{ F+ para pz > 0,
F− para pz < 0,

con p = (px, py), es decir, F(~p) está determinada por sus valores sobre los hemisferios superior
H+ e inferior H− y se puede traducir como una pareja de funciones (F+,F−) definidas sobre
un disco plano que se denotará como δ.

Además, se sabe que las soluciones f(~r) de la ecuación de Helmholtz quedan totamente
determinadas por sus valores sobre una pantalla plana z = 0 y la derivada normal a la
pantalla f ′(~r) |z=0. Por lo que la ecuación de Helmholtz junto con la derivada normal al
plano se pueden escribir juntas usando el operador de evolución H [8]:

H f = ∂zf , H :=

(
0 1
−∆k 0

)
, (3.7)

f :=

(
f(r, z)
fz(r, z)

)
, (3.8)

donde H actúa sobre el espacio de las soluciones de Helmholtz, r = (x, y) es la posición sobre
la pantalla plana R2, ∆k := ∂2x+∂2y +k2, y fz(r, z) = ∂zf(r, z). Usando toda esta información,
se puede escribir la transformada de Fourier (3.5) restringida a la pantalla z = 0, como

f(r) = f(~r)
∣∣
z=0

=
k

2π

∫
δ

dpx dpy√
1− p2

(
F+(p) + F−(p)

)
eik(p·r), (3.9)

aśı f(r) es la función de onda en la pantalla óptica R2. La derivada normal al plano z = 0
queda dada por

f ′(r) =
∂f(~r)

∂z

∣∣∣
z=0

=
ik2

2π

∫
δ

dpx dpy
(
F+(p)−F−(p)

)
eik(p·r). (3.10)
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Aplicando la transformada inversa se tiene que las funciones F(p) sobre los hemisferios
H± toman la forma

F(p)± =
k

4π

∫
R2

dx dy
(√

1− p2 f(r)± 1

ik
f ′(r)

)
e−ik(p·r). (3.11)

Si en lugar de considerar coordenadas (px, py) se toman coordenadas esféricas (θ, φ),
F ∈ L2(S2), lo que lleva a obtener transformadas análogas a (3.9) y (3.11) de forma unificada,
que definen la llamada transformada de onda dada por

f(x, y) =
k

2π

∫ π

−π
dφ

∫ π

0

d cos θF(θ, φ) eik sin θ(x sinφ+y cosφ), (3.12)

y

f ′(x, y) =
ik2

2π

∫ π

−π
dφ

[∫ π/2

0

d cos θ dφ cos θF(θ, φ) eik sin θ(x sinφ+y cosφ)

−
∫ π

π/2

d cos θ dφ cos θF(θ, φ) eik sin θ(x sinφ+y cosφ)

]
. (3.13)

La transformada de onda inversa queda como

F(θ, φ) =
k

4π

∫
R2

dx dy f(x, y) cos θ e−ik sin θ(x cosφ+y sinφ), (3.14)

donde ~p = (px, py, pz) = (sin θ sinφ, sin θ cosφ, cos θ) es un punto sobre la superficie de la
esfera y r = (x, y) un vector posición sobre el plano.

Por tanto, la transformada de onda establece una relación única entre las funciones de
la esfera y el plano, esto es de gran importancia en óptica, ya que el análisis oṕtico se realiza
sobre la pantalla plana, por esta razón, aunque las siguientes secciones se dividen en el ‘plano’
y la ‘esfera’, los resultados siempre se muestran sobre la pantalla plana.

3.3. Grupo de Lorentz en la esfera S2

Las simetŕıas de trasformaciones relativistas son representadas en un espacio tiempo
R3,1, tres dimensiones espaciales y una temporal, por el grupo de Lorentz SO(3,1). La métrica
del espacio tiempo preservada por el grupo de Lorentz está dada por

∣∣~v∣∣2 = x2 + y2 + z2 − t2 = v · Ω · v∗ =
(
x y z t

)
1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 1 0
0 0 0 −1




x
y
z
t

 ,
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donde Ω es la matriz métrica, ~v = (x, y, z, t) es un vector en el espacio tiempo, x, y, z co-
rresponden a las coordenadas espaciales y t a la coordenada temporal. Esto implica que una
representación matricial del grupo de Lorentz es

A ∈M4×4(R), AΩA† = Ω y det(A) = 1.

Además, en el espacio tiempo R3,1, el cono de luz positivo se puede escribir como

C = {(x, y, z, t) : x2 + y2 + z2 = t2, t > 0}

y puede ser totalmente descrito, módulo rescalamientos, por un espacio de dimensión menor
a través de la aplicación

(x, y, z, t) ←→ (x′, y′, z′) =
(x
t
,
y

t
,
z

t

)
,

x2 + y2 + z2 = t2 ←→
(x
t

)2
+
(y
t

)2
+
(z
t

)2
= 1,

que es invariante de escala y que cumple que (x, y, z, t) ∈ C si y sólo si (x′, y′, z′) ∈ S2,
donde x′, y′, z′ son llamadas coordenadas homogéneas. Además, también se cumple que toda
ĺınea que pasa por el origen en C intersecta a un único punto en la esfera S2, al conjunto de
tales ĺıneas se le conoce como cono proyectivizado y se denota por P(C). Con esto se hace la
identificación P(C) ∼= S2.

Por tanto, se concluye que las simetŕıas del grupo de Lorentz se pueden aplicar natural-
mente a la esfera unitaria, por tal motivo, es interesante preguntarse qué pasa si se aplican
las simetŕıas Lorentzianas a las funciones de onda en el espacio de Helmholtz Hk, pregunta
que se trata de resolver en los siguientes apartados.

3.4. Geometŕıa de Lorentz en óptica de Helmholtz

Ya que en ambos casos, óptica de Helmholtz y cono de luz proyectivizado, tienen como
espacio de trabajo a la esfera, es natural pensar en que las simetŕıas del grupo de Lorentz
pueden aplicarse al espacio de ondas de Helmholtz. El proceso para aplicar las simetŕıas del
grupo de Lorentz a las funciones de onda de Helmholtz es el siguiente:

1. Identificar las simetŕıas que se desea aplicar. En esta tesis se desea estudiar deformacio-
nes en los campos de onda debido a la aceleración relativista (o boost) en la dirección
z, por lo que se elige el subgrupo uniparamétrico del boost en la dirección z, que se
denominará por Bz.

2. Identificar la acción del subgrupo Bz en el cono de luz C y finalmente en la esfera
S2 ∼= P(C), esto se realizará directamente en las coordenadas.

3. Determinar la acción del subgrupo Bz sobre las funciones, F ∈ L2(S2).
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4. Encontrar el generador infinitesimal generado por la aplicación, dada en el punto an-
terior, que se denotará por âz.

5. Convertir al operador infinitesimal âz en autoadjunto mediante simetrización.

Cada uno de los pasos anteriores se describe detalladamente a continuación. Primeramente, se
describen los generadores de boost del álgebra de Lorentz so (3,1) y los grupos uniparamétricos
que se originan a partir de los generadores, para después aplicarse a un vector luz en el cono
proyectivo o esfera.

Los generadores de boost del álgebra de Lorentz so(3,1) son:

Bx =


0 0 0 −i
0 0 0 0
0 0 0 0
−i 0 0 0

 , By =


0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 0 0
0 −i 0 0

 , Bz =


0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 −i
0 0 −i 0

 .

Estos generadores se aplican a vectores en R3,1 y al ser exponenciados, Bi = exp(iγBi), i =
x, y, z, dan elementos en el grupo de Lorentz SO(3,1), que individualmente se pueden ver
como subgrupos uniparamétricos, pues dependen únicamente del parámetro γ. Los subgrupos
uniparamétricos que llevan todas las simetŕıas del boost en las direcciones x, y y z son:

By =


cosh γ 0 0 sinh γ

0 1 0 0
0 0 1 0

sinh γ 0 0 cosh γ

 , By =


1 0 0 0
0 cosh γ 0 sinh γ
0 0 1 0
0 sinh γ 0 cosh γ

 ,

Bz =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosh γ sinh γ
0 0 sinh γ cosh γ

 .

Para considerar únicamente simetŕıas de boost en la dirección z se elige el subgrupo Bz y se
aplica a un vector ~v = (x, y, z, 1) ∈ C,

xγ
yγ
zγ
tγ

 =


1 0 0 0
0 1 0 0
0 0 cosh γ sinh γ
0 0 sinh γ cosh γ




x
y
z
1


donde ~vγ = (xγ, yγ, zγ, tγ) = (x, y, z cosh γ + sinh γ, z sinh γ + cosh γ). Al proyectivizar ~vγ,
resulta el vector ~pγ = (pγx, p

γ
y , p

γ
z ), cuyas componentes son

pγx =
xγ
tγ

=
x

z sinh γ + cosh γ
,

pγy =
yγ
tγ

=
y

z sinh γ + cosh γ
, (3.15)

pγz =
zγ
tγ

=
z cosh γ + sinh γ

z sinh γ + cosh γ
,
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y se escribe como ~pγ = Bz · ~p, por definir la acción del subgrupo Bz sobre un vector ~p =
(px, py, pz) ∈ S2. Con esto, la acción de Bz sobre las funciones F ∈ L2(S2) queda definida
sobre las coordenadas como F(Bz · ~p) = F(~pγ). El generador infinitesimal correspondiente
a la acción de Bz sobre las funciones se encuentra al derivar la función F(~pγ) respecto al
parámetro γ y evaluarla en γ = 0,

d

dγ
F(~pγ)

∣∣∣
γ=0

= −|pz|
(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py

)
F(~p) = âzF(~p),

El operador âz está definido sobre la esfera pero no es autoadjunto, lo cual se corrige al
simetrizarlo, esto se puede ver artificial y que no captura la esencia del sistema f́ısico, pero en
la siguiente sección veremos la conexión con grupos uniparamétricos y se verá de manera más
clara la naturalidad de dicha operación. Al efectuar la simetrización, se obtiene el operador
autoadjunto,

b̂S
2

z = −|pz|
(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ 1
)
, (3.16)

que satisface la condición (F, b̂zG)S2 = (b̂zF,G)S2 con producto interno de la esfera dado en
coordenadas (px, py, pz) como

(F,G)S2 =

∫
S2

dpx dpy
|pz|

F (~p)G∗(~p).

Además, el operador b̂S
2

z aplicado en la transformada de onda, definida por (3.12) y (3.13),
se convierte en el generador diferencial autoadjunto, que se aplica a la pareja de funciones
f(r) y su derivada normal f ′(r), dadas en (3.9) y(3.10) respectivamente, dado por

b̂z =

(
0 −D

(D + 1)∆k − k2 0

)
, (3.17)

donde D := 1
2
(r · ∂r + ∂r · r) se denomina el generador de dilatación y ∆k := ∂2x + ∂2y + k2 se

aplican a funciones sobre la pantalla R2 con coordenadas r = (x, y). El operador b̂z también
puede obtenerse a través de una deformación de álgebras que se explicará después.

En esta tesis se estudian dos formas de heredar las simetŕıas del grupo de Lorentz a las
funciones de onda de Helmholtz: La primera es usando una acción del subgrupo Bz en las
funciones sobre la esfera que sea unitaria y la segunda es a través de generadores de boost
aplicados al plano R2 mediante una deformación de álgebras. En los dos casos se elige una
función de prueba, la cual se deforma por la acción relativista y se visualiza en la pantalla
plana. En el caso de la esfera, esta visualización en el plano se realiza por medio de la
transformada de onda.
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3.5. Deformación Lorentziana en la esfera

La deformación Lorentziana sobre funciones en la esfera se define a través del mapeo
Gγ dado por

GγF(px, py, pz) = µ(pz, γ)F (pγx, p
γ
y , p

γ
z ) =

1

cosh γ + pz sinh γ
F (pγx, p

γ
y , p

γ
z ), (3.18)

y se le llama de esta manera por que deforma a los ángulos de las funciones que se definen
sobre la superficie de la esfera. El factor pre-multiplicativo µ(pz, γ), llamado ‘multiplicador’ de
Bargmann [9], hace que la aplicación Gγ sea unitaria al cumplir que (F,G)S2 = (GγF,GγG)S2 ,∫

S2

d cos θ dφF (θ, φ)G∗(θ, φ) =

∫
S2

d cos τ dεGγF (τ, ε)GγG∗(τ, ε),

donde ∗ denota la función conjugada. El ‘multiplicador’ de Bargmann garantiza que el pro-
ducto interno sobre la esfera sea el mismo después de la aplicación, ya que el Jacobiano del
cambio de coordenadas (θ, φ) a (τ, ε) es justo el cuadrado del multiplicador µ(pz, γ). Además,
la aplicación Gγ tiene como generador infinitesimal autoadjunto a (3.16) ya que

d

dγ
GγF(px, py, pz)

∣∣∣
γ=0

= −|pz|
(
px

∂

∂px
+ py

∂

∂py
+ 1
)
F(px, py, pz).

Ésta última relación brinda la relación entre las operaciones realizadas con el álgebra (3.16)
y el grupo (3.18) de manera más intuitiva al garantizar que la apliación Gγ sea unitaria.

3.5.1. Deformación en ángulos

La deformación en los ángulos (θ, φ) está dada por la acción de la transformación relati-
vista Gγ en las componentes (3.15) de un vector ~p ∈ S2, es decir, para coordenadas esféricas
ocurre que

GγF(sin θ sinφ, sin θ cosφ, cos θ) =
F (sin τ sin ε, sin τ cos ε, cos τ)

cosh γ + sinh γ cos θ
⇓

GγF(θ, φ) =
F (τ(θ, φ), ε(θ, φ))

cosh γ + sinh γ cos θ
. (3.19)

Este mapeo es simétrico alrededor de dirección z, por lo que solo cambia el ángulo θ mientras
que el ángulo φ = ε queda invariante. A partir de (3.19) se encuentran las fórmulas que
relacionan los ángulos deformados τ y ε con los ángulos θ y φ, dadas por

cos τ =
cosh γ cos θ + sinh γ

cosh γ + sinh γ cos θ
, sin τ =

sin θ

cosh γ + sinh γ cos θ
.

Esta relación entre ángulos se puede resumir en la transformación tan 1
2
τ = e−γ tan 1

2
θ.
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Las fórmulas inversas para cos θ y sin θ son

cos θ =
cosh γ cos τ − sinh γ

cosh γ − sinh γ cos τ
, sin θ =

sin τ

cosh γ − sinh γ cos τ
.

Además, el cambio de medida, debido a la transformación Gγ, está dado por el factor

µ(θ, γ)2 =
d cos τ

d cos θ
=

1

(cosh γ + sinh γ cos θ)2
,

que corresponde al dado en (3.19).

Ya que se tiene claro como se hereda la simetŕıa del boost relativista a las funciones en el
espacio de Helmholtz, se debe elegir una función de prueba para analizar el comportamiento
de los ángulos deformados. Para esto se elige la función de onda más localizada en la pantalla
plana o espacio de posiciones.

3.5.2. Funciones de prueba en esfera y plano

Figura 3.4: Función de prueba ψ◦r0(θ, φ) en la esfera y el plano, aqúı r0 = (3, 0) y k = 1.

La función de prueba elegida en la esfera es la distribución normalizada más ancha, pues
ocupa toda la esfera, dada por la fase

ψ◦r0
(θ, φ) =

−e−ik(p·r0)

√
4π

=
−1√
4π
e−ik sin θ (x0 sinφ+y0 cosφ), (3.20)

que corresponde, bajo la transformada de onda (3.12), a la distribución más localizada en el



3.5 Deformación Lorentziana en la esfera 48

plano,

ψ0(x, y) =
k

2π

∫
S2

d cos θ dφ ψ◦r0
(θ, φ) eik sin θ (x sinφ+y cosφ )

=
k

4π
√
π

∫ π

0

sin θ dθ

∫ π

−π
dφ eik sin θ ((x−x0) sinφ+(y−y0) cosφ )

=
k

2
√
π

∫ π

0

sin θ dθ J0(k sin θ
√

(x− x0)2 + (y − y0)2)

=
k√
π

sin
(
k
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
)

k
√

(x− x0)2 + (y − y0)2
=

k√
π

sinc (k|r− r0|),

(3.21)

donde |r − r0| =
√

(x− x0)2 + (y − y0)2 y la función sincχ ≡ sinχ/χ = j0(χ) es la función
esférica de Bessel de orden cero. La derivada en z en el plano (3.13) tiene un cos θ extra en
la integral, el cual tiene signos opuestos en los dos hemisferios de la esfera y por lo tanto se
anula, aśı que ∂zψ0(x, y)|z=0 = 0. Debido a esto, la función de prueba y su derivada sobre la
pantalla plana se pueden escribir juntas usando

ψr0(r) ≡ ψ0(r− r0) =
k√
π

(
sinc (k|r− r0|)

0

)
, (3.22)

que está centrada en r0 = (x0, y0) ∈ R2.

3.5.3. Campos de onda deformados sobre la esfera

Figura 3.5: Función de prueba deformada Ψ◦r0(θ, φ) en la esfera y el plano, aqúı r0 = (3, 0), k = 1 y
γ = 2.

Usando el mapeo relativista Gγ sobre la función de prueba ψ◦r0
(θ, φ), se obtiene el campo
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de onda deformado

Ψγ
r0

(θ, φ) := Gγ ψ◦r0
(θ, φ) =

Φγ (τ(θ), φ)

cosh γ + sinh γ cos θ

=
− exp

(
−ik sin θ

cosh γ+sinh γ cos θ
(x0 sinφ+ y0 cosφ)

)
2
√
π (cosh γ + sinh γ cos θ)

. (3.23)

La función Ψγ
r0

(θ, φ), bajo la transformada de onda, da lugar a la distribución deformada más

localizada ψ
(γ)
r0 (x, y), que está dada por la doble integral

ψ
(γ)
r0 (x, y) :=

k

2π

∫
S2

d cos θ dφ Ψγ
r0

(θ, φ) exp

(
ik sin θ (x sinφ+ y cosφ)

)
=

k

4π
√
π

∫ π

0

∫ π

−π

sin θ dθdφ

cosh γ + sinh γ cos θ
exp

(
ik sin θ (x sinφ+ y cosφ)

)
× exp

(
− ik

sin θ

cosh γ + sinh γ cos θ
(x0 sinφ+ y0 cosφ)

)
.

(3.24)

Nótese que para r0 = (0, 0) no hay deformación. La función deformada ψ
(γ)
r0 (x, y) no se

puede integrar anaĺıticamente, por lo que sólo se puede resolver numéricamente. Por tanto,
encontrar el campo de onda deformado se reduce a un problema numérico que se resuelve
integrando numéricamente sobre una distribución equiespaciada de puntos sobre la superficie
de la esfera. El campo deformado en la esfera y el plano se observa en la figura 3.5.

3.6. Deformación Lorentziana en el plano

En el caso de la pantalla plana R2, la aplicación de las simetŕıas de los subgrupos del
boost relativista Bx, By y Bz a las funciones en el plano, no es tan inmediata como en el caso
de la esfera. Una manera relativamente directa es pasar por todo el proceso que se describe
en la sección 1.4 y finalmente utilizar la transformada de onda para encontrar los generadores
del boost en el plano, análogos al encontrado en la dirección z (3.17).

Por otro lado, en los trabajos [10, 2] se reporta una descripción algebraica más rápida
para encontrar los generadores de boost relativista dados por una realización del álgebra
de Lorentz so(3,1) en el plano. Esta realización es una deformación del álgebra Euclideana
iso(3) que importa las simetŕıas del álgebra Lorentziana a R2 [1], proceso que se describirá a
continuación.

3.6.1. Generadores de boost en el plano

Se inicia dando una realización del álgebra Euclideana iso(3), que proviene de la esfera
S2 a través de la transformada de onda y luego se deforma para obtener los generadores de
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boost .

La realización del álgebra iso(3) se aplica a parejas de funciones f (3.8) y está dada por
los generadores infinitesimales de traslación,

T̂x =
−i

k

(
∂x 0
0 ∂x

)
, T̂y =

−i

k

(
∂y 0
0 ∂y

)
, T̂z =

−i

k

(
0 1
−∆k 0

)
=
−i

k
Ĥ, (3.25)

y los generadores de rotación,

R̂x = −i

(
0 y

−y∆k−∂y 0

)
, R̂y = −i

(
0 −x

x∆k+∂x 0

)
,

R̂z = −i

(
x∂y−y∂x 0

0 x∂y−y∂x

)
,

(3.26)

donde χ∆k+∂χ = 1
2
(χ∆k+∆kχ) y ∆k := ∂2x + ∂2y + k2. Estos generadores cumplen con las

relaciones de conmutación ćıclicas [Tx,Ty] = 0, [Rx,Ty] = iTz, [Rx,Ry] = iRz. Además, los
invariantes de Casimir de iso(3) son

T̂2 = T̂2
x + T̂2

y + T̂2
z = 1, ~̂T · ~̂R = 0,

R̂2 = R̂2
x + R̂2

y + R̂2
z =

(
D(D+1)+k2|r|2 0

0 (D+1)(D+2) + k2|r|2

)
.

(3.27)

donde D = 1
2
(r · ∂r + ∂r · r) = x∂x + y∂y.

Los generadores de boost del álgebra de Lorentz so(3,1) quedan determinados por,

~̂b = [R̂2, ~̂T] + i~̂T. (3.28)

donde las componentes de los vectores ~̂T = (T̂x, T̂y, T̂z) y ~̂R = (R̂x, R̂y, R̂z) son los gene-

radores de traslación (3.25) y rotación (3.26) del álgebra iso(3), respectivamente y R̂2 es el
invariante de Casimir dado en (3.27). Finalmente, usando los operadores de (3.25)–(3.27) se
llega a la realización matricial de 2× 2 de los generadores del boost ,

b̂x =
1

k

(
(D + 1)∂x + k2x 0

0 (D + 2)∂x + k2x

)
, (3.29)

b̂y =
1

k

(
(D + 1)∂y + k2y 0

0 (D + 2)∂y + k2y

)
, (3.30)

b̂z =
1

k

(
0 D + 1

k2 − (D + 2)∆k 0

)
, (3.31)

b̂2 = b̂2
x + b̂2

y + b̂2
z,

otra vez, D = x∂x+y∂y y ∆k = ∂2x+∂2y +k2. Los generadores (3.29)–(3.31) cierran el álgebra

de Lorentz so(3,1) con sus relaciones de conmutación ćıclicas: [Rx,Ry] = iRz, [Rx, b̂y] =
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ib̂z, y [b̂x, b̂y] = −iRz y los invariantes de Casimir que determinan esta representación son

b̂2 − R̂2 = 1 y ~̂T · ~̂R = 0.

Utilizando una combinación lineal de los generadores de boost , (3.29)–(3.31), se puede
encontrar el generador de boost para cualquier dirección ~a = (sinα sin β, sinα cos β, cosα) ∈
S2, α ∈ [0, π] y β ∈ [−π, π],

~a · ~̂b = sinα sin β b̂x + sinα cos β b̂y + cosα b̂z

=
1

k

(
(D+1)a·∂r + k2a·r (D+1) cosα

(k2 − (D+2)∆k) cosα (D+2)a·∂r + k2a·r

)
, (3.32)

con

a = (sinα sin β, sinα cos β) a·r = sinα(x sin β + y cos β), a·∂r = sinα(sin β ∂x + cos β ∂y).

Figura 3.6: Función sinc deformada hasta el cuarto orden del operador A = DC. Todas las gráficas
están centradas en (3, 0), γ = 2 y k = 1.

Al exponenciar la matriz (3.32), exp(iγ ~a · ~̂b), se encuentra un subgrupo uniparamétrico
del grupo de Lorentz correspondiente a un boost en dirección ~a.



3.6 Deformación Lorentziana en el plano 52

3.6.2. Funciones de onda deformadas en la pantalla

Análogamente al caso en la esfera, se elige el generador de boost b̂z (3.31), con α = 0,
y se exponencia para dar origen a un elemento del grupo SO(3,1),

Bz = exp(iγb̂z) =

(
cos γ

√
A iγD sinc (γ

√
M)

iγ C sinc (γ
√
A) cos γ

√
M

)
, (3.33)

donde
A := DC M := C D D := D + 1, C := k2 − (D+2)∆k.

Utilizar una serie de Taylor para exponenciar el generador iγ b̂z reduce Bz a una serie de los
operadores diferenciales D y ∆k que son relativamente más sencillos de aplicar, pagando el
precio de que sólo se puede ver una aproximación del campo deformado.

Figura 3.7: Derivada normal de la función sinc deformada centrada en (3, 0) hasta el cuarto orden del
operador M = C D, γ = 2 y k = 1.

Este estudio, de la deformación de campos de onda debida a una realización del álgebra
de Lorentz so(3,1) en el espacio de Helmholtz Hk dado por la aplicación de una serie de
operadores diferenciales, fue aplicando por primera vez a funciones Gaussianas en [2].

En este caso, el operador de deformación Bz se aplica a la función de prueba y su
función derivada (3.8) en la pantalla R2, dadas por (3.22), que representa el campo de onda
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más localizado j0(r, z = 0) = j0(r) y su derivada normal j1(r, z = 0) = 0,

ψ0(r− r0) =
k√
π

(
sinc (k|r− r0|)

0

)
.

Posteriormente, el operador de deformación Bz en su forma de serie de Taylor se aplica a
ψ0(r− r0) para obtener el campo de Helmholtz deformado, que resulta ser

ψ
(γ)
0 (r− r0) =

k√
π


∑∞

n=0
(−1)n
(2n)!

(
γ
k

)2n
An sinc (k|r− r0|)

iγ
k

∑∞
n=0

(−1)n
(2n+1)!

(
γ
k

)2n
Mn C sinc (k|r− r0|)

 , (3.34)

nuevamente, A = DC, M = C D con D = x∂x + y∂y + 1, C = k2 − (D + 1)∆k y ∆k =
∂2x+∂2y +k2. Los operadores A yM son operadores diferenciales de cuarto orden en x y y. La

primera entrada de ψ
(γ)
0 (r− r0) corresponde al campo de Helmholtz deformado y la segunda

entrada a su derivada normal. Las imagenes correspondientes a estos campos de onda se
encuentran de manera recursiva al encontrar algebraicamente los operadores A y M hasta
orden n = 4 en las series descritas en (3.34), lo cual involucra ordenes de γ18 y se muestran
en las figuras 3.6 y 3.7.

3.7. Observaciones finales

Aunque el tema de la deformación Lorentziana aplicada a campos de onda de Helmholtz
fue introducido por primera vez en [2, 5], en esta tesis se reformulan algunos temas para que
se vea la naturalidad de introducir la deformación Lorentziana en el espacio de Helmholtz.
Uno de los logros más importantes de está reformulación fue establecer la relación entre la
geometŕıa del grupo de Lorentz y la esfera de la óptica de Helmholtz, ya que con eso se
encuentra el por qué se puede aplicar una deformación Lorentziana a los campos de onda.

Es importante mencionar que la investigación nueva en este tema se describe en las
secciones 3.3–3.5 y radica en encontrar la deformación Lorentziana en los campos de onda de
Helmholtz a través de la esfera S2. El método integral, introducido en esta tesis, involucra
un problema numérico que permite visualizar la deformación global en los campos de onda
mientras que el método ya reportado [2] solo da una aproximación de la deformación.
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