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Resumen

En este trabajo se estudian dos sistemas fisicos cuya descripcion y solucion se encuentra
tanto en la variedad R?, como de la superficie de la esfera S?. Los sistemas que se estudian
son el sistema cuantico de Zernike y el sistema de Helmholtz bajo la deformacién Loren-
tziana. Ambos sistemas se resuelven en la variedad donde las simetrias son mas evidentes, y
después de encontrar las soluciones buscadas mediante las transformaciones unitarias dadas,
se encuentran también las soluciones correspondientes en la otra variedad involucrada. Las
transformaciones unitarias entre las dos variedades garantizan en ambos sistemas, encontrar
y describir las funciones y dindmicas correspondientes entre S? y R2.

En el sistema cuantico de Zernike, la transformacion unitaria entre la semiesfera superior
y el disco unitario, es la llamada proyeccién vertical. El sistema cuantico de Zernike se
caracteriza por una ecuaciéon de tipo Schrodinger en la semiesfera, que corresponde a la
ecuaciéon diferencial de Zernike en el disco. El objetivo principal en este tema fue encontrar
tres bases de funciones del hamiltoniano cuantico de Zernike, los operadores de simetria para
los tres sistemas coordenados y el algebra asociada.

La deformacién Lorentziana en el espacio de Helmholtz, se inicia por dar una construc-
ciéon matematica de los frentes de onda en la optica de Helmholtz, luego se da una breve
descripcion de algunos aspectos importantes de la geometria del grupo de Lorentz que ayu-
dan a introducir de forma natural a la deformacion Lorentziana. Finalmente, se encuentra
la deformacion en los campos de onda de Helmholtz debida a un impulso relativista en la
direccion de movimiento de la luz, usando dos enfoques: uno de transformadas integrales uni-
tarias y otro de operadores diferencias de cuarto orden. En este caso, la trasformada de onda
describe una transformacion unitaria que relaciona las funciones del espacio de frecuencias y
las funciones que forman una imagen y su derivada normal en el espacio de posiciones sobre
una pantalla plana.
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1. Introduccion

En este trabajo se describen dos sistemas fisicos en regiones de la esfera S? y el plano
R2, los dos sistemas que se estudian son el sistema cudntico de Zernike y el sistema de
Helmholtz bajo la deformacién Lorentziana. Ambos sistemas se resuelven en el espacio donde
las simetrias son mas evidentes y después de encontrar las soluciones buscadas, mediante las
transformaciones unitarias dadas, se encuentran también las soluciones correspondientes en el
otro espacio involucrado. Las transformaciones unitarias entre las dos variedades garantizan,
en ambos sistemas, encontrar y describir las funciones y dindmicas correspondientes entre S?
y R2, de manera que el producto interno de las funciones se conserve. El operador 6ptico de
Zernike, conmunmente usado para describir pupilas circulares en 6ptica, se define en el disco
D € R? y bajo la proyeccién ortogonal, que juega el papel de transformacién unitaria entre
espacios, se encuentra el operador de Zernike cudntico en la semiesfera superior. En el caso
de la deformacién Lorenziana, la tranformada de onda relaciona, de manera tnica, funciones
de onda en la pantalla plana con funciones sobre la esfera de direcciones, lo cual ayuda a
establecer dos enfoques, en el plano y en la esfera, para obtener la deformacion Lorentziana
en los campos de onda de Helmholtz.

Cabe senalar que el tema que realicé durante mi maestria, ‘funciones de posicion y
momento en el ojo de pez de Maxwell monocromético’ [1], también es parte del tema ge-
neral ‘transformaciones unitarias entre esferas y planos’. En el modelo monocromatico del
ojo de pez se utilizé6 como tranformacion unitaria a la proyeccién estereogréfica entre la es-
fera unitaria y el plano R2. Usando esta transformacién se encontraron bases de posicién y
momento sobre la esfera y con su respectiva proyeccién al plano, se determinaron las bases
correspondientes para el sistema del ojo de pez de Maxwell monocromaético.

Los dos temas que se estudian en esta tesis se analizan por separado. El capitulo 2 corresponde
al sistema cuantico de Zernike y el capitulo 3 a la deformacion Lorentziana en el espacio de
Helmholtz. La estructura de cada tema se describen a continuacion.

Sistema cuantico de Zernike

En este trabajo se estudia el sistema cuantico de Zernike, el cual se encuentra a par-
tir de una transformacién unitaria entre la semiesfera superior y el disco unitario, llamada
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proyeccion vertical. El sistema cuantico de Zernike se caracteriza por una ecuacion de tipo
Schrodinger en la semiesfera, que corresponde a la ecuaciéon diferencial de Zernike en el disco.
El objetivo principal en este tema fue encontrar tres bases de funciones del hamiltoniano
cuantico de Zernike correspondientes a tres sistemas coordenados, los operadores de simetria
para cada sistema y el dlgebra asociada. La organizacion de este estudio se realizé a través
de las siguientes secciones:

2.1. Operador de Zernike. Se define el operador de Zernike en el disco y las funciones
en las que actua.

2.2. Condiciones a la frontera. Se establecen las condiciones a la frontera que debe
satisfacer el operador de Zernike para ser autoadjunto, las cuales llevan a una simplificacion
de la ecuacion diferencial de Zernike.

2.3. Polinomios de Zernike en el disco. Se describe el proceso para obtener los
polinomios de Zernike y algunas de sus propiedades.

2.3. Simetrias ocultas en el operador de Zernike. Se discute un poco sobre algunas
simetrias del operador de Zernike que no aparecen en el disco pero que en la esfera se vuelven
evidentes.

2.4. Del plano a la esfera: ecuacién de Zernike tipo Schrodinger. Se encuentra
el operador de tipo Schrodinger asociado al operador de Zernike en el disco. Esto se realiza
de la siguiente manera: al operador en el disco se le aplica una transformacion de similaridad
que basicamente cambia la geometria euclideana, donde curvas que minimizan la energia son
rectas, a la geometria hiperbdlica, donde las curvas de minima energia son arcos de circulo;
el nuevo operador diferencial obtenido por la transformacién de similaridad se proyecta ver-
ticalmente del disco unitario a la semiesfera superior, a través de un cambio de coordenadas,
obteniendo asi el operador cuantico que caracteriza al sistema cudntico de Zernike.

2.5. Sistema cuantico superintegrable de Zernike. En este apartado se reportan
tres bases de soluciones para el operador cuantico de Zernike correspondientes a tres sistemas
coordenados ortogonales. El primer sistema tiene como soluciones los polinomios de Zernike
tradicionales dados en términos de coordenadas esféricas. En el segundo y tercer sistema
se encuentran nuevos operadores de simetria y las soluciones encontradas se expresan en
términos de polinomios de Legendre y Gegenbauer que proveen una nueva forma de expresar
las funciones de Zernike.

2.6. Transformacion entre bases de Zernike. En la seccién 2.6 se encuentran los
coeficientes de la transformacion entre las tres distintas bases analizadas en la seccién ante-
rior. Este apartado estd basado en el articulo [2] y se incluye en esta tesis sélo por ser un
complemento importante.

2.7. Algebra superintegrable de Zernike. En la tltima seccién se describe el dlgebra
superintegrable de Zernike a través de sus generadores en la semiesfera y el disco. A esta
algebra se le llama ‘dlgebra cibica de Higgs’ [3].
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De el material de este capitulo, las secciones 2.1 y 2.6 son revisiéon de material de [4] y
[2] respectivamente, la seccién 2.3 es revision de los trabajos [15, 22]. El resto del material
de este capitulo es aportacion nueva encontrada durante el trabajo de esta tesis que aparece
publicada en [18].

Deformacién Lorentziana en el espacio de Helmholtz

El objetivo de este tema es encontrar la deformacién en los campos de onda de Helmholtz
debida a un impulso relativista en la direccién de movimiento de la luz, direccion z, usando
dos enfoques: uno integral y otro de operadores diferenciales. Este tema se aborda como una
aplicacion de teoria de grupos de Lie al sistema 6ptico de Helmholtz.

Del material de este capitulo, las secciones 3.1 y 3.2 fueron presentadas en [5] y la seccién
3.6 en los trabajos [10, 2]. En esta tesis, los dos primeros temas se reformularon para dar un
tratamiento mas sitematico e intuitivo desde el punto de vista de los grupos de Lie a estas
secciones, mientras que en la seccién 3.6 se utilizaron las funciones de Bessel como funciones
de prueba para realizar una comparacion con el método integral. El resto del contenido en
este capitulo es propuesta original en esta tesis.

Este tema esta divido de la siguiente manera:

Se inicia con una construcciéon matematica, basada en espacios cocientes de los grupos
de Lie ISO(3) y SO(3), de la 6ptica Euclideana para el modelo geométrico y luego se encuentra
el espacio de frentes de onda para el espacio de Helmholtz.

Ya que se tiene una idea clara de como se construye el espacio de frentes de onda, la tras-
formada de onda describe la transformacion unitaria que relaciona el espacio de frecuencias
y la pantalla plana, que constituyen el espacio fase dptico.

Para introducir de forma natural la deformacién Lorentziana en el espacio de Helmholtz,
se describen algunos aspectos importantes de la geometria del grupo de Lorentz que son de
utilidad en la comprensién del tema.

Este capitulo estd estructurado por las secciones que se describen a continuacion.

3.1. ()ptica Euclideana. En esta seccién se describe la construccién matematica de
la 6ptica Euclideana que consiste en encontrar el espacio de rayos y direcciones en el caso
geométrico y el espacio de frentes de onda para el modelo ondulatorio. También se dan
algunos ejemplos de espacios cocientes de grupos y una descripcion geométrica del espacio
de rayos opticos.

3.2. Optica de Helmholtz. Se encuentra el espacio de frentes de onda para la optica
de Helmholtz y se describe la transformada de onda que relacionard funciones sobre la esfera
de direcciones con funciones sobre la pantalla plana.
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3.3. Grupo de Lorentz en la esfera S?. Se describe los vectores luz del grupo SO(3,1),
su métrica y el cono proyectivizado que permite describir las simetrias del grupo de Lorentz
sobre una esfera, que es invariante por escalas temporales.

3.4. Geometria de Lorentz en 6ptica de Helmholtz. Se describe el procedimiento
para aplicar las simetrias del grupo de Lorentz al espacio de Helmholtz. Para esto, se inicia
con una representaciéon matricial de los generadores del ‘boost’ aplicadas al cono de luz, luego
se proyectiviza a la esfera, donde se aplica naturalmente a las funciones de onda de Helmholtz.

3.5. Deformacion Lorentziana en la esfera. Se define la deformacién Lorentziana
como una aplicacién del grupo de Lorentz a las coordenadas esféricas en S2. Se encuentran
las relaciones que definen la deformacion en angulos y las funciones de prueba sobre esfera y
plano, relacionadas entre si a través de la trasformada de onda. Finalmente, se encuentran
los campos de onda deformados usando el enfoque integral numérico dado, nuevamente, por
la trasformada de onda entre la esfera y la pantalla plana.

3.6. Deformacion Lorentziana en el plano. Se encuentra el operador de la defor-
macién relativista a través de una realizacion del algebra de Lorentz. Los generadores de
boost en el plano provienen de una deformacion de algebras reportada en los trabajos pre-
vios [1, 2]. Finalmente se encuentra el campo de onda deformado, junto con su derivada
normal en términos de series de potencias de operadores diferenciales. Se muestran figuras
de aproximaciones a varios érdenes en las series de potencias.



2. Sistema cuantico de Zernike

Las funciones de Zernike o mejor conocidas como los polinomios de Zernike son un con-
junto completo de polinomios ortogonales en el interior del circulo, introducidos por primera
vez por Frits Zernike en su trabajo sobre microscopia de contraste de fase [4], por el cual gané
el premio Nobel en 1953. Este trabajo impulsé a la investigacién alrededor de los polinomios
de Zernike haciéndolos de gran importancia en éptica por tener aplicaciones en diversas areas,
por ejemplo: aberraciones de pupilas circulares [5, 6, 7] (en particular, aberraciones en el ojo
humano [8, 9, 10]), teorfa de difraccién [11], disenio de espejos poligonales [12], turbulencias
atmosféricas [13] y éptica cudntica [14].

Ademads de todas sus aplicaciones anteriores, los polinomios circulares de Zernike son
interesantes por sus propiedades matematicas, por ejemplo: estos polinomios constituyen la
tunica base completa en el interior del disco que es invariante de forma ante rotaciones [15]; las
funciones base de Zernike se pueden extender a todo el plano C? [16] y usando los polinomios
generalizados de Zernike sobre C? se encuentran operadores del algebra su(2) [14, 16], que
también representan al sistema del oscilador arménico.

El operador diferencial, cuyas soluciones son los polinomios circulares de Zernike, de-
finido mas adelante como el operador de Zernike, se puede expresar como un hamiltoniano
para un modelo cldsico o uno cudntico. En el caso cldsico, que se reporta en [17], en ciertas
regiones del espacio fase, las trayectorias son cerradas. En esta tesis se estudian tres bases
de funciones, las simetrias y el dlgebra asociada para el sistema cudntico de Zernike [18§]
iniciando por la definicién del operador de Zernike.

2.1. Operador de Zernike

El operador de Zernike, descrito por primera vez por Zernike en 1934 [4], es el operador
diferencial de segundo orden dado por:

70 =% 4 ar-V)?2+B(r-V), (2.1)

donde o y [ son parametros reales y 7 acttia en el espacio de Hilbert de funciones cuadrado
integrables f(r) € £%(D), D := {jr| < 1} el disco unitario. El producto interno de £?(D) se
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define como . i
= [ d? *gr) = d d * 2.2
(f,9)p /D r fr)*g) /Or r/_ﬂ ¢ f(r,0) g(r,d), (2.2)

donde * indica conjugacion compleja.

Como sélo nos interesan las funciones solucién de Z(«, f)¥ () = —E ¥(r) que tengan
asociados eigenvalores reales, nos concentraremos en los valores de o y 8 para los que el
operador Z sea autoajunto. Los valores de estos parametros se encuentran a continuacion.

2.2. Condiciones a la frontera

El operador A (o, B) sera autoadjunto si cumple la propiedad

(f, 2P g)p = (Z“P f, 9)p. (2.3)
para todas las funciones sobre el disco que sean de cuadrado integrable. En los trabajos [4, 20]
se afirma que a« = —1 y f = —2 son las condiciones necesarias para que Z sea autoadjunto,

pero la autora de esta tesis no encontré la demostracion explicita de esta afirmacién en
ninguna referencia, por lo se incluye a continuacion.

Usando coordenadas polares (r,¢) podemos separar al operador Z (a, B) (2.1) en tres
términos R IR R
Z(aﬁ) =7, + Z2(0£»5) + Zéa), (24)

donde

~

1 o 1 A~
Zyi= =0 2y = (; + (a+ﬂ)r>@~, 7§ = (14 ar’)d?. (2.5)

r
Observemos que si Z (c, B) es autoadjunto, la parte radial y angular del operador de Zernike
deben serlo. De esta manera, aplicamos la condicién (2.3) a cada término en (2.5).

La solucién de la integral (2.2) correspondiente al operador Z; en (2.4) se encuentra al
integrar por partes,

™

(ﬂZmD=(ZﬁmD+<ﬁ@g—@JWw) (2.6

p=—1

El dltimo término de (2.6) desaparece al considerar que la funcién f debe ser invariante de
forma bajo rotaciones alrededor del origen (0,0), es decir, f es proporcional a una fase de ¢
sobre el disco,

™ img¢
(o -areo)l =0 = st =fun s, (27)

conm € Z ={0,£1,42,...}. La ecuacién (2.7) implica que la norma de las funciones en la
frontera tienen valor constante, es decir, |f(1,¢)| = cte. Como Z; es el tinico sumando que
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depende de ¢, se concluye que la parte angular del operador de Zernike es autoadjunta. Solo
resta comprobar que la parte radial constituida por los sumandos Z; y Z3 también lo es.

Para las siguientes integrales se considera unicamente la parte radial de las funciones
f(r, o), g(r,¢) indicadas como f(r), g(r) sin incluir el indice m que aparece en (2.7). Por
simplicidad, la integral en ¢ en (2.2) no se incluye. Haciendo uso nuevamente de la integra-
cién por partes, se integra el operador diferencial de primer orden ZQ(Q’B ) (2.5), dando como
resultado,

(2.8)

1
[).

(f Zo9)r = ~(Zaf.g), — 2(a + B) / rar (£79) + (14 (0 + Br) £g

__ De manera andloga, integramos la parte radial del operador diferencial de segundo orden
Zéa), obteniendo

(£.Zs9), = (Zaf,9)r + / Er (21 + 30r)(9,.f)g + Garf*g)
0 ] (2.9)
+ (r(l +ar?)(f0ng = (0.f7)g) — (1 + Bar2)f*g>

0

Por ltimo, sumamos los términos correspondientes en (2.8) y (2.9) para encontrar las con-
diciones de frontera correspondientes a la parte radial

(fa (23+22)9>r = ((23—22)f7 g)r
+2/0 rdr ((Qa—ﬁ)f*g—l—(1/r+3ar)(8rf*)g> (2.10)
- (r(l +ar?)(f'0g = (0.1")g) +1*(8 - 2a)f*g> 1

0

En principio, las funciones f y g son arbitrarias, por lo que las condiciones para que el tdltimo
término de frontera en (2.10) se anule radica inicamente en los valores de a y . De esta
manera, en el primer sumando de la condiciéon de frontera debe ocurrir que 1 + a = 0, lo
que implica que @ = —1. Para el segundo sumando, 5 — 2a = 0, que determina el valor de
f = 2a = —2. Sustituyendo los valores de a y ( en (2.10),

<fa (23+22)9>T = ((23—22)fa 9>T +2 /017“ dr ((1/7’ - ST)(arf*M)
((23—22#, 9>T + 2(22f, g)

)
T

donde se usa que 2]01 rdr (1/r —3r)(0,f*)g = 2(Zaf, g),, como se puede ver en (2.5); asf,

(£:(Zs+Z2)g) = ((Zs=22)1.9) +2((Za)f.9) = ((Za+Ze)f.g) .
Con esto se demuestra que la parte radial del operador de Zernike Z (cr, B) cumple también
con la condicién (2.3). Por tanto, el operador de Zernike Z(a, 3) es un operador autoadjunto.
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Ademas, por (2.7) se sabe que la solucién de la parte angular del operador de Zernike es
proporcional a €™, con m € Z, por lo que se concluye que las soluciones ¥(r) del operador
de Zernike (2.1) tienen la siguiente forma

U(r, @) := Rr) ™. (2.11)

Sustituyendo (2.11) en el operador (2.1), se obtiene una ecuacién diferencial ordinaria de
segundo orden para la funcion radial R(r),

d2Rr)
dr?

dR)
dr

r2(1 —r?) +7(1 - 3r?) —m?Rr) = —Er* Ron). (2.12)

Asi, el operador de Zernike ademads de ser autoadjunto tiene funciones solucién que se pueden
separar en parte radial y angular. La parte radial R(r) dependera de los indices n y m como
se vera en la siguiente seccién.

2.3. Polinomios de Zernike en el disco

En [15], Bathia y Wolf fueron los primeros en fundamentar mateméaticamente que los
polinomios de Zernike forman una base de polinomios ortogonales en el interior del circulo,
caracterizados por las siguientes propiedades:

= son invariantes en forma respecto a rotaciones alrededor del origen x = y = 0, es decir,
para cualquier rotacion sélo se multiplica por una fase,

Z™(x,y) = Z™(rcosf,rsinf) = R(r) e™,

donde R(r) es un polinomio en r de grado n (n > 0) y m es tal que n — |m| es un
entero positivo par. Ademds, R(r) tiene la misma paridad que m, es decir, R(—r) =
(=1)"R(r);

» dados valores fijos en los indices n y m, el polinomio de Zernike Z"(r, ) es tinico.

La parte radial R(r) de los polinomios de Zernike se puede encontrar aplicando el proceso
de ortogonalizacién de Gram-Schmidt a la secuencia 7™ plml+2 plmi+d o plml+2k ey e]
intervalo [0,1] con funcién de peso w(r) = r. Como resultado de aplicar este proceso de
ortogonalizacién se obtienen los ya conocidos polinomios de Jacobi. De esta manera, R(r) se
puede expresar como

Rr(r) = rlml poImD(9p2 _ 1) = (—1)nr plml pOImD (1 _ 252y,

donde n, := 3 (n — m|).

1
2
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Otra manera de encontrar la parte radial R!"(r) de los polinomios de Zernike es a
través de la ecuacién diferencial (2.12). Escribiendo R(r) = r™F(r?), (2.12) se convierte en
la ecuacién hipergeométrica [21, Eq. 9.151],

2(1=2)F" + (m+1) = (m+2)2) F' = 4 (m(m-+2) - B) F = 0. (2.13)

Por simplicidad se introduce el término z = r? y F(2) se toma tinicamente como £. Dentro del
circulo, la ecuacién (2.13) tiene como solucién a la funcién cuadrado integrable o F(a, b; ¢; 2)
con parametros:

as = %((mﬂ) + \/E+1), by = %((m—i—l) ¥ \/E+1>, c=m+l=as+be. (2.14)

Dado que ¢ debe ser un ntimero entero positivo, m debe ser siempre positivo o cero, razoén
por la cual en (2.12) se considerard |m| (v/m?) en lugar de m. La solucién o F (a, b; ¢; 2) es una
serie infinita a menos que a o b sean enteros negativos, cosa que sucede cuando F := n(n+2)
y n—|m| =2k € Z*, lo que hace que la serie se trunque y se convierta en un polinomio.
De esta manera la energia £ (2.12) queda definida a través del ntiimero cuantico principal n,

como
E=n(n+2), neZ" ={0,1,2,...}, (2.15)

y al mismo tiempo, el nimero cuantico radial n, también es dado en términos de n por
n, == (n—m)) € Z". (2.16)

Eligiendo la funcién 9 F(a, b; ¢; z) con pardmetros a; y by descritos en (2.14), las soluciones
de la ecuacién radial de Zernike (2.12) en el interior del circulo r € [0, 1] son

R™r) = Aum <nr |—|7;L|m|> ™y R (=ny, ne 4+ m+ 1; mj + 1; r?) (2.17)
= Ay r™ PO (1-27%), (2.18)

donde (2.18) proviene de la identidad que relaciona polinomios de Jacobi con la funciones
hipergeométricas [21, Eq. 8.962.1] y A,, ,,, es una constante.

Para la parte radial se establecen las siguientes relaciones de recurrencia, descritas
en [22, p. 551]:

a0 (RE0)+ ) ) - (RO - RING) =0 2a)
2(n+1)r R (r) — (n+mi+2) R (r) — R (r) = 0, (2.20)
RMr)+ R!y—r (R;”f(r) - R;”*ll(r)) = 0, (2.21)

(Im) +n) R™(r) + (n — ym)) R" 5(r) — 2nr R™(r) = 0, (2.22)
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a) (m+1,n+1) b) (m,n)
n
on
(L
o0
....... (m,n) (m-1,n-1) (m+1,n-1)
00000
(m+1,n-1) (m,n-2)
C) (m,n) d) (m,n+2) e)
(m-1,n-1) (m-2,n)
(m,n)
(m-4,n) (m,n)
(n-2,m) (m,n-2)
Figura 2.1: Relaciones de recurrencia entre los polinomios radiales circulares de Zernike.A a) corresponde
(2.20), a b) corresponde (2.21), a c) corresponde (2.22), a d) corresponde (2.23) y a e) corresponde
(2.24). Estas relaciones de recurrencia visualmente conectan puntos dentro de la pirdmide que se
muestra en la figura.
AL R™ ,(r) + (A3 — Ay ) R™(r) — Ay R (r) = 0, (2.23)
m—4 m B4 m—2
Bl Rn (T’) — B2 Rn (T) - Bg + 7’_2 Rn (7”) = O, (224)

donde las constantes estan dadas por

A =

(n+2)(n* —m?)

2n

Ay = 2(n+1)(n+2),

2

Y

Az = %(n+1)+n(n+3)+2,
Ay = mf’ = (n+2),
By = (ml—1n+m —2)(n—m +4),
By = (jm—3) <|m(|ml —2) —n(n+ 2)>,

By = 2mi—2) (=27 + (o +2)),

By

4(jm| = 1)(im) = 2)(jm| = 3)(iml —n —4)

(n—m|+4)

Las funciones de Zernike se distribuyen en forma piramidal, mostradas en la figura 2.2,
y se encuentran relacionadas entre si como se muestra en la figura 2.1. Aunque la forma
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piramidal de las funciones de Zernike parece identica a la que cumplen las funciones del
oscilador arménico bidimensional, hay que recalcar que es muy distinta, ya que las relaciones
de recurrencia en la figura 2.1 son entre 3 términos, mientras que en el oscilador 2D, los
operadores de ascenso y descenso (en las dos direcciones involucradas) producen relaciones
de 3 términos que son diagonales, y las relaciones con derivadas son diagonales entre 2
términos.

Las funciones de onda (2.18) no estdn normalizadas. A, ,, es la constante de normaliza-
cion que se puede obtener de dos maneras.

La primera es tomando la condicién de frontera R]*(1) = 1 impuesta por Zernike en [4,
Eq. (22)], donde la constante en (2.17)-(2.18) serd AZn* := (—1)"". Esto define la base de
funciones solucion a la ecuacion de Zernike en el interior del circulo, llamadas simplemente
polinomios de Zernike circulares [22, p. 546], como

cosmeo, sim >0,

m — pml p(iml,0) (9,2
Vo(r,¢) ==r By, (2r 1){ sinme, sim <0.

El comportamiento de estas funciones se muestra en la figura 2.2.

@
" 9@

000
0000
X

Figura 2.2: Parte real de las funciones circulares de Zernike para n = 0,1,...,5. m toma valores
{—=n,—n+2,...,n—2,n}, por ejemplo: para n =5, m € {-5,-3,-1,1,3,5}.

La segunda manera de normalizar las funciones de Zernike, las cuales llamaremos V(r, ¢),
se encuentran a través de la ortogonalidad de los polinomios de Jacobi sobre r € [0, 1] [21,
Eq. 7.391],
1

T (2.25)

1 2
/ rdr ’r'm'Pg‘rth)u—zr?) =
0
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Como f:r d¢ = 27, la constante de normalizacién es A, ,, = y/2(n+1)/27 para las funciones
U(r, ¢) que son solucién de la ecuacion Hamiltoniana de Zernike,

— ZU™r) = (—V2 +(r V) +2r- V) UMy =n(n+2) V). (2.26)

Las funciones de onda ¥(r, ¢) toman la forma

[n+1 .
U™ (r, ) i= (—1)™ —": piml pUmi0) (1 _9p2) eimeé (2.27)

de acuerdo con (2.25) y n = 2n, + m|. Ademas, las funciones ¥!"'(r, ¢) cumplen la condicién
de ortogonalidad
(T W) p = / A2 U@y U (1) = St O (2.28)
D
Algunos valores interesantes de las funciones W(r, ¢) (2.27) son: ¥3(r,¢) = 1/4/7 cuando
n =m = 0; en el centro del disco r = 0,

Ur(0,¢) =0, sim#0,
U0(0,0) =+/(n+1)/m, sim =0y n es par;

y en la frontera r = 1,

m n+1 im

por lo que, la norma de las funciones de Zernike U7'(1, ¢) en la frontera tienen valor constante.

Simetrias ocultas en el operador de Zernike

Los nuimeros, cuantico radial n,, azimutal m y principal n, que se encuentran definidos
en (2.15) y (2.16), provienen de la degeneracién de £m relacionada con energia E (2.15).
Esta degeneracion se puede ver claramente en la expresion n = 2n, + mJ, donde se deduce
que para un valor fijo de n hay un rango de valores que toman los ntimeros cuanticos radial
n, y azimutal m. El origen de la degeneracién en el nimero cuantico azimutal m se debe a
simetrias ocultas que se pueden evidenciar al considerar restricciones adicionales asociadas a
los nimeros cuénticos de las funciones de onda ¥ (r, ¢) dadas por los ‘multipletes’, que se
definen a través de los valores m € {n, n — 2, ... —n}, que preservan la paridad del niimero
n—m. El proceso para encontrar las simetrias ocultas y el por qué asociar la palabra cuantico
al operador de Zernike (2.1) se explica en el siguiente apartado. Para esto, el operador (2.1)
definido sobre el disco se lleva, a través de una proyeccién ortogonal, a la semiesfera superior.
Este ultimo espacio es donde el sistema cuantico de Zernike se define de manera natural y la
separacion de variables en varios sistemas de coordenadas se vuelve evidente.
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Figura 2.3: Mapeo del disco unitario D a la semiesfera superior unitaria 7 en coordenadas cartesianas

3=

2.4. Del plano a la esfera: ecuacion de Zernike tipo Schrodinger

El operador diferencial de Zernike (2.1) se reescribe en términos de coordinadas carte-
sianas como,

Z = (1 — 2%y — 20y0yy + (1 — y*)0y, — 3(20, + yd,), (2.29)
donde el operador (2.29) es autoadjunto sobre el disco D.

Antes de mapear el disco a la semiesfera superior, se realiza una trasformacion de simi-
laridad [23, p. 37] al operador de Zernike (2.29),

W= AZA™, Am) = (1—a® =) = (1 12)'", (2.30)

que proporciona un medio para transformar la ecuacién hamiltoniana de Zernike (2.26) sobre
el disco D, escrita en términos de /W, en una ecuacion cuantica de Schrodinger sobre la
semiesfera unitaria superior H,. El nuevo operador W, que sigue actuando sobre el disco
unitario D, se puede escribir como

W = (1-—22)0,, — 20y0yy + (1 — y*)0y, — 2(x0, + ydy)

1 2 2\—1 3 <2'31)
+4_l(1_$ —y) +4_1'

Esencialmente, el operador W es como Z, con la diferencia de que Z es simétrico y actia en
las funciones W (r, ¢) mientras que W ya no es simétrico y actia en (1 —72)~14 U™(r ¢).

Para mapear las funciones sobre el disco D a funciones sobre la semiesfera superior H,,
al igual que en el caso cldsico [17], se usan las coordenadas cartesianas {&;}?_; que conforman
la proyeccién ortogonal (o ‘vertical’),

glzxa 52:y7 53: \/1_932_92207 (232)
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mostrada en la figura 2.3. La proyeccién (2.32) mapea el disco unitario bidimensional D
(2465 = r?) alasemiesfera H, (+&+E2 =1, & > 0), que es una superficie bidimensional
inmersa en un espacio tridimensional. Ademas, las derivadas en el plano se proyectan sobre
0; := 0/ 0, de la siguiente manera,

0, =0~ L0, 0, =0y — 2o,

&3 &3

Por ser una superficie curva, la semiesfera H, tiene una matriz métrica dada por g,

_(1H+8/8 &&/8 o _ L 1
&~ ( §16/85 14+€5/€3 > g:=detg= & 1 (4¢3

ds? = Zf i1 gi;A& d&; es la métrica y los elementos de superficie d*V sobre H, y D son

dé dé, dz dy _ d’r
&3 V1-(224y?) V112

2V (€) = g d& dé = (2.33)

Nétese que cuando & — 0 (r — 1), la medida sobre H crece debido al factor (/1 —r2)7!
proveniente de la transformacion (2.30), por lo que las soluciones del operador que corres-
ponda en la esfera al definido en (2.31) deben contrarrestar el crecimiento de 3.

Por tanto, bajo la proyeccién vertical, el operador W (2.31) se convierte en

—~

W = (&+E)0n+ (& + )0 + (6 +£5)0s3
- 26162812 - 25153813 - 26263823 - 25181 - 26282 - 253837

&+8
|
tE
e 2 ¢2
W o= At ity (2.34)
4¢3

donde las derivadas cruzadas estan dadas por 0;; = 0;0; y Ay es el operador Laplace-Beltrami

de la esfera, A
A= L3+ L5+ L3, (2.35)

correspondiente al algebra de Lie SO(3), que tiene como generadores de rotacién al conjunto

~ ~

{L;}}_\, L1 = &305 — 03, Lo :=&105 — &301, L3 := 01 — &10.

De la ecuacién (2.34) se concluye que el operador W sobre la semiesfera H es el hamiltoniano
de la ecuacion de Schrodinger,

2, ¢2 ~ .
(48, - 82T = 4B+ 0126, (2.30)

con w? = 1 y eigenfunciones T (E),

— A~

TME) = Ay U ) = (1 — )40 (e, ¢), W= (1—p)Y*Z(1 — )", (2.37)

n
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donde r es (£1,&) o (r,¢) dependiendo de las coordenadas que se consideren y los valores
propios de energia son
E=3E+1)=1in+1)7> neZ’ (2.38)

—

La relacién de ortogonalidad de las funciones Y7*(£ ) sobre H proviene del producto interno
en el disco (o,0)p (2.28),

’

(Y7 Y ), = / APV(E)TME) T (E) = (T, U )p = St Ot (2.39)
Hy

Ademads, una condicién de frontera es establecida por el factor A(r), pues las funciones de

—

onda YT7'(£) (2.37) desaparecen en r = 1 ya que A(1) = 0, asi,

= (1= =0. (2.40)

. s o\ /4 S
T (E) —(1-@+&) v S -

r:\/@:l N

Con todo esto, se concluye que el operador de Zernike en D se proyecta a la semiesfera H, en
la ecuacién tipo Schrodinger (2.36) cuyo potencial es un potencial arménico repulsivo (2.36),
con constante negativa de acoplamiento —%wQ = —%,
g+g - 0

8&3 8(1—r2)

Vi(§) = (2.41)

que generaliza al oscilador atractivo superintegrable de Higgs [3, 24, 25].

2.5. Sistema cuantico superintegrable de Zernike

El oscilador repulsivo de Higgs (2.36) constituye un sistema cudntico en la semiesfera
H. que puede ser analizado de diferentes maneras dependiendo del sistema coordenado que
se considere. Los sistemas coordenados permiten observar al sistema de diferentes angulos,
lo que ayuda a encontrar diferentes constantes de movimiento y simetrias. En este trabajo
se analizan los 3 sistemas de coordenadas ortogonales sobre la esfera (pero no sobre el disco)
26],

Sistema I: (2.42)
&1 =sindcosy, & =sindsing, &3 = cosv, 19\3/2, 0|2,

Sistema II: (2.43)
& =cost, & =sind cosy’, & =sind sing, N5, O

Sistema I1I: (2.44)
& =sind’sing”, & =cos?”’, & =sind” cosy”. 9|7, go”|7_r/7r2/2,

Ademés de los sistemas (2.42), (2.43) y (2.44) en la esfera, existe el sistema de coordenadas
elipticas que es la generalizacion de estos tres sistemas coordenados y ha sido estudiado
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P s
R

Figura 2.4: De izquierda a derecha: Sistema coordenado | (2.42), Il (2.43) y I1l (2.42), respectivamente.
Las imagenes superiores corresponden a los sistemas de coordenadas en la semiesfera H, y las inferiores
a los mismos sistemas sobre el disco D.

en [27]. La medida sobre H descrita en (2.33) es similar en los tres sistemas coordenados
(2.42)—(2.44),

= d& dés d?r .
d28(€) = . = sin¥° d¥° dy°
=g =T

donde 5 ¢° representan cualquiera de las cooordenadas en (2.42)—(2.44).

A continuacion se encuentran las soluciones para los tres sistemas (2.42)—(2.44) sobre la
semiesfera H, y el disco D usando separacion de variables. En la figura 2.4 se observa que
tnicamente el sistema coordenado I (2.42) es ortogonal tanto en H, como en D, mientras
que los sistemas IT (2.43) y III (2.44) sélo son ortogonales en la semiesfera H., .

2.5.1. Sistema de coordenadas I

La ecuacién de Schrodinger (2.36) se escribe en términos del sistema de coordenadas
(9, ¢) (2.42) como

1 0 0 1 0?
1 _ I P - I
EXWp) = [2 sin ) 0 <Sm19319> - ZSin219<8g02>} T, ¢)
— Ltan®9 T'(¥, ) (2.45)

donde el potencial ‘repulsivo’ de Higgs (2.41) se convierte en

2 2
Va(9) = —5182252 — Ltan?,
3

Usando separacion de variables en (v, ¢), las funciones de onda YT" se escriben como
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VI
10_ ‘ \‘
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.
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\ -~
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N ~.
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s~ ~ ~~s
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(1)- S~ o - \‘ 9

/2

Figura 2.5: Potencial efectivo V() = (m?—1/4)/sin® 9—1/4 cos? 9 (2.47) en el intervalo ¥ € (0,7/2)
evaluado en m = 0 (linea continua), m = 1 (linea discontinua), y m = 2 (linea punteada).

ZH9) eme
Vsind V271

y el operador de Zernike en H, toma forma de una ecuacién ‘singular’ de Poschl-Teller,

Tl(ﬁ7 90) = me Z’

22() <m2 -1

— Z'(0) = 2EZ'(9). 24
d? sin® ¢ 4008219) (V) = 262°9) (2.46)

con potencial efectivo unidimensional,

2 _ 1
m 1 1

sin? 4 cos? )’

Vi(9) =

[ (2.47)
mostrado en la figura 2.5. El potencial (2.47) tiene dos singularidades en ¥ = 0y 9 = %7‘(‘ 28,
p. 151] que pueden causar problemas al buscar soluciones bien comportadas. Una manera
de evitar este problema en el potencial es elegir soluciones que ‘anulen’ estas singularidades,
para esto se considera una extensién autoadjunta del operador (2.46) que siga conservando el
espectro positivo de energfas (2.38), £ = 1(n+1)%, n € Z* y que ‘maten’ las singularidades
end =0y =1ir de (2.47):

La condicién de frontera (2.40) se traduce en este sistema coordenado a que la funcién Z' se
anule cuando ¥ = 17 (r =sind = 1), es decir, Z'(37) = 0. Ademads se pide la condicién
extra,

Z'(9)/Vcosv = constante # 0, (2.48)

Y=m/2

que estd relacionada con el factor A(r) = (1 — r)/* = (1 — (€2 + €))V/* = Vcos¥. La
condicion (2.48) es necesaria para que cuando se regresen al disco, la norma de las funciones
correspondientes siga siendo una constante finita.
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Al usar el cambio de variable
Z'(9) = S(Im|+%)/2(1 _ 3)1/4]0(5)’

donde s := sin®¥J). La ecuacién (2.46) se transforma en la ecuacién hipergeométrica,

s(1—8)f + <(|m| 1) — s(imy + 2))f’ . i((\ml +1)2— 25>f —0. (2.49)

que tiene dos soluciones: la primera solucién es una funcién hipergeométrica que diverge
logaritmicamente en s = 0, es decir, para ¥ = 0 (centro del disco r = 0), por lo que es
descartada. La segunda solucién de (2.49) es regular en s = 0,

fs)= C R (%(\m|+1 +V2E), L(mi+1 — V2E); i+ 1 s>, (2.50)

donde C' es una constante a determinar. Andlogamente a lo ocurrido en (2.14), si uno de los
dos primeros términos en (2.50) es un entero negativo o cero, la serie se trunca, convirtiendose
en un polinomio. Esto ocurre pues n > |m|, lo que implica que el segundo término sea negativo,

m|+1 — v2E < 0. (2.51)
El parametro (2.51) define nuevamente el nimero cuédntico radial (2.16)
n, == —1(m+1—v2E) = i(n—m|) € Z7,
al igual que en la seccién (2.3), se llama nimero cuantico principal a n = 2n,.+|m| y momento
angular a |m| = \/m?.
La constante C' en (2.50) se determina a partir de la condicién de frontera (2.48), dando
como resultado que las funciones solucién de (2.46) sean

n,!m|!
(e 4+ 1my)!
X o Fi(n, +2(m| + 1), —n,; m| + 1;sin®¥)

Z;Lhm(ﬁ) = (=1)"+/2(n+1) (sinﬁ)'mlﬂ/2 ((:0819)1/2

= (=1)"™/2(n + 1) (sin0)"™12 (cos 9) /2 Pm0) (cos 209), (2.52)

pie? (u) son nuevamente los polinomios de Jacobi, como en (2.17). Las funciones de onda
(2.52) estdn normalizadas en el intervalo ¢ € [0, 17] de .,

w/2
| 025,00 23 0) = 8.
0
haciendo que las eigenfunciones Y7'(1, ¢), de (2.39), esten ortonormalizadas.

Por tanto, las funciones de onda que son solucién al sistema coordenado I (2.45) son:

T'(0,9) =

(sin9)I™l (cos 9) /2P0 (cos 209) €%, (2.53)
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donde vcosd = A(r) es el factor proveniente de la transformacién de similaridad (2.30). Asi
que si queremos comparar la solucién (2.53) con la solucién (2.27) en el disco debemos omitir
este término y tomar el cambio de coordenadas como r = sind y ¢ = ¢, como se muestra en
la figura izquierda de 2.4.

2.5.2. Sistema de coordenadas I1

Para el segundo sistema de coordenadas (¢',¢’) (2.43), la ecuacién de Schrodinger se
transforma en

T =z () ) P

8 \ sin? ¢’ sin? ¢’

_ l(; _ 1) T, ') (2.54)

donde el operador Laplaciano A,y (2.35) no cambia por ser invariante ante rotaciones en la
esfera y el potencial efectivo (2.41), estd dado por

1 1
Vi = (s 1) (259)

Aligual que en el caso anterior, el potencial (2.55) tiene singularidades cuando r = /&2 + &2 =
sin® 1 sin? ¢’ = 0. Asf que se procede de manera andloga: se usan separaciéon de variables y
luego se eligen soluciones que anulen las singularidades cuando ¥ = ¢’ = 0.

En (2.55) podemos proponer la separacién de variables,

1
v/ sin

Gracias a (2.56), la ecuacién diferencial (2.54) se separa en dos ecuaciones diferenciales de
primer orden con constante de separacion k,

ds K — d*T
— 28 — 115 =0 — K
dy'? * ( sin? 19’) 7 dep'? * ( +

T, ¢) = S T(¢). (2.56)

T=0. 2.57
4 sin? gp’) ( )

Considerando nuevas variables p = %(p’ y v = %19’ , las ecuaciones (2.57) se transforman en
ecuaciones unidimensionales de Poschl-Teller,

A>T () 1 1

Ak? T(p) = 0 2.58
dp? * ( * 4sin® 1 * 4cos2u) (1) ’ (2.58)
d2S(v)

-4 1- 4k2>5(u) = 0. (2.59)

4sin’v  4cos?p
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Para encontrar funciones que solucionen las ecuaciones (2.58) y (2.59) se procede similarmente
al Sistema I (ver discusién de ecuacién (2.46)). La condicién a la frontera (2.48) aqui es

= constante # 0.
p=m/2

T(p)/+/ cos p

Las soluciones estan dadas por
T(¢) = /sing' B, (cos¢’) y S(¢¥) = (sind)" 1 CH (cos V).

donde C)(z) y P,(z) son polinomios de Gegenbauer y Legendre de grado n en z, respec-
tivamente. Se introducen dos nimeros enteros n; € Z* y ny € ZT, con n = n; + ny, que
conservan la energia £ definida en (2.38),

k=ni+31 E=ik+n+3)P==%4ni+n+1)°=1Ln+1)>

Esto recuerda el problema desacoplado de dos particulas, donde n seria el niimero cuantico
principal total.

Por tanto, la solucién ortonormal a (2.54) se escribe como

T (@) = Nuyng sin™ 2 ' sin? o/ Crt (cos ') Py, (cos &),

ni,n2

donde la constante de normalizacion N, ,, es

N, - 2n1+% nq! (2”1 + 1)(”1 “+ ng + 1) 712!
ni,n2 1 |
21 (201 + ng + 1)

Es importante senalar que la constante de separacion k es el valor propio del operador jl,
que involucra al operador L; de (2.52),

~ 0? 1
Jngan (ﬁ/’ QOI) = (890/2 + 4 sin2 S0/) TEL”Q <19/’ 90,)

T 52 + 52 I / I /
— (B R0 = R0,
3

(2.60)

conk:nl—i—%.

Finalmente, a través de cos?’ = x y cos¢’ = y/+v/1 — 2 se regresa a las coordenadas
(xz,y) en el disco D, lo que permite escribir las eigenfunciones de Zernike en el disco en
términos de otros polinomios, mostradas en la figura 2.6, como

P (zy) = amthpy, Gt D0 dne+ n!

x (1= 22)™/2Cmtl(z) P, (ﬁ) (2.61)
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mon ‘ ‘

Figura 2.6: Soluciones polinomiales W}/ (z,y) (2.62) sobre el disco D, con nlimero cudntico principal
n =nj + ns.

La nueva solucién (2.61) establece una relacién entre los polinomios de Jacobi y polinomios
de Gegenbauer y Legendre.

En coordenadas polares sobre el disco, las funciones W};  (x,y) se convierten en

. oy + 1)(ny +ny + 1) ny!
\PH 0 — 2n1+ ! (
n1,m2 (r,0) 2 \/ 27 (2n1 + ngy + 1)!

(2.62)

in 6
x (1 —7r%cos? )"/ CH (r cos ) P, ( rem ) _

V1 —r2cos?6

Noétese que las funciones (2.61) siguen siendo ortogonales en D por cumplir con la
relacién de ortogonalidad (2.28), pero las coordenadas (u,v) := (z, y/v/1 — 2?) no lo son.
Las coordenadas (u, v) mapean el disco D, con coordenadas (z,y), sobre un cuadrado ju| < 1,
jv| < 1, donde las coordenadas (u,v) son ortogonales. Usando las soluciones Wy, ., (z,y) =
Uny o) Vi () en (2.61), la ecuacién diferencial de Zernike (2.1) se puede escribir como

0*w y O o O°W ow N
2 T 3u(u —1)% + (1—v )W — 21)% =E(u®— 1)V,

la cual muestra la separacién de soluciones en u y v.

(u?—1)*
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mon ‘ ‘

Figura 2.7: Soluciones polinomiales W;'!; (r,y) (2.65), en téminos de polinomios de Gegenbauer y
Legendre, sobre el disco D, con ndmero cudntico principal n = [ + 5. Se relacionan con ¥, (x,y)
haciendo los cambios z - yy y — —z.

2.5.3. Sistema de coordenadas II1

Al igual que en los Sistemas I (2.5.1) y II (2.5.2), el operador de Laplace-Beltrami
queda invariante ante el cambio de coordenadas. El potencial efectivo (2.41) en términos de
las coordenadas (¢, ¢") es

1 1
|7 .
of 8 (sin2 V" cos? " >
Este potencial de tipo Poschl-Teller se reduce al potencial descrito en el Sistema II (2.55) si

tomamos ' — "y ¢’ — ¢"+3m. Debido a esta relacion, las funciones solucion T, (9", ¢"),
en el sistema coordenado III, se pueden escribir como

111 (19/1, QDH) _ Nll,lz Sinl1+% 9" COS% 90/1 Cll21+1(’l9”) Pl1 (sin S0//), (19//), (263)

l1,l2
Ny, = otz ! \/(211 + 1)L+l +1) 1!

271' (2[1 + 12 + 1)' ’

donde n = Iy + Iy, l1,ly € Z* y el espectro de energia sigue siendo £ = %(n +1)% (2.38).

El operador que describe la separacién de variables en (9", "), en este caso, es

- 02 1
LY, (0" ¢") = < 557 " Toos? @,/>T;il,lz(19”,@”)

2 2
— <L§ + 514_2253) ;il,lg (19//, QO//) — —l2 ;il,lg (19//, 30//)
3

(2.64)
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donde [ :=1; + %

Al regresar a las coordenadas (1, y) sobre el disco D, con los cambios de variable cos 9" =
yy cosp” =x/4/1—y? las funciones de onda (2.63) se pueden expresar como

2L +1 1) 1!

ﬁl,l2<x7y) = 2l1+% ll' (ll+ )(ll+12+ )lg
2m (2l + 4+ 1)!

X

X (1 — y2)l1/2 Pll (1——3/2> Cll;“(y) (2.65)

En coordenadas polares sobre el disco D, las funciones W', (x,y) se transforman en

1 20+ 1)L + 1o+ 1) 1!
(o) = 2urip (20
l1,l2 (7“, ) sl \/ 2T (2l1 + 12 + 1)'

7 cos 6

1 —7r2gin®6

x (1 —r%sin® )"/ Ph( > Czl;rl(r sin 6).

Las funciones W}, (z,y) coinciden con las funciones W' (2.61) bajo la rotacion * — y y
y — —x que conecta a los sistemas I y III. El comportamiento de las funciones (2.65) se
muestra en la figura 2.7.

2.6. Transformacion entre bases de Zernike

La relacion entre las funciones de las distintas bases de Zernike se encuentran a través de
los coeficientes de transformacion que permiten poner las funciones de una base en términos
de otra. Los coeficientes correspondientes a las bases estudiadas en esta tesis (2.42)—(2.44) se
encuentran en el articulo [2] y se reportan en esta tesis como complemento. Para cada sistema
coordenado (2.42)—(2.44) existen n+1 funciones linealmente independientes, respectivamente,
que constituyen la base completa. Las distintas bases de Zernike encontradas anteriormente
se describen a continuacién.

La base de funciones para el sistema original de Zernike I, mostradas en la figura 2.2, esta
dada por

1 .
T .. (99 = ntl (sin )™ (cos 9) Y2 PUmE0) (cog 209) €™
k) 7T T

/ 1 )
\I/;’m(’l", ¢) _ (—l)m %Tmprgrmﬂ)(l_,'ﬂ) 61m¢’ (266)

donde n, = 3(n —|m|) es el nimero cudntico radial y (¢, ¢) son coordenadas en la esfera H.
y (r,¢) en el disco D. El pardmetro m € {—n,—(n —2),...,n + 2,n} tiene n + 1 valores
diferentes.
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Para el sistema II (2.43), orientado en la direccién del eje & € H,y, las funciones base
mostradas en la figura 2.6 son

T W) = Ny (sin )43 O3 (cos ) /sing P (cos ),

ni,n2
ln n y
\Ifgl,nz(ﬂﬁ, y) = Nn1,n2 (1—1;2>2 1 Cn21+1(l’) Pm (ﬁ), (267)

Finalmente, las funciones base del sitema III (2.44), que se encuentra orientado en el eje
& € Hy, son

n, (09" = Ny, (sin 9"yt Cp (cos ¥”) \/cos ¢ By, (sing”),
X 1y 1
) (1—y?)2" Ch (), (2.68)

N

donde ny +ny = n =1 = l; + Iy es el numero cudntico principal, Jﬁa’ﬁ), C y P, son
polinomios de Jacobi, Gegenbauer y Legendre de grado v, respectivamente. Las funciones
(2.68) son mostradas en la figura 2.7.

111

U, (r,y) = N11,12]311<

La constante de normalizacién en las ecuaciones (2.67)—-(2.68) es

2y + 1) (k1 + ko + 1) ky!
N, = 2N (2ky
1,k ! \/ T2k + ko + 1)1

k; € Z* que toma valores n; or l;, i = 1,2. La relacién que guardan las tres bases estudiadas
en términos de los coeficientes de cambio de base, se resume en la Fig. (2.8) y se describird
en las siguientes secciones.

2.6.1. transformacion entre bases I y 11

La relacién entre las coordenadas de los sistemas I (2.42) y II (2.43) estd dada por

sin ¥ sin ¢
V1-— sin® J cos? ¢

cos? =sindcosp, cosy =

Ademas, las funciones en la base II (2.67) se puede poner en términos de la base I (2.66)
usando una combinacion lineal de sus funciones base,

n

T L) = Z wrm Yt (9, 9), (2.69)

m=—n(2)

donde Y " _ ) indica que m € Z toma valores desde —n a n en pasos de 2.

—n(

Usando la ortogonalidad de las funciones de Legendre y Jacobi en ambas bases y
P, (1) =1, PT(LLml’O)(—l) = (—1)" en (2.69), se llega a que los coeficientes de transformacién
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Figura 2.8: Tres bases y sus coeficientes de transformacién. El esquema muestra la relacién del cambio
de base para cada base estudiada. De esta manera, la base original de Zernike [4], se indica por I, la
cual se puede expresar usando una expansion con coeficientes dados por polinomios hipergeométricos
3F3(--+]1), polinomios de Hahn o coeficientes de Clebsch-Gordan en las bases Il and Il [2]. Los
coeficientes de transformacién entre las bases Il y Ill se dan a través de polinomios hipergeométricos
4F3(--+]1) y polinomios de Racah.

Wprm  estan dados en términos de las funciones hipergeométricas s Fa(- - - |1),

ni,n2
. 1
e i"1(—1)2(m+imi) p) \/ 2n; +1
o (%(m—m—m))!(%(n—{—m))! na! (n+mny +1)!

—ng, m+1, —%(n—l—m)
X3F2( —n, 3(mi—ny—m)+1 L)

Ademas, las funciones hipergeométricas 3Fy(- -« |1) pueden ser relacionadas en términos de
N polinomios de Hahn de grado p y variable discreta = [31] por

. I -D, -, p+0&+ﬁ+1
Qp(l‘,Oé,ﬁ,N)-—gFQ( —N, Oé+1 ‘1)7

donde z,p € {0,1,...,N}, con lo que los coeficientes de transformacién Whmh, se pueden
escribir como

N (—1) 0+ ()2 \/ 2 + 1
ni,na | |
(%(n—m))‘(%(n—l—m))' na! (n +nq + 1)!

X Qn2<%(n+m); -n—1, —n—1, n)

Para encontrar los coeficientes de transformacién que van de la base II (2.67) a la I (2.66),
se procede analogamente.
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La base de funciones I (2.66) se escribe en términos de las funciones de la base II (2.67)

como,
n

T (0, 0) = > Wrmrn (), (2.70)

n1=0
donde 0 < n; < n = ny + ny y considerando la propiedad T;’m = Ti:_m. De esta manera,

la suma se puede escribir de 0 a n. Los coeficientes de transformaciéon Wrﬁ;{” para este caso,
resultan ser los coeficientes de Clebsch-Gordan del grupo su(2),

Wpme = (=i (— )3t opn0

2™~ 5N, om

ya han sido estudiados para potenciales de Pdschl-Teller en [29]. Los coeficientes de Clebsch-
Gordan Cy7,, 5 se relacionan con las funciones hipergeométricas 3 F5(- -+ [1) [30] a través de

oo (2¢41) (b+c—a)! (b—B) (c+v)! (c—)!

aabf A\ (a+b—c)! (a—b+c) (at+bt+ct+1) ! (ata)! (a—a)! (b+3)!

y 0y at8(2a)! (c—b+a)! —a—b+c, —ata, b—a+c+1 1
(c—b+a)! (c—a—p)! *°° —2a, c—a—p+1 ’

por lo que los coeficientes W ~también se puden escribir en términos de coeficientes de
Clebsch-Gordan como

nm im(_l)%(mﬂm\) Om,o

1 1 1

ni,n2 5T, —5m; 5N, 5m’
cona=>b= %n, a=—0F= —%m, y 7 = 0. Esto implica la relacion entre los coeficientes de
transformacion,
ning __ (__1\n1 n,m
Wn,m - ( 1) Wnl,n27 (271)

que permite pasar de una base a otra facilmente.

2.6.2. transformacién entre bases I y II1

Los coeficientes de transformacién entre las bases I (2.66) y III (2.67), que se llamardn
ﬁ/\l’fgL, se encuentran facilmente al notar que las coordenadas (¢, ¢’) en (2.43) estén relacio-
nadas con las coordenadas del sistema III (2.44) a través del cambio de variable ¥/ — ¢y
@'+ "+ iy una fase (—1)", asi

Wi = (0" exp(=igmm) Wi,
(2.72)
= exp(—izmm) Wyne

nm
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donde W/ corresponden a (2.69), con (n1,nz) reemplazando a (I1,l2). De tal manera que

W se escribe explicitamente como

o~ (—
nm __

l1,l2

()" (=D 2

i) (—1) 2" ) exp(—imm) \/ 2 + 1
(%(ll —lh— ))'(l(”+m)>! L
" 3F2< —ig,

n, 2(11_12_

— 2(n+m)

m)+ 1 ‘1)

L+1

(%(n—m))'( (n—i—m))
)Ql2( (n+m); —n — 1, —n—l,n)

x exp(—izmm

2

2 + 1

= () (=D exp(—igAm) Oy

2.6.3.

L1l 1.
2™ T3 5N, M

transformacién entre bases 11 y II1

En [2] se estudian dos maneras de encontrar los coeficientes de transformacion entre las
funciones de las bases II (2.67) y III (2.68) que pone una base de funciones en término de la

otra, a través de

111 (19//’ S0/ )

l1,l2

La primera forma de obtener los coeficientes Ulml’

términos de las n+ 1 funciones de la base I (2.70),

n

111 (19//

l1,l2

2 niy,n2
Asi, U11,12

n

=Y

m=—n(2)

n

ni,n2
Z Ull,lz

no=0

Tnl ng (19/7 (70/)’ (273>

"2 es poniendo ambas bases, II y III, en

an

a través de los coeficientes W™ (O

l1, l2

n

> W T 041

n1=0

an

l1,l2

puede ser escrito en términos de coeficientes de Clebsch-Gordan,

ni,n2 __ :li+no E li+k 11,0 n1,0
bl ™ ! ( ) 02n %n k% n+k Cfn 771 k; 7n —Jn—i—k
k=0
donde Uﬁll’f eERy Ul:”l’:? = 0si [y + n9 0 I3 + ny son nimeros impares. La segunda manera

radica en usar las paridades de los polinomios de Legendre y Gegenbauer en las funciones de
las base II (2.67) y III (2.68) que nos lleva a separar la suma (2.73) segin la paridad,

) ni,n2
l1,l2
no par

(=13, (0" ¢

) ni,n2

(DR, (0% ¢") =) UL,

ni par

Tghnz Z l71L1l,2n2 Tgl nz 19/ 90/)7 (274)
ng impar
Tillhnz (19/7 ('0/) Z []l?ll’gn2 Tn1,n2 (19/ 90,) (275)

n1 impar
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Comparando (2.74) y (2.75) con (2.73) se deduce que cuando [y = 2¢; es par o l; = 2¢; + 1
es impar, las sumas sobre ny = 2py par o ng = 2ps + 1 impar, ¢;, p2 € Z, en (2.74) dan cero,
ya que

UnZ, =0, Ui =0
Algo similar ocurre cuando se suma sobre ny = 2p; par o ny = 2pl + 1 impar en (2.75), pues
los coeficientes Ul 1["2 son cero cuando [, = 2¢y es par o [y = 2¢; + 1 es impar

2p1,m2 0 2p1+l,n2 0
£1,2g2+1 £1,2q2 -

para pi, g2 € Z.

Considerando el hecho de que el nimero cuantico principal sea n = ny + ny = I + I,
hay cuatro casos de estudio: si n es entero par (n; y ng pares o ny y ng impares) y si n es
entero impar (n; pary ny impar, o ny impar y ns par). Para que sea més sencilla la notacién,
se introducen cinco indices adicionales (N, q1, q2, p1 v p2) tales que N :=p; + pa = ¢1 + @o.
Ademas, los coeficientes de transformacion encontrados se escriben en términos de polinomios
hipergeométricos 4F3 y polinomios de Racah R, (x(z+~vy+0+1);a,5,7,9),z € {0,1,..., N}
de grado n € {0,1,2,...,N}.

Estados pares de n

Las funciones para estados (2.74) donde n es par se dividen dos casos. En el primer

caso, N = %n,

2p1,2
TI?I!L,?qz 19// Z U. 511,2;;2 lelpl 2p2 (19/? 90/)7 (2'76)
P1,p2
21,2p2 -p1, m+ts Gtz —a
U2511,2¢Z2 = g oF3 ( N + 12 1, _?\[ 1)
= AR Ry, (pilpy + 1) N, —(N+D), —(N+1), (N+))
= 82 Ry, (arlar + 55 N, —(N+1), —(N+1), (N+)).
En el segundo caso ocurre cuando N = —n -1,
[2p1+12p2+1
Yo 112042070 Z 2511:1 2:;211 Yo 1.2p041 (0, 9), (2.77)

P1,p2

3 3
2p141,2p2+1 , -p1, pP1t3, @ats5 —q
vpngs = Appan( T PR TR 00

= AP Ry, (pa(pr + 2 N+2,—(N+), —(N+1), N+3)

q1,92

= N2 Ry, (an(an + 3 V42, —(N4+5), —(N+1), N+3).

41,92
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P1,P2 v AP1,D2
con constantes APUP2 y APUP2 dadas por

q1+ N)!(p1 + N)!
C]2!p2!

. \/ (4g1 + 1) (4dpy + 1) (2¢2)! (2p2)!
(

21 + 2N + D) (2p1 + 2N + 1)1’

o T
5;,5’22 — (_1)171 2 g tP1

N+q+2)I (N +pi +2)!

\/(4p1 +3)(dgr + 3) (2p2 + D)1 (22 + 1))

APLPZ — (_1)Q2+P1 22f11+2p1+2 (
41,92

(2N + 2p; + 4! (2N +2¢; +4)!

Estados impares de n

Para n impares, correspondiente a la suma (2.75), las funciones de onda Y™ para

N = 3(n — 1), se escriben de dos maneras. La primera estd dada por la suma

2p1,2pa+1
TI?I;H-L?% (19”’ 90”) - Z U2511+1Iiz2q2 T1211171,21)2+1(19/’ 90/)7 (2'78>
1 3
[2pr22tl _ Apup2 4F3< -p1, D1ty @at+35 Q1

p1,p2
2q1+1,2g2 q1,92 N + 27 1, —N 1)
= anm Ry (mlpn + 1) N+ —(N+1), —(N+1), N+3)

q1,92

)

= AP p (ql(ql +3); N+1,-N—-3, —(N+1), N+%>,

q1,q2 ~"P1

y la segunda por

2p1+1,2
T o (07, 9") = Y UYL o, (), (2.79)
pP1,P2
2p1+1,2 T —p1, m+3, a+i —q
P1 ap2 s ) I )
Ut = A oam( T e et o)

= A By (g + 3 N+ —(N+3), =(N+1), N+1)

q1,92

= Ap1,p2 Rq1 (pl(pl + %)7 N+]—7 _N_%7 _(N + 1)7 N+%>a

q1,92
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P1,p2 AP1,p2
con constantes A2y APUD2,

(N+q¢+ DN +p +1)!
(N +1) ga! po!
\/ (491 + D)(4q: +3) (2 + 1)! (230)!
(2N +2p; +2)1 (2N +2¢; + 3)! 7

(1 + N+ 1! (py + N+ 1)!
(N +1) ga! po!

" (41 + 1) (4p1 + 3) (2g2 + 1)! (2p2)!
(2q1 + 2N +2)! (2p; + 2N +3)!

Ademas de los coeficientes de transformacién también es importante saber a qué tipo de
algebra pertenece el operador de Zernike pues con esto se identifican las simetrias del sistema,
lo cual es descrito a continuacion.

APrpz (_ 1)q2+p1 22q1 +2p1+1
q1,92

AP1p2 (_1)P1+Q222Q1+2p1+1
q1,92

2.7. Algebra superintegrable de Zernike

Usando los tres sistemas coordenados analizados (2.42) —(2.44), se encuentra que el
operador W en (2.34) se puede escribir en términos del operador de momento angular jg = Eg
y los dos operadores J; (2.60) y J» (2.64), que determinan las constantes de movimiento k y
[, respectivamente, como

W =T+ Jo+ 2+ 1L (2.80)
o g+8 g+8
~ o~ 4 ~ o~ 4 ~ o~
J — L2 2 3 J — L2 1 3 J — L
1 1 + 4€§ ) 2 2 + 4532) ) 3 3

donde L; son los operadores de momento angular (2.52) del dlgebra so(3).

En la esfera, se puede construir una algebra superintegrable a través de los operadores
S'\1 = ‘E? §2 = j\l - ‘};7 §3 = [§17§2] (281)
que generan un algebra no lineal, llamada ‘dlgebra cibica de Higgs’ [3] y satisfacen la rela-

clones
&é

Ss = Q{Zb Z2}+ - 5 [§3> §1] — 45,, [§3,§2] = 83\% —8WS,
3
donde {, }, es el anticonmutador. Para el disco D, los tres operadores que conmutan con el

operador de Zernike Z estdn relacionados con los de la esfera a través de la transformacion
de similaridad, K; = A7'S; A, inversa a la realizada en (2.30). Estos operadores estdan dados
por

K1 = y@m — mﬁy,
Ky = —(1—2%—y») (04 — Oyy) + 220, — 2y0,,
K3 = —4(1 — 2 — y*)0yy + 4y0, + 420,,
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que cierran el algebra en el disco D a través de las relaciones de conmutacion
(K1, K] = K3, [Ks, Ky = 4Ky, [Ks, K] = 8(K? — ZK)). (2.82)

Por tanto, el sistema de Zernike tiene asociada un algebra que NO es de Lie, por lo que sus
operadores de simetria en la esfera (2.81) y en el disco (2.82) no son lineales y pertenecen a
un sistema superintegrable.

2.8. Observaciones finales y trabajo futuro

Inicialmente, el tema de Zernike nos llamé la atenciéon debido a que las funciones de
Zernike (2.27) tienen una organizacién piramidal semejante a la estructura que comparten
las eigenfunciones del oscilador arménico. Aunque tuvimos que renuciar a esta relacion, la
idea principal siempre fue encontrar una relacion del sistema de Zernike con otro sistema
fisico usando transformaciones unitarias.

Luego, descubrimos, gracias a platicas con el Dr. Pogosyan, que el sistema cumplia varios
requisitos para ser un sistema superintegrable y podia relacionarse con un sistema cuantico
(estudiado en esta tesis). En el sistema cudntico se logré encontrar operadores de simetria,
usando la esfera, que en el disco no eran evidentes, ademas de que las funciones de Zernike
fueron relacionadas con los polinomios de Legendre y Gegenbauer. De este modo las funciones
de Zernike, utilizadas generalmente para describir pupilas circulares, se relacionaron con un
sistema cuantico donde aparece el potencial de Poschl-Teller. Ademaés se encontro otra forma
de escribir los polinomios de Zernike en el disco en términos de polinomios de Gegembaguer
y Legendre.

Quedan muchas cosas por investigar en este tema, en particular hay dos cosas inmediatas
que me quedan pendientes: encontrar los operadores de ascenso y descenso explicitamente y
construir estados cuasi coherentes bidimensionales para el operador cuantico en la esfera y
ver que interpretacion tienen en el disco.
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3. Deformacion Lorentziana en el
espacio de Helmholtz

En este trabajo se construye una manera de aplicar las simetrias del grupo de Lorentz al
modelo monocromatico de ondas de Helmholtz. Esto se realiza a partir de una fundamentacion
matematica, basada en la teoria de representaciones matriciales de algebras y grupos de Lie,
y analisis arménico, aplicada a un modelo de 6ptica ondulatoria. Se encuentra el espacio de
frentes de onda a través de espacios cocientes de los grupos implicados.

Esta manera de construir el espacio de frentes de ondas de la 6ptica de Helmhotz deja
ver de manera natural como se pueden importar las simetrias del grupo de Lorentz y las
deformaciones que induce en los campos de onda.

Ademas, se hace uso de una trasformacion unitaria entre la esfera de direcciones o fre-
cuencias a la pantalla plana 6ptica, llamada transformada de onda, que garantiza una relacion
entre las variedades, esfera y plano, que constituyen el espacio fase 6ptico de Helmholtz. Todo
esto se incia con el modelo de la 6ptica Euclideana que se describe a continuacion.

3.1. ()ptica Euclideana

La optica euclideana consiste en modelar rayos de luz y frentes de onda como varieda-
des obtenidas por espacios cocientes del grupo Euclideano y consiste en heredar todas las
propiedades geométricas y las simetrias del grupo Euclideano al espacio de rayos de luz o
de ondas en dptica. Se fundamenta en la teoria de grupos de Lie [3] SO(3) e ISO(3) y sus
espacios cocientes [4].

Aunque en su mayoria, el contenido de esta seccién se basa en el trabajo [5], también,
se fundamenta de manera muy intuituiva, la construccién de espacios cocientes, incluyendo
algunos ejemplos sencillos y se da un enfoque geométrico de la construccién del espacio
de rayos en la éptica geométrica que pretenden simplificar la comprension de este modelo
matematico.

35
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3.1.1. Espacio de rayos en Optica geométrica

En optica geométrica un rayo de luz es modelado a través de lineas en un espacio
tridimensional, orientadas en cualquier direccién. El espacio de todas las lineas o rayos de
luz en R3 es equivalente, excepto un conjunto de medida cero, a la esfera S? y una pantalla
P = {(z,y,0)} = R?, es decir, si p es la variedad de todos los rayos de luz en R?, entonces,
o = 82 xR?. Esta equivalencia se puede explicar de dos maneras: desde un enfoque algebraico
y desde uno geométrico.

Enfoque algebraico

El espacio de rayos de luz se puede encontrar a través de los grupos de simetria asocia-
dos a los rayos de luz. Algunos enunciados tutiles que simplificaran esta descripcion son los
siguientes:

Figura 3.1: El grupo SO(3) se puede visualizar como el campo vectorial de todos los puntos p en la

superficie de la esfera S2 mds sus rotaciones alrededor del vector normal en cada punto, por lo que
SO(3) =2 8% x SO(2).

1. El grupo euclideano 1SO(3) es el grupo de simetrias de R3.
2. El grupo de simetrias que dejan fijo al punto origen es el grupo SO(3).

3. Usando las dos afirmaciones anteriores, se puede afirmar que 1ISO(3) = SO(3) x R?, lo
cual, también lleva a que R? se puede ver como un espacio cociente, es decir, R? =

SO(3)\ISO(3).
4. Otros ejemplos de espacios cocientes son R? =2 R\R3 y R = R?\R3.

5. Un dltimo ejemplo de espacio cociente que se confunde a menudo con el grupo SO(3)
es la la esfera S§?. La identificacién SO(2)\SO(3) = 82 se demuestra de la siguiente
manera:
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Témese un elemento R del grupo SO(3). Usando dngulos de Euler, esta rotacién en R?
siempre se puede escribir como R = R(¢,6,¢) = R,(¢Y)R,(8)R.(¢).

La aplicacién del grupo de Rotaciones SO(3) al polo norte Py = (0,0,1) € §% da las
coordenadas esféricas, es decir, Py - R(v, 0, ¢) = (sin 0 cos ¢, sin 6 sin ¢, cos #), pero como
no aparece el angulo 1 en esta parametrizacion, existen diferentes rotaciones que van a
un mismo punto en la esfera, por lo que se puede decir que para cada punto se repiten
rotaciones. Una forma sencilla de ver qué grupo forman estas rotaciones repetidas es
ver cudles rotaciones dejan fijo el polo norte en la esfera, es decir, Py - R(1,60,¢) =
Py =(0,0,1) siy sélosi @ =0 = ¢, por lo que

1 0 0
R(Y) = R(1,0,0)= | 0 cos¢ sing |,
0 —sinvy cosy

y R() es una rotacién en R% De esta manera se puede afirmar que el grupo de las
rotaciones que dejan fijo el polo norte en S es el grupo SO(2).

Por tanto SO(2)\SO(3) = S

En 6ptica euclideana, el grupo de simetrias de los rayos es el ISO(3), pues manda lineas
de R? en lineas de R®. Para encontrar el espacio de todas las lineas mediante un espacio
cociente de grupos falta encontrar el grupo de simetrias que dejan fija una linea, para ello se
considera la linea asociada al eje z en R?, el grupo de rotaciones alrededor de este eje es el
SO(2) y el grupo asociado a las translaciones a lo largo de la linea es R, es decir, el grupo de
simetrias que dejan fija a la linea que pasa por el origen orientada en el eje z es SO(2) x R.

Usando las afirmaciones anteriores se puede expresar el espacio de todas las lineas tri-
dimensionales en términos de espacios cocientes como:

o = (SO(2) x R)\ISO(3) = (SO(2) x R)\(SO(3) x R?) = &% x R%. (3.1)

donde = significa que la igualdad se cumple casi en todas partes (coinciden salvo un conjunto
de medida cero, véase la siguiente seccién).

Por tanto, el espacio de rayos de luz en R? estd dado por p = §? x R

Enfoque geométrico

Otra manera de determinar el espacio de rayos opticos es a través de la definicion de los
rayos (o lineas) en R3.

Conjunto de lineas en R3.
Sea p'e §? y ¢ € R?, entonces el conjunto de lineas en R? queda definido como ¢ = {tp'+ ¢ :
t € R}. Es decir, un punto p en la superficie de la esfera define de manera tnica la linea [
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Figura 3.2: Una linea I’ en R3 que no sea paralela al plano P = {z = 0} queda definida de manera
tnica por el punto ¢ de interseccién en el plano y un punto de interseccién p’en la esfera, de la linea [
obtenida por trasladar I’ al origen 0.

que pasa por el origen de la esfera. Si se considera la pantalla como P = {(z,y,0)} = R? un
punto ¢ € P trasladara la linea [ al punto ¢.

El método anterior reproduce todas las lineas, excepto las lineas horizontales que forman
un conjunto de medida cero.

Observaciéon 1: Si se tiene un espacio de trabajo X y ) un subespacio de medida cero
(Vol(Q) =0) y U =X \ Q. Los espacios de Hilbert correspondientes a X y U son iguales,
es decir, L*(X) = L2(U).

Usando la equivalencia p = 8% x R? y la observacioén 1, se puede afirmar que los espacios
de Hilbert correspondientes son equivalentes, es decir, £%(p) = £2(S8?) ® L?(R?).

3.1.2. Espacio de frentes de onda

En 6ptica ondulatoria, se considera a la luz como una onda, si ademas se considera un
modelo de optica euclideana, una onda de luz estara caracterizada por su frente de onda
plano y su direccion dada por el vector normal al plano 7.

Para encontrar el espacio de trabajo adecuado de la éptica ondulatoria se procede de
manera analoga al caso de los rayos de luz en éptica geométrica: se determina el espacio de
frentes de onda planos a través de espacios cocientes. Para esto, se debe conocer el grupo de
simetrias que mandan planos a planos en R? y el grupo que dejan fijo a un plano.

Al igual que en el caso de los rayos de luz, el grupo Euclideano 1SO(3) es el grupo de
simetrias que manda planos de R? en planos de R3. Ademés, las simetrias que dejan fijo un
plano son las rotaciones alrededor del plano y las translaciones del plano, por lo que el grupo
de simetrés que fijan un plano es SO(2) x R?. Usando el mismo procedimiento algebraico que
en 3.1.1, el espacio de los frentes de onda de Helmholtz, llamado W, se determina a través
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Figura 3.3: Un plano en R? que no sea paralelo al plano z = 0 queda definido de manera tinica por el
punto de inclinacién p’ € S? y la interseccién u del plano en el eje z.

de espacios cocientes:

W = (SO(2) x R)\ISO(3) = (SO(2) x R?)\(SO(3) x R?*) =2 &% x R. (3.2)

Por tanto, el espacio de Hilbert de frentes de onda en el modelo de 6ptica ondulatoria
esta dado por H = L2(W) = L*(8?) @ L*(R).

3.2. Optica de Helmholtz

Para ver las simetrias del grupo euclideano en el espacio de frentes de ondas W se
aplica una representacion del algebra euclideana al espacio W. Los generadores del algebra
euclideana iso(3) sobre W son seis: tres de translacién, llamados T; con i = 1,2,3, y tres de

rotacion, ﬁz con 7 = 1, 2, 3. Existen dos invariantes del algebra T B y fQ, el primero de ellos
se anula en W, mientras que el segundo toma la siguiente forma:

~ ~ ~ ~ 1 02
T2:T§+T5+Tf:]§w, (pas ysp2) €S%, u€eR.

Para ver la aplicacién del invariante T2 sobre W, basta entender el comportamiento del
laplaciano 9%/0u?. Para esto, se tiene en cuenta la formula de Plancherel [6] para el caso de

C(R) |
g LX), glu) = / G(k)e "k,

donde G(k) es la transformada de Fourier de g(u) y ey (u) = ¢ genera el espectro de 72 en
L2(R),
82

S ik _ _k2 eluk.
(v
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Con esto, el espacio de Hilbert correspondiente a los frentes de onda se puede ver como [7],
® ®
L2W) = / L3(S?) @ e, dk = / Hi dk, Hy = L2(S?) @ ey
R R

Las translaciones en el grupo euclideano acttian como una fase e* en Hy,. Al fijar un pardme-
tro k, se fija un espacio H; = £2(S?), donde las funciones f € Hy, tienen la la forma,

f(p)=2(p) ™ pes?, FeR (3.3)

Nétese que al considerar un espacio fijo Hy = £2(S?) se esta trabajando en el espacio
de Helmholtz, donde k£ es un nimero de onda fijo, se considera un indice de refraccién n =1
y las funciones en este espacio satisfacen la ecuacién de Helmholtz. Ademas, el producto p’- 7
resalta el uso de la transformada de Fourier entre la esfera unitaria S? y la pantalla éptica
R? que se definird a continuacién como la transformada de onda.

3.2.1. Transformada de Onda

En 6ptica ondulatoria, el espacio fase se compone por el espacio de frecuencias o esfera de
direcciones S? y el espacio de posiciones dado por una pantalla plana R?. La transformada de
Fourier es una transformacion unitaria que relaciona de manera tnica las funciones en estos
dos espacios. Por tal razon, aunque el espacio de Hilbert en 6ptica de Helmholtz esta dado
como Hjy = L£2(8?%), usando la transformada de Fourier, se puede usar funciones de onda en
la pantalla plana R? sin mayor problema.

En esta seccion se encontrard explicitamente la transformada de Fourier entre la esfera
S§?% y el plano R? que se denominard transformada de onda. Se inicia considerando superpo-
siciones arbitrarias de onda planas f(7) con vector de onda de magnitud constante k. Estas
satisfacen la ecuacién de Helmholtz:

2 9 o )
(52 * g2 + 52) 1) = =K (1), (3.4)

y se relacionan con funciones F(p) € £2(8?) a través de la transformada de Fourier,

k

1) = 55 [ dut@) F) o (3.5)

donde z,y, z son coordenadas cartesianas en R?, con vector de posicién dado por 7= (z,y, 2)
Y D' = (P, Dy, =) €s un vector sobre la superficie de la esfera 8% con coordenadas dadas por

P, = sinfsing
py, = sinfcos¢ (3.6)

p. = y/1—p:—p;=cosb,
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0<f<m, —-rmT<¢<m,

y du(p) es la medida sobre la esfera que se puede escribir como
1
du(p) = o dp, dp, = —sinfdf d¢ = dcos 0 d¢.

Luego se divide la esfera unitaria en la semiesfera superior e inferior para reducir nuestras
coordenadas a dos dimensiones (p, p,) ¥ corresponderlas a través de la transformacion (3.5)
a una pantalla éptica dada por un plano en R?. La esfera unitaria S? es dividida en dos
hemisferios usando el signo de la coordenada p.,

Hy: p.>0; 0<0<7
H_: p.<0; <6<

De esta manera, una funcién sobre la superficie de la esfera F(p) € £2(S?) se descompone

como
{ Fi parap, >0,

f(m = ‘F_;’_(p) + f—<p) ‘Fi para p, <0

con p = (ps, py), es decir, F(p) estd determinada por sus valores sobre los hemisferios superior
H . e inferior H_ y se puede traducir como una pareja de funciones (F, F_) definidas sobre
un disco plano que se denotara como 4.

Ademas, se sabe que las soluciones f(7) de la ecuacién de Helmholtz quedan totamente
determinadas por sus valores sobre una pantalla plana z = 0 y la derivada normal a la
pantalla f'(7) |,—o. Por lo que la ecuacién de Helmholtz junto con la derivada normal al
plano se pueden escribir juntas usando el operador de evolucion H [8]:

0 1
Hf = 0.f, H.:(_Ako), (3.7)

() .

donde H acttia sobre el espacio de las soluciones de Helmholtz, r = (x, y) es la posicién sobre
la pantalla plana R?, Ay := 0740, + k%, y f.(r, 2) = 0. f(r, 2). Usando toda esta informacion,
se puede escribir la transformada de Fourier (3.5) restringida a la pantalla z = 0, como
fle)y = (M.,

k dp, dpy

2 5 \/ 1— p2
asf f(r) es la funcién de onda en la pantalla 6ptica R?. La derivada normal al plano z = 0
queda dada por

(F+(p) + F-(p)) €*P™), (3.9)

f/(r) - ag(ZF) 2=0
= B dpy (Fa(p) — F(p) €. (3.10)
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Aplicando la transformada inversa se tiene que las funciones F(p) sobre los hemisferios
H. toman la forma

Fo)e = 4 [ dedy (VI fr) £ o p/m) e 0, (3.11)

47 R2

Si en lugar de considerar coordenadas (p,,p,) se toman coordenadas esféricas (6, ¢),
F € L%(8?%), 1o que lleva a obtener transformadas andlogas a (3.9) y (3.11) de forma unificada,
que definen la llamada transformada de onda dada por

k‘ s ™ o )
flz,y) = P d¢/ dcos@]—"(@,qﬁ)elkSIHG(xSIH¢+yC°S¢), (3.12)
(L 0
y
ik2 T /2 o )
flay) = 5| do / dcos B dg cosf F (0, ¢) esindiesindtycose)
T J_n 0
— / dcos @ de cos F(0, ¢) ek sind@sinetycosd) | (3.13)
w/2

La transformada de onda inversa queda como

F0,¢) = yp Rdedyf(:c,y) cos f ¢~ iksinb(@ cosgtysing) (3.14)

donde p = (ps, py,p.) = (sin@sin ¢, sin b cos @, cosf) es un punto sobre la superficie de la
esfera y r = (x,y) un vector posicién sobre el plano.

Por tanto, la transformada de onda establece una relacién tnica entre las funciones de
la esfera y el plano, esto es de gran importancia en 6ptica, ya que el andlisis optico se realiza
sobre la pantalla plana, por esta razén, aunque las siguientes secciones se dividen en el ‘plano’
y la ‘esfera’, los resultados siempre se muestran sobre la pantalla plana.

3.3. Grupo de Lorentz en la esfera S?

Las simetrias de trasformaciones relativistas son representadas en un espacio tiempo
R3*!, tres dimensiones espaciales y una temporal, por el grupo de Lorentz SO(3,1). La métrica
del espacio tiempo preservada por el grupo de Lorentz esta dada por

1 00 O x
12 . 010 0
|U| :m2+y2+z2—t2:v-9-v :(x Yy z t) 001 0 Z ,
000 —1 t
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donde Q es la matriz métrica, ¥ = (x,y, z,t) es un vector en el espacio tiempo, z,y, 2 co-
rresponden a las coordenadas espaciales y ¢ a la coordenada temporal. Esto implica que una
representacion matricial del grupo de Lorentz es

A Muu(R), AQAT=Q y det(A)=1.
Ademads, en el espacio tiempo R>!, el cono de luz positivo se puede escribir como
C={(n,y,2t): 2>+ + 22 =12t >0}

y puede ser totalmente descrito, modulo rescalamientos, por un espacio de dimensién menor
a través de la aplicacion

(wy.28) = @y, = (5.5.7),

Y
t
N 2 2 2\ 2
pavenat e G ()
que es invariante de escala y que cumple que (z,y,2,t) € C si y solo si (2',y,2") € S,
donde 2/,1/, 2’ son llamadas coordenadas homogéneas. Ademads, también se cumple que toda
linea que pasa por el origen en C intersecta a un tinico punto en la esfera S?, al conjunto de
tales lineas se le conoce como cono proyectivizado y se denota por P(C). Con esto se hace la
identificacién P(C) = S2.

Por tanto, se concluye que las simetrias del grupo de Lorentz se pueden aplicar natural-
mente a la esfera unitaria, por tal motivo, es interesante preguntarse qué pasa si se aplican
las simetrias Lorentzianas a las funciones de onda en el espacio de Helmholtz Hy, pregunta
que se trata de resolver en los siguientes apartados.

3.4. Geometria de Lorentz en 6ptica de Helmholtz

Ya que en ambos casos, ¢ptica de Helmholtz y cono de luz proyectivizado, tienen como
espacio de trabajo a la esfera, es natural pensar en que las simetrias del grupo de Lorentz
pueden aplicarse al espacio de ondas de Helmholtz. El proceso para aplicar las simetrias del
grupo de Lorentz a las funciones de onda de Helmholtz es el siguiente:

1. Identificar las simetrias que se desea aplicar. En esta tesis se desea estudiar deformacio-
nes en los campos de onda debido a la aceleracién relativista (o boost) en la direccién
z, por lo que se elige el subgrupo uniparamétrico del boost en la direccién z, que se
denominara por B,.

2. Identificar la accion del subgrupo B, en el cono de luz C y finalmente en la esfera
S§? 2 P(C), esto se realizard directamente en las coordenadas.

3. Determinar la accién del subgrupo B, sobre las funciones, F € £*(S?).
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4. Encontrar el generador infinitesimal generado por la aplicacién, dada en el punto an-
terior, que se denotard por a,.

5. Convertir al operador infinitesimal @, en autoadjunto mediante simetrizacion.

Cada uno de los pasos anteriores se describe detalladamente a continuacién. Primeramente, se
describen los generadores de boost del dlgebra de Lorentz so (3,1) y los grupos uniparamétricos
que se originan a partir de los generadores, para después aplicarse a un vector luz en el cono
proyectivo o esfera.

Los generadores de boost del dlgebra de Lorentz so(3,1) son:

0 00 —1 0 0 0 0 00 0 O
0 00 O 0 0 0 —1 00 0 O
By = 0 00 O By = 0 0 0 0 , Ba= 00 0 -1
-1 0 0 O 0 -1 0 0 00 —1 0

Estos generadores se aplican a vectores en R*! y al ser exponenciados, B; = exp(iyB;), i =
z,y, z, dan elementos en el grupo de Lorentz SO(3,1), que individualmente se pueden ver
como subgrupos uniparamétricos, pues dependen tinicamente del pardmetro ~. Los subgrupos
uniparamétricos que llevan todas las simetrias del boost en las direcciones x, y y z son:

coshy 0 0 sinhvy 1 0 0 0
B — 0 10 0 B — 0 coshy 0 sinh~y
v 0 01 0 ’ Y10 0 1 0 ’
sinhy 0 0 coshvy 0 sinhy 0 coshy
10 0 0
B. — 0 1 0 0

0 O coshy sinhy
0 O sinh~y coshy

Para considerar inicamente simetrias de boost en la direccion z se elige el subgrupo B, y se
aplica a un vector v = (x,y,2,1) € C,

T 10 0 0 x
yy | | 01 0 0 Yy
zo | | 0 0 coshy sinhvy z
2 0 O sinh~y coshy 1

donde U, = (24,¥y, 2y, ty) = (x,y, 2 coshy + sinh~, zsinh~y 4 cosh ). Al proyectivizar i,
resulta el vector p., = (p7, Py pl), cuyas componentes son

vo— Iy _ v
P t,  zsinhvy + cosh~y’
Yy Y
Yoo 2y 3.15
Py t,  zsinh~y + cosh~y’ (3.15)
Pl = Zy _ zZcosh~y +sinhy

ty B zsinh~y + cosh v’
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y se escribe como p, = B, - p, por definir la accién del subgrupo B, sobre un vector p =
(D Dys P2) € S?%. Con esto, la accién de B, sobre las funciones F € £%*(S?) queda definida
sobre las coordenadas como F (B, - p) = F(p,). El generador infinitesimal correspondiente
a la accion de B, sobre las funciones se encuentra al derivar la funciéon F(p,) respecto al
parametro v y evaluarla en v = 0,

d _
@ ]:(pv)

0 0 Iy
= =l (e g, ) F D) = 0T (D)

v=0

El operador a, estd definido sobre la esfera pero no es autoadjunto, lo cual se corrige al
simetrizarlo, esto se puede ver artificial y que no captura la esencia del sistema fisico, pero en
la siguiente seccién veremos la conexion con grupos uniparamétricos y se verd de manera mas
clara la naturalidad de dicha operacion. Al efectuar la simetrizacién, se obtiene el operador
autoadjunto,

~c2 0 0
bf = —|p.| (px% +py% + 1>7 (3.16)
z y

que satisface la condicién (F), BZG) 52 = (BZF , G)s2 con producto interno de la esfera dado en
coordenadas (py, py, p.) como

(F,G)s: = / 2 dﬁ;jpyf’(m G (7).

Ademas, el operador B‘f aplicado en la transformada de onda, definida por (3.12) y (3.13),
se convierte en el generador diferencial autoadjunto, que se aplica a la pareja de funciones
f(r) y su derivada normal f'(r), dadas en (3.9) y(3.10) respectivamente, dado por

b. = ( (D + 1)OA,c — k2 _oD ) ’ (3.17)

donde D := §(r - 9, + O, - 1) se denomina el generador de dilatacion y Ay, := 07 + 92 + k? se
aplican a funciones sobre la pantalla R? con coordenadas r = (z,%). El operador b, también
puede obtenerse a través de una deformacion de dlgebras que se explicara después.

En esta tesis se estudian dos formas de heredar las simetrias del grupo de Lorentz a las
funciones de onda de Helmholtz: La primera es usando una accién del subgrupo B, en las
funciones sobre la esfera que sea unitaria y la segunda es a través de generadores de boost
aplicados al plano R? mediante una deformacién de dlgebras. En los dos casos se elige una
funcién de prueba, la cual se deforma por la accion relativista y se visualiza en la pantalla
plana. En el caso de la esfera, esta visualizacién en el plano se realiza por medio de la
transformada de onda.
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3.5. Deformacion Lorentziana en la esfera

La deformacion Lorentziana sobre funciones en la esfera se define a través del mapeo
G, dado por

1

€T Y IZ = z F ’Y’ 77 7 — N F ’Y’ 'Y’ ’Y’ 318
Gy F (Pas Py, 02) = (P2, 7) F(pls py, pY) T (p2, vy, pY) (3.18)

y se le llama de esta manera por que deforma a los angulos de las funciones que se definen
sobre la superficie de la esfera. El factor pre-multiplicativo pu(p., v), llamado ‘multiplicador’ de
Bargmann [9], hace que la aplicacién G, sea unitaria al cumplir que (F, G)g. = (G, F, G,G) 5,

/ dcosOdoF(0,¢9) G*(0,9) = / dcosTde G, F(T,¢) G,G*(T,¢),

S2 S2

donde * denota la funcién conjugada. El ‘multiplicador’ de Bargmann garantiza que el pro-
ducto interno sobre la esfera sea el mismo después de la aplicacién, ya que el Jacobiano del
cambio de coordenadas (6, ¢) a (7,¢) es justo el cuadrado del multiplicador p(p.,7). Ademas,
la aplicacién G, tiene como generador infinitesimal autoadjunto a (3.16) ya que

d 0 0
N xy Pys Pz = TPz T ——+1 x) Pyr Pz)-
& ST Pespypa)| = =lpe] (p e TP )f(p Py> D)

Esta tltima relacién brinda la relacién entre las operaciones realizadas con el dlgebra (3.16)
y el grupo (3.18) de manera més intuitiva al garantizar que la apliacién G, sea unitaria.

3.5.1. Deformacion en angulos

La deformacién en los dngulos (0, ¢) esta dada por la accién de la transformacion relati-
vista G, en las componentes (3.15) de un vector p € 82, es decir, para coordenadas esféricas
ocurre que

F(sinTsine,sincose, cos 1)

G, F(sinfsin ¢, sin b cos ¢, cosf) =

J
_ F(7(60,9),2(6,9))
G, F(0.9) = coshy + sinhy cos 6’ (3.19)

cosh vy 4 sinh vy cos @

Este mapeo es simétrico alrededor de direccion z, por lo que solo cambia el angulo # mientras
que el dngulo ¢ = ¢ queda invariante. A partir de (3.19) se encuentran las férmulas que
relacionan los angulos deformados 7 y € con los angulos 8 y ¢, dadas por

_coshycosf + sinhy ) sin ¢

COST = sint = .
coshy + sinh v cos §’ cosh v + sinh vy cos 0

Esta relacion entre angulos se puede resumir en la transformacién tan %7’ = e 7 tan %9.
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Las formulas inversas para cosf y sin # son

cosh ycos T — sinh~y ) sin 7
- , sinf = - )
coshy — sinhycos T coshy —sinhycos T

cosf =

Ademas, el cambio de medida, debido a la transformacién G, esta dado por el factor

_dCOST_ 1

0,7)* = =
(8,7) dcosf  (cosh~y + sinh~cosf)?’

que corresponde al dado en (3.19).

Ya que se tiene claro como se hereda la simetria del boost relativista a las funciones en el
espacio de Helmholtz, se debe elegir una funcién de prueba para analizar el comportamiento
de los angulos deformados. Para esto se elige la funcién de onda més localizada en la pantalla
plana o espacio de posiciones.

3.5.2. Funciones de prueba en esfera y plano

1.0

0.8

0.6

0.4

0.2

4 6 8 10 12 14 0

Figura 3.4: Funcién de prueba 17 (0, ¢) en la esfera y el plano, aqui 7o = (3,0) y k = 1.

La funcién de prueba elegida en la esfera es la distribuciéon normalizada mas ancha, pues
ocupa toda la esfera, dada por la fase

_e—ik(p-l‘o) _1
= e
Vi vamr

que corresponde, bajo la transformada de onda (3.12), a la distribuciéon maés localizada en el

—iksin 0 (20 sin ¢+yo cos ¢) , (320)

Ur, (0,¢) =
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plano,

d’o(l', y) = — d 0089d¢ w;’O (,9, d)) elksme(msm¢+ycos¢)
27T 82

k i ™ o .
= inodo d iksin 6 ((z—z0) sin ¢+ (y—yo) cos ¢ )
47Tﬁ /O S11 /_7r (b e

k . .
= m/0 sin 0 df Jo(ksin 0/ (z — 20)? + (y — 10)?)

_ isin(k\/(w—xo)Q—i-(y—yO)Q) :isinc(k;|r—ro|),

Vi nlr o wE VA

(3.21)

donde |r — ro| = \/(z — 20)% + (y — ¥)? vy la funcién sinc x = sin x/x = jo(x) es la funcién
esférica de Bessel de orden cero. La derivada en z en el plano (3.13) tiene un cosf extra en
la integral, el cual tiene signos opuestos en los dos hemisferios de la esfera y por lo tanto se
anula, asi que 9,v(z,y)|,—0 = 0. Debido a esto, la funcién de prueba y su derivada sobre la
pantalla plana se pueden escribir juntas usando

P) = (1 — 1) — k_( sinc (k|r — 1)
¢r0< ) - %( 0) ﬁ ( 0 ) 5 (322)

que estd centrada en ry = (z9, ) € R>.

3.5.3. Campos de onda deformados sobre la esfera
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4 6 8 10 12 14 0

Figura 3.5: Funcién de prueba deformada Wy (0, ¢) en la esfera y el plano, aqui ro = (3,0), k =1y
v =2

Usando el mapeo relativista G, sobre la funcién de prueba v; (6, ¢), se obtiene el campo
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de onda deformado

VY (0,0) = G, vl (0,¢) = 7 (7(0),9)

cosh v + sinh vy cos @

_exp <—1km (1’0 Sln¢+y0 COS ¢)) 3 23
- 24/ (coshy + sinh y cos ) ' (3:23)

La funcién W] (6, ¢), bajo la transformada de onda, da lugar a la distribucién deformada més

localizada wf.g) (x,y), que estd dada por la doble integral

k
wﬁg)(x, y) = Py dcosfde¢ W] (0,¢) exp (ik siné (xsin ¢ + y cos @) )
T Js2
k [ sin 0 dfd¢
_ i g (1
A/ /0 /Wcosh v + sinh vy cos P (l sind (@sing +y cos ) )
sin 6
— ik i :
e < ' cosh v + sinh v cos # (%o sin.¢ +yo cos ¢) )
(3.24)

Nétese que para ro = (0,0) no hay deformacién. La funcién deformada zpﬁg) (z,y) no se

puede integrar analiticamente, por lo que sélo se puede resolver numéricamente. Por tanto,
encontrar el campo de onda deformado se reduce a un problema numérico que se resuelve
integrando numéricamente sobre una distribucion equiespaciada de puntos sobre la superficie
de la esfera. El campo deformado en la esfera y el plano se observa en la figura 3.5.

3.6. Deformacion Lorentziana en el plano

En el caso de la pantalla plana R?, la aplicacién de las simetrias de los subgrupos del
boost relativista B,, B, y B. a las funciones en el plano, no es tan inmediata como en el caso
de la esfera. Una manera relativamente directa es pasar por todo el proceso que se describe
en la seccién 1.4 y finalmente utilizar la transformada de onda para encontrar los generadores
del boost en el plano, analogos al encontrado en la direccién z (3.17).

Por otro lado, en los trabajos [10, 2] se reporta una descripcién algebraica més rapida
para encontrar los generadores de boost relativista dados por una realizacién del algebra
de Lorentz so(3,1) en el plano. Esta realizacién es una deformacién del algebra Euclideana
iso(3) que importa las simetrias del dlgebra Lorentziana a R? [1], proceso que se describiré a
continuacion.

3.6.1. Generadores de boost en el plano

Se inicia dando una realizacién del dlgebra Euclideana iso(3), que proviene de la esfera
§? a través de la transformada de onda y luego se deforma para obtener los generadores de
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boost.

La realizacion del dlgebra iso(3) se aplica a parejas de funciones f (3.8) y estd dada por
los generadores infinitesimales de traslacion,

~  —i(0, 0 ~ —i(9, 0 ~ i 0 1\ -—in
Tm_?(o aw)’ Ty_?(o ay)’ TZ‘?(—Ak O)_k:H’ (3.25)
y los generadores de rotacion,
5. 0 Y s . 0 -
R yag ) Bo= (a0 )

5 [ 20,—y0, 0
R, =i ( 0 0y —y0, > ’

(3.26)

donde xAx+0, = %(XAk+Akx) vy Ay = 0%+ 85 + k2. Estos generadores cumplen con las
relaciones de conmutacién ciclicas [T,, T,] =0, [R,, T,] =iT,, [R,,R,] =iR.. Ademas, los
invariantes de Casimir de iso(3) son
T2=T2+T2+T2=1, T-R=0,
3.27
D(D+1)+kr? 0 (3.27)
0  (D41)(D42) + ke )°

donde D = %(r <O + Op - 1) = 20, + yO,.

Los generadores de boost del algebra de Lorentz so(3,1) quedan determinados por,

~ ~

b =[R2 T] +iT. (3.28)

donde las componentes de los vectores T = (’i‘x, Ty, ’TZ) y R = (ﬁx, ﬁy, ﬁz) son los gene-
radores de traslacion (3.25) y rotacion (3.26) del algebra iso(3), respectivamente y R? es el
invariante de Casimir dado en (3.27). Finalmente, usando los operadores de (3.25)—(3.27) se
llega a la realizacién matricial de 2 x 2 de los generadores del boost,

~ 1/ (D+4+1)0,+k*x 0

b =7 ( 0 (D +2)0, + k2 ) ’ (3:29)
~ 1 /(D+1)d,+ k% 0

by =5 ( 0 (D+2)d, +k?y ) (3:30)
o 0 D+1

b: = 3 ( K= (D+2)A 0 > ’ (3:31)

b? = b2+b2+b2
otra vez, D = 10, +y0, y Ay, = 07+ 0; +k*. Los generadores (3.29)—(3.31) cierran el dlgebra

de Lorentz so(3,1) con sus relaciones de conmutacién ciclicas: [R,, R,] = iR, [Rx,gy] =
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ib., y [ba, b,] =
b2-R2=1yT -R=0.

—iR,, y los invariantes de Casimir que determinan esta representacién son

Utilizando una combinacién lineal de los generadores de boost, (3.29)—(3.31), se puede
encontrar el generador de boost para cualquier direccién @ = (sin asin 3, sin « cos 3, cos ) €
827 OS [0,7?'] y ﬁ € [_71-777-]7

ib = sinasinﬁgw+sinacosﬁgy+cosagz
1 (D+1)a-0, + k*a-r (D+1) cos a (3.32)
~ k\(K* = (D+2)Ay)cosa (D+2)a-d, + k*ar )’ '

con

a= (sinasinf,sinacos f) ar=sina(rsinf+ycosf), ad, =sina(sinfod, + cosB9,).
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n=3

Figura 3.6: Funcién sinc deformada hasta el cuarto orden del operador A = D C. Todas las gréficas
estdn centradas en (3,0), vy =2y k= 1.

Al exponenciar la matriz (3.32), exp(iy a - B), se encuentra un subgrupo uniparamétrico
del grupo de Lorentz correspondiente a un boost en direccién d.
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3.6.2. Funciones de onda deformadas en la pantalla

Anélogamente al caso en la esfera, se elige el generador de boost BZ (3.31), con o = 0,
y se exponencia para dar origen a un elemento del grupo SO(3,1),

5 (A POV )

B. = explib:) = iy Csinc (7v.A) cos YV M (3:33)

donde
A=DC M:=CD D:=D+1, C:=k*—(D+2)A;.

Utilizar una serie de Taylor para exponenciar el generador iy b, reduce B, a una serie de los
operadores diferenciales D y A que son relativamente mas sencillos de aplicar, pagando el
precio de que sélo se puede ver una aproximacién del campo deformado.
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n=3

Figura 3.7: Derivada normal de la funcién sinc deformada centrada en (3,0) hasta el cuarto orden del
operador M =CD,v=2y k=1.

Este estudio, de la deformacion de campos de onda debida a una realizacion del algebra
de Lorentz so(3,1) en el espacio de Helmholtz #H; dado por la aplicacién de una serie de
operadores diferenciales, fue aplicando por primera vez a funciones Gaussianas en [2].

En este caso, el operador de deformacion B, se aplica a la funciéon de prueba y su
funcién derivada (3.8) en la pantalla R?, dadas por (3.22), que representa el campo de onda
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més localizado jo(r,z = 0) = jo(r) y su derivada normal j;(r,z = 0) =0,

wo(r_ro):%<sinc(k|5‘—ro|)>.

Posteriormente, el operador de deformacion B, en su forma de serie de Taylor se aplica a
1o(r — rg) para obtener el campo de Helmholtz deformado, que resulta ser

n 2n )
o P[0 S e (3) Avsine (kir — o)
Yo (r —1o) = il b o (2 ‘ , (3.34)
yap m(%) M" Csinc (k|r — 1))

nuevamente, A = DC, M = CD con D = 20, +yd, +1,C = k* — (D+ 1)Ay y A =
0? —1—8; + k2. Los operadores A y M son operadores diferenciales de cuarto orden en z y 3. La

primera entrada de @/J((;’) (r —rg) corresponde al campo de Helmholtz deformado y la segunda
entrada a su derivada normal. Las imagenes correspondientes a estos campos de onda se
encuentran de manera recursiva al encontrar algebraicamente los operadores A y M hasta
orden n = 4 en las series descritas en (3.34), lo cual involucra ordenes de v'® y se muestran
en las figuras 3.6 y 3.7.

3.7. Observaciones finales

Aunque el tema de la deformacion Lorentziana aplicada a campos de onda de Helmholtz
fue introducido por primera vez en [2, 5], en esta tesis se reformulan algunos temas para que
se vea la naturalidad de introducir la deformacién Lorentziana en el espacio de Helmholtz.
Uno de los logros més importantes de esta reformulacién fue establecer la relacién entre la
geometria del grupo de Lorentz y la esfera de la éptica de Helmholtz, ya que con eso se
encuentra el por qué se puede aplicar una deformaciéon Lorentziana a los campos de onda.

Es importante mencionar que la investigaciéon nueva en este tema se describe en las
secciones 3.3-3.5 y radica en encontrar la deformacion Lorentziana en los campos de onda de
Helmholtz a través de la esfera S?. El método integral, introducido en esta tesis, involucra
un problema numérico que permite visualizar la deformacion global en los campos de onda
mientras que el método ya reportado [2] solo da una aproximacién de la deformacién.
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