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INTRODUCCION

La modelacion de la produccion con cambio tecnoldgico en economia es una herramienta
importante pues permite el estudio de las diferencias en productividad y de empleo de
recursos en distintas economias, ayuda a explicar cambios y ciclos de la produccion y la
evolucion de la innovacién tecnologia, ademas de que constituye una de las fuentes de
estudio del crecimiento econdémico [Aghion y Howitt (1992, 2009), Barro y Sala-i-Martin
(2004)]. La evidencia empirica sugiere que hay un efecto de escala en la produccion basada
en la investigacion y desarrollo de tecnologia en economias industrializadas, lo cual explica
en gran parte las brechas entre economias industrializadas y las no industrializadas y
determina sinergias en el comercio internacional y su dindmica [Romer (1990), Barro y
Sala-i-Martin (2004)]. Este tipo de modelos ha sido estudiado desde diferentes perspectivas
de la economia como con el modelo insumo-producto, las teorias de la funcion de
produccion, las nuevas teorias de produccion y la frontera tecnolégica. Ademas, los
modelos de produccion con innovaciones han sido una herramienta recurrente para modelar
a las empresas que utilizan tecnologias verdes, las cuales contribuyen a comprender la
dindmica y el impacto de la innovacion en la mitigacion o reduccién de la contaminacion o

del consumo excesivo de los recursos naturales.

Los primeros modelos que se hicieron de la produccion con innovacion tecnolégica fueron
durante los afos 1950’s. Houthakker (1955) elaboré un modelo para obtener el valor
esperado de la produccién en una economia suponiendo que las innovaciones se daban de
manera independiente y tenian una distribucion marginal del tipo Pareto. Habakkuk (1962)
desde una perspectiva historica, plantea a la carencia relativa de factores de capital o de
trabajo para la produccion como condicionante del tipo de innovaciones que se
desarrollaron en EEUU e Inglaterra. Continuando con la linea de investigacion de
Houthakker, Johansen (1972) y Hildenbrand (1981) hicieron una formalizacion del modelo
de produccion a través de analisis convexo y la estadistica aplicada, estableciendo los
conceptos y resultados basicos de la produccion de corto y largo plazo, asi como los

elementos de la dindmica en la produccion con innovacion, diferenciando el progreso




tecnoldgico que aumenta la capacidad de producir del que ahorra insumos y explicando el
comportamiento macroeconomico a través del modelo de crecimiento a maxima capacidad
y proponiendo estudios de seccion cruzada para el andlisis de la produccion a nivel

microecondmico y de series de tiempo a nivel macroeconomico.

Posteriormente surgieron modelos, microecondmicos como en Kortum (1997) y Acemoglu
(2003), que combinan el uso de la estadistica y métodos de optimizacion restringida bajo el
supuesto de crecimiento a méxima capacidad, para poder incorporar al modelo un conjunto
de tecnologias disponibles para estimar a la funcién de produccion, sin embargo estos
modelos consideran al cambio tecnolégico como variable exdgena al modelo, por lo que se
tiene en cuenta como un factor del proceso tecnoldgico con caracter no rival y no como una
variable a determinar. Un estudio importante para el analisis de la innovacion fue hecho por
Caselli y Coleman (2006), pues en este formalizan la idea de frontera de produccion, la cual
usamos como funcion de control para resolver el problema de eleccion de la tecnologia, y

obtiene un modelo consistente para dicha funcion basado la tecnologia CES.

Pero esta metodologia para el analisis de la produccion con innovacion fue incorporando de
manera ex ante a la modelacion empirica supuestos de la microeconomia como los
rendimientos decrecientes, la homogeneidad de la produccion, el impacto de orden lineal de
las innovaciones, el Teorema de Uzawa (1961), la racional de los agentes productivos, entre
otras, ademas de supuestos probabilisticos de independencia entre los insumos, por lo que
en lugar de proponer ciertas definiciones con base en la evidencia empirica para orientar el
analisis, construyen modelos de estimacién de la produccién probabilisticos basados en las
definiciones y supuestos del modelo de produccidon con innovaciones neoclasico. Asi,
algunos autores como Lucas (1998, 2009), Jones (2005) y Caselli y Coleman (2006),
modelaron la produccién con cambio tecnolégico tomando las innovaciones como variables
aleatorias explicativas y asumiendo funciones de produccién de naturaleza determinista de
la forma Cobb-Douglas y hacen su analisis asumiendo que se cumplen condiciones de

regularidad estadistica.




Sin embargo, la evidencia empirica muestra que estos supuestos resultan inadecuados, ya
que se obtiene el modelo empirico a partir de estos supuestos econémicos sin tomar en
cuenta el comportamiento de los datos. Acemoglu (2003) y Caselli y Coleman (2006)
mostraron que la funcién de produccion Cobb-Douglas no es adecuada para la modelacion
de economias como la de los EEUU, dado que no se sostiene el supuesto de que la
participacion de los factores en la produccion es constante a traves del tiempo y que
tampoco es factible al no sostenerse de manera empirica la hipotesis de que elasticidad de
sustitucion entre los factores de la produccion debe ser igual a uno. Ademas, como se
demuestra en Habakkuk (1962), Caselli y Coleman (2006) y Sanchez y Marquez (2013,
2015), cada economia, e incluso cada rama productiva en ella, se comporta de diferente
manera de acuerdo, entre otras cosas, a su nivel de especializacién, a su acceso a la
tecnologia y a la capacitacion de sus trabajadores, por lo que es sensato pensar que cada
uno de ellos tendra una funcion de produccion distinta de acuerdo a su nivel de
especializacién y acceso a la tecnologia, y una elasticidad de sustitucién distinta entre sus
insumos de la produccién de acuerdo a la escasez de insumos adecuados para la produccion
que enfrente cada economia. Ademas, Growiec (2006, 2013, 2017) generalizO estos
modelos eliminando el supuesto de independencia entre sus insumos y suponiendo una
funcion de produccion CES de tipo determinista, razén por lo cual sélo logra encontrar
formas analiticas cerradas de la funcion de produccion global en casos especiales con

probabilidad cero de ocurrir.

Asi, aunque estos ultimos modelos basados en la teoria neoclasica de la produccion arrojan
luz sobre la forma en que podemos modelar la produccion con innovacion y abren el debate
tedrico a cerca de las caracteristicas de este tipo de modelacién, estos tienen varias
carencias tanto metodoldgicas como de origen, puesto que asumen formas funcionales
predeterminadas de la funcién de produccion y de la frontera tecnoldgica sin tomar en
cuenta si estas son compatibles con la evidencia empirica, contrario a lo que se demuestra
en Spanos (1986, 1990) y Spanos y McGuirk (2001) que se deberia de hacer, dada la

naturaleza observacional de los datos en economia.




Finalmente, Aoyama (2010) hizo una modelacion empirica de la funcion de produccién, la
cual utiliza datos financieros de empresas japonesas y construye su distribucién conjunta
utilizando la teoria de copulas, llaméndole funcién de produccion copula, y encontrando

una fuerte correlacion entre capital, trabajo y valor agregado.

Por otra parte, es importante destacar que existe un desfase de la modelacion empirica de la
produccion con innovaciones verdes con la tedrica, dado que la mayoria de los articulos
que usan datos para analizar este tema ocupan formas funcionales estandar (principalmente
de la forma Cobb-Douglas) para describir la produccion, obligando a suponer que las
variables aleatorias que modelan la produccién son independientes, lo que resulta
incompatible con la evidencia empirica como se demuestra en Acemoglu (2003) y Sanchez
y Marquez (2013, 2015). Por lo que los trabajos tedricos y aplicados que se basan en este
tipo de modelacion, han llevado a conclusiones parciales y de corto alcance para la
economia, validas so6lo para ciertos casos especiales (Barro y Sala-i-Martin, 2004), en lugar
de partir de la evidencia empirica, identificar los parametros del mismo y validar este
modelo probabilistico con los datos reales de la economia. Ejemplos de esto son los
modelos econométricos de regresion basados en funciones de produccion ambientales, la
frontera de transformacion, las funciones direccionales ambientales de distancia o el

analisis insumo-producto.

Los modelos econométricos se han planteado en la mayoria de los trabajos empiricos
presuponiendo una funcion de produccion ambiental en la cual el producto de la empresa
depende de un conjunto de insumos (tomados estocasticamente como variables aleatorias
independientes) que se relacionan a través de una forma funcional dada, reduciendo el
modelo a un andlisis residual de los errores en la funcién. EI modelo de frontera de
transformacion plantea una especificacion parecida al anterior, pero donde el error
estadistico estd constituido por dos tipos de componentes independientes, el ruido
estadistico v;, que se distribuye normal con media cero, y el error unilateral u; = 0, que
representa la ineficiencia técnica de la produccién. Asi, este modelo supone que los

componentes del error tienen una relacion lineal de la forma &; = v; — w;, por lo que basta




con calcular los momentos de w; para estimar la ineficiencia técnica de la produccion en la

economia, como se hace en Jondrow (1981). Las funciones direccionales ambientales son
modelos Utiles para medir los efectos de regulaciones ambientales en la productividad de
las empresas comparandola cuando se esté bajo este régimen y cuando no, vea por ejemplo
Fare, Grosskopf y Pasurka (2006). Por Gltimo, el modelo de insumo-producto analiza la
produccién en una economia a través del analisis de su estructura y sus capacidades de
produccion, pudiendo incorporar en el mismo diversos estimulos, como los de innovaciones
verdes, con el fin de estimar sus efectos, o estimar impactos ambientales del uso de
materiales o productos en diferentes etapas de la produccidn; vea por ejemplo Hendrickson
(1998) y Sudhakar (2012).

Asi, dada la necesidad de plantear una nueva forma de construir modelos de produccién
con innovaciones verdes basados en la aproximacion probabilistica de sus parametros, en
este trabajo analizaremos la forma en que podemos modelar la produccién con
innovaciones tecnoldgicas verdes en una economia competitiva de manera empirica con un
enfoque de reduccion probabilistica (Spanos, 1986 y 1999) utilizando datos de patentes
verdes como variables proxy, las cuales incluyen segun la clasificacion de la USTPO, las
que contribuyen a mejorar la calidad del medio ambiente, la conservacién de la energia, el
desarrollo de recursos de energia renovable o la reduccion de los gases de efecto
invernadero. En este sentido, esta seccidon es una aplicacion directa de nuestro modelo
tedrico para ejemplificar con datos reales los usos que puede tener esta forma de
modelacion estadistica.

El enfoque de reduccion probabilistica expuesto en Spanos (1989, 1990), Spanos y
McGuirk (2001), permite construir un modelo probabilistico y muestral que describe
consistentemente el comportamiento de los datos y establecer una vinculacion adecuada
con elementos teoricos que ayudan a explicar el problema que analizamos con esta
herramienta. Este método consiste primeramente en especificar este modelo de acuerdo al
comportamiento de los datos de nuestro modelo, para lo cual en nuestro caso utilizamos la

teoria de copulas y en particular al Teorema de Sklar para construir una funcion de




probabilidad conjunta que capture su naturaleza estocastica y especificar su modelo
muestral, después se prosigue a estimar los pardmetros de nuestro modelo a través de algin
método estadistico adecuado para el modelo que ocupamos, seguido de una prueba de

correcta especificacion.

Si en este punto el modelo no pasa la prueba de correcta especificacion, entonces se
procede a hacer una nueva y se repiten los pasos anteriores. Pero si las regularidades de
nuestro modelo son capturadas de manera adecuada por la especificacion de nuestro
modelo probabilistico (cuando no se detectan problemas de especificacion en €l), entonces
continuamos con el proceso de identificacién de nuestro modelo probabilistico con el
modelo econdmico en cuestién, interpretando las formas funcionales y los pardmetros

estimados en términos de este modelo.

En este caso, el enfoque de reduccion probabilistica que proponemos identificara a la
distribucion conjunta de las variables de nuestro modelo con el proceso de produccién para
nuestra economia y a su especificacion muestral, lo cual refleja al conjunto de planes de
produccion factibles y nos permitira identificar los parametros probabilisticos como la
dependencia y parametros marginales con los del modelo tedrico-econémico. Este enfoque
nos permitira deducir a su vez, a partir de los pardmetros estimados de manera estadistica,
una funcién de produccion local y frontera tecnoldgica que permiten caracterizar a la
tecnologia usada en esta economia. Ademas, dado que la teoria de cdpulas permite separar
los efectos individuales de las variables aleatorias de su efecto conjunto, nuestro modelo
nos permite analizar la dindmica interna de la produccion y sus variaciones debido a

impactos en sus parametros.

Nuestro esquema estadistico resulta ser lo suficientemente general para permitir incluir
diversas variables enddgenas y exdgenas y discutir sus efectos en un modelo de produccién
para una economia determinada, asi como validar supuestos mas realistas de la economia
como el crecimiento logistico de la poblacién (Brida, 2008) o supuestos especificos de la

teoria de los recursos naturales como la curva de Kuznets (Stern, 1996) utilizando evidencia




empirica. Ademas de que permite la construccion de modelos estadisticos para el analisis
de otros temas importantes de la teoria econémica como el problema del consumidor, la

economia de la informacion y el modelo de equilibrio general.

Esto dltimo nos ayuda en la modelacion y el andlisis de las variables fundamentales y
contrastar los resultados de nuestra modelacion con los supuestos y principios que
presuponen los modelos tedricos, fungiendo asi como una herramienta de validacion
empirica de los supuestos de la teoria econdmica en un problema especifico y
constituyéndose ademas como un puente entre la teoria econdmica y la modelacion
estadistica. Note ademas que esta metodologia puede usarse para modelar otros problemas
de interés en economia como la demanda, las brechas econémicas o los efectos especificos

de ciertas variables econémicas.

Sin embargo, en este proceso nos enfrentamos a tres tipos de problemas que tiene que
resolver para constituirse como una herramienta adecuada. Por un lado esta el problema de
especificacion, el cual consiste en escoger de manera adecuada un modelo estadistico que
aproxime de manera adecuada la distribucién poblacional y la muestral de nuestro
fenomeno. El siguiente es el problema de estimacion, el cual es el elegir los métodos
adecuados para la estimacion de los parametros de nuestra distribucion poblacional. Por
ultimo estan los problemas de distribucion, los cuales se presentan en las distintas etapas de
nuestro proceso y consisten en la deduccion matematica de la naturaleza de la distribucion
de las muestras aleatorias en nuestras estimaciones de los parametros y de los estadisticos
para validar la especificacion de nuestro modelo (pruebas de correcta especificacion)
(Spanos y McGuirk, 2001). Asi, durante el desarrollo de este trabajo y en el modelo
empirico que desarrollamos estaremos haciendo énfasis en estos problemas y sus

soluciones.

En el presente trabajo mostramos que se puede construir un modelo de produccion con
innovaciones basados en un modelo probabilistico especificado a partir de los datos para

una economia. En particular identificamos de manera tedrica y un modelo con funcion




global de produccion CES a partir de un modelo probabilistico basado en una cépula
producto-Clayton, identificando al pardmetro de dependencia estadistico con uno que
determina la elasticidad de sustitucion entre insumos del modelo econémico, asi como los

parametros marginales del modelo con los indicadores de escasez en la economia.

Por otra parte, con el fin de ilustrar la utilidad de éste metodo, se lleva a cabo la modelacion
empirica para la produccion con innovaciones verdes para la economia de alta
especializacion de Estados Unidos, para lo cual se ocuparon usando datos de patentes
verdes del afio 2014. Tomando en cuenta las restricciones del modelo, se ocuparon los
datos del nucleo de empresas que tenian concedidas patentes verdes de ambos tipos en ese
afio, por lo que observando las gréaficas de los mismos y suponiendo que la muestra
aleatoria era independiente e idénticamente distribuida, se propuso que las patentes se
podian modelar con una distribucion Pareto y la modelacion de su distribucidn conjunta por
una copula producto-Clayton, por lo que usando el método maxima verosimilitud completa

se obtuvieron los valores para los parametros marginales y de dependencia.

Después el modelo fue sometido a la realizacion de pruebas de correcta especificacion, las
cuales paso, por lo que se continud con el proceso de identificacion del modelo estadistico
con el teorico-econdémico de la funcion de produccién, obteniendo una funcién de
produccion global de la familia CES con pardmetro de sustitucion 6 = 1.724, que se
corresponde con una elasticidad de sustitucion o = 0.367 (los insumos son

complementarios dados los valores de los pardmetros de la funcion CES).

En el primer capitulo de nuestro trabajo se hara un resumen y analisis de las teorias que se
han empleado para la modelacién estocéstica de la produccién con innovaciones en la
economia, asi como con innovaciones verdes. Ademas, haremos un recuento de los

modelos empiricos estandar usados en la modelacion de la funcién de produccién.

En el segundo capitulo describimos el enfoque de reduccion probabilistica propuesto por

Aris Spanos, el cual constituye la base tedrica de nuestra modelacion. Ademas hacemos una




introduccion a la teoria de copulas y enlazamos el enfoque anterior con esta teoria para

describir el enfoque que usaremos en nuestro analisis.

En el tercer capitulo describimos el modelo de funcion de produccién general basado en el
enfoque de reduccion probabilistica con copulas tomando en cuenta los factores capital y
trabajo de la produccion e innovaciones de estas dos variables. Ademas, desarrollamos la
aplicacion de este modelo utilizando distribuciones marginales Pareto y una copula
producto-Clayton, asi como suponiendo independencia y homogeneidad en la muestra de

datos para la especificacion del modelo, y desarrollaremos la identificacion del modelo.

En el cuarto capitulo desarrollamos el modelo empirico de la produccion donde incluimos
innovaciones verdes como factores que mejoran la productividad en la economia altamente
innovadora, estimamos y validamos la especificacién del modelo con los datos de patentes
verdes como valores proxi de las innovaciones, ademas, interpretamos los resultados de
nuestro modelo y destacamos sus propiedades. Por Gltimo concluimos en el dltimo capitulo
y platicamos desde nuestra vision sobre los alcances y tareas futuras desarrollables con la

metodologia aqui planteada.
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CAPITULO 1: MARCO TEORICO: FUNCION DE PRODUCCION, INNOVACION
TECNOLOGICA E INNOVACIONES VERDES

1.1 Motivacion

En este capitulo vamos a describir el modelo econdémico de produccién con innovaciones
tecnoldgicas y con innovaciones verdes que vamos a emplear para el proceso de
identificacion de nuestro modelo estadistico una vez que se haya especificado este a partir

de la evidencia empirica que nos daran los datos que emplearemos en nuestro trabajo.

La modelacién del cambio tecnoldgico resulta de vital importancia para el estudio de varias
de las ramas de la economia, como la macroeconomia, el crecimiento y desarrollo
econdmico y la economia de los recursos naturales. Los primeros modelos surgieron en los
afios 1950’s como una necesidad para la rama del crecimiento econémico, ya que los
modelos propuestos hasta ese momento no podian explicar el crecimiento de la
acumulacién del capital per capita ni el crecimiento per capita observado en varias

economias que se estudiaban en ese entonces (Barro y Sala-i-Martin, 2004).

Ademas, ayudaron para explicar lo que la evidencia empirica sisteméaticamente ha sefialado
sobre el efecto de escala en la produccion que tienen la investigacion y el desarrollo de
tecnologia en las distintas economias del mundo, en particular en las industrializadas, las
cuales crecen mas rapidamente y les permite apropiarse del valor agregado de la
produccion, lo que explica en gran parte las brechas entre economias industrializadas y las

no industrializadas.

Por otra parte, la distribucion de la inversiébn mundial en investigacion y desarrollo de
tecnologia determina sinergias en el comercio internacional y su dinamica, ya que por un
lado es un factor importante en el intercambio entre paises y juega un papel importante en
la asignacion de tareas en la produccion de bienes en las cadenas internacionales de
produccién (Habbakkuk (1962), Romer (1990), Barro y Sala-i-Martin (2004)).
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Los modelos para explicar el cambio tecnolégico de Houthakker (1955), Johansen (1972) y
Hildenbrand (1981) pretendieron explicar su conformacion basados Unicamente en las
caracteristicas estocasticas de los factores que intervienen en la produccion. Habakkuk
(1962) hizo un ensayo histérico de la innovacién en EEUU e Inglaterra y postula que la
diferencia del tipo de innovaciones entre ambos paises se explica por la carencia de capital

o0 de trabajo relativo en sus economias.

Mas recientemente, los modelos de Acemoglu (2003), Jones (2005) y Growiec (2006),
incorporaron supuestos de la microeconomia para la construccion de los modelos
estocasticos de produccion como los rendimientos constantes a escala, la convexidad de los

conjuntos y las formas funcionales de la funcién de produccion y la frontera tecnoldgica.

Estos trabajos han dado pauta para incluir en la discusion de la teoria de la produccion la
participacion de otros tipos especiales de bienes, como la contaminacion ambiental, e
innovaciones tecnoldgicas verdes, los cuales han sido considerados en la literatura tanto
como causa de desarrollo potencial de la economia, como una causa de distorsion del
desarrollo 6ptimo de una economia capitalista (Zhang, 2006).

Ademas, vamos a discutir el enfoque estandar del modelo de funcién de produccion con
innovaciones tecnoldgicas e innovaciones verdes con los hechos estilizados a cerca del
estado del arte de este tipo de modelos, analizando las principales implicaciones de los
articulos en los cuales nos basamos para nuestro trabajo y su importancia en la teoria

econdmica de la produccién.

Por dltimo haremos un recuento de la ruta de bdsqueda que se hizo sobre la revision
bibliogréafica para este trabajo, en la cual describimos a groso modo las referencias que
tomamos de acuerdo al nivel de relevancia con nuestro trabajo y la diferencia de estos con

el trabajo actual. La ruta de busqueda se puede consultar en el Apéndice B.
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1.2 La Funcién de Produccion con Innovaciones Tecnoldgicas

Nuestro modelo de produccion con innovaciones se inspiré en los trabajos de Johansen
(1972) y Hildenbrand (1981), los cuales establecieron una formalizacion matemética de
este concepto empleando el analisis convexo. Posteriormente, el analisis de la tecnologia a
partir de la funcién de produccion local y la frontera tecnologica se retomo de los trabajos
de Caselli y Coleman (2006), Houtakker (1955), Kortum (1997) y Jones (2005).

El modelo pionero de Houtakker consiste en construir una funcion de probabilidad conjunta
de los insumos productivos para obtener el valor esperado de la produccion., la cual resulta

tener la forma funcional de una tecnologia Cobb-Douglas dela forma
Xo = CX2XPXY dondea + B +y = 1.

Afos mas tarde, Johansen (1972) derivé un modelo de una funcion de produccién de corto
plazo macroeconémica, la cual se deriva, en cualquier momento del tiempo, de la
distribucion de la capacidad de produccidn existente en un punto del tiempo, es decir, de las
técnicas disponibles para producir. En su modelo hay sustituibilidad de insumos antes de la
eleccion de la técnica, pero una vez que se elige ya no se permite este intercambio entre

ellos.

Hildenbrand (1981) generaliza esta propuesta suponiendo mecanismos de produccién que
usan los insumos de manera proporcional y requieren de convergencia en las medidas de
distribucion, dada la naturaleza del modelo, el cual se basa en conjuntos convexos. Este
trabajo propone una aproximacién no paramétrica basada en la distribucion de la
informacion tecnoldgica, la cual consiste en calcular la funcion de produccion media de

corto plazo de manera estocastica.

Pero esta idea es abandonada y comienza a ponderar principalmente supuestos de la teoria
microecondémica para su hechura. Kortum (1997) construye un modelo basado en patentes

para explicar el comportamiento de la investigacion en innovaciones tecnologicas,
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demostrando que si tenemos innovaciones independientes con distribucién Pareto, la

funcion de produccién resultante debe ser del tipo Cobb-Douglas.

Jones (2005) retoma esta idea y propone un esquema en el que una empresa representativa
resuelve el problema de eleccion de la tecnologia con la que va a producir, el cual consiste
en maximizar una funcién de produccion con innovaciones sujeta a una frontera
tecnoldgica, la cual esté constituida por los pares tecnoldgicos eficientes disponibles para la

empresa, es decir, propone resolver

m%xY = f(a,L,b,K) sujetoa H(a,b) =N,
a,

donde f(a,L, b, K) es una funcion de produccién, H es la frontera tecnoldgica en un nivel
N. Jones concluye que la funcion de produccion que obtiene de resolver el problema de
eleccion de la tecnologia depende exclusivamente del comportamiento conjunto de las
innovaciones tecnoldgicas en el corto plazo, y que en el largo plazo el crecimiento de la
economia es explicado exclusivamente por las innovaciones ahorradoras de trabajo. Asi, en
este modelo, el comportamiento conjunto de las innovaciones tecnoldgicas asumidas en el
modelo, al cual Ilama menu tecnoldgico, determina la forma de la funcion de produccion

global y la direccion del cambio tecnoldgico en el largo plazo.

Asi, el modelo de produccién con innovaciones al cual llegan Kortum (1975) y Jones
(2005) consiste en una funcion de produccién de la forma:

Ve = A(Nt)KfL%Et'

donde el término &, es el término estocastico del modelo y estd distribuido como una

normal, una Pareto o una Frechét dependiendo de los supuestos.

Caselli y Coleman (2006) por su parte retoman la idea de Jones y pretenden la estimacion
de una frontera tecnoldgica para cada varios paises, para la cual propone que las
innovaciones no se comportan de manera independiente entre si, sino que existe una

relacion inversa entre los avances tecnologicos que ahorran capital y trabajo, por lo que
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emplean un modelo matematico del tipo CES para modelar estas fronteras, manteniendo el
supuesto de que las innovaciones son variables aleatorias que siguen una distribucion del

tipo Pareto.

Por ultimo, Growiec (2006) parte del modelo propuesto por Jones (2005), suponiendo que
el productor quiere resolver el problema de eleccion de la tecnologia, para lo cual asume
que la empresa se enfrenta a una funcion de produccion determinista del tipo CES de la

forma

1
Y = A[pL™? + (1 — )K?]F,

junto con una frontera tecnolégica como la que modelan Caselli y Coleman (2006), de la
forma

Hab =H@n) =(5) 7+ ( )"

Yo
Asi, Growiec demuestra que cuando el comportamiento de las innovaciones tecnologicas
estd descrito por marginales Pareto, las funciones resultantes constituyen una nueva clase
de funciones de produccion gue sélo tienen forma funcional cerrada para ciertos valores de
los pardmetros de las funciones, por lo que concluye que la forma de la funcién de
produccion oOptima de la economia depende tanto las relaciones entre innovaciones
tecnoldgicas como de funcion de produccion genérica de la economia. Concluye ademas
que estas formas funcionales son importantes para determinar la direccion del cambio
tecnoldgico, por lo que este Gltimo puede aumentar tanto por un incremento en la tasa de
crecimiento de las innovaciones que ahorran trabajo como en las que ahorran capital, asi
como lo proponen Atkinson y Stiglitz (1969) y contrario a la conclusién de Jones (2005).
Ademas, en Growiec (2017) establece una relacion cercana entre las soluciones de los
problemas de eleccion de la tecnologia y de maximizacion del beneficio, estableciendo una
dualidad entre la funcion de produccion global y la frontera tecnoldgica y obteniendo esta

caracterizacion para varios tipos de funcion de produccion.
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Asi, Jones (1999) hace un recuento de los modelos de crecimiento analizando sus
implicaciones de los efectos de escala en los modelos, concluyendo que la no rivalidad
entre las innovaciones en los modelos de crecimiento basados en variables exponenciales
implica que siempre hay un efecto a escala en el modelo de crecimiento. Acemoglu (2003)
propone un modelo de equilibrio general asumiendo una modelo de produccion con una
funcion deterministica del tipo CES en una economia competitiva donde se cumplen los
supuestos del modelo de crecimiento neoclésico con cambio tecnoldgico. De esta forma,
Acemoglu concluye que en la dindmica de transicion del modelo, el crecimiento econémico
estd motivado por innovaciones ahorradoras de capital y de trabajo, pero que en el largo

plazo solo pesan las ahorradoras de trabajo.

Por otra parte, otros trabajos como los de Jones (1999), Grossman (2017), Leon-Ledezma y
Satchi (2018) y Sanchez y Marquez (2018) exploran el comportamiento del crecimiento

basado en innovaciones en el largo plazo como una aplicacion de este tipo de modelos.

Por dltimo, Grossman (2017) extiende el Teorema de Uzawa, el cual caracteriza el
crecimiento de largo plazo en un modelo de crecimiento neoclésico, encontrando un
modelo de crecimiento balanceado consistente con la evidencia empirica para los EEUU,
suponiendo que la variable educacion es enddgena y que el capital es mas complementario
con el nivel de escolaridad que con el pago a salarios en la produccion. Ledn-Ledezma y
Satchi (2018), utilizando una funcién de produccion del tipo CES y el Teorema de Uzawa,
obtienen una caracterizacion de como la frontera tecnoldgica determina la elasticidad de
sustitucion de largo plazo entre al capital y el trabajo. Finalmente, Sanchez y Marquez
(2018) generalizan el Teorema de Uzawa, encontrando que el importan ambos tipos de

innovacion para el crecimiento de la produccion con innovaciones en el largo plazo.
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1.4 La Funcién de Produccion con Innovaciones Verdes

A parte de los trabajos que mencionamos en la seccion anterior, otros autores han
desarrollado modelos de produccion considerando otro tipo de variables como las de
energia, recursos naturales y contaminacion ambiental, las cuales se consideran
componentes de la produccion en la teoria de la innovacion y el crecimiento econémico,
con el objetivo de estudiar su interaccion con las variables clasicas de capital (fisico y
humano) y trabajo, asi como su impacto individual en el proceso productivo (Zhang, 2006).
Mas aun, la nueva teoria del crecimiento desarrollada en la Gltima década del siglo pasado,
propone tomar a estas variables de contaminacion ambiental como factores que permiten la
produccion, es decir, como variables que tienen inferencia directa sobre el nivel de

produccion para una tecnologia dada (Boztkurt y Akan, 2014).

En este sentido, se han encontrado una relacion negativa entre la produccién y la emision
de contaminantes como el dioxido de carbono (CO) [Andersson (2008), Boopen (2011),
Boztkurt y Akan (2014)], probando ademas que la elasticidad de las emisiones respecto al
ingreso se ha ido incrementando en el tiempo. Ademas, otros factores que intervienen en
este proceso productivo segln los autores son el consumo energético, la combinacion de
combustibles utilizada para la produccion y la poblacion. En este trabajo consideraremos a

las innovaciones verdes como factores enddgenos del crecimiento.

Un modelo para explicar la dinamica del medio ambiente desarrollado por Plourde (1972) y

Forster (1975) toma en cuenta una funcién de produccion de la forma:
Y, = ALS K& exp(—h,E,),

donde el término exp(—h,E;) indica que la productividad esta negativamente relacionada
con el nivel de contaminacién ambiental pero el nivel de innovacion descrito en el término
tecnoldgico A influye de manera positiva en la produccién. Asi, el modelo propone que la
dindmica de la acumulacion de innovacién tecnoldgica A, estad descrita por una ecuacion

diferencial que depende de manera positiva del nivel del consumo y de la produccion, asi
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como de un proceso natural de purificacion del ambiente y de acciones humanas pro-
ambientales (como el desarrollo de tecnologias limpias o procesos de purificacion,

reforestacion, entre otros).

Por otra parte, basados en la escasez de los recursos naturales que se pueden emplear en la
produccién, Stern (1996) propone que hay una relacion en forma de U-invertida entre la
degradacion ambiental y el producto interno per-cépita, la cual se conoce como la Curva de
Kuznets, de tal forma que el crecimiento reduce el impacto ambiental de la actividad
econémica. Finalmente, Brock y Taylor (2004) construyeron un modelo de crecimiento
basado en el de Solow pero con innovaciones verdes, con el cual muestra que la curva de
Kuznets y el modelo original de Solow estan intimamente relacionados, dado que el
segundo es necesario para la convergencia de la senda de crecimiento del primero. Ademas,
este modelo propone que los modelos empiricos de la curva de Kuznets fallan por la

heterogeneidad de las condiciones iniciales a lo largo de un pais.

1.3 El Enfoque Estandar para la Modelacion Empirica de la Funcién de Produccion

Dada la revision anterior de la literatura podemos ver que el enfoque mas usado para la
modelacion empirica de la produccion con innovaciones esta descrito en los trabajos de
Kortum (1997), Jones (2005), Acemoglu (2003), Growiec (2006, 2009, 2017), Plourde
(1972) y Forster (1975), entre otros.

Estos autores retomaron el trabajo seminal de Houtakker (1955), en el cual propone que los
insumos intermedios para la produccion siguen una distribucion probabilistica Pareto
independientes y demuestra que entonces, el modelo adecuado para la funcion de
produccion de la economia es la tecnologia Cobb-Douglas dada por la funcion

Y, = AIN)KP 12¢,.
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Asi, los autores por lo general proponen que el modelo de produccién con innovaciones,
donde éstas se distribuyen de acuerdo a la distribucion Pareto y pueden ser aproximadas por
variables de patentes, corresponde a esta especificacion sin tomar en cuenta el
comportamiento estocastico de los datos. Por lo que lo que el paso siguiente para el proceso
es estimar el valor de los pardmetros de éste modelo usando algin método estadistico,
suponiendo ademas que el modelo muestral esta constituido por muestras independientes e
idénticamente distribuidas, por lo que se opta principalmente por estimar un modelo de la

forma:

Z log(Y,) = nlog(4) + Z log(N,) + B 2 log(K,) + « z log(Ly) + z log(ey),
t=1 t=1 t=1 t=1 t=1

donde los pardmetros del modelo se pueden obtener e interpretar directamente gracias a que

partimos de un modelo de produccién definido inicialmente.

Asi entonces, este enfoque estandar consiste en partir del modelo de funcién de produccion
que queremos estimar, suponiendo que conocemos la forma funcional de nuestro modelo y
que ademas ésta cumple con propiedades que impone la teoria neoclésica de la produccién
tales como convexidad, homogeneidad y rendimientos a escala, entre otras. EI modelo
empirico estandar consiste en estimar los pardmetros de este modelo a partir de aplicar
algn método de estimacién probabilistico a los datos, suponiendo que el conocemos el
mecanismo generador de informacion en los mismos, es decir, suponiendo que el modelo
de funcion de produccion que estimamos es el que produce los datos de innovacion de los
cuales partimos, lo cual es muy conveniente para el momento de identificar el modelo pues
ya parte de un modelo con una forma especifica y solamente utiliza la estimacion
probabilistica de los pardmetros del modelo teorico-econdmico que presupuso desde un

inicio.

Sin embargo, por esta forma en que se procede, es muy comudn que el modelo no pase las
pruebas de correcta especificacion, pues al no tomar en cuenta el comportamiento de los

datos de entrada, la probabilidad de que estos se comporten de acuerdo al modelo que
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presuponemos es muy baja, ademas, como podemos ver de la evidencia empirica, ni los
insumos de la produccion ni las innovaciones tecnolégicas (en general y tampoco las
verdes) suelen ser independientes y la forma funcional Cobb-Douglas no es un buen
modelo por las restricciones adicionales que impone para su modelacion [Acemoglu
(2013), Sanchez y Marquez (2013, 2015)].

Por lo que, en este punto, los modeladores en lugar de regresar a re-especificar el modelo
para encontrar el mas adecuado de acuerdo a la evidencia empirica, lo que hacen
normalmente es utilizar métodos alternativos para tratar que los datos se ajusten a este
modelo o a una transformacion de él, empleando por ejemplo variables indicadoras para
quitar datos que consideran atipicos del modelo y por lo tanto descartables o considerando
que hay cambio estructural en los mismos. El problema principal con esta parte de la
modelacion es que pocas veces estos pasos se justifican técnicamente y mas bien se aplican
de manera discrecional para que su modelo pase las pruebas de correcta especificacion
[Spanos (1986, 1999), Spanos y McGuirk (2001)].

Aunque estos modelos basados en el enfoque estdndar constituyen la base para nuestro
analisis de la produccién, presentan graves carencias en la modelacion que ya discutimos,
por lo que en la mayoria de los casos nos son modelos correctamente especificados, o
consideran pardmetros de desconocidos que tienen una repercusion importante en el
modelo pero que no se pueden aproximar estadisticamente como en el caso de Growiec
(2006, 2013 y 2017) o que recurren previamente a un tratamiento incorrecto de los datos

para que estos ajusten al modelo previamente especificado para los mismos.

1.5 Comentarios Generales

Esta revision de la literatura nos permite ver que no hay una forma Unica de modelar la
produccién con innovaciones e innovaciones verdes con ayuda de la estadistica en la

economia, sino que esto se hace de acuerdo al enfoque tedrico que se adopte y al
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entendimiento de como se debe modelar el proceso de produccién. Asi, cada forma va a
tener un alcance distinto, de acuerdo al marco conceptual en el que se inscriba, y por lo
tanto, implicaciones distintas tanto en el andlisis del corto y largo plazo de la produccion
con innovaciones, es decir, en el modelo de funcién de produccion con innovaciones, la

produccidn con innovaciones verdes y la direccion del cambio tecnologico.

Sin embargo los modelos basados en el enfoque estdndar tienen en general muchas
carencias al no tomar en cuenta el comportamiento real de los datos sino imponerles un
mecanismo generador de los mismos previamente establecido y suponer ciertos
comportamientos estadisticos que, a pesar de que algunos estan basados en la observacion
empirica, se apegan mas al modelo teorico-estadistico que nos asegura un resultado final
que coincide con la forma funcional que presuponemos al inicio. Por estas razones,
gueremos construir un modelo que permitan una correcta especificacion estadistica basada
en el comportamiento observado de los datos y adoptando los modelos probabilisticos que

mejor ajusten a los datos.

Asi, vamos a usar los patrones probabilisticos y muéstrales de los datos como un medio
para obtener el mecanismo generador de informacién de los mismos y construir un modelo
probabilistico que explique coherentemente el comportamiento de los datos y que permita
identificar los parametros del mismo con los de la teoria microecondémica [siguiendo el
enfoque de Spanos (1999) sobre la modelacion de fendmenos observacionales]. Este tipo de
modelacidn tiene la ventaja de que deja abierta la posibilidad de que las formas funcionales
y propiedades de las funciones del modelo se comporten de acuerdo a las caracteristicas
individuales de los datos y a su funcionamiento conjunto. Ademas, este modelo puede
incorporar diversas especificaciones adicionales dadas por la evidencia empirica como la

curva de Kuznets o el crecimiento poblacional diferente al exponencial.

Es importante mencionar que se estuvieron haciendo busquedas sistematizadas de articulos
y libros sobre el tema, basadas en las palabras clave relacionadas con nuestros temas de
investigacion asi como de articulos relacionados, con lo cual pudimos constatar que esta

tesis tomd en cuenta todos los articulos referentes al tema y que ninguno de los trabajos
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anteriores se ha dado a la tarea de conjuntar el enfoque de reduccion probabilistica con la
teoria de copulas ni de hacer la especificacion de un modelo de produccién con
innovaciones tecnoldgicas o innovaciones verdes como el que realizamos, por lo que los

resultados del proceso de identificacion son novedosos y tienen un gran alcance.
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CAPITULO 2: METODOLOGIA EMPIRICA, ESPECIFICACION PROBABILISTICA Y
TEORIA DE COPULAS

2.1 Motivacion

La modelacion empirica de la teoria de la produccion con innovaciones es una herramienta
importante en economia ya que nos permite hacer una aproximacion al comportamiento de
los agentes de la produccién en temas importantes como el aprovechamiento de los
recursos naturales y la incorporacion de innovaciones verdes en el proceso de produccion,
ademas de que al hacerse de forma correcta puede usarse como una herramienta para

contrastar la evidencia empirica con los modelos econémicos teoricos.

El objetivo de la descripcion estadistica de diferentes aspectos de la economia es el
aproximar de la mejor manera posible el mecanismo generador de informacion de los datos
econdémicos basados en el modelo axiomatico de probabilidad y la especificacion del
modelo muestral, los cuales que nos va a permitir hacer inferencia sobre los modelos
econdmicos una vez que se prueba que la especificacion probabilistica es adecuada y se
realiza un proceso de identificacion de los pardmetros estimados (Spanos, 1986 y 1999).

Asi, la estadistica inferencial aplicada a datos observacionales (que no se pueden reproducir
en un ambiente controlado sino s6lo se recogen al observar el fendmenos, como los que se
generan en las ciencias econdmicas, las ciencias sociales o la biologia) deberia basar su
modelacién en métodos estadisticos que tomen en cuenta esta metodologia probabilistica,
en lugar de so6lo adoptar los métodos de analisis estadistico de las ciencias experimentales,
los cuales hacen supuestos simplificadores que rara vez cumplen los datos ocupados en

estas ciencias [Spanos (1999) y Spanos y McGuirk (2001)].

Empiricamente, nuestro modelo toma en cuenta para el proceso de identificacion los hechos
estilizados propuestos en los trabajos que ya citamos anteriormente, donde se observa que
la distribucion de los datos de innovacion son modelados de manera consistente usando
distribuciones Pareto [Caselli y Coleman (2006), Jones, (2005); Growiec (2006, 2017)] y
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que el modelo mas adecuado de funcion de produccion es aquel que permita una
participacion de los insumos en el producto cambiante en el corto plazo pero con tendencia

de largo plazo (Acemoglu, 2003).

Nuestro esquema estadistico resulta ser lo suficientemente general para permitir incluir
diversas variables enddgenas y exdgenas asi como modelos mas realistas de la economia
como el crecimiento logistico de la poblacion (Brida, 2008) o supuestos especificos de la
teoria de los recursos naturales como la curva de Kuznets (Stern, 1996) utilizando evidencia

empirica.

También tiene la ventaja de que, al mezclar este enfoque con la teoria de cdpulas, no nos
tenemos que restringir a un menu de distribuciones conjuntas del cual podamos especificar
nuestro modelo probabilistico, sino que podemos construir la distribucién que mejor se
adapte a nuestros datos, tomando en cuenta los hechos estilizados y la distribucién empirica

de los mismaos.

Asi, un modelador con este enfoque puede hacer inferencia estadistica utilizando
argumentos inductivos que permitan plantear conclusiones inferidas, y establecer
generalizaciones y sefialamientos a cerca de futuras observaciones del mismo tipo, con base
en los datos econdmicos observados. Ademas de que permite la construccion de modelos
estadisticos para el analisis de otros temas importantes de la teoria econdmica como el
problema del consumidor, la economia de la informacion, el modelo de equilibrio general,

las brechas econdmicas o los efectos especificos de ciertas variables econdmicas.
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2.2 El Enfoque de Reduccion Probabilistica

El enfoque estadistico que consideramos en este trabajo es el de Reduccion Probabilistica,
el cual se expone en Spanos (1986, 1999) y Spanos y McGuik (2001), el cual por un lado
nos permite construir un modelo consistente con la naturaleza observacional de los datos en
economia, por lo que resulta ser bastante Gtil al poder obtener un mecanismo generador de
informacion y estimar los parametros que modelan de manera consistente los datos
observados en nuestro fendmeno de estudio. A este proceso le Ilamamos especificacion del

modelo empirico.

Por otra parte, nos permite identificar los pardmetros estadisticos de nuestro modelo
estocastico y posteriormente identificarlos con los del fendmeno que estamos estudiando, lo
cual nos sirve para hacer inferencia y permite contraponer los resultados y supuestos
teoricos con los hallazgos empiricos, por lo que nos ayuda a mejorar los modelos o tomar

en cuenta aspectos que escapan a la intuicién teorica inicial (Sanchez y Méarquez, 2015).

Asi, nuestro enfoque consiste inicialmente en especificar el modelo estadistico a partir de la
informacion de los datos de los que partimos, para lo cual identificamos patrones de
comportamiento de los mismos especificando un modelo probabilistico de los mismos y un
modelo muestral, valiéndonos de las distribuciones empiricas, la teoria de cépulas y la

observacion del comportamiento de la muestra de datos.

Una vez que concluimos el proceso de especificacién de nuestro modelo, se prosigue a
estimar los parametros del mismo a través de algin método estadistico adecuado para las
formas funciones a las que llegamos. En nuestro caso, basados en la especificacion de
nuestro modelo estadistico, construimos su funcion de verosimilitud y la maximizamos
para obtener los estimadores de los parametros del mismo. Entonces, con especificacion de
nuestro modelo y con los pardmetros estimados, construimos pruebas de correcta

especificacion que nos ayude a comprobar si ésta ha sido adecuada.
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Si nuestro modelo no pasa las pruebas, se procede a hacer una re-especificacion del modelo
y a repetir los pasos anteriores hasta volver a hacer una andlisis de correcta especificacion,
pero si las pasa, quiere decir que describe de manera apropiada el comportamiento de
nuestros datos, por lo que las regularidades de nuestro fendbmeno son capturadas por la
especificacion de nuestro modelo estadistico y podemos proceder a identificar nuestro
modelo con el econdémico al que queremos llegar, interpretando las formas funcionales y
los pardmetros estimados en términos de los parametros y las formas funcionales que nos

ayudan a explicar el fendmeno que estamos estudiando en este caso.

Desde el punto de vista empirico, es importante resaltar que este tipo de modelacién
consiste en realizar la descripcion de un fendmeno estocéstico, es decir, la descripcion de
un fendbmeno cuyos datos presentan un patrén de ocurrencia regular, usando métodos de
inferencia basados en los patrones de distribucion, dependencia y homogeneidad de los
datos, por lo que para hacer esto se debe verificar la naturaleza estocastica del fenémeno de
estudio, la existencia de datos observables para dicho fendbmeno, asi como la correcta
especificacion del modelo estadistico como lo describe (Spanos, 1986 y 1999).

Este enfoque, el cual tomaremos como base para hacer inferencia, parte de identificar de

acuerdo al comportamiento de nuestros datos dos modelos:

i) Un modelo probabilistico E = {T'(x;6),6 € 0, x € Ran(X)}, compuesto por
una familia de funciones {T(x;0),0 € @} llamadas densidades conjuntas, las
cuales miden probabilidades de ocurrencia de vectores aleatorios X sobre
eventos de interés en su rango Ran(X), y un conjunto de pardmetros © sobre el
cual toman valores estas densidades y estan determinados empiricamente por los
valores de nuestros datos.

i) Un modelo de muestreo X = {X;,X,,...,X,}, constituido por muestras de
vectores aleatorios con cierta distribucion, los cuales pueden presentar

dependencia y heterogeneidad.
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Comenzamos construyendo el Modelo Probabilistico para variables observacionales,
Apoyéandonos en Spanos (1986) y Rincdn (2007), el cual le proporciona sustento a nuestro
enfoque. Spanos (1986) construye este modelo a partir de un distinguir la distribucién
empirica de los datos a partir de catalogos conocidos de distribuciones conjuntas, basado en
trabajos de Ken Hendricks y Trygve Haavelmo. En este trabajo se utiliza la teoria de
copulas y el Teorema de Sklar para especificar una funcion de probabilidad conjunta que
capture su naturaleza estocastica basada en los datos de nuestro modelo, como veremos en

la siguiente seccion.

Dado un experimento aleatorio (aquel que aun cuando se repita bajo las mismas
condiciones iniciales, no podemos saber a priori el resultado del mismo), definimos el
espacio muestral como el conjunto de todos los posibles resultados del experimento
aleatorio, y lo denotamos por S. Asi, el espacio muestral puede tener cardinalidad
numerables o no dependiendo de si el nimero de posibles resultados es numerable o

continuo de acuerdo a la naturaleza del experimento aleatorio.

Decimos que un evento de interés A es un conjunto formado por resultados posibles de
nuestro experimento aleatorio, es decir, un subconjunto del espacio muestral S, sobre el
cual nos interesa establecer una medida de probabilidad para poder hacer inferencia sobre
él. En general estaremos interesados en establecer de un sistema axiomatico probabilistico
sobre un conjunto eventos de interés, asi como de los eventos derivados de estos a través de

las operaciones de union, interseccion, resta y complemento.

Con este prop6sito, supondremos que el conjunto de eventos de interés y demas eventos
obtenidos de las intersecciones, uniones, complementos y restas de estos, forman un

conjunto F que es subconjunto del potencia de S y cumple con los siguientes axiomas:

i. S, Q0€EF.
ii. SiAE€F, entonces A¢ € F (donde A€ es el complemento de A).

iii. SiAy, Ay As, ... € F,entonces Uy, Ax € F.
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Asi, diremos que el conjunto F cumple ser una sigma &lgebra de subconjuntos de S y

podemos establecer una medida de probabilidad sobre él.

Un ejemplo de sigma-algebra es el conjunto de subconjuntos del espacio de los nimeros
reales llamada la Sigma-algebra de Borel dada por:

B(R) = o{(a,b) € R:a < b}

donde o{.} es el conjunto generado por los abiertos de la forma (a, b) con a < b, es decir
el conjunto de todas las uniones, intersecciones, diferencias, complementos y diferencias

simétricas que podemos hacer con intervalos abiertos, a los cales Ilamaremos borelianos.

La sigma-algebra de Borel contiene intervalos cerrados, semicerrados, puntos, intervalos

infinitos, asi como uniones de estos, entre muchos otros elementos.

DEFINICION 1: Una medida de probabilidad es una funcion P: F — [0,1], que satisface
lo siguiente:

i. P(S)=1.

ii. P(A) =0, paracualquier A € F.

ii. Si Ay, A,, A5, ... €F, son eventos ajenos dos a dos, es decir, A, N A,, = @ para

P (0 Ak> = i P(4y)
k=1 k=1

Note que esta medida cumple varias propiedades matematicas como que P(@) = 0 o que
P(A®) =1 — P(A). También estd bien definida la medida de probabilidad de uniones

finitas, intersecciones, diferencias y diferencias simétricas de eventos, ademas de

todo n # m, entonces

propiedades de convergencia y asintoticas. Por lo que tenemos una medida de probabilidad

bien definida para todos los eventos de interés.

Sin embargo, para poder hacer inferencia estadistica, necesitamos definir una medida de

probabilidad real que nos permita asignarle un valor de probabilidad a conjuntos reales.
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DEFINICION 2: Definimos una variable aleatoria como una funciéon X:S — R, tal que
para cualquier conjunto boreliano BeB(R), se cumple que la imagen inversa X~ 1(B) es
un elemento de F, es decir, la imagen inversa bajo X de cualquier boreliano es un

elemento de la sigma-algebraF.

Note que si consideraramos a los elementos borelianos BeB(R) y a la sigma-algebra F
como dos espacios de conjuntos, donde construimos un sistema de pre-vecindades abiertas
con los conjuntos de cada respectiva sigma-algebra del espacio, entonces una variable

aleatoria seria una funcion continua del conjunto F a B(R).

Ahora, dada una variable aleatoria X, podemos asociarle una funcion que mide la

probabilidad de eventos descritos por esta variable, de la siguiente forma.

DEFINICION 3: La funcién de distribucion de la variable aleatoria X es una funcion

T:R — [0,1], definida por:
T(x) =PX < x).

Esta funcion mide la probabilidad de cualquier boreliano de la forma (—oo, x], los cuales
también forman una base sobre la cual se puede obtener la sigma-algebra de Borel. Asi,
cualquier evento aleatorio de interés se puede asociar a un elemento de la sigma-algebra de
Borel, por lo que se le puede asignar a su ver una medida de probabilidad no negativa.

Se puede probar facilmente que la funcién de distribucion conjunta cumple con las
siguientes propiedades:
i. limT(x)=1.
X—00
ii. lim T (x) = 0.
X——00
. Six; < xy,entonces T(x1) < T(xy).

iv.  T(x) es continua por la derecha, es decir lim T (z) = T(x).
ZoX 4
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Ademas, reciprocamente una funcién T(x): R — [0,1] se llama funcién de distribucion si

cumple las cuatro propiedades anteriores.

Asi, a partir de su distribucion, podemos clasificar a las variables aleatorias como discretas,
si se corresponde a una funcion de distribucion constante por pedazos, es decir, que puede
tomar a lo mas un namero numerable de valores; o continuas, si su funcion de distribucion
correspondiente es continua. Otras variables recurrentes se comportan como discretas en

unos intervalos y continuas en otros, las cuales se llaman variables aleatorias mixtas.

Esta funcion de distribucién probabilistica captura la medida de probabilidad de una familia
de eventos de interés a partir de la construccion de una variable aleatoria que los mapea en
conjuntos borelianos manteniendo la estructura de la sigma-algebra de S en la sigma-
algebra de Borel. Por lo que, podemos hacer inferencia a cerca de este tipo de experimentos
aleatorios al trabajar en un espacio real valuado y poder contrastar este modelo axiomatico
con los datos.

En nuestro analisis nos interesara en especial un tipo de variables aleatorias Ilamadas
absolutamente continuas, las cuales se nombran asi si existe una funcién no negativa e

integrable f tal que para cualquier valor de x se cumple

T(x) =f f(w)du.

En este caso, a la funcion f(x) la llamamos funcion de densidad de la variable aleatoria X.

Note que cualquier funcion de densidad marginal asociada a una variable aleatoria se
comporta como una variable aleatoria distribuida uniformemente en el intervalo [0,1],
como en el siguiente lema, lo cual sera importante al observar mas adelante las
caracteristicas de las copulas. La demostracion de este lema la podemos encontrar en
Spanos (1999).
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LEMA 1: Sea U = T(x) la funcién de densidad acumulada de una variable aleatoria
continua X. Entonces U es una variable aleatoria que se distribuye uniformemente en el

intervalo 1 = [0,1].

Por otro lado, normalmente los fendmenos aleatorios en economia son multifactoriales, es
decir, varios de los eventos que queremos modelar dependen de varios factores, por lo que
nos gustaria ampliar nuestro modelo de probabilidad una sélo variable a uno multivariado,

donde participen varias variables aleatorias para explicar nuestro fenomeno.

Comenzaremos por definir lo que es una funcién de distribucion bivariada, lo cual va a

servir de base para generalizar nuestro modelo.

DEFINICION 4: Decimos que la funcion T es una funcion de distribucion bivariada con

dominio R?(donde R = [—oo, ®]) si cumple que:

1. T es 2-cresciente, es decir, dados cualesquiera dos puntos (x,x,) ¥ (v1,v,) en R2.
se tiene que

T(x2,¥2) — T(x2,¥1) — T(x1,¥2) + T(xy,¥1) = 0.
2. T(x,—o) = T(—,y) = 0 para cualquier x,y € R (la funcion esta fija).
3. T(o0,0) =1.

En este caso, se dice que la funcidn de distribucion cumple medir la probabilidad:
T(x,y) =PX <x,Y <y).
Ademas, diremos que estas variables son independientes si cumplen que
T(x,y) =PX <x,Y<y)=PX <x)P(Y <y).

Note que la funcidn de distribucion bivariada actla sobre un vector aleatorio X = (X4, X,),
el cual estd formado por dos variables aleatorias X; y X, que se comportan
probabilisticamente de manera conjunta, es decir, es un vector formado por dos variables

aleatorias con una distribucidn conjunta que describe su comportamiento probabilistico.
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Se puede probar ademés que, dados dos vectores aleatorios X y ¥, entonces su funcion de

distribuciéon conjunta T cumple ser no decreciente, es decir, T(X) < T(Y), para todo

X,Y € Dom(F)con X <Y, veaDurante y Sempi (2010).

DEFINICION 5: Dado un vector aleatorio (Xy,X,), con funcion de densidad conjunta

T (x4, x5), llamaremos funcion de distribucion marginal de X; a la funcién definida como
Ty (x1) = lim T(xq, x5).
xz—)OO

Similarmente, Ilamaremos funcion de distribucion marginal de X, a la funcion

To(x;) = lim T (%1, x2).
1—)00

Estas funciones marginales cumplen las propiedades de las funciones de distribucion
univariadas. Para el caso de vectores multidimensionales, se pueden obtener las marginales
con un procedimiento similar, dejando una variable fija y tomando el limite cuando las

demas tienden a infinito.

De manera natural se generalizan toda esta construccion a un espacio multidimensional
donde los eventos de interés los podamos describir a través de vectores aleatorios de la
forma (X,X,,..,X,), los cuales tomaran eventos en un espacio de probabilidad
multivariado y nos regresara conjuntos borelianos en R™. Asi, un vector aleatorio n-
dimensional es un arreglo formado por n-variables aleatorias, las cuales tienen un

comportamiento estocastico conjunto.

DEFINICION 6: Definimos la funcion de distribucion conjunta del vector (X, X5, ..., X))

como la probabilidad dada por:

T(x1, %5, 0, %) = P(X; < x1, X5 < Xy, 0, Xpy < Xp).

LEn general, si X y Y son vectores aleatorios, entonces X < Y siysolosi X; <Y;,paratodoi =1,2,...,n.
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Ademas, diremos que estas variables son independientes si cumplen que
T(xy, %2, o, Xn) = P(X1 < x)P(X3 < x3) -+ P(Xp < xp).

Se puede probar facilmente que la funcion de distribucion conjunta cumple con las
siguientes propiedades:
i. lim T (x4, %, v, Xp) = 1.
X1,X2,..Xn—>0

ii. lim T (xq, X, w0y Xp) = 0.
X1,X2, X0 —>—00

iii.  T(xq1,xy,...,%x,) €S no decreciente y continua por la derecha en cada variable.
iv. Six; <y;,parai=1,2,...,n,entonces se cumple que
Z (—D*T(z1,25...2,) =0
zi€{x;,yi}
en donde #x es el nimero de veces que alguna de las variables z; toman el valor x;

cuando evaluamos la funcion T.

Hasta aqui hemos descrito al modelo probabilistico para darle sustento a nuestro enfoque de
reduccion probabilistica, por lo que procedemos ahora a construir el Modelo de Muestreo a
partir del cual completamos le especificacién de nuestro modelo estadistico, el cual nos
permite estimar el mecanismo generador de informacion de nuestros datos, establecer un
método de estimacion de los pardmetros y construir las pruebas de correcta especificacion

para asegurarnos de que tenemos un modelo consistente con nuestros datos.

Spanos (1986, 1999) muestra que se puede capturar la esencia del comportamiento
estocastico los datos observacionales describiendo sus caracteristicas de distribucion,
independencia y homogeneidad a través de este planteamiento metodoldgico de reduccion

probabilistica, las cuales describimos a continuacion:

1. La distribucion establece que al tener observaciones de diversas repeticiones del

fendmeno aleatorio, si estos datos tienen distribucion formaran patrones estables.
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2. La independencia caracteriza a las realizaciones que no tiene repercusion ni son

repercutidas por alguna otra realizacion de los datos.

3. La homogeneidad se da si las probabilidades asociadas a varias realizaciones

permanecen idénticas para todas las observaciones.

En nuestro caso, la distribucion la describimos a partir de las definiciones y resultados
anteriores, los cuales constituyen el modelo axioméatico de probabilidad. Pero la
dependencia y la homogeneidad corresponden al modelo muestral, el cual estad dado por las

los vectores aleatorios X3, X5, ..., X,,, de nuestras variables y su comportamiento conjunto.

Por un lado, puede ser que la ocurrencia de los vectores se de manera dependiente o
independiente, y que ademas, las distribuciones de los mismos varien de un vector a otro,
en cuyo caso diremos que son heterogéneos, pero si esto no ocurre diremos que los vectores
son homogéneos. Ejemplos de este tipo de muestras se dan en los diferentes trabajos de
series de tiempo, datos panel o datos que dependen de alguna caracteristica como los de la

econometria regional.

Dado una muestra de vectores aleatorios X;,X,,...,X,,, compuesto de m-vectores
aleatorios, definimos la funcion de distribucion conjunta de la muestra como su

probabilidad acumulada hasta un punto (x,, x,, ..., x,,,) € R™, y esta dada por:
T(xl,xz, sy X @) = P(Xl < x1,X2 < X, ,Xm < Xms @),

donde © es el conjunto de parametros asociado a la distribucién de este vector. Si esta
muestra la constituyen vectores aleatorios independientes, su distribucion conjunta es el

producto de sus distribuciones marginales, es decir:

T(x1, X2, o) X3 ©) = Ty (x1) T2 (x3) -+ Ty ().
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Por cuestiones de simplificacion del modelo, vamos a suponer que el conjunto de vectores
de variables aleatorias de nuestra muestra cumplen homogeneidad y son independientes

entre si.

DEFINICION 7: Una muestra aleatoria es una coleccion de variables o vectores

aleatorios X;, X5, ..., X;n, que cumplen ser independientes y de tener cada uno de ellos la

misma distribucion. Al nimero m se le llama tamafio de la muestra aleatoria.

Asi, para hacer la identificacion de los pardmetros de nuestro modelo, vamos a suponer que
nuestros datos provienen de una muestra aleatoria, es decir que los vectores aleatorios que
la conforman son independientes e idénticamente distribuidos, la cual se constituye de m
vectores aleatorios n-dimensionales X, X, ..., X,,. Cada uno de estos vectores tienen cierta
distribucion conjunta T(x;) determinada por la relacion estocéstica entre las variables

aleatorias que los componen, las cuales supondremos absolutamente continuas.
La funcion de verosimilitud en este caso esta dada por
L(Xl, X2y s Xm; G)) = f(x1)f(x2) f(xm):

donde la funcion f(x;), para k = 1,2 ..., n, es la densidad del vector aleatorio X, dada por

n

fOa) = 9xi0xZ - Ox] T (x).
En nuestro caso, la distribucion de nuestros vectores aleatorios se identificara a partir de los
datos, determinando el tipo de distribucion marginal de las variables aleatorias y la cépula
gue mejor captura la estructura de los datos de manera empirica como veremos mas
adelante. Ademas, supondremos que estos vectores conforman una muestra aleatoria. Asi, a
continuacion vamos a dar el concepto de cépula y algunos resultados utiles para el

propdsito de este trabajo.
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2.3 Introduccion a la Teoria de Copulas

La importancia de las copulas en este trabajo es que a partir de ellas construimos la
distribucion conjunta de las variables que conforman los vectores aleatorios de nuestro
modelo, por lo que nos permite realizar la especificacion de nuestro modelo probabilistico.
Pero ademas, al poder descomponer los efectos individuales de los colectivos en un vector
aleatorio, la copula nos permitird estudiar la estructura del modelo de distribucion de
nuestros datos y del modelo muestral, lo cual permite nos facilitara realizar la identificacion

del modelo estadistico con el modelo econémico de produccion con innovaciones verdes.

Con la finalidad de dotar al lector con una introduccion a la teoria de copulas y sus
aplicaciones en nuestro modelo, a continuacién enunciamos algunos de sus principales
conceptos y resultados mas importantes de esta teoria. Comenzaremos con el estudio del
caso bivariado para tener mayor claridad en la exposiciobn y posteriormente
generalizaremos al caso multivariado n-dimensional siguiendo los trabajos de Durante y
Sempi (2010) y el de Nelsen (2006).

Un problema importante de la probabilidad multidimensional que estudiaba Fréchet (1951)
era el poder describir al conjunto de todas las posibles funciones de densidad conjunta para
un conjunto de variables aleatorias definidas en el mismo espacio de probabilidad con
distribuciones marginales dadas. Una respuesta a este cuestionamiento la dio Sklar en su
articulo de 1969, donde no solamente asegura que existen familias de funciones llamadas
copulas, las cuales al componerse funcionalmente con las distribuciones marginales de
estas variables aleatorias generan distribuciones conjuntas, sino que de manera reciproca,
dada una distribucién conjunta de un conjunto de variables aleatorias y las distribuciones
marginales de las mismas, existe una funcién copula tal que al componerla con las
distribuciones marginales nos dan la distribucion conjunta de las mismas (Durante y Sempi,
2010).

Por otro lado observamos que al ser la copula una funcion que conjunta a las densidades

marginales de las variables aleatorias que participan en el modelo, esta determina la forma
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en que las variables interaccionan entre ellas, es decir, le da una estructura matematica a la
densidad conjunta con la cual determina la dependencia entre ellas. Esta es la razon por la
que las medidas de dependencia més importantes como la tao de Kendall y la Rho de
Spearman dependen unicamente de la copula y no de la forma funcional ni de los

parametros de las marginales en muchos casos.

Asi, el mayor numero de aplicaciones de la teorias de cdpulas se han ocupado de modelar
dependencia estocéastica y eventos extremos (dada la revision bibliogréafica que hicimos, la
cual estd resumida en la ruta de busqueda de articulos en el apéndice B), por lo que han
sido herramientas muy dtiles para aplicaciones en finanzas, hidrologia y ciencias

ambientales, calculo de riesgos, entro otras disciplinas.

En este sentido, en este trabajo utilizamos la teoria de cdpulas para el proceso de
especificacion de nuestro modelo probabilistico, el cual nos permitird, una vez
correctamente especificado y estimados los parametros, identificar sus componentes y sus
pardmetros estocasticos con los de la teoria econémica, siguiendo la idea de dependencia
probabilistica entre las innovaciones que ahorran capital y las que ahorran trabajo planteada
por Habakkuk (1962) y Growiec (2006).

De manera intuitiva, podemos definir a las copulas como funciones que mezclan
distribuciones marginales de variables aleatorias para obtener una funcion de distribucion
conjunta. Asi, la copula dota de una estructura matematica a la distribucion conjunta de las
variables, lo cual junto con la forma funcional de las marginales de las variables aleatorias,
nos permitira la identificacion del modelo probabilistico que describe al fendmeno
econdémico que pretendemos modelar. Asi, estas funciones copula deben cumplir con

propiedades adecuadas tanto en sus limites como en su forma de mezclar variables.

Comenzamos definiendo formalmente la nocion de volumen de una funcién. Lo cual

captura la propiedad (1) de la definicion de distribucion conjunta.
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DEFINICION 8: Sean S;,S, € R conjuntos no vacios y H una funcién cuyo dominio
cumple DomH = S; X S,; sea B = [x1,x;] X [y1,¥2] un rectdngulo cuyos Vértices
cumplen x;,x, € S; Yy y1,¥, € S,. Entonces el T-volumen de B se define como: V(B) =

T(x2,¥2) = T(x2,y1) — T(x1,¥2) + T(x1,¥1)

Asi, el T-volumen es una funcion definida sobre un rectangulo, lo cual, recordando la
definicion de distribucion bivariada de la definicion 2, es importante para definir una
funcién de distribucion conjunta pues note que si T es una funcién de este tipo entonces

debe cumplir que el T-volumen sobre cualquier rectangulo debe ser mayor o igual a cero.

Por otra parte, note que para obtener las demas caracteristicas de las funciones de
distribuciones bivariadas necesitamos que al componer esta funcién T con distribuciones
marginales y la evaluemos obtengamos cero cuando alguna de las marginales valgan cero

(su menor valor). Con esto mente, hacemos la siguiente definicion.

DEFINICION 9: Una funcion T es 2—creciente si Vy(B) = 0 para cualquier rectangulo B

cuyos Vvértices estan en el conjunto DomT. Ademas, se dira que T esta fija si dados los
valores a; = inf(S;) € S; Yy a, = inf(S,) € S,, se cumple que, para todo (x,y) € S§; X
S,,T(x,a,) =0="T(a,,y).

Las definiciones 2 y 3 nos permiten definir una funcién que conecta a las distribuciones
marginales para obtener una distribucion bivariada. Por un lado, pedir que una funcion sea
2-creciente nos sirve para garantizar que el valor de la distribucion sobre cualquier
rectangulo es no negativo, y por otro, pedir que esté fija nos ayudara para asegurar que la

probabilidad acumulada en los extremos inferiores del dominio de la funcién sea cero.

Por otro lado, trabajando en sentido inverso, dada una distribucién bivariada conjunta, es
importante poder obtener las distribuciones marginales de sus variables aleatorias asi como
la funcion que las combine para obtener dicha distribucion bivariada. La siguiente
definicion nos ayuda en esta tarea ya que permite precisar el concepto de funcion marginal

de una distribucién conjunta.
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DEFINICION 10: Sean a; =inf(S;) €S, y a, =inf(S,) €S,. Definimos las
distribuciones marginales de la funcion T:S; x S, - R como las funciones F y G, con

dominios S; y S, respectivamente, definidas como:
F(x) = T(x,a,), paratoda x € S;.
G(y) =T(aq,y), paratoday € S,.
Asi, se prueba utilizando la desigualdad del triangulo (vea Nelsen (2006)) que:
| T(x2,y2) — T(xy, y)| < [F(x2) = Fxp)| + |G (xz) — G(xy)].

Esta ultima desigualdad es del tipo “desigualdad de Lipschitz”, la cual nos importa pues
nos indica que las distribuciones bivariadas resultan ser uniformemente continuas y
cumplen con condiciones de convexidad que se analizardn mas adelante a través de las

copulas.

Ahora formalizamos el concepto matematico de copula bidimensional, el cual es uno de los
pilares de nuestro trabajo. EI concepto de copula esta ligado totalmente a la definicion de
funcién de distribucidn conjunta, de forma tal que al combinarla con las marginales de las

variables ésta cumpla con todas las propiedades descritas en la definicién 1.

DEFINICION 11: Una cépula bidimensional o 2-cépula es una funcién C: 1% - I con las

siguientes propiedades:

i. C esta fijay es 2-creciente, es decir, para todo u,v € I y todo uy,u,, vy, v, €1

tales que u; < u, y v; < v,, se cumple que
C(u,0) =0=C(0,v)
C(uy,vy) — Cug, 1) — C(ug, v3) + C(uy, 1) =0

ii. Paratodou,v €I, setieneque C(u,1) =uyC(1,v)=v.
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Note que (i) asegura las propiedades de distribucién conjunta que habiamos planteado
anteriormente, mientras que (ii) tiene que ver con la marginalizacion de las distribuciones
univariadas de las variables aleatorias del modelo de distribucion, el cual equivale a sumar
(en el caso discreto) o integrar (en el caso continuo) sobre todos los posibles valores de una

de las variables aleatorias para obtener la distribucion marginal de la otra.
Algunos ejemplos de copulas cotidianamente utilizados son los siguientes:
a) La copula producto C(u, v) = uv, la cual denota independencia entre sus variables.

b) La copula normal dada por

07w oW 1 s? — 2pst + t?
Cr(u,v) = 7 B - dsdt
= mam e"pl 20— ) l :

donde @1 es la funcion inversa de la normal estandar.

c¢) Copula Clayton definida como
1
Clu,v) = max{[u“9 +v 9 —1]6; 0}; 6 € [—1,00]/{0}.

d) Cépula Gumbel-Hougaard dada por
C(u,v) = exp{—[(-Inw* + (-Inv)*]"/%}, a=1.

Esta definicion de funcion copula se puede generalizar para una funcion de varias variables,
es decir, una cépula n-dimensional o n-copula es una funcion C:I™ — I que cumple las

siguientes propiedades:

i. Paracadai=1,2,..,n C(u)=u; cuando cada componente de u es igual a 1,

excepto la componente i-ésima que vale u;el.
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ii. C es isotdnica, es decir, para todo u,v € I tales que u = v se tiene que C(u) =
C(v).

iii. C es n-creciente, es decir el C-volumen de cualquier caja en I™ es positivo

z (—D*C(z4,25 ... 2) =0,

zi€{uy v}

en donde #u es el nUmero de veces que alguna de las variables z; toman el valor u;

cuando evaluamos la copula C.

Un ejemplo de este tipo de copulas esta dado por la Cépula Clayton Trivariada Anidada
definida como

Cluv,w) =max{|lu+[v*+wHr—-1k—-1| ;0; 0,u € [-1,00]/{0}.

Asi, una caracteristica importante de las copulas es que estadn acotadas por arriba y por
abajo por funciones llamadas Cotas de Frechét-Hoeffding, las cuales resultan ser también
copulas en el caso bidimensional. Esta propiedad es necesaria y permite poder construir una

funcién de distribucion multivariada a partir de una copula.

En el siguiente lema se establece la desigualdad de Frechét-Hoeffding, la cual da cuenta de
esto para el caso bidimensional.

LEMA 2 (Desigualdad de Frechét-Hoeffding): Sea C una copula bivariada, entonces para

cada (u,v) € I x I, se cumple la desigualdad
max{u +v — 1,0} < C(u,v) < min{u, v}.

La desigualdad sigue siendo véalida para el caso n-dimensional. Sea C una copula n-

dimensional y dados u4, u,, ..., u, en I, se cumple la siguiente desigualdad
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max{u; +uy + -+ u, —n+ 1,0} < C(uy,uy, ..., Uy) < min{uq, Uy, ..., Uy}

Asi entonces, estas cotas inferior W (uq, uy, ..., up) = max{u; + u, + -+ u, —n+ 1,0}
y superior M(uq,u,, ..., u,) = min{uy, u,, ..., u,} de Frechet-Hoeffding acotan cualquier
coépula n-dimensional, pero solo M (uq,u,, ..., u,) sigue siendo una copula para el caso de
mas de dos variables [vea Nelsen (2006)]. Esto también ocurre con otras copulas, por lo

que debemos ser cuidadosos al generalizar nuestros conceptos.

El siguiente resultado nos indica una propiedad importante de las distribuciones bivariadas,
la cual se conoce como Desigualdad de Lipschitz. Asi, las cépulas cumplen ser
uniformemente continuas en su dominio, ya que sus imagenes estdn mas cercanas entre si

que los puntos de su dominio.

LEMA 3: Sea C una cépula, entonces para cada par (uq,u,) y (v4,v,) en su dominio

tenemos que
|C(uy, vp) — C(ug, v1)| < lup —uy| + v, — w4l

Esta propiedad también se cumple para las n-copulas, es decir, Vu, vel™, se tiene que

6@ = CO < ) lug = wil.

Esta desigualdad permite obtener varias propiedades topoldgicas tales como la convexidad
y el poder acotar a las cépulas a través de funciones con caracteristicas muy especificas
como las distribuciones marginales, lo cual resulta atil para la descripcion y analisis de las

propiedades de las mismas.

Nuestro siguiente resultado, demostrado en Sklar (1959), es uno de los teoremas mas
importantes de la teoria de copulas y nos ayuda a identificar el modelo probabilistico y

hacer la identificacion con el modelo econémico suponiendo independencia Yy
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homogeneidad en la muestra aleatoria y centrdndonos en su distribucion, ya que nos

garantiza dos hechos fundamentales.

Por un lado nos permite construir funciones de distribucion multivariadas dada una copula
y las distribuciones marginales de las variables aleatorias de nuestro modelo, debido a que
la funcion que se obtiene al componer las marginales con la copula es una funcion de
distribucion conjunta. Ademas, de manera inversa, nos asegura que dada una funcion de
distribucion multivariada conjunta y sus marginales, existe una cépula tal que al
componerla con estas marginales obtenemos dicha funcién de distribucién multivariada

conjunta.

Igual que anteriormente, comenzaremos la versién bivariada del teorema, para identificarlo
con el modelo de dos distribuciones conjuntas, y después generalizaremos al caso

multivariado.

TEOREMA DE SKLAR (Sklar, 1959): Sea T una funcién de distribucién bivariada
conjunta con marginales F y G. Entonces existe una cépula C tal que, para todo x,y € R,

tenemos que

T(x,y) = C(F(x), G(y)).

Si F y G son continuos, entonces C es Unica; en caso contrario, C esta determinada de
manera Unica en RanF X RanG. De manera inversa, si C es una copulay Fy G son
funciones de distribucion, entonces la funcion H(x,y) = C(F(x), G(x)) es una funcién de

distribucion conjunta con marginales F y G.

Asi, por ejemplo, dada a cépula W(u,v) =max{u+v—1,0} y las siguientes

distribuciones marginales:

F(x)=P(X<x)=1—e %" parax =0 (Exponencial)

Gy)=PY <y)=1- (yl)_ , paray > « (Pareto)
y
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Entonces la funcion que resulta de la composicion de estas marginales con la cépula, dada

por

W(F(x),G(y)) = max {1 —e 9% — (yl)_ ,0}, parax >0,y = «,
y

resulta ser una funcién de densidad bivariada conjunta.

El caso multivariado, suponiendo que se tienen n variables que conforman mi vector

aleatorio, es el siguiente.

TEOREMA DE SKLAR (Caso multivariado): Sea C una n-cépula y sean Uy, U,, ..., U,
distribuciones marginales. Entonces existe una funcion de distribucién multivariada T con

marginales Uy, Us, ..., Uy, tal que para todo x,, x,, ..., x,, € R, se tiene que:
T(xl, X2y aee) xn) = C(Ul(xl), Uz(xZ), ey Un(xn), @)

De manera inversa, si T es una funcion de distribucién conjunta con marginales
Uy, Us, ..., U,. Entonces, para todo vector aleatorio (xi,x,,...,x,) in R™ existe una n-
copula C que cumple la ecuaciéon anterior. Si las marginales Uy, U,, ..., U, son todas
continuas, entonces C es unica; de otra forma, C esta determinada de manera unica en su

rango Ran(U,) X Ran(U,) X ... X Ran(U,).

Existen familias importantes de cépulas por sus propiedades y uso, como las elipticas,
dentro de las cuales ésta la Cépula Normal, o las EFMG construidas a partir de marginales
y sus marginales de supervivencia. Para nuestro trabajo nos concentramos en la familia de
Copulas Arquimedianas, las cuales se definen a través de su funcion llamada generador de

la cdpula como sigue.

DEFINICION 12: Una n-copula C se llama arquimediana si admite la representacion

Cw =9 w) + ¥ 1 w) + -+ P~ 1(uy)),
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para todo u € I, donde la funcién convexa i se conoce como generador de C y cumple

con ¥ (1) = 0y admitir pseudoinversa.

Ejemplos de este tipo de cépulas con la Gumbel y la Clayton con generadores dados

respectivamente por

t? -1
Y(©) =[-In@®]° y @) =

Finalmente abordaremos el tema de las medidas de dependencia entre las variables de un
modelo probabilistico, entre las cuales destacan la correlacion de Pearson, la Rho Spearman

y la Tao de Kendall.

Note que al ser medidas de dependencia estandarizadas, mientras mayor dependencia
positiva tengan estas variables, sus medidas de dependencia alcanzaran valores positivos
mas altos, y entre mas dependencia negativa haya entre estas, su coeficiente negativo de
dependencia serd también més grande (en valor absoluto). Ademas, cuando las variables
aleatorias sean independientes, el valor de su coeficiente de dependencia sera cero.

Una buena medida de dependencia cuando las variables aleatorias presentan una relacion
lineal es el coeficiente de correlacion de Pearson, el cual se define para un vector de

variables aleatorias (X, Y)T distinto de cero y con varianzas finitas como:

_EQXY) - E(X)E(Y) _ Cov(X,Y)

pLxY) = \/Var(X)\/Var ) Ox 0y

Para casos mas generales usamos la nocién de concordancia, la cual es una medida de
afinidad entre las variables aleatorias. Formalmente, dadas dos observaciones (x;,y;) Yy
(xx, yx) de un vector aleatorio (X,Y) decimos que estas son concordantes si cumplen que

(x; — xx)(v; — yx) > 0y que son discordantes si (x; — x,) (y; — yi) < 0.

Una medida de concordancia es a Tao de Kendall, la cual se define como la probabilidad de

gue concordancia menos la probabilidad de discordancia:
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(X, V) = P((Xy — X2)(Y; — ¥3) > 0) — P((X; — X2)(Y; — ;) < 0).
Luego, su medida muestral esta dada por

_c—d c—d

T AT

donde c y d son el numero de pares concordantes y discordantes respectivamente y n es el

namero total de observaciones, por lo que (’21) es el total de pares.

Se prueba que la version poblacional de Tao de Kendall esta dada por:
(X, Y) =4H C(u,v)dC(u,v) —1=4E[C(U,V)] -1
[0,1]

donde U,V ~U(0,1) con distribucién conjunta descrita por la copula C.

Ademas, en particular, para el caso de que la cépula sea del tipo Arquimediana con

generador 1 (t), se tiene que la Tao de Kendall esta dada por

10!

T,=1+4] —=%,
¢ o Y

donde t es una variable auxiliar que representa la distribucién marginal.

Por otra parte, la Rho de Spearman también es una medida de dependencia basada en la
concordancia, la cual tiene por rango al intervalo [—1,1] y su interpretacion es similar al del

coeficiente de correlacidn de Pearson. La versién muestral de la Rho de Spearman es:

ezt
Ps = n(nz-1)’

donde d; representa la diferencia entre ordenamientos y n es el nimero de casos totales de

la muestra. Formalmente, sean (X,,Y;),(X,,Y,) y (X3,Y;) vectores aleatorios
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independientes con una funcion de distribucion conjunta coman H y copula C, la version

poblacional de la Rho Spearman tiene la siguiente expresion:
ps(X,Y) = 3(P{(X, — Xz)(Y; — Y3) > 0} — P{(X; — Xp)(Y; — Y3) < 0})

Luego entonces, se prueba que se puede calcular mediante la formula

ps(X,Y) =12 ff uvdC(u,v) —3 =12 ff C(u,v)dudv — 3.
12 12

Note que las medidas de dependencia descritas anteriormente dependen de la copula que se
usa y sus parametros y ademas, al calculo de una u otra se hace mas sencillo o mas
complicado de acuerdo a las formas funcionales de las copulas que se emplean, por lo que
podemos ocupar una media u otra dependiendo de qué nos facilite méas los célculos y ayude

en el proceso de identificacion de nuestro modelo.

2.4 El Enfoque de Reduccién Probabilistica con Teoria de Cépulas

En esta seccion, finalmente vamos a definir el enfoque de reduccién probabilistico
probabilistica de Spanos (1986, 1999), Spanos y McGuirk (2001), usando la teoria de
copulas para la especificacion del modelo muestral y hablar de las implicaciones que tiene
esto ya que esta nueva especificacion generaliza el enfoque anterior y nos va a permitir
implementar dos cambios respecto al enfoque sin cOpulas. Por un lado, nos permite
descomponer a la distribucién probabilistica de nuestro modelo en dos partes, una que
captura el efecto marginal de cada una de las variables aleatorias que componen el modelo

y la otra conjunta que dota lo de estructura y captura el efecto conjunto de las mismas.

Por otra parte, la teoria de copulas amplia el espectro de distribuciones que se pueden
ocupar para la modelacion, pudiendo incluso construir una nueva distribucion que capture
de mejor manera el comportamiento estocastico de los datos, combinando distribuciones

marginales de las variables aleatorias del modelo a través de una funcién cépula que las
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agrupa en una distribucién conjunta. Todo esto es posible gracias al teorema de Sklar, el
cual va a resultar crucial para nuestro proceso de especificacion y por consiguiente para el

de identificacion.

Formalmente, la especificacion de nuestro modelo estadistico con cépula se compone de

los siguientes elementos:

i.  Un modelo probabilistico para cada vector aleatorio X* dado por:

O = {T(xF, x%, ..., xK) = C(UL(xF), Uy (x5), ..., Upn(xK); 0); xF € R, Vi, C € H},
donde H es una familia de coOpulas Arquimedianas y las funciones U; son
marginales en general de transformaciones de las variables aleatorias x, para todo
i=12,..,n

ii. Un modelo muestral dado por una muestra aleatoria X := {X1,X?,...,X™}, la cual
es independiente e idénticamente distribuida, por lo que la distribucion individual
para cada vector aleatorio X* = (Xk, xX%, ..., xk) esta definida por la funcion

T(x¥, x%, .., xK) = C(U(xf), Uy (x%), .., Un(xf); 0),VEk = 1,2, ..., m

Es decir, para hacer la identificacion de los parametros de nuestro modelo, vamos a suponer
gue nuestros datos provienen de una muestra aleatoria X compuesta de vectores aleatorios
independientes e idénticamente distribuidos {X1, X2, ..., X™ }, cada uno de los cuales tienen
cierta distribucion conjunta T(xf,x§, x,’f) determinada por la relacion estocastica entre
las variables aleatorias XX que los componen. Vamos a suponer que estas variables

aleatorias son absolutamente continuas.

A partir de esta especificacion obtenemos la funcion de verosimilitud £(©) para estimar los

parametros de nuestro modelo, que en este caso esta dada por

L£(0) = 1_[ L’ixl Tk - C(Ul(x{‘), Uy(xX), ..., Upn(xk); 0)|.
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En nuestro caso, la distribucion de nuestros vectores aleatorios se identificara a partir de los
datos, determinando el tipo de distribucion marginal de las variables aleatorias y la copula
que mejor captura la estructura de los datos de manera empirica como veremos mas

adelante. Ademas, supondremos que estos vectores conforman una muestra aleatoria

Una vez que tenemos la especificacion del modelo y la estimacion de los datos, se procede
a realizar una prueba de correcta especificacion, que al pasarla nuestro modelo nos
permitird estar seguros de que nuestro mecanismo generador de informacion es congruente
con los datos. En caso de que nuestro modelo no pase la prueba de correcta especificacion,
se procede a hacer una re-especificacion del mismo y a seguir los pasos anteriores
nuevamente. Pero si pasa las pruebas, el siguiente paso serd continuar con el proceso de
identificacion de los pardmetros y formas funcionales obtenidas de nuestro modelo

probabilistico con el modelo econémico que estamos especificando.

Por altimo, una vez que tenemos bien especificado el modelo estadistico, procedemos a
identificar el modelo de la funcién de producciéon con cambio tecnol6égico de nuestra
economia. En nuestro caso queremos obtener la funcion de produccion con innovaciones
verdes a partir de este proceso de identificacion, para posteriormente deducir las
caracteristicas y poder hacer inferencia con este modelo [Hildenbrand (1981), Jones (1999,
2005), Growiec (2006, 2017)].

Para el proceso de identificacion, las medidas de dependencia enunciadas anteriormente,
junto con los parametros de las copulas y sus caracteristicas, seran muy importantes, ya que
haciendo uso del teorema de Sklar y la especificacion muestral se va a construir un puente
con el modelo econémico de produccion, para el cual la copula le dotard de una estructura

matematica.
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2.6 Comentarios Generales

Note que el enfoque de reduccion probabilistica es una herramienta indispensable para la
modelacién de datos observacionales, ya que nos permite construir nuestro modelo
partiendo completamente del comportamiento estocastico de los datos y llegando a un
modelo mediante el proceso de identificacion, por lo que los modelos construidos a partir
de este enfoque son congruentes con la naturaleza observacional de los datos y con la teoria
de probabilidad y estadistica. Ademas que este enfoque no requiere de hacer manipulacion
de los datos, permitiendo la construccion de pruebas de correcta especificacion y el uso de

métodos de estimacién de parametros.

Por otro lado, el enfoque de reduccién probabilistica con cOpulas generaliza al modelo
original propuesto por Spanos (1986,1999) ya que las cOpulas nos permiten obtener
diversas especificaciones del modelo probabilistico que podemos elegir entre muchas
familias de cépulas y combinarlas con cualquier distribucion marginal que modele el
comportamiento de nuestros datos, incluso podemos elegir variables con distintos tipos de
distribucion y obtener una distribucion conjunta, por lo que podemos incluso crear alguna

especificacion no usada anteriormente para este tipo de modelos econdémicos.

Por dltimo, es importante resaltar que se hizo una busqueda sistematizada de libros y
articulos de investigacion centrados en los temas de crecimiento econémico enddgenos,
modelos de produccién con innovaciones tecnoldgicas e innovaciones verdes, la
modelacién estocastica de la produccidn, las aplicaciones de la teoria de cépulas y la
combinacién de estos topicos anteriores con el fin de conocer el estado del arte en estos
temas. Esta busqueda ayudd a complementar la bibliografia sugerida por el comité tutoral, a
partir de la cual también se sigui6 el camino de sus aplicaciones en otros trabajos. Asi, se
hizo la bdsqueda tanto por palabras clave del tema de investigacion como de términos o

frases para hacer la busqueda més especializada.
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CAPITULO 3: UNA PROPUESTA DE MODELACION DE LA FUNCION DE
PRODUCCION BASADO EN EL ENFOQUE DE REDUCCION PROBABILISTICA
CON COPULA

3.1 Introduccion

Una de las grandes causas del cambio tecnoldgico y de las desigualdades en la tecnificacion
de la industria entre los paises en el tiempo es la disponibilidad de los activos de mano de
obra y maquinaria, por lo que al potenciar a los insumos de la produccion, se puede
considerar al progreso tecnoldgico como motor de cambio en los procesos productivos, el
cual surge por la accién deliberada de agentes econdmicos, publicos o privados, a través de
la investigacién para la innovacion y el desarrollo, y es respaldada por un interés de
caracter economico (Habakkuk, 1962). Asi, en esta tesis construiremos la especificacion
estadistica de un modelo de funcion de produccidn cuyo progreso tecnoldgico esta dado
por innovaciones verdes descritas a partir de la informacion empirica relevante de este
proceso y haremos la identificacion de los pardmetros y las formas funcionales entre estos

dos modelos.

Una vez que especificamos el modelo estadistico a partir de las caracteristicas de los datos,
vamos a estimar los parametros del mismo mediante algun método adecuado, Yy
posteriormente a comprobar la correcta especificacion del mismo mediante pruebas
estadisticas del modelo. Finalmente, procedemos al proceso de identificacion con el
modelo teorico-econdmico que pretendemos modelar, por lo que en este punto debemos
hacer algunas suposiciones teodricas y definir un modelo marco con el cual vamos a

identificar a nuestro modelo estadistico.

Nuestro supuesto de fundamental para esta parte es que los datos observacionales de los
cuales partimos, compuestos por las innovaciones de capital b; y trabajo a; y el producto Y;,
nos describiran por un lado las combinaciones de innovaciones que producen determinada
cantidad de producto para valores fijos dados de los insumos capital K y trabajo L, asi

como por otro lado, todas las posibles combinaciones de pares tecnoldgicos (a;, b;)
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disponibles para una empresa. Asi entonces, fijando los valores de la probabilidad podemos
obtener los componentes que caracterizan a la produccion sujeta al proceso de innovacion
en una economia [Aghion y Howitt (2009), Basu y Weil (1998), Lucas (1988), Romer
(1986, 1990), Growiec (2006), Sanchez y Marquez (2013)].

3.2 Enfoque de Reduccion Probabilistica del Modelo General

En este apartado desarrollaremos en primer lugar la especificacion estadistica de nuestro
modelo basados en los datos del mismo, después haremos la estimacion de sus parametros
y formas funcionales, seguido de la descripcion de las pruebas de correcta especificacion
para concluir con el proceso de identificacion para un modelo de produccién con

innovaciones tecnolégicas.

Asi, vamos a comenzar especificando el modelo probabilistico de los datos, para lo cual
inicialmente supondremos que las innovaciones tecnoldgicas y la produccion se comportan
como variables aleatorias con ciertas funciones de distribucion marginal caracterizadas de

acuerdo a la evidencia empirica.

SUPUESTO 1: Existe un espacio de probabilidad (12, F,P), donde estan definidos los
vectores aleatorios (a;, b;,Y;) para la i-ésima técnica de produccion en una economia
competitiva, el cual incluye al producto Y;, y a las innovaciones tecnoldgicas (a;, b;)

asociadas a ciertos niveles dados de trabajo L y capital K.

Note que este supuesto nos obliga a asumir también que existen funciones de distribucion
marginales asociadas a cada una de las variables aleatorias a;, b; y Y;. Asi, dado un vector
de variables aleatorias (a;, b;, Y;) con distribuciones marginales conocidas (o marginales de
alguna transformacion monotona de ellas) dadas por U(a; 0,),V(b; 0p) y W(Y; Oy), nos
preguntamos cual es la funcion de distribucién conjunta T'(a, b,Y) que permita capturar el

comportamiento estocastico de nuestros datos.
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Sabemos por un lado que si podemos determinar una cOpula trivariada que refleje la
relacion de dependencia entre las marginales de nuestras variables, el Teorema de Sklar
(1959) nos garantiza que existe una funcion de distribucion conjunta T con marginales U,V

y W, definida por
(1) T(ar br Y) = C(U(a' Qa);V(b: Qb),W(Y, @Y)F@)F

la cual describird el comportamiento estocéstico de nuestros datos. Ademas, este mismo
teorema nos garantiza que si podemos estimar una funcidén de distribucion conjunta
T(a,b,Y) que describa el comportamiento estocastico de nuestros datos, entonces podemos
encontrar una copula trivariada C, definida como en la ecuacién anterior, que permite

asociar a las marginales U,V y W con dicha distribucion.

Asi, de la composicién de la probabilidad conjunta, siempre es posible descomponer a la
distribucion conjunta para capturar dos tipos de efectos, el efecto individual dado por las
funciones marginales U,V y W, y el efecto conjunto dado por la copula C (Nelsen, 2006).
Siguiendo el desarrollo del modelo probabilistico del capitulo anterior y basados en la
evidencia empirica en Aoyama (2010) y los trabajos de Growiec (2006, 2017) y Sanchez y
Marquez (2015), sean Z; = Zi(a), Z, =Z,(b) y Zs3=Z3(Y), trasformaciones
mondtonas de las innovaciones y la produccién, entonces calculamos mediante algun

método adecuado? las distribuciones de estas variables dadas por
Uz (@) = U(Z1(a); 04), Vz,(b) = V(Z2(b); Op), Yy Wz, (Y) = W(Z3(Y); Oy).

Asi la para obtener la densidad conjunta de nuestras nuevas variables podemos definir la
copula que modelo su dependencia con esta expresion la podemos reescribir como la

distribucién conjunta de las variables aleatorias auxiliares de la siguiente forma

T(a,b,Y) = C[U(Z1(a); 0,),V(Z;(b); 0,),W(Z5(Y); By),0] = C[Ugz (a),Vz,(b), Wy, (V)].

2 podemos emplear al método de las funciones de distribucién, al de las transformaciones o la de la funcién
generadora de momentos.
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Asi, la densidad conjunta escrita en términos de las variables auxiliares anteriores esta dada

por la expresion:

63 [C[Uzl (a), VZz(b)' WZg(Y)]] aUzl aVZZ aWZ3
dUy, 0V, OWy, 0Z, 0Z, 0Z3'

[ (21,22, 23;) =

Note ademas que las diferentes distribuciones conjuntas que pueden ajustar para la correcta
especificacion del modelo probabilistico de nuestras variables no sélo depende de las
formas funcionales de la copula C y sus marginales U,V y W, sino también de los valores
de la familia de pardmetros de estas funciones 0, 0,, 9, y Oy, por lo que la estimacion de
los parametros resulta crucial para el proceso de identificacion de nuestro modelo
estadistico con el teorico-econémico. Esta ultima expresion es la especificacion del modelo

probabilistico basado en los datos.

Luego, vamos ahora a especificar el modelo muestral de nuestros datos basados en la
evidencia empirica sobre la distribucion de probabilidad de las innovaciones tecnolégicas
siguiendo el trabajo de Aoyama (2010) y Spanos y McGuirk (2001). Note que en general
podemos suponer que estos vectores aleatorios que constituyen la muestra de tamafio m

dada por

{Zi 31 = {Zaks Zako Z3k) Yien

es una coleccion de vectores aleatorios que pueden tener cierta dependencia entre si, es
decir, que se les puede especificar una que los relacione de acuerdo a la forma de la
dependencia entre ellos. Ademas, la muestra también puede en general presentar
heterogeneidad entre sus componentes, por lo que entre un vector aleatorio y otro los

parametros y las formas funcionales pueden cambiar.

El caso més usado, por cuestiones de simplicidad, pero también porque que nace a partir de
observar el comportamiento de los vectores aleatorios de la muestra, es que haya

independencia e idéntica distribucion y es el que vamos a adoptar.

o4



SUPUESTO 2: La muestra de tamafio m que describe nuestro modelo muestral dada por
{Zi3ve1 = {(Z1k, Zokr Z31) Yeeq €S UNa coleccidn de vectores aleatorios independientes e

idénticamente distribuidos.

Asi, basados en el supuesto anterior, la funcion de verosimilitud de nuestro modelo esta

dada por

m m
LOO|Z = z) = HP(Zk = 7x|0) = Hf(ZkW),
k=1 k=1
donde para cada valor k, el vector z, = (z1k, Zyk, Z3,) €S una realizacion del vector
aleatorio Z, = (Z1x, Z2x, Z31)- Asi, tomando logaritmos tenemos

m

log[£(6 | Zi = z)] = ) log
i=1

0% [c[Uz, (@), V2, (). w2, (]| U, av,, ow,
QUz, 0V, OWy, 0Z, 0Z, 0Zs |

Una vez que hemos completado el proceso de especificacién de nuestro enfoque de
reduccién probabilistica, podemos proceder a hacer la estimacion de los parametros de
nuestro modelo maximizando la funcidén anterior, asi como a plantear las pruebas de
correcta especificacion del mismo, las cuales dependen de las formas funcionales de las
distribuciones y de los pardmetros obtenidos de los datos de nuestro modelo. Si estas
pruebas no se superan, quiere decir que nuestro modelo no se especifico correctamente y no
captura el comportamiento estocastico de nuestros datos de manera adecuada, por lo que es

necesario regresar al proceso de especificacion y re-especificar el modelo.

Sin embargo, si nuestro modelo pasa las pruebas de correcta especificacion, entonces se
continua con el proceso de identificacion de nuestro modelo estadistico con el modelo
teorico-econdmico a través de establecer ciertas relaciones entre las formas funciones y los
parametros de ambos modelos. Para este fin, definimos primero el marco de referencia en el

gue nos vamos basar para identificar nuestro modelo.
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SUPUESTO 3: Formalmente, suponemos que en nuestra economia hay un conjunto J de
empresas, indexadas por j € ] € R, las cuales tienen a su disposicion un conjunto I de
técnicas para la produccion, indexadas por i € I € R, las cuales dependen de las
innovaciones tecnoldgicas que ahorran capital b; y trabajo a; en un punto dado del

tiempo t € [0, 7].

Por lo que una vez que elegimos una empresa para su modelacion, vamos a fijar los valores
de los insumos de capital K y trabajo L respectivamente, puesto que queremos modelar
solamente la relacion de la produccion con las innovaciones para después describir la toma

de decisiones sobre la tecnologia para la produccion.

Note que, dado que nuestra especificacion muestral la constituye un conjunto de vectores
aleatorios independientes entre si y homogéneos respecto a su distribucion, basta con
identificar el modelo estadistico con el teorico-econdémico para una sola empresa, ya que

todas las demas tendrian la misma identificacion.
Asi, partimos de la especificacion probabilistica usando cépulas dada por la ecuacién
T(a,b,Y) =C(U(a;0,),V(b; 0,),W(Y;0y),0),

la cual nos indica las combinaciones de innovaciones que producen determinada cantidad
de producto para valores dados de insumos, por lo que si dejamos fijamos el nivel de
probabilidad T'(a, b,Y) a un valor dado, la especificacion probabilistica de nuestro modelo
nos permite describir todas las interacciones entre las innovaciones y la produccion, para
niveles fijos de insumos L y K respectivamente. Podemos entonces obtener las
caracteristicas de la produccion sujeta a la innovacion en una economia, es decir, a partir de
ésta podemos describir la funcién de produccion para nuestra empresa j-ésima, la cual
[lamaremos funcién de produccién local (FPL) descrita a partir de la relacion entre los

datos de las variables aleatorias consideradas en nuestro problema.

Ademas, siguiendo el trabajo de Caselli y Céleman (2006) y Sanchez y Marquez (2013), al

provenir nuestros datos de la produccién de una economia, si fijamos un nivel de
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produccién Y, esta especificacion contiene la informacion de todos los pares tecnologicos
disponibles para la j-ésima empresa, al cual le llamamos frontera tecnologica (FT). La
siguiente definicion de Caselli y Coleman (2006) es muy Util para la derivacion de la FT a

partir de la especificacion probabilistica anterior.

DEFINICION 13: La Frontera Tecnolégica es una curva en el espacio (a, b) tal que la
probabilidad P(a; > a,b; > b) es constante a lo largo de la curva, para niveles dados de
Y,KyL.

Basados en estas caracteristicas de la funcion de probabilidad obtenida en la especificacion

del modelo probabilistico, tenemos la siguiente proposicion.

PROPOSICION 1: La ecuacion (1) obtenida a partir de la copula C describe al conjunto

de planes factibles de produccion, por lo que podemos derivar la FPL y la FT como sigue:

a) La FPL se obtiene eligiendo valores especificos para el conjunto de parametros @
de C vy fijando un valor P, de la probabilidad T(a,b,Y) a un nivel de producto
dado.

b) La FT se obtiene eligiendo valores especificos de los parametros @ de C, fijando el
valor de la densidad marginal del producto en W=1y fijando la probabilidad P; de
la distribucion asociada T'(a,b) = C(U(a),V(b),1) a un nivel dado de eficiencia

en la produccion.
PRUEBA: Vea apéndice A.1.

Note que aunque la FPL y la FT son derivadas de la misma especificacion probabilistica de
nuestro modelo, es decir, suponemos que los datos de ambas funciones tienen en principio
un mismo mecanismo generador de informacion, esta relacién se puede modificar si se
cambia la especificacion de las innovaciones tecnoldgicas con la variable producto, las
distribuciones marginales o la relacion entre las innovaciones mismas con los insumos de la

produccion.
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Una justificacion alternativa de este resultado se da en Sanchez y Mérquez (2015), en el
cual se comprueba la dualidad entre la funcion de densidad conjunta de las variables
utilizadas para la modelacion empirica y la funcion de transformacién de la empresa, la
cual describe al conjunto factible de produccién y de la cual se pueden obtener la funcion

de produccion local y la frontera tecnologica.

Note también que los correspondientes valores @,pr Y @7 de los parametros de estas
funciones pueden no coincidir (Basu y Weil, 1998) dado que dependen de los valores
obtenidos de los pardmetros de sus distribuciones T(a,b,Y;0.pr) y T(a,b;Orp). Para
nuestro modelo inicial haremos el supuesto adicional de que estos valores coinciden, es

decir, O,pr = O = O, aunque, este supuesto se puede omitir.

Ahora, en el caso especial en el que la copula y la distribucién marginal del producto sean
funciones invertibles, dada la proposicion 1, podemos identificar a la funcion de produccion

local y a la frontera tecnoldgica a partir de la distribucion conjunta.
Entonces, podemos obtener a la funcién de produccion local como:
(2) Y = Wy (Cpt(U(a, L; 6,),V (b, K; 6,),0), Py; 0y) ;

donde Cyt y Wyt son las transformaciones inversas de la copula C respecto a W y Y
respectivamente y cuya correcta especificacion se obtiene si Cy, y Wy son estrictamente

mondtonas.

Por otro lado, tomando W =1 vy fijando la probabilidad P(a; > a,b; > b) = P;,

obtenemos la frontera tecnol6gica dada por:
(3) H(a,b) = g(Cap(U(a: 6,),V(b; 6p),0), Py).

Asi, vamos a suponer que el nivel de produccion de la empresa depende de las funciones
U(a;0,) y V(b; 0,), las cuales modelan la escasez de las innovaciones y exhiben un

crecimiento exponencial como en Kortum (1997); Jones (2005); y Growiec (2006 y 2013),
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por lo que las familias de parametros 6, y ©, estan asociados a la disponibilidad de las
innovaciones tecnologicas (su escasez) y la familia de pardmetros @ que determinan la
forma de la funcién de produccion y la frontera tecnoldgica, asi estd relacionada con la

sustituibilidad o las posibilidades de complementariedad entre ellas.

Hasta aqui hemos concluido con el proceso de identificacion de nuestro modelo estadistico
con el teorico-econdmico y hemos descrito la relacion de los pardmetros y formas

funcionales con el proceso de produccion de una empresa en nuestra economia.

Ahora vamos por ultimo a obtener el modelo de funcién de produccién global (FPG)
siguiendo los planteamientos en Jones (2005), Caselli y Coleman (2006), Growiec (2006 y
2017) y Sanchez y Marquez (2015), asumiendo homogeneidad entre las empresas y
auxiliandonos del Teorema de la Envolvente. Vamos a suponer que nuestra empresa €s
competitiva y que se comporta como maximizadora del beneficio, por lo que esta enfocada
en resolver el problema del productor, el cual consiste en maximizar, respecto a las
variables de las innovaciones, la produccion dada por la ecuacién (2) sujeto a la condicién
(3) que delimita al conjunto sobre el cual podemos decidir, como en Jones y Manuelli
(1990).

Asi, podemos obtener la FPG que caracteriza a la produccion en nuestra economia
simplemente resolviendo este problema y sustituyendo las soluciones en la funcién de
produccién local. Por lo que, formalmente definimos el problema de eleccién de la
tecnologia dptima de la empresa, que consiste en elegir de entre las innovaciones
disponibles el par tecnoldgico (a*, b*) para la j-ésima empresa, que nos permite maximizar
la cantidad de producto Y* que puede elaborar dados fijos los valores de los insumos

trabajo L y capital K.

DEFINICION 14: Si la copula empleada en la especificacion probabilistica del modelo y
la distribucién marginal del producto son funciones invertibles, entonces el problema de

eleccion de la tecnologia de una empresa que nos permite obtener la FPG esta definido por:
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(4) I’lg%X Y = WY_l(C]/Tll(U(ai L)' V(b' K)' @)'Po),

sujeto a g(Cyp(U(a),V(b),0),P;) = N.

Las soluciones al sistema (4) nos dan diversas formas cerradas de las funciones de
produccién global, dependiendo de la cdpula y las distribuciones marginales que usemos en
nuestra modelacion, asi como del valor del conjunto de pardmetros © que obtengamos para

el modelo.

PROPOSICION 2: Dados los supuestos 1y 2, el problema de optimizacion del productor
(5) tiene una Unica solucion si y sélo si la FPL y la FT son tangentes en el punto
[a*(U(L),V(K),©), b*(U(L),V(K),®)], lo cual puede ocurrir sélo si la FPL es convexa y
la FT céncava o si la FPL es mas convexa que la FT.

Asi, obtenemos la FPG dada por Y*=Y*(L,K,N,0,U(a* L),V(b*, K)), cuya forma
funcional y elasticidad de sustitucién ¢ = a(0,U(a* L),V(b*,K)) estdn determinadas
por el conjunto de parametros de la copula @ y las distribuciones marginales para valores
dadosde Ly K.

Finalmente, el conjunto de pardmetros @ determina también el grado de dependencia
estocastica entre a;, b; y Y;; el cual puede ser representado mediante una medida de

asociacion u = u(0).
PRUEBA: Vea Apéndice A.1.

Una de las implicaciones de la proposicion 2 es que el conjunto de parametros @ y las
formas funcionales de las distribuciones marginales constituyen el vinculo entre los

modelos econdémico y estadistico de la funcion de produccion.

En el siguiente corolario, se describe el caso donde la copula usada para la construccion del
modelo de produccion depende Unicamente de un sélo parametro 8. Asi, en este modelo

particular, dadas las distribuciones marginales de las variables aleatorias consideradas, la
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medida de dependencia u = u(8) es Unicamente determinada por el valor del parametro 6,
el cual desde el punto de vista microecondmico, determina el valor de la elasticidad de

sustitucion o de la funcién de produccion de la economia.

COROLARIO 1: Basados en la proposicion 2, sea C un a copula que depende
exclusivamente de un uUnico parametro de dependencia 8. Entonces & determina al
parametro de sustituibilidad de la FPG que se obtiene de resolver el problema del
productor y constituye el vinculo entre la elasticidad de sustitucion ¢ = a(6) y la medida

de dependencia estocastica u = u(6) como sigue:

a) o =o(m™1(n)), donde u =m(6);
b) u=u(n"(s)), donde o = n(0).

PRUEBA: Vea Apéndice A.1.

Note que es este caso, si la funcién de produccion tiene una forma funcional determinada
por la copula C con las caracteristicas del Corolario 1, entonces las ecuaciones dadas en (a)
y (b) representan la identificacion de nuestros dos modelos, es decir, estas funciones son el
puente entre el modelo estadistico y el teorico-econdmico.

Ahora, siguiendo la agregacion clasica en la economia e interpretando a la funcion de
produccion local Y; como la produccion individual para una j-ésima empresa dada la i-
ésima técnica de produccién, la cual quiere maximizar su funcion de beneficio asociado ;,
entonces la siguiente proposicidén garantiza que si cada una de estas maximizaciones es
realizada de manera simultanea, entonces se maximiza el beneficio global, el cual es el

objetivo final del proceso de optimizacion.

PROPOSICION 3: Sea (Y, ) un par de produccion y beneficio para la j-ésima empresa
en una economia competitiva, dada la i-ésima técnica. Entonces, si cada empresa de esta
economia con funcion de produccion local Y = Wy (Cpt(U(a, L),V (b,K),0),Py) Yy

frontera tecnoldgica H(a,b) = g(C,p(U(a),V(b),0), P;) maximiza su produccion
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eligiendo al par tecnoldgico 6ptimo (a*,b™) y si J es un conjunto a lo sumo numerable,
entonces el beneficio 6ptimo méaximo en la economia se obtiene agregando los valores

Optimos de los beneficios de las J empresas.
PRUEBA: Vea Apéndice A.1.

Note entonces que, la interpretacion de este resultado seria que la solucidn a este problema,
conocida como la funcién de produccion global, caracteriza en general la produccion de
cualquier empresa maximizadora del beneficio representativa de nuestro modelo, por lo que

basta con caracterizar a esta funcién para caracterizar la produccién en toda la economia.
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3.3 Especificacion de un Modelo de Produccion con Innovaciones Pareto y Copula
Producto-Clayton

Ahora vamos a hacer nuestra especificacion del modelo estadistico siguiendo los pasos de
la seccion anterior y basados en el enfoque de reduccion probabilistica de Spanos (1986,
1999), por lo que especificaremos primero el modelo probabilistico de nuestros vectores

aleatorios y después el modelo muestral.

Asi, para especificar el modelo probabilistico tomando en cuenta la evidencia empirica en
Kortum (1997), Acemoglu (2003), Jones (2005) y Caselli y Coleman (2006) y Sanchez y
Marquez (2015), vamos a suponer que las variables aleatorias de innovacién de capital y

trabajo y la del producto tienen distribuciones Pareto, por lo que suponemos que sus

a

-
distribuciones marginales estan dadas por F, (a) = P(a; <a) =1- (y—) , Fp,(b) =

_ﬁ —
P(b;<b)=1- (yib) y Fr, () =P{;<Y)=1- (1) " donde los parametros

Yy

cumplenque 0<y,<a, 0<y, <b,0<yy <Y, a>0, £>0,yn>0.

Ahora, basados en la evidencia empirica expuesta en el capitulo anterior en Caselli y
Coleman (2006) y Aoyama (2010), junto con los trabajos de Growiec (2006, 2017) y
Sanchez y Mérquez (2013, 2015), vamos a suponer que la estructura probabilistica de
nuestro modelo estd dado por una cépula Producto-Clayton, es decir, suponemos que las
innovaciones tecnoldgicas que ahorran capital y trabajo estan correlacionadas y que su
comportamiento probabilistico, junto con el de la produccion, estd descrito por una

distribucion construida a partir de la copula Producto-Clayton trivariada y dada por

(5) cU,V,W)=Ww max{[U‘9+V‘9 - 1]‘%, 0}
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donde el parametro de dependencia 8 toma valores en el intervalo [—1, ].® Considerando

solo el soporte de la copula (4) esta puede ser reescrita como

(6) cUVv,wW)y=wl[u-9+v-"°— 1]'%.

La variable U de la copula no es més que la distribucion marginal de una transformacion
monotona de la variable a;, la variable V' de una transformacion de b; y W de una

transformacion de ;.

Ademas, siguiendo los pasos de la seccion anterior, marginalizamos respecto a W en la
ecuacion (6), obteniendo la distribucion que describe el comportamiento conjunto de a; y

b; dada por la copula Clayton

(7 Cop(U,V)=CU,V,1)=[U+V0 - 1]_%.

Asi, el comportamiento estocastico conjunto de estas variables no solo esta descrito a través
de la copula trivariada (6), de su cépula marginalizada (7) y su parametro 6, sino de su

comportamiento estocastico individual dada por sus distribuciones marginales U,V y W.

. . . . . . 1 1
Introduciendo las distribuciones marginales de las transformaciones Z; = = Z, = - Y
i i

Z; =-Y;, en la cépula (6) (como en el lema 1 de la seccion anterior) obtenemos la
probabilidad conjunta que va a identificar la relacién entre las innovaciones y el producto y

que esta dada por:

1 1 Y\ 0 0 1
P (ai >—,b;>-,Y; > Y) = (—) [(ay,)=% + (by,) % — 1] ©.
a b Yy

3 para obtener esta copula trivariada, introducimos las copulas producto C,, (U, W) = UW y Cpyy (V, W) =

1
VW, y la copula Clayton, C,,(U,V) = max {[U‘e +V—1]°, O} en la férmula de truncamiento

Cy(U W) Cpy(V,W
C(U,V,W)=WCab(aY(W )' bY(W )>’

la cual da como resultado una nueva cépula trivariada a la que llamaremos Producto-Clayton.
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De igual manera, siguiendo los pasos de la seccion anterior, tomando ahora las
transformaciones Z; =-a; y Z, =-b;, y sustituyendo sus distribuciones en la copula
Clayton (7), obtenemos la probabilidad que describe el comportamiento de las innovaciones
asequibles para la empresa, la cual esta dada por:

1

pac>an>n = ()2 +(2) -]

Formalmente, el siguiente lema que especifica este resultado.

LEMA 4: Basados en el supuesto 2 y la proposicién 2, suponiendo que la funcion de
produccion y la frontera tecnologica de nuestra economia se pueden describir mediante las
copulas de las ecuaciones 6 y 7, usando el Teorema de Sklar se obtiene la probabilidad

asociada a la FPL

1 1 Y\ 1
(8) P(Yi>Y,a>2b>3) = (—) [(a@) ™ + ()0 —1]7 7%,
a b Yy
y la probabilidad asociada a la FT
anad  pF0 1
©) P(a;> a,b, > b) = [(—) +(—) —1l ,
Ya Vb

donde —1 <6 < oo.
PRUEBA: Vea Apéndice A.2.

La ecuacion (8) se usa para la obtencion de la FPL ya que describe el comportamiento de
dependencia conjunta entre las innovaciones tecnologicas y el producto y exhibe una
relacion positiva entre las innovaciones y el producto, en tanto que la (9) nos describe

unicamente las posibilidades de combinacion entre los dos tipos de innovacion tecnolégica,
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mostrando a la vez una relacion de complementariedad entre ellas, por lo que se ocupa para
obtener la FT.

Note que para deducir la densidad conjunta de nuestras variables, esta expresion la

podemos reescribir como la distribucion conjunta de las variables aleatorias auxiliares

Z, = 2, Z, = % y Z5; =-Y;, de la siguiente forma

ai

1 1 11
P (al- > E,bi > Y > Y) =F (E’E; —Y) = C[Uz (@), Vg, (B), Wz, (V)]

Asi, la densidad conjunta escrita en términos de las variables auxiliares anteriores esta dada

por la expresion:

1
3 -6 -0 _ 1106
— ( Y) = ’ [W[U i 1] l 0Uz, OV, OWy,
(210,221, 230) = f a;’b;’ L) = ou av ow 0Z, 0Z, 0Z5'

1+260

la cual, definiendo h(a,b) = [a=* + b=P% — 1] @ | se reduce a la funcion de densidad
conjunta de las variables aleatorias del modelo, que es la forma méas acabada de la

especificacion probabilistica de nuestro modelo y esta dada por
f (211,720, 250) = aBnB?(1 + 6)h(a;, b)a, 2 0+ =ap PO 17F yly =01,

Ahora, para la especificacion del modelo muestral, dada la evidencia empirica siguiendo el
trabajo de Aoyama (2010), Jones (2005), Growiec (2006) y Sanchez y Marquez (2013,
2015), vamos a suponer que estas variables constituyen una muestra independiente e
idénticamente distribuida aleatoria {Z,}/=1 = {(Z1x, Z2k, Z31) }h=1, €S decir, son
independientes entre si y presentan homogeneidad entre ellos (las distribuciones y sus
parametros se mantienen al pasar de un vector a otro), por lo que la funcion de

verosimilitud esta dada por la ecuacion:
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LCOO|Zy=2,) = HP(Zk = z|0) = Hf(zk|9),
k=1 k=1

donde para cada valor k, el vector z, = (zix, Z2k, Z3;) €S una realizacion del vector

aleatorio Zy, = (Z1x, Zox, Z31)-

Asi, tomando logaritmos tenemos

log[£(0 | Zi = 2)] = ) log[f (2l0)] = ) loglf Gas zoto Z3l ]

Finalmente, podemos obtener los valores de los pardmetros del modelo maximizando la
funcion de verosimilitud que resulta de sustituir la funcion de densidad f(zy;, 25, z3;) de

nuestra especificacion probabilistica

m

1+2
log[L(0)] = Z [loy{aﬁnez(l +0)] - "

i=1

6
log[(aya)=®® + (by,)~F° — 1]

+ log [a2a9+1—ab2B9+1—B y;ly—n—l]

Por otra parte, una vez que estimamos los valores de los parametros de nuestro modelo y
establecemos una prueba de correcta especificacién, la cual depende de la forma funcional
de las distribuciones marginales y la conjunta, asi como de los valores de los parametros del
modelo. Ejemplos de este tipo de pruebas son las pruebas de independencia, homogeneidad

y distribucién de nuestro modelo.

Asi, si nuestra especificacion estadistica no pasa la prueba entonces regresamos a re-
especificar nuestro modelo, ya sea cambiando las marginales de nuestro modelo, la cépula
que captura su comportamiento conjunto, la dependencia de las muestras aleatorias, la
homogeneidad entre las distribuciones de los vectores aleatorios 0 dos 0 mas de estas cosas

al mismo tiempo, de acuerdo a la evidencia empirica, siguiendo con una nueva estimacién
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de los parametros y una prueba de correcta especificacion. Se repiten estos pasos las veces

que sea necesario.

En el caso de que la especificacion estadistica de nuestro modelos sea adecuada,
procedemos a identificar el modelo de produccién que queremos estimar, tanto con las
formas funcionales como con la identificacion de parametros del mundo probabilistico
como del econdmico. Asi, siguiendo los pasos del apartado anterior, podemos determinar la
FPL fijando el nivel de isoprobabilidad F(a,b,Y) = P, dado un nivel eficiente de
produccion en el espacio (a, b,Y), y similarmente se determina la FT del modelo reducido
fijando una curva de isoprobabilidad F(a,b) = P;, en el espacio (a,b) dado un nivel

eficiente de produccién.

LEMA 5: Basados en el lema 4 vy fijando las probabilidades (8) y (9). Si sustituimos los

valores y; % = y;*(1+ L) y v, #° = y.?°(1 + K~9) en la curva de isoprobabilidad

asociada a (7) y ajustamos el tamafio de las variables y pardmetros de tal forma que

(ay,)~* + (byx)~#° = 1, obtenemos la FPL dada por

(10) Y = A [(ayL)_aeL_g +(by,) " 91(—9]_5.

Por otra parte, usando la curva de isoprobabilidad asociada a (8), la FT esta descrita por

(11) H(a,b) = (i)ae + (3)ﬂ6 =N,

Ya Yb

donde (ay;)™*® > 0, (byx)™P% > 0,4 = 22> 0, v=%>0, N=P%+1>0y-1<6< oo,
0

PRUEBA: Vea Apéndice A.2.
Las definiciones para y; “° y yb_ﬁe y la condicion (ay,)~%% + (byx)~#? = 1 son identidades

necesarias para mapear la funcion de probabilidad conjunta en la FPL CES, dotando asi de

microfundamentos al modelo. Los parametros que dan forma al modelo son los de las
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distribuciones marginales a y 8, y el parametro 6 que determina la dependencia de la

copula.

Note que la FPL es una version generalizada de la funcion CES, la cual permite definir
retornos constantes a escala si v = 1, pero también obtenemos retornos crecientes si v > 1
y decrecientes en el caso v < 1 (las funciones con retornos decrecientes estan asociadas a
distribuciones de la produccion con colas més pesadas para Y), ademas de incluir relaciones
potenciales no lineales (en contraste con los modelos tradicionales de crecimiento) entre las

innovaciones de trabajo y capital y los niveles de L y K respectivamente.

Por otro lado, observe que el pardmetro de dependencia 6 de la copula se puede interpretar
como el pardmetro de sustituibilidad que determina la curvatura de la FPL CES,
constituyéndose asi como un enlace entre las cépulas (6) y (7), definidas en el espacio de
probabilidad (Q,F,P), y las funciones real valuadas de la teoria econémica FPL y FT

descritas en las ecuaciones (10) y (11) respectivamente.

En este sentido, una medida de dependencia estocastica esta dada por la Tao de Kendall,
cuyo valor para la copula Producto-Clayton esta dado por

0

12 =
(12) fe=912

, con —1<7.<1,

y la elasticidad de sustitucion oy, (como funcion de 6) para nuestra funcién de produccién

generalizada CES esta dada por

13 Ox; = —— , con 0 <oy < o004
(13) KL= 11 g KL
4 Estas formulas se deducen facilmente usando las formulas T.=1+4 fol %, tomada de Nelsen (2006)

-1
dLTl[TMSTL_K]>

a(z)

y de la definicion de elasticidad de sustitucion o = (
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Estas dos ecuaciones nos muestran una relacion inversa entre la elasticidad de sustitucion
de la FPL y la medida de dependencia estadistica entre las variables aleatorias del modelo,
dada en este caso por la Tao de Kendall. Cuando las innovaciones tecnoldgicas estan
positivamente correlacionadas, es decir, cuandoa; y b; son complementos netos, un
incremento en el nivel del factor de innovacidn del trabajo a; esta asociado a un incremento
en el factor de innovacién del capital b;. En el caso contrario estos factores son sustitutos
netos y su correlacion se dan de manera inversa. Esta relacion se describe graficamente en

la figura I, donde graficamos la relacion entre estos dos parametros.

Figura I: Elasticidad de sustitucion y Tao de Kendall.
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Graficas de la elasticidad de substitucion (o) versus el parametro de sustituibilidad (0) a la izquierda y de la

Tao de Kendall (z,) versus el pardmetro de sustituibilidad (8) a la derecha.

Note que las ecuaciones anteriores describen las relaciones entre los parametros del modelo
estadistico con los del modelo teorico-econdémico, lo cual si lo juntamos con la
identificacion de las funciones de produccion local y frontera tecnoldgica, completa nuestro
proceso de identificacion entre estos modelos.

Entonces, a través del valor de la medida de dependencia 7. entre las variables podemos
determinar los valores del parametro de sustituibilidad y de la elasticidad de sustitucion

asociados a la funcién de produccién CES. Asi, cambios en la dependencia se traducen de
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manera directa en cambios en la sustituibilidad, y de manera inversa en cambios en la

elasticidad de sustitucion.

Ademas, note que para ciertos valores especificos del parametro de dependencia podemos
obtener los distintos modelos de produccion local y fronteras tecnoldgicas planteadas en la

literatura, lo cual se describe en el siguiente lema.

LEMA 6: Bajo los supuestos del modelo microfundado CES de produccion, se cumple:

a) Para el valor de la medida de dependencia t = 0, se tiene el valor del parametro de
sustituibilidad & = 0. La cépula que corresponde a este modelo es la producto, dada
por C(U,V,W) = UVW. En este caso, la elasticidad de sustitucion es ¢ = 1, la cual

corresponde a la FPL que es del tipo Cobb-Douglas y tiene la forma
Y = AL*KFY, donde A =¥ [ay,]™ [byk]® yv = %
0

Ademas, la copula marginalizada cuando W = 1 esta dada por C, ,(U,V) = UV, ysu

FT correspondiente es
H(a,b) = a®b? = N, donde N = yc‘{‘ylfPl.

b) Si el valor de la medida de dependencia es 7 =1, el valor del parametro de
sustituibilidad 6 converge a infinito y la copula que corresponde a este modelo es la
producto-Cota Superior de Frechet-Hoeffding dada por C(U,V,W) = Wmin{U,V}.
En este caso, la elasticidad de sustitucion es ¢ = 0, la cual corresponde con la FPL de

Leontief de la forma

¥ = Almin{(ay,)%L, (byx)PK}]", donde A = ZT?

Ademas, la copula marginalizada cuando W =1 esta dada por C,,(U,V) =

min{U,V}, cuya FT correspondiente es de la forma
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H(a,b) = min{yﬁ‘a‘“, fb‘ﬁ} = N donde N = P,.

¢) Cuando la medida de dependencia es T = —1, el parametro de sustituibilidad toma el
valor 8 = —1 y la copula que corresponde a este modelo es la producto-Cota Inferior
de Frechét-Hoeffding dada por C(U,V,W) = Wmax{U +V — 1,0}. En este caso, la
elasticidad de sustitucion toma el valor o = oo, la cual corresponde a la FPL de

sustitutos perfectos de la forma
¥ = Al(@) L + (by)fK]” donde A =250 y v = %
0

Ademas, la copula marginalizada cuando W =1 esta dada por C,,(U,V) =
max{U +V — 1,0}, cuya FT correspondiente es de la forma
-1
b

H(a, b) = [(%)_a + (ﬁ)_ﬁ] = N donde N = [P, + 1]

PRUEBA: Vea Apéndice A.2.

Una vez que terminamos el proceso de identificacion de nuestro modelo teorico-
econdémico, podemos ahora utilizarlo para hacer inferencia sobre algunos aspectos que nos
interesa ya en el campo de la teoria econémica. En nuestro caso continuaremos con la
modelacion de una empresa competitiva que se comporte de manera maximizadora del
beneficio. Asi, siguiendo con los pasos del modelo base, el problema de eleccion

tecnoldgica de la empresa en el caso general de la funcién CES esta dado por

v
max Y = A[(y,a)" L% + (y,b) POk 9] ¥,
a,
0 0
sujeroa (£) +(2)" = w.

Para resolverlo, planteamos el operador lagrangeano del problema y obtenemos el méximo

de la funcion bivariada, cuyos resultados se plantean en la siguiente proposicién.
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PROPOSICION 4: Los resultados de resolver el problema de eleccion de tecnologia con

funcion de produccion CES son:

1
ab Bo
yLocang@LeKeN yLaengeLeKeN

* b* =N

a = Yy
y£9(1+L9)K9+yf"L9 /(1+L9)(1+K9) ylffe /(1+L9)(1+K9)+y£‘9L9(1+K9)

Luego, sustituyendo estos valores 6ptimos en la FPL, obtenemos la FPG dada por:

2v

v =
(13) Y* = AN® [y;'w 1+ 19179 +y P01+ KHK“’] 9.
PUEBA: Vea Apéndice A.2.

Note que esta funcion no es propiamente una funcion de produccion global CES, aunque
tiene una forma funcional y propiedades parecidas, ademas puede ser aproximada por la

siguiente funcion de produccion cuando 6 > 0 y para valores grandes de L y K°

2v
L L e
(14) Y* = ANO [y;“ L2+y,"K 2] )
1 1
0 a0 o 1se
«6. o .2 |ab ab, BO,.,> |BE
. . NK2 " NL2
con valores respectivos a* = [tk ——f y p* = | X e |
vEOLZ+yR K2 vEOLz 4y K2

Del mismo modo, para el caso en que —1 < 8 < 0, se tiene que

2v
(15) v* = ANB|y @0 [0 4 ~FOg-6] T
- yL VK ’
1 1
. Y0y B0 N9k b Y0y B0 N 1907 BO
con valores respectivos a* = [BGK—ae] * = [ﬂg’{—ae]
v KO+yfoLe v KO+yfoLe

En el siguiente lema, la forma de la FPG est4 determinada Gnicamente por los valores del

parametro de dependencia @, los cuales se toman de acuerdo al lema 6.
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PROPOSICION 5: Bajo los supuestos del lema 6, asumiendo el planteamiento del

problema de eleccién de la tecnologia para la produccion, dadas la FPL y la FT para los

diferentes valores del parametro 6, tenemos que;

a) Si 6 =0, la solucién al problema del productor es una FPG del tipo Cobb-Douglas y

esta dada por
Y* = A*L*YKPY, donde A* = gyL“VyKﬁVNV.
0

b) Si & = oo, la solucion al problema del productor es una FPG del tipo Leontief dada

por

Y* = A*[min{ yL,yE K}]?¥ donde A* = Z—EN".
0

c) Si 8 =—1, la solucion al problema del productor es una FPG del tipo sustitutos

perfectos y esta dada por

2v

' =ANY [y& A+ DL+ v A+ K|

donde esta funcion se reduce, para valores grandes de L y K, a la forma
B 2v
y* = ANV[yf‘L + v K] ,

la cual es una transformacion monétona de una funcion de sustitutos perfectos.
PRUEBA: Vea Apéndice A.2.

Note que hemos obtenido la forma funcional general de la funcion de produccion global de
nuestro modelo, del cual pueden obtenerse los otros modelos considerados en la teoria
econdmica cuando el pardmetro de sustitucion entre las innovaciones toma los valores cero,

menos uno e infinito respectivamente.
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3.4 Comentarios Generales

En este capitulo construimos el modelo general de la funcion de produccion con
innovaciones tecnoldgicas de una economia partiendo de las caracteristicas de los datos de
nuestro modelo. Ademas, ejemplificamos esta modelacién con un modelo basado en la
evidencia empirica y los trabajos anteriores, donde las innovaciones tienen distribucion
marginal Pareto y su distribucion conjunta esta descrita por la copula Producto-Clayton,
por lo que el comportamiento estocéstico de nuestras variables permite identificar al
modelo probabilistico que lo describe con el modelo de produccién con innovaciones de
nuestra economia, identificando ademas los parametros probabilisticos de dependencia y de
cola pesada de sus variables aleatorias con los parametros de sustituibilidad y elasticidad de

sustitucion, asi como de escases del modelo econdmico respectivamente.

Obtuvimos asi un modelo con funcién de produccion CES generalizada y frontera
tecnoldgica como en Growiec (2006) y Sanchez y Marquez (2013), lo que nos llevo a un
modelo de funcién de produccion global del tipo CES. Ademas, suponiendo ciertos valores
especificos del pardmetro de sustituibilidad de nuestro modelo obtuvimos los demas

modelos de produccion de la literatura, el Cobb-Douglas, Leontief y Sustitutos Perfectos.

Asi, la FPL permite definir retornos constantes a escala si v = 1, pero también obtenemos
retornos crecientes si v > 1 y decrecientes en el caso v < 1 (las funciones con retornos
decrecientes estan asociadas a distribuciones de la produccidn con colas mas pesadas para
Y), ademas de incluir relaciones potenciales no lineales (en contraste con los modelos
tradicionales de crecimiento) entre las innovaciones de trabajo y capital y los niveles de L y

K respectivamente.

También, cambios en la dependencia se traducen de manera directa en cambios en la
sustituibilidad, y de manera inversa en cambios en la elasticidad de sustitucion. Asi, este
modelo resulta ser tan general que se pueden obtener los casos particulares de modelos en
los que nos hemos basado y todos los modelos clésicos de la literatura econdémica a partir

de él, permitiendo ademds innovar en la utilizacién y obtencion de nuevas formas
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funcionales de la produccion de acuerdo a las caracteristicas de los datos y el modelo

estadistico que mejor se ajunte a la evidencia empirica.

Por un lado, nuestro modelo de origen completamente estocastico determina la forma de la
funcion de produccidon y la frontera tecnoldgica, por lo que consecuentemente determina
también la funcion de produccion global agregando el supuesto de que nuestra empresa se
comporta como maximizadora del beneficio y suponiendo homogeneidad e independencia

en nuestra especificacion muestral.

Por dltimo, es importante mencionar que el modelo permite incluir varias variables que han
sido omitidas u obviadas por la literatura, como el capital humano y las variables de
innovaciones verdes, pero ademas incluso permite incluir diferentes tipos de dependencia

entre ellas y formas funcionales de acuerdo a la naturaleza de los datos del modelo.
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CAPITULO 4: MODELO EMPIRICO DE PRODUCCION CON INNOVACIONES
TECNOLOGICAS VERDES

4.1 Introduccion

En esta seccion utilizaremos de manera empirica las herramientas que hemos desarrollado
para modelar el comportamiento de la produccion en el sector de alta tecnologia en la
economia de EEUU que desarrolla y utiliza innovaciones tecnoldgicas verdes, las cuales
incluyen a las que contribuyen a mejorar la calidad del medio ambiente, la conservacion de
la energia, el desarrollo de recursos de energia renovable o la reduccién de los gases de
efecto invernadero de acuerdo a la clasificacion de la Oficina de Patentes y Marcas

Registradas de los EEUU (USTPO por sus siglas en inglés).

Con el fin de ilustrar el alcance de nuestro modelo y ejemplificar los usos que puede tener
esta forma de modelacion estadistica, después de la descripcion de los datos que
utilizaremos, haremos una modelacion de nuestra teoria con datos reales de la economia y
las patentes verdes de EEUU en 2014, finalizando con el proceso de identificacion del

mismo, lo que permite una discusion tedrica a cerca de los resultados de la modelacion.

La diferencia entre nuestro modelo con los desarrollados anteriormente en la literatura, es
que partimos de la especificacion del modelo estadistico construido a partir de la evidencia
empirica que arrojan estos sin hacer supuestos adicionales del comportamiento de los

mismos dado por la teoria econdmica.

Ademas, nuestro modelo captura directamente la interaccion entre las innovaciones verdes
que ahorran capital y las que ahorran trabajo, lo cual es importante para después, en el
proceso de identificacion, describir la dindmica del proceso de produccion con
innovaciones como lo sefiala la evidencia empirica, ya que permite estudiar su interaccion y

hacer inferencia estadistica a cerca del comportamiento del mismo.

Otra de las ventajas de nuestro enfoque es que ademas se pueden obtener formas

funcionales mas generales de la funcion de produccion (o incluso nuevas) que la funcién de
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produccién Cobb-Douglas, la cual, como vimos en el capitulo 1, es empleada comunmente
en este tipo de andlisis y es resultado de pedir que haya independencia entre las variables

analizadas (Sanchez y Marquez 2013).

Con esto en mente, tomamos en cuenta las caracteristicas empiricas de nuestros datos y
seguimos los pasos de nuestro enfoque para aplicar nuestra teoria y obtener finalmente la
funcién de produccion global que modele el comportamiento de la produccion con
innovaciones verdes en el sector de alta tecnologia de la economia de Estados Unidos en
2014, todo esto partiendo de la especificacion probabilistica y muestral que caracteriza a

nuestro modelo estadistico, suponiendo valores dados de las variables de capital y trabajo.

4.2 Descripcion de los Datos

Dada la naturaleza de la modelacion que proponemos en este trabajo, debemos especificar
el tipo de datos que utilizaremos para la modelacién empirica, lo cual va a ser determinante
al tiempo en que tenemos que escoger el método y las distribuciones de nuestros datos. Asi
tenemos que, los datos que usamos al ser de patentes verdes otorgadas por la USTPO en
2014, estos son del tipo seccion cruzada y las usaremos como variables proxy de las
innovaciones tecnoldgicas verdes, tal y como lo hacen con las patentes en la literatura
(Kortum (1956), Jones (2009), Acemoglu (2006)).

La clasificacion que hace la USTPO de las patentes verdes estd dada por las siguientes

categorias:

A) Produccion Alternativa de Energia: la cual considera la energia producida a partir de
residuos agricolas, animales, humanos, de hospitales, industriales o quimicos,
biocombustibles, combustible derivado de la basura, sistemas domesticos de
calentamiento de agua, calefaccion pasiva por espacios, albercas, o celdas,
gasificacién, organismos genéticamente disefiados, geotermias, energia nuclear,

energia solar, energia inercial o energia edlica.
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B)

C)

D)

Conservacion de la Energia: la cual considera vehiculos de energia alternativa e
hibridos, circuitos de rayos catddicos, reduccién de arrastre, ldmparas y vehiculos
eléctricos y dispositivos de carga, almacenamiento y distribucion de la energia,
motores y embarcaciones impulsados por el viento u ondas de agua, construccién de
caminos, sistemas oOpticos y sus elementos, ahorro de desplazamientos (como el

trabajo en casa) y el comercio de emisiones.

Agricultura Ambientalmente Amigable: considera innovaciones como técnicas de
alternativas de riego, uso o reciclaje de desperdicios, fertilizantes alternativos,
conservacion del suelo y del agua, abatimiento de la contaminacion y mejora del

rendimiento.

Purificacion, Remediacién o Proteccion Ambiental: considera innovaciones en
destruccién o contencidn de virus o bacterias nocivas, productos biodegradables,
remediacion del suelo, plantas y plantaciones, recuperacion del exceso de materiales
de procesos o regeneracion del flujo de residuos, reciclaje, limpieza de material
toxico, mejora de chimeneas, captura o secuestro de carbono, limpieza y
remediacién de desastres, confinamiento o destruccion de material contaminante y

el uso de microbios o0 enzimas.

De la misma manera que el caso general, clasificamos a las patentes verdes en dos grupos,

siguiendo a Acemoglu (2003) y Habakkuk (1967), aquellas que reducen los costos por el

uso del insumo trabajo, como las patentes de herramientas, méaquinas, aparatos y tipos

especificos de procesos, las cuales clasificamos como ahorradoras de trabajo, y el resto de

las patentes las clasificamos como ahorradoras de capital.

Sin embargo, aunque en la practica una innovacion en una empresa que ahorra capital

muchas veces va acompariada de otras innovaciones de trabajo y de capital para su

implementacién y viceversa (Growiec, 2006) [piense por ejemplo en el caso de un cambio
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de utilizacion de diésel a energia solar, en el cual se requiere encontrar nuevas formas de
almacenar energia, de capacitacion en el manejo de esta tecnologia por el personal de la
empresa, etc.], dada la complejidad y los costos para la obtencion de patentes, esto no se ve
reflejado directamente en la composicion total de las patentes otorgadas por la USTPO, por
lo que supondremos que este efecto si puede ser observado de manera adecuada en el

nacleo de empresas que tiene innovaciones de ambos tipos.

Asi, dado que queremos capturar el papel de la dependencia entre las innovaciones
ahorradoras de capital y de trabajo en la produccion, vamos a considerar unicamente los
datos de las empresas que obtuvieron patentes verdes de ambos tipos en 2014 para hacer la
aproximacion de los pardmetros de nuestro modelo de produccion con copulas y para su
interpretacion. Note ademas que por la forma de la copula Producto-Clayton que asumimos
en nuestro modelo, los datos de innovacion tecnoldgica son independientes de los de
produccién, por lo que no incluiremos estos ultimos. Una ampliacion de este trabajo seria el
trabajar con funciones copula trivariadas donde todas las variables aleatorias del modelo

estén correlacionadas entre si, como por ejemplo, se podrian utilizar copulas anidadas.

4.3 Caracteristicas probabilisticas de los datos

Las patentes verdes otorgadas por la USTPO en 2014 ascendieron a 7302, de las cuales
6532 fueron ahorradoras de capital y 770 fueron ahorradores de trabajo. Estas patentes
fueron repartidas entre 2876 empresas o inventores, de los cuales 88 obtuvieron patentes

verdes de ambos tipos.

En las siguientes figuras graficamos el nimero de empresas o inventores de patentes verdes
ahorradoras de capital o de trabajo contra las cantidades respectivas de patentes que
obtuvieron (en este caso estamos graficando los datos para el nucleo de empresas que

obtienen patentes de ambos tipos).
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Note que los datos de este nicleo de estas patentes verdes muestran una distribucion
empirica de cola ancha, la cual se puede asociar, como lo hace la evidencia empirica, a la
distribucion Pareto con pardmetro de escala igual a 1 (la linea de aproximacion es del tipo

Potencial).

FIGURA II: Densidades Kernel de las patentes verdes que ahorran capital y trabajo otorgadas por la Oficina
de Patentes y Marcas Registradas de EEUU (USTPO) en 2014.
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Fuente: Elaboracion propia con datos de la USTPO
http://www.uspto.gov/web/offices/ac/ido/oeip/taf/hcounts.htm

La figura I1l muestra un diagrama de dispersion de las patentes de capital y trabajo de cada
una de las empresas del nacleo de las que tienen ambos tipos de patentes, la cual sugiere
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una relacién de dependencia positiva entre estas patentes al tener varias empresas con
niveles altos de ambos tipos, es decir, empresas que tienen un nivel méas alto de algun tipo

de patentes asociado a un nivel relativamente alto de patentes del otro tipo.

FIGURA III: Grafico de dispersion entre las innovaciones verdes ahorradoras de capital y las que

ahorran trabajo otorgadas por la USTPO en 2014.
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Desde el punto de vista empirico, estas graficas sugieren que las patentes ahorradoras de
capital y de trabajo respectivamente, pueden caracterizarse probabilisticamente de manera
adecuada a través de una distribucion conjunta con correlacion positiva y con dos
marginales del tipo Pareto en sus colas, igual que como se obtuvo en Sanchez y Marquez
(2015), donde se graficaron las patentes del nucleo de empresas de alta innovacion
tecnoldgica en EEUU en 2014.

Asi, las copulas que pueden dar un buen ajuste de acuerdo a la distribucion empirica de los
datos son la Clayton y la Gumbel. En nuestro caso utilizaremos la cépula Clayton, la cual
es la que tiene un ajuste mas preciso y nos puede facilitar el proceso de identificacion

llegando a un modelo de produccién conocido, como vimos en el capitulo anterior, de
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acuerdo al procedimiento de Aoyama (2010) y siguiendo los trabajos de Growiec (2006) y
Sanchez y Marquez (2013).

4.5 Especificacion del Modelo

En esta seccidn se describe proceso de especificacion del modelo basados en la evidencia
empirica presentada en la seccion anterior, asi como en Acemoglu (2003), Caselli y
Coleman (2006) y Aoyama (2010), el cual servira de base para la estimacion de los
pardmetros de la funcién de produccion de empresas que emplea innovaciones verdes de
capital y trabajo para mejorar su proceso de produccién. Asi, siguiendo los pasos de la
especificacion del capitulo anterior, para obtener los pardmetros de nuestro modelo de

produccion con innovaciones verdes usando el método de méaxima verosimilitud completa.

Vamos a comenzar especificando el modelo probabilistico de los datos, asi de acuerdo a la

evidencia empirica asumimos que las variables de innovacion de capital y trabajo y la del

-
producto tienen distribuciones Pareto, es decir, Fy (a) =P(a;<a)=1- (yi) :

_ﬁ —_
Fp () = P <h) =1-(2) " y B =PV =1- (L) " donde 0 <y, <

a 0<yp, <h0<yy <Y, a>0, >0,yn>0.

Asi, siguiendo el desarrollo del modelo probabilistico del capitulo anterior y basados en la
evidencia empirica del apartado 4.4, vamos a considerar que la densidad conjunta de las

variables esta descrita por la copula
1
C(U,V,W) =W max {[U‘9+V‘9 —1] 9,0}.
Asi, introduciendo las distribuciones marginales de las transformaciones adecuadas de las

variables aleatorias en la copula (como en el lema 1 de la seccién anterior) obtenemos la

probabilidad de la forma:

1 1 Yy o s -k
P(ai>—,bi>—,Yi>Y)=(—) [(aya)~®® + (by,)7P? —1] ©.
a b Yy
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Note que para deducir la densidad conjunta de nuestras variables, esta expresion la

podemos reescribir como la distribucién conjunta de las variables aleatorias auxiliares

Z, = 2, Z, = % y Z; =-Y;, de la siguiente forma

1 1 11
P (al- > b > Y > Y) =F (E'E‘ —Y) = C[Uz,(a), Vz,(b), W, (V)].

Asi, la densidad conjunta escrita en términos de las variables auxiliares anteriores esta dada

por la expresion:

1

3 -6 -6 _ 1106
( )= Y)-a [W[U P la”zl"’VZz"’WZs
[z 25) = f\ oo =Y ) = aU oV oW 07, 0Z, 075

1+26

la cual, definiendo h(a,b) = [a™*® + b~#% — 1] @, se reduce a la densidad conjunta de
las variables aleatorias del modelo, la cual es la especificacién probabilistica de nuestro

modelo y esta dada por:
f (211, 221, 231) = aBn6?(1 + O)h(ay, b;)a2¥0+1-2p2P0+1F WY

Luego, vamos ahora a especificar el modelo muestral de nuestros datos basados en la
evidencia empirica sobre la distribucion de probabilidad de las patentes verdes (que fungen
como nuestras variables proxy de las innovaciones verdes por lo que dada la evidencia
empirica) siguiendo el trabajo de Aoyama (2010) e inspirados en Jones (2005), Growiec
(2006) y Sanchez y Marquez (2013), vamos a suponer que estas variables constituyen una
muestra  aleatoria  {Z,}r=1 = {(Z1x, Z2k, Z3k) Ik, independiente e idénticamente
distribuida, por lo que podemos obtener los valores de los parametros del modelo

maximizando la funcién de verosimilitud

L0012 =2 = | [P =2l0) =] [ ralo),
k=1 k=1
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donde para cada valor k, el vector z, = (z1x, Z2k, Z3;) €S uUna realizacion del vector

aleatorio Zy, = (Z1x, Zax, Z31)- Asi, tomando logaritmos tenemos

m m
log[£(0 | Z = z)] = ) loglf zl)] = ) loglf (zaes 7o, 210D,
i=1 i=1
Finalmente, ssustituyendo la funcion de densidad f(zy;, z,;, Zz3;) de nuestra especificacion
probabilistica obtenemos la verosimilitud

(16)  log[L(8)] = X%, [log[aﬁn@z(l +6)] — 1+929 log[(aya)~® + (by,) P — 1] +

log[a?e0+1-ap2Bo+1-8 VQY‘"*]].

4.6 Estimacion del Modelo y Prueba de Correcta Especificacion

Una vez planteada la funcién de verosimilitud dada en (16), estimaremos los parametros del
modelo utilizando el Méaxima Verosimilitud Completa (MVC), el cual estima todos los
parametros del modelo en un solo paso, por lo que tiene la ventaja de no necesitar mas
supuestos ni de aplicar algun tratamiento a los datos, por lo que provee de estimaciones
robustas al poder capturar las interrelaciones entre las variables y minimizar la pérdida de

informacion por manejo de los datos.

Note que esta funcién depende de los parametros de las densidades marginales y del
parametro 6 de la copula con la que se obtuvo su distribucion conjunta de nuestras
variables aleatorias, por lo que se deben estimar todos estos parametros en el proceso. Esta
tarea es computacionalmente intensiva a medida que la muestra incrementa su tamafo, por
lo que aunque tiene la ventaja de no necesitar mas supuestos y de poder capturar las
interrelaciones entre las variables y para el tamafio de nuestra muestra el método es

computacionalmente eficiente.
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Para hacer la estimacion empirica del modelo se ocuparon los datos de la USTPO en 2014°
para patentes clasificadas como verdes por la misma organizacion, obteniendo los

resultados resumidos en la siguiente tabla.

TABLA I: Estimacion de los parametros de la funcion de produccion con innovaciones verdes con el

método de maxima verosimilitud completa (MVC).

Parametro Valor estimado
. 1.642
B 0.806
0 1.724
, 0.463
o 0.367

Fuente: Elaboracion propia con datos de la USTPO

http://www.uspto.gov/web/offices/ac/ido/oeip/taf/hcounts.htm

Para validar estos parametros obtenidos con el método de maxima verosimilitud total, se
obtuvieron los valores de los parametros de manera individual y aplicamos la prueba
Kolmogorov-Smirnov suponiendo que las distribuciones que generan los datos son Pareto,
encontrando los valores a = 1.64216 y f = 0.806145 con un valor p igual a 1e-08, con
lo que con estos valores podemos concluir que nuestro método es lo suficientemente
robusto para considerarlo una buena aproximacion al modelo de probabilidad conjunta con
los datos que se tiene. Note que como desde un principio estamos suponiendo
independencia e idéntica distribucidn (supuesto 2) no es necesario realizar estas pruebas
para comprobar la correcta especificacion del modelo completo, sino que nos vamos a

conformar con la prueba descrita anteriormente.

% Agradezco al Mtro. Mario Alejandro Mercado Mendoza por la ayuda que me brindé para la elaboracion de
esta tesis, tanto por sus comentarios, apoyandome con la descarga de los datos de patentes y la elaboracion del
codigo para la estimacion de los pardmetros de esta seccion.
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4.4 Identificacion del Modelo de Produccion con Innovaciones Tecnoldgicas Verdes

Siguiendo las observaciones de las caracteristicas de los datos, observamos que al pasar
nuestro modelo la prueba de correcta especificacion, tenemos evidencia estadistica para
afirmar que este modelo nos da una descripcion adecuada de los datos y sus parametros, por

lo que siguiendo con el proceso de identificacion a partir de la probabilidad

1 1 yy\7" o PR,

P(ai >—,b; >V, > Y) = (—) [(ay,)=% + (by,) ™% — 1] ©.
a b Yy

Asi, siguiendo los pasos del capitulo anterior obtenemos la funcién de produccion local

para empresas con innovaciones verdes dada por:

4
Y =A[pL™% + (1 — @)K~ °] .

Por otra parte, tomando en cuenta que y, =y, = 1, usando la curva de isoprobabilidad

asociada a la FT, ésta relacion viene dada por
H(a,b) = a®® + bP? = N.

Hasta ahora hemos deducido los componentes de nuestro modelo de produccién con
patentes verdes, el cual tiene la virtud de capturar la dindmica del modelo puesta por el
nacleo de empresas que hace innovaciones de ambos tipos, ademas de tener una forma
funcional lo suficientemente general para capturar varios efectos de estas variables en el
modelo. Luego entonces, suponemos que el primer objetivo de una empresa en esta
economia competitiva es resolver el problema encontrar la mejor tecnologia verde a su
alcance, es decir, maximizar su funcién de produccién sujeto a la restriccion dada por la

frontera tecnologica de nuestra empresa.

Los resultados de resolver el problema de eleccion de la tecnologia para una economia con

empresas con funcion de produccion con innovaciones verdes del tipo CES son:
1 1

4 = [ Vi+kON  |*® y b* = [ Ji+l6n e
V1+L9+/1+K8 Vi+L8+/1+k0]
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Sustituyendo estos valores 6ptimos en la FPL, obtenemos la FPG dada por:

v 2y
Y* = ANB[(1+ L9)"V2 + (1 + K9)~/?] 9.

Asi, note que la Funcion de Produccion Global con innovaciones verdes tiene una
estructura parecida a la funcion CES. En particular cuando los valores de los insumos L y K
son grandes, esta funcion se puede aproximar por la funcion CES

v 2v
Y* = ANO[L0/2 4 K~6/2] 0.

Con base en los resultados obtenidos, podemos obtener la identificacion de las funciones
que permiten caracterizar a esta economia, la cual tendria una Funcion de Produccién Local

dada por

Y = A[a—2.83L—1.724 + b—1.389K—1.724—]—ﬁ.

También podemos obtener la funcion que representa la Frontera de Produccién de las

innovaciones verdes, la cual esta dada por
H(a,b) = a*¥ + p138 = N.

Asi, el modelo final que nos daria con los datos obtenidos de la estimacion de la

Funcion de Produccién Global (para valores grandes de K y L) esta dado por:

Y* = AN1.160[L—0.862 + K—0.862]—1.160.

Este es un modelo del tipo CES con elasticidad de sustitucion positiva dada por

o = 0.36 lo cual nos indica que los insumos de nuestro modelo son sustitutos netos.
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4.8 Hallazgos del Modelo

Observamos que las innovaciones en capital y trabajo estan correlacionadas y que su
comportamiento probabilistico, en conjunto con el de la produccién, da lugar a una
aproximacion factible y robusta con la copula Clayton. Ademas, como obtenemos una
elasticidad de sustitucion para nuestro modelo de o < 1, se tiene que nuestra funcion de
produccion tiene curvas isocuantas estrictamente convexas. Por otro lado, note que la
frontera de produccidn resultante tiene exponentes positivos en ambas variables, por lo que
las curvas de nivel de esta funcion son estrictamente concavas, lo que nos habla de que las
innovaciones se comportan como sustitutos netos, es decir, al aumentar la cantidad de uno

disminuye la cantidad del otro y viceversa.

Este comportamiento es el esperado en este tipo de “insumos” pues al invertir una empresa
en la innovacion de un tipo, ya no puede invertir tanto en el otro tipo de innovacion, aunque
es importante sefialar que hay un efecto de arrastre que le hace invertir en ambos tipos de
innovaciones al mismo tiempo. Asi, este tipo de comportamiento de las innovaciones
repercute directamente en las relaciones de los insumos de capital y de trabajo en la funcion
de produccion global, ya que al ser estrictamente convexa, la solucién al problema de
maximizacién del producto dada la Frontera Tecnol6gica tiene un Unico valor, lo que nos

da como resultado una FPG del tipo CES concava.

También, como 6 > 0, entonces las innovaciones pueden verse como sustitutos brutos, es
decir, hay una compensacién entre estas innovaciones y le heredan esta condicion a los

insumos de la produccion de capital y trabajo a través del tiempo.
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CONCLUSIONES

Las conclusiones de este trabajo se pueden resumir citando tres caracteristicas importantes
de este modelo. Por un lado, se demostr6 que siguiendo el método de reduccién
probabilistica se puede obtener modelos més generales que los que se asumen en la teoria
clasica del crecimiento con innovaciones y que modelan de manera consistente este tipo de
fendmenos, ya que se especifica primero el modelo probabilistico basado completamente en
el comportamiento estocastico de los datos, y luego validar la estimacion con una prueba de
correcta especificacion, se procede a hacer el proceso de identificacion con un la teoria
econdmica, por lo que no se presuponen ciertos comportamientos y formas funcionales que
presupone la teoria econdémica, ni tampoco se manipulan los datos para que ajusten a una

especificacion dada.

Por otro lado, al hacer de manera adecuada los pasos del enfoque de reduccion
probabilistica, este enfoque arroja evidencia estadistica sobre el comportamiento de los
datos y el modelo de ajuste de los mismos, por lo cual podemos establecer un vinculo
consistente entre el modelo probabilistico basado en la teoria de copulas (suponiendo que
las innovaciones tiene una distribucion del tipo Pareto) y el modelo muestral con un modelo
de produccion con innovaciones del tipo CES, el cual generaliza a los demas modelos
convencionales microfundados de la produccion como los que plantean Acemoglu (2003),
Jones (2005), Growiec (2006, 2017), Andersson (2008), Boopen (2011), Boztkurt y Akan
(2014) y Sanchez y Marquez (2015). Asi, podemos derivar todos estos modelos a partir de
este modelo, e incluso encontrar nuevas formas funcionales si el comportamiento de los
datos se especifica con distintas combinaciones de cOpulas, distribuciones marginales,

dependencia y homogeneidad muestral.

La tercera caracteristica a destacar de nuestro modelo es que permite contrastar el
comportamiento de los datos reales con los supuestos teéricos que se hace de estos, ya que
al hacer la especificacion del mismo basado en los datos, nuestro modelo no necesita hacer
supuestos sobre el comportamiento de los datos ni presuponer relaciones funcionales para

los mismos. Asi entonces, se pueden especificar modelos que permiten responder a algunas
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de las cuestiones que se hacen en los trabajos de Acemoglu (2003), Jones (2005), Growiec
(2006), y en general en la literatura de la produccion y el crecimiento basado en

innovaciones tecnoldgicas y tecnologias verdes.

Por otra parte, una innovacion que hacemos al enfoque de Spanos (1986,1999) es el usar
copulas para la especificacion de la estructura de dependencia del modelo probabilistico,
debido a lo cual podemos considerar relaciones funcionales mas generales que en los otros
trabajos similares desarrollados hasta el momento, ademéas de que permite de manera
natural incorporar nuevas variables y relaciones causales que se pueden plantear desde la

empirea, asi como combinar variables con diferentes distribuciones marginales.

Ejemplos de estas generalizaciones son el que el modelo considera diferentes tipos de
dependencia entre las variables al contemplar distintas familias de copulas como base para
su especificacion probabilistica, permite obtener funciones de produccién generalizadas e
incluso obtener nuevas, dependiendo del mecanismo generador de informacion que revelen

los datos.

Ademas, el modelo que desarrollamos aqui ejemplifica una forma de hacer inferencia
estadistica de procesos estocasticos con datos econdmicos observacionales, el cual por un
lado, se puede extender para incluir nuevas variables en el proceso, nuevas relaciones
funcionales u otros procesos que influyan en el anélisis, y por otro lado se puede usar para
modelar otros procesos de naturaleza similar a través de este esquema, como el de la

demanda, la aversion al riesgo o el equilibrio general.
Los pasos para obtener un modelo de produccién con este método son los siguientes:

1. Especificar el modelo estadistico que mejor describa el comportamiento de los datos
en dos niveles. Por un lado se especifica la parte probabilistica mediante la eleccion
de las distribuciones marginales y la copula que describa su dependencia. Por otra
parte, se especifica el modelo muestral basados en el comportamiento de las

muestras de datos que obtenemos. Asi, consideraremos que esta especificacion
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captura el comportamiento estocastico de los datos si pasa las pruebas de correcta

especificacion del modelo.

2. Estimar los pardmetros de nuestro modelo probabilistico mediante algin método de
ajuste paramétrico, no paramétrico o semiparamétrico de acuerdo a las

caracteristicas de ajuste de los datos que utilizamos para este modelo.

3. Mediante pruebas de correcta especificacion, verificamos que la especificacion
estadistica de nuestro modelo ajusta de manera adecuada con los datos que
ocupamos. Si nuestro modelo pasa estas pruebas, pasamos a la siguiente etapa, la de
identificacion de nuestro modelo con el modelo teorico-econémico. En caso de que

esto no ocurra, regresamos al paso 1, re-especificando nuestro modelo.

4. Una vez que verificamos la correcta especificacion de nuestro modelo, se realiza la
identificacion de nuestro modelo probabilistico con el modelo teorico-econémico

que describe a nuestro fenémeno de estudio.

Asi, por un lado vemos que se puede explorar la utilizacion de otros tipos de copulas y en
aplicaciones para modelar otros tipos de problemas en la economia, asi como profundizar
en el estudio de la especificacion muestral y las implicaciones de la dependencia y la
heterogeneidad de las muestras, lo cual llena de contenido y aplicaciones a los modelos
pero también representan un reto para la especificacion e identificacion de este tipo de

modelos.

Se deben estudiar méas a fondo los procesos estocasticos y las caracteristicas de los modelos
economeétricos con copulas, plantear las pruebas de correcta especificacion y los criterios
que deben de satisfacer para ser buenos modelos econométricos, lo cual no se desarroll6 en

este trabajo pues no eran parte de sus objetivos.

Estos puntos imponen una agenda de investigacion en si que esta en proceso e involucran

herramientas mas avanzadas como las series de tiempo, los datos panel y el problema de
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causalidad con copulas, pero requiere un analisis méas detallado y el uso de otro tipo de

herramientas estadisticas, distintas a las que aqui desarrollamos.

También debemos resaltar que estos modelos pueden incorporar variables enddgenas y
exogenas al andlisis, las cuales pueden tener comportamientos marginales distintos y
diferentes formas de dependencia; tomar en cuenta diferentes formas funcionales y efectos
que modelan de manera mas realista nuestro fenémeno de estudio como el crecimiento no
exponencial de la poblacion o la curva de Kuznets; ademas de incorporar restricciones de
diferentes tipos como las institucionales, legales o por la disponibilidad de los insumos,

modelos de monopolio, duopolio o cartel.
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APENDICE A: PRUEBAS DEL MODELO

A.1 Pruebas del Modelo General

PRUEBA DE PROPOSICION 1: Basados en la especificacion del modelo y usando el
teorema de Sklar para el caso trivariado, podemos construir una distribucion conjunta
T(a,b,Y) =C(U(a),V(b),W(Y),0) de nuestras variables aleatorias (a;, b;,Y;), con

marginales U, V'y W,y parametro de dependencia ©.

Asi, T(a,b,Y) = C(U(a),V(b),W(Y),®) se puede considerar como una forma reducida
estocastica de la funcién de transformacion aumentada de la empresa, por lo que fijando
la probabilidad T(a,b,Y) = P,, tenemos que C(U(a),V(b),W(Y),O0) = Py, por lo que
podemos despejar (0 deja expresado implicitamente) al producto como funcién de los

insumos y las innovaciones tecnoldgicas como:
Y = Wy (G (U (ha(a), L; ),V (hy (b), K; 6); 0), Po),

donde Cyt y Wyt son las transformaciones inversas de la copula C respecto a Wy Y
respectivamente y cuya correcta especificacion se obtiene si Cy, y W,y son estrictamente

monaotonas.

Ademas, marginalizando respecto de la produccién Y (quitando su informacién de la
distribucion conjunta) obtenemos la probabilidad asociada T'(a,b) = C(U(a),V(b),1) =
P(a; > a,b; > b), luego tomando una curva de isoprobabilidad P(a; > a,b; > b)=P; y

simplificAndola obtenemos la frontera tecnoldgica de nuestro modelo dada por
H(a,b) = g(Cqp(U(a),V(D),0), Py). Q.E.D.

PRUEBA DE PROPOSICION 2: Dados los valores fijos L y K, la FPL y la FT, ambas
estan definidas sobre el plano (a, b). Entonces como se maximiza Y sobre el conjunto de

pares tecnologicos factibles D = {(a,b)|(a,b) < H(a,b)} y la copula es dos creciente
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(compuestas con funciones marginales no decrecientes de a y b), entonces, la FPL es

también dos creciente en D, por lo que debe alcanzar su maximo sobre la FT.

Ademas, cuando la FPL y la FT son tangentes en el punto optimo (a*,b*) el problema del
productor (4) tiene una Unica solucién. Esto solo puede ocurrir si la FPL tiene mayor
convexidad que la FT o si la FPL es convexa y la FT es céncava. Note que las
probabilidades de donde provienen la FPL y la FT, dependen de no solo del conjunto de
parametros de la copula @, sino también de los parametros de las marginales (0,, 0, 6y),
por lo que estas funciones dependen de estas dos familias de pardmetros. Asi, sustituyendo

estos valores optimos en la FPL obtenemos la FPG
Y*=Y*(L,K,N,U(a",L),V(b",K);0,0q,0,,0y).

Luego, tanto el conjunto de parametros de la cépula y las distribuciones marginales (para

valores dados de L y K) le dan forma a Y* y a su elasticidad de substitucion

-1

dLn[TMST, x (U( a*,L),V(b*,K); 0, 0,, 0,)]
K
d(7)

donde TMST, x(U(a*,L),V(b",K);0,0,,0,) es la tasa marginal de sustitucion técnica

o= G(@,U( a*,L),V( b*'K)) =

entre Ly K.

Finalmente, el conjunto de parametros elegido @ determina también el grado de
dependencia estocastica entre a;, b; y Y;; el cual puede ser representado mediante una
medida de asociacion pu = u(0) de la copula (como vimos en el capitulo 1), siempre
podemos definir una medida de asociacion para la copula usada en el modelo (Nelsen,
2006). Q.E.D.

PRUEBA DEL COROLARIO 1: Considere una cépula C determinada por un solo

parametro de dependencia 6. Si u es una medida de dependencia para las variables

aleatorias, entonces dicha medida en general depende del parametro de la copula, por lo
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que se tiene u = m(08) (Nelsen, 2006). Por otra parte, por el teorema 1, se tiene que la
forma de la FPG depende del parametro de sustituibilidad 6, por lo que su elasticidad de
sustitucion o también depende en general de 6, a traves de una relacion, digamos o =

n(6). Luego, si tomamos la inversa de ambas relaciones respecto a 6, podemos obtener:

e Laelasticidad de sustitucion de la FPG ¢ = 6(8(w)) = a(m™(w)).

e Lamedida de dependencia u = u(6(0)) = p(n~*(0)).

Asi, en este caso particular el parametro 6 puede verse como un Puente que relaciona a la
elasticidad de sustitucion (un parametro deterministico de la teoria econémica) con la

medida de dependencia (un concepto estadistico). Q.E.D.

PRUEBA DE LA PROPOSICION 3: Sean a* y b* los niveles Optimos de a y b

respectivamente para la j-ésima empresa de nuestra economia, los cuales se obtienen de

resolver el problema (4). Entonces. El nivel 6ptimo de esta empresa esta dado por
Y* = Wy NG (U(a*, L), V(b*, K), 0), Py).
Luego, usando la FPG Y™ para definir la funcion de beneficio de la j-ésima empresa
T =Wy 1(Cpr(U(a*, L),V (b*,K*),0),Py) —wL — 7K.

Asi, se obtiene el valor éptimo del beneficio usando el teorema de la envolvente, el cual
estd dado por m=Wyi(C,t(U(aY L), V(b K),0),Py)— wL* —rK*. Finalmente,
obtenemos el beneficio total de la economia sumando los beneficios individuales del total

de las empresas de la economia. Q.E.D.
A.2 Pruebas del Modelo de Produccion CES

En esta parte obtenemos las formulas de las distribuciones de las transformaciones de las

variables aleatorias que vamos a ocupar mas adelante.
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Sea ¢; una variable aleatoria con distribucion Pareto, la cual tiene funcién de densidad

dada por f,(c) =p p+1’ donde ¢ = y,. > 0. Luego, si usamos la transformacion Z = —c;,

su densidad esta dada por

d(-2) ve

( Z)p+1’

f2(2) = fo (-2) |

por lo que tenemos que

P(c; >c) =F;(—c) = j_:fz (wW)du = f_:p(_Z—C;pﬂdu = (i>_p.

. e 1 . P
Ahora, si para la transformacion R= —, tenemos que su densidad esta dada por
i

1
d(=
A0 = () 5? — L]

R

— pP..p—1
_pyc rp )

por lo que la probabilidad resultante es

Cc

1 11 , )
P(Ci>z>=P<§> E)zP(R<c)=FR(c)=f pyfuP~tdu =ylcP,
0

1
donde 0 <y, < =
Similarmente, si d; una variable aleaoria con distribucion Weibull, con rangod = y; > 0,

su distribucion esta dada por f,(d) = (;—d)#_1 exp {— (:—d)u}

Asi, usando la transformacion Z = —d; se tiene que

2|5 -G

f2(2) = fa,(= )
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por lo que obtenemos la probabilidad

C

P(c; > c) = F;(—c) = f_:fz (wdu = f_; %(;—:)H_l exp {— (;—:)“} du = e_(%)_p.

-z 1 1
Y ahora, para la transformacion R = = donde 0 <y, < - tenemos que
L

1
1d(;)u1“‘1 1\ 1 _
= - = (— —(— —— | = gy Hpu-1,-Oya)™#
fe(r) = fa, (r) dr Y (ryd) exp{ (ryd) } r? G ¢ ’
por lo que la probabilidad resultante esta dada por
1 1.1 dﬂ——l—(u)‘”
P(di >E)=P<E> E)=P(R <d)=Fr(d) = | pyju e e " du,
0
es decir, tenemos que
P (di > %) = Fp(d) = e~@a™, Q.E.D.

PRUEBA DEL LEMA 4: Primero, para obtener la ecuacion (7), usamos los resultados

del apéndice B.1 para transformaciones de las variables aleatorias Pareto dadas por a; =

1 1 — , ..

—, b; ==y Y, =—Z, vy los sustituimos en la cépula Producto-Clayton (5). Similarmente,
R R

para obtener la ecuacion (8) usamos las transformaciones de las variables aleatorias con

distribucion Pareto dadas por a; = —Zy b; = —Z y la cépula Clayton (6). Q.E.D.
PRUEBA DEL LEMA 5: Fijando la probabilidad Py = P(a; >=,b; >5,%; > Y) en la

n n 1
ecuacion (9) y despejando (yi) , de tiene que (VL) = Pi[(aya)‘“" + (by,) 7P —1] .
Y Y 0

1 _X
Luego, defina y, =y, (1+ L9728 yy, =yx(1+K9) 56, vy substituyendo en la

ecuacion anterior tenemos que:
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1 _1
V=2 layu (1 + L7 @0]7% + by (1+K~0) P47 — 1
Py

= 25 (@)L + by ) PR + (ary) ™ + (by)#? ~ 1] 7, donde v = —.

Finalmente, cambiando la escala de las variables para que (ay;)~%° + (byx) 8% =1,

tenemos que

v
Y = A[(ay,)" L% + (by,) 9K 9] ¥,

donde se tienen los valores A = :—Yv, o= (ay,)™%, y1—¢ = (byg) 5.
0

Ahora, para derivar la FT, primero fijamos la probabilidad P, = P(a; > a,b; > b) en la
ecuacion (10). Asi, simplificandola ecuacion resultante tenemos que
_ /a\ae p\PE g B
H(a b) = (y—) + (E) =P %+1=N. Q.ED.
PRUEBA DEL LEMA 6: Tenemos los siguientes casos para algunos valores especiales

del parametro 8, en los cuales se calculan t y o simplemente sustituyendo los valores de 6

en las formulas (11) y (12) respectivamente.

a) Caso Cobb-Douglas (6 = 0): La copula correspondiente para este caso es la Producto
dada por C(U,V,W) = UVW. Asi, tomando las transformaciones como en el Lema 4,

tenemos la probabilidad

1 1 y\™"
P> V0> 2 b > 5) = C(EENL @ 1) = (=) Gua) (b,

Luego, tomando la curva de isoprobabilidad de valor P, y asumiendo las identidades y, =

yi.LY vy = YK, tenemos que
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Y\
Po= (o) G@oviLn(vhrixe)

Y

y finalmente, definiendo v = %y resolviendo para Y, obtenemos la FPL dada por
Y = g [ayL]av [byK]BvLavKﬁv = ALXVKBV.
0

Por otro lado, marginalizando respecto a la variable Y se obtiene la cépula para la FT
dada por C,,(U,V) =C(U,V,1) = UV, por lo que sustituyendo como en el lema 4,
tenemos la siguiente probabilidad;

-B

P(a; > a,b; > b) = Cop(Fr(—), Fa(=b)) = (yi) (yb_)

Ahora, fijando esta probabilidad a un nivel P, y reduciendo esta ecuacion, tenemos la FT

a., B
H(a, b) = a®bP = N, donde N = y‘;i

1

b) Caso de Funcion de Produccion Leontief (8 — o0): La cdpula (5) converge en este caso
a la Producto-Cota Superior de Frechét-Hoefding C(U,V,W) = Wmin{U,V}. Asi,

tomando las transformaciones de la variable aleatoria como en el lema 4, se tiene que:

P <Yi >Y,a; > %,bi > %) = C(Fz(=Y), Fg(a), Fr(b))

Y -n
_ (y_) min{(y,@)%, (y»b)*}

Y

Luego, tomando una curva de isoprobabilidad a un valor P,, y asumiendo las identidades

dadas por y& = yfL, yf = y,fK, se tiene que

Po= (L) " min{(ay) L, (byi )Pk}
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Finalmente, definiendo v = %y despejando para Y se tiene que

Y = % [min{(ay)*L, (by)PK}]" = Almin{(ay)*L, (by) K]
0

Por otro lado, marginalizando respecto a la variable Y se obtiene la copula para la FT
dada por C,, (U,V) = C(U,V,1) = min{U, V}, por lo que sustituyendo como en el lema 4,

tenemos la siguiente probabilidad;

ax-2 sbh\ P
P(a; > a,b; > b) = Cap(Fr(~a), Fa(=b)) = min {(—) () }
Ya Vb
Ahora, fijando esta probabilidad a un nivel P; y reduciendo esta ecuacion, tenemos la FT

H(a,b) = max {(:—a)a, (—)ﬁ} = N,donde N = P L.

Yb

c) Caso de Funcion de Produccion de Sustituto Perfectos (8 = —1): La copula (5)
converge en este caso a la Producto-Cota Inferior de Frechet-Hoefding, la cual esta4 dada
por C(U,V,W) = Wmax{U + V — 1,0}. Asi, tomando las transformaciones de la variable

aleatoria como en el lema 4, se tiene que:

P (Yl- >Y,a; > %,bi > %) = C(Fr(=Y), Fr(a), Fr (b))
Y -n
= (E) max{(yaa)“ + (ypb)f — 1, 0}.

Luego, tomando una curva de isoprobabilidad a un valor P,, y asumiendo las identidades

1 1
Yo =V.(1+L)e y v, =y (1 + K)B, setiene que

Y\~
Py = (V_> [(ay)“L + (byx)PK + (ay)* + (byk)? —1].
y
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Finalmente, ajustando la escala de los insumos tal que (ay,)* + (byx)? = 1, definiendo

V= %y despejando para Y se tiene que

Y = A(ay)?L + (byx)PK]".

Por otro lado, marginalizando respecto a la variable Y se obtiene la cépula para la FT
dada por C,,(U,V) =C(U,V,1) = Wmax{U +V — 1,0}, por lo que sustituyendo como

en el lema 4, tenemos la siguiente probabilidad;

P(a; > a,b; >b) = Ca_b(FR(—a),FR(—b)) = max {(yﬂ)_“ + ()/%)_B -1, 0}.

Ahora, fijando esta probabilidad a un nivel P; y recordando que cono N indica el tamafio
de la FT, debe haber una relacién positiva de esta con las variables a y b, obtenemos la FT
dada por la ecuacion

-1

-8
+ (i) ] = N, donde N = [P, + 1], Q.E.D.
Yb

H@b) =|(%) "

a

PRUEBA DE LA PROPOSICION 4: Para resolver el problema de la eleccion de la

tecnologia, definimos la funcion lagrangeana

L= Al(ay,) "L + (byi) POk 0] ~ 2 l(;)ae + ( i )Be = Nl.

Luego, combinando las condiciones de primer orden se tiene que

1+41°

bZﬁH —
1+ K°®

2a0

a

Sustituyendo la condicion anterior en la FT y resolviendo para a®®, tenemos que

6
w _ vEoye LPKON
YEOKO(1 + 19) + y2L0\[(1 + LO)(1 + K9)

a
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Similarmente, derivamos la expresion para el valor 6ptimo de b#° dada por

6
po _ vefye L°KON
vEOKO (1 + LO)(1 + KO) + Lo (1 + K?)

Finalmente, sustituyendo estas expresiones en la FPL, obtenemos la FPG dada por
_v v
Y =A' [y;“9 1+ 1L +y P01+ K"K“’] ? donde A' = X No. QE.D.
0

PRUEBA DE LA PROPOSICION 5: Para probar los casos de la FPL Cobb-Douglas y de
Sustitutos Perfectos con su respectiva FT asociada, se siguen los mismos pasos que en la
proposicion 4, excepto en el caso de a funcion de produccién del tipo Leontief con su FT,
en la cual se dan argumentos de convexidad para su solucion, de la misma forma que en la

literatura convencional. Q.E.D.
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APENDICE B: RUTA DE BUSQUEDA DE LA BIBLIOGRAFIA

En estas tablas se ponen los resultados numeéricos de la revision bibliografica que se hizo
para esta tesis. Esta busqueda ayudd a complementar la bibliografia sugerida por el comité
tutoral y a conocer el estado el arte de esta investigacion.

En la primera tabla, la busqueda se hizo utilizando las palabras clave relacionadas con éste
trabajo, mientras que en la segunda tabla se utilizaron términos mas especificos para la
basqueda sistematizada de articulos y libros que contuvieran estos temas. Asi, en la
columna izquierda se pusieron las palabras clave o términos de la busqueda realizada,
reportando en frete de ellas el numero de resultados de libros y articulos académicos sobre
este tema en el primer renglén de cada término, y el de libros y articulos académicos que
contenian esta frase completa en el segundo renglon, para resultados en periodos desde un
afio especifico hasta la actualidad.

Palabras Clave Desde cualquier Desde Desde 2018
tiempo 2014 2017

Modelos de crecimiento 966000 14100 13000 15300
econémico 2020 438 150 69
Economic growth models 4220000 77400 20500 21500
7320 2000 665 267
Modelos de crecimiento 50100 15400 10100 3670
endégeno 1990 431 131 55
Endogenous growth models 2400000 152000 32900 23100
18800 4330 1330 530
Modelos de crecimiento 44700 15400 9030 3350
econdémico enddgeno 95 21 8 7
Models of endogenous 780 000 18100 17100 17500
economic growth 306 72 28 7
Innovaciones tecnoldgicas 161000 13400 15400 9730
53900 15400 5750 2010
Technological innovations 2510000 188000 32700 21700
403000 28700 17600 10500
Teoria de copulas 17900 6210 1790 638
228 69 26 7
Copula theory 111000 17700 11800 4960
4210 2030 870 395
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Copulas theory

Economia de los recursos
naturales

Economy of natural resources
Economia ambiental
Environmental economics

Environmental economics
natural resource

Copula Clayton
Clayton copula

Copula Clayton en recursos
naturales

Clayton copula natural
resources

Copula Clayton en economia
ambiental

Clayton copula environmental
economics

29000
381
630000
2490
3850000
1270
766000
14500
4420000
1430000
84600
747
10400
1060
10400
5560

67

0

2050

42

2300

11700
160
34800
526
582000
534
14200
3660
53000
38000
18500
157
4400
530
4400
2620
19

2240
24
15500
61
40400
71
15500
462
16200
5100
19300
19
733
94
733
437

219

[EEN

256
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Busqueda por términos

Teoria de copulas en modelos de crecimiento
enddgeno

Copula theory endogenous growth models

Teoria de copulas en modelos de crecimiento
econdémico enddgeno

Copula theory models of endogenous economic
growth

Teoria de copulas crecimiento endogeno
innovaciones tecnologicas

Copula theory models of endogenous economic
growth technological innovations

Teoria de copulas crecimiento econémico
innovaciones tecnoldgicas

Copula theory economic growth technological
innovations

Crecimiento enddgeno innovaciones
tecnologicas

Endogenous growth technological innovations

Modelos crecimiento econémico endogenizado
por innovaciones tecnolégicas

Models economic growth endogenous
technological innovations

Teoria de copulas crecimiento endogeno
innovaciones tecnoldgicas recursos naturales

Copula theory endogenous growth
technological innovations natural resources

Copula Clayton recursos naturales

Clayton copula natural resources

Cualquier
tiempo

1280
0
4860
0
1170
0
3850
0
570
0
2650
0
3210
0
12100
0
19400
0
135000
0
439
0
112000

0
516
0
1990
0

57

0
2050

2014

261

0
1820
0

234

0
1490
0

106

0

927

0

826

0
4090
0
13900
0
16500
0

107

0
16900
0

96

0

631

19

1020

2017

77
0
752

70

620
0

34

0
393
0
248
0
1660
0
4590
0
16900
0

42

0
16800
0

30

0
269

(o]

444

2018

29

0

319

28

268

14

157

97

717

1810

16800

17

17000

13

103

o1

219
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